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Sobre el Problema Inverso de lLagrange

1.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Desde el punto de vista formal, la Mecanica de
Newton es una simbiosis de estructuras mecaéanicas,
detiniciones experimentales y elementos de geome-
tria euclidiana. Frente & ella, la formulacién de
la Mecanica de Hamilton—Jacobi, al margen de repre-—
sentar la gran sintesis del pensamientoe mecanico,
proporciona el primer esquema fundamental de la

Fisica del siglo XX.

En contrapartida, la segunda ley de Newton
permite establecer con gran facilidad las ecuacio-—
nes de evolucidén de los sistemas dinadmicos; mien—
tras que la construccién de Lagrangianas y Hamilto-—
nianas de tales sistemas s6lo es posible en los
casos de fuerzas potenciales o fuerzas del tipo de

Lorent=z.

oy
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Scbre el Problema Inverso de Lagrange

El paso de las ecuacicnes de evolucidn a sus
Lagrangianas correspondientes constituye 1 llamado
Froblema Inverso de Lagrange. Este es, dado un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de segundo orden:
ai=Fi(qlq/t), asimilable a las ecuaciones dinamicas
de un sistema mecanico con n grados de libertad,
determinar una funcidén, L{g/g,t), tal gque

4 L aL
g, = F la/a/t) <===> -—(———) - mmm = 0; ViB{1,2,...,n}.



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

1.2.— NECESIDAD DEL PROBLEMA

Como es bien sabido, el Froblema Inversoe de
lLagrange no ha sido aparcado del pensamiente fisico
desde su formulacidén, en los dltimos afos del siglo
pasado, hasta nuestros dias. Su actualidad va aso-
ciada a la cuantificacién de sistemas no conserva-
tivos, tratamiento de las interacciones de contacto
en la Mecanica Nuclear, descripcién de las interac-
ciones de contacto no-locales de la materia hadré-
nica, Fformulacidén del caracter no hamiltoniano de
la irreversibilidad de la Mecanica Estadistica y de
los sistemas biolégicos, problemas de la Mecanica
Celeste y de masa variable, estabilidad, bifurca-
ciones vy catastrofes en sistemas no—potenciales vy

no lineales...



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

1.3.— DESARROLLO HISTORICO

El primer trabajo con las perspectivas del que
aqui presentamos s el de Helmholtz [11, quien en
1887 establece las condiciones necesarias (sin de-
mostrar gque también son suficientes) para que un
sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
Gi(q,q,ﬁ,t)=0, admita una Lagrangiana L{gq,§,t) tal

que sea posible la identificacion

d AL aL
6, = --(-—-) -
dt ‘g, 2g.

i

En 18946 Mayer [2] demuestra que las condicio-
nes de Helmholtr son también suficientes para la
existencia de tal Lagrangiana. Entre 1897 y 1900
Hirsch [31 y Bohem [4] inician los primeros traba-
jos para el caso en que aparecen derivadas de orden
superior al segundo en las funciones implicitas Gi'

En 1901 Kénigsberger [5] realiza un detallado ana-

lisis del problema general y aborda la investiga-

]



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

cién para los medios continuos. Ya en 1203 Hamel
[6] da una solucién de un caso particular del Pro-
blema Inverso en un espacio tridimensional cuyas
extremales son lineas rectas. Karshak en 1903 (7]
generaliza los resultados de Hirsch en el caso de

que haya varias variables independientes.

Darboux [81 en 18%4 fue quien primero probdé la
universalidad de la existencia de una representa-—
cidn  lagrangiana para sistemas unidimensionales.
Estudia el PFroblema Inverso para estos sistemas es—
cribiendo su ecuacién de eveolucidén en la forma new-
toniana g§=F{(g,q,t) y buscando una solucidén Lig,q,t)
para la ecuacidén cuasilineal en derivadas parciales

HZL 32L 32L aL

3 343q agdt  2g

Tal solucidn existe siempre, sea cual sea F, si es
analitica, en virtud de los teoremas generales de
xistencia de la teoria de ecuaciones en derivadas

parciales {(teorema de Cauchy-kKovalevski) [771.

Alrededor de 1930, Davis [9-111 publica tres
articulos, elaborados a partir de su tesis docto-
ral, que constituyen uno de los primerocos trabajos
sohre las representaciones indirectas. El  primero

de ellos (1928) trata el Problema Inverso del Cal-



Sobre el Froblema Inversc de Lagrange

culeo de Variaciones para un espacio tridimensional

considerando los siquientes aspectos:

*

Establece que la condicidn necesaria y su-
ficiente para que el par de ecuaciones:

Hik,y 2,y 42 4y ",2° 7150, Kla,y,2,¥ 2 ,¥ ",2 ")=0
sean las ecuaciones de Euler del principio

variacional

X
s1=4f 280k, yaz,y sz )dx = 0,

*1
es, que las ecuaciones de variacidn corres-—
pondientes sean auteadjuntas.
Da condiciones necesarias y suficientes para
que estas ecuaciones de variacidon sean auto-
adjuntas.
Determina la forma funcional mas general del
integrando ¥ para que la integral 1 segregue
como ecuaciones de Euler H=kK=0.
Aborda el problema de encontrar una integral
cuyvas extremales son una familia de curvas
previamente dada.
Deriva condiciones necesarias y suficientes
para que dos ecuaciones dadas:
y ' o= Flagyszey’y2’), ' = Blxyy, Z,y 4270,
tengan soluciones, y=y{x}), z=zi{x), que re-

presenten las extremales para un principio

5y



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

variacional como el enunciado mas arriba.

# Discute la posibilidad de determinar combi-
naciones lineales de dos ecuaciones dadas,
y''=F, z''= G, para gue sus ecuaciones de
variacién sean autocadjuntas. Elle constituye
el origen de las llamadas representaciones
indirectas.

* For dltimo, aplica todo lo anterior a algu-
noe ejemplos, analizando la posibilidad de
encontrar integrales cuyas extremales son,
respectivamente, lineas rectas y semicircu-

los o catenarias ortogonales al plano x—-vy.

En el segundo articulo (1929) trata de genera-

lizar lo anterior a espacios de nt+l dimensiones:

* Establece qué condiciones ha de cumplir un
sistema de ecuaciones diferenciales de se-
gundoe orden para que las ecuacioeones de va-
riacién a €1 asociadas, sean autoadjuntas.

#* Determina el integrando f para que el sis-
tema Hi(x,y,y',y")=0, cumpliendo las condi-
ciones anteriores, represente las curvas

extremales de algln principio variacional,

%
6[ 2Hx,y,y')dx = 0.
*1



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

En el tercer articulo de la serie (1931) discute la
posibilidad de determinar una integral en un espa-
cio de n+l dimensiones cuando se da una familia de
curvas que depende de 2Zn parametiros como sUus arcos
extremales. FPara ello se buscan representaciones
indirectas al exigir que las ecuaciones diferencia-

les de la familia de curvas

.2

yi o= Filxayay'ly

:

han de ser soluciones en yi de un sistema

Hi(x,y,y',y'ﬂ =0
cuyas ecuaciones de variacién sean autoadjuntas;
ello significa que debe de existir una matriz no
singular de multiplicadores Pij’ que permitan la
identificacisdn Hi=Pij(y3’ - Fj)=0' Para ilustrar el
método se discute el caso en que las curvas son li-
neales en la variable independiente: yiwaix+bi. Es
de notar gue, en estos trabajos, no hay referencia

a los resultados de Helmholtz ni de Maver.

Bateman [121 en 1931, utilizande técnicas con—
vencionales de la teoria de ecuaciones diferencia—
les, demuestra que, dadeo un sistema homogéneo vy
lineal de n ecuaciones diferenciales de segundo or-
den, que no admite una representacidén analitica di-

recta como ecuaciones de Lagrange, siempre existe



Sobre el Froblema Inverso de Lagrange

una prolongacién de tal sistema, con su sistema ad-—
junto, hasta otro de 2n ecuaciocones con N nuevas va—
riables, para el cual dicha representacidén existe.
Elle va asociado al hecho de que un sistema disipa-
tivo es fisicamente incompleto y, por ello, es de
esperar que surjan ecuaciones adicionales cuando se
intenta derivar sus ecuaciones de evolucidn de un
principio variacional. Tales ecuaciones representa-
rian al sistema fisico que absorbe la energia disi-—

pada por el primero.

En 1941 Douglas [13] llevd a cabo un exhausti-—
vo andlisis del problema bidimensional, resolviéen—
dolo para los casos en gque es posible. Para ello
plantea el problema en los siguientes términos: da-—
da una familia de mEn curvas en un espacio de n+l

dimensiones, representada por un sistema de ecua-—

ciones diferenciales y{’ = Fi(x,y,y’), determinar

cuando estas curvas se pueden identificar con la
totalidad de las extremales correspondientes a al
gun principie variacional, f@(x,y,y')dx=min, encon-—
trando todas las correspondientes funciones #. Fara
2llo estudia el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales, generalmente sobredeterminado:

2%s 3%% 2%% 2%

—————— Fi 4+ e y{ + mmm—— = e =
Bykay£ ayéﬁyi Byéat Byk

10



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

en la funcidén incégnita €. El analisis se lleva a
cabo en el contexto de la teoria convencional de
las ecuaciones en derivadas parciales, con particu-
lar referencia a la llamada teoria de Riquier, vy
sin utilizar las condiciones de auteadjuntividad.
Reduce el anterior sistema & otreo eguivalente de
primer orden en iij=32§/(ayiayj). Liegado a este
punto particulariza los resultados obtenidos al ca-
50 bidimensional vy lleva a cabo una exhaustiva cla-
sificacidén del problema atendiendo a las funciones
Fl Y FE' El analisis de Douglas, en esencia, 835 una
extensién del método de Darboux para el caso de dos

dimensiones.

También en . 1941, Caldirola [14]1 publica un
trabajo en el que muestra la posibilidad de tratar
los sistemas en los que intervienen fuerzas no con-
servativas, de modo analoge a los sistemas lagran—
giancos clasicos. Tal posibilidad estd basada en el
hecho de gue las ecuaciones de Lagrange, invarian-—
tes a las transformaciones puntuales, no lo son a
transformaciones en las cuales también intervenga
el tiempo. En particular, si la transformacién es
puramente temporal, determina la posible estructura

funcional de las fuerzas, que resultan ser del tipo

11



Sohre el Problema Inverso de Lagrange

N
g, = f(t) L

a., 9,
K ik k

1

¥y la de la trasformacidn:

1
v - [exp([f(t)dt)dt + B

para que las ecuaciones de movimiento del sistema:

d (2] aT v

_._(_._..} — m—— e —— Qx(q,q,t)

8q, g,

se puedan escribir en forma lagrangiana. Esto le
permite la cuantizacidén de este tipo de sistemas
utilizando las técnicas elaboradas para los siste-
mas lagrangianos. Con este objetivo, vuelve a reto-
mar el métodeo (1982-1983) para discutir y puntuali-

rar diversos aspectos cuanticos [15,161].

Sobre 1950 Dedecker [17,18]1 publica dos arti-
cules. En el primero de ellos (1949) lleva a cabo
un detallado andlisis prolongando el método de Ba-—
teman en el caso de que aparezcan varias variables

independientes. Las ecuaciones dadas:

20 a0 =0

Fa(x“,y‘,ay‘/ax“,a
definen variedades integrales Vp, y1=y1(xa), en el

espacio E de las (xa,yl). El método de Bateman,

pn

lo que hace es asociarles un problema wvariacional

. * . .
en  un espacio Ep+ de pt2n dimensiones. Dedecker

2n

estudia la correspondencia que liga estos dos espa—

s
il



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

cios suponiendo gue estas ecuaciones consisten en
anular un tensor F de n componentes con respecto a
un girupo I' gue opera en E. Existe entonces en E

otro grupo P*, isomorfo a I'y que en tanto que grupo
de transformaciones, depende de la naturaleza del
tensor F. A continuacidn, propone otra interpreta-
cién en la que las n incédgnitas auxiliares son con—
sideradas como las componentes de un tensor Z de n
componentes definido en cada punto‘de una variedad
V . Las 2n ecuaciones de Bateman definen asi en

1

Ep+n variedades de "elementos", donde "elemento" es
el ente constituido por un punto y un tensor Z 1li-

gado a ese punto.

En el segundo articuloe (1930), el autor se
propone demostrar gue las formas diferenciales ex-—

teriores definidas sobre los espacios E (espa-—

(v)
cios de los elementos de contactoe) simplifican con-
siderablemente los calculos para establecer la con-
dicidén necesaria y suficiente para que un sistema
de n ecuaciones diferenciales de orden cualquiera

sean idénticas a las ecuaciones de Euler-Lagrange

de alguan problema variacional.

En 1957 Havas [1%1, desarrollande unas notas

previamente publicadas [20,211, tras analizar some-



Scbre el Problema Inverso de Lagrange

ramente los métodos posibles para extender el rango
de aplicacién del formalismo lagrangiano, estudia
con detalle el caso de las representaciones indi-
rectas. A partir de las condiciones de Helmholts
{de autoadjuntividad) busca factores integrantes de
forma gue el sistema hi[ai—-Fi(q,q,t)] = {1}, equiva-
lente al ﬁi— Fi(q,q,t)zO, sea autoadiunto. El ana-—
lisis lo lleva a cabo para una Gnica ecuacion, un
conjunto de ecuaciones irreducibles (entendiendo
por elleo que no puede ser dividido en subconijuntos
tales que las variables de uno de ellos no tengan
indices en comun con las de cualguier otre subcon-
junto) vy un sistema de ecuaciones genérico, como el
sefalado. Termina el articulo ilustrando el meétodo

con algunos ejemplos.

En 1962 Klein [221 lleva a cabo el primer in-
tento de dar una interpretacidn geométrica a las
condiciones de integrabilidad para la existencia de
una Lagrangiana tal y como fueron identificadas por
Helmholtz. El +tratamiento 1lo lleva a cabo en el
contexto de la geometria métrica diferencial, con
referencias particulares a ciertas aplicaciones de
la teoria de las variedades generalizadas de Fing-
ler a la Mecanica Analitica, haciendo uso del cal-

culo de formas diferenciales.

14



Sebre el Problema Inverso de Lagrange

Vainberg en 1964 [231, aborda el Froblema In-
verso en el marco del andlisis funcional utilizando
operadores no lineales. La naturaleza no—lineal de
los operadores considerados se puede abordar con la
teoria convencional de los operadores lineales en
espacios de funciones mediante la utilizacidén de la
derivada de Frechét. Teniendo en cuenta estas con-—
sideraciones, el autor establece la condicidén nece-—
saria vy suficiente para gue un operador, general-
mente no—lineal, admita una funcional como poten—

cial en un espacio de Banach.

La aproximacién de Vainberg en el ambitoe del
andlisis funcional era tan abstracta que necesitd
algun tiempo para propagarse en los circulos de la
Matematica Aplicada y de la Fisica. Tonti [24] en
1268, reconociendo la importancia de los trabajos
anteriores, formula su aproximacidn al Froblema In-—
verso de forma que se pueda aplicar directamente a
problemas practicos en los gue se presentan funcio-—
nales constituidas por integrales de linea simples
o miltiples. El tratamiento de Tonti pone de mani-
fiesto, ademas, la equivalencia entre la formula-
cién del FProblema Inverso en el contexte del anali-
sis Ffuncional y la aproximacién variacional & la

autoadjuntividad, ya qgue:



Sobre el Problema Inverse de Lagrange

* La diferencial de Frechét, al calcularla ex-—
plicitamente, coincide con las ecuaciones de
variacion.

* El concepto de potencial de Vainberg coinci-
de con el de ecuaciones de variacién autcad-
juntas.

* Las condiciones de integrabilidad de Tonti

coinciden con las de de Helmholtz.

En este mismo marco, podemos resefar tambieén
los trabajos de Atherton y Homsey, en 1973, [231,
v, Mmas recientemente, los de Vanderbhauwhede, a fi-
nales de los afos setenta, [26,271, quien vuelve a
retomar el problema bajo estas perspectivas para
tratar algunos aspectos que aln permanecian abier-—
tos, tales como los métodos para el cilculo expli-

cito de una Lagrangiana.

En 1969, Edelen (281 trata en una monografia
el caso de los sistemas continuos. Aungue no usa
explicitamente las condiciones de autocadjuntividad,
el autor llega a establecer gque siempre existe una
Densidad Lagrangiana capaz de representar los sis-—
temas lineales integrodiferenciales de ecuaciones
en derivadas parciales de segunde orden. En otra

monografia posterior [291, de 1977, el mismo autor

1é



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

proporciona un detallado estudio de sistemas no
conservativos y no holénomos en el marco del calcu-

lo de las formas diferenciales.

En 1974 Horndeski [30]1 inicia el uso de la
teoria de cohomologia y cocadenas compleias en el
Froblema Inverso. Es de destacar gque, de nuevo, las
condiciones de integrabilidad que emergén coinciden
con las condiciones de autoadjuntividad deducidas
por Helmholtz. En este articulo, construye una fa

L . . n,n=w
milia de operadores diferenciales, {D }n—D’ tal que

DU es el operador de Euler-~Lagrange y se tiene que
Dn+1.Dn=Q para todo n. Estos operadores dan lugar a
varias cocadenas complejas y los correspondientes
espacios vectoriales de cohomologia. Se hace un de—
tallado estudio para el operador D1 y se demuestra
que, si el conjuntec de funciones campo es de confi-—
guracién estrellada, wuna condicidén necesaria y su-
ficiente para que un concomitante de tercer orden
{de estas funciones campo), T, sea una expresioéon de
Euler—-Lagrange es que Dl(T)=O. En este caso, cons—
truye explicitamente una Densidad Lagrangiana esca-

lar de tercer orden tal que genera T como su expre-

si6n asociada de Euler-Lagrange.

En 1975 el mismo autor [311, en este ambito,

17



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

aborda el problema de determinar cuando un tensor
densidad de rango dos, contravariante, simétrico,
cuya divergencia es nula {(y la de sus derivadas de
orden arbitrariol) y que es un concomitante de una
métrica pseudoriemaniana es, necesariamente, una
expresién de Euler—Lagrange. El andlisis se lleva a
cabo cuando, los concomitantes en cuestidén, son a
lo sumo de tercer orden en las derivadas de la ci-
tada meétrica. En particular, deriva condiciones ne-
cesarias vy suficientes bajo las cuales tal conco-
mitante de tercer orden de un tensor métrice defi-
nido positiveo ¢ negative es una expresion de Euler—

Lagrange.

Allock [321 en 1973 considera el problema de
la existencia de una accién funcional en un contex-—
to algebraico-geométrico, que consiste en la reduc—
cién de una forma diferencial lineal de Pfatf en
una variedad a una forma localmente hamiltoniana,
mediante el uso de ciertas propiedades de los cor-
chetes de Lagrange. Esta aproximacidn, equivalente
a la aproximacién variacional a la autcoadjuntividad
para campos de vectores en variedades, es particu-
larmente significativa para la extensidén del Fro-—
blema Inverso en el caso de que existan ligaduras

ne integrables.

18



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

En 1977 Santilli [33-35] estudia el Problema
Inverse en la teoria de campos clasicoes relativis—
tas. El andlisis se lleva a cabo en el contexto de
la aproximacidén variacional a la autocadjuntividad
suplementada con elementos del cdlcule de formas
diferenciales, especialmente el lema de Poincare vy
su inverso. La primera parte del trabajo, [33], se
centra en estas cuestiones:

* Clasifica las ecuaciones tensoriales de cam—

po covariantes en no lineales, cuasilineales
y formas semilineales, escribiendo sus sis-—
temas de ecuaciones de variacién y sus sis-—
temas adjuntos.

* Determina las condiciones necesarias y sufi-
cientes para la autoadjuntividad en los di-
ferentes casos.

# Prueba que para Densidades Lagrangianas re-
gulares y de clase C4 las ecuaciones de La-
Lagrange son siempre autecadjuntas.

* Introduce 1los conceptos de representacion
analitica directa ¢ indirecta y ordenada o
desordenada.

* Considera algunos casos convencionales de

campos tensoriales.

19



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

# Introduce la nocién de transformaciones iso-—

tépicas.
En la segunda parte, [341:

+ Establece que una condicién necesaria vy

suficiente para que un sistema de ecuaciones

L
tensoriales de campo de clase C7, regular y
cuasilineal, admita una representacién ana-—
litica ordenada y directa, es que el sistema
sea autoadjunteo.

* Deduce que si se suprime el requisito de
"ordenada'y la condicién de autocadjuntividad
es s6lo suficiente para la existencia de una
Densidad Lagrangiana para las ecuaciones de
campo.

* Establece una metoedologia para determinar la
Densidad Lagrangiana, si existe, para campos
tensoriales cuasilineales, particularizando
al caso de campeos tensoriales ordinarios se-
milineales.

* Interpreta los resultados anteriores desde
el punto de vista de las interacciones, es-
tableciendo la estructura de las Densidades
Lagrangianas de campos que interactdan: n

términos multiplicativos de interaccidén vy
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For dltimo, en la tercera parte, [33]

*

uno aditive que actuan sobre la densidad pa-

ra campos libres.

Estudia las transformacicones de equivalencia
de clase C2 e identifica entre ellas las que
inducen (genotépicas) o preservan (isotépi-
cas) una estructura adjunta de las ecuacio-—
nes del campo.

Da condiciones necesarias y suficientes para
gue una transformacidn de equivalencia sea
genotdpica o isotdpica.

Usando esta metodologia, establece condicio-
nes necesarias y suficientes para la exis—
tencia de representaciones analiticas orde-
nadas indirectas en términos de las ecuacio-
nes convencionales de Lagrange e introduce
un método para construir la Densidad Lagran-—
giana en este contexto.

lLleva a cabo una generalizacidén del princi-
pio de accioén capaz de inducir, tanto las
ecuaciones de Lagrange convencionales, «omo
las que €1 llama generalizadas.

Elabora una condicién necesaria y suficiente
para la existencia de representaciones ana-

liticas ordenadas directas, para sistemas

21



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

cuasilineales, en funcidn de las ecuaciones
analiticas generalizadas v estudia su rela-—
cién con las representaciones convencio-

nales.

Este autor publica en 1978 una monografia [36]
sobre el FProblema Inverso, en el marco de la Meca-
nica Newtoniana, siguiendo la misma linea metodol -
gica de la aproximacién variacional a la autoadjiun—
tividad, descrita anteriormente para la teoria de
los campos clésicos relativistas. En ella, analiza
la existencia de representacieones analiticas en
términos de las ecuaciones de Lagrange y Hamilton
para sistemas newtonianos, generalmente no conser-—
vativos, contemplando tres aspectos fundamentales:

# El estudio de las condiciones necesarias v
suficientes para la existencia de una repre-
sentacién lagrangiana ¢ hamiltoniana de unas
ecuaciones de movimiento dadas con  fuetrzas
arbitrarias, no necesariamente derivables de
un potencial.

# La identificacién de los métodos para cons-—
truir una Lagrangiana o Hamiltoniana a par-—
tir de las ecuaciones de movimiento una ves
aseguwada su existencia mediante las condi-

ciones de integrabilidad correspondientes.

ey
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Sobre el Problema Inversoc de Lagrange

* La identificacidén funcional de las fuerzas
newtonianas (locales) mas generales que ad-

miten estas representaciones indirectas.

Kobussen [371 en 1979 hace un nuevo plantea-
miento del tratamiento dado por Darboux al caso de
una ecuacisén, condicionando la solucién del Froble-
ma Inverso al conoccimiento de una intregral prime-—
ra. El uso de integrales primeras diferentes condu-
cird a Lagrangianas diferentes isotédpicamente rela-
ciconadas (en la terminologia de Santilli) o bien s-—
equivalentes (en la de Hojman y Heneaux). El inten-
to no es aislado, vy, entre otros trabajos, que de
alguna forma retoman el problema de Darboux, pode-
mos citar los de Currie y Saletan [381 en 1966 y
Sarlet [39] en 1981. En 1973 Belman y Saletan [401]
generalizan el planteamiento de Currie y Saletan
para el caso bidimensional, vy Heiman y Harleston

[41] en 1980 para el caso multidimensional.

Fosteriormente, 1978, Marmo y Saletan [421,

aplican el esquema de los dos articulos citados de

Saletan, para analizar el oscilador cuantico bidi-
mensional. Lo propio hacen Hojman y Montemayor en
1980 [431, analizando la relacién entre Lagrangia-

nas s-equivalentes y la cuantizacioén canénica. En

o e
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Sobre el Problema Inversoc de Lagfange

1983, Antonini, Marmo y Rubano [441 analizan la re-—
lacién entre las Lagrangianas alternativas para la
descripcidén de un sistema v la integrabilidad del
mismo. En 1982 Henneaux [45]1 analiza el Problema
Inverso en el marco de la Geometria Simpléctica de
la Mecanica Newtoniana y determina las Lagrangianas
equivalentes para un sistema de ecuaciones diferen—
ciales de segundo orden en algunos casos de fuerzas

simples.

También en 1982 Sarlet [4461, trata el problema
general de determinar una matriz multiplicativa que
pueda conferir la estructura de ecuaciones de Eu-
ler—Lagrange a un sistema dado de ecuaciones dife-—
renciales ordinarias de segundo orden. La aproxima—
cién es una generalizacidén de los métodos desarro—
llados por el mismo autor para los sistemas linea-—
les, [471. El resultado principal consiste en una
serie de condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de estos multiplicadores, gque contie—
nen un cenjunto infinito de ecuaciones algebraicas,
cuyos coeficientes pueden usarse para derivar con-
diciones necesarias que incluyen solamente los se—
gundos miembros de las ecuaciones diferenciales de

partida.

oy
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Sobre ol Problema Inverso de Lagrange

Sona [641 en 1964, considera la aplicacioén del
formalismo lagrangianeo vy hamiltoniano para fuerzas
no conservativas mediante las representaciones in-—
directas de modo bastante superficial. S5Su objetivo
es deriwvar una ecuacisn de Schrodinger para un caso
sencillo con vistas a implementar un modelo éptico

para el scattering anelastico de particulas.

En 1981 Lemos [651 analiza la controversia La-
grangiana Matematica~Lagrangiana Fisica v su rela-
cion con el problema de la cuantizacidén de sistemas
disipativos utilizando técnicas tradicionales; es—
tablece condiciones para que una Lagrangiana sea
fisica vy cuestiona su existencia en relacidén a la

forma funcional de las fuerzas disipativas.

Heiman R., Hoiman 5. y Sheinbaum [&61 en 1983,
analizan el problema de construir Lagrangianas para
un sistema dindmico como combinacinacidén lineal de
los segundos miembros de sus ecuaciones newtonianas

de movimiento.

Hoiman v Shepley [&71, 1986, generalizan el
problema de las Lagrangianas equivalentes a la teo-
ria clésica de campos, extendiendo el teorema de
las trazas y discutiendo algunas implicaciones en

la teoria cuantica v en los procedimientos para de—

e
e



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

terminar Lagrangianas equivalentes.

Como va hemos seralado, el Froblema Inverso ha
merecido especial atencidén con vistas a la cuanti-
zacién de sistemas no conservativos (ver SBalazar y
Spavieri [48] y Fonte (491, 1986). Desde esta pers-—
pectiva, el oscilador arménico amortiguado ha sido
objeto de una profunda discusién por ser uno de los
sistemas mds sencillos no lagrangianos de gran sig—
nificacién en muchos aspectos de la Fisica Moderna
(6ptica cuantica, fisica de plasmas, guimica cuan-
tica...’. Los trabajos sobre este tema son numero-
508 Yy entre ellos citaremos los de Brittin [303
(1950), Caldirola vy Lugiato [14-161 (1941-82-83),
Senitzky [311 (1960), Dekker [32,33] (1977,19811%,
Messer (541 (1979, Ray [331 (1979), Bassetti vy
colaboradeores (854,571 (1982) y Jannussis y 8Skuras
[581 (1984). En las referencias L5331 y [54] se hace
una profunda revisidn del estado de la cuestién vy
se suministra informacién bibliografica adicional
sobre el tema. Recientemente se ha retomado el mé—
todo de Caldirola para la cuantificacién de siste-—
mas no conservativos. Entre estos trabajos mencio—
naremos los de: Jannussis y FPapatheou [5%1 (1983),
Colegrave y kKheyrabady [60] (1986), Abdalla, kKole-

grave y kEhosravi [&61]1 (198463, Abdalla [&21 (198B&) vy

il



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

Stuckens y Kobe [631 (1286).

Desde principios de la década de los afos se-—
tenta se viene prestando atencidén a otra aproxima-—
cién al Problema Inverso gque suele denominarse 'de
primer orden". En esta aproximacidén, el sistema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden es reem-—
plazado por un sistema equivalente de 2n ecuaciones
de primer orden, investigéndose la existencia de

representacidén analitica para este nuevo sistema.

En 1973 Havas L[481 demostrd que las ecuaciones
de movimiento con fuerzas dependientes, de forma
arbitraria, de la velocidad, son siempre equivalen—
tes a un conjunto de ecuaciones, diferenciales de
primer orden, derivables de algun principio varia-
cional como ecuaciones de Euler—-Lagtrange de malti-

ples Lagrangianas eguivalentes.

Entre otros trabajos llevados & cabo en este
contexto, destacaremos los realizados por Sarlet vy
Cantriin [&91, 1978, que determinan las condiciones
que ha de verificar una matiriz no singular simeétri-
ca, Cij’ para que el citado sistema de primer orden

se pueda derivar a partir de un principio variacio-—

nal, vy por Sarlet (701, 1979, quien relaciona la
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existencia de esta matriz Cij con la de otra matriz
de multiplicadores, uij’ para el sistema correspon-—

diente de segundo orden.

En 1981 Hojman y Wrutia [711, proponen un meé-
todo para construir un conjunto infinito de Lagran-—
gianas para un sistema de 2n ecuaciceones diferencia-
les de primer orden, en funcidén de 2n integrales
primeras funciconalmente independientes, utilizande
una aproximacidén geomeétirica covariante; presentan
algunos ejemplos y construyen la teoria Hamiltonia-—
na correspondiente a estas Lagrangianas utilizando

el método de Dirac para Lagrangianas singulares.

Hoiman v Gémez [721 en 1983 presentan un teo-
rema analogo al de hNoether para la teoria lagran-
giana de sistemas de primer orden, basado en una
definicidén de simetria diferente a la utilizada por
Noether, que asocia varias cantidades conservadas a
una simetria dada del problema en consideracion. En
1985 Hoiman y Zertuche, L[731, prueban que para sis-
temas de ecuaciones diferenciales de primer orden
el conjunto de simetrias de las ecuaciones de movi-—
miento yv el de las transformaciones de s—equivalen—

cia coinciden.
Hoiman, en 1984 [74]1 lleva a cabo una revision

=28



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

del Problema Inverse, tanto para sistemas de ecua-
ciones diferenciales de segundo orden como para los
de primer orden discutiendo los teoremas de conser—
vacién vy las ambigliedades gue aparecen en la Meca-
nica Cuantica como consecuencia de la multiplicidad

de Lagrangianas capaces de describirlos.

En este contexto de las aproximaciones de pri-
mer orden podemos situar la monografia de Santilli
L7551 publicadé en 1983 que plantea el Problema In-
verso en el marco de la Teoria Hamiltoniana. Para
ello, retoma las llamadas ecuaciones de BRirkhoff
L7861 (1927, que son una generalizaciéon de las
ecuaciones de Hamilton convencionales, para:s

# Frobar la Universalidad Directa del Froblema

Inverso, bajo esta perspectiva, al estable-—
cer la existencia, mediante un principio va-
riacional, de una representacién para todos
los posibles Sistemas Newtonianos (Universa-
lidad) en las coordenadas y tiempo del ob-—
servador {(Universalidad Directa)l.

* Estudiar la teoria de transformaciones para

las ecuaciones de Birkhoft+, comprobando que
conservan su estructura bajo transformciones

arbitrarias, en general, no candnicas.

=9



Sobre el Problema Inverseo de Lagrange

#* Demostrar la Universalidad Indirecta de las

ecuaciones de Hamilton para los sistemas de

ecuaciones diferenciales de primer orden.

Hasta aqui hemos intentado exponer con la ma-

nima simplificacién posible un resumen histérico-

critico de los principales trabajos que han aborda-—

do el Froblema Inverso de lLagrange. Nuestra sinte-

2is es la siguiente:

TEORICAMENTE,

1.~

l.a Representacién Lagrangiana Directa sélo
es posible si los sistemas de ecuaciones
de evolucién satisfacen a las condiciones
de Helmholtz.

La Representacidén Lagrangiana Indirecta es
posible en un gran numero de casos en los
cuales no se satisfacen las condiciones
anteriores pero tal representacion no es
Universal.

La Representacidén Hamiltoniana Indirecta
es Universal: pero en la cuantificacioén
presenta los inconvenientes asociados a la
matriz de los multiplicadores.

Una generalizacidén de la Representacioén

Directa es la Rirkhoffiana. Logra la uni-
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versalidad directa para los sistemas es-—
critos bajo la forma de primer orden e in-
duce al uso de Lagrangianas de segundo or-—
den con vistas a alcanzar dicha universa-
lidad para los correspondientes sistemas

escritos bajo la forma de segundo orden.

FORMALMENTE,

Unos investigadores desarrollan su tratamiento
dentiro del formalismo convencional de la Teoria de
Ecuaciones Funcionales; otros, ataviados con ropa-
ijes del Algebra de Lie, de la Geometria Simplécti-
ca o de la Teoria de Operadores Adjuntes han logra-
do, magistralmente, construir l1a imagen del Froble-—
ma Inverso de Lagrange en sus respectives campos.
Sin embargo, sus métodos tienen un gradoe de univer-

salidad equivalente a los métodos de los primeros.

PRACTICAMENTE,

Tanto unos como otros aplican sus tratamientoes
a un reducido numero de casos: los mismos que fue-—
ron resueltos por los primeros investigadores me-—
diante el formalismo clésico, con lo cual, la ex-
haustividad tedérica se desvanece ante la aplicacidn

practica.

1



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

1.4.- DBJETOD DE LA TESIS

Estando las cosas de este modo, parece légico
intentar buscar meétodos capaces de conducirnos, de
forma sistematica, de las ecuaciones de evolucion
de los sistemas dindmicos a su conjunto de Lagran-—
gianas equivalentes. Este intento es el obljetivo
principal de esta tesis, cuyas etapas fundamentales

lag podemos esguematizar como sigue:

SISTEMAS CON UN GRADD DE LIBERTAD:

Es bien conocido que, en el caso de sistemas
unidimensionales, la ecuacidén dinamica newtoniana
correspondiente, §=F{(g,q4,t), siempre admite una re-
presentacién lagrangiana indirecta si las funciones
implicitas son lo suficientemente regulares (teore-

ma de Darboux) [8I1. En 1979 kobussen L[37]1 reformula

ez oy
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Sobre el FProblema Inverso de Lagrange

este resultado acudiendo para su tratamiente al uso
de integrales primeras. En este caso, en lugar de
intentar hallar representaciones indirectas, busca
una solucidn, Lig,q,t), para la ecuacidén cuasi li-
neal en derivadas parciales de segundo orden

e d
EZL azL 3L AL

5 F+——g+t ——-~--—2=40.

84 8qaq dqat Y]
La existencia de tal solucidén estd garantizada para
cualguier F{g,q,t) gque cumpla con las condiciones
de continuidad y regularidad requeridas por la teo-
ria general de existencia de ecuaciones en deriva-
das parciales (teorema de Cauchy—-Cowalesky) L771.
Kobussen presupone para la solucidén una forma fun-—-
cional del tipo L=gqf(gq,q), para el caso de funcio-
nes autdénomas (que no dependen explicitamente del
tiempol). El procedimiento seguido agui es totalmen-—
te distinto. Se estudia, en primer lugar, la ecua-
cidén dinamica §=F(q,q), sin hipdtesis alguna acer-—
ca de la forma funcional de la Lagrangiana v a tra—
ves de la FROFPOSICION V se establece la relacidn
funcional de la Lagrangiana y una integral primera
de la ecuacidén qgdg=F (gq,q)dqg; ecuacidn que, por otra

parte, es invariante al grupe de transformaciones

infinitesimales asociadas a los factores integran—

wew



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

tes, soluciones de la ecuacién diferencial de par-—
tida
di
-— + AF = 0.
dt
El hecho de introducir desde el primer momen-—
to las nociones dinamicas de la Mecanica Analitica
Yy seguir un método paralelo al método analitico de
los sistemas conservativos, nos conduce de forma
natural a los invariantes relativos, al principio
variacienal equivalente, a un Aalgebra de Poisson o,
lo que es lo mismo, a la métrica simpléctica aso-
ciada a este tipo de ecuaciones. Los resultados se
generalizan directamente para ecuaciones del tipo
g=F {g,t) vy para la teoria de las lLagrangianas de

segundo orden.

SISTEMAS CON n GRADOS DE LIBERTAD:

En el caso de que el sistema tenga n grados
de libertad (n > 2), las ecuaciones dinamicas new-
tonianas que lo describen, ai=Fi(q/q,t), 1i=1yuea,ht,
no siempre admiten una representacidén lagrangiana
indirecta. Ello va asociado al hecho de que, en es-—
te caso, el Froblema Inversce implica la resolucidn

de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

54



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

las ecuaciones de Lagrange:

a2 %L 3°L L

—————— Fk + ————— qk + ————= - - =0, i=1,2,...4n
ﬁqk quaqk quat aqi

con una unica incégnita, la Lagrangiana Li{g/qg,t).

En consecuencia, el sistema es sobredeterminado vy,

en general, no tendrd solucién a pesar de las con-

diciones de continuidad y regularidad impuestas a

"las funciones dinamicas Fi.

En 1941 Douglas [131, lleva a cabo un deta-
llado analisis del caso bidimensional haciendo una
completa clasificacidén de los diferentes casos que
se pueden presentar en funcién del rango de una ma—
triz 2x2 cuyos elementos dependen de las funciones
dinamicas y de sus derivadas. El resultado, aunque
exahustivo, es complejo v dificil de poner en prac-—
tica; hasta tal punto que, como afirma Sarlet [461:
"la complejidad de este analisis ha desanimado,
probablemente, durante largo tiempo a muchos inves-—
tigadores para abordar nuevas generalizaciones".
Este autor, en el citado trabajoe, vuelve a reformu-
lar las condiciones de Helmholtz, para n grados de
loibertad, de una forma més adecuada, con vistas a
s aplicacidén practica; al tiempo que esta nueva
formulacidén hace posible la sustitucién de algunas

restricciones, extendidas a todo el intervalo tem-—
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poral, por otras andlogas para el instante inicial
t=t0. A pesar de todo, el propie Sarlet en las con-—
clusiones de este articulo escribe: "En cierto sen-—
tido podemos decir que &l Froblema Inversc es inso-
luble. Fara nosotros, ello significa la imposibili-
dad de llegar a una férmula general en las funcio-
nes  {(dinamicas) fi mediante la cual podamos saber
qué  fuerzas permitirdan la construccidén de una ma-—

triz de multiplicadores «V.

Sin pretender establecer la solucidén general,
nuestre objetive fundamental es elaborar un método
claro, sistematico y capaz de ser puesto en practi-
ca, para determinar una Lagrangiana que describa un
sistema dinamico newtonianoe dado. Para ello, gene-
ralizaremos, en la medida en que sea posible, los
resultados alcanzados en él caso de una dimension.
Centraremos nuestra atencidén en €l caso autdénomo,
cuando las funciones dinamicas que no dependen ex-
plicitamente del tiempo, y, mediante la PROFPOSICION
XXI establecemos una relacidén funcional entre la
pretendida Lagrangiana y una integral primera del
sistema qidqi=Fi(q/q)dqi, que es invariante al gru-
po de las transformaciones infinitesimales asocia-

das a los factores integrantes, soluciones del sis-
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tema diferencial

di. . aF aF

.._1_:1. + & ......E. l

dt b, ik a4,

Comoe en el caso unidimensional, el hecho de
introducir desde el principio las nociones dinami-
cas de la Mecanica Analitica y seguir, en el desa-
rrollo, un método paralelo al de los sistemas con-—
servativos, nos conduce de forma natural a los
invariantes relativos y al algebra de Foisson, o lo
que es lo mismo, a la métrica simpléctica asociada
a este tipo de ecuaciones. Asi mismo las ecuaciones
diferenciales de los factores integrantes nos faci-
litardan 1la elaboracién de un teorema de conserva—
cidén andaloge al de las trazas en el Froblema de las
Lagrangianas s—equivalentes. Los resultados se ex-
tienden para Lagrangianas de segundo orden, dejando
el problema de las funciones no autdénomas abierto
para posteriores investigaciones, puesto gue la ge-

neralizacidén ahora no es inmediata.
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

2.1.— ESTUDIO GENERAL

Fuesto gue nos vamos a situar en el ambito de
la Mecanica Newtoniana, supondremos que la ecuacidn
dinamica de evolucién se puede escribir de la forma
§ = Flg,g). Dado gue nuestro estudio tendra carac-—
ter local, prescindiremos de antemanoc de las condi-
ciones iniciales vy supondremos que la funcidn F,
que determina la eveolucidén del sistema, esta defi-
nida para un intervalo temporal‘{tlﬁt{tz) durante
el cual la coordenada y velocidad generalizadas va-—
rian dentreoe de los intervalos qu,qzl Y [ql’qEJ’
respectivamente, del espacio de las fases, verifi-
candose que FECE en el dominio de definicidén. Como
va hemos sefalado anteriormente, bajo estas condi-
ciones, siempre es posible describir estoes sistemas
medi ante una Lagrangiané Li{g,qg,t) {(teorema de Dar-—
boux}). A continuacién presentamos los resultados

fundamentales de nuestra investigacidn.
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Sobre él Froblema Inverso de Lagrange

PROPOSICION I

8i la ecuacidén dindmica §=F{g,q,t) es eqguiva-
lente a la de Lagrange correspondiente a la Lagran-—
giana Li{g,q9,t), la derivada del momento conjugado
respecto de la velocidad generalizada es solucidn
de la ecuacidén diferencial,
di aF

-~ + —— ) = 0.
dt 24

Demostracidn

Si derivamos la ecuacidén de Lagrange corres—

pondiente a L{g,q,t),

%L 2%l 3L aL

ﬁ“i t g+ ———— ~ —— =0,
g dgog dqdt 3g

respecto de la velocidad generalizada y tenemos en
cuenta que es §~F a lo largo de la curva soluciédn,

escribiremos

33L 8F 32L 33L 33L
§ =3 + —— ——: + g + = 0,

3¢5 2g 3g° 3g°3q  Bg-at

11lamando

3p & AL, 4L

et Rl
dq 34 '34 3

y sustituyende en la scuacidén anterior, tenemos
ax 3l .9 aF

g-——+tgqg-—t-—+— =0
34 ag At 34

-
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Sobre el Preoblema Inverso de Lagrange

finalmente, recordando lo que significa el operador
d/dt, podemos escribir

di aF

-— % ==X =0

dt 8qg

que demuestra lo que pretendiamos.

PROPOSICION 11

La expresidn

62L aF

Blay4,t) = — exp(f — dt)
dq 3q
es una constante de evolucidn para los sistemas

descritos mediante la Lagrangiana L{g,q,t} ¥ cuya

ecuacion de Euler es g=F(g.qg,t).

Demostracién

En efecto, segin la proposicién anterior:

multiplicandela por el factor exp{f(aF/aq)dt}, esa
ecuacidén se puede escribir compactamente comeo la

derivada de un producto de la siguiente forma:

¥y en consecuencia, G{g,q,t) = cte.
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

PROPOSICION 111

Las soluciones de la ecuacidén diferencial

son factores integrantes para la ecuacién dinamica

newtoniana g=F{g,qg,t’.

Demostracién

FPueste que, por definicidén q = dqg/dt, la ecua—
cion dinamica newtoniana §=F(qg,qgq,t) es equivalente
al sistema

dt dg dg
1 s Faan

que podemos considerar como sistema adjuntoe corres-—

pondiente a la ecuacidén en derivadas parciales

3 (Y] .Y

-— + =~ g + — Flg,q,t) =0

at ag 34
donde ¢ es una integral primera de la ecuacién di-
namica. Ahora bien, la condicidén necesaria y su-
ficiente para que A{g,g,t) sea un multiplicador de
este sistema es que

8l aiiq) 3 (AF)

-+ + = {
at ag 3q

condicidén que se puede escribir, tras desarrollar

41



Sobre el Froblema Inverso de Lagrange

las derivadas, de la forma
di aF

—+-=2=0
dt  3gq

COROLARID III.1A

851 la funcién F no depende de la velocidad ge—
neralizada, los factores integrantes son integrales

primeras para la correspondiente ecuacidén dinamica.

Ello sigue trivialmente de la proposicidén an-—
terior tras imponer la condicion enunciada en el

corclario.

Una vezr establecidos estos resultados genera—
les, pasames & considerar los casos particulares
en los que falta alguna de las variables en la fun-—
cidén dindmica F. Dedicaremos especial atencién al
caso en que ésta funcidn dependa dnicamente de q vy
gs pueste que este tipo de funciones representan
las fuerzas méds usuales en Fisica, siendo posible,
ademas, un desarrolle similar a €1 para los otros

Cags0s.
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2.2.— ESTUDIO DE LA ECUACION §=F{(q,q)

COROLARID III.2

8i F no depende explicitamente del tiempo los

factores integrantes para §=F{g,q) son las solucio-

nes de la ecuacidn

8k (3} aF
—§+t-——g+-—-2%=0,
3q 24 dq

En efecto, dicha ecuacidén es la de los facto-

res integrantes de la

gdg = Fl{q,q)dg, ya gue se ha
de verificar:

alg) 3 AF)

aq 2g

que es precisamente el resultado pretendido una ve:z

desarrolladas las derivadas de los productos.
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NOTA 1

Es de resefar que si 3aF/dg=k, la ecuacidén an-—
terior se transforma en :
ax 8l di
— F + —— g+ ki =0 ===} -— + k) =0
aq aq dt
que admite como selucidon A=expi{—kt}, para la cual,
evidentemente, d2/3t#0. Sin embargo, este resultado

no se contradice con el corolario anterior va que,

bajo estas condiciones, se tiene que 3i/dt=dir/dt.

PROPOSICION IV

Si A es solucidén de la ecuacidén diferencial

existe una funcidén I=I{g,q), definida por
8l/8q = lAq; al/dgq = - AFiqg,q) [1v.11

tal que di=0.

Demostracién

8i g=F{(g,q), va hemos visto que sus factores

integrantes satisfacen a la ecuacidén diferencial:

44



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

es decir
-} 8 8F
-— g = - -~ Flg,q) - — A
dq 8q aq

que podemos escribir, teniendo en cuenta las condi-

ciones de definicion de I(g,q), de la forma:

que es precisamente la condicidén necesaria y sufi-

ciente para que sea dI=0.

PROPOSICION V

8i la ecuacidén dinamica g=F{(qg,q’ admite una
integral primera I, existe una Lagrangiana L que
verifica la relacién:

ab

1 =-—4 - L.
3q

Demostracién

Teniendo en cuenta [IV.11, podemos escribir:
sl BEL 8l 32L
- =45 —- = - Flg,q) —3
3q 3q2 aq 3@2

por tanto

32L

I = -]F(q,q)——— dq + B(g) [v.11
34>



Sobre el Problema Inverse de Lagrange

Derivando respecto a g:
al 2 32L dig{q) 32L
—— = - = F(q,q)——i dg + —-——-—= = q ]
[-T:] LY:] 2q dq 3G

Despeijando e integrando determinamos la expresidn
para #f(g) y sustituyende en (V.1) podemos escribir
la integral primera I de la forma:

e
azL 3L 3 azL

I = —jF(q,Q)——— dq +[¢——- dq +j(-—fF(q,q)——— dq)dq [V.113
342 3q° 24 34°

Ahora bien, desarrollando la correspondiente ecua-—

cién de Lagrange, tendremos que:

L ]

a%L a2l a4 AL d AL
Y Y

aq Y] dqog &g dq 34

y sustituyvendo en [V.II1:
2

aL 321 3 Bl aL
I=--4-L+[q-5dq- ]—-(-— q - L)dq ==} 1 = — g - L.
3q 3q° 3g 'dq 3q

PROPOSICION VI

La ecuacidén dindmica §=F{(g,q) admite como La-

grangiana la expresion

donde # es una funcidén arbitraria de su argumento.
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Scbre el Froblema Inverso de Lagrange

Demostracién

Basta observar gue, teniendo en cuenta la
proposicidén anterior, podemos escribir la siguiente

relacion:

e integrando, obtendremos
1

L = q] -5 dq + #(q)q
q

Es evidente que, puesto que no hay dependencia
explicita respecto del tiempo, #(g)g sera la deri-
vada temporal de alguna funcién g{g), es decir, que

L se podr& escribir bajo la forma

METODD

El conjunteo de proposiciones que acabamosg de
exponer entrafnan un método simple para la construc-—
cidén de una Lagrangiana capaz de describir la ecua?
cidn dinamica §=F(g,q). En efecto, utilizando la
propesicidén VI, una vez conocida la constante de
evolucidén I{(g,q), queda determinada una de las La-
granglianas equivalentes cuva ecuacidn de Euler aso-—

ciada es §=F{g,q). En general, diferentes integra-
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Sobre el Problema Inverse de Lagrange

les primeras conduciran a Larangianas eqguivalentes
diferentes. Para determinar la constante de evolu—
cion I(g,q) hemos utilizado los factores integran-
tes de la ecuacion diferendial gdg = F(gq,q)dg. Una
solucion geométrica equivalente es la que propuso
Sophus Lie: se trata de buscar los grupos de trans-
formaciones infinitesimales que dejan invariante

dicha ecuacidén [(78,79].

PROPOSICION VII

El principio variacional
2

a] qdq = 0 (4g=0 y 84=0 en los extremos)
1

con la condicidén adicional 8I=0 en cada punto de la
trayectoria del espacio fasico (g,q), es equivalen-
te a las ecuaciones

3I1/3¢ = X4; al/ag = -AFlg,q) [VII.I]

Demostracién

851 tomamos 4q vy &g como variaciones indepen-—
dientes y llamamos u al parametro que nos determina

la posicidn a lo large de la travectoria

2 2
s[ 4dq =f {84dq + qdldq)}
1 1

2 dg dq
f (6q—— - aq——)du = 0,
i du du

2 2
= [ (3adq - 2qaaqr + ¢5qt
1 1
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Socbre 21 Problema Inverse de Lagrange

donde se ha llevado a cabo wuna integracion por par—
tes vy se ha tenido en cuenta gue dg(l)=3g(2) para
llegar a ese resultado. La condicién adicional 8I=0
se puede expresar de la forma:

8l 3l
= 84 + = dq = 0,
Bq ag

aplicando el método de los multiplicadores de La-
grange, introducimos pi{uw) para poder escribir:

Y2  dq 2l dq al
f ((-— - u(u)——)aq - (-- t u(u)--)éq)du =0

uy du dq du aq

vy como 894 v 8q son independientes, tendremos que:
dqg 81 dqg 8l
— = plur— 3 - = - plu)—
du 3q du Ys!
siendo estas ultimas ecuaciones equivalentes a las
del sistema [VII.I]1 sin m&s que elegir =1 multipli-
cador pl{u) de forma que se verifique identicamente:
aF

pl{uldu = (exp(—] - dt))dt
3q

PROPOSICION VIII

i F y A son invariantes a una transformacion
en el origen de los tiempos, siendo
aF

A= exp(—f - dt),
3q

4



Sobre el Problema Inversg de Lagrange

la expresién:

aF

Jd = [Dexp(—f ;; dt)dqdﬁ
t

es un invariante integral relativo del sistema ad-

Jjunto de la ecuacién g=Fig,q).

Demostracién

La ecuacién dindmica newtoniana g = F{g,q7,
junto con dg=gdt admite como sistema adjunto

dg dq dt

= - = -, [VIII.I]
q F 1

For hipétesis, los denominadores son funcién de g vy

4, pero no de t. Ahora bien, si A no depende expli-

citamente del tiempo y verifica

8idg) 8 {AF) [} -3 oF di aF
+ =0 ==p == g4 ==+ == 2= -4+ -} = 0
dq 3q ag 3q g dt bq

esto es, A es un multiplicador para el sistema ad-
junto [VIII.I1; en virtud del teorema de Foincaré
[891, ello implica que

aF

1= ]Dexp(—f ;; dt)dqdq

t
sea un invariante integral relative a las solucio-
nes del citado sistema. Esto es, que tal expresién

es independiente del tiempo. Donde Dt es un recinto

del espacio (g,q4), en general, variable con t.



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

PROPOSICION IX

La derivada temporal de la funcidn dinamica
B = Glg,q,t) pusde expresarse, utilizando el pareén-
tesis de Foisson, por
a6 1 a6

-~ = - [B,I1 + —-,
dt X at

Demostracién

Efectivamente, podemos escribir:

d6 36 36 36
—— 2 - q + —-— q [
gt LY 8g at
ahora bien, segun [VII.11: § = - l_lallbq, q = A'lax/aq

v, por tanto, podremos expresar la derivada tempo-
ral de G de la forma
db 1 36 3l 36 8l aB 1 8B

— = —(—— — - ——) # == = = [B,11 + —
dt  X'dg dg dq dq 3t 2 at

COROLARIO IX.1

i la funcidén dinadmica G no depende explicita-
mente de t y su paréntesis de Foisson con la fun-
cién I{g,qa) es nulo, G(g,q) es una constante de

evolucidn.

Resultado que sigue inmediatamente de la pro-

posicidén anterior.



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

2.2.1- FORMAS FUNCIONALES Y FACTORES INTEGRANTES

Es evidente que no siempre es sencillo esta-
blecer algun factor integrante para una determinada
ecuacion dindmica, vya que encontrar las soluciones
de la ecuacidn diferencial asociada conlleva casi
siempre dificultades que no se pueden salvar facil-
mente. Nuestra intencién en este apartado, es esta-
blecer las condiciones que han de verificar las
funciones dindmicas F(g,q4) para que exista un fac-
tor integrante con una dependencia funcional dada,
o bien, determinar la forma funcional del factor
integrante conocida la de la funcién dinamica. El
andlisis, dadas sus caracteristicas, no puede pre-—
tender ser exhaustivo vy solo aspira a sugerir la
forma en que pueden encontrarse nuevos factores in-

o
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

tegrantes que, en cada situacién concreta, serd po-

sible especificar analiticamente.

Al tiempo que analizamos ciertas formas fun-
cionales de interés para los factores integrantes,
presentamos algunos ejemplos de ecuaciones dinami-—
cas en los que se aplica direcﬁamente lo expuesto
para determinar dichos factores; a partir de ellos,
se calcula la integral primera I(g,q) v posterior—
mente la Lagrangiana correspondiente a esa integral
primera, siguiendo el método elaborade en las sec—

ciones anteriores.

Hemos tratado de incluir ejemplos cuyo signi-
ficado fisico fuera patente, en la medida de lo po-
sible. También presentamos otros en los gue el fe-
némeno fisico no se intuye inmediatamente. Ello es-
tad justificado en virtud de gque el tratamiento la-
grangiano se aplica para el estudio de una gran va-
riedad de sistemas, no necesariamente incluidos

dentro del campo de la Fisica.

A continuacién presentamos los resultados co-

rirespondientes a los siguientes casos:

e



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

CASO 1

Si aF/sg=k, la ecuacidén correspondiente de
los factores integrantes:
di oF
-~ 4+ -— % =90

dt 34

serrd integrable y tendremos que: X = exp{-ktl.

EJEMPLOD 1.1

El oscilador arménico amortiguado linealmen-—
te, con coeficiente de amortiguamiento constante,
estd descrito por la ecuacidén:

§ + pg - g = 0, p=cte., Bf=cte.,
que admite como factor integrante A=exp{-ptl}. Este
permite escribir, la ecuacidén dinamica de la forma:
d
——{qexp(-pt)} - Bgexp{-pt} = 0;
dt
e identificando ésta con la forma de la ecuacidén de
Lagrange, obtenemos para la Lagrangiana

L exp{-pt) (% q2 + b q2).

CABO 2
S8i pretendemos encontrar un factor integrante
que dependa unicamente de la coordenada generaliza-—

da: A=x(q), para que el exponente de la expresisén
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

genérica del factor sea integrable ha de ser:

EJEMPLOD 2.1
La ecuacién dindmica:
§=-(q+ 4 1)
representa un oscilador arménico forzado y sometido
a un amotrtiguamiento no lineal de forma que el coe-—
ficiente de amortiguamiento es inversamente propor-—
cional a la coordenada generalizada. El factor in-—
tegrante sera:
1 aF

A o= exp(-/ - - dq) = q
g 84

2

al gue el método asmocia la integral I1{g,q) dada por

I = kgg” + %q' + 1/3g°

vy la Lagrangiana:

.2 2 4
q

L = 8q%q% - %q" - 1/3¢° + #(q) g

siendo & una funcidn arbitraria de su argumento.

LCASD 3

81 existiera un factor integrante que dependa
solamente de la velocidad generalizada, seria:s
1 AF

ool £

F 8q
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¥y para que el exponente sea integrable ha de ser:
& 1 3F

ARl

ag F 24

EJEMPLO 3.1

Sea la ecuacidn dinamica

g = (q + q3>(q + qz)—l.

Puesto que

8 ,1 dF

o)

2g F 3q
admite un factor integirante A{(§) dadoe por 1=(q+q3)—.
La integral primera I(g,q), definida a partir de &l
segun la PROPOSICION IV, es:

I =arctg g +Lnll +g D
a la que nuestro método asoccia la Lagrangiana

L =-Ln(i+q 1) - arctg § - kalnll+tq 2) + #(q)q.

donde #(g) es una funcidén arbitraria de qg.

EJEMPLO 3.2

Un electrén sometido a un campo mecanico des-—
crito por el potencial V(i) v a otro eléctrico de
intensidad E, constante, moviéndose con velocidades
relativistas, viene descrito por la ecuacion dina-—

mica:
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) av
X' = (--—'reE)
@ C ax

que admite un factor integrante A=x(g), dado por:
aF | 9
A= exp(—j - = dq) = {c” - x'")
agq F
La integiral primera 1{gq,q), es:

i i

I = —2(V - pEX) + =
moc3 (c2 - x'z)&

i {c” - x' ™}
L= ———g(— V + eEx) - —————m———e
mC c
o

EJEMPLO 3.3

La ecuacién del movimiento de una masa pun—
tual sometida a una fuerza de rozamiento lineal en
la velocidad, cuya magnitud depende de la posicién,
viene dada por:

g + Blglgq = 0.
Fuesto que:
-
4g F ag
admite un factor integrante A=x{g§), dado por: l=q—1;

al que nuestro método asocia la integral primera I:

1=4 +fa(q)dq
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y la Lagrangiana:
L = gln g —fﬁ(q)dq + #{glq.

Este sistema tuvo su interés en la elabora-
racion de un modelo o6ptico de scattering anelastico

de particulas [&4].
CAS0 4

Si investigamos la exixtencia de un factor
integrante A=x(Ww), donde u=qtg, eéste vendra dado
por la expresién

1 aF
= exp(—f—-—- -—(dqg ¢ dq))
Fiq 34
Yy para que el exponente sea integrable ha de ser:

8 1 F 8 1 @F

Y e R

3q Fig 34 3g Fig 34
correspondiendo, donde aparece el doble signo +, el

signo + si es u=qg+tg y el - si u=q—qg.

CASD 5

Si buscamos un facter integrante para la
ecuacion dinamica cuya dependencia funciqnal sea de
la forma A=x{(u), donde u=qqg (6 bien u=qg/g), el fac—

tor integrante se podra escribir:

A= exp(—f R ——{gdq t qgdq)
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que podra expresarse analiticamente si el exponente
es exactamente integrable, es decir, si:
__(__-_5 B T 5 == (5.1)
8q gFig d4q 8q gFtg 34
teniendo en cuenta gue donde aparezca el doble sig-—

no +, pondremos el + si u=qqg y el — si u=g/g.
EJEMPLO 5.1

La ecuacidén dindmica

§= (4 + aln qig
verifica la condicidn (35.1) vy por tanto admitira un
factor integrante de la forma A=ix{(u), u=qgqg, que re-—
sulta ser, tras realizar algunos cdlculos: 1=MQ)_1.
l.a integral primera I(gq,4), a €1 asociada es:

I{gyq} = {1 + q + an)q"1
y la correspondiente Lagrangiana

L=-(1+Lngt+aqln gg . + #lqg
CASO &

1 la funcidén dinamica admite una dependencia
funcional de la forma F(q,q)=(q2/q)f(u), donde u=qgqg
{¢ bien u=g/g), la ecuacidén dinamica correspondien-—
te admite como factor integrante iA=(Fg + qE)"l, si

L J—
w=ad, {respectivamente x=(Fg — g 1 si u=qg/qg). En

efecto, la ecuacidn dindmica se podrd escribir de
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la forma gdg — F{g,qidg=0. HMultiplicando por dicheo
factor y sustituyendo la expresidén de F, tendremos:

dg dqg
- g Mdg + Ndg = 0
gil + f{ui? gi{t + f{u)?}

que es exacta, puesto gque:s

oM df/du an

aq {i +f)2 3q

EJEMPLO 4.1

La ecuacidn newtoniana

§ = - qsfqz - qg - ﬁzi
cuya funcién dindmica puede escribirse de la forma
F=(q2!q)¥(u) con u=g/g, admitird como factor inte-—
grante:

2= (qF - 97 = g2 - qq - 42047 - q%¢D L,

La integral primera l[(g,q) sera:

I= &Lﬁ(q + q) — klniq - g) - Ln q

¥y la Lagrangiana a ella asociada se podra escribir:

CAg0 7

8i investigamos la existencia de un factor

integrante del tipo: A={g/q)f{g), la funcién (g

&0
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estara determinada por la ecuacién diferencial

df q q2 - gF q oF

t qF = 4 q 34
y para que ésta pueda integrarse, ha de ser
& .q 1 dF

T

ag ‘qfF F 39
EJEMPLO 7.1

Sea la ecuacidn dindmicas

qzq—l(i - qcos q + gqsen g)

§ =

que, al verificar la condicidén anterior, admitira

un  factor integrante de la forma indicada, siendo

f(@)=q—2, con lo cual, tendremos gue: l=qq—3. La

integral primera I{g,q), asociada a este factor es:
I=-q4 " +qcos q

y la correspondiente Lagrangiana serd:

-1
L =% qq - gcos Q.

CAsS0 B

Si pretendemos encontrar un factor cuyva forma
funcional sea A={(g/q)figq), la funcién (g} estara
determinada por la ecuacién diferencial

d4 a° - aF 1 F

A L A
f qq q 24

&l
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que sera integrable exactamente si

En el caso de que estemos interesados en la
determinacidén de un factor integrante cuya depen-—
dencia funcional sea tal gue x=f{(g)tagqg, la funcién
f verificard la ecuacidén diferencial:

df 2F 1 aF
== % ~jemm———— -~ ——ldq
f qsen 2g q 8q
vy ésta serd exactamente integrable si:
8 2F aF

4gq sen 24 aq
CASO0 10

51 la dependencia funcional esperada para el
factor integrante es: A=f{gitag g, la funcién ¥ es—
tara definida por:

df 2q i &F

f Fsen 2q F aq
Yy podrd expresarse analiticamente si la ecuacidén se
puede integrar de forma exacta, es decir si:

3 2q 1 aF

i e DS

oq Fsen 2q F 34

&
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CASO 11

Si la funcién dinédmica F es tal gque permite
escribir A=f(g) (sen g+cos q) para el factor inte-
grante, la funcidn (q) estara determinada por la
ecuacién:

df q 1 a&F
- = (— tag 2g + - ——)dq
F F 3q

y podremos calcularla siempre gue esta ecuacidn sea

exactamente integrable, es decir, siempre gue:

d q 1 ®F
——{- tag 2g + - —-) = 0.
aq F F bq

CAS0 12

5i se pretende determinar un factor integran-—
te susceptible de ser escrito bajo la forma funcio-—
nal A=f(gllng, la funcién ¥ tendra que verificar la
ecuacidn diferencial:
df F 1 &F
—_— e emem——— o~ - dq
f q°Ln q4 4 34
Yy podré& escribirse analiticamente si ésta es exac—

tamente integrable:

& F 1 F
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CASO 13

81 pretendemos escribir el factor integrante
bajo la forma funcional A=gln f(q), la funcién F(qg)
estard determinada por la ecuacioén:

dfln fig)i F 1 aF
Ln fi{qg) q q 39
Yy podra escribirse analiticamente si esta ecuacidn
puede integrarse de forma exacta, o sea, si:
8 F 1 aF

v = —— = 0
.12 . .) ’
3q q g dq

NOTA 2

El método puede utilizarse, si no resulta fa-
cil determinar una forma funcional para el factor
integrante como se ha hecho en los casos anterio-
res, escribiendeo la ecuacidén dindmica bajo la for-—
ma: qdg=F{q,g)dg y determinando para ella un factor
integrante. A partir de ¢l es inmediato calcular el
correspondiente a la forma newtoniana y, en conse-—
cuencia, proseguir con la aplicacién del método. A
continuacidén, presentamos unos ejemplos en los que

hemos tenido en cuenta estas consideraciones.

&4
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EJEMPLO N2.1

Sea la ecuacidén dindmica

q(2q44eq + 2qq3 + gl
e N I :
ag et - q%" - 3q

Fodemos escribirla asi:

= 3
(2qq4eq + ch‘;3 + g)dg + (q"q4eq - qzqz - 3q)dg = 0

que admite comeo factor integrante q_4 vy el corres-—

pondiente a la ecuacidén newtoniana serd:

-1q 2.3 5
e - g%

2, .
L =14g4q - 3aq

al que ascciamos la integral primera:

2 q 2 -1 =3
1=q%%+ g%  +qg
y la Lagrangiana:
- - 3 -
L =- &qzq . %g4q 34 q‘q/q 2eq dgq + dé#{q)/dt

EJEMPLD N2.2

Sea la ecuacidn dinamica
3.3 2.2 .3 9 2
20°q + 4q7q + 2q9 + qq + 24
a_,_
2(@3 + qzq + g}

. 13
para la cual, resulta mas sencillo buscar un factor

integrante escrita de la forma

2 2
(2067 + 404 + 2q6° + 4" + 2a0dg + 2(8° + q°q + q)dg = 0,
3
que resulta ser B = exp(gq™) y, en consecuencia, el
correspondiente a la ecuacidén newtoniana serd:

2 = 24 1g® + g% + pexpg?),

&5



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

al gue se asocia la integral primera:
b
I = 2explg®) (% 4" + K q24° + qa)
vy la Lagrangiana:

2 2.2 . . 4
L =exp(g (2 g7q + 4 ggln g + 1/3 g} + d#{q)/dt.

Como va sefalabamos anteriormente, la rela-
cion de los casos analizados no pretende ser exa-—
hustiva, sino sugerir las amplias posibilidades que
se abren para buscar las formas funcionales de los
factores integrantes, facilitando la determinacién
de estos. Asi, una vez conocido un factor integran—
te, podemos determinar, aplicando el método elabo-
rado, una Lagrangiana para describir la ecuacidn
dinamica en cuestidén y con ello disponemos para su
tratamiento de los potentes métodeos de que se dis-—

pone en la Mecanica Analitica.

&b
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2.3.— ESTUDIO DE LA ECUACION § = F(g,t)

Procediendo ahora de una forma totalmente ana-
loga al caso anterior, fundamentamos nuestro anali-
sis en el estudio de los factores integrantes de la
ecuacion gqdg = Flig,tldg, sometida & la restriccidn
adicional dag=qgdt. Teniendo en cuenta gque en este
caso &l desarrollo es totalmente paralelo y las de-
mostraciones son similares a las realizadas en 1la
seccion 2.2, nos limitaremos a presentar los resul-

tados mas significativos.

Si la funcién dinamica F no depende explicita-
mente de la coordenada generalizada, g, tenemos el

siguiente corolario:
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COROLARIO III.2

lLas soluciones de
3 3 aF
—F 4+ ==+ — ) =0
4q at g

son factores integrantes para la ecuacidn dinamica

newtoniana §=F{g,t).

Procediendo como en el caso anterior, es posi-
ble determinar agui una integral primera definida a
partir del factor integrante. Mientras que esta in-
tegral era antes, formalmente, la Hamiltoniana del
sistema, representa ahora el momento conjugado. Es—

te resultado lo enunciamos en la siguiente

PROPOSICION X

5i X es solucidén de la ecuacidn diferencial

existe una funcidén I=I(g,t) definida por
8173 = A3 al/dg = -AF,
tal gue dI=0 vy, por tanto, es una integral prime-—

ra para la ecuacidén g=Fii{g,t).

Una ver conocida esta integral primera, pro—

cedemos a construir la Lagrangiana asociada, utili-
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rande la tesis de la siguiente proposicién:

PROPOSICION XI

8i Li{g,t? es la Lagrangiana que describe la
ecuacion dinamica §=F(g,t), la integral primera I

satisface la relacidén I=alL/d4.

En consecuencia podemos enunciar la

PROPOSICION XII

La ecuacién diferencial §=F(g,t) admite como

Lagrangiana
L =[1dq £ B(L)

donde €(t) es una funcidén arbitraria de su argumen-—
to que es posible escribir como la derivada tempo—

ral de alguna funcidén: €(tr)=dg (t)/dt.

Como en el casco anterior, estos resultados en-—
trarnan un métode simple para construir la Lagran—

giana para ecuaciones dindmicas del tipo g=F{g,t).

&%
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2.3.1.— FORMAS FUNCIONALES Y FACTORES INTEGRANTES

A continuacidén pretendemos establecer qué con-—
diciones han de verificar las funciones dinamicas
F{g,t) para gque exista un factor integrante con una
dependencia funcional dada, o bien determinar la
forma funcional del factor integrante a partir de
la de la funcidén dindmica. No es necesario repetir
aqui las observaciones, en cuanto al alcance del
presente andlisis, que va se enunciaron en el para-
grafo analogo correspondiente a las funciones dina-

micas autdnomas.

En lo gue sigue estudiamos, presentando al-

gunos ejemplos de interés, los siguientes casos:

G
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CAS0 1

5i oF/3g=Ff(t), la ecuacidén correspondiente de
los factores integrantes admite por solucién
aF

) = exp(—f - dt).

3q
CAS0 2

8i se pretende para el factor integrante una
dependencia funcional tal que A=i(g), éste podra
expresarse analiticamente siempre y cuando sea in-—
tegrable el exponente de la expresién genérica, vy

esto implica que:

3 1 aF
R
3t 'F 234

CASD 3

Si pretendemos encontrar un factor integrante
tal gue a=2{W), siendo u=ttqg, sera:
1 aF
A= Exp(—f——— --{dg ¢ dt))
1tF 84
FPara gue podamos expresarlo analiticamente, el ex-
ponente tiene que ser integrable v ello implica gue
2 1 @oF 2 1 @oF
at "1tF 3q 8g 1tF 3g

teniendo en cuenta que el signo + corresponde al

-

71
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caso en que u=t+g v el — a aquél'en que u=g-—qga.

CASO0 4

8i el factor buscado ha de tener la forma
funcional a=x(u}), siendo u:ﬁttl, para que el expo—
nente correspondiente sea exactamente integrable ha
de verificarse:
[ t aF 8 q oF
ot Ftig 8gqg 8q Ftig 34

donde se debe respetar la correspondencia del doble

signo con el del exponente de la t en u.

CAS0 5

8i la funcidén dindmica de la ecuacidén new-
toniana es de la forma F=(qt“1)f(qt*1), entonces la
expresiodn k=(Fttq)~1 es un factor integrante para
esa ecuacidén. En efecto, la ecuacidn dg=Fdt al mul-
tiplicarla por diche factor se transforma en:
dq Fdt

- g Mdg + Ndt = 0
tF t ¢ tF t q

sustituyendo 1l1la expresion de Flg,t), se tiene gue

aM/Bdt=aN/dqg, que prueba lo que pretendiamos.

72
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EJEMPLO 5.1

Sea la ecuacidn dinamica:

qi2tq + 1)

§ = - -
B(L o+ 2tq - £54°)

FPuesto que F es de la forma ﬁtnlf(qt), admite un

tactor integirante dado por

1 1+ 2tg - tog°

t3Q4

tF + g
al gque nuestro método asocia la integral primera I
que podemos escribir de la forma:

3.1 2.2 -1
q

I=1Lng+ 3t5g0 1+ (124571,

La Lagrangiana asociada a ésta es:

1

L=gln g - g - (t26) % = at56% 71 + ae/at,

siendo € una funcidén arbitraria de t.

CAS0 &

8i el factor integrante se puede escribir ba-—
jo la forma funcional ix=f(t)tag ¢, F{t) estara de—
terminada por la ecuacidén diferencial

df aF 2F
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CAS0 7

8i el factor integrante pretendido se ha de

escribir bajo la forma funcional A=f(gitag £, la
funcidén f se expresard analiticamente si la ecua-
cidén diferencial que la define:

df 2 1 3F
-— = - ( ——————— + - -—)dq
f Fsen 2t F aq
es exactamente integrable; es decir, verifica:

8 2 1 oF

o v - =) =0,

2t Fsen 2t F 3q

CAS0 8

Si la dependencia funcional para el factor
integrante pretendido es tal que se puede escribir
r=f (g) (sen t+cos t), la funcién f tiene que verifi-
car la ecuacidn diferencial:

df 1 &F 1

-— = = i- —— + - cotg Zt)dq

f F 3dg F
y podra expresarse analiticamente cuando ésta sea
exactamente integrable. Ello implica que:

8 1 aF 1

—-{— -—— + - cotg Zt) = 0.
at 'F 3g F
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Lagrange

CAS0 9

8i un factor integrante se puede expresar ba-—

jo la forma i=f(t) (sen g+tcos g}, f gquedara determi-

nada por la ecuacién:

df aF
- = —(—- + Frotg 2q)dt
f 8q

que resultara exactamente integrable cuando:
a8 aF

-—(—— + Fcotg Zq) = 0.
g 3qg

LCASO0 10

51 A=tqﬂlf(q), f ha de ser solucidén de:

que resultara exactamente integrable si:

21 1 oF
Lt
at'tF F 234

CASD 11

Si l=qt~1f(t),1a ecuaclion diferencial

be verificar f, en este caso, es:

que de-
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que serda exactamente integrable cuando:

CASD 12

Si la dependencia funcional del factor imte-
grante respecto de las variables q v t puede expre-—
sarse de la forma l=q—2f(t§~1), vf ha de ser solu-—
cién de la ecuaciédn diferencials

df 2F aF 1

-— = (-— - ==]-———lgqdt-tdqg)

f q g q—tF
ecuacidn que resultarid exactamente integrable si se
verifica que:

8 q 2F  3F B t 2F aF

ST )

3g'q - tF' g 24 at'g - tF' g 24

El método puede utilizarse, como en el caso
autdénome, determinando un factor integrante para la
ecuacuacidon dinamica de evolucidn escrita bajo la
forma dg=F(g,t)dt y, teniendo en cuenta que a par-
tir de €1 resulta inmediato expresar el que le co-
rresponde escrita como ecuacidén newtoniana, §=F,

para calcular a partir de él1, la integral primera I

76
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y posteriormente la Lagrangiana. Frocedemeos de este

modo en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO N3.1

Sea la ecuacidn dinamica

2tqted + 2t + g

& = - -5
t‘q4

ed - t24% - 3t
que podemos escribir en la forma:

(2tged + 2640 + grdt + (£27ed - £242

- 3tldg = 0
para la cual 3=q-4 es un factor integrante; asi el
que corresponde a la ecuacidén newtoniana es:

244 2.2 200 2,72 -4

A= (t5g et - t%g° - 3tig =t -t - 3tq .

La integral primera a &l asociada se escribe:
1=t%9 4 ¢27 g
y la correspondiente Lagrangiana:

L= t%e% - t2577 - 3tq7% ¢ dasat.

NOTA 4

Aungue la aplicacién del método de los fac-
tores integrantes a la ecuacidn newtoniana mas ge-—
neral §=F{(g,q,t) se complica considerablemente, ca-—
be analizar algun caso particular en gue el método
nos permité determinar una integral primera con

bastante facilidad, dejando el caminoe abierto para
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posteriores generalizaciones. Concretamente si la

ecuacion tiene la estructura general:

§ = Plg,t)q" + Blg,t)g""! [4.11
se podra escribir:

dqg
-~ - Plg,t)dt - B(q,t)dg = 0
q

y teniendo en cuenta la condicidén de integrabilidad
de las diferenciales exactas de tres variables, si
1 8P ag aP a3
—E(—-— - ——) = 0 EEED] — o —= 0,
q aq at ag at

la forma diferencial, o bien es exacta, y entonces

la ecuacidén [4.11 admite como integral primera:

I=Lng +[ P(g,t)dt +] Rig,t)dg si n=1
g=cte. t=cte.
1
I = - ——eeo =i +! Pi{g,t)dt +] @i{g,t)dg 5i n#l
{n+llq g=cte t=cte

¢ bien admite un factor integrante A{(g,q,t), en cu-—
yo caso la integral primera serda:
i S
I =] Xe " dq +f APig,t) dt +] AB(g,t) dg.
g=cte g=cte g=cte
t=cte g=cte t=cte.
De este tipo es la ecuacidn de Liouville:
g+ qflt) + g°glg) = 0.
FPuesto gue:

afit)/ag = 0 = aglq)/at
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la ecuacidén es integrable v la integral primera es:

I=1Lng +]f(t)dt + fg(q)dq.

NOTA §

81 la ecuacidén newtoniana g=F{gq,q,t) se pue-

de escribir funcionalmente:

g = fig,q,tiglq)
de forma que sea:s

fig,q,tlglg) = ———~

dt

es inmediato encentrar una integral primera, ya gue

d

--{gq - #(q,4,t13 = 0 ==3 I =4 - #(q,q,t) = cte.
dt
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2.4.—- APENDICE: LAGRANGIANAS DE SEGUNDO ORDEN

Los estudios del Problema Inverso para siste-
mas de primer orden sugieren gque la Universalidad
del Problema Lagrangiano Inverso podria alcanzarse
51 se utilizaran Lagrangianas de segundo orden de-—

#* .
generadas, L {(g,g.,5,t), tales que su dependencia
funcional induzca ecuaciones de Lagrange:

¢ at 4 ot ot

b S e
dt2 35 dt "a4 [
*

de sequndo orden, [631. Para ello L (g,4.,8.t? ha de
ser de la forma

¥

L = Vi(q,t)ﬁii-wtq,q,th
Es evidente que bajo estas perspectivas se pierde
sSu  caracter de verdadero Froblema Inverso, puesto
que presuponemos un cierto conocimiento de la fun-—
cion Lagrangiana. A pesar de ello, queremos dejar

constancia de que, en este caso, =e verifica una

proposicidn andloga a la primera de este trabajo.

g2
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Recientemente han aparecido algunos trabajeos
que abordan la Mecanicae Generalizada con perspecti-
vas proximas a las del FProblema Inverso. Tapia [BO3
19835, desarrolla el formalismo de Dirac para siste—
mas vinculades descritos mediante Lagrangianas gue
dependen de las aceleraciones generalizadas. Negri
y da Silva [811, 1986, discuten el problema de las
Lagrangianas s—equivalentes en la Mecanica Genera-—
lizada. Jaén, Llosa y Molina [821, 1986,‘parten de
una Lagrangiana que depende de las derivadas tempo-—
trales de cualquier orden de las coordenadas genera-—
lizadas vy, suponiendo que se verifican ciertas con-
diciones, obtienen un sistema diferencial de segun-
do orden, tal gue sus soluciones satisfacen a las
ecuaciones de Euler derivadas de la Lagrangiana de
partida. También en 1984, Hoiman R. y Zanelli [831,
dan una demostracidén alternativa del teorema de
conservacidén de las traras para Lagrangianas depen-—

dientes de las aceleraciones.

La teoria general correspondiente a Lagran-—
gianas de orden superior esta suficientemente desa-
rrollada, [84-881, vy utilizaremos, sin mas, aque-
llos elementos de la misma gue necesitemos. Recor-—
daremos gque cada coordenada géneralizada, 9. da

lugar a tantos momentos generalizados como el maxi-—

81
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mo orden de la derivacidén temporal con que q, apa-
* .
rezca atectada en L y gue dichos momentos se defi-—

nen de la siguiente forma:

s-h ;o aL*
p, =L (-1 - (-——v———); h = 1,2y000,8
kil =0 at? taq I
(j+h) . .
donde a, es la derivada temporal de orden j+h

de la coordenada generalizada Ay

PROPOSICION XIII

8i la ecuacién dindmica §=Fig,q,t) es eguiva-

lente a la ecuacién de Lagrange-Foisson correspon-—
diente a una Lagrangiana de segundo orden cuya es—
tructura funcional sea del tipo

L¥(q,4,8,8) = Vig,t)g + Wig,q,t)
la expresién

1 _ %P2

3g g
es solucidn de la ecuacidén diferencial

d) oF

— t+ -= 1}
dt a4

i
=~

siendo Py Y Po los momentos generalizados corres-—
-

pondientes a la coordenada g.

Demostracién

Teniendo en cuenta la dependencia funcional

* .
que hemos supuesto para L, la ecuacidn correspon-

g2
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diente de Lagrange—Foisson se podrd escribir, tras

desarrollar las derivadas:
3
2°H 8V %2V 32W azv BZN 329 1Y)

S O N AR

8g aq aq d3qaqg atagq sqat 3t2 LY
Derivando ahora parcialmente respecto de la veloci-
dad generalizada y teniendo en cuenta que a lo lar-

go de la curva solucién g=F, tendremos:

2 2 2
3 aTH ay 3 ,37W a3V a A7W av
e B R
8q d4q 3g 3g #8q ag ot "ag 3q
32H 3V aF
+ {_—5 - 2——)-- = 0,
8q 3g 3q

ecuacidén que podemos escribir
d a%w v, %W av.aF
——(——5 - 2—-) + (——5 - z—-)—— = 0. [XI11.1]
dt "dq ag 8q dg 3¢

Ahora bien, si expresamos los momentos conjugados

en funcidén de V v W, obtenemos:

al® a4 aL* A av av aL*
P, = - - —-(-——) = - - ——§ - - p, = ===V

3 dt ‘3g 3 3q at 3

y por tanto
2

p, %, W v
i Tt [XII1.111
3¢ 29 2q 3q

Comparando las ecuaciones [XIII.I1 yv [XIII.II1 se

sigue inmediatamente la tesis de la proposicidn.
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2.5.~ CONCLUSIONES DEL PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

Enunciamos a continuacidén los resultados mas
importantes obtenidos vy que, a nuestro juicio, son

originales:

l.— Utilizando las técnicas y conceptos tradiciona-
les de la la Mecanica Analitica desde el prin-
cipio de nuestro analisis del FProblema Inverso,
hemos deducido una ecuacidn diferencial que han
de verificar los factores integrantes para per-
mitir una descripcién lagrangiana indirecta de

una determinada ecuacidén dinamica.

2.~ 8i la funcidén dindmica no depende explicitamen-—
te del tiempo, sistemas autdénomos, entre los
que se cuentan los més significativos en Fisi-
ca, construimos, a partir de los factores inte-

grantes, una funcidén, I{g,q), gque es una inte-—



Sobre el Froblema Inverse de Lagrange

it
®

gral primera para la ecuacidén dindmica que des-—

cribe la evolucidn del sistema.

Mediante la FROPOSICION V establecemos la rela-—
cién funcional entre la integral primera I1(g.q)
y la Lagrangiana que ha de describir la ecua-~
cion de evolucidén del sistema. Fosteriormente,
FROFOSICION V1, calculamos explicitamente L &

partir de 1.

Se ha elaborade un método sistematico,claroc v
eficaz para construir una descripecidén lagran-—
giana, para un determinado sistema, a partir de
la ecuacidén dinamica newtoniana de evolucién.
Ello constituye, a nuestro juicio, el resultado
fundamental de este capitulo, va que nos ha
permitido sistematizar y dar consistencia al
analisis del Problema Inverso llevado a cabo,
ante la, al menos aparente, anarqgquia de trata-
mientos v puntos de vista existentes, intentan~
do poner al nivel de los sistemas conservativos

los no hamiltonianos.

Utilizande el teocrema de Foincaré, mediante la

FROFOSICION VIII, establecemos que la expresién

- |

b

aF
exp(—j - dt)dqdq
t 24
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siendo Dt un recinto del espacioc {(g,q}, en ge-—
neral, variable con el tiempo, es un invariante

integral relativo para el sistema adjunto de la

ecuacion dindmica newtoniana §=F{g,q4).

A través de la FPROPOSICION IX escribimos la de-
rivada temporal de cualquier funcidén dinamica
utilizando los corchetes de FPoisson, introdu-

ciendo asi el Algebra a ellos asociada.

-

En la seccidén 2.3 se generalizan los resultados
fundamentales obtenidos para los sistemas auté—
nomos, al caso en que las funciones dindmicas
dependen de la velocidad generalizada, 4, y del

tiempo, t, pero no de la coordenada.

Dade que la Universalidad del Froblema Inverso
de Lagrange puede alcanzarse utilizando Lagran-—
gianas de segundo orden, como ya hemos seifalado
en otra parte de la memoria; en la seccién 2.4
hemos generalizado el tecorema fundamental para
el caso de Lagrangianas de segundo orden dege-—
neradas del tipo: L =V(g,t)g+W(g,q,t), estable—

ciendo que la expresidén ap /d3q—-3p.,/3q ha de ser

1
solucidén de la ecuacidn diferencial gque verifi-

can los factores integrantes para Lagrangianas

de primer orden.
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10.- En las secciones 2.2.1 yv 2.3.1, hemos utiliza-

do los resultados tedricos obtenidos para ana-—
lizar la relacién entre las formas funcionales
de las funciones dindmicas vy la correspondiente
a los factores integrantes, en los casos mas
significativos. Ello nos ha permitido ampliar
notablemente las posibilidades de aplicacién
practica de nuestro tratamiento, utilizando el
metodo elaborado para la construccién de la La-—
grangiana asociada a un gran numero de ecua—
ciones newtonianas que describen sistemas fisi-—

cos de intereés.

837
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3.1.~ ESTUDIO GENERAL

En el presente capitulo trataremos el Froble-—
ma Inverso de Lagrange para sistemas con n  grados
de libertad cuyas ecuaciones de evolucidén supondre—

mos escritas bajo la forma newtoniana:

ﬁi = Fi(ql,...,qn;qi,...,qn;t); i=l,...40.

Como en el caso unidimensional, nuestro estu-—
dio tendrd cardcter local y, por tanto, prescindi-
remos, de las condiciones iniciales. Admitiremos,
asi mismo, para todas las funciones dindmicas Fi,
las condiciones de continuidad que va enunciamos

entonces.

Ahora, el conjunto de ecuaciones de Lagrange
para describir el sistema dinamico, constituyen un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales sobre-—

determinado (n ecuaciones cuya unica incégnita, con

s
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la perspectiva del Problema Inverso, es la funcién
Lagrangiana L{(g/g,t)); en general, pues, no admiti-
ra solucidén, en contraposicidén a lo que establece
el teorema de Darboux para el caso de un solo’grado
de libertad. El andlisis transcurrird de forma pa-
ralela, en les términos en que ello sea posible, al
realizado para el caso de una dimensién en el capi-

tule precedente.

Exponemos a continuacidén los resultados fun-
damentales de nuestra investigacién enunciando las

siguientes FROFOSICIONES:

PROPOSICION XIV

81 el sistema de ecuaciones dinamicas,

ai = Fi(q/q,t); i =1,2,...,n0,

es equivalente a las de Euler-Lagrange correspon-—
dientes a un principio variacional cuya Lagrangiana
es L{ig/q,t), las derivadas de los momentos conjuga-—

dos respecto de las velocidades generalizadas,

Bpi 32L ap

X F—— = ——————

P
aq. 3 .3q. 3

i

i

|

jla.

]
3

so0n soluciones del conjunto de ecuaciones:

dr,. 1 9F 1 3F
B T U S

n 8. 1K . Jk
dt 2 qu 2 qu

89
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Demostracién

Las ecuaciones de lLagrange correspondiente a
la funcidén Lagrangiana L{g/4,t) son:

d AL aL

Desarrollando 1a derivada temporal, escribiremos

las ecuaciones anteriores,

,
a%L 321 2%l aL

qk —————— + qk + - - =0,
quaqk quaqk aqiﬁt aqi

NOTA: mientras no se advierta lo contrario, adoptamos el con-
venio de suma de Einstein para indices repetidos.

Derivando parcialmente respecto a la velocidad ge-
neralizrada vy, puesto que, a lo largo de la curva

solucion, se verifica que ﬁiﬂxtq/q,t), tendremos:

a3L BFk a2l 83L 32L
qk ————————— + e e qk ————————— t ———— +
aqisqkaqj aqj 34,04, aqiaqkaqj aqiaqj
3
83L 3°L
+ - = 0.

aqiataqj aqiaﬁj
81 recordamos la definicién de momento conjugado y

adoptamos la notacidén:

p. 32L 32L ap .
= LI = = 3 _
T T - EDUERITE
ﬁqj 3qi3qj quﬁqi 3qi
la dltima ecuacién se expresara:
3li. 31i. 8k, . aFk 32L BZL
ﬁk - S qk -1 ~-Ldy X Aik + - = g
qu qu at aqj aqiaqj 3qi3qj
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Y, puesto gue

d [ [ 3

]
k , k
dt qu qu at
podemos escribir:
dki. BFk 32L 82L
S R 1 lik + - = 0, [XIv.11
dt aq. 8g.8qg, 8g.%q.
9 9 qJ 9 9

Intercambiando los indices i v i obtenemos:

dli. aFk azL BZL
-y 2 Xyt - = 0, [XIV.23
dt 3qi aqjaqi aqjaqi

Yy si tenemos en cuenta que kij=lji’ podemos despe-—

Jar los términos en que aparece L para sustituirlos

en [XIV.11l y obtener el resultado propuesto:

dh . 1 F, 1 oF,
. + - - ljk o —— l'k = {, [X1v.31
dt 2 dg, 2 2, 1

PROPOSICION XV

81 un sistema dindmico esta regido por las
ecuaciones newtonianas
ﬁi = Fi(q/q,t), 1= 1,2,...4n
y satisface las condiciones de la PROPOSICION ante-—
rior, admite como constante de evolucidn la funciodn
BFi
B(g/q,t) = Aexp(/t. --i dt}
1 ]
qu

donde A es el determinante de la matriz (lij).
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Sobre el Froblema Inverso de Lagrange

Demostracidn

En efecto, denotemos por &ij el adjunto del
elemento kij en el determinante 4. Multipliquemos
cada una de las ecuaciones del sistema [XIV.3]1 por
el adjunto dél élemento que aparece afectado por el
operador d/dt en cada una de ellas, &ij, Yy sumemos
para todas las ecuaciones:; tendremos que:

dx, 1 3F, 1 3F,
--1d I R TP T W SR ) [XV.1]
dat Y 2 b, 12 34, I

Recordando gue la derivada del determinante A es:

:iili iilﬁ: :kil - lln: :111 e iln:
i dt dt 1 ida, di_ 1 1x I Y
da po--2L gy 2 .20 @,
== dd,, ... X, l+] dt dt 1+1]. . = —-—==4_ _,
at 1 21 LTI I .1 gt M
. . . . ldlnl dln 1
I . . 1. o b e -]
i [ S P D U 14 dt |
ni nn ni nn
Con ello [XV.1] se escribe:
di 1 BFk 1 aFk
- 4 = e lik&i' + - ——- x.ka.. = 0,
dt 2 34, 1 294 ¢
3 1
que se puede poner, reagrupando términos:
da 1 &F. 1 &F. 1 3F
e 10 VI VNN S ey S T T

dt 2 g, 1A, g, 1T 2 b, ihi]

1 8F

P — Ao 8 =0
2 aq, imTij

o~

-

h#i, m#i.

Sacando factor comun aFi/Eqi vy teniendo en cuenta



Sobre el Problema Inverse de Lagrange

que la matriz (kij7 es simétricas A, =i, == A =4 .,
obtenemos:

da aFi 1 th 1 3Fm ’
— = Riinj+ - —— AihAij+ - ——= ljmﬂij= 0; h#i, m#i,
. - -

dt qu 2 ﬁqj 2 aqi
pero Aijaij=a ¥y, Como hay que sumar ademas en el
indice "i" y los "h" yv "m" son mudos, gueda

da BFi BFk

— + 4 zi(———) ¢ ==K A =0y i#k#]

dt Bg, an

pero Eilipaij=0, va que se trata de la suma de los
productos de los elementos de una columna por los

adjuntos correspondientes de otra paralela (tecrema

de Cramer [931). For tanto, finalmente,

da aF
-+ ar; (-1} = o,
dt aqi

BFi

Multiplicando por exp(fzi———dt).
24,
i
d BFi aF
——(Aexp{fz.——— dt)) =0 ===) Aexp(fz.——— dt) = cte.
S

dt qu aql

FROPOSICION XVI

Las soluciones, kij’ del sistema de ecuacio-
nes diferenciales [XIV.3Z] constituyen una matriz de
factores integrantes para el sistema dinamico

ﬁi = Fi(qlf"’qn;ql“"’qn;t)’ i=1,2,...,n.



Sobre gl Problema Inverso de Lagrange

Demostracién

Dade que, por definicién, qi=dqi/dt, el sis—
tema de ecuaciones dinamicas ﬁi=Fi(q/q,t) es equi-

valente al sistema

dt dg dq dq dq dg dqg
Uit Sy S [XVI.1]
L 9w“ F F F

que podemes considerar comoe sistema adiunto corres—

pondiente a la ecuacidén en derivadas parciales

3 B4 34 .1 3

—— 4+ = gt L.t gt == F + ... % == F =0
1 n 1 .n

at 3q1 Bqn ﬁql aqn

donde ¢ es una integral primera del sistema dinami-
co. Fero, multiplicando por la matriz de factores
integrantes, el sistema (), .){g.)={(). J(F.), con 1, . i#0,
1] J 1} 3 1}

equivalente al qi=Fi, se puede escribir:

(X, . ){dg.) - (A, . }J{F 1dt = 0

13 ] 1] ]
qidt--dqi =0

que, matricialmente, por bloques, es:

1=, o0 %1 ldt |
p i Iy
i I 1dg 1 = 0 [XVI.2]
| Py
bog; -U 01 Idgl

siendo Un la matriz unitaria de eorden "n". §8i re-
solvemos respecto de los diferenciales, lo podemos

expresar bajo la forma continua del [XVI.1]1:

—— = —-2 = -l h = 1,...,0; [xvI.33

G4



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

donde XO, X ¥ _ son los determinantes:

h? 'h
Lo A FO 0
X, = | 15 X, = (=07 1 1y,
-y 0l | e, W01
1=, .F, 0 & |
yo= (-t 1 ke an,
I 4. -U_ 0
1 i

siendo wh la matriz obtenida de la matriz unitaria

de orden "n" tras suprimir en ella la columna "h".

El sistema [XVI.3] es integrable, [?31, si:
BXO n aX n a3y
~~=~ 4+ E --=4+ L -— =40,
at h=1 th h=1 th

Desarrollando los determinantes obtenemos:

’ n 2
X, = {(—1}"*3}...{(-1)"*3}xxij; = -0" M e ¥ =y
. nezhet! O Ayl
X, = & (-1) | | =
I-U 01
n-1
(-1 Rl gy nts, — -0 0 = as
qh F aans IJ qh
-, F. 0 X, I
Y, = (-1) "ty 13 ik o
g, U0
n
-0 o™ T ren™ L Foa =0 ™ Eoa
1 3 ik ij 3 ik

k # h;

En el desarrollo de Yh hemos escrito un determi-—

nante en el que la primera columna es la suma del

e
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

vector kthh {ia repeticién de la h en este monomio
no significa suma) con las k columnas restantes,

Ri# (k=1l,...,n3 k#h), multiplicadas, cada una de

ellas, por F En consecuencia, el determinante no

k"
varia si suprimimos de la primera columna los su-
mandos que son combinacidén lineal de las demis, es
decir que tendremos:

h+i h+1

Yh = {-1) !Athh likl = (-1) Fhllih lik!,

k#h.
Fero 1x, A, |, k#h, se obtiene del 1A, . | permutan—
ih ik 13
do columnas, concretamente realizando (h—1) permu-
taciones de columnas, y por tanto:
h+i h-1

Yh =(~1) Fh(—l) Ikijl = FhA.

En consecuencia, la condicién de integrabilidad se

escribird:s

83X n axh BYh sh n 3a 3 BFh
-2 r (=1 —-—} = — + [ (q — Fh -+ A ———) =
at h=1 3qh aqh at h=i aqh 3qh th

di n BFh
= —+4aL --0

dt h=1 th
pero si los lij son soluciones del sistema [XIV.13
Yy tenemos en cuenta el resultado de la proposicién
anterior, finalmente podremos escribir que:s
ax
0

—-—= +
at h

ax_ Y
Ry __E)

1 th aqh

]

0,

H Mo

Y en consecuencia queda establecida la tesis enun-

ciada en la FROFPOSICION.



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

COROLARID XVI.1

51 (lij) ¥ (lij) son dos matrices de factores

integrantes para un determinado sistema de ecuacio-

nes newtonianas, el determinante

a* = 1ol oo 07h
ij ij

es una constante de evolucién para dicho sistema.
En efecto,

. 4 Ilijlexp{fzitaF /34, dt3

a = Ilijillijl = / h '
!lijlexp{ Ei(%Fhi&qh)dt}

vy teniendo en cuenta la FROFOSICION XV, numerador y
denominador son constantes de evolucidén y por tanto

lo serda su cociente.

PROPOSICION XVII

8i el sistema dindmico newtoniano regido por
las ecuaciones qi=Fi(qu,t) admite la matriz de
factores integrantes (kij), y es tal que la matri:z
formada por los elementos BFi/aqj es antisimétrica,
las trazas de las sucesivas potencias de (lij), son
constantes de evolucidén para tal sistema; es decir:

d{tr(l..)k}
1]



Sobre el Problema Inversc de Lagrange

Demostracién

Teniendo presente gque:
a} tri{Aa+B)=tr{A)+tr(B);
b) tr(AB)=tr (BA};

podemos escribir, llamando X a la matriz (X, .} vy

113
recordando la ecuacion [XIV.31:
ditr (33 ak (g8 et .
————————— = tr(~~—) = ktr () ——) = —pktr X 7OE « Fhag =
dt dt at

= —hktr O3 FFy - gktr 05N = cpktr 0¥+ FYy = 0

si F es antisimétrica F+Ft50 y sigue el resultado.

For supueste, no todas estas constantes seran
funcionalmente independientes, va que para cual-
quier matriz A, nxn, tr(A)k se puede escribir alge-

h

braicamente en términos de tr(A) , h=l,...,n, para

todo k x n+l, [94].

Y8



Sobre el Problema Inverse de Lagrange

3.1.1.— SOBRE LA INTEGRACION DEL SISTEMA DIFERENCIAL

DE LOS FACTORES INTEGRANTES

Ya demostramos en la seccidn anterior gue las

soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales:
dki. 1 aFk 1 BFk

e VI . 3 S [XIV.3]

. ik . jk
dt 2 qu 2 aqi

constituyen un conjunto de factores integrantes pa-—
ra el sistema de ecuaciones dinamicas

§; = F (a/4,t); i =1,2,...,n.

A continuacién, aplicando el método de varia-
cion de constantes, preocedemos a la integracién del
primero. Ello nos permitird condicionar su solucidn
a la del sistema diferencial que han de verificar
los factores auxiliares introducidos, que, formal-

mente, es mas simple que el sistema original.

NOTA: En esta seccién, la repeticidén de los indices i y i no

implica suma respecto de los mismos.



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

El sistema homogéneo asociado a [XIV.31 es:

dki. 1 F, 1 aF,

i I B e YN

R 5 . ji
dt 2 aqj 2 3qi
cuyas soluciones se pueden escribir formalmente:
1 AF. aF .
k:j = exp(— —[(——l + —-l)dt).
2 84, Baj
Las soluciones del sistema no homogéneo, utilizando
el método de variacioén de constantes, se pueden po-
ner de 1la formas
*
AT Rt
Sustituyendo en el sistema completo esas expresio-

nes, obtenemos:

*
d; du;; 1OF, 1aF,
T Ry P Ay T T Ak T T Ak
dt T gt 2 2y 2 3g, 107

= 0.
i

Teniendo en cuenta gue pij=pji’ puesto que Aijzlji
* #
xji’

Y kij:' la expresién anterior se puede escribir,

asociando términos:

*
di, . 1 aF, 1 AF, dp. .
p..(-—ii T A S g 1?.) P S
YUlar 204, Y 204, ST
3 1
1 aF 1 aF
Y Bty =, k#i, h#i
] ikVik . jh' jh
2 be, 2 3q,

los términos encerrados entre paréntesis se anulan,

*
puesto que, por hipéteisis, Aij son soluciones del

10



Sobre el Froblema Inverso de Lagrange

sistema homogéneo: por tanto:

L dp.. 1 3F aF

11 k . #
i I S
113 l1kp1k

t *
dt 2 dg, 2 34

== Ak = O k#j, h#i.
i

Sustituyendo la expresion de los l:j vy multiplican—
do la ecuacidén por la expresidn
1 aF. oF .
ol I 2
. . .

nos quedas:s

dy. . 1 aF 1 aF, aF
T e e
dt 2 2. 2° g, 24
1 3
1 aF 1 &F. aF
wo= ., =0 exp[=f{--L - -Plat) = i#k, ith;
Pin exp f dt] = 0, i#k, i#hj
2 1" ag 2" 'bg,  2g,

y llamando

8F. 1 AF aF

o el D,

8q. 2 dg. dq.
qg q_; 9

el sistema anterior se puede escribir:

_id o : , |
" + % pikakj + % pjhahi 05 k#3j, h#i. [XVIII.1]

PROPOSICIDN XVIII

. * .
Si llamamos A al determinante cuyos elemen-—
L *
tos son los pij’ se verifica gque 4 es una constan—

te de evelucién para el sistema [XVIII.1l.

1ol



Scbre el Froblema Inversc de Lagrange

Demostracién

El resultade es evidente si en la constante
de la PROPOSICION XV sustituimos los Aij por las
expresiones:

. 1 EFi 3F .
Ao .= A, .p.. = p..exp(- —f(——— + ——l)dt).
13 13°11 11 27 Ya . aa
£ 05 9
En la fila "i" del determinante A=Ilij! aparece el
factor exp{—ﬁf(BFiK&qi)dt}; del mismo modo, cada
columna "j" de A aparece multiplicada por el factor

exp{—&f(Bijﬁqj)dt}; en consecuencia, sacando fac-—

tor comin y asociando términos, se puede escribir:

aF . oF .
= - -1 = ot - -1
A = !pijlexp( jzi(a. ) dt) A exp( jzi(a- ) dt}
4, 4
y sustituyendoc en
aF.
Aexp(jx.(-—l) dt) = cte
1 .
qu

obtenemos: A* = cte.
NOTA: Es posible una demostracién directa de este
resultado siguiendo un método analogo al de la pro-

posicion XV.

PROPOSICION XIX

Una condicién suficiente para que el sistema

dinamico qi=Fi(qfq;t} admita una matriz diagoenal de

1oZ



Sobre el Problema Inverso de lLagrange

tactores integrantes es que:

1) ata = cte, i # i)
ijij

2} 2 solucién en L para la ecuacién matricial EA+AtC=0;
donde C ha de ser una matriz diagonal v A es la ma-—
triz cuyos elementos diagonales son nulos y los no

diagonales los aij'

Demostracién

81 la matriz de factores integrantes para el

sistema dindmico ha de ser diagonal, es suficiente

que pij=0 para 1#3j; va que A, .=y Impongamos

s U N
13 11 13

esta condicidén al sistema diferencial de los pij’
[XVIII.11; con elleo, queda reducido a un sistema de

ecuaciones diferenciales vy otro de ecuaciones alge-

braicas en los elementos Byt

[XIX.11
pikakj + ”jhahi = 0; k#j, h#l.
El primer conjunto de ecuaciones implica que:

bi; © cte. = € $i=1,2,...,n0

con elle el segundo conjunto se puede escribirs:
c.a,, v+ c.a.. = 0, Bid#j [XIX.2]
113 I n

donde la repeticidén de los indices “i" vy "3ji" no im-

plica suma respecto de los mismos. Cada ecuacidén de
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[XIX.2] exige gue:

-1 -1
a,.a,, =c.c, = cte,
ii i ji
que es precisamente la primera parte de la condi-
cion impuesta. Hemos de exigir ahora la existencia
de sclucién para los c, en el sistema [XIX.21, que,

matricialmente, se puede representar de la forma:

:0 a21"'an1::c1 0 ...0

e c,...0 ilia 0 ...a la 0 ...a 10 ¢ ...0

2 21 2n n2 2

le, 0 ...0 10 a,,...a, | |
| |
I |
. . « i . . i+l . . Hlh. . . V=0
] ]
} }
| |

i 1 il 12 in

S . . . . i, . B .
. . . bl . . I, . B T
10 0 ...c lla la a. ...0 110 0 ...c

n n n

1 in 2n

[XIX.31
puesto gque operando resulta:

: 0 Cyayp%Ca8py » - clain+cnan1:
:C2321+C1312 0 e C2a2n+cnan2: o
| ) ] ) |
| ) ) . |
lc a ,+c,a c 0 |

a . +tc.a .
anl "1 1a "nn2 "2 2n
es decir, si existe solucién en C para la ecuacidn

matricial [XIX.33: CA+AtE=O, existe sclucidn para

los c:i en el sistema [XIX.21.

104



Sghre el Problema Inverso de Lagrange

3.2.—- ESTUDIO PARA SISTEMAS AUTONOMOS

PROPOSICION XX

8i los multiplicadores Aij son soluciones del
sistema de ecuaciones diferenciales [XIV.11, vy su-—
ponemcs que el sistema dinamico es autdénomo (no hay
dependencia explicita respecto del tiempo), existe
una funcidén I{g,q), definida por el conjunto de

ecuaciones en derivadas parciales:

al

Med T 07
qu

[XX.1]
%L a2L Al
k‘ F + ( - )q = e ——
ik k . . k

Eqiaqk aqiaqk qu

tal que di=0.

Demostracién

En efecte, para gue exista una solucidén en 1
de este sistema se han de verificar las condiciones

de integrabilidad para [XX.11, concretamente:
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3?1 2?1

a) £
Sqiaqj ﬁqjaqi

Relacidén gue se verifica idénticamente, va gue:

. 3
B a0 Ay, 3°L |
= g, + A, 5 ———————— g, + A..
3e ag. &3 ai a5 ¢
4; 4; ;849,89
Ax. 4.0 B 5L
ik Tk ik | )
= g, + A B e g, + A,
3 ag. & 11 aia4.04 K& 1
4; 4; 9,834,849,
321 321
b} = .

aqiaqj aqjaqi

Desarrollando ambos miembros de la identidad:

2 Bl 3 2L %L a%L
S N .Y
3qi qu 3qi 3qj3qk 3qj3qk 3qj3qk

3 2l 3 L 2L 3L
oy R vl e ey el

¥y teniendo en cuenta las ecuaciones de Lagrange co-—

rrespondientes al caso autdénomo (dLAdt=0):

sustituimos en las anteriores y tenemos:

a8 8l BZL 83L
e R
aqi aqj &qiaqj quaqjaqk

3 8l 32L 33L

) o
ﬁqj dq, 3qj3qi 3qj3qiﬁqk
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lo que significa gue se verifica la identidad:

2?1 %1

=

quﬁqj quaqi

321 821

cl = .
8q;3q,  8q,24,

Ello implica gue ha de ser:

) 2 EEL 32L

34,29,  2q,dq,

desarrollando las derivadas:

qu qu qu qu qu quaqi quaqi

Teniendo en cuenta que en el caso autdénomo

d [ [
—— E —— F + —— q
. k k!
dt aqk qu
podremos escribir la condicién de integrabilidad:
' BFk BZL BzL
.._.}.l_ F m—— A + - = 0

. ik . .
dt 3qi aqjﬁqi quaqi
y recordando la FROFOSICION XIV, ecuacidon [XIV.11,

Z 2

3L oL di. . BFk

quaqi quaqj dt 3q
sustituvendo, Finalmente, la condicidén de integra-—
bilidad implica que ha de verificarse:

di. . i aF 1 ®F

= T U S U

. . ik
dt 2 ﬁqj 2 3qi
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

que es precisamente el conjunto de ecuaciones que

verifican los factores integrantes.

En el sistema [XX.11, que define la integral
primera I{(g/qg), aparecen las eupresiones, descono-
cidas a priori

BzL BZL

8q;0q, 24,89,
que podemos sustituir, segun hemos sefialado antes,
PROFOSICION XIV, en funcidén de los factores inte-—
grantes, kij’ y de las derivadas parciales de las
funciones dinamicas respecto de las velocidades ge-

neralizadas, BFiXBqJ, cantidades ya conocidas, para

escribir el sistema que define la citada integral:

al

 igd 5T
8q.

! [XX.23

4, *F, ¥F, a1

A F 4+ —=f--2 A, - =23 S —

ik ko, 3 ih a kh 3

< 04 93 9

PROPOSICION XXI

8i 1{(q/q) es una integral del sistema [XX.11,
las funciones lagrangianas correspondientes al sis-—
tema de ecuaciones dinamicas

ﬁi = Fi(q/q), 1 = 1,2,.0..403
satisfacen a la ecuacidn en derivadas parciales:

I= (3L/dg g, - L [XXI.1]

iog
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Demostracidn

Demostremos que si L satisface la ecuacidn en
derivadas parciales propuesta, entonces se verifi-
can las ecuaciones del sistema [XX.11 que definen
la integral primera I1(g/q). Sustituyendo en [XX.11]
I por (SL/qu)qi—L, escribiremos:

LI TR

Mipdy = _T_(_f_ S T L)
g, th
1 [XX1.21
a%L %L 2 AL
M (a‘ ) - ra b ) 9 ° 7 ;__{;7' I " L)'
9; 08 9599 9; 99,

3
Teniendo en cuenta gque es kij=(3“L/aquqj) Y que

ﬁi—Fi, el primer conjunto de ecuaciones del sistema
anterior se verifica identicamente v para el se-—

gundo conjunto se cumple:

%L %L a%L aL

MieFe ( B )q ST A

. . h .
aqiaqk aqiaqk hqiaqh aqi

simplificando, podemos escribirs:

que es una identidad en virtud de las ecuacicones de

Lagrange para el caso auténomo.

Reciprocamente, multiplicando las ecuaciones

del sistema [XXI.21 por dqi Y dqi, respectivamen—
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Sobre el Prohlema Inverse de Lagrange

te, vy sumando para el indice "i", resulta:

2 2

3 L 8 L 18

I(Aik(ﬁkdqi_deqi)—(a, e A )ﬁkdqi)zd(gf' ap” L)'
9; 99y 9509 9

[
nema

En el primer términe, como estamos sumando en los
‘indices i y k, pueden asociarse los términos para

escribir:

By tadey - Fadap)
i,k

y teniendo en cuenta que en virtud de las ecuacio-
nes dinamicas se verifica que:

. = , ==z 3. = . === . 3., = .d

g Fl ? dq1 Fldt ? qkdq1 Fl q,
en consecuencia todos los paréntesis de la suma an-

terior se anulan. En cuanto al otro término, aso-

ciando sumandos, se puede escribir:

y puesto gue

dg, dg
—L =gt = --% == g.dq, - 4.dg =0,
4 N

s anulan también todos los paréntesis de la sumaj
en definitivas
aL sl

d(-—— &, L) =dI = 0 ==3 —-- éh - L =1=cte.
aﬁh th
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METODO

Las proposiciones que terminamos de enunciar
y demostrar entrafan un métode para construir una
Lagrangiana capaz de describir un determinado sis-
tema dinamico, multidimensional, definide mediante
el conjunto de ecuaciones newtonianas ai=Fi(q/q).
Concocida la integral primera I(g/4), que nosotros
hemos definido a partir de la matriz de factores
integrantes del anterior sistema, PROPOSICION XX3
podemcs obtener la Lagrangiana asociada como solu-—
cidtn de una ecuacidén en derivadas parciales en la

incognita L, PROFPOSICION XXI.

PROPOSICION XXII

5i las funciones Fi(q/q) no dependen explici-

tamente del tiempo, la expresidn

3ty = [Migre) dq,...dq dé...dq_
D
t

es un invariante integral relative a las soluciones

del sistema adjunto de las ecuaciones dindamicas

ﬁi = Fi(q/q); i=1,2,...,03
donde
BFi
Mlig/gq) = exp(—f(zi——-) dt)
aqi
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Demostracién

En efecto, las ecuaciones dindmicas, junto
con las definiciones de velocidades generalizadas:
qidtmdqi, admiten como sistema adjunto, segun hemos
visto vya:

dt dq1 dq dg
—— = --= = ,,, 8 ——— = ——— = ,,, = -—, [XXII.11]
For hipétesis los denominadores son funcioén de qi b4

qi pero no de t, en consecuencia M tampoce depende

explicitamente de t y por tanto es un multiplicador
de Jacobi para el sistema [XXII1.11, va que, tenien-
do en cuenta la expresién de M y la de su derivada
temporal, se verifica que:

B(Mqi) B(MFi) dM n aF,

{ + ) = -+ HE - 20,

1 3q, 34, dt i=13g,

f
E
i=

que es precisamente la condicidén necesaria y sufi-
ciente para que M sea un multiplicador de Jacobi
para el sistema [XXII.11. Ahora bien, en virtud del

teorema de Foincaré, (891, la expresidn

Ity = [ntq/q) dq,-..dq_...dq,dq_
D
£

es un invariante integral relativo a las scluciones
del sistema [XXII1.11, donde Dt es un recinto del

espacio (qi,...,qn;ql,...,qn), en general, variable

con el tiempo.

12



Sobre el Froblema Inversc de Lagrange

PROPOSICION XXIII

La derivada temporal de la funcién dinamica

G{g/q,t? puede expresarse de la forma:

d&

dt

donde

-1 aF 26
A (Aik{6’13ik + kA, <B, D> ’T') + -
ag,' ot

&i. es el adjiunto del elemento Aij en la ma—

k

triz (kij); los EG,IJi tienen la forma de los cor-—

chetes

(6,1

vy los

{G,I

de Foisson:

a6l 86 1l

ik ("’ T T "’)
8q; 34, 234, Ba,

aG,Ixik sOn:

86 31l 86 8l

e il £
8q, 34, dq, 24

7,
i

Demostracion

dG

dt

La in

l.a derivada temporal de la funcidén G es:
-3¢ Xt} 86
—_— qi + - Fi + -, [XXIII.1]
3qi qu at

tegral primera I1(gq/¢) viene definida por el

sistema de ecuaciones [XX.21, que se escribe:

3l a1
kS T TRt e T
donde ., es:
ik
FO e SN )
ik - 4T Tkh T 7T Yk
£ 0% i
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

Este sistema se puede escribir matricialmente por

cajass
A i1 gl I al/dg | ‘
} I} I = i ] EXXII1.23
P+ =20V L F | 3I/8q |

donde A es la matriz simétrica cuyos elementos son
los kij; ¥ la matriz antisimétrica formada por los
elementos fij; gy F, 8l/23q v 381/8qg vectores columna
cuyas componentes son qi, Fi’ ax/aqi Y Bliaqi, res—

pectivamente.

Fara despejar el vector (g F)t es necesario

invertir la matriz cuadrada de la expresién ante-
rior. Esta matriz inversa, escrita por cajas, re-—

sulta ser:

¥y, puesto gque estamos considerando sistemas regula-
~ -
=11 (B“L/aqiaqj#O), la matriz A 1 existe y, en con-

secuencia, la inversién matricial propuesta es po—

sible. Llamando 113 a los elementos de 1~1, %X, . &

1]
los de la matriz $~143~1 Y Aij al adjunto del lij
en i, podemos expresar los elementos de dicha ma—
triz inversa de la forma:

ii -1, -1, 2
S T B T2 At

Recordamos que la submatriz A es simétrica vy, en

1i4



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

consecuencia, resulta evidente que la submatriz de
los aij es antisimetrica. Los elementos “ij’ tras

sustituir las expresiones de los se pueden es-—

hi?
cribir:
-7 BFM aF
Bj = kA (;T" ‘ew T . hm)ah'ajk’
T "
asociando términos,
-3 aFm ﬁFm
Byj = kA (;T—(Akm&jk)ahi B ;T"*hmﬁhi’“jk);
Fh U
y recordando el teorema de Cramer, [9351: lij%d=5ikﬂ=
aF . aF
.. = %A ’(——i 4 Ly )
ij 5 hi 3 iki”
%h i’

Teniendo este en cuenta, podemos despejar g, y F
de [XXIII.21 para escribir:

8l 8l 2l

. - - e e e W —3 o——— — —1 —————
§. = A A, == Fo= o, - A7, a
R 9 9y

y sustituyendo en la expresiéon [XXIII.11, tenemos

para la derivada temporal de Gi{g/g,t):

d6 —1 a6 81 -1 36 al a6 I 36
-— =4 - Aik -—— -8 - Aik —-— % g T + -
dt dq qu qu qu Bql qu ot
-1 36 [} 36 8l

= A (—-- Aik — - ——— Akl ———) +

ag qu qu ﬁqk

! aFk 36 I 3Fi 36 8l [
+ kb (—-— Ahi LT Akh —————— ) v

th g aqk th 8q qu at
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Sobre el Problema Inverse de Lagrange

Puesto que AiP=AFi’ sacando factor tenemos gue:
d6 -1 86 &l ag ol -1 BFr 8B 31l
-— = Aika (--— —_— = - ———) + ka ——= Ahi — = -
dt aqi 3qk aqk qu ﬁqh 3qi 3qr
ag ol 135
o el D )+ =
kh dq qu at

y como en los sumandos del segundo paréntesis los
indices i vy k son mudos, puedo escribir, asociando

términos convenientemente,

d6 4 -y O, 36 W Sl P
TR L ;j~(&h5 o ae tsh ;T')+ At
%h 95 9 I %
By _y 3F 3B 31 36 3l 36
= 8,8 I6,11, + BA A —==[--- —o- = o "') o

th 3qs aqr aqr aqs ot
En definitiva:

— =&, A"t 11,
1 1

- ) e
\ L T S e S S + -,

k

como queriamos demostrar.

COROLARID XXIII.1

8i las funciones Fi no dependen de la veloci-~-

dades generalizadas la derivada temporal es:

1

dG/dt = A A, [B, 11, + dB/dt,

k k

recuperandose la estructura correspondiente a los

sistemas lagrangianos.

1ié



Sobre =! Froblema Inverse de Lagrange

3.2.1.—- EJEMPLOS DE APLICACION

A continuacidén presentamos algunos ejemplos
de interés a los que aplicamos el método elaborado
en la seccién precedente. Unos aparecen sistemati-
camente repetidos en la bibliografia del Problema
Inverso v otros, que repfesentan problemas de inte-
rés, los hemeos incorporado a partir de obras y tra-
bajos tecnicos recientes, donde se tratan utilizan-
do otras tecnicas, vy para los que aqui construimos

tna descripcidn lagrangiana.

La presentacidn de los ejemplos seguird apro-
ximadamente la misma estructura para todos ellos,
en primer lugar escribiremes el sistema dinamico
newtoniano, a continuacidén el sistema diferencial
asociado a los factores integrantes y la solucion
del sistema homogéneo correspondiente; calcularemos

los coeficientes aij para escribir el sistema auxi-
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Sobre el Problema Inverse de Lagrange

liar en los uij' Determinaremos una solucidén para
éste v a continuacidén la correspondiente al sistema
completo de los factores integrantes. Con esta so-
luciédn escribimos el sistema diferencial gue define
la integral primera 1{g/g), que, una vez integrado,
nos permitird expresar explicitamente la ecuacién
en derivadas parciales cuya solucién nos proporcio-—
nara la Lagrangiana asociada al sistema dindmico de

partida.

EJEMPLO 1 {Santilli R. H., T. II, £791}

Sea el sistema dindmico newtoniano:
P .2 L 2
mql = T(qlql + 2q2q1q2 qlqz)

2 .. 2
“¥ia,4, * 20,494,494, ~ q,9,)

e

mg.,
Los factores integrantes han de verificar el siste—
ma diferencial:

d)
11 . . . .

T T 28May4) +oap9 )h + 2B(anq) - gy4,)0, =0

dt

dl')q

TTT T 28Magay +oa g )y, + 28MG,4) Ay, = 0

12 . . o - -
e 280ayqy * 59500, * Blaa; —apq ) Oy = A,5) =0

donde hemos llamado f=y/m. Las soluciones del sis-—

tema homogéneo asociado son:

= exp{s(qf + qg)}; k*q = EXP{ES(Qf + qg)}.

*
)} =1 12

*
{1 22
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

El sistema auxiliar de los pij es:

by
e s e e 3 . - o =
t28(a54) - gy4y)pgn = 0
dt
dp
22 ) . _
ERCLALTL PR FL P SR
dt
by . .
ToT o Blayay mandy by Tyl 20
dt
que se veritfica idénticamente si: Byn® 0,;u1= Boo= Co
La solucidn del sistema completo sera:
A, = A, = explBig> + q° A, =0
11 T gz T exmiblay + g5l 12 = 0

La integral primera I queda definida por el sistema

de ecuacicones en derivadas parciales:

[ 3
cqlexp{etqf+q§)} T ==
3q1
2 o 3l
cqzexp{B(q1+q2)}= —-—
aq2
8l
cflg q2+q ﬁz)exp{ﬁiq2+q2)} = ——=
171 7102 1 72
Bql
tcra o exocn (aZeayre
ch Qqu q2q2 exp 8 ql 42)}‘ T
3q
2
integrandoe, obtenemos:
= 2 .2 2 2
I = l&c(q1 + qz)exp{B(q1 + qz)}.

La Lagrangiana serda solucidén de la ecuacidn:

2 2 2 2 al sl
holg, + qodexpiflg + go)} = ——— g, + ——— g4, - L
i 2 1 2 ne Y 5
gque se verifica para:

2

Yexp{Rig + g2)3
Sl exp B(ql q .

2
L = kelg) + 4 5

19



Sobre el Froblema Inverse de Lagrange
EJEMPLD 2 {Havas P., [20])

Fara el sistema dindmico descrito por el con-—
junto de ecuaciones newtonianas:

2 . -1
d Yi(qi)

)( . ), i = 1,2,...,n
8q, dq,

ad{qg)

i = -

el sistema diferencial de los factores integrantes

toma la forma:s
3 . 2 . -2
dlij aéi{g) d !i(qi)d !i(qi)

- ( .. =0
r) )
dt 3, 3 4 1]

que es homogéneo vy de variables separadas (puesto
que la repeticidén del indice "i" no implica sumal;

por lo que su integracidn es inmediata y se tiene:

ij =TTy para i=j; lij = 0, Vi#j.

de nueve el sistema resulta ser de variables sepa-—
radas v al integrar, la expresidén para 1(g,q) re-

sllta ser:

n aL
R KL R
i=1 qu
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

que se verifica para

n
L = E Y.(q) - Elq).

EJEMPLO 3 {Havas P., [193; Bantilli R. M., [731}

Sea el sistema dindmico:
. .2 .
g, + &r(ql + 241q3) =0

2

G, * B¥(q, + 24,95) = 0

2
G + &r(qg - qfexp(kql) - Qzexp(qu)} = 0.

Los factores integrantes han de veriticar:

T

VAL M- L PR FLL LA ALt B

Doz _ Fla,t 40 h, .+ Ta,expl =
dt dpt d3ldoot Ve Expl¥ay )i,y = 0

da

‘;fé T ¥aghzzT Ve hygT Pk = 0
a,,

2—;;— - vlagt gn% 29500 % Ta,expl¥a,)h, oF Vo, explygii,o = 0
a5

2 TIET 2300 sT Vet e xR Na gy Yaghyp < O
dh,e

e V2T 2503057 Taphpt TapeKRl¥agigsT ¥ayhyp 7 O

Las soluciones del sistema homogéneco asociado son:

B *
Ay = oexplrla,+ qo); Mg = explhla,+ g+ 2q503
Ar = explylgot qold; A, = explikiq,+ 29,03
22 T EXRVIAT a4zl 13 SFPLRIGT L4
* *

It
1]

133 = exp{rqz}; 23 exp{ﬁ(q2+ 2q3)}.
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Sobre el Problema Inversc de Lagrange

Los factores pij han de ser soluciones de:

dp
11 o
TS ot vqgexpliyg e o= 0
dt
dp
22
T b Yaexplbyanlp, .= 0
dt
dp
33 . .
R A PLLURL I EPRE PR LPCITAY I CPR) SRS
dt “
dp
12 . . . .
2777= 4 Fanexplirq, )by ot v exp by py= 0
dt o £
dp
13
b 13 . .. -
2 e va,explhyg dp, + va,explhyg Jpoo— Va,explhyq iy o= 0
dp
23 i . . e -
2 " quexp(brqz)p22+ rqzexpiﬁrq2)p33 ;qlexp(&rql)plz 0.

Una sclucidén para éste es: By ZFaa™P33=C p12=p13=p23=0;
y la del sistema completo de los lij sera:

111= cexp{r(q1+ q3)}; A22= cexp{r(q2+ q3)}; 133= cexp{tqs}

Mg = Ay = Apz = 0.

La integral primera I queda determinada por:

[ 3
cqlexp{r(q1+ qs) = -
an
8l
cqzexp{r(q2+ q3)= —
aqz
al
cqsexp{rqs} = ——-
BQE
5 8l
c}‘exp{}*(q1+q3)}(l§q1 + 2q1q3) = -
3q1
5 8l
crexp{r(qq+q3)}(&qq+ 2@543)= -
4 s S aqz

8l
.2 .2 .2
crqsexp{qu}— 3:rqlexp{r(q1+q3)}— 3ctqzexp{r(q2+q3)} = 2-==
g
3

.l oy iy
L -



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

cuya solucidon es:
I.= &c'zexp{¥q o+ &c'zex {y(g,tg 1} + &c'zexp{?(q +q.}13
ToRRag 3 SR AL Rk 92 2 0377
La Lagrangiana gquedar& definida mediante la ecua-

cién en derivadas parciales lineal:

2 L2 2
ECqsexp{yqs} + 5quexp{r(q1+q3)} + $quexp{r(q2+q3)} =

aL aL (1
Tt A Ayt b
91 92 93
que admite como scolucidn:

2 2 2
L = Ecqlexp{t(q1+q3)} + ﬁcqzexp{r(q2+q3)} + &cqsexp{rqs}.

EJEMPLO 4 {Hendricks 8. L., [901)

Al  analizar la dindmica de un rotor simple
montadoe sobre una barra viscoeldastica se encuentra
que las ecuaciones de movimiento del rotor se pue-
den escribir, en funcidén de los parametros que des-—
criben el sistema fisico, de la forma:s

o]
Mg+ cg - 2abg,t (k-mwz)q1~ cHg, = mW dcos @

H

. . . 2 2
mq2+ Cq2+ 2qu1+ {(k—ml )q2+ ch1 = mW dsen 6.
Renombirr-ande los pardmetros, se puede escribir:

4.+ ¥4~ Bay* ¥a, - Vg, f = 0

§ot Rt B4t yg,t v, - g = 0

el
donde, &=c/m; B=2W; r=k/m—wz; v=cW/m; f=W"8cos 6; 9=H265en 8.

oy v
ol e



Scbhre el Problema Inverso de Lagrange

Los factores integrantes han de verificar:

di
11
— =~ §A,. - X, =0
it 11 12
di,,
—-=5 - mht By, = 0
dt
Pz _ Uh, + BBL. - BB, = O
it 12 11 22~ °°

Las soluciones del sistema homogéneo asociado son:

Vo=t 2

*
i1 25 12 © expl{Qt).,

lL.og factores auxiliares pij han de verificar:

dp dp dp
11 i2
=== By o= 05 —-2% - Bpio= 05 ——7= + BBp - EBp,,= O
dt dt “ dt
que admite como solucidn: Py Byn=5ER gt Pyp=cOS gt;

con lo cual, los factores integrantes se escriben:

111 = - l22 ='exp{ltisen Pt; }12 = explaticos gt.
Fuesto que éstos dependen explicitamente del tiem-
po, no podemos proseguir con el método, elaborado
para los sistemas autdénomos. Sin embargo, si multi-
plicamos el sistema dinamico por la matriz de fac-—
tores integrantes hallada, lo podemos escribir:

d

——(exp{ut}{qlsen gt + qzcos Bt})
dt

#

= expi{ati{{f - rq1+ qu)sen gt + (g - rqz— VQl)cos gt}

d

——(exp{ﬁt}{qlcos gt - qzsen Bt}) =
dt

= pxp{gt2{{+ - }q1+ qu)cos gt + (g - rqz- Vql)sen gt:
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Scbre el Problema Inverso de Lagrange

donde

las ecuaciones tienen la estructura de las de

Lagrange v es posible llevar a cabo las identifica-

ciones:
3L
-—— z exp{dti{q, sen Rt + g_cos gt}
. i 2
3q1
sl
-—= =z pgxplildti{g,cos gt - g.sen Rt}
. H 2
3q2 :
aL
— = exp{ti{(f - rq1+ vgq,)sen gt + (g - rqz— ti)COS pti
3q “
aL1
-—— = expl{ati{{+ - rq1+ vq,lces 8t - (g - rqz- Vql)sen at:
3q., <

e integrando, obtendremos para la Lagrangiana la

expresion:

L =

do a

2 L2 2 2 _ \
expidtisen Bt{&q1 ﬁq2+ &v(qz q1)+ vq1q2+ fq1 gq24+

. 22, N .
exp{dticos Bt{q1q2+ !&v(q2 ql) rq1q2+ gq1+ fq2;+ ¥i{t).

Cuando un sistema fisico se encuentra someti-

vincules externos, su descripcidn newtoniana

se facilitard eligiendo adecuadamente las coordena—

das generalizadas, vy ello puede originar, como en

log ejemplos que siguen, la aparicidén de las velo-

cidades generalizadas en las funciones dinamicas

Fi(qfq) de evolucisdn.
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Sobre el Problema Inverso de Lagrange

EJEMPLO 5 {Mayfeh A. H. vy Mook D. T., [9&1)

Una masa puntual m, se encuentra rigidamente

1

unida a un extremo de una varilla ligera y lisa de
longitud 1, capaz de girar en un plane vertical al-
rededor de un eje fijo que pasa por el otro extre-
mo. Otra,'de MASE M., puede deslizar a lo largo de
la varilla baje la accién de un resorte de constan-

te elastica k. Las ecuaciones dinamicas son:

- 2 2 2, _ _ .2 e
Gp * W0y T 9pay YW ll —cos gy) = wWaay

2. 2 n L.
{1 + mql)q2 + {1 + mql)wzsen 4, + 2mg,4,4, = 0

siendo q1=xf1, donde x es la distancia de m, al elje
de giro, q. el angulo que la varilla forma con la

vertical, qT el valor de q, en la posicidén de equi-

y

e

2
1 k/m2 v w2=g/1.

librio, w

lLos factores integrantes han de verificar:

dyy  2may4p N
2 12 7

dt 1+mq1

di 2mq, q

22 191
- Aont 209,9,37 0

o 20

it 1+mq; 22 192712

da mq, q ag,q

-2 - ~=2=3 dpy “=E5 3y * Ayaghyy = = 0,

dt 1+mq1 1+mq1

Las soluciones del sistema homogéneo asociado son:

L} 3
Zo= ke, Agp = 1+ mgt, SRR mq;)&.

Los Ffactores auxiliares pij han de ser soluciones

1Ed



Sgbre el Problema Inverso de Lagrange

del conjunto de ecuaciones siguiente:

d¥yy 2G4,

B y,= 0
dt (Ii-mqf),é 12
gy R 2mq, 4, c o
2% ¥ a2

dt (1+mq1)

d¥p  P9,9,

p,, - p
dt (:quf)’é 1 22

) =0

que se verifica si: p12=0, B1%Cqr Poo™Cos siendo €y =BC,.
Con ello, la solucién del sistema completo de los

Rij S8 eMpresara:?

- - - 2 =
Ay =€ = C dyp = (c/m)(1 + mg), A, =0

lLa integral primera l{g/q! quedara determinada por:

a1
cg, = ——-
1 aél
5 81
{c/m) {1l + mq;)qz T —
LE
z al
c % + sz + cwztl - co ) - cu2 -
p al !
{c/m)w_ {1 + mg,)sen q, = ———
2 1 2 .
qu

e integrando, ohtenemos:

I = (.2+ 2.2 -1.2 22 2 1 ) 2 e
= ke 4 q1q2+m q2) + )&cwlq1 + cwqui cosq2 cnquq1
2
(cfm)wzcoaqz.

lLa Lagrangiana ha de verificar la ecuacién en deri-

vadas parciales:



Sobre el Problema Inverso de Lagrange

lo que implica gque podemos escribir para L:

2 2 -1.2
L = &c(q1+q1q§+m lqz) - &cwqu - cwz

2 e
zqitl—cosqzk + cW,6,4, +

2
+ (c/m)uzcosqz.

EJEMPLO & (Nayfeh A. H. y Mook D. T., [961)

El movimiento, dentro del campo gravitatorio,
de una particula de masa m unida a uno de los ex-
tremos de una varilla ligera, inextensible, de lon-—
gitud 1 vy vinculada al exterior mediante una arti-
culacion esférica fija, gueda descritoe en coordena-—
das esféricas, con polo en la rdtula, por las ecua-—
ciones dindmicas:

5
ﬁl + fsen q - &qgsen 2q1 = 0

g,sen q, + 2q1qzcos 9, = 0
donde &=g/l. El sistema que han de verificar los

factores integrantes }ij s@ escribira:

gili - 2g.,cotg g, A =0

" 2 1 *12
I -
Tio | CHeete gy Aoy v oapsen 24y 3y = 0

Do
2L THTete 9y dyp v oagsen 20y Ay 7 Zagt0te 4y Agy 7 O

Las soluciones del correspondiente sistema homogé-

nec asociado se pueden escribir:
* 3

* . _ 2 LI
lll =K', 122 = sen q,, 112 sen q,.
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Scbre el Froblema Inverso de Lagrange

lLes factores pij han de ser solucidén de:

itil - 2q,c08 q, p,, = 0
dt 2 1 712
igg— + 2q,c08 q, =0
dt 2 1 712

de

2 _
t s gy {pyy T kyo) = 0y

que se verifican identicamente si:

=O, = €.

Fi2 P11 © ¥a2

La solucidn del sistema completo en los Aij sera:

2

kll = C, 122 = csen” q, %12 = 0.

La integral primera I(g/¢) quedard determinada por:

8l
cg, = ——-
1 e,
3l
cg,sen” g, = ——-
ba,
., 3l
cusen q, + &cqgsen 2q, = -~
Bql
31
0= —-,
aq2

e integrando, podremos expresarla:s

I= &c(éf + qisen2 ql) - clcos g, .

La lagrangiana ha de verificar la ecuacidén en deri-
vadas parciales:

5 o 2 al al
&c(ql + g.sen ql) - cBCos g, = -7 § t 7T 4, T L;
Bql qu
lo cual sucede si:
3

L = &c(qf + q259n2 ql) + clicos q-
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Sobre el Problema Inversc de Lagrange

EJEMPLD 7 {Nayfeh A. H. y Mook D. T., L9613}
El movimiento de una masa m unida a un resor-
te, de constante eldastica k, gque oscila en un planoe
vertical gqueda descrito por las ecuaciones dinami-
cas newtonianas:
ﬁ1 + w2q1 - (1+q1)q§ - geos g, = 0

(1+q1) + gsen q, + 2q1 = 0

42 42
donde wL=k/m, 1 es la longitud natural del resorte,
q,y la elongacién del mismo vy A el angulo que forma
con la vertical. Los factores integrantes han de

verificar el conjunto de ecuaciones:

a.
dkil qu
"""""""" bz 7 0
dt 1+q
1
di,, 24,
e A,, + 2{(1+q,)4, X 0
dt 1+q, 22 1792 %12
di q q
12 1 2
————————— Ao, og,lleg) A, - ==5- 2, = 0,
it 1+q, 12 2 IR B 1+q, 22

cuyo sistema homogéneo ascciado se verifica para

&, ¥ 2 L
2y = Ky Aap = (14q 0%, X[, = (l+g,).

Los ftactores pij verificaran las ecuaciones:

dp
N 9,4 0
“Hn

" 2Py
dp

22
T Y Zagkyp= 0

dt
40
T T Ak T kyy) = 0
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que admiten como sclucidn: Byn® 0,p11=p22=c.

Con ello, la del sistema completo de los factores

integrantes es:

2
l11 = ¢, 122 = c(1+q1) ’ 112 = 0.

La integral primera I1(g/q), quedard definida por:

8l
cg, = ———
1 .
Bql
3l
cq2(1+q1) = -
3g
2
5 5 8l
cq2(1+q1) * cwog, -cgeoes g, = -7
%ql
3l
cq(1+q1)sen 95 = ———
3q2
Integrandoe, podremos expresarla:s
I= Ec'z + &c'2(1+ )2 + &cwz z . cgil+g, ices g
4y .7 Reapx iy 8y T FEUTY 2

La Lagrangiana ha de verificar la ecuacién en deri-

vadas parciales:

2 2 2 22 oL oL
bog'+ kego(l+g,) "+ kcw'g| - cgl{l+q lcesq,= -—— §,+ ——— q,~ L
i 2 1 1 1 2 3 i 8 g 2
9y 92
1o cual sucede si:

2 2.2 22
L = ﬁcq1 + Ecil+q1) ﬂz - kcw a9, + cg(1+q1)cos Qe



Scbre el Problema Inverso de Lagrange

EJEMPLO 8 {Nayfeh 8. H. y Mook D. T., [961)

Las ecuaciones dindmicas que describen el mo-
vimiente plano de una varilla uniforme, de longitud
1 v masa m, que cuelga por uno de sus extremos de
un resorte, de constante elastica k, obligado a mo-—

verse verticalmente; son:

) 2 2
G * w9y = Ragsen g, + Kqycos g,

I

2
2

ﬁz + oW 95 3i2§1sen 95

donde q1=(x*ﬂe)il, siendo (x—ﬂe) la elongacidn del

-y

k/m, wi=3g/21 Y 9. el angulo que la va-

2
‘—.-‘—

resorte:; Wy

rrilla forma con la vertical.

Tras despejar ﬁi Y §. para expresar las ecua-

.
ciones anteriores en la forma acostumbrada, se en-—
cuentra gue los factores integrantes han de verifi-

car las ecuaciones diferenciales:

di
S
dt
dlzz 6qzsen 4,c0s q, 4q2cos a9,
* 2 Aag ¥ T 77" M2 =0
dt 4-3sen” gq, “ 4-3sen” g,
dl12 . 3q259n‘q2:os 5 4q2cos g, )
2 SV I 77" A 70
dt 4-3sen q, 4-3s5en 9,

que admiten como solucidén:

A= 0, 2

2 2
i1 np™ ~ SEn q2(4~35en qz) ' .= (4-§sen

lo cual significa que la integral primera I(g/g)

ey

AR
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quedara determinada por:

2 p_ %l

q.,{4-3sen qz) = ———
S aq'l

5 % 8l
{4-3sen q2) (ql—qzsen qz) = ;T—

92
5 2 2
W ,0,sen q, + 4w2q2 ) al
(4-3sen? 1% a
sen qz) Bq1

qucasqz- 3/2@2(ql—qzsenq2)sen2q2— 2(w§q2—3wfql)senq2 [ 3
7 = e

(4—355n2 } aqz

42
La integracién del sistema anterior se facilita co-

menzando por la dltima ecuacidn vy llamando:

A(q2)=]g(q2)q2cos 4, dqz, Big )=fg(q2)sen g,sen 2q2 dq2

C(q2)=/g(q2)sen 2q2 dqz, D(q2)=fg(q2)cos 4, dq2

N

H

E(q2)=fg(q2)sen2q2 dqz, donde: g(q2}=(4-—3sen2 95

con ello se obtiene facilmente gue:

L

— 13

2 . 2 2 2
I= (—qusenq 2+ q1q2)£4—359n qz) + (3u1q sen q2+ 4w2q1q2).

(4-3sen® g% - 2u2/ (q.)q.sen q. d
. 92 2490272880 Gy €0y

La Lagrangiana tendrd que verificar la ecuacion:

oL 18
SR M T
Bb! 92
lo que sucede si:
22 2
i 1sen q2+ 4u2q1q2).

3 o
L = (—&q;sen q,t Qiqz)(4—3sen‘ q2)&+ {3u.qg

%

2 2
. {(4-3sen 1T+ 2u21g(q2)q259n 9, dqz.

92

Jpw—
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3.3.— APENDICE: LAGRANGIANAS DE SEGUNDO ORDEN

En el apéndice correspondiente al capitulo
anterior, dabamos las razones que nos habian lleva-
do a abordar este tema en relacién con la Universa-
lidad del PFroblema Lagrangiano Inverse. En este
apartado generalizaremos el teorema fundamental de
los factores integrantes para n grados de libertad,

al caso de Lagrangianas de segundo orden.

Entonces presentamos los elementos esenciales
de la teoria para lLagrangianas de orden superior,
que necesitabamos: las ecuaciones de Lagrange-Fois-—

(n;t)

s0n  asociadas a la Lagrangiana L*(q/qia/.../q
vy la generalizacidn del concepto y definiciones de
momentos conjugados. En este apéndice nos remitire-
mos a lo diche y seguiremos presuponiendoe para L*

la dependencia funcional ya sefalada. Teniendo esto

en cuenta enunciamos la siguiente FROFPOSICION:
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PROPOSICION XXIV

8i las ecuaciones dindamicas ai=Fi(q/q,t) son
gquivalentes a las ecuaciones de Lagrange-—Foisson
correspondientes a una Lagrangiana de segundo orden
cuya forma funcional sea del tipo:
LY tq/478,t) = V. (q,t)a, + Hig/q,t)
las magnitudes

AL = W e PR W S O
ii - o\, :
2" 2q, %, ba, aq,

s0n soluciones del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

A, L oF L aF,
B YT e SR
dt 2 dq, 2 3q, 3

Demostracién

Recordemos gque, en €1 caso general de Lagran-
gianas de segundo orden, las ecuaciones de Lagran—
ge-Foisson ascociadas a la Lagrangiana L se escri-
ben de la forma:

¢ ot g ot At

P R
dt qu dt qu aqi

Teniendo en cuenta la dependencia funcional sefala-

da para la Lagrangiana, las ecuaciones anteriores
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se podran expresars:

Desarrollande las derivadas y asociande convenien-—

temente términos:

3
32w av. v Ay, azw 32v1
i ki, i .
ot e e e
aqiaqk aqk aqi aqkaqm quaqk Aqkat
azu Y azv.
U

aqiat aqi at
Derivando parcialmente respecto de la velocidad ge-—

neralizada qj vy, dado que a lo largo de la curva

solucidn ai=Fi(qKq,t),

3 2 ) 2
" 3 . 3 Vi 3, 3w v
————————— gt ———-———— - 2———)qk+ ——f e ——— 2—6— +
3g.8q aqk qu aqiaqj aq at 8q.%q 3
3
M v, wP aFk azw 32w
+ (_____.. - . .._...L)___ + - 2 = D

que podemos escribir:

2 2% . av. 2 3% Ay, av.
1 It 1 J1.
ba, 34,24, da, g da, ‘24,34, da. g
2 2
3 a%W . av, 3%u BV, AV, OF,
PR S S -—l) + (------ - -1 ——-)——— +
b ‘34,08, a;  dq da,04, da,  2a,
3
ava azvl azvj 32v1 2%u a%u
+ —ed 4=~ q,* - + - =
aqiaqk aqjaqk quat aqjat qubqj ﬁqiaqj
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y teniendo en cuenta lo que significa d/dt:

3
d . 3°u V. av. 22w aV. AV, .aF
Y S S __;) + (______ S __K)__E +
dt aqiaqj aqj aqi quaqk qu qu qu
>
av 32v. azv azv a2w azu
$ ———wde 4.~ R gt 1. Ly - = 0.
quaqk aqjaqk aqiat aqj&t quﬁqj aqiaqj

[XXIiv.1i3

Ahora bien, recordando las definiciones de los mo—
mentos conjugados generalizadeos, dadas en el apén-—
dice del capitulo anterior, para cada grado de 1li-

bertad, en este caso, tendremos:

con lo cual las expresiones que hemos denominade en

esta seccidn Rij, se escribiran:

Yy en consecuencia, la ecuacidon L[XXIV.11l, se podra

expresar de la forma:

dl{. aFk a7y, 37V, 8oV, [ Vi
e kik # oo 9 N ﬁk ¥ - - *
dt qu quaqk 3qj6qk quﬁt aqjat

azw azu
+ - = 0.

8a;8q;  2q;34;

Observando que A£J=lji, la ecuacidén anterior, para
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el elemento Aji’ tomard la forma:

dri o oF, 2y, %y a%v, 2%,

1 +  —— A.;k + —_——il q, - ———d g, + 1 _ 3 +

dt aqi quaqk quaqk 3qj%t aqiat
32H 32N

+ - = 0,

Sumando las dos dltimas ecuaciones, finalmente, po-
dremos escribir:

di ;. i BFk

que prueba la tesis enunciada en la FPROFUOSICION.
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3.4.— CONCLUSIONES DEL PROBLEMA MULTIDIMENSIONAL

Ya hemos sefalado en otra parte de esta memo—
ria que, mientras que la teoria general de existen—
cia de las ecuaciones en derivadas parciales, per-—
mite establecer la Universaloidad del Problema In-
verso unidimensional (teorema de Darboux), en el
caso multidimensional esto no es posible, al ser
sobredeterminado el sistema de ecuaciones en deri-—
vadas parciales para la incégnita L. For tanto, va
desde su planteamiento, nacen las dificultades para
la generalizacidén, tanto del método como de los re-—
sultados, correspondientes al problema unidimensio-
nal. Teniendo en cuenta esto y la experiencia his-
térica de los trabajos de Douglas v los que le si-
guieron, para intentar esta generalizacién orienta-—

nuestro pasos hacia los sistemas de dos y tres gra-

13
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dos de libertad, donde va se presentan todos los
problemas inherentes al caso multidimensional pero
las dificultades operativas aun se pueden abordar
con perspectivas favorables. No hemos incorporado a
la memoria el analisis correspondiente a estos ca-
s0s particulares, puesto que, a pesar de ser la
clave para la geheralizacién, consideramos gue, una
ver realizada ésta, los resultados logrados permi-

ten la particularizacién inmediata.

Antes de sintetizar los resultados fundamen-—
tales alcanzados, deseamos sedalar que el sistema
diferencial que han de obedecer los factores inte-
grantes coincide con el de Douglas [131; aunque el
método que nosotros hemos empleado para deducirlo,
a nuestro juicio, es mas sencillo y natural, ya qgue
hemos tenido en cuenta desde el principio los con-
ceptos tradicionales de la Mecanica Analitica. FPor
lo demads, el resto del tratamiento del Froblema,
consideramos que es original y lo resumimos en los

siguientes puntos:

l.— Utilizando los conceptos y técnicas tradiciona-
les de la Mecanica Analitica desde el princi-
pio, hemos deducido un sistema de ecuaciones

diferenciales que han de verificar los factores

140
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integrantes, kij’ para permitir una descripcién
lagrangiana indirecta de un determinado sistema
de ecuaciones de evolucién newtonianas. El sis—
tema coincide con el obtenido, de forma dife-

rente, por otros investigadores, Douglas [131.

Hemos establecido que la funcidén:
aF

Blg/q,t) = aexp(jzi -1 dt)
34

i

es una constante de evolucidn para el sistema
fisico descrito por las ecuaciones newtonianas
ﬁi=Fi(q/q,t), siendo A el determinante de la

matriz de factores que permiten la descripcidén

lagrangiana del mismo.

Bajo ciertas condiciones, y, teniende en cuenta
las ecuaciones diferenciales que han de verifi-
car los factores integrantes, hemos establecido
que las trazas de las sucesivas potencias de la
matriz formada por éstos son constantes de evo-
lucidén para las ecuaciones dindamicas newtonia-
nas ﬁi=Fi(q/q,t). Este resultado es anélogc al
teorema de las trazas que aparece en el proble—
ma de las Lagrangianas equivalentes y que Glti-

mamente ha suscitado bastante interés, [BO0-831.
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4,

En la seccién 3.1.1, utilizando el método de
variacion de constantes, condicionamos la exis—
tencia de solucidén del sistema diferencial de
los factores integrantes, a la de otro sistema
(ec. [XAVIII.11) en los factores auxiliares pij’
formalmente mas sencillo; estableciendo gue el

determinante formado por dichos factores es una

integral primera para el sistema [XVIII.1].

Los resultados citados en el punto anterior nos
permiten deducir condiciones suficientes para
que la matriz de los lij parra un sistema newto-

niane dado sea diagonal.

Fara los sistemas autdnomos, que, por otra par-—
te, son los mas 5igni¥icativos en Fisica, cons-
truimos, a partir de los factores integrantes vy
de las derivadas de las funciones Fi respecto
de las velocidades generalizadas, una funcién,
I{g/¢), que es una integral primera para las
ecuaciones dinamicas que describen la evolucidn

del sistema, FROPOSICION XX.

A través de la FROFPOSICION XXI, también en el
caso autdnomo, establecemos la relacidén funcio—
nal entre la integral 1I(g/q4q) y la Lagrangiana,

que ha de describir el sistema, mediante una

14z
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ecuacidén en derivadas parciales en la incégnita

L{g/q).

B8.— Hemos elaboradoe un método sistematico, claro vy
eficaz para construir una descripcidén lagran-—
giana para un determinado sistema a partir de
lag ecuaciones newtonianas de evolucidn. En
esencia, podriamos decir que reducimos el pro-
blema sobredeterminado coriginal a otro, deter-
minado, en el que la Lagrangiana viene definida
por una unica ecuacidén diferencial, una vez co—
nocida la integral primera 1ig/4). Este método
constituye, a nuestro juicio, el resultado fun-
damental de este capitule, vyva que ha sido 1lo
que nos ha permitido sintetizar y dar consis-
tencia al tratamiento, intentando poner al ni-
vel de los sistemas conservativos los no hamil-

tonianos.

.~ Utilizando el teorema de Foincaré, encontramos
que la expresion
aF

J(t)=/N(qi§)dq1...dqndql...dqn, con M(q/§)=exp(—f(£i—-£)dt),
Dt 3q.

i
es un invariante integral relative para el sis-
tema adijunto asociado a las ecuaciones newto-—
nianas de evolucién qi=Fi(q/a), siendo Dt un
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recinto del espacio (qi...qn;q ...qn), en gene-—

1

ral, variable con el tiempo.

10.— Las ecuaciones gque definen la integral I(g/q)
nos han permitido expresar la derivada temporal
de cualquier funcidén dinémica, BG{(g/g.,t}, me-—
diante la estructura de los corchetes de Fois-—
son, introduciendo asi el algebra a ellos aso-
ciada. En el caso de que las funciones Fi no
dependan de las velocidades generalizadas se
recupera la estructura correspoeondiente a los

sistemas conservativos.

11.— En la seccién 3.3 generalizamos el teorema fun-—
damental al caso de Lagrangianas de segundo or-—
den, encontrande gque, comoc en el caso de un
grado de libertad, si la Lagrangiana tuviera la
estructura funcional L*avi<q,t>qi+w<q/q,t), las
expresiones:

1

(Bpill 3¢5 2 .

2" 3g, 3q,
qJ qJ

ip. op .
3 plil - pliz)
ij .
aqi 3qi
han de ser scluciones del mismo sistema dife-

rencial para Lagrangianas de primer orden.

12.— Con el +in de comprobar la eficacia del método,
en la seccién 3.4, hemos construido una des-—

cripcidén lagrangiana para algunos ejemplos de
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interés. Aungue unos aparecen sistematicamente
repetidos en 1a bibliografia del Problema In-
verso, hay otros que hemos incorporado a partir
de trabajos técnicos recientes donde se tratan

utilizando otras técnicas.
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