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PROLOGO. -

La presente memoria consta de 3 capitulos en donde se realizan
estudios de los problemas de cdntraste de hipdtesis acerca de la bondad

de modelos ARMA y MARMA de series temporales.

Desde los estudios precursores de una nueva metodologia acerca
del andlisis de las series temporales, BOX y JENKINS en 1970, hasta nues
tros dias, han aparecido una gran diversidad de trabajos , publicaciones
y software de ordenador acerca de los problemas de Identificacidn, Esti-
macidn, Contraste y Prediccién.de tales series con publicaciones especi-

ficas como Journal of Time Series Analysis & Journal of Forecasting.

Nuestro trabajo se ha centrado en el problema del contraste del
modelo, donde dada la complejidad del mismo los métodos habituales no son
siempre f3ciles de aplicar, adapténdosé métodos estadisticos generales y

desarrollando otros originales.

En el capitulo primero se estudian los estadisticos del tipo port-
manteau, aplicables al chequeo del modelo, pero sin un modelo alternativo
de contraste, dindose sus distribuciones asintdticas asi como una valora-

cidn de las mismas.

Continuamos la memoria con un segundo capitulo'en el que una vez
abordada la teoria del contraste de hibétesis para estimadores restringidos,
se ha estructurado para poderla aplicar a modelos AR y ARMA frente a di-~
ferentes familias de modelos alternativos, resolviéndose los problemas:de
singularidad ‘en la matriz de charianzas de los parémetros del modelo,

-

usando nuevos estadisticos.

Continfla el capitulo con el estudio asint8tico



de las distribuciones de los estadisticos. usados en estos contrastes,
para terminar con la squivalencia asint8tica de ambos tests (portmanteau

y score) en un caso concreto de familia de modelos alternativos.

.

¢ En el tercer capiiulo’se generaliza el test tratado en el capitu
lo anterior, para contrastaf modelos miltiples de series temporales (MAR-
MA) usando en el desarrollo ce las demostraciones técnicas de algebra ten
sorial. N

Sigue el capitulo con u; estudio del estadistico definido en este

caso, en el que se hace hinéapié no solo en su distribucidn asintdtica

sino en su cdlculo. practico con vistas a su inclusidn en el paquete de pro

gramas W.M.T.S. de la Universidad de Wisconsin.

Acabamos con la equivalencia asintStica de los tests portmanteau
y score y con un Apéndice donde se propone una transformacidn propia que

permite simplificar las demostraciones de los distintos resultados.



CAPITUILO 1

TESTS PARA DIAGNOSTICAé MODELOS ARMA : TEST DEL

.ESTADISTICO PORTMANTEAU.
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1.0.- SUMARIO

En este primer capitulo, realizamos una exposicidén de los as-
pectos mas importantes del chequeo de un modelo ARMA aplicables en el
andlisis de una Serie temporal en el dominio del tiempo, segiin los desarro

llos de BOX-JENKINS (1976) y HANNAN (1970).

Empezamos con una introduccidn, donde ademas de fijar el mode
lo, se citan los dos métodos que fundamentalmente se usan para contrastar
la bondad de dicho modelo, cifidéndonos a continuacidn al método que usa el
estadistico portmanteau & modificaciones del mismo, estadistico que es fun

s i\o. N N
cidn del vector T de autocorrelaciones muestrales del modelo, donde los

parametros del mismo se han sustituido por sus estimadores eficientes.

Despues de citar la distribucifn asintGtica del vector de auto-
correlaciones muestrales 3:'; ANDERSON (1942) , ANDERSON y WALKER(19_64) y
HANNAN (1970), se definen las funciones de 'f'_, oM ¥ 5(?),asi como sus medias
y varianzas. A continuacidn se estudia %y se desa;'rolla su distribucidn asin
téf:ica/ para a partir de ella,obtener las de Q(?) Yy 5(%) ren dicho desarrollo
se combinan resultados obtenidos por BOX~PIERCE (1970), LJUNG-BOX (1978),
IAN MAC LEOD (1977a y1978) , HANNAN (1970) y STIVEY (1959) . se termina el
capitulo con la definicidn del estadistico S, basado tambidn en }A“, pero don-

de m no necesariamente debe ser de orden superior a \n , concluyendo con una

valoracidén de los tres._estimadores-



TESTS PARA DIAGNOSTICAR MODELOS "ARMA" : TEST DEL ESTADISTICO

PORTMANTEAU

1.1.~INTRODUCCION.-

Sea el modelo ARMA para una serie cbservada : {?{} = {xi,...,X'&

n
(1) aﬁ—"’ B, % _._J;_i & a

5 t]} con 560:: ﬁE&d: 1

La sucesidn ét es una sucesidn de variables aleatorias independien
s 9o s , ey s 2
tes e jidénticamente distribuidas N(0, G ).

8i se introducen las funciones generatrices

2=y, $.2° T o 2t

Z)z . Z =

¢ @)=F, Pzt v O2)=f ©z

entonces se define la regién Rde CP* gonde P’(z) #F0 vy ©2) # 0

- con l 341 y donde ¢(z), ‘y © (z) no tienen ceros comunes, estas condi-

ciones son suficientes para que el modelo sea estacionario e invertible

(Hannan (1970) , BOx-Jenkins 6976».

Nuestro objetivo no solo es determinar la -bondad del modelo, si-

nQ sugerir el camino en el que el modelo debe ser modificado.

Dos métodos son los que fundamentalmente se usan para contrastar si

el modelo esta correctamente especificado.

1.1.1 Primer Método: Sobreparametrizacién.

-

La sobreparametrizacidn consiste en elegir
P Yy g de forma tal que el modelo (1.1) = se obtenga anulando
ciertos parametros del modelo més general, alvestadistico que se constru-
ye se le denomina "score" pues estid basado en.el vector de las derivadas,
respecto a los parémetros_del modelo,del logaritmo de ;a funcibén de vero-

similitud.



1.1.2.~ Segundo Método: Contraste usando los residuos.

El estadistico utilizado se construye a partir de las auto-

A
correlaciones muescrales de los residuos &

a 2 ),esto es
(a1:-.--' n ’

.o

na A
¢ - R ?‘ _ tg akaHK
P x =5 ~
'at i
b1

donde estos se calculan usando el modelo ARMA estimado

- 6(8} Xy = é’(B) gt ’

siendo B el operador de retardo, esto es, th = xt 1

A este estadistico se le llama "portmanteau".

°

1.2.< TEST BASADO EN EL ESTADISTICO "PORTMANTEAU".

Si el modelo (1.1) es el adecuado, entonces las v.a. at
estardn incorreladas , E(ata ) '

ek = 0 Vx # o y sus m primeras autbcg_
rrelaciones muestrales r = (r] Eyreces ,rm) ' ,
siendo K
» - tzg,‘ aica\:-m
— [ K -

2
Lo

se distribuyen asintSticamente seglin una distribucidn normal con vector de

medias cero y matriz de varianzas-covarianzas con elementos de la forma si-
guiente:

. -K ’ o ) ’ .
(1.2) V(r“):??(—r_;b_.)— v COV(Y;‘,Q)-_-Q 51 K#L

(Anderson (1942), Anderson-Walker (1964)y Hannan (1970))



1.2.1.- Definiciones de las funciones 'Q'(‘f) vy 0(Y) y resultados asintSticos

de las mismas.

De los resultados anteriores se deduce que la.distribucidén asin-

t6tica de la variable aleatoria

~

—— m -1 2 2
Q(r)zn(m?.\ > (n-K) e es una Xg
K=1

Anilogamente , 51 suponemos que V(rk) es del mismo orden que 1/n , entonces la

distribucidn del otro estadistico.
— _ LI 2
Q) =nT oy es asint8ticamente xm
: K=14

{(Box~Pierce 1970).

1.2.2.- Cilculo de las medias y varianzas de Q(¥) y 0(¥) para valores finitos
de n. o ‘

Cilculo de las medias.

En este caso se demuestra que E(Q(H))=m

mientras que

) = B o mH
(1.2.2.1) E(QM) = T2 (1- T

valor que es inferior al que toma la esperanza asintStica de la variable,
luego el estadistico Q(i—) tiene una distribucidn , para valores de n peque-

fies que discrepa de la x;.
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Cdlculo de las varianzas de 0(r) y 90(3).

El cilculo de las varianzas de 5(53 y 0(¥) se deduce haciendo uso
de la jidentidad

- t 3
E(TKLQJ): E{ (Zaéa(t;\agz):jitabg }
. e

que se sigue de la independencia de las variables aleatorias

S Zaz (Anderson 1971)

Suponemos ademis gque V(ai)=1,sin perder generalidad por ello, 'y

entonces

2:ja1 € -)C
J__
“luego

E(za?) = n(nez). - - (ns2te2j-2)

Usando la férmula de Leibnitz de la potencia n-&sima de un polinomio, se

demuestra por el método de induccidn transfinita que si k<1/2 n

2y () \2f -\ 6(B3Nn-5 K+B(n-KT (n-K)*
VIG)=E () - V(i) n(n+2)(n+’h§(n+6) n*(n+2)”

Y que

(n-K) (n-U) +4 (n-U)+ 8 (n-%-1) (n-«)(n-)
Cov(fK/Y',_ )== F\(YHZ) (+4) (n+6) n= (N+2)%

Teniendo en cuenta los resultados anteriores,ya es facil ver que
v{iQ®} = Zm(’Hm 10)

donde se ha supuesto que n)dm y se ignoran los términos de orden superior

a 1/n.



Anilogamente, con idénticos supuestos, se prueba que

*
*

vig@}l =2m <4+_______2rrm‘w-5 )

i

1.3.-DISTRIBUCION ASINTOTICA DE % ]

A
-

A A .
Sea r = (r see-. ,rm) el vector de las autocorrelaciones muestra

1
les del modelo (1.1) calculadas sustituyendo el vector de parametros del
modelo 7; = (}31 roces ,}?fp, Dyrenees @’q) ' por un estimador asintdticamente

—t N A A
eficiente del mismo (;’; = (,¢1,....,ap, ‘9—1,...., 9‘:{)’ por ejemplo, el ob-

tenido por minimos cuadrados en (Box-Jenkins (1976)) mooLT T
) S
Para obtener 1la distribucidén asintdtica de r , lo haremos a partir
A -
de relaciones lineales de 'i"k en funcién de T, , donde aplicamos el resulta -

do obtenido en (1.2) y desarrollando el trabajo de I.Mac keod (1978) se si

guen los siguientes lemas:

1.3.1~-Lema 12

Para cualquier m fijo.

L Qk+0(1/n) (1<k<m
siendo
n-i n
-1 -1 2
Q =n. 2 aa Yy Q.=n Y a
k =1 t t-k o] =1 t
Demostracidn.-
. : Q
Desarrollando en serie de Taylor la expresidn e = a— como
‘ 0

funcidn de ('Qk(QO) , en un entorno de ‘(A0,1). va que E(Qk) =0 vy E(Qo) =1



se tiene que

., g
'9(QK»Q3’9<O'””?%’J (@,-0) + JQOL PR

4 JQS 1 ng A fg
+3 23 1 (q-0) + 4 =2 (as )+ 2 (o -0y (@ 1)+
2f e Nk 21 z 21 0
| G ©1) J Qfﬂco,«) JQ“JQ“ (0.’\3k
luego '
r,:.—:%’: = 9(\QK' Qo): D+.ﬂ_. Qu — -———%g l(Qo"l)-*‘%T 0+
ICTN CE) o
4 2 G 1{__1.
+ —— -k - -
o e ] feco (e

RE Qe 7z (Qo-1) + -+
como queriamos demostrar

1.3.2-LEMA 22,

A
Sea /3 el estlmador minimo cuadratlco de[& obtenido al minimizar, la

suma de residuos al cuadrado S(@) Z a siendo [5 cualquier solucién

admisible del espacio parametrlco@

Entonces A \6vv|‘ 6 W

—1; e Ve-ri para 1£i<p
Si = ; Z
-n L34
n ar t ut+p-l para p*1<S i3pig
Demostracidn.-
' 4

(Hannan 1970) demuestra que(3 se distribuye ,asintdticamente, seglin una

nE AT



- 10 -

donde

v L‘j)l X ugx.-_l

2S\.L\s_('j) | Zsuééj) 9

P 9

Siendo va’ ZS ¥ Euu las matrices de varianzas-covarianzas de las varia

bles u y v-definidas en la forma

]
[V

(1.3.221) F (Blv, = -a, y ®(Blu =a

es decir

.(}Sw(k)) con BW&) = E(Vt vt+k) E(V, Vi)

(1.3.2.2) §
vv

(B u) v Y= (G = (F (k) con

3

vu

8 00 = Evu )

por Gltimo

= (§ &) con T ) =Elu, . )=Eu Yeg

uu t t+k

Para cada_@. , Si reagrupamos el modelo (1.1), tenemos que la serie

ruido blanco estimada ét se calcula de la forma

(1.3.2.3) at*-Z B apy* }: B Xe-s
J©

para p+1<¢t<n

para t £p

. o s
Estamos en condiciones de.calcular el vector —F—
-

e
JS@E) _J __J:a’é":zJéf
JE er T JE IB

a




- i1 -

S .
. w
JS(E) | Js@)

= 0g LT g

y si descompénemos

donde fes"r- ((5”- -é'D con a = (,Zd1 ,...-,ﬂp)]
- (81,....,8q)'. |

entonces

para i 1....P

para i = 1....9

donde v . = J38,
weJ 0
Yy t-‘.=ia—t_
- Jo

2%

Ademds por definicidn, > minimiza S(3), luego
_LI_S_} -0
I6) e . P+q
Ahora como S(f‘;) es una funcién de (5 € @ c R cC@ y como
Q es abierto (Deitstler. H; Dunsmuir.W y Hannan.E.J. 1978), si supo-

nemos que existen las derivadas parciales de S(E) , Y que son finitas,

=

N
> la expresidn JS/J'E ,se

desarrollarsdo en serie de Taylor, para5=

tiene

Js _ J’s. - J%s ] £ ), 04
JB J(?J'E:g‘f/s‘./ﬁ')'z%(ﬁ @) (B-B)
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luego

1 JS |
. A -— nl
(1,3,2,4) B-3F= % J‘{ﬁ +0(1/n)
2 JEJIE

A
ya que Lﬁ—-ﬁ) son infinitesimos de orden superior a 1/n y las derivadas

parciales de S({? ) de cualquier orden, son de orden \r;.

Ahora teniendo en cuenta el resultado, (Ppskitt y Tremayne (1981))
en el que

4 J's
TR n/A + 0Wn)

sigue que sustituyendo este resultado en (1.3.2.4)

| 1 Js
.(%-F—~ JB W;"“O(Vn) :~/<1( 1 J.S>+Q 1/n)-/\.15+0

n/\- n @

siendo S el vector definido en el enunciado del lema 4 como queriamos de~-
mostrar.
1.3.3-T.EMA 38

A -
La distribucidn conjunta de \n ((5‘-(5 ¢ )

N(0,C) siendo
C, la matriz de varianzas—covarianzas de la forma

A -RIX

At

donde la matriz X = egj*ggi)f

matrices de dimensiones eoxp yo&xq , con coeficientes definidos de la

forma



=13 -

-4 _ o * K -1 —°° * K
$'(B)=2 ¢,B" 4 SlB)=F .8
donde
g =9t =0 si k<O

y calculados por la técnica recursiva desarrollada‘por (Box~Jenkins, 1976),

Demostracidn.-

[aY
En los lemas 1 y 2 se ha demostrado que tanto(%-@5como T, si

despreciamos los términos de orden superior a 1/n, son en realidad me
dias de una serie de martingalas y haciendo uso del Teorema Central del

Limite para martingalas (Billingsley. 1961) se tiene que

A .
ﬁ(@_gr_r’j L NCO—, C)

Calculo de la matriz C de warianzas-covarianzas.-

En primer lugar,como pasos previos, calcularemos la covarianza

asintdtica de

n
dr Vi-
‘I-V'T 5: ="‘J—Y_1—1;' {:n toc
.
d [
Y de JﬁQ_:Jﬁ_,“’atat‘bJ
) n
Para 1<igp
1£35 <m
( H —_ e -4 -
(1.3.3.1) (?\Lr-nwn E{s Q)= Lr\::wr‘\ "( % 2; atvt-tasas+)>
.. ‘o *
:ﬁva(r") = Bav ‘\L'J): -] (Hannan, 1970)
donde '
- Ba\l (K) "'3{: * 1

L TC M B S M =S



-.14 -

siendo

By ) = Blagy )

4
>

Anflogamente se caleculan las covarianzas asintSticas. de Vn s

y de n Qj/ pero ahora para V

) Zat ut-D K st pr14£X<pig
)
Vi 5= - Al ©rese
(1.3.3.2) ‘.',’t;mcoﬂ E \,/Q\) \.Lm n“ E( Z 5'5:. a{: t- Eas 35*33:'
._25 (JL) 68\,{.(" _])-—-91.-) para J:=1 ee..g con i = k-p
. Jj=1 oo
donde . .
x c_ Kauﬁ(K)
T g (B) .
' F o gt
He” 9(8) =& 5B e
siendo
0 = E (atut—k)
De (.13.3.".‘1) y (133.2) se deduce la matriz de covarianzas asintd

) A N
tica, entre \[;1 ('{.?T-(S) v w{ﬁ-r

Cov (fF (B-8), V7 F) = E(F fs-rs)mﬂ=ne(<ﬁ’—rs>'r“)=
nE(N'EF)=A nE('s’r) A (-X)

Luego tenemos probado el lema 3. Puesto que es facil probar que

F(B-B) e N V(¥h ")+

1.3.4.-TEOREMA .-

i e A
La distribucidn de las autocorrelaciones muestrales ¥ del modelo
(1.1) tiende asintdticamente a una normal de Vector de medias 0 y de ma-

triz de varianzas-covarianzas. n_ | (Im-x l\'1X')
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Demostracidén.-

hd i

—e . . .
Sea (5 cualquier solucién de [b perteneciente al espacio paramétrico

abiertoﬂ C¢p+ q’ definimos entonces las m correlaciones residuales

n-K ., .

F oo 2, at;aHK S para 1<k<m
L ar
t={

donde ét estd definida segin (1.3.2.3)

Si calculamos el vector de derivadas de r = ('1"1""’-';;1;1) ' respecto
i —n ’ :
de Py de © se tiene
i<

Jl.’ ‘1n-?. ‘ %* ., 14iém
AT .+ 0(/n=-8. .+0(
T E A w0 gyl s 5

J R -,LQ_" * si 1<igm
I ——z a8, Wy, .+ 4 = %’ - (}yn) U
'Jgj =R et O(trn) t5*0 pt1<J<pta

Donde se han tenido en cuenta los resultados obtenidos en (1.3.3.1) y (1.3.3.2
Y el resultado del Lema 1
Ahora desarrollando en serie de' Taylor ';", funcidn de —(:3— definida
: . . A
en Q., en un entorno defg:‘{'_;; y tomando -ﬁ_ como‘@’se sigue que
A .

(1:3.4.1) T= Ex((?-"ﬁ)+0(1/n)

y aplicando el lema 32 queda demostrado el teorema.

Se demuestra en (Mc Leod 1977a)que para m suficientemente grande
el teorema anterior obtiene un resultado equivalente al obtenido por

P
(Box-Pierce 1970) acerca de la distribucién T.
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i.3.5.- Consecuencia del Teorema.-

-

Bas@ndonos en el Teorema anterior y en el supuesto de que m sea sufi
cientemente grand_e, de un orderf de magnitud superior a Yn , entonces para
i>m suponemos que los parametros ¢I Yy %; de la matriz X definida en
(1.3.3), tienden a anularse, de forma tal que éuedan ignorarse los e-
fectos finales en la matriz del disefio X, asi X'X tiende a /\ , puesto que

en el supuesto anterior dicha matriz X es de la forma:

>
1
T
ey
-..*
*
~
i

3

P q
& también ,
(1 0--——--- 0]
A0
-XA= i ' :
[ ! !
Ama Ama-—- Ay "
donde m-1 m-2 Aﬂ‘i—P“ mx(P*‘I)

Ahora con estos resultados es posible reenunciar el teorema en la
forma :

" La distribucidén de las autocorrelaciomes muestrales % del modelo
(1.1) tiende asintdticamente, cuando n y m son suficientemente grandes Yy
bajo la hipStesis nula de que dicho modelo es correcto, a una distribucién

- . -1 -1
normal de vector de medias O y matriz de covarianzas n - (I-X(X'X) X') ".

Es ficil analizando dicha matriz comprobar que es idempotente y de

— ¥ e
rango m-p-g, ya que se verifica que : r X=o
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esto es

A A A
(1.3.5.1) (‘i,rz,n»-',rm)'

¢

U T Oipra)
|

a0

“ :\.. "\\ A A
1.4.~ TESTS BSTADISTICOS BASADOS EN ‘T, Q(F¥) y Q{(r).-

A _
Q(x) =n
k

M8

§2
1 k *

es el estadistico "portmanteau" desarrollado por (Bocx-Pierce1970) para

contrastar la bondad del modelo propuesto, mientras que:

m - 22
~ L
0@ = n(me2) > —X
k=1 n-k

Cw
© es el estadistico "portmanteau” modificado, propuesto por (Ljung-Box

(1978)) con idéntico propdsito, de contrastar la correcta especificacidn
del modelo (1.1).

A ~ A
1.4.1.- Célculo de las medias de los estadisticos Q(F) y O(¥) .-

. Vamos a analizar brevemente la conveniencia de utilizar uno u otro,

para ello vamos a calcular sus esperanzas matematicas primero para muestras

‘finitas :

a) o

(1.4.1.1) E(Q (';'\)_—. E(n E‘&z);E(n & %)=E Ine &X'X(X'XY{X‘Y
{1-x(Ox X} Fl= Eln P { I-X(X XY X'} 7 1 =
= traza En{I_X(X'X)dX.}D]

donde D es la matriz de covarianzas tedricas de ¥
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PSR |
D=E[FF)| | \\

La igualdad (1.4.1.1) es cierta, teniendo en cuenta :

i) - La matriz I-x(x‘x)°qu&sidempotente y simétrica .

A L . . :
ii) A partir del resultado (13.4.1) , T=r#X((3-/3) salvo un infini-
tesimo de ordén superior é %', y premultiplicando por‘X(X'X)_1x'

se tiene que:
XXX X (FF)=x (XXX (B-B) =
=X(3-B)=F-7

- A
XX X)X - X (XXX T =TT

luego

' - L -
y de (1.3.5.1), se deduce que X(X'X) 3X'- r = 0 entonces

a8 -1
r

= (I-X(X'X) "x")r +:Q(1/n)"

Teniendo en cuenta, ahora la estructura de la matriz D, y que los
elementos de la matriz X(X'X)-jx‘ tienden a cero cuando i & j aumentan ,
- - "1
podemos hacer la aproximacidn de tomar i X (X'X) 3X' en vez de X(X'X) X'D

y con esta aproximacidn, volviendo a la igualdad (1.4.1.1) se tiene que:
—Q' ' -4 -\ ->~
E(Q(¥))~ traza(nd)-traza[ (n X (X' X)X )} O_=

~£(Q(™)-trazalx (XX x'1=£(Q(7)) - (prq)



Bhora sustituyendo el valor de E(Q(T)) obtenido en(1.2.2.1)se sigue

que aproximadamernte

mi4

G E(QUA)=M0 (14T -p-g

Nn+2

b) El cdlculo de E(Q(Y)) se hace de forma aniloga teniendo en cuen

ta la misma aproximacidn anterior y se deduce que
(.42 E(QE))=E (QUF))-p-q=m-p-q

) . . . e il 2 ~ O
1:4.2.~-Distribuciones asintdticas de Q(T) y O(Y) .-

a) Vamos a probar que bajo la hipdtesis de gue el modelo (1.1) es

oy . 2
correcto el estadistico Q(r) se distribuye aproximadamente segln una 3:nrp—q

- cuando m y n sean suficientemente grandes.

Basindonos en la consecuencia del teorema 1, camo :

4 L
r

NG, o' (z-xx'x) T 'x)

A
si llamamos a la matriz de covarianzas de r, C, , entonces, debido a que

es idempotente y de rango m-p-qg se tiene que

;)

A
i C;1 Y_, L x2

R

%
ST =n

m-p-9q.

donde A : 1
Loz I-X(X Xy X~

pero para valores grandes de m de orden superior a vyn , la matr

C

« S5€ aproxima a la matriz identidad, luego

My

A
‘r

Q(%)=n

se aproxima a una jci-p—q para m y n suficientemente grandes.

. . ~
Ahora para valores pequefios de n, la distribucidn de Q(¥) parece

desviarse bastante de una JCZm_p_q puesto que E(Q(r)f m-p~q , para n'" -

iz
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A
sufitientemente grande,mientras que la esperanza de Q(r) toma el valor
aproximado dado por (1.41.1) cuando n es pequefio.

4

i ~ ) .

Las propiedades de Q(Y) han sido discutidas en diferentes trabajos
(Davies, N., Triggs, C.M. and Newbold, P. (1977); Davies, N. and Newbold,
P. (1979)) siendo su principal punto de discusibn que la distribucidn de

A ' .
Q(Y) para muestras pequefias no es buena aproximacifn a una distribucidn
) .
L np-g°
~l . A
b) El test "portmanteau" modificado Q(r), trata de suplir a Q(Y)
para el caso de muestras finitas y m suficientemente grande, pues su dis-

» - - 2 . -
tribucidn seri bastante cercana a una:cm—p-q cuando n es pequeno, ya que

~A
hemos visto en (1.4.1.2) que E(Q(Y)) = m-p-q.

1.5.-¥EST PARA UN ii NO NECESARIAMENTE DE ORDEN SUPERIOR A Vn.=-

Otro test basado también en las m primeras autocoirelaciones resi-

duales es de la forma

2 A1 L
S=nr' C1 r
con cC =71 X AN 1x
1 m '
donde m no tiene porque ser de orden superior a Vo en este caso,si usa-
'mos el Teorema 12 entonces
L 2
s ' ¢

m
En este caso bajo la hipStesis nula de que el modelo (1.9 es co-
rrecto, la matriz C1 serd regular siempre que m no sea de orden superior

ayn.
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1.6.-CONCLUSIONES. -

. o o LS
Tanto Q(r), como §Yf)y S son estadisticos que sirven para diagnos-
ticar la bondad de un modelo ARMA (p,q), ya fijado mediante el preblanquea-

do de los residuos.

Para valores de m de orden superior avVn los estadisticos que se usan
L ~ D
son Q(r) y Q(r) en el caso de gque n sea suficientemente grande,en caso de
- . . . ~ 4 .
que no lo sea, se usard prioritariamente Q(r), sobre todo, si n es de ta-
-~ ' ~ .
mafio moderado comparado con m, ya que la potencia de Q(Y) es pequefia fren-

te a alternativas que difieran seriamente del modelo de la hipdtesis nula

(Ljung-Box , 1978 ),

En el caso de que m sea suficientemente grande ya hemos visto en
la consecuencia del Teorema 12 que entonces X'X tiende alNy X(X'X)—1X'
tiende a ser singular.ien el caso en que p+q # 0 , luego la matriz C1
definida en (1.5.) ,_tiende a ser'singular, en cuyo céso -6’1 se compor-
ta como un mal estimador de C—1, es por ello que en general serd preferi-

ble usar un test basado en un niimero reducido de autocorrelaciones resi-

duales.
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2.0.- SUMARIO.

En este capitulo abordamos la teoria general del contraste de hipSte-
sis/usando el métodé de los scores, desarréllada por Fisher (1946), Silvey
(1959), Aitchison y Silvey (1960) y Rao (1973), donde hemos'tratado de homo-
geneizar dicha teoiia, reestructurando, en algunos casos, resultados ya cono-
c¢idos y en otros dando una demostracidn pérticular de los mismos, a fin de

-poder aplicar dicha teorfa al contraste de modelos ARMA de series temporales,

eéxtendiéndolaal caso,enel que la” matriz de informacidn de los pardmetros del

modelo es singular.

Continua el capitulo, con aplicaciones del test para modelos ARMA, AR
y ARMA donde se_ aumentan a la vez los pardmetros de la parte autoregresiva y

.de medias moviles del modelo.

Finalizamos el capitulo con un estudio de la equivalencia asintdtica
del test basado en el estadistico portmanteau,y del score test'para un caso
particular de modelos alternativos ARMA (p+m,q) & ARMA (p,q+m), donde se ha

tenido en cuenta , el trabajo desarrollado por Newbold (1980).
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METODO DE LOS "SCORES" EN EL CONTRASTE DE HIPOTESIS.

2.1.- INTRODUCCION. ..

hep-a . 2 X "l . .
Sea X una variable aleatoria que ¢ R con funcidn de distribu

cidn F(§]Z§) dondezg es un vector de parimetros
— t ]
B =@y, 9—1,.....94)ef/{ o P

Si tomamos una muestra aleatoria simple de tamafio n, entonces el

log, de la funcidn de verosimilitud vendrd dade como una funcidn de /3

para cada muestra §;

n ——
log Ln(.xn,[t}) = Zlog_f(xi,(sl

.
-—
—'1

Trataremos la contrastacin: de la hipdtesis simple
- - - - (o] - (o] __ (o] - O
Bo= {m=} ={ B=0 .. Pp=0%, 0,6, .. -/99"9‘1‘}
frente a la alternativa

H, = {5=E1} ={¢4=¢4°+ Ly- - Bp=Por+lp, S=+ Ly, - .., By :%&L?‘*q} ,

o mejor, contrastar la hipdtesis nula compuesta de que los conjuntos

— .
admisibles de soluciones para/3‘pertenezcan a una interseccidn de super

ficies

Hoz{h(@)zo}z{hj(@)=0 para j:'\}....)r’}
. - . . - p'+q! r
siendo h una funcidn bien definida de @ en R con r<p'+q'

-5

Asi (3 ,serd el valor a contrastar de los pardmetros,

donde

?§P<e j?t rw&(erfi;
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2.1.1.- Plantéamiento del problema.

.

B 5. "

" la. estimacidn miximo verosimil de
L4

2 ae R

VSea :

1]
+

/3 en algiin subconjunto

-

Sié: (+, z*), tiene un @Gnico valor definido para casi todo '5(:1, entonces
n

t b

* - -
(¢, T*) es una v.a. llamada estimador miximo verosimil de t/i"en T*, donde
o

es el valor verdadero de ﬁ;— .

Supuesto que los parametros

E

independientes, —I;((_E;. ) = ] , habrd que probar que el estimador maximo
~ ‘
verosimil

.estin sujetos a r restricciones
n

,f-g n (‘;Zn.z), al vque llamargmos ﬁ;n por brevedad Iverifica las

ecuaciones restringidas de verosimilitud (E.R.V)
i D Log Ln (%4, B) +Hz X=T
(2.0 :

——

PN . r
donde >\ es el multiplicador lagrangiano en R,
]
(2.1.1.2) D Leg Ln (}}/E}:(‘IL" L)
| e

es un vector (p'+g')xi.

Ha=(hsdeuqyer ‘

es unamatriz, donde

th'=m o para i=1,....,p'g
! S x

§ = 1,0ccar

Como el conjunto de ecuaciones (2.1.1.1) tiene (p'+gq'-x)



restricciones lineales en

JLogL

P -

3
*

&

mie

n

s

se espera que el estadistico -

o coa s Jlg LAY Jlog LB
e o ] - !
“Sn=2Z ‘ji x (/5“) J B JB3;

P U:’a 7 2 - . -
se distribuya asintoticamente segin una X - .donde el nimeroc de grados

de libertad es p'+q'-r unidades menor que para los verdaderos valores de

Las derivadas —iilfﬁlkl, i=1,....,p'+q" son los eficientes

L
"scores" definidos en (Fisher 1946) y donde el vector definido en (2,1.1.2)

D log L_(X_.{3)

es una variable aleatoria con vector de medias nulo y matriz de covarianzas

J = (Cxij) siendo J_1 = (Cxlj) su inversa.

' . e s L '
Para demostrar que el estadistico Sﬁ—————gcﬁ_ , hacen falta

unas hipdtesis de partida.

También demostraremos en (2.2.6) que bajo estas hipStesis, la distribu-

cidn- asintdtica ae'la'ﬁariable.nf1 D Log. Lp(x,, ) es una N(Q,J{ y entonces

0 s A B JLégL ‘Jf;ogL L z
n =1 ?-:4 x I3 JB; . XP+q

A

2.1.2~Hipbtesis de partida.-

14) Lqé derivadas :
Slog £(5,B)  Jllogf(F,B) S Log £ (X, 75)
e Lodede T I ek
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existen para casi todo X ¢ Ray para cada ,73?6; @, siendo Run conjun
. v 1
to abjerto, convexs y compacto en G:p +q que incluye el verdadero valor

del par@metro _fgo.

2%) Para [5 se tiene que

| L JHEEN e (oo f (TB) =
£ (4 LB =g (4 ﬁfgixﬁ))"o

ii) ' .
| X EE BN =0 .
iii)
-E{( JLOQ‘F(X E)) }>D
J? Loqf(Y,B)
l JRe /B P <MHE)
donde

E (MCX’) / E=E°)< k , siendo k una constante independiente

del valor de .(5..

32) Las funciones h1,...,hr,tales c.fue hi(é’) = 0,son funciones que admi

ten derivadas parciales de primer y segundo orden acotadas en ﬂ.
2.2.- PROPOSICIONES Y LEMAS PREVIOS.=-

2:2.1.-proposicidn 12, -

Sea —ﬁ'bel verdadero valor del parlmetro y consideremos dos valo-
—v°+ —t —— . )
res (3 =/ , donde dJes un vector de incrementos positivos. Las funciones

£(x,") y £(X,3~d) son no negativas e integrables con respecto a una me

dida Jdefinida por dF(X,3).

& v -~
Sea S la regidn donde f es mayor que cero, como

f {f(z, ®-9)-1 (%, %°)}d.F(x $1<0
Sa
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Entonces se verifica que

| P £, 7-0) yr .
'JS"‘ f(x, @>-d) log— (G ) dF <0

Demostracidn.-

Aplicando la desigualdad de Jensen, al ser fconvexa en un entorno

20 .
de (3", se tiene (RAO, 1973)

|

. G JfJ'
fx,@)> f -d)+ —E L -
F(x,{s)/ (%, 8-d)* 75 ]

Al ser f no negativa, tomamos logaritmos y tenemos
*"0 ‘ —— 0—-— J‘F' ‘J’ {\__ o-"‘)
- leg f (¥, )zLOS{HX’E-J)‘*TIEJ*** }2[09 X, @

A o @:ﬁ"—J
ya que ‘
QA J =0
JEB':(‘SO_T . -

Mgltiplicando ahora ambos miembros de la inecuacidn por f(?ﬁquﬁ
se obtiene

F(,8-0) Log (X, B°) 2 (X, -0 ) Log f (X, B°-T)
luego ' : '
- T (X, F-d)
o_J !
HEE- s =

eintegrando respecto a /J_ + se tiene

J

2.22.~Proposicidn 22 -

£0

: f(i’,_."-:f.B Loa f(;{, (5°-»J) dt €0 como queriamos demostra
o

s £ (X,

Por hip&tesis la funcién 1log f Gc’,gﬂ es diferenciable en j\). y

se deduce que la ecuacidn de maxima verosimilitud

log Ln (xn, f%'n) = sup log L (xn,(-})

et

A
i

A .
A
tiene una raiz ﬁn con probabilidad 1,y es (3n,adem‘as, consistente hacia 5"
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Demostracién.-

Por la pfoposicic‘jn 1.- se deduce que
fF(X, -0
£ ((tog <0 .
(7, B
anflogamente se puede demostrar que
g Lo f(i’;—ﬁ'°*f3><0
 E( ey AL«

donde las desigualdades estrictas surgen del echo de suponer que £(X, /7§)

. X ry . A0
es independiente de (’-3 en un conjunto gue contenga a (% N

A partir de ambas inecuaciones y aplicando la ley fuerte de los

~ grandes nimeros, se tiene que
3 ’ . - —_ — F v —“o -
- {Log Ln(xn/ﬁfi‘ J)_- Log Lin (an(é )}
con probabilidad 1.. Lo que significa que paracasi todo ;n , la sucesidn

{leg L (X '?’)f serd mayor en (3 que en{5+ ﬁ g

. —— — - —r + g .
Como la funcidn Log.Ln(xn,B) es continua en ((5°- J) entonces existe

un miximo local de log L (x ,('5’) en el intervalo (J,_;‘::"— J, & +/), y como
log L (X ,(3) es diferenciable , su derivada _respecto de (5 , Se anula en

I\

ese maximo local. al cual llamaremos ﬁ n .

—

) » r . » 3
Ademids como el radio < del entorno es arbitrario,la raiz

(ﬂ"’)

-
serd consistente hacia 3%
i

2.23.-Proposicidn 32.-

Dadas las hip&tesis de partida se verifica que

—l

o o & log B(Z,E)] 1 Jleal ’
A e e o i F i I
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’convérge a 0 con probabilidad 1.

Demostracidn.-

¢ A §
Como (3 satisface la ecuacidn de verosimilitud se verifica que

-

Jlogl
Je gh

Si desarrollamos cada com"ponente de la funcidn vectorial

dlogl

. L — dé“

en serie de Taylor , en un entorno de ﬁ se tiene

(2.2.3.1) 0= MJ (@*@L) JLo L . g3 log L
6=f

O : V'L';"ﬂl"”l P'+q'

p”

J@ J@A@ A J(‘b._J(iJS[BKi(’—g. eq
A ° 2 .
- A o N .
donde (3;‘_ e(@;‘.’, (3;_)/\{"

Ahora despejando ﬁi— {31 se deduce que
, 4 Jlog L
T e
TN I )
J(3°£J($3 2 J@IE Ik

\l‘ﬁ(rsl ﬁ\)*

VL/j K

8i consideramos la igualdad

(2.2:3.2) VR Iﬁ,(g-ﬁo) 1t dlogl _ ~(Bn+1) 1 dlogl

donde
Bn= — Tzo
—on=s Jlog L, 70
noodmIes

~I con probabilidad 1 , la convergencia

S8i se demuestra que Bn

de 1/Jﬁ ¢ jL;_;L

derecho de la .jigualdad @2.2.3.2) converge a O con probabilidad -1, con

) a una distribucidn asintdtica implica que el lado

lo que_se estableceria-el resultado deseado.
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Béjo la hipbtesis 22 anterior:
Y . 2 2,0 N\ d 2y
U o) - el T i -Eeell)

puesto que

2
fE (—2,— 2%2) :‘_Q P‘+°l‘

por hipdtesis

luego

E( d Loé f

e wa)____ _g(dlegt Jloaf o>=*3**°

J(B‘ J@J /(%“ﬁ [5:(3,‘

Ahora si aplicamos la ley fuerte de los grandes nlimeros se tiene

que la sucesidn matricial

{1 &LoqL

12.2.3.3) ﬁ?

casi seguro (6 con probabilidad 1).

Ahora bajo la hipdtesis 32, Vi,3,k

-4 ( J3\og L > (K
n J{SL j ﬁ“’j Jﬁ’K con probabilidad 1

) )
cuando n—-oc, y en la Proposicidén 2. , vimos que (5n es.consistente

hacia E° , luego

(2234)((3, (5) (J@;;:.Ljﬁ > .

con probabilidad 1

YK

(6 casi seguro)

Y asi la matriz H ’ _O_ casi seguro.
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Ahora usando teoremas de convergencia usuales (RAO, 1973) y combi-

nando los resultados (2.2.3.3) y (2.2.3.4) se tiene que Bn -I con

probabilidad 1, luego queda probada la proposicidn.

2.2.4.- Proposicién 42.-

N
-a-

. 1 . . .
Si n Yy /3 son dos raices consistentes de la ecuacidén de vero-
similitud, se verifica que

3]
n

o

¥n(

i j ) con probabilidad 1

P

Demostracidn.-

i P -
Si tenemos en cuenta el resultado de la proposicidén 3— en donde

_ A oy 1 - , :
- n (I(ﬁ’n - ﬁ) n ALOS L) O - con probabilidad 1, entonces

en particular

¥y oo (‘c‘l +\ 1 dlogl)
,\/‘Y\-(J‘ @n "[5)'? dz;_‘/" 0 con probabilidad 1
luego
e IR B,
n I((bn '(’5,,) O con probabilidad 1
y de aqui

O con probabilidad 1

al considerar J como una matriz regular, con lo que queda demostrada la

proposicidn.
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2.2.5.- _Proposicidn. 52, -

Sea xJ ,xz, ... una sucesidn de variables aleatorias ;Lndependlen-

Lol tes e idénticamente distribuidas con funcidn de densidad f(x,,?, ).

Sea

B ur « et

dondeJ (Fﬁ') es una matriz definida positiva. Se tiene entonces que si

————

- . ’ »
(3, ©S un estimador consistente de 3.

A

7 ( F-B) —= N(T, T(E)

Demostracidn -~

Por la proposicidn 32, se tiene que la distribucidn asintdtica
A .
devn I((ﬁ —(S) es la misma que la’ det dloghl y por el teorema central
‘n noaF
del limite esta Gltima sucesidn de variables aleatorias converge en ley

a una N(O , J()') luego si

AT (E-7) N(z, T(@)
entonces '

’

i (-5 ) — __N(s, TR

_@P

Basandose en estas cinco proposiciones se enuncifn los siguientes

lemas.-

2.2.6.- LEMA 1.~

Sea f(S?,{-g') la funcidn de densidad de una variable aleatoria que
A

-

satisface las hipStesis de partida iniciales y sea (5 una raiz consis-

tente de la ecuacidn de verosimilitud basada en n observaciones con

d'= ( (- @4/'---;r(@?+9'_@P+Q)>

Si J es la matriz de informacidn no singular de [3, entonces se tienen

las siguientes equivalencias asintdticas
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L .33 ¢ 4L -T7%

v
donde n
_V."‘= (V;\(F))rt;'r"/*'lvp!.‘.q'('(g) ).
siendo
| N L(ZB)
:: vc(rb)rjf JLOSJ@(; B parat = 1
n : T
Demostracidn.-

Previamente es preciso demostrar que la distribucidn asintdtica de
V es una N(7,J).

Para ello basta con probar que la distribucidn asintdtica de una funcidn

lineal de 1las Vi es una normal, esto es:

—- p+q' | o
BV=3 bovi(E) — N(0,B'TT®)

Demostracidn previa.-

Sean las variables

P‘*Q' r —
- “ J Lo F(XL
. = E: kﬁ 9‘/@5 //3>

v J.=1

Tpara L:1r.7ﬂ“

teniendo en cuenta la hipStesis 2(i), se tiene gque E(yi) =0

ademis

Rae () = J Log f (x¢, %) JL°9f(Xi/ /3-—)\:
V(y) E ‘LZbeL E( i — JBL 7
?E % by bﬂ.qKL:vB JTE

(Cohtando con las hipbtesis - 2.y el resultado (2.2.33)).
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" Asf las variables Y, scn independientés e idénticamente distribui
das, con media nula y varianza B g '5', luego por el teorema central del

1limite

t n |

S 2 Y L TITH
, &Y N (0,5 Tb)
Pero como \rﬁ- o "

n (P""q' b 1’ J LOSf(xi/.E)):

J'=1 J\ﬁf\— ; JF’J

' n " ' ' al
Lo f‘ {/-— [ - Ve
b L e BT

luego si .

By L N(o,5'T5)

v

entonces

(2.2.6.1) V L N(E,j)

como previamente queriamos probar.

Estamos ya en disposicidn de probar el lema, ya que de las propo

siciones 3% y>5§- se deduce que,para & (E) =1

TR(E-A—L NG, T

A
— el
siempre que f:} sea una raiz consistente, de primer orden, de {-5

de lo anterior se deduce que

G N(3,T'7T)

con lo que queda probado.

2.27~-LEMA 2.-

La distribucién asintdtica de

=2 ( Log L,,(')?'/ f;) - Log Ln(flé))

. - —t ’
es igual a la de d J—-*o d

P
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© lo que es lo mismo

Lh\ ) ) sSup Ln( B)

2 Log =32 Log—B=t
2O EE) Y suelaE )
feR

tiene una distribucié'n asintéticamente equivalente a la de
ke BTN LN N
nBE-3F) Jp (B-F)
[ ]

—
donde [3 es el estimador no restringido de mixima verosimilitud.

Demostracidn.—

. . N [
* 2 -, a - — . .
Por la proposicidn 4— sabemos que como{?; Yy [E‘; son raices consis

tentes. - s : «de la ecuacibn de verosimilitud, entonces

A a ’
vn (fg,"..ﬁ) C.S8- 0 (con probabilidad 1)

o lo que es igual

A .
I3 - Ak o2
P
donde 0 (n—1/2)
P
indica el orden en probabilidad de la convergencia de (5 a ‘,”‘5 .

A\
— >
Si desaxrollamos en serie de Taylor log.L({ X ,(9;) en un entorno de

3- = fs » entonces por definicién de;%.,se verifica que
N .
d Log L(X,/3)| _3
4 vo: L
B

si ademis tenemos en cuenta la hipdtesis 22 (i%) rentonces

Anal Loo _zx,{.,)l /f-,.

{ - 4
& J /\(., (5 "C ( }
Ahora si desarrollamos en serie de Taylor la func:wn

-1 d” LoiL( fg)
N dﬁl

"’\

_ (_2.2.7.1.)1.09 L(x“{g’yzLoa L(3 /(5)+_
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en un entorno de (3 ,=£7§°, y tenemos en cuenta el resultado @.2.33) y la

hipdtesis 22(ii)

: 2 -t  7. .
:n-1 d Loc{jAl;gX, ) - n—1 d LOQA}- (;( ) (5) +OP(1):_ 3'_.5 _‘_OPQ‘) |
' ﬁ, /)/ . (S . Z{:{’;"

luego si definimos

= el OB (x5
TLosupL(X,B) T W(E R
| @i@. /P) (x,[ﬁ)

y tomamos logaritmos, se tiene que

(2.2.7.2) Loslu,:: —%n ((%—:(‘;)‘ ngo (%(S—:(g)+0?(1)»5 luego sus dis-

tribuciones seran asintdticamente equivalentes, como queriamos demostrar.

°

"2.3.- ESTIMACIONES RESTRINGIDAS.-

Sea £(X,(5) la funcién de densidad de probabilidad, donde ¥
representa la variable aleatoria n - dimensional de la muestra aleatoria
i

simple, v (3 es el vector de los p'+q’' para metros desconocidos del mo-

delo. -Sea L('.f; %) la funcidn de verosimilitud.

Hemos definido los eficientes "scores" de Fisher

d Log L(F, X)
Jpi
y hemos visto que la matriz de informacién de E , se define mediante

- dlog L d Loghy'\
s E(af; <d'§//

i = 1,.qo'pQ+q'

Las estimaciones miaximo verosimiles de {> se obtienen usualmente

& partir de la ecuacidn

dlogl =
g
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y la teoria asintdtica de la estimacifn es conocida cuando J es no singu

- o
lar en un entorno del verdadero valor de(%, esto es en(% .

El lema ‘1 anterier se ha desarrollado teniendo en cuenta que J

es no singular.

Abordamos ahora el problema inicial, que consiste en contrastar
.V‘ >, = — .
la hipStesis de que h(43) =0 , esto es equivalente a suponer que los

P'+q' pardmetros del modelo (31,...,,(3 estdn sujetos a r<p'+q'

p'+q!

restricciones independientes njcﬁi) =0,para jJ = 1,....,r}donde las

funciones hj cumplen las hipdtesis 32 ge partida.

Estas restricciones son equivalentes a especificar cada psi como
una funcidn de s = p'+q'~r nuevos éarémetros 51:--..,65 egtonces J serd
‘singular y no todos los parametros[5 1""'ﬁ§p +q') se podraxestlmar

En este caso se puede definir una funcidn log L(ﬁ X') funcidn de
los s par@metros, de forma tal que la matriz de informacidn para 6 sea no

singular en ‘un entorno del verdadero valor de los parimetros.

Asi definimos
ﬂt’S;(bq;...t;Bs) para i =1,...,p'+q’

donde las funciones 9 admiten derivadas'parciales continuas de primer
Y segundo orden.
2.3.1.-LEMA 3.~

A
—

3 el estimador de mixima verosimilitud deigiy sea
. A A )
- =
T = (VA (3,-3), . ... ,vn (Bs-Bg)
Sy
Ssi ;N es~la matriz de informaciénvdezi} se obtienen las siguientes equi
valencias asintdticas

———

i) w.

ii) 2 ('Lkag L(Y,?) -Log L(?:XD

N

o)

oL
z
of
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donde
w=(y,3),... y we(B))

siendo

_— (1‘6') 1 d log L(Y,X)
0l

V) J}SJ < para j = 1,...,s.

Estos resultados son similares a los de los lemas 1 y 2, pero

adem3s se verifica que

. - J - 3 i ' 1 4
iii) [T=M'V donde M::(J——") 1 1yeeeasp'q
' ‘rﬁj j=1,e...,8

Demostracidn.-

Las equivalencias asint8ticas i) e ii) se demuestran de forma anilo
ga a lo visto en los lemas 1 y 2.

El resultado 1ii), se obtiene al considerar las derivadas parciales

4 Llogl
e
y tener en cuenta que

Ri=9: (61)----;5s>

pues

J log L ___P‘*q' { JlgL Jp: M*’i‘"" p Sl Jg
EF T = R E A = RN NG 4

Sl

De iguales consideraciones se obtiene el resultado iv} puesto que

+q' ) #
(J\.O L JLOg___) E. Z }Pfq rgogl J"_PS__“*Q“_:** j(;;’

JE, JX k=1 L=1 S —:KL J 2 Sy

— 59_5___8 JLOQL JLO%L Luego
=¥ %I J{‘E( IBx J(sL) ’

_E(?EL JLogL) =M E(J‘}gi(. J}ELL) M

como queriamos demostrar
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2.3.2.- Test de los multiplicadores de Lagrange.-

Definiciones.-

A

H A
* =y —_ s L3 3 .
Llamaremos (3 n 8 (3 al estimador de mixima verosimilitud restrin-
. A

i = gi(~\61r---fabs):

siendo Tel estimador de midxima verosimilitud de T.

P

gido deAﬁ Y. rgal no restringido de (3 , donde (5

2.3.3~Planteamiento del problema.-

La idea para contrastar la hipdtesis nula
Hoe{“ﬁ°et=f{ nKerh}
- E A
consiste en que, supuesta la existencia de /?:on y de la variable aleatoria

o T }—n (-x—) ) o

’”~
aceptamos la hipbtesis si )\n(m estd "suficientemente™ proxima a cero

puesto que si ﬁo e T —e)\=0 1y como

E (v (An-Xe)) =0
Y —

entonces B /\,,1 0

A
-

La medida de la distancia a cero de /\ en este test propuesto por

(Aitchison y Silvey, 1960) para la hipdtesis anterior es

>p

s=¥'(®) IF V@)= X (Rg) ¥

donde,en primer lugar
©

Ty=(, ., %)

es un vector de multiplicadores de Lagrange tal gque

ﬂ—*DLOSL(ng’) +~H-'(§, Xo =0

En segundo lugar R es tal que

Fy
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-
| : |
:r“’o -H= :
SRR o
3 - !

luego ‘ -
. v -4
Fkigozz"¥4ﬁﬁy J}§b¥f¥4ﬁ§

siempre que J=ysea regular.

e

Este test, seéﬁn veremos en el Teorema 1 {2.3.4),es asintdticamente

equivalente al test del cociente de verosimilitudes "y al test secuencial

de Wald.

En el primero se acepta la hipdtesis si

sup LX), B) su;) L(x,®)

(5et fa"eﬂ

estd "suficientemente cerca" de 1, y la medida de la cercania a 1, viene

M (X)=

dada por -2log . .

N -
En el segundo , suponiendo la existencia de @n(i?,,'{) aceptamos la hipdte

I\ .
g
sis si h(3) estd “"suficientemente cerca" de cero.

-
—rna

La medida de la proximidad a -()’de ?1._(.@) usada por Wald es,

-n (R(E) R (R (&)

—r .
donde (5 es el estimador, no restringido, de mixima verosimilitud vy R{';—

-~ 2
es la asintdtica matriz de covarianzas de hj ({3) , de forma tal que

\ -1
Rfs‘ =-Hf§— J—F Hf;—

donde

e

- th(ﬁ) |
‘H”( Jﬁj J(a':(?“)(ya-q‘)xr
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2.3.4.-TEOREMA.-

Los tres estadisticos tienden asintSticamente a una misma distri

. o 2 . .
buciodn 3( p'4q'-s

Demostracidn.-

A partir de los lemas 1 y 2 se sigue que asintSticamente
s ——— —— - —— -4_-_
= '-57.(1_09 L\(Y}ﬁ)—LogL(X,ﬁ»/ dJd y valN B V;

tienen una misma distribucién.

Andlogamente del lema 3, también asintdticamente
: A
2 (LogL(%,T) -logL(X, D)), &' Ne, T NT'T v
CVMNTM'T -
tienen una misma distribucién.

De ambos resultados asintdticos se deduce que

1 -

..2'L09/u_':-2 (LoaL(Y,E>-—L09L(?}X)) y V(T-LMNJ?’\)V
tiene la misma distribucidén asintética.

Ahora para que la variable aleatoria segqunda tenga una distribu-
. - 2 . . . .. ’ ‘o
cion X es condicidn necesaria y suficiente (Rao,(1973)), que se verifi
que la igualdad matricial siguiente, eq.virtud del resultado (2.2.6.1)

-1

@.3.4.0 T(T-MN" M) T(TEMN M) T=0 7MY T

Esta igualdad se verifica al desarrollar:
(T-MN'M)T(T-MN'M) =
=TT TR I MNT MmN T T N (T M) T =
=TTEZMNTMEMNTINNTM E T TN
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donde hemos tenido en cuenta el resultado (iv) del Lema 3
Asi j como
(TEMN MY T(TEMNM) =T = MNT M
;se verifica la igﬁaldad (2.3.4.1¢) .

Para hallar el nilmero de grados de libertad de la distribucidn, se

calcula la traza de la matriz
(T MN"’M‘)Iz be (IT-MN'™MT)=p4+q'-tr MNT'M'T=
;‘.—'_'-’p_'+q,' St NT'TM TM = pleg -t N'N = p¥q'=s=1
Luego el estadistico; -2iOg &, del cociente de verosimilitudes

se distribuye segiin una)C2 pl4+q'-s

Se sigue del trabajo de(Silwey, 1947) en los lemas 3y 4 que
‘ ' A, & ‘
(2.3.4.2) 2log =n A RB N +0a(D
Y que

<§.§.4.3) 2log p=n (h (AN P\é; (R ((7'5)%09(4)

De forma tal que los tres estadisticos asintdticamente tienen la

. . iy ez 2 R
misma distribucién 2X( pl4q'-s = r , Supuestas r restricciones ,de los

pardmetros, linealmente independientes.

La eleccidn natural de las regiones criticas de tamafio X para

. PG
contrastar la hipdtesis nula, 3 : T serdn

C,l =‘{¥'/—210g/u7 ko(} ‘
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En el mismo trabajo, se demuestra que los tests basados en las
regiones criticas C1 Y C3 tienen para n-—oo la misma potencia, asi si
: fj" estd cerca de T, la potencia de cada test estard préxima a 1, mientras
& -
que s1(3° no estd cerca de U, las variables -2log M. ¥y —n>\ R_, tende

fan asintdticamente a una distribucién X2 ¢ pero no centrada en r.

Andlogo razonamiento hace Wald con los tests basados en las regio

nes criticas C1 y C2, (Wwald (1943)).

2.4.- TEST DE LOS MULTIPLICADCRES DE . LAGRANGE PARA MATRICES DE INFORMACION

SINGULAR. -

2.4.1.-planteamiento del problema.-

Ya hemos visto en el lema 2 que

“L-2log u=n (F-E) & (B-3)+0p(1)

luego ‘ asintdticamente se tiene que
4 o} —— -\ N
@10 E (g f (¥, A)-Elog (X, °))”7 (67 Jg (FE7 04

cuando (3 estd préximo a{?)oy- se verifica la hipétesis 2(i).

AsT si J5° no es definida positiva, puede ocurrir que E ilog £(x, ?)

—

-\') "f
no presente un maximo en un entorno de ,2'en /Y. y entonces no. se pueda

A

——

asegurar la consistencia de 3 n 2 _éa, con lo que parte de la estimacidn
no restringida se vendria abajo.
. . s e 'R 0K n
En el caso de la estimacién restringida, [3 €T= nern,
aunque Jf:f" no sea definida positiva, ai E (log £(X, ﬁ")) sea un maximo

de-la funcidén £ (Log {:(')'(", .(;.)) Ve R
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se puede dar el caso de que '
. E(Logf(i’, 5"))
si sea un miximo de la funcidn anterior para f_’; €T , de forma tal que pa-
r;—;l. lé estimacidn restringida solo sean necesarias alguna.s‘ revisiones de las
v hiéétes-is de paftida para desarrollar el test.-

A
2.4.2.~- Distribuciones asintdticas de /3 y. A -
I o) n

HipStesis 1.-

si ﬁo El,,VEEZ se tiene que F(Sc’,fgl # F(x*,f;rf) para .al menos

——
La suposicifn es necesaria para que los parémetros (2 sean identi
s . . o .
ficables en R, esto es, que no existan diferentes valores de (3 en JQ-
g

que den la misma distribucidn en X cuando lo que deseamos es que (3 sea

identificable en ¥, asi mediante esta suﬁbsicién se puede. asegurar que
E(togf (X,)> E(Log f (X, 7)) Vier

Teniendo en cuenta la hipStesis de partida y esta hipdtesis, los
LA
estimadores )\ny (E’;n, para casi todo X, verifican asint8ticamente las ecua

ciones restringidas de verosimilitud,en virtud del resultado (2.2.3) de la

Proposicidn 32 y bajo hipdtesis nula de que Zg={7§°

(2.4.2.1)

o matricialmente

' /A
-— —— X _.-' . -4 ) .- .
3;'56 ! H/5 (3n @‘f Qn Loy ?.‘.’iii\"’,rrsj‘}-apf’l,‘

—— e = E -

Hz 0 || A B+ 0p0)



. = 48 -

Al tener que hacer uso de' la matriz inversa de J, ya no puede su-

ponerse que la matriz

s
J& 1-He

Hz| 0

sea regular, luego tenemos en su lugar la

‘Hipbtesis o -

La matriz HEPGS de rango r, o sea es de rango completo por columnas
Yy la matriz J es de rango p'+q'~t donde t {r, de forma tal que exista una
submatriz H, de H , de dimensién (p'+q'xt, tal que A = %§§ H, H , sea

una matriz definida positiva.

Ahora teniendo en cuenta la definicién del vector v del

Lema 1 (2.2.6), las ecuaciones (2.4.2.1) se pueden poner en la forma:

(2.4.2.2) IEO He B-p° Q./EV.'*_QP_Q

' J Lo —
Hz, 0 X\ 5+0p()
Si particionamos H en la forma

Mo = [Hyt Hy) o
t r-t

donde H1 estd compuesta por las t primeras columnas de H, entonces a par

tir de las ecuaciones que surgen de (2.4.2.2) se tiene

Hei 0 ) [ X ] | +0p0)

AQ, ,‘fH@ -(%-:Ef_ _ [ﬂ% v+0p (1) 1
(2.4.2.3)
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Pero si tenemos en cuenta la hipdtesis 2.= entonces A es defi-
nida positiva y H es de rango r, luego la matriz del lado izquierdo de

la igualdad es no singular.(Rao 1973}.

Estamos ahora en condicienes de probar el sigquiente = lema :

2.4.3.- LEMA PREVIO.-

Teniendo en cuenta las hipStesis de partida y las :hipdtesis

1 y 2 se tiene:
i) La distribucibn asintdtica de la variable
A .
— e -—
v (_(?)—(5°1 es una N (0, Pg
ii) La distribucidn asintStica de la variable

\[ﬁ-}: | es una ‘N(-Q—,K(‘;o)

siendo
'
_ v I, + O
Kzo = Hxo A‘ Hz —t e :
B ¢ | 0 ' Q |r-t
.« y donde “‘:. *:t
| -1
A _;-  _| P 1 Qp | P+
. ' — - T = - 2
(2.4.3.0) |-Hg | g Qe ' R r

iii)  las variables

‘.
yn (f&-fs‘) y Vyn .A): " son independientes

Demostracidn.-

De la ecuacidn matricial (2: 4.2.3) se deduce que asintdticamente

x -H}'g»f Or ° Q‘BQR*{ED )

/

y como V se distribuye asintdticamente segin una N(.(.)’,JFQ) se sigue que



- 50 =

A ) ‘ 1 3
- 0 - l \
Jn (}:&._ .____1:_____N(Q/‘U ;rw,: QJU)
N 6.0
. donde
!
U‘: ‘P—":Q;- =U y ‘R*‘—'—"H‘AJH
Q R
ya que las matrices P y R son simétricas al serld las matrices Ay O,
luego , .
z; oy |pre pra
0|0 ] Qrp '@TQ
Ahora de la igualdad matricial .
A L—t*_ Pal (110

se deduce que

(2.4.3.2) HQ' = I,
p'+q
(2.4.3.3) AQ = HR*
(2.4.3.4) -PH = 0
(2.4.3.5) -Q'H = I

De (2.4.3.2) si premultiplicamos por P se tiene PAP =

P+P H Q'

teniendo en cuenta el resultado (2.4.3.4) se sigue que PAP =

Desarrollando la matriz

se tiene que

18)

PTP = PAP-PH, H), P=P-PH,H,P

Y

P.(2.4.3.6),
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pero como por (2.4.3.4) P H = O,en particular,se tiene que P H4 =0

luego PJIP=rp (2.4.3.7) y se obtiene el resultado i de (2.4.3

20)
K=0'7Q=QAQ-Q H,Ha =Q'HR=Q'H,H, Q=
X . {
| =1, R-Q' H,H, Q:—R‘-—Q'H% HyQ
donde se han empleado los resultados (2.4.3.3) y(2-4-3-5'd)

Ahora si la ecuacidn (2.4.3.5) 1la particularizamos cuando particio

namos H se tiene que

QA He=- {15 0

luego . .
H —-_Lg-
TRRETg To
Y ; i
Py 0 ;
K :QIQ:‘RX‘ ’%"i‘%‘ = H" A.q H- -ét—%-:a-- como se pedia en ii.

PTQ=PAQ-PH,H,Q=PHR-F H,H, Q=0-0=0

donde se ha echo uso de los resultados (2.4.33)(2.4.3.4) y que PH,= O

Anilogamente

QTP=QAP-Q HyH, P=RN'P-Q H,H, P=0-0-0

puesto que si PH =0 también H'P =0 y si P H

1

= O también H; P =0

con lo que se completa la demostracidn.
2.4.4.- TEOREMA,-

Sujetos a las hipStesis iniciales junto con las hipdtesis 1. ¥ 2=

L % f., % Al
el estadistico Se =-vyn A Ré"- NP
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2" » . - . ) P 2
se distribuye asintdoticamente segln una X -t

‘Demostracidén.-

z . ' A v
. Del Iemmprevio se tiene que VA A — L N (b— ; K'éo)
"si definimos K.1 matriz cuadrada y no singular tal que K =K 1 K; 4
entonces ;
-4+ %5 L (=
(2.4.4.1) A K, X N (77, Ip)
luego
[} 3— L ] L
vA A (K)m m-_-nx(mm) A=
A -4 A
=n A K’ A

se distribuye asintSticamente segfin  una 3(3 (24.4.2).

Lo anterior es cierto siempre que K = Q'J Q sea invertible.
Ahora en el caso en que J no sea invertible habra i que hacer una

transformacidn.
Si tenemos en cuenta la . hipdtesis 2 , al ser la matriz A definida positiva
y el rango de J ,p'+q'-t, existird una matriz C, no singular, cuadrada de
dimensidn p'+q', tal que
(2.4.4.3) (c'AC= IP‘+

Y

-

C C.A :I P'+q1 7 A‘ C C' =I P‘+ql

Cres Do -t
Q 10 ]t
' g*q -t &
donde D, es una matriz iagonal de dimensidn p'+g'-t

luego
1 R : : O
(2.4.4.4) C H, chzc‘Ac-c_ C = 1 _-_,*Q_ = _Q-_._—:-
: o | 10 10T

La igualdad anterior ltima se debe a que como el rango de H1H;
es t, entonces hacemos D = I§'+q'-t 2.4.4.5)



" Por otra parte a partir del resultado (22. 61), V.

NG, T

——

e . . -
y si hacemos la transformacifn W = C'V, entonces la:variable vectorialm

,de dimensidn p'+q', verifica que

:

(2.4.4.6) S SN (8,c'sc)

pero si tenemos en cuenta los resultados (24.4.3) y (2.4.4.4) se sigue

e
q‘l '/ "\-:. -]
AR 0 ,‘
CTC ="M =
Lo lo)
luego las variables m, ,mz,.,..,mp‘ +q'<t son, asintSticamente,variables

aleatorias independientes N(0,1), mientras que las restantes

mPl+q“t+j =O L Vj ;1)00. o,t
De lo anterior se deduce que
(2.4.4.7) "~ M'm L 3C2

p'rq'-t

—— - - . ) . .
luego W' W = V'CC'V,Y si tenemos en cuenta la primera ecuacidn del

sistema . - . (,2.4.2..3)/ se tiene que salvo un infi’.ni1:.e.=.simo'0p (1) es

(2.4.4.8)“rﬁ‘r‘ﬁ=n{ ﬁ,)A >\'H' CC {A( fs’ -'°) Hx}_

=n(@-) A CCAE-E)n(E-p) Acc i
~—nXH'cc A(B- (%)+n)\ H'CCHX

Desarrollando los cuatro términos de la derecha de la igualdad y teniendo

en cuenta las igualdades (.4.4.3)

i)
A% -\ A 1 A s L e N At (D =y
(@A) A CCAE-B)n @E-BIA (B-5)=
n(B-BY T (BB n (BB HaHy (B
pero la segunda igualdad de la ecuacidn matricial (2.4.2.3), nos dice que
R (F-5°) =T

salvo un infinitesimo 0p (1) , luego
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(2.4.4.9) W, (- 5°)= T

~ n(BE-F) AcCAa(B- (S) n(EF) LB
De igual forma :
1) R . ' N
(B3 A'cCH X=-n(F-BIH x=
iii)

_-/-\'l ’ z »9, — i\vl ' !\. .’o 'r
-nhA H (;(:,/\((5-—(5°)::—rxlk H ({5"65 )::p
con lo que sustituyendo en Q.4.4.8) se obtiene que

(2.4.4.10) 7% #=n (F-7) T (B-A)+n X H'CCH X

salvo un infinitésimo 09(11

Por otra parte, a partlr del resultado (if) del Lema previo vamos

a probar que

; La W] ] 1 A L 2
(2.4.4.11) A HCCHA e
Demostracidn.-
Para ello vamos a comprobar que la forma cuadritica :

:',‘n"):" KH'CC H)K(H'cc' B) K ?\'
es igual a '
n)\ K(H'CC HYK X
o mis brevemente que

al (e H)K(HCC Wy A

es igual a la forma cuadridtica

, nX’I(H'CC' H)Y _ (Rao, 1973)

En primer lugar, desarrollamos »
(HCCH)K(H'cc'H)
teniendo en cuenta que [

K= ~Ff_ _Iiig.}
; _ 0:0

y de los resultados . (2:4.3.8), @.4.4.3),@2.4.4.4.) se sigue que
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1 § | ' ¥ . { (IQ;Q ) * —
(2.4.412)H CCH(ERYH CC'H-HCC H 5o HCCH=

- I, Xm]c e
=-H'CC' HRH'CCH-H'CC [ 1,: -H[Q OL CH

X

=-H'CC'AQH'CCH-HCC'HHycC H=-H'qQH'CC'H-
“H'CC'H H,CC'H=H'cC'H-H'CC' H,HYy CC H

En segundo lugar, tenemos que de (2.4.4.47), se sigue

P4’
"'" “" 0 |\O — 1o : s '
= 1= - que implica que
¢ H"H Cm= {QTI } Meteqi-tyxs ° .
t -—————’
HoCh = tx4

de donde

(2.4.4:13) H, C@ = H'CC'T =-vin H, CC'H )\ =0y,
Luego teniendo en cuenta los resultados @4.4.12) y @.4.4.13)
(VR (Vi) f'(H‘cc' HYK (HCC M) h=nX HCCH X -
(R X 'Hec H«(\/‘)Hﬁ:c HX= anCCH/\ -
=3 _5' '—n_x H'cc' H)\

A
St ol

Con logquela forma cuadritica n A H' C C'H A tiene,asintdticamente, una

- distribucidn xz .

Ahora para hallar el nimero de grados de libertad estudiamos la

traza de la matriz

traza (H'CC'H) K = traza (-H'CC'HR-H'CC'H' % % ‘;)-—. traza (-H'CC'AQ~
flt 07 T Qf _ i, 0°
-H'CC'H | Co -l = 0 J) = traza (-H'Q-H'CC'H C_)M\'ji‘traza I ~trazaC H; Q 0]
H'C - C'H H! C -t 0 'Q = r-t
=r traza 154 =r raza 0 Ii- r-t.

Luego queda probado el resultado (2.4.4.11).

Ahora para terminar, observamos que de @.4.4.4°)

| H'ﬁa cC Hg = H (CA)Y" (A H —pA" (Y A He
=H'(ACCAY 'H=h' A" H=H(T+H, HQ)’“H:—RTE@
yaque si  CCA=I entonces C=(CAY'? |



- 56 =

O X
y ademids R-—Q tiende a R%

¢

luego

“-nA R. }: L. ')Czr_t como gueriamos demostrar

2.45.Consecuencia del Teorema.- =

Como una consecuencia de lo anterior,se sigue, si aplicamos el

. - teoremade Cochran a la igualdad (2.4.410),que

(24414)

(-8 T FF) e g

en el caso de que J sea singular y de rango p'+q'~t, y existan r restriccio- .

—

nes en los pardmetros > -
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2.5.- APLICACION DEL TEST DE LOS MULTIPLICADORES DE LANGRANGE PARA
CONTRASTAR LA BONDAD DE MODELOS ARMA.-

-2.5.1.- Introduccidn ¥ Planteamiento.- - . -

Sea el proceso ARMA (p,q) generador de la serie

1.1 [\xt} ={x1,.....,xn}

$B)x, =S (Bla,

8i los datos X, siguen de hecho un modelo ARMA (p',q') aplicando la

técnica usual desarrollada por (Box-Jenkins,1976) para obtener estimaciones
Lnd = V s - . A B

minimo cuadraticas no lineales se produciran estimadores Qfl PR ,ap b4

A A ) ) ) . [
91,....,9-q inconsistentes si p<p' y/8 g q' y en tal situacidn el

-

modelo (1.1) estara incorrectamente €specificado & identificado.

La bondad @ del modelo (1.1) se contrasta mediante la hip6tesis

nula:
H, = {xt 4 AR.MA(p,q)}

frente a las alternativas

= : 3 = + &
Hy {xte ARMA(p+r,q)} ] {HB xté ARMA (p,q+r)
& también

H03{6+¢18+ +@P B':th:(4+e45+...+gq g‘%) at}

frente a las alternativas

. HAE {(1*‘@8"’ T +¢P+rBP“jXJC:(’!+9:'B+“ . +@%Bq>8jf

o

HE):‘{(1+¢4 B+ +¢P BP> X = (’I+94 B+~ +93+r qu“}a{;;

El modelo (1.1) se obtiene imponiendo.en HA 6 Hy las restriccio-

¢P’M=.~. =¢P+r20 QI .e-q*_“:--._—_-gﬁ‘*rzo
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La especificacidn deltest se basa en el test del multiplicador de
Lagrange que ya hemos visto,que necesita solo la estimacidn del modelo a
sociado a la hipbtesis nula y que es asintdticamente equivalente a los tets

de la ra%én de verosimilitudes y al test de Wald.

Para obtener el test, consideramos el log. de la funcién de vero
simulitud de un proceso ARMA(p',q') condicionada a que las perturbaciones

premuestrales sean niimeros fijos, (BOX-JENKINS,1976).

Desarrollando el modelo (1.1) tenemos:
at:- Xt+ ¢4 xt_1+' R ¢th‘P_ Q"1 at__é—' e~ "e‘q_ a-&—q

supuesto que las a, son variables aleatorias independiéntes e idéntica-

t
mente distribuidas N(0,0 ) entonces

Y-L09 Ln (a“az,-}--,an)=l.og Ln(a,v‘—é:o"'/z,a,f)

donde .
3 '

X =(X4-?1“'/ ‘; 3x (34*9{' 45;) 33&'(')( ! xil'“/x‘")

__n 2_ %8¢
oy n =} g @ ‘g‘ﬁf

para concentrarla,hallamos el estimador de mixima verosimilitud de O

ra
,JLOH L == f’at =0, Luego 81:§——' r?k

J o-’). 2 G’l 2(62) ‘- /

Si llamamos

luego

—lp !.' e O
= sw. log. Ln (¥, %,09=log Ln (x, &, 62)

tenemos que
2 2
xra _Zae.
n o oant Xy

rar )
-_n
_-.-.2 (l.09 ____.n" +'1/

:."»"- %[ch Za: + LOS—%"‘ /ﬂ =K —:Q_l Log ga: (rg/;‘;/é;/kv)
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6 también | o e
¥ a(B/ X "3;,-;) =K
) =K== Log - = L°3 {5 (‘:;)}
doénde :
| S(ff)
siendo

" ) *

i
el vector compuesto por los parametros de g y©.

Para calcular los"eficientes scores" hallaremos el vector de las

! - —r
derivadas parciales primeras de L(x,ﬁb) respecto de C} .

t

e=rve=-f i@} () 74

donde
gr - (da)
: ; J% ( J@’E ﬁx(p‘%ﬂ')

~ para

= 1,‘...,n
i = 1,....,p +q'
Si aplicémos el tema 1 (2.2.6), supuesto que la hip6tesi§
nula es cierta se tiene que ‘

V@)

&dﬁuﬂweuhﬁﬁwMMe%ﬁnmammL%

También en la proposicidn 3 se demuestra que
{ h"4 d. LO? Lﬂ } -T-E
dBJIF P

En nuestro caso particular el test estadistico para contrastar la

hipStesis de que alquno de los ¢i é Q}i son iguales a cero,es
Dy O

- Sc:'n A R% A

donde '

'\/_ﬂ-Hj\tz V(é’) Yy R

v



luego en particular

g : -1
A :—n""Z viE) Ra ==-Ja
fr g g
puesto que ..r 3
Qp
H = .

|

B" ]

en el caso de ser 1
Ho=|0] P

¢ LT r

en el caso de ser la hipdtesis alternativa Hp-

b9

ipétesis alternativa H, o

= T
O~ IO/

{
|

A

-

Sustituyendo los valores de A Yy R en sc se tiene que

..' ./-\.- - — :\. . ._Q |J—.~ -
asw 59 F I AOEEIE
—\ " 4 - —':- - L } J-’ ] 1 J". \ -‘\'4
{s@)7) \v((ﬁ)f-‘n‘[(-ﬂa (%) (3 a>ﬂﬂ£<~f§ L)) sm)
et (daY =] _ gAY JEN(EN (JEY w ey
-1 ES 1 A\ = pures e e U e A 33 ;
o _E.ﬁ) (J@>a A° fﬂ’*ﬁ%{(‘f / \f@“"(’=?§"4‘5)6—-sa\ |

donde/% es el vector de los estimadores maximo verosimiles, obtenido cuan

do se verifica la hipdtesis nula.

La ecuacidn (2.5.1.7) ,revela que S_ es n veces el coeficiente de deter-

. N
. i .o 4 , A "y
minacidn de la regresidn de a,vector de residuos asociado a /Z,en la ma-
7 - ’
?:Jra‘i

triz de derivadas parciales :

i A
VR a=F
R

rd

Asi
(2.5.12) 2[4
P T § SC:R ia

en la regresidn

A o\ N
(2.5.13) -a".__(ua T

donde

(2.5.14) %:{(_{‘i}' (i'é—‘)}.;. i\’(j:)l*:f} ‘a/'\’
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es el.estimador minimo cuadritico de la regresidn (2.5.13)
. Asf el resultado (2.5.12) se aplicard para contrastar la bondad

del modelo ARMA especificado en la hipdtesis nula.
A
2.5.2.~Construccidn de la regresidn auxiliar.-

Partiendo del modelo (.1.1) , una vez obtenidos los estimadores m_él_'

ximo verosimiles y sustituidos estos en. el modelo tenemos:

(2.5.2.1) g{(g)xt_ (B) 3 3,

"~ Definimos las variables }J\.y Q , en la forma siguiente, en el supuesto

e

de que hacemos nulos los valores premuestrales 3;* ¥y
(2.5.2.2) /ut-.:btzo st t<0

@ B))bc"—xg
6(B) V= 3 St
5 o que es igual

Me=V=0 .. st t <0

By Boes
ot—-at 9- 95-1-""“9??\)-&:1

lf)espejando en(252.1) el valor a , tenemos que

V t=v1/"")n

Y tz4eeeyn

. ~ N
(2.5.2.3) G =x+ §54 Xeqt " '”*%th-p'e« Beq=" "~ T 34
Yt=1,....,n

donde .

& =(ﬁu"“/ 8p;§4/""i§'ﬂ)

s_oﬁ los estimadores .maximo verosimiles del modelo ARMA(p,q).
Si calculamos las derivadas parciales en (2.5.2.2), obtenemos

(2.5.2.4) ii—..+xt_ —a(,g) /J..t.;_ para i = 1,....,pP
S8
Y - . E—
Jat A, =0(8) 3 -
= = - para i =1,....,9

Desarrollando((2.5.2.:3) y teniendo en cuenta (2.5.2.2), se verifica

[
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:12.5.2.5) ’a\{:: —%(8)}1;; "%4 a(B)}Lt-*{"“"""aP @(B)}it_p -
=8, 8(8) gy~ &, B(8) Vg - Bq HB) Vg =
&(B) (“}*t ¢4 M- A ‘aPM’c-e)* /é(g_) (,é« Vei " Bq ‘)t-q)

- pero como de (2.5.2.4)'se deduce

1 J8, 5 = 1 J4,
TP Y WTRE e

los sustituimos en (2.5.2.5) y nos é;n la relacidn

A _J8 5 JdE 4 dEa A
.._jaiz._g' $oesvedt J@ P-r,- ‘/_9 9-&- +J©q%q [
Vt=‘-1,"")ﬂ .

Luego para contrastar la hip6tesis

H z‘{x; e ARMA (piq)}

~ frente a la alternativa
HA %xte ARMA( p+Y; q)&
solo ser3 necesario estimar

. . | |
(2:5:2.6) '3y = oty My g+ Lpwr M (prny Py Vegt o+ Pq Veqt Ly

para t=1,-

por el método de minimos cuadrados y calcular el estadistico multiplicador
de Lagrange como n veces el coeficiente de determinacidn de la regresién

(2.5.2.6) donde se ha tenido en cuenta la igualdad (2.2.2.5)

An3logamente si la alternativa a la hipdtesis Hy fuera
- Hgg{xte ARMA(P,q«\-Y‘\)}
la regresidn en este caso seria
. ~ . ] [ ] ) b
(2.5.2.7) at‘ a4 }}.t_l"*'..'*'dP'Mt_P‘f“P/‘ bt'1+." +\fq+r Qt‘(q"‘r)—‘— et

para t = 1,...;n
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El estadistico S+ ya se ha visto en el Teorema 1(234) que ‘asintdticamente

esti distribuido seglin una :[i cuando el modelo (1.1) es correcto.

Valores significativamente grandes indican que la especificacidn

del modelo (1.1) no es apropiada..
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- 2.5.3.r Aplicacifn a un modelo autorregresivo AR.-

Si en el modelo ARMA (p,q) , hacemos q=0, tenemos un modelo auto-

regresivp AR(p) & ARMA(p,0)

’ ' . -
(2.5.3.1) ﬁ(Bjxt =a,
Si obtenemos los estimadores maximo verosimiles del modelo 7

bajo la hipdtesis nula ,se tiene qué
A
Fa
(2.5.3.2) .~ BB)x, =73,

En este caso, para construir la regresidn auxiliar se define la va

riable M+ en la forma andloga a (2.5.2.2)

(253‘3)/“% ‘ 'sit O

Y M= =5~ a«»t- “""aP)“*t -p

paré t=1,2,....,n.

Desarrollando (253.2) se tiene que
A A .
Q= ’.‘t‘*ﬁ; Xeq* o+ Dp Xt-p
Yy sust;'.tuyendo la transformacidn®.5.3.3)y teniendo en cuenta el resultado

@52.3) se sigue que
(2.5.3.4) éiz‘ a(8>/0lt - (34 6(9))*1:-4," " '_®P 6 (B))J-t-P"'Z:‘::
3@(8) ("/U-t‘ @mm st .@P}*t-P)

Rhora si queremos contrastar la hipdtesis
Hoz{xx cARMA(p,0) }
frente a una hipStesis alternativa
. - \‘s
Ha={x¢ eARMA(psr,0)]
la regresidn auxiliar a construir seréi teniendo en cuenta (2.5.3.4)

(2.5.3.5) at-d, PITR SRR "'°‘?+f}u~t- p,,,-ﬁ-z_,c

para "‘1 P ./n P
| Tk
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mientras que si H. es -la misma, pero la alternativa es

o]
S ’HBE{.XQG AlRMA'(Plr)}

entonces la regresidn seri

A [
(2.5.3.6) @y = O My g+ = +0p Ui+, Veeqre o+ ¥ Vpr el
Para . t=1/ . e .}n ‘

Pero en el caso autoregresivo; bajo la hipdtesis nula,q = 0 y tenemos

que Qt"i: at‘4 F] \)§;~2 :at'Zj erry Qt-r+4 =3 L7414 3 Dt-r" a t-r

en las ecuaciones(25.2.2 ,luego(2.5 .35) se convierte en:

Ay ' A v A .
(2.5.3.7) B =0 Myt +°‘P/*'L‘C‘P+\€4 NP ..,,‘Qr Ay tEL
para t=1,....,n '

Luego la estimacién minimo cuadratica de (2.5.3.5)y de (2.5.3.7)dard el

mismo coeficiente de determinacidn, lo que implica que el test del multi-

plicador de Lagrange de H_. frente a HA' ‘es el mismo que el de H0 frente

0

1.
Jaly
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2.5.4.- “CONTRASTE DE H, FRENTE A LA ALTERNATIVA H = [ x, € ARMA (p+r,qg+s) &

En este caso existen problemas de singularidad en la matriz de va .-

rianzas - covarianzas de los parametros
'...! [P |
@,-(@416213--'-*/ ﬁP'*q.)’- (5 : 9.)
con lo que el procedimiento standar del test,como ya hemos visto en la sec-—
-cidn 42 (24),no puede usarse y es necesario imponer restricciones en el es-

pacio paramétrico del modelo alternativo para obtener identificabilidad.

Lo anterior es cierto puesto que al anularse a la vez los pardme-

tros AR y MA del modelo alternativo la matriz J es singular.

Singularidad de la matriz de covarianzas.

Definimos la funcidn generadora tedrica de autocovarianzas de X

'y de at en la forma

(2.5.4.1) 9xx(2)=§_w2§“(x) _ o Sxx(ey:g_gx,m g"
v

I3a(z) =‘:§w5aa (v 2" = ?Saa (O) 2% =Gg*

gxa(2>= IK:- “5 xal{"i} ZK

donde

Bxx (K) =F ( Xe Xt-K> pues suponemos que - (XQ =0
Sea el modelo ¢p+r(B)xt = €}§+S(Bl (2.5.4.2)

t=1,...0

bajo la hipdtesis nula y reestructurado en otra forma el modelo

Puede ponerse como:

(2.5.4.3) X =—%;—%at Y 3¢=dag
donde para t=1,....n
U p' =ptr
Y

Q' = g+s
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Multipllcando(zs 4.3) por at X y tomando esperanzas se obtiene

bxa(K)::@c" (B) ¢-Pr(8)2gaa(.}(> para k = =00 ... 00

luego
(2.5.4.4} bxa K) ¢P B\ eq (B)Gz

Anilogamente multiplicando por x (25-4 3) y tomando esperanzas

xx (K) = Qﬁq, (B) ¢‘ P- )G* = eq'(a ﬂP- (B ) Bxa

luego .
(2.5.4.5)  Oxx (X) ¢9‘ (8) = ©q'(B) §xa ()

-y de(254.4) y(2.5.4.3) obtenemos el sistema de ecuaciones
ld

(2.5.4.6) B () P (8) = Bxa (K) Bq: (8) =0 para k

=0,....,p"
KXa(K> QP'(B) + G'z 9(}'(8} =() para k = 0,0ce0,q"
donde
=5 det . eqE)-= T o8
=0 =0
B )= Z BL = segiin definimos en (1.3.3.3)
g (e)=§ fint -2 A ,
E]l sistema(2.5.4.8) en forma matricial es de la forma
J )
2.5.8.1) Do ' Bxa _gf’l]_ -5
ql‘ “Bxa : (¢} I eql J
o' q o
donde -
- ¢P = 1 g'tl /¢P7 Y 9‘3"—'(1,94, 9«:1, ,e O)
BBy, zsxaao)----xxa ]=
bt : } A L BRI =B ()
Bxx (tp#1) - - - B (0) Kxa(*}‘f) \6 P‘Ll

y llamando
""" ._..’.—o'. ' B 6 '
SAE=(Bpid) o, TemE0R

.entonces (2.5.4.8) J‘E" =0
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Para que el sistema homogeneo (25.48) tenga solucidn distinta de -
la trivial,elrango J <n® de incognitas, luego lcl= 0 con 1o que J es sin

- gular como queriamos probar.

Cilculo del score test.-

Para contrastar la hipdtesis H_, frente a Hc' consideramos

0/
)
R~ R — .
ﬁ :(%)-o.) ¢P‘/91,0.-)9q.>
y tomando el logaritmo de la funcidn de verosimilitud del modelo(2f5-4-2)

se obtiene

_ e a:
" Log Ln (F) =K "%Log gt - e

A partir de ella se construye el vector de los "eficientes scores"

Y la matriz de varianzas~covarianzas de los parametros Er,Jﬁr, a &s-
ta matriz, converge ca probabilidad 1 a la matriz de informacién de Fisher
1 JZLog Ln (/)
JSEE

segln vimos en la prop031c1on 3 de la seccidn 2.

La matriz J se obtiene para las observaciones correspondientes a
los parametros del modelo ARMA (p+r,g+s).
. , '
En la seccidn4~ se ha visto que en general el test para contras-

tar HO frente a Hc,'se basa en el estadistico

> P

e =VI(F) I V(E)=v" X (-Rz) vA

donde

V (1 JLogLn ._;. '3 JLooLn\

A wnoJp, o S Boq ./

~)\y F%fe calculan usando las estimaciones de mixima verosimilitud de los

parametros del modelo ARMA (p,q) de la hipotesis nula.

Ahora como en-este caso|J| = 0, si suponemos que

‘rango J = p'+q'~g siendo g ¢ min (r,s)

el estadistico a construir seri
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A A
(2.5.4.9) Stzn N(- R%- ) A

siendo
O R*—"-\' H‘ tj H HO )"1 H‘ 3_ - H
- = Lo + o= = s .
" A= e HE =g 3
donde H1 es una submatriz de orden(p'+d)xg, elegida apropiadamente, de

la matriz H,de rango r+s,de las derivadas parciales de las r+s restriccio

nes implicitas bajo la hipdtesis nula.

Se ha visto en el teoremal.4 4)que este estadistico se distribuye asin

tdticamente segiin
ente segiin una Dczr+s-g ‘

Aitchison y Silvey (1960) demuestran que la adaptacidn dei
¥score test" a éste caso usando la matriz H] éara salvar el problema de la
singularidad de J, es equivalente a imponer g restricciones en los para-
. metros en orden a.obtene; la identificabiiidad de —8;, Yy isq' .
Cuando la hipdtesis nula es cierta, valores significativamente gran
des de S: indican que las restricciones impuestas no son consistentes con
los datos.

La eleccidn de H1 no es arbitraria; puesto que hay que asegurar que

J+H1H; sea no singular en orden a emplear Sz, pero esto no es un obstacu-

lo si desarrollamos el siguiente teorema:

2.5.5,-TEOREMA

* * . - 3 3 3
El estadistico Sc es asintdticamente invariante respecto a la elec

cidn de H1.

Demostracidn.~

Nos basaremos en principio en el Lema 2.2.4 (ii) de (Rao y Mitra

(1971)).
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. Definicidn.-
Una hipdtesis altermativa admisible resulta cuando al

imponer ;:estricciones al espacio paramétrico del modelo alternativo ,

existe uha matrlz H1 ,tal que J+H1 1’ es no singular cuando es cierta'lafh_:i;

potesis nula. -
Proposicidén Previa 1.- -1 -
Supuesto que la alternatlva es admisible, se tiene que (J+H1H1) =J

) I\
€s una matriz generalizada inversa de J y entonces v pertenece as:.ntot:.cg_

mente a }{(.J) , que es el subespacio vectorial engendrado por las columnas

de J.
Lo anterior es cierto debido a que siguiendo (2.4.2.3).
T+H, H V40 o{1)
Nl “il_-_ £ J5 _____
‘H ! Q >\ ° 6+ OP(
BRhora si

(.:r-%rH1H;)"1 =al =g

es una matriz generalizada inversa, entonces existe
-1 »

| ! A ~
(2.5.5. 1)[A ; - _‘p. | g 1 tal que - __[17_3_‘:@0_; _ P_Y\J
lH F 0 | Q. | R asiﬁi:étic‘:amenbe & Q‘V_i

luego A
A ——
‘JB'(E-E’):P% y Vi h =Q
de donde se deduce que asintdticamente —v.eIm(P_tl
Teniendo en cuenta el resultado (2.43.7) ; en donde (PJ-I)P = O
s€sigue que asintdticamente Vv €Im(J).
Una vez érobada' esta primera propos_j;cién “siguiendo a {Rao. 1973) aplica-

mos la siguiente:

Proposicidén Previa 2.-

BIC es invariante para cualquier eleccién de J si y solo si
Im(B') ¢ Im(J") e Im(C) ¢ Im(J).

En nuestro caso particular hacemos B = H' y C=H con lo que la propo-
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sicidn queda de la forma :
Im(H) ¢ Im(J)

si y solo si

H'O H
: . » N - = X . . b
es invariante para cualquier eleccidn de J y entonces Sc es invariante

respecto a la eleccidn de »HJ.

" Demostracién.-

- - . g ?
El A proyector ortogonal del espacio euclideo Rp 9 sobre el

' ' t '
subespacio de dimensidn r, }QC R pi+q viene dado por
: » -1 .= -1
(2.5.5.2) P’; = H(H'A H) H'A

S v 4l
donde H es cualquier matriz tal que Im(H) =E€ y (H'A H) H'A  es la
minima A-1 distancia generalizada inversa de H.

En (Pollock, {1980)) se demuestra que P’; es A—1 simétrica e

idempotente.
8i tenemos en cuenta la igualdad matricial(2 5.5.1)' entonces

1 1

A?'

n

p +a” 1 (-m) {-—&H’lA’l (-H) }’1 (-H') (")~
luego

(2.5.5.3) P A-1—A.1H(H'A-1H)A- H' AT

1

P . . -1 - =
donde la minima A-norma generalizada inversa de H' es A H(H'A H)

Y premultiplicando por A se obtiene

(2.5.5.4) AP = I—Pfl‘

A partir del resultado (2.4.3.2) se sigue que

'V o= - = -p*
HQ' = AP-T,, . P

y de (2.5.5.1) que .
) [
A -
o' V=Vn A

de ambos obtenemos
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de donde .
~ e
\f;l- H)\= —P;‘ v

con lo que concluimos,asintSticamente, que una proyeccidn ortogonal de VEIm(H)
¥ como por la proposicidn previa 1, Ve Im(J),también asintéticamente , impli

car que una proyeccidn ortogonal suya también e Im(J}, luego queda demostrada
la proposicidn.
Otro problema importante es la manera de elegir las submatrices H1.

Para ello, se elegiran de forma tal que no se anule H1H1' para alguno de

w—trn

los autovectores ﬁj correspondientes a los autovalores nulos de J, o sea,

(o HD By = (1 ’igj ¥ 0

puesto que J y H1H,; son semidefinidas positivas , entonces la forma cua-

dritica b J b tienealmenos un autovalor de J nulo y los demds son po

. sitivos.
Los min(r,s) autovectores nulos de J vienen dados por
-t _ j—vo
. = B
(35 3
para j=0,.e...,min(r,s)-1,luego g definido en(2.4.2)es igual

a min(r,s), siendo(?o.el vector definidoen(2.5.4.8) y B la matriz diagonal por
bloques en la forma B = diag. (Cp+r ,Cq+s) siendo Cm una matriz circular

de dimensidn m con fila inicial (0,0,....,0,1).

Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema :

2.5.6.- TEOREMA

El"score test" para contrastar
)
HO ,-{xte AR.MA(p,q)f

frente a . ; )
Hye ={Xt€ ARMA(p+m,q)} 5 Hpy ={xt€ ARMA(p,q+m)}'»

usando el estadistico Sc, donde = max.(r,s), es asintOticamente equi-~
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valente a contrastar HO frente a Hc* ={xt6mz-\(p+r,q+sl}usando el

) *
estadistico Sc .

‘Demostracidn.-

4

Segiin hemos visto en la definicién dada en(2.5.5), tanto la alternativa

-

Hyy como la Hg, son admisibles ﬁuesto que 9 m-g
B n PR
el e e (sl e
- Q ‘—Q. v b-g 4+9
si la hipdtesis alternativa es HA* . 3 meg
v 0] -2 L9 |pra9 s meg
HE": 'i—: = _I_g_: -0_ g = [H,: HJ pra+m
. S 0 1 1n

si la hipdtesis alternativa es Hpy

lo que implica una matriz H1H1' de dimensidn p'+g"' % p+q+M cuyas filas,

éﬁeden reordenarse pa:a dar ' P"" qe 9
k' ‘ ' [ I T (PP |
WoH=l 9 QP
L 0 159 .9
6 en este caso o pratm g
| | o v 0 ] prgrm
H, H,=f- = -
LQ I3y

Anilogamente J se puede reorganizar en la forma

+q+m s
F=| T Jaa | Prasm
R
2 J2z2 | 9

donde la matriz J,, es la matriz de covarianzas de los p+q + M pardmetros de

11
fas alternativas Hpx ) Hps implicitamente especificadas.
N
Si tenemos en cuenta que y asintdticamente, velm(T) y que el rango

de J es p+q+M se tiene que asintdticamente

' %:--\-71.- - ..J"L; ..J-l" .8.1- - _J;.Ef_s.-_?_i- — __14_§1
,v J.' i :)_ & v A o o
2 42 1 Jaz Yz J 3'+J—223 s
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Ahora el estadistico S; puede dasarrollarse en la forma:

‘ V(3 - (A AL a, - 6}
5:=V ((5) J—Bﬁ- V<E):[_V,‘ E.Vz-] 3- _\_:\::- _
Y2
*[i":’_ : f’l (J- 4 \—1 J;q §: B
= 81 10 434 J19‘J ) ¥ i-*1 H1) __'___;\:_ —
J Ya
(. -t a
55 7] [T T 2
| Jia :zz+]3 Jn Ya
l\' I A A } B -J_ a"t
-] J‘ e} 3’ ] ___I-___ —4%;:1 -
[31 Mt Yr Va2 5 -:— o | 73
::'g? :E1 ATy §T. ¥ ii' 312.Ey Jas g: +'E;‘ Ju E{:E; Eis *

Pero si tenemos en cuenta los resultados (2.3.4.2) vy (2.4.3.3) se sigue que:
1 3
Ju B =-JT, A +*Ipiqem
J;1E3 = ~J;2'D

Yy que

Si sustituimos estos resultados en S; se obtiene que:

SE= Tt =TT T s
[od - 31 11 34 - V‘g 14 U,{g U‘M \/l - ‘.{ ~ & i,!

como queriamos demostrar.

Consecuencia del Teorema.-

Particularizando el teorema, se puede afirmar que el score test para

contrastar H(p,q), frente a cualquier hipdtesis alternativa H(p+r,d) es, intd-
ticamente equivalente a contrastar la misma hipdtesis nula frente a la alterna-

tiva H(p,g+r), asi el estadistico Sc es numéricamente invariante para contras-

tar una hipdtesis frente a una amplia clase de hipdtesis alternativas.
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2.6 .* EQUIVALENCIA ASINTOTICA DEL TEST DEL ESTADISTICO PORTMANTEAU Y DEL

SCORE TEST EN UN CASO PARTICULAR.-

2.6.1.~ INTRODUCCION;

Vamos a probar que el test pormanteau S es en realidad un score

test cuando el modelo ARMA (p,q) se contrasta frente a la alternativa, de

que x_ sea un proceso ARMA (ptm,q) & (p,g+m).

2.6.2.-Egquivalencia.-

Sea el modelo ARMA (p,q){(1.1) y lo queremos contrastér frente al

ARMA (p+m,q), asi sobreparametrizamos el modelo afiadiéndole m pardmetros

autoregresivos

¢p+i(i = 1,...,m)

Para grandes muestras el log de la funcidn de verosimilitud condi-

cionada, salvo constantes, para el modelo alternativo, es
n
- 2 2
2
- > at/ o

(2.6.2.1) logln(B)=- = n log G2
' t=1

Calculamos el vector de las derivadas de log L con respecto a los parame

A
— g EANS
tros (3 , para ﬁ = (3, sujeto a las m restricciones

3§+i:= o i=1,....,m
Esto es,
Jlog L AY4
—_— = 0 Vi =1 enes s
o | o
/0= °
(2.6.2.2) _Jlog 1 =0 Yi=1,. «esD
J@i |a
e

mientras que
. ~ n ~
{ILS; - Py fg": Z~; v *F*~)/ Vi=teeee,m

F+L ={3 .
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- Para obtener las derivadas(.6.2.2) se considera el modelo alter-

nativo, donde se haan estimado los parimetros fg por el estimador maximo
verosimil 3 que sustituido en el modelo, nos da

?
»

'“l\ A ~ ’ a m ( B) A
¢P+m(83 X :9(8) dy © p+ ) = d¢

S IPTT ’ B |
Juego si derivamos respecto a Q'p+i la funcion de verosimilitud (2.6.2.1)
tenemqs due A 'Jé\f——-

(2.6.2.3) Z: ad J Do

252
donde _
JA, A

pero ya definimos en (13.2.1) que 3‘ (B) ? -at + luego

_@oum (B)
da | _ IR
t- (Ph') J¢P+u (3 rg, J ¢P+1 o
4 JFpm(B) X - .

BB J Pt JF%'=(5 B)L Xg-(p oJ T

’ - ——
y para@3=(> el modelo es 8(3!3):(t = 9‘(ZB)at luego

(A . Ja

(2.6.2.4) ‘v

" BAhora bajo HO

-1_ A ,
(B)D(B)a, _ (e

xt-(=9+i.\¢

gesultado que sustituido en Q.62.4) y este a su vez en(2.42.3) nos que-

" da

N -4(8 9‘(8 a +i Y
(2.6.2.5) Vt’(F«l»i)— ¢ ) (Bi\ t-(p )> ¢(B) ,C (Pﬂ\ "a,c_(P+L\)

luego sustituyendo(2.6.2.5)en(2.6.2.3)se tiene que

ﬂw_‘—_J, f'-’-at—\/t e _ 2 A Yy
cf 0 | :\.. 26"" 6—2.
‘P A i

para i = 1,....,m como queriamos probar.
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Ahora aplicando a nuestro caso particular los resultados del Lema 22

(1.3.2) y del Lema 2 (2.2.6) se tiene que

- 4 - 'L
(2:6:28 12 50 = a2 (B e B ) NG, T
siendo
1 A SEAS
= ——— L}
. E(b b')
; . : /\—1 A
la submatriz cuadrada inferior derecha,de orden m,de n ;donde n

eshla matriz de covarianzas de (u 1,....,ut__q, t—1""" t—(p+1)"°'

ea gV {
P té(p+m)) estando Uy v, deflnldos en (1.3.2.1), con

~

~

B Yulid Vgl 9

(2.6.2.7y N\ =

" _-ﬁxéi:i)_l Z_Sv_v@ﬂ?;ﬁ_vv&é)
Bl By ) Byl 0

O

TP oM
donde 5‘1;1, Xuv y zS - estin definidas en (1.3.2.2) y
8 m Vm (i-3) = V- (p+1) t-(p+j))

entonces el estadistico del multiplicador de lagrange serd
N
A =\
-1 -.' —1 ( b i
= = } e
S.=n  b'Jy, \ m o7
Ahora,ya se ha visto en el capitulo 12,que un estadistico "portmanteau’

basado en la m primeras autocorrelaciones muestrales residuales es (1.5

P>

-14
Fy

A
c1

donde 1
cC=1I-XA""X
1 m

Yy vamos a probar que ambos estadisticos son asintéticamente equivalentes

Si expresamos (26.2.5) en la forma
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P ~ A - .
ZB Ve sp = "q_; para .J= 1.....,m
X=0 k t-ij-k j

8i ahora multiplicamos ambos miembros por a_ Yy sumamos en t se

sigue
.n @ ga a : %33
a y . = o
t§| t k=0 k “t-j-k t=1 vt

n ) A ~ n A A
- A —— -
luego
j N A - A AN
(2.6.2.8) _Z (¢P-j+?. Z gt vt..F—' :-Za‘tat’j
=)-p t para j = 1,...,m

: A
si se divide por nC 2 se tiene que

DAaa A
8,48, . A
(2.6.2.9) $=§ ibU =M%%
nag?

: A .
donde M es una matriz cuadrada de dimensidn m donde el elemento i,j
N
e L
s + p-i+]
3 N
para ;'>,], con p, = 1 v ﬁ"'j =0 I'Jara j > 1,1luego

0 ~- -~ —---—--0

A A ~ {

B he > )

~

A i l \\ \\ l
M - ! ~ ~ !
- ' | : AN ~ |
L N

| ~ -

l L , BN 0
:ap-mﬂ+gp-m+2. - T === @P
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: A

Ahora bajo la hipétesis nula, - ’dp+3 ¢ para j = 1,....,m,
A

luego M es tridngular inferior y tal que

. r A A Y
= "’ﬁp«m bi-
1 A A A, N Q(I\ »

*‘ﬂp-zu b, ""Q‘p b, 2 Z.t . © e e

AS . con b, = ~ =3

Mbs|— - — - - * @

B  para i =1,...,m, siempre
“m A A : que 1>]
/ +3=1 ? P bj :

o0 cambiando i por.j

N ~ V -
i§1ﬁp—j+ibl = a a t ‘_"/C-2 para Vj = 1,...,m
el sumatorio de la izquierda se anula para 1> j bajo la
hlpotes;Ls nula , luego '

.
Lo A

L G h=Faa e

© mejor
. A A
_Jd A a;.a,_.
_:z a I+ t',= ' ﬁlt ara j = 1 m
{5-p PI & P geesoy

que es la expresidn (2%.2.8)

ya ¢ . =0 para j = 1,4...,p
&%t Ve

puesto que

debido a que las derivadas

A z"“1: Vied ,
bj"P = —C-T—z_l ' " son nulas para j = 1,....,p
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ya que

» S
: F=F
e )

al sexr (3 el estimador midximo verosimil que anula las derivadas primeras

Jio 'LJZQ‘ para i = 1,....,p

A A ‘
de log L respecto a 'di y a 9-j parai=1,....,p Yi=1,....,9.

También, teniendo en cuenta el ,r\esultado(2.6.2-53 » se deduce la va
’ /N

. . — : "'1 bagl o - . .
rianza asintdtica de T ; ya que- n b se distribuye asintSticamente con

media nula
Asi teniendo en cuenta (2 2.9) se deduce que
~ A
o N AD B A L o -1 A A
E(r ¥') =E(M§- % M) =nmEe(n b/n) H'=n M I M
asintSticamente.

©

Ahora, teniendo en cuenta el resultado del b {1.3.4) se sigue que

N
r

it
=]

Luego ﬁ J'mﬁ'= 6\1 asintSticamente, por lo que los estadisticos S Y S¢

son asintoticamente equivalentes, como queriamos demostrar.

Comentario.-~

No tiene sentido en general emplear ambos tests ; la utilizacidén
de uno u otro, viene determinada por la necesidad 8 no de plantear un mo-

delo alternativo al especificado en la hipotesis nula.

En el caso en que m— oo , la matriz C, ya hemos visto que tiende
a ser singular y en lugar del estadistico S, se puede emplear el de
Ljung-Box, 3(%) . También en este caso,en el test del multiplicador de
Lagrange, la matriz de covarianzas J; se hace singular ,si se contrasta un
modelo- ARMA (p,q) frente a un modelo ARMA, donde se aumente a la vez p y

4. Este problema seaborddeneste capitulo, en la seccidn 42
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De lo anterior se deduce que para m— oo , ambos tests son di-

ferentes y es preferiblie en este caso utilizar el test multiplicador

.de Lagrange.
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3.0.- SIMARIN,

El capitule =5 una gsneralizacidn Ae bvena parte de las ideas
desarrolladas en los anteriores capitulecs, en &l tratamos de contrastar la
bondad de modelos autorregresivos yde medias mdviles, pero donde el n® de

series temporales es miltiple.

Comenzamos con un planteamiento gemxsral de los modelos MARMAv
y con el fin de construir el estadistico del scowe test S, en forma and-
loga a lo visto en el capitulo 22, usamos el preducto del Xronecker, y
las derivadas matriciales como un algebra mis potente y r@pida , BASI-

LEVSKY,A. (1983), ROGERS,G.S. (1980) y POLLOCK, D.S5.G. (1979).

Continuamos con el contraste de modelos MARMA usando el esta
distico éortmanteau/y viendo su equivalencia asimtStica con el score test
éara una clase de hipStesis alternativas,para a continuacidn calcular el
estadistico del score test como una regresidn gemeralizada minimo-cuadrd

tica de los residuos sobre las derivadas estimadas.

Terminamos el capitulo con un Apéndice, donde definimos una
funcidn en el cuerpo de las series de potencias con coeficientes matricia
les, que nos sirve como una potente herramienta en gran parte de las de-

mostraciones acerca de la equivalencia asintdtira de ambos tests.
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~3%23.1.~ SCORE TEST PARA DIAGNOSTICAR MODELOS MARMA.

—' k) a a3 13 :
Sea {xt} un vector, v dimensional, asocial> a2 v series tempora-

les, donde el proceso {:‘:t} sigue el modelo vectorial

5 ¢ %, T o 3
. : s . = - PR
(3 1)‘ j:O .) Xt’_) 3:0 =1} t-J
con

?.‘0 ;@0 = Iv
y las matrices

$v 8y

cuadradas de dimensidén v, son de parametros desconocicdos

Por facilidad operativa suponemos que

T E ( -a“/%b:;_,‘ ) =0 y ‘que | E (.é-t 5;/#{,_1) =3
~ donde ' ) . ‘

.

es la ( -algebra de Borel generada por la historia pasada de 'é; /\:,‘{ Zét
y{a,t} es una sucesidn de martingalas gaussianas estacionarias y diferen-
ciadas.

Si definimos

b 4

entonces el modelo (3.1 ) se puede poner en la forma:
1 -
a t = Z A + X £-3
o !
donde

Alz) = ;5.:_?0 A z?:: @-Yz) Q(Z}

Para que el modelo (3,1 ) sea estacionario e invertible haremos las siguien

s hipdtesis de partida sobre ¢(Zl y S(2)
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3.1.1.~ Hipdtesis de partida.-

- §Riigeri@(z) £ 0, |z]41 v det © (z) # 0 paralz| <1

De estacﬂé-suposicién, s& .deduce que x_ solo depexde de

. 3. . para i» O,

=3

esto asegura que el modelo (3.1) es estacionario e invertible.

22 $(z) y©(2) son primos por la izquierda

Por esta suposicidn si

@) = Q) 91 (z) y  @z) = Q=) 551 (z)
donde
son polinomios matriciales, entonces Q(z)} tiene un determinante constan

te, 0 lo que es igual,es de mddulo unidad.

e

Esto hace gue no existan raices comunes en ambos polinomios.

32 [Epi_@q] -
es de ranéo v, & equivalentemente ) (Hannan(1970)), ﬂ%z) es una matriz
1T:iné'l.xv'xgular inferior conr¢(0) = Iv v los elementos bajo la diagonal prin-
CV)’-'i\-pf;ll no tienen un grado mayor que los que estidn en la diagonal principal

en la misma columna

Estas 3 hipdtesis hacen que el modelo (3.1), que estd dentro de

la_clase de equivalencia definida por la matriz de densidad espectral

| jw)=2m "' g e oxg*”

, iw . - . .
dpndg © y P se calculan para z = e, sea unico, esto es, que sea iden-

tificable (Dunsmuir y Hannan (1976} y Deistler, Dunsmuir y Hannan (1978)).

5-? Asf el proceso estocidstico {f;} estacionario y ergddico es identi

ficable, cuando se.verifica(3.1).
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Definimos por Gdel espacio paramétrico admisible de los parémetros

‘ egtructurales D donde. . P
’ gy | —t, _..l
_ & :(C’( ' /’”)u(pwi}v’-
siendo
O( = VQC (?-1 .: « * e ;@P)Pv2x1
¥y

= VQC(S' Paesat e‘o‘xqv

3.1.2.~ Planteamiento del problema.-

El problema general es contrastar
={ =%}
H'q?'- { .é'. = -9'—4}
Hoz{ W (8% =7}

2
donde los f valores de la funcidn vectorial h, siendo f < (prq)v :m4

frente a

& también

son funciones continuas y doblemente diferenciables.

El estadistico como ya hemos visto, en€l capitulo - anterior, se
* construye en funcién del vector gradiente. de una funcidn concentrada de lade

verosimilitud’,que salvo constantes es:

- el

a . ;
3.1.2.10 L(T: ,____~ l;:g.z £9¢ _I?‘:_Ln det V
n
donde n T
) = —t= ¢3¢ pud fi
2~ " 4

estd calculada en 9 2, siendo @el vector de las estimaciones miximo

verosimiles de los parametros del modelo, bajo la hipStesis nula, esto es,
A
—

© minimiza a lcg) sujeto a lasfrestricciones de ios pérémetros.

Ast, 1(¥) es el log. de la funcidn de verosimilitud condicionada
a que los valores premuestrales _a} Yy ;; se consideren fijos y en con
creto .;;JE =0, donde _53 esta definide para (j = 04~1,....,~g+1) ¥y “x';? para

(3= 0,=1,....,-p+1).

"Pgra llegar al resultado (3.1'.2.1$ partimos del supuesto m3s general

de que las',a;__eN(E,Z) Ye= 1,...n
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luego - ' ,r_%x -nj | 4 N oy -1
. L(E/RE D I T alEREyE)
Slnl, = -0 Logam-Dlog |T]-4 & T T F
3.1.2.2) Llnly=-—=% log 2= —S-Llog {2 |- 5 L &, ¢

si sustituimos :EApor su estimador méximo«verosimil obtenido en la forma:

Sl n Jlog [l 1 S5 3 TTE,

Jx* - 2 J3xt 1 ST

n -
I——% (’Z)—'—z' &;atak— O ey

de donde | \2: }:atg'{_ AA: Y
. ) 4] n
siendo

A=(F13,5....58,) oo

valor que sustituido en (3.1.2.2) 7 nos da:

como queriamos ver.

Al suponer que {at‘}» es un proceso gaussiano, construimos el vector

‘gradiente de la funcidn criterio en ia forma

= L@ EEER Sl advioe
Js G T2 U8 T 1 Jye 48

Ao ML (v RZEEN 1 st o (8 30"
Y Z vl Jg T2 P& j@."
y si tenemos en cuenta el resultado del apartado A.3.1 del Apéndice
entonces

- -t n ' -1
$($)=- 5 v'D,

de donde se sigue que

‘ - 3! - - ' | -4 -
(3.1.2.3) S (9)=-% ii. \Y {at =-3 D \% 3¢
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donde J
B es una matriz de dimensiSnm xwv

T JE A =

El estimador gaussiano 7 ade v> se obtiene siguiendo los resultados :

‘del capitulo 22, seccidn 22 , como solucidn del sistema de ecuaciones

vectoriales -
9) +H(B) X =5
h(*) =0
_siendo J’T\. (—') 1=4 £
. _ S para J=1,eee
H(@’)-— J@' {JQL] Y 1:1,...j(g>+q)vz
PrPvixf

una matriz de rango completo por columnas, lo que quiere decir que las

—r

f restricciones son linealmente independientes, adem3s el vector X contie~

ne. los f multiplicadores de Lagrange.

3.1.3.- Cilculo de la matriz de informacidn_

Ahora vamos a calcular la matriz de varianzas-covarianzas de los

—p

pardmetros © (é +q) 1! _construyendo antes la matriz de informacidn de Fis

her ' P
__Qn:J_{J Lge)}

oonde nlJSeI®
.13 <4 (JLEN _A L (85 s\ v (I 1)
.Q.n n Jg =y >“n J@*(é J{}:V at/—ﬁ—ijg(\—j%v aé>_
P (LE s B ST SR S
S AR D LB L v =

pero desarrcllando el 22 sumando obtenemos gque

£5(& "at) TS E T o 5

JVE JB
-Ls (é: ® a{ (v ®V4>7{n t_i(gt 91,) t%H(IV@a,C)D% -

= 4(‘% % ®3, V" ®De\/'4\){(§;‘*{s QgtéDt)ﬁ'{:()—h*q;h@Df@gt)}:
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{ _\gﬂ q. ® 3/: V"‘ 3%: & D V.‘l D{)‘*.}\ iy ?v.\ n® at\/ D{:X‘ DtV'1" =

: ..~ - L S -
-ny ¥ D, v'D h”é‘l@)@‘é(%):-\’h—% DV De  (3.1.3.2)

n? =

QT O -yt - § _4-.- -
puesto que g(®)es(d®) = Qm‘xm4 y a3V &, =traza I, =v

1 \C
TE (B Ve L) L0 2 Dt\/‘*o  PAATN

ast’ Q—n: T
=1
Desarrollamos a continuacidn el primer sumando teniendo en cuenta

que : n
L—" — ’
L Dt 8 =0, ( Apéndice A.3.2)

Y si observamos dicha igualdad respecto de—é— se obtiene
th D'e ’Iv 5‘:
S
JOY SIS
mD-—fé——i Z(at®D) +Z(1®DQD =0

= iendo d ul
= 2 mxm, Y partiendo de aq

- lnEyer

pero como el segundo sumando es la matriz nula se verifica que

luego VL
%/" -4 o1 N J(D{:? =_-5 vf“ ™
(3.1.3.3) t:1\at V ! mﬁ)_ Jé_o» oy L -

es iqual a

pPor lo que el primer sumando de ‘Qn

1o
g, O Y et

N

Y teniendo en cuenta los resultados (3.1.3.2) v (3.1.3.3)
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se sigue que .

v
ﬂn T 2‘.-‘4 D& v D
Bhora veremos que.\).n converge casi seguro a la matriz (1, siendo
el rango Q_ =m-g = (pt+q) v2—g para 0£gg<f)y teniendo en cuenta que es su
rango por C°1um3_5,(m1'—g»‘icolunmas linealmente -independientes) y que no sonlas.
mismas que las de la matriz Hf, (de rango f},ya podemos enunciar el Teorema
- 4

siguiente debido a (Kohn, 1928 y 1979) que es una extensidn de los vistos

pPor Rao(1947) y Silvey (1959).

3.1.4.-TEOREMA 1.~

Bajo una serie de suposiciones andlogas a las vistas en las hipdte

sis de partida (2.1.2) se sigue que: :
A

12) para Yn>n, existe casi seguro una sicesidn ehque maximiza

1
ln(é’) para §E @h =@ﬂ Ker h

al
2#) para cada n, se elige una sucesidn en tal que
A

=5
y ademis 0 %’n) _es . QO (%_)

{
n\
donde se satisface que ‘- g
h(8°)=5
La demostracidn, es andloga a las vistas en (2.2.2) y en (2.2.3)

Ahora el "score test" que contrasta la hlpote51s nula de crue? T

serd: . A

A
(3.1.4.1) S=n"3s' ()

) N
- A A A oA Ly
S = n-?4 )\ H _(‘ L H )\

- 2
donde la tilde denota gque las matrices se calculan para ©=9n

y donde es una matriz generalizada inversa.
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Ahora g‘ra, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 2.4.4,donde se
demuestra gque el estadistico S, bajo la hlpoteSJ.s nula hLé%) =0 convei'—

ge en dlstrlbucz.on a una DCZ f-g donde f-g es el n®¢ de grados de libertad.

También en Kohn (1979) se demuestra el siguiente Teorema.-
11—
%

: .
. N * Iy Y .-
siendo ?un vector constante no nulo, S_ converge en distribucidn a una

Bajo una sucesidén Pitman de hipdtesis alternativas H(9°%) =n"

c
‘DCZ ('f'-g,([o) siendo /. 0 elparimetro de descentralidad de la distribucién,
e igual a .{'H w' OUm 7w -{c-ionde el éarémetro se calcula éa_ra_' §‘_=§° ver
dadero valor de los éarémetros dél modelo, y siendo g = min (r,s)v2 y
f = rango H.
Para coﬁclui‘r el teorema,es necesario ver que S es invariante res-
pecto a la eleccibén de la matriz genex"alizada inversa, pero esto ya se ha

visto en el capitulo 29 Teorema 2.5.5 ¢, donde se aplican los resultados

- de Rao y Mitra (1971. Teorema 9.2.3. Asi, si’

n'%% L N (}%) ﬂ}
"‘”‘,O.' DCA ()

I\ A
s:.empre que /L& € Imagen.Q_,de forma tal que

entonces

3 _ﬁ_ s sea invariante, respec
to a la eleccidn de .u. , O que fl. sea una matriz reflexiva y simétrica

(@) ~ ’ A Al A
g-inversa des.y donde k = rangoﬂ y Jd=01L ji,siendo k el n¢ de grados

de libertad y Jel parametro de descentralizacidn.

”~ ~
Tamblen se demuestra quern 7?:'.? ’s'es invariante respecto a la -zleéc-

-~

- _’. A
cidn de ﬂ solo con probar que g ¢ Imagen ({l) y aplicar .en 1la Proposi=
» é— A - Tl
¢ién Previa 2 (2.5.5).Que s ¢ Imagen ({1} estd probado en la Proposicidn
Previa 1 (2.5.5).

. ¥ -1 8,A-% . .
De todo lo anterior vemos que Sc= n s,'.Q. S es invariante respecto

a-la eleccidn de fl y que converge en distribucién a una xz (f-g9,0).(3.1.4.2)
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- —r
3.1i5.~Construccidn de la matriz de covarianzas de ©-

Teniendo en cuenta el resultado(3.1.23) como el vector © =(Xim)

v A . P+q' Vx4
vVamos primero a descomponer la matriz D, = J37 :
] D, =48,
T
' a su vez en dos matrices Ja,c Yy J'é"t
J JI

‘ahora como vimos en (3.1)"

A (Z/§> zg—a(zlg) QS (Z/§)
& también
A(8)=9" (B) ¢ (8)
si convenimos en apllcar B a la ccmponente precedente del producto de

Kronecker, entonces, el modelo (3.1) se puede poner en la forma

- : —_ -4 —
(3.1.5.1) 3. =97(8) ¢ ()%
si dexivamos 'a'ft respecto a & teniendo en cuenta (3.1.5.1) se sigue que

(31.5.2) Jay__ “‘(B) JQ5(5) -(X © 97’ JVQC ﬁ(B)
: Jx J&
ahora si tenemos en cuenta la notacidn
“vee @(z) = vec fog z? ='-ovec@. 2 =vec P, z°+
J= ' J:

p . - L
'\'%— vec @ .2) =vec T, +J§; vec ﬂj z) :‘.VQCIV""(\an(Z\;@injOc‘

donde
:fgp‘(z).:('z/z’l)'...‘.)zP) Y J:VQC{ W4 : .o .. @PE\' P'Vz’d
Yy lé aplicamos en (3.1.5.2)
Jvec @(B) _ J{VECIV‘*( ? W(B) ® Ivz }—'O s 2
J&— = JO( . = __vx‘Jv
® [y2)x =
LALBEOTAT 351 14

Y sustituyendolo en (3.15.2) se tiene que

8.15.3) ’j%:“: (%' ©@97(B)(P,(2)e Ivz)z?:,(s\) XL ®97(D
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Anflogamente se halla
. Ja,c__

A

siendo ¢ (8) X, = 9(8} a,

= )y J 9“‘(B\§°
(3.1.5.4) JB__ J(® (8> B(8) X, ((g(a)xt) ® L) -
| Sz

Jm ) S
: -\t o7 (8
;((9(8‘) a;) ®IV) Jve’jﬁ

operando con la nomenclatura anterior

Vec9 (2) vec% % 3 =vec ©_ 2% }%vecg’ 23=yec 1yt

+Zvec9 z) ——vecIV +(‘P (z)@lvz))u,
siendo N
Jx = vec(®4 can 194y ‘?q\.ﬂ =(z,2% .., 2%
ahora derivando
vec(eq(B))

- respecto de M se tiene-

Svec®NB) __ Jvec BB ngc@(s) iy
J}I JVQC 9’&53 J}—‘t

= "((9"!)'(83 ® 9'-4(53) (*ngxq-vl-ir- (‘—é:{:(a) @Ivc_\/\‘:
=-((67)'(8)2 &7 (8)) (F:(8) o1,a)

expresidn que sustituimos en (3.1.5.4 ), y obtenemos
( i ‘», . P
3.1-5.5 a -o-\/ _4 ; \ -%f
- P 7 | N .\,. n'-..\-
=-{3; ¢'(®) (27(8) 857 (B} (P22 12 =
srote s s e 6l ThiRle I =
:’{84_ \9 (D 9\3)/‘ L 9 =.2>}" o q' D) L v —

=-F.(8)e3, @2

Teniendo en cuenta los valores obtenidos para

J 2 J3a,
et S
D‘-’u J Y 6=

dhora vamos a ver la forma de construir la matriz de varianzas-covarian

2as de los parametros 9’ del modelo(3.1). = Ya hemos visto que la matriz
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de informacidn de Fisher

_ LU v £ o yto.
n= n( J@'LJQ'TVTZ P VD

+
»

Yy por proposiciones anteriores (2.2.3)

Q. QFy

bajo la hipdtesis nula.

Vamos a probar entonces que |
] Do e ﬂ
ﬂqﬂ‘ﬂ/&}t

v
Doe= (an f ‘@?’Fj‘@ KVK'e (BY 9‘)”@

siendo

A W-o-—c—

Q)L#-—(%)'L ‘(’ql‘{’q,@\/@(%V@)f dw

T e . — - .
Donde ‘f , €s el vector conjugado traspuesto de \?p' ¢S es la matriz ge-

neralizada inversa de ©(B) y K(z,@t) = I’kf-‘1 (2,5)

siendo: .
e
_ V_—_-_-Z_ata_t con - PumV:Z :E<—§ 3:\)
n N—>oo -
donde hemos sustituido B8z por eiW , conw= =27 £
luego
Q(§°> =Q.,=P hm <- D V'4D
o NV t—
de donde .
(3.1.5.6) () ‘1'}'“0' 5 d‘( ) Jat 4 Ja
1.5.6) () o =(2m) - eV g, deo=2m e \ T dwo =

Ir - — ) v - »
f(iv)’ifﬂ(?;f@ X, @9 (z)) V (\ep@ % ©9 (z)dw=
=(2'W)‘1J“ ‘ﬁ;@ % e0" d(z‘)}(‘ﬂ?@ﬂ 08 (z) do=

—(27‘)‘1f CeX e () vie(z) dw
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Ahora como

]

%=¢"2) o) 3,
se obtiéne que 4
- %=A(2)E, =k(2)F,
luego | |
- LR =k(2)EE, K (2)= K (VK@)
Y sustituyendo 8ste resultado en CL;.i%) se sigue que

(3.1.5.7) Qo =(2m) J ‘?P.%’P@K\/K ®B@VE(D) dw
-

anilogamente se obtienen los resultados defl%uy iljﬁp.

3.1.6.-Problemas de identificabiiidad cuando se hacen extensiones simult&neas

en los polindmios € (z) y g(z).~-

‘Definicidn:
Sea qo(zl la funcidn generatriz entre dos procesos. cualesquiera

| | {Ylt} Y {bt}

(3.1.6.1) :,_Tm(z):f ‘FK Z2K=2 % 5 (K) z* |

K=~00 K= =00

donde .
- 6'10 (L-J)

es el elemento de la matriz que estd definido analdgamente a (2.5.4.1)

—— e

' - =0
St la hipdtesis nula es cierta, h( 2 ') = 0, entonces el modelo

(3.1) lo trasponemos y multiplicamos por la derecha pqr.;;_j, tomamos

esperanzas y teniendo en cuenta que:

lax(5)=0 st 1%]
(3.1.6.2) { Ry (0) = sU i
A Vaa G9)=L - para todo i+
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entonces

; i p . R ]
(3.1.6.3) f: D g = %2 D) 9.3 si 4¢3
y para j = 1,...,q'
con ¢°=9021-V . y con ¢L=Q sii=p+l,....9

Andlogamente si (3.1 ) lo multiplicamos por la derecha por ’)'c'::

=3
Y tomamos esperanzas se sigue que
3.1.6.4 . -ty = . 1
( ) '{‘;‘O @u ‘:x(l "> zéjg}t C‘SX(J ") Yy 3=0,,...,p0

SlEHdO Qi = -0- si P >q para j = q4+1,-.qu

De (3.16.3) y(3.1.6..4) se sigue que

(3.1.6.5) 'g(z) Nix (2)=9(2) G4 (2)

- donde @(z) y©(2) son de grado p y q respectivamente. si-contrastamos
un modelo MARMA (p,q) frente a un MARMA (p',q') con p'=ptr y ¢ = g+s

Ahora desarrollamos (3,1.6.5) teniendo en cuenta que vec (ABC) ‘

= (' ® A) vec B, luego

(G (2)®T,) vee B(2)=(1}, (2) ® T)vec B(2)

pero como

- ,

. vece @(Z}:VQCIV‘-'Q“?? Z} QS« lV,

! vec ©(z)= \/ebLV+({>Q .2) ®IV)/L

si lo sustituimos y operamos se sigue que
(@ © L){vecl, + (%, @ L) T}, Do L,).
| .{vec v+ (:‘9"q (z) ® I,) )
- de donde '
(3.1.6.6) (:@’P'(z) ® rx; (2) ) IV)&.—-}( D;(Z) o] IV>VQC IV:
= (% @8, (D e L)+, @e1,) vecly
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—

_Si definimos los vectores 6;' y {32 en la forma
L —
=(vec ) : X'

#r =((vecTV) s it

T ) x (N +p vV 2y NE(eA)) = AXV (p +)

—r |

© >4x (Vi q Va2 (s-0)=1x VHq +S)

e

o

Yy ténemﬁ;en cuenta que las submétrices de {1 son los coeficientes de las
potencias de z en las convoluciones r‘ (=), K‘ xa(z) v r;a(zl - del
proceso multivariante de autocovarlanzas, esto es
.ﬂwxu
donde de forma andléga a (2.5
- — — 1 3 o o
--—()-OC}A."' E(a- R’: )—_—" (KEX(L_)E) J
— "‘."
ﬂ /dL_ E‘( > (Haa (L-J3> dlaa . -‘0. Z)
es una matriz dlagonal por bloques y ’

ﬂdo( - E (—‘ _‘—. Exx (L‘J)>

ﬁa podemos:poner (53.6;6)Men la fofma
(V"—CIvY (Fx(2) ® 1) +&' ( ?; (D) ® Y;Q(Z) ®ly)=
_(vec Iv) (Gx@e -\v>+ \Qq (Z3® ax (Z)® Lv)

Yy se obtlene que
T 2
Tix @) ® 1y v

:((vecIv)|': s _5") ‘QP (z)@{’xx\z)®1 pvt =

V2(r-4)
~ v? 2
.-a-lo""" ( I :
’:((veclﬁ‘ UL > réx 2yel, v
T @e M8l |qv:
i Jvi(s-)
luego |
. — et - \
(3.1.6.1) 3} Qo = (5; -Q—o_()&
cuando K ‘ !

p>P b4 q>q 'Siendo P' = p+i’ y q'~ = g+s
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De forma similar se pueden manipular las ecuaciones generadoras

< - ¢ () ra‘x‘(z) = 9(2)}:
y se obtiene que
(3.1.6.8) By Qo(p: @2 Q)L/J..
luego — _ . .
B dePalon 0 L 0T
By Lo B2 LLpup=0

con lo que se encuentran problemas de identificabilidad cuando se hacen

(3.1.6.9)

extensiones simultineas en los polinomios matriciales © (z) y @ (2).

3.1.7. Proposicidn .-
El rando de Q es ( ( p‘+q‘)—mtn(r, S)) V?.

bajo la hipStesis nula

. = X0 - __—’. =0\ __ o~
H°;9:9 8 H.= h (9' )—-O
' Demostracidn:
Dada la matriz ' pv2 q'v?

I Qo 1 Qo PV
' ) oAyl
Lﬂu}dﬂ)euj v
Si e ‘Q - * s y 2 U » - 2 s ) 7
n 1l €liminamos v (p~p. ) = v r filas y columnas , y en . =W
V2 (.p'-p ) =v2r filas, se obtienen una submatriz cuadrada f.".lxde orden
2 o 2 . 2 s
P-Vv  y una submatriz L. ., de orden p v x gv , con lo que se define una

submatriz cuadrada Q.I, defl, de orden P Vz+q'v2 y no singular
pvi qv?
PR

4
O I,‘gatx’ﬂuﬁ p v?

N '
L Cypef IV

luego, rango nr- p'v2+q'vz-.-rv2

Si anélogamente eliminamos en ﬂju};jvz (q'-—q ) = vzs, filas y columnas

2
y enﬂuﬁlv (q'-q,’ ), columnas, se tiene una submatriz cuadrada ﬂ;; de orden
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| | 2 s
q v2 y una submatriz Ili;kde orden ﬁvz x g Vv con lo que se puede definir

: ' 42 2 .
una submatriz cuadrada ILII, de £, de orden pv'+q ¥  y no singular

luego
rango ()T = ghZigh-sv>
ahora

2 1 2

rango -f12nmx(§vz+q&2-rv ,ﬁv2+db2—sv2) = (pv +qv )-mln(rvz,sv )=

=((§+d)—min(r,s)) V2_

Si tenemos en cuenta las ecuaciones vectoriales (3.1.6.9)
o )
Ba=v

. 2 - 2 -
en ambas ecuaciones, al menos rv de @; 8 sv de(aé son autovectores

. 2 2 . .
asociados a rv- & sv- autovalores nulos de la ecuacidn vectorial
Q F=Mp cn  Fzo
@L— L(%\. (37_
de donde se deduce que el niimero de autovectores nulos es
N 2
min(r,s)v

y aplicando-una proposicién conocida Pollock(1979))se'deduce que

rango {1= ((p#d)-min(r,s))vz
como queriamos probar. .
En este caso, en el que para obtener la hipdtesis alternativa se
haceﬁ extensiones simultdneas en. los polinomios 9(z) y @(z), en el esta-
distico %? de &.ﬂ.4.1;debe hacerse una eleccidn apropiada de la matriz

A
generalizada inversa {1 .
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Ya hemos visto que existen submatr;ces.ﬂ.I Y Q% y en
. . A ) - 5
'general.fl de la matriz {1, de 8rdenes (p +q +m}v" con m = max(r,s),

R 2 _.
los cuales se obtienen eliminando g = min(r,s)v filas y columnas de ,

)
*

entonces si permutamos las filas y columnas de(l, esta matriz se puede

poner en la forma

| } +q +m) v?
0= :(_)'- f}z (P;\_j
0,105 J’f’]* q-p -q-v?

2 .
donde (* es una matriz cuadrada no singular de rango (p +q +m)v y de

forma tal que =0 _O_*-4D_
k- T 2

con lo que una eleccidn de la matriz generalizada 1nversa es
*\
oo
00

Asf, en nuestro caso para elegir ()* se seleccionarian las filas

y columnas de {) correspondientes a un modelo alternativo MARMA (p +r,qg )

cuando ¥ >s &8 a un modelo. MARMA (p g +s) cuando s r.
3.1.8. Conclusiones.-

. A
18) La invarianza del estadistico Sirespecto a la eleccidén de il ya ha

sido vistaen elcapitulo anterior; con lec que se llega a idénticas conclu
siones en el sentido de que el "score test" para contrastar la hipdtesis’
nula de que el modelo es MARMA (p ,q ) frente a la alternativa MARMA

(é +m,q')esasint6ticamente equivalente al que resulta de contrastar la m;é

md hipStesis nula frente a la alternativa MARMA (p ,q +m).(resultado del
Teorema 2(2.5.06)).

22) Teniendo en cuenta lo anterior, como el estadistico S no estd afec
tado por la estructura del modelo alternativo, para estudiar la potenciadel
test, se hard usando la distribucidn de S:bajo la sucesidn Pitman de hipd
tesis alternativas, donde se hace uso del teorema enunciado en (3.1.4),

¢ Kohn,. 1979),

Dado m, la potencia del test dependex3d solamehte de

Koz T HIWQ H)Y WS
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cuyo valor resulta al contrastar una hipdtesis nula frente a cualquier
hipStesis alternativa identificada implicitamente en la eleccidn de la
submatriz {1* de {1, valor que sin embargo, es igual al que se obtiene

cuando contrastamos H_ frente a una hipdtesis alternativa no identifica

o}
ble como MARMA (p +r, q +s).

Manipulando oN y H, podremos elegir valores de_{ y de los coefi-
cientes de los polinomios matriciales adicionales en la hipdtesis alter-
nativa implicita por la eleccidn de{l* de forma tal que el valor de‘k0

sea igual, sea cual sea,la matriz 17 seleccionada.

Asi definiremos una clase de hipdtesis alternativas locales que
convergen a la hipdtesis nula, porloque la falta deidentificabilidad de la
hipStesis MARMA (p +r,q +s) no debe dar como resultado una pérdida de

potencia del "score test", en este caso.

AsT cualquier hipdtesis alternativa, seri localmente equivalente
a otra que pertenezca a la misma clase, es por ello que la hipStesis al~-
s ' ' g . 2
ternativa MARMA (p +r,q +s) puede escribirse en funcidn de solo (p +gq +m)v

pardmetros en vez de (p +q +r+s)v2.

32) Como conclusidn final la conducta del estadistico Sﬁdepende solo de la

hipdtesis nula fijada y del valor de m y no de la forma particular de la

hipStesis alternativa.
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©3.2.- ESTADISTICO PORTMANTEAU PARA MODELOS MARMA.-

Sea el modelo (3,1) , 1la ide; fundamental ahora es qontrastarmedianteel
"estadistico portmanteau”la hipStesis nula de que el modelo es MARMA(p ,q ).
frente a la hipStesis alternativa de que el modelo es~MARMA(§ /g +s),
ﬁéré con posterioridad demostrar que este estadistico es asintdticamente

equivalente al hallado mediante el "score test" donde
S AL A

L, T~ ST A S t A-0F
| S=EnT QT =X HIQOTH A
T s N 2
es en este caso funcidn de los uUltimos v m, con m=s, elementcs del vector

de "scores",pertenecientes a los coeficientes extras del modelo alternati-

Vo,y a su matriz de covarianzas condicional Q
e Me

3.2.1.- CALCULO DEL SCORE TEST PARA CONTRASTAR UN MODELO MARMA (p.,q )

FRENTE A UN MODELO MARMA (p ,q +s).-

En este caso si tenemos en cuenta el resultado(B.T-SS) deA;Jéi_

solo se necesita la parte correspondiente a las derivadas de 'aft respecto

1 ) i cqee .
a las matr1ces§fql+1, '?}§.+s

Definicidn.-
n — ] ®
Sean _ C,=n" L 3, 5’; T . matrices cuadradas
t= para K = 0,1....
-, 1/2 ] L . .
Yv una matriz triangular inferior tal que X At
. /2 3
Co=V (V™)
2.1~ Proposicidon. - .

1

- = . - . . —
El subvector de "scores", 5 (©), es asintdticamente igual a n D.Y

. donde
o = ¥ . . - ]
r:vec(R,‘ Pt R‘m>= V(D) ® vec Ro

siendo

-4, At .
RK= vV 2 CK (\/ /2) parak = 1,....,m
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y donde

D= ‘B»‘n;m (21 V7o (6"(;))' v"))

siendo m = s ,en este caso, y E~—'0 cuando m y n tienden a infinito

Demostracion.-

' El subvector de scores es
4

n ] -
BB)=L, D'V 3,

donde

"94 ja* = —‘Pq m(z) ®3F, '©D "(z)
siendo o

5! ’ 7' + , m\

. - \Pq;m(z>: A \?m(z)-_—(zq 4/..../Zq+ )
y '

- 9*:—.V€-C(§_}q+1:.'....:‘ @'c‘ *m)
luego .

n

HBY =L (¥ mlz)e T8 7))V

En todo lo anterior y en lo que sigue se supone que el vector'3£

se calcula supuesta la hipdtesis nula cierta, es decir el modelo serd

#(®) X, = 8(8) 3,

con
m - .
L Bk a4k =0
K=gq 34

ahora como ft by NE
: a 2 PLAAN
V=22t RIS FRRSvOS

se sigue que
A

- Ny —- Yo
(3.2.1.1) s1=—z;(-‘?q,m(2\)®8t®(9 EAN’ ) Vg

ahora como,teniendo en cuenta la definiéién de F__ (Apéndice, A.1.1)
; 4_./ - 3 A s
D=, (27V e ®" ) W™ )=
o vy ** 4/2 —~4 W /-4/2 !
=P, %) 22V Ze®@7(2) (V)

se tiene que
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- Dr=(fntm® 2 V2 a® (@) (V%)) (F.00 vee )=
=(z9 $ fmeove ("3"(2)}. (Vow)‘>(‘(}'m ® ve~c. Rb" '

= 29 % Fm I © [ (V%0 (87(2) (V%)) vec R =

f

mPgm ® vee (97 () (V") RV YY) =
=m.;€’q.m ® vec((‘e"(zﬂ‘ (\/'4/"\}' \j""i’ C'O(V-‘/z)' v'wz):

- § n
=m¥qm ® veCUEJ(Z“\) VAR t’g‘ T 3=

e

n - ; ' -
= E.:f fam @ vec ((87(=)) V*E, B) =

ot

fl
3|3
i M;s

woL(3, 2 (9)) vec (v'a)]=

n - L
. m S NP = LA SN e
= 5 (Qm) D3, @ 197z V' &,

luego

cD*
*

nDy¥ =m 34

asi cuando ne——-e-oc y M _ _ implica que nDF es asintdticamente igual
n

a s, lueqgo ; Dr = n S' como queriamos demostrar
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» .

© 3.2.2.- Distribucidn asintStica del estadistico S:

Al demostrar que . g es asintSticamente igual an br , aplicando

el Teorema de Billingsley para martingalas . (1968) se sigue que

como

L R A

st L NG, Q)

entonces también

n2pr Ly, N\(gr nf“"/“"'b '
luego

Gaan  ntT = L NG, U Qg )

S

YPeniendo en cuenta este resultado se sigue 1la siguiente
“Proposicidn.-

: . . 1/2%- .
La matriz de covarianzas de n / r puede tomarse aproximadamente

como la matriz idempotente e

Tan-E(EE)E

’siendo
| E'=(gE,)
donde y
, =%, (Ko VR oo () (V)
| E,=¥q m (V70 ©7') (v "2)')
* Demostracidn.-

En este contraste de hipStesis la matriz de varianzas de los para-

metros del modelo toma la forma particular

Fop (kVK*s (V0 \/@aeve')”,

oS- e ————— — =t —
r
¥

¥Fo s(kve®ve)’)

ﬁ;
vq_ /\ / & 9\ ,9_)-1“

ﬂ’nﬁ-ﬂ‘ﬂ

donde

!
—_ _:_3:-3\@“ A-Pu,as q':qu‘n
|
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Ahora la matriz inversa de fl , en-este caso existe, serid

Qo —— e P ;: =
R g T

pero al ser ﬁlyue}Lela matriz inversa de la submatriz de dimensidn
m v2 X m v2 inferior derecha de la inversa de (L , Se tiene que serd

una submatriz de
_» Faq 'chq' %P qu‘
Empezamos a desarrollar en primer lugar la matriz I, 2,-P

e (EEY" E =, (E (I-R) EI} € (1-R) +
M E;{ E. (I-R) E')\.}- E,(1-P) =R+ Ry,

donde

siendo

LI ¢ : L Q- t JAY
E, "?—P ol ) Fe () EzEz'?’g m()‘f‘q mi
' i ty =1 ] ~ ! -t
Bhora teniendo en cuenta las propiedades de la transformacién F, dadas en el

: Apéndice se sigue que
. , . 4/ '_ ’ \“:‘.\._{/ \‘I\
(3.2.2.2) E4 E'4 ‘—'?:.Pmk"K(z)\/ 13(\9’ 4«.'\2\)1; o 2/ -
1/5\' -1/2 _4 S
%—mp (_(V /z) K' ®V o (Z)) =
RN

3 ! f‘ _4‘/@\\. ;=1 { >
=m¥ep (K2 VK ID® (§2) v 82

ogh

Andlogamente

£, =% T e v e@ @) (v)).-

.‘('ﬁ‘ ﬂ* ®(V‘/7_)‘® VR& (9-1(1))
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luego

(3.2.2.3) E,E,=m¥ q (\/ e (9 (2)) Ve (@)

R E =m%e (K Ve @ v'eT@)
v EEemT e (VKR e (9 @) v e R)

entonces

[ P

(3.2.2.4) P'x: E, (E, E)) Ed‘-ﬁ':np ( )‘;1\— TFFP L ) pL\?m( \

y aplicando las propiedades de la funcién F del Apéndice se obtiene qﬁe
i, = nn (‘?”W\QP ) QE \% @ I ®l )
m‘(‘ ‘P ®I®I)‘
pm Tem Y v

' anadlogamente

Foq ()Tl )

€3.2.2.5) Pz,::E;_,(Ez EIQ)’ E1 =%:mc‘

y de nuevo aplicando las propiedades de la funcidn F se tiene que

—t—

— e - %\ '0- : X s - _
@G 4T e e )-
=m H% \?ﬂm\‘«l ® Ly

ahora como

(3.2.2.6) T

vm-E (EEYTE = T -, {E,(I-P)E'} E(I-P)+
BB -PEY B (1-P)=Tpn-E (EEI-EREY
(E-E P+ E, (§E-E,PE, ) (£,-EP)

" 8i tenemos . en cuenta los resultados anteriores (3.2.2.2) , (3.2.2.3)

(3.2.2.4) y (3.2.2.5), se verifica que
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(3.2.2,7)

: “P1/7_ = E-'4 (E4 (T 'Pz) Eirﬁ)- E»\ (I—' Pz.\: mJ (ﬁm ‘?;Tf“@’fv ®TV)

-y andlogamente

(3.2.2.8) S .
V= g b\~ TR I IS
con las propiedades siguientes:

2 V. ' '
P1/2=P4/2 } ‘P4/1E'4:E1 ' p“/z Ez‘Q/ ﬁ;zpﬁw

Pup P=0 P, P:z/1 :Q , P, =F - Py Py etc....

'y sustituyendo en (3.2.2.6) se tiene que

(3.2.2.9) I-P =T -Py-Py=

Por otra parte si desarrollamos la matriz de covarianzas de

1 - -1
/2 r r €esto es, D ! ’Q'/“‘e}LeD 1)/se tiene que como

0 pp &7 < e

(T8 @ e (' o v = e (Tnlle 29V

e — £ o -—¥ w3 t “
Cte (‘qu‘f)q:;@v@ @ ve)™) ) cre (S tma @ WY on V 2)

va que laswbmatriz. ()} Moo es una submatriz de
‘ ’ riz

$q fo oveeve)”

0 Qﬂeﬁe(D’U
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se puede poner en la‘forma
—r e 3
(3.2.2.10) Cte ( 9m € GIV®IV)
En todo lo anterior se hace uyso de las propiedades del producto tensorial

de matrices y de la :aplicacidn Fé T’ y.'se obtiene que
’

D™ Qe (O = I n-E'(EEV'E

con lo que queda demostrada la proposicidn .

"Proposicidn 2.-

-1
La matriz Ivzm—E'(EE') 'E es de rango vz(m—p ~q ).

‘Demostracidn.- .

Sea
E:.E_‘_.
‘ E.
- luego -t
' Pvth i
) E=[E: : 7'.] mv?

- - ) (] . [y i - ‘ 2
es una matriz particionada con dimensién (Ker E ) = 0,al ser la apli-

cacidn lineal asociada,inyectiva,y tal que

.

!
Imagen E = Imagen E: & Imagen E2

.y como
P=E'(EE')"E y  R=g(5E)E,

entonces

_ ! 1y -
P‘lz—E4 {E4 (I— Pa.) E, } E, (I—Q,_)
es un proyector de imagen (E') sobre imagen (E;) a lo large de imagen
! . . . .
(Eé) Y si existe matriz inversa de EJ(vaz)E; entonces el proyector P

2

es ortogonal.
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' - ‘ ' A
Lo anterior significa que \V, P, € Imagen (Ejl se verifica que

E{E(I-DEY &(I-R)g=5 v -
E{E(-R)E} g (I-) 5=5 .
nalogamen ( ' 'Y -
A game te | P2/4=E1{EZ‘(I'P1) Ezlj El(I—Pq)
€es un proyector de Imagen (E') sobre Imagen (E;) a lo largo de Imagen
(E;) luego V 5’2 e Imagen (E;) se verifica que
| Bl (-r)E )} § (I-P)E =5
mientras que ‘
g5 {E (-P)E )} E(I-P) =5

por lo anterior se tiene que

VF e Imagen (E') = Imagen (E,) . Imagen (E)) = B,+F,
@2.2.0{1-E' (€ eV e} 5 = 1 -{ B} (E(-R) €)Y 'E (-85 -
E (Ey-(1-P)E, )V E (I-P) Y5 =3 -7 -6 =7

anslogamente(322.12) { 1-E' (EE)'E} 5 =3,-5-5. =0

2, s 3 2 . - 1
2 En la ecuacidn vectorial(3.22.1t)hay p v, la dimensidn de E,6 es
mvV x p2,'autovectores asociados a p v2 autovalores nulos. '

. 2 . 2 .
En la ecuacidn vectorial(3.2.2.12)hay q v autovectores asociados

H

2 2
5, €8 WV X g V.

a otros tantos autovalores nulos, ya que la dimensidén de E
De ambas ecuaciones vectoriales se deduce que
t -1 2 2 2
rango (I-E (EE') T E) = v'm-p v —q Vv

como queriamos probar.

~=Consecuencia de las proposiciones 1 y 2.

Teniendo en cuenta que

-1 n-—1 _ [ v, -1
D ﬂﬁe#e(D> =~ I -E(EE) E

siendo el rango de las matrices igual a

2 2 2
vVm-v'p ~v g

Yy de que
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A - L
n1/2r

-1 i
NW©O,D e RN
como también

~ -1/2 2.
n1/2D r—----——n/2 £
, oo
se tiene que

-1a. - A Ay - - A
(3.2.2.13) s=n120r % nt' (1, -E' (eE")TE)

N-sco

luego se distribuye.asintéticamente segiin una 3E2v2(m_é -q )

3.2.3.~- Equivalencia asintdtica de los estadisticos.sty 0O-

Proposicidn.-

Como consecuencia de la idempotencia de la matriz
b 1 -1
Ivzm-E (EE') E
' se deduce que una eleccién vilida de la matriz generalizada inversa de esta

matriz vendra dada por la matriz identidad.

‘Demostraciéni-

Sea
P=1,-E (') E
V2m

de forma tal que

como ademis E'(‘EE')'1 =g

es una matriz inversa Moore-Penrose (Pollock, 1980), de forma tal que

EE?*.=_I

Y que
‘ +

EE=E (E') E

1l

" es simétrica.
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]

P, luego una

P2 = P, como

- §1 definimos P = (I?E*'E)v de forma tal que PP P

eleccidn vélida,parakf‘es la matriz identidad, pues PIP

querfamos probar,

»
*

. .
‘Consecuencias,. -

1) Al considerar

* S
B — r
C Nesoo

con lo que se obtiene una versidn multivariante de &ste estadistico -

2) Otra consecuencia de lo anterior, es que para m>1 y finito un
test"portmanteau" basado en las autocorrelaciones y correlaciones cruza-

das residuales serd igual a un "score test" con los mismos grados de li-

bertad, cuando la hipdtesis alternativa sea MA(q +m), ya que en este ca-

so D= Imvzcon lo que

TP

L ﬁ\_lAs']
Q=8=n7tll
. ¢ M 'ue

e

. *
3.3.- CALCULO PRACTICO DEL ESTADISTICO S.DEL " SCORE TESTY

.3.3.1.- Construccidn de la regresidén auxiliar.
Con vistas a sistematizar el proceso de cilculo, enunciamos la

siguiente proposicién:

" Proposicidn.-

El estadistico Stes la suma de cuadrados explicada por una regresidn

generalizada minimo cuadritica de los residuos sobre las derivadas esti-

madas.



- 114 -

Demostracién.-

Sea - ’ Jé"
RPN v =93
W -(a,i T aceas ah)nnv Y D’t - Jg* 1a

matriz de derivadas respecto a los par@metros del modelo donde se puede

particionar dicha matriz en la forma

th( Ddt .: D‘Pt\)\lxm

donde las matrices

n - Jap. ) _J3,
R

son de dimensiones

2 42
vVXpyvV Yy vxqyv
Partimos entonces de las ecuaciones simultdneas de la regresidn
particular ~ Al = — A ' _
3.3.1:m F=V D, &+ & ¥t=t,....,n

que puestas en forma matricial se tiene

4 A4 -
J 3¢ _\{_94 1
» S ST
(3.3.1.2) = T 4
=] [ &
n 1
NVt =n ST Jayxa

6 en forma vectorial compacta
£._ A e —— ’ AT A~ ——
(3.3.1.3) w=Xore I, 8V TMe +€

A - — v ,..-o-(\ - - /\‘4
Ahora consideramos que E('Q")= o, que\/ar’\e) zpiee )= —L\’\®V

Y que la matriz de sensibilidad del modelo, M (,In & V_1)M , es regular ,

para lo que elegimos adecuadamente las matrices tde la matriz M, xm,

—

Un estimador eficiente de T ~ viene dado por

(3.3.1.4) 2 [ Aoy ST Ay Lo = [ *"‘gf&'
3.4 F={M(I,e V) AY M (1,0 V") & ={X Var (&) X
Y la parte de varianza explicada por la regresidn generalizada minimo

cuadritica viene dada por
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A

56" Kt 6)) (var(e;53?§ W' (T, o U™ LM ( I,,@V")P\}" %

/\ A

(1, eV (In @V)(Imv\(r eV ) MR (T,0V™ M} ML)

A V;\ A A l\-‘(,\“/\ AL -\ A -1A\/ n_/"\_
(1, @V M{A'(T,0V ‘)M} MR{M(T,eV ) MY M@ W=
A__ A /\ A } <1 A . A_{' .,\.
=g (I,eV™) M{ M {I,eV )My M(IeV )&
) A A Ay-4 A
puesto que la matriz M{ ( V )M} M
€S una matriz idempotentg
Si definimos a continuacidn
—- Pa ’ A —o— —/:’
—_—‘Qh R 9 _ luego ‘\;}‘ \? ®3
. .
A — A -—"* t
M= \Qh ® Dt y entonces M‘ =\fn ® Dt
podemos desarrollar tensorialmente S, en la forma siguiente:.
‘!
—u- -4 { “"* " -4\
-0-* - AN 4 A
(% ®Dt>\Ih®V9{\9n®& = Tne 3 VD).

f.,'/\_,‘,\ '1 oA, ALy A -4. A N oAy ~o D _
=£,4a4;v De (TTED';V g\ n E L Vo ay
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-3.4.~ APENDICE,

A.1.- Transformacidn F.

¥ - B .
Sea M(Z) el cuerpo de las series de potencias,con coeficientes
2 3 .

matrices reales de dimensién uxv , esto es

M,<z>={r:,gz>=§_g< 2"/ Des M

con
Kz-00
y con | . ;
T=1x st u=v
y sea

™M +(Z)=={ V(Z)eiM(Z)/,YK =0 Yk 40}

A1.1.Definicidn.~

La transformacién men es una aplicapién de la forma
Fnt M@ ; @

donde P es una matriz cuyo ~_ elemento i,} viene dado por la ma-

triz que es el coeficiente de P y dque pertenece a un conjunto de ma

trices banda .
En nuestro caso teniendo en cuenta la definicidn de nﬁ (Z)
de (% 1.6.1) se sigue que
O
_ K’ Y\ _.

- -~

§T“’ © = == -mma By (a1
o SR
=| | = (U3, D)=Fp Hy@ @By

| Boa(pt) == ~-- - qu(P -9)
ﬁn 9 (1 ‘J)

es el elemento de la matriz que esta en la fila (1-1)u+h y la columna

donde

(3-i)v+l , para i = 1,....,p i J=1eeeeg 7 he=l,...u ¥ 1=1,..,v
iw

’

i e

. *
siendo ‘(’q(z) la conjugada traspuesta de ‘eq(z) , donde 2 = e

\\
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luego

 Feg <’Vn§(23)= ?;(2) i @e hy @

A.2.~Propiedades de la transformacidén F.-

A2.1.~Propiedad 12 ,

. T:P"’l ( FW (2*4)):‘%—’;‘?( T;N (2)) A VW (2)e M (2)

pemostracidn:

Feqlny, (20)=Fpql °§_ x;K ) = Fq (£ By (027 =
—%q(z%w(«)z =T, ¥ o hﬂm

Ahora tenlendo en cuenta que

Byy (%) 3\6;\) ()

se tiene que A
Fpiqlly (z79)=(Fq Tplo Tyt

= (?q \?;* \K)) C:qu (235 con lo que queda probada -

A.2.2.~Propiedad 22

Sean

Th(® v Ay @ eM'(2)

si

. %PC] (/\\)(_}, (ZD’—'??; \‘3*2\@ T ym (K

se tiene que

qr'Pq (Y‘q;, (2) /\9@&» ?P \15 gz)} b= qk,\%\z
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Demostracidn:

TPQ (Tquz)/\%(zﬁ qr"?q (Z A Z Nsz *)=
¥ §&§° T A zs+*)=°ﬁ>q(gs IR SNORERE z8) =

=¥pq (Eo%o B (£) dgpp (00-E) 2w>;ﬁ>‘x @ﬁ’l(bcwﬁw}:

=Foq (500 2) Fpq (B9 )

donde
w = t¥s
Y | - |
‘\?q@(‘”}:t}; 23,79(*2) Jgﬁﬁw‘ﬂ ,
lﬁego | . ‘
- Foq (T @D Ay @)= "\’p‘?q NERANCE
= Yefe 9p4q el va(K>——%-(‘??\°F ®¥,y(K)

C(fptge @(K)> + k‘???( 9(253%'%3(/\94%(2»

puesto que

D = = =P 2 P\
o =(z,2%...,2 Yz,24... ,27)' =
:Z:’Z—+"“+2PZP:P

ya que '
zZ=1 como queriamos demostrar

A.2.3~Propiedad 32 ,

Para todo \"Ym (z)e M+(Z> y tal que rrm (Z\ eM (Z)

_ se verifica para cada p, que

‘TPP r")” (z)> P %:?P (Y‘y]rl(z))
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Demostracidn:

K>> = “VFF (Vm‘z’)

H

7~
»€>
<><

T o*
Lo anterior es debido a que la matriz ( ?\QF) es de la forma
5 4234~ 7

T ' -2 =p %\1‘

(‘g?\ep):(z/ 22,..../2P> (Z/Zr.-",z ) = [ \\ ~
: \\\
b p-g \\;\ |
y AP 1]

Mmatriz no invertible y tal que
B v ol S N -*~°';;

— e\ e e

(o950 =t %0

. *
(% %)

la matriz conjugada traspgesta de (?; ?;)

Yy que -

siendo

Juego -

es una matriz hermitica.

—&_

Si llamamos A = CF€P %;), se tiene que A2 = pA. .y ademis A = A%,

luego A* A = pA y multiplicando a la izquierda por A se tiene que

A,A*A=pA2=p2A

luego
A*
A 5 A=A
P
luego
A®
2
p

es una matriz ééneralizada inversa de A, luego queda demostrada la pro-

piedad.
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A.2.4-Propiedad 42 .,

Para todo Fw (z) ¢ /\W)_’(z)‘e M+ (Z-B

si definimos

W:‘Qw (V,)\)(Z))‘-': Lim Erﬁ'\)‘) (z))

(et ©O

Fop (Nyp@D=Lim Frp(Aja(2)
éntonces _ ‘
3—:(“9 (r99(2-1),/\§$(z)):ﬁco<r\)g (2_4»0‘{;;0 (/\9[5(2\/>é
'—LLm__(“ﬁ{r( 3 (2 Frp (A 2)

Y= oo

Demostracidn:

Teniendo en cuenta la propiedad :gi se verifica que:
Fep(hyy 2 /\g,bkz»:%—cﬁm (T @) Fap (Ayp ()=
::%(:?;35; ® ¥y, (K) (:&—ﬂ*@: T m(m} -
=L 995 T I 8%y, (K Tya(0 = Fe 4, (0 Typli)=
=lim—t P ¥ % I @ xw (K) TyplK) =

Femoo |

-

:L»m"‘g_“ (‘Qq \QY‘ ®\‘SW >(\?\«~\Q P ® 7:\)(/5\‘&))"

y—co' .

:'L'Lm-jr—: (‘r‘ (er (Z)) QFY‘_P ( /\\)/5 (z)}j; =

Y'—-»Oov

= Ltm—?;—( e Gy (2) Feo (A3 () )

Yew 20

Donde hemos aplicado el resultado obtenido obtenido en la propiedad

1=, ‘con lo cual gqueda terminada la demostracidn.
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. A.3.- Algunos resultados de dlgebra tensorial

A.3.1.-
V= ENEN . o s
Sea ——tz1 la matriz definida en (3.2.1),entonces
Jve_ 14 J}:(auat) 1 s (4T NS5, S
> = @ ! k-+—-§£ 3, "T"‘
+———Z(I@a)fat }:(a\E@I\,)D,c T (T, 0F,)0D,
buesto que el seguncdo sumando es el vector nulo.
A.3.2.-
, n .#
Si partimos de que. Ed t es una constante , derivando
esta igualdad respecto de se obtiene:
J 533 JSY 31, E J(t)
. =4 _:’ t :-___t:(___t_v___i'_:z((Iva )
Jo S&
c N —
- e JIV : = Jat‘_ —

pero como el segundo sumando es la matriz nula, se tiene cue :

S _ &

Jé’ -/ -
X(3,s1) Jg“* 19 gt) Jo

luego

— ? - - —! __._P
3 8;: Dt + 3 3¢ Dt‘= O , luego > at D,-C——Q

1xm

y de aqui se deduce que
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