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Los problemas de programacibén entera han experimentado un
importante desarrollo en las dos Wltimas décadas, y sus
aplicaciones se han extendido a miltiples campos, si bien es
cierto que, con bastante frecuencia, los desarrollos peéricos
resultan parcialmente satisfactorios en sus aplicaciones, debido
a que la mayoria de los problemas enteros resultan ser
NP-completos o NP-duros.

Las primeras aplicaciones de la programacién entera fueron
desarrolladas por Dantzing en 1954 y por Markowitz y Manne en
1957; éstas sirvieron de base a Gomory en 1958 para desarrollar
el primer método de planos de corte finito para el caso entefo
puro, y en 1960 al caéo entero mixto. Inspirado en la idea de
los planos de corte, aparecieron postgriormente los métodos
asintéticos. |

En 1965, Bertier y Roy presentan el primef trahajo tedrico
general de los métodos de ramificacién y acotacidén, que
experimentarian un gran auge en los afios siguientes con Balas vy
Mitten. ﬁn caso particular de estos métodos, son los de
"enumeracidn implicita; que fueron iniciados por Balas y Glover en
1965 y después por Geoffrion, y. que 'Son aplicables a los
problemas cero-uno.

Desde estos planteamientos iniciales, numerosos autores han
ampliado 1los métodos anteriores y desarrollado otros nuevos, '
basados fundamentalmente en el élgebr; de Boole, 1la teoria dé
grupos y la relajacidn lagrangiana (Geoffrion,1974 ' y

Shapiro,1980); algunos resultados muy alentadores proceden”



también de la aplicacién de determinados heuristicos a problemas
de algin tipo concreto.

La complejidad de 1la mayoria de los problemas de
programacién entera h& sido establecida recientemente en los
trabajos de Gurari (1977), Karp (1975), Sahni (1976) y otros.

El problema que planteamos en nuestro trabajo es la bisqueda
de los puntos eficientes enteros de un poliedro, aplicando una
generalizacidén de los métodos de enumeracién implicita y usando
estructuras dinamicas.

Dichos bmétodos enumerativos son desarrollados para ser
aplicados a problemas lineales aunque no sean del tipo éero—uno,
y la enumeracién implicita se hace sobre un entorno de la
superficie eficiente del poliearo.

La obtencidén de los puntos eficientes, exige disponer de
estructuras dinadmicas de datos adecuadas, que filtren dichos
puntos de entre los enumerados, para que en cada momento, el
espacio requerido sea minimo.

Las dificultades Aue aparecen en el proceso, aparte del
manejo de las estructuras de datos, eé que no sabemos si el
conjunto de puntos de coordenadas enteras, pertenecientes al
poliedro, ‘es no vacio, y si asi fuese, tampocovsabemds la
frecuencia con que aparécen dichos pﬁntos. 'En algunos casos, que
llamaremos poliedros denso enteros, se demuestra que puede
pasarse de un punto a otro por un camino interior al poliedro,
pero en los casos que pueda plantearse la duda de que los puntos
enteros estén aislados o no existan, h?bré que estudiar nuevos
procedimientos y demostrar que con ellos, la accesibilidad a

cualquier punto eficiente de coordenadas enteras esta

garantizada.



En el capitulo 1, hacemos una revisién de las estructuras
dindmicas de datos que han sido utilizadas en otros problemas de
bisqueda multidimensiopal, fundamentalmente, listas lineales,
arboles ordenados, g-arboles y kd-arboles.

En el capitulo 2, aplicamos las estructuras anteriores a 1la
localizacidén de puntos eficientes, y se hace un estudio del
rendimiento de cada una de ellas obteniéndose el kd-arbol como la
estructura.més eficiente en nuestro problema.

En el capitulo 3, demostramos que paratlos poliedros‘ denso
enteros, podemos partir de cualquier punto factible y siguiendo
un camino uno a uno direccional contenido en el poliedro, podemos
llegar a cualquier punto eficiente entero; a lo largo de dicho
camino, los puntos visitados seran almacenados en una estructura
kd-drbol de forma que al terminar la enumeracién la estructura
tiene almacenada todos los puntos eficientes enteros.

Para poliedros mis generales el proceso se complica debido a
que puede que no existan puntos enteros factibles, o que estén
aislados en el poliedyb; en este caso, estudiamos distintas
relajaciones que permitirén‘ obtener sus puntos eficientes
enteros, o detectar si no existe ninguno; siguiendo un camino uno -
a uno direccional.contenido en el poliedro relajado; los puntos
visitados que sean factibles iran a la estructura kd-arbol que
almacenarad los puntos eficientes.

Dada la complejidad, anteriormente citada, de los problemas
enteros, si el poliedro tuviese un numero muy'elevado de puntos
factibles enteros, el proceso podria hacerse muy largo, pero

. . . :
entonces podemos aplicar los procedimientos estudiados a zonas

definidas por unos margenes de variacién para cada wuna de las

coordenadas.
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Estructuras dindmicas



1.1.- Introduccién

Cuéndo en la resolucién de un problema se requiere el uso
del ordenador, necesitamos con frecuencia, almacenar conjuntos de
datos en una estructura apropiada con el fin de que las consultas
y actualizaciones puedan ser hechasv con la mayor eficiencia
posible. En este sentido, dos tipos ‘de eficiencia: son
particularmente importantes:

i.- La cantidad de tiempo necesario
ii.~- El1 volumen de memoria que ocuparemos

Estas ideas, que hasta hace pocos afios dependian de 1la
particular habilidad de cada individuo, se han ido sistematizando
y analizando en conexidén con los algoritmos utilizados, formando
una rama denominada "Disefio j andlisis de algoritmos".

En el objetivo de minimizér ambos conceptos las estructuras
desempefian un papel fundamental como veremos a lo largo de este
éapitulo. Estas estructuras podemos clasificarlas en dos tipos:
estidticas y dindmicas, aunque en ocasiones, suele considerarse un
tercer tipo mezcla de los dos anteriorés, las estructuras
semidindmicas. |

Las estructuras estiticas son construidas para un conjunto
fijo de elementos, sobre el que unicamente pueden hacerse
consultas; su complejidad se mide por el tieﬁpo de construcciédn,
memoria ocupada y tiempo de consulta.

Las estructuras dinadmicas permiten' inserciones y borrados de

elementos; su complejidad se mide por el tiempo de actualizacién;

tiempo de consulta y volumen de memoria ocupada. S



Desde que en 1975 se introduce la 1llamada Geometria
Computacional, el uso de las estructuras dinamicas para las
bisquedas multidimensionales han experimentado un gran

desarrollo.

En este capitulo haremos una somera revisién de las

estructuras estaticas fundamentales:

- Datos individuales

- Matrices

Registros

Conjuntos

Ficheros

y haremos un estudio mis detallado de las estructuras dindmicas:

- De reconstruccién local
- De reconstruccién parcial
- De reconstruccién total
aunque nos limitaremos al estudio de las dos primeras ya que el
tipo tercero resulta, en general, poco eficiente.
Antes de iniciar el estudio de las estructuras, daremos unas
claves sobre la notacidén y parte del vocabulério que emplearemos;

Si x es un niimero real usaremos:

(x] redondeo al entero mis préximo a x
[x] menor nimero entero mayor o igual que x o redondeo por
exceso de x

|x] mayor nimero entero menor o igual que x o redondeo por

defecto de x -

Si X(xl,xz,...xn) es un punto de R



('[xlj ’ [le yoo [xn])
( [xl] R sz] yose [xh]?
,( [xlj ’ P‘z] rece l"np

(x]
[x
Ix}

1]

El concepto de tiempo medio conviene precisarlo; si una
estructﬁra tiene en el momento presente n elementos, diremos que
permite actualizaqiones en un tiempo medio F(n), cuando con cada
actualizacidn e*iste un numero n° tal que el total de tiempo
necesario para esta actualizacién y todas las n’-1 anteriores
esta acotade por n’F{n), es decir, F(n) acotaria el valor medio
del tiempo empleado en las n’-1 actualizaciones precedentes y 1la
actual, bien sean inserciones o borrados o mezcla de ambas.

Esta definicién cubre la mayoria de 1las definiciones de
tiempo medio en la 1literatura sobre estructuras dindmicas de
datos. Algunas definiciones pretenden tener en cuenta todas 1las
actualizaciones N, habidas hasta el momento (n”=N seria este
valor y por consiguiente un caso particular del anterior); pero
esta definicién referida a N es muy débil pues pensemos en una
estructura que tuviese muchos mis puntos en el pasado que en el
presente,

Las cotas de eficiencia de las estructuraé de datos son en
general, expresadas en términos de n que seria él nimero da
puntos presentes del conjunto. A veces, las cotas son expresadas
en términos de m que indicaré el méximo numero de elementos que
ha tenido el conjunto; también suele expresarse en términos de":N
que representaria el nimero de actualizaciones habidas desde que
se iniciara la estructura vac{ia. '

Para la estimacién de cotas usaremos las siguientes-

notaciones; sea f(n) y g(n) dos funciones enteras para n ;;0:’

-
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g(n) es 0(f(n)) si existe una constante ¢ tal que
g(n) < cf(n)
g(n) esfNl(f(n)) si existe una constante ¢ > 0 tal que
g(n) 2 cf(n)
g(n) es G{f(n)) si existen constantes c,d con c¢2> 0 tal
que cf(n) ¢ g(n) L df(n)
g(n) es p(f(n))_ si para toda constante c >0 es

g(n) < cf(n)
Ademas, si S es una estructura de datos con n puntos

Q (n) serd el tiempo necesario para'realizar una consulta
sobre S

P (n) el tiempo necesario para construir S

D (n) el tiempo necesario para borrar un elemento de S

M (n) la cantidad de memoria ocupada por S

Supbndremos que ‘todas 1aé funciones anteriores son no
decrecientes,‘ auﬁque seran funciones "smooth", es decir,
verificardn que £(0(n))=0(f(n)). '

Todas estas cotas seridn consideradas en el peor de 1los

casos; cuando usemos tiempos medios lo indicaremos expresamente.

1.2.- Estructuras estiticas

» ‘ * .
Las estructuras estaticas fundamentales son las siguientes:

a.- Datos individuales: usualmente son nimeros enteros,



reales o complejos, caracteres o cadenas de caracteres y datos

booleanos.

b.- Matrices: son ordenaciones de datos individuales, de un
mismo tipo en una, dos o mias dimensiones.

c.- Registros: son estructuras que pueden contener datos de
distintos tipos.
' d.; ConjuAtos: son estructuras que contienen datos de un
mismo tipo y tales que las operaciones definidas entre ellos son
las propias de los conjuntos: unién, interseccién, diferencia y
la relacién de pertenencia.

e.-Ficheros: la caracteristica fundamental de las
estructuras anteriores es sui cardinalidad finita, por lo que
presentan pocas dificultades de implementacidén. Los ficheros son
estructuras mas avanzadas dado que su tamafio puede crecer
imprevisiblemente y, de alguna manera, deben disponer de algin
sistema de asignacién dindmica de memoria que permita ir
archivando nuevos valores o que 1libere memoria si desapareceq

elementos. .

~

Existen tres tipos fundamentales de ficheros:

el.- Secuenciales: en este tipo de ficheros, los elementos
se van guardando uno a continuacidén de otro como si fuese
una pila:
elemento 1

elemento 2 :

elemento k .



Un.elemento nuevo debe colocarse, tras el ultimo que
ya estaba en el fichero y solo podémos borrar por el
final. Podemos hacer consultas sobre todos 1los demas
elementos "secuencialmente" pero no hacer inserciones o
borrados ya que esto solamente puede hacerse por el
final. - '

El espacio ocupado en cada momento corresponde a los
elementos del fichero, de manera que, si llegan'nuevos
elementos el espacio aumenta y si se borran, el espacio
ocupado por el fichero disminuye.

e2.- Acceso directo: en estos ficheros; cada elemento tiene
un indice que habitualmente sigue el orden natural, no
permitiendo actualizaciones intermedias; la ventaja
fundamental es que para efectuar consultas, el indice que
precede a cada elemento permite localizarlo directamente.
e3.~- Secuenciales indexados: en este caso, las claves
indices no tienen que ser consecuti?as; los elementcs se
almacenan por claves sin. que importe el orden de entrada.
Permiten insertar claves intermedias entre dés no
consecutivas y efectuar el borrado de claves. No
obstante, tienen el problema de un gran movimiento de
informacién en las inserciones y borrados intermedios, lo
que hace que estas actualizaciones,‘aunqué permitidas, no
sean eficientes, haciendo que lla estructura sea

inapropiada en problemas de actualizaciones frecuentes.



1.3.- Estructuras dindmicas locales

1.3.1.- Fundamentos de las estructuras dinamicas

Las estruéturas estiticas no pueden'variar a lo largo de un
proceso y esto da lugaf a serias dificultades; asi por ejemplo,
si en un vector de N componentes queremos guardar N elementos de
forma que queden ordenados segin su posicién sobre el vector de
‘menor a mayor, cada vez que insertemos un elemento nos veremos
obligados a desplazar una posicién a la derecha todos los ya
insertados que sean mayores que él; esta | cantidad de
desplazamientos es el primer problema que se plantea, dado que
para un N grande puede suponer un conéumo de tiempo considerable.

ﬂn segundo problema es, que una vez almacenados los N
elementos ordenados, no podemos insertar ningin elemento mﬁs
sobre ese vector, dado que 1la reser?a de las N componen£es es
inalterable en el proceso. .

El tercer problema es, que si a 1lo largé de una tarea,-
debemos repetir el proceso de ordenacién anterior para un nimero
de elementos menor que N, la reserva de memoria serid de N
posiciones elementales en cada momento, lo que hace que para
valores mucho menores que N 1la estructura no sea eficiente,
debido a 1la desproporcidn existente entre lo necesario y:10v
reservado. o

Estos tres problemas quedan resueltos si ‘usamos una

L

estructura dinamica cuya propiedad fundamental es que puede

variar de tamafio dentro de un proceso, eficientemente; estas



estructuras no tienen asignada una cantidad fija de memoria, sino
que hay una asignacién dindmica en la que a cada elemento nuevo
se le asigna una direccién en el momento de ser introducido; de
esta forma, cada elemento puede ser almacenado con 1la direccidn
del elemento qué le.sigue; asi, los elementos:

e < e, <,'e'3 <'g4

quedarian:

----- »| e s-[~—-==>| eyl *f----->| eg| o-f----->| ] o

de esta manera si x es un elemento a insertar tal que e2<: X <:e3

todo se reduce a un cambio de direcciones:

————— =| e| o—f-—--->|e,| o a2l 3| * -] &

Y /
\ 7/

&

b

®
N

esto seria un ejemplo de una lista ordenada enlazada, cuyo tamafio
puede variar sin mias que cambiar determinadas direcciones.

1.3.2.- Estructuras de reconstruccién local

Son estructuras en las que cualquier tipo de éctualizacién
solo exige una reordenacidén local de alguna de sus direcciones;
estas estructuras éon}fundamentalmente, las 1listas. linealés y
ciertos tipos de Arboles. |

En las listas lineales, una actuélizaéién, sea insercién o
borrado, solo supone la reorientacién de una (borrado) o dos
(insercién) direcciones; son pues, estructuras de reconstruccién
local para cualquier conjunto de e¢lementos en el que haya
definida una relacién de orden total, por 1lo que puede ser

aplicado al caso en que 1los elementos son vectores usando el .
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orden lexicografico.

Para el estudio de los irboles daremos previamente algunas
definiciones; un arbol se define por:

i.- La eétructura vacia

ii.- La que resulta de afiadir un elemento (que se 1llamara
n&do) a un numero finito de érbéles (que l1llamaremos
subirboles).

Podemos adoptar una definicién de 4rbol mas explicita,
diciendo que un arbol es un conjunto finito T de uno o mas nodos
tales que: |

) i.- Existe un nodo especial llamado raiz del Aarbol
ii.- Los nodos restantes estdan agrupaaos en m conjuntos
disjuntos (m > 0) TysTyseeesTy ¥ cada uno de estos
conjuntos es a su vez un arbol. Los Aarbole Ti’ i=1,...,m
se llaman subidrboles de la raiz.

Es evidente, segin la definicién recursiva anterior que cada
nodo de un A&4rbol es la raiz de algin subdrbol contenido en el
arbol total. : | o

Grado de un nodo es el nimero de subarboles que tiene;‘ un
nodo de grado cero se llama nodo terminal u hoja; un nodo no
terminal lo llamaremos nodo interior.

El nivel de un 4rbol se define por:

i.- La raiz del 4rbol tiene nivel‘l

ii.- Si un nodo tiené nivel k, laé-raices de sus subarboles
tienen nivel k+1.v

Un nodo y es descendiente de otro x si y pertenece al
subérbol de raiz x; en particular, y es descendiente directo de x

si y es raiz de algin subirbol de x.

Anidlogamente se define antecesor y antecesor directo.
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Segiin la definicién, si un nodo tiene nivel k, sus
descendientes directos tienen nivel k+l.

Profundidad o altura de un 4rbol, seria el miximo de los
niveles de todos los nodos del arbol.

Grado de un 4rbol es ei miximo de los grados de todos los
nodos del arbol.

Observemos que el nivel de un nodo, es el nimero de
segmentos a recorrer para llegar a él partiendo de la raiz y
suponiendo éue para llegar a la raiz hemos de recorrer uno de
.tales segmentos; en tal caso, ei nivel de un nodo x coincide con
la longitud de camino de x.

La longitud de camino interno de un A4rbol es 1la suma de
todas las longitudes de camino de cada uno de los nodos, es
decir: '

'fL =Zn0i
siendo n el nﬁme?o de nodos de; nivel i; la longitud de camino
medio es.

h C =L /n
siendo n el numero total de nodos del Aarbol

Un &arbol binario-es un arbol de grado dos, es decir, un
arbol binario es un conjunto finito de elementos llamados nodos,
que o bien estd vacio, o estd formado por un nodo 1llamado raiz
con dos Aarboles binarios.disjuntos; llamados subdrbol izquierdo y
derecho de la raiz.

Los arboles de grado superior a dos sueien 1lamarse -4rboles
multicaminos.

Arbol binario ordenado es aquel 'qﬁe para cada nodo se
verifica, que es mayor que los nodos del subirbol izquierdo y

menor que los del subérbol derecho; nuevamente vemos que un arbol
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binario ordenado es otra estructura capaz de contener un conjunto
de elementos con un orden total.

En este tipo de 4rbol, 1la bisqueda de un elemento x,
partiendo de la raiz, es inmediata comparando simplemente con el
nodo y sobre el que nos encontramos; si es y=x ya esta localizado
el elemento buscado; si x>y se continta la bisqueda sobre el
subidrbol derecho de y, mientras que si es x<y se harfia sobre el
izquierdo.

Para insertar un nuevo elemento x _en un A4rbol ordenado,

seguiremos un procedimiento anilogo al de bisqueda hasta llegar a.

un elemento y 2 x tal que:

o bien:

si x>y se obtendrian estructuras simétricas.

Para borrar un elemento x de un arbol ordenado procederiamos
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a su localizacién; si x tiene un tnico descendiente directo vy,
sustituiremos x por y, con lo que x queda eliminado; si x tiene
un subdrbol izquierdo y otro derecho no vacios, lo sustituiremos
por el nodo mis a la derecha del subirbol izquierdo o por el nodo
mids a la idzquierda del subirbol derecho; en cualquiera de los
casos, se ha hecho una reconstruccién local‘ y el Arbol queda
ordenado tras su actualizacion.

Veamos cual seria la longitud de camino media de un 4&rbol
ordenado con n elementos x14< Xy RIS . suponiendo que

cualquier distribucién es igualmente probable; uno de estos

casos:

x, es la raiz; el subarbol T1 tiene i-1 nodos y el T2 n-i nodos;

sea cj la longitud de camiﬁo media de un arbol con j nodos; lo

que buscamos es ¢ !

n’ S, serd la longitud de camino media del arbol

de n nodos y raiz X 3 asi pues:

c, = (E;cL )/n

pero los nodos del arbol de raiz X, pueden dividirse en tres
partes: los i-1 nodos de T1,que tienen una longitud de camino
media c. . +1 y la longitud de camino .interno (i—l)(ci_ +1); 1la

-1 1

raiz, cuya longitud  de camino es 1, y los n-i nodos de T2 cuya

longitud de camino media es c -; 1y longitud de camino interno

n

. +1).

(n-i)(e,_;

. - ]
Asi pues, la longitud de camino interno del &rbol de raiz X;

es:



(i-l)(ci

con lo que:

14

+1)+l+(n-i)(q +1)

-1 Nee

c = (Gi-1)(e, = +1)+t+(n-i)(c +1))/n
n _ L 2
c =i§;((i-l)(ci_l+1)+1+(n-i)(c _i+l))/n
L 2
= (n 4&;; ((i—l)(ci_1+l)+(n—i)(c _i+1))/n

obtengamos una relacidén de recurrencia en la que c

unicamente de c¢

n - )
+1)+ Z (n—i)(cn_i+l))/n

n
1/n + ( (i-1)(c
13§ i-1 i=1

1/n + (2 %:(i—l)(c, +1))/n2
i=1 i-1 |
 n=1 .
1/n + (22 :i.(c:L +1))/n2
i=1
-~ n=1 2
1+ 2(% ic )/n
i=1

sea funcidn

n

n-1

=1

C
n

¢ n-1

n-2
z:ici
i=1

luego

c = (
n

puede comprobarse que c

2 w2, 2
/n +2(% 1c1)/n
i=1

; M/ (n-1)?

2(n-1
+2(n )cn_l

n=2
1 + Z(E:ic
i=1

(n-1)2 (e -1)/2

(n2 —l)dn .t 2n-1)/n?

puede expresarse en ' forma no recursiva,

en términos de la funcién arménica:

Hn

resultando:

1+1/2+i/3+
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a_ = 2(n+1)in/n -3

esta expresién puede aproximarse usando la férmula de Euler:
Hn = Y + Ln + 1/(12n2) pom—-

con lo gue para n grande:

¢ = 2(ne1)(y + Ln s 1/(1202) +--==)/n - 3

=2(y + Ln + 1/(12n2) + ) +2(Y + Ln + 1/(12n2) + )/n - 3
c = 2(Ln + )-3 = 2Ln-cte. ) ( X =0.557..)

Esta expresién es muy interesante para comparar 15
eficiencia de este tipo de irboles ordenados, con los irboles
ordenados equilibrados que estudiamos a continuacidn.

Un 4rbol binario esti equilibrado si para cada nodo, 1la
altura del subirbol derecho y la del izquierdp difieren a lo sumo
en una unidad.

Un Aarbol binario esté perfectamgnte eqdilibrado éi para cada
nodo, el nimero de nodos del subérbol derecho y el izquierdo
difieren a lo sumo en una unidad. |

Los arboles equilibrados son importantes ya que 1a longitud
de camino puede ser sensiblemente menor que la del arbol ordenado
con los mismos elementoé sin criterios de equilibrio. En efecto,
puesto que la longitud de camino media de un arbol equilibrado es
mayor o igual que 1la del arbol ordenado perfectamente
equilibrado, designando por ¢’ la longitud de camino media del
érbolkequilibrado y por c” la del pergectamente equilibrado se

tiene:
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lim ¢ /¢! £ lim ¢ /c"
n n n n

= lim 2Ln/log2n = 2L2 =1.386..

esto signifiéavque con el 4rbol equilibrado se vpuede conseguir
una mejora en la longitud de camino media de hasta el 39% sobre
el 4rbol sin criterios de equilibrio.

No obstante, si queremos mantener el equilibrio del Aarbol

con las distintas actualizaciones, nos veremos obligados a llevar

‘un control del equilibrio de cada nodo y  proceder al

reequilibrado cuando éste se pierda; esto puede conseguirse

usando rotaciones de uno de los tipos indicados en la figura 1.

1
—_——

Fig. 1
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Estos giros sirven para mantener los idrboles equilibrados en
altura tal como han sido definidos. No obstante, existen otros

tipos de equilibrios.

Equilibrio en peso: cuando la razén entre el nimero de
nodos del subirbol derecho de cada nodo y el total de
descendientes de dicho nodo pertenece a un intervalo

determinado;por ejemplo al (1/3,2/3). Un ejemplo tipico son los
Arboles BB(& ), |
Equilibrio en grado: para cada nodo la altura del subdarbol
izquierdo y 1la del derecho han de ser iguales, a costa de que
varie el grado de los nodos internos; por Qjemplo lo arboles 2-3.
Equilibrio en camino: se limita la longitud del camino mas

largo de la raiz a los hojas; por ejemplo los irboles «(BB.

Vimos anteriormente que la mayor ventaja esperada de camino

medio del arbol ordenado perfectamnte equilibrado, sobre el arbol

ordenado era del 397 , sin embargo, el mantenimiento  del
equilibrio, hace que la eficiencia real de 1los érbbleé

~

equilibrados sea muy préxima en término medio a la eficiencia del
» b l 1~ . ’ ) . . .
arbo ordenado; basta tener en cuenta que el desequilibrio

provocado al borrar un elemento, puede afectar a todos los nodos

comprendidos entre la posicidén de dicho elemento y la raiz.
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1.4.- Estructuras dindmicas de reconstruccién parcial
1.4.1.~- Q-arboles

Los 'q-drboles (quad tree) fueron introducidos por Finkel y
Bentley (1974) como una primera estructura para resolver los
problemas de bﬁsqueda en rango | y otros problemas
multidimensionales.

Sea X = {xl,xz,...,xn} un conjunto de puntos de un espacio
k-dimensional EX 3 un q-arbol es un 4arbol de grado 2% construido
tomando un punto cualquiera Xiéfx como ;aiz del q-4rbol; Xi
divide EX en 2K cuadrantes y por lo tanto, el conjunto X en 2k
subconjuntos, cada uno de los cuales formari un subdrbol de X; .
Cada cuadrante es dividido nuevamente tomando un punto del
subconjunto que contiené y asi sucesiyamente hasta que cada
subcuadrante tenga a 1lo sumo un punto de X.

Laxfigura 2 muestra un q—érbol en dos dimensiones.

Para que esta construccidén sea posible vemos que no 'pﬁede
existir una pareja  de puntos con alguﬁa de sus coordenadas
iguales, ya que, tal como hemos descrito 1la estructura, cada
divisién ha de pasar por un inico punto del conjuntorx.

Los q-irboles presentan algunos. inconvenientes ademis del
citado anteriormente; en primer lugar, aunque un nodo de un
q-arbol k-dimensional buede tener 2K descéndientes directqs,; éi
g-adrbol puede tener altura log,n cuando, por ejemplo, todos los
puntos estan en la diagohal principal en el caso del plano, como -
indica 1la figuré 3. Esta altura es muy superior a la que serig

la altura é6ptima dada por log&krh
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En segundo lugar, aunque es posible insertar puntos en un

q-idrbol (sin reequilibrado) es, a veces, muy dificil borrar un

punto de la estructura (ain sin reequilibrado); por ejemplo,

cuando borramos la raiz, es muy dificil tomar un nuevo punto como
raiz que provoque la misma divisién, y en cualquier caso
obligaria a reconstruir partes del g-arbol.

Para sélvar estas dificultades modificaremos' los q-arboles
en pseudo gq-arboles, que sgrén variantes de los primeros pero de
biisqueda por hojas y que estudiaremos en el siguiente apartado.
Mientras tanto, veremos algunas propiedades ﬁe los q-arboles.

En lo que sigue, supondremos que no0 existen dos puntos con
alguna de sus coordenadas iguales, es decir, que para cualquier
nimero real a y cualquier valor de i lsgzis;'k hay a 1o sumo un
punto de X con coordenada i igual al valor a; esta condicidn es
necesaria, ya que de lo contrario seria imposible elegir» los
puntos de la manera apropiada. Ademds los promedios_de tiempo de
insercién y borrado \estén‘ referidos a ﬁn total de N
actualizaciones sobre una estructura inicialmente vacia.

Veamos seguidamente como se realizan las inserciones y
borrados en g-arboles; mientras que las inserciones no implicarén
alteraciones en la esgructura original, 1los borrados. supondrin
ciertas modificaciones.

Insertar un punto en un q-arbol es muy simple; debemos
localizar el menor subcuadrante en el que se encuentra, por una
sencilla bisqueda po; el g-4rbol. Localizado el subcuadrante, lo

insertamos en él si es que se encuentra vacio; en otro caso

usamos el punto ya existente como punto de divisién. El problema
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que surge es conservar la altura del q-arbol del orden logzn a lo
sumo; en el algoritmo de insercién dado, algunas inserciones
exigiran un reequilibrado del q-arbol, lo cual es bastante
costoso; veremos como para conseguir eficiencia tendremos que

hacer algunas concesiones respecto a la exigencia en altura.

Teorema 1.- Sea § un nimero fijo del intervalo abierto
(0,1); existe un algoritmo que ejecuta N inserciones sobre una
estructura inicialmente vacia, del tipo.q—érbol tal que su altura
es siempre menor o igual que log2_£n+0(l), y el tiempo promedio
por insercién es O(loéZN/g) (n es el nimero de puntos de 1la

estructura en un momento cualquiera).

’

Demostraciodn: Para alcgnzar 1la cota de altura de
log2_£n+0(l) ponemos una condicién adn mids fuerte sobre el
q-arbol, a saber, que para cualquier nodo interior con un total
de n, puntos en sus subdrboles, cualquief §ubérb01 contiene a lo
sumo rno/(Z-tﬂ puntos. Tal q-arbol tiene siempre una .alturg
miaxima de 1°g2-£ n+0(l)\.} | ‘

El método de insercidén usari el hecho de que para cualquier
configuracién de n pﬁntos se puede construir un gq-arbol tal due
para cualquier nodo ihternovcon ng puntos en sus subérbolgs y
cualquier"subérbol contiene a lo sum9 ”rqr/Z] punﬁos, se puede
construir en O(nlogn) tiempo.: .

| Esto puede ser verificado por rebetidas divisiones en cada
subcuadrante tomando un punto cuya coordenada a lo largo de un
eje es la mediana de todos los puntos de ese cuadrante. Cuando
deseemos insertar un punto X determinaremos, en primer lugar, el

subcuadrante al que pertenece; si no hay puntos en ese

subcuadrante, insertaremos X en él, y en otro caso usaremos el
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punto presente en ese subcuadrante como punto de subdivisién e
insertaremos X en el apropiado'subcuadrante vacio creado. En
este Ultimo caso, es muy posible que el equilibrio del q-arbol
haya sido pefturbado; esto solo puede haber sucedido en el camino
que va desde la raiz hasta el nuevo punto.

Si eséo ocurre, habra que detérminar ei nodo interno mas
alto Xj que estd desequilibrado y reconstruiremos el subarbol
completo bajo él, como un q-arbol perfeétamente equilibrado segin
indicamos anteriormente.

Para obtener una cota del tiempo promedio del proceso,

J

partiendo del momento en que es construido. Para n, pequefio,

observemos un nodo interno X; con n; puntos en sus subarboles

acumulamos el tiempo de reconstruccién, que lleva 0(1) en este
caso, al tiempo de insercidén que causa. Supondremos pues, que n,
es bastante grande; sabemos que en el momento en que XJ es

costruido, cada subarbol tiene a lo sumo:
[ne/2]l < /2 + 1/2

puntos; necesitamos equilibrar XJ cuando uno de sus subérboles
contiene mis de 1/(2-€¢) veces el nimero total de puntos bajo X
en ese momento.

Si esto sucede después de 1la insercidn i-ésima en el
subarbol X (desde el momentb iﬁicial o desde el ultimo

J

reequilibrado), entonces necesariamente:
[ng/2] + i >[(ng+i)/(2-¢)

y por tanto ' : '

i-i/(2-€) > n /(2-¢) - n_/2 - 1/2



de aqui se deduce facilmente'que:
i>en /(2(1-¢)) - (2-¢)/(2(1-¢))

El costo total de reconstruccién del subirbol )(‘j para su
reequilibrado es O((i+n°)log(i+no)); dividigndo este costo entre
las inserciones, después de las cuales tiene lugar la
reconstruccién queda un costo de 0((i+n°)log(i+nb)/i) por
insercidn, . |

Para n0>-3(2—£)/£ se tiene:

. i+n n, :
—~~~Qlog(i+nd) = (1+—~—)log(i+no)<;
i i -
n,
(1 # mmmmmmmmee B )log(i+n ) <
€ 2- ¢
—————— n - - - —— o
2(1-¢) ° 2(1-¢)
3(1-¢)

(1 + ——35-—)log(i+n0)<:-~—-log(i+n0)'

de aqui que la cantidad de tiempo por insercidn esté acotada
por O(log(i+no)/s ); conviene hacer notar que los costos son
carquos unidamente a las inserciones en el subirbol Xj que es el
Giltimo recorstruido. De aqui que, ningin coste mds pueda ser
cargado en ese proceso por ei reéquilibrado del nodo y de
cualquiera de sus nodos descendientes (cualquier nodo interno

bajo X, es también reequilibrado con Xj).

J
Solamente los nodos internos de nivel mas alto (sobre el
camino de X‘j a la raiz) pueden cargar mias costo a esas

inserciones; sigue que cada insercién puede ser cargada a lo sumo

una vez en cada nivel. La altura del q-arbol es a lo sumo:
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10%2; n + 0(1) = 10%#5 N + 0(!) = logN/log(2-¢) + 0(1)
como § es una constante.menor que 1, esto es 0(logN). Asi, en un
proceso, el. nivel es alcanzado a lo sumo en 0O(logN) tiempo y 1la
carga es a lo sumo 0(logN/¢ ) cada vez; de aqui que el tiempo

promedio sea 0(log2 N/g¢ ).

c.q.d.

Queda asi probado que es posible efectuar inserciones en un
g-arbol eficientemente, éuando se permita un pequefio crecimiento
en altura; en general, el promedio de tiempo necesario para
inserciones es probable que sea mucho menor que el indicado,
porque los reequilibrados no son tan frecuentes cuando las
distintas ramas crecen con analoga rapidez.

Aunque sobre los q-4arboles pueden efectuarse inserciones
eficientemente, 1los borrados presentan problemas; veremos como
cambiando 1ligeramente ila estructura podemos obtener también

eficiencia en los borrados.

1.4.2.- Pseudo gq-arboles

Los Pseudo q-irboles son muy parecidos a los q-3rboles
ordinarios; en 1los q—srboles, -1os puntos del conjunto X éon
usados como puntos de divisién del conjunto y asi dividir el
espacio EK en cuadrantes y luego los cuadrantes en subcuadb;ﬁtes
y asi sucesivamente. De esta forma, es muy posible que al borrar

(]
un punto X cualquier otro punto que tomemos para reemplazarle

1’
divida el conjunto en partes muy diferentes de lo que 1lo hacia

Xi.
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Finkel y Bentley (1974) sugieren reinsertar en el q-arbol
todos los descendientes del punto Xi eliminado; esto puede llevar
cierto tiempo sin mids que pensar en el caso de que borremos 1la
raiz del q-4rbol. Samet (1980) muestra para el caso de dos
dimensiones que este nimero de reinserciones puede decrecer

s 2

eligiendo el nuevo punto de divisién de una forma muy especial,
pero 15 realidad es que si consideramos el peor de ios casos,
lleva aitn mas tiempo.

Tenemos pues, que el problema de borrar un elemento Xi de uh
q-arbol procede de la misién que tenemos asignada al punto, de
dividir el espacio; para evitar esto, admitiremos que sirvan como
puntos de divisidén, puntos cualesquiera del espacio Ek sin que
tengan que pertenecer al conjunto X, es decir, tomaremos como
nodes internos puntos de Ek que dividiréan Ek y por lo tanto el
conjunto X; estos puntos arbitrarios dividirdn el espacio en
cuadrantes, los cuadrantes en subcuadrantes y asi sucesivamente,
hasta que cualduier subcuadrante contenga A.lo sumo un puntd, del
conjunto; los puntos }del conjunto X ocuparin las hojas de 1la
nueva estructura llamada pseudo g-4rbol.

Por ejemplo, para el caso de dos dimensiones de la figura 4,
los puntos Xl,)& e ,Xlz son los puntos del conjunto, e
Yl,Yé,...Yé los puntos de divisién. /

Dada la similitud entre los psendo q-érboles'y los q-4rboles
ordinarios podemos hacer sobre ellos consultas de forma énéloga a

como lo haciamos en los q-drboles; ademds, junto al hecho que

veremos mis adelante de que sobre un pseudo q-4rbol pueden

hacerse inserciones y borrados eficiéntemente, es interesante
hacer notar que para un mismo conjunto de puntos pueden

construirse pseudo g-drboles con menor altura que el
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correspondiente q-arbol. Este resultado proviene del hecho de

que podemos escoger como punto de divisién cualquier punto- del
espacio y asi podemos tomar en cada etapa uno que divida el

conjunto de la forma mids equilibrada.

Teorema 2.- Dado un conjunto de puntos X = {xi,xz,...,xn}
del espacio é<, existe un punto de divisién Y(yl,yi,...,yk) tal
que cualquier cuadrante inducido por Y contiene a 1lo sumo

rn/(k+l)] puntos de X.

Demostracién: Podemos elegir la coorde;ada y de modo que
rn/(k+1ﬂ puntos del conjunto, tengan la primera coordenada menor
que y. y el resto de loS puntos [nk/}k+1)J tienen su primeré
coordenada maydr que %Q;
no hay dos puntos con alguna de sus coordenadas iguales.

tal y existe ya que hemos asumido que
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Hemos determinado asi un hiperplano (puntos con primera
coordenada igual a % ) que separa X en dos partes, una con
rn/(k+l)] puntos y otra con Lnk/(k+1)J puntos; quedan por
determinaratin k-1 coordenadas de Y; para determinar el valor de
yé observamos unicamente los puntos cuya primera coordenada es
mayor que Yy, , Ya que la otra parte del conjunto es lo bastante
pequeﬁa. Yy no importa como la dividiran los siguientes
hiperplanos.

Consideremos asi, el conjunto formado por [nk/(k+1)J;
elegimos Y, de manera que fn/(k+1)] de esos puntos tienen su
segunda coordenada menor que Yy continuamos con 1la porcién
ln(k—l)/(k+1)J que tiene su segunda coordenada mayor que Y, (y
primera coordenada mayor que yl) y elegimos Vs repitiendo el
mismo razonamiento; al final elegimos yk de manera que divida un
conjunto con {2n/(k+l)] puntos, en dos partes cada wuna con un
nimero de puntos menor o igual que fn/(k+lﬂ , con lo cual
termina el proceso. | - |

Asi, hemos obtenigé el punto Y(K,,yz,...,yk), que divide el
espacio en cuadrantes cada uno conteniendo a lo sumo rn/(k+1)]
puntos de X. |

c.q.d.

Por ejemplo, en él caso de dos dimensiones con ‘35 puntos
repartidos como indica 1la f}gura - 5, lalseleccién de X(yl,yé)
seria la indicada.

Corolario: Dado el conjunto X = {xi,xz,...,xn} de puntos de

EK, existe un pseudo qirbol para X con altura mixima liog n].
: . ’ N k+l

Demostracién: Aplicando el teorema anterior al conjunto X,

existe un punto Y que divide el espacio en cuadrantes conteniendo
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cada uno rn/(k+l)] puntos como miximo; tomemos Y como raiz del
pseudo gq-arbol y procedamos de la misma forma con cada cuadrante.

K que 1lo

Si en un cuadrante quedan ng puntos existe un punto de E
divide en subcuadrantes conteniendo cada uno de ellos rno/(k+lﬂ
puntos a lo sumo. Dichos puntos de divisién serin los hijos de

Y; es importante ver que cada uno de los nuevos cuadrantes

contiene como miximo:

[n,/(k+1)] <[1/s1) [n/ (e 1)]] = [n/(k+1)]
Aplicando este procedimiento 'reitefadamente tenemos el
pseudo q-irbol deseado; como el nilmero. de puntos en los
subcuadrantes de nivel h estid acotado por rn/(k+l)h] y denotando

por H la mdxima altura alcanzable del pseudo q-arbol, en el nivel

H habrid como midximo un punto por subcuadrante y por lo tanto:
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[n/(k+1)”]= 1 ==I=> n/(k+1)”< 1 ===
=== 1 < l{
n < (k+l)H > ogk‘!.l n <

y en el nivel anterior:

1 < rn/(k"'l)H-l] ==> n/(k+1 ﬁ-'1> 1 ===

n > Kt aaos log, n >H-1
luego
H-1 < 1oq,<+1 n <H

de donde H = [10gk+ln1 es una cota superior de la altura.

C.q.d.

Aunque flog. n] es una cota superior de altura, ésta puede
K4 }

ser alcanzada como demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.- Existe un -conjunto X = {Xl,Xé,...,Xhi de n
k . .
puntos de E tal que no existe un pseudo q-arbol para tal

conjunto, con altura menor que IIO%GJ,n]'

Demostracién: Tomemos los puntos xlgg ,...,%‘ tales que si

Xy = (xg1sX5p 000Xy )

s

se verifique que x < x,
ij itlj
en los intervalos [1,nl~y [l,k] respectivamente, es decir si:

para cualquier valor de 1i,j enteros

-~

e - - e - -

- — - —— - ———— - —— - —— -
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se verifica:

x X -—— x
1f< 21 < nl

x < x —_—— X
12 22 n2

X X @ ——=-<Lx
1;: 2k nk

existe por lo tanto, una dominancia absoluta de cada punto
respecto de los anteriores.

Consideremos cualquier pseudo q-irbol para éste conjunto; si
Y es su raiz, divide el conjunto en 2k cuadrantes; probaremos que
unicamente k+1 de estos cuadrantes pueden contener puntos del
conjunto; para ello recorramos los puntoé desde X1 a X‘; al pasar
de un cuadrante a otro cruzamos uno de los hiperplanos inducidos
por Y, y dado que ios puntos que siguen tienen coordenadas
mayores, nunca mas, en el recorrido de X; a X, volveremos a
cruzar  dicho’ hiperplano.v De aqui, que como Y define Kk
hiperplanos, podemos cambiar de cuadrante k véces a lo sumo, ‘por
lo que como maximo habri k+1 cuadrantes ocupados.

De lo anterior sigue, que el menor de esos cuadrantes
contiene un nimero de puntos mayor o igual que rn/(k+lﬂ 5 ademés,
por la misma razén, los puntos en esté cuadrante deben originar
los subcuadrantes con al menos {n/(k+l)] puntos. Repitiendo

este argumento, se tiene un pseudo g-arbol con altura al menos de

[logk+ln1.

c.q.d.

Un ejemplo en dos dimensiones es el expresado en la fig. "6

Veamos como la estructura pseudo q-arbol puede  ser
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construida eficientemente.
Teorema 4.~ Dado un conjunto de n puntos X = §x13x2,...,xh§

g‘,un

conjunto con altura maxima rlog

del espacio podemos construir un pseudo q-4arbol para ese

k+ln] en tiempo O(nlogn).

la

Demostracién: Usando el teorema 2 y su corolario,

eleccién del punto Y que sirve como raiz, consiste en encontrar k
veces el i-ésimo elemento de un conjunto con respecto a un orden,
lo lleva tiempo O0(n) (Wirth,1980); 1la divisién del

cual un

conjunto en cuadrantes lleva 0(n) también; luego el primer nivel
del pseudo q-drbol lleva 0(n) tiempo.
La divisién del cuadrante que contiene n, puntos lleva O(no)

los

por idéntico razonamiento; como todos cuadrantes juntos
contienen n puntos, el total de tiempo necesario para el segundo
nivel estid acotado por O(n), '

Este mismo argumento éirvé para cada nivel del pseudo

q-arbol; puesto que la altura esti acotada por'rlogklln], la cota
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de tiempo O(nlogn) es valida para la estructura total.

c.q.d.

En general, los pseudo gq-irboles tienen menor altura que su
correspondiente q-arbol ya que para cada conjunto de puntos puede
construirse un pseudo q-irbol con altura maxima una unidad mayor
que el mejor posible g-arbol.

Veamos a continuacién como efectuar la insercién y borrado
de elementos en un pseudo g-4irbol siempre que no se exija
reequilibrados en el arbol; los algoritmos que seguiremos serian
los siguientés: |

a.- Insercién de un punto X

i.- Buscamos el subcuadrante al que pertenece Xy
ii.- Si no existe ningin punto del conjunto presente en
dicho subcuadrante, insertaremos alli Xy afiadiendo una
hoja. Si ya existe un punto %f tomariamos un punto Y
del segmento xixj y lo usariamos como nuevo punto de

divisién. Sustituimos %i por Y y afiadimos X, vy Xj'comb

~

hojas apropiadas de Y.
b.- Borrar un punto Xi
i.- Buscamos Xi en el pseudo q-arbol
ii.- Cuando X, es encontrado borrar esa hoja ‘si Xi no
existe, terminar)
iii.- Si al borrar X, su antecesor inmediato Y tiene un solo
descendiente directo X;, reemplazar Y por xj.
En ambos casos el tiempo empleado es del orden de la altura
del pseudo gq-arbol, aunque no hay garanti# de que el equilibrio

permanezca.

Para mantener un pseudo q-irbol equilibrado aplicaremos las
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técnicas de 1la reconstrucéién parcial; sea £ una constante
0 <g¢ < k; para cada nodo & con ng puntos, exigiremos que cada
subirbol de = tenga como maximo fnd/(k+l—£ﬂ puntos del conjunto;
facilmente puede verificarse que su altura es a lo suho
rlo%ddhin“]+ 0(1), donde O0(1) es la constante correspondiehte a
la altura del nodo .

Si elegimos ¢ préximo a cero, la cota de altura se aproxima
a la cota éptima rlogk+1ry;] segin se vio anteriormente; diremos
que tiene un equilibrio perfecto si cada subarbol de tiene a
lo sumo rn“/(k+1ﬂ puntos del conj;nto; cuanto mias se aproxime ¢
a k, la exigencia de equilibrio es menor, y si ¢ =k 1la
distribucidén es libre.

Teorema 5.- Para cualquier numero fijo ¢ con 0 <E <k
existe un algoritmo que ejecuta N inserciones y borrados en un

pseudo q-arbol inicialmente vacio, tal que su altura es a lo sumo

1
[ 81

pseudo q-drbol) y el tiempo medio por actualizacién estid acotado

n] + 0(1) (siendo n el nimero de puntos presentes en el
¢ ] ,

por O(log®N/g).

Demostracisn: Supongamos que un nodo k esta ~en equilibrio
perfecto con n/ puntos; supongamos édémés que hemos hecho Ni
inserciones y Nb borrados, antes de que el nodo « pierda el
equilibrio (el mis alto de los que pierden el equilibrio con la
Uiltima actualizacidén) y sea ny = n_+Ni-Nb, es decir, el nimero de
puntos bajo el nodo en el momento en que,piefde el equilibrio,
es ng. |

La pérdida de equilibrio se debe a que uno de sus subarboles

. - '

tiene mis de fn“/(k+1-iﬂ puntos; como el tamafio de cada subarbol

era menor o igual a fna/(k+lﬂ cuando « estaba en equilibrio
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perfecto, ningin subirbol puede ser mayor de En;/(k+l)' + Ni y

por lo tanto:
[nl/(esD)] + Ni > [ny/(ke1-g)] ===
[(n -Ni+Nb)/(k+1)] + Ni > [n,/(k+1-€)] ==»
ngy/(k+1) + kNi/(k+1) + Nb/(k+1) + 1 > ngq/(k+1-€) ==
Ni + Nb >en,/((k+1)(k+1-£)) - 1 : \

El coste total para reconstruir & es O(nglogny); dividiendo
este coste por el nimero de actualizaciones hechas Ni + Nb nos
resulta que el coste por actualizacién de 4 es
0(nylogn,/(Ni+Nb)).

Asumiendo que n es bastante grande y teniendo en cuenta 1la

identidad:

a 1 a/b ) £
it e tomando a=n Yy b=z-c--e-ceanaa-
ba -1 b  ba -1 (k+1)(k+1-¢

se tiene:

n . Ng
----- logn, € ~~--=n-ceeew~—--logn =
Ni+Nb

a e
———————————— n_ -1

———————————— nx-l
(k+1)(k+1-¢)
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2 2

(k+1) -€(k+1) ~ (k+1)

(---———E —————— + l)logn“= (-_E—-- - & -1+1)lognq<f
2

(k+1)

————— logn*

Luego cada actualizacién de £ tiene un costo medio acotado
por (k+l)2lognd/£ y por lo tanto acotado por (k+1)QlogN/£; como
esta expresidén no depende del nodo, ei costo medio de una
actualizaéién estid acotado por (k+1)210gN/£ por 1lo que dicho
costo es 0(logN/¢). Con esto, todos los subirboles de « quedan
equilibrados, pero lén ia reconstrucciodn de.« cada nodo debe
recorrer los nodos desde la raiz hasta x, lo que afiade un costo
para cada nodo a la reconstrucciédn, del orden de‘la altura dél
arbol que es a lo sumo:

1 1 <1 N + 0(1)=
08 1y " * 0(1) S log, , N+ 0(1)

+1-
logN/log(k+1-€) + 0(1) = 0(logN)

Luego el costo promedio viene dado por:

0(logN/g )*(0(logN) = 0(log?N/¢)

" c.q.d.

. En general, el tiempo medio es mucho mds pequefio que el
indicado porque:‘ '

a.- Este tiempo depende del nﬁmgro n de puntos que tenga el
arbol en cada momento y no de N que representa el nimero total de
actualizaciones.

b.- Cuando el crecimiento de los subdrboles se mantiene con

cierto reparto normal, no hay necesidad de reequilibrados en la

mayoria de las actualizaciones.
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De todo ello se deduce que el pseudo q-4drbol es wuna
estructura mas potenté que el q-arbol para 1llevar a cabo
actualizaciones, aunque como veremos mds adelante, al aplicarla a
la biisqueda de vectores eficientes pierde su potencia con

respecto a los gq-arboles.

1.4.3.- Epq-4rboles

En los teoremas desarrollados para los pseudo q-arboles
hemos tenido que suponer que no existian dos puntos con el mismo
valor en la misma coordenada, ya que, de no ser asi, no podemos
garantizar la divisidén del conjunto en las partes deseadas;‘por
ejemplo, si todos los puntos se encuéntran sobre una misma recta
paralela a uno de los ejes, cualquier punto de divisién partiri
el conjunto en dos cuadrantes no vacios como miximo. Los
epq-arboles (Extended Pseﬁdo Quad Tree) son una modificacién de
los pseudo gq-arboles para que podamos eliminar 1la restriccién,
hasta ahora mantenida sobre los puntos del'coﬁjunto, manteniendo
la misma eficiencia tanto en consultas como en actualizaciones.

Recordemos que un pseudo q-drbol se construia dividiendo el
espacio Ek, eligiendo un punto arbitrario Y y dividiendo el
conjunto X en Zk cuadraﬁtes.’

Con la restriccidén original de qué no existan dos puntos con
el mismo valor en 1la misma coordenada, la eleccién éé Y no
presenta problema, pero si suprimimos esta condicién’ aparecen
algunos. Por 1lo tanto, vamos a tr;tar independientemente los
puntos que se encuentran sobre los hiperplanos separadores, ”dev

los que se encuentran en los cuadrantes abiertos que formardn una
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divisién normal del pseudo g-arbol.

Los k hiperplanos determinados por un nodo Y son k
subespacios (k-1)-dimensionales; todos ellos se cortan dos a dos
en (; ) espacios (k-2)-dimensionales; a su vez; se cortan de tres
en tres en (; ) espacios (k-3)-dimensionales y asi sucesivamente,
cada grupo de k-1 hiperplanos se cortan sobre (kbl) rectas Yy,
finalménte, todos se cortan en el punto Y.

El espacio queda asi dividido por el punto Y en 2

cuadrantes abiertos y un numero de subespacios dado por:

En el epq-arbol el punto Y elegido es la raiz, y sus
descendientes directos serian:

a.- Un punto perteneciente a cada uno de los cuadrantes
abiertos

b.- Un punto perteneciente a cada uno de los subgspaciqs

anteriores (el de dimensién minima que lo contenga)’

Los puntos del apartado a, generarian epq-A4rboles de
dimensién‘ k mientras que los del apartado b, ggnerarin
epq-arboles de dimesién menor, exactamente con 1la dimensién
correspondiente al sdbespacio al que pertenece. |

Por ejemplo, para el caso de dos dimensiones, exactamente
dos 1lineas y un punto deberidn ser afiadidos a cualquier nodo
interno, es decir, dos 1-dimensionales epq-arboles y un
0-dimesional epq-4arbol. Téngase en cuenta que un epq-4arbol

. i

l1-dimensional es un arbol binario equilibrado, y un O-dimensional

epq-arbol es un punto.
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Teorema 6.- Dado un conjunté de puntos X =‘X1,X2,...,Xn} de
EX  se puede construir un epq-4rbol con los puntos de X de altura

menor o igual que rlogn] + k en O(nlogn) pasos.

Demostracién: Designemos como punto de divisién un punto
Y(%.’§ ,...,yk) tal que a lo sumo la mitad de los puntos tienen
la primera coordenada estrictamente menor que Y, » ¥ como midximo
ia mitad de los puntos de X tienen la coordenada y estrictamente
mayor que y; . Tal punto Y existe, aundue puede que no pertenezca
al conjunto y ademis puede ocurrir que muchos puntos tengan la
primera coordenada igual a y,. Estos puntos, junto con aquellos
otros que tienen alguna otra coordenada coincidente con la
correspondiente de Y, deben ser distribuidos sobre la estructura
apropiada asociada con Y, tal como dijimos anteriormente. Sea
Z(zl,zz,...,zk) uno de tales puntos; la estructura a 1la cual
pertenece Z esta perfectamente determinada por aquellas
coordenadas yi,de Y que son iguales a las correspondientes z; de
Z.

Esto puede ser detectado en 0(k) pasoé; después que el punto
Y es determinado, lo cual necesita 0(n), pbdemos determinar para
éualquier.punto Xi el cuadrante en el que se encuentra o 1la’
estructupa.a la que pertenece, en 0(k) pasos. s

Por lo tanto, ei costo total por divisién del cénjunto con
el punto Y serd O(kn) = 0(n); seguidamente dividiriamos cada
cuadrante y construiriamos las estructuras, asociadas para los
nuevos puntos.

De esta forma, la construccién de cualquier nivel en 1la

_ . !
estructura total, 1lleva O0(n); es inmediato ver que después de

cada divisidén, cada cuadrante contiene como midximo 1la mitad de
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les puntos; es posible, que mids de la mitad de los puntos vayan
en una estructura asociada, lo cual puede suceder k veces como
miximo, ya . que en cualquier caso, la dimensién decrece al menos
una unidad.

De aqui que la altura total del epq-arbol sea a lo sumo de
flogn] + k; ademds, 1la construccién de 1la estructura 1lleva
O(n(logn+k)), y como k es fijo, esta cantidad coincide con
O(nlogn). |

c.q.d.

Los resultados praicticos son, en general, mejores que 1los
obtenidos por el teorema anterior, pero en el peor de los casos,
como ocurre en Rz cuando 1los puntos estdn sobre una recta
vertical, no podemos mejorar la altura flogn] +k.

Las consultas sobre los epgq-irboles, son algo mids complejas
que para los pseudo q-arboles; por ejemplo, en una consulta tipo
rango, hay que comenzar por la raiz Y; comparando Y con el rango,v
determinaremos los cuadrantes que pudieran interceptaf dicho
rango, pero en lugér de continuar pof céda uno de los
subcuadrantes, debemos también determinar, si el rango corta a
los subespacios asociados y debemos llevar a cabo una consulta de-
rango sobre las estructuras asociadas, usando la restriccidn del
rango inicial a los s;bespacios considerados. |

Cuando la configuracién de puntos satisface 1la restriccién
que exigiamos para pseudo q—érboies orQinarios, entonces los
subespacios contienen como mdximo un punto y el tiempo necesario
para realizar una consulta sobre un epq-arbol es el mismo queA

’ . ) )
sobre los pseudo q-arboles ordinarios. En cambio, si el conjunto

X no satisface dicha restriccién, 1la bilsqueda sobre 1los
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subespacios lleva un tiempo adicipnal, pero puesto que el niamero
de subespacios a sondear es menor que el nimero de cuadrantes que
deberin ser sondeados, el tiempo total es del mismo orden que
para los pseudo q-4drboles (Bentley y Stanat,1975).

Asi pues, la biisqueda de rango sobre los epg-arboles, eé de
complejidad comparable a la de los pseudo q-adrboles ordinarios.

Esta estructura también tiene la propiedad de que cualquier
subestructura es un epq-arbol, por lo que puede ser construida
dinamicamente, en forma recursiva.

Teorema 7.- Dado un numero fijo € del intervalo (0,1),
existe un algoritmo que ejecuta N actualizaciones sobre un
epq-arbol inicialmente vacio tal que su altura es como maximo
10%L{ n+k+0(1) (siendo n el niimero de puntos presentes en el
epq-4rbol) y en un tiempo medio por actualizacién ac&tado por

0(log2N/s ).

Demostracidn: Para insertar o bofrar un elemento X3
determinaremos, en frimer lugar, sobre el érbol principal o sobre
las estructuras asociadas, donde el elmento Xi debe ser insertado
o borrado y ejecutaremos la accidén correspondiente. Es posible,
que en algiun lugar del camino desde Xi a la raiz del érbol.
principal, el equilibrio haya sido perturbado;'debemos determinar
en este caso, el nodo mids alto que hé perdido el equiliﬁrio Yy
reconstruir el epq-arbol con raiz en dicho nodo. Esto lleva
O(nélognb) siendo n. el nidmero de puntos  bajo el nodo
desequilibrado. Si cargamos el costo de réconstruccién, sobre el
nimero de actualizaciones, llegamos a que, por este concepto, se

tiene un costo de 0(logn/¢ ) < 0(logN/¢).

Este costo, unido al necesario para recorrer cada nodo desde
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la raiz del 4rbol principal hasta su punto de insercidén, lo cual
es menor que O(logn) nos 1lleva a que el tiempo medio por

actualizacidén esta acotado por 0(logZN/¢).

c.q.d.

Esta generalizacién de los pseudo q-arboles a los
epq-adrboles no aumenta la cantidad de almacenamiento requerido
(salvo una fraccién minima) por lo que constituye una estructura
ventajosa, ya que admite configuraciones mias generales, segin

hemos visto.

1.4.4.- Kd-4rboles

La estructura kd-4arbol que estﬁdiamos a continuacién fue
introducida por Bentley(1975) para resolver diversos problemas de
bisqueda multidimensioﬁales; para nosotros es de importancia
fundamental debido a que, como veremos mas adelante, es la
estructura de mayor eficiencia en el probléma de la bisqueda de
los vectores dominantes.

Dado un conjunto X = | XUJXQ""’Xh} de puntos de EX para
construir un kd-irbol con dicho conjunto, comenzamos eligiendo
como raiz un punto arbi#rario Xy perteneciente al conjunto X; el
punto elegido X; dividira el espacio X en dos partes, segin el
‘valor de la primera coordenada, por lo tanto dividira el gonjunto
X en dos partes A y B que supondremos disjuntas, és&decir,
volvemos a partir de la hipdtesis de que en X no existen dos

'

puntos con alguna de sus coordenadas idénticas. Asi pues, K{

serad la raiz del kd-irbol, y los dos conjuntos A y B, seran sus
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subirboles.

Un ejemplo en RQ lo podemos observar la figura 7.

! . X1
A . 8
. xi .
L] . N
' . "A B
[ s L]
1)
Fiqura 7

Repetiremos el razonamientoc sobre los conjuntos A y B, es
decir, en ambos subconjuntos elegimos un punto y los dividimos en
dos subconjuntos de aniloga forma, pero esta vez con respecto a
su segunda coordenadé; igualmente, lo haremos con respecto a la
tercera, cuarta, etc., hasta llegar a la divisidén con respecto a
la coordénada k-ésiﬁa, a’partir de la cual volveremos a dividir
los subconjuntos otra vez por la primera coordenada. |

La figura 8 nos muestra un ejemplo en RZ,

Los kd-drboles son irboles binarios y pueden construirse con
altura 6ptima, es decir, de altura rlogén] en O(nlogn), ﬁomando
siempre la mediana con respecto a la coordenada de divisién que
‘estaré perfectamente”‘determinada, iya que hemos supuesto que no
existen dos puntos con igual valor en alguna de sus coordenédaéj

Puesto que cualduier subestructura de un kd-4drbol es también
un kd-arbol, éstos pﬁeden construirse dindmicamente de forma

recursiva; tanto la busqueda como la insercién de un elemento se

lleva a cabo como en cualquier irbol binario, sin embargo, para
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Figura 8

borrar un elemento es necesario reconstruir el subdrbol que 1lo
tiene como raii.

De forma similar a lo que ocurria con 1los q-érbples, para
salvar esta reconstruccién se crea una variante de los kd-arboles
llamada pseudo kd-arbol, que serdn 4rboles binarios de biisqueda
por hojas; en ellos 1los puntos de divisién no tienen que
pertenecer al conjunto y se verifican propiedades andlogas a 1os
pseudo q-Aarboles respécto de ios‘ q-arboles. Por ejemplo,.el
-teorema siguiente:‘ 7

Teorema 7.- Dado un nimero fijo € en 'el intervalo’&(b,l),
existe un algoritmo que ejecuta N inserciones en un kd-4irbol
inicialmente vacio tal que su mixima altura es log2_£n+0(l),
siendo n el nimero de puntos presentes en la estructura, y el

tiempo medio por insercién estd acotado por O(logzN/f).j
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La demostracidén es aniloga a la del teorema correspondiente

para q-arboles.

Como yg hemos dicho, borrar en un kd-irbol asi construido
puede ser bastante costoso, asi que modificaremos la estructura a
los pseudo q-arboles.

La figura g9 muestra un ejemplo en R? de un pseudo kd—érboi
para el conjunto X = }xl,xz,...,xu} , usando como puntos de

divigién Y]-,Yz,...,%.D .

-xa
> X
v, Vs 2
5 Y
. *X o3 Y
X, 6 , 1
. 6 \
Y3 0X3 -Xl y3 Y
Y ; |
.xlU . _2 B / \\ /\
Y ' ‘ |
210 XL Y4 Yg A Yo
oX ? 5 .
Y 4 k | .
X 4 ”l N
11 Y. |
Yio % % Yg % Xg Yg\ X

Figura 9

Ademids, puesto que de 1los puntos de divisién Yj; solo
necesita@os una de sus coordenadas, no es indispensable que sean
necesariamente puntos, sino que su paeel podria ser desempefiado
por un numero real; esta ventaja que disminuiria notablemente 1la

cantidad de almacenamiento requerido, tiene la dificultad de que
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su dinamizacién es mas bcomplicada, ya que la estructura
soportaria dos tipos de nodos. distintos, con 1lo que la
recursividad no seria tan directa.

Siguiendo el mismo camino que para los kd-4arboles
ordinarios, se puede construir un pseudo kd-arbol 6ptimd, es
decir, un pseudo kd-arbol con valtura [logzn] en un tiempo
O(nlogn); 1la tnica particularidad es que no se tomara la mediana
como punto de divisidén, sino algin punﬁo entre la mediana y los
puntos mids préximos a ella; por 1lo tanto un pseudo kd-arbol
gozard de las mismas propiedades que los kd-arboles ordinarios,
pero tiene 1la ventaja de que suprimimos de los puntos del
conjunto la funcidén de divisién del espacio.

Vemos a continuacién, como es posible borrar puntos en un
pseudo kd-irbol eficientemente; Willard(1978) ha desarrollado una
dinamizacién de. los pseudo kd-irboles (a 1los cuales llama
kd*—érboles) basidndose en ias posibilidades de descomposicién de
los problemas Que trata, usan&o bosques de pseudo kd-4arboles de
diferentes tamafios ‘(dvermars y Leewen,1981). Esta 1linea de
dinamizacién tiene la desventaja de que el tiempo de consulta
tiende a crecer por un factor multiplicativo 0(logn).

‘No obstante, aqui lo haremos, enuncianao un teorema analogo
al de los psecudo g-arboles. !

Teorema 8.- Dado un nﬂmero'i dei intervalo (0,1), existe un
algoritmo que ejecuta N actualizaciénes sobre un pseudo kd-arbol
inicialmente vacio, tal que su altura es cpﬁo miximo log_¢ n+0(1)

y el tiempo medio por actualizacidn es 0(log2n/£).

)
La demostracién es similar a su anidlogo para pseudo

q-arboles.
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Tenemos asi probado que un pseudo kd-arbol es una estructura
dindmica de datos eficiente; atin nos falta eliminar 1la
restriccién de que no existan dos puntos en X con igual valor en
alguna de sus coordenadas.

Esto puede evitarse creando los pseudo kd-arboles
extendidos; cuando dividimos el conjunto con un nodo Y, lo que
hacemos es elegir un hiperplano con respecto a una de sus
coordenadas; asi, 1la tnica estructura que debemos afiadir a cada
nodo interno es la correspondiente a los puntos que se encuentran
sobre el hiperplano de diviéién;

Un pseudo kd-irbol extendido es un pseudo kd-irbol, en vel
cual cualquier nodo interno Y tiehe asociado un pseudo kd-&arbol
con los puntos que se encuentran scbre el hiperplano divisidn
originado por Y.

Un l1-dimensional pseudo kd-arbol extendido se define como un
drbol binario equilibrado de bisqueda ordinario.

La figuralg es un ejemplo en RZ:

Fiqura 10
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Teorema 9.- Dado el conjunto X = {X,X,,..:,X,| de E,
podemos construir un pseudo kd-irbol extendido con altura mixima

rlogén]+k en-un tiempo O(nlogn).

La demostracidén es andloga a los epqg-arboles.

La construccién se lleva a cabo por el mismo camino que 1los
pseudo kd-arboles ordinarios, con la inica diferencia de que los
puntos de igual éoordenada a 1os que estin sirviendo de divisién
deben formar parte devla estructura asociada. FAacilmente puede
demostrarse que el orden de magnitud de tiempo no crece; ademis,
puesto que no podemos avanzar mis de k vece§ en una estructura
-asociada, la altura del arbol esti acotada'pOf [log2n1+k.

Por el mismo razonamiento que para los epq-drboles, 1la
extensién de lo kd-4rboles a los pseudo kd-arboles extendidos no

aumenta el orden de tiempo de consulta y de las actualizaciones.

Teorema 10.- Dado un nimero fijo § del intervalo (0,1),
existe un algoritmo que ejecuta N actualizaciones sobre un pseudo
kd-érboi extendido, iﬁicialmente.vacio, tal que su altura miaxima
es log2 n+0(1) y el tiempo medio’de cada actualizacién esté

acotado por 0(log2 N/s ).

La demostracién es similar a los epg-&arboles.
Con esta extensién, el orden de almacenamiento exigido
continda siendo 0(n), de aqui que esta estructura sea valida y

eficiente para cualquier conjunto de puntos k-dimensionales.



2.- Vectores eficientes sobre estructuras dinadmicas

'r
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2.1.- Vectores eficientes sobre listas lineales

»

2.1.1.- Vectores eficientes y orden lexicografico

Consideremos el espacio vectorial R" de vectores de n
componentes reales; diremos que para dos elementos X,YERM es

X§Y si xis yii=l,...,n siendo X(xl,xz,....,xn) Y(yl,yz,.'..,yn ).

Anidlogamente diremos que XY si X < Y i=1,...,n y X#Y,
es decir, al menos para una componente la desigualdad debe ser
estricta.

Sea X= in,Xz,...,ij un coﬁjunto de elementos de RP; un
elemenfo X€ X es 1llamado eficiente, si 'se verifica que XY
implica que Y;(X; al conjunto de vectores eficientes de )( 1o

designaremos por eff(k), es decir:
eff(X) = |XeX / X<Y == v¢ X}

a eff(X) lo llamaremos conjunto 6ptimo de Pareto; la relacién de
orden < recibe el nombre de orden de Pareto y a los elementos de

eff(X) puntos eficientes de Pareto.

si X€X y Xgeff(X), X es un vector dominado ’

Si X,Ye€ Xy XY, diremos que X es dominado por Y o que Y
domina a X; si eff(X) consta de un dnico elemento, lo llamaremos
solucién perfecta o ideal.

Veamos como organizar una lista lineal para la busqueda de
los  vectores eficientes de X; dado 'que las relaciones definidas

§§ y < no son é4rdenes totales en R", no nos sirven para

organizar una lista lineal; para salvar esta cuestién, definimos__
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seguidamente la relacién de orden lexicogridfico que veremos que
es un orden total.

Un vector Xe R" diremos que es lexicogrificamente positivo o
l-positivo si su primera componente no nula es positiva; esto
suele expresarse con X > 0.

Un vector X¢ R es lexicogréficamente. negativo si -X es
l-positivo.

El vector cero sera considerado indistintamente como
1-positiv6 y l;negativo.

La relacién de orden 1lexicogrifica se define para cada

pareja de elementos X,Y ¢ R" por:
X<Y <¥====2 Y-X es l-positivo

la relacién de orden lexicogrdfica asi definida es un orden
total.
Este orden total nos permitirid situar los elementos de X en

orden lexicogrifico decreciente:

los vectores situados a la izquierda fde xik son

lexicogridficamente mayores, y los situados.-a su derecha, menores;

asi pues, todo vector dominado por X debe quedar a su derecha,

iA
. Tk . .
y todo vector que domine a Xi' debe quedar a su izquierda;
o k
obviamente y salvo que Xi sea la solucidén ideal, a la izquierda
K
de Xy existen elementos que no dominan a Xh<, o a su derecha
k ,

existen elementos no dominados por él.
. Veamos a continuacidén como hacer dindmica la lista anterior,
) )

para de esta forma, ir determinando 1los vectores eficientes

manejando una parte reducida de X.
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2.1.2.- Dinamizacién de una lista multidimensional

Para hacer dinamica wuna lista de vectores ordenada
lexicograficamente decreciente, almacenaremos cada vector
X(xl,x 2,...,x:n) en un registro donde seran colocadas sus n
componentes, junto con la direccién en la que se encuentra el

vector siguiente:

Xl x2 --------- xn ——y

este serd el tipo base que servird para almacenar los elementos

de la lista.

Una lista

quedari en la forma:

d, | d_ d
Sy el lg— o Sl

hemos designado por d; la direccidén donde se encuentra almacenado

el elemento Xi .

El recorrido de ésta lista se hace a partir de la direcciédn
d1 del primer elemento; este primer'elemento,.nos facilita la
direccién del segundo, que a su vez, nos dard la direccién del
tercero, y asi. sucesivamnte hasta liegar al Gltimo, que al no
guardar direccién alguna, nos indica qué el recorrido ha
terminado.

Veamos ahora como podemos insertar un nuevo elemento en la

lista; sea Y éste nuevo elemento que 1lo guardaremos en un

. X . M . .
registro —H25ly]|- y deseamos insertarlo lexicogrficamente en

la 1lista anterior; para ello haremos el recorrido de la lista
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comparando cada vector Xi cén Y y avanzando cada vez que el
vector X; sea l-mayor que Y; éiguiendo este proceso, sea X, el
primer vector de la lista tal que Y{X X,. |
puede ocurrir: -
a.- k=1 , ¢con lo cual estamos al principio de 1la list&
donde debemos insertar Y; para ello guardamos ¢, en Y y
d serid ahora el comienzo de la lista, que quedaria:
d dl X d2 - d

r—f—) - it o B
Y Xy X, -_) X
<P

tomamos d como la direccién del comienzo de ia lista
indicindonos dénde se encuentra Y, y de Y colgaremos el
resto de la lista. |

b.- 1< k<p , es decir, se tiene que Y Xk-—l pero Y{Xk,
con lo que Y. debe ser colocado entre ambos; esto se

consigue con un simple cambio de direcciones.

k=1 ?
""——"Xk-il.\ - Xid ——

d ///Gk

v | £

c.- Si para todo valor de i se Qefifica que Y<L X, debemos

insertar Y al final de la lista, quedando

dl d2 ) dp d
X1 Xol T ? xp

Veamos a continuacidén como podemos borrar un elemento X‘j dé
la lista; lo primero que debemos hacer es'recorrer la lista, como
hemos indicado anteriormente, localizarlo y 1llevar a cabo el
correspondiente cambio de direccliones; también aqui pueden
ocurrir tres casos, segin que el punto esté situado en 1los

extremos de la lista o en un lugar intermedio.
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a.- Borrar Xl: se reduce a considerar dz como la

direccidén de comienzo de la lista:

d2 dp
2 —t— —Xp |
b.- Borrar X, con 1<k <p : en este caéo colocaremos en

Xy.1 1la direccidn de X,,,:

k-1 ' dk41 |
4 Xk-1 - X4 —f—

c.~- Borrar Xp: borrar el wltimo elemento de la 1lista

equivale a indicar el fin de la lista en &_1

dl d2 dp-—l
—-————) Xl ———— - > xp-l .

2.1.3.- Algoritmo eficiente en lista lineal

El algoritmo que seguiremos para vobtener los
vectores eficientes del conjunto X, consistirid en ir
hecorriendo dicho conjunto y mantener una lista con el
conjunto de todos los vectores eficientes
correspondientes al subconjunto X' de  vectores

recorridos hasta el momento. Para ello sea:

X1 > X> o mmemmemme- > X > X | >e--eee- > X

los vectores eficientes del subconjunto X'C Xy sea Y
un elemento de X-xX'; recorreremos la lista anterior
buscando el punto donde debe ser insertado el elemento

Y, y supongamos que el lugar apropiado fuese entre Xk y
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)Sd-l . Puede ocurrir:
a.- Que en el recorrido hasta Xk, hubiese un vector Xy
_ISi <€k que eliminase al vector Y, en cuyo caso Y no
puede ser eficiente de X ¥y podriaﬁos abandonarlo vy
pasar a otro elemento de X—‘X'U\Y\\.
b,-Si Y no ha sido dominado; lo insert;remos entre )(‘k y Xk+1}
como hemos visto anteriormente, pero habremos de
recorrer la lista desde xk;l hasta &, y eliminar de
ella todos los vectores dominados por Y. |
Evidentemente, la nueva lista la- formaridn los vectores
eficientes del conjunto X'V !Y&.
Obsérvese que Y no puede dominar a ningin vector X, 1 Kigk
ya que Y&X y tampoco puede ser dominado por ningun vgctor Xj

con k+1 <jgp dado que Y »X .

2.1.4.- Experiencias computacionales

i

e

El programa para la biusqueda de vectores eficientes en lista
lineal ha sido realizado en lenguaje pascal y lo hemos titulado -
efflista. |

La constante n representarid el nimero de compénentes de 1los
vectores a estudiar. | |

Vector es un tipo de array qué guardard las componentes de
un vector dado. :

Pnodo es una variable que guardara direcciones de elementos
de tipo nodo. .

Nodo es un tipo registro que guardari un vector y- la

direccién del siguiente nodo de 1la 1lista; este tipo sera el
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componente basico de la lista.

A, representari el vector a insertar en cada momento.

Raiz . guardarid siempre 1la direccién que apuntarid a la
cabecera de 1la lista, mientras que cent sera un registro de fin
de lista que actuard a modo de centinela para avisarnos de que
hemos llegado al final.

Nv, co y ti nos mediridn respectivamente el nﬁmero de
vectores insertados, el de comparaciones vectoriales efectuadas y
el tiempo empleado.

La funcidén "igual" nos dice si 1los vectores v y w son
iguales; si lo son vale true y si né, false. Analogamente se
comportan las funciones "dom" para ver si el vector v domina al
w, y la funcién "lmenor" que nos dice si el vector v es
lexicograficamente menor que w.

La rutina "“imprimir" nos da en salida los vectores
eficientes de X.

La rutina "insertar" es el nﬁcleo dél progfama 'y - es - la
encargada de construir la lista en orden lexicogrﬁico
decreciente, entre raiz y cent; para insertar un vector en 1la
lista actual, buscaremos la posicién donde debe ser insertado y

para esta localizacidén usamos los punteros pl y p2, adelantando

s 2

el plA una posicién sobre p2; el p3 1lo qsaremos durante la
insercién en el intercambio de punteros;.

Como vemos en el programa, p2 se inicializa en raiz y pl una
posicién adelantada respecto a p2; esté obliga a que el vector
que contiene la direccién de raiz sea vacio; en la direccidn
cent, guardaremos el vector a insertar antes de iniciaf el
recorrido de la lista; ello nos indicarid el final de la lista si

la bisqueda no se hubiese detenido antes.
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La sentencia while recorre la lista mientras el vector a,
sea l-menor que el vector sobre el que nos encontramos y no sea
dominado por éste; asi, como midximo llegaremos hasta la posicién
de cent. Si a no ha sido dominado, lo insetamos y hacemos el
recorrido de la lista hasta el final, borrando 1los vectores
dominados por a.

El programa principal inicializa 1la 1lista vacia y 1las
variables que nos medirdn los vectores insertados, ellnﬁmero de
comparaciones vectoriales efectuadas y el tiempo; después, el
programa va leyendo e insertando los vectores almacenados en un
fichéro, hasta llegar al final de éste.

El cuadfo 1 muestra los datos obtenidos para vectores de
3,5,7 v 9 componentes, generados aleétoriamente. La columna
izquierda indica el nimero de componentes, y la superior el
nimero de vectores insertados, que varia desde 1000 hasta 10000;
para cada una de las combinaciones estd expresado, .de arriba
abajo, el nimero ; de vectores efiéientes, el tie@po _en
milisegundos y el nimero de comparﬁciones vectoriales efectuadas.
Las graficas de las figuras 1,2 y 3, nos muestran la evolucién de

estas variables, en relacién con el nimero de vectores

insertados.



Frograma efflicts

Frogram efflictaCinrutroutrut)d
const n=5; '
tuype vector=arrauli..n) of inteders
Friodo="rnodo
nodo=record xivectors
sidirnodo
ends ‘
var agivectors
raizrecentirnodos
ircornvrtilintegersy

function igual(vswivector)ibooleans
var tiboolean?
begin ti=trueril=0icol=cotly
while(t and (i<n)) do
hedin i31=i+1}
if (vEild<>wlil) then ti=false.
ends
igualli=ts
endj’ '

Ffumetion dom(vswivector)ihooleans
var tibooleans;
bedin
tiz=trueiili=0icol=cotly
while (t and (i<rm)) do
bedin it=1i+1}
if (vEild<wlhil) then ti=false
ends
if ¢ then if (iguallvsyw)) then ti=falsesd
domi=ts
endj’

“furnction lmenor(vrwivector)iboolcecans
bedin :
it=1scol=co+ls
while ((v[ild=wlil) anrd (i<m)) do ii-i+14
if (vLild<wlil) then lmenori=true else lmenor?
enids

wrocedure imerimirs
var rirnodos
Jrkrllinteders
bedin
pi=raiz".nlgy oo .
11=24 div ni.jt=03% ' .
while (p<rcent) do
bedin for ki=1 to 1 do
hegin if(s<{>cent) then
bedin for i!=1 to nrn do write(r",xCidi3)}
write(’ ‘)jgt=itls "
PizpT .5l
ends’
endji
writeln

faleer
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enrds
writelniwritelnd(’ mumero de vectores
ends

rrocedure insertar(alvector)i
var elyr2rrdirrniodos
tibooleans

bedin
eRi=raizirli=p2 T sidicont T T8
tiz=trues

while (t and lmenor(nyﬁl”ix)) do
if dom(rl”.xri) then ti=false elce

bhedin p2i=zplirli=p27, %iﬁ
end?’

if t then

bedgin
if ((ri=cent) or not(idual(r1” .“ra))) 1h9n
bedin new(y3) 3 .:«’3'**;;‘3 A SR ECITS B R LOe AR T AL
ends
while (ri1<{rcent) do

if dom(arri”.x) then

bedin
P27 sidi=pl " ol
disrose(esl}i
rli=p2 7 ,5id;

end else

bedin
F2i1=pl)
FLI=R2T .51

end?

endj
ernd}i

hedgin
new(raiz)inew(cent)irais".sidizconts
nvi=0scot=03tilt=clocks :
while not(eof (inrut)) do
bedin .
for it=1 to n do read (afid)invisnvils
if eoln(inFut) thern resdlng
insertar(s)s '
end)
tit=clock-tij
writelnsy o
writeln{(nvstirco)sl - .
imerimir '
end.

AR e

3 eficientess )
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vectores
eficientes
4000 4
3000 }
2000 1
looo ¢
n:3

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

nimero de vectores insertados

Figura 1
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5000 } comparaciones
vaectoriales
x 1000
n§9
4000__
3000}
n=7
2000}
1000 |
n=5 7
n=3

+~ S

L) ¥ Al

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

+

vectores insertados en lista

Fiqura 2
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5004 CPU en
sagundos
n=9
400__
300 |
n=7
200b
1000
n=5
n=3

P + N

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

vectores insertados en lista

Figura 3
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2.2.~ Vectores eficientes sobre arboles ordenados

La relacién de orden lexicogrdfica permite usar como soporte
un arbol binario ordenado y si se quiere, equilibrado tibo AVL.

Recordemos qué en esta estructura, el subarbol izquierdo de
cada nodo X, 1lo forman nodos que son l-menores que X y el
subdrbol derecho lo forman nodos que‘son l—maybres; ‘vimos coémo
efectuar la bisqueda de un elemento del arbol y su actualizacién,
bien se trate de insercién o de borrado en un tiempo de orden
logaritmico del nimero de nodos actuales, mientras que en las
listas lineales, el orden es del numero ’de nodos actuales ien
lista.

Ahora bien, ésta eficiencia superior de los arboles binarios
ordenados sobre las listas, desaparece en el problema que estamos
resolviendo; en efecto, aqui no se trata de localizar un elemento
en el Arbol, o de insertar o borrar otro, sino que, lo ﬁué hemos
de hacer es que al fhtroducir un elementoven el Aarbol ordenado,
que suponemos libre de dominancia, nos resulte otro &rbol que
también esté libre de dominancia, es decir, introducir un
elemento Y, y ver si es dominado por alguno del arbol, y si no lo
es, estudiar si domina algin nodo Ya existente..

Para comprobar esto, tendremos que comparar Y con los que
son l-mayores que él, y si alguno lo domina, hemos terminado el
proceso; si Y no fuese dominado por algin vector del A&rbol,
tendremos que visitar todos los n?dos que son l-menores queAY,

para ver si Y los domina o no; los que sean dominados por Y

deberan ser borrados del A4rbol, y 1los que no lo sean deben
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permanecer en la estructura; el resultado es un Aarbol 1libre de
dominancia.

Vemos .que en este algoritmo, el nimero de nodos visitados es
del mismo orden que en las listas lineales, ya que si Y no es
dominado por ningiin nodo ya existente en el arbol, hemos tenido
que visitar, para hacer esta comprobacién, todos los nodos que
son l-mayores que Y; a su vez, para eliminar del arbol todos 1los
dominados por Y, tendremos que visitar todos los nodos menores
que Y; luego hemos recorrido todos los nodos del drbol, tal como
ocurria en las listas lineales. Si Y es dominado, también el
nimero de comparaciones es del mismo orden. .

Tenemos asi, que la estructura arbol 1l-ordenado no aporta
ningin beneficio sobre las listas en el proceso de busqueda de
los vectores eficientes; esto es debido a que el orden
lexicografico no da ninduna informacién sobre la dominancia,
salvo el hecho de que los vectofes que. dominen a Y, han de ser
i~mayores que Y, y los dominados han de ser l-menores, pero no
existén otros critefios que nos eviten comparaciones innecesarias
sobre parte de los vectores.

En las siguiehtes estructuras multidimensionales existiran
criterios que nos permitan descartar ramas completas, con la
seguridad de que no existe relacién de dominancia entre el vzctor
Y vy los vectores de dicha rama.

Naturalmente, esto habri de cénsegqirse a base de hacer 1la
estructura arbérea mis compleja que la tipica del &rbol bihério

ya estudiado.
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2.3.- Vectores eficientes sobre g-arboles
2.3.1.- Construccidén del q-arbol

Sean X,Y€ R” y veamos como identificar el cuadrante en el
que se encuentra uno respecto del otro; para ello debemos
establecer una identificacidén entre los cuadrantes originados por
los planos coordenados; cada cuadrante esta caracterizado por el
hecho de que las coordenadas de los puntos que pertenecen a él
tienen signo constante; ademds, los puntos de los hiperplanos que
dividen el espacio los consideraremos pertenecientes al
semiespacio de coordenada positiva, es decir, si X(xl,xz,...,xn)
‘es un elemento de R“,-_el cuadrante al que perteneée lo

identificaremos por:

(5'(x1),8(x2),v...,5(xn))

siendo:
5(xi) =1 six;20.
b(xi) =0 si x,<0
como éste veétor: estd formado 1por' ceros y 'hnos, . podemos

representarlo por un numero decimal cuya codificacién en binario
sea exactamente dicho vector; estableceremos el orden de
izquierda a derecha, de forma que bkxl) son las unidades de
primer orden en base dos, 5(x2) las de segundo orden, y asi

sucesivamente hasta S(xa); de manera que dicho cuadrante queda

univocamente definido por:
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k=3 §xp 2t

Dados dos vectores X,Y~r Rn, el cuadrante que ocupa Y

respecto de X viene dado por:
m: )
i-1
k = - -2
xy ZS(yi xi)
evidentemente el cuadrante que ocupa X respecto de Y es:
N 11 _ o0
koo =ZS(xi-yi).z = 2"-1-ky

es decir, los cuadrantes opuestos son complementarios respecto

del ntdmero 2"-1,

Por ejemplo, en R" el punto X(3,5,4) origina 8 cuadrantes, y

los puntos Y indicados son i-sucesores de X, como vemos en la
figura 4.

Yo(2,1,2)

Yl(7,4,3)

T v,(2,7,2)

Figura 4

Definicidén: Sean X,Y dos nodos de un q-arbol; Y es llamado

k-sucesor de X si:

k =§':3(yi~ -x ) 2471
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Ademis, Y es llamado un k-hijo de X si:
a.- Y es un k-sucesor de X

‘b.- X es un predecesor directo de Y.

Con esta notacién y enumeracién de cuadrantes, el algoritmo

de insercién de un elemento Y en un g-4rbol es el siguiente:

a.- Si el q-drbol esta vacio, colocaremos Y como raiz y
terminamos.

b.- Sea X la raiz del g-Aarbol.

c.- Hallar k =§i6(yi-§i)-2i_l ; Y es un k-sucesor de X.

d.- Si X no tiéhe ningin k-hijo, colocar ahi el elemento Y

y hemos terminado.

e.- Si X tiene un k-hijo, llamar nuevamente X al k-hijo de

X y volver a c.

Este algoritmo construye el q-drbol para un conjunto dado de
vectores a base de inserciones, sin que permita borrar ningin
elemento ni equilibrar el 4irbol; veamos cémo podemos usar ésta

estructura en la bisqueda de vectores eficientes.
2.3.2.- Identificacién de vectores eficientes sobre g-drboles

Diremos que un gq-arbol estid 1libre de dominancias si no

existe un par de nodos que domine ‘uno al otro; 1lo que
. . . i ’

intentaremos conseguir es insertar nodos en el q-arbol
manteniéndolo 1libre de  dominancia; para ello, si tenemos un

q-arbol libre de dominancia y deseamos insertar un nuevo vector

Y, debemos plantearnos dos cuestiones:
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a.- Si existe algun vector en el q-irbol que domine a Y,
desechar el vector Y; si Y no es dominado por ningin
vector del g-4rbol, lo insertaremos tal como dijimos en
el apartado anterior.

Hecha la insercién de Y, debemos eliminar del q-4rbol

todos los vectores dominados por Y,

Por la transitividad de la dominancia, wun vector que se
rechace en el punto a, no puede dominar a ninguno de los que ya
estan en el gq-arbol, por lo que el bunto b, no es necesario
comprobarlo en este caso.

En cualquier caso, es evideqte que el g-drbol resultante
esta libre de dominancias.

Ahora establecemos los criterios que nos permitirén ejecutar -
los puntos a y b, sin tener que visitar todos los nodos
existentes; con el fin de enumerar los sucesores de un nodo VX,

"designemos por:

ny= (S(Yl—xl );8(3’2")‘ 2), e ,S(YH-XI’! ))

k.=§:3(yi-¥i)'21"1 Y es k-sucesor de X

Vi $(y,-x) =1}

}i: S(yi—ﬁ) =0}

¢, (k)

Cq (k)

evidentemente se tiene:
C (k) V € (k) = {1,2,...,n}

Segin esto, Y es un k-sucesor de X si y solo si se verifica
' ]
que:

a.- i€ G (k) <===> y. 2 x,
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b.- i€ Cy(k) <===> y;<»y

Los siguientes resultados ayudardn a que la insercidén en el
q-arbol manteniéndolo libre de dominancias, evite el recorrido de
amplias partes del gq-4rbol.

Teorema 1.- Sean dos vectores X,Y diétintos,y supongamos que
Y es un k-sucesor de X; se verifica:

a.- Y domina a X si y solo si k=2" -1

b.- X domina a ¥ si y solo si Yi=% Vi Ci(k)

Demostracion: Este teorema es una consecuencia directa de
e e . . n .
1a definicidn de k-sucesores; si k=2"=-1 el conjunto

C1(k)={1,2,...,n} ya que ny={1,1,...,1} por lo que y; > X, para
n

N

cualquier i, y por lo tanto Y domina a X; asi pues, todo k=2 -1
sucesor de X domina al vector X,

El punto b, también es evidente, ya que si i€ Cotk) es
p<xjysiié€ Cl(k) es ¥ =x;, luego como X e Y son distintos, se
verifica que.X domina ay, |

c.q.d.

Luego en un q-arbol 1libre de dominancias cualquier nodo
tiene a lo sumo 2M-2 descendientes.directos, ya que el 0 y el
2n;1 no pueden existir; de aqui que para n=2 se tenga un A4rbol
binario.

El siguiente teorema nos ayudard a identificar las ramas del
q-arbol que no tengamos que recorrer, manteniendo la garantia de
la libre dominancia.

Teorema 2.- Sean X,Y,Z tres vegtores de R", y supongamos que
Y es un k)-sucesor de X y Z un kp-sucesor de X; se verifica: .

a.- Si Z demina a Y entonces Cy(k;) € C,(k,) o lo que es
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equivalente que Cy(k;) 2 C5(ky).
b.- Si Y domina a Z entonces C(k;) C Co(kz) o lo que es

_equivalente Cl(kl)‘D Cy (k).

Demostracién: La demostracidén también es inmediata ya que
si existe un i€ Cl(kl) tal que iﬁlCl (‘kz), seria yi> x-i> z; e Y no
seria dominado por Z.

Ademis, si suponemos que existe i€ CD(H:) tal que i?’Co(kz)

<% vpor lo que Y no dominaria a Z.

seria yi< x 4

i ,
c.q.d.

Por parte a, del teorema, se puedé.restringir la bisqueda de
vectores dominantes de Y sobre aquellos kz—sucesores de X tales
que la reprsentacidén binaria de k2 tiene un uno donde k,1 lo-
tenga.

Por la parte b, los vectores dominados por Y estdn entre
aqueilos kz—sucesores, tales que la representacién binaria de k
tiene un cero donde la de kl lo tenga.

Una consecuenéia inmediata de este teorema es:

a.- Si Z domina a Y ha de ser klg'k2
b.- Si Y domina a Z ha de ser kzg kl

Supongamos que Y es un k-sucesor de X y que ny tiene p unos
Y q ceros; estudiemos las ramas que tendriamos que recorrer para
ver si- Y es dominado, o si Y domina algin vector descendiente de
X.

Los vectores que dominen a Y deben tener iguél> o mayor

nimero de unos que ny, luego el total de ramas a examinar viene
L}

dado por:



En cambio, los posibles vectores dominados por Y deben tener
igual o mayor niimero de ceros que la representacidén binaria de k,

por lo que en total son:

como tanto la rama correspondiente a

q
() (todos unos) como la ( ) (todos ceros)
p q ’
no existen en el q-arbol libre de dominancias, tendremos que
revisar:
29 -1 ramas para ver si existe alguno que domine a Y.

2P 1 para ver si existe alguno dominado por Y.

Légicamente, en el peor de los casos se examinarin 2P 292
ramas, mientras que, sin tener en cuenta el teorema

1
anterior,habria que.examinar 2P¥A 2 222 ramas, y evidentemente:
1 .
2P29.2 27 2
y en algunos casos, mucho menor, cuando p = [n/ZJ y q = rn/Z].

Realmente:

1l 2 n-1 n-1

2Pi9 2 €2h 2"l 2 2
lo cual quiere decir; que en el pébr de los casos tendremos que

examinar la mitad de los nodos del q-irbol que parten de X.
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2.3.3.- Algoritmo eficiente

Veamos el algoritmo de insercién de un elemento Y en un
g-arbol preservando la relacién de dominancia libre, es decir,
supondremos un gq-idrbol en el que no existe una pareja de
elementos dominado uno por el otro, y ademis, 1lo supondremos’no
vacio, ya que si estdviese vacio colocariamos a Y como raiz del

q-arbol.

a.- Sea X la raiz del q- arbol
b.- Calcular k —E;S(y —xi)
Si k = 2"-1 entonces Y domina a X; borrar X
Si X domina a Y, es decir, si x;=y Viecl(k) Fin.

c.- Para todo vector Z tal que Z es un k' -sucesor directo
de X con k <k y Cl(k)CCl(k') ejecutar el test de
dominancia Test1(Y,Z).

d.- Para todo vector Z tal que Z es un k' -sucesor directo
de X con k'<k vy Co(k)c Co(kf) ejecutar el ﬁest de
dominancia Test2(Y,Z). | ‘

e.- Si X ya tiene un k-hijo, volver a b, 1llamando
nuevamente X al k-hijo de X; en otro caso, Y écuparé.la

posicidén de k-hijo de X y habriamos terminado.

Los procedimientos Testl y Test2 son definidos
recursivamente aprovechando la propiedad de estas estructuras de

que cualquier subdrbol de un q-drbol es también un q-arbol.
1}
Vienen definido por:

Test1(Y,Z)



13

n
a.- Determinar k =§;8(%.-Zi) 21"1 de forma que Y seria un
k-sucesor de Z. Si xi=xi\j i€ g_(k) tendriamos que Y
-estid dominado por Z, y terminariamos.
b.- Para todo vector T tal que sea un k' -hijo de Z con

K <k y Cd(k)c Co(kf) ejecutar Test1(Y,T).
Test2(Y,Z)

a.- Determinar k =§:§(g'—zi)'21‘l de forma que Y seria un
k-sucesor de -Z. Si k=2"-1 borrariamos Z ya que es
dominado por Y.

b.~- Para todo vector T tal que sea un k' -hijo de Z con

K<k y Cy(k)C C (k") ejecutar Test2(Y,T).

En el siguiente apartado estudiaremos el comportamiento
computacional del algoritmo y algunas dificultades que presenta

su implementacidn.

2.3.4.- Experieﬁcias computacionales

El programa, hecho en lenguaje pascal, para la bisqueda de
vectores eficientes sobre gq-arboles lo hemos titulado qérbol. |

La constante n representari el nimero de componentes de los
vectores a tratar, y la constante m=2"-1 indicard las ramas que
cuelgan de cada nodo,‘desde 0 hasta m, éuhque como hemqsx:diéhé,
ambos extremos estarin siempre vacios.

Vector es el tipb que almaceparid las coﬁponentes ~de ‘un
vector dado. |

Pnodo es un tipo puntero que guardara direcciones de tipo
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nodo.
'Nodo es el tipo base de 1la estructura que guardara, un
, . n .
vector X, el nimero d de descendientes 'y 2 punteros hacia

elementos situados en los cuadrantes originados por X:

o —————— " - ——— " n —— — - —— - &% W ime W =

o=
"
oo

0 1 M-2 M-1

A representarid el vector a insertar en cada momento y el el
vector s hard el papel de C ‘ estudiado .anteriormente.

Raiz seri en cada momento la direccién que apuntarid a la
raiz del gq-~arbol.

Las variables nv, co y ti asi como las funciones '"igual" y
"dom" tendrdn el mismo significado que en efflista.

La funcién "delta" esta definida por:

delta(v,w) = (S(H._wl)’S(ﬁ —wé),...,ﬁ(w)-wn)).

el resultado es un vector que sera almacenado usualmente en s.

Las rutinas imprimirl, imprimir2, e imprimif3 nos escfiben
los vectores eficientes en distintas configuraciones; las dos
primeras mantienen en impresiéé la forma de wun_ q-arbol y 1la
variablé e, que ‘es usada como pardmetro indica el nivel del
q-arbol en cada momento; estas dos formas de iﬁpresién son usadas
como ilustracién cuando tenemos pocos elementos. Con imprimir3,
se escriben los vectores en varias columnas dependiendo del
nuimero d¢ componentes;

La funcién testl es cierta si el vector a no es dominado por
algin vector bajo el puntero p, y falso en otro caso; el

parametro k indica la rama que estd siendo sondeada.
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E indica la rama a partir de la cual hay queiaplicar testl;
cuando se llama testl desde el programa principal, hay que probar
desde la rama k+1 hasta la m-1, pero cuando se llama a si misma
recursivamente hay que incluir la rama k, de ahi que se use la
variable universal e para que se distinga una 1llamada de. otra;
usamos la funcidén del sistema uand, que ejecuta la interseccidn
binaria de dos nimeros enteros, asi cuando k=uand{j,k) significa
que todo uno que figure en la descomposicién binaria de k,
aparece también en la descomposicién binaria de j, y sabemos que
esto es una condicidén necesaria para que un vector de la rama j
domine al vector a.

La rutina insertar2 construye un g-irbol sabiendo de
antemano que cada vector que entra, ni domina ni es dominado por
ninguno de los que ya existen en dicho q-arbol; se usa en las
reconstrucciones parciales de ramas por desaparicidén de algin
nodo interior.

La rutina borrar, elimina del q-arbol con raiz p, todos los
vectores dominados por aj; ‘el niimero de vectores eliminados lo
indicara ei parimetro variable q; dentro de borrar esta la rutina
recorrer, que es la encargada de visitar todos los nodos de la
rama a reconstruir y reinsertarlos en el subarbol _ que construye
borrar. | |

La rutina test2, localiza en el 4rbol de raiz p, los
vectores dominados por el vector a; si se encuentra un:vectob
dominado por a, tendria que 1llamar a borrar vy recqhsiruir e;
subidrbol correspondiente.

. ) .

La rutina insertar es el nicleo del programa; su objetivo es

insertar el vector a, en el Aarbol de raiz p; esta rﬁéina

determina la rama que corresponde seguir al vector a; si la rama
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estid vacia, inserta a, y si no lo esti, ejecuta testl en las
ramas superiores y test2 eni las inferiores; luego continta
avanzando, si procede, a un nuevo nodo,

El programa principal inicializa el q-4rbol "vacio y 1las
variables nv,co y ti; luego, el programa va leyendo e insertando
los vectores almacenados en un fichero hasta llegar al final de
éste.

El cuadro 2 muestra, el nimero de vectores eficientes, el
tiempo y el nimero de comparaciones vectoriales, correspondientes
a las mismas series de vectores generados para listas 1lineales.
Las graficas de las figuras 5 y 6 nos muestran la evolucién del
tiempo y de las comparaciones.

Observando estos datos, aparecen ciertas irregularidades
como son el hecho de que no se tengan datos a partir de 5000
vectores de 9 componentes y que el tiempo empleado sea supérior a
las 1listas 1lineales; 1lo iinico que se ha comportado como era de

esperar, es el _nimero de comparaciones vectoriales, que ha
disminuido notablemente. ’

La razén de todas las irregularidades es unica, la cantidad
de nodos vacios que aparecen en una estructura q-irbol; pensemos
que cada nodo hoja tiene 2 nodos vacioé que, por una parte,
ocupan memoria dindmica y por otra, el hecho de que estando o no
vacios, tenemos que comprobar su_estado.

La primera razén nos ha llevado a agotar la memoria dindmica
asignada él proceso a partir de 5000 yeétores de 9 componentes;
la segunda es la causante de que el tiempo haya aumentado.

Esto puede ser salvado reformahndo el tipo de nodo base de 1la

estructura q-arbol, de forma que cada nodo no tenga

necesariamente 2 nodos hijos; lo que haremos es organizar todos.
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los hijos de un nodo en un arbol ternario, y el tipo base sera:

.  — ——— - A g - S W . e T o>

e}
Q.

b

-
N
-
o3
o

R indica la rama paterna, de 0 a m=-1d el nimero de
descndientes, vx el vector, iz es un apuntador a hermanos
izquierdo y de a derechos mientras que h apuﬁta a los
descendientes del nodo x.

De esta forma, cada nodo tiene tres direcciones en lugar de
2 ; esto obliga a una reorganizacién de los datos y el programa
lo hemos llamado superq; los resultados, en este caso, esﬁén
expresados en el cuadro 3, y en las graficas 7 y 8.

Podemos observar que hemos mejorado los resultados de la
‘lista 1lineal tanto en tiempo como en nimero de comparaciones; no
obstante, 1la complejidad -de 1la estructura, hace que los
resultados no éeah; mejores, asi que pasamos directamente a la

estructura con la que hemos obtenido mejores resultados.



Frogramia a-arbol

Frodram GBPhOl(lHPU?rOUiPHt)r
const n=5)
m=3173
type vector=zarraull,.rnl of integersy
Fhodo="rnodos
nodo=recortd xivectors
diinteders
sigtarrauliO. ) of rrodo
endj
var aysivectors
raizirnodos’ ‘
irarernvrcortitintestery

function idual(vrwivector)thoolecansd
var tibhooleanyi

bedin ti=truesii=0icol=cotls
while(t and (i4<n)) do
bedgin idt=i+17s
if (vlildorxwhil) then ti=folee
endj
iguali=ts
end)

function delta(viwivector)ivectors

var bivectors

begin col=cotls
for it=1 to m do if (vLidFwlhil) then
deltai=b

end?i

Tunction dom(vrwivector)ihoolesns
var tLibooleans '
bedgin ti=trueiit=0icat~cotis
while(t and (1<) do
hedin ii=i+17%
if (vhild<wlil) then ti=false
enicdy

bBitid -l

if t then if igusl(vrw) then ti=folses

domt=t
end?

srocedure imerimirv(iirnodoielinteser)i

var lritinteders

bedgin
if (parmil) then
bedin 1i=(m+l) div 23

for Jdi=m-1 downto 1 do imrrimir(s"

for ii=1 to e do write(’

for i3=1 to n do write(e™ L1313 Furiteln(e”
sorufglsod1)d s

for Jdi=1-1 downto 1 do imerimir ("
writelni
end else
hegin for it=1 to ¢ do write(’
writeln(/—==>nil”’)
end?
endj

elee bDRL11i:

soidlglsedl)

‘)i

‘)

AR R

OF



Frocedure imerimir2(rirnodoielinteder)s
var lsidtintederi
bedin
if (»<>nil) then
bedgin 1i=(m+i) div 27
for Ji=m=1 downto 1 do iwrrimir2(e",ciglidretl)i
for it=1 to e do write(’ ‘)i , .
for it=1 fo n do write(r . qwfil1t)iwriteln " diA)7
for Ji=1-1 downto 1 do imerimir2(r".cidldlretl)
ends
endj’

rrocedure imerimir3(sirnodo)s
var lrydlinteders?
bedin
it (2<xnil) then
hecgin 1i=(m+l1) div 2} ,
for .if=m—1 dowrnto 1 do dimerimivr3G",6i30.03)5
for it=1 to n do write(F " xLidi3)iwrite (" fdA);
er=etliif (e=(24 div (n+1))) then
hedin et=0iwriteln

end?
for Ji=l-1 downto 1 do imerimir3 " si40.00)
enrds
end?

function testi(zivectoririrnodoikiintecer) thooleans
var Jdrkltinteders: )
tibooleans
bedin .l=ejti=trues
while((j<m=1) and 1) do
hedin .it=+lswith =" do
bedin ifT (eidldl<>nil) then if (ksuandGislk)) then
begin k1i=0isirdelta(arsidfdl ™ x) ¥
for i!l=n downto 1 do 1 tahid+o%klie takl-13
if (L1=0) then ti=false clse t:*iaytl(;pu;dr!WyPJ)
endj . : . .
end}$ T B
ends; .
testii=t
end?

rrocedure insertar2(sivectoriver rirnodo)?
var kiinteders
bedin if (r=ril) then
bedin rew(r)ir~xi=mair™ diml}
for i=0 to m do P . ecifidi=nil}
entd else
hedgin sizdella(arr" )il 0f
for ii=n downto 1 do ki=eli)+2%k$
insertar2(arpr”.aidlk]);
gz d+ ]l
ends
erds;
4
rFrocedure borrar (R.VPctoryv P e irnodoivar elinteder)
var raiz2irnodos

rwrocedure recorraer(yrirnogo)s



var Jdiinteders;

bedgin if (r<xril) then
bpedin for g3=m—1 downto 1 do recorrer (e esrngl gl
if dom(arer".x) then etra-1 else insertor? (e s raannd)s
disrose(r)} '
ernds

onds

bedin
raiz2t=nili
recorrer(s)i
Frz=ralizls
ends

mrocedure test?(atvectoririrnodoikiintederivar plinteder)i
var Jdrlrkisk2lintesers
thedin k2i=e—-11%
for Ji=l to k2 do
hedgin with 77 do if (sidgldd<Fnil) then
if(J=uarndlkyd)) thenrn if dom(sreighdld™ ) then
borrar(arsidglilsr) clse
hedgin P]'"O:s.—de]tu(ar‘JdTJT e 3) 7
for it=n downto 1 do klt=sNiJ+2%kkiset=litls
t=ajal=0ilest2(assialjlsklre);
sidldl”vddraeiah gl vdtaral-atl
end?
endsj
ords

rrocedure insertar (atvecltorivar rirnodoiver elinteser)s
var kyliinteders ‘
bedin

if (r=rid) then

bedin new(r)ir " xt=air™ di=ligt=1s

for i!=0 to m do »".eiafidi=nil
end else .
hedin if dom(asre™.x) then

hedin e ui=aiborrar(asrse) : .
end else .
bedin ki=03ci=delts ( e~ o) for itun downto 1 do kizsLil+2%ks

if (Lx0) then ,
begin el=kiif testilarssk) then
bedin el=kitest2(arrslre)ilineieti=0r
incertar(orr" oiglklrq) s
at=atlirT di=r" dta
end?y
ends’
end?
ety
erdi

hedgin
raizi=nilinvi=0stil=clocksrcol=0F

while riot(eof(irnrmut)) do

hedin ai=0j3 )
for it=1 to rn do read(alil)invisnyvl 13
if eoln(inmrput) then readlng
insertar(asraizre);

endi

til=clock-tii

end.
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Prodrams cunrere

Frodram sureral{inrulrouterut)i
const n=9j
m=313
ture vector=arraxwll,.n) of intesgers
erniodo="rocdo s
nodo=record rrdiintederi
wiveclors
irshrdelrnodo
end}
var arsivectors
raizirnodos
iskrsarnvrcortitinteders

function idual(vswivector)iboolcan?
var tibooleani
bedin ti=ztruesi t=0rcot=cotlys
while(t and (i<n)) do
bhedirn ii=i+l7
if (viid<xwlil) then ti=folse
end?
iduali=ts
endy

function deltal{veruwivector)ivectors

var bivectors

bedin cot=cotls
for il=1 to n do if (vLid:wlhid) then bLidi-1 else bLAT3=0F
deltal=h

amiy

function dom({vsywivector)ihooleant
var tibooleans
bedin ti=truesii=0icolvcotls
while(t and (i<n)) do>
bedgin il=i+l}
if (wlidZwlid) then ti=false
encs ‘
if t then if iguanllvyw) then ti=fTaloed
domi=t o
ends

#rocedure imerimir{(rirnodoielinteder)i .
var itinteders '
bhedin
if (e<>nil) then
bedgin
imrrimir(er"sdere+l) s B
imerimir(er"ohred2) s
for it=1 to e do write(’ Yiwrite(rT o313y )
for it=1 to n do write(r w01l t13)swriteln (", 4245
imprimir(r " izret+l) .
ends
ends

furiction testl(alvectoririrnodoiklinteger)ihoolean?
var tibooleans
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hedin ti=trues

if (p2rnil) then
hedgin ti=ztestl(arp" desk)iaf (o ad (B<r”or)) then
=testl(arr", izrk))
if ((k=uandllseor)) ond (1)) Lhen
if dom(r".xra) then ti=folee else
begimn ki=0jct=deltalarr™ )i
for it=n downto 1 do ki=s{il+2%ks
ti=testllarer".hok))
endji
ends
testli=4}
ends?

rrocedure insertar?(alvectorivar epirnodoskiinteser)d
hoedgin
if (r=nil) then
begin new(rs)ir™,
FTohi=nilieT oo
encd else
bedgin if k<e".r then insertsr2(zr»s=",iz2sk) clse
if kxp”.r then insertor?2(arr".deshk) eloe
bedin ki=0isi=deltal(ar=" %)}
for it=rn downto 1 do ki=aglil+2X§
insertar2(arr"hek) i od =" odb L
end? )
erichy
erds

HemairTsantmnilirT del nid i

15e7 ek

rrocedure borrar {(alvectorivaer sirnodosvar elinteder)s
var raizlselse2irnodos
tinteder;

rraocedure hus(var rdirnocdo)s

bestin
if 2d”,iz<nil then bhus(rd™,i2) else
hedin ri=ecirdia=rd™ o de
end?

end?j .

Frocedure erorrPr(p.Pnodn),

var kiinteders

bedin if (x<rnil) then

bedin recorrer(=z",de)j

recorrer(s~.h)i
recorrer(r”.ix)iki=03}
if dom(arr~ex) then eiza-1 clse insertor?(e"oorsizl k)i
disrose(r) i '

ends

ends

hedin raiz2i=nily? .
pllupT,izirRizp T ders " ind=nil iy detsnid il ™ v
recorrer{(&)}

ri=raiz2sif ep=nil then

bhedin if =2=ri1l] then ri=rl else
if rl=nil then risr? else
bhegin bus(r2)ir" ixdmrlirT deli=e?
e

ernd else



bedin F ori=lir " iztmriie" oded = d
end?
erds

rrocedure test?2(atvectoriver rirnodoikli rledoerivar ctinteder)i

var liinteders;
bedin
if (r<2ril) then
bedin test2(are” ik @it (KT or) then test2lore"adersbr@d s
AP (ror=uand(kyer”or)) then if dom(arr™ ) Lhen
horrar(arrra) else

bedin
A=0rsti=deltalarr" )14
for it=n downto 1 do ki=clil42%ks
t=qial=0itest2(arn"hrkyc) i o0l
ends?
endj’
endi

et ietretld

srocedure insertar (atvectorivar rirnodosklinteseriver ol inteser)
var lrkilinteders '
tibooleani
bedin ti=trues
while((r<>nil) anrnd t and (LI<xe"or))do
if dom(are".x) them borrar(arere) clse tisfolses
if (p=nil) then
hpgin new(e)ir 40
Tohlt=EnllirT gl
end else
bedin ki1i=0isi=deltalasr™ 0 ifor i
if (k13x0) ther if k<e",r then
hedin if (testl(zsrr".derk) and testi(ars" v kl)) then
insertar(arr"inrlkrn)
end else if krxp™.r then
hedin testR(arr" izskse) ilimeial0Ff

ilirTide =il

o1

oo

LR

oo =t

=17
@

X e
~

*
*

wyry dowrto 1L odo k1l tbesl i T42%k L

test2(arr" okl ir .di=p~dtasod=etliinsertar(sryr"derkra)

end elae .
bedgin if testl(z,»r".desk) then
bedin test2(aryr"sdzskyr)iki=kls
if dom(aryr™.x) then

hedin =" .xti=arthorrar(arrrr)
ernd else ifT k>0 thoen

bedin li=aiel=0fincertar(asr " hokya)ir"odisrT oftaralzotl
enrds -
ends’
erndi
ends
erd i ' ' )

bhedin
til=clockrnvi=0icoi=0}%
raizi=nil; ’
while not(eof(inerut)) do
hedin ki=07ql=0j;
for it=1 to n do resd(alfid)invicnvili
if eoln(inPut) then roeodlos
JﬁaGPtBP(d’P&Ir’P’ﬁ)
end
tit=clock-tis
writeln(nvstircoldi
end.
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2.4.- Vectbres eficientes sobre kd-arboles
2.4.1Q; Construccién del kd-4rbol

, : n
Sea X (xl,xz,...,xn) un elemento de R ; con respecto a los
hiperplanos coordenados, los semiespacios a los que pertenece

vienen identificados por:
6 (Xl).lS(Xz),-..,S(Xn)

siendo S(Xi) = 1 si x>0, lo cual significa que el punto
pertenece a este semiespacio (xi:>0), y'S(xi) = 0 si xi<:0, lo
cual significa que X esti en el semiespacio §i<:0.

Definamos la funciédn
h(X) = (§0x1),8(x),.++,80(x)) ¥ b (X) = §(x))

Dados dos elementos X,Y € R™, los semiespacios que eocupa Y
respecto de 1los hiperplanos que pasan ﬁor X paralelos a los
coordenados, ' vienen definidos por:

h(Y-X) = § (y; -x)

En un kd-irbol el punto que ocupa la raizidivide el espaciq(
en dos segin su prime?a coordeﬁada; asignando a la raiz el ﬁivel
1 del kd-4rbol tenemos que la coordenada  que origina la divisién
del espacio es la correspondiente al nivel que ocupa; enaei nivel
2, que ocupan los hijos de la raiz, 1a_divisi6n se hace segun la
segunda coordenada de dichos elemen%os; asi sucesivamente, hasta

llegar al nivel n en el que 1la divisién se efectia segin 1la

I d . . . » -
coordenada enésima. En el nivel n+l1 1la divisidén vuelve a
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efectuarse segin la primera coordenada.

En general, se tiene que en un nivel p, 1la coordenada que
origina la divisién es 1la p mod n, es decir, el resto de la
divisidén de p entre n.

Si un punto X se encuentra situado en el nivel p, todos los
elementos Y situados en su subérbbl derecho verificarin que
yi;x.i siendo i=p mod n, mientras que los elementos de su
subirbol izquierdo verificaran que Y:< % .

Vemos asi, que'la informacién aportada por un nodo depende,
no solo del valor de sus coordenadas sino del nivel en el que se
encuentre.

Definicidén: Sean X,Y dés nodos del kd-arbol; Y es 1llamado
un k-hijo de X (kgn) si:

a.- Y es un sucesor de X y X esta en el nivel k+n

b.- X es un predecesor directo de Y

El algoritmo de construccién del kd-4arbol, efectuando
unicamente inserciones, viene dado como sigue; sea Y el elemento
a insertar: ) | |

a.- Si el kd-arbol esti vacio, colocaremos Y como raiz, vy
terminariamos. v
b.- Sea X la raiz del kd-arbol ’
c.- Sea k el nivel de X
Si Y > xk‘Y es un sucesor dereého de X
Si %{< xk Y es un sucesor izquierdo de X
d.- Si dicha posicidn estad vacia, colocar el vector Y vy
finalizar.
'

e.- Si estd ocupada, llamar X al elemento que la ocupa 'y

volver a c.



Este algoritmo que construye el kd-arbol es mas simple que
el correspondiente al gq-4drbol, fundamentalmente porque‘ las
comparaciones que permiten avanzar en el kd-arbol, son
comparaciones entre nimeros reales y no vectoriales como ocurria
en el q-a4rbol. Ademds, en la mayoria de 1los casos, un gran
porcentaje de ramas del gq-arbol estaban vacias, debido a su orden
de multiplicidad por niveles, mientras que el kd-arbol optimiza

en este sentido el aprovechammiento del espacio.
2.4.2.- Identificacién de vectores eficientes sobre kd-arboles

Un kd-arbol es de dominancia libre, si no existen en é1 una
pareja de nodos que domine uno al otro; construiremos un kd-arbol
. manteniéndolo libre de dominancias, planteando para ello dos
cuestiones; sea Y el vector a insertar sobre el kd-arbol:

a.- Determinar si existe algin vector X sobre el kd-arbol
que domine a Y; si existiese un X que dominase a Y,‘el
vector Y geria rechazado. Esto nos' obligard a un
recorrido parciai del kd—égbol a la bisqueda .dé
posibles dominadores de Y.

b.- Haliar los vectores del kd;érbol que éean -dominados
por Y; ‘todos los vectores ‘que verifiquen dicha
condicidén deben ser eliminados del kd-Aarbol.

Logicamente, si un vector Y elimina a algin otro de los que
ya estidn en el kd-irbol, Y no puede ser dominado por ningin
vector del kd-arbol; anéiogamente, ;or la transitividad de 1la

dominancia, si un vector Y es dominado por alguno del kd-Aarbol,

entonces Y no puede dominar a ningin otro del kd-Aarbol. e
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Dado que la condicién para que un vector X domine a otro
vector Y es que Yis x; para cualquier valor de i, para localizar
si existe algin vector X que domine a Y seguiremos siempre las
ramas que verifiquen Y; € Xi5 mas exactamenﬁe, seguiremos todas
las ramas para las que se verifique xi* xi, ya que en cada nodo
se divide el espacio, y salvo quev yi> X, puede ocurrir que
existan vectores a izquierda y derecha que dominen a X, es decir:

nivel k X Si y,2 xx sus posibles sominadores

estan en el subarbol derecho.
Y, <X | .ykz Xy Si yy< x sus posibles dominadores

estan en el subarbol derecho
o en el izquierdo.

»

En cualquier caso, vemos que con estos criteriecs quedan
eliminados gran cantidad de subarboles tanto en la bisqueda de
algin dominador de Y como de vectores dominados por Y, debido a
‘que, aunque tenemos la estructura de un 4rbol binario, la cafga
de informacién que soporta cada nivel, héce que su rendimiento

sea mucho mis alto que el de aquellos.
2.4.3.~- Algoritmo eficiente

Desarrollemos el algoritmo de insercién de un elemento Y en
un kd-4rbol preservando 1la relacidén de dominancia libre; si el
kd-arbol estuviese vacio, colocariamos Y ‘en 1la raiz, asi que

supondremos que no es vacio.

a.- Sea X la raiz del kd-irbol

b.- Sea k el nivel en que nos encontramos

¢
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c.- Si Y < X, ejecutar Test1(Y) en el subdrbol derecho de
X
cl.- Si Testl1(Y) resulta positivo (Y ha sido
dominado), hemos terminado.
c2.- Si el subdrbol izquierdo de X estd vacio,
insertar Y, y si no‘llamar X él hijo izquierdo de X y
volver a b.
d.- Si Yy 2 X, ejecutar Test2(Y) en el subérbql izquierdo
de X |
e.- Si el suﬁérbol derecho de X ésté vacio, insertar Y, y

si no, llamar X al hijeo derecho de X y volver a b.

Test1(Y)

a.- Sea k el nivel en el que nos encontramos; si esta
vacio, Y no es dominado.
b,~Si el nodo X sobre. el que estamos,domina a Y, hemos
terminado con testl positivo.
c.~Si yk;;x'<ej§cutar Testl(Y) en el subirbol derecho de X
d,-Si yk<;x'<ejecutar Test1(Y) en el subdrbol derecho y en el

izquierdo de X,

Test2(Y)

a.- Sea k el nivel en el ‘due nos encontramos; si esta
vacio, hemos terminado.

b.- Si Y domina al nodo X sobre él que nos encontramos,
borrar X. : '

c.- Si %(< X ejecutar Test2(Y) en el subirbol izquierdo

de X
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d.- Si y » x ejecutar Test2(Y) en el subarbol derecho e

izquierdo de X.
2.4.4.- Experiencias computacionales

El programa para la bisqueda de vectores eficientes sobre
kd-drboles lo hemos llamado kd-arbol.

Las variables n,nv,co y ti, asi como las funciones igual y
dom, tienen un funcionamiento andlogo al que tenian en los
g-arboles.

El tipo de variable nodo es el tipo base de la estructura;
se trata de un registro que almacenari, un vector X, el nimero de
descendientes d y dos punteros iz y de, que guardarin las
direcciones de los subirboles izquierdo y derecho de X

respectivamente,

- - - —— ——— " - —— . = — — — ————_—

el dato d, del numero de sucesores podria ser eliminado sin que
ello afecte al funcionamiento de la estructura, aunque es un dato
interesante si se preténde cierto efecto de equilibrio.

La funcién testl, comprueba si el vector a es dominado por
algin nodo perteneciente al &rbol de raiz p, la cual se ¢ncnéﬁtré
en el nivel k; si a no es dominado testl es cierto y si ’no, es
falso.

[ ]

La rutina insertar2, inserta el vector a en el kd-arbol de

raiz p, la cual se encuentra en el nivel k, cuando sabemos de
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antemano que el vector a no domina, ni es dominado por ningin
vector del A4rbol de raiz p. Esta rutina es usada en la
reconstrucpién de ramas del kd-arbol en las que hemos tenido que
borrar ciertos elementos.

La rutina borrar, es la encargada de eliminar del kd-4rbol
de raiz p, todos los vectores dominados por a, cuando ya sabemos
que a domina al vector indicado por p, lo que nos obliga a 1la
reconstruccion; el nimero de nodos borrados 1lo almacena la

variable c.

Cuando debemos hacer una reconstruccién, usamos un
heuristico que da buenos resultados en cuanto a que el subirbol
resultante colabore en un poSible equilibrio del kd-4rbol; para
ello 1a rutina dividir, recorre el camino que va desde la raiz
hasta un nodo, de forma tal.que a la izquierda de dicho camino
queda un nimero de nodos igual que a la derecha; luego, de vuelta
hacia 1la raiz, aplica 1la rutina recorrer, que ejecuta un
recorrido recursivo del kd-arbol, en el sentido subarbol
derecho—raiz—subérbol‘ izquierdo, eliminando los véct&res
dominados por a, y los restantes los envia a insertar2; esto
provoca, normalmente, un kd-arbol tal que la rama izquierdé es
superior. a la rama derecha, lo cual es conveniente, dado que en
la mayoria de las inserciones el kd-arbol tiende a Aperder> nodos
del subarbol izquierdo y a aumentaf por el derecho.

La rutina test2, elimina los veétores dominados por a
pertenecientes al kd-arbol de raiz p; cuando procede borrar, hace
uso de la rutina correspondiente.

La rutina insertar es el nicleo, del programa y es la que

lleva el control de la ihserbién de un elemento a en un kd—érbol

con raiz p y de dominancia libre; sigue el algoritmo eficiente ya_ __
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estudiado y hace uso de todas las demas funciones 'y rutinas.

El programa principal inicializa algunas variables y a
continuacidén lee los vectores del fichero de entrada; finalmente,
llama a la rutina imprimir que nos muestra los resultados, es
decir, los vectores eficientes delconjunto de vectores leidos.

En el cuadro 4 figuran los resultados obtenidos para 1los
kd-arboles, para los mismos conjuntos de vectores que tratamos en
las listas y en los gq-arboles; puede verse en dicho cuadro y en
las figuras 9 y 10, que los resultados obtenidos son mejores que
en los otros casos.

La figura 11 muestra una comparaci6n del tiempo en las tres
estructuras y podemos confirmar las ventajas de la estructura
kd-arbol en la bisqueda de vectores eficientes.

El presente estudio puede generalizarse facilmente a 1los
pseudo kd-&rboles, pero dado que el andlisis de la eficiencia que
estamos haciendo,es ficil ver que para el caso de un vector no
dominado, el nimero de comparaciones es el mismo que para el
kd-arbol, es decir,.si las coordenadas de divisién son idénticas
en ambos casos; esto se debe a que el pseudo kd-arbol es muy
eficiente para inéertar o borrar un elemento, pero no supera al
kd-arbol para ver si un vector Y es dominado, o borrar todos los
elementos dominados por Y.

Si el vector es dominado, el comportamiento también es
anialogo, aunque mientras que en el kd-arbol la dominancia puede
darse en niveles intermedios, en los pseuﬁo kd-arboles, - hay que

llegar a las hojas antes de comprobar cualquier dominancia.



Frodvrams lkd-—-arhol

Frodgram kdarbol (inruatsoutrutl s
const n=5¢%
turpe vector=arraull,.nl of integers
rhodo="rnodos
nodo=record xivectors?
diinteder;
izrdelrnodo
endi
var atvectors;
raizirnocdos
irkrarnvrcortitinteders

furnctiorn idual{vswivector) ibhoolcansf
var tLibooleans
bedin ti=truesil=0icoli=cotli
while(t and (i<m)) do
bedin it=i+17%
if (vlid<>wlid) then ti=false
ends’
iduali=tj
erndi

function dom(vsrwivector)ibooleans
var tiboolesans :
tedin Liz=2rueiii=Ofcol=colls
while(t z2rnd (14n)) do
bedgin ii=1i417
if (vLil=wli1l) then ti=fTalse
enrnds
if t then if idual(vrw) then tisfaloes
domi=
ends’

procedure imerimir(edrnodosedinteder)
var itinteders )
besin
if (#<xmil) then
hedin
imerimir(s",dere+l)d i
for it=1 .to e do write(’ ‘)i
for it=1 to n do write(r " xLiliZ)iwriteln(",d34)
imprimir(er"sirro+l)
ends
erd?

-

function testl(aslvectorisirnodorlktinteder) thooleasns
var liinteders?
tibooleans
begin ti=truerli=(k mod r)+1s
if (P<>rnil) thernm if dom(r".xr) then tis-folse clse
hegin ti=testl(arer"odorl)s ‘
if (¢t and (alkI<e#",xM1t1)) then ti=testl (s izsl)s
endj :
testil=t>s
erci

38



rrocedure insertar2(atvectorivar rirmodoik tinteser)§

var llinteder) _
bedin 1{=(k mod n)+1j
it (r=nil) then

hedin new(p)ip~ xt=atp™, izt=nilir " delonil iy odisl

end else

bedin if alkl<=r",x[k] then incertar2(arr™oinsl)

else insertar2(arr"oderl)F
Pﬂod:=Pnod+]
end?
ends

rrocedure borrar(atvectorivar rirnodoiklintegerivar olinteder)i

var raiz2ienodor
slinteders;

rrocedure recorrer(rirnocdo)s
bedin if (=<>nil) then ‘
hedin recorrer(r".de)s’
recorrer(=",1:x)7}

if dom(ase™,.x) then ci=e-1 else insevtar2(="trraiadsl)y

disrose(r)i
ends
2T

rrocedure dividivr(var r»inodo)ds
hegin if ((e<Xdal) ard Gx0)) then
hedirn if (2-2",d)>=0 then »i=p=p".¢ clse
hedgin zi=z-13if (=0) then d%vidir(r”.de)i
it (#30) then dividir(s",1i2) '
ends i
end;’ .
it (z=0) then recorrer(e)irpi=nil
arids ‘ ’

hedin raiz2i=nils y
iz (et ) div 23 ‘
dividir(e)i
Fi=raiz2i

ends

eracedure test2(alvectorivar rirnodoiklinteterivar alinteder)y

var lydlinteders
bedin li=(k mod n)+1s

if (p4rmil) then if dom(arr™,.:2) then bhorrar(ssirkse) olso

hedin di=arali=0stest?(asr"si2r o)}
if alklsr,ulk] then tesi2(ayr”iderlradi
FTLudi=pT sdtaialot.i
ernds
ends’

.99

rrocedure insertar(alvectorivar rirnodoillintedgerivar elinleser))

var Jdrliinteders

bedin l1i=C(k mod nd)+ls
if (e=rid)) then '

bedin new(r)ip " uitz=asrp"jixt=nilirTodet=nilir" o

end else if not(dom(sr".xra)) thern 1f dom(err™ o

hedin rT.xt=aiborrar{(arrrbro)
end else
bedin if alkld=r",x<[k]. then

’
)

tvlsat=l
Y then
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hedin if testiarr"odeyl) then insertav(arr™ iaslso)d
end else

tedin test?(ayp".izvlyn)§J:wn?n:n0?inﬁnrtcr(wrp”.der1ru)io:wu+d
end?

bedin
tit=clockinvi=0icol=0}
raizi=nils
while nmot(eof(irrut)) do
hedgin ki=1iqi=0f
for id=1 to n do recdCalid)invisznvtls
if eoln(irveut) then resadlnd
insertar(arraizrsbkraldi
enrnd?
tilt=clock-11}
writeln(nvsrstirco)s
imprimir{raiz,»Q)
eric,
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1000 2000 3000 4000 5000

Cr 37 r 30t 37+ 48 1 40
3 © 1030 ! 2100 ! 2630 ! 3450 ! 42800 !

1 5651 ! 11325 ! 15816 . 20534 ! 25016 !
©t 184t 249 1 202 1 326 ! 371
5 ! 5990 ! 11900 ! 17910 ! 24130 ! 30370 !

! 29568 ! 58188 ! 89048 ! 120495 ! 151836 !
1 417t 667+ 850 1 1056 ! 1097 ¢
7 1 14520 ! 35090 ! 56620 ! 80750 ! 104380 !
! 69866 ! 166007 ! 268507 ! 382934 ! 493918 !
Tt 695t 1201 1 1624 1 2082 ! 2478
9 ! 27010 ! 69500 ! 120620 ! 175800 ! 236270 !

! 121179 ! 309338 ! 533994 ! 777500 ! 1028159

6000 7000 8000 9000 10000

S a2t 4z v a1 a8t a8
3 ' 5020 ! 5600 ! 6380 ! 7000 ! 7640

! 20023 ! 32782 | 36508 ! 40136 ! 43750 !

C o r 4t 437 0 469 1 493t 516
5 1 37320 ! 43990 ! 49810 ! 55580 ! 61800 !

! 185812 1 219193 ! 248991 ! 278610 ! 309763 !
11245 1 1330 ! 1365 1 1485 1 1503 1
7 1 124800 ! 146630 ! 168060 ! 185780 ! 204720 !

! 591358 1 694406 ! 784839 ! 868121 ! 954205 !
©t 2820 1 3117 1 3471 ¢ 3760 ¢ 4038 1
9 1 297780 ! 357620 ! 421780 ! 495770 ! 567660 1

! 12077341 15594581 18417671 21390441 24516211

Cuadro 4

v
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3.- Puntos eficientes enteros en poliedros
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3.1.- Introduccién

Consideremos el poliedro P definido por

iaijx‘jsbi i=l,2,ooo,m
j=1
X

j)o j=1,2,005’n (1)

a; sby R Vi,j
que supondremos acotado; nuestro propdsito es localizar los
puntos enteros eficientes segin Pareto en P.

Veamos a continuacidén la notacién y algunos conceptos que
utilizaremos en los siguientes apartados.

El conjunto factible lo designaremos por X y representara el
conjunto de puntos de Rn, cuyas coordenadas verifican las
inecuaciones (1).

Llamemos “i ial hiperplano determinado por 1la i-ésima

ecuacién de (1), es decir:

n
H : X = b
;{h P70 |
la superficie poliédrica S 1la integran los puntos de X que
pertenecen ademis, a algin hiperplano H ; se tiene:
n : v
S = U { XnHg]
i=1 : ,
E1l subconjunto de puntos de S que son O4ptimos para alguna
direccién 2z = °‘1 X+ X, + ———— +of X con al menos un coeficiente
17272 nn ‘

;> 0, para el problema de maximizacién de z, lo indicaremos por

soc
. ]

Llamemos Sg al subconjunto de So que esta formado por los

puntos que no son éptimos para alguna direccién
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2 =o X, ,~of X > ——-e - X or 2 T 1alaoier i,
d;;d‘_t #x con AL para c : i

La frontera eficiente Fe representari los puntos de S que
son optlmqs para alguna direccidn z =c& xl+d2x2+ ————— +dnxn con
o> 0 para el problema de maximizacién de z; Fo esta formada por

i

todos los puntos eficientes Pareto de P.

Llamemos F° al subconjunto de F, que esta formado por los
8

puntos de Fg que no son Optimos para alguna direccién
z =o(1 Xy +o X+ === +o(nxn con o(i;(\ para cualquier‘ i, vy al menos
un dj ’—'0.

Esto implica que el conjunto de direcciones para las que un

o)
punto de Fg es Optimo no contiene direcciones paralelas a los

Designemos por Xf el conjunto de puntos de X de coordenadas
enteras, ¥y por \X; el conjunto de puntos eficientes enteros, es
decir, los puntos de‘X’que no son dominados segin Pareto, por
ningin otro punto de'X?

Uﬁa condicién necesaria para que un punto de X* pertenezca a

‘ .

XB, es que no pueda incrementarse en una unidad ninguna de sus

P4

coordenadas,manteniendo la factibilidad; tal condicidén no es

suficiente.
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3.2.- Puntos enteros en un entorno de la superficie poliédrica

El entorno de radio k segin la norma 1 de un punto X viene
definido por:
n
B(X,k) =1Y: y =x; 18 1<k
(X,k) = | R/ 1+£ii=l i }
nos interesan los entornos para valores de k=0,1,2,.....
Es claro, que para todo punto X de X_existe un Y€ F y wun

valor de k tal que Xé€B(Y,k) con yi=xi+£ siendo fi;O; en

i
efecto, si X¢€ Fe puedo tomar Y=X y cualquier valor de ké€ N;
mientras que si X¢'F8, debe estar dominado por algun punto
eficiente YE Fy y entonces X€ B(Y,k) para k=[2§(ﬁ;—xif] .
Dado un poliedro P, se definer la atmés%éia entera en el
entorno de radio k de F, por:
A(k,F, ) =§ X: Xe X* y X€ B(Y,k) para algin Ye¢ %}‘
k=0,1,....
A(O,F ) ésté formado por los puntos de I:I)Fe.
A(1,F ) estd formado por los puntos de X* que pertenecen al
entorno B(Y,1) de algﬁn punto de F_.
En general, A(k,Fe) es el conjunto de puntos de 'X¥ que
pertenecen al entorno de radio k de algin punto de Fy -
Si f:;g todos los A(k,F,) son vacios, pero si Xx¥¢ y dado
que: r |
A(0,Fg) CA(1,F) Cc-----~- VcA(k,-Fe)C A(k+1,Fe)C -
pueden ser vacios hasta un cierto valor de k=k, a paﬁfif del
cual serdn no vacios; ademas, como.el poliedro es acotado, a
partir de un valor de k=kl, se tendré que los conjuntos A(k,Fe)

. %
coinciden con X .
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Teorema 1.- Si X€ A(k,Fz ) se verifica que al menos uno de

los puntos X; =X+ke; no es factible.

Demostracién: sea X €A(k,Fy) e Y un -punto eficiente
perteneciente a Fy, que domine a X y tal que X€ B(Y,k); este punto
Y existe como podemos ver, llamando:

D =|2: Ze€B(X,k) con X € 25 Y/ i}
51 no existiera tal Y, se vrentria tume D1ﬁ?e=ﬁ¢ ¥ TCF, lo cual es
imposible por ser X€ A(k,F, ); en efecto, B(X,k)n Fg f¢ implica
que existe un punto Y’ € B(X,k)n Fy y por ser Y'€e F, y3=*1+£1 con
E&lﬁl <k, ipero esto es una contradiccidén porque el punto Z:
;;ixi+l£33 2Z¢ DcP, Z es factible y domina a Y', luego Y'¢ Fy»
contra la hipébtesis.

Asi pues, DANF ;£¢ y existe Y& DAE,, luego X€ B(Y,k)
yi=xi+ ti 512 0y D¢ P; como_P es convexo y los puntos X, son .los
extremos de D no puede ocurrir que Xi€ P para todo i, ya que D no

estid contenido en P.

i _ c.q.d.’

En el poliedro P se define 1la atmésfera entera en el entorno
de radio k de S por:

A(k,S) = {x: xe X* y X€ B(Y,k) para algin Y€ s]

A(0,S) estid formado por 1los puntos enteros solbfe la
superficie poliédrica.

A(k,S) " (para ke N) esti formado por los puntos con
coordenadas enteras que pertenecen al entorno B(X,k) de algin
punto X de S.

Se verifica que: ’ '

AC0,S) € A(1,S) € ———oem- cA(k,S)< A(k+1,S) & -~

aunque A(0,S) puede ser vacio, se tiene que si A(1,S) es vacio—-
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y : '
entonces X.=¢, como demuestra el siguiente teorema.
Teorema 2.- Si L. € A(k,S) se verifica que al menos uno de los

puntos X * ke; no es factible.

Demostracién: Si Xé€ A(k,S) entorces B(X,k)Nn S # ¢, sea
YEB(X,k)N S y;=x +& D 1€;1<k y sea:
D = ; 2: Z€B(X,k) z =x +ksg(€;)
como YE DNS se verifica que D¢P.

Luego al menos uno de 1los vértices X+sg(f )ke; no es

factible.
c.q.d.
Corolario.- Si A(1,S)= ¢ entonces X*=¢ .
Demostracidén: Si A(k,S):sb para todo k, es evidente que

X¥=¢ ;3 supongamos que A(l,S):ﬂS y que XX£¢ ; debe existir un k
tal que A(k,S);é.ﬁ; sea X¢ A(k,S), es decir, X € B(Y,k) para algin
Y€ S; segin elteorema, alguno de los puntos X!kei no es factible;
sﬁpongamos que X+kej¥,x y formemos la sucesién:

| X, X+ej,X+2ej, ------ , X+ke ,
como X€X ¥ X&keié X, debe existir un kg tal que X*k:eié X  Yy
X+(ko+1)ej¢ X, pof lo que X+k°ej6 A(1,S) contra la hipdtesis de

que era vacio.

c.q.d.

Por lo tanto A(k,S) estd formado por 1los puntos de
coordenadas enteras Que, siendo factibles, distan de S menos de k
unidades para al menos una de sus coordenadas.

De la misma forma se puede definir la atmésfera entera en el
)

entorno de radio k de S por:

Ak,Sg) =}X: XeX"y XeB(Y,k) para algin Y€ so}



111

Aqui también se verifica que A(0,S,) puede ser vacio, pero
si A(1,S, )=¢ entonces debe ser X = ¢ .
Puesto que S, S también se verifica el teorema que

TrposITEAODS 22 S gpe mos feeliz, goz s LT YL LT

i

menos uno de los puntos X% kei no es factible.

Estudiaremos fundamentalmente A(2,F ) ¥y A(2,So); usaremos
A(2,F,) en 1los casos para los que XZCIA(Z,FS), mieptras que
tendremos que recorrer una zona mas amplia en otros casos.

Claramente, recorriendo A(l,So) o A(2,So) (si es posible)
podemos ir separando 1los puntos eficientes, no obstante,
estudiaremos la forma de recorrer la minima parte de A(I,So) o
A(2,84), que nos permita alcanzar todos los puntos eficientes.

La idea es, recorrer -résta minima parte de manera que
tengamos la garantia de que 1llegaremos a todos los puhtos
eficientes; mientras tanto, todos los puntos visitados que sean
factibles, 1los enviaremos a una estructura eficiente de las
estudiadas eﬁ el capitulo anterior_y que, al final, noé dara
todos los puntos eficientes del poliedro.’

Teorema 3.- Si XZ(A(Z,SU), existe al menos uﬁvi y un valor
de k tal que el punto Xk(xl,...,xi+k,...,xn)€ X mientras que el
punto : X1l (xl,...,xi+k+1,...,x\h)¢X, 'siendo ademis

Xj(xl,...,x1

+j,.-.,.xﬁ)€A(2,So) pa[‘a j=1,2,.-,,k.

Demostracién: Si X€A(2,S,) existe Y€ S, tal que X¢€ B(Y,2);
Y es éptimo con respecto . a alguna direccidn
Z=6) X) 4+ )Xy + —==- o(nxn' con algin o(i> 0; veremos que el punt‘o
Xl(xl,...,xi+1,...,x'3 si es factible, pertenece a A(2,S,).

En efecto, si X, no es factible, ya esta demostrado el

teorema y es k=0; supongamos entonces que X1 es factible; como el
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punto Y es {4ptimo en la direccién z con o, >0, Y pertenece a
una cara determinada por un hiperplano
15: ajlxl+7_-—+ajixi+-_—-+ajn¥1=bj con aji> 0 y el punto
Yl(yl""’% +1,...,yn) no puede ser factible, porque Y no seria

6ptimo,

Las desigualdades que Y no verifica han de ser
necesariamente alguna con coeficiente de x4 positivo (ya que Y si
las verifica); asi pues, el segmento que une Y; con X; solo
cortari a ciertos hiperplanos con coeficiente de x; positivo.

Llamando Z al punto de corte de dicho segmento con el

poliedro se tiene que:

X€ B(Y,2) ===2> X € B(Y,2)
por ser:
. ) _ _
bytoxt t=ty -x [+1y, =X l4omae- ly +1- 1)l 4mmmmtly -x I=
2§,¥ ¢ Yy-x b+ly,-x b+ +ly,+ (xi+ )1+ +ly -x
o n o

Z (yi —x'il <2

i=1
y ademas como Z=1\X1+(1—A)Y1 0 <A <1

n .
jLZlizi- -xil:XlXxi+(l—))Yi-x§ 1=Zc (I—A)yi—(ll—))xi(=
‘Z(l-/\)ly%—xi(=(l—/\) Zlyi'_-.-—x il $2(1-))>\<2

por lo tanto, X, € B(Z,2) y como Z’ pertenece a una cara con

coeficiente de x positivo, es gptimo en la direccién:de'di;ha

cara, por lo que Z€:S¢,y X, € A(2,5,). |
Repitiendo el razonamiento,: llegariamos al punto

Xz(xl,...,xi+2,...,§1)
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y como el poliedro es acotado, la existencia de X € X y de
Xk+gx,con XJG A(2,S,) para j=1,...,k estd garantizada.
Teorema 4.- Sea Xé€ A(1,S), se verifica que todos los

vértices del entorno B(X,1) que sean factibles pertenecen a

A(2,S).

Demostracién:

u
i
i
¥

X €A(1,S) === Xe€B(Y,1) Y€ S

y-—xi!<:1
1

[
lsr:ﬂj

Sea Z(zl,zz,...,zn) con z,=x

3 salvo para un j z.=x.%t1

4 3

Se tiene:
zf n n .
lz. -y I= Ix -y 1+ix +1-y I ly -x_ 1+1 < 2
o i=1 .;5' yi 5_; i yi J i ¥ ig i i
| i4J

iuego Ze€ B(f,z)

Como el punto de la superficie es el mismo para X y Z se
tiene:
Corolario: Si X¢ A(l,SO), todos los vértices del entorno

B(X,1) que sean factibles, pertenecen a A(2,S ).
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3.3.- Poliedro denso entero

Definicién: Un poliedro P es denso entero, si para cada par
de puntos X,Y€ X y de coordenadas enteras, al menos uno de los
puntos:

Xy = X+$iei con 6i= sg(yi—xi)

distinto de X, es factible.

Teorema 1.- Si P es denso entero, se Qerifiaca que dados dos
puntos X,Yé‘x*, pueden ser unidos por unabsucesién de arcos uno a
uno direccionales contenidos en el paralelepipedo determinado por
los puntos X,Y.

(Entenderemos por arco uno a uno direccional, todo segmento de

amplitud uno, paralelo a alguno de los ejes coordenados).

Demostracién: Por la definicién de poliedro denso entero,
podemos obtener una sucesién de puntos:
X=xl,X2,.....,Xp=Y

en la que X es el resultado de aplicar la definicidén de

itl
poliedro denso entero a la pareja de puntds'xi,Y.

"Si suponemos una reordenacién de las coordenadas, lo cual no

supone pérdida de generalidad, se tiene:

X(xl’xz""’xj’%ﬂd ""’xk’xk+l""’ﬁT)

(A% I CTEERRR AT (YPIRERENS 402/ oY)

AT S

sea:
X < i—l LI I i
. Yo b )J

x>y i=j+1,...,k
i i
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X =y i=k+1,noo,n

. . . i i i .
se verifica que siendo Xi(xl,xz,...,xn) es:

b ¥l e exB i)
=xt 28 ool P i=j+1,...k
xi-xi; xi2 Bxi yi 1=J+1,
N S = ¢ P_ 3=
X =X7 =X X =Y izk+1,...n

en cada paso se altera una unica coordenada; el numero total de
pasos es:

J k v
p-1 = Z(l{ -x; )+ z (xy 'Y,'i)
i=1 i=j41
c.q.d.

Teorema2.- Si P es un poliedro denso entero, el poliedro ]
que resulta de afiadir a P las restricciones x; 2 ky, es también

denso entero.

Demostracién: Si:X,YE XI (enteros'de'R ), entonces X,YE€ X*
ya que X?C X¥ y ambos pueden ser unidos por un camino uno a uno
direccional contenido en el paralelepipedo que determinan; este
camino no cortara al hiperplano xi=%.-ya que las coordenadas
i-ésimas dg X e Y han de ser mayores o iguales que ki’ por sér
ambos, puntos pertenecientes a P, .

c.q.d.

Corolario: Si P eé un poliedro denso entero, el boliedro %
‘"que resulta de afiadir a P las restriccignes ng ki es ta@bién

denso entero.

Teorema 3.- Si P es un poliedro denso entero, se verifica
que dados dos puntos X,Y€ P de coordenadas enteras, eficientes,

pueden ser unidos por una sucesién de arcos uno a uno
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direccionales de forma que todos los puntos intermedios

pertenecen a A(2,S,).

Demostracidén: supongamos que los puntos vienen dados por:

X(xl,xé,...,%J,xj+l,...,xk,xk+l "..’in)

Y,

i1 ,...,yn)

Y( o 0o 0 s 00
yl’yZ : ,yj ,yj~!-l, ’yk’

con:
Xi<y1 i-—'l,o..’j
xi>yi i=j+1,-oc,k

xi=xi i=k+1,...,n

Formaremos una sucesién de punﬁos:

XI’XZ""'°"°’Xp
de manera que X=X, X, =Y y XJ-EA(Z,SO) j=1,2,...,p

Llamemos I=‘1,2,...,j} y J={j+l,...,k}; cualquier coordenada
xi que crezca, ﬁa de ser para i¢1I, mienﬁras que si decrece seri
ieJ. | |

La sucesién de puntos exigida por el teorema viene dada por

el siguiente algoritmo, donde supondremos X # Y, ya que si X=Y es

trivial.

a.- Por ser P denso entero, y ninguna coordenada X4 de X

i1 €I puede crecer, existe alguna coordenada xi i€J

i
Z que pertenece a A(2,§)) ya que. X € A(1,S ).

xi; y. que puede decrecer; esto origina un nuevo punto

b.- Si alguna coordenada z i €1 con z; <y, puede aumentar
i

en una unidad, incrementarla. Llamar Z al nuevo punto
\ '

asi obtenido y volver a b.

c.- Si zi-=yi paratodo i ¢ I también ha de ser zi=yi para
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todo i€J, ya que, en otro caso, Y no seria un punto
eficiente; tendriamos Z=Y y habriamos terminado.

d.~Volver al apartado a, llamando X a Z.

Puesto que el niimero de pasos que separa X de Y es finito y
venia dado por:
k n.
p-1= i(yi—xih Z(xi—yi)= Z!yi—x.-il
i=1 . i=j+l i=1
el algoritmo anterior es finito.
Nos falta probar que los puntos Z, obtenidos en el apartado
b,' pertenecen a A(2,Sp), es decir, si el punto XeXy X+gi¢ X,
mientras que X-ee € X entonces si Z=X-'et ;keic X ha de ser
Z€A(2,5,).
En efecto, como XeX y X+ei"éj X:implica que X+kei¢ X (k21),
entances si Z€ X ha de ser Z¢€A(2,5p) |
De hecho, al ser 'X+‘kei¢x y X+ke4i—etex, Z pertenece a
A(1,S,). | |

ch ‘ c.q.d.

Corolario: Si P es un poliedro denso entero y X,Y son dos
puntos eficientes ‘de coordenadas enteras, podemos unir X con Y
por arcos uno a unordireccionales, de forma que no existen dos
puntos consecutivos pertenecientes a A(2,Sb)-A(1,SQ), y cualquier .
punto intermedio pertenéce al parélelepipedo determinado por los

- puntos X,Y,.

Demostracién: Siguiendo el algoritmo del teorema anterior,

vemos que unicamente al decrecer una coordenada en el apartado a,
L}

podemos salir de A(1,S,) y entrar en A(2,S,)-A(1,S,), pero

inmediatamente, al aplicar b, volvemos a A(1,S.,); si 1la
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aplicacién de b, no fuese procedente, significaria que en a, no

llegamos a salir de A(1,S,).

c.q.d.
Teorema 4.- Si aﬁ;o \/i,j, en el poliedro:
P: ia_ijxj gbi i=1l,...,m xJ.;O

j=1

se verifica que P es denso entero.
TemosiTacitm: Sean X,YE€ I’

X(xl,xz,...,xj j4l""’xk’xk+1""’x )

Y(yl ’yZ’.."yj’yj'l'l’...’yk’yk-!-l’...’yn)
y supongamos:

x<y i=1’ooo,j

i i
Xi> yi i=j+1’o.o’k

Xi=yi i=k+1,...,n.

Si llamamos A a la matriz de 1los coeficientes A=(a, )

ijmnw’
' .
Bz(bl""’bh) y Aj=(alj’a?j’...’amj)’ se ﬁlene:
AX = x) A+ —-mmmm +x A < B
AY - Ay mooos ey A SB ,
E1l punto Z(xl,..., J,yJ4_1,...,yk,x +l,.}.xh) es factible ya
que:
\Z = -——— . ——— _—— A
AZ X A1+ +x§Aﬁ+y-J-!-lAj4-l + *+3, Ak %11 Ak-'-l X ns
X A + --- +x, A +x: ——— +X A +X A + === +x A =
11 J g j-l-l kK k k4l k4l non
- AX KB
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anilogamente se veria que: AZ LAY LB

Dado que los puntos:

Xl(xl+Axl""’xj+AxU’y3+l""’%(’yk+l"°"yh)

Yl (xd., LY o,xu,yj,'pl +Ay)\j+l g0 ,yk+m'k ,Xk+l 30 .,xr‘,.)

con 0 <A xy € Vi~ Xg i=1,...,J ¥y 0 Ay,ig XYy i=j+1,...,k

verifican que:

AX, < AY < B
AY,  AX g B

Xy e Y; son factibles y determinan caminos uno a uno
direccionales que unén Z con X y Z con Y, contenidos en el
paralelepipedo determinado por Z,X y Z,Y; asi, tenemos
determinado un <camino que une X con Y, uno a uno direccional y
dentro del paralelepipedo que determinan.

c.q.d.
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3.4.- Puntos eficientes en un poliedro denso entero
3.4.1.- Algoritmo de biusqueda

Hemos demostrado que toda pareja de puntos eficientes en. wun
poliedro denso entero, puede ser uniaa por un camino uno a uno
direccional, cuyos puntos pertenecen a A(l,So), salvo ciertos
puntos aislados que pueden pertenecer a A(Z,So)—A(l,Sb).

El punto inicial seri pues, un punto_eficiente entero; esté
punto puede ser obtenido a partir del 6ptimo real en alguna
direccién z=«lxl+d2x2+-——-+dnxn con o& >0 para todo i; sea
Y(y3,¥9s+++,¥,) dicho punto, que verificara:

AY=ylA1+y2A2 o=ty Ah £ B
Sea aijggo \/i,j, elj punto Z(zl,zz,f..,zn) tal que zi=[yﬂ
verifica:

AZ=zlAl+z2 A"zf——-—znA = l.ylj A1+ [_yZJ, A2+———-—+ l_yn] An £ |

ylAl+y2A2f——-—+3ﬁ An= AY £ B

es decir, el punto Z es factible y de —coordenadas enteras;
aplicando a Z el procedimiento de aumentar cualquiera de sus
coordenadas, siempre  que se mantenga la factibilidad, .
reiteradamente,  hasta ﬁue no se.pueda aumentar ninguné de elias,
llegaremos a un punto X que serd el punto inicial eficiente.-

El punto X(xl,xz,...,xn) divide el espacio,  ‘yJ por
consiguiente el poliedro, en 2" cuadyantes, en cada uno de los
cuales buscaremos los puntos eficientés; para‘evitar que podamos

llegar por distintos caminos a un mismo punto del poliedfd,
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tomaremos como puntos iniciales de dichos 2N cuadrantes, 1los
puntos correspondientes a los vértices de la bola unidad con
norma 1_, cuyo vértice superior es X, te. iendo ademas cada uno de
ellos un sentido de movimiento.

Asi, en el caso n=3 con el punto x(xl’XZ’XS)’ se originan

las ramas:

x (xl)x )x ) X2(xl-1’§2 ’53)
X (xy) % -1,x70) X (x pxyig=1)

- - : / - ; -1
Xs(xl l,x2 1,53) Xs(xl 1 X, 5%, )
X7(§l,x2—1,x3—i) Xa(x]fl,xzfl,xs-l)

donde la raya inferior significa qﬁe_ la coordenada solo puede
crecer y la superior, que solo puede decrecer.

Como el punto X¢ Xialas ramas 1 y 8 pueden‘ser abandonadas,
ya que en X; no podrd aumentar ninguna de sus coordenadas por ser
eficiente, y Xy solo conduciria a puntos dominados por X;
evidentemente,l y por ser P denso entero, las zonas de bisqueda
son conexas uno a uno,‘y disjuntas, por lo que estd garantizado
que llegaremos a todos los puntos eficientes.

Como hemos deméstrado, pueden restringirse los movimientos a
la zona A(I,SO), salvo algin punto aislado que podria estar en
A(2,5,)-A(1,S,); algebraicamente, las zonas A(l)Soj y A(2,s8,),

vienen definidas por: .

EZaijx <(b con b’:bj-mgx(léijl)=§ —max(aiJ): 

J i -
c
A(l,So)=PnPlv
L]
n L 1
P2 Jg ainJSbj con bj=bj-2max((a L)) = bj—Zmax(ai )

c
A(2,5,)=PN Py
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La indicacién de que nos hemos salido de A(1,S,), es que el
punto sobre el que nos encontramos sea factible en q 5 en este
caso, debe crecer alguna coordenada que nos devuelva a A(1,5).

Como la busqueda la estamos haciendo por cuadrantes, sabemos
las variables que pueden crecer o decrecer en cada una de las
ramas, por lo que, en lugar de P podemos considerar:

n

’ ! L]
P‘l'.gaij xjgbi con bi=bi—-max(aij)
J= Jei
siendo I el conjunto de coordenadas que van creciendo. La zona

Pn PE es, generalmente, menor que A(1,% ), con 1lo cual
restringiremos la zona de bisqueda.

Puede demostrarse facilmente que el punto inicial de cada
cuadrante puede unirse con cualquier punto eficiente de dicho
cuadrante, a través de un camino uno a wuno direccional cuyos
puntos estidn contenidos en PN P;i salvo algunos que lo estan en
A(2,S,), y desde los cuales los inicos movimientos permitidos son
los de crecimiento en alguna de sus édordenadas (anélogo al
teorema 3). \-

El algoritmo que damos a continuacidén es vdlido para cada
rama y X representa inicialmente, el punto de partida de cada
rama; junto a cada puntb X usaremos un vector de estado
E(e])ez,.;;,en) tal . que e;=1 si la coordenﬁda x va creciendo,

ei=-1 si va decreciendo y § =0 si esta fija.

. ! .
1.- Creacidén de Py correspondiente a la rama que
iniciamos con X
2.- Insertar X en un kd-drbol
’ '

3.- Desde i=1 hasta n, ejecutar:

a.~ Si la coordenada i-ésima puede crecer:



123

al.- Hacer xi=xi+l; llamar X al nuevo punto 'y
volver a 2
a2.- eﬁ=0
b.~ Si la coordenada i-ésima puede decrecer:
bi1.- Hacer xi=xi—1; llamar X al nuevo punto Yy
volver a 2
b2.- ei=0

4.- Fin

El algoritmo es recursivo y de ahi la necesidad de 1llamar
siempre X al punto actual; observemos que una coordenada puede
crecer, si su estado es de crecimiento y, al hacerlo, el nuevo
punto es factible; por otra parte, una coordenada puede decrecer,
si su estado es de decrecimieﬁto, y el punto pertenece a PN BF (o
lo que es igual, no es factible para %;) con alguna coordenada en
estado de crecimienﬁo, ya que en otro caso solo conduciria a
puntos dominados.

Si el poliedrov es muy amplio, podemos restringir‘ las
coordenadas de los pdﬁtos a unos intervalos determinados [c ,C]
con ¢ como cota inferior y C como superiér, y hacer que el
vector de estado valga cero cuando una coordenada sobrepase
alguna de las cotas establecidas.

Ademis, en poliedros donde la bﬁsqueda exhaustiva de los
vectores eficientes pudiera hacerse demasiado costosa o
imposible, pueden elegirse aleatoriamente diversas direcciones
que nos proporcionen distintos vectores iniciales y buscar los

vectores eficientes en un entorno de c?da uno de ellos.
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Ejemplo 1.- Consideremos el poliedro:

‘x + 3y $£17 1 3 17
P- 2x + Jy €19 A1= 2 A2= 3 B=1}19 D=B-AX
3x + y €17 3 1 17

—_—— - - P

El poliedro es denso enternh por ser aid =20 \/i,j y
partiremos del punto  inicial X(4,3), que es un punto eficiente
obtenido por redondeo del éptimo real enila direccidén z=x+y para
el problema de maximizacién. = E1l punto X(4,3) seria el primer
punto eficiente, y origina las ramas

X (3,3) e Y, (4,2)
Las cotas para las variables son 0<xg 5,0<yg S
El poliedro P' correspondiente a las ramas generadas por X,

1

e Y lo indicaremos por‘& y Pylrespectivamente.
1 :

1 )
x + 3y ¢ 14 - x + 3y €16
P. 2x + 3y € 16 P 2x + 3y €17
X 3x + y € 16 » Y1 ‘3x + y £ 14

Rama generada por XI(§,§)

- 5 V x no procede por estar en P
X,(3,3) D={4 X,€ P
5 1 Ay si ya que D-A,20: X;(3,4)
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_ 2 Vx si: X;E,{)
X, (3,4) D= 11 X2¢ &
2 - 4 1 Ay no procede

V x no procede

30X Ay si: (E,i)

X,

J

Como en X4(§,5) la y ha llegado a su cota superior y la x
solo decrece, esta rama solo puede conducir a puntos dominados,

asi que hemos concluido con ella.

Rama generada por Yi(i,f)-’

_ 7 A x si: Y,(5,2)
Y, (4,2) D=5 Y€ B :
3 1 ¥V Yy no procede

Como antes, en Y2 la x ha llegado a su cota superior y la vy

decrece, por lo que hemos terminado con esta rama.
3.4.2.- Experiencias computacionales

El programa lo hemos titulado multobjl;' la constante nl
representa el nﬁﬁero maximo de variables y ml el de
restricciones; el tipo vectl servird para almacenar vectores de
componentes enteras y el vect2, reales. El tipo ;1 es para la
matriz de los coeficientes y .el> cl para los términos
independientes.

N representaré‘ el numero de variagles y m éi' de
restricciones; nv indicard el nimero de vectores visitados y ne
el de eficientes., '

A es la matriz de 1los coeficientes y d los términos

independientes; b2 es d-ax y b3 es variable para cada rama, y
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resulta de sumar a b2 el midximo coeficiente entre 1las variables
q;e van creciendo en dicha rama.

Ci y cs almacenaran las cotas inferiores y superiores
correspondientes a cada variable; e seri el vector de estado.

La funcién fac vale 0 si el punto es infactible, 1 si es
factible pero no pertenece a P y 2 si es factible para P .

Las funciones c¢r y de nos dicen cuando el vector puede
aumentar o disminuir una de sus componentes.

La rutina avant es el nicleo del programa y 1la que
desarrolla el algoritmo dado en el apartado anterior, con la
particularidad de que en la componente 0 de cada vector,’ guarda
el resultado de la funcién fac.

La rutina top es 1la encargada de conducir el punto de
partida, resultado de redondear por defecto algin eficiente real,
ovcualquier factible, hasta un punto eficiente entero.

El programa principal lge los datos y ejecuta para cada una
de las ramas el preocedimiento avant; la variable 1 indica en cada
momento la rama a sondear.

Lo hemos aplicado a los poliedros siguientes:

9xi+.21x2+ 2x:3$180
17x 1t 8x o 15x 5 <290

35xl+ 7x2+ 14x3$256 ,
4x 7+ 19x 2+ 23x 3\<304

1
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Se obtienen 28 puntos eficientes, para los que fue necesario
vigsitar 155 puntos de un total de 440 puntos factibles. Los

puntos eficientes son

4 4 6 4 2 7 2 7 7 1 013
4 6 5 4 0 8 3 7 3 3 110
6 6 0 7 1 0 0O 8 6 3 3 9
6 4 1 6 2 2 1 8 1 3 5 8
5 6 2 5 1 5§ 1 6 8 2 310
5 5 3 6 0 3 2 211 0 5 9
5 3 4 3 6 7 2 112 24 9
b.-

9x, + 21x, + 2x,+ 15x,+ 6x, €240
18x, + 8x,+ 16x,+ 13x, + 24x, 303
35x, + 21x, + 44x,+ 20x,+ 7x¢ <210
60x, + 20x, + 7x,+ 30x, < 365
28x,+ 11x,+ 11x,+ 9x, <57
13x,+ 11x,+ 39x, + X, + 9x¢ g 355

X, + X, + Xy + X, + xg <15

x;30 x; € 2 %< S xz< 4 x4$6 x5$12

El nimero de puntos eficientes obtenidos es de 40, de un

total de 485 puntos visitados y 732 puntos factibles.

9x, + 21x,+ 2x, £ 436
17x, + 8x,+ 15x, £ 610
35x,+ Tx.+ 14x, €704

4x, + 19x, + 23x, ¢ 672

20  x; €15 x,€16  x;<21

Se obtienen 66 puntos eficientes, para los que fue necesario

visitar 417 puntos de un total de 4917 puntos factibles.
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d.- Tl mismo caso que el b, poniendo como términos

independientes 506 698 845 950 352 720 y 40, y las cotas 7 10 9

11 17 respectivamente, se obtienen 1490 puntos eficientes y 11941

puntos visitados; el total de puntos factibles es de 156665.

e.- El mismo procedimiento aplicado a resolver

ecuacién diofaintica:
18xl+ 13x,+ 15x3+ 12§1+ 16xs= 174
con x;v0 x46 x,48 x&7 x5 x45
buscando los puntos eficientes de la inecuacién:

’2 B
18xl+ 1¢§ + 15x3+ 12x4+ 16ﬁ§174

y guardandc unicamente aquellos para los. que se verifica

igualdad, se obtienen 75 soluciones y 1911 puntos visitados.

f.- Anadlogamente para la ecuacién:

25xl+ 36x2+ 12§3+ 9x4+,34x5+ 23x6+ 13§ + 11§3+ 15x9+ 17ng92

se obtienen 5868 soluciones y 387128 puntos visitados.

la

la



FPrograme maltobgl

Frodram multobJdl Cirpeutsoutrut) i
const nl1=153mi=12j
ture vecti=arrawl[0..nld of inteders
vect2=arrauli..nm1l of rcals
at=arrawlliomlyleonl] of reals
cl=arrauwlli,.mi] of reali
rriodo="nocod
rnodo=record xivectls
izrdelrnodo
end?’
var raizirnodol
ivdrlemerisksbionvrnet intcdory
atals
h2yb3rcdicls
bysrgrerscirestivectls
t.ibooleans

function fac(dici)iinteders
var irlrdlinteders
bedin 1i1=23.03=2}
for i!=1 to m do
bedin 1f{cdNi11<0) then 1i=0 else
ATCCARAI=-h3N11)40) then 1i=1}
if (144 then di=1 .
erd?
facti=d
erd

furniction er(itinteserivivectlidicl) tintesgers

var dirltinteders
bedgin 1i=131:=0}%
while ((1=1) &rd (i<m) ) do
hedin i3=i+13if(dLid<alirdl) then li=
ericdi .
ore=
ernds?

funclion dp(J.-utvdprrwtvprtivn.c1):iucvd(r
var irllintedgers
bhedgin li=13131=05%
while ((1=1) ard (i<m)) do '
hedin 1i1=i+13if(dhil<-al i) then 1li=
end?s :
cdel=
ernds

function dom({vrwivectl)ihooleans
var tibooleans
begin ti=trueiit=0j
while(t and (i<n)) do
hedgin ii=i+1}
if (vlil<wlil) then ti=Talse
ends '
domi=
end?
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rrocedure imerimivr(rirnocdo)id

var jitintedger;
bedin
if (2<>nil) then
hedgin

imerimir(r"Jde)
for it=1 to m do write(r" xw0idi3)inet~netls

write(” CY3if (e mod (20 dav 1) =0, then writlelind
imprimir(er~,iz)
end?’

ends

function testi(bivectlirirnodoikiinteger) thooleans
var llinteders
tibooleani ‘
bedgin ti=trueili=(k mod rm)+1j 4
if (p<Pnil) ther if dom(r~ b)) then ti=false else
hedin ti=testli(hyr",derl)}
if (t and (BLkI<=r",x[k1)) then tixtesti(brrToawrl)i
erndj
testl i=t}
endi

rrocedure insertar?blivectlivar sirnodosklinteder)s
var liinteders)
bedgin 1li=(k mod n)+l;
ifT (p=mil) then
bedin mew(r)ir T t=hir" dntionilir” odet=nal
end else
bedin if bBLkI<=p~ x4kl then insertar?(bsr",i251)
plge insertar2ber"oidesrl)) s
endi
endi

rrocedure borrar(hivectlivar eirnodosbktinteder) s
var raiz2irnodod
rrocedure recorrer{girrnodo)
“hedgin if (p<inil) then
bedin recorrer(s".de)}
recaorrer(r".iz)}
if not(dom(byr™3)) then inserter2(e"oxsrainlrh)s
disrose(r)}
encs
ernds’

bedin raiz2i=milys
recorrer(r)i
Fizraiz2é

end?

ssrocedure test2(blivectiiver rirnodoskintester)?
var lrdtinteders; '
bedin 1i=(k mod rm)+1; :
if (painil) ther 3Ff dom(hyryr" o) then bhorrardihrrsl) olso
hedin test2(brp™,ixrl)} '
if bLhIF,rT xlk] then test2(hrer"odderl)i
aencl
ends
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rrocedure insertar(bhivectiivor irmodoikiinteder) i

var Jdrllinteders
bedgir 1i=(k mod n)+lh
if (#=ril) then
hedin new(p)ir .xi=hip iz tmnmidir" deltonid
ernd else ifT not(dom(" b)) then if domClars-" 3 then
hedin borrar(hsssk)iincertar2(hyrrk) '
entd else
bedin if bpChkl1<=x",ulik] then
bedin if testil(h,r",derl) then incertarthsr™sizsl)
end else
bedin test2(hrer~,izrD)iinsertar(hrr".derl)
endjy -
ends
erd?

rrocedyre avant(urelvectisdicl)di
var irdrlitinteders
cdilcli
zivectls
bedin nvi=nvtl;
ki=liinsertar(ursrainsk)s A
for it=1 to rn do if((efil=1) ond (evr(irurd)=1)) then
hedgin zd=usxl1li-2Lid+1% ' )
if(zCilr=caelil) then clidi=0;
for Ji=1 to m do difJld=dfjl-al.irids
01 =fac(d4l)}
avant(zrerdldielill=
end else
bedin if (9L01=1) then
hedin Ji=03for 1:=1 to nrn do if (efLl1>0) ther Jdi=dtls
ki=13
if ix0) then
if ((efil==1) snd (delirwsd)=1)) then
bedirn zt=zuwizlili==Li]-1}
if(zlil<=cili]) then ofili:=0F
for Jt=1 to m do diLJli=dLgl+alfdsids
=01 t=Tac(cdl)}
avant(zrerdl)ielilt=0
ends;
endji

ends
ends

mrocerdure tor(var xiveactl)s
var isdiinteders
v Tzivectly
bedin Jl=0imi=xi
while .j=0) do
bedin .Ji=1}
for it=1 to m do

hedgin ol 11¢=h2NilifTor Gt=1 to n do dLilisdLil-aliyJl¥a
ends
for ii=1 to nm do .
bedin if ((orlirzse)=1) and (2Lil<esltil)) then
bedgin =Fili==Fil+1} ’
for Ji=1l to m do dfddi=dlgl-aldsil$
Ji=0ixt==} ~
ends’ ’
end?

.l
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enc?
ernds

redin
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raizi=milinvi=0inet=0f

read(rism)

for it=1 to m do for .JdJi=1l to n do readCalisdld s
for it=1 to m do read(b20i3)} '
for it=1 to n do read(cifil)i
for it=1 to n do read(ecefil)}
for il=1 to n do readCLilditor()F
for J1i=2%¥n-1 dounto O do
bedin klt=lifor il=1 to n do
bedin Ji=kl mod 2j
if (J=0) thenrn efill=-=1 else elili<l;
bit=kl div 2 :
end} )
Li=trues
for it=1 to n do
hedin if ((xCil<=cilfi]) and (efil=-1)) then ti-faolses
if ((«Cilr=cshil) and (efid=1)) then efili=0
ends
if t then
bedin
for it=1 to nrn do if (efilx=0) then wlili=xlil clse
begin wlild=ufil=17if(ufil<cil1]) then elili=0
end?
for il=1 to m do '
bedin dhili=h2Lidifor it to n do dLidi=dlil- ol i e el
end;’ .
for it=1 to m do
hedin h3Lill= o
for .=l to n do if((elil=1) and (hILil<alindl)) then
bB3Cils=aglir.il . '
ends?
gl 03 i=Tac(d)} «
if (w[01x0) then avali(uyvyd) eluse nviasnytl

end?’
end?
writeln(nv)si
imerimir(raiz)i
writeln(ne)
end.
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3.5.- Relajaciones en un poliedro

Dado el poliedro P

n

a, x b, i=1,2,...m

ng 157 S s T
xj>0 J=1,2,.¢.,n

vamos a estudiar diversos tipos de relajaciones que usaremos en

la busqueda de sus puntos eficientes, cuando el poliedro no sea

denso entero.

a.- El poliedro Pldefinido por:

)

>ay 1j%) Sb +4; con Ai—l/z ila J_l i=1,2,...,m

=1 J=1 ,
jZO J 1 2,.0"n

contiene los redondeos de 1los puntos de P, es decir, 4dado
cualquier pﬁnto factible X(xl,gz,...,ﬁy)e P el °~ punto
[X]([kﬂ » [x)) ,...,l}g‘i tal que @;] es el'redbndeoba entero de
xi; pertenece al poliedro Pl; ademis, pl puede contener otros
puntos.

En efecto:

x'i =X + 'Si -1/2<(Si§’1)2

n n n

221" 524 SRDTITID RN JI
j=1 = J=1 j=1

b +1/2 Zlaijl='bi+ A,

b.- El poliedro Rl definido por:

n
Z ,_x £b _A’i i=1,2,...,m con Ai=1/2 X!aj.jl
J:l J:l
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xJ_?O j=l,2,...,n

verifica la condicién de que todos los puntos, resultantes de

redondear algin punto de P, pertenencen a P.

En efecto, si Xfx ,x ,...,x_)EP b4 sea

2 o
([xﬂ ,[;ﬂ ,...,l}d ) con [x]) igual al redondeo de x;3 X

pertenece a P ya, que:

x; =x +vS -1/2 <8 <1/2
;alJJ —JZ ZIJJ A+§3J6j

n

n
b, '1/22""‘1 I+Zla. HcSl <by -1/ Z .(+1/22iaijl—bi

J=

J

luego X ‘e p

Tenemos asi, que
PpCPcCP'

La regién P'-P. puede hacerse mis reducida si incluimos

cotas para cada una de. las coordenadas.

c.- El poliedro P definido por:

0 o, Y21,
Xa'ijxjsbfAi con A -I/Z(Za2 ) n i=1,2,...,m
Js1 .

szo J=1,2,...,n

también contiene los redondeos de los puntos«de P.
En efecto, sea x(xl,xz,...,xn) y X'([§J ,[xﬂ seees [%) )
como antes:

’ 2 I
i a5 xg_bis_iaij xrj-Zaij Xy = ZalJ -xj)\<

j=1

j=1

1 2,

i X -xi= ’l
a,i (ng /2 =4,
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luego .i]-lal.]' xjgbiwAil:l,Z,...,m
J:

Hemos usado que ai=(al »ay ,...,an) y que:

wx'-xu =\/Z| x’J -, i s\/i(l/z)’ =1/2y{n

d.- Analogamente los redondeos del poliedro P2

P : z':‘a x-gb—A A—1/2(Zz)nl/2

pertenecen a P, con lo que se tiene también que:

2
P CcPgP
S <

€g,~- Sea el poliedro Pt definido por:
n

zaijxjsbi’LAi con Ai-Za i=1,2,...,m
J=1 ) _)63’

es decir, Ai es la suma de todos los coeficientes positivos de la
inecuacidén i-ésima.
* 4
En P estan todos los redondeos por exceso de puntos  de P;

sea X(xl,xz,...,xn)€ Py X'([xl] N R fxn])

J . .
x'i -xi+6i\ 0 Séi <1
Ya, xt =3 S Y, $
ax=a,(x+)=ia x +>a <
17 N N S R ij°3 o
J:l j:l J:l J:l
by +2a, Sj‘< bi*-z?iﬂ _bi+L\
J=1 jed
evidentemente PC P+
f.- De la misma forma se define el poliedro P~ por:

M:

i_)j b+Ai conAi ZaiJ i=1,2,...,m
J=1 jea!
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es decir, es la suma de todos los coeficientes negativos, en
valor absoluto, de la inecuacidén i-ésima.
Este poliedro contiene todos los redondeos por exceso de

puntos de P; sea X(x,,x ,...,xh) Py x'(l;ﬂ s Xl s %) )

1°72
x'i =xi— 81 os«Si <1
REDY INCEDIN:
a, . x' = a..(X.-8)= a ~-p4a <
) iy J ot J j_JiJJ ot
n
bi—ZaiJSJS bifzaij = bi+ Ai
J=1 Jed°

también se verifica que Pc P~

Esta ultima relajacidén es la que nos sera de mayor utilidad
por ser la que deforma menos la zoana eficiente del poliedro
©om a;:30
[ . rd » 3
original; obsérvese que aplicada a un poliedro denso entero, ’ no
produce ninguna deformacidén; ademids, esta relajacién, que nos
sirve para localizar 1los puntos eficientes Pareto, podria

definirse para la bisqueda de eficientes en una direccién

cualquiera, sin mias que poner:

Ai= E:laijl

sumando todos los que tengan signo invertido respecto de la

direccién a estudiar.
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3.6.- Puntos eficientes enteros en un poliedro cualquiera

Cuando el poliedro P es denso entero, hemos demostrado que
partiendo de cualquier punto con coordenadas enteras, podemos
llegar a cualquier punto eficiente entero; sin embargo, esto no
es valido en cualquier tipo de poliedros.

Lo que haremos para resolver el broblema general consistira
en relajar el poliedro P a otro F., de forma que dos puntos
eficientes enteros de P, puedan unirse por un camino uno a uno
direccidigl contenido en g .

Las relajaciones estudiadas en el apartado anterior y que

verificarin esta propiedad son:

a.- El poliedro pt definido por:

n

Ja, X

j=1 4 J
xj?o j=1,2’-.o,n

n
Sbi+Ai con Ai=l/2 Jz..:]_laijl i=1,2,...,m

N

hemos demostrado que contiene los redondeos de los puntos de Pb(y
otros puntos, posiblemente).

Si X(x,)Xy,+++,%X,) € P el punto x'( [x]J', [xz] ye s [xr] ) tal
que l?ﬂ"es el redondeo a entero de Xg s pertenece al poliedro P

ya que segun vimos:

x' =x +81 _1/2<81‘<~1/2
n , n
ZainJ=ZaiJ(xj ¥ 6.)')'23 3% ZalJ‘SJ <
_j:l j:l J:l . J=
b +1/2 D la t<b +A,

Observemos que P, no solo contiene a los puntos X , sino a
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cualquier punto Z(zl,zzj...,zﬁ) que verifique:
n
]_xu/zzeij
i=1
n
[%-1/2De;]
i=1

El punto Z coincide con X' y por lo tanto, pertenece a P!

N
"

o Z'

L. ] » . .
como hemos demostrado, mientras que el punto Z' verifica que:

z' rxi—l/Z] = xj_—l/2+8i OSSj.(l

2! = %+ 8'11-1/2 <8< 1/2

n n ' n n , TN
' _ . _ .
Z aijzj"zaij(xj+éj)_zaij xfzaijé"j < b +1/ZZlaijl b, + A
Jj=1 Jj=1 J=1 j=1 j=1

Teorema 1.- Si X,Y son dos puntos eficientes enteros de P,
existe un camino uno a uno direccional que une X con Y, contenido
1
en P,
vemostracién: Por ser P convexo, el segmento que une X con

CE |

Y estid contenido en P, es decir:
Z = AX+(1-0)Y 0: A< 1
ZP W Xelo,1)

El redondeo de cuaiquier punto Z de este segmento pertenece
a P'; este redondeo determina una sucesién de puntos en los que
cada uno difiere del anterior en una unidad, salvo que el ppqto”"Z
alcance el valor k+1/2 con k€ N en mis de una coordenada§ bero si

esto ocurre, por ejemplo, en las coordenadas z

) 1

y ZQ’ yvya hemos

demostrado que los puntos:
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2yl 2 [ ) oo o))

([5] 512 s 3 s> B) )
2,(|2) > f2) » g se-es )
2, (2] > 2 » B3 »eeos I27)

pertenecen a P2, por lo que para pasar de Z1 a Z4 lo podemos
hacer indistintamente por 22 o por Z;.
Realmente, demostramos que Z y %1 pzrtenecian a p2 pero no
1

22 y 23; para verlo, sea:

n
Zg?P Z’Z z e,
i=}

e I,J una particién del conjunto }1,2,...,n‘
el punto:

yA EZ[Z +1/2Je +2Efz -1/2] e, =
iel B . ied

TN

Z (zi+1/2—bi)ei+2(zi—l/2+81)ei= Z (zi+ bli)ei+Z(zi+§; )'ei.

il €] iel i€l
0 s;éi <1 \7i
, "1/2<5"i~< 1p/2 iex

-1/2s5'- <1/2 ied

ﬁi a_ z —EZa{J({j+8 )+§Zaij(zj+5;)f

=1
aj;z ZiJ | Z"ué P +1/ZZla |+1/ZZla
rj=1 nJGI : ‘ Jel je€3
L]
bi+1/2.zllaij I = b4
j=

con lo que queda demostrado el teorema.
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b.- Andlogamente puede demostrarse para la relajacion:

2
P. jizlaij 5 € b + Ai
Aj.: I/Z(Eﬁj) n

que verificaba que el redondeo de cualquier punto de P pertenece

a_Pz.
c.- Consideremos la relajacidn:
P” ﬁ? € b, +
1% S Pit 4y
J=
Ai=-zaij
Jed
Si X€P vimos que el punto X':(Lxﬂ ,|}d peees X )

pertenecia a P~ .
También en este caso, dados dos puntos enteros X,Y de P, los

puntos del segmento que une X con Y:

=AX + (1-M)Y Xefo,1]

estdn en P; el conjunto de puntos definidqé por Z , formaridn el
camino buscado, 8i  ningin punto del éegmento- tiene dos
coordenadas iguales zi=z y enteras, siendo ademis xi>-y y
'xj;>xj' | | |

Supongamos que para un cieﬁto punto Z, se verificase  que~
varias coordenadas de las que son distintas en X y en Y, tomasen
valores enteros y van decreciendo.

Sean 2z y 2z . tales coordenadas Aen Z(zl,zz,..};iﬁ) y

1 2
Z'=(zl,22,l§d ye oo Frl); veamos que los puntos:

L}

Z (z Y Lz se ey FrJ)

Z,(z - 2"[23]""’[er) ’ o
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Zg(z) 20, |2 5eves B )
Zd(zl—l,zz—l, Fal""’ Fn')

pertenecen a P™.

' -
z,- zer
Z2= (Zl—1,22,%,—83,ooc,zn"8ln);oSSi<1‘
ail(z1—1)+a12%2+a13(%5—63)+-_--+a1n(€1—sn) =

n n . ,
Zaisz - Zaijéjs bi—zaij = bi+Ai(61 =1,l82 =0)
j=1 j=1 i3 .
anilogamente, para 25(5l=0,62=1) y 24(81;1,62=1), lo cual nos

garantiza el camino uno a uno direccional que une X con Y,

contenido en P~.

d.- Muy similar demostracién puede hacerse para el poliedro:
n

P: Zaijxjs bi+Ai

J=
Ai =Za ij

je€d

Cualqgiera de las cuatro relajaciones nos serviria en
nuestro propésito de alcanzar todos los puntos eficientes de un
poliedro dado; no obsfante, la que uéaremosAseré la P7, que es la
que menos deforma la zona eficiente, como lo pone de manifiesto
el hecho de que P"=P en los poliedros denso .enteros con aij; 0.

Como P~ contiene puntos que no corresponden a redondeos de
puntos de P, lo someteremos a cotas inferiores y superiores para

cada variable.
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3.7.- Localizacién de puntos eficientes
3.7.1.- Algoritmo de busqueda

El desarrollo que hacemos a continuacidn esta referido a 1la
relajacién P~ relativa al poliedro P, aunque puede hacerse para
cualquier otra relajacién entre las ya estudiadas; hemos
insistido que P~ eé la que menos deforma la zona eficiente Pareto
del poliedro, lo cual no significa que én ciertos casos no pueda
ser aplicada, incluso con mayor éxito otro tipo de relajacién,

Hemos demostrado‘que toda pareja de puntos en P~ que sean
redondeos por defecto de puntos de P, pueden ser unidos pér un
camino uno a uno direccional dentro del paralelepipedo que
determinan y cuyos vértices estidn en P-.H

En el aigoritno‘que seguirenos, el punto inicial puede “ser
cualquiera obtenido de redondear ‘pof defecto uﬁ punto
Y(yl,)a ""’%T) que sea el éptimo real 'de P para una cierta

direccién z=o +of, ————+e{ X, i.
L Xt Xy +o(nxn Q{i,;o para todo i

AY= ————
Yy Agtyphigr-m-mty, Ay £ B

Sea Z(zl,zz,...,z,h) tal que zi:l[’.’{J =yi—.si- Ogsi, <<»1

AZ=z) Ay +z Ay s -mvz Ae(y) - §P AL+ (3 = §) Ay +-m ==+ (3, = ) A, =
Yoy +¥ Agt=mm— ey A = §)A - dph - oo S ALE
! [ [} »
B-A) -Aly- —--- -A" R

1
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siendo A}:(qij,a%j,...a;jr

y a! =a si a, £ 0 mientras que é&j:O si aij> 0.

ij ij

Luego Z perterece efectivamente a P*; si Z¢ P lo tomaremos
como punto inicial, mientras que si Zé€é P, aumentaremos sus
coordenadas manteniendo la factibilidad, hasta que ninguna de
ellas pueda ser . incrementada; el punto final obtenido 1o
tomaremos como punto.inicial del algoritmo de busqueda.

En cualquiera de 1los casos, llamemos X(;l,xz,...,xh) al
punto inicial; este punto divide al espacio en 2" cuadrantes y el
punto de partida de cada cuadrante, seri un vértice de 1la bola
unidad con norma 1_ cuyo vértice superior sea X, tal como hicimos
en los poliedros denso enteros. Para el <caso n=3 y el punto
X(xl,xz,xz) se tienen las ramas, Xl,Xz,...,X8 ya expresadas en
los poliedros denso enteros. Si X'é P no podemos abandonar
directamente la rama i-ésima como ocurfia entonces con las ramas

1y 8.

: n . : ’
', ' ] ;oo .
Sea ﬂ : - zgaijxjslﬁ bi—b:~L max(max(ai ),0) 51endok I el

i J
J1I
conjunto de coordenadas que van creciendo. Se verifica el

siguiente teorema.

Teorema 1.- Sea X el punto inicial de una rama e Y un punto
eficiente entero de: P en dicha rama; ambos puntos puedgn ser
unidos por un camino‘uno a uno direccional interior a P” y al
paralelepipedo determinado por ellos, de forma que en el intéridb
de P; solo haremos movimientos que hagan crecer algdna de sus

coordenadas.

Demostracién: Como hemos visto, existe un camino uno a uno

direccional que une X con Y en el interior de P y en el
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paralelepipedo que determinan. En este camino de X a Y, se Z al

primer punto que pertenece a ﬂ':

'Z(_z_,l,gz ""’Ej ’-Z-_j".tl ""’.ik’zk-{-l ,...,Zn)

'Y(}'1:Y2:"':y‘j’yj+1 s Y KoYkl )°'°’yn)

Como Z es factible debe existir algun z; <y i=1,...,j, vya
que en otro caso dominaria a Y vy éste no seria eficiente.
Aumentaremos una de estas coordenadas hasta llegar a.ﬂ(n P.

Al nuevo punto obtenido, como es . redondeo de si mismo,
podemos aplicarle el mismo razonamiento; asi sucesivamente,
tendriamos el camino exigido por el teorema, dado que el numero
de pasos es finito.

c.q.d.

Damos a continuacién un algoritmo recursivo, valido para
cada rama con punto inicial X y cuyo vector de estado viene
expresado por E( ,,ez,...,eﬂ) con ei=1 si la coordenada x va

creciendo, ei=—1'si va decreciendo y ei=0 si esta fija.
1.- Creacidn de F{ correspondiente a la rama con punto
inicial X

2,- Si X estd en P insertarlo en el kd-4arbol

3.- Desde i=1 hasta n, ejecutar: .
a.- Si la coordenada i-ésima puede crecer

al.- Hacer xi=x +1;'11amar X al nuevo punto Yy

volver a 2

20" =0
a e
b.- Si la coordenada i-ésima puede decrecer
bl.- Hacer xi=xi—1; llamar X al nuevo punto Yy

volver a 2
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b2, - e =0

4-" Fin

Debe>tenerse en cuenta que una coordenada puede crecer, si
su estado es de crecimiento, y al hacerlo, el nuevo punto
pertenece a P°; por otra parte, una coordenada puede decrecer si
su estado es de decrecimiento, el punto pertenece a P N ﬁF y, o
bien alguna coordenada se encuentra en estado de crecimiento o,
si todas decrecen, el punto ni es factible ni es dominado por

ningin punto existente en el kd-arbol.

Ejemplo 1.-

-x + 2y g 12 -1 [ 2] 12y

P: 2x + y <15 .A1= 2 A2= 1 B = {15} D=B-AX
2x - y <10 2 -1 10

J

-x + 2y €13 12 [ 1] 13

| 2x + y 15 B = |15} +}| 0 = |15
2x - y €11 10 | 1] 11

Tomemos como punto inicial el correspondiente a lmax(x)J,

incrementandolo hasta que sea eficiente; esto nos proporciona el _
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3

punto X (6,3) que es factible para P y origina las ramas xl(§,§)

y ¥, (8,2).

. —x + 2y € 10 12] (2] (10)]

& : 2x + y < 14 BX = 151 - {1 = |14
1 2x - y <10 1 1o 0 10
-x + 2y g 12 12 0] 12)

: 2x + y €13 B, = [|15] - |2 = |13

Y 2x - y ¢ 8 Y1 1o 2 18

las cotas seridn 6 y 7 para x e y respectivamente; la rama de Yl
podemos abandonarla ya que x estd en su cota superior y la y solo

decrece.

Rama x1(§,§)

- 11 ¥V x no procede
X, (5,3) D=| 2| Xe€P
1 | 3] xlAy‘si: Xz(g,i)
N 2 Vx no procede
X,(5,4) D=1 xerP -
14 X1Ay si: X3(5,5)
_ [ 7 - Ux si: Xd(z,é)
x3(5,5) D=]0 XePp :
- 5 Ay no procede
- 6 Vx no procede
X (4,5) D=2 Xé¢P _
4 - 7 ] XiA)r si: X5(4,§) )
- (4] Vx no procede
? 'y §'(1Ay si: X (4,7)

La y ha llegado a su cota superior i la x decrece; por lo
que hemos 1llegado al final de esta rama. Los puntos eficientes

obtenidos han sido X°(6,3),%.(5,5) Y X6(4,7).
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Ejemplo 2.-
~6x - S5y € -47 6] -5 -47
P: 4x + 3y € 31 Ag= 4 A2= 3 B = 31
3x + 4y £ 31 3 4 31
-6x - 5y < -36
P~ 4x + 3y € 31
3x + 4y € 31
'\ ‘\\\\’:
AS ‘.‘
A Y
N\
\ o

i 2

El punto de partida serd el Xb(3,5) que es el redondeo del
6ptimo respecto a z=y; las ramas originadas son Xi(f,g),zl(Q,Z) y
Z‘(E,Z); las cotas que usaremos seran 7 y 5 para x e y

1

respectivamente.

La rama correspondiente a Z (E,Z) no procede porque este

1
punto no es factible para P~. V
Rama XI(E,Q)
- Flo Vx no procede
xl,(z,_g) D=| 8 Xe€ P . '
5 Ay esta en su cota superior
Rama Yi(g,i) ' |
- =9 _Ax si: Yz(i,Z)
Y, (3,4) D=| 7 X¢ P .
6 Yy no procede - ——
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]
=3 . xro procede
Y,(4,3) D=| 3| XeF _
3 y si: Y, (4,3)
3 —
_ -8 _ X si: Y4(§,3)
YS(i,S) D= 6 x€ P
7 Y no
- 2] _ X no procede
. - i: Y 2
| 4] y si 5(5, )
7] . x si: ¥ (_(3,5)
Y. (5,2) D=| 5| XeP _
- 8] y no procede
- 1] _ X no procede
‘Ys(é,z) D=| 1 X€P -
_51 'y si: Y7 (9,1)
- L6 _ X si: Yé(],i)
Y7(§,1) D=| 4 XeP
9 y no procede

la x ha llegado a su cota superior por lo que hemos terminado con

esta rama y el uinico punto eficiente obtenido es el Yé(7,1).

Ejemplo 3.-
| -8x + 7y € © -8 7 0
P : 7x - 8y £ -8 A= 7 Ap= -8 B =[-8
-x + 2y € 7 -1 2 7
-8x + 7y < 8
P- 7x - 8y £ 0O
-x + 2y < 8

En este caso las cotas son 5¢xg<6 y 5gyg6; el redondeo
del 6ptimo en la direccidn z=x+y es' el punto Xd(6’6)’ que origina
las ramas: |

X, (5,6) Y (8,5) z,(5,5) B
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ninguno de los cuales puede variar sus coordenadas en las

P4

direcciones indicadas, ¥ minrmmo 5 Tzriidles en T, Iw=zo mo

existen puntos eficientes enteros.

Ejemplo 4.-
6x - 5y € 1 6 -5 1
P: -3x + 4y ¢ 7 Aqf -3 A2= 4 B = {7
-4x + 3y € -1 -4 3 -1
6x - 5y € 6
P°: -3x + 8y g 10
-4x + 3y £ 3

,

Las cotas seridn 1£x €4 1<Ly<5; partiremos del punto
X4(4,5) que origina las ramas Xl(é,Z), Yl(ﬁ,é) y %3(5,2)-
Rama XI(Q,I)

it _Ax no procede

X, (4,%) D=| 4| X€P

3 V y no procede
L)

Rama Y1(§;§)
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8 .
Y1(3,5) D= |~-4 X4 P° Fin de rama
- -4
Rama 21(5,2)
- - 3 ¥ x no procede
2,(3,4) D=| 0| XeP - -
=1 Vy si: 2,(3,3)

las variables deberan decrecer hasta 1llegar a un factible o

recorrer P~.,

- - =2 _Vx si: 23(5,3)
22(3,3) D=| 4 XeP
| 2] Vy no procede
o [ 4 Vx no procede ’
2,(2,3) D=| 1| XeP o
«? Vy Si: Z4(2,2)
- 1] VUx si: %S(T,E)
24(2’2) D= 5 Xe P g
1 Yy no procede
- - [ S ¥ x no procede
z.(1,2) D= | 2 X€ P .
-3 ) Vy si: Zﬁ(l’l)
Como Z(1,1) es factible en P y las coordenadas van

decreciendo, hemos terminado.
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3.7.2.- Experiencias computacionales

El programa lo hemos titulado multobj2 y lo hemos aplicado a

los poliedros siguientes:

a._
9x, + 21x, - 2%, € 436
18x, + 8x, + 16x, < 597
35x, + 21x, - 44x, <1294
60x, - 20x, + 7x, < 694
28%x, + 11x, - 11x, <€ 253
-13y, + 11x, + 39x, £ 615

- x, <12 x2\<18 X, <17

Los puntos eficientes obtenidos son:

12 9 17, 9 13 15, 9 14 14, 10 12 15, 8 15 14, 7 18 13 y 1111
16

para lo cual se han visitado 34 puntos de un total de 2433 puntos

factibles.

2x, +  3x,

+
e
+
[ 3]
”
-
+
[ 3]
"
“
A
—
0

3x, + 2x, + 2x, + x, + 2x; €15
-6x, ' + 15x, <10
=7%, + 18x, <10

x, €5 x,<6 x, <7 x, €9 x, &7

El nimero de puntos cficientes.obtenidos es de 50, de wun

total de 255 puntos visitados.



cC.-
-6x, + 23x, + 19x, - 15x, + 13x; < 123
8x, + 12x, + 9x, + 7x, + Bxy < 457
17x, - 15x, - 21x,; + 18x, + 20x, < 113
9x, - 13x, + 14x, + 22x, - O9x¢ < 74
8x, + Tx, + 4x, + 12x, + 9x¢ < 398

x',<16 x, <12 x, <15 x, <11 x, < 7

El nimero de puhtos eficientes obtenidos ha sido de

se han visitado 7647 puntos.

e, -

-2x, + 3x, + X, + 4x, + 2x¢ - X, + 2%, + X; - X, +
3x, - x, + 2x, - 2x, + Xg + 2%, - X, + 3x; + 2x, -
3x, + 2x, + X, 4+ 2xy + X¢ + 3x, + 2Xx, + 4X; + X, +
4x, + 2x, - x, + 3x, - 2x¢ + 3x, + X, - X3 o+ 4x, +

X, - 2%, + 4x3 - Xy + 4x¢ - 2%, + 3%, - X, + X, -
2x, + Xx; + 4x3 + 3x, + 2x¢ + X + 3%, + 4%y + 2x, +
-x, + 3x, + 2x, + X, + 3xX¢ + X4 - 2X; + 2% + Xy +

cotas superiores: (4,4,4,3,4,5,7,5,4,5)
El nimero de puntos eficientes obtenido es de 1627,

cual se han tenido que visitar 113603 puntos.

f.- Este ejemplo es un poliedro no vacio

contiene ningin punto de coordenadas enteras.

152
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2x, + X%, + 2%, <25
- 2x, + X3 + X, <0
- x, + X, + 2X <10
- X, + X <-5
- x¢ + X, + 2x; -1
-X, Xy + 2x, £-2
-2x, - X - 2x, < -25
2x, - X, - X, <0
Xy, - X, - 2xg <-10
x‘ - X¢ gS
X - X, - 2x, <1
-X, . - xg - 2x; L2

cotas superiores: (5,6,4,7,4,2,1)
La comprobacién de que no existen puntos enteros ha exigido

visitar 205 puntos de P .

g.- El1 siguiente poliedro 1lo expresamos dando la

matriz A ampliada con los términos independientes:

[ 9 7 16 8 24 5. 3 7 8 4 6 5 310
12 6 6 2 20 8 4 6 3 1 5 8 395
15 5 12 4 4 5 5 5 6 2 1 5 480
18 4 4 18 28 1 6 4 2 9 7 1 395

-12 7 § 12 10 4 6 -2 3 7 .0 8 345

0-15 9 4 12 9 4 3 5 8 13 12 167
7 9 -12 7 -5 8 4 7 6 4 7 14 99
10 6 13 -10 8 -7 9 6 9 4 -4 0 172
-5 3 7 2 -11 5 9 -6 14 7 12 9 169
8 0 0 9 15-11 4 12 9 -7 13 16 152

cotas inferiores: (0,1,6,6,0,0,6,5,0,3,0,0)

cotas superiores: (2,3,9,10,1,2,10,8,2,6,1,2)

El nimero de vectores eficientes obtenidos es de 1835, y se

han visitado 102232 véctores.



Frograms maltobdg?

Frogram multobhd?Cireutroutrut) s
const nl=13iml=16;
ture vectl=arrauflO,.rn1] of integeri
vect2=arraull.,.n1] of rezlj
at=arragfl..mir»l..nld of resli
ci=arraull..mll of reals
rriodo="nodos
nodo=record xivecll)
izrsdetrnodo
endj
var raizirnodo?
irdrlemrrpskebklrnvenelinteders
a3tali .
b1y029yb3rdicld
besrvrerci rvs.vpctli
tibooleans?

function fac(dicl)iintesgers
var i1slrdtinteders
bedgin 1:1=33#.j1=37}
for i1t=1 to m do
bedin if((d4fil+h1Nfi1)<0) then 1:1=0 else
if(edlid20) thern li=L clse
, iF(CALiT=-DIALLIL0Y then 1125
if (140) then .ji=)
enrnd?y
fact=
end?#

function cr(dlintedgerivivectlisdicl) iinteders
var isrllinteders

bedin 1i=13i1=05
while ((1=1) and (1’m)) jo .
hedin i:=:+1»1f((d[13+h1r11)’drtrJT) thoern 1=
end? ‘
cri=l

end?

function de(ilintegeriultvectiidicl) linteders
var islilintedersy

tbedin 1i=1310=0>
whiile ((1=1) and (1~m)) 30

hedin ii=i+liif (CILATHLINAD) <=elis.d) then 130

ends)
des=]
ends

function dom(vrwivectl) tbooleasns
var Libooleans
bedgin ti=truesii=0j
while(t and (i<n)) do ’ !
bedin ilt=i+17/
if (vLil<wlil) then ti=false
encti
dom!=t
ends? '

154
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rrocedure imerimir(rirnodo)i
var itinteders

beSin
if (r2rnil) then
bedin

imprimir(er".de)i
for it=t1 to rm do write(r ", xfidi3)inel=nctls

write(’ 2Yy3ifT (e mod (20 div 1))=0) then writelng
imeprimir(r" . ix)
end;
ends?

function teqtl(h.vvv?lyr rrodoik inteder) thooloeans
var llintedersi
tibhooleasns’
hedin ti=truesli=_(k mod nd+1s
if (r<xnil) then if dom(e".xsbh) then tisfilse else
bhedin ti=testi(bhryx".desl)’ ]
if (bt and (BLRI<=p",x[k]1)) then tiztestli(hreT iz l)i
oneds
testdi=ts
end?

srrocedure insertar2(hlivectlivaer rirnodoiklinteser)s
var liinteders
hedgin 1i=(k mod )+l
if (e=nil) then
bedin rnew(r)ir " oxi=hir" dzi=nilir " dels Hll
end elce
bedin if hikI<==",xLk] then insertar?(hrw”.izsl)
" else insertar2(hrr"derdld)i
enids ;
endj ) o

srocedure horrar(hivectlivar rirnodoihtintedgar)s
var raiz?irenodos .

rrocedure recorrer(rirrnodo)s
bedin if (e<rxnil) then
bedin recorrer(r".de)’
recorrer(r".i7)} :
if not(dom(hyer™.)) then insertar2(r" v rainlrk) s
disrose(r);’
endj
erids

hedin raiz2i=nil}i

recorrer{r) s

R oF -3 Bodt ¥ . B .
erndj

rrocedure test2(hivectlivar slrnodoik!intesger)s

var lsdtintedersi

bedgin 1i=(k mod n)+1;i
if (p<irmil) ther if dom{hsr™432) then borrerdhsrrrl) eloe

bhedin test2(bhrer" iy 1)7
if bLkIxp”oulk] then tect2(bhryr"ciesr 1)y

ericls —
ends ‘
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rrocedure insertar(hivectlivaer rirnodoikiinteder)s
var Jrlilintegersy
pedin li=(k mod nd)+1i
if (r=nil) then
hedin rew(s)ir oet=hir",in =i lir™ odet=nil
end else if mot(dom(=".xeh)) then 27 domhr™ 3 then
Chedin bhorrar{brrsb)iinsertar?2(hyrrl)
ernd nl)ee
bedin if bLkI<=",. k] then
rodin 1¥ testilher " .rdavl) Lther trserkaefbh-~T o230
end else
bedin test2(bre ™ izs)iinsertar{brr".derl)
end}
end?’
ond§

rrocedure avant(urselvectlidicl)s
var irdrlliinteders:
dlicls
zivectls v
bedin nvi=nv+is
1f(gl0I>1) then
begin ki=1sincertavr(urraizk)
endi

for it=1 to n do if((elfil=1) and (cr(isusd)=1)) then
hedin z=i=wizlidi=20i1]+13
if(zCilr=cefild) then elili=0F
for .l=1 to m do dIludiglad-alsild?
=[0li=fac(dl)} .
avant(zrerdldielfil i
end else
bedirn if (w[01<=3) then
bedin Ji=03for 1i=1 to n do if (efll>0) then Jis=gdls
ki=13
AF(CIx0) ar ((wl01=1) and testi(urraixrsk))) then
if ((elil=-1) and (delisruyid)=1)) then '
bedin mi=wsrLildewrlild=11
if(xLils=cifi1]) then «fili=0;
for Ji=1 to m do difgdi=dlgd+aldrids
=C0]i=Tac(il)}
avant(zresdl)selid =0
ends '
endji
ety
endi

ssrocedure tor(ver xiveectli)ds
var irdiintegers
mivectli
ditcis
bedin Jdi=Qizi=xy
while (.J=0) do
hegin Ji=1}

for it=1 to m do . - '
bedin dfili=h2LildifTor Ji=1 to n do dLildd=dlid-slairdd¥alil
endsy

for 1i=1 to n do » .
hedin if ((or(ismesd)=1) andgd (2Lid<eshild) then
bedin =Lili=e2Lil+1y
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for Jdi=1 to m do dILGaTs=dlal-aliri]1F

if (fac(d1)x1) then
hedin Ji=0ixt=widi=dl
ends
ends
erd?’
ericd?
erndy

bhedgin
raizi=nilinvi=0inel=0}f
read(riym)} , o
for it=1 to m do for Jji=1 to n do read(alisdl)
for il=1 to m do resdbh2Li1)5
for ii=1 to n do read(eilil)i
for it=1 to nrn do read(cesfil)}
for 1i1=1 to m do
begin b1Lidi=03for Ji=1 to n do if (alfisil<0) then
biCidi=bilil-alis.il§
encs .
for i!=1 to n do read(x<fil)itos(x)y
for li=2%%n-1 downto 0 do
hedgin kit=1l5for it=1 to n o
hegin Ji=kl mod 27
if (J=0) then elfili=-1 else elill:=1;
kit=kl div 2
end?’
struei
for it=1 to n do ,
begin if ((«Lid<=ciCil) and (efLil==1)) then tisfolses
if ((«Cildr=csfild) and (efil=1)) thoen eli]:=0
endj
if t then
begin :
for it=1 to n do if (elild>=0) then ulidi=-xlil else
hedgin whilt=ufil=13if(wlil<=cifi]) thoen elili=0
end? i
for it=1 to m do ' :
bedin dfLili=b2rilifor .jit=1 to n do dlmT' A0 d-aliy 0l ¥ulil
el
for it=1 to m do
bedin b3Lili=03 T :
for Ji=1 to n do if((el)l+1) and (WD3Til<xlirdl)) then
- b3Cildt=alis.il
ernds
BCOJ’"f‘m*(li)r
if (w[01>0) then avant(w:oyd) elsp nvi=nvels
ends
ernd?
writeln(nv)j

imerrimir(raiz)}s
writeln(ne)

ernd.
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