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INTRODUCCIOR

El famoso documento de SHANNON "The Mathematical Theory of
Commuication” publicado en 1,948, marca el punto de partida de
una nueva rama de la Ciencia Matematica conocida con el nombre
de Teoria de la Informacion.

Hoy dia el concepto de probabilidad desempefia tn papel fundae
wental en cualquier teoria del ccnocimlento, En la moderna Teo~
ria de 1la {nformacion, las probabilidades se consideran como una
codificacion numerica de un eatade de conocimiento. El1 conoci-
miento que uno tiene sobre uma cuestion en particular puede re-

presentarse mediante la asignacion de mna clerta probabilidad p



a las varias respuestias eoncebidas'para la cnagtiun, El conociw
miento completo acerca de una cuestion es la posibilidad de asig
nar ma probabilidad ceroc (p = 0) a todas las respuestas posible
excepto @ una, A uma persona que correciamente asigne una proba-
bilidad unidad (p = 1) a una respuesta en particular, no le que-
da, evidentemente, nada que aprender sobre la cuestion. Observan
do que el conocimiento puede, por tanto, codilficarse en una dis-
trivacion de probabilidad, la informacion puede definirse comeo
algo gque produce un reajuste en una asignacion de probabilidades
Numerosos trabajos han demostrado que la medida de la incertidum
bre de Shannon, a la que é1 llamaba eutropia, mide cuanto cabe
esperar aprenddr sobre uma cuestion cuando todo lo que se conoce
es uwn conjunto de probabilidades.

La conetribucion de Shannon a la teoria de la informacion con
sistiéd en demostirar la existencia de una medida de informacion
gue €5 independiente de los medios empleados para generar la ine
formaciun; El contenido informativo de un mensaje es, por tanto,
invariante respecto a la forma y no depende de si el mensaje se
envia mediante codigo Morse, mediante la impresion de una detere
minada forma sobre una ﬁaﬁi-pertadara o mediante alguna forma de
criptografia.

Para Shammon el contenido infermativo de un mensaje es una wme
dida del cambio en el conocimiente del redeptor {del conocimien-
to X antes del mensaje al conccimiento X' despues del mensaje).
Un mensaje que dice lo que ys se sabe no produce cambio alguno
ni en cuanto al conocimiento (X sigue siendo igual) ni en cuanto
a la aéignacion de probabilidades, por lo que no transmite nin-
guma informacion.

La medida de Shannon fue concebida para resoliver un problema

donerotos Cbmo obtener wma medida util de lo que se transmite



por un canal de commicaciones. Ha demostradoc tambien ser la
Mu funcion capaz de satisfacer ciertas necesidedes Basicas
de la teoria de la informacion, Apenas ha pasado un cuarte de
sigle de la publicacion de Shannom y ya se han escrito miles

de trubuan al respecto, sin que ninguno de ellos haya encon-
trado una funcion sustitutiva, ni siqﬁ.tm la necesidad c_ie ella.
Por el contrario, se han descubierto muchos otros capinoes para
l1legar a dicha medida,

La medida de entropia de Shanneon es fundamental en la teoria
de la informaciom y a ella y a su aplicacion a diferentes pro-
blemas estadisticos dedicamos el primer capitule de esta Memo
ria,

La mas clasica de las caracterizaciones axiomaticas de la
entropia de Shannon Pué dada por FADDEEV en 1,958, como sigue:

Si notames por PT el conjunto de todas las distribuciones de
probabilidad discretas P = (Pl.“"n) con p; > O (L = 1,0.en) ¥
% Py = 1 vy consideramos wna funciom H (P) definida para tods

[ 5543

2e 2™  que satisface las sigulentes condiciones:
A) h(p) = B (p,1 = p) es continua para 0 = p = 1
B) B (1/2, 1/2) = 1
c) nipl"z"“ "n} es mna fumcion simetrica de sus argumentos

D) Para m!.quiir N /o€ )\ % 1s
H"’"“ [?'*, == Paos ! X?'“) (l‘MP“] = Halp, Pe— PL) * P “1. (>‘o "}‘)
entonoces

™m
4
Mo (pr o0, —- 7)) = & %000 30

Esta axiomatica simplifica los conjumtes de axiomas dados

originalmente por Shannon y posteriormente por Khinchin,



En 1.964, KENDALL, usando metodos completamente diferentes,
demuestra que estas cuatre propiedadess
At) hip) = nz(p,z. - p) es no decreciente pama p & 1/2,
B') H (1/2,1/2) = 1
C*) H(pysPy) ¥ H (p)sP,sP4) son funciones reales simetricas
con Pltﬁzd’a)o'

D*) Para cualquier X\ /O & )\ € 1

H} (XYA ) (1“;)("‘, ?,\_) = u‘\. (?40 Pw.) "' ?‘ H‘\, ( X' ]—X') ((.ou ?4‘?’»)0

definen univocamente 3‘2 > 4 ns como sigue:

'\"‘). R L"’%z 'PI - P~ Q'OQ-\. e+

?L Qp%l ?;

v

: 3
Hy= -~ 2

Continuando las investigaciones de Xendall, LEE llega, en
1,964, a la siguiente caracterizacion de la entropia de Shannont

Dada wma funcion H (P) con las siguientes propiedadess

A**) n(p) = H (p,l - p) s una funcion real, finita medible
Lebesgue para p e‘ {0,1). |

B00) B, (1/2, 1/2) = 1

cre) Analngo ac*.

D**) Analogo a DY,
Entonces H (P) esta univocamente determinado para todo n y Wie-

ne dada por la mrosion

m
He (PP — ?mX‘ 2\?;%% '4'

w



TVEPERG demuestra la unicidad de la funcion de entropia baje
la hipotesis de la integrabilidad segun Lebesgue de la funcion
hip) = Hy(psl - p).

En 1,962 INGARDEM ¥ URBANIK dan una definicion axiomatica pa-
ra 1a funcion de informacion sin usar la nocion de prebabilidad,
Definen la informacion como una funcion real sobre un conjunto
de un campo de Borel. Llegan a demostrar que la informacion pue-~
de ser expresada por la formula de Shannon por medio de wna mew
dida de probabilidad condicionada, dofj.;;ida mivecamente, la -~
existencia de la cual se sigue de la existencia de la informae
cion,

Esta caracterizacion axiomatica gque en prinecipie parece des~
ligar las nociones de informacion y probabilidad, demuestram que
el orden logico usval de definir la informacion por medio de
probabilidades, puede ser invertido, introduciendo primero ls
nocion de mtcma;'m sin probabilidades, las c¢uales aparecen
inmediatamente como consecuencia inevitable. Las nociones de in-
fémﬁi«n ¥y probabilidad por tanto, no pueden ser separadas.

RAJSKI, investiga las propiedades metricas de la funcion de
entropia H (X} y de la informacion mutua I(X,Y) para esquemas

probabilisticos di:mtéﬂ. Observa que la funcion

d (SC,,&.) - 4 M

| , H(¥, Y)
define una distancia en {x} para todas las posibles distribue
ciones discretasg mientras que

TR \|4 d? (%, )

H(%, 3
puede ser usada como una medida de dependencia entre las varia-

bles aleatorias definidas por les esquemas X Y,

RENYI, en 1,960 propone otra forma de funcion de entropia pa-



ra distribuciones de probabilidad generalisadas que son defini.
das como una sucesion P = (Pyesep,) de numeros no negativos ta-
lea que O gZpi 4 1,

La entropia de Renyi de orden o viene dada por

A . E?c’.
- QO v
HJ (?)- A 32 2?6

Afios mas tarde DAROCZY dd4 una caracterisacion axiomatica co«
mun para las entropias de Renyli y de Shannom,

Una de las primeras generalizaciones de la fimcion de entro-
pia al caso continupo y en general para variables aleatorias are
bitrarias es introducids por XOLMOGOROV:

Dadas dos variables aleatorias X .Y se define

H(®) = bk T8 = et | T 00 00y Pae ) goa,

?x.w o Pe) ?y(“\\
donde I(X,¥) es llamada informacion mutua entre lss variables

X e¥Y y el inferior es tonadn para toda: las posibles distridu~
ciones de probabilidad conjumtas del par (x,r).
Junte con Gelfand y Yaglom chfim los conceptos de mtrops.c
diror-ncial. y € -entropia.
Mas tarde ROSENBLATH y ROTH dan una relacion entre la entro-
pia diferencial y la ceorrespondiente entropia disereta.
| A partir de aqui son m;chos los autores que se dedican a pro-
fundizar en este nuevo concepte de - entropia.
 En el afio 1,960 aparece la obra de PINSKER: "Information and
Stability of Ramdom Variables and Processes” gue revne mma serie
de trabajos anteriores del autor sentandoc lashbases de las apli.
caciones y relaciones entre la teoria de la informacion y la teo
ria de los Procesos Estocasticos,
" En cuanto al estudio de la Informacion y sus relasion con la

Estadistica, la obra de KULLBACK es, sin duda, el punte de arran



que de todas las investigaciones actuales sobre el tema,

Digamos para terminar este breve bosquejo historice que el
desarrollo de la Teoria de la Informacion ha sido tan enorme y
su aplicacion tan variada que en poco mas de veinticinco afios
los tratados sobre el tema son numeroscos, citemos, por ejemplo,
las obras de Fane, Brouillin, Ash, Feinstein, Roubine, Goldman,
Young, Jelinek, etc. y el numero de publicaciones y trabajos so=-

bre el tema se cuentan por millares,

El objeto de esta Memoria se centra en sl estudio de las cla-
sicas medidas de informacion matematica en relacion con diversos
problemas de la estadistica., A lo largo de ella emplearemos si-
mul taneamente los terminos incertidumbre e informacion pues para
nosotros ¢s lo mismo hablar de la incertidumbre relattvn a los
resultados de un experimento gque hablar de la infbr-aeian produ-
cida por 1la realizacion de este experimento.

En el primer capitulo s, estudia la infofma@ian de Shannon y
sua aﬁl&ﬁaeian a problemas de estadistica como son la regresion y
el muestreo. Se deducen nQevas relaciones entre esta cantidad y
las informaciones de Fisher y Kullback,

El segundo capitule estd dedicado a la inzertidumhw; de =
Renyi. Se consigue generalizar la entropia de orden X de =~
Renyi, obteniendose una funcion que tiene yropiédad.s bastante
interesantes. |

Partiendo del concepto de incertidumbre de Shannen en el ter-
cer gapitule llegamos a encontrar una medida de la informacion
proporcionada por un experimento estadistice, estudiandose la
relacion entre l1la medida encontr#dn v lasesaantidades de informa-
cion de ;ullba&k. Shannon y Renyi. Se emplea esta medida como

métode para comparar experimentos y se estudia la analogia en-



tre el concepto utilitarista de valor de la infarmncianvasocia-
do con un experimento y la medida encontrada por nosotros.

" Al final de la Memoria afiadimos un apendice donde se inclu-
ye un programa realizade mediante ordenader para el calculo de
la entropia generalizada de la de Renyi ﬁt»orddn 464, n@licanny
dose diche programa para la thoneion éenrtsyltngi en diferen-

tes casos particulares.



CAPITULO PRIMERO

LA INFORMACION DE SHANNON Y SU

APLICACION A PROBLEMAS ESTADISTICOS



1,1

1.2

1.3

1.4

Inteppreteacion de la incertidumbre deo Shannon
como la medida de un conjunto,

- Generalizacion,

. Regresion y iransmision de inforwaeion.

« Transmision de informeecion,
» Transmision de informacion bivariante.
- Regresion y trensmisien de informacion,

- TeOremas,

Relaciones entre 1las distintas cantidudes de ine
formacion,

« Caracterisacion,
» Teoremas,

« Algunas consideraciones,

La informacion de Shannen en los problemas de -~
BUSSLIe0. '



CAPITULO PRIMERO.

LA INFORMACION DE SHANRON Y SU APLICACION A PROBLEMAS ESTA~
DISTICOS,

Se estudia la analogia entre la incertidumbre de Shannon y
ma funcion de medida,

Se aplican las expresiones obtenidas en la transmision de in.
formacion bivariante para conocer la regresion entre deos varia-
bles, |

Se encuentra umna expresion gque relaciona las cantidades de
informacion de Fisher, Kullback y Shannon y se dan relaciones
particulares entre dichas cantidades.

Al final se aplica la informacion de Shannon para obtener di-

sefios de muestreo.

l1,1. INTERPRETACION DE LA INCERTIDUMBRE DE SHANNON COMO LA ME~-
DIDA DE UN CONJUNTO.

ABRANSON {1.963) deja entrever la posibilidad de analogia en-
tre la incertidumbre de Shannon y una funcion de medida, Veamos
que para un tipo especial de espacio probabilisticc ia incerti-
dumbre de Shannon puede ‘:lnterprotarn como la medida de un cone-
junte (1)

- S

(1) REZA (1.961) interpreta las desigualdades fundamentales de
la incertidumbre de Shannon mediante teoria de conjuntes



Sea (S, & ,P) un espacio probabilistico y sean ~ y P dos

esquemas de probabilidad finitos

A B~ An> (%\ By %MB
= Q?(M PP AW ' (3- PE) PR PR

SPALY= A ?a?(ag:a

Czy

con
y sea o el esquema probabilistico producto de oL y [‘5 s cCOR
sucesos A D;y probabilidades conocidas asociadas P(A.B;). Se de-

fine tradicionalmente

H(3) . - 2 PCAL) 2oq P(MR)

]

Mg = -13PUAB) Qoo P(A:B))

H(&/p) - - 2??(-{1{,35)%%?“\'@/‘33)

y la informacion mutua 1@\‘3\ viene dada por

TGP s RD) - H(S/p)
Estas cantidades satisfacen las siguientes relaciones -

(KHINCHIN, 1.957)s
A(sop) = B(s) o B(p) = I(()
H(s, ) = H() » B(/().
0 & H(¥) « H(%,p) « B(<) « B{p)
0 « B(%/p) € H(x)
ﬂ(d‘(%) = H() » H(P) si oy sen independientes

consideréésas,ahora dos conguntos medibles A y B de un espacia
medible, con medidas f.\,(A) 4 /L*(B). Se verifican las siguientes

relacioness



pr(avp) = U(a) & u(B) = pr(anB)

/.4103) - )A(B) . /L(A’OB)

04 }A(!&) é }k(AUB} & )L(A) v/x{a)

0 ﬁ/A.(A - B) 6/.L(A)

Ju{AVB) = )u_n) . )L(B) si MAmy B son disjumtos,

A la vista de la snalogia entre ambos grupos de relaciones
podemons interpretars |

H(=l) como la medida de un conjunto A, ,A(A)

n((s) como la medida de un conjunto B, /U.(B)

n(a.«f,) como la medida de su union AUB, )u,(ua}

:;(et{r,) como la medida de su diferencia A = B, /u.(a -« B)
x(u,F} como la medida de su intersegeion A(B, /L(.tﬂﬁ)

l.1.1, Ejemplo., Supongamos que el espacio S consta de estos 16

elementos que suponemos equiprobables:

0100 1000 1100
0001 0101 1001 1101
0010 , 0110 1010 1110

o011 0111 lo11 1111

Sea o{ un esquemy de probabilidad que consta de estos 8 suce-

sost
A, = {0000, ooo1} A, = {oole, oo}
Ay = {ol00, 0201} A, = {ou0, o1}
As « {1000, 1001} Ag = {1010, 1011}
A, = {1100, 1101} Ag = {1110, 111 }

con probabilidades P(Ai) = 1/8 para todo 4 tal que 1 &£ 1 6 8



Para determinar a que' subeon junto Ai pertensce uwn elemento de
S basta observar sole las tres primeras cifras de dicho elemento
Sea (b wn esquema probabilistice de S que consta de los si-

guientes sucesost

B, = { 0oco, 1000 % B, = {0001, 1001 }
B, = {ofoo, 100} B, = {0101, 1101 }
By = { o010, 1010} Bg = 1{oo11, o1}
By = { o110, 1110} Bg = { oin, 1111}

con probabilidades ‘P(Bi)n 1/8 para todo 1 tal que 1 & 4 ¢ 8,
Para determinar a que subconjunto Bi pertenece un elemento de
S bastara con observar las tres ultimas cifras de dicho e¢lemento

Evidengemente
H(x) = B(?) - 1037_8 = 3
- Sea ¥ mn esquema probabilistice que consta de estos § subcon
Juntoss
G, = {0000, 0001, 1000, 1001)
G, = (0010, 0011, 1010, 1011)
Gg = {oi00, 0101, 1100, 1101)
Gy = (o110, 0111, 1110, 1111)
con probsbilidades P(G,) = 1/4 pars todo 1 tal que 1 & 1 & &,
Los subconjuntos G, estan caracterizados por el hecho de te~
ner sus olmntos iguales el segundo y tercer d:tgim.
Evidentemente

H(Y) = log, 4 = 2

Si consideramos dos observadores independientes, unc que M-
de realizar o/ es decir cbservar los tres primeros digitos y el

otro mal:lzar{b ¢ ©8 decir observar los tres ultimos dizitos,



la informacion mutua de o y 3  sobre un elemento son precisa-
mente los dizitos segundo y tercero, Por tante podemos escribir
H(y) = T(p)

Sea g un quw kp#obnbiliutim que consta de estos dos suce
8081

p, = { 0000, 0001, 0010, 0O11, 0100, 0101, O1l0, O111 }

D, = {1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101 1110, 1111 }
con probabilidades p(ni) w 1/2 para 1 = 1,2

Loas subconjuntos D, estan caracterizados por tener todas 13&.

i
elementos igual el primer dfgito.

Evidentemente
H(S) = log, 2 = 1
De la propia definicion de % y (> se deduce
H(“‘/()) = H(S) = 1
Sea )\ un esquema probabilistico que consta de 16 subconjum-
tos que econtienen cada uno un elemento distinte, siendo P(Li) =
1/16 para tedo i tal que 1 & 1 & 16,
Evidentemente

H()\) = log, 16 = &
De la propia definicion dé < y P se deduce

H(xop) = H(N) = &

Sea L el espacio fémde por{).,,, 24 3 ft}y gcn/;.{h) = nume-
ro de elementos de L, Ceonsideremos los subconguntos di 1. siguien
tess |
A=i1, 2, 3} - Be {2, 3, 5\' V\Gn‘{z., 3% 9"(1}

Existe una correapondoncia natural entre los snmjmtos dq‘

L:(A, By G¢ Dy L) y los esquemas prababiusticos de S:(xf, U,S, A)



"Lop elementos de los diferentes subconjumtos de L son los df-
gitos que permanecen iguales para todos los elementos de las dife
rentes particiones de A -,

Evidentemente
L = AUB G w ANB D= A -8B

y per la definicion de )

p(a) = 35 u(B) = 35 (L) = b5 p(c) =25 M(D) =1

Hemos comprobado, pues,

H() = J(a)

B(p) = pu(B)

H(F) = H(2,p) = pM(avB) = u(L)
I(xsp) = pr(ArB) = A (G)

R(S) = B (%/p) = (A -B) = u(D)

Este ejemplo puede generalizarse iumediatamente:

Supongamcs que S consta de 2 neuplas (X310 Xpvenns xn) siendo
X, =0 é 1 y siendo todas las n-uplas equiprobables, Sea L el cot
juto (1, 2, esss n) ¥y scan A y B los subconjuntos (31. 1,0 oo 1
Yy (Jl. Jos sees Jr) de L. A determina un esquema probabilistico
de S con 2¥ conjuntos con probabilidades 1/2”. Los conguntos de
o estan formados por n-uplas que tienem los dfgitos X., 4 X pe..
X;, iguales, Analogamente BI. AV By ANB Y A - B determinan los
esquemas, (*, 7, © 4 > |

Como <! consta de Iﬁeonuuntas igualmente probables, H(o) =
= log, 2 e ra= )A(A). H((’b) = logq_ir a)L(B), cas

1.1.2 Generalizacion, Consideremos tres conguntos medibles A, B 1

D y tres esquemas de probabilidad ol Gy § o Ahora la analegia

puede perderse debido a la diferencia entre los conceptos:



*Ser independientes® y "Ser disjuntos", que aparecem en la ule.
tima relacion de cada uno de los grupos de rﬁlacidnss indicados
anteriormente,

Considerenos, por ejemplo, un conjunto D disjunte de A y de B,
Entonces D N{AUB) = § y podemos eseribir }L(.A ¥ B¢ D) = /}(A ¢ B
* }L(D); Por otro lado, si S es un esquema de probabilidad inde-
pendiente de <Ly F> . ello no implica que J sea independiente de!
esquema producto «{5(2) y por tanto no puede escribirse H(w p, § |
= H(c, ) ¢ H(S).

Sin embargo en el caso particular de reemplaszar la funcien de
medida por uma funcion de conjuntos aditiva, esta analogia ha si.
do extendida por HU GUO DING (1.962). Incluso llega a definir
unas cantidades de informacion generalizadas que representa por

H ('_& (a2a" - J."‘)] . en donde Q representa cualquier combinacion
finita de las operaciones union, interseccion y q&farnnciu/ﬁn
conjuntos, basandose en la analogia existente entre estas cantie
dades de informacion y los valores de una funciun’da conjuntos

(€ [&( A‘, A’L, -- A" )J '3
1,2 - REGRESION Y TRANSMISION DE INFORMACION.

1.2,1, Transmision de informacion, Consideremos un canal de co-

mnicacion con sus i'uente y receptor,

RUXDO |
,_RUIDO |

%

N/

Im'm“__ , RECEPTOR|
X € X "'—?c‘mm'i*"“‘ | y€Y

A N S A P W I -

{(2) Basta con que existan tres sucesos que sean independientes
dos a dos pero que entre los tres sean dependientes,



La informacion transmitida mide la cantidad de asociacion en-
tre la fuente y el receptor del canal, Si lo emitido por la fuen
te vy lo recibido por el receptor son independientes, no se trans.
mite ninguna informacion. Por otro lado, si ambos estan perfecta-
mente correlacionados, toda la informacion de la fuente es trans-
mitida a lo largo del canal. En la mayoria de ioa casos, natural.
mente, la informacion transmitida se encuentra entre ambos extre-
mos .

Estamos interesados en la cantidad de :tnro;*mcicn transmi tida,
Supengamos que tenemos uma distribucion de probabllidad bivarian.
te con funcion de densidad p(x, y). Easto significa que la varia-
- ble fuente emite un valeor o sefial x, entonces el runido del canal
lo altera recibiendose en el reg¢eptor un valor entre y e y ¢ dy
con probabilidad p(y/x) dy siendo

P (%)
JEITTN ay
Significa tambien que la fuente emite las sefiales de manera que

P(a/%) =

estas toman valores entre x y x # dx con probabilidad

P dx = dx [Plev)dy

Bajo estas condiciones y si las sucesivas seflales son indepen.
dientes, la cantidad de informacion transmitida por seflal es de-~
finida por SHANNON (1.948) come

Rxq) = H(X)+ H (- W (E9D) W)

siendo
ng - XV(X\ Lo% P ()R x

H(ZD) = [ pCxy) fon BlxDdedy
R(x,y) es una cantidad no negativa , igual a gcero si y sole s

X e Y son independientes y puede ser expresada en la forma

RL6Y) = B @ HO ()= ¥ (F) -H (9 Q)




siendo

H-« (9\: SS P (¥ Y) Q’o% ’P(,‘J[x)d.\id.x (@)

1.2,2. Iransmisjion de informacion bivariante, Consideremos aho-
ra el caso donde son dos las fuentes gue transmiten a un recep-

tor. 51 tomamos la variable fuente como blidemensional tendremos

RUMN,RI=HEG 9 + HD - H B 499) =

= HGY o H @ - (Hw + Wy, (%9 =
= H(EA)- ¥, (8 = H(R)- 4, ) (L)

siendo | | /‘
Hy () = 05 Py oo pOs/n) axaxde

Ray () = S“P(?"H.%\ Log P ( /x, W)dxrqdt

Vamos a expresar R[(x, ), z]. como una combinacion de las
transmisiones de informacion entpe X y Z ¢ Y y Z. Si definimos
R, (¥> =) como la media, extendida a todos los valores de X, de
~ la informacion transmitida entre Y y Z podemos escribir

., (49,2) = Hg (%) s+ He (D)~ Mg (W) ~

= He(9)- Hx‘z (¥)= HxL'Z.-\ - \—-\)“\1 (2) W)
pe (1), (11), (114) v (iv) deducimos

‘R{("ﬁﬂ,"&} 2 R(xD) + Ry (4,3)= () Ry (x,2)
La expresion anteriormente escrita nos expresa que el teore-

ma de adicion (4) es valido tambien para la razon de transmision

ﬁ:"ﬂ“ﬂ

(3) FEINSTEIN (1.958).

(4) E1 teorema de adicion para entropias nos dice que la incerti.
dumbre de la realizacion simultanea de dos esquemas de probabili.
dad es igual a la incertidumbre de un esquema mas la incertidum-
bre del otre condicionada por el primero (KHINCHIN, 1.957)



de informaeiom,

De (11) ¥ (iv) deducimoss
R(Y,2) - Ru (32)= [H(E) = H (3)) - [H, (D= Moy ()] -

= R - Ha () - [ H. (4 Y- Hys (D))

que o8 una cantidad igual mayor ¢ menor gque cere y nos indica la
ganancia o perdida en la informacion transmitida emtre Y y! Z de~
bido al conocimiento de la variable X.

Las identidades anteriores demuestran la simetria dol. primer
miembro en los argumentos X ¢ Y y X y Z. Pero de (i) r"(tu) A

ducimos la simetria entre Y y Z y por tante tenemos

RCq2) - Ry (4, 2) = R (4,2) - Ry (%,3) = R(xw) = Re () (VD)

 eantidades que Mc G3ILlL (1.9%54) ha denominado con el nombre de in-
fomacion mutua entre las tres vnriabl#* pues nos indica la in-
teracion entre ellas,

Una vez extendido el concepto de transmision de informacion de
Shannon al casc de tres variables paams a relficionar este con-

cepto con el de regresion,

1.2.3 Regresion y transmision de informacion, Sean X e ¥ dos va-
riables aleatorias con funciones de densidad marginales ’1( x}y
92(7) y funcion de densidad conjunta p{x,y). Notaremos pl(x/y)
la funcion de densidad condicionada de x aY y por yz(y/x)‘ la
funcion de densidad condicionada de Y a X.

Sea (¢(x) 14 linea de regresion de Y sobre X, es decir,
@ (x) - S«f’ 30 (37 day
Introducimos una nueva variable Z definida en la forma

2/x = T/x - @ (%)



cuya funcion de densidad serd

Py (2) - g Q¥ 2)dx = J'?,s (/%) R, (N dx = S?,_(“e *Q(%)/z‘)?\(*)dtx

por aer

Hyg (2) = Hyq (%) = Han (¥) =0

de la expresion {(iv) deducimos
Rau(en) = Wy ()= H, () (vit)
Ry (%) = H ()= He () (viid

Por otro lade de (vi) se obtiene
R(X‘%\ - R(,X,ZB + AR} ‘.KI\‘l) - ’E\‘ (xu%.)

y teniendo en cuenta (vii) y(viii)

-

RO = LGB s Ha @) - Hy (B -
= R(+3)+ H{T)- H()

siendo R{(x,z) » 0 y H(Y) - H(Z) 20,

Siguiendo a FERON Y FOURGEAUD (1.951) llamaremos a R(x,z) par-
te ;alaatica v a H(Y) = H(Z) parte dura de la informacion transmi-
tida R(x,¥).
1.2.3.1, Teorema, R(x43) = 0 si y solo ei ”‘P.,_(:i/x) = {Cq-m]
donde f(z) es alguna funcion de densidad con media cero.

En efedtos

Decir que R(x,2) = O es equivalente a decir que X y Z son in-
dependientes, es decir, ps(s/x) = pB(s) o sea que la distribucior
de Z condicionada a X no depende de X. Razonamomg

A) Si X y Z son independientes entonces



Pal/x) = Pa (2+ QW) /% Y= By ()
y haciendo el cambio z/x = y/x = <(x) tenemos
Pa (4~ )] = Pa Q‘Q)

siendo pzﬁr - Ce(x)Jv una funcion de densidad de media cereo.
Al reves

B) si Pr(3/%) = £ C Yy~

y hacemos el cagble y/x = z/x ¢ ({(x), pedremos escribir

Py (2401 /%) = £(24@Q0I- @(x) = £(2) = ?3 (/%)

de donde se deduce que ’3(‘13) es independiente de X y por tante
X y 2 son independientes. |

Analogamente sea ~P(y) la linea de regresion de X sobre Y,

es decir
YD = | x e, /) dx

introducimos una nueva varisble ¥V definida en la forma
“U/"l = “ﬁ/\;) e A%

euya rmeiag de densidad marginal serd de la forma

) = § Rl rien) dy = | oo ) ) B Iy

Haciendo razonamientos analogos a los anteriores llegariamos ¢

demostrar

RGx, )= ROy, W) + H (%) H (W)

en donde R(y,w) > 6 y H(X) - H(¥) 2 0.

A R{xz,w) se le llama parte elastica y a H(X) -« H(W¥) parte du-



ra de la informacion transmitida R(x,y). Podemos emumciar um
teorema similar al anteriormente demastrade.
1.2:3.2. Teorema, R(y,w) = 0 si y sole si la funcion de densi-

dad condicionada de X a Y pucdﬁ escribirse en la forma
Py(x/) 2 g [x- vy

siendo g{w) una funcion de densidad de media a cero,

Basandonos en los teoremas 1,2,3.,1 ¥ 1,2,.3+2 podemos enumciar
‘#Una distribucion de probabilidad bivariente p(x,y) tiene corre-
lacion dura cuando R(x,z) = R(y,w) = 0, es decir, cuando la ra-
\zon de transmision de informacion R(x,y) coincide con las partes
duras H(y) - H{2z) vy B(X) « H(W) que en este caso son igualesv,
1.2,3.3. Teorema, La distribucion normel bivariante iu la unica
ques posee correlacion lineal ‘dura entre sus variables,
A) Supongamos que p(x,y) es la funcion de densidad de una ley

normal bivariante y queremos demostrar
PC9/x Yz £ (- XD
Ta (”'/ﬂ) = % (> - {52“\)

donde f y g son dos funciones de densidad con media nula,

En efecto:

Si p(x,y) es la funcion de densidad de una variable aleatoria
bidimensional que sigue una ley normal bivariante de media

M= (o,0)

y matriz de covarianzas

¢ ‘L (’ g, 1YW
M= N
PG“GU; Q'\c

entonces las distribuciones condicionadas vendrian dadas por:(5)

A D A - S

(5) Pe@s WILKS (1.962)



' Sy
%, (Y T — R ¥ " Y2 Vs
* /X) L J 2w G-p") v { ; AL R )

<
4 x- Pag. 3 \* }
%/ = —_ — RLKQ = ‘/2 -
Bl j) G, N2 (v-pV) ‘{ ( W'W

que podemos escribir en la forma

P /x) =2 § (M- >)

Pa(x/y) = § (*- trY)

siendo (= P e%‘ b 4 (aﬁ [’G;."‘_ los coeficientes de las
rectas cie regresion de Y sobre X y de X sobre Y, requetivncntt
vy £y g dos funciones de demsidad con momentos de primer orden
nulos,

B) Suponemos que existe correlacion lineal dura, es decir
’?'\—L\j/%) - {. (\j~ (5,74)

B (kry) = g (- )

Vamos a probar que (X,Y) sigue una ley normal bivariante. (6)
En efectos
Sean q,(x) y q,(y) las funciones de densidad marginales de la

variables X e Y, respectivamente. Podemos escribir
POaa) = 4, 09 (/%) = G (W) P, (204)
o bien
%, (%) {' (- (5‘)‘)' = q’q_ )] 3(*' {”'1-\1)

y tomendo logarifmos neperianos
{6) Por la desighaldad de Schwartz sabdmos que lp' (\u s \v\ﬁi
aqui suponemos el caso no trivial en que lpl< A '



2w 9, 06) & R £Cq-BF) = Rk GolH) « 2w @ (%-BLY) o
$i notamos
Alw~p,»Y= e £ (Y- 2 *)

O

y derivamos ambos miembros de la igualdad (1x) con respecto a

X y posteriormente con respecto a Y, obtenemos

qﬁ . ORM-PAX) | DB (x-Y%)

2, 00 D% 0%
O ALY~ ) DB (¥ =iy
ok . =y [ (%)
%‘("%\‘ ‘)‘1%)‘ ’
Haciendo
° A2y = Aq- (%) BUW) = B (x-pev)

sncontramos que
CDA (\3‘ B) K)
D»

JALY-RX)
V4 0%

2 - AR

l

- (3, A\\ (-%)

w) - B'(w)
Dy :
8- D (x~u)
%\1 DY
y teniendo en cuenta (x)

== (*n B (W)

~ A (%\ = - (3.,_ Y (W)

o bien

6, R (3-0%) = P D (x-paa)

Para ¥ = 0

AV(y) = 8w (- pa)

)



Para J = O

wo = B e

Podemos, por tanto, expresar

AR 2 B e BB atpapr)-
* * G, (> ((3 /” \

= RV (PIpTR) 2~ = A(ETET )= A ()

2]
]

Analogamente obtendriamos
Y ew) = B (o)

Por ser A{z) una funcion logaritmica y por tanto convexa pode-

mos escribir

A% (2) = = Y& con a0 | (7)

Integrando obtenemos

y como s\(s) = in, f£{=)
- /20
()= =2

siendo X : 4/ Nane, para que f(z) sea una funcion de densidad,

(=)

A e Lo

En definitiva

£lw- Py*) =

ane
Si suponemos
:) 5"(\1) = « 1/ con b>0
integrando y operande de forma analoga tendremos

A - (7‘“:2'\.:]\\—
’ 2b

9 (x~P) = Gas

e

S A . O -

= 'f"-?’ = C
(7) Baste sefialar que si A**(z) = 0 = R'(W=C = Vi
de donde (if1): ¢ (:C%) e integrando, ¢ = 0 y esto seria absurde,



¥y por las hipotesis podemos escribir

4 - Q:.JL.?
P MKy 2 — ¢
2Ll Ou
g ™
_ (x-MY)
A e 1b
PO 7 A

Para calcular la funcion de densidad conjmmta, calculemos en

primer lugar las funciones de densidad marginales. Sabemos

?1, L\"{7~) - q'\, ("0

Y. (“/“\\ q, ()

de donde
PKM) g (W)

qr\ (=) = N L“(/%)

podemos, por tanto, escribir

O T il

y para y = O

v N\
A L - oL X
2, 0)= G (F)  ex? 2b 2

es declir

Yq -
(%)= G (i\/ er? S( o~ - bp)}

siendo

oA Neoeer
q"\,(p) - m "5:_

para que q,(x) sea wna funcion de densidad. En definitiva

A \i "
S TNE D Van o.b LV%

De forma analoga obtendriamos

} (xv)




siendo

% Co) = = —-—-——.w; (i)
VY ©

pera gue g,(§) sea funcion de demsided,

Haciende x = O en (xi) e igualando con lo obtenido en (xii)

% - B , 2 - r’:
S Sh
y por ser 2R v ez €
se deduce (8)
~
a . & (xibd)
L Sy

y teniendo en cuenta (xiii)
A (1- (,1.)
Del mismo modo llegariamos a obtener
a= Su (- PY)

Por tanto la distribucion conjumnta del par (X,Y) serd

o . PRV LI
PO E w0/ 7, () :an'.@a.\r—(’ { 2(v-¢) (' o T e )}

que es la funcion de densidad de una distribucion normal bivae-

r;!.ant:é de media
Jr = (0,0)

vy matriz de varianzas

U A 0B - Y

{8) Tambien se podria haber deducido de la expresion
AV (=) 2 (.“'/(), ot (-{‘wz)

pues AV(V:A o 2V (). -1 cuslquiera que sea =:.
b



G"L () T, q,
J‘L = G’,:'

()] S

con 1o que el teorema estd demostrado,

1.3+ RELACION ENTRE LAS DISTINTAS CANTIDADES DE INFORMACION.

Las tgpes definiciones clasicas de informacion estadistica, de
Fisher, de Shannon y de Xullback estan fuertemente vinculadas a
propiedades asintoticas y a un principio general por el cual la
eantidad de informacion deberfa ser a&itivu

FISHER (1.923%) define la cantided de informacion para un pag
rametro © y wma funcion de demsidad p{x§ O) que satisfage las

condiciones de regularidad de Cramer-Rao, en la formay

2 QN
If- (9\: S [ g—e Qo% o(x; e 3 P(*;S\d\‘ = S "%\QA% P(K;ﬂ}-?(K:B\dK

SHANNEN (1.,948) propone una definicion de informacion (incer-
tidumbre) para la teoria de la comumicaciom, En su primitive for.
ma no# indica la variacion en una distribuciong con um caubio de
signo, la contentracion. Bs esta segunda forma la que usaremos,

Notaremos

I (e - S»anoé P(x;0) Pl¢; 0 dx

KULLBACK (1.959) considera una definicion de informacion para
diseriminar en fevor de una hipotesis H;(3) contra otra Kz(c@a

? ( ‘-‘,’9'\)
Plx; 8))

Ax

T (®:,02) = ) Pix;80) 2o9

1,3.1. Carecterisacion, Consideremos un madele probabilistice cu
ya funelon de densidad p(x3®) depende del valor de un parametre
® que toma sus valeres en un espacio parametrice SL . Como me-
dida de informacion sobre el parametro O dado un valor x de la
variable aleatoria X asociada al modelo, definimos



T(e, %)z g P (%;9)

ot
Si netam; T, el verdaderoc valor del parametre, calculandeo
la media para todos los posibles valeres de X obtenemos para la
informacion sobre el parametre O , cuando el verdadero valor

”, ¥, s la expresion
T(®, %)= S P 80) Loq p(x;0) AX

Consideremgs algunos aspectos de esta funcion de informacion,

A) La informacion sobre el verdadero valor del parametreo ess

T(%,80) = S P(x;80) Qg P (¥%;00)Ax = 1s(®)
y es ademas el maximo wvalor que puede alcanzar esta funcion,
B) La informacion sobre el verdaders valor ¥, excede de la

informacion sobre otre cualquier wvalor del parametrs T eng
T, 80) = T(900) = § v rr00 ng plxsoaa - § e 0e)20q 909

P(x:%0) d x
Plx:0)

1]

IK (So,&)

- S P(x,;8s) Ju@.%.

C) Estudiemos ahora la culvatura de la funcion de informacion
en O = 9, + Suponiende gue se verifican las condiciones de re-

gularidad de Cramer podemos escribir

PR, p) . o :
s T (e, 80 = X‘Be Qogy ©(%:8) Pl¥ 8k

['_3_ r(g,&o)] = O
de ®:9o

Yy la curvatura de la funcion de informacion en el pumte & =3,

de donde

serd

r ov “ .
- \.‘S—e‘r(%%)] = \_g“a-}‘:a’?h‘;e) ?(x;So\CX)‘] “—1‘:(99]

&80 PY:) o=-9o



 Resumiendo, diremos que la informacion 2{0s 5, ) como funcion
de ¥ tiene su maximo valor Ig (9) en el verdaderc valer B, |,
tiene curvatura I;(0:) en dicho valor y uma discrepancia, con
respecto a cuslquier otro valor de (0 , de I. (9, ®)

De la relacion

I, (80) - Iy (80,8) = T (S, ®0)

deducimos la siguiente expresion gue relaciona las tres cantida-

des de informacion mas conocidas de la literaturs estadisticas |
T o
-~ [ 5"\, \ Is LS‘O) - I\g qu'%}] - :S:; L‘SO\
° S T%o

A continuscion expresamos mediante teoremas relaciones parti«

culares entre estas cantidades de informacion.

1.3.2 felacion entre las informaciones de Kullback y de Fisher,
Ee¢orema, Las cantidades de informacion de Fisher y Kullback defi.

nidas anteriormente verifican la siguiente relaciomg

Iv(e,evne)= 4, T (9)-aev © Caet)

En efecto:
Lo, orns)s | POxfe) eog XLZO__ an -
* Px [8+D&)

- - SP(*/&) [Q;ooé P(x/8s pas) -~ =9 ?cxls\jo\x
£

¥ como suponemos se verifican las condiciones de regularidad,
obtenemos mediante un desarrolle de Taylor
. : ..
Loy pUx jorpo): Reg p(/6) - ®Qoq P(¥/e) o 1 Ve ()

A
T )
c() ° a e\.

de donde

(¢/8) L /s
Culoror mod = ~§ pcormy | PR 00 4 S 15

e -



y como por las condiciones de regularidad el campo de variacion
de X no depende de o 4 resultas

3 Roq PU*/6)
Qe

f?(%{e) A dAx = ©O

[ p(xroy M 2oq pl¥Sy 2 T, ()
Vo™

de donde, finalmente, {9)

T, (e,&+ ne) = A Te(8) 08" + o (ne")

1.3.3. Relacion entpe la trpnsmision de informacion de Shannon

y_la informacion de Kullback, Teorema, 81 el parametro © puede

tomar sclo dos valores ©, y 9. con probabilidades p(s,) ¥

p{ ®,) y notamos por o wm valor ficticio del parametrs para el ‘

que

PG = P (RIEL) = P8 p(¥/e) + 7 () P (¥/8)

ila razon de transmision de informacion de Shannon R{o,.,x) y la in.

formacion de Kullback Iw(a, » ¥) verifican la expresions

R(8,%) = p(oy) Tu (9,6°) + POV Iy (9,,9°)
En efectoi
~ T ) plwaey) (5 plessd)
' - . . 7 SR PR, ¥ P L
RL9|*) gt Z‘?LQV\ QO% ?(.Q’V) + Sg[b:\ P Ge, eo) P(“so
?(K;Bg) Ax =

[a ™

= - T plei) 2og p(ad) 4 S$§p(e;)p(\c/e{,) Roqplei) dx 4

v 2 pLo—ﬂgT)("/e;,) Qoo v (2/0)) d %
v Y ? (x:%°)

y vor ser p(x/e,) ¥ phx/8,) funciones de densidad, resulta
‘(9) FUCHS~LETTA (1.970) llegan @ la misma expresion para la "ga-
nancia de informacion® de Shannon,



"
x -

R(o,® = -2 el Lo £LOY) + T pled) 2oq PCD) 4
C24

Oy

A ivte;u) Si PL"/O\:) 993 ?( X(O’V) A x -
P(x/fe3)
Vv (x/8)) S o,
T A (80| v(¥(s)) oq—
= ’?LQ\) SZ 1)(7‘/3\) Q’a% P(*',Se) ro* ? z 9) 9 NS

- 7(8) Tu(8,6) + pon) Tw (ey,0°%)
con 1o que el teorema queda demostrade.,

1.3.h, Relacion entme la cantidad de informacion de Fisher y la

razon de transmision de informacion de Shannom, Se define

e %, ~~-¥n) =
=S S g ) l\:7 O Roq 1, P x/e) — dedy -~ dxm
® *, o z1

' ™
5 ptwd T p0x/Wy dos
Loy

haciendo el cambie

W -5 =+ Y
L(m)
resulta
1(0\“\"" Y‘.'V\\ <
: L 3 S oo T plvess) Qoo — ) de o, - It
) A" I X (-
[ ol Yiotny 3 Bulv)dw
siendo

op(xif o Y%,)
T = ==

L2y

F} v(xi/0)



Q'(s‘*ﬁ."&»" ‘efv\.\ -

- ! i *l\ ’&'M( )d"]
= Rog QLm) - L L. \ew“‘ Eiou (o) ho"g?(e Cem) "

do d¢, ~- ¥y ~

P ! -3 +\’/Q(m) %“[VA\J]
pLe)

Olsdd‘\ -~ CL“V‘:

oo - )y - fr Jo RE) T RCHE/O) Bog [

o — ? (8 + Yo tal) , 5
-~ ML T W) A
= Rog W - S Dis) Lo v (&) (i l'.&pea S Tee) W

c ' *"/QOAD ]
= og @(w - To ()~ € | Cog S "‘&?m 1A

Nos basamos ahora en wn teorema de IBRAGIMOV (1.,962) que afir.
ma que bage determinadas condiciones para la funcion de densidad
»(x/o ), las rasones de verosimilitud Z (v) anteriormente defini.
das convergen cuando n < o¢ , a una funcion Z{v) dada por la ex:

presion ﬁ
Z(v) = =¥p ‘\v Ié"(e\ Y - %\ I, La\}

tomands €W(W = \Um y siendo Y una variable aleatoria indepen.
diente de © que sigue una ley normal de medim 0 y variansza 1.
Tomando limite cuando n tiende a infinito en la ultima expre-

sion obtenida anteriormente para R(v,xl.xz,..uxn) tendremoss

Rie ¥, - ¥\ = Q«O‘a Ve - I¢ L&)‘— < I:Qn% S%Lu) &0—3 r ©(4)



Por otro lado

: Yo ot -
2w §are 49 370 @ 1= 2 5o 1AV S
3, T -Ic(®) 4 S"]
= * QLXK s M- e O\\) -
ge' S ()}- 2 ( Toe) N
B VA o
- € Fe (8)

y tomando loparitmos

N Yo
ro} ‘Ew\&u - \9’2 5’-9632- + Qo%\rflm - Q—o% Ie Le)

y calculando shora la esperanza matematica en la expresion antew

rior se deduce

€[ Rog 2(w) &v7)

vé

YL leqe « 229 Jan - € [Q“"’é T )] -

i1

Rooy Nane - € [-Q.oe—b I,,-\"(G)]
En definitiva (cuande n-> ov)

QCQ" ¥|\‘\. - “’D\) ~

- Q,o% Wm- Q-o% Wﬂe - Es(&‘ + T C'Q"’% Ipv\' (,0)3* o(V)

V\
\)_f;\' . SPLQ) -Q__o% wde + o(4)
e P(e

= Ro

En el limite y bajo determinadas condiciones, hemos encontra-
do una relacion entre la informacion de Fisher y la transmision

de informacion de Shannon,

1.3+5. Algumas consideraciones, Exponemos a continuacion algumas

diferenciasyy analogias entre las cantidades de informacion de
Shannon v de Fisher,



Son dos lass diferencias principales:

A) El1 concepto de Shannon lleva consigo implicite. la introduc-
cion de una distribucion a priori para el parametro d‘nmcidc.’
Es, pues, bayesiano mientras que la definicion de Fisher no lo es
B) La cantidad de informacion de Shannon cuando se aplica a la
construccion de esquemas de muestreo usa la verosimilitud de la
muestra obtenida mediante el teorema de Bayes, mientras la de
Fisher emplea la distribucion de probabilidad total de X para

wm O fijado.

Si la primera diferencia dd ciertasventaja a la noclon de -
Fisher, una vez gue la probabilidad a priori para U ha sido
admitida, el segtmndo apartadoe hace que la informacion de Shannon
sea mas facil de aplicar,.

Tienen, sin embargo, las informaciones de Shannen y de Fisher
un curiose rasgo en comm, Ambos, consideran el future (antes de
que ocurra el suceso O experimento) o bien el pasade (cuando el
experimento ha side realizado). @ la definicion de Fisher nos
dé el rigor con que un parametire desconoccide Ma sexr definide
mediante o:porimntob. bien antes de ellos o despues de realiza-
dos, En la informacion de Shannon uno puede calcular antes o una
vaez que el mensaje ha sido emviade, la razon a la que la informa-
ecion serd transmitida en um codigo dado,

Es conveniente hacer mencion del ingenioso,aunque no demasia-
do comvincente, razonamiento que utiliza BSRNARD (1,951) para

relacionar las informaciones de Shannon y de Flsher,

1.4. LA INFORMACION DE SHANNON EN LOS PROBLEMAS DE MUESTREO.

. Un problema que se presenta frecuentemente en la Bstadistica
es el deo determinar el valor de un parmtmgi sin embargo este

valor no puede ser determinado directamente sino a traves de la



informacion proporcionada por una serie de observaciones,

La primera pregunta que el estadistico se plantea es saber
cuando una serie de observaciones contiene toda la informacion
necesaria para encontrar el verdadero valor del parametro,

La medida de informacion gue se utiliza normalmente es la de
Shannon por ser la que mejor se adapta al punte de vista bayesia.
no, vues aim en el caso de gue no duvieramos un conocimiento a -
prioristico sobre O , si solo conocieramos el congunte de los
posibles valores de © , parece logico atribuir a © la dis-
tribucion a priori, sobre el conjmmto de todos los valores admi.
gibles de © , que tenga mayor entronia, 0 sea que correspondas
a una incertidumbre maximal., Incluse si el valor del parametro
es desconocide para nosotros, pensamos que es logico agribuir
a U una distribucion a priori si ésta es necesaria para compa-
rar diferentes experimentos o diferentes estadisticos y escoger
cual os el me jor para nuestros propositos, ‘ ‘

Los trabajos de RENYXI {1.964) 1.967, 1.968) y de VAJDA (1.967,
1.968) dan condiciones necesarias para que esta pregunta anterio;
mente planteada sea respondida satisfactoriamente, es decir, pae
ra gque la cantidad de informacion residual, diferencia entre la
1neertidumbre del espacio parametrico y la informacion que la -
muestra nos aporta sobre éste, converga a cero, Todos estos teow
remas vienen a corroborar el hecho de que la razon de transmie
sion de informacion de Shannon R{®,x) es una funcion ereciente
con Ny gue svidentemente respeta la acotacion de esta cantidad
de informacion por la entropia del espacio parametrico, pues

H(D) & R{(¢px;) para cualquier 4
vy ademas
R(ar,xlxz) 2 R( ”1)

y en general



R(O .,xlxz. '...xn) & R(chlxzo . uxwx)

El segundo problema que se plantea y que es el interesante
en la praetica, consiste en encontrar un disefio optimo de munes-
treo, s decir, wn criterio de detension de un muestreo secuen-
cial. Ideamos el sigulentes

Pado un nivel « [ijado de antemanoc hacemos wuna observacien
X, y caleulamos a(e/xl).

31 se verifica
#d/X,) >
hacemos una nueva observacion X, y calculamos H{0/X;X,).
84 se verifica
| ﬁ(v/xlxz) > L
hacemos une nueva observacion X, y calculamog u{s/xlxzx:,’).
81 se verifica
n(a/xlxsz) > ol

se continua el proceso.

El proceso de detiene cuando para algun valor de n se verifi.

es decir, cuando

3 p(S/ %t xur) 20g P (S/%xe - %) £ &L

En el caso de que el espacio parametrico Sl conste de solo
dos elementos, esta regla de muestyreo secuencial ccincide con el
test de razon de verosimilitud de Wald (10)

A G- - W

(10) GIRSHICK (1.946).



Otro procedimiento para obtener un disefio optimo de muestreo
podria consistir en considerar #fa funcion de probabilidad de -
error asociada cdn las decisiones aconse jadas §or la informacion
recibida (RENYI, 1,967). Limitando esta probabilidad de error
llegariamos a obtener wn criterio de detension de tn mmestpeo

secnenclal,
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CAPITULO SEGUNDO

ENTROPIA DE RENYXI DE ORDEN ALFA

Se generaliza la entropia de Renyi de ordem o , Se caracte~
riza axiomaticamente siguiendo los trabajos de Renyi y al final
se deducen algunas propiedades y teoremas interesantes, para lu‘

entreopia generalizada,

2.1.#CARACTERIZACION DE LA ENTROPIA DE SHANNON PARA DISTRIBUCIO-
NES DE PRODABILIDAD GENERALIZADAS.

El postulado D de la axiomatica de FADEEV (1.,956) incluide pa.
ra obtener la prepledad de a&;tividad,para la incertidumbre de
Shannon parecia demasiado fuerte. ;

Si notamos PQ el producto de dos distribuiciones de probabili.
dad

P=(pgs eosPy) ¥ Q= (qeeeer q)
de la definicion de entrepia de Shannon, obtenemos

H(PQ) = H(P) ¢ H(q) (1)

que expresa una de las mas importantes p@uyiadadn# de la entro-



pla, llamada, aditividad: La entropia de um experimento compuese
to que consiste en la realizacion de dos experimentos independier
tes es igual a la suma de las entropias de estos dos experimentos
(1). Esta propiedad es evidentemente mucho mas debil que el pos-
tulado P de la axiomatica de Fadeev:

‘HM-M (?u,”' /7 ?M'l) X?m) (\“é‘\?M) = ‘H"\ (?l ""?M\" ?M H'\- <>‘l 4-)‘)
para tode )\ /O N& 1,

Cantidades del tipo
He (P) = = %eg, (2 o3) 3)
4-

eon O 4L XL}, verifieah l0s postulados A, B y C, de Fadeev y la
propiedad de adicion (1). El#o induce a RENYI (1.960) a definir
HP) como 1la entﬁpia de orden << de una distribucion P. Sin em-
barge de A, B, C y (1) no se deduce (ii), es necesario imponer
algun pestulado mass para elle Renyl introduce el concepto de
distribucion de probabilidad generalizada (2).

Consideremos un espacieo probabilistico (S, d\ ,P). Kotemos por

%-%(X una funcion medible con respecte a § definida para

X € S;, donde S, ¢ & . osi P‘(Sl) » 0, se dice que ¢ es una va-
riable aleatoria generalizade. Si P(S;) = 1, ¢ es una variable
aleatoria completa, mientras que si O tr(sl) < i. d:lmmci que |
js una migblo alo#toriu incompleta.

s:tguimdn la idea para d:lstriﬁucima completas podemos escri-
bir |

4 ™~ , ,
w(?) = 7 p; o<w(p) é1
L e B

G S S - -~

(1) Ver p.e. YAGLOM-YAGLOM (1.969) o KHINCHIN (1.957).
{2) Llamadas tambien distribuciones de probabilidad incompletas.



w{P) puede ser considerado como el peso de la distribucion. -
Este peso sera igual a la unidad para distribuciones completas
y menor que la unidad para distribuciones incompletas,

Renyl propone los sigulentes postulados, en lugar de los en-

teriormente enunciados de Hadeev:

Postulado 1s H(P) es una funcion simetrica de los elementos
de P.

Postulade 21 Si notamos por { p} la distribueion de probabili-
dad generalizada que consta de una wnica probabi-
1idad p, entonces H[ir}Jes una funecion continus
de p en el intervalo O p & 1.

Postulado 3¢ H [ {v2YJ=14

Postulado 43 H{PQ) = H(P) ¢ H(Q)
donde P y Q@ son dos dbstribuciones de probabilie
dad generalizadas con pesos w(P) y m(Q) tales que

w(P) ¢ w(q) ¢ 1
Postulado 5»

w (®) Hw U>) + w(8)HL(®)
WV +w Q)

Hm (PUQ) =

donde P = (PyesvssPy) ¥ Q= (qyreseeq,) son des
distribuciones arbitrarias del espacio de todas

las distribuciones de probabilidad generalizadas
discretasg

PUQ = (Plttnqtphiﬂlaowaqn)
siendo w(P) + w(Q) & 1.
Los tres primeros postulados son los mismos que los de Faddev,
y el postulado D es reemplazado por los postulades & y 5., El pos-
tulado 5 nos dice gque la entropia de la wnion de “ldi‘tribucip-»

nes mémplotas es la media ponderada de las entroplas de las dos

distribuciones, siendo los pesos los coeficilentes de ponderacion,



Renyi demuestra el siguiento teoremas
2,1.1. Teorema. Si H(P) es definida para todas las distribucio-
nes de probabilidad generalizada discretas y satisface los pos~

tuladds 1, 2, 3, & ¥y 5, anteriormente emunciados, entonces

A

2 \‘.9"9 ~n J:
H(R)= 0 % w
2P

2,2+, ENTROPIA DE RENYI DE ORDEN ALFA,

S1i se quiere generalizar el postulado 5 para otro tipe de me-
dia que no sea la aritmetica se introduce la funcion de Kolmogo-
rov-Naguno y se reemplasa el postuladeo 5 por este otruo,

1, Postulade 5': Existe una funcion estrictamente monotoma y con.
tinua y = g{x) tal que si w{P) » w(Q) ¢ 1 tene~

Hpoal= g™ [ w(® alHE)]s ww,m[uml]
: w () & wie)

(e~ )%
Las funciones g(x) del tipe 9, - 2™ ' eon oA £ A

son compatibles con el postulade 4. Renyi demuestra el siguiente

teorenas

24241, Teorema, Si H(P) es definida para todas las distribucio=
nes de probabilidad generalizadas discretas y satisface los pose

(e -4) %
2«4\

tulados 1, 2, 3, & ¥ 5% con g(x) = « entonces

A \ s ?tl
Ha (P) = —— Reoq, —
- % 2R
La cantidad H_(P) es llamada por Renyl entropias de orden
de la distribucion generalisada P que en el c¢caso particular en
que ol tiende a 1 coincide con la entropia de Shannom,



2+3. GENERALIZACION,

Si en lugar de restringir el intervale de variacion de ! a1
{(0,1) em;_lo.vcua.l 1imitamos los valeres de o a valores fraccio-
narios y menores que 1, suponemos para <. um intervalo de varia-
cion (O,N) con N » 1, obtenemos mma generalizacion de la entro-
pla de Renyi de ordem % .

2.3.1. Definicion, Sea P = (pl...“'pn) una distribuecion de probea-
bilidad generalizada con pese w(P) & 1, Definimos entropia de
orden { « ,N) de la dfstribucion generalizada P, y la snotaremos

H. ) por 1a expresion

N N ' 2|?°
Hy ()= —— R0q. =H—
N~ 7 P
[ % ¥Y
siende © N, N= 1y w(P) ¢ 1.,

Notemos que segun nuestra definicion la entropia de Renyl de
orden oL no es otra cosa que la entropia de orden { ol,l),
Cuando < >N 1la entropia de orden ( ¥ ,N) coincide cen la

de Shannon, pues

. Y
o TP
Lown HY (V2 o 2 %3 T L e
AN eD N N - ok 9
vy aplicando la regla de L'Hoppital
. N
Riam PP (P = - 229 P = H(®)

LN
2.3.2. Caracterigzacion, La entropia de orden (ol,N) puede ser ca-
recthrizada univocamente por los postulades 1, 2, 3, 4 ¥y 5' ante-
 riormente enunciados, eligiendo como funcion de Kolmogorov-Nagune
mwa funcion exponencial del tipe

%(¥\ - 'Z(Q/N-A)Y



i?n el apendice de esta Memoria incluimos un programa para el
caleculo mediante ordenador de la funcion entropila H:(P) para dise
tintos valores de = y de N, En particular y para cuatr d:lstri-
huciones de probabilidad se obtiene ol valor de H (P) en unas ta-
blas de doble entrada para los diferentes valores é¢é o y N,

Exponemos a continuacion, en forma de teoremas, propiodmn‘
encontradas para la fnnc;tim de entropia de orden { « ,N) algunas

de ias cuales son casi hmediat&i«.

N
2.3+3. Teorema, La entrepia de orden (ot ,N), H (P) es uma fun-

cion monotona ¢reciente de N,

En efectos
i uy = - ok 20q. 2P oo i?:k/"’ﬂ.sm?; :
A . (N‘-‘*)‘- Z?‘, N (w-o) i?:\/”
| oL/ A-t/N
-t [ L Tl
(N~ 9 Son SR S oW

pere en virtud de la desigualdad de Jensen (3)

n 4- /0 < o N Ay 290

E?v ‘Q"% ?‘-' < Q_o% 2?\4 ‘P\_ - Qp%-; ______?___
T pow ’ T RN PN
por tante
~ U s
JSY 29, P -

’é\' *_\:ll Z 1 L%% * Q'O‘i\ */vo} =9
A (N -a) 3 Ve 2y

de le cual se deduce el teorema (4).
Corolarie. Para cualquier distribucion de probabilidad generali-

zada se verifica

He () > Ha (B)

S -

(3) HARDY-LITTLEWOD-POLYA (1.952),

(4) En las tablas 1, 2, 3 y 4 del apendice puede comprodbarse la
validez del teorema, si para cada ol determinede avansamos hacia
la derecha.



dandose le iguasldaed si y solo si N = 1,
La demostiracion es inmegiata en virtud del tcorema anterior

por sdr para todo N, L/ Ll

o |
2.3.4. Teorema, La entropia de orden {(4N)s H,(P) o8 una funcion
monotona decreciente de . . |

En ofutoz
2 PV 3 90 N 2eg PO
AWy N e, 24 BT
- -0 - T Pl
_ o gy e
= ——-'—-M o LQ.oq,\, i? I 27 bﬁf/
- \ Too P2 Didad

b 4 aplicmdo al segundo sumando de la derecha la desigualdad de

Jensen comy antes lo hicimos, obtenemos

A Sl P ] -
—= H Y& .-\ *» Qo =3}
AL wl ( \ —-ok '\. [ 6 % i? o,

de lo cual se deduce el teorema (5).

2.3+5+ Teorema, Sea P = (Pyeeesen ) ma distribucion de probabi-

V)
lidad generalizada con pese w{P) = )\ & 1, La entropia H_(P) veri-
fica la siguiente desigualdad

o 4 H: (P) ¢ Rog, W/
En efectos
Para < = 0, se tiene
H: ("?\: Q,ocgz m/)
y por el f:aorm anterior

Lz = ’Hf(?)z HY (?)

deducimos, por tanto,

A - 0 - AN

{5) La validez de este teorema puede comprebarse experimentalmen-
te si para un K fijo nos movemos sn las tablas 1, 2, 3y &4 del
apendice en sentido descendente,



v
Hy, (P) « 229, ™/
Por etm'lado,por ser Y/ <4 , Poed Ve
X/n
e i

y sumando en 1
el/u
2P alhy

de donde deducimos
LN
2P >, 0

209 PN

y por tante H,(P) 2 O.
En definitiva hemos demostrado
0 ¢ Wi (2) ¢ oA

en particular si P es completa se verifica
N
© ¢ Ha () ¢ g m

24346, Teorema, Si existe una distribucion P = (pjesssp,) sien
N
do p; = P, = «ss P, = Py la entropia H () alcansa el maximo

leg,n/\ independientemente de los valores de X y N, siendo w(P)

E 3 >\.
En efectos
o /p 2/,
) 2. N np
Hae (P AN Qog, — = = u%»r <
N -d TR N ?
Yo - - Roa.p = Lea V/
= N Roq,, 9 v = A~ ¥ K

, oo
En el caso particular en gque P sea una distribucion completa

N,
w(P) = L y H (P) = log, n (6).
Es interesante notar que en las gondiciones del teorema, las

entropias de Shannon, Renyi de orden ~, ¥y la de ordem { %X ,N),

{6) Ver tabla 1 del apendice.



coinciden, ¢s decir
N
He (P)z Ha ()= Ha (P) = - 204, 7
2.4. CANTIDAD DE INFORMACION DE ORDEN oL ,

2.4,1, Definicion, Dadas dos distribuciones de probabilidad gene-
ralizadasP = (py-ceep,) ¥ Q@ = (qyee0eq,) (7) define Renyi, infor-
macion de orden < obtenida cuando la distribucion P es reempla-

gzada por la distriducion Q como la cantidad

<€
3 2.
Tq (Q/P): 2= 2o, ——0=
\- 29y
Cuando < A
- o
T, (&/9) = T
“L| (. / = «i%

que coincide con las clasicas definiciones (KUILBACK, 1,959) pa-
ra distribuciones de probabilidad genseralizadas,

2.h,2, Caracterizacion, Si una cantidad I{(Q/P) verifica los si-
guientes postuladost
Postulado 63 X{Q/P) es invariante ante las reordenaciones de
los elementos de Q y P siempre que la correspons
dencia wmo a uno entre ellas no varie. )
Postulado 78 SL P = (pyseesp,) ¥ Q@ = (qyeeveq,) y oy S q
entonces I (Q/P) 2 0, mientras que si p, ¥ q, 4
entonces I (Q/P) & 0.
Postulado 8y I | 4ty /34y =14 |
Postulado 9t Si I!(Qll?ll y I(szrz) estan definidas y si
P Pl?z Y Qwu quz y la correspondencia entre
los elementos de P v Q esta inducida por los de

P1 y Qiy Pz Yy ta entonces

I(q/P) = 1(Q,/Py) ¢ X(Q,/P,)



restulado 10: Si existe una funcion wonotona estrictamente
creciente y = g(x) y si I(QJ‘/P;) yl(qzll’z) es=
tan definidas siendo 0 <'ﬁv(P1) * '(P,‘,) 41y
0 L'u(ql) * w{&z) ¢ 1 y la correspondencia entre
PyVP, ¥ Qv Q, esta determinada por las corres-
pondientes entre los elementos de 91 y Ql y los
kde ?2 b 4 Qz mtnné;u’

ileue, P00 =

- o [w () g LI (RPN +w (8 {1 (Q DT ]
W (&\3 4w L@‘\;\
Renyi demuestra el siguiente teoremam:

2.443. Teorema, Si la cantidad I(Q/P) satisface los postulades

6,7+8:9 ¥y 10 y tomamos como fmcion g{a) w L“ﬂ)x/ entonces
q_‘.‘
2 A
T,(9/7) = S g T
- & P

2.5. GENERALIZACION.

2.5.1. Definicion, Definimos informacion de orden { X (N} cuande

la distribucion P es rmplazm por Q a la cantidad

N 2 W
~’\’ . L/ VR4
Iy (@/?) = n—&b" ;“?I““
. W

con 0 ¢ A & Ny K21, 0<w(P) ¢ w(q) 6 1
Cuande “ >N ge tiene, evidentemente

I ax oL TR

=W o/ P) =
.L.l‘( /) < 3.

{(7) Si ocurre que P y Q no tienen el mismo numero de componentes
afiadimos los ceros necesarios para que el numero de componentes
de ambos coinecida y asi poder establecer uma correspondencia mi-
voca enire los elementos de P y Q.



2452, Caracterizacion, Los postulados G, 79 84 9 Yy 20 ¥ 1a

@ -
funcion de Kolmogorov-Naguno g{x) - ARGIADA

caracterizan la cantidad de informacion aqui definida,

oM d"/u >4
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“PITM Tmcan . FACULTAL DE &0 70l iCAS
. BIBLIOTECA

INFORMACION Y EXPERIMENTACION.

Partiendo del concepte de incértidumbre de Shammon ll.ogms} a
encontrar wna medida de la informaciom pmpa’rcimdn por um expe
rimento estadistice., Estudiamos la relacion entre la medida encon
trada y las cantidades de informacion de Kullback, Shammon y Ren-
yi.

Demostramos a continuacion algunas propiedadesy teoremas sobré
la medida obtenida, empleandola despues como metodo para comparar
experimentos. Mas adelante se estudia la analogim entre el concep-
te utilitarista de valor de la informacion asociada con un experi-
mento y la medida squi obtenida.

Al final del capitule, maximizando esta informacion, definimos

capacidad de un experimento.

3.1 DEFINICION DE EXPERIMENTO.

Consideremos una variable aleatoria X. A la observacion de esta
variable se le llama realizacion de un experimento con dicha varia-
ble aleatoria, Sea S el espacio formado por todos los resultados
de las posibles observaciones de X, que llamaremos iapaeioa de ree
sul tados, Sea A— el (-algebra definidow sobre S, Sea Q). un espa-
cio parametrico con elementos Oc() . Para cada 9c{) definimos uma
medida de prebabilidad sobre el espacio dledible (S, & )« Suponga-
mos que estas medidas de probabilidad som absolutamente continuas
' gon respecto & una medida dominante M sobre A’ + Podemos describir

cada medida de probabilided por uma funcion de densidad p(x/9 ), de



manera que para un subconjunto Ac A

PA)=[ pOv/e) ey o

¥y por sencillez de notacion, tomando la medida de Lebesge, escri-

biremos

P(A) j P (x/0)d

La cupla
E - [(SA) {p(x/0) ; 569}]

carecteriza un experimenteo.

3.2 MEDIDA DE LA INFORMACION PROPORCIONADA FOR UN EXPERIMENTO.

Supongamos que existe una distribucion a priori sobre () , y su.
pondremos de nueve que puede ser descorita por una funcion de densie-
dad p(©) (1), con respecto a una medida dominante y que por senci-
llez notames do ., Esta p(0) resumira las opiwddnes iniciales del
axporinentadbr sobre el valor ?ol parametro, antes de Trealizar el
experimento.

Existe, por tanto, uma incertidumbre inicial sobre el valor de

© que podemos expresar por.

1®) = -L)_ p(o) in p (e de (2)

Una vex realizado el experimente E y obtenide um resultade x,
el experimentader tendra uma incertidumbre sobre el valeor de

que vendra dada por la expresion

I(e/x‘):-fgp(ﬁ/ﬂ Locd p (/X)X (3)

S A T O S .

{1) ror comodidad notaremos p(e¢) a todas las funciones de probahi-
lidad (funciones de densidad en el caso continue),

(2) L3moE®y (1.956) no introduce el signo menos al definir la in-

cértidumbre, pues segun &1, la maxima informacion en sentido esta-
distico sera obtenida cuando toda la distribucion de probabilidad

este concentrada sobre un unico valor © y la informacion sera me-
nor cuando la distribucion de © se dispersej situacion inversa a
la que ocurre en teoria de la comunicacion, donde la concentracion
sobre un unico valor implicaria la no existencia de eleccion en el
mensaje transmitide y por tante la incertidumbre seria minima,



donde p{(O/x) en virtud del teorema de Bayes viene dada por

<) - _P(X/e) P(o) . -
P /%) = S5 » siendo »pm_LLP(X/e)P(e)de

Es logico definir la informacion proporcionada sobre € por el

rqsnltada x obtenido al realizar el experimento peor
1(9) - 1(9/x)

que es precisamente la incertidumbre que sobre © ha permitide el
experimento E eliminar al experinentador.

Evidentemente, antes de realizar E, la informacion que este -
puede proporciocnar vendra adada por el valor medio sxtendido a to-
dos los posidles resultados de E, de la informacion proporcionada

por wmo de slles. Pogr tanto podemos definirs

3e2.1+ Definicion. La incertidumbre del experimentador sobre el -
valer del parametro antes de realizar un experimente E, 0 lo -
que es equivalente, la informacion obtenida mma vez realizado E,
suponiende que existe una distribucion a priori p(?) sobre el ya-
| Mtw viene dada por

(o) =E [x(e; - 1(9/x) )

Desarrollandeo tendremos

1 (e le)=[ [‘LLP(GS (Dj ped de +L\.—‘>(6/X) \03 P(e/x)d. e]-f»(x)clx =

f&P(e)kO% P(B)Ae +JL1F(& X) kog P(C’/X)cferdx -
jL_LF(G’X)\D% p(e) dodx +f[ P (@,X) \08 P(e/x)ée'&x—-
:Jsfsv_P(e’X) \9‘3 %(%é?g— de dx

:LLL P(&’X) L@% %%’_)Q)— do dx

(3) m:tesc qm esta informacion o incertidumbre no téene por que
ser positiva, Puede presentarse un resultadc porpresa que nos ha-’
ga dudar aun mas sobme @ uma vez realizado el experimente, que an»
tes de su realizacion,



]

LelX) H p (©.X) Log (e)xqu dodx

= - M = ( (e/X)
x% [Loa pe) P(X)J Eer ['L ]
siendo 1(9,x) la densidad de informacion dellss variables @ y X
(DOBRUSHIN, 1.959).

3+.2+2 Relaciones.

3.2%2,1 - Informacion de Shsnnon, Podemos estableger una co~
rrespondencia o analogia entre la nocion de experimente dada ante-~
riormente ¥y la de un sistema de commicacion con ruide, En efecto,
consideremos como fuente el conjunte Sl de simbolos © . Estos simbo-
los son emitidos por la'f‘mnte de manera gue la eleccion de es
hecha con uma probabilidad p(®), siendo independientes las sucesi-
vas elecciones, Se supone que el ruide del canal es tal que los
simbolos son perturbados segun p(x/e) obteniendose en el reeceptor
el resultado xS, dependiente precisamente de dichas probabilida~
d.a. Podemos pues decir gque el canal wviene descrito por unas pro-
babilidades de transicion p(x/e) que nos indican la probabilidad
de obtener un resultade x cuando sea emitido el simbolo © de (1,

. RUIDO

px/e) |

La razon de transmision de un canal con ruido vendra dada -~

(SHANNON 1,948) por la diferencia entre la razon de produccion -
{(es decir l1la incetfidumbre de la fuente) y la razon media de ine
certidumbre condicional (llamada por conveniencia equivecacion),

es decir

R (ex)= jﬂ F(e)bﬂ P(e)Ae - Jg Lx p (x,©) Loa P(e/x) dx =

= Log —R(8:)
LLPW'M tﬁ% P(S)XP(x)dedx



La razon de transmision de informacion de Shannon coinecide -
pues con la informacion gue sobre\e nos aporta el experimento E,

3e242,2, Informacion de Kullback, Si tomamos como hipotesis

Hy que las wariables g‘jx son independientes con distribuciones

de probabilidad marginales p(¢) y p(x) respectivamente y come -

hipotesis Hl que las variables © y x son dependientes ocon dis-
tribucion de probabilidad conjunta p(0,x), entonces la informa-

cion de xﬁli’baak para discriminar en favor de H, contra H, (xuLL
BACK, 1.959) vendra dada por

: = ‘ (&,x) |
1(4:2) js(n p (0,0 oy [_g(e?;(x) de dx

expresion que coincide con la medida de informacion encontrada por

nosotros,

3424.2.3. Informacion de Renyi, Si notamos por P la distridbu-
cion de wma variable aleatoria X y por Q la distribucion de X con-
dicionada por el hecho de que un suceso A ha ncnriido. RENYI (1960)
define la canti«ad de informacion sobre X contenida en la observa-
cion del suceseo A por

1(@lD) = flogh d& = [hlsgh d?
siendo Q>»>P y h la derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto a
Pe |

Esta cantidad de informacion es analoga a la definida por noso=-
tros. La unica diferencia consiste en considerar un unico suceso
mientras que aqui nosotros consideramos um experimente del cual
se pueden thantr un numero finito o infinite de resultgdes y por
tanto tomamos como medida de informacion la media extendida a to-
dos los posibles resultados del experimenteo, es deecir E'[IGQHP)]

3eZ2e3a Eg'ﬂgl“ »
A) - Supongamos un canal de transmision con ruidom, Supon=-
gamos que los simbolos son emitidos por la fuente segun ma dise



tribucion Beta de parametros y(& ¢« Si a lo largo del canal es-
tos simboloes son perturbades segun una distribucion Bernouilli de
parametro © , vamos a caleular la razon de transmision de informa-

cion del ¢anal,

p(e) = ﬁ“gfgffiﬁ'i j pix/e) = 9 (4-0)"
A k+x—l Xy
PO :j P P(X/e)de :____/1_____ * (i-@)@' do
0 B?,(o(lp) (o]
- Be (x+x;B-x+4)
| Be(“a/b)
y por tanto,
_ Be (°(»B+’“ / A
(X) = -
P X) Be’(o(,(g, - 2173 nara x = 0
— BQ(‘)(+41 !3) - i )
P(x}__ Be.(o(/b) T para x = 1
\D(X/B) = (b/o( +/3 para x = ©
P(x/a);m para x = 1
¥

podemos escribir

S / ) &
f(— X/ﬁ‘)\/O? -\_:IXXBQ)_ [1-© 1.08 eyl 8’»063 7___°{ ~Tyo

Lema, Si X es una variable aleatoria distribuida segun una Be(c(, /3)

entonces

E (Lo?x): T o) — ¥ (X+3)

E Llog (4] = H(e) - ¥ G+
viniendo la funcion vt derinida por

Y(r)=d ()
dz

funcion que es conodida con el nombre de "fumcion digamma® (TRIBUS,
1.972)

Teniendo en cuenta el lema anterior, podremos escribirs



1(e0X) = f 0*! (16" \oq (1-0)dE

Be (o)
+J4 o® (4-g)"* log 6de +
/o Be (o(‘/b)
+ o Xt j/‘ 6“‘4(4_6){3 do+
R )
4 o p-4
+ log o+ 8> (4-6) do =
s /o Be (ot1/3)
- Be(dcfé+/i)

A (pid). H +
s [ (prd)- F(oepet)] o

Be (44, R) | P(ass) = V¥ (o +/B+4)
Be(dﬂ)[(Jr) ++]+

+ Be (&, BH) (oq A8 | B@_(ou/i,/é) ot /B
R R

en definitiva,

T (&) X)_.

Fotsd) = V(o +p+A) +

A
o g s di{p Wy &

B) Consideremos un experimento E, caracterizado por la cupla

E-[(R B, {Pixm)=d  /x-bzce<x +br;oe R

¥ supongamos gque sebre el espacio parametrico hay definida wna dis-

tribucion a priori dada por una ley exponencial negativa de parae
netro a, es decir,

OO
P(e)~ a e 0£ o< o

\

Vma a caleular la informacion gue sobre el valor del W
tro O nos proporciona el experimento E.

P()Q:]ocpm) p(xre) de =
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- I-¢e para - bf2 x bf2
P(xI®) LO%‘ ( ol
1) log [ (€] perax w2

de lo que se siguo

x+bb
I (611X)= f L log (4- €M) dodx 4
e o Tt

—/mj,wz_&vikﬁt_ax d% ‘“wﬂ]dedx::14+32

b/z x~Y/,
Resclvamos en primer lugar 11. Haciendo el cambio

_ —o[x+bj2] u
A-e _Fl- ; A eP\[x+Eﬁi]“ A
YR s T oo (4-w)
& =@

y los nuevos limites de integracion para u, seran

X = b/2:§ - /l"e—ab
X:—‘J/Q_:i = 0O
por tanto
‘“\D ,_&/M.M»U')
| ke ae®® 4 loqu 4 dedu=
Li=- T lo? & (4-W) ~
0 o
A-
f e __/l. wlogw  duw
o ab -

Resolvamos ahora 12' Haciendo el cambie
~ QX O.k‘). -
eo- [e /_ eublz]:u

& -9 Ok



Y los nuevos limites de integracion para u seran
X = b/")_ ——_:_> w= 4- 6’,‘&5
X= o0 ————>____ w =0

por tanto
A ne”
o 4- e-"“ o
a e logw dod=
) G we®® b " OLLL |
&b
~ab
J-7 A-C
=4 _%lo_uotu::_’l_j log w clix
Ob
y sumando ambas integrales 11 y Iz
~ab
4i-e
T(e10X)= :_/l_/ ([o?u,+ _&\_‘3_3_&> ol
ob /o | A4-u
,4-e‘°‘[’
gl ____—/1 ..-LE&—U'-—— QLLL,
b 4- W

haciendo el ecambie (1 - a)n t

los nuevos limites de integracion seran

w=0 —_____—>> t-./l

-ob

L\,:‘. d_*@ —""‘—""> f?: E—O’B

por tanto

-ab '
1lellX) = _C{I_gfe \og(tzi—t) dE
4

Desarrollande en serie de MacLaurinm \D% (4-t)

-ab

j \og (4-8) _ S et
!

£ et



y esto siempre que la serie sea absolutamente convergente, para
lo cual bastara con que impogamos que b es un infinitesimeo, con
lo que ab —0,

En definitiva tendremos

oo

L(o1%)= A4 Z e con b—s0)

8) - Consideremos el siguiente experimente:
E=[(R,B); {pwimy — Ne6s) /eeR]]
y supongamos que sobre ® hay definida una ley normal de parawe-
tros /u 4 67 s+ & priori, Calculemos la informacion que sobre el

parametreo nos prepomiona el experimento.

o A e
. - ) 6
T ‘
A RECEY S,
(x/g) = e 2%
P % Var |
A {_ [(e/u)& y (x-0) &] do-
pL :fm @y~ h SR
R ,\/072+6‘€,_ /1 Q,XP{ 7_ (9 M) } =
T 66 I Nan (624 6) o+ 6

A ex {.,L (X —ax)* }
Ve (e7%6F) P17 <Y.2+<Yf]

/o). \fhr E exp {4/2[ CL (x- o) ]}

ch) 61 +G}_

i 2 3
px/8) _ log 4+ 8 )| L 1=t o, xE g M 23&’} (
LD% P (XD -7 { % )**— 2 § 6F + 6 +862 62+67 G+ (03

6+ G2
X

g (X/e)\pcj ELX_/Q)é 2%{\@%“ c,) &) loge 61; \036}

Ew definitiva



I(enx):_\iJ ?(&Bfll,g%(hg);[%%ﬁ);_ (_Y‘Tg%]uogo_}ae .
- —/%’_ %kﬁ% (4+% ) +):G§‘:;Yzl _ 6‘,?;6“7}] \08 e}

\03 (/ﬁ-_@_z>

g

=

3.2.4, Propiedades.

3+2+4.1. No negatividad, Veamos que la cantidad de inferw
macion anteriormente definida es no negativa, Pm elleo necesita-
mos probar el siguiente lemas

Lema 3.2,4.,1. Sean p(x,y) y q(x,¥) dos funciones tales que

JﬁD(X(\/)oLxA\j 4 Y qu L})éxég Z $ se verifica que

_”P(X,\(}) (o%-ch—'{;i)) dx ég <
dandose la igualdad si y solo si p(x,y) = q(x,y) salvo conjuntos

de medida nula,

En efectos

Evidentemente si f(x,y) esuuna funcion real se verifica que
in £(x,y) = £{x,y) - 1, con igualdad si solo si f(x,y) = 1.

Tenemos
D 3O ¢ Iy 4 L _9y)-pxy)
POxy) pxy) P (0y)
pxvy) B _—iP(E‘X"s) < qxy) - pOxay)

dandose la igualdad s¥ y solo si p{x,y) = q{x,y) salve conjuntos

de medida nula. Integrando en x y en y, tendremos

J(?(x\ QM.;}%)AXA\} ffqr(xg )dxdy ﬂ Xtadxéuj A-A=0

vy ya que los f(x,y) = log e 1n £(x,y), podemos generaliszar la -
desigunaldad anterior a un logaritmo de cualquier base. Es decir,

gP(.x Y) \O?r ?b‘ 5 ) dx dy €0



dandose la igualdad si y solo si p{xs¥) = q(x,y) salve conjuntos
de medida nula,
Teorema J.2.4,1. La cantidad de informacion I{J| X) esumsa canti~
ded no negativa dandose la igualdad a cero si y solo si p(x/2) es
independiente de © ;alvc conjuntos dé medida nula.

En efectos

En virtud del lema 3.2.4.1, escribiremoss:

HP(XQ) lnca ?_D_E(_ dxde <20

de donde dtdncima imdiatamto

L@ 100 [[p (x0) log 20 >

' dandose la igualdad si y solo oi p(x,9) = p{x) p(®) lo gue equi-
vale a decir que p(x/6) = p(x), salvo conjuntes de medida nula,
Podemos tambien demostrar el teorema sin necesidad de recurrir

‘al lema anterior en la forma siguientes

100 [poo [plo0 log BLe) dodx

consideremos ahora la funcion f(x,0) definida como sigue:

\?(x ®) = p (B/x) \;o% ?(6/)() p (8/x) logep(e) p(e/x)+ P (&
por ser J P(B/x) d& j F(e)de 4 de 1o anterior se sigue

| pxerde - pler Log, 2Lo20 oo

que tenemos que probar, es no ncgat:hrﬁ.
Derivande en la expresion de f(x,5), con respecte a p{o/x)

para calcular sus maximes o minimos, tenemos

2P x0) - (/%) — (&)
3p(e/x) LO% P nge P

yPxe
3 ple/x) — Plerx)
Vemos que la primera derivada se anula para p(o/x) = p{o) ¥

de la expresion de la segunda derivada se sigue que en este caseo



tenemos un minimo para f(x,0). Pero cuande p(6/x) = p(®) entonces
£{x,&) = O, Deducimos, por tanto, que nunca puede eocurrir que
£(x40) < 0« De donde conecluimes XI(9/X)> 0.

3+42.4.2, Generalmente finita, Veawos que X(0|| X) es gene-

ralmente finita, Censideremos la expresion

LD? 'P[e’< O <o+ar, x <X < x+Ax]
Plo< O < e+a¥|P[x <X < x +4x]
que es uns extension directa del caso en que (L y § sean discre-
tos, Cuando A® y /x se hacen tender a cero, cada une de estos
terminos probabilisticos tienden a cero (4). Mientras gque cada
uno de estos termines individuales tienden a cere, la rdzdn ante-
rier permanece fm ta para todos los casos interesantes (EOLMO-
GOROV, 1,956). De hecho, la expresion anterior se convierte en el
limite en
P& X)
?(B') P)
Es razonable excluir casos degenerados correspondientes a den-
sidades que no son absclutamente continuas,.
| 3+2.4.3. Inverianza, Veamos que I(®|l X) permanece inva-
riante bajo todas fha trmsfomo&bnas lineales-escalares en O

Y X. Sea

3: b,X 4'\)?.

y sean p(w) vy 91(7) las funciones de densidad asociadas con las
variables O e y, respectivamente y sea pl(w‘y) su funcion de den-
sidad conjunta. Entonces teniendo en cuenta las anteriores trans-

formaciones seran
PO

’P(&) . -

(4) Esta es la razén por la que la incertidumbre I(¢) puede hacer-
se infinita en el caso continuo, cosa que no puede geurrir en
girq‘odem discreto.



B (wy) = PlEx) _ plex)
\3 rg?ﬂ \ou D

y por tante escribiremos

1(())):]&‘\3\(00)\)03'\3L (W dw = I® + Lo% | o)

1) :JS P (y) \Dg P (y) dg = 1(x +Lo% | b,
I(w'“&)‘LL’B(W&) log P, (w,y) dwdy =T (2, +og |& b

de donde deducimos Cinalmente
T(wiY)=1(elX)

Be2ebolie- Suficiencia. Consideremos una funcion medible

g definida sobre el (- algebra /- de elementos de S. La variable
aleatoria g{X) sera pues un estadistico. Veamos que si despues de
observar X solo consideramos el valor del estadistico g(X) y tene-
mos en cuenta unicamente la informacion contenida en g{(X) y nos
olvidamos de la contenida en X, obtenemos una perdida de informa-
cion que sera nula si y solo si g(X) es un estadistico suficien-
te. Para probar esto, necesitamos del siguiente lema que €3 una
consecuencia inmediata de la definicion de probabilidad condicio-
nal,.

| Lema 3,2.4.2, Si f es una funcion wedible y A cualquier elemen-
to del G-algebra de subconjuntos definida sobwe Sl y P la medi-

da de probabilidad definida sobre este - algebra, se verifieca
s {F[%(X)]P[H/a(x)]} i E{F[(j(Y)}?[A/X]} |

Teorema 3,2.4.24 Si g es una funcion medible definida sobre el

6 -algebra ﬁ— de subconjuntos de S, se verifica que
1(enx)2 Ilellg ()]

dandose la ignaldad si y solo si g(X) es un estadistico suficien-

te,.



En efectos

En virtud del lema 13.2.4.1 podemos escribir

X) (6/ Yoy ple/2 0] dedx 20
Js LL?U PO/ \D% xpu)p(&/)o > ex

‘dandose la igualdad si y sole si p Jg{(x) = p{ /x), salvo con-
Juntos de medida nula.

De lo anterior se deduce

J;Ll pOOpie#) log ple/g(]dedx s}SL?cx) p (070 kg p(er) d6 dx

Y en wirtud del lema 3.2‘&02.

Ex {—I[&/g (x)]} é E, {'-I (G/x)}

a le gue os equivalente

Ex gl (e/x)} ¢ £, {I [e/q (x)]}

de donde se deduce trivialmente

lelig(x) <1 (elIX)

dandose la igualdad si y solo si p &8}5{:)] = p{0/x) que es
precisamente la caracterizacion bayesiana de estadistico suficien.
te, que es equivalente a las clasicas definiciones de suficiencia
de Fisher y Neyman (¥WILKS, 1.9623 RAIFFA-SCHLAIFER, 1,961 y
ZACKS, 1.971)

3.3. UNION DE DOS EXPERIMENTOS,
3.331, Definicion, Consideremos dos experimentos Ei Y E, caracte-
rizado por las cuplas

Eéz[(&,ﬁa};{\)(n/&)/&e D_}] (£=42)
ambos con el mismo espacioc parametrico ().
Liamamos wmion de estos dos experimentos al experimento com-
pueste (E ' E,) caracterizado por la cupla

(B =[(515S2 , Bx A2); {plunase) /o€ ] ]

donde p(;llee) tiene como distribuciones de probabilidad margi-



nales

J ‘)(X\Yl/e’)dXL:F(Xa‘(’/Os (X::A,Z)
S ’

3+3.2. Informacion proporcionada por la union de dos experimentes.

La informacion que sobre 0 nos aporta el experimento compueste

(El, Ez) 'y que notaremes por I{& || Xy xz) vendra dada pers

- (o6, %) oo _2leX1,%)  dedx.dX, =
1(e1X,,X,) mp( X, Xo) B o dx

:f[f?(e,)?(x\ X2 /6) \.0? P(;(z;1x/)9) Ao dx,dx, =

-E 11(® -1 (/3 %) }

3.3+.3+ Teorema de adicion, La cantidad de informacion que seobre

© me aporta el experimento compuesio (Bl. E,) puede descompo~
nerse como suma de dos cantidades de informacion: Una la qixe El
aporta sobre O y otro la media extendida a todos les Wadores
del experimento El de la informacion que el experimento 32 condi-
cionade por el valor xy obtenido al realizar 31, me apartfa sobre
© y que no-tenemos IX'(&HXQ « Es deeir,

e, X)=1e0Xx,)+1, (e,

En efectes
1(9 “XJX?_):J”PLG) P ()G X’L/@')\U% %) d6 C\/X, dx, =

- () b (xX2/0) \og BX/6) DO 1) d dx,dx. =
JJ]P P( / \0? P (x) 'P(X')_/'X\‘)

:Jjj 'F(G) 'PO(\ XL/@') LO% ET;(%;‘(_I).Q) AG Cb(\ Xm *F

+jﬂ PO p Lo fo) log T 7;\)) 46 dx, dxe =

= H"\a(ef) pOfe) g _(&_’Q)_ dodx, +

SIEX P(&/XA P(Xz/&xs\mgﬂ%i% dodxdxe =



LenX, X)=Teux): £ g %?cgm/wd%:
X PO /X

11Xy E 4o Xz/x\)f

siendo p{ /%) la distribucion a priori para el experimento E,

y atgm la notacion anteriormente indicadea

TN X, X\ =T (eNT)+I, (ol %)

Nétese que 1x,( o1X,) representa la media extendida a todos leos
resultados Xy del axpeéimehto El de la rason de transmision de

informacion del canal representado en el diagrama adjunte.

REALXZACION
ey RUIDO
FUENTE | ( ( L PUe/6:x) RESULTADO |
o) Ple/x " ’
beo xy )] caNAL SuLr

Sorolaric. Por el teorema 3.2.4.1, I)G,(&“ X;)}O v por tante

del teorema anterior deducimos

1ol X X,)>1(61X)

3.3.4. Definicion, Birms que dos experimentos E, y E, son in-
dependientes cuande p(x,;x,/0) = p(x,/0) p(x,/0)

Esto no quiere decir que si E, ¥ E, som independientes las
variables al&atori-n X; Y X, son estadisticsmente independientes.

Si E; ¥ E, son independientes las upmsims Ez”x y E, sen
equivalentes y entonces podemos escribir Ix (9 | X;,} en la forma

— '

Ex. LI(&\\XQ] siendo p(O/x,) la distribucion a priori sobre
& para E,.
34345+ Teorema, Si dos experimentos E, y E, son independientes

entonces

T(eN X, X,)¢1(elR,)+T1(6lX,)



mo espacio parametrico (L y con espacios de resultados sl > 4 82
disjuntos, llamaremos media ponderada de E, y E, (con peso A so=

bre El) al oxperimento

AE,+ (=N Bz =510 55 4), 4P (x/e) /@ 9} ]

donde

>\P(X4/9') , pars X = X, S,

Pix/e) =

(4—))P(X2/9) para X = X,

2 S

2
siendo ) /O< )\ <4

Podemos represcntar este experimento mediante el siguiente

diagramas
RAUIDG
P‘(XI/B')
‘ RESULTADO |
CANAL 1 x, € S,
FuEnTE |-L(©)
©e SL
A CANAL 2 RESULTADO
i x, € 8,
I P(lea)
RUXIDO

Con probabilidad A /. m resultado x, es obtenido, siende
?(X\')-:LLP(@’)P(X./G) de g con prnba;‘:ailidnd 1-)A , un resul-
tado x, es sobtenido, siendo p(X2)= }j\. pE) P(xa/p)d®

El experimentador concce no solo un resultade x, 48 X,s 8ino
tambien qué suceso el de probabilidad )\ & (1 - A\ )} ha ocurri-
do.

De la propia definicion se deduce inmediatamentes

TLOUN X, + UMYX, )= ATTelx 1 +(1-)) 1[elXs]



dandose la igualdad aéi y solo si xl b 4 xz son ﬁswsﬁm'h ine
dopend&mt&s@
En efecto § Poxr ser n1 b 4 n immdimtos

1 (WX, X)) jﬂ? (8) p (x, xz/a) \m}?@/)&%?;x/lﬁ)g((;? de dx,dx,

?(X\Ia) P(Xa/e) | \nq P(x2)_|dedxd
j{JP(B) ‘) x X},/e)[ P({X‘ \03 P(X’l? \703 P(X';_/XC)‘J o ex X

e intogrm on ), quedara

T{elX,2)= T(o X +] aIIXzHHP(x Xz)\o%g%’-_\/_; dx dx, =

~T(ellX,) +1(01X,) +j plxx) Log BLAYELI) 4 d,
AL :
v como consecuencia del lema 3.2.#.1umwmw
do miembro ¢s una esntidad no positiva, qmanrimnhd.yuloai

’(’1) P(Kz) = p(x,4%,) © sea si X, ¥ X, sen independientes.

o amdT

sofi s $i E; ¥ B, son des experimentos mmm«-
1x{ern X,) € (el X,)
mimldadas.yae&a aixlyxzmhm(hpmdiﬂam.‘
. En efecto 1 ’ ‘
(01 X,X,) = X(911X;) ¢ Zy(61X,)s por ol teorema de adieiéa.

\ (ol 3’132) = X{Ol xi) o I(0ll X,) = R(ngxz)*' por el tewrema 3.5.3

siendo R(x,x) = ” P(x.xz) \08 %{%%%E) Ax, dx,

De las dos expresiones anteriores deducimes
(olx,) = (61X ) - R(xy,x,)
por el lema 3.2.4.1, R(lexz) 2 0, con iguald,d si y solo si X, ¥
X, son estadisticamente independientes, Esto demuestra el teorems.

3.4 MEDIA PONDERADA DE DOS EXPERIMENTOS

Siguiendo a Lindley, dm‘&swwrmmnxytzm‘ld



3.5 MIXTURA DE DOS EXPERIMENTOS.

3+5.1. Definicion, Sean EJ. y Ez doe experimentos con el mismo

espacio parametrice () y el mismo espacieo de msnlfm. S« De~

finimos mixtura de E, ¥y Ez {con peso /\ sobre El) al experimen-

1
to

By ¥ (1N By [(S,\ﬁf) ; {,\ Py (x/0) +(4-4) Pz(x/e);ees—l}]

Podemos representar este experimento mediante el siguiente

diagrama
RUIDO
® (x/e)
CANAL
) i
PUENTE | V(8) : RESULTADO
gec ) xc S
A-X
CANAL
2
P (x(e)
RUXIDO

Un valor x es ébtenido segun las probabilidades p,(x/o) ¥
92(3/9) con probabilidades )\ ¥1ea A« Ahora el experimen-
tador conoce solo el rcaulta}ﬁa x ¥y no qué sucese el de probabi.
11dad A 6 2 =\ , ha ocurride al realizar el experiments.

3.5+2. Teorema. La informacien proporcionada por um experimento

o8 convexa en la mixtura de experimentos. Es deecir,



1o X‘xA * (-3 ) < M e )+ (81X)

' En efectos
Si representamos por E un experimento mediante el que conoce-
mos cual de los dos sucesos, el de probabilidad A o el de 1 -2

ha ocurride, entonces

DNE, % (U-NVE, El=XE+ (AN Ey
v por tanto podremos escribir |

Tllax, *(4-0 X, )< Tlelhax, ¥ (4-)) X, ,x] =

=1lelInX, + (1-3) X,] N[elx,)+4-0)1[elX,]

3.5.3. Teorema, La cantidad de informacion es una funcion con-
cava en la distribucien a priori p{o), es decir, si p,(8) ¥ -
p,() son dos distribuciones de probabilidad a priori y )\ sien.

do 0 6 )\ 6 4, entonces se verifica la desigualdad

gP(x/e)[A\Di(BB v (4-2) ?l(e)j) \,O%’\f%%%!) dodx >

AU?(X/e)&(e) L_o%w_@ dedx +

PA(X)
o (1-3)][p /03 P, (€ Lo B dedx
B (x) :f o (x/e) p, (8) e (4 = A2)
> AYX .
PO = A P00 +(4-2) P, (X)
En efectos

~ 851 llamamos

1:]{?(xle) [pe + -3 (o)) bog .T%%ri dodx_



aXUP (x/0) p, (e)kocaﬂ%@)_ dodx —

- 4=\ [[px/6) p, () \og Bx/o) o d
2 (X

veamos que I 2 o

Simplificando en la expresion anterior, tendremos

D .
1:>\”P(x/e) By (@ log Tly) dod

+(4- X)H (X/8) 3. (&) o) dedx
p(X/6)p,(0) \og 200
e integrande en )
1-) j B0 . J P00
'Ei(x)\og 200 dx +(4-2) | g (0 \mi 2 d x
y en virtud del lema 3.2,4,1 ambas integrales son no negativas

y por tante I 2 0, con le¢ que queda demostrado el teorema.

3.6, COMPARACION DE EXPERIMENTOS.

3+6.1, Definicion, Dados dos experimentos E; ¥ E, con el mismo

espacio parametrice () caracterizados por las cuplas

Ei=[s.8); {p o) ee L] Gisa2)

diremos que El es no menos informative que Ez vy lo escribiremos

E,l Vea E, cuando

(e1120) 2 1 (eX,)
para todas las posibles distribuciones a priori p(©) definidas

sobre S) (5).

3.6.2. Definicion, Dados dos experimentos E; Yy E, con el mismo

espacio parametrice {1 diremos que E, es tan informative cemeo

Ez, y lo notaremos E},"'Ez cuando Eltr Ez y Ezz- El'

A T A A O D N

(5) Al decir para todas las distribuciones p(c) ne excluimos las
que no estan dominadas por una medida prefi jada,



3.6.3. Propiedad. La relacion ) anteriormente definida es una

relacion de orden parcial, En efecto, verifica las propiedades

Reflexiva 31 > B

1
E, 7 Ep
Transitiva = Ey> E
} RO
EQ}I Ey
E, 7 E,
Antisimetrica = 31?. E,
E, % Ey

pero no verifica la completitud, pues dados dos experimentos
E, ¥ E, no tiene porque ocurrir Elz’ E, é E, 7 Eye Ya que estos
dos experimentos no tienem por qué ser comparables,

3,644, Definicion, Dados dos experimentos E; YE, con el mismo

espacio parametriceo () , diremos gue E; es mas informative que

Eé ¥ lo notaremos E,? E, cuando ocurre 51?” Ez pero no ocurre

que E, ~ B, (6)« |

L A 2 f a2 2 3

{(6). Aparte del metode ove aqui vemos a seguir, existen otros
me todos para comparar experimgritos. \

El mas antiguo debido a Behnenblust, Shapley y Sherman (1.949)

dice que E, es masdinformative que Ez 8i cada funmcion de perdis-
da aloanu&is con un resultado de Ez lo es tambien con tl (Sa~

VAGE 1,954 y BLACKWELL 1.951). o ' :

Blackwell dados dos experimentos discrites £, y E, dice que E
es mas informative que E, y lo nota E,DE ai puri c¢cada conjufi-
to cerradoj,acotado y convexo A de actiones se verifica

B(EHA) > B (E’Z,A)

siendo B(E; A) el conjunto de todos les posibles vectores ries-
go b(E,d) donde d varia para todas las posibles funciones de de.
cision (BLACKVELL-GIRSHIK 1,95h),

Lehmann supone que experimentos diferentes son valides para con.
trastar wma hipotesis simple H contra una alternativa K. Un ex-
perimento El resultas® al observar una variable aleatoria X, que
tiene funciones de densidad P V¥ Q bajo H y X, '-raamtiv-n}ntuq
otro experimento 32 conduce & la olservacion de X, con funcio~
nes de densidad p, ¥ q, bajo H y K, respoctimneo. 8i se nota
B (=) 1m potonaia del test de nivel alfa masppotente ?ﬂlﬁd‘)
en X,, entonces E, es mas informativo que E, cuando f. @) < fp, (¢
(LEHBANN 1,959)., * 2 e




3.6.5. Ejemplo, Consideremos una poblacion de individuos que
poseen ¢ no eada una de dos caracteristicas i! Y Ge¢ Supongamos
que conocemos las proporciones h y g de individuos con las ca-
racteristicas H y G., pero gque no conocemos la proporcion W
de individuos que tienen ambas caracteristicas, Tomamos O =-W/\,
como un parameiro desconocido, Supongamos sin perdida de gene-
ralidad que 0 € h€ g6 1 - g€ 1 =« h & 1, Se pusden conside-
rar cuatro tipes diferentes de experimentos que notamos E(H),
E(H), E(G) y E(G)» Una realizacion del experimento E(H) puede
consistir, por ejemplos en observar N individuos ’con la carac-
teristica H y de elles contar el numero de individuos que no
poseen la caracteristica G, (7).

Resumiondo en una tablag

Caracteristicas G @ | Totales
H L h
H 1-h
totales -4 1l g b 4

Veamos que el experimento E(H) es no menos mrarnativo‘ que
eualqﬁiera de los otros tres experimentos.

En efectos 1.os cuatro experimentos son binomiales con espa-
cio parametirico 1= [0, 1] y con probabilidades de la forma

Py (4-A\) & donde M es una proporcion independiente de
que varia para cada experimento (0 & M & 1)e

El experimento E definido por

E =[(1‘5,f=ﬂ; {P (x /o) /ee fO,J]}]
donde las p(x/v) siguen una ley Dernouilli de parametre A. ¢

+(A<\)@ s caracteriza cualquiera de los cuatro experimentos an-

R adebc el T N

(7) BLACKWELL (1.951) o bien BLACKWELL-GIRSHICK (1.95%4).



teriores,

Consideremos dos experimentos El y Ez definides por

EL:[(S,Q);{R\X/&) /ee Loal]] (A= 42)

siendo
P (x(®) .—./u"( /1—/&)’1‘-5'{'

B (x/8) = &~ (A-@)1™"
podemos cscribir

£~ >\':,1 4)\)1?1

y en virtud del teorema 3,5.,2

Tlola>, * (1-)X,] < X T [l X, ]+ (4-N T [eliX,]

pero X(c| Xy) = 0, pues p,(x/c) no depende de © ,
por tanto

ITenX)<s (4-NI{e>a) s I(ellXy)
pero para A w 0, E(H) coincide con el experimente E,e Hemos,
pues, demostrade que E(H) es no menos informative que cualquier
de los otros tres nﬁtﬂmtc: y como habliamos imcto 0O héeé
6gél-gel-nhel, deducimos {inalmente, que el experi-
mento asociado con la carneteristica mas rara es el que masifne

formacion nos pwoporciona,
346.6. Teorema, Sean E,, E, ¥ E, tres experimentos con ¢l mismo
espacio parametrice {1, Si ES es independiente de EJ. 4 !52, on~
tonces
gl E = (Ell E,) (32033)
En efectos

Para cualquier p(©), por el teorema 3¢3¢3.

1(e 116X )= (elX)+ E, [11 c»nx4/x3§]

con di.mtr:lbueiun a priori ?(6/83) para El.'



comn Ei y ‘E3 son independientes

1ol X,3;]-1[el] + B 1T (e )]

con distribucion a priori p(&/x:’) para E,. Pero El‘?,— E, implica

que

1lellx, 1> IlellX, |

y en particular esto oourre para la distribucion a priori p{e/xB)
para cualquier 3:3 e 33, Se deduce inmediatamente

100X, 1> 1[elX,X,]

lo gque prueba el teorema,

3+6.7. Definicion, Dados dos experimentos Ey ¥ E, con el mismo

easpacio parametrice () diremos que El. es fuertemente ne menos

informativeo que Ez y lo notaremos E:‘}f.)sz,. cuando

4()( &) o T (X/60) dx > X &O)Lod P lX/6) ol
JS? / ng(e’)Bi(X/e»)de X‘ 5?2_( / qu(&)&(X/oﬁda

para tode e Ly plo).
Notemos que si tomamos esperansa matematica en U en la desi-

gualdad anterior obtenemos I{&]l X,) x(caﬂxz). es decir, que

El es no menos informativo que Ez‘ de ahi que hayamos ntiliw~‘

do en esta nueva definicion el calificative "fuertemente®, pues |

ahora exigimos que la desigualdad se verifique para cada uno de

les e ) y no solo para la media,

3¢7. SUFICIENCIA DE EXPERIMENTOS.

Otro metodo para comparar experimentos se basa en el concepto
de suficiencia entre experimentos debido a BLACKWELL (1,951, -
1.953). Sean E; ¥ E, dos experimentos con el mismo espacio para-
metrico () , se dicé que el experimento El ak Snﬁ.cientc para !2.
si existe una funcion no negativa f sobre el espacie producte 3,_

51 = 32 para la cual se satisfacen las siguientes relaciones)



.0 /od=]Flex)paife) dx para SeSl, xues (i)
JS{_ (Xz,X,)C&XZ = 4_ para X, € S5 (ii)
O<Js f (2, x)dx, < o0 para X2 €Sy (111)

Una funcion no negativa f gue satisface (ii) es llamada trans-
formacion estocastica de X, a X,

jrara cada resultade x,c S, fijedo, la funciom £ * ,xl) es una

1
funcion de densidad sobre 82. Ya que esta funcion no depende del
parametre © , un resultadeo x, € S, puede ser generade de acuer-.
do con esta funcion de densidad por medio de una aleatorizacion
auxiliar. Por tanto la ecuacion (i) nos dice que E, es suficien-
te para E, si haciendo caso omiso del valor del parametroe O
uma observacion de E; y wna auxiliar ateatorizacion hace posible
generar una variable aleatoria que tiene la misma distribucion
que X,+ La ecuacion {(i111) no es otra cosa que una condicion de
1ntograbilidad de I scobre Sl. |
Intiitivamente esta elaro, que si E, es suficiente para E,,
ed estadistice nunca debera realizar el expériaenta Ez cuando
sea posible realizar El’ pues realizar Ez es equivalente # rea-
1izar El v someter el resultado a una transformacion aleatoria
que solo puede oscurecer céalquier informacion sobre el valer
del parametro que pedria estar contenida en este resultade de

El.uEl proximo teorema formaligza la afirmacion anterior de que

E1 es no menos informativo que Ez.

3¢7+1e Teorema, Sean E; ¥y E, dos experimentos con el mismo espaw
clo parametrico APY 3 si El es suficionte para Ez. entonces EI es
ne menos informative que E,e

En efectos

sS4 Ei es suficiente para Eye existe mwna transformacion estoca
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tica de X;, que llamaremos X', tal que X} € S, ¥X} v X, estan

identicamente distribuidas para cada O ¢ <L .

2

Representemos por E! el experimento en el cual observamos la

wariable aleatoria xi, + Evidentemente

I(e0X,) =T1(elX;)
Consideremos el experimento compuesto E = (‘EI. E})e Por ser
X, suficiente para (Ix_.x;z), en el sentide de Neyman, Y por el teo.
rema 3.2,4,2, tendremos

I X, x5 =1(elX,)
Por otro lado en virtud del teorema 3.3.3.

(e llX,X,)z ItenX;)

de donde se deduce finalmente

TehX,)>I(e124)
para todo p(o). Es decir Ey > Eys con lo que queda demostrado el

teorema,

3+7¢2., Teorema, Sean El b 4 Ez dos experimentos con el mismo osﬁ«
cie parametriceo ) 4, Si E, es suficiente para E,s entonces E,
es fuertemente no menos informative que E,e |
En efectos
Continuando con la nofaezon utilizada a lo largo del cap:lim.
;i El.’ os suficiente para Ez entoncess

Existe p(::zlxl) y es independiente de + siendo

JSZ (P (XZ/X)}A)(Z :4
y ademas

P, X2 /&) :L p U /x) p /o) dx,

para todo C ¥y Xoe



Para cualquier v,< St ¥y p(@), tenemos

SS,;, T, (%2/80) Log Ta (X2/00) dx, =

jn?ta) ?;,("1/0) C\O’
= fsh‘ [2 ?(‘%;]'&.)?‘(*‘Ibo'}d“‘] Q% LP‘*;/K;)&(X./aa)dxi d)‘z
k~; jn Plo) SS,? VN P, (%f Uo) d,.a .
: Is.,‘ U """-”‘t)?\(m/eo)c\x'} %oq §o PO P, (x /0 dn, }d"z
\ , S P(*:J‘M) L?ho)? (,.,,a)d,d‘.

o

) Pix,yix, R, 'Gb(] “?(! l*u)‘ ' ,gd‘
{U DR ACLAL B P S AL AL AL %dx,_t_-

o ,; . pam)p, (x dx, G

4

s ng ?"‘QJ‘M) P, (%./90) Qo% T. (%, /80) dx c\xz_ -
. P\ “‘\‘)

‘ yAR 9)
) aog 2 e pran b,
S, % 7‘{1‘) [5‘? i.l k) *\ -

ad

[, rnison sy Bonie 5y
' | Py (%)

' , P (%./00) "
Sﬁ‘ ?\.k*;lg%\ Qﬁ% 4‘51

1

P exionde

gcon lo que el teorems ha sido demostrado,

3e7e3« M. Consideremos dos experimentes gausasianos caracte-
tmm por las cuplas 3

S P o o S Y -

(8) HARDY~LITTLEWOD~POLYA (1952), teerema 205.



: x
| L(m{?}) AR e ) :ﬁ%:ie-f/;(x—u)  Be W] Ls a2
suponiendo las varianzas t&iconocidaa y tales gue v{ 4?.;,‘»

Evidentemente, por ser su varienza menor, una cbservacion de
xl. 0 sea una realizacion del experimente ng aporta mas infore
macion sobre el wvaler del paremetro que una realizacion del exe
perimento E,. No obstante vamos a demostrar formalmente que E,
es Suficiente para E, y por tanto en virtud del teorema 3,7.2
habremos demostrade que E, oo fuertemente no menos informative
que E,e

En efecto:

Sea Y wma variable aleatoris independiente de Xx yde o R
distribuida segun una ley normal de media 0 y wvariansa v; - vi.
Para cualquier valor de < , la wvariable alsatoria xz ¢ Y tieneg
la misma distribucion que la variable aleatoria X,. Por tanto

E, es suficiente para E, (9).

348 VALOR DE LA INFORMACION DE UN EXPERIMENTO,

S1i comparsmos experimentos por las dti.udddgs asociadas ocon
las decisiones finales adoptadas, lleramos a la nocion de valor
de nu‘omﬁeim de un w;zperim,ta. Ordinariamente es el incrementc
en utilidad al pasar de un experimento wmenos informative a otre
mn informative,

Hemos construido una medida de mfomxaim ’qwl. comd hemos -
comprobado, manifiesta un comportamiento monotomo con respecteo
a la unien de experimentos (10). Veamos que el valor de la infor.

macion esociados con un experimento concepto utilitarista, come

(9) si se supene que P(c) sigue una distribucion normsl, los ree
sultados obtenidos en el apartade 3.2,3.C. corroboran que F’l g Eﬂ
es deeir, E, o8 fuertemente no menos informativo que E,e Es nias
en este cass particular E, g Epe

(10) vVer cofoRirio del teorema 7.3.,%.



dijimos antes, tiene una expresion analitica completamente ana-
loga a 1la medida de informascion aqui encontrada, y como ella tie-
ne ¢l mismo mﬂm«mm monotomo con respecto & la union de -
experimentos, | |

Para $legar a elle, formularemos el problema de decision en |
terminos del valor de la informmecion (RAIFFA~SCHALAIFER, 1,961)
en lugar de hacerie en termino sde la funcion de utilidad,

Los compenentes de un problema de decision estadistica segun
la formulacion clasica de WALD (1,950) soms

«Un espacio parsmetrice o espacio de estados de la naturalesa

{1 con elementos ©c S)

«Un espacio de experimentes % ocon elementos E ¢ ¢

«Un espacio de resultados del experimento E : S- {*}

-Un espacio de decisiones finales 3’ con elementos d‘c D

~Una probabilided a prieri p(e) sobre L o

~Una probabilidad p{x/e) de que se presente el resultado x

dado qus © @3 el estado de la naturalesa cuando se¢ ha rea-
1izado el experimento E,

~Una funcion de utilidad u(l:.:.d";a) definida sobre %xsxmc*ﬂ

La utilidad n(z.x.d{,&) pusde ser descompucsta en otras dos
utilidadess |

~Utilided muestral w_ (E.x).

~Utilidad final ug(d,%).

Vamos & introducir el concepto de valer de la informaeion
(RAIFFA SCHALAIFER, 1,961) para lo cual impondremos que se veri-
fica |

u(Eox,ds®) @ B (E4x) @ ug(dy0) (1)
y ademas supondremovs que la utilidad muestral es igual y de sig-
no contrario al coste de muestreol

up(Eex) = = o(E,x) | (14)



Dade 8cSl notames d‘e a aquella decision final para la cual se

slcanza el maximo de las utilidades finales, Es decir
§ 6
ug(d,+0) = max u.(d g9)
d#e:bf-

Supcngmﬁ que un experimente ideal E_, con resultado asocladc
X ¢+ ¥ coste muestral a(x,,) nos produce la informacion perfecta
sobre el espacio parametrice (L.

Teniendo en cuenta (1) y (11) la ntilidad de tomar la decision

‘
final d, con informacion perfecta vendra dada per
3 ~ ;
B(E_ ,x_, dj,40) = uf(df,te)‘“ e(E) ; (111)

Sea E, el experimento nule (11) que tiene ascciados el resul-
tado nule «x’.’ La utilidad de tomar la decision d' con informacion
nula, teniendo en cuenta (i) y (1i) vendra dada per

u(E ox, 94 %) = ug(d) 220 (zv)
viniende d définida por
e ug(d, :a’) ). :"" E\.uf(d’a)]

a(E_yx. d),o) = wE . * . d‘,o*) sera positiva siempre que e¢(E_)
sea menor que el regret (12) final de la decision optima df:

“f‘dete) e ug(d o)
Por consiguiente se puede definir
V(&') - rt(d go) = ﬂr(de_’ﬁ} - nr{d ’%)

como el valor de la informacion perfecta dade wm ®c Sl . Y tenier

do en cuenta la distribucion a priori p{o) sobre S2 , el valer

(11) Quem: indicar con el hecho de tomar una decision fi-
nal sin experimentar, !!sroezm la pena realizar un experimento E
euando su utilidad o su informacion sea estrictamente mayor gue
la de E_, Representa, pues, el cerc en la escala de utilidad, Evi
dontcuegu suponemos nule el coste asociado a E o

{12) VALD(1.950) y RAIFFA-SCHLAIFFER(1.961) utili:an el ternlno
"opportunity leoss" pero hemos preferido emplear el termine "re-
gret" introducide por SAVAGE (1.954). £l regret vieme dado por 1ls
difersncia entre la ganancia obtenida cuando el verdadere estado

LR X 3



esperade de la informacion perfecta V(o) sera

V(o) = g_ﬂ v p(e)d o
supongms ahora que realizamos un experimento £ y obtenemos
un resultado xcS. Las probabilidades a priori p(e) sobre SL son
modificadas por la realizacion de E y el comocimiemto de X a unas
£

probabilidades a postetiori p(e/x). Si definimos &x per‘ la expre-

sion

f s (a5, ?(Gmdé : 2;:; S% (d¥ &) ()de

el regret obtenido al tomar la decision é: vendra dade por
£ +
v(5/x) = ug(d _,o) ~- ur(dx.a)

y calculando la media para todos los ©¢ SL

V(ers) = [ vierplormde
Por tanto el valor de la informacion gque el resultado x bbte-
nido al realizar el experimento E, me aporta sobre Sl vendra da-
de por
v(e) - v(o/x)

y calculando la media para todos los posibles resultades x del
experimento E podemos definir finalmentes
3.8.1, Definicion, El valer de la informacien asociado con el ex-

perimento E viene dado por la expresions
Vellg) = E [N(e)-Ve/x)] -

= (Lo (e 00 v (40,0 ] 9@ p0) dodtn -

& —-——

{12 =~ contimuacion) de la naturalesa es conocido y la ganancia
actual conseguida. Sera siempre positivo ¢ nulo, dandese este
ultimo caso ecuando el estado de la naturalesa verdadero es conow
cidoe.



- L ga V_kkg (di &) - u,e(oli’e)] k? (& /x) P(") A8 Ax

v

j S K-_UL{_ (Cl; o) - LL@ (Cﬁo.g)] ?(o,ﬂd&dx =
I ) ¥

1

E Luw (al, o - u (a5, oY ]
- & ’

De la propia definiecion se deduce inmediatamente qﬁe el valor
de la informacion asociada a un experimento s una cantidad no ne

gativa, es decir, V(e||X) > o.

3+48.2, Valor de la informacion asociade con la union de experi-

mentos, Sean E.l b 4 E2 dos experimentos con ¢l mismo espacio para-
metrico y sea (E,,E,) el experimento union de E; y E, segun le
definimos en el apartade 3.3. ;

El valor de la informacion asociado con el experimento (El 5’2}

sera

i

VEug )= E TV~ VE /)]

siendo
\}(e/y'y_)_\ = g&_[u& (di ,6) - U"% (Oﬁu.nq '6')]?(8/’(""\ de

‘(*!“L‘)

viniendo é& definida por la expresion
‘ : .
£ ; . a, & &
S:«LU‘F(&(VM\ &) R(S/% ¥V S = ;;:L;c &&u@ (@) x( 1% )A®
Supongamos que hemos realizado el experimento El, y obtenido
un resultade x, con una utilidad final asociada uf{df' o)« E1l va-

lor de la informacion del experimento nz/"i sera

. VG Xllx,y & g [ug(o\‘;lme)-u{ Qfﬁ}&ﬂ v(e/xbv[¥m/s\¥,)&e&\
X Jo ’ .



b 4 calculando la media para todos los posibles wvesultados =y del
experimente Elg tendremos:

Vi, (211%.)= E CV(ell % /x)] =

%,

:5 g j EL"' (dt“ ,©) - e cdk., 8—\] P ) ?(e/‘,‘)e\;(o)
e - ’ dod¥, e,

Por ser el integrando no negative deducimas Vg (el )zo
De las expresiones de \vx(e i x,) vy v{o (1X;X,) se deduce inme-
[}

diatamente el siguiente teorema,

3+8+3. Teorema, El valer de la informacion asociado com el expe-
rimento (E,+E,) puede descomponerse en suma de dos componentess
Una el valor de la informacion asociado con E’l y otra la mdin’
nz‘tmdidn a todos los resultados x, del experimento 31 del valer
de la informacion del experimento condicionade E,/x,. Es decir,

v{o|| X,X,) = v(e||X,) vxfell xz)
Corolario, P,r ser vx( il xz) » 0, se deduce trivialmente del teeo.
S
rema anterior que
v{eoll X;X,) » v(eoll x,)

Podemos resumir finalmente la analogia entre la medida de ine
formacion de un experimento y el valoer de la informacien asocice

do con un experimento en la siguiente tablas



¥EDIDA DB LA mmmaxtm

YALOR IX LA INFORVAGION

mwﬁmmm | earet TIoAL - S— -4
L(e)=- log PLe) v(e)= UL(. af, o) - g (d.c,, o)
i d R 1noertidumb e e T A YALSE SUpeTaas 30 X InTsrmeLa rn
I(e)=- | i ple)de Ve = S V(e p(e)ae |
- - - k nt,s.S\'M AT a— e L——- k:' P " _{L, ———" A A -—1
| o /%) = N de
1(&5 = —S&p(&/u‘) Rooy p(&7x)de | tondo V(o) = [ o vioddp (B
wedida 4o la informacion ascciada al rosultado X Valor ae .
I(e) - I (o/%) o
eaida de 1u informacion 601 eXPOrimeanto 1" Valor de
(oW X)=E LI(N-2(8/%)] = ge[cce,n] | \}(emc\~ E - V(e/x)] E Lq,f(d &) q& (do» &)
E IS—- ‘ — —— iacisens S— SN s = -
~ Teorema do adicien | Teorema do adiclon
I(oll g8 = I(OWE)+Ig (e liL) \/(e\l g, :c,) T V(el( I,) Vs, (:b\\ x.,)
Mouotenia o o | — | tosotonia el
(el ) ¢ T(olL %) V(ellL) « V(eI X X,)




3.9. CAPACIDAD DE EXPERIMENTOS.

3.9.1. Definicion, Dado un experimento E se define capacidad de
dicho experimento y lo notaremos C{X), a la maxima informacion
que el experimento nos proporciona sobre ) para todas las posi-
bles distribuciones a priori p{o) sobre 5L , Es deecir,

C(X) - mo.u I(eil %)
(e)eP

3+9+2. Ejenplo, Consideremos un experimento gaussiano E defini-

do en la forma

E [, (R, ®) ; %p(ﬂe)/—eoz.ezm}]

P o
donde p(x/0) = 4—-——- Q 0‘1:&
-,,\T"
51 tomamos \
- (o)
- 4 e ™
?LG\ -~ T \ﬁ._n‘

entonces segun deducimos en el ejemplo C del apartado 3.2.3

| o
T(ong)= 4 fegq (> =

- (e-@"
¢’\.
\] 6“‘ »

Sea P = {t‘unailonas de densidad p(9)/ p(e)-

siendo = oo<))-4,cao : 04@‘,&‘\]}
81 limitamos nmstrav atencion miementd 8 las distribucionew

p(0) de P, tenemos

v—l
UAOLX IT(ei(g)- 4 e,o% (4,4. —

2 g
P e? "

Este resultade es obtenido cuando se caloula la capacidad de
un canal gaussiano con ruido aditive, potencia de ruide St conoci.
da y potencia de sefial limitada a V- (FANO, 1.949).

Se deduce de la expresion anterior que la capacidad de un ca-

nal gaussiano es estrictamente decreciente en la potencia de rui.



do y creciente en la potencia de sefial.
3+9.3. Teorema, Sean E, y E, dos experimentos con el mismo espa-

cio parametrico SL . Si E, es suficiente para E, entonces

c(x,) 2 c(x,)

En efecto: ) _
Si El es suficiente para Ez entonces en virtud del teorema

3+.7+1 se verifica que
(el x;) & I(q\( xz}
para todas las distribuciones p{e) definidas sobre SL ,

En particular esto tambien se verificara para aquellas distri.

buciones que me alcancenel maximo., En definitiva
max I(oll X,) & max I(oll X,)
Po)eP Pele?

es decir,

C(Xx) » C‘Xz)

3.9.4. Capacidad de un experimento con espacio jarmtrim} fini te

El ealculo de la capacidad de um experimento en el caso de es.
pacio parametrice continue es un problema bastante dificil ¥y -
creemos que ningun metodo general que cubra todas las circunstan
cias puede ser dado.

Consideremos shora un experimento E con espacio parametrico S1
finite, Sl= {91\ ®,, - -- ,9\,3. taracterizado por la cupla

= Lo e lnm), plxen, - - oG/ [oren]

Si notamos p(x/0 ) = q;(x) para todo 1/1 & 1 € k, la eantidad

de informacion proporcionada por E serd

" ,
I(ell X)\,: 2 v SS G (x) Cog

[ - §

siende (P, Pr--- ) = LpLSy, p(ea), --y®(e) 1=p e,



un kevector de probabilidades a priori que nos representa el co-
nnciﬁianta a prioristico sobre L, La cam:&dad del experimento
E vendra dada por

C(R)z muex  T(ell ),

Ppe BY
3e9e8¢1l. Teorema. Si existe un vector p‘eYKm todas sus componen
tes estrictamente positivas y tal que
3269 d x
2Pl

fs %G () %09

es independiente de i, entonces p maximiza la informacion I(o!|X)

y ademas
C(R)> T(oU Dy = [ 300 pog — T dx
| 2 v q: (9
En efectos

Bn virtud del teorema 3,5.3,I(oll X) es estrictamente concava
en la distribucion a priori p ¢ P, de manera que si las ecuscio-
nes de Lagrange nos dan una solucion que no este en la frontera
de P, esta solucion nos properciona el maximo.

Sea
& (v, 0= i 1’“5€i—v(x) ooy MG NV (2w -4)

2909 ()
derivande con respecteo a p 3° tenemos

04 (o, ») ,
——:D_?_J—— = SS% (€) Qog 95 () ax -

- {4500 2oq T T pe ac(m] dx -

—7.?; S ‘lru(ﬂ——i—éﬁ-— - X
Zw%cﬂ
b‘b(v\..).)

y si notamos pz los valores para les que ‘D .
)

podemos ucrihﬂ.r



' , %5 (%) ) e (D0 A, =
x:(qj () .Q,O% 3' Ax ~ E?Q S =S e} =
Z Prautm Podo+)

9, (") dx - SS QA (M\OLy.

= {95 () 209
2oL %4 (9

es decir,

q; (%) 4 “)
A [a; (0 eoq —HE- -
j A ? 2P al ()

multiplicando por p' y sumando en § en la expresion anterior

tendremos ‘
o ' A \
' T - .
A @y = I(eNE), - 2 7]
N = T(eux), -4 (xi)
de (1) v (11) deducimos
Tl Z)p = | 45 Cogy ) as
PR NI TR

siendo

lo gque demuestra el teorema v

DTS i W WO W S

{13) Intreducimos el sub-indice p en la notacion de la medida de
informacion I{o\\ I)e s para indicar cfal es el vecter de proba-
bilidades a priori respecto del cual hemos caleculado la informa-
cion producida por el experimento E,
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APENDICE

CAICULO DE LA ENTROPIA GENERALIZADA DE LA DE RERYXI DE ORDEN

ALFA/

El programa adjuntoc czlcula la entropla generalisada de la
de Renyi de ordem < , segfén la férmula

M
Hel - A7 Ro it S e e
(®) M- ¢ P

[y

comn O cx <N Haly ?}’i & 1, pars cuatro esquemas de prebabi
1idad distintos.( Ver tablas 1, 2, 3 v 4 )

En cada una de estas tablas de deble entrada, las filas re-
presentan la entropia para un & fijo y las columnas la entrow
pfa para c¢ada n. La primera columna nos da, para los diferentes.
valores de o (X< 1}, el valor de la entropia de Remyi de orden

L o HAP)»

La primerestabla corresponde al caso de igualdad de las prow
babilidades, Se observa que en este case el valor de a:f(p) es
independiente de los valores de < y M,

Las tablas 2 y 4 cerresponden a esguemas mbah&iintius con
{,pi = 1, ¥y la tabla 3 a m esquema de m&auudad gneralisae
;; (:thiL 1)+ En todas ellas se observa la monotonia de !f:(:p)
t-mu"m ol como en n, A medida que o asmmenta H!{p), decrece ¥y

a medida que a aumenta, Hi(p) crece.



El programa completo consta de un progra.ma principal y tma
ubrut:l.na FUNCTION. , :
El programa principal se ocupa fundamentalmente de 1a prepa-:"j,Jf}}"-

,,“racidn y lectura de los datos, asi como de 1a .salida de los re.-“ k.

sultados, 'y 1a subrutina calcula, a 1nstanclas del programa - ff:: ‘

‘J:ff'""principal, la entropia para cada par (o(. ,n) o

~ SUBRUTINA FUNCTION
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~11e O END

END OF COMPILATION:. ~  ND ODIASNOSTICS
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