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Objetivos y resumen

El propésito de este trabajo es doble. En primer lugar se realiza el estudio
tedrico de la estabilidad lineal y no lineal y la conveccién de amplitud finita
de una capa de liquido dieléctrico sometida a inyeccién unipolar de iones. En
segundo lugar se realiza el estudio experimental del aumento de transferencia
de calor en liquidos aislantes por medio de la aplicacién de un campo eléctrico.

Para el estudio de la estabilidad y de la electroconveccién de ampli-
tud finita se han implementado varios algortimos que reproducen el ciclo
de histéresis asociado al caracter subcritico de la inestabilidad. Se analizan
estos algoritmos en detalle haciendo hincapié en sus ventajas e inconvenientes
y en su capacidad para reproducir las caracteristicas esenciales del problema.

Analizamos también la influencia de la difusiéon molecular de carga en
la electroconveccién de amplitud finita en el caso de inyeccién débil. La
difusién de carga ha sido despreciada como mecanismo de transporte en
casi todos los estudios realizados hasta ahora sobre la inyeccién unipolar.
Nuestro propédsito es poner de manifiesto su importancia y determinar en
qué condiciones es o no despreciable.

En el apartado experimental se han realizado dos series de experiencias.
En la primera de ellas un liquido aislante (aceite de silicona) se confina en-
tre dos placas de cobre plano-paralelas. El dopado del aceite con una sal
especifica (TIAP) provoca una inyeccién unipolar de iones cuando uno de
los electrodos se conecta a alta tensién. Hemos realizado medidas del flujo
de calor que atraviesa la celda y de la diferencia de temperatura entre las
placas en funcién del campo eléctrico aplicado y se han buscado correlaciones
significativas entre las cantidades medidas.

En una segunda serie de experiencias la inyeccién se provoca por el re-
forzamiento del campo eléctrico en las puntas de laminas de acero situadas
en uno de los electrodos. Se han realizado, en este caso, medidas en aceites
de diferente viscosidad. Ademds de medidas de diferencia de temperatura
y de flujo de calor se han realizado interferogramas que permiten obtener
medidas locales de la temperatura en el interior del liquido.

Finalmente se hace una discusién de las experiencias realizadas en base
a estimaciones en orden de magnitud.
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Introduccién

Este trabajo se enmarca dentro de la aproximacién Electrohidrodindmica
(EHD) de la Electrodindmica de Medios Continuos. La EHD es la parte de
la electrodindmica que da cuenta de la interaccién de los campos electro-
magnéticos con liquidos de baja conductividad. Para especificar qué enten-
demos por baja conductividad consideremos las ecuaciones de Maxwell en un
medio lineal caracterizado por una conductividad o. Estas ecuaciones son:

V-D = p
U xE oB
x - ot
vVv-B = 0
V x H '+8D
X = —_—
J ot

Junto con la ley de conservacién de la carga eléctrica:

ap
—4V.j=0
ot J

y las relaciones constitutivas:
j=0¢E, D=¢E, B=pyH

Si el sistema considerado tiene una escala tipica d podemos obtener los
siguientes tiempos caracteristicos:

e de la primera ecuacién y de la ecuacién de conservacién de la carga :

D J ocE~T
—_— ~ p ~ =—TF Ay
d d d
Yy, por tanto,
€
T~ —
o

Este tiempo, 7, es el tiempo en el que el sistema recupera la electroneu-
tralidad abandonado a si mismo.



e de la segunda ecuacién y del primer término del segundo miembro de
la dltima:

tm ~ pod’
que es el tiempo de difusién magnética.

e de la segunda ecuacién y el término de corriente de desplazamiento
(segundo término del segundo miembro de la dltima ecuacién)

t. ~ dc

que es el tiempo de residencia de las ondas electromagnéticas en el
sistema.

, . . . 7T0-1 -1
Para liquidos conductores, como el mercurio, se tiene ¢ ~ 10°Q27"'m™".

Tomando dimensiones del orden del milimetro resulta ser 7 ~ 10713, ¢,, ~
107%s y ¢, ~ 107'!s. La secuencia de tiempos es: 1, > t. > 7. Los efectos
magnéticos dominan el sistema y se puede despreciar el término de corriente
de desplazamiento. Se puede utilizar la aproximacién cuasimagnetostitica.
Este tipo de situaciones entran en el campo de la Magnetohidrodindmica
(MHD), disciplina afin a la EHD pero mucho mas conocida y estudiada.

Para un liquido poco conductor (o ~ 107''Q~'m™!) y para el mismo
rango de escalas espaciales se tiene: 7 ~ 1s, ¢, ~ 107%*s y t. ~ 1075,
es decir: 7 > t. > t,,. De esta forma podemos adoptar la aproximacion
cuasielectrostiatica y retener, junto con la ecuacién de conservacién de la
carga, solo las dos primeras ecuaciones de Maxwell, despreciando el término
de induccién magnética %?—. Este tipo de situacién son las que entran en el
campo de la EHD.

Los términos magnéticos pueden ser importantes también en sistemas
poco conductores pero de enormes dimensiones (galaxias, polvo césmico,
etcétera). El término d? se hace entonces dominante y ¢,, > t. > 7.

La EHD comprende todos aquellos fenémenos en fluidos que son debidos
a un acoplamiento mecénico y eléctrico y que tienen lugar bajo débiles co-
rrientes y en presencia de cargas libres o ligadas, ya se presenten éstas en
el volumen de los liquidos (fenémenos de volumen) o en las fronteras de los
mismos (fenémenos de interfase). La dificultad de definir el estado eléctrico
del fluido y el caracter no lineal de las ecuaciones dindamicas del mismo han
impedido plantear la EHD sobre bases firmes hasta pasada la Segunda Guerra
Mundial (para una revisién histérica véase [1]). Hacia la década de los setenta
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se pusieron de manifiesto los mecanismos basicos de generacién y transporte
de carga aunque muchos aspectos quedan atin por estudiar en el terreno de
los procesos fisico-quimicos que se producen en el seno de los liquidos asi
como en las interfases liquido-electrodo.

Paralelo a este desarrollo de la EHD se ha producido un gran avance
en el conocimiento de la mecdnica de fluidos. Estos progresos se deben a
nuevas técnicas experimentales (anemometria liser, interferometria, digita-
lizacién de imdgenes, termografia por cristales liquidos, etcétera), nuevas
técnicas de simulacién (posibles gracias a los modernos computadores) y
nuevas herramientas tedricas (teoria de bifurcaciones, de perturbaciones sin-
gulares, métodos de escalas miiltiples, caos determinista, etcétera).

Muchas aplicaciones técnicas e industriales han sido el fruto del doble
desarrollo de la EHD y la mecédnica de fluidos en los iltimos afios. Entre otras
podemos citar: la mejora de precipitadores electrostiticos, nuevos liquidos
aislantes menos inflamables, nuevas técnicas de pintura e impresién, genera-
dores electrostéticos de alta potencia, etcétera. Otras disciplinas cientificas
se han visto también favorecidas por el progreso de la EHD, por ejemplo en
Meteorologia con el estudio de los procesos de carga y descarga en las nubes
y otros fenédmenos atmosféricos.

El nuevo impulso que recientemente han recibido los estudios del au-
mento de la transferencia de calor por medio de campos eléctricos han reno-
vado el interés por conocer los detalles de la electroconveccién inducida por
inyeccién unipolar. Concretamente, al realizarse las experiencias con electro-
dos desnudos, interesa especialmente el caso en el que la inyeccién es débil. El
trabajo que aquf presentamos se enmarca en dicha area y se refiere al estudio
de la dindmica de capas liquidas aislantes sometidas a inyeccién unipolar de
iones. Esta dividido en dos partes: la primera se dedica al estudio tedrico
y numérico de la inestabilidad no lineal y la electroconveccién de amplitud
finita inducidas por inyeccién unipolar en geometria plana. La segunda versa
sobre el estudio experimental del aumento de transferencia térmica originado
por electroconveccién. El capitulo 1 estd dedicado a una revisién sobre los
conocimientos existentes en materia de estabilidad lineal y no lineal del sis-
tema asi como a los problemas que plantea y sus caracteristicas especiales. El
capitulo 2 presenta varios algoritmos numéricos y en él se discute su validez
y los resultados con ellos obtenidos. El capitulo 3 estd dedicado al estudio
del papel que la difusién molecular juega en la electroconveccién de amplitud
finita a bajos niveles de inyeccién. Los capitulos 4 y 5 presentan los estu-
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dios experimentales llevados a cabo, tanto en geometria plano-plano como
en geometria ldmina-plano, sobre el aumento de la transferencia de calor
por electroconveccién. Por iltimo, el capitulo 6 estd dedicado a la revisién
critica de las experiencias realizadas en el marco del andlisis dimensional y
de érdenes de magnitud.

Este trabajo forma parte de cuatro proyectos de investigacién, tres na-
cionales: CAICYT ndm. 2894-83 (1983-1985), CAICYT num. PB85-0364
(1986-1988) y DGICYT nim. PB87-0943 (1988-1991); y uno internacional
en colaboracidén con el grupo francés dirigido por el Dr. P. Atten del Labo-
ratoire d’Electrostatique et Matériaux Diélectriques (LEMD) de Grenoble y
con el grupo inglés dirigido por el Dr. A. T. Richardson: CEE nim. ST-2]-
0151-3-E(CD).
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Parte 1

Estudio tedrico de la electroconveccion

isoterma



Capitulo 1

Planteamiento del problema

Donde se cuentan mil zarandajas tan impertinentes como nece-
sarias al verdadero entendimiento desta grande historia.
Miguel de Cervantes
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1.1 Fendémenos de conduccién en liquidos

De todas las propiedades fisicas de la materia la conductividad eléctrica es
una de las que mayor rango de variacién alcanzan en la naturaleza, siendo de
107 Q" 'm™! en algunos aislantes sélidos y llegando a valores de 103Q~tm ™!
en los metales (excluyendo los superconductores). Asi como el origen de
la conductividad eléctrica es bien conocido en la mayoria de los materiales
sélidos ordinarios y en los gases, hasta hace unos afios poco se podia decir
de los mecanismos de conduccién eléctrica en liquidos dieléctricos. Ello se
debe a que el estado liquido de la materia es el mas reactivo quimicamente
en presencia de electricidad y, asi, cuando se aplica un campo eléctrico a una
muestra liquida aparecen varios fenémenos de dificil comprensién y compleja
descripcién. Estos fenémenos se pueden clasificar en dos grandes grupos: los
que tienen lugar en el interior de la fase liquida (fenémenos de volumen) y
los que afectan a la interfase liquido—electrodo [2].

1.1.1 Fenédmenos de volumen

Los portadores de carga eléctrica en los liquidos son, en la mayoria de los
casos, iones preexistentes en el volumen del liquido o creados en los electrodos.
Dichos iones pueden proceder de especies ionéforas, sustancias iénicas en
estado sélido, o ionégenas, sustancias con enlaces covalentes. La reaccion
global de una sustancia neutra que se disocia para producir iones libres viene
caracterizada por un proceso en dos etapas. Una primera en la que se forman
pares iénicos a partir de moléculas neutras (importante sélo para electrolitos
iondégenos) y una segunda en la que los pares iénicos se disocian en iones
libres y que puede esquematizarse como

kp
(AYB™) = At + B~ (1.1)
kr
donde kp y kg son las constantes de disociacién y recombinacidn, respecti-
vamente. De esta forma se tiene que:

dn+

— = kpe—kgnin_ (1.2)
i D¢ R4

dn_

n = kDC - kRn+n_ (1'3)

dt
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donde ¢ es el nimero de pares iénicos por unidad de volumen, n, el nimero
de iones positivos y n_ el niimero de iones negativos.

Tres longitudes tipicas determinan el equilibrio disociacién-recombina-
cién:

¢ la longitud de Bjerrum: Lp = e?/8mek® (e carga elemental, € permi-
tividad eléctrica del liquido, k constante de Boltzmann, 7 mitad de la
razén de la longitud de la circunferencia a su radio y © temperatura
absoluta) que es la distancia tipica a la cual la energia de interaccién
electrostdtica entre dos iones es del orden de la energia de agitacion
térmica.

e la distancia minima entre los iones: a.

e la longitud de Debye: Lp = (ek©/ne?)!/? (n concentracién de iones
libres) que es la distancia tipica a la que se extiende la “atmédsfera”
idnica de signo opuesto que rodea a cada ion en el caso de que la
concentraciéon de electrolito es grande.

Si la longitud de Bjerrum es menor que a los iones se encontrardn ma-
yormente libres y, en el caso de electrolitos ionégenos, el nimero de iones
libres vendra determinado por la reaccién de formacién de iones a partir de
moléculas neutras. Este es el caso de liquidos polares (con € > 1). Para
Lp > a el equilibrio 1.1 estd volcado hacia la izquierda y, tanto para elec-
trolitos ionéforos como iondgenos, es esta reaccién la que determina el nimero
de iones libres presentes.

La longitud de Debye caracteriza la intensidad de las interacciones ion-
ion. Cuando la concentracién del electrolito es pequefia Lp — oo y dicha
interaccién es despreciable. Lp determina el comportamiento ‘de la solucién
frente a un campo eléctrico aplicado. Asi si Lp ~ a la nube iénica que
rodea a cada ion apantalla el campo externo y éste influird poco sobre el
equilibrio de disociacién-recombinacién. Para Lp — oo la aplicacién de un
campo eléctrico puede modificar el equilibrio de disociacién-recombinacion.
Al aplicar un campo eléctrico se introduce una nueva longitud caracteristica
A = kO/e|E| con E el campo aplicado. A representa la distancia a la cual la
energia eléctrica que el campo exterior proporciona para separar el par iénico
es comparable a la energia de agitacién térmica. Cuando Lg >> a (liquidos
no polares) y Lp > Lp (pequeiia concentracién de electrolito) la constante
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de disociacién viene modificada por el campo eléctrico externo de acuerdo
con la expresién dada por Onsager [4]:

kp(E) = k), F(Lg/A) (1.4)

donde F' es una funcién creciente de su argumento y se encuentra tabulada.
El campo eléctrico refuerza asi la disociacién, proveyendo de una mayor can-
tidad de portadores de carga. Cuando Lp/A < 1 el campo eléctrico no
modifica apenas la constante de disociacién, habiéndose de tener en cuenta
la férmula de Onsager en caso contrario. Por otro lado la constante de recom-
binacién no se ve afectada por la presencia de un campo eléctrico externo.

En el limite Lg/A < 1y Lp > Lp > a el modelo cldsico de J. J.
Thompson [3] describe bien la conduccién en los liquidos debida a proce-
sos de disociacién en volumen. En él aparecen dos tiempos caracteristicos:
7 = €/0 que es el tiempo de relajacién de las perturbaciones de carga; y el
tiempo de vuelo entre electrodos de los iones 7, = d*/ KV (d distancia entre
electrodos, K movilidad de los iones y V diferencia de potencial aplicada
entre los electrodos).

En el modelo de Thompson se distinguen claramente dos limites:

1. Régimen S6hmico: el tiempo de vuelo es muy superior al tiempo de
relajacion de las cargas y el volumen del liquido aparece practicamente
neutro, limitdndose las zonas no neutras a distancias pequeiias cercanas
al electrodo de espesor A = A'Ve/o. En este caso el campo eléctrico
aplicado modifica poco el equilibrio de disociacién-recombinacién y se
tiene:

de donde n, = \/kpc/kgr. La corriente eléctrica se escribe entonces:

k
j=dK4+KJﬂf£E=aE (1.5)
R

donde K, y K_ son las movilidades de los iones positivos y negativos,
respectivamente. La corriente es proporcional al campo aplicado y la

conductividad viene dada por: ¢ = e(K4 + K_)\/kpc/kr.
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/

2. Régimen de saturacién: el tiempo de vuelo es mucho mds corto que el
de relajacién de las cargas y la densidad de corriente queda limitada a
un valor, independiente del potencial aplicado, que viene determinado
por el ritmo al que se disocian los iones en el volumen:

js = ek)Dcd (1.6)

El ndimero adimensional Cy = d/2)\ = 7,/27 = 0d®/2¢KV indica cuando
estamos en uno u otro régimen. Para Cp > 1 estamos en el régimen 6hmico,
mientras que para Cy, < 1 nos hallamos en el régimen de saturacién. El valor
Co = 1 marca la transicién entre ambos y al valor V, = 0d?/2¢K se le conoce
como potencial de saturacién. '

Sobrepasado el potencial de saturacién la densidad de corriente alcanza
un valor constante a menos que la disociacién se vea reforzada por el campo
eléctrico, en cuyo caso vuelve a crecer con el campo en la forma:

Js(E) = j F(Lp/A)

donde F(Lg/A) es la funcién antes aludida.

1.1.2 Fendédmenos de interfase

Por efecto de la diferencia de potencial quimico la situacién de equilibrio
termodinamico en la interfase liquido-metal corresponde a una ausencia de
electroneutralidad a ambos lados de la interfase y a la existencia de un gra-
diente de potencial eléctrico. En la regién cercana al electrodo se forma una
estructura que se conoce con el nombre de doble capa. En ella se distinguen
(ver figura 1.1): una regién muy préxima al electrodo donde iones y pares
iénicos no solvatados se hallan adheridos al electrodo por efecto de la fuerza
imagen electrostatica (esta primera regién se conoce como Plano Interior de
Helmholtz); una segunda regién en la que se encuentran atrapados iones y
pares iénicos solvatados que no pueden acercarse al electrodo mds de cierta
distancia (es el Plano exterior de Helmholtz) y, por dltimo, una capa difusa
de carga que decae rapidamente hacia el volumen del liquido.

Al igual que en el volumen, es posible definir una distancia caracteristica
L; = €?/16wek® = Lg/2 a la cual la energia de interaccién electrostatica
entre cargas imdgenes iguala a la de agitacién térmica. Para liquidos no
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Figura 1.1: Estructura de la interfase electrodo-liquido.

polares L; ~ T0A y toda la interfase se encuentra bajo la influencia de la
fuerza imagen. En liquidos polares es L; ~ 2A y sélo la regién més préxima
al electrodo siente la accién de la fuerza imagen.

Al aplicar un campo eléctrico d una interfase liquido metal asi estruc-
turada se producen dos tipos de fenémenos: procesos de descarga y procesos
de inyeccién. ‘

Procesos de descarga

Bajo la accién de un campo externo se produce una migracion de iones car-
gados hacia los electrodos. El mantenimiento de esta corriente de migracion
exige que los iones que alcanzan el electrodo de signo opuesto se descarguen
en él. El proceso de descarga viene caracterizado por las constantes de ve-
locidad k, (de oxidacién del ion) y k. (de reduccién del mismo) y puede
esquermatizarse como:

A= = A+e (1.7)
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Ambas constantes dependen de una energia de activacién que toma en cuenta
no sélo la energia libre sino el hecho de que el e~ ha de atravesar la barrera
de potencial de la doble capa. La aplicacién de un campo externo desplaza
el equilibrio 1.7 en el sentido de la descarga distinguiéndose dos limites na-
turales:

e FE < kO®fexy ~ 10"V /m donde z 4 es la longitud de la doble capa. En
este limite la corriente de descarga es proporcional al campo aplicado
(régimen Shmico).

e E > kO/ex, el equilibrio 1.7 estd totalmente desplazado hacia la
derecha y la corriente de descarga aumenta exponencialmente con el
campo.

Inyeccién

Para campos por encima de 100 kV/m aparecen procesos de inyeccién de
portadores de carga en la interfase. Los electrodos son capaces de inyectar
iones de su mismo signo en el interior del liquido.

Denat [7] propone el siguiente mecanismo para describir los procesos de
inyeccién en liquidos no polares. La base de la inyeccién se encuentra en
los pares iénicos adsorbidos en el electrodo. Los procesos de transferencia
electrénica entre el electrodo y el par neutralizan uno de los iones dejando
el otro con la misma carga que el electrodo pero unido a él por la fuerza
imagen. La aplicacién de un campo eléctrico puede entonces provocar que el
ion supere la barrera de la fuerza imagen siendo asi inyectado en el liquido.
Este tltimo proceso es muy similar al del reforzamiento de la disociacién en
volumen por efecto de un campo eléctrico que antes comentamos.

El proceso queda esquematizado como:

' ko kext
(A"B*)—e” = A+ B* — B (1.8)
k.

Las constantes k, y k, responden al mismo mecanismo que en los proceso
de descarga. k.., es una funcién del campo eléctrico aplicado y da cuenta
de cémo éste baja la barrera de potencial que crea la carga imagen, su de-

pendencia con el campo es muy similar a la que presenta la constante de
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disociacién de los pares iénicos en el volumen. De nuevo podemos distinguir
dos limites:

¢ kexy € k. (E < 5 x 10°V/m) El proceso viene limitado por el valor
de key. la densidad de iones inyectados depende del campo eléctrico
aunque para valores por debajo de 10°V/m es pricticamente constan-
te.

e k. > k, Para campos muy intensos casi todo ion libre es inyectado in-
mediatamente y el ritmo de inyeccién viene determinado por el proceso
de formacién de dichos iones.

En liquidos polares no es posible, debido al corto alcance de la fuerza
imagen, distinguir dos etapas en el proceso de inyeccién de iones. El meca-
nismo se puede reducir a una sola etapa en la que se condensan la formacién
del i6n y su inyeccién y la modelizacién del proceso se hace mds compleja.

Un pardmetro adimensional C = g,d?/ ¢V, donde g, es la densidad de carga
en el electrodo inyector, determina la intensidad relativa de la inyeccién. C
puede ser entendido como el cociente entre la densidad de carga inyectada y
la densidad de carga existente en los electrodos por accién del campo apli-
cado. La condicién C > C, asegura que la corriente que atraviesa el liquido
estd originada, fundamentalmente, por un proceso de inyeccién. Cuando
la especie inyectada es la misma que produce los fenémenos de conduccién
en volumen, y esto se puede conseguir dopando con electrolitos ionéforos
liquidos previamente purificados, Denat encuentra que existe una correlacién
entre C y Cy: C = 4C,.

Cuando el par iénico que origina el ion inyectado es tal que los iones
que lo forman tienen tamafos muy diferentes, el ion menos voluminoso es el
que resulta mds ficilmente neutralizado por transferencia electrénica en la
interfase liquido—electrodo, siendo, en consecuencia, el ion mas voluminoso
el inyectado. Tenemos entonces un proceso de inyeccién unipolar.

1.2 Modelo fisico

Nuestro estudio se centra sobre la estabilidad, lineal y no lineal, y la con-
veccién en régimen de amplitud finita en un liquido dieléctrico sometido a
inyeccién unipolar de iones en geometria plano-paralela. En este apartado
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vamos a introducir las hipétesis esenciales que configuran el modelo fisico
que utilizaremos en adelante.

Consideramos un liquido incompresible, dieléctrico y de conductividad
despreciable. Asi como la hipétesis de incompresibilidad es realizable ex-
perimentalmente sin dificultad en cualquier liquido, el efecto de la conduc-
tividad puede ser importante si no se toman las precauciones adecuadas. El
parametro adimensional Cy = 0d?/2K ¢V, que introducimos en la seccién an-
terior, es una medida de la importancia relativa de la corriente originada por
conduccién. La condicién Cy < 1 asegura que nos encontramos en régimen
de saturacién y que la corriente de conduccién no aumenta con la tensién
eléctrica aplicada. Dada la dificultad de obtener liquidos con o por debajo
de cierto valor (suele ser ¢ > 10~'*Q~'m~') y dado que, como después vere-
mos, los criterios de inestabilidad fijan para cada liquido el rango de V en el
que se debe trabajar, la condicién C; < 1 obliga a utilizar distancias entre
electrodos lo més pequenas posible.

Este liquido lo suponemos confinado entre dos electrodos plano-paralelos
e infinitos. Al aplicar una diferencia de potencial V' entre ambos suponemos
que, en uno de ellos, se produce una inyeccién homogénea de carga. Esto
es: se liberan, por algin mecanismo electroquimico del tipo ya discutido en
la seccién anterior, portadores de carga (iones) del mismo signo que el elec-
trodo. A pesar de ser la inyeccién un fenémeno universal, y que por tanto
estd presente siempre que una interfase electrodo-liquido dieléctrico es per-
turbada por un campo eléctrico, desde el punto de vista experimental hay
que emplear técnicas mds o menos sofisticadas si se quiere que el régimen de
inyeccidn sea lo suficientemente estable y evitar fluctuaciones incontroladas
en la corriente eléctrica a través de la interfase. Para ello se usan habitual-
mente varias técnicas: barrido de la interfase con haces de electrones [15],
empleo de membranas de permeabilidad selectiva y varnices electrodialiticos
como recubrimiento de los electrodos [8], disolucién en el liquido de sales
especificas [5], etcétera. Aunque, en general, la densidad de carga inyectada
depende del valor del campo eléctrico en el inyector, durante cierto rango
de valores ésta permanece aproximadamente constante. Nosotros admitire-
mos la hipdtesis de inyeccién auténoma, esto es: que la densidad de carga
inyectada no depende del campo eléctrico.

El otro electrodo (colector) se supone perfectamente abierto, de forma
que todo ion que lo alcanza se descarga instantineamente. Esto corresponde
a despreciar la barrera de potencial que la carga cedida por el ion al electrodo
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ha de atravesar.

Los portadores de carga son arrastrados por el campo eléctrico con una
velocidad proporcional a éste, v = KE, siendo K la movilidad de los iones
en el liquido.

De acuerdo con la aproximacién electrohidrodinamica despreciamos los
efectos magnéticos y sustituimos la distribucién discreta de carga por una
densidad de carga ¢ = en donde e es la carga de cada ion y n la densidad
media de iones por unidad de volumen.

Despreciamos el calor disipado por efecto Joule, dada la pequeiiez de
las corrientes eléctricas que se manejan, por lo que se puede considerar el
sistema como isotermo (despreciamos la variacién con la temperatura de las
propiedades que caracterizan al liquido).

1.3 Ecuaciones completas

Nuestro sistema queda descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales que son de naturaleza eléctrica y mecdanica.

Desde el punto de vista eléctrico las ecuaciones de Maxwell se reducen a
dos: la que expresa el cardcter irrotacional del campo eléctrico y la ley de

Poisson:
VXxE=0 (1.9)
v.g=2 (1.10)
€
A ellas hay que afiadir la ecuacién de conservacion de la carga:
dq
—4V-i=0 (1.11)
a1 !
siendo
i=q(KE +v)— DVq (1.12)

En ellas E es el campo eléctrico, ¢ la densidad voluminica de carga, € la
constante dieléctrica del medio, j la densidad de corriente eléctrica, v la
velocidad del liquido y D el coeficiente de difusién de los iones en el liquido.

De 1.9 es E = —V® y se tienen las condiciones de contorno:
P(z=d) = 0 (1.14)

oz =0) = g (1.15)
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donde @ es el potencial eléctrico, g, la densidad de carga en el electrodo
inyector, d la separacién entre ambos electrodos y la direccién z se ha elegido
perpendicular a los mismos.

Desde el punto de vista mecanico las ecuaciones son:
la ecuacién de continuidad (conservacién de la masa)

V.ev=0 (1.16)

y la ecuacién de Navier-Stokes (conservacién de la cantidad de movimiento)

0
p(-é‘t—’+v~Vv+Vp> =nV?v + F, (1.17)

donde p es la densidad madsica del liquido, 7 su viscosidad y p la presién. F,

es la fuerza por unidad de volumen de origen eléctrico cuya expresién general
es [9]:

E? de
F, = ¢E — —Ve + V(E?255) (1.18)
2 2dp

y que en nuestro caso (liquido homogéneo en condiciones isotermas) se reduce
a:

Fe = qE (1.19)

Las condiciones de contorno mecdnicas. son:
v=0en z=0,d (1.20)

para electrodos rfgidos e impenetrables.

1.3.1 Adimensionalizacién

Siguiendo el procedimiento habitual adimensionalizamos las ecuaciones
eligiendo para ello las siguientes escalas: d para las distancias, d*/KV para
el tiempo, V para el potencial, €V/d? para la carga eléctrica. Con ello las
ecuaciones adimensionalizadas son:

E=-Vo (1.21)

VP = —¢q (1.22)
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0
(9_3 +V- (q(E +v)— qu) =0 (1.23)
V.-v=10 (1.24)
T (ov 9
F(E+V-Vv+Vp)=Vv+TqE (1.25)

Jjunto con las condiciones de contorno:

=1 en z=0 (1.26)
®=0 en z=1 (1.27)
v=0 en 2z=0,1 (1.28)
gq=C en z=10 (1.29)

Tenemos los siguientes pardmetros adimensionales:

o T = €V/Kn. Es la relacién entre la potencia eléctrica inyectada y la

potencia disipada por las fuerzas viscosas. Es el andlogo al nimero de
Rayleigh (Ra = g8 A©d*/xv) en el problema de Rayleigh-Benard.

e M = \/;/—p/K. La cantidad \/€/p, que tiene dimensiones de movilidad,
es proporcional a la movilidad efectiva de los iones en el liquido en
movimiento [10]. M representa asi un cociente de movilidades. Por su
papel en las inestabilidades electrohidrodindmicas se puede decir que

el nimero M? es el andlogo, para nuestro problema, del nimero de

Prandtl (Pr = x/v) en el problema de Rayleigh-Benard [11].

e a = D/KV. Es el coeficiente de difusién adimensionalizado. Emple-
ando la relacién de Einstein D/K = kO©/e es a = kO /eV ~ 0.025/V,
con V en voltios, a temperatura ambiente. Debido a su pequefiez en
las condiciones experimentales usuales (el voltaje al que se presenta
la inestabilidad es siempre superior a 40V) el término de difusién ha
sido tradicionalmente excluido de casi todos los estudios de la inyeccién
unipolar. Nosotros, sin embargo, analizaremos en detalle su papel en el
capitulo 3. En todo lo que sigue, y hasta dicho capitulo despreciaremos
la difusién.

e C = gyd?/eV. Es la razén entre la carga inyectada go y la carga exis-
tente en los electrodos €V/d? por accién de la diferencia de potencial
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aplicada. Es, por tanto, una medida de cuanto modifica la densidad de
carga inyectada el campo arménico E = V/d. El valor de C distingue
dos limites naturales del problema. Para C <« 1 la carga inyectada
no modifica esencialmente el campo aplicado y £ = V/d es una buena
aproximacién al campo total (inyeccién débil). Para C > 1 el campo
eléctrico cercano al inyector se anula y la corriente eléctrica queda li-
mitada por la carga presente en el volumen que tiende a no dejar pasar
mas carga. En estas condiciones se habla de corriente limitada por
la densidad espacial de carga y las distribuciones hidroestaticas del
campo y de la densidad de carga son anilogas a las encontradas en
ciertos dispositivos semiconductores [12,13].

1.4 Estabilidad lineal

El sistema de ecuaciones 1.21-1.25, despreciando la difusién, admite una
solucion de equilibrio dada por v = 0. El campo eléctrico y la distribucién
de carga, para esta solucién hidrostitica, vienen dados por:

E, = \2j(z+b) (1.30)

Y B - 1.31
1 2(z +b) ( )

donde las condiciones de contorno 1.26-1.29 implican:

a 3
Vitd -+ nh == (1.32)
y 1 1
202C = j2 (1.33)
Los dos limites significativos son:
s Cx1:
c 1 .
E, = 1—5+5Cz+O(C ) (1.34)
g=C —C%*2+0(C? (1.35)

j=C+0(C? (1.36)
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e C>1: 3
E, = 5\/Z (1.37)
3
- 1.38
1= 17 (1.38)
j= 2 (1.39)

8

El estudio tedrico de la inestabilidad frente a perturbaciones infinitesi-
males (inestabilidad lineal) de una capa de liquido dieléctrico sometido a
inyeccién unipolar de iones ha sido realizado por Schneider y Watson [15] y
Atten y Moreau [14] y el estudio experimental por Schneider y Watson [15],
Filippini et al. [16] y Atten y Lacroix [17]. Atten ha extendido también el
analisis'lineal al caso en que la difusién molecular es tomada en cuenta como
mecanismo de transporte [18].

La distribucién de carga que se presenta en la solucién hidrostdtica del
conjunto de ecuaciones 1.21-1.25 es potencialmente inestable. Si considera-
mos que una particula fluida sufre un desplazamiento vertical que le aleje
del electrodo inyector dicha particula se verd mds cargada que sus vecinas,
dada la distribucién decreciente de carga, y sufrird una fuerza neta tendente
a amplificar la perturbacién. Este es el mecanismo esencial de inestabilidad.
A que se establezca el movimiento se oponen otros dos mecanismos: de un
lado la viscosidad 5 del liquido que amortigua la perturbacién; de otro lado la
repulsién coulombiana entre los iones contenidos en la particula desplazada
que tiende, gracias a la movilidad propia de los iones, a liberar el exceso
de carga que esta particula tiene con respecto a sus vecinas. Las moléculas
del liquido, en la medida de su cardcter polar, tienden a apantallar a los
iones, reduciendo la intensidad de la repulsién entre ellos. La importancia
de este efecto la determina la permitividad eléctrica del liquido. Todos estos
mecanismos estdn reflejados en el pardmetro de estabilidad T = eV /K.

Como la causa esencial de la inestabilidad es el caracter decreciente de la
distribucidn de carga en volumen y éste estd mds marcado cuanto mayor sea
el valor de C, este pardmetro juega también un papel importante en la de-
terminacién del criterio lineal de inestabilidad. Atten y Moreau encuentran
tedricamente que la solucién hidrostatica del sistema 1.21-1.25 es inestable
por encima de cierto valor critico de T', T,, que varia segin el valor de C.
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El método por ellos utilizado consiste esencialmente en introducir una per-
turbacién del estado sin movimiento y linealizar las ecuaciones resultantes
para la perturbacién. Las ecuaciones, ya lineales, se desarrollan en modos
normales y su dependencia temporal se expresa como e’’. Dado T, a cada
modo, caracterizado por un nimero de onda k, le corresponde un valor deter-
minado de o. Asi la ecuacién Re o = 0 proporciona una curva que relaciona
T y k. El valor de k£ que hace minimo 7 corresponde al modo que primero
se desestabiliza y este valor minimo de T corresponde al criterio de inesta-
bilidad. Atten y Moreau resuelven el problema tanto de forma analitica
aproximada, con un método de Galerkin, como por métodos numeéricos. Los
valores por ellos obtenidos son, para los casos limite:

T.C® =222 para C<K1 (1.40)
T.=160 para C > 1 (1.41)

Experimentalmente se ha estudiado en detalle el caso C > 1, por ser el mds
realizable en la préctica. El valor encontrado para 7, estd en torno a 100,
netamente inferior al valor predicho. Para los liquidos tipicamente usados
ello supone un voltaje critico del orden de 50 V. En inyeccién débil no se han
llevado a cabo experiencias sistematicas y fiables de inestabilidad, pero los
voltajes tipicos a los que ésta aparece son del orden de 1000 V.

A continuacién describimos un modelo simplificado [19] que, sin tener en
cuenta la dependencia temporal, y en la aproximacién de inyeccién débil, nos
da las caracteristicas esenciales del problema.

En inyeccién débil la solucién estacionaria es ¢, = C, E;, = 0, E,, = 1.
Perturbando las ecuaciones 1.21-1.25 y linealizando serd:

V-év = 0 (1.42)
T
—A—J-;(Vép) = V3v + Téqe, (1.43)
06
aq - C%w (1.44)

donde § significa perturbacidn, e, es el vector unitario en direccién z y w
representa la componente z de la velocidad. La ecuacién 1.44 merece un
comentario especial. A partir de 1.23, despreciando la difusién, eliminando
la dependencia temporal y teniendo en cuenta que V-E = ¢ se tiene: ¢ +(E+
v)-Vgq = 0. Si g, es la solucién para v = 0 de dicha ecuacidn serd, admitiendo
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que E, = e,, q,2 + dg,/dz = 0. Teniendo esta ultima relacion en cuenta y
linealizando se obtiene 1.44. Hay que remarcar que aunque aproximamos g,
por C, retenemos su derivada en la expresién anterior, ya que, como se ve
en 1.35 ésta es del mismo orden en C que ¢°.

Restringiéndonos a perturbaciones bidimensionales podemos introducir
una funcién corriente ¥, de forma que v = ¥ /8z y w = —0¥/Iz y la
ecuacién de continuidad 1.24 se cumple idénticamente. Admitimos que ¥
tiene una forma dada y que sélo varia su amplitud, esto es: ¥ = A¥,. Para
perturbaciones que representen rollos de conveccién alineados a lo largo del
eje y serd: ¥y = (L/27)(1—cos2rz)senmx/L con L la longitud de onda de la
perturbacién. Con ello la ecuacién para dq se integra inmediatamente para
dar:

A 1
bg(z,2) = C'z—L—(z + é—;sen 27 z) cos Z—TLE (1.45)

que cumple la condicién de contorno dq(z,z) = 0 en z = 0.
A partir de la ecuacién 1.43, multiplicindola por v, e integrdndola sobre
el rectiangulo Q = [0, L] x [0, 1] correspondiente a un rollo se tiene:

//ﬂ Vo Vivedzdz = ——T//ﬂ Sqwodr dz (1.46)

evaluando ambas integrales se obtiene:

3 L C?’L
P (——+—+L%)=T

(1.47)
16 L 2 16

El valor de L que minimiza T en esta relacién es L = 0.66 que da T.C? = 216,
a comparar con los resultados de Atten y Moreau de 0.69 y 222, respectiva-
mente.

Del estudio de la inestabilidad lineal vemos ya una de las caracteristicas
esenciales del problema y que va a aparecer en todo el estudio subsiguien-
te: la importancia del término de repulsién coulombiana. De no haberlo
incluido en el cdlculo, reteniendo la divergencia de E en la deduccién de la
ecuacioén 1.44, no hubiéramos obtenido ningin valor critico ya que el cardcter
inestable de ¢, se debe a que es decreciente con z y este decrecimiento ocurre
porque los iones se alejan entre ellos a medida que viajan hacia el electrodo
colector. La perturbacién de velocidad, cuya componente z es la dnica que
aparece explicitamente en el cdlculo, tiene el efecto de que los iones de una
mitad del rollo alcanzan el electrodo colector antes que los de la otra mitad,
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la repulsién coulombiana ha tenido menos tiempo de actuar y, por tanto, la
densidad de carga en esa mitad del rollo es mayor que en la otra. Esto da
lugar a un gradiente de carga perpendicular al campo cuyo par de fuerzas
asociado es el responsable de que se dispare el movimiento. C' nos aparece
como una medida cuantitativa de la importancia de la repulsién coulombiana:
vemos que si C — 0 el criterio 7. — oo, esto es, la capa de liquido es siempre
estable.

1.5 Estabilidad no lineal

El andlisis lineal de la seccién anterior determina para qué valor del pardmetro
de estabilidad T deja de ser estable la solucién hidrostatica del sistema de
ecuaciones, pero no predice nada sobre la naturaleza del movimiento con-
vectivo que se instaura a partir de él. Una forma habitual de analizar el
comportamiento de los sistemas convectivos cerca de la inestabilidad es la de
desarrollar las funciones y el mismo pariametro de estabilidad en potencias
de algin pardmetro que caracterice cuinto se separa del estado de reposo el
sistema. En nuestro caso podemos tomar la amplitud de la velocidad como
parametro y asi escribiriamos:

v = AV1 + A2V2 + ... (1-48)
= (g, + Aq1 4+ ... (1.49)
T = T.+ AT\ +... (1.50)

Admitiendo que toda la dependencia temporal se encuentra en A, la susti-
tucién de los desarrollos anteriores en el sistema de ecuaciones 1.21-1.25 pro-
porciona una ecuacién tipo Landau para A de la forma [20]:

-‘ié = A(a; + a;A +azA+...) (1.51)

dt
que condensa todo el comportamiento del sistema en torno al punto critico.
Atten y Lacroix encuentran una expresién del tipo 1.51 a partir de un
modelo hidrailico en el que se pueden analizar comportamientos transitorios
asi como diferentes estructuras convectivas (ellos analizan concretamente ro-
llos y hexdgonos). Otra forma simplificada de obtener una ecuacién de este
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tipo es a partir de la ecuacién de la vorticidad. En efecto, tomando el rota-
cional de la ecuacién 1.25 y restringiéndonos al caso bidimensional, se tiene:

T (0w ) 5

— | —+ V- vw] = Vw+V x qE| (1.52)
- M2 \ 9t Y
con w = Ou/dz — dw/dz. Admitiendo que w es de la forma w = Awg(z, 2)
donde wy(x, z) representa una estructura convectiva bidimensional (un rollo)
de anchura L e integrando la ecuacién en el dominio de una celda de con-
veccidn es:

%bl% = Ab, + T}{qE - dl (1.53)
donde hemos aplicado el teorema de Stokes al iltimo miembro de la derecha
y la integral se extiende al contorno de la celda. Los nimeros b, y b, son,
respectivamente, la integral de wy y su laplaciano en la celda convectiva. Para
un rollo levégiro b, es negativo y b, es positivo (ver apéndice A).

Para el caso de inyeccién débil podemos tomar E = e, con lo cual la
integral de la derecha se reduce a:

j{qE-dl=/01q(:c=0,z)dz—/Olq(:c=L,z)dz (1.54)

y g(z) viene determinado en ambas lineas por una ecuacién unidimensional
ya que u = 0 en los bordes del rollo y la ecuacién de conservacion de la carga

se reduce a:
Jq
ot

donde el signo méas corresponde al borde derecho del rollo y el menos al borde

+(1=x w(z))-g—;l =0 (1.55)

izquierdo.
La solucién de 1.55 es:

C .
2= — 1.56
1) = T i) (1.56)
- ()= [ — (1.57)
o 1+ Awo(n)

Desarrollando #(z) y ¢(z) en potencias de A se obtiene a partir de 1.53 la

ecuacion: )
‘Z—A = %—A (a+TCb+ cA?) + .. ) (1.58)
1
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A 4

T T
Figura 1.2: Diagrama de estabilidad de las soluciones de 1.58.

donde se puede ver que es a < 0,0 > 0 y ¢ > 0 (apéndice A). Las soluciones
de equilibrio corresponden a, dA/dt = 0 y vienen dadas por

2
42 AFTC (1.59)
c
El criterio lineal corresponde claramente al caso A = 0 y es T.C? = —a/b.

Vemos que para T' > T, no hay soluciones de equilibrio. La ecuacién 1.58
es directamente integrable dada una amplitud inicial. Por debajo de T los
valores de equilibrio dados por 1.59 son inestables: para valores de la am-
plitud inicial por debajo de ellos la amplitud tiende a cero con el tiempo, ¥y
para valores por encima de ellos la amplitud crece sin limites. Para T > T,
la amplitud crece exponencialmente con tal de que la amplitud inicial no sea
nula (ver figura 1.2).

Este andlisis muestra el cariacter subcritico de la inestabilidad en la in-
yeccién unipolar. Rebasado el valor critico del parametro T no existen solu-
ciones de pequefia amplitud y ésta crecerd sobrepasando el limite de validez
del desarrollo que hemos admitido. Nuevas potencias de A intervendran y
un analisis estrictamente no lineal se hace imprescindible. Por debajo de 7.
existen soluciones de equilibrio inestables (que no se observardn por tanto
experimentalmente) con A # 0. Por encima de dichas soluciones debe haber
soluciones estables de amplitud finita y que se alcanzardn cuando las pertur-
baciones aplicadas al sistema sobrepasen cierto valor.
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Figura 1.3: Amplitud del movimiento frente al pardmetro de estabilidad en
el problema de Rayleigh-Benard y en la inyeccién unipolar.

Resulta interesante comparar esta situacién con la que se da en el pro-
blema de Rayleigh-Benard. En éste, el coeficiente ¢ de la ecuacién 1.58 es
negativo, lo que permite soluciones de pequeiia amplitud por encima del valor
critico. Entonces la transicién del estado de reposo al estado de movimiento
se lleva a cabo de forma continua. En nuestro problema dicha transicién es
brusca. Si establecemos la analogia con las transiciones de fase y tomamos
la amplitud de la velocidad como pardmetro de orden y el pardmetro de
estabilidad como la temperatura podemos concluir que, mientras en el pro-
blema de Rayleigh-Benard la transicién al estado de movimiento corresponde
a una transicién de segundo orden (continuidad en las funciones de estado,
discontinuidad en sus derivadas), en el problema de la inyeccién unipolar
corresponde a una de primer orden (salto finito en las funciones). Este hecho
se ilustra en la Figura 1.3.

Esta diferencia entre los dos problemas se debe al mecanismo de trans-
porte subyacente. Mientras que en el problema de Rayleigh-Benard el calor se
transporta por conduccién, en la inyeccién unipolar la carga es transportada
por el campo, gracias a la movilidad iénica, con velocidad finita relativa al
fluido. Como veremos ahora, los estados de movimiento posibles en el caso
de la inyeccién unipolar estdn caracterizados por una velocidad del liquido
superior a la velocidad de arrastre de los portadores de carga.

De nuevo un cdlculo analitico muy simplificado, para el caso de inyeccién
débil, nos da las caracteristicas esenciales del problema.

Partimos del sistema de ecuaciones 1.21-1.25, despreciando la difusién, la
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dependencia temporal y limitdndonos al caso bidimensional. Supondremos,
al igual que hicimos para la inestabilidad lineal, que la velocidad se puede
expresar a partir de la funcién corriente que admitiremos de la misma forma:
Uy = (L/27)(1 — cos2wz)sen 7z /L. La ecuacién 1.23 en estado estacionario
se escribe:

(V+E)- Vg+¢ =0 (1.60)
donde se ha utilizado que V-E = ¢. Tenemos pues una ecuacién en derivadas
parciales que es equivalente al sistema de ecuaciones ordinarias:

4 _ (1.61)
ds

d

T (1.62)
ds

d

- w+E, (1.63)
ds

y reteniendo sélo el orden cero en C:

de _ (1.64
ds

dz _ (1.65)
ds

d

ds

vemos que la carga serd constante a lo largo de las lineas solucién de las
ecuaciones 1.65-1.66. Estas dos tltimas forman un sistema hamiltoniano,

como se ve haciendo H = —z + A¥y(z,2), con lo cual:
dz _ OH (1.67)
ds oz
& _ _0H (1.68)
ds dz

Las trayectorias iénicas, que coinciden con lineas de carga constante porque
hemos despreciado la repulsién coulombiana, son las lineas H = constante .
Con la forma admitida de ¥, el sistema 1.67-1.68 se escribe explicitamente:

d

&~ ALsen I en2rz (1.69)
- ds L

d A T

Z - —(1 ~ cos 27z) cos — (1.70)
ds 2 L
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Para A < 1 no hay puntos de equilibrio de este sistema, esto es: no hay
puntos tales que dz/ds = dz/ds = 0. Para A > 1 tenemos tres puntos de
equilibrio:

T 0

1.71

P { z % + z—l;arccos -’-‘i—g ( )
T 0

1.72

P {z L _ 1 arecos Az (1.72)

L 1

P o { z ;;arccosz (1-73)

o P

La trayectoria H = 0 (llamada separatriz) une P, con P, y el punto P; es un
centro alrededor del cual se forman orbitas cerradas. La figura 1.4 muestra
un retrato de fases del sistema. La zona interior a la separatriz (caracterizada
por H > 0) es inaccesible a los iones desde el electrodo inyector y por tanto
aparecerd vacia de carga. Fuera de la separatriz todas las lineas provienen
del inyector, donde es ¢ = C. En definitiva la distribucién de carga es tal que
g vale C fuera de la separatriz y 0 dentro de ella.

Volviendo ahora a 1.25 tenemos en cuenta el hecho de que para liquidos
viscosos M ~ 10? y, por tanto, M? ~ 10*, esto nos permite tomar el limite
M — oo. Este limite simplifica mucho las cosas y aunque suprime el término
inercial de la ecuacién de momento, origen del comportamiento no lineal
en muchos problemas de la hidrodindmica, veremos que no modifica esen-
cialmente nuestro problema ya que la no-linealidad dominante de éste se
encuentra en el acoplamiento entre las distribuciones de carga y velocidad.
La ecuacion 1.25 se escribe entonces:

Viv = —T¢E ‘ (1.74)

que, multiplicando por v, e integrando resulta:

A/fQ voVivydr dz = -Tf/n qu, dz dz (1.75)

La integral del término de la izquierda ya fue obtenida en el cdlculo del
criterio lineal:

3 L 1
2 - .2 - 3y = 1.76
//nvov vodzdz = 7r(16L+2+L) % ( )
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H<0 3 -

Figura 1.4: Retrato de fases. Se muestran los puntos de equilibrio, la sepa-
ratriz (linea sélida) y las trayectorias tipicas dentro y fuera de ésta.

En cuanto a la de la derecha es:

1 oH
— - 1.77)

//quodmdz = —%//ﬂ(l+%§-)d$dz

1
= ——(CS;+CL
A( 1 +CL)

1
—cs (1.78)
A

donde S, es la superficie externa a la separatriz y S es la superficie encerrada
por la separatriz. De ambas se tiene:

A’ = KTCS (1.79)

con

s=[[ avaz (1.80)

H>0
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Figura 1.5: Ciclo de histéresis semianalitico.

que es funcién de A. Esta integral se resuelve numéricamente obteniendo asi
la curva presentada en la figura 1.5. El comportamiento asintético, asi como
el valor del criterio no lineal pueden obtenerse analiticamente como casos
limite de 1.79.

En efecto, para A ~ 1 los puntos P,, P, y Ps; estdn préximos al punto
z =0,z =1/2, podemos pues desarrollar la ecuaciéon H = 0 en torno a dicho
punto para obtener la separatriz:

L T
H(z,2) = —z+ A—(1 — cos2nz)sen —
2m L

~ —z+ A;f; (1 —(—-1+ (2;)2(z — %)2)) (% - % (%)3)

(1.81)

de donde la curva H = 0 es la elipse:

2 __1y2
x—2+%=1 (1.82)
a
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con
L[ A-1 1 /A-1
a= —1/6 ,y b=~ (1.83)
T A Y T A
luego
1 V6LA-1
S =—mab=—— (1.84)
2 2T A
que llevado a 1.79 da:
3
- 2mA (1.85)
VELKC(A - 1)
El minimo de T se encuentra para A = 1.5 que proporciona el valor del
criterio no lineal de estabilidad Ty:
27w
T,.C = ———o0 (1.866)
™ T oVeKL
o, de acuerdo con el apartado 1.4:
T
L ~1.08 (1.87)

T.C

En cuanto al comportamiento asintético, esto es, la ley que liga la amplitud
de la velocidad con el parametro de estabilidad para valores altos de éste,
se obtiene al hacer tender en 1.79 S a L, ya que en el limite de amplitudes
grandes la separatriz tiende a ocupar todo el dominio. Entonces se tiene:

A= KTCL (1.88)

De este andlisis simplificado podemos extraer de nuevo varias conclu-
siones. En primer lugar, el hecho de que el criterio no lineal se encuentre por
debajo del lineal lleva asociado un ciclo de histéresis: si aumentamos el po-
tencial eléctrico poco a poco el movimiento no se establece hasta superar la
tensién critica asociada a T,. Una vez iniciado el movimiento este se realiza
con amplitud A mayor que la unidad. Si entonces bajamos el potencial poco
a poco, el movimiento no cesa hasta alcanzar un valor V; (correspondiente a
T;) inferior a V.

De otra parte vemos que aparece una zona vacia de carga. El estudio
detallado de esta zona lo haremos en el capitulo dedicado a la difusién.
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Atten y Lacroix [17] han estudiado el problema de la estabilidad no lineal
a partir de un desarrollo modal de las magnitudes que aparecen. Expresan
dichas magnitudes en la forma A(z,y,2) = 2, F(2)fm(z,y) donde las f,
cumplen V*f,, = a,,f,. y las condiciones de contorno adecuadas. Las ecua-
ciones completas proporcionan ecuaciones ordinarias para la F(z) dada una
eleccién particular de las f,,. El modelo anteriormente descrito corresponde
a elegir un solo modo para una estructura convectiva en forma de rollos (la
f sdlo es funcién de z). Atten y Lacroix extienden el estudio al caso de
inyeccién fuerte a moderada, tomando en cuenta una estructura convectiva
formada por hexigonos o rollos y considerando hasta 8 modos. En cualquier
caso encuentran que el criterio no lineal estd por debajo del lineal:

e > 1:
T; = 110 (hexdgonos) (1.89)
T. = 160 (1.90)
L C = 1
T; = 244 (hexdgonos) (1.91)
T. = 511 (1.92)

Aunque el criterio lineal es independiente de la estructura convectiva, ya
que viene determinado por la solucién estacionaria, los criterios no lineales
son diferentes segiin se trate de rollos o de hexdgonos. Se encuentra que la
estructura mds favorecida son hexigonos en los que el liquido va del electrodo
inyector al colector por el borde exterior de cada hexdgono, y vuelve por el
centro. De esta forma la zona vacia de carga corresponde al centro de cada
celda. La estabilidad de los hexdgonos frente a los rollos estd relacionada con
el cardcter asimétrico de la solucién hidrostdtica. En efecto, mientras que los
rollos representan soluciones simétricas frente al cambio de A por —A, los
hexdgonos no. La aparicién de una estructura convectiva de mayor simetria
(los rollos) que la solucién sin movimiento (recuérdese que g, y E, no son
simétricos respecto del plano z = 1/2) se ve asi relegada por una estructura
que presenta la misma asimetria inicial.

Atten y Lacroix, o.c., hacen el estudio experimental de la inestabilidad.
El estudio lo realizan en diferentes liquidos, recubriendo los electrodos con
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membranas electrodialiticas para asegurar una inyeccién fuerte, utilizando
un circuito de purificacién para mantener la conductividad al nivel mas bajo
posible (¢ ~ 10713Q"*m ™) y utilizando varias distancias de separacién en-
tre electrodos, pero siempre menores a 0.5 mm, con el fin de evitar efectos
de conductividad residual. El patrén de conveccién se visualiza utilizando
electrodos semitransparentes. La magnitud elegida para poner de manifiesto
~la inestabilidad es la corriente eléctrica que atraviesa la celda. En la figura
1.6 se muestra el comportamiento de la corriente frente a la tensién eléctrica
aplicada. Se aprecian dos ramas diferentes, que corresponden a dos mecanis-
mos diferentes de transporte. La rama 1 corresponde a una variacién de I
proporcional a V2 y la visualizacién por estrioscopia no muestra evidencias de
movimiento. Se concluye pues que dicha rama corresponde a un transporte
de carga por arrastre iénico, sin movimiento y en condiciones de corriente
limitada por la presencia de carga en el volumen. La rama 2 se alcanza siem-
pre que la tensién sobrepasa un cierto valor V.. Una vez sobre la rama 2 la
rama 1 no vuelve a recuperarse hasta que la tensién no desciende por debajo
de cierto valor V; menor que V,. Las observaciones estrioscépicas muestran
que a la rama 2 corresponde un estado de movimiento organizado en celdas
hexagonales muy estables una vez que se ha alcanzado el estado estacionario.
El nimero de onda de esta red es del orden de 5, un poco inferior al dado por
el criterio lineal, pero en buen acuerdo con el dado por el anélisis no lineal.
Los valores de V. y V;, que claramente se corresponden con los crite-
rios lineal y no lineal de estabilidad, son los mismos independientemente de
la distancia utilizada y dan lugar al mismo tipo de ciclo de histéresis inde-
pendientemente del liquido utilizado. Sin embargo conducen a criterios de
estabilidad bastante por debajo de los tedricos, asi se encuentra que:

(Te)ez = 100 y (Tf)ex = 90 ) (1.93)

Este desacuerdo persiste todavia y puede ser atribuido, en principio, a la
simplicidad con la que los mecanismos de inyeccién son tratados en el modelo.

Malraison et al. [21,22] han estudiado la dindmica de la conveccién por
encima de la tensién critica, en inyeccién fuerte, con vistas a analizar la ruta
hacia la turbulencia en electrohidrodinimica. Estudian una celda cilindrica
utilizando varios valores del aspecto (I' = radio/altura) de forma que se
tiene una sola celda de conveccién cuando es I' ~ 1. Como las condiciones
experimentales impiden hacer medidas locales de velocidad o densidad de
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Figura 1.6: Caracteristica tensién corriente experimental segin Atten y
Lacroix.

corriente, la corriente total (una magnitud global) es la magnitud analizada
para caracterizar el comportamiento temporal del sistema. En definitiva
las oscilaciones en la corriente, supuesto que la inyeccién estd controlada,
provienen de las oscilaciones de la velocidad y, por tanto, las caracteristicas
temporales de una estdn en relacién directa con la otra. Un analisis en orden
de magnitud (ver capitulo 6) muestra que hay dos regimenes diferenciados
de conveccién: para tensiones cercanas a la critica la velocidad cuadratica
media (w') varia como el cuadrado de la tensién aplicada y la corriente con
la 5/2 potencia de la misma, este régimen esti dominado por los efectos
viscosos. Para tensiones suficientemente grandes los términos inerciales son
dominantes y w’ varia proporcionalmente a la tensién aplicada, haciéndolo
la corriente como el cuadrado.

El primer resultado importante del analisis de los espectros en frecuencia
de las fluctuaciones de corriente encontradas por Malraison et al. es que
nada mads sobrepasar el umbral de inestabilidad se tiene un movimiento de-
pendiente del tiempo (la corriente sufre pequenas oscilaciones alrededor de
su valor medio). Este comportamiento contrasta notablemente con el que



1.5 Estabilidad no lineal 30

se tiene en el problema de Rayleigh-Benard, donde, por encima del valor
critico del pardmetro de inestabilidad, un régimen de conveccién rigurosa-
mente estacionario es posible en cierto intervalo de dicho parametro.

Para T > 2 los espectros de potencia de las fluctuaciones de corriente son
continuos pero se identifica un pico a una frecuencia f; bien definida. En
este caso se pasa directamente a un régimen caético nada mds sobrepasar el
criterio de inestabilidad. Al aumentar la tensién el pico se alarga y aumenta
el ruido a baja frecuencia.

Para I" = 1 las paredes de la celda ejercen un efecto estabilizante y los es-
pectros son discretos, poniéndose en evidencia varios regimenes: se observa,
cerca de la inestabilidad, un régimen periddico a la frecuencia f; que para
tensiones mds elevadas deviene biperiédico. Finalmente, y para valores rela-
tivamente bajos del pardmetro de estabilidad, se alcanza un régimen caético.

El pico de corriente f, varia con la tensién aplicada, de forma que va
como V? para V < 10°V y como V para tensiones superiores, poniéndose de
manifiesto los dos regimenes antes mencionados. La frecuencia caracteristica
corresponde, pues, al tiempo de rotacién del liquido lo que induce a pensar
en un mecanismo esencial de oscilacién del sistema, provocado por la entrada
de carga dentro de la zona vacfa. Este mecanismo serd analizado en detalle
méas adelante, a la luz de las simulaciones numéricas que presentamos en el
siguiente capitulo.



Capitulo 2

Simulacién numérica

De ahi que la casualidad no se explique aqui por la necesidad,
sino que mds bien la necesidad se degrada hasta la produccién de
lo que es apenas accidental.

Federico Engels

31
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La complejidad de las ecuaciones electrohidrodindmicas que gobiernan el
movimiento de una capa liquida sometida a inyeccién de iones es tal que
no es posible abordar completamente el problema de forma analitica. En
este capitulo presentamos las diferentes simulaciones numéricas que hemos
realizado para abordar tanto el problema de la estabilidad como el de la
conveccién de amplitud finita. Incluso en el caso del cdlculo numeérico estas
ecuaciones no son solubles de forma trivial. Al despreciar la difusién, la
ecuacion de conservacién de la carga es una ecuacién en derivadas parciales
en primer orden y su resolucién numérica presenta problemas especificos que
vamos a poner de manifiesto a lo ]aigo de este capitulo.

En primer lugar presentamos un algoritmo en diferencias finitas (SIM-
PLER) que ha dado buenos resultados en problemas relacionados con el
transporte de masa y de calor. Como veremos, la difusién numérica hace que
SIMPLER no sea un buen algoritmo en nuestro caso y, aunque reproduce
algunos comportamientos cualitativos, los resultados con €l conseguidos los
podemos calificar de mediocres.

Un segundo algoritmo en diferencias finitas (FCT) supera esencialmente
el problema de la difusién numérica. Con dicho algoritmo hemos obtenido
resultados aceptables para una buena parte de las caracteristicas esenciales
de la electroconveccién (nos referimos al ciclo de histéresis y al cdlculo de
estabilidad).

La imposibilidad de abordar con los algoritmos en diferencias finitas la
simulacién del comportamiento no estacionario de las variables dindmicas
en la electroconveccién de amplitud finita nos ha llevado, por ultimo, a
implementar un dltimo algoritmo (método de las caracteristicas) que presenta
como gran inconveniente un tiempo de cdlculo muy alto. Con este método
hemos abordado la simulacién del comportamiento dindmico y con él cerra-
mos este capitulo.

2.1 Algoritmo SIMPLER

Para abordar el problema de forma completa hemos aplicado en primer lu-
gar un algoritmo en diferencias finitas desarrollado por Patankar [23]. Este
algoritmo ha sido adapatado por nosotros al problema de la inyeccién unipo-
lar. Aqui repasaremos los detalles fundamentales de su implementacién y los
resultados con él obtenidos.
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Tomamos como dominio de cilculo la mitad de una celda convectiva de

altura unidad y anchura L = 0.66 que corresponde al valor dado por el
anglisis lineal para el modo mds inestable [14]. Al reducir el dominio de
integracién al rectdngulo Q = [0, L] x [0, 1] hay que introducir condiciones de

contorno en las fronteras verticales de . Si queremos que () corresponda a

la mitad de una celda convectiva, estas condiciones son:

u = 0 (2.1)
oy (2.2)
ox
?-(?- = 0 (2.3)
oz
%4 = 0 (2.4)
ox
or = 0 (2.5)
ox

en ambas fronteras verticales. El dominio se discretiza mediante un conjunto
de lineas ortogonales tal y como se muestra en la figura 2.1. Los valores
de g, ® y p se calculan en el centro de cada celda de control mientras que
los valores de u, w, E, y E, se calculan en las posiciones desplazadas que se
indican también en dicha figura. Este corrimiento de las mallas asociadas a u
y w respecto de la malla principal evita la aparicién de oscilaciones espureas
en el campo de presiones y es ampliamente utilizado [24].

2.1.1 Discretizado

Nuestro objeto es pasar del sistema de ecuaciones 1.21-1.25 a un-conjunto de
ecuaciones algebraicas cuyas incégnitas sean los valores de ¢, ®, py v en los
puntos de la red. Cada una de las ecuaciones 1.21-1.25 da lugar a un conjunto
de tantas ecuaciones como nudos tiene la red. Consideraremos cada uno de
estos sistemas de ecuaciones por separado y resolveremos simultdneamente
todo el conjunto mediante un procedimientto iterativo en el que se toma en
cuenta el papel que juega cada ecuacidn.
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Figura 2.1: Discretizacidon del dominio.

2.1.2 Ecuaciones de transporte

Tanto la ecuacién 1.23 como la ecuacién 1.25 son ecuaciones de transporte y
se pueden expresar en la forma:

d
Yiv.t=5 (2.6)
at

donde g es la magnitud a considerar (g, v o w) f el flujo de g y S un término
fuente. Para obtener a partir de 2.6 una ecuacién algebraica consideremos
una celda de control como la de la figura 2.2 . Integramos 2.6 en dicha celda:

//g—idwdz +//V-fdmdz=//5dwd2 (2.7)

El primer término del miembro de la izquierda se aproxima:

9g;;
//dim dz = DI ApAz (2.8)
ot ot

lo que equivale a asociar a g;; el valor medio de g en la celda.
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N
N

Figura 2.2: Celda de control.

El segundo término se transforma utilizando el teorema de la divergencia:

//V-fda:dz=/f~ndl (2.9)

donde n es el vector normal en cada frontera de la celda. Ahora aproximamos:

/f ‘ndl = (.f:ci+1/2,j - fxi—l/?,j)AZ + (fzi,,jﬂ/z - fzi,j—l/2)A$ (2-10)

Los flujos f tienen, en general, dos términos, uno de conveccién y otro de
difusion:

f=ug— DVy (2.11)
donde u es una velocidad generalizada (la misma v en la ecuacién de Navier
Stokes, v + E en la ecuacién de la carga) y D cierto coeficiente (M?*]T para
la velocidad, « para la carga).

Para los flujos discretos f~', se pueden adoptar varias expresiones consis-
tentes y que conducen a diferentes grados de aproximacién. Para la parte
convectiva hemos adoptado la forma conocida como upwind. differencing que
toma en cuenta el hecho de que si la velocidad u en el nudo ¢ +1/2,7 esta di-
rigida hacia la derecha nada puede llegar, por conveccién, a ¢j que provenga
de su derecha, y viceversa. Admitimos entonces:

. GijUiv1/2,; 51 Uipiyz; > 0 (2.12)
feiv1/2,; = i <0 o
Giv1,j%i+1/2,5 81 Uit1/2,)



2.1 Algoritmo SIMPLER 36

donde el subindice c se refiere a convectivo. Expresado en forma compacta:
fcz’+1/2,j = maX[ui+1/2,j,0]gij - max['—ui+1/2,ja 0]9i+1,j (2-13)

donde max[A, B] es el mayor entre A y B.
En cuanto al flujo difusivo lo aproximamos en primer orden haciendo:

9i; — Git1,j (2'14)

fDi+1/2,j =D Az

y con ello

f=1ip+f. (2.15)

Anilogamente se procede con las demds fronteras de la celda de control.
El término fuente se trata de manera idéntica al primer término del miem-

bro izquierdo de 2.6:
/ Sdxdz = S;; Ax Az (2.16)

Necesitamos también discretizar en el tiempo. El problema discreto con-
siste en, dado g en todos los puntos de la red en un instante de tiempo ?,
calcular los valores de g en un instante ¢t + At. Podemos emplear cualquiera
de los métodos numéricos existentes para resolver sistemas de ecuaciones or-
dinarias, pero evidentemente el coste en tiempo de computacion representa
ya una restriccién y nos obliga a tomar una forma de discretizacién temporal
lo mas sencilla posible. Empleamos un método de un solo paso de primer
orden (método de Euler) haciendo

0
391‘]‘ _ 9i; — 9i; (2.17)

ot At

N

Hay dos formas posibles de expresar los flujos. En una elegido un paso d¢
tiempo At finito y, conocido el valor de g en un tiempo t, gfj, se construye
la solucién g;; en ¢t + At, suponiendo que durante el intervalo At los valores
de g en los nudos vecinos permanecen muy préximos a los que tenian en el
paso de tiempo anterior gfj y se considera sélo el nudo central en ¢ + At.
La otra es considerar el valor de todos los nudos en ¢ + At. La primera
eleccién, conocida como esquema explicito, nos conduce a ecuaciones de la
forma gf]'-"“\‘i = F(g{;,9{_,»---) En el segundo caso, esquema implicito, re-
sulta un sistema de ecuaciones algebraicas con incégnitas en todos los nudos
en el instante ¢t + A¢. Aunque puede parecer mds ventajoso un esquema
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explicito, que conlleva un menor esfuerzo de computacién, en realidad obliga
a imponer ciertas restricciones sobre la cantidad At para obtener soluciones
fisicamente aceptables y numéricamente estables. En concreto, el uso de up-
wind. differences da un criterio de estabilidad numérica que puede expresarse
por la condicién de Friederich-Lewis [25]:

A
AL < =2 (2.18)

u

Asimismo, si existe coeficiente de difusién, aparece otra condicién:

A2
At < 28 (2.19)

con u alguna norma de u(z, z) en el dominio considerado. El que se aplique
una condicién u otra depende del ntiimero de Peclet generalizado uAz/D,
cuyo valor determina cudl de las dos condiciones es la mds restrictiva. Para
At mayores que el valor indicado por el criterio mas restrictivo el método
es inestable y los errores numéricos se amplifican en cada iteracién. Aunque
un esquema implicito salve, en principio, esta dificultad, el hecho de que la
condicién 2.18 no se cumpla conlleva la pérdida de ciertas propiedades del
sistema de ecuaciones resultante lo que puede obligar a cambiar el método
de resolucién de dicho sistema.

Elegimos un esquema implicito con lo cual la ecuacién resulta ser de la
forma:

Ax Az

t+ At t )
At

(9577 — g + (feijer — [eij-1) Az

+ (f:c,i+1,j - f;,;_l,]’)Az = S;; Az Az (2.20)

Ecuaciones para la carga

De forma explicita estas ecuaciones son, en el caso de la carga y sin considerar
el término de difusién:

Aiii; = Bijigr,; + Cijioa; + Dijqi i1 + Eijgijo1 + Fij (2.21)

con:

AzAz
A," =

+ B + Ci; + Dy + Ei; +
2 At ¥ 2 7 J
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((u + Ex)i+1/2,j — (u+ Em)i—l/%j) Az +

((w + Ez)i,j+1/2 — (w + Ez)i,j—l/z) Az (2-22)
B;; = max[—(u+ E;)iz1/2,;,0] Az (2.23)
Ci max[(u + E;)i_1/2,;,0] Az (2.24)
D;; max[—(w + E.); j11/2,0], Az (2.25)
By = max[(w+ E,);;_1/2,0], Az (2.26)
Fy = AztAzqgj (2.27)

El sistema de ecuaciones resultante es dominante diagonal, esto es:
A;j > Bij + Cij + Dy; + Eyj (2.28)

Esta propiedad permite utilizar algoritmos de resolucién mas rapidos que en
el caso de sistemas generales. Para que esta propiedad quede de manifiesto en
la forma de los coeficientes basta considerar la ecuacién de continuidad 1.24
y la de Poisson 1.22 en la celda de control. Integrandolas, de forma similar

a lo hecho con la ecuacién de la carga, se obtiene:
(Wit1/2,) = icry2,5) Bz + (Wija1/s — Wij-1/2) Az =0 (2:29)
Y
(Erit1/2, = Eric1/25) Az + (B, ;54172 — Esij1/2) Az = ¢;; Az Az (2.30)

que sustituido en el coeficiente A da:

AzAz )
Ay o= e + Bij + Cij + Di; + Eij + qi; Az Az (2.31)

Para cerrar el sistema de ecuaciones es preciso reflejar en él las condiciones
de contorno. Tenemos cuatro contornos:

1. Contorno inferior: la condicién sobre el electrodo inyector es g =
C. Para celdas de control sobre este electrodo basta sustituir en la

ecuacién 2.12 directamente el valor de g¢;;_ /2 por C. Se obtiene asi
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para estos nudos

AzrAcz
At

+qi; Az Az (2.32)
B;; = max[—(u+ E.r)i+1/2,j: 0] Az (2.33)
Cij max((u + E);—1/2,,0] Az (2.34)
D,’j max[—(w + Ez)z',j+1/2, 0] Az (2.35)
E; =0 (2.36)

Az A
Fy; = —Zt—iqu + E, (2 = 0)C Ax (2.37)

2. Contorno superior: como el electrodo superior absorbe toda carga que
llega a él, nada puede venir de él y hacemos en este caso D;; = 0
quedando igual los demds coeficientes.

3. Contorno lateral derecho: se tiene una distribucién de carga simétrica
respecto de la frontera, debido al cardcter celular del movimiento. In-
troducimos entonces un nudo ficticio (ver figura 2.3) de forma que

Qiv1,; = Gij-
4. Contorno lateral izquierdo: es en todo anilogo al anterior.

En definitiva tenemos (m — 1) x (n — 1) ecuaciones (una por cada nudo) con
(m — 1) x (n — 1) incégnitas: la carga en cada uno de los nudos de la red,
supuestos conocidos los campos eléctrico y de velocidades.

La velocidad

De forma andloga a como se ha derivado el sistema de ecuaciones para la
carga, es posible derivar a partir de la ecnacién 1.25 un sistema de ecua-
ciones algebraicas para la velocidad. Sin embargo, varias consideraciones son
necesarias debido a la naturaleza de las ecuaciones de Navier-Stokes.

En las ecuaciones de Navier-Stokes aparece la presién como incégnita.
Una forma usual de eliminarla explicitamente de las ecuaciones consiste en
definir una funcién corriente como: u = 0¥ /9z y w = —d¥/dz de forma
que el campo de velocidades satisfaga automaticamente la ecuacioén de con-
tinuidad. Tomando el rotacional de la ecuacién de Navier-Stokes y teniendo
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7

contorno

. Figura 2.3: Nudo ficticio.

en cuenta que la vorticidad se define como: w = V X v se obtienen dos ecua-
ciones con incégnitas en w y ¥. El algoritmo SIMPLER no sigue este camino
sino que calcula simultineamente el campo de presiones y el de velocidad.
La idea base es que la presién compensa a las fuerzas existentes de modo
que la velocidad cumpla la ecuacién de continuidad. En nuestro problema el
liquido es impulsado en la direccién del campo con una fuerza ¢FE, pero ni
puede atravesar el electrodo superior ni puede tampoco comprimirse, luego
se ve obligado a retornar por el otro lado de la celda empujado por las fuerzas
de presién, las inicas que pueden impelirlo en ese sentido.

En el algoritmo se construye, pues, una primera velocidad sin contar el
campo de presiones y se encuentra una ecuacién para éste suponiendo que
aquella se debe ajustar a la ecuacién de continuidad.

El término de presién es de primer orden en sus derivadas. Esto intro-
duce otra dificultad. Supongamos la situacién descrita en la figura 2.4: a la
velocidad u en el punto ¢ contribuird un término de la forma:

Op  Pixr = Pi1 (2.38)
oz Az

y a la velocidad en el punto ¢ + 1:

Op P2 (2.39)
ox Az
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Figura 2.4: Campo oscilante de presiones.

Se ve que un campo de presiones oscilante que tomara valores alternativos
(por ejemplo: 0, 50, 0, 50,...) no produciria fuerza neta alguna sobre la
velocidad, y pasaria por un campo uniforme. Para eliminar este problema
es conveniente usar una malla desplazada para calcular la velocidad. Como
puede verse en la figura 2.1, los puntos de velocidad se encuentran en la
frontera de las celdas de control de la presién. Esto nos aporta la ventaja
adicional de que en los coeficientes de la carga (ver ecuaciones 2.22-2.27) la
velocidad aparece en los puntos en donde precisamente vamos a calcularla,
salvando asi la necesidad, que de otra forma habria, de utilizar algin tipo de
interpolacién.

Otro problema a resolver es la no linealidad de las ecuaciones de Navier-
Stokes. Ella aparece porque la magnitud cuya conservacién define la ecuacion
(la cantidad de movimiento) es transportada por la velocidad (proporcional
a ella misma). Para manejar esta no linealidad, el algoritmo es iterativo.
Al construir el sistema algebraico de ecnaciones, se considera que el campo
de velocidades es conocido (usando los valores de la iteracién anterior) y
obtenemos un sistema de ecuaciones para la cantidad de movimiento, igual
que hicimos con la carga.

Volviendo a la ecuacién 2.20 y sustituyendo para la velocidad resulta ser

para u:

Aju; = Bijugg; + Cijuinaj + Dijugjp + Eijug i+
T
Fi; + W(pi—l/zj — Piy1/2,j)A% (2.40)
con:
AzAz
Ai' = +B,'j+Cij+D,'j+E,‘j+

! At
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T Ax A
—_S2o0F (2.41)
M? At
T Az

Bij = —A—l—zmax[—(u =+ Ex)i+1/2,j’0] Az + Z—; (242)
T Az

Ciy; = Wmax[(u + E.)i1/2,,0] Az + ~ (2.43)
T Az

D;; = —Aﬁmax[-(w + E.)ij+1/2,0] Az + ~ (2.44)
T Az

E;; = —A;;max[(w + E,)i j-1/2,0] Az + ~ (2.45)
Ax Az o

Fij = At U;; -+ Tq,ijx,,‘j (2.46)

Vemos que los términos peniltimo y antepentiltimo del coeficiente central
suman cero de acuerdo con la ecuacién de continuidad integrada en la celda
de control.

Para poder obtener u;1/s,;, u;~1/2,;, €tcétera, de los valores anteriormente

W
calculados hay que realizar algiin tipo de interpolacién, ya que estos valores
no estdn definidos en los puntos donde conocemos u y w. Hemos comprobado
que no hay diferencias notables en la precisién final de todo el algoritmo entre
usar una interpolacién lineal entre los valores préximos e interpolaciones mas
sofisticadas (hemos probado splines ciibicos a este efecto).

De nuevo hay que discutir la forma de las ecuaciones en el caso especial

en que los nudos estén préximos a alguno de los contornos:

1. Contorno superior: en la ecuacién podemos sustituir w, ;i1/, por su
valor real conocido (w = 0) de donde se obtiene, siguiendo igual los

demds pasos:

Ajjug; = Bty + Cijuimy,j + Dijtijp1 + Eijug - + Fij +
e (Pics g — Povs )2 (2.47)
con:
Ay = Acdz + Bi; + Ci; + By +
At
T Az Az (2.48)

M? At
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B;; = %max[—(u + E.)iy1/2,j,0] Az + éAix (2.49)
Ciy = —Mzz-max[(u + E.)i—1/2,5,0) Az + %% (2.50)

s o= 0 (2.51)
E; = %max[(w + E.)ij-172,0] Az + i—z (2.52)
F; - AZ ‘;“u + Tqi;Ea; (2.53)

2. Contorno inferior: es en todo analogo al anterior.

3. Contorno vertical izquierdo: en este caso conocemos directamente el
valor u;_y/,; (de nuevo es cero), luego basta sustituirlo en la ecuacion

para u,-j .

4. Contorno vertical derecho: ahora es U;41/2,; €l valor que queda anulado,
quedando igual todo lo demds.

Con todo ello tenemos un sistema de ecuaciones algebraicas con (m — 2) x
(n — 1) ecuaciones con igual niimero de incégnitas.
Para la componente w de la velocidad, la deduccién de las ecuaciones es

totalmente andloga.

2.1.3 Obtencién de la presién

Para obtener la presién seguimos la idea, ya comentada, de exigirrle a la
velocidad que cumpla la ecuacién de continuidad. Considerando una celda
de control principal como la de la figura 2.2, tendremos las ve‘locidades en
los puntos i + 1/2,j, i — 1/2, j, etcétera, expresadas de la forma:

Di; = Pit1,; (2054)
Aivi/2,;

DPi-1,; — Pi,j (2.55)
Aic1y2,5

Uip1/a,; = u,-+1/2,]~+——~M2Az

) ' T
Wicijag = Bieajpit A2

T Pi; — Pij+1
Wi 4172 Wi j41/2 T M? A;js1/2

. Pij-1 — Pij
Wi, j— = Wi i_1/p + —Azx———= (2.57)
3] 1/2 Iy 1/2 M2 Ai,j—1/2
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donde hemos separado explicitamente la contribucién de la presién. La
ecuacion de continuidad se escribe ahora:

(Wig1y2,; = Uic1y2,;)2 + (Wi 54172 — Wij-172)AZ = 0 (2.58)

y sustituyendo los valores anteriores en ella obtenemos una ecuacién para la
presidn: '

A;;pij = BijPiyr,; + CiiPior,; + Dijpijor + Eijpij1 + Fij (2.59)
con

T AZ?

B;; = _2u—z_ (2.60)
M?* AL s
T Az

Ci; = ‘—7——1‘—{— (2.61)
A4 A'_1/21]
T Az?

Dy = - (2.62)
M? AP 1)
T Az?

E; = —2—:“—:8— (2.63)
M2 AY: /s

A,-j = Bij + Cij + Dij + Eij (2'64)

Fi; = (Qiq1y2,; — Bic1y2,;) Dz +
(wi,j+1/2 - u}i,j—l/Z) Az (2.65)

Hay que observar que el coeficiente central A;; es exactamente la suma
de los restantes coeficientes. Esto expresa el hecho de que la presién no esta
determinada absolutamente: si determinado conjunto de valores satisface el
sistema de ecuaciones, también lo satisface cualquier otro conjunto obtenido
de dquel sumando una cantidad constante a cada uno de los valores. Queda
asi de manifiesto que lo que importa a la dindmica del sistema son las dife-
rencias de presién. .

El sistema de ecuaciones es por tanto singular e irresoluble por métodos
directos a menos que se fije arbitrariamente el valor de la presién en un
punto. Hemos optado por obtener la solucién por un método iterativo (ver
seccién 2.1.5), que obvia este problema, por haberse mostrado mas rapido
y eficaz. De esta forma la solucién obtenida es la mds cercana a los valores

iniciales y no es necesario fijar arbitrariamente el nivel.
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2.1.4 Potencial eléctrico

El potencial eléctrico viene determinado por la ecuacién de Poisson 1.22,
dada la distribucién de carga, y las condiciones de contorno mixtas 1.26-1.27
y 2.3. Al ser una ecuacién eliptica, pasar a un sistema de ecuaciones en
diferencias no ofrece mayor dificultad y las derivadas se pueden reemplazar
directamente por diferencias centrales [26]. Asi la ecuacién V?® = -¢’ la

escribimos, para el nudo ij:

Divr; + Picy; — 20 By 500+ Dy 5 — 29y
(Az)? (Az)?

= —g; (2.66)

De donde resulta de nuevo un sistema de (m — 1) x (n — 1) ecuaciones con
igual nimero de incégnitas. El campo eléctrico se obtiene por derivacién del

potencial:
Piy1,; — Dij

Az

Hay abundantes métodos en la literatura para la resolucién numérica de
sistemas de ecuaciones de este tipo. Hemos elegido un método directo [26]
que describiremos a continuacién.

Definiendo ®; = (®;;,®;3,...,®P;,_;) con 1 < i < m — 1 el sistema de
ecuaciones 2.66 se expresa como '

(&) [ 6

A : = : } (2.68)
k Qm—-l } k fm—l

(—41 I 0
I —4I T 0

Eviv1/2,; = — (2.67)

con

—

_ : : : : : 2.69)
A eee  ee. T 4 T - (

y fi = (Qila qi2s - - Qi,n—l) Az Az.
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Siguiendo a Isaacson y Keller descomponemos: A = LU con

/Al 0 0 - «vn e \
I A, 0 O

_ P : 2.70
£ R S VI ( )
I Am—l
y
I T, 0 \
0 I T, 0
N T 2.71
U | DR S ( )
0 I
siendo
Tl = I A1=—4I
A, = —AI—Ti, i=2,3,...,m—1 (2.72)
T, = A! i=2,3,...,m—2

El sistema es ahora equivalente a:
Ly=fylUx=y (2.73)

y la solucién se obtiene a partir de la siguiente secuencia:

yi = A{'f ' (2.74)
yi = AT'(fi—yi_1) i=2,3,...,n (2.75)
Xn = Yn (2.76)
X; = yi—Tixiz; i=n—-1,...,1 (2.77)

Aqui hemos desarrollado la descomposicién para una malla regular. En
el caso de malla irregular, que hemos utilizado en el programa definitivo, la
descomposicién se realiza de manera andloga sélo que mds engorrosa.
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2.1.5 Solucién del sistema de ecuaciones
Los sistemas de ecuaciones que hay que resolver son de la forma
Ay = Bij2ina,; + Cijzioy; + DijTijer + Eijaij-1 + Fij (2.78)

Empleamos para ello el algoritmo linea por linea [23]. Partiendo de un con-
junto de valores iniciales :v’;j fijamos una linea, por ejemplo j fijo (¢ fijo) y
construimos el sistema:

A,‘jil?ij = B,-,jx,q_l,j + Cijxi—l,j + Dij$:j+1 + E,‘jil?:j_l + F'ij (279)

con lo que tenemos para cada j (i) un sistema de m — 1 (n — 1) ecuaciones
tridiagonal. Este sistema lo resolvemos por el algoritmo para matrices tridi-
agonales TDMA [23] y pasamos a considerar la linea j + 1 (i + 1) tomando
ahora como valores iniciales para la linea j los encontrados anteriormente.
El proceso se repite hasta lograr la convergencia deseada.

Para evitar variaciones demasiado bruscas en los valores de z;; que provo-
quen comportamientos oscilatorios que nos alejen de la convergencia, se hace
necesario usar subrelajacién, esto es introducir un pardmetro que haga que
los valores computados en una iteracién no difieran mucho de los anteriores.
Este parametro lo introducimos de la siguiente forma:

Tij = JI:j +
[Bij$i+1,j + Cijtioy,; + Dijal, + Bzl + Fij
—zh] (2.80)

ij
. . . 3 *
dando a v valores inferiores a 1, connseguimos que z;; no difiera mucho de z;;
en cada iteracién, y como se ve, el valor de x;; encontrado una vez alcanzada

la convergencia cumple el sistema de ecuaciones original.

2.1.6 Algoritmo

Tenemos ya todos los elementos para construir la soluciéon de nuestro pro-
blema. Supongamos conocidas todas las magnitudes en un valor dado del

tiempo: ¢f;, @7

0 0 0 . . . .
ijo U,'j, wij y pi]-. Segulmos entonces los pasos s1gu1entes.

1. Obtenemos la carga solucionando el sistema de ecuaciones correspon-

diente con los valores dados de E y v.
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2. Con dicho valor de la carga solucionamos la ecuacién de Poisson para
el potencial eléctrico y obtenemos el campo eléctrico por derivacion.

3. Calculamos los coeficientes de la velocidad y con ellos las velocidades in-
termedias, prescindiendo del término de la presién, segin las férmulas:

;= (Bijuipr,; + Cijui_;

+Dijui 41 + Eijuijo1 + Fij) [ Ay (2.81)
Wi = (Bijwigy; + Cijwioy;

+Dijwi i1 + Eijwi iy + Fi)[Aij (2.82)

4. Se calculan los coeficientes de la presién y se obtiene ésta resolviendo
el sistema de ecuaciones tomando como término independiente:

Fij = (ai-i-l,j - ﬁi—l,j) Az + (’ﬁi,j+1 - wi,j—l) Az (2'83)

5. Con el término de presién incluido se resuelven las ecuaciones para u y
w obteniéndose u* y w*.

6. Usando como término independiente:

*

Fij=(uj,; —ui ) Az + (w4, —wi;_,) Az (2.84)

se obtiene, resolviendo el sistema de ecuaciones para la presién, una
correccién a ésta p'.

7. Se corrige entonces la velocidad:

. T (Pi_y; = Piz1,;) Az

uij = uij + M2 AU (2‘85)
. T (P:',j-l - Pg,j+1) Az (2.86)
wi; = wg; + F e .
. ij

8. Se vuelve al paso 1 repitiendo el ciclo hasta obtener la convergencia
deseada.

9. Con los valores obtenidos se recomienza el ciclo para avanzar en el
tiempo.
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2.1.7 Comentarios sobre el algoritmo

Algunos de los pasos de la secuencia que compone el algoritmo pueden, a
primera vista, parecer innecesarios o injustificados. Hagamos un breve co-
mentario al respecto.

Los pasos 6 y 7 se realizan puesto que las velocidades u* y w* satisfacen
las ecuaciones de momento, pero con un término de presién que es sélo apro-
ximado y, por tanto, no cumplen la ecuacién de continuidad. Para ajustar la
velocidad a la ecuacién de continuidad es para lo que se introduce el factor
de correccién p'. Realizando la misma operacién sucesivamente se llega a
una solucién que cumple ambos requisistos (la ecuacién de continuidad y las
ecuaciones de momento).

Como criterio de convergencia se puede usar precisamente el hecho de que
P’ sea méas pequefio que cierto valor dado, puesto que cuando esto ocurra el
campo de velocidades y el de presién obtenidos cumplirdn todos los requisitos.

2.1.8 Resultados y discusién

El algoritmo SIMPLER ha sido implementado en un programa FORTRAN.
En casi todos los cdlculos se ha exigido una precisién de tres cifras significa-
tivas, tanto para la convergencia en el cdlculo en cada paso de tiempo como
para considerar que se ha llegado al estado estacionario.

Para testear el programa hemos resuelto un problema puramente
hidrodindmico ampliamente estudiado en la literatura: el flujo inducido en
una cavidad por el movimiento de una de las paredes (ver figura 2.5). En esta
situacidén se origina un vértice central asimétrico. Nuestro programa ha dado
resultados comparables con los existentes (ver por ejemplo [27] y [28]) hasta
valores de Re = 500, tanto en el estado estacionario como en el transitorio.

Desde el punto de vista eléctrico hemos reproducido el estado sin
movimiento, para valores de T suficientemente bajos, obteniendo un acuerdo
perfecto con la solucién analitica.

Hemos calculado el ciclo de histéresis para diferentes niveles de inyeccion,
obteniendo cada vez los valores de los criterios de estabilidad lineal y no
lineal. En todos los casos se alcanza, tras un transitorio consistente en una
serie de oscilaciones de la amplitud del movimiento, un estado estacionario.
Los cilculos se han realizado con una malla de 7x11 nudos (Az = Az = 0.1)
y un paso de tiempo de 0.1 a 0.2. Se precisa subrelajacién para resolver los
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;uFV:O u=v=0

Figura 2.5: Flujo inducido en una cavidad por el movimiento de una de sus
paredes.

sistemas de ecuaciones de la velocidad (0.5-0.7) y la presién (0.8).

Para C = 0.1 (inyeccién débil) el ciclo obtenido se reproduce en la
figura 2.6. asi como el campo de velocidades para un valor tipico de T y
la distribucién de carga para ese mismo valor. Los criterios son T, = 25000
y Ty = 11000. El valor del criterio lineal esta suficientemente cerca del valor
22075 obtenido por Atten y Moreau [14] por una aproximacién lineal. El cri-
terio no lineal estd muy sobreestimado con respecto a los valores obtenidos
por Atten y Lacroix [17] Ty = T,C. Es interesante notar que el campo de
velocidades obtenido es practicamente autosimilar en el rango de valores de
T explorado.

En la figura 2.7 se presenta el ciclo obtenido para C = 1 (inyeccién
moderada) y, de nuevo, la distribucién de carga. El campo de velocidades
tiene, esencialmente, el mismo aspecto que para C = 0,1. El criterio lineal
estd por debajo de T = 700, y el no-lineal es T; = 380. Ambos estan muy
por encima de los valores 510 y 244, respectivamente, encontrados por Atten
y Lacroix [17] por un método del tipo Galerkin.

En los cdlculos para € = 10 (inyeccién fuerte) se presenta una nueva
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Figura 2.6: Ciclo de histéresis, campo de velocidades y distribucién de carga
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Figura 2.7: Ciclo de histéresis y distribucién de carga (T = 500, C = 1).
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Figura 2.8: Malla, ciclo de histéresis y distribucién de carga (T = 200) para
C = 10.

dificultad: el gradiente de carga es muy pronunciado cerca del electrodo
inyector. Ello obliga a utilizar una malla variable (mds densa cerca de dicho
electrodo) para poder resolver los detalles de la variacién de la carga. La
malla utilizada es tal que la separacién entre nudo y nudo en la direccién z
varia como el cuadrado de la distancia, asegurando un incremento constante,
entre un nudo y el siguiente, del valor de la carga en esa direccién para la
solucién hidrostética (en ésta, la carga varia como z72).

Esta malla se muestra en la figura 2.8. Los resultados obtenidos (ciclo de
histéresis y distribucién de la carga) se representan en dicha figura. El criterio
lineal estd por debajo de T = 200 y el no lineal es Ty = 170. Atten y Lacroix
obtienen 164 y 111, respectivamente. Estos valores pueden ser comparados
con los experimentales puesto que el valor de C = 10 representa esencialmente
el caso de corriente limitada por la densidad de carga (C — oo). Los valores
experimentales obtenidos por Atten y Lacroix son 100 para el criterio lineal
y 90 para el no lineal, por debajo de los valores te”ricamente predichos.
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2.1.9 Difusién numérica en SIMPLER

Los resultados obtenidos en la simulacién numérica con el algoritmo SIM-
PLER son francamente malos. FEl criterio no-lineal aparece muy sobreesti-
mado y la relacién A(T) obtenida toma valores de A, para un T dado, muy
por debajo de los valores obtenidos tanto por modelos simples como el ex-
puesto en la seccién 1.5, como por métodos tipo Galerkin, etcétera. La razén
de esta disparidad hay que buscarla en lo mal que el algoritmo reproduce la
distribucién de carga. En el capitulo 1 vimos como, en ausencia de difusién
molecular, la distribucién de carga posee un hueco en el que el valor de la
densidad de carga se anula. En las figuras 2.6, 2.7 y 2.8 se ve que en la dis-
tribucién calculada por SIMPLER. aparece efectivamente una depresién en
la regién que corresponde a la zona de retorno del liquido hacia el electrodo
inyector. La densidad de carga en esta depresién, lejos de anularse, toma va-
lores bastante cercanos a C. Ello ocurre porque la forma en que la ecuacién
de conservacién de la carga se discretiza (upwind differencing ) conlleva lo
que se conoce como difusién numérica , fenémeno que aparece en todos los
métodos en diferencias finitas.
Para ver como surge la difusién numérica consideremos el caso mds simple
de una ecuacién de transporte unidimensional [25]:
99 , dug (2.87)

— — =0

ot oz

Si u(z) > 0 la forma discretizada (upwind differencing ) de esta ecuacién en

una malla {2;};0,,. . es:

At
“A R : (2.88)
xr

donde para simplificar la discusién hemos considerado que u es constante y

hemos admitido una discretizacién explicita en el tiempo.
Desarrollando g'*t4!

13

y gi_, en serie de potencias, es:

0yg; 19%g; 3
4+ At t i i 2
. = ¢+ A1+ -—Z(A) + O(A®t (2.89)
g; g,+at +26t2( ) (A7t)

dg; 1 8%g;
t t_ 99 Az + — g

t t_ O(A3 (2.90)
Yi-1 gi oz 2 fz? +O(A%2))
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De la ecuacién 2.87, derivando respecto del tiempo y utilizdndola de nuevo
para expresar Jg/0t se tiene:

g ,0%g
A A
ot ox?
Sustituyendo en 2.88 los desarrollos obtenidos y haciendo uso de esta ltima

ecuacion, se obtlene:

(2.91)

dg Oug d%g 2 2
= —Z +0(A%, A (2.92)
at o T N gz O z)
con . Ay
u
=~y Az(l - — (2.93)
aN 2u z( s )

A ¢ = uAt/Az sele conoce como el nimero de Courant. Vemos que, desarro-
llando hasta segundo orden, aparece un término que tiene la forma tipica de
un término de difusién. El coeficiente ay se denomina coeficiente de difusién
numérica y, como vemos, depende de las variables del discretizado Az y At.
Cuando es ¢ = 1 la sucesién 2.88 nos proporciona la solucién exacta de la
ecuacién 2.87. Para ¢ < 1 la difusién estd siempre presente y es tanto mayor
cuanto menor sea el paso de tiempo elegido para un distanciado de la red
dado. EIl valor ¢ > 1 nos da un coeficiente de difusién negativo, esto no
indica otra cosa que el criterio de estabilidad numérica del método, ya que
entonces cualquier perturbacién numérica, y estas se introducen gracias a los
errores de truncamiento siempre presentes, se vera amplificada iteracion tras
iteracién, provocando la divergencia de la sucesién 2.88.

Para ilustrar un poco mias el fenémeno de la difusién numérica en los
métodos en diferencias finitas consideremos el analisis de estabilidad tipo
Von Neumann [25] de la ecuacién 2.88. Para ello consideremos una solucion

de nimero de onda k de la misma: _
g;, = AmeiM AT (2.94)

conz=jAzyt=nAt. Como los A" seran en general complejos, se puede
expresar A™*! = A"Te'¥. Sustituyendo en 2.88 se obtiene:

T=(1-¢)+c*+2(1 —c)ecosk Az (2.95)
csenk Ax

tan § = (2.96)
l1—c+ coskAx
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A partir de 2.95 se ve que para ¢ > 1 es T > 1y de nuevo ¢ = 1 aparece como
el limite de estabilidad. Cuanto menor es ¢ mayor es el amortignamiento, de
la solucién, de acuerdo con la idea de que mayor es la difusién numérica del
método.

A la difusién numérica corresponde también un error de fase expresado
por 2.96. Cuando kAz < 1 (el espaciado de la malla es muy pequeno
comparado con la distancia tipica de variacién de la solucién 1/k) el error
de fase tiende a cero: la malla es capaz de resolver los detalles del problema.
En el limite contrario el error de fase puede ser cualquiera, y el algoritmo es
totalmente ineficiente para reproducir fuertes gradientes, si éstos existen, en
la solucién.

Volviendo a la ecuacién 1.25 y tomando su rotacional, tenemos:

T (8w L duw | dww
M? \ ot Oz 0z

) = V3w + T(V x ¢E), (2.97)

donde w = u/dz — Ow/dz es la componente y de la vorticidad. El término
fuente de vorticidad en esta ecuacién es T(V x ¢E) = TVq x E donde se
ha utilizado V x E = 0. Vemos asi que los gradientes de carga perpendicu-
lares a la direccién del campo son los responsables esenciales del movimiento.
Al estar éstos suavizados por la difusién numérica en SIMPLER, el método
subestima el par neto que la fuerza eléctrica ejerce sobre cada celda convectiva
y, por tanto, reduce apreciablemente los valores de la amplitud encontrados
para un valor dado de 7. A continuacién presentamos un algoritmo alter-
nativo en diferencias finitas, que mejora sustancialmente el tratamiento del
problema de la difusién numérica.
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2.2 Algoritmo FCT

Dados los problemas que existen con los algoritmos en diferencias finitas
para resolver ecuaciones de transporte en primer orden, problemas que han
quedado de manifiesto en los resultados obtenidos con el algortimo SIM-
PLER, se hace preciso acudir a métodos mas sofisticados. Hemos utilizado
para ello uno de los algoritmos antidifusivos conocidos como “Flux Corrected
Transport” (FCT) y que pasamos a describir.

2.2.1 Discretizacidén

Consideremos la ecuacién
dq
ot
con f = (u + E)q definida sobre el dominio rectangular Q = [0, L] x [0, 1].
Como ya hemos visto, este tipo de ecuacién admite soluciones disconti-

+V-f=0 (2.98)

nuas. Los métodos numéricos en primer orden, como el upwind differencing
usado en SIMPLER, suavizan dichas discontinuidades y son incapaces de
reproducirlas correctamente, pero poseen una propiedad que los métodos
de orden superior no tienen: son mds estables y no aparecen oscilaciones
espureas en la funcién buscada. Los métodos de orden superior, aunque
maés eficaces, en principio, para reproducir discontinuidades de salto y situar
correctamente dichas discontinuidades padecen, por efecto de los errores de
fase, estas oscilaciones, que desestabilizan el esquema numérico.

La idea clave de los métodos FCT es la de utilizar un método de or-
den bajo para computar, asegurando la estabilidad numérica, una primera
solucién y descontar, de alguna forma, lo que en esa primera solgcién ha sido
transportado por difusién con la ayuda de un método de orden superior.

Desde que aparecié el primero de ellos [29,30,31] se han desarrollado varios
algoritmos FCT, cada uno con ciertas ventajas e inconvenientes [32,33,34,35].
Nosotros hemos elegido el desarrollado por Zalesak en [36] por dos razones
fundamentales: porque es directamente aplicable a problemas bidimension-
ales y por la claridad de sus pasos desde el punto de vista conceptual. A
continuacién vamos a describir en detalle dicho algoritmo.

Consideremos el dominio § partido en una malla regular {z;,2;} con
Az = x4 — 2, y Az = zj4, — z; y consideremos los instantes de tiempo
t", 1", ... con At = t" —1""!. Conocida la distribucién de carga g¢;; en todos



2.2 Algoritmo FCT - 87

los puntos de la red {z;,2;} en un instante de tiempo t", la ecuacién 2.98 se
aproxima, en diferencias finitas de la forma:

At
Ax Az

n-+1

q4; = CI?]- - [Fi+1/2,j — Fi_1y2, + Gi,j+1/2 - Gi,j—l/z] (2.99)

Los F y G son los flujos transportivos y dependen del valor de f en varios
puntos de la red en el instante de tiempo t™ y/o instantes anteriores. La
dependencia de F' y G respecto de f define el método de integracién y, en
cuanto a la dependencia temporal, el método es implicito, como ya dijimos
al hablar del SIMPLER si en F' y G, q aparece en el instante t***, o explicito
si aparece en t" e instantes anteriores.

Los pasos a seguir son:

1. Calcular F+1/2] y sz+1/2’ los flujos transportivos por un método.de
bajo orden. Hemos usado aqui upwind differencing junto a un término
de difusién cuya misidn es estabilizar el esquema:

Fz+1/2] = (max[(u + E)iti/2,4 0](1?1'
——max[—(u + E.r)i+1/2,ja0]q17‘l+1,j) Az
1Az Az, n
3T AT (GFer; — 95) (2.100)

2. Calcular F+1/2] y G’”_H/2 por un método de orden superior. Hemos
usado un método de segundo orden:

Az
F1+1/2J = (u+ E;)iy1/2,;(q; + (Ii+1,j)—§_ (2.101)

3. Se definen entonces los flujos antidifusivos:

(2.102)
(2.103)

Ai+1/2,j = Fz+1/2,] Fz+1/2,]
Az = G,J+1/2 G,J+1/2

4. Se calcula una primera solucién con el método de primer orden:

N

Ax Az [F}+l/2,j - F —1/2,j + Gz g+1/2 T ,J 1/2] (2.104)

td _ n
9:; = 4;; —
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5. Se limitan los flujos antidifusivos:
ir1/2,; = Civ1/2,4i4172,55 0= Cigayz; <1 (2.105)

6. Y se aplica la antidifusidn:

At
Ax Az

n+1

td ¢ c ¢ c
%G = G (Al 12 = Az + Aljarya = Abjoapal (2.106)

2.2.2 Limitacién de flujos

Si elimindramos el paso cinco tendriamos simplemente un método de segundo
orden, con las consiguientes oscilaciones espilireas que le son propias cerca de
los gradientes pronunciados. La aplicacién de los correctores de flujo tiene
como misién que la solucién final no sufra dichas oscilaciones. Para ello los
flujos antidifusivos se corrigen de manera que los valores finalmente obtenidos
de q?j“ no excedan cierto valor qir]nax ni estén por debajo de cierto valor qglm
Vamos a describir cémo se construyen los C;,1/,,; con estas condiciones.
Sea Pi']'.' la suma de todos los flujos antidifusivos que confluyen sobre el

punto (z;, z;), esto es, ver figura 2.9:
PJ = max|0, A;_1/s,;] — min[0, A;41/2,;]

+maX[0, Ai,j—l/?] - mln[o, Ai,j+1/2] (2.107)

Yy sea Q;‘; = (qgla.x - qf;-l) Az Az/At Definimos entonces:

: . +
Rt { min(1, Q% /PT) si Pii > 0 (2.108)
i 0 si PY=0

De forma aniloga definimos Pi; como la suma de todos los flujos que

parten del nudo ij:

P; = max[0, A, 1/2,;] — min[0, 4;_1/2,;]
+max[0, A,',j+1/2] — min[O, Ai,j—l/z] (2109)

y Qi = (qf;l — qglin) Az Az/At y también:

e { min(1,Q;/P;) si P; >0 (2.110)
i 0 si P; =0

(3
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Figura 2.9: Flujos confluyentes en (z,, z;).

Con fodo ello los correctores de flujo quedan definidos por:

i + RT i . >
Citi1/2,5 = { mfn(R':l'J’_R” > Aixifa; 20 (2.111)
m]n(Rija Ri+1,j) si Ajp172; <0
Yy
i +* R, i . >
Cijrij2 = { mfn(Rig’R’_'-’“) " Aty 20 (2.112)
’ min(R5, R; ;1) si Aipiys,; <0

ijo
Para entender cémo actian los correctores tomemos una situacién concreta
como la descrita en la figura 2.10. El flujo A;.,/,; tiende a acrecentar el
gradiente, corregir el efecto de la difusién, subiendo el valor de g¢;41,; y dis-
minuyendo el valor de q;\j. Si lo aplicdsemos entero, el valor resultante de
gi+1,; podria ser mayor que el g;;;; mdximo permitido y ¢;; menor que el
minimo permitido, este es el mecanismo esencial por el que se producen las
sobreoscilaciones y, en iltima instancia, la solucién pueda desestabilizarse.
Por ello C;y1/5,; es el valor méas pequeno de los R,~++1,j o R;; donde, por su
definicién R;-; es la fraccién de flujo que podemos anadir a ¢;41,; sin que este
valor sobrepase qg}ff y R;; es la fraccién de flujo que podemos descontar de
¢;; sin que se obtenga un valor inferior a qglm
Para completar el algoritmo faltan por definir los valores minimos y
méximos admisibles de ¢ en cada nudo de la red. Estos valores se pueden
definir en base a ciertas consideraciones practicas y las caracteristicas es-
pecificas del problema que se considere. Claramente, si se desea poder repro-

ducir ondas de choque y discontinuidades que son transportadas a medida
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Figura 2.10: Flujos antidifusivos.

que avanza el tiempo, los valores maximos y minimos admisibles han de ser,
de entrada, los que habia en pasos de tiempo anteriores tanto en el nudo con-
siderado como en los adyacentes. Dicho de otra manera el algoritmo no debe
introducir, en el nuevo paso de tiempo, valores superiores o inferiores a los
que ya se tenian en pasos anteriores. Estas condiciones se pueden expresar

como:
¢; = max(qqi}) (2.113)
max a a a a a
ij = ma'x(qz‘_l,jﬂqij’qz'+1‘j>ql‘,j_1aqi,j+1) (2'114)
g; = min(q},q;) (2.115)
min . b b b b b
ij = mln(q,-_l’j,qij,qi+1,j,qi,j_1,q,-,j+1) (2'116)

En nuestro problema hay ademads dos limites obvios que se deben intro-
ducir para la densidad de carga en dichas ecuaciones: C, el nivel de inyeccion
y 0, ya que la densidad de carga es siempre definida positiva.

2.2.3 Tests sobre el algoritmo FCT

Una vez implementado el algoritmo FCT hemos realizado diferentes tests
para comprobar su buen funcionamiento y su adecuacién al problema que nos
ocupa. A parte del propio test que describe Zalesak (o. c. ) de hacer girar
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un sélido rigido sobre si mismo (test del cilindro) hemos realizado una serie
de comprobaciones mds especificas del problema de la inyeccién unipolar.
El primer test realizado atafie al comportamiento del algoritmo frente a

la evolucién dindmica de una onda de choque cldsica. Consiste en encontrar
la solucién transitoria de la ecuacién de conservacién de la carga en una
dimensidn:

dq 0Oq

— == = 0

ot 0=z

para las condiciones iniciales ¢ = 0 en t = 0 sobre Q y ¢ = C en z = 0 para

(2.117)

todo ¢. Esta ecuacién corresponde a suponer que la velocidad del liquido es
cero en todo el volumen y que el campo eléctrico es igual a la unidad. La
solucién de esta ecuacién es, obviamente, ¢ = C siz <ty g=0si2z >t
El algoritmo se ha mostrado capaz de reproducir este tipo de solucién para
t < 1 usando una malla unidimensional de 20 puntos. Aun asi hay cierta
difusién numeérica presente lo que hace que la solucién no sea exactamente
una discontinuidad sino que aparece como se muestra en la figura 2.11. La
anchura del perfil, que tedricamente es una linea vertical, nos sirve para
estimar el coeficiente numérico de difusién. En efecto, podemos suponer que
la solucién representada en la figura no corresponde a la ecuacién 2.117 sino
a una ecuacion del tipo:

d¢ 9¢  9%q

o9z T Mo
donde ay es el coeficiente de difusién numérica. Esta ecuacién tiene solu-
ciones de la forma ¢(z,t) = f((z — t)?/ant) donde f es una funcién que

depende de las condiciones iniciales (en nuestro caso estd relacionada con la

(2.118)

funcién error). Comparando la semianchura de los perfiles de la densidad
de carga para dos o tres tiempos consecutivos se estima facilmente el valor
de an. Hemos obtenido de esta forma que es ay ~ 1072. Los otros tests
realizados los expondremos en el préximo capitulo, donde introduciremos la
difusion molecular en el algoritmo.

2.2.4 Ciclo de histéresis

Para obtener el ciclo de histéresis con el algoritmo FCT hemos realizado
las mismas aproximaciones que hicimos en el capitulo anterior para el es-
tudio semianalitico del caso no lineal. Hemos supuesto que la velocidad
varfa de forma autosimilar v = Avy(z, z) donde vo(z, z) es una funcién dada
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Figura 2.11: Perfil de la densidad de carga obtenida por FCT para un pro-
blema unidimensional.

(la hemos derivado de la misma funcién corriente ¥o(z,z) = (L/27)(1 —
cos 27z)sen 7z /L introducida en el capitulo 1). Esta aproximacién es ade-
cuada como ya quedé de manifiesto en los cdlculos realizados con SIMPLER
en los que el campo de velocidades era autosimilar en un rango muy amplio
de valores de T.

Con la forma de la velocidad conocida, la amplitud se puede calcular a
partir de la ecuacién 1.25 en la siguiente forma. Tomando en dicha ecuacion
el limite M — oo, multiplicando por v, e integrando en el dominio €2 se

tiene:
T fJy qEvoda dz

- ffﬂ vy - V?vydedz

A= (2.119)
El cdlculo de la amplitud a partir de esta expresién se realiza en cada
paso de tiempo del algoritmo con los valores conocidos de g y E. Para rea-
lizar la integracién que aparece en el numerador de 2.119 hemos usado una
interpolacidén por splines bicibicos.
La ecuacién 1.22 se ha resuelto de la misma forma que se hizo en SIM-
PLER, pero dado que el campo eléctrico no es muy sensible a las variaciones
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Figura 2.12: Ciclo de histéresis obtenido por FCT (@) comparado con el
obtenido por Castellanos et al. por el método de las particulas (#) (C = 0.1)
y por SIMPLER (4). La linea continua corresponde al cdlculo semianalitico.

detalladas de la distribucién de carga y que, al ser el algoritmo FCT uti-
lizado un algoritmo explicito el paso de tiempo que se ha de usar es mucho
més pequeiio que en SIMPLER, el cdlculo del campo eléctrico se ha realizado
solamente uno de cada diez pasos de tiempo del FCT.

El ciclo de histéresis obtenido se muestra en la figura 2.12 y se compara
con el obtenido en [37] por el método de las particulas, mucho mas costoso
en cuanto a tiempo de CPU se refiere. Vemos que el resultado es bastante
aceptable en lo que se refiere tanto a la amplitud del movimiento como al
criterio no lineal. Adn asi persiste cierta difusién numérica que hace que la
amplitud encontrada esté un poco por debajo de la dada por el método de
las particulas. La separacién entre los dos cdlculos es mayor cuanto mayor €s
la amplitud del movimiento, este hecho estd relacionado con que la difusion
numérica es una funcién creciente de la norma de v en ) y, por tanto, su
efecto es mas notable cuanto més nos alejamos de la inestabilidad.
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2.3 Método de las caracteristicas

De la simulacién en diferencias finitas hemos aprendido que las dificultades
mayores en la simulacién del problema de la inyeccién unipolar estdn en la
resolucién de la ecuacién de transporte de la carga. Aunque el FCT parece
superar los problemas de difusién numeérica presentes en SIMPLER hay atn
otro aspecto de la simulacién que es irreproducible con diferencias finitas.
Los experimentos de Malraison et al. [21,22], que ya comentamos en el primer
capitulo muestran que el movimiento que aparece por encima del valor critico
de T es no estacionario y muestra un comportamiento cadtico de la amplitud
alrededor de un valor medio bien definido. La vacilacidn de la amplitud es
atribuible a la entrada de carga dentro de la zona delimitada por la separatriz:
si, fijado un valor de la amplitud, suponemos que ésta se incrementa un poco,
la separa\triz instantdnea se instalard en la zona cargada y el par neto sobre
la celda disminuira dando lugar a que la amplitud decrezca. Los detalles de
la distribucién de carga determinan el comportamiento transitorio, y estos
quedan enmascarados en los métodos en diferencias finitas por la difusién
numérica que suaviza el comportamiento de la carga precisamente cerca de
la separatriz, que es donde resulta mds determinante.

Hemos implementado un algoritmo especialmente adaptado a la resolucidn
numeérica de ecuaciones hiperbdlicas de primer orden que, bajo las hipdtesis
restrictivas de la anterior seccién, permite seguir en detalle la evolucion
temporal de la distribucién de carga, al eliminar completamente la difusion
numérica. Las simplificaciones que admitimos son: que la inyeccion es débil;
que la velocidad tiene una forma dada, es decir, admitimos v = A(t)vo(z, 2)
con vy(x,2) conocido; tomamos ademds el limite M — oo lo que implica que
despreciamos los términos inerciales en la ecuacién de Navier-Stokes y nos
situamos, por tanto, en un régimen de conveccién dominado por viscosidad.

La ecuacion 1.25 promediada en el volumen de una celda nos permite
obtener una ecuacién para A(¢) conocida la distribucién de carga en el in-
stante . Multiplicando la ecuacién por v, e integrando en el dominio §2

obtenemos:

A=TK ‘//s; qw, dz dz (2.120)

donde hemos eliminado los términos inerciales y hecho E = e,. La constante
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K queda definida como
K = = [[ vovivodadz (2.121)
Q

El problema consiste ahora en encontrar g(z,z) en cada instante de

tiempo. La ecuacidén de conservacién de la carga es ahora:

g

5 (Avo+e,) - Vg+¢ =0 (2.122)

que es equivalente al sistema de ecuaciones ordinarias:

dq 9

e _ (2.123)
a1 4

d

oo A (2.124)
dt

d

Yo 1+ Aw, (2.125)
dt

La primera ecuacién se integra para dar:

g= —2 (2.126)
1 -+ th

que serd valida a lo largo de las lineas solucién de las otras dos ecuaciones.

Supongamos que en un instante ¢ conocemos el valor de ¢ en un con-
junto de puntos {z;,2;}; distribuidos por todo el volumen de la celda de
conveccién. Conocido A, la integracién de 2.124 y 2.125 nos proporciona los
puntos {z;, z;},+ a¢ con At dado. Dado que {z;, 2}y at ¥ {%i, 2}, estdn en

una misma caracteristica serd:

g'(z:(1), z:(t)) (2.127)

g A (zi(t + AL, z:(t + At)) = 1+ g (t), z:(t)) At

y conoceremos asi el valor de ¢ en otro conjunto de puntos {Z;,¥i}t+at
desplazados respecto de los iniciales. Conocido g(,2) en t + At la inte-
gracién 2.120 nos proporciona el nuevo valor de A. Con este nuevo valor
volvemos a las ecuaciones 2.124-2.125 y repetimos el proceso.
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2.3.1 Implementacién

Un método de Runge-Kuta de quinto orden nos permite integrar sin proble-
mas las ecuaciones 2.124-2.125. Las dificultades técnicas del método aparecen
en la evaluacién de la integral 2.120 y en la fase de arranque del mismo.
Primero, y a modo de test de todo el método, hemos determinado el valor
del criterio lineal de estabilidad. Para ello basta determinar el valor de A
obtenido en 2.120 a partir de la distribucién de carga estacionaria para un
valor pequefio de la amplitud. Partimos de una linea de puntos (20 en casi
todos los cdlculos) en el inyector (z= 0). Estos puntos se avanzan en cada
paso de tiempo At con un valor fijo y pequeiio de la amplitud de la velocidad
Ay. A cada paso se computa g sobre cada punto y se vuelven a introducir
otros 20 puntos en z = 0. Para t ~ 1 tenemos asi todo el dominio lleno de
puntos que forman una red casi regular, ya que A; < 1. Una vez que un
punto alcanza la linea z = 1 se suprime. Cuando se ha obtenido una red
estacionaria evaluamos A a partir de 2.120 poniendo en la férmula 7' = 1.
El valor del criterio lineal corresponde a aquel valor de T que hace iguales A
y Ag. Como A, < 1 el valor de la integral es proporcional a A, y una sola

evalucién proporciona ya una estimacién de T.. En efecto, serd:
A=K // quwodr dz = KAof (2.128)

como T, es el valor que hace A = A, debe ser T, K f = 1 y por tanto:

A

T. (2.129)

Hemos obtenido 7.C? = 217 como valor limite por extrapolacién haciendo el
cédlculo arriba indicado para A, cada vez mds pequeiio (1077, 1072,1073%), C
tendiendo a cero (107',1072,107%) y el nimero de puntos introducidos en el
inyector cada vez mds grande (10,15, 20).

Como los puntos {z;,z;} no formardn, en general, una malla regular
ninguno de los métodos cldsicos de integraciéon es utilizable. Dos formas
de integracién hemos utilizado. EIl primero consiste en suponer que cada
punto lleva asociado un volumen Az At donde Az es la distancia entre los
puntos al introducirlos en z = 0 y At es la distancia (en primer orden) a la

que se encuentra un punto dado de z = 0 cuando se avanza por primera vez
(la velocidad de cada punto en z = 0 es exactamente 1 en direccién z). Con
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ello la integral en 2.120 se aproxima por la suma:

k
// quodrdz = Zqiwo(xi,zi) Az At (2.130)
0 i=1

donde %k es el nimero total de puntos en el dominio.

Este método es vilido sélo en el cdlculo del criterio lineal, ya que sélo
entonces los puntos avanzan en una red casi regular y el volumen asociado a
cada punto se deforma poco. Para cdlculos de amplitud finita cuando A varia
los volimenes asociados a cada punto (aunque seguirdn valiendo Az At) se
deforman enormemente (por ejemplo, para un punto que vaya cerca de la
separatriz los puntos que en un instante dado se encuentran cercanos a él se
separan rdpidamente si una oscilacién de la amplitud los introduce dentro de
la nueva separatriz dejando fuera a aquel) y el valor g;wy(z,z) no es ya un
buen valor medio en el volumen Az At asociado.

Hemos empleado para calculos de amplitud finita otro método de inte-
gracién. Consiste en dividir el dominio en m x n cajas. Contamos los puntos
que hay dentro de cada caja y hacemos el promedio del integrando en dicha
caja, asi :

m n  |h(i,F)
// quodzdz = D) [Z ——quwo(a, Zl)-l Az Az (2.131)
Q i=1 j=1 |_1=1 h(z,]) _I

con h(i,j) el nimero de puntos en la caja i,j y Az Az el drea de cada caja.
Como test de este método de integracién hemos calculado con él el criterio
lineal por un proceso idéntico al anterior habiendo obtenido un valor que
difiere en menos de 1% del valor obtenido mediante el primer método.

2.3.2 Resultados
Ciclo de histéresis

Hemos ejecutado el programa partiendo de diferentes condiciones iniciales.
Inicialmente se fija una amplitud A, y se integra la ecuacién de conservacién
de la carga para este valor de la amplitud durante un tiempo de orden unidad,
hasta tener el dominio § lleno de puntos de integracién. A partir de entonces
se calcula la amplitud en cada paso de tiempo y se deja evolucionar el sistema.
El comportamiento tipico obtenido se muestra en la figura 2.13 utilizando 20
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Figura 2.13: Amplitud de la velocidad en funcién del tiempo obtenida con el
método de las caracteristicas. T = 30000,C = 0.1.

lugares de inyeccién, una amplitud inicial Ay = 0.1 que se ha mantenido fija
hasta ¢ = 1.0 y con un paso de integracién en el tiempo At = 0.01. Se observa
un valor medio de la amplitud que crece con el tiempo hasta estabilizarse para
t ~ 20. Alrededor de este valor medio se produce una pequeiia fluctuacion.
Hasta donde hemos observado (¢t ~ 200) dicha fluctuacién no desaparece, es
decir: no se alcanza un estado estacionario. Este tipo de comportamiento
se ha obtenido siempre que, por encima de 7., se ha ejecutado el programa
partiendo de una amplitud pequefia (A < 1). El valor medio de A para cada
T se sittia sobre el ciclo de histéresis semianalitico (ver capitulo 1) difiriendo
muy poco de él.

Para valores de T menores que T, la amplitud media final se acerca a cero
(partiendo de A, < 1) o a la rama superior del ciclo de histéresis si Ag > 1,
como cabe esperar dada la naturaleza del ciclo de histéresis. Dado que el
tiempo de computacién es muy grande (incluso utilizando un computador
vectorial, como ha sido el caso) no hemos reproducido completamente el ci-
clo de histéresis ni obtenido una estimacién precisa del criterio de estabilidad
no-lineal. No obstante, podemos afirmar que este método permite determi-
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T A f
1500 | 2.46 | 0.78
2000 | 3.12 | 0.98
2500 | 3.63 | 1.07
6000 | 6.41 | 1.86

Tabla 2.1: Pardmetro eléctrico, amplitud media de la velocidad y frecuencia
del pico principal para C = 0.2.

nar el valor medio de la amplitud de la velocidad, en funcién de T y, en
consecuencia, reproducir correctamente el ciclo de histéresis.

“Vacilacién” de la amplitud

Para obtener una mayor informacién sobre el cardcter de la sefial y poder
compararla con los datos experimentales de Malraison et al. hemos calculado
el espectro de potencias en cada caso. Esto se ha realizado por el método de
Welch utilizando la transformada rapida de Fourier [38,39].

A partir de ¢t ~ 20 los espectros se muestran bastante estables. Un
espectro tipico se muestra en la figura 2.14. Se aprecia la existencia de un pico
a una frecuencia determinada. La frecuencia de dicho pico es proporcional a
la amplitud de la velocidad en el rango de valores de 7' que hemos explorado.
En la tabla 2.1 se muestran estos valores.

Aunque el hecho de que el pico de frecuencia sea proporcional a la ve-
locidad del liquido ha sido puesto de manifiesto por Malraison et al. los
espectros experimentales obtenidos por ellos difieren de los nuestros. Exis-
ten numerosas razones para esta divergencia. De entrada ellos trabajan en
condiciones de inyeccién fuerte mientras que nuestra simulacién se realiza en
la aproximacién de inyeccién débil. En segundo lugar nosotros hemos podido
obtener otro tipo de espectros cambiando las condiciones de arranque de la
simulacién. Por ejemplo, en la figura 2.15 se muestra un espectro periédico
obtenido para T = 30000 a partir de un valor de A, bastante alejado del
A medio e introduciendo desde ¢t = 0 el valor de la amplitud calculado. La
sefial temporal asi obtenida presenta grandes oscilaciones de amplitud, del
orden de la media, y el valor medio de A se ha mostrado bastante insensible
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Figura 2.14: Espectro de potencias tipico. (7 = 30000, C = 0.1, A = 10.5).

al T fijado.

Aunque el espectro de la figura 2.14 hace suponer que estamos ante una
sehal cadtica, un tratamiento mas elaborado de la misma se hace preciso
para poder concluir algo en este sentido. Esto es, se hace necesario calcular
exponentes de Liapunov, mapas de Poincaré, funciones de autocorrelacion y
la dimension del atractor para poder discernir el tipo de régimen en el que
estamos y compararlo con el que ha sido caracterizado experimentalmente.

Una cosa si queremos resaltar y es la importancia del término ¢* en la
ecuacién 2.123. En el método de las particulas desarrollado por Castellanos
y Atten [37] este término es despreciado y el resultado es que, al cabo de
un transitorio muy largo, la fluctuacién desaparece llegindose finalmente a
un estado estacionario. En nuestro método dicho término si es tomado en
cuenta, pero con el inconveniente de que no hemos podido realizar cdlculos
prescindiendo de él. Aunque no podamos enunciar una conclusién definitiva
intuimos que dicho término es de una importancia capital en cuanto a la
existencia de una solucién cadtica de las ecuaciones electrohidrodinamicas se
refiere.

El estudio realizado de la vacilacién no estacionaria de la amplitud dista
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Figura 2.15: Espectro de potencias periédico (T = 24000, C = 0.1, A =
6.13).

de ser completo. Pensamos que el método de las caracteristicas implementado
es el adecuado para realizar en detalle dicho estudio, pero, en cualquier caso,
un mayor esfuerzo es todavia preciso en este sentido.



Capitulo 3

Difusién

Habia entendido entonces la lentitud del tiempo en los lu-
gares cerrados donde no entra nadie, la tenacidad del éxido que
tarda siglos en desfigurar un cuadro o volver polvo una estatua
de piedra.

Antonio Munioz Molina

72
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Dado lo pequeinio que es el coeficiente de difusién molecular en la ecuacién
de conservacién de la carga eléctrica, el término de difusién ha sido despreci-
ado, en el volumen del liquido, en todos los estudios frente a los otros mecan-
ismos de transporte de carga presentes: conveccién y arrastre de los iones por
el campo eléctrico. Al despreciar e] término de difusién en dicha ecuacién
ésta pasa de ser de segundo orden a ser de primer orden. Las ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden admiten como solucién un conjunto mds
amplio de funciones: el conjunto de funciones continuas a trozos en el do-
minio considerado. Ello permite que aparezcan, dentro del dominio, regiones
inconexas con discontinuidades en la densidad de carga en sus fronteras. En
general, la difusién convierte estas discontinuidades en capas limite, regiones
de fuertes gradientes pero muy estrechas, pero sin cambiar apreciablemente
la solucién en el interior de cada regién.

Un ejemplo clisico de este tipo de comportamiento es el de las ondas
de choque en un fluido compresible (ver por ejemplo [40]). Cuando se des-
precia la viscosidad, la onda de choque aparece como una superficie que
separa dos regiones con valores diferentes de las variables termodinamicas:
presion, densidad y temperatura. La onda de choque implica un salto en
los valores de estas magnitudes y la conservacién de la masa, la cantidad de
movimiento y la entalpia proporcionan relaciones definidas entre las magni-
tudes termodindmicas a uno y otro lado del choque (relaciones de Hugoniot).
La inclusién de la viscosidad en las ecuaciones no cambia esencialmente este
panorama, sélo que convierte la superficie singular en una regién muy es-
trecha en la que las magnitudes termodinamicas varian muy fuertemente
pero de manera continua. Las relaciones de Hugoniot no determinan to-
talmente el valor de la i)resién, temperatura y densidad aguas arriba del
choque, aunque si es posible, gracias a ellas, expresar todas en funcién de un
solo parametro. El estudio de la estructura del choque, con la inclusién de la
viscosidad, determina univocamente este pardmetro. Aun asi el estudio del
choque sin tener en cuenta la viscosidad permite responder a casi todas las
cuestiones fisicas de interés.

Volviendo a nuestro problema, cuando el movimiento del liquido es ri-
gurosamente estacionario y tieme lugar en regiones confinadas, es posible
que surjan trayectorias cerradas de los portadores de carga en ausencia de
difusién. En estas situaciones, la inclusién de la difusién puede alterar de
forma sustancial la distribucién final de carga, debido a que actia durante un
tiempo ilimitado. Como consecuencia, los gradientes de carga en las fronteras
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comunes de estas regiones tienden a suavizarse y desparecer para tiempos
grandes, a menos que la repulsién coulombiana contrarreste este proceso.
Una situacién similar es analizada por Batchelor [41] en hidrodindamica. El
considera la difusién de vorticidad en flujos laminares estacionarios con lineas
de corriente cerradas y niimeros de Reynolds altos. Llega a la conclusién de
que, cuando el movimiento es rigurosamente estacionario, el flujo neto por
difusién viscosa de vorticidad a través de una linea de corriente debe ser
exactamente cero, y ello sélo es posible si la vorticidad es uniforme en toda
la region conexa donde las fuerzas viscosas son pequeiias. La diferencia entre
esta situacién y la de las ondas de choque estriba en la existencia de ese
dominio cerrado, de ahi que, en este caso, a diferencia de lo que ocurre
con los choques, donde los dos dominios en que se separa el problema son
ilimitados, la inclusién de la viscosidad altere sustancialmente la solucién en
todo el volumen.

Como hemos visto en el capitulo anterior, la difusién numérica presente
en el algoritmo SIMPLER falseaba la solucién ya que, aunque pequeiia, la di-
fusién numérica actuaba durante un tiempo muy largo. Como consecuencia,
el criterio no lineal y el ciclo de histéresis no eran correctamente calcula-
dos. Vamos a ver en este capitulo que la difusién molecular es responsable
de un efecto totalmente anilogo y que, en determinadas condiciones, puede
cambiar sensiblemente tanto el criterio no lineal como el ciclo de histéresis.

3.1 Ecuaciones y condiciones de contorno

Para analizar en detalle el papel de la difusién en la electroconveccién de am-
plitud finita nos vamos a centrar en el andlisis de la ecuacién de conservacion
de la carga, dando por conocida la velocidad.

La ecuacién de conservacién de la carga se escribe en forma adimensional
(ecuacion 1.23):

)
5—;{+V-[(v+E)q] —aVig=0 (3.1)

Ademads, para el campo eléctrico, es:

El parametro a es normalmente del orden de 10~%. Para tener un prob-

lema bien definido es preciso fijar condiciones de contorno tanto en z = 0
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como en z = 1, ya que la ecuacién 3.1 es de segundo orden. En z = 0
seguimos admitiendo la hipdtesis de inyeccién auténoma: ¢ = C. En z = 1
admitimos que tenemos un electrodo abierto. Mateméaticamente esto lo pode-
mos expresar de dos formas: imponiendo que la pendiente de g sea nula en
z = 1 o imponiendo simplemente que sea continua. Esto es:

9%

92 =0 en z=1 (33)

o, en el segundo caso

-qg = continua en 2z =1 (3.4)
dz

Adoptaremos, por simplicidad, la primera de las dos condiciones. En
cualquier caso fijar una ley de eyeccidn en el electrodo colector tendria como
resultado la aparicién de una capa limite de carga cerca del electrodo, que
no cambiaria sensiblemente la solucién en el volumen.

Supondremos, una vez mds, que el movimiento es bidimensional y que
tiene lugar en forma de un rollo de amplitud dada: v = Av,. Introducimos
la funcién corriente ¥o(z,z) = (L/27)(1 — cos2wz)sen(wz/L) y de nuevo
serd ug = OW,/0z y wy = —0¥,/dz. Para L admitiremos el valor obtenido
en el criterio lineal en ausencia de difusién (ver capitulo 1) L = 0.66.

En las cercanias de la inestabilidad, para T préximo a 7., el campo de
velocidades admitido es bdsicamente correcto. Nos centraremos asi en la
solucién de las ecuaciones 3.1 y 3.2 para un valor dado de A en el dominio
Q= [0,L] x [0,1].

3.2 Discusidén cualitativa

Introduciendo 3.2 en 3.1 y teniendo en cuenta que es v = Avy es:

0
-a—% + (Avo+ E)-Vg+¢*—aVig=0 (3.5)

o también p
E(t]- +q —aVig=0 (3.6)
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donde d% = f; +(Avy+E)-V es la derivada total a lo largo de una trayectoria
ionica. Esta ecuacién nos muestra que los dos procesos que hacen variar la
densidad de carga son la repulsién coulombiana (término en ¢*) y la difusién.

Vamos a examinar qué tipo de soluciones encontramos cuando no tenemos
en cuenta ninguno de estos dos mecanismos, cuando consideramos cada uno
de ellos por separado y, finalmente, cuando actian ambos a la vez.

3.2.1 Densidad de carga en ausencia de repulsién cou-

lombiana y de difusién

Cuando despreciamos ambos mecanismos, la densidad de carga viene deter-
minada por la ecuacién:

| 2

ot (Avo +E)-Vg=0 (3.7)

junto con la condicién de contorno ¢(z,z = 0,t7) = C y la condicidén inicial
g(z,2,t = 0) = 0. Como la ecuacién es de primer orden no hace falta ninguna
condicién sobre z = 1.

La ecuacién 3.7 es una ecuacién diferencial en derivadas parciales lineal y
de primer orden. Su resolucién es equivalente a la del sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

dq = 0 (3.8)
di
dr Aug (3.9)
dt
d
Y o 1+ Aw, (3.10)
dt

donde hemos despreciado la repulsién coulombiana también en cuanto al
campo eléctrico se refiere y hemos puesto, por tanto, E = e,, con e, el vector
unitario en direccién z.

De la primera de estas ecuaciones vemos que es ¢ = C a lo largo de las
trayectorias que nacen en el inyector siest > [ l—e:z—_l_‘%;,—o—l (r vector de posicién
del punto considerado) y ¢ = 0 para t menor que este valor. Por tanto,
transcurrido un transitorio, del orden ¢t ~ 1 tendremos que la distribucién de

carga vendra dada por ¢ = C en estas trayectorias. Las ecuaciones 3.9 y 3.10
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Figura 3.1: Puntos de equilibrio, separatriz y trayectorias tipicas del sis-

tema 3.11-3.12.

determinan las curvas ¢ = C en el estado estacionario. Estas ecuaciones se

pueden escribir en la forma:

d o
dz _ 9H (3.11)
di Oz
d H
gz _O0H (3.12)
di oz

donde H es una funcién hamiltoniana definida como H(z,z) = —z +

A¥y(z,z). Para A > 1 el sistema 3.11-3.12 posee tres puntos de equilibrio
Py, P, y P; (ver figura 3.1). Linealizando el sistema de ecuaciones alrededor
de cada uno de los puntos de equilibrio se ve ficilmente que P; y P, son
puntos de silla, mientras que P; es un centro. P, y P, estdn conectados por
dos trayectorias. A estas curvas se les llama heteroclinas y, en nuestro caso,
ambas son solucién de la ecuacién H = 0. La curva I' que separa la region
H > 0 de la regién H < 0 se conoce como separatriz .

El retrato de fases , conjunto de trayectorias solucién del sistema de ecua-
ciones, se obtiene de manera inmediata, ya que las curvas solucién coinciden
con las curvas de nivel de H. Las trayectorias fisicas de los iones inyectados
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son las que corresponden a H < 0, ya que la regién H > 0, caracterizada por
curvas cerradas, es inaccesible desde el inyector. En definitiva, la solucién
estacionaria del sistema 3.8-3.10 es ¢ = C en la regién H(z,2) <0y g=10
en la regién H(xz,z) > 0. En la separatriz T' la densidad de carga sufre una
discontinuidad de salto.

3.2.2 Repulsién coulombiana sin difusién

Volvamos a la ecuacién 3.5. Si retenemos ahora el término ¢? pero seguimos
despreciando la difusién, la ecuacién de conservacién de la carga sigue siendo
equivalente al sistema de ecuaciones 3.8-3.10 pero, ahora, la ecuacién 3.8
pasa a ser:
da_ _p (3.13)
dt
Esta ecuacidén se integra sin mds, para dar:

at) = —— (3.14)

donde C es la densidad de carga sobre el inyector. Como la velocidad total de
los jones tiende a cero a medida que nos acercamos al punto de remanso P, el
tiempo que un ién necesita para alcanzar P; partiendo del inyector en z = 0
tiende a infinito. Asi la densidad de carga tiende a cero logaritmicamente.

En efecto, situdndonos en la linea # = 0 las ecuaciones 3.9-3.10 pasan a ser:

@ _ (3.15)
dt
% = 14 Awy(z =0,2) (3.16)

En P, es 1+ Awy(0,2) = 0 luego desarrollando esta expresién en torno a P
sera:

1+ Awoe(0,2) = a(z — 1) + O((z — 21)?) (3.17)

con lo cual dz/dt & a(z — z;) que, integrada da: ¢ = (1/a)Ina(z — 2;), luego
la caida a cero de la densidad de carga ¢ cerca de P, se produce de forma
logaritmica. Este comportamiento de la densidad de carga es convectado a
lo largo de la separatriz.

En conclusién, el efecto de incluir la repulsién coulombiana es, funda-
mentalmente, reemplazar la discontinuidad existente en la separatriz por un
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fuerte gradiente de carga perpendicular a ella. Ademds de ello la densidad de
carga cambia también ligeramente en la regién H < 0. En esta zona ya no es
g = C estrictamente, sino que hay que aplicar 3.14 en cada punto. Como el
tiempo de vuelo de z = 0 a z = 1 en esta regién es del orden de 1/A4, la cor-
reccién es de segundo orden, ya que g(t) ~ C/(1+ C/A) ~ C(1-C/A+...).
Este efecto es crucial, como ya vimos en el primer capitulo, en el estudio de
la estabilidad lineal.

3.2.3 Solucién con difusién sin repulsién coulombiana

Supongamos ahora que retenemos el término de difusién pero despreciamos
el de repulsién coulombiana. La ecuacién 3.5 es ahora:

~ o9

Py +(Avy+ E)-Vg—aVi¢g=0 (3.18)

con las condiciones de contorno ¢ = C en z =0y dq/0z = 0 en 2 = 1. Esta
ecuacion es una ecuacién lineal, de segundo orden, eliptica y con coeficientes
variables. Para resolverla en el dominio Q = [0, L] x [0,1] hay que imponer
condiciones de contorno adicionales en las fronteras z = 0 y * = L. Puesto
que el dominio considerado representa un rollo de conveccidn, esta claro que
la solucién debe ser simétrica respecto de ambas fronteras, y en consecuencia
imponemos d¢/0z = 0 en ambos contornos.

En el estado estacionario, esto es, prescindiendo de la derivada temporal,
la solucién de la ecuacién 3.18 es tnica para las condiciones de contorno
impuestas. Por simple sustitucién es obvio que esta solucién es ¢ = C en
todo el dominio . Vemos cémo la inclusién de la difusién, por pequeno
que sea el coeficiente, cambia drasticamente la solucién de la ecuacidén, lo
que pone de manifiesto que estamos ante un problema de perturbaciones
singulares.

En la ecuacién 3.18 vemos, que desde el punto de vista de la evolucién
temporal de la densidad de carga, hay dos tiempos caracteristicos, que cor-
responden a escalas muy diferentes. De un lado el término de adveccién va
asociado a un tiempo ¢, = 1/(1+A) < 1 (recordemos que la unidad de tiempo
corresponde al tiempo de vuelo de un ién entre los electrodos sometido a la
sola accién del campo eléctrico). Al término de difusién le corresponde un
tiempo tipico de t; = 1/a > 1. Por tanto, inicialmente, la distribucion
de carga serd esencialmente la descrita anteriormente (cuando despreciamos
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repulsién y difusién) y sélo par ¢ > t; el término de difusién empezara a
contar. Tendremos asi inicialmente un hueco de carga que poco a poco se ird
llenando. Esto queda puesto de manifiesto por la simulacién numérica que
presentamos mas adelante.

3.2.4 Difusién y repulsién

La solucién de la ecuacién 3.5 cuando no despreciamos ni la difusién ni la
repulsién coulombiana no es conocida en forma analitica. Sin embargo es
posible encontrar una relacién entre los dos pardmetros C y « para tomar
en cuenta sistemdticamente la importancia relativa de ambos términos y
encontrar aproximaciones vélidas segin las condiciones.

Como la ecuacién no es ya de primer orden, no es posible, en principio,
pasar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias equivalente. Las
trayectorias solucién del sistema de ecuaciones que tendriamos si el término
de segundo orden no estuviera presente, a las que se conoce por subcarac-
teristicas , juegan, sin embargo, un papel relevante en la discusién del tipo
de solucién posible. Definimos la regién externa 2, como la regién cubierta
por las subcaracteristicas que parten del inyector, y a las que corresponde un
tiempo de vuelo tipico de los iones del orden de 1/(1+ A). Al complementario
de Q, en  le llamaremos regién interna y lo denotaremos por ;. Ambas
regiones corresponden aproximadamente a las regiones H < 0 y H > 0 ar-
riba mencionadas. Como los tiempos tipicos necesarios para que la repulsion
coulombiana y la difusién tengan efecto sobre la densidad de carga son 1/C'y
1/o respectivamente, estd claro que en la regién externa ambos mecanismos
seran despreciables y en ella ¢ = C seguird siendo una buena aproximacion
hasta el primer orden en C.

De otra parte la presencia de la difusién impide que ¢ = 0 siga siendo
la solucién vilida en ©; y una cierta cantidad de carga aparecera en dicha
region. La presencia de esta densidad de carga modifica el valor del campo
eléctrico y, por tanto, modificard las subcaracteristicas respecto de aquel-
las que teniamos inicialmente. Vamos a estudiar a continuacién el compor-
tamiento del sistema 1.67-1.68 cuando el campo eléctrico perturbado, éE, es

tomado en cuenta.
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Bifurcacién global del retrato de fases

En este apartado vamos a aplicar algunos conceptos y teoremas de la teoria
de bifurcacion de sistemas dindmicos a nuestro problema [42,43,44]. Intro-
duciremos primero algunos conceptos fundamentales.

Un sistema dindmico se define como una aplicacién biyectiva de R™ en
R™ definida para cada valor de ¢t > 0:

Ft M Rn — Rn
Ty = = Fy(z,)

Fy(z) es diferenciable en R™ x R y el sistema viene caracterizado por un
conjunto de n ecuaciones diferenciales ordinarias:

da} n n

—=f(@), v R", f(x) €R (3.19)
f(z) es continua y diferenciable. En estas condiciones F;(z,) existe y es unica
para cada t. La curva descrita en R" por Fy(z,) al variar ¢ es una érbita del
sistema.

Un sistema dindmico paramétrico es el que depende de un pardmetro o
familia de parametros v € R™ de forma que:
dx

2l f(z,v)
Asi el sistema 3.11-3.12 constituye un sistema dindmico en R? parame-

trizado por A:

dx T

— = AlLsen —sen2rz (3.21)
dt L

d A

d_j = 1+ Py cosmxL(cos 27z — 1) (3.22)

Los puntos fijos o de equilibrio de un sistema son aquellos z, € R" en
que f(zo) = 0. En 3.21-3.22 con A > 1 los puntos de equilibrio son (ver

apartado 1.5):
z
P1 : {
z

s (3.23)
ﬂ_ arccos —A_

|>—'

+

[+
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x 0
P, { L, s (3.24)
z = 2 on arccos a4
L 1
J {‘z R (3.25)
=3

Dado un punto de equilibrio z,, el sistema linealizado en torno a dicho

punto es:

Y o Dfoy (3.26)
a
cony =x—xoy D f(z,) la matriz jacobiana (de orden n xn). Los autovalores
de D f(z,) determinan el comportamiento del sistema lineal. Si denotamos
por {);}i-1,, a dichos autovalores las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales 3.26 son combinacién lineal de funciones de la forma e*®.

Por ejemmplo, alrededor de P; es

D f(za) ( 0 —o2rLVA? — 1 )
Tg) = . 2
VAT -1 0

Yy, por tanto: A; = iw, Ay = —iw con w = 7V A? — 1. Alrededor de Ps el
movimiento tiene cardcter periédico, con periodo 27 /w.
Para P, y P, es

21vVA — 1 0 )
D (@) = < 0 —orvA—1

con lo que es A = +27V A — 1 y tenemos dos puntos de silla.

Por definicién un punto de equilibrio se dice hiperbdlico si ninguno de
los autovalores de la matriz de linealizacién en dicho punto estdn en el eje
imaginario. En nuestro sistema P, y P, son puntos hiperbdlicos, mientras
que P; es no hiperbdlico.

El teorema de Hartman-Grobman [42] establece que alrededor de un
punto hiperbdlico los sistemas dz/dt = f(z) y dy/dt = D f(z,)y son local-
mente equivalentes o, mas técnicamente, que existe una aplicacién continua
(homeomorfismo) que transforma las 6rbitas de un sistema en las del otro.

Del teorema de Hartman-Grobman se desprende una consecuencia crucial:
que cuando perturbamos infinitesimalmente un sistema dindmico sus puntos
de equilibrio hiperbélicos se mantienen, y mantienen su cardcter: si eran
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puntos de silla lo seguirdn siendo, si focos estables, seguirdn siendo focos
estables, etcétera.

Nada podemos asegurar, no obstante, de los puntos no hiperbdlicos. En
ellos el retrato de fases local del sistema completo no tiene por qué ser equiva-
lente al del sistema linealizado. Por ende cualquier perturbacién infinitesimal
de un sistema dindmico puede cambiarnos el caricter de sus puntos de equi-
librio no hiperbélicos, e incluso su nimero.

Una bifurcacién es un cambio cualitativo en un sistema dinamico para-
métrico que se produce al variar el pardmetro. De lo antes dicho, vemos que
si el sistema posee algiin punto de equilibrio no hiperbélico, para un valor
v = v, del pardmetro que lo controla, dicho punto puede no existir para
Vv # v, 0 cambiar su cardcter.

Para ilustrar esto iltimo volvamos al sistema 3.21-3.22. Para A = 1 existe
un sélo punto de equilibrio: (0,1/2). En él la matriz D f es idénticamente
nula, y por tanto, A = 0 es un autovalor doble. Dicho punto constituye un
punto de equilibrio no hiperbélico lo cual permite la posibilidad de que en
A =1 el sistema 3.21-3.22 sufra una bifurcacién. En efecto, para A < 1 no
hay puntos de equilibrio en tanto que para A > 1 aparecen los tres puntos
arriba mencionados.

Se denominan propiedades robustas a aquellas que posee un sistema
dindmico y que se conservan frente a perturbaciones. Asi , tener un equili-
brio hiperbdlico es, gracias al teorema de Hartman-Grobman, una propiedad
robusta. Una propiedad que posee nuestro sistema, y cuya robustez nos va
a interesar, es la de tener lo que se conoce como érbitas heteroclinas. Estas
son oOrbitas que unen equilibrios y en nuestro sistema tenemos dos de ellas,
ambas unen P; y P,, siendo una de ellas la que hemos denominado separa-
triz. En los sistemas de dos dimensiones las heteroclinas no son, en general,
robustas y hay que acudir a ciertos teoremas especificos para dilucidar su
comportamiento de bifurcacion.

Estamos interesados en conocer cémo se altera el retrato de fases del
sistema 3.21-3.22 cuando introducimos el campo eléctrico perturbado por la
presencia de cierta densidad de carga en el interior de la separatriz. Como ¢
es de la forma ¢ = Cg(x, z), C pardmetro de inyeccién, y V-E = g, podemos
expresar E = e, + C6E siendo V - §E = g. Con ello el sistema 3.11-3.12 es
ahora:

d H
__$_ — 8_ + CéE, (3,27)
dt oz
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dz OH
— = —— 4 CéF, (3.28)
di dzx +

De este nuevo sistema, y con C pequeiio, sabemos ya que tiene dos equi-
librios hiperbélicos cercanos a P, y P,. Es mas, como la simetria de nuestro
problema impone §E,(x = 0,2z) = 0, para mantener la individualidad de las
celdas de conveccidn, los puntos seguiran estando en la recta £ = 0 con cotas
que diferirdn en términos de orden C de las de los equilibrios del sistema
hamiltoniano.

Nos interesa ver qué ocurre con las propiedades no robustas de nuestro
sistema: el punto de equilibrio no hiperbélico P; y las curvas heteroclinas. El
sistema 3.27-3.28 tiene en el espacio de parametros (4, C) un punto doble-
mente degenerado, (A =1,C = 0) : para C = 0, A = 1 sabemos ya que es un
punto de.bifurcacién y para C = 0 4 > 1 el sistema posee un punto de equi-
librio no hiperbdlico y dos érbitas heteroclinas. Vamos a hacer un estudio
local del sistema para dichos valores de los parametros. Para (A = 1,C = 0)
el liinico punto de equilibrio es el (zx = 0,z = 1/2), desarrollando en torno a

este punto el campo eléctrico perturbado sera:

$E, = ax (3.29)

6E, = b+e(z—1/2) (3.30)
donde se ha tenido en cuenta que es §E,|,.o = 0 y que, por el teorema de
Schwartz, 0F,/82z = OF,/dz. Haciendo n = 7r2.7:/L\/§, £ =m*z—1/2) +
Cefn*, p=(A—-1)n>—Cbye= C'L\/§(L/7r2 y desarrollando 3.27-3.28 en
tornoan =0, =0, =0y e=0 se tiene:

dn

- - 3.31
7 2n€ + €en ( )
d£ 2 2 1]
A —p+ (" +E&) +ee (3.32)

Donde hemos retenido hasta los términos de grado 2 en n, £, p y €y
hemos hecho €' = e/aL\/_2_. El teorema de las formas normales [42, pagina
138] establece cudl de los términos no lineales, en cada grado, son esenciales,
es decir, cudles determinan el aspecto del retrato de fases. Aplicando las
técnicas de dicho teorema se ve que el término en € no es esencial. Dicho
término corresponde, en realidad, a un simple cambio de variables :{ —
(€ + €’'¢/2), con lo que quedaria absorbido en el término £2.
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En definitiva el estudio de nuestro sistema se reduce, localmente, al del

sistema:
dn
Y né + en
d
d—i = —p+ (1" +€) (3.34)

Al punto de equilibrio del sistema hamiltoniano P; le corresponde ahora
P; = (\Vu — (€/2)%,¢/2) y la linealizacién de 3.34 alrededor de P; nos muestra
que es un foco, inestable para € > 0 y estable para € < 0. Como ¢ es C
reescalado, debe ser siempre mayor que cero y la conclusién es que el centro
se transforma, al considerar la repulsién coulombiana, en un foco inestable.

En cuanto a las heteroclinas, una de ellas, la que va de P, a P, en el eje
z = 0 ha'de permanecer, puesto que las perturbaciones admisibles son sélo
aquellas que mantienen la simetria respecto de = 0. De hecho, basta hacer
n = 0 en las ecuaciones 3.34 y comprobar que la trayectoria = 0 es solucion
de las ecuaciones con singularidades en los puntos £ = £+/u.

Para ver qué ocurre con la separatriz debemos de acudir a la teoria de
Melnikov [pg. 84 y ss.] Partamos de un sistema hamiltoniano perturbado:

2 - @)+ o) (3.35)

siendo g.—o = 0. Supongamos que para € = 0 existe un lazo heteroclino (u
homoclino). Se construye, entonces, la funcién de Melnikov como

M(e) = /int . Tr Dg.(z)dx (3.36)

donde la integracién se extiende al interior del lazo heteroclino en el sistema
sin perturbar.

El resultado fundamental es que si M (€) tiene un cero simple en € = 0 el
lazo heteroclino no existe para ¢ # 0.

Volviendo a nuestro sistema 3.27-3.28 la funcién de Melnikov es

M(C) = /H>0 Tr D(C 6E(z,z))dr dz

= C// V. 6Edzdz

H>o0

C// gdz dz (3.37)

H>o0
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y como g es una funcién definida positiva, M(C) se anula para C = 0 y
ademds M'(C) # 0 con lo que el cero es simple y el lazo heteroclino se rompe.
La inclusién de la repulsién coulombiana rompe, por tanto, la separatriz.

Con toda la informacién adquirida es posible ya dibujar el diagrama de
bifurcacidn del retrato de fases de nuestro sistema (figura 3.2).

Este comportamiento de bifurcacién lo hemos reproducido numéricamen-
te. Para ello hemos resuelto el sistema 3.27-3.28 por un método de Runge-
Kuta. El campo eléctrico se ha calculado previamente de la siguiente mane-

ra: a partir de E = —V® admitimos que & se puede desarrollar en serie de
Fourier: ' .
®=1—2+ Y_a,,sennrzcos mT (3.38)

m,n
La ecuacién de Poisson queda entonces:

T
> G [(n)? + (%)z]sen nmzcosm—= =¢ (3.39)

mn

y los coeficientes a,,, se obtienen de la propiedad de ortogonalidad de las
funciones seno y coseno:

4 1 L
Cpm = Py / 'dz/ dx q(z, z)sen nwz cos
Let[(Zyr 4 o o

mnx

(3.40)

Aunque no conocemos en detalle ¢(z,z), toda la discusién anterior nos
hace ver que ¢ no diferirda mucho de C en la regién ,. En la regién ;
podemos tomar para ¢(z,z) un valor constante 8C con 0 < 8 < 1 que co-
rresponderd al promedio de ¢ sobre ,. Como E proviene de la integracidn
de g es de esperar que no sea muy sensible a los detalles de la distribucién.
Es mds, para simplificar el cdlculo hemos admitido que ¢(z, z) es como se
muestra en la figura 3.3.

Las trayectorias obtenidas fijando A = 2 se muestran en la figura 3.4.
Vemos cémo en 2; toman la forma de espirales alrededor del foco inestable
P;. En la figura 3.5 hemos realizado, para obtener bien la curva que llega
a P,, la integracién de las ecuaciones invirtiendo el transcurso del tiempo y
partiendo de P,. La separatriz queda rota de forma que la regién 2; queda
conectada con el colector.

Desde un punto de vista fisico la ruptura de la separatriz proporciona un

camino fisico a los iones para abandonar la regién interna.
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Figura 3.2: Bifurcacién del retrato de fases.
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Figura 3.5: Ruptura de la separatriz por efecto de la repulsién coulombiana.

Estimacidén de la carga media en la regién interna

Un anélisis de los érdenes de magnitud de los términos que aparecen en la
ecuacién 3.5 nos va a permitir obtener ciertas relaciones importantes.

El término de difusién serd despreciable excepto en la frontera entre las
regiones 2; y ,, donde el gradiente de ¢ puede tomar valores grandes.
Consideremos la ecuacién 3.5 en la linea © = 0 y cerca del punto P;. En el

estado estacionario es:
aq 2 2
(w+Ez)5—+q - aVig=0 (3.41)
z

Como la velocidad total de los iones se anula en el punto de remanso P,
podemos aproximar (w + E,) cerca de dicho punto por el primer término de
un desarrollo en serie de Taylor, esto es:

(w+ E,)Za(z~2) cona<0 (3.42)

como la densidad de carga varia fundamentalmente en direccién z podemos
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despreciar las derivadas en direccién z, con lo cual la ecuacién 3.41 queda:

62
a(z—zl)———}-q —aZl_y (3.43)
a 2
La difusién serd importante sélo en una zona cercana a z; de anchura é. El
orden de magnitud de § lo obtenemos haciendo comparables los términos de

adveccién y difusién, esto es:

q q
az 1)_2 o 5

§ ~ at'? (3.45)

El perfil de la densidad de carga cerca de P, es convectado a lo largo de
la frontera de 2, con lo que tendremos una banda de anchura § a lo largo de
dicha frontera, en la cual la difusién ha de ser tomada en cuenta. Dicho de
otra forma, la difusién sélo serd importante en esta capa limite interna.

Para estimar el valor medio de la densidad de carga en la regién interna
(que denotaremos como antes por SC) tenemos en cuenta que, en el estado
estacionario, la carga que entra en 2, por accién de la difusién estd con-
trarrestada exactamente por la que abandona dicha regién por accién de la
repulsién coulombiana. Suponiendo que en 2, es ¢ = C y en Q, es ¢ = 3C
podemos integrar 3.1 en Q, (ver figura 3.6) y se tiene:

// “[(Avy + E)¢ldz dz = a// V - (Vg)dxdz (3.46)

aplicando el teorema de la divergencia a ambos miembros de la ecuacion
resulta:

/ V- -(Avy+ E)gdz dz = / g(Avy + E) - ndl
1221

a0

_ / qEe, dl (3.47)
colector
donde esta tultima igualdad proviene de que (Avy + E) es perpendicular a n

excepto en el colector, y

a//ﬂlv-(Vq)d.’vdz = a/aqu-ndl
~ ag—_——gﬁgL (3.48)
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q=C

Figura 3.6: Densidad de carga aproximada.

donde hemos incluido I como el orden de magnitud de la longitud de la
frontera de ;.

El flujo de carga que atraviesa el colector proveniente de la region Q, es
esencialmente 8C, ya que el campo es practicamete 1, y ese flujo atraviesa
una anchura e, luego:

/ qEe, dl ~ pCe (3.49)
colector

Como para 8 = 0 la separatriz existe como linea que une los dos puntos
de equilibrio, y, por tanto, es entonces ¢ = 0, y SC aparece como una medida
de la divergencia de las lineas, parece razonable suponer que es € ~ [SC
para 8C < 1. Igualando ambos términos y teniendo en cuenta que 6 = all?
obtenemos la relacidn:

1-p C

~

e (3.50)

El pardmetro C'/a'/? juega un papel esencial en el problema y, como vere-
mos, esta relacién se cumple en los resultados numéricos que hemos obtenido.
Tenemos dos limites importantes:

. C/Ozll2 — 0 entonces 8 — 1 y la difusién altera drdsticamente la
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solucién del problema. La difusién es, entonces, una perturbacién sin-
gular.

e C/a'’? — oo entonces 8 — 0 y despreciar la difusién es del todo
correcto.

3.3 Modelo unidimensional

Alrededor del punto P; las subcaracteristicas de la ecuacién de conservacion
de la carga cuando la repulsién coulombiana y la difusién son tenidas en
cuenta son espirales muy lentamente divergentes y poseen casi una simetria
radial. Esta caracteristica la vamos a utilizar para proponer un modelo uni-
dimensional que permita obtener la forma de la distribucién de carga en la
region interna. Consideremos la semirecta R originada en el foco. Definimos
entonces las funciones d(r) y 7(r), con r la coordenada radial medida sobre
R con origen en el foco, de la siguiente forma: d(r) asocia a cada r € R la
distancia d = r* — r donde r* es la coordenada radial en la cual la trayectoria
que pasa por r vuelve a cortar la recta R y 7(r) asocia a r el tiempo invertido
entre ambos cortes sucesivos. Ambas funciones definen un mapa de Poincaré
generalizado. El cédlculo de d(r) a partir de la integracién numérica de las
ecuaciones 3.27-3.28, supuesto para ello la misma distribucién de carga de
la figura 3.3, muestra que d(r) es de la forma d(r) = SCd*(r) con d"(r) una
funcién independiente de B3C. Este hecho confirma la hipdtesis admitida al
derivar 3.50 de que la divergencia de las lineas va como GC'.

Por otro lado 7(r) es, cuando 3 = 0 el periodo de las érbitas cerradas en
la regién H > 0 del sistema hamiltoniano. Estas curvas vienen definidas por
H(z,z) = K con Hpax > K > 0. Asi serd z = F(K,z), y de la ecuacion

3.11 se tiene:

B -1
T(r) _ 2/.rmax [(")H(;E,;(I\,l')) dz (3.51)
“min “
donde Tmax ¥ Ti,j, son las raices de la ecuacién H(z,z = 1/2) = K y

r=2x Esta funcién se puede expresar en términos de integrales elipticas

min-
para A ~ 1, como se muestra en el apéndice B. Para A = 1.1y C = 0.05 el
valor de 7(0) obtenido numéricamente de la integracién por Runge-Kuta de
las ecuaciones 3.27-3.28 es 3.09 y el dado por la expresién 3.51 es de 3.02.

Ello prueba que 8 supone una correccién menor a 7(r) y esto es asi porque
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Figura 3.7: Funciones d(r) y 7(r) para A = 2.0.

7(r) viene determinado fundamentalmente por el término de adveccién. A
partir de 3.34 se puede también obtener el valor de 7(0) de los autovalores
del sistema de ecuaciones linealizadas alrededor de Ps, se obtiene alli que

w=7rVA2 -1+ 0(8C) (3.52)

lo que da 7(0)gc = 7(0)g=0 + O(BC). La funcién 7(r) calculada en g8 = 0
resulta ser, por tanto, una buena aproximacién al caso en que G # 0. Las
funciones d(r) y 7(r), obtenidas numéricamente se muestran en la figura 3.7
para A = 2.

Podemos ahora determinar la densidad de carga g(r) sobre la recta R.
Consideremos una red de puntos {r;,i = 1,...,m} definida sobre R. La
conservacién de la carga eléctrica se puede expresar sobre una celda de control
como la de la figura 3.8 por:

ef-t = e; + 2r{ri_yy2ficaye — 7'i+1/zfi+1/2] At (3.53)

donde ef-‘*'m es la carga total en la celda en ¢t + At, fi_i/2 ¥ fig1/2 son los

flujos de carga a través de los contornos de la celda y 71172 = (r; + 7i21)/2.
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Figura 3.8: Celda de control para el modelo unidimensional.

A los flujos f contribuyen dos mecanismos:
A D
fi+1/2 = fi+1/2 + fi+1/2 (354)

donde f;il/z representa el flujo debido a la adveccion de carga y ff}»l/Z es el
flujo difusivo.

El flujo f:H/z representa la cantidad de carga por unidad de tiempo y
idrea que llega a la celda por la accién de la velocidad de adveccion v +
E. Para poder proyectar en una dimensién este mecanismo esencialmente
bidimensional, vamos a hacer uso de las funciones d(r) y 7(r). Como 7(r) es el
tiempo invertido en completar una vuelta y d(r) es la distancia neta recorrida
sobre R en la misma vuelta, la velocidad a la que la carga es advectada
radialmente es d(r)/7(r). Ahora bien, durante el viaje de 7 a ¢+ 1 la densidad
de carga va disminuyendo sobre la misma linea, de forma que a r; no llega una
densidad ¢;_; sino, de acuerdo con la ecuacidén 3.14, ¢i_ /(1 + gi—17(Ti—1))-
Por tanto, el flujo que llega por la frontera izquierda de la celda sera:

Ay, = G i) (3.55)
T gi_y7(ric1) T(ria

En cuanto al flujo saliente por la frontera derecha la repulsién coulom-
biana todavia no ha tenido tiempo de actuar y dicho flujo serd simplemente:

PR G) (3.56)

i+1/2 = qi‘r(ri)

Para los flujos difusivos admitimos una expresién en diferencias finitas de
segundo orden, esto es:

qi-1 — 4;
f'lzuz = q— (3.57)
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fD _ aCIi+1 — 4 (3.58)

i+1/2 R
/ i — Tiq1

Finalmente hay que tener en cuenta que la carga en la celda durante el
tiempo At queda afectada por la accién de la repulsién coulombiana durante
dicho intervalo de tiempo y se tiene:

i

q‘
* 2 2 7
e; = m(riyiys — 7':'—1/2)——1 AL (3.59)
junto con
ef'+m = 7(riy1y2 — 7'?—1/2)‘1:+ A (3.60)

Las ecuaciones 3.53-3.60 definen un sistema de ecuaciones explicito para
g:t2* conocidos ¢.

Para que el sistema sea cerrado necesitamos imponer condiciones en el
foco (¢ = 1) y en algin punto fuera de la separatriz (¢ = m.)

La condicidén sobre el foco se consigue considerando un circulo de radio r;
alrededor de él. Entonces sélo aparece un término de adveccién (hacia fuera)

y uno de difusion. Se tiene:

ettt = el - 27fr1+1/2f1}1/2At (3.61)

d(r.) 9 — 42
A _ c D = — .62
f1+1/2—q1T(7‘c) f1+1/2_a7‘2_7-1 (36 )

t
* q A 2 t+ At
e] = 7rrf+1/2——1 " ;t 7 et1+ - 4172 (3.63)
1

El dltimo punto sobre la red se elige como r,, = 7y—1 + d(rn—1) de forma
que esté sobre la regién Q,. Este hecho lo hemos comprobado integrando
las ecuaciones 3.27-3.28 hacia atrds desde r,, y comprobando que se llega al
inyector (z = 0). En este punto la condicidn es g, = C.

Hay que hacer notar que este modelo no es valido para obtener el transi-
torio ya que en la expresién de ff_l/z admitimos que en 7;_; en el instante de
tiempo t — 7(r;_,) la densidad de carga tenia el mismo valor que en ¢ — Af.
La introduccién de un paso temporal ha de verse, mas bien, como un tipo de
subrelajacién introducida en el modelo para obtener convergencia.

Con este modelo podemos calcular: i) El valor de o que corresponde a
cada valor de 8 y C. ii) La densidad de carga en la regién §2;. Para ello
seguimos los siguientes pasos: dado 3 obtenemos d(r) = BCd*(r). Fijado At
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Figura 3.9: Densidad de carga obtenida por el modelo unidimensional para
A=2,C=0.1y 8 =0.08 (la linea de proyeccién es z = 1/2).

y un valor inicial de « iteramos 3.53 hasta obetener la convergencia deseada.
Con la densidad de carga obtenida calculamos un valor nuevo de 3

g = 1 - /q(r)r dr (3.64)

Cn(r? —

Se trata entonces de buscar el valor de a que haga 8 = £.

En la figura 3.9 se representa g(7) para § = 0.8 y C = 0.1. La recta R es
la linea z = 1/2 y la densidad de carga de x = 0 a x, debe considerarse, por
coherencia con el modelo, simétrica respecto de x; (la abcisa del foco).

En la figura 3.10 se muestra 3 como una funcién de C/a!/?. La relacién
3.50 corresponde, en la grafica, a la diagonal. Como luego veremos, los
resultados numéricos confirman la validez de 3.50 lo que quiere decir que
nuestro modelo unidimensional, aunque reproduce aceptablemente la forma
de g(r) y da valores de a que, en orden de magnitud, se encuentran en la
misma zona, no da del todo correctamente la relacién de § con C’/allz. Estas
diferencias se pueden atribuir a las simplificaciones envueltas en el modelo
unidimensional y sobre todo a la hipétesis de simetria radial en torno al foco
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Figura 3.10: Dependencia de 8 con C/a!/? obtenida con el modelo unidi-
mensional.

de la densidad de carga.

3.4 Resultados numéricos

Aunque hemos introducido la difusién en la ecuacién de conservacién de la
carga la pequeiiez del pardmetro a hace que, desde el punto de vista numérico,
nos encontremos con los mismos problemas que en el capitulo anterior. Si
queremos obtener resultados aceptables desde el punto de vista fisico hemos
de asegurarnos que el esquema numérico que empleemos tenga una difusién
numérica despreciable frente al valor de la difusién real. Como ya vimos en
el capitulo anterior el upwind differencing es totalmente inoperante en este
sentido y este método sélo nos daria resultados aceptables en el caso de una
ecuacién parabdlica regular. La ecuacién de conservacion de la carga tal y
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como aparece en 3.1 es, en cierto limite del parametro C/a1/2, un problema de
perturbacién singular y, en cualquier caso, pueden aparecer gradientes fuertes
de la densidad de carga atin cuando incluyamos la difusién. Por todo ello
hemos recurrido de nuevo al algoritmo FCT expuesto en la seccién 2.2 para
estudiar numéricamente la competencia entre difusién y repulsién coulom-
biana que en las secciones precedentes hemos puesto de manifiesto. En esta
simulacién numérica hemos querido obtener dos aspectos del problema. En
primer lugar nos hemos restringido a la ecuacién de conservacién 3.1 junto
con la ecuacidn de Poisson 1.22 con un valor fijo de la velocidad del liquido en
la regién Q,; para analizar la dependencia del valor de la densidad de carga en
Q; con C' y @y analizar la validez de la relacién 3.50. En segundo lugar hemos
dejado variar la velocidad de acuerdo con una relacién integral obtenida a
partir de la ecuacién de Navier-Stokes, con lo cual hemos reproducido el ciclo

de histéresis para diferentes valores de a.

3.4.1 Calculo de la densidad de carga

Hemos usado, como ya se ha dicho, el algorimto FCT tal y como se ha
expuesto en el capitulo anterior. La caracteristica adicional que encontramos
ahora es la del término de difusién real que aparece en 3.1. Este término ha
sido incluido en el algoritmo introduciendo al final de cada paso de tiempo
un nuevo flujo difusivo usando diferencias centrales en la forma:

D div1,; — 4ij
Flijg = am— (3.65)

Hemos realizado dos nuevos tests para estimar el valor del coeficiente de
difusién numérico ay que ya introducimos en el capitulo anterior. Fijando
E, =1y A = 2 hemos comparado los transitorios obtenidos para valores
diferentes de «. La solucidén estacionaria en este caso es como sabemos ¢ =
C en todo el dominio, ya que el campo eléctrico es de divergencia nula.
Comparando el tiempo que se tarda en alcanzar dicha solucién para cada
valor de a y, finalmente, para a = 0 hemos obtenido que ay no es mayor
que 107>, El segundo test ha consistido en integrar cada 10 pasos de tiempo
la ecuacién de Poisson 1.22 para obtener el campo eléctrico y comparar los
diferentes valores estacionarios del valor minimo de la densidad de carga en
la regién Q; para diferentes valores de a y para o« = 0. Es para valores
de a =~ 10~* cuando los valores obtenidos de la densidad de carga minima
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Figura 3.11: Densidad de carga obtenida con FCT para A = 2, C = 0.1,y
a = 8.0 x 1073, Se presenta un corte con la recta z = 1/2.

empiezan a ser comparables, con lo cual de este dltimo test obtenemos una
cota para ay de 107* En todos nuestros calculos nos hemos restringido a
valores de o superiores a 1073,

Hemos ejecutado el cédigo en un computador para diferentes valores de
a y C hasta obtener un estado estacionario con un campo de velocidades
en forma de rollo definido igual que en 2.2 para un valor fijo de A = 2. En
la figura 3.11 se muestra un corte tipico de la densidad de carga en la linea
z =1/2 para a = 8.0 x 1073 y C = 0.1. A la derecha del foco, el resultado
obtenido es muy similar al obtenido por el modelo unidimensional.

Para cada par de valores de a@ y C' hemos calculado, en la distribucion de
carga estacionaria, el valor de 8 = ¢,;,,/C donde gy,j,, es el valor minimo de
gen . En la figura 3.12 se muestra la correlacién 8 — a — C obtenida. Como
vemos la relacién 3.50 se cumple bien para C/a1/2 < 1. Las discrepancias
entre los resultados obtenidos con el FCT y los obtenidos por el modelo
unidimensional se pueden atribuir a que la simetria radial, que se adopta
como hipdtesis en el modelo unidimensional, no es perfecta.

En las figuras 3.13, 3.14 y 3.15 hemos representado las lineas de nivel de la
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Figura 3.13: Lineas de nivel para la densidad de carga durante el transitorio
t = 0.5. Resultado obtenido con FCT.

densidad de carga durante el transitorio para el caso C = 0.1, a = 8 x 107°.
Vemos perfectamente como en los primero pasos de tiempo la distribucién
viene determinada por los términos de conveccién. La densidad de carga
toma, para t ~ 1, un aspecto no muy diferente del que tendria en el estado
estacionario sin difusién. Se forma pronto un hueco de carga encerrado por
la separatriz. Este hueco ird después rellenandose poco a poco a medida que
transcurre el tiempo para que, en el estado estacionario, aparezca medio lleno
de carga.

3.4.2 Ciclo de histéresis y criterio no lineal

Por dltimo hemos abordado el cilculo del ciclo de histéresis cuando incluimos
la difusién. El célculo ha sido realizado obteniendo la amplitud de la veloci-
dad para una forma dada de la misma por idéntico procedimiento al utilizado
en el capitulo anterior para obtener el ciclo de histéresis con a = 0.0. Aqui
hemos incluido ademas el término de difusién real. Hemos obtenido asi el

ciclo de histéresis para un solo valor de C' = 0.1 y tres valores diferentes de
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de nivel para la densidad de carga durante el transitorio

ineas

L

Figura 3.14

t = 1.0. Resultado obtenido con FCT.

de nivel para la densidad de carga durante el transitorio

Lineas
t = 2.5. Resultado obtenido con FCT

Figura 3.15
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o a=0.0,a=60x10"2y a=2.0x 1072

Los resultados se muestran en la figura 3.16 y se comparan con los obte-
nidos por los otros métodos utilizados. Vemos que la difusién estabiliza el
sistema aumentando el valor del criterio no-lineal y reduciendo la amplitud
de la electroconveccién. Cualitativamente cabia esperar este resultado, ya
que la difusién tiende a aumentar la carga presente en {2; y reduce, por
tanto, el par aplicado por la fuerza de Coulomb sobre la celda. En todo caso
la amplitud de la velocidad es siempre superior a uno. Cuanto mayor es o
mads se aproxima el criterio no lineal al lineal y es de suponer que a partir de
cierto valor de a el ciclo de histéresis desaparezca. En ese caso nuestro analisis
deja de ser vdlido porque el valor de o no serd entonces despreciable en el
analisis lineal ya que debe influir sobre la distribucién hidrostatica de carga
Yy, por tanto, en el valor del criterio lineal de inestabilidad. Es de esperar
que, en cierto limite y cuando la difusién determine fundamentalmente la
solucién sin movimiento, se produzca una forma de transicién al movimiento
més parecida a la del problema de Rayleigh-Benard y con un pardmetro de
estabilidad que no serd ya T.
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Figura 3.16: Ciclo de histéresis para C = 0.1 y varios valores de a obtenidos
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Parte 11

Estudio experimental del aumento de

transferencia de calor por electroconveccion
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Capitulo 4

Experiencias en geometria plano-paralela

Un amigo mio definfa al cientifico prictico como aquel que
no entiende nada de teoria y al teérico como un entusiasta que
no entiende nada de nada; también queremos oponernos a este
agudo punto de vista.

Ludwig Boltzmann

106
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4.1 Introduccidn

La conveccién natural es aquella producida por las fuerzas de flotacion.
Cuando en un fluido se introducen diferencias de temperatura, manteniendo,
por ejemplo, las paredes del recipiente que lo contienen a diferente tempera-
tura, se producen diferencias de densidad masica. Estas diferencias pueden,
en general, provocar el movimiento.

Del analisis dimensional de las ecuaciones que rigen la conveccién natural
dos parametros adimensionales aparecen como determinantes de la misma:
Ra = ga AT d®/vx, (g aceleracién de la gravedad, a coeficiente de dilata-
cién, AT diferencia de temperatura tipica', d distancia tipica, v viscosidad
cinemdtica y x difusividad térmica) conocido como numero de Rayleigh y
Pr = v/x, conocido como el ntimero de Prandtl. El nimero de Rayleigh re-
presenta el cociente entre la potencia introducida en el liquido por las fuerzas
de flotacién y la potencia disipada por las fuerzas viscosas. El nimero de
Prandtl es el cociente entre los tiempos de relajacién de las perturbaciones
térmicas y de vorticidad en el seno del fluido.

En un liquido confinado entre dos placas plano-paralelas separadas una
distancia d mantenidas a una diferencia de temperatura AT, el nimero de
Rayleigh juega el papel de parametro de estabilidad. Por debajo de cierto
valor de Ra (Ra. = 1708) la solucién sin movimiento del sistema de ecua-
ciones que rigen la dindmica del liquido es estable. Por encima de este valor el
liquido entra en movimiento. Aparecen regiones en las que el liquido caliente
sube (por efecto de su menor densidad) y otras en las que el liquido frio (mds
pesado) baja. El liquido caliente pierde su exceso de temperatura por con-
duccién cuando se aproxima a la placa fria y entonces inicia el movimiento
de retorno. Cuando se alcanza un régimen estacionario (en la vecindad del
valor critico del nimero de Rayleigh el liquido se organiza en celdas de con-
veccién en forma de rollos) se establece un balance entre la energia potencial
introducida en el sistema por el calentamiento en la frontera inferior y el
enfriamiento en la superior y la energia cinética disipada por la accién de
la viscosidad. Este balance viene representado, como ya se ha dicho, por el
numero de Rayleigh.

Aunque Ra es el pardametro de estabilidad y el que determina, por tanto,

1En esta segunda parte denotaremos por T a la temperatura absoluta ya que no hay

posibilidad de confusidén con el pardmetro eléctrico.
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cuando se inicia el movimiento, los distintos regimenes de conveccién que
aparecen a medida que aumentamos Ra dependen del ntumero de Prandtl
[45]. En general, dependen también de las condiciones iniciales y de la ge-
ometria concreta que se trate (cajas grandes o pequefias) asi como de las
condiciones de calentamiento. Tedricamente, y siempre tratando de planos
indefinidos y calentamiento uniforme, se encuentra que para Pr ~ 100 por
encima de Ra, aparece en primer lugar un movimiento bidimensional esta-
cionario (en forma de rollos), después (Ra ~ 2 x 10*) aparece un movimiento
tridimensional pero también estacionario, més tarde (Ra ~ 6 x 10*), dife-
rentes tipos de movimiento no estacionarios incluidos regimenes cadticos y,
para valores muy grandes de Ra (Ra ~ 10° — 10°), la turbulencia (para va-
lores muy altos de Ra las fuerzas viscosas no son capaces de disipar por si
solas la energia inyectada por las fuerzas de flotacidn, la turbulencia aparece
entonces por su mayor eficacia disipadora). Para Pr < 1 el movimiento tridi-
mensional estacionario no es observable y para valores poco por encima de
Ra, se llega muy ripidamente a regimenes no estacionarios y al caos. En este
caso, las perturbaciones de vorticidad provocadas por pequeiias diferencias
de temperatura locales sobreviven a éstas y un régimen no estacionario de
movimiento se ve asi muy favorecido.

En lo que aqui nos interesa el efecto mas notable de la conveccién es
el aumento de la transferencia de calor. Este aumento queda caracterizado
por otro nimero adimensional, el ntimero de Nusselt. Este se define como
el cociente entre el flujo de calor real (conduccién mds conveccién) y el que
habria para la misma diferencia de temperaturas entre las placas si no hubiera
movimiento: Nu = Hd/x AT (x es la conductividad del térmica del liguido
y H el flujo de calor neto que lo atraviesa). Cuando no hay movimiento es
Nu = 1 y cuando el movimiento se establece es Nu > 1 y crece con Ra.

Por lo dicho sobre las diferentes formas de conveccién que se pueden
~establecer segin los valores de Ra y Pr queda claro que el valor del nimero
de Nusselt depende de ambos pardmetros.

Las medidas experimentales se suelen presentar en forma de dependencia
potencial Nu = aRa® donde las constantes @ y b varian para cada rango de
ntimeros de Prandtl considerado (en casi todos los experimentos existentes
b < 0.3). Para un mismo liquido existen valores de Ra en los que a y
b cambian y que coinciden con diversas transiciones en los regimenes de
conveccién. Asi para liquidos con Prandtl alto aparecen transiciones de este
tipo en torno a Ra = 2 x 10* y Ra = 6 x 10*. Para valores muy altos de
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Ra aparecen transiciones en el comportamiento de Nu frente a Ra que no
coinciden en los valores segin los experimentos y que se asocian a diferentes
tipos de turbulencia que todavia no estan del todo dilucidados.

En cualquier caso, el propio mecanismo de conveccién natural se revela
como poco eficaz para la transferencia de calor, ya que la velocidad tipica
de la conveccién depende de la misma diferencia de temperaturas y, aunque
Nu aumenta contintiamente con Ra, los valores de Nu que podemos obtener
quedan siempre limitados por las condiciones experimentales en cuanto al
aspecto térmico de las mismas se refiere. Para conseguir numeros de Nu-
sselt grandes hacen falta nimeros de Rayleigh gigantescos y esto sdlo se
consigue con diferencias de temperatura muy altas, lo que hace intervenir
otros pardametros no considerados hasta ahora, o distancias muy grandes.
Por ejemplo citemos que Castaing et al. [46] obtienen numeros de Nusselt
superiores a 100, pero para ello necesitan llegar a Ra ~ 10'? lo que en
el laboratorio sélo es realizable en condiciones especiales (ellos usan helio
liquido en sus experiencias).

La idea de utilizar campos eléctricos para aumentar la transferencia de
calor no es nueva. Ya en los anos treinta Sentleben [47] experimentd esta
posibilidad con gases y Kronig y Ashman en 1950 [48] lo hicieron con liquidos.
En los dltimos treinta y cinco afios se han realizado muchos trabajos sobre
el tema principalmente de cara a su aplicacidn préactica en intercambiadores
de calor, condensacién, fusién, etcétera. Una buena cantidad de trabajos de
este tipo y una discusién critica de ellos puede encontrarse en Jones [49].

Cuando una diferencia de tensién eléctrica se aplica sobre una capa de
fluido aparecen tres términos de fuerza: la fuerza de Coulomb ¢E donde ¢
es la densidad espacial de carga y E el campo eléctrico; la fuerza dieléctrica
—(E?/2)Ve con ¢ la permitividad del liquido; y la fuerza de electrostriccién
VI(E?/2)(6¢/6p)] con p la densidad misica. EIl segundo término aparece
como consecuencia del gradiente de temperaturas, que implica un gradiente
de permitividad. Sin embargo, cuando la tensién aplicada es continua este
término es, en general, despreciable frente a la fuerza de Coulomb. El término
de electrostriccidn se puede incluir en la presidn, ya que representa un gra-
diente, y no tiene efectos dinamicos ni afecta a la estabilidad en liquidos
confinados. Por lo tanto, en condiciones de tensién continua (DC) el término
dominante es ¢E. En la mayoria de los trabajos existentes hasta ahora la
densidad voluminica de carga ¢ proviene de los gradientes de conductividad
térmicamente inducidos pero este mecanismo de creacion de carga es apre-
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ciable solamente en liquidos en los que la corriente es de naturaleza 6hmica.
Efectivamente, de la ecuacién de Poisson:

g=eV.E=¢V-—j=—-—E Vo (4.1)
ol o

En liquidos dieléctricos sometidos a campos intensos la principal fuente de
carga en volumen es el proceso de inyeccién que, en condiciones adecuadas,
se produce en uno o ambos electrodos. Se han realizado pocos trabajos
sobre la transferencia de calor por electroconveccién en liquidos utilizando
la inyeccién como principal mecanismo de generacién de carga. En gases
Franke [50] entre otros muestra que existe un aumento de la transferencia de
calor causado por el viento iénico que produce el efecto corona. Lazarenko
[51] ha realizado también un anélisis tanto experimental como teérico del
problema, deduciendo alguno de los pardametros relevantes. Ferndndez y
Poulter [52] han realizado experimentos en liquidos sometidos a inyeccidn
unipolar en geometria cilindrica con flujos forzados, aunque en condiciones
electroquimicamente poco controladas. Un estudio mds detallado de este
tipo de sistema estd siendo llevado a cabo actualmente por el equipo de
Grenoble, alguno de cuyos resultados preliminares se encuentran en [53].
Mizushina et al. han realizado recientemente un anélisis sobre esta misma
configuracién con algunos resultados interesantes. El analisis de estabilidad
del caso electroaerodindamico ha sido realizado por Hoburg [54] que también
muestra experimentalmente un incremento del numero de Nusselt en presen-
cia de inyeccién. Por tltimo, Bologa et al. [55] han examinado el aumento
de la transferencia de calor que produce un campo eléctrico aplicado a un
flujo de una suspensién de sélido en gas. Examinan, en este trabajo, tanto
el caso en el que las particulas en suspensién son conductoras como el caso
en que son aislantes. Bajo ciertas condiciones, este tipo de fenémeno puede
ser simulado en suspensiones liquidas.

El problema del que nos hemos ocupado es el de caracterizar el aumento de
transferencia de calor en una capa de liquido confinada entre dos electrodos
plano-paralelos sometida simultdneamente a un gradiente térmico y a un
campo eléctrico.
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4.2 Dispositivo experimental

Se ha elegido la geometria particular de una capa horizontal de liquido porque
permite una comparacién significativa con el problema de Rayleigh-Benard.
Las experiencias se han realizado a flujo de calor constante.

El dispositivo experimental se esquematiza en la figura 4.1. La celda de
estudio comprende dos placas de cobre paralelas (de 2.48 kg la més pesada)
separadas y cerradas por un marco de plexigldas. Cambiando éste idltimo se
hace variar la distancia entre las placas. Las experiencias se han hecho para
3,5y 7 mm de distancia entre electrodos. La superficie activa de la celda es
de 15.75x10.40 cm?®. La placa de 2.48 kg estd en contacto con una resistencia
eléctrica capaz de suministrar una potencia calorifica de hasta 30 watios. La
otra placa se mantiene a una temperatura constante (20° C en casi todas
las experiencias realizadas) con la ayuda de un bano termostatado (Huber
Unistat), y va conectada a una fuente de alta tensién (DC) que proporciona
hasta 20 KV en las dos polaridades (fabricada por Spellman). El liquido
de refrigeracién es aceite de silicona (Rhodorsil 47 V 1 ) suministrado por
Rhone-Poulenc. Se ha elegido un liquido aislante para evitar toda pérdida
eléctrica importante cuando el electrodo termostatado se pone a alta tensién.
El gasto médximo circulante en el interior de la placa es del orden de 15 1/min.
y el tiempo de un ciclo completo de unos 5 s. Ddndole la vuelta a la celda se
consiguen dos configuraciones: calentamiento por arriba y por debajo.

La temperatura de las placas se mide con dos sondas de platino y un
termdmetro de alta precisién (tipo PN5207, fabricado por A. O. I. P. ). Una
de las sondas estd en contacto directo con la placa calefactora. La otra no
es posible ponerla en contacto directo con la placa termostatada ya que ésta
va conectada a alta tensién. Es necesario aislar eléctricamente la sonda de la
placa y al mismo tiempo asegurar un contacto térmico lo mds eficaz posible.
Esto se consigue interponiendo entre sonda y placa una barra de zafiro (ver
figura 4.1), material que tiene una resistencia eléctrica muy alta y es un buen
conductor del calor.

Las pérdidas térmicas se minimizan rodeando la sonda con dos campanas
de cobre que van soldadas a la placa. Tanto la placa como las campanas
estdn recubiertas de poliuretano. Las conexiones eléctricas entre la sonda y
el termémetro pasan por dentro de un tubo de araldita que atraviesa todo el
aislante.

Para evitar la descarga eléctrica entre las campanas de cobre (a alta
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Figura 4.1: Esquema de la celda experimental: 1. capa de liquido; 2. re-
sistencia calefactora; 3. electrodo a alto voltaje; 4. marco de plexiglas; 5.
barra de zafiro; 6. poliuretano. P, y P, sondas de temperatura.
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tensién) y la sonda, hemos rodeado ésta de una caja de cobre conectada a
masa.

El sistema se aisla de las fluctuaciones de la temperatura ambiente
encerrandolo en una caja (madera, poliuretano, cobre) termostatada por otro
bano. El interior se mantiene permanentemente a la misma temperatura que
la placa calefactora a fin de evitar las pérdidas de calor hacia el exterior.
De esta manera se asegura que la potencia calorifica suministrada a la placa
pase enteramente a través de la celda.

\ Para tener en cuenta las pérdidas residuales, a pesar de la interposicién
de los diversos aislantes térmicos, hemos efectuado una calibracién de la
sonda superior, en ausencia de tensién, con la ayuda de una tercera sonda
colocada sobre la superficie interna de la placa. A partir de las temperaturas
medidas por las sondas se obtiene, después de la correccién segin la curva
de calibfado, la diferencia de temperatura sobre la capa liquida con un error
que no excede el 3% (para diferencias de temperatura por encima de 1° C
este error es mas pequerio).

El termdmetro permite tanto una medida independiente de las dos tem-
peraturas como una medida diferencial (obteniendo automéaticamente la di-
ferencia de temperatura). Se obtiene asi la diferencia de temperatura con
una precisién de hasta 0.01 °C. Se ha registrado en las experiencias, ademas
del valor estacionario final, la evolucién de AT con el tiempo para analizar
el comportamiento transitorio.

El liquido utilizado es aceite de silicona (Rhodorsil 47 V 10, suministrado
por Rhone-Poulenc). Sus propiedades a 22 °C se muestran en la tabla 4.1. En
este tipo de liquido, de baja conductividad, es posible provocar una inyeccién
unipolar de iones dopandolo con una sal adecuada como el TIAP (Picrato de
Triisoamidamonio) [7].

4.3 Caracteristica tension-corriente isoterma

Hemos verificado que con nuestra celda de estudio se obtiene una inyeccién de
iones negativos de intensidad lentamente creciente con el campo: por encima
de cierto valor del potencial aplicado la corriente de conduccién voluminica
es despreciable frente a la corriente de inyeccién (ver figura 4.2). Observa-
mos dos regimenes: por debajo de V, corriente y voltaje son proporcionales
(régimen Sdhmico) mientras que por encima la corriente crece mds que pro-
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aceite de silicona | plexiglds | zafiro cobre
€ 2.63 4.0 10.5 —
v (m?/s) 10°° — - —
p (Kg/m®) |9.3 x 10 1.2 x 10 | 3.9 x 10® | 8.9 x 10°
¢, (J/kg K) | 1.6 x 10 1.5 x 10® | —- 3.9 x 102
£ (J/mKs) 0.13 0.13 34.0 3.8 x 102

Tabla 4.1: Algunas propiedades fisicas del aceite de silicona y otros materiales
usados en el experimento

porcionalmente (como V* con 3/2 < b < 5/2). Este segundo régimen se
corresponde con una corriente provocada por la inyeccién de iones negativos
desde el electrodo polarizado negativamente.

4.4 Medidas en condiciones estacionarias
El flujo de calor viene dado por
H = pc,v — VT (4.2)

siendo p la densidad del liquido, ¢, su capacidad calorifica, v su velocidad,
T la temperatura y « la conductividad térmica. Promediando esta ecuacion

en todo el volumen ocupado por el liquido se tiene:

1 ré AT 1 ¢
—/ <Hz>dz=—/<;—+pcp—/ < wT > dz (4.3)
d’o d dvo
donde el eje z se ha tomado perpendicular a la capa de liquido, <> significa
promedio respecto de un plano horizontal y w es la componente z de la

velocidad. El nimero de Nusselt toma entonces la expresién:

pep [
Nu=1+—/<wT>dz (4.4)
K AT Yo

Vemos que el efecto de la conveccién es el de aumentar el valor de Nu por
encima de la unidad. Hay que remarcar que este aumento no depende sélo de
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Figura 4.2: Caracteristica tensién-corriente del aceite de silicona saturado
con TIAP.
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la magnitud de la velocidad del liquido, sino de la correlacién entre el campo
de velocidades y el de temperaturas.
Se puede definir una conductividad aparente de forma que:

AT

H = fgap————— (4:.5)
d

(donde H se refiere al flujo de calor segin el eje z) y el nimero de Nusselt

se escribe entonces como:

Ny = 22 (4.6)

K
Para determinar £,, hay que tener en cuenta los flujos de calor a través del
plexiglds. Si llamamos H; al flujo a través del liquido, H, al del plexiglds y
S1y S, a las respectivas superficies serd:

Q - Slfll + S},Hp (47)

donde @ es la potencia calorifica total que atraviesa la celda.

Dada la compleja geometria de la celda, que hace muy complicado un
andlisis pormenorizado del campo de temperaturas en el marco de plexi-
glas (debido a los atornillamientos, pegamentos, etcétera) hemos aceptado
la hipétesis de que la cantidad de calor que lo atraviesa es proporcional a la

diferencia de temperatura, esto es:
S,H, = const x AT (4.8)

donde la constante se ha determinado midiendo la diferencia de temperatura
para varios valores de @, asegurandonos que no existia movimiento en el
liquido (ver figura 4.3). Una vez determinada la constante y de las expre-

siones 4.5, 4.7 y 4.8 se tiene

d
T SIAT

Kap (Q — const x AT) (4.9)

Sin tensién aplicada (V = 0) hemos reproducido la curva cldsica de Nu en
funcién de Rayleigh.

El buen acuerdo con los resultados clasicos [56] (ver figura 4.4) es una
comprobacién del buen funcionamiento de todo el dispositivo. Para cada
valor de la distancia entre los electrodos hemos obtenido el valor correspon-
diente del Ra, correspondiente al establecimiento de la conveccién.
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Figura 4.3: Valores de @ frente a AT sin tensién aplicada. El cambio de
pendiente refleja la inestabilidad de Rayleigh-Benard. La recta correspon-
diente a la situacién hidrostédtica se ha usado para calibrar el sistema.

%000 * 10000 15.000 20,000 25,000

Figura 4.4: Curvas Q =cte. La curva horizontal inferior corresponde a V' = 0.
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Figura 4.5: Nu frente a Ra para diferentes valores de @ y V. Resultados para
d = 5mm, inyeccién y calentamiento por debajo. Representacién log-log de

las curvas V =cte.

Se han realizado medidas para rangos de 0 < V < 18 kV, 0 < @ < 30
W,d=3,5y 7 mm con polaridad positiva y negativa (inyeccién desde el
electrodo frio o el caliente) y calentamiento por arriba y por abajo.

En las figuras 4.4 y 4.5 se muestran los resultados obtenidos para una
serie completa. En este caso es d =5 mm, inyeccién de iones negativos por
debajo, calentamiento por debajo y los puntos se han obtenido variando cada
vez la potencia de calefaccién manteniendo fijo el potencial aplicado. Como
se ve, Nu es practicamente independiente de la diferencia de temperatura,
siendo el potencial aplicado el que determina su valor. Esto muestra que
son las fuerzas eléctricas las que determinan el comportamiento del sistema,
jugando las fuerzas de flotacién un papel despreciable. Resultados similares
se obtienen para todas las configuraciones posibles: inyeccién por arriba,
calentamiento por arriba e inyeccién por abajo y por arriba; asi como para
las tres distancias. Lo que varia en cada caso es el valor del nimero de
Nusselt para un potencial dado. El ntimero de Nusselt mdximo se obtiene

asi para d = Tmm.

4.5 Analisis del transitorio

El hecho de que la conductividad térmica efectiva sea practicamente inde-
pendiente de la diferencia de temperatura (ver figura 4.5) implica que el
transporte por conveccién y la agitacién del liquido son, en primera aproxi-
macion, independientes de AT. Esta conclusién debe poder extraerse también
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del andlisis del comportamiento transitorio. En efecto, consideremos una
perturbacién pequefia del régimen estacionario por modificacién ya sea de
la tensién aplicada, ya de la potencia calefactora de la placa. Podemos es-
tablecer, entonces, una analogia con un circuito eléctrico: en el primer caso
(modificacién de V) la conductividad térmica efectiva (la resistencia) es mo-
dificada rapidamente, siendo el tiempo de transito de los iones (del orden de
décimas de segundo) el tiempo caracteristico de este proceso. En el segundo
caso, la resistencia no cambia pero si la cantidad de calor suministrado (la
corriente para un circuito eléctrico). La relajacién hacia un nuevo estado
estacionario se hard bien por enfriamiento o calentamiento de la placa de co-
bre que juega el papel de un condensador. Tenemos, por tanto, el equivalente
a un circuito RC y podemos esperar que la relajacién al estado estacionario
se hara gle forma exponencial, con un tiempo caracteristico 7 ~ RC con Ry
C la resistencia y capacidad térmica del sistema, respectivamente.

Y eso es lo que se obtiene, efectivamente, manteniendo la tensién aplicada
y variando la potencia de calentamiento (ver figura 4.6,a): se comprueba que
para un valor dado de la tensién la constante de tiempo es la misma para
cualquier potencia. De estas medidas debe ser posible, por tanto, encontrar
la resistencia térmica y la conductividad aparente para ese valor de V.

Vamos a obtener mediante un calculo aproximado una expresion para Kqp
en funcién de 7. Supongamos que la placa de cobre empieza a suministrar
calor en el instante ¢ = 0. El calor es transportado a través del plexiglds y del
liquido hacia la otra placa que se mantiene a temperatura constante. Para

cada uno de los tres medios se cumple la ecuacién del calor:

oT
pc,—— +V-H=20 (4.10)
ot
Admitimos que el gradiente de temperatura es vertical en los tres medios,
con lo que la ecuacién 4.10 la consideramos unidimensional. En la placa de
cobre inferior, 0 < z < d;, el gradiente de temperatura es muy pequeno y
admitiremos que la placa es isoterma (la conductividad del cobre es mil veces
mayor que las otras). La ecuacién 4.10 conduce entonces a:
oT
H, = Hy — peced; — (4.11)
ot
donde H, es el flujo de calor suministrado a la placa y H, es el flujo de

calor que pasa de la placa al liquido y al plexiglas.
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Integrando de nuevo la ecuacién 4.10 para el liquido y para el plexiglas:
oT
pPiC / E dz dy dz + (H12 — HII)SI = 0 (412)

oT
ppcp/gdx dydz + (Hy, — Hy)S, = 0 (4.13)

donde los indices [ y p se refieren al liquido y el plexiglds y los 1 y 2 a las
placas inferior y superior, respectivamente. Para el primer término de ambas
ecuaciones podemos tomar la temperatura media sobre todo el volumen:

oT ' OT, + T,
pc/Edaz dydz = Mca;é——— (4.14)

donde M es la masa correspondiente a cada medio.
Sumando las ecuaciones 4.12 y 4.13, se obtiene:

T+ T,
2

teniendo en cuenta que no hay acumulacién de energia en la interfase se tiene
SiH;, + S,H,, = S.H; y de la ecuacién 4.11:

]
MM+%MQE( )+ SiHy, + SpH,, — SiH;, — S,H,, =0 (4.15)

oT
&Eﬁﬂﬁh=&m=&m—M&5f (4.16)

Si admitimos ahora que el flujo a nivel de la placa superior es igual al producto
de la conductividad térmica (que puede tomarse Kap Para el liquido) por el
gradiente medio de temperatura, se obtiene:

T, + Ty T, — T, T, —

0 T oT
(Mt cp M) = ———— SiH, L — S H,+ M.c.— =0

e Y ek
dy—dy 7 7Tdy—d, ot
(4.17)
La solucién de esta ecuacidn es:
Q vy
= 1 — T 4.18
T:(t) = T, + = S (1—e""7) (4.18)
d2 b dl dg - dl
donde @ es S H,, la potencia disipada, y:
MIC[ -; Mpc}, 4 MCCC
= 4.19)
" Siky S %y (

+
dy —dy  dy—d,
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En esta expresion, los términos del numerador representan las capacidades
calorificas del liquido, del cobre y del plexiglias y los del denominador las
conductancias térmicas.

Se ha supuesto implicitamente que, en régimen transitorio, la conduccion
en el plexiglds es analoga a la del régimen estacionario. Para pequenas per-
turbaciones de aquél, hemos verificado que esta hipdtesis es razonable. Para
ello hemos registrado el comportamiento de AT con el tiempo calentando por
arriba con d = 5mm (situacién estable en la que no se produce movimiento
en el liquido y por tanto todo el calor es transportado por conduccién). La
relajacién es de tipo exponencial y el tiempo caracteristico es de 45 min.,
lo que coincide con la previsién si se introduce para el factor geométrico el
obtenido de las medidas estacionarias sin voltaje.

En la figura 4.6 se muestran los resultados obtenidos para la evolucion
de AT(i) correspondientes a las medidas estacionarias de la figura 4.5. Se
representa la funcién F(t) = [T3(t) — T1(00)]/[T1(0) — T1(c0)] y las grificas
corresponden a: (a) V = 6 KV , (b) V = 8 KV, (¢) V = 10 KV , (d)
V = 12 KV. La correspondencia de los simbolos es: (+) 1 W, (¢) 3 W, (A
Y5 W, (O)7TW, (0)10W, (x) 15 W, (v ) 20 W, (¢) 25 W, (L) 30 W.
La variacién es de tipo exponencial y del tiempo de relajacién se encuentran
los valores de Nu que coinciden aceptablemente con los obtenidos de las
medidas estacionarias. En la tabla 4.2 se muestran y comparan estos valores.
Los valores estacionarios son mds precisos que los obtenidos del transitorio.

4.6 Discusion y conclusion

A la vista de los resultados tanto estacionarios como transitorios se puede
concluir que la transferencia de calor en nuestras condiciones viene deter-
minada por las fuerzas de origen eléctrico. Esto nos lleva a buscar una
correlacién entre el nimero de Nusselt y las magnitudes de tipo eléctrico,
independientemente de la diferencia de temperatura.

En contra de lo que sugiere la figura 4.5 y a pesar de que para todas las
demds configuraciones las figuras obtenidas son del mismo tipo no se puede
encontrar una correlacién directa entre Nu y V. En efecto, para diferentes
series de experiencias se observa que el ntimero de Nusselt no es el mismo
para un potencial dado. Ello es debido a las diferencias de conductividad

que se aprecian en el liquido entre una y otra serie de medidas, debido al es-
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Kv W |30 25 20 15 10 7 5 3 1

6 11399402399 4.1 |4.14 |4.26 |43 |4.32]4.43
IT | 3.71 | 3.76 | 3.64 | 3.72 | 3.83 | 3.82 | 4.1 3.95 | 4.35

8 153954 |54 |539|531 |53 |525]5.25]|5.38

IT | 5.96 | 5.35 | 5.13 | 4.86 | 5.35 | 5.23 | 5.01 | 4.63 | 4.43
10 I[584 1642637 (6.4 |6.33|6.0 |6.23|06.44 |6.44
II{74 |6.1 |6.54 534|541 |525]582]|5.89]6.26
12 1|74 |75 | 733|733 |7.23|7.12|7.12|7.33|6.82
IT [ 6.26 | 6.97 | 7.08 | 7.22 | 7.38 | 7.59 | 6.58 | 7.03 | 6.98

Tabla 4.2: Némero de Nusselt en funcién de la potencia disipada (en watios)
y de la tensién aplicada (en kilovoltios). (I) En condiciones estacionarias,
(II) a partir del transitorio.

tado de mayor o menor depuracién del liquido, a reacciones liquido-electrodo,
etcétera. Ello hace que para las mismas condiciones, Nu pueda variar apre-
ciablemente para un mismo valor de V de una serie de experiencias a otras.

Tampoco la corriente total que atraviesa la celda puede tomarse como la
magnitud determinante, ya que ésta estd compuesta de una corriente de con-
duccidén residual, que normalmente juega un papel estabilizante sobre la capa
liquida, y la corriente de inyeccién, auténtica responsable del movimiento.
Descontando la corriente de conduccién, que en la mayoria de los casos co-
rresponde a la corriente de saturacién (ver apéndice C), de la corriente total,
hemos buscado una correlacién entre Nu e [,,;.

Se observa ademds que el Nu aumenta con la distancia para un mismo
valor de la corriente. Asi hemos obtenido valores de hasta 15 para el Nusselt,
lo que significa un aumento notable de la transferencia térmica debido a la
presencia del campo eléctrico. La correlacién final encontrada se muestra
en la figura 4.7 donde se ha representado Nu frente a I;,;d>. Se presentan
resultados de las siguientes configuraciones a) calentamiento por abajo: (o
) d =5mm, inyeccién por arriba; (e ) d =5mm, inyeccién por abajo; (x)
d =3mm, inyeccién por arriba. b) calentamiento por arriba: (O ) d =3mm,
inyeccién por arriba; (4+) d = Tmm, inyeccién por arriba; (A ) ¢ = Tmm,
inyeccién por abajo. Como puede verse no hay diferencias apreciables entre
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Figura 4.7: Nu frente a Id® para diferentes configuraciones (ver texto).

calentar por arriba o por abajo o inyectar por arriba o por abajo. Se sigue
una ley de tipo potencial de la forma Nu o (I;,;d*)* con a, algin valor entre
0.3 y 0.5.

Los puntos experimentales que quedan por debajo de Id® = 107!*Am?
parece que pudieran ajustarse mejor a otro exponente mas préximo a 1/2.
Este hecho puede estar relacionado con una transicién entre regimenes viscoso
e inercial, aunque la falta de informacién local sobre el estado del liquido
aconsejan cierta prudencia en nuestras conclusiones.

Esta primera serie de experiencias pone de manifiesto la posibilidad de
utilizar campos eléctricos para aumentar la transferencia de calor en liquidos
aislantes. Aunque se ha podido caracterizar de forma global la fenomenologia
presente, un estudio experimental mas detallado, incluyendo algin tipo de
medicién local, se hace preciso si se desea caracterizar el estado de movimiento
del liquido y discernir la posible existencia de diferentes regimenes de con-
veccién. En el préximo capitulo abordamos un estudio experimental mds
sofisticado sobre el problema. En el tltimo capitulo presentamos una dis-
cusién, desde un punto de vista mds tedrico, de los resultados experimentales
obtenidos.
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Para poder discernir los diferentes regimenes de conveccién y, por tanto,
las diferentes leyes de correlacién es preciso visualizar el movimiento asi como
obtener informacién mas o menos local de la distribucién de temperatura y/o
de la velocidad. Hemos por ello concebido otro montaje experimental en el
que poder realizar diferentes sistemas de visualizacién asi como una sencilla
forma de interferometria. Para ello es preciso un sistema de regulaciéon de
temperatura que controle las pérdidas sin tener que encerrar la celda. Por
otro lado, hemos querido fijar la estructura convectiva para lo que se han uti-
lizado 5 ldminas equidistantes en las que, debido al reforzamiento del campo
eléctrico en los bordes se produce inyeccién de carga sin necesidad de afadir
sal alguna al liquido. El que la inyeccidn se produzca de forma localizada fija
una estructura periédica ain cuando el movimiento sea turbulento.

.

5.1 Celda de estudio

La celda de estudio (ver figura 5.1) esta formada por dos electrodos en cobre
separados 18 mm. y encerrados por un marco de metacrilato especialmente
pulido para las observaciones épticas. El electrodo superior (50 x 150 mm.)
tiene 5 laminas de acero que sobresalen 5 mm. perpendicularmente al elec-
trodo hacia el interior de la celda y colocadas a 30 mm. una de otra. El
electrodo inferior estd dividido en dos partes: la interior (a la que llamaremos
propiamente electrodo) de una superficie de 29.13 cm? lleva una resistencia
calefactora de 4.7Q2 que, alimentada por una fuente de potencia, proporciona
el flujo de calor deseado; la parte exterior del electrodo (que llamaremos
anillo de guarda) rodea completamente al interior excepto por donde éste
estd en contacto con el liquido. Ambas partes estan aisladas eléctricamente
y sostenida la interior sobre la exterior por medio de calzos pegados. El anillo
de guarda lleva también una resistencia calefactora (7€2). La intensidad que
se proporciona a esta resistencia viene determinada por un sistema de regu-
lacién, que detallaremos mds adelante, y es tal que el anillo de guarda esta
siempre a la misma temperatura que ¢l electrodo.

El electrodo superior estd conectado a una fuente de alta tension y ter-
mostatado con el mismo sistema utilizado en el montaje descrito en el capitulo
4. La temperatura del electrodo superior se mide por medio de una sonda
de platino y un termémetro de alta precisién. Tanto la sonda como el
termémetro estdn aislados eléctricamente de tierra gracias a un transfor-
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Figura 5.1: Celda de estudio: 1- liquido, 2- plexiglds, 3-electrodo inferior, 4-
anillo de guarda, 5- electrodo superior, 6- aceite refrigerante, 8- ldminas, 9-
sondas de temperatura, 10- toma de alta tensién, 11-resistencia calefactora.
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Figura 5.2: Esquema del montaje eléctrico.

mador que puede soportar hasta 100 kV de tensién entre sus dos devanados.
Este sistema es mds preciso que el utilizado en el montaje anterior (con la
barra de zafiro) aunque es mas arriesgado, ya que si se produce una descarga
en la celda puede haber derivacién de corriente a través de la sonda hacia el
termémetro. De hecho, en el transcurso de las experiencias el termometro se
quemé una vez como consecuencia de una descarga parcial en la celda.

El electrodo inferior estd conectado a tierra a través de un electrometro
Keithley que puede medir hasta 107'*A. El esquema eléctrico se muestra en
la figura 5.2.

Tanto el anillo de guarda como el electrodo inferior tienen dos sondas de
platino cada uno. Dos de ellas, una de cada sitio, forman parte del sistema
de regulacién térmico y las otras dos van directamente a otro termémetro de
alta precisién del mismo tipo que el anterior.

Hemos usado en las experiencias tres aceites de silicona diferentes: V1,
V50,y V350, suministrados por Rhone-Poulenc. Sus propiedades fisicas se
muestran en la tabla 5.1.
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v (mm?/s ) | p (kg/m?3) 3 c(J/gK) | « (W/mK) | €

V1 1 820 0.00135 - 0.10 2.3

V50 50 960 0.00105 1.46 0.16 2.8
V350 350 970 0.000945 1.46 0.16 2.8

Tabla 5.1: Propiedades fisicas de los aceites de silicona utilizados.

ﬁg

PI1D

Figura 5.3: Sistema de regulacion de la temperatura.

5.2 Sistema de regulaciéon térmica

Para evitar pérdidas y asegurarse de que toda la potencia suministrada a la
parte inferior contribuye al flujo de calor a través del liquido es preciso que el
electrodo y el anillo de guarda estén a igual temperatura en todo momento.
Para ello hemos utilizado un sistema de regulacién retroalimentado que cons-
ta de: un puente de resistencias, un sistema de preamplificacién y un P. L.
D. (circuito amplificador, integrador y derivador). El sistema se esquematiza
en la figura 5.3.

El desequilibrio del puente es proporcional a la diferencia de temperaturas
entre el electrodo y el anillo de guarda. El error del puente es amplificado y
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la sefial proporcionada por el P. I. D. alimenta la resistencia calefactora del
anillo de guarda. Vamos a describir a continuacién cada una de las partes.

5.2.1 EIl puente

Las resistencias R; = R, = 1k se eligen suficientemente grandes de forma
que la tensién medida sea proporcional a la diferencia de las otras dos re-
sistencias. Forman asi los dos brazos pasivos del puente y estan instaladas
en el espacio comprendido entre el bloque que forman electrodo y anillo de
guarda y la caja exterior que los contiene. Los otros dos brazos del puente
lo forman las dos sondas, una instalada en el electrodo y otra en el anillo de
guarda. Ambas reposan en sendos orificios taladrados en el cobre y rellenos
de grasa, para asegurar un buen contacto térmico. Aunque las sondas son
en principio idénticas (~ 100 a 20°C) hay una pequeila diferencia de re-
sistencia entre ellas. El puente estd alimentado por una pila alcalina de 1.5 V
de deriva despreciable. Una resistencia variable permite ajustar el puente de
forma que la tensién de salida sea nula cuando las temperaturas del electrodo
y el anillo de guarda son estrictamente iguales. Tras asegurarse que ambos
elementos estdn a igual temperatura, metiendo el bloque entero (anillo y elec-
trodo) en un bano termostatado y esperando un tiempo suficiente, se miden
ambas resistencias y se ajusta la resistencia variable de forma que la tensién
de salida del puente, medida con un voltimetro digital, sea nula (menor que
0.1 mV). La diferencia entre las temperaturas de las dos partes, medidas
con el termémetro y las otras dos sondas {calibradas previamente de forma
independiente) es entonces menor que 5 mK.

En definitiva un ajuste del puente dentro de la precisién de los aparatos
de medida asegura que T, — T, < 5mK siendo 7} la temperatura del electrodo
y T, la del anillo.

Tanto la pila de alimentacién como los dos brazos pasivos del puente y el
primer amplificador de la tensién de salida del puente se encuentran debajo
del anillo de guarda. Todo ello estd cerrado por abajo por la caja antes
mencionada, cuyas paredes contienen un serpentin por el que circula agua
proveniente de un bafio termostatado, que permite controlar la temperatura
del recinto.
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5.2.2 Amplificacion

Dos amplificadores en serie, uno de ganancia fija 400 (el que estd en el inte-
rior) y otro de ganancia variable (situado en la mesa de control) amplifican
la tensién error del puente antes de que ésta vaya al P. 1. D. .

5.2.3 ElP.I D.

Dada una tensién de entrada V.(¢) funcién del tiempo, el P. I. D. propor-
ciona una tensién a la salida V,(t). funcién de aquella. El P. I. D. contiene,
ademas de un amplificador interno, un circuito de derivacién analégica y un
circuito de integracién. Con ello se obtiene una sefial V,(t) = K,V.(¢) +
K,(dV,(1)/dt) + K; J V.(t)dt. La sefial de salida alimenta la resistencia cale-
factora del anillo de guarda. Tenemos asi un sistema de regulacién retroali-
mentado.

Para entender el funcionamiento del sistema y la necesidad del P. I. D.
vamos a introducir algunos conceptos fundamentales de la teoria de sistemas
de autocontrol.

5.2.4 Sistemas de regulacién retroalimentados [57]

Consideremos el bucle de retroalimentacién de la figura 5.4. r(t) es la senal
de entrada, por ejemplo una diferencia de potencial eléctrico. A es un dis-
positivo que actia sobre la sefial e(t) y proporciona c(t). B es el dispositivo
de retroalimentacién y b(t), la sefial a la salida de B se resta a la sefial de
entrada. El objetivo de un sistema asi dispuesto es el de que b(t) siga con-
tinuamente r(¢) (en nuestro sistema r(¢) corresponde a la resistencia de la
sonda introducida en la placa y b(t) a la del anillo de guarda). Sobre Ay
B imponemos como tnica restriccién el que sean elementos lineales, esto es,
que los operadores que transforman e(t) en ¢(t) y ¢(¢) en b(¢) sean lineales.
Se define la funcidén de transferencia de un elemento como el cociente
entre las transformadas de Laplace de la sefial que produce a su salida y la
de la entrada. Para el dispositivo A esto es: G(s) = C(s)/E(s) donde C(s)
y E(s) son, respectivamente, las transformadas de Laplace de c(t) y e(t).
Para B es, anadlogamente: H(s) = B(s)/C(s). Referido al bucle de la figura,
G(s) se denomina funcién de transferencia en bucle abierto y H(s) funcion

de transferencia de retroalimentacion.
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r{t) e(t) c(t)
¥ A >

b(t)

B [F—

Figura 5.4: Bucle de retroalimentacién.

Cuando el bucle estd cerrado es e(t) = r(t) — b(t) y, por tanto, E(s) =
R{s) — B(s), la funcién de transferencia en bucle cerrado es:

_C(s) _ G(s)

- - (5.1)
R(s) 1+ H(s)G(s)

M(s)

Se puede demostrar que los polos de la funcién de transferencia determi-
nan el comportamiento dindmico del sistema, ya que la evolucién temporal
de las variables del mismo (e(t), c(t), etcétera) se expresa, dado que el sis-
tema es lineal, como combinacién lineal de exponenciales de la forma e***
donde las s; son las raices de la ecuacién caracteristica 1+ H (s)G(S) = 0. De
entrada, para que el sistema sea estable, todas las raices de dicha ecuacién
deben estar, en el plano complejo, a la izquierda del eje imaginario. EI
caricter real o complejo de dichas raices determina cudndo el sistema sufrird
sobreoscilaciones, cuando estard en condiciones de amortiguamiento critico,
etcétera.

El error e(t) se puede descomponer en dos partes: e(?) = e(t) + e,(t)
de forma que lim,_,, €,(t) = 0, es decir, e;(t) da cuenta del comportamiento
transitorio del error. El error estdtico se define asi como e,, = lim,_,o s E(s).
Como E(s) = R(s)/(1 + G(s)H(s)) se tiene que si la funcién de entrada es

una funcidn salto:
0 { R sit>0
(1) =
0 sit<O

entonces R(s) = R/sy e,, = R/(1 + K) con K = lim,_,, G(s)H(s). Si K
es un valor finito el sistema es de tipo 0. Si K tiende a infinito como s™"
el sistema es de tipo n. Cuanto mayor sea n mejor es el comportamiento
del sistema en cuanto al error estdtico se refiere. Asi un sistema de tipo 1
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tiene error estatico nulo frente a una sefial de entrada tipo salto, pero tiene
un error finito si la funcién de entrada crece linealmente con el tiempo. Un
sistema tipo 2 tiene error cero para funciones de entrada lineales en ¢ pero
el error es finito si la funcién de entrada es parabdlica, etcétera. Pasamos
ahora a analizar nuestro sistema en concreto.

5.2.5 Anadlisis del sistema de regulacién

De los elementos del sistema completo, el efecto de dos de ellos es inmediato.
De un lado, la tensién error del puente es funcién de la diferencia entre las
resistencias de las sondas en el electrodo y en el anillo de guarda. Llamando
e(t) a esta tensidén se tiene:

e(t)=VR ( L ) (5.2)
R+S, R+95;

donde V es la tensién constante que alimenta el puente, R la resistencia de

los brazos pasivos del mismo, y S; y S, son las resistencias de las dos sondas.

Teniendo en cuenta que R es mucho mayor que las resistencias de las sondas

se puede hacer:

em:%m—&> (5.3)

Para las dos sondas se tiene que S; = So(1 + (T — Tp)) con S; la resistencia
de la sonda a la temperatura T}, S la resistencia a la temperatura de refe-
rencia Ty (para simplificar el analisis hemos supuesto que las dos resistencias
coinciden en T = Tp) y « el coeficiente de variacién de la resistividad con la
temperatura para el platino. Con ello:

V& o, — 1) (5.4)

e(t) =
Si lamamos ¢(t) a la tensién a la salida del P. I. D. se tiene
de t
c(t) = kye(t) + kdE + ki/ e(r)dr (5.5)

donde k, da cuenta de la amplificacién de la sefial tanto en el P. I. D. como
en los amplificadores previos.
La tensién de salida c(¢) se aplica a una resistencia R, inmersa en el anillo

de guarda, a fin de calentar éste para que iguale su temperatura con la del
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electrodo. Si aceptamos la hipétesis de que la potencia calorifica perdida por
el anillo de guarda es proporcional a la diferencia de temperatura entre éste
v el exterior se tendra:
2
o AT (5.6)
dt R,
donde C es la capacidad calorifica de todo el anillo de guarda y § una cons-
tante que da cuenta de los tres mecanismos de transmisién del calor presentes:
conduccién, conveccion y radiacién. La hipétesis de que el calor transmitido
es proporcional a la diferencia de temperatura entre el anillo y el exterior es
valida para los dos primeros mecanismos. En el caso de la radiacién hay que
hacer la hipdtesis adicional de que las temperaturas no son muy diferentes
(para que se pueda linealizar la ley de Stefan-Boltzman), condicién que se
cumple en nuestro caso.

Las ecuaciones 5.4, 5.5 y 5.6 describen el comportamiento de todo el
sistema. La ecuacidén 5.6 es no lineal, lo que hace que los conceptos generales
sobre sistemas de autocontrol que antes expusimos no sean directamente apli-
cables. La existencia de elementos no lineales en un sistema de autocontrol
tiene consecuencias drdsticas. En primer lugar, la respuesta del sistema no
se puede analizar de forma general para cualquier funcién de entrada (en
nuestro caso para cualquier funcién 7;(t¢)), ya que no se cumple el princi-
pio de superposicién y la respuesta puede ser muy diferente segin el tipo de
excitacién. Ademads son sistemas que pueden presentar, para una misma con-
figuracion, varios equilibrios. Si podemos, sin embargo, analizar la situacion
con un par de restricciones: supondremos que la sefial de entrada es constante
y linealizaremos el sistema en torno a la situacién de equilibrio deseada.

Supongamos que T;(t) tiene un valor constante e independiente de ¢. La
situacién de equilibrio corresponde a que, tanto T5(t) como ¢(t) no dependan
del tiempo. Ambas condiciones se traducen, a partir de 5.4-5.6 en que ha de
ser:

¢? = R,B(T, — Tp) (5.7)

e(t) =0 (5.8)

La primera de estas dos condiciones nos dice que las pérdidas calorificas
del anillo deben compensarse con la potencia suministrada por el P. I. D.
La segunda condicién exige que 75, ha de ser 7). A partir de 5.5 se ve con
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claridad que esta condicién aparece sélo cuando es k; # 0, ya quesies k; = 0
podemos tener dc/di = 0 con tal que se tenga de/dt = 0. Esto pone ya de
manifiesto la necesidad una componente integrada de la sefial error en la
funcién ¢(t), ya que si no, la situacién alcanzada no corresponderia a la de
Ty = T, y apareceria un error estatico.

Podemos linealizar ahora las ecuaciones 5.4-5.6 haciendo: ¢(t) = ¢.+ dcy
Ty, =T+ 6T, con ¢, = R,B(T, — T,). Se tiene sustituyendo en las ecuaciones

anteriores y despreciando los términos en (6¢)*:

V .

1) = —6T (5.9)
e(t) 7
dée de(t) d*e(t)
ade _ peelt) o + ke(t 5.10)
dt P g g e(t) (
dsT %,
2 - Zese—psT (5.11)
di R,

Tenemos ya un sistema lineal al que si podemos aplicar los conceptos de
funcién de transferencia, error estdtico, etcétera. Para la funcién de transfe-
rencia en bucle abierto tenemos, de la segunda de las ecuaciones anteriores:

s 1
Ges) = 2 okt L (5.12)
e(s) 3

y para la funcién de retroalimentacién es

e(s) 2¢.R

= (5.13)
be(s) V Sea(Cs + 38)

H(s) =

El polinomio caracteristico es entonces 1 + G(s)H(s) que proporciona, en

nuestro caso, la ecuacidn:
(R:C + 2¢.kg)s> + (R — 28 + 2¢c.ky)s + 2¢.k; = 0 (5.14)

donde hemos renombrado las constantes k,, kg y &; multiplicdndolas por el
factor V.Spa/R.

Las raices de esta ecuacidén son:

| (Rt coky) & (Ryf + 2e.h)? = Becki(RyC + 2¢,k4))"*
2R2C + 4Cekd

(5.15)
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El funcionamiento éptimo del sistema se consigue en condiciones de amor-
tiguamiento critico. Esto equivale a anular el discriminante de la ecuacién
caracteristica, con lo que las dos raices son reales e iguales entre si, en nuestro
caso se tiene:

(R2B + 2¢.ky)? = 8c.ki(RyC + 2¢.ka) (5.16)

yes s = —(Ry8+ 2¢c.k,)/(2R,C + 4c.ky). Cuanto mayor sea este valor de
s tanto mads corto serd el tiempo de relajacidn al equilibrio. Vemos que,
en principio, es por ello mejor trabajar con una ganancia (k,) cuanto mas
alta mejor. Como k; es imprescindible si se quiere eliminar el error estdtico,
la inclusién de k; permite una mayor libertad en la eleccién de los otros
pardmetros para obtener un comportamiento éptimo.

Los pardametros utilizados en la practica se han determinado experimen-
talmente, bajo la base de que es necesario utilizar el integrador para obtener
un error estatico nulo y utilizar una amplificacién cuanto mayor mejor, siem-
pre que no saquemos al sistema del rango de pardmetros que nos interesa.
Una vez determinados los valores éptimos, estos se han utilizado durante
toda la serie de medidas realizadas.

5.3 Métodos de visualizacion

Al objeto de tener una idea cualitativa del régimen de conveccién establecido
en el liquido hemos usado dos métodos bien establecidos de visualizacion,
basados los dos en la dependencia del indice de refraccién con la densidad
masica y, por tanto, con la temperatura.
El indice de refraccién de un medio transparente verifica la relacién de
Lorenz-Lorentz [58]:
1n? -1 Nyo

- = (5.17)
pn?+2  3Me

siendo n el indice de refraccién del medio, p su densidad, N4 el nimero de
Avogadro, o la polarizabilidad molecular y M la masa molecular. La densi-
dad en los liquidos es una funcién sélo de la temperatura y, a temperatura am-
biente, esta dependencia se puede expresar como p(T') = po(1—B(T—1T,)) con
po la densidad a la temperatura de referencia Ty y 3 el coeficiente voluminico
de dilatacién. A partir de 5.17 y de esta ltima relacién se obtiene la siguiente
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expresion para la dependencia de n con T':
dn ﬁ(nz +2)(n? - 1)
dT 6n

Aunque en nuestras experiencias hemos usado varios aceites de silicona

(5.18)

con viscosidad muy diferente, tanto el indice de refraccién como el coefi-
ciente volumétrico de dilatacién son practicamente constantes para todos
ellos, siendo 8 ~ 107 y n = 1.4 lo cual da dn/dT ~ —5 % 1074 Kt

A continuacién describiremos brevemente los dos métodos utilizados: el
método de Schilieren y el de sombras.

5.3.1 Método de Schlieren

El método de Schlieren se basa en la desviacién angular que sufre un rayo al
atravesar un medio de indice de refraccién variable. La fenomenologia queda,
por tanto, bien descrita en el marco de la dptica geométrica.

Consideremos un rayo de luz que incide sobre un medio cuyo indice varia
con la posicién. Sea y la direccién inicial del rayo y supongamos, para sim-
plificar el andlisis, que el indice de refraccién es sélo funcién de z. A partir
del principio de Fermat se deduce que la ecuacién que describe la trayectoria
de un rayo luminoso en un medio no homogéneo es [9]:

—-1— = NY—2 (5.19)
R n
con R el radio de curvatura de la trayectoria y N el vector normal principal
a la misma. Si suponemos que la desviacién que sufre el rayo luminoso es
pequeiia (n varia muy poco como ya hemos visto) podemos aproximar en
todo momento N por e,, el vector unitario en direccién z y expresar el radio
de curvatura como R = dy/da siendo « el dngulo que se desvia el rayo de la

direccién y. Tomando en 5.19 estas aproximaciones se tiene:

18
do = — 2= ay (5.20)

n oz
Integrando esta ecuacién sobre la longitud total recorrida por el rayo en el
‘medio (L) obtenemos el dngulo respecto de la direccién y con que el rayo

emerge del medio:

L1dn Lalnn
= [ 2%, = d (5.21)
@ /o ndz Y /o 0z y
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Figura 5.5: Sistema de Schlieren.

Sin aumenta con z, a es positivo y a la inversa. El rayo es, pues, desviado
hacia las zonas de mayor indice de refraccién (las mds frias). Este hecho
provoca, como es sabido, los espejismos en el desierto.

Un sistema de Schlieren se esquematiza en la figura 5.5. Una fuente
de luz (en nuestro sistema una limpara de mercurio de alta presién) de
dimensiones a; y b; se sitia en el plano focal de una lente L;. Al pasar por
la lente se obtiene un haz paralelo que, tras atravesar la celda donde esta
encerrado el liquido, pasa por una segunda lente L, en cuyo plano focal se
coloca, perpendicularmente a la direccién del haz,una cuchilla de afeitar. La
pantalla de visualizacién se coloca en el plano imagen, por L,, de algin plano
interior a la celda.

Si no hay gradientes de temperatura en el liquido el haz paralelo se fo-
caliza produciendo en el plano focal de L, una imagen de la fuente de di-
mensiones a; = a;sfy/f1 y b; = bsfo/f1 con fo y fi las focales de las lentes
respectivas (en nuestro sistema era f, = f; = 20cm). Sobre la pantalla se
ve entonces una iluminacién uniforme. Cuando la imagen de la fuente en el
plano focal se corta parcialmente con la cuchilla, la imagen sobre la pantalla
se oscurece uniformemente, mas cuanto mayor es la zona imagen en el plano
focal ocultada por la cuchilla.

Si en la celda existen gradientes de temperatura, a la salida de la misma,
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a cada posicién (z, 2) sobre el plano perpendicular al haz correspondera un
angulo de desviacién . Este serd positivo si el gradiente vertical de n lo es,
y viceversa. Cuando « es positivo el rayo refractado por la lente pasara, en
el plano focal, por encima de la cuchilla (si la zona imagen que estd oculta
es la inferior), y no serd cortado, mientras que si a es negativo el rayo serd
interrumpido por la cuchilla. De esta forma, los puntos en el plano X Z en
los que a es positivo (gradiente positivo de n) aparecen mas iluminados en la
pantalla y los de o negativo (gradiente negativo de n) aparecen oscurecidos.
Si giramos la cuchilla de forma que su borde sea paralelo al eje z obtenemos
una imagen aniloga de los gradientes en la direccién .

El contraste en la imagen (definido como la diferencia entre las intensi-
dades mdxima y minima observadas en la pantalla) es mejor cuanto mayor
sea f, y mayor sea la superficie del haz cortada por la cuchilla.

El método de Schlieren nos ha servido para poner de manifiesto el
movimiento del liquido asi como para tener una idea del grado de agitacidn
del mismo.

5.3.2 Método de sombras

En el método de sombras se hace uso de un haz paralelo, obtenido de la
misma forma que en el método de Schlieren, que se recoge en una pantalla
directamente a la salida de la celda. La diferencia de iluminacion entre
las diferentes zonas de la pantalla depende ahora de las diferencias en los
angulos de desviacidn de los rayos a la salida de la celda (ver figura 5.6). La
intensidad luminosa en cada zona de la pantalla depende ahora (al depender
de la diferencia entre los 4ngulos) de la derivada segunda de la temperatura.
Este efecto es el mismo por el que el movimiento de las masas de aire se
aprecia en las blancas paredes de Triana en las calurosas tardes de verano.

5.4 Interferometria

Asi como los métodos de visualizacién descritos anteriormente hacen uso de
la desviacién de la trayectoria recorrida por la luz causada por la variacién del
indice de refraccién y son bien descritos en términos de la optica
geométrica, los métodos interferométricos hacen uso de las diferencias de
fase introducidas por esta misma variacién y se describen en el contexto de
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. Figura 5.6: Método de sombras.

la 6ptica fisica. La ventaja de los métodos interferométricos es que permiten
mas facilmente hacer medidas cuantitativas de la distribucién de temperatura
en el liquido. Los interferémetros utilizados se pueden clasificar basicamente
en dos grandes grupos: interferémetros por divisién del frente de onda e
interferémetros por divisién de amplitud. Los més utilizados en mecanica
de fluidos corresponden a este tltimo grupo y entre ellos se encuentra el de
Mach-Zendher (uno de los mas ampliamente utilizados). Un interferémetro
de este tipo permite obtener casi directamente las lineas isotermas en el seno
de un liquido pero su puesta a punto es relativamente costosa y muy delicada.
Nosotros hemos escogido un sistema muy sencillo de innterferometria ex-
puesto por Bergé y Dubois [59] y que esquematizamos en la figura 5.7. Un
haz ldser (5mW) se expande hasta tener un didmetro del orden de la distan-
cia entre electrodos. El haz se hace pasar por la celda y es reflejado sobre las
dos caras de una lidmina de vidrio plano-paralela de espesor e (2mm) cuya
normal forma un angulo ¢ (~ 45 grados) con la direccién de los rayos. La
luz reflejada se recoge sobre una pantalla en la que se observa un patrén
de interferencias. Para interpretar el patrén consideremos (ver figura) un
rayo que proviene de una altura z en la celda y supongamos que el indice
de refraccién sélo depende de z. Este rayo se superpondrd, tras reflejarse en
la segunda cara de la lamina con uno que pasa por z + Az en su primera
reflexién. Si L es la distancia recorrida dentro del liquido, la diferencia de
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Figura 5.7: Montaje de interferometria.

camino optico entre ambos rayos sera:

SL = ni(z + Az)L +

2en (sen 29
tan d

- 1) -~ n(z)L (5.22)
cos 6
donde n; se refiere al indice de refraccién del liquido y n al del vidrio. El
segundo sumando corresponde al camino éptico recorrido por el primer rayo
en el vidrio y se obtiene de sencillas consideraciones geométricas. La distancia

entre los dos rayos que interfieren es, de la figura:

sen 20

Az = 2en (5.23)

cos d
Hay que hacer notar que, puesto que los dos rayos que interfieren recorren
distancias diferentes, la luz utilizada debe tener una longitud de coherencia
espacial superior al menos a la diferencia de distancias recorridas, ya que
en otro caso las interferencias no seran visibles (hariamos interferir hacgs
incoherentes). Esta distancia es del orden del espesor de la ldmina, que en
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nuestro caso es de 2mm, Esto supone que la luz utilizada debe tener una
longitud de coherencia superior a 2mm., lo cual se puede conseguir o con
lamparas de mercurio de baja presién (bastante caras) o con luz ldser. Esta
es la razén de que hayamos utilizado luz laser en el montaje.

La condicién para que los dos rayos al interferir den un mdximo de luz
en el patrén de interferencia es:

2w 6L

=@QK+1)r, KeN (5.24)

Si Az <« d, podemos hacer un desarrollo de 5.22 en potencias para obtener:

2 d 1
6L = = M ysen 26 — 1 (5.25)
cos @ dz tan ¢

con ello tenemos que entre dos franjas consecutivas se cumple:

dn,; dn, Acosb

- S — (5.26)
dz ™ dz 't 2e¢Lnsen %0

donde z; y z;_; son las posiciones de dos franjas consecutivas. Las franjas
corresponden entonces a lineas de igual gradiente de temperatura.

En nuestro montaje es Az = 1.5mm y d = 18mm, luego Az/d = 0.08,
lo que supone que cualitativamente podemos considerar que las franjas son
lineas de igual gradiente pero no de cara a obtener perfiles de temperatura.
Volviendo a 5.22 vemos que, si prescindimos de tomar este limite, se tiene
entre dos franjas consecutivas:

(nl(z + Az)‘zi - nl(z)IZ.') - (nl(z + Az)lz;—x - n'l(z)lz.‘_x) = (5'27)

>

o, definiendo v = |dn/dT|:
A
(TG + A2l = T) = (TG + Ay = T@) = 72 (5:28)

A partir de las distancias z; obtenidas del interferograma se puede re-
producir la funcién f(z) = T(z + Az) — T(z) sin mds que hacer flzig) =
f(z;) + M Ly. f(z) queda asi definida salvo una constante. Haclendo uso
de argumentos de simetria o argumentos cualitativos se puede determinar
qué franja corresponde a f(z) = 0 y determinar con ello la constante. Por
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ejemplo, en la foto 1, vemos que las franjas centrales que se cierra sobre
si mismas tendrédn en su centro un mdaximo o un minimo de n(z) y, por
tanto, un cero de f(z). Una vez determinada f(z) se obtiene T(z) haciendo
T(z+ Az) = T(2)+ f(z). La nueva constante se fija conocida la temperatura
de los electrodos. En el apéndice C se detallan los cdlculos.

Inclinando la ldmina respecto de la direccién z el interferograma nos
proporciona informacién sobre los gradientes laterales de temperatura. El
procedimiento para obtener los perfiles es, entonces, totalmente andlogo al
ya expuesto.

5.5 Caracteristicas tension-corriente

La conduccién eléctrica en liquidos dieléctricos en geometria ldmina-plano
es bien conocida [60,61]. Se distinguen tres regimenes en las curvas I-V: un
régimen de conduccién éhmica (I proporcional a V), un segundo regimen
de corriente ligeramente superior a la 6hmica pero en el que I y V siguen
siendo aproximadamente proporcionales, y otro régimen en el cual I oc V',
con a > 3. Tanto en el segundo como en el tercer régimen se puede concluir
que la densidad de carga existente en el liquido tiene su origen en procesos
de inyeccién de carga en la limina por efecto del reforzamiento del campo
eléctrico en las puntas.

En la figura 5.8 se muestran las curvas I-V obtenidas por nosotros para los
tres aceites de silicona utilizados. La tensién, proporcionada por una fuente
DC Spellman, se ha comprobado con una sonda de alta tensién aplicada a
un multimetro digital. La precisién con que se conoce la tensién impuesta
es de 100 V. La intensidad se mide con un amperimetro Keithley (aunque la
sensibilidad tedrica del aparato es superior, en la practica es de 107 A). En
las curvas obtenidas se aprecian claramente los dos regimenes a tensiones ele-
vadas antes mencionados: un primer régimen en que la intensidad aumenta
con la tensién con una pendiente préxima a la unidad y otro de crecimiento
fuerte en el que el exponente es siempre superior a 3. Todas las curvas
tomadas durante la realizacién de las experiencias presentan ese mismo as-
pecto, variando el valor de los exponentes (aunque siempre manteniéndose
en el rango 1-2 para el régimen pseudodhmico y entre 3 y 6 para el de in-
yeccién) y el nivel de corriente para una tensién dada de unas experiencias
a otras. Esta relativa irreproducibilidad de las curvas [-V es notada también
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Figura 5.8: Caracteristica tensién corriente para los tres aceites.

por Haidara y puede tener su origen en la intensidad del campo eléctrico en
las cercanias de la arista de la lamina. Al ser el campo, en esa zona, muy
sensible a la curvatura del conductor, pequefias alteraciones en su superficie
pueden provocar variaciones apreciables del mismo, con la consiguiente mo-
dificacién del nivel de inyeccién. Las posibles modificaciones quimicas de la
superficie metdlica pueden contribuir a esta irreproducibilidad de las curvas
I-V (una cierta degradacién del metal se puede apreciar tras varios dias de
experiencias continuadas).

En ambos regimenes el campo eléctrico aplicado provoca el movimiento
del liquido. Este movimiento se produce en forma de un chorro que va de
la ldmina hacia el electrodo plano. Este hecho lo hemos podido apreciar
gracias a las técnicas de visualizacién. Haidara ha medido la velocidad del
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liquido y ha encontrado una correlacién clara entre la dependencia de la
corriente y la de la velocidad con la tensidén eléctrica aplicada. En el régimen
pseudodhmico la velocidad varia linealmente con la tensién aplicada mientras
que en el régimen de crecimiento rapido de la corriente lo hace de la forma
w x V* con @ un exponente que, aunque variable de una experiencia a otra,
varia correlativamente con el exponente de la intensidad.

Las curvas I-V son muy similares para los aceites de silicona de 50 y 350
centistokes y las intensidades de corriente obtenidas estdn en el mismo rango
de valores. La corriente es apreciablemente mayor para el aceite de 1 cst.
Ello est4 relacionado con el hecho de que el producto 7K, 7 la viscosidad y
K la movilidad de los iones en el liquido, es constante (ley de Walden), por
lo que la movilidad es mucho mayor en el aceite de 1 cst.

5.6 Medidas en régimen estacionario

Dada una potencia calefactora (disipada en el electrodo inferior) la evolucién
de la temperatura en los dos electrodos, superior e inferior, se registra hasta
comprobar que se ha alcanzado el estado estacionario. Conocida la diferencia
de temperatura se calcula el Nusselt:

Nu = Q/s d (5.29)
& AT

@ viene dado por el producto IV de la corriente disipada en la resistencia
adherida al electrodo y la tensién aplicada a la misma (medidas ambas con
multimetros). El sistema de regulacién de la temperatura del anillo de guarda
asegura que T; — T, < 107 %K (7} temperatura del anillo, T; temperatura del
electrodo). Las pérdidas de potencia del electrodo hacia el anillo a través del
aire y de la cola que sostiene a uno en el otro vienen dadas aproximadamente

por:

L. h .k, L oh,k, Sk
Fe 4 Fa | 2bPayer —T) (5.30)

Qper = (

€, €, €p
donde L k. es la superficie de cola que entra en contacto con ambos bloques
y e, el espesor de la cola, L h, es la superficie lateral libre del electrodo, en
contacto con el aire, y e, su espesor, el ultimo sumando da cuenta de las
pérdidas por abajo, x, y &, son las conductividades térmicas del aire y de la
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cola, respectivamente. A partir de esta expresién obtenemos una cota de la
potencia perdida: Q,,., < 1073W.

La temperatura de cada electrodo se mide con una precisién de 107% K lo
que da una precisién para AT de 2 x 10~? K. La distancia entre electrodos
se conoce del disefio (1.8 cm=0.05). En definitiva el error cometido en la
determinacién del numero de Nusselt es:

§N 2x1072 1073
Y~ 0.06 + + (5.31)
Nu AT Q

con AT medido en kelvin y Q en watios.

En cuanto al nimero de Rayleigh es Ra = gad® AT/xv y se tiene
SRa/Ra ~ 0.06 + 2 x 1072/AT. E1 6 % da cuenta de la imprecisién en d
y en las constantes fisicas de los aceites (tomadas de las especificaciones de
fabrica).

5.6.1 Medidas sin tensién

En la figura 5.9 se muestran algunos puntos de la dependencia de Nu frente a
Ra, sin tensidn aplicada, para los tres aceites usados. Aunque nuestro interés
no se centra en la conveccién natural sola, de ahi que no hallamos estudiado
sistemdticamente esta dependencia, los puntos obtenidos nos han servido de
referencia y merecen algin comentario.

En primer lugar estos resultados no son directamente comparables con
el problema de Rayleigh puro. La diferencia estriba en la presencia de las
ldminas en el electrodo superior que, teéricamente, hacen que no exista una
solucién estrictamente hidrostatica de las ecuaciones fluidodinadmicas. En
efecto, la presencia de laminas (que imponen como condicién de contorno que
la isoterma que pasa por el electrodo superior se vea prolongada en ellas) hace
que existan gradiéntes horizontales de temperatura en la parte superior de
la capa fluida. Estos gradientes originan diferencias en la fuerza de flotacion
entre diferentes puntos de un plano horizontal cualquiera, que no pueden ser
neutralizadas por una presién que dependa sélo de la coordenada vertical.
De todas formas, para Ra muy pequefios el movimiento va a estar confinado
a las cercanias de las laminas y Nu permanece practicamente constante e
igual a la unidad (indistinguible de ella por los errores experimentales, que
son mayores cuanto menor es la diferencia de temperatura) hasta valores
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Figura 5.9: Nusselt frente a Rayleigh sin tensién.

cercanos al Ra,.. La transicién de Nu = 1 a Nu > 1 no se produce aqui de
forma brusca, sino de forma continua.

De otra parte, para comparar la curva Nu/Ra con la obtenida en los
experimentos sobre el problema de Rayleigh puro habria quizd que definir
una distancia efectiva d; que diera cuenta del efecto distorsionador de las
laminas. En cualquier caso, los resultados que obtenemos estin cercanos a
los valores existentes (ver, por ejemplo [46]).

5.6.2 Resultados con V50 y V350

Los resultados obtenidos con los aceites V50 y V350 presentan un mismo com-
portamiento. La visualizacidn muestra cémo al aumentar la tensién aumenta
el grado de agitacion del liquido pero, en cualquier caso, se observa cémo un
chorro fino nace de cada ldmina y provoca un movimiento de rotacién en todo
el liquido bastante estable (ver figura 5.10). Los interferogramas obtenidos
para ambos aceites muestran una distribucién de temperatura practicamente
estacionaria (las franjas de interferencia no cambian en el tiempo). Todo ello
nos hace concluir que en ambos aceites nos encontramos en un régimen de
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Figura 5.10: Esquema del movimiento del liquido dentro de la celda.

conveccién viscoso. Los nimeros de Rayleigh para ambos liquidos son relati-
vamente bajos en el rango de diferencias de temperatura estudiado (del orden
de 10® para el V350 y de 10* para el V50) y en ambos liquidos queda de ma-
nifiesto que las fuerzas de flotacién no juegan papel alguno en la conveccién
establecida, viniendo ésta determinada por el campo eléctrico impuesto, ya
que las correlaciones encontradas ligan Nu con la intensidad de corriente y
el campo aplicado, independientemente de la diferencia de temperatura.
Las figura 5.11 muestra la dependencia obtenida de Nu frente a IV . Para
hacer que los puntos correspondientes a los dos aceites caigan sobre la misma
recta hay que incluir la viscosidad junto a las magnitudes eléctricas. Esto
es asi porque, como veremos en el capitulo siguiente, el Nusselt depende
esencialmente de la velocidad tipica del liquido y ésta viene determinada, en
régimen viscoso, por el balance entre las fuerzas eléctricas y las de resistencia
viscosa. El que v aparezca como pardametro relevante en esta serie de medi-
das es una prueba adicional de que estamos ante un régimen de conveccion

dominado por las fuerzas de viscosidad.

5.7 Efecto del campo eléctrico sobre la dis-

tribucion de temperatura

En las fotografias 1-4 se muestran alguno de los interferogramas obtenidos
con el aceite V50. La zona fotografiada corresponde a cada lado de la lamina
(zona negra en forma de punta arriba de la foto) a la mitad de la distan-
cia entre laminas, con lo cual la foto representa una unidad que se repite
periédicamente a lo largo de la celda (ver figura 5.12).
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Figura 5.11: Nu frente a IV para V50 y V350.
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Figura 5.12: Estructura periédica y zona fotografiada.
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Figura 5.13: Perfil de temperatura vertical para V = 0 sobre la lamina.

Las fotos 1 y 2 representan las lineas iso—gradiente de temperatura (con
las restricciones que ya comentamos sobre el uso del término iso-gradiente en
la seccién 5.4) vertical y horizontal, respectivamente, para el caso en que no
hay tensién eléctrica aplicada. Es AT = 0.90K, lo que representa Ra= 9459.
El ntimero de Nusselt es (determinado de las medidas de flujo de calor y
temperatura) 3.2. Los perfiles de temperatura obtenidos se encuentran en
las figuras 5.13-5.16. La forma detallada en la que se calculan estos perfiles
estd en el apéndice D.

En la foto 1 las zonas centrales a izquierda y derecha de la ldmina son
pricticamente isotermas y tanto alrededor de la limina como enfrente de ella
(abajo en la foto) se aprecian las capas limite térmicas: en estas zonas hay una
mayor densidad de lineas, lo que supone un fuerte gradiente de temperatura
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Figura 5.14: Perfil de temperatura vertical para V = 0 entre dos laminas.
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Figura 5.15: Perfil de temperatura horizontal para V = 0 cerca de la lamina.
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Perfil de temperatura horizontal para V = 0 en

medio de la
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(figuras 5.13 y 5.14). En estas capas limite es donde se encuentra la mayor
parte del gradiente térmico, de forma que el flujo de calor a través de la celda
se puede estimar como H ~ x AT /26 con 6§ la anchura de la capa. De esta
forma el ntimero de Nusselt queda expresado como:

w=—1 L (5.32)

Kk AT/d ~ 26

Vemos que la anchura de la capa limite, estimable del interferograma, es una
medida del Nusselt.

Las fotografias 3 y 4 representan las mismas tomas pero con -10 kV de
tension aplicados a la ldmina. Los perfiles obtenidos estdn representados
en las figuras 5.17-5.20. El Nusselt medido en esta situacién es 7.48. Se
aprecia en la fotografia 3 la contraccion que sufren las lineas de igual gradiente
cerca del electrodo. En otras palbras: la capa limite se contrae y el Nusselt
aumenta. A partir de las fotos 1 y 3 hemos realizado una estimacién de é en
cada caso. Hemos promediado la anchura medida sobre la fotografia en doce
puntos a lo largo del electrodo, las § promedio encontradas son 2.9 mm, para
V =0y 1.7 mm para V = —10kV. De esta forma resulta 8;05./%0ks = 0.6,
a comparar con el cociente entre los niimeros de Nusselt medidos 0.43. La
comparacién es aceptable, sobre todo si se toma en cuenta la distorsién que
la presencia de la ldmina introduce en la capa limite térmica superior.

La comparacién de las fotografias 2 y 4 nos lleva a otro aspecto intere-
sante. Mientras que la fotografia 2 nos indica un gradiente horizontal que
llena toda la capa liquida (algo asi como que la mitad del liquido sube caliente
y la otra mitad baja frio de forma casi simétrica) la fotografia 4 nos muestra
como el gradiente horizontal se concentra en una zona estrecha (figura 5.19).
Esta zona estrecha se revela en la visualizacién como un chorro de liquido
que sale de la lamina hacia el electrodo inferior, chorro que es tanto mds fino
cuanto mayor es la tensién. En definitiva, la presencia de una inyeccion local-
izada no s6lo aumenta la transferencia de calor sino que cambia radicalmente
la estructura del movimiento.

5.8 Resultados para V1

Los resultados obtenidos con el aceite V1 (Pr = 12) son, en principio, menos
concluyentes. Los valores de Ra estan ahora entre 10° y 107, lo que hace
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Z{mm)

Figura 5.17: Perfil de temperatura vertical para V = —10kV sobre la lamina.
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Figura 5.18: Perfil de temperatura vertical para V = —10kV entre dos
ldminas.
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Figura 5.19: Perfil de temperatura horizontal para V = —10kV cerca de la
lamina.
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Figura 5.20: Perfil de temperatura horizontal para V = —10kV en medio de
la celda.
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Figura 5.21: Nusselt frente a Rayleigh para varias tensiones aplicadas.

que, de por si , la velocidad tipica introducida por las fuerzas de flotacion
sea bastante alta, con lo cual la electroconveccién no es siempre dominante.
En la figura 5.21 se muestran los valores obtenidos de Nu frente a Ra para
diferentes tensiones aplicadas. Vemos cémo Nusselt no depende sélo de los
pardametros eléctricos, sino también del valor de Ra.

El comportamiento para una diferencia de temperatura fija tampoco
muestra una ley clara de dependencia de Nu con los pardmetros eléctricos,
como se muestra en la figura 5.22. En ésta todos los puntos corresponden a
una diferencia de temperatura entre los electrodos comprendida entre 0.99 y
1.1 °C. Aunque Nu aumenta inicialmente con I (y, por tanto, con V) aparece
después una zona en la que Nu no cambia practicamente con I, para, final-
mente, crecer de nuevo. Aunque la visualizacién y la interferometria no han
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Figura 5.22: Nusselt frente a I para AT = 1.0 °C.

sido muy reveladoras en este caso, si hemos podido constatar que los puntos
a la izquierda de la regién Nu ~constante (VV < 9kV) en la figura 5.22 y a la
derecha de dicha regién corresponden a diferentes regimenes, teniéndose en
este ultimo caso (V > 30kV) un régimen claramente turbulento.

En las fotos 5 y 6 se muestran los interferogramas obtenidos para
AT =1.53 °C (Ra = 1.4 x 10°), sin tensién aplicada. Aqui se observa como el
movimiento es ya no estacionario, incluso sin tensién. Las dos fotos son ins-
tantdneas tomadas sucesivamente y se observa cémo no coinciden las franjas
de una a otra, lo que pone de manifiesto que la velocidad no es estacionaria.

Las fotos 7 y 8 corresponden a 30 kV de tensién y a una diferencia de
temperatura de 0.38 °C. La agitacién es mucho mayor y la temperatura
aparece mas homogeneizada en el interior de la celda.

Asi como para los aceites V50 y V350 los resultados son bastante con-
cluyentes, el estudio para V1, es decir, para liquidos de Prandtl moderado,
queda mucho mas abierto. La dependencia de Nusselt con la intensidad para
una diferencia de temperatura aproximadamente fija es bastante sorpren-
dente y, en un principio, no encontramos argumentos que la expliquen. Un
estudio mas exhaustivo parece necesario en este caso.
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Foto 1. Interferograma sin tensién eléctrica aplicada para el aceite V50.
Toma vertical.
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Foto 2. Interferograma sin tensién eléctrica aplicada para el aceite V50.
Toma horizontal.
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Foto 3. Interferograma para el aceite V50. V = —10 kV. Toma vertical.
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Foto 4. Interferograma para el aceite V50. V = —10 kV. Toma horizontal.
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Fotos 5 y 6. Interferogramas sin tensién para el aceite V1. Ambas fotos

estdn tomadas consecutivamente.

Fotos 7 y 8. Interferogramas para el aceite V1. V = —30 kV.



Capitulo 6

Discusiéon sobre las experiencias

I am an old man now, and when I die and go to Heaven
there are two matters on which I hope for enlightenment. One is
quantum electrodynamics, and the other is the turbulent motion
of fluids. And about the former I am really rather optimistic.

Horace Lamb, 1932

166
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En este capitulo vamos a analizar a la luz de una serie de estimaciones
mas o menos groseras los resultados experimentales presentados en los dos
capitulos precedentes. Dada la complejidad de los fenémenos turbulentos,
que incluso en problemas cldsicos son atn sélo parcialmente comprendidos,
no pretendemos aqui hacer una formulacién detallada de la turbulencia en
electrohidrodindmica sino que nos limitaremos a tratar de poner de manifiesto
algunas claves que se desprenden de los resultados experimentales.

Antes de entrar directamente en el andlisis de nuestras experiencias (rea-
lizadas en inyeccién débil con transporte de calor) vamos a repasar el andlisis
de Lacroix et al. [62] en el caso de inyeccién fuerte en condiciones isotermas.

6.1 Geometria plano—plano

6.1.1 Inyeccién fuerte en condiciones isotermas

Lacroix et al. realizan un analisis de la electroconveccién isoterma inducida
por una inyeccién unipolar en condiciones de corriente limitada por la den-
sidad espacial de carga apoyandose en hipétesis del tipo longitud de mezcla.
Un analisis similar para el problema de Rayleigh-Benard habia sido realizado
con anterioridad por Kraichnan [63].

Se distinguen dos regimenes de conveccién segin el valor de T'/M (re-
cordemos que T = ¢V/Kn y M = (e/p)'/?/K. Para T/M < 30 (valor
experimental) la electroconveccién estda dominada por las fuerzas viscosas
(régimen viscoso) mientras que para T/M > 30 dominan los términos iner-
ciales (régimen inercial). T/M juega asi el papel del nimero de Reynolds.

Régimen viscoso

El término dominante en las ecuaciones de Navier-Stokes es el de viscosidad,
y domina en todo el volumen del liquido. Aun asi se pueden distinguir tres
regiones en el liquido, atendiendo al tipo de mecanismo de transporte de

carga dominante:

1. 2 < zg capa en la que la carga es fundamentalmente transportada por

el arrastre de los iones por el campo.

2. zg < z < z, la carga es transportada por conveccién y existe un fuerte

gradiente de carga media.
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3. 2z, < 2 < d/2la carga es transportada por conveccién pero el gradiente

de carga media es muy pequeno.

Con estas hipdtesis y manipulando las ecuaciones se encuentra que la
velocidad cuadrética media es de la forma:
eV?

w' o~ (6.1)
an

Se puede definir un nimero de Nusselt eléctrico (Ne), por analogia al

térmico, como la densidad de corriente eléctrica total que atraviesa la celda

dividida por la que la atravesaria en condiciones hidrostaticas (en el caso de
. ., . - Y213
Inyeccion fuerte a que nos estamos refiriendo es: Jsor = (9/8)KeV?/d*). En
el régimen viscoso se tiene para Ne:

\%
. Ne ~ (S2)r2 (6.2)
kn

Régimen inercial

En el régimen inercial los términos inerciales son los dominantes en todo el
volumen del liquido. En cuanto al transporte de carga sdlo se distinguen dos
regiones:

1. 2z < z, regién en la que existe un fuerte gradiente de carga media.

2. 2z, < z < d/2 regién en la que la densidad de carga media es practica-

mente constante.

El transporte de carga por arrastre iénico se ve confinado ahora a una
capa muy delgada de anchura mucho menor que z,.
En este caso las estimaciones dan:

o~ (—6—)1/2E (6.3)
P

Ne =~ §(1+ﬁM1/2) (6.4)

siendo # un factor numérico de orden unidad.

Los resultados experimentales confirman estas relaciones, sobre todo en lo
que a Ne se refiere, encontrandose la saturacién a partir de cierta tensién que
representa 6.4. La curva Ne frente a V sirve para discernir los dos regimenes
de conveccién y de ella se puede obtener el valo T/M = 30 para la transicion

que antes hemos mencionado.
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6.1.2 Inyeccién débil en condiciones isotermas

En el caso de inyeccién débil no existen experimentos detallados ni modelos
simples, excepto los trabajos numéricos que hemos presentado en la primera
parte de este trabajo, para determinar las caracteristicas relevantes de la con-
veccién. Vamos a dar a continuacién una estimacién en orden de magnitud
de la velocidad y la densidad de corriente en los dos casos de régimen viscoso
e inercial.

La densidad de corriente media j debida al arrastre idnico y a la con-
veccion es: ‘ :
j=KqgE + qu (6.5)

donde qw es la correlacién entre las fluctuaciones de velocidad y densidad de
carga. En el electrodo inyector esta expresién se reduce a:

J = KqgyF(0) (6.6)

donde ¢, es la densidad de carga inyectada y E(0) el campo eléctrico en el
inyector. Como la corriente estd limitada por la capacidad del electrodo de
proporcionar iones, el movimiento no tiene apenas influencia en la transfe-
rencia de carga y el campo eléctrico se verd poco modificado respecto a su
valor en ausencia de movimiento. En primer orden en C el campo tiene la
expresién (ver capitulo 1):

E(z) = l;—(l - —Z— +C2) : (6.7)

Como el movimiento hace decrecer la densidad de carga media en el volumen,
E(0) tendrd un valor, en movimiento, algo mayor que (V/d){(1 — C/2), pero
menor, en cualquier caso, que V/d. Suponiendo que ¢, no se ve afectado por
el movimiento el nimero de Nusselt eléctrico sera:

(6.8)

1+

C
1< Ne< -
2

1—cj2 -

Cuando C < 1 Ne se mantiene practicamente igual a la unidad. En defini-
tiva, el movimiento no tiene apenas influencia en el transporte de carga lo
que hace que, en este caso, sea muy dificil poner de manifiesto los diferentes
regimenes de conveccién a partir de las curvas I/V, al contrario de lo que
ocurre en el caso de inyeccién fuerte. En la figura 4.2 no podemos distinguir
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otra transicién que la del régimen éhmico al de inyeccién, mientras que en las
curvas experimentales para el caso de inyeccién fuerte [62] se ve claramente
una segunda ruptura de la pendiente una vez superado el régimen éhmico.

Régimen viscoso

Para pequefios valores del nimero de Reynolds los términos inerciales de la
ecuacién de Navier-Stokes son despreciables. Se produce entonces un balance
entre el término de viscosidad y la fuerza de Coulomb. En orden de magnitud:

!

w
%2_ ~ gE (6.9)
Multiplicando a ambos lados por w’ y suponiendo que, en el volumen, el

transporte de carga se realiza por conveccidn se tiene:

12

nw
d?

~qu'E ~ jE (6.10)

que establece el balance entre la potencia eléctrica suministrada y la potencia
disipada por accién de la viscosidad. Despejando w' resulta:
iVd
W~ (I (6.11)
Poniendo j = K¢ F e introduciendo los pardmetros adimensionales T y
C comprobamos que esta estimacién concuerda con el resultado obtenido en
el primer capitulo: w'/K E o« (TC)?2.

Régimen turbulento
Para Re > 1 los-términos inerciales dominan a los viscosos en la ecuacion

de Navier-Stokes: "

Y uE (6.12)
Pmg T4 |

Introduciendo j = K gy F(0) ~ K¢goV/d se obtiene

w' ~ () (—qov)l/2 = KEMC'*? (6.13)
P
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6.1.3 Transferencia de calor

Como vimos en el capitulo 4 las fuerzas de flotacién no juegan papel alguno en
las experiencias en geometria plano—plano que hemos realizado. El niimero
de Nusselt no depende del nimero de Rayleigh y sélo intervienen en él las
magnitudes eléctricas. Podemos con ello dar una forma general de depen-
dencia del Nusselt aprovechando las estimaciones anteriores. La situacién es
similar al caso de conveccidn forzada. Asi Nu viene determinado por dos can-
tidades adimensionales [64]: Pe = w'd/x, conocido como nimero de Peclet,
y el nimero de Reynolds Re = w'd/v. En los dos limites de Re K 1y Re > 1

s6lo el nimero de Peclet aparecera en la expresién de Nusselt.

Régimen viscoso

Para obtener una expresién para el ntimero de Peclet basta introducir la
velocidad cuadrética media obtenida en 6.11:

I 3
Pe = E_d _ (IVd)1/2i _ (Ivd2 )1/2 (6.14)
X N X X
de donde: 5
IVd
Nu = f(—) (6.15)
X

de donde aparece IV d® como el parametro eléctrico relevante.

Régimen inercial

De nuevo introducimos el valor de w’ estimado para este caso 6.13 en el
numero de Peclet:

w'd Id

3
Pe = ~ ( )1/2f1; = ( Id y1/2 (6.16)
X P~ X PK X?
y se tiene
Id®
Nu = f( ) (6.17)
pKx?

El que los valores experimentales parecen ajustarse mejor a este para-
metro (Id®) (figura 4.7) que a IVd® nos induce a pensar que estamos mas
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préximos a un régimen inercial que viscoso. Es de notar que, puestos los re-
sultados experimentales en funcién de Id® se consigue que caigan sobre una
misma curva los resultados de todas las configuraciones posibles. Las estima-
ciones que hemos realizado no nos proporcionan un valor para el exponente
de la dependencia potencial de Nu con Id®. Para obtener una prediccién
tedrica de dicho exponente es necesario hacer un modelo de la estructura de
la conveccidén ya que Nu depende de la correlacién entre las fluctuaciones de
velocidad y de temperatura.

El nimero de Reynolds Re = w'd/v se puede estimar a partir de w' =
(jd/pK)Y?. Para Id® = 10~'* Am? e introduciendo las constantes del aceite
V10 (p >~ 10° kgm™, K ~ 2 x 107° m?/Vs, v = 107° m?s™') se obtiene
w' ~ 12 cm/s y Re ~ 60. Teniendo en cuenta que en el limite de inyeccién
fuerte el valor de Re para la transicién entre el régimen viscoso y el inercial
es 30 [62] ¥ que nuestra estimacién es muy grosera parece légico pensar que
nos encontramos en una zona intermedia, en la que no tenemos un régimen
claramente establecido.

6.2 Experiencias con laminas

Tanto la estrioscopia como la interferometria muestran que, en las experien-
cias realizadas en geometria lamina—plano expuestas en el capitulo 5, cuando
se aplica un campo eléctrico, el movimiento viene determinado por la for-
macion de chorros de liquido que salen de cada ldmina hacia el electrodo
plano. De otro lado, el que para los aceites V50 y V350 la dependencia de
Nu con los pardmetros eléctricos venga representada por una sola ley (ver
figura 5.11) nos lleva a presumir que en ambos aceites nos encontramos frente
al mismo régimen de conveccién. El que en dicha ley haya que introducir la
viscosidad para que los puntos experimentales de ambos aceites coincidan
sobre una misma curva nos indica que dicho régimen es de tipo viscoso. En
cuanto al aceite V1, los puntos para el obtenidos no caen sobre la misma
curva que los de V50 y V350. La estrioscopia nos ha mostrado en este caso
un movimiento mucho mds agitado, lo que nos induce a pensar que se trata
de un régimen inercial.

Para analizar la situacién hemos recurrido al estudio de los chorros libres
cargados tanto laminares como turbulentos. Aunque la reduccién implicada

es muy dréstica, pues vamos a tratar con chorros libres, podemos obtener asi
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una estimacion de velocidades y escalas tipicas involucradas.

6.2.1 Chorro cargado laminar

El chorro cargado laminar bidimensional ha sido resuelto por McCluskey [65]
de forma aproximada y por Castellanos [66] de forma exacta. Su resolucién
es en todo analoga a la del penacho térmico en el caso de Pr — oo [67].
Suponemos que bajo la accién de un campo eléctrico uniforme E, en una
linea indefinida se inyecta carga en un liquido dieléctrico. Las ecuaciones
electrohidrodindmicas admiten entonces una solucién de semejanza bajo las
hipétesis siguientes:

e aproximacién de capa limite

e transporte de carga dominado por conveccién (w > K E). Esta hipdtesis
es la andloga a Pr > 1 en el caso térmico.

¢ la densidad de carga no es transportada lateralmente y queda confinada
a la linea central del chorro.

En estas condiciones, la velocidad del liquido en la direccién del chorro y

en el centro del mismo viene dada por:
wy = ,4(]E/p1/)2/521/5 (6.18)

con z la coordenada longitudinal, I la corriente eléctrica por unidad de lon-
gitud de la linea inyectora y A un factor numérico préximo a 1. La anchura
del chorro, distancia a la que la velocidad decae a 1/e de su valor en el centro

del chorro, sigue la ley:

§(z) = B(pv®/TE)Y*22/° (6.19)

6.2.2 Chorro cargado turbulento

En el caso del chorro cargado turbulento no disponemos todavia de una
solucién de semejanza. La velocidad y la anchura del chorro se pueden
obtener, sin embargo, de leyes integrales similares a las que se usan en el
estudio de los penachos térmicos [68]. Bajo las hipdtesis de que la densidad
de carga se reparte por todo el chorro y que el liquido exterior es succionado
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por el chorro a un ritmo proporcional a la velocidad tipica de éste se encuen-
tra para la velocidad:

w(z) = (1E/2ap)'/? (6.20)

vy para la anchura
§(2) = 2az (6.21)

donde o es un factor numérico a determinar experimentalmente. Como es
caracteristico de los chorros turbulentos, la anchura crece rapidamente.

6.2.3 Electroconveccién en geometria lamina—plano

Hay dos condiciones fundamentales del chorro libre que no se cumplen en
nuestra celda de estudio. De un lado la presencia del electrodo plano que,
evidentemente, frena el chorro. La presencia del plano induce un campo
de presiones externo al chorro no uniforme que habria que considerar en
el calculo. En cualquier caso nuestro chorro tiene una anchura tipica de 1
mm que, frente a los 15 mm de distancia entre la punta de cada ldmina y
el plano, hace suponer que, al menos durante cierto rango de distancias, la
aproximacion de chorro libre es adecuada.

La segunda condicidn se refiere a que en el chorro libre el liguido exterior
se encuentra en reposo y en nuestro caso esta en continua agitacion por efecto
del retorno del liquido y de la presencia de los chorros colindantes. La veloci-
dad media tipica de esta agitacién ha de ser, sin embargo, notablemente infe-
rior a la del chorro y, de nuevo, el chorro libre se presenta como una primera
aproximacién. A continuacién vamos a considerar las expresiones 6.18, 6.19,
6.20, 6.21 como estimaciones de los valores tipicos de nuestro sistema.

Caso laminar

Teniendo en cuenta que la corriente total medida se reparte entre la longitud
de las cinco ldminas y que I en la ecuacién 6.18 representa la intensidad
por unidad de longitud, podemos estimar la velocidad tipica (tomando z ~
d/2 = 9 mm) en el rango de valores con los que hemos experimentado con los
aceites V50 y V350. Los dos casos extremos (ver figura 5.11) corresponden
alV/v =10""" AkV/est y 1077 AkV/cst. Introducidos estos valores, junto
con las propiedades de los aceites, en 6.18 obtenemos 1 cm/s y 18 cm/s como
valores entre los que varia la velocidad tipica del liquido. A partir de 6.19
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podemos estimar la anchura en ambos casos y se obtiene que § varia entre
1 y 9 mm. Con estos valores para w’ y é§ podemos estimar el nimero de
Reynolds del chorro Re = w'6 /v que varia asi entre 2 y 5. Esta estimacién
nos confirma en la hipdtesis de que se trata de un chorro laminar.

El nimero de Nusselt se expresa de nuevo en funcién del nimero de Peclet:
Nu = f(w'd/x). La complejidad de la estructura nos impide, por ahora, dar
una expresién para f. Vemos, sin embargo, que w’ crece més lentamente
con los pardmetros eléctricos (w' ~ (IV)?/®) que en el caso plano-plano (ver
ecuacién 6.11). Esta puede ser la razén por la que en las experiencias con
ldminas Nu aumenta con una pendiente sensiblemente inferior a como lo
hace en el caso plano (comparar figuras 5.11 y 4.7).

Caso turbulento

Para el caso del aceite V1 podemos estimar w’ a partir de la expresion 6.20.
Se obtiene que w’ varia entre 7y 14 cm/s. La anchura tipica, estimada de la
expresion 6.21, es del orden 107® m, si tomamos para a el valor 0.1 del caso
térmico [68]. El nimero de Reynolds varia ahora entre 70 y 140.

Queda explicar la aparente saturacién del niimero de Nusselt en funcién
de la intensidad en un rango de valores de I (ver figura 5.22) en este caso del
aceite V1. Aunque Ra es bastante grande, una estimacién de la velocidad
tipica inducida por las fuerzas de flotacién nos da valores 1 o 2 6rdenes de
magnitud inferiores a los inducidos por las fuerzas eléctricas, lo que en prin-
cipio nos hace descartar que las fuerzas de flotacién intervengan realmente.
Claro estd que no disponemos de valores experimentales de la velocidad sino
sélo de ciertas estimaciones mds o menos adecuadas.

La determinacién de la velocidad debe ser la base sobre la que se puede
caracterizar experimentalmente de forma clara la electroconveccién. No que-
remos cerrar este capitulo sin hacer mencién de esta problemadtica. A pesar de
que la velocimetria ldser ha funcionado en estudios de electrohidrodinamica
con flujos forzados, y, por tanto, con celdas abiertas [69,70], no nos ha sido
posible efectuar medidas de velocidad en nuestro montaje. Ello es debido
fundamentalmente al problema del dopado del liquido. Al estar el aceite de
silicona lo suficientemente limpio de impurezas como para no contener en
su interior particulas del tamafio adecuado (~ lum) para difractar la luz y
proporcionar una seiial Doppler utilizable, hace falta doparlo. Hasta ahora
se vienen utilizando tanto polvo de vidrio como microparticulas de silicona.
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Estas particulas, a parte de las posibles modificaciones de las propiedades
eléctricas del liquido, aparecen siempre cargadas y migran hacia los electro-
dos en un tiempo tipico que es inferior al necesario para tomar un nimero
suficiente de medidas particulares. Una vez en el electrodo quedan adheridas
a él imposibilitando la medicién. Este es, sin duda, un probelma técnico a
resolver en el campo de la experimentacién en electrohidrodindamica.
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Conclusiones

Se ha realizado el estudio teérico del comportamiento de una capa de
liquido dieléctrico sometida a inyeccién unipolar de iones:

1) Un algoritmo en diferencias finitas convencional (SIMPLER) calcula el
valor del criterio de estabilidad lineal. El valor del criterio de estabilidad no
lineal y la amplitud de la velocidad en el ciclo de histéresis asociado no son
correctamente reproducidos por este algoritmo debido a la fuerte difusion
numérica que presenta, que impide obtener correctamente la densidad de
carga en el liquido y, por tanto, el par motriz.

2) Un algoritmo en diferencias finitas antidifusivo (FCT) mejora sus-
tancialmente los resultados encontrados con SIMPLER, obteniendo valores
aceptables para el ciclo de histéresis as{ como para el criterio no lineal de
estabilidad. Ambos algoritmos en diferencias finitas son incapaces de repro-
ducir la vacilacién no estacionaria de la amplitud de la velocidad en torno al
valor medio que se encuentra experimentalmente.

3) Un tercer algoritmo mucho maés costoso en tiempo de cdlculo, método
de las caracteristicas, puede reproducir perfectamente el ciclo de histéresis.
Con él se obtiene una amplitud de la velocidad que sufre cierta vacilacién
en torno a su valor medio. El andélisis de esta senal no queda completo y,
aunqgue un algoritmo de este tipo parece ser el mds adecuado para un estudio
de las soluciones cadticas de las ecuaciones electrohidrodindmicas, el tema
queda abierto.

4) Se ha analizado la influencia de la difusién molecular en la distribucion
de carga para la electroconveccién de amplitud finita en el caso de inyeccion
débil. Se demuestra que a priori la difusién no es despreciable cuando se
tienen regiones encerradas por las lineas caracteristicas de la ecuacién de
conservacién de la carga. En ese caso la densidad de carga depende de la
competicién entre la difusién y la repulsién coulombiana entre iones. El
pardmetro C/a'/? aparece como una medida relativa de ambos mecanismos
en el sentido de que si C'/a'/? — 0 la difusién domina y si Cla*? — oo
la difusién es despreciable. El estudio de la estructura geométrica de las
trayectorias iénicas modificadas por el campo eléctrico perturbado por la
densidad de carga permite obtener un modelo unidimensional que da cuenta
de la densidad de carga en el liquido. El algoritmo FCT permite calcular
el ciclo de histéresis para diferentes valores del coeficiente de difusién. La
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inclusién de éste reduce el ciclo de histéresis, disminuyendo la amplitud de
la velocidad y aumentando el valor del criterio de estabilidad no lineal.

Se ha estudiado experimentalmente la transferencia de calor en liquidos
dieléctricos en presencia de campo eléctrico.

1) Las experiencias en geometria plano-plano y con inyeccién controlada
por dopado del aceite de silicona con TIAP muestran que las fuerzas de
flotacién juegan un papel despreciable en la determinacién del flujo de calor
a través de la celda. El ntimero de Nusselt depende exclusivamente de los
pardmetros eléctricos. La dependencia del nimero de Nusselt frente a Jd® es
nica para las tres distancias utilizadas y para las diferentes configuraciones
posibles. Las estimaciones realizadas muestran que este parametro es el
determinante en el caso en el que se tiene un régimen, de conveccién inercial.

2) Las experiencias en geometria limina-plano realizadas con tres liquidos
diferentes confirman gue son las fuerzas eléctricas las dominantes. Se han
puesto de manifiesto dos tipos de régimen. Para los dos aceites mas viscosos
se tiene un régimen de conveccién viscoso. El nimero de Nusselt presenta
un mismo comportamiento para estos dos aceites cuando se representa frente
a IV/v. Este parametro se obtiene en el andlisis teérico del chorro cargado
laminar. Los interferogramas obtenidos permiten calcular los perfiles de tem-
peratura en cada caso. En el aceite V1 ( de 1 cst) la agitacién del liguido
es mucho mayor, como lo revelan las visualizaciones realizadas. El analisis
del chorro cargado turbulento revela que I es el parametro relevante pero el
comportamiento de Nu con la intensidad de corriente presenta aspectos que

no quedan explicados.
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Ecuacién de Landau para la inyeccidon

unipolar

En este apéndice damos en detalle el cdlculo de los coeficientes a, b y ¢ de la

ecuacién 1.58: )
dA M
— = —A(a+ TC*(b+cA®) + ...) (A.1)
dt T
obtenida en la seccién 1.5.
Supongamos que la velocidad se obtiene a partir de una funcién corriente

polinémica (esta eleccién simplifica las integraciones que hemos de realizar):

T 2 )
Uo(z,2) = —16L2°(1 — z)“’z(—i - 1) (A.2)
Se tiene entonces:
SAVN 5 s T T
= = — z — 3z 2z°)—(——1 (A.3)
Ug 9% 32L( + )L(L )
8‘90 9 3 4 T 1
= — = 27— 2z 22— - =) A.4)
wo o 16 L( + 27 )( 21 (

La vorticidad se obtiene de wy, = duy/dz — Owy/dx. El coeficiente b, de la

ecuacion 1.53 es entonces:
L 1 16
de dz = ——— (A.5)
/o /0 Wo & 151

negativo como alli se dijo, y el coeficiente b, de la misma ecuacién resulta

ser:

L 1
/ / woViw dz dz = 64L7 (A.6)
0 0
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que es positivo.
Desarrollamos ahora t(z) (ecuacién 1.57) en potencias de A:

_ [ -
) = liAwo(f)—/o 15 16A(€7 — 26° + ¢%)

o]

= 2+ 16Af,(2) + (164)°f2(2) £ (164)° f3(2) + O(A") (A.T)

donde el signo + en #(z) se refiere a la linea z = 0 y el signo - a la linea
z = L.
Podemos desarrollar ¢(2) en potencias de C, con lo cual:

C ‘2
q+(z) = Tton C(1 = Ctx(z) + O(C7)) (A.8)

Con todo ello, el par aplicado a la celda 1.54 es:

j{qul = /Olq(.z' =0,2)dz — /Ol glx = L,z)dz
= [ =gz = =07 [ (tale) 1)) 2

1 . 1
= —c*324 [ fi(e)dz +20164)° | fi(2)d2)
0 0
PR IR - SR (A.9)
15 3003

Introduciendo A.5, A.6 y A.9 en 1.53 se obtiene:

dA  M? L 320
— = —A(=60L* + TC* (= + ——A (A.10)
” - (—60L° + (2 001 ))

que es la ecuacién buscada.
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Obtencién de la funcién (1)

En la seccién 3.3 se obtuvo para el periodo de las drbitas cerradas del sis-
tema 3.11-3.12 la expresidn 3.51:

r(r) = 2/%” [aH(’”’aFZ(K’m)) dz (B.1)

Tmin

En este apéndice evaluamos esta expresién en el limite A — 1. Partimos de
la expresién de la hamiltoniana:

AL T .
H=—-2+4+ —(1— cos2rz)sen — (B.2)
27 L
Cuando A — 1 los puntos de equilibrio tienden a # = 0, z = 1/2 con lo

que podemos desarrollar H en torno a este punto. Introduciendo las nuevas
variables n = z/L, £ = z —1/2, J = H/L7?A y A = (A — 1)/(n*A) el
desarrollo es:

772
J=nh =€+ ) (B.3)
El nuevo sistema es ahora
B = —(?— = —2pn¢ (B.4)
4
2
on 2

y sus puntos de equilibrio son: (n = 0,£ = :f:\/X) y (n = V2X € =0). La
regién donde existen érbitas cerradas es la regién J > 0 y el valor mdximo
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d 22N

/73

Figura B.1: Puntos de corte de las érbitas con el eje £ = 0.

de J se alcanza en el centro (n = V2X, ¢ = 0) siendo Jer = 2\/5/\3/2/3- La
separatriz se encuentra en J = 0 y su abcisa es, de B.3: 5, = VEA.
Los puntos de corte de una érbita determinada por un valor dado de J

son las raices de la ecuacién:
n° —6An +6J =0 (B.6)

Estas raices se pueden expresar como:

9
n = 2 2/\cos§ (B.7)
0+ 7
7y = 2V 2 cos( 3 ‘) (B.8)
— 0+ 27
Ny = 2\/2)\(:05( (B.9)

<

siendo cos @ = —3J/2v23¥2. Como es 0 < J < 2v22%/2/3 ha de ser 0 <
cos§ < ~1y, por tanto, 7/2 < § < 7. En la figura B.1 se representan dichas
raices. Se tiene siempre 7, < 0 < 73 < n; < 7,.

Para obtener el periodo sustituimos en B.4 el valor de £ despejado de B.3,

se tiene:

d 2
S W PRS- VL, (B.10)
dt 6 ]
o
dn \/ 1 ,
— = =2/ ——p(n — —n5)(n — (B.11)
o 677(77 m)(n = m2)(n — 73)

donde 71;, 17, ¥ 13 son los calculados arriba.
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El periodo de la 6rbita correspondiente al valor J es, por tanto:

T=-v6[ an (B.12)
m \/77(771 = n)X(n — n2)(n — n3)

Esta integral se puede expresar en términos de integrales elipticas ([71, pagina
242-7)):
V6

Vini(ns — n2)

con v = \/(m1 — 13)ma/(m (712 — m3)) ¥

T=—- F(n/2,7) (B.13)

Fvry= [ L S (B.14)
o V1 —r2sen?(

Calculemos, como ejemplo, el valor de T en el centro. Tenemos J =
2\/5)\3/2/3 y, por tanto, cos@ = =1, =13 = Vax y Ny = —2v/2X. Con ello
esr =0y F(n/2,0) = n/2. Sustituyendo se tiene T' = w/\/X

El cambio de escala de H a J implica un cambio en la escala de tiempos.
En términos de la escala primitiva es 7 = 7/m’A, haciendo el cambio e
introduciendo en el valor de 7 la expresién de A se obtiene finalmente: 7 =

1/ A(A —1). Para A = 1.1 tenemos el valor 3.02 dado en la seccién 3.3.
Se comprueba ficilmente que el periodo diverge en la separatriz.
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Calculo de la corriente de inyeccién en las

experiencias plano-plano

La corriente eléctrica medida en las experiencias del capitulo 4 se debe a dos
procesos: la conductividad residual del liquido y el arrastre por el campo de
los iones inyectados. En este apéndice exponemos cémo hemos extraido de
la corriente total la corriente inyectada, que es la que se ha empleado en la
dependencia del Nusselt con los pardmetros eléctricos presentada en dicho
capitulo.

La densidad de corriente eléctrica en la celda viene dada por:

J = eE(p;K; + pK, + nk,) (C.1)

siendo e la carga de cada ién (supuestos monovalentes), p; la densidad de
iones inyectados, p la densidad de iones positivos provenientes de un proceso
de disociacién, n la densidad de iones negativos debidos a ese mismo proceso
y K;, K, y K, las movilidades respectivas de cada tipo de idn.

Podemos expresar la densidad de corriente como suma de dos contribu-
ciones:

J=J+ J; (C.2)

y nuestro interés se centra en discernirlas de la corriente total medida j.

La ecuacién de Poisson en una dimensién es:

aE €
— = (P, +p—n)- (C.3)
dz €
Las ecuaciones de conservacién de cada especie son:
dpK, E
'EZ}E‘“ = kp( — kgrpn (C.4)
x
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dnK, E

= kp( — krpn (C.5)
dz

donde kp es la constante de disociacién, ¢ la densidad molecular de la es-
pecie que se disocia y kg la constante de recombinacién. En el equilibrio
termodinamico se cumple:

kDC = kRpono (CG)

donde p, y n, son las concentraciones de equilibrio de los iones positivos y
negativos.

Denat [7] ha resuelto numéricamente estas ecuaciones bajo las siguientes
condiciones de contorno:

ePile=0 = ¢ (C.7)
Pla=o = 0 (C.8)
n[r:d = 0 (C.g)
d
/ Ede =V (C.10)
0
Asi el electrodo inyector se supone en z = 0 y su polaridad se consi-

dera positiva. Los resultados proporcionan las densidades de corriente de
inyeccién y de conduccién adimensionalizadas (j; = J;/JscL, Je = Je/Jscr
con Jscr = 9eKV?/8d) en funcién de los pardmetros C; (g;:d*/eV) v Co
(0d?/2¢KV). Si Cy < 1/2 la corriente de conduccidén es despreciable y, en
ese caso, hemos tomado la corriente total como corriente de inyeccion. El
nivel de inyeccién C; puede ser entonces obtenido de J; = CieKV?/d®.

Si C; > 1/2 procedemos de la siguiente forma: a partir de la conductivi-
dad o obtenemos Cy. De las curvas adimensionales de Denat obtenemos el
valor de j.. Sustrayendo j. a la corriente total adimensionalizada obtenemos
j:. Los valores de j; y C, proporcionan, de nuevo sobre las curvas de Denat
el valor de C; (v, por tanto, ¢;).

Aungque los cdlculos de Denat son vélidos sélo bajo condiciones hidrosta-
ticas, son una buena aproximacién en nuestro caso. Ello se debe a que en
inyeccién débil el movimiento del liquido no influye apreciablemente sobre el
transporte de carga, ya que la corriente estd limitada por el ritmo al cual
el electrodo produce iones y que es independiente del estado dindmico del
sistema. Asi, la carga transportada es casi la misma con o sin movimiento.
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Obtencion del perfil de temperatura

La base tedrica de la determinacién de la distribucién de temperatura en el
interior del liquido a partir de las franjas de interferencia obtenidas con la
lamina plano-paralela queda explicada en la seccién 5.4). En este apéndice
vamos a detallar el cdiculo en sus aspectos practicos. Consideremos para
ello la fotografia 1 y tracemos una linea perpendicular a ambos electrodos
(regiones totalmente ennegrecidas) a 30 mm, medidos sobre la foto, a la
izquierda de la ldmina (pico en negro en la parte superior). Vamos a deter-
minar el perfil de temperatura sobre esta linea. A partir de 5.28 se tiene:

A
[f(2;) = f(z;21)] = z; (D.1)

donde f(z) = T(z) — T(z — Az). Como es v = 4.58 x 107K~ A= 6.33»><
10°"m,y L =5 x 1072, se tiene que | f(z) — f(zi—1)] = 2.65 x 107K

Contando a partir de la parte superior de la foto, las franjas se encuentran
a las siguientes distancias en mm (tomadas sobre la foto): 7, 10, 13.5, 17, 19,
21, 22.5, 25, 27.5, 32, 58, 62, 64.5, 67.5, 70.5. Llamaremos 7 a la coordenada
horizontal sobre la foto, con origen en la parte superior y creciente hacia
abajo. El electrodo inferior se encuentra a n = 7lmm y, en la realidad, la
distancia entre ambos es 18 mm. luego el factor de escala es 71/18 = 3.94.
Como es Az = 2ensen *0/ cos§ = 1.5mm, sobre la foto corresponde a &An =
5.96mm.

Con todo ello, la determinacién de f(7) sélo requiere dos hipdtesis: que
f(n) es siempre positiva (la temperatura crece monétonamente del electrodo
superior al inferior) y que la zona central es isoterma, o, dicho de otra forma,
que entre 7,5 = 32mm y 1y, = 58mm es f(n) = 0.
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Se tiene entonces:
f(n;) =0.0265(:—1) i>11 (D.2)

f(n:) = 0.0265(10 —7) < 10 (D.3)

Para obtener T'(n) basta hacer T(n) = f(n) + T(n — An) habiendo fijado
antes alguna referencia. Por ejemplo, si tomamos el cero de temperaturas

en el centro, partiendo de n;; = 58mm y tomando T(7;;) = 0 obtenemos
T en Jos puntos sucesivos n;; + Amn, 1;; + 2 An, etcétera, que corresponden
a n =~ 58,64,70,.... Igualmente, partiendo de 7,, = 32 se obtiene T en los

puntos 7,9 — An, 17,0 — 2 An, etcétera, que corresponden a 7 ~ 32,26,20,....
Puesto que f(n) lo conocemos sélo en los puntos n; correspondientes a las
franjas, hace falta interpolar para obtener los valores de f en los puntos en los
que vamos obteniendo la temperatura. En la figura D.1 se ilustra el proceso
y se muestran tanto f como 7 en funcién de 7.

Por iltimo, los perfiles en la escala real z se obtienen reescalando los
obtenidos en funcién de 5. En este ejemplo basta hacer z = 18(71 — 7)/71
para obtener el perfil T(z) tal como estd presentado en la figura 5.13.

La determinacién, asi realizada, de los perfiles de temperatura estd su-
Jeta a muchas fuentes de error, algunas de ellas dificilmente cuantificables.

Revisaremos a continuacién algunas de ellas:

e La primera de las fuentes de error es la distorsién con la que la celda
aparece en la fotografia. Esta distorsién estd causada porque la no
uniformidad del indice de refraccién dentro de la celda curva los rayos.
Esta curvatura de los rayos que es aprovechada precisamente en los dos
métodos de visualizacidén utilizados y descritos en la seccién 5.3 resulta
nociva en los métodos interferométricos. La mejor forma de evitar el
efecto de la curvatura de los rayos es la de situar la ldmina planoparalela
tan cerca de la salida de la celda como sea posible. En nuestro caso el
problema principal es que, durante la realizaciéon de los experimentos,
el electrodo superior estd a alta tensidén, lo que imposibilita acercar
la ldmina y el aparato de fotografia todo lo que se quiera, ya que se
pueden producir descargas del electrodo a la cdmara e, incluso, algin
accidente al manipular ésta. El efecto fundamental de la distorsién es
que la escala sobre la foto no es uniforme. Ello introduce un error en
las distancias que, en las fotos analizadas, podemos situar en torno al

4% .
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Figura D.1: Obtencién del perfil de temperatura.
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¢ La segunda fuente de error viene de la determinacién del valor de Az,
la distancia entre los rayos que interfieren. Este error proviene, funda-
mentalmene del dngulo de inclinacién de la ldmina. Lo estimamos en
torno a un 12 %.

e Una fuente de error de dificil cuantificacién es la que proviene de la
falta de paralelismo del haz incidente. Aunque se ha usado un haz
ldser ha sido necesario utilizar un ensanchador del haz formado por
dos lentes convergentes, debido a su pequeno diametro inicial. Si un
haz paralelo incide sobre una ldmina inclinada cuyas dos caras no son
perfectamente paralelas, se obtienen franjas de interferencia de igual
inclinacién. Igual ocurre si un haz no paralelo incide sobre una ldmina
cuyas dos caras son perfectamente paralelas. El ajuste éptico ha sido
realizado utilizando el principio de que, con la ldmina plano-paralela
situada a la salida del haz del ensanchador, se obtuviera el nimero
minimo de franjas posibles. Normalmente hemos conseguido obtener
un solo miximo con una sola franja negra en los bordes del haz. Dado
que la ldmina tiene, segin especificaciones de fédbrica, una divergencia
menor que A (esto es que la diferencia mdxima de la distancia entre las
dos caras de la ldmina es menor que A ~ 6000A) este ajuste lo hemos

considerado como prueba del paralelismo del haz.

e La medida de las distancias sobre la foto se ha realizado con una regla

convencional, es decir, con una precisién de medio milimetro.

4

e Por tltimo, y dado el valor de v, sélo se pueden medir diferencias de

temperatura superiores a 0.0265 Is.

Todo lo dicho nos lleva a la conclusién de que los perfiles estdn deter-
minados con un error bastante importante, del orden del 30% incluso, para

algunos puntos.
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