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Introduccion

La Ciencia, a lo largo de su historia, ha experimentado una serie de sobresaltos
motivados por la consecucién de unos resultados que, unas veces, han culminado
un proceso previo, generalmente largo, de gestacion y, otras, han provocado una
auténtica convulsion entre los investigadores. En todo caso, esos hitos han producido
un avance cualitativo en el conocimiento cientifico.

En la historia de la Computacidn se pueden observar unos puntos de inflexion
que han marcado de forma decisiva el devenir de la misma, y han propiciado el
desarrollo de nuevas herramientas, tanto a nivel teérico como a nivel practico, que
han sido consideradas fundamentales. Curiosamente, la mayoria de esos momentos
criticos estan asociados con las limitaciones inherentes a la potencia de determinados
métodos y/o modelos.

El primer hito relevante que queremos destacar se produce con la respuesta nega-
tiva a dos cuestiones planteadas por D. Hilbert, en 1928, relativas a la consistencia y
completitud de las Matematicas, en donde se establecen las limitaciones inherentes al
método azxiomdtico. La Teoria de la Computacion como disciplina de estudio comien-
za, propiamente, con los trabajos realizados para dar respuesta a estas cuestiones.

La posibilidad de que existan problemas abstractos que no se puedan resolver
de manera efectiva y la necesidad de dar respuesta a la tercera cuestiéon formulada
por D. Hilbert, en 1928, relativa a la decidibilidad de las Matemaéticas, plantea la
conveniencia de formalizar el concepto de algoritmo y de funcidn computable. Asf,
en la década de los treinta, aparecen los primeros modelos tedricos de computacién
y se inicia el estudio formal del concepto de procedimiento efectivo. La existencia
de problemas que no pueden ser resueltos mediante procedimientos mecdnicos en
los modelos disefiados (por ejemplo, la indecidibilidad de la ldgica de primer orden
o el problema de la parada) proporciona una limitacion importante al método de
formalizacion del concepto de algoritmo.

En la década de los cincuenta aparecen los primeros ordenadores electrénicos
y, con ellos, surge lo que podriamos denominar informalmente como modelos de
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XII Introduccién

computacion prdctica. En ellos se pueden implementar los algoritmos disenados,
mediante un proceso de traduccién a un lenguaje que pueda ser interpretado por la
maquina. La existencia de problemas resolubles algoritmicamente que necesitan una
cantidad de recursos que excede las posibilidades de cualquier ordenador electrénico,
proporciona una nueva limitacion, en este caso, de la potencia de los modelos de
computacién practica.

La necesidad de estudiar la minima cantidad de recursos necesarios para resolver
un problema abstracto da origen a la Teoria de la Complejidad. Su objetivo funda-
mental consiste en proporcionar una clasificaciéon de los problemas en funcién de su
resolubilidad en méaquinas reales.

En el marco de la computacion prdctica, se plantea la necesidad de mejorar la
velocidad de célculo y la densidad de almacenamiento de informaciéon de los orde-
nadores. La aparicion de mdquinas paralelas (que permiten la ejecucién de varias
operaciones de manera simultidnea) supone un notable avance y la miniaturizacion
de las componentes fisicas de la maquina se convierte en un objetivo primordial. Ha-
cia finales de la década de los cincuenta, R. Feynman introduce el concepto teérico
de computacién a nivel molecular y lo postula como una innovacién revolucionaria
en la carrera por la miniaturizacion. En la década de los ochenta, R. Churchhouse
establece las limitaciones fisicas de la velocidad de calculo de un ordenador con-
vencional y, en consecuencia, proporciona una nueva limitacidn: esta vez para la
computacién de cardcter practico.

Ante esta situacion surge la necesidad de buscar modelos de computacion alter-
nativos que permitan implementar nuevas maquinas que mejoren cuantitativamente
el rendimiento de las méquinas clasicas. La posibilidad de desarrollar modelos de
computacién no convencionales abre un nuevo horizonte a la hora de amortiguar los
efectos propios de las limitaciones inherentes a la computaciéon practica en modelos
clasicos.

La Computacidn Natural esté inspirada en el funcionamiento de los organismos
vivos y tiene como objetivo fundamental la simulacién e implementacién de los
procesos dindmicos que se dan en la Naturaleza y que son susceptibles de ser con-
siderados como procedimientos de calculo. Esta disciplina trata de estudiar c6mo
calcula la Naturaleza y de capturar nuevos modelos y paradigmas de computacién
que la Naturaleza lleva implementando desde hace millones de anos.

Esta memoria esta dedicada al estudio de dos tipos de modelos no convencionales
dentro del marco de la Computaciéon Natural: modelos moleculares basados en ADN
y modelos de computacidn celular con membranas.

A principio de la década de los cincuenta, J. Watson y F. Crick descifran la
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estructura de las moléculas de ADN, descubren el principio de complementariedad,
demuestran que dichas moléculas codifican la informacién genética de los organismos
vivos y justifican la posibilidad de usar ciertas técnicas para su manipulacién. De
esta manera surge la posibilidad de implementar algoritmos a través de moléculas de
ADN, debido a que éstas se pueden usar como una especie de memoria, representando
la informaci6n mediante una codificacién basada en cuatro nucledtidos, y a que
es posible su manipulacién por medio de reacciones quimicas controladas. En la
década de los noventa, L. Adleman resuelve una instancia del problema del camino
hamiltoniano, manipulando moléculas de ADN en el laboratorio, dando origen al
nacimiento de la computaci6on molecular basada en ADN.

A nivel celular, tienen lugar una serie de procesos (reacciones quimicas y flujo
de diferentes componentes quimicas entre distintos compartimentos) que se pueden
interpretar como procedimientos de calculo. A finales de la década de los noven-
ta, Gh. P3un introduce un nuevo modelo de computacién no determinista, de tipo
paralelo y distribuido, inspirado en el funcionamiento de las células en los organis-
mos vivos: el modelo de computacion celular con membranas. Este modelo puede
ser adecuado para explorar la naturaleza computacional de las células, asi como
para conseguir una posible implementacién artificial de sistemas que exploten dicha
capacidad celular.

Estructura de la memoria

El objetivo fundamental de esta memoria consiste en desarrollar una primera
aproximacién a la verificacion formal de procedimientos mecénicos en modelos no
convencionales, en el marco de la Computaciéon Natural.

Para ello, se han elegido dos modelos de computacién que poseen caracteristicas
dispares. El primero de ellos, el modelo sticker, es un modelo de computacién mole-
cular que usa como sustrato fisico el ADN y que se describe a través de un conjunto
de operaciones basicas susceptibles de ser implementadas en el laboratorio con las
técnicas actuales de biologia molecular. Dichas operaciones, a modo de instrucciones
de un lenguaje de programacién, permiten que los procedimientos disefiados en el
modelo adquieran la forma de programas. El segundo de los modelos elegidos es
el denominado computacion celular con membranas o P sistemas. En este modelo,
los procedimientos se describen por medio de mecanismos o dispositivos similares a
maquinas, de ejecucién independiente.

Esta memoria est, basicamente, estructurada en dos partes bien diferenciadas:
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la primera est4 dedicada al disefio y verificacién de programas moleculares en el mo-
delo sticker; la segunda parte esta dedicada al estudio de soluciones de problemas,
con su correspondiente verificacién, mediante el uso de P sistemas. Es decir, a través
de la resolucion de problemas NP-completos, se trata de presentar una metodologia
que permita establecer la verificacién formal de programas, en un lenguaje de com-
putacién molecular, y de P sistemas.

La memoria est4 estructurada en capitulos, cuyo contenido vamos a tratar de
resefiar sucintamente.

En el capitulo 1 se ofrece una breve introduccién historica de la Teorfa de la
Computacién y la Complejidad, justificAndose la necesidad de estudiar nuevos mo-
delos de computaciéon como alternativa a los modelos de computacién que podriamos
denominar cldsicos. Adema4s, se describen algunas consideraciones relativas a los di-
versos modelos de computacién que se pueden enmarcar dentro de la Computacion
Natural.

En la primera seccién del capitulo 2 se presenta una breve introduccion de la
estructura quimica de las moléculas de ADN, asi como de algunas de las operaciones
que se pueden realizar sobre ellas, y que hacen posible el uso de dichas moléculas
como sustrato fisico en el que se puede almacenar y manipular informacion.

En la segunda seccién de este capitulo se estudian los dos primeros experimentos
de laboratorio que dieron lugar al nacimiento de la computaciéon molecular basada
en ADN: el experimento de L. Adleman, que resuelve una instancia del problema
HPP del camino hamiltoniano en su versién dirigida y con dos nodos distinguidos,
y el experimento de R. J. Lipton, que resuelve una instancia del problema SAT de
la satisfactibilidad de la l6gica proposicional.

El capitulo 3 est4 dedicado a la presentacion de tres modelos de computacion
molecular basados en ADN. El modelo no restringido de Adleman fue el primer
modelo abstracto de computacién molecular que se introdujo de manera explicita,
y esté inspirado en los experimentos de Adleman y de Lipton. Junto con el modelo
débil de Amos, representan dos modelos de computacién molecular sin memoria,
ya que sus operaciones basicas no alteran la estructura interna de las moléculas de
ADN.

El tercer modelo presentado, el modelo sticker, es més interesante desde el punto
de vista abstracto, ya que hace uso de las moléculas de ADN como unidades de
memoria susceptibles de ser modificadas en tiempo de ejecucion. Por ello, en este
capitulo se hace una exposicién exhaustiva de dicho modelo, presentando lo que
podria ser una implementacién fisica del mismo en el laboratorio. Este modelo es el
que se considera en la primera parte de la memoria, para el disefio y verificacion de
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programas que resuelven problemas NP-completos.

La tltima seccién de este capitulo esta dedicada al estudio de la universalidad de
los modelos de computacién molecular basados en ADN. Para ello, se describe una
simulacién de las méaquinas de Turing a través de la manipulacién de moléculas de
ADN mediante unas operaciones elementales y una codificacién molecular adecuada.

En el capitulo 4 se presenta una metodologia para la verificacién de programas
en el modelo sticker. Para ello, en la primera seccién se describen los programas
moleculares disenados para resolver problemas de decisién, a través de sistemas
formales. De tal manera que demostrar la verificacién de un programa molecular sea
equivalente a establecer la adecuacion y completitud del sistema formal asociado.

Como aplicaciéon de la metodologia disenada, en la segunda seccién de este capi-
tulo se presentan soluciones moleculares de una serie de problemas, relativos a con-
juntos numeéricos, y se establecen las verificaciones correspondientes. Los procedi-
mientos disenados seran usados como subrutinas en el capitulo siguiente, en el que
se aborda la resolucién de algunos problemas NP-completos en el modelo sticker.

El capitulo 4 finaliza con un analisis de los costes de los programas disefiados, en
lo que respecta al nimero de operaciones moleculares, al nimero de tubos usados y
al volumen molecular utilizado.

La primera parte de esta memoria, correspondiente a los modelos de computacién
molecular, finaliza con el capitulo 5 que est4 dedicado al estudio (disefo, verifi-
cacién y analisis) de soluciones moleculares de algunos problemas numéricos NP-
completos. Los problemas que se estudian son los siguientes: el problema Subset-Sum,
el problema de la mochila 0/1 (en su version acotada y no acotada), el problema
Set-Packing, el problema Fzact-Cover y el problema del recubrimiento minimal.

La segunda parte de la memoria comienza en el capitulo 6 y aborda la verifi-
cacién formal de P sistemas. En la primera seccién de este capitulo se presenta una
definicién informal de los P sistemas de transicién, como modelo de computacion
inspirado en el funcionamiento de las células. Se trata de un modelo disenado a par-
tir de sistemas auténomos que generan lenguajes de manera no determinista. Estos
sistemas estan basados en una estructura jerarquizada de membranas como modelo
matematico de ordenacion fisica de la célula. Cada una de las membranas pueden
contener unos objetos, a modo de las distintas componentes quimicas, y unas reglas
de evolucidn que nos permitiran, eventualmente, modificar los objetos presentes en
las membranas y/o comunicarlos entre las mismas.

En la segunda secciéon del capitulo 6 se presenta una formalizacién de los P
sistemas de transicién que nos permite abordar con garantias la verificacién formal

en este modelo. La formalizacion presentada se basa, principalmente, en la evolucién
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del arbol asociado a la estructura de membranas, con los multiconjuntos de objetos
asociados, y en la especificaciéon de los posibles multiconjuntos de reglas que se
pueden aplicar en cada instante.

La tercera seccion esta dedicada al estudio de la versatilidad de los P sistemas de
transicion, que pueden ser interpretados como dispositivos generadores de lenguajes,
reconocedores de predicados, 0 como maquinas de célculo de funciones. A continua-
ci6n se hace un breve estudio acerca de la universalidad de este modelo y se justifica
la utilidad del mismo para atacar la conjetura P=NP, tanto para dar una respuesta

positiva como negativa.

En la altima seccién del capitulo 6 se presentan algunas variantes de los P sis-
temas de transicion, segin el modo de considerar los objetos, segiin las caracteristicas
de las membranas o segiin el protocolo de las comunicaciones.

En su articulo fundacional, Gh. Paun ilustra el funcionamiento de los P sistemas
de transicion con varios ejemplos que reflejan las caracteristicas principales del mo-
delo y muestran las diversas interpretaciones de los mismos. En el capitulo 7 se
establece la verificacion de los P sistemas disefiados por Gh. Paun (algunos con lige-
ras modificaciones) ilustrando el uso de algunas técnicas que pueden ser utiles para
abordar, con cierto éxito, la verificacion formal de P sistemas arbitrarios, y poniendo
de manifiesto como el paralelismo distribuido inherente al modelo dificulta enorme-

mente la tarea de verificacion.

El capitulo 8, ultimo de la segunda parte de la memoria, est4d dedicado al
disefio, y posterior verificacion, de P sistemas de transicién que resuelven problemas
NP-completos clasicos: el problema de la satisfactibilidad de la légica proposicional
y el problema del camino hamiltoniano en su versién dirigida y con dos vértices
distinguidos. Las soluciones no deterministas presentadas resuelven los problemas
de decision citados en un sentido fuerte; es decir, los lenguajes generados por los P
sistemas disefiados coinciden con los conjuntos de soluciones validas (positivas) de
los problemas planteados.

En el ltimo capitulo de esta memoria, el capitulo 9, se destacan algunas con-
clusiones que se pueden extraer de los resultados obtenidos, y se presentan una serie
de objetivos y trabajos futuros que marcan una linea de investigacién en modelos de
computacion no convencionales, algunas de las cuales han comenzado a desarrollarse
por miembros del grupo de investigaciéon en Computaciéon Natural de la Universidad
de Sevilla.
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Aportaciones

A continuacién citamos algunas de las aportaciones de esta memoria que consi-
deramos maés relevantes.

1. Desarrollo de un método de representaciéon de conjuntos numeéricos en el mo-
delo sticker, usando la capacidad del modelo para identificar complejos de
memoria con funciones booleanas.

2. Disefio de procedimientos moleculares en el modelo sticker que resuelven los
siguientes problemas (y que seran usados como subrutinas):

» El problema del rellenado: Sea A = {1,...,p}. Sea F una familia fini-
ta de subconjuntos de A. Determinar todos los pares ordenados (F', B),
en donde F' es una subfamilia de F y B =|JF'.

» El problema del recubrimiento: Sea A = {1,...,p} y F una famil-
ia finita de subconjuntos de A. Dada la coleccion de pares de la forma
{(F,UF") : F' subfamilia de F}, determinar todos los elementos de
esta coleccion que constituyen un recubrimiento de A.

= El problema de la ordenacién segiin la cardinalidad: Sean A =
{1,..,p}, BC A, y F C P(A). Ordenar los conjuntos de F de acuerdo
con su cardinal relativo a B.

» El problema de las familias disjuntas: Sea A = {1,...,p}. Sea F
una familia finita de subconjuntos de A. Determinar todas las subfamilias
de F cuyos elementos son disjuntos dos a dos.

» Funciones Peso sobre conjuntos: Dada una familia de subconjuntos
de A= {1,...,p} y una funcidn f : A — N, hallar los pesos, respecto de
la funcion f, de los elementos de la familia.

3. Mejora de una solucién molecular del problema del recubrimiento minimal,
debida a S. Roweis y otros.

4. Disefo de las primeras soluciones moleculares de los siguientes problemas NP-
completos:

» El problema Subset-Sum: Sea A = {1,..,p} yw : A — N una
funcién peso. Sea k € N tal que k < w(A). Determinar si existe un

subconjunto, B C A, cuyo peso sea, exactamente, k.
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» El problema de la Mochila 0/1 acotado: Sean A = {1,...,p} un
conjunto no vacio, w : A — N una funcidn peso, y p : A — N
una funcion aditiva de valores. Sean k, k' € N tales que k < w(A) y
k' < p(A). Determinar si eziste un subconjunto B C A tal que w(B) <k
yp(B) > K.

= El problema de la Mochila 0/1 no acotado: Bajo las mismas condi-

ciones que en el problema de la mochila 0/1 acotado, determinar un sub-
conjunto B C A que verifique p(B) = max{p(C): C C A AN w(C) < k}.

» El problema SET PACKING: Sean A = {1,...,p} un conjunto finito,
F una familia de subconjuntos de A, y k € N. Determinar si existen k
subconjuntos de F disjuntos dos a dos.

» El problema EXACT-COVER: Sean A = {1,...,p} un conjunto fini-
to y F una familia de subconjuntos de A. Determinar si existe una sub-
familia de F que sea particidn de A.

» El Problema del recubrimiento Minimal: Sea A = {1...,p}. Sea
F una familia finita de subconjuntos de A. Encontrar el menor recubri-
miento de A por elementos de F.

5. Desarrollo de una metodologia para la verificacion de programas en un modelo
de computacién molecular con memoria.

6. Aplicacién de la metodologia anterior a los programas disefiados en el modelo
sticker.

7. Elaboracién de una formalizacién de los P sistemas de transicion.
8. Primera aproximacion a la verificacién de P sistemas de transicion.

9. Disenio de P sistemas de transicién que proporcionan soluciones no determi-
nistas, en sentido fuerte, de los problemas SAT y HPP.

El estudio sistematico de la verificacién de programas moleculares es una tarea
que ha sido iniciada, en el afio 2000, por miembros del Grupo de Investigacién en
Computacion Natural de la Universidad de Sevilla. En esta memoria se complemen-
tan los procesos de verificacién para programas moleculares diseftados en modelos
con memoria, y para sistemas en modelos celulares con membranas.

Esperamos que esta memoria proporcione métodos y técnicas que puedan ser de
utilidad para estudios posteriores acerca de dichos modelos no convencionales, en
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particular para el anélisis de la robustez de procedimientos complejos descritos en
dichos modelos y para la mecanizaciéon de los procesos de verificacién en sistemas

de razonamiento automatico.



Capitulo 1

Computaciéon Natural

1.1. Introduccién

Desde el comienzo de los tiempos el hombre se ha planteado problemas, bien por
una cuestién de supervivencia, por mejorar sus condiciones de vida o, simplemente,
por una cuestion lidica. El estudio de los problemas planteados le ha conducido,
de manera natural, a la bisqueda de procedimientos sistematicos que permitie-
ran resolver dichos problemas realizando una serie de procesos elementales debida-
mente secuenciados. La mecanizacién de las soluciones facilitaba la transmisién del
conocimiento de dichos problemas y el aprendizaje cientifico, en general.

La aparicion de los primeros métodos formales de razonamiento (posiblemente
en Mesopotamia, si bien seria sustancialmente mejorados en la civilizacion griega)
proporciond una herramienta interesante para poder expresar de forma precisa el
concepto intuitivo de procedimiento sistemdtico, procedimiento mecdnico o algorit-
mo. Es usual encontrar en un diccionario el término algoritmo como sinénimo de
cualquier método especial de resolucion de un cierto tipo de problemas. La palabra
algoritmo debe su nombre al autor persa Aba Jafar Mohanned ibn al Khowarizmi,
que escribi6 un texto en el afio 825 d.C. en el que recogia una serie de procedimientos
mecanicos para el algebra.

Ahora bien, hasta muchos siglos después no empieza a surgir la necesidad de
rigorizar el concepto de procedimiento mecéanico. En primer lugar, cuando a finales
del siglo XVII Leibnitz formula la necesidad de disponer de un lenguaje universal
(lingua characteristica) en el que poder expresar cualquier idea, y la necesidad de
mecanizar cualquier tipo de razonamiento (calculus ratiocinator). En segundo lu-
gar, cuando D. Hilbert, en el Congreso Internacional de Matematicos celebrado en

Bolonia en 1928, formula tres cuestiones acerca de las matematicas que marcarian
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el devenir de la misma:

1. zSon completas? Es decir, dado cualquier aserto matematico, jes posible pro-
bar dicho enunciado o su negaci6n?

2. ;Son consistentes? Es decir, jes posible garantizar que dado cualquier aserto

matematico no se puedan probar, simultaneamente, él y su negacién?

3. ;Son decidibles? Es decir, jexiste algiin procedimiento mecénico que dado
cualquier aserto mateméatico determine si es o no demostrable? (Entschei-
dungsproblem).

1.2. Légica y Computacion

En esta ultima cuestion aparecen implicitamente otras, como por ejemplo, /qué
pueden calcular los distintos algoritmos? jcuéles son los requisitos que debemos exi-
gir a los algoritmos para que tengan una potencia computacional adecuada? ;qué
clasificacion puede realizarse entre los algoritmos en funcién de la cantidad de re-
cursos que necesitan para su ejecucién?

A finales del siglo XIX, la necesidad de resolver ciertos problemas, por parte de los
matematicos, les llevé a usar el formalismo y la metodologia de la loégica matematica
(que, como cualquier rama de las matematicas, se puede considerar una coleccién
de técnicas para resolver problemas y que se diferencia de otras por el hecho de usar
lenguajes formales). En la escuela formalista, con B. Russell y D. Hilbert al frente,
comienza a gestarse el concepto de computabilidad efectiva y uno de sus principales
objetivos consistia en reducir todas las mateméaticas a la manipulacién formal de
simbolos, que no es méas que una forma de computacidn.

El método aziomdtico permite describir el comportamiento de una teoria o sis-
tema y consta de tres ingredientes fundamentales: un lenguaje, unos azriomas y unas
reglas de inferencia. El lenguaje permite describir los objetos que se van a estudiar,
asi como las propiedades relativas a dichos objetos. Los aziomas son asertos ele-
mentales, expresados en el lenguaje, que describen ciertas propiedades basicas de la
teoria que es objeto de estudio. Las reglas de inferencia son una especie de reglas
de juego que permiten obtener nuevos enunciados en la teoria (y que se denominan
teoremas) a partir de los axiomas. De esta manera, en una teoria descrita a través
de un sistema axiomético, se pueden generar nuevos resultados (es decir, teoremas
de la teorfa) realizando un ntimero finito de operaciones elementales (que resultan
directamente de las reglas de inferencia) a partir de los axiomas. Con otras palabras,
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los teoremas de una teoria axiomatica se pueden obtener, propiamente a partir de
un procedimiento sistematico; es decir, mediante computaciones.

A principios del siglo XX, los matematicos estaban a punto de realizar una
serie de descubrimientos que marcarian el devenir de las ciencias, en general, y de
las matematicas, en particular. Habia un convencimiento generalizado de que las
matematicas podian ser descritas a través de un sistema axiomatico, de tal manera
que bastaba encontrar el lenguaje, los axiomas y las reglas de inferencia adecuadas
para deducir en él cualquier enunciado matematico. De esta forma, las matematicas
vendrian a ser una especie de sistema computacional en el que podria establecerse,
mediante un procedimiento mecanico, la veracidad o falsedad de cualquier aserto
matemético. Esta idea la habia expresado D. Hilbert formulando la primera cuestion,
antes descrita, acerca de la completitud de las matematicas.

Todas estas suposiciones y conjeturas se derrumban cuando, en 1931, K. Godel
present6 sus teoremas de incompletitud. Estos resultados mostraban que era irreali-
zable el Programa de Hilbert (que trataba de justificar el uso de la metodologia
transfinita y, al mismo tiempo, proporcionar una formalizacién completa de las
mateméticas). Para ello, K. Godel consideré un sistema simple de la Aritmética
para describir la matemaética finitaria (aquella que proporciona métodos construc-
tivos). En este sistema describié su propia sintaxis y construy6 una proposicién (yo
no soy demostrable) que no se podia probar en el sistema (y siendo, por tanto, una
formula verdadera). Este resultado es considerado como uno de los logros cientifi-
cos mas importantes del siglo XX y se trata, basicamente, de un resultado sobre
computabilidad.

Posteriormente, Gédel demostré que dicho sistema no era capaz de demostrar
su propia consistencia, dando también una respuesta negativa a la segunda cuestion
planteada por Hilbert.

De esta manera result6 que no era posible encontrar una axiomatizacién completa
de las matematicas. Entonces surge una nueva cuestién: si no existe un sistema
axiomatico capaz de demostrar cualquier aserto matematico formulado en dicho
sistema ;qué puede conseguirse con los distintos sistemas axiomaticos?

1.3. Primeros modelos de computaciéon

Cuando se estudian concienzudamente fenémenos de la vida real se puede percibir
la existencia de una serie de rasgos fundamentales que son similares en el fondo,
aunque parezcan diferentes en la forma. Entonces puede ser interesante construir un
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modelo que capture, de la forma mas simple posible, esos rasgos comunes subyacentes
a los fenémenos analizados. Este es el proceso de abstraccién, uno de los elementos
fundamentales del progreso de la ciencia: hay que prestar atencién a las propiedades
importantes desprovistas de los detalles irrelevantes. Este proceso es inherentemente
matematico.

Se han desarrollado modelos para maquinas (Turing, RAM, URM, etc.), para
lenguajes formales (regulares, libres de contexto, recursivamente enumerables, etc.),
para sistemas de programas (compiladores, sistemas operativos, etc.), para estruc-
turas de datos (pilas, colas, monticulos, etc.) y para bases de datos (relacionales,
orientadas a objetos, etc.).

Definir un modelo de computacion consiste, basicamente, en formalizar, rigorizar,
cudles son los procedimientos que seran considerados como mecanicos en el modelo
(sintazis del modelo), y en precisar como se ejecutan dichos procedimientos sobre
unos datos de entrada (semdntica del modelo). De esta manera, los procedimientos
mecanicos determinaran, de manera natural, la clase de funciones que son conside-
radas computables en el modelo de computacion (es decir, la clase de problemas que
son resolubles algoritmicamente).

A la hora de formalizar el concepto de algoritmo se puede optar por varias vias
cualitativamente distintas:

» Definir directamente, a través de un lenguaje de instrucciones bésicas, el con-
cepto de algoritmo como una sucesion finita de instrucciones que verifique una
serie de requisitos sintacticos. A partir de este concepto, una mdquina de cdlcu-
lo sera cualquier dispositivo capaz de ejecutar los algoritmos de ese modelo, y
las funciones computables seran aquellas que pueden ser generadas, de manera
natural, por los algoritmos del modelo.

= Considerar un cierto conjunto de funciones distinguidas como la clase de fun-
ciones computables del modelo. A partir de este concepto, los algoritmos del
modelo seran aquellos procedimientos que permitan generar, en algiin sentido
claramente fijado, las funciones computables; y las mdquinas de cdlculo seran
aquellos dispositivos que pueden ejecutar los algoritmos.

Los trabajos de K. Gédel, A. Church, S. Kleene y A. Turing, entre 1931 y 1936,
proporcionan las primeras formalizaciones del concepto de algoritmo, dando lugar a
la aparici6én de los primeros modelos de computacidn. De esta manera se define con
rigor el concepto de funcidn computable; es decir, funcién cuyos valores pueden ser

calculados de una forma mecanica, automaética o efectiva.
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Concretamente, en 1931 K. Gédel [27] define el concepto de relacidn recursiva
e introduce la clase de funciones que denominé recursivas (y que hoy se conocen
como primitivas recursivas). Posteriormente, en 1934, el propio Gédel extiende la
clase anterior a las funciones general recursivas (que son las que conocemos hoy con
el nombre de recursivas). En 1931, A. Church y S. Kleene desarrollan el concepto
de X-cdlculo relacionandolo directamente con el concepto intuitivo de funcidn com-
putable. En 1936, A. Turing [83] utiliza por primera vez el concepto abstracto de
mdquina como formalizacién del concepto de algoritmo y, por tanto, de las funciones
computables. De esta manera, a mediados de la década de los treinta se tienen tres
formalizaciones diferentes del concepto de procedimiento mecénico.

La idea de Turing al introducir su concepto de computabilidad a través de md-
quinas abstractas, consistia en desarrollar un sistema capaz de modelizar cualquier
procedimiento susceptible de ser interpretado intuitivamente como un proceso de
cdlculo. Es decir, trataba de disefiar un modelo de computacién en su sentido mas
literal: imaginé a un ordenador-humano, a una persona con papel y lapiz, resolvien-
do un determinado problema e intenté capturar los pasos mas simples en los que se
podia descomponer el proceso que estaba realizando.

1.4. Problemas indecidibles

En 1936, A. Church formula su famosa tesis acerca de la equivalencia entre la
clase de funciones computables (desde el punto de vista intuitivo) y la clase de fun-
ciones A-calculables. Esta tesis relaciona dos conceptos de naturaleza completamente
distinta: existencia de un procedimiento mecéanico que resuelve un problema (con-
cepto informal) y existencia de una méiquina de Turing que resuelve un problema
(concepto formal). Por tanto, no tiene sentido buscar una prueba matematica de
dicha tesis.

Ademés, A. Church [16] proporciona el primer ejemplo de un problema que
no es resoluble algoritmicamente (segtin la formalizacién que da el A-calculo): la
indecidibilidad de la ldgica de primer orden. De esta manera, responde negativamente
a la tercera cuestion formulada por D. Hilbert. Es decir, no existe un procedimiento
mecanico capaz de obtener todos los asertos matematicos que son demostrables, y
solo esos. Podemos deducir de aqui que la actividad matemética es, basicamente,
un proceso creativo ya que no puede ser mecanizado (ni siquiera desde el punto de
vista teorico).

La limitacién de la potencia computacional no puede considerarse propiamente
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como inherente al modelo de Church-Kleene. Se puede probar que en todo modelo
computacional que verifique una serie de propiedades basicas (como, por ejemplo,
que los algoritmos se puedan expresar mediante una cadena finita de simbolos) se
pueden describir problemas abstractos que no son resolubles algoritmicamente en el
modelo (basicamente, por el hecho de que la clase de funciones computables en el
mismo es numerable).

Pocos meses después del resultado de Church, A. Turing [83] establece de manera
independiente el mismo resultado pero en su modelo de computacién (el Entschei-
dungsproblem tenia una solucion negativa) probando que no existia una maquina
de Turing que proporcione un método de decisién para la logica de primer orden. Lo
esencial de la prueba de Turing no radica en la estructura de su modelo computa-
cional, sino en c6mo utilizé dicho modelo.

Concretamente, Turing describié mediante una férmula de primer orden la rela-
cién existente entre una configuracién de la miquina y la siguiente; es decir, cada
paso computacional de la maquina podia ser descrito por una férmula. De este hecho
y de la irresolubilidad algoritmica del problema de la parada (dada una maquina de
Turing y una configuracién inicial, determinar si la maquina para o no), resulta-
do que acababa de probar, dedujo la indecidibilidad de la l6gica de primer orden.
Asi aparece la primera reduccién de un problema especificamente computacional
(el problema de la parada) en un problema hébrido de logica y computacién (el
Entscheidungsproblem).

En el trabajo antes citado, Turing establece la equivalencia de su modelo y el
de las funciones A-calculables, y anuncia la equivalencia entre la clase de funciones
computables por maquinas de Turing y la clase de funciones recursivas, que pro-
baria en 1937 [84]. De esta manera se tiene que los tres modelos de computacién
introducidos formalmente son equivalentes en el sentido de que todo aquello que es
calculable en uno de esos modelos lo es en cualquiera de los otros dos.

Se piensa que las maquinas de Turing (y, por tanto, los modelos de computacién
de las funciones recursivas y del A-calculo) poseen una potencia computacional uni-
versal: ningin modelo de computacién construido posteriormente puede realizar
computaciones que no se puedan simular en dichas méaquinas. Ahora bien, esta su-
posicion se refiere propiamente a la potencia computacional y no a la eficiencia: por
ejemplo, las maquinas con memoria de acceso aleatorio pueden realizar las mismas
computaciones que las maquinas de Turing pero usando menos memoria y en menos
tiempo.

Con el desarrollo de maquinas computacionales teéricas (antes atun de que la

tecnologia permitiera su construccion), los investigadores comienzan a centrarse en
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el estudio de la potencia y limitaciones de dichas maquinas. Estas maquinas teéricas
ayudarian de forma decisiva a la construccién de los actuales ordenadores, basados
en el modelo conceptual de John von Neumann que, a su vez, esta inspirado en los
trabajos de Turing acerca de una maquina universal, programable y de propoésito
general.

Podemos decir que este momento marca, propiamente, el inicio de la Teoria de
la Computacidon, cuyo objetivo principal es la clasificacion de problemas abstractos
segln sean o no resolubles algoritmicamente. Como toda teoria interesante, la Teoria
de la Computacién aborda a la vez aspectos positivos (jqué se puede calcular con
los procedimientos mecanicos introducidos formalmente?) y negativos (;existe algtin
problema que no se puede resolver de manera mecénica?).

La Teorfa de la Computacién trata cuestiones del siguiente tipo:

= Dado un problema abstracto jpuede ser resuelto algoritmicamente?
= Si un problema abstracto es resoluble algoritmicamente

e ;pueden ser obtenidas sus soluciones en alguna maquina concreta?
e ;qué cantidad de recursos es necesario para obtener sus soluciones?

e jcudl es la minima cantidad de recursos necesarios para resolverlo en una
maquina concreta?

¢ la cantidad minima de recursos necesarios para resolverlo jes tan grande
que no se puede ejecutar en una maquina real?

1.5. Teoria de la Complejidad

En la década de los cincuenta se desarrollan los primeros lenguajes de progra-
macidn, traductores de lenguajes y sistemas operativos. La potencia de los orde-
nadores en esa época estaba muy limitada por la excesiva lentitud de los proce-
sadores y la escasa memoria de la que disponian para almacenar la informacion. Por
ello, empiezan a desarrollarse teorfas cuyo objetivo es la exploracién del uso eficiente
de los ordenadores, lo que conlleva de alguna manera el estudio de la complejidad
intrinseca de problemas abstractos.

En la década de los sesenta se elaboran los primeros cimientos de la Teoria de la
Complejidad con la clasificacion de lenguajes y funciones (debidas a J. Hartmanis,
P.M. Lewis y R.E. Stearns [29][41]), en funcién del tiempo y del espacio necesario
para su generacién o calculo. Asimismo, se desarrollan métodos de andlisis para
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estudiar la eficiencia de los algoritmos y las estructuras de datos usadas en los
mismos, la expresividad de los lenguajes formales, la capacidad computacional de
las arquitecturas de los ordenadores y la clasificacién de problemas segin la cantidad
de recursos necesarios para su resolucion.

El problema de la decidibilidad de una teoria, T', de primer orden consiste en lo
siguiente: dada una férmula en el lenguaje de T, determinar si la teoria prueba dicha
formula. Con la introduccién de los modelos formales de computacién, se dispone
de las herramientas necesarias para atacar dicho problema. Si se dispone de un
algoritmo de decisiéon para una teoria T', dada una férmula, ¢, sobre el lenguaje de
dicha teorfa, bastard ejecutar el algoritmo con dato de entrada ¢ para responder si
T prueba o no prueba ¢. '

No obstante, los trabajos de P.C. Fischer, A.R. Meyer, M.O. Rabin, S. Cook
y otros, en la década de los sesenta, ponen de manifiesto la existencia de teorias
decidibles que eran, desde un punto de vista practico, semejantes a una indecidible,
en tanto en cuanto cualquier algoritmo de decisién requeria una cantidad de tiempo
y/o espacio tan elevada que hacia irrealizable la computacién en la practica.

A partir de este momento se hace imprescindible el estudio de la cantidad de
recursos que un algoritmo necesita para su ejecucién. Dicho analisis requiere el uso de
técnicas matematicas (induccién, ecuaciones de recurrencia, notaciones asintéticas,
manipulacién de sumas finitas, etc.) que, ademas, permitan un estudio comparativo
de distintas soluciones algoritmicas de un mismo problema.

Ahora bien, a veces, el mejor algoritmo conocido que resuelve un problema puede
tener un coste muy elevado. Entonces, parece natural plantearse la bisqueda de
otros algoritmos que usen estrictamente menos recursos que el mejor conocido y que
también resuelvan el problema. De esta manera se plantea una nueva cuestion: dado
un problema resoluble algoritmicamente, hallar el mejor algoritmo que lo resuelva.
El concepto de mejor solucion estara referido a una cierta medida de complejidad
que cuantifique los recursos.

Un procedimiento para determinar un algoritmo dptimo que resuelve un deter-
minado problema consistiria en lo siguiente:

= Determinar una cota inferior de la cantidad de recursos que necesita para su

ejecucién cualquier algoritmo que resuelva dicho problema.

= Hallar un algoritmo que resuelva el problema y, ademaés, la cantidad de recursos
que utiliza es del orden de la cota inferior.

Si de un cierto problema abstracto se conoce un algoritmo dptimo que lo resuelve, en-
tonces la cantidad de recursos que utiliza dicho algoritmo proporcionara, de manera
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natural, la complejidad computacional inherente a dicho problema.

Es interesante hacer notar que la cuestion relativa a hallar un algoritmo 6ptimo
que resuelve un problema, tiene un cierto paralelismo con la obtencién de problemas
irresolubles algoritmicamente: se trata de hallar un algoritmo que satisfaga una
propiedad que implica a todos los algoritmos que resuelven dicho problema.

Como es facilmente imaginable, la tarea de calcular un algoritmo dptimo que
resuelva un problema suele ser ardua, complicada y, a veces, imposible de resolver.
En efecto: si las medidas de complejidad que se consideran para cuantificar los
recursos satisfacen unos requisitos minimos (por ejemplo, los ariomas de Blum [11]),
entonces existe algin problema resoluble algoritmicamente que carece de algoritmo
6ptimo, respecto a dichas medidas, que lo resuelve (teorema de aceleracion). En
consecuencia, no se puede definir de manera individual el concepto de complejidad
computacional de un problema, ya que siempre existiria algin problema al que no
se le podria asignar complejidad alguna de acuerdo con esta definicién.

La alternativa que se considera es el estudio de la complejidad de los problemas
de una manera global; es decir, a través del analisis de la complejidad de clases de
problemas, dando lugar a las denominadas clases de complejidad.

La Teoria de la Complejidad proporciona herramientas para medir la dificultad
de problemas abstractos, a la vez, en términos absolutos (complejidad inherente de
un problema) y en términos comparativos con otros problemas (clases de compleji-
dad).

El objetivo fundamental de la Teoria de la Complejidad es la clasificacion de
problemas en funci6én de la resolubilidad algoritmica prdctica de los mismos. Para
ello, se define un concepto de eficiencia o resolubilidad practica. Un algoritmo se
diré eficiente si la cantidad de recursos necesarios para su ejecucion, en el caso peor,
estd4 acotada por un polinomio en el tamano del dato de entrada. De esta manera
se establece la frontera entre la resolubilidad algoritmica practica (tratabilidad) y
la no resolubilidad algoritmica practica (intratabilidad). Desde este punto de vista,
los problemas se clasifican en tratables e intratables, segiin sean o no resolubles de
forma eficiente. La clase de complejidad de los problemas tratables se designa por
P.

Ahora bien jqué motiva el hecho de que algunos problemas sean computacional-
mente dificiles y otros sean faciles? No siempre es facil decidir qué problemas son
tratables y cuéles no lo son. Mas atin, existe una clase amplia de problemas de los
que no sabemos si son tratables o no.

Con la idea informal de lo que es un algoritmo no determinista (en donde se
admite una instruccién de eleccion), se puede obtener una nueva clase de complejidad
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de problemas, que designaremos por NP y que contendra aquellos problemas que
son resolubles por un algoritmo no determinista en tiempo polinomial. Una de las
cuestiones mateméaticas mas importantes, y que permanece abierta en la actualidad,
es la relacion existente entre las clases de complejidad P y NP (es decir, si P=NP
6 PGNP).

Dentro de la clase NP podemos destacar una subclase de problemas que tienen
especial interés: los problemas que son los més dificiles de la clase, en el sentido de
que cualquier otro problema de la clase NP puede ser resuelto a través de él con
un coste en tiempo adicional de tipo polinomial (mediante una m-reduccidn). Es la
clase de los problemas denominados NP-completos. El interés de esta clase radica
en que pueden ser candidatos idéneos para atacar la conjetura PLNP. En efecto,
es facil probar que si existe un problema NP-completo que es tratable, entonces la
respuesta a la conjetura es afirmativa; y si existe un problema NP-completo que no
es tratable, entonces la respuesta es negativa.

En 1971, S.A. Cook [18] proporciona el primer ejemplo de un problema NP-
completo: el problema SAT de la satisfactibilidad de la Logica Proposicional. Un afio
después, teniendo presente que la m-reducibilidad permite generar nuevos problemas
NP-completos a partir de otros conocidos, R.M. Karp [35] da 24 ejemplos nuevos de
problemas NP-completos (entre los que destacan el problema del recubrimiento de
vértices, el problema del recubrimiento exacto, el problema del nimero cromético,
el problema del circuito hamiltoniano y el problema del viajante de comercio). En la
actualidad se conocen muchos problemas NP-completos de disciplinas tan diversas
como logica, teorfa de nimeros, teoria de grafos, investigacion operativa, etc. El libro
[26] de M.R. Garey y D.S. Johnson constituye un catalogo exhaustivo de problemas
NP-completos.

Cuando nos enfrentamos a un problema computacionalmente dificil hay varias
maneras de abordarlo:

» Preguntarnos en qué aspecto del problema radica la razon de la dificultad.

» Intentar buscar una solucién aproximada més simple en lugar de una solucién
exacta del problema.

= Tener presente que algunos problemas sélo son dificiles en el caso peor (que se
podria dar poco) y, en cambio, ser ficiles en los restantes casos. Asi se podria

obtener un procedimiento mecanico ocasionalmente lento pero que muchas
veces es rapido.
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= Considerar otros modelos alternativos, no convencionales, de computacién que,
amplie, en algin sentido el concepto de tratabilidad.

1.6. La Naturaleza como fuente de inspiracion com-

putacional

Muchos problemas interesantes que se pueden resolver por medio de algoritmos en
un determinado modelo precisan de un alto coste para su resolucion, ya sea en tiempo
y/o en espacio, siendo habitual que el intento de disminuir una de las dos medidas
provoca un crecimiento exponencial en la otra. Por ello, surge la necesidad de buscar
nuevos modelos que sean capaces de reducir ambos parametros o, al menos, de incluir
procedimientos en los que un coste alto en una de las medidas sea asimilado, en cierto
sentido, por el propio modelo en beneficio de una reduccién considerable sobre la
otra.

En este contexto, la bisqueda de nuevos modelos alternativos de computacion
est4 encaminada a la mejora cuantitativa en los resultados que proporciona la Teoria
de la Complejidad.

En los dltimos afios, esta bisqueda ha dado como resultado la introduccién de
nuevos modelos de computacion sustancialmente distintos de los clasicos o con-
vencionales (maquinas de Turing, funciones recursivas, A-calculo, maquinas URM,
modelo GOTO, etc.) que proporcionan una mejora importante en las medidas de
complejidad y en el marco de una posible implementacién practica.

La Computacién Natural surge como una de las posibles alternativas a la com-
putacién que podriamos denominar clasica, en la bisqueda de nuevos paradigmas
que puedan proporcionar una solucion efectiva a las limitaciones que poseen los mo-
delos convencionales. Actualmente, dentro del concepto de Computacién Natural se
engloba un conjunto de modelos que tienen como caracteristica comin la simulacién
del modo en que la naturaleza actia/opera sobre la materia (hay quien extiende
este concepto hasta abarcar modelos tales como la computacion cudntica, que no
se ajusta fielmente a la interpretaciéon anterior). Es decir, la Computacién Natural
estudia la forma en que las diversas leyes de la naturaleza producen modificaciones
en determinados sistemas (desde habitats hasta conjuntos de moléculas, pasando
por organismos vivos) que pueden ser interpretados como procesos de célculo sobre
sus elementos. Asi, un habitat en el que varias especies de seres vivos conviven,
sufre transformaciones con el paso de las generaciones y en donde la interaccién
entre las especies puede provocar cambios en los elementos que la forman (cambios
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que pueden afectar desde la distribucién de dichas especies en el habitat hasta la
morfologia propia de cada especie). Es lo que entendemos como evolucidn de las es-
pecies; un conjunto de moléculas en un entorno con determinadas caracteristicas (de
temperatura, salinidad, etc) puede evolucionar hacia estados estructuralmente méas
complejos modificando las caracteristicas de las mismas; es decir, propiciando reac-
ciones quimicas entre ellas que pueden llegar a producir elementos funcionalmente
mas complejos, como son las moléculas de acido desoxirribonucléico (ADN).

Esta simulacién que aborda la Computacién Natural puede tener diversas inter-
pretaciones a la hora de describir los nuevos modelos: que se utilice para el disefio de
nuevos esquemas algoritmicos usando técnicas inspiradas en la naturaleza, o bien que
sugiera la creaci6n fisica de nuevos modelos experimentales en los que el medio elec-
tronico de los ordenadores convencionales se sustituya por otro sustrato que pueda
implementar ciertos procesos que aparecen en el modo de operar de la naturaleza.

Como ejemplo de la primera interpretacién, podemos considerar los Algoritmos
Genéticos, que se basan en el proceso genético de los seres vivos a través del cual
evolucionan y cuyo elemento fundamental es el principio de seleccién natural.

Como ejemplo de la segunda interpretacion, a finales de la década de los cincuen-
ta el premio nobel R.P. Feynman [24] postula la necesidad de considerar operaciones
sub—~microscdpicas como tnica alternativa revolucionaria en la carrera por la minia-
turizacion de las componentes fisicas de los ordenadores convencionales (basados
en circuitos de silicio), y propone la computacién a nivel molecular como posible
modelo en el que implementar dichas operaciones. En 1987, T. Head [30] propone
explicitamente el primer modelo teérico molecular basandose en las propiedades de
la molécula de ADN. En noviembre de 1994, L. Adleman [1] realiza el primer experi-
mento en un laboratorio que permite resolver una instancia concreta de un problema
NP-completo a través de la manipulacién de moléculas de ADN.

A continuacién pasamos a estudiar con un poco més de detalle algunas cuestiones

relativas a los principales modelos de Computacién Natural.

1.6.1. Algoritmos Genéticos y Redes Neuronales

Los Algoritmos Genéticos y las Redes Neuronales tienen en comin inspirarse en
procesos que se dan en la naturaleza para disefiar nuevos tipos de algoritmos que
pueden ser, posteriormente, implementados en ordenadores convencionales.

Los principios basicos de los Algoritmos Genéticos fueron propuestos por J.H.
Holland [32] en 1975, y estan inspirados en los procesos genéticos de los organismos

vivos que usan el principio de seleccién natural para eliminar los individuos menos
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dotados o adaptados. Para ello, se combinan los genes de los individuos (que pasaran
a considerarse las posibles soluciones) presentes en una generacion a fin de formar los
genes de los individuos de la siguiente (incluso se permite la introduccién de modifi-
caciones aleatorias, mutaciones) y, de entre ellos, se seleccionan aquellos individuos
que presenten las mejores caracteristicas (de acuerdo con una medida establecida de
antemano). Si el algoritmo genético es disefiado correctamente, entonces la evolucién
de la poblacién convergera a un individuo (solucidn) 6ptimamente adaptado.

Aunque usan técnicas aleatorias, los algoritmos genéticos son, propiamente, al-
goritmos de biisqueda que explotan eficientemente la informacion histérica de los
individuos que se van obteniendo a fin de razonar sobre las propiedades de los mis-
mos que pueden ser relevantes para la optimizacion de las soluciones.

Habitualmente, si para resolver un problema existen técnicas eficientes especificas
que lo resuelven, éstas mejoraran los costes de aquellos que se puedan desarrollar por
medio de un algoritmo genético. La gran baza que juegan estos algoritmos radica en
su aplicacién a problemas para los cuales no existen tales técnicas eficientes.

Las Redes Neuronales Artificiales surgieron originalmente como una simulacion
del sistema nervioso, formado por un conjunto de unidades (neuronas) conectadas
entre si, simulando a las dendritas y los azones en los sistemas nerviosos biolégicos.

El primer modelo de red neuronal fue propuesto en 1943 por W.S. McCulloch y
W. Pitts [49] como simulacién de la actividad nerviosa, y, poco después, sirvié de
ejemplo para los modelos posteriores de M. Minsky [51] y F. Rosenblatt [76], entre
otros.

Las redes neuronales constituyen una herramienta de analisis estadistico que
permite la construccién de un modelo de comportamiento a partir de una base de
ejemplos de dicho comportamiento. La red neuronal, completamente ignorante al
principio, efectiia un aprendizaje partiendo de los ejemplos para transformarse o
evolucionar, a través de una serie de modificaciones sucesivas, en un modelo suscep-
tible de predecir el comportamiento futuro del sistema simulado.

Esta capacidad para aprender todo aquello que tenga un cierto sentido (aprozi-
mador universal) ha sido establecida de manera rigurosa (teorema de Kolmogorov),
por lo que las redes neuronales son consideradas hoy dia como una herramienta de
gran rigor cuyas bases teéricas han sido debidamente justificadas.

Una vez construida la red neuronal, se obtiene un modelo a la medida que actia
en funcién de lo que percibe. Si existe una correspondencia de causa—efecto entre las
descripciones introducidas y los valores a prever, el modelo extraera dicha relacién
para aplicarla en los casos sucesivos. Ademaés, el modelo obtenido es robusto, en el
siguiente sentido: la aparicién de ejemplos no coherentes en la base de ejemplos es
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reconocida por la red y no influyen en las conclusiones extraidas.
En relacién con la similitud que presenta la red neuronal con la realidad biolégica,
se suele dar la siguiente clasificacion:

» Modelos de tipo bioldgico, que tratan de simular los sistemas neuronales biol6gi-
cos (y, méas recientemente, funciones auditivas y algunas funciones basicas de la
vision). Su objetivo principal es desarrollar un modelo para verificar hipotesis
relativas a sistemas bioléogicos.

= Modelos dirigidos a la aplicacion, que, en general, no presentan similitud con
los sistemas biologicos sino que se disenan atendiendo a las necesidades del
problema que pretenden resolver.

Este modelo no se ha extendido hasta hace unos afios por cuestiones de capaci-
dad, ya que es ahora cuando se ha llegado a conseguir la potencia de calculo necesaria
para su aplicacién practica: los minutos necesarios para aplicar un aprendizaje en
un ordenador actual equivalen a dias en un ordenador de la década de los 70.

1.6.2. Computacién Molecular

Como ya se ha comentado, a finales de la década de los cincuenta, el premio
nobel R.P. Feynman [24] describe los ordenadores sub—microscdpicos e introduce el
concepto teérico de computacion a nivel molecular, postulandolo como una inno-
vacion necesaria y revolucionaria en la carrera por la miniaturizaci6n. Las ideas de
Feynman adquieren una especial relevancia a partir de 1983, cuando R. Church-
house establece las limitaciones fisicas de la velocidad de calculo de un procesador
convencional, demostrando que, bajo los principios de la fisica, existe una cota para
la velocidad y el tamafio que los microprocesadores pueden alcanzar. Esta cota,
ademas, impediria resolver con las técnicas actuales problemas que en la actualidad
se consideran intratables, por precisar un tiempo muy elevado para resolver ejem-
plares de tamaiio relativamente grande, imponiendo que por mucho que aceleremos
los microprocesadores (incluso alcanzando dicha cota fisica) seguiriamos teniendo
instancias de esos problemas que precisarian afios o siglos para poder resolverlos en
esas supermaquinas.

En 1987, T. Head [30] propone el primer modelo computacional abstracto basado
en la manipulacién de las moléculas de ADN, el modelo splicing. En este modelo la
informacién es almacenada en cadenas de caracteres al modo en que lo hacen las
moléculas de ADN, y las operaciones que se pueden realizar sobre dichas cadenas
son similares a las que realizan ciertas enzimas sobre el ADN.
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L.M. Adleman materializa esta similitud en noviembre de 1994 [1] mostrando
que es posible usar procesos biologicos para atacar la resolubilidad de instancias
de ciertos problemas matematicos especialmente dificiles: mediante un experimento
realizado en el laboratorio consigui6 resolver una instancia concreta de un problema
computacionalmente intratable usando técnicas de biologia molecular para la ma-
nipulacién del ADN. Aunque el experimento de Adleman no es propiamente una
implementacion practica del modelo que disenié6 T. Head, el tipo de sustrato utiliza-
do (moléculas de ADN) asi como las operaciones que usa sobre dicho sustrato son
similares a las propuestas por el modelo splicing.

En julio de 2000, un equipo de cientificos de la Universidad de California desa-
rroll6 un interruptor del tamafio de una millonésima de milimetro (un nanémetro),
a partir de una molécula. Todo parece indicar que este interruptor puede representar
una alternativa revolucionaria en relaciéon con los actuales chips de silicio.

= En su funcionamiento sustituye la electricidad por una reaccién quimica, lo
que representa un importante ahorro en el consumo de energia.

= Estos nuevos interruptores podrian disponer de méas de mil procesadores en el
espacio ocupado hoy dia por un s6lo procesador (los actuales chips de silicio

tienen una altura aproximada de cinco mil nanémetros).

» Se estima que estos interruptores podrian aumentar la velocidad de proce-
samiento de la informacion cien mil millones de veces la de un ordenador con-
vencional, y podrian reproducir la capacidad equivalente a cien ordenadores
convencionales en el tamaifio de un grano de sal fina.

En la actualidad han surgido modelos moleculares alternativos al propuesto por
T. Head. Algunos de esos modelos utilizan el ADN como molécula basica y la di-
ferencia entre dichos modelos estriba en las distintas operaciones que se consideran
primitivas o elementales. Otros modelos utilizan diferentes tipos de moléculas bio-
logicas como dispositivo para almacenar la informacién (como el ARN) y enzimas
especificas para su tratamiento. Ahora bien, todos esos modelos tienen como deno-
minador comin el uso de moléculas estructuralmente complejas que han demostrado
su eficacia en la naturaleza, tanto en el almacenamiento de informacién como en la
diversidad y potencia de las operaciones que se pueden realizar sobre ellas.

Los modelos moleculares constituyen una rama de la Computacién en la que
intervienen areas del conocimiento humano muy distintas y, tradicionalmente, dis-
juntas, que van desde las disciplinas més abstractas de las matemaéticas hasta las
aplicaciones méas novedosas que se puedan obtener en los laboratorios de biologia
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molecular. Esta caracteristica hace que muchos de los avances en la creacién de
modelos eficientes pase ineludiblemente por la consecucién de nuevas, eficientes y
robustas técnicas de manipulacién de las moléculas con las que se trabaja en el
laboratorio.

1.6.3. Computacién celular con Membranas

En las células tienen lugar una serie de reacciones quimicas que provocan un
transformacién de las componentes quimicas presentes en sus membranas, junto con
un flujo de las mismas entre los distintos compartimentos que la integran. Estos
procesos a nivel celular pueden ser interpretados como procedimientos de célculo.

La Computacion celular con Membranas ha sido hasta ahora el altimo modelo
de Computacién Natural. Fue introducido por Gh. P3un en octubre 1998 [56] como
un modelo de tipo distribuido y paralelo, y est4 inspirado en el funcionamiento de
la célula como organismo vivo capaz de procesar y generar informacion.

Los ingredientes basicos de un P sistema (que es como también se conocen los
sistemas que utilizan la computacién celular con membranas) son la estructura de
membranas, que consiste en un conjunto de membranas (al modo de las vesiculas
que componen las células) incluidas en una piel exterior que las separa del entorno,
junto con ciertos multiconjuntos de objetos (es decir, conjuntos en los que los ele-
mentos pueden aparecer repetidos) situados en las regiones que delimitan dichas
membranas (al modo de los compuestos que hay en el interior de dichas vesicu-
las). Estos objetos pueden transformarse de acuerdo con unas reglas de evolucion
que son aplicadas de una forma no determinista, paralela y maximal (al modo de
las reacciones que se pueden producir entre dichos compuestos). Para simular la
permeabilidad de las membranas celulares, las reglas de evolucién no sélo pueden
modificar los objetos presentes en una membrana, sino que pueden pasar a través
de dos regiones adyacentes atravesando la membrana que las separa.

Este modelo de computacién implementa un paralelismo masivo en dos niveles
bésicos: en un primer nivel, cada membrana aplica sus reglas de forma paralela sobre
los objetos presentes en ella, produciendo los nuevos objetos y comunicandolos a las
membranas adyacentes si procediera; en un segundo nivel, todas las membranas
realizan esta operacion en paralelo, trabajando simultidneamente, sin interferencia
alguna de las operaciones que se estén produciendo en las demas membranas del
sistema.

Desde la aparicién de los primeros P sistemas han sido muchas las variantes
introducidas buscando unas veces mayor eficiencia en la solucién de problemas com-
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plejos, y otras una mayor aproximacién al modelo bioldgico real que trata de simular
[58]. Entre las diversas variantes que se consideran en los P sistemas destacan las
siguientes:

= El uso de cadenas de un determinado alfabeto como objetos basicos del modelo
(al modo de las moléculas de ADN, ARN o de las proteinas en el interior de

ciertas membranas), en lugar de considerar objetos atémicos sin estructura
interna.

= La posibilidad de disolver, crear o duplicar membranas, y el uso de catali-
zadores (como objetos necesarios para la ejecucion de una regla, pero que
permanecen inalterables tras la ejecucion de la misma).

» P sistemas que sblo admiten comunicacién entre membranas pero no la gene-
racion o transformacion de los objetos que atraviesan las mismas.

Ademas, se prueba que muchos de los modelos que se obtienen a partir de los nuevos
conceptos son computacionalmente completos; es decir, que el modelo que se obtiene
posee la misma potencia computacional que una maquina de Turing.

A diferencia de los modelos de Computacién Natural resehados anteriormente,
la Computacion Celular con Membranas no dispone en la actualidad de ninguna
implementacion real, ya sea en el laboratorio (como en el caso de la computacién
molecular) o bien a través de una adaptacién en ordenadores convencionales (como
en el caso de los algoritmos genéticos y las redes neuronales). Hasta el momento,
todo lo realizado en esta direccion se reduce a una interpretacién como P sistemas
de las redes de ordenadores convencionales (por ejemplo, internet), o de los procesos
de ciertas reacciones quimicas que se producen en medio acuoso [31], y a una simple
simulacion de ejecuciones de los P sistemas a través de lenguajes de programacion
convencionales.



Capitulo 2

Computacién molecular basada en
ADN

A principios del siglo XX se descubre que los cromosomas (descritos por Hofmeis-
ter en 1848 y cuya denominacién se debe a Waldeyer, 1888) estan relacionados di-
rectamente con los mecanismos de la herencia, y son los portadores del material
genético que determina las caracteristicas de la descendencia en las especies. Entre
1943 (Claude, Porter) y 1947 (Mirsky) se empieza a conocer la estructura de los
cromosomas, comprobandose que estin compuestos, basicamente, por proteinas y
ADN (4cido desoxirribonucléico). Durante estos afios, y debido a la mayor comple-
jidad en la estructura molecular de las proteinas, se tiene el convencimiento de que
éstas deben ser las encargadas de transportar la informacién genética de padres a
hijos.

Los trabajos de J. Watson y F. Crick de principios de la década de los cincuenta
(entre 1951 y 1953) echarian por tierra el papel relevante atribuido a las proteinas
en relacion con la herencia. Watson y Crick

= descifran la estructura molecular del ADN;

» descubren el principio de complementariedad asi como el direccionamiento o
polaridad de dichas moléculas;

» demuestran que las moléculas de ADN codifican toda la informacién genética
de los organismos vivos; y

= justifican la posibilidad de usar ciertas técnicas para su manipulaciéon en el
laboratorio.

19
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A continuacién estudiaremos brevemente la estructura del ADN, asi como al-
gunas de las operaciones que se pueden realizar en el laboratorio con cadenas del
citado acido.

2.1. Estructura del ADN

Tradicionalmente la molécula de ADN se ha representado como una molécula de
estructura uniforme con apariencia de doble hélice (en forma de escalera de caracol),
tal y como la describieron Watson y Crick inicialmente. Sin embargo, en los tltimos
15 anos los avances técnicos han permitido desterrar esta idea de uniformidad en
su estructura, mostrando que se pueden producir variantes mucho méas complejas.
Pese a que es imprescindible conocer a fondo dicha complejidad para poder realizar
implementaciones eficientes, y debido al uso que de las moléculas vamos a hacer,
nos centraremos en la idea tradicional y mantendremos en mente la visién de una
molécula con forma de doble hebra helicoidal (habitualmente, las estructuras mas
complejas en las moléculas de ADN se producen cuando se aumenta la longitud de
las mismas).

El primer dato que llama la atencién es que esta estructura helicoidal no responde
tan solo a un resultado més o menos aleatorio de la naturaleza, sino que juega un
papel importante en la proteccién de la informacién que va escrita en la molécula.
Gracias a esta estructura, dicha informacion, codificada a través de la sucesiéon de
bases nitrogenadas que conforman la molécula, queda hacia el interior (en la zona
media de los peldaios de la escalera), de forma que las paredes exteriores de la hélice
la protegen de posibles modificaciones que pudiesen producirse por reacciones con
el entorno. El conjunto de enlaces de hidrégeno que mantienen unida la doble hélice
son puntualmente lo suficientemente débiles como para no precisar de mucha energia
en su ruptura, pero globalmente dotan a la molécula de una estructura que resulta
muy estable y robusta.

A lo largo de millones de afios, en el proceso evolutivo de los organismos vivos,
se han desarrollado complejos procedimientos biologicos que permiten modificar, de
forma controlada, la estructura interna de las moléculas de ADN. Muchas proteinas
son capaces de reconocer diversos puntos dentro de las largas cadenas de ADN,
quedando ancladas a ellos y provocando el comienzo de operaciones tan complejas
como son la separacién o unién de la doble hebra, copia de su totalidad o trozos
especificos, modificacién de alguna (o algunas) base concreta, etc.

Para comprender la estructura del ADN es preciso conocer los componentes in-
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dividuales que lo forman. El acido desoxirribonucleico (ADN) es un polimero que,
en su estructura lineal, consta de una serie de monoémeros denominados desozirri-

bonucledtidos (que llamaremos brevemente nucledtidos). A su vez, cada nucle6tido
consta de (vease figura 2.1) :

(a) Un aztcar (desozirribosa) que tiene cinco 4tomos de carbono enumerados del
1’ al 5, y que en el carbono 4’ tiene un grupo hidroxilo (OH).

(b) Un grupo fosfato (P), unido al aziicar por el carbono 5’.

(c) Una base nitrogenada, unida al azicar por el carbono 1.

B

Figura 2.1. Estructura esquematica de un nucleétido

Generalmente se identifica cada nucleétido con la base nitrogenada que contiene.
Existen cuatro tipos de bases nitrogenadas: adenina, citosina, guanina y timina,
que se representan por las iniciales correspondientes: A, C, G, T. La adenina y la
guanina pertenecen al grupo de las purinas, mientras que la citosina y la timina
pertenecen al grupo de las piramidinas.

Los nuclettidos pueden enlazarse de dos maneras diferentes:

(a) Mediante un enlace fosfodiester (covalente): el grupo fosfato 5’ de un nucledtido
se une al grupo hidroxilo 3' de otro (ver la figura 2.2).

(b) Mediante un enlace de hidrégeno que se realiza a través de las bases nitroge-
nadas (ver la figura 2.3).

El enlace fosfodiester entre nucledtidos permite la construccién de cadenas sim-
ples de ADN, como se muestra en la figura 2.2, que poseen dos extremos de compor-
tamiento muy diferente tanto quimica como bioldgicamente. Entre otras propiedades,
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la diferencia existente entre ambos extremos proporciona una polaridad o direc-
cionamiento a las moléculas de ADN; asi hablaremos de la direccién 5 — 3’ o la
direccién 3' — 5. A la hora de trabajar con cadenas simples, si no se explicita su
direcci6n se entendera que ésta es 5 — 3.

Figura 2.2. Enlace fosfodiester: cadena simple 5'~B;BsB3B4

El enlace de hidrégeno es méas débil que el fosfodiester y se rige por el principio
de complementariedad: la adenina s6lo se puede enlazar con la timina (y reciproca-
mente), y la citosina s6lo con la guanina (y reciprocamente). Mas aiin, el enlace entre
la adenina y la timina se establece a través de dos puentes de hidrogeno mientras
que entre la citosina y la guanina se producen tres puentes de hidrégeno, lo cual
proporciona un poco mas de fuerza a este ultimo enlace.

Combinando enlaces fosfodiester y enlaces de hidrégeno se obtienen cadenas
dobles de ADN (véase la figura 2.3); es decir, doble hebras que se disponen espa-
cialmente formando la estructura conocida como doble hélice: dos cadenas simples
estan alineadas de forma antiparalela (es decir, una con la direccion 5 — 3’ y la otra
con direccién 3’ — 5) y unidas por enlaces de hidrégeno; los nucleétidos unidos por
enlaces fosfodiester, con los grupos fosfatos orientados hacia el exterior de la hélice y
las bases nitrogenadas préximas al centro, lo que proporciona una gran estabilidad
a la molécula.



2.1. Estructura del ADN 23

5’

Figura 2.3. Enlace fosfodiester + Enlace de hidrégeno: cadena doble

Si v es una cadena simple, notaremos 7 la cadena formada por los nucledti-
dos complementarios (las cadenas complementarias se expresaran, en cambio, en la
direccién 3' — &', salvo que se explicite lo contrario).

2.1.1. Operaciones con cadenas de ADN

La complejidad estructural del ADN, asi como la diversidad en la formacion de
estas moléculas a partir de las distintas combinaciones de las bases nitrogenadas, va
acompafiada de una amplia gama de operaciones que sobre ellas se realizan en los
seres vivos y que, en los dltimos afios, se han podido reproducir en el laboratorio. A
continuacién describimos, sin entrar en mucho detalle, algunas de estas operaciones,
que constituyen la base tanto de la ingenieria genética como de la computacion
molecular basada en ADN. Para mayor detalle se remite al capitulo 0 de [62] y al
capitulo 1 de [82].
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Desnaturalizacién y Renaturalizacién

La estructura en doble hélice del ADN es especialmente soélida. La estabilidad
de la doble hebra proviene, como hemos comentado anteriormente, de dos tipos de
fuerzas quimicas, los enlaces de hidrégeno y los enlaces fosfodiester, asi como en la
distribucién espacial de las componentes. Ademas, la hélice, en estado natural, se
encuentra cubierta por moléculas de agua que forman lo que podria considerarse
como una especie de escudo.

El proceso bioldgico por el cual se rompen los enlaces de hidrégeno de una doble
hebra dando lugar a dos cadenas simples de ADN, se denomina desnaturalizacion
(melting o reannealing). Este proceso se puede simular en el laboratorio calentan-
do la solucién en la que estén las doble hebras de ADN, hasta una temperatura
comprendida entre 85 y 94 grados centigrados.

El proceso inverso, denominado renaturalizacidn (annealing), se consigue some-
tiendo la solucion con cadenas simples complementarias a un enfriado lento hasta
aproximadamente los 55 grados centigrados, a fin de permitir que las bases nitro-
genadas complementarias se vayan uniendo a través de los correspondientes enlaces
de hidroégeno.

Medida de la longitud de una molécula

La longitud de una cadena simple se define como el ntimero de bases nitrogenadas
que contiene, y se expresa en mer. La longitud de una cadena doble se define como el
nimero de pares de bases nitrogenadas complementarias que contiene y se expresa
en bp (pares de bases).

La técnica méas usual que se utiliza para medir una molécula de ADN se denomina
electroforesis en gel. El procedimiento se basa en el hecho de que toda molécula de
ADN esta dotada de una carga eléctrica negativa que es proporcional a su longitud.
Ademas, la fuerza necesaria para desplazarla debe ser, igualmente, proporcional a
su longitud. Por tanto, si un conjunto de moléculas de ADN es sometido a un campo
eléctrico en una solucion ideal, todas las moléculas se desplazaran hacia el electrodo
positivo a igual velocidad, con independencia de la longitud que posean. Una forma
de discriminar las moléculas entre si, en funcion de su longitud, consiste en sustituir
la solucién ideal por un gel, que provoca un rozamiento mayor en las moléculas de

maés longitud. Para ello:

= Se coloca un gel adecuado en disolucién y se ubica en un recipiente rectangular
(habitualmente se consigue afiadiendo al disolvente gel en polvo y calentando
la disolucién).
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= Con la ayuda de un instrumento en forma de peine, y durante el proceso de
enfriado, se realizan una serie de ranuras en el gel.

= En las distintas ranuras formadas por el peine se colocan las moléculas de
ADN que se quieren medir.

s Se activa el campo eléctrico, situando el electrodo positivo en el lado opuesto
a las ranuras, desactivandolo cuando la primera molécula llegue a él.

La longitud de cada molécula se calcula a partir de la distancia recorrida durante el
proceso y el tiempo transcurrido.

Extraccién de moléculas

Es posible seleccionar de un tubo que contiene en disoluciéon cadenas simples de
ADN, todas aquellas moléculas que contienen como subcadena una cierta cadena
prefijada. Para realizar esta operacion, dado un tubo de ensayo, T, que contiene una
solucién con cadenas simples de ADN, y +, una cadena simple de ADN prefijada, se
utiliza la técnica de las sondas metdlicas, que consiste en lo siguiente:

= Se consideran unas microesferas de hierro que tienen adheridas la cadena 3'—7%,
y se introducen en el tubo 7.

= Se somete la solucién a un proceso de renaturalizacion.

= Se coloca un imén a un lado del tubo, T, y se vierten en otro recipiente, 17,
las moléculas no adheridas a 3’ — 7.

» Se retira el imén, se afiade nuevo disolvente y se somete la solucion a un proceso
de desnaturalizacion.

= Se vuelve a colocar un imén a un lado del tubo, T', y se vierte en otro recipiente,
T5, las moléculas no adheridas a 3' — 7.

= El tubo T} estara formado por las moléculas del tubo inicial que no contienen
a -y como subcadena, y T3 por aquellas que si contienen a vy como subcadena.

Alargar y copiar una cadena de ADN

La ADN polimerasa es la enzima responsable de la replicaciéon del ADN, sinte-
tizando una nueva cadena simple usando otra como patrén. Se suele decir que la
polimerasa es la enzima de la vida. En cierto sentido podemos considerar que esta
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enzima implementa la complementariedad de Watson—Crick. Para ello, se desliza
sobre la cadena patrén, leyendo los nucle6tidos y escribiendo de acuerdo con una
cierta ley. Podemos resaltar la similitud entre la accién de esta enzima y la ejecucién
de una maquina de Turing: la cabeza de trabajo de la miquina se desliza a través de
la cinta, va leyendo las casillas y escribe sobre la misma segin le dicta la funcién de
transicion de la méiquina, que también indica como debe continuar desplazandose.
L. Adleman se percatd de esta analogia e intent6 simular una méaquina de Turing a
través de moléculas de ADN y de la enzima polimerasa. Tras fracasar en el intento
(conseguido por Ehud Shapiro en noviembre de 2001), L. Adleman trat6 de resolver
una instancia de un problema NP-completo mediante la manipulacion de moléculas
de ADN. Esta vez realiz6 con éxito el experimento.

Para copiar una cadena simple de ADN necesitamos tres elementos: (a) un molde
o patron, que es una cadena simple que codifica por complementariedad la cadena a
copiar; (b) un cebador (primer), que suele ser una cadena corta enlazada al molde
por el extremo 5’; y (c) nucle6tidos suficientes en la solucién. La polimerasa se
activa cuando llega al extremo 3’ del cebador. El proceso de copiado se realiza en la
direccion 5 — 3', que se denomina. direccidn de la vida.

OH

molde

Figura 2.4. Accién de la polimerasa

Sintesis de una cadena de ADN

Esta operacién permite fabricar cadenas (simples o dobles) de ADN a partir de
una secuencia prefijada. La sintesis de una cadena simple se realiza en la direccion
3 — 5. El primer nucledtido se adhiere a un soporte sélido por el extremo 3’ y se van
anadiendo nucleétidos por el extremo 5. Una cadena corta sintética de nucle6tidos
recibe el nombre de oligonucledtido, o0 mas brevemente, oligo. Para sintetizar una
doble hebra, en primer lugar se sintetiza la hebra 3 — 5 y se considera un cebador;
después se usa la polimerasa para completar la doble hebra tal y como se ha descrito
en el apartado anterior. En la actualidad, este proceso puede realizarse de forma
automatica.
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Alteracién de nucleétidos en una cadena de ADN

Hay un tipo de enzimas, llamadas de restriccion, que reconoce lugares determi-
nados dentro de las cadenas de ADN, a las que se adhieren. De esta forma, dichas
enzimas permiten la activacién local de ciertos procesos moleculares que producen
una desestabilizacion en las cadenas hasta el punto de provocar su ruptura. Exis-
ten otro tipo de enzimas, denominadas de modificacidn, que alteran las cadenas de
ADN aiiadiendo o quitando oligos a las mismas. Este tipo de enzimas suele actuar
en colaboraciéon con una enzima de restriccién que tiene asociado el mismo lugar
de reconocimiento. Las enzimas de modificacién son ttiles para controlar algunas
operaciones con ADN, especialmente aquellas que utilizan los organismos vivos para
protegerse de ataques externos. Por ejemplo, para defenderse de un cierto virus,
una determinada bacteria cuenta con una enzima de restriccién cuyo objetivo es
destruir cadenas de ADN del virus. Dicha enzima trabaja en colaboracién con una
de modificacion, que tiene el mismo lugar de reconocimiento, y cuya misién consiste
en alterar temporalmente los lugares correspondientes en las cadenas de ADN de
la bacteria a fin de que ésta no quede afectada por la accién de su propia enzima
de restriccién, consiguiendo asi destruir tinicamente el material genético del virus.
Posteriormente la enzima de modificacién se encarga de restaurar los lugares de
reconocimiento alterados.

Degradacién de cadenas de ADN

Las enzimas nucleasas tienen la capacidad de destruir los enlaces fosfodiester.
Estas enzimas se pueden clasificar en dos tipos:

= Las eronucleasas, que eliminan nucle6tidos de una doble hebra, a la vez uno
de cada extremo y en la direccién 3’ — 5'. Estas enzimas son méas flexibles
que las polimerasas: algunas variedades s6lo eliminan nucle6tidos del extremo
5"y otras solo del extremo 3'. El resultado de una enzima de este tipo es un

acortamiento de la cadena sobre la que actia.

= Las endonucleasas pueden cortar cadenas (simples o dobles) de ADN por
cualquier sitio. No obstante, existe una variedad (las endonucleasas de res-
triccion) que sblo pueden cortar doble hebras por un sitio especifico (su lugar
de reconocimiento). Este tipo de enzimas esta especializado segiin el lugar de
reconocimiento y la forma de realizar el corte. Si existen varios lugares de
reconocimiento en una doble hebra, entonces la endonucleasa de restriccion
realizara un corte por cada uno de ellos.
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Rellenado de cadenas de ADN

Al cortar una doble hebra utilizando enzimas nucleasas se producen una serie de
voladizos que, en determinadas condiciones, pueden volver a enlazarse entre si. En
este caso, asf como en otros procesos, pueden aparecer unos pequeios huecos entre
nucledtidos consecutivos de una cadena simple de ADN. La ligasa es una enzima
que permite rellenar dichas hendiduras restaurando la fortaleza del enlace covalente
y la estabilidad de la molécula.

Copias multiples (amplificacién) de cadenas de ADN

La técnica de la reaccion en cadena de la polimerasa (PCR) fue descubierta por
K. Mullis en 1985 y permite generar gran cantidad de copias de una cadena molde
o patron. Esta técnica es muy eficiente y tiene una gran cantidad de aplicaciones en
ingenieria genética, an4lisis del genoma, diagnosis clinica, arqueologia, paleontologia,
etc.

La técnica de la reaccién en cadena de la polimerasa funciona como sigue:

= Supongamos que disponemos de una doble hebra, «, de la que queremos rea-
lizar copias idénticas, y cuyos bordes 3’ son 3 (“ borde superior”) y v (“borde
inferior”).

» En la fase inicial se prepara una solucién que contiene la molécula a, oligos
3'~B, 5'—7, nucleétidos en cantidades elevadas, y la enzima polimerasa (debido
a que en un paso posterior se efectuara un calentamiento de la disolucién, se
usa una variedad de la polimerasa resistente a altas temperaturas, para que
la energia proporcionada a la disolucién no destruya los enlaces propios de la

enzima).

= La fase de ejecucion propiamente dicha consta de una serie de ciclos cada uno
de los cuales comprende tres pasos:

(a) Desnaturalizacion: se calienta la solucién hasta una temperatura cercana
a la de ebullicién con el fin de romper los enlaces de hidrégeno.

(b) Renaturalizacidn: mediante un enfriado lento se producen enlaces entre
los bordes y los oligos proporcionados inicialmente.

(c) Extensidn: se calienta nuevamente la solucién hasta unos 72 grados con
el fin de que la polimerasa extienda los bordes, reconstruyendo la cadena

de ADN original por medio de la complementariedad de las bases.
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= En cada uno de los ciclos anteriores se duplica el nimero de doble hebras «;

por tanto, al reiterar este proceso n veces se obtienen 2" copias de la molécula
patrén.

Lectura de una cadena de ADN

El Proyecto Genoma Humano, iniciado en 1990 y coordinado por instancias
publicas de E.E.U.U., tenia como objetivo descifrar antes del afio 2003 la secuen-
ciacién correcta del ADN humano. Craig Venter, un cientifico heterodoxo que par-
ticipaba en dicho Proyecto, cre6 en 1998 una empresa privada (PE Celera Genomics)
en la que consigui6 descifrar, en el afio 2000, unos 3.120 millones de pares de nu-
cleétidos que componen el ADN humano (atn quedan por transcribir unos 40.000
“huecos” y verificar varias veces los resultados de Venter, a fin de elevar a definitivo
los resultados provisionales obtenidos). El trabajo consisti6 en la lectura correc-
ta de una cadena de ADN extraordinariamente grande. Existen distintas técnicas
en la actualidad para poder realizar la lectura de una cadena simple de ADN. A
continuacién describimos (sin entrar en detalles) una de ellas.

Se consideran ciertos nucleétidos que han sido modificados levemente, denomi-
nados nucledtidos andlogos, que se denotan por ddA, ddC, ddG, ddT, asociados a
los nucleétidos A, C, G, T, respectivamente. La operacién de lectura de una cadena
simple de ADN, a, se realiza como sigue:

= Se extiende a por el extremo 3’ de acuerdo con un molde v, formando una
cadena simple .

= Se preparan cuatro tubos (T4, T¢, T, Tr) conteniendo cadenas (3, oligos 5 -7,
polimerasa y nucle6tidos en suficiente cantidad. Ademas, en el tubo Tx se
anadiran nucledtidos anéalogos del tipo ddX, para cada X € {4,C,G,T}.

= A partir de la cadena simple 8 y de los oligos 5 — 7, en cada tubo Tx se
obtienen doble hebras parciales 3.

= En el tubo T, la polimerasa completa las doble hebras parciales §’. No obs-
tante, en este proceso apareceran doble hebras parciales no completas cuando
se elija el nucledtido andlogo ddX en lugar de X.

= Se somete la solucién a un proceso de desnaturalizacion y se extraen de la
solucién las cadenas simples que contienen a 5 — 7.

= Se colocan las cadenas extraidas en una solucién y se ordenan segtn su longi-
tud, mediante la técnica de la electroforesis en gel.
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» Por tltimo, se leen los nucle6tidos del extremo 3’ de las cadenas ordenadas: la
cadena complementaria serd .

2.2. Los primeros experimentos moleculares

En la seccién anterior se ha estudiado brevemente la estructura molecular del
ADN asi como algunas operaciones que se pueden realizar con dichas moléculas,
gracias a las propiedades que se derivan del direccionamiento y del principio de
complementariedad. En esta seccion vamos a analizar los primeros experimentos
practicos realizados en el laboratorio (in vitro) que dieron lugar al nacimiento de
la computacién molecular basada en ADN como disciplina de estudio. Conviene
recordar que, si bien existian resultados anteriores relativos a la potencia teorica
del ADN como sustrato idéneo para la materializacién de lo que deberia ser la
computacién molecular, los experimentos de L. Adleman y R.J. Lipton constituyen
las primeras demostraciones practicas de su capacidad.

2.2.1. El experimento de Adleman

En noviembre de 1994, L. Adleman [1], matematico y doctor en Informética, re-
solvié una instancia concreta de un problema NP-completo (el problema del camino
hamiltoniano, en su versién dirigida y con un par de nodos distinguidos [26]) a través
de la manipulacién de moléculas de ADN usando técnicas de biologia molecular.

Dado un grafo G (dirigido o no), se dice que un camino de G es hamiltoniano
si es simple (es decir, todas las aristas y todos los vértices del camino son distintos
entre si excepto, quizas, el primero y el altimo) y, ademas, pasa por todos y cada
uno de los vértices de G.

El problema del camino hamiltoniano en su versién dirigida y con dos vér-
tices distinguidos se formula como sigue: Dado un grafo dirigido, G = (V, E), y dos
nodos distinguidos vy, vy, determinar si eriste un camino hamiltoniano de G que va
desde v; hasta vy.

L. Adleman resolvi6 el problema anterior para el grafo concreto con siete vértices
descrito en la figura 2.5, en donde los nodos distinguidos son 0 y 6, respectivamente.

Se puede comprobar facilmente que dicha instancia posee un @nico camino hamil-
toniano: el que, partiendo del vértice etiquetado por 0, pasa sucesivamente por los
vértices 1,2,3,4,5 hasta llegar al vértice 6. Esta solucién puede ser obtenida por

una persona en unos segundos y por un ordenador en menos de una millonésima de
segundo.
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A%

Figura 2.5 Grafo usado en el experimento de Adleman

Sin embargo, el experimento de Adleman necesit6 siete dias para su realizacién
en el laboratorio. A pesar de ello, y analizando un poco més en profundidad cémo
se materializ6, podemos extraer las siguientes conclusiones acerca de dicho experi-
mento:

= Representa el primer ejemplo practico de computacién a nivel molecular, en
la linea esbozada por R. Feynman.

» Muestra por primera vez el uso potencial de moléculas de ADN como estruc-
turas de datos fisicas, susceptibles de ser usadas como medio de almacenamien-
to. En ellas destaca la extraordinaria densidad de informacién que son capaces
de almacenar y el hecho de ser manipulables debido a la complementariedad
de Watson-Crick.

= Jlustra la posibilidad de usar moléculas de ADN para resolver instancias de

problemas de tipo combinatorio computacionalmente intratables.

= Muestra la capacidad que tienen las moléculas de ADN para simular com-
putaciones de forma masivamente paralela, gracias a la acci6n simultanea de
las enzimas sobre las cadenas de ADN en disolucién, tal y como ocurre en el

interior de los organismos vivos.

El problema del camino hamiltoniano se puede resolver de manera trivial a través
del siguiente algoritmo de bisqueda exhaustiva, de fuerza bruta:
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Entrada: G = (V,E), grafo dirigido; v; y vy nodos distinguidos.

1. Generar todos los caminos de G.

2. Rechazar los caminos que no empiezan por v; y terminan en vy.
3. Rechazar los caminos que no contienen exactamente |V'| nodos.
4. Para cada u € V, rechazar los caminos que no pasan por u.

Salida: SI, si queda algin camino; NO en caso contrario.

Evidentemente, cada uno de los pasos del algoritmo anterior conlleva un nimero
elevado de operaciones que, debidamente explicitadas, pueden reflejar un nimero
exponencial de pasos simples. El experimento de Adleman, realiza basicamente una
implementacién directa de este algoritmo. A grandes rasgos, procede como sigue:

» Se codifican los vértices y los arcos del grafo mediante oligos, de tal manera
que los caminos del grafo se pueden obtener a partir de dichos oligos realizando

operaciones de naturalizacién y desnaturalizacién.

= A partir de un tubo de ensayo inicial que contiene moléculas de ADN que
codifican cualquier posible camino de G, se van seleccionando moléculas de
acuerdo con los criterios indicados en cada uno de los pasos del algoritmo. Al
final de todos estos pasos, las moléculas de ADN que permanezcan en el tubo
de salida codificaran caminos hamiltonianos del grafo que van desde el nodo
v; hasta el nodo vy.

Implementaciéon de los pasos del algoritmo

A continuacién, veamos con detalle la implementacion que L. Adleman realiz6
en el laboratorio, de cada uno de los pasos del algoritmo de biisqueda exhaustiva
descrito anteriormente.

Evidentemente, la implementacién del paso 1 plantea un problema en si mismo:
generar todos los caminos de un grafo dirigido. En la solucién dada en el
experimento de Adleman este paso se resuelve elaborando un tubo de ensayo inicial
que contenga moléculas que codifican cualquier posible camino del grafo considerado.

Para ello, a cada nodo del grafo, i (0 < ¢ < 6), se le asocia un oligo, s;, de longitud
20 mer (la longitud elegida depende realmente del nimero de elementos a codificar,
debiendo ser suficiente para que no se produzcan enlaces no deseables, y, a la vez, lo
més pequefia posible para reducir tiempo de ejecucién y facilitar su creacion). Para
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cada vértice, 7, se designa por s (respectivamente, s/) el oligo formado por las diez
primeras (respectivamente, tltimas) bases de s;.

Ademé4s de codificar en el tubo de entrada los vértices del grafo, también se
necesita codificar informacién acerca de como llegar hasta un vértice a partir de
otro. Para ello, a cada arco (3, j) del grafo se le asocia el siguiente oligo, e;;:

"ot
'S

Ish si i£0 A j£6
) sos; sii=0 A j#6

sisg si i#0 A j=6
Sos¢ st t=0 AN j=6

S

Para formar todos los posibles caminos que se pueden dar en el grafo G, se parte de
un tubo de ensayo que contiene disolvente y se afiade una cierta cantidad (Adleman
us6é 50 pmoles) de oligos 3;, para cada nodo ¢ (0 < ¢ < 6), y la misma cantidad
de oligos e;; para cada arco (i,j) € E. La solucién asi obtenida se somete a un
proceso de renaturalizacion, usando la ligasa como enzima para rellenar los huecos
que pudieran aparecer entre nucleétidos. De esta manera, se obtiene una serie de
doble hebras que codifican caminos del grafo. Mas atin, las cantidades iniciales con-
sideradas garantizan, con una probabilidad suficientemente alta, que cada camino
del grafo aparecera codificado en el tubo inicial asi elaborado.

Para implementar el paso 2 (rechazar todos los caminos que no empiezan
por O y terminan en 6) se aplica la técnica de la reaccién en cadena de la poli-
merasa que se ha descrito anteriormente, utilizando como bordes los oligos sp y s,
respectivamente. De esta forma, s6lo seran amplificados los caminos del grafo que
comienzan por el vértice 0 y terminan por el vértice 6.

A continuacion, se utiliza la técnica de la electroforesis en gel para seleccionar
las moléculas de longitud 140 bp, para implementar el paso 3 (rechazar todos los
caminos que no contienen exactamente siete vértices).

El paso 4 (para cada nodo del grafo, rechazar todos los caminos que
no pasan por &l) se implementa de la siguiente forma: para cada i (1 < ¢ < 5) se
extraen las moléculas que contienen al oligo s; (obsérvese que, por el paso 2, no es
necesario considerar aqui los casos i =0 e 7 = 6).

Finalmente, para detectar si hay algiin camino en el tubo de ensayo resultante,
se amplifica el producto obtenido mediante la técnica PCR y se hacen circular las
moléculas obtenidas a través de un gel.
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Acerca del experimento de Adleman

Una vez descrito el experimento de Adleman, conviene tener presente las siguien-
tes consideraciones:

= Las operaciones moleculares que tienen lugar en los tubos son aplicadas si-
multianeamente sobre todas las moléculas presentes en el mismo.

» En el tubo de ensayo inicial existe un ntimero de cadenas que es ezponencial
en el tamaifio del dato de entrada.

» El nimero de operaciones moleculares realizadas es lineal en el tamafio del
dato de entrada.

= Como ya se indic6 anteriormente, la eleccion de oligos de longitud 20 mer para
codificar nodos y arcos (con la excepcién de los arcos de extremos 0 y 6), asi
como las cantidades de cada oligo que se afiaden a la solucién, se realiza para
garantizar que en el tubo de ensayo inicial estén todas las cadenas que codifican
todos los caminos del grafo (y sélo esas). En el experimento de Adleman la
cantidad considerada fue excesiva y aparecian codificados todos los caminos
del grafo, pero en cantidades elevadas. Desde luego, la longitud seleccionada
para los oligos no tiene porqué ser igual para todos ellos y, en general, ser
una variable que dependerd de la densidad y del tamafio del grafo. Sobre
el problema de la codificacién y eleccién adecuada de las longitudes de los
oligos iniciales hay muchos estudios realizados, pero ninguno de ellos puede
considerarse definitivo. Se trata de un problema complejo, pues una eleccién
adecuada debe evitar la aparicién de enlaces no deseables entre trozos de
cadenas que no son complementarias, o entre distintas porciones de la misma
cadena y, simultdneamente, no deben ser excesivamente grandes a fin de que
los enlaces entre cadenas complementarias sean posibles.

= A lo largo de la ejecucién del experimento aparecen errores debido a que las
operaciones moleculares que se realizan en el laboratorio no son perfectas: en
algin paso podemos seleccionar cadenas no deseadas, o bien rechazar alguna
cadena que codifique una solucién correcta del problema. No obstante, estos
errores pueden ser controlados y amortiguados, en cierta medida, a fin de
conseguir los efectos deseados con una “alta probabilidad” (ver [2] y [69] para
un tratamiento mas detallado de esta cuestion).

= D. Boneh, C. Dunworth y R. Lipton [8] conjeturan que el nimero maximo

de moléculas de ADN que se pueden procesar en un experimento molecular
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es del orden de 10?! (aproximadamente 27°). De acuerdo con esta conjetura,
el experimento de Adleman sélo podria ser simulado para grafos de tamafio
menor o igual que 70 (como simple curiosidad conviene hacer notar que para
simular el experimento de Adleman para un grafo de tamafio 200 y densidad
media, se necesitaria un volumen molecular equivalente al peso de la tierra).

w Pese a lo anterior, podriamos resaltar algunas de las ventajas que, poten-
cialmente, proporciona el experimento de Adleman en relacién con el mejor
supercomputador del momento:

* Velocidad de cdlculo: La maxima velocidad de céalculo alcanzada en el
experimento fue de 1’2 x 10'® operaciones por segundo (en la cincuentaava
parte de una cucharadita de soluci6n, se formaron mas de 100 billones de
caminos en un segundo), mientras que el mejor supercomputador de la
actualidad alcanza un maximo de 10'? operaciones por segundo.

* Consumo de energia: En el experimento, con 1 julio de trabajo se con-
siguié realizar hasta 2 x 10! operaciones (de acuerdo con la segunda
ley de la termodinamica, el nimero maximo de operaciones irreversibles
por julio es de 34 x 10'°), mientras que el mejor supercomputador de la
actualidad es capaz de realizar como maximo 1‘09 operaciones por julio.

* Densidad de almacenamiento de informacidn: En el experimento se con-
sigui6 una densidad de almacenamiento de informacién de 1 bit por
nanémetro ctbico, mientras que el mejor supercomputador de la actua-
lidad tiene una densidad maxima de informacién del orden de 1 bit por
10'2 nm? (un gramo de ADN ocupa en seco 1 centimetro ciibico, apro-
ximadamente, y es capaz de almacenar la informacion equivalente a més
de 1 billén de CD’s convencionales).

Formulacién abstracta

Pese a que el experimento de Adleman supone el primer acercamiento a la com-
putacion molecular, dista mucho de proporcionar un modelo de computacién, puesto
que no establece una base abstracta sobre la que poder disefiar, en un lenguaje pro-
pio, algoritmos que resuelvan problemas de forma general. Como primer paso hacia
la creacién de un modelo de computaciéon que sea capaz de aprovechar las carac-
teristicas ventajosas que se ponen de manifiesto en este experimento, y que se han
detallado en el apartado anterior, podemos considerar una estructura de datos cuyos
objetos son los tubos de ensayo, entendiendo como tal un multiconjunto finito de
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cadenas del alfabeto Lapy = {A, C,G, T}, y sobre ellos, las siguientes operaciones

moleculares:

1.

Extraer (7, +): Dado un tubo, T, y una cadena, v, sobre X 4py, esta operacién
devuelve los tubos +(T,v) y —(T,~) cuyos elementos son, respectivamente,
las moléculas de T que contienen (respectivamente, no contienen) a -y como
subcadena.

Inicial (7,+v): Dado un tubo, T, y una cadena, vy, devuelve un tubo que
contiene las moléculas de T que “comienzan” por la cadena 7.

Final (T, +): Dado un tubo, T, y una cadena, v, devuelve un tubo que contiene
las moléculas de T que “terminan” con la cadena 7.

Long (T, n): Dado un tubo, T, y un nimero natural, n > 1, devuelve un tubo
cuyos elementos son las moléculas de T' que tienen longitud n.

Detectar (T'): Dado un tubo, T', devuelve SI si existe alguna cadena de ADN
en T, y devuelve NO en caso contrario.

Con la estructura de datos considerada y las operaciones moleculares descritas, el

experimento de Adleman se puede expresar genéricamente como sigue:

Entrada: T (tubo de ensayo inicial)
T « Inicial(T, sq)
T «— Final(T, s¢)
T « Long(T, 140)
para ¢ =1 hasta 5 hacer
T — +(T,s;)
detectar (7))

Conviene resaltar el hecho de que el experimento de Adleman no puede consi-

derarse como un esquema algoritmico molecular, en el siguiente sentido: el tubo de

ensayo inicial del experimento s6lo se puede utilizar para el grafo concreto para el

que fue disefiado; si se considera otro grafo, aunque tenga tamafio siete, habra que

elaborar nuevamente el tubo de ensayo inicial. No obstante, la formulacién abstracta

antes descrita nos permite diseflar un primer esbozo de programa molecular para

resolver el problema del camino hamiltoniano para un grafo dirigido, G, de tamaifio

n + 1 con dos nodos distinguidos v; y vy, siguiendo las ideas de Adleman (es decir,

codificando nodos y arcos por oligos de longitud [). Si s¢ es el oligo que codifica el

nodo v; y s, es el oligo que codifica a vy, entonces se obtiene el siguiente “programa

molecular”™
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Entrada: (7, s, sn)
T « Inicial(T,so)
T « Final(T, s,)
T « Long(T,(n+1)-1)
para i =1 hasta n — 1 hacer
T — +(T,s;)
detectar (T)

En el capitulo siguiente veremos algunos modelos de computacién molecular,
en los que se explicitan las estructuras abstractas de datos sobre las que se va a
trabajar, y las operaciones moleculares que acttian sobre ellas.

2.2.2. El experimento de Lipton

En abril de 1995, R.J. Lipton [42], siguiendo las ideas del experimento de Adle-
man, resuelve una instancia concreta del problema SAT de la satisfactibilidad de
la loégica proposicional. Sin embargo, pese a la similitud del procedimiento usado,
introduce la peculiaridad de que el tubo de ensayo inicial no depende del dato de
entrada concreto, sino tnicamente de su “tamafio” (el nimero de variables de la
formula). De esta manera se consigue una solucién molecular de cualquier instancia
del problema SAT de tamafo prefijado, proporcionando el que se puede considerar
realmente como primer esquema, algoritmico molecular.

Antes de describir propiamente el experimento de Lipton, vamos a introducir
algunos conceptos necesarios para enunciar el problema de la satisfactibilidad.

El problema SAT

El lenguaje de la légica proposicional consta de:

(a) Un conjunto infinito numerable, VP, que denominaremos de variables proposi-
cionales.

(b) Dos conectivas logicas: — (negacién) y V (disyuncién).
(c) Dos simbolos auxiliares: “(” y “)”.
A partir de la negacion y de la disyuncién, se definen de manera natural las conectivas
légicas A (conjuncién), — (implicacién) y « (doble implicacién).
El conjunto PForm de las formulas proposicionales se define recursivamente

(mediante un procedimiento generativo) como sigue: es el menor conjunto I' que
verifica, simultdneamente, las condiciones siguientes:
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(a) VP CT.
(b) Es cerrado bajo negacion (es decir, si ¢ € I' entonces —p € T').

(c) Es cerrado bajo disyuncién (es decir, si ¢,9 € ' entonces ¢ V¢ € I').

Un literal es una variable proposicional o la negaciéon de una variable proposicional.
Una cldusula es una disyuncién de literales. Se dice que una férmula proposicional
estd en forma normal conjuntiva si es una conjuncién de clausulas; es decir, si es
una conjuncién de disyuncién de literales.

Una valoracidn o asignacién de verdad es una aplicacion de VP en {0,1}. Toda
valoracién se extiende univocamente de VP al conjunto PForm de manera natural
(de acuerdo con las clasicas tablas de verdad de las conectivas légicas).

Diremos que una valoracién, o, es relevante para una férmula proposicional,
¢, si y solo si o es una funcién booleana cuyo dominio contiene a Var(yp), siendo
Var(p) el conjunto de las variables proposicionales de ¢. Obsérvese que el nimero
de valoraciones relevantes, o, para una formula proposicional ¢ tal que o(z) = 0
para cada x € VP — Var(p), es 9IVar(e)| Asi, a la hora de trabajar con las variables
que afectan a una férmula, sélo nos preocuparemos de los valores que se le asignan
a cada una de sus variables.

Una férmula proposicional se dice que es satisfactible si existe, al menos, una
valoracién que asigna 1 a dicha férmula.

Problema de la Satisfactibilidad de la Légica Proposicional: Dada una for-

mula proposicional en forma normal conjuntiva, determinar si es satisfactible.

Como es bien sabido, el problema de la satisfactibilidad de la 16gica proposicional
es NP-completo [26].

Preparacion del experimento

Seap=ci A... Ncpeonc =1;;V...V],,, una férmula proposicional en forma
normal conjuntiva, cuyo conjunto de variables es Var(¢) = {z1, ..., z»}. Asociamos
a la férmula ¢ un grafo dirigido, G,, = (V,,, E,,) (donde V,, es el conjunto de vértices
y E, es el conjunto de aristas), definido como sigue:

I/n:{aivw‘zj’an+1: ].SZSTL, OS]SI}

E, ={(a;,]),(z),ai41): 1<i<n, 0< ;5 <1}

El grafo G, descrito en la figura 2.6, verifica las siguientes propiedades:
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= Existen 2" caminos simples desde a; hasta a,y1 en Gy.

= Existe una biyeccion natural entre el conjunto de los caminos anteriormente
citados y las valoraciones relevantes para ¢, de acuerdo con el siguiente cri-
terio: si vy = alx{"aﬂg’...m{;"anﬂ es un camino desde a, hasta a,+1, entonces
la valoracién asociada, o, relevante para ¢, viene caracterizada por o(z;) =

1

1 1 1 1
X nt Xn
(o] (o]

ANAA Ay
\VAVAVARVAN

0
1 X1 Xn

O anpsy

Figura 2.6. Grafo dirigido asociado a una férmula proposicional con n variables

Para elaborar el tubo de ensayo inicial, T, se procede de manera similar a la
seguida en el experimento de Adleman. A cada nodo, i € V,,, del grafo se le asocia
un oligo, s;, de longitud fija (esta longitud debe depender de n). Para cada ¢ se
designa por s, (respectivamente, s?) la primera mitad (respectivamente, la Gltima)
de la cadena s;. A cada arco, (i, 7) € E,, del grafo se le asocia el oligo e;; = 3'—5] 3.

Se parte de un tubo de ensayo que contiene disolvente. Se le afiade a la solucién
una cierta cantidad de oligos s;, para cada nodo i € V,,, la misma cantidad de oligos
eij, para cada arco (i,5) € E,, y la misma de oligos 3' -3, y 3' =3, ,,. La solucién
se somete a un proceso de renaturalizacién. Finalmente se seleccionan las cadenas
simples con bordes 5’ — s,,, para lo cual basta someter la solucién a un proceso de
desnaturalizacién y aplicar la operacién extraer (Tp, s,, ), que se ha descrito en el
experimento de Adleman.

De esta manera, se obtienen una serie de doble hebras que codifican caminos del
grafo que van desde a; hasta a, ;. Las cantidades iniciales de oligos que se consideren
deben garantizar que cada camino desde a; hasta a,,; (y s6lo esos) estén codificados
en el tubo inicial. Ademas, debido a la simetria del grafo auxiliar considerado, todos
los caminos aparecen repetidos el mismo ntimero de veces, aproximadamente. Por
tanto, en el tubo de ensayo inicial se obtiene un multiconjunto de moléculas que
codifican todas las valoraciones relevantes para la férmula ¢.
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Diseiio del programa molecular

Para cada literal, [; ;, que aparece en la férmula ¢, notaremos

1 . _
Lo { Ty 581 L =12m,
ij

0 : —
Ty, HSL li,j = Ty

Es decir, si una molécula contiene el oligo l}, ; como subcadena, entonces el literal
l; ; tiene asignado el valor 1 por la valoracién que codifica dicha molécula.

La idea del experimento de Lipton es la siguiente: a partir del tubo inicial, Tp,
que codifica todas las valoraciones relevantes para la formula de entrada, se procede
como sigue:

— Se elabora un nuevo tubo, Ti, seleccionando de Ty todas las valoraciones que
hacen verdadera la clausula ¢;. Para ello:

* Se eligen las que hacen verdadero el literal [, ;.
* De las que hacen falso [; 1, se eligen las que hacen verdadero el literal [; 5.

* De las que hacen falso [; 1 V1 o, se eligen las que hacen verdadero el literal

li3-
* Y asi sucesivamente con todos los literales de ¢;.

— Se elabora un nuevo tubo, T3, seleccionando de T todas las valoraciones que
hacen verdadera la clausula c, (asi dichas valoraciones hacen verdadera la
férmula ¢; A ¢3). Para ello:

* Se eligen las que hacen verdadero el literal Iy ;.
* De las que hacen falso l51, se eligen las que hacen verdadero el literal Iy 5.

* De las que hacen falso Iy 1 Vs 2, se eligen las que hacen verdadero el literal

12,3.

* Y asi sucesivamente con todos los literales de c;,.

- El proceso se reitera p veces hasta obtener el tubo de salida T}, a partir de T},_;,

que contiene todas las valoraciones que hacen verdadera la formulac; A ... Ac,.

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular:
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Entrada: Ty
para ¢ =1 hasta p hacer
Ty —To; To—0
para j =1 hasta 7; hacer
T — +(T1,l,-1,j)
T, —(Tl,l},j)
To —TouT
detectar (Tp)

En donde Tp U T indica la unién de los tubos Tp y 7" como multiconjuntos,
y las operaciones extraer y detectar funcionan tal como se han descrito en la
formulacién abstracta del experimento de Adleman.

El nimero de operaciones moleculares que se ejecutan en el programa es lineal
en el nimero de literales, k, de la férmula de entrada (en concreto, k operaciones
de extraccién, k operaciones de unién y 1 operaciéon de deteccién). Ademas, el
nimero total de tubos usa%os es

1+ (3+3-m)=1+3p+3k € O(k)

i=1
Extension del experimento de Lipton

En el experimento de Lipton se proporciona una solucién molecular del proble-
ma de la satisfactibilidad de férmulas proposicionales en forma normal conjuntiva.
Veamos seguidamente cémo es posible generalizar dicho experimento a fin de decidir
la satisfactibilidad de una férmula proposicional arbitraria.

Proposicién 2.1 Sea ¢ una férmula proposicional con k conectivas légicas. Sea
T un tubo que contiene moléculas que codifican valoraciones relevantes para .
Entonces, con O(k) operaciones de extraccién, unién y amplificacién, se pueden
generar los tubos siguientes:

THT,p)={o€T: a(p)=1} y T'(T,¢)={o €T: o(p) =0}

Demostracion:

Por induccién fuerte sobre el niimero de conectivas logicas, k, de la férmula.

» Si ¢ =,y T es un tubo que contiene codificaciones relevantes para ¢, entonces
THT,¢) = +(T,}) y T%(T, p) = —(T, x}).

Si ¢ = —z; y T es un tubo que contiene codificaciones relevantes para ¢,
entonces TY(T, ¢) = +(T,2?) y T°(T, ) = —(T, 2)).
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= Supongamos cierto el resultado para cada r < k y sea ¢ una férmula con £+ 1
conectivas logicas. Sea T' un tubo que codifica valoraciones relevantes para ¢.

Si ¢ = -y, entonces por hipétesis de induccién con O(k) operaciones de
extraccion, unién y amplificacién, se pueden obtener los tubos

THT,p1) ={o0 €T: a(p1) =1}
TT,p1) ={oc € T: a(p1) =0}

Entonces basta devolver los tubos

{ Tl(T’ 30) = TO(T’ 901)
To(Ta 90) = TI(T’ 901)

Sea ¢ = @1 V pg. Sea s; el nimero de conectivas logicas de ;. Por hipotesis
de induccién, con O(s;) operaciones de extraccién, unién y amplificacién se
pueden obtener los tubos

{ T\T, 1) ={0€T: olp:) =1}
T°(T,p1) ={o €T: a(p1) =0}

Amplificamos el tubo T°(T, ¢;) obteniendo dos copias. Entonces, por hipéte-
sis de induccién, con O(sy) operaciones de extracci6n, unién y amplificacién
obtenemos los tubos T (T(T, 1), 2) y T°(T°(T, ¢1), ¢2). En tal situacién,
basta devolver los tubos

TI(T7 ®1 \% (P2) = TI(T7 901) Uy Tl(TO(Tv ‘Pl)a 902)
TO(T’ ¥1 \% (,02) = TO(TO(T7 (pl)a (;02)

Corolario 2.2 El problema de la satisfactibilidad para férmulas proposicionales
arbitrarias se puede resolver realizando una operacién de detectar y O(k) operaciones
de extraccién, union y amplificacion (en donde k es el niimero de conectivas légicas
de la férmula).

Demostracion:

Dada una férmula proposicional, ¢, con n variables y k conectivas 16gicas se procede,
al igual que en la preparacién del experimento de Lipton, disefiando el grafo dirigido
asociado, G, y elaborando, a partir de éste, el tubo de ensayo inicial, Ty, que contiene
cadenas de ADN que codifican todas las valoraciones relevantes para la féormula de
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entrada. De la proposicién anterior se deduce que realizando O(k) operaciones de
extraccién, unioén y amplificacion se obtienen los tubos

{ T To,0) = {0 € To: o(p) =

1}
T°(To, ) = {0 € To : o(p) =0}

Entonces basta aplicar la operacion detectar (T*(Tp, ¢))-



Capitulo 3
Modelos de computacién molecular

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, el experimento de Lipton re-
suelve una instancia concreta del problema de la satisfactibilidad de la l6gica proposi-
cional, a la vez que proporciona un primer esquema algoritmico dentro del campo
de la computacion molecular, ya que, prefijado el tubo de ensayo inicial a través del
grafo dirigido G, se puede realizar el experimento para cada féormula proposicional
dada en forma normal conjuntiva que tenga a lo sumo n variables. En este capitulo
presentaremos un marco formal en el que dichos experimentos pueden ser conside-
rados como la ejecucion de un procedimiento mecanico; es decir, presentaremos los
primeros modelos abstractos de computacién molecular que permiten la escritura
de un programa, en un determinado lenguaje, cuya ejecucion resuelva problemas,
independientemente de la instancia concreta que reciban como dato de entrada.

Hemos de recordar que un modelo de computacién, M, se caracteriza, bésica-
mente, por los siguientes elementos:

1. Una estructura de datos, Dyy.
2. Un conjunto de programas, Py;.

3. Una funcidn semdntica, Spr, que establece como se ejecutan los programas del
modelo.

Habitualmente, el principal tipo de dato que manejan los modelos de computacién
molecular es el objeto denominado tubo, que se puede identificar con el conjunto
(aunque como veremos, deberiamos considerar multiconjuntos) de moléculas sobre
el que se realizan las operaciones moleculares que caractericen al modelo. Para dar
una representacién abstracta de estas moléculas, serd habitual considerarlas como
cadenas sobre un alfabeto prefijado.

45
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Las instrucciones bdsicas de un modelo de computacién molecular pueden ser de
dos tipos:

= Moleculares: operaciones basadas en propiedades de las moléculas que sirvan
de sustrato.

= Robéticas: operaciones secuenciales estandar (bucles, condicionales, asigna-
ciones, etc.) que, basicamente, proporcionan la secuenciacion de las operaciones
moleculares. Estas operaciones no acttian directamente sobre la estructura de
las moléculas que sirvan de sustrato.

La funcidn semdntica del modelo se define de manera natural, siendo para las
instrucciones moleculares, el resultado correspondiente de la operacién molecular que
representa; y para las instrucciones robéticas, la semantica secuencial convencional.

El concepto de programa en un modelo de computacion molecular se introduce
de manera natural como una sucesién finita de instrucciones basicas del modelo.

Se considera como condicién indispensable para la eleccién de las operaciones
moleculares primitivas de los modelos que todas ellas deben ser implementables en
el laboratorio usando técnicas actuales de biologia molecular (aun que se permite
un cierto margen de error en las mismas).

En un modelo de computacién molecular, conviene distinguir entre lo que es
el aparato formal del mismo y lo que representa la implementacion practica que
se puede realizar en el laboratorio. Denominaremos sustrato computacional de un
modelo a la sustancia molecular sobre la que se materializa la implementacién del
mismo.

El modelo no restringido de L. Adleman y el modelo débil de M. Amos, que
se detallan en las préximas secciones, son modelos de computacién molecular basa-
dos en procedimientos de filtrado. Es decir, cualquier computacion en dichos modelos
comienza con un tubo de ensayo inicial que contiene todas las posibles soluciones del
problema y, mediante una serie de procedimientos de seleccién (a modo de sucesivos
filtrados), devuelve un tubo de salida que contiene todas las soluciones correctas del
mismo (y s6lo esas). Asf pues, las computaciones en dichos modelos no alteran la
estructura interna de las moléculas de ADN que componen los tubos, simplemente
las moléculas son rechazadas o no, de acuerdo con un determinado test. Por tanto,
podemos interpretar que estos modelos de computacién carecen de memoria de acce-
so aleatorio, y suelen agruparse, por tanto, en los denominados modelos moleculares
sin memoria.

A la hora de trabajar en estos modelos hay que distinguir claramente una fase de
inicializacidn, en la que se elabora el tubo de ensayo inicial (se ha de garantizar que



3.1. Modelo no restringido de Adleman 47

en ese tubo estén todas las moléculas que codifican posibles soluciones del problema),
y una fase de ejecucion, en la que se van filtrando del tubo inicial las moléculas que
codifican soluciones correctas del problema (y sélo esas).

El modelo sticker, sin embargo, opera de forma sustancialmente distinta, ya que
las soluciones a los problemas que se dan en este modelo pasan por una etapa de
construcciéon. Este modelo posee operaciones moleculares que alteran la estructura
interna de las moléculas de ADN que componen los tubos, lo que permite usar
dichas moléculas a modo de unidades de memoria en las que la informacién puede
ser almacenada y modificada en tiempo de ejecuciéon del programa. De ahi que
este modelo molecular se agrupe con aquellos denominados modelos moleculares con

memoria de acceso aleatorio.

Recordemos brevemente que un alfabeto V' es un conjunto no vacio. Una cadena
sobre un alfabeto V es una sucesion finita de elementos de V. Se representa por V*
el conjunto de todas las cadenas sobre V, y por V* el conjunto de todas las cadenas
sobre V distintas de la cadena vacia.

3.1. Modelo no restringido de Adleman

Este modelo de computacién molecular fue el primero que se introdujo [2]. La
estructura béasica de informacién del modelo es el tubo, que es la representacion
abstracta del tubo de ensayo que se utiliza en el laboratorio, y que contendré las
moléculas de ADN sobre las que se efectuaran la sucesién de operaciones que indique
el programa correspondiente del modelo.

Definicién 3.1 Un tubo en el modelo no restringido es un multiconjunto finito de
cadenas del alfabeto X spy = {A,C,G,T}.

Las cadenas del alfabeto ¥ 4py pueden ser implementadas de manera natural en
el laboratorio a través de moléculas de ADN, gracias al direccionamiento de las mis-
mas. En los modelos moleculares que tienen al ADN como sustrato computacional,
el alfabeto habitual es ¥ 4pn. No obstante, con frecuencia y por cuestiones técnicas,
se usa como alfabeto de estos modelos otro distinto, de tal manera que cada simbolo
del nuevo alfabeto esta codificado por un determinado oligo en X% px-

Las operaciones béasicas que se pueden realizar sobre los tubos, es decir, las
instrucciones moleculares basicas del modelo no restringido, son las siguientes:
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» Extraer(T,~): dado un tubo, T, y una cadena, v, de £4pn, devuelve dos
tubos:
+(T,v) = {{c € T : ~y es subcadena de o}}
{ —(T,v) = {{o € T : « no es subcadena de o}}

s Mezclar (T}, T5): dados dos tubos, T} y T3, devuelve un nuevo tubo, Ty U T3,
que es la unién de ambos, como multiconjuntos.

= Amplificar (T,{Ti,T3}): dado un tubo T, devuelve dos tubos, T} y T3, que
son copias exactas de T

= Detectar (7): dado un tubo, T, devuelve SI, en el caso en que T contenga
alguna molécula de ADN, y NO en caso contrario.

Hay que notar que las operaciones que aqui (y en el resto de los modelos) se
describen acttian sobre la totalidad del contenido del tubo; es decir, sobre todas
las moléculas del tubo simultdneamente. Sin embargo, en el modelo no restringido
de Adleman tinicamente la operacién molecular extraer implementa el paralelismo
masivo (y realmente proporciona dos operaciones +(7',7) y —(T,7)). Ademés, debe
observarse que, en efecto, las operaciones descritas no implican cambios en la estruc-
tura interna de las moléculas que integran los tubos, sino que, a lo sumo, se limitan a
seleccionar de entre estos elementos aquellos que satisfacen ciertas propiedades. Es
por ello que anteriormente nos referimos a este modelo como un modelo de filtrado.

Este modelo intenta reflejar, de una forma mas o menos fiel, las operaciones
basicas que se pueden realizar en el laboratorio, por lo que su implementacién fisica
no plantea problemas. Sin embargo, hay que resaltar la importancia que tiene la
elaboracién del tubo de entrada que recibe un programa en este modelo. En dicha
construccién hay que generar todas las posibles soluciones del problema que se pre-
tende resolver.

Definicién 3.2 Dado un programa, P, en el modelo no restringido y un tubo de
ensayo inicial, Ty, la computacién de P a partir de Ty es una sucesién finita de tubos
ToFp Ty Fp --- Fp T, en donde T;,; es el tubo resultante de T; al aplicar una
operacion béasica del modelo.

En la dltima seccién de este capitulo se justificard que este modelo de computacién

tiene la misma potencia computacional que las maquinas de Turing.
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3.2. Modelo débil de Amos

Definicién 3.3 Un tubo en el modelo débil es un multiconjunto finito de cadenas
del alfabeto X 4py = {A,C, G, T}.

Las instrucciones moleculares primitivas del modelo débil son las siguientes:

» Quitar(T, {71,...,7%}): Dado un tubo, T, y un ntimero finito de cadenas,
Y1, - Yk, de X, devuelve el tubo obtenido de T eliminando todas aquellas
cadenas que contengan, al menos, una ocurrencia de alguna de las cadenas
M, .-, Yk (téngase presente que T' = quitar(T, 0)).

= Copiar(T,{T3,...,Tx}): Dado un tubo, T, y un nimero natural, & > 2, de-
vuelve k tubos, T3, ..., Tk, que son copias exactas de T.

» Unién({T},...,T%},T): Dados los tubos 71, ..., Tk, con k > 2, devuelve un tubo,
T, cuyo contenido es la unién de los tubos T, ..., Tk, como multiconjuntos.

= Seleccién(T): Dado un tubo, T, selecciona aleatoriamente un elemento de T
en el caso en que T # {; en caso contrario, devuelve NO.

Obsérvese que en el modelo débil inicamente la operacién molecular quitar
implementa el paralelismo masivo y que, ademaés, las instrucciones primitivas no
alteran la estructura interna de las moléculas sobre las que acttan.

Definicién 3.4 Dado un programa, P, en el modelo débil y un tubo de ensayo
inicial, Ty, la computacién de P a partir de Ty es una sucesién finita de tubos
Tobp Th Fp -+ +p T, en donde T;,; es el tubo resultante de T; al aplicar una
operacién béasica del modelo.

Al igual que con el modelo anterior, los resultados que se presentan en la dltima
seccién de este capftulo justificaran también que el modelo débil tiene la misma
potencia computacional que las maquinas de Turing.

3.3. El Modelo Sticker

A diferencia de los otros modelos de computacién molecular basados en el ADN
que se han presentado, el modelo sticker tiene memoria de acceso aleatorio (que
no requiere extender las cadenas), no usa enzimas, y, al menos teéricamente, sus
materiales son reutilizables. Este modelo fue presentado en 1998 por S. Roweis, E.
Winfree y otros [77].
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Gran parte del interés creciente que estd adquiriendo la computacién molecu-
lar se debe a la esperanza de conseguir algin dia una plataforma computacional
masivamente paralela, capaz de atacar problemas cuya solucion (para ejemplares
de tamaifio relativamente grande) se ha resistido, hasta ahora, a las arquitecturas
convencionales. Se han propuesto muchas arquitecturas (L. Adleman, R.J. Lipton,
M. Amos, D. Boneh, D. Beaver, P. Rothemund, etc.) que sugieren que los computa-
dores basados en ADN pueden ser lo suficientemente flexibles como para atacar un
amplio espectro de problemas dificiles, aunque algunas cuestiones basicas como la
escala volumétrica de los materiales y la fiabilidad de las operaciones de laboratorio
permanezcan ain sin resolver.

Actualmente se considera que el modelo sticker es uno de los més interesantes
que se han dado en la computaciéon molecular basada en ADN, y serd con el que
vamos a trabajar en la primera parte de esta memoria. Por ello, haremos un estu-
dio més detallado de sus caracteristicas fundamentales, estudiando cémo se pueden
implementar sus operaciones bésicas en el laboratorio, e incluso detallaremos una
maquina que podria funcionar a modo de computador molecular basado en este
modelo, siguiendo las ideas originales de S. Roweis, E. Winfree y otros.

3.3.1. Representacion de la informacion en el modelo sticker
El modelo sticker utiliza, basicamente, dos tipos de moléculas de ADN: las ca-

denas de memoria y los stickers.

Definicién 3.5 Una cadena de memoria de tipo (n,k,m), con n > km, es una
cadena simple de ADN de longitud n que consta de k subcadenas de longitud m,
que denominaremos regiones.

Cada una de las regiones de una cadena de memoria debe estar claramente difer-
enciada de las restantes y se identificara con una variable booleana, proporcionando
una unidad de informacion.

(" GAGAG[TTTTCIAAAAAICCCCCY \)

Figura 3.1. Cadena de memoria para k=4, m=5yn > 20

Definicién 3.6 Dada una cadena de memoria del tipo (n, k, m), un sticker asociado
a dicha cadena es una cadena simple de longitud m que es complementaria a una y
s6lo una regién de la cadena de memoria.
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Figura 3.2. Stickers asociados a la cadena de la figura 2.1

Definicién 3.7 Sea (71,...,7) una cadena de memoria del tipo (n,k,m) cuyas
regiones con 7y, . . . , k. Diremos que una regién, -y;, est4 activada (o activa) si dicha
regién estad complementada por algiin sticker asociado. Caso contrario, diremos que
la regién esta desactivada (o inactiva).

Definicién 3.8 Un complejo de memoria del tipo (n, k,m) es una doble hebra par-
cial compuesta por una cadena de memoria del tipo (n,k,m) que, eventualmente,
estd complementada por algunos stickers asociados.

De manera natural, identificaremos un complejo de memoria del tipo (n, k,m)
con un niimero binario de k digitos {0,1} de acuerdo con el siguiente criterio: el
i-ésimo digito de dicho niimero es 1 (respectivamente 0) si y sélo si la region i-ésima
de la cadena de memoria que determina el complejo esta activada (respectivamente,
desactivada).

En la figura 3.3 aparecen dos ejemplos de complejos de memoria del tipo (30, 6, 5),
con el nimero binario que determinan.

101000

000000

Figura 3.3. Ejemplos de complejos de memoria

Una forma muy ttil de seleccionar las regiones del complejo puede ser la siguiente:
las regiones impares estan determinadas por Purinas (A, G), y las regiones pares
estan determinadas por Pirimidinas (C,T).

Esta forma de seleccionarlas tiene una gran ventaja: proporciona de manera
natural una especie de frontera o barrera entre las distintas regiones, lo cual hace
imposible (0 muy dificil) que un sticker se adhiera al complejo de forma no deseada,
como podria ser la siguiente:



52 Capitulo 3. Modelos de computacién molecular

jaroes

Figura 3.4. Ejemplo de enlace no deseado

Es interesante comparar los mecanismos de representaciéon de la informacion en
el experimento de L. Adleman (o de R.J. Lipton) y en el del modelo sticker.

Ambos estan basados en el paradigma de la complementariedad de Watson-Crick
y la direccionalidad.

1. En el experimento de L. Adleman se parte de cadenas simples y cortas que se
van enlazando paso a paso formando doble hebras que, eventualmente, poseen
unos pequefios extremos sin aparear (voladizos). Las doble hebras asi cons-
truidas carecen de huecos.

2. En el modelo sticker se parte de una cadena simple de memoria (que suele ser
larga) y una serie de stickers (que son cadenas simples cortas). Los apareamien-
tos dan lugar a los complejos: doble hebras parciales cuya longitud es la de la
cadena de memoria. Los complejos de memoria pueden tener huecos (conside-
rados como doble hebras).

Ahora bien, en ambos casos la densidad de informacién es similar ya que:

= En el experimento de Adleman, representando cada nodo y cada arco por
una cadena de longitud 20, la densidad de informacién es de 1/20 bits por
nucledtido (es decir, 1 bit por cada 20 nucle6tidos).

» En un modelo sticker cuyas cadenas de memoria sean del tipo (n, k,m), la
densidad de informacion es de 1/m bits por cada nucledtido (es decir, 1 bit
por cada m nucledtidos).

Desde luego, la densidad maxima de representacion de la informacién mediante
moléculas de ADN sera de 2 bits por cada nucle6tido. Con esa densidad, un or-
denador molecular que use extracciéon o separacion (en alguna de las acepciones)
deberia tener la capacidad de separar moléculas usando tnicamente una base. Eso
es imposible de conseguir en la préctica, por ello hay que sacrificar densidad de

informacién para que el modelo sea experimentalmente plausible.
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3.3.2. Computaciones en el modelo sticker.

Las operaciones primitivas del modelo sticker operan sobre tubos de ensayo que
contienen complejos de memoria, realizando la misma operacién sobre todos los
complejos presentes en el tubo. Por ello, también en este modelo se consideran a los
tubos como la estructura de datos basica.

Definicién 3.9 Un tubo en el modelo sticker es un multiconjunto finito de comple-
jos de memoria del mismo tipo.

A continuacién definimos las instrucciones basicas del modelo. Como operaciones
moleculares primitivas, se consideran las siguientes:

1. Mezclar(73,T3): dados dos tubos, T} y T3, devuelve un nuevo tubo cuyo con-
tenido es la unién de T} y T3 como multiconjuntos.

2. Extraccién(T,:) (o separacién(T,i)): dado un tubo, T, de complejos del
tipo (n, k,m), y un ntimero natural i (1 < i < k), devuelve dos nuevos tubos:

+(T,i) = {{o € T : la region i-ésima de o est4 activa}}
~(T,1) = {{o € T : la region i-ésima de o esta inactiva}}

3. Activar(T,i): dado un tubo, T, de complejos del tipo (n, k, m), y un nimero
natural ¢ (1 <4 < k), devuelve un nuevo tubo que contiene todos los complejos
de T a los que se les ha activado la region i-ésima (si estaba inactiva).

4. Desactivar(7,7): dado un tubo, T, de complejos del tipo (n,k,m), y un
nimero natural ¢ (1 < i < k), devuelve un nuevo tubo que contiene todos
los complejos de T a los que se les ha desactivado la region i-ésima (si estaba
activa).

5. Leer(T): dado un tubo, T, determina si T' # @, en cuyo caso aisla un complejo
y lee su contenido (es decir, decodifica dicho complejo).

Nota 3.10 Obsérvese que la operaciéon extraccién(T,i) proporciona realmente
dos operaciones distintas: +(7',7) y —(7T, ). Ademas, en este modelo las operaciones

extraccidn, activar y desactivar implementan el paralelismo masivo.

A continuacién vamos a introducir los datos de entrada que se suelen usar en las
computaciones del modelo sticker.
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Definicién 3.11 Sean n,k,l,m tales quen > km y 1 <1 < k. Una (n,k,l,m)-
libreria es el conjunto de todos los complejos de memoria del tipo (n, k,m) tales que
las ultimas k — [ regiones del complejo estan desactivadas.

L1|0|0|0|0|111|0101010|JOL0L0L0L0L0L01
- 1 > —f |~

Figura 3.5. Elemento de una (k, l)-librerfa

En lo que sigue se supondran fijados n y m, por lo que hablaremos simplemente de
(k, l)-librerias. Por tanto, una (k,!)-librerfa es un conjunto que consta exactamente
de 2! complejos de memoria tales que cada uno de ellos codifica un niimero binario
de k digitos y tales que los tltimos k — [ digitos son iguales a cero.

Con otras palabras, una (k,!)-libreria se puede describir, via la codificacion,
mediante el siguiente conjunto de palabras sobre {0,1}:

{z0*: 2 € {0,1}'}

Definicién 3.12 Un tubo madre del tipo (n,k,I,m) (conn >km y1 <1<k)es
una (n, k, l, m)-libreria.

Los datos de entrada de las computaciones en el modelo sticker suelen ser los
tubos madre.

Definicién 3.13 Dado un programa, P, en el modelo sticker y un tubo madre, Ty,
la computacion de P a partir de Ty es una sucesién finita de tubos

IokpTikp - Fp T,
en donde Tiy; es el tubo resultante de T; al aplicar una operacién basica del modelo.

Nota 3.14 En este concepto de computacion se obvian las operaciones robéticas y
unicamente se considera la traza de los tubos a lo largo de la ejecucién del programa.
Cuando se introduzcan operaciones robéticas (como podrian ser los bucles) con el
fin de automatizar determinadas operaciones sobre los tubos, se considerara que no

aparecen problemas de parada con respecto a las mismas.

Es interesante observar que el modelo sticker es capaz de simular teéricamente, en
paralelo, maquinas universales independientes: una por cada complejo de memoria,
y bajo la hipétesis de que exista una cantidad no acotada de stickers.



3.3. El Modelo Sticker 55

Conviene también observar que el modelo sticker es universal (todo lo com-
putable por una maquina de Turing es computable en el modelo sticker), incluso si
eliminamos la operacién desactivar (que es la mas complicada de implementar exper-
imentalmente en el laboratorio). No obstante, se afiade dicha operacién en el modelo
por cuestiones metodologicas, a fin de expresar de manera mas simple determinados
algoritmos.

El modelo sticker es un marco adecuado para atacar la resolucioén de problemas
NP-completos mediante biisquedas exhaustivas: para cada dato de entrada del pro-
blema de longitud ! basta considerar un tubo madre del tipo (k,!), en donde k — 1
es la memoria de trabajo que se necesita para resolver la instancia, y procesar en
paralelo todas las posibles 2! entradas.

3.3.3. Implementacion fisica

A continuacién vamos a analizar como se puede realizar una implementacién
fisica del modelo sticker en el laboratorio.

Para ello, cada una de las operaciones moleculares antes descritas se ha de inter-
pretar en términos de moléculas de ADN. Supondremos que los tubos estan formados
por complejos de memoria de tipo (n, k,m), con n > km.

Mezcla en el modelo sticker.

Dados dos tubos, T; y T3, se trata de hallar un nuevo tubo cuyo contenido sea
todas las moléculas de 7 junto con todas las moléculas de T5.

La implementacion fisica de esta operacién se puede realizar como sigue:
1. Hidratar el contenido de los tubos, si éstos no estuvieran aiin en solucién.
2. Verter uno de los tubos en el otro, para formar un nuevo tubo.

Hay que tener presente que en el vertido hay que contar con la cantidad de ADN
que puede permanecer almacenada en las paredes de tubos, pipetas, etc, y que se
pierden en la computacion. Incluso en el caso de que esta pérdida sea pequeiia en
relacion con la cantidad total de ADN, puede resultar probleméatica ya que algunas de
las moléculas perdidas podrian, presumiblemente, codificar alguna solucién relevante
del problema.
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Extraccién en el modelo sticker.

Dado un tubo, T', y una posicion 7 tal que 1 < ¢ < k, la operacién extraccién

devuelve dos tubos:

+(T,4) = {{o € T : la regi6n i-ésima de o esta activa}}

—(T,i) = {{o € T : la regitn i-ésima de o est4 inactiva}}

Para implementar fisicamente esta operacién en el modelo sticker se procede

como sigue:

1.

En el tubo T se introducen gran cantidad de muestras que codifican stickers de
la region i-ésima (recordemos que cada region de T' debe estar univocamente
determinada, a priori, por una sucesién de nucleétidos que la identifica).

Enfriando lentamente la solucién contenida en el tubo T' conseguimos que:

= Los complejos cuya region i-ésima esté desactivada, enlacen dicha region
con un ejemplar de la muestra.

» Los complejos cuya regién i-ésima esté activada, permanezcan igual.

A continuacién separamos de la solucién los complejos de +(7',¢). Para ello,
basta que, inicialmente, las muestras tengan adosada una pequefia microes-
fera magnética. La accién de un campo magnético atraeria a las moléculas
de —(T,1), con las bolitas magnéticas adosadas (también se podrian haber
adherido a un soporte sélido las muestras introducidas para asi atraer a las
moléculas de —(T,1)).

Finalmente, los complejos pertenecientes a —(7T',7) son liberados de las mues-
tras mediante un proceso de calentamiento de la solucion. Esta fase es bas-
tante delicada, ya que al calentar podrian desprenderse del complejo no sélo
las muestras recientemente adheridas, sino también los stickers restantes del
complejo. Por ello, conviene crear un diferencial entre la temperatura de rotura
de enlaces de muestras y las de los stickers. Una forma de conseguir esto podria
ser la siguiente: hacer que las muestras no sean exactamente complementarias
a sus regiones, o bien que sean complementarias pero més cortas que éstas.

De esta manera se necesita menos temperatura para romper los enlaces de las
muestras que los enlaces de los stickers (otra forma de conseguir esto seria
la siguiente: que las muestras fuesen complementarios exactos de las regiones
correspondientes, pero que, en cambio, los stickers fuesen de un material més
resistente a la temperatura, tipo PNA o DNG, [22]).
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Activar y desactivar en el modelo sticker.

Dado un tubo, T, y una posicién 4 tal que 1 < ¢ < k, la operacion activar (7, 1)
procede asi: en cada complejo de T se activa la posicion i-ésima, si es que no esta
activada. La operacién desactivar(T, ) procede como sigue: en cada complejo de
T se desactiva la posicién i-ésima si es que esta activada.

Veamos cé6mo implementar fisicamente la operacion activar(T,1).

1. Se introduce en el tubo T una cantidad suficiente de stickers asociados a la
region i-ésima de los complejos de T'.

2. Enfriando lentamente la solucién, aquellos complejos de T' que tengan de-
sactivada la region i-ésima, enlazaran esa region con alguno de los stickers
introducidos.

3. Separamos los stickers sobrantes (que no se han enlazado a ningiin complejo)
mediante filtracién, o bien separando todos los complejos. Esto se podria con-
seguir incluyendo inicialmente una regi6n universal comin a toda cadena de
memoria (bien al principio, o bien al final). Dicha regi6n nunca sera recubierta
o enlazada a ningan sticker.

Entonces disefiamos una muestra complementaria de esta regién universal que
nos permitira capturar los complejos del tubo, en cualquier momento.

Veamos cémo implementar la operacién desactivar(7,1):

Necesitamos romper los enlaces de los stickers correspondientes a la
regiéon i-ésima. Desde luego, esto no se puede conseguir simplemente
calentando la solucién, ya que ello haria saltar los enlaces de todos los
stickers.

Una posibilidad seria designar ciertas regiones débiles de tal manera que
los stickers asociados a esas regiones se pudieran desprender del complejo
con més facilidad que las restantes.

Asf, calentando a una temperatura intermedia serfa posible romper los
enlaces de los stickers débiles, y sblo esos. Claro esta, de esta manera se
implementarfa la operacioén desactivar(T, 1), pero tinicamente para el

caso en que la region i-ésima fuese una regidn débil.

Otra manera de implementar la operacién desactivar(T, 1) esta basada
en el fenémeno de la invasién de una cadena de PNA por formacion
de una triple hélice [52]. Se ha probado que en condiciones adecuadas,
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dos cadenas simples, oligos de todas las pirimidinas PNA, invadiran una
doble hebra de ADN formando una triple hélice (PNA),/ADN, despla-

zando las pirimidinas.

Al parecer, este proceso se podria implementar utilizando un tipo de
PNA: las grapas PNA [22]. Si, por ejemplo, un sticker consta de 21
nuclebtidos se podria usar una grapa de PNA de longitud 14 que formaria
una triple hélice con los 7 nucle6tidos centrales del sticker.

Figura 3.6. Una grapa de PNA alrededor de un complejo

Asi, mezclando las grapas especificas de PNA relativas a la region i-ési-
ma correspondiente, las grapas de PNA formaran una triple hélice en
el nicleo del sticker, lo que provoca una desestabilizacién del mismo,
con lo cual es necesaria una menor temperatura para romper los enlaces
de dicho sticker respecto de su complejo, sin que queden afectados los
restantes stickers del mismo.

Sin lugar a dudas, en términos de implementacién fisica, la operacién
desactivar es la mas problematica. No obstante, cabe sefialar que puede
eliminarse esta operacién del modelo sin que se pierda, tedricamente,

potencia computacional.

Inicializacioén en el modelo sticker.

Toda computacion en el modelo sticker comienza con un proceso de inicializacién
del tubo de partida o tubo madre, que sera una de las librerias definidas anterior-
mente.

En nuestro paradigma de computacién resolveremos problemas NP-completos
en este modelo mediante la bisqueda exhaustiva sobre entradas de longitud [, lo
que nos llevara a procesar en paralelo todas las posibles 2! entradas, eliminando, si
fuera el caso, todas aquellas que no satisfagan algin criterio.

Para construir una (k, {)-libreria se procede como sigue:

1. Se sintetizan 2! copias idénticas de una cadena de memoria con k regiones
(k > 1) que colocamos en un tubo (en solucién), T
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2. Se divide el tubo anterior en otros dos, 7" y T", que contengan cada uno la
mitad del volumen, aproximadamente.

3. En el tubo 7" se introduce una gran cantidad de stickers correspondientes a

cada una de las regiones i-ésimas, para 1 <17 < [.

4. Enfriando adecuadamente la solucion, se produciran los correspondientes en-
laces, consiguiendo que todas las cadenas de memoria de T" den lugar a com-
plejos que tienen complementadas las regiones 1,2, ...,!, respectivamente.

5. Los stickers que no han sido usados en la operacién anterior se eliminan de
T', bien por filtracién o bien por separacién, a través de la creacion inicial de
regiones universales en las cadenas de memoria en la forma que se ha indicado

anteriormente.

6. Se mezclan los contenidos de los tubos 7" y T” en un nuevo tubo, T". Se

calienta la solucién a fin de conseguir que se rompan los enlaces de las moléculas
de T".

7. Se enfria poco a poco la solucién del tubo 7" permitiendo que los stickers de
p
la solucién se enlacen aleatoriamente con las cadenas de memoria de T".

Cada region i-ésima, con 1 < i < [, tiene 2"~! correspondientes stickers y en
T" hay en total 2! regiones i-ésimas. Por tanto, cada una de ellas tiene una
proporcién de 1 sticker para 2 regiones. En consecuencia, la probabilidad de
que la regién 4-ésima de un complejo resultante esté activada es 1/2.

Dado un ntimero binario de longitud ! y un complejo arbitrario resultante,
la probabilidad de que dicho complejo no codifique ese nimero binario seréa
1- §1r Teniendo presente que existen en total 2 complejos, resulta que la pro-
babilidad de que un niimero binario dado de longitud I no esté codificado por
ningin complejo en el tubo resultante es

121

(1—5)

Para valores suficientemente grandes, dicho nimero tiende a %

Como conclusién, en el tubo resultante cada uno de los complejos deseados seran
fabricados con una probabilidad del 63 %, aproximadamente. Desde luego, este por-
centaje puede ser incrementado con tal de sintetizar inicialmente méas de 2! cadenas
de memoria (a través de la técnica del PCR).
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Salida final de una computacién en el modelo sticker.

Para determinar un complejo solucién del tubo obtenido al final de la com-

putacion, se necesita:
1. Detectar la presencia de complejos en dicho tubo.
2. En caso de que existan, aislar uno de esos complejos.

3. Identificar el complejo aislado a través del analisis de los stickers enlazados al

mismo.
Veamos como implementar cada uno de estos pasos.

» La deteccién de complejos en el tubo de salida se puede conseguir ponien-
do un etiquetado fluorescente en las cadenas de memoria (en la fase inicial),
y haciendo que la solucién pase a través de un tubo capilar (muy fino). Esta
técnica puede servir también para aislar un complejo, en el caso en que el tiem-
po transcurrido entre la deteccién de un complejo y otro sea suficientemente
grande.

= El proceso final de identificacién de los stickers enlazados al complejo aislado,
se puede realizar con la ayuda de un microscopio electronico, teniendo presente
que se conocen a priori el orden de las regiones del complejo (incluso leyendo

las regiones desactivadas).

En 1995, Meade [50], implement6 esta operacion aislando los stickers vertiendo
la solucién a través de un malla de hibridacion.

3.3.4. Diseno de las cadenas de memoria y los stickers

A la hora de disefiar las cadenas de memoria y los stickers, hay que tener presente
una propiedad fundamental: cada sticker debe estar especializado en una inica region
de la cadena, con la que se podra enlazar. Se trata, pues, de disefiar sucesiones de
longitud n tales que existan k sucesiones de longitud m verificando la siguiente
propiedad:

Cada una de las regiones tiene, al menos, d, posiciones que se aparean mal con
cualquier otra region de la cadena.

Es decir: d; es el nimero minimo de malos emparejamientos que se necesitan

para que un sticker no se enlace a una cadena.
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Hemos de prevenir, también, que la propia cadena se enlace con ella misma. Esto
se puede conseguir disefiando una sucesién de longitud n tal que el complementario
de cada subsucesién de longitud m tenga, al menos, d; malos emparejamientos con
cualquier otra subsucesion de longitud m. Es decir: d; es el niimero minimo de malos
emparejamientos que son necesarios para prevenir que una cadena de memoria se
enlace consigo misma.

Finalmente, es necesario disefiar muestras que puedan enlazar con unas corres-
pondientes regiones de la cadena, y de tal manera que tengan menor afinidad que
los stickers asociados: asi se asegura la existencia de temperaturas que permiten la
rotura de enlaces de las muestras mientras permanecen los enlaces de los stickers.

Se exige que las muestras tengan, al menos, d3 malos emparejamientos con la
correspondiente regiéon y, al menos, dy (con dy > d;) malos emparejamientos con
cualquier otro sitio de la cadena.

Estos criterios pueden parecer desalentadores, sin embargo, existen formas po-
tencialmente simples de realizar estas tareas.

Para ello, obsérvese que, en general, podemos dejar vacias algunas porciones de
la cadena de memoria: basta no identificar esas porciones como regiones (por ello,
no exigimos que n = km, sino que n > km).

En 1996, K. Mir propone usar sélo Pirimidinas (o respectivamente Purinas) para
las cadenas y s6lo Purinas (respectivamente Pirimidinas) para los stickers, con el fin
de evitar que una cadena de memoria se enlace con ella misma.

A modo de conclusion podemos decir que aunque el disefio de las cadenas y
stickers es bastante complicado, resulta que una vez que disponemos de una cadena
de memoria con k regiones, esta puede ser reutilizada para cualquier problema que
necesite, a lo sumo, &k bits de memoria.

3.3.5. Una propuesta de maquina sticker

Siguiendo [77], a continuaci6én describimos una posible maquina que implementa
computaciones usando el modelo sticker. La maquina que describimos es una especie
de estacién de trabajo robética y paralela para la computacién molecular, en la que
varios robots y el flujo de liquido es controlado por un ordenador central electrénico
programable.

Consta de un estante que contiene muchos tubos de ensayo, una pequeia cantidad
de robots, algunas bombas de liquidos, calentadores y enfriadores, asi como algunos
aparatos microelectronicos convencionales.

La estaciéon de trabajo almacena todo el ADN (que representa informacién du-
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rante la computaci6én) en los llamados tubos de datos.
Un tubo de datos es un cilindro cerrado que tiene unos manguitos en sus bases
(lo que permite que fluya liquido a través de ellos).

Manguito

1
. 1
) l_ [} ]
Ladosucio_ % | . ‘- ! X Lado limpio
Y .
[}
L}

membrana

cadenas
Figura 3.7. Tubo de datos

Préximo a una de las bases hay una membrana que dnicamente permite que
pase a través de ella el disolvente (y no los stickers o las cadenas de memoria). Esta
membrana proporciona una polaridad al tubo de datos: el manguito préximo a ella
se dice que es el lado limpio, y el opuesto se dice que es el lado sucio.

Cuando un tubo de datos no se esta usando, se coloca la membrana en la parte
inferior. Todo el ADN estard en la parte del cilindro situada por encima de la
membrana.

Los tubos de datos (que pueden estar vacios) contienen un conjunto de complejos
de memoria y un conjunto de stickers no enlazados. Cada conjunto de ntimeros
binarios (de longitud prefijada, [) tiene asociado un tubo de datos que contiene las
cadenas de memoria y los stickers que representan los nimeros binarios del conjunto.

Asimismo, cada bit (posicién o regién) tiene asociado un tubo de datos que con-
tiene una cantidad suplementaria de stickers que codifican dicha posicién o region.

Cada vez que se crea un conjunto de complejos (por ejemplo, a partir de la
operaciéon de extraccion/separacién) se coloca en la estanteria un nuevo tubo de
datos.

Cada vez que se destruye un conjunto de complejos (por ejemplo, a partir de la
operacién mezcla), el tubo de datos es desechado (o quizas, limpiado, esterilizado y
reutilizado posteriormente).

Ademas de los tubos de datos, existen los tubos operadores cuya estructura es
similar a la de un tubo de datos, pero con diferente contenido interno (ambos la-
dos/extremos de los tubos operadores se consideran sucios).

Existen tres tipos de tubos operadores:

1. Tubos operadores en blanco, que son simplemente tubos vacios con manguitos
en sus bases.
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Figura 3.8. Tubo operador en blanco

2. Tubos operadores sticker, que son tubos con manguitos en sus bases y una
membrana préxima a una de ellas, que permite pasar los stickers pero no las
cadenas de memoria.

1

Figura 3.9. Tubo operador sticker

3. Tubos operadores de erxtraccidn, que son tubos que contienen muchas copias
idénticas de oligo-muestras de un determinado bit o regién. Esos oligos son
adheridos a un soporte sdlido o tienen adosados una bolita/sonda que no per-
mite que pasen a través de los filtros por los que, en cambio, si pueden pasar

las cadenas de memoria.

1
U

Figura 3.10. Tubo operador de extraccién

Para cada bit o regién, existe un tubo operador de extraccién diferente.

A lo largo de la ejecucion de la maquina, algunos tubos seran usados y otros no.
Los tubos no usados se almacenarin en una estanteria.

Una operacién genérica se realiza en la maquina como sigue:

1. Bajo el control de un ordenador electrénico, un robot selecciona y escoge dos
tubos de datos de la estanteria, asi como un tubo operador.

2. Los conectores (o extremos) sucios de los tubos de datos se conectan a los
extremos (sucios) del tubo operador. Los conectores limpios de los tubos de

datos se conectan entre si a través de una manguera.

3. La solucién circulara a través de los tres tubos.
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4. La direccion y duracién del flujo, asi como la temperatura, es controlada por
el ordenador.

5. Cuando el flujo se detiene, uno o més tubos son desconectados y colocados de

nuevo en la estanteria, por un robot.

6. Nuevos tubos son seleccionados por el robot de la estanterfa y se reitera el

proceso.

Obsérvese que los conectores limpios nunca estan en contacto entre si. stos
tinicamente estan en contacto a través de la manguera.

Sucio sucio
I 1

operador
—

J

limpio

calentador/enfriador

Figura 3.11. Maquina Sticker

A continuacién, veamos como pueden ser simuladas en la maquina antes descrita

cada una de las cuatro operaciones fundamentales del modelo sticker.

Mezcla (Tl y T2 ) .

Seleccionamos de la estanteria dos tubos de datos correspondientes a 71 y T3,
respectivamente, y un tubo operador en blanco. Hacemos que la solucién fria fluya
hacia, por ejemplo, el primer tubo de datos.

De esta manera, todos los complejos de memoria irdn a parar al tubo de datos
T}, mientras que el tubo de datos T y el tubo operador blanco son desechados.

Extraccién(T, 7).

Seleccionamos de la estanteria el tubo de datos correspondiente a T, asf como
un tubo de datos vacio. Seleccionamos el tubo operador extraccién correspondiente
a la regién i-ésima. Durante un tiempo hacemos que la solucién fria fluya en ambas
direcciones (esto permite que las muestras que codifican la region i-ésima se enlacen

con aquellos complejos que tienen desactivada dicha region).
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A continuacién hacemos que el liquido fluya hacia el tubo de datos vacio, forzando
que todos los complejos que no se han enlazado con stickers del tipo i-ésimo pasen
a dicho tubo.

Desconectamos este tubo (que inicialmente estaba vacio y ahora contiene todos
los complejos de T que tenian activadas la region i-ésima), y lo colocamos en la
estanteria: sera el tubo +(7', 7). Lo reemplazamos por otro tubo vacio.

Calentamos la solucién y hacemos que ésta fluya hacia el nuevo tubo de datos que
estaba vacio. Con esto se consigue que los complejos que tenian adheridas las mues-
tras/stickers de la region i-ésima, rompan ese enlace y se vayan al nuevo tubo. Des-
pegamos este tubo, y lo colocamos en la estanteria: es el tubo —(T', 7). Desechamos
el tubo de datos original y volvemos a colocar en la estanteria el tubo operador
extraccion i-ésima que ha sido usado.

Activar(T,1).

Seleccionamos de la estanteria el tubo de datos correspondiente a T, asi como
el tubo de datos que contiene stickers suplementarios de la region i-ésima. Selec-
cionamos de la estanteria el tubo operador sticker.

Hacemos que la solucién fria fluya en ambas direcciones durante un momento.
Esto permite que los stickers se enlacen con los complejos que tengan desactivada la
regién i-ésima. A continuacién hacemos que la solucién fria fluya hacia el tubo de
datos sticker.

Tubo de Datos T
(v L~ )
' N'::v: I
-/ N
Tubo operador

Figura 3.12. Proceso de activacién

De esta manera todos los stickers no usados pasaran al tubo de datos stickers y
los complejos quedaran retenidos en el filtro del tubo operador.

Desconectamos el tubo de datos stickers y lo colocamos en la estanteria. Lo
reemplazamos por un nuevo tubo de datos vacio. Hacemos ahora que la solucién fria
fluya hacia el tubo de datos T'. Esto hace que todos los complejos pasen al tubo 7.
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Colocamos el tubo T en la estanteria y desechamos el tubo operador y el tubo

de datos vacio.

Desactivar(T), 7).

Seleccionamos de la estanteria el tubo de datos correspondiente a T, asi como
el tubo de datos que contiene anti-stickers correspondientes a la regi6n i-ésima (es
decir, cadenas PNA que, por invasién, forman una triple hélice que desestabiliza la
region i-ésima). Seleccionamos de la estanteria el tubo operador sticker.

N\ Y —s

! I ~’:;~ I: T

Tubo de Datos T

Deja pasar anti-stickers,
pero no las cadenas

Figura 3.13.

Hacemos que la solucion fria fluya en ambas direcciones durante un momento.
Esto permite la invasion de las cadenas de PNA dando lugar a triple hélices en la
regién i-ésima.

A continuacién hacemos que la solucién fria fluya hacia el tubo de datos de los
anti-stickers. De esta manera todos los anti-stickers no usados se depositan en el

tubo que contiene anti-stickers.

Tubo con PNA
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Tubo de Datos T

Figura 3.14.

Desconectamos este tubo y lo colocamos en la estanteria. Ponemos en su lugar

un tubo vacio.
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Puede haber triples hélices
Tubo vaclo
l’VNN 2 AN 1
l~- -~ I [}
U J \_~ U S,

Tubo de Datos T

Figura 3.15.

Calentamos un poco hasta conseguir que se rompan las triple hélices pero no otros
enlaces y hacemos que la solucién fluya hacia el tubo vacio. Entonces en este tubo
se depositaran todos los anti-stickers PNA que habian formado las triple hélices.

Sin triples hélices PNA usada anteriormente
(o~ P — (o ) —

~
| | - ]

Tubo de Datos T

Figura 3.16.

Desconectamos este tubo, lo colocamos en la estanteria y lo sustituimos por otro

vacio.
Tubo vacio
T L]
Lad '3 :, ~|\ ]
[P T A | 1
: J 1 N,
Tubo de Datos T

Figura 3.17.

Entonces hacemos que la solucién fluya hacia el tubo T, en donde quedarén

depositados todos los complejos que tienen desactivada la region i-ésima.

Neo+——7 :\4_

Todos los complejos con la
region i activada

Figura 3.18.
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Colocamos el tubo T en la estanteria y desechamos el tubo operador y el tubo

de datos vacio.

Nota 3.15 El paralelismo se puede conseguir de muchas maneras. Por ejemplo,
las operaciones de activar y desactivar un determinado bit pueden ejecutarse si-
multaneamente por la maquina que hemos descrito, basta apilar los tubos de datos

correspondientes tras el tubo operador:

1 L 1 L
| I 1 ] | | t 1 1
» U L J G A

1 1
1 ]
1 ]
5 J \ J \. "

Tubo T1 Tubo T3 Tubo T3 Tubo Ty Tubo Tubo stickers
operador

Figura 3.19.

También se necesitarian muchos robots para poder ejecutar varias operaciones
(eventualmente distintas) de manera simultanea.
La maquina sticker descrita requiere pocos elementos: bombas de liquidos y

calentadores-enfriadores. Se necesitaria un banco de:

Tubos de datos vacios.

Tubos operadores en blanco.

Tubos operadores stickers.

Soluciones con varias concentraciones.

Tubos de datos conteniendo las cadenas de memoria iniciales.

Tubos de datos conteniendo los stickers asociados a cada region.

Tubos operadores de extraccién asociados a cada regidn.

Un punto importante a destacar en el disefio presentado es que todos estos tubos
son reutilizables de un problema a otro.
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3.4. Universalidad de los modelos moleculares

Las soluciones que proporciona la manipulacién de moléculas de ADN para pro-
blemas NP-completos demuestran las interesantes propiedades computacionales que
subyacen en las moléculas de ADN. Ahora bien, estos resultados podrian no ser re-
levantes si no existiera un computador molecular.

El disefio de maquinas de Turing basado en moléculas de ADN es un paso en esta
direccién, ya que define un sistema de computacién capaz de mantener un estado
y una memoria, asi como ejecutar un nimero indefinido de transiciones (pasos de
computacion).

En [7], D. Beaver disefia una maquina de Turing que consta de una cadena
simple de ADN, basandose en la similitud existente entre la cinta de la maquina y la
cadena simple de ADN (ambas son lineales y almacenan informacién por medio de
un alfabeto finito). Esto justificara la universalidad de todo modelo de computacion
molecular que pueda implementar las operaciones utilizadas en esta simulacién.

A continuacién se describen las especificaciones concretas de la maquina de Tu-
ring que D. Beaver simul6 a través de procedimientos moleculares.

Una méaquina de Turing, M, es una 7-tupla, M = (Q, %, T, 4, qo, gr, B), en donde:

= @ es un conjunto finito no vacio (cuyos elementos se denominan estados).

¥ es un conjunto finito no vacio, denominado alfabeto de entrada.

I" es un conjunto finito no vacio tal que ¥ C I', denominado alfabeto de trabajo.

d es una funcién parcial de @ x ' en Q x I x {0, 1, —1}, denominada funcidn
de transicion.

¢o € @, que se denomina estado inicial.

gr € Q@ — {qo}, que se denomina estado final.
s B el — X, que se denomina simbolo blanco.

La maquina consta de una cinta que posee una cantidad numerable de casillas o
celdas. La cinta es ilimitada a la derecha y posee primera casilla. Cada celda de la
cinta contiene un simbolo del alfabeto de trabajo.

La maquina de Turing dispone de una cabeza de trabajo lectora/escritora que,
en cada instante, analiza una casilla. Al realizar ese analisis puede escribir un nuevo
simbolo en la celda analizada, borrando el simbolo que contenia. Ademaés, puede
desplazarse una casilla a la derecha, una casilla a la izquierda (si no esta analizando
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la primera casilla), o bien permanecer en el mismo sitio analizando otra vez la misma
casilla en el instante siguiente.

Si 6(q,s) = (¢, §',x) diremos que la maquina M pasa del estado ¢ al estado ¢/,
sustituye el simbolo s (de la casilla que est4 analizando la cabeza de trabajo) por el
simbolo ', y la cabeza se mueve segin indica el valor de z (1 = a la derecha; —1 =
a la izquierda; 0 = permanece en el mismo lugar). Ademas, si > es la primera casilla
de la cinta, entonces se exige que §(q,>) = (¢, s',z) —» & => Az € {0,1}.

Una descripcion o configuracion instantdnea de la maquina de Turing M es una
cadena wqz, en donde w € T*, g € Q, y z € (I'— {B})*. La descripcién instantinea
wqz se puede interpretar como sigue: wz es la palabra escrita en la cinta (desde
la primera casilla en adelante, q es el estado en el que se encuentra la maquina en
ese instante, y la cabeza de trabajo est4 analizando el primer simbolo de z. En esta
interpretacion, admitiremos que toda casilla situada a la derecha del dltimo sfmbolo
de x contiene el simbolo blanco B.

Diremos que una descripcién instantdnea wqsy, conw € I'*, g€ Q, s € ' — {B}
ey € (I' — {B})*, es una descripcion de parada si 6(g,s) 1. Ademas, diremos que
dicha descripcién es de aceptacion si es de parada y q = gp.

Si w € X*, entonces la descripcion instantdnea inicial de M sobre w, que no-
taremos I, es gow.

Sobre el conjunto de descripciones instantaneas de M se define la relacién Fps
como sigue:

wsqs'y by wq'ss"y & 6(q, ') = (¢, s",-1)
wsqs'y by wsq's"y & 8(g, 8") = (¢,5",0)
wsqs'y by wss"qy & 6(q,s") = (¢, ", +1)

Dadas dos descripciones instantaneas, I; y I, de M, diremos que I se obtiene de
I tras ejecutar un paso si ) Far 1.

Sobre las descripciones instantaneas de M se define la relacién -3, como el cierre
reflexivo y transitivo de ;. Es decir, diremos que la descripcién instantanea I se
obtiene de la descripcién instantanea I; tras ejecutar k pasos en la computacién de
M si existen descripciones instantaneas Jp, J, ..., Jixy1 tales que

J1=Il/\Jk+1:IQAVi(lSiSk—’JiI_MJi.H)

Si w € ¥*, entonces diremos que la méquina M para sobre w, y notaremos
M | w, si existe una descripcién instantanea de parada, I, tal que I, 3, I. Caso

contrario, diremos que M no para sobre w, y notaremos M T w.
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Si M | w, entonces se prueba facilmente que existe una tnica descripcion ins-
tantanea, I7, tal que es de parada y, ademas, I, i, If.

El lenguaje aceptado o reconocido por la maquina de Turing M se define como
sigue:

L(M)={weX*: M |w A I es una descripcién instantanea de aceptacion}

Diremos que un lenguaje L sobre X es recursivamente enumerable si existe una
maquina de Turing, M = (Q,%,T, 4, qo, gr, B), tal que L(M) = L. Diremos que
el lenguaje L sobre ¥ es recursivo si existe una méquina de Turing, M, tal que
L(M) = Ly, ademaés, para cada w € £* se tiene que M | w.

La simulacién de maquinas de Turing arbitrarias a través de la manipulacién de
moléculas de ADN permite establecer la universalidad de aquellos modelos de com-
putacién molecular que son capaces de implementar todas las operaciones necesarias
para realizar dicha simulacién.

La simulacion presentada D. Beaver requiere desarrollar los siguientes pasos:

1. Codificar las descripciones instantédneas (en particular, las iniciales) a través
de moléculas de ADN.

2. Determinar la codificacién de la descripcién instantanea siguiente de una des-
cripcién instantanea que no es de parada, especificada a partir de su cédigo.

3. Decidir cuando es de parada una descripcién instantanea codificada por una
molécula de ADN y, en su caso, determinar si es o no de aceptacion.

En primer lugar, vamos a proceder a codificar las descripciones instanténeas de
una maquina de Turing a través de moléculas de ADN.

Para ello, supongamos que f es una funcién 1-aria total computable tal que para
cada dato de entrada de tamaifio n, la maquina de Turing M usa a lo sumo f(n)
casillas. Entonces se considera una funcién de codificacién:

E:{l,...,f(n)} x (QUT) — Z4pn
que satisfaga las condiciones siguientes:

» E(i,7) y E(7, ') no deben poseer subcadenas relevantes iguales, a menos que
i=i'yj=j.

» E(i,7) y E(#,5) (donde E(¥',j') es la cadena complementaria a E(¢,j')) no
deben poseer subcadenas relevantes iguales, a menos que t = ¢’y j = j'.
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» Si s € T, entonces E(i,s) indica que el simbolo s esta en la posicién i-ésima

de la cinta.

» Si ¢ € Q, entonces E(i,q) indica que la maquina M esti en el estado g y la
cabeza de trabajo esté analizando la casilla i-ésima de la cinta de M.

Una funcién codificadora, E, verificando las condiciones antes citadas puede ser
efectivamente implementada en el laboratorio.

A partir de la funcién E, se codifican las descripciones instantaneas de M de la
siguiente forma: si wqz es una descripcién instantanea de M, con w = wy ... w, y
T = xp...T, entonces dicha descripcion instantanea se codifica por la cadena de
ADN siguiente:

EQ,wy)... E(r,w.)E(r+1,9)E(r+1,2,)... E(r+s,z,)E(r+s+1,B)... E(f(n), B)

Una vez codificadas las descripciones instantaneas por moléculas de ADN, el si-
guiente paso para la simulacién de la maquina de Turing M consiste en implementar
la funcién de transicion, 4.

Para ello, vamos a ver previamente cémo es posible realizar en el laboratorio
una operacién que permite sustituir un cierto trozo en una cadena de ADN por
otro trozo. Es decir, se trata de realizar una lectura parcial de la cadena simple que
codifica una cierta descripcién instantanea I (en un entorno que corresponderia a la
casilla analizada por la cabeza de trabajo) y, posteriormente, a través de la operaciéon
de sustitucién se modifica el trozo correspondiente a fin de obtener la descripcién
instantanea 6(I).

Concretamente, la operacion de sustitucion consiste en lo siguiente:

= Se parte de una cadena simple, v = LAXBR, en donde L, A, X, B, R son
las correspondientes subcadenas que integran «y: L es la parte izquierda de la
cadena, R es la parte derecha, AX B es la parte de la cadena donde se efectiia
la lectura y X es el trozo que se va a sustituir.

» Se parte, ademaés, de otra cadena simple Y.
= Se trata de generar la cadena v/ = LAY BR.

Esta operaci6n se notara por SUST(A, X, B,Y) y se implementa en el laboratorio

como sigue:

1. Se sintetizan las cadenas AYB y R, y se afiaden a la solucién donde se en-
cuentra la cadena simple vy = LAX BR.
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2. Se somete la solucién a un proceso de renaturalizacién.

3. Usando la polimerasa y comenzando por R se escribe la cadena L.
4. Usando la ligasa se rellenan los huecos que pudieran quedar.

5. Se somete la solucion a un proceso de desnaturalizacion.

6. Se extrae de la solucién la cadena 3' — LAY BR utilizando el método de las
sondas con microesferas metalicas que llevan adheridas 5 — L.

7. A la solucién que contiene 3’ — LAY BR se le afiade la cadena 5’ — L y se
somete la solucién a un proceso de renaturalizacion.

8. Usando la polimerasa se extiende la cadena superior, y con la ligasa se sellan
los huecos que pudieran aparecer.

9. Se somete la solucién a un proceso de desnaturalizacién.

10. Se extrae de la solucion la cadena 5 — LAY BR utilizando el método de las
sondas con microesferas metalicas que llevan adheridas 3' — L.

A partir de la operacion de sustitucién antes descrita, veamos c6mo se imple-
menta la funcién de transicién, §, de la maquina de Turing M.

Sea I una descripcion instantanea de M que tiene ¢ como estado y con la cabeza
en la posicion i-ésima apuntando al simbolo s € I'. La codificacién de la descripcién
I sera la siguiente:

LE(i—2,s__E(i—1,5_)E(i,q)E(i,s)E(i + 1,s.)E(i + 2,544)R

En donde s__ y s_ son los simbolos que ocupan las posiciones anteriores al simbolo
S,y 84+ ¥ S4+4 son los simbolos que ocupan las posiciones posteriores al simbolo s.

s Caso 1: Supongamos que d(q, s) = (¢, s', —1). En este caso, se considera

A= E(@-2,5__)

X = E(@i-1,s_)E(i,q)E(3,s)

B= E@G+1,s4)E(i+2,544)

Y= E(Gi-1¢)EG—-1,s_)E(,s)

Entonces, se tiene que 6(I) = SUST(A, X, B,Y).

» Caso 2: Supongamos que 6(g, s) = (¢, ¢, +1). En este caso, se considera
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A= E(-2,s-_)E(i—1,s_)
X= EG,9E®s)E(G+1,s4)
B= E(i+2,5:4)

Y= E@4s)E@i+1,¢)EG+1,sy)

Entonces, se tiene que 6(1) = SUST(A, X, B,Y).

» Caso 3: Supongamos que 6(q,s) = (¢, s, 0). En este caso, se considera

A= E(G-2,s__)E(i—1,s_)
X = E(i,qE(,s)

B= E(@i+1,5:)E(i+2,5:4)
Y= E(,q)E@)

Entonces, se tiene que §(I) = SUST(A, X, B,Y).

En resumen, la implementaciéon de la funcién de transicion 4 en el laboratorio

para simular la maquina de Turing, M, se realizaria como sigue:

= Para la creacién del tubo inicial, que debe codificar la descripcién instantanea

inicial para el dato de entrada w € ¥*, se sintetiza la cadena

B(1, ) E(L,wy)... E(wl, w) E(w| + 1, B) ... E(f(n), B)

en el tubo inicial Tg.

s Para los pasos de transicion, se colocan suficientes oligos sintéticos del tipo
E(i,q), E(i,s) para cada i € {1,...,f(n)}, ¢ € @ y s € I". A continuacién se
procede en dos fases:

1.

En una primera fase, se procede a separar moléculas en tubos que clasi-
fiquen las distintas descripciones instantaneas segin el uso posterior que
se les va a dar:
para cada g€ Q Ai€ {1,..., f(n)} hacer
T(i,q) — extraer(Tp, E(i,q))
para cada e Q At € {l,...,f(n)} A s €T hacer
T(3,q,s) «— extraer(T(i,q), E(,s))
para cada € Q A1 €{2,...,f(n)} A s,s_ €I hacer
T(i,q,s,s-) «— extraer(T(i,q,s),E(i—-1,s_))
para cada g€ Q A i€ {2,...,f(n)} A s,s_,s4 €T hacer
T(i,q,s,8_,84) «— extraer(T(i,q,s,s4),E(i+1,5;))
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2. En una segunda fase se implementa la funcién de transicién:
para cada q,¢ € Q A 5,5 €T tales que d(q,s) =(¢,s,—1) hacer
para cada i € {3,...,f(n) — 1} A s_,s4,5_— €T hacer
T(i,q,s,5_,5;,5__) «— extraer(T(i,q,s,5-,54+), E(i —2,5__))
A—E(i—-2,s__)
X — E(i—1,5_)E(i,q)E(,s)
B~ E(i+1,s4)
Y —E(G-1,¢)YE(G—1,s_)E(i,s)
Ejecutar SUST(A,X,B,Y) en T(i,q,s,5-,5+,5--)
To— ToUT(i,q,8,5—,54+,5__)
para cada q,¢ € Q A 5,8 €T tales que d(q,s) = (¢, s, +1) hacer
para cada i € {2,...,f(n) —2} A s_,s4,s44+ €T hacer
T(i,q,8,5_,54,5.+) — extraer(T(i,q,s,s_,54), E(i+2,5.4))
A—E(i—1,5_)
X «~ E(i,q)E(i,s)E(t + 1,s4)
B—E(i+2,5:4)
Y — E(@,sE(@i+1,¢)E(i+1,s4)
Ejecutar SUST(A,X,B,Y) en T(i,q,S,5-,S+,S++)
To — ToUT(i,q,8,8—, 8+, S++)
para cada q,¢ € Q A 5,8 €' tales que &(q,s) =(¢’,s,0) hacer
A—E(i—-1,s.)
X « E(i,9)E(i, s)
Be—E(i+1,s,)
Y «— E(i,¢)E(i, 8)
Ejecutar SUST(A, X, B,Y) en T(i,q,s,5—,5+)
To — ToUT(i,q,8,5-,5+)

= Para la aceptacion o rechazo de la descripcién instantanea admitiremos que la
entrada es aceptada si y solo si el simbolo 1 esta en la casilla situada méas a
la izquierda, y de rechazo en caso de que sea el simbolo 0 el que esté en dicha
casilla. En consecuencia, la implementacion de que M acepta w sera

detectar(extraer(Tou, E(1,9r)E(1, 1)))
y la implementacioén de que M rechaza w sera
detectar(extraer(Tou, E(1, ar)E(1,0)))

siendo T,y €l tubo de salida de la computaciéon de M sobre w.



Capitulo 4

Verificacion formal en el modelo
Sticker

Cuando se disefia un algoritmo o programa, el objetivo final es la resolucién de un
problema. Pero, jc6mo podemos estar seguros de que dicho programa es correcto?
Es decir, jcomo saber si dicho algoritmo resuelve realmente el problema abstracto
para el que ha sido disenado?.

Hasta mediados de la década de los sesenta, la inica técnica usada para respon-
der a la cuesti6n planteada consistia en ejecutar dicho algoritmo sobre una muestra
finita de datos de entrada e ir depurando su disefio de acuerdo con los resultados
obtenidos (lo que se denomina test y debugging). Con la aparicién de algoritmos
cada vez méas complejos queda patente que este método de correccion es del todo
insuficiente. Como hace notar E.W.Dijkstra [20], dicha técnica, que se podria de-
nominar validacién dinamica, sdélo pondrd de manifiesto la presencia de errores,
pero nunca la ausencia de ellos.

Como consecuencia del teorema de Rice, se deduce que el problema de la correc-
cién no es resoluble algoritmicamente; es decir, no existe un procedimiento mecénico
general para determinar si, dado un algoritmo disefiado para resolver un problema
abstracto, devuelva SI en caso de que el algoritmo resuelva el problema, y devuelva
NO en caso contrario.

Es por ello que surge la necesidad de crear una validacién estatica, frente a la
anterior, que consista en obtener informacidn a priori sobre el comportamiento del
programa mediante el andlisis de su propio texto [5] para, posteriormente, demostrar
la correccién del mismo en un contexto puramente matematico. En otras palabras,
utilizar una metodologia que haga uso de métodos analiticos, cuya finalidad sea la
de probar un teorema que se pueda interpretar como: el algoritmo es correcto. Para

77
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ello, dicha metodologia, que podriamos denominar verificacién formal, requeriria:

= Un método de especificacion formal, que proporcione los criterios para consi-

derar correcto un algoritmo.

= Una semdntica formal del lenguaje de programacién, que permita considerar

al algoritmo como objeto matematico.

» Unas reglas formales de demostracidn, que proporcionen los medios para es-
tablecer la veracidad del teorema de correccién buscado.

En este capitulo vamos a estudiar procesos de verificacién de programas en el
modelo sticker. Para ello, comenzamos en la primera seccién analizando la posibi-
lidad de describir los programas moleculares disefiados para resolver problemas de
decisién como sistemas formales. La segunda seccién estd dedicada a la representa-
cién de conjuntos finitos en el modelo sticker. Para ello disefiaremos y verificaremos
programas en el modelo citado que resuelven problemas que nos permitiran atacar
la resolucién de otros problemas numéricos NP-completos clasicos.

4.1. Programas moleculares como sistemas formales

Para verificar formalmente un programa molecular disefiado para resolver un
problema, hay que demostrar dos resultados bésicos:

(a) Toda molécula del tubo de salida representa una solucién correcta del problema
(correccion del programa molecular); es decir, si el tubo de salida no esta
vacio, entonces toda molécula de dicho tubo codifica una solucién correcta del
problema. Con otras palabras, para un problema de decisién, si el programa
devuelve SI, entonces la respuesta del problema es SI.

(b) Toda molécula del tubo inicial que codifica una solucién correcta del problema
debe estar en el tubo de salida (completitud del programa molecular); es decir,
si el tubo de salida est4 vacio, entonces no existe ninguna solucién correcta del
problema. Con otras palabras, para un problema de decision, si el programa
devuelve NO, entonces la respuesta del problema es NO.

A continuacién, vamos a describir como sistemas formales, los programas disefia-
dos para resolver problemas de decision; de tal manera que demostrar la verificacién
de un programa molecular sea equivalente a establecer la adecuacion y completitud
del sistema formal asociado.

Un sistema formal consta, en esencia, de
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(a) una sintaxis, obtenida a partir de un alfabeto prefijado y de una regla de
formacién de formulas del sistema;

(b) una semdntica que proporciona el concepto de validez ; y

(¢) una deduccion que proporciona el concepto de demostrabilidad de una férmula
en el sistema.

Se dice que un sistema formal es adecuado si y sélo si toda férmula demostrable
es vélida, y se dice que es completo si y solo si toda formula vélida es demostrable.

Un problema de decision, X, es una aplicacién de un cierto conjunto Ex C Xx
en {0, 1}. Con otras palabras, informalmente, se dice que un problema es de decisién
si inicamente admite como respuesta SI o NO. Los elementos de Ex se denominan
ejemplares o datos de entrada del problema, y Xx es el alfabeto de entrada del
mismo.

Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema de decision,
X. Sea ¥p el alfabeto sobre el que se describe P. Para cada ejemplar del problema,
a € Ex, notaremos I(P,a) al conjunto de tubos iniciales del programa P relativos
al dato de entrada a. Para cada ejemplar del problema, a € Ex, y cada tubo inicial,
T € I(P,a), notaremos P(a,T) el resultado de ejecutar el programa molecular P
con dato de entrada a y tubo de ensayo inicial T

Definicién 4.1 Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema
de decisién, X . Verificar (X, P) consiste en demostrar que el programa molecular P
resuelve el problema de decisién X.

Es decir, verificar (X, P) consiste en probar que para cada ejemplar del problema,
a € Ex, y cada tubo inicial, T € I(P,a), se tiene que P(a,T) = 1 si y solo si
X(a) = 1. En esta equivalencia, la implicacién directa recibe el nombre de correccién
del programa P para el problema X, y la implicacién reciproca el de completitud
del programa P para el problema X.

Definicién 4.2 Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema
de decisién, X. Diremos que (X, P) esté verificado si y sélo si para cadaa € Ex y
cada T € I(P,a) se tiene que P(a,T) =1 si y sélo si X(a) = 1.

Definicién 4.3 Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema
de decisién, X. El sistema formal, S(X, P), asociado a (X, P) consta de:

(a) Un alfabeto, ¥ = Lx U Zp.
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(b) Un conjunto de férmulas: una formula es un par ordenado (a,T), en donde
ac€Exy Tel(Pa).

(c) Un concepto de validez: una férmula (a,T) es valida si y sélo si X(a) = 1.

(d) Un concepto de deduccién: una férmula (a,T) es demostrable si y sélo si
P(a,T) = 1.

Proposicién 4.4 Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema
de decisién, X. Se verifica:

1. El sistema S(X, P) es adecuado si y sélo si
Va€e ExVTelI(Pa)(PlaTl)=1= X(a)=1)

2. El sistema S(X, P) es completo si y sélo si
Va€ ExVTelI(Pa) (X(a)=1= P(a,T)=1)

Corolario 4.5 Sea P un programa molecular disefiado para resolver un problema
de decision, X. Entonces (X, P) est4 verificado si y sélo si el sistema formal asociado,
S(X, P), es adecuado y completo.

Pese a que la formalizacién anterior est4 encaminada a verificar programas mo-
leculares que intentan resolver problemas de decisién, el mismo método puede ser
usado (con pequefias variaciones) para verificar programas que resuelvan problemas

de tipo méas general.

4.2. Representacion de conjuntos finitos en el mo-

delo sticker

En el capitulo siguiente vamos a disefar y verificar programas moleculares en el
modelo sticker que resuelven problemas NP-completos, algunos de los cuales no son
de decision. Antes de acometer esta tarea estudiaremos algunos problemas de menor
envergadura pero que resultan de gran utilidad a la hora de resolver los problemas
NP-completos que se estudian en el capitulo siguiente.

Los problemas NP-completos que se van a resolver en el capitulo siguiente, se
encuadran dentro de lo que se denominan problemas de conjuntos numéricos (véase
[26]). La caracteristica comun a todos ellos es el hecho de que plantean problemas
sobre conjuntos numeéricos, unas veces de recubrimiento, otras de particiones y otras
asociados a funciones de pesos.
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Por ello, como paso previo a la resolucién de dichos problemas, vamos a describir
un método para representar conjuntos numéricos en el modelo sticker. Ya vimos, en la
introduccién de este modelo, que todo complejo de memoria del tipo (n, k, m) puede
ser identificado con un nimero binario de k digitos, de modo que el i-ésimo digito de
dicho nimero es 1 si y s6lo si la region i-ésima del complejo esta activada. Una vez
realizada esta identificacion, se puede asociar de manera natural un subconjunto, A,
del conjunto {1, ..., k}, a cada (n, k, m)-complejo de memoria, o, de acuerdo con el
siguiente criterio:

Vi(l<i<k—(icAeo(i)=1))
Por abuso del lenguaje, y apoyandonos en esta identificacion, escribiremos i € o
parael casoen que 1 <i < kyo(i) =1, ei ¢ o en caso contrario.

Para facilitar la notacién que se usara en los disefios y verificacién de los progra-
mas que se van a dar a continuacion, consideramos las siguientes operaciones entre
conjuntos numéricos:

Definicién 4.6 Dados A, B C N y p € N, se definen:

AUB={z€eN: z€ AVze€ B}

ANB={zeN: z€ ANzxz€B}

p+A={p+z: z€ A}

A—p={z—p: z € A}, supuesto queVz € A (p< )

En lo que sigue, si o es un complejo de memoria, entonces notaremos con el
mismo simbolo tanto el niimero binario como el conjunto asociado a o.

Definicion 4.7 Sea ¢ un (n, k, m)-complejo de memoria y p,q € N tales que 1 <
p < q < k. Se define opp g = 0 N [p, q].

4.2.1. El problema del rellenado

Problema: Sea A = {1,...,p}. Sea F = {By,..., By} una familia finita de sub-
conjuntos de A. Determinar todos los pares ordenados (F', B), en donde F' es una
subfamilia de F y B = |J F'.

Para cada i tal que 1 <4 < g notamos r; = |B;| y B; = {z},...,z}'}.

Para resolver este problema en el modelo sticker consideramos como tubo de
ensayo inicial, Ty, una (p + g, q)-libreria.

Sea ¢ un complejo de memoria con p + ¢ regiones (en adelante diremos simple-
mente que ¢ es una molécula). Podemos interpretar que o codifica un par ordenado,
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(Fs, As), formado por la subfamilia 7, = {Bix : k € o1} de F y el subconjunto
As = Olgs1,g4p) — ¢ de A.

q+1 q+p

Figura 4.1. Complejo de memoria de una (p + g, g)-librerfa
Definicién 4.8 Diremos que la molécula o es consistente si verifica que A, = |J F,-.

Un programa molecular que resuelve el problema del rellenado en el modelo

sticker es el siguiente:

Procedimiento Rellenado
Entrada: 7, (una (p+ g¢,q)-libreria)
para ¢ =1 hasta q hacer
T, — +(To,9); T; < —(To,1)
para j =1 hasta r; hacer
activar(T}", q + zf)
To — THUTS
El nimero de operaciones moleculares que realiza este programa es del orden
O(q - p). El volumen molecular del tubo inicial es 27, y el nimero de tubos usados

es del orden de O(g).

Verificacién del programa molecular disefiado

A efectos de establecer la verificacién formal de este programa procedemos a un

re-etiquetado de tubos.

Procedimiento Rellenado
Entrada: T, (una (p+ gq,q)-libreria)
para ¢ =1 hasta ¢ hacer
Tt — +(Ti1,1); T — —(Ti1,9)
T3y — T
para j =1 hasta r; hacer
T}, « activar(Ty;_;,q + )

T, T:, UT;
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Conviene resaltar el hecho de que la seméantica de este programa molecular esta
muy proxima a la propia seméantica del problema que se trata de resolver. Las di-
ficultades que aparecen a la hora de establecer la verificacién del mismo se derivan
principalmente del hecho de usar operaciones moleculares (activar) que alteran
la estructura interna de las moléculas, lo que complica el analisis del rastro de las
moléculas de los tubos relevantes, {T; : 1 < i < g}, del programa a lo largo de
la ejecucién. Para poder seguir esa huella definiremos una funcién que ponga de
manifiesto la transformacién que sufren las moléculas a lo largo de la ejecucion del
programa.

La funcién STEP

A continuacién se define una funcién, que denominaremos STEP, y que trata de
capturar la siguiente idea: STEP(0,1) es la molécula obtenida a partir de o € T,
tras la ejecucion del paso i-ésimo del bucle principal.

Definicién 4.9 Seani (con1<i<gq)yo €T
» Sii ¢ o, entonces se define STEP(a,1) = 0.

= Sii € o, entonces se define STEP(0,i) = 0U(q+ B;). Es decir, STEP(0,i) =
T, donde T = ¢ excepto, quizas, en los elementos g+ z] (con1 < j <r; ), en
donde 7(q + z!) = 1.

Obsérvese que la funcion STEP es total; es decir, siempre esta definida sobre los
datos de entrada. De la definicién anterior resulta inmediatamente que si 1 <17 < g,
o0 € Ti.1y 7= STEP(0,i), entonces o}y, = Tj1,q ¥, ademés, o C 7.

El siguiente lema nos indica que, en efecto, la funcion ST EP define una molécula

que esté en el tubo relevante del siguiente paso de la ejecucién del bucle.

Lema 4.10 Vi (1<i < q— Vo € Tj_; (STEP(0,i) € T)).

Demostracion:
Sea i tal que 1 <i < qy o € T,_;. Distingamos dos casos:

= Caso 1. Supongamos que i ¢ 0.

En este caso o0 € —(Tj_1,1) = T, C T;. Como STEP(0,i) = o, se deduce que
STEP(0,i) € T;.

= Caso 2. Supongamos que ¢ € 7.
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Definimos recursivamente o), para 0 < j <1y, como sigue:

Oy =0

i+1
o+ = 0 U{g+2]"}

Es decir o(;41) = p(;) excepto, quizas, en ¢+ z] 7", donde a(;41)(g + 2t = 1.

Veamos por induccién sobre j que Vj (0 < j <7 — o(;) € TY;)-

El caso base, j = 0, es trivial, ya que ooy = 0 € +(Ti—1,1) = T;" = T},.
Sea j < r; tal que o(;y € Ty%;. De la definicién de o(;;1) se deduce que
q+ xg+1) =T 1

o(j+1) € activar(Ty;,

De la definicién de los o5, con 0 < j < r;, resulta que la molécula oy, coincide
con STEP(o,i). En consecuencia: STEP(0,1) = o(,,) € T7,, C T.

1,1 =

Historia de una molécula a lo largo de la ejecucién del programa

Definicién 4.11 Sea o € Ty. Definimos recursivamente ¢, con 0 < i < q, como
sigue:
0

o' =0
o' =STEP(0'7},i), paral <i<gq
El lema 4.10 justifica que esta definicién es correcta. Ademas, se verifica que:
Vi(0<i<qg—o €T
Definicién 4.12 Si o € Ty, entonces la historia de o es & = (6%, 07,...,09).

El siguiente lema pone de manifiesto la transformacién que sufren las moléculas
en la ejecucion del bucle secundario del programa.

Lema 4.13 Para cada i tal que 1 < i < q y cada j tal que 1 < j < r;, se verifica
queV7 €Ty, 3p e T} (1= pU(g+ BY))), en donde B! = {a},...,xl}.

Demostracién:

Sea ¢ tal que 1 < i < g. Probemos por induccién débil sobre 5 que:

Vi(l<j<r—V7reT,;3peT} (r=pU(qg+B)))
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Para probar el caso base, j = 1, sea 7 € T}, = activar(Tjy,q + T}) =
activar(T;", q + z}). Entonces existe p € T;" tal que 7 = pU {g + z}}. Es
decir: 7 = pU (¢ + B}).

Sea j < r; (j > 1) y supongamos cierto el resultado para j. Sea 0 € T}, =
activar(T};,q + 27*1). Existe o' € Ty tal que 7 = p'U{g+ 7'}, Como
p' € T;;, por hipétesis de induccién existe p € T tal que p' = pU (g + Bf ).
Luego 7 = ¢/ U {g+2i*'} = pU (g + B)) U{g+ 2"} = pU (¢ + B/*"), con

peT;.

a

Del lema anterior se deduce que la funcién STEP antes definida refleja, en cierto
sentido, la transformacion que sufren las moléculas tras la ejecuciéon completa del
bucle secundario.

Corolario 4.14 Para cada i tal que 1 <1 < g, se tiene que:
VreTy, 3peTiy (i €p A STEP(p,i) =T))

Demostracién:
Seaitalquel <i<gq.SeaT € T, Aplicando el lema 4.13 al caso j = r; se deduce
que existe p € T;" tal que 7 = pU (¢ + Bj*) = pU (¢ + B;)-
Como p € T,;" = +(T;_y,1), resulta que p € T;_; A i € p. De la definicién de la
funcién STEP, se deduce que STEP(p,i) = 7.
O

Correccion del programa

Hemos de probar que toda molécula del tubo de salida, Ty, codifica una solucién
correcta del problema. Es decir, que si 7 € T, entonces la subfamilia F, de F,
y el subconjunto A,, de A, codificados por 7 verifican que A, = |J F-. Dicho con
otras palabras, hemos de probar que toda molécula, 7, del tubo de salida, Tg, es
consistente. »

Para ello, consideremos la férmula

Bi)=VreT, Mk(1<k<iAker—(g+Bi)CT) A
AVs(1<s<pA(g+s)er—TkeT(1<k<iAs€EBy))
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Es decir, la formula 6(z) expresa que tras la ejecucién del paso i-ésimo del bucle

principal, en el tubo T; estan exactamente las moléculas, 7, tales que
A= J{BieF: 1<k <}
Teorema 4.15 La férmula (i) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vi(1<i<q—0())

Demostracion:
Por induccién débil sobre i:

Para probar el caso base, i =1,sea 7€ Ty =17, UTy .

e Caso 1: Supongamos que 7 € T; . En este caso: 7 € Ty A 1 ¢ 7. Como

T € Ty se tiene que
Vs(1<s<p—(g+s)¢T) [el]

Luego se verifica

(a) VE(1<k<1Aker—(q+B1)C7)),yaquel¢ry, por tanto,
el antecedente es falso.

) Vs (1<s<pA(g+s)er—TkeT(1<k<1As€EB),ya
que por [el] el antecedente también es falso.

En consecuencia, en este caso seria verdadera la férmula 6(1).
o Caso 2: Supongamos que 7 € 17, . Del corolario 4.14 se deduce que existe
p€Tyotalquel € p A STEP(p,1) = 7. Por tanto, 7 = pU (g + By) [e2].
(a) Sea k tal que 1 < k <1 A k € 7. Esta situaciéon se da realmente ya
que 1 € p — 1 € 7. Ademas por [€2] se tiene que (¢ + By) C 7.

(b) Sea s (1 < s < p) tal que (g +s) € 7. Como p € Tp, se tiene que
(g + s) & p (pues Ty es una (p + g, q)-libreria). Por tanto, de [e2] se
deduce que (¢ + s) € (¢ + By), o lo que es lo mismo, s € B;.

En consecuencia, también en este caso se verificaria §(1).

Sea i < ¢ tal que ¢ > 1, y supongamos cierto el resultado para i. Sea 7 €
Titr = T,y U Tin-

i+l

e Caso 1: Supongamos que 7 € T ;.
En este caso se tiene que 7 € T; A i+ 1 ¢ 7. Como 7 € T;, por hipétesis
de induccioén se verifica que:
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() VE(1<k<iANkeT—(q+Bx)CT)

(b) Vs (1<s<pA(g+s)er—IkeT (1<k<iAs€EDBy)
Teniendo presente que i + 1 ¢ 7 resulta que:

(@) Vk(1<k<i+lAkerT—(qg+Br)CT).

Por otra parte, de (b) resulta directamente que:
(b)Vs(1<s<pA(g+s)er—3ker(1<k<i+1AsEDBy))
En consecuencia, la férmula 6(i + 1) seria verdadera en este caso.

¢ Caso 2: Supongamos que 7 € T, ...

En este caso, del corolario 4.14 se deduce que existe p € T; tal que :+1 €
p A STEP(p,i+ 1) = 7. Por tanto, 7 = pU (g + Bi41) [e3].
1. Seaktalquel <k<i+1Aker.

o Sil < k < i, entonces teniendo presente que k € p, de la hip6tesis
de induccién resulta que (g + Bi) C p. Luego de [e3] se deduce
que (g+ Be) C 7.
o Si k=1i+1, de [e3] se deduce directamente que (¢ + Bx) C 7.
2. Seastalquel<s<pA{(g+s)er.

o O bien (¢ + s) € p, en cuyo caso por hipotesis de induccion
dk € p (1 <k <iAse€ By). Ahora bien, k € p — k € 7. Luego,
dker (1<k<i+1A sé€By).

o O bien (g + s) ¢ p, en cuyo caso de [e3] se deduce que s € Bi;.

En consecuencia, la férmula 6(i + 1) es verdadera.

El siguiente corolario nos proporciona la correccién del programa disefiado.

Corolario 4.16 (Correcciéon) Toda molécula, T, del tubo de salida, T,, es una
molécula consistente. Es decir, VT € T, (A, = JFr).

Demostracién:

Teniendo presente que la formula 6(q) es verdadera, para cada 7 € T} se verifica:
(1) VE(Q<k<gAkeT—(q+By) C7).
(2) Vs (1<s<pA(g+s)er—Tker(1<k<qA s By)).

Veamos que | JF, C A,.
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En efecto: sea s € | JF,. Entonces 1 < s < py existe k € 7 tal que
1<k <qA s€ By De (1) resulta que (g+ Bi) C 7. Luego (g +s) € 7.
Por tanto: s € A,.

Veamos que A, C |J F-.

En efecto: sea s € A.. Entonces 1 < s<p y (g+s) € 7. De (2) resulta
que 3k €T (1<k<q A s€ By). Luego s € |J F>

De donde podemos concluir que | F, = A,. Es decir, la molécula 7 es consistente.
O

Completitud del programa

La completitud del programa molecular disefiado para resolver este problema
se expresa en los siguientes términos: para cada subfamilia, 7', de F existe una
molécula en el tubo de salida que codifica el par ordenado (F',|J 7). Es decir, para
establecer la completitud del programa hay que demostrar que toda molécula, o, del
tubo inicial, Tp, evoluciona a lo largo de la ejecucién hasta generar una molécula,
o7, del tubo de salida, T, que es consistente.

Para probar la completitud del programa, consideremos la siguiente férmula:

d()=VoeTo Vk(1<k<iAke€d —(qg+B:)Co’) A
AVs(1<s<pA(g+s)€o’—>Tkeo (1<k<iAs€By))

Teorema 4.17 La férmula 6(z) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vi(l<i<q— 6())

Demostracién:

Sea ¢ tal que 1 < ¢ < q. Sea ¢ € Ty. Como consecuencia del lema 4.10 resulta que
o' € T;. Como (i) es verdadera, se tiene que:

1. VE(LSEk<iAked — (qg+ B) Cob).
2. Vs(1<s<pA(g+s)€d*—>3keco' (1<k<iAs€EBy)).

Luego se verifica la formula §(z).
O

Como consecuencia de este resultado, se obtiene la completitud del programa dise-
nado para resolver el problema del rellenado.
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Corolario 4.18 (Completitud) Toda molécula, o, del tubo de ensayo inicial, pro-
porciona al final de la ejecucién, una molécula 0? € T, que es consistente.

Demostracion:

Sea o € Ty. Como la férmula 6(g) es verdadera, se verifica:
1. VE(1<k<gAkeo?—(qg+Bi) Co?).
2. Vs(1<s<pA(qg+s)€d?—3Tkeo? (1<k<qAs€By)).

Razonando como hemos hecho en el corolario 4.16, usando la molécula ¢? en lugar
de 7, se obtiene que |J Fy¢ = Asq. Es decir, la molécula o7 es consistente.
0O

4.2.2. El problema del recubrimiento

Problema: Sea A = {1,...,p}. Sea F = {By,..., B,} una familia finita de subcon-
Juntos de A. Dada la coleccion {(F',|JF') : F' subfamilia de F}, determinar todos

los elementos de esta coleccion que constituyen un recubrimiento de A.

Vamos a disefiar un programa molecular en el modelo sticker que resuelve este
problema. Para ello, supondremos que el tubo de ensayo inicial del programa con-
tendra moléculas consistentes, con respecto a las subfamilias de F, de acuerdo con el
tubo de salida que se obtenia tras la ejecucién del programa que resuelve el problema
del rellenado estudiado anteriormente.

Un programa molecular que resuelve este problema en el modelo sticker es el
siguiente:

Procedimiento Seleccidén_Recubrimientos
Entrada: T (una (p+ q,q)-libreria)
Rellenado (T})
para s =1 hasta p hacer
To — +(To,q + s)

El nimero de operaciones moleculares que realiza este programa es del orden de
O(gp). El ntimero de tubos usados es del orden O(q) y el volumen molecular del
tubo inicial es 27.
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A efectos de establecer la verificacion formal del programa procedemos a un

re-etiquetado simple de tubos.

Procedimiento Seleccién_Recubrimientos
Entrada: 7y (una (p+ g¢,q)-libreria)
Rellenado(Tp)
para s =1 hasta p hacer
To ¢ +(Ts-1,9 + 5)

Correccién del programa

Hemos de probar que toda molécula del tubo de salida codifica un recubrimiento
del conjunto A.
Para ello, consideremos la siguiente férmula:

6(s)=vVTeT, ((g+A°)CT)

En donde A° ={1,...,s}.

La formula 6(s) expresa que toda molécula, 7, del tubo T verifica que A* C A,
(en donde A, es el subconjunto de A asociado a 7, tal como se defini6 en el problema
del rellenado).

Teorema 4.19 La férmula 0(s) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vs (1<s<p—0(s))

Demostracion:

Por induceion sobre s:

Para probar el caso base , s = 1,sea 7 € Ty = +(To,q+1). Entonces (g+1) € 7,
o lo que es lo mismo, (g + A') C 7.

Sea s < p tal que s > 1 y supongamos cierto el resultado para s. Sea 7 €
Tor1=+(Ts,q+ s+ 1). Entonces 7 € Ty y (¢+ s+ 1) € 7. Como 7 € Ts, por
hipétesis de induccién resulta que (g + A®) C 7. Luego (¢ + A**!) C 7.

Corolario 4.20 (Correccién) Toda molécula del tubo de salida codifica un recubri-
miento del conjunto A. Es decir, V7 € T, ((g+ A) C 7).



4.2. Representacién de conjuntos finitos en el modelo sticker 91

Demostracion:

Basta tener presente que la férmula 6(p) es verdadera y que AP = A.

Completitud del programa

Hemos de probar que toda molécula del tubo inicial que codifique un recubri-
miento de A, debe pertenecer al tubo de salida. Para ello, consideremos la féormula:

0¢s)=VoeTy ((q+A) Co—o€eTy)

La férmula é(s) expresa que toda molécula del tubo inicial que codifica un recu-
brimiento de A, pertenece al tubo T,.

Teorema 4.21 La férmula 6(s) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vs (1<s<p—d(s))

Demostracién:
Por induccién sobre s:

Para probar el caso base, s = 1, sea ¢ € Tp tal que (¢ + A) C o. Entonces
0 €Ty A (g+1) €o. Luego, 0 € +(To,q+ 1) = Th.

Sea s < p tal que s > 1, y supongamos cierto el resultado para s. Sea o0 € To
tal que (g + A) C 0. Por h.i. se tiene que ¢ € T,. Como 1 < s+ 1 < p, resulta
que (g + s+ 1) € 0. Luego, 0 € +(T},q + s + 1). Es decir, 0 € Ts 1.

Corolario 4.22 Toda molécula del tubo inicial que codifique un recubrimiento de
A, pertenece al tubo de salida. Es decir,

VoeTy ((g+A) Co—oeTy)

Demostracion:

Basta tener presente que la férmula §(p) es verdadera.
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4.2.3. El problema de la ordenacién segin la cardinalidad

Problema: Sean A = {1,...,p}, B = {b,...,b,} C A, y F = {Du,...,D;} C P(A).
Ordenar los conjuntos de F de acuerdo con su cardinal relativo a B (esto es, de
acuerdo con el nimero de elementos de BN D;).

A continuacién vamos a disefiar un programa molecular en el modelo sticker que
resuelve el problema propuesto. La idea del programa, es la siguiente:

= El tubo de entrada, Ty, contendra complejos de memoria, o, codificando cada
conjunto de la familia F.

= El programa consistira en un bucle principal para con s pasos. En el paso i-
ésimo, se generan i+ 1 tubos, Ty, T4, . . ., T;, verificando la siguiente condicion:
Vo (0 € T; — Jo N {by,...,b}| = j). Con el fin de conseguir que se verifique
esta propiedad, disefiamos el cuerpo del bucle por induccién. Una vez generados
los tubos correspondientes el paso i-ésimo, Ty, T4, - - ., T3, los tubos del préximo
paso Ty, T1,...,T;, T;+1 se generan de la siguiente forma:

Tp = —(To,bi+1)
T = +(Tj1,bi4) U=(Tj,bi1) (1S5 <)
Tip1 = T}, bia)

La figura 4.2 ilustra graficamente la idea antes descrita para construir los tubos
en el caso s = 3. |

~bs Ts0
—by Tz,o<
by w0 < +oe T
+by —b3 31
T < s, v T
+b; i K
+ba —bs Ts
Tsp <
+b3
T3

Figura 4.2. Diagrama de construccién para s = 3

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo
sticker:
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Procedimiento Orden_Cardinal
Entrada: (7o, B)
para i =1 hasta s hacer
(To,T{) « separacién (Tp,b;)
para j =0 hasta 7 —1 hacer
(T{,T},,) «— separacién (Tj,b;)
T — TjUTy
T« T,
Salida: Ty,..., T}

El procedimiento descrito devuelve s + 1 tubos que notaremos por:
Orden_Cardinal(Ty, B)[j], (0 < j < s)

Se verifica que |Orden_Cardinal(Ty, B)[j]| = j, para cada j tal que 0 < j < s.

Este programa molecular usa 2s tubos y el niimero de operaciones moleculares
que realiza es s - (s + 3)/2. El volumen molecular del tubo inicial es ¢.

El programa presentado para resolver el problema de ordenacion segin la cardi-
nalidad puede ser adaptado de manera natural a un modelo molecular sin memoria
(restringido, débil, etc.), debido a que no utiliza operaciones que alteren la estructura
interna de las moléculas.

Verificacién del programa molecular disefiado

Para establecer la verificacién formal del programa disefiado procedemos a re-
etiquetar los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecucion del programa, con el
fin de poder realizar un seguimiento individualizado de los mismos.

Procedimiento Orden_Cardinal
Entrada: (75, B)
Too — To; To—1 < 0; Toy 0
para ¢ =1 hasta s hacer
Tic1—0; Tiiyr — 0
para j =0 hasta 7 hacer
T « +(Tim1-1,0:) U =(Ti-1,5, b5)
Salida: Tip,..., 5

Por cuestiones técnicas, se supondra que Ty -1 = Tp1 = 0, se notaré el conjunto
B; = {b1,...,b;} y, por definicién, convendremos que By = 0.
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Proposicién 4.23 Vi (1<i<s—-Vj<iVo (6 €T;; — |[oNBi| =j)).

Demostracion:
Por induccién en 1.

Para probar el caso base, ¢ = 1, hemos de ver que
Vi<1Vo(oc €Ti;— |loNBi|=j)

e Sea o (S leo == +(T0,_1,b1) U _(TO,O,bl)- Como TO,—l = @ y To,o = TQ,
resulta que o € — (T, by); es decir, b, ¢ o. Por tanto, |o N By| = 0.

e Sea o € T11 = +(Top,b1) U—(To1,b1). Como To,l = ), resulta que o €
To,o =T y by € 0. Por tanto, |aﬂ B1I =1.

Sea i tal que 1 < i < sy supongamos que Vj < i Vo € Ti; (o N Bi| = j).
Veamos que el resultado se verifica para i + 1. Para ello, se procederad por

induccion en j, probandose que
Vi<i+1lVoe€e Tiv1j (IUﬂBi+1l =j)

e Para probar el caso base, j = 0, sea 0 € Tiy10 = +(Ti-1,bi41) U
—(Ti0,bi+1). Como T; _; = B, resulta que o € Tioy biy1 ¢ 0. De la hipéte-
sis de induccién se deduce que jo N B;| = 0. Por tanto, [0 N B;1| =0, ya
que b1 ¢ 0.

o Seaj>0yo€Tip1;=~4Tij-1,bir1) U—(Tij, bit1). Se verifica:

oSio€T,;1y by € o, entonces de la hipétesis de induccién se
deduce que |0 N B;| = j — 1. Como b;y1 € o, se puede concluir que
loNBiy1|=j—-1+1=3.

o Sioc €T,y b1 ¢ o, entonces de la hipétesis de induccién se deduce
que |0 N B;| = 5. Como b;y; ¢ o, se concluye que |0 N By = J.

Proposicién 4.24 Vo € Ty Vi (0 <1 < s — 0 € T} jonpy))-
Demostracion:
Por induccién débil sobre .

Para el caso base, i = 0, el resultado es trivial.

Sea i tal que 0 < ¢ < s y supongamos cierto el resultado para ¢ (0 < ¢ < s).
Probemos que se verifica para ¢ + 1.
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e Sib;y1 € 0, entonces se tiene que |0 N Biy1| = 1+ |0 N B;|. De la hipotesis
de induccion se deduce que o € T |onp,|. Por tanto,

0 € +(Tijon,s bis1) € Tiv,jonBi+1
e Si by ¢ o, entonces |0 N By 4| = |0 N B;|. De la hip6tesis de induccién
se deduce que o € Tj |snp,|- Por tanto,

S _(’Ti,|oﬂBi|7bi+1) C Ti+1,|¢rﬂBi| = 7}+1,lanBi+1|

O
De las proposiciones 4.23 y 4.24 se concluye, respectivamente, la correcciéon (toda
molécula de un tubo de salida proporciona una solucién correcta asociada a dicho

tubo) y la completitud (toda molécula del tubo de entréda aparece en el corres-
pondiente tubo de salida, de acuerdo con su cardinalidad) del programa disefiado.

Corolario 4.25 (Correccion)VjVo (0<j<sAc€ T;’j — |o N B| = j).

Corolario 4.26 (Completitud) Si o € Ty y |0 N B| = j, entonces o € Ty ;.

Como casos particulares que pueden resultar de interés, y que usaremos en el
disefio de otros programas moleculares, se consideran los procedimientos siguientes:

» Orden_Cardinal(Tg), en el caso B = A.

» Orden_Cardinal(Ty, 1, k), en el caso B = {l,1 +1,...,k}.

4.2.4. El problema de las familias disjuntas

Problema: Sea A = {1,...,p}. Sea F = {By, ..., B,} una familia finita de subcon-
juntos de A. Determinar todas las subfamilias de F cuyos elementos son disjuntos
dos a dos.

Diseno de un programa molecular

Al igual que en el problema del rellenado, para cada j tal que 1 < 7 < ¢
notaremos r; = |B;| y B; = {z},...,z} }.

Vamos a diseflar un programa molecular que resuelve este problema en el modelo
sticker. La idea es la siguiente: a partir de un tubo de ensayo inicial, Tp, cuyas
moléculas codifican todas las posibles subfamilias de F (para ello, basta que Tp sea
una (p + ¢, q)-librerfa), se procede como sigue:
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= Se clasifican las moléculas de Ty en dos tubos: T, formado por las moléculas
que contienen al 1, y T, formado por las moléculas que no contienen al 1.

e De entre las moléculas de T+

o Se desechan aquellas que para algiin x’l € B tiene activada la posi-
cién q + a:’l

o Si tienen desactivadas todas las posiciones ¢ + 2 (1 < j < m),
entonces se activan todas ellas (formando un tubo T},).

e Se considera To =T} UT".

= Se reitera el proceso para 2 (con relacién al conjunto B;), 3 (con relacién al
conjunto Bs),..., hasta g (con relacién al conjunto By).

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo
sticker:

Procedimiento Disjuntos
Entrada: Ty (una (p+ gq,q)-libreria)
para ¢ =1 hasta g hacer
(I't,T~) « separacién(Tp, 1)
Ty T+
para j =1 hasta r; hacer
(T*svre, T) — separacién(T}_;,q + )
T} « activar(T,q +z])
Tp « mezcla(Tr,T")

El nimero de operaciones moleculares que realiza este programa es del orden
O(q - p). El ntimero de tubos usado es del orden de O(p) y el volumen molecular del
tubo inicial es 29.

Verificacién del programa molecular disefiado

A efectos de establecer la verificacion formal de este programa procedemos a un
re-etiquetado de tubos.
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Procedimiento Disjuntos
Entrada: Ty
para i =1 hasta ¢ hacer
(T, T7) « separacién(Ti_1,1%)
T — T
para j =1 hasta r; hacer
(T¥gewre, Ty;)  separacion(Tfy.;,q+3!)

T, — activar(Ty, ¢+ x?)

v

T; « mezcla(T},, 1)

Seguidamente tratamos de adaptar a este programa la funcion STEP que se ha
estudiado en el problema del rellenado, de tal manera que capture la evolucién de
una molécula tras ejecutar un paso del bucle principal.

Téngase presente que en este programa hay moléculas (las del tubo ’1’}?3”"‘) que
se "pierden" tras la ejecucion del paso correspondiente del bucle principal. Por ello, a
diferencia del programa disefiado para resolver el problema del rellenado, la funcién
STEP asociada a este programa no serd necesariamente total.

Definicién 4.27 Sean i tal que 1 <i < q y o € T;_;. Se define:

o ,sit¢o
STEP(0,i)=SocU(q+B;) ,sit€coAon(g+B)=0
T , €.c.0.c.

En cualquiera de los dos primeros casos, escribiremos STEP(o,1) |.

Es decir,sic €T, 1 ANi€oc AVj(1<j<ri—q+ xZ ¢ o), entonces la molécula
STEP(o,1) = T coincide con ¢ excepto en los siguientes valores

Vi(l<j<ri—alg+z))=0A7(qg+2!)=1)
Téngase presente que si STEP(o,1) |, entonces 0 C STEP(0,1).

Definicién 4.28 Para cada i tal que 1 < i < p, se define la funcién STEP; como
sigue: STEP,(c) = STEP(o0,1), para cada o € T;_;.

De la definicién anterior se tiene que dom(STEP;) C T;_1. Veamos que STEPF; es
una funcién parcial de T;_; en Tj; es decir, que rang(STEP;) C T;.

Lema 4.29 Vi (1< i< q— Vo € T, (STEP(0,i) |- STEP(0,i) € T%)).
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Demostracién:
Seaital que 1 <i<qyo €T tal que STEP(o,1) |.
» Caso 1: Supongamos que i ¢ o.

Como o € T;_; e i ¢ o, se obtiene por una parte que 0 € —(T;_1,9) =T, CT;
y, por otra, de la definicién de STEP, se sigue que STEP(o,:) = ¢. Por tanto
STEP(o,1) € T;.

s Caso 2: Supongamos que i € ¢ A 0 N (g+ B;) = 0. En este caso definimos
recursivamente oy;), para 0 < j < r;, como sigue:

0'(()) =0
oG+n = 0() U{g+al™}
Veamos que Vj (0 < j <7y — o(;) € T7)-
Para probar el caso base, 7 = 0, basta tener presente que o) = 0 €
+(T%—1’ 2) = T;+ = iTO'

Sea j < r; tal que o(;) € T}';. De la definicién de o(;) resulta que V¢ (<

t<ri = (t € g5y @t € o)) Comogq-+ it ¢ o se deduce que

g+ 2t ¢ o(;). Luego, o;) € —(T¢j,q + zi*') = T¢,,;. De la definicion

de o(;11) resulta que o011y € activar(Ty; 4,9 + i) =T,

Teniendo presente que de las definiciones anteriores o(,,) = STEP(0,1), se
concluye que STEP(0,i) € T}, € T..

O

El lema anterior nos permite definir la historia de una molécula, o, del tubo de

ensayo inicial, 7.
Definicién 4.30 Para cada o € Ty se define:

g =0

ot = STEP(¢',i+1) ,para0<i<gq

Si o € Tp es tal que o° | para un cierto i (1 < i < q), entonces diremos que la

molécula o ha sobrevivido tras la ejecucion del paso i-ésimo del bucle principal.

Lema 4.31 Vi (0<i<qg—oVoeT (¢ |- e€T)).
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Demostracién:
Por induccion débil sobre i.

El caso base, i = 0, es trivial, ya que para cada o € Ty se tiene que 6° = o € Tp.

Sea i < q tal que el resultado es valido para i. Sea o € Tp tal que o**! |.
Entonces STEP(¢*,i+1) |. Luego ¢* |. Por tanto, de la hipétesis de induccién
resulta que o' € T,. Como ¢ € T} A STEP(c%,i+1) |, del lema 4.29 resulta
que STEP(c*,i+ 1) € Ti4,. Luego, o*t! € T,.

O

Seguidamente vamos a describir las moléculas del tubo T}; a través de moléculas del
tubo T;t.

Lema 4.32 Para cada i tal que 1 <i < q y cada j tal que 1 < j < r;, se tiene que
VreTy;3oeTf (=0U(g+B) Aon(g+Bl)=0)
En donde B} = {z},...,2’}.

Demostracion:

Sea ¢ tal que 1 < ¢ < ¢q. Probemos por induccién débil sobre j que
Vi(l<j<r—V7eT};30eT] (r=0U(qg+B) Aon(qg+ Bl)=0))

Para probar el caso base, j = 1, sea 7 € T}} = activar(T},q + z}). Entonces
existe 0 € T3 tal que (1 = 0 U {g + z}} = o U B}). Ahora bien, 0 € T}}; =
(T, q + x;). Luego, 0 € Ty, = T y, ademss, (¢ + x}) ¢ o. Es decir,
oN(g+ B} =0.

Sea j < r; tal que j > 1 y supongamos cierto el resultado para j. Veamos que
el resultado es cierto para j + 1. Para ello, sea 7 € T}, ; = activar(T}; 1,9+
zI™h). Existe o’ € Ty, tal que 7 = o’ U {g+I"'}. Ahora bien, o’ € Tf,; =
(T, q+2)™). Luego, o’ € T, v, ademss, (q+xf+1) ¢ o'. Como o’ € T}, por
hipétesis de induccion existe o € T;' tal que o’ = UU(q—i-Bf) A Uﬂ(Q+Bz) =0.
Por tanto, r = o U (q + Bf“) Aon(g+ B{“) = 0.

a

A continuacién veamos que las moléculas, 7, de T}, estan en el rango de la funcién
STEP;. Méas afin, son imagenes por STEP, de alguna molécula o € T;_; tal que

o #T.
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Corolario 4.33 Para cada ¢ tal que 1 <1 < g, se tiene que
VreTy,,3ce€Tiy(i€co Ap#71 ASTEP(0,i) =T))

Demostracion:
Seaitalque l<i<qyrTeTf,.
Del lema 4.32 aplicado a j = r; se deduce que existe ¢ € T, tal que 7 =
oU(g+ B;)) ANonN(qg+ B;) =0. Luego o # 7.
Ademss, o € T;t = +(Ti-1,14). Por tanto, o € T;_; e i € 0. Teniendo presente
que o N (g + B;) =0, se deduce que STEP(0,i) =0 U(q+ B;) =T.
O

Veamos que los tubos de ensayo T;'; y T;” no tienen moléculas en comin.

Corolario 4.34 Para cada i tal que 1 <i < q y cada j tal que 1 < j <'r;, se tiene
que T, NT7 =0.

Demostracién:

Sean i,jtalesque 1<i<gA1<j<r.Seate€ T;;. Del lema 4.32 se deduce que
existe o € T} tal que 7 = oU(g+B!) A oN(g+B}) = 0. Como 0 € T}t = +(Ti-1,1),
resulta que 0 € Ti_; e i € 0. Como oy g = T3 A i€ 0 A 1< i< g, se deduce que
i € 7. Por tanto, 7 ¢ —(T1,1). Es decir, 7 ¢ T

]
Veamos que la funcion STEP, restringida a T es la aplicacion identidad.
Lema 4.35 Para cada i tal que 1 < 1 < q, se tiene que
VreT; (re€Tiy AN STEP(1,i) =1))
Demostracion:
Seaitalquel <i<gq,y7 €T, .ComoT, =—(T;_1,i), resultaque T € T;_; ANi ¢
7. De la definicién de STEP se deduce que STEP(r,i) = T.
O

A continuacién vamos a probar que la funcién STEP; es inyectiva; es decir, que dos
moléculas distintas siguen evoluciones distintas por la ejecucion de un paso del bucle
principal.

Lema 4.36 Para cada i tal que 1 < i < g, se verifica que

VoeT,«V7 €Ti_y (STEP(0,:) |= STEP(r,i) —> 0 =17))



4.2. Representacion de conjuntos finitos en el modelo sticker 101

Demostracién:
Sea i tal que 1 < i < ¢. Sean 0 € Ti_y, y 7 € Ti_; tales que STEP(0,i) |=
STEP(r,1).
» Caso 1: Supongamos que i ¢ 0.
Como o714 = 71,4, resulta que i ¢ 7. Luego STEP(0,i) =0y STEP(r,i) =
7. De donde se deduce que o = 7.
= Caso 2: Supongamos que i € 0 y o N (q+ B;) = 0.

Como oj1q = Tpgq A & € o, tesulta que ¢ € 7. Como STEP(0,i) |=
STEP(t,i) |, teniendo presente que i € 7 resulta que 7N (¢ + B;) = 0.
Sean ¢’ = STEP(0,i) A 7 = STEP(r,1i). Entonces:

oc=0U(@+B)ANon{g+B)=0
”=7U(@+B)ATN(g+Bi)=0

Como ¢’ = 7/, de la relacién anterior se concluye que o = 7.

O

Veamos que la evolucién de una molécula o € Ty, tras ejecutar ¢ pasos del bucle
principal, identifica a dicha molécula.

Corolario 4.37 Seano,p € Tp. Sea i tal que 0 < i < q. Si o* |= p*, entonces o = p.

Demostracion:
Por induccién débil sobre 3.

0

El caso base, i = 0, es trivial, ya que 6® = o A p° = p.

Sea i < g tal que el resultado es valido para i. Sean o € Ty, p € Tp tales que
o'+l |= pi*!. Entonces STEP(c,i+1) |= STEP(p',i+ 1). De lema 4.36 se
deduce que ¢* |= p*, y de la hipétesis de induccién se concluye que o = p.

O

Seguidamente vamos a justificar la relevancia de los tubos T; a lo largo de la
ejecucion, probando que cada molécula de dichos tubos proviene de la evolucién de
una tnica molécula del tubo inicial.

Lema 4.38 Para cada i tal que 0 < i < q y cada molécula T € T;, existe una tnica
molécula del tubo de entrada, o € Ty, verificando que o* = 7.
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Demostracion:
Vamos a probar la existencia por induccién débil sobre <.

El caso base, i = 0, es trivial.

* —_

Sea i < q tal que se verifica el resultado para i. Sea 7 € Tiy1 = Tj44 o, UT i34

e Caso 1: Supongamos que 7 € T}, ., e
Del corolario 4.33 se deduce que existe p € T; talque i +1 € Ap# T A
STEP(p,i+1) = 7. Como p € T;, por hipétesis de induccién existe o € Tp

tal que p = o'. Luego, T = STEP(p,i + 1) = STEP(c*,i + 1) = o*+L.
e Caso 2: Supongamos que 7 € T, ;.

Del lema 4.35 resulta que 7 € T; A STEP(1,i+ 1) = 7. Como 7 € T;,
de la hipétesis de induccién se deduce que existe o € Tp tal que T = o°.
Luego, 7 = STEP(r,i+ 1) = STEP(c%,i+ 1) = o**L.

La unicidad de la molécula o € Ty verificando que o = 7, se sigue directamente del

corolario 4.37.
O

Lema 4.39 Para cada i tal que 1 < i < q y cada j tal que 1 < j < r;, se verifica
que
VTeT; (ieT)

Demostracién:

Sean 4,5 talesque 1 <i<qy 1< j <. Sear €T} Del lema 4.32 se deduce la
existencia de una molécula p € T;" verificando que 7 = pU(q+B!) y pN(g+B}) = 0.
Como p € T;* = +(Ti_1,%), se tiene que i € p. Teniendo presente que pp,q =
Tig N 1 <1< g, se concluye que ¢ € 7. O

Proposicién 4.40 Sea s € Ty. Sea i tal que 1 < i < q y o' |. Para cada k tal que

C ot

: . koo i k
0 <k < 1, se tiene que Ofg = Uf1,q] N Olgi1,q4 le+1,q+7)"

]

Demostracion:
Por induccién débil sobre i.

C . . 0 _ 1 0 _
El caso base, 7 = 0, es inmediato, ya que Ol = Of1,q ¥ COMO Ty gy = 0, se

0 1
deduce que Tlg+1,g+p] < Olg+1,q+9)"
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Sea i < ¢ tal que i > 1 y supongamos cierto el resultado para i. Veamos que
el resultado también es cierto para i+ 1. Para ello, sea k tal que 0 < k < i+1
y sea o € Ty tal que o**! |.

e Caso 1: Supongamos que 0 < k < 1.
Como ¢**! | y ¢! = STEP(c*,i + 1), resulta que o¢ | . Como 0 <
k<iAoe€Ty, Ao |, dela hipotesis de induccién se deduce que
Uﬁ, q= Ufl,q] A a{fl +104+8 © afq +1,4+p) Teniendo presente que afl,q] = oflf ql] A
afq +1g4p] af‘;}l,q +g (va que o' C STEP(c,i + 1) = o**1), se concluye
que of; 4 = oy A Tlgtrarsl  Tlgrraral

e Caso 2: Supongamos que k = i.

; i il i i+1
Entonces se tiene que o, g = o1/ ¥ 0111 04 C Tovtgral-

Para establecer la correccion del programa anterior, consideremos la formula

Es decir, la formula (i) expresa que toda molécula del tubo T} codifica una subfa-

milia de F tal que los conjuntos de esa familia de indice menor o igual que 7 son
disjuntos dos a dos.

Teorema 4.41 La férmula 6(i) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vi(l<i<q—03)

Demostracion:
Por induccién débil sobre 3.

El caso base, 7 = 1, es trivial.

Sea i < q tal que ¢ > 1 y supongamos que la férmula 0(i) es verdadera. Sean
Te€liykk €rtalessque 1<k<k'<i+1.ComoTeTi; Ai+1<yg,
por el lema 4.38 existe o € Tj tal que o*t! = 7.

e Caso 1: Supongamos que k' < 7+ 1.
Como k,k et =0 1 <k<k <gqy af'fql] = of; 4 resulta que
kK € o*. Como o*! | y 0! = STEP(o%,i + 1), resulta que o* |.
Luego, del lema 4.31, se deduce que o' € T;. Asi pues k, k' € 0" A 1<
k <k <i A o' € T;. Como por hipétesis de induccion la férmula (i) es
verdadera, se concluye que By, N By = (.
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e Caso 2: Supongamos que k' =i + 1.

Hemos que probar que By N B;;; = (. En primer lugar observemos que

kkKeo,yaquel <k<k =i+1<qgAkKk eTAT=0" /\Ufi':qll=

0j1 - Del lema 4.31 resulta que o € T; y, por tanto, o € +(T3, k') =

+(Tii+1) =T, .

Veamos que By N B;y; = 0; es decir que no existe u tal que 1 < u < 7riqq

y xiy, € By.
Supongamos lo contrario, es decir, que existiera u tal que 1 < u <
Ti+1 Y Ty € Bi. Entonces, existiria v tal que 1 < v < rp Az, = 27,
En tal situacion, tendriamos que k€ 0* A 1 < k< g A Uﬁ, q= aﬁ;}
y, por tanto, k € o*~1. Como ¢* = STEP(c*1,k) y k € o*1,
de la definicién de STEP se deduce que o* = ¢* 1 U (q+ By) y
o* 1N (qg+ By) = 0. Como 1 < v < 74, resulta que (g + ) € o*.
Ahora bien, k < k' = i+1, por tanto k& < i. Aplicando la proposiciéon
4.40 tenemos que U[I;+1,q+p] C 0}, 41,445 ¥» POT tanto, (¢ +27) € o', 0
lo que es lo mismo, (¢ + z¥,,) € o*. Ahora bien, teniendo presente
que 0**! | y que s+ 1 € ¢%, de la definicién de STEP se deduce que
0* N (¢ + Biy1) = 0. En particular, (g + z¥%,) ¢ o*. Lo que es una
contradiccion.

Corolario 4.42 (Correccién) Toda molécula del tubo de salida codifica una subfa-

milia de F que esti formada por conjuntos disjunto dos a dos.

Demostracion:

Basta tener presente que la formula 6(q) es verdadera. Y, por tanto, se verifica que
VTETqVk,k"ET (1Sk<k’§q—>BkﬂBk/=0)
0

Para establecer la completitud del programa disenado consideramos la siguiente
formula:

(t)=VoeT, (Vhk€o(1<k<k <q—BNBy=0)—o €T)

Es decir, la formula §(z) expresa que toda molécula del tubo de ensayo inicial que
codifique una subfamilia de F formada por conjuntos disjuntos dos a dos, pertenece
al tubo T; .
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Teorema 4.43 La férmula §(i) es un invariante del bucle principal. Es decir,
Vi(1<i<q—4(2))

Demostracion:
Por inducciéon débil sobre 7.

Para probar el caso base, i = 1,sea 0 € Ty tal que Vk, k' € 0 (1 <k <k <
q—>Bkanl =®)

e Caso 1: Supongamos que 1 ¢ 0.
En este caso, o' = STEP(0,1) |= o. Luego, del lema 4.31 resulta que
ag 1 (S Tl.

e Caso 2: Supongamos que 1 € o.

Como o € Ty y Tp es una (p + g, g)-libreria, resulta que og41,g45 = 0. En
particular, o N (g + B;) = @, luego o' | . Del lema 4.31 se concluye que
g 1 € Tl.

Sea i < ¢ tal que i > 1 y supongamos cierto el resultado para i. Sea o € Tj tal
que Vk, k' € 0 (1 <k < k' <q— BN By =0). De la hipétesis de induccién
se deduce que ¢ € T} .

e Caso 1: Supongamos que i + 1 ¢ o*.
En este caso, STEP(o%,i+1) = ¢*. Luego o**! |. Del lema 4.31 se deduce
que ot € Ty, .
e Caso 2: Supongamos que i + 1 € ¢*.
Basta probar que o*t! |. Para ello, por la definicién de STEP y teniendo
presente que o’ |, bastara ver que o' N (g + Biy1) = 0.
Supongamos lo contrario. Entonces existiria
jo=min{j: 1<j<ru A (g+al,) €0}
Veamos que entonces deberfa verificarse que (g + z3%,) € o* ™.
En efecto: si (g + z2,) ¢ o™}, resultaria que o*~! # ¢*. Teniendo
presente que o' = STEP(0*"1,7), deduciriamos que

ico VA =0 U@+ B) A N(g+B)=10

Luego existiria u tal que 1 <u <y A 2 = xff’H De donde obten-
driamos que B; N B;y1 # 0.
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Teniendo presente que (g + £2°,) € 0™}, existirfa
ko = min{k : (g + %) € o*}

Como Ty es una (p+q, q)-libreria, resultaria que ko > 0 (ya que Ojg41,g+p =
(). Teniendo presente que o* = STEP(c*~1 ko), y que (g + xﬁl) ¢
o*o=1  deducirfamos que o* #£ g*~1. Y, por tanto, ky € oc*o~1 A gk =
okl U (g + By,) A 0c* 1N (q+ Bk,) = 0. Luego existiria v tal que
1<v < gy A :rfj’_l = 7. De donde resultaria que Bi11 N By, # 0 (con
ko # i+ 1). Lo que es una contradiccién.

Corolario 4.44 (Completitud) Toda molécula del tubo de ensayo inicial que co-
difique una subfamilia de F formada por conjuntos disjuntos dos a dos, sobrevive
todos los pasos del bucle principal y pertenece al tubo de salida Tj,.

Demostracién:
Teniendo presente que la férmula 6(q) es verdadera, resulta que
VoeTy (Vk,k€eo (1<k<k <q—BiNBy=0)) > 0?€Ty)
O

4.2.5. Funciones Peso sobre conjuntos

Para terminar esta seccion, presentamos un programa molecular que se va a usar
como subrutina auxiliar para la resolucién de problemas del tipo de la Mochila o
el Subset—Sum, relativos al almacenamiento del peso de un conjunto con respecto a

una funcién de valores dada.

Planteamiento del problema y diseno

Problema: Dada una familia de subconjuntos de un conjunto finito A y una funcion
f : A — N, hallar los pesos, respecto de la funcién f, de los elementos de la
familia.

Sean A = {1,..,p}, r € Ny f : A — N una funcién total. Si B C A,
entonces notaremos f(B) = Y, p f(i). Por conveniencia, definimos f(0) = 0. Sean
gr = f(A), A; ={0,...,i} (con 0 < i < p)y To un tubo de entrada que consta de
(n, k, m)-complejos de memoria, con k > p+ 1 + ¢s.
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Cada molécula o € Tj se puede considerar que codifica un subconjunto, B, C A,
caracterizado por la condicién B, = oy1,. Y reciprocamente, cada subconjunto
B C A puede ser codificado por una molécula op € Ty, caracterizada por la siguiente
condicion: op(i) = 1siy sblo si i € B.

En cada molécula del tubo de entrada, o € Tp, consideramos las siguientes zonas
diferenciadas:

(Ao) =0 (L] (Fo) = Olp+r+1,p+r-+gs]
(Lo)=o [p+1,p+1)> (Ro)=o [p+r+qs+1,k]
- &,
g S et e,
| L S pr+l P+r+q] _________
________ T T Tttt prereens
Ao Fo

Figura 4.3. Zonas consideradas en los complejos de memoria

La subrutina que presentamos trabaja sobre el tubo inicial Ty, y modifica sus
elementos de forma que las moléculas del tubo de salida almacenan en (Fo) el peso,
con respecto a la funcién f, del subconjunto de A codificado en (Ac) (las zonas (Ro)

y (Lo) no intervienen en este proceso, pero seran ttiles para usos méas generales).
Es decir,

P prtqs
Y a@f@ = Y. o)
i=1 Jj=p+r+1

El programa molecular que disefiamos en el modelo sticker para implementar dicho
proceso es el siguiente:

Procedimiento Peso
Entrada: (Ty, f,p,7)
para z=1 hasta p hacer
(T*,T~) < separacién(Tp,1)
para j =1 hasta f(i) hacer
Tt « activar(T*,p+r+ f(Ai1) + )

Tp «— mezclar(T*,T7)

Salida: Ty

El nimero de operaciones moleculares que realiza este programa es del orden
de O(gy). El ntimero de tubos usados es del orden de O(gy). El volumen molecular

coincide con el tamafio de la subfamilia de subconjuntos de A sobre la que se aplica
la subrutina.
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Verificaciéon del programa disenado

Para establecer la verificaciéon formal del programa disenado procedemos a re-
etiquetar los tubos que se obtienen a lo largo de la ejecucion.

Procedimiento Peso
Entrada: (7o, f,p,7)
para ¢ =1 hasta p hacer
(T% T7) « separacién(T;_y,i)
para j =1 hasta f(i) hacer
T « activar (T}5_;,p+ 7+ f(Ais1) + )
T; — mezclar (Tt .\, TV)

o)’
Salida: T,

Con el fin de que las pruebas sean maés faciles de seguir, subdividiremos la zona
(Fo) de la siguiente forma: para cada i tal que 1 < i < p consideramos la regidn:

Ri={p+r+f(Ai1)+1,..,p+r+ f(4)}
Ry Ry

e ~ -

pt+l pt+f(A1) p+f(Ap-1)+1

p+f(A1)+1 p+f(Az) r+f(4;)

Figura 4.4. Regiones de la zona (Fo)

Definicién 4.45 Para cada o € Ty y cada k tal que 1 < k < p, notaremos por c* la
molécula que se obtiene de ¢ tras la ejecucién del paso k—ésimo del bucle principal
del programa.

Es decir, las moléculas o* proporcionan la historia de la molécula o del tubo de
entrada a lo largo de la ejecucion del programa, del mismo modo en que se definié
anteriormente. Teniendo presente la estructura del programa, es inmediato probar
los siguientes resultados:

Lema 4.46

1. La zona inicial de la molécula (que codifica el subconjunto de A) permanece
invariable a lo largo de la ejecucién del programa; es decir,

VoeTaVk (1<k<p— (Ao) = (Ad¥)) (4.1)
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2. Las moléculas que se obtienen en el paso k-ésimo del bucle principal son al-
macenadas en el tubo Ty; es decir,

VoeToVk (1<k<p—o*eT) (4.2)

3. Todas las moléculas del tubo k-ésimo provienen de alguna molécula del tubo
inicial; es decir,

VE(1<k<p—oVreT,3oeT (c*=r1)) (4.3)

4. La ejecucién de un paso del bucle principal no modifica las regiones correspon-
dientes a pasos anteriores; es decir,

VoeTyViVk (L<i<k<p— ojp =0f,) (4.4)

5. Tras la ejecucién del paso i-ésimo del bucle principal, la regién R; de o ha sido
modificada de acuerdo con el valor de o(i); es decir ,

VoeTyViVk (1 <i<k<p— ofp =) (4.5)

6. La ejecucién de un paso del bucle principal no modifica las zonas (Lo) y (Ro);
es decir,

Vo eToVk (1 <k <p— (Lo) = (Lo*) A (Ro) = (Ro*)) (4.6)

El siguiente resultado asegura que el bucle principal modifica las regiones R; de las
moléculas, codificando el peso parcial del conjunto representado por cada una de
ellas.

Proposicion 4.47 Sea B C A tal que o € Ty. Entonces para cada k tal que
1 <k < p, se tiene que:

ptr+f(Ax)
FBA{L. k)= > o050
j=p+r+1
Demostracién:
Del apartado 1 del lema 4.46 se sigue que
k k

FBALL kY = 3 £6)- 0nld) = Y £(0) - 0B ()
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Por otro lado, de los apartados 1 y 5 del lema 4.46 se deduce que

i) ob) = Y o) (1 < <B)

JER;

Corolario 4.48 Para cada B C A tal que o € Ty, existe T € T, que verifica

p+r+q5

f(B)= > ()
i=p+r+1
Demostracion:
Dado B C A, consideremos la molécula asociada o € T,. Basta tomar 7 = o', ya

que
ptrtqs

f(B)=f(BN{L,.ph)= D 05()

Jj=p+r+1

4.3. Andlisis de los costes

Terminamos este capitulo resumiendo los costes en tiempo (ntmero de opera-
ciones moleculares) y en espacio (volumen molecular del tubo inicial), asi como el
nimero total de tubos usado en cada uno de los procedimientos disefiados en la sec-
cién anterior relativos a la representacion de conjuntos finitos en el modelo sticker.

Procedimiento Op. mol. | Tubos usados | Vol. mol. inicial
Rellenado O(gp) O(q) 29
Recubrimiento O(qp) O(q) 29
Ordenacién Cardinal At %) 2s t
Familias Disjuntas O(qp) O(p) 29
Funciones Peso O(qy) O(qy) -




Capitulo 5

Resoluciéon de problemas numéricos
NP-completos en el modelo sticker

En este capitulo se estudian soluciones moleculares en el modelo sticker de al-
gunos problemas NP-completos clésicos (para una descripcién méas detallada de los
problemas presentados véase [26]). Las soluciones presentadas a continuacién hacen
uso de la bateria de programas moleculares estudiados en el capitulo anterior usa-
dos como subrutinas, siendo la verificacién formal de las mismas una consecuencia
inmediata de las verificaciones vistas anteriormente.

5.1. El problema Subset-Sum

Problema: Sea A = {1,..,p} y w : A — N una funcidn peso. Sea k € N tal
que k < w(A) = q,. Determinar si eriste un subconjunto, B C A, cuyo peso sea
exactamente k.

A continuacién disefiamos un programa molecular en el modelo sticker que re-
suelve el problema Subset—Sum.

La idea del programa es la siguiente:
= El tubo de entrada, Ty, sera una (p + ¢, p)-libreria.

» En una primera etapa (calculo del peso), cada molécula, o, del tubo de entrada
se rellena con el fin de obtener en sus ultimas g componentes el peso del
subconjunto que codifica.

= Las moléculas del tubo resultante en la etapa anterior son ordenadas de acuer-
do a su cardinalidad con respecto al peso.
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= Finalmente, se lee el tubo k-ésimo de dicha ordenacién, que contiene las
moléculas del tubo de entrada que codifican subconjuntos de A de peso k,
si las hay.

p+1 P+qw

Figura 5.1. Zonas consideradas en los complejos

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo
sticker:

Procedimiento Subset_Sum
Entrada: (p,w,k)
G = X0 ()
To «— (p+ qu, p)-libreria
Ty < Peso(Ty, w,p,0)
Tout — Orden_Cardinal(Ty,p+ 1,p + gu) (K]
leer(T,.;)

El namero de tubos usados (incluyendo las subrutinas) es 4 + 2q y el nimero de
operaciones moleculares realizadas es 2p+ ¢+ 1 + ﬂq{—al. El volumen molecular del
tubo inicial es 2P.

El siguiente resultado muestra la correccién del programa molecular. Es decir,
toda molécula del tubo de salida codifica una solucién correcta para el problema
Subset—Sum.

Teorema 5.1 (Correccién) Si T, # 0, existe B C A tal que w(B) = k.

Demostracioén:
Basta tomar 7 € T, y aplicar el apartado 4.3 del lema 4.46 y la proposicion 4.47
para obtener una molécula o € Ty que verifica el resultado para B,.

]

El siguiente teorema prueba la completitud del programa molecular disefiado.
Es decir, toda molécula del tubo de entrada que codifica una solucién correcta del
problema Subset—Sum est4 en el tubo de salida.
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Teorema 5.2 (Completitud) Sea o € Ty tal que w(B,) = k. Entonces Tou # 0.

Demostracién:
Sea o € Tp tal que w(B,) = k. Del corolario 4.48, tras la ejecucion del procedimiento
de rellenado por peso, se obtiene una molécula 7 = o” € T} verificando que w(B,) =
f:g:’l 7(3). Por tanto, 7 € Toy-
[}

Nota 5.3 El programa anterior no sélo resuelve el problema de decision, sino que
devuelve todas las soluciones del mismo. Es decir, en el tubo de salida To,; estan
todas las moléculas que codifican subconjuntos B C A tales que w(B) = k (y sélo
esas).

5.2. El problema de la Mochila 0/1 acotado

Problema: Sean A = {1,...,p} un conjunto finito no vacio, w : A — N una
funcidn peso, y p : A — N una funcidn aditiva de valores. Sean k, k' € N tales
que k < w(A) = q, y k' < p(A) = g,. Determinar si eziste un subconjunto B C A
tal que w(B) <k y p(B) > k.

La ide de un programa molecular que resuelve este problema en el modelo sticker
es la siguiente:

» El tubo de entrada sera una (p + ¢, + ¢, p)-librerfa.

» En una primera etapa (calculo del peso) se procede como en el problema
anterior: cada molécula del tubo de entrada se rellena adecuadamente con el

fin de codificar el peso de su subconjunto asociado.

» Las moléculas, o, del tubo resultante se ordenan de acuerdo al cardinal de
w(Ac), obteniéndose los tubos Ty, ..., Ty,, verificando que Vo (o0 € T; =
lw(Ao)| = j).

» Con el tubo Ty U ... U T} se procede a una segunda etapa de calculo del peso,
de acuerdo con la funcién de valores, p, proporcionada por el problema.

= Las moléculas, o, del tubo resultante se ordenan ahora de acuerdo con el
cardinal de p(Ac), obteniéndose los tubos Ty, ..., T,, verificando que Vo (o €
T; = |p(Ad)| = j).
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» Finalmente, se lee el contenido del tubo Ty U...UT,,, que contendra las solu-

ciones codificadas del problema.

Fo Ro Lo=9

1 P g+l rtHaueta,

N BN N

r+1 pt+qw

Figura 5.2. Zonas consideradas en los complejos de memoria

Estas ideas sugieren el disefio del siguiente programa molecular en el modelo

sticker:

Procedimiento Mochila
Entrada: (p,w,p,k, k")
Qw — 2oy w(i); g — iy p(3); To — (P+ gu + g,y p)-libreria
To «— Peso(Tp, w,p,0)
Orden_Cardinal(7p,p+ 1,p + quw)
Ty 0
para ¢ =1 hasta k hacer
Ty «— mezclar(7},0rden_Cardinal (Ty,p+ 1,p + qu)[i])
To < Peso(T1, p, D, Guw)
Orden_Cardinal (Tp,p+ gw + 1,p + quw + q,)
T, «— 0
para i =k’ hasta ¢, hacer
Ty «— mezclar(T},0rden_Cardinal (To,p + ¢ + 1,0 + quw + @) [1])
leer(17)

El nimero de tubos usados por el programa (incluyendo, de nuevo, los usados
por las subrutinas) es 5+ 2 - méx{q., ¢,}, y el nimero de operaciones moleculares
que se llevan a cabo en la ejecucion es 4p+k — k' + q‘“"(q’“%); 9%:@%*7) 1 1 El volumen

molecular del tubo inicial es 27.

La verificacion formal de este programa es similar a la realizada para el problema
del Subset—Sum, por lo que omitimos su prueba, ya que no afiade ninguna idea nueva
a los métodos de verificacién en el modelo sticker.
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5.3. El problema de la Mochila 0/1 no acotado

Problema: Bajo las mismas condiciones que en el problema de la mochila 0/1 aco-
tado, determinar un subconjunto B C A que verifique la siguiente condicion:

p(B) =méx{p(C): C C A A w(C) <k}

Una solucién molecular a este problema se obtiene de la solucién dada para el
problema acotado, cambiando la etapa final de dicho programa: tras la ordenacién
de los tubos de acuerdo con la funcién de valores, se escogeré el tubo no vacio de
mayor indice.

Las zonas que se consideran en las moléculas para resolver este problema son las
mismas que se consideraban para el problema anterior.

Procedimiento Mochila_no_acotado
Entrada: (p,w,p,k)
Qw — 2 w(@); g 201 p(i); To— (P+quw + g, p)-libreria
Ty « Peso(Tp, w, p,0)
Orden_Cardinal(7y,p+ 1,p + qu)
Ty« 0
para ¢ =0 hasta k hacer
Ty « mezclar(T;,0rden_Cardinal (Tp,p+ 1,p + qu) [£])
Ty «— Peso(T1, p, P, ¢w)
1= ¢qp; 10
Orden_Cardinal (To,p + ¢w + 1,0 + Guw + @)
mientras ¢ > 1 A ¢t =0 hacer
T’ «— Orden_Cardinal (Ty,p+ quw + 1, + quw + g») [{]
si T" # () entonces:
leer(T"); t«1
si no:

1e—1—1

El niimero de tubos usados por el programa es 5 + 2 - max{qu, ¢,} y €l niimero

de operaciones moleculares que se realizan en la ejecuciéon del mismo, 4dp +k — k' +
Qw'(‘Iw+5)+q;)'(‘Ip+9)
2

, se obtiene directamente del caso acotado. El volumen molecular
del tubo inicial es 2P.
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5.4. El problema SET PACKING

Problema: Sean A = {1,...,p} un conjunto finito, F = { B, ..., B;} una familia de
subconjuntos de A, y k € N. Determinar si existen k subconjuntos de F disjuntos
dos a dos.

La idea de un programa molecular que resuelve este problema en el modelo sticker
es la siguiente:

= El tubo de entrada, Tp, serd una (p + ¢, g)-libreria.

» Usando la subrutina Disjuntos se obtiene un tubo T} que contiene todas las
subfamilias de F cuyos elementos son disjuntos dos a dos.

» Se ordenan los elementos de T; segin su cardinalidad.

= Finalmente, se lee el tubo 7'(k) que contiene las moléculas del tubo de entra-
da que codifican subfamilias de F con k elementos formadas por conjuntos
disjuntos dos a dos.

Estas ideas sugieren el siguiente programa molecular:

Procedimiento Set_Packing

Entrada: (Tp, k) (Tp es una (p+q,q)-libreria)
Ty « Disjuntos(Tp)
T[] « Orden_Cardinal(T})
Leer(T'(k))

El nimero de operaciones moleculares es del orden O(gq- p+ ¢?). El niimero total

de tubos usados (incluyendo los utilizados en las subrutinas) es del orden de O(p).
El volumen molecular del tubo inicial es 29.

5.5. El problema EXACT-COVER

Problema: Sean A = {1,...,p} un conjunto finito y F = {By, ..., B,} una familia
de subconjuntos de A. Determinar si existen iq,...,% tales que {By,...,B;} es
una particion de A.

La idea de un programa molecular que resuelve este problema en el modelo sticker
es la siguiente:
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» Usando la subrutina Disjuntos se obtiene un tubo que contiene todas las
subfamilias de F cuyos elementos son disjuntos dos a dos.

= Finalmente, haciendo uso de la subrutina Seleccién_Recubrimientos se ex-
traen todas aquellas moléculas que codifican subfamilias de F que determinen
un recubrimiento en A.

Estas ideas sugieren el siguiente programa molecular:

Procedimiento Exact_Cover
Entrada: Ty (una (p+ g¢,q)-libreria)
To «— Disjuntos(Tp)
To «— Seleccidén_Recubrimientos(7p)

El nimero de operaciones moleculares de este programa es del orden O(g-p+p) =
O(q-p). El ntimero total de tubos usados (incluyendo los utilizados en las subrutinas)
es . El volumen molecular del tubo inicial es 29.

5.6. El Problema del recubrimiento Minimal

Problema: Sea A = {1...,p}. Sea F = {By,...,B,} una familia finita de subcon

juntos de A. Encontrar el menor recubrimiento de A por elementos de F.

La primera solucién molecular a este problema fue dada como ejemplo de la
potencia del modelo sticker por S. Roweis y otros, en [77]. A continuacién presenta-
mos otra solucién ligeramente distinta utilizando algunas subrutinas estudiadas en
el capitulo anterior.

La idea de un programa molecular que resuelve este problema en el modelo sticker
es la siguiente:

El tubo de entrada es una (p + g, q)-libreria, de tal forma que codifica todas
las posibles subfamilias de F, tal y como se vio en el problema del rellenado, y el
programa lo estructuramos en tres fases:

= Fase 1: Fase de rellenado: en la que se rellena la parte de las moléculas del
tubo de entrada correspondiente al subconjunto A, en funcién de la subfamilia
codificada en las mismas.

» Fase 2: Fase de seleccion de recubrimientos: en la que se extraen aquellas
moléculas en las que la subfamilia codificada es, en efecto, un recubrimiento
del conjunto A.
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s Fase 3: Fase de seleccion de un recubrimiento minimal: en la que se extraen
de entre todos los recubrimientos de A aquellos de menor cardinalidad.

Teniendo presente que en la seccién anterior hemos disefiado procedimientos que
nos permiten realizar cada una de las fases descritas, un programa molecular que
resuelve el problema del recubrimiento minimal en el modelo sticker es el siguiente:

Procedimiento Recubrimiento_Minimal
Entrada: Tp (una (p+ g¢,q)-libreria)
Ty < Rellenado(Tp)
T, «— Seleccién_Recubrimientos(7})
T[] « Orden_Cardinal(T3,1,q)
te—0; 11
mientras ¢ < ¢ At =0 hacer
si T[i] # 0 entonces:
leer(T[i]); t 1
si no:
te—1i+1

El nimero de operaciones moleculares que realiza este programa es de orden
O(q - p + ¢?). El niimero total de tubos usados (incluyendo los utilizados en las
subrutinas) es del orden de O(g). El volumen molecular del tubo inicial es 29.

5.7. Andalisis de los costes

Finalizamos el capitulo resumiendo los costes en tiempo (ndmero de operaciones
moleculares) y en espacio (volumen molecular del tubo inicial), asf como el niimero
total de tubos usados en cada uno de los programas disehados para resolver los

problemas NP-completos que se citan, en el modelo sticker.

Procedimiento Op. mol. Tubos usados | Vol. mol. in.
Subset-Sum 2+ g+ 2+ L2 4+2q 2
Mochila 0/1 Acotado dp 4 k — k'  2l0tDEe@tD) 4 | 5 4 9 max{qu, gp} 2°
Mochila 0/1 no Acotado | 4p + k — &’ 4 2(ded8anat9) 1y | 54 9 mix{qy,q,} 2p
Set-Packing O(gp + ¢%) O(p) 2
Exact-Cover O(qp) O(p) 2
Recubrimiento Minimal O(qp + ¢*) 0(q) 29




Capitulo 6
Computacién celular con membranas

En Octubre de 1998 Gh. Piun introduce un nuevo modelo de computacién de
tipo paralelo y distribuido, denominado P sistemas de transicion [56]. Este modelo
también se conoce con el nombre de computacién celular con membranas, por las
razones que veremos mas adelante.

Este capitulo esta estructurado como sigue. En la primera seccion se presenta
una descripcién informal, intuitiva, de los P sistemas béasicos de transicién, de su
funcionamiento y de las caracteristicas especiales de los mismos. En la secciéon 2
se presenta una formalizacion de este nuevo modelo de Computacién Natural que
permite atacar con garantias la verificacion de sistemas desarrollados en este mode-
lo. En la tercera seccion se aborda el estudio de los P sistemas de transicién como
dispositivos generadores de multiconjuntos (de nimeros o de relaciones), como dis-
positivos de reconocimiento y como méquinas de calculo. En la seccion 4 se estudia la
potencia computacional de los P sistemas de transicién y en la seccion 5 se justifica
que este modelo de computacioén proporciona herramientas para atacar la conjetura
P=NP. En la ultima seccion de este capitulo se estudian algunas variantes de los P
sistemas que permitan resolver, en tiempo polinomial y en modo determinista, pro-
blemas que son computacionalmente intratables, si bien el pardmetro exponencial
suele enmascararse en las descripciones de las variantes.

Como primera nota diferenciadora con respecto a los modelos de computacién
molecular basados en ADN vistos en los capitulos anteriores, conviene hacer notar
que este modelo no esta descrito, propiamente, a través de un lenguaje de progra-
macién; es decir, no proporciona una serie de operaciones bésicas susceptibles de ser
secuenciadas sobre un dato de entrada para obtener un resultado final (solucién del
problema que se pretende resolver). En este modelo se generan mdquinas (al modo
de las maquinas de Turing) cuya ejecuciéon modifica el contenido de las distintas
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componentes que la integran hasta llegar, en su caso, a un estado de parada (en el
que la maquina deja de funcionar). En este sentido, la ejecucién de los P sistemas
se podria decir que es independiente del usuario, puesto que una vez construido el
sistema no es necesario, en principio, intervenir para dirigir la ejecucién.

6.1. Los P sistemas de transicion

Hasta ahora hemos introducido modelos de computacién natural en los que se
simula el modo en que la naturaleza calcula a un nivel genético (algoritmos genéticos
y computacion molecular basada en ADN), o a un nivel neuronal (redes neuronales).
Un estudio més detallado del funcionamiento de los organismos vivos nos sugiere un
nuevo nivel de computacién no analizado hasta ahora: el nivel celular.

El comportamiento de una célula puede ser considerado como el de una méaquina
que realiza un cierto proceso de calculo: una maquina no trivial, desde el punto de
vista biolégico, en la que por medio de una distribucién jerarquica de membranas
interiores se produce el flujo y alteracion de las componentes quimicas que la propia
célula procesa.

Por supuesto, los procesos que se producen en una célula son lo suficientemente
complejos como para no intentar modelizarlos completamente en este trabajo y,
posiblemente, un modelo de computacién que intente simular literalmente esos pro-
cesos dejaria de ser practico, salvo desde un punto de vista biologico. Se pretende
crear un modelo de computacién abstracto que simule, de la forma méas aproximada
posible, el comportamiento de las células y que nos permita (al menos en principio)
obtener soluciones alternativas de problemas computacionalmente intratables desde
un punto de vista convencional. Para ello, hay que hacer emerger todas aquellas
caracteristicas del comportamiento y constitucién de la célula que puedan ser de
utilidad para la elaboracién de un modelo de computacién que sea a la vez potente
(en cuanto a los problemas que pueda resolver) y sencillo (en cuanto a su definicion,
implementacion y ejecuci6n).

La primera caracteristica que llama la atencién en cuanto a la estructura interna
de la célula, y que sera ttil para la definicion de los P sistemas de transicion, es el
hecho de que las distintas partes del sistema biol6gico que la componen se encuentran
delimitadas por varios tipos de membranas (en su sentido més amplio), desde la
propia membrana que separa el exterior de la célula del interior de la misma, hasta
las distintas membranas que delimitan las vesiculas interiores. Ademas, con respecto
a la funcionalidad de estas membranas en la naturaleza, interesa el hecho de que
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no generan compartimentos estancos sino que permiten el paso (flujo) de ciertos
compuestos quimicos, algunas veces de forma selectiva e incluso en una sola de las
direcciones. Estas ideas han sido consideradas con anterioridad por G. Berry y V.
Manca en [10] y [45], respectivamente.

A pesar de que el modelo que se va a definir tiene inspiracién biolégica, puede
resaltarse el hecho de que constituye igualmente un buen modelo teérico de com-
putacién distribuida, en donde distintas unidades de calculo trabajan independien-
temente pero estructuradas en una cierta jerarquia vertical; por ejemplo, la jerar-
quizacién usada en las conexiones establecidas en redes como internet puede ser
representada como una estructura de membranas.

En lineas generales, el sistema que se va a definir a continuacién est4 basado en
una estructura de membranas, como modelo matematico de ordenacion fisica de la
célula. En esta agrupacién (jerarquizada) de membranas se introduciran unos ele-
mentos denominados objetos, a modo de las distintas componentes con las que se van
a realizar las operaciones internas y el traspaso de informacion entre las membranas,
y una serie de reglas de evolucién que nos permitirén, eventualmente, modificar los
objetos presentes en cada membrana y establecer una cierta comunicacién entre
las mismas. Los objetos introducidos en las membranas no forman propiamente un
conjunto, sino que pueden aparecer repetidos (existir varias copias idénticas de un
mismo elemento) y, ademas, ser4 irrelevante el orden de ubicacién de los mismos en
las membranas. Por ello, para implementar la manipulacién de objetos en el modelo,
se necesita el concepto de multiconjunto. Como caracteristica adicional, las reglas de
evolucién pueden hacer desaparecer la membrana sobre la que se estan ejecutando,
simulando el hecho biolégico de la disolucién de la membrana, de tal modo que a
partir del instante en que esta disolucién ocurre, los objetos de la membrana di-
suelta pasan a formar parte de la membrana que la contuviese directamente (como
parece natural, se exigird que la membrana més exterior en la estructura no puede
ser disuelta).

En los P sistemas de transicion se puede considerar un cierto orden en la apli-
cacién de las reglas a través de una relacidn de prioridad, de modo que si dos reglas
pueden ser aplicadas simultaneamente, y hay una relacién de prioridad entre ellas,
entonces sélo se podra ejecutar aquella de prioridad més alta. En caso de existencia
de varias reglas en una misma membrana que puedan ser ejecutadas en un cierto
instante, el sistema actuara de manera no determinista; es decir, el sistema tendra
varias posibilidades de evolucién, pudiéndose ejecutar cualquiera de las reglas de
igual prioridad y que sean aplicables. Ademas, las reglas deben aplicarse de forma
mazimal, en el sentido de que en cada paso de computacion deben agotarse todos
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los objetos afectados por reglas que se puedan aplicar.

Para la evolucién global del sistema, se supone que hay una especie de reloj
universal que marca las actuaciones de todos los elementos que lo integran; es decir,
simultdneamente actiian todas las reglas dentro de cada membrana, en todas las
membranas presentes, sin interferencias directas entre ellas: en un paso de reloj
se considera la ejecucién de todas las reglas (que pueden ser aplicadas) de cada
membrana del P sistema.

Tal y como se ha descrito informalmente los P sistemas de transicion, se observa
que una de las caracteristicas que puede resultar de mayor interés es el paralelismo
que implementa. Conviene hacer notar que el paralelismo presente en los P sistemas
se produce a dos niveles bien diferenciados: en un primer nivel, dentro de cada
membrana, todas las reglas que puedan aplicarse lo haran de manera simultanea; en
un segundo nivel, todas las membranas presentes en el sistema estan trabajando a
la vez y de forma sincronizada.

A continuacién se van a describir los P sistemas de transicion con membrana de
salide siguiendo las ideas originales de su creador, Gh. Paun [56].

6.1.1. Alfabetos y multiconjuntos

Un alfabeto, ¥, es un conjunto no vacio (finito o infinito) cuyos elementos se
denominan simbolos. Utilizando los simbolos del alfabeto podemos construir cadenas
finitas y ordenadas de simbolos, a modo de palabras. El nimero de elementos que
tiene una palabra se denomina longitud de la misma. Habitualmente, el conjunto
de las cadenas que constan de n simbolos del alfabeto ¥ se denotan por %". Por
extension, la palabra que usa 0 simbolos (es decir, de longitud 0) también se considera
una palabra sobre el alfabeto, que se denomina palabra vacia y se denota por A.
Como caso particular de palabra, si a es un simbolo del alfabeto, notaremos por a”
la palabra de longitud n que consta de n repeticiones del simbolo a. Al conjunto
de todas las palabras que se pueden formar sobre un alfabeto, X, se denota por X*.
Entre las palabras se pueden definir de manera natural operaciones tales como la
concatenacion, con el significado intuitivo habitual, y relaciones como ser prefijo,
subpalabra o sufijo, etc. Un lenguaje sobre un alfabeto es un conjunto de palabras
sobre ese alfabeto; es decir, L es un lenguaje sobre X si L C T*.

Como ya se ha comentado anteriormente en la disciplina de Computacién Natural
suele ser habitual tratar con una extension del concepto de conjunto que permite la
aparicion de elementos repetidos. Es lo que formalmente se denomina multiconjunto.
Dentro de un multiconjunto, al nimero de veces que aparece repetido un elemento
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se le denomina multiplicidad de dicho elemento, entendiendo por multiplicidad 0 si
dicho elemento no aparece (de esta forma, un conjunto es un multiconjunto en el que
cada elemento que aparece en él tiene multiplicidad 1). Al igual que el contenido
de los conjuntos suele notarse enmarcado por los simbolos auxiliares {, }, cuando
hablamos de multiconjuntos usaremos como simbolos auxiliares {{, }}.

Muchas veces, y por razones de brevedad en la escritura, es habitual relacionar
los multiconjuntos que se pueden formar con elementos de un determinado conjunto
no vacio, con las palabras que se pueden escribir considerando dicho conjunto como
alfabeto. Asi, dada una palabra sobre un conjunto no vacio, basta considerar como
multiconjunto asociado el formado por los elementos que integran la palabra, donde
la multiplicidad de cada uno de ellos sera el ntimero de apariciones que tenga en
la palabra. Reciprocamente, si tenemos un multiconjunto, para formar una palabra
asociada, basta tomar todos los elementos del multiconjunto y formar una cadena
con ellos. Es obvio que esta relaciéon no es biyectiva ya que un mismo multiconjunto
puede generar muchas palabras haciendo variar el orden en que se toman los simbolos

al escribirla (por ejemplo, el multiconjunto {{a, a,b}} tiene como palabras asociadas
ab, ba? y aba).

6.1.2. Estructuras de membranas

Para introducir las estructuras de membranas, vamos a considerar, en primer
lugar, el lenguaje M S sobre el alfabeto {[,]}. Por definicién, M.S es el menor lenguaje
sobre {[,]} que verifica simultdneamente las condiciones siguientes:

1. []eMS.
2. Sip,...,pun € MS, entonces [y ...u,) € MS.

Intuitivamente se quieren describir las estructuras de membranas a través de pares
de corchetes coincidentes, imponiendo que dentro de las membranas, el orden de
aparicién no sea relevante. Para ello, se define una relacién, ~, sobre los elementos
del lenguaje M S de forma que estén relacionadas todas aquellas cadenas que reflejen
la misma estructura (salvo el orden):

T Y ST = fpafispta N Y = papispiafia N p1fia, o, ps € MS

Si notamos por ~* la clausura transitiva y reflexiva de la relacion anterior, entonces
se tiene que la relacion obtenida es de equivalencia. Notaremos por M S el conjunto
de clases de equivalencia de M S con respecto a dicha relacion, ~*, y a sus elementos
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se les llama estructuras de membranas. Dentro de una estructura de membranas, a
cada par de corchetes coincidentes se le denomina membrana. El nimero de mem-
branas de una estructura de membranas, u, se denomina grado de la estructura, y
se notara por deg(u). A la estructura mds ezterna se le llama piel (skin), y aquellas
membranas que no contienen otras membranas en su interior se denominan elemen-
tales.

La profundidad de una estructura, u, se denota por dep(u), y se define recursi-

vamente como sigue:

1. dep([]) =1
2. dep([p1-- - pn)) =1+ maz{dep(u;): 1<i<n}

Se puede representar graficamente las estructuras de membranas como un conjunto
de curvas simples cerradas (a modo de diagrama de Venn) manteniendo la jerarquia
impuesta por la cadena que la representa en MS:

membrana

elemental piel

\* \(
D entorno

G,

membrana

~

region

-~

entorno

Figura 6.1. Representacion grafica de una estructura de membranas.

A partir de esta representacion se puede considerar el concepto intuitivo de
region delimitada por una membrana u, como el espacio comprendido entre dicha
membrana y las inmediatamente interiores. Es evidente que existe una biyeccién
natural entre las membranas de una estructura y las regiones que delimitan, siendo
habitual identificar unas con otras.
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6.1.3. Células

Una vez que se han introducido las estructuras de membranas, el siguiente paso
para poder modelizar la célula consiste en dotar de contenido a dichas membranas;
es decir, asociar a cada regi6n de una estructura de membranas un multiconjunto
de objetos de un determinado alfabeto prefijado. El resultado obtenido por medio
de esta asociacion es lo que se conoce como célula (en el trabajo original, Gh. Péun
le dio el nombre de super-célula).

Las nociones de grado, profundidad y regi6n, definidas para las estructuras de
membranas se extienden de forma natural a las células. El multiconjunto asociado
a una regién (o membrana) de una célula se denomina contenido de la region, y el
namero total de objetos de una regién se denomina tamario de la region.

Si una membrana, m, esta situada dentro de otra membrana, m’, de tal manera
que ambas contribuyen a delimitar la misma regién (cuyo contenido son los objetos
dentro de m' que estan situados fuera de m), entonces se dice que los objetos de m’
son adyacentes a la membrana m. En este caso, también diremos que las membranas
m y m’ son adyacentes.

6.1.4. Evolucién de los P sistemas de transiciéon

Hasta ahora se han introducido los elementos necesarios para poder definir los
P sistemas de transicién, pero todavia no se ha explicado como se les puede dotar
de procedimientos que permitan hacerlos evolucionar, transformando los objetos
que contienen y, en su caso, propiciando la comunicaciéon entre las membranas. La
herramienta que permitira implementar estas acciones son los conjuntos de reglas,
asociados a las membranas.

Un P sistema de transicion de grado n, con n > 1, es una tupla

II= (V'y H, M, ...y My, (thl)a (RN (Rn,pn),lo)
en donde:
= V es un alfabeto, cuyos elementos se denominan objetos.

» 4 es una estructura de membranas de grado n, con las membranas (regiones)
etiquetadas biyectivamente con elementos de un conjunto de etiquetas A. Sera
habitual usar como conjunto de etiquetas A = {1,...,n}.

= Para cada i tal que 1 < ¢ < n, m; es un multiconjunto finito sobre V. El
multiconjunto m; se considera asociado a la regién de u etiquetada por i.
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» Para cada i tal que 1 < i <n, R; es un conjunto de reglas de evolucién sobre
V. El conjunto R; se considera asociado a la regién de p etiquetada por .
Para cada i tal que 1 < 7 < n, p; es un orden parcial estricto sobre R;, que
especifica la prioridad entre las reglas del conjunto R;.

Una regla de evolucion es un par ordenado (u,v) (habitualmente escrito en la
forma u — v), en donde u es un multiconjunto sobre V' y v = v' o v = v,
siendo v’ un multiconjunto sobre el alfabeto (V x {here,out}) U (V x {in; :
1<j<n}),y ¢V esun simbolo especial.

La longitud de u se denomina radio de la regla (u,v).

» El nmero i verifica que 1 < iy < n y representa la membrana de salida del
P sistema.

Cualquiera de los multiconjuntos asociados a las membranas pueden ser vacios, asi
como los conjuntos de reglas o las relaciones de prioridad.

A la tupla (u,mi,...,mu, (R1,p1),...,(Bn,pn)) se le denomina configuracion
inicial del P sistema II. En general, una configuracion de II es una tupla

(/l'/’ mglv ce amf/iky (Riuph), e (Rikﬁ p’ik))
en donde

= 4 es una estructura de membranas que se obtiene de y eliminando las mem-
branas distintas de %, ..., .

/

= m;,...,m; son multiconjuntos sobre V.

= el conjunto {zy,...,%x} esta contenido en {1,...,n}, y, ademas, debe contener

la etiqueta asociada a la membrana piel.

Sean C; y C» dos configuraciones de un P sistema de transicién II, con
C'1 = (ﬂ/,)m;p s 7m;k7 (Rila pi1)a R (Rika sz))

Cp = (ru’l’m;'u s )m;‘p (le,ph)r" ’ (Rjupjt))

Diremos que C; se obtiene de C; en un paso de II (una transicidn), y lo notaremos
C; =1 Oy, si se puede pasar de Cy a C; usando las reglas de evolucién que aparecen
en R;,..., R; de lasiguiente forma:
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» Consideremos una regla u — v de un conjunto R;,. Se analiza la region de yu’
asociada a la membrana i;. Si los objetos mencionados por u, con las multi-
plicidades especificadas por u, aparecen en m;,, entonces estos objetos pueden
evolucionar de acuerdo con la regla u — v. La regla puede ser aplicada si no
hay ninguna otra regla de prioridad superior que se pueda aplicar a la vez (es
decir, se examinan las reglas a aplicar en orden decreciente seglin su priori-
dad). Todos los objetos de u son agotados en el uso de la regla u — v; es decir,
el multiconjunto definido por u es eliminado del multiconjunto m;,.

» El resultado de usar la regla u — v viene determinado por v:

¢ Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a, here), entonces per-
manecera en la misma region, i; (es habitual que al especificar las reglas,
los pares de la forma (a, here) se escriban simplemente a, omitiendo here).

e Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a,out), entonces a
saldrd de la membrana i;, pasando a formar parte de la membrana inme-
diatamente superior (si estuviera en la mas exterior, en la piel, entonces
simplemente abandona la célula y pasa al entorno).

e Si un objeto aparece en v en un par de la forma (a,in,), entonces a
sera afiadido al multiconjunto my, en el caso en que la membrana ¢ sea
inmediatamente interior a la membrana 7;; es decir, si los objetos de a son
adyacentes a la membrana ¢. En caso contrario, la regla no sera aplicable.

e Si el simbolo § aparece en v, entonces la membrana i; es eliminada (disuel-
ta) al igual que el par (R;,, p;,). Ademas, por la accién de la disolucién,
su contenido, m; , es afiadido (como multiconjunto) a la regién asociada
a la membrana inmediatamente superior a 7;. No se permite la disolucién
de la membrana piel, luego no sera aplicable una regla del tipo u — aé
que aparezca en la piel.

Todas las operaciones antes descritas se realizan en paralelo, para todas las posi-
bles reglas u — v aplicables (en forma no determinista), para todas las ocurrencias
de multiconjuntos v en la regién asociada a cada regla y para todas las regiones
simultdneamente. Conviene hacer notar que no aparecen contradicciones a causa de
la disolucién simultanea de varias membranas, ni a la aparicién de simbolos de la
forma (a, out) y 4. Si al mismo tiempo tenemos (a, in,) en el exterior de la membrana
q y 0 en el interior de dicha membrana, el efecto es el mismo que (a, here).

Hay dos posibilidades a la hora de considerar la relacién de prioridad dada sobre
las reglas:
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» Versién Fuerte: Si la regla r; tiene mayor prioridad que la regla r; y se puede
aplicar r{, entonces, aunque sobraran elementos para que se pudiera aplicar
T2, no se hara. Una posible interpretacion de esta versién se encuentra en el
consumo de energia: en cada paso de transicién tenemos una cantidad fija de
energia para poder aplicar las reglas, de tal manera que las reglas de prioridad
superior consumen la suficiente energia como para que no quede energia para
reglas de prioridad inferior.

» Version débil: Si la regla r; tiene mayor prioridad que la regla r, y, ademas,
la regla o puede aplicarse (sin perjuicio para ), entonces se aplicars. La
interpretacion de esta version radica en que la energia de la que dispone el
sistema es ilimitada.

En nuestra memoria consideraremos la version fuerte en los P sistemas de tran-
sici6n.

Si en un P sistema de transicion II hay reglas de radio mayor o igual 2, el sistema
se dice cooperativo; en caso contrario, se dice no cooperativo. Un P sistema se dice
catalitico si existen objetos cy,...,ck, que llamaremos catalizadores, de tal manera
que las reglas del sistema son de la forma a — v 0 c;a — c¢;v, donde a no es un
catalizador y v es una cadena que no contiene catalizadores. Es decir, un catalizador
es un objeto que no es transformado por la aplicacion de las reglas, pero que es
necesario para que se produzca la ejecucién de las mismas.

Una computacidn, C, de un P sistema de transicién II, es una sucesién (finita o
infinita) de configuraciones Cy =g C) =y ... =g Cr, con r > 0, de tal manera
que Cp es la configuracién inicial de IT y para cada ¢« > 0 se verifica que C;;; se
obtiene de C; por un paso de II. Diremos que una computacién, Cy = C; =n

. =n G, es de parada si 7 € N y en la configuracién C, (denominada final)
no hay reglas que se puedan aplicar; es decir, si no existe ninguna configuracién
que se pueda obtener por transicién a partir de C,. Diremos que una computacion,
Co =n C1 =u ... =n C, es eritosa si es de parada y, ademéas, la membrana
19 aparece en C, como membrana elemental; es decir, i no debe contener otras
membranas en su interior, en la configuracién C,. En este caso, a la configuracién
C; se le denomina una configuracién ezitosa de dicha computacion.

Asi pues, un P sistema de transicién se puede considerar como una méquina
generadora de multiconjuntos, en el siguiente sentido: un multiconjunto, m, se dice
que es generado por el P sistema II si existe alguna computacién exitosa, de tal
manera que m es el contenido de la membrana de salida de II.

También se pueden considerar los P sistemas de transicién como dispositivos
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generadores de niimeros naturales. Para ello, en vez de considerar como salida el
contenido de la membrana de salida en la configuracion exitosa, se considera el
tamafio de dicho contenido. Al conjunto de niimeros naturales generados por un P
sistema de transicion, II, se denota por N(II).

Una generalizacién de este uso de los P sistemas de transicién consiste en con-
siderarlo como generador de relaciones. Para ello, si queremos generar una relacién
en N*, basta considerar k elementos distinguidos, ay, . . ., ax del alfabeto base V. En
estas condiciones, (ng,...,n,) pertenece a la relacion generada por el P sistema si
existe una computacién exitosa tal que en la membrana de salida de la correspon-
diente configuracién exitosa, la multiplicidad del elemento a; es n;, para cada ¢ tal
que 1 <1< n.

6.2. Formalizacion de los P sistemas de transicion

El problema de describir una formalizacién completa de la definicién de un P
sistema de un tipo dado y, principalmente, de sus computaciones y los resultados
de las mismas fue formulado explicitamente por Gh. P3un en [58]. La técnica que
se utiliza en la formalizacién presentada en esta memoria es completamente distinta
de las propuestas por A. V. Baranda y otros en [6] y por A. Obtulowicz en [53].
Asimismo es ligeramente diferente de la presentada por M. J. Pérez Jiménez y F.
Sancho en [66].

6.2.1. Una sintaxis para los P sistemas de transicién

Hemos visto en la seccién anterior que las estructuras de membranas de un P
sistema de transicion constituyen una ordenacién jerarquica de membranas (entendi-
das como vesiculas) incluidas en una membrana piel que sirve a modo de separacion
entre el sistema y el entorno.

En primer lugar, vamos a introducir una serie de conceptos relativos a multicon-
juntos y grafos que seran de utilidad para el desarrollo formal que pretendemos.

Multiconjuntos

Definicién 6.1 Un multiconjunto sobre un conjunto, A, es una aplicacién m :
A — N. EI soporte del multiconjunto m es el subconjunto de A: supp(m) =
{a € A: m(a) > 0}. Un multiconjunto se dice vacio (respectivamente finito) si su
soporte es vacio (respectivamente finito), y se denotara por m = 0.
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Denotaremos por M(A) el conjunto de todos los multiconjuntos sobre A (notaremos
simplemente M, cuando no haya confusién sobre el conjunto base).

Definicién 6.2 Dados my,mq € M(A), definimos los siguientes conceptos:

» Inclusién: my < my & Vj (j € A— my(j) < ma(y)).

Inclusién estricta: m; < mgy & my < my A my # M.

Unién: La aplicacién + : M(A) x M(A) — M(A), se define como sigue:
(m1 +mg)(5) = ma(j) + ma(j), para cada j € A.

» Diferencia: La aplicacion — : M(A) x M(A) — M(A), se define como sigue:
(1 — ma)(j) = mé{m (§) — ma((), 0}, para cada j € A.

Amplificacién: La aplicacién ® : N x M(A) — M(A), se define como sigue:
(n®m1)(j) = n-my(j), para cada j € A.

El tamafnio de un multiconjunto finito, m, que se notara por |m|, se define como
sigue: [m| = 3 ., m(a). Esto es, el tamafio de un multiconjunto finito es la suma
de las multiplicidades de los elementos que aparecen en él (obsérvese que esta suma
es finita ya que sélo hay un ntimero finito de términos no nulos).

Grafos

Un grafo es una estructura que expresa relaciones binarias entre los elementos de
un cierto conjunto. Concretamente, un grafo es un par ordenado (V, E), en donde V'
es un conjunto finito cuyos elementos se denominan vértices o nodosy E C {{u, v} :
u€V AveV A u# v} (en cuyo caso el grafo se dice que es no dirigido), o bien
E CV xV (en cuyo caso el grafo se dice dirigido).

Sea G = (V, E) un grafoy u,v € V. Se dice que el vértice u es adyacente al vértice
v si se verifica que {u,v} € E (en el caso de un grafo dirigido) o bien (u,v) € E (en
el caso de un grafo dirigido). En este caso, notaremos genéricamente [u,v] € E.

Un camino de longitud k desde un vértice u de G = (V, E) hasta un vértice v de
G es una sucesién finita (zg, 1, ..., zx) de vértices de G tal que u =z, v =z y
Vj(0<j< k- [zj,zj41] € E). La longitud del camino es el nimero de aristas
que lo forman.

Si existe un camino desde un vértice u hasta un vértice v, diremos que v es
alcanzable desde u en G, y se denotara por u ~»¢ v. En este caso suele ser habitual

decir que u y v estan conectados en G.
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Se dice que un grafo no dirigido es conezo si todo par de vértices distintos estan
conectados por algin camino en el grafo.

Un camino se dice simple si todas las aristas y todos los vértices que lo forman,
excepto posiblemente el primero y el tltimo, son diferentes entre si. Un ciclo es un
camino simple de longitud al menos 1 que comienza y acaba en el mismo vértice.
Nétese que en un grafo no dirigido, un ciclo debe tener al menos longitud 3. Un
grafo no dirigido sin ciclos se denomina aciclico.

Figura 6.2. Grafo conexo en el que se ha destacado un ciclo

Un drbol (libre) es un grafo no dirigido, conexo y aciclico. Un drbol enraizado es
un arbol con uno de sus vértices distinguido. A dicho vértice distinguido se le llama
raiz del arbol. Normalmente, representaremos un arbol enraizado por un par orde-
nado en el que la primera componente es la raiz del arbol y la segunda componente
es la lista de adyacencias del 4rbol (una lista formada por tantas listas como vértices

tenga el arbol, y cada una de ellas representando el conjunto de vértices adyacentes
al vértice correspondiente).

Figura 6.3. Arbol enraizado en el que se ha destacado la rafz

Sea G un arbol enraizado de raiz r. Dado un vértice u, cualquier otro vértice,
v (v # u), que esté en el Gnico camino que une la rafz r con u se dice que es un
antecesor propio de u. Si v es un antecesor propio de u, también diremos que u es
un descendiente propio de v. A los vértices del arbol que no tengan descendientes
propios se les llama hojas del arbol enraizado.
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Figura 6.4. Arbol enraizado en el que se han destacado sus hojas

Para cada veértice, u, del arbol que no sea la raiz, notaremos por f(u) (el padre de
u en @) el dnico antecesor propio de u que verifica {f(u),u} € E. El padre de la
raiz no estd definido. Para cualquier vértice, u, del arbol, notaremos por Ch(u) (los
hijos de u en G) el conjunto de descendientes propios de u tales que u es su padre.

En un arbol enraizado, G = (V, E), de raiz r podemos definir una relacién binaria
E*(G) en V, de forma natural, como sigue: (z,y) € E* & y € Ch(z). Esta relacién
establece, de alguna forma, un direccionamiento sobre las aristas del 4rbol enraizado.

Figura 6.5. El mismo arbol enraizado con el direccionamiento inducido

Estructura de Membranas

La formalizacién del concepto de estructura de membranas hara uso de los con-
ceptos sobre multiconjunto y sobre grafos que se acaban de introducir.

Definicién 6.3 Una estructura de membranas es un arbol enraizado en el que los

nodos se denominan membranas, la raiz se denomina piel, y las hojas se denominan
membranas elementales.

Figura 6.6. Arbol asociado a la estructura de la figura 6.1
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En esta formalizaci6n las etiquetas de las membranas (tal y como aparecen en la
visién informal anterior [56]) seran los propios vértices del grafo. Si esta formalizacion
se extiende a otras versiones de P sistemas (por ejemplo, donde se permita la creacidn
de membranas) puede ser util un etiquetado independiente de los nodos; no obstante,
para la version que estamos formalizando esto no es necesario.

Para introducir el concepto de transicion en los P sistemas se necesita formalizar
previamente el concepto de célula.

Definicién 6.4 Una célula sobre un alfabeto, A, es un par ordenado (u, M), en
donde p es una estructura de membranas y M es una aplicacion de V(u) en M(A),
por la que a cada nodo del arbol se le asocia un multiconjunto sobre el alfabeto base.

Si C = (u, M) es una célula sobre A, denotaremos u = (V(p), E(p)); es decir,
V(u) vy E(u) son los conjuntos de vértices y aristas, respectivamente, del 4rbol
enraizado etiquetado, i, que determina la célula. Definimos el grado de una célula
C = (u, M), y lo denotaremos por |C|, como |V (u)|; esto es, el grado de C es el
nimero total de membranas (o nodos) de la célula.

Definicién 6.5 Sea (u, M) una célula sobre un alfabeto A. Una regla (de evolucion)
asociada a dicha célula es una 4-tupla r = (d,,v,, o, z,), en donde

— d, es un multiconjunto sobre A.

- v, es una funcién de dominio V(u) U {here, out} y rango contenido en M(A),
en donde here,out ¢ V(u) y here # out.

— 0, € {—6,6}, con =6,0 ¢ A y =6 # 6.
— z, es un nodo de p.

Definicién 6.6 Sea C = (u, M) una célula sobre un alfabeto, A, y ¢ € V(u). Sea
r = (dr,vr, 0, z,) una regla de evolucién asociada a C. Diremos que r est4 asociada
a z si se verifica que z, = x.

Informalmente, una regla de evolucién, r, de una membrana z € V(u), tiene una
expresién del siguiente tipo:

a1...am — (b1,in,) ... (bn,in;, )(c1, 0ut) ... (ck, out)(hy, here) ... (hi, here)s

con {{j1,-..,Jn}} un multiconjunto sobre V(u), los elementos a;, b;, c;, h; son sim-
bolosde Ay s=4606 s =)\
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En esta formalizacion d, = {{a1,...,an}}; para cada y € V(u), v-(y) es el
multiconjunto formado por los elementos que aparecen en la regla bajo la forma
(b,in,); ve(out) = {{c1,-..,ck}}, ¥ vr(here) = {{h1,...,}}. La componente 4,
(6 0 —6) representa si s = § o s = A. Por tltimo, la componente z, representa la
membrana a la que estid asociada la regla.

Finalmente, para dar la sintaxis completa del P sistema se necesita asignar a
cada membrana de la estructura un conjunto de reglas que seran las que se puedan
aplicar a los elementos presentes en esa membrana. Por ello, se define el concepto
de coleccion de reglas asociada a una célula.

Definicién 6.7 Sea C = (u, M) una célula sobre un alfabeto A. Una coleccién R
de reglas (de evolucién) asociada a C' es una funcién con dominio V(u) tal que
para cada membrana x € V(u), R(z) (que notaremos R,) es un conjunto finito
(posiblemente vacio) de reglas (de evolucién) asociadas a x.

Definicién 6.8 Sea C = (u, M) una célula sobre un alfabeto, A, y sea R una
coleccién de reglas (de evolucién) asociada a C. Una relacién de prioridad sobre R
es una funcién, p, con dominio en V(i) tal que para cada membrana z € V(p), p(x)
(que notaremos p,) es un orden parcial estricto (posiblemente vacio) sobre R,.

El orden parcial estricto, p,, sobre R, se interpretara como sigue: (r',7) € p;
significa que la regla r’ tiene una prioridad estrictamente mayor que la regla r.

Definicién 6.9 Un P-sistema de transicién es una 4-tupla, II = (A, Co, R, %), en
donde:

A es un conjunto finito no vacio (usualmente llamado alfabeto base).

Co = (o, M) es una célula sobre A.

R es un par ordenado (R, p) donde R es una coleccién de reglas (de evolucién)
asociadas a Cy, y p es una relacién de prioridad sobre R.

io es un nodo del 4rbol enraizado g, que especifica la membrana de salida del
P sistema de transicién I1.

6.2.2. Una semantica para los P sistemas de transicién

La semantica de un P sistema de transicién trata de describir la forma en que

funciona como dispositivo computacional. Para definir formalmente la seméntica se
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necesita el concepto de configuracidn, que intenta capturar cada uno de los estados
puntuales, instantaneos, que puede alcanzar un P sistema a lo largo de su ejecu-
cién/evolucion. Basicamente, hemos visto que un P sistema es una estructura de
membranas con objetos en su interior, con reglas de evolucién propias para cada
membrana y con especificaciones de entrada-salida. Un P sistema tiene como tinicos
elementos variables, la propia estructura de membranas (debido a la operacién de
disoluci6n) y los objetos contenidos en cada una de las membranas. Por tanto, los
elementos bésicos para describir una configuracién de un P sistema en un instante
de su evolucién seran las estructuras de membranas y los objetos. Intuitivamente,
las configuraciones contienen una descripcién completa del estado actual de la eje-
cucién; por ello, van a jugar un papel fundamental en el analisis y discusién de las
computaciones de los P sistemas.

Definicién 6.10 Una configuracion de un P sistema de transicion, I = (A, Cp, R, i),
con Cy = (o, My), es una célula C = (u, M) sobre A, donde V(1) C V (o), y de tal
manera que los 4rboles p y po tienen la misma raiz. Se tiene que Cy es, en particular,
una configuracién de I, denominada configuracién inicial.

A continuacién estudiamos c6mo decidir si una regla puede ser aplicada o no en
un instante determinado. Para ello, recordemos la interpretacién informal de una
regla (de evolucién), r € R, asociada a una membrana z. Supongamos que la regla
7 tiene la siguiente estructura sintactica

ay...am = (b1,in;,) ... (bn,ing, )(c1, 0ut) ... (ck, out)(hy, here) ... (hi, here)s

con {{j1,...,Jn}} multiconjunto sobre V' (i), los elementos a;, b;, ¢;, h; son simbolos
de Ays=46s=MA
Entonces

» Esta regla puede ser aplicada s6lo cuando hay suficientes copias de los elemen-
tos ai, ..., an en la membrana z y, ademaés, ninguna regla de R, con prioridad
superior es aplicable.

» El resultado de usar est4 regla viene determinado por su lado derecho como

sigue:
e Los objetos hy,...,h; van a parar a la misma region z.
e Los objetos ¢;,...,c, van a parar a la region inmediatamente exterior a

z (es decir, al padre de z, en el caso en que z no sea la piel, y si z es la
piel del P sistema, entonces los elementos se pierden en el entorno).
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e Cada objeto by pasara a formar parte del multiconjunto asociado a la
membrana jg, en el caso en que j, fuese un hijo de la membrana z. Si la
membrana j, no fuese hijo de x, entonces la regla no seria aplicable.

e Si el simbolo § aparece en la regla (es decir, si s = §), entonces la mem-
brana z se elimina (se disuelve) y, en consecuencia, el conjunto de reglas
R, (junto con su relacién de prioridad asociada) no volveré a ser usado.
El multiconjunto asociado a la membrana x se afiade a la region inmedia-
tamente exterior a ella (su padre). Por supuesto, una regla que contenga
el simbolo d no puede ser aplicada en la membrana piel.

Nota 6.11 Notaremos por R = Ucy(4) Rz, al conjunto de todas las reglas de
evoluci6n asociadas a la configuraci6n inicial (es decir, al P sistema de transicion).

Definicién 6.12 Sea C = (u, M) una configuracién de un P sistema de transicion
II = (A4,Co,R,i), con Cy = (uo, My). Diremos que la regla (de evolucién) r =
(dr,vr, 6, 7,) € R es aplicable a C si:

= La membrana, z,., a la que estd asociada existe en la célula C; es decir, si
z, € V().

» No intenta disolver el nodo raiz; es decir, si z, es el nodo raiz de u, entonces
0p = 0.

» La membrana, z., a la que estd asociada tiene los objetos necesarios para
aplicar la regla; es decir, si d, < M(z,).

» Los nodos a los que la regla intenta enviar objetos (por medio de in;) son hijos
de la membrana a la que pertenece la regla; es decir, si Vj € V(u)(v.(j) #
0 — j € Ch(z,)).

= No hay otras reglas aplicables a C con prioridad mayor; es decir, si

=37 (ps, (r',7) A r' aplicable a C)

Nota 6.13 Obsérvese que las reglas que intentan enviar objetos a la membrana j
por medio de in; nunca son aplicables. Es decir, si una regla r es aplicable a la
configuracién C = (u, M), entonces Vj € V(1) (v.(j) # 0 — j no es raiz de V(p)).

A continuacién, se define el indice de aplicabilidad de una regla r en una confi-
guracion C, que notaremos Na,(r,C), y que nos va a indicar el maximo nimero de
veces que la regla r puede ser aplicada a C. Es decir,
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0 , si 7 no es aplicable a C,
NAp(r, C) =
méx{n :n®d, < M(z,)} , en otro caso.

Téngase presente que una regla aplicable a una cierta configuracién puede no
ser aplicada en un instante concreto, debido al no determinismo del P sistema de
transicién.

A continuacién, se introduce el concepto de multiconjunto de aplicabilidad, que
va a representar un multiconjunto sobre el conjunto R. de reglas que indica, con la
multiplicidad asociada a cada regla, cuéntas veces ha de aplicarse dicha regla a fin
de realizar un paso de transicién correcto en el P sistema.

Definicién 6.14 Sea C = (1, M) una configuracién de un P sistema de transicion
II = (A,Cy,R,i). Diremos que un multiconjunto m sobre R es de aplicabilidad
sobre C, y lo notaremos por m € Map(C), si :

s Vr € R (m(r) < Ny(r,C)).
= Vz € Vi) (Xrer, mr) ® dr < M(z)).
» Es maximal, en el sentido siguiente, ~3m’ € M(R) (m < m' Am' € Map(C)).

Para determinar una configuracién siguiente de una configuracién dada, C =
(1, M), por un multiconjunto, m, de aplicabilidad sobre C, procederemos en dos
etapas. En la primera, las reglas que se aplican en ese paso son ejecutadas sin
atender a la disolucién. En una segunda etapa se disuelve cada membrana/nodo que
se tenga que disolver, se distribuye su contenido a su primer antecesor que no se
haya disuelto, y se reestructuran las conexiones en el arbol enraizado que resulta.

La primera etapa (aplicacién de las reglas sin atender a la disolucién) produce
la configuraciéon C” = (u, M”), en donde:

M'(z)= M(z)— Zm(r) ®dr + Zm(r) ® v (here)+

r€R, r€ER,
Yo omr@v@+ Y, D> m(r)®vlout)
T€Rf(z) yeCh(z) r€R;

Para llevar a cabo la segunda etapa (disolucién y distribucién de los contenidos)
necesitamos caracterizar, previamente, los nodos que deben disolverse por la ejecu-
cién de un multiconjunto de aplicabilidad.
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Definicién 6.15 Sea C' = (u, M) una configuracién de un P sistema de transicion
I1, y m € Map(C) un multiconjunto de aplicabilidad sobre C. Se define el conjunto:

A(m,C)={z,: reR Am(r)>0A & =6}

Es decir, A(m, C) representa el conjunto de nodos del arbol enraizado, u, deter-
minado por la configuracién C que deben ser disueltos tras la aplicacion/ejecucién
del multiconjunto m.

Hay que tener presente que en un paso del P sistema de transicién, debido al
paralelismo, se puede disolver mas de una membrana de la estructura. Por tanto,
sera conveniente determinar para cada membrana, z, que permanezca en la préoxima
configuracién, cual es el conjunto de membranas que se disuelven por la aplicacién de
un cierto multiconjunto de aplicabilidad y afiaden su contenido a z (tales membranas
se llamaran donantes de ).

Definicién 6.16 Sea C = (u, M) una configuracién de un P sistema de transicién
II. Sea m € Map(C) un multiconjunto de aplicabilidad sobre C'. Para cada nodo
z € V(u), se define los donantes de x para C por la aplicacién de m, como sigue:

1] ,siz € A(m,C)
Don(z,m,C)=q {yeV():ye AmC) Az ~,y A

,siz ¢ A(m,C
AVzeV(u)z~,z~,y— 2z APC))} # Al )

Es decir, si un nodo z no se disuelve, entonces el nodo y es donante de z si y se
disuelve por la aplicacién de m, asi como todo nodo que sea descendiente propio de
x y antecesor propio de y.

A continuacién se define la ejecucién de un multiconjunto de aplicabilidad sobre
una configuracion dada.

Definicién 6.17 Sea C = (u, M) una configuracién de un P sistema de transicion
II. Sea m € Map(C) un multiconjunto de aplicabilidad sobre C. Se define la ejecu-
cion de m sobre C, y se notara por m(C), como la configuracién C' = (y/, M') de
I1, en donde:

!

w /= (V(i/), E(1')) es el arbol enraizado obtenido de p como sigue:

o V(i) =V(u) — A(m, C)
o Siz,y € V(y), entonces:
(z,y) € B*(W) ©3zo,...,1, € V(u)(21,...,Zn1 € A(M,C) AN zo =2z A
T,=y AVi(0<i<n— (z,zi1) € E*(1)))
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M'(z)U U M'(y) , ifz ¢ A(m,C)
] M’(.’L') = y€Don(z,m,C)

0 , ifzx € A(m,C)

Donde, recordemos, E*(u) es el direccionamiento inducido de manera natural
sobre las aristas del arbol enraizado p = (V(u), E(p)) al distinguir un nodo como
rafz (véase el apartado 6.2 de esta memoria).

Es decir, ¢’ es el arbol enraizado obtenido de p eliminando los nodos que se
disuelven por la aplicacién del multiconjunto m, y restaurando las conexiones en
la forma correcta. Si un nodo y es disuelto, entonces el nodo se elimina, junto con
todas las aristas adyacentes a él, y se afiade una arista entre su primer antecesor no
disuelto y los primeros descendientes de y no disueltos. Si un nodo no se disuelve,
entonces debemos afiadir a su contenido el contenido de todos sus donantes por la
aplicacion de m.

En la figura siguiente se muestra un ejemplo del arbol de membranas resultante
tras haber disuelto un conjunto de nodos (en este caso, A(m,C) = {2,4,7,9}).

Disolucion
247y9

11
o

Figura 6.7. Ejemplo de disolucién.

A continuacién, formalizamos la ejecucién de un paso en un P sistema; es decir,
precisamos cémo se produce la transicién de una configuracién del P sistema a otra
configuracién tras ejecutar un paso. Se trata, pues, de precisar como calcula, cé6mo
evoluciona un P sistema a lo largo del tiempo.

Definicion 6.18 Se dice que una configuracién Cy de un P sistema de transicion,
II, deriva de una configuracién C; por una transicién en un paso de Il (o tras la
ejecucién de un paso), y se nota por C; =y C, si existe un multiconjunto, m, de
aplicabilidad sobre C tal que m # 0 y m(Cy) = Cs.
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Intuitivamente, Cy =n C5 significa que en un paso de computacién del P sistema
I1, de la configuracién Cy resulta la configuraciéon Cs.

Una vez definida la relacién de transicidn en un paso entre configuraciones de
un P sistema, se define la relacién de transicién como su clausura transitiva.

Definicion 6.19 Sean C y C' dos configuraciones de un P sistema Il y k € N.
Diremos que la configuracién C' se obtiene de la configuracién C en k pasos de
transicién (es decir, al ejecutarse k pasos), si existen configuraciones Cy, ..., Criq
tales que

Ci=CACr1=C'AVi(1<i<k—C;=nCiy)

Finalmente, se dice que una configuracién C’ se obtiene de una configuracién C
en una computacién de I, y se nota por C =y C', si existe k € N tal que C' se
obtiene de C en k pasos de transicién de II.

A partir de la configuracién inicial de un P sistema II, se puede construir el arbol
de computacién asociado a II, de tal forma que los nodos de dicho arbol son las
configuraciones que aparecen a lo largo de la computacién, y las aristas son los
multiconjuntos de aplicabilidad que transforman un nodo en otro.

Definicién 6.20 El arbol de computacién de un P sistema de transicién, II, que
notaremos por Ty, es el 4rbol enraizado etiquetado maximal definido como sigue:

» la raiz del 4rbol es la configuracién inicial, Cy, de II;

= Jos hijos de un nodo son las configuraciones que se obtienen a partir de él por
un paso de transicién;

= los nodos y las aristas estan etiquetadas por configuraciones y multiconjuntos
de aplicabilidad, respectivamente, de tal forma que dos nodos etiquetados, C

y C', son adyacentes en Ty, por medio de una arista etiquetada por m, si y
sélo si m € Map(C) — {0} A C' =m(C).

Las ramas maximales de Ty se denominan computaciones de I1, y al conjunto de
computaciones de II lo notaremos por Comp(Il). Diremos que una computacién
de Il es de parada si es una rama finita de Ty. Las configuraciones que verifican
Map(C) = {0} se denominan configuraciones de parada, y denotaremos el conjunto
de configuraciones de parada por Halt(II).

Es decir, una computacién, C, de un P sistema de transicion, IT = (4, Co, R, %o),
es una sucesion (posiblemente infinita) de configuraciones del sistema Cy = C; =
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...=n C, (con r € NU {o0}) tal que Cj es la configuracion inicial de Il y, ademas,
Vi (i <1 — C; =q Ciy1)- En tal situacion, diremos que r es la longitud de Cy
notaremos |C| = r. Ademas, si r € N entonces diremos que C; es la configuracion
final de la computacién C.

Notaremos por Comp,(II) al conjunto de computaciones parciales de IL; es decir,
cualquier sucesion de la forma Cy = ... =5 C,, con n € N.

Habitualmente, si C € Comp(II), entonces notaremos C = Co = ... =n
C. =1 ...; es decir, C;, representa la configuracion obtenida tras ejecutar k pasos
en la computacion C de II.

Definicién 6.21 Sea II = (4,Cy, R,i) un P sistema de transicién. Diremos que
una computacioén, C, de II, es exitosa si |C| = n < 0o e ig es una hoja del 4rbol
enraizado u,, donde C, = (u,, M,,) es la configuracién final asociada a C. En este
caso, diremos que C, es una configuracién exitosa de II.

Es decir, una computacioén es exitosa si es de parada y, ademas, la membrana de
salida es elemental en la configuracién final de dicha computacion. Es claro que pode-
mos construir P sistemas de transicion en los que, dada una configuracioén concreta,
existen distintos multiconjuntos de aplicabilidad para dicha configuracién. En ese
momento de la computacion, el sistema tendra varias posibilidades para continuar,
apareciendo el no determinismo al que se ha hecho mencién con anterioridad.

Definicién 6.22 Sea Il un P sistema de transicién. Diremos que II es un P sistema
determinista si para cada configuracién C de I se tiene que Map(C) es un conjunto

unitario. Diremos que el P sistema II es no determinista si existe una configuracion,
C, de 1l tal que [Map(C)| > 1.

En un P sistema de transicién no determinista existen configuraciones que poseen
més de una configuracién siguiente. Por ello, estos P sistemas pueden evolucionar
de acuerdo a varias posibilidades.

6.3. Tipos de P sistemas de transicién

En esta seccién se va a poner de manifiesto la versatilidad de los P sistemas
de transicion. Concretamente, se va a ver que los P sistemas de transicién pueden
ser considerados como dispositivos generadores de multiconjuntos, de nimeros o de
relaciones. Es también posible interpretar los P sistemas como dispositivos recono-

cedores de multiconjuntos, o incluso como méquinas de calcular funciones parciales
de N en P(N).
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6.3.1. P sistemas de transicién generadores

Vamos a ver en primer lugar que los P sistemas de transicion pueden ser conside-
rados como dispositivos generadores de multiconjuntos, de niimeros o de relaciones.

Definicién 6.23 Sea II = (A,Co, R,%) un P sistema de transicién. Notaremos
S(IT) = {C : C es computacién exitosa de II}. Si C es una computacién exitosa
de TI de longitud n, entonces se define la salida de C, que notaremos O(C), asi:
O(C) = Mgc,(4). La salida generada por 11, que notaremos O(Il), es la siguiente
coleccién de multiconjuntos:

o) = {0(C) : C € ()}

Es decir, O(II) representa la coleccién de todos los multiconjuntos sobre A que
aparecen en la membrana de salida de alguna configuracion exitosa del P sistema
de transicion II.

Nota 6.24 En [61], se consideran P sistemas con salida en el entorno (esto es, el
multiconjunto de objetos que son enviados al exterior durante la computacion). La
formalizacién anterior puede ser facilmente adaptada a este nuevo caso. Para ello,
bastarfa

= cambiar la definicién 6.9, permitiendo, por ejemplo, que la membrana de salida
sea el entorno; es decir, exigiendo que 9 = env € V(uo);

= extender el concepto de célula, permitiendo que la segunda componente, M,
sea una aplicacién de V(i) U {env} en M(A);

= interpretar M (env) como el contenido del entorno;

s eliminar la Gltima condicion en la definicién 6.21.

Definicién 6.25 Sea Il = (A, Cy, R, %) un P sistema de transiciéon. El conjunto de
los niimeros naturales generados por II, que notaremos N(II), se define como sigue:

N(I) = {lo@©)] : € e S(M)}

Es decir, N(II) representa el conjunto de los tamafios de todos los multiconjuntos
sobre A que aparecen en la membrana de salida de alguna configuracién exitosa del
P sistema II.
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Definicién 6.26 Sea II = (A, Cy, R, o) un P sistema de transicion. Sean a,...,ax
elementos distinguidos de A y distintos entre si. La relacién k-aria generada por II
asociada a la k—tupla (ay, . .., ax), que notaremos Ry (II), est4 definida como sigue:

Ri(II) = {(n1,...,m) e N¥: 3C € SM) Vj (1 < j <k — (OC))(az) = ny)}

Es decir, Ry(II) es el conjunto de todas las k-tuplas (ny,...,n;) de nimeros natu-
rales tales que en la membrana de salida de alguna configuracién exitosa del P sis-
tema II, los elementos distinguidos (ay,...,ax) tienen multiplicidades (nq,...,ng),
respectivamente.

6.3.2. P sistemas de transicion reconocedores

Los P sistemas de transicion también pueden ser considerados como dispositivos
reconocedores de cadenas (que codifican multiconjuntos, nimeros o relaciones). Un
P sistema puede ser considerado como una maquina de reconocimiento para un
predicado 6(ny,...,n) sobre N, si se imponen las siguientes condiciones:

= El P sistema debe tener dos membranas distinguidas: una de entrada y otra
de salida.

= El P sistema debe ser coherente, en el sentido de que todas las computaciones
deben devolver la misma respuesta para un dato de entrada prefijado.

» El P sistema debe tener un procedimiento, o mecanismo, de aceptacion; por
ejemplo, a través de un predicado asociado a la salida del P sistema.

= La k-tupla (ni,...,ns) debe ser codificada en la membrana de entrada; por
ejemplo, a través de k elementos distinguidos, (ai, .. .,ax), del alfabeto base y
exigiendo que n; sea la multiplicidad de a; en la membrana de entrada de la
configuracién inicial.

» Cualquier computacion posible del P sistema debe ser exitosa.

Definicién 6.27 Un P sistema de transicién reconocedor de orden k es una 7-tupla,
II = (A, B, Cy, R, i, Jo, p), tal que

s La 4-tupla I' = (A,Cy,R,%) es un P sistema de transicién tal que toda
computacion de Il' sea exitosa.

» B es un subconjunto ordenado de A de cardinal k, que representa los elementos
distinguidos del alfabeto base con los que se codifica el dato de entrada.
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= jo es un nodo de py que especifica la membrana de entrada de II.

» ¢ es un predicado sobre M(A).

Definicién 6.28 Diremos que un P sistema de transicién reconocedor de orden k,
IT = (A, B,Co, R, %0, jo, ©), acepta (ny,...,n) € N* si

sVt (1 <t <k — (Mg(jo))ay) = ng), con B = {ay,...,ax}; es decir, la
membrana de entrada de la configuracién inicial del P sistema codifica la k-
tupla (ny,...,ng).

» La férmula ¢(O(C)) es verdadera, para cualquier computacién, C, del P sis-
tema; es decir, la membrana de salida de la configuracién final de C verifica el
predicado .

Definicién 6.29 Diremos que un P sistema de transicién reconocedor de orden k,
Il = (A, B,Co, R, io, jo, p), decide el predicado k-ario 6(ny, ..., n) sobre N si para
cada (ny,...,n) € N* se verifica que:

6(ny,...,nk) < II acepta (ny,...,nk)

Obsérvese que un predicado k-ario sobre N no es decidido, propiamente, por un
P sistema de transicién, sino por una coleccién de P sistemas similares; es decir, P
sistemas en los que Gnicamente varia el multiconjunto de objetos de la membrana
de entrada.

6.3.3. P sistemas de transicién como maquinas de calculo

Los P sistemas de transicién también puedeﬁ ser interpretados como maquinas
que calculan funciones parciales tales que a ntimeros naturales asocia conjuntos de
nimeros naturales. Para ello, podemos considerar un P sistema de transicién que
calcule una funcién parcial, f : N*— — P(N), exigiendo las siguientes condiciones:

= El P sistema debe tener dos membranas distinguidas: una de entrada y otra
de salida.

= La k-tupla (ny,...,n,) € N¥ debe ser codificada en la membrana de entrada,;
por ejemplo, siguiendo un método similar al del apartado anterior.

En esta situacién, la salida de la aplicacién sera codificada por la coleccién de los
multiconjuntos que aparecen en la membrana de salida de las computaciones exitosas
del P sistema.
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Definicion 6.30 Un P sistema de transicién de calculo de orden k es una 6-tupla
o= (A, B7 007 R) iO)jO)
tal que

» La 4-tupla II' = (A, Cp, R, i0) es un P sistema de transicion.

» B es un subconjunto ordenado de A de cardinal k, que representa los elementos
distinguidos del alfabeto base con los que se codifica el dato de entrada.

= jo es un nodo de gy que especifica la membrana de entrada de II.

Definicién 6.31 Diremos que un P sistema de transicién de célculo de orden k,
II = (4,B,Co,R,io,jo), calcula la funcién parcial f : N*— — N si para cada
(ni,...,ni) € N* se tiene que

oVt (1 <t <k — (Mg(o))a:) = nt), con B = {ay,...,ax}; es decir, la
membrana de entrada de la configuracién inicial del P sistema codifica la k-
tupla (ny,...,n;) € N*.

s Para cada (ny,...,n:) € N*, se tiene que f(n,...,nk) converge si y sélo si el
P sistema con entrada (ny,...,ny) para y, ademas,

flna, ... ) = {|Mc(io)| : C € S(IT') A C = (o, Mo)}

De nuevo, obsérvese que una funcion parcial, f : N*— — P(N), no es calculada
propiamente por un tnico P sistema sino por una coleccién de P sistemas similares;
es decir, P sistemas en los que tinicamente varia el multiconjunto de objetos de la
membrana de entrada.

Usando elementos distinguidos para la membrana de salida se pueden definir, de

forma similar, P sistemas de transicion que calculan funciones parciales de N* en
P(NY).

6.4. Universalidad de los P sistemas de transicion

Los P sistemas de transicién son unos dispositivos con una estructura bastante
simple a pesar de lo cual son computacionalmente completos en el sentido de que
pueden generar todos los conjuntos recursivamente enumerables de niimeros natu-
rales.

La mayoria de los resultados obtenidos hasta ahora acerca de la potencia com-

putacional de los P sistemas de transicién se han presentado moédulo la funcion de
Parikh.
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Definicién 6.32 Sea A = {ay,...,ax} un alfabeto. La funcién de Parikh asociada
a A es la aplicacién ¢4 : M(A) — NF definida por ¥a(m) = (m(a1), ..., m(ax)),
para cada m € M(A). Diremos que ya(m) es el vector de Parikh asociado al mul-

ticonjunto m.

Definicién 6.33 Para cada P sistema de transicién, I1 = (A, Cy, R, i), notaremos
por P,(I) el conjunto siguiente: P,(I1) = 1(O(II)). Esto es, P,(II) es el conjunto
de vectores de Parikh asociados a la salida del P sistema.

Definicién 6.34 Para cada terna (a,b,c) € {Pri,nPri} x {Cat,nCat} x {é,nd},
diremos que un P sistema de transicién II = (A, Co,R,i0) es de tipo (a,b,c) si se
satisfacen las condiciones siguientes:

» Si a = Pri, entonces el P sistema usa relaciones de prioridad, esto es, p # 0
(recuérdese que R = (R, p)). En caso contrario, a = nPri.

= Si b = Cat, entonces el P sistema usa catalizadores. En caso contrario, se
tendra b = nCat.

= Si ¢ = 6, entonces el P sistema hace uso de la disolucién. En caso contrario,

¢ =nd.
Notaremos por NP,,(a,b,c) = {P,(I) : I es de tipo (a,b,c) A grad(Il) < m}.

Asi, por ejemplo, si IT es de tipo (Pri,nCat,nd), significara que el P sistema II
hace uso de relaciones de prioridad entre sus reglas, no hace uso de catalizadores y
no hace uso de la disolucion.

El siguiente teorema es el resultado basico de universalidad (médulo la funcién
de Parikh) de los P sistemas de transicion.

Teorema 6.35 P,RE = N P,(Pri,Cat,nd) = NPy(nPri, Cat,?)

En donde RE es la familia de los lenguajes recursivamente enumerables.

Las pruebas de estas igualdades usan las técnicas habituales de la mayoria de
los resultados que se han dado relativos a la universalidad de los P sistemas (véase
[25] y [56]); esto es, por medio de gramdticas matriciales con chequeo de apariciones,
una clase de gramaticas regulares libres de contexto que fue estudiada en la década
de los sesenta (véase [21] y [80]).

Recientemente, A. Romero y M.J. Pérez en [74] han presentado otra via para
establecer la universalidad de los P sistemas de transicién (en dicho articulo con la

variante de P sistemas de transiciéon con salida externa) a través de la simulacién
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de Maquinas de Turing en dichos sistemas, con la ventaja de probar la universali-
dad de los P sistemas generando directamente todos los conjuntos recursivamente
enumerables, en vez de hacerlo médulo la funcién de Parikh, como ha sido lo usual
hasta ahora.

6.5. La conjetura P=NP y los P sistemas de transi-
cioén

De acuerdo con el teorema 6.35 resulta que los P sistemas de transicion son
computacionalmente completos; es decir, tienen la misma capacidad expresiva que
las méaquinas de Turing. Ahora bien, desde el punto de vista de la computabilidad
practica, los P sistemas de transicién carecen, en determinados casos, de la potencia
suficiente para poder resolver problemas computacionalmente intratables con una
mejora cualitativa de los costes empleados.

C. Zandron, C. Ferreti y G. Mauri en [85] proporcionan un resultado que viene
a ratificar este hecho.

Teorema 6.36 Sea II un P sistema de transicién determinista que trabaja en un
tiempo t. Denotemos por A, B y C, respectivamente, el niimero de membranas,
el nimero de simbolos del alfabeto y la longitud de las reglas (es decir, el nimero
total de simbolos que intervienen en las reglas, considerando ambas partes) del P
sistema. Sea D = méx{C, B + 2}. Entonces el P sistema II puede ser simulado por
una maquina de Turing determinista en tiempot' = O(A-B-D-t-log(A- B -CY)).

De este resultado se deduce una consecuencia importante. Supongamos que dado
un problema, X, para cada instancia de tamafio n se puede construir un P sistema
de transicion determinista, con un nimero de membranas, un nimero de objetos y
un nimero de reglas que son polinomiales en n. En tal situacion, dicho P sistema
puede ser simulado por una maquina de Turing determinista con coste en tiempo
igual al del P sistema que simula, afectado de un factor polinomial en 7.

Por tanto, del teorema de Zandron-Ferreti-Mauri se deduce lo siguiente: si existe
un problema NP-completo que es resoluble en tiempo polinomial por un P sistema
de transicion determinista, cuyo ntimero de membranas, nimero de objetos y niimero
de reglas son polinomiales en el tamafio del dato de entrada del problema, entonces
se verificard que P = NP. Ahora bien, jqué se puede deducir en el caso de que no
exista un tal problema NP-completo?
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En el trabajo de A. Romero y M.J. Pérez [74] se prueba que toda maquina de
Turing determinista puede ser simulada por un P sistema de transicién determinista
con salida externa. Se puede probar que dicha simulacién usa un tiempo polinomial
y el P sistema consta de un nimero de membranas, nimero de objetos y de reglas
que es polinomial en la instancia del problema.

Por tanto, si existe un problema NP-completo que no es resoluble en tiempo
polinomial por un P sistema de transicién con un nimero de membranas y de reglas
polinomial en la entrada, entonces se tiene que P # NP.

6.6. Algunas variantes de los P sistemas de transi-
cion

Las limitaciones que ofrecen los P sistemas de transicién deterministas, desde
el punto de vista de la computabilidad practica, han propiciado la aparicién de di-
versos trabajos en los que se introducen modificaciones en los P sistemas que, sin
abandonar lo que podriamos denominar la inspiracion bioldgica, permiten resolver
en tiempo polinomial y de modo determinista, problemas que son considerados com-
putacionalmente intratables en los modelos convencionales de computacién. Dichas
modificaciones se denominan genéricamente variantes mejbmdas y se pueden clasi-
ficar, basicamente, en tres grupos:

» Las que permiten el uso de objetos estructuralmente mas complejos, en los
que las reglas no transforman Gnicamente unos objetos en otros o los comuni-
can entre membranas, sino que pueden modificar la estructura interna de los
mismos.

= Las que modifican la estructura de membranas, permitiendo no tan solo la

disolucién, sino la creacién o duplicacién (divisién) de las mismas.

= Las que estan orientadas al anélisis del papel que juega la comunicacion entre
distintas membranas, y que tratan de estudiar los requisitos minimos necesarios

para conseguir un P sistema universal.

A continuacién hacemos un breve analisis de algunas de las variantes con las que
se trabaja en la actualidad.
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6.6.1. Variantes en los objetos

En los P sistemas de transicién vistos hasta ahora puede interpretarse que no
se hace uso de estructuras de datos para codificar la informacién: los niimeros son
codificados como la cardinalidad de multiconjuntos, por consiguiente, estan repre-
sentados en base 1.

Esto puede ser adecuado para una implementacién bioquimica, pero parece clara-
mente insuficiente desde un punto de vista clasico. Mas aln, por este camino s6lo
podréa tratarse (directamente, sin una codificacién numérica) con problemas sobre
nimeros no con computaciones simbolicas. Por ello, se trata de usar sistemas que
representen la informacién a través de una estructura de datos de tipo estandar: las
cadenas.

De esta manera, en lugar de considerar objetos de un tipo atémico (sin partes), se
usaran objetos que pueden ser descritos por cadenas finitas sobre un alfabeto finito
prefijado. En tal situacion, la evolucion de un objeto corresponderia propiamente a
una transformacién de la cadena.

P sistemas con reescritura

En estos P sistemas se procesan las cadenas de objetos a través de reglas del tipo
r = X — (v;tar), donde X es un simbolo, v es una cadena de simbolos y tar es
la membrana destino de dicha cadena (eventualmente, la cadena v puede ir seguida
de un simbolo 4, de disolucién). La forma de considerar la ejecucion de este tipo de
reglas (que actiian en el interior de las cadenas) es la habitual en P sistemas (la
aplicacién de r sobre una cadena w reemplaza una ocurrencia de X por la cadena
v, disolviendo la membrana si asi se indica en ), con la siguiente puntualizacion:
todas las cadenas son procesadas en paralelo, pero sobre cada cadena presente en la
membrana s6lo actiia una regla [38].

Teniendo presente que la generacién natural de esta variante de P sistemas es un
multiconjunto de cadenas, los resultados acerca de la universalidad y la capacidad
generativa de los mismos no precisa considerar equivalencias médulo la funcién de
Parikh. En este sentido, si denotamos por RP,(a,b), con (a,b) € {Pri,nPri} x
{6,nd}, la familia de lenguajes generados por esta variante de P sistemas, de grado
menor o igual a m, segln las caracteristicas usadas, se tiene el siguiente resultado
de universalidad:

Teorema 6.37 RE = RP,(Pri,nd)

Es decir, en este tipo de P sistemas es suficiente usar 2 membranas y reglas que no
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usen disolucién (aunque si prioridades entre las mismas) para generar directamente
la familia de lenguajes recursivamente enumerables.

P sistemas con replicacién de cadenas

Este tipo de P sistemas es una extension del procedimiento de reescritura antes
descrito, ya que las reglas combinan la posibilidad de actuar en el interior de las
cadenas con la capacidad de replicacién de las mismas [39]. De esta forma, una regla
adquiere la expresién general 7 = X — (ug,tar1)||... ||(un,tar,), y su aplicacién
sobre una cadena w produce la aparicién de n cadenas, wy,. .., w,, de modo que w;
se obtiene de w reemplazando una aparicién de X por w;, y su destino es tar;.

Si denotamos RRP,, la familia de lenguajes generados por esta variante de P
sistemas, de grado menor o igual a m, sin hacer uso de prioridades entre las reglas,
ni de disolucién, entonces se tiene el siguiente resultado de universalidad:

Teorema 6.38 RE = RRF;

Es decir, que con este tipo de P sistemas, bastan 6 membranas para generar
directamente la familia de los conjuntos recursivamente enumerables, sin hacer uso
de disoluciones ni prioridades.

Esta variante de los P sistemas de transicién ha sido usada para dar soluciones
deterministas, y con coste en tiempo polinomial, de problemas NP-completos clési-
cos, como son el problema SAT y el problema del camino hamiltoniano [47]. No
obstante, la parte exponencial del proceso queda encubierto en la aplicacion de re-
glas que permiten la replicacién de las cadenas.

6.6.2. Variantes en las membranas

Otra posibilidad de mejorar las caracteristicas de los P sistemas es anadir fun-
cionalidad y dinamismo a la estructura de membranas, permitiendo la creacién y

divisién de membranas por medio de reglas.

Divisiébn de Membranas

Este tipo de variante es conocida por el nombre de P sistemas con membranas
activas. Se trata de un dispositivo atil para conseguir una cantidad exponencial de
espacio partiendo de una estructura de membranas de grado polinomial (en funcién
del dato de entrada que se considere). De esta forma, se pueden resolver proble-
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mas NP-completos, de manera determinista, en un nimero polinomial de pasos,
sacrificando el espacio por el tiempo.

En esta variante se permite el uso de reglas en las que su aplicaciéon genera
la divisién (analoga a la producida en la naturaleza) de membranas elementales
(siempre que no sea la piel) en dos nuevas membranas que contienen un duplicado
del contenido de la membrana original (salvo el multiconjunto de objetos que dispara
la regla, que pueden ser transformados en multiconjuntos distintos en las nuevas
membranas), y el mismo conjunto de reglas.

También en esta variante se consiguen resultados de universalidad similares a los
vistos anteriormente, modulo la funcién de Parikh.

Si en esta variante se permite la division de membranas no elementales (y el

P sistema se denomina extendido), entonces se puede probar el siguiente resultado
[54]:

Teorema 6.39 El problema del camino hamiltoniano puede ser resuelto en tiempo
cuadrético y el problema SAT en tiempo lineal, por medio de P sistemas extendidos
con membranas activas.

Este resultado ha sido mejorado por C. Zandron y otros en [85], resolviendo di-
chos problemas en tiempo lineal a través de P sistemas que hacen uso de membranas
activas inicamente en las membranas elementales.

Creaciéon de membranas

La creacion de membranas es un proceso relativamente habitual en la biologia. En
relacién con los P sistemas, se considera la posibilidad de crear nuevas membranas
por la accién de los objetos existentes. En este sentido, se pueden introducir reglas
en las que un determinado multiconjunto de objetos producen, en el interior de la
membrana a la que pertenecen, una nueva membrana con un cierto contenido. Este
tipo de creacién de membranas puede ser aplicado tanto a P sistemas que usan
objetos atémicos como a aquellos que usan objetos de tipo cadena. Su principal
interés radica en que proporciona otra forma de obtener una cantidad exponencial
de espacio en tiempo de ejecucion polinomial.

Esta variante de los P sistemas de transicién fue considerada por M. Ito y otros en
[33] para conseguir resultados de universalidad en los que se permitia un uso bastante
moderado de esta nueva operacién. También puede ser usada para la resolucién en
tiempo polinomial de problemas NP-completos, en el que disponer de una cantidad
exponencial de espacio puede ser de gran interés (por ejemplo, el problema SAT de



152 Capitulo 6. Computacién celular con membranas

la logica proposicional o el problema HPP del camino hamiltoniano).

6.6.3. Variantes en las comunicaciones

Hay un tercer tipo de variantes que no pretenden introducir la mejora de un
uso exponencial en la cantidad de espacio 1til en los P sistemas, sino que tratan de
estudiar el papel que juega la comunicacion entre las membranas (por medio de los
elementos que son transferidos de unas a otras).

Lo habitual es que estos modelos no presenten una mejora propiamente dicha,
sino un efecto contrario; es decir, se intenta debilitar alguna capacidad inherente
a los P sistemas de transicién con el fin de estudiar cuéles son las caracteristicas
minimas necesarias para seguir disponiendo de un modelo de computacién universal
(algo que podria ser 1til si algtin dia se consigue una implementacién practica de
estos modelos).

Una primera variante consiste en cambiar el destino in; en las reglas de los P
sistemas por un destino maés general, in, que no especifique a qué membrana han de
ir los objetos producidos, de modo que dicha eleccién es no determinista entre las
posibles membranas existentes que sean hijas de la membrana asociada a la regla.
Se debe hacer notar que muchos de los resultados de universalidad obtenidos para
variantes mejoradas se siguen manteniendo para esta variante débil de P sistemas,
debido a que en dichas pruebas se hace uso de estructuras de membranas de grado 2,
en las que no es necesario especificar qué membrana hija es la que recibe los objetos.

Otra variante introducida en esta direccién consiste en dotar de una carga eléc-
trica a los objetos y membranas del P sistema (con tres cargas posibles: +, —,0),
de tal modo que a priori se elige una carga en las membranas (en la definicién del
P sistema) y los objetos pueden modificar sus cargas de acuerdo con las reglas de
evolucién que se aplican sobre ellos. Asi, la relacion entre las cargas de los objetos
y las membranas determina si un objeto puede atravesar una membrana.

Teniendo presente que las membranas biolégicas tienen una permeabilidad que
es variable, se podria controlar el paso de objetos de una membrana a otra intro-
duciendo un pardmetro de permeabilidad de una membrana, como valor numérico
que indica su proximidad o cercania a un estado que permite su disolucién. En dichos
sistemas, se puede modificar dicha permeabilidad por medio de reglas, de tal mane-
ra que la ejecucién de una regla puede hacer que la membrana engrose o adelgace.
Si una membrana tiene un grosor muy elevado, se vuelve impermeable, impidiendo
la transferencia de objetos a través de ella. Asi, por ejemplo, el control de la per-

meabilidad de las membranas se puede implementar introduciendo una accién, que
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notaremos 7, y de tal manera que es opuesta a 4, en el sentido de que engrosa la
membrana, la aleja de la disolucién. Se puede demostrar que bastan tres niveles de
permeabilidad para estudiar el comportamiento de esta variante de los P sistemas.

En los P sistemas con carriers (47, los objetos no son transformados, sino que
Gnicamente son transmitidos entre las membranas de acuerdo con ciertas reglas de
transferencia. Usualmente, en esta variante se permite la transmisién con objetos
del entorno (es decir, del exterior del P sistema), con el fin de poder disponer de
una cantidad ilimitada de los mismos.

Una variante interesante de los P sistemas con carriers son los P sistemas con
porters [55], en los que se restringe la capacidad en la transmisién de objetos, re-
duciendo el radio de las reglas.



Capitulo 7
Verificacion formal en P sistemas

En el articulo fundacional de la computacién con membranas [56], Gh. P&un
ilustra el funcionamiento de los P sistemas con varios ejemplos que reflejan las
caracteristicas principales de este modelo, y que muestran la versatilidad de los
mismos para ser interpretados como generadores de lenguajes, como dispositivos
reconocedores y como méquinas de calcular funciones parciales. No obstante, en el
articulo citado so6lo se justifica de manera informal que los P sistemas presentados
resuelven realmente los problemas planteados.

En este capitulo nos centraremos en establecer la verificaciéon de los P sistemas
alli introducidos (con pequeiias modificaciones) como ilustracién de algunas técnicas
que pueden resultar utiles para abordar, con cierto éxito, la verificacién formal de P
sistemas arbitrarios. Ademas, en este estudio se ponen de manifiesto las dificultades
que surgen a la hora de sistematizar los procesos de verificacion debido principal-
mente al paralelismo distribuido al que se hacia menci6n en el capitulo anterior y al
hecho de que este modelo de computacién es, basicamente, de tipo procedural.

Sea II un P sistema de transicion disefiado para generar un conjunto, B, de
nimeros naturales. Para establecer la verificacion de II en relacién al conjunto B
lo habitual sera buscar un predicado sobre el conjunto de computaciones de II, que
sea, de alguna forma, un invariante a lo largo de la evolucion del P sistema. Ademés,
de la veracidad del predicado sobre las computaciones de II debe poder extraerse la
informacion relevante a fin de establecer la correccion y completitud de II en relacién
con la generacién del conjunto B.

El proceso de verificacién de un P sistema de transicion, I = (A4, Co, R, i0), esta
basado en el analisis del contenido de cada membrana de todas las configuraciones
que se pueden obtener en el sistema.

De forma natural, se puede definir una funcién parcial, STEP, del conjunto

155
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Comp(IT) x N x V(uo) en M(A), que asigna a cada computacién C, de II, a ca-
da nimero natural, k, y a cada membrana, z, del P sistema, el contenido de la
membrana z tras la ejecucién de k pasos de la computacion C. Si, tras la ejecucién
del paso k-ésimo, la membrana z se ha disuelto, entonces STEP(C, k, ) no esta
definida, en este caso, notaremos STEP(C,k,z) 1. En caso contrario, notaremos
STEP(C, k,z) |. En general, notaremos STEP(C, k, z) = Ci(x).

Definicién 7.1 Para cada membrana, z, y cada computacién C de II, se define

§(C,z) = min{m : C,(z) 1}

Es decir, § es una funcién parcial de Comp(II) X V(uo) en N de tal manera
que 6(C, z) representa el instante siguiente al momento en que se ha producido la
disolucién de la membrana x en la computacién C.

Teniendo presente que ninguna membrana est4 disuelta en la configuracién inicial
de un P sistema, II, se tiene trivialmente que §(C,z) > 1, para cada C € Comp(II)
y cada membrana z de II.

Las herramientas antes definidas son las necesarias para poder analizar en pro-
fundidad las computaciones asociadas a los P sistemas, y poder caracterizar de entre

ellas las computaciones exitosas; es decir, aquellas que producen el resultado desea-
do.

7.1. Verificacién de un P sistema de transicién ge-

nerador

Como ejemplo de verificacién formal en P sistemas de transiciéon generadores se
estudia un P sistema que genera el conjunto de cuadrados {n? : n > 1}. E1 P

sistema de transicion que presentamos a continuacion es una ligera variante del que
Gh. Paun da en [56]:
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af l 4

a — ab
a — b

f— ff

b —b
b —b(c,in,)

ff—ef>f—a

"

Figura 7.1. Representacion del P sistema II

En primer lugar vamos a describir formalmente la sintaxis de dicho sistema, de
acuerdo con los conceptos y las notaciones introducidas en el capitulo anterior.
El P sistema de transicién II es la 4-tupla (A, Co, R, i0), en donde:

1. El alfabeto base es A = {a,b, V¢, f}.
2. La configuracién inicial, Co = (0, Mp), en donde

w o = (1,((1,2),(2,1,3,4),(3,2),(4,2))) es la estructura de membranas
dada por medio del arbol enraizado (con las membranas etiquetadas por
ntiimeros naturales):

3 4

Figura 7.2. Arbol asociado a la estructura de membranas de II

= M es la aplicacién del conjunto de nodos {1,2,3,4} en M(A) definida
como sigue: My(1) = My(2) = Mo(4) =0y Mo(3) = {af}.

3. R = (R,p), donde R es una colecciéon de reglas asociadas a Cp; es decir,
R es la aplicacion de dominio {1,2,3,4}, definida por: R(1) = R(4) = 0,
R@2) = {ri =V — bry = b — blc,ing),rs = ff — f,ra = f — ad}y
R3)={rs=a —ab,re =a — b6,r; = f — ff}. Y p es la aplicacién de
dominio {1,2,3,4} definida por: p(1) = p(3) = p(4) =0y p(2) = {(r3,m4)}-
Las reglas 71,79, ..., 77 son las siguientes:
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Regla | d, Vi O | 2y
1[2]3]4]here]out
T V|- —-|—=-1—-1| b — | =12
To b |—|—-|—|c]| b - =12
=== [ - |-|2
T4 fl=-1-1—-1-1| a - +12
Ts a |—|—-|—-|—-|a | = |—|3
T6 a |—-|=-|—-|—-| ¥ | - |+}|3
RREEEEAREE

4. La membrana de salida es ip = 4.

A continuacién se trata de caracterizar las computaciones exitosas del P sistema
I1. Para ello, y como se ha comentado al principio del capitulo, se va a considerar un
predicado sobre las configuraciones de IT que sera invariante a lo largo de la ejecucion
del P sistema II.

Consideremos la férmula

6(C,n) = (n < 8(C,3) — Cp = (po, (0,0,a™f*,0))) A
A (n=46(C,3) — C e S() A |O(C)| =n?)

Para facilitar las pruebas que vienen a continuacién, representaremos los multi-
conjuntos sobre el alfabeto A a través de una palabra sobre A asociada de manera
natural y univoca.

Si C' = (u, M) es una célula, donde V(i) = {a1,...,a,} CNcon a; < ... < ap,
entonces notaremos M = (M(ay),..., M(a,)).

7.1.1. Caracterizacién de las configuraciones exitosas

Con el fin de caracterizar las computaciones exitosas del P sistema, en primer
lugar vamos a determinar cémo son las configuraciones de II antes de que se disuelva
la membrana 3.

Proposicién 7.2 Para cada computacion C € Comp(Il) se tiene que
Vk (k < 8(C,3) — Ci = (o, (0,0,ab™ f**,0)))

Demostracién:
Probémoslo por induccién débil sobre k. Para ello, sea C € Comp(II).

Para el caso base, k = 0, basta tener presente que 6(C,3) > 1y Cy =
(lu’07 (@, 07 af7 0))
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Sea k € N tal que k < 6(C,3) y Ci = (o, (0,0, ab’*2*,0). Si k + 1 < §(C,3),
entonces k < 8(C, 3) y, por tanto, Cx = (o, (8,0, ab’* f2*,0)). Como C41(3) |,
se deduce que la configuracién Cry; se obtiene a partir de Cy ejecutando el
multiconjunto de aplicabilidad m = rér?k sobre Cy, ya que no se ha aplicado
la disolucién sobre la membrana 3. Por tanto, se tiene que Cry1 = m(C) =

(,u,o, ((D, (b, ab/(k+1)f2k+1’ 0))

O

A continuacién, probaremos que un punto critico de las computaciones del P

sistema II se produce en el instante en que la membrana 3 se disuelve. Es decir,

vamos a justificar que el estudio de la disolucién de la membrana 3 es relevante para

caracterizar las computaciones exitosas de II.

Proposicién 7.3 Para cada computacién C € Comp(II) tal que §(C,3) =n < oo,

se tiene:

I Co= (W, (0,6 f*,0)), donde p’ = (1,((1,2),(2,1,4), (4,2)))-

2. Paracadak tal que0 < k < n—1, se tiene que Cpy14x = (i, (0,67 F2" ", ™),
donde 1 = (1, ((1,2), 2,1,4), (4,2))).

3. Cons1 = (W', (ab™, ™)), donde p” = (1,((1,4), (4,1))).

4. La computacién C es exitosa, su longitud es |C| = 2n + 1 y, ademads, la salida
de esta computacién verifica que |O(C)| = n?.

Demostracién:

1. Sin = 4(C,3) < oo, entonces 0 < n —1 < §(C,3). De la proposicion 7.2,
se deduce que Cp_; = (po, (0,0, ad’™ D 2" §)). Como §(C,3) = n, resulta
que la configuracién C, se obtiene de C,_; aplicando el multiconjunto m =
rerZ" " sobre C,_1. Por tanto, C, = m(Cn—1) = (&', (8,4 f*",0)), donde ' =
(1,((1,2),(2,1,4),(4,2))).

2. Lo probaremos por induccién sobre k.

Para probar el caso base, k = 0, basta tener presente que del apartado
(1) resulta que C, = (¢, (0,b™f?",0)). En esta situacion, como n > 1,
es posible aplicar la regla r; a la membrana 2 y, por el sentido fuerte de
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la prioridad, la regla r4 no se puede aplicar a C, (esta regla disolveria la
membrana 2). Por tanto, el iinico multiconjunto de aplicabilidad sobre C,
serda m = r™r2""". En consecuencia, Cnyy = m(C,) = (i, (8,672, 0)).

Sea k tal que 0 < k < n — 1, y supongamos que la configuracién Cy,y14k
es (i, (0,67 2" &*)). Como n — k — 1 > 0, se deduce que es posible
aplicar la regla r3 a la membrana 2 y, por tanto, el tnico multiconjunto

de aplicabilidad sobre Cny14k es m = r272" """, De donde se obtiene que

Cotivksr = MCnyrer) = (i, (0,67 F2 7, kD)

3. Aplicando el apartado (2) al caso k = n — 1, se deduce que la configuracién
Can es (1, (0,0™ f, c(®~Y™)). Por tanto, el inico multiconjunto de aplicabilidad
sobre Ca,, es m = riry. De donde resulta que Cany1 = m(Can) = (1", (ad™, c"z)),
con " = (1,((1,4), (4,1))).

4. Del apartado (3) se deduce que Capnyq = (4", (ab”, ¢)). Teniendo presente que
V(") = {1,4} y Ry = Ry = 0, resulta que Map(Cant1) = {0}. Entonces la
configuracién Cy,y; es de parada. Ademas, como 4 € V(i") y es una hoja del
arbol, resulta que Co, 1 es exitosa. Por tanto, la computacion C es exitosa, su
longitud es 2n + 1 y la salida verifica |O(C)| = |Can+1(4)| = n?.

O

Como primera consecuencia de esta proposicién, vamos a ver que tras el instante
en que la membrana 3 se disuelve, el P sistema evoluciona de forma determinista.

Corolario 7.4 Para cadan > 1 y cada C,C’' € Comp(Il) tal que n = §(C,3) =
5(C',3) se tiene que Vk (n <k <2n+1—- C,=Cy).

Demostracion:
El caso k = n sigue del apartado (1) de la proposicién 7.3, el caso n < k < 2n sigue
del apartado (2), y el caso k = 2n + 1 sigue del apartado (3).

0

A continuacién, veamos que si dos computaciones disuelven la membrana 3 en el
mismo instante, entonces dichas computaciones son iguales.

Corolario 7.5 Para cadan > 1 y cada C,C' € Comp(Il) tales que n = §(C,3) =
5(C', 3) se tiene que C = C'.
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Demostracién:
Sean > 1yC,C' € Comp(II) tales que n = §(C, 3) = §(C’, 3). Por el apartado (4) de
la proposicién 7.3 y el corolario 7.4, basta probar que Vk (0 < k <n—1 — Cx = C}).
Y esta relacién se obtiene directamente de la proposicién 7.2.

O

Corolario 7.6 Existe a lo sumo una computacién de Il que no es exitosa.

Demostracién:

Sea C una computacién de IT que no es exitosa. De la proposicion 7.3 se deduce que
VEk (k < 6(C,3)). Por tanto, de la proposicién 7.2 resulta que la configuracién Cy
es (uo, (0,0, ab'’® 12 0))). En consecuencia, sélo podria existir una computacién no

exitosa de II.
a

Probemos ahora que la formula §(C,n) es verdadera para toda computacién C
del P sistema de transicion II.

Corolario 7.7 La férmula 0(C,n) es un invariante del P sistema I1. Es decir
VC € Comp(Il) Yn € N (6(C,n))

Demostracion:

Se sigue directamente de la proposicién 7.2 y del apartado (4) de la proposicién 7.3.
O

A continuacién, vamos a caracterizar las computaciones exitosas de II a través
del instante en el que la membrana 3 se disuelve.

Corolario 7.8 Sea C una computacién de II. Son equivalentes:
(a) C es una computacion exitosa.
(b) 1 <46(C,3) < 0.
(c) 1<6(C,3)<ooy|C|=2-6C,3)+1.

Demostracion:
Sea C una computacion exitosa. Sea k = |C|. Entonces 1 < k < oo. Veamos
que §(C,3) < k. En caso contrario, de la proposicién 7.2 se tendria que Cj seria
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(10, (0,0, ab’* £2° 0)). Lo que contradice que k = |C|, ya que de la existencia de un
multiconjunto de aplicabilidad sobre Cj (por ejemplo, m = rsrgk) se tendria que Cy
no es una configuracién de parada.

Si 1 <n=4(C,3) < oo, entonces del apartado (4) de la proposicién 7.3 resulta
que |C| =2n+ 1.

La implicacién (c) = (a) resulta directamente del apartado (4) de la proposicién

7.3.
a

7.1.2. Correccién y completitud

Para establecer que el conjunto de nimeros naturales generados por IT es N(II) =
{n?: n > 1} debemos probar dos resultados:

» La salida de cualquier computacion exitosa del P sistema II codifica el cuadrado
de un ntimero natural mayor o igual que 1 (correccion del P sistema).

» Para cada n > 1 existe, al menos, una computacién exitosa, C, del P sistema
IT cuya salida verifica que |O(C)| = n? (completitud del P sistema).

Teorema 7.9 (Correccién) Si C es una computacion exitosa del P sistema II,
entonces existe n > 1 tal que la salida de C verifica que |O(C)| = n®.

Demostracioén:
Sea C una computacion exitosa de II. Sin = §(C, 3), entonces del corolario 7.5 resulta
que 1 < n < oo. Como la férmula 6(C,n) es verdadera y n = §(C, 3), se deduce que
la computacién C es exitosa y |O(C)| = n?.

O

Para establecer la completitud del P sistema de transicion Il con respecto a la
generacién del conjunto {n? : n > 1}, consideremos la férmula p(n) = 3C €
Comp(Il) (n = §(C, 3)). Veamos que esta férmula es verdadera para cada nimero
natural mayor o igual que 1.

Proposicidon 7.10 Para cada nimero natural n > 1 existe una tnica computacién,
C € Comp(Il), tal que 6(C,3) = n.

Demostracion:
Probemos la existencia por induccién sobre n.
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Para el caso base, n = 1, se considera la configuracién C; que se obtiene de
la configuracién inicial, Cy, aplicando la matriz m = rer; (multiconjunto de

aplicabilidad sobre Cp). Como r¢ = a — /6, se obtiene que 6(C,3) = 1.

Sea n > 1 y supongamos que el resultado es cierto para n. Sea C una com-
putacion de II verificando §(C,3) = n. De la proposicién 7.2, se deduce que
Cno1 = (1o, (0,0, ab/ ™=V 2" §))). Entonces se tiene que los multiconjuntos
de aplicabilidad de la configuracién C,_; son Map(Cn-1) = {m1, ma}, donde
my =rer2 "y mg =rsr¥ . Sea C, = my(Co1) = (o, (0,0, '™ %", 0)). Sea
Cl

" +1 = m3(CL), donde mg = rer?". En este paso, la membrana 3 se disuelve.

Entonces C,,,, = (¢/, (6,5’ ™+D f2°" 0)), donde la estructura de membranas y’
es (1,((1,2),(2,1,4),(4,2))). Por tanto, la computaciéon C' = Co =n C1 =n
o= Ch1=nC,=>nC, =nu..., verifica que 6(C’,3) =n + 1.

Dado n > 1, la unicidad de la computacién C verificando 6(C,3) = n, se sigue

directamente del corolario 7.5.
0O

Proposicién 7.11 Existe una tinica computacién, C, de Il que no es exitosa.

Demostracién:
Primero, probaremos que tal computacién existe.

Para cada k € N, consideremos la configuracion Cx = (o, (0, 0, ab’* £25.0))) de
II. Si m = rsr2", entonces se tiene que V& (Cpp1 = m(Cy)). Entonces la sucesion
C=Co=nCi=n...Ck =nCry1 =n ... es una computaciéon de II. Ademas, por
construccion, es obvio que C no es una computacion de parada.

La unicidad de tal computacién se sigue del corolario 7.6.

Corolario 7.12 Para cadan > 1 la férmula ¢(n) es verdadera.

Teorema 7.13 (Completitud) Para cada nimero natural n > 1 existe una com-
putacion exitosa, C, del P sistema II, cuya salida verifica que |O(C)| = n?.

Demostracién:

Sea n € N tal que n > 1. Como la féormula ¢(n) es verdadera, existe una com-
putacién, C, de II tal que §(C,3) = n. Como la formula 6(C,n) es verdadera, se
concluye que la computacién C es exitosa y, ademas, |O(C)| = n?. a
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7.2. Verificacién de un P sistema de transicion re-

conocedor

En esta secciéon damos un P sistema de transicion reconocedor, I, de orden 2
que reconoce el predicado de divisibilidad, tal y como fue propuesto por Gh. P&un
en [56].

El P sistema de reconocimiento disefiado en [56] puede ser descrito graficamente

como sigue:

1/ \

ackd

[\
w

'
A )

acd = c

k dec’ — (a,ing) J

Figura 7.3. Representacion del P sistema Il con entrada (n,k) € N2

En donde la membrana 3 es la de salida, y n,k € N son “variables de entrada”.

A continuacién vamos a formalizar la sintaxis del P sistema de reconocimiento
II4, de acuerdo con lo desarrollado en el capitulo anterior.

El P sistema II; es una 6-tupla (A, B, Co, R, %o, jo, ¢), en donde:

1. El alfabeto base es A = {a,c¢,¢,d} y B = {a,c}, donde se supone en B el
orden lexicografico (a < c).

2. La configuracién inicial, Co = (uo, My), estd definida como sigue:

v 1o = (1,((1,2),(1,3))) es la estructura de membranas dada por el arbol
enraizado siguiente (con las membranas etiquetadas por nimeros natu-

1
ZAS

Figura 7.4. Arbol asociado a la estructura de membranas de II;

rales):
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» Mo : {1,2,3} — M(A) es la aplicacién definida por:
Mo(1) = 0, Mo(2) = {a"¢"d}, Mo(3) = a
donde n, k € N son los datos de entrada del predicado.

3. R =(R,p), donde R es una coleccion de reglas asociadas a Cy; es decir, R es
la aplicacién de dominio {1,2,3}, definida por: R(1) = {r; = dec’ — (a,ins)},
R2)={rm=ac—>d, r3s=ad »c,ry=d— di}, RB)=0.Y pes
la aplicacion de dominio {1,2,3} definida por: p(1) = p(3) = 0 y p(2) =
{(ra,r4), (rs,r4)}-

Regla | d; Vr o | Ty
1123 | here|out

T ded | — l — l al — - | =11

o ac | —|—|—-| ¢ - | =12

T3 ad | —|—-|—-1] ¢ - |—12

T4 d |—|—-|—-| d - [+ 2

4. La membrana de salida es iy = 3 y la membrana de entrada es j, = 2.

5. ¢ :M(A) — {0,1} es el predicado definido por

Es decir, p(m) =m = a.

7.2.1. Caracterizaciéon de las configuraciones de parada

A continuacién vamos a realizar un estudio de la evolucion del P sistema recono-

cedor II; segun la relacion existente entre los datos de entrada, ny k.

Nota 7.14 Si b € {c,c'}, entonces notaremos

c sib=c

d sib=c

b=

Proposicién 7.15 Sean h = I_%J y C una computacién de I1y. Entonces:



166

Capftulo 7. Verificacién formal en P sistemas

Para cada j < h, se tiene que C; = (uo, (0, a"*7b5d, a)), en donde b; = c si j

es pary b; = ¢ si j es impar.

Si k | n, entonces 6(C,2) = h+1, la configuracién Chy, es de parada y, ademds,
la salida de la computacién es O(C) = a.

Si k { n, entonces §(C,2) = h+2, la configuracién Cp,3 es de parada y, ademas,

la salida de la computacién es O(C) = a.

Demostracion:

1.

2.

Por induccién sobre j:

Para el caso base, j = 0, el resultado se obtiene directamente de la cons-

truccién del P sistemas I1,.

Sea j tal que j +1 < h y supongamos que el resultado es cierto para
7. Por hipétesis de induccién, se tiene que C; = (ko, (8, a™*b%d, a)), en
donde b; = c si j es par y b; = ¢ si j es impar. Como j < j+1 < h,
se verifica que n — kj > k. Por tanto, Map(C;) = {r*}, donde r = r,
sibj =cyr=rssib; =c. De donde se deduce que C;11 = r*(C;) =
(1o, (8, al"=F)=Fbk  d, a)), con bjyy = b}

Supongamos que k | n. En este caso, del apartado anterior resulta que Cp, =
(o, (B,bFd, a)), en donde by = c si h es par y by, = ¢ si h es impar. Anal-
izando las reglas del P sistema, se deduce que Map(Ch) = {ra} ¥y Cht1 =
r4(Ch) (111, (bfd, a)), donde p; es la estructura de membranas obtenida de o
eliminando la membrana 2 (ya que la regla r4 implica una disolucién); es decir,
p1 = (1,(1,3)). De donde se obtiene que 6(C,2) = h+ 1. Ademas, se tiene que
Map(Chi1) = {0}. Luego la configuracion Cpy1 es de parada y, ademas, la
salida de la computacion C es O(C) = M(3) = a.

Supongamos que k { n. En este caso, del apartado (1) resulta que la configu-
racion C, es (po, (0, a® **b*d, a)), donde k >l =n—kh >0y b € {c,c'}.
Entonces Map(Cr) = {r'},conr =rysib=cyr =r3sib=c. En conse-
cuencia, Cpy1 = m(Ch) = (o, (0, ¥*7'b"d, a)). Analizando las reglas del P sis-
tema, se deduce que Map(Chi1) = {74} ¥ Chia = 74(Crt1) = (11, (b*''d, a)),
donde p; es la misma estructura del apartado anterior. Por tanto 6(C,2) =
h + 2. Ademss, se tiene que Map(Cri2) = {r1}. Luego Cpiz = r1(Chi2) =
(p1, (0*10""1, a?)). Entonces Map(Cry3) = {0}. Por tanto, la configuraciéon
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Chys es de parada y, ademas, la salida de la computacién C es O(C) = M(3) =

al.

]

Analizando con detalle la demostracién anterior se deduce que, implicitamente, se
ha probado que el P sistema II; es determinista. Por tanto, II; es coherente con la
definicion 6.28 dada para P sistemas reconocedores.

7.2.2. Correcciéon y completitud

Como consecuencia inmediata del resultado anterior podemos establecer la veri-
ficacién formal del P sistema II, respecto al predicado de divisibilidad.

Teorema 7.16 El P sistema I1; decide el predicado binario de divisibilidad, div,
definido como sigue:

1 sik|n

div(n, k) =
0 siktn

Demostracién:
Sea (n,k) € N2. De la proposicion anterior, se deduce que:

k|n<= OC)=a<+= p(O(C)) =1 <= I, acepta (n, k)

En consecuencia, el P sistema II; decide el predicado div.

7.3. Verificacion de un P sistema de calculo

En esta seccién se describe un P sistema de calculo, II, de orden 1 que calcula
la funci6n parcial f : N— — P(N) definida como sigue:

)1 sin=20
f(n)—{ {12,22, ... ,n?} sin#0

El P sistema de calculo II que presentamos es una ligera variante del que Gh. Pdun
da en [56] y puede ser descrito graficamente como sigue:
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Figura 7.5. Representacién del P sistema IT con dato de entrada n € N

en donde la membrana 4 es la de salida, y n € N es el dato de entrada.

A continuacién vamos a formalizar la sintaxis del P sistema de calculo II, de
acuerdo con lo desarrollado en el capitulo anterior. ,

El P sistema I es una 6-tupla (A, B, Cp, R, i, jo), en donde:

1. El alfabeto base es A = {a,b,c,¢, f,g} y B = {a}.
2. La configuracion inicial, Co = (uo, Mp), esté definida como sigue:

= wo = (1,((1,2),(2,1,3,4),(3,2,5), (4,2),(5,3))) es la estructura de mem-
branas dada por el arbol enraizado siguiente (con las membranas etique-

tadas por nimeros naturales):

5

Figura 7.6. Arbol asociado a la estructura de membranas de II

= M es la aplicacién del conjunto de nodos {1,2,3,4,5} en M(A) definida
como sigue:

Mo(1) = Mo(2) = Mo(3) = Mo(4) = 0, Mo(5) = {a"cf}

donde n € N es el dato de entrada de la funcién.
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3. R =(R,p), donde R es una coleccion de reglas asociadas a Cp; es decir, R es
la aplicacién de dominio {1,2,3,4, 5}, definida por: R(1) = R(4) =0, R(2) =
{ri = b — ble,ing), 12 = g9 — g,73 = g — ad}, R(3) = {ra = ff — g0} ¥y
R(5) = {rs = ac — bc,r¢ = ac — bed,r7 = f — ff}. Y p es la aplicacién
de dominio {1,2,3,4,5} definida por: p(1) = p(3) = p(4) = p(5) = 0y
p(2) = {(r2,73)}.

Las reglas rq,79,...,77 son las siguientes:
Regla | d, vy O | Zr
1123 | 415 I here | out
1 b |—|—|—|e|—}| b - -2
2 |gg|—|-|—-|-|=| 9 |~ |—|2
T3 2 el el Tl e a - | t]2
re [fF[-[-[-[-T-Tg [-[+]3]
s ac | —|—-|—-|—-|—-1| be e el
Te ac |—|—{—=|—-|—-| bc | —|+]|5
m | J - |-|-|f-[-]5

4. La membrana de salida es iy = 4 y la membrana de entrada es jo = 5.

Notacién: Dado n € N, notaremos II(n) al P sistema II con dato de entrada n;
es decir, el P sistema II cuya configuracién inicial es Co = (po, Mo), en donde g
es la estructura de membranas asociada a I, Vi (1 < i < 4 — Me(i) = 0) y

Mo(5) = {a"cf}.

7.3.1. Caracterizacién de las configuraciones exitosas

En primer lugar, vamos a probar que existe una tnica computacién del P sistema
T1(0) y, ademas, que dicha computacién no es de parada (por tanto, no sera exitosa).
La notacién sera similar a la usada en la seccién anterior.

Proposicién 7.17 Sea C una computacién de II(0). Entonces, para cada k > 0 se
tiene que C, = (o, (9,0, 0,0, cf*")). Ademas, se verifica que Map(Cr) = {rZ'}.

Demostracién:
El resultado se obtiene directamente por induccién sobre k.
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Corolario 7.18 Existe una tinica computacién de II(0). Ademds, dicha computa-

cién no es de parada.

Demostracion:
Tanto la existencia como la unicidad se deducen directamente de la proposicion
7.17. Ademas, dicha computacién no es de parada, ya que para todo k se tiene que

Map(Cr) # {8} y, por tanto, existe la configuracién siguiente Cy1.
O

Para caracterizar las computaciones exitosas del P sistema II(n), con n > 1,
vamos a estudiar qué sucede en el instante en que la membrana 5 se disuelve. Para
ello, en primer lugar vamos a determinar el contenido de la membrana 5 en las

configuraciones de la computacién en las que todavia no se ha disuelto.

Proposicién 7.19 Sean > 1. Para cada k € N tal que k < n y cada computacién
C de TI(n) tal que k < §(C, 5), se verifica que Cy, = (o, (0,0, 0, 0, a™ kb F2°)).

Demostracion:
Sea n > 1. Consideremos el P sistema II(n) con dato de entrada n. Probemos el

resultado por induccién débil acotada ascendente sobre k.

Para el caso base, k = 0, basta tener presente que la configuracién inicial de

II(n) es Co = (po, (0,0,0,0,a™cf)).

Sea k € N tal que k < n y supongamos cierto el resultado para k. Sea C una
computacién de II(n) tal que k+1 < §(C, 5). Entonces k < §(C, 5) y, por tanto,
de la hipétesis de induccion se deduce que Cx = (o, (8, 0,0, 0, a™*cb* f2°)).
Como k +1 < 6(C,5) y k < n, resulta que el multiconjunto de aplicabilidad
sobre Cj usado para obtener Cpyq es m = rsr2 , Por tanto, Cit1 = m(Cr) =
(1o, (0,0,0,0, a™*—1cbbk F2)) = (o, (0, 0,0, 0, a»F+Dcbb+1£2°)) Lo que
prueba que el resultado es valido para k& + 1.

O

En primer lugar, vamos a dar un predicado sobre configuraciones que sea, en

cierto sentido, un invariante del P sistema. Consideremos la férmula:
8(C,p,n) = (C € Comp(Il(n))Al < p < nAp = §(C,5)) — (C exitosa A|O(C)| = p?)

Seguidamente establecemos una condicién necesaria para que una computacion,

C, de II(n), con n > 1, sea exitosa.
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Proposicién 7.20 Para cada n > 1 existe una tnica computacion, C, de I1(n) tal
que 6(C,5) > n. Ademds, en tal situacion se tiene que 6(C,5) = oo y, por tanto, la
computacién C no es de parada.

Demostracién:
Sea n > 1. En primer lugar probemos la existencia de dicha computacion.

Sea Cp la configuracién inicial de TI(n). Para cada k € N tal que 1 < k < n
notemos my = 1572 'y Dy = (o, (0,0,0,0, a"*cb* f2*)). Ademas, convendremos

que Dy = Cp.

Lema 1: Para cada k tal que 1 < k < n se tiene que my, es un multi-
conjunto de aplicabilidad sobre Dy_, y, ademds, C, = my(Ce—1) = Dy.

Prueba del lema: Por induccién sobre k.

Para probar el caso base, £k = 1, basta tener presente que m; = 577 €s
un multiconjunto de aplicabilidad sobre Dy. Ademas,

C1 = ma(Co) = (po, (0,0,0,0,a""cbf?)) = Dy

Sea k tal que 1 < k < n y supongamos cierto el resultado para k. Se

tiene que my = r;,r?k—l es un multiconjunto de aplicabilidad sobre Di_;.

Ademas, C, = mi(Cr—1) = (10, (0,0,0,0, a"*cb* f2*)) = Dy. Entonces
Mgy = r5r$k es un multiconjunto de aplicabilidad sobre Dj. Ademas,
Cir1 = mMs1(Ce) = (0, (0,0,0,0, 0™ 1cb*+1 7)) = Dyyy.

Del lema anterior resulta que C, = (o, (0,0,0,0, cb™ f*")) = D,,. Para cada nimero

natural ¢ > 1, notemos myyq = 7572 ¥ Dpyq = (to, (8,0,0,0, cb™ £270).

Lema 2: Para cada q¢ > 1 se tiene que My, es un multiconjunto de
aplicabilidad sobre D, 41 y, ademds, Cniq = Mniq(Crig—1) = Dniq-
Prueba del lema: Por induccion sobre g.

Para probar el caso base, ¢ = 1, basta tener presente que m,4; =
rsr2" es un multiconjunto de aplicabilidad sobre D,. Ademas, Cy41
mn+1(cn) = (,U’O) (@’ wa m, (2)7 Cbnf2n+1)) = Dn+1-

Sea g > 1 y supongamos cierto el resultado para g. Se tiene que Cpyq =

Dog = (o, (0,0,0,0,cb™ £2*™)). Entonces myyq41 = rsr¥ s un mul-
ticonjunto de aplicabilidad sobre D, ;4. Ademas,

Cotart = Mnsqs1(Cnrg) = (o, (0,0,0,0,cb" f"" ")) = Dpygna
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La computacién C, de TI(n), asi construida verifica que 6(C,,5) = oo y, por tanto,
no es de parada.

Finalmente veamos la unicidad. Para ello, supongamos que C,C’ son dos com-
putaciones de II(n) tales que §(C,5) > n y 6(C’,5) > n. De la proposicién 7.19
se deduce que para cada k € N tal que k < n se verifica la siguiente condicion
Ce = (1o, (0,0,0,0, a™*cb* f2°)) = C}. Como C, = (po, (8,0,0,0,cb” ")), resulta
que para cada g > 1 se verifica que Cpyq = (o, (0,0,0,0,cb" f2"")) = Crig

O

Corolario 7.21 Sea n > 1. Sea C una computacién exitosa de II(n). Entonces
Vk (k< é(C,5) —k<n)

Demostracion:

Sea n > 1. Supongamos que C fuese una computaciéon exitosa de II(n) para la
que existe k > n verificando que k < §(C,5). Entonces, n < §(C,5) y, por tanto,
de la proposicion 7.20 se deduciria que la computacién C no es de parada. Y, en

consecuencia, no seria exitosa.
a

A continuacién veamos que para cada n > 1 se puede construir una computaciéon

de II(n) que sea exitosa y cuya salida sea 1.

Proposicién 7.22 Sea n > 1. Existe una tnica computacién, C, de II(n) tal que
8(C5) = 1. Ademas, la computacion C es exitosa, tiene longitud 3 y su salida verifica
que |O(C)| = 1.

Demostracién:

Sea n > 1. Para construir una computacién, C, de II(n) tal que §(C,5) = 1, en
el primer paso de la computaciéon C deberan ejecutarse obligatoriamente las reglas
re = ac — bed y rr = f — ff (de manera maximal). Es decir, para conseguir
que §(C,5) = 1, el anico multiconjunto de aplicabilidad que se podra aplicar a la

configuracién inicial Co es m; = rgry. Por tanto,
Cy =mi(Co) = (u1,(0,0,0,0,a" " cbf?))

siendo iy = (1,((1,2),(2,3,4),(3,2), (4,2))). Ahora bien, el dnico multiconjunto de
aplicabilidad sobre C; es my = r4. Por tanto, C; = my(C1) = (a2, (0, a™ cbg, 1)),
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siendo pe = (1,((1,2),(2,1,4),(4,2))). Entonces, el tinico multiconjunto de apli-
cabilidad sobre Cy es m3 = ryrs. Por tanto, C3 = ms(Cy) = (us, (a”ch,€)), siendo
H3 = (17 ((17 4)1 (4) 1)))

Teniendo presente que las membranas 1 y 4 carecen de reglas, resulta que la
configuracién Cs es de parada. Mas atn, como ig = 4 € us, resulta que C3 es una
configuracién exitosa. Por tanto, [C| = 3 y la salida de la computacién C verifica
que [O(C)] = |Cs(4)] = [{e}| = 1.

Obsérvese que de acuerdo con la construccién realizada, la computacion C de

II(n) verificando la condicién C;(5) 1 es tinica.
O

A continuacién vamos a probar que el punto critico de las computaciones del P
sistema II(n), con n > 1, se produce en el instante en que la membrana 5 se disuelve.

Proposicién 7.23 Sea n > 1. Sea p tal que 2 < p < n. Para cada computacion, C,
de II(n) tal que §(C,5) = p, se verifica:

L Cp=(,(0,0,a"Pct? f*,0)), siendo 4’ = (1,((1,2),(2,1,3,4),(3,2), (4,2))).

2. Para cada k tal que 0 < k < p — 1 se tiene que tras p + 1 + k pasos, se
verifica que Cpy14x = (1, (0,a"Pcb?g? ™" ")), siendo p” la estructura de
membranas (1, (1,2), (2,1,4), (4,2))).

3. Copy1 = (", (a™P*1cb?, e?’)), siendo p” = (1,((1,4), (4,1)))-
P

4. La computacién C es exitosa, su longitud es [C| = 2p+ 1, y, adem4s, su salida
verifica que |O(C)| = p?.

Demostracién:

1. Por induccién débil acotada ascendente sobre p. Para probar el caso base, p =
2 < n, consideremos una computacion, C, de II(n) tal que 6(C,5) = 2. Como
8(C,5) > 1, de la proposicién 7.19 se deduce que Cy = (o, (6,0, 9,0, a"1cbf?)).
Teniendo presente que §(C,5) = 2 y que n > 2, resulta que en el segundo paso
de la computacién C se ejecutaran obligatoriamente las reglas r¢ = ac —
bed y o = f — ff (de manera maximal). Es decir, si m = r¢r2, entonces
Ca = m(Cy) = (i, (0,0,a™2chb?f#,0)), siendo la estructura de membranas
#=(1,((1,2),(2,1,3,4),(3,2),(4,2))

Sea p € N tal que 2 < p < n y supongamos cierto el resultado para p.
Sea C una computacion de II(n) tal que §(C,5) = p + 1. Teniendo presente
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que p < 6(C,5) y que p < n, de la proposicién 7.19 se deduce que C, =
(1o, (0,0,0,0,a™Pcb? £2°)). Como 6(C, 5) = p+1, resulta que en el paso (p+1)-
ésimo de la computacion C, la membrana 5 debe disolverse; es decir, en ese paso
debera ejecutarse obligatoriamente las reglas r¢ = ac > bcdyre = f — ff
(de manera maximal). Es decir, si m = rer?’, entonces se verifica que Cpi1 =
m(Cp) = (1, (0,0, a» P~ 1cb?+1 2" (), siendo ' la estructura de membranas
(1,((1,2),(2,1,3,4),(3,2), (4,2))).

Sean > 1. Sea p € N tal que 2 < p < n. Sea C una computacién de II(n) tal

que §(C,5) = p. Veamos que para cada k tal que 0 < k < p — 1 se tiene que
Correk = (1", (B, 0" Pcbg™ ", &)

siendo p" = (1, ((1,2),(2,1,4),(4,2))). Probémoslo por induccién sobre k.

Para probar el caso base, k = 0, observemos en primer lugar que del apartado
(1) resulta que C, = (i, (0,8, a™ Pcb?f¥*,0)), siendo la estructura de mem-
branas ' = (1, ((1,2), (2, 1,3,4), (3,2), (4,2))).

Entonces, el dnico multiconjunto de aplicabilidad sobre C, es m = rf"_l. Luego,
Cor1 = m(Cp) = (1, (D, a™ PchPg® ", §)), siendo la estructura de membranas
#=(1,((1,2),(2,1,4), (4,2)).

Sea k tal que K < n — 1 y supongamos cierto el resultado para k. De la
hipotesis de induccion se deduce que Cpi14k = (17, (0, a™PcbPg® " ekP))
siendo la estructura de membranas p” = (1,((1,2),(2,1,4), (4,2))).

Como p—1—k > 0y p > 0resulta que el (inico multiconjunto de aplicabilidad

—1-k-1
sobre Cpi145 es m = rfrd . Luego,
— — M - gp—1—k-1 k
CP+1+k+1 - m(CP+1+k) - (:u’ ,(0> a"PcbPyg ,efe p))

A (s )
Por tanto, el resultado es valido para k + 1.

Sean > 1. Sea p € N tal que 2 < p < n. Sea C una computacion de II(n)
tal que 0(C,5) = p. Del apartado (2) se deduce que tras 2p pasos, Cyp =
(", (B, a~vcbg, =09 siendo " = (1, ((1,2), (2,1, 4), (4,2))).

En tal situacién, el Gnico multiconjunto de aplicabilidad sobre Cy, es m = rir3.

Luego,

Cops1=m(Cop) = (", (B, a" P+ cbP, ePeP~LP))
_ (" 0, 4Pk, o)
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siendo la estructura de membranas p” = (1, ((1,4), (4,1))).

4. Sean > 1. Seap € N tal que 2 < p < n. Sea C una computacién de II(n)
tal que 6(C,5) = p. Del apartado (3) se deduce que la configuracion Copyy
es de parada, ya que las tinicas membranas con objetos son la 1y la 4, y
ambas carecen de reglas. Por tanto, |C| = 2p + 1. Adema4s, la computacién C
es exitosa, ya que es de parada y la membrana de salida es elemental y esté en
la configuracién final Cypy1. Ademas, la salida de dicha computacion verifica

que |O(C)| = [Copr1(4)] = [{e”"} = p*-

Corolario 7.24 Sea n > 1. Para cada p tal que 1 < p < n existe, a lo sumo, una
computacién, C, de II(n) tal que 6(C,5) = p.

Demostracion:
Sean > 1. Si p = 1, entonces de la proposicion 7.22 se deduce que existe una tnica
computacion, C, de II(n) tal que 6(C,5) = p.

Sea p tal que 2 < p < n. Sean C,C’ computaciones de II(n) tales que 6(C,5) =
5(C',5) = p. En primer lugar, del apartado (4) de la proposicién 7.23 resulta que
|C| = |C’| = 2p + 1. Por otra parte, de la proposicién 7.19 se deduce que Vk (0 <
k < p — C = Cl). Veamos, finalmente, que Vk (p < k < 2p+1 — Cx = C;). En
efecto:

e El caso k = p sigue del apartado (1) de la proposicién 7.22.
e El caso p+ 1 < k < 2p sigue del apartado (2) de la proposicién 7.22.
e El caso k = 2p + 1 sigue del apartado (3) de la proposicién 7.22.

En consecuencia, C = C'.
O

Seguidamente vamos a caracterizar las computaciones exitosas de II a través del

instante en que se disuelve la membrana 5.

Corolario 7.25 Sean > 1. Sea C una computacién de II(n). Son equivalentes:
(a) C es una computacion exitosa.

(c) 1<6(C,5) <nAlC|=28(C,5) +1A]0C) =6(C,5).
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Demostracién:
Sea n > 1. Sea C una computacién exitosa de II(n). De la proposicién 7.20 se deduce
que 6(C,5) < n.

Sea C una computacion exitosa de II(n) tal que 1 < §(C,5) < n. Si §(C,5) = 1,
entonces de la proposicién 7.22 se deduce que [C| =3y |O(C)] = 1. 8i2 < 4(C,5) <
n, entonces del apartado (4) de la proposicién 7.23 se concluye que |C| = 26(C, 5) +
1A |O(C)| = 8(C,5)2.

Sea C una computacion exitosa de I1(n) tal que 1 < §(C,5) < nA|C| = 26(C,5)+
1 A |O(C)] = 6(C,5)%. Si 6(C,5) = 1, entonces de la proposicién 7.22 se deduce que
C es exitosa. Si 2 < §(C,5) < n, entonces del apartado (4) de la proposicién 7.23 se

concluye que la computacién C es exitosa.
[}

Corolario 7.26 Para cada n > 1 existe una iinica computacién, C, de II(n) que no

es de parada.

Demostracion:
Sea n > 1. Si C es una computaciéon de II(n) que no es de parada, entonces no
es exitosa y, por tanto, §(C,5) > n. De la proposicién 7.20 se deduce que dicha

computacién existe y, ademas, es Gnica.
0

7.3.2. Correccién y completitud

Para establecer que el P sistema de célculo II(n) calcula la funcién parcial, f,
de N en P(N) definida por

7 sin=0
f(n)—{ {12,2%,...,n%} sin#0

hemos de probar las siguientes condiciones:
(a) Ninguna computacion de II con entrada n = 0 es exitosa.
(b) Sin > 1, entonces:

» Para cada computacion exitosa, C, de II(n) existep € Ntalque 1 <p < n
y la salida de la computacién C codifica p? (correccion).
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» Para cada p € N tal que 1 < p < n, existe una computacién, C, de II(n)
que es exitosa y, ademas, su salida codifica p? (completitud).

Dicho con otras palabras, hemos de probar que ninguna computacion de II(0) es de
parada y, ademas, que para cada nimero natural n > 1 se verifica que N(II(n)) C
f(n) (correccion) y que f(n) C N(II(n)) (completitud).

Teorema 7.27 (Correccién) Para cada n > 1 y cada computacion exitosa, C, de
II(n), existe p € N tal que 1 < p < n y, ademas, la salida de la computacién C
verifica que |O(C)| = p®. Es decir, Vn > 1 (N(II(n)) C f(n)).

Demostracion:
Sea n > 1. Sea C una computacién exitosa de II(n). Del corolario 7.26 se deduce que
1< 8(C,5) <nAlC|=25C,5)+1A]0(C)| = 8(C,5)%. Si6(C,5) = 1, entonces de
la proposicion 7.22 resulta que |O(C)| = 1. Si §(C,5) = p, con 2 < p < n, entonces
del apartado (4) de la proposicién 7.22 se deduce que |O(C)| = p2.

O

Para establecer la completitud de II consideremos la siguiente férmula
¢(n,p) = 3C € Comp(Il(n)) (p = §(C,5))

Proposicién 7.28 Sea n > 1. Para cada p € N tal que 1 < p < n existe una tdnica
computacioén, C, de II(n) tal que §(C,5) = p.

Demostracién:

Sea n > 1. Probemos la existencia de una tal computacién por induccién sobre p.

El caso base, p = 1, se deduce directamente de la proposicién 7.22.

Sea p tal que 1 < p < n y supongamos cierto el resultado para p. Sea C una
computacién de II(n) tal que §(C,5) = p. Como 0 < p—1 < p = §(C,5),
de la proposicién 7.19 resulta que C,—; = (1o, (0,0,0,0, arPHichp =l f27),
Consideremos el multiconjunto de aplicabilidad m; = rsr2"" sobre Cp_y y sea
C, = m1(Cp-1) = (po, (0,0,0,0,a™Pcb? f7)) Consideremos el multiconjunto
de aplicabilidad my = r¢r7 sobre C, y sea
Cprr = ma(Cy) = (1, (0,0,0, a1t £, 0)

siendo la estructura de membranas p/ = (1, ((1,2), (2,1, 3,4), (3,2), (4,2)))
Sea C’ la computacion de [I(n): Co =n Ci =n ... =>nC, =nCpp1 =0 -- - -

Esta computacién verifica que 6(C’,5) = p+ 1. Lo que prueba el resultado para
p+ 1.
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Finalmente, la unicidad de una computacién, C, de II(n) verificando que 6(C,5) = p

(1 < p < n) se deduce del corolario 7.24.
a

Corolario 7.29 Para cada n > 1 se verifica que Vp (1 < p < n — ¢(n,p)).

Teorema 7.30 (Completitud) Sea n > 1. Para cadap € N talque1 <p < n
existe una computacion, C, de II(n) tal que C es exitosa y, ademds, su salida verifica
que |O(C)| = p*. Es decir, Vn > 1 (f(n) C N(I(n))).

Demostracién:
Sea n > 1. Sea p tal que 1 < p < n. De la proposicién 7.28 se deduce que existe
una unica computacién, C, de II(n) tal que §(C,5) = p. Si p = 1, entonces de la
proposicion 7.22 resulta que la computacién C es exitosa y, ademas, |O(C)| = 1. Si
2 < p < n, entonces del apartado (4) de la proposicién 7.23 se deduce que C es
exitosa y, adema4s, la salida verifica que |O(C)| = p.

O

En resumen, podemos describir graficamente el conjunto de todas las computa-
ciones del P sistema II(n), para cada n > 1, como sigue:

3(C5)=1
3(C5)=2
3(C,5)=3

8(C,5)=n

Obsérvese que para cada n > 1, el P sistema II(n) tiene exactamente n + 1
computaciones, de las cuales s6lo una no es de parada (y, por tanto, no es exitosa).



Capitulo 8

Verificaciéon de P sistemas que

resuelven problemas NP-completos

Este capitulo esta dedicado al disefio y verificacion de P sistemas de transicion
no deterministas que resuelven, en tiempo polinomial, el problema SAT de la satis-
factibilidad de la 16gica proposicional y el problema HPP del camino hamiltoniano
en su version dirigida y con dos nodos distinguidos.

En la primera seccién del capitulo se hacen algunas consideraciones acerca de las
soluciones deterministas y las soluciones no deterministas que pueden proporcionar
los P sistemas.

En la segunda seccién se presentan dos soluciones no deterministas del problema
SAT mediante P sistemas de transicién que lo resuelven en sentido fuerte: a cada
formula proposicional se le asocia un P sistema que genera, basicamente, el conjunto
de valoraciones que hacen satisfactible la formula.

En la tltima seccién se presenta una solucion no determinista del problema HPP
a través de un P sistema de transicién que lo resuelve en sentido fuerte: a cada grafo
dirigido se le asocia un P sistema que genera exactamente los caminos hamiltonianos
que son soluciones correctas del problema.

En las correspondientes secciones se establece la verificacién de los P sistemas
de transicién disefiados en un intento de aportar ideas y conceptos que permitan

sistematizar los procesos de verificacion en P sistemas.
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8.1. Soluciones no deterministas de problemas de
decision

Si un P sistema de transicién determinista resuelve un problema de decision,
entonces no hay dudas acerca del significado de la respuesta que da el sistema, ya
que al disponer de una tnica computacién, el resultado de la misma determina la
respuesta del sistema.

Sin embargo, cuando se usan P sistemas de transicién no deterministas para
resolver problemas de decisién, la interpretacion de la respuesta que da el sistema
no es tan directa. En estos casos, pueden existir distintas computaciones exitosas
que devuelvan diferentes respuestas. Esta caracteristica, que es aprovechada por los
P sistemas de transicién para generar lenguajes, puede ser poco deseable en el uso
de los mismos como herramientas para resolver problemas de decision.

Es por ello que, cuando se interpretan los P sistemas de transicién como recono-
cedores de predicados, se suele introducir el concepto de coherencia, exigiendo que
un P sistema de transicién, para que pueda ser utilizado como reconocedor de un
predicado, debe devolver una tinica respuesta independientemente de la computacion
resultante en caso de no determinismo. Es decir, las soluciones de un P sistema de
transicién no determinista y coherente proporciona, en realidad, una respuesta de-
terminista.

Esta interpretacién no coincide con la idea clasica del no determinismo, por la
cual un dato de entrada del problema es aceptado si existe, al menos, una com-
putacién relativa a esa entrada que devuelve una respuesta positiva, y es rechazado
en caso contrario.

Desde un punto de vista practico, parece mas natural la interpretacién que hace
uso de la coherencia ya que, en caso de que algtn dia se consiguiera una imple-
mentacion de este modelo de computacion, bastaria una computacion concreta en
el modelo para conocer la respuesta real (en caso de que estuviera verificado).

Las soluciones que presentamos de los problemas SAT y HPP hacen uso de
la. interpretacion clasica de solucién no determinista, entre otras razones, porque
se pretende resolver el problema en dos direcciones. Por una parte, los P sistemas
disefiados dan respuesta al problema de decisién planteado y, por otra, dichos P
sistemas generan el lenguaje de todas las soluciones del dato de entrada.

Asi, en el caso del problema SAT, dada una férmula proposicional en FNC,
se disefia un P sistema de transicién asociado que genera el lenguaje de todas las
valoraciones que hacen verdadera la formula (veremos que realmente no devuelve
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todas las valoraciones, sino aquellos #rozos de ellas que son precisos para verificar la
formula). En el caso del problema del camino hamiltoniano, dado un grafo no dirigido
y dos vértices distinguidos, se disefia un P sistema que genera todos los caminos
hamiltonianos presentes en el grafo que van de uno de los vértices distinguidos al
otro.

Hasta ahora se han presentado soluciones deterministas que resuelven los pro-
blemas SAT y HPP en tiempo polinomial, usando variantes de P sistemas que
permiten, de alguna manera, conseguir espacio exponencial en un tiempo polinomi-

al. Entre dichas soluciones deterministas destacamos las siguientes:

1. J. Castellanos, Gh. Piun y A. Rodriguez-Paton [14] resuelven el problema
SAT en tiempo polinomial y el problema HPP en tiempo cuadratico, usando
P sistemas que trabajan con cadenas en lugar de hacerlo con objetos atémicos
(permitiendo procesar las cadenas a través de operaciones como replicacién,
splitting, mutacién y recombinacién).

2. Gh. P&un [57], S.N. Krishna y R. Rama [37] proporcionan soluciones determi-
nistas en tiempo polinomial de los problemas SAT y HPP usando una vari-
ante de P sistemas que permite la divisién de cualquier tipo de membranas de
la estructura. Este resultado ha sido mejorado por C. Zandron, C. Ferreti y
G. Mauri [85] al obtener soluciones deterministas de complejidad similar pero
usando Unicamente la division para membranas elementales. Ademas, como
hemos indicado en 6.5, en [85] se prueba que si P#NP, entonces los pro-
blemas SAT y HPP no pueden ser resueltos por P sistemas de transicion

deterministas en tiempo polinomial.

3. 5. N Krishna y R. Rama [38] resuelven los problemas SAT y HPP en tiempo
lineal, a través de P sistemas con reescritura replicada.

8.2. El problema SAT

En esta seccion presentamos dos soluciones no deterministas, con sus correspon-
dientes verificaciones, del problema SAT de la Logica proposicional, a través de P

sistemas de transicién cooperativos que usan disolucién y prioridad.

Definiciéon 8.1 Dada una férmula proposicional o, diremos que o es una valoracién
parcial para ¢ si es una funcién parcial del conjunto de variables de ¢, Var(yp), en

{0,1}.
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Diremos que una valoracién parcial, o, para ¢, satisface (no satisface) a ¢, si toda
valoracion, o', de ¢ que sea extensién de o, verifica que o’(¢) = 1 (resp., o’(¢) = 0).
Lo denotaremos por o(p) =1 (resp. a(p) = 0).

Nota 8.2 Sea ¢ una féormula proposicional dada en forma normal conjuntiva (FNC),
@ =Cy A ...\ Cp, donde C; es una disyuncién de literales y Var(p) = {z1,...,Zn}.
En este caso, podemos identificar cada clausula C; con un subconjunto de Lit(p) =
{z1,Z1,...,Zn,Zn}. Convendremos que Cp = §.

Nota 8.3 Podemos identificar las valoraciones parciales para ¢ con subconjuntos
funcionales de Val(yp) = {1,...,n} x {0,1}. Habitualmente, al elemento (i,a) €
Val(p) lo notaremos por a;. Es decir, Val(p) = {1;,0; : 1 <i<n}

Definicién 8.4 Se definen las aplicaciones v* y v~, de Lit(y) en Val(p) como
sigue:
]-i ,SilZIEi Oi ,Sjl=$i
vi(l) = v (l) =
0; ,Sl.l=fE_i 1,‘ ,Sil=fi
Es decir, para cada literal, [, v*(l) (resp. v=(I)) codifica el valor de verdad de la
variable que interviene en el literal y que hace verdadero (resp. falso) dicho literal.

8.2.1. Diseno de un P sistema que resuelve SAT

A continuacion se disefia una familia de P sistemas de transicién cooperativos,
con disolucién y prioridad, que resuelven el problema SAT en el siguiente sentido
fuerte:

A cada férmula proposicional, ¢, dada en FNC, se le asocia de manera univoca,
un P sistema de transicion, I, que satisface las condiciones siguientes:

1. Para cada valoracion, o, asociada a ¢ tal que o(p) = 1, existe una computacioén
exitosa, C, de II,, tal que en su salida, O(C), esta codificada una valoracién
parcial, o, para ¢ verificando que oc(p) =1y o¢c C 0.

2. Para cada computacion exitosa, C, de IL,, se tiene que en su salida, O(C), esta
codificada una valoracién parcial, o¢, para ¢ tal que g¢(p) = 1.

3. Para cada computacién de parada y no exitosa de II,, la configuracion final

codifica una asignacion parcial, o, para ¢ tal que o4(p) = 0.

Sea I, = (A,,Co, R, o) el P sistema de transicién definido como sigue:
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= El alfabeto de trabajo serda A, = Act U Lit(p) U Val(p), en donde
Act = {T,T*, F}, que llamaremos el conjunto de activadores (obsérvese que

el alfabeto depende Gnicamente de las variables de ).
= La configuracion inicial, Co = (o, M), esta definida como sigue:

e La estructura de membranas inicial, puo = (Vo, Ep), de grado p + 1, viene
dada por:
Vo=V (uo) ={0,...,p}, y Bo = E(uo) = {(3,i+1): 0<i<n}
Es decir, uo = (0, ((0,1),(1,0,2),(2,1,3),...,(p,p — 1))
e My es la aplicacion del conjunto de nodos {0,...,p} en M(A) definida
como sigue:

Vi (0<i<p— Mp(i) =Ci), y Mo(p) = C, U{T}

» R es un par ordenado (R, p), donde R = U{R; : 0 < j < p} es una coleccion
de reglas de evolucién asociadas a Cp y p = U{p; : 0 < j < p} es una coleccion
de relaciones de prioridad sobre R.

e Para cada nodo j, con j > 0, el conjunto de reglas de evolucién, R;, es el
siguiente:

= {r1(1), r2(1), r3(1), ra(l) : 1 € Lit(p)} U {rs, 76}
donde, para cada literal [ € Lit(n), definimos informalmente:
r(l)= Tlt(l) — T*v*(I)
(1) Tlw=(l) - Tv~ (1)
r3(1) Tl — T*v*(1)
ral)= T ->T
yrs=T*—Té,re=T — F.

Con la notacién formal dada anteriormente, las reglas de evolucién R,

pueden describirse como sigue:
Regla d, ve(here) | 4, | z,
ri(l) | T*(l) | T**(1) | —
ro(l) | Tl () | To~(l) | —
r3(1) Tl Tvt(l) | —
r4(l) T T -
Ts T* T +
Te T F -
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Para el nodo 0, el conjunto de reglas de evolucién es vacio; es decir, Ry = 0

(v, por tanto, po = 0).

e La relacién de prioridad, p;, para cada nodo j (j > 0) viene dada por:

{ri() herie > {ro(D}erie > {rs(DheLit > {ra(D}ieLit > 15 > 76

Esto es, toda regla de la forma r;(l) tiene mayor prioridad que cada regla
de la forma r5(l'), toda regla de la forma ry(l) tiene mayor prioridad que

cada regla de la forma r3(1’), etc.

La membrana de salida es la piel; es decir, 7o = 0.

A continuaciéon se describe una idea informal de cémo funciona el P sistema de

transicioén anterior, analizando los distintos pasos que realiza dicho P sistema durante

una computacién genérica y mostrando algunas de las propiedades que satisface y

que, posteriormente, demostraremos con todo detalle.

Cada clausula de la féormula esta asociada a una membrana del P sistema

(salvo la piel).

Una membrana tiene actividad (es decir, se aplica alguna regla en su interior
en algiin momento de la computacién) si tiene activadores (obsérvese que no
son catalizadores). En este caso, diremos que la membrana esta activa en ese

momento.

En cada paso de la computacién una tinica membrana estd activa, por tanto,
las transformaciones se producen en una sola membrana del P sistema. Esto
quiere decir que el P sistema presentado no hace uso del paralelismo intrinseco
a los P sistemas. Posteriormente veremos cémo se puede obtener un P sistema
de transicién a partir de éste que haga uso del paralelismo.

Al principio de la computacién la membrana activa es la etiquetada por p.

Tras la disolucién de una membrana activa, su padre pasa a ser la membrana
activa. En este caso, tan sélo le son transmitidos el activador y los objetos de

Val(yp), que determinan una asignacién parcial para ¢.

Cuando una membrana esta activa se realizan las siguientes operaciones, en-
caminadas a extender, si es posible, la asignacion parcial presente para verificar

la clausula asociada a dicha membrana:

1. Al comienzo de su actividad el activador presente es T'.
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2. Sila membrana activa tiene literales, entonces comprobamos, por medio
de las reglas del tipo ry(!), si la asignacién parcial presente satisface al-
guno de sus literales. Si es asi, el activador T se transforma en 7™ y la
asignacién parcial no cambia.

3. Si una membrana tiene el activador T*, significa que la clausula asociada
ha sido satisfecha. En este caso, por medio de las reglas r4(1), se eliminan
todos los literales presentes en la membrana. Tras ello, 7* es de nuevo
transformado en T y se disuelve la membrana.

4. Si la asignacién parcial no satisface la clausula asociada a la membrana
activa, por medio de las reglas ro([) se eliminan todos los literales que es-
tén asignados (ya que no aportan informacién relevante para una posible
extensién de la asignacion parcial que verifique la clasula). A continua-
cion, si todavia quedan literales, por medio de las reglas r3(l) se extiende
la asignacion parcial con el fin de verificar la clausula. Si no quedaran
literales, entonces no hay forma de extender la asignacion parcial pre-
sente para verificar la clausula (y, por tanto, la férmula). Entonces, T se
transforma en F y la computacién para pero no exitosamente (ya que la
membrana de salida no es elemental).

» Si se disuelve la membrana 1, entonces todas las clausulas han sido satisfechas
¥, por tanto, ¢ es satisfecha por la asignacion parcial generada. En este caso,
la membrana de salida es elemental y contiene el activador T, asi como la
asignacion parcial que verifica ¢. Como la membrana 0 no tiene reglas y es

elemental, la computacién obtenida es exitosa.

8.2.2. Verificacion formal del P sistema disenado

A continuacién procedemos a establecer la verificacién formal de I, respecto a
la satisfactibilidad de la férmula ¢.

El primer paso consistird en probar que para cada asignacién parcial o que
verifique o(y) = 1, existe una computacién exitosa de II, de forma que su salida
codifica una asignacion parcial, o', verificando la férmula ¢ y tal que ¢’ C 0. Para
ello, consideramos la siguiente férmula, que sera, en cierto sentido, un invariante del
P sistema a lo largo de la ejecucién del mismo.

Definicién 8.5 Si ¢ es satisfactible y o es una valoracién que la hace vélida, para
cada i tal que 1 < i < p, sea 0,(i) la formula:
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Existen s; ENyCECO >0, .- =1
tales que

» Cs;, computacion parcial de I1,,

(a) 6(C,i)=s; AVj (i <j<p—8C,j)<si)

(b) Cs,(i—1) = C;_1 U{T}Uo;, donde o; C o es una valoracién parcial
parap talqueVj (i < j <p— 0:(C;) =1).

Queremos probar que si la férmula es satisfactible por una asignacién o, entonces
existe una computacién exitosa que genera una asignacion parcial que también veri-
fica la féormula y que es restriccién de o. Para ello, veamos en primer lugar un lema
técnico.

Lema 8.6 Sea ¢ una férmula satisfactible y o una valoracién para ¢ tal que o(p) =
1. Seai talque 1 <i<p.SiC=0Cy =1, --. =, Cs es una computacién parcial de
I, tal que C,(i) = C; U{T'} U oy, donde oy C o valoracién parcial para , entonces
existen s' € N, cons’ > 5,yC' =Cy =, ... =n, Cs =, - .. =1, Cs, computacion
parcial deIl, que es extensién de C y tal que §(C',i) = s' y Cl.(i—1) = C;_ U{T}Uc’,
donde 0y C o' Co y o'(C;) = 1.

Demostracion:
Sea ¢ una férmula satisfactible. Sea o una valoracién tal que () = 1. Sea i tal que
1 <4 < py C una computacion parcial de II, verificando que C(z) = C; U {T} U gy,
siendo op C o una valoracién parcial de ¢.

Vamos a construir una extensién de C verificando las condiciones requeridas.
Para ello, supongamos que C; = {i1,...,lc,}, y definimos

Cl+ = {l €C;: 'U+(l) € 0'0}, C; = {l €C;: ’U_(l) € 0'0}
Puede ocurrir uno de los siguientes casos:

= C;" # {). Es decir, existe algin literal de C; que es verdadero por gy.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que /; € C;". Lo que hemos
de hacer es aplicar la regla Tl;v*(l;) — T*v*(l1) y a continuacién borrar,
con las reglas T — T, los restantes literales. Sea C.,, la configuracién que
se obtiene de C, al aplicar la regla r1(l;) = Thv*(ly) — T*v*(ly). Sea C,,;,
con 2 < j < |Cjl, la configuracion que se obtiene de C,,;_; por la aplicacién
de la regla r4(l;) = T*l; — T* (es decir, sea m; = (1), y para cada j
tal que 2 < j < |Cjf, definimos m; = r4(l;). Entonces, a través de estos
multiconjuntos de aplicabilidad se define una extensién de la computacién C
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como sigue: si C,,; = m;(C,,,;_;), entonces se tiene que Vj (1 < j < |Cs| —
m; € Map(Ciy;_1)) ¥, por tanto, definen una computacion parcial para IL,).

Por tltimo, sea C/ +ICi+1 la configuracion que se obtiene de C, +{cs| Por la apli-
cacién de la regla 75 = T* — T4. Si tomamos s’ = s + |C;| + 1, entonces
5(C',i) =8y Cl(i—1) = Ci; U{T} U ', donde ¢’ = gy verifica las condi-
ciones deseadas.

» C =0 A C; = 0. Es decir, no hay literales en C; que tengan una asignacion

por la valoracién parcial oy.

En este caso, como o(C;) = 1, existe un literal [ € C; tal que o(l) = 1y, por
tanto, v*(l) € 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que l; € C; y
v*(l;) € o. Siguiendo un razonamiento similar al del caso anterior, es suficiente
considerar la configuracién C,,; que se obtiene de C, por la aplicacién de la
regla r3(l}) = Tl — T*v*(l}), y para cada j tal que 2 < j < |Ci| + 1, se
considera C;, ; como en el caso anterior. Tomando s’ = s+ |C;|+1, resulta que
6(Ci)=8yCy(i—1)=Ci,; U{T}Ud’, donde o’ = oo U {v*(l1)} verifica
las condiciones deseadas.

» C;' =0 A C] # 0. Es decir, no hay literales en C; con una asignacién por la
valoracién parcial oy que los haga verdaderos, pero existen literales en C; que
tienen una asignacién por oo que los hace falsos.

De nuevo, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que C;” = {ly,...,I}
y o(l.41) = 1 (ya que, al menos, debe haber un literal en C; verificando lo
anterior, y como gg C o, este literal no es de C;”). Para conseguir una extensién
adecuada de C se eliminan los literales de C;” por medio de las reglas rp y se
afiade la asignacién adecuada para [.,;. Finalmente, se eliminan los restantes
literales por medio de las reglas ry4.

Entonces se sigue un razonamiento similar al del primer caso. Consideramos
para cada j tal que 1 < j < r, la configuracion C,,; que se obtiene de C;;_;
aplicando la regla ry(l;) = Tliv=(l;) — Tv™(l;). Sea C,,,,, la configuracion
que se obtiene de C.,, aplicando la regla r3(l41) = Tlyy — T*v* (L-41). Para
cada j tal que 7 +1 < j < |Cy|, sea C,,; la configuracién que se obtiene de
Cytj—1 aplicando la regla ry(l;) = T*l; — T™*. Sea Cy 41 12 configuracién que
se obtiene de C/ +|cy| @plicando la regla 75 = T+ — TS. Sea s’ = s+ |Ci| + 1.
Entonces resulta que 6(C’,3) = s’ y C,(i — 1) = Ci-; U {T} U ¢’, donde o’ =
oo U {v*(l,41)} verifica las condiciones deseadas.
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Teorema 8.7 La férmula 6, es un invariante del P sistema I, en el sentido si-
gulente
Vi(l<i<p—6,(9)

Demostracién:
Vamos a probarlo por induccién descendente sobre 3.

Para probar el caso base, i = p, comencemos observando que C = Cp es una
computacién parcial de II, tal que Co(p) = Cp U {T'} U 0, en donde o = 0.
Del lema 8.6 se deduce la existencia de s’ € N, &' > 0,y de ' = Co =,
Ci =, --- =n, Cl, computacion parcial de I, que es extension de C, tales

que §(C',p) = ACl(p—1)=Cp,1U{T}U0’, donde o' C oy o'(Cp) = 1.
Por tanto, la formula 6,(p) es verdadera.

Sea i tal que 1 < ¢ < p y supongamos que la formula 6,(i) es verdadera.

Entonces existen s; € Ny C = Cy =, ... =n, Cs;, computaciéon parcial de

7]
II,, tales que

(a) 6(C,)) =8 AVj(i<j<p—6(CJ)=s)
(b) Cs,(i—1) = C;_y U{T} Ua;, donde o; C o es una valoracién parcial para
ptalqueVj (t<j<p—o0i(C;)=1).

Del lema 8.6 se deduce la existencia de s’ € N, s’ > s;, y de ¢’ = Co =,
.. =0, Cs, =, Co.py =10, --- =1, C!,, computacién parcial de II, que es
extensién de C y tal que §(C’,i—1) = sy C,(1 —2) = C;_oU{T} U0, donde
0; C o' C oy d(Ci_;) = 1. Teniendo presente que Vj (i —1 < j <p —
5(C', j) < §') se concluye que la formula 6,(: — 1) es verdadera.

]

Como consecuencia de este teorema se establece la existencia de computaciones

exitosas verificando las condiciones deseadas.

Corolario 8.8 Sila formula ¢ es satisfactible, entonces existe una computacién, C,
de 11, verificando que:

(a) C es exitosa.

(b) Vi (1<i<p—3(C,i) < o0).
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(c) O(C) = {T}Uo¢, donde oc es una valoracién parcial para  tal que oc(p) = 1.

Demostracion:
Si ¢ es satisfactible, entonces existe una valoracién, o, para ¢ tal que o(¢) = 1. Del
teorema 8.7 resulta que se verifica 6,(1). Por tanto:

Existen s; € Ny C =Cy =, ... =n, Cs,, computacién parcial de I,
tales que

(2) 6(C,1) =51 AV (1<j<p—6(C,5) <s1)

(b) Cs;(0) = CoU{T} U 01 = {T}Uo, en donde 0, C o es una
valoracion parcial para ¢ tal que Vj(1 < j < p — 0¢(C;) = 1).

Como la membrana 0 carece de reglas y todas las demas membranas han sido disuel-
tas, la computacién anterior es exitosa para II, y, ademas, verifica las condiciones
del enunciado. Entonces, basta tomar o¢ = 0.

O

Nota 8.9 Téngase presente que se ha probado la siguiente propiedad: para cada
valoracidn, o, que satisface @, existe, al menos, una computacion exitosa de I, tal
que su salida codifica una valoracién parcial que es restriccion de o y que también
satisface ¢. Es decir, se ha probado que el lenguaje generado por IL, contiene, de
forma implicita, todas las valoraciones que satisfacen la formula ¢.

Nota 8.10 Obsérvese que si r es una regla de II, entonces los elementos de Act
acttian globalmente a modo de catalizadores (aunque no queda el mismo activador,
en su lugar aparece otro del mismo conjunto y en la misma multiplicidad). Es decir,
para la ejecucion de una regla es necesaria la presencia de algiin activador que puede
ser, eventualmente, transformado en otro activador.

A continuacién se establece un lema técnico que nos permite asegurar que las
disoluciones en el P sistema se producen de las membranas mas internas a las més
externas, de forma progresiva.

Lema 8.11 Sean i,j tales que 1 < i < j < p. Sea C una computacién parcial de
I, tal que 6(C,t) < oo. Entonces §(C,j) < §(C,1).
Demostracion:

Basta probar el resultado para el caso j = i+ 1. Para ello, supongamos que 4(C, i) <
oo. Para que la membrana i-ésima se disuelva es necesario que, a lo largo de la
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computacion, dicha membrana haya recibido un elemento activador (ya que la tnica
regla de disolucién es la regla r5). Teniendo presente que inicialmente la membrana
i no tiene elementos activadores, es necesario que alguna otra membrana le haya
transmitido el activador. Observando las reglas presentes en el P sistema, se concluye
que la Gnica posibilidad consiste en que la membrana i + 1 se lo haya transmitido
por medio de su disolucién en un paso anterior. Es decir, 6(C,i + 1) < 6(C, ).

O

Como resumen de todo lo anterior, podemos dar una caracterizacion de las com-
putaciones exitosas del P sistema II,.

Proposicién 8.12 Sea C una computacién de I,. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. C es exitosa.
2. 4(C,1) < 0.

3. 4C,p)<éC,p—1)<...<8(C,2) <6(C,1) < o0.

Demostracion:
Supongamos que C es exitosa. Teniendo presente que la membrana de salida es la
membrana 0, se debe verificar que dicha membrana es elemental en la configuracion
de parada. Por tanto, todas las membranas contenidas en ella deben haber sido
disueltas en un paso anterior. En particular, §(C,1) < co.

Supongamos ahora que §(C,1) < oco. Aplicando reiteradamente el lema 8.11 se
obtiene que 6(C,p) < 6(C,p—1) <... < §(C,2) < 6(C,1) < co.

Por 1ltimo, supongamos que §(C,p) < §(C,p—1) < ... < §(C,2) < 6(C,1) =n<
oo. Teniendo presente que todas las membranas interiores a la membrana 0 se han
disuelto, se tendra que en el paso n de la computacién, la membrana 0 es elemental.

Puesto que la membrana 0 no tiene reglas asociadas, se deduce que la configuracién
obtenida es de parada y exitosa.

]

A continuacién vamos a definir una férmula que actte a modo de invariante, en
el mismo sentido descrito anteriormente, y de tal manera que de su veracidad se
pueda deducir la completitud del P sistema disefiado.

Definicioén 8.13 Para cada i tal que 1 < i < p, consideramos la férmula ~,(i)
siguiente:
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Para cada computacién parcial, C = Cy =1, ... =1, Cs, de I, verifi-
cando que §(C, i) = s, se tiene que

(a) Vi (i <j<p—4C,jH)<s).
(b) Cs(t — 1) = Ci—1 U{T} U0, en donde o; es una valoracién parcial
para ¢ verificando queVj (i < j < p— 0;(C;) = 1).

Teorema 8.14 La férmula v, es un invariante del P sistema. Es decir,

Vi (1<i<p— (i)

Demostracién:
Vamos a probarlo por induccién descendente sobre i.

» Para probar el caso base, i = p, procedemos como sigue:

Sea C una computacion parcial de II, verificando que 6(C,p) = s. Si en este
iltimo paso de la computacién la membrana p se ha disuelto, entonces ha
de verificarse que T* € C,_1(p) y, ademas, Lit(¢) N Cs—1(p) = @ (ya que el
multiconjunto de aplicabilidad por el que se ha obtenido C, a partir de C,_;
debe haber sido m = rg). Teniendo presente que T ¢ Cp, deben existir k < s
y | € C, tales que, para obtener Cy;; se ha aplicado la regla r3(!) a Ci (en
los siguientes pasos, hasta el s — 1, las reglas han eliminado todos los demés
literales presentes en la membrana por medio de reglas del tipo r4). Por tanto,
Cs—1(p— 1) = Cp—1 U {T} U oy, donde o7 = {v*(l)}. Luego 01(C,) = 1.

= Sea i tal que 1 < ¢ < p y supongamos que la férmula v,(z) es verdadera.
Veamos que también es verdadera la formula v, (i — 1).

Para ello, sea C = Cy =1 ... =1 C, una computaciéon parcial de II tal que
6(C,i — 1) = s. Por el lema 8.11, se tiene que §(C,i) = s; < s. Por tanto, la
computacién C' = Cy = ... = C,, satisface las condiciones de la hip6tesis
de induccién; es decir,

(a) Vj (i <j<p—d(C,5) < si)

(b) Ci,(i —1) = C;_1 U{T} U g, en donde o; es una valoracioén parcial para
¢ verificando que Vj (i < j < p — 0;(C;) = 1).

Puesto que C es una extension de C’, del lema 8.11 se deduce que
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(@) Vi (i—1<j <p—8(C,j) <s).

Si 6(C,7) = s < oo, entonces en el Gltimo paso de la computacion C la mem-
brana 7 se ha disuelto. Por tanto ha de verificarse que T* € C,_1(i) y, ademaés,
Lit(p) N Cs_1(3) = B. Ahora bien, por hipétesis de induccion, T* ¢ C,,(4).
Luego existen s; < k < s y [ € C; tales que, para obtener Cy.; se ha aplicado
la regla r1(I) o r3(l) a Cx (en los siguientes pasos, hasta el s — 1, las reglas
han eliminado todos los demaés literales presentes en la membrana). Por tanto,
Co_1(i—1) = Ci_.1U{T}U0;_1, donde o;_1 = o; U{v*(l)}. Luego o;_1(C;) = 1.
Obsérvese que, en este caso, v~(l) ¢ o;, ya que:

e Si se ha aplicado la regla r;(l), por hipotesis de induccién, o; es una
valoracién parcial para ¢ que contiene v*(l) y, en consecuencia, no puede
contener v~ (1).

e Si se ha aplicado la regla r3(l), quiere decir que no se ha podido aplicar
la regla r5(1) y, por tanto, v=(I) ¢ o_1.

Asi pues, se tiene que:

(b”) Cs(i — 2) = C;_2 U{T} Uiy, en donde o;_; es una valoracién parcial
para ¢ verificando que Vj (i — 1 < j <p — 0,1(C;) = 1).

Por tanto, se verifica v,(i — 1).

a

Como consecuencia del teorema anterior, se deduce la completitud del P sistema

de transicion II,.

Corolario 8.15 Para cada computacion exitosa, C, de I, se tiene que en su salida,
O(C), esté codificada una valoracién parcial, oc, para @ tal que oc(yp) = 1.

Demostracién:
Sea C una computacién exitosa de IL,. Entonces §(C,1) = k < 0o. Como la formula
v-(1) es verdadera, aplicando el teorema 8.14 se deduce que Cx(0) = {T'} U0y, donde
o1 es una valoracion parcial para ¢ verificando que Vj (1 < j < p — 01(C;) = 1).
Es decir, 01(¢) = 1. Entonces basta tomar o¢ = 0;.

O

Finalmente se complementa el estudio del P sistema II, caracterizando sus com-
putaciones no exitosas.
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Proposicién 8.16 Sea C una computacién del P sistema II, tal que es de parada
pero no es exitosa. Sea k = |C|. Entonces existe i tal que 1 < i < p y, adema4s,

verifica:
1. 46(C,9) 1.
2. Vj(i+1<3<p—-4(C,7) < o0).

3. Ci(i) = {F}Uor, donde o es una asignacién parcial para ¢ verificando que
Vij(i<j<p—or(C))=1)yor(C)=0.

Demostracién:

Teniendo presente que C no es una computacién exitosa de II,, de la proposicién
8.12 se deduce que 6(C,1) 1. Sea ¢t = méx{j: 1 <j <p A §(C,j) 1}. Entonces, por
la eleccion de 7, y aplicando el lema 8.11, se tiene que:

1. §(C,i) 1.
2. Vj(i<j<p—d(C, 7)< o).

Veamos que Ci (i) = {F}UoF, donde o es una asignacion parcial para ¢ verificando
queVj (i<j<p—or(C;)=1)yor(C;)=0.

Para ello, consideremos la computacién parcial Co =, ... =n, Cs tal que
s = 6(C,i+ 1) < oo. Teniendo presente que la formula v, (i + 1) es verdadera, se
deduce que C,(i) = C; U {T} U 041, en donde o, es una valoraciéon parcial para ¢
verificando que Vj (i +1 < j < p — 0:41(C;) = 1).

Como 6(C, 1) 1, resulta que la membrana 7 nunca se disuelve. Por tanto, se verifica
que Vn (s <n <k — T* ¢ C.(2)) ya que, en caso contrario, tras un nidmero finito
de pasos en los que se aplicaria la regla 74, deberiamos aplicar la regla s provocando
la disolucién de la membrana i. Ahora bien, si T € C,(%), entonces las tnicas reglas
que se han podido aplicar entre los pasos s y k son las de tipo 75(l), con [ € C;.
Luego se verifica que VI € C; (v=(I) € 0441). Es decir, 0,41(C;) = 0. De donde se
deduce que Coy(c; () = {T} U 0iy1.

Por tanto, Map(Csticy) = {6} ¥ Ck = 76(Csici)) = {F} U or, en donde op =
oiy1 verifica que Vj (i < j < p— op(C;) =1) y or(C;) = 0.

a
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8.2.3. Analisis de la complejidad del P sistema

En primer lugar, vamos a calcular el tiempo de ejecucién de cualquier com-
putacién exitosa de IL,. Por la proposicién 8.12, sabemos que en dicha ejecucién
todas las membranas han sido disueltas. Sea r; el niimero de literales de la clausula
C;. La membrana p se disuelve en 1+ r, pasos, y una vez disuelta la membrana i de
I, se precisan 1+ r;_; pasos para disolver la membrana i — 1. Por tanto, el nimero
total de pasos de cualquier computacion exitosa es p+ (r1+---+1r,) € O(p-n), en
donde p es el nimero de literales y n es el nimero de variables de ¢.

Es interesante observar que el nimero total de pasos obtenido es una cota superior
de la longitud de cualquier computacién del P sistema, sea exitosa o no, ya que en
caso de no ser exitosa, el sistema se detiene en un paso anterior.

A continuacién vamos a probar que el P sistema II, puede ser construido a
partir de la férmula proposicional ¢ en un tiempo polinomial en el nimero total de
variables y literales de . Para ello observemos que:

1. El nimero de simbolos del alfabeto es [A,| = 4n + 3.
2. El ntimero total de membranas de Il es p + 1.

3. El namero total de reglas de evolucion es 4(ry +---+1,) +2p € O(p-n), y la
longitud de cada regla es menor o igual a 5.

4. El ntimero total de relaciones de prioridad es del orden de O((ry +- - -+7,)%) =
O((p - n)?).

Es interesante analizar el nimero de posibles computaciones que se realiza en el
P sistema IL,. El caso mejor se dard cuando cada variable de ¢ esté asociada a
algun literal de la cldusula C,. En este caso r, = n y, ademss, el niimero total de
computaciones es 7.

El caso peor se darad cuando sean disjuntos entre si los conjuntos de variables
asociados a dos clausulas distintas arbitrarias. En este caso, se ha de verificar que
71+ -+ + 71, = n. Ademaés, el nimero total de computaciones del P sistema II, sera

De este tiltimo analisis que se ha realizado conviene resaltar que el nimero total
de computaciones del P sistema II,, depende de la estructura sintactica de la formula.
Esto se debe a que la biisqueda de soluciones correctas no se ha realizado a través de
un mecanismo de fuerza bruta, sino mediante una estrategia basada en el contenido
de las clausulas, ordenadas desde p hasta 1.
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8.2.4. Posibles mejoras

Los resultados anteriores pueden ser mejorados, en cierto sentido, introduciendo
el paralelismo en la ejecucion del P sistema. Cuando T* esta en una membrana (y,
por tanto, la clausula asociada es satisfecha por la asignacion parcial generada) se
usa este activador para eliminar todos los literales de la membrana. Introduciendo
elementos del tipo Ty T* (en total 2n) se pueden eliminar todos los literales en
un sé6lo paso. Ademas, cuando se eliminan literales por medio de reglas del tipo
T2, usamos el activador T'. Este proceso puede ser realizado en un sélo paso intro-
duciendo algunos elementos adicionales de control. Una vez realizados estos cambios,
conseguimos un P sistema de transiciéon que usa O(p) pasos para cualquier posible
computacion.

A continuacién, veamos que es posible construir un P sistema de transicién co-
operativo, sin disoluciéon y con prioridad, no determinista que resuelva SAT y en
el que toda computacion sea de parada y realice 2 pasos. Para ello, consideramos
un P sistema de transicion, II,, asociado a cada férmula proposicional ¢ en FNC,
en el que toda computacion sea exitosa: algunas de ellas tendran Y como salida (de
aceptacion) y otras N(de rechazo).

Sea II,, = (A, Co, R, 1) el siguiente P sistema de transicién:

» El alfabeto base es A = {T,Y, N} U Lit(p) U Val(p).
= La configuracién inicial Co = (o, My) esta definida como sigue:

e La estructura de membranas inicial, o = (Vo, Eo), de grado p + 2, viene
dada por:

Vo={0,...,p+1}, BEo={(0,3): 1<i<p+1}

Es decir, uo = (0,((0,1),(1,0),(2,0),...,(p+1,0))).
e M es la aplicacion del conjunto de nodos {0,...,p+1} en M(A) definida

como sigue:
Vi(l<i<p— Mo(s) =CiU{T}), y Mo(0) = Mo(p+1)=0

» R es un par ordenado (R,p), en donde R = U{R;: 0 < j <p+1} es una
coleccién de reglas de evolucién asociadas a Coy p=U{p; : 0 < j<p+1}
es una colecciéon de relaciones de prioridad sobre R.

e Para cada nodo j tal que 1 < j < p, consideramos el conjunto de reglas
Rj = {Tl — (Tv*(l),out) : | € Lit(yp)}, sin relaciones de prioridad
(p; =0)
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e Ademss, Ry = {TP1,0; = (N,iny41) 1 1 <1 <n}U{T? — (Y, iny41)},
con la prioridad, p;, TP1,0; — (N, inyy1) > TP — (Y, inpy1), para cada ¢

tal que 1 <i < n.

e Para el nodo p + 1, consideramos R,41 = @ y, por tanto, pp1 = 9.

Con la notaciéon formal las reglas de evolucion pueden describirse como sigue:

Regla | d. _Lvr(out) ve(p+1) | o | 2r |
() | T o) - —1;
Toi TP 1¢0i - N - 0
Ty T° - Y -0

= La membrana de salida es 7o = p+ 1.

El siguiente teorema establece la verificacion formal de este P sistema de transi-

cién.

Teorema 8.17 Sea ¢ una forma proposicional dada en FNC y II,, el P sistema de
transicién antes descrito. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. ¢ es satisfactible.
2. Existe una computacioén de aceptacién de II,.

Demostracién:
Sea p=Cy A... \NCpdonde C;=1;; V...Vl ,conl<j<p.

« Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea ¢ una asignacion tal que o(p) = 1.
Para cada j tal que 1 < j < p, sea i; = min{i : o(l;;) = 1}. Sea C; la
configuracién obtenida de Cp aplicando, en cada membrana j talque 1 < j < p,
la regla Tl;;, — (Tv*(l;;;), out). Como o(l;;;) = 1 (1 < j < p), se tiene que
v*(l;4,) codifica el valor que o asigna a la variable asociada con [;;; y que
lo hace verdadero. Entonces o/ = {v"(l1,,),...,v(}pi,)} € oy, por tanto,
o' es una asignacion parcial para . De donde se deduce que {i : 1 <14 <
n A {1;,0;} C o'} = 0. En consecuencia, en la piel no se puede aplicar una
regla del tipo TP1,0; — (N, 4n,.1). Teniendo presente que C;(0) = {T?} U o',
queVj(1<j<p—T¢Ci(j))yqueCi(p+1) =0, resulta que la Gnica regla
que puede ser aplicada a C; es T? — (Y,in,41). Si Cy es la configuracién que
se obtiene de C; aplicando esta regla, entonces C = Cy =, Cy =1, C, es una
computacién exitosa de IT}, con salida O(C) = {Y'}. Por tanto, la computacién
C es de aceptacion de IT,.
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= Sea C una computacién de aceptacion para IT,. Entonces C; se ha obtenido de
Co por la aplicacién en paralelo de reglas de la forma Tl; — (Tv*(l;), out) en
cada membrana j (1 < j < p), en donde [; es un literal de la clausula Cj.
Como la computacion C es de aceptacion, no puede existir ¢ tal que 1 <7< p
y {1;,0;} € Ci(0). Por tanto, C; se obtiene de C; aplicando la regla TP —
(Y,in,.1). Es facil probar que ¢/ = {v*(l),...,v7(},)} es una asignacién
parcial para ¢ verificando que Vj (1 < j < p — ¢'(C;) = 1). Por tanto, o'
verifica ¢. Ademas, se verifica que |C| = 2.

a

Analicemos el coste que se necesita para construir el P sistema de transicion II,
a partir de la féormula .

1. El nimero de simbolos del alfabeto es 3 + 2n.
2. El nimero total de membranas de IL, es p + 2.

3. El namero total de reglas de evolucién es (r1+---+7,)+n+1€ O(p-n), y
la longitud de cada regla es menor o igual que p + 4.

4. FEl ntmero total de relaciones de prioridad es n.

Ademas, el nimero total de posibles computaciones que se realizan en el P sistema
I, es 7y - ... -1, € O(nP). A diferencia de lo que sucedia en el sistema II,, este
nimero no depende de la estructura sintactica de la formula.

Es interesante resaltar otra diferencia entre los dos métodos presentados para
resolver el problema SAT. En el P sistema de transicion IT la estrategia usada es
una traslacion de la busqueda exhaustiva sobre las posibles asignaciones para ¢.
En cambio en I, se realiza una bisqueda que esta condicionada por su estructura.
El coste para construir I, es ligeramente superior que el necesario para construir
IT,, debido a las relaciones de prioridad entre las reglas. Ahora bien, II, puede ser
considerado como un P sistema mas eficiente que II;,, en el siguiente sentido: sobre
las formulas satisfactibles, la razon entre las buenas computaciones (ezitosas en II,
y de aceptacion en pr) y el nimero total de las computaciones posibles, es mayor
en II, que en IT,.

Finalmente observemos que en los dos P sistemas se trabaja con conjuntos uni-
formes de reglas en cada membrana, pero este hecho puede ser modificado con fa-
cilidad hacia un conjunto especifico de reglas para cada membrana, considerando
tnicamente las reglas de los literales presentes en la clausula asociada. No obstante,
este proceso de reduccién no altera los valores asintéticos de los costes obtenidos.
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8.3. El problema del camino hamiltoniano

En esta seccién se estudia un P sistema de transicién no determinista, cooperati-
vo, con disolucién y sin prioridad, que resuelve el problema del camino hamiltoniano
(HPP), en su version dirigida y con dos nodos distinguidos. La solucién que se pre-
senta resuelve el problema HPP en un sentido similar al problema SAT en la seccién
anterior.

Es decir, a cada grafo dirigido, G, con dos nodos distinguidos v;, vy, se le asocia
un P sistema de transicién, Ilg, de tal manera que:

s El arbol de computaciéon de IIg es de profundidad acotada; es decir, toda

computacién de Ilg es de parada.

= Para cada camino hamiltoniano, v, en G que va desde v; hasta vy, existe una
computacién exitosa de IIg cuya salida codifica el camino +.

= Toda computacion exitosa de I1g codifica en su salida un camino hamiltoniano
de G que va desde v; hasta vy.

= Si una configuracion de Il no es exitosa, entonces en una de las membranas
esta codificado un camino simple que comienza en v;, pero que no llega a vy.

8.3.1. Diseno de un P sistema que resuelve HPP

Sea G = (V,E), con V = {vg, ...,v,}, un grafo dirigido Sean vy y v, dos nodos
distinguidos de G. Vamos a describir un P sistema, IIg, que resuelve el problema
del camino hamiltoniano para (G, vy, v,) de tal manera que el lenguaje generado por
I1; es el conjunto de caminos hamiltonianos de G que va desde vy hasta v,,.

Para ello, sea IIg = (A, Co, R, io) el P sistema de transicién definido como sigue:

= El alfabeto base es A = VUV'U{0,...,n} U (V x {0,...,n}), en donde
V' ={v': v €V} es un conjunto de clones de los vértices de G.

» La configuracion inicial, Cy = (uo, Mp), esta definida como sigue:

e La estructura de membranas inicial es uo = (0, ((0, 1), (1,0))).

e M, es la aplicacion del conjunto de nodos {0, 1} en M(A) definida como
sigue: Mo(0) = (vo,0) y Mo(1) = vjvy . .. v,0.

= R es un par ordenado (R, p), en donde R = {Ry, R, } es una coleccién de reglas
de evolucion asociadas a Co y p = {po, p1} es una coleccién de relaciones de
prioridad.
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e Para el nodo 0, la coleccién de reglas asociadas es Rg =0 y po = 0.

e Para el nodo 1, la coleccién de reglas asociadas es Ry = {rijn = vjvjh —
((vj,h+ 1), 0ut)vj(h+1) : vw; € E,0 < h <n}U{r, =vpn —d},y
p1=0.

Con la notacién formal las reglas de evolucién pueden describirse como sigue:
Regla | d, l vy (here) | v, (out) | Op | zr l

righ | vyih | vi(h+1) | (uj,h+1) | - | 1
Tn uLn - - + (1

» La membrana de salida es ip = 0 (es decir, la piel del P sistema).

Antes de establecer la verificacién formal del P sistema IlIg, vamos a dar una
idea informal de cémo funciona Ilg.

» El proceso general consiste en ir construyendo de forma no determinista todos
los posibles caminos simples que parten del nodo vp.

» Cada computacion esta asociada a uno de los caminos simples que se pueden

construir.

» En cada paso de la computacién hay un anico elemento de V', que indicara el
altimo vértice afiadido al camino que esta siendo construido.

» Las reglas que se pueden aplicar a una configuracién determinada son las
asociadas a las aristas que enlazan el vértice v/, presente en la membrana, con
los demés vértices presentes y por los que el camino en construccién todavia
no ha pasado. Por tanto, la aplicacion de cualquiera de las reglas proporciona

una posible extensién del camino simple.

= Si se escoge una arista v;v;, entonces el vértice v; pasa a la membrana exterior
y el vértice v; pasa a ser el nodo a considerar.

= Cuando un vértice ha pasado a la membrana exterior, entonces desaparece de
la interior. Por tanto, las siguientes elecciones no proporcionaran caminos que

pasen por ese vértice.

= Sila eleccion de los vértices permite crear un camino hamiltoniano que va desde
vp hasta v,, entonces debe ocurrir que al final se ejecute la regla v;;n — 4. Por
tanto, la membrana 1 se disolvera. Entonces la piel pasa a ser una membrana
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elemental y la computacion es exitosa. En tal situacion, los elementos de la piel
seran de la forma (v, 4) que representa el vértice y la posicion, respectivamente,
que ocupa en el camino codificado por el contenido de la piel en la configuracién
final.

8.3.2. Verificacion formal del P sistema disenado

A continuacién se procede a establecer la verificacion formal del P sistema de
transicion no determinista, I1g, respecto a la existencia de un camino hamiltoniano
en G que va desde vg hasta v,.

En primer lugar, veamos que todas las computaciones de Il son de parada.

Lema 8.18 Sea C una computacién del P sistema Ilg. Para cada k < |C| tal que
Ce+1(1) |, se tiene que [Cry1(1) NV] < |Ck(1) N V.

Demostracidn:
Basta tener presente que Vr € Ry (|d,NV| < |u.(here)NV|), y que si m € Map(Ck)
verifica que Ci+1 = m(Cy), entonces supp(m) C Rj.

O

Corolario 8.19 Si C es una computacién de I, entonces |C| < n + 1.

Demostracion:
Supongamos lo contrario; es decir, que |C| > n + 1.

Entonces Vk (k < n+1— Map(Cx) # 0) y, por tanto, Vk <n+1 (Ceyi(1) |).
Del lema 8.18 se deduce que {|Ck(1) N V{}o<k<nt+1 €S una sucesion estrictamente
decreciente de nimeros naturales verificando que |Co(1) N V| = n. Lo que es una
contradiccion.

O

Definicién 8.20 Para cada subconjunto A = {(v,,0),..., (v, k)} CVx{0,...,n},

se define el camino, I'(A), asociado a A como sigue: T'(A) = v;y ... v;, -

Proposicién 8.21 Sea C una computacién de Ilg. Para cada k tal que C(1) |, se
tiene que:

1. Ty = T'(C(0)) = vj,...vj, es un camino simple de G de longitud k (donde
convendremos que jo = 0).



8.3. El problema del camino hamiltoniano 201

2. Ci(1) =V —TwU{v,,k}.
Demostracion:
Probaremos los dos resultados simultdneamente, por induccién débil sobre k.

El caso base, k = 0, se obtiene trivialmente de la definicién del P sistema.

Sea k € N y supongamos cierto el resultado para k. Si Cx+1(1) |, entonces Ci(1) |
¥y, por tanto, de la hipétesis de induccién resulta que 'y = vj, ... v; es un camino
simple de G de longitud & y, ademas, Cx(1) = V — Ty U {v],, k}. Sea m € Map(Ilg)
tal que m(Cy) = Cry1. Como Cry1(1) |, se tiene que r, ¢ m. En consecuencia existe
Je+1 tal que vy, € Ce(1) A v;v),,, € E A m = 15k De donde resulta que
Crs1(0) = Cr(0) U {(vjpy, K + 1)} ¥ Thyr = vjo0;, - .- ¥5,V5,,, €8 un camino simple
de G de longitud k + 1. Ademas, Cyy1(1) = Ce(1) U {v}  , k + 1} — {v},,k} =

Jk+1?
V =T U{vj, .,k + 1}. Lo que establece la validez del resultado para k + 1.

k+17
0

Teorema 8.22 Sea C una computacién de Ilg. Entonces C es exitosa si y sblo si
ICl =n+1.

Demostracion:
Supongamos que C es una computacion de Il tal que |C| = n + 1. Como Cyn(1) |,
aplicando la proposicién 8.21 para k = n resulta que I', = I'(C,(0)) = vovj, ... v;, es
un camino simple de G de longitud n y C,(1) = {vj,,n}. Por tanto, como Cy no es
una configuracién de parada se tiene que Map(Cp,) = {rn} ¥ jn = n. Luego, necesari-
amente Cny1 = r,(C,,). Ahora bien, Co11(1) Ty Cnt1(0) = Cn(0). En consecuencia,
C es una computacién exitosa de Ilg.

Supongamos ahora que C es una computacién exitosa de IIg. Sea k = |C|. Como
C es exitosa, se tiene que verificar que Cx(1) 1. Luego en la configuracion Ci_; se
ha tenido que aplicar la regla r,. Ahora bien, de la proposicién 8.21 se tiene que
Ce-1(1) =V —Tx_1 U {v},_,k — 1}. Por tanto, para que se aplique la regla rn, es
necesario que kK — 1 = n. En consecuencia, |C| = n + 1.

a

Corolario 8.23 Si C es una computacién exitosa de Ilg, entonces I'(O(C)) es un
camino hamiltoniano de G de longitud n que va desde vy hasta v,,.

Teorema 8.24 Sea vy un camino hamiltoniano de G que va desde vy hasta vy,.
Entonces existe una computacién exitosa, C, de Il¢ tal que I'(O(C)) = ~.
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Demostracién:

Supongamos que 7y = v;,v;, . .. v;, es un camino hamiltoniano de G que va desde v
hasta v,. Vamos a construir una computacién exitosa, C, de Ilg, de tal manera que
I'(O(C)) = .

Teniendo presente que vy = v;,, v;,v;, € E y que vg0 C Co(1) resulta que mo =
Toigo € Map(Co). Si C1 = mo(Co), entonces se verifica que C;(0) = (vo,0)(viy, 1) ¥y
I'(C1(0)) = vouy,.

Supongamos que tenemos construida la configuracién C, con k < n, verificando
que T'(Cx(0)) = vovi, . . . v;,. Vamos a construir la configuracién Cy,1 verificando que
Cr =1¢ Crr1 ¥ T(Cri1(0)) = vovi, . .. v3, vy, - Teniendo presente que v;,v;,,, € E'y
v k C Cr(1) resulta que my = 75,k € Map(Ci). Sea Crp1 = my(Cx). Se prueba
facilmente que la configuracién Cpy satisface las condiciones deseadas.

Por tanto I'(C,(0)) = T' y C,(1) = v,n. De donde resulta que Map(Cn) = {rn}
Y Cny1 = ro(Cy) verifica que Cpy1(1) 1. Como la membrana 0 no tiene reglas, la
configuracion C,,; es de parada. En consecuencia, la computacién C asi construida
es exitosa y, ademéas, I'(O(C)) = v.

O

Nota 8.25 Obsérvese que la familia de P sistemas disefiados para resolver el pro-
blema del camino hamiltoniano no sélo resuelve dicho problema de decisién, sino que
el lenguaje generado por dicho P sistema codifica todos los posibles caminos que son
solucién correcta del problema HPP. Mas aiin, de la proposicién 8.21 se deduce
que incluso las computaciones no exitosas generan caminos simples que parten de

Vo, aunque no son caminos hamiltonianos del grafo G.

8.3.3. Analisis de la complejidad del P sistema

En primer lugar, del teorema, 8.22 se deduce que toda computacién exitosa de Il
ejecuta exactamente n+ 1 pasos. Del corolario 8.19 se deduce que toda computacién
de II; es de parada y ejecuta, a lo sumo, n + 1 pasos.

En segundo lugar, analicemos el coste de la construccién del P sistema Ilg a
partir del grafo G. Se tiene que:

1. El nimero de simbolo del alfabeto base es 3|V| + [V|2.
2. El numero de membranas de IIg es 2.

3. El nimero de reglas de evolucién es |V| + |E| - (1 +|V]) € O(|E| - |V}).
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4. El nimero de relaciones de prioridad es 0.

Es decir, hemos presentado una solucién no determinista del problema HPP a través
de P sistemas de transicién cooperativos, con disolucién y sin prioridad, con coste
en tiempo lineal en el tamafio del grafo y coste de construccién lineal en el producto
del nimero de aristas por el niimero de nodos del grafo.



Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

Vamos a finalizar esta memoria presentando algunas conclusiones que se pueden
extraer de la misma, asi como algunos objetivos y trabajos futuros que representan
una continuaciéon de la labor desarrollada.

9.1. Analisis y conclusiones

Al disefiar algoritmos para resolver problemas en modelos no convencionales,
suele ser habitual verificar informalmente el procedimiento a través de una simple
comprobacidn intuitiva de que el proceso funciona correctamente.

Esto viene a ser claramente insuficiente cuando dichos modelos usan paralelismo
masivo, como suele ser el caso de los procedimientos disefiados en el marco de la
Computacién Natural. Ademas, las estructuras de datos que se manipulan (tubos de
ensayo, multiconjuntos de objetos y de reglas, etc.) no son usuales en el desarrollo de
una metodologia clasica de verificacién. Por todo ello, hemos considerado necesario
la elaboracién de unos métodos y técnicas que permitan atacar con cierta solvencia
los procesos de verificacion en el ambito de los modelos de Computacion Natural.

Esta necesidad ha sido, quizés, la principal impulsora para desarrollar el tra-
bajo contenido en esta memoria. Presentamos una primera aproximacion al estu-
dio sistematico de la verificacién de procedimientos en modelos no convencionales.
Concretamente, lo hacemos en dos modelos bien diferenciados: el modelo sticker y
el modelo béasico de computacién celular con membranas.

En el caso del modelo sticker se han descrito previamente como sistemas for-
males los programas disefiados para resolver problemas de decisién. La metodologia
desarrollada consta de las siguientes fases:

1. Re-etiquetado de tubos: que permite realizar un seguimiento pormenoriza-
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do de cada uno de los tubos a lo largo de la ejecucion.

2. Funcién STEP de evolucién: que ayuda a estudiar las transformaciones
que sufren las moléculas a lo largo de todo el proceso.

3. Férmulas invariantes: que capturen las propiedades que verifican las molécu-
las de los tubos relevantes en cualquier instante de la ejecucién. Estas formulas
se pueden construir a partir de la semantica del programa, en particular de las
propiedades de la funcion STEP.

4. Uso de técnicas inductivas para establecer la invariancia de las formulas
consideradas.

5. Establecimiento de la adecuacién y completitud del programa molecular
respecto del problema para el que ha sido disefiado, a partir de la veracidad
de las féormulas invariantes al finalizar la ejecucién del programa.

Esta metodologia ha sido aplicada a una serie de programas moleculares disefiados
para resolver algunos problemas numéricos clasicos NP-completos. Para ello, se ha
desarrollado previamente una bateria de programas moleculares relativos a conjuntos
numéricos finitos que han sido usados como subrutinas en la resolucién de dichos
problemas.

En el caso del modelo celular con membranas, los procesos de verificacién suelen
ser méas complejos debido, principalmente, a que se trata de un modelo de com-
putacién basicamente de tipo procedural, no imperativo. En la memoria se presenta
una primera aproximacién al estudio sistematico de la verificacién de P sistemas de
transicion.

Para ello, en primer lugar, se presenta una formalizacién de dicho modelo celular
basico que, con ligeras modificaciones, se puede adaptar a las distintas variantes
que se han desarrollado recientemente. Esta formalizacion ha sido motivada por dos
razones fundamentales:

1. Facilitar el desarrollo de una metodologia para la verificacién de P sistemas,
en la linea descrita para el modelo sticker.

2. Disefiar una bateria de procedimientos en lenguajes de programacion conven-
cionales que permitan la elaboracion de simuladores de ejecucién de P sistemas
(motivado por el hecho de no existir en la actualidad ninguna implementacién
practica del modelo celular).
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El primer paso realizado en la direcciéon de sistematizar la verificacion de P sistemas
ha sido la demostracién de la verificacion formal de tres P sistemas de transicién, en
sus posibles interpretaciones como dispositivos generadores de lenguajes, reconoce-
dores de predicados y como méaquinas de calculo de funciones. Estas verificaciones se
han basado en el estudio de una serie de puntos criticos que aparecen en la ejecucion
de las distintas computaciones y que han permitido caracterizar las computaciones
exitosas del sistema. En los problemas estudiados, los puntos criticos han sido deter-
minados por la disolucion de ciertas membranas relevantes. Desde luego, pensamos
que la bisqueda de puntos criticos a partir de la disolucién de membranas no debe
ser considerada como una técnica de caracter general, si bien puede ser una he-
rramienta ttil en P sistemas que usan la disolucién como un mecanismo mas del
proceso evolutivo.

La estructura compleja de las computaciones en modelos celulares hace presagiar
que no sea posible desarrollar una metodologia para la verificacién de sistemas, de
caracter general. No obstante, el estudio de puntos criticos en las computaciones
(bien por medio de instantes de disoluci6n, por la presencia de determinados objetos
en ciertas membranas, etc.) puede aportar informacién relevante para la obtencién
de formulas invariantes que nos permitan establecer la verificacién del sistema.

Finalmente se presentan P sistemas de transicién que proporcionan soluciones
no deterministas del problema SAT y del problema HPP. En realidad se disefian
P sistemas de transicién para cada dato de entrada del P sistema considerado y se
genera el conjunto de soluciones validas asociado a dicho dato. La verificacién de
estos P sistemas sigue la pauta de la aproximacion antes descrita.

Debido al caracter no determinista de los procesos evolutivos que se producen
en las células vivas, la posible implementacién de los P sistemas en ordenadores
convencionales debe pasar, ineludiblemente, por la simulacién de computaciones no
deterministas a través de las maquinas deterministas.

Una consecuencia importante que se deduce del analisis de los P sistemas dise-
fiados, es la necesidad de definir nuevas medidas de complejidad y de eficiencia en
este modelo, que proporcionen un nuevo concepto de clases de complejidad, pues las
definiciones clasicas son claramente insuficientes.

9.2. Trabajo futuro

Creemos que la investigacion desarrollada en esta memoria debe tener una conti-
nuacion en una serie de puntos que remarcamos como objetivos de posibles trabajos
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futuros, algunos de los cuales ya estan siendo abordados por miembros del grupo de
investigacién en Computacion Natural de la Universidad de Sevilla.

1. Disefo de programas que simulen en ordenadores convencionales, las computa-
ciones que se generan en la ejecucién de procedimientos disefiados en modelos
de Computacién Natural. En este contexto, miembros del grupo de investi-
gacioén antes citado, estan desarrollando varios proyectos:

« Elaboracién de un entorno de ejecucién virtual que pueda simular las
computaciones de programas moleculares en el modelo sticker.

= Generacién del arbol de computaciéon asociado a un P sistema de transi-
cion en SCHEME y en JAVA, asi como la simulacién de ejecuciones en
CLIPS.

2. Desarrollo de prototipos ejecutables de modelos moleculares y de modelos celu-
lares con membranas, en sistemas de razonamiento automatico (ACL2 y PVS).

3. Elaboracién de una metodologia de carcter general para la verificacién de P
sistemas.

4. Establecimiento de la universalidad de los P sistemas a través de la simulacién
de maquinas de Turing, conjuntos diofanticos, funciones recursivas u otros

modelos de computaciéon convencionales.

5. Estudio de la decidibilidad de cuestiones relativas a P sistemas usando las

simulaciones obtenidas en el punto anterior.

6. Desarrollo de un Teoria de la Complejidad en modelos celulares con mem-
branas, en la linea iniciada recientemente por Gh. Paun [59].

7. Adaptacion de la metodologia desarrollada al estudio de la verificacion en otros
modelos de computacién no convencionales (sistemas evolutivos [19], redes de
procesadores evolutivos [15], sistemas de prohibidores-obligadores [23], etc.).
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