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INTRODUCCION

Seglin el teorema de Ostrowski todo cuerpd conmuta~
tivo con valoraciédn arquimediana esg isomorfo a un subcuerpo
de € y la valoracién es equivalente al wvalor absoluto usual
en C .

. De aquf que todo andlisis sobre cuerpos valorados
distinto dei andlisis real 6 complejo serid un anflisis no
arquimediano 4 en particular en todo’cuerpo discreto puede
considerarse la valoracién trivial (no estudiaremos este ca-
$0) o

El anflisis no arquimediano fué iniciado por A.F.
Monna (1943) y desde entonces’ha experiﬁentado‘ﬁﬂféfan desa—?
rrollo (ver-(l4) y (l6))odmo fndice del mismo la #1tima cla—

gificacibn del Zentralblatt le dedica varios apartados.

En 1934 T. Skolem introdujo la construccién de ul- -
traproductos en 1l8gica que desde el trabajo de J. Lo (1955)
se utliliza extensamente , sin embargo hasta que en (1961)

As Robinson inicia el anilisis no standar no émpieza el
empleo de métodos derivados de la légica én el andlisis real,
basados en este caso en sustituir R por una extensién que
admite elementos infinitesimales e infinitos, en la misma
construccién dé'R  ver (12) se utilizan los ultraproductos.
Otra forma de aplicacibn de métodoskderivados de

la 16gica en el andlisis real fué iniciada por J. L. Krivine



e (11) en 1974 y continuada por J. Stern (15) en 1976 definien-
. do los ultraproductos de espacios de Banach reales con la
diferencia 5 respecto:del aﬁélisis no standar , de que se
deja invariaﬁﬁe el cuerpo base y se utiliza lenguajes con
valores reales es decir en los que los sfmbolos de predica-
do toman valores en R en lugar de en { 0 4, 1 } .

La utilizacién de estos métodos ha servido para
resolver algunos problemas abiertos en anflisis real (ver

por ejemplo (%) para el anflisis no sfaﬁdar\y (% %) para ul-

traproductos en lenguajes real valorados ) .

Nuestro trabajo esti destinado a introducir los ul-
traproductos en los espacios de Banach sobre cuerpos no ar-

quimedianos con valoracién no trivial .

En el capftulo O damos definiciones y propiedades
bésicas de los espacios no arquimedianos y algunos teoremas
que justifican restringirnos a los cuerpos no arquimedianos

con valoracién no trivial .

En el capftulo 1 definimos los ultraproductos de
espaclos de Banach no arquimedianos , para ello damos un len-—
guaje 18gico L que tendri cuatro sfmbolos de predicado uni-
tario , corfespondientes a la pertenencia al espacio , al
cuerpo , al grupo de valores del cuerpo y al conjunto de
valores de la norma en el espacio ; tendrd tambien los sfm-
bolbs de funciones correspondientes a la suma ¥y produoto .
norma, y'distanoia en el cuerpo y en el espacio s producto
¥y méximo para el orden en el grupo en que toma valores la
norma en el cuerpo y en el espacio , un simbolo de predicédo
binario 7, y un conjunto de constantes 3 L posee pues 1los

sfmbolos suficientes para estudiar los espacios de Banach

o)
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®¢ no arquimedianos ya que el concepto de sucesién y 1lfmite lo
introduciremos en‘determinadas estructuras para L , definimos
diversas clases de eétruoturas ¥y probamos que existe un con- -
junto de féfmulas de L y una clase de estructuras que si son

_—~modelos del conjunto de férmulas se les puede asociar a es-—
pacios de Banach no arguimedianos , definimos los ultrapro-
dqqtos y ultrapotencias y u—~extensiones probando que son es—
pacios de Banach no arguimedianos si lo son las estructuras
de partida y damos algunas aplicaéiones>.

Las diferencias mds importantes con el caso real

sont introduciendo estos predicados unitarios el lenguaje
L es de primer orden usual tomando valores de verdad en {0,1},
no necesitamos considerar la funcién 4+ en el conjunto en que
toma valores la norma porque no eg preciso que 4 como el ca—
so real 4 sea el cuerpo base y ademés al ser no arquimediano
no aparece la desigualdad triangular (incluso considerarla
serfa muy perjudicial para nosotros ya que para una valora-
cibn discreta si imponemos que ff sea cerrado para la suma
se tendrfa que 1 es punto de acumulacidn de [ y al ser r‘ce—
rrado para el producto la valoraoién gerfa densa ), 2tra ven—
taja es qug pos podemog reducir a BiLJ{O} , con 0 jugando

el papel de elemento inferior para el orden de R y uUn in-—

+
conveniente obvio es que manejamos muchos més simbolos y

trabajamos a la vez con el cuerpo y el espacio.

En el.oapitulo 2 4 introduciendo algunas modifica-
ciones en L (esencialmente eliminar un predicado unitario e
introducir una funcién logaritmo definida en el anflogo de
(1,00) spreferimos esto a tener que utilizar R con lo que O
perderié su sentido ) obtenemos un lenguaje L1 con simbolés

para estudiar los espacios de Banach en los que no vale la

desigualdad ultramétrica (les llamaremos espacios casi arqui-

A
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v medlanos ) sobre cuerpos no arqulmedlanos con P IR*’ 3 tales
‘espacios existen y ver (13) ¥y (16) y ¥ segfn (13) no se han
- estudiado las propiedades generales de este tipo de espa@i@s.
Definimos tambien aquf los ultraproductos y probamos
que una ultrapotencia es casi arquimediana gi y séle si el
espacio de partida es casi arqﬁimedia.no y algunas propieda-
des relacionadas. Es obvio que los capftules 1 y 2 no pue- |
den tratarée cdnjuhtamente a no ser que nos redugoamos al

caso F=!R: .

Bibliograffa especifica citada :

() m. Davis , "Applied nonsténdard analysis", New York ,John
‘Wiley & Sons (1977)

(x %) J. stern , "The problem of envelopes for Banach spaces"

Israel J. Math. 20 ne 1 (1976)p. 1-15
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CAPITULO O

En este trabajo ordenaremos las definiciones y proposiciones
dentro de cada capfitulo y los corolarios dentro de cada pro-

posicibn .

Toda referencia dentro de nn mismo capftulo serd citada uni-
camente por el niémero, fuera de su capftulo éﬁadiremos el nd-
mero del capftulo separado por una , al nimero de la proposi-
cibn , por ejemplo , la proposicién 23 del capftulo 1 serd

la proposioién'23,l .

Las llamadas a la bibliograffa las indicaremos con un néme-

ro entre paréntesis , por ejemplo , (7)
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. *
Sea C (6 K) un cuerpo , indicaremos por a,b,c sus

elementos+, &

g ! °g Sus operaciones , O, ,(1C) el elemento

a 4+ . .
neu#ro para +, ( C)

En eéte capftulo G serd un grupo , indicaremos por
A N /u,, F sus elementos , . la operacién del grupo s 1.
el elemen#o neutfo'de G .y supondremos que G es un grupo orde—
nado linealmente con orden arquimediano e indicaremos por O
uﬂ'elemehto distinguido tal que para cada A de G sea

)‘ .0=0y )\),O (0 no pertenecers a G) .

DEFINICION 1. Diremos que C es un cuerpo valorado

no arquimediano si existe una funcién l I (8 NC) de K en
GV {O} con

1) ‘a | =0 siy sblo si &= 04 . ' -

2) |a .o | = |a

3) Ia’+c b|¢ max (| al,|b]) ( desigualdad ultramétrica)

' -1 -1
De 2) se sigue que Ilc! =1,y que Ia I = la l y por
tanto el conjunto { “a l s 2 €C, a#o.} es un subgrupo
de G que seri el grupo de valores de la valoracién y lo in-

dicaremos por r% § abreviadamente [1 .

Si G = B:- diremos que la valoracién és real .
Segﬁn (7) (3.5) pe 20 toda valoracidn exponencial induce una
valoracibn real no arquimedlana .

Una valoracién no arquimediané induce una métrica ,

indicando con ~b el invergo de b respecto de ;C ’
DC(a,b) = Ia—bl en C , para esta métrica C es un cuerpo to-

.



polégico .

Diremos que-una valoracidn es trivial , discreta §
densa si el grupo de valores ]1 es {1} s un subconjunto

discreto de Bf', 6 un subconjunto denso de B:r .

Sea E un espacio vectorial sobre C , cuerpo valo—
rado no arquimediano , indicamos por x 4 y 4 %z los elementos

de E , +E ia suma en E con elemento neutro OE s o €l pro-

‘ B
ducto de elementos de E por elementos de § .

DEFINICION 2. Diremos que E es un espacio normado
no arquimediano sobre C si existe una funcidn NE de E en

GV [O} con @
1) N (a . x);NC(a).NE(x)

2) NE(X) =0 siy s6lo si x = 0L

3) Ny(x & ¥y) & max (,(x),N (3))

Esta norma induce la métrica DE(x,y) = NE(x-y)
indicando con -y el inverso de y respecto +E . Respecto de

esta métrica E es un espacio vectorial topolégico sobre E .
Diremos que E es un espacio de Banach no arquimediano si

egs completo para esta topologfa .

Llamaremos %R al subconjunto de G : {NE(X>, x¢E, X%O}

llamaremos para cada A de @ y cada x de E , B) (x) al con~

junto { y e DE (x-y) ¢ ) } o B}‘(x) al conjunto
{ v s DE(x—y)g ,X} « A BA (x)[-G BX (x)] le diremos bola

" abierta " [6 "cerrada"] de centro x y radio A .



"Igual notacidn usaremos para los a de C . Es conocido , ver
(16),que una bola puede tener muohos fadios y qﬁe todo pun-—
-Atp de la bola puede gervir de centro , y que toda bola "abier-
ta" & “"cerrada" de E (& de C) es abierta y cerrada para la
topologfa de E (& de C) , ademfs para cada dos bolas con in-

terseccidn no vacfa una estd contenida en la otra’.

PROPOSICION 1.Sean B}\ (%) , B/w(x) con A % Mo
¥y € B (x) , y%B/w(x) , entonces para cada z de B/.,L(x) se

cumple DE(y,z)Z~/A

Demostracidn:
Si para algin z de B/&(x) , DE(y,z)éfcentonces

DE(XhV)\(‘ max (DE(X’Z),DE(Z,Y)></& .

En particular se deduce que para cada centro , todo
punto de "la circunferencia" de una bola'cerrada' Bj\(x) dis—

ta de la bola "abierta BA'(X) su radio X .

Como G es un grupo conmutativo ordenado linealmente
con orden arquimediano , podemos suponer que G es un. subgru-—

po ( estricto 6 no) de Bf' y que O es el cero real .

Diremos que la norma de E es discreta si toda suce~
sibn estrictamente decreciente en %R tiende a O con la topo-
logla de R .

Al ser ias bolas abiertas y cerradas, se tiene que
E es un espacio separado de dimensién to@olégica 0 y por tan-
to serd totalmente diSoonexq . Se dice que un espacio topolé-
gico es extfemadamentevdisconexo (6 extremadamente disconti-
nuo) si la clausura de un abierto es abierta. Segin (17) p.107

toda sucesién convergente en un espacio separado extremadamen-
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te digconexo , es constante excepto un niémero finito de ele-

mentos initiales «

PROPOSICION 2. Si E es extremadamente disconexo ,
entonces 0 es punto aislado ,para la topologfa usual de R ,

de B o
R

"g

Demostracidn:

Sea(k'; una sucesidn egstrictamente decreciente de
ue tienda 0 x con N _(x = entoncesdx

%R 4 a » ¥ n E( n) /\n. ’ S n>

tiende a OE y todos los Xn son distintps .

COROLARIO . La topologfa.de E es discreta si y s6lo

si O es punto aislado de E_ .

B

Demostracidn:

La primera afirmacién es trivial , ya que todo espa-

cio topolSgico discreto es extremadamente disconexo .
Si 0 es punto aislado de %R sea Ee[Rf con 0 & ¢ LAA
para cada A de %R s By (x) se reduce a x para cada x de E

y por tanto todos los puntos son abiertos y la fopologia es

discreta .

Diremos que un espacio topolégico es perfecto si

todo  punto es punto de acumulacidn .

PROPOSICION 3. E es perfecto si y sblo si O es

punto de acumulacién , para la topologfa de R, de E_ .

R
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Demostracidns
Si E es perfecto OE es punto de acumulacibén de E y

por tanto existe en %R una sucesién que tiende a O .

Si 0 es punto de acumulacidn de %R ’ OE es punto de

acumulacién de E y. se sigue por ser la topologfa compatible

con la estructiura de grupo aditivo de E .,

¢

&

Como segfin (17) p. 218 un espacio numerable métrico

completo no es perfecto se sigue :

COROLARIO . Si E es espacio de Banach no arguimedia-

no y O es punto de acumulacibn de %R'; E es no numerable .

Como hemos trabajado exclusivamente con la estructu-
ra aditiva, los resultados’ obtenidos se extienden tambien pa-

ra log cuerpos no arquimedianos .

PROPOSICION 4. %R es cerrado para la multiplicacidén

por elementos de (1 .

Demosgtracidn:

Bs trivial por ser B espacio vectorial sobre C y por

1) de la definicibn 2 . ’

Aungue la topologfa discreta puede inducirse por
una norma no arguimediana , en este trabajo no estudiaremos
este caso y supondremos gue la valoracibén de C no es trivial.
Entonces n contiene a algln subgrupo de la forma (’n y O es
punto de acumulacién para la topologfa de R de r1 s ¥ pPoOr la
proposicién 4 tambien lo es para %R y se tiene que E es per-

»



fecto y no es extremadamente disconexo .

Como [ es un subgrupo de {R’: y EIRC IRf s Por ser [Rf

grupo topolégico , considerando la topologfa inducida por la

de [Rj P F ,opera continuamente en EIR‘ .

De (3) TG III p. 9 lema 1 , se deduce gque para cada
)( de ’—' ‘1la aplicacién /v\-y)\/{ es homeomorfismo de EIR en

s mismo . Es trivial que para cada /‘4/ de EfR el egtabilizador

de M = { ke F tal que A-/A:/L} se reduce a 1 y por
tanto F opera libre y fielmente en E‘,R .

Si para cada M de ELR llamamos la 8rbita de Mo al

conjunto {)\//L para )\6_- P} » la relacibn M, B pertene~

cen a la misma 8rbita es una relacién de equivalencia en %R

e indicamos por EIR /l—-| al conjunto cociente o

Como E[R(' IRt y {Rf es un grupo metrizable , abeliano
”T . s . # *
Yy completo , serd un subgrupo distinguido de IRJ_ y R_L /[—\

serd un grupo topolégico para la topologfa cociente 3 es tri-

vial que FTR/ F es un subconjunto dg [R:(_' .

.
PROPOSICION 5. LRj /F es separado si y sélo si |

es cerrado .

' Bf//—, ~ es discreto si y sélo si [V es abierto.
i ; * : *
Si es discreto , (R.!_ es localmente homeomorfo a {R-!_ /["\ .

Si r‘ es cerrado , {Rf / )-1 es metrizable y completo.
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Demostracién:

Se sigue de (6) (12.11.2) y (12.11.3)

Por ger {Rf conexo se tiene que si F es abierto ,

entonces F= IR: .

Pe 1a propésiciﬁn 1 y del teorema 1 § 4 del capf-
tulo 5 de (3) se sigue que los dnicos subgrupos cerrados no
triviales de (Rf son subgrupos discretos de la forma Fn con -
ne¢ % 4 por tanto si la valoracién de C es discreta 6 densa

con r’ = IR_:(' s entonces E!R /[‘l es separado para la topologla

induciada por 1ia de lRf / r\ .

A continuacién daremos algunas definiciones s

»

Sea E un espacio normado no arquimediano, diremos

que E es esfericamente completo si toda familia de bolas

"cerradas" ordenadas por inclusién tiene interseccién no va~
(]
cfa . Andloga definicién vale para cuerpos valorados no ar-

guimedianos .

Sea E un espacio normado no arguimediano, diremos
que E es inyectivo si F es un espacio normado no arguimedia~
noy G un subespacio lineal de F y Y una aplicacién lineal

acotada de G en E , entonces puede extenderse a una \-,9

de F en B con H?Hz” ‘f

TEOREMA DE INGLETON . Un espacio normado no arqui-
mediano es inyectivo si y sblo si es esfericamente completo.

Ver (16) pe. 104 .



CAPITULO I

TEORIA DE MODELOS PARA ESPACIOS DE BANACH NO ARQUIMEDIANOS
. *n ) .

A partir de ahora seguiremos fundamentalmente la

notacién de Chang-Kreisler. (4)

Sea L un lenguaje 1l8gico, contendri simbolos de
variable z , simbolos de funcidn u ,‘simbolos de predicado
P ,simbolos de constante ¢ s S1 es necésario utilizaremos
subindices . Estamos interesados en la teorfia de espacios
veétoriales normados 4, en genefal no serén'reales.

.

Definimos como es usual los términos del lengua —
je de forma que una vafiable es, un término , si tl,...tn
son términos y u es n-aria u(tl,...tn) es un término , ¥y
todo término puede construirse por un ndmero finito de apli-

- caciones de las reglas anteriores.

Nuesgtro lenguaje tendra cuatro predicédos unita—

rios P1 ’ P2 y P. 4 P (predicados de pertenencia) y entre

3 4

los axiomas de la teorfa estarin los siguientes:
¥ (P, (2)V P, (2) VP (2))

Yo (p(a)— (T2 ()N (TP,(2)))

Yo (22— (TP (NAT P (2))
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Vo (2(2)— (TP, () A (T2,(2)
Vo (2,(2)—P,(2) '

Para arrastrar lo menos posible Pl" P2 ’ P3 s P

4

emplearemos la siguiente nomenclaturas

llamaremos f n,k-aria a todo simbolo de funcién u-nik-aria

tal que entre los axiomas de la teorfa esté el siguiente

YR

P (u(zl,..z

(2, (2N ../\él(zn)/\xfz(zm)/\ Polz )
)

ntk

ntk
llamaremos f* n,k-aria a todo simbolo-de funcién u ntk-aria

tal que entre los axiomas de la feoria esté:

.‘-o. ) e 00/\
¥z s Vznjrk/(Pl(zl)A AP (2 AP (5 JA AP (2, )—
P2(u(zi’°izn;k))

llamarémos R n,k-aria a todo simbolo de funcién u nik-ario

tal que entre los axiomas de la teoria esté:
\ENY V‘zn'!_k (P, (2)A < AP (2 AP (3 IA AP (5 )—)
)) .

P3(u(zl’f'zn+k

A veces en lugar de usar f usaremos g 6 h; en lugar

de f'; g’6 h"y en lugar de R , F 6 G .

Como en la mayorfa de las férmulas y aiiomas las
variables no recorreran todo}771’sinq P1 6 P2 6 P3 y utiliza—~
‘remos x ( 8y ) como abreviatura de z (Pl(z)), utilizaremos
a ( 6 b) como abreviatura de z (Pz(z)) , A ( 6//&) como abre-

viatura de z (P3(z))--.

Por ejemplo la definicién de f n,k-aria se escribirfas

¥x Vo

1,.'

&fék (Pl(u(xl,..xn,al,..ak)))

1,..

Si t es un t&rmino diremos que es de tipo 1 si Pl(t),
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¥ lo indicaremos por t ; de tipo 2 si P (t) y lo indicaremos
por t° y de tipo 3 si P (t) . Por ejemplo fyx serdn de tlpo
13 f’%a serin de tipo 2 s R, A serin del tipo 3 .

A las constantes de tipo 1 los indicarmos cja:

las constantes de tipo 2 las indicaremos c”’3

Ld

s% R es nyk—~aria y tl,.,tn son términos de tipo-l.y.ti,.,tk

son términos de tipo 2 y 2 R(tl"°tn’ti"°t£) le llamaremos

expre516n atémica « Si t ( 6 t*) es un término de tipo 1 6
2y en su constru0016n entran exclusivamente térmlnos de ti-

po 1 8 2 1o llamaremos término propio.

P1 serd cierto cuando opera sobre un elemento del
i . P “"
espacio vectorial ;.
P2 sers cierto cuando opera sobre un elemento del
{a it )
cuerpo .
P3 sers cierto cuando opera sobre un elemento del
conjunto en que toma valores la norma en el espacio § en el
e . *
cuerpo ( en principio un subconjunto de R LIQO} ) .
Entonces las expresiones atémlcas tomarin valores

en R y los térmlnos propios tomarin valores en el cuerpo 6

en el espacio segln sean del tipo 2 8§ del tipo 1 .

Entre los tres tipos anteriormente descritos de
funciones ( observar g ue todos tiener argumentos de tipo 1

6§ de tipo 2 ) en nuestro lenguaje L estarén las siguientgs

funcioness

del tipo 1.: +. , 2;0-aria . 1,1l-aria

del tipo 2 : +C s Os2-aria 3 G 30,2-aria

del ﬁipo 3 : NE ’ 1,0—afié 3 DE ;72,O—aria
NC gy Ogl-aria 3 DC ’ O,Z—aria

los simbolos de constante Oy de tipo 1 , 0, de tipo 2,

1, de tipo 2 , -1, de tipo 2 3
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( sl no hay confusién posible a veces escribiremos L por +E

8 +6 etc. )

‘Con argumentos en P3 y valores en P_ las siguientes

3
funciones :
. funcién binaria que tambien usaremos para un nidmero finito

de argumentos- . g

4

R -
max funcidn binaria que tambien utilizaremos para un nidmero

finito de argumentos , conviniendo que el max de un argumen-
to es €1 mismo y que el max de un conjunto vacfo de argumen—

t0os es la constante 1

En las estructuras que vamos a utilizar serdn axio-

" mas los siguientes :
VA e, ve, (9 —r (o pm)
VA V(e (max (A, m) o :

y un simbolo de predicado binario 7, que convenimos sigue la
axiomftica usual de orden actuando en P3 sy en P4 3 existirén

ademds dos sigbolos de constante O sy 1 .

_An8&logamente a como se definieron los términos defi-

nimos las expresiones E

0 , 1 y las expresiones atbmicas son expresiones ,

si F , G son expresiones , max(F,G) es una expresién ,

si P4( K) vy F es una expresibn , ,&.F es una expresidn

Toda expresibn puede consgstruirse apiicando un hﬁmero finito
de veces las reglas anteriores . ( Observar que las expresio-

nes son de tipo 3) .

Para cada par de expresiones F,G existe una férmula
propia que definimos F >, G , por ejemplo®l%,0 ; como es usual
definimos para cada dos férmulas propias las férmulas :
| (F» G )A(F"2G’) , notar sim embargo que no definimos

A B ia <
P
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(6.

Todas las férmulas Que utilizaremos estarin en for-

ma prenex .

Decimos que una variable es libre en una férmula
si no'apafeoe con ningun simbolo cuantificador . Decimos
que una férmula es abierta si no contiene cuantificadores .

. Decimos que una férmula es cerrada si no tiene variables
libres . Decimos que una férmula es universal si no apa—
recen cuantificadores existeﬁciales « S5i no hay confusién
usaremos a veceg " férmulas " por " férmulas propias " ,

" términos " por " términos propios " .

Estructuras real valoradas

Una estructura 071 constari de un conjunto no va-
cio}/rrtly una interpretacién para cada una de las funciones

Yy predicados del lenguaje.

Entre'todas las posibles estructuras para L estamos

interesados en las que tienen las siguientes propiedades :

]77Llestaré descompuesto en tres conjuntos disjuntos:

lmElU}mclulmm! con
lmﬁlc K, U{o]
I'malnimgl -¢
Mgyl -
’/ync‘n[/mm) =8

Al simbolo de predicado unitario P_ le corresponders el pre-
dicadoé-,/rrlEl s al simbolo de prediéado unitarib P2 le
corresponderd el predicadoé ICYYLCI s al simbolo de predica—
do unifario.P3‘ie corresponders el prediéado e;crylﬁil s al

al simbolo de predicado unitario P4 le correspondersi el pre-—
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dicado & FTB - un subconjunto fijado de R (sers subgrupo
no reducido al neutro V {O} ) .

ba interpretacién de la funcién binaria . sers el

producto usual en los reales 3 la interpretacién de la fun-
cién binafia max seri el max usual entre dos ndmeros reales;
la interpretacién del simbolo de predicado binario > seré
A‘el de la relacién de orden usual en los reales ;'O serd el
fnfimo de R+ s 1 serd el neutro del producto en R+ § a Cam

da simbolo de funcidn f n,k—éria de L le corresponderi una
k
funcidn f,rrL de r77lEln xl??lcl en‘,77lE| H
a cada simbolo de funcibn f’n,k-aria de L le corresponders
‘ ; ' k
una funcidn f'771del/y71E]n x}/YYLCI enl/77lcl H
a cada simbolo de funcién R n,k—aria le corresponders una

funcién R/m' de I/n'lEln xlmclk renm’nﬂl 5

a cada simbolo de constante ¢ de L le corresponderi un ele—

mento fijado CO?L del/77lEJ 3

a cada simbolo de constante ¢’ de L le corresponders un ele—

mento fijado c')qzde}701

¢l

Definimos el valor de los términos por sustitu—
cibn ( como es usual ) es decir sustituyendo cada simbolo de

funcién f por qul s £% por f'771 y C por e s c“por c'77l;

Por tanto :
a cada término propio t con nyk variables le corresponde una

aplicacién

t77l‘ :loqq’E(n Xllyylclk;f"$ lﬂyyl J

kH
a cada término propio t°con n,k variables le corresponde una

aplicacibn .
e m :)/)an}n x;mc}k—ﬁ/ /mci

analogamente si R es una expresién atémica a
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R .o L P
()5 bty

M M . I LI T
(tl ,5.tn t -,,tk )

,.;tﬁ) le corresponde’

2N obtenida por sustitucibn 3

a las constantes 0 ; 1 le corresponderin los niimeros reales
0,1

a max le corresponde el max ﬁsual de dos nfimeros reales

a 7, le corresponde la relacién de orden usual 3j

- por tantq ya tenemos definida 'la interpretacibn para las

expresiones .

Para cada par de expresiones F 4 G decimos que la

férmula @
) Q'X]_".Q'Xn' Qal,ooQa (F(X ’OQX ' X Ll,oox ,al,ooak k-‘-l’..aN)
G (xl,..xn,x R LR AP 1,..a.,))

vale eneq, para la m-n,h-k upla Yo ,..y s D geeb g si

kil
es clerto que

m
an Qal, . oQak (F

'G,Tn'(x

(¥1’°°Xn’yn+1"°y LRI LNRERL Y

o

como es usual al poner F(xl,..x ya. yeea_ )indicamos que las
n .

1

variables(libres 8 no) de F estédn entre xl,..xm,al,.;aﬁ N

con Q indicamos ta,mbienv 8 3 como eg usual ,

con F ’ Gcnl indicamos la interpretacién de las expresiones
F,Gen 7<YL |

Observar que la férmula (X) est4 en R y con > indicamos el
orden usual y por tanto sabemos si es cierto 8 no . En parti—~
cular si Y’(xl,..xn,al,..ak) es una férmula cerrada , admite

un tnico significado en CYYL.

Si \10 vale m diremos que m es un modelo de Y

6 que/771 satisface »ﬂ ,anélogamente si §§ es un conjunto de

N
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férmulas cerradas de L , diremos que /)7’1, es un modelo de @

si 1772 es un modelo de cada una de ellas .

Diremos que dos‘férmulas.son equivalentes en un
modelo real valorado cuando<77l es un modelo de una de ellas
si y sblo si es modelo de ld otra , por ejemplo :

F7, 6, F)1l.G son equivalentes , (F) G)A (F4£G), F=G son

equivalentes .
L4
o

Llamaremos diagrama universal de/771 ;1{(/771) al
conjunto de férmulas cerradas universales de L vilidas en

<y71 con la interpretacién definida anteriormente .

Llamaremos u—~extensién real valorada defyyz a una

estructura en la cual todas las férmulas de/Lt (CKVL) valen .

Existencia‘gg modelos real valorados

En el apartado anterior hemos descrito un tipo par-
ticular de modelos , los modelos real valorados , sin embar—
go no es fhcil dar un conjunto de férmulas ‘del lenguaje que
ROS permifan probar'la existencia de modelos real valorados,
para ello Vam&é a utilizar una clase intermedia de estructu-
ras y las estructurasadecuadas.

DEFINICION 1. Diremos que,777,, una estrﬁctura para
L, es una estructura adecuada si//77Q/esté descomﬁuesto en

L

tres subconjuntos disjuntoss

Melv] Tl vl T

siendo] cr713! un subconjuntc de un grupo conmutativo lineal-
mente ordenado , con orden arquimediano , con supremo para
el orden , conteniendo un subgrupo no feduoido al elemento
neutro , de forma que :

la interpretacién de . sea el producto en el grupo,

la iaterpretacién de Z, sea la relacién de orden en el grupo,
1la interpretacidﬁ de 1 seé el neutro del grupg ’ |

PP
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y 1a.interprétaci6n de O sea un elemento distinguido , el In-
fimo de todos los elementos del grupo con JVL)\ )\ 0 =0 en’
el grupo, .

que a cada simbolo R Oyk-ario de L le corresponda una apli-
cacién de’/m ) sobre el subgrupo dado F v, [L Jy que
'm\ sea cerrado para la multlpllcaolén por elementos del
subgrupo .

- ( ‘se puede dar un conjunto de ‘axiomas pai‘a grupos ordenados

linealmente , ver por ejemplo (4) p. 37-39 )

DEFINICION 2. Sea @ un conjunto de férmulas cerra—
das universales de L , Diremos que _qi es acotado si se cum—

© ple :

l.~ Para cada simbolo f nyk—ario de L existe un elemento de I_,

>\f sy tal que la férmula )0:

3Vl'xl,.. V x v'al,.. Va

(N (£ oy eea))E A o (max(W (%)« (max (1 <a )
. . i= 1..n . J= 1..k.

. es d.edlicible de g_i ‘en todo modelo adecuado ( indicamos por

@ )I \f que }0 es deducible de ii en todo modelo adecuado)

2.- Para cada simbolo f’n,k-ario de L existe un elemento de F

Af, s tal que la férmula \f :
Vxl,-- V.Xn SVLal,.. -v-ak

(N (£° (xl,..x 289008 N<L >\ Lo (max(1,( maX(N (a ))) ))
: 1..k ‘
@}_._\[o : J=
3e— Para cada simbolo R n,k-ario de L existe un elemento de r]

>\R
Vxl,;.JVL 'Val,..

A A (max( max(1y(x,) ymax (o )))))

@ — E i= 1..n i= l..k_
Y

tal que la férmula \(?:

(R(Xl,..xn,a
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4.~ Para cada s’imbolo c de L existe un elemento de P )\

tal que la férmula Y : N (C)<)‘ | 5 @ ‘_—\0

" 5e~ Para cada simbolo c¢’de L ex1ste un elemento de r‘ )\

N (e)E A QS =y

tal que la férmula \f

PROPOSICION 1. Sea :@ un conjunto de férmulas ce-
rradas de L que forman un sistema de axiomas de la teorla
de espacios normados ho arquimedianos sobre un cuerpo no

~digscreto , si @ tiene un modelo real valorado entonces

@ tiene un modelo adecuado .

_ Demostracidn :

Se deduce de las definiciones y de las relaclones
existentes entre el conjunto de valores gque toma la norma

en el cuerpo y en el espacio .

PROPOSICION 2. Sea @ un conjunto acotado.de fér-
mulag cerradas universales de L , si @ tiene un modelo

adecuado . entonces § tiene un modelo real valorado .

Demostracibns
Sea /n, el modelo adecuado de @ [’}’L I ’ l ’
‘/)/L | 1los tres tipos , segfin Jacobson (9) todo grupo or-

denado arguimediano conmutativo es isomorfo con su orden a
un subgrupo aditivo de R considerando el isomorfismo de R

% : . .
en {RL dado poruna funcibn exponencial , sea

. X
\f'/n?)l — Evio}
la composicién de las dos aplicaciones anteriores, indicare-

" mos por & los elementos de }’}’L | 5 X los de IRT_ U{O}

Definamos un modelo real valorado, sea j—‘ el sub-

grupo fijado de‘% l como no estd reducido al elemento neu—



~19~

tro al ser.’%é’l un subconjunto que contiene a r’ de un
grupo ordenado arquimediano se tiene que [—13 es al menos

cfclico infinito .

Por,/),n , tomamos la’ imagen por ‘f de ,7/2, l por

PIR el subcongunto de m , el subgrupo imagen por ‘f de
r'3 ’ . .

"Sealm , el con,]unto de los eleemntos x deln l

tal que para algﬁn ntmero real A en n se satisface

A

como T—' es al menos ciclico infinito para cada/\ perte—

nec:lente a ]R existe un n pertveneciente a Z tal que

/\ (Y(o( ) con o £ r' ¥y por tantoo(él% I
analbgamente sea ’mcl el conjunto de los elementos a de

}% tal que para algin nimero real )\ se satisface en

-1
T (o) YA
como @ es acotado y n es un modelo de j‘G para cada simbo-

lo de funcién f tendremos :

Ve ¥x Fase Vo,

(v (f(xl,..x 2

1,..ak))4 A . (mbx (N (x,)) max (N(a)))
1 lo .n J"‘lo .k
y al estar.los argumentos de 1a funcién acotados la imagen

lo estaré yl,)/n'} es cerrada para las funciones f ..

Podemosg por tanto definir :

m
f (Xl,..X‘ ,al,ooa )= f%(xl,ocx ,al,ola: )

(observar que empleamos x indistintamente para‘m l y}ﬂ ]

a paralm I y!/)/l, ! en virtud de la definicién de 7?’1,)

analogamente definimos @

fom (X

1, ..Xn,al, ogak) =

N R )

;C = C. .
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como para cada simbolo de funcibn R ,R?’L estd en

]/)’L | yo es el Infimo de }/n,?J tendremos que
mn
Vxl,..v V 1,.. ( 04R (xl,..xn,al,..ak))

¥y por ser _@ acotado se tiene que

Voo Vs Vo, Vo
2

Cappeemyag, a6 A (m(l_mf.le (2,)), mesl L59))

entonces para cada Xy geeX 985008 existe )\ con
-1 n -1
O 4 R e .0 L
PTOERT (xpseex payeea) L W (A)
y como ademds todo grupo ordenado que es semirretfculo es re-—

"tfculo tendremos definido en el grupo el fnfimo (inf)
Definamos pues

R/TTL (xl,..xn,al,..ak)=inf { \/(0( ): N satistace R/)l(xl,..ak)

xSy

la definicibn es vilida ya que el conjunto esti acotado infe-

riormente , los reales son completos y R/)l (il,...ak)&I%3,.

Veamos (por induccién en la longitud) que las expre-
siones estfn bien definidas:

n

si R es max(F ", G n ) sea Xy 98 5008, UNa nitk—-upla,

haciendo

)\ inf { \f(o( ) : T satisface max(F/n’-,Gn)(le'ak)é d\}
M = inf { Y’((S) : N satistace F/n' (xl,.-ak)f r"’}
O inr { \f (bf) : /},l, satisface G/n (xl,..ak)é 5/}

y el resultado se deduce inmediatamente por conservar \f el

orden 3 :

.M n mn n
si G (xl,..xn,al,..ak) estd en F3U{Oj yR esF .G
se tiene anélogamente gue R es Fm’ . Gm por ser Q_S- aco-—

tado y \f un homomorfismo que conserva el orden .
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Veamos que m es un modelo de ? y Sea \f una

férmula propia cerrada universal de § :
V Xygee -Vxn; -Val, . ’v_ak(f'(xl, LI .ak)7/G(x1, . .ak))
 supongamos que no vale en m entonces

B xl,v..__:" x jl Byes 3 8, (Fm(xl,..ak)( Gm (Xl"'ak))

m

pero por la definicién de T s G esto contradice que

/)/(, es un modelo de ? .

COROLARIO. Sea § un conjunto acotado de férmulas
cerradas universales de L , si todo subconjunto finito de @
tiene un modelo adecuado , entonces @ tiene un modelo ade-

“cuado .

Demostracidn:

Sea @  un conjunto de sentencias cuyos modelo son
grupos abelianos totalmente ordenados conteniendo un subgru—
po no acotado con orden denso y un subgrupo no reducido al
elemento neufi‘o. . '

Consideremos @ U§‘. Por hipbtesis todo subconjunto
finito de §U§’tiene un modelo ,por el teorema de compacidad
clésico@ v @‘ tiene un modelo que serd 'adecuédo por ser mode-

lo de@’.

DEFINICION 3. Dadas dos estructuras m ’ /),L ade—~

cuadag para L , decimos que m es una subestructura de /)/L

si _
}lm’_(_”n,con Drn:/_]/n
y la interpretacién de los simbolos de L en m coincide

con la restriccién de la interpretacidn en /)/I, .

DEFINICION 4. Decimos que dos estructuras m ’ /}/L

adecuadas para L son isomorfas ( en el sentido de teorfa de
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modelos ') si existe una biyeccién s

\f: }?YVL --—7I<VLI tal que
v lm — |
‘f=mel'-—>1%Ell

¥ v\f"mml —ﬁl%,ﬂl

es una restricciédn de un isomorfismo entre grupos ordenados;

‘'para cada simbolo de funcién f n,k-aria de L y cada

xl,..xn,ai,..ak de !,nyl ’j
G N D L (O P C R I CRDD

" para cada simbolo de funcién f’n,k-aria de L y cada

xl,..xn,al,..ak de

DR CP (£ ™ (e yarseem )]s 2 THHE)) s oo ) (2, ) op(2,))) =0

Para cada simbolo de funcién R n,k—-aria de L y cada

Xl"fxn’al"f’ak de
L I D (T ER B CR R CO I e

para cada simbolo de constante ¢ ( 6 c’)

p M o™ pe ) =0 (0™ p(er ™) - 0)

PROPOSICION 3. La relacibn ser isomorfas es una

relacién de equivalencia entre estructuras adecuadas.

Demostracibén:s

Trivial .



 DEFINICION 5. Sean 771 , 71 dos estructuras ade—
cuadas para L , decimos que existe una inmersibn de <K71 en

.fyq,si y sblo si ,771,es isomorfa a una subestructura de 71L'.

PROPOSICION 4. Sea nyl una subestructurs . de 171 ’
si Y’ es una férinula cerrada universal de L y n es modelo

de,‘f ’ éntonées’/yyl es modelo de ﬁﬂ .

Demostracifén:

Trivial .

PROPOSICION 5. Sean /7L y 71 dos estructuras iso-
morfas , sea \f una férmula cerrada universal de L ’CVZ es

modelo de \f si y s6lo si OCVL es modelo de HP .

Demostracibn:

Para cada término t de tipo 1 de L se tiene que
m o
Do (S e g ey 52 )) 5 6T (0 )5 P ()Pl ) - P(2)))=0

como es fAcil probar por induccién sobre el niémero de funcio-—

nes de L que aparecen en t .

Analogamente para cada término t°de tipo 2 de L se

tiene que
D (p (8 0ty vy seem )6 () g ne )0
por ser \f :1777,BI-9I77/BI

la restriccibn de un isomorfismo entre grupos ordenados ,

compatible con su orden , se tiene que

pCmax (2770, 67 < (57, p( 6™
para cada dos expresiones F , G de L

y tambien :
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P EM G -y ™) ™
©.gea § la férmula

; VX 'VX )VLa

'supongamos que no es cierta en m entonces v
=M m

d4x Exn_ga Hak (xl,...a)< G (xl,...a)

sea (f\ = Fm(xl,-ooa )

0 g

¥ (o)

en contra de ser ’YL modelo de @ .

1,..

170 Va ,m’(xl,...a )>/ m(xl,._.;ak)

l,.‘ l’..

(xl,...a ) con & L /3, entonces

”’L(Y(x>,...wa>><e”b<y<x>,... (a,))-= f(p)

Seam una estructura édecuada y W el primer or-
dinal 1imite , con ¢ x ¢ niLw)y ((an : n{w ) indicare-
mos una funcidn definida en W y que toma valores en lmg l
(lmcl ), como es habitual la llamaremos sucesién y la es—
cribiremos abreviadamente { x Y (L2, >). |

Sea ( Xn> ((an)) una sucesidén , diremos. que es
de Cauchy si para cada o( de K ( grupo de valores )i exis-

te un N{ w  tal queD (x X )40\ ( D/m’(a ,a YR )
para cada nymy N .
DEFINICION 6. Dadas dos sucesiones de Cauchy ,

< xn) ’ (yn> (< an7 e bn>) diremos que son equiyalentes"

si para cada A de M existe un N4 w tal que
D
E (Xn’yn)L A ( DC (an?bn)< A )
para cada n,m > N .
DEFINICION 7. Decimos que una sucesién de Cauchy
. exi 'm
xy (<an>) converge si existe un x de IWLEI (a de | C})

tal que para cada A de P existe un N £ W tal que
3 A my N
DE '(Xn,X). Aq DC (an,a) '4 ) Y



~25-

DEFINICION 8. Sea 7Yl una estructura adecuada para
L, decimos que U es regular si .:‘
l.-Para cada simbolo de funcién f n,k-aria de L y cada dos

,..at

Fi— cex_, |
ntk-uplas xl, xn’a .

1
yl,.-y p bl,oobk | si

Dm( Xl,y)é_o i’—"l,-on

1,..k s entonces

D,m( a., b,)Lo j

m ’h’L . m ; ;o .
[ ) L X J s e [ I J ~— O
D (f (Xla Xn’él? ak),f ,.(yl, ly_n_’pl,’ bk))

2.»—Para cada simbolo de funcién f° n,k-aria de L y cada dos

a.

n+k-uplas xl,..xn‘j Bygeed,

| yl, . .;ynJ bl, "'bk si
( Xi, y.)éo i=’1,¢on
,m‘( T b ) £0 J=1ly.ek -y entonces

/m’(f'm(x geeX ,al,..a ), £ m(yl,..y ,ol,..b )) £

3.-Para cada simbolo de funcién R n,k-aria y cada dos ntk,

al, ooak'

uplas xl',‘..xn,
yl, o.oyn’ bl, oobk si’

m, . ‘ » |

D —— = e

B ( xi’ yi) 0 1 _1, n

Dm( a9 b) £ 0 j=1y..k ., entonces

””L(X

m
1,..X al,ooa) "R (yl,ooy ,bl,o.b )

DEFINICION 9. Sea n/yL una estructura adecuada para

L, decimos quem eé separada sl en m es cierto que :
¥x ¥y (D) (xy)
JVLaJV/‘b ( D;m(a,b) L0 ==p a=Db )

12N

0 —=>pb x

it

y )

DEFINICION 10. Sea @ un conjunto acotado de fér-
mulas cerradas universales de L , decimos que. @ es agrada-

ble si se tiene gue las siguientes férmulas son deducibles

A
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de & en toda estructura adecusdas

1= ¥x ¥y (D, (5p) 30, (7))

2.- ¥x (‘. ul (x;x)éo )

3= ¥ (D (%,0,) = (=)

4o~ Va Vb ( D, (a,b) Dy (vya))

5.- Yo (1, (a,a) 0 )

6~ Yo (D (2,0,) =1 (a))

oo sommie e W Y Wy,

(D) 4 3;2 * '!-E;.y2)é e (DE(xl"yl)\’DE(sz’yz))) @L 1§
8.- Lo férmula \(;‘v‘xl*y‘xzval’v‘az

(0,05, s ) £ mex(n () D (8 a) (8 Dl 2, ) B P
9.~ La £6rmula e, ¥a, Yo Yo,

(D (al L 2,b1 t, b,) & max (D (al,bl);DC(az;bz))) ¢ P

10.~ La férmula \f:V'a Ya Vb 'V‘b

0) ¢ max (0 () D(a,r5)y(b,) D (e, ,5)))

(Dl « a2’b1 ‘¢ 2

2
o5 |
11.- Para cada simbolo de funcién R n,k-aria de L la férmula Y.

'Vxl,,.V'x V'al,..
V.V ’--V vb ,..'va

( R(X cod )1. max ( max(D (x 'Y )), max(D (a. ,b ))s R(yl,..b )
’ . "‘1-.!1 ,:] 1o.k J
T }...___
G ¢
PROPOSICION 6. Sea é un conjunto agradable de fér-

mulag de L , si m es un modelo adecuado de @ entonces m

- es regular .

Demostracién:
‘Para las funciones 'LE ’ -!-C se deduce directamente

de 7), ¥y 9) ; para u y G ‘como ’VVL es adecuado se tiene que
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O'.)\:OsesiguedeS)ylo);pa.raN%,DC,NE-,DEpor

11) se tiene que

R (X ,..Xn’a ,.Qa )LR (yl’..y ,b ,."b )

1 1
y sustituyendo x por y , a por b se tiene que
R (¥, 5ee¥ sbgeeb ) & R . e )
By eeyobyoe b)) &R (xyyeexpyagseeay)
y por ser £ una relacién de orden en el modelo adecuado se .

tiene la igualdad.
_ PROPOSICION T+ Sea § un conjunto agradable de fér-
mulas cerradas universales de L, si ’)’YL,__’es un modelo adecua—

do de @ ‘existe un modelo separado ’}’L tal que /}/L es isomorfo
a un submodelo de /}/n .

Demostraclén-

Seanlm ‘, )/Yn, l I/mml’ ,)n s cCOmMO @ es

agradable M es regular .

Sea, ~o la relacién Xy ¥ si y sblo si D;n?'(x,y) 40

sea./\zC la relacién a/\b b siy sblo si D;rn‘(a,b)é 0

por la definicién de agradable se tiene que g s reflexi~
va y simetrica , igualmente del apartado 11) de la definicién

‘de agradable para DE,'YH’ se deduce que ‘VLx 'VL;y V 'Vt
2 M (5, 5)& max(d ™ (x,5),07 T (£,5),077 (%))
haciendo x = t

D (yy0) ¢ max(dT (xy) 507" (x,2)

de donde se gigue la transitiva , por tanto NE "'eg una rela-—
cidén de equivalencia en ]”’YL \ 3 andlogamente /VC es una re-—
cibn de equivalencia en [mC‘ , Dor ser m regular la re-—
lacién de equivalencia es compatible con los simbolos de fun-

cién de los tipos f, f°, R de L. »
sea pucs [N | =Ml [T |-IMm,]
el conjunto cociente para la relacién de equivalencia 3}

A
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——

sean & , b ,variables de ’,YLC! s X 5 ¥ jvariables de I’VLEI ’

" para cada simbolo de funcién' f n,k—ario-definimos -

’VL(X ,WL(X

1".:X: ,al’..a ) 1,..X ’a

l’ O.al.c)

con x, de la olase x, 4 a, de la clase a ’ andlogamente

'/YL /}’L . Se tieaane que’ H lm l I/YL '

r‘,n C D’)’L’i%m'(‘l/mlﬁ' se sigue de la definicién , si

definimos f

Ae F’TTL )\é [—I’)’L sea a tal que N(;m'(a) = A tomando I se
llega a contradicién, por tanto YU es adecuado.

Sea Y ’ll%cl — IMC\’

Y Mgl — 1My
- tal que a cada clase le h'ace corresponder un represenﬁante;
\( : \mm\ "‘ﬁ ‘/YL {R\

la identidad ,y que a cada simbolo de constante le ‘hace co-
rresponder &l mismo como represehtante de su clase.

a.

Para cada X_.seeX .00
ara ca l, xn al, .

MM m m n
pg"U(e <X1,...a D2 e MG p(EN DY (U
' m

a))sf T (x5e002)) = 0
por ser f/}/)/L compatible con la relacidén de eguivalencia ,
anélogamente para las demis condiciones de .inmersién.

Sea F ), G una férmula cerrada un1versal de L que

vale en m , supongamos que no vale en 77_, entonces

. _ . _ _ _ ,)/L o . - !,n' -‘, . _
3X1,003 Xn_:}al,..jaka (Xl,.o.ak)<‘(; (Xl,ocoak)

por definicibn de p oV

3 xl,..ﬂ xnﬂ al,..a 8, Fm(Xl’;';ak){ Gm(xl,...ak)

tenemos que

en contra de ser F> G cierta en /)/VL .



_29,‘

- Egtamos interesados en un tipo particular de modelos:

los modelos completados .

DEFINICION.ll. Sea ﬁryL una estructura adecuada pa~

ra L , decimos que YN es completado si en 7Y es cierto que:
1.- ¥x ¥y <D”’”(x,y> X (y,x», 0 )

2= ’Vx (Dm (x,x)L 0 )

3.- 'V'x (D/m’(x,o ) = N (x))

-¥xYy (Dm( ,y)LO = x = :>’:)

5e— Toda sucesidn < xnf7 de elementos de quQE I tal que

NqTL
E
chy converge .

6. Ya Vb (D;m’(a,b) 7D : (b,a)y,o )

‘(xn)‘esté acotado (en el grupc ordenado ) y es de Cau~

(asa) €0 )
m

-7-- Ya (D77l

C

8.- Va (Dm(a;o ) =1 () )

AT va Vb ( m(a,b) <o __——:_:Da—b)
- 10.~ toda suoe316n 4 a, ). de elementos de qul ‘ tal que

Ngqt(an) estd acotado (en el‘grupo ordenado ) y es de Cau~

chy converge .

PROPOSICION 8. Sea  un conjunto agradable de
férmulas cerradas universales de L gue tiene un modelo
adecuado m ; entonces existe un modelo completado ZVL

- dnico,excepto isomorfismos entre modelos, tal que :

1.~ Existe una inmersidn de /rTL en ’71L
2.—~ Para cada elemento a de’frl l existe una sucesién

de elementos de VYTICI Lay tal que NvTL(a ) esté

acotado (en el grupo]1 ) ¥

lim D (\fc(a )a a ) =

n-*;cu
3.~ Para cada elemento x de WTLE! existe un sucesibn

2
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de elementgs de \’WLE[ CxY tal que N, (xn) est4d acotado

®

(en el grupo [ )y

im D (Pylx) » %) =0

. nv___)oo ’
4.~ Sea ¢ una férmula cerrada universal de L , ™ es mo—
delo de CP si y sb6lo si ,)/L es modelo de ¢ . .

Demostracidéns

Definamos una nueva estructura ,n,o sea”inoz I el

conjunto de las sucesiones de Cauchy de elementos de IME, 3

i’VLO l el conjunto de sucesiones de Cauchy de elementos de

l/m c 1'; wtilizaremos x= para indicar los elementos deI/)/LO\‘ l
‘ E

ai para los de //no l .
C

Demos una interpretacién de los simbolos de L en /)’LO
si f es un simbolo de funcién m,k-aria de L definimos :
M, 1 n 1 m 1

m, 1
%X ,.ex 42 7o ) la suoesuﬁn (f (x 900X 98 geea )\>

si f° es un simbolo de funcidn m,k-aria de L definimos :

\1' . . .
f'no(x ,..xm,al,..a ) la sucesuSn (f'n(x ,..x ,a yeod ))

81 R es un simbolo de funcibén m,k-aria de L definimos :
%o(x ,..xm,al,..a ) la suces16n<Rm(xl,.'.xm,al,..ak))
n’ n n
‘Veamos que /)/Z, es una esfcructura adecuadac:
Sea m el modelo adecuado inio;al ’ fm3! el subconjunto
del grupo ordenado linealmente 4 de acuerdo con lo probado
anteriormente én la exis’tencia de modelos real valorado, 'v
podemos suponer gue l/n’L l es un suboonJun’co de IR U{ }
sea Pm el subgruoo de iR* no reducido a 1 , 1a 1n'her-—
pretacién de . el producto en;lR_L y la 1nterpretac:.6n de

max el supremo para la relacién de orden en Bf y la in-
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terpretacidn de ) 1la relacién de orden usual en fR: e« Defi~

/4

niendo la interpretacién de . , >/ , max de forma andloga

. para ’%031 veémo§ ;qe r‘/hl .+ Como § §st5

1 m 1 k. .
acotado § X ye.eX g8 geea son acotados se tiene que

M1 oo 1

R O(X ,..X ,a ,.oak) = < R

m , 1 n 1

o5
RENELL N

. " } _
es una sucesidn acotada en R_LU{_O} y existe un M en IR_!__ tal
" que para todo n )

\_Rm(xi,.'.xfi,al,..a ) e Lo, M]

como la topologfa de los reales es separada y R es completo
veamos,’que no‘hay dos puntos de acumulacién distintos para

. la sucesién.

Estudiemos primero el caso en que O sea uno de los puntos de
‘acumulacién. .

Como pm es por 1o'.me‘nos cfclico infinito 0 es pun~
to de acumuiaoién de Pm s sea pues (), una sucesién
de elementos de r‘ con ¢] entonces para cada

o € IR* exist‘e u:n(; de- ;m—:on 0:76 .

“Sea A otro punto de acumulao:.cSn ‘para

(Rm(xi,;.xz,al,..a )) .

con o\;o_n;b}ehe% &SP, 7 0

como O es punto de acumulacién de

m, m 1

R LN e
.< (Xna Xn’an’ a )7 | |
existen mtk subsucesiones , (yn>,..<yn>,( n>’"< n>
. tales que para cada Phe I-,-},YL 4w nyN se tiene

1 m. 1 _k
e 0 b "‘b
VB b) &y
escogem_os_’ Ph‘ dg fqrma qug ()h £ (J e o( s COmMo A es pun-—
to de acumulacién de -
Rm(x ,..xm,a 9048 )> ~ existen mtk subsucesiones :
n’ n n .

-1 -~ -1 -k . :
(xn) ,..(xn> £ a .y seed a > tales que existe N n) N

B
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se tiene

m(x ,..‘m 1

X ,an,..an) (9

escogiendo n de forma que

—i =i, ' :
M =i =i v
DC ( anQ'bn)é Fh (e o d = 1-,.ok

-1 —i -3 =J .
. como ¢ xl;l y» 1< yn PR afl VERS b.i ysson subsucesiones de suce-

siones de Cauchy , si ampliamos L afadiendo las nuevas cons-—

'bantes :

—1 () —1 —m
X ’ooX Yy ’ooy ;
1 -1 =k
a "oak b ’..b

* afiadiendole a @ lag férmulas

N, (& )¢m

C =1’ook
NC ( ‘EJ )éM j= 1,.01{
=1 . .
N (x )Y¢eum i=1lyeem
E ’
N;E ( yl LM i=1yeem 3 vy para cada h
D .(ajEjKP j=1~ .k
C ’_ = h 9?9
i i ..
DE ( ’y )< eh 1 = 1’oom

. por el teorema de compacidad tiene un modelo adecuado y por
hipétesis

R (zl,..zfl,al,..a )s

- _m -
R eoy ‘g e
(Yny yn’bn’ bn)._( %
se contradice que - @ sea un conjunto agradable de férmulas.

Hemos probado pues que si O es punto de acumulacién de

(Rm(l m 1

X 9eeX 38 yeed
n’ " n? " )> dicha sucesién tiende a O , su~

pongamos pues que 0 no es punto de acumulacﬁn de

(Rm (x ,..x

ra todo n

,a ,..a ) > podemos suponer entonces que pa-—

]
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R,m' '(.xi, cexn

1 k
n’%n’“an)> 0

' (bastaria ellmlnar un nimero finito de términos de la suce-

m 1
: s:l.ém)' ses d801r que .todos los R/}/n" (xn,..xn,an,..a ) son

- elementos del grupo ordenad& y 3(’6 r;rn tal que

'(3 ’m( m 1 k

,..X ,an,ooan)é f

como f_R,_ es grupo topoldgico la topologia‘ se.puede dar por
el filtro de los entorms simétricos de 1 yelemento neutro,
y coincide con la topologia in&uoida por R en r‘ y que es
pues separada. Por ser [Rf 'completo vpara( las sucesiones de
Cauchy que no tienden a O , sean pues & , (> dos puntos de
a,cumula016n de

‘(Rm (x ,..x ,a XN ) )
con A (> 3 sean ( 5?.31) 4 ii),.(ﬁi),..( 5§>las subsuce-

siones tal que

Rm (x ,.."m 3,

X ,an,..a )———-—) A

-1
<y Yees{ yi),(b >,..(b y las subsucesiones tal que

,’n' (y ,”.Vm

A .
n,bn,..b )—->p ;
supongamos que existe ( enl 3l con (5 I8 (( o(( en {R_L segu—~

ro que existe por ser denso el orden) , entonces como (Q ) _E)

¢

es un entorno de 1 y (-g)—?«) es un entorno de 1 ,

existe un N tal que para cada n) N

—

r
existe un Nl tal que para cada n Nl
o

€M E Ty

' 2
¥ R (E,Em)

existirs un (h de forma que €h4_(6 si formamos la amplia-

cibn de I afiadiendole las nuevas constantes

1 -m .1 - m
X ’..X y ,~..y

: k1 =k
51,.033‘ b ,o.ob

Yy a § *las férmulas siguientes



N (To'j-)<M " )
C

=1y,
NE(X ) &N i=1yeem

~i

(‘ 1"
N, (F7)em
¥ para cada h
=3 =] s
D, (= ,’B")_L_ ey, j =“11,..1<

i

i R N :
DE (X ’y)é Fh 1 1,.om_

H

- se contradice andlogamente 1a definicién de agradable §

si no existe F enlm3| s entonces existe un N-tal que para

cada n) N
y k
Rm (z ,...én)>/ A

1

y analogamente se obtiene la contradicidn.
Probemos quelm:’)} =II)/ZOI y [,;n =} /:Ino ,
1.
/m (x ,..xm:,ta,n,..an) >

k
con (x >,..(xn> {2, >,..<a ) sucesién de Cauchy .

¢

‘Sea A = (R

‘Hemosg- probad‘o que el 1lfmite existe y es tdnico en [R_LU {_O} ’
si o4 ="0 no hay nada que probar ya que Oe,r/;lol(}{o},

si A +£ 0 como las funciones R que estdn en nuestro lenguaje
Q o

son
DC 042~ aria ‘ NC 0,1 - aria
DE 2,0 - ar.ia‘ Nﬁ; 1,0 =~ aria

entonces concretando de la definicién de agradable para es—

tos simbolos de funcidn:

N (x) ¢ max(d () 5 W)



N £ .n D

;(2) & -max(D,(2,b) , W,(b))

si Dc(a,b) es pequefio respecto de NC(a) (8 NC(b) )
'Si,»DE(X’y)» " n " n | "

- se tiene que

N (x)

!

Nﬁ(y) para x

i
M
-

¥y = Xm nym»N

v (2)

It
©
-

Nc'(b) ‘para a ‘b = a nym>N

.analogamente se prueba para D .

- Hemos probado pues gue /)2 es una.estructura ade~
cuada , probemos que es cerreda para la.definicidn de las _
funciones ffno /no .

Si

f es un simbolo de funcibén m,k-aria de L

£ [ SO " 1 " " "

1 m 1 k
.o .o esiones de Cauchy de
(Xn), (xn>,(’an), (an)son sucesiones auchy de

IME‘ yl’)’nci respectivamente , entonces existe un L

- perteneciente a P con

i .

existe M. pertenecient F
y s 3 P neciente a tm con

]

J e
NC(an)<MJ J = lyeek n{ w

. sea M = max(max( M, ) , max( Mj))
i=loom jflo.k

“por ser @ un conjunto acotado se tiene que

m m m 1
(£ (x n,..xn,an,..a )4 M.M

f

-analogamente
m (f m(x yooX ,ai,..a )£ M. Mo

para n ( w4, entonces

(fm(xn,.. Mot

xn,an,..a )>
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es acotada,

) 1 m 1.k ’ )

f‘m X e gee ' ot
{ ( n’ Xn’ aﬁn"‘_.an) D4 s é:s acotada
. .Veamos gue son sucesiones de Cauchy :

alladiendo a L las constantes

1 _m A k
*X,o-.X a’...a
21 _m 1 Xk .
VY seeey T seeey

Yy a @ fas ‘férmulasj
-1 1,
N:'E‘;(X )ﬁM g0ce NE(X)SM
X ~m
J 4 L N 2 L
N(T) &M e N(F) 4 M
N (a7)su ,...N,‘(ak)gM
C C
b )& ,...NC(EK)SM
D(g,j Ej)L{J n{w con ¢ + O en F
¢t /=0 tn” m
. ~i i }
DE(X Y )éf’n ndw cop p — 0en Ij;'h,
j= 1,ook
i= lgeem
: o=l =k =1 =k,
Dc(f (X yeea ) 3 £(F 500D ) >, o
-1 -k -1 -k ‘
DE(f (X yeea) 5 £ (¥ 7°°b)>, g
con ()k fijoy por eli teorema de compacidad admite un mode—

lo adecuvado y esto es inconsistente con gue todos los mode-

. los adecuados sean regulares.

.

Definamos a continuacién dos relacioness

0

I

1 11
X ~_y si y s6lo =i DE/no(x 3y )

1 1 '
a~_ b si y s6lo si DC,n'

1.1
o °(a ,b") 0

por definicibn de D

:lo’ DC 0 eg evidente gue son reflexivas
B

¥y simétricas y por ser @ agradable se deduce que son tran-
sitivas. Por tanto son relaciones de equivalencia que al ser

_ @ agradable son compatibles con las funciones f°, £ , R de

L. ' ' v
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Sea puesl?l I = l//'/b
IIYL'El =l/yldE// ~g

indicamos por x ’ 3 1a clé,se de equivalencia a que pertene- -
CE X 4y a e | |

Como lag relaciones de equivalencia son 'compatibles
para £ f , R de L definimos |

Cem .1 ’no 1 m 1 Kk,

(X ,o.X ,a ,ooa ) ( '(Xn,-..xn,an,..an)>
m m.l o Mo, 1 m 1 ky
o ' 3 .
£2 (X 500X 98 geed ) £’ (xn,..xn,an,..an) >
oM ol . 0 1 m 1 k
(X ,QOX ,a ,;oa )= llm (R (Xn,ooxn-’an,ooan))

n )00
como hemos probad.o» que %O tiene un modelo adecuado y que

’no (&

peed ) =R (T

converge a un: elemento de”n entonces /)/L tiene un mode-—

, 03
lo adecuado. Veamos que lncl ’]%El son cerrados para las
sucesioneg dé Cauchye.

ol

. ok ..

Veamoslo paralfn,cl e« D€2 3 gecl gees UNA sucesibn de Cau—
chy en /}/l ]

1
a -una sucesuSn de la clase a
-k ok

a una sucesifn de la clase a
sea P, —> 0 Fh ¢ r' s para cada. k y para cada h existe
nk h 1,39 nk,h tales q1‘le‘
'no

(a, ,a )4 f)h

en par'bicular s existe n i,3Y n, tal que

’Vto
C a,a)( f’k

k . .
sea b =< an > s como £ ak > es una sucesibén de Cauchy pa—

k —
ra cada e N exist}e Nh tal que k,Mm ) Nh se cumple

¥
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Mo, x &
1im D !
+m C (an’an)< eh ,
n—30=.
se tiene tomando k,#i yh que b es una sucesién de Cauchy; sea
b su clase; ademds se cumple

Mo, ¥ x
1lim D, (a 42 ) =0

C n’ n
n —— O k

Yy son de la misma clase,

Analogamente se emplea un argumento diagonal y se

prueba que YYLE, es cerrado para los sucesiones de Cauohy.

o si t(xl,..xﬁ,al,..ak) es un término de tipo 1 de L

es trivial, por inducién en el nfimero de funciones que estén
en t, que fYL es cerrado para t, analogamente para los térmi-

nos t%.

Sea F una expresién myk-aria de L, veamos gque

’n,(.i ool Wk m ., 1 m 1 k)

X geeX 38 geea ) = lim F X X 98 _geed
’ 98 ) ( n? 0% n
n_§OQ
En efecto , si F es un simbolo de relacién R se sigue por la

m -

definicibn de R .

¥

Si F es max( R, G), sea

AT /rll .1 L] ® -
od =R (x ,..xm,al,..ak)

G:

si &> (3 se sigue de la definicién de R

.1 . L] L]
G/n'(x ,..xm,al,..ak)

n

por ser el limite,

. -m, 1 k
a que existe N .wSsnyYN tal R .
yad S oy Bl que = (Xh’ an) analogamen—

te existe N wyny N tal que (;‘rrm'(x1
: n

,..aﬁ) luego de aguf
Mn_

se deduce que F 3

N _a.,

sid = (5 se sigue igualmente por ser el limite que F

Si F es G.R con dqt“fpertéﬁéoiente a I es trivial que -

F‘Ol = Gcn’. ROQ' ya que el 1imite del producto es el produc—
. ) k
to de los limites y tanto la sucesién Go?t(xi,..an) como la

1

. k
sucesibn qul(xn,..an) estan acotadas .



Sea § una férmula propia cerrada universal de L

tal que 7’)’(, es un modelo de @ s Veamos que n es un modelo
de @ o

En efecto & sea @ la férmula _‘VLx

Ve Yo, Vo

l,oo
( F(Xl,..xm,é.l,..ak) >/ G(xl,ooxm,al’-cak))
si /}/Z, no es modelo de @

3).(:1,00 J.Cm él,oog é.k tal que

.1 L .1 ‘k . L 4 * .k
E/n’ X ,..Xm,a geed )< G/n (xl,..xm,al,..a )

por tanto
R 1 1 k . 1 m 1 k
llm Fm (X ,..Xm,a, 90l )< lim Gm (X 9eeX 98 908 )
n n’ n n n n’ n n
n— n— >
¥y prara n sufucientemente grande se contradice gue /)7'(, €s mo-—

delo de @ .

Existe una inmersién de m en /71 ya que ‘tomando

para cada x de ]’)”}”L lla sucesibén ( x I X =X nLow )
B n n

y para cada a de I/WLC | 12 sucesién { 8 ;'an =a nlWw)

y la identidad de }/}/}/L31 en lﬂ3 } se sigue por la definicién
de las funcinnes en /}/l, . Como existe una inmersién y por la
proposicién 4 se sigue que toda+r férmula propia cerrada univer-

sal que vale en /}/?. vale tambien en m .

Séan/n, y /)’L' dos modelos construidos por la pro-

L]

posiciéne Sean

\laczrmcl——)}/nci. \KEW)’LEI—»I’}’LEI

por construccibn , para cada a de ,% l existe una suce-

-e

A1)

; m |
sién ¢ a ) de elementos de!/)/n,c} tal que NC (an) estd
acotada y

1im DC'TL (,(a),3)=0

n —o0
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L

por la definicién de agradable se tiene que ( ah ) es una

sucesién de Cauchy, sea a° la clase correspondiente a la
. L 2

sucesibn ¢ %n> <ﬂ1r?L5 rconsiderando la aplicacién

TTE : a_——3 a° y analogamente TTE): ¥ —5 x* es inmedia-

to por las definiciones de funciones en 171 y CVL' gue de-
fine un isomorfismo entre CVZ y’iﬁ? .

L4

6 .
DEFINICION 12, Sea A un anillo , decimos que
NC : A___>R+ es un semivalor absoluto no arquimediano en A

si NC satisface las condiciones:

NC(O) =0

IN

'NC(a—b) max (Nc(a),NC(b))

N (a-b) £ N (a) .NC(io)

decimos que el valor absoluto es separado si para cada a de

-

A con NC(a) = 0 se cumple que a = 0 o

PROPOSICION 9. Existe un conjunto agradable de £6r—
ﬁulas cerradas universales de L cuyos modelos real valorados
obtenidos a partir de unvmodelo adecuado son médulos topold-
gicos sobre un anillo éonmutativo con elemento unidad semiva—
lorado no arquimediano‘; los modelos separados son mbédulos
separados sobre un anillo integro semivalorado separado no

“arquimediano 3 los modelos completados obtenidos ,a partirde
un modelo separado son médulos separados completos sobre un
anillo integrosemivaloradoseparado.no arquimediano y comple—

to.

Demostracidns

Obviamente nos referimos a los elementoé de tipo 1
sobre los elementos de tipo 2 de 1VY[ .

Sea @ el conjunto de férmulas s

Yo (rga)e p(a0.)) g

Yo (n (a)y D (a50,))
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Vx (r (x40 {x,0)

Y. (1 ()% (x,0,))

Yo Vo ,(DC(a,b);o.)

Vo Yo (0yemy 0 (me)

Yo (0 (a2)¢0)
LERESRCRERIPA)

Ay ey )

¥x (0 (x%)20)

Va Vb Vc (Dc(a +, (b +, c),(a t, b)!—gc)é 0)

V’a 'Vb (Dc(a +, byb +, a)Z 0) |

Va (D,(a +, 0, 5 2)£0)

Vo (0y(a 45 ((210) o5 @)y 0, )€0)

Yo Yo Yo (e

V‘a (DC(a o Lo 0 a)< 0)

Ya Yo Vo (o(a

¥z ¥y Vo 0 xt, 5o, 2)i(xty 3) &, 2)20)

Yty s,y , e, 0e0)

oo (0 ’.C 0)y(a «y D)oy ©)£0)

o (B2, o), (a o D), (2 4, ©)£0)

Vx (DE(X‘-!-E ((-1C ).E x) s O )£0)
Yoty Ya e oy ety mile o 4y (2 g 1))€0)
¥a Vb Vx (DE(a o (v . x),(a ;C b).E x) £ 0)

¥a Yo ¥x (DE((a;!-C‘ v). x5 (2. %)t

Lo (v - x))40)

'E
¥x (Dy(x 5 1, «, x)£0) |
¥x ¥y ¥e oanro(xs, 2,54, )
Ve ¥y Vo o (xs,
¥ats Yo ({23, Dy(2 4+,

JVLa Vb (NC(a ‘o b) £ NC(a)..NC(b))

z 5 ¥ +y 2)2 D(x5y))

cyb +, c))
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¥x (DE(x to 04 s x)&0 ) |

Yo ¥ Yo (Dy(a 4 oyb-+, )3 D (2;D))
Ya Yo (@ (a . 0)y W (a).W (b)) '

Yo s (i(a o 050 (a) (=)

Fa¥x (nya . x)&m(a)ny(x)

Ya Yo (ny(a £, )& max(u ()1 (b))

¥x ¥y (x4 904 max(u (),5,()
N1, )41
NC( 0
NE( 0, )0
Y ¥y Vo Vv 0 om ¢ max (0,(x,2),0,(5,%),0(2,m)
Yo ¥o Yo Va (y(am)2 max (9(a,0),2,(0:8),05(e2)))

DEFINICION 13. Sea /7 una estructura adecuada para
L , decimos quem es c—adecuada si /m es un modelo de

Yo Jo ()¢ 0)v(Dy(a . b, DEO)

PROPOSICION 10. Sea ¢ un conjunto agradable de
férmulas cerradas universales de L dado en el anterior pro-
posicibén , si g? tiene un modelo adecuadom y eatonces Sf

tiene un modelo c—adecuado separado.
Demogtracidn:

Podemog suponer que/)/n, es un modelo separado. Sean

‘/ynE /)’Tl , ’/m!Rl m deflnamo.s :

] = T {67
l%o el = GGl {0

por serm un modelo separado se tiene que si a pertenece
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al conjunto {l/m [ —A }} ex1ste e perteneciente a !:;’VL

T (2,0,) = 0 ¥ se tie-

ne que a = OC ,1ndlcaremos los elementos de ,/n

conN a)?,(”)Oya que si no D

’ como

(a,b) siendo a en{/}/n, f , ben I/)/n | —-{ O}; log elementos
delfno , como (x4a) con x enI/m ,, a en“/n { s

definimos :

(ayb) .Lm(c,a):((a‘.’m a) .L(;’” (b ;rn c),b .;ma)

(a,b) . O(C,a) (2 % oy -.;m'a)
) m (v Jn

’mb)
B

a)sa G

(x,2) ‘- ° (3,0)=((x -

(asb) oF Mo (x,0)=(x ;71 ayb ;m o)

ngt((aym)=ng ¢ (a). [8] (0)] 7
ot ()1 () [ 1] (2) ]"1

D49 ((xy0), ()2 (x T iy o) [50 (@) A ()]

B0t (as8), (050" (2 T gy T ) [0 (o] 2l (@)]

’)/L o es una estructura adecuada ya que F’)’lo = [_lm por
ser subgrupo ylmm) -——)/nOIR‘] por sgr cerrado ?ara la multi—-

plicacién para elementos de P .

Comom es un modelo separado de @ s ¥ €en @
estd NC(a.b) = NC(a).NC(b) si @

(v)»o0
m entonces Ngh' (v T
N, (d4)>» 0

d)>»0

es cerrado para la definicién’de &+ °, &

por tanto /}/L 0 . 4 ¢ 2t



Veamos que /n‘O es un modelo de _—(ﬁ . Lo probaremos unicamen—
te para algunas de las férmulas de § ‘el resto es anflogo.

Sea por ejemplo la férmula @

Y:‘Va Yo (y(a +, B)& max (W, (a),N (b))

supongamos que no es cierta en ’)’LO , entonces I (ayb) ,
3 (c,d) tal que “ }

/no((a,b) 4-% (c,d)))max(N,n (a,b), N,n"

Mo((a .M a) 4T (5 M)y T a)y max(ry(a) [y (0)] 7

Nzn(o).[l\rm(d)]‘ ) , entonces
NZR ((a . " d) +m( ch)).[Ngn(b .;md)] "1> |
nax (" ga).{nc O O R ETH e R

(@ T a) i (o o))y mex () (b T a)m (e
[Ngn(b)]-l,NZn (b g d).N (c). [ (d)]-l)

por ser modelo adecuado y ser la relacidn de orden compatible

(cyd) yentonces

con el producto, como en § ests ¢

Va lYLb -NC(a.cb) = NC(a).NC(b) y »entonces_

N;m‘ ((a ’(7)71 d) -!-,Cm (b Z}n c))> max (N;m’(d). N?L(a),N/én(b).Nzn(c

1lamando

(e

b = b .;mo ', entonces

NG ey g b))y max (0] (a)om ) (b))

en contra de serm un modelo de :
a Vo (1 (a+ ) & max (1 (), 1 (b))

Analogamente se prueba gque fn,o es un modelo de >ﬂ para las

otras férmulas \]ﬂ de @ .

Se tiene gin embargo que /)/2,0 no es un modelo sepa—



rado 4 sin embafgo aplicando la proposicidn 7) obtenemos un

modelo separadé 7Q .

De forma anBloga a la proposicién 7) definimos la
relacibn :

(2,b)~, (c,d) siy s6lo si. DZQ°((a,b),(c,d))s 0

como por hipdtesis @

Mt w)yo ' .
A ‘n ) .
Ngn(d)7o
equivale a que an'(a :xn'd s b :7?Lo Y<£ 0
. C C C ;
y la relacibn @
m
(x,b)”VE (y,d) si y sbélo si Dy (x :;n'd s ¥ .grlb)g 0

" veamos que el modelo separado es c—adecuado:

m
sea (a,b) tal que N, (ayb)> 0 , entonces
m [ -1
N, (a). N, (b)] 50

por tanto NZ7L(a)) 0 , tomando (bya) estid enI<VLO | vy

C
n
Dg (a8 g0 (b,2) 5 15°°) =
710' m m m .
pg *((a ] S NESEIENUOD
D?‘((a Ty T (13‘),(10 ey a0

por serm modelo de _@ .

b,b .

PROPOSICION 11. Los modelos completados .obtenidos

a partir de modelos c~adecuados son c—adecuados.
Demostracibn:

Supongamos lo contrario. Dea/rn, el modelo c—ade-
cuado sea/YL el modelo completado y supongamos gue CYL

no es c-adecuado, entonces existe @ ,siendo NZT,(§)> 0

tal que para todo b Dgib(ééﬁ,l)) 0 , supongamos que hubie-

‘ra una sucesién(ﬁh)tal que

-
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DZL(5£6,1)=5PH o 50
_[N;n(a]ﬂ max (D(;n (z fC'L Bn’l)’D(,:n (2 ’C7’L 5,,1))

entonces se tiene que la sucesién <,£n) =% es de Cauchy
y se deduce que h31 (525,1)5,o en contra de la hipdtesis.
Entonces existe ()k de fj tal que
n - _ _
D, (a.db,l)->/ €x
Ampliando el lenguaje conla constante & se tiene la contradi-

cibn con el hecho de gue toda férmula universal cerrada que

vale enfrl vale en.quL.

PROPOSICION 12, Existe un conjunto agradable de fér-
mulas éerradas universales cuyos modelos completados obteni-
‘dos a partir de un modelo c—adecuado son espacios de Banach
no arguimedianos sobre un cuerpovaloradocompleto no arguime-

diano.
Demosgtracidn:

Se sigue de las proposiciones anteriorese.

DEFINICION 14, Sea L el lenguaje anteriorﬁente desg~
crito .Sea YZ un conjunto de estructuras separadas c—adecua-
Adas para L , supongamos que toda estructura de \f es real
valorada y seallé( G ) el conjunto de férmulas cerradas
universales de L v4lido en todas las estructuras de %3 « Di-
remos que ¢ es acotado ( & agradable) si 1/1(‘fz ) es acota~
do (- 6 agradable) .
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DEFINICION 15. Sea A un conjunto infinito ,(/)72 )deA

un conjunto acotado de estructuras para L ’ ?, un ultrafil-

tro en A , diremos que (md) es ?-— apropiado sit

Aep
l.,— Existe un [56 A tal que :
{_o(éA tal gque las subestructuras [772

I;,’no‘;lmcl ’

/:;n son isomorfas y el isomorfismo entre grupos ordenados

P!
es la identi@ad} € T

ol 2

j e F

De la definicidn se sigue inmediatamente la siguiente propo-

' m
2o {o(f;A tal que Imagen D % ¢ Imagen N,

sicidn .

* PROPOSISION 13. si en U (7, ) estén las férmulas:
Vx ¥y @p(ey)my(x (=1, o 7))
Yx ¥y 0ylmy 2 (x + (-1, +p 7))

y para cada A4 , /3 de A las subestructuras :

/W”LC[O( ’%q;/mclﬁ ’

mo entre grupos ordenados es la identidad ,

entonces (/}/n

/}VdeA.

F son isomorfas ¥ el isomorfis-
m/g

0()0(6 L ©s ?—- apropiado para cada ultrafiltro

Sea pues (77’) )0(6 , un conjunto de estructuras

?— apropiadas , llamaremos casiultraproducto de (/}/)Z )o(e A

a la estructura /)/{, tal que

//)’LC/ es el conjunto de las aplicaciones (ad‘)a(é A tal que

aqelmclo( para cada X y si ﬁﬁ es la biyeccibn entre
ATl vl op=ptec

’/)/LE es el conjunto de las aplicaciones (xo() con

A& A
xo(ellm

E,o( y tal que existe/’tEFcon



~48—~

%
{A‘talquel\_IE (xq)f/a}é
para los simbolos de constante c ,

0’7), es(c )o(e-A

para los simbolos de constante c¢*,

corn. (0'777 )

es % € A
. e . . . 1
si f° es un simbolo de funcléq Oyk~aria de L a yeea

. i i .
estén en/’}/zc/ y a es (ay )o(eA_ ‘1 = l,..k entonces

Tty edy = (e (sl 4 0d50, .,

si f es un simbolo de funcién n,k—aria de L , si
-1 n- '
X geee9Xx estén en I% E‘

al,..e,a‘k estén en ‘7’1 C!

b es (x:';\)dé A i=1y4.en
J J .
a es (aa)déA J=1’.ok

ffnl n 1

(X ,’.X ,a ,ooak)

m 1 n 1 k
(f <A (Xo(,oox“ ,ao(',..a«))

AE A

si R es un simbolo de funcién n,k-aria de L , y
1 n
X yeee9X estén en l/}/LEI

a]',...,ak estén en /%C’

i

i .
x" es (xy) i =1lyeen

A€ A

aa es (aad)o(eA j =,1,ook

MM, 1 n 1  k _ 1 n 1 k
R (X 90eX o928 ,ooa)=1lm R d(xd,..xd,ad,.oao{)

>

Veamos que 7’[ es cerrado para la definicibn de las
funciones .
como (M )o(éA

para cada simbolo de funcién f n,k-aria de L existe /\f de

es un conjunto. acotado de modelos

k4



P tal que la férmula :
'yxl,.. )le 'Vai,.. JV_La

(N (f(x yooX ,al,..a ))& )\ (mic (iE(Xl)-?ﬁ.(ﬁ (33)))

vale en ’m“ para cada % de A j
analogamente para cada simbolo f* n,k—-ario de L existe un
f'

Yoo ¥x Vo, Vo

k

-elemento de [l ’ A tal que-la férmula

(1, (£ (ppee o yen) & A (ma ( 1y wax (1(a)) )

‘es cierta en /}’no( para cada A de A

para cada simbolo R nyk—~ario de L existe un elemento de ]—1 ’

AR tal que la férmula

V.X )VLa Vak

i
22 )¢ A (max(max (Wo(x,)),max (N (2,00))
~i=leen J= 1..k

1,0‘

(R(xl, eeX ’al’o

_vale en 77”(0( para cada A de A .

1
Sean x,..,xn en Wl

al,..,a en lﬂ

sea para 1 = lgeen /u‘i en F con

= {Ok : Nmo( (xio()ﬁ /V;Jé ?

2l

B —_—
i B
BO = {0\ €A ¢ las subestructuras’rnqc’d ’ f:),?Lo( $,mcl/}’

[_7 son isomorfas ] € ?
My

Para cada A de By se tendri que para J = ly..k

ey = mg P pady <A e T

J

por ger igomorfas .

Tomemos B = Blf\ cesN Bn/) BO s Dor ser interseccién

b ]
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finita de eleméntos del ultrafiltro se tiene que B €& ? .

Tome,r;los /§A.= max /wi . /\ = max - /\ 3

i‘-‘-’l.on ° . j=lo_-k
y tanto /4- como )\ pertenecen a F s entonces

si f es nyk—aria con k;éO

N_ R (£ “(xi,..n . k))é/\ .)\./u-paracada“E‘B

si f es n’?O—aria' |
'mo( m 1 n Y

A
Ng (f (xo( geeXy ))4 Af « M para cadad € B

m 1
luego (f ”‘(xd ,..xg\ ))Aé A ests enl/}/lE} .

Analogamente para cada f” Oyk—aria de L

m ’ i
'NC « (f',m"( (ai'( ,..ai 1)< /\f,.max(l',xk) para cada & € BO

m eMm 1 k| ,“rri 1 k

DC (B(Yd/_S(f d(ao(' ,..ao("),f ﬂ(\fd/}(ao(),..»ﬁp(ad))=0 )
como /)ﬂ/; es un modelo separado tenemos qﬁe

ﬁﬁ(f of(ad,..ad))=f ﬂ(\ﬁ'p(ao()’"\f;/s(aa())

y se tiene quecl/n CI es cerrado para las funciones f* .

Segtin (1) lema 2,1 p. 123 , si? es un ultrafiltro
en Ay Bé? entonces V

. ?'= J XN B con X €& /}\} es un ultrafiltro en B .

Tomemos como B el definido anteriormente , entonces para ca-

da simbolo de funcibn R n,k—-ario de L se tiene

m 1 n 1 k
0 R d(xd,..xo(,ad,..ao\)f)ﬁR . max (/M,/\) para cada

A € B . ?' es un ultrafiltro en B , su imagen es base de
ultrafiltro en [O,)\R.max(/u,)\ )] que es compacto en R y
por tanto converge. Veamos que :

Mg, 1 n k ™My, 1 n -1 k
“lim . °((X:(X ,o.}C_o( ’-qao() = 1im R d(xd ,-Q:X':o( ’aO( ,ooao()

}Vl
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Como todo punto ‘limite de la imagen de,}:" es punto 1fimite
de _“-L'a ima:gén de ?y por ser R separado se tiene que el 1fmi-
te es finico, por lo tanto las funciones R7" estén bien defi-
nidas .

Definimos pues

r}t = { imaéenes por las funciones R Oyk-aria de L de,%cl k}

o)
l/anl = {imagenes por las funciones R de L}

por ser B = { A€ A : las subestructuras,mcl ’ I’_)-'?’l 5
&

I/}'h‘cl/g , f;'n/s isomorfas } ¢ F

es trivial que [';l: [7—’;1 ya que para cada o & B y cada sim-
/5 .
. bolo R O,k—~ario
1 k Mg, 1 k
Rtm'd(ad ,ooao( ) es constante = R P(a/b,,toa/s) .

Veamos que ’%mlﬂes cerrado para la multiplicacién

por elementos de [;l .

Sea /\ un, elemento de I/)/ZIRI entonces para a'nguna R n,k-aria
N 1 1  k My, 1 k

¥y para alg\inx,..xn,a yoed = 1im R. d(xd,...ao()

sea M un elemento de Dh’l. ’ coEno T%: Mgy y 'ty es =adecuado

m 1 1 k
M. R 0((x‘,(,..xl;l( yay ,..a,,()él/}’n
m

rla

1

1 k 1 n k
d(Yo\ yeeVy 3Dy seebo )

My, 1 n <.
/14.. R (XO\ ,..xo( ,ao( ,ooaa(\ )—_—'R

.

entonces

. ™My, 1 k ) My, 1 k-
11m RL,‘ d(yo( ,oobd) "—‘/4‘. 1lmR (Xo(,ooa“)
por tanto /)/L es una es'tructura adecuada .

Sea F(xl,..xn,al,..ak) una expresién n,k-aria ,

veamos que 3 ‘
m, 1 1 k m,, 1 n 1 k
FOO(x ,..Xn,a yeoa )= lim F “(xo(,..xo(,ao(,..a(,()

"si F es G.H , como la topologfa de R es compa:cibie con el
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producto se tien.e que ¢

. : n 1 k . o n 1 k
Lim.F “.(xd yeeXy 98y geeo )= 13:2@1\(} (Xx 90X 124 yeedg )

. m 1 n 1 k
'3 1%\I’nH “(Xo( ,..XO( ,ao(,ooao()

igualmente si F es max (G,H) coémo existe algtin B & ? con

k

G',}?ZO( (X];( ’oooao( ) S F para O( € B

m 1 k _ .

H °((xo(,...a,,,(.)f f para X &€ B

‘n ’ .

se prueba facilmente estudiando por separado los casos
1 k 1 k

1im Gm“ (Xg 9oeeay ) > lim Hm« (Xy 9eeeag)

F F m
1 k 1 k

13:lzln Gmo( (xo( ,...ax) pod 1%m H d(xd\,...aﬁ)

y el resultado se deduce por aparecer en cada expresién un

. n@mero finito de simbolos max 6 .

PROPOSICION 14. Sea B u.n elemento de ? s sé cumple

) .

gue el casiultraproducto es un modelo ,d_.e/M, ((mo()qu

Demostracidéns

Supongamos que la férmula

\10 Vx ,..V Val,.. Va

(F(xl, SRR .ak)>/ Gi(xl, ..xn,al, . .ak)

esté en% ((mo()o(e B ) ¥ no vale en 71, ’ entonces existen

: 1 n 1 k
('xd)o(6A "‘(XOK )‘(éA 3 (ao( )déA "’(aO()deA *
con

k | m 1 k
35 (4
11mF (x ,..ad)<1’3§’n(} (xm,..ao()

entonces para cada 0(1 de algin Blé ?

1 k Y40 1 k
Frrnui(Xp(“,oooao( )(G "‘4(}{:0\ ,..ao(1)

como BE I BN B, ,é;ée? todo & . en BAB,

’Wl ’)7’1. 1
%(Xq ’ooa«g()<G 1(Xd‘ ,ooad)



~53—

" en contra de que »ﬂ esté enlzi ((771 )de-B .

COROLARIO. El cas1ultraproducto es un modelo de

’l/u(??z‘,\)‘,(éA :

Demostracidn:

Trivialv, ya que A pertenece a‘yr'por ser :?v filtro.

DEFINICION 16. Sea (777,) un conjunto agradable

o«e A
EF’— apropiado de estructuras , llamaremos ultraproducto de

(Ch1d)dé_A respecto al ultrafiliro Sp, ¥y lo indicaremos por
rz 771//2;? ,al completado obtenido por la propos1c16n 8 del

de A
casiultraproducto para :;V

PROPOSICION 15. Sea B un elemento de EZ/, entonces

/}7“‘ es un modelo deu My o(@ 5

deA

.Demostracibn:

Se sigue de las proposiciones 8 y 14 .

PROPOSICION 16. Sea el ultraproducto fl Txn'/ep
d € A

( /J')I’ My [ F

es isomorfa al completado de la subestructural’7720’ﬂ>, 7n7$

la subestructura

Demostracién:

Basta probar que la subestructural?Q. I [;;/ de 77,',

estructura separada del cas1ultraproducto es 1somorfo a]??l ,/5
[
My

Sea'B = { dch : las subestructuras’??lcld , [;nd;517?101/% ’
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r,;',n , $80R 1so*norfasj € 3

A

Por la definicién de ultraproducto para cada elemento de l/)’lcl

(ad\) ,sm d¢ B a—ﬂ(}(ao‘) ’
para cada elemento 3 de l/)’}’(, lﬁ ea ‘f('a',) = <ab’)(6A con

a—Y{P(a’b’) si b"eB

ay= omlf si yé¢B y

‘entonces \f ’/m IOK > J/}/L ‘ es inyectiva,

sea (bd\ )oLeA otro elemento de ,%CI con a. = ba, si YeB k

veamos que

Y epdpe, v (ady, ) =0

-por definicidbn de D’g' se tiene

DZL ((ar()reA ) (bd\ )ake A‘ ) = ]%—m Dcma\ (ao{ 7’00\) =0

ya que Dgﬂ‘* (ay by ) = 0 para cada 4 de B y por estar

Ben_ffr‘

Por tanto la aplicacién )0 es sobre en la subestructura separa—

do del cas:l.ultraproducto .

Cuando probanos Que el casiultraproducto es una estruc-
tura adecuada , vimos g"_ue P’YL: I;'n . Sea a , b dos elementos

(o
de I/}/ncl/& probemos qﬁe

n (Y(f’mﬁ (a ﬁ)yf'% (Y(E), Y(f)))zO para cada sim-
.bolo de funciébn £’ de L . . '

Probemoslo para -!-C .
.Sea A« ¢ B, por ser IWLC{M isomorfo a }’V)’LC[/} se tiene

’1’72
e (\f/so(

por ser ’Wld gseparado se tiene (¥) :

BB i@ kg Sy, ()0

\fpd(a _!_:)7-/5 "B):\,;m(a) -!-ZQO( qu(g) para cada o de B

- sea entonces



(a'o( )ol

en = Y3
(g )y 5 =Y
. por definicién de ;Z tendremos

' n . m
(addyey *o (Pa )o(éA = (aq J"(:O(]"ok)o(e-A

por la definicidn de DC

N (=  Mp= Ma .
DC (Y (a +C_/s>b),(ad. +C « by

m

, M-
A - 1 Dm"(((\f(a L7 E),
s (ay +,7% by ))

Me 1

-y por la definicibn de \f para cada o de B
~ My~ _ M, =
= L s
y por 4) de la definicidn de agradable y (%) se tiene que

D (P (E P By s (ag H

c A bo( ))=O

¥y por tanfo

Dzl (y (2 e B) ) (ag W by )) = 0

Analogamente se prueba para o

Ademis para cada a dé'77/LC]p el que se cumpla

Mp oy N _
N, £ (3) = N," (y (3))
se sigue inmediatamente de la definicién de NZL y de que pa~

ra cada A de B )mcl/) y ,mcjd son isomorfos .

De igual modo se ve para DC ¥y para log simbolos cons—

-1 - .

tantes OC ’ lC » ~1g

COROLARIO. El1 ultraproducto I 771*/6;’ es c—adecuado.
: de A *

Demostracién:

‘Por la propoSiciGn 11 , basta probar que la estructura
separado obtenido del casiultraproducto es ¢ — adecuado s De-

ro esto es trivial por la proposicién anterior , ya que si
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ﬁz no es ¢ - adecuado , existe a tal que para todo b

Ny, M
Dy (2 o0t by 1, )7/.)\;9
y alladiendo un nuevo simbolo de constante existe una férmula
cerrada universal de L tal que'/n- es modelo de f qu no

es modelo de ‘f en contra de ser isomorfos .

. .PROPOSICION 17+ Sea ?’ un ultrafiltro principal em
A , existe algin (> perteneciente a A tal que el ultraproduc-
to r( mo(/}“ es isomorfo a la estructura completada de ')’)’L/s
ae A

Demostracidns:

Por ser el ultrafiltro prindipal ’ Qsté formado por
los conjuntos que contienen a un elemento de A 3 sea r este

elemento .

Veamos que la estructura separada obtenida del casiul-
traproducto es isomorfo a 70113. Por la proposicion 16 ya
hemos probado que las subestructuras :

Um, ome e 3 1Ml 5 Tom
‘eceA Fle <l '“/7'” | r >
son isomorfas , sea x un elemento de

Y(x)=(x()feA
xp=x st I

Xy =04 ¥ en otro caso ,

e Definimos

m ‘
E'f

de forma que

si (¥, )

Dyt (g )y » G pey ) = 38 g (g sty 0)=0

. con yp =X entonces

por ser f;‘ el ultrafiltro generado por (> .
El resto de la demostracién es anfloga a la de la

proposicién 16 .



Como en un conjunto finito todos los ultrafiltros

- son principales , esta es la razdén por la que hemos supuesto

inicialmenfe que A es infinito .

De ahora en adelante supondremos 4 salvo afirma~
cibn explfcita en contra , que el ultrafiltro ?V €s no
principal ya que’si es principal resulta mas cémodo comple‘ta.r

directamente /}%F’ .

DEFINICION 17. Si todas las estructuras (,}’YZ )o\eA

coinoiden s a2l ultraproducto o(';/(* mo(/? le llamaremos

- ultrapotencia y lo indicaremos por WLA/SZ"

PROPOSICION 18. Seam una estructura ¢ - adecuada,

separada que es modelo de

VER EACHERIME NEFENE WENIFI))

¥x ¥y ommengxs, (-1C 2 )
entonces,(mo‘)qéA con o( -771 para cada 4 es 7 -

apropiada para cada-ultrafiltro ?’ de A .

Demosgtracidén:

Se sigue de la’ proposici_én 13 .

PROPOSICION 19. Sea /7l una estructura que cumple

las hipbtesis de la proposicibn 18 , entonces existe una

inmersidn de /n'[ en mA/? .

Demostracibn:

Sea \(}WE/————> ’(MA/T)E'
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tal que a cada x de ,mEl le corresponde (\.‘0 (x))o( = x para

cda o de A |
A
% dmy | — l(77l /f;—)m i la identidad ,

por la propoéicién 16 basta probar que Y es restriccidn de
un isomorfismo para las funciones f y las R n,k—aria con n%O

Sea pues R n,0-aria con nf0, por definicién

. A
R

m
lim R (X];& ,..sz( )

entonces @

RO ey ), 0 T ()

' A
m n

2T (e )

sea f nyk-aria ,

A L =
R (e @)= (27 g e (5 0)

ORI 1 %k 1 1k
=(f (X ,ooxp,a g0ed ))o(éA=\f(fm (X ,onxn,a 9eed ))

de A

PROPOSICION 20. Sea (MM un conjunto agrada—

A )0(6 A
ble /fr‘ - aproplado de estructuras para L , si existe un Be T

tal que en U ((/}/n"()r&e B

versales de la demostracidén de la proposicién 9 , el ultra-

) estén las férmulas cerradas uni-

producto N md/}” es un espacio de Banach no argquimediano.
de A '

Demostracidn:

 Se deduce de las proposiciones 9 y 15 .

un conjunto agradable}r - apropiado

sea (M )

de A

de estructuras para L j; para cada mo( indicamos por E,,( al

conjunto de elementos de ,};/ylo( de tipo 1 y por n. Ea(/;l“‘ al
‘ LEA



al conjunto de elementos del ultraproducto fz 772d/§rde ti-

po 1 , analogamente usaremos E //%?“ para el conjunto de

elementos de tipo 1 de 771 //E;— .

COROLARIO 1. Sea ( Ey L*e , una coleccién de es-

pacios de Banach no arquimedianos sobre un mismo cuerpo vam
- lorado completo con valoracién no trivial K , entonces para

cada ultraflltro Sr’ en A , /7 EdV/;F' es un espacio de Ba-
Le A

nach no argquimediano sobre K .

Demostracidn:

Sea ?71d la estructura obtenida de E; 4, K, BL de

forma que la interpretacidn del predicado uniterio P sea

: 1
el predicado € E4 , la interpretacién del predicado P2 sea
el predicado € K , la interpretacién del predicado P3 sea

el predicado € al conjunto de valores que toma ia norma en
el,espacio 8 la valoracién en el cuerpo , la interpretacién
~del predicado P4 sea el predicado ¢ al conjunto de valores

que toma la valoracibn en el cuerpo fj L’{O} entonces
ryylE,d = Ed

la interpretacidn de :

i

X

%E serd la suma en Ky

. seri el producto de elementos de E; por elementos de K
L+ serd la suma en K

. . seri el producto en K

N_ seri la norma en E

D_ sers la distancia inducida por la norma en E

)
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N s?ré la valoracién en Kv

D éeré la distancia.indqcidé por.ia valoracién
0 .seré el neutro para la suma en Ey

0, serd el neutro para.la suma en K

1 serd el neutro para el producto en K

—lc‘seré%el inverso de lC para la suma en K

Como E4 es un espacio de Banach y K es un cuerpo valorado,
el conjunto en que toma valores la norma en E4 ¥y donde toma
valores la valoracién de K es R y la interpretacibén de . es
el broducto ea R , la interpretacién de max el méximo en R

.y la interpretacién de > 1la relacién de orden en R .

Con esta interpretacién, de los simbolos de L , es
trivial que 771d es una estructura c - adecuada 4 separada
¥y completada y es un simpie ejercicio comprobar que‘es un mo-
delo del conjunto de férmulas de la proposicién 9 , como‘Ed
eslun espacio de Banach sobre un mismo cuefpo K para cada
de A- s se cupplen las condiciones de la proposicién 13 y

el resultado se obtiene directamente de la proposicién 19 .

Dado un espacio de Banach no arquimediano E, a la
vestructura qqld obtenida en la anterior demostracién la lla~

maremos estructura asociada a B, y reciprocamente , si'771d

es una estructura completada ¢ -~ adecuada para L que es mo—

delo de las férmulas cerradas universales dadas por la

proposicién 12 , llamaremos a]’YTLE)( espacio de Banach no

arquimediano sobre el cuerpo r77lclx ‘agsociado a fVqu .

.
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COROLARIO 2. Sea E un espacio de Banach no arquimediano so-
bre-un cuerpo valorado completo con valoracién no trivial K,
cada ultrapotencia B A/SZ* es un espacio de Banach no arqui-

mediano sobre K .

Demostracidn:

L4

Se déduce_ del corolario 1 y de la.proposicidn 18 .
fx .

DEFINICION 18. Sea N una estructura para L ,

Y : F(xl, ”Xn’al’“ak)>/ G(xl,..xn,al, ..ak)

una férmula para L ,
. decimos que /n, realiza \f ( 6 que ‘70 es satisfacible enn)
si n es un modelo de

Ixppee I3, Joppen I,

(F(Xl’ ..Xn,al, ooak)>/ G(Xl, ..Xn,a.l, ooak))

PROPOSICION 2l1. Sea \6 un conjunto agradable de
estruoturas separadas ¢ - adecuadas que cumplen las hipbtesis
de la proposicibn 13 »' ¥ sea ')’l una estructura completada

¢ - adecuada tal que existe un 7/)’(0( en % de forma que:

}%Cl ’ ]_g”l, 3 /m(}lo( ’ /—,;no( denso en‘lR_!_ s son isomorfos.

»

Entonces son equivalentes lasg siguientes condicioness

a)’)'L es isomorfo a una subestructura de algin ultraproducto

de elementos de \—é
b)/n, es un modelo deu ( k@)

¢) Para cada férmula Y n,0-aria sin cuantificadores en el

tipo 1 de L

"\'y‘ PO, » e N FF(Xl,..Xn) >/ G(Xl,.oxn)
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tal que /}/I, realiza \f y cada A 1 )(G /;’n y existe al-
of .

| gin m de \é tal que m realiza

F(xl,..x )>, A G(xl,..x )

Demostracidn:

a =—=pb’ ;.Se deduce de las proposiciones 4 4 5 415 .

b =—=pc . Supongamos gque no se cumple c) entonces

para algin )\ £ 1 en ninguna estructura /)n de \é es realizable
F (xl,..xn) > A G(xl,..x 21
entonces para cada 77’& de \é se tienevque

1,.. lny (F(xl,..x ) < A G(x peeX )

y por tanto la férmula
* e L L e
Xl, l?l X (F(xla Xn))ﬁ )\ G(x1, Xn))

esté en /M, (‘é) en contra de quen sea un:modelo de ?/t (‘6) .

6 ==—pa . Para la demostracién usaremos una ver-
sibén del método de los diagramas (4) p. 68
Sea Lry‘L el lenguaje obtenido de L aladiendole un

simbolo de constante X para cada elemento x de ’/}/LE’ ( se -

sobreentiende que si x es distinto de y entonces X es dis—
Atlnto de y ) . |

Sea A’)fL el conjunto de férmulas propias cerradas
de Ly ciertas en la expansién de 71 (que indicaremos ta.m-—
bien por 7’L ) para L’)'L que interpreta cada constante X
~como el elemento x . | '

| Por construccién sifﬂv realiza 'una férmula _@ sin

cuantificadores en x s entonces § esfé en An.

Sea A el conjunto de los conjuntos finitos de férmu—~

las propias cerradas sin cuantificadores de An, para cada
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A
d de A sea A .el conjunto de todos los conjuntos de A que
_ “ o
contienen a A , el conjunto de los X cuando A recorre A
tiene la propiedad de interseccidn finita,(4) p. 166 s ¥ €8

base de filtro y puede extenderse a un ultrafiltro ? en A.

Sea n(«A ) el nfimero de férmulas qﬁ.e estfn en & ,
para cada X de A n(« )> 1 y como en F estin con.,jﬁnt'os con
un némero de férxﬂulas arbitrariamente grande se tiene que

1im ——tex = 0 & ‘
F o)
Para cada & de A

sean XygeeX los simbolos de constante que aparecen en eg-—
tas férmulas.

Ya que r. es denso sea >\ € F tal que
a ’)’7’!,0K ’ ’ ’m_o\ !

n(« )-1 Ao
AP 1
n o£7 - <
como la férmula
R .
i'—'-'l (Fi(xl"'xm) >/ .Gi(xl,.oxm)

se realiza en 7’[ s existe un m en g en el que es cierto

n(«)

Txee Ix (/N (B (xpeex )5 X 6,(x500x)))

&

y sean x;( ,..xn:( elementos de ,mE!"( gue satisfacen esta
férmula .
Sea el ultraproducto M mq/}". Veamos que n
A de A
es isomorfo a una subestructura de /_L mx/?.

qEA
Para cada ele mento a de }fncl (Y(a))o( es la imagen por el

isomorfismo entre}ﬂcl y lmclo( 3 \f enl,nm} es una res—
triccién de la identidad de [R-!- en R- 3

para cada €lemento x deI%El K
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@
[0}

()ﬂ(x))« x° si X aparece en & como x,

.

(Y’(x))o( es O’E);n°( si x no aparece en o

Eg evidente que \f es un isomorfismo entre }%C’ y

5 s /3 ) |

Veamos ahora que para cada x de I%E, Y'(x) estd
acotada en el ultrafiltro:

sea en [ “tal que Nl;‘n' (x)¢ p , entonces todo & que
contenga a la férmula N, () p en X se tiene que
AN ((p(0) ) &P
s -1 ' A
y multiplicando por >\ se sigue que en « \f(x) est&d aco-

tada luego - }D(X) esté en el ultraproductoe.

vé
LY

Veamos que Y es inyectiva en f’ﬂ

*

n
: : n ‘
Si no existe x 4, ¥y en ‘,H‘E( con DE (x,¥) 7, P> 0,

\f(x) = \,o(y) , tomando & que contenga a D, (X,5)> €
se tiene que .

Tl (P () )2 AP > 0

en contra de que \¢(x) = Y (y) -

Veamoslo para las funciones, como \r’ es un isomor-

fismo entre

Mol » Ty

(«eA /7:)’ “A Ma /F

tenemos que para las funciones f* de L , que son O,k-arias,
y las funciones R O,k-arias se cumple la condicién de iso-

morfismo . Sea f una funcién n,k-aria de L ,

='f oo s
y (X15 Xn’al’ ak)

Veamos que :

Dl T (e (et ) Pla))=0

E



~65-

en caso contrario se tendrfa:
| l,Jv_LLLn p T ((‘f(f (xl,-oa Mg of " ((Y(x )y ,--(Y(a ))x )
Y M50 con pel

tomando 4« que contenga la férmula

33,1,.. 3 ak (DE(§ R f(il’”_in’al’"_ak))é 0)
y al menos otra férmula mis §

como (5 esté en 2 y en 5 existen al menos dos férmulas y

n(X)>1 , para cada (> de {3 se tiene que

D™ (e (xpreea))p 12T ((p (500 5o (30 D) &

é)\.O =0 con 14)\4—?-(-(2-(;%—42

en contra de que .
- N m i ,
e 27 (Cp (£ Gy eem D) 58 HUCP D ae(p () ) > 0
Sea R un simbolo de funcién n,k—ario con nf0 ,

como Y ?!/th i——) es la restriccién

. (cj}A ,)/m(/?)[R
. 7 o

de la identidad de R, en iR-!_ y sea M=R

1,0-X ,a:]-,ooa )
entonces \( (R(),L(x ceX _ja_geea )) = M
177?17 %
veamos que°
_ o(eA / . ‘ .
M=R (\{?(xl),.. Y’(ak)) es decir
_1imr '
R LA (CUCHIMPETCRIN
. ) Fal
tomando A de forma que estén las férmulas en «
aalyoo aak (R (El,..in,al,..ak) 7//1, )
ﬂé-lyoo 33.k (R (;Cl,..i_n,ial,.r.ak)z/z\. )

se tiene @
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L

RO e Cp () 3 (7 (3 5en(p(a))s )y Ae po

°

n(p)-1 N 1

1 >-X ? .n(F) 72

R () senelip(a)p ) 6 ATE pe

tomando [ de forma gue en /> estén un nimero suficientemen-

te grande de férmulas tenemos que :
# = . :

m ] ,
= 15 o
M= tim RO (P (), aee (P (a))y )
. F
PROPOSICION 22. Sea /¥l una estructura agradable
que cumple las hipbtesis de la proposicién 18 , qq, 1na esg-—

.tructura completada tal que IOQ,CI ?’ r%l ;tyych ’ [i;YI
sean isomorfos con.lwv denso e IR*
. m ns n L .
Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:
- . . A,
a) Existe una inmersién delyl en alguna ultrapotencia 77L //jy
b)-QQ, es un modelo de/L{ ()

¢) Para cada férmula \f n,0-aria sin cuantificadores de ti-

po 1 F(xl,..xn)Z,G(xl,..xn) de L tal quetyl realiza \f ¥

cada A (1 de f7 y 771 realiza F(xl,..xn)zlA G(xl,..xn)

Demostracién:

.

Se deduce de la proposicién anterior .

DEFINICION 19. Sean ElC_E2 espacios de Banach no

arquimedianos , decimos gue E es una u - extensién de E

2 1

si las estructuras asociadas ’771 ,'71

E verifican que

i}
, 1 2
existe una inmersibn de 7q'E en una ultrapotencia de‘yylE

2 1

- que restrigida a /nyE coincide con la inmersién de la pro-
: 1 . .

posicibn 19
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. PROPOSICION 23. Sea ( E g )Xe-A una coleccién de

»
eéspacios de Banach no arquimedianos sobre un mismo cuerpo K,
si existe un [> perteneciente a A tal que para las estructu~

Je F

ras asociadas se tiene que 3

{ LeA tal que WHIRL( es idéntico am’h
yIm

un espacio de Banach no arquimediano inyectivo .

IR!P

.

%
;. es discreto en R entonces // es
R B MA Bu [P

Demostracién:

. X
Basta probar que // es discreto en R
(OKE:A ? _ | +

Por definicién de las funciones R en el ultraproduc-

to ,
1 n 1 k 1 ’ 1 k

R/rL (X ,..X ,a. ,..a, ) = 1].3m Rmd\ (X‘* ,.,.XI:( ,ax ,ooao() -

sea B ={°\(:A tal que m’)’\,‘R]o( es idéntico a }/}’nml/s} Be }\'

éntonces ETIQZB es un ultrafiltro en B y su imagen es base

de ultrafiltro en,qﬁlﬁﬁp}Por la. proposicién 6 (3) I p. 47:

todo punto adherente a la base del ultrafiliro imagen perte-

nece a la clausura ;delW?l

Blﬁ s que por ser discreto coinci-

de con]/}/)’],ml/3 . Como todo ultrafiltro tiene 1limite y &ste

L]

es dnico se tiene que

: 1k
1lim R o (x ,..Xn,al,..a ) lim Rmx (Xl,ooxn,a geed )
. Fns
y por tanto Lza(hié/gf)m’ es discreto en.mf y ¥ segin
(13) proposicién 6 , p. 37 1L Eq//}y es esféricamente
«€A

completo y por el teorema de Ingleton es inyectivo .
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. COROLARIO 1. Sea E un espacio de Banach no arquime-
diano localmente compacto, entonces para cada ultrafiltro

A
B v//}f es inyectivo .

Demostracidnsg

Por e1 corolario 3.17 (16) , E es de dimensién fi-
- nita y K=xes locélmente compacto, por el teorema T capitulo 1
(13) 1la valoracién de K es discreta , y al ser E de dimensién
finita y la valoracién de K discreta se tiene que para la es-
tructura asociada ™ ,,77lml es discreto en B:& y el resul-

tado se deduce de la proposiciédn .

COROLARIO 2. Toda u - extensién de un espacio de

Banach no arguimediano localmente compacto es inyectiva .

Demostracién:
Se deduce de la definicién de u - extensién y del

. E2

( m:; /}”')IR ¢ I(M‘El)ml

' \(’mE2 e | —s ‘}'< My, = |

~es la restriccidn de un isomorfismo entre grupos ordenados ,

corolario 1 ya que como existe una inmersién de n en

una ultrapotencia de quQE Yy
H 5

gue podemos suponer es la identidad de B:: en B:’ entonces
A P, '

I« mEz el < ’(MEI /f}')mlcl( mEl a |

y '(/}’RE

es discreto en IRL* .

Ol



CAPITULO II

APLICACION A LOS ESPACIOS DE BANACH SOBRE CUERPOS NO
ARQUIMEDIANOS CON | = r&f

A 1o largo de este capitulo , K seri un cuerpo valo-

rado no arquimediano con F= IRf .

Taléé cuerpos existen s Por ejemplo el cuerpo t{ﬂ
ide Levi-Civita cuyos elementos son las series;de potencias
generalizadas con coeficientes reales y exponentes reales
siendo la sucesidn de los exponentes estrictamente creciente
Y no acotada superiormente con la valoracidn:

N,(0) =0, NC(E)\k tO(k)=e_°(o : .

Si o(0 es el menor °(k para el que )\k £0 , en (12) p. 31

se prueba que % es un cuerpo no argquimediano completo .
Tambien en (12) se prueba que QIR , cuerpo obteni-

do de ath (reales no estandar) como clases de equivalencia de

MO= I(te*lR; lt[((’— paraalgﬁn'»n<wv}

A
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respecto de Mi = {t e™R 5 |t €n para todo n< tu }

. . o pe i Lo X .
siendo @ un infinitesimal de '/R , es un cuerpo no arquime-

. *
diano con F=[R_L .

En (16) en el ejercicio 2,G se prueba que el cuerpo
de Levi~Civita no es esféricamente completo y en el ejercicio
1,J se prueba que se puede construir para cada cuerpo arbitra-
. rio , cdﬁsideraﬁdo'la coleccién de subconjﬁntos bien ordena~—
dos de R , un cuerpo no arquimediano con grupo de valores
"r]= Rf ¥ con el cuerpo residual isomorfo a un cuerpo ar—

bitrario , que por el ejercicio 2,G es esféricamente completo.

Este cuerpo no coincide con el de Levi-Civita , ya
_que aunque segfin (3) IV p. 47 §2 pb. 1 , todo subconjunto
bien ordenado de R es numerable , una sucesién decreciente
y acotada de reales es un cqnjun%o bien ordenado,ahadiendole

su 1fmite , que no se congidera para la construccién de 2(;.

Este capftulo estid dedicado a extender algunos re—
sultados del anterior a espacios de Banach arquimedianos so-

j . . . *
bre cuerpos no arquimedianos con [ﬂ= BL .

Seguiremos el orden del capfitulo 1 .
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* Sea Ll el lenguage obtenldo de L identificando los

predlcados unitarios P_ y P4 ( 6 equlvalentemente afladien—

3

do a los axiomas de la teorfa el siguiente:

¥z (py ()2, (2)),

afiadiendo a L un nuevo simbolo de, constante en P_ , e , y un.

3

nuevo simbolo de funcién unitaria log , definida en P3 y con

valores en P_ .

3

Utilizaremos la misma nomenclatura :

Xy ay X para indicar variables gque recorren Pl ’ P2 6P

3

f n,k—aria para las funciones que tiepennargumentos de tipo
"1l 4 k argumentos de»tipo 2 y toman valores de’tipo 1

f’ n,k-aria para las funciones que tienen n argumentos de
tipo 1 4 k argumentos de tipo 2 & toman valores de tipo 23
R n,k—~aria para las funcidnes que tieneén n argumgntos de -

tipo 1 4 k argumentos de tipo 2 y toman valores de tipo 3 «

Anflogamente usaremos la misma definicién de térmi-

no propio , término de tipo 1 6 2 y de expresibn atbmica.

En las estructuras que Vamos a utilizar para Ll

serin axiomas , ademésfde los dados para L. el siguiente:

FAC A )1 —— Py ( log A )

L]

Definimos las expresiones de Ll de forma que :
0,1, ey las expresiones atbmicag son expresiones ,
si P, G son expresiones , max (F,G) , A . F son expresiones,
si F es una expresién y F) 1 , log F és una expresién .

Toda expresién puede consitruirse aplicando un nimero finito
de veces las reglas anteriores .
De igual modo que para L , definimos, 1as férmulas

propias de Ll.
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Estructuras real valoradas para_gl

An&logamente a las estructuras real valoradas pa—

ra L ,’7qQI estars descompuesto en tres conjuntos disjuntos

ImEl ,.”}/)’LCI ’IMIR, con ,MB! =IR:U{OJ =IR_!_

A La interpretacidn en 1771 de los simbolos comunes
Aa Ly Ll coincide con la.. de 163 modelos real valorados pa-
ra L ¥ la imagen de toda R de Ll’es R¥:. ;

La interpretacibén de 1la nueva funcién lég seré un
logaritmo en R sobre una base > 1 y la interpretacién de 1la
nueva constante e serfd un n@mero real con loge =1, e)1l
l(observar gue e no tiene por gque ser el ndmero e= 2'71;.
usual) . | |

La definicién de satisfaccién de una f6rmula en

una estructura , férmulas equivalentes , diagrama universal

etc. son iguales para L y Ll .

DEFINICION 1. Diremos que ?71 una eétructura para
Ll’ es una estructura adecuada si cumple la definicién 1,1

con 17713]\\\{0} un grupo conmutativo linealmente ordenado ,

argquimediano con orden denso y tal que todo conjunto acota—~

do inferiormente admita cota inferior minima .

Como !7013]\\\{0} es un grupo linealmente ordenado
arquimediano gue es isomorfo con su orden a un subgrupo de

R , por ser el orden denso y completo , YYYljl\\~{o} seré
isomorfo con su orden a R.

. * .
Como R es isomorfo con su .orden a BL s la inter-

pretacién de log seré una funcién definida en r7713!\\{0}

N ) % 1 tal que la imagen de la funcién por la composicién

. . ‘ * . .
de isomorfismos en BL sea una funcibn logaritmo usual con



base > 1 , la interpretacibén de e serd un elemento de Im3!\{0}

tal que log e =1 .

Adem8s se tendri que a cada simbolo de funcién R

nyk—-ario de L le corresponde una aplicacidén de:

’f)/nElnX I/)/nc’k sobre ’7’713] . Utivlizaremc‘)s en lo qué

sigue F como ginbnimo de ’7}13!\{0} .

DEFINICION 2. Como L‘l no difi’ére de L en los simbo-
los de constantes ¢ 4 ¢’ y de funciones £ , %, R 3 =i @ es
un conjunto de férmulas cerradas universales de Ll diremos
que @ es acotado si se cumplen las condiciones 1 a5 de la

definicién 2,1 .

PROPOSICION 1. Sea @ un”conjunto de férmulas ce-
rradas de Ll s si § tiene un modelo real valorado , enton—

ces @ tiene un modelo adecuado .

Demostracidén:

Se deduce de 1a definicién 1 .

PROPOSICION 2. Sea Bf un conjunto acotado de fér-
mulas cerradas universales de Ll s Si § tiene un modelo

adecuado , entonces _@D tiene un modelo real valorado .

Demostracibn:
Sea ’)’l el modelo adecuado , )/nEl ’I/nC»I ,I/}/I»Bl

los tres tipos j segfin hemos visto en la definicién 1 ,

l’)’l3l \{0} es isomorfo con su orden a R , sea Y el iso-

morfismo de R en [Rf dado por una funcién exponencial con
base > 1 , por la imagen de O'(fnfimo de lr)ﬁLB‘ ) , tomamos

*
0 (fnfimo de JR_!_ ) s \f es un isomorfismo enitre grupos or-

N



dena@ds Yy ?dmo {qqiml ﬁomamos.ﬁ+ imggen por y’ de r713]

(obsefvar gque en alguros modelos adécuados s si consideramos
la estructura aditiva de R , la constante O juega el papel

de — @, esto no debe inducir-c&nfusién ya que por la defini-
cibén de la constante O seri el Infimo de todos los elementos
del grupo) . . , : .

La definiéibn de 1771E| y de quqbl asf comg de las funciones

f, £’y Ry de las constantes ¢ 4 ¢c” coincide con la dada en

la demostracién de la proposicidn 2,1.

A la demostracién de que las expresiones estfn bien
definidas es preciso afiadir: |
m nn

si R ~ es log 9 ‘tomando

)\‘= inf { Y(o() : N satisface -log,n F/n(xl,;.ak)g 0(._}

es inmediato por la definicién de logaritmo en los modelos

7nF,77L .

adecuados que qul es log

'COROLARIO . Sea § un conjunto acotado de férmulas
cerradas universales de Ll', si todo subconjunto finito de j§
tiene un modelo adecuado., entonces § tiene un modelo ade—

cuado .

Demostracidn:

(]

Sea @’ un conjunto de sentencias cuyos modelos son
grupos conmutativos ordenados 1inea1@ente, taleé Que todo con-
junto acotado inferiormente tiene cota inferior mfnima que
contiene un subgrupo con orden denso no acotado (1) p. 93

ejemplos 3.6,3.7,3.8 .

Por el teorema de compacidad clésico , se deduce
que }5 U§' tiene un modelo , luego @ tiene un modelo que

serd adecuado por ser modelo de § ‘. .



Como en este capftulo usamos F como sinénimo de

['V}’l3l\llo];, diremos qgue para dos estructuras /)%, /}/L

adecuadas para Ll,m es una subestructura de n si verifican .

la definicidén 3,1 .

DEFINICION 3. Decimos gue dos estructuras m, "
‘adecuadas para Ll son isomorfas si se satisfacen las condi-

ciones de la definicién 4,1 .
Y : }WIR l -_> l%B‘

es un isomorfismo entre grupos ordenados , tal que la inter-
‘pretacién de la funcidn logaritmo enlln l sea la imageﬁ por

B .
\f de la interpretacién de la funcién logaritmo enl,yn‘RJ .

Se tiene que la relacién de ser isomorfos es una

relacién de equivalencia entre los modelos adecuados de L1 .

Diremos que para dos estructuras m', M adecuadas

para L. existe una inmersién de m en /}/l si y sélo si /}/n-

1

es isomorfa a una subestructura de n .

BEs trivial que si )V es una férmula cerrada uni-

versal de Li y ,}/n es una estructura adecuada gque es modelo

de \/ s toda subestructura de ’)’71 es tambien modelo de \/ .

PROPOSICICN 3. Si m yn son dos estructuras para
71 es mode-—

L.y \/’ es una férmula cerrada universal de Ll ’

1 .
lo de ‘f si y s8lo si YN es modelo de ‘f .

Demostracidn:

Se deduce de la proposicién 5,1 y de la definicién
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de estructuras isomorfas para Ll por ser la interpretacién

de log en n la imagen por Y’ de la interpretacién de log

en m».

La definicién de sucesién s sucesién de Cauchy y

‘sucesibn de Cauchy convergente es la misma para L y para L1 .

Como en la definicién de estructura regular y estruc—
tura separada de L s&lo interyienen las funciones f , £, R
gue son comunes a L y L1 s diremos queb una estructura adecua~
da /}/n, para Ll es regular (separada) si y sblo si la estruc-

tura adecuada 1YL es regular (separada) para L .

Si )\ ,/vt € F utilizaremos —-1\—- como abreviatura

-1 -1 .
de )\ . M s con M = indicando el inverso de /‘&en el gru-
po [ , utilizaremos tambien (A ,/u,) para indicar los elemen-—

tos & de [ con (A ¢ ‘9'5/‘/0)/\(9'74>‘)/\(9'f4/‘9 .

La teorfa que queremos desarrollar para Ll eg distin-

ta de la teorfa para L y es preciso dar la siguiente definicidn.

DEFINICION 4. Sea @ un conjunto acotado de férmu—~
las cerradas universales de Ll , decimos que § es agrada—
ble si las férmulas 1,2,3,4,5,6,9,10 de la definicién 10,1

son deducibles de _@ en toda estructura adecuada para L. ¥y

1
ademis :

Te—~ Existe un >\_L en rl tal que la férmula \Iﬂ M
)VLXl sz V‘yl v-yz

y2)$ )\_‘_ . max(DE(Xl"9Yi),DE(X2’y2)))

(Dy(x) 45 x5 3; 4y L
E
Oy



8.—- Existe un )_\.E en | tal que la férmula \f :
Vr, Y, Yo Vo,

a‘)s A.‘ . max(N (x )D (al,a ),N (a2).

(Dg(x) g 817%2 g %2 E

Dy(xsx)))  § by

11.- Para cada simbolo de funcién R O,k-ario de L1 la férmu-

la \f :
V'ai,..v-ak 'V‘bl,..ka

(R(apyevn )< max(R(bl,..bk,max (Dy(a,50.)))) §‘ij Y
i=l..k

12.~ Para cada simbolo de funcién R n,0-ario de Ll existe un

>\R en ' a1 que para cada M de I con /""e(l,e) la fér-

mula \f
Fape ¥u, Vot
A Smpx gD (x 57;)) R(#l,--yn)

]_og/V\/ ? log ("'/%,',')

)

‘(R(xl,..xn)\( max (
f—
D=y

PROPOSICION 4. Sea é un conjunto agradable de
férmulas de Ll g 51 ’VVL es un modelo adecuado de @ enton-

ces m es regular .

Demostracidn:

Para las funcioneg -!-C y o se deduce direcfamente
de 9) y 10) .

Para -!-E Y ep S€ deduce de 7) y 9) &de ser A .0 =0

para todo )\ ‘de P .
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Para N, y D, se deduce de 11) al ser ), una relacién

C
de orden y max(A , 0) = A pa.fa cada A de [ .

Veamoslo para N,y D

g+ St DE(xi,yi)é 0 entonces

max DE(xi,yi)$O y de Ao O = 0 se deduce que

Ay« max (D(x,,5,))4 0

y por 12 se tiene que :

R(yysee |
R(xl,..xn) < .._.(_le__:‘énl , Para cada Mde (1l,e) ,
log ( -2=)

/A;

por la definicibén de logaritmo , al ser la base > 1 , esto

équivale a que para cada O de I 9’) 1

*® L . L 2
R(x, xn)\? R(yyse-7,)

por ser la férmula simétrica en xi,..xn Yy2eeY, se tiene que

‘R(Xl,..Xn) _—'R(yl,-oyn) .

PROPOSICION 5. Sea @ un conjunto agradable de fér—

mulas cerradas universales de L, .y WL un modelo adecuado

17
de 3‘: entonces existe un modelo separado 7’l tal que /n, es

igomorfo a un submodelo de m .

Demostracifbns

Es anfloga a.la de la proposicién 7,1 a excepcidn
de la transitiva para ~a e Por el apartado 12 de la defi-

nicidn 4 se tiene que

¥x Yy VZ vt

(Dgn (x52)¢ max ( D

. max(DgrL (x,vy)‘,DjEn_’L (’z,t)) D;n(&at) '

)

log s ‘ log (—;C)

. | Ap -+ max(DI (x,5),07M (3,2
haciendo y=t se tiene D;nl (X’Z% D E 7T 72))

log M
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ya que 'D’rEn(y,y) = 0 por 2 de la definicién de agradable y
por ser )\. 0 =0 para cada >\ de F s se sigue que

m ‘
DE(x,z)\< 0 ¥ la propiedad transitiva .

Diremos que m s una estructura adecuada para Ll s
es una estructura completada si ’)’}’L como estructura para L

cumple la definicién 11,1 .

PROPOSICION 6. Sea § un conjunto agradable de fér—
mulas cerradas universales de L1 que tiene un modelo adecua-
do /VR y existe un modelo completado % finico excepto iso—
morfismos entre modelos que cumple las cuatro condiciones de

la proposiéién 8,1 .

Demostracibns

Sea m el modelo adecuado dado y podemos suponer

* .
que |m3| =R, con M- R4 con la intepretacién de . el

producto en los reales j > la relacién de orden usual en [R;
max el supremo para > 3 log un logaritmo regpecto de una ba~-

se e en R con é)l y definido en )\>/ 1.

Definimos l’ho I ( /no ])
E c

el conjunto de sucesio-
nes de Cauchy de elementos de ]mE) ( lmC, ) , indicamos

por x ( a* ) los elementos de lln,o | ( ,’no | ) y para cada
. . E C
xl ( al ) la sucesién de Cauchy que la define la define la

i i
b .
escri 1@os <x Y ( Ca >)
Si f es una funcidn n,k-aria de Ll definimos
13 m '
flno (x ,..ak) la sucesibén ¢ f (xl,..ak) y ¥ anélo-
n° n’

gamente para cada £ 6§ R de Ll .

b
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"=IR .Porserxl,aa

Veamos - que (/)’lo l =)’}’)’L .

3
> *
sucesiones de Cauchy se sigue que existe >\ en IRJ_ con
05}:1115}\ ,Oéai Q.)\ para cada n{ W y como § es
agradable,y por tanto acotado , existe un /w IR': con
m,1 x '
04{R .o <
N (Xny an)\/“’
m ., 1 k
Si A, (> son dos puntos de acumulacibén de ( R (xn,..an) >
con &4 [* » por ser el orden denso existe bf con AL ¥/ [b
Descomponiendo las sucesiones ¢ x; N oy < ai > en
J

dos subsucesiones que serén de Cauchy <§; > s < 5n>

1)

—i -] .
<yn> ,(bn) con @

; k
<le(xi,..ai)>——7 A 4 R Syi,..b.n)>—_> A3

Si Ph—) 0 en |' afiadiendo a Ll las constantes

=1 _m _ LI -1 k1 =k
X ,'IX ,y ,..y ; al,..al ,b ’..b

.y a@ las férmulas , para j = lyeek 5 i = lyeem
Nc(a‘j)é R DR

NE(ii)S A NE('ii)é A

Dc(aj’gj)é fn DEG‘iE’i)é n

por el teorema de compacidad tiene un modelo adecuado y por

ser § agradable el modelo es regular en contra de que

m

R (xi,..ai)< ¥ (Rm

1 k
."b
‘(Yn’ n)
para n suficientemente grande , por tanto
1k . :
(R (Xn’”an)) al estar acotada, es una sucesién conver—

gente y como 7[0,/;,&] es cerrado en R , su lfmite esté en lR_L



-8l

L]
y considerando sucesiones constantes,es decir para cada n { w

it
X =X ,a =a para alglin k { w tenemos que

o es una estructura adecuada .

‘/Ylo.l =l7713l por tanto 71
3

El résto de la.demostracién es andlogo a la de la
proposicién 8,1 a excepcidn de que ¢
Si F es una expresién m,k-aria de El F = log R, con

,71. ol oM o1 X
R 7 (X geaXk 93 ge0a )y 1

5 .
de la continuidad del logaritmo , de ser §' acotado, X ,ai
sucesiones de Cauchy y por tanto acotadas, se sigue que

. . m ky .
F% (Xl,ooak) = 1im 10g R (Xi,o-an) [ 4
n -3

PROPOSICION T. Exisfe un conjunto agradable de fér-
‘mulas cerradas universales de L1 cuyosrmodelos real valoradbs
son mbédulos topoldgicos sobre un anillo conmutativo con ele-~
mento unidad semivalorado no arquimediano y log modelos com—
pletados obtenidos a partir de un modelo separado son médulos
sepérados completos sobre.un anillo Integro semivalorado se—

parado no arquimediano y completo .

Demostracién:

Sea ?1 el conjunto de f8rmulas obtenido ‘de ? dado
en la demostracién de la proposicién 9,1 .. Sustituyendo la
férmula
¥ L
¥ ¥y (x4 9) ¢ max (0(x),0(3)))

por el conjunto de férmulas
N (x)  N(y)

))

¥x ¥y (x4, 5)¢ max( ’
, ‘E BT  log X 1og(—§—)
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" para cada A con A ¢(1,e) 4, y la férmula
Yz ¥y Y2 ¥

( Dy(xey) & max(D(x,2),D (75 ) D (2,7))

por las férmulas

Vx¥y ¥s ¥v
2umax(D_(x,2) 0 (75v))  Dy(av)
(0 (x,7) ¢ max(’ - - = .- ))

log. A - log (—-;——)

para cada )\ con >\ € (1,e)

Igual que para L diremos que m s una estructura

real valorada para Ll , €s ¢ — real valorada si es modelo de

Vado ()¢ 0)v (0 (a o b,1)E0) o

PROPOSICION"8. Sea Ql el conjunto agradable de fér-
mulas cerradas universales de Ll dado por la proposicidén T ,
si @ tiene un modelo real valorado 77’& , entonces @1 tiene

“un modelo ¢ - real valorado separado .

Demostracibn:

De la misma forma que en la proposicién 10,1 defi-

nimos l’)’to - l/no I s ¥ la interpretacién en 720 de las
c E , :
diversas funciones f 4, £, R de Ll a partir de un modelo

real valorado separado 7’)’{ y de igual modo se tiene que /),LO

es una estructura real valorada , cerrada para la definicién

de las funciones f , £f*, R de Ll .

Veamos que /}/I’O egs un modelo de .

A N (x) N (y)
Vx ¥y (x4, 3¢ max( == £

2 )
log A log(-)‘—-)

'paracada)\ de (1, e)



-83~

- Supongamos que no es cierta en /)20 s entonces 3 (x,a) s

3 (y,1) 'y un /\ de (l,e) con

Wo N
‘ (x5a) N_ 9(y,b)
NE,)ZO ((Xya)A 'l'E (y’b))> max( E ? = ' e )
log A log (-=—
A
entonces

<<<x. Dy ra)e ) >

( (X$a) NEno (be) )
log A ’ log ( Tf—)

y por tanto

m m

m _

(S I CONCIN N P SINCINY BN

. T @ fu ™ @) @ fn @) |
log /\ log ( )r')

por ser r' grupo ordenado linealmente se tiene qu.e

W () ()N () 0 (2)
a))> max( ’ )

log A log (fi—)

m m m m
N, (= - b) o (y -

como de ?F 1 se sigue que
VX Va (NE(X - a)=NE(X).NC(a)

1lamando a x.’gn’b, Z 9 ¥y ay . a ¢ W, tenemos

.

m ™m NI?(Z) %

NE (z -!-E W)> max( ) S )
log A log (jx—)

en contra de ser m un modelo de f .

Anélogamente se prueba que 7/2» es modelo de

Y ¥y ¥ Vo

.max(Dm(x,zh),D (y,v) D (z,v)
(Dp(xyy) ¢ max = e, 2 )

log A , log ("f")
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‘Y para las restantes férmulas de i?l y el resto de la demos—

tracién es similar al de la proposicién 10,1 .

De igual forma que para L 4 se prueba que los modelos
completados obtenidos a partir de modelos c—~real valorado pa—

ra Ll son c—real valorados .

PROPOSICION 9. Existe un conjunto agradable de fér-
mulas cerradas universales de Ll cuyos modelos completados
c—-real valorados son espacios de Banach sobre un cuerpo valo-

rado no arquimediano completo con P: lRf .

‘Demostracidn:

Se_a ?1 el conjunto de férmulas dado en la proposi-
cibn 7 .
Veamos que de las férmulas : b

() N(y)

Yx ¥y 0 (x 2+ )¢ max ( ,
BOETS log A log (7§—)

para cada A de (1,e) , se deduce la desigualdad triangular.

Como la interpretacién de log es un logaritmo usual con base

% 1 definido en (1,00) , log (jf—) es 1—1ogx y basta pro-

bar que
(x) + N(y) ool 2 220
N.(x) + N = inf m ’
T e
()
tomando m = se tiene el 3 por ser NE(X)z,O

ROEENE

para cada x ; si

W, (x) | 1 NE(x5 + W (y)
M7 NE(X) L ?Egyj e < NE(X)
NE X '

entonces ———m——m < NE(X) L NE(y) vy se sigue la igualdad .
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DEFINICION 5. Sea 7’}1 una estructura real valorada
para Ll ’ de%cimos‘ que /)/n es /\ - casi arguimediana si exis-

te un A € (1,2] en lRf tal que M es modelo de

Ixdy (x4 v yAomax ()W)

De la definicibn se deduce directamente gue toda
_superestructura para Ll real valorada de una)rcasi arquime-
diana es/\—cas1 arquimediana y que todo )\ - casi arquimediano

es Mm - casi arquimediano para /M 4)\

Ultraproducto de espacios de Banach sobre cuerpos

valorados no arquimedianos con - lRf

Si \é es un conjunto de estructuras c~real valora-
tias,, separadas para Ll , indicaremos poru ( L[3) al conjun—
to de férmulas cerradas universales de L1 gue valen en todas
las estructuras de \"g. Decimos que kg es acotado (agradable)
si u ( G ) es acotado (agradable) .

DEFINICION 6. Sea A un conjunto infinito , (’}’NM)MA

un conjunto acotado de estructuras real valoradas para Ll tal

que en U (?7?0() estin las férmulas

: A
Vx 0 (5005 0.0) ¥ x (0 (m0)em (=)
}/ un ultrafiltro en A s diremos que (m"()deA es TTT/— apro-—

piado si existe un /5(; A tal que

{v(éA tal que las subestructuras l’}’h !d ’ (R ;)/n’lcl(s s ij

son isomorfas con el automorfismo en kRJ_ 1a identidadj € ?/

A
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De la definicién se sigue que si para A,y /> de A

las subestrufzfuraslmc lo( s ij ;] ’mcl/; ’ IRf son isomorfas

con el automorfismo-en lef la identidad , entonces (m"()o(e A

es ?/— apropiado para cada ultrafiltro ?/de A .

Si (mo( )0(é A es un conjunto de estmcturas?- apro—
piadas , definimos el casiultraproducto 7’L de igual forma que
en el capitulo 1 , e igualmente se tiene que n es cerrado

para la interpretacién de las funciones f£ , £ de L, -

Veamos a continuacién que el casiultraproducto es
real valorado . Si definimos la interpretacién de las funcio-
nes R de L1 como en el capfiulo 1 , se tiene igualmente que

existe y es dnico el

oM, 1 n 1 K
1lim R “(xo(,..xd ,ad,..ao() ’

| * o %
por ser Fmo( = IR_!_ para cada o ¢ A s es trivial que Blc IR+,
como exis‘be' un BeF con Yﬁﬂ(ad‘) =ag par.a cada ¢ de B,

E i
8i R es O,k—aria y tomamos para i = l,..k a y tal que para

cada  de B ‘ﬂ(/}.( alo() = _a,l/> ya que las subestrucuras Imc{o(

,/WLC,/s isomorfas se tiene que

m

o, 1 k
R ‘*(ao(,_.,.

2«
para cada A de B y por tanto

. m 1 k om 1 k
lim R "((a,o(,..ao()=R ﬂ’(a/},..aﬂ)

F

y se deduce que F’h = zR: .

Sea R un simbolo de funcibén n,0-ario de Ll s Veamos
que la imagen de R,n“ es ,R-l- e Si R es NE y X elR_L como to—
’md

das las estructuras mo( son real valoradas , la imagen de NE

‘ m ™y _ )
es IR-L para todo « Qe A, sea x, en, E["( tal que NE (xo( )= )ﬂ

A



es trivial que .'(xo( ) estd en el casiultraproducto y que

. dé A
n om, .
. = . o - .
NE (.-(x,x %(é-A ) léer NE, (xo() . A
Si R es DE 2,0-aria escogiendo X4 de la misma forma se tie-—
ne que ¢
n m, .My m A
D o = °< =
E ((xo( )0(6 AT (OE' )o(e A ) 1_,;1“ DE (x:o( ’OE )

. N

¥y por ta,n?:o el casiultraproducto /n es una estructura real

Vqlorada .

La interpretacién de log en 7’l sers el mismo logarit—
mo con base » 1 que la interpretacién de log en m/} para €

cual se tiene lg definicién de T - apropiadei .

Si F(xl,..xna ,..ak) es una expresién n,k-aria de

1

Ll s Veamos que @

»

-

n 1 k m,, 1 - n 1 k -
(X geeX 43 geed = lim F O((Xok,ooxo‘,ao(’ooad

Si F es G.H 6 max (GyH) la demostracién es anfloga a la del

capitulo 1 . ‘

1 k

m 1 :
Supongamos pues que F es log G , sea G % (x ,..xn 93 geed ‘)}>/1

para cda & de A 4, ¥

an (Xl,...-ak) = l}m Gm"((xi ,.-'.ali() =\ > 1

M=log A ¢ R

L ? para ver que I es

. m, , 1 k ‘
lim ( log ¢ < (xy sesay) Dasta probar que

my 1 k
/&=1im( 10gG d(:X:o(,ocao())
sea pues (’1 s , enlR con CLeme P, s entonces por

ser un logaritmo con base ) 1 si denotamos con eéxp la funcién
inversa de este logaritmo se tendri que exp (91 s ©XD fz eg—

: * e e g
t4n en fR4_ y exp (’i( /\ { exp (32 , de la deflnlélén de /\ se
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¢

tiene que existe B € F tal que para cada A de B :

LMy X '
exp (’1< ¢} c((xo( ,..a,o()Lexpfz

y por mantener el logaritmo el orden

m- 1 X )
f’l<logG A (x" yeea )< Fz

para cada o de B 4 ¥ por tanto

L]

»

- .
lim log G “(x%x,..ali() = 1ogA .

Anflogamente a la demostracién de la proposicién
14,1 se prueba que para cada elemento B de ? el casiultra-

producto es un modelo de ,Lf(( /)710( )P(G B ) .

En particular si (md) es un conjunto agradable y n

AeA

es un casiultraproducto de elementos de (7)10( )o&é A el conjun—

to de férmulas cerradas universales de Ll gue valen ennes

agradable .

d&h
?‘ - apropiado,de egtructuras para Ll s llamaremos ultrapro-

ducto de (7’)10()

DEFINICION 7. Sea (N <) un conjunto agradable

WE L respecto al ultrafiltro’ ? v lo indica-

remos por f} md ;Z’ ‘a la estructura completada obtenida
. d e j

de la proposicidn 6 del casiultraproducto para ?'.

Ya que por la proposicidn 6 una férmula cerrada
universal de Ll vale en una estructqi‘a adecuada que sea mode-
lo de un conjunto agradable de férmulas si y sélo si vale en

su estructura completada , se tiene que para cada elemento B

de ?V n mo(/}" es un modelo de 7/1((7’7&0() ) 3

de A o €B
por tanto si existe un B en T tal que en ’DL ((md)

)

XEB

estd la férmula Y :lfo“y (NE(X -!-E y) & maX(NE(X),NE(.V)))

r( mo{/? es un modelo de Y s ¥ si m_es‘ modelo de Y

A€ A
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: m/}” es modelo de Y , ¥ de forma andloga a la demostracién

de la proposicién 16,1 se prueba que 'para céda ultraproducto

L m. (o([ZAm‘x/?)c/ | » R, es

| o(eA /? la subestructura
isomorfa al completado de la subestructura}/)’)’lc ’/‘5 , ,R.L

Del mismo modo se sigue que el ultraprod.uéto LA K/;l"
es ¢ - real valorado y que s17’v es un ultrafiltro principal
en A ex1ste algﬁn /2 en A tal que el ultraproduoto es isomor-—

fo al completado de m/s.

Si todas las estructuras (?nd) coinciden , al

lt'm
deAh

lo indicaremos por /) /? .

AEA

ultraproducto 0(/?' le llamaremos ultrapotencia y

PROPOSTCION 10. Sea /7l una estructura para L

. 1
¢ - real valorada separada que es modelo de
Vx o (0(x,0,) ¢ Wy(x)
¥x (0,(x,0)5 1, ()
entonces para cada A (/}7/[ ) ,vcon m = m para ca~

da & de A , es ?J - aproplada para cada ultrafiltro ? de A.

Demostracibn:

Se sigue de la definicibén 5 .

Si m es una estructura para L que cumple las hi-
pétesis de la nrop031016n 10 se sigue d.e igual forma que en

el oapitulo 1 que existe una inmersidén m en m /;.,

Ademis se sigue de la definicién de estructuralcasi
arguimediang , que si m es >\ —~ casl arquimediana entonces

A
/m /? es )\ - casi arquimed.iana para oada? s ¥ que si
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¢  para alfun ?’ ’ m /_?' es modelo de :
Vx Yy (n(x 4 3) & max (0 (),0,(9))
entonces m. es modelo de :

Vx Yy (n(x 45 9)¢ max (000, 0(5))) -

PROPOSICION 1l. Sea (’}’YZD()MA,un conjunto agradable

E¥J - apropiado de estructuras para 1‘; sl existe un B & :7v
tal que en ?/L ((m"()o(eB ) estén las férmulas de la demostra-

cibn de la proposicién 7 , entonces el ultraproductodééx772%//?T'

es un espacio de Banach sobre un cuerpo valorado ne arquime—

diano completo con [ﬂ =er .

Demostracién:

Se obtiene de la proposicidén 7 y de servel ultrapro—

ducto modelo de U ((701d) ) para cada B de i?f .

A€ B

8t (M) e a
do de estructuras para L. , indicamos por E, el conjunto

es un conjunto agradablejzd— apropia-

de elementos de 771 de tipo 1 y por 17 E«//EF‘ el conjunto
4 | ac A
de elementos de i 771d jr' de tipo 1 , si el ultraproducto
<A :

. . A
es una ultrapotencia lo indicaremos por E //jr' .

Dado un espacio de Banach E sobre un cuerpo valora—

*

L ! diremos que

do no afquimediano completo K con [’% =R

la estructura para Ll 771, es la estrucutra asociada a B ., X

de forma que_lq7TE‘ =B ,1771

C‘ =X ,}77%R} = B; y la in-

tepretacibn de :

B
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+E suma en .E - y +C suma en K

'E' éfoduc;o de elementos de ﬁ por elementos de K

¢ producto en K

NE norma em E s 'DE distancia inducida por NE

N, valoracién en X , D, distancia inducida en K por N

C C .

0_ neutrd para la suma en E
0. neutro para la suma en K
1. neutro para el producto en K

~1C inverso para la suma de lC en K

la interpretacién de . el producto en R 3 de > relacidn de
orden en R § de max éupremo para la relacién de orden en R 3
de log un logaritmo usual en R con base > 13 de Oyl el

0 y 1 real ; de e la base del logaritmo .

Por la definicibén se tiene gque 771 es una estructu—

ra para L' ¢ — real valorada , completada y es modelo de las

1
férmulas de la ‘proposicién 7 , reciprocamente , si‘771 es una
estructura para L1 ¢ — real valorada , completada modelo de
las férmulas de la propésicién T* 1lamaremos a r771E[ espacio

de Banach sobre el cuefpo no arquimediano completo}l7qicl

asociado a 7771 .

»

Si ademés 7q1_ es casli arquimediano llamgremos a

r7qTE] espacio de Banach casi arquimediano .

De la proposicién T se deduce que para cada cole—

ccibn (Ed )KG:A de espacios de Banach sobre un mismo cuerpo
valorado no arquimediano completo K con F‘ = B*T ’ I Edy/jy
‘ K 4+ TaeA

( conjunto de elementos de tipo 1 de cada uliraproducto de

las estrucutras asociadas 7qlx a cada E4 ) es un espacio

de Banach sobre K'.
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En parficular si E es un espacio de Banach sobre X,
: R | .
par% cada.;? de A E //?v es un espacio de Banach sobre XK.
/

Por tanto se tiene que para cada ?i B ﬁ/}? es no arquimedia~

no si y sélo si E es no arquimediano .

Igual que para L , diremos qﬁe 771 una estructura

real valorada para L_ realiza Y’ una férmula '« de L

1 1

F(xl, . -Xn, al’ o 0ak).>/ G’(Xl, . .Xn, a.l; .‘.a‘k)

»

=
si 77L es modelo de

3 ..3 ..— * [N N ]
33:1? xnaal, jak \(F(xl,..xn,al, .ak)>/G(x1, ak))

PROPOSICION 12. Sea G un conjunto agradable de
" estructuras para Ll,separadas ¢ - real valoradas N 71- una

estructura para L. ¢ — real valorada completada tal que para

cada 771«;de Yg las subestructuras :"7101 ,’R:- ;[7010)d ,!Rf

-

son isomorfas con el automorfismo delR:" en.B: la identidad .

Entonces son eguivalentes las siguientes condiciones 3

a) 7?- es isomorfo a una subestructura de algin ultraproduc—

to de elementés de &g . ‘
b) n es modelo de Q/Q( %) ..

¢) Para cada férmula Y n,0-aria sin cuantificadores en el

tipo 1 de L F(xl,..xn)z,G(xl,..xn) tal quevlyl realiza

1 |
¥ ¥ cada A1 de RS , existe algfin M a6 6 tal que ML

realiza F(Xl’ooxn)>/ )\-G’(Xl,ooxn) .

Demostracién:

AnSloga a la de la proposicién 21,1 .

Sean ﬁf ,qq,que cumplan las hipbtesis de la proposi-
“e¢ibn 12 . A ' V



COROLARIO 1. Si n es isomorfo a una subestructura
de algin ul‘craproduoto de elementos de f ) para‘cada)\ de
(1,2] s, tal que 7’2 es )\ - casi arguimediano existe algln
m en 4 )\- casi arquimed‘iano .

COROLARIO 2. Sea M= sup)\ tal que en 14 hay algin
m"\ /\ ~ casi arquimediano , entonces todo ultraproducto

de elementos de \@ es a lo més /W—- casi arguimediano .

COROLARTIO 3. Sea /%= sup A tal que m es/\ - casi
arquimediano , entonces toda ultrapotencia de m es a lo més

/W ~ casi arquimediana .

Sea E un espacio de Banach sobre K , diremos que E
es >\ ~ casi argquimediano si la estructura asociada es)\ -

casl arguimediana .

Pasando estos tres corolarios a los espacios de Ba-

nach-sobre K asociados a las estructuras tenenos .

COROLARIO 1 bpis . Sea E un subespacio cerrado de un

wltraproducto | EK/T ¢i E es A — casi arquimediano ,
AeA

existe alglin E,4 tal que E4 es /\ ~ casl arquimediano .

COROLARIO 2 bis . Sea s = sup A tal que algln Ey

e~
es >\ -~ casl arquimediano , entonces para cada j!' en A

T By es a lo més ~ casi arguimediano .
A€ A / F / , R

COROLARIO 3 bis . Sea M= sup A tal que E es >\ -
casi arquimediano eatonces E A/g" es a lo més /v»— casi

arquimediano .

N
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