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INTRODUCCION,.

La presente Hemoria tiene como objefivo iniciar el estu-
dio de las soluciones &ébiles de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas con respecto a martingalas continuas de cuadrado
integrable.' |

En esta introduccién vamos a dar un resumen de la evolu-
cibén histdrica de las ecuaciones diferenciales estocésticas,
16 qué nos permitiré exponer las diferencias existentes entre
las situaciones actualmente conocidas y la que constituye el
objeto de nuestro trabajo.

En 1.923, N. Wiener da a conocer una teoria matemética
del movimiento browniano - movimiento cadtico de los granos
de polen suspendidos en un medio.acuoso descubiexrto por el
boténico inglés R. Brown en 1,828 ; que es basicamente la a-
ceptada en la actualidad, |

La idea de N, Wiener es la siguiente: ya que las trayec-
torias del movimiento de los grenos de polen son continuas,
puede consideranrse cada trayectoria como una funcién conti-
nua w: R, —>R (movimiento unidimensionél) de modo que w(t)
representa la pésicién en el inétante t pare dicha trayec-
toria w. Puesto que el caracter cadtico del movimiento brow-
_niano puede‘éer ceracterizado mediante leyes de probabilidad,
considera que cada trayectoria w es resultado de un fenbmeno
aleatorio, y no hay inconvenientes en considerar sobre el

espacio medible (W, B) - siendo W=C( R, R) v B la minina



U;élgebra de Borel engendrada sobre W por los canjuntos de la
 formas {w: w(t)¢al , teR,, 2 € R - una familia de variables
aleatorias @%, definidas por laz relaciébn @%(w)=w(t), que
representa la posicién de la particula en movimiento en el
instante t, siendo entoncés @ un proceéo estocédstico cuyas
trayectorias son precisamente las del movimiento browniano,
N. Wiener caracteriza este proceso - tambien conocido en
la actualidad como proceso de Wienerr- mediante una familis

de probabilidades Px’ xeR, de modo ques

| Px[(so=x] =1

P é 2 >7 é a g ocey éa ] _
ol P ¢ 21 65 %2 ft$% | =
ay 8o 8, , _
= § §7 eee §7 Dby a%,x Jp(bmty 5%y 5 %,) ween(b =t 5 0%nX )
Py Xm dxz eceoe dxn
siendo ‘
& 1 2
p(tyx,y) = exp {" \X“Y‘ /217}
2nt
T2 medida Px asi definida se llama medida de Wiener en
xeR.,

Asi. pues, para N, Wiener es movimiento browniano esté
_caracterizadb en realidad por una f@nilia de medidas de pro-
babilidad, ¥y esté propiedad del movimiento browniano serd la
idea base de las soluciones débiles{

Entre las propiedades mas notables del movimiento brow-



niano destacamosg
- €S una martingala continua de cuadrado integrable con pro-
ceso creciente asociado <§>t=t
-~ sus trayectorias son funciones de variacién no acotada ca-
si seguramente P# para cada x€IR.
En 1.951, K, Ito da un teorema de existencia y unicidad
para las ecuaciones diferenciales estocédsticas de la formas
&xt =,a(t,xt) d(%

X
&)

+ b(t,x,) dt

X

i

bajo las hipé’cesis de ser a: R xR ~>R, by R xR—FR

funciones continuas, verificando la condicién de Lipschitz y

una condicién de '"crecimiento moderado" . |
Esta ecuacién es solo una expresién formal de la ecua-

cidn integral:
: t : t
(2) X, =x + g‘a(s,xs)dﬁs + g b(s,xs) ds  c.s. P

- donde la primera integral que aparece no puede ser entendida
en la forma usual, es aecif integrando por trayectoria, ya
que estas son de variacién no acotada, sino en el sentido mas
amplio de integral estocédstica,.

Desde entonces la integral estocéstica con respecto a
un proceso movimiento browniano se conoce con el nombre de
integrél de Ito, ¥y ia ecuacién (1)ha pasado a ser llamada
ecuacidn diferencial estocéstica de Ito, y su solucién proce-

so de Ito.



Para K. Ito'la,éolucidn de (1) 6 (2)'sexobtiene trayec-
torialmente, ansiderando'un paso al 1imité sobre éproxima—
ciones sucesivas, y aqui hace uso;’para la éxistenéia delv
lfnite de la hipStesis de Lipschitz sobre & y b. Esta cir-
éunstancié es notable puesto que en 1as>ecuaciones diferen-
ciales ordinarias la hip&tesis de Lipschitz solé se exigen
para garantizar la uhicidad de la soluciéi y no para su éxis—
tencia,

En 1.969, D. Stroock y S.R.S. Varadhan exponen conjunta-
mente un importante trabajo en el que la ecuacién (1) se con-
sidera desde étro punto de vista. Mientfas-que para K.Ito la
‘ecuacién (1) se ehtiende desde el punto de vista trayectorial,
estos dos autores consideran la ley de probabilidad del pro-

ceso x, que verifica (1) para dos coeficiente continuos, aco-

t
tados a(t,x) y b(t,x) dados, signdo @, no un dato de la e-
cuacibn sino unai"incégnita". Precisambs ésto, Puesto que si
a ¥y b son funciones continuas, la sbluéi6n de (1); desde el
punto de vista trayectorialjes ﬁn proéeso de Ito con trayec-
torias continuas, podemos considerar el espacio de todas las
funciones continuas W, iéual que hizo N, Wiener péra el mo-
vimiento browniano, y determinar en €1 un movimiento brow-
niano @t y una medida de probabilidad Px de modo que
- e

c.s.Px: w(t) = X, +_§),a(s,w(s)) d-@,s(w) + CS’ b(-s,w(s)) ds

De esta forma, para estos dos autoreé lé solucidén de

(1) es en realidad un conjunto de entes (W,ZB,‘Gt, Px)‘Que



verifica las condiciones anteriores.
Resolverieste problema es eguivalente a encontrar una
medida de probabilidad P de modo que ¥ 0ER

QE f a(s,w(s))ds}
2 0

exp.{Q(w(t)—x - } b(s,w(s))ds ) -
o :
sea P_~- martingala, y por ello el.problema de encontrar solu-
ciones déviles de (1) es equivalente a resolver un Probleme
Martingala;

-Naturalmente, cbn esta inteipretacién de (1) éu solucién
es mas débil que con la interpretacién de Ifo, ya que conoci-~
das las trayectorias siempre puede determinarse la ley de
probabilidad del progeéo, pero la reéiproca es falsa, Por e-
1lo desde ahora,.distinguiremos entre soluciones trayectoria-
les 6§ fuertes en el sentido de Ito, y las soluciones en ley
de probabilidad § déviles en el sentido ya explicado. Ademés
la existencia de soluciédn fuerte implica la existencia de so-
lucidn débil (la ley de probabilidad de la solucidn fuerte)

y por ello estos autores debilitan las hipétesis necesarias
para la existencia y unicidad de solucién daébil de (1) yé‘que
no exigen las propiedades de Lipschitz ni la de crecimiento
moderado para 1os'coeficientes a y b, Naturalmente todo lo
anterior es vAlido en,Zmply haremos uso.de esta validez sin
‘mencién especial, |

La importancia de las soluciones débiles estriba en

dos hechos muy concretos:

- Desde el punto de vista del desarrollo de la teoria de



procesos estocédsticos, se;identifica un proceso con una fa-
‘milia de probébilidades, recuperéndose asi la idea de N,
Wiéner sobre el movimiento browniano.

- Desde un punto de vista operativo, las soluciones débiles
permiteﬁ resolver pfoblemas gue no eran abordébles probabi-
listicamente si no existiesn les soluciones fuertes., Asi, si

consideramos el operador eliptico

Z 0 5(%) ‘323 ‘ élbi(:c) %—- ; al=o,
i, j=1 'bx XJ i=1 , 7 i |

donde ¢~ ¢ IR,n:'-—;* R'®@ B® y bs R>—>R" son dos funciones
dadas, ¥ planteamds el problema de Dirichlets

= Iu =o0 en D
(3)
u=Ff en?D
siendo D un dominio acotado de;lfn' con frontera 9D de clase
C?, y £ una funcién continua dada sobre 9D, la Gnica solu-

cibén de (3) estd dada por la relacidn:

u(x) =2 [1(x,)] = )S £(y) m_(dy)
D .

donde la medida arménica m_ sobre ?D estéd determinada por
la solucibdn débil de (1) en la forma

mx(dy) = Px{x,ce dy}

siendo < el'primer tiempo (aleator@o) en gque el proceso Xy
(solucibén de (1)) encuentra D

Esta y otras palicaciones de las ecuaciones diferencia-
les estocdsticas de Ito pueden ser consultades en la exten-

se. obra de A, Friedman (1. 975), asi como L. Arnold (1.974),



y D,Asfroock- S.R.S. Varadhen (1;971).

En lo referente a lz ecuacibn estocdstica de Ito, hemos
dé sefialar ques k
- Se utiliza una integracién respecto al movimiento brownia-
no. |
- Hay dos tipos de soluciones: fuerteé y débiles,

Ia extensién de la teoria de las ecuaciones diferencia-
les estocésticas se realiza en estos dos sentidos: considerar
ecuaciones en las gque la integral sea con respecto 2 un pro-
ceso mas general que el movimiento browniano, y ademés el es-
tudio'de soluciones fuertes y débiles de estas nuevas ecuacio-
nes,

Gracias a los trabajos de Kunita-Watanabe (1.967), Ph.
~ Courrege (1.962) y los probabilistas de la escﬁela de Es-
trasburgo encabezada por P.A. lleyer, se tiene una amplié‘te-
oria de integracién estocédstica que engloba a la de K. Ito,
como puede verse en P,A, Meyer (1.976), y que ha permitido
dar la primeré-extensién de las eéuaciones diferenciales es-
tocésticas, considerando martingalas de cuadrado integrable
Yy semimaftingalésAen lugar del movimiento browniano y la di-
ferencial de procesos de variacién acotada en lugar de dt.

Asi, en afios recientes se ha pqdidoviniciar el estudio
de soluciones trayectoriales de estas ecuaciones diferencia-
les estocédsticas mas generales que las consideradas por Itos
C. Doleans-Dade (1.976} considera eéuaciones en las gue el

movimiento browniano es sustituido por una semimartingala;



Ph., Protter (1.978) 16 sustituye pof maffingala continua de
cvadrado integrable; estudiando la explosidn de la solucién;
¥y J. Jacod (1.979) situandose en el caso de Protter afiade un
t&rmino resPecfo a una medida aleatoria discreta que ya Sko-
rokhod habisa consiaerado en su texto dé 1.972 con movimiento
brovnlano. Todos, bajo condicionés de tipo Lipschitz sobre
los coeficientes demuestran la existencia y unicidad de solu-
ciones fuertes § trayectoriales de estas ecuaciones.

La segunda extensién de la teoria de las ecuaciones di-
ferenciales estocésticas tal como,apuntébamos antes es la ob-
tensibn de soluciones débiles de estas ecuaciones, B

Para ello, damos una definicién de solucién débil de la
ecuacién diferencial estocéstica |

(4) dx, = a(t,x;) a1, +b(t,x;) av, , x =x

en la que los coeficientes a2 y b son dados ¥y Vt es una fun-
cibn de variacibn acotada dada que verifica una condicibn de

‘ Lipschitz, M, es una martingzala continua de cuadrado integra-

%
ble, que precisambs mas adelante,

Ya que la ecuacién (4) solo tiene sentido si la enten-
demos en su forma integral, el proceso solucién X, €8 entonces,
obvigmente, un proceso con truyectorlas casi seguramente con-
tlnuas, por 1o gue a efectos de deflnlr qué entendemos por
solucibén débil de (4) podemos limitarnos al espacio muestral

de las funciones continuas W:C(]R+,]Rn), entonces una

solucidn dévil de (4) es, por definicién un conjunto de ele-




mentos (W, 1B, ﬁt,ﬁt,ﬁ) dondes

1) (W,]ﬁ,]ﬁt) es un espacio medible filtrado por una familia
creciente y continua por la derecha de sub-r-4lgebras lﬁt

de 1B,

2) P es una medida de probabilidad sobre (W, IB).

3) ﬁt es una'(]Et,F)-martingala continua de cuadrado integra-

ble,

4) Se verifica c,s, P

W(t) =x + a(s,%(s))all_(W) + | v(s,W(s))av(s)
' O (4]

Desde el punto de vista de solucidn débil de (4) esta
ecuacidn tiene sentido ya que la ﬁartingala il se construye,
al ser un elemento de la solucién, para'ello,'es necésario
partir de un proceso creciente A sobre el espacio medible
(W,P) y verificando las condiciones de A,V. Skorokhod. De es-
te modo'podemos.construir una martihgala a partir de un pro-
_ceso creciente dado, problema éste que no tiene aln una s0-
1ﬁcién completa y cuyos primeros pasos han sido dados por
Ersov (1.9%4) y Skorokﬁod (1.975) independientemente.

Ademds, hemos dicho que V_ es una funcién y no un pro-

£
ceso. Esta restriccién, necesaria para la demostracién del

teorema de existencia gue damos en lz Hemoria mefece un co-
mentario adicional: por una parte observemos que el caso es-
tudiado por Stroock-Varadhan tiene dt mientras que nosotros

admitimos dvV(t), ¥y por otra parte, para las soluciones fuer-

tes de Doleans-Dade, Protter, etc, se admite un proceSO‘th(w),
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La razén de esta limitecidn esté en que él construir el espa-
cio (W,3§,1§t) en la demostracién del teorema de existencia
nos ha sido necesario considerar una relééién de egquivelen~
ciz en el espacio muestral, ¥y el proceso Vt(w) no esté univo-
camente definido en cada clase de eguivalencia, por io que,
en nuestra demostracién es necesario no considerar la depen-
dencia del azar en Vt‘ Resolver el problema y quitar esta li-
mitacién es uno de los problemas que quedan aun por estudiar,

En cuento a la técnica utilizeda en el téofema de exisf
tencia es‘importante destacar que ésta se basa en encontrar‘
una femilia de médidas de probébilidad gue sea relativamente
débilmente compacta y cuyo limite es precisamente la solu-
cién buscada. Aqui aplicamos una condicién suficiente dada
por Priouret (1.974) del teorema de convergencia de medidas
de Prokhorov, y para ello hemos buscado cuatro Formulacio-
nes del mismo problema que nos ha permitido, utilizando‘pro-
‘ ﬁiedades de cada unn;<en cada momento, establecer el teore-

ma., Las cuatro Formulaciones mencionadas sons

Formulacion Exvonencials Encontrar una medida de probabili-

dad P sobre un espacio medible filtrado (W,IF,]Ft) tal que

% - \
Xg(t) =-expi(9, xt(w)—x— {b(s,xs(w)dvs(w)) - %-(9,<N>tg)}

donde <N>t es una matriz de elementos
t

. . n ) Xh
<N>§3<w) = khz.__l {‘aik(s,xbs(w))ajh(s,xs(w)) ang " (w)
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Akh es el elemento kh de una matriz nxn de procesos dada,

siendo Akk creciente y A.kh de varizcién integrable y conti-
nuos, sea (P, E‘t).—martingala veeR",

Formulacién Integral: Encontrar una medida de probabilidad P

sobre el espacio medible filtrado (W, IF, E‘t)f tal que

t
N, (w) =z, (w) - x - S b(S,XS(W))i av, (w)

es (P, ]Fﬁ)—marti'ngala continua de cuadrado integrable con
N?_h® Nt matriz nxn dada por

< n t ' :
14 - ) kh :
<N>t (W) - Z S aik(s’xs(w))ajh(s’xs(w)) dAS (W)
. kh=1 o .
Akh dada iguzl que en la anterior forrfmlacién;

O A 2 S S N B ST SN S

trar wna medida de probabilidad P y un proceéo M_b sobre el
espacio medible fii’crado (w, IF,.]Ft'); tal que a) i, sea (», ]I*‘t). ,
martingala continua de cuadrado integrable con <Mk ,1‘:1h> t:A?
dado como antes b) dxt = a(t,xt(w):)dmt(w)+b(t,x_b(w))dvt:(w)‘

con xt(o)zx CeS.P, x€ R,

Formulacidn mediante operadores en derivadas parcialess Encon-

trar una medida de probabilidad P sobre el espacio medible

filtrado (W, I, TF,) tal que ercf{( B

: t n . .
Hy = ()£ ) j§1L§<f)<xs<w)> avi(m) -

n
kh‘élﬁgh<f><xs(w).> an st (w)

donde
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3 o Uk, 1§ L
Ll(f) = gg;bij(t,x),§§; ] L2 (f)::g gg aik(t,x)a (t, x)

con Akh’como antes, es (P,]Ft)-martingala.

En la primera parte de la memoris hacemos un estudio de
estas formulaciones y no hacemos resticcidn alguna sobre el
espacio medible filtrado (W,ZW,]Ft) y ademés consideramos &
V'tL‘

des de cada formuiacién dando relaciones entre cada dos de

como un proceso, no como una funcién, Estudiamos propieda-

ellas y establecemos condiciones en las gue las cuatro for-
mulaciones son egquivalente entre si,

Estas cuatro formulaciones, como técnica de trabajo pue-
den.tener importancia para el estudio de prcblemas con condi-
ciones frontera en términos de estos operadores en derivadas
perciales, siendo éste otro campo de investigacidén que que-
de. abierto despues del resultado de existencia de solucién
d8bil que damos en estz memoria.

En la segunda y $ltima parte, establecemos el teoremz de
existencia, Aqti utilizamos las formulaciones eguivalentes en
condiciones mes restictivas que en las gue se hen estudiado
en la primera parte.

La unicidad ae las soluciones débi;es de (4) es un pro-
~ blema que merece un comentario adicional, Eﬁ las ecuaciones
diferenciales estocdsticas de Ito, ia unicidad de laé solucio-
nes se obtiene a partir de hinbtesis de Lipschitz sobre los
coeficientes para el caso de soluciones fuertes 6 bien & par-

tir dé propiedades conocidas de los procesos de‘Ito para las

V%40 X

J
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soluciones débiles., Para cada.tipo de solucidnvhay un crite-
rio de unicidéd adecuado: unicidad en ley para las solucio-
nés débiles y, unicidad trayectorial para 1as.soluciones fu-
ertes, relacionados ambos criterios como se muestra en T.Ya-
meda-Sh, Watanabe (1.951); |

Ta demostracién gue dan D. Stroock ¥y S.R.S. Varadhan
(1.969) de la unicidad de soluciones débiles estd basada en
el conccimiento'previo de propiedades probabilisticas de los
procésos de Ito, concretamente la propiedad de ser procesos
fuertemente markovianos, y ésta se obtiene a partir de pro-
piedades del generador de‘estos,procesos: un operador para-
bbélico en derivadas parciales de seguﬁdo orden relacionado
con el-semigrupo de operadores de transicibén de estos proce-
sos., Este generador determina las soluciones débiles de las
ecuaciones de Ito.

Ahora bien, aunque actﬁalmente no se conocen propieda-
des que determinen cualitativamente las soluciones de la
ecuacién (4), nosotros obtenemos en las formulaciones equi-
valentes dos operadores en derivadas parciales de primero ¥
segundo orden qﬁe.caracterizan dichas soluciones, y esto
nos hace pensar que estas soluciones no. sean markovianas,
.sino la compbsicidn (en algin senti@o) de dos procesos mar-
~kovianos., Desde este punto de vista pensamos que, podria

obtenerse una propiedad de unicidad para las soluciones aé-

biles.
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PRELIMINARES.

Damos agqui algunas prOpiedédes y definiciones que serédn
de utilidad para la comprensiédn y desarrollo ‘de la presente
memoria,

En cada cuestidn se indican referéncias bibliogré.ficas
donde pueden ser consultadas con mayor profundidad.

Cuando no se ihdique otra situacién nos referiremos al
éSpacio probabiiistico (f., ¥,P) completo y dotado de una

familia (TP de sub- 0’-41gebras de IF, crciente y con-

t)’ce]R+
tinuva a la derecha. Suponemos que ]Fo contiene todos los con-

j\in’cos nulos de IF,

Definicidn de Proceso Previsible.

Un proceso estocéstico X=(X es una femilia de

)
. t te]R+
variables aleatorias reales sobre SL , Se dice que es IF_b-a—

deptado si X, es IF,-medible para todo t. Un proceso esto-

t t
céstico adaptado X se dice que es previsible, si la funcién
(t,w) —> Xt(w)' es medible con respecto a la §-4lgebra sobre
]R+x.9. s generada por los procesos adaptados cuyas trayecto-

rias son continuas a la izquierda,

Veases P.A. MEYER (1.966)(1.967)(1.970)(L.976)

" Definicién de Martingala.

Sea (X un proceso estocéstico con valores reales,

t)tem,
adaptado a la familis (]I*‘t). Se dice que (Xt) es una martin-

gala (resp. supermartingala, submartingala) con respecto a
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la familis (E‘t) si:
1) cada variable aleatoria Xt es integrable;
2) para cada par de elementos s,t de R, tales que s &t se

tiene E( Xt] F, ) = X, c.s. (resp. X, }Xs).

Veases P.A, MEYER (1,966) (1.967)

Variables aleatorias uniformemente integrableé.

Las variables aleatorias que se consideran son reasles y
se definen sobre el mismo espacio probabilistico CQ., IF,P).
Definicidéng

sea ¥ una parte del espacio g{l(ﬂ, IF,P). Se dice que

es un conjunto uniformemente intégrable de variables alea-
torias si la integral

I Ewlarte) 0 few
fiel e

tiende a cero cuando el nidmero 'pos‘itivo ¢ tiende a infihito.
Teorema de convergencias
Sea (Xt) una submartingala continua a la derecha,

a) Supongamos que se tiene s;:.p E(X;) <o (1), entonces
las variableg aleatorias Xt convergen C.S. P a una va-
riable aleatoria integrable Xoo cuando t —> .,

b) Supongamq_s que las Xt son uniformemehte integrables y el
proceso (Xt) es une martingala, eéntonces se verifica (1)

¥y el proceso (Xt) es una martingala,

tE.IR.;.U{Co}

Vease: PJ.AMEYER (1.,966)
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Desigualdad de Doob 8 Inecuacidn Martingala.,

Si Xt es una martingela separable, J es un subconjunto

numerable del intervalo 15 [s o) Vsyo, y t€J, entonces

P[u Bup |X(u)}.> cl < %E[lx(t)ﬂ y €0, I: =[s,t],

€JnI -

Vease: P.A., MEYER (1. 966) - DoWe STROOCK = SeReSe VARADHAN

(1.969)

Definicién de Proceso creciente,

El proceso (X,) definido. sobre es creciente si es :mt
. "R .
adaptado y sus trayectorias son funciones crecientes conti-
nuas a la derecha,

Veases P.A. MEYER (1.967) (1. 970) (1.976); Ph. COURREGE (1.962);

H.KUNITA-Sh, WATANABE (1.967)

Proceso creciente asociado a una martingala de cuadrado inte-

grable.

Sea M una martingala de cuéaraao integrable, Entonces
existe un nico proceso creciente continuo & la derecha nulo
en cero A, tal que el proceso (Mi - At) sea una martingala,
Vease: P.A. MEYER (1.96%)<(1.970)(.976); Ph., COURREGE (1.962);

HoKUNITA~Sh,WATANABE (1.967)

Teorema de A.V. SEOROKHOD,

Sea WzC(]R+,]R), dotamos a este espacio de funciones

continuas de la topologia de la convergencia uniforme sobre
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los intervalos compactos de IR,. Sea IB ia r-&lgebra de lds
conjuntos Borelianos sobre }W . Consideramos sobre W la fami-
lia GBt) 30 creciente de sub- ¢'-4lgebras de IB generada por
las funciones continuas Xg9 s¢t.

Sea = A: R, x VW —>R tal ques
t;medible_-

2) cada z(.)€W es no negativa, no,decreciente y continua

1) ﬁara cada tro es IB

como funcidbn de t
3) A(t,x(.)) es continua en (t,x(.))
4) existe una funcién no decreciente K., y a< 9/16\312
taies que |
¥ 2 2
ACtyx(.)) €K, (1+ [ x°(s)as ) +a =l
° |
donde HX%H; = sup |x(s)|
ost

5) existe una funcién €(t,9 ). tal que Vt»o lgm e({tﬁ\);o ) Y
| %o

- n
}g)[ll(skﬂ'x(.)) - A(sk,x(.))]zsﬁ(t,g): ( 1+ “xu.i )

donde o=s°< sl< .o .<sn +1==1: y max( Sy -!-1"Sk) < S

Entonces existe una martingsla M de cuadrado integrable cone-

tinua tal que MQ - A, es fnartvingala.

t t

Vease: A.V. SKOROKHOD (1.975); M.P. ERSOV (1.974)

Definicién del corchete LII,M> .

Se denota por (II,M>» al UYnico proceso creciente previ-

sible tal que <I*.E,M>0= Iﬁi ¥y que Iﬂz - £1,1> sea una martinga-
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la,
Vease: P.A. IEYER (1.967)(1.970)(1.976); Ph. COURREGE (1.962);

H.KUNITA-Sh.WATANABE (1.967)

Definicién del corchete M,N

Sean M y N mertingalas de cuvadrado integrable, Se define
‘_el’ corchete <M,N> como

<N = %— ( CHHT,MHD> - LH,MU> - <N,N> )

Vease P.A. NMEYER (1.970)(1.976)

Otra expresién del corchete <I,N> .

‘Sean M y N martingalas de cuadrado integrable, Conside-

remos el intervalo [o,'b] sy ¥ Sea t?:-., it2™® para 0£1ig 2",

Catherine DOLEANS-DADE ha probado que se tiene, en el sen-
tido de la convergenCia de Ll

<m,N>t = lim E[(M n Mn) Wy =N n),}m nl + MONO
N

Veases P.A.MEYER (1.976)

Integracibn estocédstica de procesos previsibles respecto a

una martingala de cuadrado integrable,

Designemos por/\ al espacio de procesos previsibles a-
cotados (Ht) escalonados sobre IR s existe una -subdivisién

(ti) tal que Hy=h, para t (ti’tiﬂ.} y las variables h; son

t

_-medibles, acotadas y Ho es ]Fo-medible y acotada, En
i

Fy



19

estas condiciones, sea M una martingala de cuadrado integra-
o % .
ble. Entonces el proceso HeM = j Hsdms es una martingala
, o
de cuadrado integrable y se tiene

E[(1 ra)ﬁ} = E \_‘{p Hi dcm,ms}
0~ - :

Teorema 1.

Sea‘Lz(M) el espacio de procesos previsibles H tales que:

' - 2 1/2
UH\ILQ(M) = (EH HL d(M,M)SD 2, ©

Entonces la aplicacién lineal H —» Hell de /A en el espacio
de las martingalas de cuadrzdo integrable se prolonga de ma-
neré dnica‘a ﬁna aplicacidén lineal y'continua (una isometriea)
de LQ(M) en el §Spacio de las martingalas de cuadrado integra-
ble. Para toda HGLZ(M) los procesos NA(H M)t y HtAMt son
indistinguibles.
Teorema 2,

Sea He5L2(m). Entonces, para toda'martingala de cuadrado

integrable N se tiene
@
E [ g_ \HS\ |d<M,N‘>S\ <O

La integral estochstica L=HelM esta caracterizada como la ni-
ca martingale de cuadrado integrable tal que para cualquiera

-que sea N, martingela de cuadrado iﬁtegrable,
m .
E[L N m] = E l é_ H, .d<r«ItN>s]

y entonces se tiene para todo N  <¢L,N> = Helll,N>
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Vease: P.A., MEYER (1.976)

Definicién de Semimartingala,

Se dice que un proceso (Xt) es una semimartingala si

admite una descomposicién de la foxma

= X -+ +
Xt Xo Mt At
donde Mt'es una martingala de cuadrado ihtegrable vy At un

proceso creciente,.

Vease: P.A, MEYER (1.970)(1.976)

Férmula de Cambio de Variables.

Sean n semimartingalas continuas

3t ='Xi o+ at _ i=i,...,n
donde Mi es une martingala continua de cuadrado integrable
v &Y un procesd creciente continuo. Sea YT i=l,...,n €l un
proceso con valores en :mni Sea F una funcidén definida en
ﬁfn, que adnite derivadas parciales continuas de 6rdenes 1
¥ 2. El proceso (FoYt) es, entonces una semimartingala'con-
tinua que admite la descomposicién

t
DlFOY dm + ZE (o

i=1l o

i

. n
FoY, = FoY_ + 2 FoY dA +

v i1

Q Syt

>

ij=1

pip aFoY aart, >

+
N -

O Lo

(Tambien es conocida con el nombre de Férmula de Ito, aunque

es una generalizacidn de ella),
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Vease: P.A. MEYER (1.967)(1.970)(1.976)

Definicién de Proceso de Variacidn Acotada,

Un proceso estocédstico Xt se dice gue es de.variacién 8-
cotada si sus trayectorias son funciones de variacidén acota-
da sobre todo intervalo finito, continuas a la dereche y nu-
lo en el instante cero.

Vease: P.A., IMEYER (1.970)

Integral estocistica respecto a un proceso de variacién aco—

Si V es un proceso de variacidn acoteda, se puede defi-
nir la integral estocéstlca f X dV para t§dos auueilcs
procesos X para los que la 1ntegra1 de Stleltgeo SX (w)dV (w)
tiene sentido. En este caso, el proceso (fxsdvs) eg tambien

o

un proceso de variacidn acotada,.

" Vease: P.A., IEYER (1.970)

Pérmula de integracidn por partes,

Sea M una mertingala de cuadrado integrable y sea V un

proceso de variacidn acotada tal que -

t .
E [j Vi_ d<M,M>S] L para todo t.
0

E1 proceso
t

V,tMt - f Ms dVS es entonces, una martinga-

. K’
la igual a la integral estocéstica S V- an
o
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Veases P,A., MEZYER (1.967)(1.970)

Definicidn de tiempo de vareda,

Una variable aleatoria positiva T definida sobre L es un
tiempo de parada relativo z la familia (IEt) si T verifica
que {T<t}eF, VtER,.

Vease: P.A, IEYER (1.,966)

Definicién de Martingala Local,

Se dice que el proceso Mt es una martingala local si es

IFt—adaptado, nulo en t=o ¥, si existe una sucesidn de tiempos

de parada 'Tnfcn tales que los procesos parados M son mar-
‘ n

tingalas uniformemente integrables,

Vease: P.A. MEYER (1.970)(1.976)

Definicién de proceso previsible localmente acotado.

Diremos gue un proceso previsible Xt es localmente a-
cotado, si existe una sucesidn creciente{Tn} de tiempos de
parada, tal que lim T, =® ¢.S. ¥ los procesos (X%AT I{Tﬁ?o})

son acotados,

Vease: P.A. IEYER (1.970)(1.976)

Integral estedstica de un proceso previsible localmente

acotado respecto de una martingala local,

Si M es una martingala local y X un proceso previsible

localmente acotado, entonces la integral estocéstica



t : ,
(X.tm)t = S Xs dMs es una martingala local,
) .

Veases P.A. MEYER (1.970)(1.976)

Criterio de PROKHOROV,

Sea P(LQ) el conjunto de medidas de probabilidad sobre
(-Q, IF), lo dotamos de la topologi de la convergencia estre-
1lla (topologfa de la convergencia simple para funciones con-
tinuas y acotadas sobre {1 ) dotado de esta topologia P(LL) es
un espacio polaco, | | |

Sea ¥ una parte de P({L). # es relativamente compac-
ta si y solo si para todo £>0 existe un compacto‘ K, de Q.
tal que para todo /A—e'ﬁ se tiene /"»(.Q- “K; )< £
Vease: K.R. PARTHASARATHY (1.957).

P.A, MEYER (1.970).

Una condicién suficiente del Criterio de PROXHOROV.

Sea K un compacto de ‘]Rn, % un conjunto de medidas de
probabilidad sobre (_Q, r). V un proceso IF‘t-adaptado de
variacién acotada con valores en JRn, V°=o. Se supone
1) VPe® , P(X €K)=1 |
2) VPe#, 0ER", (o, X_b-Vt) es una martingala de proceso

creciente Ag, tal que Ve: |el¢l lAg - A:\ék\t~s\

)
3) (v -v ) <xlt-s]
entonces ¥ es débilmente relativamente compacta, Donde Xt

es un proceso y k una constante positiva.
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Vease: P. PRIOURET (1.974)

Teorema de existencia ¥y unicidad de soluciones de ecuacio-

nes integrales estocésticas,

Sea M una martingala local respecto a (]Ft)’ ¥, adap-
tada, continua a la derecha, con limite a la izquierda.

Sea A un proceso IF,-zdaptado con variacién finita sobre

€
ceda intervalo finito. Sea H un proceso'IFt—adaptados con-
finuo por la defecha con 1limite por la izquiérda. Sean £ y
g do;s funciones de R +xﬂ.x]R en IR, se supone que verifi-
can las siguientes propiedades:
1) Vw,s,x,y |g(s,w,x)-g(s,ny) +‘f(s,w,x)-f(s,w,y)lék\xmy\
2) ¥w, ¥x, las funciones f y g son continuas a la izquierda
y tienen limite & la derecha én la variable %
3) V (t,x) fijado, las funciones Vf(t,.,x) v g(t,.4%) son
¥, -medibles |
Entonces existe uno y solo uno proceso‘]Ft—adaptado continuo

a la derecha con limite por la izquierda que satisface la

ecuacibn integral estocédsticas
| t t
Xy = Hy + { £(s,X ) i + é g(s,X _)aA

Veases Catherine DOLEANS-DADE (1.976), Ph.E. PROTTER (1.977)
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I: FORMULACIONES EQUIVALENTES.

En esta érimera parte formulamos cuatro problemas, estu-
diamos sus propiedades y las relaciones que existen entre ca-
da dos de ellés estableciendo tambien las condiciones en‘ que
los cuatro son equivalentes,

Antes de enunciarlos, vamos a dar las hipbétesis que son
comunes a las cuatro formulaciones,

| Sea (W, IF) un espacio medible y, (Et)b,o una familia -
creciente de sub-g~4lgebras de IF continue por la derecha.

Sea xs R xW —> 1" un proceso estocédstico con trayecto-

. ' . n
rias continuas, IF _-adaptado,.y su valor en IR~ lo denotamos

t
por x(tv,w). Si no hay lugar a confusibn omitimos w y escribi-

mos x, & x(t).

t
Sea A una matriz simétrica dada de dimensién nxn, cuyos
elementos A™Y definidos sobre m+XW con valores en IR son
procesos con trayectorias continuas, nules en el origen, ]Ft-
adaptados y tales que: si ifj las trayectorias de A*? son -
funciones de variacién finita, y si i=j las trayectorias de
Ail son funciones crecientes,
; . | n n,..n
Sean a y b funciones de ]R+x]R con valores en IR @R
continuas y, a es tal que veeR" verifica
n $ n | Kh 5
A Z 0,04 f > 8, (8y%) a (8% A" £ cle|
l,a: u 1"41::1
donde C es una constante real positiva, uef,t], cualquiera,
Sea, por Ultimo, V: R xW —> ]Rn un proceso estocéstico

I¥ -adaptado con trayectorias continuas y de variacién acotada.

t
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Bajo estes hipbtesis establecemos les cuatro formulacio-

nesy

1., Formulecién Exvonencial,

' Encontrar une medida de probabilidad P sobre (W, IF, IFt)

tal que VeeR"
X‘(’b)-expg(e x-—x-‘jtb(sx)dV)-l-(Q ('N)G)}
0 = 17 ™t A s s 2 ! t

es una (P, Ft)-martingala,' donde <N>1; es una matriz nxn de

elementos

PRI T - - . kh
<WyLC = 1{1%-1 Joaik(s,xs) ajh(s,xs) an

Propiedades,

Suponiendo la existencia de una medida de probabilidad
P sdbre (w, Ir, IF._b) que resuelvé‘ el problema planteado, vamos

a obtener propiedades de esta Formulacidn,

Teorema 1l.l.-

Sea P una medida de probabilidad sobre (W, I, F,). Si
para algin subconjunto numerable J de [o, ) siendo no ne-
gativo cualquiera y, para algin GER" se tiene’que

el : b 1
Xe(t) = exp{(e, Xy=X = L\b(s’,xs) dVS) -5 (9,<N“}t9 )}
es una (P, I, )-martingala pai'a te&J, siendo (N"‘)t una matriz

nxn de elementos

n T kh
{Nd)t = %1 Laik(s,xs) ajh(s,xs) aA
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entonces:
1) Vi, V6eINTY, @)t x3(5) es (P, F,)-nertingala,
Si ademds, J es denso en [of, ©) Vol o’y,‘para ted ¢ Xg(t)
es (P, E‘t)-ﬁartingala cuando OEOk, siendo 0 un subconjunto
denso en 1%1, entonces:
| 2) VYi{yd y 1> o0 se tiene

u 121
P[\giﬁzt l xu-:?_x - Lb(s,xs) dVS} > l] £ 2n exp{- 'é'é"‘}

3) VG&IRn, LA" e[X, ®) ¢ Xg(t) es (P, Iﬁ‘t)-martingala;
Demostracibn.
1) Vemos a probai‘ que Xg(t) es (P, Ft)-martingala pera todo Yok
y para t €J N [¥, ®). Ya que Xg(t) es positiva para cualquier

od Y "o -1
t de R, puede expresarse f:omo_ Xg(t) Xg(t) [Xg(t)] . Pero
Y o -1 b 1 ¥ o
Xg(t)[xg(t)] = exp{(e, X =Xy - be(s,xs) dVS) - --2-(0,<N )tg)-

~(oyxpmx, - [ bla,x,) ATy ¥ 0,4 0))

\ operando y teniendo en cuenta que

: n - 3 n
) - kh
(6, <N >1;9)" = i,zjzlgigj Js k,hzzlaik(s’xs) ajh_(s,xs) dAs

para %=1Y 6 *, se tiene

¥
' -1
X, () [Xe(t)}- - exlc{-(g, Xy =%, -);b(s,xs) av,) +
..oon { n
1 kh)
+ = D 99._5 Z a.. (8,x ) a_. (8,x )dA }
2 i3=1 ivj % kel ik 8 jh s s
que es independiente de t, e igual =& -X;(X)‘«.

Sean tl,tze J tales que tl$ 'b2 con tl>,h' s entonces, como ofgY
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se ‘tiene que tl,t2€: JN[¥, o), vemos a probar que
[ R ¢ | ] "
E [xg(tz), } T, | = Xg(tl).

Por hlpétems X (t) es (P, T, )-martlnﬁala ¥t ¢ J, entonces
-Xg (t) tamblen lo es VteJ ¥, por tanto lo es Vie JN[Y, o).
Por ser -X"g‘(t) (p, ]Ft)-martlngala., pues, para Vte JN[Y¥, o)

es IF -medible Vt&€J (M [¥, ®), en particular, como tle JNLY, o)

t

se tiene que -X;(t) es IFtl.-medible vt € aNiy, oo),}ycomo J
es un subconjunto numerable de [@(, o)y X?,e{ entonces se
tiene que ¥ €JN[Y, @), por lo tanto -Xg(g)‘ es E‘tl-medible.
Utilizando el hecho de ser Xg(t)' (»p, E‘t)-martingala ¥y que

_..x“((g’) es IF, -medible se tiene: -

B[ x¥(s,) | Etl] = 5" | x3(6) g (¥)] | I?tl] =

SEN RS x CANE X ] X;,(X) x(5y) = xh(5)

por lo tanto Xg(t) es (P, ]Ft')-- martingala ¥Yyd y ted N}, o)

como queriamos probar,

2) Vamos a probar que Y{»® y 1o se tiene
P [ SUP | X =Xy - jb(s,x ) av i};’ l] £ 2n exp{— --—-}
yeugt | U ] X s s 2¢

De la definicidén de Xé(t) se tiene

exp{(e, X=Xy = fxb(s,xs) st)}.—z

n t n ’
= Xg(t) exp‘té Z_“ i‘ 3;; k(s,xs)ajh(s,xs)dAgh}
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entonces si

u
sup (6, x ~x, -\ b(s,x_) av_) » 1le}
qeugh u { 53 8 8

se tiene, para la exponencial
u

exp{ sup (6, X ~Xy = ‘fxb(s',xs)' st)} y exp{l lO\}

6 bien

u
8, X -Xy - | b av_)l > 1\
B exp{(0, x,-%xy » 52{ (s,x,) av,)} 3 exp{1]

teniendo en cuenta el valor de la exponencial que se tiene.

Y (1 n u n ' kh?
sup [X (u) exp{—= 'z: .0, X a.,(8,x ) a., (s,x_) dA 2
Yqust e L2 ig=l i Y Kozl ik ] ih s s.i
> expll IGI}
es decir
o n u n
1 kh
sup X sup exp{ e a (s,x )a. (8,x )ak },7/
{<ugt 9()“,&@. 2 J,;r-lljg ik s’ jh 8’ s
p expkllel}
‘ ahora bien
o on
, kh
sup exp { Z ng,j Z aik(s,xs) ajh(s,xs) dAS }-
Y 4ust =1 ¥ kh=l
| . n u ' n '
1 kh
=exp§(sup. 5 7. 6.6, Za. (s,x_) &, (s,x_ ) A =
Youst 2 icger T I Jg et B G ‘}

. t n :
1 kh
= exp{ Z 6.6, Z a.. (s,x. ) a. (s,x ) dA
2 i3e1 i .2, =1 ik a jh s s }

sustituyéndolo en la expresidén anterior y despejando sup Xxu)
{sugt

se tiene:
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1 2 oo
sup X (u)> exp 6.6 . (s,x )a (s x )dA expil |6}
gmd: 7/ { 2 %_11 J S{ k;%—l } { }

Por hipbtesis sabemos que

+
0 919;; j a; (8,708 5 (3,5 )AL & ciof?
3,3-1 0 =1t v
en‘bénces hemos probado que si
A ' u
f:ﬁl\:t (e, X, ~Xy -.-jgb(s,xs) dVS)>, 1{9\

entonces sup X (u) ) exp{l\Gl - %“ c,\g]z}
Ygust ,

por lo tanto
iw- sup(e, -x?. -—Sb(s,x ) av )}, 1\9\} estd contenido en el

Ysugt

{w.gii}:t X“"(u) p3 exp{l‘e %‘ c el }3

tomando probabilidades se tiene que
' u | . ¢
P[,: sup (@&, x -x, =\ b(s,x ) av_)> l\Ql]
Tgugt w oy SX S st 7 A

$P1w: sup X{(u) exp{l]g\ - -]2-‘—- c.‘lg\z}}
fgust |

Ahora bien, por hipbtesis a y b son c-on'l:inuas ¥y X es un proce-
so que tiene trayectorias continuas, luego Xg(t) es continua
en $e€R,, entonces la (P, ]If‘t)-martingala Xg(u) para ue[{,t]

es continua, por tanto separable, y como por hipbtesis J es
denso en [c(, ©) es denso tambien en cualguier ~s1.:.’nconjm’11:0

de [d, @) en parficular lo es en [{, ™) VY& por esto se

tiene

Xg(u) = sup (u)

ueu’,t}

- 8up
uéJﬂ [“1 t}
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y poéemos, pues, aplicar ia desigueldad de Doob con lo gque

P}.w: sup B (u);; exp{l]e)- %‘* c Ma}} £

(quet °

£ exp SL-]. el + %—- Cle l2} EP[Xg(t)l Vted.

Por hipbtesis X‘Z(t) VteJ es (P, I, )-martingala, entonces por

lo probado en 1) Xg(t) es (P, T, )-martingala para teJnly, o),
luego es ]P‘t-medible para VtedJN[Y, ), en particular para t=¥
es Ty -medible, por lo tento EP[Xg(t)]Iﬁ‘X] =x() =1 ¥

EPfxg(t)} - EP[EP};Xé(t))']FXH = EP{Xé(X)] =1, luego obtenemgs'

P i&:gsupt Xg(u)>/ eicp{ll@{- -32-‘-- c )9!2}1 éexp{—l lé} + -]2-2 0}9‘2}
fust

VtéJ, Vec0. Entonces se tiene

u : ;
P[w: Zg’sup (6, X, Xy —ixb(s,xs)d\is);}llekg exp{-—l}@i-’- -%- 0‘59}2}
sust .

Vted, Voec0. Como O es denso en mn. ¥y, por la forma en que esté
definida Xg('t) se tiene que es continua en la variable 6, re-
sulta que el anterior resultado es cierto Vo €R". Es decir

Veemn tenemosg:

¢ 2 - ] 1 2
Plw: (g xu—xx—jgb(s,xs)dvs)}l ¢ expf-1lo]+ 5<lo|}

1llemando a 2. ge tiene gue |8l=1, y tomando ceR” teal

1ol

6
X
que [8]= = . queda

4 ‘
P[w: g:ﬁt (e, Xu-xg-be(s,xs)dVa);, 1} <

2 2

<om]- 3+ 18} - eml- - )



en particular, tomendo primero & =. (o,..'.,l(i),...,o) y des-
pues € = (o,...‘,-—l(i'),...,o) se obtienen las relaciones

. . un '
(1.1) Pjws sup (xl - x:; - b. .(s,x )dVJ ),2,1] £
[ sup (s - o - | 3 vy o o]
2

& exp |- 5=

. . u n .
(1.2) P[w. sup (-xu + xy + j‘ Z_lbij(s,xs)dvs)all <

fsugt
2

: S |
gexp | - =53

Por otra parte, utilizando en JRn la norma del supremo se

tiene

u

qux 8'7'sl 7y ien Xszlla_s s

entonces

o .
{w: .gj::.it ]xu-x.x- be(s,xs)dvs}?,l} =

. . . un ‘ ;
= {wWs su su xr-xy~ | b, .(s,x )dv3 2 1} =
{ xs'uzt 1£i§n RN jx 32;1 13°77s s‘ 7 3]

u

‘ L1 n .
= {w: 1:1;.5:1 fenst ‘X‘t-#r jx jglbij(s’xs)dvg‘ 71}

. s un .
Sea A ={w: sup sup |x -x) - b, .(s,x_)av? 71
{ 1¢i¢n Yeugh l u Y SK %1 i3'777s si }

| : Lo g (S Javd]y 1}
Sea  B,= {w_, b’j::_pst] e j( ?::1 3 5(89%g)AVG [ 2 |

: n
vamos & probar que A = U Bi‘
. ]

Si we A, entonces existe, un i tal que

ioi 0 i
Yeust % = % jx Elbij(s’xs)dv’a‘ 7.2
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n
entonces wEB,; por tanto W&U By Si, por el econtrerio ,
n
wE UBl, existe al menos un i tal que weB , tomando supremos
i=1 , '

. . u n .
i i ‘ j
sup sup |x -xy-| 3 b, .(s,x_)av i
lgi¢n Ygugt ' % ¢ Jx =Lt & &

y f&gt!x —x _[ Z bla(s x )dva l » 1 esto implica que wgA,
n

Tomando probebilidades se tiene P(A)g z P(B ) ¥ teniendo en
' i=1

cuenta las relaciones (1l.l1l) y (1.2) se obytlene:

u
P[w: xiﬁt!x -Xy- jx b(s,xs)dvsl,}l] £

n n s
£ Z { P[w- sup (x -xx lx P bi.(s,xs)dvg) > 1] +

i1 feugt j=1 *d
n o
+ P{w- sup ( xu-x f Zb (s,xs)dvg) 4 —lJ} <
fgust ¥ j=1 :
£ 2n exp{ - 55

Por lo tanto VI%u30 ¥y 1» 0 se ha obtenido

- u 2
1
(L.3) r [g&gt xu-xz,-ij(s,xs)dvslg l] £ 2n exp {-— 50 }

3) Queda, para éoncluir el teorema probar que Xg(t) es (P, ]I*‘t)-
martingala ¥t [¥, ®) ¥ voe R®, siendo ¥« >0 cuslquiera., Pa-
ra ello vamos a hacer uso de un teo:c:ema de convergencia de
P.A.lleyer para variables aleatorias uniformemente integrabies,
teorema gque damos enunciado y referido en los Preliminares,
Verifiquemos, pues sus hipétesis. En 1) probamos que ¥t&JdNQ, )

Yy Vee€O: Xx(t) es (P, IF )-martingala, Por otra parte J es un



- subconjunto denso en -[c{, ®), por tanto tembien lo es en [¥, ®)
luego cualquier t de [¥, @) es 1limite de una sucesién {tn}:
¥n, ‘bné JNTY, ®). Ademés, como O eé un subconjunto denso en
}Rn, cualquier ¢ de W™ es limite de una sucesién {On‘{: Vﬁ,
G‘né 0, entonces se tiene que Xgn(tn) es ¥yn (P, ]Ftn)-mar‘bin_
gale siendo t  cualquiera de JN[Y, ™). En virtud de la con-
tinuidad de ngn(tn) como funcién de e, ¥ tn Yn, y de la
continuidad por la derecha de la familia creciente (thJzl se
tiene que la sicesidén de variasbles aleatorias Xxn(fn) conver—

ge en probabilidad a la variable aleatoria Xg(t) donde

—— - .‘. » ! - -
0 = 1r11m e, » t = 1rllm tn. Yamos a probar que Xg(t) es inte

_ grable, es decir probamos que EP[ sup Xg(t)] £
e
¥st&T
Sabemos que Xg(t) es de la forma
t

exp {( 8 , X, xy- Jxkh.(s X ) av, ) -

L Do, [ > =)

- 6.6. a(sx)a(sx)dA
2353 T g i dn
+ n

; n

1 kh .
como = 2 _ 6.6, E a, (s,x ) ¥ (s,x ) dA " > o se tie-

2§t jx ih1 ¥ s’ 8 -

ne que la exponencial, de esta expresién con el signo menos,

es menor & igual a uno, Por lo tanto

X (t) < exp {Co, x—x, - ij(s,xs) av_)}¢

entonces, tomando supremo en t€[Y¥,T] , intercambiando la

exponencial con el supremo y llamando, por abreviar Y a la
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%

expresién {9) sup }xt - Xy- jb(s,xs)‘ dVSl, vemos & probar
¢t T {

que EP[ exp Y ]< ®. Por definicion de esperanza matembtica
0 00

EP[exp Y] = J P (eY> u) du = S P (,eY> eu) a(e?) =
o | 0
s

P(eY> eu) et du .

il
L —

o
Y . . . Y u
Como e es creciente e inyectiva {e > e } = lLY> u} por tanto
o o o-
J-P(3Y>eu) e” du = J‘P(Y>u) et au = f e* du = 1
0 "o Yo :

ya que, por ser Y>o0, y u (-oo,o] se tiene P(Y> u)=1,
Pr Y | © u
entonces E [e]=1+j P(e)e)e l+fP(Y>u)fedu
0 , o

Vamos a calcular P(Y>u):

: t
P[sup |8] }xt - Xy - ij(s,xs) stl > w]

P(Y>u) =
WtsT
S
- P[Yi}t’iml X, = Xg- jb(s,x ) av )) lgl} £
£ 2n exp }

219!
para obtener la dltima desigualdad hamos aplicado (1.3).

Sea pa|9(20’, entonces:

o] oo 2 : © 2
jP(Y>u) e du < J 2n exp(u- 12"-—- ) du = 2n exp(g-)-\rg;j e ? az
Yo | ) p - 00

_u _Vep_

donde 2z = %~ o

luego P(Y>u)‘ £ 2n \ré; exp ( P— ), sustituyendo en EPLeYJ

obtiene E[e]<1+2n\f2_;r-rexp( . )s‘jne.



g

Con esto hemos probadd que Xg(t) es integrable., Entonces para
concluir que Xé(t) es (P, Et)-martingala queda por probar que
Ym, Xgi(tm) es unifomemente integrable, Para ello, si U es

el conjunto de w en el que ‘Xg (‘bm)lz M para cualguiera que

m
sea m, entonces hay que probar que

é ‘Xgm(tm)‘ aP(w) —> 0 [unif. cuando M—> c.

Es de fécn}l comprobacién que

ugiw swp |x, (w)|pm) 5 X (el sup )xJ Cw))
m

m sl

Y - b av
(o, Rl ol log] mn | som- fpcensy o, 1)

¥ por Gltimo

{W‘(Szlzt ‘X m(u)}a } {W'eXpUQ {tisu]i) ‘x WX j.b(s b4 )dV } M} =

= Jw: -x, [ b(s, av
{w xsu;i)t]x ij (sx) l 'Qm\

~ Denotamos por Y la expresidn \9 lsup ]x -x—jb(s X )dV l

entoncess ‘ |
{ sup ‘x (u)] ap(w) ¢ [ et aremy
‘ ‘(<u<tm _
jws sup }X (u)]>M} e {w: Y3 1n M)}
, ‘c’<u<t

Sea r=1ln M, Tenemos que probar que

5 e d.P —> o[umf] cuando r-—» W,
{we¥>x)
Por definicidén de esperanza matemdtica f elap =E  |e'I

PlY
{weY r} [

W:Yz-r]
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o)

PrY - Y ; _
Pero, E [e I\W:Y}I‘]} = JO P( e I(W:er>u) du =
er 0 | .
Y Y :
= P{e” I u) du + P( e I u) du =
.g w2 Yy x) ) \gr ( (weYyr]” )
r . .
° @ b & Y u u
= j P(w:Yyr)du + j P(w:Ypu) du = e P(wsYpr) +L P(e »e )d(e")
o ol

tomando limite cuando r tiene = oo,' e indicando, por abreviar,
[¥>r] al conjunto [w:¥z1r] queda
y les)

lin J ¢'dP = lim ¢"B(Tpr) + 1im [ p(e’> e™)a(e").
r |37] r r r ‘

Vamos a probar que lim erP(Y;»r):o, Iy0.

r
r 2 K |
Como e P(Yyr). = Z == P(¥yr), tomando limite ahora se tiene
k::o ) k
_r Xy k
lim e P(Yyr) = 2 =57 lim r P(Ypr), entonces es suficiente
r k=0 : r

ver que 1lim rk P(Y;;.r) = O,

T
los) 00
Por una parte: EfP[_Yk‘] = 5 P(Yk>r) ar = SP(Yk} rk)d(rk) =
0 : 0
™ 00
= S P(Y>T) krk"ldr, por otra parte EP[YkJ = I rde(Ysr)
(4] 0

donde P(Y4r) = I- P(¥>r) 1luego daP(¥Y&r) =-dP(Y¥>r) por tanto

L x © x

I r apP(Y¢r) = - j r dP(Y>r) integrando por partes que-
0 . 0

0

k-1

Q0
da igual a - r° P(Yyr) - j‘ P(Y>r) kro —dr
4]

o
. . Pr. k
Comparando las dos expresiones gue hemos obtenido para E [Y l

se tiene que lim ™ P(Y>r) =0, entonces lim rk P(Yyr) =o0.
r . , T
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Teniendo en cuenta esta propiedad en el limite de partida se
Y ®© | u
tiene que lim f e dP = lim f P(Y»u) e du., Aplicando

r (] oy

(1.3) a la probabilidad que aparece ‘en el integrando se tiene

P(Y>u) € 2n exp {-— —g—g} entonces para el limite buscado se

. © 2
obtiene 1lim f eYdP £ 2n lim 5 exp(u~ %— 1-)4-) du,
r (1) r r P
i 12
Veamos cuando ocurre que exp (u - —]é'-g—- ) € exp(-u). Para ello
. 2 ’
bastarfia que u- ;—-—5 < -u, es decir 4up-u2< o, es decir (4p-vuc<o

como u>rro tendia que serx 4p—u<o, por tanto seria suficiente
gue 4p<r<1i, pero vamos a hacer tender r a infinito entonces a
partir de un ro en adelante se tendra siempre que 4p¢rT Vrg,ro
por lo ?anto:

0 A
1im  J &Y ap < 2n lim f e agu =2nlime” = o
r  [Yar] . r T r
Con .esto hemos pfobado que 1a’s variables aleatorias Xgm(tm)
son uniformemente integrables para cualQuiera que sea m, Como

para cada m cualquiers que sea éste 'Xg (tm) es (P, ¥, )-

martingala y 8l tender m a infinito Xg (t,) converge en pro-
: m

babilidad a la variable aleatoria X‘é(t) entonces, por el teo-
| rema de convergencia de variables aleatorias uniformemente
integrables de P,A, Meyer que acabamos de probar se tiene que
Xg(t) es (P, Iﬁ‘t)-martingala vte[y, o, VO&IRn, donde )Y es
cuzlquiera mayor 6 igual que of. | |

Por lo tanto queda probado el Teorema 1,1l.
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Considerada como funcidn de ©
§ | - o i |
XQ(t) = exp{(0,x,-x - (j) b(s,x )av,) - 5 (6,<N>.0 )}

es dos veces diferenciable con continuidad, Denotaremos por
Xg(t) a la diferencial de orden uno de Xg(t), ésta éeré un

vector eﬁ ]Rn, cuyas componentes son Dg.Xg(t), i=l,.4090,

Denotamos por Dg Xg(t) a la diferencia; de orden dos de Xg(t)

que serd una matriz nxn de elementos Dg 6 Xg(t), i,§=1ye09n.
; i3

Vamos a calcular cada une de estas diferenciales,
Cédlculo de D 9 O(’c). Como <N>, es una matriz nxn cuyos elemen-

tos vienen dados por

t

I3 - ’ ’ Im
| <N>;J = ‘f 2: 8 (8,x)) a, .(s,xs) dA

o kh=1

no dependé de ©, entonces

- (t) =D . t’b( yav_)- L (o, a5, 0)}] =
Dgixg( ) &Oi[expi(G, Xy =X - j 8,x.,)AV )~ 5 (8,0, =

0
2 o a.a ¢ & 1IN
=‘D91[e#p{2:9q(x —X - £ Z;lqu(s’xS)dvs ) -
i )
-3 %l“ <N>3§q}) -

- p 1 ii
- Xe(t)[ =S Z1b1p(s %g) Wy - 2(291<N>’t i
> i+ T P
+ 6. N> + G <N> J
p=Ll,p#i P & q=1,q#£1i o

X (t) |xr-x f - b(s,x )av® - Ee <N>p1]
9 [-t' - A g;; s’ s &S t

2
e

es decir, gque no depende de 6, se tiene

Célculo de D Xe(t). Haciendo sobredN>, la misma observacién,
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Dy o % () = DQ.[DQng(t)] =

’ . ¥t n
o [x (t)( =, xz- { E;lb (s,xS)dvg -

1
=)
o)

n n
- S e <N> . [xa-xa- 2 b. (s,x )de -
g;l P t t o p=1 Jr s s
= pj] 1
- 0 N>y i + X (BT

Vamos ahora a dar un Teorema en el que usaremos l&as expresiones

que acabamos de calcular,

Teorema 1.2.-

Bajo las hipdtesis del Teorema l.l se verifica:
' Pro2 o savl
1) E [n ('b)] . 2) E [;Dg X,(1)] £
Demostracidn,
1) Para probar gue EP[DG}{G(’G):[(oo, es suficiente probar que

v i, l¢ign, EP[DG Xg(t)J L ®.
i

1t n n .
i 3 1J
Sea Y (t) = x> -xo £§1b13(s,x )av? 32=1 0 <>

entonces D . X (%) = X.(t) Y.(t). Para probar que EP[X (t) Y (t)}
Oi e (¢} e : e e

es finita e’s suficiente probar EP [Xg(t) Ye(t)] 2( ®. Pero
EP[XO(t) YG(‘I:)} 2 £ (EP [XQ(t)] 2) (EP[YQ(t)} 2>,vamos a probar
| puesg que &) EP [Xé_(t)]z ) y .b) EP[Yg(t)]z < M.

a) Teniendo en cuenta que Xg(t) es la exponencial de una expre-

sibn se tiene:



: _ % :
, 2 :
[xg()] " = expi(20, xy-x,- [o(s,x)av,) - (8,00 00,
por otra parte
t : i ;
X, (%) = exP{(zg, X, % - j;b(s,xs)avs) -3 ( 29, <Ny, 26))
entonces
2T -1
Fe)]” [Xo0)] ™ = em {6, ain0 )]
operando y tomando esperanza se tiene

B[, (0)] % = B [X,4(t) exp ,{(9,<N>t9)}]<EPIX29(ﬂ‘ exp{C (0| 2}]=

exp(C 101%) EP[Xz'g(t)]

la desigualdad la hesmos obtenido aplicanco la hipétesis de
ser o 4(9,(N>te) £C \9\.2. Por otras parte, en el Teorema 1.1
probamos que Xg(t) es (P, Ft’)—maftingala VOe]Rn VN[, )
siendo ¥ o0 cualquiera, en particular cuando § =0 se tie-
ne que Xe(t) es (.P, ]Ft)" martingé.la Vtem+, veemn, ventonces
Z,o(t) es (P, F,)-martingala y por ello 'EP[ng(t)]@o. Con
esto queda probado a).

b) Vamos a probar que EP[YO(t)]2< (s 18

912 = [ebeede € = b (8,x.)av] iea\xijlz
[Yg( )] = [xt-xo- jo ;Z;l 15(8ixg)aV; - 2 p >% <
t n . ' |
i i 2
¢ 2.["1;""0 - £ Elbij(s,xs)dvsl +

3 ij71 2
=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
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(Zle <} )2 < (é_l 9‘:_2] ) (szl(wvi )) =)o|° ‘5"(<N>,17 )

por hipdtesis se tiene o 4 Z G e <N> 5 c,|g|2, en particu-
ij=1

cular para 9:(0,...,l(i),...,l(j),...,o) se tiene

o.g(N)i‘.’.g C\E entonces (<N>1-3)2$ 202 por lo tanto

2 i 4 ¢ =m G2 2 2
-X - o+
Yg(t) 2( X=X - bij(s,xs) dVS ) 4 C” 6 n
o Jj=1
tomendo esperanzas
P .02 Pri i § & J12 L n2im 2
i, by +
E [Yg(t)] { 2E [xt x- [ 2 by 4(8.x) avsJ 4c“|0]“n
o Jj=1
basta, pues probar que
t n 3
E [t-x - j; ?;lb (s,xs) dVS] { @,

s s t n
i i J
Hacemos Z(t) = -xt-xo— {) %2 bij(s,xs) st, entonces proba-~

remos queé EP[Z‘z(t)]s:.‘oo.

EP{zz(t)_'[ = [22)y ar = [y e +  Zf(v) e
w . U lig

“donde U= {w: sup Z(t)( p}, {w- sup %(%)2 }
0gt4T 0<t£T

si P(U)=1l, entonces Zz(t) esteria uniformemente acotada, por
tanto seria integrable, luego consideramos el caso en que
P(U)¢1, en este caso
' )
EP[Zz(t)] ¢l + § 22 ap < v+ § 2B(1) ep o
c
Ue U
t

ya que ademds P(U%) P[ sup {x ~X -—f b(s,x ) av j}, p] £
‘ 0¢t £ T



2 ' . o
<2n exp ( - }2)—5 ), hemos aplicado agui (1.3), y esta expresién

tiende a cero cuando p tiende a infinito. Por lo tanto hemos

probade.b) y con ello el apartado 1)' del Teorema,

2) Vamos a probar que EP[DGZXG(t)] <o, para ello es suficiente

P
b ) .
probar que E [Deigjxg(t)] { ®

n : n .
> b, (syx)av® - T o <N>pll .
=1 P T

t

i po1 1P s’ s =
. [#g-xa- f Zn b (s,xs)dvg - :E?:Q (N)ij] +
+ <!

entonces, vamos a probar que EP[XG('P,) Ye(t)l { o, igual que en
el apartado enterior bastaria ver que EP[XQ(‘&) Yg(t)] 2 < o,

¥y por la desiguzldad de Cauchy-Schwarz seria suficiente pro-
bar que EP[X (‘b)]2 < 0 ¥y EPlY‘ (1:))2 < . En el punto a)

e e

del apartado 1) ya vimos que EP[XG(’F)]Z < ®, solo resta, pues,
ver que 'EP[Y‘G('I:)]<00. Aplicando que el cuadrado de una suma
es menor § igual que la suma de los cuadrados multiplicados por

dos se tiene:

o c i i t n D ‘ n pi 2
[Yg(t)] £ 2 Ixt—xo- S z bip(s,xs)dvs - }:Qp <N>’c 1 .
(o] p=l - p.:l
[ i 3 } = J Zn- pii2
o | XZ=xY~ b. (s,x_)dave = o _<N» +
‘ t > Pl Jp 8 | s pol p %
2

aplicando de nuevo esta propiedad del cuadrado de una suma, y

n
teniendo en cuenta que (Zep-(N?pk) 2 £ |9[22n02, =i 6 j queda
. - ‘p=l t
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t ,
2 i i pl2
[t(9)] % ¢ 8 [xi-xl- | ;g_:b (s,x ) av®]
] P& p] 2
X' . . +
[Xt X i Elbsp(s,xs) dVS]
2. 27,4 i ¢ & p 2
+ 16 nC” |6} [(xt-—xo— S Z bip(s,xs) dVS ) I
- O: p=1
i & p 2 4 2
+ ( X=X - £ E:lb p(s X ) avy, }+ 32n c {9 + 4C

Tomando esperanza, y haciendo uso de Z(t) definida como en el
punto b) de 1) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz queda por
probar que EP[Z'q'(t)}{oo. De forma anéloga alAapétado anterior

B°[z* (t)% = Ja*ey a2 = fatmyer + § ztwyer
W U u’

donde Us {w~ sup Z(t) <p} ut= LW' sup 3Z(t) >p}
0&t¢ T 0&t4T
siguiendo el mismo razonamiento que hicimos en'el apartado b)

de 1) se tiene que EP[Z4(‘5)-]< o, Con esto queda probado 2) y

con ello el Teorema,

Teorema 1,3.-

Bajo las hipé’cesis.del.Teorema 1.1, si X‘g(t) es una (?, Ft);
martingala, entonces es ademésv (p, IE‘,G)-—martingala continua de .
cuadrado integrable, sobre todo intervalo finito {o,t] Vté]R+.
Demostracién,

La continuidad es evidente,

Para ver qué es de cuadrado integrable hay que probar Epﬁ(g(t)]an
En el Teorema 1.2 obtuvimos para Xz(t) la expresidén

ng(t) exp (G,(N}te}), entonces tomando esperanza y teniendo en
cuenta (G,(N)te) ,{C\le, v EP[_ng(t)]<oo, queda probado el teo-

rema.,
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2., Formulacidn Integréi.

Encontrar una medida de probabilided P sobre (W,]F,]Ft)
tal que

t

N, = %, =X - £ b(s,x,) av_

sea (P,th)—martingala continua de cuadrado integrable con
N>, matriz nxn de elementos dados por
n t

13 ‘, kh
N> = D I+a. (syx ) a. (s,x_) dA
L ¥ool o ikt s jh | s s

Propiedades,

Suponiendo gue existe una medida de probabilidad que re-
sueve el problema planteado, vamos a dar una propiedad de es-
ta Formulacidn y la relacién que tiene con la Formulacibn ex-

ponencial que acabamos de estudiar,

Teorema 2.1.-

Si peR, entonces P{w: sup [Ntl?,p]éjn exp{_- oG }
ogteT
Demostracién,

Consideramos X, (t)= expj(e, N,) - %— (0,¢n5,0)} vecR",

Vt€R,. Aplicamos la Férmula de Ito a la funcibédn f(z)=exp(6,2)

¥ al proceso Zy= N = % <N>. 0 obteniendos
PR ¥ S 1 f & 2
£1(z, )-f(2 ) = —— dZ + = SmT d<N>
/7" ' L i vzy 8 2 o ij:l‘bziaza t
. 4 i
ahora bien: .g;; = Oif(z), : %Zisz = Qigj f(z)

= aNg -5 Z. 0, Adi>y
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~sustituyendo se obtiene

t n
1+ j' Xy (8) Zeak -3 | X(S)Z% > e aayid +
o i=l o i=1"" j=1 J

il

P

X0

. 1 .
+-;= {,X (s) dej d<N‘t3

Vamos & probar que Xg(t) es una martingala local positiva, pa-
ra ello es suficiente que lo ses ‘z Xg(s)dNi. Como, por hipé-
tesis'Ns es (P,]Ft)—martingala continua de cuadrado integrable?
tambien lo es Ni, luego, en particular es una martingala local,
entoncés para que la integral estocastica sea una martingala
local es suficiente probar que Xg(s) es un proceso previsible
localmente acotado. En efecto, es previsible ya que es conti-
nuo, para ver gque es localmente acotado consideremos la suce~
sién de tiempds de parada T = inf{‘sngg(sﬁa n}, entonces se
tiene que T Too,cuando n ~»m, y para se[o,Tn] se tiene
!X (s ) ¢én, luego es localmente acotada, Por lo tanto X (t) es
una (P,th)-martlngala local, cqntinua y positiva entonces es
ademds una supermartingale positiva, por lo tanto Eplxgﬁt)l <
SEP Xg(o) =1, ' | |

Por otra parte Xg(t) = exp{(G;Nt) exp - %‘(9,<N7t95}y

teniendo en cuenta que

N, = x

t

t
£ %o ‘g b(s,xs) dVS

¥y gque parae supermartingalas continuas positivas es tambien

védlida la desigualdad de Doob, puede, & partir de shora se-
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guirse el mismo razonamiento que en elvTeorema 1.1 aparfado 3)
para el caso particular de ser Y=o, y l=p, obteniendose asi,
. | 58
P[w. sup ‘Nshp] ¢ 2n exp { - 56 }

og¢tsT

Yy el Teorema queda probado.

La Fomulaciﬂén -exponencial implica la Formulacion Integral.
Demostracidn,
Suponemos, pues, que existe una medida dé probabilidad

P sobre }(W, ]F, ]Ft) tal que
| | | . )
- -X - - =(0,¢
X (t) = exp{(@, X X é)b(s,xs)dvs) >(0, N>,6)}

es (P, ]Ft)—martingala donde <N>t es la matriz nxm cuyos elemen-

tos estan dados por

ij BN kh
QY = k%jl {f) a;,(8,x) 24 (s,x) &,

Entonces V BEIFS se tiene que

fx(t)ar = [ x(s)ap  ogset, VoeR"
B © B ¢

por otra parte, sabemos que Xg(t) es difenciable, como funcidn
~ de ©, conocemos su diferencial de orden uno y sabemos por el
Teorema 1.2 que }E:P [DG Xg(t)] < Vtem+, VO&]Rn, por tanto

A BéJFs se tiene

n
:g Dy X (t) &P = g D, X (s) @2 VeI, o¢s¢t

Ee decir, para ossgt, Vgemn, )l B‘é‘:.]jﬁ‘s se tiene
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. . % n n R
i i j ; ig} _
fxg(t)[xt X f > b, .(v.,xu) avy - Z Qj(N}'b P =
B (] . . 3:1
i

=1
- f 1 i 8 n 3 n i3
o . - - D
= Xg(s) {_xs—xs f Z b, .(u,xu) qu Z Qj <N>, } ar
B o Jj=1 i=1

| para cualguiera que sea i=l,...sN.

En particular, tomando como 6 el ’vec@;:‘ cero, se tiene para ca-
da i |

S’[xi-xi- } ivb (u,x )deI dP= S[xi-xi-— ? Zn:b (u,x )dV:j 1dP
Btoojzlizj’u ul . B:soo;j:lij,u w
como esto ocurre para cualquiera que sea B de. TE‘S,V se tiene
pues, para cada i que Ni

.b

condicién necesaria y suficiente para que Nt sea (P, ]Ft)-mar-

es (P, E‘t)—martingala, y ésta es

tingala VtEIR+, adem4s continua en t por serlo los procesos

X, ¥ Vt’ y por serlo la matriz b, Vamos a probar que es de

-b

cuadrado integrable y <N>t es de .a foma deseada; Para ello

vamos a utilizar la expresidn de (t) y que E [D X (t)}(oo

9
que probamos en el Teorema 1.2,
Por ser la diferencial de orden dos, integrable y Xg(s)

(p, ]Ft)-martingala se tiene que Vté]R_w o<sst

~ 2 2 . |
gDG X () ap = :-gDe X (s) & V¥ BEF, V 0¢R

entonces para cualquier elemento (ij) de la matriz Dg X'G(t)

se tiene:
i
SX (t){ [x -X, -

.[X X

n
p_
}t‘lbip(u,xu)dv Z ) gN}t :\

n
ip ij
> b, (u,x_)avi- Efe <N ] N }d:p =
p::l Jp 8 u p:l p t t .

o]

O(.a\d- O by o



. . 8 n
i
jXO(S)X[XS—Xz— S 2 b (u X, )dV - ZQ (N) 1 o
B (8] p:l p 1
. . s n .
J_sd_ 5= p_ = edP ) ij}
.[xs X { p~lbjp(u,xu)dvu-- g‘:lgpmzrs |+ pap

v BQJFS Y s¢t, V G&IRn, entonces en particular para =0 se

obtiene
t n t n ij
5{[3:36‘—::;- ~§) Z_; bip(u’xu)dvp} ["g“xg“ I = b'jp(u’xu)dvﬂ -2y ldP:
p=1 o p=l
s n t n
=ﬁ{x2-—x;‘— [ b, (ux )dvﬂ[xg-xg- ) (0yx )dVJ—(N}lJ}dP
o p=1l p p::l"’]

v BGIE‘S, s&t, por lo tanto

NN, - <Ny

es (P, ]Ft)-martingala, luego N, es (P, E‘t)-marbingala continua

t

de cuadrado integrable y{N}t es la matriz cuyos elémen‘bos son

(N:%’J deseados. Entonces hemos jprobado el teorema,

Peorema 2,3,-
La Formulacién Integral implica la Formulacidén Exponencial,
Demostracién,

Suponemos aqui que‘ existe una medida de probabilidad P
%

sobre (W, IF, ]Ft) tal que Nt= xt_-xo—j b(s’xs)dvs y Nt@ N,

es una matriz cuyos elcmen’cos estan dados por

<N>*‘a S Za (sx)a(sx)dA

En el Teorema 2,1 probamos que
X () = exp {(G,Nt) - -— . (0,<N 9)}

es una martingala local positiva ¥ ademés se tiene lea mayora-
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cién P|{ sup [N} 2p
[o<t<T E ‘i

Vamos & probar que X (t) es (P, T, )-martingala, para ello
T
‘ serla suficiente probar que EP{f X (s) duN:’ 1{00. Tambien
en teoremas anterlores hemos obtenido para X (t) la expresibn

X (t) = X,5(%) exn{(@,fi}bt@)}y ademaq, por hipbtesis se tiene

: (o,m;tg)e.:c[e\ por lo tanto:

pr ¥ o ii ii

E {_g Xg(s)‘ dc’N>é} if (s) exp (C}G\ ) d<N>
0

SeXp(Cg el ) E {(S)' oS:pt X2G(S) d~N>11] Cexp(C |o| ) EPLf:?tX és)}

ya que (Ih»l £ C. Vamos & probar que EP[.:up X (s):\ O o
: t 0¢s<t 26

1
XQG(S) = expé(ZG,N )} exp {- 3 (20, <N> 29)} , por hipbtesis

(20,4N>_20)3 o entonces exp {- S (20, 4>, 29)} <1 por tanto
sup (8) ¢ sup exp (29,N = exp ¢ sup (20,N )

os&s<t ng b ogsgt { } {o ¢sdt }
teniendo en cuenta que (26,N ) \(29 N )t y tomando esperanza

EP[ sup XZG(S)] Pzexp{ sup )(20,1\1 )}H P[exp{sup 126N | 'g
ods<t Lo oits¢t o¢s¢t

=E {eXp§ ?Z?JN ]}] exp()201).

Vamos a probar que es f:.m.ta E Lexp sun IN t}]
o«s<t

P } & 1 _
E ¥ii=\ 2 sup |N_\bhuj au =
: {GXP gz:zt} S‘} g [exp égi)‘b‘ s’ u’i :

[0 0]

il

P[ exp } sup |N \j)exp (u)} d(exp.u) =
0 otset

H

P expi sup I\Tl\ uj e’ du.
-oo L o¢stt )};’
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Ahore bien

i
L_-\o

P( exp{ sup '|N5”>eu) et P( sup |N \>u) et au =
: oss<t - Q0 o<s<t
o : ,
u
= j e
- ®

!
8vo

Entonces, sustituyendo en la expresién de partida se tiene

©
' EP[exp{ sup {N ‘} = 1 + J' P ( exp sup |N I})e ) Yau =
0484% : o} o<s<t
©
= 1+ j P ( sup [N |>u ) e au
o] og¢s ¢t -
. ~u2 '
pero P ( sup [N_I>u ) ¢ 2n exp ( - —55 ) por lo tanto
s : . 2C
0¢sgt
jm (0 0) 'u2
P ( sup | I>u) et j' 2nexp (u - —== ). du <
0 N 2C
o¢sgt o)

i
L -

< 2n V20T exp (

teniendo en cuenta ademds que C<exp 49%&) se obtiene defi-

nitivamente la acotacidn

E I;exp sup |N lﬂ {1 + 2n.6~6?' exp( ) £ 5n ecl
o¢sst

Por lo tanto
,t .. ‘
F [J Xg(s) d<N>;%] £ 5n exp ( C\9\2)
5 , .

Con esto ya podemos afirmar que Xe(t):es una (P,IFt)amartin~

gale, como gqueriamos probar,
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3. Formulacidn en Fcuaciones Diferenciales Estocédsticas,

Encontrar una medida de probabilidad‘P ¥ un proceso Mt
sobre el espacio medible filtrado (W,:m,]Ft) tal ques
a) M, sea (P,th)-martingala continua de cuadrado integrable,
con <Mk,rﬂh>t = Azh dado.,

b) dx, =:a(t,xt) . + b(t,xt) av

n.
g v X%y X€R C.S.P

Propiedades.

Estudiamos, aqui, las relaciones gque existen entre la For-
mulacién‘lntegral y la Formulacidn en Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas, Se’supohen, igual qué en los casos tratados an-
teriormente, las hipétesis generaleé dadas al comienzo de esta

primera parte.

Teorema 3.1.-—

La Formulacién en Ecuaciones Diferenciales Estocésticas
implica la Formulacidn Integral.
Demostracién,

Suponemos que existen une medida de probabilidad P y un
proceso Mt sobre el espacio medible filtrado (W,]F,]Ftl gue
verifican las condiciones &) y b) de la Formulacibn 3, Quere-
mos probar que en este espacio medible filtrado y con esta me-

t

dida de probabilidad se tiene que Nt=xt-xo— g b(s,xs)dvS es

(P,th)—martingala continua, de cuadrado integrable con NﬁgNt

es una matriz nxn, que denotamos por <N>t’ cuyos elementos
t n

. ij - kh

vienen dados por ANV Y = { k}%ulaik(s,xs) ajh(°’xs) dA8 .
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Si la ecuacidn diferencial estocéstica que se tiene por
el apartado b) de la Formulacién que estamos suponiendo cierta,

la escribimos en forma integral se tiene c.s, P

+ S
Xy = X = S a(s,xs) dMs + S b(s,xs) dVS
: o o ,
entonces, si llamemos Nt a la integral estocédstica respecto a Mt
es: decir,
. t
N, = ~£'a(s,xs) ai

enténées, parea probar el teorema seria suficiente ver que Nt es
(P,]Ft)-martingala continua de cuadrado integrable y calcular
Nt@>Nt comprobandb que coincide éon <N)t dado en la Formulacién
integral, ‘
1) Vamos a probar que f a(s,xs)‘dMs esA(P,]Ft)—martingala
continua de cuadrado integrable, Como por hipbtesis M, es (P,Im%)
martingala de cuadrado integrable; vamos a hacer uso de las
prOpiedades dé integrales estocésticas respecto a martingalas
de cuadrado integrable estudiades por P.A.lleyer y que damos y
referenciamos en los Preliminares,

Como f a(s,xs) df, es un elemnto de :mn, para ver que
es martingaia continua de cuadrado integrable seria suficiente
ver que lo es‘gada funcién componente, Estas vienen dadas para
cada i, i=lye.e9n por

t n t

t . : n
( S a(s,xs) dMS)‘i = ‘X ;i aik(s,xs) dmg = }i j.aik(s,xs)dmg
o ) o k=1 k=1l o
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como puede observarse de la dltima relacidn seria suficiente,
para nuestro,propdsito, probar que para cada k, k=1l,...,n se
i k
tiene que 5 aik(s,xs) ag es una (p, IE‘t)-martingala continua
)

de cuadrado integrable, Para ello, teniendo en cuenta que Mg

lo es para cada k, habria de ser
p[ ¢ 2 k 1
[‘2) aik(s,xs) a <M,k rgl <

. . kk
donde, por hipodtesis, <Mk,Mk>t = Akk entonces d(Mk,Mk>t=dAt

t

Tambien por hipétesis se tiene V 0€R":
n t A
kh 2
0l 7. 6,6, S Zalk(s x ) 2 (s,xs)dAS < cle\
=1 * 4 o0 kn=1
donde C es una constante real positiva. En particular, haciendo

k=h, i=j se tiene

n n
2 2 Klg 2
OSZGiS Ealk(sx)cms_gc\e\
i=l ~ o k=l

“tomando 6 tal que Gi=l y Gp:-.o Vp;éi se tiene

t n

2 ,
Oéf zalk(sx)dA C
0o k=1
por lo tanto
t ’ n _rt
£ 2 kk P ,,
P{j aik(s,xs) d<1‘4‘k,l‘&k>s] £ ,,EPU alk(s,x )aA ]é E (C) =C
o . k=1 to ,

En estas condiciones, N, es (P, }F‘t)-martingala continua de cua-
drado integrable, no hemos heblado de la continuidad, pero es-

ta propiedad en N, es evidente por la propia definicidn, ya

t

gue, por hipdtesis los procesos Xy 9 It’ Mt asi como las me-

trices a y b lo son,
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2) Vamos a calcular Nt® N‘,t . Esta es una metriz nxn cuyos ele-
-~ mentos son los corchetes <N1,N3>t. Como Nt es (P, IFt)— martin-
gala continua de cuadrado integrable con valores en ]Rn, Nl,

Vi, i=l,...4nn es (P, ]Ft)—martingala continua de cuzadrado inte-

grable con valores en IR, entonces, por definicidén se tiene
2 <NY N0y =TS, - s, - <)y (3.1).

Ahora bien, para cualquiera que sea i, izl seesn

. t + n v :
N = f a(s,x.) dms) i = f kzlaik(s,xs) dr.I::
(o] =

0

entonces

i‘ 3 n ¢ rk n ¢ X
<N7,N >‘b = <Z faik(s,xs) dI«,S ’ Z 5 ajk(s,xs); dms:)t

k=1 o : k=1 o .
por abreviar la notacién llamamos
t K t
Q = _5) aik(s,.xs) Al s R = £ ajk(s,xs) dnt

. n n : ~
1
as{ <N ’Nao”t = <kZ"1Qk ’ kE 1Rk> ¢ donde Q¥ R, son,pa-

ra todo k, k=l,...,n (P, JFt)-amar’bingalas continuas de cuadra-
do integrable como probamos en 1), Con esta notacidn y teniendo

en cuenta (3.1) se tiene

Fo. Ta>, - 3 <Fo > - <Fade
Q. » R; = 3 Q, + R, ) - Q : -
;élk‘k:lkt 2L M4 F k>t pac

n

Desarrocllando, de nuevoe por (3.1), cada sumando se obtiene
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n n n |
{2 (QFRIDy = %1<Qk+ B2 g ¥ ‘kh§;1<Qk+ B Qpt B0y

k=1
N Keh
(3 a >
| Q > = i “{Q > + ‘;mV Q, » Q >
k=1 k ¥ k=1 k7% kh::l»< k he%
et

‘ n. n . n
(SR = 3 4R > + P LR, R D>
k=lk>t L ey o < B2
k#£h
y teniendo en cuenta que
RN : o ~
%1<Qk+ s = 1:”:1[‘( Gy * B>y F 249, By ]

queda, sustituyendo las expresiones que hemos obtenido y operando

n n | . n v
, 1l e
2o » ZR>y = 5 Z4QF Ry QB> -

k k=1 kh:l
. k#h
L P00, - B2 ammy, ¢ 2
= 5 2. KQeu», - F LR RS>, + £Q, 4R, >,
2y KB MO 2 B RO I

vamos a calcular el primer sumando de la derecha de esta Gltima

expresidn:

Lt Ry » Q* B>y = 3 [<Qk+ Bt Qut B>y =Lt Rpo

- <9yt B t} -
= LQQp> ¢ F<RRD ¢ * 2 LQRy7

aqui hemos tenido en cuenta que ‘iﬁk’Qﬂ> £ = gth,Rg> £ °
Sustituyendo la Gltima expresién ontenida 'y simplificando}queda:-

n n ' n n
{29, 5 2R = 40Q, + ST Lo, ,R.>
s R k> 4 khgl k2 T2y o A
k/h
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Agmpando los dos sumando en uno solo se tiene de forma
definitiva la e:ﬁpresién:
n n | n
P S AT e

solo nos queda, pues calcular el corchete <Qk , Rh} £° Utili-
zarenos aqui la notacién y caracterizacidén dada por P.A.Meyer
para integrales estocédsticas respecto & martingalas continuas
de cuadrado integrable referenciada e indicada en los Prelimi-

nares,

% %
Lo ¥ B>y =< ag(sx)) dmls( » J Bgn(ssg) afd =
| ) )

il

< aik(syyé{s) 'M: ’ ajh(é,xs) .M}Sl> " =

= aik(s,xs) ajh(s,xs).f <Mk,Mh>t =

i
it

t
k
5 aik(s,xs) ajh(s,xs) d<Mm ,Mh> o

)
t
kh
= é; aik(s,xs) ajh(s,xs) A
por lo tanto
i3 n
LNLN>, = 7 LQ » B> =
T 'khzl k h t
t n
kh
=j 7 a., (s,x) a.(s,x ) d&
5 khol ik s jh s s

luego N't;@ Nt es una matriz nxn cuyos elementos son <’N1,NJ> £

¥y son iguales al corchete <N’>i3 que se tienen en la Formula-
cibén integral, Por tanto queda probadd que la Formulacidn en

Ecuaciones Diferenciales Estocésticas implica la Integral,
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Teorema 3,2.=-

Si ademés de las hipbtesis generales, suponemos que la ma-
triz a es tal aue existe su inversa y estd uniformemente acoté-
da, entoncés, la Formulacidén Integral implica la Formulacidn en
Ecuaciones Diferenciales Estocédsticas,

Demostracidn, |

Suponemos aqui que existe una medida de probabilided P

sobre un espacio medible fitrado (W,]F,]Ft) tal que

t

N, = X,-%_= g b(s,x ) AV

es (P,IFt)-martingala continua de cuadrado integrable con <N>t
matriz nxn dada por
- n %
<wid - 2§ anlein) sy (ex) an

para Akh dada.

Queremos encontrar un proceso, qﬁe llamamos Mt sobre es-
te espacio filtrado tal que: a) Mt sea (P,JFt)—martingala‘con-l
tinua de cuadrado integrable; con {Mk,ﬂh>-t = Agh dado por

la Formulacidén Integral, b) c.s. P se verifique

n

Como, por hipbtesis, N, es (P,]Ft);martingala continua de
L. . ’ _l
cuadrado integrable y existe la inversa de la matriz a: a -,

entonces podemos definir el proceso

a"l(s,xs) N

=
ot
§
O &t
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vamos & probar que este es el proceso buscado,

1) Vamos a probar que lI, es (P,]Ft)—martingala continua de cua-

t

drado integrable. La continuidad se tiene por la propia defini-

cibn de Mt' Como a_l la suponemos uniformemente acotada y Nt

es (P,IFt)-martingala continua de cuadrado integrable, para pro-

bar que M, lo es seria suficiente probar que

t

t
, EP j a"l(s,xs) d<N>s} £ .
, 4

Si llamamos azj al elemento (ij) de a—i'entonces basta-

ria probar que
' %

P -1

E L{)a (s,x) d<N>s:{ij { o

ViyJy i3J=lyesesn, pero cada uno de estos elementos (ij) viene

dado por

Ty v, | '
[ a7 sxg) aamy )45 = ] (7 oy d‘N>$).iJ

donde
n ,

-1 _ 3¢ pJ
( & (s,xs)d<N>S)ij = 3§i aip(s,xs) AN
pJ - » kh
SESUSagE kE;; apk(s,xs)ajh(s,xs)dAs

de aqui se deduce que seria suficiente probar

*

pjE & & &, kh}
E lS Z Z. Zaip(s,xs)apk(s,xs)ajh(s,xs)dAS Zm

como a"lesta uniformemente acotada, entonces existe una constan-
te positiva que denotamos por 4 tal que Vip se tiene afé(s,xs)

. n
es menor o igual que d, entonces E:azé(s,xs),s d n, Por otra
=1 -
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parte (9,<N>t0)$'Ct9!2 entonces -

ot
=

2 & p(ﬂl*t)a(S,x)&A < 2¢.
Con esto

[f Z Z P a* (S,X ) a (S X ) 8» (S X )da iéZCdn ')
0 p=l k=1 h=1

Por lo tanto M, es (P,]Ft)—martingala continua de cuadrado inte-

.t
. grable,
2) Vamos a probar que <M,k,Mh>t = Aih .
£ .
Por definicién My = S a“l(s,xs) dN_ entonces la componen-—
o

te 1—é sima viene dada por

" ,
K
2:':: (S.’XS) dNS

{ald O'-—sd-

a) vamos a probar que <M ,Ml>t = Ail; <M1’M?>t es por definicién
iod_ not o x 13 K
<,y = X (el (spx)ang , T a8 (syx )@ >y
k=1 o k=1 o
llamando
+ t
_ * k _ * k
Qe "{ 8 (s,xg)dN; , Ry= {) a5 (8,xg) ANy
y haciendo un razén&miento enilogo al que hicimos en el Teorema

3.1 se obtiene

<J6‘Mi> = 5%' é% f a¥ (s,x ) at (8,%.) d(N)Kh =
! t o S S A ik*"?' s’ "ih'"?"s’ s

sustituyendo el valor de d(N}ﬁh se obtiene

29

. n n ¢ ‘
gt pedy . « o P9
LWHlpe= 2. % L > gaik<a,xsmih(o.xs>akp<u,xs)ahp(s,xs)aAS
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. * _ 1 * 1
tenlengo en cuenta gque aik(s’xs)“ ﬁ§E Sieq? aih(s’xs)“igf Spi
donde laj indica el determinente de la matriz a, y S.; el ad-

junto correspondiente, y llamando

n n v
E = z Eziafk(s,xs)afh(s,xs)akp(s,xs)ahq(s,xs)
se tiene:
A V(2 )
si p=q=1i E= é@ﬁ (g;isklaki(s’xs)/ E%ishlahl(s +X_)
| 1 [ 2
si p=Q;él 4 p}éq;él E = W (}é—iskiakp(s’xs.)) =0
i n
si p=ifq 6 pfi=q E = —=5 (/3; Skiakl(s,y ))(Zshla.hq(s xS»m
‘ Ha“ k=1 "

entonces <Ml,l’ﬂl>t‘ = Af‘.

b) Vamos a probar que <M1,M3,>t = A;J i,

<Mi Mj> = ﬁ Zn’ fa* (syx )a (s be ) d(N>kh =
TV S b ik ’ |

Llamando
2 n e %
E = Egi.Eélaik(s,xg)ajh(s,xs)a] (s,xs)ahq(s,xs)
' *
. ) ._..._.....S
y teniendo en cuenta que (s x ) Iaﬂ i? aah(S,xS) el nj

se obtiene:

4 [ m ( n
sl p=i, 4=  E= "'""( zskiaki(s’xsg \ 25 0 5(85% ))
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n .

si p#i :E:Skiayp(s,xs) = 0o entonces E=o
k=1 - ' '
n

si q#j 5. S, .a (s,x ) =o0 entonces E=o
iy Rithat s -

por lo tanto si i#£j (Ml,ma>t = AtJ como queriamos probar,

Para concluir el Teorema queda por probar que c.s.P se ve-

rifica la ecuacibn dlferen01a1 estocédstica, Por la deflnlclén

de Mt se tiene que Nfzsia(s,xs) dlig, ¥y como Nt es, por hipé-
tesis N.= %, -x - {b(s,x_ )aV_ se tiene c.s.P la ecuacibn inte-
t t "o s s ; : , _
gral
% %
Xy = X = gb(s,xs)dvs = ia(s,xs)dMS

t
que escrita formalmente nos da la ecuacibén diferencial estocés-

tica deseada,

Entonces queda probado el Teorema.

4,Formulacidn mediante operadores en derivadas parciales,

Encontrar une medida de probabilidad P sobre el espacio
medible filtrado (W, IF, ]Ft) tal que VY fécf(( ]Rn) siendo K un

n . o
conjunto compacto de IR, se verifique que

s

j 3 kh kh
= T(x, )—f(x )= f jzjb (£)(x)avy S E; L, (f)(xs)dAs
. [ 3_.]_ (o] kh:l ’

sea (P,]Ft)-martingala. Donde

13 | i s
Ly(f)= z by 5(t, x) — , L= 5 T
1 J=

kh

" son los elementos de una matriz dada.

y A
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Propiedades,

Vamos a dar aqui dos teoremas gque establecen la relacibn
que hay entre la Formulacion mediante operadores en derivadas

parciales con las Formulaciones exponencial e Integral,

Teorema 4ele—

La Pormulacién Exponencial implica la Formulacién median-
te 0perador§s en derivedas parciales,
Demostracibn,

Suponemos agui que eiiste una medida de probabilidad sobre

el espacio medible filtrado (W,IF,IEt) tal que
¢ i
Xy (t) = exp|(6,x,-x - ‘j; b(s,x )av) -5 (0 ) <NY0 )}

es (P,]Ft)—martingala VGéIRn;vsiendo <N>£ la matriz nkn cuyos

elementos vienen dados por

L

anyy? { oy (om) 8 (8,%,) aAS"
0

Definimose: V Qean

't
exy{(e, b(s,x,)dv,) + 2 (9,<N> 9)}
(o]

il

By (%)

Designemos por'ﬁyal espaéio de procesos cuyas trayectorias
sean de variagién acotada sobre todo infervalo finito de]R+.
Por una parte,

yr .
(6, 5 b(s,x )av ) = i?‘_le j'b (s,xs)dvg

como b es continua en (s,x), V(s,x)eR, X}Rn, y Vte“?’ entonces



% . | %
o J ¥
j b; (s, )av; eV vy ademés (o, {.b(s,xs)dvs)e\ .

Por otra parte, Aléh

k#h es diferencia de dos procesos crecientes, luego sobre todo

es para k=h un proceso creciente y pera

intervalo finito de R, Akhé'\s) s, como & es continua en (s,x)
Y (s,x)ém x BR" se tiene §alk(s X ) aah(s X ) dA e'\?' por
lo tanto (6,K10> G)e\y . La exponencial de una funcién real
de variacidn acotada, sobre cada intervalo finito [o,t] tam—~
bien es de varlacs.én acotada, entonces B (t) 6\7

Por hipdtesis, Xg(‘c) es (P, ]Ft)-martlngala, y por el Teo-
rema 1.3 es ademés‘con‘cinua y de cuadrado integrable, por lo
tanto es, en particular (P, E‘t)-mari;ingala local continua,

Podemos aplicar, entonces la Férmula de Integracién por
Partes a Bg(t). Esta Formula la damos y referenciamos en los
Preliminares, Podemos tambien aplicarla a Xg(t); De esta mane-
ra obtenemos que el proceso

% |
By (1) X (%) -‘ jo X4(8) aB,(s) - 1

: t
es (P, IF_t)-martingala local continua igual a S B’G(s) dXG(s).
o

Calculamos ahora cada uno de los sumendos de la (P, ]Ft)" martin-
t - ‘
gala local Bg(t) Xg(t) —g Xg(s) ng(s) -1

(1]

By(t) X () =exp{( 0, x - x )}

% i |
Bo() 2 [ (o, § b(s,x,) @) + 5 (0, LN>0 )] -

1

dBQ(t)

it

B, (%) [( 6, Blt,x,) aVy) + = (6, adrs, 0 )]
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entonces

- X (6)aBy ()= eXp{(e,xt-xé)}U@,b(t,#t)dvt)+ %(g,d(N)tGil

sustituyendo las expresiones ontenidas se tiene
t . .
B ()X (%)~ { X (s)dB (s) - 1 =

= exp{(@,xt-—xo)} - exp{(e,xs-xo)}' [(Q,b(s,xs) st)] -

[ R ol

exp] (6,x -x )} (6, a6 ) -1

Q& cf O S—nct

n

este expresidn es (P, }Ft)-—martingala local V 0 €R",
Sea f: =" —> TR definida por f(x)= exp(0,x) V QSJRn,,
esta funcidn es de ¢ ®( R™). Definimos los siguientes opera-

dores: Ll, N I.2:

L) = S, (4,5 e jel,e..,n
= : ] : =lgesegll
1 j=1 9 (23]

‘ n 82s
- kh 1 2°F
L, (£) =3 7 a, (t,x) a_ (t,x) 0=
2 2 1501 ik jh .bxj:oxj

k,hzlg oo e ,n

Teniendo en cuenta que f(x)= exp(®,x) se tiene

ks 2
?Xi = Giexp(e,x) H mi = Qigj exp(©,x)

para esta funcion los operadores definidos son de la forma
3 n
= ! . -
Ll(f) = expl(e,x)} izmlbij(t,x)ei q_l,...,n

h i =
L, (£)= 5 exp{@,x)}i%ziik(t,x)ajh(t,x)eiej

k,h=1,ooo,n
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Desarrollando cada sumando de 1z (P, ]Ft)-martingala local
-que hemos obtenido a lla luz de lz forma gque tiene los opera-

dores L, 'y L, para le funcién f concrete que hemos dado se
. [

1

tiene

exp{(0,x_~x )} [(e,b(s,x yav,))
= exp {(G ); exp{—(e,x )} [(9 b(s,x ) av )}

= exp{ (Q,X )} exp {(Q,X )} I}_il igla(syx )av ] =
i= 4=

n
= expi—(e,xo)} exp{(e,xs)} {E ( Zelbla(s,x )) dVJl
‘ j=1 1=
= exp{-(@ X )} Z( (Q,Xs)} ZQ b, (s,xs) )dvg =
- exp{-—(@,xo)} Elngm)(xs') av?.

analogamente para el segundo sumando se tiene la expresidn

% exp{(0,x -x )} [(9, d N .0 ﬁ =
n
é-é]-'-{exp ...(Q X )} eXDi(Q,X ):s Z 9 J kh llk(s o X )a dAkh
= exp{_(g,xo)} xp (6,x ) 2:_91 j lk(ﬁ‘)xs)ajh(ﬁ‘ﬁ;dﬁl;h

i

S

n

P
= R
eXP{—(G,XO)} E (f)( .

kh=1

‘por lo tanto
" | n . ;-
exp{(e,x-t—xo)}- é exp{-—(@,xo)} ;{Z‘lL:?-(f)(xs) vy -
% n

- | emf(e,x,)] mgngh(f)(xS) an

es (P, E‘t)-—mar‘bingala locael continua cuando f(x)=exp(6,x)

ve eRr™.
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Imltiplicando por la constante exp{—(e,xo)}se sigue
teniendo que
t n

exp(8,x,) - exn(,x) - | & 1(£)(x, )avJ -
' - o j=1

t n
-1 T3 e () aas”

es (P, IF, )~ martingala local continua cuando f(x)=exp(6,x).

Vemos, entonces que la_Formulacién mediante operadores
en derivadas parc}ales se satisface cuando f es de la forma
exp(©,x), entonces tambien se satisface cuando f es una com-
binacidn lineal de exponenciales de este tipo.

Por otra parte, como se trata de martingalas locales
continuas, el conjunto de funciones f de Ci(]ﬂn), K un com-
pacto de ]Rn, que verifican que Ht es maertingala local conti-
nua es cerrado para la topologia de la convergencia uniforme
sobre compactos, con derivada dé orden menor 8 igual a dos
(pérando los procesos en los tiempos de salida de los compac-
tos).

Ademés,'L; Schwarsz (19 ) probd gue toda funcidn de
Ci]Rn) es limite de combinaciones lineales de exponenciales,

Con este resultado queda probado que
%
= £(x,)~f(x, )..5 ZLJ(f)(x yavd - § 'Z Ly (£) (x, yans”
o Jj=1 0
es (P,]Ft)—martingala local V€ CE(]Rn). Y por ser f de so-

porte compacto, esta martingala local continua es acotada,

por tanto es (P,]Ft)-martingala.
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Teorema 424

La Formulacidn mediante operadores en derivadas parcia-
les implica la Formulacidén Integral.
Demostracibn,

Suponemos agui, que existe una medida de probabilidad

2
P sobre un espacio medible filtrado (W,]F,IFt) tal que VféCKGRn)

t n 3 3 t n Xh Xh
Hy= £(x)-T(x) - [ 5 1(0)(x,)av] - T o) (xy)as
’ : o Jj=1 o kh=1

es (P,]Ft)~martingala, donde

U b1 f e
(f)- Z by 5(%,%) b ()= 3 m‘éla (t,x)aah(t x)aXYXJ

y vamos a probar, quéf
t
N, =%, = X - { b(s,xs) dVS

es (P,]Ft)— martingala continua de cuadrado integrable con

Nt@)Nt matriz nxn cuyos elementos vienen dados por
- 1] n '
13 _ kh
N> " = -2 khZ__laik(s’xs) 24, (8,%g) dAg

Como Hf

lo seréd si hacemos:

es (E, ¥, )-martingals Vf&CIZC( ]Rn) en particular-

t

1) £(x)= (8,x) Yo€&R™. En este caso
L (1) () = Elb (5,x) 6, 5 Int(f)(x)= o

entonces

He= (8,x,.)-(8,x )- S Ei EZ'b (s x.) dVJ =
i o j=1 i=1
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n t n .
T o —-— ' fa] J -
(0yxy-x)) = 3 0, | 2.0 4(s,x) aVy =
o i=l o j=1
t S
=( 0 , Xt-xo"é; b(s,xs) v, )

i

t

entonces, si llamamos Q.= (e, x -X - jb(s,xs)dvs) se tiene
o

t

gue Qt es (P, }Ft)— martingala continua.

2) f(x)= (.9,x)2, veeRr", In este caso

. n. ;
Li(f)(x)s.2‘3{13.(t,x)(9,x)91 j=lyeeesn
' i=1l J

;- n .
kh 1 T
Ly, (£) (%)= 3 i;giaik(t,x)ajh(t,x) 2 9193 s Eyh=l,0..yn

entonces

o 5 n t n j
Hy= (0,2,) (6, )" - 2 ;;iei £ (6,%,) Eg by s(s,x,) AV -

2.0l 2. .
- 0.6. > a. (s,x_)a_ (s,x_)aA
5.1 i 5 Khel ik s’ " jh s 8

es (P, ]F,b)-martingala continua. Llamamos
.2 2 K |
R, = (O,xt) —(G,XO) -2 g.(e,xs)(e,b(s,xs)dvs) .
t .
Sea B(t) = f (e, b(s,xs) avs). Si designarmos por \f el espa-

0 .
cio de los procesos cuyas trayectorias sean funciones de va-

riacibén acotada, como Vte'\?' por hipbétesis y b es continua en
. ¢ v
(t,x), V(t,X)€B+x ]~ entonces B(t)eV .
Por otra parte, por serQ, (P, ]Ft)-martingala continua
-b

entonces { B(s)dQs es (P, Ef‘t)—martingala local, Vemos a

calcular su valor,
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t t s

{ B(s) aQ :j { (6,b(u,x )av, ) do

o 0 o : :
teniendo en cuenta la expresidn de Qt se tiene-
+t t/s
fB(s)dQ (j (Q,b(u,xu)dvu)> (e, dxé—b(s,xs)dvs) =
o o 0
t . t 8
£ (64b(u,x )JV )) (G,dxs) - <'J'S(.%)(Q,b(u.,xu)(:H.’u)>(G,b(s,xﬁ)dVS

§

1nte grando por partes el primer sumando

O%ynm

t ‘ t
S;‘:(Q’b(u’xu)dvu) (gsx,t) “‘é; (Q’XS) (Q,b(S,XS) dvs

integrando por partes el segundo sumando

t ft \
j,(Q’b(u,xu)qu)) ig (Q,b(u,xu)dvu; -

(

. [t
- %(b{ (6 , b(u,x,) avu)) .

(o]

o R o

(99b(u,xu)ldvu_)) (e,b(s,xs) av, =

ol.——\m

Sustituyendo embos sumando queda:
t +

¢
é B(s)da, = (0,x;) { (8,b(u,x,)av,) - é(s,xsﬂo,b(u,xu)dvu) -

it 2
§(£(G,b(u,xu)dvu)) .

Por otra parte Qi viene dada por

o t 2
Q =rk © 5 XX - g b(s,xs) av_ )} =
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: o - t YA _
= (G,Xt) + (Q,XO) + Q?, i;b(s’xs)deﬂ -2(9,xt)(9,xo) -

t | t
-2 (G’X‘b) (e, { b(S,XS)dVS) + 2 (G,XO)( S, ‘_Lb(svxs)dvs )

entonces Qi ~ R

& estd dado por:
o > g t 2
Q’h - R‘b = 2 (Q’XO) + ((QQ CS) b(s'sxs)dvs)) - 2 (QQXt)(Q,XO)“
- t _ t
-2 (6yx,=x ) (6, & b(s,x,)aV,) + 2 i(g,xs)(g,b(s,xs)avs)
comparando esta expresidn de Qi - Rt con la‘expresién que

, t
hemos obtenido para }B(s)dQS queda
o

~ %
2
Q€ -RB, =-2 { B(s)da = 2 Q, (8% ) voeR"

como E B(s)dQS es una (P,]Ft)-martingéla local acotada por
ser b :cotada, entonces es martingals. Como Qt tambien lo es
resulta que Qifﬁt es (P,th)—mart;ngala, ademés continua,
Por otra perte, tambien hemos probado que
‘ n L] n Xh
R, - 15259193 { kg;;éik(s’xs)ajh(s’xs)dAs

es (P,]Ft)—martingala continua, por ser la suma de dos mar-
tingalas tambien mertingala se tiene que
n t n '

QpRy* Ry- ;%Ziigj g kg;iaik(é’xs)ajh(s’xs) ang"
es (P,]Ft)-martingala.

Vamos & probar que Qt es ademés de cuadrado integrable,
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Pare ello hay que probar gue EP[Qi].(m. Por definicién de es-—
peranza

T I SR P

donde U:iw: sup {thg p} s UC= {w- sup ‘Qt\,;,pr, pro. Si
CLteT 04¢t<T

P|w: sup \Q (p} = 1 entonces Qi serie uniformemente acota-
0fteT

da, por tanto seria integrable y E L%}‘i . Supongamos pues

que P[w: sup th\ <p}<l entonces en este conjunto seria

oLt T
Qi fg;pz , s decir,

Pr 2
EQ%:] f Qt dP + p P[ w3 oflg)éqt(\p} LD + I Qth.{m

Por lo ténto Qt es (P, ]F,c)-martingala continua de cuadra.-
|
do integrable real, entonces existe un tnico proceso crecien-
te asociado a esta martingala, denotado por <Q>‘b tal que

Qi -<Q>t es una (P, ]I«‘_b)-martingala. Por lo que hemos probado

este proceso creciente <Q>‘b es necesariamente

n -
i%lgiga _i ké alk(s,x )a (s X ) dA

Observemos que Q£ = (O, Ni_‘) y Q> = (e, <N>tg)’ lue-

g0, como esto ocurre Y OéIRn se tiene
t

Ny = Xy=%, = i.b(s,xs) st

es (P, IFt)" martingala continua de cuadrado integrable con-
ij t n

N>’b ::f 2:_ e,
o kh=1

y el Teorema queda pues, probado,



73

5. Zguivalencia entre las cuatro Fermulaciones y planteamien-

to de un caso particular,

In 1os‘cuatro parésrafos anteriores hemos conseguido re-
lacionar las cuatro Formulagiones’planteaﬁas dos a dos,

Bajo las hipétesis generzles planteadas al comienzo de
esta primera parte hemos probado que:

1) la Formulaeién Exponencial e Integral son equivalentes

2) la Formulecibn Exponencial implica la Formulacién mediante
operadores en derivadas parciales

3) la Formulacién mediante operadores en derivadas parciales
implica la Formulacién Integral

¥s la hipbtesis supleméntaria sobre la matriz a de poseer és-
ta una inversa uniformemente acotada hemos probado que la
Formulacién en Ecuaciones Diferenciales Estocésticas y la
Formulacién Integral son equivalentes.

Pof lo tanto, si se suponen dados: un espacio medible
filtrado (W,]F,IEt), a, b, A, Vy sobre ellos las hipbtesis
generales y la suplementaria a las que antes hemos’aludido,
entonceé las cuatro Formulaciones son equivalentes, ¥y una
vez encontrada la medida de.probabilidad sobre el espacio me-
dible filtra@o dado que resuelva una.de elles tendremos re-
suelta cualquiera de las cuatro Formulaciones pudiendo uti-
lizarlas indistintamente,

En la segunda parte de este trabajo utilizaremos estas

cuatro Formulaciones bajo las hipbétesis en les que son equi-



T4

valentes, pero nos situaremos en un espacio medible concre-
to: el espacio W de las funciones continuas de B+ con valo-
' n ‘ . .

res en R, dotado de la topologia de la convergencia uni-

forme sobre los compactos de 1R,, y sobre este espacio con-

+9
sideramos la (-4lgebra de los conjuntos Bore.lianos que de-
notamos por 1B, y la familia creciente (Bt)tem_,, de sub-
¢ ~4lgebras de IB, tal gue para cada t de R, Bt esté ge-
nerada por las funciones continuas xs,'sst.

© Tambien hemos de sefialar que, & dgiferencia de la prime-_
ra parte, partimos agui de una aplicacifn A: R x W —> R
tal que cada componente de A verifica las hipbtesis del Teo-~
reme. de Skorokhod que pemi‘te‘a parti‘r de A construir una
(2,0

es la medida de Wiener sobre (W, IB) v, a ijartir de esta mar-

Bt)wmartingala contina de cuadrado integrable, donde PW

tingala construimos los elementos de la matriz que, en la

it

primera parte heﬁos 1lamado A, haciendq Aij d&i,mj:’t.

Entonces, sobre este espacio (W, IB, Bt) y denotando por
w(t) el valor de la funcibn weW en el tiempo t las Formula-
ciones song

Formulacién Exvonencial. Encontrar una medides de probabilidad

P sobre (W, B, B,) tal que VoER"

, . |
' Xg(t)-: em{(e,W(t)-w(o)-{ b(s,w(s))av(s)) -
0
i n t n Kh
-5 ij%l.}g m%-:laik(s,w(s))ajh(s,w(s))dAs (w)}

es (P, :[Bt)~mar‘tingala.
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Formulscién intesral, Enconirar una medida de probabilidad

- sobre (W, IB, Bt) tal aque
t

Nt(w) = w(t)-w(o)- | b(s,w(s))av(s)
o

sea (P,'Bt)—martingala continua de cuadrado integrable con
Ntﬁ-':} N‘s matriz nxn cuyos elementos son
t

<N~,N§> () = F§ ey lsm(s))ag (s, w(s))anr D )
¥h=1 o

e

Formulacidn en Ecuaciones Diferenciales Estocésticas, Encon- .

trar una medida de probabilidad P y un proceso Mt sobre el
espacio (W, 1B, ]Bt) tales que: a) M, sea (p, IBt)—martingala
continua de cuadrado integrable y <Ia-il,};§3>t(w)=4 Aléh(w).

b) aw(t)=a(t,w(t))amt(w)+b(t,w(t})av(t), w(o)=%x, C.8. P

Formulacién mediante operadores en derivadas parcialéé. Encon-
trar una medida de probabilidad P sobre (W, 1B, Bt) tal que

vfe 012{( IRn)', siendo K un compacto de R® se tenga que

2 ' t n . L SN _ ¥h
Hy = £(w(t))-£(x)- | X 1J(£)(w(s))avi(s)- | 2 LI, (f)w(s)aa
% , , h 1 2 s
, o j=1 o kh=1

sea (P, IBt)-max‘tingala. Donde I'i y LQ son como en el paragra-
fo 4.

Expresa'das de esta manera es como utilizaremos estas
Formulaciones en la segunda parte, donde V serd una funciébn

de variacién acotada y no un proceso como en esta primera

"parte,
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II: UN TEORENMA DE EXISTENCIA.

Sez W el espacio de las funciones continués sobre IB+
con valores en R, EL valor de la funcibn weW en el tiemvo
t lo denotamos por xt(w). Doﬁamos & W con la topologia de
la convergencia uniforme sobre los intervalos'compactos de
R, .

Si para todo t>o designamos por W, el conjunto de ap-

| t
licaciones continuas de [p,t] con valores en ]Rn, dotado de
lé distencia de la convergencia uniforme, entonces Wt es un
espacio métrico, separable y completo. La topologia de W
puede, entonces considerarse como la topologia limite pro-
yeétivo de las topologias de,Wn, n entero positivo y W es,
por tanto un espacio polaco,

Entonces, con la topologis de le convergencia unifor-
me sobre intervalos compactos W puede considerérse como un
espacio métrico, separable y completo,

En este caso, la ¢-4lgebra de Borél IB sobre W puede
identificarseua la menor ¢-&lgebra definida sobre W para la
cual xt(w) es medible para og¢t<m,

Ademés, si- C es la clase de los conjuntos de la forma

{w? xtl(w)e Pl,...,xtn(ﬂ)e Vn}l

. n
p&ra tl’t2'°"'tn G]R+ Y Pl, Pzgocey Fn 6 IB(IR ), n?/l 123 4
bitrerio, entonces C geners la ¢-4lgebra IB, y en muchos de
los razonamientos posteriores, podremos limitarnos a los

elementos de C como log generados de IB. Adembs si dos medi-



das de probabilidad coineciden sobre ¢ coinciden tambien so-
bre 1B,

Consideremos 1la familia creciente ( IB de sub-

t)fem+
¢-8lgebras de IB, donde B, para czda t€R, es la o-4lgebra
generada sobre W de modo que las funciones xé, s <t sean me-~
dibles, |

Disponemos pueg; de un espacio medible filtrado (W,]B,]Bt).

Sea As R, x W —>R" verificando las condiciones del
Teorema de A.V. Skorokhod, (Vease Preliminares).

Sea V ¢ :m+_-9cmn una funcidn de variacibdn acotada y
verificando una condicidén de Lipschitz.

Sean a: R xR —»R @R’ , b RxR —> R @R
dos funciones’continuas en ambas -variables (%,x), V(t,x)e}R+x}ﬁn
¥y wniformenente acotada superiormente.

| S5i P es una medida de probabilidad sobre el espacio me-

dible filtrado (W,]B,]Bt), sea M, la (P,]Bt)-martingala conti-

t
nua de cuadrado integrable construida éegﬁn le técnica del Te—
orema de A,V, Skorokhod de modo que <M>t = AJc su procesq cre—
ciente asociado, Neturalmente entendido'componente a compo~-
nente, Designamos por At = LI nf& el tinico proceso de va-
riacién integrablé si k#h, y creciente si k=h, determinado por
los proceso rezles componentes de la martingals M, de modo
.que If h: - <mk,m5>t es martingalé.

Podemos considerar entonces, la ecuacidén diferencial

estocésticas

(1) Xt(W) = a(t,xt(w))dmt(w) + b(t,xt(wj)dV(t)
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con la condicidn inicial de ser X =X CoSe.P,

En la forma integral (1) es
t ‘ t '
(2) | x,c(w) =X +£ a(s,xs(w))dﬁ'{s(w) + g‘ b(s,xs(w))dv(s) ’c.S.P

Sin embargo i no se suponen hipbtesis de Lipschitz pa-
ra las funciones a2 y b 1la ecuacidn (2) no tiene solucibn en
el sentido de Catherine Doleans-Dade 6 Ph. Protter, solucio=-
nes que son de tipo trayectorial, Nosg proponemos aqui el con-
gideirar un nuevo tipo de soluciones de (2), que naturalmente
al ser vélida su‘existencia bajo condiciones mas generales
gue la de estos autores, seri una sd;ucién mes débil,

Asi pues, desde zhora, las soluciones de tipo trayecto-
rial consideradas por Ch. Doleans-Dade & Ph, Protter las lla-
maremos soluciones fuertes, frente & las soluciones débiles"l

que vamos & definir ahorz,

Una solucién aébil de (2) (6 (1)) es un conjunto de

elementos (‘?'f, B, B ,ﬁt,i"') tales ques

t
1) ({»’:’, f:’», Iﬁéﬁ) es un espacio medible filtrado, obtenido‘a% par-
tir de (W, I3, Bt)'
2) P es una medida de probabilidad sobre w, B, th).
3) ﬁ; es una (?,f%t)~martiﬁgala continua de cuadrado inte-
grable con proceso creciente determinado a partir de A,
.4) B[ #: #(o)=x] = 1 |
5) Se verifica c.s. P 1z relacidn
N 3 .
w(t) = x + { a(s,%(s))&mg(w)+ f b(s,w(s))av(s)
0 o
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Establecemos shora las condiciones bajo las cuales pue-

den garantizarse la existencia de soluciones débiles de (2).

Teorema de Rxistencia,-

Supongamos que A, V, 2 ¥y b estan definidas como antes,
Si ademés la funcidn a es tz2l que:
- estd uniformemente acotada inferiormente por una constante
positiva y existe su inversa a”
n ' n .
- Y 6eR, VteR,, VxeR , VweW, ¥ uecl,t], se ’tlene
n

t
{3 s (smay (s ¢ clol?
u  kh=l

n
(H1)  o¢ Zeig.
ij=1 * 4

- VoeR": (0l<l, Vs,t€R,, s«%, VIeR , Vwell se tiene

t
(H2) ZGG S Za (u,x)a (u,x)dA (w) | t-s]
ij=1 s kh=1

para alguna constante positiva r,
Entonces, existe solucibn aébil de (1) & (2).
Demostracibn,

Por hipbtesis a y b son continuas y acotadas, entonces
existen sucesiones de funciones (am) ’ (bm) que ademis de
ser continuas y acotadas para cada m, verifican para cada m
la condicién de Lipschitz, y como sucesiones convergen uni-
formemente a las a y b resyectivamenté.

Sea Py i& medida de Wiener sobré (W, IB), podemos enton-

ces considerar, para cada m la ecuacibn integral estocéstica

1 t
(1) xﬁ(w)zx +:£am(s,x§(w»dms(w) + ébm(s,xg(w))dv(s) é.s.Pw
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siendo Mé la (P,]BS)~martingalavconﬁinua de cuadrado integra-
ble construida a partir de A mediante el Teorema de A.V.Sko-
rokhod.

.En estas condiciones, C, Doleans-Dade 6 Ph., Protter de—
muestran la existencia y unicidad trayectorial del proceso
x?(w), con trayectorias éontinuas? :Bt-adaptado ¥ tal que c.s.
P, se verifica la ecuacién integral (I).

Este proceso fiene una ley de distribucidn que vemos a
obtener a continuaciébn,

Pare ello, sea g4 una aplicacidén del espacio W en si
mismo, es decir: £ 3 W —> 1 donde w=4(w) estd definida de
modo que ﬁ(w)(t):x?(w).

Esta aplicacibn transforma la 0-4lgegra 1B y la familia

(B en si mismes, y la medlda de Wiener P, en la ley

t)tem+ W
de distribucién del proceso xm.,A esta ley la denotamos por

Pm,y vendrd dada por
PUM) = B, ( #H(M)) Ve

A través de esta aplicacibén g vemos & definir la si-
guiente relacidn de equivalencisa eg We si Wl y w2 son dos
elementos de W, decimos que W, ¥ W, estan ¢g- relacionados
si y solo si ﬁ(wl) = ﬁ(wz).

Consideramos el espacio cociente W/4 que denotamos por
W, mientras que por w designamos la clase de equivalencia asi
como un elemento representative de ella; es decir, si wewW

entonces W = {w Ws w estd g-relacionado con %}, 6 bien
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g(w)=g(w) ¥wew , Hediante esta relacién de equivalencia ob-
tenemos el espacio probabilisticé (7, 1B, fét’f)w)'

Definimos ahora la Sigﬁiente aplicacién sobre W
g:W - ¥ tal que Z(W)=F(w) V we W, siendo shora ¥ el
transformado por g de §. Entonces g es una aplicecidén inyec-

tiva y se tiene

Por otra parte, de (I).se tiene c.s. PW
m : m t m
x_b(w)-x- _g bm(s,xs(w)) av(s) a{v am(s,xs(w)) diﬁs(w)

t
llamamos Nt(w) a2 la integral estocéstica Sam(s,XZ(w))dMS(w).
0

Vamos a probar gque Nt(w) es una (PW’ B t)-martingala continua

de cuadrado integrable, Ahora bien. sabemos que Mt es una

(:%, Bt)-martingala continua de cuadrado integrable y lla-

mamos A:;J(w) a los corchetes <E;Il,mj>t(w). Entonces para que

Nt(W) sea (P“y ’ Bt)-martingala continua de cuadrado integrab-
PW i ' 54

le es suficiente que E '[{N o N >t(W)J <& . Pero LN ,N‘})t(w)

vime dado por el corchete |

t n ., no .
< { k}j:la;k(s,xz(w))dMls{(w) ’ > aak(s,xz(w))dm}s:(w)>

k=1 2

O -yt

y en el Teorema (3,1) de la primera parte vimos que estos

corchetes vienen dados por

ik m, b, o om, kh
8 (s,x (w)) a2 (‘u,xs(w)) dA (w)

t
.

M

entonces,
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LI (vJ:EPW[f s (e B (w)a (e xm(vz)jdAlm(»v)]
S ooy m s mTTst 8
teniendo en cuenta que am estéd uniformemente acotada superior-
m“ent‘e, es decir existe un ndmero real positivo p tal que
Vigj=lsecosn a;jé Py ¥ que A}sm(w).—. <Mk,Mh>t(w) dondg por
ser Mt una (PW’ Bt;~martingala continua de cuadrado integra-
ble y por ello E {’lh{ﬁ(mk,l‘ah}t(w)j { m, se tiene que EPW(AI;h
.entonces EPWE’&.‘Ni,I'Qj}t(w)l £ o y por consiguiente N, es

o,

)<

(2,

<N1,N‘]>t(w) conocido.

’ IBt)-—mar*bingala continua de cuadrado integrable con

A partir de N, vamos a definir ﬁt: I—It es una aplicacién
de T en R™ tal que V wew ﬁt('?ﬁ). = N_b(w)g.
Esta aplicacidn esta bien definida, pues si wl,w2€ ;zf‘-l(%') :

‘ . . m m
entonces ﬁ(wl)=g{(wz), y esto implica que xt(wl) = Xt(w2)

para cualquiera que sea t de ]R_H entonces se tiene

-b
;Ig(wl) —X— (j) bm(s,xxg(wl))dvgs)‘ =

‘ t
nm m,
x_b(wz).. K= { bm(“’xs(wz)') av(s) VteR,

i

por lo tanto VEER, Nt(wl) = N’t(wa).

~t o - ~N o~ n
Por Gltimo, definimos N‘t = NtOB l. Entonces, I\Ft:\f‘l-—-?]R .

Vamos a probar ahora ques

1) N 5 €S (Pw it} 4 )-martingela continus de cuadrado integra-

ble.sobre (W, IB, lﬁt).
4 m -~ . . 3 .
2) N, es (¢, Bt)—martlngala continua de cuadrado inte-

nt s 4
grable sobre (W, I3, IBt)'
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Demostracién de 1), Si designamos por ]B( R’%) la ¢-&lgebra
de los cojuntos Borelianos sobre r? vy por B( ]Rn) cualquier
conjunto de ella, entonces | |

R (B(RY) = |Fel: R (%) B(®™) ={{we¥: N (w)eB(R")}em,]
y este conjunto es de ,I-B-‘b’ por lo tanto ﬁt»es fﬁt—medible.
Por otre parte, V ﬁ&]ﬁs , 8¢t se tiene

-_ngt(v;) Pw(dw) = SN;G(W) Pw(dw) con BZE:IBs
B : B

por ser N Pw,

& ( B)-martingala SNt(W)PW(dW) ?‘:SBNS(W)PW(dW),

B

y deshaciendo de nuevo el cambio gueda ﬁs('}fr)ﬁ (dw), lue-

W

B

go ﬁt es (isw, ]}'it)-»mar’cingala. Haciendo un razonemiento com-

pletamente andlogo al anterior y teniendo en cuente que Nt

es ademas continua y de cuadrado integrable se tiene que

-

Nt tambien lo es,.

Demostracidn de-2). Sea B( ]Rn) igual que en 1), Entonces te-

' ~ P '
niendo en cuenta como esta definido N, se tiene que I\I‘t]i(B( RrY))
es igual a Zoﬁ;(B( R")) este conjunto pertenece & Z(ﬁt)

que es un elemento de Afét. Por lo tento ﬁ’c es Ihét-medible.

~ A __1 ~ - .
Sea BeIB_, entonces g (B)eIB, vy se tiene
~ ~ - | -
IR ™ = § 731 E)P™am
% + g t _

teniendo en cuenta gue Pm(f’) = P.W(;f-l([’ )) = FW(Z‘]'( NNy

que ﬁt es (E‘y, ]ﬁt) mertingala se tiene

I, @@ = [ 1,@PF 7 Med) -
? {8 (@)
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— ~d
{ 5 (@3, (aw) = {F (M)

[ §.("m3,(a%) =
B 71(s) 3 8

'”, 71(B)

por lo tanto Nt

es (Pm,lﬁt)fmaringala. Tniendo en cﬁenta gue
.ﬁt es ademés continua y de cuadrado integrable, repitiendo

un rézonamiento enélogo 2l anterior selprueba que ﬁt es conti-
nua'y de_cuadrado integrable,

Vamos shora & encontrar una expresibén de ﬁt mas conveniente
para nuestros propésitoss
o 1 ' m ? m

e - oy R - - - — - -

Nt(w) = N, g (w) = Nt(w) = xt(w)~x— éibm(s,xs(w))dv(s),
pero Vwewew : :?’él(ﬁ) = xfg(w), y por otra parte #=g(W)=g(w)
que aplicado a Vte R, seria %(t)=x$(w)=§i(ﬁ), entonces

k N ~ T ~
N (%) = w(t) - x - § bm(s,w(s))dv(s).

~
Como N, es (Pm,IBt)—martingala continua de cuadrado in-

2]
: . ~ ~ ) N
tegrable sobre el espacio (W, IB, IBt) donde W es el trans-

' . . . wi xd
formado de W§ ypor g tiene sentido hablar del proceso {N ,N )t'
Es més necesitamos calcularlo. Para ello vamos a buscar una

m . . .

(P ,IBt)—martlngala continua de cuadrado integrable de ma-
~ . .
ners que Nt pueda expresarse como una integral estocéstica
respecto de dicha martingala, pues en este caso sabemos de-
terminar el corchete correspondiente,
Por hipdtesis, la matriz a esta uniformemente acotada
superiocr e inferiormente, es decir existen constantes reales

positivas p y q tales que Vi, j=l,c.eynn q< &, .<£p. Por otra

ij

parte (am) converge uniformemente o ls metriz a, entonces
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e vartir de un indice mo en acdelante se tiene que el deter-
minante de la matriz a_ es distinto,de cero, por tanto exis-—
m .
.. -1 : .
te la matriz inversa am para todo m mayor 6 izual que mo,
y ademés esta matiz inversa es tembien uniformemente acotada
superior e inferiormente,
En estas condiciones, definimos
t

T = ( a (s, N (W
' Mt(w)_ = g a (s,w(s)) dI\E(w) A mm,

n . U .
éste es un proceso con valores en I]R ., Cada componente viene

dada por

. . n
(W) = ; j 15(8:%(2)) aNJ(w) Vmym

N
donde N
t

e ) » {4 0
ble por serlo Nt’ ademas es real, entonces existe un unico

proceso, crecn.ente integrable <N >1; asociado & ﬁg tal que

~J
es (Pm, lBt)—martingala continua de cuadrado integra-

N‘] NJ - 41\13 es (P IB )-—rnarunga;a. Iuego si «N% es in-

t 't 4
tegrablé se tiene E [_élf']}t} £ 0y Yiz=lyeeesns Por otra par-
te Viyj=lseeeonn (aml)la £ p; p’ constente real positiva,
Entonces ’

t . m .
m[{ (a;l)ij(s,fé(s))dﬁ'a}s' £ p'2 EP [-:’ﬁ%d £ @
por lo tanto Vis=l,...,n, Vmym ﬁ: ‘e‘s (Pm, fét)-—martingala
continua de cuadrado integrable, por tanto lo es IE;.

N
Por la definicién de “‘It se tiene que

ct

r~ - ~ o~ 2
Nt(w) = ‘c}) am(s,w(s)) dr.-IS(w) Vm > m
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Entonces '<N1’N3>t viene dado por el corchete

ik, o N~ oot wk
a " (s,w(s))ai (W) , 2 j a' (s,w(s))al (w)>
m s k=1 o m s

Q &y ot

n

‘<kz£
Vmamo. Aplicané.o la misma técnica que en el Teorema 3.1 de
la primera parte se obtiene‘la siguiente exvresidn para es-
te corchete:

>

kh=1

a;k(s,:f.r(s)) algh(s,“\‘;:(s)) d(ﬁk,ﬁh;as(%).

Q S~ ol

Si llememos Ki:’(%) =<'I§l,'1713>t(§:) ¥i,j=1,...,n entonces

ni o 3t g . h, wleh
<N ,NJ;»_{;(??"J) = Z S a (s,w(s))aa (s,w(s))aa” (w)
. - m m s
¥h=1 o
Vm>m .

Vamos & probar ahora que para todo 6 vector de IRn
n aed, "-’. i ) 2
0¢ S 6,6, LN, (W) £ clelc.
e A t
ij=1
Para ello necesitamos otra expresidn de <1“\'I1,I:I§t(?v').
, _ g n
Sea un intervalo [o,t], y sea t:r.: = it2™ para o <ig 27,
C. Doleans-Dade ha demostrado que para dos martingalas conti-
' wi o W
nuas de cuadrado integrable, nosotros tomamos Nt ’ N'b s SE€
tiene en el sentido de la convergencia L~ s
g N"j ~ . me e g o e d cs!j o ,43' o -
LN ,N >t(w) = 1lim E L[(Ntn (w)=-N n(w))’ (N5 (w)—Ntn(w)),]Bt,} +
N n i+l vy Tin i 1
i i,
3-
W (w) N2(w)]
. ~
ahora bien, de la propia definicién de Nt(?;) se tiene que

e e 4 oS ey
para t=o0 No(?;)-:o, luego Ni((fx).—_r\?g(w):o.
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~ e
_Por otra parte, sea B&€IB ,  entonces:
51

t.

yEd (i, (- Fh6n ) <N~" (%) ~%én')\%n] " =
B ifl tl Y i i

w9 i g A, ] ot .
= §q Ni‘n (%) - (W) ) (F), (D) - W8 ) a8 =
B i+l i ' i+l ti

R B T
Loy @ - Fa® ) (F () - B ) B, =
i+l i 141 i

—IS E d [(N n (w)-N n(W)) (NJn (W)-IIJn(W))} B 1 d“w
B 1+1 1 1+1 i 1

tomando 1{mite cuando n tiende & infinito se tiene
(3) 09, ) ap™ = S T, (%) 4B,
& t t W
B B (B)
procediendo de forma andloga con el miembro de la derecha
se obtiene
(4) J <, 8%, (@) ap, fent ,N3>t(w) ar,
~1
37 (B) FH(E)
Ya que, por hipdtesis, la matriz a esté uniformemente
acotada inferiormente y verifica H1l, se tiene, en virtud de
la convergencia uniforme de (aﬁ) hacia a, & partir de un

indice m, en adelante que VQeIRn; Vue[o,t}:

1

‘nt on ik, . sh Xh o
04 Z 5 ZGQ. a_ (s,w(s))a (s,w(s))dAS g clel
ij=l w kh=1 = 9 " m )

donde ¢ es una constante real positiva,
P

. n . .
Es decir, Y6eR , ¥mzm’ siendo m’:max(mo,ml) se tiene
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n
0L > 6. 93 <N ,NJ,> (W) c\9§~2

© 1 =1
donde ¢ es una constente real positiva,
Entonces, voem" , multiplicando en (3) y (4) por Qigj
¥ sumando en i,j::l,.,.,n, se tiene Vnym’

(5) Z 0,0, §<it, 79 (i ar” Z 0,0, I m N >t(w)dP
ij=1 =~ 9B 13-—1 3‘

. n
es decir, YoeR ', Vm>» m’obtenemos:

|

B

P, |2gp™

6,0 <I0 ,1:3,>,G(vz) ap™ e ii cletz ‘ = Nfc%e
p 23 4(B) B

ij

- FMs

m L
por lo tanto c.s.P , VYmzm’ se tiene

0 2_ 66, <N ,N%t(@) < clelZ.
13—1

14

. cq m
Tenemos entonces, Vm>m” wuna medida de probabilidad P

(<3
‘sobre el espacio medible filtrado (W, %, fét) tal que

' +
r?t(%?) = #(t) - x - g b_(s,%(s)) av(s)

m . . .
es (P, mt)-martlngala continua de cuadrado integrable, con

N

.\ £

% matriz nyxn cuyos elementos vienen dados por

Ni N e oot o . vjh o NKh
{NT,N >t(w) = Z f a_ (s,w(s)) & (s,w(s)) dA_ (w)
- kh=1 o
~lh .
donde At son los elementos de una matriz que hemos constru-—

ido a partir de lz (P 9 IB }-mart 1n~ala continua de cuadrado

integrable Mt'
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~Observese que para cada mym’, hemos resuelto el proble-
ma planteado en la primerza parte}como Formulacién Integral.
'Aéemés se tienen sobre K, Vs am’bm las hipétésis_que heacen
equivalentes las cuatro Formulaciones, ILuego, pers cada m,
m;;m' pueden usarse indistintemente cada una'de la cuatro
Formulaciones que plénteamos en la primera parte de este tra-
bajo,. |

Sea entonces [’ la familia de medidas de probabilided

my- NN . .
{P }m7~m’ sobre (W, IB) que resuelve la Formulacién integral
Cad R

qﬁe acabamos de dar, Vamos & probar que esta familia de medi-
dasvde probabilidad es relativamente’débilmente compactea,
Para ello utilizamos una condicién suficiente del Teo-
rema de convergencia de Prohorov ' dada por P. Priourei, Va-
mos a vérificar las hipbtesis de esterTeorema.
Sea K el cdmpactO'de =" que'contiéne al punto inicial
X. En lo que sigue siempre que utilicemos un compacto de ]Rn
nos estaremos refiriendo a éste. Entonées:
1) v ¥ hP"’[xéK]:l
2) voer", vPep
. n ‘
<8, f\i‘t(%» = > 0, Ty (#)
i=1l
es (?m,jét)-martingala continua de cuadrado integrable por
serlo ﬁi(w) Vi=lyeessne Su proceso creciente asociado‘
viene dzdo por
n

n . .
’ ~ ~ ~ i ~ g _
{LOsNL> 5 L8, N >D = <i§‘:l@>im ’ 3'2-;193N > =



90

. s .
= ¥ <o, T, oNI>, = ?? 6,6 .4 9N3>t =
13~1 J v 1501 * J
n t n ik
= a0, [ Falf(s,fi(e))al(s,ii(s)) SN
13,1 o kh=L

Ahora bien, por verificar a 1z hipbtesis H2 y ser (am)
uniformemente convergente hacia g, se tiene a partir de un

Indice m,

t n

Ze o, | 2 atf(umu))al(u,mn(w)) aal®|Lr]t-s]
152113 s ®

si |8]<1 y r wna constante positiva.
Teniendo en cuentea que en (5) los integrandos son po-
. g A m - n . r e .
sitivos, queda c.s, P , V6ER  |6l<l, V m>m’’ siendo

m”:max(mc,ml,mz)

n I n
2:919.5 > 1zk(u. w(u))a” (u,w(u))dA (w) 4r’)t-sl
ij=1 ¥ 9 5 xh-1

donde r’ es una constente real positiva y s 1.

3) Por hipbtesis V es una funcién lipscitciana de variecién

acotada, entonces J bm(s,w(s))dv(s) tembien es de va-
‘ 0
riacién acotada, y ademés , ‘
% t
5 bm(u,ﬁ(u))dv(u) - S bm(u,g(u))dv(u)l
) 0 ‘

|

d es la cota de Bm, Vm 3 m? .

mﬂ.‘-\d-

bm(u,ﬁ(u))dV(u)’_g a | v(t)-V(s)| ¢ ak|t-s| donde
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Entonces  es relastivemente débilmente compacta, por
lo tanto existe el limite de {Pm} cuando m tiende a infini-
~ . ~7
to. Denotamos por P a este limite, Vamos a probar que Pe 5.

~t

Evidentemente P es una medida de probabilidad sobre
~J

el espacio medible filtrado (J IB, B_b).

Por otra parte, hemos obtenido la If‘omulacién integral
y edenés en las condiciones que hacen equivalente las cuatro

. i ~ - 2]

Formulaciones, entonces para ver que Pe ¥ bastaria probar

N - - 3 N k‘ S
gue P verifice una cualgquiera de estas cuatro Formulaciones,
vamos & probar que verificaz la Pormulacidn mediante operadores

oo . . 2 n, .
en derivadas parcisles, es decir que V feCY( R»), Hy es
: 9

~ w2 a
(py, B t).—martlngala.

e

Ahora bien, Vmpzm

t n .
Hy = £(7(8))-£(x)- | 21 (£)(F(e))avi(s) -
. o j=1 ’ .

n
ZL (£)(w(s ))dA (W)

= 2,m
donde _ ,
1 (0 = 2 e 25
Loy o L E’i- a1k jh(t %) R
2,m 2 15 m ! 'bxi'axj

~ ~
sabemos que es Vmzm””’ (P™, B, )-mertingala. Entonces VBEB,,

t

8 £t se verifica

:EHIE e = H‘Q PR(a®)
B
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pero esto es equivalente a2 que V4 acotada, IBsumeéible vy
continua para la topolozgfa de la convergencia uniforme sobre

compactos, se verifique

2 [$Gi=)) H’;‘] - 5 [ i) i ]

donde st y mzm’

. m . .
Sustiruyendo Hﬁ Y H, por sus expresiones se tiene
[+

P . : t n | o .
B | A (£(H(6)-2(0)- [ LI (D) (F@)av(w) -
o j=1 7’ A

: + n ¥h
(6) -g XLQQﬂWWHdA(W)}=
N o kh=1 “°
Pm o ~r 8 .:g; j »o j
. [ﬁ(w(s))(f(w(sn-f(x)-{‘ S (o @Emeim -
-6 ,j=1 1,m A
S n
- § Z1P (o) F@) @)
° kh%l 2,m }

od
m . . . P
como P converge débilmente, cuando m tiende a infinito,a P
se tiene

= ~ o, . i ~ ~
2 [N -] —> B[S (602

m =00
por otra parte, agupando en (6) convenientemente, bajo las
integrales entre s y t, sumando y restando, en cada una de

ellas L3(£)(W(w)) v 15 (£)(¥(u)) se obtiene
t n ~ . o .
[ﬂ‘(m)) (S (] () (W(w) =13 (£) (i(w)) ) ava(u>) +
‘s § ’

P, N -
+E Lﬁ(w(s)) S 2. ( (f)(w(u))-’L (£) (W(w)) ) dA, o+
&



. t LR
+ B |g(w(s)) z, Ld(0) Giw) aviqm) |+
: . S
: mr t _
v g { S ERe () R )

s kh=1
Indicando por ﬁ.u la morma en el especio que en cada

ceso corresponde se tiene

£

S

PP, Tt n R 3
‘E Xé(W(S)) S E%‘ 1,m (f)(w(u))-L (f)(w(u)))dv (u)]
8
L BRI L |
LE bp’(w(s)ﬂ é}( (Ll,m(f)~Ll(f))(w(u)) , av(w) )] Z

<..,,Pm “}5*‘ ¢ } £ £ i :d ( s

5 s
R ‘
<lol Dol =) [ vl

como £ es acota..da, fec;f’;( IRn), V es de variacidn aco-i;adé. ¥V
(bm) coﬁverge uniformemente a b; entonces la expresidn antexrior
tiende & cero cuando m tiende a infinito.

De forma completamente anféloge se tiene~que.
i b ~Kh e

[ﬁf(W(S)) \ T (L (f)(W(u))-Lg (£)(W(u))) da, (W)l
kh e

tiende a cero cuando m tiende & infinito.

Teniendo,en cuenta éste desarrollo.y tomando 1l{mite en

(6) cuando m tiende a infinito se tiene

gorn

N t . :
B’ [;f(?f(s)) (f(€5<t>)-f<x)-$ 213 (£) (W(u))avi(u) -
o j=1

t kY
- ? “(f)(w(u)) aA (w))}

i

0 kh=1 “
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E)' ~ tad H a j ~ j
= 2 [#0ite)) (Giton 60 | 2 sden e’ -
. S d=

QO Cewn [

5] b4}
- | Y 1M EW) mﬁf“(?-?)ﬂ
o kh=1
es decir, V%e%a, s¢t
fu, a8 = [u of
B B

por lo tento Ht~es' (g, fst)-martingala, entonces pel’,

Pexro este hecho guiere decir que P resuelve la Formula-
cibén mediesnte opersdores en derivadas parciales, y como ade-
més se tienenlas hipdtesis que hacen eguivalentes las cuatro
Formulaciones podemos afirmar que P resuelve cualquiera de
las cuatro Formulaciones, en particular lea Formulacion en ecua-
ciones diferenciales estocésticas, es decir: hemos encontrado

. . . . ~ e A ~ At o .
un espacio probabilistico (W,IB,X%,P) v una (P,]Bt)—martlnga-
. . ~ i..d ij
la continue de cuadrado integrable Mt tal que <M1,MJ>t = AtJ Yy
t t -
w(t) - x = a(s,w(s)) al (w) + Db(s,w(s)) av(s)
o ‘ o
se verifica'c.s. P.

Por lo tanto hemos probado la existencia de solucién

débil de esta ecuacidn diferencial estocéstica,
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