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INTRODUCC ION.

Desde los trabajos precursores de Poincaré-Bendix;on y la
posterior fundamentacidn de la Teorfa de Sistemas Dindmicos en
1927 por BIRKHOFF L3} se han hecho numerosas generalizaciones de
este concepto teniendo en cuenta sus posibles aplicaciones. Bir-
khoff definfa un sistema dindmico como la pareja (Vn,E) de una
variedad Vn n-dimensional y de un campo de vectores E (ambos
indefinidamente diferenciables); y a partir de ésta construfa
una teorTa topoldgica de las trayectorias. Varias escuelas hicie~
ron alcunas generalizaciones de esta teorfa topoldgica ,credndo=
se lo cue se llamd '"TeorTa de Sistemas Dindmicos Genetales'', la
cual fue perfeccionada en 1956 por REEB(44] construyendo una ge-
neralizacién de los sistemas dindmicos de Birkhoff que englobaba
las nociones de "Familia Regular de Caminos' de WHITNEY [27] vy
de Variedad Foliada. V

Para sus aplicaciones a ecuaciones diferenciales y a ecuacio-
nes funcionales se hicieron generalizaciones por caminos distin-
tos al anterior., Asi, para ecuaciones diferenciales que no tengan
la propiedad de existencia glokal se han definido Ios‘Sistemas
Dindmicos Locales. Para ecuaciones diferenciales con argumento
desviado o para ecuaciones en derivadas parciales de tipo evolu-
cién se definieron los Sistemas Semi-Dinamicos (Una teorfa gene-
ral de &stos puede encontrarse en | 2 } ). Para ecuaciones dife~
renciales sin unicidad se desarrolld la teorifa de Semigrupos de
Funciones Multiformes [25] « El espacio fase considerado es
también distinto en cada caso. En la Teorfa de Sistemas dinémi=
cos Generales, primeramente citada, se considera un espaclo to-

polégico al gue se asocia una relacién de equivalencia sujeta a -
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ificas restricciones. Para las aplicaciones a ecuacio

ales, sin embargo, teniendo en cuenta que la teorfa
tas se ha desarrollado en Rn, se tomd como espacio

subconjunto akbierto del mismo. Posteriormente, los

uaciones funcionales y la teorTa de ecuaciones dife-
espacios de Banach o de Hilbert trajeron como con=
pasar a un espacio métrico como espacio fase. (RHATIA
KI1=-STEPANOV) .

bre ecuaciones difernciales en espacios vectoriales

En los Gltimos afos, los trabajos

la construccion de sistemas dindmicos sobre espa=-
ones han hecho aconsejable la utilizacidn de un es=
e como espaclio fase. Una teorfa general en espacios
8 desarrollada por SELL. Al comparar ésta con las
cas puede observarse que,si bien gran parte de las
s son directas generalizaciones de las andlogas en
icos, otras (como las propiedades de puntos esta=

no periddicos) necesitan una cantidad de recursos

or parte de las aplicaciones de la Teorfa de Sis-
os (espacios de funciones, ecuaciones diferencia=
s, etc. ) el espacio fase lleva aparejada, ademds
ura topoldgica, una estructura lineal co%patible
logia. Esta no ha sido, sin embargo, utilizada nun-
Ta cldsica,que se limita a las propiedades topolé-
acio fase. El desinterés de los autores hacia esta
ctura estd justificado por la poca relacidn exis~-
1la y la forma de las trayectorias del sistema.AsT,
i6n a ecuaciones diferenciales auténomas, dados dos
del espacio fase hay una muy dudosa relacidn en-
iones que pasan por
Y
micos debido a la no linealidad de la aplicacién

Xx ey vy laz soluciones que

lgual sucede para trayectorias generales de

e el flujo. La situacidén puede, sin embargo, cam-
almente si se construye a partir de la estructura
pacio fase otra estructura lineal sobre el espacio

que linealice la aplicacidn . La definicién de
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una suma y un producto externo en el espacio de evolucidn que
haga lineal la aplicacién m puede hacerse sin dificultad,
construyéndose as7 un espacio vectorial sobre el espacio de
evolucién que hemos representado en el capftulo | por X&R .
(En todo nuestro trabajo el grupo topoldgico T es R ,aun-
que igualmente podria tcmarse C ). De todas las posikles to-
pologTas de que puede ser dotado el espacio de evolucidn,ocu=
parad un papel relevante en este trahkajo la topologfa T menos
fina que hace continua la aplicacién T (topologfa inicial de
T ). Que esta topologfa es compatible con la estructura 1i-
neal y que puede ser definida por seminormas cuando lo es la
del espacio fase estd estudiado en la seccidn 3 del capitulol.
La primera dificultad importante que se plantea estriba en si
la estructura lineal del espacio de evolucién es compatible
con su topologia producto usual de X por R ., La respuesta
afirmativa a esta pregunta esti estudiada en la seccidn 4 uti-
lizando en la demostracidn las propiedades especificas que se
derivan de definir T un flujo continuo. Al-gunas prbpiedades
algebraicas y topoldgicas del subespacio Xx{0} cierran el ca-

pTtulo | .

La estructura lineal del espacio de evolucidn nos permite
estaklecer el niicleo de T como subespacio del primero, y el
espacio cociente XxR/Ker(wW) , el cual demostramos en la sec=
cién 2 del capTtulo Il que es isomorfo algebralca y topoldgi-
camente al espacio fase X . El principal interds de la estruc~-
tura lineal estd, sin embargo, en la posibilidad de definir
los espacios duales y, en consecuencia, las topologTas débiles
por dualidad de los espacios fases y de evolucién. Particular=-
mente, la estructura del espacio dual de (X&R)t tiénegran
importancia por sus aplicaciones al estudio de soluciones dé-
biles de una ecuacidn diferencial. El teorema 1 de la seccidn
3 da una informacién muy completa a .cerca del espacio dual de
(X%R) ¢ . Algunos resultados relativos a la completitud del es-
pacio de evolucidn en relacidn con la del espaclo fase y algu-
nas particularizaciones a espacios de Banach o Hilbert comple-

tan el capftulo |1,
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Los conceptos elementales de Dinamica Topoldgica, tales
como trayectorias, puntos criticos o periodicos, conjuntos mi=-
nimos, etc., pueden ser reformulados al considerar la nueva es-
tructura del espacio de evolucidn, Estas caracterizaciones las
desarrollamos en la seccidén 2 del capitulo lI1l. Los resultados
mds importantes de este capftulo surgen del estudio de las po=
sibles relaciones entre estabilidad-Lyapuhov y continuidad de
una funcidén tipo '"proyeccidn''y asi el teorema I11.3.6. estable-
ce una condicidn necesaria y suficiente para que un punto sea
estable-Lyapunov mediante una funcidn P: (X%R)~->X ., Para po-
der aplicar estos resultados a conjuntos compactos eétables-Lyi
punov hemos necesitado establecér un lema sobre la estructura
de éstos. La Gltima parte del capftulo estudia 14 aplicacién de
todos estos resultados, para lo cual ha sido necesario un cono-
cimiento mds profundo de la naturaleza del espacio (X&R)t bug=
cando un espacio vectorial topoldgico isomorfo a &1, pero cuya
estructura sea la de producto ordinario de dos espacios vecto-
riales topoldgicos. El teorema fundamental de la seccidn 4 (te-
orema 4.6.) establece la estabilidad de un punto mediante la
continuidad de una aplicacién P que ya no es tipo ''‘proyeccidn'
como en la seccidn 3, pero que estd definida en el eépacio XxR

con el producto usual y dotado de una topologTa homeomorfa a T.

El estudio de otros conceptos cl3sizos, como mociones esta=
tles=-Lyapunov, flujos equicontinuos, mociones casi-perfodicas,
con la estructura considerada en el espacio de evolucién nos
permite obtener en el capftulo IV nuevos resultados,que relacio=
nan &stos con la continuidad de una aplicacidn tipo "proyeccidn'
definida ahora sobre el conjunto XxRxR . Para estabiecer esta
relacion necesitamos definir un tipo de continuidad uniforme
mas general que el usual, que ]lamamos continuidad uniforme ge~
neralizada. La categorfa que se construye a partir de este con-
cepto sugiere posikles aplicaciones de éste, fuera de este tra-
bajo. Los teoremas constructivos mis importantes de este capi-
tulo permiten caracterizar una mocién Lyapunov-estabie o una
mocidn positiva o negativamente Lyapunov-estable mediante la

continuidad uniforme generalizada de una aplicacién Q defini~



da en XxRxR (dotado en cada caso de la topologia convenien=-
te). El teorema 3.7 da una condicién necesaria y suficiente pa-
ra que el flujo W sea equicontinuo mediante la continuidad u-
niforme (usual) de Q@ en un cierto conjunto. Como resul tados
pricticos de este teorema se obtiene una nueva demostracidén pa=
ra la relacidn entre mocidén uniformemente Lyapunov-estakle res-
pecto a la trayectoria y flujo equicontinuo sobre ésta, y una

caracterizacidn de conjunto casi=-periodico minimo.

.En el capTtulo V hacemos una exposicidn de ejemplos de sis-
temas dindmicos en los que es posible aplicar nuestros métodos
por estar dotado el espacio fase de una estructura lineal. En
la seccidén 2 mostramos que el espacio de funciones Jwo(R,R™)
(23] con 1a topologfa *~débil es un espacio vectorial topoldgi-
co localmente convexc, con lo cual, teniendo en cuenta que las
traslaciones generan un flujo continuo sobre este‘eSpacic‘Se
obtiene un primer ejemplo incluido en nuestras hipdtesis.

Los teoremas clasicos de existencia global, unicidad v de=~
pendencia continua de los valores iniciales nos permiten cons=-
truir en la seccién 3 un flujo continuo con las soluciones de
una ecuacidn diferencial auténoma en un espacio de Banach.

Mucho mds diffcil es, sin embargo, el problema de construir
un sistema dindmico con las soluciones de una ecuac!én diferen=
cial no autbénoma, puesto que es necesario modificar la ecuacién
original, As7, en 1] ,[4%] se aumenta en una dimensién el
espacio fase, pero se obtienen pocos resultados pricticos. Tras
la aplicacién de técnicas de Dindmica Topoldgica por diversos
autores para estudiar el comportamiento asintdético de las solu~
ciones, SELL introdujo la técnica de las “ecuaciones 1Tmites"
para la construccidn de sistemas dindmicos que permitieran sis=
tematizar y ampliar los resultados obtenidos.

Hemos extendido nosotros en la seccidn 4 esta construccidn
desde R" a un espacio de Panach. La principal difiecultad la
encontramos en la continuidad del flujo construido, para la
cual se necesitarfa un resultado similar en Banach al lema de
KAMKE en R" . Como los teoremas clasicos no son suficientes.

para asegurarnos este resultado hemos demostrado en el lema 4.5




un resultado mds fuerte exigiendo condiciones de Lipschitz y
de acotacién al lado derecho de la ecuacidn diferencial. Este
lema, cue generaliza el lema de KAMKE a Rn, basadndoseen teo-
remas cldsicos, pero construyendo a partir de éstos una demos-
tracién totalmente original, creemos que es el mds importante
de nuestro trabajo.

La importancia principal de esta construccidn estriba en
la positilidad de generalizar los resultados de SELL en R"
sobre estabilidad de soluciones y existencia de soluciones
perfodicas y casi-perifodicas a espacios de Banach, problema
que estd siendo profusamente estudiado en la actualidad. En
un articule reciente de ilKOV 1 28], en el que se usan las
ecuaciones |Tmites en el mismo sentido que SELL, se evita el
problema de la continuidad del flujo tomdndolo como hipStesis
en sus teoremas. Por estc, aplicando nuestros resultados a es-
te trabajo pueden obtenerse varios teoremas de existencla de
soluciones casi-perfodicss de la ecuacién x'=f(x,t) a partir
de un tipo de estabilidad mas fuerte que la uniforme, imponien=
do solamente condiciones a la funcién f que define la ecuas

cidén y no a sus solucioneés como se hace en (28],

Los conceptos que usamos a lo largo de nuestro trabajo,
estdn tomados de los textos clisicos de sistemas dirndmicos,
fundamentalmente de L4) ,{4@]. Otros conceptos més modernos
de Dindmica Topoldgica estdn tomados de [23]. Todos los resul=
tados que se desarrollan son originales salvo si se hace men-
cién expresa de lo contrario, Hemos enunciado las proposiciones
especificas de Dindmica Topoldgica que necesitabamos utillzar
y hemos supuestos conocidos, en cambio, los resultados de es~
pacios vectoriales topolégicos y de ecuaciones diferenciales
que son topicos en la literatura general sobre estoé temas., De-
dicamos una atencidn preferente en todo nuestro trabajo a los
aspectos de Dindmica Topolfgica que se aplican en ei estudio
cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Aceptando la divi=
sién de esta teorfa (12] en local, global y abstracta, situa-
mos nuestra tesis en una lTnea apartada de la teorTa global,

y situada entre las teorfas abstractas y local, buscando los
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aspectos de aquélla que mas aplicacidn tienen en ésta.



CAPITULO |
ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO LOCALMENTE CONVEXO

SOBRE EL ESPACIO DE EVALUCION

1. INTRODUCCION

En la mayor parte de las aplicaciones de Dindmica Topolé-
gica, el espacio fase del sistema dindmico considerado est3
dotado de una estructura lineal compatible con su estructura topo
l6gica, La utilizacidén de esta estructura algebraica nos va a
permitir aplicar muchos resultados de Andlisis Funcional al es=
tudio de los sistemas dindmicos. Tomaremos como punto de parti=-
da en este trabajo un espacio fase dotado de estructura de espa=-
cio vectorial topolbgico localmente convexo y kuscaremos las con
secuencias derivadas especialmente de la estructura lineal,

En la seccidn 2 recordaremos los conceptos mis elementales
de Dindmica Topoldgica y damos asi mismo élgunos resultados to-
nocidos de esta teoria quée serdn utilizados a lo largo de este
trabajo.

La seccion 3 estd dedicada a la construccién de un espacio
vectorial sobre el espacio de evolucidén que haga lineal la apli-

cacion 1 y posteriormente a dotar a éste de una topologfa com-



patible con su estructura lineal. Los teoremas de esta seccidn
son aplicaciones inmediatas de resultados de AndlisisFuncional.
En la seccidén 4, el teorema 4.1 resuelve la primera cues=-
tién de interés de este trahajo, consistente en estudiar la com
patibilidad de la topologfa usual del espacio de evolucidn con
la estructura lineal definida en la seccidn anterior. La demqi
tracién del teorema 4.1, aunque sigue un camino natural,
llega a ser.algo complica&a por la cantidad de recursos que uti-
liza,
Se cierra el capftulo con la seccifén 5 probando que el su-
bespacio Xx{0} es isomorfo y homeomorfo al espacio fase y den-
so en el espaclo de evolucidn cuando éste estd dotado de la to

pologTa definida en la seccién 3.

2. CONCEPTOS ELEMENTALES

Recordamos en esta seccién los principales conceptos de

Dindmica Topoldgica que serén utilizados a lo largo de este tra

bajo.

Definicidn 2.1, Sea X un espacio uniforme y T un grupo topold-

gico. Un sistema dindmico global sobre X es la .terna (X,n,T) don
de N es una aplicacién de X x T en X que satisface los siguientes
axiomas.
i) M(x,0)=x para todo x € X (axioma de identidad)
ii) Nninix,t),s)=N(x,tts) para todo xeX y s,teT (axionma
de grupo)
iii) T es continua (axioma de continuidad)
Cuando T=R se le llama también un flujo continuo. Al conjun
to X se le 1lama espacio fase, al conjunto XxT espacio de evolu=

.
cion,

Definicidn 2.2. Sea X un espacio uniforme y T un grupo topolé~-



gico, Para cada punto xeX sea IX =(dx, A x ) un intervalo abier-
tc en T que contiene a O, Sea D¢ XxT definido por

D={(x,t) € XxT ¢ telIx}

Se¢ llama sistema dinamico local sobre X o flujo local continuo
sobre X a la pareja (D,1) donde T es una aplicacién de D en
X que verifica las siguientes propiedades:
i)T (x,0)=x para todo xeX
i) Site I Y s¢€ 'T\(x,t) entonces t+s €l y1 (nix,t),s)
=T (x, t+s)
iii) Tt es continua
iv) Cada intervalo |x €s maximal en el sentido que o
hien ‘x=T:O el conjunto
IM(x,t): Ogtepx)
no es relativamente compacto si 2 +®,0 el conjunto
{nlx,t): K2t 40)
no @s relativamente compacto si -oo<°‘>2:'
v) Los intervalos Ix son semicontinuos inferiormente en
X, esto es,si  x —»x entonces | ¢ lim inf Ixn.

Definicidn 2,3, Si xeX ynes un flujo sobre X se llama tra-

yectoria a través de x al conju;?gm“
¥ (x)z¢nix,t): te lx}
Anidlogamente se defiren la semitrayectoria ¥*(x) positiva
y la semitrayectoria negativa Y~ (x) por |
K+(x)={ﬂ(x,t) o0etLp )

X~ (x)={m(x,t): A, t& 0}

Definicidn 2.4, Un punto x € X es un punto critico o de equlli-

brio para el flujo si T {x,t)=x para todo t € T.
Un punto x € X es un punto periddico para el flujomn si exis=-
te T tal que M (x,t +T)= N (x,t) para todo t.

Definicidn 2.5. Un conjunto McX es irvariante si ¥ {x) <M para

todo xeM. El conjunto M es positivamente invarianté (resp.:
Negativamente invariante) si ¥*(x) <M (resp.: ¥~ (x) € M) para
todo x € M.
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Definicién 2.6. Un conjunto MCX es minimo si es no vacfo, ce-

rrado e invariante y si no contiene ningln conjunto propio con

esa propiedad.

Definicion 2.7. Simes un flujo continuo sobre X a la funciom

t — (x,t) se le llama mocién o movimiento a través de x. Una
mocién T (x,t) se llama compacta si ¥ (x) es relativamente com-

pacto.

3. ESTRUCTURA DE ESPACID VECTORIAL TOPOLOGICO SOGRE EL -ESPACIO
DE EVOLUCION

Suponemds en todo lo que sigue que el espacio fase X es
un espacio vectorial topol8gico localmente convexo (e.v.t.l.c.)
separado sobre el cuerpo R,.que se tomard también como grupo to=
poldgico T. Podria emplearse tamhién en lugar de R el cuerpo C
sin hacer apenas variaclones. |

En esta seccidn definiremos una estructura lineal sobre el
conjunto XxR que linealice la aplicaciénm y posteriormente una
topologTa compatille con esta estructura. Supondremos que (X,n,R)
es un flujo continuo glohal, aunque con algunas variaclones po= |
drfa extenderse a un flujo local,y utilizaremos en la construccién

la siguiente propiedad conocida de sistemas dindmicos [A]

Proposicion 3.1, Para cada teR la aplicacidn T, : X —+X defl

nida por Ny (x)=T (x,t) es un homeomorfismo.

Proposicidn 3.3. El conjunto XxR con las lecyes
(5) (x,t) & (X',t')=(Tl‘4 [n (x‘,t)+'ﬂ(x‘,t')], t+t')

t+t!
(Foe.) Aelx,t)= (miBnlxe) at)
tiene estructura de espacio vectorial, ‘La aplicacién TM:XxR—¥X es

lineal.

Demostracibn. Se reduce a comprobar que estas leyes cumplen los
axiomas de espacio vectorial:

1) Asociativa.
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t

= OGO )M e ] e e

=(ﬂx,t)$(x',t‘ﬂe(x“,t“).
2) Elemto neutro

(x,t)® (00)= h?[nbstﬂ y t)= (x,t)
3) Elemento ‘:simétrico

o(x,t)=(n [-n(x,0)],=t)
4} Conmutativa

(x,0)@(x',t")= 7, MG, )M, 0], tret)= (x',t))e(x,t)
5} Distributiva respecto a la suma de vectores
aefix,t)e(x',t" )] =onl e, 0Mx e ), teet)s
= (1), 4t+t {An t+t [n(x £)+N(x',t')], t+t')), A(t+t') )=

"(Tr At+t!) E*ﬂ(x.t)+xn(x ! )]-A(t+t'))
=y NGO, A OnmA M(x! 1) ae)] AeeAL )=

=(ﬂ;1>ﬂ(x,t),xt)+(nXt,Aﬂ(x',t At )=XOIX,t)+X®(x',t'}

Por procedimientos andlogos se demuestran

1) @ [t & (o] = g eml, [ni,e)m, el

6) Distributiva respecto a la suma de escalares
(A +p)0 (x,t)=A0 (x,t)+p0(x,t)

7) Asociativa respecto'al producto de escalares
AORO(x,t))= Op)e(x,t)

8) 10(x,t)=(x,t)

Ademds Fa aplicacibnmes lineal en este espacio. En.efecto:
Dniix,t)e(x',t")] =mn: +t,[1'1 X, t) 4T x Lt )], ekt )=T(x,; t)+T(x',t')
inbox, el =1 (ML AT (x, t) ,At)=Mmilx, 1),

En adelante representaremos el espacio vectorial definido so-
bre el conjunto XxR por (s} y (p.e.) por X%R para distinguirlo-del
espacio vectorial XxR producto usual de los espacio vectoria]es
X y R definido por

(s') (x,t)+(x',t" ) (x+x',t+t!)
(plel) Alx,t)= (Ax,kt)

Una vez dotado XxR de una estructura de espacio vectorial pa=
ra la cual es lineal la aplicaciénm puede considerarse la topolo-
gfa T menos fina soktre XxR de las que hacen continua-la aplicacidn
N (topologfa inicial deT ). Son resultados conocidosi5 1,{44]

los siguientes:
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Proposicién 3.3. La topologfa T menos fina que hace continua la

aplicaciénm es compatible con la estructura vectorial (s), (p.e.)

de XkR. Representaremos este e.v.t. por (X«R)¢ .

Proposicién 3.4, Si (pi:ie[} es una familia de seminormas que de-

fine la topologTa de X, las funciones {Ei=pi€n:ie|} son seminormas

que definen la topologia T . Por tanto (XKR)r es un e.v.t.l.c.

Hlota . Estas proposiciones pueden demostrarse también directamen-
te sinrecurrir a propiedades de una topologfa inicial, SabemosiZé];
que una aplicacidén lineal M:Y—+X es continua si y sdlo si para to-
da seminorma continua p de X existe q de Y tal que '
peTi(y) £ qly) ¥ yeY

Consideremos el espacio Y= (¥%R) cuya topologfa estd genera=
da por la familia de seminormas 4piq1 iel} . Entonces para cada se-
minorma p de X existe pem de (XkR). tal que peTi(x)= pen (x), con lo
cual M es continua. Ademis si qu} engendra otra topologfia.sobre
X#R para la cual es T continua se tiene que para cada seminorma
p de X existe q tal que gapem, o sea, la topologTa generada por la
familia {qj j¢J} es mds fina que la generada por la fémilia{ﬁ€nie\{

Es también un resultado conocido de Andlisis Funcional [ 44 ]
que la topologTa T de %R es Hausdorff si y solo siT es inyectiva

Como consecuencia se obtiene,

Proposicidn 3.5. La topolegia T generada por la familia de semi~
normas {pom ¢ I} no es separada. ‘
Demostracidn. Es suficiente ver que m no puede ser inyectiva. En
efecto, si el punto 0 es de equilibrio quiere decir que para todo
t se tiene M (0,0)=T (6,t)=0 con lo cual M no es inyectiva, Si
por el contrario el origen no es un punto de equilibrio existe téR
tal que T\(O,t3=y#0. En este caso T\ (y-t)=T (T (C,t),~t)=0=T(9,0)
siendo (y,=t)#(0,0). | '

L, TOPOLOGIA PRNODUCTO DE XxR

Parece 18gico preguntarse si la topologfa productb de XxR es

compatible con la estructura lineal definida por (s) y (p,e.).
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Demostraremcs en este apartado cque la respuesta & esta pregunta
es afirmativa, okteniendose asT otra topologia sobre X&xR, en la
cual TI , por definicién de sistema dindmico es continua. Por de-
finicién de T esta topologia producto es mds fina que la generada
- » . - » .
por lasseminormas | prT\:I€|} siendo ademds en cualquier caso dis~

tintas,pues el espacio topoldgico producto XxR es separado.

Teorema 4.1. Las aplicaciones (( x,t), (x',t") )o(x,t)®(x',t')
de (XxR)x{XxR)=» XxR y (A, (x,t))-%(x,t) de Rx(XxR)-»XxR son conti=

nuas si AxR va dotado de la topologfa producto de X y R. El espa-
cio vectorial X&R con esta topologfa es un espacio loc&lmente con-

vexo.

Denostracidn. Se probard en primer lugar que la suma es una aplica
cidn continua; se hard a continuacién lo mismo con el producto ex=
terior y se dard, por Gltimo, una familia de seminormas que defi=~
nan la topologfa producto. Una vez demostradas estas tres propie«
dades estard acaktado el teorema.
1) Continuidad de la suma. Tenemos que demostrar que siendo (x,t)
y (x',t') € XxR y dado un entorno de 0 en XxR,Vx(-¢,£) con V entorns
no de 0 en Xy (-€,6) entorno de 0 en R, existe otro par de entor=
nos de 9,W en Xy (-§,8) en R tales que para cualquiér par de pun=
tos  (2,,5,) € (x,0)0Hx(=5,8) v (z,,5,) € (x',t')® Ux(5,§) se vere-
fique

(21,51)9 (22,52) € (x,t)® (x'.t')® Ux(-€,£)-

Notemos ahora que la funcidn Tlt:X-—rx es contirua uniforme=
mente respecto de t en un entorno de 0 de R, esto es, dado un en-
torno V de 0 en X, existe !/ entorno de 0 en X y£>0 tal que si
xe y |ticg se tiene‘n(x,t)=ﬂt(x)ev por ser M:XxR-»X continua.

A . - 'F .- __4
plicando ésto a la uncaon1151+sﬁ_t_t,
L

; .dado V existe '
y £20 tales que si y e 'I' vy
[ | -,
|s1+s2 t-t' ¢ §
entonces

-4
T —t - t(‘/)év.
S1+52 t-t

Tomando en particular yiﬂ(g1,51) +T‘(zz,sz)dh(x,t)-ﬂ(x',t'),

pertenecerd a W' si M (21,51);ﬂ(x,t)ew'/2 y T\(zz,sz)‘n(x',t')e
€'"/2. Por la continuidad demexiste ‘' y §< €/2 tal que si x~z1eV/.
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! -tl<§ entonces

x' - zzew, |s]-tI«3 y ls2
T (zy,s,) -Nx,t) € v'/2
T (z,,5,) -THx',t') e W'/2
y v
Is]+sz-bt'l A Is1-tl + lsz-t'| s

con lo cual

(z1,8)) @ (22,52) © (x,t) © (x',t") =

= (Tr§]+sz-t-t'[“(21'si)+“ (zz,sz)-'n(x,t)-n(x',t')] y Sy¥s,mtot!)
pertenece a Vx(=¢,¢).

2. Continuidad del producto exterior. Demostraremos que siendo(x,tk
€ XxR y A¢R y dado un entorno cualquiera Vx{-¢,£) de 0 en XxR exis-=
te otro par de entornos de 0 Wx(-£,8) en XxR y (~«x,%) en R con

la propiedad de que todoX de R y todo (x',t') de XxR tales que

EX =Nlew (x',t') © (x,t)e Wx(-§,§) verifican

MG (x,t) BXO(x',t') e Vx(-E,8).

Como la aplicaciénm g1 ©s continua existe W',£<€ tales que

A

At= A
e [Nl e) =Xm(x,e)] e v

siempre que ATI(x,t)=ATi(x',t')e¥' N~ Nt'le'lo que se verifica

para 1A= Al Cx’CE/2(18) +§) y  1t=t'1¢&CE/2 .

Por ser ademisn una aplicacién continua, por ser el producto
exterior continuo para el e.v.t., X y por ser la suma continua pa-
ra X,existen Y,x'',§" tales que

ATU(x,t) AT (x',t!)e W
siempre que sean |A-Al ¢! | lt-t'1ed" y x=x'e W, ,

Tomando ahora o =min{s' ,&'") , S=min(§',5") se tiene el resul=
tadp deseado, pues si  (x',t')e (x,t) & Vx(=§,5) entonces
Ma(x',t') @Xﬂ(x,t)‘-%(n;\z_)\. t.[)m(x,t)')\'Tl(x',t')l.)\t-)\'t')er(fS,El

El siguiente lema finalizard la demostracidén de este teorema:
lema 4.2. La familia de funciones |G, :lc}t de XxR en X definidas
por

@ (x,t) = pen (x,t)+1t!
es una familia de seminormas en XxR que genhera la topologfTa pro-
ducto de XxR.



Demostracidn. Las funciones ¢i verifican las tres condiciones
de seminormas:

G‘{_x t) @ (x',t")] =T,
P,
pi[ﬂ(ﬂs’t)m(X',t')] +ltrtlg poon(x',t!') +it'l épomi(x,t)+

+1tl = G‘.(X.t) *U.(x',t').

t+t An(x,t) +T (x',t)],t+t!) =

[n (x’t)*“(x'.t')].tﬂ') f et =

) a;xelx, t)] =0, (T\’”\“(x t),At) = p, o'n(n“)m(x t),At) +
+Iatl = pi)‘T\(x,t) + I Lti= ) (piojn(x,t) +1tl) =\M¢i(t).
iii) G‘i(x.t)< oo .

Esta familia de seminormas genera una topologTa soktre X&R. Se~
rd suficiente para que esta topologfa sea equivalente a la topolo-
gia producto que para cada tola Bi(E) definida por

Bi(ﬁ) = Q(x.t)éXxR:G‘i(x,t)<E}

exista un entorno de 0 en X y unb>0 tales que Wx(-§,8)¢ B‘(E),
y recTprocamente que para cada seminorma p de la familia {pl:ielf
cada$¢>» 0 y cada entorno («§,5) de 0 en R exista un entorno V de

0 en XxR con la topologfa generada por {Wi tielt  tal que

Ve s'i (£) x (=8,8)
donde B' c) = { xeX: P, (x)¢€l .

Sea en primer lugar la bola B (). Como la aplicacidonm es
continua existen 6 v un conJunto finito J tales que
poTl(x,t) ¢€/2

si P (x)gw, 1ty jed.

Tomando Y = M\ B!(4) se tiene que

jey J
pioTl(x,t) +tle €/2 + £/2 =€

si (x,t)€ Wx(=8,8) con §¢€/2.AsT Vx(-§,8)¢ BI(E) y se obtiene
la primera parte.

En el otro caso sea B%(&) dada por la seminorma a; Yy £50 vy
sea 69 0.Como la aplicaciénm_, es continua y'n_érﬂx,t) = x exis~
ten W,8% y un conjunto finito H tal que

p;(x)¢ €



si prpTKx,t)<n’, heH v Itled’.
Tomando 1 =min(3',5') se tiene para todo (x,t)e M\ ‘Bh(ﬂ))que
heH
peilx,t)  +itl<n
de donde resulta

phon(x, e Ltleded

y asf pi(x)<£ yltl<§ con lo cual (x,t)e€ B;(E)x(-é,s) y se con-

cluye la demostracidn del lema.

§.HOMEOMORF I1SMO ENTRE Xx{0f Y X.

En lo sucesivo llamaremos T a la topologfa generada por la fa-
milia de seminormas )piun:iel} y ¢ a la cenerada por la familia
jo;t iel} . Demostraremos a continuacidn que ambas topologfas
son equivalentes en XxJ0} induciendo en &ste conjunto una topo=

logTa homeomorfa a la de X.

Teorema 5.1. El conjunto Xx}0} es un subespacio vectorial de

XxR. La aplicacién (x,0)-»x de Xx{O} en X es un isomorfismo
algebraico y topolbgico cuando estd dotado Xx{0} de la topolo~
gfa inducida port o @ . /

Demostracién. Para probar que Xx{0} es un subespacio de X%R bas=
ta comprobar que para cualesquiera (x,0) e {(y,0) ¢ Xx{0} y para
cualesquiera \,ueR se ctiene , |
X0(x,0) +£0(y,0) = M lan(x,0) +pM(y,0)],0) = (x +uy,0)
que pertenece a Xx{0} .

Llamando f a la aplicacién (x,0)->x ,es lineal puesto que
f [De(x,0) +p0(y,0)] = f(Axtuy,0) = Ax+py =Af(x,0) *pf(y,0).

Esta aplicacién es bicontinua pues teniendo en cuenta las
igualdades

cri(x,o) = pioTI(x,O) *)6) = plaf(x,O)

pien(xpo) = Pi"f(X;O)

se tiene f continua en (Xx%O})r o (Xx{O})T y andlogamente

se razona para f 1.



Teorema §.2. El subespacio Xx{0§ es denso en XxR cuando

éste va dotado de la topologfa T .

Demostracién. Bastard probar que dado un entorno V del origen
en (XkR)- y un punto (x,t)eXxR arbitrario hav algin punto
(y,0)eXx:0f tal que (y,0)e (x,t) & V.

Sea entonces una seminorma P = pen y un nimero real £> 0.
Tomando (y,0) = M(x,t),0) se verifica:
Flm(x,0),0) & (x,0)] = pemlnix,1),0) © (x,)] =
pn(nix,t),0) -Nx,t)]] = plnlx,t) -T(x,t)] = p(0) = 0cE,
con lo cual (x,t)e Xx{0}




CAPITULO I
ESTRUCTURA DUAL DEL ESPACIO DE EVOLUCION,

1.INTRODUCCION.

La consecuencia mds importante de la estructura algebrai=-
ca del espacio de evolucidn es la posiBilidad de definir un es-
pacio dual del primero y a partir de éste una topologfa débil
por dualidad. En la resolucidn de ecuaciones diferenciales en :
espacios de Banach o Hilbert se consideran a menudo las solu-
ciones débiles de esta ecuacidn. En este capftulo hacemos un
estudio de la estructura del espacio dual que nos permitiré en
el capTtulo Il dar condiciones de estabilidad para estas solu=-
ciones débiles.

La seccién 2 es una aplicacidén de resultados de Andlisis
Funcional sobre espacios cocientes al espacio de evolucién pa--
ra obtener un isomorfismo algebraico y topolbgico entre
(X&R)¢/Ker (1), (XxR)/Kertm) y X.

En la seccidén 3 se hace un estudio del espacio dual de
(X%R)e . El teorema 3.2 fundamental de este capftulo dard pa-

. . -
so a importantes consecuencias en el capitulo i},
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Algunos resultados sobre completitud del espacio de evolu-
en relacidn con el espacio fase y una particularizacidén a es-
pacios de Hilbert completan la seccién 4 que cierra el capitu-

lo.

2.EL ESPACIO COCIENTE (X&R)/KER(M),

Supondremos nuevamente que el conjunto X est3d dotado de
estructura de e.v.t.l.c. y que su topologia estd definida por
la familia filtrante de seminormas {pi : ield . Sabemos que,
en tal caso, el espacio vectorial X«R puede ser dotado de
unas estructuras topoldgicas T y ¢ localmente convexas com=
patibles con la suma® vy producto exterior © mediante la fa-
milia filtrante de seminormas

(ri(x,t) = piyn(x,t) +1t) el
B, 06t) = pn(x,t) el

respectivamente,

Nota. En particular si X es normado la topologia ¢ viene defi~-
nida por la dGnica seminorma
T(x,t) = Wn(x, )N +it) .

dénde ||| representa la norma en X. Como (X%xR)e¢ es separado
esta seminorma es norma y en consecuencia (XxR)t es también
un espacio normado.

La aplicacién T: (XxR)—> X lineal y continua es, por
consiguiente,uniformemente continua en (X«R)¢.(No lo es sin
embargo, en general, en (XxR)s que tiene la misma topologfa

pero distinta uniformidad).

Es un resultado conocido{14],{2¢] que dado un e.v.t.l.c. X
y un subespacio cerrado M, el espacio cociente X/M puede ser .
dotado de una topologia de e.v.t.l.c. definida por la familia
de seminormas

g(xM) = inf qly)
yexM
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siendo q una seminorma en X. Esta topologia es la mds fina
que hace continua la aplicacidn canénica @ :X—>X/M. Es tam-
bién conocido que el espacio X/M es separado si y s6lo si M
es un sukespacio cerrado de X,

Tomando en particular ‘Ker(n) como subespacio cerrado de
(XxR)e o (X&R)¢ 3s& puede construir (X«R)/Ker(m) vy
(X&R)qg/Ker (1) que serdn e.v.t.l.c. separados. La aplicacién
Ti: (XkR)=*X induce una aplicacidén m#*:(X«R)/Ker(n)— X que
serd inyectiva, y continua con las topologiast y @ del es-
pacio cociente. En este caso, ademas, la aplicacién T* es un

isomorfismo algektraico y topoldgico como mostramos a continua=

cién.

Teorema 2.1. La aplicacidn Tl : XxR —»X cuando XxR estd do=-

tado de las topologTas T o ¢ es un morfismo estricto., En con=
secuencia los espacios vectoriales topoldgicos (X&R)e/Ker (n),

(¥«R)z/Ker(m) y X son isomorfos algebraica y topoldgicamente,

Demostracidn., Es condicidn necesaria y suficiente para que
esto suceda [4Aﬂ que T transforme cada entorno de 0 en (X«R)r
(resp.: €n (¥%R)g ) en un entorno de 0 en X .

Sea U entorno de 0 en (X&R), (resp.: En (XxR)g ). E=
xiste un€>0 y una seminorma pe3p;! iclf tales que

Ve = | (x,t) : pnix,t)cgfc U
(resp.: Vg = ! (x,t) : pon(x,t)v+ltl<€ fcu)

Bastard demostrar que Wz = { xeX: p(x)<€f§ estd contenido en
T(Vg). En efecto, si  xedle entonces p(x) = poT(x,0)<€ con
lo cual (x,0)eVe y M(x,0) = xem(Ve).

Asi se tiene que M es un morfismo estricto y por consi=
guiente el espacio X es isomorfo y homeomorfo a (X&R)¢/Ker(m)
y (XxR)g/Ker(n) , por lo cual, estos deben ser a su vez es=
pacios idénticos.

Nota. La definicién de morfismo estricto es la que se utiliza

en 0441,
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3. ESTRUCTURA DEL ESPACIO DUAL.

Vamos a considerar en esta seccidn los espacios de las for-
mas lineales continuas en (XxR)r y en (X%R)y , o sea, los
espacios duales de (XxR)¢ y (XxR)s que representaremos por
(XxR); y (XxR)& respectivamente. ES inmediato, por ser T
menos fina que T , que el espacio (XxR)& contiene algebrai~
camente a (XzR)! . La dualidad entre (XxR)y vy (X4R)L nos
permite definir una nueva topologia sobre XxR Ilamada topo-
logia débil por dualidad,que representaremos en lo que sigue
por T*. Esta topologia serd de gran importancia en el capftuf-
lo 11l para estudiar la estabilidad de soluciones débiles de
una ecuacién diferencial. Damos a continuacién un teorema fun-
damental para esta aplicacién, recordando antes algunos resul=

tados conocidos sobre dualidad entre espacios vectorlales topo-
l6gicos.

Proposicion 3.1, (a) La familia de seminormas qx,(x) donde -
x'e(XxR)% definidas por
qx,(x) = x'(x) para todo xeXxR

define una topologia sobre X#R gque 1lamaremos €%,
(b) Una red {x«f converge a x enc* si y sélo si para todo
x'é(XxR)é se verifica

{x! (%)= x" (x)

(c) Si alguna topologfa sobre XxR verifica (b) es équivalen~
te a T*.

En el siguiente teorema analizamos la estructura del espa=
cio (XJ(R)'t.

Teorema 3.2. Una aplicacidén f:(X«R)p=#R es una forma lineal

continua si y s6lo si f=x'm donde x'¢X',dual tcpofégico de X.

Demostracidn., Como T y x' son lineales y continuas, también
lo es x%N y asT &stas son formas lineales continuas en (XKRLL
RecTprocamente, sea una forma f lineal y continua. Como {0}

es cerrado en R se tiene f-1(0) = Ker (#) cerrado en (X%R)g .
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Cea ahora (x,t)e Ker{m), entonces para todo entorno V de 0

en (X«R)z se tiene (x,t)eV. Por tanto

Kerm)c FTC.MF”) = FKer(f)
En tal caso f define una aplicacidn f lineal y continua

de (XxR)z/Ker(m) en R de forma quees conmutativo el si~

guiente diagrama:

f:
(X%R), >R
wl /
(X4R)z/Ker (n)

Como vimos que eran isomorfos (algebraica y topclégicamen=
te) los espacios (X«R)/Ker(r) y X podemos expresar el

diagrama

rr‘ﬂ;n'l" ¢

Y

donde f = Fo(n*)-] v.nn* es el isomorfismo de la seccidn 2.

El anterior diagrama puede resumirse en el siguiente

f |
(X&R) g —————3R
X

con 1o cual f=feTl donde T es una forma lineal y continua

en el aspacio X.

Corolario 3.3. El subespacio Xx{C} de (XxR)¢* es isomorfo

algebraica y topolégicamente al espacio X dotado de la to-

pologTa débil por dualidad T (X,X').

Demostracién. Se vid en |.4,2. que amhos espacios vectoriales
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eran isomorfos algebraicamente por la aplicacién f:Xx{0}—>X

definida por f(x,0)=x . Para ver que esta aplicacidn es

continua,sea { (xyx,0)f una red que converge a (x,0) .en

(X%R)c*. Entonces, para todo x'eéX' se tiene |x%T (xy,0)>
»x'6M (x,0), o sea, {x' (%)} = x'(x) y por tanto {xu}-»x

en la topologTa détil por dualidad de X. Anéiogémente se

demuestra el reciproco.

. PROPIEDADES DE COMPLETITUD.

Teorema 4.1. Si X es un e.v.t.l.c. completo, el espacio

(X4R)g- es también un e.v.t.l.c. completo.

Demostracidn. Sea un conjunto dirigido A y una red {(&ntq)f
%eA de Cauchy en (¥&R)q. Entonces para cada £>0 vy cada
C=p:Ti+ ).l dbénde pe{pi : G} existe un A,€A tal que si
Ay 2% Se tiene

T Llrty) @ (x(b.tp)] <&

con lo cual

p N ey t) =T (xpyta)] 2 €

fty ~ tg‘*g

AsT {N(x,tu)t , {ta} son respectivamente redes de Cau-
chy en X y R v por tanto convergen a algiin yeX vy teR,
Sea x=m(y,-t), veremos que la red {(x«,tx)t converge a
(x,t). Dados £50 y una seminorma T existe Xg tal que si

doXy se tiene

Tl(x,t) © (xste)] = pIN0x,t)Mlx,ta)) + Vt-tol< €
si \t-tul<t/2y p{N(x,t) -ﬂ(xq,to‘)la‘ﬁ/z lo cual se veri=
fica por ser las {tot —t y |Txq,tx)b=>T(x,t) vy por ser

p continua.

Mota. El teorema también es cierto para el espacio (XxR)¢ .
Sin embargo, al no ser separado, el limite de una red de Cau-

chy no es Gnico. En este caso la demostracidn del teorema ha=



Lria que modificaria en la siguiente forma: Dada una red de

Cauchy {(xa,td)} para cadat >0 y cada seminorma p existe
e A tal que
P Eﬂ(xu,tx) -T\(xp,qqﬂ < &

si > >%g. Entonces {T(xy,t,)} es de Cauchy y convergente a
alglin yeX . Tomando ahora un par arbitrario (z,t) tal que

T (z,t)=y se ve facilmente que 4(xm,td))—+(z,t) en  (XxR).

Corolario 4.2. Si X es un espacio de Banach, igual sucede
a (XJ(R)G' .

Demostracidn. Es consecuencia directa del teorema 4.1, y de la

nota de la seccidn 1.

Enunciamos, por ditimo, una proposicién de muy fécil demos
tracidn.

Proposicién 4.3. Si X es un espacio de Hilbert, tamkién lo

es (XxR)g con el producto escalar

((x,t)(x',t")) = Mx,t)nlx",t")) + (t,t")
La norma que genera este producto escalar

G/ (x,t) = (\m(x,t)u2 +|t\2)”2

es equivalente a la norma ¥ de (XxR).




CAPITULO (11

PROP IEDADES TOPOLOGICAS DE LOS CONCEPTOS ELEMENTALES Y ESTABL_
LIDAD LYAPUNOV

1. INTRODUCCION,

Los conceptos elementales de Dindmica Topoldgica defini=
dos en el capTtulo | pueden ser caracterizados por propieda-
des topoldgicas en el e.v.t. (X%R), construido en el capitu-
lo 1 . A esto dedicamos la seccién 2 de este capftulo. Es par=-
ticularmente interesante la proposicién 2.4. en que se dan dos
caracterizaciones topolGgicas y una algebraica de conjunto ce=
rrado invariante. ;

En la seccidn 3 se hace un estudio de la relacidn existen-
te entre estabilidad-Lyapunov de un punto x y la continuidad
de una aplicacidn "proyeccién'' de XxR en X . Para éste he-
mos necesitado investigar el comportamiento de una aplicacidn
P "tipo proyeccidn' para que sea continua en un punto, exten=
diendose posteriormente a las restricciones de ésta, a los
subconjuntos xxR* y XxR™ de XxR. E! teorema 3.6. expresa

una condicidn necesaria y suficiente para que un punto sea es~-

table-Lyapunov mediante la continuidad de la aplicacidn P . Paf -
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ra extender esta caracterizacién a conjuntos compactos hemos nece*
sitado el lema 3.8 en el que estudiamos la estructura de estos =
conjuntos. Con la extensidn del teorema 3.6 a conjuntos compactos,
hecho en el teorema 3.9.y la caracterizaci6n de puntos débilmen-
te estables-Lyapunov en los teoremas 3.11 y 3.12 se cierra esta
seccidn. ,

En la seccién L4 se hace un estudio algebraico del espacip -
(X«P) construyendo un isomorfismo entre éste v el espacio vecto-
rial XxR ., Este isomorfismo nos permite definir dos nuevas apli
caciones P ynde XxR en X que a su vez determinanel flujo.

La seccidn 5 estd dedicada a aplicar los resultados de las
dos secciones precedentes para caracterizar la estabilidad -Lya4
punov de un punto x mediante la funcién P que no es una pro~
yecci6n como P pero que en camkio estd definida en el e,v.t. XxR
con el producto usual y una topologfa homeomorfa a la T . La cons*
truccién de esta topologfa estd hecha en el teorema 5.1 demostrando
que es la topologTa inicial de la aplicacién lineal T . En este
mismo teorema se caracteriza los puntos estables=-Lyapunov y se es
tudia el caso partfcualr en que 0 sea de equilibrio. E! lema 5.3
expresa la forma del espacio dual de XxR dotado de la nueva to-
pologfa de una manera similar a como se hacfa en el teorma I1.3.2.
La extensién del teorema 5.1 a puntos débilmente estables comple=

ta la seccidn 5.
2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LOS CONCEPTOS ELEMENTALES.

Gran parte de los conceptos definidos en la seccién‘l.l pue=
den ser caracterizados en base a la estructura del espacio (X«R)t

Supondremos en lo que sigue que % es un flujo global.

Proposicidén 2.1 Si es xeX, el cierre del{x,0l} es el conjunto

{((x,0)p = { (y,t) € XxR : W (y,t) =x }
Llamando P: XxR—+X a la proyeccién sobre X dada por Ti(x,t)=xse tie

s

ne P({ (x,0)}) = ¥(x)
Demostracidn. Sea (y,t) € XxR tal que T(y,t)=x. Para toda seminor
ma P e{Pi ie 1y se tiene
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F [(Y,t)@(X,O)] = PJT\[(\/,t)'@ (X,O)}= P{T\(Y,t)"'“ (X,O)] =
= p(5)=0 ,
con lo cual para cada entorno V de 0 en (X%R) se tiene

- smmmsgasam————

(x,0) ® (y,t) €V y por tanto (y,t) € {(x,0)} .

RecTprocamente, sea (y,t) € XxR tal cue T (y,t)#x.

€omo X es separado existe p seminorma de X tal que

e Miy,t) - x]>1

~

con lo cual p=peTt verifica

5 Ly,08x,0] = p{n(y,0)x] > 1
y asT existe V entorno de 0 en (X4R)g tal que (x,0)¢d(y,t)®
®V vy en consecuencia (y,t) ¢ { (x,0)} .
La segunda parte de la definicipn es inmediata a la vista

de la definicidn 1.2.3 de trayectoria.

Proposicién 2.2, Si llamamos (X«R+)T al subespacio topold-
gico de  (X&R); formado por los puntos (x,t) tales que
t20, y (XR=)_ al sukespacio topolégico de (XxR), for-

mado por los (x,t) tales que t« 0 se verifica,para cualquler
(x,0) € XxR: ‘ ‘

a) El cierre de {(x,0)} en (X«RY)- es el conjunto

Ux,0)) (XxR+) g = < (y,t) € XxR+:Ti(y,t)e x}

b) El cierre de {(x,O”en(XxR-)z es el conjunto

{(, 000 (x&R=)_ = {(y,t) € XxR= :T(y,t)=x}

c) Siendo P la proyeccién antes definida

o p————

P M0 (ere) o) = X T (x)

P {x,0 (xR=) = ) =¥ " (x) .
Demostracidn. Las partes (a) y (b) son inmediataspor la defini-
cion de topologia inducida. Teniendo en cuenta la definicidn
1.2.3 de semitrayectoria negativa se ve gue si vy € V’(x) exﬁi
te t£0 tal que y=M(x,t), pero asT x=N(y,«t) con-tz0 y por
tanto (y-t) € 1(x,00} (%xR")¢ |
RecTprocamente si (y,t)€ TCZTET&en (XzR+)~ se tiene T (y,t)=x;as!
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v=Tl (x t) con -t40 yw por tanto y€¥ (x). Un razonamiento andlo-
go probaria la parte correspondiente a la semitrayectoria positi=

va.

Con algunas modificaciones estas dos dGltimas proposiciones

pueden extenderse a trayectorias de un conjunto MC X.

Proposicién 2.3. Si MC X, representamos por Mx ¢ 0} el conjunto

! P XM i e
{(x,0)e XxR : x M}, Entonces el cierre Mxxot(xaR)CMXJO[ ;n

(¥%R) 7 es el conjunto Mx 40} (XﬁR)z = *{(x,t) € XxR:T(x,t) ¢ M
y anidlogamente se tiene para el cierre en (XxRY y  (%&R")

Mx { Of (XxR) = { (x,t) € XxR+ ;T(x,t) e M}

Mx 30 (XuP) = (x,t)e XxR= :T(x,t) e M}

Demostracidn., Si Ti(x,t)e M, para toda seminorma P de X y £>0

existe y € M tal que

PLIT(x,t)- yl<€
Dada una seminorma p cualquiera de (XxR)z y un €>0 existe ye

e M tal que

con lo cual (x,t)e (M,0) «

Reciprocamente si T(x,t)¢ M, existe alguna seminorma p de

Xy algint>0 tal que para cualquier y € M se tiene

Po(W(x,t)=y ) > ¢

con lo cual

PeTl \:(x,t) © (y,O)]m& para todo (y,0) € Mxi0}
y por tanto  (x,t) ¢ Mx 10} (% R) -

De la definicién de topologfa inducida se obtienen facilmen=
te las otras dos igualdades de la proposicidn.

Teniendo en cuenta la proposicién 2.3 y utilizando algunas
propiedades algetraicas damos a continuacidn diversas condiciones

que caracterizan los conjuntos invariantes cerrados.

Proposicion 2.4 Si M es un subconjunto cerrado de X, las siguien

tes proposiciones son equivalentes
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) M es invariante .
2) El cierre de Mx {0} en (X«xR) = es MxR
3) MxPR es cerrado en (X4R) ¢

) MxR ¢ Mx{0} + Ker (m)

Demostracion. Utilizaremos el esquema 1=2=3=1, y aparte
ek, |
a) 1=2. Si M es invariante y cerrado, por la proposicién 2.3
se tiene
ﬁ;—igs = {(x,t)é XxR M(x,t)e M =M}t -
Sea (x,t)e Mx{0} vemos gque T (x,t)eM y por tanto x=“ﬁKx,t}-t)e
eM con 1o cual (x,t) e MxR. Reciprocamente, si (x,t)€ MxR y M
es invariante resulta
T (x,t) €My por tanto (x,t)eﬁ;zas. AsT H;76}=Mxﬁg
b) 2=3. Por la parte (2) MxR es carrado en (¥Rn
c) 3=p1. Si MxR es cerrado, como Mx{O} MxR tomando las clausu=
tas en (X«R)rse tiene
ﬁ??ﬁf 'd MxR = MsR .
Sea ahora x de M y t de R, como xéﬂﬁﬂx,t),~tb por
la proposicién 2.3 (1 (x,t),-t) € m-()-)c MxRyasT M (x,t)eM
y M es invariante,
d) 14, Si MxR ¢ M x{0} ® Ker (M), M es invariante pues para
todo x de My t de R se tiene (x,t)= (y,0) ® (z,t') con
yeM y M(z,t')=0. Entonces M(x,t)= 17 (y,0)= yé&M. RecTpro~

i

camente si M es invariante y (x,t)e MxR  comoT(x,t)& M se
puede expresar.

(x,t)= (M(x,t),0) ® [(x,t) ®[(x,t),0)]
donde W(x,t)e My . f [(x,t) ©M(x,t),00] =0 por lo que

Mx R C Hx{0} ® Ker (m).

Nota. En la parte (d) de la demostracidn no usamos el hecho
de ser M cerrado. Las proposiciones {1) y (4) son equivalen=
tes por lo tanto sin esta hipdtesis.

Una caracterizacidn con algunas modificaciones puede ser

consequida para conjuntos positivamente y negatiwamente invarian-
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Froposicion 2.5. Para un conjunto M cerrado son equivalentes

las siguientes proposiciones:
(1) M es positivamente invariante.

(2) La clausura de Mx{0} en (XxR™)¢ estd contenida en
MxR. ' |
(3) MxP*¥ C Mx{0t @ Ker(rm).
Andlogamente son equivalentes:
(1') M es negativamente invariante.
(2') La clausura de Mx{0} en (XxR™) estd contenida
en MxR,

(3') MxR™ C Mx{0} ® Ker(w),
Demostracién, 1=>2. Sea M positivamente invariante. Si (x,t)e
e (Mx10}) - seqln la proposicién 2.3. T(x,t)eM=M vy por
(XxR™) ¢
tanto x=mn(x,t),-t)eM pues =t30 con lo cual (x,t)eMxR,

e < ———ae—, .
2 =1. Supongamos que (Mx 0 *XxR“)Z( MXR y sea xeM y t30.

Como x=T(w{x,t),~t)eM ,por la proposicién 2.3. (M(x,t),-t)¢&
€ Mx310y y en consecuencia Ti(x,t)eM con lo cual M es inva-

riante.

13, Sea M positivamente invariante, si xeM y t=0C se

tiene (x,t) = (1W(x,t),0) ® [(x,t) ® (mW(x,t),0)] donde

(M, t),0)e Mxi0F vy Tlix,t) @ (W(x,t),0)] =0 .
RecTprocamente, supongamos MxR*c Mx}0} @ Kerfrr). Si  xeM

y teR+ existen yeM v (z,t')eKer(w) tales que
(x,t) = (y,0) @ (z,t")

de donde
T(x,t) = yeM

y por tanto M es positivamente invariante,

En particular, para un punto de equilibrio se obtiene:

Corolario 2.6. Un punto x es de equilibrio sT y sélo sT el

conjunto {x}xR es cerrado en (¥%R)e.

Demostracién. Es consecuencia de la proposicidn 2.4. vy de ser
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X un espacio separado.

%. APLICACIGN PROYECCION Y ESTABILIDAD.

En el espacio XxR hemos considerado la aplicacidn:
P: X&xR—> X definida por V

P(x,t) = x (1

a la que llamamos proyeccién de X«R en X. Hay que notar que,
al no ser la estructura lineal de X«R 1la correspondieﬁte al
producto de espacios vectoriales, la aplicacidn proyeccidn no
es en este caso una aplicacién lineal. Ademds, si dotamos a

X%R de la topologia T ,como ésta no es tampoco la topologTa
producto de X y R no podemos pensar que la proyeccidn sea,
en general,una aplicacidén continua. El problema de determinar
en tada punto la continuidad de la proyeccidén puede ser acla-

rado con el siguiente teorema.

Teorema 3.1. La condicidn necesaria y suficiente para que la
aplicacién P:(X&R)érﬂvx dada en (1) sea continua en el pun=-
to (x,0) es que, para tode entorno V de X, exista‘otro en~
torno ! de x tal que TI(Y,R) = {mW(x,t) : xe\!,teR} esté

contenido en V.

Demostracién. Condicidén suficiente. Sea V un entorno ar=

bitrario de x en X, demostraremos que exlste W entorno de
(x,0) en (X«R)¢ tal que P(W)cV. Segin 1a hipdtesis, existe
un entorno W de x en X tal que T(W,R)C V. Supondremos,
sin perder generalidad, que V y Y se obtienen de dos semi-~

normas p y q de X, esto es

V= {yeX : ply-x) <€}

W

{yeX ¢ ply=-x)&d) ,

Consideremos ahora el entorno W ce (x,0) dado por la

seminorma  g=q<n y por &>0, o sea

~

Vo= {(z,t)exxR : g l(z,t) © (x,O)]éé
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Este entorno serd el cue nos resuelva el proklema. Sea (z,t)
un punto arbitrario de ﬁ, si demostramos que P(z,t)e V6 se
tendrd P(\1)cV y por tanto acatada la condicién suficiente.

Notemos que si  (z,t)e'l, por la construccién de este con-

junto, se tiene

o Lri(z,t) - m(x,0)] &8

q Uiz, t)-x] ¢

con lo cual T(z,t)eV segdn la construccidn de éste, y asf
z =T (Wz,t),-t)eV con 1o cual P(z,t)eV vy asT P:(XxR)7>X

es continua.

Condicibn necesaria. CSuponemos ahora que la aplicacién P es
continua, esto es, dado un entorno V de x, existe otro W
de (x,0) en (XxR): tal que P(V)cV. Igual que en el caso
anterior, no se pierde generalidad si suponemos V vy W ob-
tenidos a partir de seminormas p y & de X y (X«R), res-

pectivamente, o sea
V= {yeX : ply-x)et s
o= (z,t)eXxR ;G [(z,t) © (x,0)] €S}

Ademds,puede suponerse ¢ de la forma ¢<T con q &eminorma
de X. Sea ahora '! el entorno de x correspondiente a la se-

minorma g vy al nimero real &, esto es

V= {yeX : gly-x)edtb |

~—

demostraremos que Ti{{/,R)cV con lo cual se tendrd la condicidn
necesaria.

Sea entonces ye!! vy teR, como T(Ti(y,t),-t) =y por la
construccién de 'Y resulta

q [nGily,t),-t) - x] €0

Teniendo en cuenta cue x=Ti(x,0) vy la definicidén de § se

obtiene ahora

con lo cual  (W(y,t),-t)eV vy segln la hipStesis,
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Con esto T{'/,R)cV vy se concluye la demostracidn.

Coretario 3.2. Si P:(XxR)-—»X es continua en (x,0) el

punto x es de equilibrio del flujo T,

Demostracién. Si x no fuera de equilitrio, existirfa t tal
que T(x,t) # x . Consideremos V entorno de x que no con-
tenga a T(x,t), que existe por ser X separado. Para cualquier
entorno Y de x se tiene TV(Y/,R)¢V pues Ti(x,t)e TT(V,R) vy
m(x,t)¢V. En consecuencia la aplicacién P por el teorema 3.1.

no serfa continua en el punto (x,0).

Esta caracterizacién de la continuidad de la aplicacién P
toma una forma particular si restringimos la aplicacidén a los

espacios (XxR¥ y  (XxR™) definidos anteriormente,

Teorema 3.3. Sea (XxR™) el subespacio topoldgico de (X&R)g

definido en 2.2, y P :(XxR)—>X la restriccién de P a es-
te espacio. La condicidn necesaria y suficiente para que la a-
plicaciéon P~ sea continua en un punto (x,0) es que para to-
dc entorno V de X exista otro entorno Y de X tal«que’
ms,RY)ev. '

Demostracion. Condicién suficiente. Si V es un entorno ar-
bitrario de x, demostraremes que existe W entorno de (x,0)
en (XxR)~ tal que P'[ﬁf\(XxR‘)}cV con lo cual P~ serd
continua en (x,0). Segln la hipdtesis existe Y tal que
n(\,RT)cV. Suponemos como en el teorema 3.1. que V y W se
obtienen a partir de seminormas p y ¢q. Consideramos como
en dicho teorema el entorno de (x,0) en (X%&R), dado por

o
1

= {(z,t)eXxR : G l(z,t) & (x,0)] 8 +

¢

-

Para todo (z,t)el con te¢R™ se tiene
ilz,t) o (x,0] ¢ &
o sea, por definicién de g

q [1(z,t) =7T(x,0)] = qInz,t) - x] ¢6
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con lo cual Ti(z,t)e!'!. Entonces por hipltesis
z =T (n(z,t),-t)eV

pues -t20 vy WO,RY)cV. AsT el entorno Y de (x,0) verifi-
ca P™(d N(XxR=) )V pues si  (z,t)etf y teR™ vemos que P(z,t)=

=zeV,

Condicidn necesaria. Suponemos continua la aplicacién P7,esto
es, dado un entorno V de x en X existe ¥ entorno de

(x,0) en (X%R)r tal que
P N (XxR™) £) eV

~

Suponemos otra vez V y \! generados por seminormas p de X
y ¢ de (X«R)# respectivamente. Definimos ahora un entorno

W de x de la siguiente forma
Vo= JyeX 1 oqly=x)¢dt

y demostraremos TV(“,R¥)cV con lo que se tendrd la condlicidn

necesaria. Si vye!l/ y teR* se tiene

y =T (Ny,t),=t) , =-teR”
de donde segln la construccidn de W

q [mnly,0),=t) - x] €6

o lo que es igual
g mly,t),-t) © (x,0)] £6
y asT  (T(y,t),-t)ell. Como ademds =-t<0 se tiene tambidn que

(n(y,t),-t) = € ¥ N (XxR™) y por tanto P~ (T(y,t),~t) =
=Ti(y,t)=V con lo cual estd demostrado que TI(W,R*)gV.

Un razonamiento andlogo nos permite caracterizar la conti=
nuidad en (x,0) de la funcién P* definida como la restric-
cién de P a (XxR%)¢.

Teorema 3.4. Sea (XxRY) ~ el subespacio topoldgico de (X%R)z

definido en 2.2 vy P*:(XxR*)E—+>X la restricciédn de P a
este espacio. La condicién necesaria y suficiente para que pt
sea continua en un punto (x,0) es que para todo entorno V

de x exista otro entorno W de x tal aue T (W,R™)cV,
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El caréacter continuo de las funciones P,P+ y P7 en el
punto (x,0) va estrechamente ligado a la estabilidad del
punto x. Para poner esto de manifiesto, damos en primer lu-
gar la siguiente definicidn siguiendo a NEMYSTKI I -STEPANOVY W8] .

Definicidn 3.5. Un punto xeX es positivamente estable-Lya-

punov (o negativamente estalle-Lyapunov, o estable en ambas
direcciones) si para todo entorno V de x existe otro en=

torno M de x tal que T(Q,RY)cV (o M(W,R7) V, o M(Y,R)cV).

Los teoremas anteriores nos dan asi condiciones equivalen~
tes a la estabilidad-Lyapunov de un punto x. Expresamos los
teoremas 3.1,3.3.,3.4. en virtud de la definicién 3.5. en

el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea P : (X«R)C-—ax la aplicacién (x,t)—»x
proyeccién sobre X, PY y P~ las restricciones de P a los
r ¥ (XxR7)z de (X%R)z res=-

pectivamente. La condicidn necesaria y suficiente para que P

subespacios topoldgicos (XxR')

sea continua en un punto (x,0) (Resp.: Pt o P~ seanconti~-
nuas) es que el punto X sea estable-Lyapunov en ambas direc=
ciones(resp.: Negativamente estakle-Lyapunov o positivamente
estable~Lyapunov). ‘

Hemos estudiado hasta ahora la continuidad de la proyeccidn
en un punto (x,0). Los resultados obtenidos pueden generalis
zarse cuando en lugar de un punto x de X manejamos un sub-
conjunto compacto McX, Damos, en primer lugaf, la definicidn
de estabilidad para un conjunto y un lema que nos hard posible

esta generalizacidn.

Definicidén 3.7. Un conjunto McX es positivamente estable-

-Lyapunov (o negativamente estable-Lyapunov, o estable en am-
bas direcciones) si para todo entorno V de M existe otro
entorno V! de M tal que T(Y,Rt)cVv (o TM(W,R7)CV, o
n(W,R)cv ).

Lema 3.8. Si X es un e.v.t.l,c. (no necesariamente separado)



M un subconjunto casicompacto de X y V un entorno
de M existe una seminorma continua p Yy un nimero real

€ >0 tal que el conjuntc
U= JyeX : IxeMh que verifica p(y-x)é&f
estd contenido en V.

Demostracién., Sea V un entorno abierto de M, entonces T
serd cerrado y MNV® = . Para cada x de M existe una
seminorma P, Y un £>0 tal que para todo punto  y de ve
se tiene

p, (x=y) > ¢
pues en caso contrario seria xe‘ga =,VC en contfa de ser

disjuntos v© y M. Los conjuntos Vx definidos por
Vo= {yeX :p (y=x)e £ /2 }

forman un recubrimiento abierto de M, por lo que existen un‘
ndmero finito de puntos XisXgperssX pons tales que
My v
k=1 "k

Tomando ahora la seminorma
p=p +... +p

y el nimero real

m
il

min (€ /2,...,E /2)
X4 X,

el conjunto
U o= | yeX : AxeM que verifican p(y-x)<¢€}

cumple la propiedad requerida, pués si yel existe xeM tal

que ply-x)e<& y existe algin k tal que xeV , o sea
Xk

pxk(x-xk) < &xk/Z

Entonces

Px

(x=x,) ¢ ply=x) + p_ (x=x, J<€4E /2
. , k X k X ‘€Q

(y=x,) ¢ ka(\/-X) + r>xL
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con lo cual y'¢VC y asT vyeV quedando demostrado que WV,

Expresamos ahora el teorema 3.6 en una forma mds general.

Teorema 3.9. Sean P,P*y P~ como en el teorema 3.6, y M

un subconjunto compacto de X. La condicibn necesaria y sufi=
ciente para que el conjuntoc M sea estable-Lyapunov en ambas
direcciones (resp.: Negativamente estable4Lyapunov, positiva=
mente estable-Lyapunov ) es que para cada entorno V de M e-
xista un entorno 1/ de MxiOf tal que P{W)cV (resp.:P*(in
AXxRT))C V o P™(W N (XxR™))cv)

Demostracién, Como M es compacto en X, Mx {0} es casicompac—
to segin el teorema de TYCHONOV [ € ] en (XxR)¢ vy en conse-
cuencia en la topologfa (X#R) que segin .4, es menos fi-
na que la anterior. Podemos aplicar ahora el lema 3.8. al es-
pacio (X¥R)z vy al conjunto casicompacto Mx{0f.

Si la aplicacidén P verifica que dédo un entorno . V. de M

existe un entorno W de Mx{0} tal que P(W)eV, por el lema

'3.8. podemos suponer el entorno W de la forma

~s

W= {(z,t)eXxR : 3(y,0)eMxi0t tal que pl(z,t) © (y,0))<Ef.
Considerando el entorno W de M siguiente
W o= { xeX : 3yeM tal que ply-x)<€}

demostraremos que TV(W,R)¢V . En efecto, si xeV existe yeM

tal que

plx-y) < ¢

o lo que es igual

poTl [(Mx,t),-t) © (y,0)] ¢ €

y asT  (M(x,t),~t)eW y por la hipdtesis PM(x,t),-t) = T(x,t)
gue pertenece a V. |
Reciprocamente, si M es estable para cada V entorno de M
existe Y tal que T (W,R}CV. Aplicando ahora el lema 2.8, al
espacio X vy al conjunto M podemos suponer el conjunto W

de la forma

= { xeX :3yeM tal que plx=y)<€§ .



El conjunto vl definido por
o= {(z,t) : 3yeM tal que FlUz,t) ® (y,O)] <t}

es un entorno de Mx{0y que verifica P({)cV,

Un razonamiento andlogo prueba el caso de las aplicaciones
Pt v P,

Teniendo en cuenta que la continuidad de P en M asegura
la existencia del entorno % de Mx{O} para cada entorno V
de M verificando P(7)cV podemos obtener otra consecuencia

del tenrema 3.9.

Corolario 3.10, Si M es un subconjunto compacto de X vy la

aplicazién P es continua en Mxi0+ (resp.: Pt o P~ conti-
nua en Mx{0} ) el conjunto M es estable-Lyapunov en ambas

direcciones {resp.: Negativamente estable o positivamente esta-
ble ). '

En la seccidn 3 del capitulo Il se vid que la topologfa
délil por dualidad de ¥«R venTa definida por las seminormas
{ x'e ¢ x'eX't . El paralelismo existente entre la familia
de seminormas | Pyl el ,formada a partir de las seminor=
mas que definen la topologfa de X , y la familia {x%N xeX'f
formada a partir de las seminormas que definen la topologfa
débLitOfe)nos permite formular todos los resultados anteriores
para las topologfas détiles de estos espacios. Direﬁos que un
punto es débilmente estable (resp.: débilmente positivémente
estable, débilmente negativamente estatle ) cuando es estahle
(resp.: positivamente estable, negativamente establk) para la
topologTa débil. Analogamente diremos'que una aplicacidn P es
débilmente continua si es continua para la topologfa débil.Los
siguientes teoremas se demostrarfan de la misma forma que sus
correspondientes en la topologiat utilizando para asta analo-

gia el teorema |1.3.2.

Teorema 3.11. Sea P:(X%PR) £ “9XWTX O3 la aplicatidn (x,t)=—
L
~>x proyeccidn sobre X; P*y P~ las restricciones de P a

los subespacios topoldgicos (XxR*) -« y (XxR7) z+ de (X&R)rw



respect ivamente. La condicidn necesaria y suficiente para que P
sea continua en un punto (x,0) (resp.: P* o P~ sean conti-
nuas) es que el punto x sea débilmente estable-Lvapunov en
ambas direcciones (resp.: Débilmente neyativamente estable-Lya-

punov, déhilmente positivamente estable-Lyapunov).

Teorema 3.12. Sean F, P*y P~ como en el teorema 3.11. y

sea M un subconjuntc débilmente compacto de X. La condicidn
necesaria y suficiente para que M sea débilmente estable-Lyapu=
nov en ambas direcciones (resp.: Détilmente negativamente estable
Lyapunov, débilmente positivamente'estable-Lyapunov§ es que’
para cada entorno V de M en XGKX,X') exista un entorno W

de Mx40t en (XxR)-« tal que POV (resp.:PT(¥n(XxR*)) c v,
PT(T N (XxR™)) eV ).

i, PROPIEDADES ALGERRAICAS DEL ESPACIO PRODUCTDO.

Sotre el conjunto XxR hemos definido una estructura de
espacio vectorial mediante las leyes (s) y (p.e.) en la sec-
cidén 1.3. que representamos por XxR, y otra standard mediante
las leyes (s') y (p'.e!) que representamos por XxR. La
principal diferencia algetraica entre ambos es que en X&R no

puede hacerse la descomposicidn
(x,t) = (x,0) + (0,t) = (x,8) + t(0,1)

valida para XxR, y por tanto el vector x vy el nﬁﬁero real t
no representan las componentes del vector (x,t)eXxR. Nos inte-
resa entonces conocer las componentes de (x,t) cuando se le
considera vector de XxR. La siguiente proposicién aclara este

pFunto.

Proposicion 4.1. El vector (x,t)eXxR admite una Gnica des-
te(0,1) siendo

composicién en la forma (X,0) &

x,t)=T(x,t)-tT(0,1)

(
(x,t)=t (1

~
X
~
t
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Demostracién. Supuesta una descomposicidn de este tipo
(x,t) = (X,0) + £tCx(0,1)
se tendra
(x,t) = mz1{n(%,0) + a1(0,1)],%)

de donde t=t vy as? (x,t) = (X,0) @ t©(0,1). Como w es li-
neal,debe ser

(x,t) =T(x,0) + tnw(0,1) = X + tw(0,1)
y de aqui

X = TW(x,t) - tw(0,1)

-~

Adem3ds para t=t y X anterior es cierta la descomposi=
cién que se busca, con lo cual se tiene demostrada }& propo-

sicién.

Vista la propiedad anterior puede establecerse ahora un

isomorfismo entre X%R y XxR.

Proposicién 4.2, La aplicacién f:X«R —XxR definida por

Flx,t) = K(x,t),t) = ((x,t)-tW(0,1),t) (1)
es un isomorfismo entre X&R y XxR.

Demostracion. Notaremos en primer lugar el cardcter bjyectivo
de f . Si (x,t) y (x',t') pertenecen a XxR y f(x,t)=
=f(x',t') se tiene t=t' vy

T(x,t) - tn(0,1) =T(x',t) - tnw(0,1)

de donde x=x' por ser ﬁt(x) biyectiva.

Ademds, para cada (y,t)eXxR se tiene
fn_ y+tw(0,1)],8) = (ww_ [y+ew(o,1)],¢) - tm(0,1),t) =
= (y + tn(6,1) - tw(0,1),t) = (y,t).
con lo cual f es sobreyectiva,inyectiva y
1) = @, (x + t7(0,1),t) (1)

La linealidad de f es consecuencia de



f(ﬁﬂ&t)*ﬁ@(ﬂ,tﬁ)==fWAH*tLWYxt)+wnx ,t Wtht

=(ATUx, t) +pTx! ') = (vehut )THO, 1)  ht4mt ') =

=(a[nix,t) = ex(0, )] +pim(x',t)-t'n(0,1) ] Jat4ut') =
=Af(x,t) +pf(x',t").

Motacién 4.3, Llamaremos en adelante g a la aplicacidn
f—]:XxR-—7XxR. Considerada g como aplicacidn entre conjuntos,
a partir de las aplicaciones T :XxR—»X y P:XxR—>X defi-

nimos las nuevas aplicaciones

T 1 XXR ——> X

e~

P iXxR ——a X
por  Ti(x,t) =Tig(x,t) y Pix,t)=pg(x,t) sealn el diagrama

X

27 X

XXR > XXR
\XL//
£ P
NGtese que las aplicaciones R v P verifican
T(%,t) =wg(X,t) = w(x,t)
F(X,t) =Pg(X,t) = P(x,t)

y ademds segln la definicién de x(x,t)

~

RK(x,t),t) = mg(X(x,t),t) = T(x,t) = X(x,t)+tw(0,1).

Ejemplo 4.4, Sea X=R vy la aplicacién T:RxR—+R dada por

n(x,t)=xet. Las funciones X(x,t), f , g, %, P tienen la si-

guiente forma

x{x,t) = Tix,t) - tw(0,1) = xet
Flx,t) = (%,t) = (xe°,t)

glx,t) = £ 1 (x,t) = (xa%,t)

P(x,t) = Palx,t) = P(xe 5,t) = xe ©
f(x,t) =ng(x,t) =T(xe 5,t) = x
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Nétese también que P no es lineal y en cambio si lo es en la
estructura de RxR la funcién T ,que coincide en este caso con

la proyeccidn sokre R.

Hemos visto cémo a partir de T pueden obtenerse las funcio=

nes T y P . Igualmente, segin mostramos a continuacién, puede

obtenerse T conocidas T y P.

Proposicidn 4.5. SiT y P son las aplicaciones de XxR en

-~

X definidas por ™ =fg y P=P.g se verifica:
(1) Para cada teR la aplicacién x—sP(x,t) es biyectiva.
Si x=P(y,t) escribiremos y=3-1(x,t).
(2) si Ty P procedieran de un flujo T' se tendria M=z
(3) El flujo ™ puede definirse a partir de P y T segin
la formula

T (x,t) =7 (B (x,t),t)

Demostracidn., Si teR, x,x'eX vy se tiene ?(x,t) = g(x‘,t),

por definicién de P resulta

~

Blx,t) = P gix,t) =Wt"(x+tn(o,1)) - “-El(x'+t‘n(0,1))=?;(x',t)

- =1 . .
y como T\ ¢ es bEiyectiva resulta x=x'.

Ademas para cada xeX se tiene
T linix,t) - tn(o,1),t] = x

con lo cual P(x,t) es biyectiva para cada t vy puede escri=

birse x=P ](y,t) si P(x,t)=y . Como P(X,t) = P(x,t) = x

se puede ponmer también
Bl (x,t) =% = P f(x,t)

Las partzs (2) y (3) de la proposicidén se obtienen ahora no-
tando que x = Tr(x,t) - tm(0,1) con lo cual

“(th) 32 + tﬂ(O,I)

y ademas

X+ tu(0,1)

=

2

-
it

de donde
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fh,t) = R = KOP T 0Gt),t)
o también
Rix,t) = B 1 (x,t) + tn(0,1).

Nota. Si el punto 0O fuera de equilihrio, serfa T(0,1) = 0

y entonces  Ti(x,t) ﬁ_](x,t). Es ficil ver en este caso que

Ay -

P(x,t) = Ti(x,~t) vy que P y P ] cumplen los axiomas de iden-

tidad, grupo y continuidad al igual que la funcidn Tx.

5. APLICACIONES A LA ESTABILIDAD-LYAPUNOV,

Las aplicaciones f,F,ff antes definidas nos van a permitie

trasladar las propiedades de (X%R); a un espacio tipo XxR.

Teorema 5.1, Sea f:X ® R —»X x R el isomorfismo definido en

4.2, y T y P las aplicaciones definidas en 4.3. Se verifica:

(1) Existe una topologfa f(c) sotre XxR tal que los espacios
(XxR)C y (XxR) f(c) son homeomorfos.

(2) La topologfa f({t) es la inicial de la aplicacién
T XxR — X, o sea, la menos fina que Hace continua .

(3) La funcién p:(X&PR)- —>X es continua en un punto (x,t)
si y s6lo si B:(XxR)f(r)-—q>X lo es en fx,t).

(4) E1 flujo ™ es estable en un punto x(resp.: Megativamente
estable, positivamente estatle) si y sélo si la aplicacién
5:(XxR)f(t)——~7X es contirua en (x,0)(resp.: B*:(XXR*)f(?)—~ﬁ»X
es continua en (x,0), pP-: (XxR‘)f(c)«—s»X es continua en (x,0) ).

(5) Si el flujo T :XxP —» X verifica m(0,1) = 0, la condi~
cién necesaria y suficiente para que T sea estable(resp.: Negati=

vamante estal:le, positivamente estable) es que TV sea continua en '

(XxR)f(()(resp,: (XxR*)f(t), (XxR‘)f(r) ).

Demostracidn. La topologia f(c) se obtiene tomando como base de
entornos del origen los conjuntos

f(v) = ](y,t) : Pefogl(y,t) et = )(y,t) : PoT (y,t) €€}

pues los V son de la forma



Vo= l(x,t) : Pory (x,t) <€}
y si (y,t) e f(V), al ser (y,t) = fegly,t), se tiene g(y,t)e V.

Con esto estd demostrado (1) y (2).

La condicidn (3) es consecuencia de ser g bivectiva y bicon-
tinua, pues como P = Pcg, se tiene P continua en un punto (x,t)
si y s6lo si P lo es en glx,t). |

La condicidén (4) serd equivalente al teorema 3.{ una vez que
prokemos que (XXR+)f(;) es homeomorfo a (XxR*)- vy que
(XxR’)f(C) lo es a (XxR™)~ .Notemos que, como f no modifica la

segunda variable, se tiene
f(XxR*T) = XxR* y  F(XxR™) = Xxk~

Sea Gun ahierto de (XxR¥) ., existe H abierto de (X&R)ptal

que
G = H N (XxRY)
Se tiene ahora

F(G) = f(#) N F(XxRY) = F(RH)N XxR ¥ .

Tenemos ahora, del tecrema 3.6, que un punto x es estable
(resp.: Negativamente estable, positivamente estable) si y sélo
sila funcidn P:(XxR).—X (resp.: P*:(XxR*)E-—»X,T
P’ﬂXxR‘)t-—ax ) es continda en (x,0), lo cual es equivalente a
Gue F:(XxR)f(t)-»X sea continua en f(x,0)=(x,0) (resp.:
5+:(XxR*)f(T)._7X sea continua en (x,O),Aﬁ':(XxR‘)f(t)_a;X‘“m
continua en (x,0) ).

Por Gltimo, si m(0,1)=0, la aplicacién T toma la forma
T (x, t)=x
y asi se tiene
M ix,t) = B! (x,t)

con lo cual

A A

P, t) =P TV Flt), t),-t) =P

(x,-t).

s

Entonces P(x,t) = T (x,-t) y por consiguiente. P serd

continua en (x,0) en los espacios (XxR)f(

o e Y



(XxR‘)f(t) si y s6lo si Ti(x,t) 1lo es en los espacios (XXR)fCT):

- + . I
(XxR )f(t) y (XxR )f(c) cuando demostremos que la aplicacidn
n:{x,t) = (x,-t) es continua en (XxR)f(r). Pero esto es conse-
cuencia de la forma de los entornos del origen en el espacio

(XxR)f(t), pues como ;ﬁ(x,t) = x se tiene una hase de entornos

con los conjuntos

V= {{x,t)eXxR : peTt (x,t)=p(x) &€ §

y es equivalente

polilx,t) = p(x) ¢ ¢

peTilx,=t) = p(x) ¢ ¢

con lo cual n:(x,t) —»(x,~t) es una aplicacién continua,y and-

logamente su restriccidn a (XxRY) o (XxR=)

f (T) f(c)®

A continuacion damos un sencillo ejemplo, en el que es se-

guido el método anterior.

Ejemplo 5.2, Sea X=R vy Ti(x,t) el flujo sobre R dado por

N(x,t) = (x-a)et + a
La funcion f toma la forma
f (X,t)=(T\'(X,t)"t“(O, 1 ) ot)'—' [(X-a)et'i'a—ta (’]_e) ’£]= (;’t)

Se obtiene asT

X = a + ('>‘<'-a)e-t + bte © ='E(§,t)

donde hemos llamado b =T(0,1)=a(1-e).
La funcién T es de la forma

(x,t) =X + kt

y por tanto la topologia f(T) sobre R2 estard generada por ban-

das de pendiente =-b, pués los entornos de 0 son de la forma
V = {(x,t)eR2 t o Ix+bticg b,

o sea,la region comprendida entre las rectas x+bt=f vy x*bté-ﬁ.

o~

La funcién F es continua en (a,0) en (RxR*)f(t) pues

dado £70, existe & tal que si (x,t) verifica

i
+



entonces

gy ~ ~ -t -t -t
IP(X,t) - P(a,0)l = la + (X-a)e =~ + bte ~ = al = l{(x-a)e =~ +
+bte Sl = 1(x-a) + btl e " 2Se TS | si s,

AsT el punto x=a es negativamente estable.lgualmente puede

verse que no es, en cambio, positivamente estatle.

Vamos a extender los resultados anteriores a la estabilidad
débil. Necesitaremos un lema previo sobre la estructura del dual

de (XXR)f(c) similar al teorema 11.3.2.

Lema 5.3. Toda forma lineal sobre (XxR)f( se puede expresar

T)
como x'¢Ti donde x' pertenece al dual de X.

Demostracién. Es obvio que si x'¢eX' dual de X entonces x'o Tt
es una forma lineal continua sobre (XXR)f(c)' Reciprocamente si

h pertenece al dual de (XxR)f(t) entonces hof pertenece al
dual de (XXR)C y por el teorenma |1.3.2., se puede escribir
hef = x'aT

o lo que es lomismo h = x'¢Ncg = x'o T .

Teorema 5.4, Sean f(f),lF, P+ y P- definidos como en el teo-

rema 5.1. Entonces el flujo T es débilmente estable en un punto
x (resp.: Débilmente negativamente estable, débilmente positiva=-
mente estable) si y sélo sT la aplicacién P:XxR —»X es débil-
mente coztnnua——contlnua de (XXR)f(C)* en XW(X,X')_‘ en (x,0)
(resp.: P*:XxR*—»X déLilmente continua en (x,0), P~: XxR™ - X

débilmente continua en (x,0) ).

Demostracidn. Es andloga a la del apartado (5) del teorema 5.1.
-

reemplazando la topologfa T por T*, la f(t) por f@@) vy te-

*
niendo en cuenta que por el lema 5.3. se tiene f(c*)=f (7).




CAPITULO IV
MOCIONES ESTABLES Y CONTINUIDAD UNIFORME GENERALIZADA.

1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior vimos como era posihle caracterizar
los puntos y conjuntos compactos estables-tyapunov mediante
la continuidad de una funcidn proyeccidn definidauen XxR. En
este capitulo obtendremos importantes resultados aplicando

esta técnica a otros conceptos de Dindmica Topolégica,

En la seccién 2 recordamos las definiciones de mocién es=
table-Lyapunov y mocién uniformemente estable-Lyapunov para dar
posteriormente varias caracterizaciones de estos conceptos me=
diante la continuidad de una aplicacién @ tipo proyeccidn
definida ahora en XxPxR. Para los teoremas constructéves de
esta seccién hemos necesitado definir un tipo de continuidad
uniforme, generalizacidn natural de la ordinaria, que se trans-
forma posteriormente en continuidad uniforme ordinaria al ca-
racterizar los conceptos que serdn utilizados en la siguiente
seccidn. Construimos en esta secci6n una categorfa a partir de

la continuidad uniforme generalizada como sugerencia de 1a po-



sible aplicacidn de este concepto fuera de nuestro tratajo.

En la seccién 3 se hace, en primer lugar, una exposicidn
de conceptos usuales en la teoria de mociones casi-perTodicas.
El teorema 3.7. caracteriza un flujo equicontinuo sobre un com-
pacto E mediante la continuidad uniforme de la aplicacion Q .
Como aplicaciones de este teorema surgen una nueva demostracion
de la equivalencia entre mocidn uniformemente Lyapunov-estatble
respecto a o {x) v flujo equicontinuo sobre ¥ (x), una carac-
terizacidn de conjunto casi perfodico minimo mediante Q vy una
caracterizacién de mocidn casi perfodica. Para esta Gltima he-
mos necesitado generalizar a e.v.t.,en el lema 3.10.,un resul~-

tado de MARKOV para espacios métricos.

2. CARACTERIZACION DE MOCIONES ESTARLES

Damos en primer lugar las definiciones de mocidn estable-
Lyapunov y mocidn uniformemente estable~-Lyapunov tomadas de [QSZL

Definicidn 2.1, Sea un flujo continuo sobre un e.v.t.l.c. X.

Se dice que una mocidén TV (x,*) es estable-Lyapunov (resp.:
Positivamente estakle-Lyapunov, negativamente estable=-Lyapunov)
respecto a un conjunto D si T7 (x,t) estd definida bara todo t,
y para todo entorno V de 0 en X hay otro entorno W/ de 0 en X tal
que 7T (v,t) = T1 (x,t) ¢ V para todo t ¢ P (resp.: t> O,

ts 0 si ye DN (x+u) ).

Definicién 2.2. Una mocién 71 (x,+) es uniformemente estable-

Lyapunov (resp.: Positivamente uniformemente estable~Lyapunov,
negativamente uniformemente estable-Lyapunov) respecto a un
conjunto D si para cada entorno V de 0 en X existe otro en=

torno W de 0 en X tal que

TTy,t)é& TT(X,t) +V
siveDd, x& 5 (x), ye ®+M, tc R (resp.: x € §(x), t = 0,
Xeslx), t£0). |
Nota. El sentido de estabilidad uniforme empleado por A. A.
MARKOV vy recogido en [A4 A )[ A8 3 es mas amplio que en la



definicién 2.2. Seqgdn | 16 J una mocién T (x,:) es uniforme-
mente Lyapunov-estahle (resp: Positiva uniformemente Lyapunov=
estable, negativa uniformementé- Lyapunov-estatle) en A res-

pecto a un conjunto D si para cada £€>0 existe >0 tal que
dlxt,yt) < ¢
si d(x,y)¢ &, t>0, x. A e veD -

Si no se especifica el sonjuntc A se considera que es
el mismo conjunto D. Sin emhargo nosotros utilizaremos
la uniformidad de la mocién sélo en ¥ (x) vy por ésto utili-

zamos la definicidn 2.2.

En este capTtulo necesitamos un tipo de continuidad uni-
forme mas fuerte que el usual que llamaremos ' continuidad uni-
forme generalizada'. Definiremos en primer -lugar esta continui-
dad y mostraremos posteriormente cémo a partir de este con-
cepto puede construisrse una categoria, lc cual sugiere la po-
sibilidad de aplicacidn de este tipo de continuidad fuera de

este trabajo.

Definicidén 2.3 Sean X,Y espaciosuniformes, f= X—>Y una

aplicacidn de X en Y y A,B subconjuntos de X. Decimos que f es
" uniformemente (A,B)-cpntinua' si para todo W "entowage' de Y

existe V "entowage'' de X tal que

(fx),fly) ) e
si (x,y)eV, xeAyye B, o sea, si (x,y) € VN (AxB) .

Nota. En particular,si b coincide con A, f serTa uniformemente
continua snbre A=B an el sentido usual;y la continuidad ordina-
ria en un punto x, de X es equivalente a la "b(o ,X)=continui~

dad uniforme''.

Proposicién 2.4. Llamamarcrmos objeto (X,A,B) a una tema forma-

da por un espacio uniforme X y dos subeonjuntos suyos A y B,
Dados dos objetos (X,A,R) e (Y,C,D) 1lamamos morfismo de
(X,A,8) en (Y,C,D) a una aplicacién de X en Y "uniformemente
(A,E)=continua" tal que f(A)cC y f(B) ¢ D. Entonces esta
clase de objetos con estos morfismos y la composicién ordina-

ria de aplicaciones forma una categoria.



Demostracién. Es facil ver que dados los objetos (X,A,B), (Y,C,D)
(Z,E,F) y las aplicaciones ftX—Y uniformemente (A,B)-conti-
nua con f(A)cC y f(P)<D y gsY—>Z uniformemente (C,D)-continua
con 9(C)cE vy 9(D)cF, la aplicacién compuesta h=gof es unifor-
memente (A,F)~-continua con h(A)C E vy k(B)CF, con lo cual la
composiciSn de dos morfismos es otro morfismo. La propiedad aso-
ciativa es inmediata y como aplicacidn identidad sobre el ob-

jeto (X,A,P) se puede tomar la aplicacidn idéntica en X.

Damos a continuacidén una caractarizacién de las wmociones
uniformemente estaktles-Lyapunov por medio de la continuidad

uniforme generalizada de una funcidn tipo proyeccidn.

Teorema 2.5: SeaTun flujo continuo sobre un e.v.t.l.c, X,
T(x,+) una mocidn compacta y D un subconjunto de X. Considere-
mos el espacio uniforme (XMR)C xR (producto del e.v.t. (XxR):

por el e.v.t. R) y sean para x¢X los conjuntos

=>
]

Ve §(x), vte R}

{ (R, ¢,
{ (nly, )-t-t) vye D, ¥Yre R} .

o>
"

Entonces, la condicidn necesaria y suficiente para que la mo-
cién TM(x,') sea uniformemente estable-Lyapunov respecto a D
¢s que la funcidn Q = (XxR)-xk —>X dada por
0 (x,t,t') = x
~

sea uniformemente (H,0)=continua.

. - R ~n A .
Demostracidén., Supongamos Q uniformemente (H,D)=-continua,
entonces para todo entorno U de 0 en X, existe un entorno

7 de 0 en (XaR) y un >0 tal que

x=TN(y,t') &€ U
si xeX(x),yeD, (X,t) & ﬁT(Y;t'),~t')é'm y It+t<d
puesto que entonces (X,t,t)e H vy (i(y,t'),-t)X)eD.

Podemos suponer, sin perder generalidad, que if viene dado

por una seminorma P = peTi Vv un £€>0 o sea
T= {0t pinGt)]ett

Sea ahora U entorno de 0 en X y(U el entorno de 0 en X
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dado por la seminorma p vy por el nimero real & . Demostrare-

mos que para todo t de R
T(y,t) - T(xX,t)e U
si X €¢(x), yeD e y-Xell,
En efecto, si y-XeW podemos poner
p(y-R) = pett [(Tly,1),-t) ©® ®®,t),-)] < €,

o sea
W(y,t),-t) © (wlx,t),-t)e W
Por la continuidad de 0 se tiene ahora
nly,t) - wW(R,t)eU

y asT ¥i(x,*) es uniformemente Lyapunov-estable, _
RecTprocamente si la mocién compacta ¥i(x,-) es uniforme-
mente estable, dado un entorno U de 0O en X existe otro

entorno W de 0 en X tal que
T(R,t) - Wiy,t)e U

si yeD, Xe§(x) y k-yell ,
Como antesysuponemos V dado por una seminorma p Yy un
nimero real £>0. Consideramos ahora el entorno W de 0 en

(%%R)z dado por £/2 y P=pem ,0 sea
V= {(x,t)eXxR : poTr(x,t)< &2 f .

Como la mocidén T (x, ) es compacta, el conjunto H(x)= ??;3

es compacto, y por tanto también el conjunto H(x)x[rl,l].
Entonces la aplicacidn ™ es uniformemente continua en H(x)ﬂél,ﬂ
con lo cual dado £50 y p seminorma de X existe 6>0 tal

que
plT(&,T) - x]e €72 (1)

si Xe¥(x) y I1TIS T,

Sea ahora U entorno de 0 en X, demostraremos que
R - T(y,t")eL

5i Xe ¥(x), yed, (X,-t) ® (ﬂ(y,t'),-t')ew y 1t=t'1¢d

con lo cual,como (X,-t,-t) vy (r(y,t'),~t',~t') son puntos
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arbitrarios de ﬁ'y D, se tendrd que la aplicacién Q es unifor

memente (Q,B)—continua.
Si (Q,-t)<3,(n(y,t')-t')eﬁ' se tiene
p[ri%,-t) - yl<e/2 (11)
Ademds tt-=t'l¢ O implica por (1)

BT (&R, -t), t-t') =TT (K, -t) < & /2

y asi
PTG, -t 1) -TT(k,-t)l<érz (1)
De (11) y (111) se concluye en
pITIH(X,=t") -y} < ¢
con 1o cual TT(X,-t')-yeW. Como la mocién es uniformemente es-

table-Lyapunov, resulta ahora
TR, -t'),t') = TT{y,t') = X =Ty, t")e u
y se concluye el teorema.

AN
Nota 1. Si D es invariarte, el conjunto D puede expresarse en

la forma

Lw 20
]

l(y,t,t)é veD, teRS

Nota 2. Si D=1¥ (x) entonces son idénticos D y @, con lo

cual Q es uniformemente (Q,B)-continua si y sb6lo si es unifor=
memente continua en H. Resulta por lo tanto que la mocidn compac=
taTi (x,*) es uniformemente estatle-Lyapunov respecto a ¥ (x)si y

N
s6lo si Q a&s uniformemente continua en H,

Una importante ventaja de la continuidad uniforme~ganerali;§
da es que una misma funcidn puede dar lugaridistintas caracteri=

zaciones.

Teorema 2.6. Sea nuevamente il(x,*») wuna mocidén compacta para
~=orema .2 .
un flujo 7T sobre un e.v.t.l.c. X. Consideremos el conjunto H

del teorema 2.5. y los conjuntos

+ -
D = { (i{y,t),-t,~t): yeD, 30 S



-.a‘-’..
/b‘ = l( (ﬂ(Y9t):-tp-t); VY&D, t<0 ‘

La condicidn necesaria y suficiente para que la mocidn TT{(x,-)
sea uniformemente positivamente estable-Lyapunov (resp: Uni-
formemente negativamente estable-Lyapunov) respecto a D es

que la funcidén Q del teorema 2.5. sea uniformemente (ﬂ;ﬁﬁ-

TAN
-continua (resp.: Uniformemente (H,D)=-continua).

Desmostracidn. Siguiendo un proceso andlogo al del teorema an-

terior, cado U entorno de 0 en X existe W entorno de 0

en (XRR)Z tal que
X = (y,t)eu

si t20, xe ¥(x), veD, (X,-t) © ((y,t),~t)eW cuando Q es
uniformemente (H,P)-continua.
Tomando ahora \l entorno de 0 en X como en el teore-

ma 2.5. y supuesto que X-yeW, veD, Re ¥(x), t=0 resulta

([(R,t),-t) © mly,t),-t)eW
y por la continuidad de Q

- WX, t) - Tly,t)eu

con lo cual la mocidn es positivamente uniformemente Lyapunov=-

-estable,

RecTprocamente, si la mocién T(x,-) verifica esta condi~
cién, dado un entorno U de 0 en X existe otro entorno W

de 0 en X tal que
TR, t) - ®ly,t)eU

si Xex(x), vyeD, t20 y X-yell.
Sea entonces xe X(x), yeD, t'20 tales que

(%,t) © (Wly,t'),~t")eW
con It=t'1<® donde Y y & se han tomado como en la demos=-
tracién del teorema 5.2. Se vidé que

X, -t')-ye ¥

y en consecuencia si t'>0 se tiene

X - Tily,t') e U
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ANA
con lo cual la aplicacidn Q es uniformemente (H,D)=continua.
Un raz-onamiento andlogo prueba el teorema para una mocidn ne-

gativamente uniformemente Lyapunov-estable.

P A
Nota 1. Si D es invariante, los conjuntos D¥ y DT pueden

expresarse por
Dt = {ly,t,t) : yeD , tel}
D= | (y,t,t) : yeD |, t=0}

Hlota 2.Tomando los conjuntos

He = J(x,t,t) : xeXf(x) te0t
BT = {(®t,t) @ Reg(x) t0}

el teorema es tamhién valido si se considera Q uniformemente

~ N . . . ~ A,. .
(Hr,Dt)=continua o respectivamente uniformemente (H-,D~)-conti-

nua.

Nota 3. Si D= X(x) se tiene Dr=i+ y‘ b-=h- con lo cual se
puede poner:

(1) La mocién T(x,-) es uniformemente positivamente esta-
ble-Lyapunov respecto a ¥ (x) si y solo si Q es uniformemen=-
te continua en ﬁ?

(2) La mocidén Ti{x,-) es uniformemente negativamente esta=
ble-Lyapunov respecto a ¥ (x) si y solo si Q es uniformemente

. ~
continua en H-,

Si consideramos la métrica discreta Rgp sobre R ,en el
espacio topoldgico (X&R)ths) podemos prescindir de la compa=

cidad de la mocidn,

Teorema 2.7. Sea Q:(XaR)th5p~»X R ﬁ y 6 como en el teore=
ma 2.5., D+ y D" como en el teorema 2.6. La mocidn Txy+)
es uniformemente estable~-Lyapunov (resp.: Uniformemente positi-
vamente estable~lLvapunov, uniformemente negativamente estable~
~Lyapunov ) respecto a D si y solo si la aplicacidn Q es
uniformemente (f,D)-continua (resp.: Uniformemente (f,0+)-con-

\ . A A .
tinua, uniformemente (H,D-)-continua).

Demostracién. Notemos que,al considerar la topologfa discreta
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N~ A
ﬁy ,decir que Q es uniformemente (H,D)-continua equivale a
que dado un entorno U de 0 en X exista \ entorno de 0

en (X«R)¢r tal que
W(Y:t) = Q eU

si (mly,t),-t) © (x,~t)el, yeD y %xe X (x).
Siguiendo nuevamente un razonamiento anilogo al del teore~
ma 2.5., supuesta 0 uniformenete (ﬁ,ﬁ)-cpntinua y dado U,

existe W tal que
(mly,t),-t) ® (M(L,t),~t)e W

si y-XeW y ahora T(y,t) -TI(X,t)e U con lo cual Ti(x,:) es

uniformemente estable-Lyapunov respecto a D,

Reciprocamente, si la mocidén 71(x,») tiene esta propie~

dad, dado U existe W tal que
Tily,t) - n(X,t)e U

si veD, Rex (x) v % - yeW. Considerando W definido por la
seminorma p vy el nimero reAl £>0, y tomando el entorno ¥ de
0 en (X%R)z dado por ’

i

= | (x,t)eXxR : poTi(x,t)¢ € }

tenemos gque
y = Txpt)eW

si (mly,t),-t) ® (X,~t)e'. Por el caricter estable~Lyapunov

uniforme de la mocidn resulta

Tly,t) - xeU

A L
y asi la aplicacidén Q es uniformemente (ﬁ,D)-contlnuc,.

Analogamente se prueha el teorema para una mocidn positi~
vamente uniformemente estable-Lyapunov y para una mocidn nega=

tivamente uniformemente estaktle~Lyapunov.

Cabiando los conjuntos sobre los que se definc la continui=
dad uniforme, pueden caracterizarse las mociones estables-Lya-
punov no uniformemente en el espacio (X«xR)¢xR. En este caso

no hay que exigir la compacidad de la mocidn.



A
Tecrema 2.8. Sean 1y D como en el teorema 2.5. y los conjun-

tos

= JGilx, ), =t,-t) : teR$
p(nlx,t),=t=t) : t20}
= {nlx,t),-t,-t) : teO}

oy > >
-+
L

La condicidn necesaria y suficiente para que la mocién Ti(x,e)

sea estable~Lyapunov (resp: Positivamente estable-LYapunov, ne-
gativamente estaktle-Lyapunov) respecto a D es que (O sea uni-
formemente (J,D)-continuz. (resp.: uniformemente (j;,ﬁ)-continua,

. ~ A I
uniformemente (J-,D)=-continua)

Demostracidn. Supondamos ia mocién 77(x,-) estable-Lyapunov. En=~

tonces dado U existe V tal que
T(x,t) - T(y,t)e U

si y=-xei. Como en el teorema 2.7., consideramos VY dado por la
seminorma p W el ndmero real €>0, vy tf entorno de 0 en (X&er‘
dado por pcefly t . Consideramos entonces los entornos de O,W/Z

y W/2 en (XsR)~ y X respectivamente. Por la continuidad del

flujo T en X existe 6>0 tal que
Mx,t) = xel/2
si tt1ed . Sea ahora (w(x,t),-t) @ (qly,t'),=t')e ¥/2 con
lt-t'l ¢§ . Se tiene entonces que x-ye'l/2 y que Ti(x,t=t')-xe
€'!/2 con lo cual
m{x,t=t') - ye ¥

y por consiguiente

Tx,t) ~ Tly,t')eV
y por lo tanto 0 es uniformemente (336)-continua.

. S A A , ,
Reciprocamente, si O es uniformemente (J,D)-continua da-

do U existe ' tal aue

T(x,t) = Ti(y,t)eU

~r

siempre aque (w(x,t),-t) & (n(y,t),-t) pertenezca a Y con
y €D, lo cual sucede si y=-x¢' y as? T1(x,+) es estable-Lyapu-

nov.,



De manera similar se demuestra el teorema para mociones po-
sitivamente estakles-Lyapunov y para mociones negativamente es-

tables~Lyapunov.

3. FLUJO EQUICONTINUO,

La aplicaciéon Q de la seccidn anterior nos permite carac-
terizar aln algunos otros conceptos usuales en Dindmica Topold-
gica. Antes de nasar a dar estos teoremas, recordamos algunas

definiciones y proposiciones que posteriormente necesitaremos.

Definicion 3.1. Si 'E es un conjunto invariante para un flujo

TT definido sobre un espacio uniforme X, decimos que T es equi-
continuo sobre E (resp.: Positivamente equicontinuo, negativa=-
mente equicontinuo ) si la familia de aplicaciones {TTt:tER}

(resp.: JTe 20, T te0t ) de E en E es uniformemen=

te equicontinua sobre E .

Definicion 3.2. Un conjunto AcR es relativamente denso en R

si existe un nimero real 150 tal que
AN(t=1/2,t41/2) # @
para todo t de R .

Una funcién f de R en un e.v.t. X es casi-periddica

(a.p.) si para todo entorno V de 0 en X , el corfjunto
| TeR : f(t+2) - f(t)ev}

es relativamente denso en R .

Definicidén 3.3. Una mocidén Ti(x,s) es casi-periddica (a.p.)

si la aplicacidén 7i(x,:) :R—>X es casi=periddica.

Un punto xeX es casi=periddico si la mocién T(x,+) es

casi-periddica.

Definicién 3.4. Un conjunto E es casi periédico minimo (a.p.

minimo ) si es compacto minimo y E=H(x)= {(x) donde x es un

punto casi=-periddico.



Definicidén 3.5. Una mocién Ti(x,-) es recurrente si estd defi-

nida para todo t, vy para todo entorno W de 0 el conjunto
{ CePo o omix,z)ex+\

es relativamente denso en R

La relacibn entre conjunto a.p. minimo y flujo equicontinuo

viene dada por la siguiente proposicidn cuya demostracidn puede

encontrarse en ({25]pag. 9% ).

Proposicidon 3.6. Sea E un conjunto compacto minimo. El con-

junto E es a.p. minimo si y .solo si el flujo 7T es equiconti-

nuo sobre E .

Daremos a continuacién una condicidn equivalente a la equi-
continuidad de un flujo T sobre un conjunto invariante compac=
to E , lo cual nos permitird caracterizar un conjunto casi-pe=

riédico minimo mediante la continuidad de la aplicacidn Q .

Teorema 3.7. Sea E compacto e invariante para un flujo T,

Formamos el conjunto

~

E= {(y,t,t) vyeE , VteR}
y sus correspondientes para R' y R~

A

E= | (y,t,t) “yeE , ¥teR"¢

AN

E*= {(y,t,t) ~veE , ¥teR™} .
Un flujo T es ecuicontinuo (resp.: Positivamente equicontinuo,
negativamente equicontinuo) en E si y sdlo si la aplicacidn
Q: (X4aR)-xR—>X dada por

n{x,t,t)=x (1)

es uniformemente continua en £ (resp.: Uniformemente continua

A A
en E* , uniformemente continua en E7),

- . . A
Demostracidn. Si Q es uniformemente continua en E , dado V
entorno de 0 en X existen \/ entorno de O en (XﬂR)f Y

$>0 tal que
X - yeu

si (x,t) © (v,t" )Y y 1t-t'l<o. Tomando entonces el entor-



no Y correspondiente a ‘!, si x-ye'! se tiene

[@x,t),-t) G (wly,t),~t)e"
para todo teR. De la continuidad uniforme de Q se deduce
T(x,t) - Ty, t)el

y por tanto n es equicontinuo sobre E .

- . — . . /\ .
Peciprocamente, si T es equicontinuo soktre E , dado U exis~

te V  tal que
T(x,t) - Tly,t)eu

para todo teR si x-yeW . De ser E compacto vy de ser Ti conti-

nua en E dado W existe &c{0,1]) tal que
T(x,t=t') - xe'/2

para todo x de E si |lt=t'1<& pues N es uniformemente con-
tinua en Ex(:1,1l . Considerando el entorno V/2 de 0 en
(XxR)z correspondiente a /2 vy supuesto (x,t) ® (y,t')e /2

con lt=t'l<d se tiene
T{x,t) = mly,t')e /2

con lo cual Ti(x,t-t+t') =T (y,t')e! y asT x-yeV por la equi-
continuidad de T

De manera similar se demuestra el tecrema para el caso en que

i1 sea positiva o negativamente equicontinuo.

lota. Otra caracterizacidon similar para E no compacto puede ha-

cerse definiendo 0 en el espacio (XaR)CxR9 como en &l teorema

2.7.

Como aplicacidén prictica de este teorema se obtiene una nueva

demostracién para un resultado conocido de Dindmica Topoldgica.

Corolario 3.8. Una mocién T(x,-) es uniformemente Lyapunov-es-

table respecto a ¥(x) si y sélo si el flujo es equicontinuo
sobre ¥ (x).

Demostracidn. Si T(x,*) es compacta el resultado puede obtener=
se del teorema 3.7. v de la nota 2 del teorema 2.5. Si no es com-
pacta se obtendria igualmente usando teoremas similares al 2.5, vy

al 3.7. con la topologfa Ryg.
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A través del teorema 3.7. puede ser hecha también la carac-

terizacién de un conjunto a.p. minimo.

Teorema 3.9. Sea E un conjunto compacto mfnimo. El conjunto

E es a.p. minimo si y sélo si la aplicacién Q es uniforme-

mente continua en E .

Demostracién. Es consecuencia inmediata de la proposicién 3.6.

y del teorema 3.7.

Para caracterizar una mocidn casi peridédica vamos a nece-
sitar el siguiente lema que relaciona mocidn casi periddica,
mocidn recurrente y mocién uniformemente positivamente esta-
ble- Lyapunov. Fue dado por A.A. MARKOV [ 16] para espacies

- .
metricos,

Lema 3.10. Una mocién compacta Ti(x,-) es casi peridédica si
y solo si es recurrente y uniformemente positivamente Lyapunov-

-estable respecto a {(x).

Demostracidén. De la definicidn dé mocién recurrente y mocidn
casi periédica se obtiene que toda mocibn casi peridédica es
recurrente, Por otra parte, de la proposicién 3.6, sé obtiene
que el flujo T es equicontinuo sobre H(x)=¥(x), pues al ser
M(x,>) compacta el conjunto H(x) es a.p. minimo. Entonces
el flujo es equicontinuo sobre ¥(x) vy por el corolario 3.8.

es uniformeménte Lyapunov-estable respecto a 5(x) .

Reciprocamente, sea ¥ entorno de 0 en X . Por la esta-

bilidad-Lyapunov positiva existe V tal que
T(x,t) = T(y,t)e W/2
si x-yeV, ye¥(x) , t20 . Consideremos el conjunto
A= {TeR : Tilx,c) = xeV/2}

que por ser TW(x,+) recurrente es relativamente denso. Demos-

traremos que si TeA se tiene
M(x,t+7) =T (x,t)e VW teR

con lo cual el conjunto



| TeR @ T(x,t+g) - Ti(x,t)e W ¢}

es relativamente denso. Si CeA, por la continuidad de T1 exis-

te U tal cue
Ti(x,T) ~nly,c)eV/2

si x-yeU . Sea teP , por la recurrencia de la mocidn existe

o<t tal que

nx,G) - xebnv - (1)
con lo cual se obtiene

Mlx,+3 -7 (x,0)e V/2
y por consiguiente

Tx, G+3) - xeV . (2)

Aplicando la estabilidad~Lyapunov positiva de TI(x,«) para t-G>
>0 se oktiene de (1)

Nix,t) - THx,t-5) € W/2
y de (2)
TM(x,t+z) - T{x,t=Gy) e W/2

con lo cual T (x,t) = Ti(x,t+T)eV y termina la demostracién.

Teorema 3.11. Una mocidén compacta TN(x,*) es casi periddica si

y s6lo si es recurrente y la funcién Q: (XtR)CxX-9X es unifort

. A . .
memente continua en el conjunto HT definido por

T = Jly,t,t) : yex(x) , t20¢}

Demostracidn. Es consecuencia inmediata del lema 2.10, y de la

nota 3 del teorema 2.6.




CAPITULD V

EJEMPLOS DE SISTEMAS DINAMICOS SOBRE ESPACIOS VECTORIALES TOPO-
LOGICOS.

1. INTRODUCC ION,

Hacemos en este capTtulo una exposicién de ejemplos de siste

mas dindmicos en los que pueden aplicarse los resultados de los

capitulos anteriores, por estar dotados los espacios fases de es

¥

tructura de e.v.t.l.c.

En la seccidn 1 mostramos que las traslaciones en el espacio
Gzoo(R,Rn) ([25]pég.46 ) generan un flujo continuo sobre un e,v.
t.l.c. La continuidad de! flujo estd estudiada en L23]y nuestra

aportacidén consiste en demostrar que el espacio ju{R,Rn) defini

[+

do en [23] con 1a topologfa #-d&til es e.v.t.l.c. mostrando qu
su topologfa es la inicial de una familia de aplicaciones linea-

les.,

En la seccidn 3 se construye un sistema dindmico global a pq

-

tir de una ecuacidn diferencial autdnoma en un espacio de Banach.
Diversas construcciones son posibles segln las condiciones que
exijamos a la ecuaci6én. Damos en este caso una muestra de éstas

para unas restricciones especificas. El teorema 3.3. en el cual
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se construye el flujo es consecuencia inmediata de resultados -
clésicos de ecuaciones diferenciales en Banach.

Para una ecuacidn diferencial no autdnoma en R" el protlema
de construir un flujo continuo tiene unas caracterfsticas muy
distintas. Se puede hacer tomandc un espacio fase de una dimen-
sién mayor a la de R". AsT estd hecho en LA | ,[43‘] con esca-
sos resultados practicos. 0Otra forma de abordar el problema fue
dada por Sell | 24 ] usando la tdcnica de las ecuaciones 1Tmi-
tes, obteniendo una sistematizacién y ampliacidn de los resulta-
dos existentes ( de MILLER L47] y SEIFERT L 22] por ejemplo)
a los que se habfa llegado utilizando diversos métodos de Dind-
mica Topoldgica. En la seccidén 4 hemos construido un sistema
dindmico local para ecuaciones diferenciales no autdénomas en un
Banach siguiendo la t&cnica de las ecuaciones ITmites indicada
por SELL. El problema fundamental de esta seccidn consiste en
obtener la continuidad de! flujo imponiendo el minimo de hipé-
tesis restrictivas a la funcién f de la ecuacién. El camino
que se sigue en R" es utiiizar el lema de KAMKE que asegura de-
pendencia continua de los valores iniciales y paréme@ros (De=
pendencia del lado derecho de la ecuacidn diferencial [,45] ).
Sin embargo los teoremas clasicos en Banach no dan un resulta=
do tan fuerte como este lema de KAMKE {4 ')g[ 40.] ,[ 20 ] ’

[ 8 J . Para resolver este problema hemos demostrado en el
lema 4.5, wun resultado similar en Banach al lema de KAMKE en
Rn,procediendo directamente e imponiendo muy pocas condiclones
restrictivas a f . Este resultado, apoyado en teoremas clasi-
cos y elaborando a partir de ellos una demostracién completa- |
mente original creemos que es el mas importante de nuestra tesis.
El teorema 4.3., consecuencia del lema 4.5. construye un flujo
local sobre el Banach, cor lo cual pueden extenderse a estos es<
pacios resultados de estabilidad de soluciones y existencia de
soluciones periddicas o casi periddicas, problemas de gran ac-
tualidad.

Hemos omitido en esta exposicién de ejemplos el sistema di=
ndmico local o global formado con las soluciones de una ecuacion
diferencial autdnoma en R" por ser tdpico en todos les textos

[ 43 -] ’ \ 4 ] sobre el tema. AsT mismo omitimos el siste-




ma dindmico formado a partir de una ecuacidn diferencial no au-
ténoma en R" que puede encontrarse en {25 ]. Otro ejemplo de
sistema dindmico sobre un e.v.t.1.c. ho‘normado lo constituye
el "Sistema Dindmico de Pebutov CGeneralizado' presentado por

nosotros a las | Jornadas Matemdticas de TeorTa de Control[41]r

2. EL ESPACIO fw(R,R™)

Mostramos un primer ejemplo de sistema dindmico sobre un
e.v.t.l.c.. La definicidn del espacio‘iCD(R,Rn) , la defini-
cién de la topologTa *-débil y la construccién del flujo conti-
nuo estdn tomadas de [’23‘]. Hemos demostrado nosotros que este

espacio uniforme es un - e.v.t.l.c..

Befinicidn 2.1. Llamamos Jw(R,R™) al espacio vectorial for-|

mado por todas las funciones medibles f definidas sobre R con
valores en R" y tales que para tode compacto | de R perte-

nezcan al espacio de Lebesgue Leo(1,R™), esto es,
sup. esencial e f(6) : 0¢lt c+00 «

Dotamos este conjunto de una topologfa de la siguiente for~
ma : Una sucesién generalizada {f*} ({(x¢A,conjunto dirigido)
converge a una funcién f en la topologfa *-débil si para todo.

intervalo compacto ICR y todo x(-) en L1(I,Rn) se tiene

J ) £(0)~F (6)] x(9)d® —> 0
|

El siguiente teorema estid demostrado en L23 ].

Teorema 2.2. El espacio ?fm(R,Rn) con la topologTa *~débil es|

un espacio uniforme. La aplicacién ‘ﬂ(f.t)=ft de dkn(R,Rn)xR

en iuo(R,Rn) es un flujo continuo sobre este espacio.

Nota. Estd justificado el tomar x(-)eL1(I,Rn) en la definicidén

2.2. por ser Loo(l,R™) el dual topoldgico de L1(l,Rn).

Teorema 2.3. El espacio ﬁa&(R,Rn) con la topologia *=d&bil es

un e.v.t.l.c.




Demostracidn. Bastard prohbar que la topologia *-débil de
6£oo(R,Rn) es una topologfa inicial. Por la dualidad existen-
te entre L1(I,Rn) y Log(1,R™) se puede definir la topologia
siguiente: La sucesién {f*! converge a f en Loo(I,Rn) si

para todo x(-)éL1(l,Rn) se verifica

jnf“(@)-fw)l x(6)d6 —>6
j

Esta topologfa procedente de la paridad (Loo(l,Rn),L (I,Rn))
hace de Loo(I,R") un e.v.t.l.c. ([ 14 1,p3g.185) (N6tese que
esta topologia no es la dékil por dualidad de Loo(l,Rn), pues

su dual no es L](I,Rn)). Sean entonces las aplicaciones
T LeolR, M) > Loo (1,R™)
definidas por
TTl(f) = f‘l

y sea B la topologfa menos fina que hace continuas las TT,. En-
tonces § es una topologfa de e.v.t.l.c. L 14 1, \ 5 ].
Demostraremos en primer lugar que f*-—f en $§ si conver-
ge en la topologfa *-déhbil. Un entorno V arbitrario de & se-
rad la interseccidn finita de imigenes inversas por TII de en-
tornos de 0 en Loo(!,R") dotado de la topologfa antes defi-
nida, o sea
_“(V
donde V, son entornos de 0 en L;o(lk,Rn). Si f*>f en la

topologia *-débil se verifica

flf”(e)-f(e)ix(@)de —_— 0
I

para todo | intervalo compacto de R 'y x(-)6L4(I,Rn). En-

tonces
en la topologTa G’(Lw(I,Rn),Ll(l,Rn)) y asT

( £ - f )|| ¢ Vk
I :
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para todo &20¢ (k=1,...,m). De aqui f°~ ~-feV vy por tanto
f*—=f en €, EI reciproco es trivial pues si {f*}—>f en

%  entonces eﬂiofd}—-’{nsof} en cualquier Loo(I,R7).

Nota. Puede demostrarse ademds que la topologfa *-débil es 17-
mite proyectivo ([ 44 1,p3g.155) de las topologfias G(Lm(l,Rn),
L (1,RM).

3.SISTEMA DINAMICO GLOBAL PARA ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONO-
MAS EN BANACH.

Construimos en esta seccidn un flujo global sobre un espa-
cio de Banach a partir de las soluciones de una ecuacidn dife-
rencial autdnoma utilizando teoremas clasicos de existencia,
unicidad y dependencia continua para estas ecuacioneé.en espa~
cios de Canach. Supondremos en esta Seccidn que L1 es Qn sub=
conjunto abierto de un espacio de RPanach X y feC(Q,Q) (fun~-
cidn continua de 1 en Q ). Consideraremos la ecuacidn diferen-

cial autbnoma
x' = f(x) (i)

Segin las condiciones restrictivas que se impongan a la funcidn
f se pueden aplicar distintos teoremas clisicos para construir
el flujo continuo. Damos una muestra de ello, utilizando resul-
tados de [ 40 ],i 4 ] ,L 20 ] adaptados a la ecuacidn (i).

Lema 3.1. ({ 40 ],p39287). Sea f localmente lipschitziana
en £ xR. Entonces para cada punto (a,b)efNZxR se verifica:

(1) Existe una bola abierta JCR de centro a vy una bo=
la abierta V¢S5l de centro b tal que para c¢ada punto
(to,xo)eJxV existe una Gnica solucidn t-—»{b(t,to.xo)
de (i) definida en J que toma sus valores en V y tal

aue u(to,to,x0)=x0.

(2) La aplicacién (t,to,xo).ﬁpdﬂt,to,xo) es uniformemen=

te continua en JxJxV.

Lema 3.2 (L 20 },p4g.760) Consideremos la ecuacidn diferencial



(i) 'y supongamos que f tiene las dos propiedades siguien-

tes:

(a) f esta definida sobre Xxla,bkl vy se tiene la acota-

HFOGE) I = wix=Aldi+ v

dénde s v J son constantes mayoreé que 0 y A un origen
ekgido en X .,

(b) Cualquiera que sea el nimero [>0 existe un nimero
k=k(f) tal que cuando t wvarfa en [a,b] vy cuando X 12Xy

varfan en la bola B(A,f) se tiene la condicién de Lipschitz

\\f(x1,t) - f(xz,t)H £ knx1-x i

2
Entonces para toda condicién inicial (xo,yo) la ecuacidn
diferencial admite una Gnica solucion definida sobre todo el

intervalo [a,b].

Nota (de L 20 }). Como el intervalo la,h] es arbitrario el

teorema puede extenderse al caso (a,b)=R .

A partir de estos lemas construimos a continuacidn un sis-
tema dindmico global en N1 segin el modelo tradicional L A ]

para R™,

Teorema 3.3, Sea X un espacio de Banach, {2 un subconjunto

abierto de X , f una funcién continua de {2 en 2 que veri=-
fica las condiciones (a) y (b). Entonces para cada xefl exis-

te una Gnica solucidén & (0,t,x) de (i) tal que &(0,0,x)=x

y la aplicacién m:QxR—»(l dada por

T (K,t) = (D(O,t,X)
defin®@ un flujo glokal sbkre 1 .
Demostracién. Las propiedades de identidad y grupo se demues=
tran siguiendo un razonamiento standard. La existencia de so-
lucién y continuidad del flujo son consecuencias de los lemas

3.1 vy 3.2 cuyas hipéteéis se verifican por imponer a f las

restricciones (a) y (k).



L. SISTEMA DINAMICO LOCAL PARA ECUACIONES DIFERENCIALES NO
AUTONOMAS EN BANACH,

En lo que sigue X representard un espacio de Banach y )
un subconjunto abierto de X . En esta seccidn desempefiard un
papel muy importante el conjunto (. de funciones centinuas v
acotadas de (L xR en QO para las cuales la ecuacién diferen-

cial
x' = f(x,t) (i)

_tiene solucidn Gnica para el protlema de valores iniciales

®(0) = x . Este conjunto puede ser dotado de varias topologfas,
de todas las cuales, la mids importante cuando el estudio se de-
sarrolla en Rn, es la de la convergencia uniforme en conjuntos
compactos. Sin embargo, al pasar a espacios de Panach, por no ser
éstos, en general, localmente compactos, esta topoloéfa pierde
interés y debe ser reemplazada por la mis fuerte de la conver=
gencia uniforme en acotados. Las dificultades que surgirdn al
pretender que las soluciones dependan continuameste del lado de=
recho de la ecuacidn diferencial (i) son las que nos han obligado

a restringirnos a las funciones de & .

En este conjunto consideramos la topologia de la convergencia
uniforme sotre acotados. Aln cuando el espacio C(OAxR,2) no es.
metrizable con esta tonologfa, si lo es, en cambio, él subespa-
cio (& como a continuacidn veremos. Para construir la métrica -«
sobre (. que genere la topologfa de la convergencia uniforme

en acotados, consideramos para cada nell los conjuntos siguien=

tes:

B = Ixef): ixurn ¢

n
(-r,n)

-

|
n

. . +
y definimos entonces las siguientes funciones de @n<®. en R :

T (f,g) = sup JOWF(x,t) =g (x,t) i §
n (x,t)eanIh



..-63..

f.(F.g) = min (g, (f,g),1)

P(F.9) = ¥ f (F9)/2" (i)

n=1

Teorema 4.1, La funcién f:@x@[—-}f definida en (ii) es

una distancia y la topologia métrica asociada es la de la con=

vergencia uniforme en acotados de {1 .

Demostracién. De la construccién de ? se obtienen facilmen=-

te las siguientes propiedades: Para todo f,g,he@,‘

(1) f{f,g) = {(g,f) (simetria)
(2) ptf,h) ¢ P(f,g) + {(g,h) (triangular)
(3) P(f,f) = 0

AsT [ es una seudométrica. Ademds si J(f,g)=0 se tiene pa-
ra todo neN que Pn(f,g)=0 , O sea qh(f,g)=0 y tomando en=
tonces x arhitrario de [} vy siendo nyyxi se tiene f(x)=
=g(x) . Completamos de esta forma la primera parte del teore=
ma .

Sea ahora ¢fk} una sucesidn generalizada que converge
uniformemente en acotado;a f , entonces para cada neN se
tiene fk—~7f uniformemente en (flan)xln. Demost raremos

que dado €50 existe K tal que si k>K se tiene

pee) g

con lo cual fk—vfx en la métrica de ¢ .
Dado € >0 tomamos N tal que
@ .
v o€
n=N+1
Para cada néN obtenemos de la convergencia uniforme de ka}
en B xl que existe K tal que si ks>sK se tiene ¢“(Fk;f)é
n"'n n
£ ¢&/2 n=1,...,N . Entonces

M
Y20 = (€72)s 172" &/2
1 n=1

y asT para todo k> se tiene

—
==

M

GRVA
1

=t k n
) = L g (A" =
n=1

MR

k n
(£°,f)/2
N+gn ¢

n
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RecTprocamente, si fk—>f seglin la métrica p ,sea Bxl
un acotado de QxR . Veamos que fkm—vf uniformemente en BxlI.

Como éste es acotado existe N tal que BxIcB Sea

NxIN .
D¢E €1, existe K tal que
P(fk’f) ¢ E/ZH R si kyK .

Se tiene ahora
k kK oyl
Py (F ) e pes,fr2” <&
si k>K, vy como €<¢«1 entonces G‘N(fk,f)<'€ . En consecuen-
cia

sup \\f(x,t)-fk(k,t)‘\ < sup Hf(x,t)-fk(x,t)\lz
(x,t)eBxl (x,t) BNxIN

k
= Q‘N(f,f Y < E .

Asi ambas topologias son equivalentes y concluye la demostra<

cién del teorema.

Para obtener condiciones que nos garanticen la existencla
de solucién Gnica, dependencia continua respecto a los valores
iniciales y respécto al segundo miembro de (i) y para conse=~
guir la continuidad del flujo en la topologTa que usamos, ne=
cesitamos imponer a las funciones de @ algunas otras restric=

ciones. Representaremos por H(f) el cierre del conjunto
| f-: TeRE

en la topologia de @ , donde f& es la funcidn de flxR en
Q1 definida por

frx,t) = f(x,t+c)

(Notese que f(e@, si fe@ ).
Tomamos entonces el subconjunto (§' de @, formado por

las funciones que verifican:

(A) Si xe¢fl existe un entorno V de x v una constante
k que depende sélo de x , tal que para todo y de V vy pa-

ra todo t de R se tiene



WFO,t) - fly,e) ¢ kux=yn

(E) Para toda fe (' 1la aplicacién t—g, donde geH(f) de

R en H(f) es continua.

a3l
Una condicidn suficiente para que f pertenezca a A" es

que verifique (A) vy la sicguiente

(B') Si teP existe un entorno E(t) de t vy una constante
k que depende sGlo de t, tal que para todo y¢[l y para to-
de t'eE(t) se tiene '

1gx,t) = glx,t") ¢ Kkit=-t'l

donde qgeH(f).

Nota. Es obvio que si f wverifica (A) v (P) igual sucede a

cada funcién geH(f) , por tanto si fe({' entonces H(f)cQ .

A continuacidn demostraremos que toda funcién f  que ve-

rifique (A) y (R') pertenece a (}'.

Lema 4.2 Sea l”tn} una sucesidén de puntos de R que conver-
ge a T y sea f wverificando (A) y (5'). Entonces frh‘ﬁ)fr
uniformemente sobre acotados de f1xP y por tanto la aplica-

cidn t_eft es continua de R en H(f).

Demostracién, Sea Ax| un subconjunto acotado de {lxR . Dado
$>0 existe N, tal que lcn-tlzé para non_, por lo tanto
Cn+te|+(t-8,t+é) siempre que t pertenezca a | vy asf? T+t
estd contenido en otro acotado |' de R que supondremos ade=

mds compacto. Aplicando la condicién (B') obtenemos ahora
Wz, (x,t)=F-(x, t) =l\f(x,t+(ﬁ)-f(x,t+()“ < k(t)ltn-tl

para tel , xeA .

Para que la constante k sea independiente de t , necesi-
tamos utilizar la compacidad y ordenacién de |'., Para cada rel'
hay un intervalo Ir=(r-x,r+q) en el cual se verifica la condi~

cién (B') , o sea

Hf(x,r) - flx,r" )l < k(r) tr=-r'i si r'elr

Al recorrer r el intervalo |' se obtiene un recutrimiento



abierto de éste que admite un subrecubrimiento finito Ir seeeyl

r
1 n
donde suponemos que rlérzé...-‘-rn y que no hay ningiin subrecu-
brimiento de éste. Demostraremos que si es
k = (n+1)méx.(k(r1),...,k(rn))
entonces para cualesquiera t,t'el' se verifica
WF(x,t) = flx,t")N €  Kit=t'l .
£+l PN PA , tg R
Supongamos ri t r|.+1 Y rj t rj+] con i£j , tet';eligiendo
entonces n-1 puntos arkitrarios h],...,hn_] tales que hie
el Nl ) . = - i
r iy Se puede hacer una particidn de Lt,t} en los

* y ‘
subintervalos -{t’hi-fl’[hi-1’h£]""’{hj-Z’hj-1]’lhj-l’t]
supuesto téh. .y hj_]ét'. Aplicando (B') en cada intervalo

se obtiene ahora para cada xe

0, €)=F (, € 00 £ 05 0 Gy hy ) =F Gy hy ) +1EF (b )=F (x, €l

k=i
Y- ¢TIz - - .é. - =
O =F b ny 0T ey )+ (0mhy ) o (o)
= klt-t'l

donde k solo depende de |' y no de t . Entonces dado €> 0

existe o tal que si nsn_ . se verifica
1 fe,(Gt)=fz (x,t) e klz -t
para todo (x,t)¢Ax| ,0 sea , ffh"—bfz uniformemente en acota-

do y por tanto tof, es 'una fuhcidn continua.

Una vez determinado el conjunto &' podemos construir un

sistema dindmico a partir de las soluciones de la ecuacidn (i).

Teorema 4.3. Sea fe@' .Definimos la aplicacién 77 fLxH(f)—=
21 de la siguiente forma: '
Wx,g,t) = @(x,g,t),9,)  (ii1)
donde geH(f) y ®(x,g,t} es la solucién de (i) que verifica
®(x,9,0)=x. Entonces T define un flujo local en {xH(f) .
{



Demostracién, La propiedad de identidad se demuestra facilmen-
te, la propiedad de grupo puede hacerse como en E?S] ,[24]
y la maximalidad del intervalo es consecuencia del siguiente

lema tomado de [ 4] .

Lema 4.4, Sea [I<R wun intervalo no reducido a un punto, de
origen téel » L una parte abierta no vacia de X , g una fun~
cion localmente lipschitciana en IxfL . Entonces:
(a) Para todo X efl existe un intervalo maximo Jcl de ori=
gen t_ en el cual existe una integral de la ecuacién
(i) tomando sus valores en Q e igual a X, en el pun-
to t_ ; esta integral es Gnica.
(b) Si J#1 , J es un intervalo semiabierto [to,ﬁ) de lon=
gitud finita ; ademds para toda parte compacta K¢

m-‘(K) es una parte compacta de R .

Aplicando el lema 4.4, al caso t_=0 , 1={0,m) se tiene

que si J#| es de la forma [to,ﬁ) y el conjunto
A= {0(x,g,t) : tE{.O){?’)}

no es relativamente compacto, pues si lo fuera, el ciéerre de A
en £l serTa un subconjunto compacto de (1 , pero entonces pa=-

ra A se tendrTa
o 'A) = [o,p)

ya que J es el intervalo midximo de definicién, y éste no es

compacto de R , en contradiccién con el lema.

La aplicacién (x,g,t)—~9(¢ﬂx,g,t),gt) es continua si lo
son las dos aplicaciones {x,g,t)-s0(x,g,t) y (x,9,t) -9,
La segunda es continua por la construccién de (' . Para demos=-
trar la continuidad de la 5rimera necesitamos generalizar a

espacios de Banach un lema similar al de KAMKE .

Lema L4.5. Sea X un espacio de Banach, {1 un subconjunto a=
bierto de X , ' y H(f) 1los espacios métricos de funciones
de fIxR en R definidos anteriocrmente. Sea an} una suce-
sién de funciones de H(f) que converge a una funcién g de

H(f), )xnf una sucesién de puntos de £} que converge a un pun=-



- b % -

to x de ,y , una sucesion puntos de R, que converge a un pun=

to T de '(x g)" Entonces, a partir de un cierto n se veri-.
’

fica

The I(x ,fh)
n
y la sucesién ¢(Xn.fn,th) converge a §(x,g,7) « En conse-

cuencia,la funcién (x,g,t)—>®(x,g,t) es continua en el sub-

conjunto de QxH(f)xR en que estd definida.

Utilizaremos en la demostracién el siguiente resultado de

(L20] ,pag770).

v e .- . .
Lema 4.6, Sean f } ura sucesidn de funciones continuas so-
L ) i

bre flxR con valores en N, convergente hacia un 1Tmite g

localmente uniformemente , (X} una sucesidn de puntos de
convergente hacia un punto X de 00, (tn§ una sucesidn de
puntos de R convergente hacia un punto to de R . Supon-
gamos que todo punto de R posee un entorno en el cual las "
son lipschitcianas en x , con una constante de Lipschitz inde-
pendiente de n . Entoces existe un intervalo J , entorno de

o
que para n2p se tiene tneJ , xneB y que la ecuacidn

t en R, una bola B de centro X, Y un entero p tales

x' = fM(x,t)

tiene una dnica solucién m(xn,fn,tn,t) definida en J , to-

mando sus valores en B tal que
Ox 't ,t) = x
n' ’"n’ n
Yy que cuando n -0 @(xn,fn,tn,t) converge uniformemente en

J hacia un 1Tmite @(xo,g,to,t) dnica solucidén de la ecua~

cién diferencial : !
x' = g(x,t)

que verifica ®(xo,g,t0,to)= Xg

Demostracidn del lema 4.5, Vamos a comprobar,en primer lugar,
que la sucesidn {fn} estd en las condiciones de la hipSte~
sis del lema 4.6. Como X es localmente acotado, si )fngaag

en (' , la convergencia es uniforme en algln entorno acotado

1



de un punto arbitrario xe Q1 . La segunda condicidn exigida
es una condicidn de Lipschitz para las funciones f"  inde-
pendiente de n . Si se tiene en cuenta que fneH(f) , resul-
tard que para cada n , existe una sucesién C:z tal que
lim f n = £
k-o "k
Segiin (A) tenemos que dado xe¢ft existe V entorno de x

y un ndmero real k(x) tal que
\\f(x,t+CE) - f(y,t+C:)\\ & kix=yil

si yeV , v n,keN.
Se tiene entonces
Wfnlx,t) = fonly,t) it ¢ kix=yi
“k “k

y tomando 1Tmites
I!fn(x,t) - fn(y,t)\l ¢ kix=yi)

donde k solo depende de x , con lo cual se verifica la con-

dicién de Lipschitz requerida,

Aplicando ahora el lema L4L.6. a las sucesiones lfn} ,{xn}
(t, =0t de H(f) ,Q y R respectivamente existe @(x,g,t)
% @(xn,fn,t) en un intervalo J entorno de 0 vy ademis
®(x t) = ®(x,9,t) uniformemente en este intervalo J .
AsT si TeJ vya se tiene el resultado., Si TZ J hatemos la

.a

SIgu1ente construccion:

Sea S el conjunto de todos los tOeR+ tales que ®(x,g9,t)
y @(xn,fn,t) a partir de cierto no(to) existen en [O,to]
y ademas ®(xn,fn,t)n-a<b(x,g,t) uniformemente en [o,to].
Si llamamos G al supremo de S demostraremos que @ > T .Una
vez hecho esto se tendrd por la construccién de S dque to=
mando T'e (T,g) la sucesidn Q(xn,Fn,t) converge a (x,q,t)
en [0,¢'l con lo que, en particular, ®(xn,fn,tg existird
a partir de Ny yconvergerd a ((x,9,T) concluyendo la de~
mostracidn.

Supongamos G T , tendremos garantizada entoncks la exis-
tencia de éﬂx,g,c) . Considerenios la sucesidn %tnﬁ T=1/n}

y la sucesidn A definida de la siguiente forma:



AU

Como t,.@ existe n(t]) tal que para todo ngn(t])

- . n
estd definida m(xn,f ,t.) . Sea entonces

n(t])

y] = (D(xn(t1)’ f ’ t1)

Andlogamente, dado ty existe n(t, ) tal que para todo n2n(t

estd definida @(xn,fn,t

k)
). Ponemos entonces

n(t

i\ Iy k)

donde suponemoé ademds que n(tp)-e © cuando k- o0,
Demostraremos,en primer lugar que Yy = ®(x,g;r) . Para

esto escribimos tomando G/« g

\l(D(x,g,G) = @(X ,fn(tk);tk)“ = “&(ngaw) - 0\()(,9.({')“ +
n(tk)
+“®( Xy 9,0 ) - ®(xn(tk):fn(tk)’\j + \(D(X (t )p n(#k)’q|)°
(t
- (D(Xn(tk),fn k ,tk) “ .

Dado €»>0 existe &>0 tal que
W o(x,9,6) = Ox,g,¢')lle £/3

si  1G=g' k& porla continuidad de @(x,g,t) en T . Andlogamen=
te existe N tal que por la convergencia uniforme de ¢(xn,fn,t)
en [0,0-8] se tiene

“®(Xagsql) = o(xn(t ),fn(tk),(r') “ 4 t/3
k

para todo kyN.

Por Gltimo,el tercer sumando puede acotarse de la siguien=

te forma:
n(t,) _, : n(t, )
||®(Xn(tk),f kK',g') - m(xn(tk),f k ,tk)\\ £
t, |
qu. e () (o (x (tk),fn(tk),s),s)l\ ds & Mit-q'le
MIT- ¢ ¢ £/3.

supuesto que &¢§/3M donde M es ta cota de f (y de cada fe
eH(f) ) en xR,

Aplicando el lema 4.6, nuevamente a las sucesiones{tn=ﬁ‘1/n}



{y by 1f"f  donde t, =g, vy, = G(x,9,7) se oktiene la
existencia a partir de n_ de ®(¥n,fn,t) y ®(x,g,t) en un
intervalo (T-¢£,7+¢) as? como la convergencia uniforme en el
intervalo [0G+¢] en contradiccién con ser ¢ el supremo de
S . Entonces debe ser ¢ > ¢ y se completa la demostracidn del

lema 4.5..

También se tiene como consecuencia del lema 4.5, la semi-
continuidad inferior de los intervalos maximales, Para esto,
tomamos Te |0 donde - { es el extremo superior

€ 0By g)) Pix,9)  SuP
de |
(x,g i n
para no>n_ estdn definidas @(xn,f ,t) en [0,T] vy por lo

tanto

) Por el lema L.5. se tiene que existe o tal que

T€ lim inf
im in Ig(xn,fn)-
Como T es arbitrario en [O,ﬁ( ) se tendrd
P(x,g)

B(x,g) & 1lim inf g(xn’fn)

Por un razonamiento andlogo para el extremo inferior se

tendra

'a . I3 N
d(x,g) lim inf o<(xn’fn)
y por tanto

l(x,g) ¢ Tim inf I(xn.fn)

Con esto acaba la demostracidn del teorema 4.3,

Nota. El iema 4.5. de nuestro trabajo generaliza a espacios
de Banach el teorema IV.2 de L[23] alyque el autor llama le-
ma de KAMKE, Este teorema puede obtenerse efectivamente de un
resultado de KAMKE L45] titulado "Sobre la dependéncia de la.
integral del lado derecho de la ecuacién diferencial y de las
condiciones iniciales'". Sin embargo, en la formulacién del e~
nunciado en (23] hay un error que a continuacién pdnemos de

manifiesto. E1 teorema alll enunclado es el siguiente:



e

Sea (& la coleccidn de todas las funciones admisibles en
C(WxR,Rn) . Entonces la funcidn solucién @(x,f,t) es continua
sobre el subconjunto de UxUxR para el cual estd definida. Es-
to es, si {fn} es una sucesién de funciones admisibles en
C(Uxk,R) con 1Tmite f en C(WxR,R") , donde f es admisible,

si (xn} e€s una sucesién en YW con limite x , y si it | ‘es

una sucesioén en | n con limite entonces T &
(x_,f") “o (x,f)

n

voO L) >0, f,T)

Sirva como contraejemplo de este teorema el siguiente:

Sea fel, xeV y supongamos que el extremo superior B(x f)
]
de '(x f) es finito . Tomando entonces las sucesiones {f =f§
]
PaTxh Y ATl arbitrario tal que T = B gy con oy g
se verifican las hipotesis del teorema, pero el limite ﬁ%x £)
?

de ¢, no pertenece al intervalo I(x,f) .

La forma en que debia ser enunciado este teorema es la que
hemos expuesto en el lema 4.5. , evitando la restriccién de
ser f acotada y verificar (A) y (B) . En este caso;se obten=
drfa del teorema la continuidad del flujo Ti(x,f,t) vy la pro~

piedad de semicontinuidad inferior de los intervalos maximales.
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