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INTRODUCCION

Cl4sicamente, en el estudio del crecimiento de una funcidén
sntera £, se la compara con la funcidn"expdnencial e?, y se
definen diversos parfdmetros que especifican tal crecimiento re
lativd, como son el orden ¢ y el tipo T, Sin embargo, la
funcién exponencial no es suficiente para diferenciar el creci

‘ z

. : . e
miento de diversas funciones enteras, tales como p. €J. © y

e : ¢ =« en ambas, pero la 22 crece mucho mds deprisa que

la 12, s

Con el motivo de efectuar este discernimiento, D. Sato (1963)

y A. R. Reddy (1967) compararon el crecimiento del médulo de
una funcidén entera con la escala de las funciones exponenciales
. .z _ _exXp_ 2z -
iexpn Z}n>1’ donde exp, z = e”, exp 4, z =e 'n °, estable-
ciendo los conceptos de orden k-&simo ek y tipo k-=&simo T

para cada k€{1,2’000§0

Para funciones de crecimiento lento ~funciones trascenden-
tes con p = O~ se definen los conceptos de orden logarftmico

Ql y tipo logarftmico T, especificados en la presente memo-

ria.

No obstente, la escala exponencial no basta tampoco para deg
eribir el crecimiento de todas las funciones enteras, como demos
tramos en la Prop. I. 1, en el sentido de que existe alguna T

con ekﬂf) = o0 Vke{J,2,...}. En esta 1fnea de investigacidn,



G. P. Kapoor v S. Ke Baapal (1976) establecieron las deflnlclo

nes de (p,q)-orden y (p,q)-tlpo de £ (pdsg. 6), donde (P:Q) es
un par de enteros positivos tales que p»az1. De todas for
mas, aun en estos conceptos se sigue tomando como base la fun

cién exponencial,

M. N. Seremeta (1970) y S. M. Shah (1977) intentarqn salvar

esta restriccién con la introduccidédn de un orden generalizado
Q(d,p;f), que engloba como casos particulares a todos los ante
riores, siendo o ¥ p dos funciones reales no acotadas y eg‘
trictamente creciéntes que verifican ciertas condiciones de 1f
miﬁex(%@AJpeLo; pdg. 6). De todas formas, seguimos teniendo

una comparacidn indirecta.

En la presente memoria proponemos una forma de comparabidn
directa entre dos funciones £ y g, que no se basa'enktomar
funciones auxiliares. Definimos el orden Qk= Qg(f) y el tipo
T= té(f) dé f respecto de g coﬁo: ¢ = infiﬂ>0: 3r0(r)>~0
tal que F(r)<é(rf‘) Vr>ro},t=inf§’k>0: 31‘0(/*)7'0 tal
que ‘F(r)<G(r.re) Vr>ro} (si ¢ es finito), donde F y G

son las funciones médulo mdximo respectivas de f y g.

Hemos dividido nuestro trabajo en tres capftulos. En el ca
pitulo I estudiamos las propiedades algebrdicas del crecimien
to, es decir, las que nos definen, entre otros, el crecimiento

de la suma, producto y composicidn de dos funciones f1 y f2

-~ 1i -



a partir del de f1 y f2 por separado., Del lema de Schwarsz,
de la estimacidn de Cartan del médulo mfnimo, del teorema de

1as 3 circunferencias de Hadamard y de un téorema de Pdlya
relativo a composicidn obtenemos propiedades del médulo médximo
dtiies pars la demostracidn de nuestros resultados. Entré ellos,

tenemos los siguientes:

1). E1 orden eg(f) no varfa si se componen a derecha o a iz
quierda f y g con cualesquiera funciones enteras linea-

les afines no constantes.

2) E1 orden eg(f) es inalterable por composicién a izquierda

de f y g por una funcidn fija T no constante; El
mismo teorema siendo la composicién a la derecha no es
cierto en general,

3) El orden de la suma no supera el mAximo de.los Srdenes
relativos de los sumandos., 3i estos son distintos, es
exactamente igual, y en tal caso el tipo de la suma es el
de la funcidn sumendo de mayor orden.

4) Bajo ciertas condiciones sobre la funcién comparativa g,
el orden del producto no supera el méximo de los drdenes
relativos de los factores, ddndose la igualdad si estos
son distintos, Anotemos que'este teorema ho es cierto en

general, y damos un contraejemplo explfcito en la Proposi

cién I. 16,

En el capftulo II investigamos las propiedades analfticas

PR -



del orecimiento, generalizando diversos resultados védlidos pg';

ra el

orden c1dsico y el orden k-ésimo y aportando otros nue-

vos. Seleccionamos los més importantes entre los que hemos ob
tenidos
1) E1 orden relativo de una funcién trasceﬁdente coincide
siempre con el de su derivada respecto de cualquier otra
funcidn entera.
2) Las- partes real e imaginaria, por separado, de f y g
caracterizan el crecimiento relativo de’ f y &g, y damos
un resultado en tal sentido en el Teorema II, 2.
l3) Se sabe que si f(z)::jg;ahgn es la expansién de f en

serie de Taylor, entonces

¢ = lim sup n.log n / log(lani‘1).
n

Reddy obtuvo:
. -1
ek = 11mnsup n-logk n / log( 1)

3.
n

para el orden k-€simo y Seremeta demostrd una igualdad

para e(q,P;f) en funcidn de los coeficientes de Taylor

(pdg. 51). Si ,"‘h(r) = méx ‘cn'rn y V() = méx {n3 0:
. 50 ,

n

ﬂh(r) == lcntrn}' son respectivamente las funciones t&rmi-
. o0 )

no médximo y rango de h(z) = ’E cnzn, se prueba en este

0
trabajo que ﬁ% y /% caracterizan completamente el or

den eg(f), de lo que se deduce que el orden sélo depende

del médulo de los coeficientes. Damos tambidn algunas

desigualdades e igualdades en que interviene -la funcidn

-jAv—



rengo., Bajo ciertas condiciones, probamos que
Leon —— ~1
eg(f) = 1lim sup n+log G Te™ / 1og(lan‘ ).
. "
Fn el teorema II. 5 demostramos con algunas hipbtesis

adicionales la acotacidn:

’

£ i 1
Qg( )<< llmksup og n,

siendo {nkyq la sucesién estrictamente creciente de

bnkl/ log |a

- ndmeros naturales m con }am‘+{bm‘>0 (b, = coeficien

‘4)

5)

tes de Taylor de g). En la pdg. 63 ofrecemos un ejem

plo explfcito de cdlculo del orden relativo empleando
Y

la Yltima acotacién.
Existe cierta relacién entre el orden de una funcién en

tera y su aproximacidén polindmica Sptima en un interva

lo real compacto. En nuestra memoria damos, bajo cier
tas condiciones, una férmula explfcita del orden Qg(f)
en funcidn de las mejores aproximaciones a f y g por
polinomios de grado n (n=0,1,25000)e

En el pardgrafo 6 inicismos el estudio del crecimiento

de familias de funciones enterag. Para ello introduci

mos el concepto de accesibilidad que definimos asf: Di
remos que una familia A de funciones enteras es accesi-
ble cuando existe una f éhtera con Qg(f) = oo Vg€cl.

Se demuestra en este pardgrafo que las familias numefables
vy las compactas son accecgibles, que las familias accesi

bles constituyen un ¢-ideal y que 1a cdpsula lineal £(d)



es accesible si lo es A. Este tema estd sélo iniciado

y lo pensamos desarrollar en el futuro.

E1l capftulo ILI es esencialmente distinto.a los qnteriores
y en €1 nos restringimos a considerar funciones f} de Indice
exponencial finito, es decir, Qk(f)< oo para algin k. Nuestro
objétiVo cs generslizer la expresién de £ en producto infini
to (Weierstrass) a través de conceptos convehientes de exponen-

te de convergencia k-ésimo de ume. sucesidén oA = {an}.] € S, (p.

81) , género k-ésimo de una sucesidn (p. 97) y producto candnico

W, de fndice k (p. 99). De entre los resultados obtenidos

mds relevantes, extraemos:

log, n log, n(r)
1) Xk= lim sup_.—_..lf...._= 1lim sup s = Ini'{/x>0:
- n (lgglan‘ r——se log T
log, n(t . '
j k-1 dt < oo}, donde n(r) es la funcidn enu
a t/‘* 1 -

merativa de  y a>0 es tal que n(a)>exp_, 1.
2) X, ¢ €.
3) Bajo ciertas hipdtesis, el orden k-&simo de W, coineci
de con el exponente Xk de la sucesidn de ceros que lo

define.

4) Suponiendo algunas condiciones, extendemos los teoremas

de Hadamard y Borel de factorizacidn de una funcién de

orden finito.

Concluimos con dos anotaciones relativas al teorems cldsico

de Hadamard y al posible desarrollo de f en escala de produc

- . .
tos candnicos y de eXponenciales,

-Vi—
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CAPITULO I+ ORDEN Y TIPO RELATIVOS
DE UNA FUNCION ENTERA.

PROPIEDADES ALGEBRAICAS,

%

(I.1) DEFINICIONES., ORDEN Y TIPO RELATIVOS. REGULARIDAD,

Convengamos en primer lugar en denotar por E el coﬁjunto
de las funciones enteras complejas, esto es, el conjunto de to
das las funcioneé f:€—> ¢ analfticas en el plano complejo €.
Denotemos asimismo por M(r) -o también P(r) cuando exista
peligro de confusién- el nﬁmer§ M(r) = Eiflf(zn . Sabemos qﬁe
M(r) = ﬂiﬁlf(zﬂ por el Principio del Médulo Méiimo d1l';pd34).
Se demuestra (|8} ;p«127) que M es una funcidn creciente‘y con

tinua de r en [0,e0), estrictamente creciente si y sélo si f

no es constante. En general, M no es analftica, como lo prue-

ba la funcibnz® + 2iz 4 lefr. (21];p. 86).

Clédsicemente, se define el orden de crecimiento o simplemen—

te orden de una funcién entera f(z) (25|;p.259 como el ndémero

no negativo, finito o no, siguiente:



¢ = faf{f>0: 3r (P)> 0 tal que W(r) < e vr>r } (1),

si ¢ es finito, se define el tipo de crecimiento o simple

mente tipo de la funcién £(z) como:
4 , o re
T = fnf{p>0s Ir_(p)>0 tal que M(r) < /T vrs> r} (2).
De modo alternativo, tenemos las fdrmulas:

1ogflog M(r)

= lim sw (3)
¢ ,_,‘}3 log r
T = 1lim sup log M(r)

(si p<e0) (4).

v —» o I‘e

Se definen asimismo el orden inferior A ¥y el tipo inferior

t (‘GI;p.B) por las férmulas:

e s log log M(r)
N = 1ﬁ?qi2f Toa T - (5)

t = 1lim inf lﬂﬂ-%@)— (si p<eo) (6)
r

r—p oo

De entre todos ellos, el orden ¢ es el indicador de creci
miento mds importante. En su definicidén cldsica anterior se

compara el crecimiento de f(z) con la funcién exp z. P. ej.,
. .

si f(z) =z, exp (z3), sen(cos z)), exP(exP(zz)), eXp(e#p(expzﬁ

entonces ¢ = 0,3,%,%0,0, respectivamente. Se observa que él or
dep ¢ no distihgue el crecimiento de las tres Ultimas funcio
nes, a pesar de que tienen un comportamiento muy distinto. De
hecho, eXp(exp(zz)) crece mds rédpidamente que sen(cos z)), ¥y

exp(exp(exp 2))) crece aun mucho mds deprisa con T = |zl que

exp(exp(z°)).



Surge entoncesd27|,|3d) 1a idea de comparar una funcién feB
con la escala de las funciones exponenciales {exp  z: nz1%,
siendo eXp, z = eXp Z, eXpp 4, Z = exp(exp, z) , estableciéndo-

se el concepto de orden k-ésimo superior ek(f) e inferior

)\k(f) :
e, (f) 3 Lim sup log, M(r) 1,
M(E)  lim inf log T

y de tipo k—€simo superior 'Ck,(f) e inferior tk(f):

T, (£) ) lim sup log, M(r)

roe X (si @ =¢, (£)=)(8).
t, (f)  lim inf r¢

rie 0o

Entendemos en las expresiones (7) y (8) que log, x = log x,

logyyq * = log(logk x) (keN). Para k = 1 reencontramos las

definiciones dadas al principio.

El Indice de f£(z), o mds concretamente, el fndice de creci
miento exponencial, se define como i(f) = mfn {k=1: (’k(f)< oo},
P. eje, la funcidn £f(z) = eXp3(425) verifica i(f) = 3, (’3 =
=5, 'C3 = 4., Es obvio que si k> i(f), ek(f) =0, ¥y si k<
<i(f), entonces ek(f) =%, No obstante, la escala {eXpn z:nai}
no es suficiente para describir el crecimiento de todas las fun

ciones enteras, como demostramos en la siguiente

'PROPOSICION 1.~ "3f e§ tal que i(f) = e, es decir, 0, (£ )=

= o0 Vka*l".

Antes de dar la prueba, precisamos del siguiente lema, cuya



demostracidn, esbozada en (]25] ;p.85 ), detallamos aquf en su
totalidad.

1.~ "Existe una funcién entera que toma valores dados
Wa"wz,obaywnjiio 31’1 pun‘tos dados 21,22'000,zn,l00
siempre que estos no tengan puntos de acumulacidn

finitos".

Demostracidn: Por el Teorema del Producto de Weierstrass, exisg

te una funcién entera W(z) que tiene un cero
simple en cada z,5 en concreto,
W(z) = ﬁ (1 = Z)eexp {2 + %(-‘-"‘- )2 $oeee + (B )n}
n=i %n “n “n n
dohde se ha supuesto, sin pérdida de generalidad; que lg&fav.
Se habrfa de afiadir el factor "z" si alguno de los z; €s
cero., Entonces W’(zn) £#0 V¥n>1. Sea G(z) una funcién,
construfda de acuerdo con el Teorema de Mittag-Leffler, que
tiene un polo simple en cada zﬁ con residuo w /W (z ); espe

cIficamente,

oy - S

< Z =z,

donde los Pn(z) son polinomios adecuados. Construfmos enton

ces f(z) = W(z).G(z), que serd entera y verifica f(zn) =

= 1im Wz) = W(zn)
Zozn Z - 2

o (z - zn) G(z) = W’(zn) *Res G(z) = w
n ’ n

Ahora estamos en condiciones de demostrar la proposicidn.

Segin el lema, Qfoeg que toma los valores exp 1, eXp, 2yeee

ceey eXpn Nyees €N los puntos 192yc00e9n,4.s Luego M(n) =



y eXp, n =» Para cualquier ks 1, M(n) > exp, n> expy q oy siem
pre que nzxk + 1 = Dado k» 1, tenemos una sucesidn de nime
ros complejos {zi'z k 4+ i: ie N}—»e, Luego r; =1zl = Z3++w

y M(ri)Zi‘ fg(k‘ $41i) = eXDyyq (k + i) » expy 44 ¥y =

lo&m{ M(i"i) ry . +w=arek(fo) =0 Vkalm

"‘7 log ry > log T; (ive)

Si consideramos ahora la funcidn fo obtenida y g, =

= exp (fo) , 8stas tienen un comportamiento muy diferente, pues
la segunda crece mucho méds rdpidamente que la primera. Sin em
bargo, también se cumple ek(go) =ew YkelN: si Go(r) = 2&3“%“"
N .
Q‘Go(n) » 8,(n) = eXp  q n>exp, nyexp,,, n Vn >l (keN);
ge 'aplica a cdntinuacidn el mismo ragzonamiento anterior y se

llega a la conclusidn.

E1l orden logarftmico superior ¢, e inferior N de £
(l29]) se introduce para estudiar el comportamiento de funcio-
nes enteras de crecimiento muy lento (orden cero), no polind-

micas:

€ _ 1i£n_,iup log log M(r)
» lim inf log logr

r —» oo

(9).

S‘i' p< w0, se define el tipo logarftmico superior T, e infe

rior %, por:

Ty :._lirrn%iup log M(r) ¢10)
t, 1im inf (log r)ft

e X ]

Generalizendo avn més estas ideas, G.P. Kapoor y S.K. Baj-

pai (l18}yl19l) dieron las definiciones de (p,q)-orden superior




p e inferior M ¥ (p,q) ~tipo superior T e inferior t de
e, funcidn entera, doride (pyq) es un par de enteros positivos

tales que pza»1%

¢ _ lim sup log, M(r) ‘
»  lim inf logq T (1),

T lim sup logp_1 M(r )
t T lim inf (Togg_ )¢

¥ ~p o0

(sip<<) (12).

Entonces el orden y el tipo ordinarios se dan para p = 2,

q 1. De todas formas, aun en estas definiciones se sigue to

mando como base la funcidn exponencial.
X : .

Un paso mds lo dan M.N, Seremeta (]33[) y S.M, Shah (l35l) ’
que generalizan la definicidn de orden .del modo siguiente, Sea
L° 1a clase de las funciones h(x) satisfaciendo las siguien

tes condiciones:

i) h estd definida sobre [a,« ), es positiva, creciente es

trictamente, y 1im h(x) =e,diferenciable.

ll) 1lim hEX('] + g(x) )] = 1
X-¥ 00 h(X)
lim g(x) = 0.

X -9 o0

para toda funcidn g tal que

Sea A 1la clase de las funciones h(x) satisfaciendo (i) e
(iii), donde

ii1) 1im BEX) L 1 yo e (0,).
oy o0 h(X)

Si feB®,sel ¥ p e L°, definimos el orden generalizado

de f (superior ¢ ; inferior A ) mediante la eXpresidh Si-

guiente;



p = e(«,p;1) 1in sup [10g M(r)] ),
A= Mu,p3;f) " 1im inf p(log r)

la cual engloba todos los casos anteriores. De todag formas,
nos parece algo un tanto artificial fijar dos funciones o(,P
y comparar el crecimiento de dos funciones f,gef mediante
elet,psf) ¥ Ma,ps8).

Nosotros proponemos la siguiente manera de Qomparacidh, que

no se basga en tomar funciones auxiliares.,

DEFINICION 1.~ "3i f,geg , el orden de crecimiento de f res-
Y

pecto de g es el ndmero, finito o no, si-

guiente:

¢ = ¢ (f) = If {A>0: 3r = r (M) >0 tal

que F(r)< G(r*) Vr>ro} (14)».

DEFINICION 2.- "Si f,g€E y e = eg(f)ao, el tipo de creci-

miento de f respecto de g es el nimero,

finito o no, siguiente:
T =r’g(f) = Inf{)\>0: jr, = r (M) >0 tal
que F(r)<GOr?) vYr>r } (15),

Respecto de g, f se dird de tipo minimal,

normal o maximal, segin sea T =0, 0<T< o
0 T = o0, respectivamente”,

PROPOSICION 2.~ "Consideremos

f,geg, g no constante, Se ve

rifica:



4 »
a) ¢ (f) = 1lim sup log G~ [F(r)] (16)
g rveo log r

-4
b) Si ¢ = eg(f)<w, eg(f) .= 1im sup E._.ng_\)l @)n

v~y ad r

Demostracién: ,q gop g no consté,nte, la funcidn G:re(O,v'o)»
—r G(r)e (1 g(0)l,»0) es continua, estricta.rhente

creciente y no acotada == 3G"1:(I'g(0)|,w)—-—-——v(0,w) también

continua y estrictamente creciente, y 1lim G-T(s) = oo,

S -ve0

a) Supongamos en primer lugar que ¢ es finito. Dado €>0,

3‘1‘0 r (e)> 0/ P(r)< a(re+ey Vr>r_ . Por otra parte, exis-

ten valores arbitrariamente grandes de r: TysTpyees sTprsee

; o
que satisfacen F(rn);('x(rn"'e) - Log 67 [F(x)] ede ¥
logr '

-1 -1
log & [F(r&_)]_,/e_e, con r —seo = ¢ = lim sup log G~ [F(r)] |

log ry v —> oo logr

3i ¢ =+0, significa que cualquier X}»0 éu:nple que grn—vno

-1
tal que F(rn) > G(rn)) = ¢~1 [F(rn)]zrli‘ — log G [F@nﬂ-z X,
log Ty

Luego para cada X>0 Hrn—no de modo que el cociente es » A=

—1r e
— 1im sup log G~ 'LR(r)]
¥ —yeo logr

>} V) = es igual a oo = @,
b) El razonamiento es andlogo 2l de la parte (a)m
Anotemos que, segin esta pr0posicidn, eexpk Z(f) = (’k(f) y
-ceka Z(f) = T:k(f). Es pues, nuestra definicién, una genera-

lizacién del orden y tipo k-ésimos. Siguiendo en esta lfnea,

introducimos los siguientes conceptos.,

DEPINICION 3.~ "Sean f,geB, g no constante. E1 orden infe-

rior de crecimiento de f respecto de g es

-08...



%.(£) = lim inf 128 ¢ r(x)]
g r—y oo log r

Si @ = eg(f) es finito, se define el f:ipo in-

ferior de crecimiento de f respecto de g

como

-1
t,(£) = lim inf e Lr(r)) W,

res o re
Es inmediato verificér que )xg(f) = sup{,k>0: ir, = ro(’l)m
tal que F(r)> G(rl) Vr>ro} y tg(f) = sup{p>0: Ir =
= ro(,}) >0 tal que F(r) >G(,Lr‘~’) Yr >ro}. Es obvio que )\g(g)s
éeg(f) y tg(f)s'tg(f). Como se hace en el estudio clésico
\

del crecimiento, resulta natural definir la regularidad rela~

tiva de dos funciones enteras.

DEFINICION 4.- "Sean f,ge§, & no constante. Diremos que

f es regular respecto de g o0 que tiene wn

crecimiento regular respecto de g cuando

)«g(f) = (’g(f), es decir, cuando existe el 1f

1og G~V [F(r)]
log r

mite lim
Y<pyod

y finito o no. Dire-

mos que f es completamente regular respec—

- to de g cuando f es regular respecto de g
y ademds, caso de ser ¢ = eg(f)< 0, se cumple

tg(f) = tg(f), es decir, existe el 1fmite

-1
1im L@ ei it o non.

e X -] Ise

Es claro que cuando gsexp, estos conceptos coinciden con

las definiciones conocidas de regularidad y regularidad comple



ta (l_‘}@l; pe 41 y 45).

Denotemos por § el conjunto de todas las funciones enteras

no constantes.

PROPOSICION 3.- "Sean f,ze® . Se verifica:

2) ple) =[e (D)7
b) (‘g(f)oef(g) > 1 si ambos 4rdenes son no

nulos.

¢) 51 e (f) =0, ecle) ="

= (hacer s =

. =1
Demostracidn: a))«f(g) = 1im inf log F LG(r)]
o r-reo log r
= F-1[G(I')]; entonces r-yw s8ii s-—+e ) =

, -1 L
= 14m inf log ? = 1/1im sup log G [F(s)) =='{€'g(f) 1‘
savee  Jog G [F(8)) Sy 0 log s

B) es(8)> hp(g) = [e (0] por (a). Iuego g, (f) esle)s 1.

c) Si eg(f‘) = 0, Xf(g) = %o por (a). Pero entonces también

(’f(g) = -‘-oo-

Hemos de decir que del hecho ef(,g) =oo noyse deduce P,(f):
= 0, pues se sabe, haciendo g=exp, que exlsten funciones f
con Mf) = O<e(f). Escribirerhos f~g para simbolizar que
el crecimiento de f respecto de g es regular; fAg signi

ficard que es completamente regular.,

PROPOSICION 4.~ "Sean f,get. Se verifica:

a) La relacibn f~g es reflexiva y simétri

caen g,
B) f~g sii ole) = [e (0] 7.

- 10 -



c) La rela‘cidn flg en E es reflexiva y si
métrica, y mds fina que la antérior.
B sit~g y 0<efe, to(a)=lr (0] aw
e) Si f~g ¥y O<eg(f)<.o, entonces f&g
sii Ty(e) = [ (0] /e P,

Demostracidn:

Es obvio que f~f. Tenemos: f~g sii Xg(f)

= ¢ (f) «= [0 c(g)] 1= es(f) < tele) é[eg(f)]q

= )cf(g) sii g~f. Tenemos pues (a) y (b). Por definicidn,

f<g implica f~g.

)

Es evidente que fAf, Sea fAg; si eg(f) = 0, no hay na
da que probar, pues entonces €.(g) = y g&f; si (’g(f) =
log F~lla(r)]

= (’f(g) =0 = lim = al ser g estrictamen
, i log r -1
te creciente hacia + o0, 3lim L_L%_ﬁ_r__)_l_ = 1lim p [G(r))= oo =

& X ] r Y-y

14

= g&%f. Por ¥ltimo, sea O<p¢ = Eg(f)‘“” ya que g~7f, ey =

| 1
= ¢o(g) =¢ ~1 ¢ (0,). Tenemos: te(g) = lim inf _____@_(_{‘l__

Y o

1/{11m sup -—-—[—11@-} o [‘L‘ (f)]"/e

(4
= 1/ lim sup —=
r+o piig(r)]
Queda ahora claro que fSg sii f(g) = To(g) =il To(g) =
= [tg(f)] ~1/p . Pero entonces ‘tg(f) = [tf(g)] -1/9‘; asf pues

g&f en cualquier caso, y tenemos (c),(d) y (e) ®

Anotemos que f~g no es transitiva, pues haciendo g =exp,

se sabe que Jh €% de orden finito de crecimiento irregular resg

=

pecto de exp z., Pero entonces f(z) = eXp, z es regular res-

pecto de g y h. Andlogamente, la relacidn f< g tampoco es



transitiva.

Las funciones enteras mds sencillas, los polinomios, crecen

de modo completamente regular respecto de cualquier otra fun-

¢cidn entera.

TEOREMA 1.~ "Sea P un polinomio no constante y feé. Ene

tonces fA~ P, Si P y Q son dos polinomios
no constantes y ao,bo son sus respectivos coe
ficientes 1fderes y m,n sus respectivos gra-

1/m
dos, entonces €,(Q) =T ¥ Tp(Q) =l§{:( "

m
Demostracidn: si, M(r) = m#&x |P(z)], 1im M(r) — =1, Si f no
(2f=v . r-yes 'aol r -

es un polinomio, F(r) > M(r¥) Vr>ro(k) YkelN

| -1 1
= 1 [F(r)]>rk _, log M (F(r)] >k = Jlim 108 M 'LR(r)] PR
log r r-roe log r
= f~P, Si f =Q es un polinomio de grado n»1 con coefi

ciente lfder b_, lim P(r)
[ 2 I'b |rm

, -1 o -1 rn :
que 31im fog MTT(R(r)I°_ Doy que J1im B LED)] () =
V0 log r 2 rreo r m

be
a

= 1, ¥y un simple c¢4lculo muestra

1/m = f<P en todo caso M

Q

Dos consecuencias inmediatas resulten de este sencillo teo=—
rema, pero marcan ya el muy diferente comportamiento que, en
cuanto al crecimiento relativo, poseen los polinomios frente a

las funciones trascendentes,

COROLARIO 1.~ "Si f,ge€§ son tales que )\g’(f) o eg(f) es
un nmero irracional, entonces f y g son

trascendentes",

-12 -



COROLARIO 2.= "Si P es un polinomio y q es un mimero ‘ra
cional no negativo, entonces existe un polino=-
mio Q tal que QP(Q) =q siy sblo si

gegrado(P) es un entero”.

Demostracidn: 5o jnmediata. Si 3Q tal que eP(Q) = q, enton=-

ces qegrado(P) = grado(Q) por el Teorema 1.
Recfprocamente, si g-grado(P) = n? entero = k, es suficiente

escoger Q(z) = ZKI

\

(I, 2) RESULTADOS PREVIOS,

Para estudiar las propiedédes algebrdicas del orden y tipo
relativos nos serd Util el siguiente resultado, conocido como
"lema de Schwarz", Para su demostracidn, cfr. p. €j. ('16‘; Do
52) . Existen muchas versiones del mismo, pero para nuestros

objetivos bastard con la que damos a continuacidn.

LEMA 2.~ "3i f(2z) es analftica en el disco |z}l< R, conti=-
nua para |z|<R, y £(0) = 0, entonces |f(z)|¢

<izl* M/ R para |z\g¢R, donde M = méxR‘f(zﬂ.
1zi=

Ademds, se verifica que la igualdad sélo se da

cuando f(z) = zMelx/ R, siendo J wuna constante

real., En cualquier situacidn, }f'(O)lslM/ R,

ddndose la igualdad tambidn solamente en el caso

-13 =



) ’ 4.1
especificado, donde ocurre que f7(0) =Me lf/ R,
con ¥ la constante anterior".

Podemos obtener ahora una propiedad que usaremos mds adelan
.

ROPOSICION 5. "Sea fe&,d»>1 y O<p<x, S5i M(r) essu

médulo méximo, Ir = ro(d,p)> o/ Vr>r,, es
M(xr) > - M(r)".

emostracidns

Apliquemos el lema de Schwarz a la funcidn ente

ra g(z) = £f(z) - £(0), con R =«r, Se tiene:
Y

g(2)l ¢ (r/ar) .G(«r) ¥z conizi= r, siendo G(s) = mixlg(z)}.

\elzs
uego |£(z)l = 1£(0) ¢ [£(z) - f(o)lsx”ggﬁxr [£(z) - £(0)] -
M(r) - I£(0N¢x™T(Mxr) + 1£(0)1). Dado €¢(0,1),3r (e )>
>0/ lf(O)l<M(r)-£o, ya que MN(r)7 +e con r. Asf pues,

(1-e)m(r) < « i) + 12(0)Jex ™ DM(ar) + € MED)] = Mlxr)>

«M(r). Dado pe(0,%), e, = so(e(,p)‘e (0,1)/ 1=8o 4 >p =

+e 1+€o

M?s(l‘):»pl\’[(r) Yr >r0(c( ,p)> om

También serd usado el siguiente teorema, conocido como "le
ma de. las tres circunferencias", debido a Hadamard, Véase el

modo de obtenerlo, p. ej. en ([25]; p. 208 Y SSd)e

3e= "E1l logaritmo del médulo- mdximo de una funcidn ana-
1ftica en un anillo circular D, es una funcidén con

vexa del logaritmo del radio de la circunferencia,

sobre la cual se toma el m&ximo".

- 14 -



En perticular, se aplica al mdédulo méximo M(r) de una fun
ién entera f(z)., Si «el0,1] y r,,r,>0, tenemos

M(r:- r;"") € M(r1)q- M(r2)1"°( (18) .

Podemos obtener ahora una pfOpiedad que usaremos méds adelan

€.

ROPOSICION 6.- "Sea feB y M(r) su médulo méximo. Se ve

rifica:

a) Si s>1, 3K>0 tal que [M(r)} ®¢ Ka(r5)

\‘I‘>Oo~
\ o »
b) Si s»>1, 1im MED) o,
| e om(r) |
c) Si X>,4>0, limn-lg-r;*)-:w".
rre M(rt)

emostracidn:

a) Sea s>1. En la expresién (18), hacemos
ry=1, 1, = r°,d =1 - s"1; entonces M(r)g

-1 -1

(] 7% % = M(rPer-n(r®) Vr>0, donde K

[m(1)35,

M) m(e)° 1
) Segdn (a), MUAEY = L[M(r)]s" para algin K>0 ¥y
M(r) KM(r) K | -

Yr>0, Como s =150 y M(r)—oe = 1imM—(—I-'-—2-=oo
v~ 1(r)

O M(t5)
= 1l ——— = 0
. taw M('b)

ciendo t = r/, se deduce el resultado W

c) Si )\>,’~ > 0, entonces s = )‘/r >1

(I.3) COMPOSICION CON APLICACIONES AFINES.

Empecemos con resultados esperados de mayoracidn de médu—

los, y de traslaciones, rotaciones ¥y homotecias.

- 15 =



ROPOSICION 7~ "Supongamos que f,f1,f2,g,g1,g2eé . Se veri

fica:

a) Siir >0/ F,(r)s Fo(r) Yr>r, eg(f1)s
4€g(f2) y )g(f1)$ Xg(fz).

b) Si dr >0/ G,(r) & Gy(r) Yr>r, €g1(_f’)>

>eg2(f) y Xg1(f) > xgz(f) .

c) Si, en la hipdtesis de (a), es (g(f1)
= eg(f2)<°°, entonces 'Cg(f1)4'cg(f2) y
tg(f1)s tg(fz).

*d) Si, en la hipdtesis de (b), es Qg;(f) =

(f)<o0, entonces T _(f)>T_(f) ¥
g 7 8,

-.-.egzr
tg1(f)> tgz(f)".

1

emostracidn:

Por la hipdtesis, todas las funciones médulo

F1,F2,F,G1,G2,G son estrictamente crecientes ha

cia 4o,

Si es F1(r)4 Fz(r) Vr>r , G"1[F1(rﬁ]<Gf1[F2(rﬂ por ser
Gv1 creciente, Tomando logaritmos, dividiendo por logr ¥y
tomando por Ultimo lfmites superiores e inferiores en ambos

miembros, tenemos la desigualdad deseada; (c¢) es entonces evi-

Si se da la hipftesis de (b), se
deduce fécilmente por continuidad (v.

fig.) que G;1(s); GE1(S) Vs>-so =

e e - —

i

& o) 64 r
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~1¢ - -1
Gz(r,o) . G11 (F(r) )G21 F(x)) Vr»> ry, donde r, = F [Gz(ro)].’
e aplica ahora el mismo razonamiento de (a), resultando asi-

ismo (d) como obviom

EOREMA 2.~ "Consideremos f,geg y I (i=1,2,3,4) funcio-
nes enteras lineales afines no constantes. 3Se-

cumple entonces:

i) ¢ Il4° g’L3(L2° f°L1) = eg(f) ’ >\L4°goL3(L20 foL1)=
= A .
g(f) e
ii i R4
S = f. T ofo = . T
11)\ e eg( )<oo, L4;§oL3(L2 L1) R;‘ g(fX
tL4a g.L3(L2of-L1) = Ré-.tg(f)’ donde los R,

son los factores de dilatacidn de las L,
suponiendo que L, ¥ L4 son rotaciones de

centro el origen de coordenadas".

Demostracidn:

S6lo la haremos para el orden superior y el ti-

po superior, siendo para los inferiores comple-—

tamente andloga.

i) Denotamos e = Qg(f) . Es evidente que esta parte queda
probada siguiendo los 8 pasos que vienen a continuacidén, los

cuales son casos pa.rticulams‘ de la misma.
a) SipeC y f1(z) = f(z) + B, entonces ¢ = g, donde ey =
= €g<f1)= lf1(z)ls 1£(z)) +ipl ¢ F(r) + lpl¢2F(7) Vr>r,. De

la Prop. 6(b), si s>1, ir, = I‘2(S)> 0/ 2F(r) ¢ F(r®°) =

) ' -1 -
=>F1(r)4 F(rS) -» 108 G [Eg(r)ls log G T[F(rs)] _
log r log r

- 17 =



e)

- log G"1[F.. (r)] < log(lalr) log G"1[F(|alr)_]_'

_ 5. 1og g~ [z(rs)] ., Pero r° = t4esii T ~»-e = tomando 1L
log r

mites superiores, @< S¢ Vs>1=> 0440, Efectuando el

mismo argumento para f(z) = f1(z) - P resulta p< Q4. Lue

80 € = @4

Si «e €~ {0} y f2(z) =« f(z), entonces ¢ = ¢,, donde ¢, =
Ifz(z)\: [« £(2)] = Fy(r) =l«l P(r) Vr>0; usar

Pi‘o;p. 6(b) y queda eo¢ 0. En vista de que T =c("'1- f2, te

nemos P<¢@,. Asi qﬁé e =05

Si be€ y f3(z) = £(z4b), entonces ¢ = €3, donde @y =

= €(£3): |f 3(2)|« F(l z4b]) < F(Iz|4p]) =V¥r>0, Fy(r) <

-1 -
< P(r +lbl) = Vr>o0, 208 ¢ [Fa(r)]  loglr +Ibl)

log r log r

El primer factor del segqundo miemw

. log G_1[F(I‘ -Hbl)].
log(r + bl

bro converge a 1 cuando r -—soe =» tomando lfmites superio
res, P3¢ @e Al ser £(z) = f3(z-b), ¢<€3. Luego f = @3.
Si ae€¢~{0} y f4(z) = f(az), entonces ¢ = @4» donde @,=

= 0,(,): 1£,(2)<Fllallzl) = Vr>0, Fy(r) ¢ F(lalr) =

El primer
log r -~ logr log (lair)

factor del segundo miembro converge a 1 cusndo r — °° 3

tomando lfmites superiores, €g¢ €. Al ser f(z) = f4(za-1),
e§e4o Luego e = 64'
Si «eC~{o} ¥ g,(z) = o(g(z); entonces ¢ = ¢,, donde @, =

= (’g1(f): [e,(2)] =lallg(2)] =» G, (r) —lo(lG(r)-—-th>t , G"1(1;)-—

61 (6 /1)) = 108 6T LF(r)] _ 1og ¢~ Tdr(r)].
log r log r
(b), dado s>1, |«-F(r) ¢ F(r®) Yr>r (s)> 0.

it

Por Prop. 6

E1l cociente

- 18 -



- IS
log G 1[1*“(rs)] L1087 o sasando a 1f
, log r® logr ,
mites superiores, ¢, s¢ Ys>1 = ¢4¢¢. Al ser g =d -&q»

es menor o igual que

PPy Luego @ = @4+

) 8ipe€ ¥y gz(z) = g(z) + p, entonces ¢, = ¢, donde ¢, =
= egz(f)z le,(z)2lalz) - |pl =¥r >r , G,(r)> G(r) - \pbg—(ézl‘
llamando t = G(r)/2 resulta G5 (t)< G™1(2t) Vt>t . Ha
cer 't = F(r) y aplicar el mismo razonamiento de (e).

) Si aeC~{0} ¥ g3(z) = g(az), entonces ey = ¢, donde €=

= ¢, (B): G3(0) = G(lalr) = 63'(8) =1al™le™ (v) =

., 1og ¢z [P(r)} _ Loglal’ 4 Log G'1[F(r)l; y shora es sufi-
log r log r log r
‘ciente tomar lfmites superiores.

h) Si bel ¥y g4(z) = g(s;.b), entonces ¢,= ¢, dqnde €, =
= egq(f): G,,(I‘) < G(bl+r) ¢ G(2r) Vr»> r, =» G'{(t) <
& 2GZ1(t) Yt >%,. Haciendo ¢ = F(r) +tenemos, con el mis-

mo argumento de (g), ¢y FPero glz) = g4(z~b) = ¢ =04

ii) De la misma forma, esta parte quedard probada efectuan-—
do los 8 pasos que vienen a continuvacidn, los cuales son ca~-
s0s particulares de la mismaf Denotamos ‘T: = ‘Eg(f). Considera
mos d,a,@,be&, d,a distintos de cero.

a) 81 f£,(z) =« £(2) con WI=1 ¥y T, =Tg(f1),‘ entonces T =

F(r').

]

= T,: Obvio, pues F1(r)
b) Si f,(z) = £(z) + Py T,s= ‘tg(fz), entonces T = T,: Fz(r)g
<F(r) -le. Para cada neN,)pk%-F(r) Vr>ro(n)>0. Apli-

cando Prop. 5, (1 + 1/n)F(r) <F((1 + 2/n)r) Vr>r1(n)>0:
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L ClE @] R e 2/ L (g o/mf T,
rt (1 + o/n)r )¢ :
«T(1+2/nf WnelNsT,¢Te Alser £=1f,-p,T,="T.

e °
) 8i ‘f3(z) = f(az) ¥ Ty = I‘g(f3), entonces “C3 lalTe

-1 -1 |

¢ Mrs(x)] _ 6TLFRUBIN]  jafsT. =jafc
Fy(r) = F(lalr) = : P 3
Si f4(z) = f(z +b) ¥y T =T (f4), entonces T= 14: F4(r)-‘-

rn)] R s1bD)] (1B
14-—

£ F(r +ib) y por tanto e < o aTol Y

2Ty ¢ To Pero f(z) = f4(z -b)= T =t4.

Si g1(z) =oglz) con |ul=1 ¥ T, = tg1(f), entonces T =
1 -1

=Ty Obvio, pues G, =G .

1
Si gz(z) = g(z) + B Y T,= tgz(f), entonces T =T, G2(r)£
G(r) 4-[F,<G‘G(I‘) para cada ¢>1 ¥ Yr>ro(¢)>0. Usando

la proposicién 5, elegimos «’>¢ y tenemos aG(r)<G(s’r)=>

-1 ~1p
=>G“1(t)<v'G'2'1(t) Vi >t (> 0 o TtE(] oG [Fa(r)]
o rf rt

o Pero g(Z) = gz(z) - P =,'C2 = T,

$TLT

51 g3(2) = glaz) ¥y Ty =T, (£), entonces Ty = T/ \as

%3 -1
631 (6) = 1al7T6(6) V>t - el vl e} Il 1E9) N

12l ¢

—‘==7t3 = -c/la"

Si g4(z) =glz +b) y T, '=12g4(f), entonces T, =T:
G4(r)£ G{r +1bl)<CG(er) Vr>ro(<r)>0, para cada T>1 =»

*G"?(‘b)s%‘(}?(t) = haciendo t = F(r), resulta TerT, Vool

=>Ts<T,e Al ser g(z) = g4(z - b), T=T7,m

(I. 4) CRECIMIENTO DE LA COMPOSICION.

Pasemos a un resultado relativo a composicidn de funciones,




n un sentido m&s general que el del pardgrafo anterior. Nece
itaremos previamente un resultado debido a G. Pélya (116];ps

30y, que enunciamos en forma de lema.

ENMA 4.~ "Supongamos que f,g,he§ ¥y son tales que h(z) =

| = g(f(z)) Vz. Se supone ademds que f(0) = 0. Con
las notaciones usuales, existe un niymero ce(0,1),
independiente de f y g, de modo Que

H(r);G[c.F(%j-r)] Vr>0 (19)v.

Anotemos que se puede sustituir 1/2 por cualquier «e(0,1)
N .
empre que ¢ sea reemplazado por alguna otra constante apro

'ada.

OREMA 3.~ "3Sean f1,f2,ge é . e verifica:

eg°f2(g°f1) = ef2(f1) Yy )\g.fz(g‘f-l) =Af2(f1)o

En particular, f1~f2 sii g-£1~og-f2“.

D’mostra016n: Llamemos h1 = gof1, h2 =,gef2. Entonées h1,
hzeé. Podemos suponer que f1(0) = f2(0) = 0.

En otro caso, definirfamos f1(z) = f1(z) - f1(0), EE(Z) =
=1T,(2) = £,(0), g(2) = g(z + £,(0)), g,(z) = &(z + £,(0)),
¥y |tendrfamos h1 = g1of1, h, = g,°f,. Aplicando el Teorema

2 ?%é(f1) s efz(f1) y X%z(f1) ='Xf2(f1), con lo cual proba
maos nuestro resultado.
Bajo tal suposicidn, con las notaciones usuales, H1(r);
Y [cF1(r/ 2ﬂ ¥ H2(r)> G[ch(r/ 2)) Yr> 0, por (19). Usan
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' 1

do Prop. 5, F1(r/2)>-% F1(dr/2) y Fz(r/2)> 5 Fz(dr/z) para
cada de¢(0,c), Vr>ro(d)=’— 0 = se tiene, asintéticamente,

H, (r) > ¢[F,(ar/2)] > H,(ar/2) (20), ¥

Hy(r) > ¢[F,(ar/2)} » H,(ar/2) (21),
donde las desigualdades Wltimas resultan de Hi(s)s G[Fi(sﬂ
Vs> 0 (i=1,2), lo cual es consecuencia de la definicidn. En-
tonces Hy'[H,(r)]>H; {6[F, (ar/2)]} . Pero 0, {6 (6) > F5 (¢)
por lo anterior; luego Hg1[H1(rIk>F§1[F1(dr/Zﬂ, segin (20).
Si t = Hz(r) en (21), resulta de la primera desigualdad que

i d 1 -1 2 -1 - . -
t>e[F (5 ()} = B ()< F5 e (0)]. 81t = H (D),
HET[H1(Pﬂ<f% FE1{G"1(H1(r))}, y el término entre llaves es me-

nor o igual a ] (r) = F;'[F (ar/2)) < 05 [0, (r)]<§ P31, (x)]

vr>r (4)>0 = log Fz [F (dr/2)] . log r + log(d/2)

log(dr/2) , 1o¢
¢ log HE1[H1(r)]‘<log?2/d) + logF"2'1[F1(I‘)]Og i

log r log r

tes superiores e inferiores en los tres miembros, resulta

= tomando 1Imi-

0y (b)) =0 (£) ¥ M (h) =X, (f)m
h2 1 f2 1 h2 1 f2 1

A la vista del teorema, podrfa esperarse que ef °g(f1og) =
= efz(f1), ¥y lo mismo para el orden inferior. Esto es, no obs-
tante; falso, sin mds que elegir p. €j. las funciones g(z) =

= exp z, f1(z) = zz, fz(z) = z; entonces el primer miembro tig

ne el valor 1, mientras el segundo vale 2.

COROLARIO 1.~ "Si f,g¢§, entonces gef~g".

Lemostracidn: '
_ En el teorema 3, hacemos £, =1, f2(z) =z =
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o 0l ser f~id(z) = z por el Teorema 1, resulta gef~ gm

Antes de proseguir, advirtamos que muchos de los resultados
que se prueban son igualmente v&lidos para funciones constantes,
los cuales no se demuestran porque alargarfan las argumentacio
nes &l haberse de distinguir casos particulafes. Asimismo, en
cuanto a indicadores de crecimiento ¢,X»,T,t, nos centraremos

en el orden ¢, el mds importante.

Es conocido (cfr416l;p.81-82) un resultado que afirma que si
f y g son dos funciones enteras y gef es una funcidn‘entera
\
de orden finito, entonces sélo son posibles dos casos: a) o bien
f 'es un polinomio y la funcidn g es de orden finito, b) o
bien f no es un polinomio sino una funcidén de orden finito,

¥y la funcidn externa g es de orden cero. No existe ninguna

dificultad en generalizar este teorema para nuestra definicidn

de orden relativo.

TEOREMA 4 .- "Si f,g,Teé y QT(h)<o°, donde h = gof, enton-
ces o bien f es un polinomio y Ci(g)<°°,,o bien
f no es un polinomio, siendo en tal caso eT(f)<w
"
y eT(g) = 0.

Demostracidn:

Para poder aplicar el lema 4, podemos suponer

como en el Teorema 3 que f£(0) = O, Por hipdte
sis, H(r) <« T(r®) asintéticamente para cualquier ae(eT(h),+w),

donde T(s) = mdx |T(z)].

méx Expresando f segin su serie de Tay
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lor, f£(z) = Z amzm. Si |aml>0, F(r) = la_| r*  por la desigual
ms1

ded de Cauchy; entonces G(cla | oMyl ¢ G[C-F(Jz-r)] < H(r)T (%)

ir>r = G(s)sf(Ksa/m), siendo K = ca/m2|: v = G(s)sT(sb/m)
Vs>so (b>a) = QT(g’)é_ b/m <w, Si f es rgn polinomio de gra
do m, €x(g) ¢b/m Va,b tales que b>a>en(h) = enlg) ¢
éeT(h)/grado(f). Si f no es un polinomio, m puede ser ele-
gido arbitrariamente grende, en cuyo caso ¢ ,(g) = 0. En cusl
quier situacidén, al ser g no constante, G(r)z«r para algu
na constante &> 0, Vr>ro - ;(F(Jz-r)s G[cF(-;- r)] < H(r)<T(x®).
Aplicando la Prop, 5, si ¢e(0,1), F(r7) <« T (r®) Vr>r1(¢)> 0=
s».F(r)<”r(ra/}) = eT(f)s.af'1V¢ = QT(f) es menor o igual
que a, Va.>eT(h) =» eT(f) es finito, ¥y es‘de hecho menor o

igual que eT(h) .

La desigualdad eT(f) < eT(h) se éumPle' siempre, sea (T(h)
finito o no. Mds generalmente, la composicidn a derecha o a
izquierda de una funcidn entera aumenta su orden de crecimieg

to respecto de cualquier otra funcién.

PROPOSICION 8.~ "Si f,g,T€® y h = geof, entonces
mdx [en(£),0,(8)] < €,(h) (22) 'y

mdx [3(8),0,(8)] e dp()  (23)0.

Demostracidn:

Hacemos £, =1 - £(0), g,l(z) = g(z + £(0)) =»
2 h = g1ef1, y usando el Teorema 2 podemos cone

venir que £(0) = 0. Como ni f ni g son constantes, I«>0/
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Mr)>«r, G(r)>or para T suficientemente grande. Aplica- |
mos (19) y queda H(r) a.G[c-F(%r)] >G(9-§(-~r)>(}(r"') Vr>r°(<r)>
>0 por Prop. 6(c), para cada ce(0,1), y andlogamente H(r)>
> cl?(%-r) > F(r?) Yr>r, (r) > 0. Entonces -1 e(r7)] <
TMEE) = eple Loy v Agle) ¢ Ihgn) V¥oe(0,1)

De la misma forma, 1’-1(F(rf)) <
<T " (H(r)) = ¢ p(f) < 1 = (h) vy M plf) ¢ -XT(h) Vre(0,1), de
donde obtenemos (22) y (23).

La siguiente Proposicidn complementa el Teorema 4 y especi

fica mds la relacidn entre el crecimiento de g y el de gef.

PROPOSICION Q.- "Sean f,g,T eé . Se verifica:

a) Si f es un polinomio,

0p(gef) = eq(g) + grado(f) (24),
Ap(gef) = Ap(8) » grado(f)  (25) y
€ (gef) = ) (g-T) = grado(£) (26).

b) 51 £ no es un polinomio y ep(8)>0
()\T(g)SO), entonces QT(gof) =40
(Ap(get) = + o0 vresp.).

c) Si f no es un polinomio, eg(gof) =

== )\g(gof) = 4oo",

Demosgtracidn:

La igualdad (26) es consecuencia de las 2 ante

riores, sin mfs que hacer T=g, o bien del teo

rema 3, Llamamos

h = gef, y suponemos que grado(f) = m Pa-
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ra cierto entero positivo m. Sea T 1a funcién médulo méxi-
movd.e T Dados oA ¥y p tales que uufup , se verifica

H(r) ¢ ¢(F(r)) < G(rP) VYr»> ro(p) >0. Por 6tra parte, utilizan-
do (19) junto con la Prop.6(b), tenemos que H(r) = C-[c_-F(r/z)]a
2 G[F(dr)] # G(r%) Vr>r1(o()> 0, donde se ha elegido de(O,é)

-1
T "(Hir
fijo y se ha usado la Prop. 5. Entonces 1og (H(r)) 4

log r
(2027 TIEER) Ly 1oaTT) |, log THEG)
“log(rf) log r log(r™)
asintéticamente para cada o yP tales que o<m<fP. Luego

0(-€T(g) £ (’T(h)é p-(’T(g) V~o¢,P =P eT(h) = m—(’T(g), y lo mismo pa
ra el orden inferior. Asf pues, hemos obtenido (24) y (25) y

(a) queda probado.

Si se demuestra (b), (c) es una consecuencia inmediata sin
m4s que hacer T = g. Sea pues éT(g)>O (si es )\T(g)>0 el
razonamiento es andlogo). ALl ser f trascendente, F(dr) >‘ r3
Vr>r (%) >0 y para cada o> 0; por tanto, H(r) > G(x™*) =

=0 ¢(h) 3¢ p(g) - A V>0 = ¢ p(h) = 4com

Observemos que el Teorema 4, obtenido independientemente,
es un corolario trivial de la Prop. 9; asf pues, hemos genera-

lizado y mejorado el resultado de ([16I;p.81-—82) + Incluso la

Prop. 9 se puede obtener a su vez como corolario de las igual-
dades expresadas en la proposicidén que, de modo independiente
de aquélla y del Teorema 4, demostramos a continuacidn.

PROPOSICION

10.~ "Sean f,gy Teg, de manera que o bien g~
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~h o bien g~T. DIntonces:
¢ p(1) = ¢ () €qle) |

\ (27,

Apth) = M ()« Sy(e)

siempre que en cada uno de los segundos miem

bros no se d€ el caso de que un factor sea

nulo y el otro infinito".

Demostracidn:

Ilamando T a la funcidén médulo mdximo de T,

-1
se verifica la igualdad logW (H(r)) =

-1 -1 D I S
_ logT~ (H(r)), log G~ (H(r)) _ logT (G(S(r))) log G (H(r)):’
log G"T(H(r)) ., logr log S(r) log r

donde S es la funcidn S(r) = G"j(H(r))'. Notemos que S-—»e°
si:i; r—yo, En el Yltimo miembro de la igualdad anterior,
existe el ILImite, finito o no, de al menos uno de los factores,
segin la hipdtesis de regularidad. Puesto que no se puede dar
el caso de indeterminacidn 0.2, se obtienen las férmulas (27),

sin mds que tomar lImites superiores e inferiores@

Si hacemos ahora h = gef en (27), entonces g~h por el co
rolario al Teorema 3, Si f es un polinomio de grado m, se
cumple por dicho teorema que (’g(h) = )‘g(h) = eid(f) =m, y si
f es trascendente, eg(h) = )g(h) =(’id(f) = 400, de lo cual se

deducen todas las igualdades de la Prop. 9.

(I, 5) CRECIMIENTO DE LA SUMA.

E1 hecho de que el orden de una suma finite de funciones en

teras sea a lo mds igual al méximo de los drdenes de los suman'
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dos (cfr.

23‘, pe22 .y|4o|‘ y p.127) sigue siendq v4lido en nues

“t;ra teorfa. Observemos sin embargo que el resultado correspon

diente para el tipo de sﬁnandos con igual orden es falso en ge

neral. Considérese, p. ej., f1(z) = g(z) = z, f2(z) = 2z. En

tonces (’g(f1 + fz) =»eg(f1) = eg(fz) = 1, pero 'l?g(:ﬁ'.l + :f‘2) =

=3>2 = mc"tx[tg(f1), T:g(fz)]. |

TEOREMA 5.~ "Sean f,g,f1,f2,g1,g2e'a. Se verifica:

1) @ £y + £) e mx[p (£),0,(f,)]. Si @, (£)) #
# @ (£,), se dala igualdad. |

i3 Ag yq (D 2ntall (0, ) (0] 51 ) (0 4
# )\gZ(f) , se da la igualdad. | |

iii) Si eg(f1) #e g(f2) ‘y son finitos, entonces

'l:?g(f1 + :f.‘2) coincj.de con el tipo de la fun-

cién sumando que tenga mayor orden",

Demostracidn:

i) Llamamos h = £, 45, 0 = (’g(f1), €, =

= eg(fz),ez eg(h). Si h es éonstante, es
trivial. Sea pues heg. Sea ¢,¢€,. Dado £€>0, F,(r) <
4 o(rOFey o g(rlate vy Fyr)e G(rCt€) Vr>r (€) >0 = H(r)s

< F1(r) 4 Fg(r) & 2G(re¢+e) < G(3re"'4'£) Vr>r1 (1"1 >r0) , por la

-1

Prop. 5 =» log G~ (H(r)) ¢ 228 3 * (?2 4 €)log r
log r log r

Ve> 0 = e, = méix(€1,(’2). Hemos considerado ¢ ,<; en otro

= psp, +€

cago es trivial.

Supongamos shora la desigualdad estricta e1< 92. Tenemos:
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In(z)l 3 1£502)) = [£4(2) & |£5(2)] = Fy(x)  si fzl=T = H(r) » Fy(r)
’
- F,I(r) . Consideremos )\e(q1,e2) y )\5(61,\) . Entonces Vr»>
, oy

> ro()\') >0 es F1(‘r) <G(r*) ¥y r, - o / G(rr"l) <F2(rn) . Pero
G(rh) = G(rx -r)"'x) ;G(r)“-e()>FG(r"’) para r>r1(e(,9)>0, con
o(>P>1, segin la Prop. 5 =» FF‘l(rn) <F2(rn) = H(rn) ;Fz(rn)-
(1 -p-1). Usando de nuevo la Prop. 5 =-suprimiendo, si fue-
ra preciso, algunos términos iniciales de {rn}- obtenemos que
para cada Me(pq,¢,) ¥ cada §>1, Hlgr,)>F,(r,) > G(I‘l}l) para

-1 _
cierta sucesién {rn}/‘ +o0 = 02 limnsup log G (H(U-ru)_ 2

4 , log(yr,)
log r, log(gr,)

= mdx (q1,e2).
ii) Es consecuencia de (i) junto con la Prop. 3(a).

iii) Llamamos 1‘1 = tg(f1) » Ty =‘Cg(f2) , T = 'Cg(h) . Entonces,
siguiendo las mismas notac’io\nes de (i), suponemos €1< €5y con
lo cual ¢= g,. Al ser ¢,<g,, dado cualqﬁier F7T F1(r)<
<'C—(}L re‘) < G(of rel) Vx>0 Vr>ro(°<)> 0. Por Prop. 5, si l8>
>4 , G(o(-r@-)<PG(re¢) asintdticamente.‘ Dado €>0, Fe(r)<
<G((';:2 +e)rf) < (1:2 4+ 28)G(ré) aéintdticamente =» de nuevo‘
usando la Prop. 5, resulta H(r)< F1<r) ‘-l- Fz(r) £ (F +'C2 $ ée) .
G(rf) ¢ G((@ +T, + 36)r®) asintéticemente. Luego dado N>

>Tyy Ir (N) >0/ si r>ry, Hr)<G(hrf) = t¢ ) = ©v<r,.

Hemos supuesto T,, T

10 ¢p Tinitos. S5i T, = 40, se tendrd de tg

dos modos F1(r) < G(rY) asintéticamente Vre(e1,e2) = F1(r)<
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<Gleor ) y se contimfa el mismo razonémien’bo; si T, = 4,
T¢T, es trivial,.

Para probar la igusldad, consideremos @ ,<9<(€,» L >x>0 ¥
Ven = Filr) < 6(rT)< (- v """y <l G(r2) para r>r = su
ficientemente grande, ¥y arn/‘ 40 tal que G()\.rrfz) < Fz(rn);
ademés XG(rez)<G(X-I(") asintéticamente por Prop. 5 = H(rn)’
» Folry)) = Folrp) > ()'-oc‘)G(rrﬁ‘) > G((N = o -e)-rr(:“) para £>0
pequefio y Vnano. En resumen, para cada x<t2 hemos encontra

-1
do una sucesidn rn/‘ 400/ H(rn) > G( {.rrs") # &__Q%En)_l_> ¥ =
r

=1 ' ‘ n
= T2 limnsupc’ (};rnuzb’wtax Vi<T, =» T =T,®
xr

(I. 6) CRECIMIENTO DEL PRODUCTO.

En cuanto al producto de dos funciones enteras, no podemos

esperar un teorema tan general para el orden, como lo prueban
las funciones f1(z) =z = g(z) = fz(z): eg(f1-f2) =2>1 =
= médx [eg(f1) R eg(fz)]. Recordemos que también el orden =-en

sentido cldsico- del producto era a lo més igual al mayor de

los dSrdenes de los factores; éfr. Pe €] (]23];p. 22 ¥ 5Se).

Haremos uso de un teorema que da una cota inferior suficien
temente fina para el médulo de una funcidn holomorfa. Lo enun

ciaremos en forma de lema. Para su demostracidn, cfr, ('23,;

pPe 21=22),

LEMA 5.~ "Sea f(z) holomorfa en el disco |z|< 2eR (R>0)
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con f£(0) =1 y sea M un ndmero positivo arbitra

rio que no exceda 3e/2. Entohces en el cfrculo

|1zl¢R, salvo quiz4 excluyendo una familia de circu-—

los la suma de cuyos radios no supera 4R, tenemos
loglf(z)} > - Hla) -log M(2eR)  (28),

| 3e,
donde M(t) = {n‘gaé 1£(z)l ¥ H(Q) =2 + log g;i

Antes de dar el Teorema general, precisamos de un caso pr=-
ticular, el cual es interesante por sf mismo, y ademds no nece

sita la hipdtesis del Teorema 6, En primer lugar, podemos afi
N
nar la Prop. 6.

PROPOSICION 171.~ "Sea f entera trascendente y n cualquier

entero positivo. Se verifica:
. n 8 :
a) 8Si s>1, r .M(r) = o(M(r®)) (r-—voo).

b) Si \>IL >0, rZ. M(z}") = o(M(r)‘)) o),

Demostracidn:

a) Por Prop. 6(a), M(r°) »k-(M(r))® ¥r>0 (k>0)

= M(z®) 2 k-M(r) - (M(r)) s=1, Pero Vp>0,

M(r) . n s \n
——> 0 = escogiendo > veda M(r~®)s k-M(r)r-e(r
rP (I‘-yea) ‘ p S=1? q 2> ) ’

‘donde . 1lim O(r)=oo,

oo

b) Se deduce de (a), haciendo rf=t, s = >\/la> 18

PROPOSICION 12.- "Sea f entera trascendente y P un polino
mio no idénticamente nulo. Entonces Vgeé
es P-f) = . —

€g(P2) = ¢ () ¥ A (22) = ) (D).

Si feé Yy & es entera trascendente,
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ePg(f) e Qg(f) y B\Pg(f) - Xg(f)u.

Demostracidn:

La 28 parte es consecuencia de la 12 junto con
la Prop. 3(a).
Probemos lé 12 parte., Llamamos Q,X,e1,)1 respectivamente
a {’g(f) ’>‘g(f) '(’g(h) ,).g(h) , donde h = P.f. Podemos suponer
que P no es constante (apiicar el Teorema 2 en otro caso).
Entonces existe un entero positivo n y wn r_> 0/ 1<|P(2)<
n

cer’ si fzl=w Vr>r . Luego P(r) < H(r) < ¥ F(r) => 001

XSM. Por la Prop. 11(a), ‘3r1> ro/ Vr> r, es . B(r)<F(r°)
log 67N (H(r)) _ . log ¢T(F(x%))
~ log r log r°
204¢€s Ms X =

Vs>1 =—»

(s>1) =

LENMA 6.,- "Sea g(z) entera. Son equivalentes:
a) Yo> 1, (6(r))?< 6(x) Yr>r (¢)>0.
b) Para cada n entero positivo y cada o>1, (29)

Jro(d’,n)> 0/ Vr’>r0 es (G(r))Pea(xM)n,

D 3 i .
emostracidn: (b) = (a) es trivial. Para (a)=»(b), dados ¢ >
m o™
>1 ¥y nz2, Im natural/ 2 >n. IEntonces ¢
~m
) 02' 2 . . ' a X
>1 = G(r" ) 3z (G(r)) asintéticamente = G(r ) = G((r") ) >

o= |
>(a(r™)) %, (G(rg{;))d’a eee 2(G(x% ))2m> (6(r))? asintética~

mentem

A tftulo de ejemplo, demostraremos que la condicidn (29)

ge cumple para funciones con fndice de crecimiento exponencial

3

i(g) = k finito, de crecimiento regular, tales que (’k(g)> 0.
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PROPOSICION 13.- "Sea g de Indice exponencial finito k,

gefg, de crecimiento regular, cuyo orden
k—-€simo e verifica 0 < @ <+o0, Enton

ces g cumple (29)".

Demostracidn: g, tenarfa que 0<X(g) =p =0 (g)<+ En

(‘V
tonces 1lim _3;9_;%;(4,1_.1_(3.)_ = p = ¥Ye»0, ¢ - € <

¥yos log r

< Loz, ®x) p+€ para r>r (€)>0 =+ exp, (r¢ 7€) < &(r)<

log r
<eka(re"' €) asintéticamente. Sea ¢ >1, y escogemos O <E&<
-
T~ 1 eXpP__,l(I“e &)
<e' ﬂ?c‘e‘f-ﬂ's>e-l-€==»lim = = 00 =%
T4 1 ryeo

expy_4 (r“‘ E)
=, expk_1(r =%, 2-expk_1(re+ e) si r>ro(<r)> 0 =» para

tales valores de T, G(r®) > exp (r®™) = exp(exp_ (rX™))>

> exp(2+exp, ,(xf*€)) = (exp (r R+€))% 5 (6(x)’m

No obstante, existen funciones no polindmicas que no verifi
can la condicidén del lema. Para ello, consideremos alguna fun
cidn de crecimiento lento, g, de médo que coincidan sus érde-
nes logarftmicos superior e inferior y sean iguales a 2: 1<
<>‘e({§) =@ =2 = Ce(g)< + w(cfr.l28| ;pe 98), de manéra. que
g tenga un crecimiento aproxj,mad.émente igudl al de la funcidn

exp((log ¥)?) = r'°6 ¥, o5 decir, Lim—i)

= 1., Si escoge
Y-y o0 rlog r o ¢ 82

mos o€ (1,/2), se comprobard sin dificultad aque (G(r))2 >
> G(rY)

para r suficientemente grande, es decir, g no veri

fica (29). Proporcionaremos seguidamente otra condicidn sufi
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ciente para tal propiedad, asf como ejemplos m4s explfcitos
de funciones que no la verifican,

PROVOSICION 14.~ "Sea { una sucesidn de nimeros rea

. GO
nin=0

les no negativos tales que la sucesidn

L -]
{bn}n___o estd acotada, siendo

1/n
b = _:{:5 P ¥nc
n - o " ‘

n

o}

Entonces g(z) = 2 anzn cumple (29), su
0
n

. . _An
poniendo que lﬁm a, = o".

i " ] 1 [ n
Demostracidn: La, funcién g es entera por la hipdtesis J_; -0,
Se tiene que 3K>0/ b_xgK, es decir, > a2,

n c._.() -.L\.
£ Kn.an ¥n>0, lo cual tiene tambidn sentido si ciertos &
, : 1 '

— n
o [ "‘i pa
son nulos. Sea ¢">1, 8i r>K kZO a.o, g €
ne=1)

£8 T
n

hoad n
=» E (>~ . e, k)r .gZ a, P2, Observemos
w n=0 k=0

que G(r) =Z anrn pues a >0. Entonces (G(r))2 es el
n=0

nroducto de Cauchy de la serie que define G(r) por sf misma,

p(
es decir, (G(l"))2 Z C,; r™, donde c, I'-—O By * 8,
== (G(r))zcz_ a r = (r%) Vr>r = 1/«-11

n=0 °
COROLARIO .~ "Sean {@ }n—o v i_a }:O dos sucesiones de ni-
meros reales no negativos teles que vlim\/—e; =
v ak.gan a, Vk,n;O (k¢n). 8i la sucesidén
{(an'anﬂ/n}n-—-o estd acotade, la funcidn entera
o0

g(z) = %anzn cumple (29),
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n

Llemamos como antes C, = ]Z 8y *8, )+ LEnemos:.

Demostracidn:

c ‘Z 32 2 = (n-H)@'Z .2 =p 01/n€ (n-l.1)1/n
k=0

,(ez,aﬂ/n,a?/n. Pero (€2 a)1/n‘1c Vvnz=0 y (n+1)1/n-»1=>

.-.-,7 01/n & Lie a1/n para cierto L>0 = 1la sucesidén lon =z
noke (/1 |
={ A= ‘ es acotada =» g cumple (29) por Prop. 14m

PROPOSICION 15.- "Sea {a }° una sucesién de mfmeros rea

. . 24
les no negativos con lim ’an = 0, tales

n n

que a,& Cyy) ¥nz0, siendo c, = > By B jce

. En tal situacidn, la funcidén entera g(z) =
; L
=2 a7z no cumple (29)".
o n

. . poaid
Demostracidn: Al ser an>,0, Gr) = Z_ anrn. Escogemos un ¢ €
5 4

i n 2n .
€(1,2). Tenemos: Yn»0, ar ~<C, T si

2n
r>1 = G(xr%) = Z_a (Zczn éZcr = (G(r))2 Vr>1,
siendo 1fcita la Yltima desigusldad en la cadena anterior por
la propiedad asociativa de los términos de una serie convergen

te de nimeros reales no negativos. Asf que g no verifica (29)g

EJEMPLOS.~ 1) Sabemos que para g(z) = exp z es vdlida (29)
por Prop. 13, pero lo comprobaremos aplicando

n n _
Prop. 14. En efecto: a_ = 1/n!20, > . = 1.4

a = > ;
n =0 E 0K 1kt (nek)!

n /n
=(1/n1) . 2 = 1, ( ')=2n 1 Bt . —
© o n'(k.n)' nt g Vi) = 2 /nt. dintonces by =
(.._Z___)Vn

2y sucesidn constente, luego acotada.
1/n!

2) Construyamos una funcidn ente S n :
1tera  g(z) _,ZO: a,z, a,>0 tal
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Gud  Opy ™ By, YNp 0, ¥y por tonto no veriflca (29) « - Imponomoss
] , |
] —
co - ao =¥ 8,6 = EI,O el a,o 2y 1. Mlor&, 02 = 28 8.1 + a-] = a1 =y

2 1

= 20, 4 8% = a;. Elegimos a, = = =a, = 3/8. Entonces c, =
2a + 2a,a, + a? = 2a, + a3 ¥,, donde )’ = 8, = a2 =
= 8% 123 =8 4 = 39 2 =

= 15/64. Hacemos ‘a4 = aﬁ #Zag + aj = K2, de donde resu;tan
ay ¥ 8y, buscando la rafz positiva de esta ecuacidn. Por re

cux'rgncia, supongamos que hemos obtenido por este proceso a9

a,>0 (O¢ke2n=2), c,, =

81980y eeesByy 3985 5 (n»3) verificando ol

k
- _ okt } ,
= ap. (k=0,40.,n-1), 851q = @0 ¥ Bopq <¥k (2¢ken~1), s::.epdo
2}{:“.2 N

¥ = 2y = ?::2 8480y 59 lo cuzl es vé4lido para los 5 primeros

tériminos calculados explfcitamente. Calculamos de 2 en 2 los

coeficientes buscados. Imponemos Con=ay, ==>2aoa2n+2a P 1-1{ >
2n=2
=2a, 48, =Y, con  =a_ -12_% 2,8,y =Valor conocido. Hace
n n N
3 - 2 e : : |
MOs B, =an. 4 =P 2a2n_1-!-a2n_1—3’n. Por induccidn, se prueba

que O<Kn<1/2 = a Yny2. Ademds ‘(n<an. La funcién P(x) =

es estrictamente creciente y continua sobre [0,-!-00) ; #(0)=

luego existe wn Ynico valor Xy=2p, 1 QUE cumple la ecuacidn

-n
: %.-a, Y2
anterior., Asf que también hemos obtenido 2 %1——211——1—] y 8.0
2n 5 n

. n
.03, . o Y : 2 1 i e oy 3 — - 2
>“’“2n 10 Tenemos asf aj>0 j»0. Ademds: si  j=2n, a,j = a‘2n—-1,<

J
<2 <<~; YLl )‘5 ; ol f = 2nb1, a0 £ f n41< P
{(n impar)<(1/9)’5 = (1/?)“‘)%' j+l

(n par) = a2}, <[1/.2)r NALS (i/g)“ (qz)‘ﬁ“

/3
Pero 1lim {(1/2@ z} =0 => 1j \/( . = .
E ;]m 'J.J O = g es entera

¥y verifica a =
n 02n>0 Ynzo0,
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TEORIMA 6.~ "Sean £,,f,,8 eg, de modo que g cumple la con

dicidn (29) expresada en el lema anterior. Se
verificas |
1) @,(F,-,) emx[e,(£)), ¢ (£)]. 81 e (£)#
£ e £(£p) s se da la igualdad.
ii) )\fffzﬁg) émin[>f1(g),>~f2(§)]. Si >f1(g) #
# kfz(g) , se da la igualdad".

Demostracidn: La parte (i) se deduce de (i) junto con Prop.

3(a)., Demostremos (i).
N
Llamemos h = ¥;+f,, €4 = ¢,(£4), €5 = €,(fy), L= €5l
Suponemos que e1s €,. Sabemos que H(r)< F1(r) -Fz(r). Dado

€>0, Fj(r) < G(rbet §)cj=er> r (e}> 0 = H(r)< (e(rf*+ 5))2,

€ + €
€ + &y

(6($))2<G(t%), donde © = 2+ 5 = (c(rf* 5))2¢ a(rbte)

asintdticamente. Ahora aplicamos (29) con o = >1:
pera r>ry(€)>0 = H(r)< H(r&F8) » 0 2, = mix(ey,0,) .

Hemos supuesto que 62 es finito. En otro caso es trivial.

Probemos que si (’1 < fé: se da la igualdad @ = 62. Pod.e;mos
suponer sin pérdida de generalidad ‘que f 1 (0)’ =1, ya que la
multiplicacidn de fT(Z) por cz % no4alteuara el orden de la
funcién (Prop. 12). Sea pues e 4< N < h< 5. Existe entonces
una sucesidn R, 7 400 tal que F'Z(Rn)}G(R;); para R>d su
ficientemente grande, F, (R) < G(R'\’) . Suponemos que 0< $< 1.

’ L d

Escogemos m = $/8 ¥y consideramos el disco |z|( R (R

=
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=R_+(1 -5)~1) . ILa suma de los didmetros de los cfrculos ex
n
clufdos segﬁn el lema 5 dentro del disco anterior es menor que
. . : ) ' .
§R,. Por tanto, en el intervalo (Rn,Rn) existe r = tal
que la circunferencia [z|= r  no corta ninguno de los cfrcu
los exclufdos, Por el lema 5, tenemos
log &fi'(z)\ > - H(al)- log F1(2€'Rn) (30).

-1
Ya que R <r <R (1 =8)~", tenemos Fz(rn) >F2(Rn) >

>G(r ) > G(rh- (1 ~9"). Si z_ es un punto de |zl=r tal

r

que Fz(r) =\f2(zr)\ y es fécil ver que H(r)=z [f1(zr)).F2(r)=>
=5 H(rn) > G(rr:”.(; -5))\ )- F1(2eRr'1)"H("l) . Por otra parte,
p, (2600 < 6((2e)" R2Y) ca((20 2. (1 =)™ = P, (2em2)~H),

> G((2e)x-rr¥ (1 - S)-y) "H(“l.) . Empleando (30), H(rn) >

A

> G(rnx. (1 -;-’3) )- G((Ze))“. rr%’. (1 = 5)"”)" H(-v"l)‘. Fijemos un So>

> 0 ‘tan pequefio que 2e(1 - éo)'1< 3e. Entonces hemos fi-

jado H(np = 2 4 log -1-323, ¥y escogemos un natural m>H(rrl) =
o

Y ' ”
= H(rn) > G(r:l‘ (1 - é,)x )- 6( (3e)). rn)“ )™™. Consideramos X e
’ bt !
€ (A,)\) = rr)l‘.(‘l -S) > (3ern))‘ para n suficientemente
i
grande, y haciendo ¢ =/ V" >1 en la condicidn (29)(b) ob

tenemos:

)” 1] , [
G((3er,)") >G((3ern))\)m'1 = H(r11)>G((3ern)’\) >

>G(rn)‘) = 3\ V) <e,=p ='(’2'

COROLARIO 1.,= "Sean f1,f2,g Gé tales que h = :t':‘1/f2 sigue

siendo entera y g cumple la condicidn (29).
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Entonces:
i) o Si tos 4ér-
i) eg(h)g,méx [eg(f1), eg(fz)] i es
denes son distintos, se da la igualdad,
ii) Xh(g)g min[>f1(g), )fz(gX]. Si estos 6r-
denes inferiores son diétintos, se da la

igualdad",

Demostracidn: popig, g Prop. 3(a), es suficiente probar (i).

Llamamos (,(1,Q2 respectivamente a eg(h),‘

€u(f)s € (£5) . Se tiene que £ = hef, = si fuese g<¢, =
R Y

= ¢ ¢ mix(g,,€,); si fuese ¢> @, => ¢, = ¢ = mix(p,,¢,).
Supongemos que €1J>€2 = si fuese @<y, méx(€,€2)< €10 con
tradiciendo el teorema; si fuese e:>e1,'méx(g,e2) =¢>¢qs con
tradiciendo también el teorema. Queda el caso €1<:(2; si fue
se e>€2 =04 = ¢, ¥ si por el contrario, p<@, =¥ 1 =0Cor
y tenemos contradiccidn en ambos casos. Luego e = rri::'tx(g,l,ez)

si ¢q #¢,=

COROLARIO 2,- "S1i f,geé y & cumple la condicidn (29),

ny _ : =
entonces (g(f ) = eg(f) y an(g) -)sf(g)
para cada n entero positivb".

Demostracidn:

Como Ag(g) = [@'g(i”)] =1, es suficiente demos-
trar la 12 igualdad. Ahora bien, segdn el teo
i ) 1l ; ]

rema, (’g(i‘ ) § mdx {(g(f) ,...,eg(f)}, por recurrencia sobre n,

n
Luego eg(f ) € eg(f). Pero al ser f no constante, (F(r))? =
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= mfx \fn(z)\a P(r) Vr>r°(n)>o = qg(fn)zeg(f) en todo

wlar

caso, y se deduce la igualdadm

COROLARIO 3.~ "Sean f.],fze% y k un entero positivo. 3e

verifica entonces que ek(f‘l -f2) <
méx[ek(f1) ’ (’k(fz)] , siendo ek el orden
k~&aimo definido por (7). S5i Qk(f.l) #

# ek(fz) , se da la igualdad",.

Demostracidn:

Tl enuncisdo es consecuencia inmediata del ULti
mo teorema, ya que la funcién g(z) = exXpy 2
N

cumple evidentemente 1la condicién (29), y ademds ¢ g(h) =

= Qic(h)-

Por Ultimo, proporcionsemos un ejemplo de una funcidén que no

verifica la tesis del teorema 6.

LEMA Te= "Sea feé y n un entero positivo. ILntonces
Qf(fn) £ n",

Demostracidn:

Sea 3"(1') la funcidn médulo méximo de f° =
= T(r) = (Mr))®. Por PI‘Op. 6(a), K-(F(r)v)ns
<H{r™ V¥r>o0 para cierta cte, K=>0. Luego F(r) < M (1r)™

A;—Jl il n
¥r>r >0 con L>x- 1/ (v. Prop. 5) = &1 (2(Ir) ),
Tog((1r)™)

Alog L ¥ nlog o g 0\ (£)y 1/n = (£ ¢ nm
log r £

PROPOSICION 16 4~

"Existe una funcidn entera trascendente g

tel que g~g” ¥ @,(g°) = 2n,

Demostracidn:

Basdndonos en el lema enterior, basta encontrar
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we. g oon )xﬂ(gz); 2, Sea g 1la funcidn entera construi-
da en el ejemplo 2 de la pég. 35. Tenfamos: Vr>1, (r%)<

4[G(r)]2 Yr>1 VYee(1,2). Entonces G(r) = méxlgz(z)! = (G(I‘))2 2

jzl=r

-1 : |
26(Y) = log & (G{xr)) 2¢ Yr>1 = tomando 1fmites inferio-—
log r

res, M,(6%)>¢ Vee(1,2) = X\.(c°)> 2m

NOTA.~ En el estudio de la condicidn (29) habfemos impuesto
‘en algunes proposiciones que 2,20, ¥y las desigualde~
des exigidas a estos coeficientes habfan de verificarse Vnj» 0.

Bsto no es restriccidn ninguna en el estudio del orden relati-
kY

vo de crecimiento pues, como se verd en el Capftulo II, aquél
sél‘ov depende del médulo de lps coeficientes a, de T y bn
de g, funciones a comparar, y las desigusldades se pueden» SU
poner Vn;no (si alsuna de las funcion‘eé f o g es traé-

cendente), ya que no varfa el orden al sumar o restar un poli

nomio a una funcidn trascendente.
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CAPITULO II: PROPIEDADES ANALITICAS
DEL ORDEN RELATIVO DE
CRECIMIENTO,

\

(II. 1) ORDEN Y TIPO DE LA DERIVADA.

Comenzamos este capftulo con un estudio comparativo del cre
miento de una funcién entera y su derivada. En relacidn con
el orden @ y el tipo T cldsicos dados por (1;i) y (132), se
demuestra d16t; P+95-96) que la derivada de una funcidén entera
tiene el mismo orden y el mismo tipo que la funcidn primitiva;
en consecuencia, lo mismo ocurre para todas las derivadas. Ob
sérvese qué este resultado no es cierto en genersl, pues si
f(z) = glz) = 2 =» Qg(f) =1 #£0 = eg(f’). Pues bien, simple
mente exigiendo que g no sea un polinomio, tendrd validez el
teorema., En cuanto al tipo, exigiremos una condicién =no dg
masiado restrictiva~ para que se aé la iguaidad. Puesto que

el crecimiento relativo de dos polinomios y de una funcidn

trascendente con un polinomio es perfectemente conocido (%teo-



}@ma 1.1), el problema del orden de la deriveda queda comple=
*\pamente resuelto.

|

|

T

BOREMA 1e=~ "Si f es entera, denotamos por f(k) (ke B)

las siguientes funciones: f(o)z- f; f(k);_- derie=
vada de f(k"” si kz1; f(k).-—.- cualquier pI‘_J;
| mifiva de f(k'”) si ke¢~-1, Entonces:
\ o a) Si f,ge¢ g son tales que o bien £ o bien
\ g es trascendente, entonces VkeZ es
| e (£ = 0 (10 (D = g0 ¥ \p(2) =
] ‘= Xg(k) (f) = Ag(f) o Ademds, si el orden co=
\ ' | min @ anterior es finito, Tg(f’)g‘cg(f)

7 (£ <t (). |
b) Si f,ge€ y £ cumple para su médulo méxi
\
|

mo la condicidn:

] Vo >1, 1lim infﬂ-?(—'-x-:l-a1 (1),
r—>e  pr.p(r)

] entonces tg(f(k)) =tg(f) y tg(f(k)) =

‘ = tg(f) VkieZ, si el orden expresado en (a)

| .

\

es finitom,

Lemostrac idn:

a) Aplicando la Prop. I.3(a), es suficiente pro

bar que f(k) = (k) = ‘
que ¢, ) (D) T M) Ag(£) s
iStese que una funcién h entera es trascendente si y sdlo si

* lo es (Yke &), Podemos suponer que f es trascendente

———

\en otro caso serfa trivial:

los 4 nUmeros anteriores serfan
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’ —
nulos). Entonces basta demostrar que eg(f') = Qg(f) y >\g(f )=

= \g(f). Denotaremos 'f‘(r) = mdx |£’(z)] .

I2l=v

”
Sabemos que f(z) = S

£°(%) dt + £(0), y tomando la inte-
) v

gral a lo largo del segmento rectilineo [0,2z] tenemos F(r)g
fz\ ~ |
< S Ae(t)] at + [£(0) ¢ r*F(r ), pues podemos suponer £(0) =
o
= 0 (Teorema I.2). Ademds, por la férmula de la integral de |
Cauchy,' £(z) = b © § 5 _ dE, donde C es la circun
' 211 2
C (g - 2)

T
ferencia | - z| =R -r (lzl = r<R), y escogiendo 2z tal

que l£%(2)| = ﬁ(r) , €8 T(r) < E-L-P-{-);-—~. Hacemos R = sr (s>1)=
‘ R w2
o (R} _F(er} 1T o8 41 i s
- = <o T ) para r>0 suficientemen-
Rer (s=-1)r r s=1

te grande, por Prop. l1.5. Hemos obtenido:

F

Lot

r)

s'f‘(r)<F(S*1-r) Vr>r (2).
- S =1 e

Llamamos c(s) = 2—{'—1—; usamos la Prop. I.H(b) y resulta

que, dado Te(0,1), rF(r¥)< F(r) asintdticamente. En resu-
men, F(r¥) < F(r })<P(c(s)r) => o log 6~ (7(x7)) <log ¢ (F(r)) <

’ logr log r
log G-1(F(C(‘”)I‘)) log C(S) $ los r
< TostelsiT) Tos T - Voe(0,1) 3y Vr>r (0)>

>0 =y tomendo lfmites superiores e inferiores, tenemos las 2

ipualdades,

, .
sea azhora el orden ¢ finito. En tal caso, g——w <

¢
1 (n(o ’
(c(s)r)t ’

. , . ' Q
domigueldad enterior, T,(£9)<¢c(a)f T (£), (£ ¢c(a)t (2,

con lo que se acaba la prueba,

b) Observemos que I debe ser trascendente, y se mantienen por



tento las ccncluéidnea de 1lu parte (a)., Is fdcil verificar
que (1) equivale at |
Va>1, Fr)>r«F(r) Yr>r X)=>0 (3).
Notemos que £’ cumple una condicidn snfdloga. En efecto:

Suponiendo como antes f£(0) = O, (r)> I‘(r) I‘(r/ 2) oF(—)>

> (rk)+F(kr) (0<k<1) asintéticamente, empleando (3) y la
28 desigualdad de (2) con un c¢(s) adecuado, y usando también

la Prop. I.5; es decir, F(Kt)>t-F(t) (K>1, t>to(K)> 0).

Cualquier primitive h de f cumple asimismo una condicidn

similar, pues por‘ser f +trascendente se ‘puecle admitir que
h(0) = 0 (2 primitivas se diferenciarfan en un c’-z,‘ que no in
fluirfa en el tipo, segin el Teorema I. 5(iii)) = de (2),
haciendo pasos andlogos a los anteriores se obtendrfa, para r
suficientemente grande y cierto ke (0,1), H(c(s)r)>F(r)>
>F(}cr-)(kr)2>H(kr) (kr) = si « = -C—gf—)oi(e cisten tales s,k

para un o > 1 prefijado), H(«(t) > t+*H(t) asintdticamente.

Luego resta probar que t,;2T, t,>%, donde T, =T (f’) T=

= T,(0), ) = 5,8 ¥ t=t,(8). Do (3), F(r)>F(r)

> F(er) Vr>r (v)>0 V¥re(0,1) =» ~1(F(r)) > e~ (F(re)) .q_e

Vae (0,1) =» tomando lfmites superiores e inferiores,

1'.‘130"5'
“b.lyc'-t =p T.'1a~‘t‘, 1;1; |

COMOLARIO.- "Sean f,ge. Entonces, para cuslquier k en-

tero, f~g sii £ g, 51 £ cumple (1),
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‘(II.Z) EXPRESION DEL ORECIMIENTO EN TFUNCION DE LAS

PARTES REAL E IMAGINARIA.

Bl crecimiento de una funcién entera £ = u + iv queda com
pletamente determinado por sus partes real e imaginaria, por
separadé. Este es el contenido del Teorema 2 de este capftulo.
Por el Principio del Mdximo para funclones arménicas, si deno-
tamos por A(r) el mdx Re f£(z) = &éﬁ u(z), A(r) és una fun-

¥ (&l =7

¢idén creciente de r, estrictamente salvo si f es constante,

de modo que %im A(r) = 4 (|8] ;p. 128) salvo en el ¥ltimo ca
oo -

S0

Previamente al teorema fundamental, mencionamos el siguien-
te resultado, debido a Borel y Carathéodory, que nos capacita
para deducir una cota superior para el médulo de una funcidn
en. un cfreculo, a partir de cotas para sus partes real o imagi-

naria sobre un cfrculo concéntrico mayor |z| = R.

Su demostra

cién puede encontrarse, p. ej., en Q16|;p. 53-54) ¥y QZ3,; Pe

17)

LEMA 1.~ "Sea f(z) analftica para |zl¢<R y seamn M(r) =

= méx |£(z)|, A(r) = mdx Re f(z). Entonces, para
|2 =y |#lzr

O<r«< R,

M(r)<g _Z_rr - A(R) 4 g * = lf(O)l<%—ii—ll-:--(A(R)#f(0)D

- 46 =



Puesto que Im £(z) = Re (~if), el mismo res sultado se man-

tiene sustituyendo en (4) A(R) por B(R) = ” R ¢ Im f(z) No=-
Z

temos que A(r)>0 para r bastante grande, EL siguiente
corolario del lema anterior facilitard la demostracidn de nues

tro teorema,

COROLARIO.~ "Con las mismas notaciones anteriores, si feg,
se verifica: Para cada o«>1, Jo=v(«)>1 ¥

r, = ro(O()> 0 tales que

M(r) < d*Aler) Vrs>r (5)".

I

Demogtracidns Al ser feB, cs |£(0)l<€A(s) para €>0 tan

pequefio como queramos y s>s_(€)>0. De (4)

se obtiene entonces, haciendo R =¢r (¢>1), que M(r)<

< %.’!:..1.(1 4 €)+Alor). Puesto que c+ 1 —> 1 cuando ¢"—»o2,
-1 G- 1

pera cada A& >1 Jo>1 tal que T4 1-(1 +€) =o(,‘paraun E

conveniente, de donde obtenemos (5)

TEOREMA 2.~ "Seen f,ze €. Denotamos A(r) = mﬂéx Re f(z),
Vzl=v

B(r) = i ‘f Im £(z), C(r) = lm\cw Re g(z), D(r) =

= {r;‘éx Im g(z). Se verifica:
=

1
i o log CTN(A(R)) _
(Jg(f) = 1im sup =95+

- -1 :
= 1+ log G '(B(r)) _ .. log CT ' (F(r))
= lim sup Tog ¥ = lim sup == T
. S >
lim sup Tog ¢ (A(r)) _ 1lim sup tog ¢~ (B(r))

[ log v r—>w’  log T

1]

l

=1 21

= log D™ (F(r)) : log D™ (A(r))

= lim su = 1 3 r
e P oF T VL T Iog v

= 1im sup log D 1(]3(1‘))
r— oo log r
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Las mismas identidades svstituyendo "lim sup"
por "lim inf" son vélidas para )g(f) ",

Demosgtracidn: Es claro que A"", 3*1, C""T, p~1 estdn bien de=-

finidas pues A,B,C,D son éontinuas y estricta=
mente crecientes, Llamamos reSpe‘ctivamente R 104 ,’(’2,...,68; )\,
)1’)2”"’)‘8 ‘a los valores mencionados en el enunciado. Pues-
to que A(r),B(r)<P(r) ¥y C(r),D(r)< G(r), se tiene que F g

<5y ol Ve,

Por lo entes di\cho, y teniendo en cuenta la Prop. 1.7, es sli_
ficiente probar (’35’ €10 )«36 )1, pues 1asldésigua.ldaﬂes COLTE S
pondientes a las partes imaginarias son andlogas. Por (5), pa-
ra cada & >1 Ho>1/ PF(r)<«<Aler) ¥ G(s) <= Clos) asintdti
camente, Si llamamos % = G(s), resuita 0*1(t-q—13< G’-G_1(t);
haciendo t«™ ! = F(r), queda C"1(F(r))<0‘G-1(°(-F(r)). Por
Prop. 1.5, G"1(o<g)< °('.G"1(g) Vg>go(o(')> 0, donde &’ es
cualquier mfmero mayor que X = C"1(F(r))< 0"-=("G"1(F(r)) <
<qo g1 (£-Algr)) < 0'4'2-(}"1(1&(0'1')) asintéticamente =

- log ¢! (F(r)) <log(¢fe(’2) + log G~ 1(A(er)) . log (or) ;
log r log (o°r) log r

Ahora basta tomar lfmites superiores e inferiores en ambos

miembros cuando I —> cog



(II, 3) RELACION ENTRE EL CRECIMIENTO Y LOS COEFICIENTES

DE TAYLOR,
o0
. n
Consideremos una funcidén entera no constante f(z) = :E:gnz ’
°
donde los &, = 1 -f(n)(o) son sus coeficientes de Tayor, unf
n! ,
n
vocamente determinados, verificando 1im y/|a|= 0. Es conoci
n _

da la relacidn existente entre el crecimiento de f(z) y la
velocidad de decrecimiento de sus coeficientes . A saber,

si p y T estén definidos por (I3;1) y (I32), se verifica

(J25]5p. 255 ¥ ss.)¢

s «log n :
= lim sup(£h-5~*7 . (6)
¢ n logla | ’
T s

4
Cteef 1imhsup n% J’an‘ (si p>0 es finito) (7).

It

Se define el méximo término de f£(z) como f(r) =

= még lanlrn (r>0), v 1a funcidén rangd del t€rmino méximo
n»

como Y(r) = mix {nzO: /L(r) = {an] rn_}. Se demuestra que

es una funcidn continua y creciente de r, estrictamente salvo

si L es constante, y salvo en este caso, 1lim /L(r) = 4oo,
’ ¥ -» o0

La fuacidn rango toma valores enteros no negativos, es crecien

te y =salvo si f es un polinomio— 1im ¥(r) = 4e0,
r—» oo

Estas

dos funciones tembién determinan el crecimiento de f(z), como

veremos después,

8. M, Sheh (|34)) ¥ A. R. Reddy (J2g|) generalizaron la ex-

presién (6) para el orden k-&simo definido en (I37): Para f



= N N VN

de Indice exponencial igual a k, tenemos

log,. n nelog, n
1im inf X < 1im inf S e €
n 1og)a a. 41’ n log [1/ a,
. log, n (8)
dk = 1lim sup n-logy, o £1lim sup 08k ’
n  log[1/ ay n o log|oy/ any

verificdndose en 108 2 extremos 1a igualdad si |a / an.ml es
no decreciente para nzn, . En cuanto al tipo k=-€simo dado
por (I;8), Reddy demostrd:
‘ lim sup (1o n)-|a ‘(’k/n =T (k=2) (9)
Pt B n k ’

si €k>0, con f de fndice ¥k; y, en las mismas condiciones,

lim inf\—g*-}ar?n<’c (k = 1), ¥
n Q-e e ‘(10)
lim inf (ZLogk___1 n) \anﬁk/ngtk (k=2), ‘
n |

d4ndose en (10) la igualdad si ’a / a n-H! es no decreciente

para nzn .

M., N, Seremeta (’33') ¥y Shah (bsl) establecieron nuevos resul
tados para el orden generalizado dado en (I;13), para <el\ y

pe LO. A saber:

. o (n) <\
1 nf ;€
1mn1 P(-—-log ‘ (KX P )

y la igualdad es cierta si se supone la / a

(1),

4-1‘ no decrecien~

te para nan, y s=se dan ademds las condlclones:

Lim e(x-¥(x)/p(e¥) =0 (12)

A M(x)/ d (Log x) = 0(1) (x—»40c0) (13),

siendo TF(x,c¢) =P‘1(c.q(x)), F(x,1) = F(x) v V(x) algmma

funcidn que tienda a 400 cuando x —» +eo0, Por otra parte,



si se da

d F(x,0) 0(1) (x—»o0) para cada c¢=>0 (14),
d (log x)

entonces

n “nl

Se conoce (|6|;p. 13.‘38‘ sp. 32) que el orden cldsico puede

¢ (<,p3t) = lim sup o(n)/ B(g-108 5) (15).

ser expresado mediante las férmulas:

¢ _ li'r.n__,sgp log log M(r) _ lim sup log ¥(r)

e N T ' (16),
b 1i’§n_"inf log r lim inf log r

¥ ~¥ o0

que Tueron generalizadas por Reddy (|28|) y 0. P. Juneja'(lﬂl):

& 11m uup 228141 [‘_’:( 2 lim sup 108}cv(r)

Y~y

M 11m 1nf log r lsz :Lnf log r

i

(17).
Anbas expresiones quedan englobadas dentro de los teoremas

demostrados por Shah (|35|), a saber: Si f cumple (12) y (13),

entonces

e (R,ps5f) _ lim sup «(log M(r)) _ _ lim sup « (V(r)) (18) .
(ot s f) llf.q_f;,nf F(log r) 11:;1_:.3;' P(log r)

En la presente memoria nos centraremos fundamentalmente en

el orden Qg(f) generallzado para establecer expreciones del

mismo en funcidn del t€rmino mdximo, del rango y de los coefi-

cientes de Taylor.

Es claro que /‘(I‘)é M(r). Necesitamos otras desigualdades
que conecten M,/l y ¥V eantes de dar nuestros resultados. Ta

les desigualdades pueden encontrerse en (]38];p. 28=32) y (|63
De 12=13):

M(r) < S/A(r)-V(r + o )) (r>r) (19),
: r
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log p(er) >V (r) (20)’.
De ellas se deduce:
Log ¥(x) = o(1) +log p(er) y (21),
log M(r) < log 3 + log /L(r) + log y(2r)

£(1 4 0(1)) «dog F(Zer) (22).

TEOREMA 3.~ "Sean f,geé y }‘f, )(g; sus respectivos térmi-

nos méximos, Lntonces:

0 (f) = lin sup log G (Me(r)) _

r—y log r
-1
= 1im sup __5[‘ (B (x) = 1lim sup —ﬁtg—ﬁf(r))
b 1ogr r—soe  Jogr

Las mismas igualdades son v4lidas para )\g(f)

sustituyendo «lim sup» por «lim infa»",

Demostracidn:

Obsérvese en primer lugar que M g~1 estd bien
definido por ser g no constante., ILlamamos res
pectivamente e,(>1 ,92,(‘3; )‘, 31,X2,X3 a los nYmeros ~finitos o
no- que aparecen en el enunciado. Es evidente que G—1(S)é

-1 . g \ ¢
$/‘g (s) (s>s.). Entonces las desigueldades €, ¢

< p. €€

* +=1
X ¢ ))\ <), son obvias. Llamamos ¢, = 1lim sup tog I ([Lg(r))
3 T —> o0 log r

=1
J Q: = lim sup"é”f (G(r)) - \

r—y oo

=18 T M = 1/ Luego

log r

si probamos e,‘;QZ, tendremos anélogamente e"' 92, v ast )\ >

?)2; en congecuencia @ = e, = e, = @3> M\ = )‘1 = )2 = )\3.

Vodmonlo: De (22) deducimoz que log F(r)< (1 + P(r)) -

‘log /lf(z?er) v log G(s)g (1 +Y(s)) *1og /lg(Zes) :
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siendo ]‘;_ﬁ;mw?(r) =0 = Jg_iﬂ\\’(s)‘ Por 'te@’l;o, nara cada €&,€7>
>0 dr, = ro(€)>0, 5y = so(g') >0/ log HMr)g (1 & € )’

log flf(Zer) (r:»ro) v log G(s)’é (1 + e’)'lof? }‘-g(Zes) (s >so).
$i denotamos G(s) = t =» t1/14»& = /lg(ZeG-1(t)) =
#fi;‘)‘?(ﬂ/“e’)( G"1(1:) asintéticamente. Si hacemos Mr) =
R VAT T _2,15_,1‘«;1 (F(r)) <6~ [(F(r))1 + e']éG-1(F(r1+2e’))
por Prop. I.6. Pero, segin hemos obtenido, }3‘(1:'1 + 2¢e ')' £
é{ﬁf(2er1 + 28')}1 +€  pnora bien, de nuevo por Prop.' 1.6,

Gf'1 (g1 &y (677 (g))1 +2e o §>%, = agrupando todas las

desigualdades, tehemos, para r=>r (&,€")>0, *;—-'}";(F(r))é.
e

. + -1 -1
é[(}"1(/4f(2er1 + 2e7)y] t¥ze - Log (2e)7 , logh  (R(r)) .

log r log r
v _log (}"1(}i (2er1 + 2¢e )) oz (2e) &+ (1 +2&)logr
<(1 4 2€) f. T . =>
log (2er <) log r

=> tomendo lfmites superiores en ambos miembros, @,<(142€)°

-(1425’)e1 Ye, €">0 = e, <0 m

COROLARIO 1.~ "Las mismas expresiones del teorema anterior

contindan siendo v4lidas cuando se sustituyen
f y g por dos funciones f1 y 8y respeg
tivamente, tales que los médulos de cada uvno
de los coeficientes de Taylor de ’f(g) coin-
cidan con los de,los coeficientes de Taylor
del migmo orden de f, (g1, resp.). s gene

ralmente, basta para ello que 3zo,z1e(ll y

N e/ lf(n)(zo)l = )fin)(zo)l’ Ig(n)(z1)l=
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=I{§gn) (21)‘ VYnz i, siempre que al menos una
de las dos funciones f o g sea trascenden

te; ello es vé4lido también parsa f vy & po-

lindmicas si N = 1. En particular, si f£(z)
o0
=%;:. anzn y &(z) =Z. bnzn, entonces eg'(f), =
. W -
= eg,(f*) = Qg(f ) = (’g,,(i‘), vy andlogemente
para el orden inferior, siendo £*(z) =

= Z lanl zn ¥ g*( Z) = zo' ‘bn\ val .

Demostracidn: g, primera parte del corolario es inmediata, ya

)

que Mo ¥ /‘g s6lo dependen de los médulos

de los coeficientes de Taylor de f ¥y g. EIEn cummto a la se-
gunda parte, no es preciso que se‘ tomen las derivadas en el
origen, pues una funcidn T(z) +tiene el mismo orden que T(zda)

Vae€ por el Teorema I.2. Si f no es un polinomio, tiene el

N-1 .
mismo orden superior e inferior que £(z) - > aizl respec-—
' i=0
to de cualquier funcién h, pues el orden respecto de h de
+ > a;z~ no supera el de £, y se aplica cntonces dos veces
i=0

el teorema I.5(i). EL resultado se extrae shora de la 12 par-

te. Lo mismo ocurre con g, si es trascendente, respecto de

] N-‘1 s B
g(z) - = b.z'; luego llegemos al mismo resultado, teniendo
| i=0 T

en cuenta la Prop. I.3(a)m

}COROI.ARIO 2.~ "3i f,gef y ¥ denota la funcidn rango del

término méximo de £, se cumple:
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. -1
| Qg(f) allgn’,s;gp log G (exp ¥(r)) (23),
| )Y (£f) 7 1im inf log T
i & Y ~¥ oo

vy la igualded es vdlida siempre que se veri-
1 figquen las dos condicilones:

Tog G [(a(e®)€] = 1

Yec>0, 1lim (24),
| tree t

|

IM>0/ Vt>t_, G*(t).log G¥(t) <.

| , <M-G* () pera algfn t, >0 (25),
| .

siendo G 1la funcidn médulo méximo de g*»,

Demostracidne

Por (20), exp v(r)</tf(er) =
S
log G"1(ey;p v(r))  log ol (M(er)) 1 & log T
= < T . ’
, log r ' log (er) ~ log. r
'y basta ahora tomar limites superiores e inferiores para obte=

‘ner (23), teniendo en cuenta el teoreme, Supongamos ahora que
| o

'se cumplen las condiciones (24) v (25). Observemos en primer

| o0
%lu.g;ar que G*(t) = Z (b ﬂl t?  eg diferencisble -incluso anall
0 '

" '
‘tica~ para t>0. Consideremos las funciones (t) =

‘= log G*"1(e)§p t) ¥ P(t) =t (t=0). Es claro qﬁ.e PELO.

1
i

Si probamos que se A y se dan (12) y (13) tendremos, segin

(18), ¢_(£) = lim sup 108 ¢* =Y (exp »(r))

y ¥ lo propio para )g(f).

r—» oo log r
Pero G(t) = mdx ,2‘6 bz & > b |t7 = 6*(t) = log ¢* ™ (expt)e
3‘ iel=t 0 n .

< log »G"1(@x‘p t). Haciendo t = ¥(r), dividiendo por log r

}5/ tomando lfmites superiores e inferiores, resulta la igualdad

en (23).

| La condicidn (12) se cumple evidentemente, sin mds que tomar

‘.
|
| ~ 55 -
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\W(x) g X; & es creciente estrictamente, diferenciable ¥y

i o (x) = 4023 que lim wlex) =1 Ve> 0 se deduce de la

‘ X-yoo °((X)
-1
i . log G¥'(exp (cr)) _
hipbtesis (24): lim 2ex) o lim og ,(1 p _
| Xroo of (%) r— log G,_ (exp )

Y | -1 tyyC '
= 1im 108.G j%exﬂcr)) - 1im Z!tog ¢~ 'L(ce(e®)) "] - 1, donde en
v log G '(exp r) t vy 5

i ' o "'.-1
|la 28 igualdad se ha usado que 1im log G_1 (s) = eg,(g) = 1
| s+= log G '(s)

!\segmq el corolario 1 al Teorema 3. Y por ltimo (13) resulta

'de la hipdtesis (25); en efecto:

| F(x) = o(x) =»-0 ) _ d(log *Te®)  ax

| a(log x) dx d(log x)
‘ - \ : .
It (ot €550 BV - R
I O @1 (X) a*(c*~1(e¥))

| .y, *(

| = G*"1(ex), resulta & () -log G7(%) <M para t>t_, luego
| t-G*7(t)

1 ;

’M: 0(1) (x—>49)pm

' d(log x)

|

\

Observemos que se da (25) si K-G*’(r)= ¢*(r) VYr> roe

o0
TEOREMA 4.~ "Consideremos f,ge§, f(z) = Z anzn, de modo
0

que g verifica la condicidn (24). Intonces

-1,
| Lin inf Bl0£ 8 (e ) ) () (26).
| n log(|an! ) ©

| : Si ademds se da (25), tenemos

)

-1
(£) = 1ir n-log G (e
‘ fg 1mnsup log(\ an‘ _1)

| Si se cumplen (24) y (25) ¥y lan/anﬂl es

(27) .

| no decreciente para n>»n , tiene lugar en tal

| caso la igualdad en (26). Si se cumplen (24)
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)

1
. . ol G_ e
y (25) y existe el limite lim nr2og £1
n  log(layl™")
finito o infinito, entonces f~g ¥ tal 1f{mi—

te es el valor comin de eg(f) y )g(f)".

Demostracidn:

E1l teorema es una consecuencia inmediata de (11)
y (15), teniendo presente que, en nuestro caso,

%g(x) = x, F(x) =«x) F(x,c) = cek(x), d(x) = log ¢*~(exp ).

: -1, n
toz G T(e ), pero se puede
*log .

'E1 cociénte correspondiente es

‘ 1
n a1
. n %71, N _
- sustituir el numerador por log 6_1(en), pues  lim LogG _1(¢n? =
o n log G '(e)

\ * 1
§= 1, ya que 1im,1°g G (r) _

w r+= log G"1(r)

m

La igualdad (27) del Teorema anterior se asegura con (24)
1
'y (25)., Damos seguidamente condiciones suficientes més préc-—-

cas para que tengan lugar tales propiedades,

PROPOSICION 1.- "Si geB verifica (I3;29), también verifi-

| ca (24)".

%Tw'z straci [ &
yjejo tracidn: Bs suficiente probar (24) Ve>1, Si c¢=>1,

| log G~1[(G(et))C]‘>log G-1(G(et)) -

1 & > "

= lim inf 208 ¢~ (a(e®) ] >1
t-»oo + | |

f>1, HI‘O(G’)> o/ Vr>ro, (G(r))cs C-(r“') = (G(et))cg G(etq‘)

Vi >to"’

. De darse (I;29), elegido

-1 tyyC
agintSticamente w» log G [ﬁG(e ))<l £0¢ = el 1limite superior

del cociente no supera ¢ V&> s 31im 2280 L(G(e?))"] _ 1

t»00 t n

EDEFINICION le= "Sea K>0, Una sucesidn {:n};:O de ndmeros

reales se dird K-mondions no decreciente
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w (esencinlmente) cuendo x < KX, .4 Yn» 0

| (Yn»n_ pera cierto n eli, resp.) .

o

.~
< . . n
| PROPOSICION 2.« "Si geg es tal que la sucesidén ﬂg( )(O)&,‘:O’
\ .
o8 K-mondtona no decreciente para algin K>

| >0, entonces g verifica (25)".

- . - . ‘ huacd |
\Demostrac:v.&l. Sea g(z) = ZO- bnzn’ b, = g(n)(())/n! = Ibn\$

| co éxtbnur(nu) (n

i o

@*() = 2 nfp (™ o kea*(s)
1

0,1,2,000)0 Tenemos?

il

Kbyl + K2[by| t + K-3]b,[t% 4
X 2 _ ¥ *r *

IE P a!boutbﬂ-t”bz]t + oee = GT(t) = KtG*7(t) > tGT(t) >
N

 >0*(t)log t Yt>om

COROLARIO 1.~ "Sean f,geB de modo que ¢ cumpie (24) ¥
| | Jael€ tal que la sucesidn {\g(n)(a)l}:__o

| | ‘ sea K—mondtona no decreciente esencialmente,
| para algin K> 0. Entonces

' -1, n
\ eg(f) = 1lim sup n-log G (e ‘)".

| n tog(la 1™

| o  Srvs n

tﬂCMOStra‘Cl 2% por el Teorema I.2, puede suponerse que a = 0,
| < g (a) n
| pues glz) v g(z + a) = %: ﬁ____._'_.(z - a)

| ‘nt

%tie’nen el mismo orden inferior respecto de cualquier heé, vy
%53@ aplica la Prop. I.3(a). Es f4cil comprobar que g es nece

\serlaunente trascendente, pues si fuera un polinomio,

| -~ ty\C

44 log G [ Gle ]

‘:{%.1:1 t( (e )4 _ ¢ YVc>0, y no se cumplirfa (24), Po-
| )

demos suprimi r ta i T ici
! S primir por tanto sin que varfe el orden los suficien-
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tos t&rminocs del desarrollo e¢n serie de Taylor de g como p&

. ad ’ . ,
ra que {[g(n)(O)]}mO cumple, sin pérdida de generalidad, |
‘g(n) (O)\ 6~K,3<M1) (0)‘ Yn» 0, Aplicer shora la Prop. 2 y el

Teorema 4gg

COROTARIO 2.,- "Sean f,gef y K>0. Si Jael€ tal que

la sucesién ﬂg(n)(a)‘};:o sea K-monétona
no decreciente y {n lg(n) (a)‘ 1/n}r‘:0 estd

acotada, tendremos

‘ o =l
L ¢ (£) = lim sup nelog G f_(; Lo,

Demostracidn: o, antes, podemos suponer a =0 ¥y )bnﬂé

(n)
‘ 0
| ¢K(n % 1)\bn“\ Vn>0, donde b, = ﬂ.-r-;i_.)_,
Por otra parte, {bklsKn"k-n(n—ﬂ ....-(n..k“).‘bnk . 1.ng$bn[

Yn,k>0 (k<n) ya que se puede considerar K>1. Sea O =
= KPent = (Ufl-(bnl)vn = ®2(nt) 2| (0) 1| 177 = 12 [() (o) 1/n.
'(n!)1/ﬁ. segin la Pérmula de Stirling, (ffjf'l[bnl)1/I’L~I{2L<3;(1'1)(O)l%1
Do) V2 (/)6 (0f /un (n>e) pues (omm) VP71,

; : 5 N
‘Pero la sucesién {n tg(n)(o)rl_/n}r‘:o estd acotada = ﬂen‘bn“‘/n}m

estd acotada = g* verifica (I;29) (Prop. I.14 y su corolerio)
= g* verifica (24) por Prop. 1 = g tambfen cumple (24),

como se probd en la demostracidn del corolerio 2 al Teorema 3.

Usese ahora cl corolario anteriorg

o ‘ . 0o o0
PROPOSICION 3.~ "Seen f,gef, £(z) = > a, z", g(z) = anzn
0 | 0

% A tales que:
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a) £ y g verifican (24) y (25).

b) ILim nelog F-1(en)
n o log(lb ™)

c) 31’106{0,1,’2,...}/ 2 ;é 0 # b, Vnan .

= D(G. (O,-l-oD) .

| Entonces ¢_(f) = 1lim sup Loglb,| (28)".
| & n logla,l
|

11)0 nostracidn:  puoots que a ,b —»0, 3n, > n/ 0<lag |, | <

| <1 Vn2ng, 7y tiene sentido el cociente de sus

| logeritmos., Por (a) y (b), f~g ¥y « = ¢.(g) = m €(0,+09).

g’
| Tenemos: }-9-5-‘-— = A +B_*C_, siendo A = log(‘b l 1) ,
| 1og\a ‘ nelog T (e™)

| Log 71 () ne-log ,G'“,(e,n)
By = =T,y 7 Cn = ~T
* dog G7'(e™y o log(lanl )

or ’1‘”1
‘Bn"""ef(g)e(O,#w) pues Flim 1.og 1_1(1‘) = ef(g)
’ Teeo log G (T)

Pero An"’eg(f) y

y N
lim sup C = 0,.(f£) por el Teorema 4, Luego se da (23), pues

n

dos de los factores An’Bn’Cn tienden a 1Imites finitosyg

Sin imponer tentas condiciones, es posible conseguir un re-

sultedo parcial importante sobre acotacidn del orden relativo.

LEOR¥MA 5.~ "Sean f,gze§ trascenoentes, (z) = %
glz) = Z b z . ILlemamos {ni}k—‘l " a la suce-
sidn estrictamente creciente constitufda por

los elementos de S ={m»0: &, £0 o b_#£ 0}.

| --ogr b
| Sea ?(k) , ’«:—-, 1nLer~oreLdndose su valor
" 1og’a,1,|
l . “k L
\ como O si a_  ="0, y como o si b. = O,
l e e

Llemamos o = lim sup @(k), g = lim inf ¢(k).
k k

‘ Entonces:
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a) 8i o bien %31, o bien g cunple (I;29)
para su médulo mfximo y o>0, se verifica
eg(f)SO(.
b) Si o bien B¢ 1, o bien f cumple (I;29)
pera su médulo midximo y P(co, se verifica
| )g(f)ap.
¢c) Si £ y g cumplen la condicién (I;29) pa
ra sus mddulos mdximos y alz'.cm (f(k)  = ¥e
€ (0,409, entonces ffvg y eg(f) =¥. Si
‘Y = 1, se verifica lo mismo sin necesidad

de imponer (I;29)v,

Demostracidn:

QObservemos en primer luger que {ank} N {'bnk} |
convergen a 0 = ¢(k) = log(,bn l"1)/log(la‘ }"'1)>
k '

2o

> 0 desde cierto k, en adelante., Podemos suponer k:o‘ = 1

pues, por ser f y g +trascendentes, no verfa el orden al su
mar o restar un polinomio., MNotemos que (c) es consecuencia de
la eplicacidn simultdnea de (a) y (b), y éste a su vez sec des

prende de (a) y de la relacidén [Qf(g) -1

)\g(f). Luego es

suficiente demostrar (a).

1]

Si bn1 = 0 pera infinitos k = P(k) = o0 para esos k =
’ | .

=» & =00 y serla trivial. Por tanto, sin pérdida de genera
lided, se puede partir de que kel es -
y P pe que Ykefl es O<,bn1,j<1 ¥ IDTH»-k
- -

< 1, donde se ha aplicado 1lg convergencia a 0, y ademés el



hecho X<oo, Tenemos: I(z) =Z_ a_ z -, glz) =Z b
k=1 mf k=1
Log(|a, Iy 1)
T2 1im inf —T—%O<L<+oo pues
x  log(|b, }

Llomamos L =

0<% < 400, FEntonces para k>k, es logl1/|e n])>(L--.?,)

-1og(1/lb ‘), con € >0 previamente fijado =» ]a ank\

(1r>k ) =¥ [i‘(z)kArnk" + z ‘b ‘L-g M (r>r ). Consi

Yo=Y, 41 J'C
1
devemos Le(g,L) = |f(z)}<Ank1 + ; (1o, | "5 nk)lb lL"L
k=k.,+1 £
. 1

si |z]= r. Por las desigualdades de Cauchy, lb \ 0(1‘1/1’ _E)nké

. Vd Il,_ I_ ’- '
éG(r"/L *E). Para r>Ty ('r1>ro),Ar1‘1< (}(I'VL €L £,

o o
: ’ ’
La serie de térmjf}los no negeativos % ‘bn\lx-L = ZE‘bAL-L

converge, sin méds que 2plicar el criterio de la raflz:
’

L-L n L-L '
llm 'b = (1lim ,/ }bn[) = 0, pues feg. Si la suma
n

’

1
es B, |f(2)l<(1 & B)(g(rT=2)) . Dado s>1, (1 4 B).

L

s_gt-e ’_ L
-G(r1/L E') <(G(rS/L _e)) asintdéticamente.

Distinguimos ahora dos casos:

ST e L~-¢ /T P
- Si o(>1==?L<1===>vL'-e<1=»(G(r“/L €y <G(r“’/L =8,

- 31 x>0 es arbitrario y g cumple (I1;29) =~ fijado o>1,

(a(r?/L-g)) "

4
<G(r¢S/L —§) para r suficientemente

grande,

1 amhosg o A e 3 . 3 G‘S/]-J '-E
In embos cacos podemos decir que F(r)< G(r ) Vrs

o <1, AN
>R = R(€,L,L%,s,0)>0 = 208 G (I(r))  _as

log r L'~ ¢
OJS V . . .
— s >1, Ve>0 suficientemente pequefio v VL’%(&,L)»

= ¢,(1) <

<
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1~

= 00 £ =M
(_1)1'1 on
LJEMPLO.- Consideremos las funciones enteras £(z) _Z ;I
&2 "~ 5n 4 2 ' ? (nlog n)
v &lz) =2 Z . Para evaluar el or-
n
nt (1 + log n)wv on
den @ = eg(f) consideramos :f.‘,'(z) = Z1 5 s ¥ g,l(z) =
n
(nelog n)
= 5%—)—, 1o cual no varfa el resultado, segin el corolario 1
al teorema 3 y la Prop. I.12. Definimos fz(z) =Z
o0 " 2 (n°log m)™
y 52(2’) =Z z —. Entonces f1(z) = f2(z2) y

n3
(1 4 logn)"
81(25) = gz(z ). Todos los cocflcn.enteo de f2 y 8, son no

n
nulos. Tenemos: (P(n) lorf[n (1 + "log n) ]

| log(n-log n)n
2
- 14 (1/n7)-log(1 4 Jogm) .y que  1lim P(n) =
n

1+ log log n
logn

Luego, segdn el Teorema 5(c), £f,~g, v @_ (£,) = 1. Apli
2 2 ¢ 85 2 -

nd . . P = ' = ~A° = 2
cendo la Prop. I.9, ¢ (’g}(f1) egzo(-l(f2 P) con P(z) z

y Qz) = z5. Entonces Q = €g2° Q(gz)o(’g2(fé)- egZ(fzo P)

= fegrado(P) = 2/5 y f~g.
grado(Q)

Para terminar este pardgrafo mencionaremos dos resultados
m&s. Bl primero de ellos fue probado nor $,M. Shah (‘ 35‘) v
establece: Sea f(z) %_ % entera trascendente y E el
conjunto de las sucesiones estrictamente crecientes de entew

. * w v ‘
rogs positivos {nk}1 tales que mzix{)anj },,an ,})O Vk> 2,
: =1 K

Entonces:

)\(o(,F;f) ~{;11;Iiwlmk1m"°((nh"1)/ﬁ(; Jog) o )] (29
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k,an’ ‘ :
Aet,p3E) = {Iﬁu?c [pin tnz (my_ 1)/f3(r,1__n +log Fi;;)_) (30),

donde cl supremo cn (29) sc toma sobre todas las {n, § estric

tamente crecientes, y en (30) se toma sobre todas las {n, {eE.

En cuanto a2l segundo, S. K. Bajpai, S. K. Singh Gautan y
S. S. Bajpai obtuvieron en 1,980 el siguiente teorema: Sea
& )Y
£f(z) = % e,z B una funcidén entera, donde a, # 0 Vn>0 ¥y
D‘n}é es una sucesidn estrictamente creciente de né¥meros en
teros no negoativos. Supongamos que °<€A, ISGLO, de modo que
1Y

se cunple la condicidn (14). Si Y(k) = (log ;ak_,,/alp/xk-.xk_1

et wne funcidn no decreciente de k, entonces |
@ (4,p3T) = 1im sup «(Ay)/ p (Y1) (j4) (31).
De ellos podemos deducir otros dos teorémas de explfesidn
del orden relativo en funcidn de los coeficientes de Taylor.
Ho damos las demostraciones de tales teoremas ni del corolario;

pues siguen los mismos pasos del corolario 2 al Teorema 3 y de

la Prop. 3.

TIEORENMA 6 4=

. o0
"Seean f y g trascendentes, £(z) =z anzn
0]
B el conjunto de todas las sucesiones estric—

tomente crecientes de enteros positivos {nk}1

tales que méix{[an{v l,lan" !}>O Vis2, 5i
k=1 k

g
verifica (24), se tiene:
M) = eupliin inf log G~1(enk—1)/1 1
8 gl e
Py R

{



= sup [lim inf 7

Amde® | © B = o lank-/ankr

o0 .
)N
TRORTEHMA Te= "Sean f£(z) = % a.,% N o(z) eB, donde a, A0

w - -
VnzO, D‘nlo es una sucesién estrictamente cre

ciente de enteros no negativos, y sea Y(k) =

lo{g'ak_,l/akl
Me = Mt

(k>1). Si g cumple (24) y

(25) ¥ ¥ es wa funcién no decreciente de Ik,

se verifica:

el M
eg(f) = lim sup log ¢ (e 1)
, k Y(k)

(33)".

o0 o0
COROLARIO.- "Sean £(z) = 2_a 2%, &(z) = Z; bz, a £0#£Db,
— o

Vn» n . Bajo las hipdtesis:

a) £ y g cumplen (24) y (25),

18 sucesiones son
b) 1las sucesione lan-‘l/anl"bn-q/bnl 30N NO

decrecientes esencialmente,

c) f~gy ¥
o "ﬁ'—1 n '
a) Jrim 208 (e) ((0,400),
n log bn-1 '
by

se verifica:

Qg(f) = liﬁl sup log‘bl’l—"l/bn,
) n log' 3‘n—-1/a‘n’

(IT. 4) ORDEN RELATIVO Y APROXIMACION POLINOMICA,

(34)m,

Batableceremos en este parésrafo cierto n¥mero de resulta-—

dos que relacionan el crecimiento de unz funeidn entera con su



\ » 3 (e
‘aproximacidn polindmica en un intervalo real compacto. wea

f(x) wuna funcidn continua a valores reales o comple jos defi
nida sobre [~1,1] y ¥ Sea

E (f) = Inf hf-pl (n=0,1,2y004) (35),

ETT,
PeTy,

donde la norma es la del supremo sobre [—1,11:[ TTn denota
el conjunto de todos los polinomios p de grado a lo mds n.
Se demuestra ('26';13. 16) que para cada n existe un dnico qe
€T, tal que En(f) =)f - qn. S. Bernstein (,5|;p. 118) pro
bé que

Lin EXE K =0 | | (36)
si-y 88lo si f£(x) es la restriccidn = [—-1,1] de wne funcidn
entera. R. 3. Varga (|39]) obtiene resultedos dand.q el orden
v el tipo de esta funcidn entera. Reddy (|29[ v I30‘) estudid
el orden exponencial k-&simo superiof e i:dferic.)rv, vy los dife-
rentes tipos, y Juneja (|17() cstudid el orden inferior. En
las referencieas menéionadas se demuestren las aserciones que

resunminmos en el siguiente

TEORSHA 8.~ "A) Sea f(x) una funcidn rezl continua sobre

[-1,1] Yy k un entero positivo., Entonces

Ne Zl.ogk n
lin sup

n log(1/8,(0)

satisface 0€0<e si y sblo si T(x) es la

6

restriccidn a [~1,1] de wna funcién entera

de Indice a lo mds k, con p(k) =¢*, En

- 66 -



tal caso,
logk n

30 (k) > k) >

lim sup
n  log(E,(£)/E 4,(£))

A *logen s aa ,
>1lim inf —2 2 lim inf
n  log(1/E_(f)) n 1og(E, (£)/Epu(f)

Si En(f)/EnH(f) ~es no decreciente para

logk n

nzng, las desigueldades ‘12,3g y 4'% son de
hecho igusldades,
B) Sea f(x) una funcidn real continua que es
la restriceién a [-1,1] de una funcidn ente-
‘ra de Indice k. Entonces f(z) es de orden
k-8simo inferior NMk) =i y sélo si

el
M) = mAx  1im inf A ,
i)} R log(1/Enh(f))

donde el médximo se toma sobre todas las suce

siones estrictamente crecientes {nh} de mimg
ros naturales., Ademds, la igualdad anterior

equivale a la siguiente:

. o N
)s(k) = mdx 1lim inf (nh %‘1) 08, Tp_qm,

{_nh‘x h log(l'}nh-.1 (f) /Enh( f))

Shah (]35’) efectud una generalizacidn de este teorema para

los drdenes Q(O(,P;f) ¥ )(o(,g;f), siendo oel v PELO:

TEOREMA 9.~ "Sea f(x) real y conbtinua sobre [—1,1] no poli
némica y supongamos que (36) es cierto., Enton=
ces TI(x) es la restriccidn a [—1,1] de una

funcidn entera f£(z) y se tiene:
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1) Netf50) > Lin inf %(n) /plg-tog — =) (31
n i i .

n
ii) Supongamos también (12) y (14) . Entonces

e (o, p35) = Lim sup x(n)/p(d-Log —1=) (38).
n E (1)
iii) Supongemos ademds que En(f)/EnH(f) es una

funcidn no decreciente de n para n> N e

En tal caso vale el signo de igusldad en (37).

iv) X@K,P;f) = sup 1im inf — c((nk?1) .=

” k 1 ol t?; -—-—1—-——
‘Ln»}i F(nk ° E (f))
= sup [lim inf ( 7 ]t— = D)
! ———r——s 10 n
\ {™e) N B _ Tty ° g En

donde {nl?} es cuslguier sucesidn estrictamen
i ——

te creciente de ndmeros naturales".

Haciendo en nuestro caso, como siempre, «(t) = log G-*-‘l(et)
J F('b) =t (t>0), no resulta diffcil deducir nuestro préxi

mo teorema, cuya prueba omitimos,.

ZEOREMA 10.- "Sean f,ge§ trascendentes, d = E (£%), e, =

= En(g"‘) . Se verificas

2) Si g cunple (24),

r -.1 n
)\g(f) >1lim inr 20100 G (e) (40) .
n 1og(1/dn)

" b) 8i g cumple (24) y (25),

. IR s
(Jg(f) = 1im pun = log G (e)
’ n log(1/d )

c) 8i g cumple (24)y (25), ¥ dn/dn-l-‘l €8 no

(41) .

decreciente pora n;no', se da la igualdad
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I
n, *log G-1(e]k-1)
da) Xg(f) = sup |lim inf —= =

3 Xk 108(1/dnp) N
- 1 ( o k"1)
, . (nk - nk—1) Llog G (42
= sup lim inx (@ 73 )
=k 108y 1 ey

donde {n, | es cualquier sucesidn estricta~
mente creciente de n¥ieros naturales, si §
verifica (24).

e) Si £ y ¢ cumplen (24) y (25) y existe

nelog F"T(en)

el lim €(0,400), entonces
. n log(1/en) log e,
T~g y @_(f) = lim sup —— (43)".
& n log dn

(II. 5) FUNCIONES ENTERAS EQUIVALENTES CON RESPECTO AL

CRECIMIENTO.,

Varios a dar wn concepto, entre funciones enteras, que expre
52 cudndo dos de ellas crecen aproximadomente igual comparati-

vemente a cualquier funcidn entera,

DEPINICION 2.~ "3i f,geg, diremos que I eg p-equivalente

a g, o equivalente a g con respecto al cre

cimiento, cuendo Vheg, ¢,(f) = ¢, (a)".

Fretendemos dar una definicidn clternativa de ¢ ~equivelen=-

cio en la cual no intervengen

nada nds que las dos funciones

"f ¥y g a comparar. Es clero en pirimer lugar que la relacidn
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anterior, que simbolizaremos por fag, €8 efectivsuncnte de
equivalencia, S8i f=cte., la Unica funcidn ¢-equivalente es
ella misma; luego este caso cerece de interés y podemos res—
tringirnos a la relacidn = inducida en €. El conjunto co=
/.\ € - . ‘
ciente E =§/% consta de las clases de ¢=-cquivalencia (=
= {geg: R p(E) =€, (&) VheEl (fc€). E1 resuliado de la

siguiente proposicidn se ha usado de hecho anteriormente.

PROPOSICION 4.- "Si f,ze@, fag si y sélo si

log P (r)~1og G™1(x) (r—»ee)n,

Domoatracidn:

Y
Si f=g, en particular €.(f) =1 =2€.(8) v

€ale) = 1= ¢ () = X\ (2) =[0e(e)] ™ =1

Q (£) = F1lin Log G 1(F(I‘))
I'yo0 log r

o
14m 3 (s) _
‘ﬁaﬂon‘ P 1(s)

1

. Haciendo F(r) =

« Recfprocamente, si se da este 1lfmite,

lim inf 108G 1(H(r)l - 1am leg FTI(H() Ao(B) = dp(h)
r—>oco log r T'-yoo log r

Vhe@, y tomando inversos, ey(e) = eh(f) Vhﬁ&._

CORQOLARIO.~ "La relacidn fag en & cs mds fina que f~g",

PROPOSICION 5.- "En B, fag si y sélo si Yoeg, A (£)=) (g)".

Demostracidne

3i se da )‘h(f) = )‘h(g) Vhe &, en particuler
haciendo sucesivemente h = f,g, resulta )\f(f)
= 1 = Xf(g), Xg(f) =

-1 :
o log G (P(s
=> J lim == (Z(=)) _ 1, ¥ basta poner I(s) =r y aplicar
S-rs0 log s

M@ = 0,00 = Dp(@] ™ =1 =) (99

la Prop. 4. Inversamente, si ¥

fag, el hecho Xh(f) = &h(g)

-T0 =



sigue Ge una arpgumentacién similar a la de la Prop. 4=

De los resultados obtenidos en los pardgrafos anteriores

y en el primer capftulo, podemos deducir:

PROPOSICION 6.~ "a) Si feé vy L es una funcidn lineal

affn no congtente, entonces Lef, feLe{f?,

b) Si £ es trascendente‘ = f(k)€<f> YkelZ,

¢) Para cada entero positivo n, el conjun-~

?

to n

de las funciones polindmicas de
grado n, constituye una clase de @=equi
valencia,

d) Si £ es trascendente y satisface (I;29),
entonces I-af para cada n entero po
sitivo,

e) Si f,geé son tales que ﬂzoe C/lf(n) (zo)l:
=ig(n)(zo)‘ Vnell ( npn, si I es
trascendente), se ticne f=g.

f) 8i f es trascendente y P es un polino
mio no idénticamente nulo, cs P-faf,

co o0 |
. _ n _ n

g) Si f(z) = Zoanz y glz) = Zobnz
o . . o0
son trascendentes y S = {nk}‘l es la su
cesidn de mfmeros naturales tales que am;éo

o b, £0 si meS§, de modo que log lanlN
Iz

~log lbn ‘ (lt>), entonces fag
k )



. §
h) si f,g,Tef vy fag =» TfxT-E.

Demostracidn:

a) Consecuencia del Teorcma IL.2.
b) Consecucncia del Teorema 1.
¢) Consecuencia del Tecorema I.71.

d) Consecuencia del corolario 2 al Teorecma I.6.
e) Consecuencia del corolario 1 al Teorema 3.
£) Consecuencia de la Prop. I. 12,

g) Consecuencisa del Teorema 5.

h) Consecucncia del Teorema I, 3m

v

(II, 6) ACCESIBILIDAD DE FAMILIAS DE FUNCIONES ENTERAS,

Ya vimos en el Capftulo I (Prop. I. 1) éémo la escala de
las funciones exponenciales {expn Zrnsq RO basta pera descri .
;birv el creciniento de todas las funcionecs enteras. | Lsto es
avn mds general, en el sentido de que ninguna escala numerable

eg suficiente para ello, Demostraremos el hecho en la Prop. 7.

DEFINICION o= M3ca J wua familia de funciones centerags

y fef. Se dird gue I es accegible me-

diante J cuando E{gegk tal que e g(f)< 400,

En cazo contrario, £ se dird inacceazible

mediante a{ A

91 f,zef, diremos que f eg accesible (inaccesibld median
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te g cuando lo es mediante d = {g}.

PROPOSICION 7.— "Dada cualquier familia numerable A= {gn(z)}nﬂ’
de funciones enteras, existe ciempre fe g
inaccesible mediante A".

Demostracidn:

Se puede suponer que toda g, esmno cte., pues
8i g=-cte., y £ mno lo es :Qg(f) =00,  O€=

gin el lema I.1, 3fe § tal que en los puntos z, =n Gome

los valores W = méx Gj(en) . Entonces la sucesién r  =|z |=
1¢ Jjsn

= n-+4o0 verifica: Dado k>1, log G?(F(rn)) = log G;l (F(n) )2

N
2 log G?(If(n)l)zn‘ si nyk (en otro caso, G;(If(n)iken#,

=2 |£(n)] = mdx G.(e™ < G, (e®): contradiccidn). Iuego
1< j¢n J k

~1

1 .

Log G (F(r)) 5 (si nyk)» —2 yoo 2Vk>1, ¢, (f) = +oom
log r, log n (n-+00) Bk

lemos definido la accesibilided de funciones enteras median
te femilias. Jeguidamente, definiremos de modo dual la accesi

bilidad de femilias de funciones enteras.

DEFINICION 4.~ "Una familia JCE se dird que posee la pro-

piedad de accesibilidad cuendo Jfe§ 1a

cval es inaccesible mediante J.' En caso con

trerio, dircmos que J tiene la nropiedad de

inaccesihilidady,

De manera que hemos dividido el conjumtbo @(é) de partes de

- § en dos clases cdznplementarias, a saber, AC(E) =§J€‘?(E) :3f =
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=T €8 tal que (’g'(f) = 400 »Vgei} e ,III\TAC(E) ={Je?(.§):
Vfe 8, 1g : gfeJ tal que (’g(f)< -l-oo}. Es claro‘ que ambas
clases son no vaclas: de AC(B) =i Jd es numersble (Prop. T)
v E € INAC(E). A lo largo de las siguientes proposicikones,v
brdporcionaremos ejemplos y construcciones de familiés accesi

bles ¢ inaccesibles,

La 12 de ellas generaliza la Prop. 7, aumque nos basamos en

la construceidn dada en la demostraocidn de £sta.

PROPOSICION 8.-— "AC(E) es un (¢ -ideal de @(8), es decir:
5
i) 81 Becd y Jdenc(g) = Beacd).
ii) Si JnGAC(E) (n=1,2,...)=>\::JJnéAC(E)".

Demostracidn:

i) Trivial, pues si 3Ife§ con eg(f) = 400 Yged,

tambidn serd cierto VgeB,

1
R

ii) Por hipbtesis, para cada n = 1,2,... ﬂ?néé/ ¢ (‘Pn)

,VgeJnn. _Para la sucesién {‘pn}, se sabe que Jfe§/ £(n)

i

= nfx é (n), donde P; es la Tuncidn médulo mdximo de ?..
T¢jen ~ 9 J ’ J

Por tanto, I'M(n) >§>j(n) Yi=14ee.,n Ynel. Sea geUJn=>

=>3noelz=¥/ geJn = Qg(‘fn) = o0 = exizte uma sucesidn 1, oo
0 0
| - log 67N, (r,)
de mimeros reales positivos tLales que lim 2y =
k log r,

1
oL

=0 = si s = [r ]+ 1, donde [x] denota la parte entera

4

de x, se tieneo: F(sk)>§ (sk)z@no(rk) - log G 1(I*( yﬁ>

10"1' 1( - (K’nj -,
, Los én,\(lk)) log ry L 20 femten a 08 sy
0 . el 22 Ta i Q
Tog I'k log 51,-’ J ractor del 22 miembro cone
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verge a 1 cuando k-—veo =» hemos llegado a que 3%, —r +0

tal que ILim log G 1(1'(8}«:2—2— o0 #e (f) =00 VgéU«1 ”UJ

log S

s accesn_ble.

Ia Prop. 7 resulta ahora como corolario, pues coda conjunto
unitario {g} es inaccesible: escdjase pera verlo £ = geh, con
h trascendente (Prop. I. 9(c)).

Cada familia accesible proporciona otra inaccesible:

PROPOSICION 9.- "Si AeAC(g), entonces A eINAC(E)".

Demostracidns

Sivfuese ACeAC(§), tendriamos dud® =E<AC(8),

lo cual es falsom

Bl recfproco no es cierto en general. P. ej., si J = {fGE
£(o) = O}, entonces ok v dC  son inaccesibles, como es inme

diato comprobar. Is claro que si JCB r A es inaccesible,

también lo es (B.

La sigcuiente asercidn es evidente a nartir de las de.t_ll’YlClO

nes del pardgrafo anterior.

PROPOSICION 10.- "Si AeAC(E) (INAC()), entonces A’ =

_\J

= fed <f>€AC(§) (QINAC(E), resp')n.

Pl
En particular, se puede definir el concepto de clase {f>€§
accegible v de familia J {(f): feJ} \JcE) acceszible en

E nor eleccidn de repfesentanteu arbitrarios de las clases de

¢ =equivalencia correcpondientes.
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PROPOSICION 11.- "Toda familia compacta de funciones cnteras

es accegible",

Donontrocidng

54 L os una regidn del pleno complejo, una fa-
milia A de funciones enalfticas sobre A se
o0
llama compacta cusndo de cada sucesidn {‘f’nhcd puede extracr-
s¢ una subsucesidn {‘f } que converja uniformemente a cierta
m § 4 | | |
Tfuncidn-analftica en cada compacto interior a L), e demuestra
(l8i; Pe192) que oA es compacta en L si y s8lo si pera cada
K compactocfl 34 = Ap> o/ lg(z)l<a Vged VzeK. En nuestro

. N
caso, {L= €. Dedo neN, 3A, > o/ ’g(z)k A, Veed VzeBn =
= {ze C: lIzlge } que es compacto. Por el lema I.1, Jfef/

o=
= An. Vnel\] = ol geJ’ F(l’l)}A )G(Qn) = lo'c) (x (P(n)) )

log n
n
> — ————> } oo =%€ (f) =o0 VgeJ-
log n (n-ve)

PROPOSICION 12.~ “Sea o‘l una familia contenida en
§. Entonces su envolfura linezal L) es
accesible, si 1o es Ao,

benmogtracidng . e

A cada funcidn g = anzn azociamnos la fun
o 1 2

. n I
cidn g* = E Pn‘ z~ ya definida cn ¢l corolario 2
0

al Teorema 3. Podemos suponer que ningsuna geJ eg constante.
Sea J una parte finita fija de N vy u& { *:

} jed °]
edAf. Por hindtesis, Ife§ inaccesible mediante ok

jed . €
J ? ga

« Probemos

o 3 T . . »
que le ¢s occesible, Ss obvio, mnor induccidn, que nuede su-

it

* B
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= €, *(f) = Jdry>1 y Jsy>ry 4 1/ F(r)>G (11), I(sy )>

>,G2(S1 . Entonces JIr,> S, $¥1 v 38 >1‘2 + 1/ I‘(r2)>G (I‘z),
F(sz) >G-;(Sé) . Continuando por recurrencia este proceso, pode
mos conseguir dos sucesiones x"n,sn—-*oo de ndimeros reales po=-
sitivos tales que l.*\r ) > (} (2 ), I‘(., Y> G (.J ) Aplicando'el
loma I.1, If,€ g/ £,(r,) = 2F(s,) » Pp.esto que r < s, tene-
mos: 1?1(_1'11)2‘531(1‘]&)‘ = 2F(sn)> F(rn) + F(sn)> G?(rﬁ) ‘-I- Gg(r?l);
7 (G? + GZ) (rg). Pero H(r) = G’,:'(r) + Gg(r), pues en !gi(z)l

(i = 1,2) se alcanza el mdximo en z=r (pera |z|=r) =

* *y =1 -
ZLog(G1 + G) [F1<ln)]

=0 h(f1)> 1im - > ]_.im n = co=>'€h(f1)=°9
n log L n
vy ul es accesible. Entonces es evidente que «J ={k'h}he‘l

¢s ~ accesible, para cada kell = B U\_—/ UL

el 3@, (W) Y
€ AC(E) por Prop. 8(ii) = ITe§ inaccesible mediante 8.
Consideremos por ltimo he L) = 30(1,.--,0(1,16 ‘13',381 yese

'...,bned/ h = Zo( Sea k un natural con 1:}12&» lo( )sk=>
.<.34r~

= h, = .cZ &3 e(B vy cumple ‘h(u)‘<ZXo(a\\g (Z)\“kZlu (z)ls
<PZG (r) = H, (r) Yz con |zl=r = I(v) < # (r) vy de ser

3111(T) =o0 se d.educe Qh(’l‘)

= oo, utilizendo la Prop. I.7m

Por ¥ltimo observemos que, si bien existe una familia acee
sible minima () y una familia inaccesible m4¥1md (a), no exig
ten familizs accesibles maximales ni femilisas inaccesibles Mmi-
ninoles,

nimoles. Bn efector Si Aenc(g) fuese meximal =» dada fed®

(que existe, pues J £ZEB), JU{f} serfa inacccoible, Jo que es
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impogible por Prop. 8. Dualmente, si de INAC(E€) fucse mini-
mel = deda Ted (que existe, pues J;é #), A~{f}eac(g) = Ad =
= (J\if})u{f}e‘AC(E), de nuevo pbr Prop. 3, lo cual es conira
dictorio. ILa aplicacidn del lema de %orn falla en el hecho de
que ia unién arbitreria de familias de AC(§) no tiene por

qué cotar en AC(§). P. ej., cada {gleAC(E), pero B =

= U $21 e INAC(E).
&g
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CAPITUIO III: FUNCIONES ENTERAS DE

INDICE EXPONENCIAL“FINITO.

TEOREMA DEL PRODUCTO.

(IIZ. 1) RESULTADOS CONOCIDOS.

Consideremos una suceéidn {an}:-»oa de mﬁnefoé complej‘os cua~
lesquiera. En estas condiciones, el teorema del producto de
Weierstrass (‘31‘; p.325) garantiza la existencia de una fun—
cidn entera con estos Unicos ceros, W(z), con una multiplici-
dad igual al nmimero de veces que se encuentra cada cero en la

sucesidn {an o;. Tal funcidn puedé escribirse en forma de pro-

ducto infinito:
o>
W(z) = 2% | (1= z ).exp{-:-; 1(?. )2 44 d '3‘ } (1),
- n=1 n
donde el producto se extiende a todos los a, # O, y los m,

son ciertos enteros no negativos.

Del hecho de que una funcién he § que no se anule nunca

se escriba en la forma h(z) = eg(z)’ donde geg, se deduce

que toda funcidn entera f(z) no idénticamente nula cuyos c‘e-
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ros sean justamente los de la sucesidn {an}1 es expresable en'
la forma:
£(z) = eg(z)-W(z) (2,

donde W(z) es la funcidén de (1).

En realidad, los polinomios Pn(z) que figuran bajo el sig
no exponencial pueden elegirse de modo que m, =N, de manera

(4 .
que el producto 'r“r (1 - z/an)'exPié' + ... 4 %(g )n} es uni
- n=1 n , n
formemente convergente en compactos en el plano (j25|5p.283 ) ¥

representa por tento una funcidn entera.
. ,

La expresién de una funcién entera en producto infinito ha
sidg objeto de intenso estudio en el caso en qué el orden cléd~-
sico P es finito. En tal situacidn, g(z) puede elegirse co-
mo un polinomio cuyo grado no supera‘a. e y todos los polino-
mios Pn pueden escogerse del mismo grado &, y ademds « =

= grado(Pn)é e.

Con relacién a este estudio, se definen diversos pardmetros,
tales como el exponente de convergencia de una sucesién y dé
una funcidn entera, y el género de una éucesidn y de una funcién
entera. Nuestro objetivo en este capitulo de la presente memo-
ria es generalizar los resultados mds imporfantes relativos a

la expansién en producto infinito -entre los que caben desta~

car los teoremas de Borel y de Hadamard- al caso de funciones

enteras con fndice exponencial finito, tal como se definid en
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Estrechamente relacionado con la investigacién de la expan
sién en producto infinito estd el estudio de la rapidez de
crecimiento de los ceros y de los A—puntos'de la funcién en

cuestién, que serd asimismo tratado en este capitulo.

(III; 2) EXPONENTE K-~ESIMO DE CONVERGENCIA,

o0
Seau%%n}1 una sucesién de nidmeros complejos distintos de
cero y no decreciéntes en médulo. Se define su exponente de

convergencia (‘15‘:p*188),como el extremo inferior de los /U>

o0
>0 que verifican que la serie ] es convergente,
' n=% Xn
00
Observemos que si'ﬁ*n}1 no tiene puntos de acumulacién fini-
tos en el plano, puede suponerse tras una reordenacién que
Io(n k[dm_ﬂ y lo(ry‘ 400, Si algunos términos iniciales son nu

los, se considerard como exponente de convergencia el de la

sucesidn restante,

- DEFINICION 1.- "Sea {X } una sucesién de mfmeros complejos

distintos de cero ¥y no decrecientes en médu
lo, con 1fmite <0, y ;0 una funcién real eg”
trictamente creciente y continua, definida

sobre todos los reales positivos y tal que

lim ®(x) = oo,

X->oo

Se llama exponente de conver-

gencia de fanreSpecto de ¢ al nimero no
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negativo, finito o no, siguiente:
oD

1 "
Y= inf4u>0: < 400 (3)".
¢= inf{p>0 n=1 ¢l 1) J

Por comodidad de escritura, denotaremos por S, el conjun-

to de las sucesiones ={°(n}°1oe i/ X, A0 ¥ ‘c(n“‘qn-l-‘ll VneN,

con 1lim °(n = oo, Asimismo, simbolizaremos por M el conjun
n .

to de todas las funciones $» 0 continuas y estrictamente cre
cientes, definidas sobre todos los reales positivos y tales

que 1lim @(x) = oo.
Xdo0

DEFINICION 2.,- "Si XeS, y k=1 es un entero, llamaremos

3

exponente k-€simo de convergencia de  a

X, = Xe, donde @(x) = exp,_.x, es decir, |

sz inf{/k>0: g 1 <-l-°°_} (4)".

expy (U V)

Observemos que este concepto nuestro coincide con el clési
co de exponente de convergencia haciendo k = 1, Sglvo para
este caso, la def. 2 es aplictable incluso si ciertos A, son
nulos. Hacemos notar que puede darse X, =0 y Xk =0, Es
obvio que si la serie de (3) o (4) converge para cierto M >0
finito, tambi}én lo hace para /b/lo’ y si diverge para /‘o’ tam

bién diverge para /4</40.

DEFINICION 3.~ "Si e S,» se define el Indice exponencial

de o como
vie(o() = min {keIN: Xk< 4-00} (5)".

Puede ocurrir que i (X) =<0, es decir, X, =coVkeN.
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PROPOSICION 1.~ "Sea kelN y o€ So' Se verifica:

a) Si k>i (X) = X = 0.
b) 8i k<i(x) = X =o00".

Demostracidén:

a) Sea k0=ie(o<) y k>k,. Entonces .}ko es

finito y _’—l/w 0 tal que la serie
SO .
! es convergente. Dado € >0, exp, (x_1¢) =
n=1 expk (“’( “L) -1 n

= eka 1(ekak (|« {5))> eka (Io( t/‘) para n»n_, pues

expk__k §>g/5 si E es suficientemente grande. Luego
1 < 1
expy_4 (1] 1) eka 1 nlﬂ)

(n>n ) = 1la serie cuyo térmlno
general es el 1° mlembro de la ltima desigualdad es convergen
te V&)O '3? Xk = O.

b) Es consecuencia de la definiciénm

EJEMPLOS.~ 1) Sea ke€{1,2,...} fijoy $>0. Entonces las su-

cesiones 0(,@ y § dedas por & = log, o 0,
1 .
pn = (logk‘_’1 n) /s y Kn = log, n (si k=1, logy, , &= e5)
para n suficientemente grande, verifican Xk = O,S,oo respec

tivamente.

2) i, X) =k =i %, = log,_, n (n>exp,_, 1)

[ ]

Demos un ejemplo de una sucesidn «eS_, con ie(°<) =

Lo haremos como consecuencia de un resultado mds general, que

hemos obtenido, relativo a series numdricas.

- . %]
LEMA 1.~ "Consideremos una sucesidn de funciones {T }1c |

. . : ' ) o0
cumpliendo: Para cada X >0, la sucesién {‘fn(x )}

- 83 =



es no decreciente. Entonces existe una sucesién
"« ( '\ w N » ta
« =i« F;€ 5, de términos reales y positivos 1

. 0
que, para cada keN, la serie Z 4 diverge".
| n=1 ¢ («,)

Demostracidn: penstemos por [§] la parte entera de § (E<R).

Por ger cada ¢, continua y estrictamente cre-

ciente, cada funcién inversa (f? existe y estd definida al

menos en [ek,-&-oo), donde e, = [(pk(o*‘)] + 1. Ademds ;—J’.r:?£1 (y)=
= o0 VYke N, Puesto que (9'2'1(y)fw, 3n1eN/ e, +n,>e, ¥

‘?ET(ez + n1) > 1 -In‘f'.'lq(e,'). Definimos entonces o f‘?;1(e1)

si 1§ns e, + n, \— 1. Al ser %’51(y)/‘w, In,e N/ e3 + n2> '
>e,+n; ¥ ¢3(e; 4 n)>14¢5'(e, + n)). Definimos ahora
X, =‘f;_'1(e2 + n1) si e, + n.< ngey +n, - 1. De esta forma,

por un proceso recurrente, si se ha definidoe(, para
-1 :

€. - - = i

¢¢; +1n; 4~ 1, de modo que &, =P, .(e; .+ ni_z) si e; , +

+n; ,<n¢e; +n; . -1, aplicando que ?;}_1(y)/‘oo, In;e N/

1€n ¢

-1 -1 '
®ip1 4 Piv ey Fny g ¥ Pigqlegyy d > #05(ey o0y )

Se defi =671 i
efine entonces °(n ¢35 (ei + ni__,') si e; + n,_q€n<

<€ + n; - 1. Es obvio que °(n>O, es no decreciente y

,—>co. PFijemos ahora un keN. Si nxe, +n_, (n

o =0)s

entonces = ‘f"j'T(ej + nj_1) donde j (> k) es el entero
tal que ey + Ry q€nge; . + ny = 1. Pero para cada x> 0,

, oo
{(Fm(xo)}1 es una sucesidn no decreciente =» lo contrario ocu-

: -1
rrird con {?m (yo)} para cada Yo> 0 suficientemente grande —»
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, =1 -1 =1 donde se ha aplicado que
#‘fj (ej "‘n']__-')é?j (n)é‘fk (n)y P v
cada funcidn (fj es creciente. Resumiendo, para cada kelN
-1 :
IN = N(k) = e, +m €N/ Yn>N es X <@ (n) = ¢« )en>

Emplesndo shora el criterio de comparacidén, se obtiene la

Oy

divergencia de 7—% 1/ ‘fk(ca(n), ya que la serie armdnica T 1/n di-

vergem

Apliquemos el lema 1 a <(>k(x) = exp, X. Resulta que Ju =
={xX },€8,, %, >0/ > ~1 = 4o0,VK.Pero entonces es eviden
nito= n n=1 exp, ¥ ‘
) =1 S*Pyx™n
te que VkeN y Vu> 0, 1

R expy_ (o)

Para una amplia clase de: funciones mondtonas, la siguiente

400 . Luego i (X)=c0,

proposicién contiene una expresién explfcita del valor del ex-

ponente de convergencia.

PROPOSICION 2.- "Sea & ={o ¥ €5,. Se verifica:

a) Si eeM_, es tal que dado ¢>1 JK =

=K(@)>0 y x =xo(ﬂ')>0/ Vx‘axo,

o

(9(x)) ¢ Ko9(x%) (6)
entoncés:
o | _
X? = lim sup log ~ (n) (7).
n log i |
b) Yk 1,
logk n

Xk = 1lim sup ————
n log]a(n]

a) Llamamos Y al valor del 1fmite

(8)'|.
Denoatracidn:

superior que

aparece en el 22 miembro de (7). Supongamos



que Y <e0 #log‘? n) <y+€ (nzne), E>0) = log ¢~ (n)<
log |°< | ,
< 2og(1(J*) = n<?(|°< AT o osi o> 1, nT (Pl 546y,

T () +€)
Por (6), este 29 miembro es menor o igual que K- ?(\0( \ ¥ )

para nzn, (n1>,v- no) =% (n> 1), y la serie

K
(?( Q(AG‘((-"E)) 1’1
1
es convergente =% < o0 =
Z— ¢(loc, "0V E)

> ¢(f + €)= Xce Ve>0 Yor>1 = Xe<¥, ¥ ademds, resulta que

de término general n~°

si ¥ es finito, también lo es Ae. Supongamos ahora que Xe

o0

es finit VYeso0, 1
s finito = Ve }1: x?-i- Koo
oo el

convergente Z:Pn de términos pOS:LthOS ¥ no crecientes, en

. Si tenemos una serie

tonces 11:;m n- Pn = 0. Luego 11m : 1;?4_8 =0 = para n
5 g T ) e
suficientemente grande, n/?(lo( Y‘?"e) 1 = ¢ 1(n)4!<>( [
log $~1(n)

< KXot Xot+ € Yer0 = Y X ademds
1og(°(l ¢t € = Y < Xet € Ve ¢r ¥ y

resulta que si X‘P es finito, también lo es Y .

En conclusién, Y = X?, igualdad vélida incluso para valores
infinitos, pues Y ¥ ‘)QP son finitos simultdneamente.
| | ol | -1
b) Es consecuencia de (a), pues si ff(x) = expy_, X = log ¢ (n)
= log, n, ¥ exp,_4 X (k>1) cumple (6) para K = 1m
EJEMPLO.- Si o, = (log,(en 4 l))4, Xy = 1/4, pues log, n~

mlog2(en + %) log(log n 4+ logle & — ))

En el pardgrafo 4 daremos una definicidn adecuada de géne .

ro k-€simo de una sucesién de §,, para que tengamos una genera

lizacidn natural de la expansidn de una feg con i(f) =
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en producto infinito.

(ITI. 3) LA FUNCION ENUMERATIVA n(r). ORDEN K-ESIMO

E INDICE EXPONENCIAL.

En el estudio del erecimiento de una funcidén entera desem=
pefia un papel muy importante el n¥mero de ceros que se encuen
tran en cierta bola de centro el origen. Definiremos tal nime

ro en este apartado dentro de un contexto més general.

DEFINICION 4.- "Si ={e<n}°;’e S_, su funcién enumerativa n(r)

se define como el nimero de valores °(n cuyo
mddulo no excede r, contando la cantidad de
veces que cada uno se repite en la sucesidn:
‘ - ]
n(r) = mfx {neN: |o |<r}.
Usando este concepto, es fécil dar otra expresidn del valor

del exponente de convergencia, en la que intervienen funciones

- 87 =



en vez de sucesiones.

o0 e .
PROPOSICION 3.- "Sea o =i} e §,. Se verifica:

a) Si ¢e M_, y cumple (6), entonces:

-1
= 1lim sup log ¢~ (n(r)) (9).
T —y oo log r
log, n(r)

(10)».

b) Yk>1, Xy = lim sup
r—»eo log r
Demostracidn:

La parte (b) se deduce de (a) poniendo e(x) =

= exp, ., X. En cuanto a (a), por la férmula (7),

=1 : -1
hay que probar que 1lim sup log ¢~ (n) = 1im sup log®~ (n(r)) .
n log i n‘ r —» o0 log r

ILlamemos L a este 22 miembro., Es evidente que ngnflxX l) =

-1 -1
= 81 I, ¥°(Af 4+c0, tenemos que log ¢~ (n) 1og‘€ (n(r,k_l_
log |X,, \ ~logr,

El 1fmite superior del 22 miembro no es mayor que L =% Xc?sL,
obteniéndose ademds que 'X(P eg finito si lo es L. Sea ahora

X‘(’“"" Entonces existe una sucesidn de enteros positivos n,<

1 -1
<n,< ...<nk<.../ 1im e ¥ (nk)
k log | nk\

entero de la sucesidén anterior tal que | nk,H"(n |« En-

=7L¢f. Dado n,, sea mn..

el 1er

tonces 10g]°(nk' l- log}o(n ‘==> si k’= k’(k) estd definido

-1
de esa forma, se tiene log‘? (nk’ = 1)

> Xg. Dado

Log |, 4| Kk’ |
r>0, si |«_ }4r<}o<.nk , n(r) =%, -1 = log ¢~ 1 (n(x)) <
log r
log ‘?—1( F ol 1) _1 .
< == LU= A pues log y,CP son estrictamente crew
103]0(1,1 |

c:.entes, y todo r>r, se( encuentra comprendido entre dos Wi\

bien definidos en la forma anterior =r el l{mite superior del

er . |
17" cociente no superard Xe: L¢ X? =L = )&f, sean ambos fini
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tos 6 nom

Consideremos ahora una funcidén feé. Entonces {;iene una
cantidad finita o infinita numerable de ceros, ai,az,...,an,... .
Podemos considerar queé estdn ordenados de forma que ({an\.g tén“\ .
Si Thay una cantidadm’ini‘ca de ceros, &an‘;:e S, pues no tienen

puntos de acumulacién finitos.

DEFINICION 5.- "Si feg, llamaremos funcién enumerativa de
f a la de la sucesién de sus ceros {a f.
Denominaremos, si k=1 es un entero, expo-

nente k€simo de convergencia

rrespondiente a la sucesién de ceros {a }, e

Indice exponencial de convergencia de f,

1(£), al de {an}". |

TEOREMA 1.~ "Si féé es de orden k-ésimo Qk y éXponente

k-€ésimo de convergencia Xk, entonces st Qk".

Demostracidn . . .
Jemostracidns Si el nimero de ceros de f es finito = Xk =0
¥y la desigualdad es trivial. En otro caso, {anf’e
' L
‘ log, n(r)
€S, ¥, segin (10), Xy = 1lim sup —=————, Podemos suponer

4 - o0 log r
sin pérdida de generalidad que ek<°°’ pues en otro caso es tri

vial, y que f(0) = 1. Aplicando la férmula de Jensen (|31l;p.

T 2 .
n{t - 1 ie
330) resulta So ._(1_;..1 dt = —2—&--30 ;ogjf(re )] 46 - 1og|£(0)| =

2
- 1. ie . C '
= 5 jo loglf(re )‘ d0. Por definicidén de orden k-ésimo se
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- : *E' N
tiene que, dado &3> O, ‘f(eler)\sF(r)s eka(re ) para r>0
v : ie +e
suficientemente grende y VG:.[O,ZTT] =» 1og]f(re )}g eka_1(r€ )=

er ~ . ]
nit) s+ y ¢+t f ién enumerativa es no
oy g -—%-)- dt g exp,_4(r 7%) . La fune

o Piewq

re

er
decreciente =» S 3(:53)- dt > n(r) -S d?t- = n(r) «log e = n(r)=

o r

= n(r) g exp, 1(1.9"'5) Yr>r (e)>0 = Qﬁk—ﬁﬁ <R +& Vex0
- log r ‘

Vr>r (€) = X <@ +€ ¥Ye>0 +tomando lfmites superiores =»

= Xké,ek-

Tenemos inmediatamente una relacién entre el Indice de f

y su Indice de convergencia.

\ -
COROLARIO 1.- "Si feg, ié(f)s ie(f)".

Puesto que el orden de f y el de f -« A ~donde A es
cualquier iralor comple jo—- coinciden, y los ceros de f = A
son los A-puntos de f; se puede aplicar todo lo anterior a la

funcidn f - A. Se extraen entonces las siguientes consecuencias

COROLARIO 2.- "Sean AeC y fe§. Entonces:

a) El exponente de convergencia k-ésimo de sus

A=puntos ian} no supera su orden k-&simo.
b) ie(ian}) <i(£).

¢) Si la sucesién {an} de A-puntos es tal que

o0

VkeN 1la serie > 1

n=1 veka((ar{)
tonces ie(f) = 00,

diverge, en

d) 8i €, <oo = V&>0, la serie
. o0

1
n=1 exp, (| anl(v‘fe)

converge",
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Demostracién: (,) y (b) son triviales y (d) sigue instantdnea

mente de (a). Por dltimo, (c) es consecuencig
del lema 1, pues se tendria que )Ck({an}) =0 YkeN = ie({a,n})=

= oo = ie(f) =0, aplicando (b)m

Para terminar este parédgrafo daremos dos caracterizaciones
del exponente de convergencia a través de integrales reales,
as{ como otras dos para el orden k-€simo, una de ellas también

por integrales reales, y la otra mediante la caracter{fstica de
»

Nevanlinna,

PROPOSICION 4.- "Sea keN y o ={x teS,. Definimos las

funciones de dos variables:
1 si k=1
,Trk(t,/x) = d k=2

' (Vt,u>0
TT exPi(t}‘) si kz2 'f
i=0

Entonces la serie 1 I

1 eka—1“°(r'1 )

si y sblo si converge la integral
o

o t-eka__.l(t/L) donde n(t) es la

converge

funcidén enumerativa de X, En particular,

X = inf{p>0: (8 pn(®)
, Jo trexp,_, (tF)

at <00} (11)

Demogtracidn:

Sea J+> 0. Supongamos en 1%T 1ugar que la serie

del enunciado es convergente. Utilizando la in

tegracién segin Riemann-Stieltjes (n(r) es una funcién no de-
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creciente, y por tanto de variacién acotada en cada intervalo
compacto de [0,4+00)), se observa fdoilmente que una suma par=
N 1

F
0 expk 1(1; )

exXpy_4 (t"y (eka 1(tf))

(NeN), donde se ha usado 1s integracién por partes, Si k=1, el

cial de dicha serie es S dn(t) =

producto que figura en el numerador de 1la integral del 22 miembro

de (12) debe sustituirse por M1, Resumiendo, tenemos:

N
VNeW y VkeIN,S 1 dn(t) =
' o) expk t’x
- () SN Teltafdonl(t) 5y (g3,
: exp,_, (nH) /‘"o te ~expy 1(1:/"‘)

Puesto que n(N)/eka 1(Nf‘)> 0 y la integral del 1 T miem—
bro de (13) est4 acotada por un valor independiente de N, lo

mismo ocurriré con la que figura en el 22 miembro =y

o0 t, t
S T (6,0 )n(t) 4% <oo,

0 exp, . (t”) ot

Se supone ahors, que para cierto Iu> 0, esta integral conver-

ge a cierto valor A finito., si probamos que n.(N)
e:':pk_‘,(r\lfl )
t4 acotado, también lo estard segin (13) cada suma parcial
N .
1 dn(t), y por tanto nuestra serie tendr4 una suma
o eka_,l(tf‘)

finita. Tenemos:

A)jgw Trk(t,}()n(t) ot 2521\1 T (t,)n(t)
o) t.eka_1(tf‘) o N t~§ka_1(t}‘)
decreciente) 3 n(N) S Melt o)
JQN N 'beka_1(t/‘)
. d 1 - 1 1 1
a'E( ) 4t = n(N) (= ), - =
N
1 ;(N) 1 k eka_1(N}1) ! exp,kq oA eka_1(2"N)l)}
{ - eka_1(2f‘N/‘) » Es fdcil probar que Vie

dt (n(‘t) es no

t = n(N).(-1).
SR
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€{0,1,2,00:F ¥ Ye>1 es eXpi(O"X) >rexp; X Vx>xo(o*,1) >0 =
- el valor de la expresidén entre llaves es al menos 1 = 27/
>0 a partir de cierto N en adelante = n(l\I)/expk___1 ") <

<pa/1 =27/ YN>N m

PROPOSICION 5.~ "“Sea XE Sy i) =k, n(r) 1la funcidn enu

merativa de «, y a>0 arbitrario tal que

n(a) > exp, _,1. 8i M >0, se verifica que la
et logk_Tn(t-)
integral [ —r
‘ a sF*1
>Xy, ¥ diverge si p<X . En particular,

* logy,_4 n(t) .
)(_k-.-.:tnf{/l->0: fa K F dt < oo} (12)".

dt converge si ll>

k)

Demostracidn; Consideremos un /l> 0 con /L>75k. Escogemos & >
N log, n(r)
>0/ k> 4 €. Puesto que = 1lim sup =———————
' 2 Xk X + Ek r—seo lOogTr
<eo =5 Vr>r0(e)> a, O<logk__1 n(r)<rk = 0<

log n(+t)
< k-1 < tx FE-p1 asintdticamente, siendo X te-p-1<
+ }A-S- 1 , k

o lo,g:k;l n(t)

dt <00,

Sea ahora /l>0 con /“'xk‘ Escogemos 'Se()l,)(k) =¢3ri/'-l-oo/

s
log, n(r;)>§-log ry. Tenemos: si s> ri.21/r" , S log, n(t)

Ty g pE I

a
s (5 1= 1y=] b ' .
> I‘icf t M at )-2-]‘ Ty s 40 = 1a integral del enunciado
r.
i

)

divergeg

Si « es la sucesidén de A-puntos de una feé y ¥ si estos
son infinitos, la expresidn (12) es v4lida, y la (11) lo es sus
tituyendo n(t) por n(t) = n(0), o bien cambiando el 1fmite

inferior de integracidn 0 por cualquier b>0. Aplicando el



Teorema 1, obtenemos:

COROLARIO.~ "Sean feg tal que i, (f) =k, A un valor comple
jo arbitrario, n(r) la funcién enumerativa de los
A-puntos de f, a>0 cualquiera con n(a)>expk_21,
y b,€>0. 35i wk‘ es la funcidén definida en la

Prop. 4, se verifica que las 3 integrales impro

pias:
©0 . oD
[ ™ (t,¢, +E)n(t) ot [ log,_, n(t) @ g
L ,
b texp, _, (t¢k¥E) a tlk ¥T4e

Jw'ﬂ'k(t ’ ek'l'e) (n( t) -n(O) )
o  trexp,_, (tfk * &)

)

son convergentes",

PROPOSICION 6.- "Sean keN y f,se€ B. Entonces:

1) 8i a>0 es tal que F(a)>G(1),

o -1
. log G~ (F(t)) o
€,(T) = Inf{K>0: ja Ogﬂd 3 dt < }(13)

2) Si a>0 es tal que F(a) > expy_ 41,

€y (£) inf{/*>0: jw log, F(t) at < oo‘} (14)"

a 1

(14) es un caso particular de (13), el cual es a

Demostracidn:

Su vez un caso particular de la siguiente propie
dad (cfr. tﬂl » Po 30): Si a>0 y @(r) es positiva y no de
creciente sobre (a,c0), entonces 1im sup log #(r) _ X es equi

r—>se logr

o0
valente a que la integral J g%—_-)—f dt sea convergente para /l>)
at

y divergente para /u<)\.

Si fef , se define su caracterfstica de Nevanlinna (l37|)

. . 211— i
como la funcidén no negativa T(r) = -é—lT\-'—J log+ |f(rele)|de (r>0).
)
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T es no decrocierite, y es convexa como funcidén de log r.

PROPOSICION 7.~ "Sean kelN y feg. Se verifica:
logy, T(r)

ek(f) = 1lim sup (15)".

r—sc log T

Demostracién: En (|16l’ p. 174) se prueba que T(r)g log"' P(r)g

< %—éf—;o'l‘(R) (0<r<R). Pero F(r)> expk_11 para

r>r = si R=2r y r>r,, P(r) < log F(r) ¢ 3T(2r) =

log, T(r) LT P(r) ‘logk_1(log 3 4 log T(2r)) 1ong(2r)
= <€ £ .

log r log r log, T(2r) log(2r)
dog 2 + log r (r>r ). Tomando 1fmites superiores se obtiene
log r °
23
(15)m ,

(III. 4) PRODUCTO CANONICO DE INDICE k.

Es sabido (125

’ p.'289 y ss.) que si una funcidén entera tie
ne la sucesién de ceros ian} con exponente de convergencia fi
nito, en su producto candnico asociado pueden escogerse todos
los polinomios P _ = iguales en grado, concretamente, Pn(z) =

: : u? L

= P(z/an) Vne N, donde P(u) = u + S+ ... d o siendo p el

género de la sucesidn de ceros. Vamos a generalizar esta afir

macién al caso de una funcién entera de Indice superior al pri
Mero.,
LEMA 2.~ "Sea ke{2,3,...}. ILa funcidn ¢, (x) = 128X (x,

logkx
>expk1) es estrictamente creciente.

Demostracidn:

Llamamos ‘(’k(x) = log, x :?};(X) = (x-logx...-logk_
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lngK , » (l - 1 .
= sgn P (X) d sgn(——s—— ~ log x-P7(x)) = san(logy

logx..:log,
5i x> exp, 1 = logX+...+logx > 1:€csoucexp 12 1= ¢1;(X)> 0 =

wﬁfk es estrictamente crecientem

PROPOSICION 8.~ "Sea « = {a l €S, con i (x) =k. Denote

mos por [x] la parte entera de x (xeR) ¥y
A, =14 [expkq . Para cada HN,r >0, escribi

log
mos un()x,r) = (r/'anl)f“lgg};, vn(/t,r) =

e/ fo I [%—égn] ) = alp 1)y Tlp) =

=Vn(r\,1) (n»A). Tenemos: si x>X,, las

series n%) kun(/iyr) y g v, (f,r)  conver

“k
gen Yr>o0, y si /.L<)Lk, esas mismas series

divergen Yr>0. En particular,

X

f

K Inf{)u>0: un(l(,r)«ao Vr>o}=

ny

= Inf «Ul> 0: n% un()ﬂ)<oc>} 5.Inf:{rl>0:
n>k,

E U P. w] ( '6)“.

“ 7k

Demostracidn: .
= Por las argumentaciones que vamos a emplear y te

niendo en cuenta que log( lan l/r) (n:-.) logianl

Yr>0 ¥y [x](x:w)x, es suficiente demostrar que si ll>)(k,,

D (fless sl pckyy S w(p) =oo,

Sabemos que Xk = 1lim sup --]-'—Qﬁk—p-— <es, Sea )o)lk y )L'e
1 n 1og’a '
ng n ’ v n -
- < n ). s i i
o ln j > no(/t ) Usamos el criterio logarft
- g n
mico de convergencia de series de términos positivos:

E(Xk./“) =3

~~



ogeg]
10&(1/%(1*)) = nf 1= () <oo,
llmninf o8 o P 11mn:1. o >/¢//k > Xun/.

Si es /“Xk y si la serie anterior converge, tendrfamos
lim n~un(}k) = 0 (cfr‘!ZOl , p. 61), ya que la sucesidn u.n(/t)

decrece (aplicar ‘a V‘w y lema 2)=VYnzn_, n° u,n(/&)< 1=>n<
g log '
<ia I/L = 1</¢-1og|a ‘/ logkn =>———15-— </4 Vn;noz
log a,
= st /&: contradiccién. Luego Zun(/k) divergem

. - - w .
DEFINICION 6.~ "Sea « = {an}1e S, con i ()

= k. Con las
mismas notaciones de la Prop. 8, definimos el

género k-&simo

b

P como el nimero entero no

negativo'
= mtn {pef0,1y.0 52 E (B4 <oof (17)
Es claro que P = min {pe{on,...} : un(p+1 yT)<ooVr > 0}:

ns

= min {pe{O,T,...} : vn(p-l‘l)(oo} = min {pe{Oﬂ,...}:
nZa ] i

nE; v, (p+1,r)<e0 ¥r> O} » ¥ que P <X <D + 1. En particular,

Py = [Xk] si X, no es entero. La def. 6 puede aplicarse, pres
cindiendo si es necesario de un mémero finito de términos, a la
sucesién o de A-puntos de una funcidn entera, si estdn en can
tidad infinita (si haybun mﬁ;lero finito, se definirfa Xk = 0).

Entonces pk‘[ek] N st min(ek,pk-I-1).

Nos serd dtil el siguiente lema (131! y De. 324). Convengamos

. 2
en escribir E(u,0) = 1 = u y E(u,p) = (1-u)exp(u + %— + oeee

+ }.’-E) (p = | N
cos 5 P = 142,ss.), que se lloman los factores primarios

de Weierstrass,
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oD : o0 . .
LEMA 3.~ "Sea {an§ 1 €S e Sl‘ {h‘n.§1 ezf una sucesidén de ente

E 14
ros no negativos tales que (r/\anl) by < oo
Nn=

oo
( Yr>0, entonces el producto infinito W(Z)’DE(%’%]

define una funcién entera, de forma que tiene exacta
mente un cero de orden m en & sSiy sflo si a

aparece m veces en la sucesidn dada".

PROPOSICION 9.— "Sea « = {'an}e:e Ses » ie(og) = k, con género

k~-€simo Dyce Entonces el producto infinito

0

Wk(z;o() = ﬁ E(:'n h, ), siendo

0 n<vAk
n - { | (18),
(H-pk) {Té@*} 1 naAk

define una funcién entera, de modo que Wk
posee exactamente un cero de orden m en a

si y sdlo si a aparece m veces en la su
cesidn o«(".

Demostracidén:

Aplfquense conjuntamente el lema 3 junto con la
Prop. 8, teniendo en cuenta que un ndmero finito

de factores polinémicos no alteran la convergencia uniforme en

compactosm

Observemos que este resultado se conoce para k = 1: hn = Py
= género de la sucésién « ., A la vista de ello queda justifica

da la siguiente

DEFINICION 7,.-

, . .
'En las mismas condiciones de la proposicidn
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anterior, llamaremos a Wk(z;o() producto ca~

nénico de fndice k relativo a la sucesién« ",

(I1I. 5) DESARROLLO EN PRODUCTO INFINITO.

Vamos a dar en primer lugar el Teorema de factorizacidén de
Weierstrass para funciones con Indice exponencial finito. Més

generalmente, podemos emunciarlo para funciones con Indice expo

nencial de convergencia finito.

TEOREMA 2 .-~ "Seh f€§ e ié(f) = k. ‘Si f tiene un cero de
orden m en el origen (m»0) ¥y « ={an}°:e Ses
es la sucesidn de cerés no nulos de f, existe
una funcidn ge® tal que

f(z) = 2, e8(2) -Wk(z;O() VYze € (19) ",

Demostracidn:

Los ceros de @(z) = f(z)/z" son los términos
de «, Segin la Prop. 9, (P/Wk es una funcidén

entera sin ceros = ‘f/wk = e® para alguma geg (i36| y Do 248)m

Se sabe que, para k = 1, el orden del producto candnico coin
cide con el exponente de convergencia de la sucesién de ceros
que lo define (‘36[, Pe 251). Bajo algunas condiciones sobre
la sucesidn, generalizeremos la as'sercidn,para ky2. Antes nece

sitamos el siguiente lema, cuya prueba puede hallarse en (I 23',

De 11)0
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LEMA 4.~ "Pa:r‘a‘ py 1 entero y todos los mimeros complejos u,
log [ECu,0)] < Ape[wlP*T/1 4 ]u| (20,

donde Ap = 3e(2 4 log p). Para p =0, | |
10g‘E(u,O)‘4 log(1 +|ul|) (21)",

DEFINICION 8.~ "Sea « = {_an}”;e Sy 1{%) = k. Definimos su

exponente inferior de convergencia k-ésimo,rk,

como el nimero real no negativo:
log) n(r) \
X = lim inf ——m———— ',
I'~—>oco log r

La def. 8 queda justificada a la vista de Prop. 3(b). Es
. 5

obvio que xksxk.

DEFINICION 9.~ "Sea o = {an}?es,,., i () = k. Diremos que o

tiene crecimiento exponencial regular cuando

X% = x}» es decir, cuando existe el lfmite
log, n(r)

lim —————, Expresaremos que « es de cla
Iy  Jog T
se H para significar que )S{> 0, es de creci
miento exponencial regular y verifica la si-
guiente propiedad:
Para cada ae(0,1) y cada Z\>1, existen
cel(a,1), >0 ¥y r, >0 / E (r/!anl)3n<
' r<lan‘°' :
<(n(r>‘) ))L Vr>r -
. o (22),
donde Jj, =14+ h . Una fefg con ie’(f)=k

se dird de crecimiento exponencial regular

(de clase H, resp.) cuendo lo sea la sucesidn
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de sus ceros no nulos",

| . |
TEQREMA 3.~ "Sea « = {an}16 Sws ig(x) = k»2, de clase Hy ex
ponente k-ésimo X . Entonces el k-orden ¢ del prg

ducto candnico Wk(z;o() es igual a K".

©0

Tenemos: W, (z;%) = 1 E(% s ), donde los hy
n= n

estdn dados por (18). Llamamos p al género k-

Demostracidéns

~&simo. Se comprueba sin dificultad que si n» Ay, b > 1, ya

que log x> zlogkx para X3 exp, 11. Apliquemos el lema 4:

log W, (z3x) (...,) f w’, ‘
» KM2iX) £ ZlogE h, Z y la 12 suma es
E(Z ,o)| i‘[ log(1 + ‘z/a )< (2 1/ )r = -

ﬁ log
Ti=

= C>(<-3x1)k__1 (*¥€)) para €> 0 prefijado y r>r, (e) > 0, donde

r ' l habiéndose usado que log(1 JIul)slu‘ YueC.

La 22 suma puede acotarse por E 3e(2 + log h) -(r/rn) an,
~ ny
> Py

con j_ = (p 4+ 1) lognl g3 >1 y r es suficientemente
n logkn

grande, 3e(2 4 log h.n)r‘:’n<rﬁ3n ‘Vn; A . Entonces, si se tiene

E (r/r )jn<ex’ (r’u)' -asintdticamente aré cada
n> A, n Pie-1 ‘ | P W%

tendremos la 22 suma acotada por expk_1(rﬂ/') < eXpy 4 (r*+8 ,

donde g>0 es prefijado y se han elegido p>1,/u>7</ X< ppaxd

Descomponemos (r/r) In =Z_ "'Z—_ =Z "'Z
ny A, ri¢r  Tp>T 1 2

con O<oc1, que se escogerd dependiendo de un g > 0 arbitra

rio. En Z1, n(n(r1/°’) => Z 2__ rin rkn dn I';lkn (kn
_ 10 c'-l-e
= (X4¢) [1-0-‘;-1{-3]). Asf que > _ 42_ (= + (p+1) (1= O,»F—-E—logkn]
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. X+E€
-rr"lkn. Podemos elegir ¢e(0,1) tan préximo a 1 que 0<""""'

¥ (p-l-1)(1-c"1)< X 4 2¢ (recordemos que pgxsp + 1). Las funcio

log logkn
[Jog n(r’!/a‘)] log n(r:/«) ?(r). Por Prop. 8, zr-kn = A<oo
[logkn(r 7)] logn(r /oy
-5« Ap(*42€)T(r) . Tomando logaritmos resulta que

1
nes [x] ¥ og X Som no decrecientes (lema 2) = {_.9.&_1.1.]4

1/ » |
(X + 2¢)T(r)Llog r = (X 4 2¢) —IP& T T/  Por las hipdtesis
log, n(r'/o)

de X >0 y de crecimiento exponencial regular, podemos afirmar

que el cociente que figura como 29 factor supera Xl ry si r

es suficientemente grande = (X 4 2¢) T(r)log r< o + 2¢) ,
a(xX42¢) X - ¢

*log n(rv"') = Z1<A-(n(r1/°')) =€ , Pero n(r)<

< exp,_, (r‘r(x"'é)) asintéticamente si se elige 0‘ cercano a

1, de modo que (X 4 €)>X = n(r1/°")< exXpy (r‘H'E) = ‘Z1<

a(X42€)
<11.-,(<13x.1:;k_'1 (r)q'e)) X =g < eka 1 (r "'ZE) si €>0 es peque

flo, asintdticamente.

Existe una sucesidén o"./‘ 1 que cumple (22). Si se da un
. Xie xie
€>0, elegimos \s>1 con > X .—=>n(t)< exp,_, (t°) asin
téticamente — n(tx) < exp,_. (tX-&E) — (n(t* )) < eka_.l(tx“'zE)
para valores grandes de %, Antes hemos escogido un ¢ > 0 de
pendiendo de £, luego dependerd de X\ y podemos suponer que
es un 0. (elfjase si no otro T, >), Vr>ro, 22 <(n(r>))’.<

<expy (r+2Ey | Resumiendo, Z (z/r,) dn _ O(expk_1(r1+e))
ns

Ve>0mloglwk(z,«)l = O(expk 1 (rJC &) Ves»o S 'W

k(Z;O()l =
= O(exp_(r XdEy

Ve> 0 =—y ¢ € X, pero P> X (Teorema 1)=30 = Xn
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Completemos el Teorema 2 con un resultado que, bajo ciertas

hipétesis, generaliza el Teorema de factorizacidn de Hadamard-

~Borel.

TEOREMA 4 .~ "Sea feé de clase H, ie(f) = k32, ife'(f) =k’

Demostracidn:

con orden k-ésimo ¢ y exXponente k'-ésimo de con
vergencia X, y un cero de orden iIn en el origen
(mzo). Entonces, si o es la sucesién de sus
ceros no nulos, existe ge§ tal que

£(2) = o8B M (z) Vzee  .(23)
de modo que i(el¢k -1 ¥y

¢ =‘méx()(,ek__1(g)); si k'%«k, @ = ek_1(g) (24)
Reciprocazﬁente, si f se factoriza en la forma
(23) para cierta gef y cierta sucesién « € S,
de clase H con ié(o( ) =k’ ¥y eiponen’ce k’~ésimo
de convergenéia X, entonces f es una funcién
entera con un cero de orden m en el origen y un
cero en cada término de «, de modo que ie(f) =k
y se verifica (24) para su orden k-ésimo ¢, siendo

k = mdx(k’,1 + i (&))"

El teorema 2 da el desarrollo (23). Pero, segén

el teorema 3, € .(W .) = X (lo cual es también v§

lido si k‘ = 1) = €k,(szk,) = X<o, De ser k‘%k resulta

0 (2™, ) ¢ X <o (teorema 1) = ¢, (e8) ¢ max(¢, (2"W, .),@, (£)) = ¢
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(corolario 1 al teorema I.6 y Prop. 1.13). Aplicamos el teore

me 1.3 y queda €, ,(8) =€ (ef)¢gcoo=mi(a)<e v €2Xy 02

> ek_,'(g) , es decir, ¢>» méx(%,€k~1(g)). Ahora no hay més que
emplear el corolario 3 al teorema I.6 para deducir & méx(f,ekﬁ1(g
Si k%k =0, (2W, ) =¢, (W) =0=¢ = ek_T(g).v La 28 par

te del enunciado es evidente, usando una técnica parecidam

NOTAS.- 1) Observemos que tenemos otra forma de demostracién del
teorema clésico de Hadamard: Si k =1, £f(z) = eg(z).
«z™.W(z) por el Teorema de Weierstrass. Pero e(W) = X en
este caso y aplicéndo el feorema_I.3 como antes resulta Qid(g)z
= ¢(e8)¢p<w, donde p es el orden de £, Del teorema I.1, g

es un polinomio y @;,(e) = grado(g)==$>grado(g)4[3]-

2) La funcién g de (19) quéda‘determinada salvo adicién de un
mﬁltiplo entero de 2ni. Fijemos aquella‘ g‘= g, tal que |g(04
es minimo (si Im gf(o) = para alguna g,, entonces hay 2 fun
cioﬁes con {g(o)‘ minimo, a saber, g. y &, - 2mi, y éste es el
Unico caso en que hay mds de una; fijamos entonces 8y = gf).

Si se_verifican las hipdtesis del teorema 5, i1=ie(g)gk—1. orde
namos en una sucesidn todas las g posibles: G1 = &g G2 =
=g, + 2ni, G, = g - 2mi, G, = g + 4ui, Gy = g, = 4T, .0

coey Ggm = g, 4 2mmi, (}2de_1 = &, -'2mni,... Si alguna de tales

funciones G, es de clase H, fijamos aquella G = G

n con menor

n. Entonces a G se le puede aplicar el teorema 5, ¥ resulta:
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G(z) = eh(z)-zsowk,,(z;ﬁ) Vze €,
con s3»0 entero, f = {bnﬁ = sucesién de ceros no nulos de G,
k’’ é ie(G)é k-1, ie(h)s i, - 1¢k =2, 611((}) = méx('c,(’i‘l_i(h)
siendo T el exponente k’’-ésimo de convergencia de £ Si al
gune, dé las funciones h posibles fuese de clase H, se podria
repetir el proceso, el cual tendrias necesariamenfe un nimero fi
nito de pasos, pues los Indices de las funciones que van apare

ciendo como exponentes disminuyen en una unidad al menos respec

to de las inmediatas anteriores. En tales hipdtesis tendrfamos

un desarrollo unfvocamente definido en escala de productos cand

nicos y exponenciales:
£(z) = P, 2z eXp(Pzzmzexp(P3zm3exp( .. .eXp(PlzmleQ( Z)) ves))),y

donde 1<k, Mysesesy 0, Q es un polinomio y los P, son pro
ductos candnicos tales que ie(Pj)g k +.1 - j. Llamamos X,l,...
...,)(1, Pysese»)P; @ sSUS respectivos exponentes de convergencia

¥ géneros. Denominamos exponente de convergencia absoluto de f

a X= méx()(.‘,...,)(l) y género de f a q = mé,x(p,l,...,pl,gr(Q
En esta situacidn, es fé4cil probar:
a) ¢ = méx(gr(Q),X,

b) agp¢q + 1,

¢) =i ¢ no es entero, ¢ =X vy 4« =[€] Si ¢ es entero, |

9=¢ o ¢=1, y si ademds X no es entero, ¢ = gr(Q).
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CRECIMIENTO RELATIVO DE FUNCIONES ENTERAS, APORTACIONES AL
ESTUDIO DE LAS FUNCIONES ENTERAS CON [NDICE EXPONENCIAL FINITO.

Luis Bernal Gonzai

CORRECC 10K

El ejemplo dado en la pag., 36 es Incorrecto, debido a que una funcidn entera
n

¢ = 2 -
n ¥nx0 -donde C T T k- debe ser ne

oo
g(z)’= 2; anzn que cumpla a = c
cesartamente un polinomio, En efecto, tal funcién verificarfa 29(z2) = gz(z) +

+ gz(-z) YzeC€, como facilmente se comprueba. Tomando médulos m&ximos sobre |zl=
=r, resulta G(r2)g G(r)2 ¥r>0 (1). Demostremos que una funcidn que‘cumpfe
(1) se reduce a un polinomio, con lo cual tendrTamos ademds que la Prop,\15, aunque

cierta, serfa trivial:

n n
Por induccién, G(r2 )< 6(r)2 Vnal, pues para n=1 es (1) y supuesto para n,
on*1 N n . n+1 ; n
) < G(r )2$(G("),2 )2 = G(r)2 . Fijamos r = e y hacemos X, = rz =

=?G(xn)sG(e)‘onnsx:_(‘, siendo k wun entero »logG(e) =3 por las desigualdades de

G(r

Cauchy, |am\4G(xn)/x’:1‘(x';"m——-—-—>0 Vm>k =g es un polinomio de grado - k como
maximo. "
No obstante, la clase de las funciones que no cumplen la condicién (1;29) no se

reduce a los polinomios, como probamos con el siguiente nuevo ejemplo:

Si Q‘,X,ft‘.t‘ designan respectivamente el orden, orden inferior, tipo y tipo

inferior logarftmicos de g, se verifica (cfr, (*)):

1m inf ee—og " <N - 146 -1 = lim sup logn ()
n 1 1 S 1
log(;log’l/anl) logC;log‘l/an‘)
¢
' (n/g,)"! (n/Q‘)Q'
y llmninf £ t‘ Q'E' = lim nSuP (3).
{logh/a‘n'}e‘ﬂ Togl1/agl 1€ -1
(‘1 -1 e} =1

Aplicando (2) y (3), la funcidn entera trascendente

/8- 1
a(z) = ZO 2P ("/P“a’e (p>1) (h)

tiene crecimiento logaritmico completamente regular, con orden /B y tipo 1,

Por tanto, l_u»nl-s-—i)—% 1 =5 1og G(r) = (1 +¢(r))(log r)P#G(r) = exp((1 +¥(r)
r

*(log r)P), donde hm ¢e(r) = 0, Sea o*e(l,ZI/P) = G(r%) = exp((1+¢(M) (1og ,-G')P)=
= exp(c'P(H?(r"'))(log rP) y G(r) = exp(2(1+¢(r)) (log r)P) =» G(r)z/G(r"') =
= exp((log r)P (2 - oP+ 2¢(r) ~aP(r%))). Pero llm (29(r) - aP(r®)) = 0 =

J29(r) - eR)< 2 -af V> g (re>1) = (log 0P (2 -afr 26(r) - (%)) > 0=
= G(r)2>G(r°') Vr;ror(o')> 0. AsT que g no verifica (1;29), |

En T1a Prop, 1.16 se trataba de dar un contraejemplo de la tesis del teorema i,5

si no se cumplTa (1;29). Puesto el que se da se basa en el ejemplo incorrecto, pro

porcionamos aquf uno basado en la funcidn que acabamos de dar: ''Para cada «e(1,2),

(*) A,R., REDDY, Approximation of an Entire Function. J, of Approx, Theory 3,131, 19



J9eE / Xg(gz)zo(“ (necesariamente Qg(gz)42 por el lema |,7, pero hemos obte
nido eg(gz);0(>l = méx(eg(g).eg(g))). En efecto: ‘

S «el(1,2) esta dado, sea p = log 2/log«>1 y construimos la correspondien
te g de (4). Si G(r) = méngz(z)\ )= r} = G(r)2 = G(r)>G(r7) asintdtl-
camente para cada a'e(1,°(=2]/F) = log ¢! T(r))/10g rre V¥r >ro‘(c')>0 =» tomando
ITmites inferiores, Xg(gz))o’ #)g(gz);o(.
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