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INTRODUCCION

En la Seccidn 1 de este Capftulo formulamos el
froblema fisico bajo consideracidn, describimos su modeliza-
cidn matemftica, y presentamos un detallado desarrollo his-
térico del mismo, resaltandc de forma especial las analogias
que presents con ciertus cuestioﬁes que aparecen en el estu-
dio del plasma confinado en una cavidad toroidal. La Seccidn
2, de car@cter general, resume el espiritu de los préximos
Capitulos, ¥y seﬁala el interés fisico-matemdtico de los re-
sultados obtenidos. Finalmente, en la Seccidn 3, indicamos
los resultados bdsicos del An&dlisis Funcional que utilizare-

mos mas adelante.



CAPITULO I

INTRODUCCION. EL PROBLEMA FISICO Y SU MODELIZACION

MATEMATICA.

1- MOTIVACION FISICA

El estudio de la existencia de vdrtices estaciona-
rios axisimétricos (anillos v6ftices) en un fluido ideal (es de-
cir, no viscoso y de densidad constante) en equilibrio conduce a
ciertos problemas de frontera libre que pueden posteriormente re-
ducirse a problemas elipticos semilineéies. Un vOrtice estaciona=-"
rio axisimétrico es una figura de revoluciénd% en el.espacio Eu-
clideo tridimensional R3‘homeomorfa a un toro en la mayoria de
los casos, y asociada a un campo vectorial continuo y axisimétri-
co Z (l1a velocidad del fluido) de tal forma que se tenga:

(a) TanioJl como q no dependen del tiempo.

(b) La vorticidad w=rot q e nula en R3\A, no Lo es en
J% , Y saldisface una ecuacidn no Lineal de movimienio
que determina, entre otras cosas, La frontenra de A .

() 3 izende'hacia un valor constante en el Angindito.

Se puede adoptar el siguiente puntc de vista, quizas
el mas prdximo a acuellos anillos vértices que aparecen en el
mundo fisico (es el céso, por ejemplo, dc¢ los anillos de humo, de

‘ciertos fenOmenos meteoroldgicos, y de los "hongos" creados por

las grandes explosiones):
"Si La velocidad constante mencionada en (c) estd
onientada (por efemplo) en dirneccién ventical y sentido hacia

abajo, un observador §ifo con respecto al {Luido en el inginiZo



ve un-andillo vérntice que 4e mueve hacia arriba con velocidad

constante y sin cambio de Zamaio o de forma."

(1.1)~ Pescripéidn de las ecuaciones

El problema matemdtico puede formularse en términos
de la funcidn de corriente de STOKES ¥ (muy prdxima al potencial
vectorial del campo de velocidades) como un problema de valores
de contorno para una E.D.P. eliptica semilineal que toma formas
diferentes dentro y fuera de la regi6nd%.

En efecto, denotemos bor

X=[X1,X X3]=[r.cose ,r.senb ,z]

2’
un punto arbitrario de RB; de forma que r, 6 y z son las coorde-
nadas cilindricas del punto X. Utilizaremos de momento corchetes
para expresar las componentes de un campo vectorial (tal como el
campo de las velocidades del fluido) en las direcciones Xj’ y pa-
réntesis para las componentes del mismo en el sistema cilindrico
habitual. Consideremos el flujo axisimétrico de un fluido ideal
_ . - . . > _> >
de den:.'idad p,.con velocidad q y de vorticidad w=rot q=Vxq. La
. .‘,. z > PR

ecuacidn de conservacidn de la masa, V:q=0, debido a la axisi-
metria, puede escribirse también

>

VoZE 1 3 (r q ) + 04, 0,
— e r’ —_—
r or 3z

y por tanto existird una funcidn ¥= ¥(r,z) (funcidn de corrien-

te) tal que

S oY ’ qz=__];§_\g_ 3
3z T

~
M=

r
de igual forma puede deducirse la existencia de un potencial vec-

. > > e
torial %= &(r,z) , que verifica
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q= rot & = (+ 1 3Y ,0 , - 13Y) ,
r 9z - r dr
w= -A% = (0, LY , 0) ,
donde
3 : 2
A= Y3 s Y L= -3 (13 ) -123" .
ij=1 3X§ or r or r 322\

La funcidn ¥ debe ser constante sobre cada superfi-
. . 5> > ] -
cie de corriente, ya que q-V¥= 0; por otra parte, el flujo vo-
lumétrico entre dos superficies de corriente

¥(r,z)=z cte.= Wj , i=1,2,

viene dado por Zﬂ(Wz—Wl).

Con objeto de determinar la E.D.P., del problema,

pongamos
§=(0 ,0,0), juw=Ly,
y definamos el semiplano meridiano |
T ={ (r,z) | (r,z)e R%, >0 } .
Las ecuaciones que rigen el movimiento de un flujo

no viscoso, estacionario y axisimétrico indican-que la magnitud

1l w debe ser constante sobre cada superficie de corriente; de
” .

acuerdo con esto pondremos

w = xrf (¥ ) ,
doﬁde f es una determinada 5unc£§n de vonticidad cuyas carac-
teristicas serdn especificadas m@s adelante; la constante posi-
tiva X es un pardmetro de Lntensidad de vonrnticidad, que supone-
mos conocido. Tomandc ejes fijos com respecto al anillo, llaman-

do A 4 la seccidn meridiana de la regién.é% en I , e igualando

»,



las anteriores expresiones de w obtendremos

9 [ Arf(¥), en A ,

(1.1) L¥z -3 (1 a¥) -1 3%y =
or r dr r -2 -0, en IINA . «
9z .
{
donde ;
(1.2) Y y V¥  son continuas sobre A ;

dado que 93A y el eje de simetria =0 deben ser lineas de co-

rriente, escribiremos

(1.3 ¥ = 0 40bre DA,

(1.4) ¥ =-kx 4o0bre 3N ,

donde k es una constante que se interbre;a como un pan@metno

de fLujo entre el eje r=0 y el anillo. Realmente, la cantidad
de flujo entre el.eje de simetrfa y la frontera 3A del anillo
vortice viene dada ﬁor -2m k . Si el anillo debe moverse con
respecto al fluido en el infinito con velocidad (0,0,W), tendre-
mos también

3

L]

(1.5) A4 0

vz

1 1 > W, cuando r2+z2+ 4o,
r ’ r : :

Q

t

Una de las mayores dificultades del problema (l.1)-
(1.5) estriba en la existencia de una frontera libre JdA , so-
bre la cual el segundo miembro de (1.1) puede presentar una dis-
continuidad en ciertos casos de interés. Con la intencidn de sos-
layarla, recurriremos a la siguiente consecuencia del Paincipdic
def Mdximo (cf. PROTTER-WEINBERGER [50] ) :

"S{ £(¥ )>0 en A, entonces Y¥>0 en A, y ¥<0 en
TN\A".

ve acuerdo con ello, consideraremos funciones de
vorticidad definidas de le [0,+~) , y tal que

£f(+r)=0 , 'Vt;O , f(t)> 0 , Vt>0



y pondremos

A= { x ! x=(r,z)ell, ¥(x)>0 } .
La funcidn

f se supondrda también no-decreciente,
estrictamente creciente si £(t)>0 ,

y cumpliendo una condici®n
T o - 1 , -
de tipo HUlder locaimente en R°. En ése . caso, la teoria de re-

gularidad de soluciones de E.D.P. elipticas muestra que (l.l):
es equivalente a

Ly= Xrf(Y) en I

3
y la frontera libre

A dejari de ser un obstaculo en la re-
solucidén del problema de Dirichlet. Si es necesario, el caso
en que f presenta una discontinuidad en

t=0 puede .ser pos-
teriormente tratado mediante un procedimiento de regulariza-
. -,
‘cion.

Es conveniente descomboner la funcidn de corrien-
te ¥ en la suma
¥(r,z)= u(r,z) - 1 Wrz + k ,
2
donde u= u(r,z)
locidades

es la funcidn de corriente del campo de ve-
inducido por el anillo,

2

y - Wr™ + k

representa
una conduccidn uniforme del fluido.

Oy N

Obsérvese que la energia
cinética del movimiento de vorticidad viene dada por

(1.6 :WpJ 1 !Vulg dx

Hr

= an 1 IV(W‘+ 1 Wr2)|2 dx .
n ¥ 2
Si suponemos que esta energfia cinética estd fija-

da "a priori", las anteriores ecuaciones, en términos de
podran escribirse:

u o, -



Luz -3 ( i du }— 1 Bzu = Arf(u - 1 Wr2 + k ) en I,
T r dr T 2 2
9z
sobre 3n= { x] xm(r,z)eRz, r=0} ,

(1.7) 1. =0

IVulz dx = n>0 (constante conocida)

u
[
m T

Como ya quedd seifialado,

la frontera libre 9A no

interviene en las ecuaciones. Puede ser determinada "a posterio-

ri", a partir de una solucidn u de (1.7), mediante
. 1 2 ’
A={ x| x=(r,z)ell, u(x)> 1 Wr” - k } .
2
Nota 1.1 Si ponemos u'=u+k , y luego llamamos u a u' ,

(1.7) puede formularse equivalentemente como sigue
4

Lus Ju )— Bzu = Arf(u - 1 Wrz) en I

-3
9

H|

r

du 1
r o, 2 2

z

(L.7") 9§

subhre

om |,

y el conjunto A (zona de vbrticidad) queda determinado a partir

de una solucidn u de (1.7') mediante
A={ x| x=(f,z)eH,' u(x)>1 Wrz'} .

2

Podemos considerar de forma andloga el flujo plano

estacionario de un fluido en R” que contenga regiones de vorti-

cidad; mediante la introduccidn de una nueva funcidn de corrien-

te ¥ , y tijando "a priori" 1la energia cinética desprendida en

el movimiento de vorticidad, el problema fisico posee una formu-

lacidn matemd+ica andloga a (1.1)-(1.6), que, tras el cambio

¥(r,z)= u(r,z)- Wr + k ,



(1.8") 9

se reduce a

[ 97 32u
~Auz - “fg - —— = A (u-Wr+k) en [,
2 2
or 9z
(1.8) | u=0 4so0bre 31,
3
J' qu‘zdx=n' ’
It
.

la regidn de vorticidad viene en este caso dada bor el conjunto
A={x|x=(r,z)el , u(x)>Wr-k}

Para el problema (1.8) es valida la observacidn he-

cha en la Nota 1.}, y, en particular, obtenmemos la formulacidn

equivalente

2
-AuzE = —m - -—-—2— = )\f(u—Wr) en H,'
u=k Adobre 31 ,

(qu[de"n ’

I v :
quedando determinada "a posteriori" la regidn A por

A={x|x=(r,z)el , u(x)>Wr} ,

donde u es la solucidn de (1.8')..

Nota 1.2 Notese la gran énalogia entre los problemas (1.7) y

(1.8) considerados aqui las ecuaciones que describen el com-
qui, y q _
portamiento del plasma confinado en una cavidad toroidal (maqui-

na Tokamak) (cf. SHAFRANOV [s5] , BERESTYCKI [c] vy BERESTYCKI-

BREZIS [8,9]). um

“(1.2)- Desarrollo histdrico del problema
Una cuestidn cldsica de la Mecdnica de Fluidos ha
sido la demostracidn de existencia de soluciones de las ecua-

ciones que gobiernan el movimiento de un fluido ideal que re-
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presenten anillos vdrtices estacionarios. Ya en 1858, HELMHOLTZ
B9 considerd los anitlos de pequeiia seccidn como uno de los- dos
casos extremoé, y dedujo de 1la posibilidad de conYenithes apro-
ximaciones que tales anillos se movian "éon velocidadAﬁ;y gran-—
de y aproximadamente constante". E1l problema fue reconsiderado
bor Kelvin en 1910 (cf. THOMSON Eﬂﬂ); dando por supuesta la
existeﬁcia de ciertos anillos estacionarios de pequeﬁa seccidn,
€ste calculaba una aproximacidn expliIcita de su velocidad de
propagaciGn, establecia un principio variacional (curipsamente
valido para vdrtices estacionarios no restringidos a la sime-
tria axial, pero formulado s8lo en términos fisicos, y con una
obscura base analitica), conjeturaba la existencia de ciertas
configﬁraciones de vdrtices no axisimétricos, y probonia una
teoria de la estructura atdémica basada en el concebto de vorti-
cidad. HICKS @ﬂ y DYSON @ﬂ, nuevamente suponiendo la existen~-
cia de anillos vdrtices estacioﬁarios de bequeﬁa seccidn y mag-
nitud 1 w constante, calcularon la propagacidn de los mismos
de form: més sistemdtica que'Kelvin; en particular, Dyson cal-
culd los desarro%los de las expresiones que dan la configura-
cidén y la velocidad en funcidn de un pequeito barémetro hasta
los té&€rminos de cuarto orden.

En cuanto al otro czso éxtremo (anillos de ghan
Aeccédn),,HILL [éd descubrid en 1894 una solucidn exacta expli-
cita con 1 w constante, para la cual el aniilo es realmente

T
una bola de R3. En el caso

1, 44 s>0 ,
(1.9a) f(s)= )
0, 44 s<0 ,

(1.9b)

o
I
<
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esta solucidn se encuentra como sigue. Sean R ,0 las coorde-

nadas esféricas del sistema de referencia habitual:
r= Resen® , z= Recos® .

Si admitimos de que una esfera R=a puede servir
de frontera del anillo, y resolvemos (1.1)-(1.5) separadamen-

te para Rfa y para R2>a , obtenemos

ol

1 _ARAsenz[(az-Rz)e] R 44 R<a ,
10
Y= 9 2
- 1 WR senz[(l— 33)6] . 44 R>a ,
2 B
\ ’ R

donde la soluccidn exterior representa el flujo irrotacional
cldsico asociado a una esfera. La eleccidn Akazlw = 15/2

‘hacé oY continua sobre la esfera R=a , y todas las ecuacio-
nes (1??)—(1.5) son satisfechas (cf. NORBURY @9):

Nota 1.3 Un anillo de pequefia seccidn puede ser definido en
términos ae'un pequeiio parametro positivo € , como aquel cuya
zona de vorticidad Ae contiene al menos un punto @€.,0) en

el cual Vy=0 , y posee area

2£2

m(A )= 7ge + o(e?).
€

Si se han fijado los parametros £ y ¢ , y no Wy

k  (€stos serdn determinados a partir de la solucidn), tomamos
2 .

_ A proporcional a 1/¢” , de manera que, definiendo las coorde-

nadas (s,t) mediante

r-£= ¢ls.cos t z= ¢ls+sen t ,
la solucidn fundamental del operador -l (cf.FRAENKEL-BERGER
[3§) se convierte, para valores acotados de s y S, , cn

»,
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P(ro,zo3;r,z)= 1 { log 8 -2 + o(eloge)} ,

donde

!s—s° 2 . s2 + so2 - 28s,*cos(t—-t,) .

Esta es esencialmente la férmula utilizada por o~
Helmholtz para, al combinarla con la expresidn de la solucidn

de (1.1)-(1.5) en funcidén de la solucién fundamental

.
2

¥(ro,20)= - 1 Wre + k +Aj rP(ro,z03r,2z) £(¥) dx ,
2 S .
(1.10) 9 - €

¥l 70
€

.
deducir una velocidad de propagacidn W 'grande'" y "aproxima-

damente constante'". Kelvin, Hicks y Dyson afiadieron la condi-
cidén f cte. y la suposicidn de ser 3A aproximadamente cir-
cular, para asi obtener estimaciones de la misma.

En rigor (cf. FRAENKEL E3d) debe imponerse

¥ =0 |, cuandoe s=0 ,

y 1a'constante ¥ debe dejarse.libre; la funcidn £ suele

9A
tomarse positiva y continuamente diferenciable en (-«,0], con
derivada uniformemente acotada (la condiciénvde positividad
ﬁuede ser ligeramente debilitada). Basta entences resolver
(1.10) en A , ya que esta misma expresidén define V¥ en todo
R3, y una primera "aproximacidn formal" V¥.,= ¥,(s) se obtie-
ne al resolver la E.D.O. |

—Aof(‘il) [ S<1 b

1
ss = s
s

que contiene los +t3drminos dominarntes de (1.1), y en la cual,
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Ao= €2A£4 ec independientie de € . Esta funcidn es la primera
_de una sucesidn de aprcximaciones sucesivas que convergen en A
mara valores dz2 & que tienden a 0 . En este caso particular
resultra que la constante de flujo k es "grande'". M&s precisa-
mente, si Tpn es la energfa cinética del movimiento de vorti-
cidad, entonces el radio

kw1/3n—2/3 §'}2/3

€

Ir

ojw

{1, log
-

Las configuraciones estudiadas por Kelvin en 1910
condujeron a TAIT [§ﬂ a escribir las primeras notas sobre la
teoria de nudos topoldgicos; la teoria de vértices atémicos ha
dado lugar, por su péfte, a la mcdelizacidn de ciertos proble-
mas en Fisica de bajas tempefaturas*(superconductividad, super-
fluidez), comoc por ejemplo, los trétadOS«en FEYNMANI?§ y DONNELLY~-
ROBERTS @ﬂ. Adem3s, el desarrollo histdrico de la teorfa de
anillos vortices muestra ia analogia con otros problemas de
tipo frontera 1ibre,vdonde, haﬁlando-"a grosso modo", se pro-
duce un fendmeno de confinamiento; entre ellos, puede citarse
el problema de la Fisica de Plasmas (cf. TEMAM [5§, BERESTYCKI-
BREZIS [8]; sin embargo, pueden encéntrarse en TEMAMiﬁ@ otros
modelos de distinta naturaleza para‘el estudio del equiliBrio
del plasma), la deicerminacidn de la configuracidn de equilibrio
de estrellas fiuidas en rotacidn (cf. AUCHMUTY—BEALS[g] , LIONS,
P.L. Euﬂ)'y ciertos problemas no-lineales en la teoria de Thomas-

Fermi (cf. BENILAN-BREZIS[4] y.LIONS, P.L. [41]).

"Nota 1.4 En (1.7)-(1.8), la tercera condicidn puede ser inter-
pretada como una normalizacidn restrictiva. En el modelo que

describe el equilibrio de un plasma aximétrico confinado en una
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cavidad toroidal evocado anteriormente, el sistema viene re-

gido por las ecuaciones:

luz - 3 (1 308u) -1 Bzu = Ag(x,u) en Qcocn {acotado)
ar r av Fy 2 ’
9z
(1.11){ 9= k s0bre r=93Q (k es una constante desconocida)
_f 1 3u dl = I>0 ,
r ¢ on
donde 3 representa la derivada en la direccidn de la normal

n
exterior en los puntos de T . EsteAproblema ha sido estudia-
E i ’ +_
.do por TEMAM [59 y PUEL Eﬂ en el caso modelo g(r,u) = u =
zmdx (u,0) , y por BERESTYCKI-BREZIS [8,9] en un caso mas ge-
neral; para una deduccidn exacta de las ecuaciones que gobier-
nan este fendmeno véase MERCIER @ﬂ , v el Apéndice de TEMAM

@@ . Este Gltimo prueba la existencia de al menos un par (u,i),

solucidn del problema de autovalores no lineal

r B
fu =-3 (1 3u) -1 azu =xg(x,u) en Qo
,or r dr r 2 :
3z
u=k s0bre T=3n (k es una constante desconocida)
(1.12‘)< —f‘lﬁ.‘i dr = I1>0 ,
P "&t aﬂ R N T
fG(x,u) dx = C>0 ,
L Q
donde
z 5ol
G(x,z)=f_g(x,s) ds , +(x,z)eQxR .

0

y ©C es una constante positiva arbitraria, bajo ciertas condi-

ciones (algo restrictivas) para la funcidén g . Posteriormente,
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BERESTYCKI-BREZIS [3] estzblecen la existencia de solucibp
de (1.12), fijando "a priori" el valor de A , y eliminan-

do la restriccidn

J G(x,u) dx= C .
Q
PUEL [5:& y TEMAM [E)Q dan un.resultado de exis-

‘tencia para (1.11) con .A_, I>0 dados, dejando el ?ar (u,k)
como incdgnita del sistema y tomando g(x:z,u)= u+ . Este {l-
timo y DAMLAMIAM-PUEL [21] demuestran seguidamente un resulta-
do parcial de unicidad del broblema (mientras que SCHAEFFER
E@] establece un resuitado de no unicidad). Las distintas
formulaciones ("primal" y "dual" en la terminologfa clasi-
ca del Analisis no Convexo) de (1.il), asi como su equiva-
lencia pueden encontrarse en DAMLAMIAN @é]. Finalmente,
BERESTYCKI-BREZIS [9] estudian la existencia y unicidad de
(1.11), donde de nuevo A e I son constantes ﬁositivas da-
das, las incognifas son la funcién wu y el parimetro k ,

y la funcidn g es continua de ﬁxR1+[O,+w), y verifica
(i) g(x,z)=0, Vxeﬁ , Vz;o R
(i1). g(x,z)<g(x,z") , anﬁ s Vz,z'eR1 . z;z'l.

(iii) 1im g(x,z)/zP=0 uniformemente en =xe@ ,
Z>+oo -

donde
l<p<+e , si N<2

p=N/(N-2) , si N>3

(iv) 1im f g(x,z) dx>1I
A )
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La existencia de soluciones de (l.11) queda de-
mostrada en [9]tanto por métodos variacionales (que caracte-—
rizan la soluccién como un punto critico de un apnopiadg fun-
cional, interviniendo la traza sobre la frontera como multi-
plicador de Lagrange asociado a la condicidn de normalizacidn),
como por métodos de tipo topoldgicos (que caracterizan la so-
lucidn como punto fijo de un apropiado operador). La estructu-
ra variacional dé (1.11) se debe a la linealidad en u del
primer miembro de la restriccidn

—f_l__@_g_dr=1.
T T in '

La demostracidn matemdtica de la existencia de
solucidn de (1.7) fue considerada potr primera vez por
LICHTENSTEIN BQ],para el caso particular de vortices de pe-

quefia seccidn y magnitud 1 w constante. Este trabajo si-
r : :

gue una técnica constructiva, pero tambien posee serios erro-
res de tipo aritmético. Ha sido posteridrmente corregido y
extendido al caso de funciones de Vorticidad mas generales
en FRAENKEL Dﬂ. Por ctra parte, en 1972, NORBURY @@ dio u-
na demostracidn constructiva de la existencia de amillos es-

tacionarios de magnitud w constante, proximos al vdrtice

1
T
de Hill, pero homeomorfos a un toro sdolido.

La existencia de otros vdrtices estacionarios se
conjetura en NORBURY Ei] mediante resultados numéricos que
describen la familia uniparamétrica de anillos de magnitud
1l w constante que se "deforman" en el plano, con estado ini-
T
cial de pequeiia seccidn y con estado final esférico (o vorti-



16 R

ce de Hill). ‘

En 1974, FRAENKEL-BERGER [33 establccen de mane-
ra definitiva la existencia de soluccidn del prdblema siguien-
te:

"Dados W>0, k<0, n>0 y una funcibn f:R1+[0,+w)
. no-decreciente y Localmente Hvldern-continua, hallan
1] una funcibén u Yy un paramétro real A>0 tales que u

Yy X satisfagan Las ecuaciones (1.7)".

En primer lugar, estos autores se restringen al
caso en que (l1.7) se formula en un cilindro acotado V de Rz,
y demuestran que las soluciones (u,X) quedan caracterizadas
como puntos crIticos<de un determinado funcional definido en-
un apropiado espacio de Hilbert. Después, utilizando la carac-
terizacidén variacional isoperimétrica, la simetrizacidn de
Steiner (véase, por ejemplo, POLYA—SZEGB‘B§) y el principio
del miximo generalizado (cf. LITTMAN B@), deducen ciertas
propiedades y estimaciones de las soluciones que, mediante
un: argumento secuencial, conducen a la existencia de solucio-
nes. Un resultado andlogo es obtenido por NORBURY @@ en el
caso de las ecuaciones (1.8).

Nota 1.5 Las demostraciones de estos dos fesultados reﬁosan,

en realidad, sobre un método variacional, bastante natural en

~cada caso, que consiste, por ejemplo para (1.7), en maximizar

A 2
f Flu-W r_ gx |, sujeto a

1 2 _
Q 2 T IVuI dx=n ,
a

{

|

J "
o

donde .
[s
F(s)= J f(c) do ,

0
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y Qa es el cilindro acotado (0,a)X(-a,a). Esto explica na-
ralmente la aparicidn de un multiplicador de Lagrange X en
(1.7'").. Asi, si A no estid fijado "a priori", elvproblgma de
valores propios no lineal (1.7') posee estructura variacional,
Yy es precisamente desde este punto de vista desde el que A
se interpreta como un pardmetro de intensidad de voirticidad.

AMBROSETTI-MANCINI [2] estudian un problema ana-
logo, bajo hipdtesis muy restrictivas para la funcidén £ , 'y
sin fijar la energia wpn (con k y W dados). Se trata
entonces de un problema de valores de contorno eliptico y se-
milineal de tibo cliasico, para el cual puede obtenerse una
solucidn no trivial, por un método tambien de tipo variacio-
nal, |

Finalmente, BERESTYCKI [5,6] considera un proble~
na algo mds general que (1.7)-(1.8), ﬁero formulado.en un
abierto acotado de R2 contenido én I . La existencia de solu-
ciones del correspondiente problema (ahonra con A>0, nSO y
W>0 (6 k<0) d&do/s, y dejando como incognifa el parn (u,k) (resp.
(ﬁ,W)), puede obtenerse utilizando razonamientos de tibo topo-
18gico que quedan descritos en la seccidn 1 del Capitulo si-
guiente. En lo que sigue, nos referiremos constantemente a los
problemas (1.7%) y (1.8%), obtenidos de (1.7) y (1.8) res?ec—
tivamente sustituyendo I por & , y 9 por T , donde Q
es un abierto acotado contenido en 1 de frontera TI=3Q su-
ficientemente regular. Estos problemas ﬁarecen tener interés
fisico por si solos, y permiten poxr paso al limite (cuando
Q>0 ) estudiar (1.7) y (1.8); en este sentido, es necesario

hacer referencia a los trabajos sobre la simetria de GUIDAS-
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NI-NIREMBERG [33], a ciertas técuicas de acotacidn de
CAFFARELLI-FRIEDMAN [l{], y a razonamientos similares a los
utilizados en FRAENKEL-BERGER [32] y én NORBRURY [46]. Algu-
nos resultados parciales sobre la existencia de solucicnes
pueden encontrarse en BERESTYCKI-LIONS, P.L. [11] y BERESTYCKI"

-FERNANDEZ CARA-GLOWINSKI [1¢].

Nota 1.6 Los problemas considerados consisten en

(a) determinar la estructura y la velocidad de
propagacidn de un v6rtice para el cual se conoce la cantidad
de flujo entre el eje de simetrfia y la regién de vorticidad,
y la energia cinética desprendida en el movimiento de vorti-
cidad, y

(b) determinaf la estructura y el flujo de entra-
da en un vdrtice para el que se conocen la velocidad de ?ropa—
~gacidn (en el infinito) y la energfa cinética.

Parece ser que en ciertas situaciones experimen-
tales, si bien se conocen los otros ﬁarémetros, resulta difi-

"a priori" la velocidad a la cual

cil por el contrario fijar
va a desplazarse el anillo en régimen estacionario. Andloga-
mente, (b) aparece en algunos casos en los que el cdlculo

experimental del par@metro k resulta excesivamente complica-

do.
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2- INTERES DEL PROBLEMA

En este trabajo,kel objetivo fundamental es obte-
ner resultados de aproximacidn numérica de los anteriorés pro-
blemas. Para ello, es preciso en primer lugar dar un esquema
finito-dimensional que lo "discretice'" formalmente, y estudiar
después las correspondientes propiedades de estabilidad, con-
sistencia y convergencia. Posteriormente daremos algoritmos
que converjan hacia una solucidn (aproximada), y finalmente,
caracterizareﬁos la o lasAsoluciones asi obtenidas.

El problema numérico asociado al estudio de los
vdortices estacionarios axisimétricos no ha sido abordado has-
ta el momento en la literatura mateﬁética, si hacemos excep-
cidn de FERNANDEZFCARA B526] , FERNANDEZ CARA-GLOWINSKI Dbgl,
BERESTYCKI-FERNANDEZ CARA-GLOWINSKI [0, y los trabajos de
Fraenkel sobre vdértices de pequefla seccidn y de Norbury sobre
deformacidn de voértices, a los que antes nos hemos referido,

En el prdximo Cabitulo éstudiamos una propiedad
de regularizacidn que permite, como se Veré, asociar en el sen-
tido de los minimos cuadrados un problema de optimizacidn sin
restricciones (susceptible de £ratamiento numérico por ejemplo
bor métodos de tipo gradiente), a (1.7%) y (1.8%). Tambien ha-
remos notar que las propiedades de monotonia (cf. STAMPACCHIA
Eg) asociadas de forma natural al problema, son aprovechables
desde el punto de vista numérico, y permiten formular algorit—
mos con buenas propiedades de convergenéia.

Muchas cuestiones interesantes quedadn abiertas,
Entre ellas, sefialamos la concerniente a la resolubilidad com-

pleta del problema, en particular la cusencia de resultados de
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unicidad, y la inexistencia de formulaciones variacionales equi-
valentes seria de todas formas iqteresante ver si se pueden
construir prbblemas variacionales asociados.

El tratamiento de las soluciones aisladas (fuerte--
mente motivadas desde el punto de vista fisico) se desarrolla
en el Capitulo 3, mediante una sencilla aplicacidn del Teorema
de Newton- Kantorovitch; finalmente, sefialemos que ofrece gran
interés tanto fisico como matemitico el estudiar la dependencia
entre los pardmetros-soluciones W y k (velécidada de propaga~

cidén y cantidad de fiujo), lo cual ha sido el objeto de @@.
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3- CONCEPTOS PREVIOS

En lo que sigue, y mientras no se advierta lo con-
trario, representaré un abierto acotado de RN (N en;groil)
"suficientemente regular", es decir, de frontera TI=3Q que
sea una variedad (N-1)-dimensional por gjemplo 1l vez diferen-
ciable con continuidad a trozos, tal que Q estdi localmente
a un lado de T . D(Q) representa el espacio de las funcio-
nes indefinidamente diferenciables (con valores en Rl) y so-

porte compacto contenido en Q , y se dota de la topologia 1i-

mite inductivo definida por los espacios vectoriales

D (2) = (4] 6cC”(R), sop($)CK } ,

donde KCQ es compacto, que poseen a su vez estructura de es-
pacios localmente convexos para las seminormas:
m a
pK(¢) = sup |3 ¢(x)], ¢eDK(Q) m>1.
o <m
xeK ,

E1l dual D'(Q) de D(Q) es el espacio de las distri-
buciones sobre £ , y una forma lineal T sobre D(Q) serd
una distribucidn sobre £ si y s8lo si es secuencialmente con-
tinua en el origen de D(Q) . Dados TeD'(Q) vy

a= (al,az, ...,aN)sNN , la derivada de T de orden a es la

distribucidn 9%T , definida por
%195 = (-13%er, 05, Wsen (o

donde <+,+> es la dualidad D'(Q), D(Q) .

Dados un entero m>0 y un real p2l , definimos

el espacio de Sobolevw

W Peay= {£] ferP(ay; 9%=LP(R), Va:ldl;m'},
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donde las derivadas anteriores se entienden en el sentido de

las distribuciones sobre § . Estcs espacios se dotan de las
normas correspondientes "-n o , dadas por
W P(q)
1/p '
(3.1) “f“ . =( f]a“f!pdx) erwm’P ) ,
CwT @) Jalsm o

Yy para las cuales poseen estructura de Banach. En particular,

para p=2 , obtenemos los Hm(Q)EWm’Z(Q) s que son de hecho

espacios de Hilbert, pues las normas ”.” - E,'l m.2 de-
H(Q) Wl o)
rivan de los correspondientes productos escalares
(3.2)  (f£,8) = t‘fa“f-af"g dx Vf,genm(n)
H () |a]<m

f

En general, ©D(R) no es denso en Hm(Q) si m>1,
Sea entonces, para m>1 , HT(Q) la. adherencia de 7D(Q) en
Hm(Q) s esto es, la complexidn de D(Q) para el producto es-—
calar (3.2); un producto escalar sobre H?(Q) ,'equivalente a

€ste viene dado por

' f 0%f. 3% dx Vf,geu?tnj

(3.3) (£,8) _ =§
: He(Q) IQ =m Q

Realmente, H?(Q), no es mis que el niicleo de la

aplicacidn "traza®

‘m-1 .
y H™(Q) - ] Hm—J_l/z(P)',
j=0

prolongacidn continua de la aplicacidn ¢+(¢lr‘éi!r,,;;amfl¢ )
v ‘avmjl

de Cm(§)+ L2(I')m , donde 3  representa la derivada en la di-
oV '
reccidén de la normal exterior em los puntos de T , los H'(r) ,

para r entero >0, son los andlogos a los 1"(Q) para la medida

i
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. L . ~-r
superficial sobre I inducida por cartas locales, los H (I)
. . S,
son sus respectivos duales topoldgicos, y los H" () , con
0<r-l<s<r =zentero, son los espacios de las "trazas" (& valo-

res en el origen) tomadas pbr las funciones f que verifican
£e1.2(0,4=; BU(I)), “fer?(0,4= 5 L2(D))
con v= a+l/2 , (l1- v)r=s .

En los prdximos Capitulos serdn casi constante-
mente utilizadas £as Anclusiones de Sobolev: |

"Sea m un entero > 1 , y p un real > 1, Se
tiene:

(a) Wm’p(Q)C;Lq(Q) (con inyeccidn continua), 54

(c) wm’P(Q)c;Ck’“(ﬁ), 54 m - N >k +a , k es un en-

|2

terno > 0 y o es un real que vendigica O<oa<l ",

En (c), el espacio Ck’a(ﬁ) es el conjunto de las
funciones de clase Ck en § (restricciones a §Q de funcio-

k ’ .
nes de (RN)) tales que todas sus derivadas de orden < k
verifican una condicidh de tipo Holder de exponente a . Este

espacio posee estructura de Banach para la norma

sup ]an(x)|+ sup l@sf(X)—BBf(y)] ,erck’“(ﬁ)‘

£ =
| "ck’“<9) 8]k 8]k | x-y|®
xed X,yeQ
x#y

Dados dos espacios normados E y F , y un opera-
dor T: E »F, se dice que T es compacto si la imagen T(A)

de todo acotado A de E es relativamente compacto en F ; el
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el operador T es, pues, compacto, si y sblo si de toda suce-
- sidn {T(xn)} de elementos de T(E) tal que {xn} ‘es acota-
da, puede extracrse una subsucesidn convergente en F . En vir-
tud del Teorema de Extensibfn de Calderén, las inyecciones de
Sobolev de los apartados (a) y (c) anteriores son compactas si
las desigualdades que las siguen son estrictas (cf. KONDRACHOFF
[37]; véase también BERGER [12]).

También utilizaremos en lo que sigue la siguiente
consecuencia de Teonrema de Riesz (cf. YOSHIDA [62])

"Sea H un espacio de Hilbent, (u,v)> a(u,v) uha
jorma bilineal, continua y qoencéva s0bre H (L.e.:

a(v,v)> a V”é’ %VEH, a>0)y £ una forma Lineal continua 80-

bre H. EL problema

Hatlan wueH, tal que:
(3.4) .
a(u,v)=£(v) VVEH,

posee una soluciin dnica ueH, y La apKLcacLén fru=u(f) que a
cada £ Le hace cornesponden La so0lucddr u(f) de (3.4) es un
Léomohﬂiémo de‘H'+H . Adamda, 44 La gonrma bilineal a(+,+) eb
simétrica, (3.4)es equivalente ak problema de dptLMLzagidn

Hallan uedH , tal que:
(3.5)
J(u)= min J(v), J(v)= 1/2 a(v,v)-£f(v)".
veH ‘

Sea | el operador lineal en derivadas parciales

N
L=-} 3

133=1 3xi 89X .
J

1,=- .
(aij (x) 9 ? . aij=ajieC () (por egeﬁplo),

para el que suponemos que se verifica la condicidn de elipti-

cidad uniforme {(sobre H%(Q)):

- N )
. ".2 -aij(X)EiEj 2 a]EI » VgaR
i,j=1

N -
, Vxeﬂ ,, a>0;3
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el operador L estd asociado de manera natural a la forma
bilineal continua y coerciva sobre H%(Q) (u,v)+a(u,v) ,
donde
q , 1
a(u,v)= z f aij(x)au dv dx , Vu,veHO(Q).
1,J=l Q Exi axj
. -1 1
Si llamamos H “(Q) al dual de H,L(Q) , para ca-
da feH—l(Q) , el correspondiente problema (3.4) tendrd por
lo tanto una solucidn finica. De forma clidsica se deduce ademis
que la solucidn u de (3.4) satisface, al menos formalmente,

el problema de Dirichlet homogéneo

Luz - 2'3 (ai.(x)‘au Y= £ Qh Q .,
IxX. J 9X.
(3.6) i ]
u=0 sobre T, '

Si feLZ(Q) , esta (clase de) funcidn(es) define
una‘ﬁnica forma lineal continua. ¥ sobre H%(Q) , mediante
las relaciones

¥lu)= [f-u dx , Vuenl(o),

f

vy, por abuso del lenguaje, llamamos f a ¥ . En esté caso, 193
resultados clidsicos de regularidad implican ueH%(Q)r\HZ(Q) .
Mas generalmente, tenemos

84 p>1 y £eLP(Q) , entonces uewz’p(ﬂ)r\Hi(Q) s

54 020 y £eC%(R)=c02% (@) , entonces ueC2%(H);
en este {Ultimo caso la ecuacidn (3.6) se verifica adem@s pun-
tualmente, y tiene valided el célebre Pralncipio del Miximo:

"Si £20 en @, 4 bien u=0 (Lo que Limplica necesa-

rdlamente £=0}, 6 bien u>0 en Q y 3u<0 sobre T".
LAY

Nota 3.1 Una versidn mas general de este principio (inclu-
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yendo el caso de discontinuidad de los aij) puede encontrar-
se en [5.6] e

Para la demostracidn de la existencia de solucio~-
nes de nuestro problema recurrimos al Teorema del Punto Fijfo
de Schauden:

"Sea E un espacio de Banach, y T:E-E Uun operd-
dorn compacto que thansforma un convexo cerrado y acotado ¢ de
E en s£ mismo. Entonces T posee al menos un punto §ifo en c".

Una versidn en dimensidn finita viene dada por el
Teorema de Brower:

"Sea E un espacio de Banach de dimenALén f§indita,

Y T:E~E un operador continuo que t&anbﬁonma‘un compacto convexo
c de E en 8L mismo. Entonces T posee al menos un punto fLfo
en C"o ‘

Finalmente, con objeto de estudiar el comportamien-
to de las soluciones aisladas, necesitaremos el TeanemaAde
Newton-KanZorovitch, cuyo enunciado.es el siguiente:i

"Sea H un espacio de Hilbert real de norma “-"H,
cuya noama dual asociada (en el espacio dual H') es ”-”H,. Sea
<+,+*> La dualidad entre H' y H, Yy T:iHXH-R® una apzicacéén no .
Lineal con nespecto a su primena variable, tal que T(u,+)eH' ,

VueH. Sea feH', y consideremos el problema

Hallan uaHI, tal que:
(3.7)
T(u,v)=<f,v> , VVEH .

Supongamos que existe u®eH, tal que:

(i) Pana cada veH, u>T(u,v) es diferenciable-Fréchet

en
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Q(u®;R)={u|ueH, ”u—u° <R} ,

H
con derlvada 3, T(u,v)
. . 2 v
(ii) exLste y>0, fLal que <31T(u,v),v> ;_Y”v”H , veH;
(iii) exdLste K>0, tal que

= K”“"t”H'“V!
(iv) exiéte‘xgo;~ia£ que &= KA <1, a> 1 “f-T(U°,')“H'
Y ;,‘2< Y :

y the % (1-/1-2% y< R.

a"
alT(u,V) —alT(u’\,)"H';

, 3" -
qa Vveﬁ, A4 u,ueQ(u’;R).

5

Entonces:
1°)EL problema (3.7) admite una Aoﬁucijn

u*sB(u°;t*)={u|ueH, “u—u°lH

< t*},que es ef Limite (en H) de

La Aucebién'{uk} de puntos de Q(u®;R), bien definida por Las

Lleraciones
/
Gk kL Y a0
donde 251 es La dnica solucidn dek problema Lineal
" Hallan zeH,, tal que:
(3.8) <3iT(uk,v),z> = <f,v> - T(uk',v) , \/VEH;

2°)Esta éozucién u* es La @nica en La bola abdlens
fta Q(u®;p), donde p= min (R,Y/K);

3°)SL exdste una funcdidn J:N+Rl, tal que su de-
rivada J'(u) verdfica: '

<J'"(u) ,v> = T(u,?)—<f,v> s VVEH s

entonces u* es el minimo Local en Q(u®;p) de J."

Nota 3.2 Para la demostracidn de este Teorema, véase ORTEGA

b7 e
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INTRODUCCION

En la Seccidn 1 de este Capitulo, recordamos
los resultados de BERESTYCKI [5] para el problema modelo ge-
neral, y aplicamos razonamientos similares para el problema
discreto asociado, formulacidn en elementos finitoé, obte-
niéndose la existencia de soluciones, tras las resﬁectivas
aplicaciones de los Teoxremas de Schauden y de Brower def Pun-
Lo Fifo. La diferenciabilidad del operador que interviene
en cada formulacidn se considera en la Seccidn 2, y permite
posteriormente formular equivalentemente lﬁs problemas consi-
derados en el sentido de los minimos cuadrados. En la Seccidn
3 desarrollamos un algoritmo iterativo que se nutre de las
propiedades de monotonfa del problema, Finalmente, aplicamos
en la Seccidén 4 un procedimiento de regularizacidn a dos

ejemplos tipicos "no diferenciables".
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CAPITULO II

"RESULTALOS DE EXISTENCIA, REGULARIDAD, MONOTONIA

Y REGULARIZACION.

1- FORMULACION DE LOS PROBLEMAS. EXISTENCIA DE SOLUCIONES

(1.1)- E1 problema continuo

Sea QC:RN (N entero >1) un abierto acotado “su-

ficiente regular" de frontera TI=3Q , y sea

3 3,

L E*fX ) (ai.(x)
L o i
ij

_ 1, - .
con aij_ajiec (@) (por ejemplo), tales que

) 2 V =( yerRY c.p.d.en @
i §=1 aij(x)gigj ; otlil ’ g= Elsgzs'OOEN € P.a. ,

para un o>0. Pongamos

N 1
a(u,v)= z aij(x) du v dx, V\hVEHo(Q)'
i,i=1 ox; %,

La forma bilineal (u,v)»>a(u,v) es entonces conti-

v“zzaf|Vv|2dx,
£

nua y coerciva sobre HE(Q), pues a(v,v);gl

VveHl(Q). Consideremos el siguiente problema
¢

Hallar ueHZ(Q), Y vsRl, tales que:

(6)) Lu=g(x,u-vp(x)) en Q ,

u=0 so0bre T ,

Lo N
a(u;u)? Z ' f aij(x)'au du dx = n ,
i,j=1 Q axi ij

donde:

({71) - peC°(R) , p>0 en Q ,
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(1.2) n>0 es una constante dada,

(1.3) La 6unc£dn (x,8)>g(x,s), dé ﬁxR1+R1, verd gleas

(1.3a) geCo(axrl), g0 ,

(1.3b) 3S°€R1, tal que g(x,s)=0 , para Xe S<So

(1.3¢) Vxeq , S§g(x,s) es crecdente, y estrnictamente cre-
ciente 54 g(x,s)>0 ,

(1.3d) 1fm g(x,s) =0 uniformemente en xeQ ,

-+
s>t SB

l<p<tw , 44 N<2 ,

donde
l<p< N+2 , 54 N>3 ,
N-2

(1.3e) 1fm  g(x,s)=+= undiformemente en un ablerto no va
S+

efo Q.C0.CQ -
Nota 1.1 Se puede considerar también un ﬁroblema m3s general
que(GD), Con una ecuacidn tal como
Lu=g(x,u,v) en 9 ,
haciendo convenientes hipdtesis sobre la nueva funcidén g (cf.
la Nota 1.5 y BERESTYCKI [7]). gm

Los resultados que siguen se prueban en BERESTYCKI

[5]:

Lema 1.7.1. " Panra cada \vgkl, y cada VsH%(Q): se

define u=8(v,v)como La (dnica) scLucibn del problema de Dirnich- -

Leit:

)

Lu=g(x,v-vp (x))
u=0 s0bre T  ;

: no o,
(1.4)
bajo Las hipdtesis (1.1)-(1.3e) , tenemos:
(i) EL operadon de Nemitshii y»g(-,$) ¢4 compacto de
Hl(ﬂ)+Lq(Q) , donde q=2N/(N+2) 44 N>3, ¢y q>1 es fdnito y arbi-.

tranio, 54 N<2 .
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(iij EL operadon (v,v)>S(v,v) es rompacto de H%(Q)le

+H}(Q) (en nrealidad, se trnata de_un opernadorn compacto de
H%(Q)XR1+W2’q(Q) , de acuendo con AGMON-DOUGLIS-NIREMBERG
[1]) -

(iii) S4 viu, enzonces S(v,v)>S(v,u)>0 c.p.d. en Q;

VveHi(ﬂ)." [+

Lema 1.7.2 "En *odos Los casos se tiene

' ’
H%(kaLq (Q) , donde q' es el exponente conjugado de q, Y q

>

estd definido como en Lema anterniorn. Por tanto, podemos dedi-

nin

(1.5) d(v,v)= f S(v,v) g(x,v-vp(x)) dx, gveﬂi(ﬂ),VveRl .
Q

y La 6unc£6n

(1.6) (v,v)=a(v,v)

es continua de Hl(Q)XR1+[O,+w) . Ademds, para cada VeH%(Q)
La funcidn v+&(v,v)eé continua y decreciente de R1+[o,+w)
y estrictamente decreciente panrna d(v,v)>0 " am

Lema 1.1.3 "Sea K='{v|ng1(Q), v>0 c.p.d. en

Para cada vek, se tiene

(1.7) 1im a(v,v) t+eo
V-

(1.8) 1im a(v,v)40 " o
Vit

“Lema 1.1.4 "Para cada veH%(n) , v>0, La ecua-
cibnien v)

Calv, vj E f S(v,v) g(x,v-vp(x))dx=n> 0

0 . N
posee una so0lucién dnica v=v(v)." am

“Lema 1.1.5 "Pongamos, panra cada vaHi(Q),

T+(V)ES(V+,v(v+)), donde vt=max (v,0). Entonces el pan

0}
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(U,V)EH%(Q)le es solucidn de(G))AL y s6Lo 84 u es un punto

§ifo de ™™ y v=v(uHz=v(w)". o

Lema 1-.1.6 "La funcién v+v(vf) es continua y aco-

tada de H%(Q)+R1." =

Nota 1.2 Podemos tambien demostrar que v+v(v+) es secuen-
cialmente continua de H%(Q)—débil en Rl. En efecto, si vn+v
débilmente en Hl(ﬂ), entonces la sucesi6n'{"vn”}es acotada,
de donde también 1lo esb{v(v:)}. Luego puede extraerse una
subsucesi6n'{vu} de'{vn}, tal que
v,V en H%(Q)-débiz y LPY(Q)-fuente, v(v:)+v* (en Rl).
El mismo razonamiento utilizado en [5] para pro-

bar el Lema 1.1.6 es vdlido aqui, y en particular, resulta:

%
(a) v =v(vh)
L +. %
(b) toda la sucesidn {v(vn)} converge hacia v .em

Lema 7.1.7 " EL openradonr =Tt (v) es compacto de

Hl(ﬂ) en 8L mismo, y aplica el espacio Hl(ﬂ) en La porcidn de
es fena ‘

Dni{vlveﬂl(ﬁ), v>c.p.d.en @, a(v,v)=n}". =

S Teorema 1T.1.1 .m goq Bﬁ{VIVEHE(Q),a(v,v)<n+1}.

EL operadon i aplica el convexo cernrado y acotado gfen B. En
consecuencda, er virtud del Teorema de Schaudenr, exdisfte ueH%(Q),
tal que

weB, u=Tt(uw)=S(u’,v(uh));

el pan (u,v(u)) es una solucidn del problema (03) " om
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ki.Z)— £l problema discreto

Consideremos ahora una sucesidn generalizada ]{,de
RS\{O} convergente hacia 0, a la cual 1lc¢ asociamos una familia
regular (cf. CIARLET Ba) de triangulaciones {ﬁ%}haaede . Por
siﬁplicidad, éupondremos que  es un poliedro de RN, y ﬁara

cada he ¢f, tendremos

Dados un entero £>0 y un N-simﬁlex Ke® , conside-
remos el espacio PKEPK(K)’ donde Pz.es el espacio de todos 1los
polinomios de grado ;ﬁ en las variables ‘xl,xz,..,xN , 1.e,
polinomios de la forma

p:x=(x1,..,xN)eRN+§(x)eR1 R
p(x)= Z Y xd EZ Y ‘ 'Xml--#mN ,

| o <2 ® la]<t  “13°°% 1 N
y, de manera genérica, si ¢ es un espacio de funciones defini-~
das sobre RN, y AC:RN, ®(A) representa el espacio de las res-
tricciones a A de 133 funciones 9.

Cada trianéulacién'gh estd asociada de forma natu-
ral al correspandiente esbacio finito-dimensional

Vhé{vh]vhec (2); vhl

r

KePKE?z(K), VKe@%; vh| =0},

Es bien sabido que V. es un subespacio de Hi(ﬂ), y

h

que una base (candnica) de Vh viene dada por las funciones Vh—

interpolantes w?, 1;j;m=m(h)5dim(vh), asociadas a la base canbd-
. M, (h)

i=1 es una enumeracidn

nica de R". Por ejemplo, si £=1, yA{b?}

de los vértices de la triangulacidn %%, w? viene bien definida
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por las relaciones

h h, h,_ .
wjth . wj(bi)—sij , 1<i<M(h) ,
y, en particular, m(h)=M1(h). Si £=2, la construccidn de 1los

h - . . .
mj es analoga, pero partiendo ahora de una enumeracidn

p My ()

{c.}

i=1 de los vartices y los puntos medios de cada lado

i
(variedad unidimensional que sea interseccidn de dos N-simplices)
de la triangulacidn Qgh, vy en este caso m(h)=M2(h).

Pongamos
rh h h L h
_Vh-[wl,wz,...,wm] espacilo enggndrado por los mj N

1<j<m=m(h).

Entonces la forma mi&s natural de aproximar Vh

consiste en formular el problema discreto

Y vheRl, tales que:

(®,) alu,u = (Lug,eh= GCLu-ve eyl Viml,2, 0,

Hallan w eV,

a(uh,uh)=n s : .

\

donde (+,+) representa el producto escalar "standard" de LZ(Q).
Evidentemente,(G%) puede ser formulado también

como sigue:
(
Hallan gheRm, y v

(GD;) 1 Anln=bp(Epevy)

(gh,bh(gh’vh))=n 3

heRl, tales gue:

N

donde A

L la matriz de componentes
h h h h ..
a5 aij=a(wi,wj) s 1<i,j<m=m(h),

v bh(gh,vh) es el vector de componentes
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. CNetor. ih ] h o
.bh(ch,vh) (g( > Lhts vho( ))’“3)’ 1<j<m 3

H
o~

1

1
en(G)h) hemos llamado tambié&n {(+,-) al producto escalar de rR".

La matriz Ah es siempre definida positiva, en vir-

tud de la elipticidad del operador L ; por tanto, para cada ¢
beRm, existe una {nica solucidn del sistema Ah;=b. En lo que

sigue se supondrid que A_ es ademds una matriz de clase monéto-

h

. _1 - - . -
na, es decir, Ah s6lo tiene elementos no negativos (véase

la Nota 1.6).

Lema 1.2.1 " Sea, para cada geR™ y cada ver! ,

E:Sh(i,v) La solucibn (dnica) del sistema Ahc=bh(g’vi . Enton-

ces se tLiene:

(i) La aplicacidn (E,v)+3h(£,v)_eé continua de Rme1+Rm .

(ii) Para cada teR™, 54 v;ﬁ, entornces Sh(g,vzish(g,u);o N
Demostracidn

(i) Basta tener en cuenta que (£,v)+3h(£,v) se obtiene

mediante la composicidn de las aplicaciones siguientes:

(E,v)+ ) Eiw? - vp(+) , de Rme1+H1(Q),
i

u > g(,u), de HI(R)+1I(n),
e . m q o
£ {(f,wj)}j=1 , de L7(Q)»R,

b > A;lb , de R™>RT,

(ii) Resulta como consecuencia trivial de la monotonia de

s+g(x;s) para cada xe8 , y de la monotonia de Ah =3

“lema 1.2.2 "Pongamos

ap (E,v)= (A8, (£,9),8, (£,v)) , Veer™,” Yverl.

La funcién (g,v)+ah(g,v) es continua de

RmXR14[0,+m) ; ademéb, para cada gerR™ v+qh(€,v)e4 decrecien-
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te, v estrnictamente decreclente 44 ah(E,v)>0."
 Demostracisn
La continuidad y la decrecencia son triviales.
Por otra parte, si ah(g,v)>0, existirid al menos una componen-
te de AhSh(g,v), por ejemplo bg(g,v), estrictamente positi-
va. Estd significa que bg(g,p)<bg(£{v), si y>v, mientras que,
bara k#3, Se tiene bﬁ(g,u);bﬁ(g,v). Esto completa.la demos-

tracidn del Lema. em

Lema 1.2.3 "Sea gecR™. Para |h| suficientemente

pequenio, e ftiene:

(1) 1im ah(E,v)++°°
Vo

(ii) 1im ah(g,v)+0."
V4o

Nota 1.3 De hecho, (ii) se verifica siembre, independientemen-—
te del valér de h , wa
Demostracidn
Debido a la monotonia de la .funcidn v+dh(g,v) ,

basta razonar secuencialmente

.. ) n . - n . .
(ii) Sea . {v '} una sucesidn tal que v t+», La funcidn

i h ’
EE w, es acotada,y por tanto

|t

- vl () —» c.p.d. en @,
,8(',2 Elw? - v (+))»0 c.p.d. en q,
i o

cuando n»>+® , De acuerdo con el Teonrema de Lebesgue de La Con-
vergencia Mondtona, tenemos bh(g,vn)+0, de donde se deduce (ii).

(i) Sea ahora vy . Sabemos que existe N,C0N, abierto no
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vacio, tal que Qo.€2 y g(+,s)>+» cuando s>+o , uniformemen-
Le en Q.. Si Ihl es suficientemente pequeno, de acuerdo con
la regularidad de {%;h}’ existird una unidn finita no vacia F

de elementos finitos (cerrada), tal que F#:Qo. Pongamos

j n . ' h
bﬂ(gg\) )5 LY Sop(wj)CFh >

B
rh,n
0s en caso contranio;
n . - .
sea g, la solucidn del sistema Ahgﬁ = Ty oae Entonces
y

‘ n L on n, _ n
0 (Ev )2 (A gy a8 = (ry s8p)
y (rh,n,gﬁ)++w . i

Lema 1.2.4 "Paxra cada EeRrR™, podemoé definin

vh=vh(g) como La dndica solucién de La ecuacibn ah(g,v)=n e

Llema 1.2.5 "Sea, pana'geRf; T:(g)=8h(£+,vh(£+)),

con £+${£j+}?=l , Y £j+=méx(gj,0) , 1;j=p; Entonces (Eh,vh)
o
es una solucdidn de (Gph) 54 Y s0Ro 84 g, 4 un punto g§ifo del

operadonr T: , Y vh=vh(g:)."

Demostracidn

1
Si (Eh,vh) es solucidn de (G)h) , dado que las

componentes de Ahgh son >0, se tendra g;=gh; luego el vector

Eh verificara
+ +
AhEh_bhcgh’vh(gh)) D)

- +
6 sea £,=T (Eh).

Reciprocamente, la igualdad T:(gh)=€h implica
Eh;O, y por tanto

CEtEL . ALELTbL (8 v (5,)),

'
degdondg_(gh§vh(£h)? es una solucién de (G%J ]

»
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Lema 1.2.6 "La funcibn g+vh(g+) es continua de

Rm+Rl."

Demostracidn

Veamos en primer lugar que es acotada. Suponga-

mos que existe {gn}, tal que
+
le <R s Vn;II; | v, (g ) [+t
. +
(a) Si vh(gn)++m , entonces

g('sz.€i+w2 - vh(EZ)p('))+0 c.p.d. en @,
i )

y de acuerdo con el Teorema de Lebesgue de La Convergencia
Dominada,

i+ + . .
bh(gnth(En))+0 H 1;3;@ ’

Sy Er vy (E0))50
Pero esto conduce al absurdo
n=(8, (v, (85 L b, e v, (6D)))-0.
(b) Si, por el contrario, vh(g:)+—f , podemos razonar
como en el Lema 1.2.3 (i), y llegar a la conclusidn de que
n debe ténder hacia +=.
Veamos ahora que se trata de una funcidn contihua.
Suﬁongamos que £n+z en R™. Como la sucesién'{vhﬁ£:)},es acota-
da, existira una subsucesiﬁn.{vh(gz)}éfvu} convergente hacia
un veRl. | |

Entonces

+ +. + e + +
ah(g ’\))=(Sh(g ,\))’bh(g ’v))_iifm(sh(gu’vu)’bh(gu’\)u))’

en virtud del Teorema de Lebesgue; pero esto implica

+ +
ah(g »v)=n , de donde v=vh(£ ).
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Como este razonamiento es aplicable a toda subsu-
cesidn de {vn} (de toda subsucesidn puede extraerse una subsu-
. -, - +\ - +
cesidn convergente hacia vh(g )), necesariamente vn+vh(£ Yy ¥
esto demuestra el Lema =3
Hemos demostrado, por tanto, el siguiente resulta-

do de existencia:

~Teornema 1.2.1 "lLa aplicacidn g+T;(g) es conti-

nua de Rm+Rm, y Zrans gorma el convexo compacto B;, donde

B:;‘{g|gaRm; (AhE,€)<n+1 > gj_>=0} s

en Bh ; en vintud del Teorema de Browen del Punto Fijo, el
openradon T; posee un punioyééjo ;hth; entonces el pan

. .
(z;h,vh(;h)) es so0luciln de ((Ph) , Y La funcidn uh=§:‘:11<w? | Y

el valon vh(;h) son soluclones de(G%)."lﬂ

Nota 1.4 Se puede considerar también (lo que se harid en la

practica) un problema andlogo, pero con Lntegracibfn numérica:

r

1

Hallanr ufeV, ¥ vieR" talfes que:
(GD*) 1 (Lur,w.), = (g(,u¥ - v¥o(+)),un ) V"1<j<m
h h,jh g ’h hp ’j b J"== ’

* * =
(Lu,up), =n

\

donde (+,*). es el producto escalar (en Rm) asociado a una

h
§6nmula de cuadratura, exacta para los polinomios de grado <£.

Por ejemplo, si N=2 y £=1, basta elegir la §6rmula de Los Zra-
pecios:
"Para Re®Q , elemento §inito de referencia, ponemos

: f&(ﬁ)dQ n medida(ﬁ)-$(£K) ,

K

donde $eco(ﬁ), y ﬁKeé el banicentro de K; postenionmente, de-

tenminamos con nesdpecto a K Las cornrespondientes aproximaciones
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de Los valones f o (x)dx , ¢eC°(K) L
K

Andlogamente, si N=£=2, utilizaremos la fdrpula
de Simpson:

"Pana Ke%%, elemento finito de referencia, ponemos

o (x)dx ~ 1 medida(K) ) $(b;s )
3 1<i<j<3 1>

N OIY———y

g don Los puntos medios de Los Lados

Y -] A a
donde ¢eC (K), y Los b,
. 13>
de K.,"
En cualquier caso, tenemos
ah(uh,vh)E(Luh,Vh)h = (Luh,vh)sa(uh,vh) , Vuh,vhevh .
. o . ‘ § , %
Podemos ahora definir Sh(E,v), para (g,v)eRmel,
como er el Lema 1.2.1, es decir, como la solucidn (lnica) del
sistema

*

% .
donde bh(E,v) es el vector de componentes

xd -
by (8,90 (60, ] ehof - ve (), lgism

luego podemos hacer aﬁ(g,v)= (Sh(a,v),bh(ﬁ,v)) » y definir, pa-

m . . - .
ra cada EeR , vﬁ(g) como la (inica) solucidn de la ecuaciodn

a¥(g,v) =n ;

) . ) *+ - m__m ,
finalmente, podemos construir el operador Th , de R"»>R, dado
por-

*+ PSP P m
)= sttt L Veer™ .
Los resultados precedentes siguen siendo ciertos,

Y, en particular, bajo la hipdtesis de monotonia de las matri-
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-1 * . .
ces Ah ,(GDh) posee solucidn. @A

Nota 1.5 Los problemas (@“, (Gn)~ y(GDz) pueden ser generaliza-

dos al caso en que se considera una ecuacidn tal como

Lu=G(x,u,v) en Q,

donde G es una funcidn continua de ﬁlele+[0,+w), tal que:

(a) exdiste una funcldn ¢ continua de RlxR1+[b,+m), que
verdlfica
1im G(x,s,v) =0 , uniformemente en xef ,
y s2+v2++w ¢ (s,v)

$(s,v)<C, |s|P+c, [v]%+c,, donde C,, C, y C, don tres

; 3’
constantes positivas dadas, o>1 y p viene dado por (1.3d);
(b) para cada xed y cada seR', v+G(x,s,v) ¢b (por ejem-
plo} decreciente, y estrictamente decreciente 54 G(x,s,v)>0;
(e) exiéte’v;eRl, tal que G(x,s,v)=0 para xe, seRl?y
V2V,

(d) 1im G(x,s,v)=+w, VXeﬁ s VSERI 1

V>~
(e) para cada xeQ Yy cada vsRl, s+G(x,s,v) e4 creciente.
Para este pipo‘de problema generalizada, los resul-
tados de (1.1) y de (1.2) vuelven a ser ciertos. ms
Nota 1.6 Mas adelante volveremos sobre el problema de la mono-
tonfa de A;l . Nétese de momento que en algunos ejemplos tipi-
cos, con L=-A'y £=1, esta condicidn se verifica (cf. CILARLET-
RAVIART @ﬂ ) siempre que las triangulaciones h satisfagan

ciertas propiedades de .tipo angular. Otro caso tipico (N=2)

viene dado por el operador

b= - 2 (1 )- 1 3% ;
oX X 9x X

1 1 1 1 Bxg
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.= 2 .
si QC:{x|x=(xl,x2)eR s x1>0}, lo cual corresponde a ciertas
situaciones fisicas, pueden encontrarse condiciones idénticas

una matriz de clase mondtona (cf.

sobre las %L que hardn de Ah

RUAS [53).

(1.3)- Apéndice de la Seccidn 1

En (l1.1) se ha conseguido formular el problema mo-
delo(&q, de manera equivalente, como una ecuacidn de punto
fijo relativa al operador T+, introducido en BERESTYCKI [5] -
Sin embargo, desde el punto de vista numérico, serfa intere-

sante escribir (GD)en la forma
) . ' 1,
u=T(u) , v=v(u) , ueHo (R) ,

donde T es un operador DIFERENCIABLE. Para ello, necesitamos el -

resultado siguiente, debido a FERNANDEZ CARA @a:

Lema 1.1.3' "Sea veH%(Q); entonces se tlene:

(i) 1fm  a(v,v)t+eo
V-
(ii) 1im a(v,v)+40 ."
v Ao ‘

Nota 1.7 De la demostracidn que sigue se deduce que el Lema
contin{ia siendo cierto para VEqu(Q) arbitrario. &3
Demostracidn

(i) Si v<u, entonces afv,v)>a(v,u). Podemos, en

. . n .
consecuencia, razonar por sucesiones. Sea {v } una sucesidn

1 .
de R” mondtonamente convergente hacia -~. Entonces

(L.1") v-vTp (x) 4+ , c.p.d. en Q ,
y

(1.2") g(x,v—\)np(x))++00 c.p.d. en Q,

.o . n . . 1
Si no se tuviera 1im a(v,v )Yt+eo , existiria a*ecR",
n->o
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tal que

1im m(v,vn)= 1im'lf S(v,vn)-g(x,v—vnp(x))dx=a*eR1;
n->+ee n->-o

Pero entonces el Tecxrema de Lebesgue de La Conven-
- gencia Monbtona conduce a la convergencia en Ll(g) y c.p.d. en

@ de las funciones
S(V’Vn)v'g('sy_\)np('))

hacia

(1.3") sup  {S(v,v™) eg(x,v=-v"p (x))} .
n>1

. n n . o
Por otra parte, las funciones u =S(v,v ) verifi-
n n « . . . . . i n
can a(u ,u )4a® , y existiridn una subsucesidn {u"} de {u'} y

una funcidn u*eHi(Q), tales que:
uMsur en Hi(ﬂ)—debiz, en LPUQ) y c.p.d. en q.

Como u"<u™ para n<m, necesariamente un+u* c.p.d.
en Q, vy de (1.2"')-(1.3"') se deduce que u*=0 c.p.d. en Q. Pero
esto implica u"=0 (c.p.d.) Vn;l, y, de acuerdo con (1l.3e),

existira sleR1 tal que

(1.4") v-vnp(x);s1 c.o.d. en Qo,
para cada n2l.
Se tiene entonces

v(x)isl+vnp(x) , Vn;}

‘en un conjunto Q,.,\Z, donde ZCQ es medible y de medida nula. Na-

turalﬁente, esto estd en contradiccidn con la relacidn vequ(Q).
{(ii) La demostracién yue se da en BERESTYCKI [5]

del Lema 1.1.3 (ii) no utiliza la "positividad" de v, y, pér

tahto{ es aplicable aqui. wm

Como consecuencia de Lema 1.1.3', podemos demostrar,



como en [5], los resultados siguientes:

Lema 1.1.4' " Para cada veﬁi(n), La ecuacidn

a(v,v)=n l(donde n>0) posee una s0lucidn dnica v=v(v)."=n

Lema 1.1.5" " S{ ponemos, para veHi(Q),

T(v)=S(v,v(v)), el par (u,v)sﬂi(snxkl es Aoﬂucidn de «P) 54y

A6L0 AL

T(u)=u, v=v(u)." o8 ;

Lema 1.1.6' " La {funcién v>v(v) es acotada, conti-

nua y secuencialmente débilmente continua de H%(Q)+R1 " oms

Clema 1.1.7' " ERL operador v-+T(v) es compacto de

H%(Q) en AL mismo, y aplica todo el espacio HE(Q) en La pon-
eldn de esfena D definida por (1.9)." ma

- Teorema 1.1.1'" " T aplica B en B, donde B

viene dado por (1.10). Por tante, Aegin el Teonema‘de Schauden
def Punto Fifo, exLAthd ueB, tal que T(u)=u; el par (u,v(u))
es una solucidn de (Gn N

El @nico punto conflictivo es 1la

Demostracidn del Lema 1.1.6'

Sea'{vn} una sucesidn de HE(Q) tal que "Vn <Ry
v _[=]v (v ) |4,

(a) Supongamos en primer lugar que vn++w. Como

H%(Q)C;qu(ﬂ). con inyeccidn compacta, se puede suponer que
(1.5) v sveHs(2) en He(9)-débil,
(1.6") v v oen LP9¢q) y c.p.d. en 9,

| En virtud del Reciproco del Teorema de Lebesgue
(c£. BOURBAKI [13), existird yeLPY(Q), tal que |v_ |y c.p.d. en

Q, Vn;I.

Entonces g(-,vn—vnp(-))+0 en Lq(Q), puesto que
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0<g(x,v -v_p(x))2g(x,|v [-v_p(x))zg(x,¥(x)) c.p.d. en q,
gC-,u (e, y
(1.7") ‘é(x,vn—vnp(x))+0 c.p.d. en Q .
Pero esto implica(un=3(vn,vn)+0 en Wz’q(Q), y en
consecuencia en H%(Q) y en Lq'(Q), de donde

n= fun-g(x,vn—vnp(x))dx+0, lo cual es absurdo.

Q
(b) Sea ahora Vn+—m. Tomando una subsucesidn si es nece~

sario, podemos suponer que:

(1.5") v ovooen H%(Q)—débiﬂrﬂ
(1.6") v oV oen LPUQ) y c.p.d. en 7,
(1.8") v ¥-e (en Ry,

Repitiendo la demostracidn del Lema 1.1.3' (i),

obtenemos

n= funv-g(x,vn—vnp (x))dx> f¢n-g(x,—xp—vnp (x))dx ,
Q Q

donde ¢n=3(¢,vn) (de acuerdo con la Nota 1.7, ¢_ estd bien defi-

n

nida, pues velPd(a)) ;¥ f¢n°g(x,-w-vnp(x))dx++w, lo que también
Q
es un absurdo. &3

Nota 1.8 Se puede proceder de manera andloga en el caso discre-

to. En particular, podemos definir para cada EER@ los vectores
=S *(£)=S7 (£,v£(E))
Th(g)_ h(g’\)h(g)) ] Th(g)_ h(g’vh' ’

* .
y los operadores €+Th(6) y E+Th(E) serdn de nuevo continuos y

susceptibles de aplicacidén del Toerema de Browei. ea
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2- DIFERENCIABILIDAD

(2.1)~ E1 caso continuo

De momento nos limitaremos a considerar los casos
N=2 y N=3. Supongamos que la funcidn (x,s)>g(x,s) de (1l.1) ve-

rifica las condiciones (1.3a)-(1.3e), ¥y

,

s>g(x,s) ¢4 continuamente diferenciable de R1+R1,

para casdi todo xeQ ;
(1.3f) 9 4
x>D,g(x,s), definida c.p.d. en @, es Lintegrable,

para cada seRl;
Y .

(1.3g) l1im ng(x’s) =0 uniformemente xeQ, donde
s>+ Sp*

I<p*<+e, 5L N=2,
l<p*<4, 54 N=3 .
Consideremos la ecuacidn
(2.1) a(v,v)= fS(v,v)-g(x,v—vp(x))dx=n ;
Q
sabemos que para cada VEHE(Q), (2.1) admdte una sdlucidn {nica
v=v(v), y que la funcién (v,v)+a(y,v) es continua de H%(Q)XR1+
+E0,+w?. En esta Seccidn nos proponemos aplicar el Teoxrema de fa

Funcién Implicita (cf. BERGER @ﬂ) a (2.1), y determinar después
las propiedades de reguléridad de v+v(v), que ya sabemos que es
continua e incluso secuencialmente débilmente continua de H%(Q)+
+R1.

Sean entonces vosﬁi(Q) y vo=v(v,), y consideremos

en primer lugar la funcidn

=3 . 2

(2.2) v»a(%o,v), continua de R1+[O,+w).

Naturalmente, existirad un entorno N, de v,, tal que
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atvo,v)>0 para veNo,, vy (2.2) serda estrictamente decreciente en
No. Por otra parte ,
a(vo,v)=f f(x,vo(x),v)dx ,
Q
donde f(x,vo(x),v)=S(vo,V) g(x,ve-vp(x)), V(x,v)aﬂxNo. Cual-
quiera que sea veN,, x>f(x,vo(x),v) es una funcidn integrable.
Mostremos que para casi todo xeQ, v>f(x,v,(x),v) es diferencia-

ble en N,. Para ello bastara frobar que las funciones
(2.3) v>8(vo,v)(x) , ¥y vrg(x,ve-vp(x))

son diferenciables en N, para casi todo N,. Para la segunda de
ellas, esta afirmacidn es una consecuencia trivial de (1.3f),
y se tiene ademds que su derivada (con respecto a v) viene da-
da por

V>=D,g(x,ve-vp (x))+p (x)

Por tanto, para veN, y p suficientemente pequeiio,
se tendrd

g(x,vo-(v+u)p(X))fg(x,vo—vp(X))=—uD2g(x,vo—V*(X)p(X))o(X) R

donde v*=v#*#(x), definida c.p.d. en Q, tomard valores comprendi-
dos entre v y v+u. Se deduce de aqui que las integrales
' f‘[i (g(x,vo—(v+u)p(X))fg(x,vo—vp(X)))+p(X)ng(x,vo—vp(X))qux=
u
Q

‘=f p(X)IDZg(x,vo—vp(X))-ng(x,vo—v*(X)p(X))lqu ,
Q

(donde q>1 es finito y arbitrario si N=2, y q=6/5 si N=3), con-
vergen hacia 0 cuando ﬁ+0, de acuerdo con (1.3g) y el Teoxema
de Lebesgue. Mediante estimacidn en LY (cf. AGMON-DOUGLIS-
NIREMBERG [1]) obtenemos la convergencia en Wz’q(ﬁ) (y también

L . ) B .
en H%(Q) y L9 (Q)) de las funciones =~ 1 {S(ve,v+u)-S(vs,v)}
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hacia la solucidn -Q(v,,v) del problema de Dirichlet.

Lw=—D2g(x,vo—vp(x)) en Q,
(2.4)

w=0 4obnre T;

esto significa que la primera funcidn de (2.3) es también di-
ferenciable paré casi todo xe@, y que x+D3f(x,v°(x),v) es in-
tegrable para cada veN,.

Para probar la diferenciabilidad de (2.2) en N,,

queda tan s8lo por demostrar que existe FleLl(Q), tal que
(2.5) |D3f(x,v°(x),v)|;F1(x)\,,C.p.d. en Q, VVENo;

‘Pérdﬁéi:N;‘se ha eiegido acotado, entonces.las fgn—
ciones g(+,vo~vp(*)) ¥y ng(',Vopr(;)) estin en un acotado de
Lq(Q) (puesto que las aplicaciones v>g(+,v) ¥y v+D2g(-,v) son
continuas, acotadas y compactas de H1(9)+Lq(ﬂ) (cf. BERESTYCKI
[SJ.Y BERGER ﬁﬂ)s y peL (2)), S(vev) ¥y Q(vo,v) estdn en un

acotado de Lq'(ﬁ),y las funciones
(2.6) D £(x,ve(x),v)=={Q(vo,v)+ g (x,ve-vp (x))+
+$(vo,v)D,8(x,ve-vp (x)) 0 (x)1},

veN,, estdn en un acotado de LI(Q).

De acuerdo con los Teoremas de diferenciacidn de

las funciones integrales con respecto a un parametro (cf., por
ejemplo, LANG 5@), tenemos:

Teonema 2.1.1 "Bajo Las hipltesis precedentes,

La funcidn vra(vo,v) ¢s diferenciable en un entorno N, de v,=

=v(v,) , para cada vosHi(Q). Su denivada viene dada pon:
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9a (Ve,v)= —f [Q{ve,v) g (x,vo-vp (x))+

ov .
Q

(2.7) s +S(vo,v)-D2g(x,v°~vp(X))p(X)]dX?

= -Zj S(vo,v)-ng(x,vo—vp(x))p(x)dx}
Q

Ademds ,La funcibn

3a

3v (Vos\)) ’ VEN,

(2.8) v

es continua, y toma valores estrictamente negativos en N,."

Demostracifn
Las dos primeras afirmaciones han sido probadas
vya (la segunda igualdad de (2.7) es una consecuencia‘trivial
del caricter autoadjunto‘del oéerador LY. Por otra parte, la
continuidad de (2.8) resulta de (l1.3g), y de la continuidad

: %*
del operador de composicidn v»DZg(-,v), de LP Y (a)>1Y%0).

Siendo (2.8) continua, se tiene a(vo,-)eCI(No), de donde

d(vo,-) es absolutamente continua. Si se ha elegido N, tal que

a(vo,v)>0 para veN,, resultarid entonces
da v
Ty (Vesv)<0 . VveNo.

De nuevo utilizando la continuidad del operador
V#ng(-,v), la propiedad de continuidad (2.8) puede ser mejora-

da:

“lema 2.1.1 "la funcidn (v,v)-~ %%(v,v), definida en
1

un entorno de (vo,ve) en H%(Q)xR s Y con valores en (-w,Q], es

continua." om

Seguidamente aplicaremos el Teoxrema de £a Funcibn
Implicita. De acuerdo con los resultados anteriores, dados

VoSHE(Q) y Vo=v({(v,), existe un entorno U1 de v, (que puede ser
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elegido de forma que U,XN, esté contenido en el entorno del Le-

1

ma 2.1.1), y una funcidn

g: veU1+ g(v)eRl ,

tales que

E(Vo)=Vo s Y a(v,g(v))=n . b/veU1 .

Se tiene entonces E(v)=v(v), VvaUl. En los resul-
n
tados que siguen estableceremos la diferenciabilidad de g,.y
por tanto la de v=v(v).

Consideremos el operador v*R,(v), definido por
' 1
(2.9) Ro(v)=g(+,v=-vp(+)) , veHo(Q) ,

con veRI fijo, continuo, acotado y éompacto de H%(Q)+Lq(9).
Veamos que cuando g cumple (1.3a)-(l.3g), este operador es
también diferenciable. En primer lugar, observemos que paré ca-
da veH%(Q), y cada 5V€H£(Q), la funcidn torg(x,v(x)+tdv-vp(x))
es diferenciable de R1 en s mismo, y que su derivada en t=0
viene dada por ng(x,v(x)—vp(x)))éy, Por otra par%e, las fun-

.

ciones
%'{g(-,v+t6v—vp(-))—g(-,v—vp(-))} s t#0,

convergen en Lq(Q) hacia ng(~,v(-)—vp(-))-6v(-) (definida c.p.
d. en Q) cuando t»0, ya que, debido a (1.3f), debe existir una
funcidn medible t*=t*(x), definida c.p.d. en @, tal que

1 § -

+ le(x,vtesv-vp(x))-g(x,v-vp(x)} =

=D2g(x,v+t(x)5v—vp(x))o&v c.p.d. en @,

y |t*(x)|<|t]. Resulta entonces que (2.9) es diferenciable-

Gateaux en HE(Q), y

(2.10) R:(v;6v)=D2g(-,v—vp(-))°6v, VVEHl(Q), VdveHi(ﬂ).
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Nota 2.1 Cuando N=2, H%(Q)C;Lr(ﬂ) para todo r>1 finito. Por
tanto, en (2.10), v puede ser considerada como una funcidn de
L2p*q(9), y &§v como una funcidn de qu(Q), de donde, efectiva-
mente, tenemos que R;(v;év)eLq(Q). Por el contrario, si N=3,
se tiene H%(Q)CSLG(Q), y entonces veL6(Q), ng(',V-VD('))E

e13/2(a) v R (viev)er®/3

().

En todos los casos, R:(v;év)eLq(Q) para un gq>1
finito tal que Wz’q(Q)C;Hl(Q), de acuerdo con las Lnyecciones
de Sobolev. gy

Deducimos de (2.10) y de la Nota 2.1 que para cada
vaH%(Q), la aplicacidn 6v+R:(v;6v) es lineal y continua de
H%(Q)+Lq(ﬂ), y viene dada p;r la funcidn ng(-,v~vp(~)). Si po-

nemos

R:(v;év)=R:(v)-6v , VVEHE(Q) , VGV?H%(Q),

1
tendremos también que la aplicacidén v>R,(v) es continua de

H%(Q) en el espacio éﬁ(Hl(Q);Lq(Q)), ya que la convergencia

.(en H%(Q)) de v hacia v implica ng(-,vn—vp('))+D2g(°,V-Vp('))

en qu(Q) (donde q>1 es finito y arbitrario) en el caso N=2, y
en L3/2(9) si N=3,
En consecuencia, .el operador (2.9) es-también dige-

renciable-Fréchet en Hl(Q), de diferencial
' ' 1, V 1
(2.11) Ro(v)°6v=D2g(-,v-vp(°))-6v, veHo (R), §veH,(Q),

1
y la aplicacidn (v,8v)>R,(v)+-8v es continua de H%(Q)xH%(Q)+Lq(Q).
Una sencilla aplicacidn de la Regla de La Cadena
conduce a la diferenciabilidad-Fréchet de la funcidn v-a(v,v)

(con veRl“fijo), de H%(Q) en Rl, y a la igualdad



< aagz,vl ; évi)= zfs(v,v).nzg(x,v—vp(X))dx >
Q

(2.12) ' '
VveH%(Q) , VGVEHE(Q) .

Nota 2.2 La relacidén (2.12) indica la pertenencia de 2&%%42l

a LY¢), donde, de nuevo, q>1 es finito y arbitrario si N=2,
y q=6/5 si N=3. gm

Teonema 2.7.2 "Sean voeH5(Q) ¥ vo=v(ve). La

guncibn v+v(v) es coniinuamente diferenciable en un entorno de

Vo, Y en €L se fiene:

r

\)'(V)= _ 1 » . BOL(V',\)(V))
3o (v,v(v)) v
v

= 1 '?S(V,v(V)).ng(-,v—v(V)p(-)),
IS(v,v(V)).ng(x,v—v(V)b(X))p(X)dx
Q

\
es decdin:

. q>1 es findto y arbitranioc, s4 N=2,
(2.13a) v'(v)erLl(q), donde
q=6/5 , A4 N=3 ,
’ ,
v'(v)::8v= - . 1 .
[ SCuv ()08 0x,v=v (Vo (0))p (1) ax

(2.13b) { Q.

. [ S(V,O(V))-ng(x,v—v(V)p(X))évdx s
Q

\
donde v varla en un entorno de v,, Yy éveHE(Q).tl
1 .
Nota 2.3 De acuerdo con este resultado, siendo v,eH,(R) arbi-
trario, y estando definida globafmente la funcidn v»v(v), resul-
P V 1 v 1
ta que (2.13) es valide veHL(R) v VéveH,(Q). om

Sea, para cada VeHi(Q),



53

(2¢14) R(v)=g (s ,v-v(v)p (+)).

El operador v+R(v) es continuo, acotado y compacto
de H%(Q)+Lq(ﬂ), y una nueva aplicacién de la Regla de La Cade-

na nos dice que también es diferenciable-Fréchet en H&(Q), y

que )
R (v)+6v= D g(+,v-v (v)p (+))-
(2.15) s 4
(6v- —;ﬂlil———-fs<v,v<v>)nzg<x,v—v<v)p<x>)avdx},
L ' B(v,v(v)) 9

donde B(v,v)= JS(v,v)~D2g(x,v—vp(x))p(x)dx, Vv, vyent cayxrl.
Q

LT

Nota 2.4 El1 problema modelo «P) descrito en (1l.1) puede ser

formulado como sigue:

. Hatlan ueHl(Q), tal que:
(R)

Lu=R(u) en Q.
Llamando £=£(v) a la solucidn (dnica) de

: Lg=R(v) en Q,
(2.16) ,
£=0 so0bnre T,

encontramos que (G% es equivalente al problema de minimizacidn

sin restricciones

r

Hallanr ueH%(Q), tal que:

Q) J(uy= fnf (V) ,

veHI(Q)

U .1 ' - )
donde (por ejemplo) J(v)= 7 a(v-¢,v-E), &E=gt(v). Nbotese que «P
queda formulado como un pioblema de control Gptimo, donde el
estado ¢ del sistema viene dado por la solucién de (2.16), el

contrnol es v (variando en el espacio de controles admisibles
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H%(Q)), y el funcional coste es

(2.17) v>J(v)= % a(v-g,v-g), £&=g(v);

al ser (2.14) diferenciable, también lo es J, y, en particu-
lar, podremos aplicar métodos de tipo gradiente para la reso-
lucidn de (GD .

Nota 2.5 En la formulacidn minimos-cuadrados GSD, la norma
de H%(Q) que mide la "desviacidn de la 0ptimaiidad" entre v y
£(v) viene inducida por la forma bilineal (u,v)>a(u,v). Puéden
elegirse sin embargo otras normas (o seminormas), que conducen
'a diferentes formulaciones equivalentes del mismo problema.

Por ejemplo, podemos tomar

(2.18) J(v)= % f[v-glzdx, g=g(v) ,
Q
0 bien '
(2.19) : J(v)= -;— flV(v-—E)I?'dx , E=£(v) . am
' Q

Nota 2.6 En el sentido de los minimos-cuadrados, la "mejor"

formulacidn asociada a (6{) es: ¢
(2.20) 1nf ”—Lv+R(v)”H—1(Q) s
veH, (Q)

donde “.“H—l(o) es la morma dual de la norma en Hi(ﬂ)

I~

N :
wa = 2] a0 S a0t
o i,j=1 o J 3 .

1

Si se introduce gsHi(Q), solucidn de (2.16) (B, lo
que es lo mismo, £=T(v)), entonces (2.20) tomarad la forma
(2.21) lnf 'I—L(v—g)”H—l(Q) , E=E(v) ,

veH, (Q)

y detallando el valor de IL(V—E)”H—I(Q) , obtenemos
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[l = sw  lsteenel -
seHe(Q) el cq)
$#0
= swp laGog)] = atveg,v-0)'?
1l (a) lellul oy
$#0

Nota 2.7 Todo lo que se ha dicho para los casos N=2 y N=3,

puede ser generalizado al caso N<5, tomando en (1.3g)

l<p*<+o (findito y arnbitrarnio), 84 N22 ,

l<p*< 4 , 84 3<N<5 ;
N-2

cuando N26, la condicidn (l1.3g) debe ser sustituida por (1.3f')
(véase la Seccidn 2 del Cap. III). Para detalles, cf. FERNAN-

DEZ CARA [27.

(2.2)- E1 caso discreto

~Bajo las hipdtesis (1.3a)-(1.3g), impuestas a la

- funcidn (x,s)»g(x,s) en la Seccidn precedente, podemos también

aplicar el Teorema de la Funcidn Implfcita a la ecuacidn

ah(gh,vh)=n, en un entorno de un punto (gﬁ,vﬁ), vﬁ=vh(££). Re-

sulta entonces que (G%) puede formularse equivalenteménte como

sigue:

R) Hatllan z;heRm, Jta_I. que:

R, |
Aptp=Rp(tp)

donde.Eh+Rh(€h)Ebh<Eh’vh(€h)) es continuo y diferenciable de

Rm+Rm, y su diferencial viene dada por

' - . : t ‘
(2.22) R (g )={I- 1 £, (8,08, (8,9, (5,00 T3 -Fy (8.
B Epovp ()

dondg
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(2.23a) " £,(5,) es el vectorn de componentes

fg(ﬁh)=J ng(x,g E;wg—vh(ﬁh)p(X))p(X)w?dx ’

Q .
(2.23b) B (B, sV )= (£ (8,8, (5,900, Y
(2.23c)‘ Fh(Eh) es la matriz de elementos
i _ ih yy. hoh
Fh’j(gh)—f ng(x,g Ehwi—vh(éh)p( ))wiwjdx .

Q

Nota 2.8 Se puede proceder de forma andloga con el problema

®2)- =
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3- MONOTONIA

En esta Seccidn aplicaremos las propiedades de mo-
notonfa del operador v+R(v) definido en la Nota 2.3 deducidas
del Principio del Mdximo, y posteriormente obtendremos un al-
~goritmo iterado de resolucidn del problema. Recordemos que un
espacio de Banach E se dice parcialmente ordenado, si existe
una relacidn de orden parcial < definida en E tal que:

(i) S{ feE, £»0, entonces cfyo, Vc>0.
(ii) S4£ £, £,, 81> 8,€E, ¥ f;>8,, £,y8,, entonces
f1+f2>g1+g2 .
Sea E=H£(Q)XR1,-con el orden parcial
e1=(visug), ey=(vy,u,)ekE
" : ; . . u
el(e2 54 Y Aﬁlo AL vl(x);vz(x) c.p.d. en @, y PRSP
Fn el espacio producto E definimos el operador

(V)N (v, 1) = (S (v, 1) v (v)) s

que puede descomponerse en la suma del operador (v,u)+N1(v,u)=

(S(v,1),0) y del operador (v,u)N,(v,u)=(0,v(v)).

- Proposicdibn 3.1 " EL openadon N, y Los operadonres N,y

N, son compactos de E en 8L mismo. Ademds, N, es L86%ono (84
e 4e,, enftonces Nl(el)(Nl(ez)), mientrhas que N, es autitono

4 "
(84 e1<e2, entonces Nz(e1)>N2(e2)).

Demostracidn
La compacidad de N, Nl y N2 es trivial, dado que
el operador (v,u)»S(v,n) es compacto de E+H£(Q). Por otra par-

te, si e1=(v1,pl) y e2=(v2,ué)pertenecen a E, vy el(ez, entonces

(3.1) o Vlivzc.p.d. en Q¥ wpzu,
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de donde

g(x,v, -up (x))zg(x,v,-u,0(x)) c.p.d. en aq,
y, de acuerdo con el Principfo del Mdxinio,

S(Vl,ul);S(vz,uz) c.p.d. en Q .

Esto implica en particular la isotonia de Nl' Ade~
mas, si en las condiciones (3.1) tuviéramos v(v1)>v(v2), seria

cierta la desigualdad

n=f S(vl,v(vl))'g(x,vl—v(vl)p(X))dx<
Q

<[ S(vz,v(vz))-g(x,vz-v(vz)p(X))dx=n R
Q

lo cual es absurdo. Por tanto, v(vl);y(vz), y N2 es autitono., @

Nota 3.1 Los resultados de existencia dados en las Secciones
(1.1) y (1.2) de este Capitulo pueden obtenerse por un proce-
dimiento no constructivo, manejando el espacio producto E y el

operador (v,u)+®(v,ﬁ), definido por
d(v,u)="(S(v,v(v)),a(v,u)-n), 'V(v,u)eE H

pa?a detalles, cf. BERESTYCKI [6]. g

El algoritmo iterade al que hemos hecho referencia
se basa en el resultado siguiente, cuya demostracidn ﬁuede en-
contrarse en COLLATZ @é:

Teornema 3.1 " Se consdidena La ecuacién

(3.2) e=N(e)
en un espacio de Banach parcialmente ordenado E, donde N puede
descomponense en La suma de dos operadores N, (Lisdtono) y N,

(autitoro). Supongamos que N, ¥y N, s0n continuos y esdtdn defi-
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nidos en un dominio convexo DCE. Consideremos Las Lterndciones

(3.3) e =N1(en)+N2(fn), f =N1(fn)+N2(en), n=0,1,2,.,

n+1l n+l
obtenidas a parntin de Ros elementosd eo,foeD. SL eo,fose; ¥ £,

verd fican
(3.4) eo<e KE,4fo
entonces N aplica cada Lntenrvalo
M o=[e £ ]={f]fcE, e <£<f }

en 84 mismo. SL, para algin n>0, N(M ) es compacto, entonces

(3.2) posee una so0lucibén e que ademds vernifica
en<e (fn . Vn;().u o=
Notese que la ecuacidn
(3.5) ‘ (u,v)=N(u,v)E(S(u,v),y(u))

no es mas que una nueva formulacidn del problema «P). Eligien-
do (v°,v°) vy (w°,u°) en E tales que v°<w°® c.p.d. en  y v°2u°,

‘e iterando a partir de las relaciones
(3.3 MV an Py, ™

41 N
Ca 1,un+1)=N1(wn,un)+N2(vn,vn) s

es decir

+1=v(vn),

Vn+1=3(vn’vn), vn+1=v(wn), wn+1=3(wn,un), un
existira una solucidn (u,v)vde (3.5) (y por tanto de(G» ) para

la que tendremos

(3.6) vieusw® ce.p.d. en 9, g vlrvaa® ‘V‘Inz_o,

siempre que v°,w°,v° y n° verifiquen
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(3_41) V°_<__V1=S(V°")o)__<=w1=3(w°,u°);wo, y

v° v1=v(w°);u1=v(v°);u°.

Nota 3.2 Ademds de obtener la estimacidn (3.6) de una solu-
-¢idn (u,v) del problema considerado, las relaciones (3.3'"),
junto con la compacidad del operador N, aseguran la existen-

cia de v*,w*sﬁi(ﬂ), y de v*,u*eRl, tales que

-
viay, en HY(Q)-debil y en LZ(Q),

wn+w* en Hi(ﬂ)—débéﬂ y en LZ(Q), Ve SW, c.p.d. en Q ,

n
(3.7) 3 viov,, v,=S(v,,v,), ve=v(w,/),
Wy wemS (g, iy, B mV(ve) s MV, Y

fS(v*,v*)fg(x,v*—v*p(X))Hx;m;fs(w*,ﬁ*)fg(X,w*—ﬁ*p(X))dx.E@
Q Q

\
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4- ALGUNOS EJEMPLOS TIPICOS

(4.1)- E1 caso g(X,S)=A(S‘t(X))+

Supongamos ahora que la funcidn g viene dada por

) A(s~-t(x)) 84 s>t(x), Ar>0
(4.1) g(x,s)=
0, 44 s=<t(x),

donde teC(Q), t>0 en Q. Si hacemos f(s)=s VseRl, podremos

+’
escribir

g(x,s)=2f(s-t(x)) , V(x,s)eﬁXRl .

y este caso corresponderd a una generalizacidn de los proble-
* g

mas (1.8 ) del Capitulo I, para esta particularizacidn de 1la

funcidn de vorticidad.

Estada claro que g verifica las condiciones (1.3a)-

(1.3e) de la Seccidn (1.1), con s.=0, 1<p<N+2 arbitrario (si

N-2
N>3) ¥y Q°=Q.'Sin embargo no es cierto que s>g(x,s) sea dife-
renciable para cada xef, y por tanto no serd posible aplicar
. los resultados de la Seccidn 2.
Con objeto de eliminar esta dificultad, el proble-
ma «P) asociado a (4.1) serd aproximado por otros problemas
"regularizados", para los cuales se cumplan las condiciones

(L.3f)- y (1.3g).

Sea entonces €>0, y pongamos
r
0, 44 s<-¢ ,

}e(s)= < (s+e)2/(4s) » 84 -~eXs<e ,

s, 44 s>€.

.

Sea_ge(x,s)?kfe(s-t(x)), éara xeQ y seRl. Enton-

ces, para todo xefl, s+g€(x,s) es una funcidn continuamente
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. . 1 . .
diferenciable en R, siendo su derivada

.
0, 44 s-t(x)<-e ,

L3

(4.2) ng;(x,S) Sx(s-t(x)+e)/(2e), s4 -ess-t(x)gé

A, 84 s-t(x)>e ;

-

por otra parte, para cada seRl, x+D2g€(x,s) es integrable en
Q, y para valores de s superiores a e+ sup t(x) la funcidn s~
xe{l

+D2ge(x,s) es constante, cualquiera que sea xXeQ. Tenemos en-

tonces que g_ verifica (1.3a)-(1.3g), y para cada €>0 pueden
aplicarse los razonamientos de la Seccidn 2 al correspondiente

problema
( 2 1
Hatlan uesH Q) y veeR , tales que:

Lue?g(x,ue—vsp(x)) en 2,

(62) ‘

u =0 so0bnre T,

a(u ,u )=n .
( e e) n
Teniendo en cuenta las relaciones
afu ,u )= VL>O
( ¢’ s) n o, >

. . 1 - .o ’ : :
existiran u*cHo (Q), v*aRl y una subsucesiOn {ue,} de {ue}, ta- .

les que

(4.ha) u_,>ut en He()-d€bil y en LPY() ,
y

(4.4Db) V v ,»v*  (en Rl) .

€

Pero debido a las desigualdades
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”~

"g(-,u*—v*p(-))-ge'(°,ue,-ve'p('))”Lq(Q);

(4.5) q ;”g('su*‘v*p('))'g(':uev"Vevp(’))"Lq(Q) +

+ ”g(',u$'-“E'P('))"ger(',ueu—veup('))”Lq(g) ’

a las relaciones (4.4), a la convergencia c.p.d. en £ de las
funciones g(',ue.—ve.p('))—gs,(',ue,-ve,p(°)) hacia 0, al ca-
racter acotado de los operadores v+g€,(°,v), de qu(9)+Lq(Q),

y a las desigualdades

r‘

0’ 6'£ S—t(X)<—1,
ge(x,s);h(x,s)z ‘A[Z(s—t(x))+1], 54 Is—t(x)|;l .

:A(-s—t(x)), 54 s-t(x)>1 ,

\

para <1, deducimos, tras la aplicacidn de Teorema de Lebesgue,
la convergencia hacia 0 del segundo miembro de (4.5), y enton-

ces

Bo v (*5u_ =V _ (0 (+))>g(+,ux-vp (+)) en LI(Q) ,

. cuando € '->0,

La estimacidn en LY (cf.[i]) nos dice ahora que las
funciones u_, convergen en Wz’q(Q) hacia la solucidn v* del
problema

Lv*=g(x,v*~v*p(x)) en g,
vk=0 s0bre T.

Pero, en virtud de (4.4), v*=u¥* c.p.d. en , y en-
tonces

v¥ = 1fm v_, = v(u¥%) ,
e'>0

de donde (u*,v*) es una solucidn de (G% .

»,

En consecuencia, «Fﬁ puede ser aproximado por pro-



blemas regularizados (62) asociados a funciones‘ge que satisfa-
cen las hipdtesis exigidas en (2.1) y (2.2); hemos visto ade-
mids que las soluciones (us’ve) de los (G%) convergen (al menos
para una subsucesidon) fuertemente en Wz’q(Q)XRl hacia una so-
lucidn (u*,v*) de(co .

Nota 4.1 La sucesién'{us}e>0 estd acotada en L (), bues lo

esta en Wz’q(Q). C ]

(4?2)— El caso lfmite (Funcidén de Heaviside)

Tomemos ahora g(x,s)=Ah(s-t(x)), A>0, con
1, 44 >0,
h(s)=
(definida c.p.d. en R"; se trata de la funcidn de Heaviside,
cuya derivada en el sentido de las distribuciones sobre R1 es
la masa de Dirac en el origen). Mediante un razonamiento and-.
logo al utilizado en (4.1), podemos asociar a cada €>0 la fun-

cidn

r »

0, 84 s<=-g ,

(s+s)2/(282) s, 44 -eZs<0 ,
h (s)= <
€ —(s—e)z/(282)+1 s 44 0zsze ,

1, 44 s>

-
seguidamente construir

ge(x,s)#xhe(s-t(x)) , V(x,s)sﬁXRl .

y considerar el correspondiente problema
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- :
Hallanr ueeHZ(Q), Y vseRl, tales que:

Lu€=g(x,u€—v€p(x)) en @,

(636) ‘ u =0 sobre T,

a(ue,u€)=n

L
Obsérvese que, en principio,(Gz) puede no tener

solucidn. De hecho, las funciones g_ verifican (1.3a), (1.3b),
(1.3d), (1.3f) y (1.3g), y, suponiendo que existe una solucidn
u* del problenui(d)) asociado a g, y que existen solucionés u,
de.los problemas (Gi), se obtiene, al menos para una subsuce-

2

sidn {ue,}, la convergencia en W°’P(Q) hacia u*.

Nota 4.2 Las funciones g, no verifican en general la condi-
cidn (1.3¢) de (1.1), lo que nos impide asegurar la existencia
de solucidn en (G%). Incluso pueden darse ejemplos de no exis-
tencia de soluciones. Sin embargo, bajo ciertas "condiciones

de compatibilidad" para los datos 2, A, ny t(*), estos proble-
.mas pueden resolverse. Para detalles, cf. BERESTYCKI [7], y

FERNANDEZ-CARA [27].

Nota 4.3 Aunque el procedimiento de regularizécién (andlogo
al de (4.1) es valido, desde el punto de vista numérico, la
particular forma de las funciones nge(x,') puede originar di-

ficultades suplementarias. @@
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INTRODUCION

En la Seccidn 1 de este Capitulo, establecemos la
convergencia (fuerte) en el espacio producto H%(Q)XR1 de las
soluciones (uh,vh) de los problemas (G%) hacia una solucién
(u,v) del prohlema modelo (G». Seguidamente aplicaremos los
resultados obtenidos a los casos particulares de anillos vdr-
tices y pares de vOrtices planos. La Seccidn 2 considera 1la
existencia y aproximacidén de soluciones aisladas; mediante una
sencilla aplicacién del Teonema de Newton-Kantonovétch{(cf.Eﬂ),
obtenemos un algoritmo convergente hacia una solucidn del pro-
blema considerado, una vez que se conoce una aproximacidn de
la misma. Finalmente, d?taliamos en la Seccidn 3 las condicio-
nes '"de tipo angular" que deben imponerse sobre las diferentes
triangulaciones de dominio @ para obtemer la monotonia del ope-

1

rador discreto Ah— .
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CAPITULO III

RESULTADOS DE CONVERGENCIA Y COMPATIBILIDADES

1- RESULTADOS DE CONVERGENCIA

(1.1)- Esquemas generales

Como en el Cap. II, (1.2), volvemos a considerar
una sucesidn generalizada 3 de R°\{0}, convergente a 0, a la

‘que asociaremos una familia de triangulacioneskfgh} &Ede Q.
he

Pongamos de nuevo, para cada he 40,

(1.1) Vh={vh|vheC (Q); vhl F

KEPK, \/Ka'gh; vhl =0} ,

siendo los P_ espacios finito-dimensionales de funciones poli-

K

ndomicas definidas en los N-simplices Ke%%. Es clasico que Vo
es un subespacio de dimensidn finita de.Hl(Q), en el cual for-~

mulamos el problema discreto

1 .
Hatllanr u eV, Y v, eR7, tales que:

«?h) 4 a(uh,vh)=(g(-,uh—vhp(-)),vh) VVhth,

a(uh,uh)=n .

. .
Supondremos que la familia {@h} y los espacios PK

son tales que se cumplen las siguientes hipdtesis:

(Hl)—"fﬁh} es una familia negulan de trniangulaciones,
hed®

en el sentido de CIARLET [14g.

(H2)- Para cada he®, La matriz A, definida pon

h ym s a?-=a(w?,w?), 1<i,j<m ,

Ahz{alj i,3=1 ij

donde'{wT,wg,...,wg} es una base de v y m=m(h)=dim(V,), es de

h}
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clase mondtona,

(#3)~ S4 £feL9(Q) (como en el Cap. II, l<q<+w si N<2, y

q=%§5' si N>3),w es una s0lucibn del problema de Dirnichlet
- L(D=f‘ en Q-
(1.2)

w=0 4obre T,

Y w, La s0lucidn del problema variacional ginito-dimensional
h . P
(1.3) a(wh,vh)=(f,vh) . Vvhevh, whth}

entonces
1im w=-w, {=0
h->0 ” h”
hed
Sea, para cada he 3%, (uh;vh) una solucidn de (G%).

1
Evidentemente, existird una subsucesidn o de Ry una funcidn

1 - »
u,eHo(Q), tales que up Uy débilmente en Hi(Q) y fuertemente

1
en LPY(Q) cuando h'e¢e®, h'50. La funcidn v»v(v), donde v(v) es
la solucidn (Gnica) de la ecuacidn
d(v,v)EJ S(v,v) - -g(x,v-vp(x))dx=n ,

9]

1

es secuencialmente débilmente continua de H%(Q)+R (cf. el Lema

1.1.6" del Cap. II). Por tanto, los valores v(uh,) convergen
hacia v(u,).
Queremos probar que (u,,v(u,)) es una solucidn

del problema;



69

(

1

Hatlan uSHZ(Q) u VeR", tales que:

T 3y
LUE -z 3 x. (aij(x) ax.)=g(x,u—\)p (x)) en Q .

«PU ] i,j=1 °%*; i

u=0 4o0bre T,

= g du Jdu =
a(u,u)—_ . alJ(X)g‘x——'gx— dx=n
i,j=1 Q i j

Para ello bastard demostrar la igualdad u,=T(u,)=
ES(u*,\)(u*)); pero la caracterizacidn que poseemos de cada Uy

como punto fijo del operador T y la convergencia débil de

hl’

estas funciones hacia u, implicardn la misma, si (por ejemplo)

*
. q'

las funciones Th,(uh,)ESh,(uh,,vh,(uh,)) convergen en L* (9)

hacia T(u*). Esta convergencia serid establecida como consecuen-

cia del siguiente

Lema t.1.1 "Con Las precedentes notaciones, y LLa-

mando (como en ef Cap.11) vh(v),lﬁﬂﬁ v€H£(Q), a La (dnica) s0-
Lucibn de La ecuacibn
ah(v,v)Ef Sh(v,V)fg(x,V_VD(X))dx=“ s

Q
84 {vh} es una sucesidn de funciones débilmentfe converngente en

HI(R) a v, eH(R), tenemos: -

i(1.4a) 1im vv(v Y=v(v,) ,
h0 h''h *
hed
(1.4b) S vy (V)28 (v, ,v(v,)) en Hy(®) "

Demostracidn

Partimos de las igualdades

(1.5a) n=f Sh(vh,vh(vh))'g(x,vh—yh(vh)p(x))dx s Vheag,

Q
(1.50b) n=f S(V*,V(v*))'g(x,v*—v(v*)p(X))dx .
Q
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No supone restriccidn decir que'{vh(vh)} debe es-
tar acotada. En efecto, si no fuera asi, & bien existiria é>0

y v>0, tales que

% PRERIEIN = AP
en cuyo caso nos limitarfamos a considerar la subsucesidn
{hlhe‘(}e, |h] <68} dedl, & bien podrfamos encontrar ciertos hnER’

hn+0, tales que

[v_l=lvy (v )|>+=, cuando n>+e.
n n’

Sea un=S ,vn) para cada n. Podemos suponer

n (Vg
‘n n

(tomando una subsucesidén si es necesario) que vﬁ++w 5 que

vn+~w. En el primer caso tendremos

B( vy VP ()20 en i) ,

ya que existe ¢cLP3(Q) que verifica O;Ivh |<¢ c.p.d. en Q.
0=

i 1
Vnil, y por tanto un+0 en Lq (2), Ademd3s, para cada n,

unESh (Vh ,vn);Sh (Vh ’vl) H
n n n n

h ,v1)+S(v*,vl) en HE(Q), puesto que
n
|<

S(V*’vl)_shn(v*’vl)”+Hshn£7*’vl)_shn(vhn’vl)” :

pero Sh (v
n

IF(V*,VI)-Sh (v, »vy)
n n

(1.6) 1

b

.

y (clasicamente) existe una constante C1>0 independiente de n,

tal que



71

=

I
hSh (V*,\)l)-—Sh (Vh ,Vl)
n n n

;Cllg(',v*—vlp(°))-g(',th'vlp('))ILq(Q)

En virtud del Invexso del Teorema de Lebesgue (cf.

)
Bg), existird una funcidn veL? (Q) tal que

"

O<u Sh (vhn,vn);shn(vhn,vl);w c.p.d. en @, Vnél,

n

n

y el Teorema de Lebesgue muestra que

n=f u cg(x,vy -v p(x))dx»0 ,
n
Q
lo cual es absurdo.
Por el contrario, si v _+-=, el Lema de Fatou ase-

gura la integrabilidad de la funcidn

(1.7) f= 1im inf'{un-g(-,vh
n-»o n

—vnp(-))} s

asi como la desigualdad

‘ f fdx< 1im inf f unfg(x,vh -vnp(x))dx=n .
Q n-> -+ Q n

Sea R>0 lo suficientemente grande como para tener
S(v,s-R)>1 en un ablernto no vaclo wcQ ;
existird no,>1 tal que, para n2n,,

unESh (vh ,vn);ﬁh (vh ,vno);Sh (Vh s=R) ,
n n n n n n

y se puede deducir, como en (1.6), que las funciones Sh (vh ,—R)
’ n n

convergen hacia S(v,,-R) en Hi(Q), y también (extrayendo una
subsucesidn si es necesario) c.p.d. en ., Pero esto implica cla-

ramente

-
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ifm inf u (x).g(x,v, -v p(x))=+e c.p.d. en w,
n h n
n-+-+e n

ya que g(X,Vh —vnp(x))++w c.p.d. en 2, y de nuevo llegamos a
n

un absurdo.
De la acotacidn de los valores Vh(vh) se deduce la
. : 1
existencia de una subsucesi&nae <kzaey de un valor real v, ta-
les que vh,(vh,)+v* cuando h'e}e, h'+>0. Notemos por otra parte

que

(1.8) | IS(V*,v*)-g(x,v*-v*p(X))de
Q

_f Sh'(vh"vh'(vh')):g(x’vh'—vh'(Vh')p(x)dxlé
Q

hs IIS(V*,v*)—Sh,(Vh,,vh,(vh,)j}3g(x,v*—v*p(x))dx'+
Q

+fsh'(yh"vh'(vh'))lg(X’V*"v*p(x))fg(x’vh'—”h'(Vh')P(X))ldx’
Q f

pero 1

G ||3<v*,v*>-$h.kvh.,vh.(vh.>‘p<x>|[; |

b3

S(V*’“*)'Shv(V*’V*)”+”Sh'(V*’V*)‘Sh'(th’Vh'(Vh')4|’

-
y este dltimo t&rmino converge a 0 (en virtud de la desigual-

dad

hY

“Sh'(v*,v*)—sh'(vh' ’\)h'(‘,rh'))

2 Clig(',V*-ka(‘))—g('9Vh|_vhy(vh|)9(’))|LQ(Q))s

mientras que Sh,(v*,v*)+3(v*,v*) en H%(Q), como consecuencia
de (H3).

Tenemos por tanto que Sh,(vh,,vh,(vh,))+3(v*,v*)
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1 .
en Ho(Q), y de (1.5a) y (1.8), se obtiene la igualdad
a(v*,v*)EJS(v*,v*)'g(x,v*-v*p(X))dx=n )
Q

de donde v =v(v,.).

Dado que el mismo razonamiento es aplicable a to-

1
da subsucesiénaﬁ deae, tendremos la convergencia de toda la
sucesi6n'{vh(vh)} hacia v(v,), y por tanto (l.4a). Para pro—.
bar (l1.4b), basta ahora aplicar (1.9) a todo he¥, obtenién~-
dose la convergencia deseada. gm
\]

Aplicando el Lema 1.1.1 a las funciones U h'sae,

Yy a uy, obtenemos:

. 1
Teorema 1.1.1 "Existe una.Aubbuceéién,ae de

& tal que Las cornespondientes soluciones (u, ,,v,,) de Los
h h

\
problemas G?;) , h'edl , convengen en Hi(Q)le

a una solucddn
(uyovy) det problema (£). ve hecho, si venl(n) es el Limite

débit de una Aubéuceaiﬁn'{uk} de'{uh} , entonces el pan

ke K hed?
(u,v(u)) es solucibn de(@%, u > u fuerntemente en HE(Q), y

vk(uk) converge hacia v(u) en Rl, cuando keX, k>0."

(1.2)- Esquemas en elementos finitos para problemas

"~ de vdrtices estacionarios axisimétrices

Consideremos de nuevo el problema (1.8%) descri-
to en el Cap. I. Recordemos que N=2, Hi{x|x=(r,z)eR2, r>0},
2 es un abierto acotado contenido en II, y que buscamos una

. 2 '
funcidn ueH”"(Q) y una constante k, tales que se tenga:
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-Au=Af(u-Wr+k) en @ ,
(1.10) 4 u=0 s0bre T=3Q ,

Iqulzdx=n s
Q

\

donde las constantes A, n y Wy la funcidn s>f(s) son conoci-

das, A,n,W>0 y f verifica las condiciones siguientes:
(1.11a) f:R1+[O,+w) es Localmente Lipchiclana,
(1.11b) £(s)=0, Vq;o,
(1.11c) s>£(s) es esitrnictamente creciente en [0,+=),

(1.11d) 1fm £(s)=+o ,
s>+

(1.11e) 1im £(s) =0, para un valor real p>1 .
s>t sP : _

Andlogamente,dadas las constantes A, n y k (<0)
y la funcidn f, podemos considerar el problema de hallar u y
W, solucidn de (1.10). Por simplicidad, supongamos que { es
un polfgono no degenerado de Rz. Esti claro que nos encontra-

mos en un caso particular del problema (G» del Cap. anterior;

la forma mds simple de construir un esquema en elementos fi-
. . S . 3 1.
nitos consiste en tomar una sucesidn generalizada dU de R \{0}
convergente a 0, posteriormente asociar a cada hedf una trian-
gulacidn %% de @, y finalmente considerar los subespacios de

dimensidn, finita de H%(Q)

(1.12) Vhﬁ{vh|vheC (Q); vy

KEPK(K)’ VKeth; ?hIPEO} s

donde £ es un entero >1. Si la familia'{ﬁh} es regular, y los
dngulos de cada tridngulo K de cada‘@h son <n/2, se verifica-

rdn las hipdtesis (H1) y (H2) (cf. CIARLET-RAVIART [i7); por
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otra parte, es clidsico que (H3) se cumple para esta eleccidn

de los espacios P_ en una famifia regular de triangulacdiones.

K

Hemos probado entonces el siguiente

Teonema 1.2.1 "Sea (u,,k ) para cada hedl,

una solucidn del problema variacional §(indto-dimensional
2

1 .
Hallan u eV, ¥ k eR", tales que:

(1.;3) < (Vuh,Vvh)#A(f(uh—Wr+kh),vh) s Vvhevh .

(Vuh,Vuh)=n s

-

donde Los v vienen dados por (1.12) para £>1, entero {ijo,

Yy para una familia regulan de tnianguﬂacéoneA'FGh} % y don-
’ he

de Las constantes A, n y W y La funcifn £ verifican Las con-

1
diciones anteniones. Exisie una subsucesién CHrar que Las

1
cornnespondientes soluciones (u kh,), h'e%ﬁ, convergen en

h!’
H%(Q)XRl a una so0lucibn (u,,k,) de (1.10)V wm

Nota 1.1 Un resultado anidlogo puede ser enunciado para la
convergencia (al menos para una subsucesidn) de las solucio-
nes (uh,wh) del problema

r

1

Hallan u eV y W eR", tales que:

h™ "h’
L (1.13") < (Vuh,Vvh)éA(f(uh~Whr+k),vh), Vvhsvh ,

(Vu,,7u,)=n ,

-
hacia una solucidn (u,,W,) de (10). En lo que sigue (y de mo-

mento no insistiremos mZs en ello), los pardmetros-soluciones
k y W juegan un papel simétrico, pudiendo intercambiarse de
manera conveniente en las diferentes formulaciones. @B

En segundo lugar consideraremos el problema (1.7%)
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del Cap. I. De nuevo N=2, Q es un abierto acotado (poligonal
: . 2
por simplicidad) contenido en el semiplano I de R, y quere-

mos encontrar una funcidn u y una constante k, tales que:
2 2

o
= — — ———— — D —— - - "r—-'
’EU: - ( 3 ) - = 7 rrf(u w2 +k) en Q,

(1.14) 3

donde las constantes n, A y W son positivas y f verifica las
condiciones (l.11a)-(l.1lle).

Con objeto de formular (l.14) es preciso intro-
ducir nuevos espacios de funciones (de tipo Sobolev) entre
los cuales pueda actuar el operador I; es por ello que defi-

niremos el espacio

(1.15a) H(R)={v|veL?(a), L= vver? ()%},
r

al que dotaremos de su norma hilbertiana "natural"
(1.15b) | ”V”H(n) = (|v[2'+f 2 lvv]| 2ax) 12,
' : Q

y despues llamaremos H,(Q) a la adherencia de D (Q) en H(Q).
Evidentemente, H,(Q) es siembre un subespacio de H%(Q), y
por tanto (suﬁuesto Q suficientemente fegular) tiene senti-
do la traza de una funciéﬁ de Ho(Q). Podemos distinguir dos
casos:

15~ caso EL compacto 9 estd contenido en I.

Entonces la funcidn x=(r,z)~>1/r pertenece a C?(ﬁ),

; .
y H(Q)=H (Q). En consecuencia, HO(Q)EHE(Q), y las normas
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y
(1.16) ﬂvB= (f % !Vvlzdx)l/2
Q

son equivalentes en H,(R) a

’.”H(Q)' Podemos aplicar de nue-

vo los resultados de (l.1), obteniéndose:

Teorema 1.2.2 "Sea (u, k) para cada hedl,

una so0fucibén del problema variacional f§indito-dimensional

' 1
( Hallanr u eV, ¢ kheR , tales que:
2

1 = r
(1.17) | 5o, demh (o = Hi ) v 0, Vepev,
. f

9]

. 2 '
f % IVuh' dx=n ,
Q

donde Los Vo vienen dados por (1.12) para £>1, entero g4ijo,

y una familia regular de tnéanguﬂacioneb'f§h} del abiento
he

acotado @, que verlfica Qcun, y Las constantes r, n y W, y La
funcidn £ vernifican Las condiciones antendonres. Exisite una

A s » ' . Id
subsucesidn € de & zat que. Las soluciones cornespondientes

1

{ . )
(uh,,kh,), h'elﬁ, convengen en HE(Q)XR a una Aotucién

(ugsk,) de (1.14)." oo

22 - Caso TN # @

Sea T'o,=I'N3Nl. De las definiciones anteriores, se
deduce que H(Q) coincide con Hl(Q) (y entonces HD(Q)Eﬁi(Q))
si y s6lo si I', es de capacidad (lineal) nula., Desde el pun-
to de vista fisico es m3s interesante considerar (como se Vvio
en el Cap. I) el caso de capacidad estrictamentevposiéiva.

Nota 1.2 Cuando cap(l,)>0, H,(Q) es un subespacio propio de
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H( Qx la inyeccidn HO(Q)C;Hi(Q) es continua, y, en H,(), 1la
seminorma ”'”, dada por (1.16), es de hecho una norma, equi-
valente a".”H(Q)' En efecto, basta tener en cuenta que, pa-

‘ra todo ¢e D(Q),

r .
|¢|2E f |¢I2dx < C(2) A |¢|2dx=

o)

_ Ar
= c(a) ?af 1 ]v¢|2dxi.c(n)?aj %r-lvcblzdx ,
Q@ Q

donde 0< sup T a < +°, y C(2) es una constante positi-

x=(r,z)eQ

A

va que s0lo depende de 0. @@

Pueden repetirse los razonamientos de la Seccidn

(1.1) del Cap. II substituyendo HE(Q) por H,(R), obteniéndo-
se el resultado de existencia que sigue:

Teornema 1.2.3 " Sea £ una funcidn de R1+

+[0,+w) que vendlgica (1.1la)-(l.1le).Sean X, n, W Ltres cons-
Lantes posditivas dadas; entonces exdisie una 6unc£6n ucH, (2)
y un valor real k, tales que el par (u,k) es solueibn de
(1.14) ." wm |
NGtese que una definicidn de 1los v, tal como
(1.12) no es ahora posible, salvo para £>3, ya que si £=1 &

2, y el tridngulo K posee un lado sobre 3, podemos siempre

encontrar funciones pEPl(K), para las cuales
1 2
x=(r,z)+ - ,Vpl
r
no es integrable y p]aHnK$0; es decir, para £=1,2, el espa-

cio Vh de (1.12) no estid contenido en HO(Q)*. Por otra pate,

% .
(*) Seria de todas formas interesante describir esquemas no

conformes asociados al problema (1.14).
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si £>3, el tz2bajo numéricce empleado en la resolucidn efecti-
va del problema puede resultar excesivo. Por estas razones,
nos limitaremos a trabajar con familias {%%} para las que se
cumpla la propiedad siguiente:

(P) - "Para cada he¥, existe h,:0<h,<|h|, tal que todos
Los trnidngulos Ke® tales que 3KNII#Y (g tengan por Ztanto un
Lado 6 un véntice sobre 3n) _ -
@,zg)

son de una de Las dos gonr-

mas :
(4) —
K =co{(0,2%), (ho,23),(0,2%)) S heid)
6
- e
(ii) r

»

K2=c;{(0,zf),(ho,Z§),(ho,Z§)}

L Tho, 25)

para thes valores reales z¥%,

Fig. 1
* % M
z% y z%.
Tomemos a continuacidn
" o _ .
(1.18) Vh—{vhlvheC () vthaPK, VKsﬁa; vhlr—O} s
donde _
Pz<K)’ 44 3KN3I=¢, Llentenrno)zl,
(1.19) P_=

-2 . = .
{qlq(r,z)zr p(r,z), pEPﬁ(K)’PlaKHBHZO}’ $L no.

La consistencia de la definicidén (1.18) seri con-
secuencia del resultado siguiente:

" Proposdedlbn 1.2.1

(a) "Sea 2=1, ﬁe%%, sRN3T#G, v qePy, donde Pﬁ vie—
ne dado por (1.19). Entonces estd bien definido porn Los valo-

nes que toma en Los véatices de ¥. Ademds , Vh es un subespa-
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cio de dimensidn finita de Ho(R), y una funcidn vha%h estd
bien definida por sus valores en Los vértices de %% que no
pentenecen a T." .

(b) "Sea £=2, ¥ , oRNaN#P, y qePy, donde Py
viene dado por (1.19). Entonces q estd bien definido por Los
valores que toma en Los puntos medios de cada Lado de ¥. Ade-

mds, V. es un subespacio de dimensibn finita de Ho(R), y una

h
funcidn vhe¥h estd bien defindida porn sus valores en Los vér-

tices y puntos medios de Los KadoA'@h que no pertenecen a r.”

Demostracidn
Consideremos el caso £=1., La primera parte de.

(a) es trivial, dado que q puede ser escrito de manera GUni-.

ca de la forma

a(r,2)=r2p(x,2), Vx=(r,2)ek ,

donde ngl(ﬁ), y por tanto viene definida por los valores
que toma en los vértices de X.
Sea {ai}?=l una enumgracién de los vértices de
%% que no pertenecen a I', y supongamos dados unos valo?es rea-

. . - . . n,
M. Veamos que existe una {inica funcidn Vhth, tal

les Vi 1<ix<
que

(1.20) Vh(ai)=vi R Vl: 1<i<M.

En efecto, consideremos para cada KSE%, oKRN3II=9,

el Pl(K)—interpolante 1. v de'{vi}?=1, definido (cf. CLARLET

K
@a) como la Unica funcidn de Pl(K) que toma el valor v, so-

bre cada correspondiente vértice "interior" (i.e. ue no
3

pertenece a I') de K, y el valor O sobre cada vértice "fronte-

ra".
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Si KeB, , 9KN3L#¥, podemos distinguir dos casos:

Caso 1 : KHBH se reduce a un punto.

Entonces definimos el PK-interpolante HKV median-

te la relacidn

(1.21) HKVErsz s x=(r,z)ekK ,
Vi
donde Py es el Pl(K)—interpolante asociado a los valores —5
h,
sobre los vértices interiores de K y al valor O sobre el vér-

tice que corresponde a T.

Caso 2 : K tiene un lado sobre 3I.

Andlogamente, el PK—interpolante MV viene defini--

do por (1.21), donde ahora Py e€s el'Pl(K)-interpolante asocia-
v,
=

> sobre el finico vértice interior de K, y a 0 so-
h's

do al vdlor

bre los vértices frontera.

. (-]
Mostremos que existe una {nica funcidn vheC ()

=l_v. La teorfa clasica de in-

tal que, para cada Ke%%, K

L«

terpolacidén (cf. @ﬂ) puede aplicarse para cada par de trian-
~gulos Kl’K d@ que tengan interseccidn vacia con 3, y por
tanto bastara demostrar que si K kﬁ? R aknan#¢, y KNE es un

lado comiin a K y a k, entonces HKv=HﬁV sobre.Kﬂk.

Supongamos en primer lugar que 8K03H=¢ (fig.2);
entonces HKV y Hkv ;on dog funciones polindmicas de grado <1
en la variable z sobre Kﬂk, que coinciden en dos puntos dis-
tintos (los vértices comunes a K y a k), por otra parte, si

dKNoIN#¢ (fig.3), tendremos
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_ .2
HKV-r Py
y
sdobre XNK ,

JIGYR V2 rzp'\,
K K

donde Py ¥ P¥ pueden escri-

birse (sobre Kﬂk) como dos

funciones polindmicas de

~grado X1 en la variable r

que coinciden para dos va-
lores (distintos) de la
misma. En consecuencia,
"siembre debemos tener HKv=HRv.sobre Kﬂk, y queda probada la
existencia de una funcidn vhe%h que.satisface (1.20).
e | Esta funcidn es ademds {nica,

puesto que las relaciones
V, 0 e% v, (a.)=w, (a.)
h*>”h” "h> "h i h*"i” 2
l<i<M ,

implican ,claramente VS0, de-

“bido a la unisolvencia de los

valores en los vertices de ke

€@ para el espacio PI(K);

Para terminar la demostra-
Fig. 3 cidn de (a) sélo queda probar
la inclusidn vH:HO(Q). Pero si

v, eV tenemos trivialmente que vheHl(Q). Luego todo se redu-

h™ "h’

ce a probar la integrabilidad de la funcidn
, 1 2
{1.22) | x=(r,z)-~> o IVvhl , xeK ,

sobre cada tridngulo Ks@h tal que J3KMN3I#@¢. Sea K uno de estos
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tridngulos, y pongamos
_ 2
QK—lvth
entonces

oP ap
K. 2, &4 K .2
or ) Hr

QK(r,z)Erz(ZpK¥f

donde pKePl(K), y

9Py )z+r3(‘3PK 2
or ‘0z

(1.23) % QK(r.z)Er(2§K+r

lo que demuestra que (1.22) es integrable.
Para £=2, la demostracidén puede obtenerse de for-

ma totalmente andloga. sm
Nota 1.2 De (1.22)-(1.23) se deduce que podemos utilizar un
esquema algo mds general, poniendo en (1.19)
-0
q(r,z)zr «p(r,z) ,

donde 0>3/2. @8
ny
Una vez que hemos construido los espacios Vh’ su-

pongamos que trabajamos con una familia regularn de triangula-

cLoneé'{@h} tal que, para cada hed, La matrniz Xh’ definida
hedl o
por .
¥ L vh oW v _novh b
nt8i505,5-1 0 3357200505

donde'{mT,gg,...,gﬁ} es una base de Vh, %=%(h)=dim(vh), y
2(.’.) es la forma bilineal asociada de manera "standard" al

operador T.

|~

g(u,v)= f Yu+Vvdx , Vu,veHo(Q) s
9 ,

es de clase monbtona. Para cada h consideramos el problema a-

preximado
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4
Hatlar u eV k aRl, Lales que:
W¥V'n Y Kp
, W 2
(1.24) ) B(Uh,vh)=k(rf(uh— 7 F +kh),vh), VVhth s
N -
L a(uh)uh)_n .

Repitiendo los razonamientos de la Seccidn (1.2),
Cap.I1I, pero cambiando ahora los espacios H%(Q) y Vh (alli
definido como en (1.11)), por H,(R) ¥y %h‘respectivamente,ob—

tenemos el siguiente resultado de existencia:

Teonrema 1.2.4 " En Las condiciones del Teo-

y un valor k., do0lucdidn

» .4 {\J
nema 1.2.3, existe una funcidn u eV h

h™ 'h’

de (1.24)." wm ‘
Estamos interesados en dar. un resultado de con-

vergencia andlogo al Teorema 1.2.1, y, para ello, necesitare-

mos la siguiente

Proposdicion 1.2.2 Sea stz(Q) Yy w La s0lucidn del pro-

blema de DirndichleX
(1.25) ' T o5z
w=0 s0bne T;

para cada hedl, 526 wy La s0lucibn del problema variacional

ginito-dimensional

A 1 ‘ '
(1.26) a(wh,vh)s f . th-Vvhdx=(f,vh) , vvhevh, whevh.
Q
Entonces
(1.27) 1fn [w—whﬂ =0 "
h->0
hedt

Demostraciodn

Sea >0, Como D(RR) es denso en H,(R), existe
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¢eD(Q) tal que Hw—{n<5/4. Pero, por otra parte, w, es la pro-
yeccidn ortogonal de w sobre %h asociada a la forma bilineal

(u,v)+2(u,v) (producto escalar en H,(R)), de donde

(1.28) Hw—wh]] - ing [[w-vh]];ﬂw'-tf)hﬂ ,
n®Vh

n
donde ¢h es la funcidn V, -interpolante de ¢, definida como

h

en la demostracidn de la Proposicidn 1.2.1.

Sea

L=sop($)={x[xet, §(x)#0} ,

y pongamos

r = in¥ x>0,
x=(r,z)elL

La regularidad de la familia'{th} imblica la exis-

tencia de h >0 tal que, si hdR? |h]<h1, entonces

r
(1.29)  sop(¢)cL ={x|x=(r,2)ell , r;—z——li }.

De (1.28)-(1.29) y la eleccidn de ¢, se deducen

las desigualdades

e oo 5+ 2 o

para hedf, |h!<h1. Pero

lo-ou) 2= | 19Co-e 1= [ Ivcom0,31%ax

f Lh

donde L, es la unidén de todos los tridngulos Ke@h tales que

KNL#G, vy ¢h coincide con 1la Pz(K)—interﬁolantg de ¢ en Lh;

por tanto, existe h2>0, h2<h1, tal que
| evT e
¢-¢. [I< ——= , si he®, |h|<h, .
le-¢s 2/2 2

Esto demuestra la Proposicidn. s
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Finalmente, podemos deducir como en (1l.1) (pero
trabajando con los espacios H,(R) y %h) el resultado de con-
vergencia que sigue:

Teorema 1.2.5 " Sea (u, .k ) para cada hedd,

una Aotucéén del problema variacional no Lineal finito-dimen-
sdlonal (1.24), donde %h viene dado por (1.18)-(1.19) para £=1
6 £=2, y para una famifia regular de tniangulacioneé'{ﬁh} del
abiento acotado @, para el cual cap(30N3N)>0. Se supone que
Las constantes X, n y W son positivas, y que La éuncidn f ve-
nigica (1.1la)-(l.lle) . Enfonceé existe una Aubéucebidnag' de

Wral que Las cornnespondientes soluciones (u k, 1) convergen

hl’
1
en HO(Q)le hacia una s0lucidn (u,,k,) de (1.13), cuando h'éﬂ,
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2- UNA APLICACION DEL TEOREMA DE NEWTON-KANTOROVITCH AL

CASO DE LAS SOLUCIONES AISLADAS

Las hipétesis (l1.3f) y (1.3g) de la Sececidn (1l.1),
Cap. II, serdn sustituidas en esta Seccidn por otras dos un

poco mas restrictivas, que enunciaremos asi:

[ 1 .1

s>g(x,s) es continuamente diferenciable de R™>R™,
para casdi todo xe@,
(1.3£') ¢ x+D2g(x,s) es medible y esenciamente acotada,

para todo seRl,

' 1
1 Eh1>0 tal que lng(-,s)ILw(Q);Tl R VseR .
(1.3g") J1.>0, tal que |D2g(x,sl)—ng(x,$2)|;
;Tolsl-sz| , Vsl,szsRl, xe.p.d. en Q.

Cbntinuaremos considerando los casos N=2 y N=3;
un estudio andlogo al que va a hacerse aéui ( aunque técni-
camente algo mids complicado) es, sin embargo, posible en el
caso general N>1.

Diremos que una 4olucibn u, defl problema “RJ
(cf. (le), Cap. II), ¢4 aislada ( y esto se justificard mids

adelante) 44 La forma bilineal continua
_ ' .
(u,v)+a(u,v)—(R (ug)su,v) , u:VEHo(Q> s

v \J
donde R(u)zg(+,u-v(u)p(+)) y R (u) es la diferencial-Fréchet
de R en u, ¢4 Hi(ﬂ)— coenclva, es decir, si existe y>0, tal

que

v”2 , VVeHE(Q) .

(2.1) a(v,v)—(R'(uo)-v,v);y

“Lema 2.1.1 "Sea uoeHi(n) una solucibén aislada

de“ﬂj. Entonces existen dos constantes R,C (que s6Lo depen-
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den de Los datos def problema y de u,), tales que

N
w-wl] ,

<R} , donde H-“* es La non-

X0

IR )= (&)

, N '
s4L m,weB(uo,R)E{vlveHE(Q), “v—uol

ma dual de ”-” en H"l(n)."

Nota 2.1 En el transcurso de la demostracidn que sigue se

ve que también existe una constante C*>0 tal que
' o :
(1.4%) | (R (@) u,w) = (R (@) ~u,v) | <ox|ju-i]|- u] -] v]3

para todo par de funciones u,vsHi(Q) y para w,g en un entor-
no de u,. NStese también que el caracter de solucidn aisla-
da de u, no se utiliza en los razonamientos siguientes; el
Lema continfia por tanto siendo cierto cuando u°€H£(Q) es una
funcidn arbitraria, y, en particular, m+R'(w) es un operador
localmente lipchiciano de H%(Q)+H-1(9) (e incluso de H}(Q)+
>12(2)). -

Demostracidn .

Sean u,vsH%(Q). Si w'y gsﬁi(ﬂ), tenemos:
1 1,
[(R (w)*u,v)-(R (&) u,v)]| =

'=|f{ng(x,w—v(w)p(x))—ng(x,m—v(m)p(X))}u(X)V(X)dx -
Q. ‘

= fp(X)f{B—(—w—,%—m S.(w,\)(w))ng(y,m-—\)(w)p(y)) -
Q Q

e S,V (B)D, 8y, 8- (B () e dyv ) ax| £
B (&, v (6))

TS
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< f |D28(x,w—v(w)p(X)>—D28(X,$—v($)p(X))|Iu(X)IIV(X)|dx +
) _

+;fp<x> f1575757577 S (w,v ()20, gy 0=y )p () -
Q Q '
1

S(@,v (@)D, g(y,u-v (3o (¥))]|uly)|dy|v(x)|dx .
B (5, (8)) 2

Siendo v»v(v) y v»>v'(v) continuas de H%(Q)+R1 y
1 -
H, (R)~>H 1(Sz) respectivamente, podremos encontrar R,>0 tal que,

si ueB(uo3;R,),

213

HV'(u)—v'(uo)

. v -
entonces, si O<R<R, y w,weB(u,3;R), se tendrd:

Iv(w)—v(g)l; sup ”v'(6w+(1-6)$!k-"w—$
.0<6<1

hs

s sl o]l
de donde
' f Ing(X,w*V(w)p(X))-ng(X,g—v(g)p(x))|-lu(x)l-lv(x)ldx <
Q
ch L Teflw(x);a(x)l-[u(x)]-lv(x)[@x +;
5 .
+ To(lf”v'(uo)”*)|pILw(Q)”w-xnflu(x)v(x)[dx R
. 0 ‘

Y, en virtud de las inyecciones ﬁe Sobolev
) * 1 &1 :
@G @ y ilagrw ,

donde q*>1 es finito y arbitrario si N=2 y q*=3 si N=3, re-

sulta
lezg(x,w—v<m)p(x))—ng(x,x—v(x)p(x))||u(x)1|v(x>|dx <

Y2.2)7 ®

T°(C1+lple(Q)(1+”v'(u°)“*))”w—$“°”u“'”V” >

A

re
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donde C1 s6lo depende del abierto f. Por otra parte, u -

+g (u,v(u)) es una funcidn continua que toma sdlo valores po-

sitivos; luego tambi&n podremos encontrar R1>0 tal que

| seey  Ta
Blw,v(w)) gt ()

. "
|<1 , si w,weB(uo;Rl) 3

elijamos R,>0 tal que B (u,v(u))>B(us,v(uo))/2 si uEB(uo;Rz),

2
y R3 tal que lS(u,v(u))—S(uo, (uo))‘Lq'(Q);l si ueB(uo;R3).
Entonces, si O<R< min R, vy w,xeB(uo;R) ,
0<i<3

| 1 _ 1
Blusv()) g | (o))

fin

< _y fIS(w,v(w))ng(x,w-V(w)p(X)) -
B (uo,v(us)) Ty "
- S(W,v @)D, g(x,u-v (@) ()P]p (x)dx <
e Jo Ly gy (e Gt Cwo L0 Te L g))
B(uoa\)(uo))
4100, (1S (e (wad)] pa’ () (1+(IH[v " (uo) L)|9|Lw(g)>}“w—$” =
.E C3”m—w” f
donde C3 s6lo depende de uo,, p, 8 ¥ Q. Por tanto, si w,xeb
eB(u,3R), y O<R< min Ri ,
0<i<3
f -
fp(x)flgfajéjajj'S(w,v(w))ng(y,w—v(w)p(Y)) -
Q Y]
—;;;:—l;;——S(x,v(m))ng(y,%—v(g)p(Y))lIu(y)]dylv(x)fdx;
B (w,v(w))

(2.3),

;lp|Lw(g)ﬁrl(l+|3(uo,v(uo))qu'(Q))CZC3+B(uo,v(uo))C3/%-

.



91

donde de nuevo C4 s0lo depende de u,, p, gy 2. De (2.2) y
(2.3) obtenemos .
) ' ' "

@0 I8 Grsolssgh S

.

Vu,vsHo(Q) . w,geB(Uo;R) s
si R>0 se ha elegido como precedentemente. Esto demuestra el
Lema. mpm

Supongamos que existe wosHi(Q) tal que, para una

determinada constante y>0, se tenga

(2.5) a(vnﬂ—(R'@u)-Vﬂﬂgy“VHZ . VQeHiGD .

En virtud de la Nota 2.1, bodremos aplicar el Le-
ma anterior a la funcidn w,, de donde se deduce la existencia
de una constante K>0, tal q;e

N
=K m—w“ ’

(2.6) 'lR'cw)-R'(B)

si w y $ est@n en un cierto entorno B(wo;R) de wo.
Sea.A;“a(wo,')—(R(wo),')”*/Y , Yy supongamos que
1
(2.7) O<g= =%~ <5
(2.8) 0<t* = L (1-/T-2E)<R .
Se ﬁuede aﬁlicar entonces el Teorema de Newton-
- Kantoroviteh (cf. Seccién 3, Cap.I) con X=Hl(9), X°=wo, £=0

y
_ . 1 ,
T(x,y):a(x,y)—(R(x) sY) anYEHo(Q) s

obteniéndose el resultado siguiente:

. Teorema 2.1.1 "EL p&obzema,(G{) admite una 80~

Lucdbén u.eB(wo3t*), que e8 el Limite (en HE(Q)) de La sucesibn

~{uk} de puntos de B(wo.;t*), bien definida por

(2.9) u®=w, ; uk+1=uk+zk+1 , .v’k;O ,
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k+1

donde z es La s0fucidn del problema Lineal

(sz) a(Z’V)-<R'(uk)’z,V)=(R(uk),V)—a(uk,v), VveHi(Q), zeH%(Q).;,

Nota 2.2 Cada problema «RF) equivale, al menos "formalmente}

al problema de Dirichlet:

(

Lz-ng(x,uk-v(uk)p(X))Z'+

' 1 D, g(x,u =y (u)p (x))p (x)

8 (u,v (u*)) 2

]

(2.1007 - fS(uk,v<uk>>~nzg<x,uk-9(uk>p(x))zdx
Q

= g(x,uf oy (W () -Lu® T xeq

z=0 Aobke T.

\
" Nota 2.3 El Teorema anterior asegura también la unicidad de

u, como solucidn de(GQ) en la bola abierta

Q(wo;g)*{vlveﬁi(ﬁ), ”v—m° <3}, donde 3=min(R,%) .

En particular, si u, es una solucidn aislada de
(62) (en el sentido de (2.1)), ﬁodemos tomar wo.=u, (siempre
existira A>0 para el cual se cumblan (2.7) vy (2.8)), resultan-

do que u, es una solucidn aislada también en el sentido usual.ms

Nota 2.4 E1 algoritmo (2.9)—0“?) puede escribirse equivalen-
temente como sigue:
(i) Toman u=w, .

(ii) Después, para cada k;O, hatlan o*t1

de :

, s40lucdbn

() - (R (15w, v) = (R(F) -k (&) - u¥, vy, Vverl) e

Desgraciadamente, no podemos aplicar el punto 32
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del Teorema de Newton-Kantorovitch (cf. Seccién 3, Cap.I). De

hecho, si existiera una funcidn J, de H%(Q)+R1, tal que
' ) ‘/ 1
{(J (u),v)=a(u,v)-(R(u),v) u,vely(Q) ,
se tendria que la funcidn

I(w= + a(u,u)-3(w) , ueBi() ,

]

deberfa verificar I =R; pero esto implica (cf. BERGER [12] )

: TR o
la hermiticidad del operador I (u), de H%(Q)+H 1(Q), i.e.
szg(x,u—v(U)p(X))V(X)w(X)dx -
Q

- E?tj%?jjjifs(u,v(u))ng(g,u—v(u)p(x))wdx);.
Q
: (fp(Y)ng(y,u-V(u)p(y))vdy) =
Q

'=f ng(x,u-V(u5p(X))w(X)V(X)dx -
Q

1

T B(u,v(uw)) (fs(u’\’(u))ng(X,u—\)(u)p(x))vdx) .

Q.

°'(fp(y)ng(y,u—v(u)p(y))wdy) R
0 N

cualquiera que sean u,v,weHl(Q), de donde

(fS(u,v(u))ng(x,u—v(u)p(X))vdX)(fp(y)ng(y,u—v(u)p(y))wdy)=
Q Q '

=(f3(u,v(u))ng(x,u-v(u)p(X))de)(fp(y)ng(y,u—v(u)p(y))vdy),
Q Q '

’ 1 . )
Vu,v,meHO(Q). Evidentemente, esto no es cierto en general

(tomese, por ejemplo, p3cte.>0).

Nota 2.5 El razonamiento precedente parece indicar que no se

puede afirmar La esiabilidad §isica de las soluciones aisla-
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das (cf. CROUZEIX-THOMAS [1d).

Consideremos ahora el problema discreto, Por sim-
plicidad, nos referiremos Gnicamente al caso "no singular", en
el que las funciongs aij que definen el operador L ﬁertenecen
a Cl(ﬁ). Con la notacidn de la Seccidn (l.1), y haciendo

Rh(Vh)Eg(',vh—vh(vh)p(.)) para v, eV, , encontramos que(G%J
puede formularse de manera equivalente como sigue:

Hallanr u eV, tal qug:

<6%h) a(uh,vh)=(Rh(uh),vh), Vvhevh‘.

Seguiremos suéoniendo que se verifican las con-
diciones (H1)-(H3), 1lo cual permite'afirmar la convergencia
en H%(Q) (al menos para una subsucesidn) de las soluciones de
los problemas(GeQ hacia una solucidn de(G{). Con un péqueﬁo

cambio de notacidn, «S;) puede también escribirse de. la mane-

ra siguiente
®)
h

y, razonando como en la demostracidn del Lema 2.1.,1, deduci-

Hatlan gheRm, m=m(h)§dim(Vh), tal que:

Ah€h=bh(€h)Ebh(gh’vh(gh)) ’

remos:

Lema 2.1.2 " La aplicacidn £, >by (5,) @8 continua~-

“mente diferenciable (Frnéchet) de R™sR™; y ademds, para cada
gthm, existen R>0 y C>0 (46Ro dependientes de h,p,g,£,), ta-

Les ques:
“b'(c )—b'(é 4 m, <C| R | V ¥ B (g, 3R)
B 5h TP R QRS CR TR 2 VER2E R P iR o

donde ' m '
Bo(EnsBI=tz, e, ey, |op -2, [<R) " wm



95

Supongamos que existe ;oheRm, tal que
(2.11) vy >0: (A g, ,0.)=(b"(Toy) L, 5,027, |C I2 ‘Vc eR"
‘ h™° h>h’*h °h h?>”h’='h'!'”h' ? h ’

AL 1
(2.12) Az| A Toy-b(To )| /Y, 5 O<l= v, <5,

(2.13) Hb'(ch)—b'(2h>”3€(Rm);Klch—Ehl ,Vch,?c’heBm(coh;R) ;
(2.14) t* = % (1—/1—22)<R.;

de nuevo, tras aplicacidn del Teoxema de Newton-Kantorovitch,

obtendremos

|
Teonema 2.1.2 "EL pnobzema(ﬁzh) admite una

so0lucdibn Eop N La bola cenrrada B (Lo, 3t%), que es el Rimite
(en R") de La Aucebidu’{;ﬁ} de puntos de Bm(;oh;t*), bien de-
g§inido poh: .

' .o_ ' . k+1_ k k+1 v

(2.15) Ch"';oh ’ Ch —Ch+6h . | . k—>_=0 ’

k+1

donde Gh

es La so0lucibn del sistema Lineal
- ' k . —1 k — k "

" Nota 2.6 Al igual que en el caso continuo, la unicidad de la

|
solucidn de «E;) en la bola abierta

N - o
Qm(c°h’ph)—{chlch€R ’ Ich—;°h|<ph} ’

‘ Y
donde gh=min (R,EE), estd asegurada. e

Nota 2.7 De nuevo puede considerarse una formulacidn del pro-
blema discreto con integracidn numérica. Todo se reduce a cam-

? ' " " 2 \ -
biar en G%J el producto escalar "standard" (-,+) de L7 (Q) por
un producto (',-)h, asociado a una férmula de cuadratura, 1la -

forma bilineal a(+,+) por una forma’ah(',-) también asociada
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%
a ella, y el operador Rh por Rh, operador de Vh+Lq(Q), defi-

1

nido por
X0 . B
R (v)=g(+,v, ~vE(v )0 () 5 Vv ev,

donde vﬁ(vh) es la solucidn (Gnica bajo la hipdtesis (H2) a-
. .

plicada’ a la matriz Ah

de elementos a (mb,w?)), de la ecua-
h7i27377
cidn (en vﬁ)

i* )
* *) = %) . - X =
ah(vh,vh)-fsh(vh,vh)‘g(x,vh v¥p (x))dx=n ,
Q

*
%= % id
y donde wk Sh(vh,vh) es la solucidn de

= . - . V * * ’
ay Cokyz )=(g(e,v -vEp(+)),z )y » VzpeVy s wfeV) . qm
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3- LA MONOTONIA DEL OPERADOR A;I

Hasta el momento, cada vez que se considera el
broblema discreto (Gi), hemos supuesto que la condicidn (H2)
de la Seccidn (l.l1) de este Caﬁitulo tenia lugar. En esta
Seccidn vamos a ver bajo qué condiciones (impuestas sobre ca-
\da triangulacidn %%), buede efectivamente afirmarse la mono-
tonia de A;l, cuando los esquemas utilizados correspondes a
la discretizacidon de los froblemas (1.7%) y (1.8%) del Cap.I.

Recordemos que una matriz real y de elementos ex-
tradiagonales <0 es una matriz de Stieljes, si es simétrica y
definida bositiva. Un resultado clé@sico (bf., ﬁor ejemplo,
VARGA [bﬂ) afirma que toda matriz de Stieljes es una M-matriz,
i.e., se trata de una matriz no singular de elementos extra-
diagonales <0 de clase monGtona.

Consideremos en primer lugar el problema (1.10)
de la Seccidén (1.2), al que asociamos el correspondiente pro-

blema discreto (1.13), donde V, viene dado pqr (1.12) para

h
£=1. La matriz Ah tiene por elementos
h h h, . h .
. .. = . . = V _‘v < <
(3.1) 35 5 a(wl,wJ f w, Vo dx , 15i,jsm

donde {mT,wg,..,wz} es una base de Vh, y m=m(h)5dim(Vh). De

h . ' .
hecho, los wi vienen dados por las relaciones

h h,.h
. =8 <i.9<
wiEeV, wi(bj) T 15i,jm ,

donde'{b?}?=1 es una enumeracidn de los vértices de %% que

pertenecen a &,

Evidentemente, Ah es una matriz real simétrica y

definida positiva, y, en virtud del resultado anterior, Ap se-

.
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ra una M-matriz si se verifican las desigualdades

h h : .. . g
aijza(wi,wj);O , para lzi,j<m , i#j .

Y

Dada una familia regular de triangulaciones“{%%},

utilizaremos la notacidn siguiente:

(3.2) - 8(K)= diametro de K , Keﬁa ,
(3.3) g (K)= max [cos(VAt,VAs)] .
t#s
(3.4) 6h= madx h(K) , o (h)= max o(K) ,
Keﬁh Ke%%
donde ‘
(vxt,vxs)

cos(VAt,VXS)= IVAtl'IVAS[ >

y, dado un tridngulo Ke® , Xis Ay ¥ Ag boOR Las coonrdenadas ba-

nicéntricas de un punto xeK con respecto a sus vértices

Teorema 3.1.1 "Dada una familia regular de

trhiangulaciones {®,} (para La cual 6h+0), 44 todos Los dngu-
Los de todos Los tridngulos de cada trniangulacidn %L son <u/2,

son de Stieltjes.”

entonces Las matrices Ah

Demostracidn
, Y. h h h
Observemos que para i#j, aij=a(wi,wj) se reduce a

una suma finita de integrales de la forma

f th'VAde’= (th,VAS)-med(K) ’

K
donde Ke®, "At y,ls son de huevo las coordenadas baricéntricas
de los puntos de K asociadas a los vértices, y t#s. Ahora bien,

si los angulos de K son <n/2, evidentemente 0(K)<0 (y recipro-

camente); luego, en este caso, a?j;O para itj.mm
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Una forma equivalente de enunciar el Teorema 3.1.1
(cf. CIARLET-RAVIART @ﬂ) consiste en dar la condicidn sufi-
ciente ?
(3.5) 0(h)<0,.,<0 , V’ha}h’{.

Nota 3.1 ©Puede también demostrarse que, bajo la condicién

(3.5), se tiene

a?. >0 , \7/1 1<i<m \/he}E

1-*d T

Il o~

3
de donde se deduce que los problemas discretos asociados a

las triangulaciones ﬁ; son de tipo no negativo, y satisfacen

un principio del médximo discreto (cf. [17]).

Nota 3.2 EIl resultado anterior es también aplicable al caso.
en que se considera el problema (1.14) con Qcacn, y vy dado

por (1.12) para £=1. ws

Consideremos ahora el problema (1.14) de (1.2),

con
To23QNAN#G , y cap(l,)>0.
Sea Vh el ‘espacio finito-dimensional dado por
. . ",
(1.18)-(1.19) para £=1, y tomemos como base (candnica) de,Vh

la definida por las relaciones

' h, h o
W.€ ’ mi(bj)=6ij ) lél’J;m ’

=2

donde de nuevo {b es una enumeracidn de los vértices "in-

by
i)
h}%
J 1=
teriores”" de B, . Naturalmente, si KCSop(w ) y 3KN3I=@, enton-

h
: h L
ces wi se reduce a la funcidn de Pl(K) que toma el valor 1
K
h .
en bi y valor nulo en los otros vértices de K; por el contra-

rio, si J3KNIN#G, w? coincide con la funciédn
K
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2
ag(r,2)=r7p (xr,2) , x=(r,z)ekK ,

1

donde Py es l1a funcidn de Pl(K) que toma el valor 5 en b? y
o

=

valor 0 en los otros dos vértices del triangulo.

Teorema 3.1.2 "Dada una familia hegularn de

tn&anguﬂacéonaé'{%%} del abiento @, s4 todos Los dngulos de
todos Los tridngulos de cada triangulacién B, son <n/2, y ade-
méA aquéklob cuyo vértice pantenecé arT, son <n/2-e, para un
>0, entonces Las cornespondientes Kh son mathices de Stilelt-
jes para h suflcientemente pequeiio.”

Demostrac1on

Recordemos que cada Xh es al matriz de los ele~

~vh
mentos a,,.,, donde
1]
~vh
i

N
a..za
J

(3.6)

( ) J-]l? }.I-Vos dx
f

) . vh
tendremos que probar nuevamente las desigualdades aij;O, para
.. v .. T .. .
i#j, ya que Ah es .trivialmente simétrica real y definida posi-
tiva,
n . . -
Sea i:l<i<m, y consideremos la funcidn base co-

rrespondiente m?. Si SOp(w?>03H=¢, y j#i, entonces, O bien

~vh ‘ h h . . . - - .
aij=0 (cuando sop(mj)ﬂsop(wi) tiene interior vacio), © bien

n ..

aij se reduce, como en el Teorema 3.l1.1, a una suma finita de

términos tales como

R
fa¥y
"

-

r
K _ K

| {1 _ |
(3.7) f = VA VA dx—(VAt,VXS)I

donde KCsop(w?)ﬂsoP(w?), los‘At son las coordenadas baricén-
tricas de los puntos de K con respecto a sus vértices, y t#s.

Como la condicidn impuesta sobre los &dngulos de K
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=N

(ISR S e B B .
AT DE AT R S
Fo e e LRk

pi R YEGS
. ~h
equivalente a (3.5), tenemos aij;O.
$i, por el contrario, sop(w?)ﬁaﬂ#Q, y j#i, de nue-
~ “h . h h . . 3 -
puede ser aij=0 (si sop(wj)ﬂsop(wi) tiene interior wvacio),

4"

h .. .
puede ser que aij se reduzca a una suma finita de términos a-

nalogos a los de (3.7) (si sop(w?)ﬁsop(w?) tiene interior no

vacio y soP(wg)ﬂ8H=¢), 0 bien que tengamos una situacidn tal

como la de la fig.4. En este filtimo caso,

-4

)=

h
s W .
J

J —Vw?Vw?dx +f le?Vw?dx=
r i ] r i ]
K K
K

1 2

2 2
=l LG A vE A hax
¥ ng hy 3
1
A + (vxz,vxj) f L ax
KZ
donde hem llamado Ak Ak
3T onde hemos a i ¥ j
(k=1,2), a las coordenadas
Ah; r baricéntricas asociadas a
- ~los vértices b? y b? en el
Fig. 4 triangulo Kk' En este Ulti-
mo miembro, el primer término puede también ser escrito como
sigue:
F
1 1 2.1 2.2
h4 J - V(rlli) V(r_lj)dx-
o K .
1 .
1 ) Zaxi 1 zax% ﬁax¥\px¥
;Z J T tr or * 2:Ai}{r or +2r}‘j}+r 3z oz dx =
-]
K

1

—

ceml bl .3 2_ [ 25 yax
.f(Vli{Y}j)hé { ridx + = f ar(r~A7Aj)dx H

° K te K ‘
1 1
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luego, teniendo en cuenta las igualdades

. (h,,z)° A (ho,z)dz ,

o
04-\
W“—‘ﬁ
/'\
~
N
>—-
;.:
~
[= N
"
1
N ———— N
L_l
H -

donde zi y zj son respectivamente las ordenadas de los puntos

b? y bh , Obtenemos

i J

_ : S zj

vh _ o1 J“ 2 1 1 1 _

aij-(VA LV ) + (VA j)f rdx+2f Ai(ho,z)kj(hofz)dz

K2 zi
-z d(K,)

_ 1 1, 25725 me 9
= (cosal)|VAi||VAj|—l§—~ - (cosa,) Rovh, +

Z.
I 1 1 -
+2 Ai(ho,z)Aj(ho,z)dz . i#j.
Z,
i
vh .
Para temner aij;O bastara entonces con que se cum-

pla la desigualdad

(

Z .
j
2[ 2i(hoy2) Al (ho,2)dz ¢
(3.8) %i
-7, d(x,)
1 1,275 medify
< et
S (cosal)lVAi jl 5 +(cosa,) hoth ;

.

pero la regularidad de'{%L} entrafa la existencia de una cons-

tante C>0 tal que, si Ke%; y p(K) es el didmetro de la mayor

bola contenida en K, se tiene

8§ (K)
(K)

c ,

o

¥y, por otra parte, la condicidn impuesta sobre oy implica
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R ™
cosa, > cos( 5 -c) >0 .

Luego, si elegimos h* tal que

coaC%.;é)

10C ?

0 < h* <

se tendrdn, para 0<§, <h* , las desigualdades

h
cos (% - .¢g) cos.0 zZ.-2
Y s it S Wi
h = 5C§ = 2 5 ’
h 6h

y por tanto (3.8) (ndtese que lvxil y |V>\§| son ;l/éh).-

Nota 3.3 El Teorema 3.1.2 puede formularse equivalentemente

imponiendo

.(3.9a) | o(h)<0,20 , Vhs}@,

cos(V)\S,VAt);cr<0, 54 Ke‘q],' OKN3I se reduce a un

‘ véntice de K, y A_, »_ 4son Las coordenadas baricén-
(3.9b) | Svos
trnicas de Los puntos de K asoclados a Los oinos dos

véntices de este trnidngulo, mm

-

Nota 3.4 Las hipdtesis del Teorema anterior pueden ser debi-

litadas utilizando razonamientos algo mis sofisticados, ins-

pirados en [ ], que conducen a la existencia de un cierto "in-

" P v .. N .
cremento" limite € tal que, si a1+a2<ﬂ+e para cada par de an-
1° %2 tal como los representados en la fig.4, las ma-

. -1 . . . )
trices Kh contindan siendo mondtonas; para detalles, cf.

gulos o

FERNANDEZ CARA D7) . mm
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CAPITULO IV

.EXPERIENCIAS NUMERICAS

1- DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS

Presentamos ahora algunos algoritmos iterados pa-
ra la resolucidn del problema «?» de Cap. II, Los esquemas han
sido aplicados en los casos particulares (1.7%) y (1.8%) del
Cap. I, como queda indicado en la Seccidn siguiente. De acuer-
do con las diferentes formulaciones equivalentes del proble-

ma «P), estos algoritmos pueden agruparse en tres categorias.

(1.1)- Esquemas "Naturales"

De la demostracidén del Teorema 1.1.1 del Cap II,
deducimos de forma natural el procedimiento iterado siguien-

te, propuesto en BERESTYCKI [5]:
(Al)-  (a) Tomar u®cH:(Q).

(b) Después, con n>0 y unsHE(Q) dados, calculanr

un+1=T(un) ,

vn+1=v(un)

{nesolviendo La ecuacibn

a(u“,v)sf3<u“,v>:g(x,u“—vp(x>)dx=n'> ,
Q

+1

un+1=3(un’vn ). &

Un esquema ligeramente diferente puede ser obte-
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nido (cf. [i]) como sigue:

(A2) - (a) Toman VOEH},(Q) Y u°eR1.

- (b) Después, con n>0, vneﬁi(n) Y pnsRI dadOA,
caleulan

4
vn‘l=s(vn,un) ,

Y un+l, so0lucdidn de La ecuacidn

+ +1
fvn lfg(x,vn -pp (x))dx=n .
o 1

Con respecto 'a estos dos algoritmos es inmediato

el resultado de estabilidad siguiented

' . { ) v
"P&opoaéc&én’l.l.l "Existe una Aubéucebédn (™ (VU

de {u"} (resp. {v"}) que converge fuertemente en B2 Q) ."em
‘ . v . !
Ademi3s, si {u" } ({v" ' converge débilmente en

1 ]
H%(Q) hacia u*(v*), y {u" +1} ({v" +l

}) también converge (aho-
ra la convergencia es fuerte) hacia u* (resp. v*), entonces u¥*
(resb. v*) ‘es una solucidn de «P). \

La convergencia de estos dos esquemas puede ser
eventualmente acelerada (como ocurre en la practica) mediante
la introduccidn de ﬁarémetros de relajacidn.

Sefialemos finalmente que bajo ciertas hip6tesié
de diferenciabilidad del operador T del Cap. II (descritas en

(1.2)), podemos establecer un resultado de convergencia para

el algoritmo (cf. SERMANGE [54] )
(A3) - (a) Tomar u°eHL(Q)

(b) Después, con n20 y ﬁneHl(Q) dados, caleu-- .

Lar:
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O AT PO E T LRI SO P

) un+2/3=T(un+l/3)ES(un+1/3,v(un+1/3))
n+1/3_aun+2/3

n

(b u +1=(1—a)un+2au

3)

donde o es un nidmenro heal positivo suficiente pequeiio.

(1.2)~ Esquemas "Minimos-Cuadrados"

Hemoé probado ya que si la- funcidn (x,s)>g(x,s)
verifica las condiciones (1.3f) y (1.3g) de la Seccidn 2 del
Cap., II, el operédor v+R(v)Eg(-,v—v(v)p(;>) es diferenciable-
Fréchet de H£(9)+Lq(9) (donde de nuevo q es un nimero real
arbitrario >1 si N2, y q=2N/(N+2) si no), y su diferencial

viene dad por

-~

R'(V)-6v=ng(?,v—v(V)p(°)) .

(1.1) '{8 o(+) fscv,v(v)).D_g(x’v—v(v)p(x))Gvdk} s
. Vo= e 2 . .
L B (v, v () o

para todos v,éveHi(Q), donde

(1.2) B(V,V)EJS(v,v)-ng(x,v-vp(X))p(X)dx
A ;

(>0 si v se encuentra en un entorno de v(v)).
Notese que (@) puede formularse de forma equiva-

lente como sigue:

®)

Por tanto, si hacemos E=g(v)=T(v), obtenemeos lia

HaﬂﬂahAusHEéQS , tal que:

Lu=R(u) en Q.

siguiente formulacidén minimos-cuadrados de(G» .
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.
Hallanr ueui(g);taz que:

(Cl) ) J(u)= {Inf J(v) ,
VSHi(Q) . R S R ®

donde

I(V= 3 alv-£,v-8), E=E(¥) .

En virtud de (1.3f)-(1.3g), tenemos que la fun-_
¢idén v+J(v) es diferenciable, y que su derivada viene dada ex-

plicitamente por

(3 (v),8v)=a(8v-E" (v)+6v,8v=E (v)) =
(1.3)
z a(8v,8v-E(v))—=(R (v)§v,8v-E(V)) ,

para todos v,GveH%(Q). Podemos pues~uti1izar métodos variacio-
nales de tipo gradiente para resolver el problema (Qv) Ello

nos lleva al algoritmo del gradiente:
(A%)- (a) Tomar u®ecHL(Q)

(b) Despucs, con n>0 y uneHE(Q) dados, calcu-

Lanr:
(51) wnsHi(Q), so0lucibn de
2™, 2)=(3 (W), 2) Vzeni<n> .
(b,) p"eR, , solucibn de

J(un-pnwn)= inf J(un—pmn)
p>0

u =un_pnmn =
Otra posibilidad consiste en aplicar a.(Gl) el al-

goritmo del gradiente conjugado:



108 -

(A5) - (a) Toman u°eH£(Q), caleulan v—leHE(Q), s0lu-
cibn de:
a(vl,2)=0 (w),2) © VYzenlca,

o [-]

y hacern w°=v°® ..

(b) Después, con n20, y un,m“'ler(n) dados,

caleulanr:
(bl) vneHE(Q),450£uCi6n de:

a(v®,z2)=(1 (v%),2) staim) ,

n n,,n n-1
(b2) w =v +0 w , con
oR_ (vn_vn—l,vn)
- b}
, (vn;l’vn l)
. (b,) o"cRy , s0lucion de
J(un—pnwn)= inf J(un—pmn) .
p>0
(b4) un+1=un_pnwn . -

Sobre las propiedades de estabilidad y convergen-
cia de estos algoritmos nos referimos a la obra de POLAK [4{].

Para la minimizacidn ﬁnidimensional de la funcidn
: n n
p>J(u -pw ) ,
utilizaremos el algoritmo descrito en CEA [15] .

(1.3)- Esquemas "Mndtonos"’

Tras los resultados de la Seccidn 3 del Cap. II,
y la formulacidn (3.5) que alli se da del problenwt(@“, obte-

nemos el algoritmo siguiente:
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(A6) - (a) Tomar eo=(u°,v°), fo%(V°,u°)€E5H£(9)XR1 ’
tales que:
u°__<=v° c.p.d;' en Q, Vo?____ﬂo 5
1 o o 1 o 1_ o o
y, para =S(u°,v°), v =v(v°), v =S(v°,u°)
Y u1=v(u°), Lengamos:
u°;u1;v1;v° C,p.d. en Q,1v°;v1;u1;u°

(b) Después, con n>0, en=(un,vn)eE Y

fn=(vn,ﬁn)eE dados, caleculanr

(bl) un+1=s(un,vn)’ vn+1=v(vn) ,

(b,) vn+1=3(vn,ﬁn), un+1=v(un) ,

_, n+l n+l _, . n+l n+l
) (b3) en+1—(u ¢ )s fn+l_(v o ¥ )ﬂ

Este algoritmo posee la importante propiedad de

) - - -
monotonlia sigulente:

" Proposicidn 1.2.1 "Para todo n>0, £as Auceéioneé'{eﬁ}-

y‘{fﬁ}bgenenadaA por el esquema (A6) verifican:
n n
en=(u ,vn),' fn%(v RTED T

1 n n 1
u’<u <., .U <., SV <. .2V SV? cup.d. en @,

A
A

A

n LI 4 ll‘n;.'.- 1 ° "

v
v
=
v
=

1
vy T2y

fiv

. . -, .. ..M
Por otra parte, es inmediato que la sucesiOdn {u’}
n 1 . . -
({v'}) converge fuertemente en H,(Q) hacia una funcidn u¥*

(resp. v*) que verifica:

- A

Lu*=g(x,u*-v*p(x)) en Q ,

(1.4) u*=0 so0bnre T ,

' J u*. g(x,u*-v¥p (x))dx<n ,
Q




110

(resp.
Lv¥é=g(x,v*-u*p(x)). en Q ,
(1.5) ) vi=0 s0bnre T,
' IV*'g(x,V*—u*p(X));n )
. ‘
\
donde
k= 17 n_ e n_ %
v = 1im v =y (v¥*) y p* = 1im —v(uk) .

n->w . n-r©

Si ademds u*=v* c.p.d. en 9 & v*¥=yu*, entonces u¥%
es una solucidn de(Gﬁ . En cualquier caso, el algoritmo (A6)
nos proporcioné estimaciones de la solucién, dado que la exis-
tencia de una solucidn e=(u,v) perteneciente a cada interva-
lo je ,f i.e. tal que

[e »f ] < , q

ul<usv® c.p.d. en @ oy virvzu

para cada n>0) estd esgurada.

(1.4)- Algoritmo de Newton-Kantorovitch

Finalmente, recordemos que para el caso de las
soluciones aisladas tiene especial aplicacidn el algoritmo de

Newton-Kantorovitch, que tomarid la forma siguiente:
o 1
(A7) - (a) Toman u®cH,(Q) .

(b) Después, con n>0 y uneHi(Q) dados, calcu-
Lan:

(bi) zn+leH£(Q), so0lucibn de:

a(z,v)- (R (u™)+z,v)=(R(u™) ,v)-aCu®,v) ,

VveH%(Q) .

. (bz), un+1=un+zn+1 . on
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La convergencia de este esquema estd asegurada
bajo las hipdtesis del Teorema 2.1.1 de la Seccidn 2 del Cap.

IIT.
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2- CALCULOS

Las experiencias que presentamos seguidamente co-
rrespbnden a los casos particulares del problema G;% que deri-.
van de los problemas de vorticidad (1.7%) y (1.8%) (anillos-
vértices y pares de vdrtices planos) descritos en el Cap. I,

planteados en abiertos del tipo

Mo (0,a)x(-a,a)

9(2)={i|x=(r,z)sR2; r2+z2<a2; r>0} ,
donde a>0. Debido a la simetria de los problemas (cf, "sime-

trizacién de STEINER" en FRAENKEL-BERGER [32] y NORBURY[44]),

nos limitamos a trabajar en las semiregiones

Qafl)=<o,a>><((‘),a)

’9i2)={xlx=(r,z)sR2; r2+z2<a2 ; r,2>0} ,

respectivamente.

El test de salida utilizado en todos los casos

fue
nt+l =n
: u; T-us
(18) Z n+1l <€
i u. :
|
a3 -6 -7 - s s a '
con ¢=10 ~,10 ",10 ', segiln la precisidn deseada.

Para la resolucidn de las diferentes ecuaciones

a(un,v)E fS(un,v)~g(x,un—vp(x))dx=n .

f
7

se utilizd un procedimiento de dicotomfa de precisidn 10 de
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rapida convergencia, debida a la monotonia de las funciones
n
v>a(u ,V)

En la Fig. T.l presentamos un ejemplo de triangu-

(1)
+

gulos y con 110 vértices, de los cuales intervinieron 87 como

lacidn del dominio Q con a=10, constituida por 180 tridn-

vértices "activos",

Por aplicacidn del algoritmo (Al) obtuvimos una

solucidn aproximada del problema

0,

805 -

ER

5.5

2.5

4.25

1, ;2., 3’ uo 5. 6. :‘.5 q‘ on r

Fig. T.l1
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F
—Auék(u—Wr+k)+, x=(r,z)eﬂi1)
(2.1) ‘ u=0 s0bnre I‘_'(_ll') , i:—f— =0 sobre 1Y),
' f |vu]Zdax = n/2 ,
(1) o
&y
.
donde _ , ,
ril)s{O,IO}X[O,IOJ r{D=(o,10)x{0} ,

A=2, W=0.08 y n=10 ,

mediante elementos finitos de tipo P necesitdndose 13 itera-

1’
ciones para la convergencia, correspondientes a un tiempo de
calcalo de 22.5 segundos en MULTICS. La semiregidn de vortici-

dad asociada (A+5{x|x=(r,z)eQil); u(x)-Wr+k>0}) queda repre-

sentada en la Fig. RV.1,

z

10,

10.

Fig. RV.1
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El problema andlogo

( -Au=A(u—Wr+k)+ s xé(r,z)eﬂiz) ,
u=0 s0bre I‘(Z) 4~y sobre r{2)
+ 7 v ° ’
(2.2) ¢
f |vul? = n/2
(2)
fy
L
donde

a=10, Fiz)i{x‘x=(r,z) : r2+zz=102, r,z;C}U{O}U[O,ld],
I‘<$2)=(0,10))'({0} s A=2, W=0.01, n=8.8 ,

fue resuelto utilizdndo la triangulacidn de la Fig. T.2, tam=—

e N

|

40,

) i. . 3, b, 5. 6. S, 10,
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bién aplicindose el algoritmo (Al), mediante elementos fini-

tos de tipo P tras 10 iteraciones, correspondiendo a -un

1’
tiempo de cdlculo de 19.1 segundos en MULTICS. La semiregidn
de vorticidad obtenida viene dada en la Fig. RV, 2.

En este mismo dominio consideramos también el

problema

4 2
= _ 8 1 8uy 1 37u N T = (2)
Luz - ar(r 3?)f r ;;7 =Ar(u- ki TR 4 x=(r,z)el, ’
- (2) du _ (2)
(2.3). .u—O s0bne Ty . 5 =0 s0bnre T, .
f %fVu'z =n/2 ,
q(2)
+
.

»

resuelto por elementos finitos del tipo descrito em la Sec-
cidn (1.2) del Cap.III, siendo aplicada una vez mids el élgo~

ritmo (Al).

Z

10
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La triangulacidn utilizada fue la de la Fig. T.3
(como se observard, cumpliendo la propiedad (P) del Cap. III),

Ilac_

formada por 135 tridngulos, con 92 vértices y 70.y§;tic?s
tivos", Para los valores i
o A=2, W=0.005, n=5,
obtuvimos convergencia tras de 9 iteraciones, corresbondien—
tes a un tiembo de cdlculo de 21.2 segundos. La semiregidn
1. 2

de vorticidad (ahora A+ ¥{xlx=(r,z)eﬂi2); u(x)- EWr +k>0} )

queda detallada en la Fig. RV.3.
En las Fig. RV.4 a RV.,7 describimos el movimien-
to de la regidon de vorticidad asociada a las soluciones obte-

nidas por aplicacidn de los diferentes. algoritmos (Al)-(A7)

10,

Q. .5 4. 2- 3. l"- 5- Ga 8'. io'




de los problemas

( -Au=l(u—Wr+k)+
(2.4) u=0 Aob/w,
J qu] ’
£ (1)
donde

a=10, n=10
y W toma los valores

-0.6+0.1k ,

’

Fig. RV.3

x=(r,z)e

F(I)EBQ(I)

k=0,1,...

11,

(1)
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Puede observarse que la estructura de la regidn
(2.5) Aﬁ{x|x=(r,z)€ﬂ(1); u(x)—Wr+k>0}

es antisimétrica respecto de los valores de W con relacidn al
eje z=0, y la explicacidn de este fendmeno reside en el he-
cho de que el cambio de variable r'=a-r conduce a pares de pro-
blemas idénticos para pares de valores W y -W. Para W=Q, el
anillo- vdrtice es simétrico respecto de ambos ejes (y esto
corrobora un reciente resultado andlogo obtenido para el pro-
blema continuo).
Las distintas experiencias realizadas indican que

estas propiedades no dependen de los valores de los parametros
A, m, ni del valor de a. Asi, para el estudio del problema no
acotado (cf. BERESTYCKI-FERNANDEZ CARA-GLOWINSKI [10], BERES-
TYCKI-LIONS [ll] ) Obtenemos ciertas indicaciones de interé€s;
en concreto, dado que la regidn de vorticidad no se encuentra

acotada en @I independientemente del valor de a para W20, com-

P - - . . s .- - . . ‘e N

Fig. RV.4
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probamos la no existencia de soluciones del problema (1.8)
del Cap.I para valores no positivos de la velocidad, deduci-

da en [ll] (cf. también ESTEBAN [24] ). Para m3s detalles,

cf. [10] y [27]) .

—
N

(D
IV

Fig. RV.5
P

W k
e Los diferentes va- e 55983
lores obtenidos para el para- p :g-z g.;éZi
metro k son (con precisidn :8-3 g.?ggi
Alo_s) los siguientes: : Tg-l é.gggg
| 0.1 0.4564
0.2 0.1981
0.3 -0.0201
0.4 -0.1539
0.5 -0.2875

En las Fig. RV.8 a RV.1ll presentamos las "semire-

~giones de vorticidad" asociadas a las soluciones aproximadas
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de los problemas (2.2), donde a=100, n=1000, r=2, y W (fijo)
toma los valores 3.2, 3.225, 3.25 y 3.29305. Para este Glti-

mo valor de W, tenemos

P —

o~
N

donde o=3.831l... es el primer cero de La Funcidn-de BESSEL
Jl(x) de’primera clase (cf. NORBURY Bb] ), v el valor corres-
pondiente de k es prédcticamente =0. De esta forma, obtenemos
una "buena" aproximacidn del vdrtice cilindrico de HILL. Los
cdlculos se hicieron con triangulos de didmetro méximo;ﬁl.S,
0.5 y 0.2 en un entorno de la regidn de vorticidad, con ele-
mentos finitos de tipo Pl’ P1 y P2 respeqti?amente, y una pre-
cisidn de 10—6. La convergencia fue obtenida tra Ni iteracio--
nes del algoritmo (Al), 6;yiéﬁ, considerablemente acelerada

introduciendo un pardmetro de suprarelajacidnm w=1l.1ll.
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e 5 S e 5 e s e N

Fig. RV.7

Finalmente, en las Fig. ﬁV.lZ a RV.15 bresentamos
las semiregiones asociadas a las soluciones aproximadas de
los problemas (2.1), donde a=50, n=1000, A=2 y W toma los va=
lores 3.8, 3.82, 3.822 y 3.84516. Para este Ultimo tenemos de
nue&o ng. Las triangulaciones utilizadas poseian didmetro ma-
ximo < 1.5 y 0.5 en un entorno de las regiones de vorticidad,
la precisién fue de 16~6, y la convergencia se obtuvo tras‘Ni
iteraciones del algoritmo (Al),‘5=Ni;10, mejorada al intro-

ducir el parametro de suprarelajacidn w=1.,07. Empleamos en es-

te caso elementos finitos de tipo Pl'



Fig. RV. 8 Fig. RV. ¢

(1) y (2): Elementos finitos de tipo.P1; (1) y (2): Elementos finitos de tipo Py

(3): Elementos finitos de tipo P, (3): Elementos finitos de tipo P,

We=3,2 , . W=3.225

$21472 (1)

123
U1

k3

l%‘f o

|

ol el nig

(o

k="1.21471 (2) | z
L21471 (3) ' —

- 15124 (1)
N k=< .13218 (2)

(3 .13209 (3)

pa IR oY R o ¢

@R

iR
|

o
°
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Fig. RV. 10 Fig. RV, 11

() y (2): Elementos finitos de tipo P

1 (1) yv (2): Elementos finitos de tipo P2
.(3): Elementos finitos de tipo P2 (3): Elementos finitos de tipo Pz‘
W= 3.25 ' : W= 3.2930
—Lz 4 N
.10101 (1) i | ] 3.721 .1o:§ (1)
-+ k=14 .09997 (2) - k=4 1.182 .107],(2)
. : - .‘0,9998 - (3) T 1.012 .10 (3)
o .
5 ba |
: R
It L
6. (3)
o ///
o
- 6.
20t ] (1)
3.
% L
2.
o L
3.
£ 1
1 | .
r T
—_ ]t o, M L N I
X KX K Ak K ¢ X 4 X o & 2 B«
= = 2= = = 2 = = 25 X 4 o
6 v 3’ 'Z' 3. 6" 6- 3 - 6c 30 'Zo 3. g :}BC l/

o
l
&



. l25 -

W= 3.8

3
k=3 15207 (2)




=
]

Fig. RV. 14

W =3.822
L4272 (1)
.4318  (2)

(1)

Fig. RV. 15

;“;’ 5. -1
—+ W = 3.85416
4 —r e ] 8.5216 .10:8
3,2112 .10
3,, ———
(2)
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