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0. Introduccion.

0.1 Preambulo.

El problema de la Ramificacién, que por su enjundia ha interesado a
numerosos matemdticos, entre los que caba destacar a Krull, Zariski,
Abhyankar, Samuel, Shafarevich, Fulton, Lazarsfeld,..., puede ser abordado
con diversas técnicas de estudio. Nosotros estudiamos este problema con
técnicas propias de la Teorfa de Ideales, considerando una k-dlgebra, B ,

finitamente generada sobre un subanillo de polinomios, A.

Son varios los modos de medir el nivel de ramiﬁcaci()n, segln cdal sea el
objetivo de estudio, siendo los mds difundidos: el grado de ramificacion,
utilizado por Gaffney y Lazarsfeld, 1980 [G-L}(*) y el indice de
ramificacion, usado por Fulton, 1984 [Ful-2]. En nuestro estudio, para medir
el nivel de ramificacién, se utiliza el concepto de orden de ramificacion,
introducido en [Roa 4] de modo algebraico (a partir del rango de cierta
matriz jacobiana) y que en el presente trabajo se ha conseguido dotar de
significado geométrico (cémo nimero de direcciones en comtin del subespacio
tangente con el subespacio de las variables a las cuales se extiende, al
pasar del subanillo A al anillo B).

En el capitulo primero se construye dicha interpretacién geométrica del
concepto de orden de ramificacién, a partir del espacio tangente de Zariski,
del que se toma la versién de Bochnak-Coste-Roy, 1987 [B-C-R]. Dicho
concepto se llega a caracterizar de varios medos, relaciondndolo con otros
conceptos: nimero de coordenadas de uniformizacién elegibles en el subanillo

A, dimension del nicleo de la aplicacién lineal asociada, etc (*%¥).

Si el capitulo primero se dedica al estudio local de la ramificacién, en

el segundo se realiza su estudio global, determinando los ideales que

(*) Las referencias marcadas entre parénlesis rectangulares, se encuentran
al final de la memoria, en la bibliografia.

(**) Aunque algunos de esios resultados fueron ya obtenidos en [Roa 4],
aqui se considera otra situacién y otros métodos de demostracién.



definen las subvariedades de ramificacién de los diversos drdenes, llegando
a obtener una estratificacién (o filtracién) de dichas subvariedades, por lo
que podria afirmarse que esta parte de nuestro trabajo estd en la linea de
los trabajos de Teissier, 1987 [Tei 2] y Lé Dung Trang, 1988 [LE].

Uno de los problemas mds interesantes de la teoria de anillos
conmutativos es el de la determinacién de propiedades de las cadenas de
ideales primos, que son transferibles por contraccién-extensién, y a los
resultados obtenidos en esta linea se les denomina, de modo genérico,
teoremas de ascenso y descenso. Los teoremas cldsicos de ascenso y descenso,
para caso de dependencia entera, se deben a Krull, 1937 [Kru 1], siendo
posteriormente refinados por Cohen y Seidemberg, 1946 [C-S], pero nunca se
ha dejado de trabajar en este problema, habiendo aportado posteriormente
resultados importantes numerosos matemdticos, entre los que cabe citar a
Cohen, 1954 [Coh], Nagata, 1962 [Nag-1], Kaplanski, 1972 [Kap-11y Ratliff,
1978 [Rat].

Nuestra contribucién al estudio de este problema, desarrollada en el
capitulo tercero, se cifie al caso que venimos considerando a lo largo de la
memoria, es decir, para el caso en que A < B, siendo A un anillo de
polinomios y B una k-dlgebra finitamente generada, extensién algebraica de
A, habiendo conseguido sustituir la condicién de dependencia entera, por
ciertas condiciones de no-ramificacién (en la extension A——B) de los

ideales primos considerados.

Algunos de estos teoremas de ascenso y descenso, con condiciones de
ramificaéién, son utilizados mds adelante, en el capitulo cuarto, para
obtener varios criterios de no-ramificacién de ideales primos del subanillo
A, en la extension A<—B , lo cual proporciona criterios para detectar
ideales radicales del anillo B . De este modo, se obtiene una interesante
aplicacién a una de las cuestiones hoy en estudio en el campo del Algebra

Computacional, cual es la deteccién de ideales radicales.

Finalmente, hemos conseguido automatizar el cdlculo del rango de matrices
jacobianas y del orden de ramificacién, asi como un criterio de
no-ramificaciéon de primos de A en extensiones simples, llegando a su
programacién en lenguaje Reduce, todo lo cual se incluye en un apéndice, al
final.

Una extensa coleccién de ejemplos ilustra los resultados obtenidos.



0.2 Objetivos

En la presente memoria se estudia la ramificacién de ideales primos de un
subanillo de polinomios, A, sobre un cuerpo, k, de caracteristica cero, al
extender a una k-dlgebra afin, B, finitamente generada sobre A. Los

objetivos que nos proponemos sucesivamente en este trabajo son cuatro:

a) profundizar en el estudio del orden de ramificacién de un ideal primo,
introducido en [Roa 4], definiendolo "via geométrica" y caracterizdndolo

de varios modos

b) estudiar condiciones de no-ramificacion local, que después se aplicardn a
determinar condiciones de no-ramificacién global para "ideales de punto”
(esto es, para ideales maximales que sean ideales de puntos de la

variedad, cuyo anillo de coordenadas es A)

c) adaptar los teoremas de Cohen-Seidemberg (de ascenso y descenso) al caso
de extensiones algebraicas, sustituyendo la condicién de ser B entero
sobre A, por una condicién de no-ramificacién, para algin ideal de punto

que contenga a los ideales de A considerados

d) determinar criterios de no-ramificacion de primos del subanillo de
polinomios A, al extender a la k-dlgebra B, aprovechando aquellos
teoremas de ascenso adaptados (lo cual proporciona criterios para

detectar ideales radicales de B)

e) automatizar el cdlculo del rango de matrices jacobianas, cuyos elementos
pertenezcan a una k-dlgebra finitamente generada (no necesariamente
anillo de polinomios), que permita realizar con comodidad el cdlculo
efectivo del orden de ramificacién, a partir de su implementacién en

lenguaje Reduce

f) automatizar un criterio de no-ramificacion de ideales primos de un
anillo de polinomios en una extension simple y entera, llegando también

a su implementacién en Reduce



0.3 Resumen

Dado un homomorfismo de anillos f:A—-B , se dice que un ideal p € Spec A
se ramifica en f, si su extendido p° = f(p)B no es radical, es decir, si

B

Ahora bien, supuesio que p° admite una descomposicién primaria
irredundante, p° no serd radical syss uno, al menos, de sus componentes
primarios no coincide con su primo asociado. Sin embargo, si q* es ll:l
componente primario aislado coincidente con su primo asociado p* = q* =9,
entonces al extender p° al localizado B _* , se obtiene el ideal maximal
p*B + , sucediendo asi aunque p° no sea radical. En consecuencia, al
extender a B y después localizar, puede precisarse mds en el andlisis de los

componentes directamente responsables de la ramificacion.

Estas consideraciones nos inducen a comenzar estudiando la ramificacion
*
localmente, es decir, la ramificacién respecto de A——->Bp* (donde y € Spec B)

del ideal p, contraido de p* en A.

Con un planteamiento atin tan general, pueden obtenerse pocos resultados,
por lo que restringiremos nuestro estudio al caso en que B sea una k-dlgebra
finitamente generada y A un anillo de polinomios. Y puesto que el estudio va
a ser bdsicamente local, bastard considerar el caso afin, por no suponer

mayor generalidad el caso proyectivo. En resumen, supondremos que:
i) A es el anillo de polinomios k[x] = k[xl,...,xr]

i) B es la k-dlgebra affn k[xy] = k[X,.Xxy,.y] = Aly -y ),
extensién algebraica de A y dominio de integridad, definida por las

condiciones:
fs(xl,..,xr,yl,..,yn) =0 ; s=1,.m (1)
iii) f es el monomorfismo de inclusién A—B
También supondremos que el cuerpo base, k, es de caracteristica cero (lo
que serd esencial en la obtencién de algunos resultados), pero no se exigird
que sea algebraicamente cerrado, a menos que ello se explicite (notemos que

las indeterminadas X pueden no pertenecer a k[yl,-.,yn], lo que, en

principio, no supone mayor complicacién y aumenta la generalidad).



En nuestro estudio utilizaremos con frecuencia el concepto de ideal de
. . . . r+n
punto, esto es, de ideal de algiin punto de la variedad algebraica de k™,

cuyo anillo de coordenadas es B.

El concepto de orden de ramificacién fue introducido en [Roa 4] a partir
del rango de cierta matriz jacobiana. Hemos conseguido aqui construir una
definicién "via geométrica" de este concepto, equivalente a la dada alli.

Comencemos observando que si A es el anillo de polinomios k[xl,x 2] y
B = k[Xl,xz,y] es el anillo de coordenadas de una superficie algebraica
lisa, V', de ecuacién f(xl,xz,y) = 0 , del espacio afin k>, entonces los
puntos de ramificacién de V' son aquellos cuyos plano tangente es paralelo

n_w

al eje "y".

Al tratar de generalizar este resultado al caso en que A sea el anillo de
polinomios k[xl,..,xr] y B la k-dlgebra definida por las condiciones (1),
sustituiremos el plano tangente en un punto de la superficie por el espacio
tangente de Zariski en p* (siendo p* el ideal del punto considerado), que
notaremos Tbr(p*) , definido como el subespacio vectorial de k'
(definicién 1.1.1):

r 8f il: af 0
x4 [__f]*y_z}
[6xi] i 3yj p i

LSRR

m

T3 - 0 {oun) e K

s=1

i=1

Entonces el punto es de ramificacién si este subespacio vectorial no corta

trasversalmente al subespacio

T n _ r+n — = =
Oxk = { (xl,..,xr,yl,..,yn) e k| X, = e =X 0}

es decir, si es no nulo el subespacio

T, () n O%K"

siendo dicha ramificacién tanto mds "fuerte”, cuanto mayor sea la dimension
de este subespacio interseccién. Denominamos a tal dimensién el orden de

ramificacion de p*, que notaremos ord.ram p*, es decir (definicién 1.1.2):

ord.ram p = dimk[TZM(p*) n (Oern)]

También puede llegarse a este concepto a partir de la versidén afin (en vez
de la vectorial) del espacio tangente de Zariski (segin se indica en la nota
1.1.7).



« o ., * .
El orden de ramificacién de p resulta, estar relacionado con el rango de

la matriz jacobiana

8(F nnf )
J = )
y 6iyl,...,yni

de las condiciones (1), respecto de las variables "y", especializando en p,

mediante la igualdad (teorema 1.1.3):

* = - * 3
ordram p = n rango[Jy]p 3)

En consecuencia, si p* es ideal de un punto singular, entonces
ord.ram p* >0 (1.14) vy si es ideal de un punto simple (es decir, si el
anillo local Bp* es regular), entonces resulta (1.1.6):

ord.ram p* < min(r,n}

El resultado (3) se adopta como definicién (1.2.8) de orden de ramificacion

para cualquier p* € Spec B, no necesariamente ideal de punto.

Para nuestro estudio es importante caracterizar del orden de ramificacion
de otros modos equivalentes. En el apartado 1.2 se caracteriza a partir de
las coordenadas de uniformizacién, que determinamos mediante la definicion
de Zariski (1.2.1), o el criterio de André Weil (1.2.3). En caso de ser

ord.ram p* = 0, se verifican (proposicién 1.2.9):
1) el anillo local BP* es regular
2) X -,X_son coordenadas de uniformizacién de p*

y en el caso general (orden de ramificacién arbitrario), si nos limitamos a
considerar coordenadas de uniformizacion pertenecientes al conjunto
{ Xl,--,xr,yl,..,yn) , que denominamos coordenadas de uniformizacién
candnicas (definicién 1.2.10), se llega al siguiente resultado (1.2.11):

. * , .
Si Bp* es regular y ordram p = u, entonces se verifican:

*
i) existe un conjunto de coordenadas de uniformizacion de y que consta
w1 "w_.n

de r-u variables "x" y de wu variables "y" , es decir , salvo

permutacion de subindices, de la forma [yl,..,yu,xu+ ,..,xr)

1

i) para cualquier conjunto de coordenadas de uniformizacion canonicas,
* ’ “ 1 .

C, de p, el niimero de variables "x" pertenecientes a C es, a lo mas,

r-u, es decir:



#[Cr\[xl,..,xr]] < gr.tr.(B:k) - ord.ram pf 4)
En el apartado 1.3 se dan otras tres caracterizaciones del orden de
ramificacién. En primer lugar, siendo p* ideal de un punto simple y notando
13*:BF*,m*=;a*ﬁ*,p:p“%\A,x‘}:A}J y w=pd, se tienen:

* * R . * *
a) ma’ Y m > son espacios vectoriales sobre el cuerpo 9m = k = ¢ /m
2

*: 2 *
b)t: mm — u n 2, tal que, para todo G € m, 7(G+m") = G+m , es un

k-homomorfismo de espacios vectoriales

*
y esta aplicacion, T , que denominamos aplicacién lineal asociada a p,
permite dar otra caracterizacién del orden de ramificacién (teorema 1.3.3),

como dimensién del nidcleo de dicha aplicacién lineal:

ord.ram y* = dim_ ker 7 (5)

En segundo lugar, siendo (aab,.b) € K™ el punto simple del
que p* es ideal, las bases del ideal de mo unidades, m, contenidas en
(xl—al,..,xr—ar,y]-bl,..,yn—bnl, que denominamos bases candnicas de m
(definicion 1.3.4), permiten dar ofra caracterizacion del orden de
ramificacién de p  (teorema 1.3.5 y su corolario), como diferencia entre r
y el mdximo niimero de elementos de una base canénica minimal de w que

pueden pertenecer al subanillo A, es decir:
ord.ram p* = gr.ir.(B:k) - méx{(BnA) : B € BCM(m*)}
donde BCM(m) es el conjunto de las bases candnicas minimales de m = p*ﬁ*.

Y en tercer lugar, si se admiten coordenadas de uniformizacién
cualesquiera (no necesariamente candnicas), el mdximo mimero de ellas
elegibles en el subanillo A , o incluso en el subanillo A_, vuelve a ser
(4), es decir, para cualquier conjunto, C , de coordenadas de uniformizacién

de p*, se verifica (teorema 1.3.8):
#C N Ap) < gr.tr.(B:k) - ord ram p*

luego el nimero de coordenadas de uniforiizacién pertenecientes al subanillo
A, o incluso al A]J , no decrece por limitarnos a considerar coordenadas

candnicas.

Finaliza el apartado 1.3 considerando el problema de la determinacién de
coordenadas de uniformizacién de cualquier p" € Spec B , reduciéndolo a
determinarlas para un ideal de punto p* D p" (proposicién 1.3.11), en el
caso usual de que exista tal punto (de lo que, obviamente, hay seguridad si



k es algebraicamente cerrado).

En el apartado 1.4 se determinan condiciones de ramificacion local.
Precisando el concepto esbozado al comienzo del resumen, decimos que
p* € Spec B es de ramificacion local (1.4.1), si el extendido del ideal
p= F* N A en el anillo local § = B_* no es su ideal maximal, es decir,
si pﬁ* # p*ﬂ* . De acuerdo con esta definicién, se tiene (1.4.2 y 1.4.4):

. . * * * . *
i) si ordram p = 0, enfonces p0 = m (y en consecuencia y no es de

ramificacion local)

* .. *
ii) si p es ideal de punto y primo minimal de pB ,y ordramyp >0,
entonces pﬁ* £m y pﬁ* -m y en consecuencia p es de

ramificacion local)

Por otra parte, para cualquier p" € Spec B, su no-ramificacién local puede
*
asegurarse, si existe algin ideal de punto p* D p", tal que ordram p = 0.

En el capitulo II se estudia la ramificacién global, esto es, la ramifica-

cién respecto de la extension A——B (sin localizar en un primo de B).

Para ello, se comienza considerando el ideal de B generado por los menores
de orden n-u+1 de la matriz (2), que denominamos ideal de ramificacién de
orden u y notamos ramuB ; u=1,..,n (definicién 2.1.2). Tal ideal no depende
de las condiciones de definicién (1) elegidas para definir B sobre A
(proposicién  2.1.1). Completamos la definicién 2.1.2 admitiendo que

ramOB =0) y ramnHB = B.

Geoméiricamente, si V' es la variedad de k™" , cuyo anillo de coordenadas
es B, a la subvariedad de V' determinada por el ideal ram B la llamamos

*
subvariedad de ramificacion de orden u y la notamos Ru .

Los ideales de ramificacién forman una cadena ascendente, siendo

ramlB # 0, es decir (proposiciones. 2.1.3 y 2.1.4):
O=ramB<¢ramBc..cramBcram B cC .. c ram B c ram 1B=B
0 1 u u+l n n+

lo que admite una versién dual, para las correspondientes subvariedades de
ramificacién:

* * *
V=R 2R  2..2R" 2R" 2..oR R =0
0 | B u u+l n n+l
El concepto de orden de ramificacién, estudiado en el capitulo I, se conecta

con los ideales de ramificacién mediante la equivalencia (prop.2.1.5):



* * *
ordram p =. &= ram B c g A ram B¢y

de donde se deduce (2.1.6) que si R: contiene algdn punto simple, entonces
u <r . Ademds, si el cuerpo base, k, es algebraicamente cerrado y V es una
variedad lisa, entonces R: = @ , para todo u > r (corolario 2.1.7).

Por otra parte, al ideal que define la subvariedad S* , de los puntos

. * .
singulares de V', generada por los menores de orden n de Ja matriz

lo llamamos ideal de singularidad y lo notamos sing B , verificindose
(2.1.8): ramlB C sing B (geométricamente: R: - s , pudiendo darse la
igualdad).

En el apartado 2.2 se estudian criterios de no-ramificacién global de
ideales de punto, para lo que comenzamos considerando los ideales contraidos
del subanillo A:

ramuA = (ramuB) N A ; u=0l.n0+1
sing A = (sing B) " A

que denominamos, respectivamente, ideal de ramificacién contraido de orden u
e ideal de singularidad contraide (definicién 2.2.1) y para los cuales se

verifican (proposicién.2.2.2):
ram A C ram JA G wolen ramlA c sing A , ramlA # (0)
u u

El resultado fundamental de este apartado es el siguiente (teorema 2.2.4):
siendo k algebraicamente cerrado y p un ideal de punto del subanillo A, si
P ramlA, entonces p no se ramifica en A -—B (es decir, el ideal extendido
pB es radical). Ademds, si la extensién es simple, es decir ,si n=1,
entonces puede prescindirse de la condicién de ser algebraicamente cerrado

el cuerpo base k (2.2.5).

El apartado 2.3 se dedica a caracterizar la ramificacién de ideales

maximales, en caso de ser B entero sobre A . En primer lugar se obtiene una
*

caracterizacién local (2.3.2): siendo B entero sobre A y p € Spec B, se

tiene la equivalencia:

E3
* . pe s, —
p es de ramificacién local &= ordramp =0




y finalmente se llega a una caracterizacién global (teorema 2.3.7): siendo B

entero sobre A y p e Spec Max A , se tiene la equivalencia:

p2ram A <= p no se ramifica en A—B

En el apartado 2.4 se comienza comparando dos definiciones. Decimos que la
., - * - *

extension A——B es inramificada , si ramlB =B (y por tanto R T D) y

decimos que tal extensién es trivial si B = A . Es inmediato verificar la

implicacién siguiente (2.4.3):
trivial = inramificada

habiendo conseguido (2.4.4) probar la implicacién reciproca, en caso de ser
k algebraicamente cerrado, ser B entero sobre A y ser las condiciones (1) de

la forma:
fs(xl,..,xr,ys) =03 s=1,.n
Por otra parte, suponiendo m = n y considerando el epimorfismo natural:
¢: B— B'= B/(ramlB) = k[x;,..,x;,y;,..,y;]
donde x; = o(x) e yJZ:(p(yj), el anillo B’, definido por las n+1 condiciones:
fs(x;,..,x;,y;,..,yr’l) =0 ; s=l.n , det Jy, =0

resulta ser extensién algebraica del anillo de polinomios A’= k[x;,..,x;_l],
lo que permite considerar la ramificacion respecto de A’—B’ , y por tanto
el ideal ramlB’, respecto de ella. Al contraido en ¢ de este ideal, es
decir, a @~ 1(ramlB’) lo denominamos ideal de ramificacion reiterada, notando
R; a su correspondiente subvariedad de ramificacién reiterada (definicién

2.4.5), habiendo llegado a probar la siguiente inclusién (prop. 2.4.6):
(p'l(ramlB’) C ram2B (geométricamente: R; D R;)

El capitulo III se dedica a adaptar los teoremas de Krull-Cohen-Seidemberg
(de ascenso y descenso) a extensiones algebraicas, sustituyendo la condicién
de ser B entero sobre A , por la condicién de ser nulo el orden de
ramificacién, para algin ideal de punto, que contenga a los ideales

considerados, segin se precisa a continuacion.

En el apartado 3.1 se generalizan los teoremas previos de ascenso, es
decir, aquellos, que para el caso de ser B entero sobre A , aseguran:

a) la contraccion de primos: Spec B —— Spec A es sobre, es decir: para

todo p € Spec A, existe p* € Spec B, tal que p* NA=p

1]



b) la contraccidn de primos Spec B £ Spec A conserva la dimension , y
por tanto la altura (en nuestro caso de k-dlgebras afines), es decir:

para todo p* € Spec B, alt(p* N A) = alt .p*

c) la contraccion de primos Spec B —=— Spec A restringida a cadenas, es
* . * *
inyectiva, esto es: para cualesquzera p P, € Spec B, si pLER, Y

plr\A-—p2r\A entonces p —;:2

habiendo conseguido adaptarlos para el caso de ser B extensién algebraica de

A (no necesariamente entera), respectivamente, del siguiente modo:

a’) Slendo p € Spec A, si existe en B un ideal de punto p; tal que
p 2§ y ordram p = 0, entonces existe p* € Spec B, tal que
p NA=yp (teorema 3.1.1)

b’) siendo p* € Spec B, si existe en B un ideal de punto p; 2 p* , tal
que ord.ram p* = 0, entonces alt(p* N A)=altp (lema 3.1.3)

c’) siendo p pz € Spec B, rales que pl c p2 y Pl NA= P, N A,si
existe en B un ideal de punto p -] p; tal que ord.ram p =0,
entonces p = p2 (teorema 3.1.5)

La linea de demostracién seguida para probar el resultado a’), consiste en

utilizar la igualdad (5) y tener en cuenta que 19; = Bp* es un anillo de
0
Zariski, por lo que su completado, ﬁ; , resulta ser un anillo local regular

completo equicaracterfstico, lo que permite aprovechar propiedades conocidas

.. ., * *
de la extensién y contraccién en ¥ 0———)@ 0

Los resultados anteriores sugieren preguntarnos si no son consecuencia de
cierta dependencia entera, pues aunque B no es entero sobre A , puede
pensarse en la posibilidad de que fueran consecuencia de ser ®" = B_* entero
sobre ¥ = A_ . Para responder a esta cuestién se ha construido un
contraejemplo (en 3.1.3), que asegura la no existencia de tal dependencia

entera.

En el apartado 3.2 se generaliza el "teorema del ascenso” , que, para caso
de ser B entero sobre A, afirma:

<< siendo p € SpecB y ¥, =pl NA ,para todo p, € SpecA tal que
pzzpl,exlste p € Spec B, tal que p r\A—;u2 y pz**’x >>

habiendo conseguido adaptarlo para el caso de ser B extensién algebraica de

A, definida por condiciones de la forma:

n



fs(xp"’xr’yl""ys) =0 ; st

es decir, para extensiones que resulien de reiterar extensiones simples de
la forma

A[yl,..,ys_l]—%A[yl,..,ys-l,ys] : s=l,.n

por lo que las denominamos  extensiones  multisimples. Para tales

extensiones, hemos llegado al siguiente resultado (teorema 3.2.4):

<< siendo p* € Spec B, F,= pl N A un primo interseccion completa y
p, € Spec A tal que p2 2 p, . Siexiste en B un ideal de punto p
tal que F pl , po p, ¥ ord.ram p = 0 entonces existe
p € Spec B , tal que p NA= p, ¥ p2 2 pl >>

En la demostracién de este teorema es fundamental la consideracion de un
resultado previo (3.2.3), que asegura, que en las condiciones antes citadas,

el extendido de P, al localizado 19:) = B_* ha de ser primo. A su vez, para
0
demostrar este resultado se hace uso de un lema (3.2.1) que asegura, que

(atn prescindiendo de la condicion de extensién multisimple) el ideal
extendido plf}; es no mezclado (puro o equidimensional) y sus primos aislados
yacen sobre P, oo siendo de su misma altura (y en cuya demostracién es

esencial observar que 19; es un anillo local de Cohen-Macaulay).

En el apartado 3.3 se generaliza el "teorema del descenso”, que, para caso

de ser B un D.I entero sobre el subanillo integrante cerrado A , afirma:
<< siendo p € Spec B y ¥, .-pl N A, para todo p, € Spec A, tal que
p, S P, existe p € Spec B, tal que p NA=p Yy pz pl >>
habiendo conseguido adaptarlo para el caso de ser B extensién algebraica de

A, con el siguiente enunciado (teorema 3.3.4):

<< siendo p* € Spec B, p= p: N A y p, unprimo interseccion completa
del subanillo A, tal que P, S P, - S existe en B un ideal de punto,
p* tal que Po 2 p y ord ram p = 0, entonces existe pz € Spec B,
tal gue p N A= P, ¥ pz*}’l >>

en cuya demostracion es esencial considerar la siguiente equivalencia:

*

p, es primo aislado de p,B &= p; N A=gp,

que sigue de los lemas 3.3.1 y 3.3.2.

Y en el apartado 3.4 se consigue obtener otra adaptacion del teorema del
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ascenso, prescindiendo de la condicién de extension multisimple, que se
sustituye por una condicién jacobiana, muy cémoda de verificar, y cuyo

enunciado es el siguiente (teorema 3.4.4):

<< siendo p: € Spec B, p, = p:m A un primo de altura» y p € Spec A,
tal que p, 2 p , si existe en B un ideal de punto 'y , tal que se

verifiquen:

*

. * * d * O
1) Po2¥F, - ¥, 25, y ordram p =
ii) P, admite una base [zl,..,za), de a elementos, tal que

a(zl,...,za)

rango aixl,...,xai 0
Po

* * *
entonces existe p; € Spec B, ral que p, " A=y, y p, 29 >>

?

*
En su demostracién se tiene en cuenta que (siendo o= o NA Yy 190 =A

Po
la condicién ii) implica (segin 3.4.2) que el anillo cociente ﬁolplﬁo sea
local regular (lo que geométricamente significa que p o Sea ideal de un punto
simple de la subvariedad de pl). Ello, a su vez, implica (segin el lema

3.4.1), que sea p: el dnico primo de B contenido en p; y que yace sobre P, -

Finalmente, en el capitulo IV se determinan criterios de no-ramificacién
de primos del subanillo de polinomios A, aprovechando, tanto los teoremas de
ascenso cldsicos, como los obtenidos en el capitulo anterior (en el apartado

2.3 ya se obtuvieron para maximales de A).

En el apartado 4.1, se considera el caso de dependencia entera, en el cual
se llegan a establecer caracterizaciones de la ramificacién para primos de
A , que sean interseccién completa. La primera de estas caracterizaciones se
refiere a un primo, p, que verifique p + sing A = A (lo que geométricamente
significa que la subvariedad de jp no pase por la proyeccién de puntos

singulares), siendo su enunciado como sigue (teorema 4.1.2):

<< siendo B entero sobre A 'y p un primo interseccion completa del
subanillo A, tal que p + sing A = A, se tiene la equivalencia:

p? ramlA &=y no se ramifica en A—B >>

Otra caracterizacién conseguida, permite prescindir de la condicién
p + sing A = A, pero requiere que el cuerpo base sea algebraicamente

cerrado (teorema 4.1.6):

13



<< siendo B entero sobre A y X algebraicamente cerrado, para todo primo,

p, interseccion completa del subanillo A, se tiene la equivalencia:

p 2 ram A <= no se ramifica en AB | >

Mds itil que las dos caracterizaciones precedentes es el siguiente criterio
(teorema 4.1.5), que no exige la condicién p + sing A = A, ni que k haya de

ser algebraicamente cerrado:

<< siendo B entero sobre A y p un primo interseccién completa del
subanillo A , si existe P, € Spec Max A, tal que p2yp y Fg? ram A,
entonces el ideal extendido yB es radical >>

En el apartado 4.2, se considera el caso de extensiones simples Yy
multisimples, para los cuales las condiciones o ? ram A 6 p» ram A,
anteriormente indicadas, van a ser sustituidas por la de factorizacién
completa (con todas sus raices simples) de cierto polinomio en una
indeterminada, lo cual suele ser mds cémodo de verificar. Para caso de

extension simple, se ha obtenido el siguiente criterio (teorema 4.2.1.):

<< Sea A<SB una extension simple, definida por el polinomio
f(Xl,..,xr,Y), ménico en la variable Y, y sea p un primo interseccion
completa del subanillo A . Si existe un punto (al,..,ar) e k' enla
subvariedad de y , tal que el polinomio f(al,..,ar,Y) € k[Y] sea
factorizable linealmente en k, con todas sus raices simples, entonces p

no se ramifica en A->B >>

Este criterio es muy cémodo de aplicar, por cuanto no requiere calcular las
raices de! polinomio f(al,..,ar,Y) , bastando comprobar que el nimero de
tales raices sea igual a su grado, lo que, en caso de que el cuerpo base sea
R , puede hacerse con el cldsico método de Sturm, o con otros métodos mds
sofisticados ([L-S] 6 [C-R-V-R], por ejemplo), si el grado del polinomio

es muy elevado. Para el caso de extensiones multisimples, el criterio
anterior admite cierta generalizacién (teorema 4.2.4) de aplicacion ménos

cémoda.

En el apartado 4.3 se omite la condicién de dependencia entera de B sobre
A , con lo cual pierden su validez los criterios de los dos apartados

precedentes, que han de ser sustituidos por el siguiente (teorema 4.3.1):

<< Supongamos el cuerpo base k algebraicamente cerrado y sea p € Spec A .
Si p es interseccion completay p+ram A=A , entonces p no se
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ramifica en A—B >>

En este criterio se dan condiciones suficientes para la no-ramificacién de
p . pero el ideal extendido pB puede ser radical, sin que k sea
algebraicamente cerrado y sin que se verifique la condicién p + ramlA =A
(que asegura que la subvariedad de p no pase por la proyeccién de puntos de

ramificacién), segin muestran contraejemplos apropiados.

Por iltimo, en el apartado 4.4 se considera la ramificacién en extensiones
trascendentes finitamente generadas. El camino seguido es el usual,
factorizando la extensién, en una extensién trascendente pura seguida de
una extensién algebraica. Pero la extensiones trascendentes puras conservan
el cardcter de primo, por lo que es sélo la extensién algebraica la

responsable de la ramificacion.

La conservacién del caricter de primo en extensiones trascendentes puras
es un resultado conocido, del que ofrecemos una demostracién, que creemos
original (lemas 4.4.1 y 442 y teorema 4.4.4). También probamos la
conservacion del cardcter de primario en tales extensiones (lema 4.4.3 y
teorema 4.4.4).

Termina la memoria con un apéndice, en que se automatiza el cdlculo de
algunos de los procesos anteriormente descritos, para lo que se han
elaborado algoritmos apropiados, que se han llegado a implementar en

lenguaje Reduce, describiendo su ejecucién y mostrando ejemplos de su uso.

En ¢l apartado A.1, de dicho apéndice, se automatiza el célculo del rango
de matrices, cuyos elementos pertenezcan a una k-dlgebra finitamente
generada, introduciendo una base del ideal de definicién de la k-dlgebra. El
algoritmo de cdlculo del rango se basa en reduccién a una matriz

"escalonada" (que se define al comienzo de dicho apartado).

En el apartado A.2 se abrevia el cdlculo del rango en aquellas matrices
cuyas columnas tienen muchos ceros terminales, reordenando convenientemente
dichas columnas (este es el caso de las matrices jacobianas que suelen

aparecer en la mayoria de los ejemplos presentados en esta memoria).

En el apartado A3 se automatiza el cdlculo del rango de matrices
jacobianas (aprovechando los algoritmos utilizados en los dos apartados
anteriores), asi como el cdlculo del orden de ramificacién.

En el apartado A.4 se automatiza el cdlculo del mimero de raices reales de

una ecuacién algebraica con coeficientes enteros, mediante una adaptacion
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del método de Sturm, que trata de moderar el crecimiento de los coeficientes

de los polinomios de la sucesién de Sturm.

Y en el apéndice A.5 se aprovecha el cdlculo efectuado en el apartado
anterior, para automatizar la aplicacién del criterio 4.2.1, anteriormente
indicado, de no-ramificacion de primos en extensiones simples y enteras.
Dicho criterio puede ser itil para detectar, en ciertos casos, ideales

radicales de una k-dlgebra, segiin se explicita en la nota de dicho apartado
AS.

En el andlisis de la literatura relacionada con la presente memoria, hemos
encontrado diversos articulos, que han sido citados en la bibliografia, pero
tnicamente [Bre), [Gre], [G-T-Z] , [Rat], [Tei 2] , [L&] y , por supuesto,
[Roa 4] , tienen relacién con nuestro trabajo.

En el primero de ellos, [Bre], se demuestra, para anillos de la forma
R[x1

que las k-dlgebras aqui tratadas), una proposicién muy débil, frente a las

,..,xr] , donde R es un anillo noetheriano (anillos algo mds generales

obtenidas en nuestra memoria (ya que exige la no-ramificacién de todos los

primos de altura uno).

El segundo de ellos, [Gre], se ocupa de problemas relativos a la
no-ramificacién en extensiones de anillos de tipo muy particular (problema

esencialmente distinto de los tratados aqui).

En el tercero, [G-T-Z], se describe el cdlculo de radicales en un anillo
de polinomios sobre un D.LP. , por reduccién del problema al caso

0-dimensional, haciendo uso de bases de Groebner.

En el cuarto, [Rat], se analizan propiedades de las cadenas de primos, asi
como propiedades de dichas cadenas, que se conservan por contraccién o
extensién, pero no se trata, en particular, el caso de extensiones desde un
anillo de polinomios a una k-dlgebra, que es el considerado a lo largo de

esta memoria.

En el quinto y sexto, [Tei 2] y [L&], se obtienen resultados similares a
los nuestros, en cuanto a estratificaciéon del contorno aparente (esto es a
la filtracion ram B < ram +1B ), pero en ellos se trabaja con otras

u u :

técnicas, por tratarse de espacios analiticos complejos.

Y en el dltimo, [Roa 4], que puede considerarse como punto de partida de
la primiera parte de la presente memoria, el subanillo no era un anillo de

polinomios, sino una k-dlgebra, de modo que la situacién era algo mds
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general que la nuestra, aunque consecuentemente los resultados eran mas
pobres. Notemos que, si bien alguna de las proposiciones contenidas al
comienzo de la presente memoria (como la 1.3 3) fueron ya obtenidas alli, la
demostracién dada aqui difiere esencialmente de aquella. En todo caso, la
parte central de esta memoria, consistente en la adaptacién de los teoremas
de ascenso y descenso al caso de extensiones algebraicas (no
necesariamente enteras), asi como los criterios de no-ramificacion

obtenidos, entendemos que son originales.
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Capitlilo I.

Ramificacién Local




1.0 Notacién y consideraciones previas

Sea A = k[xl,...,xr] un anillo de polinomios sobre el cuerpo k, que

supondremos de caracteristica cero, y sea
B = A[yl,...,yn] = k[xl,...,xr,yl,...,yn]
un dominio, extensién algebraica de A , definido por las condiciones
fs(X,y) = fs(xl,...,xr,yl,...,yn) =0 ; s=l,.m @2n) ¢}

(donde yjeA ; jl..n , mientras no se explicite lo contrario). FEn

consecuencia, en el anillo de polinomios
k(X)Y] = k[Xl,...,Xr,Yl,...,Yn]
pueden considerarse los elementos
f =f(X,..X,Y,..,Y) ; slLom
5 s 1 r 1 n
los cuales generardn el nicleo del k-epimorfismo

f: k[X,Y] — B
tal que

fX)=x ; s 3 f(Yj) =y, 5 il

Las derivadas parciales respecto de X e Yj en el anillo k[X,Y] , permiten

considerar la matriz jacobiana

(F ek ) = L m

Lellpl) = s XY oY)

y su submatriz

luego notando
a fs af s af . af s ' (2)
a—Xi = f —éX: , -Fy—J = f 37 j 3 =l 3 Fhean ;o s=lagm

a las imdgenes en f de las matrices jacobianas anteriores, podemos

escribirlas, respectivamente




a(f ,....f )

Jy(fl,...,fm) = 3 yl,..o,yn

0, mds brevemente, J y Jy , cuando no sea preciso aludir a las fs .
xy
Siendo p* € Spec B, a las imdgenes en el epimorfismo natural
*
h:B —— B/p

de los elementos (2), los designaremos

afs afs
axi . ayj . D =l ) Slen 3 s=lom
F P

y a las imdgenes en h" de las matrices ny y Jy las designaremos

respectivamente [J ] .,y [J] .
My Wy

Sea V' la variedad algebraica del espacio affn k™" , definida por el
ideal ker f . Su anillo de coordenadas es pues B. Un ideal Fo del anillo B

diremos que es un ideal de punto, si existe
*
(@b) = @,..ab,..b) € \%

. * .
cuyo correspondiente ideal (maximal) en el anillo B sea P, esto es, si
existe (a,b) € X", tal que

f@b)=0 , si.m

y los elementos x-a_e yj-bj generan en B dicho ideal:
11

*

P, = (xl—al,...,xr—ar,yl-bl,...,yn—bn)B

Naturalmente, si el cuerpo base k es algebraicamente cerrado, entonces
los ideales de punto de B son los elementos de Spec Max B (Andlogamente, los
ideales de punto de A serdn los ideales de los puntos de la variedad afin de

k', cuyo anillo de coordenadas es A).

El punto del cual p; es ideal se dice punto simple si y sélo si el anillo

local BF* es regular. Los puntos no simples se dicen singulares.
0
Utilizaremos frecuentemente el criterio jacobiano de simplicidad (o de "no

singularidad"):

p; es ideal de punto simple rango[ny] p* = codim V’
0




. - . * . .
siendo dicho rango menor que codim V' si el punto es singular. Puesto que,

en nuestro caso, la codimensién de V' es
codim V' = (r+n) - dim V" = (r+n) - gr.r(Bk) = (r+n) - r = n

el criterio anterior puede enunciarse asi

*

p; es ideal de punto simple ¢ rango [ny]p =n
0

siendo dicho rango menor que n si el punto es singular.

De modo mds general, siendo p* un primo cualquiera (no necesariamente
. * . .
ideal de punto), se dice que la subvariedad de p es simple si Bp* es

regular, lo que también resulta ser equivalente a que sea n el rango de

[ny] .



1.1 Definicién y célculo del orden de ramificacién local

El concepto de orden de ramificacién fue introducido en [Roa 4] , a partir

del rango de la matriz jacobiana [J ] ., Aqui comenzamos construyendo una
y
definicién "via geométrica" de este concepto, equivalente a la dada alli.
Comencemos con unas consideraciones previas informales.

Observemos que si A es el anillo de polinomios k[x ,x] y B = kix x y]
es el anillo de coordenadas de una superficie algebraica lisa , V', de
ecuacién  f( x1’X2’Y) = 0 , del espacio afin k> , entonces los puntos de

ramificacién de V' son aquellos cuyo plano tangente es paralelo al eje "y".

Tratemos de generalizar a mayor dimensién lo que acaba de indicarse. Sea A
el anillo de polinomios klx,..x] 'y B = K[X oo XY 5y ] el
anillo de coordenadas de una variedad afin, V' , de k™" . Ahora, los puntos
P e V' cuyos ideales se ramifican, son aquellos cuyo espacio tangente afin,
G (P) , verifica la siguiente condicién: «existe algin subespacio del
espacio afin Jy‘ , de las coordenadas "y" (que aparecen al extender desde el
subanillo A al anillo B), paralelo (al menos débilmente) a F(P) ». Pero esta

condicién es mds fécil de expresar pasando de estos subespacios afines a los
—

subespacios vectoriales que constituyen sus respectivas direcciones, J (P)
—
y J . De este modo, los puntos, P , de ramificacién, serdn aquellos para
y —% . "
los cuales sea F(P) n J # 0, siendo dicha ramificacién mds "fuerte",
y

cuanto mayor sea la dimensién de este subespacio vectorial

. .“) Ll .
interseccién F(P)  J° . Tal dimensién serd el orden de ramificacion del
y

punto P .

Para precisar este concepto de orden de ramificacién en P , hemos de
adoptar una definicién apropiada de espacio tangente en P ; la definicién de
Zariski. Y, de acuerdo con lo indicado anteriormente, consideraremos el

espacio tangente vectorial, mejor que el afin.

Por otra parte, en lugar de hablar de orden de ramificacién de puntos,
referiremos tal concepto a los ideales de dichos puntos, lo que facilitard,

mds adelante, su generalizacién a primos que no sean ideales de punto.

Después de estas consideraciones, comenzamos la formalizacién con la

siguiente definicién, sugerida a partir de la definicién 3.3.2 de [B-C-R].



1.1.1 Definicién.- Sea p:; un ideal de punto de la k-dlgebra

B = k[x,y] = kX ,..x.y,...y 1 , definida por las condiciones
fs(x,y) =0 ; slem

Llamaremos espacio tangente de Zariski en p; , y notaremos T, (p) , al

subespacio vectorial de k™ .

TZar(F;) =SQI{(X7Y)E k”n

' af] i afS 0}
s , X+ [ ] A
izl[ dx. p i & 6YJ. po j

0

Observemos que si el punto del cual p; es ideal es simple, entonces, de

acuerdo con lo indicado en 1.0, serd

rango [ny] ,=n
Po

luego la dimensién del espacio tangente de Zariski serd
dimk TZar(FO) = (r+n) - rango [ny] ,=T
Fo
y en consecuencia: dim TZar(p;) = dim V', siendo V_* la variedad afin cuyo
anillo de coordenadas es B . En cambio, si el punto es singular, serd
dim TZar(p;) > dim V', pese a lo cual las definiciones anteriores siguen

siendo adecuadas a nuestro propdsito, segin iremos viendo.

1.1.2 Definicién.- Sea p; un ideal de punto de B = k[x,y] . Llamaremos orden
de ramificacion de p; , que notaremos ord.ram p:; , a la dimension del

. . ., * . . +n
subespacio interseccion de TZa (pO) con el subespacio vectorial de k
r

Oern - { (xl""’xr’yl""’yﬂ)e kl’+n xl=...=xr=0 }

es decir,

ord.ram p; = dim, [TZ”(]@;) n (Oer")]

La siguiente proposicién proporciona un método cémodo de célculo del orden

de ramificacion:

1.1.3 Proposicién.- Siendo p; un ideal de punto de B = K[x.y] , se verifica:



*

ord.ram p; =n - rango[Jy]
Po

*
Demostracién.- De acuerdo con las definiciones precedentes, TZM(po) es el

. . 41 .
subespacio vectorial de k™" de ecuaciones

r 8fs n afs
X [F{] » X + z [—a_y_] * yj =0 ; slLom
1 FO j=1 ] FO

i=1

luego Tm(p;) n (0'Xk") serd el subespacio vectorial de ecuaciones

n 3fs
Fo

=1 i

cuya dimensién es

dim_ [Tzar(p;) n (0'>d(")] =r+n- {r + rango [Jy] p;] = n - rango [Jy] ; =
0

1.1.4 Corolario.- Si p:) es ideal de punto singular, entonces ord.ram ;1; >0

Demostracién.- Si el punto es singular, entonces, de acuerdo con lo

indicado en 1.0, se tendra:

rango [J ] < rango [J ] ,<n
A Xy
Po Fo

luego

ord.ram p; =n - rango[]y] ,>0
Fo

*
1.1.5 Proposicién.- Si p:; es ideal de punto simple, entonces ord.ram p <t

Demostracién.- Considerando la submatriz de ny

a(fl,...,fm)
aixl,...,xr )

y notando J a su imagen en el epimorfismo f y [Jx] , 2 laimagen de J en
Po
h" (todo ello de acuerdo con la notacién de 1.0), es claro que se tiene:



rango[Jx] , S rango [Jx]
Ay p

, + rango [Jy] .
o B

0

lo que, por ser simple el punto, implica

n < rango[]] .t rango[]] .
x y
Po Po

pero, siendo r el nimero de variables "x", habrd de ser

rango [JX] LST

Fo
y por tanto
n$r+rango[J] .
y
Po
luego
ord.ram p; = n - rango [Jy] p* <r =

0

1.1.6 Corolario.- Si p; es ideal de punto simple, entonces

* .
ord.ram p < min (r,n}

Demostracién.- De la definicién 1.1.2 (o del teorema 1.2.3) resulta
inmediatamente que ha de ser ord.ram p; < n , bastando ya tener en cuenta la

proposicién anterior.

1.1.7 Observacién.- Si en lugar de considerar el espacio tangente (de

Zariski) vectorial en el ideal de punto

E S

P, = (xl-al,...,xr-ar,yl—b‘,...,yn-bn)B

se hubiera considerado el espacio tangente (de Zariski) afin, que notaremos

*
7 i
7o)+ de ecuaciones

>L afs ( )+n 6fs )20 w "
ié‘l[_i;] }1* Xi’ai le[_a_y:] p* yj' )= 5 s=l,..m

0 0
entonces, de acuerdo con lo indicado en las consideraciones previas con que
comenzamos este apartado 1.1, se podria definir otro orden de ramificacién,
notado ORD.RAM F; , que fuese el mdximo de las dimensiones de los



subespacios afines de 0°xk" que sean débilmente paralelos a % r(p:;) . Es
decir, siendo SA(0'%k") el reticulo de los subespacios afines de 0%k" y
notando <] a la relacion de paralelismo débil, se podria definir

ORD.RAM = max{dim H l He SA(O'XK") A H<| %r(p;)} @)

*
0

Es fdcil comprobar la equivalencia de esta definicién con la 1.1.2. En
efecto, la relacién de paralelismo débil H< | % r(;:t;) es equivalente a la
inclusién de sus respectivas direcciones

> 5
H c T () €)

pero la direccién del subespacio afin de ecuaciones (1) es la variedad

. .. —_— N

lineal de la definicién 1.1.1, es decir, _)‘72."(? 0) = Tbr(;:o) , por lo que

la inclusion (3) puede escribirse : H ¢ T, () - Por otra parte, la
9

relacién de pertenencia H € SA(0'Xk") es, obviamente, equivalente a la

_)
inclusion H < 0'%k" . En consecuencia, de (2) resulta:
. oo C a2 N
ORD.RAM P, = madx { dimH | Hco (Oxk) AH c TZ,“(PO)} =

> >
= mdx { dimH | H ¢ TZar(p;) n (0'xk") } =

dim [ T (5 n (0% ] = ord.ram y,

Finalmente, observemos que, si en vez de la definicién (1) de Zariski, se
hubiera adoptado como definicién de tangente a V' en p:) , la unién de las
rectas tangentes a las curvas de V' en p; , que notaremos t(p;) , entonces
la definicién (2) sélo serfa vdlida para el caso de puntos no singulares (no
siendo pues aplicable para el siguiente ejemplo c) de 1.1.8, en que. t(p;)

es el propio cono).

1.1.8 Ejemplos.- a) Siendo A = kix . x] , B = k[x .x,.y] el anillo de

coordenadas de la superficie esférica V" de ecuacion x?+x§+(y-1)2 -1=0
y p:; el ideal del punto (al,az,l) perteneciente a la circunferencia de V

.« , * .
de ecuacién y = 1, calculemos el ord.ram Py - Se tiene:

J, = @x2x,20-1) [ny]p* = (2a,,22,0)
0



luego %m (p;) serd el plano tangente de ecuacién
2al(xl-al) + 2a2(x2—a2) + 0(y-1) =0

y su direccion, Tzﬂ(p;) , la variedad lineal 2a1xl + 2a2x2 =0 . La
interseccion de esta variedad lineal con Ozxkl, es decir, con X = 0= X,
serd la subvariedad lineal de ecuaciones X, = 0 =x, , cuya dimension es
uno, luego ord.ram p; = 1 . Al mismo resultado se llega, mds rdpidamente,

aplicando 1.1.3:

J =Q%y-1)) = [J ] = (0) = ord.ram p* = 1 - rango [J ] ,=1
’ "y ° Iy,
0 B}

b) Siendo A = k[xl,x,,xs] , B = A[yl,y2,y3] con las condiciones

2 _ 3 _ 2. = *
-Dx+1=0 , y,+y-=x =0, y-x 0 ™
y p; el ideal del punto de coordenadas
xl=l,x2=9,x3=0,y1=1,y2=2,y3=0

se tiene

10022 0 0 100000
Jl010 1 3 0| = ny] =lo-10 1120
00-1 0 02y, P {O00-1 000

luego % r(]::;) es el subespacio afin de ecuaciones:

CDXD=0 5 D 9Hy -D+HI2y,2=0 : (-1)(x,-0)=0

(*) La comprobacién de que el anillo B es dominio puede
hacerse, por ejemplo, factorizando la extension A—— B en
la forma

A A1= A[Yl]/llga A2= Al[Yz]/I2L—> A2[Y3]/13= B
donde 11’12’13 son los ideales
I1 = ((Y]-l)z-xl+1)A[Yl] ; 12 = (Y2+yl-x2)Al[Y2] 3
2
I3 - (Y3-x3)A2[Y3]

y aplicando el "test de primalidad" de [G-T-Z] a estos tres
ideales.

10



y su direccién, sz(p;) , serd la variedad lineal:

x, =0 3 -x2+yl+12y2=0 ; x3=0

cuya interseccién con 0°xk’ , es decir, con X =X, =X = 0, es la varie-
dad lineal;

x1=x2=x3=0 ’ y1+12y2=0

cuya dimensién es dos, luego ord.ram p; = 2 . Al mismo resultado se llega

brevemente aplicando 1.1.3:

0 00 *
[J]*= 112 Of = ord.rampo=3-fang°[-]]*=2
g o 0o ¥,

¢) Siendo A = k[xl,xz] , B = Alyl, con la condicién xf-xi-i—yz =0, y p; el
ideal del vértice de este cono, se tiene

1= 0x,2x,2) = [Jy] ; = (0,0,0)
luego T r(p;) es el subespacio afin de ecuacién O(x -0}+0(x -0)}+0(y-0) = 0,
es decir, todo k*> . Como x = 0= X, (es decir, el eje "y") es débilmente

paralelo a 577 ar(;1;;) = k%, serd ord.ram p; = 1. Directamente, aplicando
1.1.3:

1=0y = [J] ,=(© = ordramyp =1-0=1
y N
d) Siendo A =k[x], B = k[x,yl,yz] con las condiciones
y::_x2=0’yi-x=0
y p; el ideal del punto (0,0,0) , se tiene
-2x 3y2 0
sz[ ! } = [J ] *=[_(1)88] = rango[]xy] ,=1<2=n
Y1-1 0 2y, y P Ps
luego el punto es singular. Por otra parte
_fooO _ *=22-0=2
Jy + = |o o| = rango ny ,=0 = ord.rampo—
P Po

. . * :
es decir, se tiene: ord.ram P, > 1 = r, lo que no contradice el resultado

1.1.5, ya que el punto es singular.

11



1.2 Caracterizaciéon del orden de ramificacion
mediante coordenadas de uniformizacidon

Unas consideraciones previas sobre un caso concreto sencillo nos ayudardn
en el planteamiento del problema. Siendo A = k[x'l,xz] y B=Alxx,yl,
con la condicién

2, .2
+x-x =0
YA xR
es inmediato observar que para un punto de ese paraboloide de coordenadas

= : =a =b
xl al’x2 2’y

tal que b # 0 , es posible tomar {xl,x2} como variables independientes, en
un entorno del punto, resultando una funcién diferenciable:

/ . 2

y=+ xz-x? ,0bien y=- X,-X

o incluso es posible una expresion racional de la forma

X +a
_ 11 1
yb = - —p (%) + 55 (%8)

X +a
donde )1, +BL y y-lkH pertenecen al anillo local en el punto considerado.

Pero ello no es posible si b=0 , es decir, en los puntos de ramificacién
(para los cuales pueden elegirse como variables independientes {xl,y} , por
ejemplo).

Tratemos de generalizar estas consideraciones. Si el punto no es singular,
entonces esas variables independientes, tales que las demds variables puedan
expresarse como funciones uniformes de aquellas en un entorno del punto, dan
lugar al concepto algebraico de "coordenadas de uniformizacién”, cuyo mimero

es la dimensién de la variedad, es decir gr.tr.(B:k) .

Vamos a probar que el niimero de coordenadas de uniformizacién del punto,
n_uw

que pueden ser elegidas de entre las "x", es decir, de (xl,...,xr} , va a

darnos otra caracterizacion del orden de ramificacion definido en 1.1.

. . [}

Comenzaremos recordando el concepto de "coordenadas de uniformizacion” y
los resultados fundamentales, relativos a este concepto, que van a ser
utilizados, de los cuales iremos obteniendo versiones apropiadas para ser

adaptadas mds cémodamente al problema en estudio.

12



1.2.1 Definicién (Zariski) (*).- Sea p'e Spec B, tal que el anillo local B
sea regular, y sean Gl,...,(}r € Bp* . Si se verifican las dos condiciones :

a) {Gl,...,Gr] es una base trascendente (separable) del c.f.(B:k) (*¥*)

b) 6(1 . - C BF* Doilr

entonces se dice que G ,...,G_son coordenadas de uniformizacion de p , 0
que (G ,...G } es un conjunto de coordenadas de uniformizacion de p

El siguiente resultado lo hemos obtenido con el propésito de detectar con
mds comodidad coordenadas de uniformizacion, en los casos que mds nos

interesan;

1.2.2 Proposicién.- Sean y' € Spec B, BP* regular y G ,...G_€ BP* . Si se

verifican:

a*) {Gl,...,Gr} es una base trascendente del c.f.(B:k)

* 8
b)mBQBF*

o *
entonces Gl,...,G son coordenadas de uniformizacion de p
r

Demostracién.- Bastard probar que b’) implica la condicién b) de 1.2.1.

Supongamos pues que se verifica b"). Siendo

H=-—$—e BF* ; wweB ; ve p*

se tiene
8H _ 3 u av v2 (1)
73’(?‘ - _éKTi v T —(Y
pero b") implica
du av .
v BGi -u aGi € B},

yde ve B- p* se deduce, por ser primo p* ,que v e BP* , luego (1)
pertenece a Bp* . "

(*) Definicién 9.1 de [Zar 1]

(**) En nuestro caso, en que la caracteristica del cuerpo base, k, es cero,

puede obviamente omitirse la condicin de separabilidad.
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El siguiente criterio de caracterizacion de coordenadas de uniformizacién
y, sobre todo, los dos corolarios que le siguen, formalizan las
consideraciones previas con que comenzamos este apartado 1.2 (sobre
posibilidad de expresar las demds variables como funciones uniformes de las

coordenadas de uniformizacién).

1.2.3 Criterio (de André Weil) (*).- Sea y € Spec B, tal que BP* regular, y
sean Gl,...,Gr € B *. Las Gi son coordenadas de uniformizacion de p , si y

solo si se verifican las dos condiciones siguientes:
a’) el anillo cociente B/p* es extension algebraica de k[Gl,...,Gr] .
. *
donde G, es la imagen de G, en el epimorfismo natural B — Bfp
1

b’) k[G,,....G] contiene una base del ideal de no unidades p*Bp*

Con el propdsito de facilitar su aplicabilidad a nuestro problema, hemos

obtenido los dos corolarios siguientes:

1.2.4 Corolario.- Sean p* € Spec B, BP* regular, y Gx""’Gr € B. Sise

verifican las dos condiciones:
a”) p*es ideal de un punto
b™) k[Gl,...,Gr] contiene a una base del ideal de no unidades p*BP*

*
entonces Gl,...,G son coordenadas de uniformizacion de p
T

Demostracién.- Puesto que B ¢ B_* , bastari probar que a”) = a’) . Y en
efecto, si p* es ideal de punto, entonces dim p‘ = 0 , es decir,
gr.tr.(B/p*) = 0, luego B/p* es algebraico sobre k , lo que, teniendo en
cuenta que

k ¢ kG,,...G] c By’

implica que B/p’ sea extensién algebraica de k[G G ] =

(*) Proposicién 104 de [Zar 1]
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1.2.5 Corolario.- Sean }z' € Spec B, Bp* regular, y Gl,...,Gr e B . Sise
verifican las dos condiciones:

a’”) G, -G_ son algebraicamente independientes sobre k
b"") k[Gl,...,Gr] contiene a una base del ideal de no unidades p*Bp*

, *
entonces G,,....G_son coordenadas de uniformizacion de p

4

Demostracién.- Puesto que B ¢ Bp* , bastard probar que a™") = a). Y, en
efecto, si se verifica a”’) , como
gr.ir.(B:k) = grir.(Ak) =1 -

(G,>. -G} serd una base trascendente de B sobre k , luego B serd extension
algebralca de k[Gl,...,Gr] , lo que, pasando al anillo cociente B/p ,

implicard que B/p* sea extension algebraica de

kG .Gy = kG ,..G] "

1.2.6 Criterio de cambio de coordenadas de uniformizacién (Zariski) (*).-

Sean G G coordenadas de uniformizacion de p y sean G G’ € BF* .

Entonces G' G' son coordenadas de uniformizacién de p siy solo si
a(G’ )
det_?t}*—_“trj 3 P B *

1.2.7 Criterio cldsico (adaptado a nuestra notacién).- Sea p* € Spec By B *

regular. Las variables RIS A% SR SR conjunto de coordenadas de

uniformizacion de p si y solo si existen jpeeeid € {1,...m} , tales que

#0

a(x ,...,Xd,yd+la~-°’yn) p*

donde fl,...,fm son las condiciones de definicion de B , indicadas en 1.0.

El concepto de orden de ramificacién, introducido en 1.1 para el caso de
. . *
ser p* ideal de punto, se extiende de modo natural a cualquier primo p del

anillo B , a través de la proposicién 1.1.3, como se indica a continuacion.

(*) Proposicién 9.2 de [Zar 1]

15



1.2.8 Definicién.- Siendo p* € Spec B, llamaremos orden de ramificacion de

* rd
P al niimero natural

*

ordram p =n - rango[Jy]IJ

1.2.9 Proposicién.- Sea y € Spec B . Si ordoram y = 0 , entonces se
verifican:

i) el anillo local Bp* es regular

ii) X peenX  SON coordenadas de uniformizacion de p*

ili) para todo 3 € Spec B, tal que §" p* , es ord.ram p” = 0

0, es decir

- . *
Demostracién.- i) Si suponemos ord.ram p

rango [Jy] , =n (1)

entonces existird un subconjunto [jl,...,jn} c (1,.,m} , tal que, para la

a[f, ok ]
J1 Jn

submatriz de Jy

wof | = 2
Jy[fjl, J',.] w5y @
sea
det[ J [f, ok ] } £0 ®)
W R .
P
pero por ser (2) submatriz de ny , esta condicién implica
rango[] ] ,=n 4
Xy }]

ya que el rango de esta matriz ha de ser menor o igual que n, segin se
indic6 en 1.0. En consecuencia, de acuerdo con el criterio jacobiano de
simplicidad, el anillo local BF* serd regular.

ii) Segin el criterio cldsico 1.2.7, la condicién (3) implica que X eenX,

- . *
sean coordenadas de uniformizacién de p .

iii) De la inclusién p” c p" se deduce que

16



H:Bff'— B’ ; Vbe B ; Hbig) =b+yp

es un homomorfismo, en el que

b,

luego

rango [Jy] _ 2 rango [J ] ,=n 5)

y
P P
y por otra parte, teniendo en cuenta que, por ser Jy submatriz de ny , ha

de ser, de acuerdo con (4):

rango [J] < rango [ny] , =n
Hy P

lo que, junto con (5) implica

rango [Jy] =n

r”

¥
y en consecuencia ord.ram p” = 0 =

., *
1.2.10 Definicién.- Un conjunto, C , de coordenadas de uniformizacion de p ,
diremos que es de coordenadas canénicas, si sélo estd formado por variables

n_.n LU

X" e "y", es decir, si

C g { XI’""X‘_,yl’-"’yn }

1.2.11 Lema.- Sea p‘* € Spec B, tal que BP* sea regular. Si ordram p =u,

entonces se verifican:

i) existe un conjunto de coordenadas de uniformizacién candnicas, C,

s n" * n_w y
que consta de r - u variables "x" y de u variables "y", es decir,

b4

salvo permutacion de subindices, de la forma

yeensX_ (1)

u+l r

C0 = |{ Y oY X

*
ii) si C es un conjunto de coordenadas de uniformizacién candnicas de p ,
entonces el nimero de variables "y" pertenecientes a C es, al menos,

u, es decir

#[ Coly,y ) ] > ord.ram p*

y en consecuencia, el nimero de variables "x" pertenecientes a C es, a lo

mas, r - u , es decir

17



#{ Cn {xl,...,xr} ] < gr.tr.(B:k) - ord.ram p*

., *
Demostracién.- Sea ord.ram p = u .

i) Por ser
rango[J]*::n-u (2)
“p

existe | jpd } € {1,...m} , tal que, salvo permutacién de subindices
n-u

de las "y", la submatriz cuadrada de Jy .

a[f, Cf ]
J1 Jn-u, (3)

sea regular (es decir, de determinante no nulo). Por otra parte, por ser
regular el anillo local B_* , de acuerdo con el criterio jacobiano, habrd de
ser ¥
rango [ny] ,=n
P .
luego, por ser (3) submatriz cuadrada regular de [ny] . podrd orlarse

(3), afiadiendo filas y columnas, hasta conseguir una submatriz cuadrada

regular de orden n de [J ] , que, salvo permutacién de subindices de las
xy | *

P
"x", puede suponerse que es
a[f, oof ]
Jl Jn (4)
a(xl,...,xu,yu“,...,yn) .

¥

ya que en el denominador de la jacobiana no pueden aparecer més "y", seglin
sigue de (2). La regularidad de (4) asegura que (1) sea conjunto de

coordenadas de uniformizacién, de acuerdo con el criterio cldsico 1.2.7.

ii) Sea ahora C un conjunto de coordenadas de uniformizacién canénicas de
* : r . »
p . Siel mimero de "y" que aparecen en C es d, entonces, salvo permutacion

de subindices, podemos suponer que es

C = [ Yl Xy, proeerX, )

luego, de acuerdo con el criterio cldsico 1.2.7, existird un subconjunto

lijmi } € (L,...m) , tal que

18



#0

a(x ,...,xd,ydﬂ,...,yn) p*

lo que obviamente implica que sea n - d el rango de la submatriz

a[f_ f]
Jl Jn

a(yd+1""’yn) F*

y en consecuencia

rango [Jy] 2n-d

*

B

luego, de acuerdo con 1.2.8

*
n - ord.ram p 2n-d
es decir

d = ord.ram p* =

El lema precedente permite dar una caracterizacién del orden de

ramificacién para p € Spec B , tal que BF* sea regular:
1.2.12 Teorema.- Siendo p* € Spec B, tal que B * sea regular, y

* ez . . . L4 e h
CUC(y ) la familia de conjuntos de coordenadas de uniformizacion canonicas

* .
de p , se verifican:

min {#[ C A {yny, ] ] .Ce CUC(p*)} = ord.ram y°
max {#[ Cn (xl,...,xr] ] :Ce CUC(p*)} = r - ord.ram p*

< *
Demostracién.- Sea ord.ram y = u y notemos

u

, = min f#[ € ly,y) | Ce cuceH}

u
b3

max {#[ C A Xk ) ] . Ce CUC(p*)}
De acuerdo con 1.2.11 i), habrd de ser u >r - u, pero, segin el apartado

ii) de dicho lema, ha de ser u < r - u . Por tanto, serd u =r-u. Por
X

otra parte, es claro que u + uy =r , luego
X
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u =r-u =r-(r-u)=u L
y X

1 2 13 EJ_pl_ Sean A = k[x x] 'y B= Aly, y,] con las condiciones:

)’ X, =0, y x,=0y con31deremos los siguientes ideales de punto:

a) para p(*) = (xl-l,xz-l,yl-l,yz-l)B , se tiene

=] b= (39)
y 03y§ ’ yp; 03

ord.ram p:; = 2 - rango [Jy] =0

*

Po
luego, segin 1.2.9 ii), XX, deben ser coordenadas de uniformizacién, lo
que vamos a comprobar directamente, aplicando el corolario 1.2.4. En efecto,

de las condiciones de definicién de B , resulta

- 1 . - 1 _ .
yl-l = -y—lTl—(xl-l) € B]go ; y2-1 = ~—2--———(x2 1) e B

P
y2+y2+1 0
luego para el ideal de no unidades del anillo local B_* , se tiene
0
B+ = X - 1x -1, 1, lB*— X, - lx -DB *

lo que, teniendo en cuenta que
dim Bp; = alt Py = gr.tr.(B:k) - dim Py = 2-0=2

implica que el anillo local B » es regular, siendo (xl-l,xz-l} un sistema
0
regular de pardmetros. Como el anillo de polinomios k[xl,xz] contiene a esta

base minimal, x 1x -1} , del ideal maximal p;B *, {xl,xz} serd conjunto

Po

de coordenadas de uniformizacién, segin 1.2.4.

b) para p: = (xl-l,xz,yl-l,yz)B , se tiene:

(20 . s 1=
[Jy] . = [00] ; ordramyp =2-1=1
B, .
luego, seglin 1.2.12, el médximo niimero de coordenadas de uniformizacién

canénicas que pueden escogerse entre las "x" es uno. Comprobémoslo

directamente. De las condiciones de definicion de B , resulta
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_ 1 R
W= yar e sox =y,

luego, para el ideal de no unidades del anillo local bidimensional B * , se
1

tiene;:

PIBP: = (e Lxyy Ly By = (xp LBy

por lo que Bp* es regular, siendo | xl-l,yz} sistema regular de pardmetros.
1
Como (x-Ly,} k[x.y,] . de aCuPrdo con 1.2.4, serd (x,y,} conjunto de

coordenadas de umformlzacmn de p . Ahora, para comprobar que [xl,xz} no
es conjunto de coordenadas de uniformizacién de p , puede usarse el

criterio 1.2.6, de cambio de coordenadas de uniformizacidn:

ox, 9x 1 0
i IR =32 M
a xl,y2 ax2 8x2 6x2 ) 2
ax_ 9y, 3%, 3,

donde se ha tenido en cuenta que, por ser XY, coordenadas de
uniformizacién, las derivaciones respecto de estas dos variables son
linealmente independientes, luego

6)(I Bxl

—_— =1 ; =0
axl 6)'2

Yy, por otra parte, de la condicién yg -x, =0, resulta

Como (1) pertenece a p:Bp* , de acuerdo con 1.2.6, (xl,x 2) no serd conjunto
1
de coordenadas de uniformizacién de p, (como ya permitia prever 1.2.11 ii)).

Andlogamente, para comprobar que {yl,y?} es conjunto de coordenadas de

. . s, *
uniformizacién de p, - puede usarse otra vez 1.2.6:

1%,
det 0(y,5Y,) _ 2y, 9, -1 . pB_»
(XY, 0 1 Yy gks

o también puede comprobarse verificando que {yl-l,yz) es sistema regular de
pardmetros y aplicando 1.2.4.
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¢) para p; = (xl,xz,yl,yz)B , se tiene:

0 *
[Jy] , = [ 0 8 ] ;  ordramp =2 - rango[Jy] ,=2
P, P,

luego, de acuerdo con 1.2.12, ninguna coordenada de uniformizacién podrd ser

"n__1

x" (es decir, ambas habrdn de ser "y"). Comprobémoslo directamente:

PPy = (xl,x2,y1,y2)BF; = (yl,yz)Bp;

luego para el anillo local bidimensional B+ , (y,.y,) serd sistema regular
2
de pardmetros . Como (yl,yZ} c k[yl,y2] , de acuerdo con 1.2.4, [yl,yzl serd

- . . .. * .
conjunto de coordenadas de uniformizacién de P, - Finalmente, para comprobar
que, por ejemplo, [xl,yz} no es conjunto de coordenadas de uniformizacién de

*
p, » basta usar el criterio 1.2.6:

axl

2 ——
e = = € *
3()’1,}’2) 0 1 WEh P,
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1.3 Otras caracterizaciones del orden de ramificacién

Comenzaremos con unas consideraciones previas sobre un caso concreto

sencillo. Siendo A = k[xl,xz] y B= k[xl,xz,y] , con la condicién

(y-1)'-x,=0
consideremos un punto (al,az,b) de este cilindro parabSlico y su ideal
p* = (x -a,x-a,y-b)B . Si b # 1 , entonces, segiin se comprueba

72 % X
inmedxatamente el ideal de no unidades, y B » , del anillo local B_* ,

admite la base [x -a,X -3, } formada por elementos del anillo A . En cambio,
sib=1 (es de01r en los puntos de ramificacién), el ideal p *B_» no admite

una base formada por elementos pertenecientes todos al subanilio A .

Trataremos de generalizar esta observacion, relacionando el maximo
nimero de elementos de una base minimal del ideal de no unidades p*B *, que
pueden escogerse en A , con el orden de ramificacién de p* . El problema,
segdin veremos, estd intimamente relacionado con la dimensién del ker de una

. I . . * .
aplicacién lineal asociada a p , que comenzaremos estudiando.

1.3.1 Lema.- Siendo p* el ideal del punto
p* = (xl-al,‘..,xr-ar,yl-bl,...,yn-bn)B
p el ideal contraido de este en el subanillo A , es decir,
p= p* NA= (xl—a],...,xr-a)A

w el ideal de no unidades del anillo local 9 = BP* , es decir,

‘n* — p*Bp* — ?*ﬁ*
y w el ideal de no unidades del anillo local ¥ = A]J , es decir,
= pA =
m=y p i

se verifican:
. ) x % . x %
i) mm" y m/m son espacios vectoriales sobre el cuerpo Ofm = k = ¥ /m
2 2
. . * * 2 *
i) T: /' —— w /m , tal que, para todo Gem , T(G+m") = G+ , es un

k-homomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién.- i) Comenzaremos probando que ¥/m = k . En efecto, la

aplicacion h:A — k , en que la imagen del polinomio p(xl,...,Xr) € A es
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p(al,...,ar) € k , es obviamente un k-homomorfismo de anillos de micleo:
ker h = p . Por tanto, si e € A-p, entonces h(e) es una unidad de k , luego
h podré extenderse a un homomorfismo, H , de 9 = A_ en k (de acuerdo con la
propiedad universal de la localizacién de anillos), que haga conmutativo el
diagrama

h

N ﬂzAF/

y puesto que ha de verificarse

A k

7 [VaeA,Ma)=—?— ]

vl N2

a . a) _ h(a)
A"/ 3 € AF 5 H[T] = —H(S_T
el ideal ker H ser4 el extendido en A de ker h , es decir, m = ;:cA]J =p0,y
por tanto

Y/m = AF/ker H ~ Imagen H = k

y andlogamente se prueba que ﬂ*/m* =k,

. . . . 2

Por otra parte, es bien conocido (e inmediato de probar) que w/m” es un

espacio vectorial sobre el cuerpo ¥/m , definiendo la operacién. externa en
la forma

2 2
Voe 3,VGem ; (0+m)(Gim’) = oG+m
*2 : * *
y, andlogamente, m /m  es espacio vectorial sobre el cuerpo ¥ /m , por lo
2
que ambos, /ot y m/m , pueden ser considerados como Kk-espacios

vectoriales.
i) De la conmutatividad del diagrama
A > B
xl lx* [VbeB;x*(b)=—‘1’—]
O s

2
* * 2 * .
resultam N9 =m, luegom C m y por tanto m" C m . En consecuencia, la

aplicacién T estd bien definida, siendo inmediato verificar que es un

k-homomorfismo de espacios vectoriales.

1.3.2 Definicién.- A la aplicacién lineal
2 2
T m/m2 —_— m*/m ; 'C(G+m2) = G+m

x
que acabamos de indicar , la llamaremos aplicaciéon lineal asociada a p .
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1.3.3 Teorema.- Si p* es ideal de un punto simple (y, por tanto, es regular
el anillo local 8" = B ), entonces la dimensién del niicleo de la
aplicacién lineal asociada a p* es igual al orden de ramificacion de p* , es

decir,

. *
dim ker T = ord.ram p

[ *
Demostracién.- Sea ordram p = u y por tanto

rango[J]*=n-u 1)
y
P
luego, salvo permutacién de subindices, podemos suponer
a(f l,...,f )
det 3(—‘”———“)— # 0 2)
Yoer¥a F*

Ahora bien, por ser p* ideal de punto simple, de acuerdo con lo indicado en
1.0, habri de ser

rango [ny] , =N
F

y por tanto, orlando el menor no nulo (2) con nuevas filas y columnas, se

llegard a tener una submatriz cuadrada regular de orden n de ny .

F

luego, salvo permutacién de subindices, puede suponerse que

a(f ,...f,f ,..f)
det 1 u u+l n
a(xl,...,xu,yuﬂ,...,yn)

] #0 3)
F*

ya que en el denominador de este determinante jacobiano no nulo no pueden

"_n

aparecer mds "y", segin sigue de (1).

Por otra parte, si (al,...,ar,bl,...,b) es el punto del que p* es ideal,
n

para las condiciones de definicién de B , indicadas en 1.0, se tendrd
f@,.,a,b,..b)=0;s.m
s 1 1 n

luego los polinomios fs(Xl,...,Xr,Yl,...,Yn) € k[X,Y] podrén escribirse en
la forma

| r )
£, = iz__:lasi(xi_ai) +jZIBS [+ £ =L.m 4

donde o , B € k y los f” son polinomios cuyos términos son todos de
i )
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grado mayor o igual que dos (en Xi-ai e Yj—bj), es decir, los polinomios f; ’
pertenecen al cuadrado del ideal de k[X,Y]:

(X]—al,...,Xr-ar,Yl—b],...,Yn—bn)k[X,Y]

cuya imagen en el epimorfismo f (definido en 1.0) es p* . Por tanto, pasando

de (4) a imdgenes en f , resulta:

0=i;a“uﬁg+;P“@ﬂp4ﬁ§uwmﬁywm%) (5)

2
f; '(xl,..,xr,yl,..,yn) €p ; slem 6)

Derivando en (4) respecto de Xd e Y'= , Se obtiene:

afs af:
)@ . = an + ) Gl ; 5 d=1,..r
af af’”’

8

S . _
—Y—a . = Bse + ———Y—a . N e=l1,...,n

luego pasando a imdgenes en el epimorfismo compuesto

*

f .80 By

k[X,Y]

resulta

afs afs ;
= * = 5y | . = Bse 3 d=lper § e=lon ) s=lum  (7)
p P

ya que (6) implica

af;’ af;' , af;' af; d=ly.., 1
W . ._ay_e € p = EXd *= 0 = ayc . 5 e=lL..n
4 P

s=1,..,m

Teniendo en cuenta (7), las expresiones (5) pueden escribirse:

6fs n 6fs
5% (xi-ai) + Z —a’S’— *(.Vj‘bj) +
1 i F* ji=1 j p

Vs .
+ I’s(xl,...,xr,yl,...,yn) : s=1,.,m

0=

1

1 [~~~

y la condicién (3) sugiere escribir las n primeras de estas m igualdades en
la forma
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i i }3* j=u+l Byj }’; ]
., r 8 . u 6fs
=1 - Z 3X. (x-2) —.Z ay. (yj_bj) o shem
i=u+l i F* j=1 j ]3*

con el fin de explicitar un sistema lineal en las incSgnitas

X -a,..,X -a b ,.,y-b
UG u’yu+1 u+l’ ’yn n

que resulta ser un sistema de Cramer, como consecuencia de (3). Aplicando

pues la regla de Cramer, resulta

u T n
X-a = ZC' -b +z ’ (x-a) + Z o ™ W
% G Oby s al) 1 S
I=1 I=u+1 1=1
u T n
y-b = }d& (yb) +) & (x-a) + ) I’ et
) ] E 1 a B | F 1 ji1
=1 I=u+l =1
donde Cfl , C'.; , dfl , df; € k . Pasando ahora a clases residuales
1 1 J J

v *2 .
médulo m , se tiene:

2 - 24

* & i 24 L8 »
(x-a)+m = ZCf (y-b )+m* + 2‘ ¢’ 1(x -a )+m S B
1 il 11 il 1 1
1=1r & 4 1=uel b -
- (8)
*2 U r *2' [; F *2-!
(y-b)tm = Zd’ (y-b)+m [+ d {(x -a)+m | ; jutten
i L A Loy it ]
- - J

2 2
ya que (6) implica [teniendo en cuenta que p C m ]:

*2 2
f:'+m =0+ m ; I=len

Por otra parte

(xl-al,...,xr-ar,yl-bl,...,yn-bn)ﬁ

8
il
-
<&
1l
-
=
i

luego

*2 *2 *2 *2
{(xl—al)+m seen(X -2 )4 (Y -b )+m seens(Y D ) }

2
. - » * * .
serd sistema de generadores del k-espacio vectorial m /m . Ahora bien, las
igualdades (8) permiten prescindir de algunos de estos (n+r) vectores,

teniendo asf el sistema de generadores mds reducido
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*2 *2 *2 *2
{00y by x a  x ) L ©)

2
. . ., . . * *
pero es sabido que la dimensién del k-espacio vectorial m /m es

* *2 * * *
dimﬁ*/m*[m/m ]=dim13 —alty =r-dmp ==r-0=r1

por lo que el sistema de generadores (9) es base. En consecuencia, los r-u
vectores

*2 *2
-2 (X -2 )hm (10)

(x

u+l

serdn linealmente independientes y obviamente pertenecientes a la imagen de

la aplicacion lineal T , para cuya dimensién se verificard pues:
dim_Imagen T 21 - u (11)
Por otra parte
m=pd =pA = (xl~al,...,xr-ar)13
luego

{(xl—al)+m2,...,(xr-ar)+m2}

. . . 2 .
es sistema de generadores del k-espacio vectorial w/m” y , en consecuencia,

su imagen en T :
2

2
*
,...,(xr—ar)+m }

{(xl-al)+m*

serd sistema de generadores de Imagen T , del que podrd extraerse una base
de Imagen T , que, salvo permutacién de subindices, supondremos que es

2 *2
,...,(xd-ad)+m }

*

{(xl-al)+m
. * *2

la cual podrd completarse hasta tener una base de m /m

*2 *2 *2 *2
{xpagen a5, 0y, Yo ey )"}

Asi  pues, ((xl-al),...,(xd-a d),(yd+l-bdﬂ),...,(yr-br)} serd base (minimal)

del ideal wm y en consecuencia (de acuerdo con 1.2.4):

[Xl""’xd’yd+l"“’yr}

. *
serd un conjunto de coordenadas de uniformizacién canénicas de p . Pero,
segin 1.2.11, ha de ser d < r - u , luego
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dimk Imagen t=d<r-u
lo que, junto con (11), implica
dimk Imagen T =r-u
y por tanto

dimk Ker 1 = dimk {m/m2] - dimk Imagen T = r-(r-u) = u = ord.ram p*

1.3.4 Definicién.- Siendo p* el ideal del punto simple (al,..,ar,bl,..,bn) ,
diremos que una base del ideal de no unidades w' = 9 , del anillo local

%
v = Bp* , es una base canonica, si estd contenida en la base

X - ,..,X - -b,..,y-b
{1 P’ rar’yl 1 yn n}

1.3.5 Teorema.- Siendo p* un ideal de punto simple en el anillo B , para el

ideal de no unidades, m , del anillo local 8 = Bp* , se verifican:

. * . . .. * ]
1) m admite una base canénica minimal, BO , cuyo nimero de elementos

pertenecientes al subanillo A es r - ord.ram p* , es decir, tal que
#([3:; N A) = gr.tr.(B:k) - ord.ram p*

sy o R s s .. * .
ii) si B es base candnica minimal de wm , entonces el niimero de elementos
* . . A .
de P pertenecientes al subanillo A es menor o igual que

. v
r - ord.ram p , es decir,

#(['}’k N A) < gr.tr.(B:k) - ord.ram p*

Demostracién.- Siendo p* el ideal del punto simple (al,...,ar,bl,...,bn) y

suponiendo ord.ram p* = u, se tiene:
i) De acuerdo con el teorema 1.3.3
. . . *
d1mk Imagen T = d1mk {m/m2] - (11mk kert==r-ordramp =r1-u

luego, salvo permutacién de subindices, podemos suponer que el conjunto de

vectores
*2 *2
{(xu+l-au+l)+m ,...,(xr-ar)+m }

es base de Imagen T , de la que, por prolongacién, podrd completarse una
base de m/m’ :

2 2 2 2
""(yu-bu)+m ’(xu+l-au+1)+m ’"’(xl'_ar)-*-m }

{(yl-bl)+m*
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siendo en consecuencia

*
= -0 ,..,Y -D ,X -a X -4
B0 {yl bl’ ’yu bu’ utl utl” 7 r}

« . * . P -,
una base minimal de m, obviamente candnica, cuyo nimero de elementos

pertenecientes al subanillo A es r-u (De acuerdo con lo indicado en 1.0, se
supone que ninguno de los Y; pertenece al subanillo A ).
i) Si

*

= (x - - - .y b
B (X-aXx -2y, b ey, R

, . . * |
es base candénica minimal de m , entonces, de acuerdo con 1.2.4,

{Xl,---,xd,yd+],---,yr}

. *
serd conjunto de coordenadas de uniformizacién canénicas de p , luego,

seguin el lema 1.2.11, habrd de verificarse: d < r - u y en consecuencia

#P NnA=d<r-u

El teorema anterior permite formular otra caracterizacién del orden de

ramificacidn:

1.3.6 Corolario.- Siendo p* ideal de un punto simple y BCM(m*) la familia de
bases candnicas minimales del ideal de no unidades del anillo local BP* , se

verifica

ord.ram p* = gr.ir.(B:k) - mix{ #(B N A): B € BCM(w)

1.3.7 Ejemplos.- En los ejemplos siguientes se calculard el orden de
ramificacién mediante el teorema 1.3.3 y se comprobard el resultado 1.3.5:

a) Para A = k[xl,x2] y B = k[xl,x2,y] con la condicién
y2-2y-x2+1=0 (1)

Y § = (,%,y-DB , el anillo local " = B+ es de dimension dos, siendo
su ideal de no unidades
w o= p*ﬁ* = (xl,xz,y—l)ﬁ* = (xl,y-l)ﬁ

donde la iltima igualdad sigue de (1), luego 9 es regular, siendo {xl,y-l}

base minimal y en consecuencia

*2 *2
{x1+ m o, (y-1)+m }
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2
es base del k-espacio vectorial m /m , luego

iz *2
X +m #0+m )

Por otra parte , para p = p* N A= (xl,x2)A , el anillo local ¥ = AP
también es bidimensional, siendo su ideal de no unidades
m=pd = (xl,xo)l‘)
luego {xl,x2} es base minimal de m y en consecuencia {xl+m2,x2+m2} es base
del k-espacio vectorial m/m’ . Pasando a imdgenes en la aplicacion lineal
T, definida en 1.3.2, resulta
2 2
2 * *
’t[xl+m] =X 4m # O+m

2 2

2 *
‘t[x2+m2} = x2+m* = (y-1 +m = O+m

luego la dimensién de Imagen T es uno y por tanto
dimk ker T = dimk [m/mz] - dimk Imagen 1=2-1=1

lo que, de acuerdo con el teorema 1.3.3, implica
ord.ram p* = dimk kert =1

que es el mismo resultado al que conduce el cdlculo directo:

ord.ram p” = n - rango [Jy] ,=1-0=1

P

Finalmente, comprobemos el teorema 1.3.5 para este ejemplo. La base minimal
{Xl,y—l} de w , antes indicada, es una base candnica, que verifica la
condicién i) de 1.3.5, y por otra parte, de acuerdo con el apartado ii) de
1.3.5, {x,x } no serd base de m (en efecto, si lo fuera, entonces, segin

., *
1.2.4, {x,x,} seria conjunto de coordenadas de uniformizacin de p , en
contradiccién con 1.2.11).

b) Para A = k[xl,xz,xa] y B =k[y.y,.y,] con las condiciones:
yf-xl =0 , yi+2x1-x2-2 =0 , y:+xl+3x2-x3-l =0 3)

y§ = (x-Lxx,y-Ly.y)B , el anillo local ¥ = BP* es de dimensién

tres, siendo su ideal de no unidades
m=p9 = (x'-l,xz,xs,yl-l,yz,y3)ﬁ* = (x-Ly,y )¢

donde la dltima igualdad sigue de las condiciones (3), de las que resultan:
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1 4
y-1 = W(xl—l) X, = y2+2(x1-1) ;X = }'3'1'(1(1-1)*'3712 (4)

* . . . *
Por tanto, O es regular, siendo {Xn'l’yz’ya} una base minimal de m y en
consecuencia

2

2 2
{(x1-1)+m DAL B AL }
2
serd base del k-espacio vectorial m /m , luego
\2 .2
x-D+m #0+m )

Por otra parte, para p = p* N A= (x-1xx JA el anillo local ¥ = Ap

también es de dimensién 3, siendo su ideal de no unidades
= = (x -1,x ,x_)A
po = (x-1,x x,)
luego [Xl-l,xz,xs} es base minimal de m y en consecuencia

. . 2
{(x1-1)+m2,x2+m2,x3+m2} es base del k-espacio vectorial wm/m”~ . Pasando a
imdgenes en la aplicacién lineal T , se tiene (teniendo en cuenta @D):

- 2
T (xl—1)+m2] = (x-1)+m
- , 2, '*2 .2
T kx2+m ] =xtm = y2+2(x1-1) +m = 2[(x1-1)+m ]
[ 2 2 .
T x3+m] = X tm = y3+(x1-1)+3x2 +m

-

2
= 7[(x1-1)+m ]

lo que, recordando (5), implica que la dimensi6én de la imagen de T sea uno y
en consecuencia:

dim_ker = dim, [m/mz] - dim_TmagenT=3-1=2

lo que, segin el teorema 1.3.3, implica
ord.ram p* = dimk ker T = 2

que es el mismo resultado a que conduce el cdlculo directo:

2y, 00 2 00
J-l o | = [Jy] =000
0 0 4 poL00o0

ord.ram p* = n - rango [Jy] =3-1=2

*

P

Finalmente, comprobemos el teorema 1.3.5 para este ejemplo. La base minimal

(x]—l,yz,y3} , antes indicada, es una base candnica, que verifica la
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condicién i) de 1.3.5, pero de acuerdo con el apartado ii) de 1.3.5, por
ejemplo {xl-l,x,,ys} no puede ser base de m (en efecto, si lo fuera,
entonces, seglin 1.2.4, (xl,x,,yS} seria conjunto de coordenadas de

. . .. s e * . .,
uniformizacién canénicas de y , en contradiccién con 1.2.11). ]

En el apartado 1.2 se determiné el maximo nimero de coordenadas de

uniformizacién canénicas elegibles de entre las "x", que resulté ser
gr.ir.(B:k) - ord.ram y (*)

y parece natural preguntarse que ocurre si se admiten coordenadas de
uniformizacién cualesquiera, no necesariamente candnicas, para tratar de
determinar el mdximo nimero de ellas elegibles en el subanillo A , o incluso
en el subanillo A_ . Veremos que tal ndimero, curiosamente, vuelve a ser ),
es decir, el mdximo niimero de coordenadas de uniformizacién pertenecientes
al subanillo (A 6 AF)’ no decrece por limitarnos a considerar coordenadas

candnicas.

*
1.3.8 Teorema.- Sea p* ideal de un punto simple y p = p N A . Para todo
conjunto, C , de coordenadas de uniformizacion de y , tal que C C ¥ = BP* )
el niimero de elementos de C pertenecientes al subanillo ¥ = A}J .es, alo

I * -
mds, r - ord.ram p , es decir,

#C N Ap) < gr.tr.(B:k) - ord.ram p*

[ *
Demostracién.- Sea ord.ram p = u . De acuerdo con 1.3.5, podemos pues

suponer que, salvo permutacidon de subindices,

yeesX -} (1)

u+l rr

{yl-bl,...,yu-bu,xu+l-a
es una base minimal de m = p*ﬁ* , lo que (segin 1.2.4) implica que

C0 = {yl,...,yu,xuﬂ,...,xr]

*
sea un conjunto de coordenadas de uniformizacién canénicas de p . Vamos a
., *
probar que no existe ningln conjunto de coordenadas de uniformizacion de p
con mis de r-u de sus elementos pertenecientes a O = A]J . Para ello

. . *
consideremos el subconjunto de & = B_» :

* * x®

.G Jc ¥

r-u+l’ r-ut? r

" =1G,.G_.G

tal que G,.G G € Oy probemos que C" no puede ser conjunto de
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. .« ., *
coordenadas de uniformizacién de p . En efecto:

€
GSG ¥ = Gsz—df ; es’dse A dsﬁ p 5 s=lapurutd

s
pero, por pertenecer a A , los elementos e pueden escribirse en la forma
s

T
e=Zc x-a) +¢ ; ¢ c ¢ € K ; selegurutl
s L sl( lal) s 7 sl €A s i ind

Yy por tanto
r

e -c = chl(xl-al) e pcm=ypd ; slLorurul

. rd 2 .
luego, pasando a clase residuales médulo m” , se tienen los elementos
2 2
(es-cs) +m € mm"  ;  s=l.rurudl

cuyas imdgenes en la aplicacién lineal asociada T (definida en 1.3.2) serdn
2
(es-cs) +m € Imagen T ; sl..rurutl 2)
. - . *
Ahora bien, por ser (1) base minimal de m , los vectores

2 2 2 2

* * * *
- -b )+ - + (X -a)+
(yl b1)+m ,...,(yu bu) W ,(xuﬂ au“) m , ,(xr ar) m

2
forman base del k-espacio vectorial m /e luego

2 2
* *
X -a (X -a)+ 3
( u+l u+l)+m ? ’(xr r) " ( )
son linealmente independientes y como ademds pertenecen a Imagen T , cuya

dimensién, de acuerdo con 1.3.3, es
dimk Imagen T = dimk [m/mz] -dimkert=r1-u
(3) serd una base de Imagen T , por lo que los vectores (2) podrin

expresarse como combinacién lineal de los vectores (3):
r

2 2
* *
- = - M e k ; =1 yooe LU, F-UH 1
(es cs) +m Z Ysl[(xl al) +om ] > Ysl i aand
I=u+l
luego
. r *2
E =(-<)- z Y(x-a) € m ; s=l.rurutl
s s s sl> 1 1
I=u+l
y por tanto

r
t 3
e = + Z x-a) + E 5 s=1,...,r-ur-u+l
$ Cs l+le1(ll) s
=u
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Considerando ahora las derivaciones parciales respecto de las Y;

pertenecientes a C 0 € tiene

*

de oE

s s

3y, - 3y,

5 =lL..u N s=1,...,r-ur-utl

ya que, por ser las ¢ Y, € k y por ser C o conjunto de coordenadas de
$ s
uniformizacién, ha de ser ‘

i i j i
Ademas
2 3E : .
E em = 3y Em
y por tanto :
aes .
ayj eEm ; =l M s=1,...,0-u,r-u+1
Andlogamente se prueba que
ads X
ay eEm s j=1,...,u 5 s=1,...r-ur-u+l

y en consecuencia

c'JGs e ae_ ads , .
~ 3y, = ay v |4 3 j=lett;s= 1 rur-utl
ay. Y. —ds— ds ayj es ayj ds € m ; j=l.usslrur-ud

@

J J

luego la matriz de elementos de ¥ :

aG,,....G

_ 1 r-u’ o r-u+l

Jn - 8(yl, . ..,yu)

. * .
tiene todos sus elementos pertenecientes al ideal m . Consideremos ahora la
. x*
matriz de elementos de ¢ :

WO a[Gl,...,Gr'uH,G’;_Mz,...,Gj
o T a(yl,...,yu,xu+l s X))

que podemos descomponer en cajas en la forma

(4)

donde J“ es la indicada anteriormente y las otras cajas son
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a[G* G] a[G* .G
J = r-u+2 r . J — r-ut2 r
21 a(yl,...,yu) 22 a(xuﬂ,. c X )

siendo las respectivas dimensiones de las matrices (4):
(r-u+1)Xu (r-u+l)X(r-u)
Xr
(u-1)Xu (u—l)X(r-u)

Por tanto, toda submatriz cuadrada, H , de orden u de J(C*,Co) , obtenida a

partir de sus u primeras columnas, contendrd una, al menos, de las filas de

J,, (cuyos elementos pertenecen todos al ideal m ), luego det H € m . En
consecuencia, desarrollando el determinante de (4) por la regla de Laplace,

respecto de sus u primeras columnas, resulta
det J(C',C) € m

. > » *
Pero C0 era conjunto de coordenadas de uniformizacién de y , por lo que,
segin el criterio 1.2.6, C no serd conjunto de coordenadas de

. . A *
uniformizacién de p , tal como se deseaba probar. n

El teorema anterior permite dar una nueva caracterizacién del orden de

ramificacién;

1.3.9 Corolario.- Siende p* ideal de un punto simple, p = p* NA,8¥= A}J y
CU(p*) la familia de conjuntos de coordenadas de uniformizacion de p , se

verifica

ord.ram p* = gr.tr.(B:k) - max (H{C N ¥) : C € cuGH)

Demostracién.- Del teorema anterior y de 1.2.11 i), sin mds que tener en
max (#{C N 9): Ce CUG)) = r - ordram p

. ~ s L
1.3.10 Ejemplo.- Sean A = kix,x] y B=klyy,l,donde y, -x =0,
y; -x,=0.Para p = (x-1x,y-Ly)B, seglin se comprobé en 1.2.13

b), era ord.ram p: =1y (x,y,] conjunto de coordenadas de uniformizacién.
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Vamos ahora a comprobar que, de acuerdo con 1.3.8, no existe ningiin conjunto

*
de coordenadas de uniformizacién de p: contenido en A]J ,donde p =p O A.
1

Para ello consideremos

y vamos a probar que Cl no puede ser conjunto de coordenadas de
. . ., *
uniformizacién de P, - En efecto, los elementos G Y 02 , por perienecer a

AP , podrdn expresarse en la forma

1
€

Gi= —al— ; ei,dieA ; die p; 5 ¥l2

y los elementos e, por pertenecer a A, podrdn ser escritos en la forma
e = - ; e A ; cek ; =12
i ail(xl 1)+ X TG Al i ’
Iuego
3
= - + C 5 i=l
e=a,(x-D+a,y +c ; =2

.. * . .
pero, por ser Xy, coordenadas de uniformizacién de P, las derivaciones

9 son linealmente independientes, luego

6xl ’ ay2
de da da
i i i2 3 2 .
By = 5y (x-1) + 5y V2 +3ay, ; 12
2 2 2
y, segin 1.2.1 b)
da, da,
6 il , 6 i2 c B * ; i=1,2
luego
ae. ,
— e p B =(x-1, B+ ;=2
ay, Py P, (1 Ya P,
y andlogamente se probaria que
6di .
— € p B * ; =12
3y, = "'y

luego

aGi 5 e aei adi ) ‘B
= ! = id - d‘ € * 5 i=1,2
3y, ~ oy, |d i3y, Gy, |5 S Py

y en consecuencia



lo que, segin el criterio 1.2.6, permite asegurar que Cl no es conjunto de

coordenadas de uniformizacién de p: , por serlo (x,y,} .
Por otra parte, para p; = (X.XY,.5,) segiin se comprobé en 1.2.13 c),

* . . . =
era ord.ram p, =2 e [y,y,) conjunto de coordenadas de uniformizacion.
Vamos ahora a comprobar que, de acuerdo con 1.3.8, no existe un conjunto de

. . ., *
coordenadas de uniformizacién de P, > tal que alguna de sus coordenadas

pertenezca a Ap , donde P, = p; M A . Para ello consideremos
2

= (GI,GZ} c Bp; : Gl € A]g2

y vamos a probar que C2 no puede ser conjunto de coordenadas de

. . .. * .
uniformizacién de P, - En efecto, se tiene

= 1 . .
G—»al—eA]J2 ; el,dleA ; dlep2

pudiendo expresarse

= - a,a €A ; c €k
el a11X1+a12X2+01 LS § R V) ’ 1

luego
_ 2 3
=Nt te
y por ser (yl,yz} conjunto de coordenadas de uniformizacién , las
derivaciones respecto de y, ey, serdn linealmente independientes, luego se
tiene:
ae da da
1 12 12 3
= y'+2a y + w— € }Jz
ay1 c’iy1 1 17t ay1 112
de da da
1 1n 2 12
= —_— €
6y2 é)y2 Yt ay2 y +3 3 y Fz p2

y andlogamente resulta

-, =— € B+
ay1 ay2 ) ¥,

luego

aGl 3 e de, adl 42 o
= = ld —— - — € *
3y, ~ By, |4 vay, % By, |G S Py,
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y en consecuencia
8(G,.G,)) .
det Ty, € pZBP;
lo que, segiin el criterio 1.2.6, permite asegurar que C, no es conjunto de

. . [ *
coordenadas de uniformizacién de p, , por serlo (yl,yzl . L

El siguiente resultado permite reducir la determinacién de coordenadas de
uniformizacién de primos cualesquiera al caso en que los primos sean ideales

de punto.

1.3.11 Proposicién.- Siendo p* un ideal de punto simple y y” € Spec B, tal

que y”’ C p* , se verifican:
i) el anillo local B}J" es también regular

* .,
il) todo conjunto de coordenadas de uniformizacion de p , también lo

es de yp”

Demostracién.- i) Por ser p* ideal de punto simple. de acuerdo con lo

indicado en 1.0, ser4

rango [ny] ,=n
p

y de la inclusién p” ¢ p* se deduce que
H:Bj'— B ; Vbe B,Hb+)=b+yp

es homomorfismo, en el cual

[J" ] [J"Y ] *
y F" p
luego

rango [ny]

2 rango [ny] , =n
A pII p

lo que, teniendo en cuenta que el rango [ny] ha de ser menor o igual que

n , implica que tal rango sea n , y por tanto el anillo local Bp" sea

regular.

ii) Sea C = (G,,..,G_} un conjunto de coordenadas de uniformizacién de p* .
Por tanto, de acuerdo con 1.2.1: C C BF* , C es base trascendente del
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cf.(Bk)y
~G~6 B*cB* ; i=lua
oG, Ty Ty 7
lo que, teniendo en cuenta que B ¢ Bp* , implica
2 BCB* ; il (1)
73—(};~ ="p "

Por otra parte, §” < p implica Bp* S By, luego C C BP” y, ademds, de

(1) resulta obviamente
S BcB., ; =1,
aGi =7y

por lo que, segin 1.2.2, C serd conjunto de coordenadas de uniformizacion de

”n”

40



1.4 Condiciones de no ramificacion local

De acuerdo con la definicion tradicional, un ideal primo se dice que "se
ramifica" si su extendido no es radical. Desde el punto de vista local, que
estamos considerando en este capitulo I, la extensién debe seguirse de

localizacién, como se precisa en la siguiente:

1.4.1 Definicién.- Diremos que el ideal p € Spec B es de ramificacién
local, si el extendido del ideal p = p* ~ A al anillo local 8 = BP* no es
el ideal de no-unidades de ® , es decir, si

Pﬁ* ¢p*ﬁ*

1.4.2 Lema.- Siendo p* € Spec B, p = p* NA y ® = Bp* , se verifican:

i) si ord.ram p’ = O entonces pO es el ideal w = p'® , de no unidades
de ©

i) siendo p* ideal de punto y primo minimal de yB , si ordram p >0,

entonces pd #p © (pero V pd = po)

Demostracion.- i) si ord.ram p* = 0 , entonces, de acuerdo con el apartado
2) de 1.2.9, [xl,...,xr} es conjunto de coordenadas de uniformizacion de
p* , lo cual (segin 1.2.3) implica que k[xl,...,xr] contiene a una base de
m , es decir, m admite una base, B" , cuyos elementos pertenecen todos al
subanillo A . Por tanto,

Fcw nA=wn(BAA)=(m "B)NA=p NA=yp

luego se tiene
y por tanto

lo que implica: pt‘)* =m

ii) Supongamos que el ideal de punto p* sea primo minimal de pB y
ord.ram p* > 0 . Consideremos una descomposicion primaria irredundante del
ideal extendido pB :
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pB=4g Ng, N..
Puesto que 3 N A = p implica yB § , se tiene
g Ng, N..Cp
luego el primo p* contiene a alguno de los componentes primarios, q: , de
pB . Si, por ejemplo, q: c p* , entonces v q: (o p* , lo que implica

* . . . .
v q’: = p* (ya que, si fuera v q: < p* , entonces § no seria primo minimal
de pB , en contradiccion con nuestra hipétesis). En consecuencia, aplicando
. * 3 -
propiedades bien conocidas de paso al anillo local ¥ = BP* , se tiene:

0" = B = (3, Mg, N L)Y = g

1
luego
Vpd =V g0 =V g0 =50 =w M
Por otra parte, vamos a probar que la condicién ord.ram p* > 0 implica
pO #=m ()

Distingamos dos casos, segiin que el anillo local 9 sea regular, o no lo
sea. Si 9 es regular, se ha de verificar (2), ya que si fuera pd = m ,
ello implicaria que el ideal m admite una base formada por elementos
pertenecientes a p y por tanto al subanillo A , en contradiccién con 1.3.5

ii). Si, por el contrario, 9 no es regular, entonces
2 *
dim w'fm > dim §" = alt p'0’ = alt p

=grar(Bk) -dimp =r-0=r 3)
pero, por ser el ideal p de la forma
p= (xl-al,...,xr-ar)A
extendiendo al anillo local § , se tendrd
po = (xl—al,...,xr-ar)ﬁ*

2
*
luego, pasando a clases residuales médulo m

2 2
* *
{(xl-a1)+m ,...,(xr—ar)+m )

2
. *, * . .
serd sistema de generadores del subespacio p® /m del k-espacio vectorial
2

m y por tanto
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dim, [pﬁ*/m*2] <r
lo que, junto con (3), implica
* *2 * *2 ‘
dimk [pﬁ fo ] < dimk m /m
y esta desigualdad sélo puede verificarse si ocurre (2) , ya que pﬁt =m
implicaria
* *2 * *2
dimk [pﬁ /m ] = dimk m /m

1.4.3 Observacién.- La condicién de ser p* primo minimal de pB
(considerada en el apartado ii del lema anterior) no es superflua, como se

verd en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo.- Siendo A = k[xl,xz] y B= k[xl,xz,y] con la condicién
Xy-x, = 0 (1)
Y p = (x.x,y)B , se tiene:
ny = (y,-l,xl) = rango [ny] F* =1=n
luego, de acuerdo con lo indicado en 1.0, el anillo local 8 = B.» es

regular (lo que es natural por ser el paraboloide hiperbdlico (1) una

superficie lisa) y ademds

J =(x) = ordram y =n - rango [J] ,=1-0=1

y 1 y p
pero el ideal p* no es de ramificacién local, segiin vamos a comprobar. En
efecto, }J* N A es el ideal maximal del subanillo A :

p= p* N A= (xl,xz)A
y su extendido en el dominio B es
pB = (x.x)B 2

que es un primo de dimensién uno de B , ya que el anillo cociente B/pB es
obviamente isomorfo al anillo de polinomios k[y] . En consecuencia B < p .

Y ahora, por propiedades de paso al anillo local 9 = BP* , el ideal

extendido (pB)ﬁ* = pﬁ* serd primo de Ny , verificdndose Vv pﬁ* = pl‘)* spl,
es decir, pﬂ* #m .

x*
Ello no contradice al apartado ii) del lema anterior, pues como p
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contiene estrictamente al primo (2), el ideal p* no es primo minimal de pB .
]

1.4.4 Teorema.- Siendo p* € SpecB y p= p* A A, se verifican:

. . * * . .,
i) si ordram p = 0, entonces p no es de ramificacion local

i) siendo p* ideal de punto y primo minimal de pB , si ord.ram;:x"= >0,

* - . p
entonces p es de ramificacién local

Demostracidn.- i) segin 1.4.2 i), se verifica: pﬁ* = m , luego el extendido
del ideal y al anillo local 9" es su maximal, luego p* no es de ramificacién

local (segin 1.4.1).

ii) segin 1.4.2 ii), el ideal extendido pﬁ* tiene por radical el maximal
m , siendo distinto de él, luego es primario no primo del anillo local ¥
y por tanto pﬁ* #* p*ﬂ* , luego p* es de ramificacién local (de acuerdo con
1.4.1). ‘ =

1.4.5 Corolario.- Si el ideal de punto p* _es primo minimal del ideal

extendido yB (del ideal p = p* N A), se verifica:

* . ., *
p es de ramificacién local <> ord.ram p > 0

(En el capitulo II se verd que puede prescindirse de la condicién de ser p*

primo minimal de pB , con tal de que B sea entero sobre A).

El siguiente resultado permite reducir la verificacién de si un primo,

" ., de B no es de ramificacién local, al caso de un ideal de punto
*

}3* D §” , lo que tendrd interés si existe tal p (lo cual es seguro en

caso de ser k algebraicamente cerrado).

1.4.6 Corolario.- Sea yp” € Spec B . Si existe un ideal de punto p* 2¥8 .,

* 3 [ 4
tal que ord.ram p = O , entonces p” no es de ramificacion local.

Demostracién.- Sea p* un ideal de punto del dominio B , tal que p‘ 299 Y
ord.ram p* = 0 . Segin 1.2.9, apartado 3, serd

ord.ram y3” = 0
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lo que, de acuerdo con 1.4.4 i), implica que p” no sea de ramificacion
local.

1.4.7 Ejemplo.- Siendo A = k[xl,xz] y B = k[x],x ,,y] con la condicion
2 2
y + X -Xx, = 0 (1)
se tiene: Jy = (2y) .Vamos a comprobar si son de ramificacion local algunos
primos de B .
Para P, = (xl,xz-l,y-l)B , resulta

ord.ram p; = n - rango [Jy] ,=1-1=0
Po
luego, (segin 1.4.4 i)) y:) no debe ser de ramificacién local. Y, en efecto,

pasando al contraido en el subanillo A :
Py = Py M A= (X,X-DA

y extendiendo este ideal al anillo local ﬁ; = Bp* , de (1) resulia
0
X

_ 1 1
y-l= 3o 6D - X

luego

p()G; = (xl,xz-l)ﬁ; = (xl,xz—l,y-l)t‘}; = poﬁo =m,
(de acuerdo con 1.4.2 i)) y por tanto p:) no es de ramificacion local.

En cambio, para p: = (xX,,¥)B , resulta

ord.ram y: = n - rango [J\] =1-0=1

P,
y pasando ahora al contraido en el subanillo A :
p, = p: N A= (xl,xz)A
y extendiendo este ideal al anillo B , teniendo en cuenta (1), resulta:

pB = (x,.x)B = (x x,y)B

. . * * . ..
cuyo radical es obviamente P, > luego p, €s primo minimal de plB . En
consecuencia (segin 1.4.4 i), p: serd de ramificacion local. Y, en efecto,

extendiendo p, al anillo local 1‘}: = B _» , de (1) resulta:
1

plﬁ: = (xl,xz)ﬁ: = (xl,xz,y2)t9: # p:f}: ;v p‘ﬁl = Plﬁl

(de acuerdo con 1.4.2 ii), es decir, plﬁ: es un ideal cuyo radical es el
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. * * . - - ’ . . .
maximal plﬁl , siendo distinto de él, luego es primario no primo, y en

consecuencia p: es de ramificacion local.
Finalmente, consideremos el ideal p” = (xl)B , que serd primo, ya que
B/p” = K[X, YI(Y*-X)
siendo Y2-X2 polinomio irreducible del D.F.U. k[X ,Y] . Ahora bien, p” estd

. * *
contenido en los dos ideales considerados anteriormente, P, Y P, (de
respectivos Ordenes de ramificacién 0 y 1), luego, de acuerdo con 1.4.6, P’

no serd de ramificacién local. Y, en efecto, pasando al contraido en A :
Pr = pn A A = (Xl)A
y extendiendo al anillo local 9" = Bp,,
}1’13" = (xl)ﬂ” = (Xl,Xf+y2-X2)ﬁ" - (xl’y2_x2)ﬁ”

que es el ideal de no unidades, p”9” , del anillo local 9” . En conse-

cuencia, " no es de ramificacién local.
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Capitulo IL

Ramificacién Global




2.1 Ideales de ramificacién global

De acuerdo con lo indicado al comienzo de 1.1, siendo A = k[xl’XZ] y

B = k[xl,x2,y] con la condicién
xf + xz + (y-l)2 =1 (*)
los puntos de ramificacién, respecto de la extension A<—-B , son aquellos

para los cuales es y = 1 , que forman una circunferencia contenida en la

superficie esférica de ecuacién (*).

En general, dada una variedad algebraica afin, V" , el subconjunto de
puntos de V' , cuyo orden de ramificacién es mayor o igual que un
determinado ndmero natural, u , resulta ser una subvariedad de V' . Vamos a
ocuparnos de estudiar los ideales del anillo B , que definen tales

subvariedades de ramificacion.

De acuerdo con la notacién de 1.0, considerando la matriz jacobiana

Tt a(fl,...,fm) o
= 2n)
y( e m) 6iy1,...,yni w

al ideal de B generado por los menores de orden n-u+1 de esta matriz, lo
notaremos

*k
ram (f ,....[ ) (**)

pudiendo ser u=12..n . Considerando ahora otro conjunto de condiciones

de definicién del mismo anillo B :
f:(xl,...,xr,yl,...,yn) =0 ; t=l.m 20
es decir, considerando otra base del ideal ker f (definido en 1.0):

{f:(Xl,...,Xr,Yl,--.,Yn)}

t=1,..,m’

se llegard, de modo andlogo, a los ideales de B :
ramu(fl,...,fm,) ;0 usluan

y parece. natural preguntarse si estos ideales coinciden, o no, con los (**).

La respuesta es afirmativa:

2.1.1 Proposicién.- De acuerdo con la notacidn precedente, se verifica:

ramu(f;,...,fn"_) = ramu(fl,...,fm) 3 u=le.n
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Demostracién.- Por ser, tanto las f , como las f: , bases de ker f ,
S

existirdn o € k[X,Y] , tales que

f:= z of ;. t=1,.m’

luego
f: m 6octs m afs .
= s =l s t=l..m’
Y szlmrj“fs’f ) “.s—an‘ s e s e

s=]

y pasando a imdgenes en el homomorfismo f , resulta

af: m af s . '
—a—y;- = le (ltsa—yj- s Fle.n 5 t=lL.m
luego, por las propiedades de multilinealidad de los determinantes, todo
menor de orden d de la matriz Jy(f; ,...,fr;,) se puede expresar como
B-combinacién lineal de menores de orden d de la matriz Jy(fl,...,fm) . En
consecuencia

ramu(f;,...,fr;,) gramu(fl,...,fm) 3 u=lu.n

probdndose de modo similar la inclusién reciproca. m

2.1.2 Definicién.- Al ideal generado porr los menores de orden n-u+l de la
matriz Jy (que, segiin se acaba de probar, no depende de la base del fdeal

ker f considerada), lo notaremos ram B , es decir
u

ramuB = ramu(fl,...,fm)

y llamaremos ideal de ramificacion de orden u (u=1,...,n) . Completaremos

definiendo los ideales de ramificacién de ordenes cero y n+1 , en la forma

ramoB =0 ; ramn“B =B

Geométricamente, si V' es la variedad de k™" que se estd considerando (cuyo
anillo de coordenadas es B), a la subvariedad de V* definida por el ideal

ram B la llamaremos subvariedad de ramificacion de orden u y la notaremos
u

*

R

u

Pasemos a estudiar algunas propiedades de los ideales ram B (y de sus

- . *
respectivas subvariedades R ).
u
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2.1.3 Proposicién.- E! ideal de ramificacién de orden uno es no nulo, es

decir

ramlB # (0)

Demostracién.- Por ser los elementos Y, algebraicos sobre el subanillo A ,

existen polinomios con coeficientes en A :

0(Y) e AlY] ;5 o=ln (1) |
cuyas imdgenes en el epimorfismo f se anulan, es decir, tales que
0,)=0 5 d=ton ~ )

Supondremos los polinomios (1) de grado minimo, de entre los que verifican
(2). De acuerdo con lo indicado en 1.0, el ideal ker f admite una base de la
forma
{ fX,..X,Y,..,.Y) }
s 1 r 1 n
s=1,...,m
luego los polinomios (1), que, por verificarse (2), pertenecen a ker f ,

podrdn expresarse en la forma
m -
= f 5 .
¢d z B ds s ’ "
s=1

donde Bds € k[X,Y] . Por ser las Yj indeterminadas independientes, derivando
respecto de ellas, se tiene: ,
ad m df m af
d ds 8 A .
— 5 =1,... ’ d=l,...
3Y Zl ) ouik SZI Bas Y~ = F g
i s= i =

luego, pasando a imdgenes en f , teniendo en cuenta que fs € ker f y
notando bds = f(Bds) , queda

aq)d m afs
—_— = b 3 jd=l..n
ayj szl ds 6yj
de donde resulta
b b

a((l)l,...,(bn) 117 Cim

= e J 3)
aiyl,...,yni b b y

nl """ Tnm

Ahora bien, como en ¢d no aparecen las Yj tales que j# , serd

=0 , sijj#.

50



luego

3((1)1,...,4) ) n aop.

n ——
.esy

1 n j=

pero, por ser los polinomios (1) de grado minimo, de entre los que verifican
(2), y por ser k de caracteristica cero, habrd de ser

89, 8¢,
—a—y;- = f W; * O 5 1l..n (5)
lo que, recordando que B es un dominio, implica

(0 ,...,0 ) n 380,
det 1 =T 5t =20
(Y oy ) 3y

j=1
En consecuencia, de (3) se deduce que

rango Jy =n

luego existe, al menos, un menor no nulo de orden n en la matriz Jy . Dichos

menores generan el ideal ramlB , que, en consecuencia, serd no nulo. n

Nota- La proposicién anterior admite la siguiente interpretacién
geométrica: la subvariedad de ramificacién de orden 1 es subvariedad propia,
es decir, R # V'

2.1.4 Proposicién.- ramuB C ram +1B 3 u=0,1,...n
u

Demostracién.- Para u=0,1,...n-1 , basta recordar la definicién 2.1.2 y
fener en cuenta que al desarrollar cualquier menor de orden n-u+l de la
matriz Jy(fl,...,fm) por los menores de los elementos de una de sus lineas,
se obtiene una B-combinacién lineal de menores de orden n-u = n-(u+1)-1 de
esa matriz. Y para u=0 y u=n sigue inmediatamente de la definicién 2.1.2. =

Nota.- Las dos dltimas proposiciones admiten una interpretacién geométrica
inmediata:

V*=R;2R: 5..oR oR =0

*
2 n n+l

>R

2.1.5 Proposicién.- Siendo p* € Spec B, son equivalentes:
1) ord.ram p* =u

i)ramBcy y ram B¢y

-~
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Demostracién.- Basta considerar las siguientes afirmaciones:

*
a) ordram § = u

*

F

¢) en la matriz [J] , todos los menores de orden n-u+l son
y

b) rango [Jy] = n-u

nulos, existiendo, al menos, un menor de orden n-u no nuio

*
d) en la matriz Jy , todos los menores de orden n-u+l pertenecen a y ,
*

existiendo, al menos, un menor de orden n-u no perteneciente a p
) B * B *
e) ram B ¢ ram
u Py u+l ¢y
siendo inmediatas las equivalencias:

a) & b)) c)e=d e e) n

Nota.- La proposicién anterior admite la siguiente versién geométrica:

siendo V" la variedad de k™ considerada, cuyo anillo de coordenadas es B ,
- . . . * .

para cualquier subvariedad irreducible W de V , se verifica:

ordram W =u | & | W' ¢ R: AW ¢ R:+

1

- . * . * -
En consecuencia, si W es un punto, se tiene: RI es el subconjunto de puntos

de V° cuyo orden de ramificacién es mayor que cero, es decir,
Ri=(P eV :odamP >0 |

y, de modo mds general, R: es el subconjunto de puntos de V", cuyo orden de

ramificacién es mayor o igual que u , es decir

R:={P*eV*:ord.ramP*_>.u}

2.1.6 Corolario.- Si existe un ideal de punto simple, p* , tal que

*
ram B ¢ p , entonces u <r .

Demostracién.- Si p* es ideal de punto simple, entonces, de acuerdo con
1.1.6,

*
ordram g <r

¥, por otra parte, si ramuB C p‘ , segin 2.1.5,

52



*
ordram g 2 u

luegou <r. n

Nota.- Geométricamente, el corolario anterior admite un enunciado cémodo:

. * . ” .
si Ru contiene algun punto simple, entonces u <t .

2.1.7 Corolario.- Si k es algebraicamente cerrado 'y para todo
p* € Spec Max B, el anillo local B]J* es regular, entonces para todo u > 1
es ramuB =B.

Demostracién.- Probaremos su contrarreciproco. Si ram“B # B , entonces, por
ser B anillo unitario, existird p* € Spec Max B, tal que ramuB c p* . Pero,
al ser k algebraicamente cerrado, p* es ideal de punto. Siendo ademds, por
hipétesis, BF* regular, tal punto serd simple, luego, segiin 2.1.6, ha de ser
usr. [

. *
Nota.- La versién geométrica de este corolario puede enunciarse asi: si V
es una variedad lisa sobre cuerpo base algebraicamente cerrado, entonces,
*
paratodou>r,esRu=® .

2.1.8 Definicién-proposicién.- El ideal del anillo B generado por los
menores de orden n de la matriz jacobiana ny (definida en 1.0) es
independiente de la base de ker f utilizada para determinarlo. Lo llamaremos
ideal de singularidad (que notaremos sing B), ya que su variedad (que
notaremos S*) es la subvariedad singular (o conjunto de puntos singulares de
la variedad), veriﬁcdndose

ram B C sing B (*

Yy en consecuencia

Demostracién.- La independencia de sing B de la base de ker f utilizada, se
prueba como en 2.1.1. La inclusién (*) sigue de que Jy es submatriz de ny .

2.1.9 Ejemplos.- a) Siendo A = k[x x1 y B = A[yl,yZ] con las condiciones

-
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de acuerdo con la notacién precedente, se tiene
2y, 0
Jy = )
0 ?ay2

_ 2 _ 2
ram B = (y y))B , ramB = (y,.y,)B

de donde resultan:

verificdndose (de acuerdo con 2.1.4):
0) = rarnOB < ramlB c rasz < ram3B =B

y para las subvariedades de ramificacién correspondientes:

R1={X1=O=y1}U{X2=O=y2] ; R2={x1=x2=y1=y2=0}
se verifica
V2R 2R 20

b) Siendo A = k[xl,xz] y B= k[xl,xz,y] con la condicién

2

2 32 _

Y +xl-x2-x2—0

que geométricamente corresponde a la superficie de rotacién obtenida al
girar la "alfa-curva":

2 3 2 _ . . %
X -x, -x, =0 ; y=0 *
alrededor del eje X, resulta Jy = (2y) , por lo que Rl es la propia

alfa-curva (*). Anédlogamente,
— 2_
ny = (2xl,-3x2 2x2,2y)
luego sing B = (xl,3x§+2x2,y)B y operando resulta:

sing B = (xl,xz,y)B
luego
S* = {(0,0,0)} c R:

c) Para A = Clx.x] y B= Aly ,y,»y,] con las condiciones

2

3 2 -— sk
yl-xl=0 ,yz-x =0,y3+xl+x2-1—0 ()

2
se tiene
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-1 0 2yl 0O O 2y1 0 O
—-—— 2 3 — 2
J,=10-1 0 3, 0| ;J=|0 3 0
1 1 O 0 2y3 0 0 2y3
resultando ser 3 el rango de la matriz ny para cualesquiera Y YpY, que

satisfagan las condiciones (**). Por tanto, se trata de una variedad lisa y
en consecuencia (de acuerdo con 2.1.7), se tiene:

2 2
ram B = (y,y,,y,)B = (y,,y,,¥,XX,1)B = B
luego R; =0 .
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2.2 Condiciones de no-ramificacién global
de ideales de punto

Se trata ahora de determinar condiciones para que un primo y de A no se
ramifique en la extensién A<—B , es decir, para que el ideal extendido pB
sea radical. En tales criterios aparecerdn los contraidos en el subanillo A
de los ideales ram B , definidos en 2.1.2.

2.2.1 Definicién.- Al contraido en el subanillo A del ideal ramuB lo
llamaremos ideal de ramificacion contraido de orden u y lo notaremos ramuA ,
es decir,

ram A = (ram B) " A ;  u=0,1,..nn¢+l
u u

Al contraido en A del ideal sing B (definido en 2.1.8), lo llamaremos ideal
de singularidad contraido y lo notaremos sing A , es decir,

sing A = (sing B) N A

Geométricamente, a la subvariedad del ideal ramuA del subanillo A , la
llamaremos subvariedad de ramificacion contraida de orden u y la notaremos
Ru . Andlogamente, a la subvariedad del ideal sing A , la llamaremos
subvariedad singular contraida y la notaremos S .

2.2.2 Proposicién.- Para los ideales que acabamos de definir, se verifica :
)ram A cram A ; u=0l..n
u u+l
i1) ramlA C sing A

iii) ram A # (0)

Demostracién.- i) Sigue inmediatamente de 2.1.4
ii) Sigue de 2.1.8

iil) Segin 2.1.3, ramlB # 0 , luego alguno de los generadores de este ideal,
es decir, alguno de los menores de orden n de Jy serd un elemento no nulo
del anillo B . Si fo(Xl""’Xr’Yl""’Yn) es un polinomio de k[X,Y] , cuya
imagen en el epimorfismo f (definido en 1.0), sea dicho menor de orden n de

Jy , entonces obviamente
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0= f(fo) = fo(xl,...,xr,yl,...,yn) € ramlB ¢

Por otra parte, siendo D(Xl,...,X) una componente de la resultante de
eliminar Yl,...,Yn entre los polinomios f o’fx’"”fm de k[X,Y] (donde

fl,...,fm son los indicados en 1.0), este polinomio, perteneciente a

k[Xl”"’X:] , podrd expresarse en la forma
D(X,,...X) = Hf + sZlefs
donde H 0,Hl,...,I-Im € k[X,Y], luego pasando a imdgenes en f , resulta

D(X X)) = H (X 1KY ooy JE(X XY oY) )

ya que f (xl,...,x ,yl,...,y) = 0 ; sl.m eran las condiciones de
s T n
definicién de B sobre A . Finalmente, ha de verificarse

Ho(xl,...,xr,yl,...,yn) #0 (3)

ya que si este elemento de B fuera nulo, de (2) resultaria D(xl,...,xr) =0
> Y, puesto que el grado de D es mayor o igual que el de f o Se tendria una
relacién algebraica no trivial entre las "x" , luego el subanillo A (del
anillo B) no seria anillo de polinomios, en contradiccién con la hipétesis
admitida desde un principio (en 1.0). Por tanto, puesto que B es dominio, de
(1), (2) y (3) resulta

0= Hofo = D(xl,..,xr) € (ramlB) NA= ramlA

luego este dltimo ideal es no nulo. u

Nota.- Geométricamente, el enunciado anterior se expresarfa:
i) Ro o Rl 2..D Rn o Rn+l
ii) ScR
iii) R1 =k
2.2.3 Lema.- Siendo el cuerpo base , k , algebraicamente cerrado y p un
ideal de punto del anillo A , tal que p » ramlA , se verifican:

a) los primos de B , que contienen a § , yacen sobre p

b) los primos minimales del ideal extendido yB son ideales de puntos
simples del dominio B

c) pB no posee componentes primarios sumergidos (es decir, sus primos
asociados son todos aislados)
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*

Demostracién.- a) si p* € Spec B , verifica: p* 2 p,entonces pB C p
luego

pcfBNACy NA

pero ademds p* M A # A (ya que si fuera p* N A=A,entonces 1 € p* , lo
que es absurdo). Por tanto

FCyF NAZA

lo que, teniendo en cuenta que p es maximal, implica: p* NA=gp.

b) Si p* es primo minimal de pB , entonces

*

p # amB ; 1
ya que, si p* ) ramlB , entonces, de acuerdo con el apartado a),
p=p*mAQ(ramlB)mA=ramlA

en contradiccién con la hipétesis de que p » ram A . Segiin 2.1.5, de (1) se
deduce que
ord.ram g = 0 )
luego
rango [Jy] ,=n
t

y, por tanto, existe un menor de orden n de la matriz Jy no perteneciente a
P

A(xl,...,xr,yl,...,yn) ¢ p*
lo que asegura la ‘,siguiente inclusién estricta de ideales de B :

F +(@QB2p

luego, por ser k algebraicamente cerrado, las variedades de estos dos
ideales serdn distintas, lo que implica la existencia de un punto
P’ = (a2, ,..b) € K™ , tal que P” pertenezca a la subvariedad
de p* , pero no pertenezca a la subvariedad de ;:*+(A)B . En consecuencia,
siendo p” el ideal del punto P” , se tiene:

p* cy” 3)
A(al,...,ar,bl,...,bn) 0

luego para el ideal

’”

po= (X&-al’""xr_ar’yl—b1’""yn-bn)B
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se verifica

rango [J ] =n
"y
y por tanto

ord.ram p” = 0 (4)

Por otra parte, de (3) se deduce que p” 2 g, lo que. segin a), implica
FPNA=gp
luego, extendiendo al anillo local §” = Bp" , de acuerdo con 1.4.2 1),
resulta
pO” = u” )
donde m” es el ideal de no unidades de ¢” . Ahora bien
PCBCy CF = p Cpd oY cu”

lo que junto con (5) implica

7.Q727

po” =y
de donde, por la biyeccién existente entre ideales primos de ¥” y primos de
B contenidos en j” , resulta p = p” . Por tanto p es ideal de punto,

siendo tal punto simple, ya que Bp* es regular, como consecuencia de (2),
segin sigue de 1.1.4.

¢) Puesto que los primos aislados de pB son maximales, pB no tendrd
componentes sumergidos. »

* 2.2.4 Teorema.- Supongamos k algebraicamente cerrado y p € Spec Max A .Si
p # ram 1A , entonces g no se ramifica en A—B (es decir, yB es radical).

Demostracién.- Por ser k algebraicamente cerrado, p es ideal de punto del
anillo A . Si p » ramlA , entonces, de acuerdo con el lema anterior, el
ideal extendido pB admitird una descomposicién primaria irredundante Gnica:

pB = q: N...N q: (1)

. . . * . .
es decir, cuyos componentes primarios, g, , son todos aislados, siendo los
primos asociados de yB :

p: =V q: 3 Eles 2)
ideales de puntos simples del anillo B , es decir, siendo los anillo locales
ﬁz = Bpf 3 Elee

1
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todos regulares. Ademds, ha de ser
*
P ? ramlB S S
ya que si, por ejemplo, se verificara p: - ramlB , entonces se tendria (de
acuerdo con el apartado a) del lema precedente):
P=7, nAQ(ramlB)mA=ramlA
en contradiccién con la hipétesis de que p » ram B . Luego, segin 2.1.5,
ord.ram pf =0 ; i=lee
1

Por tanto, de acuerdo con 1.4.4, los ideales p: il no son de
ramificacién local, es decir, los ideales extendidos de p = p N A en
A<—>x3 son (segin 1.4.2) los respectivos ideales de no unidades m =y, 13
esto es:

po. =m =50 Elee 3)
Ahora bien, por ser los ideales (2) los primos minimales de pB , aplicando
propiedades bien conocidas de paso al anillo local B<—>ﬁ: = Bp* , se tiene:

pﬁ: = (pB)ﬁ: = (q: N...0) q:)ﬁ: = q;‘ﬁ: 3 FElee
lo que, junto con (3), implica
pﬂ* = q*ﬁ* 3 =Lt

luego por la biyeccién ex1stente entre ideales pnmanos de 19 e ideales

primarios de B contenidos en p , se tiene:

%*®

| g, = pi 3 il
¥, en consecuencia, de (1) y (2) resulta
fB=g N.nyg =p ANy =V B

luego yB es radical, y por tanto p no se ramifica en A<>B . -

Nota.- Puede suceder que p D ram A , y que yB sea primo (ver ejemplo 2.2.6
), pero si B es entero sobre A , entonces la condicién p » ramlA es
equivalente a que el ideal y no se ramifique en A<—B , segin se verd mds
adelante (en 2.3.7).

Si la extensién es simple, en el teorema anterior puede prescindirse de la

condicién de ser k algebraicamente cerrado:



2.2.5 Teorema.- Supongamos A B extension simple (es decir, n=1 ) y sea p
un ideal de punto del subanillo A . Si p » ram A , entonces g no se ramifica
en A—B = Aly] , es decir, el ideal pB es radical.

Demostracién.- Sea (@,..a) € k" el punto del cual p es ideal, es decir,

s€a g = (Xl-al,...,x -a)A . Por ser n=1 , las condiciones de definicién de
r r

B sobre A se reducen a
fl(xl,...,xr,y) =0
luego el ideal ker f (definido en 1.0) es generado por el polinomio
fl(xl,...,xr,Y) e k[x,Y]
¥, por ser conmutativo el diagrama
A=k[x] «—— lg[x,Y] = k[xl,...,xr,Y]
lf
B

y ser f epimorfismo, el extendido de p en B serd la imagen en f del
extendido de p en k[x,Y] , es decir

yB = f(pk[x,Y])
luego el contraido, I, de este ideal en f , serd

I=f'(yB) = pk[x,Y] + ker f =

= [xl-al,...,xr-ar,fl(xl,...,Xr,Y)] k[x,Y] =

= [xl-al,...,xr-ar,fl(al,...,ar,Y)}k[x,Y] o

pudiendo suceder para el elemento fl(al,...,ar,Y) una de las tres siguientes
posibilidades:

P1) fl(al,...,ar,Y) =0

P2) fl(al,...,ar,Y) es una unidad (elemento invertible)

Ps) fl(a‘l,...,ar,Y) no es nulo, ni unidad
En lugar de demostrar la implicacién

ppramA = Bes radical

vamos a probar la implicacién equivalente

-
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ViB#pB = pgrarnlA

por lo que, en adelante, supondremos que yB no es radical. Ello va a
implicar que las posibilidades Pi) y P2), anteriormente indicadas, no puedan
verificarse. En efecto, en el caso P1), el ideal 1 , de acuerdo con (1),
seria el extendido del primo p en la extensién trascendente pura
k[x] <-k[x,Y] , luego serfa primo (segin se precisa en el teorema 4.4.4), y,
por ser f epimorfismo, el ideal pB = f(I) también seria primo, en
contradiccién con la hipétesis de no ser radical. Y en el caso P2),

resultaria yB = B , en contradiccién también con la hipétesis.

En consecuencia, se ha de verificar P3), es decir, fl(al,...,ar,Y) ha de
ser un elemento no nulo ni unidad, luego admitird una factorizacién unica de
la forma:

f(a,a,Y) = HI(Y)CI-...-HZ(Y)CZ )

donde los Hi(Y) son elementos irreducibles del DFU k[Y] , que supondremos
distintos dos a dos.

Vamos a probar que el ideal (1) admite una descomposicién primaria
irredundante (dnica):

I1=Q Nn.nQ 3
Q = [xl—al,...,xr-ar,H:i] KXY] 5 ez ()
siendo los primos asociados de I los ideales:
P’ = /F = [xl-al,...,xr-ar,Hi]k[x,Y] ez (9
Comenzaremos probando que los ideales P: son maximales. Para ello
consideremos el k-epimorfismo

g k[xY] —— k[Y] ; g(xi) =a  ;  Fle

de nicleo
ker g = (x -a,..x -a)k[xY] = pk[x,Y]

en el que las imdgenes de los ideales del anillo k[x,Y] :
Ii = Hi(Y)k[x,Y] Dl
son los respectivos ideales del anillo k[Y]

I = g(1) = H(Y)K[Y]

-
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cuyos contraidos en g son

g'M) =1 + ker g = (%8 X -2 HDK[XY] = P (6)
Ahora bien, por ser los polinomios Hi(Y) ; i=l,..z elementos irreducibles
del DIP k[Y] , los ideales I; son maximales, y, en consecuencia, también
serdn maximales sus contraidos en el epimorfismo g , los ideales (6). Por

tanto, los ideales Q: serdn primarios (ya que, de acuerdo con (5), sus
radicales son maximales).

Pasemos a probar la igualdad (3). La imagen del ideal I en el epimorfismo
g:
g = f (a,...a,Y)k[Y]
admitird, segin sigue de (2), una descomposicién primaria irredundante

(tnica):
=l U= (B
n _

1=
luego, como I D ker g , por contraccién en g se obtiene la descomposicion
primaria irredundante (también tnica):

¥4
1=¢'(sm) = ng'@)
i=1
€.
bastando ahora tener en cuenta que g[Hi‘k[x,Y]] = I;' y por tanto

c. e .
g'l[I;’] = (Hi‘] k{x,Y] + ker g = = [xl-al,...,xr-ar , Hi’]k[X.Y] =Q

para terminar de probar las igualdades (3) y (4), resultando andlogamente
(5). De estas igualdades, pasando a imdgenes en el epimorfismo f y teniendo
en cuenta que ker f ¢ I, resulta la descomposicién primaria irredundante

(tinica):

pB =10 = g
i=1
c.
g, = f(Qi) = [xl-al,...,xr-ar,Hi(xl,...,xr,y) ’]B 3l @)

P, = v g, = [xl-al,...,xr-ar,Hi(xl,...,xr,y)]B 3 Flez ®

Para que, de acuerdo con nuestra hipétesis, el ideal pB no sea radical, serd

necesario que, para algin i, sea q: # v q: = p: , lo que, de acuerdo con
(M) y (8), equivale a decir que, para algin i , sea e > 1 . Supondremos
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pues , por ejemplo,

e > 1 )]

1

. * N
Ahora bien, puesto que X-a,..X-a € p , se tiene
I r

[ of (X 5+ X ,Y) } ) [ of (a,...a.y) ]

8 * 8 *
y P1 y 5
of (a,...,a,Y)
)],
4}
pero, de (2) y (9) resulta
Cl e
of (a,, .a,Y) o(H'-...HY
e T e [H (o, V] Y]

y por tanto, pasando a imigenes en f ,

afl(al, . ..,ar,Y)
£ v e (Hl(al,...,ar,y)]B

pero de (8) se deduce que Hl(al,...,ar,Y) € p: , luego
f[ af1(a1’ . ..,ar,Y) ] .

3y € )

lo que, junto con (10), implica

[ 6fl(xl,. ..,xr,y) ]
P

ay
y por tanto

af
ord.ramp:=n-rango[ly] *=1—rango|: l] =1-0=1
F .

3y |.»
5 1
lo cual (segiin 2.1.5) implica
p: 2 ram B
y por tanto

p: N AD (ramB) N A = ram A

peropcpB N AC p: N A, lo que, teniendo en cuenta que y es maximal,
implica p: N A =gy por tanto p D ram A . .



2.2.6 Ejemplos.- a) Siendo A = clx .x] y B = Aly] con la condicién
v+ xf + xz - 1=0, se tiene: Jy = (2y) , luego
ramB = (y)B = (yx>+x2-)B = ram A = (xf+x§-1)A

Para el ideal de punto p = (xl,xz)A , se tiene p 2 ramlA , luego, segiin el
teorema 2.2.4, p no se ramificard en A<-B . Y, en efecto,

FB = (x ;x,)B = (xl,xz,yz-l)B = p: A p;
siendo

F,= (xX,y-DB ; p, = (xxuy+DB
luego pB es interseccién de estos dos maximales y, en consecuencia, es
radical:

yB =V p:np;=\/_p_:hw/:;=p:hp;=pB

es decir, § no se ramifica en A<-B . En cambio, para el ideal de punto
p = (xl,xz-l)A , para el cual §’ D ramlA , se tiene

- _ 2
B = (x,x-1)B = (x ,;x,-Ly )B

cuyo radical es el maximal (xl,xz-l,y) # B , luego p'B es un ideal
primario no primo y, en consecuencia, p’ se ramifica en A<B .

b) Si en el ejemplo anterior se sustituye el cuerpo base C por R , y se
considera el ideal de punto p = (xl-al,xz-az)A , con la condicién

2, .2

a +a < 1
entonces ya no es aplicable 2.2.4, pero si 2.2.5, segin el cual yB no se
ramificard. Y, en efecto,

I
i

L _ 2.2
§B = (x -a X -2)B = (x -a.X -2,y b")B
donde b”> =1 - (af + ai) > 0, resultando

FB = (x-a,x -a,y-b) 0 (x -a,x,-a,y+b)B

luego p no se ramifica en A<B .
En cambio, para
2 2
a +a > 1
se tiene
B = (xl-al,xz-az,y2+b2)B *)
(donde b* = (af+a;) - 1> 0) y, por no ser factorizable el polinomio y2+b2 )
el ideal pB no es interseccién de ideales de punto (el apartado by de 2.2.3

-
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ya no se verifica y el teorema 2.2.4 no es aplicable). Sin embargo, segiin el
teorema 2.2.5, el ideal (*) debe ser radical, y, en efecto, es primo, ya
que, si se considera el k-epimorfismo
g B—R[Y];gx)=2 8kx)=23:80=Y
como el ideal g = (Y24+b?)R[Y] es primo, por ser Y2b® irreducible en el
anillo de polinomios R[Y] , entonces
yB = g'()

serd primo, por serlo g .

¢) Siendo A = R[x .x,]y B = Aly], con la condicién
yxz - xf = 0 (paraguas de Whitney)
resulta: Jy = (xz) , luego
e (AR — (w2 2 o2 .2
ramlB = (xz)B = (xz,xl)B = ra.mlA = (xl,xz)A
Para el ideal de punto p = (xl,xz)A , se tiene p 2 ramlA , pero
pB = (xl,x 2)B es primo, ya que el anillo cociente

B/(xl,xz)B = R[y]

es dominio. Ademds, el extendido en B de este primo estd contenido
estrictamente en los ideales maximales (xl,xz,y-b)B , para cualquier b € R .
En consecuencia, no se verifica la condicién b) del lema 2.2.3, que es
esencial para la demostracién de 2.2.4. Tampoco es aplicable 2.2.5. En
resumen, aunque no se verifica p 2 ramlA , €l ideal pB es primo (Obsérvese
que este es el caso de la posibilidad P1) considerada en la demostracién de
2.2.5).

d) Siendo A = R[x] y B = R[x,y] con la condicién xy-1 = 0 , resulta
J)=() = ramB = (xB = (x,)B=B = ram A = A

Para el ideal g = (X)A , se tiene: y » ram A , luego (segin 2.2.5) y no se
ramificard en A<>B . Y, en efecto, se tiene

sB = (x)B = B

(Obsérvese que este es el caso de la posibilidad P2, considerada en la
demostracién de 2.2.5).
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2.3 Caracterizacion de la ramificacién global
de maximales en caso de dependencia entera

En el apartado 2.2 se han determinado condiciones suficientes, que
aseguran la no-ramificacién global de ideales de punto del subanillo A en la
extension A——B . Si tal extensién es entera, entonces, segiin veremos, €s
posible establecer condiciones necesarias y suficientes de ramificacion.

En los siguientes resultados 2.3.1, 2.3.3 y 2.34, A y B son anillos
unitarios cualesquiera (no necesariamente los indicados en 1.0).

2.3.1 Lema.- Siendo A subanillo de B , B entero sobre A y p* € Spec B,
se verifica: si § yace sobre g , entonces j es primo aislado del ideal
extendido yB , es decir:

_ p* NA=p3 = p* es primo minimal de pB

Demostracién.- Si p* N A=y, entonces yB C p . luego ‘/F_]; L= ‘/F: =¥ -
Por tanto, siendo p:,...,p: los ideales primos minimales (o aislados) de
pB , se tiene:

B=p A.nfCy
luego p* contiecne a alguno de los p: ; i=l,..z (por contener a su
interseccién). Si, por ejemplo, p: C p*, entonces p: NAC p* N A, luego
g’p;meAgp:hA;p*ﬁA=p
y por tanto p: M A = p. Se tiene pues ‘
FAA=gFNA A pcy

lo cual, por ser B entero sobre A, implica: p: = p*. Luego p* es primo
minimal del ideal extendido pB. =

Nota.- Si se prescindiera de la condicién de dependencia entera, la
implicacién del lema precedente no serfa cierta, como muestra el siguiente
contragjemplo: siendo A = k[xl,xz] y B =k[x X 2,y] , con la condicién
X, y-x, = 0, el ideal primo p* = (x.X,y)B yace sobre p = (xl,xz)A , pero

p* no es primo minimal de yB , ya que p* 2y = (xl,xz)B , que también es
primo de B (ya que B/p" ~ kfy] , que es D.I.) y yace sobre p .
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2.3.2 Corolario.- Siendo A y B los indicados en 1.0, supongamos B entero
sobre A . Si p* € Spec B , entonces ;:* es de ramificacion local syss
ord.ram p* > 0, es decir:

% . ., *
g es de ramificacién local < ordoram g > 0

Demostracién.- Sigue inmediatamente de 1.4.5, teniendo en cuenta el lema
anterior. =

2.3.3 Corolario.- Siendo A subanillo de B, B entero sobre A , g € Spec A y
¥B su extendido en A——B , se verifican:

i) existe un primo minimal, p*, de yB, tal que p* NA=yp

ii) la fibra de A<>B en y es finita (es decir, el conjunto de ideales
p* € Spec B, tales que p* N A =1y es finito)

iii) si p" es primo sumergido de pB, entonces §" N A2 p

Demostracién.-
i) Por ser B entero sobre A , existe p* € Spec B, tal que p* NA=p,y
ahora, de acuerdo con el lema anterior, serd § primo minimal de yB .

i) Si p* N A =y, segin 2.3.1, habrd de ser p* primo aislado de pB y es
sabido que el nimero de tales primos aislados es finito.

iii) si p" es primo sumergido de pB , entonces contiene estrictamente a
algiin primo aislado, es decir, existe un primo minimal, ;J*, de pB , tal que
p* ¢ §" , luego, por ser B entero sobre A, p* NAsy' NnA y por
oraparte pCyBNACy NA,luego pSp' NA. -

2.3.4 Teorema.- Sea A subanillo del dominio B, A integramente cerrado y B
entero sobre A. Siendo y € Spec A , yB su extendido en A——B y § € SpecB,
se verifica: p* es primo aislado de yB syss yace sobre p , es decir:

¥ es primo minimal de yB & § N A=y

Demostracién.- Como consecuencia del lema 2.3.1, bastard probar =). Si p* es
primo minimal (esto es, aislado) de yB, entonces pcpBNAcyp N A,lo

que implica una de las dos condiciones:

FNA=p () ; FNA2p
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Bastard probar que (2) conduce a contradiccién. En efecto, segiin el teorema
del descenso, la condicién (2) implicaria la existencia de p" € Spec B ,
verificando las condiciones:

*

PPNA=g3p 3) : 'S 4)
pero (3) implica: pB < " y por tanto \/pg c \/p_' = p", luego, si los primos

aislados de yB son p:,...,p: , se tiene:

w/pg=p:m...ﬁp:;p"

y por tanto p" contiene a alguno de los p: ; #=l..e (por contener a su
interseccién). Si, por ejemplo, p: c p" , entonces de (4) resultaria:
p: g p* » luego se tendrfan dos primos aislados, p: y p‘, uno estrictamente
contenido en el otro, lo que es absurdo. Por tanto, se verifica (1), como se

deseaba probar. =

2.3.5 Corolario.- Siendo A y B los indicados en 1.0, supongamos B entero
sobre A. Si p € Spec Max A, entonces para su extendido yB en A<—B, se
verifican:

a) los primos minimales de B son ideales maximales de B y yacen sobre p
b) yB no posee primos asociados sumergidos
Demostracién.- Por ser A anillo de polinomios sobre un cuerpo, es DFU, y por

tanto integramente cerrado, luego se verifican las condiciones exigidas en

el teorema 2.3.4, de acuerdo con el cual se tiene:

a) si § es primo, aislado de pB, serd g N A=y, loque por ser p
maximal de A y ser B entero sobre A, implica que p* sea maximal de B.

b) siendo maximales los primos aislados de yB, este ideal no poseerd primos
asociados sumergidos. | =

2.3.6 Lema.- Siendo A y B los indicados en 1.0, supongamos B entero sobre A
yseape Spec A.Si p2 ram A , entonces yp se ramifica en A——B , es
decir:

p2 ramlA = p Se ramifica en A—B

Demostracién.- Teniendo en cuenta 2.3.5, puede asegurarse que el ideal pB
admite una descomposicién primaria irredundante tdnica:

-
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pB = q: N..N q: 1

es decir, cuyos componentes primarios, q: , son todos aislados, y los primos
minimales de yB :

p' = V3 € Spec Max B ; ii..s @)
yacen todos sobre p , es decir, verifican:
p; NA=gp ; il 3)
Supongamos pues que se verifica:
2 ramlA (C))
Si los primos minimales de ram B son B ;J; ,. y los contraidos en A de

l b ]
estos ideales son, respectivamente, P, » F, - » cntonces, se tiene:

\/ramlB =p NP, 0.

luego

\/ramlA = v/(ramlB)mA = v/ramlB nA= (p‘l' N ;:; N.)NA=
=ENANENAN.L=p NP O

lo que, junto con (4), implica
F:\/—;Q\/ramlAzplﬁpzﬁ...

luego el primo p contiene a alguno de los ideales p. ; #i2.. (por
contener a su interseccién). Si, por ejemplo, pC p , entonces, segin el
teorema del ascenso (en A<—B) , existe p* € Spec B, tal que
prcy A g A=y )
y se tiene: p* o p‘l' - ramlB , luego, de acuerdo con 2.1.5,
ord.ram p* >0 (6) :
Ahora bien, segin 2.3.1, de (5) se deduce que }:* ha de ser primo minimal de

¥B , luego p* serd alguno de los ideales (2). Si, por ejemplo, es p* = p: >

entonces, pasando al anillo local 1‘}:=BP* , de (1) resulta
1

po, = B, = (g, N .. " g)0 =g @)
pero, segin 2.3.2, de (6) se deduce que p: es de ramificacién local, luego
pﬁ: # pzﬁz , lo que, junto con (7) , *implica q:ﬁ: # plﬂl y,.por la
biyeccién existente entre primarios de ﬁl y primarios de B contenidos en

p: , esto implica q: # p: = q: , luego el ideal (1) no es radical, y en
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consecuencia p se ramifica en A<—B .

2.3.7 Teorema.- Siendo A y B los indicados en 1.0, supongamos B entero sobre
A. Si p € Spec Max A , entonces el ideal extendido pB es radical syss
g # ram A , es decir:

p # ram A o p no se ramifica en A——B

Demostracién.- Partamos de las condiciones (1), (2) y (3) de la demostracién

del lema 2.3.6 . De acuerdo con esta notacidn, si se verifica
p » ram A 4
ello implica
p: ? ramlB 3 iElz )

ya que si, por ejemplo, fuera p: ) ramlB , entonces se tendria, recordando
3), ‘

p= p: N AD(ramB) N A= ram A
en contradiccién con nuestra hipétesis (4). De (5) se deduce, de acuerdo con
2.1.5,

ord.ram p: =0; =,z 6)

Pasando ahora a los anillos locales 13: = BP* , de (1) resulta

}Tﬁ: = (pB)ﬁ: = (q: N .. N q:)ﬂ: = qZﬁj @)
pero, segin 2.3.2, de (6) se deduce que y: no es de ramificacién local,
luego pﬁ: = p:ﬁ:‘,, lo que, junto con (71, implica q:ﬁi = piﬁi y porla
biyeccién existente entre primarios de ﬁi y primarios de B contenidos en
F: » esto implica: q: = p: . Como ello es cierto para &i..z , para el
ideal (1) se verifica: v :
pB=p:m...hp:=w/ §B

luego y no se ramifica en A<-B .

2.3.8 Ejemplos.- |
a) Siendo A = R[x] y B = R[x,y] con la condicién x2+y2-1 = 0, resulta:
J =@Qy) = mamB=@B=(@x-)B = ramA = (-DA

. 2
Para el ideal maximal p = (x*+1)A , se tiene: p a2 ramlA (ya que si x-1
perteneciera a p, entonces serfa p=A). Por tanto, segin el teorema 237, p
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no se ramificard. Y en efecto

FB = (*+DB = (+1L+y DB = ((+Ly*2)B =y Ny (1)
siendo

F: = (x*+1y-V2)B p; = (x*+1,y+V2)B
Para probar que p: es primo, podemos considerar el k[x]-epimorfismo
g : RIxyl —— R[x] ; g(y) =v2
para el cual ker g = (y-V2)R[x,y] ¥y g(p:) = (x2+1)rR[x] , luego
RIXYV(+Ly-V2R[x,y] = RIxyl/g g(p) = RIXVe(p) =

= R[xJ/(x*+1)R[x] ¥3)
pero

R[x,y]/(x2+1,y-w/2)fR[x,y] = B/}J:

luego p: es maximal, por ser cuerpo (2). Y de modo andlogo se prueba que p;
es maximal, luego (1) es radical, es decir y no se ramifica en A<—B. En
cambio, para p’ = (x-1)A , se tiene: p D ramlA , luego, segin 2.3.7, p se
ramificard en A<—B. Y en efecto:

B = (x-1)B = (x-1,x+y*-1)B = (x-1,y))B
siendo su radical el maximal (x-1,y)B, por lo que pB es un primario no
primo, luego w/_;:g # pB , y por tanto p se ramifica en A<—>B .
b) Siendo A = lR[xl,xz] , B=Aly], y2+xf-x§ = 0, se tiene:
] =@Qy) = ramB = (y)B= (yX-x)B = ramA = (xf-xz)A

Para el ideal maximal p = (xx-1A , se verifica: p ? ram A , luego, segtin
2.3.7, p no se ramificard, y en efecto:

= = 2. - * *
pB = (xl,xz-l)B = (xl,xz-l,y 1)B p, OB,
donde

Fl = (Xl,xz-l,y—l)B s p2 = (xl,xz_l’y+1)B

luego pB es radical, por ser interseccién de primos. En cambio para el ideal
maximal y’ = (xl-l,xz-l)A , se tiene:

2.2 _ (.2 2 ’
X X, = (xl-l)-(x2 ey

luego §' 2 ramlA y en consecuencia (segtin 2.3.6) p’ se ramificard, y en
efecto

B = (x-1x -1)B = (x-1,x-1y")B
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es primario (no primo), ya que su radical es el maximal (x-1,x-1,y)B

siendo vy’'B # B .

¢) Siendo A = R[x.x)], B = Aly,y], yf-x1 =0, yi- , =0, resulta

— 2y, O _ 2 _ 2 -
Jy = [ 013y2] = ramB = (yy))B = (y,y,x x,)B = ram A = (x X )A

2
Para p = (x-a.x-a)A , donde a > 0 # a , se verifica y » ram A (ya
que, en otro caso resultaria p = A , lo que es absurdo), luego, segin 2.3.7,

p se ramificard. Y en efecto:

4
- = 2 3- = ;
pB = (xl'apxz-az)B = (xl-al’xz-afyl-al’yz a2)B iDlpi

siendo

B= (xl-al’xz_aZ’yl-al’y2-a2)B

* 2 2
B, = (%apxayy -0y +a,y,+0,)B
*
Py = (xl-al,x 2—a2,yl+al,y2-a2)B
* 2 2
P, = (xl a X, a2,yl+al,y2+a2y2+a2)B
donde @ es una raiz cuadrada real de a y @, la raiz cibica real de a .
Ahora bien, los ideales p: y p; son maximales (por ser ideales de punto)

y p; es primo, segin resulta ficilmente de considerar el R[yz]-epimorﬁsmo
g:B——RIyl;gx) =2 ,gx)=a,,80()=0

y de modo similar resulta primo p: . Por tanto pB es radical, por ser
interseccién de primos. En cambio , para § = (x-a,x )A , donde a >0,
se verifica: y D ramlA, luego, segiin 2.3.7, p se ramificard. Y en efecto

’ 3 * *

pB = (Xl-al,XZ)B = (xl-al,XZ’yi_al’y2)B = ql N qz
siendo ‘

* 3 * 3
= - - : = - +0.,y)B
9, (xl 3%y, al’yz)B » 5, (Xl %Y, % yz)
donde o, es una raiz cuadrada real de a . Como estos dos ideales tienen

por respectivos radicales a los maximales

E 3

P = ‘/q-: = (xl-al’x2’yl_al’y2)B

*

P, = /‘;; = (x8,%,y +0,,y,)B

serdn primarios, siendo ademds q: # p: 4 q; # }1; » luego pB no es
radical.
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2.4 Inramificacién y ramificacién reiterada

Para A =R[x] y B = Aly] , con la condicién xy-1 = 0 , es Jy =),
luego ramlB = x)B = (x,1)B = B y, por tanto, la subvariedad de
ramificacién R: es & , es decir, no existen puntos de ramificacién.

2.4.1 Definicién.- Diremos que A< B es una extensién inramificada, si
ramlB =B.

Nota.- Es claro que si ram B = B , entonces R: = & , pero puede suceder
que sea R: = @ , siendo ram B # B . Tal es el caso siguiente:

A=R[x] , B=R[xy] , yx =1

en que: Jy = (2y) , ram B = (y)B = (y,x*+1)B # B , pero R: = & (lo que
naturalmente se debe a que el cuerpo base, R , no es algebraicamente
cerrado).

2.4.2 Definicién.- Diremos que A< B es una extension trivial, si B = A, es

decir, si los elementos Y e, (considerados en 1.0) pertenecen todos al
subanillo A. '

243 Proposicion.- Si la extension A—sB es trivial, entonces es
inramificada. :

Demostracién.- Supongamos que A<—B es trivial, es decir, que y; € A
F..n . Entonces las condiciones de definicion de B sobre A , se
reducen a

y, - as(xl,...,xl) =0; =l,.a

donde as(xl,...,xr) € A, luego Jy es la matriz unidad, y por tanto el
ideal ramlB, generado por det Jy , es todo el anillo B. ]

Nota.- En el caso con el que se iniciaba este apartado 2.4 (xy-1=0), la
inramificacién parece deberse al hecho de no ser B entero sobre A. Notemos
al efecto que aunque, como se indicé en 1.0, estamos trabajando en
caracteristica cero, en caracteristica p puede tenerse inramificacion,
incluso para el caso de extensién entera, como muestra el siguiente ejemplo:
siendo el cuerpo base k = z/pz (p entero primo), A = k[x] y B =k[xyl,
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con la condicién
yYoxyP+1=0

de acuerdo con nuestra notacién habitual, se tiene:

af
i
n=1 5 £=Y" xYP+1 ; g~ =@EDY-pxY =Y

J=0" ; mmB=(G)B ="y xy+)B = (B =B

2.4.4 Proposicién.- Supongamos el cuerpo base, k, algebraicamente cerrado y
B entero sobre A, y que las condiciones de definicion de B sobre A pueden

escribirse en la forma
fs(xl,...,xr,ys) =0 ; s=lon *)

(es decir, en f sélo aparece 'y , pero no las demds y, » para #s). En
s s
estas condiciones, si la extension A<—>B es inramificada, entonces es

trivial.

Demostracién.- En vez de probar la implicacién:
inramificada = trivial
probaremos la implicacién equivalente:
no trivial = no inramificada

En efecto, las condiciones (*) permiten considerar la base de ker g formada

por los elementos:
fs(xl,...,xr,YS) € A[Ys] 3 s=l.n §))]

y si la extensién es no trivial, para algin s = ¢, habrd de ser mayor que

uno el grado de fc respecto de Yc , luego fc podré escribirse en la forma:
f = oceY: + oce_le'1 ot 0 Y O 00O E A
pudiendo suponer a = 1 , por ser B entero sobre A . Derivando resulta
of -1 e2
f = FY“C' = e(leY: + Do YU+ 40

c 1

c
luego la resultante de eliminar Y entre fy f; , que notaremos E(fc,f;) )
[+
serd un polinomio de A = k[xl,...,x] . Por ser k algebraicamente cerrado,
r

la ecuacidén

E(fc,f;) =0 2)

tendrd alguna solucién:
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X =a ,..,X =a 3
Tooh Yooh
(donde il € {1,...,r}), para la cual las ecuaciones fc =0 vy f; =0

tendrdn una raiz comin
= 4
y,=b (4)
Bastard pues considerar el ideal p; de un punto, para el cual sean vdlidas

(3) ¥y (4), con el fin de asegurar la anulacién de fc y f; al especializar en
p; . En consecuencia, y por ser las fs de la forma (1), se tendrd:

n afs
det[J] .= "[_-] .20
y FO s=1 ays pO
y por tanto det Jy € p; ¢ B, luego ramlB #B. u

Nota.- Observemos que en la proposicién anterior no es superfluo exigir que
B sea entero sobre A. En efecto, si se prescinde de tal condicién, entonces
el coeficiente o del polinomio fc (considerado en la demostracion
precedente), seria un elemento de A = k[xl,...,xr], no necesariamente unidad
de A . Ahora bien, en el determinante eliminante, E(fc,f;) , aparecen en su
primera fila (o columna) los elementos o y e , siendo nulos los
restantes elementos de esa linea, por lo que en el DFU k[x ,....x] podrd
factorizarse:
E(fc,f;) =0 e

y en consecuencia la solucién de (2) puede ser solucién de o = 0, lo que
invalidaria el método de la resultante de Sylvester, ya que entonces el

grado de fc serfa menor que e. Tal es el caso del siguiente ejemplo:
A=c[x] , B=c[xy] , xy-1=0

para el que se tiene: ny = (2xy) , luego ram B = (xy)B = (xy,1)B = B ,

pero de f=xY-l y f =2xY, resulta:

x2x O

0 02x
-1 00

" _ = 4>
E(f,{) = 4x

y el valor, x = 0 , para el que se anula esta resultante, rebajarfa el grado
de f . Esta es la razén de que la extensién considerada en este ejemplo sea
inramificada, aunque no trivial. =

Si suponemos m=n , es decir, si B = A[yl,...,yn] estd definido por n
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condiciones:

fs(xl,...,xr,yl,...,yn) =0 ; s=ln

entonces el ideal de ramificacion de orden uno |, ram]B , es el ideal
principal del anillo B, generado por el elemento det J , y si este elemento

no es nulo, ni unidad, entonces tiene interés considerar el anillo cociente

B = B/(ramlB) o~ k[x;,...,x:,y;,...,y ]

’
n
definido por las n+1 condiciones
’ r_r N — . . =0 *
fs(xl,...,xr,yl,...,yn) =0 ; st..n ; det Jy, *)

donde x e vy’ son las respectivas imdgenes de X, ey, en el epimorfismo
i i
natural

¢:B—5 B = B/(ram A)

En consecuencia, el anillo B’ serd extensién de un anillo de polinomios en
r1 indeterminadas que, salvo permutacion de subindices, podremos suponer
que es A’ = k[x; ,...,x:_l] , por lo que tiene sentido ahora considerar la
ramificacién respecto de la extension A’<—> B’ (es decir, la ramificacién
de la propia subvariedad de ramificacién R:), que denominaremos ramificacion

reiterada. De acuerdo con esta notacién, se tiene:

2.4.5 Definicién.- Llamaremos ideal de ramificacion reiterada de A<—B al
contraido en @ del ideal de ramificacién de orden uno de A’ B’, es
decir, al ideal del anillo B

(p’l(ramlB')

A la correspondiente subvariedad, la llamaremos subvariedad de ramificacion
reiterada y la notaremos R; .

2.4.6 Proposicién.- Si la extension A<—B no es inramificada y es m = n ,
entonces el ideal de ramificacion reiterada estd contenido en el ideal de

ramificacion de orden dos, es decir,

¢ l(ramlB’) c rasz (*%)

Demostracién.- Comencemos comprobando que B’ es extension algebraica de A’
En efecto, por haber supuesto m=n , ramlB es el ideal principal generado por

el elemento det J , no siendo este elemento nulo, ni unidad, ya que, por
y
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haber supuesto la extension A<—B no inramificada y de acuerdo con 2.1.3,
ha de ser (0) # ram, B # B . En consecuencia, segin el teorema del ideal

principal, si p] es prlmo minimal de ramIB la altura de p es uno, luego
gr.tr.(B/p’lk k) =grtr(Bk) -1 =1-1

* . ’
Puesto que 0 ¢ ramB C p , existe un homomorfismo h’, que hace

conmutativo el diagrama

B ! > ?/p:

(N /

B,
donde h: es epimorfismo natural y @ el definido anteriormente. Por tanto, el
mdximo nimero de variables algebraicamente independientes existentes en B’

¢ » , . ’
serd r-1, luego salvo permutacién de subindices, podemos suponer que B’ es

extensién algebraica de k[x;,...,x:_l].

Para n=1 , la inclusién (**) es trivial, ya que entonces, de acuerdo con

2.1.2, es ram B = B. Supongamos pues, en adelante, n>1 .

Puesto que (*) son las condiciones de definicién de B’ sobre A’, ramlB'
serd el ideal principal del anillo B’ generado por el determinante de la
matriz jacobiana

. a(f ,....f .det Jy,)
Xy 3(X,Y 505 ,)

cuyo desarrollo por los elementos de su tltima fila, permite escribir
n d
r 2 = \- 7 ’ s +
det 1, = () [ axldel , )] detJ,

f,...,f
a( 1 n) (1)

P AN ’
3(xr,y1,--,yj ’ --,yn)

+ i(-l)“+j [%(det Jy,)] det
]

i=1

pero, segin propiedades conocidas de la derivacién de determinantes,

afs
R
ﬁr(det J ,) —-sadet By =
n n a f
= ¥ 2 — ay det J ,(’s\,’,\)
s: =

donde
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TCH SN o S
8- s 8 (2)

’ r N s ’
Y sy (Y Y oY)

Ahora bien, los determinantes de las matrices (2), por ser menores de orden

Jy,(?,?) =

n-1 de la matriz J , , pertenecen al ideal ¢(ram B). En consecuencia,
y

a
—ai:(det Jy,) € (p(rasz)
y, de modo andlogo, resulta
3 .
'B—y:(det Jyl) € (P(ram2B) s JFlL..n
lo que, teniendo en cuenta (1), implica

det Jx:'y, € (p(rasz)
y por tanto ramlB' C (ram B) , luego

(p'l(ramlB') C ram B + ker @

pero, de acuerdo con 2.1.4, ker ¢ = ramlB font rasz y en consecuencia se

verifica (*¥), .

Nota.- La proposicién anterior admite una versién geométrica inmediata,

sustituyendo la inclusién (**) por

R c R’

*
2 1

de acuerdo con la notacién de 2.1.2 y 2.4.5 .

2.4.7 Ejemplo.- Para A = k[x.x],B = Aly.y,l, Yf-xl =0, Y;’xz =0,
se tiene

2y1 ¢ 2 2
J = ; ram B = (yy)B ; ram B = (y1’y2)B
y 0 3y2 1 172 2
2

luego, tomando A’= k[x; 1, B'’= k[x;,y;,y;] con las condiciones:

2 s _ 3 _ - 2 =

y, %, =0, y, X, = 0 , det Jy, = 6y.y, 0 (1)

(p'l(ramlB') serd el ideal de B generado por
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0 2y1 0
a(y -X ,yz -x_,det J ) _ |1 0 3y§ _ 24y2y
a(x Y oY, ) 2 0 2y1 0 172
0 ‘ 2
0 3y2 0 6y2

luego se verifica la inclusién
(p“(ram B’) c ram B 2

Y si se intercambian los papeles de x y x,,es decir, tomando A’ = k[x] b

= k[x’ DA ,y'] con las mismas condlclones D, ¢ (ram B") seria el 1deal

de B generado por

-1 2yl 0
6(y x,y -X, ,det J) _lo 0 3y; _ 18y4
B(X Y ’)'2) |2 0 2y1 0 2
0 2
0 3y2 0 6y2

luego también se verifica la inclusién (2).
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Capitulo III.

Sustitucién de la dependencia entera
por condiciones de ramificacion
en los teoremas de Cohen-Seidemberg




3.1 Teoremas previos de ascenso
en caso de no ramificacion

En los teoremas de ascenso, que comienzan con un resultado bien conocido,

cuyo enunciado recordamos:

<< Sean A subanillo de B y p € Spec A . Si B es entero sobre A ,
entonces existe p* € Spec B, tal que p* NA=p >

es esencial la dependencia entera de B sobre A, segin se muestra en [C-S].
No obstante, siendo A el anillo de polinomios y B la k-dlgebra finita
que venimos considerando a lo largo de esta memoria, la condicién de ser B
entero sobre A puede ser sustituida por la de existir un ideal de punto,
p; , del anillo B , que contenga a p y cuyo orden de ramificacién sea cero.

En adelante seguiremos pues suponiendo que A y B son los indicados en 1.0.

3.1.1 Teorema.- Sea p € Spec A . Si existe en B un ideal de punto, p; , tal
que P; 2 py ord.ram 13; = 0 , entonces existe p* € Spec B, tal que

p* N A =y (Ademds, puede elegirse p* de modo que p* c p;).

., * . .
Demostracién.- Sea Py = F, M A . Comencemos considerando los anillos locales

9, = AFO y 9, = BP; » y notemos m = p ¥y m = p,8, @ sus respectivos

ideales de no unidades. Supongamos ord.ram p; = 0, lo que, segin 1.2.9,

implica la regularidad del anillo local ﬁ; , de dimension:
dim ¢ = alt m = alt y, = dim B - dim y, = grir.(Bk) -0 =7

Ademis, por ser A anillo de polinomios, el anillo local & también serd

regular r-dimensional. Si
{t et} ey
es un sistema regular de pardmetros de 190 , entonces
! 2 2 2
{ll+m0,....,tr+m0} (2)

es base del k-espacio vectorial ‘"o/‘“<2) . Ahora bien, segin 1.3.3, la

aplicacién lineal
2 * *2 2 *2 VG
: : = G+m cm
T mO/mo———e mo/mo ; ’C(G+m0) G ) ( 0)

tiene por niicleo un subespacio de dimension:
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dim ker T = ord.ram p; =0

luego T es monomorfismo y, por tanto, las imdgenes en T de los vectores (2),

es decir,
2 2
t et 3
L 3)

2
. . . * * -
son vectores linealmente independientes de mo/m0 , lo que, teniendo en

cuenta que la dimensién de este espacio vectorial es
d, */ *2 d. ’ﬁ*
im m | =dim O =
k| ™™o 0

implica que (3) sea base de m /m , luego (1) es también sistema regular de

pardmetros de 19 , ¥y por tanto, (1) genera su ideal maximal, es decir

* *

m = (L) 4

0 1
Por otra parte, es claro que 19 es noetheriano (por serlo B) y que m0 estd
contenido en el radical de Jacobson de 19 , luego ﬂ es un anillo de Zarlskl
(respecto de la topologia m -4dica) y, por tamto, su completado, 19 es
también local noetheriano y ademds regular r-dimensional (por serlo 19)

Ax

Considerando ahora la extension 19 — 19 , para el maximal m de ¥

o " S€

verifican;

Ny A Ny Ax Ax

m0=m0130 : mmﬁ m 19/m ~13/m 4)

Ag As
de la primera de las cuales, junto con (4), resulta m = (tl,...,tr)ﬁ0

A . .
lo que, teniendo en cuenta que dim 1‘)* = r , permite concluir que (1) es

tamblen sistema regular de pardmetros de 19 Ademdsk c B ¢ 13 c 19 , luego
ﬁ es un anillo local regular completo equ1caraclerlst1co y por tanto admite
un cuerpo de representantes, K , que permite expresar ﬁ en la forma

@; = K[[tl,....,tr]] , pero la qltima relacién (5), recordando 1.3.1i,

R

implica: 3;/rlr\x; k , luego 6:; = k[[tl,..,tr]] y andlogamente resulta
= K[lt,mt ] -
Nx

A
En consecuencia, existe un isomorfismo W : 130 — 190 , que asegura la

conmutatividad del diagrama:
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0\

N NAx

J l =—a ©
B «— 6*

Por ser p primo y estar pcy, = p N A, el ideal extendido p0 tamblen es
primo, y de altura la mlsma de p Pasando ahora al extendido en ﬁ s ﬁ
es decir, al ideal (pﬁ )19 = pﬁ , podemos considerar un ideal pnmo alsla-
do, m, de este ideal extendldo El contraido en 190 de © es de nuevo pﬁo
decir,

nTNY =l @)

lo cual es consecuenma de ser pO  primo (segin propiedades conocidas de la
extension 9 —— 3 o

Considerando ahora en el anillo 6; el ideal T (imagen de m en el

1 . ’ * .
isomorfismo W), su contraido en 130 , es decir,
* *
U AROA (8)
serd primo (por serlo T) y el contraido de este en el anillo B, que

notaremos p* , es decir,
p =@ nd)nB )
también es primo, por serlo (8). Finalmente, por la conmutatividad del

diagrama (6), el contraido en A de este ideal coincidird con el contraido de

Tt , es decir,
p*nAz[(n*mx‘};)nB]nA=(nn1‘}o)mA

lo que, recordando (7), implica p* NA= pﬁo N A = p . El proceso descrito
se visualiza en el diagrama siguiente, consecuencia de la conmutatividad del
diagrama (6):

p——p0% .

]\ T (pﬁo)t‘}o: tA.—n—Y o

pe—mn ]

R A A . . Ax Ny
Por dltimo, por ser m; el ideal maximal del anillo local 130 , serd T C o,

luego al contraer al subanillo ﬁ; , teniendo en cuenta la segunda relac1on
(5), resulla

* % N * *
M =m
s mﬁogmo 15‘0 )
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y volviendo a contraer al subanillo B, recordando (9), se tiene:
p =@ mﬁo)mBngnB=poB?;nB=po
En resumen, se ha llegado a determinar un ideal p*e Spec B, que yace sobre p

y ademds estd contenido en p; . "

Nota.- Lo mismo que en el teorema andlogo para caso de dependencia entera
(recordado al comienzo de este apartado 3.1), el ideal p*, que yace sobre p
y cuya existencia asegura el teorema, no es unico, en general. Notemos, al
efecto, que dado p € Spec A, la existencia del ideal de punto p; Dy, tal
que ord.ram p:; = 0, lo que garantiza, segiin el teorema 3.1.1, es la
existencia de p* € Spec B, tal que p* N A =y, siendo p* c p; . Pero,
ademds, puede existir otro ideal p" € Spec B, tal que PPN A=p y

*
¢ P, » como muesira el siguiente:

Ejemplo.- Sean A = k[xl,xz] y B = Aly] con la condicién (x2+1)y2—1 = 0.
Para el ideal primo p = (x)A , puede considerarse el ideal de punto
p; = (xl,xz,y-l)B , tal que p; Dyy

ord.ram p; =n - rango[Jy]p*r =1-1=0
0

*
luego, segiin el teorema 3.1.1, existird p* € Spec B,talque p NA=yp,
siendo ademds p* C p; . Y, en efecto, es inmediato verificar que el ideal

primo p* = (x,y-1)B  yace sobre p, estando ademds contenido en p; . Pero

también el ideal primo p" = (xz,y+1)B yace sobre p , aunque p" ¢ p; .

3.1.2 Corolario.- Supongamos k algebraicamente cerrado y sea p € Spec A . Si

para el ideal extendido yB, se verifica vV yB » ramlB , entonces existe
p*e Spec B, tal que p*mA=p.

Demostracién.- Si v ypB » ramlB , entonces vV pB 2 VramlB , luego existe
algin primo aislado, p" , de pB , tal que p" » \/ramlB y por tanto
P+ \/ramlB # p" , lo que implica (por ser primo p"):

dim (p" + VramlB) < dim p"
luego, por ser k algebraicamente cerrado, existird un punto en la

subvariedad de p", que no pertenezca la subvariedad de p" + vram B . Por
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tanto, para el ideal p* de dicho punto, serd: p" C p; , pero \/ramlB ¢ p; ,
luego (por ser primo p) ram B ¢ Fo , lo que, segin 2.1.5 , implica

ord.ram p = 0. Y ahora sigue ya del teorema anterior. L

Nota.- La definicién 2.2.1 induce a pensar en la posibilidad de sustituir en

el corolario anterior la condicién VB 2 ram, B , por la condicidn,
aparentemente mds elegante, p » ram, A , pero esta condxcmn (mds ex1geme
que la anterior) no es necesaria para asegurar la existencia de p que

yazca sobre p, como muestra el siguiente:

Contraejemplo.- Siendo A = clx,.x] B = Aly] con la condicién
x2y3—3y+2x2 = 0, se tiene:
_ 2 _ 2
Jy = (3x2y 3) = ramlB = (xzy 1)B
de donde resulta: ram A = (xZ(xZ-l))A , luego para el ideal p = (xl,xz-l)A )
es claro que

P2 ramlA | ‘(1)

Ahora bien

B = (xl,xz-l)B = (xl,xz—l,x2y3—3y+2x2)B =

= (3%, 1y 3y+2)B = (x x,-LG-1’(+2)B = g O
. * * 2 *
siendo g = (xl,x2-1,(y-1)2)B y p = (xl,xz—l,y+2)B , pero Xy ey,
y por tanto x2y2—1 3 \/pg =V q* N p* , luego
\/pg » ram B (2)

no obstante verificarse (1). Finalmente, observemos que, de acuerdo con el
corolario anterior, la condicién (2) implica la existencia de un primo de B

. * . R o o,
que yazca sobre A, siendo p un ideal que verifica tal condicion. ]

El contraejemplo precedente ofrece una interpretacién geoméirica curiosa.
v e, . . r .
La condicién p D ramlA informa de que la proyeccién sobre k de la

subvariedad de ramificacién contiene a la subvariedad de p , es decir,

v(p) < v(ramlA) , mientras que la condicion \/p—lg ) ramlB informa de que
una, al menos, de las componentes irreducibles de la variedad de pB no estd
contenida en la subvariedad de ramificacién (lo cual es suficiente para que
exista un punto de orden de ramificacién cero en la subvariedad de pB ,

pudiendo asi aplicar el resultado 3.1.1).
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3.1.3 Lema.- Sea y € Spec B. Si existe en B un ideal de punto y", tal que

P2 p* y ord.ram y" = 0, entonces

alt(p’ N A) = alt

Demostracién.- Sea (al,..,a ,bl,..,b ) € k™ el punto cuyo ideal es p" , es
T n

decir, sea
o= (xl—al,..,xr—ar,yl-bl,..,yn—bn)B
y por tanto y = p" N A = (x -al,.‘,xr-ar)A el ideal del punto

(a,.,a) € k" . En consecuencia
r

alt p" = grir(B:k) - dim p" =r-0=r
alt p’ = grir(Atk) -dimp’ =r-0=r
luego
alt p’ =alt p" =71 0
Si suponemos
alt p = a )
entonces existird en el dominio B una cadena de primos:
Py Sp S .. SP SP, SSP  SP P
tales que
(3)

*
alt p. = i ; iFaatlur
1

de modo que notando
p. = pj N A= aatl _
1

se tendrd la cadena de primos del subanillo A:
Pigg &SSP SF=F

p*mA=pagp C.Cyp C ’ “

a+l

siendo, de acuerdo con (1),

alt p_ = alt p: =r &)
y ademds, por ser el dominio B extensién algebraica de A,
©

alt p. 2 alt pj =3 ; iTaatlrl

Bastard pues probar que para i=rr1,.a+1 , se verifica:

(7

alt p, =i = alt p, =+
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ya que, de esta implicacién, junto con (5), se deduce
alt P, =i Frel.atla

lo que, teniendo en cuenta (4) y (2), implica

altp' N A) =altp =a=aly
que es lo que se deseaba demostrar. Para probar la implicacién (7),
supondremos pues

alt p, =i (8)
Por ser ordram p" =0 vy pf C p* = p" , de acuerdo con 1.2.9, resulta ser

1 r

ord.ram p, = 0, lo que segin 1.4.2, implica

po, =, ©)
Por otra parte, de p:_lm A = P, resulta que P lB cC p:_l y, extendiendo

al anillo local 13: = B * , se tendrd

P € 9,0, (10
Ahora bien, pj_ 119: es un ideal primo de altura i1 (por serlo p:_l y estar
F:_, < F:)’ luego P:_lﬁ: L m: = p:ﬁ: , lo que junto con (10), implica

* *

pi‘lﬁi ¢ m (11)
y esta inclusién estricta va a permitirnos concluir que

alt p, =i (12)
En efecto, si fuera alt p, * o, entonces de (6) resultaria
alt p., > 1, pero de (4) y (8) se deduce que alt P, < alt p.= i
luego seria alt p, = i, Yy por tanto se tendria p < p, ¥ alt P =

=i =alt p, lo que implicarfa p_ = p,, luego pi_lﬁ: = piﬂz , lo que,

junto con (8) implicaria pi_l19: = mj , en contradiccién con (11) .Queda asf
probada la igualdad (12), lo que garantiza la validez de la implicacién (7),

que faltaba demostrar. =

Nota.- El resultado anterior sugiere que nos preguntemos si la igualdad de
alturas de los ideales p* y p* N A no serd consecuencia de cierta
dependencia entera, pues, aunque el anillo B no sea entero sobre A, podemos
preguntarnos, si la condicién de ser ord.ram p* = 0 , pudiera implicar que

ﬁ; = Bp* fuera entero sobre U = Ap , con lo que el lema anterior y el
0
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teorema 3.1.1 serfan consecuencia de un resultado bien conocido de
*
Cohen-Seidemberg. Como respuesta, veamos que 190 no es entero sobre ¥ en el

siguiente:

Contraejemplo.- Si A = C[xl,xz,x3] y B = Aly] con la condici6n
2 _
X,y -2x y+x, =0 1)

entonces B es dominio, por ser irreducible el polinomio x1Y2-2x2Y+x s
del DFU A[Y], segin es facil comprobar. Para el ideal de B

p* = (xl,xz—l,xs,y)B =P
se liene:
ord.ram }Jo =n - rango[Jng:; =1 - rango[ley_2x2]p; =0
luego, de acuerdo con 1.2.9, el anillo local de dimensién tres 9§ = Bp*
serd regular, siendo su ideal de no unidades
m = P*ﬁ* = (xl,x2-1,x3,y)ﬁ* = (xl,xz-l,xs)ﬁ*

donde la dltima igualdad sigue de (1), por ser 2x, elemento invertible de
¥ . Por tanto, {xl,xz-l,x3] es sistema regular de pardmetros de ¥ . Por

otra parte, es claro que
p=p NA=(x X -Lx)A @

*
siendo pues alt p = 3 = alt p* , Yy vamos a probar que ¥ no es entero sobre

9 = A}1 . En efecto, si O fuera entero sobre ¥ entonces, puesto que

* . . 4
y € ¥ , existirian ZZseZ | € U , tales que

s s-1
o +z =0
y +zs_1y + . +Zly 0

donde

€
z = ’d:" e ¥ = A]J ; ei,di e A ; dieE P o5 iE0l.sl 3)

luego notando

s-1

c =I1d ; ¢c. =zc ; jolsl )]
S . 0 1 J )} s
1=

resultaria

s-1

s
+.+cy+c =0
Csy + cs-ly 1y 0

donde CyC el €, € A . Por tanto, siendo Y una indeterminada sobre
s - 8
A , el polinomio de A[Y]
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p(Y) = chS + cs_]Ys'1 +.t+cY+c
perteneceria al niicleo del A-epimorfismo natural
f: A[Y] —— B ; f(Y) =y
pero, segiin sigue de (1), ker f es el ideal principal de A[Y] generado por
le2-2x2Y+x3 , luego existirfa un polinomio
qY) =qY" +.+qY+q € AlY] ; q #0
tal que
q(Y)(le2-2x2Y+x3) = p(Y)
y en consecuencia se tendria

qx =c (%)

r 1 5
Ahora bien, por ser p un ideal primo, de (3) y (4) se deduce que c [
mientras que (2) implica: qx€ p, porlo que la igualdad (5) supondria

contradiccion.

3.1.4 Corolario.- Supongamos k algebraicamente cerrado y sea p € Spec B .
Si p*  ram B , entonces alt (p* N A) = alt p*

Demostracién.- Si p 2 ram B , entonces g+ ramB 2 p , luego
dim (}1* + ram B) < dim p* , lo que implica la existencia de
p:; € Spec Max B, tal que p* c p; y ramlB 4 p:) , lo cual, segin 2.1.5,
implica: ord ram p; =0, siendo el maximal p; ideal de punto (por ser k

algebraicamente cerrado), por lo que basta aplicar ahora el lema 3.1.3 . =

3.1.5 Teorema.- Sean p: s p: € Spec B, tales que

2

p:Cp; A p:hA=p N A

* * *
Si existe en B un ideal de punto P, 2 F, tal que ord ram p = 0 , entonces

p,= 7,

* * *
Demostracién.- Puesto que el ideal de punto P, 2P, 25 de acuerdo con

el lema 3.1.3, se tiene:

at (o) " A)=alty, ; alt(y, N A)=alty
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lo que teniendo en cuenta que p’; NA= p; N A , implica
alt pj = alt p;

erop Cp , lu y * n dos primos de la misma altura, uno
p P& P, luego p .y p, so p ’

contenido en el otro, y por tanto iguales. L

Nota.- En el resultado anterior es esencial la condicion de ser
ord.ram p = 0 , prescindiendo de la cual no puede asegurarse que haya de

*

ser pl = p, » seglin muestra el siguiente:

Contraejemplo.- Siendo A = k[xl,xz] y B = Aly] ; X y-X, = 0. conside-
remos los ideales primos de B:
po= (x)B ;5 p = (x,X,Y)B
para los cuales se verifica
p:gp; ; p:mA:p;mA=(xl,x2)A=p

Ahora bien, ram B = (x ,x )B , luego p 2 p, 2 ramB , lo que, segiin
2.1.5, implica: ord.ram p: > 0 vy, por tanto, no existe un ideal de punto
Fo p2 tal que ord.ram p; = 0 (ya que ello implicaria ord.ram p; =0,
de acuerdo con 1.2.9). Por otra parte, se tiene:

alt p’; = gr.ir.(B:k) - dim(B/p‘I) =2-dimk[Y]=2-1=1

alt p, = gr.ir.(B:k) - dim(B/p2) =2-0=2

%

. * . e .
y en consecuencia p S p, . En resumen, no se verifica la tesis de 3.1.5,
ni de 3.1.3 .

3.1.6 Corolario.- Supongamos k algebraicamente cerrado 'y Ssean
p* peSpecB tales que pIszyplmA pzr\A Slpz’ramB
entonces p = Fz

MO_SILQQAQ_Q Si p # ram B, entonces P, +ram B2 p2 , luego, por ser primo
p , dim (p +ram B) < d1m p , lo que, por ser k algebraicamente cerrado
implica la ex1stenc1a de un punto perteneciente a la subvariedad de p2 y
no a la de P, +ram B . Por tanto, para el ideal po , de dicho punto, se

verificard: p c po y ramB ¢ p , lo cual, segin 2.1.5, implica:
ord ram p = 0 , bastando aphcar ahora el teorema anterior (De otro modo,

también sigue ficilmente del corolario 3.1.4). u
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3.2 Teorema del ascenso para extensiones
multisimples

En el teorema del ascenso (o "going-up” theorem), cuyo enunciado
recordamos:
<<SeaAsubanilloa’eB,p:e SpecB,pl=p:hA y ¥,€ Spec A.Si B

. * . * *
es entero sobre A , entonces existe §, € Spec B , tal que pcp, Y

p;ﬁA=p2>>

es esencial la condicién de dependencia entera de B sobre A . Pero, siendo A
el anillo de polinomios y B la k-dlgebra finita que venimos considerando,
dicha condicién puede ser sustituida por la existencia de un ideal de punto

p;e Spec B, tal que p;;p:,pggpz y ord.ram 1’;'_'0'

3.2.1 Lema.- Sean p un primo interseccion completa del subanillo A, p, un

ideal de punto de B , tal que p C p; , ﬁ; = BP* el anillo de fracciones de B
0 .
respecto de p:) y pﬁ; el ideal extendido de p al anillo local 130 . Si

*
— *
ord.ram p = 0 (*)

. . * * . d
entonces para todo primo asociado, P , de pﬁo se verifican las dos
condiciones:

*
altP*=altp ; PNA=p

. . * . 7. .
es decir, el ideal pd , € no mezclado, puro o equidimensional (y en
consecuencia no posee sumergidos) y sus primos aislados yacen sobre p .

*
» * 3 3 . A4
Ademds pﬁo es radical (es decir, p no se ramifica en la extension Ac—10 0).

*
Demostracién.- Siendo P’ un primo aislado (o minimal) arbjtrario de pﬁo , S€

tiene: p C ptS; c P, luego pC P° N A y notando

PNnB=y (1)
resulta
PAA=P  ABNnA=FP "nB)nA=p3 NA )
luego
pCy OA 3
y por tanto
alt p < alt (p* N A) 4
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Como P* estd contenido en el ideal de no-unidades m; , del anillo local
ﬂ; , se tiene
p=PnBcm nB=jp
por lo que la condicién (*) implica (segiin 3.1.3):
alt (f N A) = alt y €))

y, teniendo en cuenta propiedades bien conocidas de la localizacion

Bf————n‘}; = BF* , de (1) resulta: alt p* =alt P’ luego, recordando (4) y (5),
0

se tiene: alt P* > alt p = a, lo que, por ser P’ primo minimal del ideal
pﬁ; , implica:
alt pﬁ; >a (6)
Por otra parte, el teorema 3.1.1 garantiza la existencia de p" € Spec B ,
tal que p" C p; y
IJu N A — p (7)
verificdndose en consecuencia pB C p" y por tanto 1/;3;3— c p" luego, por ser

\/FE la interseccién de los primos aislados (o0 minimales) de pB , p"
contendrd a alguno de ellos, es decir, existird un primo aislado, P, o> de
pB , tal que
poC " ®)
y en consecuencia, recordando (7), se tiene:
png:;p" = pngﬁAgp:ﬁAgp"ﬁA=p

luego F: NA=j3"NnA=y, loque, junto con (8), de acuerdo con 3.1.5,
implica: p: = y" . Por tanto, p: es un primo aislado de pB , que yace sobre
p y estd contenido en p:) , lo que, por verificarse (*), de aicuerd(z c:on
3.1.3, implica: alt p: = alt p = a , luego, para el ideal P1 = .}11190 ,
extendido de p: en 19:; , también serd

alt P: =altp=a 9)

* . . * * .
siendo obviamente P, un primo aislado de (yB)8 0 = po , + En consecuencia

alt pﬁ; < a, lo que junto con (6) implica
alt pﬁ; = a (10)

Asi pues, si z,.-,Z SO los elementos del anillo A que generan p , estos
a

. *
elementos también generardn a su extendido en 130
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pﬁ; = (z ,..,za)ﬁ:) (11)

1
Pero 19; es un anillo local de Cohen-Macaulay (ya que es regular), por lo que
(10) y (11) implican que el ideal pﬁ; es no mezclado (o equidimensional),
es decir, que todos sus primos asociados sean de la misma altura (y en
consecuencia no posee sumergidos), siendo tal altura la de p , segln sigue
de (10). En consecuencia para el primo aislado arbitrario, P’ , de pﬁ; ,
considerado al comienzo de la demostracidn, serd alt P = alt p » luego su
contraido en B, el ideal (1), serd de la misma altura, y por tanto, también

habrd de ser
alt p = alt p (12)

de donde resulta P° N A = p , ya que si fuera PNAz# p, de (2)
resultaria ;J* N A # p, lo que, junto con (3), implicaria p < ‘p* N A 'y por
tanto seria: alt p < alt (p* N A) , lo que recordando (5) implicaria
alt p < alt p* , en contradiccién con (12).

Finalmente, vamos a probar que pﬁz; es radical. Puesto que pﬁ; no posee
primos sumergidos, este ideal admite una descomposicién primaria

irredundante dnica. En consecuencia, siendo Q’k un componente primario de
Fﬁ; y P'= \/QT , y notando a sus respectivos contraidos en el anillo B :
§=QNnB , §y=PNB
de acuerdo con lo probado anteriormente, serd
p* NA=yp (13)

pero P’ estd contenido en el ideal de no unidades del anillo local 6; R
luego p*g p; , por lo que de (*) se deduce, segin 1.4.6, que p no es de
ramificacién local, es decir, que el extendido del ideal (13) en el anillo

Jocal ¢ = Bp* es su ideal de no-unidades:
pﬁ* = F*ﬁ* (14)
Ahora bien, por transitividad de la localizacién, el anillo de fracciones de

ﬁ; respecto de P’ es isomorfo a ¥, lo que asegura la conmutatividad del

diagrama
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=

o,
an
B 0
de la que, junto con (14), resulta:
Q=0 N =p0 N =pd =P
luego Q es primo. Como ello es cierto para cada componente primario, Q ,

del ideal ;n‘); , este dltimo ideal serd primo o interseccion de primos, y por
tanto radical. -

3.2.2 Definicién.- Diremos que la extension A <— B = A[yl,..,yn] es multi-
simple, si las condiciones de definicion de B, indicadas en 1.0, pueden

expresarse en la forma:
fs(xl,...,xr,yl,...,ys) =0 ; s=l..n

es decir, si m = n y en cada { pueden aparecer y Y, 5 pero no las
s
restantes y._ (para >s).
i

3.2.3 Teorema.- Supongamos A<—B una extension multisimple y sea p un primo
interseccion completa del anillo A p un ideal de punto del dominio B ,

tal que p C pO 'G = Bp* el anillo de fracciones de B respecto de p y
0
pO, el ideal extendido de p al anillo local 130 . Si ord.ram po =0,

. * .
enentonces el extendido pﬁo es primo.

Demostracién.- Siendo f : k[X,Y] —B el epimorfismo definido en 1.0,

podemos suponer que el ideal ker f es generado por los elementos
fs = fs(Xl’""Xr’Y1""’Ys) ; 5=Le.n @)

El ideal contraido P* = f 1(p*) serdi maximal por serlo p; y ser f
eplmorﬁsmo Desxgnemos por @ al anillo de fracciones de k[X,Y] respecto de
P y por M al ideal de no- umdades de G) . Puesto que

ker f C P0 (2)

la permutabilidad de paso a anillo cociente y a anillo de fracciones,
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garantiza la existencia de un isomorfismo:

© /(ker O =~ Bp:; = 3)

que asegura la conmutatividad del diagrama

A=kX] > k[X,Y] —F— B

N I
* W *
G)O e L 0
donde
- H *
VHek[X,Y] , A(H)=—7 € ©;
- F y
VF e B,?»(F)-—re ﬁo
y V es el producto del epimorfismo natural
@0——> @0/(ker f)(~)0

con el isomorfismo (3). En consecuencia, los elementos (1) también generan
el ideal ker y , es decir,

*
= : 4
ker W = (£ ,...0 )O, )
Si alt p = a , por ser interseccion completa este primo, existirin

Z 52, € A , que lo generan, es decir, tales que

p= (zl,...,za)A
y que también generardn al extendido de este ideal al anillo local 19; :

* ’ *
pﬁo = (zl,..,zﬂ)ﬁ0
luego el contraido de este ultimo ideal en \ serd, teniendo en cuenta (4),

el ideal
(5

Ahora bien, segiin el lema 3.2.1, el ideal pt‘); ha de ser radical, y por tanto

primo o interseccion de primos, luego su contraido en el epimorfismo Y , es

= y'(p9) = (2,,..2)0) + ker Y = (2,21, )6,

decir el ideal (5), también serd primo o interseccién de primos. En
consecuencia, para probar que I es primo, bastard probar que 1 no es
interseccién de dos o mds primos (donde ninguno de ellos es superfluo).
Supongamos pues que I admite una descomposicién primaria irredundante de la
forma

I=P:mP;m... ; P:e Spec @; (6

96



*
y probemos que ello conduce a contradiccién con la condicién ord.ram p =0,

que hemos supuesto.
Para ello, comenzaremos probando que tales primos P: son de la forma
? = X 7

P, {zl,..,za,H“(X,Yl),Hn(X,Yl,Yz),..,Hm(X,Yl,--,Yn)] e, @)

En efecto, consideremos los anillos de polinomios
A =k[X,.. X, Y,..,.Y] ; s=0l.n
s 1 r 1 §
y los monomorfismos de inclusién
As-lc———.) As ;5 s=l,..n (8)

que permiten factorizar el monomorfismo

A = k[X]— Kk[X,Y] 9
en la forma

A=A —— A s . A ——A — ..~ A =kIXY]
.

y nolemos e y e_a las respectivas extensiones de ideales inducidas por los
monomorfismos (9) y (8), para s=1,..n . El ideal del anillo Al

]
1
= = + (f))A
a (zl,...,za,fl)A1 p ( 1) )
podrd expresarse como intersecciéon de primarios de la forma

g, = [Zl""’za’Hi (X’Yl)]Al
1 1
siendo pues

~

El ideal del anillo A2

[

[
2 _ ’ 2
a, = (z,2 0 f)A =ua” + (DA, = [quil] + (F)A,

por ser (8) monomorfismos, podrd expresarse en la forma

212 = {n q'il2 ] + (fz)A2

y, por ser f2 el dnico generador en que aparece Y2 , serd

[

* * , 2 _
K2 = Qlail H ail = qil + (f2)A2 - (Zl,",Za’Hil(X’Yl),fZ)Az

*
segin es inmediato verificar, pudiendo ser expresado cada a,  como
1

interseccién de primarios de la forma
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12

siendo pues

El ideal del anillo A3 :

a = (z,.
3 ( 1’ ’Za’fl’f2’f3

3
A, = + (FA,

2 n q;  t (fa)Aa

12
podrd, de modo andlogo, ser expresado como interseccién de primarios de la
forma

. = [zl,..,za,Hil(X,Yl),Hiz(X,Yl,Y2),Hi3(X,Y1,Y2,Y3)]A2

12°3
y, reiterando el proceso, se llegard a expresar el ideal del anillo An :
a = (zl,..,za,fl,..,fn)An
como interseccién de primarios de la forma

[Zl,--,Za,Hil(X,Yl),..,HiS(X,Yl,.,Ys),..,Hi (XY Y )] A,

n

luego el ideal extendido de a al anillo local @:)
an(-)o = (Zl,..,Za,fl,..,fn)@()
serd interseccién de primarios de la forma

[zl,..,za,Hi (XY ). H, (X,Yl,..,Yn)] o (10)
1 n

luego los componentes primarios del ideal an®; seran de la forma (10), lo
que por ser el ideal (10) el mismo ideal (5) permite asegurar que los
ideales P’ sean de la forma (7). Por ser (6) descomposicion primaria
irredundant;:,

P: ¢ P: S
. del ideal P| ,

pertenecersn a los restantes P (1), luego, salvo permutacién de
1

y, por tanto, no todos los generadores H”,..,H

subindices, puede suponerse que se verifican:

H“,...,Hlj_le Pi S| (1D

Hlj 3 P2 (12)

Ahora bien, de (5) y (6) se deduce que fj € P: , lo que teniendo en cuenta

que fj € k[X,Yl,..,YJ_] , implica
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a j
f =Ywz + X vH (13)

(donde W,V € @;), luego

V,H_=fj— sz-Zle (14

i=1 i=1
pero de (5) y (6) también se deduce que
a *
f - Ywz e P
j i=1 ii 2
y de (11) se deduce que

i-1 *
ElviH“ € P
luego de (14) resulta que

ijlj € P2
lo que, por ser P; primo y teniendo en cuenta (12), implica que v, € Py

por tanto

V. = sz+Zv

J i=1i i=

(donde w; , v; € 9*), luego (13) puede expresarse en la forma
1

vH, +2v . as)

=§]wz+2

i=1 i=1 i=

(donde w'i'e @;). Ahora bien, de (7) y (11) se deduce

H,H ePnAPn. =1
11 1j-1 1 2

lo que, teniendo en cuenta que estos j-1 elementos pertenecen a
k[X’Yl’"’Yj-I] implicard

*

H ,..H € (Z oz f ,.nf o

1’ 15-1 1 a1 j-1

)©

con lo que (15) podrd escribirse en la forma

fj= sz+2uf+ZvH

i=1 i=

(donde w: , U, € @;). Ahora derivando respecto de Ys , resulta

af a awf j-1 du j-1 af 8 ,

EY‘J':Za +Z—"Y—f+ZU——Y— TLZVHH] (16)
i=1

5 s

ya que, por ser z ,...z € k[X] , se tiene
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az,

m = O y i=l..a

. * * g e \

Ahora bien, como los elementos w, € @0 pueden escribirse en la forma
1

n, .
wi=a—f ; ni,diek[X,Y] , dieEPo

1
luego

aw an ad,]

Y = [diW;_HiW;

s

) *
d° e @0

1

y andlogamente, se tiene

du .
'EY; € 0®
Por otra parte,
HePcM ;: HePcM
1j i 2i 2
luego
n 2
i§1viH2iH1 e M,
y por tanto
o (svHH]eM
EYS R R 0
Ademads
z € Ic;M; ; Elea
f el c M* 5 s=1,..,0
. s 0
Por todo ello, (16) podrd escribirse en la forma
af. j-1 8f
#=Bjs+ Zui—a—Yl T s=ln an
s i=1 s
donde
Bjs €M ; sl.n (18)
Por tanto, el determinante jacobiano
a(f . f)
A = det .
a(Y P Y ni

podrd descomponerse en la forma
j-1
A=A+ X uA
B (=1 ii

donde AB es un determinante cuya fila j-ésima es (le,...,Bjn) , lo que
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teniendo en cuenta (18), implica

AB € Mo
y los determinantes
6(f1,...,fj _l.fi, fj+l""’fn) o
Ai = det 6(Yl,...,Yn) D il

son nulos, por tener dos filas iguales (la i-ésima y la j-ésima). Por tanto
A= AB € M0
lo que teniendo en cuenta que A € Kk[X,Y], implica
Ae M nkXY]=P
luego, pasando a imédgenes en el epimorfismo f , resulta

8(f uenrf ) o

1 n

lo que implica

Yy en consecuencia
ord.ram p; = n - rango [Jy] ,>0
Fo
en contradiccién con la hipétesis de anulacién de dicho orden de

ramificacion.

Por tanto, el ideal (5) es primo, luego (por contener a ker y) también lo

*
serd su imagen en el epimorfismo y , es decir, el ideal pﬁo . "

Nota.- Si en el teorema anterior se prescinde de la condicién
. * -
ord.ram p:; = 0, entonces el ideal extendido ;nf}o ya no es necesariamente
primo, pudiendo ser interseccién de primos o incluso no radical, segin
muestra el siguiente:
2 e g 2 —
Ejemplo.- Siendo A = k[xl,xz] ,B = k[xl,x2,y] con la condicion y X, = 0y
* -
P, = (x:X,y)B , se tiene:
ord.ram p; = n - rango [Jy] , = 1 - rango [2y] ,=1
Po Po

pero el anillo local bidimensional 1‘}; = B]a»= es regular, ya que su ideal de
0
no unidades, m; , puede ser generado por sélo dos elementos:
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m:; = p;ﬁ; = (xl’x2’y)ﬁ; = (xl,y)ﬁ; = (xl-y,xl+y)ﬂo

Para el primo y = (xf-xz)A , Se tiene
*_ o2 *_ 2 2 a8t = (2B
Pﬁo - (xl'xz)ﬁo - (xl-xz,y xz)ﬁo (xl y )ﬁo
siendo fécil verificar que
po =P NP Pl=(x-yd P = (x +y)%,
donde P: y P; son primos, por ser generados por un subconjunto del sistema
regular de pardmetros [xl-y,x1+y} de 19; . En cambio, para el primo

y o= (xl)A , el ideal extendido p’ﬁ; = (xl)ﬁ; es primo, por ser (xl}
subconjunto del sistema regular de pardmetros (x l,yl de 9 - Finalmente,

para el primo p" = (x2)A , su extendido en 19; serd
* * * 2 *
P, = ()Y = (x,,y°x )0, = ()0
pero P; = (y)ﬂ; es primo, por ser (x,y} sistema regular de pardmetros de

1?}0 , siendo
2 * £ 3
}1"190=P¢P s pﬁ0=P

luego p"ﬁ; no es radical.

3.2.4 Teorema (del ascenso).- Supongamos A B extension multisimple. Sean
p, un primo interseccion completa de A , p: € Spec B, tal que p N A=y
Y p, € Spec A, ral que p, € §, - Si existe en el anillo B un ideal de punto

* * * * * .
= 0 , entonces existe
o > tal que PLEF, P, E P, Y ord.ram Py

p; € Spec B, tal que p: = p; y p; N A = p (ademads P; c P;)-

Demostracién.- De p: N A=y se deduce que p B C p: , luego extendiendo al

anillo local ﬁ; = Bp* , se tiene
0
P = ¢, B, < 5,9,
y en consecuencia

pd NBcypd NB (1)
pero P: < P:) implica p:ﬁ; N B = p: , por lo que (1) puede escribirse:
plﬂ; NBc p’: ()
y por tanto
(plﬁgnB)mAgp:mA=pl 3)

102



pero
p Py nA=pd NnBNA=ES NBNA
lo que, junto con (3), implica
(plﬁ;ﬁB)mA=p:hA C))

Ahora bien, segiin 3.2.3, plt‘}; es primo, luego su contraido plﬁ; N B también
serd primo, por lo que, de acuerdo con 3.1.5, de (2) y (4) se deduce
plﬁ; NB= p: &)

Por otra parte, segiin 3.1.1, existe p: € Spec B , tal que p; c p; y
p; N A= p, . pero esta dltima igualdad implica pZB c ]J; y, en
consecuencia, se tiene:

psyp, = plﬁo C Fzﬂo = (sz)ﬁ0 c pzﬁo
luego, pasando a contraidos en el subanillo B ,

po NBcypd NB=gp - (®
donde la dltima igualdad sigue de la inclusién p; c p; . Ahora de (5) y (6)
resulta ya la inclusién p: c p: . Ademds p # p, , ya que, si fueran
iguales, se tendria p: N A= p; N A , es decir, P, = p, » en contradiccién
con la hipétesis de que p < p "

5 "

3.2.5 Corolario.- Supongamos A<-B extension multisimple. Sea
P, $ ¥, § - S p una cadena de primos de A , tales czue P Py Py
sean interseccién completa, y p: € Spec B , tal que* P, C\ A= P, : Si
existe en el anillo B un ideal de punto, p; , tal que = 5, C ) y
ord.ram p; = 0 , entonces existe en B una cadena de primos P, < .. P,

tal que pjgp; y p:r\A=pi o iE28

Demostracién.- Basta aplicar reiteradamente el teorema anterior, para

obtener cada p: a partir de p:_l L E2s n

3.2.6 Ejemplo.- Sean A = k[xl’xz’xa] y B= A[yl,yz,ys] con las condiciones:
yf-xl-l =0 , y;-x2-8 =0 , y:—x3-9 =0 (1)

y consideremos los ideales primos del anillo de polinomios A:

p= (xl)A , p= (xl,xz)A
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y el ideal de B
p, = (x,y-DB @

Sea p:) el ideal de punto del anillo B
p; = (xl,x2,x3,y1-1,y2-2,y3-3)B

y consideremos el anillo local 19; = B_* de dimensidn:
0

dim 9 = alt p§ = alt p, = grr.(B:k) - dimp =3 -0=3
cuyo ideal maximal es
My = poﬁo = (xl,x2,x3,y1-1,y2-2,y3—3)1‘}0 = (Xl’xz’xs)ﬁo

donde la dltima igualdad es consecuencia de las siguientes relaciones, que
siguen de (1):

! y, R 2 yz+2y2+4 Y3
Puesto que m; admite una base de tres elementos, el anillo local

. qe . * , . .
tridimensional 130 serd regular, siendo [xl,x ,xa} un sistema regular de

2
- . * . b rd
parametros. En consecuencia, el ideal (Xi)ﬁo es primo, luego también lo serd

su contraido en B , el ideal (2), que obviamente yace sobre P, -

Puesto que p; D p, ¥ ademds

*

Po

« e » * . .« .
de acuerdo con el teorema 3.2.4, existird P, - verificando las condiciones

ord.ram p; =n- rango[Jy] =3-3=0

indicadas en él. Y, efectivamente, por ser {xl,xz} subconjunto del sistema
* .

regular de pardmetros [xl,x2,x3) , el ideal (x],xz)ﬁo serd primo, luego

también lo serd su contraido en B:

p; = (xl,xz)ﬁg N B = (x,x,y,-1y,2)B

que, obviamente, verifica las condiciones indicadas en el teorema del

ascenso:

* *

psp, 5 pNA=Yp,
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3.3 Teorema del descenso

El teorema del descenso (o “going-down” theorem) es un resultado bien

conocido, cuyo enunciado recordamos a continuacién:

<< Sean B un dominio, A un subanillo de B , p: € Spec B, P, = }J: NA Yy
p, € Spec A, ral que F, C B Si A es integramente cerr*ado y* B
entero sobre A , entonces existe p; € Spec B, tal que p,CP Y
p, VA =p >>

En este teorema, debido inicialmente a Krull y‘ refinado por Cohen y
Seidemberg es esencial la condicién de ser B entero sobre A, segin se
muestra en [C-S]. No obstante, siendo A el anillo de polinomios y B la
k-dlgebra finita que venimos considerando a lo largo de este trabajo,
veremos que la condicién de ser B entero sobre A puede ser sustituida por la
existencia de un ideal de punto p; € Spec B , tal que p; 2 P: y

*
ord.ram Po = 0.

3.3.1 Lema.- Sea p* e Spec B y supongamos que existe en B un ideal de punto
p; D p* , tal que ord.ram p; =0.Si p* N A=y, entonces p es primo
aislado del ideal extendido pB.

Demostracién.- Supongamos p* NA=p y portanto yB C p* , luego también

\/pg c p* . Puesto que \/p_l; es igual 4 la interseccién de los primos
aislados de pB , el primo p* contendrd a algin primo aislado, p , de yB ,
luego

pBcy cyp (1)
Yy, en consecuencia, puesto que § C pB N A, se tiene
pngmAgp**mAgp*hA=p

lo que implica
p**hA=p*mA=p (2)

Si, de acuerdo con nuestra hipdtesis, existe un ideal de punto p; oy ,tal
que ord.ram p; = 0, entonces de (1) y (2) se deduce, segin 3.1.5, que ha de

*

ser p* = p* . Asi pues p* serd un primo aislado de pB . s
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3.3.2 Lema.- Sea p* € Spec B y supongamos que existe en B un ideal de punto
p; Dy, tal que ord.ram p; = 0. Sea p un primo de altura a del anillo A'y
supongamos que p admite una base de a elementos (es decir, que p es
interseccion completa). Si p* es primo aislado del ideal extendido yB,
entonces p* NA=yp.

Demostracién.- Supongamos alt p = a y sea {z,...z } una base del ideal p ,
es decir, sea

p= (21"”Za)A
lo que implica que dicha base también genere al ideal extendido B , es
decir,

pB = (zl,..,za)B

Si p* es un primo aislado de pB, entonces, de acuerdo con el teorema del

ideal principal generalizado (o teorema de la altura de Krull), habrd de ser

alt g <a=altp ()
Yy, por otra parte, pB C p* , luego
Fcyp NA @)
y por tanto
alt p < alt (57 N A) (€)

* *
pero hemos supuesto la existencia de un ideal de punto P, 2% tal que

ord.ram p; = 0, luego, segun 3.1.5, se tiene
alt (p N A) = alt
lo que, junto con (1) y (3), implica:
alt p = alt (5 N A)
luego de (2) resulta: p* NA=yp. .

3.3.3 Corolario.- Sean p* € Spec B, p € Spec A, alt p = a y supongamos
que el ideal p admite una base de a elementos (es decir, que p es
interseccion completa). Si existe en B un ideal de punto Fo 2 P tal que

* . 1
ord.ram p, = 0, entonces son equivalentes:
. *
)p NA=yp

ii) p* es ideal primo aislado del ideal extendido pB
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Demostracién.- Sigue de los lemas precedentes. L)

3.3.4 Teorema (del descenso).- Sean p ,p, € Spec A,p 2p,Y p* € Spec B,
tal que p* N A= P, . Si existe en B un ideal de punto Fo p , tal que

ord.ram p =0 y p, es interseccion completa (es dec:r admite una base de

a elementos, siendo a = alt p) entonces existe p € Spec B, tal que
* * *
P, P, Y pzﬁA=p2.

. *
Demostracién.- Puesto que p* N A= p, » se tiene: p C P Y, por otra

parte, p, € p , luego p < pl , ¥ en consecuencia p B p* , lo que por

ser p primo, implica vp B ¢ \/p_l p pero vp,Besla interseccién de los
primos alslados de 7, B, luego el primo p contlene a alguno de los primos

aislados, p » de pB . Por tanto, existe p € Spec B, tal que

P C P, 0
s1endo p primo aislado de p,B , lo que, segun el lema 3. 32, implica:

p NA=p. Recordando (1), falta ya sélo probar que pl # p2 lo que es

cierto , ya que si fuera pl = p2 , entonces se tendria
* *
BE=ROASE OASy

en contradiccién con la hipétesis de que PSP -

3.3.5 Corolario.- Supongamos el cuerpo base, k , algebraicamente cerrado y

sean p.p, € Spec A, p 2§, ¥ p: € Spec B, ral que p: NA=p .S8i
ord.ram p: =0 yp , €8 interseccion completa , entonces existe p; € Spec B,

tal que p:sp: y p;nAzpz.

* . *
Demostracién.- Si ord.ram p, = 0 , entonces, segin 2.1.5, ramlB L
* . . . *\.
luego p, ot ramlB # p: , lo que implica (por ser primo pl).

dim (p: + ramlB) < dim p: , luego, por ser k algebraicamente cerrado,
*

existird un punto perteneciente a la subvariedad de p ~y no a la de

* . * . * *

p, + ramlB . Por tanto, para el ideal , Py » de dicho punto, serd P2 7F, -

pero, p; ? ramlB , lo que, segin 2.1.5, implica ord.ram p; =0 .Y ahora

sigue ya del tecrema anterior. =
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3.3.6 Corolario.- Sea p 2y, 2 ... 2 p_una cadena de primos de A , tal que
s
*
Pyoeep, Sean interseccion completa y p: € Spec B, ral que p M A=p .
. . . * *
Si en B existe un ideal de punto p:; 2 p, con ord.ram P, = 0 , entonces

*

. . * * *
existe en B una cadena de primos: p, 2 .. 2 P, tal que p 29, Y

*
p. O A= P. 5 s .

Demostracién.- Basta aplicar reiteradamente el teorema 3.2.4, para obtener

* . *
cada p. a partir de p. ;2.8 m
i

3.3.7 Ejemplo.- Sean A = k[x1 , le y B = Aly]l , con la condicién
(Xf+x§)y2-1 = 0 y consideremos los ideales primos‘ de A:

2.2
p, = (xl,x2-1)A T (xl+x2-l)A
tales que p 2 p, » ¥ el ideal primo de B :
p, = (x,.x,-Ly-1B
que yace sobre P, - Comprobemos que se verifican las condiciones de la

hipétesis del teorema 3.3.4 . Notemos que p: es ya ideal de punto, siendo

ord.ram p: =n - rango[Jy] F* =1-1=0
1

y, por otra parte, segiin el teorema del ideal principal, alt p, = 1. Por
tanto, debe existir p; € Spec B , verificando las condiciones indicadas en
3.34 . En efecto, puesto que p: ha de yacer sobre p, , debe ser primo

aislado de p B (segun 3.3.1), pero p B es el ideal:
p,B = (+x2-1)B = (xf+x§-1,(xf+x§)y2-1)8 = (xf+x§-1,y2-1)B
que admite la descomposicién primaria irredundante
p,B = p; N p;* ; p; = (x?+x§-l,y-1)B ; p;* = (xf+x§-1,y+1)B

siendo p; y p;* ideales primos de B, segln resulta inmediatamente de

considerar los respectivos A-epimorf{ismos:
h1: B— A ; hl(y) =1
h2: B—> A h2(y) =-1
en los cuales
* 1 * % -1
Fr = hl (Pz) I U hz (pz)

. * . .
Es claro que se verifican: p, < p: y p; NA=p,. Andlogamente, si en vez

108



de p: se hubiera tomado

P, = (xl,xz-l,y+1)B

* . . *%
entonces, en vez de P, habriamos de considerar p .
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3.4 Teorema del ascenso con condicién jacobiana

En el apartado 3.2 se ha llegado a demostrar el teorema del ascenso en
caso de extensiones multisimples, sustituyendo la condicién de dependencia
entera, por la existencia de un ideal de punto de orden de ramificacién
nulo, que contenga a los primos p: y p, » considerados en dicho teorema. Se
trata aqui de dar otro teorema del ascenso, vidlido para extensiones
cualesquiera, sustituyendo ahora la condicién de extensién multisimple por

una condicién jacobiana muy cémoda de comprobar. .

3.4.1 Lema.- Sean p:) un ideal de punto de B , P, = p; NA, 60 el anillo de
fracciones AF0 . p, un primo de A , tal que p S p ¥y p O su extendido
en el anillo local 190 . Si se verifican las dos condiciones:

a) ord.ram P, = 0

b) el anillo cociente O fp O es local regular

* 3 rd -

entonces existe p: € Spec B, ral que p: < p;, y B N A= P, siendo tinico
. %*

tal p’: y de la misma altura que p . Ademds el ideal extendido p O es

primo de altura la de P, -

Demostracién.- Designemos por » a la altura de p, es decir sea
alt p, = a M
Puesto que la dimensi6én del anillo local 60 es
dim 9 = alt p & = alt p = grir.(Ak) - dimp =r-0=r
y la altura del extendido en 1?}0 del primo p C p, es
alt pd =altp =a

el anillo cociente ﬁolplﬂo , que es local (por serlo ﬁo y estart g < g, Y
en consecuencia plﬁo c poﬁo), serd de dimension:

dim (ﬁo/plﬁo) = dim 130 - alt pO,=1-a

pero este anillo local, de acuerdo con la condicion b) de la hipétesis, es
regular, lo que, segin es sabido, implica la existencia de un sistema

regular de pardmetros de 130 :

(G,..G,G ,.,G}
1 a T

a+l
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tal que el ideal plﬁo sea generado por a de esos pardmetros
plﬁo = (Gl,...,Ga)ﬁ0

Ahora bien, tales pardmetros, por pertenecer a ¥ = A, pueden ser escritos
0

en la forma

gi ¢ 4 - .
G, "—'—g;‘ ; gl’gl (= A ’ gl G FO ’ 1=1....,l'

1

luego, por ser los elementos g’ unidades de 190 , serd
1

p,0, = (8,-8,)9, 2

{gl""’ga’gaﬂ’m’g } (3)

r
sistema regular de pardmetros de 190 , lo que, pasando a clases residuales
. 2, . .
médulo siend = , implica que
mo( om poﬁo) implica q
2 2 2 2
yeem2 + 4
[g1+mo' ,ga+m0,ga+l+m0 gr mo} 4

sea base del k-espacio vectorial mo/mg . Por otra parte, de la

conmutatividad del diagrama

A > B

&)

ﬂO:A

— 59 =B~
Fo O o

resulta la igualdad de ideales:
(B, = (1,98, = 7,9,
lo que, junto con (2), implica
(¢ B, = (g,,-8)0, (6)

Por otra parte, la condicién a) del enunciado implica (segin 1.2.9) que el

anillo local 19; = BP* sea regular y, ademds, también implica (segin 1.3.3)
0 .
que la aplicacién lineal T sea inyectiva, por lo que los vectores imdgenes

* *

2 *
de (4) en 7, es decir, los vectores de m /m ~(donde m = p,0,):

2 2 2 2
) ’ + g+m* }
(gl+m0 ennB, HG S8 T e BT
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son linealmente independientes y, en consecuencia, (3) es también sistema
regular de pardmetros de 19; , lo cual, como es sabido, implica que el ideal
(6), del anillo local regular 19; , sea primo de altura a . Por tanto, su

contraido en el anillo B, que notaremos p: , es decir,

p. = (p B, N B Y
serd también primo de altura a , es decir,

p:e Spec B , alt p’:=a | 8
luego, para su contraido p; = p: M A, de acuerdo con 3.1.3, se tendrd

p; € Spec A , alt p; = alt p: =a ()]
Ahora bien, de (7) se deduce:
pc@EBO NBNA=p nA=y

luego p < p’ y esta inclusién, junto con (1) y (9), implica Fi=p Y
en consecuencia, p: N A =y . Ademds, ha de ser p: # P, yaque

plﬁA=p1¢p0=pomA
Queda asi probada la existencia de ;a: , faltando atin probar su unicidad.
Para ello, consideremos un ideal p* € Spec B, tal que
pcp, A pnA=p  (10)
y vamos a probar que estas condiciones implican p* = p: . En efecto,
p* NA= p, implica p B p* , luego (plB)ﬂ; c p*ﬁ; , de donde, teniendo

en cuenta (7), resulta
p=@EBY NnBcypd nB=y (D
donde la ultima igualdad sigue de la inclusién p*g p:; . Ademds, de (10), de

acuerdo con 3.1.3 , resulta: alt p* = alt P, lo que junto con (1)
implica: alt p* = a . Finalmente, de (8), (10) y (11), resulta

p, G p* , alt p* = alt p:

- . 3 * *
lo que obviamente implica: p = P, -

Nota.- Designando por A al anillo cociente Afp, 'y por ;x a la imagen de p,

“en el epimorfismo natural A —— A = Alp, >y teniendo en cuenta que
p, © p, » la conmutatividad de paso al anillo cociente y al anillo de

fracciones, garantiza el isomorfismo
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Oofp 0 = Ay

el cual permite dar una versién geométrica muy sencilla de la condicién b)
del enunciado de 3.4.1: que el punto del cual P, €8 ideal sea punto simple

de la subvariedad que define el primo p . =

La condicién b) del lema anterior es , a veces, incémoda de verificar, por
lo que puede ser sustituida por la condicién b’) del siguiente corolario,

mds fdcil de comprobar que aquella.

3.4.2 Corolario.- Sean p; un ideal de punto del anillo B , p = p:) NA y

B, € Spec A , tal que PSP, - Si se verifican las dos condiciones:
a) ord.ram Py = 0
b’) existe una base, {zl,...,zv} , del ideal P, tal que

6(21,...,2 )

rango [——(——————Tax — ] 2 alt p
l"’ po

r
* * *
entonces existe un inico ideal p € Spec B , tal que p < y, Y
p: N A=y, siendo alt p: = alt p . Ademds plﬂ; es primo de altura la de
pl *

Demostracién.- Bastard probar que la condicién b’) implica la condicién b)
de 3.4.1. Si es (al,...,a ’bn""’bn) € k™ el punto del cual P, €8 ideal,

es decir, si

*

P, = (xl-al,...,xr-ar,yl-b1,...,yn~bn)B

y en consecuencia

Fo = ¥, N A= (xl-a],...,xr-ar)A

escribiendo los elementos Z e generadores de p, »en la forma
v

r
Z = 2 c.(X -a ) + ténninos de grado mayor que uno en Ias xi-ai (1)
} . jiooioi
1

1=

donde c, € k , es claro que
ij

azZ.
j .. .
—_— =cC =l 3 J=Leav
BX. i J |

1]30

por lo que, notando alt p = a , la condicién b’) del enunciado implica
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oz ,....z )
1 v - = 2
Ahora bien, por ser A anillo de polinomios, el anillo local 190 = A es

Po

regular r-dimensional, siendo (xl-a ..,xr—ar] un sistema regular de

1"
pardmetros de 190 , luego (notando m al ideal de no-unidades de 1‘}0) el

subconjunto:
2 2
{(xl—al)+m0,...,(xr—ar)+m 0}

es base del ¥ 0/m0 = k-espacio vectorial mo/m?) . Pasando ahora a este espacio
vectorial, a partir de (1) resulta

z4m = Zr', cl(x. -a )+m2] S I

I e
y, teniendo en cuenta (2), puede afirmarse que el subespacio generado por
estos v vectores cs de dimensién mayor o igual que a , luego, salvo
permutacién de subindices, puede suponerse que los vectores zj+m3 ;
#1,..a  son linealmente independientes, y por tanto, a partir de ellos
puede completarse una base de molmf) . En consecuencia, existe un sistema
regular de pardmetros de GO , del que (zl,...,za} es subconjunto, y, por

tanto, se verifican;
i) el ideal (zl,...,za)ﬁ0 es primo de altura a
ii) el anillo cociente 130/(21,...,2 )190 es local regular de dimension r-a
a

i implica: , siendo ambos
Ahora bien, Z ol € P implica: (zl,...,za)ﬁ0 c plﬁo '
primos de altura a , luego PY, = (zl,...,Za)ﬁo . En consecuencia, la
condicién ii) implica que el anillo cociente 130/;3 119 , sea local regular, y

esta era la condicién b) de 3.4.1 . u

En el caso usual en que el ideal p, sea de altura uno, la condicién b’) del
corolario anterior puede ser sustituida con ventaja por la condicién b") del

siguiente:
3.4.3 Corolario.- Sean p:) un ideal de punto del anillo B , P, = ]J; NAy

p, un primo de A , de altura uno , tal que P, S ¥, - Si se verifican las

dos condiciones:
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a) ord.ram =0
Fo 6Z1
b’) existen Z €Ep Y € [1..x) tales que [—5(—] #0
[ ]Jo
enfonces existe un inico p: € Spec B, tal que p: s p:; y 0 A=y,

siendo  alt p: = alt p . Ademds plﬁ; es primo.

Demostracién.- Bastard probar que la condicién b") implica la condicién b’)
de 3.4.2 . Para ello, es suficiente considerar una base de p, » que incluya

al elemento z ,es decir, tal que p, = (zl,...,zv)A y tener en cuenta que

az, 3(z,5-02 )
—5(: p;&O = rango-Hx—l—,j)—(—jle=altpl .

0

Nota.- El resultado 3.4.2 es similar al 3.1.3, ya que ambos aseguran la
existencia de p: , contenido en p; y yaciendo sobre y , pero en 342 se

asegura también su unicidad.

3.4.4 Teorema del ascenso (con condicién jacobiana).- Sean p, . p, € Spec A,
PSR, Y ]J: € Spec B, tal que p: N A=yp .Siexiste en el anillo B un

ideal de punto, p:; , tal que se verifiquen:
)p c p; . P, € p:; y ordram p =0
i) el ideal p admite una base de a elementos, {z .z} donde

a = alt P, siendo
[ a(zl,...,za) ]
rango
aixl,...,x )

r

= *)
Fo
* * * * 2
] = p_ . Ademds
entonces existe p, € Spec B, tal que LS, Y RO A P,
. * *
existe un unico p; que verifica la condicion adicional p, € P, » aparte de

las indicadas anteriormente.

Demostracion.- Segiin el corolario 3.4.2, p: es el vnico primo del anillo B,
que yace sobre P,y estd contenido en p; - Por tanto, teniendo en cuenta el
lema 3.3.1, puede asegurarse que el conjunto de primos aislados del ideal
extendido plB , contenidos en p; , se reduce a (p:] . En consecuencia,

extendiendo al anillo ﬁ; = B » podrd afirmarse que el conjunto de primos
0 * *
aislados de (plB)GO se reduce a {plﬁol , luego
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Y (p,B)9, = p0 €]

0

. *
Por otra parte, de acuerdo con 3.1.1, existe en B un primo P, tal que
p; N A= P, > luego p2B C p; , lo que, teniendo en cuenta que P, < P, s

implica pB c pBc p; y por tanto vy B c p, , luego extendiendo al anillo

local 19; , resulta
[VrB)o, < 5o, @)

pero, por propiedades de la localizacion,
[V5,B)]0; =V @ B0,

luego de (1) y (2) se deduce: P, 19 c pzﬂo lo que, por la biyeccion
ordenada ex1stente entre 1dea1es prlmos de 19 e ideales primos de B

contenidos en p , implica pl c p Fmalmeme, ha de ser Fn # pz » ya que

si fuera = , ello implicarfa: p = N AC P NA=yp ,en
Pl P2 p pl pl 2 2

contradiccién con la hipétesis de que PSP, - -

Nota.- Esta versién del teorema del ascenso difiere de la de 3.2.4 en que
alli se suponfa multisimple la extensién A <—B , mientras que aqui se exige
la verificacién de la condicién jacobiana (*), pero en ambos teoremas se
supone que p es un primo interseccién completa. Ambos resultados nos
inducen a conjeturar que el teorema 3.2.4 sea vidlido para extensiones
cualesquiera (no necesariamente multisimples), pero esto no hemos logrado
probarlo, ni tampoco encontrar un contraejemplo, que muestre su no validez

para extensiones arbitrarias.

3.4.5 Ejemplo.- Sean A = k[xl,xz,x3,x4] y B = A[y] con la condicién

y2-xl-1 = 0 y consideremos los ideales

p, = (xl+x2-x§, x2-2x3+xi)A

p, = (x1+x2-x§, x2-2x3+xi, xl-x +x2-x4)A

contenidos en el ideal de punto p = (XXX X, Y- DB . Por ser A un
anillo de polinomios, el anillo de fracc1oneq 190 A_ , de A respecto del

()}
ideal maximal

Po = %o NA= (Xl,Xz,XS,X4)A

es regular de dimensién 4, siendo su ideal de no-unidades
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m, = poﬁ

luego (Xl,xz,xs,x4] es un sistema regular de pardmetros de 1‘}0 , y en

consecuencia
2 2 2 2
, X tm
[x1+m0 L X b, X, X, 0}
. . 2
es base del k-espacio vectorial mO/m0 . Por tanto,
2, 2 3,2 2 4y, 2 2
- - SX +XC-x Hm, X +m
{(xl+x2 x3)+m0 , (x2 2)(3+x4)+m0 , (x1 X, +X] 3) 0 X 0}
es otra base de molmg , luego
2 3 2 4
- - - X, X 1
(X #X X, X -2X X, X X, +X X, J )
es otro sistema regular de pardmetros de ¥ . Los ideales plﬁo y Pzﬁo
serdn primos de alturas respectivas 2 y 3, por estar generados por
subconjuntos del sistema regular de pardmetros (1), y, en consecuencia, sus

contraidos en el subanillo A , los ideales LY Py también serdn primos

de alturas respectivas 2 y 3, siendo PSP, Andlogamente,
p* = (X +x X2, X 2% X y-1)B
1 172732 T2 e
. * %
es también primo, por ser el contraido del ideal pll‘}o , generado por un
. . . *
subconjunto de un sistema regular de pardmetros de 0 0 = B » . Por otra

0
parte, es claro que se verifican:

PSP - P &P
ord.ram p; = N - rango [Jy] }1; = 1 - rango [2y] F:, =1-1=0
Ademds, la altura de p, es 2, siendo este ideal generado por dos elementos:

2 3
= - = X -2X +X
Zl X1+X2 x3 ! Zz 2773 74

a(zl,zz)
rango a(xl X

1100]_2

X ,x)] =m“g°[0 12 0]~
23 4 }lo

luego, de acuerdo con 3.3.4, existird un ideal p; € Spec B, tal que p: $Pp,

* .
y g, 0 A= P, - Y, en efecto, el ideal de B :
* 2 3 2 4
= - - - -X -1)B
F, (xl+x2 X, . X, 2x3+x4 X XXX, Y )
es primo y verifica esas dos condiciones, segiin es fdcil comprobar, como

consecuencia de ser

117



2 3 2 .4
X +X_-X - =X +X- -1
(1 23,x22x3+x4,x1x4+1x3,y}
. * * * .
sistema regular de pardmetros de 9, estando p, C p - Pero también el
ideal
" 2 3 2 .4
= (X 4+ - - - - + B
P, ( X, XD X, 2x3+x4 . X, XX X, 5 Y 1)

. * . *
contiene a p y yace sobre p, » aunque no estd contenido en p .
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Capitulo 1V.

Criterios de no ramificacién de primos




4.1 Caso de dependencia entera

En 2.2 se han estudiado criterios de no-ramificacién global de ideales de
punto y en 2.3 de ideales maximales. Trataremos ahora de determinar
criterios de no-ramificacién para ideales primos, no necesariamente
maximales. Pero, para que p € Spec A no se ramifique en A<—B , es decir,
para que el ideal extendido pB sea radical, es preciso que no posea
componentes sumergidos, por lo que interesa determinar condiciones que

aseguren la no existencia de sumergidos.

4.1.1 Lema.- Supongamos B entero sobre A 'y sea p € Spec A . Si p es
interseccién completa y p + sing A = A, entonces el ideal extendido yB no

posee sumergidos, es decir, todos sus primos asociados son aislados.

Demostracién.- Consideremos una descomposicién primaria irredundante del
ideal extendido pB vy sea q=k uno de los componentes primarios de dicha

s e, * * ' -
descomposicién y p = \A; su primo asociado.

Si p es comaximal con el ideal de singularidad, sing A (definido en
2.2.1), es decir, si se verifica

p+sing A=A (1)

entonces el anillo local 9 = B_* es regular, ya que, en otro caso, segin

el criterio jacobiano de simplicidad (recordado en 1.0), seria
rango [ny] . < n, luego los menores de orden n de esta matriz serian nulos,

Y, por tanto, todos los menores de orden n de la matriz ny pertenecerian al
ideal p* , luego el ideal sing B (generado por dichos menores) estarfa

contenido en p* y, €n consecuencia,
sing A=(singBynAcCyp NA 2

pero p € §B ¢ q* c p* implica p ¢ p*m A, lo que, junto con (2), implicaria:
p +sing A C p*n A, luego no se verificaria (1).

Suponiendo alt p = a , por ser p interseccién completa, admitird una base
de a elementos:

p= (zl,...,za)A 3 ZeZ € A

. * :
que también generardn al ideal extendido pd , es decir,
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*

FO = (2,2 )0 (3)

Yy, por otra parte, siendo C = {p:,...,p:} el conjunto de los primos
minimales (o aislados) del ideal pB , de acuerdo con 3.2.4, se verificard:

}I: NA=g ; il.s, lo que, por ser B entero sobre A , implica
alt p: =altp=a ; s

luego, en particular, serdn de altura . los ideales P, 5 Fl.s , que

estén contenidos en p* , es decir, los del subconjunto de C :
cGh=1{yeclycy) )

siendo este subconjunto no vacfo, ya que el primo asociado p* contiene a

algin primo aislado p: de §B . Pasando ahora al anillo local ® =B », los

primos minimales del ideal extendido (pB)ﬂt = pﬁ* serdn los extendidos de
los ideales de C(p‘) , es decir, los del subconjunto

(0" | 5 e Co)
los cuales serdn también de altura a , por serlo los 'de C(p‘) . Por tanto,
alt pﬁ* = a , lo que, junto con (3), y por ser o un anillo local de

Cohen-Macaulay (ya que era regular), implica que el ideal pﬁ* sea no
mezclado y, por tanto, no posea primos sumergidos.

Ahora bien, como q* c p* , por propiedades bien conocidas de la
localizacién B——> § = B_» , el ideal extendido q*ﬁ* serd un componente
primario de pﬁ* , que debe ser aislado (y no sumergido), de acuerdo con lo
indicado anteriormente, luego su contraido en B, es decir, q*ﬁ* N B= q* s
serd componente primario aislado de pB (por la biyeccién existente entre

ideales primarios de 9" e ideales primarios de B contenidos en p*).

Finalmente, puesto que q* era un componente primario arbitrario de una
descomposicién primaria irredundante de pB , este Gltimo ideal no poseerd

componentes primarios sumergidos.

4.1.2 Teorema.- Supongamos B entero sobre A y sea y € Spec A . Si p es
interseccion completa y p + sing A = A, entonces son equivalentes:

i) y p ram A

ii) y no se ramifica en A<—B, es decir, yB es radical

Demostracién.-

i) = ii) Segin el lema precedente, el ideal extendido pB admitird una
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descomposicién primaria irredundante Gnica, cuyos primos asociados son todos

aislados. Por tanto, si q* es un componente primario de pB y p*= t/q—; , Su
primo asociado serd p* , primo minimal de yB , lo que, de acuerdo con 2.3.4,

implica

FRA=g )
Si suponemos

P2 ramlA 2)
entonces

ord.ram p* =0 3)

ya que, si fuera no nulo este orden de ramificacién, entonces, segin 2.1.5,
N ”, *
se tendria: p D ramlB , Y por tanto

F=p NAD(amB) N A=ramA

en contradiccién con (2). Ahora bien, de acuerdo con el lema 1.4.2, de 3)
se deduce que p* no es de ramificacién local, es decir, el ideal extendido
de (1) al anillo local 8 = BP* es su ideal maximal y © . Puesto que

q* c p* , €l ideal extendido q* ¥ es un componente primario de (pB)ﬁ* = }n‘}*,
luego q*ﬁ* serd primo, por serlo pﬁ* . En consecuencia, su contraido en B ,
el ideal q*ﬁ* N B = q* , también serd primo. Puesto que q* era un
componente primario de yB , este iltimo ideal serd interseccién de primos y
por tanto radical, luego p no se ramifica en A<—B .

ii) = i) Sigue de 2.3.6 . n

Nota.- La condicién p + sing A = A geométricamente significa que la
subvariedad de p, es disjunta con la subvariedad singular contraida, es
decir, que la subvariedad de p no pasa por puntos que sean proyeccion sobre
k' de puntos singulares de la variedad de K, cuyo anillo coordenadas es
B . Notemos que la implicacién i) = ii) , relativa al teorema anterior, no
requiere que se verifique esta condicién p + sing A = A, segiin muestra el
siguiente:

Contraejemplo.- Siendo A = k[xl,xz] y B= k[xl,xz,y] con la condicién
y2+xf-x§ = 0, resulta:
I=@y) 5 I =0x,2%,2y)
luego
ramlB =B =(y, xf-xz)B ; ramlA = (xf-xi)A

™
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sing B = (xl,xz,y)B ; sing A = (xl,xz)A

Observemos que B es entero sobre A , por serlo y . El ideal principal
p= (xl)A es primo de altura uno (por ser x, elemento irreducible del DFU
A), luego es interseccién completa, pero p C sing A , y por tanto

p + sing A =sing A # A
No obstante, para este ideal se tiene: p » ram Ay

jB = (x)B=(x ,yx)B=p Ng
donde
;:: = (xl , y-x2)B " p: = (x1 , y+x2)B

siendo estos ideales primos (segiin se comprueba inmediatamente), luego B es
radical. ‘ ]

Los siguientes resultados (4.1.3 a 4.1.6) permiten generalizar lo que
acaba de observarse, prescindiendo de la condicién y + sing A = A, es
decir, no exigiendo que la subvariedad de p no pase por la proyeccion de
puntos singulares.

4.1.3 Lema.- Supongamos B entero sobre A 'y sea p € Spec A . Si p es
interseccion completa y existe F, € Spec Max A , tal que P, o2p Yy
P, ? ramlA , entonces el ideal extendido yB no posee sumergidos, es decir,

todos sus primos asociados son aislados.

Demostracién.- Consideremos una descomposicién primaria irredundante de pB

y sea q* uno de los componentes primarios de esa descomposicién y p*= \A'{—* .
Supongamos que existe en el subanillo A un maximal Py talque g, 29 Y

p, » Tam A 1)

Por ser B entero sobre A, el teorema del ascenso asegura la existencia de
p; € Spec B, tal que p; o) y* y p; N A= Py - Ademds, ha de verificarse:
p; # ram B 2)

ya que, si no fuera asi, se tendria
§,=F, N AD (amB) N A =ram A

en contradiccién con (1). Ahora, segin 2.1.5, de (2) se deduce

_ ord.ram p; =0
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lo que (de acuerdo con 1.2.9) asegura la regularidad del anillo local

6; = BF* , que es por tanto Cohen-Macaulay.
0

Por otra parte, por ser B entero sobre A , todos los primos minimales de
pB yacen sobre y , luego (segiin 2.3.4) tienen todos la misma altura que p .
Ademids, p C P, S p; implica yB C }I; , luego los primos minimales de

(pB)ﬁ; = pﬁg serdn extendidos de primos minimales de pB , luego también
tendrdn la misma altura que p y por tanto

alt 39, = alt p

En consecuencia, pﬁ serd interseccién completa, por serlo p . Por ser 13 un
anillo local de Cohen-Macaulay, ello implica que el ideal pﬁ sea no
mezclado y, por tanto, no posea primos sumergidos.

Puesto que g c p c p , €l ideal extendido g f} serd componente pnmano
de yﬂ; . Ademds serd aislado (por ser p& no mezclado), luego q serd
componente primario aislado de yB. Basta ya recordar que q era un
componente primario arbitrario de pB , para concluir que pB no posee
sumergidos.

4.1.4 Corolario.- Supongamos el cuerpo base, k , algebraicamente cerrado y B
entero sobre A 'y sea p € Spec A . Si p es interseccion completa y
P2 ramlA , entonces el ideal extendido pB no posee sumergidos, es decir,

todos sus primos asociados son aislados.

Demostracién.- Si p » ram A , entonces p S p + ram A , luego la subvarie-
dad de p contiene' estrictamente a la de p + ram A , lo que, por ser g primo
y k algebraicamente cerrado, implica la existencia de un punto P0 e k', tal
que P pertenezca a la subvariedad de p y no pertenezca a la de p + ram, A,
luego para el ideal A del punto P se tendrd: p D p Yy P, 2 ram A
Ahora ya sigue del lema anterior. =

4.1.5 Teorema.- Supongamos B entero sobre A y sea p € Spec A Siypes
interseccion completa y existe F, € Spec Max A , tal que Bp2F Y
§, » Tam A , entonces y no se ramifica en A<—B , es decir, pB es radical.

Demostracién.- Segin 4.1.3, pB no posee sumergidos. Sea pues g un

componente primario de pB y p* = 1/:;: , lo que, segin 2.3.4, implica:

'~
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p* M A = p . De acuerdo con lo indicado en la demostracién de 4.1.3 , existe
P; € Spec B, tal que p; D p* y ord.ram p; =0, lo que, segin 1.2.9,
implica: ord.ram ;:* = 0 . En consecuencia, segin 1.4.2, el ideal extendido
de p al anillo local Y = Bp* es su ideal maximal, es decir, pﬁ* = p*ﬁ* .

Ahora bien, q* c p* , luego q*ﬁ* serd componente primario de (pB)ﬁ* = pﬁ* ,
que era primo, luego q*ﬁ* es primo y, en consecuencia, también serd primo
q*ﬁ* N B = q* . Basta ya recordar que q* era un componente primario
arbitrario de yB, para concluir que pB es interseccién de primos y, por
tanto, radical. =

4.1.6 Teorema.- Supongamos k algebraicamente cerrado y B entero sobre A 'y

sea p € Spec A . Si p es interseccion completa, entonces son equivalentes:
i
)y ? ram A

ii) p no se ramifica en A~B , es decir, pB es radical

Demostracién.- Basta tener en cuenta el corolario 4.1.4, siendo la
demostracion andloga a la de 4.1.2 . u

4.1.7 Ejemplos.-
a) Si A= R[xl,xz] y B = Aly] con la condicién
2y3-3y2+x?+x§ =0 (1)

entonces B es entero sobre A, por serlo y . De (1) resulta Jy = (6y2—6y) y
por tanto "

ram B = (y-y)B'= (yz-y,2y3-3y2+x?+x§)B = (y,xf+x§)B n (y-l,xf+x:-1)B
ram A = (C+x)A ) (K+x-DA o))

luego la subvariedad de ramificacién R: consta del punto {'xl=x2=y=0} y

. . 2, .2 - 2
de la circunferencia { y=1,x1+x2—1} . Por otra parte, ny = (2x1,2X2, 6y"-6y)
y por tanto

. _ 2 _ 2 34.2,.2, .20 _

sing B = (x ,x,,y-y)B = (x2X,,y -y:2y -3y +x +X)B = (x.x,,y)B

sing A = (xl,xz)A
luego la subvariedad de singularidad, s , consta del punto {xl=x2=y=0} y
en consecuencia S = {x1=x2=0} .

El ideal principal p = (xf+x§-1/2)A es primo de altura uno (ya que

-
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xi+x§-1/2 es elemento irreducible del DFU lR[xl,xz]) luego p es interseccidn
completa. Vamos a estudiar si p se ramifica en A<—-B , haciendo uso del
teorema 4.1.2 . Es inmediato verificar que p + sing A = A y, por otra
parte, p » ramlA (ya que, si supusi€ramos p D ramlA , entonces, por ser
primo p , contendria a alguno de los ideales (2), lo que implicaria p = A ,
labsurdo!). Por tanto, segin 4.1.2, p no se ramificardi en A<-B . Y, en
efecto,

2,02 2.2 322,.2, 2\n
B = (x1+x2-1/2)B = (x1+x2-1/2 , 2y -3y +x1+x2)B
= (C+x-1/2, 2y°-3y°+1/2)B = 5. N . N )]
siendo

. x 1+v3
p, = (OHx-12, y-12)B 5y, = (KC4xi-12, y-—5>)B

* 2 1-v3
p, = (X+x-12 , y-—=)B

Los tres son ideales primos (ya que, por ejemplo, p: es el contraido del
primo y en el A-epimorfismo g:B —A , tal que g(y) = 1/2), luego yB es
radical, por ser interseccién de primos.

En cambio, para el primo y’ = (x?+x§-1)A , que también es interseccién
completa y verifica y’ + sing A = A, se tiene: § 2 ramlA , luego, segin
4.1.2, se ramificard, y, en efecto,

— 2,.2 — 2..2 3_ 2.2 .2 —
#B = (xl+x2-1)B = (xl+x2-1 , 2y°-3y +xl+x2)B
= (+x-1, 2y°3y"+1)B =5 N g
siendo "
* ™ 2
po= (-1, y+ 2B 5 g = (K-, (v-1))B

El ideal p* es primo, por ser contraido del primo y’ en el A-epimorfismo
g 'B—A , tal que g'(y)=-1/2 . Por otra parte, es inmediato verificar que el
elemento xf+x§-1 pertenece al ideal principal ((y-l)z)B , luego

g = ((y-1)»B es primario y 1/:;: = (y-1)B su radical (\/q: no contiene, ni
estd contenido, en p* , por lo que p* y v/q'* son los primos minimales de

'B). Como g # e , g es primario no primo, luego y’'B no es radical y, en
consecuencia, y’ se ramifica en A<—B.

Para p" = (xl)A , ya no es aplicable 4.1.2, ya que y" C sing A y por tanto
' + sing A # A . Tratemos de aplicar 4.1.5 . Para el ideal maximal
P, = (xl,x2-2)A . es claro que Py 2 p* , y ademis p 2 ram A (ya que si
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supusiéramos Py 2 ramlA , entonces, por ser g ideal de punto, y por tanto
primo, contendria a uno de los ideales (2), lo cual implicaria F, = A,
labsurdo!). Por tanto, segin 4.1.5, p" no se ramificard en A<—B . Y, en
efecto,

"B = (xl)B = (xl , 2y3-3y2+x?+x?2-)B =(x » 2y3-3y2+xZ)B

Para comprobar que este ideal es primo, basta considerar el R-epimorfismo
g":B ——a(R[xz,y] , tal que g"(xl) = 0, y tener en cuenta que p'B es el
contraido en g" del ideal primo (2y3-3y2+x§) del anillo de polinomios
R[x,y] . Luego el ideal y"B es primo y por tanto radical.
b) Sean A = C[xl,x 2] y B = Afy], con la condicién fl = 0, siendo

fl = (xf+x§+y2+c2-r2)2 - 4cz(xz+y2) ; 0<r<c¢c (rc€R)
que geométricamente corresponde a la superficie térica resultante de rotar
la circunferencia de ecuaciones

xf + (y-c)2 = , X, = 0

alrededor de la recta de ecuaciones x,=0=y. Derivando resulta

af

1
ay

2

= dy(xo+y+e’r?) - 8c%y = dy(xl+x +y’c’r’) = dyw

2

2,.2,.2
donde w = X +X +y -c 1, luego

¢'3f1 af‘
ramlB = W B = “67_ ,fl B = (yw’fl)B
y en consecuencia la subvariedad de ramificacion RI se descompone en las

dos subvariedades:'

Rﬁ:{y:O:f}} ;. R =[w=0=fl}

12
Para determinar R‘:l , observemos que de y = 0 = f se deduce
Cx24cPr?)? - 4cx? = [KPH(x +0) )X H(x -¢)*1’]
1 2 2 12 12
luego R:l se descompone en las dos circunferencias
R g 2 _ 2, _ LR =ik Y =2 v=0
R, = (xX+x+)’=r";y=0) ; R ={xHx,0 =r ;y=0)
Andlogamente, para determinar R:2 , observemos que el par de ecuaciones
w=0= f . que definen R:z , €s equivalente al par de ecuaciones :
2,2
402(X§+y2) = 2% 4cz(c2+r2-xf) = (2¢9)
que, teniendo en cuenta que ¢ # O , equivalen a

2 2 2
x72'+y2=c ; xl-r=0
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*
luego R , se descompone en el par de circunferencias

* 2.2 2 * 2, 2 2
R = = : = : = = : = -r
11 {x2+y €5 x r} R122 {x2+y ¢y X }
. . * * * *
Por tanto, las cuatro circunferencias R , R , R_, R__ son las

111 112 121 122
3 . - - L d *

componentes irreducibles de la subvariedad de ramificacién Rl . Estas

consideraciones geométricas facilitan la verificacién de la descomposicién

primaria irredundante del ideal ramlB :

. * * *
ram = M
IB F111 a p112 A PIZI F122

donde p:ij es el ideal primo de la subvariedad irreducible R:ij , para

i,j=1,2 . Por contraccién al subanillo A, se obtiene

ramlA = Flll . p112 N 33121 a P122

donde p = p*,, N A, resultando inmediatamente:
1jj 1ij

P (xf+(x2+c)2-r2)A P, = (xf+(x2-c)2-r2)A

= (xl-r)A : = (xl+r)A

FlZl PIZZ

De acuerdo con 4.1.6, un primo p del subanillo A se ramificard en A<—B , si
y solo si, p D ramlA , pero esta inclusién se verifica, si y solo si p
contiene a alguno de los cuatro ideales p . ; ii-i2. Ahora bien, estos
cuatro ideales son primos de altura uno, luego, si alt p = 1, entonces la
inclusién p D ram A equivale a que p sea uno de aquellos cuatro ideales.
Por tanto, los tnicos primos de altura uno, que se ramifican, son estos
cuatro ideales Py - Y para un maximal, 5, de A, p, se ramificard si
contiene a alguno de los cuatro primos Py lo que, por ser €
algebraicamente cgnado, equivale a decir que p, sea ideal de un punto
perteneciente a alguna de las cuatro subvariedades irreducibles de los
ideales Plij 3 biEl2.
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4.2 Criterios para extensiones
simples y multisimples

En los criterios de no-ramificacién de primos estudiados en 4.1, es
esencial la condicién de que el ideal de ramificacién contraido de orden
uno, ram A , no esté contenido, o bien en el ideal primo, y , considerado
(caso de 4.1.2 6 4.1.6), o bien en algin maximal, p, » due contenga a p
(caso de 4.1.5). Pero si la extensién es simple (es decir, n = 1) o
multisimple (definicién 3.2.2), entonces dicha condicién de no inclusién
puede, a veces, ser sustituida por la de factorizacién completa de ciertos
polinomios en una indeterminada, con todas sus raices simples, lo cual suele
ser mds comodo de verificar.

4.2.1 Teorema.- Sea A<“—B una extensién simple , definida por la condicién
f(xl""’xr’Y) = 0, siendo
R ¥4 s-1
(X X 2Y) = Y5 4 0 (XX )Y e+ @ (XX )

donde ai(xl,...,xr) € A ; =0.s1 , y Sea § un primo interseccion
completa del subanillo A . Si existe un punto (a,..a) € K,
perteneciente a la subvariedad del ideal y , tal que el polinomio
f(a,....a,Y) € k[Y] sea factorizable linealmente en k , siendo todas sus
raices simples (es decir, de multiplicidad uno), entonces p no se ramifica
en A—B , es decir, el ideal extendido yB es radical.

Demostracién.- Sea Py el ideal del punto (al,..,ar) , es decir, sea
= - . i inomi .,a,Y) admite la

P (xl 2 X ar)A . Si el polinomio f(al, 2 )

factorizacién

s .
f(al,...,ar,Y) = iI;II(Y-bi) 1
donde bj # bi , 81 j#i , entonces el ideal extendido

poB = (xl-al,...,xr-ar)B = [xl-al,..,xr-ar , f(xl,...,xr,y)]B =
8
= [xl-al,...,xr-ar R f(al,...,ar,y)}B = [xl-al,...,xr-ar s iI;Il(y-bi)]B

admite, seglin vamos a probar, la descomposicién primaria

$

poB = ‘Ql Fl N ?1 = (Xl—al""’xr-ar’y-bi)B 5 i=le.s (2)

siendo primos los ideales ;x: . por ser ideales de punto. En efecto, el ideal
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principal, I, del anillo de polinomios B’ = k[Y] , generado por el elemento
(1), es claro que admite la descomposicién primaria

—_— ﬁ ’ . ’ _ ’ . o
I= RS O A (Y-b)B" ; i=.s
luego, considerando el B’-epimorfismo g:B —— B’ , tal que g(x) = a ;

i=l,..r , se tiene la descomposicién primaria

g'm =0 g'e) 3)

1=
pero, teniendo en cuenta que ker g = (xl-al,..,xr-ar)B y recordando (1),
resulta

S
£'0 = [I,0-0)]B + ker g = [f(@,na,9) + X, 8,nk,2 | B =
= [f(xl,...,xr,y) . xl-al,...,xr-ar]B = (xl-al,...,xr-ar)B = pOB

g'l(]ﬁ;) = (y-b)B + ker g = (y-b.x -2 ,...x -a)B = p: D isls

con lo que de (3) se obtiene (2). Pof tanto, el ideal pOB es interseccion
de primos, y en consecuencia radical, lo cual, teniendo en cuenta que B es
entero sobre A, por serlo y, implica, de acuerdo con 2.3.7, que

F, # ram A €]

En consecuencia, si p € Spec A es interseccién completa y (al,...,ar)
pertenece a la subvariedad de y (lo que implica que el ideal maximal
P 2 §), de la condicién (4) se deduce, segin 4.1.5, que el ideal extendido
B es radical, luego p no se ramifica en A<—B . .

4.2.2 Observaciones.-

a) La subvariedad de p puede contener puntos de la subvariedad de
ramificacién contraida Rl , esto es, puntos cuyos ideales contengan a
ram A , y, sin embargo, ser aplicable el teorema 4.2.1 (como sucede para el
ideal P, del siguiente ejemplo).

b) Pueden existir primos a los que no sea aplicable 4.2.1, pero si 4.1.5
(como sucede para el ideal p, del siguiente ejemplo).

Ejemplo.- Siendo A = lR[xl,xz] y B = Aly], con la condicién f(x ,x 2,y) =0,
donde f(xl,xz,Y) = Y2-x2 , resulta Jy = (2y) , luego
ramlB = (y)B = (y,xz)B ; ramlA = (xz)A

-
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Para el primo de altura uno p, = (xl)A , podemos considerar el punto

{x1 =0, X, = 1} perteneciente a la subvariedad de p, » para el cual

£(0,1,Y) = Y*1 admite dos raices simples distintas, luego, segin 4.2.1, el
ideal 5’1B serd radical. Y, en efecto,

= (x)B = (x,.y"x)B
es primo, por ser contraimagen del ideal primo (yz-xz) del anillo de
polinomios A2 = k{xz,y] en el kfy]-epimorfismo g 1:B-—)A2 , tal que
g,(x) =0 . Por tanto, p, no se ramifica en A< B , y sin embargo la

subvariedad de p pasa por el punto {x = 0 = x ] de la subvariedad
de ramificacién contraida R definida por el ideal ramlA .

Para el primo de altura uno P, = (x?-xz)A , podemos considerar el punto

{(x, = 1 = x} , perteneciente a la subvariedad de p, , para el cual

f(1,1,Y) = Y>1 admite dos raices simples, luego, segin 4.2.1, el ideal
sz serd radical. Y, en efecto,

2 2 2 2 2 2 * *

B =(x-x)B=(x-x, ,y-x)B=(xx ,y-x)B=p np,

donde

* _ .2 L 2

921 - (xl-x2 ’ Y'XI)B ’ F22 - (xl x2 ’ }"*'XI)B
son ambos primos, luego 7, B es radical, por ser interseccién de primos.

Para el primo de altura uno p, = (X -DA, podemos considerar el punto
(x, =0, x, = 1} de la subvariedad de p, » para el cual f(0,1,Y) = Y1
admite sus dos raices simples, luego, segin 4.2.1, el ideal p,B serd
radical. Y, en efecto,

— ( — 2 -_— 2 = * *
B=(x-DB=(x-1,yx)B=(x-1,y-DB=p n¥p,
donde

*

P, = (x,-1,y-DB

son ambos primos, luego PsB es radical

g, = (x,-1, y+D)B

Para el primo p, = (x +1)A , todos los puntos de la subvariedad de p, son
de la forma (al,-l) , donde a € R, pero f(al,-l,Y) = Y*+1 no es
factorizable linealmente en R , por lo que no es aplicable 4.2.1. Sin
embargo, es claro que p, » ram A , por lo que, segin 4.1.5, serd y,B
radical.

-

4.2.3 Caso en que el cuerpo base sea R.- Al aplicar el teorema 4.2.1, no es

-
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preciso conocer las raices del polinomio f(al,...,ar,Y) € k[Y] , bastando
asegurarse de que este polinomio tiene todas sus raices en el cuerpo base y
que estas son todas de multiplicidad uno. En el caso de que dicho cuerpo
base sea R , bastard pues determinar el ndmero de raices reales de
f(al,...,ar,Y) , comprobando que tal ndmero coincide con el grado del
polinomio f .

Para determinar el nimero de tales raices reales, puede utilizarse el
cldsico método de Sturm, que es suficiente en muchos casos, y para facilitar
su tediosa aplicacién, hemos desarrollado un programa en lenguaje Reduce,
que permita automatizar el cdlculo del nimero de raices reales. Dicho
programa puede verse al final de la memoria, en el apéndice A.4, en que
también se describe su ejecucién. =

A continuacién se describe un ejemplo de aplicacién del teorema 4.2.1, en
caso de ser k =R .

Ejemplo.- Sean A = R(x,.x] y B=Aly] conla condicién f(x .x .y) = 0,
donde f(xl,xz,Y) es el polinomio

2Y* - 4(x +1)°Y° - 5(x1+1)2(x2+2)Y2 + 8(x +D)Y - 12(<-1)

Por ser x +1 polinomio irreducible del DFU A , segin el criterio de
Eisenstein, es f(xl,xz,Y) elemento irreducible del DFU k[X,Y] , luego el
ideal principal generado por este elemento irreducible serd primo, y en
consecuencia B es dominio.

Para determinar 51 el primo y = (x?—xi)A se ramifica en A <—B , podemos
considerar el punto (x1 =0 = x2} de la subvariedad de y , para el cual

es £(0,0,Y) = Y*-2Y>-5Y2+4Y+6 . Como el niimero de raices reales de este
polinomio es 4 (segin se calcula con el programa del apéndice A.4), igual al
grado de f , de acuerdo con 4.2.1, el ideal pB serd radical (lo que se
comprueba en el apéndice A.5.5).

42.4 Teorema.- Sea A<—B una extension multisimple (definicién 3.2.2) y

entera, determinada por las condiciones f(xl,...,xr,y l,...,ys) 3 s=ha

stendo
N N -1 Y
S
= + ..+ + O
f(xl,...,xr,Yl,...,Ys) Ys + as,s_le ne .0

donde N_es un natural no nulo y

-
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= 30,11
as’i as’i(xl,...,xr,Yl,...,Ys_l)E A[Yl, ,Ys-l] =X

Y Sea y un primo interseccién completa del subanillo A. Si existe un punto
(a,

verifiquen:

,--,ar) € X', perteneciente a la subvariedad de p . tal que se

i) el polinomio fl(al,..,a ,YI) se factoriza linealmente en k[Yl] ,
r
siendo todas sus raices simples

ii) si para (bl""’bh-1) e k' es fs(al,...,ar,bl,...,bs) = 0 ;
s=l..h-1 , entonces el polinomio fh(al,...,ar,bl,...,bh_l.Yh) se
factoriza linealmente en k[Yh], siendo todas sus raices simples;
B=2,...0

entonces y no se ramifica en A——B, es decir, el ideal extendido yB es
radical.

Demostracién.- Sea Ps el ideal del punto (al,..,ar)‘ en el subanillo A , es
decir , sea P, = (xl-al,..,x -ar)A . De acuerdo con el enunciado del
r
teorema, el polinomio ménico fl(al,..,ar,Yl) del DFU k[Yl] admitird un
factorizacién de la forma
N
1
fema,Y) = T [Yl-bil] (1)
1

donde los elementos b € k son distintos, dos a dos, y N, es el grado del
polinomio f en la va;‘iable Y, . Andlogamente, para cada i=i...N , el
polinomio mdénico f2 [al,..., ar,bi ,Y2] € k[Yz] admitird4 una factorizacién
de la forma [ l

N
2
ALY Y)= n v,0,) o
1 12=l 12 :

donde los elementos bi = k son distintos, dos a dos, y N , ©s el grado de
12
f2 (en Y2). Y, en general, para cada
£ [a @b b b
211 roi ii i i
1 12 127h1
zacion de la forma

i . , €l polinomio ménico

2 ha

,Yh] e K[Y] admitrd una factori

N

h
faa b by by ¥ = T (b ] )
12 h-1

TR ) i, =1 e
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donde los elementos bi L ;€ k son distintos, dos a dos, y N €s el
127-1'n
grado de fh(en Yh).

Vamos a probar que el ideal extendido F,B es igual a la interseccién de

los siguientes ideales (obviamente primos, por ser ideales de punto):

piliz...in = [xl-al""’Xr-ar’yl-bil""’yn_biliz...i“]B “

para i =L..N § .. i=L.N o, es decir, que
N *
n
- 0B %)

Para ello, comenzaremos suponiendo que son numeros

SR
12 'n-l
naturales fijos y consideremos el ideal interseccién
N,
I = 0y, (6)

i i i
12771 i =1 1271
n

el cual vamos a probar que es igual al ideal

= -a ,..X - -b.,... -b
pil...inl [xl | R rar’yl bil’ ’yn-l i

B0

1...l“_'l

Por una parte, es claro que este ideal estd contenido en los ideales (4),

para los i..i = indicados, y por tanto estd contenido en el ideal (6).

Probemos pues que, reciprocamente, el ideal (6) estd contenido en el (7). En

efecto, si z € I. . . , entonces z € I . . y por tanto z serd
1 112...ln-l 1 llzn.ln-l

de la forma

r / n-1
z=Xo(x-a)+ TPGb, ) +T,b,

. Lo 1
i=1

j=1 17775 1 n-1

donde o'y’ € B, luego

. r n-1
v ’[yn-bi i 1] =z- Lax-a)- 2 B;[yj-bi
" n-1

1 i=1 j=1 17
*
Y, en consecuencia, este elemento pertenece a los ideales oo o,
1" p-1'n
*
= ' - or tanto
E e > Pero y bi i o2 S P2 yp
i n-1 1 n-l
’ *
YO JEF . 2 luego
1" "n-1 17" n-1
‘(b b e p.
YO b JEF o
1 n-1 1 n-1 1 n-l



lo cual, por ser b LT b. ., un elemento no nulo de k ,
1 1 1 ...1

17" 'n-1 1 n-1

implica y’ € p: ., + Y por tanto
=

r n-1
v'=3 8i(xi-ai) + Y ej[yj-bi
.

i=1 j=1

i] +€[yn-bi. i 2)
i RIS I

i
(donde Si V€ € € B), lo que sustituido en (8), implica

r n-1
z= Zoxa) + TROD )Y b, )
- "

i 2
i=1 j=1 1° n-1 1 n-1
9
donde o', B", ¥" € B, luego

T n-1
Y|(yn_bi i 1)(yn'bi i )=z- X a'i'(xi-ai) - X B;(yj'bi i )
. ..

R
n-1 U n-12 i=1 ji=1 1 j
*
Y, en consecuencia, este elemento pertenece a los ideales P ;
1" n-1n
b . 1 tando
i =3,.. T - 0, notan
R e A O f R -
1 n-1 1 n-l
= (b - b -b
X (i...i e T . LI i.i »
1" -1 17" 'n-1 1" 'a-1 1" 'n-1

se tiene: Y'y € § , lo cual, por ser ¥ un elemento no nulo de k ,
X px Wi 3 p X
1 n-1
. 5 Y por tanto
-1

ol
n

implica ¥" € p: .
1
r n-1
,Yu - z 8: Xi-ai) + Z £;[yj-bl
r

i=1 ji=1

ll...i l3]

r ] + C’[yn-b. N

i
(donde 5; , 8; , & € B), lo que sustituido en (9), implica

3
| +y Ojy-b, ]
i, L

17777 in=l ,

r . n-1
z= ‘Z o (x-a)+ .2 Bj [yj-bi
i=1 j=1
donde oc: , B; , Y € B . Reiterando el proceso anterior, se llega a

expresar z en la forma

NB
i]+Y n(yn-bi...i i]
" 1 a-1n

17 in":l

r n-1
z= Yo(x-a)+ X B.[y.-b.
i=1 0 b = U
j
(donde o , Bj , Y € B), lo que, teniendo en cuenta la igualdad (3), para
h=n , implica

r n-1
z=3 ai(xi-ai) + Y Bj[yj-bi

i=1 j=1

i ] +v fn[al’""ar’bi

1 j n-1

-
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luego este elemento pertenece al ideal de B:

[xl-al’"’xr-ar’yl-bi Y470 ’fn(al’"’ar’bi Dy ’yn)] B=

1 1701 1 1701

=[xl-al,...,xl_-ar,yl-bi ,...,yn_l-bi B ,fn(x1,...,xr,yl,...,yn_l,yn)] B=

1 17 n-1

X -a_,....X -a,y.-b_,... -b B
[ 1 1777 r’yl i’ ’yn-l i ]
1 1 n-1

donde la dltima igualdad sigue de ser  f (X ,...X ¥ 5eeer y p¥) =0
una de las condiciones de definicién de B sobre A. Por tanto, z pertenece al
ideal (7), que resulta as{ ser igual al ideal (6).

Como ello es cierto para cualesquiera i el o S€ tendrd

N N N N
1 n-1 n _ 1
n - N N¥..,- .0 i
i=1 i =1 i=1 1"pln i=1 i =1 1701
1 n-1 n 1 n-1
Andlogamente, suponiendo que i ...i , son nimeros fijos y considerando el
n-

ideal interseccion

N

1 _ nn-l ]J*

2 =1 11 h2'n1
n-

se prueba que este ideal es igual al ideal

*

Fi wd

= |x - - b ,..y .-b B
[xl al’m’xr ar’yl«bi ? ’yn-2 il
1 n2 1 1 n-2

para lo cual se tiene en cuenta la igualdad de ideales:

X -2 ,..X -a,y -b ,..y .- a,..,a,b ,.b.
[ ARy i’ Va2 bi i ’fn-n( I S R &

Yy )]B=
1702 1 » ol

[xl-al,...,xr-al_,yl-bil,...,yn_z-bi ,fn_l(xl,.,.,Xr,yl,---.yn.z,yn_l)]B=

n-2

= (xl-al,...,xr-ar,yl-bi ,...,yn‘z-bi ]B
1 n-2

donde la dultima igualdad sigue de ser fn_l(xl,...,xr,yl,---, yn_z,yn_l) =0

una de las condiciones de definicién de B sobre A . Se llega asi a

N N N Nn-2 *

N 1
n - N 0 F ;; = N - n % .
= n_2=1 1n_1=l 1 n2n-1 11—1 .2

Reiterando el proceso, se llegard a la igualdad

-~
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N N

1 n-1 n _* -

n - n NF s~ N~ NF
=1 i =1 i =1 1 n-in i = i

1 n-1 n 1 h

i
para cualquier h < n , donde
*

= -2 ,...,X - -b. ,...y.-b B
pi i [xl a1’ ’xr ar’yl bi ? ’yh i
1™"h 1 I h

y finalmente a

—
2
'
—
=
*

= -a,...x-a)B=pB
. i i (xl al’ r r) p0
1 i =1 i =1 1 n-1n

En consecuencia, p,B es radical (por ser interseccion de primos), lo que,
por ser B entero sobre A, de acuerdo con 2.3.7, implica

P, ? ramlA (10)

Por tanto, si el ideal p € Spec A es interseccién completa y
@,-3) € K pertenece a la subvariedad de p, lo que implica p, 2§,
de (10) se deduce, de acuerdo con 4.1.5, que el ideal pB es radical. "

4.2.5 Ejemplo.- Sean A = Rx x,] y B= Aly.y,] con las condiciones:
fl(xl,xz,yl) =0, fz(xl,xz,yl,yz) = 0, siendo

f(xx,Y) = Yix,

£,(&,%,Y . Y)) = Y +4Y Y)-2x Y)-6Y Y +5x Y +2Y -2x -2x,
con lo cual A<—B es una extensién multisimple y entera.

Sea p el ideal principal generado por el elemento irreducible X, X, del
DFU A, es decir, el ideal p = (xl'xz)A , que serd pues primo de altura
uno, y en consecuencia interseccién completa. Para el punto (al,az) = (LD
de la subvariedad de p, se verifican:

i) el polinomio fx(l’l’Yx) = Yf—l se factoriza: (Yn'l)(Y1+1)
ii) si en el polinomio f(x.x.Y,Y) se toma x =l=x =Y , resulta
—v3 2y . iza: -1D)(Y _+2),
f(LLLY)) = Y +2Y -Y -2 € R[Y ], que se factoriza: (Y +1)(Y, (Y, +2)

, Y = -1, resulta
2 1

i . Y ) N Y 3
f(LL-LY) =Y 6Y_+11Y -6 , que se factoriza: (Y- I)(Y,-2)(Y, )

1 =1 =x
y sl en fz(xl’xz’Yl’Yz) se toma X

luego, de acuerdo con lo indicado en la demostracién de 4.2.4, el ideal
extendido de P= (xl-l,xz-l)A en B admitird la descomposicién

“
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FoB = 1, N Fpy N iy N Py N Py N P
siendo
FII = (xl-l,xz-l,yl-l,y2+1)B ; F:z = (x-Lx-Ly -1y, -1)B
P:s = (x-Lx-Ly -Ly +2)B ; p; = (x,-1,x-Ly +Ly -1)B
Pzz = (x-1x-ly +Ly -2)B ; p; = (x-1x -Ly +Ly, -3)B
Por tanto, segin el teorema 4.2.4, el ideal extendido de p = (x -x )A no se

ramificar{ en A<>B , es decir, el ideal extendido pB serd radical. En
efecto,

PB = (xx)B = [xx, L £0,x,,) + £08,%,9,.3,)| B =
_ 2 3 2 2 Ay -
= (x,x, Y, X, » Y, 4y ¥,-2X ¥ -6y ¥, +5K Y +2y, 2x -2x )B
_ 2
- (xl-x2 ’ yl_xl ’ w(yl > y2))B
donde .
oy, .y,) =y + 22y -y)y? + (Sy>-6y)y, - 2C2y>y)
YY) =7, V1YY, Y0¥y, 171
luego
B/sB = R[x.y .y, / [yf-x , m(yl,yz)] = Rly .y, W((y,»¥,))

Ahora bien, oy »y,) es un polinomio irreducible del DFU R[y I[Y,] , segin
resulia de aplicar el criterio de Eisenstein, ya que y es elemento
irreducible del DFU lR[yl] . Por tanto, el anillo cociente B/pB es dominio,
y en consecuencia el ideal extendido yB es primo, luego pB es radical,
como predecia el teorema 4.2.4 .

Nota.- Observemos que para aplicar el teorema 4.2.4 al ideal p = (xl-xz)A ,
en el ejemplo anterior, no es preciso hallar las raices de los polinomios
f(LLLY) 'y f(1,1,-1,Y)) , bastando verificar que ambos tienen tres
raices reales (distintas, dos a dos), para lo que puede utilizarse, por
ejemplo, el teorema de Sturm.
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4.3 Criterios para extensiones algebraicas

En los dos apartados precedentes se ha supuesto B entero sobre A. Si se
omite esta condicién de la hipétesis, no es seguro que aquellos resultados
conserven su validez. Asi, por ejemplo, si en el teorema 4.1.2 se prescinde
de la condicién de ser B entero sobre A , las restantes condiciones de su
hipétesis no permiten asegurar la no-ramificacién de primos del subanillo
A , segin muestra el siguiente:

Contraejemplo.- Siendo A = k[xl,xzj y B = Afy] con la condicién xfy-x2 =0,
resulta Jy = (xf) y ny = (2x1y,-1,xf) , luego

ramlB = (xf)B = (xf,xz)B ; sing B=B

ramlA = (xf,xz)A ; sing A=A
Para el primo interseccién completa p = (x2)A , se tiene

— — 2 — * *
pB = (x)B = (x,xy)B =g Ny (1)
donde

g, = (x,x)B = ()B ; 7y, =(x,y)B = (B
lvego y =V g = (x)B " son los primos minimales de B , por lo que
) 9, B Y B,

(1) es descomposicién primaria irredundante de pB . Como q: # q: = p: , el
ideal extendido pB no es radical y, sin embargo, es claro que p + sing A = A
y ppramA. .

En el contraejemplo anterior, la causa de la ramificacién de p en la
extension A <—B puede atribuirse al hecho de que la subvariedad de p pasa
por el punto {x = 0 =x} , a que se reduce la subvariedad del ideal
ram A . Ello sugiere que, al prescindir de la condicién de dependencia
entera, se exija que la subvariedad de p no tenga puntos en comin con la
subvariedad de ramificacién contraida, R1 , para lo que bastard imponer la
condicién: p + ramlA =A.

4.3.1 Teorema.- Supongamos k algebraicamente cerrado y sea p € Spec A . Si p
es interseccion completa y p + ramlA = A, entonces y no se ramifica en

A—B , es decir, el ideal extendido pB es radical.

-
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Demostracién.- Consideremos una descomposicién primaria irredundante del
ideal extendido pB y sea q* uno de los componentes primarios de esa
descomposicién y p* =V q* su primo asociado.
Si p es comaximal con ramiA , es decir, si se verifica
p+ram A = A (1)
entonces
ordoram § = 0 )

ya que, si tal orden de ramificacién fuera mayor que cero, de acuerdo con
- *
2.1.5, se tendria: ram B ¢ y , luego

ram A = (ram B) N A ¢ F A (3)

pero, por otra parte, § € yB C q* o p* implica § p* N A, lo que, junto
con (3), implica p + ramlA C p* N A , en contradiccién con (1).

Segin 2.1.5 , de (2) se deduce: ram B ¢ p* , luego p* g p* +ram B , lo
que, por ser p* primo y ser k algebraicamente cerrado, implica que la
subvariedad de p* contenga estrictamente a la de p* + ram B . Ello asegura
la existencia de un punto perteneciente a la subvariedad de p* y que no
pertenezca a la de p* + ramlB . En consecuencia, para el ideal p; , de
dicho punto, se verificara: p; 2 p* y p; ? ramlB , lo cual, de acuerdo con
con 2.1.5, implica

ord.ram p; =0 @)
Por ser pt un ideal primo asociado de pB , contendrd a algin primo
minimal, p: , de yB , para el cual se tendrd p: c p* c p; y por tanto
S (5)
y por ser p interseccién completa y verificarse (4), segin 3.3.2, resulta
pOA=gp (6
y ahora, de acuerdo con 3.1.3, se tiene: alt p: =altyp.

Es claro que este razonamiento es vilido para todo primo minimal del ideal
extendido pB (sin mds que elegir, para cada uno de ellos, un maximal que lo
contenga), luego la altura de tales primos minimales es la de p y por
tanto alt pB = alt p .

En consecuencia, pasando al anillo local ﬁ; = BF* y recordando (5), se

0
sigue que la altura del ideal extendido (yB)J, serd también la misma de p,

-
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es decir,

alt pﬁ; = alt p (7

Por otra parte, toda base del ideal p genera al ideal extendido }n‘};, luego
pﬁ; serd interseccién completa, por serlo p y verificarse (7).
Ahora bien, de acuerdo con 1.2.9, de (4) se deduce que 13; = BP* es anillo

0
local regular y por tanto Cohen-Macaulay, luego el ideal interseccién

completa pé; es no mezclado, y por tanto no posee primos sumergidos.

Puesto que q* c p; , el ideal extendido q*ﬁz serd componente primario
del ideal pt‘}; , luego, por ser }119; no mezclado, q*ﬁ; serd componente
primario aislado de pﬁ; , y por tanto, su contraido en B, el ideal
q*ﬁ; N B = q* serd componente primario aislado de pB.

Por tanto, ;:* es un primo aislado de yB, lo cual, teniendo en cuenta que
*

p, era un primo minimal de yB contenido en p* , implica: p* = p: , lo que
recordando (6) implica: p*m A =g

Ahora pasando al anillo local 8 =B , de acuerdo con 1.4.2, de (2) se
deduce que el ideal extendido pﬁ* es igual al ideal de no-unidades p*ﬁ* .
Ahora bien, como q* c p* , el ideal extendido q*ﬁ* es componente primario
de p® , luego q*ﬁ* serd primo, por serlo p‘ﬁ* . En consecuencia, su
contraido en B , es decir, q*ﬁ* N B= q* también serd primo.

Basta ya tener en cuenta que q* era un componente primario arbitrario de
§B , para concluir que yB es interseccién de primos, y por tanto radical. =

Nota.- En el teorema anterior se dan condiciones suficientes para la
no-ramificacién de y en la extension A<—B , pero yB puede ser radical,
sin que k sea algebraicamente cerrado y sin que se verifique la condicién
y o+ ramlA = A (que asegura que la subvariedad de p no pase por la
proyeccién de puntos de ramificacién), segin muestra el siguiente:

Contraejemplo.- Siendo A = fR[xl,xz] y B = Aly] , con la condicion
X y-x, = 0, resulta Jy = (xl) , luego

ramlB = (xl)B = (xl,xz)B ; ramlA = (xl,xz)A
y para el primo interseccién completa p=(x2)A , se tiene
FB = (x)B = (x,xy)B = § 0§, ¢y
donde

-
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Po=(x,x)B=@x)B ; p =(xyB=(QB
Como estos dos ideales son primos, el ideal pB es radical. Sin embargo,

pC ramlA , luego p + ramlA # A , siendo ademds el cuerpo base, R , no
algebraicamente cerrado.

4.3.2 Corolario.- Supongamos el cuerpo base, k, algebraicamente cerrado. Si
ramlA = A , entonces para todo primo, p , interseccion completa, del
subanillo A , el ideal extendido yB es radical.

Demostracién.- Si ram A = A , entonces para todo p € Spec A , serd
p+ram A = A, con lo cual ya se sigue de 4.3.1. L

Nota.- En el enunciado del corolario anterior, se admite como radical al
anillo, considerado como ideal de si mismo, ya que, si ramlA = A, puede
resultar pB = B, como sucede para el primo y , considerado en el siguiente
ejemplo.' ‘

43.3 Ejemplo.- Siendo A = k[x.x x] ¥y B = A[y] con la condicién
(xf+x§)y-1 = 0, resulta Jy = (x?+x§) , luego
ramlB = (xf+x§)B = (xf+xz,1)B =B ramlA = A

y | por tanto, segin 4.3.2, cualquier primo interseccién completa del
subanillo A, no se ramifica al extenderlo al anillo B .

Asi, para el primo F, = (xf+x§-r2)A ,donde r € R, se tiene:
{ plB = (xi+x§-r2)B = (xf+x§-r2,y- 1/1'2)B
siendo plB primo, por ser contraido de p, en el A-epimorfismo g:B—A ,
tal que g(y) = 1/* , luego P, no se ramifica. Andlogamente, para el primo

p, = (x)A , cuya subvariedad pasa por la proyeccién del punto asintético
{x1 =0= xz} , Se tiene:
$,B = (x)B = (x ,Xy-1)B

pero, por ser xzy-l elemento irreducible del anillo de polinomios
A = k[xz.x3.y] , €l ideal (xiy— l)A2 es primo, luego también serd primo su
contraido en el A2-epimorfismo g, k[X,Y]—-—)A2 tal que gz(xl) =0, es
decir, el ideal = = (xl,x;y-l) del anillo de polinomios k[X,Y] . Ahora
bien, el epimorfismo natural f : k[X,Y}—B , definido en 1.0, tiene por
nucleo (en nuestro ejemplo) el ideal
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ker f = ((x’j+x§)y-1)k[x,Y]

que estd contenido en T, luego pZB = f(rcz) serd primo, por serlo T, - Por
tanto, p, no se ramifica en A<B .

Finalmente, para el primo de altura dos p = (xl,xz)A , se tiene:
pB = (x,.x)B = (xl,xz,(xf+x§)y-1)B = (x,x,1)B = B

de acuerdo con lo indicado en la nota de 4.3.2 .
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4.4 Ramificacidén en extensiones trascendentes

Sean B un dominio de integridad y Ao un subanillo de B , tales que B sea
extensién trascendente de A0 y {tl""’td} una base trascendente de B sobre

A0 . La consideracién del anillo de polinomios
A= Ao[tl,...,td]

permite descomponer la extensién A0 B en una extensién trascendente pura
seguida de una extensién algebraica, de acuerdo con el siguiente diagrama

conmutativo (donde todos los morfismos son de inclusién):
Ac > B
0\ /‘
A

Ahora bien, las extensiones trascendentes puras conservan el cardcter de

primo, por lo que es s6lo la extensién algebraica A<———B la responsable de
la ramificacién en Ao «»B . La conservacién del caricter de primo en
extensiones trascendentes puras, es un resultado conocido, del cual se
ofrece a continuacién una demostracién, que creemos original. También

probaremos la conservacién del cardcter de primario en tales extensiones.

4.4.1 Lema.- Sean A un anillo noetheriano, B = A[t] con B trascendente sobre
A, a un ideal de A y aB su extendido en A—B . Para el polinomio
f(v) = oc0+alt+...+&nt" € B (donde o € A) se verifica: f(t) € aB si y sélo
S1 ao,a],...,an € a.

Demostracién.- Por ser A noetheriano, podemos suponer a = (el,...,ez)A ;
donde e € A ; .z . Sif(t) € aB , habrd de ser ‘ '

f)= 3 be (1)

i=1

donde bl,...,b € B = A[t] , y por tanto

¥4

T

i .
b = Z a,.t’ ; a. € A, r eEN ; #Fl..z
N 3 i
=0

luego designando r = ma’.x[rl,...,rz} , podemos escribir
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r .
b= X ai,t’
1 J =0 1]
sin mas que tomar los coeficientes aij nulos, si j > - De este modo, de
(1) resulta

z r : r z .
)= X[ X afe= I[X ag)
i=14=0 ¥J 1 j=obi=1 ¥
luego notando
¥4
o= ae ; jOnr 2
Yoy B
queda
r .
fit)= X at
. j
j=0
siendo o0 € a segiin sigue de (2). Reciprocamente, si
o0 50 € u , es claro que f(t) = oc0+0L1t+...+0Lntrl € 1B =

4.4.2 Lema.- Sean A un anillo noetheriano y B = A[t] con t trascendente
sobre A . Si p es un ideal primo de A , entonces el ideal extendido yB es
primo también.

Demostracién.- Si g(t) y h(t) pertenecen a B = Al[t] , entonces pueden

escribirse en al forma
r

s)= 3 af . h®= 3 at
i=o0 j=0 ?

donde ai,a; € A, siendo su producto

r+s
gWh(®) = X a ¢ a'= T aa ; .m
1=0 i+j=1 3

Supongamos p primo. Para demostrar que entonces pB es primo, bastard probar
la implicacién:

[Lewh® e B A (g0 esB]] = [0 eB]
lo que, de acuerdo con el lema 4.4.1, es equivalente a probar la
implicacién:

([a'l' € piE0uws] A [dme j0.0) .2 € p]] = [an € P 03]

Para ello, supongamos que es m el menor natural, tal que a € p, Yy por
tanto

aa’+aa’ +..+a .a
0 m 1 m-

I 4 ’ "
=a" e T 8,8 ,e..d €
1 m-1"1 + a3 n S P 1 mA1 P

0
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. . e n?
luego ama(') € p,pero a_ ¢ y, lo cual, por ser y primo, implica: a € p.
Ahora

’ ’

aa + aa
0 m+1 1 m

+... ! ‘= a" : a,a,.,a ., €
+ amal + am+1ao am+1 €y > 01" " m-17 0 F

implican: amaI € p, pero a ¢ p, luego a; € yp . Reiterando el
m
razonamiento, resultari: a(’,,a;,a;,...,a' €y .
s

443 Lema.- Sean A un anillo noetheriano y B = Alt] con t trascendente

sobre A. Si g es un ideal primario de A , entonces el ideal extendido 4B es
primario también.

Demostracién.- Sean g(t) y h(t) elementos de B = A[t] , definidos como al
comienzo de la demostracién del lema 4.4.2. Supongamos g primario. Para

demostrar que entonces gB es primario, bastard probar la implicaci6n:
[[ewh® e B1 A [e0eqB]l] = [ho) e VsB]

Para elio, supongamos que g(t) ¢ gB , lo que, de acuerdo con 4.4.1, permite

asegurar la existencia de un natural m < r , tal que a A el € gy

0
a € g, lo cual implica

% m-1 .
g®= X aitl € gB
i=0

y por tanto

O =g0-g®= 3 ateqd ()

i=m .
ya que, si fuera g"(t) € gB , se tendria: g(t) = g (1) + g"(t) € gB , en
contradiccién con la hipétesis de que g(t) ¢ gB . Por otra parte, si
g(Hh(t) € gB , entonces
sk %
g'®h(t) = [g(®) - g MR = gMh() - g (Dh(t) € 3B @
siendo ‘
g"(Oh(t) = ama(’)tm + {téminos de grado > m en t} € gB

lo que, segin 4.4.1, implica: ama(') € g,y por ser g primario, se tiene:
[[ama(’)e gl Ala ¢ q]] = [a e vy ]

Vamos a terminar de probar que

sl 8.8 € Vg 3

’ ’
a,a
01 n-1

- ., ’
por induccién sobre n . Para ello supondremos que a(’),...,an_1 € Vq y vamos

-~
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a probar que entonces también a; € Vg . En efecto, se tiene
% n-1 .
K= 3 afe ViB c V4B
j=0

luego existe un natural, ¢ , tal que

X
[h O e 4B 4)
Yy, en consecuencia, considerando el elemento de B
8 .
h'() =h() -h' () = 3 ay &)
j=n

se tiene

e * -] " < [ 1 * e-1
g'Wh'®) = g"®Wh® - h O = g (t)[ z [‘] (h(1T-h (V)] ]
1=0
lo que, teniendo en cuenta (2) y (4), implica

g"OMh"(M)]° € B ©®
pero, recordando (1) y (5), se tiene
g'Wh"OYF = am(ax'l)°tm'rne + [términos de grado mayor que m+ne en t)
luego, de acuerdo con 4.4.1, de (6) se deduce am(a;)e € g, pero a_ no
pertenecia al ideal primario g , luego alguna potencia de (a;)e

pertenecerd a g y, en consecuencia, a’ € vg . Queda asi probado (3), lo
que, de acuerdo con 4.4.1, implica

S .
ht) = X ant' € viB ¢ V5B
j=0
con lo que concluye la demostracién. n

4.4.4 Teorema.- Sea A un anillo noetheriano y B = A[tl,..,td] siendo
t »--t, indeterminadas independientes sobre A . Sea u un ideal del anillo
A y aB su extendido en el anillo de polinomios B . En estas condiciones,
se verifican:

i) si a es primo, entonces sB es también primo

ii) si a es primario, entonces sB es también primario
Demostracién.- Notando A = A[tl,...,ti] :  i=..d , basta tener en
1

cuenta que A [t] = A ; ii.d, donde A = A,y hacer uso de los

dos lemas precedentes, aplicando induccién sobre i . n
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4.4.5 Consecuencia.- Sean Ao = k[xl,...,xc] un anillo de polinomios sobre
el cuerpo k y B una k-dlgebra afin finitamente generada, que sea dominio de
integridad de dimensién r . Si A0 es subanillo de B , entonces r 2 e ,
luego existen X, % € B , algebraicamente independientes sobre A0 ,
tales que B sea extensién algebraica (finita) de

A= Ao[xe+ ...,xr] = k[xl,...,xe,x yeensX ]

I e+l T
y, en consecuencia, existen Yy, € B, tales que B = A[yl,...,yn] ,
lo cual permite factorizar la extensién trascendente Ao 5B en una

extensién trascendente pura y otra algebraica:

A — B
\ ) /
Ahora para estudiar la ramificacién de P, € Spec A en A, <—B , podemos
comenzar pasando al ideal extendido pOA en el anillo A (que serd primo, de
acuerdo con el teorema anterior), para pasar, a continuacién, al extendido
de este udltimo ideal en A<—B , es decir, al ideal (poA)B =p oB . De este
modo, el estudio de la ramificacién, al extender desde un anillo de

polinomios, A, , hasta una A -dlgebra finitamente generada, se reduce al

caso en que la extensién sea algebraica.
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APENDICE.

Automatizacién de algunos cdlculos




A.1 Rango de matrices con elementos pertenecientes
a una k-algebra por reduccidn a matriz escalonada

El cdlculo del rango de matrices , cuyos elementos pertenecen a una
k-dlgebra finitamente generada, puede resultar bastante laborioso, por lo
que tiene interés utilizar métodos de cdlculo que minimicen el nimero de

operaciones (y, en particular, de productos) a efectuar con sus elementos.

El algoritmo que proponemos a tal efecto, trata de reducir la matriz dada
a una matriz "escalonada”, esto es, a una matriz en la que sea posible
trazar una escalera (descendente, de izquierda a derecha), como en la

siguiente matriz, cuyos elementos pertenecen a Z[x] :

OO O r= =

OOXK OO0

O K —
»

O‘+ P O M
— N )

x -1
2 0
0O O
0O o
0 O

o000
OOO0O

0
0

tal que se verifiquen las tres condiciones siguientes:

i) encima del primer escalén (de izquierda a derecha) habrd, a lo mas, un
elemento, que ha de ser no nulo

ii) al pasar de cada columna de la matriz, a la siguiente (siempre de
izquierda a derecha), la escalera bajard un peldafio syss el elemento
que ha de descansar sobre el nuevo peldaiio es no nulo; en otro caso,
no se bajafé ese peldafio (es decir, se tendrd un rellano en la
escalera)

iii) debajo de la escalera s6lo habré ceros

Formalicemos, notando z_al niimero de elementos de la columna j , que quedan
i
encima de la escalera.

A.1.1 Definicién.- Diremos que una matriz A = (aij), de dimensiones mxn ,
cuyos elementos pertenecen a una k-digebra finitamente generada, B, es
escalonada , si existen n+1 naturales, z Z e verificando las tres

0
condiciones:
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)z =0

) 0

2) si existe a _y es no nulo, entonces z = 1+z_;
Z+1j+1 j+1 ]

i

én otro caso z. =z ,
jl J

3) para todo i > Z aij =0

Notaremos z(A) al natural z siendo n el niimero de columnas de A .

A.1.2 Lema.- Si la matriz A es escalonada, entonces

rango A = z(A)

Demostracién.- Notemos cj(A) a la columna j-ésima de A. El k-espacio
vectorial generado por las columnas de A, es claro que admite por base al

subconjunto de vectores columna:

{Cj(A)llSan;zj>zj_1}

siendo el nimero de tales vectores columna

n
‘zl(zj - Zj-l) = z - zy =z
J:

luego: rango A = z = z(A) .

Dada una matriz A = (a ), de dimensiones mxn y elementos pertenecientes a
y .
la k-dlgebra B , trataremos de construir una matriz escalonada de las

mismas dimensiones y rango que la matriz A .

A.1.3 Definicién.- Si A es una matriz de dimensiones mx , tal que la

. . o
submatriz de sus j primeras columnas (0 < j < n) , la cual notaremos A~,
sea escalonada, entonces diremos que A es una matriz j-preescalonada.

En consecuencia, si A es n-preescalonada, entonces es escalonada. Ademds,
cualquier matriz A serd o-preescalonada.

La siguiente conmstruccién permite pasar de una matriz jpreescalonada a
otra (+)-preescalonada, de las mismas dimensiones y rango, lo cual,
reiterando el proceso, permitird resolver el problema propuesto
inmediatamente antes de la definicién A.1.3 .
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A.1.4 Definicién-lema.- Dada una matriz jpreescalonada, A , de m filas,
notaremos pj(A) a la matriz resultante de efectuar sobre A las operaciones
a) y b) siguientes:

a) determinar, si existe, el menor natural, w , tal que z <w<m y

a .. # 0 (donde z se refiere a A9); si no existe, entonces w=o .
Wi+ J

b) si w#0 , entonces efectuar sucesivamente las operaciones b1 )y b 2)
siguientes:

bl) SI w o>z

., » entonces permutar las filas w Yy
J

z,
j+l

b2) para todo r = z e multiplicar la fila « por

a
z +1,j+1
2 3§

y restarle la fila zj+]. multiplicada por 2

La matriz pj(A), asi construida, es g+)ypreescalonada y tiene el mismo
rango que A .

Demostracién.-La transformacién que hace pasar de A a pj(A) es composicion

de las operaciones elementales siguientes:

¢ permutar dos lineas paralelas
e multiplicar una linea por un elemento no nulo
¢ sumar a una linea, otra paralela

cada una de las cuales conserva el rango, luego
rango pj(A) = rango A

Por otra parte, basta tomar

z

142, , 81 w0
B j
i+ {

Z, ., $i w=0
i
para que, teniendo en cuenta bl )y bz), resulte escalonada la . matriz

(pj(A))(i“), de acuerdo con la definicién A.1.1, y en consecuencia pj(A)
sea (j+1)-preescalonada. .

A.1.5 Definicién-teorema.- Sea A una matriz de dimensiones mxn , CUYOS

elementos pertenezcan a la k-dlgebra B. Notando
= - .. i =A
A0 A, Aj+l = pj(Aj) ; #0,L.a-1  , P(A) )
entonces la matriz p(A) es escalonada y del mismo rango y dimensiones que A.
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Demostracién.- Por induccién sobre j. Por ser A o una matriz O-preescalonada,
de acuerdo con A.1.4, A1 = po(Ao) serd 1-preescalonada y del mismo rango y
dimensiones que A. Suponiendo ahora que Aj es jpreescalonada y del mismo
rango y dimensiones que A, segin A.14, Aj+1 = pj(Aj) serd
¢+1)-preescalonada y del mismo rango y dimensiones que A. Finalmente, por

ser An una matriz »-preescalonada, de n columnas, es escalonada. ]
De acuerdo con la notacién precedente, se tiene:

A.1.6 Corolario.- rango A = z(p(A))

Demostracién.- Sigue del teorema anterior y de A.1.2 . ]

A fin de aplicar la formalizacién precedente a calcular el rango de
matrices, construimos el siguiente algoritmo.

A.1.7 Algoritmo RANGO(A)

Input: A es una matriz de dimensiones mxn con elementos de una k-dlgebra
finitamente generada

Output: RANGO(A) es el rango de la matriz A

(1) determinar los nimeros, m y n, de filas y columnas de A;
(2) hacer z:=o0;,
(3) para j=1,.n hécer
<<(3.1) determinar w ,talque w=min{i [ z<i<m Yy a, # 0}
y si este conjunto es vacio, entonces hacer w := 0 ;
(3.2) si w#0 , entonces hacer
(3.2.1) z = 21
(3.22) si w # z , entonces permutar las filas w y =
(3.2.3) para r = z+1 hasta m hacer
si a, # 0, entonces multiplicar la fila r por a,
y restarle la fila . multiplicada por a >>;
(4) rango(A) = 2
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A.1.8 Procedimientos Reduce para el algoritmo RANGO

Los procedimientos que hemos elaborado para implementar el algoritmo
RANGO serdn denominados: RANGO, RANG, NONUL, PERMU y ANULA.

El procedimiento inicial, RANGO, comienza determinando los niimeros de
filas y columnas de la matriz y enviando el control de flujo al
procedimiento RANG, que coordina el resto del algoritmo.

El procedimiento NONUL determina el niimero natural w, considerado en el
paso (3.1) del algoritmo. El procedimiento PERMU(h,k) permuta las filas hy
k, segin requiere el paso (3.2.2), y el procedimientd ANULAC(,e) implementa
el paso (3.2.3), anulando los elementos de la columna j, situados por debajo
del a

¢

A.1.9 Programa Reduce para el algoritmo RANGO

procedure RANGO(A);
begin
B:=A;
m:=first length(B);
n:=second length(B);
RANG(B)
end$

procedure RANG(B);
begin
integer j,w,z;
z:=0;
A:=B;
for j:==1:n do
<<w:=NONUL(j,z+1);
if w neq O then
<<z:=z+1; PERMU(w,z); ANULA(,z)>> >>;
ra:=z; write "rango = ", ra
end$

procedure NONUL(j,e);
begin
integer i;
1:=¢;
while i<m+1 and A(i,j)=0 do i:=i+1;
if i<m+1 then return i1;

return O

end$
procedure PERMU(h,k);

begin

integer j; scalar c;

if h neq k then )

$<<for j=1n do <<c:=A(h,j); A(h,j):=A(kj); Ack,j):=c>> >>

end

-

154



procedure ANULAC(j,e);
begin
integer 1,s;
for r:=e+1:m do
if A(r,j) neq O then
<<for s:=j+1:n do
5 A(r,s):=A(e,))*A(r,s)-A(r,))*Ale,s); A(r,j):=0>>
end

;end;

Nota.- La versién 3.2 de Reduce no dispone de las primitivas FIRST LENGTH ni
SECOND LENGTH, por lo que en esta versién el anterior procedimiento RANGO

no serfa viable, pudiendo sustituirse por los cinco procedimientos:

procedure RANGO(A);
begin
B:=A;
n:=NUCOL(B);
m:=NUFIL(B);
RANG(B)
end$

procedure NUFIL(A)$
symbolic FIL A$

symbolic procedure FIL(A)$
(length cdr A)$

procedure NUCOL(A)$
symbolic COL A$

symbolic procedure COL(A)$
(length cadr A)$

Notemos que los procedimientos auxiliares NUFIL y NUCOL utilizan los
respectivos procedimientos simbélicos SYMBOLIC FIL y SYMBOLIC COL,

que no son procedimientos Reduce, sino Lisp.

A.1.10 Ejecucién del programa RANGO

Ante todo, en el mismo directorio de la unidad de disco fijo, en que estd
instalado Reduce, copiamos el archivo conteniendo el programa precedente,
titulandolo, por ejemplo, ESCAL .

Se comienza cargando Reduce, y una vez que empieza la sesién y aparece el
prompt 1: , cargamos el archivo ESCAL (escribiendo este nombre precedido de
IN y seguido del terminador $ y pulsando Return), en la forma:

1: IN ESCAL$ &

-
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siendo preferible utilizar el terminador $ (mejor que ;), para que al cargar
no aparezcan los listados de procedimientos.

Al terminar la carga y aparecer el prompt 2: se introduce la matriz
a a .a_
a_a_.a
P=| "21722" "0
a_..a
nl n2 nmn

cuyo rango se desea calcular, en la forma:

2: P=MAT((a  ,...a  )..(a_ o2 ))$ & *

in

y al aparecer el siguiente prompt, 3: , pedimos que célcule el rango de P,
en la forma:

3: RANGO P$

y el programa devuelve el rango de P . Notemos que, si se trabaja en Reduce
3.2, antes de introducir la matriz, es preciso declarar la matriz, lo que en
el caso de P se haria en la forma:

2: MATRIX P$

y esta linea precederfa a la linea (*), que corresponderia al prompt 3:
Si ahora deseamos calcular el rango de la matriz LL, escribimos:

4: LL:=MAT((.cseeee)5eees(ereenre ))$

5: RANGO LL§ <

La matriz escalonada en que se transforma la matriz dada (cada vez que se
ejecuta el programa RANGO) no es exhibida, en principio, por el programa,
pero queda alojada en la variable A, por lo que, para visualizarla, basta
ordenar A seguida de punto y coma, es decir,

6: A;

siendo preciso ahora utilizar el terminador ; (en vez de $).

Es conveniente tener en cuenta que el nombre asignado a la matriz, cuyo

rango se desea calcular, debe ser distinto de los siguientes:
A9 Bv C’ E’ I’ J’ K7 Mv N7 R, 57 W7 Z

por ser estas, o bien variables del programa RANGO, o bien palabras
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reservadas de Reduce, siendo por ello aconsejable designar a las matrices
con letras repetidas: AA, BB, ...

Si se desea calcular el rango de varias matrices (AA, BB, CC...), es
prictico guardarlas previamente en otro archivo del mismo directorio en que
esté instalado Reduce (con la sintaxis indicada en el paso 4: ). Si a este
archivo lo hemos titulado, por ejemplo, MATRICES, basta cargarlo (antes de

pedir que cdlcule el rango de las matrices que contiene) en la forma:

7: IN MATRICES$ <
8: RANGO AAS <
9: RANGO BB$ !

-------------------

Finalmente, para calcular el rango de la matriz FF, cuyos elementos
pertenecen al anillo cociente Z[xl,...,xn]/I, siendo I el ideal generado por -
los polinomios

fl(xl,...,xn), fz(xl,...,xn), fa(xl,...,xn)
se han de declarar las condiciones:
-0 - Kk
fi(xl,...,xn) =0; =123 **

después de introducir esta matriz, es decir, en la forma:

10: FF:=MAT((..,..0r.)seees(evpennse))$ &

11z f (X 5e000x ):=08

),
|
12: f2(x1,...,xn):=0$ P
o

13: fs(xl,...,xn):=0$

14: RANGO FF$

Para sustituir el ideal I por otro, se ha de comenzar anulando las
condiciones (**), escribiendo:

15: CLEAR £ (X ee0sX )of, (X 5er® Do (X X )8
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A.1.11 Ejemplos.- Supongamos que se desea calcular el rango de la matriz

X2y 1 0
PP 0 X x*-72

X-y y X-z

cuyos elementos son polinomios del anillo Z[x,y,z] , y después se desea
calcular de nuevo el rango de PP, pero ahora suponiendo sus elementos
pertenecientes al anillo cociente z[x,y,z}/I, siendo I el ideal (x-y,y-z),
y, finalmente, para el caso en que I = (x,z) . Para ejecutar todo ello , se

procede del siguiente modo (supuesto ya cargado Reduce):

1: IN ESCAL $

2: PP:=MAT((X**2-Y*%2,1,0),(0,X,X**2-Z**2) (X-Y,Y,X-Z))$
3: RANGO PP$
rango = 3

4: X-Y:=0%

5: Y-Z:=0%

6: RANGO PP$
rango = 1

7: CLEAR X-Y,Y-Z$
8: X:=08%

9: Z:=0%

10: RANGO PP$
rango = 2

y para visualizar la matriz escalonada obtenida en el ultimo cdlculo del

rango, que se ha efectuado, basta escribir A; y pulsar Return

11: A;

MAT(1,1)
MAT(1,2)
MAT(1,3)
MAT(2,1) :
MAT(2,2) :
MAT(2,3)
MAT(3,1)
MAT(3,2)
MAT(3,3)

- Y?

i

Y*(Y* - 1)

we es es e . -I- .I- a“.
]

COOoO

Finalmente, para calcular el rango de la matriz EE, de dimensiones 5x6 Y
término general EEij = x'+y , puede procederse asi (no olvidando anular las
condiciones x = 0 = z , anteriormente impuestas):

12: CLEAR X,Z$

13: MATRIX EE(5,6)$

14: FOR I:=1:5 DO FOR J:=1:6 DO EE(1,)):=X**[+Y**]$

15: RANGO EE$
rango = 2
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A.2 Abreviacién del cdlculo del rango, por reordena-
c16n de columnas con ceros terminales

Al tratar de calcular el rango de la siguiente matriz A , se observa que
permutando convenientemente sus columnas, se transforma en la matriz D, para

la cual la ejecucién del algoritmo A.1.7 es menos laboriosa que para A .

x+1 x+1

A=

— D=

0 1
-1 x
0 2
0 O

OO+
OSOO0O
OO0
OOO+
OO = M

0
-1
0
0

OO M

1
X
2
0

Esta observacién sugiere que, en aquellas matrices tales que alguna de sus
columnas tengan “"ceros terminales” (esto es, ceros en elementos finales de
la columna), se haga una "preparacién”, previa a la ejecucién del algoritmo
A.1.7 . Tal preparacién, consistente en reordenar sus columnas, para
colocarlas en orden decreciente del nimero de ceros terminales, es el

objetivo del algoritmo indicado tras la siguiente definicién.

A2.1 Definicién.- Siendo A una matriz de m filas, llamaremos namero de
ceros terminales de la columna j, y notaremos c(j), al natural definido asi:

c(j)=méx[selN[aij=0,sii>m-s}

A22 Algoritmo PRE(A)
Input: A es una mﬁtriz de dimensiones mxn con elementos de una k-dlgebra

Output: PRE(A) es 1a matriz resultante de reordenar las columnas de A,
en orden decreciente del nimero de ceros terminales

(1) para j := 1 hasta a hacer
c(§) := nimero de ceros terminales de la columna j ;
(2) para j := 1 hasta n hacer
Clwi=1;vi=2;
(2.2) L: si c(w) < c(v) entonces w = v ;
(2.3) v == ve1
(2.4) si v := n+1 entonces u = w Yy en otro caso goto L ;
2.5) c(w) = a1 ;
(2.6) para i := 1 hasta m hacer
elemento ) de la matriz PRE(A) := elemento Guw de A ;
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A.2.3 Procedimientos Reduce para los algoritmos PRE v RANGO

Los procedimientos que hemos elaborado para implementar en Reduce los
algoritmos A.2.2 y A.1.7 (sucesivamente) serin denominados PRERAN, PRE,
LISTCEROS, NUCEROS y MAXCOL (a los que han de afiadirse los
procedimientos indicados en A.1.8 y A.1.9, excepto RANGO).

El procedimiento inicial, PRERAN, comienza determinando los nmimeros de
filas y columnas de la matriz y enviando después el control de flujo al
procedimiento PRE, que implementa el algoritmo A.2.2, transformando la
matriz A en la matriz D = PRE(A), para calcular después el rango de esta

tltima, mediante el procedimiento RANG, considerado en A.1.9 .

El procedimiento PRE utiliza los procedimientos auxiliares LISTCEROS ,
NUCEROS y MAXCOL . El procedimiento NUCEROS(j) determina el natural
c(j) , de ceros terminales de la columna j , y el procedimiento LISTCEROS
crea un "array" para alojar el nimero de ceros terminales de cada columna:
c(1) , ¢(2) , ... , c(n) . Estos dos dltimos procedimientos permiten pues
implementar el paso (1) del algoritmo A.2.2 y el procedimiento MAXCOL
determina la columna, u , cuyo c(u) es mdximo (o el menor u , de entre
aquellos para los que es c(u) mdximo, si existiera mds de uno), es decir, el
natural

u=ITlfn{w | lSan;VvE (1,..,n},C(w)ZC(v)}

cambiando posteriormente c(u) = -1 , para no ser considerada la columna u
en la siguiente ejecucién de este procedimiento (pasos (2.1) a (2.5) del
algoritmo).

Finalmente, el jprocedimiento PRE, que coordina todo el proceso de
reordenacién de columnas de la matriz, en orden decreciente de ceros

terminales, acaba con la implementacién del paso (2.6) del algoritmo.

El programa que implementa ambos algoritmos, PRE y RANGO, serd
denominado PRERAN .

A.2.4 Programa Reduce para los algoritmos PRE y RANGO

procedure PRERAN(A);

begin
B:=A;
m:=first length(B);
n:=second length(B);
PRE(B);
RANG(D)

end$ -
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procedure PRE(B);
begin
A:=B;
if n<2 or m<2 then <<D:=A; return 0>>;
LISTCEROS();
clear D; matrix D(m,n);
for j:=1:n do <<MAXCOLY); for i:=1:m do D(,)):=A(1,u)>>
end$

procedure LISTCEROS;
begin
clear c; array c(n);
for ji=1:n do c(j):=NUCEROS(j)
end$

procedure NUCEROS();
begin
integer ik,h;
1:=0;
L: k:=m-i;
if A(k,j) neq O then return i else
if k>1 then <<i:=i+1; goto L>>;
return m '
end$

procedure MAXCOL;
begin
wi=1; vi=2;
L: if c(w)<c(v) then w:=v;
vi=v+1;
if v=n+1 then u:=w else goto L;
c(u):=-1
end$

send;

Nota.- Los procedimientos RANG, NONUL, PERMU y ANULA son los ya
listados en A.1.9 . |

A.2.5 Ejecucién del programa PRERAN

Ante todo, en el mismo directorio de la unidad de disco fijo en que estd
instalado Reduce, copiamos un archivo que contenga los programas de A24
y A.1.9, tituldndolo, por ejemplo, PRESCAL.

Una vez comenzada la sesién de Reduce, al aparecer el prompt 1: , cargamos
el archivo PRESCAL, escribiendo:

1: IN PRESCAL$ <!

cuando aparezca el prompt 2: , introducimos la matriz en el modo indicado en
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A.1.10, es decir,

2: BB = MAT((...),...(.))$ &

y al aparecer el prompt 3: , ejecutamos el programa sobre la matriz BB ,
escribiendo

3: PRERAN BB§

respondiendo el programa el rango de la matriz BB y quedando alojada la
matriz PRE(BB) en la variable D. En consecuencia, para visualizar la matriz
PRE(BB), basta escribir

4: D; 4 *)

Nota.- Si se utiliza la versién 3.3 de Reduce, entonces, al final del

procedimiento PRE puede afiadirse la sentencia simple
Return D;

para que el programa devuelva automdticamente la matriz PRE(BB), antes
indicada, sin necesidad de ordenar (*) . Asimismo, en la versién 3.2, seria
preciso declarar la matriz BB , antes de introducirla, como ya se indic6 en
A.1.10 .

A.2.6 Ejemplo.- Supongamos que se desea calcular el rango de la matriz
simbdlica

x*+1 y-x y O

BB = y O2 0 x
x x- 0 O

1 x 0 O

y después se quiere visualizar cémo ha quedado la matriz al reordenar sus
columnas con el algoritmo A.2.2 . De acuerdo con lo indicado anteriormente,

operamos del siguiente modo:

1: IN PRESCAL §

2: BB:=MAT((X**2+1,Y-X,Y,0),(Y,0,0,X),(X,X**2,0,0),(1,X,0,0))$
3: PRERAN BB$

rango = 3

4: D;
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MAT(2.2)
MAT(2,3)
MAT(2,4)
MAT(3,1)
MAT(3.2)
MAT(3,3)
MAT(3,4)
MAT(4,1)
MAT(4,2)
MAT(4.,3)
MAT(4.4)
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A.3 Cdlculo del rango de matrices jacobianas
y del orden de ramificacion

De acuerdo con lo indicado a lo largo de esta memoria, las matrices para
las cuales nos interesa calcular el rango son matrices jacobianas de la
forma

donde f l,...,fm pertenecen al anillo de polinomios k[X,)Y] =
= k[Xl,...,Xr,Y p--Y 1, especializando en un primo p* del anillo cociente
B = k[X,YJ/(f ....f ) , con objeto de determinar su orden de ramificacién:

ordram y = n - rango [Jy] F*
no presentando ningiin problema especial el cdlculo del rango de esta matriz
jacobiana, ya que se puede trabajar en el cuerpo k(p*) = B/p* .

Para ello utilizaremos el siguiente algoritmo ORD, que permite determinar

la matriz [J ]F* , calculando su rango mediante la sucesiva aplicacién de
y N
los algoritmos PRE y RANGO, explicitados en los apartados A.1 y A.2 .

En la mayoria de los casos a considerar, la algebraicidad de cada ryj se
expresa sobre k[xl,...,xr,yl,...,yj_l] , por lo que los polinomios
f1’“"fm son de la forma '

X yeee Y) ; i=l..n
fJ( 1’ ,Xr,yl, ’yj_la J) s ¥

luego la matriz Jy , reordenando convenientemente sus columnas, llega a ser
una matriz triangular, por lo que es recomendable no omitir el algoritmo
PRE , antes de ejecutar el algoritmo RANGO.

A.3.1 Algoritmo ORD

Input: e polinomios fl,...,fm , que se han de derivar, para obtener la

matriz jacobiana Jy

® variables Y Y > TESpECTO de las cuales se ha de derivar,
n
para obtener Jy

¢ base {p,...p ) del ideal )

-
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Output: e rango de la matriz [Jy] F*
¢ ord.ram p*

(1) introducir los polinomios f l,...,fm ;
(2) introducir las variables Yl,...,Yn ;
(3) para i:=1 hasta m hacer

para j: =1 hasta a hacer

6fi
Jy(i,j) =—6—3/: 3

(4) introducir la base (p,...p } del ideal P
(5) para i:=1 hasta m hacer fi(xl,...,xr,Yl,...,Yn) =0;
(6) para n:=1 hasta q hacer ph(xl,...,xr,Yl,...,Yn) =0
(7) para i:=1 hasta m hacer

para j =1 hasta o hacer

J] . (i) = [J (m-)] ;
[ iP y f1=0,",fm=0,p1=O,..,pq=0

(8) hacer D := PRE [J] .

viP
(9) hacer ra := RANGO D ; escribir rango :=ra ; i
(10) para i:=1 hasta m “clear" fi (supresién de la asignacién (3)) ;
(11) para n:=1 hasta q "clear" P, (supresién de la asignacién (6)) ;
(12) escribir rorden de ramificacién := " ,n - ra ;

Nota.- En los pasos (8) y (9) se ejecutan los algoritmos PRE y RANGO,
descritos en A2.2 y A.1.7, respectivamente. Los pasos (10) y (11) tienen
por objeto omitir las asignaciones (5) y (6), de modo que en posteriores

ejecuciones, sélo se consideren las nuevas asignaciones (5) y (6).

A.3.2 Procedimientos Reduce para el algoritmo ORD

Los procedimientos que hemos elaborado para implementar en Reduce (version
3.3) el algoritmo ORD, serdn denominados JACOB y ORD.

El procedimiento JACOB determina el niimero de funciones de definicion,
fi , v el de variables, y. , respecto de las cuales se ha de derivar,
calculando la matriz jacobiana Jy (paso (3) del algoritmo).

El procedimiento ORD determina el nimero, q , de elementos de la base
considerada del ideal p*, asigna el valor cero a las funciones de definicién

-
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y a los elementos de la base de p* (pasos (5) y (6) del algoritmo),

determina la matriz [Jy] F* (paso (7) del algoritmo), reordena las columnas

de esta matriz, utilizando el programa PRE de A.2 (paso (8)) y calcula el
rango de la matriz que resulta (paso (9)), para, finalmente, suprimir las
asignaciones nulas, hechas a los elementos f y p, (pasos (10) y (11)) y
devolver el orden de ramificacién (paso (12)).

Nota.- Las funciones de definicién f,x , las variables respecto de las
cuales se ha de derivar y la base considerada del ideal p*, van a ser
introducidas en forma de listas, denominadas respectivamente FUN, VA y P, es
decir,

FUN := {fl,...,fm}; VA = {yl,...,yn}; P:= [pl,...,pq};

lo que no es posible en la version 3.2 de Reduce, que al no disponer de
listas, obliga a introducir estos tres tipos de datos en forma de matrices
fila, por ejemplo. |

A.3.3 Programa Reduce para el algoritmo ORD

precedure JACOB;

begin
m:=length fun;
n:=length va;
clear Jy; matrix Jy(m,n);
for i:=1:m do for j:==1:n do
4 Jy(i,j):=df(part(fun,i),part(va,j));

en f

procedure ORD;

begin
integer q;
q:=length p;
for i:=1:m do part(fun,i)-0:=0;
for k:=1:q do part(p,k)-0:=0;
PRE(Jy);
RANG D;
for k:=1:q do clear part(p,k)-0;
for i:=1:m do clear part(fun,i)-0;
write "orden de ramificacién = ", n-ra

end$

send;
Nota.- Los procedimientos PRE y RANG son los ya listados en A.2.4 y A.1.9,

respectivamente, y su utilizacién exige incluir los demds procedimientos

-
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contenidos en esos dos apartados (excepto los procedimientos RANGO

y PRERAN).

A.3.4 Ejecucién del programa ORD

Ante todo, en el mismo directorio de la unidad de disco fijo en que esté
instalado Reduce, copiamos un archivo que contenga el programa precedente,
junto con los programas indicados en los apartados A.1.9 y A.24,
tituldndolo, por ejemplo, ORDRAM .

Una vez que comienza la sesién Reduce y aparece el prompt 1: , cargamos el
archivo ORDRAM, escribiendo:

I: IN ORDRAMS

y al terminar de cargar y aparecer el prompt 2: , introducimos las funciones
de definicién, en una lista, que se ha de denominar FUN , es decir, en la
forma:

2: FUN = (f ,....f }$ &
1 m

Al aparecer el prompt 3: , introducimos las variables, respecto de las
cuales se ha de derivar, en una lista llamada VA, es decir, escribiendo:

3: VA := {yl,‘..,yn}$ Y

y al aparecer el prompt 4: , pedimos efectuar el calculo de la matriz
jacobiana, escribiendo JACOB(), es decir, en la forma:

4: JACOB()$ <

Dicha matriz jacobiana es alojada en el programa en la variable Jy , por lo
que, si se desea visualizarla, basta escribir Jy; (una vez que aparece el
siguiente prompt).

A continuacién introducimos los elementos de una base del ideal p , en
forma de lista, que se ha de denominar P, es decir, escribiendo:

5: P := (pl,...,pq}$ <—J

y finalmente pedimos efectuar el cédlculo del orden de ramificacion de p ,
escribiendo ORD() , es decir, en la forma:

6: ORD()$ <
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para que el programa devuelva el rango de la matriz [Jy] F* y el orden de
ramificacién de p*

. *
Ahora para calcular el orden de ramificacién de otro primo p, basta
introducir los elementos de una de sus bases, en forma de lista de nombre P
y, a continuacién, escribir ORD(), es decir:

7: P = (s }$ &

8: ORD()$

lo que puede repetirse tantas veces como sea preciso.

Pero si se desea cambiar las funciones fi , de nuevo habrd que
introducirlas en forma de lista denominada FUN , y a las variables
respecto de las cuales se ha de derivar, en forma de lista denominada VA,
y ordenar el cdlculo de la matriz jacobiana escribiendo JACOB() (como en los
prompts 2:, 3: y 4:, anteriormente indicados), antes de introducir una base
del ideal de p* y ordenar el cdlculo del orden de ramificacién con ORD (como
en los prompts 5: y 6:, o en 7: y 8:).

Finalmente, para concluir la sesiéon de Reduce, se escribird BYE; al
aparecer el siguiente prompt, es decir,

9: BYE; «

Nota.- Si se trabaja con la versién 3.2 de Reduce, los tres tipos de datos
(funciones f , variables y; Y base d¢ § ), se pueden introducir en
forma de matrices fila, con una sencilla adaptacién del programa de A.3.3 .

A3.5 Ejemplos.- Para A = tn[xl,xz,xa] y B = A[yl,yz,y3], con las
condiciones

3 2. -
(yl-1)2-x1+1 =0 , Yty X, = o , YiX, = 0

y siendo p el ideal (xl-l,x2-9,x3,y1-1,y2-2,y3)B , operamos asi:

1: IN ORDRAM $§

2: FUN:={(Y1-1)**2-X1+1,Y2*%*¥3+Y1-X2,Y3**2-X3 }$
3: VA=(Y1,Y2,Y3}$

4: JACOB($

5: P:={X1-1,X2-9,.X3,Y1-1,Y2-2,Y3}$

6: ORD($

rango = 1

orden de ramificacién = 2

-
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y ahora para calcular el orden de ramificacién del ideal
(xl-2,x 2—1,x3-1,y1,y2-1,y3-1)B , escribimos:

7. P={X1-2,X2-1,X3-1,Y1,Y2-1,Y3-1}$
8: ORD()$

rango = 3

orden de ramificacién = 0

y para determinar el orden de ramificacién del ideal (yz-ya)B , escribimos:

9: P:={Y2-Y3}$

10: ORD()$

rango = 3

orden de ramificacién = 0

Finalmente, si se desea considerar la k-élgébra
A=a[xy] , B=Alz]l ; x-2y-3y+2=0
para calcular el orden de ramificacién de (x-yz)B , operamos asi:

11: FUN:={X*%2-2%Y**3.3%Y**) 1+ 7%%2 }§
12: VA:={Z}$

13: JACOB()$

14: P:={X-Y**2}$

15: ORD()$

rango = 1

orden de ramificacién = 0

16: BYE;
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A.4 Célculo del ndmero de raices reales

El problema del célculo efectivo del nimero de raices reales de polinomios
tiene aqui interés, para permitir formular un criterio de no-ramificacién de
ideales primos en extensiones simples, en caso de que el cuerpo base sea R,
seglin ya se indicé en 4.2.3 .

La cldsica solucién dada por Sturm [Stu] a este problema, se considerd
pricticamente inviable durante mucho tiempo (salvo para casos especialmente
preparados), hasta que, con el uso de la regla de cdlculo y las
abreviaciones introducidas por Runge [Run], se consigui6 mejorar su
aplicabilidad, potenciada definitivamente en la actualidad con 1la
utilizacién del ordenador.

Conviene sefialar que para ecuaciones algebraicas de grado elevado, el
método de Sturm se hace inoperante, lo que ha motivado la aparicién de
nuevos algoritmos que faciliten el cdlculo del nimero de raices reales, como
el desarrollado en [CR-GV-R], basado en el método de Sturm-Habicht, o el
desarrollado en [L-S], que utiliza matrices de Hankel. Pero, en la mayoria
de los casos que aqui nos interesan, para polinonomios de grado no muy
elevado, es suficiente aprovechar el cldsico método de Sturm, de acuerdo con
~ lo indicado en [B-C-L].

En particular, para el caso de coeficientes enteros o racionales (que
permiten la implementacién en Reduce), es conveniente introducir ciertas
modificaciones, que moderen el crecimiento de los coeficientes de los
polinomios de la sucesién de Sturm.

A.4.1 Adaptacién propuesta para el método de Sturm

Sea p(x) un polinomio con coeficientes enteros en la indeterminada x y
p’(x) su polinomio derivado, y consideremos el mdximo comin divisor de
ambos, m(x), es decir,

m(x) = m.c.d.(p.p")
Es sabido que el polinomio cociente
P,(¥) = p(x)/m(x)

tiene las mismas raices que p(x), pero todas con multiplicidad uno, es

decir, sin raices miltiples.

-
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Antes de pasar a construir la sucesién de polinomios de Sturm, tengamos en
cuenta que, a fin de moderar el crecimiento de los coeficientes, conviene
sustituir cada polinonomio, q(x), por el resultante de dividir cada uno de
sus coeficientes entre el valor absoluto del m.c.d. de dichos coeficientes,
denominando simplificado de q(x) a dicho polinomio, que notaremos brevemente
simpl q(x) . Es decir, si

n n-1
= .tax+a
q(x) ax +a X+ | o

entonces
. * * -1 * *
simpl q(x) =ax"+a X +..+ax+a
n n-1 1 0
siendo
*
a =a/d; i=0l..aln
1 1
donde
d=| mcdaa,.a .a) |

Considerando ahora los polinomios:

ro(x) = simpl p o(x) ;

pl(x) = —g—{ro(x) ; rl(x) = simpl pl(x) ;

pi(x) = resto de dividir ri_z(x) entre ri_l(x), si ri_l(x) #0;

ri(x) = simpl [-pi(x)] 3 =12,

se obtiene la sucesién finita de polinomios:

r,(x) , rl(x? » LX), e, 1 (X)#0, 1 (X)=0
de la que interesar4 considerar la subsucesion:

L) . 1,00, 5,0, T () |
que llamaremos sucesion de polinomios simplificades de Sturm de p(x).

Sea r:(x) el término lider (0 de mayor grado) del polinomio

ri(x) ; =0,1,..k-1 y consideremos el par de sucesiones numéricas finitas:

(o (DL, o, ., (1))

(M, M, oM, ., 1))

a partir de las cuales se obtiene otro par de sucesiones numéricas finitas,

{S," }y [s'j'} , definidas en la forma:

a
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. * *
1+s ,si r (-Dr, (-1) <0
r _ ’ j-1 j j-1 .
s =0,5¢ ={ } 3 Fleekel
s; | » €N Ofro caso

. * *
1+s" o S r (Dr, 1(l) <0

S" — 0 , Sl.l ={ J- J J- } : j=l,...,k-1
Sj 1 , €n otro caso

De acuerdo con el teorema de Sturm, el mimero de raices reales, nit, de
p(x) es

4
= -8
ML= 81" S

y en consecuencia las raices de p(x) son todas reales syss
nrr = 8p,
siendo 3p o el grado del polinomio P, -

El siguiente algoritmo permite implementar esta adaptacién del método de
Sturm.

A4.2 Algoritmo STURM-SIMPL

Input: e polinomio p con coeficientes enteros ;
e variable v ;

Output: e nimero de raices reales de p(v) ;

e determinacién de si todas sus raices son reales ;
(1) med = mdximo comiin divisor (p,p’) ;
?) p, = p/mecd 5
(3) gg = grado del polinomio P, ;

(4) 1(0) := simpl po : *)
(5) (1) == simpl J—1(0) ;
6) k=13
(7) mientras r(k) # O hacer

(7.1) k = k+1 ;

(7.2) (k) = (-1)xsimpl resto[r(k-2),r(k-1)] ; (**)
%) k :=k-1;

(9) para j=0 hasta x hacer r*(j):= término lider de r(j);
(10) para j=0 hasta x hacer s(j):=sustituci6n(v=-1,r*(j));
(1) " =0

(*) simpl es la operacién simplificacién definida en A4.1
(**) resto[a,b] es el resto de la division entera del polinomio a entre el b
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(12) para j=1 hasta x hacer
si s(j)*s(;-1) < O entonces s":=1+s" ;
(13) para j=0 hasta x hacer S(j):=Sl.lStitUCi6n(V=l,r*(i));
(14) s" =0
(15) para j=1 hasta x hacer
si s()*s(-1) < O entonces s":=1+s" ;
(16) nir == §" - §"
(17) escribir "Nimero de raices reales = " , nrr ;
(18) si nrr = gg entonces
escribir "y todas sus raices son reales"
en otro caso escribir "pero no todas sus raices son reales" ;

A.4.3 Procedimientos Reduce para el algoritmo STURM-SIMPL

Los procedimientos que hemos elaborado para implementar este algoritmo son
denominados: PRIM, COEF1, REST, TERMI, SIMPL, POLSTURM,
VARSIGNOS y NUMRAIZ.

El procedimiento PRIM(p,v) calcula el cociente, P, - de dividir el
polinomio p(v) entre el m.c.d. de p(v) y p'(v), determinando también el
grado de dicho polinomio p,» es decir, implementa los pasos (1) a (3) del
algoritmo.

El procedimiento COEFI(p,v) calcula el coeficiente lider del polinomio
p(v). Notemos que este procedimiento no es superfluo, ya que la primitiva

LCOF devolveria cero para polinomios no nulos de grado cero.

El polinomio REST(a,b,v) calcula el resto de dividir el polinomio a entre
el v, pero para trabajar en Z[v], previamente multiplica el polinomio a por

el ndmero

1+3a-0b
b, |

donde b o €5 el coeficiente lider del polinomio b y 8a y 8v los grados

respectivos de los polinomios a y ».

El procedimiento TERM1(p,v) calcula el término lider del polinomio p(v).
Notemos que este procedimiento tampoco es superfluo, ya que la primitiva
LTERM devolveria cero para polinomios no nulos de grado cero.

El procedimiento SIMPL(p,v) simplifica el polinomio p(v), dividiendo entre
el m.c.d. de sus coeficientes.

-
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El procedimiento POLSTURM(p, v) calcula la sucesién de polinomios de Sturm
de p(v), alojando dichos polinomios en el operador r() y determinando el

ndmero, x, de términos de dicha sucesién, es decir, implementa los pasos (4)
al (8) del algoritmo.

El procedimiento VARSIGNOS(m) determina la sucesién de nimeros (s(j)},
resultantes de asignar el valor m a la variable en los polinomios r (),
indicados en A.4.2, y calcula el nimero de variaciones de signo existentes
en la sucesién {s(j)}, es decir, efectia los pasos (10) al (15) del
algoritmo.

Finalmente, el procedimiento principal, NUMRAIZ(p,v), coordina el proceso,
ordenando sucesivamente:

i) calcular la sucesién de polinomios simplificados de Sturm, {r(j)}
ii) sustituir esos polinomios por sus términos lider ()

iil) determinar los nimeros, s’ y s" , de variaciones de signo en las
sucesiones numéricas resultantes de sustituir la variable v por -1, y

., * .
por 1, respectivamente, en la sucesién (r (j)}
iv) calcular el nimero de raices reales, nir = s’-s

v) informar si todas las raices son reales, o si, por el contrano,

existen raices imaginarias

- A.4.4 Programa Reduce para el algoritmo STURM-SIMPL

procedure PRIM(p,v);
begin scalar mcd;
clear p0; operator p0;
mcd:=gcd(p,df(p,v));
pOQ:=p/mcd;
gg:=deg(p0(),v);
return p0()

end$

procedure REST(a,b,v);
begin operator sol;
if deg(b,v)=0 then ar:=b else
ar:=abs(COEF1(b,v))**(1+deg(a,v)-deg(b,v));
bb:=a*ar;
sol():=remainder(bb,b); return sol()
end$

procedure COEF1(p,v);
begin
if deg(p,v) neq O then return lcof(p,v) else return p
end$ -
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procedure TERMI1(p,v);
begin
if deg(p,v) neq O then return lterm(p,v) else return p
end .

procedure SIMPL(p,v);

begin integer i,d,g;
clear c; operator c;
g:=deg(p,v);
np:=p;
for i:=0:g do <<c(i):=COEFI1(np,v); np:=np-TERM1(np,v)>>;
d:=0;
for i:=0:g do d:=gcd(d,c(i));
if d neq O then p:=p/d; return p

end$

procedure POLSTURM(p,v);
begin clear r; operator r;

r(0):=p; r(1):=SIMPL(A(p,v),v);

while r(k) neq 0 do

; <<k:=k+1;r(k):=(-1)*SIMPL(REST(r(k-2),r(k-1),v),v)>>
end

procedure VARSIGNOS(m);
begin integer cc; cc:=0;
clear s; operator s;
for j:==0:k do s(j):=sub(vv=m,r1(j));
for j:=1:k do if s(j)*s(j-1)<0 then cc:=l+cc;
return cc
end$

procedure NUMRAIZ(p,v);
begin clear rl; operator ri;

vvi=v;
POLSTURM(SIMPL(PRIM(p,v),v),V);
k:=k-1;
for j:==0:k do rl1(j):=TERMI1(1(j),v);
nrr:=varsignos(- 1)-varsignos(1);
write "Nimero de raices reales: " , niT;
if nrr=gg then write "y todas sus raices son reales."

else write "pero no todas sus raices son reales.”
end$

;end;

A.4.5 Ejecucién del programa STURM-SIMPL

Ante todo, en el mismo directorio de la unidad de disco fijo en que estd

instalado Reduce, copiamos un archivo, que contenga el programa precedente,
titulandolo, por ejemplo, STURM .

Una vez comienza la sesién de Reduce, al aparecer el prompt 1:, cargamos

-
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el archivo STURM , escribiendo:

1: IN "STURM"$ !

al aparecer el prompt 2: , introducimos el polinomio anx" + .+ ax+a,
alojandolo en la variable p , es decir, en la forma:

2: p = a *x¥¥*p+ ... +a *x+a §
n 1 0

y a continuacién pedimos calcular el nimero de sus raices reales escribiendo

3: NUMRAIZ(p,x)$

ya que es x la variable del polinomio p , devolviendo el programa el nimero

de tales raices e informando de si existen otras.

Ahora para calcular el nimero de raices reales del polinomio q(y) =
=b y" + ..+ by + b, escribimos:

4: q = b_*y*m+ .. +b *y+b § =

5: NUMRAIZ(q,y)$ <«

pero estos dos pasos pueden sustituirse por el siguiente:

4 NUMRAIZ(b_*y**m+ ... +b *y+b y)$

A.4.6 Ejemplo.- Para calcular el nimero de raices reales de cada uno de los
polinomios

()(-2)2(x‘+3)3 ; x-1 ; y4-2y3-5y2+4y+6 ; 22+3
de acuerdo con lo indicado anteriormente, puede operarse del siguiente modo:

1: IN STURM $

2: Pi=(X-2)**2*%(X+3)**3$

3: NUMRAIZ(P,X)$

Numero de raices reales: 2

y todas sus raices son reales.

4; P:=X**5-1$

5: NUMRAIZ(P,X)$

Numero de raices reales: 1

pero no todas sus raices son reales.
6: Q:=Y**4-2%Y**3_5*Y**24+4*Y +6%
7: NUMRAIZ(Q,Y)$

Numero de raices reales: 4

y todas sus raices son reales.

8: NUMRAIZ(Z**2+3,Z)$

Nimero de raices reales: 0

pero no todas sus raices.son reales.
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A.5 Automatizacién de un criterio de
no-ramificacién en extensiones simples

Se trata de automatizar la aplicacién del criterio 4.2.1, aprovechando el
cdlculo del nimero de raices reales efectuado en A.4. De acuerdo con lo
indicado en 4.2, los datos del problema son:

¢ el polinomio p(Y) = f(xl,...,xr,Y) € A[Y], que define B como extension
simple y entera de A

e una base del ideal primo interseccién completa, p, del subaniilo
A= k[xl,...,xr]

¢ ¢l punto (al,...,ar) € K elegido para verificar el criterio 4.2.1

y para asegurar la no-ramificacién de p en A——B (es decir, que el ideal
extendido pB sea radical) basta comprobar la verificacién de las dos
condiciones siguientes:

a) el polinomio p(Y) = f(al,...,ar,Y) e k[Y] ha de ser factorizable
linealmente en k[Y], siendo todas sus raices simples

b) los elementos de la base dada del ideal jy , han de anularse en el

punto (al,...,ar) elegido

La automatizacién del proceso se precisa a continuacién en lenguaje
algoritmico. El algoritmo, denominado RAD, que hemos desarrollado al efecto,
aprovecha los pasos (5) a (16) del algoritmo STURM-SIMPL, indicado
en A4.1.

. *
Nota.- Observemos que este método es aplicable a asegurar que un ideal, I,
de wuna k-dlgebra B finitamente generada, sea radical, mediante el proceso

consistente en los siguientes pasos:

1) determinar un subanillo de polinomios, A, tal que B sea entero sobre
A (a lo que puede ayudar alguna versién constructiva del lema de
normalizacién de E. Noether)

2) determinar el ideal contraido I = I N A (mediante algin método de
eliminacién de la variable Y)

3) comprobar que I es un primo interseccién completa del subanillo de
polinomios A
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4) comprobar que el ideal extendido IB es igual al I original (para lo
que bastard comprobar que I c IB)

5) elegir un punto (al,...,ar) € k' de la subvariedad del ideal I

6) comprobar si el polinomio f(a,,...a,Y) € k[Y] es factorizable

linealmente en k[Y], siendo todas sus raices simples

A.5.1 Algoritmo RAD
Input: e polinomio f(xl,...,xr,v) que define B como extensién entera de A

e base (Gl(xl,...,xr), ,Ga(xl,...,xr)} del ideal primo p de
altura a del subanillo A = k[xl,...,xr]

~ ® punto (al,...,ar) e X

Output: e posibilidad (si/no) de que el polinomio f(al, ,ar,v) sea
factorizable linealmente en k , con todas sus raices simples

e posibilidad (si/no) de aplicabilidad del criterio 4.2.1 (para
asegurar que el ideal extendido pB sea radical)

O pv) = f(al,...,ar,v) ; i ™
(1) med(v) := méximo comin divisor (p(v), gy~ P(V))
(2) gmed = grado mcd(v) ;
(3) si gmed > O entonces return
<<escribir "para ese punto existen raices multiples">>;
(4) 1(0) = simpl p(v) ; (**)

(S) :
i | *)
(16)

(17) si nir # grado p(v) entonces return <<escribir
"para ese punto no todas las raices son reales">>;
(18) gfz =1 ;
(19) para i := 1 hasta a hacer g = Gi(al,...,ar) ;
(20) para i := 1 hasta a hacer
si g = O entonces gfz := 0 ;
(21) si gfz = O entonces return <<escribir
"ese punto no es de la subvariedad del ideal">>;
(22) escribir "el ideal no se ramifica (su extendido es radical)">>;

(-’E) Comienza en cero la numeracién, para que (5) a (16) sean pasos
idénticos a los de numeracién andloga en A4.2
(**) simpl' es la operacidn simplificacién, definida en A4.1
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A.5.2 Procedimientos Reduce para el algoritmo RAD

Los procedimientos que hemos disefiado para implementar el algoritmo RAD
son denominados: RADI, PUNTO e IDEAL (siendo ademds aprovechados los
procedimientos REST, COEF1, TERM1, SIMPL, POLSTURM y VARSIGNOS
de A44).

El procedimiento PUNTO permite determinar el polinomio p(v), su m.c.d. con
el polinomio derivado, p’(v), y el grado de este polinomio, mcd(v), es
decir, implementa los pasos (0), (1) y (2) del algoritmo RAD.

El procedimiento principal, RADI, comprueba si el grado del polinomio
mcd(v) es positivo (y, caso de serlo, informa de la existenciéa de raices
muiltiples de p(v), deteniendo el proceso, por no ser viablei el criterio
4.2.1), ordena determinar el nidmero, nrr, de raices reales db p(v), del
mismo modo que en STURM-SIMPL, comprobando si nrr es igual al grado de p(v)
(y, caso de no serlo, informa de la existencia de raices no reales,
deteniendo el proceso, por no ser aplicable el criterio 4.2.1), es decir,
implementa los pasos (3) y (17) del algoritmo RAD, terminando por transferir
el control de flujo al procedimiento IDEAL. |

El procedimiento IDEAL comprueba si todos los polinomios de la base del
ideal p se anulan en el punto @) (y caso de no ser asi, informa de
que dicho punto no pertenece a la subvariedad del ideal p, deteniendo el
proceso, por no ser aplicable el criterio 4.2.1), informando ﬁhalmente de
que el ideal no se ramifica. Notemos que este ultimo procedimignto IDEAL
comienza imponierido una condicién (anulacién de la variable ZOP) que asegure
que no sea ejecutable, si previamente no se ha ejecutado el pifocedimiento
RADI, para asi evitar que facilite informacién errénea, al ejecutzf}rlo.

A.5.3 Programa Reduce para el algoritmo RAD

procedure PUNTO(fun,v);

begin
scalar mcd;
clear p; operator p;
m:=length(va);
p:=fun;
for h:=1:rr do p:=sub(part(va,h)=part(pun,h),p);
mcd:=gcd(p,df(p,v)); gmcd:=deg(med,v);
pO=p;
return p()

end$
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operator sol;

procedure RADI();
begin
clear rl; operator rl;
pp:=PUNTO(fun,v);
if gmed neq O then return ;
<<write "para ese punto existen raices multiples">>}
vvi=v; ‘
POLSTURM(SIMPL(pp,v),v);
k:=k-1;
for j:=0k do r1(j):=TERMI(1(j),v);
nrr:=VARSIGNOS(-1)-VARSIGNOS(1);
if nrr neq deg(pp,v) then return
<<write "para ese punto no todas las raices son reales >>;
- zop:=0, ideal()
end$

procedure IDEAL();
begin
if zop neq O then return .,
<<write "este procedimiento ha de ejecutarse después dé RADI">>;
gfz:=1;
—length(base),
matrix gg(1,a);
for k:=1:a do gg(1,k):=part(base,k);
for k:=1:a do for h:=1:r do
gg(1,k):=sub(part(va,h)=part(pun,h),gg(1.k));
for k:=1:a do
if gg(1,k) neq O then gfz:=0;
if gfz=0 then return
<<write "ese punto no es de la subvariedad del 1deal
write ' el ideal no se ramifica (su extendido es radlcal)
end$

;end; r

A.5.4 Ejecucidén del programa RAD

Ante todo, en el mismo directorio de la unidad de disco fijo, jen que esté
instalado Reduce, copiamos un archivo, que contenga el programa precedente,
titulandolo, por ejemplo, CRIRAD .

Comenzamos cargando Reduce y al aparecer el prompt 1: , cargamos el
archivo CRIRAD, escribiendo |

1: IN "CRIRAD"§ <

Al terminar la carga, introducimos sucesivamente:

-
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¢ ¢l polinomio f(xl,...,xr,Y), alojandolo en la variable FUN |

¢ la variable , Y, responsable de la extensién A<——B, alojandola en V
* las variables x ,...,x del anillo A, alojéndolas en la lista VA

e las coordenadas a5l del punto elegido, en la lista PUN

e una base {G1""’Ga} del ideal p , en la lista BASE

es decir, en la forma siguiente:

2: FUN := f(xl,...,xr,Y)$ P

3: V=Y 4

4: VA = [xl,...,xr)$ Y.

5: PUN := {al,...,ar}$ P

6: BASE := [Gl,...,Ga}$ <—’

y a continuacién ejecutamos el programa, escribiendo RADI()$, es decir:

7: RADI(O$ <

devolviendo el programa informacién sobre si el ideal extendido es radical

(0, en caso negativo, informando por qué no es aplicable el criterio 4.2.1).

Si ahora se desea verificar dicho criterio para otro ideal p’, sin variar
el polinomio f(xl,...,xr,Y), ni el punto (al,...,ar), basta introducir los
elementos G: ,...,G: de la base de y’ en la matriz fila BASE y ejecutar el
procedimiento IDEAL, en la forma: 1

8: BASE := (GI,...,G;}$ P

9: IDEAL()$

Estd previsto que el procedimiento IDEAL no pueda ejecutarse, sin haber
ejecutado previamente RADI, pues podria dar lugar a un resultado erréneo.

A.5.5 Ejemplos.-

Siendo A =0[x,y] y B = A[z] con la condicién x’+y’+z’:1 =0, para
tratar de comprobar si el ideal primo p = (x)A se ramifica, comenzaremos
considerando el punto (0,1), que obviamente da lugar a raiz mﬁljtiple, por lo
que sustituiremos este punto por (0,0), del modo siguiente: :
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IN CRIRAD $
FUN:=X**24+Y*¥247%*)_1§

V:=Z$

VA={X)Y}$

PUN:=(0,1}$

BASE:=(X]}$

: RADI($

ara ese punto existen raices muiltiples
8: PUN:={0,0}$

9: RADI()$

el ideal no se ramifica (su extendido es radical)

Y NI BAWND

y ahora para comprobar si el ideal §’ = (x,y)A no se ramifica, escribimos:

10: BASE:={X,Y}$
11: IDEALQS
el ideal no se ramifica (su extendido es radical)

Por otra parte, para el caso del ejemplo 4.2.3, operamos ast:

12: FUN:=2¥Y**4-4(X141)**3*Y**3. 5*(X1+1)**2*(X2+2)*Y**2+
8*(X1+1)*Y 12¥%(X1*%2- 1)
13: V:=Y$

14: VA:={X1,X2}$

15: PUN:={0,0]%

16: BASE:={X1*¥2-X2%*3}§

17: RADI()$

el ideal no se ramifica (su extendido es radical)

y, finalmente, para comprobar si p" = (xl-x2+x 2)A se ramifica, escribimos:

18: BASE:={X1¥*2-X2%*2+X2**3}§
19: IDEAL()S

el ideal no se ramifica (su extendido es radical)
20: BYE;
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