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INTRODUCCION

El trabajo que presentamos se inscribe en la rama

que puede denominarse Logica Algebraica. -

Desde que G. Boole, en 1847, presenta su traduccidén
de la Légica de Proposiciones mediante las Algebras ‘que llevan
su nombre, queda patente que el Algebra estd capacitada para
"matematizar" la Légica, o, de otro modo, que la Loégica Simbdlica

Formal es susceptible de tratamiento algebraico.

Desde hace ya algunos afios, el grupo de vLégica que
‘férmamos en nue’stro Departamento ha dedicado sus esfuerzos a
investigar las relaciones Légica-Algebra; fruto de estos esfuerzos
fué la Tesis del Prof. Ferndndez Margarit, en la que se introdu-

ce en la Teoria de Modelos el proceso algebraico de formacion

de cocientes.

La busqueda de estructuras algebraicas que den cuenta
de las estructuras légicas mds complejas que el ~Célcu1‘o de Propo-
siciones ha sido incesante; citaremos, como mds relévantes, las
Algebras Monddicas y Poliddicas, introducidas por Halmos (8), y
las Algebras Cilindricas, introducidas por Tarski y Henkin (10),
(11). Ambos sistemas tienen, conceptualmente, un desarrollo para-
lelo: primero se introducen, de forma axiomdtica, unos operadores

'(en\ el primer caso llamados cuantificadores existenciales, y en
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el segundo, operadores de cilindrificacién); se elabora en‘tonces
una teorfa, exclusivamente algebraica, sobre los efectos que estos
operadores tienen sobre las dlgebras, y se culmina con unos teore-
mas, del tipo del de Stone para dlgebras de Boole, referidos,
en el primer caso, a cierto tipo de Algebras Poliddicas funciona-
les ("ricas" y "simples"), y, en el segundo, a las Algebras Cilin-

dricas de Conjuntos.

Estos teoremas de representacién, via los trabajos de
_Rasiowa y Sikorski, son la versién algebraica de los teoremas

de Completitud.

El uso de la Teoria de Categorias en el tratamiento
de la Légica, comienza alrededor de 1970. Uno de los primeros
fue W. Lawvere (15, 16),( que analiza los Fundamentos utilizando
funtores adjuntos. En Canadd, fundamentalmente, los trabajos de
Lawvere se contindan con Makkai (20), Reyes (20), Kock (13),

Wraith (33), Schlomiuck (29), etc.

Las aportaciones de esta escuela pueden esquematizarse:
-~ Representacién de 'teorias" y ''modelos' por ciertas
categorias (llamadas categorias ldgicas), y ciertos

funtores (llamados funtores ldgicos), respectivamente.

- Representacidon de los cuantificadores por medio de

situaciones de adjuncidn.
- Introduccién de los '"topos' en Logica.

Describiremos, brevemente, este uGltimo apartado. Léas
topos (algunos autores escriben '"topoi" para el plural) son unas
categorias especiales, que son una ‘especie de generalizacién de
la categoria de los conjuntos. Tal como lo describe Goldblatt (5),
surgen de buscar la respuesta a la pregunta: ;cudles son las

caracteristicas de la categorfa de los conjuntos que la hacen tan



especial?

‘Un topos, C, es una categoria cartesiana cerrada (esto
es, finitamente completa, con exponenciacién), con un subobjeto

clasificador.

Un subobjeto. clasificador es un objeto Q de C, junto
con una flecha T:1—— @ (1 es el terminal), tales que para

cada monic f:a »— d, existe una dunica flecha X:d — 2 de
forma que el diagrama

a d
1 Q

es un pullback. X¢ se denomina ''cardcter" de f.

N

3.
4 L4

f
T

3
2

Esto es una generalizacién de las funciones caracteristicas usua-
les para conjuntos. El diagrama anterior es una copia de la si-

tuacién:

XA

1 = {0} » 2={0, 1}

donde T(0) =1, XA(X) =1 si xgA, XA(x) =0 si xg¢g A.

En un topos C, el conjunto de ‘s".ubobjetos del objeto
Q , Sub(Q), es casi un dlgebra de Boole; cuando lo es, el
topos se llama booleano. Este 'casi ser", le ha valido a los topos
el ser un instrumento algebraico muy bueno para caracterizar
las Légicas no-cldsicas, especialmente el Intuicionismo: en los
topos no es valida, en general, la férmula aV7 a, que separa

el Intuicionismo de la Légica Cldsica. (Ver Golblatt (5)).
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Nuestro trabajo se sitia en un punfo intermedio entre
las categofias y las 4lgebras. Como precedente directo, citaremos
el trabajo de Laita (14), en el que se interpreta la negacion como
un funtor contravariante de una categoria en‘si misma. Laita
hace uso de categorias A- y y-completas (es decir, con produc-
tos y coproductos infinitos), para tratar, de mo‘do ‘algebraico‘,
los sistemas .de Novikov, Hilbert-Ackerman, Lucasiewicz, y otros.
Asimismo se consideran unas categorias (C,C ) de conjuntos, en
las que la flecha es la inclusién, y se interpretan las funciones
proposicionales como funtores de la categoria de proposiciopes

.en una categoria (C, C).

Discutiremos ahora las ideas y conceptos que introdu-
cimos en este trabajo. Hemos preferido exponer estas ideas en

este Capitulo introductorio, y reservar el resto para un desarrollo

exclusivamente técnico.

En el Capitulo 1 introducimos el primero de los concep-
tos bdsicos que presentamos: las N-categorias. |

Una N—categoi’ia, C, es una categoria preorden, ]:unto
con un funtor N:C-— C contravariante, tales que:

(1) C tiene objeto terminal, 1.

(2) C tiene copfoductos (finitos), [—,—].

(3) El1 funtor N2 equivale natura‘lmente a la identidad

de C, esto es, N%a a, para todo objeto a de C.
(4) a—> b es una flecha de C sii [Na,b] = 1,

para cualesquiera a,b de C.
Esta nocién es una versién simplificada y mejorada,

creemos, de los conceptos de Y ~categoria, y categorias A- y‘ V-

completas, introducidos, como hemos dicho, en (14).

Frente al tratamiento cldsico de las proposiciones me-
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diante dlgebras de Boole, 1és N-categorias presentan las sigl‘lientes‘
ventajas:

A) Caracterizacién mds ''dindmica", al estar basada en 1'a impli-
cacién, y en la consideraciéh de la negacién como actuacién so-
bre implicaciones, esto es, acentuando su cardcter contravariante:
el funtor N actda sobre una flecha p—— q convirtiéndola 'en_

una flecha Nq;__.. Np.

B) Caracterizacién de las proposiciones equivalentes: se correspon-
den con‘ los objetos isomorfos de la categoria.

Recordemos qlie el tratamiento algebraico mediante 4al-
gebras de Boole es incapaz de caracterizar las proposiciones equi-
valentes: los elementos de estas dlgebras se identifican con clases
enteras de proposiciones; paraillevar a cabo esta identificacién,
es preciso formar el cociente de las proposiciones por la relacién
de équivalencia "si y solo si", pafa formar la estructura que
es conocida con el nombre de Algebra de Tarski-Lindenbaum de

las proposiciones.

C) Caracterizacidén completamente algebraiéa. En efecto, como se
ve, las cuatro propiedades definitorias de N-categoria tienen un
fuerte significado légico:‘
la primera viene a decir que hay un objeto que representa la
verdad, o validez (en un sentido que precisaremos mds adelante),
la segunda introduce las disyunciones,
la tercera dice que la doble negacién afirma, y
la cuarta refleja la afirmacién légica: '"de a se deduce b, sii
“1aVb es cierto'". |

Pues bien, después de demostrar una ser’ie4 de proApie-
dades de las N-categorias, entre las que cabe destacar la distri-
butividad

<[’_a,b],{a,c]> "=‘ [a,(b,c)]

llegamos a probar, en 1.2, que estas cuatro propiedades se pueden



-viii-

caracterizar de forma exclusivamente algebraica. Concretamente,
se prueba que, una a una, son equivalentes respectivamente, a

las situaciones de adjuncién siguientes:

(1) C .__._——-I———’____.]l donde 1 es la categoria de un
° solo objeto, e I es el unico
funtor posible.
(2") CxCe.————_____..—'ZC donde A es el funtor c_i‘iagonalb
(3') C J__‘—-"'—" cOP ;::b%__"'—“_ C donde N; y N" son
N" N’

el mismo funtor N, pero
hecho covariante al tomar

la categor{a"opuesta cOP,

(4'y C ,__(_c:i*—-—’-:__-}—_—:*_ C para todo objeto a de C.
[Na,-]

Las dos primeras son traducciones obvias de situacio-
nes corrientes en la Teoria de Conjuntos (MacLane (19)).

. ., . ., F
Recordemos que una situacién de adjuncion A &——=8B

G
es equivalente a que exista una familia de biyecciones
Ga,b:(Fa’b)B ¢ (a,Gb),
natural en a y b; pero en el caso de categorias preorden, donde
los conjuntos de flechas entre dos objetos son, bien vacios, bien

unitarios, la situacién descrita equivale a:

a — Gb es flecha en A sii Fa —— b es flecha en B.

En 1.3, como test de nuestra definicidén, probamos que
los axiomas y reglas de inferencia de la Légica Cldsica tienen

una traduccién que es vdlida en N-categorias.

Es de notar que, si bien la traducciéﬂ de las. férmulas
usuales aAB, aVB,-la es, claramente, (a,b), [a’,b], Na, la de
la implicaciénr o + B no puede ser a—— b, pues a——b
no es un objeto de C. Para salvar esto, haciendo uso de la pro-

piedad (4) de la definicién de N-categoria, a la implicacién
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a‘ + B le hacemos corresponder el objeto [Na,b] , que lo repre-
sentamos por a —) b.

Asf, el sentido légico de la flecha a-—b serd la in-
ferencia légica, no la implicacién. Tanto esto, como la traduccidén
del Axioma del Tercero Excluido y la Regla Modus Ponens, se

aclarard definitivamente en el Capitulo 11I.

Esta ‘diferenciacién entfe — y T/ es rhuy util
para la ‘traduccién algebraica. Un ejemplo donde esto queda bien
patente es la traduccidén del Axioma IV

(Ca > B) A (B>7y)) > (a~y)
que cualquiera ‘lee: "si o implica B,y B implica Y , entonces
o implica Y ", donde podemos notar que, de las cuatro implica-.

ciones que aparecen, la tercera es la uUnica que se lee: "si....en-

tonces....".

En 1la traduccién a N-categorias, esta diferenciacién
viene impuesta por lo dicho arriba:
(a=—3 b,b = c) —s a —3 ¢
De hecho, las cuatro implicaciones no '"son'" exactamente
lo mismo: en la férmula, la primera, segunda y cuarta pueden

ser ciertas o falsas, pero la tercera es siempre verdadera.

El Capitulo Il estd dedicado a profundizar en las pro-
piedades de N-categorfia; estas propiedades, aparte el vuso que
hacemos . de ellas en‘ los Capitulos siguientes, nos sirven, funda-
mentalmente, para introducir de forma natural los conceptos de
N-grafo, N-morfismo, y, sobre todo, N-funtor. Los N-funtores ju-
gardn un papel esencial en nuestra definicién de valoracién se-

mdntica, y en el concepto de modelo de una teoria.

Un N-funtor entre dos N-categorias CN y C'N, es un

funtor F que cumple:
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a) F1 % 1) esto es, la imagen del elemento terminal
de CN es el elemento terminal de C'N,.

b) F[a,b] = [Fa,Fb], para cualesquiera elementos
ayb de CN.

c) FN = N'F

Las igualdades en (a) y (b) hay que entenderlas como

isomorfismos, pues tanto el terminal como el coproducto son objetos

definidos en una categoria, salvo isomorfismos.

Informalmente, podemos decir que un N-funtor, es un

funtor que respeta la validez y la disyuncién, y que es intercam-

biable con la negacidn.

De entre las propiedades demostradas, destaquemos:

Teorema 11.3.1

Sea Gy un N-grafo. Existe una -N-categoria CN y un

N-morfismo de grafos P:GN——+UCN universales, esto es, para

cualquier N-categoria BN" y cualquier N-morfismo de grafos

D:GN———-—> UBN. ~existe un unico N-funtor F:CN ] BN‘ tal
que UrF.Pp = D
P
,GN — UCN_ CN
. [
¢ i
]
D \ UF v F
I
! .
< ¥
UBN" BNI

El prefijo U significa olvidar composiciones e identi-

dades, esto es, U nos permite pasar de una categoria C al grafo

subyacente, UC.

Este resultado es similar al de generacién de catego-
rias libres de MacLane, a partir de un grafo. La ’prueba es cons-

tructiva, y merece la pena sefialar que el proceso constructivo

de MacLane consiste en ir afiadiendo al grafo las flechas que
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le faltan para ser categoria, y el nuestro consiste en ir supri-
miendo en el N-grafo las flechas que le sobran para ser N-cate-

goria.

Lema 11.4.7

Sean A, B, E N—éategorias, B extensién de A, E com-
pleta. (La completitud aqui quiere decir que admite coproductos
infinitos). Cualquier N-funtor A — B puede extenderse a un

N-funtor B — E.

Lema 11.4.8

Toda W-tategoria tiene una eXI1ENIIT, COTTila.

En la demostracién de estos lemas, hacemos‘uso del
Lema de Zorn, y de una \}ariante del método‘ de las cortaduras
de Dedekind, usado por Jech (12), en cuyo desarrollo aparecen
Iaé sub-N-categorias Ep’ que tendrdn su significacién légica en

‘las teorias con un numero finito de axiomas.

Estos lemas justifican, parcialmente, la extensién del
Cdlculo de Proposiciones al Cdlculo Funcional, que haremos en

el Capitulo 1V, exigiendo que la N-categoria bdsica sea completa.

En el Capitulo 11l se desarrolla la interprétacién N-
categorial del Cdlculo de Proposiciones, y de la consistencia y
completitud sintdcticas. Coménzamos éstudiando las sub—N—categoria‘s
vEp: Si p es un objeto de una N-categoria C, definimos:

E ={x| x ——p es flecha de C}

p
y el funtor Np:Ep——-—y Ep por pr = {(Nx,p).
Probamos que Ep, Np forman una N-categoria, y que

la aplicacién ¢ :C ——> C dada por ¢x ={x,p) es un N-funtor

cuya ''imagen' es precisamente Ep, y cuyo "nucleo" es E Proba-

Np®
mos también que Y es wuna retraccién, lo que, de acuerdo con
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11.4.6, nos garantiza que si C es completa, entonces: Ep es tam-
bién completa.
Introducimos, dualmente, vlos conjuntos
E'p =‘{ x| p —— x es flecha de C}
y estudiamos las relgciones entre Ep’ ENp’ E'p y E'Np'
Estos conjuntos resultan ser un caso particular de

los que estudiamos a continuacién: Si E es una coleccién no vacia

de objetos de\C, definimos:

() = \ ) E ., donde [E}=\JI[E] .v

pe (E]P
[E]n = {[pl,...,pn] | p; € E, i=1,...,n}.

Estos conjuntos, por medio de la relacién
X gy sii [(x,Ny),(Nx,y)lE (E)
que es de equivalencia, nos permiten formar el conjunto cociente
C/(g)> Que, con la flecha
X —s 37 sii N[Nx,y]e (E)

y con el funtor Np:C/ o) —— C/(E) dado por N_X =

zl

es

una N-categoria.

Asimismo se prueba que la aplicacién natural, que

a cada elemento le asocia su clase, es un N-funtor.

Algebraicamente, estos conjuntos generalizan ‘el concep-
to de ideales de dlgebras (los Ep serian los ideales principales).
La interpretacién légica es la del conjunto de las proposiciones

refutables de una teorfa. Justifiquemos esta afirmacién:

Segun la definiciéﬁ, los elemenfos de (E) son aquellos
que implican coproductos finitos de elementos de E# pues bien,
de la misma manera en que los axiomas (y sus conjuncibnes) de
una teoria implican el conjunto de las proposiciones demostrables,

podemos decir que los co-axiomas (= falsedades = elementos de
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E) (y sus disyunciones), son implicados por las proposiciones

refutables.

Asi, la relacién de equivalencia anterior, viene a
medir el grado de refutabilidad segin E, pues nos dice que la
proposicién "(xAly) V (1 xAy)", que equivale a-" x 6 y, pero no

ambos', es refutable.

De la misma forma, para generalizar la situacidén de,'
C, x— y, a la de C/(E)’ X — y, lo ‘qqe se pide, enqlugar
de [Nx,y] X 1, es qué' N[Nx,y]g (E), esto es, que la negacidén
de 1xVy sea refutable. Nc')tese que no es preciso que se tenga

[Nx,y]“:‘l, para que se tenga X —3 y en C/(E)‘

Asi, la interpretacién N-categorial de '"un" célculo
de proposiciones, es un par (C,(E)), donde la N-categoria C re-
presenta el conjunto de proposiciones, con sus operaciones, y el

conjunto (E) describe el conjunto de proposiciones refutables.

Una légica (C,(E)) serd sintdcticamente consistente,
cuando no se verifique simultdneamente que una proposicién vy
su negacion sean refutables. Tal condicién equivale (111.3.1) a

que el subconjunto (E) sea propio.

Estamos ya en condiciones de justificar la validez del

Axioma del Tercero Excluido, y de la Regla de Modus Ponens:
Axioma TE: Si ‘_a;Na] e (E), como 1 % [a;Na] pues ia flecha
siempre se tiene, tendrfamos 1 e (E), con lo que
(E) = C, y la légica (C,(E)) seria inconsistente.
Regla MP: Si a £ (E) y a-—sb es flecha de C, entonces

b # (E). En efecto, si b € (E), seria a ¢ EbC (E)

Una légica (C,(E)) serd sintdcticamente completa, cuan-
do para toda proposicién se cumpla que, bien ella, bien su nega--

cién (pero no ambas) sean refutables. Tal condicidn equivale
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(I111.3.2) 'a que se tenga: </ (E) = {0 ——= T} ; en este caso las
proposiciones p refutables son las que p Vg 0 , y las demos-

trables las que p g 1.

Estudiamos, a partir de 111.3.3, el caso de las teorias
con un numero finito de axiomas, que pueden reducirse a uno
solo: la conjuncién de todos. Por dualidad, este caso se corres-
ponde con (E) = Ep donde p seria la disyuncién de todos los
co-axiomas. Probamos los resultados siguientes:

- (C,Ep) es consistente . sii p % 1.

- (C,(E)) es consistente sii (C,Ep) es consistente, para todo
p € (E). Esta es una versidn dual del teorema de compacidad;

en efecto, podemos enunciarlo diciendo: (C,(E)) es consistente -

sii toda parte finitamente (co-)axiomatizada lo es.

- (C,Ep) es completa sii p es un elemento maximalyen el or-

den inducidoen C por la relacién: x 'y sii x — y en C.

Terminamos el Capitulo con un resultado (I11.4) de
isomorfia, segun el diagrama:

c v

L 4
71

C/ENP

para N-categorias y N-funtores. § es el N-funtor, ya considerado,

¥ x = (x,p), a el N-funtor (epimorfismo) natural, y B el N-
funtor (isomorfismo) definido sobre una clase, por la imagen de
sobre un elemento de la clase. Este resultado nos dice, que el
conjunto de las clases de proposiciones relacionadas por el grado

de refutabilidad segin Np, es isomorfo al conjunto obtenido, to-

mando conjunciones con p.



En el Capitulo 1V, caracterizamos N-categorialmente
la légica de las funciones proposicionales de una variable, que
hemos llamado silogistica, pues constituye un formalismo muy ade-

cuado para tratar el razonamiento silogistico cldsico.

En primer lugar, si C es una N-categoria y X un con-
junto arbitrario, el conjunto Cx puede dotarse de estructura de

N-categoria, definiendo la flecha

P——s Q en Cx sii Px —— Qx en C, para todo x € X

y el funtor NX:CX-——-) Cx, por NXPx = NPx ¢ C.

‘Asi, el conjunto X se interpreta como el conjunto de
objetos sobre los que trata la teoria (es decir, las constantes),
la N-categoria C sigue siendo ‘el conjunto de las proposiciones,

y las funciones proposicionales son los elementos de CX.

A continuacién, probamos algunos resultados elementa-

les, como por ejemplo - (Ra(P) VU {p}) = Ep, " que nos conducen
a definir un operador, que resultard ser un funtor:
S:CX—--)CX ‘gor 3:P€CX¥—-—-——-¢3E’ = = 11Ra'®

Sobre esta definicién hay que hacer varias considera-

ciones:

(a) Tanto en esta caracterizaciébn de las funciones
proposicionales de una variable, como en la de varias variables,
del Capitulo siguiente, hemos exigido que la categoria de base, C,
sea completa, lo que nos permite definir el funtor 3 sin proble-
mas. En realidad, esta exigencia no es necesaria, sino que la
hacemos por comodidad; todo puede quedar igual, afiadiendo cada
vez que aparezca un producto o coproducto infinito, la expresién'

"o

si existe': esto es, por ejemplo, lo que hace Leblanc (18), al

estudiar las sumas existenciales.

Por otra parte, también puede soslayarse el problema,

completando previamente la teorfa-categoria, utilizando .para ello,
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los resultados, ya citados, del Capitulo II.

(b) Otra cuestidén, relacionada con la anterior, es que
nuestra definiciédn se hace por medio de una disyuncién (coproduc-
to), en general, infinito. Es claro que, si bien esta interpreta—
cién es correcta, la reciproca puede no serlo: no toda disyuncién
infinita puede interpretarse como un cuantificador existencial.
La cuestién estd en que, para nosotros, la existencia estd equi-

parada con un coproducto infinito de los elementos del rango de

una funcidén proposicional P; a este coproducto infinito es a lo

que denominamos 3P. Asi, queda como una cuestién formal de

notacidén, el interpretar 3P como un cuantificador existencial o no.

(c) Los elementos de C pueden considerarse como de
X- ’ - » .
C”, tomdndolos como funciones constantes; por esto, podemos decir

que B:CX-—b CX "en lugar de H:CX——-» C.

(d) De nuevo, el cardcter dindmico de esta interpreta-
cién proviene del cardcter funtorial de 3 ; en efecto, se prueba

(IV.2.1) que si P —— Q entonces 3IP — 3Q.

Dedicamos los apartados 2 y 3 de este Capitulo, a
estudiar las propiedades del funtor 3 , introducir el funtor

VvV =N3 NX, y estudiar también sus propiedades.

Introducimos a continuacién unos conjuntos, que hemos
_llamado d-cerrados, representdndolos ((D)),generados como en
el Capfitulo 111, pero con la condicién supletoria de que
si. Pe ((D)) entonces 3JP e ((D)).
Probamos entonces unos resultados que relacionan estos
conjuntos con los anteriores, y establecen las diferencias entre
los conjuntos generados por un subconjunto E en C y en Cx, esto

es, considerando los elementos de E como funciones constantes de

X
C”. De entre estos resultados, cabe destacar (IV.4.7 y 1V.4.8):
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((D)) es propio (resp. maximal) -en cX sii ((D))NC es pro-
pio (resp. maximal) en C |

donde la maximalidad se entiende en Cx referida a conjuntos
3 -cerrados.

Ahora, diremos que la traduccién algebraica de una
légica silogistica es un par (Cx,((D))), que nos describe el con-
junto de proposiciones y funcioneé proposicionales, juntamente
con las refutables. As{, definiendo «
(Cx,((D))) sintdcticamente consistente sii (C,((D))NC) lo es, vy
(CX,((D))) sintdcticamente corﬁpleta sii (C,((D))N C) lo es,
llegamos a probar que | |
(Cx,((D))) sintdcticamente consistente sii ((D)) es propio, y

(c*,((D))) sintdcticamente completa sii ((D)) es maximal.

Para ver porqué se hace necesario referir estas nocio-
nes al caso proposicional, basta considerar el ejemplo:
no tiene sentido decir que P:"x es muiltiplo de 2" sea o no refu-
table, pero si lo tiene, decirlo de " Ix(x es miltiplo de 2)",

esto es, de 3JP.

Estudiamos también, en 1IV.5.1, el caso de los Ep,

llegando a las mismas conclusiones que en el Capitulo I1I.

Finalizamos este Capitulo, formalizando algunos ejem-

plos de razonamiento silogistico.

En el Capitulo V se generaliza esta situacién al caso
1

de varias variables: para ello, se considera la N-categoria C" ,

donde C y X son como antes, e 1 es un conjunto de indices.

El proceso de cuantificacién multiple queda ahora:

I
para cada subconjunto ] de 1 tenemos un funtor 3(]):(2X e Cx

definido:  J(DP(f) =U{P(g) (g e x!, g vy fh

donde ’\IJ es la relacién de equivalencia:



-XVviii-

g f\,J f sii  g(i) = f(i) para todo i ¢ ]

Introducimos (V.2.3) los conceptos de soporte e inde-
pendencia de una funcién proposicional, que probamos que resultan
ser la traduccidén algebraica de las estancias libres y ligadas

de variables en férmulas.

La familia de funtores V(]) se define como
: I I
v = N 3giNt .

Caracterizamos también, funtorialmente, el proceso de

sustitucién de variables: para cada oe X, la aplicacidén

1 1
Sa:CX———; CX - dada por Sa‘P(f) = P(a.f) resulta ser funtorial.

Estudiamos las propiedades de estos funtores J(]) y WV(]), ge-

neralizaciones del caso simple, y sus relaciones con las sustitucio-

nes.

Las traducciones algebraicas de las nociones sintdcti-
cas de consistencia y completitud, son andlogas al caso simple;
esta analogfa se debe ahora a que la caracterizacién de 3J-cerra-
do se convierte aqui en 3(1)-cerrado, lo que nos basta para

conseguir la clausura respecto a todos los 3A(]) y los Su:

V.3.3 propos'icién

I
Sea D ¢ CX

tal que (D) es 3(1)-cerrado. Para todo
P ¢ ((D)) se tiene:
(a) S,P € ((D)) para todo o€ xX,

(b) 3P ¢ ((D)) para todo ] € 1.

El dltimo Capitulo estd dedicado a. la semdntica.Cabe
destacar nuestra d’efinicién de modelo, que, por un lado, es bas-

tante natural, y por otro, facilita enormemente las caracterizacio-

nes de consistencia y completitud semdnticas.

El esquema del estudio de la semdntica proposicional
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el siguiente:
Sea (C,(E)) 1la traduccién algebraica de una logica
proposicional, B una N-categoria.

V1.2.1 definicién

Una B-valoracién, V, es un N-funtor V:C —— B.

V1.2.2 definicidn

Sea V una B-valoracién. Un elemento p e C se dice B-

verdadero (resp. B-falso) respecto a V, si es Vp = 1 (resp. Vp=0).

V1.2.3 definicién

Una légica  (C,(E)) se dice semdnticamente consistente,
si existe una valoracién V, tal que

si p e E entonces Vp % O.

Se prueba que, en estas condiciones, es Vp £ 0, para
todo p € (E).

Definimos modelo de (C,(E)), como una tal valoracién.

Esta definicién se justifica por dualidad: un modelo
de una teorfa es una estructura en la que los axiomas de la teo-
rfa son vdlidos; para nosotros, es una valoracién respecto de
ila que los co-axiomas son falsos. Ademds, asi como los teorema‘s
de la teorfa son también vdlidos en el modelo, en nuestro caso,

como hemos dicho, las proposiciones refutables son también falsas.

El teorema de Gddel queda satisfecho por construccidn:

Una teoria es consistente sii tiene un modelo.

En V1.2.6 vemos que la consistencia semdntica equivale

a la sintdctica, probando que

(C,(E)) es semdnticamente consistente  sii (E) es propio.

En la prueba de este resultado se utiliza el lema de

Zorn para construir el modelo. (La prueba de Henkin, también

lo utiliza).



Nuestra definicién de completitud semdntica es la dual
de la habitual: 'p es demostrable sii es valido en todos los
modelos. Para nosotros:

V1.2.7 definicidén

(C,(E)) es semdnticamente completa si se tiene la equi-

valencia:

p : es refutable sii es falso en todos los modelos

Terminamos este apartado, demostrando que (C,(E))

es completo.

La semdntica funcicnal qﬁe desarrcllamocs a continua-
cién, es andloga a la anterior, con la salvedad de que los valo-
res de verdad se definen sdlo para fdérmulas cerradas, esto es,
para elementos de C. Asi, una B-valoracién para una loégica

I .
(CX ,({(D))) es un N-funtor V:C —— B, como antes.

Un B-modelo es ahora una B-valoracidén tal que

Vp ¥0 sii pe ((D))NC.

La caracterizacién de la consistencia ‘no se altera,
y se obtienen los mismos resultados que en el caso proposicional,
pero, para la completitud, necesitamos un criterio de falsedad

para férmulas abiertas. Para ello, probamos primero un resultado

dual al teorema del cierre:

V1.3.5 lema

Sea ((D)) un conjunto 3(1)-cerrado de CXI. Se -tiene:
P e ((D)) sii 3(1)P e ((D)), para todé Pe CXI
y definimos a continuacién
VI.3.6 definicién
Un elemento P e CXI se dice falso para V, si

V3P 2 0.

Con este criterio, podemos definir la cdmpletitud seman-
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tica, por la equivalencia:
P es refutable sii P es falso en todos los modelos

y el proceso contintia como antes, obteniéndose los mismos resul-

tados.



CAPITULO I

N-CATEGORIAS. LOGICA PROPOSICIONAL

1.- N-categorias. Propiedades: distributividad, seudocom-

plementos.

1.1.- Definicidn

Una N-categoria, C, es una categoria preorden,
junto coh un funtor N: C — é, contravariante, tales que:
(1) C tiene objeto terminal, 1.
(2) C tiene coproductos finitos, [-,-].
(3) E1 funtor N2 equivale naturalmente a la identidad

2a

de C, 1.e., N'a a, para todo objeto a.
(4) a-——— b es una flecha de C sii [Na,b] ¥,

para cualesquiera objetos a y b.

1.2.- Propiedades

1.2.1.- C tiene objeto inicial, 0.
Basta tomar 0 = N1. En efecto, para cualquier x es Nx — 1

luego N(NXx —5 1) = N1 — N2x Y

1.2.2.-  C tiene productos finitos, (-,-).
En efecto, dados a y b, ponemos <a,b> = N[Na,Nﬁ], y las pro

yecciones {a,b) — a y <(a,b) —> b las obtenemos de
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N(Na —> [Na,N@])' y N(Nb —~—a(ﬂa,N§]) reépectivamente.
Probemos la universalidad: |

Sea ¢ tal que ¢ —s a y ¢ —Db. Tendremos
Na —-s Nec 'y Nb —— Nc. Por la universalidad del coproduc-
to serd [Na,Nﬁ]-——a/Nc, y asi

N([Na,Nb] — Ne) = N2c — N [Na,Nb)] .

Teniendo finalmente en cuenta que N%c ¥ ¢, sigue que

¢ —> (a,b).

1.2.3.~- Leyes de De Morgan.

La definicidn de producto, (a,p> = N[Na,wﬂ , ha-
bida cuenta de que estas construcciones universales se de--
finen salvo isomorfismos, es una clara generalizacibn de u-‘v
na de las leyes de De Morgan. La otra se obtiene como con--
secuencia de esta definicidn y de las propiedades de N-cate
goria:

n(va,Np = N2 {N%a,n%b] ¥ [a,b].

1.3.- Distributividad

1.3.1.- Definicidn

Diremos que una categoria C, preorden, con pro-
ductos y coproductos, es distributiva si para cualesquiera
objetos a, b, ¢ se cumple:

(o) [l = [on(or0)]

1.3020"’ Lema

.Una categoria C, preorden, con productos y co--
productos, es distributiva sii para cualesquiera a,b,c,

~la flecha ([a,b],é>-——4 [a,(b,c)] es una flecha de C.

Demostracidn

Supongamos C distributiva. Se tiene el diagra-
ma conmutativo (p&g. siguiente), que, junto con la condi--

cibén de distributividad nos da la flecha deseada.



([asb)>e)

:,\

[a,b] — <[a,b],[a,c]> _— [a,c]

C

Reciprocamente, supongamos que se tiene

(1) {[a,b],c) ———9[a,<b,éﬂ

Cambiando b con ¢, tendremos:

2 <[a,g) by — [a,<e,)]

y sustituyendo en (1) ¢ por [a,c]:
(3) <[a,b] ,[a,c])——-——-—-) [a,(b,[a,c]}]'.
Consideremos ahora el diagrama conmutativo
a > [a,({a,c],p)] —— ({é,é],b>
[ : T
:. _—
|

~ (2)

Se tendréa:

<[a,b] R [a,c]>———§-iz—) [a,(b, [_a,c]}] £ [a,([_a,c]\,b>]————?
[a,(b,c>]r

Nos falta ahora la flecha en sentido contrario;

e

—_— [a,(cgb)]

esta flecha resulta de la consideracidn de los diagramas:

a —— [a,(b,c}] € <b,c> _— [a,{b,c}] e—— a

E | b(// \\Nc :

v / | \ :
ERJ [a,c]
[a:0] e— ([ [as]) ——_[avc]
[a,¢b,0)]
Para ver que una N-categoria es distributiva, nccesitamos el

1.3.3.~ Lema

En una categoria preorden con coproductos se tiene

[La,b],c] ¢ [a,[b,d” para cualesquiera a,b,c.



I Yy

Demostracidn

Se tiene:

b — (b,c] &——rc a— ‘_a,[b,c}]é———[b,c]
N\ [ ! : N :
) | ) .
\ v ‘ \ v ~
[[2.5).¢) [fa,5) o]

luego ya tenemos {é,[b,q]]————)[[a,b],cl.
La flecha en sentido contrario resulta de la con--

. | . . . -, .
sideracidn de los diagramas conmutativos analogos:

a—[a,b]e——0b | [a,b]————)“_a,b]‘,c]é——————c

' / ! | /
\ [b.q] \ - [b,d]
d /

[a,[g,c]]. . [a,i;ac]]b

1.3.4.~- Teorema

Toda N-categoria es distributiva.

Demostracidn

Se tiene: ‘
{(a,c) — a -——;[_a-,(b,c)] oy (b)) — {_a,(b,c)}
por la propiedad 1.1.(4): |
(N<a,c),[a(b,o]] ¢ 1 y .o ,lae. ] ¥

por las leyes de De Morgan:

[[Na,Nc],[a,(b,q)]] 1 y [(Nb,Né},[a,(b,dﬂ]

por el lema 1.3.3:

[Na,[ne,{a,¢b,0))]] ¥ 1 vy [w,ne.fa, w.o11]
por 1.1.(4) se tienen las flechas: |

a — [Ne, [a,<b,c)] ] e——n

por definicidn de coproducto:

[a,b]--—* [Nc,[a,(b,q}]]

por 1.1.(4):

[¥(asp], [Ne,[a,(b,d]]] 2 1

por el lema 1.3.3:

3
R
[ERN

4

it
U
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([ ar5] one] [, 0h0]] ¢ 1

por las leyes de De Morgan:

[¥¢[asb] s ia,(b,c)]] |

por 1.1.(4):

([asblhey — [a:¢02))]

y por el lema 1.3.2 la categoria es distributiva.

1.3.5.- También se cumple la propiedad dual, es decir,

<a,[b,c]> ¥[<a,b),<a,0))

En efecto, de la distributiva se obtiene:
[Na,{Nb,Nc}] ¥ < [Na,Nb],[Na,Nc]>

y aplicando el funtor N se obtiene:

(a,[b,c]) £ [(a,b),<a,e>].

1.4.- Seudocomplemento

1.4.1.- Definicidn

Sea C una categoria preorden con productos. Uﬁ ob-
jeto de C se denomina seudocomplemento de a relativo a b
(a y b objetos de C), si es el "mayor" elemento del conjunto
{x | @, x) — b}
es decir, c es seudocomplemento de a relativo é b si cumple:
X — C sii {a,x) —— b para todo objeto x de C.
Naturalmente, el seudocomplemento nO'tiene porqué
existir, pero, si existe, es {nico (salvo isomorfismos).
En efecto, supongamos que ¢ y c¢' sean dos seudocomplementos
de a relativos a b; como siempre se tiene ¢ ——C, Sera:
{as;c) —— Db por ser c¢ seudocomplemento, y
C —> c' pér ser‘c' seudocomplemento.

De forma andloga se ve que c'— c.

1.4.2.- En una N-categoria existen siempre seudocomplementos.

Demostraremos que el seudocomplemento de a relativo

a b es, precisamente, [Na,b].
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En efecto, deberd cumplirse:

X ——> [Na,b] sii (@a,x) —— b  para todo x

Se tiene: |

{a,x) — b sii  [N¢a,x),b] ¥ 1 1.1.(u)
[N¢a,x),b] ¥ 1 sii  [[Na,Nx],b] % 1 ley de De Morgan
[[Na,Nx],b] ¥ 1 sii [[Nx,Na],b] * 1 pues son isomorfos
[{vx,Na],b] ¥ 1 sii [Nx,[Na,b]] Y1 lema 1.3.3
[Nx,[Na,b]] ¥ 1 sii x — [Na,b] 1.1.(4)

2.- Caracterizacidn mediante adjunciones

El objetivo de este parigrafo es caracterizar las
cuatro propiedades definitorias de N-categorias mediante si .

tuaciones de adjuncidn.

2.1.- Definicidn

Sean A y B categorias, y F y G funtores

A &———B. Se dice que F es adjunto a izquierda de G (o

que G es adjunto a derecha de F) si para dualésquiera a de

A y b de B hay una biyeccidn

"

0 : (Fa,b)B

a,b (a,Gb)A

natural en a y en b. Esta situacidén se describe simbdlica-

mente por a —Gb

Fa ~—Db
En el caso de categorias preorden, los conjuntos
de flechas o son vacios, o tienen una sola flecha, asi que
la situaciéﬁ de adjuncidn descrita se traduce en:

a ——3 Gb sii Fa ——b

2.2.- Una categoria C tiene objeto terminal sii se tie-

ne la situacidn de adjuncidén C ;:%::23 , donde 1 es la
G ' '

- . ) -~ . v
categorlia de un solo objeto, *, e I es el {inico funtor po-

sible,
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Demostracidn

Si se tiene la situacién de adjuncidn, tendremos
a—— Gz sii % —— para todo a

pero esto, como % -—3 % Siempre ocurre, equivéle a decir
que para todo a hay una flecha a ——Gx, esto es, que Gx
es terminal.

Reciprocamente, sea 1 el terminal de C. Definien-
do G por G« = 1, tendremés para todo a

a — G = 1 sii S —3 %

lo que es obviamente cierto; esto nos proporciona la adjun-

cidén deseada.

2.3.- 'Una categoria C tiene coproductos (finitos) sii
se tiene la situacidn de adjuncidn CxC;::E:: C, donde

A
A es el funtor diagonal.

Demostracidn

Si se tiene la adjuncidn, tendremos para todo a,

b, c: (a,b) —— (c,c)

esto es
F(a,b) ——c

He

e(a,b),c: (F(a,b),c)C ((a,b),(c,c))

CxC
Veamos que F(a,b) es un coproducto de a y b.

Poniendo ¢ = F(a,b) resulta que la flecha

es una flecha (a,b)—— (F(a,b),F(a,b)), lo que nos dice
que hay flechas a—-s Fla,b), y b-——;aF(a,b).

Ademis, si c es cualquier objeto tal quek 4a-—-sC y

b —> ¢, se tendrid una flecha en CxC (a,b) — (c,c)}

-1 '
la flecha 0 ((a,b) — (c,c)) es la flecha buscada
(a,b),c

F(a,b) — c.
Reciprocamente, si C tiene coproductos, es ficil

comprobar que los funtores {-5-1 ¥y A son adjuntos, sin méas

qQue usar las propiedades de coproducto.
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2.4,- Sea C una categoria preorden, N: C —— C un funtor

contravariante. Podemos considerar el propio N como un fun-
. . . o
tor covariante N': C —> COP, o también N": c°P—— cC.
Se tiene que: N2 equivale naturalmente a la iden-

tidad de C sii se dan las adjunciones

] 1"
¢ - P ¢
N" Nt

Demostracidn

Si se dan las adjunciones, tendremos, para todo

ay b: a ———aﬁ"b sii N'a 2P ,p y

a 2B, N'b sii N"a ——Db.
Poniendo en la primera N"b por a, y en la segunda N"a por b:
b — sz para todo b, y N2a —— a para todo a, de donde"
resulta NZa ¢ a, para todo a.
Reciprocamente, supongamos que N%a 2 a, para to-

do a. Veamos que
.. op
a—— Nb si1 Na —=— b.
Si a-—— Nb, entonces N(a —— Nb) = N2b —-Na, y como
2

N‘D ¥ b, serd b —>» Na, es decir, Na —P, b.
Si, por otro lado, Na.—f§l+ b, entonces b~———Na, y el res-
to es anilogo.
Veamos la segunda adjuncidn. Deberd ser
a 2Py nNp sii Na—— b

Si a 2P, Nb, entonces Nb ——sa, luego N(Nb-—— a) =

1"

= Na — N2b b.

Si, por otro lado, Na —3 b, entonces N(Na—-—> Db) =

e

= Nb — N%a ¥ a, luego a 2P, nb.

2.5.- Sea C una categoria preorden, con coproductos y ter-
minal; N: C—— C un funtor contravariante tal que N2 e-
quivalga naturalmente a la identidad de C. Sabemos, por 1.

2.2, que C tiene productos. Se tiene:
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C cumple a—-sb es flecha de C sii [Na,b] ¥ 1, para
cualesquiera a y b |
sii | | |
para todo a se tiene la adjuncidén C 1§§4:§—%C.

a,-

Demostracidn

Supongamos que se tiene la adjuncidn. Para todo
a,b,c seréa b — [Na,c] sii  (a,b) ——c. |
Poniendo b = 1, y teniendo en cﬁenta que {a,1) ? é, queda
1 — [Na,c] sii a——c
pero como [Na;q]-——a 1 siempfe, pues 1 es'terminal, resulta
[Na,e] ¥1 sii a—s c.
Reciprocamente, supongamos que se tiene
a—s Db sii  [Na,b] ¥ 1
y demostremos la adjuncidn. Habrid que probar que
b-——-)[Na,c] sii {a,b) —> c.
Se tiene: ’
b—s [Na,c] sii  [wb,{Na,qJ] ¥ 1 sii [[wb,na),e] ¥ 2

sii [N(b,a),c] ¥ sii (b,a)r—-—>c sii (a,b) —c.

3.~ Axiomas de la Lbgica Proposicional en una N-categoria

3.1.~ Traduccidn

Hay muchas axiomatizaciones de la Lbgica Cl&sica.

Consideremos, por ejemplo, la de Goldblatt (5).

Axiomas

I o = {o A a}

II {a A B} = {B A a}

111 {o = B} = {{a A v} = {B A y}}
Iv Ha =8} A (8= y}} = (o = y)
v B = {a = B}

VI {a A {a = 8}} =8

VII a = {a V B}



VIII {a V 8} = {B V o}

IX {{a = v} A {8 = y}}= {{a V B} = v}
X Ta = {0 = B8}

XI {{a = B} A {a = 18}} = Ta

XII o V Ja

Regla de inferencia (Modus Ponens)

De o y o = B se infiere B.

Para traducir estas expresiones a expresiones en
una N—éategoria C, debemos  tener en cuenta lo siguiente:

Sabemos que si o y B son fdrmulas, entonces alB,
a VB, Joa y a = B también lo son, mientras que si a y b
son objetos de C, entonces {a,b), [a,b] y Na son objetos,
pero a — b es una flecha, no un objeto de C.
Vemos asi que las flechas de C no pueden ser la traduccibn
de la implicacidn ldgica. Pero, el sentido 1légico de la im-
plicacidén "a = B" es equivalente al de "la V B", y’por es-
ta razén traduciremos o == B por el seudocomplemento

[Na,b] » que serd denotado en adelante por a=—3b.

Con esto, la propiedad 1.1.(4) queda:
a—> b es flecha de C sii a=3b ¥ 1.
Asi, a-——s b significarid el hecho de que de a se deduce

l6gicamente b, mientras que a=>b es la implicacidn usual.

Los axiomas traducidos quedan:

I a — <a,a)

T {a,b) —> <b,a)

IIT a=y b RPN (b,
IV (a=b, b=pc) —s a=— c
v b— a=b

VI (a, a=» by} — b

VII a —s [a,b]
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VIII la,b} —s [b,4]

IX (a=>c, b=3c) [a;b]=
X Na—-> a=3b

XI {a=> b, a=Nb) — Na

XII [a,Na] 2 1

La traducciéh,de la Regla Modus Ponens:

1

t

Dea?®?1 y a—sb(i.e., a=b ¥ 1), se obtiene b
Nota. Las caracterizaciones del axioma XII y de la Regla Mo-
dus Ponens son aqui demasiado estrictas. Quedardn plenamen-

te caracterizados cuando hablemos de validez, en el Cap. III.

3.2.- Verificacidn

Veremos en este apartado que la traduccidn de 1osf
axiomas I a XI son en efecto flechas de C, y que la traduc-
cidn del axioma XII y de la regla de inferencia son afirma-
ciones ciertas en C, con la aclaracién hecha de la nota an-
terior.

Notemos que, en I a XI, si sustituimos las flechas
-—3 por el seudocomplemento ¥=$ » 1lo que hay que probar es
que los objetos resultantes son isomorfos al terminal.

Hacemos la prueba por orden, excepto VI y XII que

se adelantan, pues se usan para las otras pruebas.

(I) Basta considerar a¢— {(a,ay — a
”~
i
(II) Basta considerar b &— (b,8) — a
{a,b)

(XII) Consecuencia inmediata de 1.1.(4)

(I1II) Se tiene:

b ¥ <1,b> ¥ ([Ne,c],b) —— [Ne,<c,bd] —
1 2

= [Na,[Ne,¢e,b)]] .

[[Na,Nc],(c,b}] ¥ |

.3.3
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[N(a,c),(c,b)] gl[N<a,c),<b,c)].
Consideramos ahora

Na ————s [Na,b} e———b
]

[Na,[Né,(c,b)]]

de donde [Na,b] —— [Na,[Ne,<c,bd]] 2 [N<a,c) ,<b,c)]

y, sustituyendo los coproductos por seudocomplementos:/
a=3 b —— (a,c)=> <b,c).
(*) Las flechas marcadas con * se deducen del razonamiento
anterior. |
(VI) Por 1.4.2 se tiene X —> [Na,b] sii (a,x)é—a b.
Tomando x = [Na,b] resulta lo deéeado.

(IV) Basta considerar:

([Na,b],[Nb,c]>
1.3.2
Na —— [Na,<b,[Nb,c]>] e—— <b,[Nb,c]>
|

[Na%c] *’/////////"

(V) Por definicidn de coproducto.

por VI

(VII) Por definicidn de coproducto.

(VIII) Basta considerar a ~——+[a,b]¢——~ b
N
e

(IX) Se tiene: |

([Na,c],[Nb,c]) = ([c,Na],[c,Nb]) 2 [c,(Na,Nb)] =

¥ [e, N[a,b]] ¥ [N[a,b],c]

donde, en el segundo paso, hemos hecho uso de la distribu-

tividad.

(X) Por definicidn de coproducto.

(XI) Se tiene:

([Na,b],[Na,Nb]) K [Na,(b,Nb)] % [Na,0] ¥ Na
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donde, en el primer paso, hemos hecho uso de la distribu-

tividad.

(Modus Ponens)

H

Si a 1 vy a—» b entonces

go 1—— b, de donde b ¥ 1.

a

y

a-—-sb,

lue-
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CAPITULO IT

LA CATEGORIA DE LAS N-CATEGORIAS

1.- Grafos’y N-grafos

1.1.~ Definicidn

Un grafo G es un par de conjuntos O, F (objetos y

0° D1: F :::3(%

f

Si f e F, Dof = a, Dif = b, escribimos a ——b.

flechas), junto con un par de funciones D

1.2.- Definicidn

Dado un grafo G

(0, F, DO’ Dl)’ se llama grafo
opuesto a G, y se designa por c°P, el grafo (0, F, Dgp, Dip)

donde DYP = Dl’ y p°P = p

0 1 0°

. . f
Asi, una situacidn tal como b —» a ocurre en

(o) .. f
c°P sii a-——+b ocurre en G.

1.3.~- Definicidn

Un morfismo de grafos M, entre los grafos G=(0,F,
DO’ D1) y G' = (0', F', Dé, Di), es un par de funciones,
que designaremos con la misma letra M, M: O— O', A

M: F — F', tales que los diagramas

F ~~————s F! F—— & p ’

M M
DO l 1 D(') D J, J' D!
0—-——-——}.—4—.—.’ O' 1 O—_"’_—’O' 1

M
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conmuten, es decir, MD, = DgM v MD, = DiM.

En adelante, diremos simplemente que conmuta

M

F————— T

M

0 ———— 0!

. .. ' Mf
Asi, M transforma la situacidn a-f,b dea en Ma——— Mb

de G'.
- - - - - . . . o
Este morfismo recién definido se denomina también

morfismo covariante, en contraposicidn al

1.4.- Definicidn

Un morfismo contravariante N de grafos Gy G', es

. . ‘o)
un morfismo covariante de G en G' P.

Asi, debe conmutar el diagrama:

N

F——uu ! esto es: E‘-———E———a r'
1OP 1 OD ' '
D0 D1 D0 D1 ’ D0 D1 ; D1 v D0
0———1—-—*0' 0—-——-—-—11-—-—-)0'

o, lo que es igual, ND, = D!N y ND, = D!N.

N transforma la situacidn a-—fa b de G en Nb-——gf——aNa

de G'.

1.5.- Definicibn

Un grafo 6 = (0, F, Dy» D;) se dice preorden, si
la relacibén en 0 dada por
aRb sii existe f € F tal que Dyf =ayD

es preorden (reflexiva y transitiva).

En un grafo preorden pueden definirse de la forma
usual los conceptos de cotas superior e inferior, miximo y

V.4 L - - - 3
minimo, maximal y minimal, supremo e infimo; aunque, natu-
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ralmente, no tienen porqué existir. En particular, llamare-
mos elemento terminal a todo elemento (si es que hay alguno)
1 e 0, tal que

para todo a s’O exista f € F tal que Pof = a y‘D1f=1.

Notemos que no se asegura la unicidad de tal ele-

mento. Anllogamente se define elemento inicial.

1.6.- Definicidn

Un N-grafo, G es un grafo (0, F, DO,‘Dl) pre-

N’
orden, .junto con un morfismo N contravariante, del grafo en
si mismo, tales que:
(1) En O hay elementos terminales (al menos uno).
(2) Cada dos elementos de O tienen un supfemo en O.
(3) NNa = a para todo a dé 0.
(4) Existe f € F tal que D f=a vy D,f = b

8iil sup (Na,b) es elemento terminal.

1.7 .~ Notas

1.7.1.- Un N-grafo tiene elementos iniciales: si 1 es un

terminal, N1 es inicial.

1.7.2.- Cada dos elementos de O tienen un infimo en O:

basta comprobar que inf (a,b) = N (sup (Na,Nb)). "

1.7.3.- Toda categoria C determina un grafo UC de forma ob-
via; al pasar a grafo se olvidan las identidades y las com--
posiciones.

Es claro también, que un funtor entre categorias
determina un morfismo entre los grafos’subyacentes, que se-
ré co- o contravariante, segln sea el funtor.

De esta forma, toda N-categoria Cy determina un
Nfgrafo,‘uCN. Las identidades y composiciones se olvidan,

pero no se olvida el orden inducido.
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2.- N-morfismos y N-funtores

Definiremos ahora unos morfismos de grafos, entre

N-grafos, de forma que '"conserven" la estructura.

2.1.- Definicidn

G'

Un N-morfismo de N-grafos G N! » ©S un mor-

N?
fismo M de grafos que cumple:
(1) M1 = 1! esto es, la imagen de un elemento
terminal en GNkes elemento terminal en Gﬁ,f
(2) M (sup (a,b)) = sup (Ma,Mb) para cuales-
quiera a y b. |

(3) MN = N'M

2.2.- Propiedades

Si M es un N-morfismo de N-grafos, se tiene:

$2.2.1.- MO = 0 esto es, la imagen de un elemento inicial
en GN es elemento inicial en Gﬁ, .
Basta ver que para todo a' de 0' hay una situa--
c .

cidn MO0—— a' , lo que es equivalente a sup (N'MO, a') =1'
y se tiene, en efecto,

sup (N'MO,a') = sup (MNO,a') = sup (M1,a') = sup (1',a') = 1°

2.2.2.- M (inf (a,b)) = inf (Ma,Mb)
En efecto, usando 1.7.2, se tiene:

M (inf (a,b))

MN (sup (Na,Nb)) = N'M (sup (Na,Nb)) =

"

N' (sup (MNa,MNb)) = N' (sup (N'Ma,N'Mb)) =

1]

inf (Ma,Mb)

El concepto correspondiente al de N-morfismo, para
N-categorias, es el de N-funtor.

2.3.- Definicidn

Un N-funtor entre N-categorias C, y C! es un

funtor F que cumple:
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(1) F1 = 1° esto es, la imagen del elemento

terminal de CN‘es el elemento terminal de Cg,.

(2) Fla,b] = [Fa,Fb].
(3) FN = N'F

De forma andloga a 2.2 se prueba:
2.3.1.- FO = 0'

2.3.2.- F<a,b) ={Fa,Fb).

2.4.- Notas

Denominaremos GrafN la categoria cuyos objetos
son los N-grafos y flechas los N-morfismos; denominaremos
Caty 1la categoria cuyos objetos son las N-categorias y fle-
chas los N-funtores. | |

Como ya hemos dicho, el paso de CatN a GrafN
es claro: grafos y morfismos son los mismos que categorias y
funtores, pero olvidando identidades y composiciones.

Vamos a estudiar el problema reciproco: genera--

cidén de una N-categoria a partir de un N-grafo.

3.~ N-categorias libres

El teorema que demostramos en este apartado, es
una variante modificada de un resultado de MacLane (19), pa-

ra N-categorias.

3.1.~ Teorema

Sea GN un N-grafo. Existe una N-categoria C

N

y un N-morfismo de grafos P: GN——++'MCN universales, esto

€s, para cualquier N-categoria BN' y cualquier N-morfismo

de grafos D: Gy~ UBy: existe un {nico N-funtor F,

F: Cy— Byr tal que MF.P = D. (ver diagrama pag. sig.)
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P R C
GN > \kCN‘ N
| |
| |
D | Ur v T
3 J
uBNl BN'

Notacidn

Como se ve, el prefijo N- para categorias y fun-
tores‘(y para grafos y morfismos), indica exclusivamente el
cafécter del objeto de que se trata; no se refiere por tanto
al "nombre"del funtor (o morfismo) propio de la categoria. .
Asi, decir que'F es N-funtor entre las N-categorias C y D,
no quiere decir que los funtores contravariantes propios de
C y D tengan que denominarse con la letra N.

Por otra parte, siempre que no sea necesario es-
tablécer diferencias, usaremos la letra N para referirnos

a estos funtores y morfismos.

Demostracidn de 3.1

La haremos en varios pasos.

'A) Construccidn de CN'

objetos de CN»: los objetos de G

N
flechas de CN : dados a,b, diremos que a—— b en CN si
aRb en GN’ es decir, si en GN ocurre-

una situacidn a—s b.

La construccién de MacLane no nos sirve, pues no
conservaria el cardcter preorden que debe tener Cy-

Notemos que, de esta forma, este caricter esta
asegurado, pues entre dos objetos de CN hay uha inica flecha
o ninguna.

Mientras el proceso de generacidn de categorias
libres de MacLane "anade" flechas para conseguir identidades

y composiciones, lo que hacemos aqui es "suprimir" las fle--

Cchas sobrantes; no necesitamos afadir nada, pues partimos de
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un grafo preorden. Ahora las identidadés y composiciones nos
vienen dadas por la relacidén R en O:

- -- composicién: Si a-——sb y b-——sc son flechas en C,
es porque aRb y DbRc en 0; por la transitividad de R sera
aRe en O y por tanto a-—>Cc en CN. |
-- identidades: Consecuencia de ser R reflexiva. En efecto,

es equivalente a-— a. en CN con aRa en O.

B) CN es una N-categoria.

Por ser GN -un N-grafo, tenemos el morfismo con-
travariante N: Gy— GN. Definimos un funtor, que represen-
taremos con la misma letra N, N: CN————->CN por:

-- sobre objetos: actﬁa como el morfismo N
-- sobre flechas: Si a —> b es flecha en CN entonces es
aRb en 0, esto es, en GN ocurre una situacidn a—jlab; por

el morfismo N esta situacidn se transforma en Nb — 5 Na ,
10 que nos dice que Nb R Na en 0. Esto nos asegura la exis-

tencia de la flecha Nb——3Na en Cy» v asi, definimos
N(@ =~ b) = Nb——Na

Veamos que N es funtor.

- N(a —>3 a) = Na —> Na , luego N transforma identidades en

identidades.

- N((b—sc).(a——> D)) = (N(a——>Db)).(N(b—>sc))

En efecto, se tiene:
N((b——sc).(a —>3Db)) = N(a—>c) = Nc——>Na , y también

(N(a=——> b)) . (N(b—>c)) = (Nb —~—+Na).(NC-———+Nb) = Nc — Na

La contravarianza se da por construccidn.

Veamos ahora que ery N cumplen las propiedades

de N-categoria.

-- En CN hay terminal. En efecto, cualquiera de los termina-

les de GN es terminal en CN; notemos que, en CN’ todos estos
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terminales resultan isomorfos. |
-- En CN hay coproductos. En efecto, dados a y b,‘veamos que
[a,b] = sup (a,b). Se tiene:

a —> [a,b] pues a R sup (a,b)

b — [a,b] pues b R sup (a,b)
Sea C tal que a——s¢c y b——sc. Serd aRc y bRe, lo
que nos dice que c es cota superiof de a y b; por definicidn

de supremo, tendremos sup (a,b) R ¢, esto es, [a,b]—~—e c.

La conmutatividad del diagrama del coproducto
a—— 5 [a,bp)Je———b
’ |
i
w
c
y la unicidad de la flecha punteada son consecuencias trivia-
les del cardcter preorden.

-- Finalmente, NNa = a y a-——b sii [Na,b] £ 1 son

clara consecuencia del hecho de ser GN N-grafo.

C) Construccidn del N-morfismo P: GN———*WLCN.

-~ sobre objetos: tomamos P como la identidad.

-- sobre flechas: si a-—i;ab. ocurre en G sabemos que es

N°?
aRb en 0, y por tant6 a-—-»b es flecha en C; asi, defi-
nimos Pf = W(a-—3Db). |

Es evidente que P es un morfismo de grafoé, y que es un N-
morfismo, pues las tres propiedades

P1 =1

P (sup (a,b) = sup (Pa,Pb)

PN = NP

se cumplen por ser P la identidad sobre objetos.

D) Universalidad

Sea Byr una N-categoria, y sea D: GN———ewaN, un

N-morfismo. Queremos ver que hay un Gnico N-funtor F,
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F: Cyr— Byr que haga conmutativo el diagrama

P
GN

D i

D1) Existencia de F

Lo definimos por:
-~ sobre objetos: Fa = Da

~- gobre flechas: Sea _a-——a'b flecha de C Sera aRb en

N
0, y por tanto, una situacidn a-—f;»b ocurre en GN.

El morfismo D transformarid esta situacidn en pa —2L, Db
en UBN,, luego Da ——Db es flecha en BN"
Definimos asi, F(a——>Db) = Da——> Db = Fa—— Fb.

De la construccidn se deduce fécilmente que F es funtor.
Veamos que es N-funtor. Las tres propiedades se deduciréan
del hecho de ser’D un N-morfismo:

-~ F1 = D1 que es terminal en WUB

-- Fla,b]

N' » Y por tanto en BN"

u

F(sup (a,b)) = D(sup (a,b)) = sup (Da,Db) =

sup (Fa,Fb) = [ Fa,Fb].
-~ FN = N'F por ser DN = N'D.
Veamos ahora que UF.P = D.

-- para objetos: P es la identidad, y UWF es como F; deberd

ser entonces D

F que lo es, por construccidn.
f

-- para flechas: Sea a—-———b en GN. Se tiene:
UF.P (a—L,b) = UF(WU(a—sb)) = UF(a—oDb) = Fa—»Fb
\..,—\Gf\__/ v\é“._/ %—v \_,«;\\i‘é\__.
N N N ‘ N

¥, por otro lado:
D(a-—-;f—;b) = Da ——Il-f—-)Db = Da~———Db = Fa——3 Fb

T NN e R R ST

Gy UB UB UBy

(*) podemos quitar el "nombre" de la flecha, pues en ﬂLBN

hay unicidad (por ser preorden).
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D2) Unicidad de F

Sea F' otro N-funtor F' : C,—B

N N tal que

D = WF'.P, Deberd ser, para objetos:
Fa = Da = UWF'.Pa = WF'a = F'a

y para flechas:

f

WEF'.P (a—f,b) = WF'(W(a—>Db)) = D(a——s b) = Fa—»Fb=

= WF(UW(a——Db)

con lo que F' = F.

Esta categoria C,, se llama la N-categoria libre

N
"sobre el N-grafo Gy +

Este teorema nos proporciona una biyeccidn

CatN.(CN R BN,) = GrafN (GN . iLBN,)
F s D

Ejemplos

grafo categoria libre N-categoria libre

e — 0 Ge —— o) el grafo no es N-grafo

Ce—— o) GCe —— o) G ——— ¢)

V" ;
G Z0 G (3w Go ——D

LN N

oé) D

4.- La categoria de las N-categorias

Consideremos la categoria G cuyos objetos son las

”» .
N-categorias, y cuyos morfismos son los N-funtores entre N-

categorias.
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b,1.~ Definicidn

Como es usual, diremos que

-- 0o es un monomorfismo, si se cumple:

si of = ay entonces B8

1]
=<

-- o es un epimorfismo, si se cumple:

si &8a = oa entonces 6 = O

. . . 2
—- un morfismo a:C—> C es una retraccidn, si o (x)=a(x)

‘para todo x de C, esto es, si o es la identidad sobre oa(C).

. N . ‘.;
En este caso, se dice también que o(C) es una retraccidn

de C.

4.2.,~ Definicidn

Diremos que una N-categoria E es inyectiva, cuando’
para todo R:A——s B monomorfismo, y para todo oa:A——E,

exista y:B——> E tal que yB = a.

4,3,.- Nota

Usualmente, A es subcategoria de B si los objetos
de A son objetos de B, y (a,b)A Ci(a,b)B.
Ahora, llamaremos subcategoria, simplemente, a lo que podria
llamarse sub-N-categoria:

A es subcategoria de B si es subcategoria en el
sentido usual, y, ademds A es N-categoria, con el mismo fun-
tor N o con otro; en este Gltimo caso, la inclusién debera

ser N-funtor.

S8i A es subcategoria de B, diremos también que B

es una extensidn de A.

4.4.~ Proposicidn

S1 E es una N-categoria inyectiva, entonces E es
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una retraccidn de cada extensidén B de E.

Demostracidn

. ' . [ d
Sea B extensidn de E. Pongamos, en la situacion

de la definicibn 4.1, A = E, o = id B:A>»——>B 1la inclu-

ES
. . . . 2
sién (que es un monomorfismo). Por ser E inyectiva, existira

un y:B——E tal que 'YB = a

N
A=k — B8 .

Para cualquier x € E se tendrd yB(x) = a(x),
esto es, y(x) = x, de donde Yz(x) = y(x), con 1lo qué %

es una retraccidn.

4.,5,.- Nota

Recordemos que una categoria A es completa si exis
- te el coproducto de cualquier coleccidn X de objetos de A.
Este coproducto se designara por UX.

En una N-categorfia completa existen también los
productos de cualquier coleccidén X: no hay mas que aplicar el

funtor N. Designaremos el producto por [}X.

4.6.~- Proposicidn

Si E es una retraccidn de una N-categoria A com--
pleta, entonces E es completa.

Demostracidn

Sea la retraccién o:A——>E. Sea X una coleccidn
de objetos de E. El coproducto UX seri, desde luego, un ob-
jeto de A. Veamos que a( UX) es el coproducto de X en E.

Notese que, si fuese UX e E, serfia a(UX) =UX

y, en este caso, el coproducto en A coincidiria con el copro-

ducto en E.
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Tendremos que probar
- 1) para todo x ¢ X, la existencia de la flecha x —a( UX)
2) la universalidad.

Lo primero es f&cil: por ser [JX el CQpPOdUCtO
de X en A tenemos para todo x la flecha X —— UX en A.
Aplicando o a esta flecha tendremos la flecha o(x)—— a(UX)
en E; pero como X € E, serd o(x) = x , luego se‘tiene la
flecha de E X — a(UX).

Veamos la universalidad. Sea y € E tai que para
todo x € X se tenga la flecha x—— y en E.
Como 1las flechés de E son de A, y UX es el coproducto‘en A,
por la universalidad de este coproducto tendremos la exis-
tencia de una flecha UX ——> y en A; aplicando o serd
a(l} X) ——>al(y) en E; y, finalmente, como vy é E, es a(y)=y

tendremos en E la flecha a(UX)—— y como desedbamos.

4,.7.- Lema

Sean A, B, E N-categorias, B extensidn de A, y E
completa. Cualquier N-funtor a:A ——> E puede extenderse a

un N-funtor B —as E.

--LLamaremos a los funtores propios de cada N-categoria con

la misma letra, N, pues no hay lugar a confusidn.

Demostracibn

Considerembs la coleccidn de los pares (C,y), don
de C es una subcategoria de B, y ¢:C —>E és un N-funtor
que extiende a a. Esta coleccidn es no vacia, pues contiene
al par (A,a).

Adem&s puede ordenarse, definiendo:

(C,y) & (C',p") sii C es subcategoria de C'
y ¢' extiende a .
Con este orden, se cumple la condicidn de cadena,

pues si {(Ci, wi) bie 1 es una familia totalmente ordena
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da, es f&cil ver que C = L,} Ci es una subcategoria de B,
iel

que contiene a A, y, definiendo y:C ——L por

p(a) = wi(a) si a e Ci

p(a—> b) = wj(a)———awj(b) si (a —> b)
.es una flecha de Cj

es claro que ¥ es un N-funtor que extiende a 108'Wi-

El lema de Zorn nos proporciona la existencia de
un elemento maximal (B',y) en esta coleccidn.
| Para demostrar el lema, bastard ver que B' = B.
Lo haremos por reduccidn al absurdo: si b € B\B' construl
remos un par (B", ¥) que va a contradecir el cardcter maxi

mal de (B',y). Lo hacemos en varios pasos.

Paso 1. Construccidn de B"

Consideremos el conjunto

{[<D5q) <N, b ] | a.p e B }

B" va a ser la N-categoria formada por estos objetos, los

isomorfos a ellos, y las flechas entre ellos que haya en B.
- Veamos que:

pPl.1 B' e« B"

———

P1.2 B' # B"

it

P1.3 B" es N-categoria.

P1.1 Sea z e B'. Veamos que z = [{b,z),{Nb,z>] ¢ B".

Desde luego, '{b,z2) —s z y {Nb,z) —> z.

Veamos la universalidad. Sea x tal que {b,z) —>» x vy

(Nb,2) — x; tendremos que probar que z———e‘x. |
Tendremos por hipdtesis y por 1.1.(4):

[N¢b,zy,x] ¥ 1 ¥ [NQND, 2) ,x] |

por las leyes de De Morgan:

[[Nb,Nz] ,x] ¥ 1 % [ [b.N2] ,%)

1
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por I.1.3.3: '

(b, [Nz,x]] 2 1 2 [b,{Nz.x)]

por I.1.1.(4):

b —s [Nz,%] «——Nb

por definicién de coproducto:

[b,Nb] — [Nz,x] y como [b,Nb] ¥ 1, serd [Nz,x] ¥ 1,

esto es, z —> X.

P1.2 Para ver que B' # B" bastara comprobar que beB" ;

y, en efecto, notemos que b ¥ [<b,1),{Nb,0}]

P1.3 B" es N-categoria. Habrd que probar que
P1.3.1 Si x € B" |, entonces Nx ¢ B"
P1.3.2 Si x,y € B", entonces [x,y]‘e B"
P1.3.1 Pongamos x = [<b,q),{Nb,p»]. Veremos que Nx ¢ B"

viendo que Nx = [(b,Nq),{Nb,Np)]. Se tiene:

Nx = N[¢b,qd,{Nb,p>] (N¢b,q) ,N¢Nb, B ¥ <[Nb,Nq], [b,Np] > ¥
¥ [<nb, [b,Np])> ,{Nq, [b,Np] )]
2[[Kvb,b>, <Nb,NpD], [<Na,b), (Nq,NpY] ] 2

e

He

[<wb,Np), [KNq,b> ,{Nq,Np)] ]

[ [(Nb ,Np) , {Nq, b)] »{Nq ,NP)]

He

que serd isomorfo a [(b,Nq),{Nb,Np)] , (que es lo que que-
remos), si existe la flecha |

{Nq,Np) —> [<Nb,Np),<{Nq,b)]
0, lo que es lo mismo, si

[N¢Nq,Np) , [{ND,Np) ,{Nq,bp]] ¥ 1
Comprobemos esto:
[N(Nq,Np} . [(Nb,Np) ’ (Nq,b>].] z [[q sp] 3 (.(Nb ,Np> ’(Nq ’b>]} s

* [[12p] €90 18)] <, 1] % [[a,[p.m6]] <o, D] 2
(3 [p-<b, 5 ]]

([P>N], [2sNp]> ¥ ([p,Nb] 1) ¥ [p,Nb]
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E [tp,Nwal £ [[p,Nb]),[a,0]] 2
{{a>Nq], [a>b])> ¥ [a,b]
¥ [(p»qd1,[p>Nb]1 % [[p.q]»1] ¥ 12
P1.3.2 Si x,y € B", entonces [x,y] € B".

Pongamos x = [<b,q),{Nb,p»}, vy = [(b,q'},(Nb,p')].

Veremos que [x,y] e B" wviendo que

[x,y] z [(b’[q’q']> a<Nbs[P’p'J>] .

En efecto, se tiene:

Ix>v] [[<b,q>,<b,q')] » [{Nb,p) ,(Nﬁap‘ﬂ]
[<b, (9,07, b, [pop' D]

En ambas demostraciones hemos usado reiteradamente la propie-

1He
"

n

dad distributiva, su dual, y el lema I.1.3.3.

Paso 2. Construccidn de VY

Consideremos los conjuntos

{yx | xeB' , x—sb en B}

"
O

t
)

{yy l ye B, b —s y en B}
y sean gqg = uUq , Py = Npe.

Es claro que, si x e Q, ye P es x —y y en B',
con lo que yx —3 yy en E. Asi, se tiene

S YX—— D, y qg—Pp, en E.
Sea r cualquier objeto de E tal que qp—> r —— D (nbtese
que siempre hay al menos un tal r). Definimos V¥:B"—— E por
Y([(b,q),{Nb,p)] ) = [(P;YQ),Q‘IPsYP)]

Tendremos que probar:
P2.1 V¥ estd bien definido
P2.2 V¥ extiende a q
P2.3 V¥ es N-fﬁntor, es decir

P2.3.a Y es funtor

P2.3.b v1 =1

P2.3.c ¥([x,y] = [¥x,v¥y]
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P2.3.d YN = Ny

P2.1 ¥ estid bien definido.

Tenemos que probar que

si [{b,q),4Nb,pY] ¥ [Kb>q'),{Nb,p"D] entonces

' [<P’YQ>:~<NP9YP>] = [(I’sYQ'> ,(NP,YP'>]

Necesitaremos las siguientes proposiciones

1

P2.1.1.- Eg;posicién

(¢b,a),Nb,pd] % [Kb,q'),Nb,p'>]  sii
(b,q) = (b,q") y (Nb,py = {Nb,p'}.
Demostracidn |

La suficiencia es evidente; veamos la necesidad:

De la hipdtesis se obtiene, hallando el producto con b:

([{P>aYs<Nb,p>],b> ¥ {[¢b>q"),{Nb,p")»],b)  de donde
[«b,a),b), {(Nb,pY,bY] 2 [(Kb,q"y,b), Nb,p"y,b)]
N AR\l SAd) WP )b

A e

(b5q) 0 (b,q") 0
luego ¢b,qd ¥ ¢b,q').
Andlogamente, hallando el producto con Nb, obtendriamos

(ijp) (Nbsp'>'

i

P2.1.2,

1

proposicidn

(<b,q>,<Nb,pY] ¥ [<b,q') ,{(Nb,p')] sii

L{Np,P'") 5(P,Np"D] —> b — N[(Nq,q") ,{(a,Nq")]

Demostracidn

En efecto, se tiene:

[(b,Q),(NbsP>] [_(baq'> ,(Nb,p'>] Sll

"e

(baQ> 2 <bQQ'> (%) y (Nb,p) Y (Nb,p',\ (%)

Notemos que se tiene (*) sii
<b9q>‘——> (byq'> | y (bsq'> —"'—)(baq> sii
[N<baQ>s<b9Q')] T2 [.N<b’q'> ’(b’q)] ; sii

<<b,q>,[Nb,Nq'J) T 0% ((b,q) ,[Nb,Nq])  sii
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[, q) Wby, {Kb,q),Ng'>] ¥ 0 = [((b,q") ,Nby,{b,a'>,Nq)]
\W\/——/ e
0 | 0

sii {b,q),Nqg")y £ 0 T (b,q'),Nq) sii

<b’<Q:NQ'» T 0 2 ¢(b,{q',Nq)) sii
[Nb,N¢q,Nq'}] ¥ 1 * [Nb,N(q',NqD] sii

b —s N{q,Nq"» y b ——3 N¢q',Ng)  sii
b — (N(q,Nq') ,N{q',Ng)) sii

b —— N [{q,Nq'),<{q" ,Nq)]

‘que es parte de lo que desedbamos demostrar. El resto
de la proposicidn P2.1.2 es totalmente anidlogo: obtene-

mos ahora: (%) sii [{Np,p')>s(psNpP'D>] — b
Completemos la demostracidn de P2.1.
si  [(b,q),{Nb,pd] ¥ [Kb,q"),{(Nb,p")) tendremos:

(KNp,p") 5 {p,Np')] —— b ——N[{Ng,q") ,{a,Nq")]

Aplicando y, y teniendo en cuenta la eleccidn de r:

Y[(Npsp'>a<psz'>] > T >YN[<NQQQ'> s(quq"))
teniendo en cuenta que y es N-funtor:

LNYP,YDP') 5{YP>NYP')] —> r — N[{Nvq,vq'),{vq,Nyq')]
por P2.1.2:
[(rsya), Nr,yp)] ¥ [Kryva') s(Nr,Yp')]

con lo que ¥ estd bien definido.

P2.2 Y extiende a a
En efecto, si z € A ¢ B', serd az = vz, y

z % [(b,2),{(Nb,z)]; tendremos:

¥z = ¥[(b,2),(Nb,z)]

1He

1]

L¢r,v2), (Nr,v2)) =

11
(i} ]

oz

[(r,az),(Nr,aZ)]
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EZ;E ¥ N-funtor.
P2.3.a VY es funtor. Aunque hacemos aqui la demostracidn,
ésta es consecuencia de P2.3.b,c,d.

Bastard probar que si x —y en B", entonces
es ‘Tx-———+Wy en E, y esto es claro:
si x-—sy sera tNx,y] ¥ 1, luego ¥[Nx,y] % 1, de donde
[N¥x,¥y] ¥ 1, que equivale a ¥x ——s¥y.
P2.3.b ¥1 = 1.

¥1 = ¥[(b,1),b,1)) = [{r,y1),{Nr,y1)) 2 [Kr,1>,Qur,10] ¥ 1

P2.3.c V¥[x,y] = [¥x,vyl].

Pongamos x = [{b,q),{Nb,p>] y vy = [<b,q"),{Nb,p'>]. Sera:

Yix,y]

w[[<bSQ$a<Nbap>] > [(b,q') ,(Nb p')]]“:‘

¥[(p,1a,a']) Wb, (p,p' D] =
[¢eovia.a'1)Cmsvpop' Y] %

L¢xslvasva'l) e, Lyp,vp 10T 2
L1300 1T vy e, w1 T = Lol

"n

"

ne

P2.3.d YN = NV.

WN[(b,q),(Nb,p)] E W[<baNQ>,<Nbsz>] = L(PsYNQ>9<NP9YNP>1 =

[{x>Nya), (e, NypY] 2 N[&r,vqy, (Ne,vp)) =
NT[(b’Q>a<NbaP)]'

Con lo que termina la demostracidn.

4.8.~ Lema

Toda N-categoria tiene una extensidn completa.

Demostracidn

Usaremos el método de las cortaduras de Dedekind,

utilizado por Jech (12).

Sea A una N-categoria. Haremos la demostracidn en

varios pasos.



Paso 1. Construccidn de las cortaduras

Consideremos, para cada objeto p e A, el conjunto
Ep = { x| x—> p es flecha de A }.
Estos conjuntos serin estudiados en detalle, mds adelante.
Diremos que un subconjunto no vacio de objetos U

- . .,
es una cortadura en A si se cumple la condiciOn:

si p € U entonces Ep c u.

Es claro que los conjuntos Ep son cortaduras.
Diremos que una cortadura U es regular si cumple:

si p ¢ U entonces existe q € Ep, q ¥ 0, tal que Eq-ﬂ U = {0}
(el subrayado indica "y los isomorfos").
Notemos que {0}y A son cortaduras regulares.‘Veamos
que los conjuntos Ep son también regulares.
Sea p ¢ E . Tomemos q = <{p,Nr).
q Z 0, pues (p,Nr) £ 0 nos lleva a [Np,r] £ 1
que es equivalente a p — r, lo que nos dice que
p € Er en contra de lo supuesto.
Es claro que q € EP. Veamos que qu\ E, = {o}.
En efecto, x € qu\ E, nos dice que
X — q = {p,Nr) — Nr y x-———-; r de donde
0

x — {r,Nr) % 0, luego x =

- Veamos ahora que la interseccidén de una familia

arbitraria {Ui}ieI de cortaduras regulares es una cortadu-

ra regular.
Que es cortadura es evidente:
si. P E€ JQI U serd p € Ui para todo 1 € I, luego EpC'Ui

ara todo i i L .
p » ¥ asi EpC ieT Ul.
Que es regular:

sea p ¢ {21 U

existird q e E_ tal que E N U, = {0}. Asi, B, N mU ={0}
P q J - ieI 1 -

;e Existe j € I tal que p ¢ Uj ;por lo que
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Esta observacidn nos autoriza a considerar:
dada una cortadura no regular U, la interseccién de todas los
cortaduras regulares que contienen a U seri una cortadura re-
gular, que designarumos por U.
Veamos que U se caracteriza por ser U = V donde
V={p | siqce Ep, qk? 0, entonces U N Eq £ {0} 1}
Para comprobarlo, probafemos que el conjunto V es

una cortadura regular que contiene a U, y estd incluido en

cualquier otra cortadura regular que contenga a U.

-- V es cortadura:
si pe V se tiene Ep C V- pues en caso contra-
rio, existiria un q € Ep tal que q ¢ V.
Pero si q ¢ V, entonces existe r ¢ Eq tal que
U,f\EP = {0} ; pero como p e V, al ser r ¢ EqC
C Ep, deberd ser UNE, # {0}.

-—Que V es regular es evidente por la construccidn.

-- U V:
si pe U serd Ep«: U iuego para cualquier
q € Ep, q ¥ 0, serd Eq C Ep C U, 1luego |
UNE =E # {0}.

q q - :

-~ V estd incluido en cualquier otra cortadura regular U’ que
contenga a U. Si no fuese asi, existiria p e‘V,
p ¢ U - De aqui se obtendria la existencia de uh
q € BP, q ¥ 0, tal que Eq/\ U' = {0} de donde se
obtiene Eq(\ 4] =‘{Q}, lo que es contradictorio

con el hecho de ser p e V.

Paso 2.Construccidén de la extensidn B

Sea B el conjunto de las cortaduras regulares
de A. Este conjunto, con la inclusibn, es un preorden:

en efecto, estableciendo la flecha
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U——mV sii Uc V
B es una categoria preorden.
Definimos la funcidn objeto de un funtor M:B—— B

por: r .
UeBl—————-)MU={p\Ep(\U={_Q_}}

Comprobemos que MU es cortadura regular:

-- que es cortadura és evidente: si p e MU es Epn 0] =v{g}
Asi, serd Ep<: MU, pues si q ¢ Ep,.es ,Eq C Ep
luego E N UC Epmu = {o}.

-- que es regular: sea p ¢ MU. Serd Ep(\ 8] #'{g}.
Tendremos que ver que existe q e E» q Z 0, tal
que qu\ Mu = {o}.
Como Ep!W U # {0} , tomemos cualquier q¢ EPI\ U,

q ¥ 0. Por ser Epf\ U cortadura regular, serd

ECE U ; en particula E C U.
q p/\ ; particular, q

Sea re:Eq(\ MU. Tendremos que probar que r ¥ 0.
Se tiene:

-— T ¢ EqC U , luego E C U,y asi Er(\U ;Er‘
-~ re MU, luego E N U = {0}

de ambas conclusiones, sigue que E_ ={0}, que es

lo mismo que r ¥ 0.

Para ver que M es un funtor contravariante, habri que pro-
bar que si U-—>V entonces MV——MU , esto es,

si UCV entonces MV C MU , y esto es facil:

si pe MV serid Eplﬁ V = {0} , luego Ep(\ U={0} con lo
que p e MU.

Paso 3. B con el funtor M es una N-categoria cbmpleta

P3.1 En B hay terminal: 1la cortadura regular A.

P3.2 En B hay coproductos de familias arbitrarias.

Veamos que si {Ui}ieI es una familia de cortadu
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= U
ieT s

1

ras regulares, es [f{U.}; ;

En efecto, es claro que Ui———+ 32& Ui , para ca-

da i. Veamos la universalidad:

si V es una cortadura regular tal que Ui—-——>v para cada

i, sera QE& Ui -—> V , pero U, es la menor cortadu

1eI

ra regular que cumple esta condicidn, asi que ;Z; u, — V.

P3.3 MU = U para todo U e B.
Veamos en primer lugar que UC M2y.
Sea p € U; sera EPC U, luego Epf\ U = Ep.
Sea q e EEMNMU. Ser& E C E_N MU luego:
P qa - 7p |
-- E E de donde E N E_=E E NU=(ENE)INU=
q¢ %p a''p T "q Y Tq a'' "p

= E N(E_NU) =E NE_ =E
q p q 2 q

- Eq C MU de donde q € MU vy asi qu\ U = {0}
de ambas conclusiones sigue que Eq = {0} con lo que q % 0.

Asi, EP NnMU = {0} y pe M2y .

Veamos ahora que M2U C U.

Si p ¢ U sabemos que existe q € Ep, q ¥ 0, tal gque

Eq N U = {0}. Serd q € MU, de donde Eq C MU, y asi, se tie

ne E NMU =E # {0}.
. . o  * 10

Como Eq(\ MU ¢ Eptﬁ MU, lo anterior nos dice

Ep N MU # {0} con lo que p ¢ M2y,

P3.4 U—s V sii el coproducto de MU y V es A,‘esto es:

Uc V sii MUU V = A

En efecto:

existe p ¢ MU U V sii

existe q e Bp’ q # 0, tal que Eq n MUV V) = {0} sii
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existe q € EP, q ¥ 0, tal que Eq.ﬂ MU = {0} vy
E NvVv = {0}
q -
que es equivalente a U< V puesto que:
qu\ MU = {0} sii q € M2U = U y
EgNV = {0} sid q £V =V

Paso 4. Existe un N-funtor a:A — B

Definimos la funcidn objeto por ap = Ep. El ca-.
rédcter funtorial proviene del hecho claro de que si p ——¢

en A ntonces es E E or -tanto E———— E en B.
> © pC Bq VP p q

Para ver que es N-funtor, hay que comprobar:
P4.1 al = A
P4.2 alp = E_UE
P12 alp.q) = BV Ey
P4.3 oN = Ma

P4.1 es trivial.

Attt

P4.2 como 'a[p,q] = E[p,q] y es claro que E v E CE

[paQ]

(pues p—s [p,q] y q9— [p,q]), tendremos
E U E C.E[p q]

Veamos la inclusidn contraria:

sea I € E[p,ql. Para ver que r ¢ EP\J Eq hay que probar:
si s eE, s #0, entonces ESIW (EP\J Eq) £ {0}

Sea pues, s ¢ EP, s # 0. Consideremos los elementos {s,p),

(s,q) que, claramente, pertenecen a ES(\ (Bp\J Eq).

Si alguno de los dos no fuese isomorfo a 0, el aserto esta--

ria probado.

Veamos que no puede ser (s,p) ¥ 0 % (s,q).

"

Si asi fuera, se tendria [Ns,Np] [Ns,Nq], 1o que es

equivalente a s —Np s ——3Nq; asi, tendriamos

N{[p,q]-

ne <

s — (Np ,NQ>
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E nos dice que s —>'[P5q]-
Pero s ¢ ErC [p,q] q [ s ]

Estas dos conclusiones nos llevan a
S —s ([Psq],N[p,q]> ® g, luego s = 0 contra lo su
puesto.

= E NE.

| | , 3
Notemos, antes de probar P4.3, que L. = E 005

ya que, si r ¢ E

entonces r —» {(p,q) —> D luego
<P,>q) : * i >\\\\sv ’
r ¢ EE N E . Reciprocamente, si r é ENE., q
p q ’ P q
ser& r ——> D y r—— q, de donde, por la universali-
dad del producto, obtenemos r-——> (pP,9).
P4.3 aoN = Ma.
En efecto, se tiene:
q e alNp = Exp sii 'q — Np sii [Na,Np] % 1
sii - o0 sii E = {0 sii
E E = {0 id ENE_ = {0 = ME_ =M
plﬁ q {0} sii qe{ql q b {0}} 5 op
Paso 5

El funtor oq:A——B , ap = Ep , No es inyectivo,

pues ap = aq, es decir, Ep = Eq " nos dice que -p ¥ g, pero

no p = q. Asi, para poder decir que B es una extensidn de

A, debemos establecer una inyeccidn, que es fécil:

b 3 (E_,p)
p | D b

4,9.~ TeQrema

Una N-categoria E es inyectiva sii es completa.

Demostracidn

Sea E completa. Sea g:A — B un monomorfis-
mo de N-categorias, y sea g cualquier N-funtor g:A——E.

Podemos considerar que g es la inclusidn, con lo que B es

una extensién de A.
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Por el lema 4.7 el N-funtor o:A ——E puede extenderse a
un N-funtor yY:B——FE , y es claro que yB =a, con lo que E
es inyectiva. |

Reciprocamente, sea ahora E inyectiva.
Por el lema 4.8 E tiene una extensidn completa E' 3
por la proposicidén 4.4 E es una retraccién’de E' 3

finalmente, por la proposicidn 4.6 E es completa.
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CAPITULO TIII

N-CATEGORIAS Ep. N—CATEGORIAS COCIENTE.

APLICACIONES LOGICAS

1.~ Sub-N-categorias Ep

Sea C una N-categoria, p un objeto de C.

Consideremos la subcategoria de C, formada por los objetos

{x | x—s p es flecha de C}
y las mismas flechas que en C. Pongamos simplemente

Ep = { x| x—>p}.

Veamos que BP es una N-categoria.

Definimos szEﬁ‘—ua Ep por pr = {NxX,D) € Ep sobre obje-

tos, y sobre flechas

Np(x-———by) = (Ny,p) — (Nx,Dp))

que es flecha de C, pues

Nx ¢ {Nx,p)
?

w
o)

N(x —>y)

Ny‘\\\\\\

- —— - ———

< Ny,P)
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Asi, Np es un funtor contravariante de Ep en si misma.
Veamos que se cumplen las condiciones de N-cate-
goria:

1.1 En Ep hay terminal: p

1.2 En Ep hay coproductos: el miémo que en C. Basta com-

probar que‘si X,y € Ep entonces [x,y} eVEp, pero esto es

claro por la propia definicidn de coproducto:
x-———+'[x,y]é———— y
|
\\\\\\*¢ V/////

b
1.3 Nx T x para todo X € E,- En efecto:
NN x = N (Nx,p) = (N(Nx,p),p) ¥ ([N°x,Np] ,p) &
<[X9NP] ’P> % <[X9NP] ,[X’P]> = [X9<NP9P>] =
[x,O] T x |

1.4 Finalmente, veamos que

ne

e

a-—-3b en Ep sii [Npa,b] € p para todo a,b e Ep

En efecto:

[[Npa,b] T sii L<Na,p),b] ¥ p sii
{[Na,b},[p,b]> ¥ p sii ({Na,b],pY T p  sii
p—> [Na,b] encC sii Ivp,[na,b}] % 1 sii
‘[[Np,Na] ,b) ¥ 1 sii [N¢p,ay,b] ¥ 1 it
(p>a) —— b en C sii a—3b encC  sii

a——3b en Ep'

1.5 Consideremos la aplicacidn Y:C — C dada por:

vix > (X,P>

Notemos que se abusa un poco de la notacidn, pues

en realidad, (x,p) esti definido salvo isomorfismos.

Se tiene:
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Imy = Ep : en efecto, es claro que Im y C Ep; reciproca-

mente, Si X € Ep' es X — p y por tanto <x,p> = X ,

con lo que Px = X.

p es un funtor covariante entre las categorias C y Ep.

La actuacidn sobre las flechas viene dada por

P(x —s y) = ({x,p) —> (¥,>D))

como se ve en
{x,p>

v !
% |
Ve :
v
y é—— (y,p) —/8—> P
y es un N-funtor. Comprobaremos que
1.5.1 91 = p
1.5.2 wy[a,b] = [va,¥b]
1.5.3- YN = N ¢
7 pw
1.5.1 91 ={1,p> T p

1.5.2 S

0]

tiene w[a,b] ([a,b],g} y por otro lado

e

[va,up] = [<a,p).<b,p>]
N<[Na,Np] , [Nb,Np]> £ N[<Na,Nb),Np) ¥

{N<Na,NBY ,N%p) ¥ <[a,b],p).

N{N<a,p),N¢<b,p)) =

"

He

1.5.3 Se tiene ¢YNx = {Nx,p) y por otro lado

Noux = N (P> = (NCGx,p),p) ¥ ([Nx,Np],p) ¢

N{N[Nx,Np] ,Np] ¥ N[¢x,pd,Np]

e

N(Y_XaNP]a[PaNP]> = N[XDNP] = <NX9P>°

Se tiene ademis:
1.5.4 ¢ es una retraccidn. En efecto,
yyx = ¢(<X,P)) = <<X,P),P> E <xs<p>p>>; <X>p> = ¥x

En consecuencia, en virtud de la proposicidn II.4.

6, si C es una categoria completa, E_ +también lo es.
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1.5.5 Pretendemos ahora caracterizar el conjunto

0}

e

{x | yx
que viene a ser una especie de "nlcleo de y".

Se tendréa:

yx 20 sii (x,p) 0 sii N[Nx,Np] £ 0
sii [Nx,Np] E sii x —3 Np.
Asi: ker ¢ = {x | yx T 0 }= {x | x — Np} = ENp'

Es claro que ’EP[\ E = {0}. Por otra parte, en

Np
general seri EP\J ENp # C, pues si p ¥ 0,1 es 1 ¢ EpLIENp

Podemos considerar también los conjuntos duales:

EI'D = {x ] p—> x} EI(Ip = {x | Np——> x}
8¢ tienen, claramente, las relaciones:
| - ' -
.Ep {x | Nx ¢ ENp } ENp {x | Nx € Ep }
y, dualmente,
= ' = !
Ep {x | Nx ¢ ENp } ENp {x | Nx ¢ Ep }

Ademds, es un fdcil ejercicio, comprobar que:

E, N0 By, = {0} E,NE = {p}

it

Ep/\ Eﬁp = ¢ si p ¥ 1, es decir, si Ep £ C

Epr\ Bl') =¢ si p %0, es decir, si Ep ¢ {0}

}:Np/\ Eyp = {Np} Eﬁp‘f\ By = {1

Esta situacidn puede representarse:
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2.- Subconjuntos  (E). Cocientes C/(E)

Sea E una coleccidn no vacia de objetos de una

N-categoria C. Para cada entero n )

> 2, consideremos:

[E]n = {[Py> -~ ,pﬁ]\ p, e E, i=l,...,n }

donde no ponemos los corchetes interiores, pues todos los
coproductos que se obtendrian serian isomorfos; esto, como
se verd, no influye en las consideraciones que siguen.

Pongamos ahora:

(2] = ) [E], y ® = Sy

Propiedades de los conjuntos (E)

2.1 E C (E)
En efecto, sea x € E. Se tiene:

x ¥ [x%,%] e[E], C [E] de donde x ¢ E C (B)

(x,x]
2.2 Si E = {p} entonces (E) = EP. Trivial.

2.3.a E C{0}  sii (E) = {0}. Trivial.

2.3.b {0} € (E) para cualquier E. Trivial.

2.4 (E) = C sii 1 ¢ (E) sii existen objetos
Py>---5>p € E tales que [pl’ .. ,pm] 1
La primera equivalencia es trivial, y la segunda es muy fécil:

1 e (E) sii existe p € [E] tal que 1 € Ep. Esto nos

dice, por un lado, que 1—s3 p, estoes p ¥ 1, y por otro,

que existe un n tal que P € [E]n, de dohde se deduce la

condicidn del enunciado.

2.5 Si x,y € (E) entonces [x,y] € (E).
En efecto, existirdn elementos Pqse==sPsdyseees

qs € E  tales que

K ey [Pl, e ,Pr} y— [ql, “ e ,qS]

con lo que se tendri:
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P > [x,y] ¢ y

/

[pla"fapr.] [q13~'°aqS]

t

|

|
\ | " ./
[[pl,...,pf],[ql,...,qs]]

I

[PysesPpsdys---2ag) & [Eloug

de donde ([x,y] e E C (E).

[pl’ﬂ"’pr’ql""’qél
2.6 Si x e (E) entonces EX C (B).

Esto es evidente. Notemos que, en particular, nos

dice que, si x e (E) y x %y, entonces y e (E).

Las propiedades 2.5 y 2.6 son las equivalentes a

las que, en Algebras de Boole, definen los ideales.

2.7 La relacidn en C dada por
X vp Y sii [(x,Ny) ,{Nx,y>] e (E)

es de equivalencia. Mds adelante veremos una interpretacidn
l6gica de esta relacidn.

En efecto:

-- X vp X pues [<x,Nx),<Nx,x)] ¥ [0,0] ¥ 0 ¢ (E)

-- si x "y entonces vy v X que se deduce trivialmente

de la definicidn de Ve

— 1 N
S1 X E y e y %E z entonces X NE Z.
En efecto:

de x ey se obtiene [(X,NY>,<NX7Y>) e (E)

de 'y “p Z se obtiene (<y,Nz) ,<NY9Z>] e (E)

Por 2.5, se tiene:

[[<X9NY>9<Nan>]a[(y:NZ>,(Ny,Z>]] e (E)

Para ver que x “e 2 bastard ver que [(x,Nz),{Nx,z)] € (E)
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y para esto, por 2.6, bastard con que se tenga la flecha
) [(x,NzYy, (Nx, 2)] —— [[<x, Ny, Nk, y 3] 5 [y, N2), Ay, 2)]]

Veamos en primer lugar que se tiene la flecha:

(x,N2y — [(x,Ny),{y,Nz)]

En efecto:

[NM<X9NZ>9[<X’N.V>a(y'.vNZ>]_] E [[NXQZ] a[(xaNY>9(YaNZ>]] E ‘
[[[vx, 2], ¢x,Ny)],<y,N2zp] € [ [z, [Nx,Ny]],(y,Nz) ] %
N~

nt

'[Z,[NX,(X,Ny>]]
N
([vx,x]), [Nx,Ny]) 2 <1, e, NylD ¥ [,y ]

"

L v, ny) (2, Grunzd) ] 2 [ [vx, Nyl (2,900 %
e

([_ZaY]’[ZaNZ]> E <{Z,y],1> = [Z’y]

{24

[[vx,2],{Ny,y]] 2 [[vx,2] ,1] % 1
Andlogamente, cambiando x con z, obtendriamos la flecha:
(Nx,z) x <ZaNX>'~—9[<ZaNY>a<Y:NX>) E [(NX9Y>’<NY9Z>J

La flecha buscada, (%), viene de la consideracién

del diagrama:

(X,Nz) ————— 5 [(x,Nz),(Nx,2)] ¢ (Nx,z)
: /

[ (x,Ny),(y,Nz)] 1 [{Nx,y) , Ny, 2)]
|
'

[[<xsNy), <y, N2zD] 5 [Nx,y),(Ny,2)] ]

IR

[ [CxsNyY 5 <Nx, ¥ 5 [(y,N2z) , (Ny,2)] ]

2.8 si x %y entonces x “p Ve

En efecto:

[Ny, KN, y>T % [, Nxd <k, xd] 2 [0,0] ¥ 0 e ().

2.9 si x n

E vV s vy =z NE W entonces sgse tiene:
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2.9.a Nx NE Ny

2.9.b [g,z] “p [y,w]

2.9.c x,2z) Ve <y,w>

En efecto:

2.9.a se deduce trivialmente de la definicidn de WE.

2.9.b Antes de la demostracidn propiamente dicha, notemos

que si x vy entonces [x,a] Vg [v,a] para todo a € C,
pues [x,a] v [v,a] sii  [([x,a) ,N[y,a)> ,<N{x,a} ,[v,al)]
es un elemento de (E), y se tiene:

(a1 Nlysals » ilxoal  [y,a]>]

[([X a] »(Ny,Nap) , ({Nx, Na} , [y,al>] ¢

[ [€x,(Ny,Na)) ,{a XNy, NaP ], [<Cx,Na) ,y) , <K, Na), ayl ]l
[ [Cx o<y, Nad) Ky, CasNad)] L [ Na) ,y), (oix, as ) 1]
[[x <y, Nad) iy, 0], [{Cx,NaY vy, €ix,09 1]
[¢x,(Ny,Na)) , ((Nx, Na),y>] % [ ((x>Ny),Na), ((Nx,yYy,Na)] %

( [(x,Ny), {Nx,y)] ,Na> e E [<X"Ny> s ANX,¥)]

He

HQ
1He

H He
1"

H

1ne

y este Gltimo conjunto estd incluido en (E) puesto que como

X Vo y , se tiene [(x,Ny),<KNx,yd] € (E).

Andlogamente, puede probarse que si x WE y en-
tonces  [a,x] Ve [a,y] para todo a € C.

Demostremos ahora 2.9.b: por aplicacién reiterada

de esta observacidn previa, se tendra:

[x,z] NE [y,z] NE [y,w]

2.9.c se deduce facilmente de 2.8, 2.9.a y 2.9.b, usando

las leyes de De Morgan.

2.10 Puesto que WE es de equivalencia, podemos formar el

conjunto cociente Q/(E). Vamos a dotarle de estructura de
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N-categoria. Lo haremos paso a paso.

q/(E) categoria preorden
Pafa no trivializar, supondremos que (E) # C.
Definimos la flecha entre clases:
Xe—s v sii N[Nx,y] e (E), esto es, <x,Ny) € (E)
| definicidn ésta, que se justificard 1l6gicamente mis adelante.
Notemos que la definicidn no depende de los repre
sentantes: en efecto, si X n x' , y mE~y' se

E
Ny' de donde (x,Ny)'bE (x',Ny') 1lo

tendria Ny “E
que nos dice que (x,Ny) € (E) sii (x',Ny') €

(E) , pues es claro que (E) es una clase.

El carécter preorden es claro, asi como la existencia de i-
dentidades. Veamos las composiciones: probaremos que si

Xy Yy Ye—z entonces = X —» z ; para ello,

habra que ver que

si (x,Ny> ¢ (E), <(y,Nz)» € (E), entonces {x,Nz) € (E)
ys en efecto: tendremos [(x,Ny),(y,Nz)] e (E) luego para
ver que (x,Nz) € (E) bastard ver que se tiene la flecha

(X,NZ) e [<X,Ny> 9<Y9NZ>]

y esto es fhcil:

[N(x5Nz) , [{x,Ny),(y,N2)]] =
[ [vx,2], [<x,Ny) ,<y,Nz)] ]
[N, (oMY 3T [2,(y,N2)] ]
[ (Ivx,x], [Nx,Ny)), ([z,y], [z,Nz])] 2
[[ve,Ny], (2,9)] 2 ([nx,2],[Ny,y)] 1

He

He

i

e
[T}

He

Definicidn del funtor N

E .
Definimos Np: X ¢ Y/(E) — Wx ¢ ¥/(E)
que, por lo visto en 2.9.a, esti bien definido.

Para ver que es funtor contravariante, probemos
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si X~y entonces ‘I:I; —s Nx
Ny — Nx sii {Ny,NNx) ¢ (E) , pero

(Ny,NNx)» 2 {Ny,x) % (x,Ny) que pertenece a (E)

C/(E) vtiene terminal

Es flcil probar que se trata de la clase del 1,

estoes 1 =1{x | Nx e (E)} . En efecto:

X —3 1 sii (x,N1) ¢ (E) pero (x,N1) = {x,0) 2 0 ¢ (E)
Notemos que 0 = (E) pues
x vp 0 sii [{x,N0),{Nx,0)] ¢ (E) sii x ¢ (E)

C/(E) tiene coproductos

Ponemos [i,?]E = t;T;T que, pqr lo visto en
2.9.b, estd bien definido. Veamos que, efectivamente, se tra
ta de un coproducto. En primer lugar, es claro que
§'—~—+T;:;T puesto que

(xaN[X3YJ> £ <X9<NX3NY>>

He

{{x,Nx), Ny} ¥ 0 ¢ (E).

Andlogamente, se ve que ¥ — [x,y].

En segundo lugar, comprobemos la universalidad.

Sea z tal que X —+Z, ¥ —Z. Sera
(x,Nz) ¢ (E), y {y,Nz) e (E) de donde

[(XaNZ>,<y,NZ)] e (E), que por distributividad nos da

([X;YY}aNZ> e (E) 1lo que equivale a [x,y] —_z.

'N%" es la identidad en q/(E)

En efecto: NgNp x = Np Nx = NNx = x

Propiedad I.1.1.(4)

Hay que probar que se tiene:

F— 7  en Y(p) sii vy %.5); =
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ﬁotemos que [NE§,§]E = [N§’§]E = [Nx,y].

e

Asi, [NE§,§]E 1 sii gl ———aiﬁ;j;y sii
{1,N[Nx,y]D € (E)
pero  <1,N[Nx,y]> % N[Nx,yl 2 (x,Ny) que pertenece a (E)
sii X —7y.
2.11  La aplicacidén a: C ——-sc/tE) dada por

a:x € C—> X € g/(B)
es un N-funtor. |

En efecto, para ver que es funtor hay que compro-

bar que si Xx—3y en C entonces X —379 en C/(E»)

y se tiene:
X——s y enC sii [Nx,y] 2 1 sii {(x,Ny) ¢ 0;

asi, como 0 € (E), serd& X-—37 en q/(E).

Veamos ahora que es N-funtor:

2.11.1 a1l = 1 que es el terminal de Q/(E)
2.11.2 a[x,y] = [x,y] =~[§,§]E = [ax,ay]E

2.11.3 aN = NEa pues aNx = Nx = NEx = NEax

2.12.- Definicién

Diremos que (E) es maximal (propio) si no existe

ningln subconjunto E' de C tal que (E) ¢ (E') &C.

2.13.~ Teorema

(E) es maximal sii q/(E) = {0 —T}.

Demostracidn

Notemos previamente qué
x ve 0 sii [¢x,N0),<Nx,00] € (E)  sii x € (F)
x vploosidi [{x,N1),{Nx,1>] € (E)  sii  Nx e (E)

Asi, el ser Q/(E) = {0 —— 1} equivale a que
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para todo x de C se tenga bien x e (E), o bien Nx ¢ (E).

Sea pues, %) = {8 — 1}, vy sea un conjunto
E' tal que (E) ¢ (E'). Tomemos x € (E') N(E):
como x ¢ (E), tendremos Nx € (E) C (E'); pero también es
x € (E'), luego seri 1 % [x,Nx] e (E') 1lo que nos dice

que (E') = C, y que (E) es maximal.

Reciprocamente, sea (E) maximal.Tomemos un x

tal que x ¢ 0 , es decir, x ¢ (E). Consideremos el conjun--

to (E VU {x}). Tendremos:

por ser x ¢ (E), serd (E) ¢ (E U {x})
por ser (E) maximal, serd (E U{x}) = ¢

Asi, existen Pgs>Pqs-++sP € E‘L){x} tales que, poniendo

p = [po’pi""’pn] s ©es Nx € Ep. Puede ocurrir:

a) po,pl,.;.,pn e E

Serd Nx e (E), y por tanto, x € 1
b) algln P;> pongamos p,, es igual a x.

Se tendra Nx-———;[x,pl,...,pn] que es equiva-
lente a [NNx,[x,pl,...,pﬁT] ¥ 1. Pero |
12 [, [,pgseeesp 1] 2 [0 ]xopgse e op1] Z[xspyse - s, ]
de donde  Nx — [pl,...,pn] que nos dice qué Nx € (Ei,

con 1o que x € 1 de nuevo.

3. Aplicaciones a la Lbégica

Las propiedades de (E), particularmente 2.1 a
2.6, hacen que este’conjunto pueda interpretarse como el con
junto de las proposiciones refutables de una teoria. Asi,

los elementos del conjunto E, que, en cierto sentido, puede
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decirse que generan (E), pueden llamarse co-axiomas, de la
misma forma (dual) en que los axiomas puede decirse que ge-
neran el conjunto de las proposiciones demostrables:

los axiomas (y sus conjunciones) "implicaﬁ" las proposicio—
nes demostrables, mientras que los co-axiomas (y sus disyun

ciones) "son implicados" por las proposiciones refutables.

Bajo esta interpretacidn, la relacidn estudiada:

X Vp Yy sii ' [(x,Ny),(Nx,y)] e (E)

viene a medir el "grado de refutabilidad" seglin (E), pues
- nos dice que dos proposiciones x e y estadn relacionadas

sii  la proposicidn "(xAMy)V(yAlx)" es refutable.

Justifiquemos también la definicidn de flecha

en la categoria cociente C/(E):

XR— 7 sii N[Nx,y] € (E)

e

Recordemos que en C es X —3 ¥y sii {Nx,y]' 1
el sentido de X —§y es claro: si queremos que la pro-
posicidn TIxVy sea demostrable, 1o que pedimos es que la

negacién 1(TxVy) sea refutable.

Notemos que, si X — vy, .es [Nx,y] =1,
luego N[Nx,y] £ 0 € (E), con lo que se tiene X — Vs
la generalizacidn ha consistido en que puede tenerse
0 ¥ N[Nx,y] € (E), es decir, puede tenerse X —y sin

que se tenga X — V.

Se describen ahora los conceptos de consistencia
y completitud de una forma sintéctica; las versiones semin-

ticas serén estudiadas en el Capitulo VI.
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Seglin lo anterior, una interpretacidén N-catego-
rial de "una" légica de proposiciones es un par (C,(E)),
que nos describe el conjunto de proposiciones, juntamente

con las refutables.

3.1.- Consistencia

Una 16gica (C,(E)) serd una ldgica consistente

cuando no se verifique, simultéﬁeamente, que una proposicidn
y su negacidn sean refutables. Veremos que esto es equiva--
lente a que (E) sea un subconjunto propio de C.

En efecto, si existe p tal que p e (E) vy
Np € (E), serd& 1 % [p,Np] € (E) con lo que (E) = C.
Recipfocamente, si (E) = C, es claro que, para todo p

se tiene p e (E) y Np e (E).

Podemos ahora traducir con mayor claridad tanto
el axioma del tercero excluido como la regla de inferencia
Modus Ponens (ver Nota final de I.3.1):

El axioma del tercero excuido:
si [a,Na] € (E), serfa ae (E) y Nae (E) con lo que
(E) = C y la 1l6gica en cuestidn sefia inconsistente.

| La regla Modus Ponens:

si aé¢ (E) y a—- Db entonces b ¢ (E) pues si b e (E)

seria ae By C (E), lo que es contradictorio.

3.2.- Completitud

Una 16gica (C,(E)) seri una ldgica completa
cuando para toda proposicidén p se tenga que, bien p o
bien Np (pero no ambos) sean refutables.

Esto equivale, algebraicamente, a decir que (E)
e€s propio, y que para todo PeC setenga pe (E) o

Np € (E), que es lo mismo que decir p . 0 o p v

E 1-

E
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Por tanto, una 16gica (C,(E)) serd completa sii
Q/(E) = {5-——% 1} sii (E) es maximal.

En este caso, las proposiciones p refutables son

las que p “p 0, y las demostrables las que D Ve 1.

:3.3.~ Caso de los Ep

Un caso interesante es ‘el de las teorias con un
nimero finito de axiomas. Es conocido que pueden reducirse
al caso de teorias con un inico axioma: la conjuncidn de
todos. Seglin nuestro punto de vista, dual, estudiaremos el
caso de teorias con un nimero finito de co-axiomas. As1i,

si E es un conjunto finito, E = {Cl""’cn} se tendr&

(E) = Ep con p = [cl,...,cn]

Estudiemos pues, las ldgicas (C,Ep).

3.3.1 Una 1légica (C,Bp) seri consistente sii Ep' es
propio, lo que ocurririd sii p ¥ 1.

En virtud de 2.4, resultara

(C,(E)) consistente sii (C,Ep) consistente, para todo p

de (E).

que es un resultado del tipo del Teorema de Compacidad:

Una lbégica es consistente sii toda parte finitamente (co-)

axiomatizada lo es.

3.3.2 Una 1légica (C,Ep) serd completa sii Q/Ep ={0—1}.
Vamos a caracterizar estos elementos p.

Para todo x € C debe ser x NE 0 o x &E 1, es
‘ P P
decir, x ¢ Ep o Nx ¢ Ep. Pero Nx ¢ Ep equivale a
NXx ——s p, que ocurre sii Np —s x. Asf, (ver 1.5.5):

(C,Ep) es completa sii C = Ep\J E}
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Otra propiedad de estos p es la sigulente:
Sea x tal que p-— x. Entonces:
-- 81 X——>p , serd p = x

-~ 81 NX-—3p , ser4& Np —s X que, junto con p —sX,

R

1.

1t

nos dice que 1 [Np,p]-———;x esto es, x

Vemos asi que los finicos elementos implicados por
p son sus isomorfos y los isomorfoé al terminalj esto viene
a decir que p es un elemento maximal en el orden inducido
en C por la relacidn

x&£y sii X ——y '

Los elementos minimales por esta relacidn son el

equivalente de lo que, en Algebras de Boole, se 1laman éﬁg—

mos. Podemos asi decir, que

(C,Ep) es completa sii p es un co-atomo.

4.~ Un teorema de isomorfia

Volvamos a considerar la situacidn
yg: C— E
p .
donde y es el N-funtor px = (x,p). (ver 1.5)

Recordemos que el "n{icleo" de ¥ resultaba ser la

N-categoria ENp = {x]| yx ¥ 0}.
Podemos asi considerar la N-categoria C/ENp y
' C v -
el N-funtor a: C — /ENp dado por ax = X.

Es muy fdcil comprobar que ¢ y o son epimorfismos.
Vamos a ver que podemos definir un N-funtor

C
B: /ENp — E

de forma que se cumpla un resultado anidlogo al primer teore-

ma de isomorfia para estructuras algebraicas y homomorfismos

esto es,
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con Bo =y y B isomorfismo (mono y epimorfismo)

En realidad, podria hacerse segin el esquema:

C v >
B

C
4
E » E
Np b

pero la situacidn es completamente aniloga.

Definimos B por

.z - C . ‘ _
B: x € /ENp ¢ > X € Ep

Notese que abusamos nuevamente de la notacidn, pues en rea-

lidad, yx es toda una coleccidn de objetos isomorfos a

<X3P>-

B bien definido

si x mENp y serd [ (x,Ny),{(Nx,y)] ¢ ENp , luego

¥ [(x5Ny),(Nx,yd>] £ 0. Por ser ¢ N-funtor, se obtiene

[, Nvy) , (Nyx,¥y)] ¥ 0 de donde

(Ux,Nyy) 2 0 2 <N¢x,¢y} y, aplicando N
[wa,wy] I - [wx,wa] ~que nos dice que se tienen las
flechas . YX —— Yy y Yy —> PX con lo que se

~

tiene yYx = yy.
B funtor

‘Hay que probar que si X —3F en C/ENp entonces

BX — BY en E
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Recordemos (2.10) que es

- - C ..
X — y en /ENp sii  (x,Ny) € Ey

P
y que (1.4)
BX — By en EP sii VX —3 Yy en Ep sii
sii [prx,wy] % p.

Pero se tiene:

[prx,wy] * [(Nyx,py,vy] £ [NE,p),p) (v ,pd] @

2 [¢[Nx,0p) 50)»(y,pd] ¥ [<Nx,p) <y )] ¥ C[ix,y].p)
Asi pues, lo que hay que probar es que

si  (x,Ny) € Eyp  entonces [Nx,y).p) % p

y esto es fécil:

(1R

[Nx,y}

P.

si (x,Ny) —> Np entonces p —> N{x,Ny)

que es claramente equivalente a <[Nx,y],p>

8 N-funtor

-- B1 = P pues g1 = Y1l =p
- B[ﬁ,?]E = [Bx,By}. En efecto, recordando las defini-
Np

ciones de coproducto en Q/ENp y en EP , ¥y usando el

hecho de que ¢ es N-funtor, se tiene:
B[i,?]EN = 8x,y] = v[x,y] = [vx,0y] = [8%,85).
p :

- BNE = NPB « En efecto, recordando las definiciones
Np

de NE y Np, y usando de nuevo el hecho de que y es
Np :

. N-funtor, se tiene:

BN. X = BNx = yNx = N yx = N B%
Exp p¥ P
-~ Ba = ¥ por construccidn.

Veamos ahora que B8 es isomorfismo.
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Que B es epimorfismo es muy fécil de ver. Consideremos:

Np I S
donde B es una N-categoria, y #,6 son N-funtores tales
que yB = 6B. Se tendra:

yBa = 6Ba, de donde Yy = 8y luegoy = § por ser Y epi-

morfismo.
Veamos que B es monomorfismo. Consideremos:
C
a v
B Yy s Y& B 5 E.
8 ” Np p

donde B es una N-categoria, y y,8 N-funtores tales que
By = B6.
Para todo q ¢ B tendremos Byq = B8q; notemos

que yq y &g son clases de equivalencia en “/E ; asi,

Np
la igualdad Byq = BSq nos dice que, para todo uevyqg, y
para todo v e 8q es Yu = pv, esto es, {u,p) = {v,p)

de donde, en particular, {u,p) NENP {v,p)-

Para ver que vy = § bastari probar yq = 8q, y
para esto, bastari ver que u = V . Veamos esto.

Al ser (u,p) ¥ (v,p) tendremos
(NG, ) 54V, B 5 CusD) N ¢v,p))] % 0 pero
NQu,p) 5, {v,D))

ne

<[NU9NP],<V9P>> E

e .

[(Nu,(V,p)) a<NPa <Vap)>l E <<NU-3 v) sP)
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y, andlogamente, ((u,p),N(v,p)) E ((u,Nv),p>

de donde

0 % [((Nu,v),ﬁ),((u,Nv),p)] S (p,[(Nu,v),{u,Nvp 1>
‘de donde |

1 ¥ [np,N((Nu,v),{u,Nv)]] que es equivalente a
[(u,v) ,{u,Nv)] —— Np , es decir,

[KNu,v),(u,Nv)] € ENp ~con lo que u = V.
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CAPITULO IV

FUNCIONES PROPOSICIONALES DE UNA VARIABLE

CUANTIFICACION SIMPLE

1.- La N-categoria de las funciones proposicionales de una

variable
Sea C una N-categoria y X un conjunto arbitrario.
Consideremos la coleccidn CX de las funciones de X en C,

que seran designadas, en general, por mayusculas: P,Q, R,.

LY

Aunque m&s adelante estudiaremos la interpreta-
cidn lbégica, expondremos aqui una simple idea de nuestra in-
..

tencion:

X se interpretard como el conjunto de los objetos de los que
"tratan" las proposiciones de C; las funciones de X en C se-

rén las funciones proposicionales. Por ejemplo:
X es el conjunto de los nimeros naturales

C es la N-categoria formada por las proposiciones

de la Aritmética

P:X—— C es la funcidén n +—— "n es miltiplo de

2"



1.1 Vamos a dotar a cX de estructura de N-categoria.

Definimos la flecha:
P—s Q en CX sii Px~——Qx en C, para todo xeX
con lo que CX es una categoria preorden.

X

El funtor NX:CX—__q C lo definimos por su fun-

cidn objeto Pl——%tNXP, con ‘NXPE x € X ——=>NPx € C.

Para ver que es funtor contravariante, tendremos que ver que
: X X X X
si P—s Q en C entonces N°Q —— NP en C° , y esto

es claro: ’ .

si P—» Q en cX serd Px —s Qx en C para todo x € X,

luego NQx ——s NPx en C para todo x € X, esto es,

N%Q—s N%P  en Cc%.

Es muy f&cil probar que el terminal de c® es 1a

funcidn ’ 1X: X € Xpb—>1 € Cy-
~~ que el coproducto en CX viene dado por

[P,Q]X: x e X F—e»lPx,Qx) € C, y que

-— NXNX = idéx

Demostremos lo que falta para der N-categoria, que es:’

P-—3Q en cX sii [v%p,Q]% % 1%
En efecto:
X ..
P—sQ en C sii Px ——» Qx para todo x € X sii

R

[NPX,QX] 2 1 para todo x € X  sii [NXP,Q]XX 1 para

todo x € X  sii [NXP,Q]X r X,

1.2.- Relaciones de las funciones proposicionales con los E

Si1 P es un predicado, en Ldgica se tiene la situa

cidn P(a) = Jx P(x). Pretendemos generalizar esto.
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Consideremos los conjuntos Ep. Notemos que no

son nunca vacios, pues D € Ep. Representemos por Pp(x) el

predicado "x € Ep", esto es, X —— D.

Es claro que se tiene Pp(a) = 3Jx Pp(x), situacidén ésta,

parecida a la anterior.

1.2.1.- Proposicidn

Para todo p € C se tiene p = L]Ep, esto es, p es
el coproducto de los elementos de Ep’ y este coproducto exis
te aunque la categoria no sea completa.

Demostracién

Desde luego se tienen flechas x — p para todo
X € Ep, por definicidén de E_.

Probemos lavuniversalidad. Sea a un objeto de C,
tal que se tengan flechas x —s a para todo x € Ep. En.

particular, como p € Ep, habri una flecha p-—> a.

Es claro entonces, por el cariacter preorden, que
(X +— a) = (X —o p).(p —> a)

con lo que se tiene la universalidad.

Nota.

En adelante, como indicamos en la introduccidn de
este trabajo, supondremos la categoria C completa.
Notemos que, en particular, esto hace que las ca-

- .
tegorias Ep sean completas, por ser retracciones de una com-

pleta.(II.4.6 y TIII.1.5.4)

En esta situacidn, vamos a estudiar las relacio-

nes entre las funciones proposicionales y los E

Sea P e cX. Consideremos p =|] Ra(P). Se tiene:

1.2.2.- Proposicidn

(Ra(P)) C E
P



IV 63

Demostracidn

Recordemos que, si E es un subconjunto de C, (E)
es el conjunto de todos los objetos desde los que hay fle-=
chas a algln coproducto finito de elementos de E.

Asi, si q € (Ra(P)) existen x K € Ra(P)

EEEE

tales que q — [xl,...,xﬁ].

Pero si XpseeesX € Ra(P), como p = WRa(P), se tendrd
xl———é Ds eos o xn——fe p de donde [xl,...,xé————a p

por la universalidad. Finalmente,
Q—> [xy5...5x ] —>p de donde qe E.

1.2.3.- Proposicidn

(Ra(P) U {p}) = Ep

Demostracidn

Desde luego EP = ({p}) € (Ra(P) VL {p}). Veamos

la inclusidn contraria.

Si q e (Ra(P) U {p}) existen XyseeesX € Ra(P)U {p} ta-

les que qQ—> Lxl,...,xn]. Pueden ocurrir dos cosas:

-- si XyseeesX € Ra(P), entonces es q ¢ (Ra(P)) C E

-- si algln X fuese p, por ejemplo, Xy = P tendriamos:
q — [Paxzs---axn] 2 [pa[xza"v'axn]] 2 p pues

txz,...,xn].__9 P y de aqui, q — p, 1i.e. qup.
Se tiene asi una estrecha relacidn entre las fun-

ciones proposicionales y los E : dada P ¢ CX se determina

P = JRa(P) y ya tenemos Ep. Debido a esto, una funcidén
proposicional P es "casi" un conjunto de generadores de

Ey» con p = {JRa(P).
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2.- E1 funtor 3

Vamos a caracterizar ahora un funtor, que inter-
pretard la cuantificacidn existencial.

Notemos que C puede considerarse como una sub-
N-categoria de CX, pues podemos identificar los elementos

de C con las funciones constantes de CX.

2.1 Definimos la funcidn objeto del funtor 3: CX-——a C por

X

J: PeC — p = U Ra(P) e C

Para ver el cardcter funtorial, bastard ver que

'si P—s Q en CX entonces p —>» q en C, donde
p = URa(P) y q = URa(Q).
En efecto:
si P——=Q en cX serd px — Qx Aen C para todo X € X,

luego Px ——»q para todo x € X, de donde p-—> q por la

- universalidad de p.

2.2 Con esta definicidn, se verifican trivialmente:
Px — 3P y
si P—s Q entonces Jp —— 39q.

Esto justifica parcialmente el considerar al fun-
tor 3 como una interpretacidn en N-categorias del simbolo
Ixp(x), pues verifica las dos propiedades fundamentales de
éste: p(a) = Jxp(x) y

si p(x) = q(x) entonces IJxp(x) = 3Xq($c)
que son, respectivamente, el axioma de sustitucién y la re;

gla de distribucién.

2.3 Veamos que se verifican también las propiedades que
definen al operador existencial en la caracterizacidn. axio-

matica para las 4lgebras poliddicas (Halmos(8), Leblanc (18))
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a saber:

2.3.1 30 =0

2.3.2 P—— 3P

2.3.3 3«<p,3Q) ® (3pr, 30Q)

Antes de pasar a la demostracidn, hagamos unas
observaciones:

Observacidn 1

Debido a la identificacidn de los elementos de C
con las funciones constantes de CX , las expresiones énte—
‘riores tienen sentido. Asi, en 2.3.1 el primer miembro se-
ria 30X e C;
en 2.3.2, el primer miembro es P ¢ CX, y el segundo serd

dP e C C——’CX; finalmente,
en 2.3.3, el primer miembro es H(P,f3Q>X e C, y el segundo

(3P, 30> ¢ c. .‘CaQ e C —cX

" Observacidn 2
OX

€ CX es la funcidn 0%: x € Xt b—>0 € C; nd-

tese que, en efecto, NX1X: x e X k—e.lex = Nl =0¢ C.

Observacidn 3

(P,Q)X es la funcidn
(P,Q)% ix & X — (Px,Qx) € C;

nbtese que, en efecto, (P,Q)X = NX[NXB,NXQ]X, y ésta actfla

I R Iy L

1]

N NP, N Q)X %0 = n[N¥ex,n%qx] =

N[NPx,NQx] = (Px,Qx)

Vamos ahora a demostrar las propiedades anunciadas

Demostracidn de 2.3.1

30 = JoX = UraoX) = Yo} = o
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. Demostracidn de 2.3.2

Sea 3P = p e C C——;CX. Lo que hay que probar es

que P —— p 'en CX, esto es, que Px —>»px = p en C pa-

ra todo x € X, lo que se tiene por ser p = LJRa(P).

Demostracibén de 2.3.3

Pongamos 3Q = q € C L—-aCX, 3P = p e C.

Se tiene:
J(P, 3Q) 3<PaQ>X = U Ra((P,q)X) = U {(Px,q) | x e x}
y, por otro lado, <3P, 3Q) = {p,q).

Habrd que probar, pues, que (p,q) = U {{Px,q) | x e X}.

En efecto, consideremos el diagrama:

P — {P>aD>

R\\\ Px | T
L

(PXaQ>

A\t
ffa]

con lo que  (Px,q) —» (p,q)> para todo x € X.

Veamos la universalidad:

sea r e C tal que {(Px,q) —> r para todo x € X. Se ten-

drd, también para todo x € X:

1 % [N(Px,q),r] & [LNPX,Nd],P] z [NPX,[Nq,P]] que nos dice
que Px -—;[Nq,r].
Por la universalidad de p, tendremos p —s {Nq,r] , esto es

1 = [Np,[Nq,P]} z [[Np,Nq],r] z [N(p,q),r] que es equivalen

te a (p,q) — r, como deseibamos.

Otras propiedades del funtor 3

2.3.4  31% = 1. Trivial.

2.3.5 si peC entonces p=3p
en efecto, dp = U Ra(p) = U{p} = p
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2.3.6 33-=4
en efecto, sea P ¢ CX, y sea p = 34P. Se tiene:
BBP: ap: p = -ap

2.3.7 3JINIF = N3JF.

en efecto, pongamos D 3 P. Se tiene:
JNI P = Bﬁp = Np = N3P

2.3.8 3[p,01% ¥ [3p, 30]

en efecto, se tiene:

g[P,Q]X = URra([P,Q]®") = U {[px,0x] | x & x}

y, para todo x € X se tiene el diagrama:

Px > [PX,QX) € >Qx

luego [Px,Qx] —— [_SP,SQ] para todo x e X; asi,
U{[Px,Qx] | x ¢ X} —— [BP,faQ] , esté es,
(#) 3[r,Q)*—— [3r,30l.
Por otra parte:

Pp—s [P,Q]* Q — [P,Q)* en ¢%, 1luego, por
el carfcter funtorial de 3 , se tiene:
EIP——-——;E[P,Q]X y 39 ~,—-—-;3[P,Q]X en C, de donde
(3P, 3Q)] — B[P,Q]X.,Esta flecha, junto con (%), nos dice

3{r,o}¥

1

L3r,3¢q].

2.3.9.- Nota

El funtor 3 no es un N-funtor, pues si P ¢ CX,

p = 3P, es NHQP = Np, y BNXP = U=Ra(NXP) =
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- Ui{NPx | x € X} que no tienen porqué ser iguales.
. . X )
Sin embargo, si se tiene N3P ——» NP para to-

X

do P e C”, puesto que:

Px —s p para todo x € X, luego Np—— NPx para todo xe X

X
y asf N3P = Np — U{NPx | x € X} = FN"P.

3.- E1 funtor ¥

Vamos a caracterizar ahora el cuantificador uni-

‘versal como otro funtor  V: e C, definiéndolo por
¥ = N3 N¥
CX v > C
NX N
c® 3 } C

Comprobemos que, efectivamente, es un funtor covariante. Ha-

brd que probar que, si P-——3Q en CX, entonces VP —3VQ

en C; en efecto:

X X X

si P——3Q en C tendremos NXQ — NP "en C ', luego

IN®Q —— IN®P en cC, de donde NINP—NIN®Q en C,

como dese8bamos.

Este esquema es general en las pruebas de las pro
piedades que siguen: todas se apoyan en las correspondientes

del funtor 3 y utilizan el cardcter contravariante de los

funtores N y NX.

Notemos también que seguimos identificando los e-

lementos de C con las funciones constantes de CX

Veamos en primer lugar que se cumplen las tres
propiedades caracterizadoras del cuantificador V (ver 2.3)

3.1 V1¥ = 4
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Demostracidn de

69

VP—s P

V{p,val® ¥ [vp,val.

3.

1

.V1X

Demostracidén de

3.

X

NINC1X = NFo¥ = N0 = 1

2

Para todo

NPx ——33J NPx, de donde, N 3 NPx NNPx

x € X se tendra:

Px, luego

X

NENXPX——an en C, que equivale a NBNXP————>P en C°,

esto es, VP——> P en cX.

Demostracidén de 3.3

Ve, val® = n3ank{p, vql® = n3 (e W n3 ¥ d* #

¥ N3 (NP, 3 NTQHX

~

N¢an¥p, 3 n%Q)y* 2

* [n3an®e,n3 N¥Q)% = [P,V Q]

Otras propiedades del funtor V (duales de las de I )

3.4 VoX = o0

t en efecto, VOX

3.5 Yp % p

en efecto, Vp

3.6 vv=V

en efecto, VP

3.7 VNV = NV

en efecto, VNV P

NVP ¢ C.

N3IN®p = N3 Np %

X X

= N3INOX = N31X¥ = N1 =0

"
=2
=

i)

n

o

¥ P (por la anterior).

—

NV P, de nuevo por 3.5; notemos que

3.8 V(P,QF = (V¥P,V Q)

en efecto, V(P,Q)X = N3 NX(P,Q>X 2 N3 [NXP»NXQ] =

= N[3np, 38701 2 (nan¥p,n3n¥e)Y = (vp, Vo).
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Finalmente, utilizando 2.3.5 y 3.5:

M EV:V y Vizﬂ .

4.- Conjuntos 3I-cerrados

Al ser Cx una N-categoria, podemos, dado un con
junto D C CX, considerar el conjunto (D), de forma andlo-

ga a III.2.

4.1.- Definicidn

Diremos que (D) es un conjunto 3J-cerrado en cX
si cumple: si P e (D) entonces 3P ¢ (D).

--Recordemos la identificacidn de los elementos de C con

las funciones constantes de CX.

Escribiremos ((D)) para indicar que (D) es 3I-

cerrado.

Veamos las relaciones que hay entre estos conjun-

X

tos de C y de C”, Sea E CC. Por un lado, podemos formar el

conjunto (E) € C, y, por otro, podemos considerar que

ECC C~—;CX y asi, formar el conjunto (E) péro en CX, no

en C. Representemos por (E)X este conjunto.

Es claro que (E), considerado como subconjunto de

X

C es 3 -cerrado, pues el funtor 3 es la identidad sobre

(E). Veamos que:

4.2,- Proposicidn

(E)X es 9 -cerrado.

Demostracidn

Sea P ¢ (E)x. Existirdn unos elementos Qqsesqy

de E tales que P—9 [ql""’qn]X en CX.

Aplicando el funtor 3 3P.—___,'[q1,...,qﬁ]X en C, lue

go 3P-—-’[3q1,~--,3qn]

I3

[qi,...,qn] en C de donde
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3P———)[q1,...,qn] en % con lo que 3P e (BE)y.

4.3.- Proposicidn

Sea D C X tal que (D) es 3-cerrado. Se tie-

ne: ((D)) = (UDyM C)X

Demostracidn

Desde luego (D) N C C(D) , con lo que es claro

que ( «DHY N Cly C (D) . Veamos la inclusidn contraria:
sea Pe({D); serd 3IPe (D) y como siempre es JP e C
tendremos JP € (D) N C.Teniendo en cuenta que P —— 3P

deducimos finalmente que P e ( (DN N C)X'

4.4.- Proposicidn

Sea E € C. Se tiene: (E) = (E)XI\ C.

Demostracidn

Es evidente que (E) C (E)X/\ C. Veamos la inclu-

sidn contraria:

sea p € (E)X N C; existirén Qq»--+59, € E tales que

P -_,[q1,...,qﬁ]x; aplicando 3 vy teniendo en cuenta que 3
es la identidad sobré C , queda:

P ___,[ql,...,qn] en C, lo que equivale a p ¢ (Ef;

En CX la maximalidad de estos conjuntos se en-

tenderd para 3 -cerrados; concretamente:

4.5.~ Definicidn

Diremos que (( D)) es maximal, si no existe D'

de ¢* tal que (DM & (D') g C¥.

4.6.~- Proposicidn

Sea E CC. Se tiene:

(E) es maximal en C sii (E)X es maximal en CX.
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Demostracidn

. X
Notemos previamente que (C)X = C".

Eﬂ efecto, es
obvio que (C)X C CX; por otro lado, si P e CX, como P —
—— 3P, y 3IP e C, es claro que P ¢ (C)X. Vamos ahora con
la demostracidn propiamente dicha.

Sea (E) maximal en C, y sea D C X tal que

(E),, € (D) . Tendremos (E)XI\ CC DY NC. Notemos que:

X

—- (B NC= (B (por 4.4)

-- «obuNcecy = D))r\C)XﬂC = (DNNC
por 4.3 y 4.4, | |

Asi, la inclusidn anterior queda:

(E) C (DY NC) = (DN C.
Al ser (E) maximal, resulta (DMN C = (DY NC) = C,

luego C € (D) , de donde cX - (C)X C D), con lo que
X . X
DN =¢C y (E)X es maximal en C

Reciprocamente, sea (E) maximal en CX y su-

X
pongamos (E) € (6). Tendremos (E)X CZ(G)X, lo que obliga

a que (G),, = CX

% , v asi, (G)=(G)Xf\C=CXI\C=C, con

lo que (E)’ es maximal en C.

4.7.~ Proposicibn

Sea D C CX tal que (D) es 3 -cerrado. Se tie-

ne: (@))] es maximal en CX sii (@) NAND) lo‘esven C.

- Nota De la demostracidn de 4.6 se deduce que
"(’(( DYNC) = (DYN C
lo que permite reformular esta proposicidn:

(D) es maximal en CX sii (DY»NC 1o es en C.

Demostracidn
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Por la proposicidn 4.6 tenemos, para cualquier
subconjunto E C C:

X

(E) maximal en C sii (E) maximal en C

X
Tomando aqui E =k((D))f\C tendremos:
(DY MNC) maximal en C sii  (C« DN N Cly maximal en CX
que es lo que queriamos, pues ((( D) N C)X = (D) por la
proposicidn 4.3;

De las propiedades anteriores se deducen dos sen-

cillas consecuencias:

4.8.- Corolario

Sean ECC y DC CX tal que (D) es F-cer-

rado. Se tiene:

(D) es propio (i.e.,distinto de CX) sii

(DNYNC es propio (i.e., distinto de C)

y ademis:

- (E) es propio sii (E)X es propio.

4.,9,~- Corolario

En las mismas hipdtesis, se tiene:

JUD)Y = «DHYNC y B(E)X = (E).

5.- Lbégica silogistica

De la misma forma en que la traduccidn algebraica

de una ldgica proposicional era un par (C,(E)), diremos que

(CX,«~DD‘) es la traduccidn algebraica de una légica silo-
gistica. Esta resulta ser una 1l6gica de proposiciones a la
que se han afiadido funciones proposicionales (de una variah-

ble), y un cuantificador existencial (sobre una variable).
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Justificaremos mis adelante (en 5.2) el nombre de lbgica si-

logistica.

. . ] e e
Caracterizaremos ahora las nociones sintacticas
. . . . . e e

de completitud y consistencia silogisticas. Por definicion,

diremos que

(cX,((D) ) es consistente sii ' (C,{DHNC) lo es, y

(c®,( DY ) es completa sii (C,(DHNC) 1o es.
Como caso pérticular, se tiene:

(CX,(E)X) es consistente (o completa) sii

(C,(E)) es consistente (o completa).

Por otra parte, las propiedades vistas anterior-

mente nos confirman que una definicidn equivalente es:
(CX,« D)) ) es consistente sii (D) es pfopio, y
(CX,((D))) es completa sii ((D) es maximal.

Justifiquemos el porqué damos este rodeo para
llegar, en definitiva, a la misma conclusién formal que en
el caso de la 1lbgica proposicional.

El problema es que ahora no tiene sentido decir
que P es refutable; considérese el ejemplo de (1): no‘tie—
ne sentido decir que "x es miltiplo de 2" es refutable, pe
ro si lo tiene decirlo de " 3Ix(x es miltiplo de 2", esto es,
decirlo de 3 P.

Por esta razbn, estas'caracteristicas}sintécticas
de consistencia y completitud en c® hay que referirlas a
las correspondientes de C.

Elvhecho de que la condicidn algebraica sea for-
malmente la misma en el caso de ldgicas proposicionales (so

bre C) que en el caso de 18gicas silogisticas (sobre c®) se
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debe, sin duda, a las relaciones (propiedades 4.2 a 4.8),

que existen entre los conjuntos (E) de Cy los conjuntos

3 -cerrados de cX.

5.1.- Caso de los Ep

X

X
En C”, en general, E }

p 7 {Q EZCX_\ Q —P enC

. . X
no es un conjunto 3 -cerrado; pero si p g C &—C", enton-

ces el conjunto (EP)X = {Q € CX \ Q —» p en CX} es 3 -

cerrado. En efecto,

X

si Q € (Ep)X se tendrd Q — p en C°; aplicando d:

4Q —— dp = p en C, luego 3Q — p en‘CX, esto es,
3Q € (EP)X.

Asi, caracterizar las 16gicas silogisticas del ti

po (CX,(EP)X) sintdcticamente consistentes o completas, es

equivalente a caracterizar los p ¢ C tales que (EP)X sea

propio o maximal.

Como es claro que (E ), N C = Ep, tendremos:

p X
(Ep)X propio en CX sii Ep propio en C sii p¥1
(Ep)X maximal en CX sii Ep maximal en C sii p es

un co-atomo.

Como vemos, resultan las mismas condiciones (las
condiciones son idénticas, no formalmente iguales, como en
el caso general visto antes) que para la 16gica proposicio-
nal. Esto quiere decir que el caricter consistente o comple-
to de una légica (C,Ep) no se altera al anadir las funcio-

nes proposicionales (de una variable) y el cuantificador

existencial (simple).
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5.2.- Silogismos

Hemos calificado esta légica como silogistica,
pues constituye el apoyo formal del razonamiento silogistico
cldsico. Este puede encontrarse, por ejemplo, en Copi (2).

Expondremos aqui un breve resumen.

Se consideran ﬁroposiciones de cuatro tipos: uni-
versal afirmativa (tipo A), universal negativa (tipo E), |
particular afirmativa (tipo I) y particular negativa (tipo 0).

Por ejemplo:
Todos los soldados son valientes

tipo

tipo

A

tipo E: Ningln soldado es valiente
I: Algunos soldados son valientes
0

tipo 0: Algunos soldados no son valientes

Un silogismo es un conjunto de tres proposiciones
de estos tipos, las dos primeras llamadas premisas, y la ter
cera, conclusidn. El razonamiento silogistico se apoya’en un
conjunto de reglas que garantizan que la conclusidn sea véli
da siempre’que lo sean las premisas.

Se obtienen asi unos esquemas de razonamiento,
que se conocen con nombres latinos, y cuyas vocales corres-

ponden a los tipos de las proposiciones que los constituyen:'

Barbara, Celarent, Darii, Ferio, etc.

Veamos que los cuatro tipos de expresiones consi-
deradas corresponden a expresiones en una N-categoria CX, y
que los razonamientos silogisticos se traducen en propieda-

des ciertas en una 1légica (CX,« DN ).

Las formalizaciones correspondientes son:
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tipo A: P=—=3Q.

tipo E: P == NQ

tipo I: J (P, Q)X

tipo O: 3<p,NXQ¥

La demostracidn de las reglas de validez seria
larga y tediosa, y no es ésa nuestra intencidén. Nos conten-
taremos con ver el desarrollo de unos ejemplos, pues quere-

mos {inicamente justificar el nombre de 18gica silogistica.

Ejemplo 1
La formalizacidn de un silbgismo tipo AAA, como:
Todos los franceses son rubios
Todos los parisinos son franceses

luego, vTodos los parisinos son rubios

en una lb6gica consistente y completa (CX,« D)) ) seria:

si F==> R y P =—>TF son demostrables, entonces P—>R

es demostrable
donde P, R, y F tienen el significado obvio.

Habida cuenta de que (D) representa el conjun-

to de las proposiciones refutables, el esquema seria:
. X
si N (F—=>R) e (D) vy NX(P:==$IF) e (D)), entonces

N (P=—=R) ¢ (D)

Veamos que esto es cierto en CX. Se tendri:

X
V(P = rR),N(P = P]¥ ¢ (D) por III.2.S
y también

| X
(F=R,P = F)* —, P=—>R por I.3.2, ax. IV

de donde

X X .
NP =9 R) — NAF==R,P= 1)* ¥ [W(r = ) W (P23 1)]¥
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luego, NX(P ~—%R) ¢ (D) por III.2.6

Ejemplo 2

Veamos ahora un caso del tipq IAI, donde aparece
una particular:

Algunos algebristas son ricos

Todo algebrista es matematico

luego, Algunos matemlticos son ricos
la formalizacidn ahora sera:
si 3(A,R)X y A—=3 M son demostrables, entonces
B(M,R)X es demostrable, esto es,
. X X X
si N 3CA,R)" € (D) y N (A= M) ¢ (D) , entonces
N3 WM, e (DY

Veamos que esto es cierto en c®. Se tendra:

si NXB(A,R>X€ (@) entonces 3(A,R>X ¢ (D) vpues

X

en caso contrario seria 1% € (D) y D) no seria pro-

pio. En consecuencia, (A,R)X ¢ (D)) pues caso contrario
seria 3{A,R)X e (D) por ser (D) I -cerrado.

Veamos que también (M,R)X ¢ (D).

Recordando la definicidn de flecha en el éociente, resulta
que al ser NX(A::=; M) € (D) se tiene A—3 M en el
cociente C%/ Considerémos el dia (pa ig.):
« DY) ° iagrama (pag. sig.):

del que se obtiene la flech R M X

q echa (K,R)D-——ﬁ (M,E)D en C//& DY"
Asi, si fuese (M,R)X € (D) seria (E}?)D =0, v,
. por la flecha anterior (R,ﬁ)D = 0, esto es, (A,Ry<e (@) N
lo que es contradictorio.

Por tanto, H(M,R)X £ (D), puesto que
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G B,

LR — IM,RYE en %, y, finalmente,

n% 3 (M,R)X e (D) como deseibamos.

Ejemplo 3

Veamos, por Gltimo, ﬁn caso de silogismo no va-
lido:

Algunos matemidticos son ricos

Todo algebrista es matemdtico
luego, Algunos algebristas son ricos

cuya formalizacidn seria:

si 3<M5R)X y A—) M son demostrables, entonces
S(A,R)X es demostrable, esto es,
. X X X
sl N*I(M,RY € (D) y N'(A—=M) € (D) entonces
N 3¢a,RYE e (DY . |
Como antes, llegariamos ahora a (M,R)X g (D),
esto es, (M,R), =1 en C%/ aque A—3sM en
| 2D Cpy > ¥ 49
C%/ Esto nos permite fnic te deduci
«Dy * P Unicamente deducir que
% = X

lo que, desde luego, no nos proporciona informacidn alguna

sobre <K,§>D.



CAPITULO V

- FUNCIONES PROPOSICIONALES DE VARIAS VARIABLES

CUANTIFICACION MULTIPLE

Antes de nada, veamos la

1.0.- Proposicidn

Si C es completa, entonces X es completa.

Demostracibn

Sea D_C.CX, y sea P e CX

definido por
Px = U{Qx | Qe D}  para cada x e X.

Veamos que, en CX, es P = UD.
Si Q e D serd, evidentemente, Qx —> Px para todo x € X,

luego Q —s P en CX. Veamos la universalidad:

¥ v
sea Re C tal que Q—— R para todo Q € D, esto es,
Qx — Rx para todo x € X. Por la construccibn, serd

Px — Rx para todo x € X, luego P——> R en CX

-
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1.- Funciones proposicionales de varias variables

Sean X, e I conjuntos no vacios, C una N-cate-
goria completa. Nuestra idea es ahora interpretar X como los

objetos de que tratan las proposiciones de C, I como un con

I

I
(X ), o, simplemente, CX como las

junto de indices, y C
funciones proposicionales.
Veamos un ejemplo:
X el conjunto de los nfimeros naturales
C las proposiciohes de la Aritmética

i,j] dos elementos fijos de I

P:XI———a C 1la funcibn dada por:

fe X —s P(£) = " £(i) € £()"

1.1.- Observacidn

El tratamiento habitual del cuantificador 3 es
considerarlo como un operador de un 4lgebra de Boole en si
misma, que cumple ciertas propiedades. Con este enfoque, pa-
ra obtener los teoremas de representacidn, se hace preciso
caracterizar algebraicamente las 1lémadas "constantes" del
lenguaje, como unos endomorfismos booleanos que cumplen cier
tas condiciones. (Ver p.e. Leblanc(18)).

Este problema es irrelevante en nuestra interpre-
tacidn: las constantes son los elementos de X, y las varia-
bles tienen el sentido habitual en Matemiticas, que es el

de un simbolo que varia sobre las constantes; este papel lo
I

juegan aqui las funciones (sus valores) de X

1.2.- Observacién

Como se ve en el ejemplo anterior, para definir

. . rd .
la funcidén P, s8lo necesitamos conocer los valores de las

funciones de XI en el subconjunto J ={i,j} C I.
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Este ejemplo es general, en el sentido de que las funciones

xT : £ a2 : -
PeC que tienen mas interés son precisamente aquellas

que quedan caracterizadas conociendo sbélc los valores de las

funciones de X! en un subconjunto finito J de I. Estas fun
ciones se corresponden con las funciones proposicionales de
un nimero finito de variables.

Aunque precisaremos esto dentro de un momento,de-
cimos que J es un soporte de P (la palabra soporte sge debe

- » L J
a Halmos), y escribimos, abusando de la notacidn, P € cX".

En general, aunque no sea preciso para las demos-
traciones, supondremos I infinito (para tener suficientes
constantes y variables), y las funciones que consideraremos

serdn todas de soporte finito.

1.2'.- Nota

Sea J C I. La relacidn en x*
f V5 8 sii f(i) = g(i) para todo i ¢ J
es trivialmente de equivalencia.

Precisemos ahora los conceptos de la observacidn

1.2 anterior.

1.3.~ Definicidn

I
Sea JC I, P ¢ cX . Diremos que P es independiente

de J si se cumple:

si f ~; & entonces P(f) T P(g).

Diremos que J es un soporte de P, si P es independiente de

INJ. Asi, J es un soporte de P sii se cumple:

si f “rNg & entonces P(f) % P(g)
lo que equivale a:
si f‘J = g|y entonces P(f) %

P(g)
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Con esto, el abuso de notacidn anterior, se aclara:
xJ Xt
Escribir P e C significa que P e C° y que J es un so-

J
' porte de P; por tanto no debe entenderse cX como una cate-~

goria..

2.- Cuantificacibén mGltiple. E1 funtor 3 (J)

2.1 Para cada J C I definimos un funtor

I I : xI xI\‘T
'3(J):CX cX* , o mejor, J):ct—— ¢ , COomo ve-

remos, de la siguiente forma:

si fe X' definimos I(NHP(H) = U {p(g) | ge x', g £},
Veamos el cardcter funtorial. Habrd qué ver que:
kI XI
si P—3 Q en C entonces J(J)P———3(J)Q en C

'o, lo que es 1o mismo:
si P(f) —— Q(f) en C para toda f ¢ XI, entonces

F(IP(f) —> 3(JI)Q(f) en C, para toda f e Xt

y esto es claro:

sea f ¢ XI; si P(g) —>Q(g) en C para toda g ¢ XI, en

particular sera P(g) —> Q(g) en C para toda g ¢ XI; g%Jf

luego se tiene el diagrama

Q(g)

N

P(g) > UIQM) | hex', hao £}

para toda g € XI, g WJ f. En consecuencia:

Uipr(g) | g ¢ XI, g v; f} —— U{Qm) | nh e XI,‘h n, )

J
esto es: 3(IP(F) ——— J(I)Q(F)

como desedbamos.
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INJ

2.2 Veamos ahora que Jd(J)P e C , es decir, que J(J)P

es independiente de J. Deberi cumplirse:

si fn;g entonces A(IP(£) T F(I)P(g)

y, en efecto, es claro que para todo h € x! es h N f sii

hvy g,y asi:

AP = U{pm) | hex', nnj )=
= U{P() | he X', h~y gl = WP
2.3.- Proposicidn
INT ;
Pe C sii 3P Ep

Demostracidn

Por lo visto antes, si 3J(J)P = P, como

XI\J XI\J
P e C , es claro que P e C

XI‘\J
Reciprocamente, sea P e C ; sera:

P(f) 2 P(g) si f vy o8

Para todo f € XI se tendra:

DOPE) = UL | ge X', gy £} 2 U{PD) = PUE).

La traduccidn 16gica de esta proposicidn:

GING
PeC sii Jwp Erp
y de su andloga:
. .
Pe(C sii (N p P

es la siguiente:
P es independiente de J sii las variables "subindicadas"
por J no tienen estancias libres en P sii -las estan-

cias en P de las variables subindicadas por J son todas li-

gadas, y, anflogamente:
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J es un soporte de P sii las variables con estancias li-
bres en P esté&n todas subindicadas por J.

Esto viene a traducir el conocido hecho de qﬁe la
cuantificacién de variables que no tienen estancias libres
en una férmula, no produce alteracidn en la férmula, o me-

jor, la transforma en una equivalente.

2.4.- E1 funtor VY (J)

De forma andloga al caso simple, definimos, para

, XI XI o
cada J € I un funtor YV :c®*—5 ¢ por

I T
V() = W% E(J)NX , cuyo cardcter funtorial es e-
vidente. Otra caracterizacibn de \j(J) es:

I I I

Ve = N3N pe) = N U | ge XU, g v £} %

I

e

MNi{pg) | ge x*, g vy £}

2.5 Antes de ver propiedades de estos funtores, veamos la

traduccidn algebraica del proceso de sustitucién de variables.

I I

X X

2.5.1 Para cada a ¢ XX, definimos un funtor Su:C —C

XI

por P t—S P donde S P e C esta dada por

£fe X p—s S,P(f) = P(a.f)

Veamos el cardcter funtorial. Hay que probar que

I I

X X

8i P——s Q en C entonces SaP ———+SGQ en C

En efecto:
XI

si P—+ Q en C” , serd P(f) —> Q(f) en C para todo f ¢

I .
X", luego, en particular, P(a.f) — Q(a.f) en C para to-

do f e X", que es lo mismo que 8,P(f) —> s Q(f)  para
I

‘todo f e XI, esto es, Sap'_’SaQ en CX
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Tenemos asi dos familias de funtores:

I I
X
para cada J € I, un funtor B(J):CX——__;C s
I I
X
y para cada o € XX, otro Sa:CX-———a C

Veamos cdmo se comportan las composiciones:

s P() = Us P(g) | gy £) = U(pa.g) | g~y £)

S, 3 (JIP(E) F(HP(a.f) = U (P(g) | g, a.f}

J
Como se ve, en general, serdn distintos. Examinemos el si-

guiente

'EjemBlo 1

Sean 1i,j e I, f ¢ XI tal que f(i) = x, f(3)=y,

a e XX tal que oa{(x) = z, a(y) = t, y la identidad en el

resto de X. Consideremos J= {j}, C correspondiente a las

XI

proposiciones de la Aritmética, y P e C° 1la funcibdn dada

: I
por g e C— P(g) = "g(i) < g(i)".

Asi, P(f) = x £ y.

Calculemos:

3(J)SaP(,f)

U{Pla.g) | g s f} =

Ufa.g@i) < a.g(i) | g %j £} =

Ul{z Ca.g(i) | g ¢ xI} = Ja(z ¢ a)

(Recordemos que 3I(J)P es independiente de J).

Por otra parte:

SaB(J‘)P(f) U{prg) | ¢ vy oalf) =

Uigi)y < gt | ¢ Vs a.f} =

It

Uiz < g(3) |ge xI} = Ibz< b)

La traduccidn 18gica de esta situacibn serfa:

Si A es la férmula x ¢y, tendremos:
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= t(z t)
3t Ax’y[z,t] Atz < t)
(Fylx <y, y[z,t] = Jy(z< y)
9
Notemos que, en este segundo caso, la y no se sustituye
pues no tiene estancias libres.
En este ejemplo, las dos férmulas que hemos obte-

nido son iguales; de todos modos, nhotemos la enorme importan

13 g
cia del rango de a, en el primer caso. Esto quedara ahora de

manifiesto.
EjemgloVZ
En la misma situacidn del ejemplo 1, pero ahora

¢ € XX definida a(z) = x para todo z € X. Tendremos:

EIGPER ¢

U{pPCa.g) | g s f} =

Ufla.gi)< a.g() [ g Wj-f} =

U {x (yx \ g ¢ xT} = Jalx < x)

Yy, por otra parte:

n

SaEl(j)P(f) Ui{r(g) | g v a.f} =

H{gi) < g5y | g "y a.f} =

1]

Uix < g | gext = Ibnx < b
La traduccidn 16gica de esta situacibn seria:
Si A es la férmula x < y,'tendrémos:
dy Ay[x] = Jylx < x)
(Fyx < y))y[x] = Ay(x < y)

themOS'de nuevo que, en este segundo caso, la y no se
sustituye pues no tiene estancias libres.

En este ejemplo las dos fdérmulas que hemos obte-
nido son muy diferentes; de hecho, una es obviamente falsa,

y la otra expresa una propiedad claramente cierta para los
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nQmeros naturales.

2.6.- Propiedades

Sean K,JCI.

I
2.6.1 P — FJI)P en CX

en efecto, para toda f ¢ XI se tiene, evidentemente:

P(E) — U{P(g) | g £} = WP

1

2.6.2 3o 0

, I I
(Escribiremos 0 en lugar de 0% ; haremos lo mismo con 1X',

I I :
NX , (L,7>X , etc., siempre que no haya lugar a confusidn)

en efécto, Fnoe) = Ulo(g) | g, £} ¥ U{o] g'va} 20

J

2.6.3  3W<p, Q) = <Iwr, INQ

Probemos que, para toda f € XI, es:

P, IR £ ¥ (WP, WD) .

El primer miembro es:

3P, DY) = UKP, 3y | g v, £} =

it

U i(pe),3ae) | g, £}
y el segundo:

{IWP, IWDQY)

<3HHpe), WHIQUED
Notemos que, si es g v  f, se tiene FAWQ(F)Y £ I(Q(g).
Bastard probar que <{3(J)IP(f), 3(JI)Q(f)> es el coproducto

de la familia {{P(g), I(NQUN)D | g v £}

Consideremos el diagrama (pidg. sig.)

I

que nos proporciona flechas en CX

(P(g), 3WIQUHY —— (WP, WD)

para cada g ¢ XI, g NJ £,

b



{P(g), (IQE)

< |
/ E

AHPE) e— (FDPE), TWDNQUHD ——5 JWIQE)

se obtiene entonces la flecha

U{CP(g), IWDQAUED | gy £} — (NP, JF(I)QE))

Veamos finalmente la universalidad:
I
Sea R ¢ CX tal que <(P(g), I(JI)Q(f)») —3 R para toda

g € XI > & Vg f. Tendremos:

[N
n

¥ [N¢P(g), (NQEID,R] % [[NP(g),N I(IQ(E)],R] ¥

124

[vP(g), [N J(orqee),R]]

con lo que tenemos la flecha
P(g) — [N3(HQH),R]

Al ser esto vdlido para toda g € XI, g vy f, tendremos:

3P = U{P(g) | g ~; £} — [NI(1)Q(£),R]

que es equivalente a:

(RN
n

v 3cmrer,[v Jreeer,r]]

m

w
i

[y 3wrre), NI (D] ,R]

114

[(N{F P, I (D)) ,R]

lo que nos dice que (J(INP(£), I(I)IQ(f)) —R como

queriamos demostrar.

Como vemos, estas propiedades se demuestran de
- . . . .
forma aniloga a las correspondientes para la cuantificacidbn

simple. Lo mismo ocurre con las siguientes:

S 2,64 J(Iy1 % 1
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2.6.5 J(IHNIW) = NI

2.6.6 3w [pr,q] = [Iwnr, Il

Veamos otras propiedades de otro tipo.

2.6.7 Estudiemos los casos extremos Jp) y D).

Como, dada f € XI, es g, f sii g = f, resulta clara-

¢
mente, que J(¢) es la identidad.

Por otra parte, serd g vy £ para toda g e XI,(
luego I(DP(F) = U{P(g) | g e X'} = URa(P)

que nos da la misma definicidn que usdbamos en el caso de

la cuantificacidn simple.

2.6.8 La regla de introduccidén del 3 en Légica nos dice

(Schoenfield, (28))

si p—3q y X no es libre en q, entonces Jxp —— q.
Nuestra versidn es:

. I I~
si P—3y Q en cX y Q e cX J , entonces

‘XI
3(J)P—sQ enC
En efecto:
I
Si P -—a Q en CX serd, por el caricter funtorial de q(J):
XI XI‘\J
AP — F(I)Q en C” ; pero por ser Q € C es
I
A(I)Q ¥ Q, luego I(I)P—sQ en cX.
2.6.9 I X = IWUK)
En efecto:
A FOPE) = U{I e | ¢ vy £} o=
= U{U{P(n) | n v g} | g vy £ o= )
= U{Ph) | n vsuk £} = 3@ VU IKOPH

donde el isomorfismo (%) se tiene por lo siguiente:

Es claro que si g y h son funciones tales que
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g vy f vy hnvyss entonces h vy, f.

- ’ [
Por otro lado, si h ~n veamos que existe una funcidn

guk f

g que cumple g N f, tal que g Yy h. Esta g puede ser:

= h = f fuera de J VU K
= f en K\ (J N K)
g .
=h en J\(J N X)
| arbitraria | en J N K
A t Ih : T e T
{ JLf 2 [ g=h=f }F——— J e —
ny ,\N """“‘.K_::_ g:f :;—_"_‘__ g: y K S
pa | T
: O TIIIT T = —
HH > E -
g=h
Dos consecuencias de ésta propiedad son:
02.6.10  F() AK) = F(K) WD)
2.6.11 3 AW = JW

Las propiedades de los funtores W (J) son dua-
les a éstas, y anélogas al caso simple; las resefiamos a con

tinuacidn, demostrando sblo aquéllas que ofrecen alguna par

ticularidad interesante.

2.6.1' VY(IP—s P
2.6.2' Yir, Vel ¢ [Vwr, Vnal

2.6.3'" WY@)1 21
2.6.4' Yo ¥ o

2.6.5' VYNV

NV ()

Esta propiedad tiene ahora una lectura diferente

de la del caso simple. Alli, definfamos V- NBNX, y aho-

I T
ra hemos definido V) = N8 3 (NS .

I

Notemos que la aplicacién del funtor N (N2 ) no
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INJ
. . X
modifica los soportes, es decir, si1i P € C entonces es

XI\‘I
claro que NP ¢ C

Asi, el funtor WV (J) verificard las propiedades

correspondientes a 2.2 y 2.3, esto es:

'XI\\I

V()P C

™

XI‘\J

R

Y(a)p P sii ‘PecC

Con esto, la propiedad 2.6.5' es ya facil de probar:

I
VDNV WP 2 NV (I)P para cualquier P ¢ CX puesto que

<INJ
NY()P e C

2.6.6' ¥V (31)¢P,Q) 2 (V(P, V(I)Q)

2.6.7'" W(¢) es la identidad, y WV (I) coincide con el
caso simple.

2.6.8' La versidn dual de 2.6.8 es la siguiente:

La regla de introduccidn del WV en Légica (Schoenfield,(28))

nos dice que si p-—3 q y x no es libre en p, entonces

p —3 Vxq. Nuestra versidn es:
'XI INGg

Si P——sQ en C y P e CX , entonces P — V(J)Q

I
en C7 , que se deduce de 2.6.8 sin mds que tener en cuenta

de nuevo que N no modifica los soportes.

2.6.9'" WMV = VWU K
2.6.10' Y (VY (K) = YKV )
2.6.11' Y VW = YV

Afadamos finalmente una en que se mezclan 3Jy Y/

2.6.12'" N KOV W) = V) )N

en efecto:

NIMIVW) = NIGONIWIN = V) J ()N
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. X
3.~ Conjuntos 9J -cerrados en C

I .
, consideremos el conjunto (D)

3.1 Dado un conjunto D C.CX

construido como en ocasiones anteriores.

I
Como sabemos, 3(I) actla en c® de forma andloga

X . ‘o .
a como actla 3 en C”; para simplificar la notacidn, pondre-

mos 3 en lugar de I(I).

3.2.- Definicidn

I
Diremos que un conjunto (D) es 3 -cerrado en CX

si cumple la condicidn: si P € (D) entonces 3P € (D)
y escribiremos (( D)) para indicar que (D) es 3 -cerrado.

Como vemos, esta definicidn es exactamente igual
a la de cohjunto 3 -cerrado en CX.

A primera vista, puede parecer esta definicidn
algo incompleta: asi como en el caso de CX se exige la clau-
sura respecto del funtor 3 , parece que en el caso actual de
xT .. | o
C debe exigirse la clausura respecto de los funtores Sa
y 3J(J) para todos los a € x% y los J €I (no olvidemos
que la traduccidn lbgica de (( D)) es el conjunto de las pro

posiciones refutables).

Veamos que esto no es necesario.

- 3.3.,- Proposicidn

I ' »
Sea D < c¥ tal que (D) es A -cerrado. Para to-

do P e (D) se tiene:

©3.3.1 SaP e (D) para todo a ¢ x%

3.3.2 3J(I)P e (D) para todo J.C I.

" Demostracibn

3.3.1 Se tiene:

P —s J(I)P por 2,6.1

SO‘P—-—-—; SGB(I)P por el caricter funtorial de Sq
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I X
J(I)P(f) = F(I)P(a.f) para toda f e X° y todo a e X

por ser 3J(I)P = IRa(P) una fun-

cibén constante
XI
, y de aqui,

de donde S P—— S J(I)P = A(I)P en C
por las propiedades de (D)) sigue que S P € (( D) pues
J(I)Pe (D) y S,P € E H(I)PC\ (@)

3,3.2 Se tiene:

(TP —— J(I) )P por 2.6.1

J(1) 3 = F@VJIT) = 3(I) por 2.6.9

~de donde 3(J)P — A(I1)P, y, por la misma razdn anterior

3J(J)P € (D) .

Reducido asi este caso al anterior, se tienen au-

tomdticamente las mismas propiedades, que no repetiremos.

" 4,~ Célculo Funcional

Asi como la traduccidn algebraica de una lbgica

proposicional es un par (C,(E)), y de una 1ld6gica silogisti-

I
ca un par (CX,((D))), resulta que un par (cX ,((D)) es la

traduccidn de un cflculo funcional de primer orden.

Debido a las analogias observadas, las caracteri-
zaciones de la consistencia y completitud sintdcticas son:

XI

(C” ,( D)) es consistente (resp. completo) sii

(C,{DN» NC) es consistente (resp. completo) sii

(D) es propio (resp. maximal).

Dedicaremos el iltimo capitulo de este trabajo a

las nociones seménticas de consistencia y completitud.
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CAPITULO VI

SEMANTICA

1.1 Las ldgicas @X,«IDD ) pueden considerarse como un caso

I

X ,((D) ), cuando I es un conjun

particular de las ldgicas (C

to con un solo elemento.

1.2 E1l cociente construido, en el caso de una N-categoria C,

Q/(E) (Cap. III), puede extenderse, sin modificaciones, a

I
los casos C%/« py Y CX//« DY) ° puesto que en la cons--
truccidn del cociente no intervienen los cuantificadores,

esto es, no interviene el cardcter F-cerrado de (( D)) .

El hecho de que la aplicacidn candnica, que a ca-

XI

L : I
da elemento de C le asocia su clase en CX//« DY) sea

un N-funtor (prop. III.2.11), nos permite trasladar propie-

I . I ‘
dades de CX al cociente CX//« Dy 3 en particular las
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que se refieran a existencias de flechas o a isomorfismos.
En consecuencia, estudiaremos los conceptos de

consistencia y completitud semdnticas sblo para lbgicas

‘ I
(C,(E)) vy lbgicas (cX ,( DN ).

2.- Semintica proposicional

Consideremos un par (C,(E)), traduccidn algebrai-
ca de una 1lbgica proposiéional. Recordemos que (E) represenQ
ta el conjunto de proposiciohes refutables. Sea B una N-ca-=
tegoria que no sea trivial, esto es, que tenga mis de un
6bjeto. Para los resultados que siguen no necesitamos mas
que los elementos inicial y final de B; sin embargo, no es

preciso restringirse a categorias B * {0 — 1}.

+2.1.- Definicidn

Una B-valoracidn, V, es un N—funtor V:C —— B.
Consecuencias inmediatas de la definicidn, son:

Vi g1 v{p,qa) ¥ <{Vp,Vq)

VNp £ NVp V[p,q] [vp,va)

Vip == q) = Vp = Vq

Y4

"

donde, naturalmente, las operaciones que aparecen en el pri-

mer miembro son operaciones en C, y las del segundo, lo son

en B.

" 2.2.- Definicidn

Sea V una B-valoracidén. Un elemento p e C se
dice B-verdadero (resp. B-falso) respecto a V, si es
Vp £ 1 (resp. Vp % 0).
En lo que sigue, si no hay lugar a confusidn, suprimiremos

el prefijo B-.
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2.3.- Definicidn

Una 16gica (C,(E)) se dice semdnticamente con-
sistente si existe una valoracidn V, tal que

si p e E entonces vp 2 0

Esta es una versidn dual de lo que es un modelo
de una teoria (estructura en la que los axiomas de la teoria
son vdlidos); es una valoracidn respécto de la que los co-
axiomas son falsos. Por. esta razén, una tal valoracidn sera

llamada un modelo ( un B-modelo) de (C,(E)).

2.4.~ Proposicidn

Si V es un modelo de (C,(E)), entonces es
Vp £ 0 para todo p e (E)

Demostracidn

Sea p e (E); existen elementos Qqs-+-59, € E
tales que Pp— [qi,...,qn].
Por el carécter funtorial de V tendremos:

[Vql,...,Vqﬁ] z lo,...,0]

y, como siempre es 0-——Vp, serd Vp % 0.

iR

He

p——V{ag,..00q,]

2.5.~ Proposicidn

Si V es un modelo de (C,(E)), entonces la aplica-

cibn V : C/(E)———a B dada por VP = Vp es un N-funtor.

Demostracidn

Veamos en primer lugar que estid bien definida.

'Si p NE q tendremos que probar que Vp % Vq.

~

En efecto, si p vy q serd [{p,Nq),{Np,q)] ¢ (E);

por la proposicidn anterior v[<p,Nq),<{Np,q)])

R

0 de donde

[(Vp,NVd),(NVp,VQ)] £ 0 1o que ocurre sii

1R

(Vp,NVq) % 0 % (NVp,Vq)  sii [wvp,va] ¥ 1 % [vp,nvq]
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sii Vp—— Vg en B, y, Vq —Vp en B, de donde

Probemos ahora el cardcter funtorial.

'S1 pP——>7q en C/(E) tenemos que probar que Vp— Vg en B.

En efecto, si p— q serd (p,Ng) € (E), luego se ten-
drd {Vp,NVq) ¥ 0, de donde N{Vp,NVg) ¥ 1, esto es,

[NVp;Vq] ¥ 1, que es equivalente a Vp~——Vq en B.

Finalmente, las caracteristicas de N-funtor son

triviales a partir de la construccidn.

2.6.~ Teobema

Una lbdgica (C,(E)) es semdnticamente consistente
sii . (E) es propio.

Demostracidn

El teorema directo es ficil:sea (C,(E)) semlnti-
camente consistente, y sea V un modelo de (C,(E)).
Como V1 ¥ 1 ¥ 0, es claro que 1 ¢ (E), y por tanto (E) es
propio.

Reciprocamente, sea (E) propio. Tendremos que
construir un modelo de (C,(E)).
Veamos que existe un E' € C, de forma que (E) C (E') y
(E') sea maximal (propio)..

Consideremos el conjunto

H={MD| (E) (D), (D) # C}

H es no vacio, pues (E) ¢ H.H es inductivo, pues si (Da)
es una familia totalmente ordenada por la inclusidn, veamos
que %}(Da) € H. Notemos que (\a) (D)) = La) (D,). Pongamos
(D) = ().

Es claro que (Da) C (D) para cualquieb a , y que (E) C (D).
Veamos que (D) # C. Si fuese (D) = C, seria 1 ¢ (D), y asi

habria un o tal que 1 ¢ (Da)’ esto es, (Da) = C, lo que es
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contradictorib.
Por el lema de Zorn, H tiene elementos maximales.
Volvamos al punto inicial. Al ser (E') maximal
(y propio) se tiene que, para cualquier p e C es
pe (E') o Npe (E') (una sola de las dos).
Definimos pues la aplicacidn V:C — B por
Vp = 0 si pe (E") |
Vp =1 si, Np e (E')
Desde luego, esta V vérifica Vp £ 0 si p e (E).
S6lo nos queda probar que V es N-funtor.
Veamos el cardcter funtorial: sea una flecha P—>q en C.
-- siqe (E') serd p e_Eq C (E') 1luego
Vp = Vq = 0, y asi1 V(p— q) = (0 —> 0)

--siqg¢ (E') serd Nq € (E'), con lo que Vq = 1

y asi V(p——s q) = (Vp — 1)
Veamos que V es N-funtor: |
-~ Vl =1 pues 1 & (E') al ser (E') propio.
- V[p,q] E [Vp,Vq}. En efecto,
--si p¢& (E') & q ¢ (E') serd [p,q] £ (E")

pues p,q € E[ 5y por tanto,

|

V(p,q] = 1 ® [Vp,Vq] pues Vp =16 Vq =1
--si p e (E") y qe (E') serd [p,qle (E")

pues existen Pqse+-sP3qq9+-+>q, € E' téles
que p —s [p1""’P£X q—— [a15-+-59])
de donde [p,q] — [Pyse-esp5qy5-v5a,]s
asi: V[p,q)} = 0 ¥ [o0,0] = [vp,vq]

-~ VN = NV. En efecto,

--si p e (E') es NNp ¢ (E') vy asi,
VNp

i

1, y NvVp T NO % 1
--si p ¢ (E') es Np e (E') vy asi,
VNp

n

0, y NVp 2 N1 T O
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Vemos asi como, en el caso proposicional, coinci-

den los conceptos de consistencia semldntica y sintdctica.

2.7.- Definicidn

Una 1égica (C,(E)) se dice seminticamente comple-
ta si se verifica la equivalencia:
p es refutable (eéto es, pe (E)). sii p es faléo en todos
los modelos de (C,(E))

para todo p € C.

Esta es una versidn dual de la completitud habi-

tual: p es demostrable sii p es verdadero

2.8.~- Teorema

El cdlculo de proposiciones es semanticamente

completo, es decir, (C,(E)) es semdnticamente completo.

" Demostracidn

Desde luego, si p es refutable, esto es, si p €
(E), para cualquier modelo de (C,(E)) es Vp = 0, y, por tan-
to p es falso en todos los modelos de (C,(E)).
Reciprocamente, sea p falso en todos los mode-
los de (C,(E)).
Si fuese (EVU{Np}) # C, la 1ldgica proposicional dada por
(C,(EU{Np})) seria consistente y por tanto tendrfia un mode-
lo V: Vq = 0 para todo q ¢ (E UV {Npl).
Pero como (E) C (EU{Np}), este V es un modelo de (C,(E)), -

y se tiene la contradiccidn:

VNp = 0 pues Np e (E\J{Np})
VNp

n

NVp £ NO £ 1 pues Vp = 0 ya que p es fal-

SO respecto a V.

Asi, deberi ser (E U{Np}) = C, ¥y , en particular, se tiene

p‘e (EU{Np}), lo que nos dice que existen elementos Qqsee

»+99,59.,4 € EVU{Np} tales que p-——;[ql,...,qn,qn+1] en C.
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Si Qqse++5Q,59041 € E, tendriamos p € (E) como deseamos.

Si no, pongamos Qr4q Np, y tenemos:

P —s [qi,...,qn,Np] E [[ql,...,qnl,Nﬁ] ;pongamos, por sim-
plificar, p-———a[g,Np] con q € (E). Se tendra:

p — [a,¥p] sii 1 % [np,[q,Np]] =[[Np‘,Np] ,q] ® ‘[Np,q] |

sii P — q 1lo que nos dice que. p € Eq C (E).

. 3.~ Semantica funcional

I .
Consideremos un par (cX ,({ D)), traduccidbn al-

gebraica de un cllculo funcional. Sea, como antes, B una N-

categoria no trivial.

3.1.- Definicidn

Una B-valoracidn, V, es un N-funtor V:C —B.
Notese que s6lo definimos V para los elementos de C, que

vienen a jugar el papel de las férmulas cerradas.

3.2.- Definicibn

I ‘
Un B-modelo de (C¥ (D) ) es una B-valoracidn V

tal que Vp = 0 si pe (DY NN C.

De nuevo, en lo sucesivo, suprimiremos el prefijo B-.

3,3.- Definicidn

I

X ,{ D)) se dice sem&nticamente

Una 16gica (C

consistente si tiene un modelo.

" 3.4.~ Teorema

I
Una 1ldgica (CX (D)) ) es semldnticamente consis-

tente sii (D) es propio.

Demostracidn

La demostracidn se apoya en la correspondiente al
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caso proposicional.

En efecto, notemos que si V:C —— B es un modelo

I .
de (CX ,{( D)), entonces V es también un modelo de la ldgica

proposicional (C,({ D) N\ C), y reciprocamente.
Asi, se tiene:

x1

(C” ,(( D) ) sem&nticamente consistente sii

(C, (DM N C) semldnticamente consistente sii
«D)» N C es propio sii . (D)) es propio (IV.4.8)

Vemos de nuevo como, para estas ldgicas, coinci-

den los conceptos de consistencia sintdctica y semlntica.

Antes de hablar de completitud seméntica, necesi-

tamos tener un concepto de falsedad para los elementos de

I . _
C que no sean las funciones constantes (esto es, elemen-

tos de C). La definicidn que daremos se basa en el lema que
veremos a continuacidn, que es un resultado dual del llama-
do teorema del cierre (Schoenfield (28)):
Una férmula A es teorema  sii su cierre lo
es. El cierre de una fdérmula A es
Vx1Vx2 .o Vx A
donde Xgse05X  SON las variables libres que

aparecen en A.

3.5.- Lema

I
Sea (D) un conjunto J-cerrado de C* . Para

XI
todo P £ C se tiene:

P e (D) sii 3P e (D)

Demostracidn

Si P e (D) entonces 3JIP e (D) por el
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cardcter 3J-cerrado de (D) .
Si 3P e (D), como P —s AP (V.2.6.1)
serd P e E SPC (D) .

Recordemos que 3 representa aqui a J(I).

3.6.- Definicidn

I ,
Un elemento P ¢ CX se-dice falso para V si

V3P % 0.

3.7.- Definicidn

I
Una ldégica (CX ,{ D)) se dice semdnticamente

completa si se verifica la equivalencia:
P es refutable sii P es falso en todos los modelos de
I
«® N,

XI
para todo P e C” .

3.8.- Teorema

El cilculo funcional (y, por la nota 1.1, la 16-
gica silogistica) de primer orden, es semldnticamente com -
pleto.

Demostracidn

Si Pe (D) serd 3JPe (DN C, luego para
todo modelo V se tendrd V3P = 0, es decir, P es falso res

pecto a V, como desedbamos.

I
Reciprocamente, sea P ¢ cX , falso para todos
los modelos de (C” ,( D) ).
Consideremos el conjunto A= {DN N CIU{NIP}.
. ' I
Veamos que debe ser (A)XI = CX . En efecto, si no fuese

I
- - X rd r.d . .
asi, la légica (C ,(A)XI) seria semanticamente consisten-

te, y tendria un modelo V; este V seria también modelo de

%L

(C" , D)), puesto que como (D) N C C A, serad
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D) = (DN N C) C (A)XI (IV.4.3)

n
o

y tendriamos Vg £ para todo q € ‘(A)XIn C = (A), lo

que nos llevaria a la contradiccidn:

in

VN3P 20  pues N3P e (A)

n

VN3P %1 pues VAP = 0 por hipdtesis, y

asi VN3P T NVIP T NO E 1

Asi pues, se tiene (Adgt = CXI y por tanto
3P e (Ay1NC = (A)
lo que nos dice que existen Qq5Qps+++5Q,5Q44 € A tales que
3P-———9[q1,...,qn,qn+1] en C.
Si Qqsevr3Q 41 € «D» NN C, tendremos 3JP e (DNN C T (DY

y, por el lema anterior, P g (D).

$i no, pongamos q .4 = N3IP, [ql,...,qn] = q; tendremos:

3P —s [ql,---,qn,NE P]% [q,NB P] que es equivalente a:

1% [N3P,[q,N3IP]]. Pero se tiene:

1 %2 [n3P,[q,N3P)] % [[NIP,NIP],q] ¥ [NIP,q] 1o que
I

equivale a dP——s q en C, luego 3AP—3 g en X s

asi 3P e Eq C (D) . De nuevo por el lema anterior, se

tendri P‘s Dy .



(1)

(2)

(3)

(W)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

BIBLIOGRATIA

BARNES, D.W., MACK, J.M. "Una Introduccidn algebraica

a la Logica Matem&tica". Eunibar, 1978
COPI, I.M. "Introduccidn a la Ldgica". Eudeba, 1962

CRAIG, W. "Logic in Algebraic Form". Studies in Logic
and the Foundations of Mathematics, vol. 72. North-

Holland, 1974

FOURMAN, M.P. "The Logic of Topoi". Handbook of Mathe-

matical Logic. North Holland, 1977

GOLDBLATT, R. "Topoi. The categorial Analysis of Logic"

Studies in Logic and the Foundations of Mathematics.

North Holland, 1879

GRATZER, G. "Lattice Theory". W.H. Freeman and Company,
1971

HALMOS, P.R. "Lectures on Boolean Algebras". Van Nos-.
trand Company,1963

HALMOS, P.R. "Algebraic Logic". Chelsea Publishing Com-
pany, 1962

HENKIN, L. "Notes for lectures on the theory of cylin-
dric algebras". Notas mimeografiadas de las conferen- -

cias que impartid en Sevilla, 1982

HENKIN, L., MONK, J.D., TARSKI, A. "Cylindric Algebras"

Studies in Logic and the Foundations of Mathematics,

vol. 64, North Holland, 1971



(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

HENKIN, L., MONK, J.D., TARSKI, A. "Cylindric Set Alge—
bras". Lecture Notes in Mathematics, 883. Spfinger—Ver—

lag, 1981
JECH, T. "Set Theory". Academic Press, 1978

KOCK, A., REYES, G.E. "Doctrines in Categorical Logic"

Handbook of Mathematical Logic. North Holland, 1977

LAITA, L.M. "Un estudio de la Lbgica Algebraica desde
el punto de vista de la Teoria de Categorias". Notre

Dame Journal of Formal Logic, vol. XVII, n°1, 1976

LAWVERE, F.W. "Adjointness in Foundations". Dialectica,

vol. 23, n°3/4, 1969

LAWVERE, F.W. "The Category of Categories as a Founda-
tion for Mathematics". Proceedings of the Conference

on Categorical Algebra, La Jolla, 1965. Springer-Ver-
lag, 1966

(16') LAWVERE, F.W. "Functorial Semantics of Algebraic Theo-

(17)

(18)

(19)

(20)

ries". Nat. Acad. Sci. Proc. 869,872, 196.4

LEBLANC, H. "Truth-value semantics for a Logic of Exis-

tence". Notre Dame Journal of Formal Logic, vol XII,

n°2, 1971

LEBLANC, L. "Introduction & la Logiqué'Algébrtie“-

Université de Montréal. Departement de Mathématiques,

1964

MACLANE, S. "Categories for the Working Mathematician"

Springer-Verlag, 1971

MAKKAI, M., REYES, G.E. "First Order Categorical Logic"



(20")

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

Lecture Notes in Mathematics, 611. Springer-Verlag,1977

MAKKAI, M., REYES, G.E. "Model Theoretic Methods in the
Theory of Topoi and Related Categories". Logicé&Methodo-

logy. Univ. of California, Berkeley, 1975

MYCIELSKI, J. "An essay about 01d Model Theory". Reports

on Mathematical Logic, 14, 1982

PINTER, C.C. "Algebraic Logic with Generalized Quanti-
fiers". Notre Dame Journal of Formal Logic, vol. XVI,

no4, 1975

PINTER, C.C. "A simple Algebra of First-Order Logic"

Notre Dame Journal of Formal Logic, vol. XIV, n°3,1973

RASIOWA, H. "An algebraic approach to Non-Classical
Logics". Studies in Logic and the Foundation of Mathe-

matics. North Holland, 1974

RASTOWA, H., SIKORSKI, R. "The Mathematics of Metama-

thematics". Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, 1963

RIEGER, L. "Algebraic Methods of Matematical Logic".

Academic Press, 1967

RISCOS, A., LAITA, L.M. "Conectivas y Funtores Adjun-
tos". Actas del II Congreso de Teoria y Metodqlogia de

la Ciencia, Oviedo, 1983

SCHOENFIELD, J. "Mathematical Logic". Addison Wesley
Publishing Company, 1967

SCHLOMIUK, D.I. "Logique des Topos". Les Presses de 1°

Université de Montréal, Canada, 1977



(30)

(31)

(32)

(33)

SIKORSKI, R. "Boolean Algebras". Springer-Verlag, 1964

VOLGER, H. "Completeness Theorem for Logical Catego-
ries". Lecture Notes in Mathematics , 445, Springer-

Verlag, 1975

VOLGER, H. "Logical Categories, Semantical Categories
and Topoi". Lecture Notes in Mathematics, uus, Sprih—

ger-Verlag, 1975

WRAITH, G.C. "Lectures on Elementary Topoi". Lecture

Notes in Mathematics, 445, Springer-Verlag, 1975



FACULTAD DE Clirioas adaye

nido el Trivanal intagrads par 1o
cw da_la focha, para juzgde ta
0. Bogasiin Ri.00n Yoaaoaadsa _
Titolew A UN - BoSsgoymate s Wi saedal g Colsonial 8y
Y en SL% c\w\\

Zi Vosad,
h&21~VCthﬁZT

Y Secretari®.

/‘l\&\ Nl

NI




