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Introduccion

Uno de los objetivos generales del estudio de la Aritmética de Peano, PA, y sus frag-
mentos es obtener una mejor comprensién de la potencia y limitaciones del principio de
induccién matemdtica. Dado que PPA puede identificarse con la teoria de conjuntos fini-
tos, la demostracién de nn determinado teorema en PA supone un analisis, no sélo de las
formas concretas del principio de induccién empleadas en la prueba, sino, en general, de
los principios combinatorios que son necesarios para probar dicho teorema. Méas aun, al
establecer que un cierto enunciado, valido en la estructura estdndar de los nimeros natu-
rales, N, no es demostrable en PA, se estd estableciendo la insuficiencia de la combinatoria
finita para probar dicho resultado. Este hecho hace de PA y sus fragmentos, teorias muy
adecuadas para analizar resultados (y problemas) de teoria de la recursién o teoria de
la complejidad, en términos de los recursos combinatorios que requiere su demostracion.
En muchos casos, ademds, dichos resultados pueden formularse de manera natural en el
lenguaje de la Aritmética de primer orden, £. Asi, es bien conocida la clasificacién de los
subconjuntos definibles de N en términos de la Jerarquia Aritmética, en la cual la comple-
jidad sintédctica de la férmula que define a un conjunto se corresponde con la complejidad
computacional del mismo. En particular, los conjuntos recursivamente enumerables son
los definibles en N por férmulas 34, y los conjuntos recursivos los definibles en N por una
férmula A (es decir, una férmula ¥; equivalente a una férmula IT;). Otro ejemplo, proce-
dente de la teoria de la complejidad, es el resultado de C. Wrathall ([37]), de acuerdo con
el cual la jerarquia de tiempo lineal (LTH) estd formada, precisamente, por los conjuntos
definibles por férmulas acotadas de L.

Resultados como los anteriores permiten relativizar nociones y problemas de teoria de
la recursién, obteniendo formulaciones de dichos conceptos para cada teoria de lenguaje
L. Uno de los principales ejemplos es la nocién de funcién recursiva en una teoria:

Dada una teoria T de lenguaje £, se dice que una funcién, f : w — w, es recursiva en
T, si existe una férmula ¢(z,y) € ¥ tal que:

(1) T+ Vz 3y p(z,y).
(2) Para todon,m € w, f(n)=m <<= N p(n,m).

Este concepto resulta fructifero tanto para el estudio de la potencia y las limitaciones de
T, como para el analisis del problema general de la clasificacién de las funciones recursivas
totales. Por un lado, la clase de las funciones recursivas en T ofrece una forma de medir
la potencia de la teoria. Por otro, podemos medir la complejidad de una funcién recursiva

1ii



iv Introduccién

total, f, estudiando la clase de las teorias, T, tales que f es recursiva en T. De hecho,
puede considerarse que f es mds compleja, cuanto mayor es la potencia de los principios
necesarios para probar que se trata de una funcién total. En el caso del estudio de
las funciones recursivas en fragmentos de la Aritmética, esto conlleva un anilisis de los
principios combinatorios necesarios para establecer que f es total. Por otra parte, dado
que la férmula que expresa que f es total es una férmula Ils, el estudio de las funciones
recursivas en una teoria conduce de manera natural al anilisis de las IIs—consecuencias
de la misma. De este modo, la determinacién de dicha clase de funciones, relaciona el
estudio de las IIas—consecuencias de T con el problema de la clasificacién de las funciones
recursivas.

El trabajo que presentamos en esta memoria se inserta en el contexto general que
acabamos de describir, cubriendo los dos aspectos anteriormente resefiados. Por una parte,
estudiamos las relaciones entre varios fragmentos de la Aritmética, axiomatizados mediante
esquemas de axiomas que expresan diversas formas del principio de induccién (y otros
principios, como coleccién y minimizacién). Por otra, realizamos un andlisis general de las
IT,,+2—consecuencias de las teorias introducidas.

El estudio de los fragmentos de la Aritmética que se obtienen al restringir el principio
de induccién a férmulas de una cierta complejidad (medida en términos de alternancia
de cuantificadores universales y existenciales) se remonta a los trabajos de C. Parsons
en los afios 70 ([30] y [31], entre otros). El trabajo posterior de J. Paris y L. Kirby,
[27], establecié las relaciones bésicas entre los esquemas de induccién, minimizacién y
coleccién, restringidos a férmulas ¥, y II,,. Desde entonces, son muchos los esquemas
de axiomas que se han introducido con objeto de aislar algunas de las propiedades de
los modelos de la Aritmética. Dichos esquemas expresan principios que tienen su origen
en la teoria de la recursién (por ejemplo, el esquema de coleccién fuerte), la teoria de la
demostracién (por ejemplo, el principio de reflexién) o bien, son de cardcter combinatorio
(como el principio del palomar). Todos ellos proporcionan, cuando restringimos su uso
a férmulas ¥, o II,, jerarquias de teorias similares a las obtenidas por Paris y Kirby
para los esquemas de induccién, minimizacién y coleccién (véase [8]). En este trabajo nos
centramos fundamentalmente en el estudio de teorias obtenidas restringiendo los esquemas
de induccién, minimizacién y coleccién a férmulas A, (es decir, férmulas X, que son
equivalentes a férmulas II,). Este tipo de férmulas aparece de manera natural en el
estudio de los modelos de la Aritmética. Por ejemplo, a veces resulta til, trabajando en
un modelo de IY,;, disponer del principio de overspill o de induccién, para férmulas que no
son ni £, ni II,,. Tal es el caso de las férmulas \/,, (disyunciones de una férmula X, y otra
I1,,, ver [32]) o las formulas X¢(X,) (ver [8]): dichas férmulas resultan ser equivalentes en
I¥, a férmulas A, 41 y, por tanto, la cuestién de si en IX, disponemos de induccién para
férmulas \/,, (0 $o(2,)) puede considerarse un caso particular de la pregunta:

;Prueba I¥, induccién para férmulas A, (en IX,)?
Por otra parte, las relaciones entre las teorias proporcionadas por los esquemas de

induccién y minimizacién para férmulas A, no son totalmente conocidas. A este res-
pecto, la lista de problemas abiertos dada en [4] incluye el siguiente problema, atribuido
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a J. Paris:
A1 &= LAu?

Esta cuestién traduce a fragmentos de la aritmética la conocida equivalencia entre el
principio de induccién y el principio del menor elemento. En [8] se dice, respecto a este
problema, que a mediados de la decada de los 80, circulé un manuscrito de H. Friedman
en el que se afirmaba que dicha equivalencia era cierta. Por ello, a lo largo de este trabajo,
denominaremos al problema de la equivalencia

IAn41 = LAgn

como la Conjetura de Friedman-Paris. Uno de los objetivos de esta memoria es realizar
un andlisis de este problema, estudiando diversas variantes del mismo. Los resultados de
dicho andlisis se exponen, fundamentalmente, en los capitulos II, III y VII.

Como ya hemos mencionado, un tema importante dentro del estudio de los fragmentos
de la Aritmética es la determinacién de la clase de las funciones recursivas en una teoria.
Dada una teoria, T, se trata de estudiar qué funciones puede probar T que son totales,
para alguna definicién ¥; de su grafo. Un resultado clasico al respecto, debido, indepen-
dientemente, a G. Takeuti, G. Mints y C. Parsons (ver [30], para el resultado de este
ultimo) afirma que la clase de las funciones recursivas en IX; es la clase de las funciones
primitivas recursivas. También se conocen (véase [8]) caracterizaciones de la clases de
las funciones recursivas en IX, (n > 1) o en la aritmética de Peano, PA, ya sea en
términos de la jerarquia de Schwichtenberg-Wainer, o bien, en términos de funciones
definidas a través de principios combinatorios como el principio de Paris-Harrington ([26]).
Como puede verse en [8], utilizando el método de los indicadores de Paris y Kirby ([15],
[16], [25]) o, equivalentemente, la nocién de envoltura (véase [20]), es posible dar un
tratamiento uniforme de estas caracterizaciones, ya que dichos métodos caracterizan las
II;—consecuencias de la teoria considerada.

Estas cuestiones constituyen otro objetivo de esta memoria: estudiar las relaciones
entre induccién y recursién. Mds concretamente, se trata de estudiar las relaciones entre
la clase de las funciones que una teoria puede probar que son totales (para una definicién
adecuada de su grafo) y la clase de las férmulas para las que la teoria puede demostrar el
esquema de induccién. Este estudio se desarrolla en los capitulos IV, V y VI

Esta memoria estd formada por 7 capitulos y 2 apéndices. El capitulo I contiene, con
objeto de servir como referencia, los resultados basicos que se utilizan en el resto de la
memoria. En cuanto a los apéndices:

—) El primero contiene material utilizado en el capitulo VI.
Y

(=) Elsegundo es una lista de las cuestiones planteadas a lo largo de este trabajo y que,
finalmente, proponemos como problemas abiertos.

De acuerdo con los comentarios anteriores, el contenido de los capitulos restantes se
divide en dos bloques:
(a) En el primero, formado por los capitulos II, IIT y VII, se estudian las relaciones
entre varias teorias, axiomatizadas mediante esquemas restringidos a diversas clases
de férmulas del tipo Ap41.
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(b) En el segundo, formado por los capitulos IV, V y VI, se lleva a cabo un estudio de
las II,,12-consecuencias de una clase de teorias que llamamos II,—funcionales.

Veamos, a continuacién, una descripcién més detallada del contenido de estas dos
partes.

A) Coleccién e induccién para férmulas A, ,(T)

En esta parte se presenta una primera aproximacién a la conjetura de Friedman-Paris,
introduciendo, para cada teoria T, la clase de férmulas

An+1(T) = {p € Tpy1 : existe ¢ € Mn1, T e}

Se estudian las relaciones entre las teorfas, IA,4+1(T), LA, 11(T) y B*An41(T), obtenidas
al considerar los esquemas de induccién, minimizacién y coleccién para férmulas A, 41 (T).
La idea es obtener una mejor comprensién de estos esquemas para férmulas A, , susti-
tuyendo la parte semdntica de los axiomas de 1A, (la equivalencia entre una férmula
¢ € Zn41 y otra ¢ € Ipy1 en un modelo) por una sintictica (la equivalencia entre ¢ y
% debe ser demostrable en T'). Con este objetivo también se estudian las relaciones entre
la propia teoria T y los tres fragmentos anteriores. Se introducen para ello, los siguientes
conceptos:

(1) T tiene induccién Apq, si T es una extensién de IA, ;1 (T).
(2) T tiene minimizacién Apy1, si T es una extensién de LA, .1 (T).
(3) Andlogamente, T tiene coleccién Apyi, si T es una extensién de B*A,41(T).

(4) Por dltimo, T es Apyi—cerrada, si la clase A,11(T) es cerrada en T bajo cuantifi-
cacién acotada.

Una parte importante del trabajo desarrollado est4 dirigida a establecer hasta qué punto
es suficiente cada una de las condiciones anteriores para que se tenga la equivalencia

IAn+1(T) = LAn+1 (T)

Se consideran, ademds, las relaciones entre los nuevos fragmentos y ciertas teorfas que
reflejan el principio de coleccién (BZ ), induccién uniforme (UIA,,;) y minimizacién
(LAL41). El estudio de las relaciones entre IA,11(T) y LA +1 proporciona algunos
resultados de axiomatizabilidad para las teorias UIA, .1, IA +1 Y, sobre todo, LA, ;.

Debemos destacar aquf la fuerte diferencia, respecto al grado de generalidad, entre
los resultados que obtenemos para LA +1 ¥ los correspondientes a IA ;. Puesto que
se desconoce si es cierta la equivalencia (versién de la conjetura de Friedman-Paris para
férmulas sin parimetros)

A, &= LA,

una continuacién natural del trabajo presentado en esta memoria es la extensién a 1A,
de los resultados que hemos obtenido para LA, ;.
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El siguiente diagrama resume las relaciones entre los fragmentos anteriores, en el caso
n =0 (ver IL8, I1.26, 11.27, 111.24.1, VIL.16, VII.18)

1%,

LAl(IE()) = IAl(Izo) — B*Al(IE())

t ) 1t
By
iill oo LA(ID) < IA(IS) B B*A(IS)
B3,
i} T 1
f f f
I
I } 7. LAPA) < IA(PA) > B'A(PA)
By,
t t i
BY, e
i AN e AN = BAN)
BE; -
i iy

I3, %=} B,

B) Las II,,s—consecuencias de una teoria

En este bloque consideramos una aproximacién distinta a la conjetura de Friedman—
Paris, motivada por la observacién de la equivalencia entre IA,, y LA, en el caso n = 0.
En este caso se tiene:

IA ) <= LAy <= 1IA; < LA,

Este hecho sugiere buscar condiciones bajo las cuales las férmulas A, puedan describirse

como férmulas acotadas. A continuacién ilustraremos la cuestién en el caso de I¥;.
Como hemos comentado anteriormente, la clase de las funciones recursivas en IX; es

la clase de las funciones primitivas recursivas. Como consecuencia, un conjunto A C w es

primitivo recursivo si y sélo si es definible (en la estructura estdndar, N) por una férmula
A (IZ,).
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Definamos para cada n € w, F, : w = w, por recursién sobre n € w, como sigue:

Fo(z) = (z + 1)
Foy1(z) =F7gz:+2($) = Fp(Fp(-- o2 veces ... Fo(z))--+)

Es conocido que toda funcién primitiva recursiva, f : w = w, estd acotada por alguna F,,,
es decir, existe n € w tal que

Vz €w, f(z)< Fu(z)

Dado un conjunto A C w primitivo recursivo, existen ¢(z,y), ¥(z,y) € Ap tales que:
(1) IZ, FVz (Jy o(z,y) « Vyih(z,y))

(2)n€eA <= NEIyp(n,y)

Consideremos la férmula 6(z,y), dada por

(o(z,y) AVz <y-p(z,2)) V (~¥(z,y) AVz < yih(z, 2))

y definamos f : w — w por
fln)=m <= NE#&n,m)

Entonces f es primitiva recursiva y, por tanto, para algin n, F;,, acota a f. Este hecho
permite probar que, para todo m € w:

meE€A <+ N3y < F(m)lp(m,y)

Por tanto, todo conjunto primitivo recursivo puede ser definido por una férmula acotada,
si extendemos el lenguaje de la aritmética convenientemente.

Este ejemplo motiva la introduccién del concepto de conjunto Ilp-funcional. Se trata
de extender el lenguaje de la aritmética mediante un conjunto de funciones, de tal modo
que la clase de las férmulas acotadas del nuevo lenguaje pueda identificarse con A (T).
El uso de envolturas y de conjuntos IIp—funcionales (que desempefian, en el caso general,
el mismo papel que la sucesién {F,, : n € w} en el caso de IT;) permite, bajo ciertas
condiciones sobre T, probar que toda férmula A, (T) es equivalente a una férmula acotada
en el nuevo lenguaje. Para generalizar estos resultados a féormulas A, 41 (T) se introducen,
siguiendo algunas construcciones de R. Kaye ([12] y [13]), los conjuntos (fuertemente)
II,~funcionales. La idea es estudiar las II, s—consecuencias de una extensién de IX,
mediante (IZ, mds) un conjunto de funciones no decrecientes de grafo IT,—definible. Esta
aproximacién nos permite estudiar las II,;s—consecuencias de las teorias consideradas,
reforzando sucesivamente el concepto de conjunto II,,—funcional, de acuerdo con el objetivo
que deseamos alcanzar en cada caso. De este modo,

(a) En el capitulo IV se introducen los conjuntos fuertemente II,—funcionales. El obje-

tivo es caracterizar las férmulas A, 1(T) como férmulas acotadas de una extensién
adecuada de L.
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(b) En el capitulo V, se introducen las II,,—envolturas y las II,—envolturas fuertes. En
cierto sentido éstas ultimas pueden considerarse como conjuntos fuertemente II,,—
funcionales definidos de manera uniforme. Para ello se generaliza el concepto de
envoltura, considerando funciones de grafo II,,—definible. El objetivo es desarrollar
las herramientas necesarias para separar las teorfas IA, 1(IX;), (m € w) (lo que se
hard en el capitulo VII).

(c¢) Por dltimo, en capitulo VI se introduce la nocién de conjunto II,~funcional inductivo.
El objetivo ahora es estudiar bajo qué condiciones podemos garantizar la equivalencia
entre IA,11(T) y las II,1p—consecuencias de T. Esto a su vez, servird para estudiar
las funciones recursivas en IA, ;1 (T).

El siguiente cuadro resume las relaciones entre las diversas propiedades consideradas en
la presente memoria. Debemos destacar que todas dependen esencialmente de las IT,4o—
consecuencias de T. (Ver II1.19, 11.23, 11.24, 11.29, IV .41, IV.16, V.15, V.25).

T deb. PK-Ap 1

)

i ind. A
{ T tiene ind. Apyq T fuert. II,~funcional

T es Appi1—cerrada

) g

T tiene col. Apyg = T II,,—funcional 1) <> (2) T II,—env. en IX,,
i} ﬁ(s) 3(2)
T tiene min. Apyy Thy,,,(BX,41 + T) = Thy,,(T) T II,,—env. fuert. en I3,

Las equivalencias numeradas necesitan condiciones adicionales. Concretamente:

(1) Si la IT,—envoltura considerada es una férmula II,,.
(2) Si T es recursivamente axiomatizable (y T + exp, si n = 0).

(3) Si T es I, 9-axiomatizable o ¥, o—axiomatizable.

A continuacién pasamos a describir con mayor detalle el contenido de esta memoria.
Para ello, resumiremos los principales resultados obtenidos en cada capitulo, proporcio-
nando las referencias a los resultados concretos que prueban cada uno de los enunciados.
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Capitulo II: Induccién y Minimizacién A,4;(T)

En este capitulo se estudian las relaciones entre los fragmentos IA,1(T) y LA, 41 (T).
Nuestro principal objetivo es obtener condiciones suficientes para que

() IApu(T) <= LApu(T)

Como se prueba en [32] (ver 11.12), en el contexto de la conjetura de Friedman-Paris, las
teorfas IA, 11 y LA,4+1 son equivalentes, si en cada modelo A |= IA, 41, la clase de las
férmulas A, 41 es cerrada (en 2A) bajo cuantificacién acotada. En nuestro caso, este hecho
nos proporciona una primera condicién bajo la que obtener la equivalencia (e), (ver IL.11):

Si Ap+1(T) es cerrada en T bajo cuantificacién acotada, entonces

Siguiendo esta misma linea de razonamiento, el andlisis de la prueba del teorema de
Paris-Kirby, nos permite aislar un esquema de coleccién, que denotamos por B*A,;1(T),
suficiente para probar (). Decimos que una teoria T tiene coleccién Ap4q (ver IL.9) si

T — B*An+1(T)
Andlogamente, decimos que T tiene induccién si
T = IApn (T)

Si T tiene coleccién Ap4q, entonces T es Apy1—cerrada (ver 11.21) y esto dltimo permite
probar (e), para teorias con coleccién A, ;. Sefialemos, ademds, que, en este caso, también
se tiene la equivalencia entre los esquemas duales IA}:  (T) y LA;  (T) (ver IL1.20).

Este capitulo se ocupa también de las relaciones entre los conceptos anteriores (T tiene
coleccién, o induccién, Apyy1; T es A, pi—cerrada). Respecto a esta cuestién probamos
que:

Teorema (I1.21)
Si T tiene induccién A4, entonces son equivalentes:
(1) T es Apy1—cerrada

(2) T tiene coleccién Ay .
Los resultados obtenidos sobre las relaciones entre induccidn, minimizacién y coleccién

para férmulas A, 1(T), en el caso en que T es IX,;,, m € w, quedan resumidos en el
siguiente teorema:
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Teorema (I1.8, 11.26, 11.27)

LA 1(IZ,) <= IAn(I5,) <=  B*Anyi(IS)

fr ) ft
LAn+1(Ign+1) = IAn-{—l(IZn-{—l) B0 B*An+1(12n+1)
T fr fr
f} ﬁ f'r
LA 11(PA) <<= IA,11(PA) = B*A,.1(PA)
) il
LAnp(N) <= IAu(N) =  B*Apu(N)
) ft
IEn-H l:> BE"+1

Los resultados de este teorema se completan més adelante con los obtenidos en el
capitulo VII.

Capitulo III: Esquemas uniformes y sin parametros

En este capitulo estudiamos las relaciones entre las teorias introducidas en el capitulo
anterior (especialmente, IA,.1(T) y B*A,41(T)) y las teorfas proporcionadas por los
esquemas de induccién, minimizacién y coleccién para férmulas sin pardmetros (IA; 11,
LA,y BE )

‘ En primer lugar obtenemos relaciones entre las teorias con coleccién y las extensiones

de BX, _ ;:
Teorema (II1.2, 111.3)

(1) Si T es extensién de BE, entonces T tiene coleccién Apy1.

(2) Sea T una teoria completa. Son equivalentes:
(a) T es una extensién de BX ;.
(b) T tiene coleccién Ap 1.
Este resultado motiva la introduccién de un nuevo esquema que denominamos coleccién
uniforme (denotdndolo por UBA, ;1) y que proporciona. una teoria equivalente a BX, ¢

Teorema (II1.5, I11.6)
BY,,, < UBA,;; << ULA,4

En el resto del capitulo (secciones 3 y 4) estudiamos las relaciones entre IA,1(T) y
los fragmentos sin pardmetros LA ; e IA_ ;. Si T tiene induccién A, 1, entonces (ver
11.25)

Thnn+2(T) - IAn+1(T)



xii Introduccién

En consecuencia, la cuestién
JAR(T) == LAL,?
quedaria resuelta afirmativamente si esta otra cuestién:
(Thy, ,(T) = LA 7

tiene una respuesta positiva. El estudio realizado nos proporciona varios resultados acerca
de LA, ., (los correspondientes para IA, 41 Se obtienen a partir del trabajo de McAloon
[21]). Las consecuencias de nuestro anslisis quedan resumidas a continuacién:

Teorema (II1.13, II1.37, I11.17.3, II1.23, 111.24.1)

1) LA, ., eIA_ | son X, 2—-axiomatizables, pero no son I, o—axiomatizables.
n+1 n+1 +
(2) LA, ., eIA,,, no son finitamente axiomatizables.

(3) Se tiene que:
(a) (n>1), IA,,, < I5, < LA, .
() LAT = 1Ay <« 1A7.
(4) Se verifica:

(a) (n>1) Thy,,,(N) es (salvo equivalencia) la tinica teoria II,, -axiomatizable
que extiende a LA, .

(b) Si T es Il -axiomatizable y T = LA, entonces
ThH1 (T + exp) = Thm (N)

La prueba de estos resultados para LA 41, S€ basa en las siguientes propiedades:
Teorema (II1.16, II1.17.4, I11.23, I11.24.1)

(1) Sea T una extensidn consistente de 1A tal que T - exp. Las condiciones siguientes
son equivalentes:

(a) Thfh (T) = Thrh (N)
(b) Th,(T) —> LAT.

2) (n > 1) Sea T una teoria consistente Hn 2—a.x1'oma,tizab1e. Las condiciones siguientes
= + g
son equi valentes:

(a) Tth+1 (T) = Tth+1 (N)
(b) Thy, ,(T) = LAL,,.

La demostracién de estas propiedades contiene varias ideas importantes que volveran
a utilizarse en el capitulo VIIL. En concreto, la prueba de (1), usa que Ko(%) es cofinal
en Kq(2), para cada A |= IAj, junto con definiciones de validez en 1Ay + exp, para
férmulas Ag. Para probar (2), en II1.18 se introducen los elementos II,-minimales, que
desempenardn en la prueba el mismo papel que los elementos de Ko(2A) desempefiaron en
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la prueba de (1). El resultado clave (ver II11.21) es que los elementos II,~minimales son
cofinales en Kp41(2), para cada % = IX, . A partir de este hecho, usando validez para
férmulas II,,, la prueba de (2) es similar a la de (1).

Como ya hemos comentado, los resultados relativos a IA,  ; se obtienen como conse-
cuencias de los resultados obtenidos por McAloon en [21], si bien debemos observar que
en algunos casos las técnicas de [21] proporcionan (al menos en su aplicacién directa)
resultados mas débiles para IA,,, que los obtenidos en esta memoria para LA, ;. En
particular, las dos tltimas equivalencias que acabamos de enunciar en (1) y (2) constitu-
yen un interesante problema abierto cuando sustituimos en ellas LA/, ; por IA ;.

Capitulo IV: Conjunto II,—funcionales

En el capitulo II, se prueba que si T es una extensién A,,1—cerrada de IX,,, entonces
IAn+1(T) = LAn+1(T)

(Esto es, esencialmente, lo que permite demostrar, por ejemplo, que IAg <= LAg). Una
forma de garantizar que A,;(T) es cerrada en T bajo cuantificacién acotada, es probar
que toda férmula Ap41(T) es equivalente a una férmula acotada (en una extensién ade-
cuada del lenguaje de la aritmética). Para ello se introducen los conjuntos II,,~funcionales
(ver IV.2). La idea es estudiar las II,4p—consecuencias de una extensién de 1Z, mediante
(I¥n y) un conjunto de funciones no decrecientes de grafo II,—definible. Asi, (ver de nuevo
IV.2) decimos que una teoria, T, es II,~funcional si existe un conjunto I" tal que

(*) Tth+2 (T) = Tth+2 (Izn + P*)

donde I'* es un conjunto de axiomas que afirman la existencia de una familia de funciones
no decrecientes de grafo II,,. Para cada conjunto II,—funcional, I', se define (ver IV.18)
una extensioén del lenguaje £, que denotamos por £(I'), afiadiendo un simbolo de funcién
Gy, por cada férmula ¢ € I'. Denotemos por Ag al conjunto de las férmulas acotadas de
L(T) y consideremos la teoria (definida de manera natural) IAl. En el caso n = 0, los
conjuntos Ilg—funcionales son suficientes para probar la equivalencia entre féormulas A; y
férmulas acotadas. En concreto, se tiene

Teorema (IV.27, IV.28)
Sean T una teoria Ilp—funcional y I" un conjunto y—funcional tales que

Thy, (T) = Thy, (I, + I*)
Entonces, para cada ¢(z) € A1(T) existe pg(z) € Af tal que
IAG F o(z) ¢ po()

Para generalizar este resultado se introduce una clase especial de conjuntos IT,,—funcio-
nales, los conjuntos fuertemente IT,~funcionales (ver IV.29), que nos permiten, de manera
bastante general, identificar las férmulas A, con férmulas acotadas:
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Teorema (IV.32, IV.35, 1V.38)
Sea I' un conjunto fuertemente I1,~funcional. Se verifica:

(1) 1A} <= ([IA+T")r <= (IZ,+T%)r.
(2) IAg+T* <« I%,+I*

(3) (Teorema de Parikh extendido) Sea © C Ip4 UM y o(z,y) € I, UAL. Si
(BEn41+ 0O+ T*)r Vo 3y o(z,y), entonces existe un término t(z) de L(T) tal que

(IAg+ O +T*)r F Vz Iy < t(z) ¢(z,y)
(4) Si (%) € Ap1(IAg + I'™), entonces existe §(%) € Al tal que
IAD - o(2) & 0(2)
(5) Si 6(z) € AL, entonces existe ¢ € (%) € Apgp1(IAg +I™*) tal que
IAL F o(2) & 6(2)
En consecuencia, si T es una teoria II,,—funcional, entonces se tiene que
(0)  IApu(T) <= LAyu(T)

Hemos obtenido, de este modo, dos condiciones suficientes para probar (s): T es II,-
funcional y T tiene coleccién. Sin embargo, se trata de condiciones equivalentes:

Teorema (IV.6, IV.7, IV.16)
Son equivalentes:

(1) T tiene coleccién Apy1.
(2) T es II,,~funcional.

(8) Existe un conjunto fuertemente II,,~funcional, T, tal que

Tth+2 (T) = r_[‘hnn_*_2 (IEn + I‘*)

(4) Para cada ¢(z,y) € I, tal que T FVz Iy p(z,y), existe C,(z,y) € I, tal que
o THVz3lyCy(z,y) NIPF(C,).
o T+ Cy(z,y) = I <yolz,y).
(donde IPF(C,) expresa que C, define una funcién mondtona no decreciente).

La condicién (4) tiene un cierto valor heuristico con respecto al problema de la equi-
valencia entre UIA,;; y ULA,4; (otra versién de la conjetura de Friedman—Paris, ver

capitulo I, seccién 1.8). Sean ™A = UIA,4; y @(z,y) € II; tales que & |= Vz Iy o(z, y).
Sea F : 2 — 2 la aplicacién definida por

F(a) = (py)(p(a,y))
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Consideremos la siguiente cuestién:
. Es total la funcién definida en 2, por

G(z) = (uu)<a[Vv < 2 (F(v) < F(u))]?

Si para cada funcién F de 2 en 2, en las condiciones anteriores, la funcién G es total,
entonces % = ULA, ;. De este modo quedarfa probado que UIA,;; <= ULA, ;.

Capitulo V: II,—envolturas

En este capitulo continuamos el estudio de las II,o—consecuencias de una teoria T
por medio de conjuntos IT,—funcionales, pero ahora considerando la posibilidad de una
definicién uniforme. Con este fin, se introducen los conceptos de II,~envoltura y II,-
envoltura fuerte, que serdn las herramientas utilizadas, en el capitulo VII, para separar
las teorfas IAn41(IXy,). Las II,—envolturas son una generalizacién de las envolturas tal y
como fueron introducidas por McAloon en [20] y estdn estrechamente relacionadas con los
indicadores ([16], [25]), en su sentido m4s general (véase [8], [13]). En términos generales,
el uso de envolturas es una adaptacién al estudio de modelos de la Aritmética, de una
técnica general utilizada en teoria de la recursién para separar clases de funciones:

Dadas dos clases C; C C; se construye una funcién F(n,z) € Cy tal que toda funcién
[ € C1, estd acotada, para algin n, por la funcién F,(z) = F(n,z). En consecuencia,
F € C3 — C1. Es decir, se define de manera uniforme un conjunto de funciones de la clase
C2 que mayoran a las de la clase C;.

Bésicamente (ver V.2), podemos afirmar que una II,—envoltura de una teoria T en
otra teoria, Ty, es una férmula ¢(u, z,y) € X, tal que el conjunto

Ly = {p(k,z,y) : k€ w}

define una familia de funciones verificando:

(1) T prueba que 'y, define una familia de funciones totales no decrecientes, tal que
Vkew, Tokelk+1,z,y) = 32z <yplk,z,2)

Si la férmula ¢ satisface estas codiciones decimos que es una II,~g-envoltura de T
en Ty (“casi” una II,—envoltura).

(2) Para cada funcién, F, de grafo II,,, que T pruebe que es total, existe una funcién
de la familia que acota a F, y esta propiedad es demostrable en Ty. En este caso
decimos que ¢ satisface II,~ENV para T y Ty.

Si T'y es un conjunto fuertemente II,—funcional, entonces diremos que ¢ es una II,—
envoltura fuerte de T en Ty.

Las II,~envolturas nos permiten caracterizar las Il o—consecuencias de T, ya que si
¢(u,z,y) es una Il,—envoltura de T en Ty, y T es una extensién de Ty, entonces (ver
V.4)

(*) Thnn+2 (T) = Tth+2 (TO + F;)
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Como consecuencia, las envolturas han sido utilizadas (ver [8]) para obtener resultados de
independencia en fragmentos de la aritmética. En concreto (ver V.5.3), si ¢(u, z,y) es una
II,—-envoltura de T en T, entonces

T i/ Vz Iy o(z,z,y)

Gracias a (%), si T es una teorfa II,—funcional y ¢ es una II,, envoltura de T en I%,,
entonces

Thy,,,(T) <= IZ,+T17

Una parte importante de este capitulo estd dedicada a mostrar la relacién entre las
II,—-envolturas y la existencia de segmentos iniciales; es decir, la relacién existente entre
II,—envolturas e indicadores (ver [8]). Para ello, dada una férmula @(u,z,y) € T,
decimos que ¢ satisface II,~IND (ver V.6) para T y Ty si para todo 2 = T no estandar,
numerable, y cada a, b € 2, las siguientes condiciones son equivalentes:

IND-(i) Vk € w, A=y < bplk,a,y).
IND-(ii) Existe I <¢ Atalque I Tya<I<b.

Generalizando un resultado de McAloon ([20]), establecemos la equivalecia entre las condi-
ciones I1,,-ENV y II,-IND:

Teorema (V.10, V.11)
Sean T y Ty tales que

(i) To = 1%, (y To F exp, sin =0).
(ii) T es una teoria recursivamente axiomatizable.
(iii) Thy,,,(T) = Thy, (T + BEp4).

Sea p(u,z,y) € Lny1 unall,—g-envoltura de T en Ty. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) ¢ satisface I1,-~ENV para T y Ty (y, por tanto, ¢ es una Il,-envoltura de T en Ty).
(2) ¢ satisface I1,-IND para T y T.

La prueba de este resultado (asi como las de los resultados de existencia de envolturas,
a que nos referimos mds adelante) es una adaptacién el tratamiento de los indicadores
presentado en el libro R. Kaye [13]. Sin embargo, esta adaptacién presenta un cierto
interés, puesto que muestra el papel central (véase V.14) que desempeifia la condicién (iii)

Tth+2 (T) = Tth+2 (T + an_’.l)

en la equivalencia entre II,-ENV y II,~IND. Debemos destacar que la condicién (iii)
es suficiente para probar que T es II,—funcional (ver IV.10). Mi4s atn, si T es II,4o-
axiomatizable, entonces (iii) es equivalente a que T sea II,—funcional. De este modo, el
material de este capitulo supone una primera aproximacién al problema:

iSon equivalentes las siguientes condiciones?
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(1) T es II,~funcional.
(2) Tth+2 (T) - Thnn+2 (T + an.i_l).

En la 4ltima parte del capitulo, mostramos la existencia de Il,~envolturas de T en
I3, cuando T es una teoria II,~funcional:

Teorema (V.15, V.25)
(1) (n > 1) Toda teoria T, Il,~funcional, recursivamente axiomatizable, tiene una II,,-
envoltura fuerte en 13,,.

(2) Toda teoria T, Ilp—funcional, recursivamente axiomatizable y tal que T \ exp tiene
una Ig—envoltura (fuerte) en I1A.

Finalmente (V.17, V.26), se prueba la existencia de II,~envolturas fuertes de IZ,,

(m >n) (y PA) en IE,, satisfaciendo algunas propiedades especiales (que posteriormente
se utilizardn en el capitulo VII).

Capitulo VI: Funciones recursivas en IA,,(T)

El tema de este capitulo es el estudio de las relaciones entre recursién e induccién.
La cuestién central es hasta qué punto puede caracterizarse, mediante el esquema de
induccidn, restringido a una clase adecuada de férmulas, la clase de las funciones que una
teoria prueba que son totales (para una definicién adecuada de su grafo).

En el capitulo II se asocié a cada teoria T una teoria axiomatizada por un esquema
de induccién: IA,+1(T). Si T tiene induccién, entonces

Thy, ,(T) = IAp4(T)

En este capitulo presentamos condiciones para obtener la equivalencia entre estas dos
teorias, centrdndonos especialmente en la teoria IX,,; y sus II,;o—consecuencias.

En VI.7 definimos los conjuntos II,~funcionales inductivos. Una teoria T se dice IT,—
funcional inductiva, si existe un conjunto II,—funcional inductivo tal que

'I‘hn2 (T) = Thn2 (IEn + P*)

Las propiedades basicas de las teorias II,—funcionales inductivas son las siguientes:

Teorema (VI.11)
Sea T una teoria II,,—funcional inductiva. Se verifica:

(1) Sea I un conjunto II,~funcional, tal que
Thp, ,,(T) = Thy, ,(IZ, + ')
Entonces, 1A, 1(T) <= 1%, +T*.
(2) IA,+1(T) es I, yo-axiomatizable.

(3) T e IA,+1(T) tienen las mismas II,, 4 o—consecuencias.
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En el caso de IX, 1 establecemos (ver VI.15) la existencia de un conjunto II,—funcional
inductivo &, tal que

Thy,,,IZ.41) <= I+ 0

y como consecuencia obtenemos:

Teorema (VI1.16,V1.18)
Para cada n € w,

(1) Tth+2 (Izn+1) = Tth+2 (IAn+1(IEn+1))'
(2) 1A, 4+1(IXp41) es I, 1o—axiomatizable.
(8) IX,41 e IAL4+1(I¥y41) tienen las mismas funciones recursivas.

(4) IA,+1(IXy4+1) no es finitamente axiomatizable.

En el caso n = 0, se obtiene una consecuencia méas fuerte, pues se caracterizan las
propiedades sobre las que se tiene induccién, al suponer que las funciones primitivas re-
cursivas son totales. En concreto, para el conjunto IIp—funcional ®( se tiene que:

IALL1(IX) — Thy, (IZ,) < IA¢+ CI)B

Dado que los subconjuntos de N definibles por férmulas A;(I¥;) son primitivos re-
cursivos, este hecho establece la equivalencia entre induccién para conjuntos primitivos
recursivos y que todas las funciones primitivas recursivas sean totales.

La prueba de estos resultados se basa en las II,—envolturas que se contruyen en el
apéndice A. En dicho apéndice se obtiene una II,,—envoltura fuerte, ¢, de I1¥,4; en IX,
tal que I'y, es un conjunto (fuertemente) II,—funcional inductivo. La definicién de estas
IT,~envolturas es una adaptacién de una construccién (parecida a la definicién de la funcién
de Ackermann) utilizada por R. Kaye en [12], para analizar las relaciones entre IZ, e IZ .

Capitulo VII: La jerarquia {IA,,(I¥,;,): m € w}
En este capitulo se completan los resultados del capitulo II. Concretamente, se obtiene:

Teorema (I1.8, I1.26, 11.27, VIL.16, VII.18)

LA (IZ;) <= IA(IS,) < B*An(I,)

T T f
LApi1(IZn41) &= IAp(I8n41) = B*Api(I5n41)
i t f
f f o
LAni (PA) < IA.(PA) > B*Ann.(PA)
T i T
LAn+1(N) — IAn+1(N) "———> B*An+1 (N)

f fr

I nt1 = BX,41
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Para demostrar estos resultados se introducen los modelos K§ (2, X). La construccién
de dichos modelos constituye una generalizacién de los modelos formados por los elementos
Yny1—definibles de %, con pardmetros en X, K1 1(%, X).

Si ' es un conjunto II,~funcional, X C A, X # 0 y A E IA}, K5 (2, X) es (véase
VIL.2 y VIL.4) el segmento inicial determinado por

{t(a) : t(z) término de L(T), a € X}

en la subestructura de ¥ formada por los elementos definibles en 2 por férmulas Ag (con
pardmetros en X).

Cuando T es un conjunto fuertemente I1,—funcional estos modelos poseen propiedades
similares a los modelos K, 41(2, X). En concreto, se tiene:

Teorema (VIL.5, VIL6)

Sean I' un conjunto fuertemente Il,-funcional, A = (IAg + T™)r y X C 2, no vacio.
Entonces,

(1) K5, X) <o 2.

(2) K5 (%, X) <5 I5 (%, X) <§

(8) KU X) <5 c T, X) <5 Ay KGR, X) <n,c A,

(4) K, X) EIAY e IF( X) = 1AL

(5) Si K§ (2, X) no es cofinal en %, entonces I} (2, X) = (BSn41 + I*)p.

Si T es un conjunto fuertemente IT,—funcional, un modelo I'-acotado (ver VIIL.9) es
un modelo de la forma K§ (2, a), donde a € 2 |= IAL. Si tenemos un modelo I'acotado
con I' = I', para una Il,-envoltura fuerte (sujeta a ciertas condiciones), entonces w es
definible en dicho modelo. Esto es esencial para demostrar el siguiente resultado:

Teorema (VIIL.13)

Sean T una teoria Il,~funcional, (tal que T+ exp, sin=0), T' => T y ¢(u,z,y) € I,
una Il,~envoltura fuerte de T en T tales que

T+ VuVz E!y(p(u,w,y) /\VU,(E, Y1, 92 [‘P(U,fﬂ,yl) A (P(U' + 1a$ay2) —-n< yQ]

Entonces
(1) Para todo A |= T}‘w ya €, a>w, se verifica:

(a) Ko* (%,0) | 1An 11 (T).
(b) Ko® (%, a) P IAn41(T').
(2) IAa(T) = IApu(T).

Como consecuencia de este teorema, los resultados de existencia de IT,—envolturas
fuertes presentados en el capitulo VII nos proporcionan las herramientas necesarias para
completar los resultados del capitulo II:
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Teorema (VII.14, VIIL.16)
Para todo n > 0 se verifica:

(1) Para todom < n, 1A 11 (IZ) <= I,

(2) Para cada m > n,
(a) IAn+1(IEm+1) ;:> IAn+1(IEm)'
(b) A1 (IZm41) = B Api1(IZm41)

(3) 1A 1(N) = 1A, (PA).

La ultima parte del capitulo estd dedicada a mostrar una caracterizacién de los modelos
I'-acotados mediante una construccién que denominamos ultrapotencia definible acotada.
Estas ultrapotencias generalizan las ultrapotencias recursivas introducidas por Hirschfeld
en [9]. Concretamente, probamos que:

Teorema (VII.26)
SiT es un conjunto fuertemente I1,,—funcional, entonces la clase de los modelos I'-acotados
coincide con la clase de las ultrapotencias definibles acotadas de modelos de IAY.

Este resultado complementa el estudio de los conjuntos fuertemente II,—funcionales
con una descripcién en términos de teoria de modelos, de los modelos I'-acotados, que
han resultado cruciales en los resultados de separacién de la jerarquia IA, 4+ (IX,,).

Para terminar, comentaremos, brevemente, algunas consideraciones generales que pode-
mos extraer de los procedimientos utilizados en este trabajo para estudiar la conjetura de
Friedman-Paris.

Los conjuntos fuertemente II,—funcionales, junto con las II,,—envolturas fuertes y los
modelos I'-acotados introducidos en esta memoria, constituyen un instrumento muy 1til
para separar fragmentos de la Aritmética, sobre todo a través del analisis de sus ITj,4o-
consecuencias. El trabajo realizado muestra que existe una cierta relacién entre la con-
jetura de Friedman-Paris y la posibilidad de caracterizar, mediante diferentes clases de
funciones, el crecimiento de los “testigos” z(Z) que validan férmulas del tipo VZ 3z ¢(Z, 2).
Parte de este trabajo se enmarca dentro del desarrollo de la teoria de modelos de la Arit-
mética, dirigido a la elaboracién de métodos para analizar diferentes formas de induccién
y otros principios. El considerable desarrollo de la teoria de modelos para fragmentos de
la aritmética proporciona una buena base para resolver estas cuestiones, algunas de las
cuales parecen, en principio, abocadas a un tratamiento mediante técnicas de la teoria de
la demostracion.
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Capitulo I

Preliminares

I.1  Coleccidén, Induccién y Minimizacién

A lo largo de toda esta memoria £ = {+,-,0,1, <} denotar4 el lenguaje de la Aritmética
de primer orden con igualdad. Consideraremos como simbolos 16gicos bésicos la negacién,
la disyuncién y el cuantificador existencial. El resto de las conectivas, asi como el cuan-
tificador universal, se tratardn como abreviaturas. En particular, para cada término ¢ de
L en el que no aparezca la variable z, y cada férmula ¢, escribiremos

<ty y Vr<ty

en lugar de, 3z (z < t A @) y Vz (z <t — ), respectivamente. Estos cuantificadores se
llamardn cuantificadores acotados.

Como es usual, definimos la clase Ag, formada por las férmulas acotadas de £, como
la menor coleccién de férmulas que contiene las férmulas atémicas de £ y es cerrada bajo
negacién, disyuncién y cuantificacién acotada. A partir de aqui podemos introducir la
Jerarqufa Aritmética formada por las siguientes clases de férmulas, que denotamos por £,
y II,, para cada n € w:

[ ] AOZZO:HO
¢ Ynp1 ={3Tp: pell,}UL,
o I, 11 ={VZp: pe T, }UIL,

En general, dada una coleccién de férmulas, T, escribiremos ¢ € I si existe 9 € I" tal que
F @ <> 1, es decir, ¢ es légicamente equivalente a una férmula ¢ € T.

Nota I.1 Dada una férmula ¢ y dos variables = e y, escribiremos ¢(z,y) para denotar
que las variables = e y son distintas y aparecen libres en ¢, sin que ello implique la existen-
cia, 0 no, de otras variables libres en ¢ (que llamaremos pardmetros). Cuando queramos
resaltar el hecho de que z e y son las tinicas variables libres de ¢(z, y) lo indicaremos expre-
samente, diciendo que ¢(z,y) es una férmula sin pardmetros (no obstante, véase también

1
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la notacién introducida en 1.43). Este mismo criterio se extenderd a cualquier niimero
de variables z1,...,z,, escribiendo en tal caso ¢(z1,...,Z,), 0 mis brevemente, p(Z).
Ademads, cuando a lo largo de una demostracién trabajemos en un modelo, supondremos,
aunque no se indique explicitamente, que los pardmetros de las férmulas consideradas han
sido sustituidos por elementos de éste.

Denotaremos por P~ la teoria dada por un conjunto finito de férmulas II; tal que,
si A |= P, entonces 2 es la parte no negativa de un anillo conmutativo, discretamente
ordenado (véase [11]).

Todas las teorias consideradas en esta memoria son extensiones de P~, obtenidas ana-
diendo a esta teoria algin esquema de axiomas. Los esquemas fundamentales son:

¢ Induccién: Dada una férmula ¢(z,¥), el axioma de induccién para ¢ con respecto
a la variable z, I, (7), es la férmula

©(0,7) AVz (p(z,7) = @(z + 1,7)) = Yz p(z, V)

e Minimizacién: Dada una férmula ¢(z,7), el axioma de minimizacién para ¢ con
respecto a la variable z, L, »(?), es la férmula

3z p(z,¥) = 3z (p(z, V) AVy < z-0(y, 7))

e Coleccién: Dada ¢(z,y,7), el axioma de coleccién para ¢ con respecto a z e y,
By zy(7), es la férmula

Vz < 23y ¢(z,y,7) = JuVz < 23y < ue(z,y,7)

e Coleccién Fuerte: Dada ¢(z,y,7), el axioma de coleccién fuerte para ¢ con re-
specto a & e Yy, Sy ¢ y(V), es la férmula

Vz < z3u Sy ¢(z,y,¥) = Jy < up(z,y,7))
A partir de estos esquemas, para cada conjunto de férmulas T, se definen las siguientes
teorfas de lenguaje L:
I'=P +{I,: p€T}
L' =P~ +{L,: €T}
Bl =1Ag+ {By,: ¢ €T}
ST =IAg+{Sy: peT}

donde, como es usual, escribimos L, Ly, By, y S, en lugar de I, . (%), etc.
La aritmética de Peano, PA| es la teoria de lenguaje £ dada por

PA =P~ +{I,: ¢ férmula de L}
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Desde un punto de vista sintdctico, la utilidad bésica del esquema de coleccién B3, 4,
es garantizar el cierre de las clases ¥, 1; y 1,41 bajo cuantificacién acotada:

Proposicién 1.2 Las clases de férmulas ¥,+1 y 41 son cerradas bajo cuantificacién
acotada en BYX, 1. O

En .31 y 1.32 veremos la relevancia de los esquemas de coleccién desde un punto de
vista semdantico.

Notacién I.3 A lo largo de este trabajo si T; y T4 son dos teorias, escribiremos:
e Ty = T4 si todo modelo de T es modelo de Ty (T; es una extensién de T5).
e T; = Ty si T es una extensién de T9 pero T no es extensién de T.
e T; &= T si son teorias equivalentes.
e TieTesi Ty 5= Ty y Ty 5= T;.

Las relaciones bésicas entre los esquemas anteriores para férmulas ¥, y II,, quedan
resumidas en el siguiente resultado:

Teorema 1.4 (Paris-Kirby, [27]) Para todo n € w,

X, <= i1, <= LY, < LI,
i
BX, 11 <  BII,
i
IZ)n+1
O
Y con respecto a coleccién fuerte tenemos (ver [8]):
Proposicién 1.5 Para todon € w, 8S¥,4 <= SI, <<= IZ, 0

Definicién 1.6 Sea T una teoria y I' un conjunto de férmulas de L, denotaremos por
(1) Thp(T) = {peTNSent(L): Tt ¢}

(2) I(T) = {¢ € Form(L) : Existe ¢ € T tal que T I ¢ +> ¢}

(8) Dada una estructura 2, escribiremos Thr(2) y ['(%) en lugar de Thr(Th(2)) y
['(Th(%A)), respectivamente.

(Form(L) y Sent(L) denotan, respectivamente, la clase de las formulas y la clase de las

formulas cerradas de L).

El siguiente resultado (véase de nuevo [8] o [11]) debido, independientemente, a H.
Friedman y J. Paris, proporciona una de las relaciones fundamentales entre los esquemas
de coleccién e induccidn:
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Teorema 1.7 Para cada n € w, Thy,,,(IZ,;) = Thy,,,(BXnt1); es decir, para cada
pEe I—[n-%-‘z

I, F¢y <= BX,glkop O

Un resultado estrechamente relacionado con esta propiedad de conservacién es el cono-
cido teorema de Parikh, que enunciamos como sigue:

Teorema 1.8 (Parikh, [24]) Sea ¢(Z,y) € £;. Si BX; F VZ 3y p(Z,y), entonces existe un
término t(Z) de L tal que

IAg - VZ 3y < ¢(7) (&, y) o

I.2 Exponenciacién y conjuntos finitos

Como es sabido, es posible definir el grafo de la funcién exponencial mediante una férmula
Ay, de tal modo que IA( prueba las propiedades bésicas de dicha funcién (salvo que es
total).

Teorema 1.9 Existe una férmula Exp(z,y, z) € Ag tal que IAy prueba que:
(1) Exp(z,0,2) & z=1

(2) Exp(z,y + 1,2) & v (Exp(z,y,v) Az=v-x) O

Ademds, toda férmula Ay que satisfaga las dos condiciones de 1.9 es equivalente en 1A
a Exp(z,y, z). De este modo, la férmula Exp(z, y, z) proporciona una definicién del grafo
de la funcién exponencial en todo modelo de IAy. Salvo que exista peligro de confusién
denotaremos la férmula Exp(z, y, 2) por z¥ = z. Ademds, denotaremos por exp la férmula
Vz Vy 3z Exp(z, y, 2).

Sea z € y la formula Ay

<yIz,n<yIw<z(B =0 A2 =nAy=v-20+ 21 +w)

(podemos reescribir esta férmula como Jv < yIw < 2% (y = v2%F! 4+ 2% + w), es decir, el
digito z-ésimo del desarrollo en base 2 de y es 1). Esta férmula permite interpretar todo
elemento de un modelo de IAy 4+ exp como un conjunto finito, y es posible desarrollar
dentro de cada uno de tales modelos una teoria de conjuntos finitos de manera bastante
natural. En particular, podemos definir los conceptos de aplicacién biyectiva, cardinal de
un conjunto, etc. y sobre esta base probar una versién del Principio del Palomar (que
denotaremos por PHP) para conjuntos finitos.

Definicién 1.10 (IA( + exp) Para cada z, denotamos por (< z) al conjunto de Ios ele-
mentos menores que z, es decir,

(<2)=2"-1={z:2< 2}
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Teorema I1.11 (IAg + exp)

(1) Para cada z existe un unico y = card(z), para el que existe una aplicacién biyectiva
de z en (< y).

(2) (PHP para conjuntos finitos) Si card(z) < card(y), entonces no existe ninguna apli-
cacién inyectiva de y en z. En particular, si x < y, entonces no existe ninguna
aplicacion inyectiva de (< y) en (< z). O

Por otra parte, la teoria de conjuntos finitos desarrollable con IA( + exp como base,
admite un versidn de los axiomas de separacién, fuertemente ligada a la clase de férmulas
para las que se dispone del esquema de induccién.

Definicién 1.12 Sea ¢ € 3,41. Definimos Ly(p) como la menor coleccién de férmulas
que contiene férmulas atémicas de L, junto con ¢ y todas las formulas obtenidas a partir

de ¢ sustituyendo sus variables libres por términos, y es cerrada bajo conectivas légicas y
cuantificacién acotada. Por iltimo, definimos

Zo(Znt1) = |J Zolp)
PET 41

Teorema 1.13 I%, ;) <= IZy(Z,41) O
Este ultimo resultado nos proporciona las siguientes versiones del esquema de separacién:

Teorema 1.14 (Separacién)
(1) Para cada ¢(z) € Ay,

IAg+expFVzIyVu < z(u € y « p(u))

(2) Para cada n € w, si p(z) € £o(Tpy1), entonces

I, F Ve IyVu <z (u € y & ¢(u)) =

Una referencia general para los resultados de este seccién es [8].

I.3 Sucesiones y codificacién

Para trabajar con sucesiones en modelos de IAj, adoptaremos una codificacién de suce-
siones similar a la descrita, por ejemplo, en [33] (véase también [29]). La propiedad
fundamental que requerimos de este tratamiento de las sucesiones es que los conceptos
basicos sean definibles por férmulas Ag y, ademds, la concatenacién sea una operacién no
decreciente en sus dos componentes. A continuacién daremos algunos detalles, siguiendo
la descripcién dada en [33].

Dado un conjunto finito A denotaremos por A* al conjunto de todas las sucesiones
finitas de elementos de A, es decir, A* = U A™. En A* la concatenacién, que denotamos

new

por *, es una operacién asociativa y existe un elemento neutro: la sucesién vacia, que
denotaremos por ().
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Definicién 1.15 (n > 2). Definimos la representacién de Smullyan de = en base n como:

n {() siz=0

I = .
§g"*x(ry siz=gn+rconl<r<n
donde (r) es la sucesién cuyo tnico elemento es .

Nota 1.16 Observemos que dado m € w,

M =2 = (ag,...,05,...,45) <= m=aonF+ - +ar_1n+ax
Lema I.17 Para cada n > 2, la aplicacién ™ : w — {1,...,n}* es biyectiva. a
Esta biyeccién nos permite trasladar la estructura de {1,...,n}* a w y definir funciones

que actien sobre los elementos de w considerados como cadenas. De este modo tenemos:

|'ln:w—w,  |z|p = longitud de z"

*n w2 = w, Thpy =2 T+ = 7"

N e 2 _J ai siz=(ag,...,qa;...,ak)
O 27 = (l‘)n;z—{ 0 en otro caso

El hecho importante es que podemos dar definiciones Ag de los grafos de estas funciones,
y probar en IAg muchas de sus propiedades, en particular que son funciones totales.

Gracias a estas funciones, podemos obtener férmulas Ag que expresen los conceptos y
relaciones necesarios a la hora de trabajar con sucesiones de longitud finita arbitraria, de
tal modo que muchas de las propiedades de dichas relaciones pueden probarse en IAy. A
continuacién enunciamos algunas de estas férmulas.

Seq(z) (“z es una sucesién”)
z=0V ()30 =3.
z = {(z) (“z es la sucesi6én cuyo unico elemento es ")

= =v—1A(2)30 = 3A
< |z'|3 vA |zl =v :
v>2 { Vi < v —2((2)35i41 = (z)2;:)

z * y = z (la concatenacién de sucesiones) es la férmula z *3 y = z
lg(z) =y (“la longitud = es y”) es v(z,y,3,3)

(donde v(z,y, j, k) es una férmula Ag que expresa que el digito j aparece y veces en
la representacién de x en base k, (ver [33])).

()i =y (“y es la i-ésima componente de z”)

{ ((g(z) < iV —Seq(z)) Ay =0)V
Ju,v < z (Seq(u) A Seq(v) Az = (u * (y)) *xv) Alg(u) = 1)
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z Ce y (“z es una subsucesién inicial de ")

Seq(z) A Seq(y) A3z <y (Seq(z) Az x 2 =y)

(Z1,...,2k) =y es la férmula Ag

Seq(y) A (m1) * -+ * (zx) =y

El siguiente teorema (ver [33]) resume las propiedades de monotonia de esta codifi-
cacién que utilizaremos a lo largo de este memoria (muchas veces sin referencia explicita).

Proposiciéon 1.18 Son teorema de I1Ag:
(1) SiSeq(z) A Seq(y) A Sea(z:) A Seq(yi) A Seq(z;), (i = 1,2), entonces
(Q)zrpm=znAzrp=nAy <y 2 <z

B)z1*xy=21AZoxy=29 AT < Ty — 21 < 29
(2) Seq(z) — Vy < lg(z) ((z)y < z)
(3) Seq(z) ASeq(y) Nz CeyAz #y sz <y

Otra forma de codificacién que también utilizaremos eventualmente, es la proporciona-
da por la funcién J de Cantor:

Definicién 1.19 J(z,y) = z denotars la férmula 22 = (z + y)(z + y + 1) + 2z.

Lema 1.20 Son teoremas de 1Aq:

(1) Ve Vy 3z (J(z,y) = 2)

(2) Vz3lz < 23y < z(J(z,y) = 2)

(3) Yz ¥y (J(z,9) < (z +9)?) o
Utilizando la funcién J podemos probar el siguiente resuitado, de acuerdo con el cual a la

hora de trabajar con férmulas ¥, o II,, en IA, podemos considerar que cada bloque de
cuantificadores no acotados, estd formado por una sola variable (ver [11]).

Proposicién 1.21 Sea ¢(Z,7) € I,,. Existe 0(%,2) € II,, tal que

IAg F 37 (Z, ) ¢ 320(%, 2) O
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I.4 Validez. Principios de Reflexi6on

Consideraremos una aritmetizacién de la sintaxis de £, por medio de la cual (siguiendo las
ideas de Feferman en [6]) identificaremos las férmulas de £ con ciertos nimeros naturales
(véase [8]). De este modo a cada férmula ¢ se le asigna (se identifica con) su nimero
de Godel, "¢7. Sélo imponemos una restriccién importante a dicha aritmetizacién: debe
ser tal que algunos conceptos sintdcticos basicos puedan ser definidos mediante férmulas
Ayg, y sus propiedades bésicas probadas en IAy. En particular, para cada n € w, existen
férmulas Ag,

Formy, (z), Formp, (z), Sent(z)

que definen los conjuntos de las férmulas X, II, y cerradas, respectivamente. Esto puede
conseguirse con una aritmetizacién conveniente, tal y como se muestra en [8], Cap. V
(véase también [33]-seccién 5.6).

Nota 1.22 Via la aritmetizacién elegida, dado A, utilizaremos letras griegas ¢, ¥, p, 7, ..
para denotar a los elementos a € A que son “férmulas” (posiblemente no estindar).
Por ejemplo, que verifican % |= Formy, (a). Cuando queramos resaltar que se trata de

férmulas estdndar (“reales”) utilizaremos la notacién en términos de nimeros de Gédel,
a1

o™
Fijada una aritmetizacién en las condiciones establecidas se tiene (véase [8]):

Teorema 1.23 Para cadan > 1,
(1) Existe una férmula Satys, (z,y) € X, tal que, para cada ¢(Z) € &,

IS F () © Sats, ("¢, (Z))

(2) Existe una férmula Satn, (z,y) € II, tal que, para cada ¢(Z) € 11,

IS F o(Z) « Satm, (Te™, () .

En el caso n = 0 necesitaremos un resultado més fuerte, ya que necesitaremos una defini-
cién de validez para férmulas Ag, cuyas propiedades puedan probarse en IAj. Para ello
utilizaremos el siguiente resultado (teoremas V.5.4, V.5.5 de [8]):

Teorema 1.24 Existe una férmula Vy(z,y, 2z) € Ay tal que,
(1) Existe ¢ € w tal que, para cada o(Z) € Ay

v 2 (e Ale] > (max((£) +2)¢ = [p(&) & Vo(T¢™, (), )]
(donde |z] = (uy)(2¥ > z)).

(2) Para cada férmula ¢(Z) € Ay, existe k € w tal que

IAg & u > 2@+ _y [65(5) & Vo(Te, (Z), u)] o
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Definicién 1.25 Sea T una teoria recursivamente axiomatizable. EIl principio de Y,-
reflexion para T es la férmula, que denotaremos por Rfny, (T),

Vz (Senty, (z) A Prr(z) — Satyg, (z,()))

(donde Pry(z) es una férmula que expresa: “z es demostrable en T” y Senty, (z) expresa
que “z es una férmula ¥, cerrada”)

A partir de los resultados presentados en [33] se deduce facilmente (véase también [8]):
Teorema 1.26 Para todon € w

IS, F Ring, ,,(I%,) o

I.5 Segmentos iniciales
Definicién 1.27 Sea 2 |= P~. Diremos que I C 2 es un segmento inicial si
Yaoel, Vbed, AE=b<a=bel
Si I, ademds, es una subestructura de 2, diremos que I es una subestructura inicial de 2.

Nota 1.28 Todos los modelos considerados en esta memoria son numerables. Ademads,

todos los segmentos iniciales considerados a lo largo de este trabajo serdn subestructuras
(iniciales).

Definicién 1.29 Sea 2 |= P~. Diremos que B C 2 es una subestructura n—elemental de
2, y los notaremos B <, ¥, si para toda p(Z) € T,

VieB, BEe@@ = AEep@

Notacién 1.30 Dado un segmento inicial I de 2, si a € 2, entonces escribiremos a < I
para expresar que a € I, mientras que I < a expresard que a ¢ I. En particular, a > w
expresa que a es un elemento no estindar de 2.

Escribiremos I C® 2 para expresar que I es una subestructura inicial (propia) de 2.
Anédlogamente, escribiremos B <¢ A si B es una subestructura inicial, n—elemental de 2.
Por tltimo B <& 2, expresa que B es una subestructura n—elemental cofinal de 2 (es
decir, no acotada en ).

Los siguientes resultados destacan la utilidad de los esquemas de coleccién desde un
punto de vista semantico. Para mds detalles ver (8] o [11].

Proposicién 1.31 Sean ¥, B |= P~. Se verifica:
(DACEB = A<EB

(2) A< B, BEID, = Ak BT,
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(B A< B, BEIZ, = AEBZ.. 0O
Proposicién 1.32 Sea 2, B =P~ tales que % <§ B. Se verifica:

(1) A<{B A

2)AE=BE, = A<, B m;

La siguiente definicién introduce los principales ejemplos de subestructuras n—elementales
que consideraremos.

Definicién 1.33 Sean A =P ,newy X C ¥,
(1) Ka(2A,X) = {beA: b definible en A por una férmula £,, con pardmetros en X}.
(2) Zn(2, X) es el segmento inicial determinado por K, (2, X) en 2, es decir,
Zo(A,X) = {be: Existec€ K,(%,X), b<c}

(8) Si X es vacio escribiremos K, () e I, ().

Las propiedades bésicas de estas estructuras quedan resumidas en los siguientes dos teo-
remas.

Teorema 1.34 (Splitting en fragmentos)
Sea A |= IZ, no estdndar. Para todo X C 9, se verifica:
(1) Knt1(A, X) EIZ,.

(2) Kny1(,X) <61 Tny1 (A, X) <€Ay Kng1(A, X) <pqr 2.
(8) Si Kny1(2, X) no es cofinal en 2, entonces I, 41(2, X) = BEpi1. O

Teorema 1.35 Sean A =1, y X C ¥, finito, tales que K, 1(, X) # w. Entonces
(1) Kn+1(2, X) no es cofinal en 2.

(2) Knt1(, X) = BZpy1.
(3) In+1(m,X) bé IETL+1- O

I.6 Saturacién. Conjuntos de Scott

En esta seccién resumimos algunos de los resultados basicos sobre saturacién recursiva
que utilizaremos en el capitulo V. Para mas detalles sobre estos resultados véase [11].

Definicién 1.36 Sea 2 |=IA,. Diremos que X C w estd codificado en %, si existe a € U,
no estandar tal que

VEcw, keX & (a)x #0

La clase de los conjuntos codificados de 2 se denomina el sistema estdndar de %, y se
denota por SSy().
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Definicion 1.37 Sea S C P(w). Diremos que S es un conjunto de Scott si satisface las
siguientes condiciones:

(1) SiA,B €S, entonces ANB,AUB,w—A€S
(2) Si A€ S y B Cw es Turing reducible a A, entonces B € S

(8) SiT € S es un drbol binario infinito (adecuadamente codificado como un conjunto
de nimeros naturales), entonces existe una rama infinita R de T tal que R € S.

Teorema 1.38 Si U |=IAq, entonces SSy(A) es un conjunto de Scott. a

Definicién 1.39 Sea 2 = IAqg. Un tipo sobre 2 es un conjunto de férmulas p(z, ) (con
pardmetros @ € ) finitamente consistente con el diagrama elemental de 24 (ED(2)).

SiT es una clase de formulas (X, o I, por ejemplo) y a € 9, el ['-tipo realizado por
2 es el conjunto

tpra(a) = {p(z) € T': A= p(a)}

Definicidn 1.40 Sea 2 = 1Aq y p(z,a) un tipo sobre . Diremos que p(z,a) esta codi-
ficado en 2, y escribiremos p(z,ad) € SSy(X), si

"0(z,@)" = {"p(z,9)": o(z,d) € p(z,d)} € SSy()

Diremos que % es recursivamente saturado si realiza todo tipo sobre 2 recursivo, es decir,
si para todo tipo sobre %, p(z, @), tal que "p(z,&)” es recursivo, existe b € 2 tal que

Vo(z,d) € p(z,d@), A p(b,a)

Si § es un conjunto de Scott, diremos que 2 es S—saturado si para cada tipo (maximal)
sobre A, p(z,d), se tiene ' :

p(z,d)" €S <= U realiza p(z,a)

La saturacién recursiva proporciona una valiosa informacién sobre inmersiones entre mod-
elos de fragmentos de la Aritmética:

Teorema 1.41 Sea A |= IAy. Son equivalentes:
(1) A es recursivamente saturado.

(2) A es SSy(A)-saturado. o

Teorema I1.42 (Friedman)

Sean A = BE, 11, no estandar, numerable y recursivamente saturado, y 8 = 1%, + exp,
no estdndar y numerable. Sean a € A y b,c € B. Son equivalentes:

(1) Existe una inmersion n—elemental, H : % <, B, tal que H(a) = b y c ¢ H(8)
(2) SSy(A) = SSy(B) y, para cada (Z,y) € II,,

A I7p(F,a) = BE3IZ<cp(Zb) =
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1.7 Esquemas sin parametros

En {12] y [14] se introducen varias teorias obtenidas a partir de los esquemas de induccién,
minimizacién y coleccién restringiéndolos a férmulas con una sola variable libre. Antes de
pasar a definirlos de manera, precisa introducimos un poco de notacién:

Notacién 1.43 Dada una clase de férmulas I" y una férmula ¢, escribiremos

oz, ,zn) €ETT

para indicar que ¢ € I' y que las unicas variables libres de ¢ son zy,...,Zp.

Definicién 1.44 Dada una clase de férmulas ', las teorias de induccidn y minimizacién
para férmulas sin pardmetros son:

e II" =P~ +{I,z: p(z) e}

e LI =P~ +{L,,: ¢(z) e}

Definicién 1.45 (Coleccién sin pardmetros).

Para cada férmula ¢(z,y), B; ., es la férmula:

Vz Iy p(z,y) = VzIuVz < 23y < up(z,y)
SiT es una clase de férmulas, la teoria de coleccién sin pardmetros para I' es
BI™ =1A0+{B,,,: ¥(z,y) €T}

Las relaciones entre estos fragmentos son distintas de las que se tienen entre los fragmentos
con pardmetros y que enunciamos en I.4. En concreto, en [14] se prueban las siguientes:

Teorema 1.46 Para todo n € w,
(1) BZo = BX = 1%,
(2) M, = I8, < L, k= I, < LI,
@) I = I, = I,
HII; = 1A &= 1A, <= LA,
(5) Sin>1, I ., 5= I, 0

El esquema. de coleccién fuerte no presenta gran interés en su versién sin pardmetros,
ya que se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.47 Para todon € w, SII; <= SII,
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Demostracién:
Bastara probar que SII,; == SII,,. Lo haremos por induccién en n.

n =10: Sean A = SII, ¢(z,y,2) € II5, y a,b € A. Debemos probar que

A J2Vr < a[Fye(z,y,b) = Jy < zp(z,y,b)]
Sea 9(z,y) € Iy la férmula

dz1, 20 < z [z = (z1,22) A p(Z1,Y, T2)]
Sea ¢ = {(a,b). Entonces, puesto que 2 = SIIj, existe d € 2 tal que
Vz < c[By¢(z,y) = Iy < dy(z,y)]
Teniendo en cuenta que A k= Vz; < aVzy < b({z1,72) < ¢) podemos concluir
AE=Vz <alBye(z,y,b) = 3y <dop(z,y,d)]

lo que termina la prueba del lema.

n — n + 1: Se razona como en el caso anterior utilizando que, por hipétesis de induccién,

SII;,, = SII; = SII, = B%, o

I.8 Férmulas A,y

A continuacién pasamos a describir los fragmentos obtenidos al considerar los esquemas
de induccién y minimizacién para férmulas A, ;. Segun el tratamiento que decidamos
dar a los pardmetros en las formulas A, y; consideradas obtendremos varios esquemas de
axiomas. En primer lugar consideramos las teorias de induccién (y minimizacién) para
formulas A, 41t

IApt1 =P7 +{Vz (p(z,0) ¢ ¥(2,7)) = Loz(V) 1 ¢ € Bnyr, ¥ € oy}

LA, +1 se define de manera similar. Las relaciones bésicas entre estos esquemas son (véase

[8]):

Teorema 1.48

(1) LA = IAn 4

(2) LApy1 <= BEn1 o
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En la lista de problemas abiertos sobre fragmentos de la aritmética que se ofrece en [4],
la implicacién 1A, = LA, aparece como el problema nimero 34, y se le acredita a
J. Paris. Hasta donde sabemos dicho problema permanece sin resolver. A lo largo de este
trabajo nos referiremos a la equivalencia

LAy = IApu

como la conjetura de Friedman-Paris.

Si consideramos sélo férmulas sin pardmetros, obtenemos las teorfas de induccién y
minimizacién sin pardmetros para férmulas Ay 1:

A, = P7 +{Vz (p(z) & 9(z)) 2 Ips: o(z) € By, Y(z) €}

y LA, que se define de manera similar. Por tltimo, podemos obtener un tercer tipo de
esquemas, que denominamos “uniformes”, del siguiente modo:

UlAny1 =P~ + {ViVz (¢(z,9) © ¢(z,7)) = L,2(7) : olz,¥) € B, ¥(z,9) € I}

El correspondiente esquema para minimizacién, ULA, 41, se define de manera similar.
Los esquemas uniformes fueron introducimos por Kaye en [12], donde se prueba que:

Teorema .49 BY., |, <= ULA,; = LA, o

Teniendo en cuenta los resultados de [14] probamos que:

Proposicién 1.50 (n > 0)
(U, = LA, = IA;,
(@) 157, + IS,
(3) UlAny B 1AL,
(4) LAL,, == UlAn,

Demostracién:

(1) Trivial, teniendo en cuenta que, por 1.46-(2), Il , <= LY, ..
(2) Basta tener en cuenta (1) y 1.46—(5).

(3) Se deduce de (2), puesto que UIAny; = IS, +IA,.

(4) Bastar observar que , por (2), LA;,, == IZ,, pero UlAy;; = IT,. o

Podemos resumir los resultados acerca de los tres tipos de esquemas considerados en
el siguiente cuadro:
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Teorema 1.51 Para cadan > 1

LAy = 1A,

i 1
BY,,, < ULA,;; = UlA,
T fr i

BYni1 <= LApy = IAn

Y ademds,
'LA;_’_I 275 UIAn+1 y IA;_!_I ﬁb ULAn+1

Nota I.52 En el caso n = 0, la situacién es idéntica salvo por el problema abierto

JUIA = IAT?

Como podemos ver en el teorema, existen (hasta donde nosotros conocemos) tres
problemas abiertos, correspondiendo cada uno de ellos a una versién de la conjetura de
Friedman-Paris:

(1) Conjetura de Friedman-Paris:

LAnyn &= 1Apn

(2) Conjetura de Friedman-Paris uniforme:

ULAn_H — UIAn+1

(8) Conjetura de Friedman—Paris sin pardmetros:

LA, <& 1A,



Capitulo 1II
Induccién y Minimizacién A, ;(T)

En este capitulo, fijada una teoria, T, de lenguaje £, introducimos, para cada n € w, la
clase de férmulas A, 1(T) y estudiamos las relaciones entre las teorias que obtenemos
al considerar los esquemas de induccién y minimizacién restringidos a estas colecciones
de férmulas. Estamos especialmente interesados en obtener condiciones para T, bajo las
cuales podamos garantizar la equivalencia de las teorias que proporcionan los esquemas
de induccién y de minimizacidn, es decir, la resolucién de la conjetura de Friedman-Paris
relativizada a dicha teoria.

II.1 Las teorfas IA,1(T), LAy+1(T) y B*Au41(T)

Definicién II.1 Sea T una teoria. Para cada n € w definimos los siguientes conjuntos
de férmulas de L:

(1) An41(T) = {¢ € Lpy1 : existe p € Mpyy, TE @ ¢ ¢}
(2) A%,y (T) = {p € Inpy : existe € Sy, T F @ ¢ )

Al considerar los esquemas de induccién y minimizacién para estas clases de férmulas
obtenemos las teorias:

A (T) =P~ +{I,: 9 € A1 (T)}
IA, (T) =P +{I,: p€ A} (T}
LA 1(T) =P~ +{Ly,: p € Apyi(T)}
LAL (T) =P~ +{Ly: p€A;,(T)}

A partir de la definicién resulta obvio el siguiente resultado:

Proposicién 11.2 IS, = IA,1(T) = IS, O

Teniendo en cuenta que si ¢ € Xpy1 y ¢ € II,41, entonces ¢ « 9 € I, 2, obtenemos:

17
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Proposicién II.3 Sean T y T’ teorias tales que Thy, ,,(T) = Thn,,,(T'). Entonces
(1) IAn11(T) =  TAp(T)
(2) 1A, 1(T) = IA;,(T)
(8) LAL1(T) <= LA;,(T)
(4) LApa(T) <= LAny(T') :

Utilizando que la negacién de una férmula Ap, 1 (T) es equivalente (en T) a una férmula
A} 1 (T) obtenemos:

Proposicién 11.4
(1) LAL(T) = IA% (T

(2) LA, (T) = 1An4i(T) o
Proposicién 11.5 Para cadan € w,
IA+1(T) <= IA;(T).

Demostracién:

(=) Sean ¢(z) € Zn41 y ¥(z) € Moy tales que T F o(z) ¢ ¥(z) ¥y A = IAp 4 (T).

Debemos probar que 2 |= I,. Supongamos que A |= 9(0) AVz (3%(z) — ¥(x+1)), y existe

a € 2 tal que ™A = —p(a). Sea O(z,w) € T,41 la formula
w<zVIuw(z+u=wA-Yu))

Entonces, % = 6(0,a) y A = 0(z,a) — 6(z + 1,a). Ademds, 6(z,w) es equivalente en T a
w<zVVYu < w(z+u=w-— -pu)).

Esta férmula es IT,,11, luego 6(z, w) € A,1(T). Por tanto, 2 = Is.(a) y, en consecuencia,
2 | V20(2,a). En particular, A |= 6(a,a). Por tanto, 2 = —/(0), contradiccién.

(<=) La prueba es similar. Q

La siguiente teorfa resultard util a la hora de estudiar las relaciones entre 1A, ;(T) y
LA,—L+1 (T)

Definicién I1.6 Sea T una teoria. Para cadan € w, B*A,;1(T) es la teorfa:
B*Ap41(T) =140 + {Bgo,z,y 1 @ €1ln, ye(z,y) € Ana(T)}
Naturalmente, como en el caso de los esquemas de induccién y minimizacién para

formulas A, ;1(T), para cada T, la teoria resultante estd determinada por las Il o-
consecuencias de T:
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Proposicién I1.7 Sean T y T' tales que Thy, ,(T) = Thn, ,(T'). Entonces
B*An1(T) < B*A(T) o
A partir de la definicién se deduce que, para cada n > 1, B*A,41(T) = BZ,. Sin
embargo, se verifica algo més:
Proposicién I1.8 Para todon € w, BX,;; = B*A,1(T) = IX,.

Demostracién:

La implicacién BX, 1 = B*Ap,4+1(T) resulta evidente a partir de las definiciones. Para
probar la otra razonaremos por induccién en n € w.

Para n = 0 el resultado es trivial.

Supongamos el resultado cierto para n, es decir, B*A,;1(T) = IZ,.
Sean A = B*Ap42(T) y p(z) € Tpeq tales que

A= 9(0) AVz (p(z) = @z +1)).

Podemos suponer que ¢(z) es 3y o(z,y), donde @o(z,y) € II,. Sea O(z,y) € 4y la
féormula

wo(z,y) V [~Fy po(z,y) Ay =0
Entonces T - Vz Jy 6(z,y) y, por tanto,

TF3Iyb(z,y) o> z==x

En consecuencia, 3y 0(z,y) € Api2(T).

Sea a € 2. Probaremos que 2 = ¢(a). Puesto que 3y0(z,y) € Api2o(T) vy A |
B*An42(T), existe b € A tal que

A=Vr <a3yb(z,y) = Vz < aJy < bl(z,y).

Sea §(z,u,v) la férmula

u<zV3y<vpo(z,y)
Es facil ver que 6(z,u,v) € lI,(BX,) (para n =0, §(z,u,v) € Ag) y ademéds
2 = 6(0,a,b) AVz[§(z,a,b) = §(z + 1,a,b)]

Puesto que por hipétesis de induccién A |= IX,, A = Vz d(z,a,b). De este modo A |=
6(a,a,b) y, en consecuencia, A |= 3y < byg(a,y), luego A = p(a). O
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I1.2 Teorias con coleccién A, ;1

En esta seccién presentaremos condiciones bajo las cuales es posible garantizar la equiva-
lencia de las teorfas IA,+1(T) y LA,4+1(T). La siguiente definicién recoge los conceptos
centrales de este capitulo.

Definicién I1.9 Dada una teoria T diremos que:
(1) T tiene coleccién Ay si T es una extension de B*A,,11(T).
(2) T tiene induccién Ap4; si T es una extensién de IA, 1(T).
(3) T tiene minimizacién A4 si T es una extensién de LA, ,1(T)
(4) T es Apyi1—cerrada si Ap41(T) es cerrada en T bajo cuantificacién acotada.

Nuestro interés en la teoria B*A,41(T) radica en que si T tiene coleccién Ap4;,
entonces Ap41(T) y A;,1(T) son cerradas en T bajo cuantificacién acotada, condicién
que resulta esencial a la hora de establecer la equivalencia

IAn+1(T) — LAn+1 (T)

En concreto, se tienen los siguientes resultados:

Lema II1.10 La siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Ap+1(T) es cerrada en T bajo cuantificacién acotada.

(2) A}, (T) es cerrada en T bajo cuantificacién acotada.

Demostracidon:

(1)==(2) Sean ¢(z) € Z41 y ¥(z) € Il 41, tales que T + p(z) «> ¥(z). Entonces, para
cada término t(y), existe 0(y) € A,4+1(T) tal que

T+ Vz < t(y) (z) + 0(y)

Por tanto, T + 3z < t(y) ¥(z) < ~0(y) ¥, en consecuencia, 3z < t(y) ¥(z) € A}, (T).
Anélogamente, probamos que existe 8'(y) € A} (T) tal que

T+ Vz < t(y) ¥(z) © 0'(y)

(2)==(1) La prueba es similar. m]

Proposicién 11.11 Si T es A, 1—cerrada, entonces

IAn_{_l (T) — LAn+1(T)
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Demostracion:
Por 11.4 y I1.5, bastard probar que

IA7 11(T) = LAz 11(T)

Sean ™A = IAY (T) y o(z) € Apt1(T). Supongamos, por reduccién al absurdo, que
A = 3z (), pero
2 3 (p(a) A Vy < 2 ~0(y))

Sea 0(z) € 141 la férmula Yy < 2z —p(y). Puesto que Ap4+1(T) es cerrada bajo cuantifi-
cacién acotada, por IL.10, 6(z) € A}, (T). Por otra parte,

A= 0(0) AVz(0(2) — 6(z+ 1))

luego A = Vz60(z). En consecuencia, 2 = Yz —p(z), lo cual estd en contradiccién con
A = 3z p(z). a

Nota I1.12 La proposicién I1.11 muestra la utilidad del cierre de Ap11(T) (y A;,;(T))
bajo cuantificacion acotada, para garantizar la equivalencia entre IA, ;1 (T) y LA, 4+1(T).
Este hecho ya ha sido sefialado en relacién con la conjetura de Friedman-Paris (véase [32]).
En concreto, en [32] se prueba que son equivalentes:

(1) IA,1 < LApn

(2) Para cada 2 |= IA, 41 la clase de las férmulas A, ;1 en 2 (con pardmetros) es cerrada
bajo cuantificacién acotada.

En nuestro caso probaremos que, cuando T tiene induccién A, ;, tener coleccién Ap4;
es equivalente a que T sea A,ij—cerrada (véase 11.21).

Por otra parte, observemos que II.11, junto con I1.4 y IL.5, prueba que si T es A,4+1—
cerrada, entonces

LAL(T) = IAp(T) <= IAL(T) <= LA (T)

A continuacidén, estudiaremos condiciones bajo las cuales se tiene la equivalencia entre
estos cuatro esquemas.

Proposicién I1.13 Sea ¢(z,y) € II, tal que 3y p(z,y) € An4+1(T). Entonces
(1) Existe 6(z) € Xp41 tal que:
(a) BE, F0(2) +» FuVz < 23y < uplz,y)
(b) B*Ap41(T) F 0(2) & Vz < 23y p(z,y)

(c) Si T tiene coleccion Apy1, entonces 6(z) € Apy1(T).

(2) Si T tiene colecciéon Apt1, entonces 3z < z Iy p(z,y) € Apt1(T).
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Demostracion:
Sea i(z,y) € 2, tal que

(x)  TFEVyd(z,y) < ye(e,y)
(1) Puesto 3y p(z,y) € Ap41(T)
B*An41(T) F JuVz < 23y S up(z,y) « Vz < 23y o(z,y)
Consideremos los siguientes casos:
e Sin =0, sea 6(z) la férmula ¥, JuVz < 23y < up(z,y)
e Sin >0, tomamos como #(z) una férmula X, tal que
BE, F6(2) « JuVz < z3y <up(z,y)

(dicha férmula existe gracias a las propiedades sobre cuantificacién acotada que
tenemos en BY,,, por 1.2).

Asi, por la eleccién de 6(z) obtenemos (a) y (b), ya que (para n > 0) B*A,11(T) =
BX,. Ahora, usando (%), T + Vz < 2zVyo(z,y) & Vz < 2z3yep(z,y) y, puesto que
T tiene coleccién Apnyi, por (b), obtenemos que T F 6(z) +» Vz < zVyy(z,y), luego
0(z) € Ap41(T), ya que Vz < 2Vy ¢(z,y) € M1

(2) Sea 0'(z) € Ip4q tal que BE, F Vudz < 2Vy < uy(z,y) < 6'(2) (paran = 0
tomamos como #'(z) la férmula Vu 3z < 2Vy < u(z,y)). Puesto que T tiene coleccién
An+1, las siguientes equivalencias pueden probarse en T, razonando como en (1):

Jr < z3ye(z,y) © 3z < 2Vyd(z,y) [()]
& Vudr<z2Vy <up(z,y) [T = B*Any1(T)]
< 0(2) [T = B%,]
Lo que termina la prueba del teorema. a

De manera similar se prueba el siguiente resultado.

Proposicién II.14 Sea 9(z,y) € X, tal que Vyy(z,y) € A} ,(T). Entonces
(1) Existe 0(z) € IIp4, tal que:
(a) BE, F0(2) & Yudz < 2Vy < u(z,y)
(b) B*Ap41(T) F 8(2) + 3z < zVy¢(z,y)
(c) Si T tiene coleccién Any1, entonces 6(z) € Ay, (T).

(2) SI T tiene coleccién Ay, entonces Vz < zVyi(z,y) € A; 1 (T). o

Nota I1.15 Observemos que en IL.13 y II1.14, para n = 0, en el apartado (a) no es
necesario BYy, dado que se toma como 6(z) la propia férmula que afirmamos que es
equivalente a 0(z).



Capitulo II. Induccién y Minimizacién A,;(T) 23

Como consecuencia de I1.13 obtenemos:

Teorema I1.16 Si T tiene coleccion A1, entonces T es Apyq—cerrada. O

Teniendo en cuenta II.11 y II.16, si T tiene coleccién Ap41, entonces IA,;(T) <=
LA,+1(T). Sin embargo, puesto que en realidad probaremos algo mas que esto, intro-
duciremos previamente algunas definiciones acerca de las relaciones que pueden tenerse
entre los esquemas que estamos considerando para férmulas A, 1(T). Estas definiciones
reflejan el grado de analogia entre el diagrama de relaciones para dichas teorias y el dia-
grama de Paris-Kirby para los fragmentos clasicos (ver L.4).

Definicién I1.17 Sea T una teoria y n € w. Diremos que:
(1) T es débilmente PK-Ap 41 si

B*An—H(T)

fr
IAn+1(T) — LAn+1(T)

(2) T es PK-Ap4q si
B*Ap11(T)

t
IAn11(T) < LA (T)

Teorema I1.18 Para cada teoria T, extensién de I%,,,
LAn+1(T) == B*An+1(T)

Demostracién:
Basta adaptar la prueba de LA, ; = BX,;; que aparece en [8].
Sea ¢(z,y) € II, tal que 3y o(z,y) € Apt1(T) y sea ¥(x,y) € =, tal que

T+ 3y p(z,y) & Vyo(z,y).

Consideremos las siguientes férmulas:

z<wA
91(:1),1,0) = Ju { (,0(1',’11‘) AVy < Uﬂ@(m,y) A
(VZ)GISZS‘IU By S u<p(z,y))

zlw /\Vy'tﬁ(x,y) A
Vulp(z, u) = (V2)o<o<w Iy < up(z,y)]

b2(z,w) = {

Para n = 0 es facil ver que §; € 1 y 6, € I1;. Paran > 0, se tiene que 1 € ¥,,;1(BXL,)
y 02 € II41(BX,). Por tanto, dado que T es una extensién de IX,, §; € T,41(T) y
02 € I, 11(T). Ademés, se verifica que:
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Aserto I1.18.1 T + 0;(z,w) < 02(z, w)

Prueba del Aserto:

La implicacién 0;(z,w) — 62(z,w) es trivial. Para el reciproco, sean B = T y
b,a € B tales que B |= 02(b,a). Entonces B = Yy (b, y) luego, por la eleccién de 1,
B & Jy (b, y). Dado que T es una extensién de IX,, existe ¢ € B, ¢ = (py)(p(b,y)).
Por tanto,

B = (b,c) AVy < c~p(d,y)
¥, puesto que B |= Yu [p(b,u) = (V2)s<.<a Iy < u(z,y)] obtenemos
B (V2)i<z<a Iy < co(2,9))

y, en consecuencia, B = 01(b, a). Lo que completa la prueba del aserto. (]

Sean A = LA,+1(T), a € A tales que A = Vz < aJyp(z,y). Puesto que A |=
Vz < a3yp(z,y), entonces A = 61(a,a). Esto prueba que A = 3z 6;(z,a) luego, al ser
A = LAp+1(T) y 61 € Apt+1(T) (por el aserto), existe b € A tal que b = (uz)(61(z,a)).
Entonces 2 = Ju (b, u), y asi, usando que LA, 4+1(T) = I, existe ¢ € A verificando
¢ = (pu)(p(b,u)). Se verifica entonces

(¢) ™AEVr<ady<cplz,y)

lo que prueba el teorema, pues tendriamos A = B*A,11(T). Para terminar probemos
que se verifica (s).

De la definicién de ¢ y % |= 6 (b, a), obtenemos

A ’:: (Vz)bgzga Jy < C‘P(x)y)

Supongamos que %A = 3z < bVy < c¢—p(z,y). Entonces usando de nuevo que LA, 1(T)
es una extensién de I, existiria b’ = (pz)[z < bA(Vz)z< <o Ju < c(z,u)], pero entonces
b <by A= 6,(Y,a), en contradiccién con la definicién de b. 0

Corolario I1.19 Sea T una teoria tal que:
(i) T es Apyi—cerrada.
(il) T = 1%,

Entonces T es débilmente PK-4\,, 1.

Demostracién:
Puesto que T = I%,,, el resultado se deduce de 11.18 y I1.11. O

Teorema I1.20 Si T tiene coleccién A,+1, entonces
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(1) T es débilmente PK-Ap 1.

(2) 1A, 1(T) = IALL(T) <<= LAL(T) < LA;,(T)

Demostracion:

(1) Sea T una teoria con coleccién Ap41. Puesto que B*A, 11(T) = IZ,, T es una ex-

tension de I¥,. Ademds, por I1.16, T es A, ;—cerrada, luego el resultado es consecuencia
de 11.19.

(2) Puesto que T tiene coleccién Apyy, por I1.16, A,4;(T) es cerrada en T bajo cuantifi-
cacién acotada, luego por I1.11, I1.4 y IL.5,

LAL(T) = TAnn(T) < IALL4(T) <= LA(T)
En consecuencia sélo debemos probar:
IAnia(T) = LAL(T)

Sean &% | IAn41(T) y ¥(z) € Aj,1(T). Supongamos, por reduccién al absurdo, que
A = 3z ¢(z), pero
A 3z () Ay < z-p(y))

Podemos suponer, ademds, que 1(z) es Vy ¥o(z,y) con ¢o(z,y) € T,. Entonces Iy (z,y) €
Api1(T), luego, por I1.13, existe 8(z) € A,41(T) tal que

B*An11(T) F 6(2) « Vz < 2 Jy—ho(z,y)
Puesto que & = IA,41(T), por (1), A E B*A,4+1(T). Luego
A= 0(2) © Vz < z3y—tho(z,y)
Ses 11(2) es la férmula Vz < 23y —~po(z, y), entonces A k= Iy, . Por otra parte,
A= 1(0) AVz (Y1(2) = ¢1(2 +1))

¥, por tanto, & |= Vz11(z). En consecuencia, 2 = Vz —1)(z), en contradiccién con A =
dz(z). O

Proposicién I1.21 Si T tiene induccién A, ,, entonces son equivalentes:
(1) T es A, yq~cerrada.

(2) T tiene coleccién Apyq-

Demostracion:
(2)==(1) Esto es el corolario II.16.

(1)=>(2) Puesto que T tiene induccién A4y, T = IS, luego por (1) y IL.19, T es
débilmente PK-A, ;. En particular,

IAn+1 (T) = B*An+1 (T)
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¥y, por tanto, T tiene coleccién A, 4. a

A continuacién estudiaremos las relaciones entre tener coleccién, induccién o mini-
mizacién. Comenzaremos con el siguiente resultado:

Proposicién I1.22 Si T tiene coleccién A, 1, entonces T tiene induccién Apy.

Demostracidn:
Supuesto que T tiene coleccién A, ;, debemos probar que T => IA,,1(T).
Sean A =T y ¢(z) € An+1(T) tal que

A= ©(0) AVz (p(z) = ol +1)).

Podemos suponer que ¢(z) es Iy po(z,y), donde po(z,y) € I, y que existe 1o(z,y) € X,
tal que T F ¢(z) & Yyio(z,y). Sea 0(z,y) € II,, la férmula

wo(z,y) V ~o(z,y)

Entonces, T I Vz Jy8(z,y) y, en consecuencia, Iy 8(z,y) € An41(T). A partir de aqui la
prueba continda como en II.8. a

Corolario I1.23 Son equivalentes:
(1) T tiene coleccién Ay 1.

(2) T tiene induccién Ay y es Apqq—cerrada.

Demostracion:
Es consecuencia de I1.22 y 11.21. O

Proposicién I1.24 Son equivalentes:
(1) T tiene coleccién Ay yy.

(2) T tiene minimizacién Ay,4.

Demostracion:

(1)=(2) Si T tiene coleccién Ap4; entonces, por I11.22 tiene induccién A4, es decir,
T = IA,4+1(T), luego, teniendo en cuenta I1.20, T tiene minimizacién A, ;.

(2)=(1) Si T tiene minimizacién Ap41, entonces T es una extensién de IZ, luego por
I1.18, LA, +1(T) = B*A,41(T) y, en consecuencia, T tiene coleccién Apyg. |

Como es facil ver, toda extensién de BX,,; tiene coleccién A, 41 y toda extensién de
I3, +1 tiene induccién (y minimizacién) Ap41, sin embargo, éstas no son las inicas posibi-
lidades, ya que el hecho de que una teoria tenga coleccién (induccién o minimizacién) Ap4q
depende, esencialmente, de sus I, s-consecuencias. Esto es lo que prueba el siguiente
resultado
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Teorema I1.25
(1) Si T tiene induccién A4y, entonces

Thﬂn+2 (T) = IATH—I(T)

(2) T tiene induccién Apyy siy sélo si Thy,,,(T) tiene induccién Ay .
(3) Si T tiene coleccién A1, entonces

Thy,,,(T) = B*Ap41(T)

(4) T tiene coleccién Anyy siy sélo si Thy, ,,(T) tiene coleccién A,y .
(5) Si T tiene minimizacién A1, entonces

Thy,,(T) = LA(T)

(6) T tiene minimizacién A,y siy sélo si Thy, ,,(T) tiene minimizacién Ap;.

Demostracidn:
Dado que (2) es consecuencia de (1) y (4) es consecuencia de (3), solo debemos probar

(1) y (3).
(1) Dadas dos férmulas ¢(z) y ¥(z), denotaremos por pr,w la férmula:
$(0) AVz (p(z) = ¢(z + 1)) = Vzip(z)
Entonces:
(a) Sip(z) € Zpt1 y ¥(z) € 41, entonces I, € nyoa.
(b) Si una teoria Ty es tal que To - ¢(z) <> 9(z), entonces T - I, <> L, .

Sean ahora ¢(z) € Lpq1 y ¥(z) € Iy tales que T F o(z) < ¥(z). Entonces, puesto
que T tiene induccién A, 41,

TFI, y TI—L,,(—)I{NIJ.
Por tanto, T +1I[ , y como pryw Y ¢ + ¢ son férmulas IT, 2 resulta
Tth+2 (T) + (p(.’l:) Ang 1/’(‘”) y Tth+2 (T) F I:p,w
luego, por (b), Thy, ,(T) F I,.
(3) Sean 3y (2, y) € Ans1(T), donde ¢(x,) € Iy, y 1(z) € Ty tales que
T+ Iy o(z,y) + ¢(z)

Sea B, , la férmula
Ve < z¢p(z) = FoVz < 23y <vp(z,y)
Entonces T - B, <+ By, ,. Sin =0, la férmula B, es IIp, y paran > 1 se trata de una
férmula I1,,19(BX,).
Ahora bien, si n > 1 entonces B*Ap,41(T) = BL,, y, por tanto, T = BX,,. Puesto

que B, es axiomatizable por férmulas I, 12, obtenemos que, paran > 1, Thy,,,(T) =
B3,. De este modo, para cualquier n € w obtenemos:
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() Th,,,(T) F Iy p(z,y) < ¥(z)
(=) Thu,,(T) - B, , <+ B,
=) Thy,, ., (T) + B:o,w
¥, en consecuencia, Thy, ,(T) F B,,.
(5) se sigue de (6) y IL3.

(6) es consecuencia de 11.24 y (4).
O

Usando I1.25 podemos completar las relaciones entre IA,+1(T) y B*Apny1(T) por una
parte, e I¥, 1, y B, por otra.

Proposicién 11.26 Si T es una teoria consistente con I¥,.+1, entonces
(1) IAn-{-l(T) +B*An+1(T) 3&} BE?H-I
(2) IZni1 = TAR41(T) + B* Ay (T)

Demostracién:

(1) Sea A |= T+ 1,11 no estdndar y a € A, a > w. Entonces Kp41(%, a) <p+1 A,y por
tanto, Kn41(%, a) = Thy,,,(T+1IE,41). Dado que T+1IX,,; tiene coleccién e induccién
Ap+1, Thr, (T +IX,4,) también, luego '

’Cn+1 (Q[a a’) ’= IAn+1(Tth+2 (T + IEn+1)) + B*An+1(Tth+2 (T + Izn+l))

En particular, Knt1(%,a) = IA,11(T) + B*Ap11(T) ¥, por otra parte, Kty (%, a) 2
BX,41, lo que prueba (1).

(2) es consecuencia de (1) ya que IX,,; = BZ,,,. a

A continuacién aplicaremos los resultados anteriores al caso T = IY,,.

Proposicién I1.27
(1) IX, tiene coleccién Ay

(2) I, == TAn 41 (IE,) <= LA, 1 (ID,) <= B*Ap 1 (IZ,)
(3) I, < IAn+1(BZn+1) = LAn+1(B2n+1) — B*An+1(BEn+1)

Demostracién:

(1) Dado que B, tiene coleccién A, y, por el teorema de conservacién de Friedman-
Paris, 1.7,

Tth+2 (B2n+1) = Thﬂn+2 (Izn)
usando I1.25-(4), IX, tiene coleccién A, 1, lo que prueba (1).
(2) Puesto que IX, tiene coleccién Anyy, por I1.20, es débilmente PK-A, 1, luego

IS, = IAn1(I5,) <= LAng1(IS,) = B*Apt1(IZ0)
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Ademds, por IL8, B*A,4+1(IX,) = IX,, luego
I3, <= IA11(I5,) < LA, 1 (IZ,) <= B*Ap11(IZ,)
(8) Por el teorema de conservacién de Friedman-Paris y 11.3, de (2) se deduce que

I3, < IAn+1(BEn+1) = LAn+1(B2n+1) = B*An+1(B2n+1) (]

Corolario I1.28 Sea T tal que Thy, ,(T) C Thy,,(BX,+1). Se verifica:

n+42

I3, <= IA,+1(T) <= LA, 1(T) < B*A,41(T) a

Nota I1.29 De acuerdo con II.20, toda teoria con coleccién A,; es débilmente PK-
Apy1. Para completar las relaciones entre estos conceptos podemos plantear las siguientes
cuestiones:

(1) Si T tiene coleccién A,y, entonces jes T PK-Api1?
(2) Si T tiene induccién A1, entonces jes T PK-A,;?
(8) Si T es (débilmente) PK-Ap;, entonces jtiene T coleccién Ay ?

(4) Si T es (débilmente) PK-Ap1, entonces jtiene T induccién Apyq?

Como consecuencia del teorema II.27, las cuestiones (1) y (2) tienen una respuesta
negativa, ya que I¥, tiene induccién y coleccién A, pero no es PK-A, ;. Ademis,
tomando T = P~, por I1.28 obtenemos una teorfa débilmente PK-A,4; que no tiene
coleccién ni induccién Apyy, ya que P~ == IZ,. En consecuencia, la respuesta a las
cuestiones (3) y (4) es, en general, negativa. No obstante, podemos replantearnos estas
cuestiones para extensiones de I%,;, de este modo tenemos:

Sea T una extensién de I,
e Si T es (débilmente) PK-Ap41, entonces jtiene T coleccién A, 1?7
e Si T es (débilmente) PK-Ap;, entonces jtiene T induccién Api1?

Puesto que toda teoria con coleccién Ap4q tiene induccién Ay 41, y toda teoria débilmente
PK-Apn41 que tenga induccién Ap4g, tiene coleccién A, 41, ambas cuestiones son equiva-
lentes, es decir, la respuesta habra de ser positiva o negativa, para ambas simult4neamente.

Nota II.30 La aproximacién a induccién A,1;(T), y especialmente a coleccién A, 41(T),
presentada en este capitulo, guarda una cierta relacién con el principio de induccién (o
coleccién) visto como una regla de inferencia. En este sentido pueden consultarse los
trabajos de Beklemishev ([1] y sobre todo [2]), en donde por medio de técnicas de Teoria
de la Demostracién, se obtienen algunos resultados similares a los presentados aqui.
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Nota II.31 Otra consecuencia que podemos extraer del hecho de que IX,; tiene colec-
cién Apyy es la siguiente prueba de la equivalencia entre IE, 41 e IS(Zp41) (véase 1.13):

Aserto I1.31.1
IZpp = I5(Zn41)

Demostracién:

Dada ¢ € Xn41, teniendo en cuenta que IX,y; tiene coleccién A,.o y usando
I1.13 y 11.14, podemos probar por induccién sobre férmulas de Lg(¢) que para toda
P € o) existen 0; € Lo y O € 11,49 tales que

IShi1 b (1 6:1) A (% < 6,)
Entonces tenemos IA, o(IX, 1) F I, y, por tanto,

IEn+1 < IATH.Q(IZn.H) = 120(2n+1)



Capitulo I1I

Esquemas uniformes y sin
parametros

I11.1 Introduccion

Los teoremas I1.22 y I1.24 establecen (respectivamente) que toda teoria con coleccién A, 41
tiene induccidén A, y que tener coleccién A, es equivalente a tener minimizacién A, 4.
Queda entonces una pregunta por responder:

(P) Si T tiene induccién A, 41, entonces jtiene T coleccién A7

Por I1.23, sabemos que T tiene coleccién si y sélo si T tiene induccién y A,1(T) es
cerrada en T bajo cuantificacién acotada. Teniendo en cuenta I1.21, podemos reformular
(P) como

(P Si T tiene induccién A, 1, entonces jes Ap41(T) cerrada en T bajo
cuantificacién acotada?

Este problema est4 relacionado con la resolucién de la Conjetura de Friedman-Paris en su
versién uniforme. En efecto, dado un modelo % es ficil comprobar que

A =UIA 41 = Th(2) tiene induccién A, 4q = A = IAL+1(Th(2A))

fr fr
A = ULA, 11 <=  Th(%) tiene minimizacién A, < A E LA+ 1(Th(2))

Lo que podemos expresar en otros términos mediante la siguiente proposicién:

Proposicién II1.1 Sea T una teoria completa.

(1) Son equivalentes:

(=) T tiene induccién Apq.
(—) T — UIAn+1.

(2) Son equivalentes:

31
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(=) T tiene minimizacién Apy1.
(=) T == ULA,41. O

Como consecuencia de los razonamientos anteriores y I1.24, si la respuesta a (P) (o
(P")) es afirmativa, entonces UIA, 11 <= ULA, ;.

Respecto a teorias con coleccién Ay y la teoria BX,; se tiene una situacién similar
a la presentada en III.1 que discutiremos mds adelante (véase I11.3).

En este capitulo estudiaremos las relaciones entre los esquemas introducidos en el
capitulo anterior, especialmente IA,1(T), y las teorias proporcionadas por los esquemas
de coleccién sin pardmetros (BZ, ) y los de minimizacién e induccién, sin pardmetros
(LA, e IA, ). En particular, estudiaremos la existencia de condiciones sobre T que

permitan probar que IA,.(T) = LA, o bien que 1A, 1(T) = IA ;.

I11.2 Coleccién uniforme

Dado que para cualquier teoria T, BX,+; = B*A,1(T), 11.20 es véalido para toda
extensiéon de BX, ;1. A continuacién probaremos que dicho resultado también es cierto
para extensiones de BY " ;.

Proposicién II1.2 Toda extensién de BX 41 tiene coleccién Apq .

Demostracién:

Sea T una extensién de BX,,, y ¢(z,y,9) € II; (véase 1.43 para esta notacién) tal
que Jy o(z,y,7) € Ans1(T). Sea ¥(z,v) € I, tal que T F Iyp(z,y,7) & ¢(z,9).
Consideremos la siguiente férmula 6(z,y) € X,

(;0((‘7")071/’ ("E)l’ sy (x)m) v [y =0A ﬁ’(ﬁ(((l,‘)o, IERR) (IL')m)]

(suponemos ¥ = v; ...v;). Entonces T F Vz 3y 6(z,y). Dado que T es una extensién de
BY, ,, resulta:

(o) Tk VYu3tVe < udy <tl(z,y)
Veamos que T - B,,. En efecto, sean A =Ty a, b € 2 tales que A EVz <adyep(z,y, b).

-,

Sea ¢ = (a, b), entonces A |= Vz < ¢3Jyf(z,y). Por (o) existe d € A tal que
A= Ve <cJy <db(z,y)
y de la definicién de 8 se obtiene que
A = Ve < ady < do(z,y,b)

lo que termina la prueba de la proposicién. O

El reciproco de este resultado es falso ya que IX, tiene coleccién A,y y, sin embargo,
IX, 5= BXY, ;. No obstante, si la teoria considerada es completa ambas propiedades
son equivalentes.
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Proposicién II1.3 Sea T una teoria completa. Son equivalentes:

(1) T tiene coleccion Apyq.
(2) T es una extension de BY, ;.

Demostracion:

Sélo debemos probar que si T es una teoria completa con coleccién A1, entonces T
es una extensién de BX, ;. Sean & = T y 0(z,y) € X, tales que A = Vz Iy bo(z,y)
(esta férmula es cerrada). Puesto que T es completa, T + Yz 3y 6(z, y) y, en consecuencia,
JyO(z,y) € Apt1(T). Por hipétesis, T tiene colecciéon A, 1, por tanto, 2 = By y, en
consecuencia,

A= VYu3tVe <udy < t6(z,y). o

Definicién III.4 Para cada n € w, UBAp4; (coleccién uniforme para férmulas Ap4q)
es la teoria:

IAg + {Vz V¥ (3y p(z,y,7) ¢ ¥(z,9)) = B(p,z,y({;) :p(z,y,0) €10, P(z,0) € H;-H}

Corolario III.5 BY ,;, <= UBA,4

Demostracién:
Basta observar que

A UBApy1 < = B*Ayyi(Th(2)

y aplicar II1.3 a la teoria T = Th(). o

Como consecuencia obtenemos la siguiente prueba de un resultado ya conocido (véase

[12])

Corolario II1.6 (Kaye, [12])

BY,,, <= ULA.y,

Demostracion:
Dado 2 podemos razonar como sigue:

AEBI,,, <> AEUBA,,
<= Th(%) tiene coleccién A, 41
<= Th(2) tiene minimizacién A,y [I1.24]
— A }—': ULAn.H

Lo que prueba el resultado. 0
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Nota III.7 Estos resultados muestran que, en cierto sentido, el esquema BY, ; debe con-
siderarse mds bien como un esquema uniforme que como un esquema sin pardmetros. De
acuerdo con esto, ;existe algin esquema de coleccién (para férmulas Ap 41, sin pardmetros)
que sea equivalente a LA, 7.

Nota II1.8 Como ejemplo de una extensién de IX, que no tiene coleccién Ay, consi-
deremos ¢(z,y) € X ,; tal que I¥, ¥ B ;. (¢ existe por 1.46) y sea T = IZ, +-B . ..
Entonces,

Aserto IIL.8.1 T no tiene coleccidén Apy;.

Demostracion:
En efecto, puesto T + -Bg ., tenemos T F Vr3yp(z,y). En consecuencia,
y¢(z,y) € Apt1(T). De este modo B*A,11(T) F By, 5 luego, si T tiene colec-

cién A, 41, entonces T + B_ ;i lo que es absurdo. a

Para n > 1, otros ejemplos de teorias sin coleccién A,y son IA, ., LA, e ITI
véanse 1V.14 y TV.15.

II1.3 Minimizacién sin parametros

Nota III.9 En esta seccién estudiaremos las relaciones entre Thy,,,(T) (0 IA,4+1(T))

por un lado, y las teorias III, , y LA[ ., por otro. Los siguientes resultados nos serdn
utiles en la exposicién que sigue.

Aserto II1.9.1 No existe ninguna teoria, T, consistente y tal que
Thﬂn+1 (N) C Thl’In+1 (T)

Demostracion:
Se prueba ficilmente, por induccién en n € w. O

Aserto II1.9.2 Thy,,,(N) = III ;.

Demostracion:
Puesto que
2AE Thp,,,(N) <= N<,1%
basta observar que IIT ; es X, o-axiomatizable y que N |= IIT ;. a

Aserto IIL1.9.3 IA((Thp,(N)) = III.

Demostracién:
Sean ¢(z) € IIT y A E=IA(Thp, (N)) tales que

2A k= 0(0) AVz (p(z) = (T +1))
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Entonces, por induccién en n, podemos probar que N |= ¢(n), para todo n € w.
Asi N |= Vz o(2), luego ¢(z) € Aj(Thy, (N)). De este modo, 2% = I, y, por tanto,
A = Vz o(x). a

Lema II1.10 Sea 2 una L-estructura en la que todo elemento es X,i-definible (sin
pardmetros). Entonces,

(1) A B, < 2AEBI,.

(2) A ELA <= AELA .

Demostracién:

La demostracién de (1) puede encontrarse en [14].

(2) Sélo debemos probar que si % = LA_,, entonces % |= LApy;. Sean A = LA,
o(z,9) € B4, ¥(=z,9) €I, yai1,...,am € 2 tales que

A= o(z,8) & Y(z,d).
Por hipdtesis, para cada ¢ = 1,...,m existe 8;(z) € X, tal que
A = 0;(a;) AVz (6;(z) = z = a;)
Consideremos la férmula ¢o(z) € T,

m

Fy1 -+ 3ym (N Oklur) A olz, §))
k=1

Puesto que g es equivalente (en %) a la férmula ¢%(z) € II; 1

m
Vy1- . Vym (N Oewr) = ¥(=,9))
k=1
tenemos A |= L. Por ultimo, puesto que
A = Vz (po(z) ¢ o(z,d))
podemos probar que
A = Iz p(z,8) = 3z (¢(z,d) AVy < T -¢(z,d)).

Lo que completa la prueba del lema. O

A continuacién probaremos un resultado sobre la relacién entre Thry, ,,(T) y LA, ;.
Posteriormente, ofreceremos versiones mas fuertes de este resultado.
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Proposicién II1.11 Sea T una extensién consistente de I¥, ., tal que
Thy, ,,(T) = LA,

Entonces, Thy, ,(T) = Thy,_, (N).

Demostracién:
Supongamos que

Thnn+1(T) # Thﬂn+1 (N)

Sea 2 |= T no estdndar, tal que K,41() es no estdndar (% existe por I11.9.1, ya que
podemos tomar 2 |= T tal que & ¥ Thy,, (N)). Entonces K,1(2) = Thy,,,(T).
Ademds, puesto que K, 11 () = BE, 1 y todos sus elementos son ¥, ;-definibles, resulta
que Kny1(A) = LA, ya que en caso contrario, por IIL10, Kni1(2) = LApy1, lo que
es una contradiccién, ya que LA, 41 < BZ, ;1. 0

Nota III.12 La proposicién II1.11, tiene multiples consecuencias. Entre ellas destacamos:

Aserto III.12.1 Sea T una extension consistente de IX,,+; tal que

Tth.H (T) 7é Thnn+l (N)

Entonces,

(1) IAn+1(T) o> LA;.H
(2) 18,11(T) = B3I,

Demostracion:
(1) Puesto que T == I%,, 41, T tiene induccién Ap41, luego por I1.25,

'I'hnﬂ_'_2 (T) - IAn+1 (T)

En consecuencia, por IIL.11, IA,1(T) = LA, ;.
Para probar que LA, == IA,(T), distinguimos dos casos:

(=) Sin > 0, basta tener en cuenta que LA, == IX,, pero 14, ;(T) = IZ,.

(=) Sin =0y LA] = IA(T), entonces, por ser T extensién de IZ;, tendriamos
que LAT == IA;(I%,;), luego, por V1.2, LAT F exp, lo que es una contradic-
cién, ya que BE; = LAT y BYX{ I/ exp.

(2) Se deduce de (1), ya que BX, | es una extensién de LA, ;. o

Aserto II1.12.2 SiT es una extension consistente de IX,, 41 recursivamente axioma-
tizable, entonces

IAp11(T) <= LA, L, a
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Como un caso particular obtenemos

Aserto I111.12.3

(1) IA(PA) =~ Xy
(2) IA(PA) &= TIOT
Demostracién:

Puesto que PA es una extensién recursivamente axiomatizable de IZ, por 111.12.2,
se tiene IA;(PA) == LA7]. Teniendo presente que

I¥] =1} <= LY] = LA}
obtenemos que
IA(PA) =& IX] yIA(PA) =& IO

Finalmente, III] == IA;(PA) ya que, por V1.2, IA;(PA) F exp mientras que
III] ¥ exp (véase [14]). o

Aserto I11.12.4 Sea T una extensién consistente de I3, ;. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) Tth+1(T) = Thr,,, N)

(2) Thy,,,(T) == I,

(3) Thy,,,(T) = LA,
(4) Thy,,(T) = LA,

Demostracién:

(1) = (2) Es consecuencia de II1.9.2.

(2) = (8) Trivial, ya que Il ,; <= LX;,, = LA ,.
(3) = (4) Trivial.

(4) = (1) Es consecuencia de III.11. o

Como consecuencia de este tltimo aserto, obtenemos la siguiente versién de II1.11 para
IATL+1(T)2

Aserto II1.12.5 Sea T una extensién de I¥,,; tal que

Entonces Thyy, ., (T) = Thy, ., (N). a

Para terminar con las consecuencias que podemos extraer de III.11, probaremos el
siguiente teorema:
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Teorema I1I1.13 Se verifica:

(1) LA, es X, o-axiomatizable pero no es Il o-axiomatizable.
(2) Paran >0, IX, < LA, ;.
(3) LA, no es finitamente axiomatizable.

Demostracion:
(1) Es facil comprobar que LA, es ¥, o-axiomatizable, sin embargo, no puede ser
axiomatizada usando sdlo férmulas I, 2 ya que I¥, 41 = LA, ¥, por IIL11,

Thy, ,(IEn41) s LA,

(2) Puesto que IX, es I, p-axiomatizable y Thy, ., (IZ,41) = LA, resulta

I, & LA,
Para probar que LA, == IX,, basta observar que
.., <= L, = LA,

y que IlI, == IX, (paran >0).
(8) Si LA, fuese finitamente axiomatizable, dado que Thyy,,, (N) = LA, ,, existirfa
T extensién consistente de I¥, 41, recursivamente axiomatizable, tal que

Thy,,,(T) = LA, ,,

luego, por III.11, Thy,,, (N) = Thy,,, (T). Esto estd en contradiccién con el 22 teorema
de incompletitud de Godel, segiin el cual T I Con(T), siendo Con(T) € I1;. O

Nota III.14 En [34], A. Wilkie pregunta si, para todo n > 1, Thy, (N) es la tnica teoria
Vn—-axiomatizable que extiende a IV,,. Esta pregunta fué respondida afirmativamente por
R. Kaye en [12]. Ademds, en [14] se prueba (vedse también [12]) que (salvo equivalencia)
Thy,,, (N) es la tnica teorfa II,+1-axiomatizable que extiende a III, ;. La proposicién
II1.11 parece sugerir que se tienen resultados similares para LA, ,, por ejemplo:

¢ ;Es Thy,,, (N) la tnica teoria (salvo equivalencia) I, ;~axiomatizable que extiende
a LA, ,,?

e Si T es una teoria I, o-axiomatizable tal que T = LA, ,, entonces

Z.Thnn+1 (T) = Thy,,, (N)?

En el resto de esta seccién daremos una respuesta afirmativa a estas preguntas (paran > 1)
y consideraremos otras cuestiones relacionadas.
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Comenzaremos refinando los resultados obtenidos hasta aqui, especialmente III.11,

para el caso n = 0. En primer lugar, probaremos un resultado cuya demostracién nos serd
util en la prueba de II1.16.

Lema II1.15 Para todo U |= 1A, Ko(2) es cofinal en K1(2).

Demostracién:
Sean a € K1(2) y p(z) € £] tales que ¢(z) define a a en A y, por tanto, en K;(2A).
Tomemos ¥(z,¥) € Ay tal que p(z) = IFy(z,7). Sean b € Ky(A) verificando K (™)

—,

¥(a,b). Entonces
Ki() E 3z u <237 < z(z = (u,¥) Ap(u,?))

Puesto que K1 () <; A todas las férmulas anteriores son vilidas en 2 y, en consecuencia,
si Og(z) es la férmula Ju < 37 < z (z = (u, V) A ¥(u,)), entonces existe ¢ € A tal que
2A = 0p(c) AVz < c—6y(z). Entonces ¢ € Ko(A) y ¢ > a. 0

Teorema II1.16 Sea T una extension de 1Ay tal que T + exp es consistente y
Thy,(T) == LAJ
Entonces Thyy, (T + exp) = Thy, (N).

Demostracién:
Supongamos lo contrario. Sea ¢(z) € Ag tal que

Vz —p(z) € Thy, (N) — Thy, (T + exp).
Sea 2 |= T + exp + 3z ¢(z) no estandar. Entonces K;(/) # Ny
Ki() = Th,(T + exp + 3z p(z)) + ~"LAT

Para probar esto basta observar que K1() <1 %y K1(2) (& BX;. Probemos esto ltimo:
Sea a € K1 (). Por II1.15, Ko(A) es cofinal en K1 (), luego existe ¢ € Ko(2A), tal que
¢ > a. De este modo fijados d,ap € 2 no estandar, por ser K;(2A) = IA¢ + exp tenemos

Formap,, (w)A
Vo (UJ, (l‘), 9(max(z,a0)+2)%0 )/\

31‘ Vz <z "|V0(’U), (z), 2(max(z,ao)+2)a0)/\
u = (z)o

Ki®) EVu<d+13w <d

Podemos comprobar esto ltimo siguiendo la prueba de I11.15: dado u < d+1 si (v, ¥) €
Ag es tal que 3FY(v,y) define a u, entonces tomando como 0(z) € Ay la férmula

v <LzIy<zz = (v,9) ANY(v,7)]

siw="0(z) AVz < £-6(z)" € w, entonces w < d y se satisface la férmula.
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Si K1 (2) = B, entonces existe e € K;(2) tal que

Forma,(w)A
Vo(w, (z), 9(max(z,a0)+2)*0 A
3z < e { Vz < z-Vo(w,(z),2(max(z:00)+2)%0)z
u = (z)o
Lo que permite definir en K1 () una aplicacién inyectiva de < (d+1) en < d en contradic-
cién con el PHP para conjuntos finitos en IA( + exp, 1.11-(2).

Probamos asi que K;(2A) = BE; y puesto que todos sus elementos son Xj-definibles,
por IT1.10 y 1.48, K1 (%) = LA7. 0O

Ki) EVu<d+13w <d

Nota II1.17 El teorema III.16 nos permite reforzar los resultados obtenidos en I11.12
como consecuencia de III.11.

Aserto III.17.1 Sea T una teoria con induccién A, tal que T + exp es consistente
Yy
Thy, (T + exp) # Thy, (N)

Entonces

(1) IA((T) == LAY
(2) 1IA(T) = BXy
Demostracién:

(1) Basta observar que si T tiene induccién A, entonces, por I1.25, se verifica que
Thy, (T) = IA(T) y aplicar IIL.16.

(2) Es consecuencia de (1), ya que BE] es una extensién de LA] . o

Aserto II1.17.2 Sea T una teoria consistente con induccién A; y tal que T F exp.
Entonces son equivalentes:

(1) Thy, (T) = Thyy, (N)

(2) IA(T) = I

(3) IA(T) = LAT

(4) Th,(T) = LAy
Demostracion:

(1)=-(2) Es consecuencia de IIL.9.3.

(2)=>(3) Trivial.

(3)==(4) Puesto que T tiene induccién Ay, por I1.25, Thy, (T) == IA;(T), luego
(4), se sigue de (3).

(4)=(1) Es consecuencia de III.16. o
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Aserto 111.17.3

(1) Sea T una teoria recursivamente axiomatizable con induccién A, tal que T +
exp es consistente. Entonces

IA(T) == LAJ.
(2) 1Ay == LAj |

Demostracién:

(1) Por reduccidn al absurdo, supongamos que existe una teoria T en las condiciones
dadas y tal que IA;(T) = LA]. Entonces puesto que T tiene induccién Ay,
Thp,(T) = LA . En consecuencia,

Thy, (T + exp) = LAT

Lo que est4 en contradiccién con II1.16, ya que, al ser T recursivamente axiomatizable
ThH1 (T + exp) 76 ThH1 (N)

(2) Es consecuencia de (1). o

Aserto II1.17.4 Sea T una teoria IIo-axiomatizable, consistente y tal que T F exp.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Thm, (T) = Thy, (N)

2)T = I

(3) T = LAy O

Ahora obtendremos una generalizacién de II1.11 y II1.16, para extensiones de IX,,
(n > 1). En primer lugar debemos encontrar el tipo de elementos que desempefien, con
respecto a K,41(20), un papel similar al que desempefian los elementos Ag-definibles con
respecto a K1(2) en la prueba de III.16.

Definicién II1.18 Sea 2 = IX, . Diremos que a € 2 es Il,~minimal si existe ¢(z) € II;
tal que

A = p(a) AVz < a—p(z)

Nota III.19 Observemos que si 2 |= I¥; y a € 2 es II,-minimal, entonces a € Ky, 11(2).
En efecto, sea ¢(z) € IT;,. Entonces la férmula

p(z) AN Vy < z-0p(y)

es equivalente en I1X; a una férmula A, (IX;), ya que, para n > 0, IZ; puede probar
la siguiente versién del esquema de coleccién:
Para cada férmula 6(z,y) € II

n—1»
IX, FVz <z3yl(z,y) = IvVz < 23y < vl(z,y)

Puede encontrarse una prueba de este resultado en [12], teorema 8.7 (véase también [14],
proposicién 1.7)
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Teorema II1.20 (Kaye, [12]) Sea 2 = IZ,. Entonces:
(1) Kn41() <p1 A

(2) Kn1 () F IZ,

Demostracién:
Para n = 0 basta recordar que IAg <= IA;. En el caso n > 0, el resultado es consecuen-
cia del hecho resenado en la nota II1.19, segin el cual los elementos II,~minimales de 2

pertenecen a K,4+1(2). En cualquier caso pueden consultarse los detalles de la prueba en
[12] (teorema 9.1). a

Lema III.21 (n > 0) Para todo ¥ = IX;, los elementos I1,~minimales son cofinales en
Kn+1(A).

Demostracién:

Sean a € Kny1(2) y @(z) € I, tales que ¢(z) define a a en A y, por I11.20-(1), en
Kn+1(2). Tomemos 9(z,y) € II; tal que p(z) = Jy(z,y). Entonces A = Iy (a,y),

luego Knt1(®) = Jy¢(a,y), ya que Kps1(A) <ny1 A, por I111.20. Sea b € K4 (™)
verificando K, 4+1(2) = ¢¥(a,b). Entonces

Kn1(®) E 3zVu < oV < z(z = (u,v) = ¥(u,v))

Puesto que Ky, +1(™) <n+1 A todas las férmula anteriores son validas en 2. En consecuen-
cia, si 6y(z) € II; es la férmula II,,

Vu < zVWo < z(z = (u,v) = ¥(u,v)),

entonces, por ser 2 = LII, (por 1.46), existe ¢ € A tal que A = 6y(c) AVz < ¢ —8(z). Por
II1.19, ¢ € Kp41(2), ya que es un elemento II,~minimal. Para terminar, ¢ > a. |

Nota III.22 Obviamente, este resultado generaliza II11.15. Podemos enunciar ambos re-
sultados como sigue:

Aserto II1.22.1 Sean 2 = I, y K el conjunto de los elementos de A definibles
por férmulas Ap4+1(IX;). Entonces K es cofinal en Kp41 ().

Demostracidn:
Para n = 0, s6lo debemos aplicar III.15, teniendo en cuenta que IA; <= IAq y
que, por IV.28, si ¢(z) € A;(IAg) entonces existe ¥(z) € Ay tal que

IAg F o(z) © P(z).

Para n > 0, el resultado es consecuencia de II1.21 teniendo en cuenta que, por II1.19,
todo elemento II,-minimal es definible por una férmula A, (IX7). O
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Teorema II1.23 (n > 1) Sea T una teoria consistente I, +o—axiomatizable tal que
Entonces Thy, ,, (T) = Thy,, (N).

Demostracion:
Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que

Thy,,,(T) # Thy,,,, (N)

n+1

Entonces, por I11.9.1, existe ¢(z) € II,, tal que
Vz —p(z) € Thy,,, (N) — Thy, ., (T).
Sea A |= T + 3z ¢(z) no estandar. Entonces, K,+1(2A) # Ny A EIZ;, ya que
T =LA, , = I¥;
Ademas, se verifica:
Kni1(2) = T + 32 (o)

(basta observar que T es II,o—axiomatizable y que Kny1(2) <n41 24, por I11.20).
Por dltimo Kypy1(™A) P& LA, ya que Kpy1(2) f BE,41. Probemos esto dltimo:
Sea a € Kpq1(2A). Por II1.21, los elementos II,,—minimales son cofinales en K, 41(2A),
luego existe ¢ € A, II,-minimal, tal que ¢ > a. Sea d € A no estdndar. Puesto que
Kns1(A) =13, y n > 1, tenemos

Formyy, (w)A
Sat, (w, (z)) A
Jz { Vz < z=Satp, (w,(z)) A
u=(z)o
Podemos comprobar este hecho siguiendo la prueba de I11.21: dado u < d+ 1 si ¥(v,7) €
I, es tal que 374 (v,§) define a u, entonces tomando como 8(z) € I, la férmula

Yo <zVyi<zz=(v,7) = ¥(,7)]

Kns1(%) EVu<d+13w<d

siw="6(z)" € w, entonces w < d y se satisface la férmula.
Si Kny1(™A) = BE, 41 entonces existe e € K1 (%) tal que

Formy, (w) A
Saty, (w, (z)) A

Jzr <e Vz<z-Saty,(w,(z)) A
u = (z)o

Kns1 () EVu < d+13w < d

Lo que permite definir en Kp41(2) una aplicacién inyectiva de < (d+ 1) en < d en
contradiccién con el PHP para conjuntos finitos en IAq + exp, (1.11-(2)).

Probamos asi que Kp+1(2) = BE,41 y puesto que todos sus elementos son ¥,41-
definibles, por II1.10, Kn41(2) = LA}, ;. Ahora bien, esto es una contradiccién ya que

Kn+1(2) = Ty, por hipétesis, T == LA ,. o



44

Capitulo III. Esquemas uniformes y sin pardmetros

Nota III.24 Como consecuencia de II1.23 obtenemos los siguientes resultados:

Aserto II1.24.1 (n > 1) Sea T una extensién consistente de 1L con induccién
Apy1 y tal que
Tth+1 (T) '7’é Thnn+l (N)

Entonces,
(1) 1A, 41 (T) == LA,
(2) 1A 1(T) = BX, .,

Demostracién:

(1) Basta aplicar II1.23, teniendo en cuenta que Thy,,,(T) = IA,41(T), puesto
que T tiene induccién Ap 4.

(2) es consecuencia de (1) ya que BE, +1 €s una extensién de LA, . O

Aserto II1.24.2 (n > 1) Sea T una teoria II,,;9-axiomatizable y consistente. Las
condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Tth-H(T) = Thy,,, (N)

(2) Thp, ,(T) == I,
(3) Thy,,,(T) = LA,
(4) Tth+2(T) = LA;+1

Demostracién:
(1) = (2) Es consecuencia del lema II1.9.2.

(2) = (8) Trivial ya que I, | <= LY, ., = LA, ,,.
(3) = (4) Trivial.

(4) = (1) Es consecuencia de IIL.23. a

Aserto II1.24.3 (n > 1) Sea T una teorfa consistente con induccién A,y y tal
que IAp41(T) = LA, ,, entonces,

Thnn+1 (T) = Tth+l (N)

Demostracién:
Puesto que T tiene induccién, por I1.25,

Tth+2 (T) — IAn_H (T)

Por tanto, Thr,,,(T) == LA, ;; en consecuencia, el resultado buscado se sigue
de 111.24.2. O
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Teorema II1.25 (n > 1) Thy,,, (N) es (salvo equivalencia) la tinica teoria I1, 1 -axioma-

tizable que extiende a LA, ;. O
Demostracion:
Es consecuencia de 111.24.2. O

Nota II1.26 Observemos que debido al uso de exp en II1.16, no ha sido posible establecer
II1.25 en el caso n = 0. Por tanto, queda por responder la siguiente cuestién:

(a) ;Es Thy, (N) (salvo equivalencia) la tinica teoria II;-axiomatizable que extiende a
LAT?

Por otra parte, resultados como I11.24.1 y I11.16 parecen sugerir que UIA, 1 + exp ==
LAz,

(b) ;Podemos probar a partir de I11.24.1 y I11.16, que UIA,4; + exp == LA ,?

II1.4 Induccién sin parametros

El problema de la equivalencia entre IA , y LA, nos sugiere analizar si los resultados
obtenidos en la seccién anterior para LA, son también vélidos para IA, ;. Como
veremos a continuacién, los resultados obtenidos por McAloon en [21] nos proporcionan
algunas respuestas parciales a esta pregunta. En dicho trabajo el autor utiliza el Teorema
de Completitud Aritmetizado, junto con resultados de independencia fuertes (debidos a
Mostowski y Friedman) para, dada una extensién T de PA, construir, para cada n € w,
modelos de Thy,,,(T) en los que la parte estdndar es definible por una férmula A, ;.
Obviamente si 2 es uno de dichos modelos, entonces ™A b= 1A, ;. Ademds, bajo ciertas
condiciones, es posible conseguir una férmula A, sin pardmetros, que define la parte
estandar de 2l y, en consecuencia, A | IA] ;.

El primer resultado relevante en nuestro contexto es (esencialmente) el teorema 6.1 de
[21], que enunciamos como sigue

Teorema II1.27 (McAloon, {21]) Sea T una extensién de PA y % | T tal que T estd
codificada en 2. Entonces, para cada n € w, existe B |= Thr,,,(T) tal que A <¢ B y w
es definible en B por una férmula A, (con pardmetros). a

Este teorema nos permite probar una versién débil de I11.24.1 para IA,, ;. En concreto
tenemos

Teorema II1.28 Sea T una extensién consistente recursivamente axiomatizable de PA..
Entonces para cada n € w, se tiene:

(1) Thnn+2(T) > IAnpp

(2) 1A, 11(T) == IApy
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Demostracién:

Sea A = T. Podemos suponer que T estd axiomatizada por un conjunto recursivo de
férmulas y, por tanto, que T est4 codificada en 2. Por tanto, de I11.27, se sigue que existe
B k= Thy,,,(T) tal que w es definible en B por una férmula A, 41 (con pardmetros) y,
por tanto, B ¥ 1A, 41, lo que prueba (1). Ademds, puesto que T es una extensién de
PA, T tiene induccién A, 4, luego por I1.25 resulta que

Thl’[n+2 (T) g IAn+I(T)

y en consecuencia, B = IA,41(T), lo que prueba (2). O

Corolario II1.29 Para todo n € w, A1 B I, o

El siguiente resultado de Lessan (esencialmente es la proposicién 4.2.6 de [18]) per-
mite extender el rango de aplicacién del teorema III.28 para incluir algunas teorias no
recursivamente axiomatizables.

Teorema II1.30 (Lessan, [18]) Sea A |= PA y X C w un conjunto no recursivo. Entonces
para cada n > 1 existe

% |= Thy, (%) + Thy, (%) + PA
tal que X € SSy(*B). O

Corolario II1.31 Sea T una extensién de PA por férmulas de complejidad acotada; es
decir, existen k € w y ® C Iy UII, tales que

T <= PA4+Q

Entonces para cada n € w:
(1) Thnn+2(T) # IAn+1

(2) IAn1(T) = TApn

Demostracion:
Sea 2l = T, por I11.30, existe B tal que T € SSy(B) y

%B |= Thy, (%) + Thy, (%) + PA

Puesto que T <= PA + ® y ® C X} U I, resulta que B = T. Aplicando ahora II1.27,
existe € = Thyy,,,(T) tal que w es definible en € por una férmula A, (con pardmetros)
y, por tanto, € j= IA, ;1. Esto prueba (1).

Ademsds, dado que T tiene induccién Ap4q, por I1.25, € = IA,4;(T) lo que prueba
(2). o

Corolario II1.32 Para cadan € w, Thp,,,(N) == IA,4 O



Capitulo III. Esquemas uniformes y sin pardmetros 47

Para eliminar los pardmetros que aparecen en la definicién A,,; de w es preciso reforzar
las restricciones sobre T. El siguiente resultado es el corolario 6.4 de [21]:

Teorema II1.33 (McAloon, [21]) Sea T una extensién de PA consistente con Thy, (N)
y definible en N por una férmula %, y1. Entonces existe A |= Thy,,,(T) + Thy,(N) no
estdndar, tal que w es definible en A por una férmula A, 4, sin pardmetros,. 0O

Naturalmente esto permite reforzar II1.28 del siguiente modo:

Corolario 111.34 Sea T una extension de PA consistente con Thyy, (N) y definible en N
por una férmula ¥, . Entonces

(1) Thy,,,(T) 5= 1A,
(2) 1A (T) = IA o
Corolario II1.35 Thy,,,(PA) =& IA_ ., )

Nota II1.36 Observemos que toda teoria recursivamente axiomatizable es definible en N
por una férmula ¥; y, por tanto, si T es una extensién de PA recursivamente axiomatizable
y consistente con Thyy, (N), entonces I11.34 es valido para T.

Como consecuencia de I11.34 podemos establecer el andlogo de II1.13 para IA, e

Teorema II1.37 Se verifica:

(1) 1A, es Znip-axiomatizable pero no es Il o-axiomatizable.

(2) Paran >0, IZ, <> IA ;.

(3) XA, no es finitamente axiomatizable.

Demostracion:

(1) Es facil comprobar que IA 11 €8 Xpp—axiomatizable, veamos que no es axiomatizable
por férmulas II,,42. En efecto, por I11.35,

Thp,,,(PA) == 1A,
luego IA, |, no puede ser II, p-axiomatizable ya que PA = IA_ ;.
(2) Puesto que I, es IIn4p-axiomatizable y, por IIL.35, Thy, ,,(PA) == IA; |, es

evidente que IX, =~ IA,,,. Por iltimo, puesto que Il ,, == IX,, perolll  , =
IA, ., resulta

(3) SiIA,,; fuese finitamente axiomatizable, puesto que

Thp,,(N) = LA, = IA,,
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entonces existiria una extensién T de PA, recursivamente axiomatizable, tal que

Thyy (T) - IAT—H-I

n+2

Ahora bien, si T es recursivamente axiomatizable, entonces T es ©1—definible en N, luego
por I11.34-(1),

Thnn+2(T) #} IAT_1+1

lo cual es una contradiccidn. 0

Otro resultado interesante sobre axiomatizabilidad es el siguiente.

Proposiciéon I11.38 UIA,;; no es I, ;,—axiomatizable.

Demostracién:
En efecto, puesto que por I1L.35,

Tth+2(PA) i IA;I_+1

UIAp+1 no puede ser IT,;o—axiomatizable ya que

Nota I11.39 Este resultado es interesante en relacién con ULA,;;. Como sabemos
(véase [12] o II1.6)

BY,,;, < ULA,pn

y en [14] se prueba que BX 4+1 Do es Il o—axiomatizable ni ¥, o-axiomatizable. Por
tanto, los mismos resultados valen acerca de ULAp ;1. Como hemos visto UIA, ;1 no es
I1,,+o—axiomatizable. Usando un razonamiento similar al utilizado en la proposicién 1.11
de [14], se demuestra que UIA, ;i tampoco es ¥, o-axiomatizable.

Proposicién II1.40 (n > 0) Sea T una teoria X,ip-axiomatizable tal que N = T. En-

tonces
T == IS,

Demostracién:

Como ya hemos comentado, empleamos un razonamiento similar al utilizado en [14],
proposicién 1.11. Sea T una teoria ¥, o-axiomatizable tal que N = T. Sean 2 i Th(N)
no estindar y a € YU, a > w. Entonces ICn(Ql, a) <n A, y N < %, lo que nos da N <, 4;
Kn(2,a), y, en consecuencia, K,(2,a) = Thg, ,(N). En particular, £,(2,a) = T. Sin
embargo, K, (2, a) & IX,, lo que prueba el resultado. o

Teorema II1.41 (n > 0) UIA,; no es £, q-axiomatizable ni II,,;s—axiomatizable.
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Demostracion:
Por II1.38, UIAn4 no es I, 9—axiomatizable. Puesto que UIA,; es una extensién de
I¥, y N = UIA, 44, por 11140, UIA,;; no es &, o-axiomatizable. ]

Nota II1.42 Aunque II1.34 permite obtener algunos resultados similares a los obtenidos
para LA, ,, como por ejemplo I11.37, la situacion est4 lejos de ser satisfactoria, ya que sélo
proporciona resultados similares a I11.23 para extensiones de PA. Esto sugiere llevar a cabo
un andlisis de los resultados de [21] para determinar hasta qué punto es necesario considerar
extensiones de PA. Por otra parte, contrasta la relativa simplicidad de la prueba de
II1.23 frente a la sofisticacién de los métodos empleados por McAloon en [21] (teorema de
completitud aritmetizado, teoremas de incompletitud de Mostowski-Friedman, . .. ), lo que
hace interesante disponer de métodos alternativos (més simples) para probar resultados
acerca de IA, |, similares a los obtenidos para LA, , en la seccién anterior.



Capitulo IV

Conjuntos [I,—funcionales

En este capitulo consideramos una aproximacién distinta al problema de las relaciones
entre induccién y minimizacién para férmulas A,y,. La idea central consiste en obtener
condiciones para que toda férmula A, 1(T) pueda considerarse como una férmula acotada
(en una extensién conveniente de L£). Con este fin, estudiamos las IT,, . o—-consecuencias de
una extension, T, de IX,. Para ello, desarrollando algunas construcciones bien conocidas
en el contexto de las teorias de induccién acotada (por ejemplo, [35], [24]) trataremos de
caracterizar las I, o—consecuencias de T mediante (IZ, y) un conjunto de funciones no
decrecientes de grafo IT,—definible.

IV.1 Conjuntos II,—funcionales

Notacién IV.1 Dada una férmula ¢(z,y) denotaremos por IPF(y) a la conjuncién de
los cierres de las féormulas:

(=) e(z,91) Ap(z,y2) = y1 =12

(-) z1 <z Az, y1) Ap(z2,92) = 1 < Yo

Es decir, IPF(yp) expresa que ¢(z,y) define una funcién parcial monétona creciente.
Si I es un conjunto de férmulas, denotaremos por I'* al conjunto:

{Vz3y o(z,y) : ¢(z,y) ETT}U{IPF(yp): ¢(z,y) €T}

Definicién 1V.2
(1) Diremos que I C II,, es un conjunto II,~funcional, si IZ,, + I'* es consistente.

(2) Diremos que una teoria T es Il,~funcional, si existe un conjunto I1,~funcional, T,
tal que
Thy, ,,(T) = Thy, ,,(IX, + ')

Nota IV.3 Observemos que si T es una teorfa II,~funcional, entonces T es una extensién
de I¥, y ademds, existe un conjunto I', IT,, funcional, tal que:

IAp11(T) <= 1A 11 (IZ, + %)

51
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Una de las propiedades fundamentales de estos conjuntos de férmulas queda recogida
en la siguiente proposicién.

Proposicién IV.4 Sea I' un conjunto II,,—funcional. Entonces:

Tth+2 (IEn + P*) = Tth+2 (B2n+1 + F*)

Demostracion:
Sea 8(z,y) € II, tal que BE, 4y + ™ + Vz Iy 6(z,y) y supongamos que

I, + T V2 Iy 0(z,y)
Sean A |= IX, + I + ~Vz 3y b(z,y) y a € A tales que A |= Vy —8(a,y). Sea
T = ED() + ¢ + {3z ¢(z,a) = Iz < c(z,a) : ¥(z,y) € Tny1}

donde ED() es el diagrama elemental de 2 y ¢ es un nuevo simbolo de constante. Por el
teorema de compacidad T es consistente. Sea B’ = T y B la restriccién de B’ al lenguaje
L. Entonces %A < B, luego

B =18, + I + =Vz Iy b(z,y)

y ademds, 7,11(B,a) <, B es una subestructura inicial propia de B, luego Zp+1(B,a) k=
B3, 1. Veamos que ademads

(.) I’n+l(%aa) ‘= rs

En efecto, es suficiente probar que para toda ¢(z,y) € I, Z,4+1(B,a) | Vz Iye(z,y).
Dado b € Z,,+1(*B, a), existe ' € Kp4+1(%8,a) tal que b < V'. Puesto que Kn41(B,a) <ns1
B, Kn+1(B,a) =Vz3lyp(z,y). Sean d' € Kp,11(B,a) y d € B tales que

Kn+1(%7a) |= ‘p(bla d,) y B t: (,O(b, d)

Puesto que I' es un conjunto II,,—funcional y B = I'*, se tiene B = IPF(p); luego, d < d’
¥, en consecuencia, d € Z,11(B,a) y Z,+1(B, a) = ¢(b,d), ya que Z,,+1(B,a) <, B. Esto
prueba (e).

Por (o), Z,4+1(%B,a) E BX,41 + I'*. Puesto que B | Vy—-0(a,y), Z,+1(B,a) E
Vy—0(a,y), y asi Zn+1(B,a) = ~Vz 3y f(z,y), lo cual es una contradiccidn. ]

Como consecuencia de este resultado obtenemos:

Corolario IV.5 Sea I un conjunto Il,,~funcional. Entonces

(1) IZ, + I'™* tiene coleccién e induccién Ay yq.

(2) IX, + I'* es débilmente PK-Ap .
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Demostracidn:

(1) Por I1.22 bastard probar que IX,,+I'* tiene coleccién A, ;. Puesto que toda extensién
de BX, 1 tiene coleccién A, 4, por 11.25,

Tth+2 (an—f—l + F*) - B*An+1(BZn+1 + F*)
Asi, por IV.4, IE, + I = B*A,11(BX,+1 + T'*) y como, por IV.4 y I1.7
B*An+1(B2n+1 + F*) < B*An+1(12n + F*)

el resultado queda probado.
(2) Basta usar (1) y II1.20. ]

De acuerdo con este tltimo resultado, si tenemos en cuenta la nota IV.3, podemos
concluir que toda teoria Il,~funcional es débilmente PK-A, ;. Hemos obtenido asi una
nueva condicién (T es II,~funcional) bajo la cual podemos probar la equivalencia entre
IAn41(T) y LAL4+1(T). El siguiente resultado muestra que, en realidad, no se trata de
una nueva condicidn.

Teorema IV.6 Sea T una teoria consistente. Son equivalentes:
(1) T tiene coleccién Ayyq

(2) T es II,,~funcional.

Demostracién:
(1)=(2) Consideremos el conjunto

['={p(z,y) €I : TFVzIyp(z,y), IZ, F IPF(p)}

Probaremos que Thy, ,,(IZ, +I'*) = Thy, , (T).

Puesto que T tiene coleccién Apt1, T es una extensién de IX,. Por tanto, de
la definicién de T' se deduce que T es una extensién de IZ, + I'* y, en consecuencia,
Thy, ,(IZ, + I'*) C Thy,,,(T).

Para probar la inclusién contraria, sea (z,y) € II; tal que T + Vz 3y0(z,y). Pro-
baremos que I3, + I'* F Vz 3y 0(z, y), distinguiendo para ello los siguientes casos:

Caso 1: n=0.
Sea Cg(z,y) la férmula

Vu < z3v < y6(u,v) AVw < yFu < zVv < w-0(u,v)
Entonces es facil comprobar que se tiene
(i) IAg FVz Iy Cy(z,y) — Yz Iy b(z,y).
(ii) IAq - IPF(Cy).
(iii) B*A(T) - Vz 3y Cy(z,y) + Vz Iy 0(z,y) [ya que 3y O(z,y) € A:(T)].

Puesto que T tiene coleccién A; y T + Vz3y8(z,y), por (iii), T + Vz3yCy(z,y). En
consecuencia, por (ii), Co(z,y) € . Luego IAg + I'* + Vz 3y Cy(z,y) y por (i),

IAg +T* -V Iy b(z,y)
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Caso 2: n > 0.
Dado que T tiene coleccién A,4+q y 1 < n, tenemos

T = B*Apy1(T) = I3, = IS,

Por tanto, en T, ademds de toda la maquinaria de codificacién para sucesiones descrita en
el capitulo I (de tal modo que las propiedades necesarias acerca de la codificacién pueden
expresarse por férmulas Ag y probarse en I1Aj) también podemos garantizar la existencia
de sucesiones de longitud arbitraria.

Sea 0'(z,y,Z) € Xp—1 tal que 8(z,y) es la formula VZ ' (z,y, 7). Sea Cp(z,y) la férmula:

( Seq(y) Alg(y) =2 A Seq(()1) Alg((¥)1) = (¥)o A
Vw < (y)o [Seq((¥)1,w) Alg((¥)1,w) = 2A (Y)1,w0 < 2] A
Vu < z3v < (y)o V20 (u,v,2) A
Vu < (Y)1,w03v S wVZ0 (u,v,2) A
Yw < (y)o { Yv £ w3Z < (Y)10,1 70" (1) 1,0,0,v,2) A
\ Vit < (y)l,w,l Jv < wVfS t0’((y)1,w,o,v,2‘)

Podemos dar una descripcién informal de Cy(z,y) como sigue: La interpretacién de las

primeras dos lineas no presenta ningin problema, mientras que el resto puede expresarse
como:

* (¥)o = (pw)[Vu < 23w < WVZ (u,v, 7))
_ =gl
SRCTRCUR vt 1 S
Es ficil ver que Cq(z,y) € II,(BE,). En particular, Co(z,y) € II,(T) N I, (IZ,).
Ademads podemos probar que:
(i) IZ, FVz Iy Co(z,y) — Vz Iy O(z, y).
(ii) IS, - IPF(Cy).
(iii) B*Ap41(T) FVz Iy Cy(z,y) ¢ Vz Iy b(z,y)

Resulta sencillo probar (i) y (ii) a partir de la definicién de Cy(z,y). Para probar (iii),
recordemos que, por IL.8, BA} ;(T) es una extensién de IX,, luego, teniendo en cuenta
(i), serd suficiente probar el siguiente resultado

Aserto IV.6.1 B*A,;1(T) - VzAy0(z,y) = Vz Iy Cy(z,y)

Prueba del Aserto:
Sean A = B*Ap41(T) tal que A = Vz Iy b(z,y) y a € A. Puesto que Jyb(z,y) €
Ap41(T), sabemos que A = JyVu < aJv < yO(u,v). Puesto que A = ITI,, existe
b e A, tal que

b= (py)[Vu < a3v < yO(u,v)]
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Para cada d < b, sea cq = (pu)[u < a A =3v < d6(u,v)]. Entonces, para cada d < b
tenemos A |= 3tVv < d3Z7 < t-0'(cq,v,2), ya que A = BII,_;. Sea

eq = (pt)[Vv < d37 <t -8 (cy,v, 7))
De este modo, para cada d < b, tenemos

() A EVYu < cqgIv <db(u,v)
() AE=VYu <d3Z < ey 0(cy,v, 7))
(—) A }:Vt <egdv <dVZ< t0’(cd,v,2')]

Dado a debemos probar que 2 = JyCy(a,y). Los comentarios anteriores nos mues-
tran que un tal elemento, y, estard dado por la sucesién

(b’ ((Co, 60)7 (cla 61)) R <Cd, ed)a sy (cb~—l, eb-—l)))
En lo que sigue probaremos que dicha sucesién existe (como elemento de 2).

Sea p(w,p,z) € I1,(BL,) la férmula:

Seq(p) N1g(p) =2A(plo < =

Vu < (p)o v < wVZ (u,v,2) A

Vo <w3zZ < (P)l —‘9’((10)0,”,5') A
Vt < (p)1 v < wVZ < t6'((p)o, v, 2)

Sabemos que % E Yw < bIpy(w,p,a), ya que para cada w < b podemos tomar
P = {Cw, €w). Sea ahora ¥(z,y',w,p) € T,41(BT,) la férmula

(¥ SwAp=0)V

By<yVu<zIv<yb(u,v)Ap=0)V
w<y Al (Gu<zVo <y -0u,v)Ap=0)V
o(w,p, 7)

Puesto que T + Vz Vy' Vw Ip ¥(z, ', w, p), tenemos Ip ¥(z,y’, w,p) € Apy1(T). Por
tanto, de % = B*A,4+1(T) resulta que

A= VYw < 23p¥(z,y',w,p) = IgVw < 23p < q¥(z,y’, w, p)
Teniendo en cuenta que U = Vw < b3p V(a, b, w,p), existe § € A tal que
A = Yw < bIp < §¥(a,b,w,p).
Sean s € U tal que
2 |= Seq(s) Alg(s) =bA V) <b[(s); = 4]
y 0(z,a,s,b) € [1,(BX,) la férmula
a<zV3Iy<(b,s)Cy(z,y)

(s existe por ser 2 |=I3;). Entonces se verifica que:



Capitulo IV. Conjuntos II,—funcionales

o A =6(0,a,s,b)

En efecto, si by € A es tal que by = (ny)(0(0,y)), entonces by < b y para cada
d < by, con las notaciones introducidas anteriormente, se tiene ¢4 = 0, luego

eq = (ut)[Vv < d37 < t-6'(0,v, 7).
Consideremos ahora la férmula o(t, bo)

{ Seq(t) Alg(t) = by A

: (t)ip =0A
Vi <o { Vo <37 < ()i ~0'(0,v, %)

Es fécil comprobar que es una férmula IT, (IX,) y, ademds, 2 = 3t o(t, by). Por
tanto, existe & = (ut)(o(t, by)). Sea by = (bg, 5). Entonces

2A '= by < (b7 3) ACH(Oabl)
e AU = 6(z,a,s,b) = 6(z + 1,q,s,b)
Dado ag < a tal que A = é(ag, a, s,b), sean by y so tales que
2 k= (bo, s0) < (b, 5) A Cgag, (bo, S0))-

Distinguimos dos casos:

Caso A: A =3y < bgb(ap +1,)
Entonces, tenemos 2 |= Cg(ag + 1, (b, 50))-
Caso B: /A = -Jy < by b(ag + 1,y).

Sea by = (uy)(@{ap + 1,y). Entonces by < b; < b y para cada d tal que
by < d < b se tiene que ¢g = ag + 1 y por tanto,

eq = (ut)[Vv < d37 < t-0'(ag + 1,v, 2)].
Sea ¢ = by — by y consideremos la férmula o (¢, ¢)
Seq(t) Alg(t)=c A
Vi<e { \(7212 bzo(—zi(—) :_31?2 (t)i1—0'(ag + 1,v, 2)

De nuevo es ficil comprobar que es una férmula II,(I¥,) y ademds 2 =
Jto(t,c). Por tanto, existe s; = (ut){o(t,c)). Sea p = (b1, s * s1). Entonces

A =p < (b,s) ANCy(ao + 1,p)

En consecuencia, % = Vz é(z,a, s,b). En particular, % = d(a, a, s, b), luego, puesto
que a £ a, A =3y < (b, s) Cy(z,y). Lo que prueba el aserto. O
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Del aserto se sigue (iii).
Usando (i), (ii) y (iii), probamos (2) como sigue,

THVzdyo(z,y) = TFVrIyCy(z,y) [T tiene coleccién A,y y (iii)]
= Co(z,y) €T [Gi)]
= IX, + T+ Vz3yCy(z,y)
= I1Z, + " FVs3Iyb(z,y) [(i)]

(2)==(1) Sea I" un conjunto II,—funcional tal que
(') Thnn+2 (T) = Thnn+2 (Izn + P*)
En consecuencia, T tiene coleccién A, 41 ya que se verifica

T — I, +I* [IX, +'* es [I,1o—axiomatizable y (o)]
= B*An+1(BZn+1 + F*) I[IV5-(2)}]
<= B*A,41(T)

Lo que completa la prueba del teorema. (]
La demostracién de este teorema es un ejemplo de la utilidad fundamental del esquema

de coleccién, B*A,1(T), para obtener, dada una funcién total, otra monétona creciente
que la acote. Podemos formular esto de manera més precisa como sigue:

Corolario IV.7 Sea T una extension consistente de IAy. Las siguientes condiciones, son
equivalentes:

(1) T tiene coleccién Apy.

(2) T es II,,—funcional.

(3) Para cada ¢(z,y) € Il, tal que T + Vz Iy p(z,y), existe Cy(z,y) € I, tal que
o T Vz3lyCy(x,y) NIPF(Cy)
o TFCyo(z,y) = I <yolz,y)

Demostracion:
(1)<=(2) Por 1V.6.

(2)=(3) Puede probarse tomando para cada férmula ¢(z, y) € I, tal que T F Vz Iy o(z, y),
la férmula C, construida en la prueba de IV.6.

(3)=(1) Sea (z,y) € II, tal que Iy p(z,y) € Apy1(T). Sea ¥(z,y) € T, tal que

T+ 3yp(z,y) © Vyi(z,y)

Entonces, T - Vz 3y (¢(z,y) V ~(z,y)), luego por hipétesis, existe una férmula 8(z,y) €
II,, tal que

e T Vz3lyb(z,y) ANIPF(0)
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o THO(z,y) = Iy <ylolz,y)V-(z,y))
Sean A =T y a € U tales que A = Vz < aJy p(z,y). Sea b € A verificando A k= 6(a, b).
Entonces es ficil ver que

A EVz <ady <bolz,y) o

Nota IV.8 La condicién IV.7-(3) tiene un cierto valor heuristico con respecto al proble-
ma de la equivalencia entre UIA, 1 y ULA, ;. Sean A = UIA, 11 y ¢(z,y) € II, tales
que A = Vz 3y o(z,y). Sea F : A — A la aplicacién definida por

F(a) = (uy)(p(a,y))
Consideremos la cuestién: ;Es total la funcidn definida en A, por
G(z) = (pu)<z[Vv < 2 (F(v) < F(u))]?

Si para cada funcién F de 2 en 2, en las condiciones anteriores, la funcién G es total,
entonces A = ULA,4+1. De este modo quedaria probado que UIA,;; <= ULAp4.

Nota IV.9 Seria interesante poder axiomatizar la propiedad de ser II,,—funcional, es decir,
encontrar una teoria Ty cuyas extensiones sean precisamente las teorias II,~funcionales.
Sin embargo, como probaremos a continuacién no existe tal teoria.

Aserto IV.9.1 Sea Ty una extensién consistente de IX,. Son equivalentes:
(1) Toda teoria T, extensién de Ty, es II,,~funcional.
(2) BY;,; € To.

Demostracién:

Por IIL.2 y IV.6, sélo serd necesario probar (1) = (2). Razonamos por reduccién
al absurdo.

Sea 6 un axioma de BX,,, tal que Ty I# 6. Por [14], proposicién 3.3, podemos
suponer que § es de la forma ¢ V4 con ¢ € Lpia y ¢ € 49, por tanto, la teoria

T=To+ -+
es consistente. Por hipétesis existe I, II,,—funcional, tal que
Tr,4,(T) = Th, ,, (IS, + ')
y, puesto que Thyy, ,(IX, +I'™*) = Thy, (B, 41 + ') resulta:
TE-p = BI,u+I"F-p
Dado que BX, 1 +T™ F ¢ V 9, obtenemos
B+ F o

Por tanto, T - 1. Lo cual es una contradiccién, ya que T es consistente y T + —p.
O
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Este resultado puede reformularse del siguiente modo:

Definicién. Sea T una extensién de I%,. Diremos que T es una teoria IT,~funcional
minimal si para toda teoria T' son equivalentes:

(1) T<=T

(2) Toda extensién consistente de T” es II,,~funcional.
Ahora podemos reescribir IV.9.1 como sigue:

Aserto IV.9.2 Son equivalentes:
(1) T es una teorfa II,—funcional minimal.

(2) T < B, 0

Como consecuencia de este resultado no existe una teoria Ty tal que, para toda teoria T,
sean equivalentes

(=) T es II,,~funcional.
(=) T es una extensién de T.

En efecto, si existiese tal Ty, necesariamente habria de ser II,—funcional minimal y, por
IV.9.1, equivalente a BY, ;. Pero sabemos que IZ, tiene coleccién A, y, en consecuen-
cia es II,—funcional. Sin embargo, I%, == BX_,,.

Para terminar esta seccién, presentamos algunas consecuencias mis de IV.6

Corolario IV.10 Sea T una teoria consistente tal que Thyy, ,,(T) = Thy, ,(T+BZp41).
Entonces T es II,,—funcional.

Demostracion:
En efecto, puesto BX, 1 + T tiene coleccién A, 1, es II,~funcional. Por tanto, existe un
conjunto II,~funcional, T, tal que
Thy,,,(BEn41 + T) = Thy, , (IS, + T'*)
Puesto que, por hipétesis Thyy,,,(T) = Thy,,,(BE,41 + T), resulta que
Thnn+2(T) = Tth+2 (IZn + F*)
Por tanto, T es II,,—funcional. a

Como aplicacién de este resultado podemos probar que III] es Ilp—funcional:

Corolario IV.11 III] es Ilg—funcional.
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Demostracién:

Utilizaremos que III] es Yj-axiomatizable. Sea ¢ € II; tal que BX; + III] F ¢. Sea
¥ € Xo una conjuncién de axiomas de III] tal que BE; + 1 - . Entonces BX; F ¢ — ¢
y puesto que ¥ — ¢ € Il obtenemos IAg - 9 — ¢ y, por tanto, III; + ¢ — ¢. En
consecuencia, IIT] F ¢. Este razonamiento prueba que Thy,(BX; +III7) = Thy, (TII7).
Luego, por IV.10, III; es IIy—funcional. a

Un razonamiento similar permite probar el siguiente resultado, mas general:

Corolario IV.12 Toda extensidn consistente de 1Ay axiomatizable por férmulas Y9 es
[p—funcional. En particular, LA] e IA] son Ilp-funcionales.

Demostracién:
Si IAg C T es consistente y axiomatizable por fé6rmulas Xy entonces T + BX; debe ser
consistente ya que en caso contrario, existiria ¢ € 34, conjuncién finita de axiomas de T,
tal que BE; F =), y puesto que Thy,(BX;) = Thy,(IAg), tendriamos IAg F —, lo que
es absurdo, ya que por hipétesis T es una extensién consistente de IAg.

Ahora, dada ¢ € Ila, cerrada y tal que BX; + T F ¢, existe ¢ € £y (conjuncién finita
de axiomas de T) tal que BX; F 9 — ¢. Puesto que esta dltima férmula es II3, (de nuevo
por el resultado de IIy-conservacién) resulta IAg F 3 — o, luego T F ¢ — ¢ y, por tanto,

T + ¢. Esto prueba que Thy, (T) = Thy,(BX; + T) y en consecuencia, por IV.10, T es
IIj—funcional. 0

Corolario IV.13 Thy, (N) tiene coleccidn A;. a

Nota IV.14 No es posible generalizar IV.12 a III_; o a teorias X, o-axiomatizables,
para n > 0. En concreto tenemos:

e I, no es II,~funcional para n > 0, ya que si lo fuese entonces III , deberia ser
una extensién de I¥, y sabemos (véase [14]) que Il , #= IZ,.

e Dado que Il ; es ¥, 4o axiomatizable, no toda teoria ¥, 2-axiomatizable es II,—
funcional (para n > 0).

Sin embargo, podemos obtener un resultado ain mas fuerte, utilizando la proposicién
I11.40. Recordemos el enunciado de dicha proposicién.

(=) (n > 0) Sea T una teorfa ¥, 9-axiomatizable tal que N = T. Entonces
T & IZ,
Gracias a este resultado obtenemos:
Proposicién IV.15 (n > 0) Sea T una teoria ¥, o-axiomatizable y tal que N |= T.

Entonces T no es Il,~funcional. En particular, para n > 0, LA, e IA_,, no son
I1,,—funcionales.
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Demostracion:
Si T es II,—funcional, entonces T == I¥,, en contradiccién con I11.40. ]

En el caso de una teoria axiomatizable por férmulas IT,,2 la condicién dada en IV.10
se transforma en una nueva equivalencia;:

Teorema IV.16 Sea T una teoria consistente I1,, . 5-axiomatizable. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) T es II,~funcional.
(2) Tth+2 (B2n+1 + T) - Thnn+2 (T)

Demostracién:
Por IV.10, sélo debemos probar (1) == (2). Sea I' un conjunto II,~funcional tal que
Thy,,,(IX, + ') = Thy, ,(T). Puesto que T e IZ, + I'* sen I1,2-axiomatizables,

() T < 1%, + I

Por tanto,
B, 41+ <= BI,+1Z,+I
<~ BX,1+T [[(o)]]
En consecuencia
Thy, ,(T) = Thy,,, (IZ, + 1)
Thy, ,(BXni1 + r*)
Thy, ., (BSn41 +T)

Lo que prueba el resultado. O

Nota IV.17 Esta tGltima equivalencia también es cierta para teorias X, 12-axiomatizables,

ya que puede probarse ficilmente que si T es una teoria consistente ¥, 9-axiomatizable,
entonces

Thy, ,(BEny1 + T) = Thy,,, (IS, + T)

Ahora bien, jexiste alguna teoria II,~funcional que sea ¥, o-axiomatizable, (n > 0)?. Por
IV.15 sabemos que si T es una tal teoria entonces N j= T. '

Podemos intentar generalizar IV.16 a teorias que no sean I, o-axiomatizables. Esto
nos lleva a plantear el siguiente problema:

Sea T una teoria tal que T + B¥,;1 es consistente, json equivalentes las siguientes
condiciones?

(1) T es II,~funcional
(2) Tth+z (BZTH—I + T) = Tth+2 (T)

(3) Thy,,,(BZ;,; + T) = Thn,,,(T)
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IV.2 Foérmulas A,,; como férmulas acotadas

En esta seccién y en la siguiente, proseguimos el estudio de las propiedades de los conjuntos
I1,,~funcionales. En particular, veremos que, extendiendo convenientemente el lenguaje de
la Aritmética, dado un conjunto IT,—funcional, I, (bajo ciertas condiciones) las férmulas
An+1(IZ, + ') son equivalentes a férmulas acotadas en el lenguaje extendido, lo que
hace que esta clase de férmulas sea cerrada bajo negacién y cuantificacién acotada. Esto
proporciona otra prueba de la equivalencia

véase 1V.42.

Definicién IV.18 Dado un conjunto II,~funcional, T, para cada p(z,y) € T’ considere-
mos un nuevo simbolo de funcién 1-aria, G,. Denotaremos por L(I') al lenguaje que se
obtiene al anadir al lenguaje de la Aritmética, L, los simbolos de funcién G, para todo
pel.

Sea A la clase de las féormulas acotadas de L(T'). A partir de A}, alternando cuan-
tificadores de la manera habitual, se definen las clases de formulas 1IL, £L. Sea IA} Ia
teoria de lenguaje L(T") y axiomas:

P +T* +{I,: peAG}+{o(z,y) © Gylz) =y: peT}

En general, si T es una teoria de lenguaje L, Tt denotard la extensién de T al lenguaje
L(T') obtenida al afiadir a los axiomas de T, el conjunto de férmulas

{o(z,y) © Gy(z) =y: peT}

Nota IV.19 Observemos que dados T y I' como en la definicién, (T +I"*)r es una exten-
sién por definiciones de T +I'* y, en consecuencia, se trata de una extensién conservativa.

Notacién IV.20 Si I’ es un conjunto IT,—funcional y 2 y B son L(I')-estructuras, es-
cribiremos 2 <, B para indicar que 2 es una subestructura n—elemental de B con respecto
al lenguaje L£(I'). Cuando queramos expresar que 2 es una subestructura n-elemental de
B, respecto del lenguaje de la aritmética, £, escribiremos A <, o B.

Con el objetivo de probar la equivalencia entre férmulas Ap41(T) y férmulas acotadas (en
una extensién de £, del tipo £(T')), nuestro primer paso serd probar el siguiente resultado:

Lema IV.21 Sea I un conjunto I1,,—funcional. Se verifica:

(1) Para toda (%) € A}, existen (&, 2) € Ln, 0(F,2) € I, y t(Z) € Term(L(T)) tales
que:
(BEn+ T F V2 > 3) (9(F) © $(#2) © 07, 2))

(2) Para todo t(Z) € Term(L(T')), existe p(Z,y) € Lpy1 tal que:

(IAp+T*)r Fi(Z) =y & o(Z,y)
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(8) Para toda ¢(%) € A} existe § € Apy1(BE, +I'*) tal que:
(BZn + )k o(&) ¢ 0(2)
Demostracién:
(1) Emplaremos un argumento similar al utilizado en [8], lema 1.30.

La prueba se realiza por induccién sobre la longitud de ¢(Z). Primero consideraremos
las férmulas atémicas.

Caso 1: s1(Z) + s2(Z) = y.
Por hipétesis de induccién, para cada ¢ = 1,2, existen ¥;(Z,y, z) € L, 0;(Z,y,2) € II,,
y ti(Z,y), t2(Z,y) términos de L(T) tales que

(BE, +T)r B Vz > (2, y)(si(Z) = y & (£, v, 2) < 6;(%,y, 2)).
Sean ¥(Z,y, z) € L, la férmula
Ju,v < 2 (YP1(Z,u, 2) Apa(Z,v,2) ANut+v=1y)
0(Z,y, z) € I1,, una férmula equivalente en BX,, a
Ju,v < 2 (61(Z,u,2) AO2(Z,v,2) ANu+v=1y)

y H(&) el término de L(T') $1(Z) + s2(Z) + t1(Z, 51(Z)) + t2(F, 52(Z)).

Supongamos que z > t(Z). Entonces
(=) si(@), ti(Z,8:(Z)) < tZ) < 2, 1=1,2.
(=) En (BZ, + T'*)r tenemos que

51(Z) +52(F) =y o Fu,v<z(s1(F) =uAs:(f) =vAutv=y)
o Fu,v <2 (i (T, u,2) Aa(Z,v,2) ANu+ v =1y)
< Ju,v < 2(01(Z,u,2) AO2(Z,v,2) Aut+v=1)

Caso 2: s1(Z) - 52(Z) = v.
La prueba es similar a la del caso 1. Basta tomar ¥(Z,y, z) como la férmula

Ju,v < 2 (Y1(Z,u,2) Ao(T,v,2) Au-v=1)
y como 8(Z,y, z) una férmula II,, equivalente en BE, a
Ju,v < 2 (61(Z,u, 2) A 02(Z,v,2) Au-v=1y).
Caso 3: G,(s(Z)) = v.
Por hipétesis de induccién, existen ¥'(%,u, z) € I, 6'(Z,y,2) € I, y t'(F,u) término
de L(T') tales que

(BEp +T*)r b Vz > ¢(F,u) (s(F) = u & Y/ (£,u,2) < 0'(F,u,2)).
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Sea 6(Z,y, z) € II,, una férmula equivalente en BX,, a
Ju < 2 (6'(F, 4, 2) A p(u, 1))
(Z,y,2) € I, una férmula equivalente en BY,, a
Ju < z (YT, u,2) AVv < 2 (p(u,v) =y =v))

y t(Z) el término de L(T'), G,(s(Z)) + s(Z) + t'(Z, s(Z)).
Supongamos que z > t(Z) y u = s(Z). Entonces, en (BX, + I'*)r tenemos
(=) (&, u) =t (Z,s(%)) <) < 2.
() wlu,y) © Yo < 2 (p(u,v) 2y =v).

(=) Gu(s(@) =y & Fu<z(p(uy) As(E) =u)
< Ju <Lz (0(,u,2) A p(u,y))
< Ju <z (Z,u2) AV < 2(p(u,v) = y =v))

Caso 4: s1(Z) = s2(%).
Por hipétesis de induccién, para cada i = 1, 2, existen ¢;(Z, u, 2) € Zn, 6;(Z,u,2) € I,
y t1(Z, u), t2(Z,u) términos de L(T') tales que
(BX, + ") FVz > £(Z, u) (5i(Z) = u  ¥i(Z,u,2) © 0,(Z,u,2)).

Sean Y(Z, z) € Xy la férmula

Ju < z (P1(T, u, 2) Aa(Z,u,2)),
0(Z, z) € &, una férmula equivalente en B, a
Ju < 2 (01(Z, u, 2) A 62(Z, u, 2))
y t(Z) el término de L(T) 51(Z) + $2(Z) + t1(Z, 51(L)) + t2(Z, 52(Z)).
Supongamos que z > t(£). Entonces, en (BX, + I™)r se tiene:
() (@ s:(@)) SUT) <2, i=12

(=) 51(2) =s52(%) © Ju<z(s1(F) =uAsF) =u)
& Fu< z2(P1(F,u, 2) Apa(Z,u, 2

Caso 5: 51(Z) < s2(%).
La prueba es similar a la del caso 4.

Esto prueba el resultado para férmulas atémicas.
Caso 6: ¢ es ¢1 V ps.

Por hipétesis de induccién, para cada i = 1, 2, existen ¢; € £,, 6; € II, y t1,
to términos de L(I') verificando el resultado para ¢; y 2, respectivamente. Entonces,
W(Z,z) = Y1 Vo, 6(Z,2) =01 V6, y t; + ty verifican el resultado para ¢.



Capitulo IV. Conjuntos II,—funcionales 65

Caso 7: ¢ es —p;.

Por hipétesis de induccién existen 9 € X,,, 6 € II,, y ¢ término de L(I') verificando el
resultado para ;. Entonces =), -8 y ¢ satisfacen el resultado para ¢.
Caso 8: ¢(T) es Jy < s(Z) ¢’ (L, ).

Por hipétesis de induccidn, existen 9¥'(Z,y, z) € Ly, 0/(Z,y,2) € II, y ¢(Z,y) término
de L(T), verificando el resultado para ¢'. Sean ¥g(Z,y, 2) € En, 00(Z,y, 2) € II y (T, y),
un término de L£(T'), tales que "

(an + F*)F Vz 2 tO(jay) [y S S(.’f) A ¢0(57y7z) & 90(57% Z)]

Sea (T,2) € By la férmula Jy < 2z (Y (Z,y,2) A Yo(Z, v, 2)), 0(Z,2) € I, una férmula
equivalente en BE, a 3y < 2 (0'(Z,y, 2) Ao(F, v, 2)) y t(Z) el término s(Z) + t'(Z, s(Z)) +
to(Z, s(Z)). Supongamos que z > t(Z). Entonces, en (BE, + I'*)r tenemos que
(=) t(&, s(Z)), to (&, s(F)), s(&) < ¢(Z) < 2
) W <s@'(Ey) © y<z(y<s@)AP(EY)
ANg ay <z ("/}0(57 Y, Z) A 1/)'(5,%2))
< ay <z (00(57.’ Y Z) A 9’(5’ Y, Z))

Esto prueba (1).
(2) Es fécil por induccién sobre la longitud de ¢(Z).
(3) Sea (%) € Af. Sean (&, z) € Ty, 0(F, 2) € I, y ¢(F) un término de L(T) tales que:
(BEn +T*)r V2 2 (@) (0(&) © (&, 2) © 0(F 2))
Sea 7(Z,y) € Xp+1 tal que
(I +T™)r F () =y & 7(Z,y)

Entonces, en (BX, + I'*)r, se tiene:

e(Z) & 3z(([Z) = W(Z,2)) (es decir Y(Z,t(%)))
© z

,2)) (€ Zny)

o(Z) « 0(Z,i())
& Vz(t(Z) =z = P(Z, 2))
< Vz (T(-'fa 2) - tp(f, z)) (E Hn+1)
Por tanto, existe §(Z) € Apy1(BE, + I'*) tal que:

(BE, + M) F o(F) & §() O

En el caso n = 0 podemos obtener un resultado algo méas fuerte con una demostracién
muy parecida, aunque ahora no serd necesario utilizar coleccién ya que s6lo manejamos
cuantificadores acotados.
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Lema IV.22 Sea I' un conjunto Ily—funcional. Se verifica:
(1) Para toda @(Z) € Af existen (Z, z) € Ag y t(Z) € Term(L(T)) tales que:

(IAg + I™)r V2 > ¢(Z) (p(Z) ¢ ¥(£, 2))
(2) Para toda t(Z) € Term(L(T)), existe ¢(Z,y) € ¥ tal que:
(TAg + I™)r FH(Z) =y < o(Z,y)

(3) Para toda (%) € Al existe (%) € Aj(IAg +T'*) tal que:

(IAg +T*)r F o(Z) © 6(Z) o

En general, si I' es un conjunto II,—funcional, con n > 1, este lema podria no ser
valido, aunque, como veremos mas adelante, podemos obtener un resultado similar para
un cierto tipo de conjuntos II,,—funcionales.

Dado un conjunto IT,,~funcional, I, la teoria IAE tiene propiedades muy similares a IA
(en realidad, podemos considerar IA¢ como un caso particular, para I' = (). En concreto,
siguiendo razonamientos bastante tipicos para teorias de induccién acotada (véase por
ejemplo [8], capitulos I y V) obtenemos los siguientes resultados.

Lema IV.23 Sea I un conjunto Il,~funcional. Se verifica:
(1) 1A} < LA]

(2) IAY es ITL , -axiomatizable.

Demostracion:
(1) La prueba es similar a la demostracién de IAg <> LA,.

(2) Por definicién,
INg =P~ +T*+{I,: ¢ € AG} +{p(z,y) & Gy(z) =y: 9T}

Sabemos que P~ + {I,, : ¢ € AL} es IT} -axiomatizable (la prueba es similar a la utilizada
para probar que IAg es I1;-axiomatizable y proporciona una teoria equivalente de la forma
P~ +{I,: ¢ € Al}, con L, € IIT'). Ademds, para cada ¢ € T, la férmula

p(z,y) & Golz) =y
es 1L, y gracias a esta equivalencia IPF (i) puede expresarse como:
z1 < zg = Gp(z1) < Gp(z2).
Entonces IA] es equivalente a la teorfa T dada por

T= P~ + {z1 <2~ Gy(z1) < Gy(a2): p €T}
+ {Iy: p€AR)
+ {o(z,y) @ Gy(z)=y: peT}

y claramente T C Hg i1 O
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Lema IV.24 Sea I' un conjunto Il,,—funcional. Entonces
(I, +T)r = IAL

Demostracidn:
Sean p(z) € AL y A = (IZ,+*)r tales que A |= 3z p(z). Por IV.21, existen 9(x, 2) € T,
y un término t(z) de L(T) tales que:

(BE, +T")r FVz > t(z) (o(z) © ¢¥(z,2)).

Sean a € A tal que A |= p(a) y b = t(a). Entonces 2 = ¥(a,b). Puesto que A & IE,,
existe ¢ € A tal que:

% = ¢ = (42)($(3,b)).
Puesto que I' es II,~funcional y % = (IZ, + T*)p, A E z < 2’ — t(z) < t(2'); luego,
AV < a(p(z) ¢ P(z,b))

En consecuencia, & = ¢ = (uz)(p(z)). Asi A = Ly,. o
En el caso n = 0, este ultimo resultado nos da:

Lema IV.25 Sea I un conjunto Iy—funcional. Entonces
(1) 1A} <= (IAg + ™)

(2) IAY es una extensién conservativa de IAq + I'*. a

Otro resultado es la siguiente versién en IAg, del bien conocido teorema de Parikh,
(ver 1.8).

Lema IV.26 SeaT un conjunto Ilgp—funcional y © C II} un conjunto de férmulas cerradas.
Para cada ¢(Z,7) € Al tal que IAL + © - VZ 3§ o(Z, ¥), existe un término t(Z) de L(T)
tal que

IAY + 6+ VE37 < ¢(F) ¢(Z, 9)

Demostracién:
Puede adaptarse ficilmente la prueba presentada, por ejemplo, en [8], Cap. V. En
cualquier caso, véase la prueba de IV.35. a

Como consecuencia de esta versién del teorema de Parikh, obtenemos el siguiente
resultado

Lema IV.27 SeanI' un conjunto Ily-funcional, T una extensién de IA} cuyos axiomas
son férmulas I} y p(z) € AT(T). Entonces existe una férmula §(x) € A} tal que

T F ¢(z) + 6(z)
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Demostracion:
Sean ¢'(Z,9), ¥'(&,2) € Al tales que ¢(Z) es I7¢'(Z,7), ¥

T 379 (7,§)  VEY(E,2)

Sea 6(%,7,7) € Al la férmula ¢/ (Z, %) V ~'(Z, Z). Entonces T + VZ37376(Z,7, 7). Por
IV.26, existe t(Z) término de L(I') tal que

T+ V#3g, 7 < (&) (&, 7, 2)

Por tanto, T F @(Z) « 37 < t(F) ¢'(F,7). Puesto que 37 < t(F) ¢'(Z,7) € AL, esto
completa la prueba del lema. o

Como un caso particular, obtenemos el siguiente resultado, que complementa IV.22-

(3).

Lema IV.28 Sea I' un conjunto Ily—funcional. Si ¢(z) € A1(IAg + I'*), entonces existe
6(z) € Al tal que
IAL F o(z) « 0(z)

Demostracién:
Es un caso particular del lema IV.27. a

IV.3 Conjuntos fuertemente II,—funcionales

Para extender los resultados IV.22, IV.24-1V.28 de la seccién anterior al caso n > 0,
debemos reforzar el concepto de conjunto II,—funcional. Por ello en esta seccién definimos
un nuevo tipo de conjuntos II,—funcionales que permitird extender dichos resultados y
serd muy 1til en los capitulos siguientes.

Definicién IV.29 SeaI' un conjunto Il,—funcional. Diremos queT es un conjunto fuerte-
mente I1,—funcional si, para cada A |= 1Ag + I'*, numerable, e I C¢ 2, se tiene:

VoeTl,Vael, Fbel, AE p(a,b)) = I=<;2A
Es decir,
I c® A como L(T')-estructuras == I < A como L-estructuras
Nota I'V.30
(1) Todo conjunto IIp—funcional es fuertemente IIp—funcional.

(2) SiT'y es fuertemente II,~funcional y I'; es un conjunto II,~funcional tal que I'y C I's,
entonces 'y es fuertemente II,—funcional.
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Lema IV.31 (n > 0) Sea ' un conjunto fuertemente I1,,—funcional. Entonces

(1) Yk <, Thi, , (BSk4s + I*) = Th, ,, (IS, + )
(2) Vk < n, Thy,,,(BSks2 + ) = Thy,,, (IAq + )

Demostracién:
(1) Por reduccién al absurdo, dada ¢(Z,%) € Il,, tal que BEg, o + I'* F VE370(Z, )

supongamos que IX; + I' I/ VZ3§o(Z, 7). Entonces, puesto que (IXx + I'*)r es una
extensién conservativa de IX; + I'™*,

(IZk + ) ¥ VZ 37 (Z,9)
Consideremos la teoria
T = (IS +I)r + €+ V5-p(€,§) + d + {t(€) < d: (ZF) término de L(')}

donde ¢ y d son nuevas constantes. Por el teorema de compacidad T es consistente. Sean
A=T yd=2A(c). Sea B el segmento inicial de A determinado por el conjunto

{t(@) : t(Z) término de L(I')}

Por ser I' un conjunto II,—funcional, B C® 2, y gracias al esquema de axiomas referentes
a d podemos garantizar que es una subestructura propia de 2. En consecuencia, puesto
que A |=IA¢ +I'™ y I es fuertemente II,—funcional, por definicién, obtenemos B <n.c &
Por tanto, B |= IAq +T”. Alser k < n, B <§,, , %y como A |= I esto nos da
B f—: BXjo. Asi, B E BYgi0 + 1.

Puesto que 2 = V§—¢(d, %), ¢(Z,7) € U, y B <n,c U, entonces

B = Vi -p(@, §)
Lo que estéd en contradiccién con B = BEgip + [* y By o + [ F VZ 37 o(E, 7).

(2) Por (1), para cada k < n las II, 2-consecuencias de ISy + I'* y las de BXy 9 + I*
son las mismas. Sea 8 € Il 2 cerrada. Probaremos por induccién sobre k& < n que

Vk<n, BIpa+T'FH0 = IAg+T*FH

Si k = 0 basta aplicar el apartado anterior.
Supuesto para k < n, donde k + 1 < n. Se tiene:

BXpi3+I* 0 = I¥p 1 +T* 0 [por (1), k+1<n]
— BYg o +1*H6
—  IAg+T*+0  [Hip. Ind]

Lo que prueba (2). ]

Como consecuencia de este resultado obtenemos
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Teorema IV.32 (Extensién de IV.24 y IV.25)
Sea I" un conjunto fuertemente II,,—funcional. Entonces:

(D IAG+T* = I, +I™
(2)IA] = (JA+T)r <= (IS, +D)r
(8) IA} es una extension conservativa de IAg + I'™*. ]

Demostracién:
(1) Para n = 0 el resultado es trivial. Sin > 0, por IV.31-(2), para el caso particular
k=n—1, dada 6 € II,, 5 cerrada

B, 1+I"F0 <<= IA+I"H6
Puesto que I¥,, + I'* es un conjunto de férmulas II, 2 esto nos da
IAg + T <= 1Z,+I"
(2) @A +T*)r y (IX, + I'™)r son extensiones por definiciones luego, por (1),
(IAg+T")r <= (IZ,+I)r
Por 1V.24, (IZ, + I'*)r == IA}. Lo que concluye la prueba de (2).

(3) se obtiene de (1) y (2) teniendo en cuenta que (IAg + I'*)r es una extensién conser-
vativa de 1Ay + I'™*. O

Gracias a este resultado podemos extender IV.22 del siguiente modo:

Lema IV.33 (Extensién de IV.22)
Sea I un conjunto fuertemente I1,—funcional, n > 1. Entonces

(1) Dada ¢(%) € A}, existen ¢(&, 2) € Xy, 0(Z, 2) € I, y t(£) € Term(L(T)) tales que:
IAL F V2 > 4(3) (0(2) © $(7,2) © 0(F, 2))
(2) Dado t(Z) € Term(L(T')), existe p(Z,y) € L, tal que:
IAL - ¢(Z) = y © 9(Z,y)
(8) Dada (%) € A} existe 8 € Ap11(BZ, +I'*) tal que:
IAL F () ¢ 6(2)

Demostracién:
Es consecuencia directa de IV.21 y de IV.32. o
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Corolario IV.34 (Extensién de IV.4 y IV.5)
Sea I' es un conjunto fuertemente II,,~funcional. Entonces

(1) Tha,,(BSns1 + ) = Th, ,, (18 + I
(2) IAG+T* = IAn+1(BEn+1 + F*) - B*An+1(an+1 + P*)

Demostracién:

(1) Para n = 0 el resultado es consecuencia de IV.4. Para n > 0 es consecuencia de
IV.31-(2) aplicado a k =n — 1. ’

(2) BX,41 + I es débilmente PK-A, .1, puesto que tiene coleccién A, y, en conse-
cuencia,

A (BE, i +T7) = B*A, 1 (BZp41 + )
Para probar la implicacién restante, observemos que por IV.32-(1),
IA g4+ T = IZ,+I*
y por IV.5, I3, + I'* tiene induccién A, 41, luego por IV.4 y I1.3
I¥, + T = 1A, 1(BZ,41 + T)

lo que termina la prueba del corolario. (]

Teorema IV.35 (de Parikh, extensién de IV.26)
Sean I' un conjunto fuertemente II,~funcional y © C I,y U Hlf un conjunto de férmulas

cerradas. Para cada ¢(Z,9) € II, U AL tal que (BX,11 + O + T - VZ 3§ o(Z, 7), existe
un término t(Z) de L(T') tal que

(IAg + © + T*)r F V237 < #(2) o(3, 7)

Demostracién:

Es similar a la del lema IV.31. Por reduccién al absurdo, si no existe tal término, entonces,
por el teorema de compacidad, la teoria T dada por

(I +T*)r+0© + & + {V§<t@) —¢(€ %) : t(Z) término de L(T)}
+ d + {t(€) <d: #(Z) término de L(I")}

es consistente. Sean 2 =T y @ = A(€). Sea B el segmento inicial de % determinado por
el conjunto

{t(a@) : #(Z) término de L(T')}
Entonces

(a) B C® A propia (como L(I')-estructuras) y
(b) B <7 A (por ser I' fuertemente II,~funcional).

(c)BEO (yaque ®© CIIT ULy v A = O).
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Puesto que 2 k= IAL, por IV.32, 2 |= I, luego por (b), B = BZ,41. Dado que B |=I'*,
por (b) y (c¢) obtenemos que

(o) BEBIZ1 +0+T)r

Puesto que ¢(Z, %) € I, U A}, de la definicién de B, junto con (a) y (b), se deduce que
B = VY e(ad,¥), lo que estd en contradiccién con (s). a

Lema IV.36 (Extensién de IV.27)
Sea T' un conjunto fuertemente II,~funcional y T una extensién de 1A} de la forma
IA} + ©, donde © C I, 41 UTIY. Sea () € I¥ tal que existe 1(Z) € 1L verificando:

T F o(Z) & ¥(T).
Entonces, existe 0(Z) € AL tal que
T F 6(Z) & p(T).

Demostracién:
Es similar a la de IV.27 usando ahora IV.35. g

Lema IV.37 (n > 0) Sea I un conjunto fuertemente Il,,~funcional. Entonces
(1) Para cada i (Z,9) € I1,—1, existe un término t(Z) de L(T) tal que

(TAg +T*)r F 31 (Z, §) + 3§ < UT) 1 (Z, 7))
(2) Para cada ¢y (Z,§) € £,-1, existe un término t(Z) de L(T) tal que
(IAg +TI™)r F Vijpa(Z, §) > V§ < HZ) 2(, 9)

Demostracion:
(1) Sean ¢ (Z,) € n—1 y ¥(Z,7) € I, la férmula

01(Z,5) V (Vi -p1(Z,9) A § = 0).

Entonces (IAg + I'™)r F VZ 37 ¢Y(Z, §); luego, por 1V.35, existe t(Z) término de L(T) tal
que

(TAg + T™)r F V33§ < 4(&) $(3, ).
Por tanto,
(IA¢ +I¥)r F 37 p1(F, §) < 37 < UT) ¢1(Z, 9)

(2) Si po(Z,7) € Tp_1, entonces ~py(Z,¥) € II,_;. Por el apartado (1), existe ¢(Z) tal
que
(IAo +I™)r F 37 ~pa(Z, §) ¢ 3§ < ¢(T) ~p2(Z, 9)

lo que, tomando negaciones, nos da la equivalencia buscada. O
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Teorema IV.38 (Extensién de IV.28)

Sea T" un conjunto fuertemente I1,—funcional y p(Z) € Ap+1(IAg +I'*). Entonces existe
6(%) € A tal que
IAD F (@) © 0(3)

Demostracidn:
Supongamos que ¢(Z) = 37 ¢'(Z, 7), con ¢'(Z, 7) € I, y tomemos ¥(Z) = Y7y (F,7), con
Y'(Z,7) € L, tales que

IA) + I F (%) © ¢(2).

Aplicando reiteradamente el lema IV.37 se demuestra la existencia de ¥ (%,%) € Af y
©1(,7) € AL tales que

(o) IAJRY'@E P n@Ed) v  IALFGE D ¢ eld D)

Para explicitar este hecho un poco mas, supongamos que ¢’ y 9’ pueden escribirse, re-
spectivamente, como

Vz1 3%y ... 32, wo(Z, ¥, 21, ..., 2n) y 3Z1VZ...VZ, (Z, ¥, 21,...,20)
(suponemos n par) con g, € Ay, de tal modo que
(=) @(Z) es IGV21 3%, ... 32, 0o(Z, 7, 21,y .- -, Zn)
(-) (%) es V321 V2, ... V2, Yo(Z, T, 21,-- ., Zn)
y, por tanto,
IAL - 37VZ, 3%y ... 32, 0o(Z, 7§, 21y - . - 1 Zn) © VFIZVE .. VE,W(E, 7, 21, - - ., Zn)

Entonces por IV.37, existen 1(Z, ¥), t2(Z,¥,21),...,tu(Z,¥,21,...,2Zn~1), términos de
L(T) tales que:

(=) IAD - V5 35 ... 35, 0o(&,§, 21, ..., ) ¢ VAL < 0(F,§) 353 35, 00(&, §, 1, - -, F)
) IAE F32y ... .32, 0o(Z, 7, 21, .-, Zn) & 322 < 0(Z,7,21) - - 20 ©o(Z, T, 21, - - -, Zn)
(=) 1AL F 32, 0o(Z, 7, 71, . ., Zn) © 30 < (@05 Fh oo r Fne1) 00 (&, Ty F1y s Z)
Por tanto, podemos tomar como ¢1(%, %) € A} la férmula
V7 S 4(&,7) 322 < (&, 7, 22) - - 320 < ta(&, 9,21, - Znm1) 00T, 0, 215 -+ -5 Zn)

Razonamientos similares permiten obtener la férmula (&, %) € Al. En consecuencia,
por (e),
IAG - (Z) Vi (Z,§) & 3T e1(E ) « o(@)
donde 371 (Z,7) € LY. Por el lema IV.36, existe 8(Z) € Af tal que
IAG F 3501 (F,§) © 6(2)
Luego IA] - (%) « 0(Z), donde 6(F) € Af. a
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IV.4 Existencia de conjuntos fuertemente II,—funcionales

En esta seccién probaremos la existencia de conjuntos fuertemente II,—funcionales.

Proposiciéon IV.39 Para cada n > 1, existe un conjunto fuertemente I1,—funcional, H,,,
tal que:
(1) Para toda ¢ € Hy,, se tiene:
(a) IZ,-1 - IPF(p)
(b) IX,, + Vz 3w ¢(z,y)

(2)1¥, <<= IZ,+H,

Demostracién:
Para cada 6(v,y) € II,_; consideremos la férmula ¢'(z,w) definida como

(-3 <z3yb(v,y) Aw=0) V
Jwi,we < w(w = (wy,ws)) A
wy <z A 0wy, wy) A
VYwp,we L w |w = {wy, ws) — (Fyb(v,y) = Jy < w2b(v,y)) A
Vo<z
(O(v,wq) = (v,w2) < w)

Una foma equivalente de expresar el significado de esta fé6rmula es

(= <z3yb(v,y) Aw=0) vV
w = (w1, w2) Awy <z A0(wy,ws) A
Jwy,we < w { Vo < 2 { By b(v,y) = Jy < w2 (v, y)) A
- (9(’!},’{1}2) — (’U,w2) < w)

o~

Es facil ver que ¢'(z,w) es equivalente en IX,_; a una férmula 6(z, w) € II,, tal que:

(i) IS,_1 F IPF(8) A VzVuw (6 (z, w) © 0(z, w)).

(i) IX, F Vz 3wl (z,w).
Para probar esto dltimo, sea o = 1%, a € ™A. Puesto que, por 1.5, A = SII,_,,
entonces

A = wy Vo < a (Fyb(v,y) = Fy < wrb(v,y))
Sea by € A el menor de tales wy {existe pues I¥, = LII,). Por otra parte,
A = Vo < aFw{(0(v,b2) Aw = (v,b2)) V (=8(v,b2) A w = 0)]
Utilizando ahora colecciéon ¥, obtenemos:

A = J2Vv < a 3w < 2{(0(v,b2) Aw = (v,b2)) V (=6(v,b2) Aw = 0)]

y si tomamos b € % como el menor de tales z, entonces 2 = 6(a,b). Lo que prueba

(ii).
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Si repetimos la construcién anterior para cada 6(v,y) € I1,_;, obtenemos el conjunto
H, = {6(z,w) : 6(z,y) € MI,-1}
Teniendo en cuenta (i) y (ii), H, es II,~funcional y ademas
I, < I, +H.

Observemos también que para todo n > 1, H,, C Hjpq1.
Probemos ahora, por induccién en n > 1 que cada H,, es fuertemente II,~funcional.
Para n =1, sean A |= 1A + Hj e I C¢ 2. Supongamos que

(x) VoeH, Vael, Fbel, A= p(a,b)

Probaremos que I <§ 2 usando el test de Tarski-Vaught. Sean 0(z,y) € Ilg y a € I tales
que & |= 3y0(a,y) (por ser I = IAg, podemos suponer que 6 sélo tiene un pardmetro).
Puesto que & |= Vz 3'w §(z,w), usando (x), existe d € I (ya que a € I) tal que A |= 6(a, d).
Por definicién de 6(z,w) (recordemos que IAq F 8 « 6) existe b < d, tal que 2 = 6(a, b);
luego, b € I. En consecuencia, existe b € I tal que A = 6(a, b).

Supuesto para n, sean 2 |=IA¢+ Hy ; e J C® 2. Supongamos que

(**) VSDEH-HH-‘FI’ VG'G‘L abEI’ Q‘F‘P(aﬂb)

Como en el caso anterior, usamos el test de Tarski-Vaught, para probar que I <&, 2.
Sean 6(z,y) € I, y a € I tales que A |= 3y 6(a,y). Puesto que, por hipbtesis de induccién,
Hi, es fuertemente IT,~funcional, por IV.32-(2), sabemos que IAg + H, = I%,, luego
por (i), - .
A |= IPF(8) AVz Vw (§'(z,w) < 0(z, w))
Segiin esto tltimo, A k= Yz 3w 6(z, w); luego, como en el caso n = 1, usando ahora (%),
existe d € I (ya que a € I) tal que _
‘ A = 0(a,d)

Por definicién de 5(:1:, w), existe b < d, tal que A |= 6(a, b); luego, b € I. En consecuencia,
existe b € I tal que U = 6(a,b). O

Teorema IV.40 (Extensién de IV.6)
Para cada teoria T, con coleccién A, 41, existe I' C I1,,, fuertemente I1,—funcional tal que:

Thnn+2 (T) = Tth+2 (IAO + F*)

Demostracion:
Para n = 0, teniendo en cuenta IV.6, no hay nada nuevo que probar, ya que todo conjunto
IIp—funcional es fuertemente Ilp—funcional. Por tanto, supondremos que n > 1.

Sea Hi, el conjunto fuertemente I, ~funcional definido en la proposicién IV.39. Obsérvese
que IY,, = Hf;, luego, puesto que T tiene coleccién An4q, T = Hf,.
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Sea © un conjunto II,~funcional tal que
Thy, ,(T) = Thy,,,(IX, + %)

Sea I' = ® UH,. Puesto que IY,, — H, y @ es II,—funcional, es facil comprobar que I es
H,-funcional. De hecho, por IV.30, I' es fuertemente II,~funcional por serlo H,,. Ademais:

Thnn+2 (IAQ +P*) = Thnn+2(IA0 +IHE; + @*)
= Thn, (IS, +H, + 9*) [IZ, + H <= 1Ay + HE, (por IV.32)]
= Thp,,,JZ, + &*) 1%, = H]
= Thnn+2 (T)
Lo que termina la prueba del teorema. 0

Usando este tltimo teorema podemos aumentar nuestra lista de caracterizaciones de
las teorfas con coleccién Apqq:

Teorema IV.41 (Extensién de IV.7)
Son equivalentes:

(1) T tiene coleccién Apy.
(2) T es II,~funcional

(8) Existe T' fuertemente I1,~funcional tal que

Tth+2 (IAO + F*) = Thnn+2 (T)

(4) Para cada ¢(z,y) € II, tal que T + Yz Iy o(z, y), existe Co(z,y) € I, tal que
e T+ Vz3lyCy(z,y) AIPF(C,)
* THCo(z,y) = Y <yop(z,y) o

Nota IV.42 Usando las propiedades de los conjuntos fuertemente IT,—funcionales se ob-
tiene una nueva prueba de la equivalencia,

N1 (IS, +T%) = LA, (IS, +T7)

para cualquier conjunto fuertemente IT,~funcional, T
En efecto, s6lo debemos probar

1A 1(IZ, +T%) = LA (IS, +T%)

Sean ¢(z) € Any1(Bn +T%) y A | 1A 1 (IS, + ) tales que A = Iz ¢(z). Por
reduccién al absurdo, supongamos que 2 = L, es decir, no existe a € A tal que

A = o(a) AVz < a-p(z)
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Entonces, es facil comprobar que
() A= Vz <0-p(2) AVz (V2 < z-9(2) = Vz < z + 1 -9(2))
Por IV.38 existe 8(z) € Al tal que
IAL - o(z) & 0(z)

Puesto que la férmula Vz < z-8(2) € AL, por IV.33, existe 9(z) € Ap1(IZ, + ') tal
que
IAL FVz < 2-6(2) & ¢(z)

y, por tanto,
IAL F Vz < 2-9(2) & ¢(z)

Puesto que IA] es una extensién conservativa de IX, + I'*, esto prueba que
0
Vz <z -p(2) € Ap (I8, +T)

Por IL.5, 2 |= 1A} (IX,4T*), luego teniendo en cuenta (o), resulta 2 |= Vz Vz < 2 —p(2)
¥y, en consecuencia, 2 = Vz —p(z), en contradiccién con la hipdtesis 2 = 3z ().



Capitulo V

[I,,—envolturas

En el capitulo IV hemos introducido los conjuntos IT,,~funcionales para estudiar las I1, 49—
consecuencias de una teoria T. Intuitivamente, se trata de caracterizar las Il s—con-
secuencias de T a través de una familia de funciones (médulo IAp). En este capitulo
estudiaremos la existencia de conjuntos II,~funcionales definidos de manera uniforme.
Con este fin consideramos las II,—envolturas. Ahora, se trata de caracterizar las II, o-
consecuencias de T por medio de una familia uniforme de funciones (véase V.4). Las
II,-envolturas son una generalizacién de las envolturas tal y como fueron introducidas
por McAloon en [20] (véase también [8]) y resultan ser una formulacién equivalente del
concepto de indicador en su sentido mds general (ver [11]). Parte de nuestro interés
en ellas radica en su utilizacién para construir modelos de fragmentos de la Aritmética
en los que w es definible (véase VII.11). Una de las propiedades fundamentales de las
IT,,-envolturas tal y como las definimos a continuacién es que, en condiciones bastante
generales, proporcionan conjuntos fuertemente IT,-funcionales.

V.1 Il,-envolturas: definicién y propiedades generales

En primer lugar recordemos la notacién introducida anteriormente:

Nota V.1 Dada una férmula ¢(z,y) denotaremos por IPF(y) a la conjuncién de los
cierres de las férmulas:

(=) e(z,y1) A o(z,y2) = y1 = Yo
(=) 1 S z2 Ap(z1,y1) Ao(z2,92) = y1 < 92
SiT es un conjunto de férmulas, denotaremos por I'* al conjunto:
{Vz Iy p(z,y) : o(z,y) €TT}U{IPF(p): p(z,y) €T}

Definicién V.2 Sean € w. Sean T y T teorias consistentes de lenguaje L y p(u,z,y) €
Ynt1-
(1) Diremos que ¢ es una Il,—g-envoltura de T en Ty si

79
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(a) TH Iy, donde Ty, = {p(k,z,y) : k € w}
(b) VE € w, TotF @k +1,z,y) = 3z < yplk, 1, 2)

(2) Diremos que ¢ satisface II,~ENV para T y T¢ si para cada ¢(z,y) € II, (sin
pardmetros) tal que T & Vz 3y(z,y), existe k € w tal que

TO H ‘P(k,l‘,y) —3dz< y'(,[)(.’lI,Z)

(3) Diremos que ¢ es una Il,—envoltura de T en T si
(=) ¢ es una Il,,~q—envoltura de T en Ty y
(-) ¢ satisface II,-ENV para T y Ty.

Nota V.3

(=) En lo que sigue, salvo que se especifique lo contrario, al considerar una IT,-envoltura
de T en Ty supondremos que T y Ty son extensiones de IAg.

(-) Es fécil ver que si T + IX, es consistente y o(u,z,y) € II, es una II,—q—envoltura
de T en Ty, entonces I', es un conjunto I, ~funcional.

El siguiente resultado muestra cémo caracterizar las I, 9—consecuencias de T por
medio de una II,—envoltura.

Lema V.4 Sea ¢(u,z,y) € ¥p41 una lI,—envoltura de T en Ty. Si T = Ty, entonces
Thn,,, (T) = Thn,,, (To + F;)

Demostracion:

Puesto que T = Ty y ¢ es una Il -envoltura de T en Ty resulta que T = T + I, ¥,
por tanto,

']:‘hr[n+2 (T() + F;) - Thl'[,.+2 (T)
Para probar la inclusién restante, sea i(z,z) € II, tal que T + Vz 3z4(=z, z). Entonces,
puesto que ¢ satisface II,~ENV, existe k£ € w tal que

To F plk,z,y) = 3z < yp(z, 2)

y asi, To + [, - Vo 3z9(z, 2). 0

Nota V.5 La propiedad fundamental de las II,,—envolturas queda recogida en la condicién
I1,,-ENV, de acuerdo con la cual toda funcién 1-aria de grafo II,, que la teoria pruebe
que es total, estd acotada (y esto puede probarse en Tp) por una funcién de la envoltura.
Esto es cierto también para funciones de grafo X, 4, y de cualquier aridad.
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Aserto V.5.1 Sea p(u,z,y) € T4 una Il,—envoltura de T en Ty. Para toda
Y(Z,y) € Lp41 tal que T +VZ Iy (&, y), existe k € w tal que:

TO = (P(kv (f>ay) = 3Jdz < WP(E’ Z)

Demostracidén:
Sean ¥(Z,y) € Lnt1 ¥ Yo(Z,y,2) € Iy, tales que

1/1(5, y) = 321&0(:_5, Y, Z)
Sea 6(u,v) € II, la férmula
VE SuVy,z <v(u=(Z) Av=(y,2) Ao(T,y,2))

Entonces T - Jy9(Z,y) « Jvl((Z),v) y, por tanto, T F Vu 3v6(u,v). En conse-
cuencia, existe £ € w tal que

To @k, u,v) = Fw < v0(u,w)

y de la definicién de 6, se deduce Ty F ¢(k, (Z),v) = Ty < v(Z,y). O

La siguiente propiedad bésica nos sera 1til mas adelante:
Aserto V.5.2 Sea p(u,z,y) € E,41 una II,,—envoltura de T en Ty. Entonces

ko € w, Vk > ko, To b @(k,z,y) 2z <y

Demostracién:
Observemos que

THVz3Iy(z =y)

luego puesto que ¢ satisface II,~-ENV para T y Ty, existe kg € w tal que
To t ko, z,y) = 3z <y (z = 2)

y, en consecuencia, Ty F ¢(ko,z,y) = = < y. Ahora bien, puesto que ¢ es una
1I,—q—-envoltura de T en Ty,

Vk > ko, To bt @k,z,y) 2 z<y

Puesto que las envolturas caracterizan las IT,, 1 o—consecuencias de la teoria considerada,
también pueden utilizarse para obtener resultados de incompletitud como el siguiente:
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Aserto V.5.3 Sea o(u,z,y) € 41 una Il -envoltura de T en T. Entonces
T i Vz 3y p(z, z,y)

Demostracién:
Supongamos que T + Vz 3y ¢(z, z,y). Entonces existe k € w tal que

(o) TF ok, z,y) = 3z < yp(z,z, 2)
Por ser ¢ una Il,—envoltura de T en T, sabemos que T + Vz Iy p(k,z,y) y ademds
(%) TrFok+1,z,y) = 3z <ypk,z,2)
En particular, usando (e),
TEFoekk+1L,y)AIz<yplk+1,k+1,2)
y por (x) obtenemos
Troek+1,k+1,y) > z<yplk,k+1,2)

lo que es una contradiccidn. ]

Un prueba similar a la de V.5.3 nos permite establecer el siguiente resultado:

Aserto V.5.4 Sea ¢(u,z,y) € T,41 es una Il,—envoltura de T en Ty. Si T = Ty,
o bien Ty == T, entonces

T i/ Yz Iy o(z,z,y) o

V.2 Il,—envolturas y segmentos iniciales

En esta seccién estudiaremos las relaciones entre las condicién I1,,-ENV de la definicién de
IT,—envoltura (V.2) y una nueva condicién que denotaremos por II,,—IND. Como veremos,
esta ultima condicién es una formulacién seméntica de la condicién I1,-ENV que relaciona
las envolturas con los indicadores (véase [8] o [11]) y permite demostrar que, en cierto
sentido, son conceptos equivalentes.

Definicién V.6 Sean T y T teoria consistentes y p(u,z,y) € Lp41. Diremos que ¢
satisface I1,~IND para T y Tq si para todo % |= Ty no estdndar, numerable, y cada
a, b € 2, las siguientes condiciones son equivalentes:

IND-(i) Vk € w, A =3y < be(k,a,y)
IND-(ii) Existe I <¢ A talqueI =T ya<I<b
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Lema V.7 Sea ¢(u,z,y) € L,y una II,—~g-envoltura de T en Ty. Sean A = Ty no
estdndar y a, b € 2. Entonces

Existe I <¢ %, [ETAa<I<b = Vkew, AEJy<bplka,y)

Demostracion:

Sean I <¢ A, I =Ty a < I <b Puesto que para todo k € w, T F Vz3yop(k,z,y),
necesariamente, para cada k € w, I | Jyp(k,a,y). Sitomamos by € I, tal que I =
o(k,a,by), entonces by < I <b, luego A = Iy < be(k,a,y). =]

Nota V.8 Como consecuencia del lema V.7, si ¢ es una II,,—q-envoltura, entonces, con
las notaciones de V.6,

IND—(ii) = IND-(i)
Por tanto, para probar que ¢ satisface I1,~IND, basta probar que IND—(i) => IND—(ii).

Lema V.9 Sea ¢(u,z,y) € En41 unall,—q-envoltura de T en Tg. Si satisface I1,-IND
para T y Ty, entonces

(1)  satisface II,~ENV para T y T,.
(2) ¢ es una lI,~envoltura de T en Ty.

Demostracidon:
(1) Razonamos por reduccién al absurdo:
Supongamos que existe ¥ (z,y) € II, tal que T F Vz Iy (z,y) pero, para todo k € w,

To ¥/ w(k, z,y) = Iz <y(z, 2)
Entonces, para cada k € w, existe 2 | To, numerable, y a,b € 2y tales que:
A = p(k,a,b) AVz < b-(a, 2)
Sean ¢ y d dos nuevas constantes y, para cada k € w, k > 0, sea Ty la teoria:
To+c+d+ {Fy <do(j,c,y) AVz<d-e(c,z): j <k}

T} es consistente para todo k € w, pues si tomamos 2 |= Ty (numerable), verificando,
para ciertos a,b € Uy,

Ay ’: <p(k,a,b) AVz < bﬁ":b(avz)

por ser ¢ una II,~q-envoltura, se tiene, para todo j < k, ™A = 3y < by(j,a,y). Por
tanto, interpretando ¢ como a y d como b, 2y k= Ty.

Por el teorema compacidad, la teoria T* = |J,,, T« es consistente. Sea 2* = T*, no
estindar, numerable y % = 91|*L. Tomemos a = A*(c) y b = A*(d), entonces A |= Ty y,
para todo k € w, A = Jy < bp(k, a,y). Por hipétesis, ¢ satisface II,-IND para T y T,
luego existe I <& A tal que, a < I < be I | T. Puesto que T F Vz Iy¢(z,y), existe
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e € I, tal que I = ¢(a,e). Al ser I <¢ A, A = 1(a,e) A e < b, pero, por construccién,
A = Vz < b—(a, 2), lo que es una contradiccién.

(2) Es consecuencia de (1). O

Teorema V.10 (n > 1) Sean T y Ty tales que

(i) To == I%,,

(ii) T es una teoria recursivamente axiomatizable, y
(i) Thy,,,(T) = Thy, ,,(T + Bn41).

Sea p(u,z,y) € L,4+1 unall,—q-envoltura de T en Ty. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) ¢ satisface I1,—-ENV para T y Tq (y, por tanto, ¢ es una Il,-envoltura de T en Ty).
(2) ¢ satisface I1,—IND para T y Ty.

Demostracién:
(2) = (1) Es consecuencia de V.9.

(1) = (2) Por V.8 sélo debemos probar que IND—(i) => IND-(ii). La prueba que
presentamos es una adaptacién del trabajo sobre indicadores que aparece en [11].

Supongamos que ¢ es una II,~envoltura de T en Ty. Sean ™A = Ty no estdndar y
a,b e tales que,

Vkew, AkE3Iy<bplk,a,y)
Sea ¢ una nueva constante y T' la teoria de lenguaje £ + ¢ dada por:
T + BZnt1 +c+ {Viy(e,§) : ¢(z,9) € Tn, A VY < b(a,9)}

Aserto V.10.1 T' es consistente.

Prueba del Aserto:

En efecto, si no fuese consistente, existiria 1y € X, (ya que X, es cerrado bajo
conjuncién) tal que

AEVi<bgo(e,d) y T+BIpyr+ck 35 -to(c,7)
Por el teorema de constantes, T + BX,, 11 F Vz 35 po(z, 7). En particular,
T+ BX, 1 FVz 3237 < z o(z, 7).
Por hipétesis, Thyy,,,(T) = Thy,_,(T + BX,41), luego
T FVz3z37 < zo(z,9)
Puesto que ¢(u,z,y) es una II,~envoltura de T en Ty, existe k € w tal que

To - <p(k,u,v) =3z <vdF <L Z_"(/)O(uag)
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Entonces, al ser 2 = Ty, A | ¢(k,a,v) = 32 < vIF < z-o(a, 7). Puesto que
A = 3y < bp(k,a,y), resulta

A= 32 < 53§ < 2 -9o(a, )

En particular, A = 35 < b -y (a, ), lo cual es una contradiccién. Por tanto, T’ es
consistente. 0

Denotemos al ¥,-tipo realizado por a y b en 2 por
tpg, a(a,0) = {6(z,y) € Zn : A= 0(a,b)}

Puesto que & I, y n > 1, tpy, o(a,b) € SSy(A) (el sistema estandar de 2, ver seccién
1.6) y, por tanto,

{"V9(c,§)7: ¢ € Tp, A VG < byY(a,9)}

también pertenece a SSy(2A). Dado que T es una teoria recursivamente axiomatizable,
podemos garantizar que T/ € SSy(A). En consecuencia, existe B8 = T' numerable
SSy(™U)-saturado. De este modo tenemos:

¢ B |= BY, es recursivamente saturado y numerable.
e 2 = 1%, es numerable.
Sea ¢ = B(c). Puesto que B |= T' y, para cada (y, £) € I,
B E=3I0(c,y) = ARE3IT<b0(a,y)

por el teorema de Friedman (véase 1.42), existe H : B <, 2 tal que H(c) = ay b ¢ H(B).

Sea I = H(B). Entonces I = T y ademés I <¢ %, a < I < b. Lo que termina la prueba
del teorema. O

En el caso de las IIg-envolturas el teorema V.10 también es cierto cuando Ty es una
extensién de IA( + exp.

Teorema V.11 Sean T y Tq tales que

(1) To == IAp +exp

(ii) T es una teoria recursivamente axiomatizable, y
(iii) Thp,(T) = Thy, (T + BX,).

Sea o(u,z,y) € 1 una Ily-q-envoltura de T en Ty. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) ¢ satisface IIy-ENV para T y Ty (y, por tanto, ¢ es una Ilg-envoltura de T en Ty).
(2) ¢ satisface IIo—IND para T y Ty. 0O
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Si Ty no es una extensiéon de 1A + exp el resultado sigue siendo cierto con algunas
variaciones, ya que podemos reducirnos al teorema V.11 mediante las técnicas utilizadas
en [5].

Teorema V.12 Sean T y Ty teorias de lenguaje L tales que
(l) T = BX; +exp = Ty = IAj
(ii) T es recursivamente axiomatizable.

Sea p(u,z,y) € Ag una [lg—g—envoltura de T en Ty. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) ¢ satisface IIg—ENV para T y Ty (¥, por tanto, ¢ es una Ily-envoltura de T en Ty).
(2) ¢ satisface Il4—IND para T y Ty.

Demostracién:
(2)==(1) Es consecuencia de V.9.

(1)==(2) Por V.8 sélo debemos probar IND—(i) = IND—(ii).
Supongamos que ¢(u,,y) € Ag es una Ilg—envoltura de T en Ty. Sean A = Ty
numerable y a,b € 2, a < b, tales que:

VEew, ARy <bek,a,y)
Para todo j € w sea a; < b tal que
A |= (p(ja a,aj)

Sea 2% = y, una férmula Ag que define la exponenciacién en IAq (ver seccién 1.2) y
denotemos por 27 = y una férmula Ag que defina la iteracién de la exponencial, de modo
que en IAg pueda probarse (en los valores para los que la funcién est4 definida) que:

() ==
) 2= 2%
Observemos que se verifica:
() TEVYzIY(2® =y)
(=) Vk € w, THVz3ly(2F =y).
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
To FVuVz V1,42 [p(u, 2, 91) A p(u, 2,92) = y1 = yo]
ya que si no fuese asi, entonces podriamos cambiar ¢ por la férmula g (u, z, )
p(u, z,y) AVz <y -p(u,z,y)

Puesto que ¢(u,z,y) € Ao, esta formula es Ay, y es facil comprobar que las condiciones
(a) y (b) de V.2—(1) siguen verificdindose para la férmula g (u, z,y). Ademds, si probamos
que (1) == (2) para g, también se tendrd (1) == (2) para ¢.

Probemos a continuacién el siguiente resultado:



Capitulo V. II,,—envolturas 87

Aserto V.12.1
Vkew, AE3dy<b(plk,ay) AV <yIz<b(2]=2))

Prueba del Aserto:
Para cada k € w, sea 8i(z,y) la férmula (Ag), Iz < y (p(k,z,2) A2} = y). Entonces
T b Vz 3y 6, (z,y), luego, existe ny € w tal que:

To k- @(nk, z,y) = Jw <y bi(z,w)
Puesto que 2 = Ty y A = o(ng, a, an, ), se verifica
A = Jw < ap, Ok(a,w).

Por tanto,
A= Jw < ap, Iz <w (p(k,a,2) A2} = w)

Puesto que 2 k= w(k,a,ax) y 2 b= o(k,a,91) A @(k,a,52) = 1 = ya (podemos
suponerlo asi), obtenemos que A |= 22" < @p,. En consecuencia,

AEVr <agdz<an, (2 =2)

En particular, puesto que an, < b, % |=Vz < ax 3z < b (2§ = 2). Lo que termina la
prueba del aserto. O

Sea 1(k,a,b) la férmula Ag: /
Jy < b (p(k,a,y) A\Vz < y3Iz < b(2f = 2) AVu < kFv < yo(u,a,v))

Entonces, por el aserto, para cada k € w, & = ¥(k, a,b), luego por overspill (observemos
que A = IAp ya que Ty es una extensién de IA), existe ¢ € A, ¢ > w, tal que A |
¥(c,a,b). Sea b* tal que

(o) AED <bA@(c,a,b*) AV <b*32 <b(2F =2) AVu<cIv < b*p(u,a,v)
¥, para cada n € w, sea b, € 2, tal que A = 22" = b,. Por iltimo, definamos
I'={de®d: Incw, AE=d<b,}

Entonces, J* C® 2 propia. Por tanto, dado que 2 = IA, I* = B%; y, por construccién,
I* |= exp. En consecuencia, se tiene que I* = BX; + exp. Por otra parte, a,b* € I*,
a < b* (ya que por V.5.2, existe jo € w tal que Vj > jo, a < a;) y, por (e),

Vnew, I*kE3Jy<bon,a,y)

Por tanto, I[* = T¢ + exp y (u,z,y) también es una IIp—envoltura de T en Ty + exp,
luego, por V.11, existe I C® I* tal que I &= T, a < I < b*, de donde concluimos que
I C®9, a<I<b Estotermina la prueba del teorema. O
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Nota V.13 Observemos que V.12 también se verifica si T es una teorfa recursivamente
axiomatizable tal que:

(-) T+exp
(=) Thy,(T) = Thp,(T + BX)

Nota V.14 La condicién que hemos impuesto a T, en los teoremas V.10 y V.11,
ThH"+2 (T) = Thnn+2 (T+BXZn41)

no puede eliminarse ya que, de hecho, es necesaria para que una envoltura satisfaga II,—
IND. En concreto, tenemos el siguiente resultado:

Aserto V.14.1 Sean T y T dos teorias tales que T = Ty = IZ, y v(u,z,y) €
Zn+1 una II,—g-envoltura de T en Ty (y, por tanto, en T) que satisface II,~IND
para T y Ty. Entonces

Tth+2 (T) = Tth+2 (T + B2n+1),

Demostracidn:
Sea (z,y) € II,, tal que T + BE, 1 F Vz Iy y(z,y). Sers suficiente probar que

(¢) Existe k € w, ToF p(k,z,y) = Iz < y)(z, 2)

En efecto, supongamos que se verifica (). Puesto que T + Vz Jy ¢(k, z,y), obtene-
mos T + Vz 3y1(z,y). Lo que prueba que

Tth+2 (T + B2n+1) Cc Tth+2 (T)
La otra inclusién es trivial.

Probemos ahora (e). Para ello supongamos lo contrario, es decir, para todo k € w,

To i/ o(k,z,y) = Iz < y(z,2)

Entonces, para cada k € w, existen % = Ty, no estidndar, numerable, y a,b € U
tales que:

Ax & o(k,a,b) AVz < b—){a, z)
Sean ¢ y d dos nuevas constantes y, para cada k € w, k > 0, sea Ty, la teoria:
To+c+d+ {3y <de(j,c,y) AVz <d—(e,2): j <k}

Entonces, para todo k£ € w, Ty es consistente y, en consecuencia, por el teorema
compacidad, la teorfa T* = | J;¢,, Tk es consistente. Sea «A* |= T* numerable y no
estdndar y A = 2. Tomemos a = A*(c) y b = A*(d). Entonces A |= Ty y, para
todo k € w, A = Jy < bp(k,a,y). Por hipétesis, existe I <% A tal que,a < I <be
I = T. En consecuencia, I = T + BX,4+1 y puesto que T + BX, 1 F Vz Iy y(z,y),
existe e € I, tal que I = 9¥(a,e). Alser I <& A, A = (a,e) Ae < b, pero, por
construccién, 2 = Vz < b-(a, 2), lo cual es una contradiccién. Esto prueba (e) y
completa la prueba del aserto. ]
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V.3 Existencia de II,—envolturas

A continuacién establecemos la existencia de II,-envolturas, para teorias recursivamente
axiomatizables.

Teorema V.15 (Existencia de II,-envolturas)

(1) (n > 1) Toda teoria T, Il,-funcional y recursivamente axiomatizable, tiene una
IT,,—envoltura en I3,.

(2) Toda teoria T Iy—funcional, recursivamente axiomatizable y tal que T F exp tiene
una [lg—envoltura en IAg.

Demostracién:

La prueba que presentamos sigue la construccién de indicadores dada en [11]. A lo largo
de ella utilizaremos los convenios sobre nimeros de Gédel y aritmetizacién de la sintaxis
introducidos en la seccién 1.4.

(1) Sean n > 1 y T una teoria en las condiciones exigidas (en particular, T es una
extensién de IX,). Sea Prfr(z,y) una férmula ¥; que representa en P~ la relacién “y es
una prueba de z en T”. Consideremos la siguiente férmula 8(u, z,y) € I,:

Prfr(p,p) A
Vp,p, T S u K p = Vo 3u 7 A Formy (r) )~ 7P S0 < y Sat, (7, (zo, o))

Sea ¢(u,z,y) € L,41 una férmula equivalente, en IX,,, a la férmula
I <yly=y +uAb(u,z,y) AVz <y —6(u,z,2)|
Veamos que ¢ es una Il,—envoltura de T en IX,;:

(=) THT,.
De la definicién de ¢ se deduce ficilmente que

Vk € w, T I IPF(p(k,z,y))

Por tanto, sélo resta probar que

VEk € w, T +Vz3yplk,z,y)

Sea k € w. Sean t9,...,¥, € II, todas las férmulas II, tales que para todo j,
1<j<r,

(_) TFVz 3y1/)]($,y),

(=) pj = Voo Fur;(ve, 1) <k, y

() existe p; <k tal que N |= Prfr(p;,p;)
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Puesto que T es II,—funcional, T tiene coleccion Any;. Ademds, para cada j,
Jyi(z,y) € Apy1(T), luego, para cada 7,

(x) Tk Vz3yVze < z3yo < yv;(zo, vo)

De nuevo por ser T IT,~funcional, T es una extensién de IX,, y, por hipétesis, n > 1,

(k) Tk Saty, (75, (z,9) & ¥5(z,y)
donde 7; = "1p;(vq, v1) ™.
Por (x), fijado a € ¥, para cada j, 1 < j <, existe b; tal que

A= Vz < a3y < bji(z,y)
Por tanto, si b = max({b; : 1 < j < r}), entonces, por (%) y (), se tiene que
2 = Vr < a3y < bSatp, (75, (z,y))

lo que prueba que
T+ VzIyb(k,z,y)

y, puesto que T es una extensién de I%,,, podemos concluir que
T+ Vz3yp(k, z,y)
(5 Veew, I Folk+1,z,y) > 2 <yplk,z,2)
Se deduce de la construccién de ¢.

Hemos probado asi que ¢ es una II,,—q-envoltura de T en IX,,. S6lo queda probar que ¢
satisface I1,,~ENV para T e IX,;:

() Para cada ¢(z,y) € I, (sin pardmetros) tal que T I Vz Jy¢(z,y), existe k € w tal
que
I, F ok, z,y) = 3z < yy(z,2)
Lo que resulta obvio a partir de la definicién de .

(2) Consideremos como en (1), la férmula Prfr(z,y) € ¥; que represente en P~ la
relacién “y es una prueba de z en T”. Sea vy(z,y,w) € Ag tal que

Prfr(z,y) = Jwo(z,y, w)

Sea 0(u, z,y) € Iy la siguiente férmula:

'(»Z)O(p’p,w) A
<
VP, oW S u [(p=Vv03vlTAForon(T) -

— 3z,t < y = (z,t) Az = 2@+ A

donde ¢ € w es una constante (ver seccién 1.4). Sea ¢(u,z,y) € Ap la férmula
Jyo < yly =yo +uA8(u,z,y0) ANVz < yo —0(u, z, z)]

Ahora podemos probar que ¢ es una IIy—envoltura de T en IAy como en (1). O
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Proposicién V.16 Sea T una teoria II,—funcional y o(u,z,y) € S,4+1 una II,—envoltura
de T en IX,,. Entonces existe una II,~envoltura, 6(u,z,y) € I1,,, de T en IX,.

Demostracion:
Sea p(u, z,y) € Xp41 una ll,—envoltura de T en IX,,. Supongamos que @ es 3z pp(u, z,y, 2),
donde ¢4 € II,,. Sea ¥(u,z,y) € I, la férmula:

Vz <yVyo < y[{z,90) =y = wolu,z,yo, 2)]

Entonces, para todo k¥ € w, T + Vz3yy(k,z,y). Para cada k € w sea 9y la férmula
¥(k,z,y) y consideremos la férmula Cy, (z,y) obtenida a partir de ¢4 como en la prueba
de IV.6. La definicién de Cy, es “uniforme” en k y, por tanto, podemos considerar la
variable u de ¥(u,z,y) como un pardmetro en Cy. De este modo obtenemos una férmula
Cy(u,z,y) € I, a partir de la cual obtendremos la II,—envoltura buscada. Para ello sea
0(u, z,y) € I1,, la f6rmula

Seq(y) Alg(y) = u+ 1AVj < u[Cy(d, 2, (y);)]

Ahora, es facil probar que 8 es una II,-envoltura de T en I%,, teniendo en cuenta que ¢
lo es y que (véase la prueba de IV.6):

(-) Vkew, I8,FVz3ylCy (z,y) = VzIyyi(z,y).
(<) Vk€w, TFIPF(Cy,) (de hecho, IX, +IPF(Cy,)).
(_—) Vk € ) B*An+1(T) FVz EyC,l,k(:z:,y) < Vz ay"/)k(l" y)

(=) T= B*An;+1(T) (puesto que T es II,-funcional). O

Teorema V.17

(1) (n > 1) Para cada m > n, existe una Il,~envoltura de IZ,, en IZ,, ¢(u,z,y) € I1,,
tal que:

(a) I¥ 41 F YuVz Iy o(u, z,y)
() I8 F Vo, 2,41, 12 [(u, 7, 51) A @(u + 1, 2,52) = 31 <y
(2) Para m > 1 existe una Ilg—envoltura de 1%, en 1%y, p(u,z,y) € Iy, tal que:
(a) IZ 41 F VuVz Iy o(u, z,y)
(b) IZp41 F Yu, z,y1, 2 [p(u, 2, 11) Ap(u + 1,2,92) = 1 < y2]
(3) Para cada n € w, existe una II,—envoltura, ¢(u,z,y) € II,,, de PA en 1%, tal que:
(a) Th(N) - VuVz Iy p(u,z,y)
(b) Th(N) F Vu,z,y1,y2 [o(u,z,91) A p(u + 1,2,92) = y1 < yo]
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Demostraciéon:
(1) Demostraremos que las envolturas proporcionadas en las pruebas de los teoremas V.15
y V.16 satisfacen (a) y (b). Sean m > ny 6(u,z,y) € I, la férmula:

Prfis,, (p,p) A
< m <
Vp,p, T <u K p = Voo 3v1 7 A Formu, (r) ) Vzo < z 3y < y Sat, (7, (o, y0))

Bastard probar que
(o) IXpqFVYuVzIyd(u,z,y)

En efecto, una vez probado (e), si ¢1(u,z,y) € Xp+1 es la féormula:
 <yly=9 +unb(u,z,y) AVz < y' —0(u, z, 2)]

entonces la prueba de V.16 nos proporciona la IT,,—envoltura buscada.
Probemos (o). Sean A |=I¥,,41, c € A y p, p, T < ¢ tales que

A | Prfrs,, (0,p) A p = VYvg 3v; 7 A Formy, (1)
Puesto que 2 = 3y Prfiys,, (Vvo Jv; 7, ), se tiene,
2 |= Vz Iy Prfys,, (3u1 7(2), y)

donde 7(Z) es la férmula obtenida a partir de 7 sustituyendo la variable vy por el numeral
de z.

Por 1.26, I¥,,,41 - Rfny, ,(IX,,) luego
A |= Vz Satz;n+1 (3’01 T, <.’I)>)

En consecuencia,
A k= Vz Iy Saty, (7, (z,))

Ahora utilizando coleccién podemos probar que para cada a € 2 existe b € U tal que
A EVz <ady <bSatp, (7, (z,y))

Lo que prueba que & = Vz Iy b(c, T, y).
(2) y (3) Se prueban de manera similar a (1). a

Nota V.18 En V.15 se ha demostrado que si T es una teoria II,—funcional recursivamente
axiomatizable, entonces T tiene una II,—envoltura en IX,, (en el caso n = 0 es preciso,
ademds, que T I exp).

(-) La condicién que exige que T sea recursivamente axiomatizable no puede eliminarse,
ya que tenemos el siguiente ejemplo:

La teoria T = Thy, (N) es IIp—funcional (ya que tiene coleccién) y ademds T + exp.
Sin embargo, no existe ninguna envoltura de T en IAg.
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En efecto, si ¢(u, z,y) fuese una IIg—envoltura de T en IAq entonces por V.5.3

(o) TWVrdye(z,z,yv)

Por otra parte, para todo k € w, N = 3y p(k,z,y) y, en consecuencia,

N | Vz 3y o(z, z,y)

Por tanto, T + Vz 3y ¢(z, z,y), en contradiccidn con ().

Andlogamente, se prueba, que para todo n € w, la teoria Th(N) carece de II,,~
envolturas en IX,,,

(-) Respecto a si la condicién T F exp puede eliminarse en el caso n = 0, consideremos
el siguiente cuestidn:

La teoria III; es una teorfa Ip—funcional, recursivamente axiomatizable y ITI] ¥
exp. Sin embargo, no sabemos si existe una ITp-envoltura de III7 en IAq. Por (3],

sabemos que si ¢(z,y) € Ag es tal que I} + Vz 3y p(z,y), entonces existe k € w
tal que:

I F 3yVz [z > y — 32 < 2% (z, 2))

Esto permite probar que la férmula 2* + u = y define una ITg—envoltura de III] en
Thy, (N). Sin embargo,

;Existe una Ilp-envoltura de III] en IAg?

V.4 II,—envolturas fuertes

Definicién V.19 Sea ¢(u,z,y) una Il,—envoltura de T en Ty. Diremos que ¢ es una
l,~envoltura fuerte si ¢ € I, y el conjunto I', es fuertemente II,~funcional.

Nota V.20 Observemos que, en el caso n = 0, toda IIg—envoltura, ¢(u, z,y) € Ig, es una
IIg—envoltura fuerte.

Lema V.21 (n > 1) Sean T una teoria recursivamente axiomatizable tal que
Thnn+2(T) = Thnﬂ+2 (T -+ BE,—,_.H)

y o(u,z,y) € II, una Il,—envoltura de T en I%,,. Entonces, son equivalentes:

(1) o(u,z,y) es una Il,,—envoltura fuerte.

(2) 180 + T, = IS,
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Demostracién:
(1)==(2) Es consecuencia de IV.32.

(2)==(1) Puesto que ¢(u,z,y) € II,, es una [I,—envoltura y T + IZ, es consistente, (de
hecho T == I%,), por V.3, T, es un conjunto II,—funcional. Por tanto, I¥, + ', es
consistente. Sean ahora A |=TAq + T, e I <§ A verificando

(o) Vkew,Vael, dbe I, A= ¢lk,a,b)

Probaremos que I <¢ A aplicando el test de Tarski-Vaught. Sean 6(z,y) € I,y ya€ [l
tales que 2 = Jy6(a,y), debemos probar que existe b € I tal que 2 = 6(a,b). Por
hipétesis IAg + I'y, = 1%, luego A |= IX,. Ademds, dado ¢ > I, por (e)

Vk €w, A=y < colk,a,y)

luego, por V.10, existe I; <€ A tal que I; =T y a < I} < c. Puesto que A = 3y6(a,y),
tenemos I; = Jy6(a,y) y, por tanto, A |= Jy < cb(a,y). Hemos probado asi que

Ve>I, A3y <chia,y)

luego por underspill, (recordemos que 2 = IX,) existe ¢y € I, tal que A = Jy < ¢y b(a,y)
¥y, en consecuencia, existe b € I tal que 2 |= 0(a, b). ]

Nota V.22 En [12] capitulo 9 (véase también [13]), Kaye construye para cada n € w, una
férmula 2,41, que denota por g,(z) =y, tal que si A = I¥, y I C¢ U entonces

Vael, Fbel, AEgyla) =0 = I=<¢A

En el siguiente teorema daremos una versién de este resultado. La férmula K, (z) = y que
proporcionamos es esencialmente la férmula g,(z) = y construida por Kaye, aunque en
nuestro caso se trata de una férmula IT,,.

Teorema V.23 (n > 1) Existe una férmula E, (u,z,y) € II,, tal que:
(1) Vk € w, IZ, 1 FIPF(E, (ka$’y))

(2) En(u,z,y) es una Il,~q-envoltura de I, en I%,.
(3)I¥, < IA¢+T§
(4) T'g, es un conjunto fuertemente II,—funcional.

(5) Denotemos por Ky, (z) = y la formula E, (z,z,y) y sea Ty, = {K, (z) = y}. Entonces,
(a) IZ, F T3,

(b) 'y, es un conjunto fuertemente I1,—funcional.
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Demostracién:

La idea es utilizar predicados de validez para construir una II,—q-envoltura, E,, de modo

que I'g, sea, esencialmente, el conjunto fuertemente II,,—funcional Hj, construido en IV.39.
Probaremos simultdneamente (1)-(5) por induccién sobre n > 1:

n =1: Sea y(u,z,w, z) € II; la férmula

(_'E'U < xayvﬂ(ua <U,y),Z) Aw = 0) \%
Seq(w) Alg(w) =2 A
wy <z A Vo(u, (w1, ws),2) A

Vo S z { (Hng(u, (v,y), Z) — 3?/ < wg VO(U, (’U, y)az)) A

le,’tUQ fw |w= (wl,wg) v d {
(VO(u, ('an2)7z) - (an2) < ’U})

Sea 6(u, z,y) € II; la férmula:

Seq(y) Alg(y) = 2AVz,w < yly = (w,2) = z = 257+ Ay(u,z,w, 2)]

donde ¢ € w es una constante que depende de la definicién de Vy (ver seccién 1.4). Por
ultimo, sea E; (u,z,y) € II; la férmula

Seq(y) Alg(y) = u +1AVj < ul8(j,, (y);)]

Entonces E; es una II;-envoltura fuerte de IX; en IX;.
En efecto, como en 1V.39 tenemos que

(i) Vk € w, 1A+ IPF(E, (k,z,y))

(ii) Vk € w, IX;FVzIyE (k,z,v)
Ademas, de la definicién de E; se deduce ficilmente que
(iii) Vk € w, I FE(k+1,z,y) - 32 <yE (k,z,2)

En consecuencia, I'g, es una II;—g—envoltura de I¥; en I¥;. De este modo, de (i), (ii) y
(iii) obtenemos (1) y (2) para E;.
Para probar (3) bastard establecer que:

IA¢+Tf, = Sl
ya que, por 1.47 y 1.5, SIIj <= SIly <= I, y, por (2), I¥; = IA¢ + I, .

Aserto V.23.1 IA+Tf, = Sy

Prueba del Aserto:
Sean & |=1A¢ + Iy, , ¥(z,y) € Il y a € Y. Probaremos que

Ak JwVz < a[Fy(z,y) = Iy < wi(z,y)]

Sea k = Ttp(vg,v1)". Puesto que 2 |= I'y , existe b € A tal que A = Ey (k, a,b) y por
tanto, 2 = 0(k, a, (b)k). Sean b’ y b” tales que (b); = (b/,b"), entonces

A k= y(k,a,b',b")



96 Capitulo V. II,—envolturas

Sea d € AU tal que d < a. De la definicién de « se deduce que:

AETypldy) = AkE3yVolk, (d,y),b")
= A3y < )2 Volk, (d,y),b")
= A=y < by(d,y)

En consecuencia,

A = Vz < a[Byv(z,y) - Fy < b(z,y)]

Lo que prueba el aserto. O

La prueba de (4), es decir, que I'g, es fuertemente IT;-funcional, se obtiene siguiendo
la demostracién de IV.39.

Por 1ltimo, probemos (5).

En primer lugar, se comprueba directamente que IX; F IPF(K;). Para probar que
1%, FVz 3y (K (z) = y), bastard establecer que

(%) I3 FVuVz yb(u,z,y)

Observemos que, por 1.5, I¥; <= Sllj, luego

v A Vo(u, (v,),2) A
1211-3z1\7'v§x[3y,z< o(u, (v, ), 2) )—-)Ely,zSzl( o(u, (v, 9), ) )}

z Z 2(z+(v’y>+2)cu z _>_ 2(x+<v’y>+2)c“
Por tanto, teniendo en cuenta que (ver [8], teorema 5.4)

ID) b 21,29 > 2maxEw)+2)™ [Vo(u, (v,9),21) < Vo(u, (v,v), 22)]
obtenemos, razonando como en IV.39, que I,  Vu, z Jw, z y(u, z,w, 2) y, en consecuen-
cia, ().

Con respecto a (b) observemos, en primer lugar que
(o) IAo F B (u,z,y) = Yo < u3z < yE; (v, z, 2)
Sean 2 =15, e I C¢ A tales que
Vael, Ibel, AEKi(a)=b

Sean k € w, a € I y ¢ = max(k,a). Entonces ¢ € I, luego existe d € I tal que A = K (c) =
d, es decir,
A = F (¢ e d)

Por (e) (en el caso ¢ € w, es preciso tener en cuenta (ii) y (iii)), tenemos

Bel, %EE/(ka,b)
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De este modo demostramos que
VYacl, 3bel, Ak E(ka,b)

¥, puesto que por (4), I'; es un conjunto fuertemente IT;~funcional y, por (8), A k=
IA + ', , resulta I <§ 2.

< n — n+ 1: Supongamos que para cada m, 1 < m < n, existe una II,,—q—envoltura,
En(u,z,y) € [Iy, de IX,, en IZ,,; que sastisface las propiedades (1)-(5) del enunciado.
Sea y(u, z,w) € II,41 una férmula equivalente en IX,, a la férmula

(=3v < z 3y Saty, (u, (v,y)) Aw = 0)Vv
3’(1)1,‘11)2 S w (’LU = <w11w2))/\
wy < z A Saty, (u, (w1, w2))A

vw17w2 Swlw= ('LUl, w2) — Vo < 1 { (3’!/ Satl'[n(“) (’U,:lj)) - Hy < wo Satnn (uv (va)))/\

(Satﬂn (u7 (‘U,’w2>) - ('U,'U)?) < w)
Sea O(u, z,y) € Il la férmula

Seq(y) Alg(y) = u+1AVj < u(v(j, 2, (y);))
Sea Ept1(u,z,y) € lIpqq la férmula
n
Sea(y) Alg(y) =n+1A A Bn(u,z, @)m-1) A8(u,z,(¥)n)
m=1
Es ficil comprobar (como en IV.39) que
Vkew, IXp4+HVz3yy(k,z,y)
De este modo E, 1 (u,z,y) es una I, ;—g-envoltura de IZ,, 4 en IX, 1 y, ademas,

Vk e w, IE,FIPF(E,4(k, z,y)).

Lo que prueba (1) y (2) para E, ;.
Para probar (3) bastard demostrar que IAg + Ig.,, = IZn41. Comenzamos de-
mostrando el siguiente resultado:

Aserto V.23.2 IAy + I‘]‘[j:nﬂ = 13,

Prueba del Aserto:
Sea A = IAp + F]EnH. Por induccién sobre m, 1 < m < n, probaremos que,
A = I%,,.

m = 1: Puesto que & = I'g, ., tenemos que

Vk€w, AEVzIyE,.i(k,z,v)
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Luego, de la definicién de E,+;, obtenemos
Vk €w, AkVrIyy (Ei(k2,9) A Yo =y)
En consecuencia, Yk € w, A }=Vz3yE;(k,z,y). Por hipdtesis,
Vk € w, IAgFIPF(E(k,z,y))

Por tanto, 2 = I4g +I'g, - Puesto que I', es un conjunto fuertemente II;-funcional,
por IV.32—(1), IAg + I'y, == IX; y, en consecuencia, & |= I3;.

m — m+ 1 < n: Puesto que A |= PE:,.H’ se verifica que

Vkew, AEVrIyE,1(k,z,y)
De la definicién de E,;, obtenemos que
Vk€w, AEVYryy Ent1(k,z,9)A@)m =1
En consecuencia, Vk € w, 2= Vz 3yEn,41(k,z,y). Por hipétesis,
Vk € w, 1L, FIPF(Ent1(k,z,y)),

luego A = IAg + I‘]"E’ML1 , Ya que por hipétesis de induccién & = I%,,. Como F]*Em-l-l
es un conjunto fuertemente II,,,;-funcional, de IV.32-(1), se deduce que IAq +
F]"‘Em+1 = IX,,+1. Por tanto, & }=I3,,1. Esto termina la prueba del aserto. m]

Utilizando el aserto se prueba que

1A +Tf, ,, = ISup

razonando como en el caso n = 1. Sean A =IA¢ + T, P(z,y) € I y a € A. Veamos
que

A = JwVzr < a3y yY(z,y) = Jy < wip(z,y)]

Sea k ="4(vg,v1)". Por ser A =T, existe b € A tal que A = Enpy (k,a,b). Entonces

A = 6(k,a, (b)n) y, en consecuencia, 2 = v(k, a, (b)n k). Sea d < a, entonces

Ak Jyy(d,y) = A= ySaty,(k,(d,y))
= A != Hy < (b/)n,k,2 SatHn (ka (d, y))
= ARy <LbY(d,y)

De donde deducimos que

AV < a[Fyd(z,y) = Iy <byY(z,y)]

luego 2 = SII;,. Puesto que, por 1.5,

I¥,+1 < S, <+ SII,
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A = 1Z,41. Lo que prueba (3).
Para probar (4); es decir, FI*E,;H es un conjunto fuertemente II,, ;-funcional, podemos
seguir de nuevo la prueba de IV.39.

Por tltimo, la prueba de (5) es similar a la dada en el caso n = 1. Para el apartado
(a) razonamos como en IV.39, y para (b) como en el caso n = 1, teniendo en cuenta que

IAq F Enti(u,z,y) & Yo <u3z < yBEnyi(v,z,2)

Lo que completa la demostracién del teorema. D

Nota V.24 Observemos que V.23 nos proporciona una Il,—g-envoltura de IX, en I3,
E, € II,, que NO es una II,-envoltura de IX, en IX,, aunque I'g, es un conjunto
fuertemente II,,—funcional.

En efecto, por V.23—(4), sabemos que I'g, es un conjunto fuertemente II,~funcional;

sin embargo, E, no es una II,,—envoltura de IZ,, en I, ya que si lo fuese, entonces, por
V.5.3,

IEn i V2 3y En (z, 2, y)
En contradiccién con V.23-(5), puesto que K, (z) = y es la férmula E, (z, z,y).

Teorema V.25 (n > 1) Toda teoria T, Il,~funcional y recursivamente axiomatizable,
tiene una Il,-envoltura fuerte en I3,,.

Demostracion:

Puesto que T es II,—funcional, por V.15 y V.16, existe una II,,—envoltura 6(u,z,y) € II,
de T en IZ, y, ademds, T => IZ,. Sea E, (u,z,y) la II,—g-envoltura de I¥, en IX,, que
proporciona V.23. Entonces, la siguiente férmula ¢(u,z,y) € I,

SeQ(y) A lg(y) = 2(“’ + 1) A VJ S u [En (.73 z, (y)2]) A e(jam’ (y)2j+1)]

proporciona una I, -envoltura fuerte de T en IX,,.

En efecto, es ficil ver que ¢ es una II,,—envoltura, por serlo 6. Ademds, IAg+T7 Ty .
En consecuencia, por V.23-(3),

1A + T, = IS,

luego, por V.21, ¢ es una Il,—envoltura fuerte. O

Corolario V.26

(1) (n > 1) Para cada m > n, existe una II,,—envoltura fuerte, p(u,z,y) € II,,, de I,
en IY, tal que

(a) I 41 F YuVz 3y o(u, z,y)
(b) IEm—{—l F VU,ﬂC,yl,w (SO(U,-’L',yl) A (,D(U + 17$7y2) -9y < yQ)



100 Capitulo V. II,—envolturas

(2) Para cada n € w, existe una Il,—envoltura fuerte, p(u,z,y) € I1,, de PA en IX, tal
que

(a) Th(N) + YuVz 3y p(u,z,y)
(b) Th(N) F V’U,, T;Y1,Y2 ((,O(U, z, yl) A QO(U + 17 z, ?/2) < y2)
Demostracién:
Por V.17, sabemos que existe una II,—envoltura de IX,, en I¥,;, 6(u,z,y) € II,, verifi-

cando (a) y (b). Sea E, (u, z,y) € II,, la II,—q—-envoltura de IX, en I¥, que proporciona
V.23. Entonces

IEm-&-I FYuVz ayEn(U, z, y)
luego si tomamos @(u, z,y), como en V.25, es decir,
Seq(y) Alg(y) = 2(u + 1) AV) < u [En (7, (¥)2;) A 03 7, (y)2541)]

tendremos una II,—envoltura fuerte de I, en IX,, que satisface las condiciones (a) y

(b). o



UN{VERS!DAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS
3IBLIOTECA

Capitulo VI

Funciones recursivas en 1A, {(T)

V1.1 Introduccion

Sea T una teoria II,—funcional. Por IV.6, I11.22 y I1.25, sabemos que
Thn,,,(T) = IApu(T)

Sin embargo, en general, no se tiene una equivalencia entre estas teorias. Un ejemplo
es el caso T = PA. Entonces I¥; = IA(T) y, por tanto, toda funcién recursiva en
IA;(T) es primitiva recursiva. Puesto que existen funciones recursivas en PA que no son
primitivas recursivas, se tiene que

Thr,(PA) = IA(PA)
En este capitulo consideramos los siguientes problemas:
(=) iBajo qué condiciones podemos garantizar la equivalencia
Thy,,,(T) <= IAn4(T)?
Respecto a esta cuestién debemos observar que para toda teoria T,
I¥n = IAp(T)
luego solo serd posible la equivalencia entre Thyy, ,(T) e 1A, 1(T) si
I¥n41 = Thp,,(T)

(=) Dada T, jcial es la clase de las funciones recursivas en 1A, (T)?

Respecto a esta cuestion cabe hacer idénticas observaciones que para la anterior. En
particular, la clase de las funciones recursivas en IA,;(T) es siempre una subclase
(en general propia) de las funciones recursivas en I3,

Comenzaremos estudiando un par de ejemplos interesantes. En primer lugar, conside-

raremos el caso de IAg 4+ exp y en la siguiente seccién estudiaremos la situacién para
I%;.

101
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Proposicién VI.1 IAg+exp <= IA;(IA(+ exp)

Demostracién:
Denotemos por 2% = y a una férmula Ay que defina el grafo de la funcién exponencial en

N y tal que (ver seccién 1.2)
(i) IAg 20 — 1

Puesto que IAg - IPF(2% =y), ' = {2° = y} es un conjunto IIp—funcional, luego por
IV.5-(1), sabemos que

IAg+T* = IA;(IAg+T%)

es decir, IA) + exp = IA;{IA( + exp), ya que IAp + exp <= IAy + I'™*. Sélo queda
probar que IA;(IAg + exp) = IA + exp. Para ello basta observar que 3y (2% = y) €
A1(IAg + exp) y, por tanto, de (i) y (ii), se sigue que

IAg F 3y (2° = y) AVz (Fy (2° = y) - Fy (2°H = y))

En consecuencia, IA;(IAg + exp) - Vz Iy2% =y a

Nota VI.2 Observemos que la prueba anterior nos muestra que si T es una teoria IT,—
funcional tal que T I exp entonces IA(T) F exp.

Nota VI.3 En relacién con exp, merece considerarse aqui la teoria IAg + —exp. Acerca
de esta teoria permanece sin resolver el problema

I + -exp —> BY¥;?

(véase [36]). Siaplicamos a IA¢+ —exp los resultados obtenidos para teorias con coleccién
A1, obtenemos:

Aserto VI.3.1 Thy,(IA¢ + ~exp) = Thy, (BX; + —~exp)

Prueba del Aserto:
Si ¢ € Thy, (BX; + —exp), entonces

BYF —exp — o
y puesto que —exp — @ es una férmula IIy, resulta
IAgF —exp = p
luego 1A + —exp + . a

Aserto VI.3.2 IA( + —exp tiene coleccién Aj.

Prueba del Aserto:
Es consecuencia de VI.3.1 (por IV.6 y IV.12). a
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Aserto VI1.3.3

1Ay

fr
B*A;(IA + —exp)

g
IA (IAg + —exp) <= LA(IAg + —exp)

i
IAq + —exp

Prueba del Aserto:

Teniendo en cuenta VI.3.1 y VL.3.2. IA¢ + —exp es débilmente PK-A; y tiene
induccién A;. Por ltimo, es trivial que

IA(IAg + —exp) == IAg+ —exp

VI.2 La teoria IA;(I1%)

Por recursién en n € w, definimos la siguiente sucesién de funciones {F,, : n € w} de w
en w.

() Fo(z) = (z+1)°

() Fati(z) = Fit%(z +1)
donde F¥ denota la composicién de F, consigo misma y veces.

Sea F : w? — w la funcién definida por:
Vn,m € w, F(n,m) = F,(m)
F es esencialmente la funcién de Ackermann. De hecho se tiene que
(-) Para cada n € w, F), es primitiva recursiva,
(=) F no es primitiva recursiva

De los resultados (mucho més generales) obtenidos por Sommer en [33], se deduce el
siguiente resultado:

Teorema V1.4 Existe una formula ¢(u,z,y) € Ay tal que:
(1) Ty = {¢(n,z,y) : n € w} es un conjunto Ilo—funcional.

(2) Vn € W, IAl(IZI) F ay (p(n,O,y)

(3) Vn€w, IA(IZ)F Jye(n,z,y) = ye(n,z +1,y)
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4)YVn,mkew, F,(m)=k <<= NEp(n,mk)
(5) ¢ es una Hy—envoltura de IX; en IA,.

Demostracién:

Puede probarse modificando convenientemente las técnicas desarrolladas en [33] (véase

también [5]). No obstante, estos resultados son casos particulares de VI.14 y VI.15-(2).
a

Denotemos por sk al conjunto ITg—funcional 'y, del teorema VI.4. Como consecuencia
de VI.4 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario V1.5 Se verifica:

(1) Thy,(IX;) = Thy, (IA¢ + i g)

(2) IA(IXZ)) <= IAg+T%,

(3) IA;(IX;) es IIp—axiomatizable.

(4) IZ; e IA(IX;) tienen la misma clase de funciones recursivas.

Demostracion:
Este resultado es un caso particular de VI.16. a

Nota VI.6 En VI.5—-(1) se caracterizan las Ily—consecuencias de I¥; a través de una
IIp—envoltura. En general, los resultados presentados en {33] son ttiles para caracterizar
las TTo—consecuencias de IX,,;; o de PA, a través de teorias del tipo IAg+I'™*, donde I' es
un conjunto ITp—funcional. Esto sugiere estudiar la posibilidad de caracterizar de manera
general las I, 12 consecuencias de una teoria T mediante una teoria de la forma I3, +I'*
(donde T" es un conjunto IIp—funcional). Los resultados del capitulo VII nos muestran que
esto no es posible. En concreto se tiene el siguiente resultado:

Aserto VI.6.1 (n > 1) No existe ningiin conjunto II,,—funcional, I', (con m < n)
tal que

IS, +T* = Thy,,,(I5.41)

Demostracion:

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un conjunto II,,—funcional, I,
(m < n), tal que

IS, +T* = Thy,,,I%m1)

Sea ¢(u, z,y) una II,—envoltura fuerte de IX, en IX, tal que

IS,41 F VuVe Iy o(u, z,y) AVu, 2,91, ¥2 [p(u, z,91) Ap(u + 1,z,12) = y1 < 2]
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La II,—envoltura ¢ existe por V.26-(1). Sean & |= (I¥,41)r,, ¢ € A, a < w y sea
B el modelo IC(I;“’ (A, a) considerado en VII.13. Entonces, por VII.13—(1),

B EIA, 1 (IZ,)
y por tanto, B = IX,. Ademds, por VII.12-(2),
(’) B =n,C 2

Puesto que m + 2 < n + 1, I'* es una conjunto de férmulas II,,41, luego, por (e),
B = I'*. De este modo,

B IS, + I
Sin embargo, por VIL13-(1),
B 101 (I8041)

luego, por VI.16-(1),
B = Thy, ,(IZn41)

Lo que es una contradiccion. (]

Como consecuencia de este resultado, si IX, + I'* caracteriza las II, o—consecuencias de
una teoria, entonces I' ha de ser un conjunto II,~funcional. En el resto de este capitulo
probaremos que esto es posible en el caso de IZ, 1, y estudiaremos condiciones generales
bajo las cuales IA,11(T) caracteriza las I1, 9—consecuencias de T

V1.3 Conjuntos I[I,—funcionales inductivos

Definicién VI.7 Diremos que un conjunto Il,-funcional, I', es inductivo si, para cada
pel,

(1) IAn—’rl (Izn + F*) F Hy go(O,y)
(2) 1A (IZ, + ) F Jy p(z,y) = Iy oz + 1,y)
(3) IAp41(IX, +T*) F IPF(p)

Diremos que una Il,—envoltura, ¢, es inductiva si I', es un conjunto Il,~funcional induc-
tivo.

Teorema V1.8 Sea I' un conjunto II,-funcional inductivo. Entonces

IZ, + I < IA,,1(IZ, +T)
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Demostracién:
(=) Basta tener en cuenta que por IV.5-(1), IX, + I'* tiene induccién An4 4, es decir,

IS, + T* = IAp 41 (IS, + %)

(<=) Obviamente, IA,+1(IZ, +I'*) = IT,,. Para probar que IA, (I, + I'*) = I'*,
teniendo en cuenta VI.7-(3), s6lo necesitaremos que, para cada ¢ € T,

IAn1(IZ, +T%) V2 Iy (2, y)

Ahora bien, puesto que I, +I™* - Vz 3y ¢(z, y), tenemos que Iy p(z,y) € Apt1(IX,+IT*).
Por V1.7-(1,2), resulta que

IAn 1 (IS, +T7) F Iy p(0,y) AVz [By p(z,y) = Jye(z + 1,y)]
luego por induccidn en z,

IAn+1 (I8, + ) F V2 Iy o(z, y) a

Definicién V1.9 Diremos que una teoria T es II,,—~funcional inductiva si existe un con-
junto I1,—funcional inductivo, T, tal que

Thnn+2 (T) = Thnn_*_2 (Izn + F*)
Nota VI.10 Observemos que si I'; y I'; son conjuntos IT,—funcionales tales que
Thy,,,(T) = Thy,,,(I%, +T}) [i=1,2]

entonces, resulta que
I, 4+ I < IZ,+TI%

(puesto que cada teoria IX, +I'; es I, o—axiomatizable).

Teorema VI.11 Sea T una teoria Il,—funcional inductiva. Se verifica:

(1) Sea T" un conjunto I1,~funcional, tal que
Thy,,,(T) = Thy,,,IX, +T')
Entonces, IA,+1(T) <«<— 1X,+T*
(2) IA,+1(T) es Il 4o—axiomatizable.

(3) T e IAL+1(T) tienen las mismas I1,o—consecuencias.
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Demostracion:

(1) Puesto que T es uan teorfa II,~funcional inductiva, existe un conjunto II,—funcional
inductivo, T, tal que
Thy,,,(T) = Thy, ,(IX, + )

Teniendo en cuenta la nota VI.10, es suficiente probar que
(0)  IApuu(T) = IZ,+I7

Ahora bien, por IL.3,
IAn—H(T) A IATH—I(IEn + F*)

luego () se deduce de VI.8.
(2) Se deduce de (1) ya que I¥X, +I'* es II,;o-axiomatizable.
(8) Es consecuencia de (1). a

Nota VI.12 Sea T una teoria II,~funcional. Consideremos las siguientes propiedades:
(i) T es una teoria II,—funcional inductiva.
(ii) Thr,,(T) <= IAn1(T)
(iii) IA,41(T) es I, o—axiomatizable.
Consideremos la cuestién de la equivalencia entre estas tres condiciones.
Aserto VI.12.1 Sea T una teoria II,—funcional. Se tiene que:
(i) < () = (iii)

Demostracién:

Como consecuencia de VI.11, tenemos que (i) => (ii) y, obviamente (ii) = (iii).

Sélo resta probar que (ii) = (i). Para ello es suficiente demostrar que si I' es un

conjunto 1I,—funcional tal que
(.) Thnn+2 (T) = Tth+2 (Izn + F*)

entonces I' es inductivo.

En efecto, obsérvese que para cada ¢(z,y) € [, las férmulas

3ye(0,y), 3Jye(z,y) = yelz+1,y), PF(p)

son férmulas II,, ;2 demostrables en T. Por (o) y (ii), también son demostrables en
IA,+1(T), lo que prueba que I' es inductivo. a

Por tanto, sélo queda abierta la cuestién relativa a la equivalencia entre (ii) y (iii).
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A continuacién aplicaremos los resultados anteriores a I¥,;;. En concreto, demos-
traremos que IX,,; es una teoria II,—funcional inductiva. Obtenemos de este modo,
resultados de conservacién entre IX, ; e IA,4+1(IX, 1) ¥, como consecuencia, una carac-
terizacién de las funciones recursivas en IA,;+1(IX,41). El andlisis que presentamos es
similar al utilizado por R. Kaye en [12], para analizar las relaciones entre IZ_, ; e IX, ;.
En dicho trabajo, Kaye construye, para cada n,k € w, una férmula ¥,,;, que denota por
F, x(z) = y, de tal modo que, fijado n, el conjunto de férmulas

{Vz 3y, (Fap(z) =y): kew}

le permite caracterizar (médulo IX,), las IT,, o—consecuencias de IX ;. El desarrollo que
presentamos en el resto de este capitulo (y que completamos en el apéndice A) adapta
esta construcién, proporcionando, para cada n € w, un conjunto fuertemente II,~funcional
inductivo, mediante el cual caracterizamos las Il o—consecuencias de IA, 1 (IXn41)-

Nota VI.13 Sea T una extensién de IZ, y o(z,y) € II,, tal que
(1) TEo(z,u) Ap(z,32) 2> 91 =142

(2) T+ (z,y) = 2? <y
es decir, ¢(z,y) define en cada modelo de T una funcién F (posiblemente parcial) tal que
Vz (z? < F(z))

En lo que sigue utilizaremos que, para cada ¢ en las condiciones anteriores, existe una
férmula IT,(z,y, z) € I, que define la iteracién F¥(z) de la funcién F definida por ¢, de
tal modo que en T puedan probarse algunas de las propiedades bésicas de dicha iteracién.
En el apéndice A proporcionamos una definicién precisa de IT,(z,y, 2) y demostramos las
propiedades basicas que serdn necesarias en este capitulo. El procedimiento seguido para
obtener IT,(z,y, 2) a partir de ¢, es similar al descrito en [8] para obtener una definicién
Ay del grafo de la funcién exponencial a partir (esencialmente) de la funcién z — 2.
A continuacién, enunciaremos las propiedades requeridas (ver A.19 y A.20):

Aserto VI.13.1 En las condiciones anteriores, se verifica que:
(1) THITy(z,y,21) ANITy(z,y,22) = 21 = 22
(2) THITy(z,0,2) » z=2
(8) THIT,(z,1,2) ¢ ¢(z, 2)
(4) THIT,(z,y +1,2) = 320 ITy(z,y, 20) A (20, 2)]
(5) T HITy(z,y,2) = Yyo < yIzo < 21Ty (z, y0, 20)
(6) T+Vz3Iyop(z,y) F ITy(z,y,2) = 32 [Ty(z,y +1,2") A p(z,2'))

(7) Sea ¢'(z,y) la féormula IT,(z + 1,z + 2,y), entonces
(a) TH¢(z,y) »2* <y

(b) Si TFzy <23 Ap(z1,y1) Ap(z2,y2) = y1 < Y2 entonces

Trz <z AP (z1,51) A (Z2,92) = 41 S 2
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Para cada n € w, sea K, (z) = y la II,~férmula obtenida en V.23 a partir de la I1,—q-
envoltura E, construida en dicha proposicién (en el caso n = 0, sea K, (z) = y la férmula
y = (z + 1)?). Por recursién, definimos la sucesién de férmulas {F, x(z) = y: k € w}:

o Fro(z) =y esla férmula K, (z) = y.
® Friy1(z) =y es la férmula ITy, , (z + 1,2 + 2,y).

Sea @, = {Fpx(z) =y: k €w}.

Obsérvese que de la definicién de E se sigue que
IS, FK(z)=y—=22<y

Lema VI1.14 Con las notaciones anteriores, se verifica que:
(1) Para cada k € w,
(@) IS, FFk(z) o 22 <y
(b) IZ, FIPF(Fp k)

(2) Para cada k € w, son teorema de 1L, + Vz Iy (F, x(z) = y)
(a) 3y (Fre+1(0) =)
(b) Vz 3y (Fak+1(z) =y) = 3y Faprr(z +1) = )]

(3) IAn+1(IEn + (I)%) F @;‘1

Demostracion:
(1) Fécil por induccién en n (y k), utilizando V.23-(5) y VI.13.1.

(2) Es consecuencia de las propiedades de la construccién IT enunciadas en VI.13.1, te-
niendo en cuenta que Fy, x+1(z) = y es la férmula ITy, , (z + 1,7 + 2,y). Sélo probaremos
que

IZn + V2 Iy (Frk(z) = y) F V2 [y Fapr () = y) = Fy (Frpsr (@ +1) = )]
Sean A = 1X, + Vz Iy (Frx(z) = y) y a € A tales que
A E Iy (Frk+1(a) =)
Sea b € 2 tal que A |= lFr‘fj;z(a +1) =b.
Aserto VI1.14.1 Para todod <a

A= Jy,y2 < b (F:f,k(a+2) =y AR @+ =pAy Syz)
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Prueba del Aserto:
Por induccidn en d.

d = 0: Se comprueba ficilmente, teniendo en cuenta VI.13.1-(7) y (1), que

AEFi0+2) =a+2AVy (Frila+1)=y—>a+2<y)

d — d + 1: Supongamos que d + 1 < a y que existen b; < by < b tales que
2 'le;tz,k(a"i'z) =b1/\le+2(a+1) =byAby < b

Puesto que % |= Vz23yF, 1 (z) = ¥, por (1) y VI.13.1-(6), existen b],b, < b verifi-
cando que
AEFE (0 +2) =V AFT3 (a+1) =by A Y < B

Por el aserto, tomando d = a, obtenemos

A=y (Fp(a+2) =y)
luego, por VI1.13.1-(7),

%k 3y (FfP(a+2) =)
Es decir, A = 3y (Frip+1(a+1) =y).

(8) Por induccién en k € w, probaremos que:

Vk€w, IA1(IE, + @) FVedy (Fri(z) =)

k = 0: Recordemos que K, (z) = y es la férmula E, (z,z,y) y que, por V.23,
IE, FVzdy (Ka(z) =)

luego, 1A, 41 (1%, + @5)  Vz3y (Fno(z) = y).
E—=k+1: SiIAp 1 (IE, + ®}) F VaTy (F,  (z) = y), entonces, por (2)

IAn4+1(I5, + @) & Fy (Frk+1(0) = y) AVZ By (Frk+1(z) =y) = 3y Fapr1(z +1) =y))
Puesto que 3y (F x+1(z) = y) € Ant1(IE, + ®}), obtenemos que
IAn 1 (IZ, + @5) F Vz3y [Frpq1(z) = 9)

lo que termina la demostracién. 0

Lema VI1.15 Se verifica:
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(1) ®, es un conjunto fuertemente I1,,—funcional inductivo.
(2) Existe una II,~envoltura fuerte de 1L, 11 en IS, ¥(u,z,y) € II,, tal que
VE€w, INpFF(z)=ye y¥k,zy)

(3) Thr, ., (IZ,41) < IZ,+ 9}

Demostracién:
(1) Debemos probar que:
(a) IX, + @}, es consistente.

(b) ®,, es un conjunto II,~funcional inductivo

(c) @, es fuertemente II,~funcional

(a) Se sigue de N =15, + ®F.
(b) Basta observar que, por VI.14-(1,2), son teoremas de IA,1(IZ, + ®}), para todo
kcw:

(=) 3y (Fri(0) =y)
(=) Vz By (Fax(z) =y) = 3y Far(z + 1) = y)]
(=) TPF(Fas)
(c) Se sigue de IV.30—(2), teniendo en cuenta que {K,(z) = y} C &, es un conjunto
fuertemente II,,—funcional, por V.23-(5).
(2) Véase el apéndice A, teorema A.41.
(3) Es consecuencia de (2) y V4. O

Teorema VI.16 Para cada n € w,
(1) Tth+2 (IEnH) == IAn+1(IZn+1).

(2) IAp+1 (XX, 41) es I, o-axiomatizable.

(3) IY+1 e IA,1(IX,41) tienen las mismas funciones recursivas.

Demostracién:
(1) Por VI.15-(3),
Tth+2 (IEn+1) = I¥,+ (D:;

y por VL.15-(1), &, es un conjunto II,~funcional inductivo, luego por VI.11-(1),
IAn.H(IEn.H) = IX,+ q):l
y, en consecuencia, Thyy, ,(I¥n41) <= 1AL 1(I5,41).

(2) v (8) son consecuencias de (1). O
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Lema VI.17 Para cada n,k € w, la férmula ¢(u,z,y) € II,

IT]Fn,k ("L'7 u’ y)
es una II,—envoltura inductiva fuerte de I, + Vz3y (F, k() = y) en IX,.

Demostracién:
En el caso n = k =0, se tiene

IX, +Vady (Fop(z) =y) < IAp

y el resultado se deduce a partir del teorema de Parikh, 1.8. Por tanto, en lo que sigue
supondremos k > 1 en el caso n = 0. Observemos ademds que si n =0 y k > 1, entonces

IX, +Vz3y (Fox(z) =y) - exp

ya que Ko (z) = y es la férmula y = (z + 1)2.
Por VI.14-(1) y VI1.13.1-(4), ¢(u,z,y) es una II,-q—envoltura. Ademds es trivial
comprobar que, para cada m € w, son teoremas de IX, + Vz3y (F, x(z) = y):

(=) 3yp(m,0,y)
(=) ye(m,z,y) = Jyp(m,z + 1,y)

En consecuencia, por V.10 (y V.12 en el caso n = 0), para demostrar que ¢(u,z,y) es una
IT,—envoltura es suficiente probar que ¢ satisface II,-IND.
Sean 2 = 1%, a,b € A tales que para todo k € w,

A Jy < byp(k,a,y)
Para cada k € w, sea b tal que & |= p(k, a, by), y definamos
I"—-“{CEQ(: c<bk}

Entonces, se verifica:
(@)a<I<b

(b) I <& A

En efecto, se comprueba ficilmente que, para todo ¢ € I, existe d € I tal que
A = Kn (¢) = d, luego por V.23-(5), I <& 2.

(©) I = IS + Va3y (Fok () = 1).

Por (2), I =1A¢ y como acabamos de ver I | Vz3y (K, (z) = y). Es facil compro-
bar, a partir de la definicién de K, que

IEIAq+T

donde T', = {K,(z) = y}. Por V.23-(5), ', es un conjunto fuertemente II,—
funcional, luego por IV.32, IA + '}, = I%,,, y por tanto, I = 1IX,.



Capitulo VI. Funciones recursivas en IA, ;(T) 113

Lo que termina la prueba del lema. o

Teorema VI.18 IA,,1(IX, 1) no es finitamente axiomatizable.

Demostracién:
Por VI.15 y VI.16, &, es un conjunto fuertemente IT,—funcional inductivo tal que

Si IAn+1(IXn41) es finitamente axiomatizable, entonces, teniendo en cuenta VI.13.1-
(3,5), es facil probar que existe k € w, tal que

(o) I¥, + Vz3y (Fn,k () =y) <= IApn(I8a41)

Luego IX,, + Vz3y (Fy . (z) = y) F Y23y (Fyk41(z) = y). Por VL17, IT§, x(z,u,y) es una
[I,—envoltura de IX, + Vz3y (F, x (z) = y) en IX,, luego existe m € w tal que

I, FITE, , (,m,y) = 32 < y Fnps1(z) = 2)
En particular,
IS, + Y23y (Foi(z) =) F 3y (ITF, , (m + 1,m,y) = 3z < y (Fapt1(m) = 2))
y en consecuencia,
I3, +Va3y (Fok(z) = y) - 3y (ITE, ,,(m+ 1,m,y) > Iz <y (ITg, . (m+1,m +2,2)))

Lo que contradice VI.14-(1,a). o



Capitulo VII

La jerarquia {IA, 1(I¥y,): m € w}

Fijado n € w, al variar m € w obtenemos una sucesién de teorias {IAn+1(IZy) 1 m € w}
verificando que

Ym € w, IAn-i»l (12m+1) == IAn_H(IZm)

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de estas teorias asi como las relaciones
que se dan entre ellas. En particular probaremos que

Ym > n, IAn+1(IZm+1) *=> IAn+1 (IEm)

VIL.1 Los modelos Kf (2, X)

Notacién VII.1 En lo que sigue, si I' es un conjunto IT,-funcional, ¥(z,¥) una férmula
de L(I') y t(z) un término de L(T'), denotaremos por [1,t](2;#) a la férmula:

z < t(max(§)) A(z, ) AVz (Y(z,§) = 2 =1)

Para ser mds precisos, esta ultima férmula puede describirse como sigue:
Supongamos que ¥ = y1,...,ym. Para cada j =1,...,m, sea [3,1];(2;7) la férmula

¥ <y — 2z < tyy) AY(z,§) AVz (Y(z,9) = 2 =)

Entonces (¢, t](z; §) es la férmula:

/\ [’lﬁ, t]j(z; g)

1<j<m

Definicién VII.2 Sean I' un conjunto II,-funcional y % = (IAg + I')r. Dado X C ¥,
no vacio, K§ (2, X) es la subestructura de 2 cuyo universo es el conjunto:

{aeU: Ak [W,t)(a;b), ¥ € AL, t(z) € Term(L(T)), b€ X}.

Denotaremos por I} (2, X) al segmento inicial de 2 determinado por K (%4, X).

115
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Lema VII.3 Sean I' un conjunto Il,-funcional, A = (IAg +T*)r y X C %, X # 0.
(1) K5(2, X) es una subestructura de 2.

(2) KF (2, X) = KF (%, K5 (%, X)).
’Demostracién:
(1) Sean ay, az € K§ (2, X). Por definicién, existen b;, b2 € X, 91(z, %), vo(z, %) € AL,
y t1(z), t2(z) € Term(L(T)) tales que:
A = [, t1)(a1; b1) A 2, t)(az; ba).

Veamos que a; + az € K§ (2, X).

Sean t(z) el término t1(z) + ta(z) y ¥(z, 71, 72) € Af la férmula:

321,22 < 2 (P(21,71) A P(22,52) A 71 + 22 = 7).

Entonces, 2 = [, t](a1 + az; 51,52), luego a; + a2 € K} (%, X).

De manera similar, se prueba que a; - ap € KJ (%, X).

Por dltimo, probemos que, en las condiciones anteriores, para cada ¢y € I', se verifica
Gpolar) € K5 (@, X).

Sean s(z) el término Gy, (t1(z)) y &z, %) la férmula (si ¥ =y1 ... ym)

Fzy <tiyr + -+ ym) (21, §) A Gpo(z1) = ).
Veamos que & = [0, s](Gyo(a1); b1). Sea ¢ = max(b;). Entonces,
Gypolar) < G, (t1(c)) = s(c)

y, ademss, A = 0(z,b;) — z = Gypolar).

(2) Es evidente que K (2, X) C K5 (2, K§ (2, X)). Veamos la otra inclusién:

Sea a € KL (2, K5(,X)). Por definicién, existen ¥(z,7) € AL, b € K52, X) y
t(x) € Term(L(T)) tales que A |= [9,%](a;5). Si b = by...bm, para cada i = 1,...,m,
existen 9;(z, 7;) € AL, & € X y ti(z) € Term(L(T)) tales que:

A = Wi, 1] (bi; &)

Sea Z =) ... 0 y §(£) el término vy +via++ -+ +Vm1 +- - - +Vmr. Sean 0(z, 7) la férmula

Fy1 ... yn < t1(s(2)) + -+ - + tm(s(2)) (/\ Yiyi, i) A ’t/)(.’l),:lj))

i=1

y to(z) el término t(t1(z) + - -+ + tm(z)). Sean d = max(cy,...,Cn) y e = max(5) (en ).
Entonces

a < t(e) < tt1(d) + -+ + tm(d)) = to(d)

<
y, por tanto, A = [0, t0)(a; 1, - . ., Em)- Lo que prueba el resultado. m]
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Nota VII.4 Es posible dar una descripcién alternativa de la estructura X (2, X) como
sigue: Sea B el conjunto formado por los elementos definibles en 2 por férmulas Af con
pardmetros en X # (). Es facil probar que 9B es una substructura de % y que K (2, X) es
el segmento inicial determinado en B por el conjunto:

{t(a): a € X, t(z) € Term(L(T")}
Proposicién VIL.5 Sean I' un conjunto Il,-funcional, % = IAE y X C U, no vacio.

Entonces:
(1) K5 (A, X) <o &%

(2) K5, X) <S¢ I5 (%, X) <§

Demostracién:
(1) Utilizaremos el test de Tarski-Vaught.
Sean 6(z,w) € A, t(w) un término de L(T') y b € K§ (%, X), tales que

A = 3z < £(b) 6(z, b)
Sea 1 (z,w) € A} la férmula
0(z, W) AVy < z—60(y, ).

Puesto que, por IV.23, % |= LAT, existe a € 2 tal que A = 9(a, b). Sit(w) est(wy,. .., w,),
sea s(z) el término t(z,...,z). Entonces 2 | [¢, s](a;g), luego a € K§ (A, K5 (A, X)) =
KD (2, X) y ademés 2 k= 0(a,b) A a < ¢(B).

(2) Como I (A, X) C° A, resulta que T5 (2, X) <§ 2 (la prueba es igual que el correspon-
diente resultado para L-estructuras, .31-(1)). Por (1), esto nos da K§ (2, X) <o 7§ (2, X)
y como K (2, X) C® Z§ (2, X) obtenemos que K5 (A, X) <$ Z¥ (A, X) (como en el caso de
L-estructuras, 1.34). ]

Proposicién VII.6 Sean I' un conjunto fuertemente I, -funcional, % = (IAg + T™*)r y
X C %, no vacio. Entonces,

(1) K@, X) <6y TELX) <2, 2%y K5, X) <nc 2.
(2) K3, X) EIAY e IG5 (2, X) = IAf
(8) Si K§ (2, X) no es cofinal en o, entonces I} (A, X) E (BSpt1 + )r.

Demostracién:
En primer lugar observemos que, puesto que % = (IA¢ + I™)r, por IV.32, 2 = IAL.
Ademds, de VIL.5 y la definicién de conjunto fuertemente II,—funcional, IV.29, se sigue
que

(o) TEE,X) <2
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Veamos ahora que
) T X) EIAD

Para n = 0 el resultado es consecuencia de VIL5, ya que en tal caso IA] es ITI-
axiomatizable.

Consideremos el caso n > 1. Por (), ZJ (A, X) <nrc & luego Z§(A, X) = IAo.
Ademds, para cada ¢ € I, IPF(p) es una férmula II,+; luego 7§ (A, X) = IPF(p). Por
tltimo, si a, b€ I} (A, X), usando que T5 (A, X) <o o, VILS y (e)

I3 (%, X) F Gpla) =b <= A= Gyla) =b
<= AE¢(a,d)
= Ij(% X) F ¢(a,b)

Asi 5 (20, X) &= (IA¢ + I™*)p. Luego (%), se sigue de IV.32-(2).
A continuacién probaremos

(00) KGR, X) <nt1,e Tg (%, X)
Sean ¢(z,w) € I, y b € K5 (2, X) tales que Z5(, X) |= 3z o(z,b). Por IV.38, existe
wo(x, W) € Af tal que
IA F o(z, %) ¢ po(z, D)

Por (), I5 (%, X) | IAL, luego Z§ (2, X) = o(z,b) « @o(x,b). Entonces ZI (%, X)

3z @y (z, b), luego por VIL5-(2), K§ (%, X) E 3z ©o(z,8). De este modo existe

KL (2, X), tal que K5 (%, X) k= @o(a,b) y, de nuevo por VIL5-(2), I, X) = ool

Luego, Z§ (%, X) k= ¢(a,b). Por el test de Tarski-Vaught, K5 (2, X) <nt1.c T3 (2, X).
Ahora, por (e) y (ee), tenemos

E=
a c
a,b).

b

Ko (A, X) =Sy o I8 (A, X) <8 . 2

¥, en consecuencia, Kp (2, X) <5 c 2. Lo que prueba (1).

Teniendo en cuenta (x), para probar (2), sélo queda demostrar que K§ (%A, X) &
IAJ. Esto puede probarse de manera similar a (x) teniendo en cuenta que, por (1),
K§ (21, X) <n,c %y que, por VIL5—(1), KF (2, X) <o 2

Para probar (3), observemos que si § (2, X) no es cofinal en 2, entonces Z} (%, X) <
2 es un segmento propio. Dado que I" es fuertemente IT,—funcional, por I1V.32, IAE =
IZ,, luego 2 = IZ,. En consecuencia, I} (%A, X) = BX,;1 y, por el apartado (2),
I5 (2, X) | (TAg + I'*)r, luego Zg (A, X) = (BEay1 + ). m

Nota VII.7 Como puede comprobarse, las propiedades de las estructuras K§ (2, X) e
IF (2, X) son similares a las de Kp41(2, X) e Z,,41(2, X). De hecho, estas estructuras son
casos particulares de las estructuras Kj (2, X) e Z§ (%, X). En concreto, tenemos
(1) Si «A = 1A, entonces K;(2%) = K} (2, X), tomando X = Ko(2) y ' = 0. (Basta
tener en cuenta que Ko(A) es cofinal en K} (2)).
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(2) En general, si A =13, y X C Y,
Knt1(%, X) = K (%,Y)

donde I' =T, (siendo ¢(u,z,y) € II, una II,—envoltura fuerte de IX, en I¥,) e Y
es el conjunto de los elementos de 2 definibles por férmulas Ag con pardmetros en
X.

VIL.2 Envolturas y modelos I'-acotados

Notacién VII.8 Sea ¢ una II,—envoltura de T en Ty. Definimos

Ly = {p(k,2,y): k€ w}

Para cada k € w, denotaremos por G el simbolo de funcién 1-aria asociado a ¢(k,z,y)
en L(T'y). Ademds, escribiremos (4, k](z;§) en vez de [y, Gi)(z; ).

Definicién VII.9 Sea I' un conjunto fuertemente Il,-funcional. Diremos que B es un
modelo I'-acotado si

(1) B = TA+T)r

(2) Existe c € B tal que K§ (B, c) = B.

Nota VIIL.10 En esta seccidn utilizaremos modelos I'-acotados para probar que

Vm>n, IA1(ISmi1) B IAp(ISn)

Los modelos que utilizaremos serdn modelos I'-acotados, donde I' = I', para cierta II,,~
envoltura fuerte, ¢ € II,. El hecho central aqui es que si 2 es uno de tales modelos,

entonces w es definible en 2 por una férmula ¥,;. Este es el contenido del siguiente
lema.

Lema VIIL.11 Sea T una extensién de IX,, ¢(u,z,y) € II, una II,-envoltura fuerte de
T en T, A = Tr,, no estdndar y a € 2, a > w. Entonces:

)

(1) {Gk(a) : k € w} es cofinal en IC(I)‘“’ (A, a).
(2) Si
A = VuVz 3y o(u, z,y) AVu,z,y1,y2 [p(u, 2,y1) Ap(u +1,2,92) — y1 < g2l

entonces w es definible en ICg ? (2, a) por la férmula 3y p(u,a,y) (una férmula X,
con a como pardmetro).
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Demostracion:
(1) Seab e ng“’ (A, a). Entonces existen ¥(z,y) € Ag“’ y un término t(z) de L(I',) tales
que %A = [, 2](b; a).

Por IV.21, existe 6(z, z) € 3,11 tal que

(T+Ty)r, Ft(z) =2 0(z,2)

Puesto que T - I',, de lo anterior se sigue que T + Vz 3y 6(z,y). En consecuencia, existe
k € w tal que

Ttk 2,y) & 32 <yb(z,2)
Por tanto, (T +I'y)r,  t(z) < G(z). En particular, b < t(a) < Gi(a).

(2) Veamos que
w={ce ICg”(Q(, a): lCOF"(Ql, a) = 3yp(ca,y)}

En efecto, w C {c € IC(I)‘“’ (A, a) : IC(I;“’ (2, a) E Jyplc,a,y)} ya que, para todo k € w,
Gi(a) € ICg “(2, a). Para probar la inclusién contraria usaremos el siguiente aserto:

Aserto VII.11.1 Sean ¢ > w y d € Y tales que 2 |= ¢(c, a,d). Entonces

Vkew, 2Al=Gila)<d

Prueba del Aserto:
Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe k € w tal que % &= d < Gi(a).
Entonces, al ser ¢ > w,

Ak 3ufu > kAdy < Gela)pl(u,a,y)]
Puesto que, 2 & IT,,, existe ¢y € 2 tal que
A= oo = (pu)(u >k Ay < do(u,a,y))
Se verifica que ¢p > w, pues
() 2 EVu,z,y1, 2 [o(u, z,91) Ap(u+ 1,2,42) = y1 <2
Ademaés, A = VuVz Iy p(u, z,y), luego existe dy
A | Grla) < do Aw(co —1,a,d)]
En consecuencia, teniendo presente (e), resulta que
A = Vyp(co, a,y) = do <]

en contradiccién con la definicién de ¢p. O
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Sea ¢ € K§(2%,a), ¢ > w, tal que K (%, a) k= Jyp(c,a,y). Entonces existe d € K5 (2, a)
tal que K§ (2, a) = ¢(c,a,d). Por VIL.6-(1), ICg“’ (A,a) <n,c A (recordemos que Iy, es
fuertemente II,,—funcional), luego % k= ¢(c,a,d). Entonces, por el aserto,

Vk €w, Ak Gila)<d

En consecuencia, por (1), d ¢ KI (2, a), en contradiccién con la eleccién de d. ]

Teorema VII.12 Sean T una teoria Il,—funcional (tal que T + exp, sin = 0) y

o(u,z,y) € I, una [,~envoltura fuerte de T en T. Entonces para cada 2 |= Tr, ¥
a € U, no estdandar, se tiene:

(1) Ko® () <§ Zg* (%, @) <§ 2%

(2) Ko® (A,0) <Cyy £ T5° (Hya) < A ¥y Ko®(A,0) <nc A
(3) Ko (,a) EIALY ¥y Kb(,a) b BEnys

(4) Z5* (%, ) £ I8nyy

(5) IC(I; (2, a) no es cofinal en A, entonces Ig (AU, a) E BEp41.
(6) Ky® (Y, a) = Thy, ,,(T).

(7) Ko* (%, 0)  IAn41(T).

Demostracién:

(1) Puesto que T es II,—funcional T =% IX,. Ademés ¢ es una II,—envoltura fuerte
de T en T, luego I', es un conjunto fuertemente II,~funcional y T = IZ, + rs. En
consecuencia, 2 = (IAO +I')r, ¥, por tanto, el resultado se deduce de VIL.5-(2).

(2) Se prueba como (1) teniendo ahora en cuenta VIL6-(1).

(3) Por VII.6—(2), sélo falta comprobar que }Cg" (A, a) £ BE,41. Sea b € IC[I;“’ (2, a).
Puesto que 2 es I ,-acotado, existen ¢ € Ag“’ y k € w tales que 2 |= [¢, k](b; a). Ademads,

I’y es fuertemente II,~funcional luego, por IV.33 (IV.22 para n = 0), existen 0(z,y, 2) € II,,
y un término t(z,y) de L(T,) tales que

1A% FVz 2 ¢z, ) (=, y) © 0(z,y,2)]
Sean cy,co € ICOF“’ (A, a) tales que ¢, > by cp > t(cy,a). Puesto que K§(2,a),2 | IAg“’
(‘) A t: w(maa') > [0(-’1),0,,62) ANz < cl]

() K52, a) (2, 0) ¢ [0(z,0,c2) Az < e
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Sea 0'(z,y,21,22) la férmula 8(z,y, 22) Az < 21.
Distinguimos ahora dos casos:

Sin = 0, entonces por ser T una extensién de IA + exp, existe m € w tal que
Ko® (2, 0) |= Vo(T0'7, (b,a, c1, cp), 2mex(baer.ca)+2)™)
Sea d € ng“’ (A, a), d > w. Entonces en IC(I; “(2A, a) se verifica que

Forma,(w) A
32,32 Vo ('U), (ba a, 2z, 22), 2(max(b,a,zl,zz)+2)“) A
2 Vo < b-V(w, (2, 0, 21, 20), 2max(maz,2)+2)%)

Jw <d

Puesto que b es un elemento arbitrario de IC(I;” (%,a), entonces K,'g“’ (A, a) satisface la
férmula

Forma,(w) A
32,3z Vo (w7 (’ll,, a, 2, z2>a 2(max(u,a,z1,z2)+2)a) A
14%2 V:L' < u —1V0(w, (:1:, a, 2y, 22), 2(ma-x($,a,21,zz)+2)a)

Vu<d+13w<d

Denotemos esta ultima férmula por v(d, a). Entonces y(d, a) es £; en BE;. Si ICg “A,a) =
BX;, entonces, existe e € ICg“’ (A, a) tal que

Foron (w) A
VO (w, <u, a, 21, 22)’ 2(ma‘x(uaa,21,22)+2)a) A
BZI 29 < € { Ve<u ﬁVO(w, (2}, a, 2, 22), 2(max(x,a,zl,22)+2)a)

Vu<d+13dw<d

lo que permite definir una aplicacién inyectiva de (< d+ 1) en (< d), en contradiccién con
PHP para conjunto finitos demostrable en IAg + exp (I1.11-(2)).

En el caso n > 1, se procede de manera similar utilizando ahora Saty,. Razonando
como antes denotamos por y(d, a) la férmula

Formy, (w)A
Vu<d+13w<d T 3z Satp, (w, {(u,a, 21, 22)) A
192\ vz < u-Satn, (v, (z,a, 21, 22))

Ahora «y es una férmula X,13 en B, 41, por tanto, si }Cg ?(¥,a) E BX, 41, entonces existe
e€ IC(I;" (%, a) tal que
Formy, (w)A

<
Vu<d+13dw<d 321,z2<e{

SatHu (w’ (U, a,z, 22)) A
Vr < u-Satp, (v, (z,q, 21, 22))

y obtenemos una contradiccién como el caso anterior.
(4) Probaremos que I(I; ¥(A,a) ¥ I¥p41 por reduccién al absurdo. Supongamos que

Ig“’ (%, a) F IZnq1. Puesto que A = Tr, y, por (2), Ig“’ (A, a) <nc AU, se deduce que

To¥® (%, a) = Ty ok, a,y) AVu < k3z < yo(u, a, 2)]
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Puesto que Ig” (A, a) = IX, 41, por overspill, existe ¢ € Ig“’ (A, a), ¢ > w, tal que
Ty (@, 0) k= ylp(c,a,y) AVu < ¢3z < yp(u, a,2)]
Sea b € Ig“’ (2, a) tal que
T2 % (%, a) k= o(c,a,b) AVu < ¢32 < byp(u,a, 2)

Entonces para cada k € w, Ig “(2U,a) E Gila) < b; lo cual es una contradiccién, ya que,
por VIL11, {Gk(a) : k € w} es cofinal en Ig“’ (A, a).

(5) Puesto que Icg" (2, a) no es cofinal en 2, por VII.6-(3), Ig" (A, a) =BXpy-

(6) Sea 9(z,y) € II,, tal que T + Vz 3y (z,y). Entonces existe k € w tal que

T+ Va Yy [p(k, z,y) = 3z < y(z,y)]

Sea 9/ (z, 2) € Ant1(BE,) la formula 9(z, 2) AVw < z ~3(z,w). Para cada b € KL* (%, a),
existe un tnico ¢ € % tal que A |= 9'(b,c). Es fcil ver que ¢'(z,2) € Ant1(IAg + T);
luego, teniendo en cuenta que ¢ es una IT,-envoltura fuerte, por IV.36, existe o(z,y) €
Ag“’ tal que

18" F ¥/(2,9) © ¢o(z,)
(Observemos que, en el caso n = 0, 9’ es ya Ag). Por otra parte 2 k= [1, k](c; b), luego
c € IC(I;"’ (A, a). Puesto que IC(I;“’ (A, a) = IAg", esto nos da ICE“’ (A,a) = ¢Y'(b,c) y, dado
que b era un elemento arbitrario, esto prueba que ICS" (A, a) =V Iy (z,y).

(7) Es consecuencia de (6) y de 11.25, ya que T es II,,-funcional. a

Teorema VII.13 Sean T una teoria Il,—funcional, (tal que T +- exp, sin =0), T' = T
y ¢(u,z,y) € I, una lI,—envoltura fuerte de T en T tales que

T+ VuVz Iy o(u, z,y) AVu, 2,91, 92 [0, 2,51) Ap(u +1,2,52) = y1 < ya]
Entonces
(1) Para todo % =Ty ya € %, a > w, se verifica:
(a) Ko* (%) | 1An 4 (T)
(b) 5" (2, 0) b TAn(T')

(2) 1A 11 (T') = IAp(T)
Demostracién:
(1) El apartado (a) es VIL.12—(7). Probemos (b):
Por VII.11-(2), la férmula 3y ¢(u, a,y) define en /cgv (A, a) el conjunto de los nimeros
naturales, w. Puesto que Iy p(u, z,y) € Apt1(T'), por overspill, IC(I;‘*’ (A, a) FEIAL (T
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(2) Es consecuencia de (1). D

Como consecuencia de los resultados de existencia de II,—envolturas fuertes que obtu-
vimos en V.26 y V.17~(2) (en el caso n = 0), se tiene el siguiente teorema:

Teorema VII.14 Para todo n > 0 se verifica:
(1) Para todom < n, IAp 1 (IZ,) <= I,

(2) Para cadam >n, 1A, 1(ISm41) = A (I3))
(3) I0,11(N) = IAn..(PA)

Demostracién:
(1) Por I1.28 para cada teoria T tal que Thr,,,(T) C Thy,,,(BZ,41) se tiene

IAn+1(T) = Iz,
lo que proporciona el resultado, si T = I, con m < n.

(2) Sin > 1, por V.26—(1), para cada m > n existe una II,—envoltura fuerte o(u,z,y) de
I¥,, en IX,, tal que

IZmi1 B VYuvz 3y o(u, z,y) AVu, 2,91, 42 [o(u, 2, y1) A p(u+ 1,7,12) — y1 < ya]

En consecuencia, por VII.13,
IAn+1(IEm+1) }=> IAn+1(IZm)

(3) Es similar a (2) utilizando V.26-(2). O

Proposicién VII.15 (n > 0). Para todom > n,
BZn-H ?lz:’ IAn+1(IEm+1)

Demostracién:
Para n = 0 el resultado es consecuencia de V1.2, ya que, para todo m

BX; I/ exp pero IA;(IZ41) F exp
Sin > 1, por V.26, existe una II,,~envoltura fuerte ¢(u,z,y) de IL, en IX, tal que

Izn-f-l FVuVz Hy QO(U,.’E, y) A VU,.’L‘, Y1,Y2 [SD(UW Z, yl) A (p(u +1,z, y?) -y < y2]

Por VIL13,
IAn+1(IEn+1) i:> IAn+1(IEn) — I,

Por VI.16-(2), IAn4+1(IZn41) es Il,qo-axiomatizable y BS,,; es una extensién I, o-
conservativa de IX,, luego

BYni1 5 IAn(I8041)

Lo que termina la prueba del resultado. a
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Corolario V11.16 Dado n > 0, se verifica:
(1) Para cadam > n, IA,11(IZ41) B B*Ans1(IZme1)

(2) 18441 (PA) == B*An4i(PA)
(3) IAn+1(N) l=> B*An+1(N)

Demostracién:
Observemos en primer lugar que para toda teoria T,

BE;H.I = B*A,H_l(T)

Por otra parte, si T tiene coleccién, entonces, por I1.20, T es débilmente PK-A, 4 y, en
particular,
IAn41(T) = B*A,1(T)

Por tanto, (1), (2) y (3) son consecuencias de VIL.15 y de que las teorias IX,,4+; (m > n),
PA y Th(N) tienen coleccién A, ;. ]

Corolario VII.17 Las teorias I¥,,, m > n, PA y Th(N) son PK-A, ;. o

Nota VII.18 Observemos que, como consecuencia de I1.26—(1), se tiene que

Bzn+1 |=> B*An+l(N)

VIL.3 Al-tipos y ultrapotencias definibles

En esta seccién caracterizamos los modelos I'-acotados, mediante un cierto tipo de ultra-
potencias definibles. La construccién que presentamos es una adaptacién de las ultrapo-
tencias recursivas definidas por Hirschfeld en [9].

Nota VIL.19 A lo largo de toda esta seccién consideraremos un conjunto II,—funcional,
I, y un modelo &% |= IAS fijos. Comenzaremos describiendo la ultrapotencia en que
estamos interesados.

Denotemos por BT el dlgebra de Boole de los conjuntos Al -definibles (sin pardmetros)
en Y.

Sea FT el conjunto de las funciones de 2 en 2, cuyo grafo es Al -definible (sin
pardmetros) y estdn acotadas por un término de L(T'), es decir, f € FT si existen
o(z,y) € AL y t(z), término de L(T), tales que

(D) Va,bed, fla)=b < Ak pa,b)
(2) A | Vz 3y < t(z) o(z,y)
Para cada ultrafiltro de U de B, definimos en FT la siguiente relacién: sean f,g € FT

frug = {eecU:f(a)=gla)} el
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Aserto VII.19.1 ~p es una relacién de equivalencia en F'. O

Sea AV el conjunto cociente de FT por ~y, es decir, AV = FL/ ~y. Para cada f € FF
denotemos por [f] la clase de f. Entonces podemos considerar 2Y como una L(T)-
estructura definiendo:

o [fl+lgl=[f+g] v [fl-lgd=I[f-4g]
e [fl<lgl <= {aeA: fla)<gla)}eU

e Las constantes 0 y 1 se interpretan como la clase de las funciones de 2 en 2 cons-
tantemente iguales a 0 y a 1 (respectivamente).

e Dada 9 €T, Gy([f]) =[Gy o f]
Aserto VII.19.2 %V una £(T')-estructura. o

El siguiente resultado nos serd 1til mds adelante:

Aserto VIL.19.3 Si t(zi,...,z;) es un término de L(T), y fi,...,fxr € F', en-
tonces

AV @[], [fa]) = Lol
donde g : A — A estd definida por g(a) = A(t(f1(a),..., fx(a))). O
A cada Ag—tipo, p, podemos asociarle la familia de conjuntos definidos en 2 por las
férmulas de p. Es ficil comprobar que la familia de subconjuntos de 2 asi obtenida es
un ultrafiltro de BT. Reciprocamente, si U es un ultrafiltro de BT, entonces el conjunto

férmado por las férmulas A que definen los elementos de U es un Af-tipo. De este modo,
queda establecida una biyeccién entre los Ag—tipos de 2 y los ultrafiltros de BT

Aserto VII.19.4 Sea A & IAE. Existe una correspondencia biyectiva entre los
ultrafiltros de BTy los A§-tipos de Th(2), dada por

U = tpy = {p(z) € A] : p(2) € U}
p > Ultr(p) = {p(2) : ¢ € p}
donde para cada férmula p(z), () = {a € A: A= p(a)}. o

Diremos que AV es una ultrapotencia definible acotada de 2(. La propiedad central

acerca de 2AY queda recogida en los dos siguientes lemas (compérense con el teorema, 2.3
de [9]).

Lema VIL.20 Sea ¢(%) € A}. Entonces
wWke(hl- ) > {oc: Ako(file),..., fila)} €U

Demostracion:
Por induccién en ¢ € AL.

Caso 1: ¢ es atomica.
Aqui debemos distinguir dos casos:
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(=) ©(Z) es t1(Z) = t2(F). Entonces

-

w k o((f]) = {a e : Ak t(fla)) = ta(fla))} €U
Sean g1 y g2 las funciones definidas por:

() g1(e) = At (f(@))), y
(=) g2(a) = A(t2(f(a)))

Entonces g; y g2 son Al -definibles y estén acotadas (en 2) por un término de £(I'),
luego g1,92 € FUY, y se tiene que

W Eelfl) = 2V Eua(fl) =t
== [g1] = [g9] [VIL19.3]
<= {aeU: gi1(a) =g2(a)} € U_‘
= {ae®: Ak t(fl0) =ta(fla)} €U
<= {ae®: Ak p(fla)}eU

(=) ©(Z) es t1(Z) < t2(F). Se razona como en el caso anterior.

Caso 2: ¢ es —1p o bien es 91 V 1.

Puesto que U es un ultrafiltro el resultado se obtiene ficilmente a partir de la hipétesis
de induccién.

Caso 3: ¢ es Jy < (%) Y(Z,y).
Consideremos la férmula §(Z,y) € Af:

[HU < t(f) 1/1(5?3 U) A 'lp(f, y) AVz < y_'z/)(f) z)] \ [V’U < t(f) _"ll)(fav) Ny = O]

Puesto que fi,..., fr son Ag—deﬁnibles y estdn acotadas en 2 por términos de £(T'), la
funcién g de & en A dada por

g(a):b = Q(|=e(fl(a‘)v‘--,fk(c")')b)

estd en F' y ademds se verifica que

o = g} < ¢([f1),- ., L)

Entonces tenemos que:

{ae2: Ak o(flO)} eV = {ae: ALy <i(fla)¥(fla),y)} €U
= {ae%: ARy(fla).g(a)} €U
= W=y} [Hip. Ind]
= 2= ()}
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Por otra parte,

AV = o([f]) <= 3neFT, a4V b < t({f) Av(F), [h])
e | la QH=ha)<tf(a)}€U
{a: AE=¥(fla),h(a))} €U  [Hip. Ind]
= {a: AR A )<t(f(a))/\¢(f(a),h(a))} €U
= {a: Ak o(fla)} eV

Esto termina la prueba del lema. 0O

Lema VII.21 Sea I' es un conjunto fuertemente Il,~funcional. Para cada m < n,
o(z1,...,T) € Bong1 ¥ fi,- .-, fx € FT se verifica;

W W Ee(fi)-- i) = 3CeU CC{ae: Ak p(fia)-.., fr(a))}

(2) Si m < n, entonces
wW el ) <= {se%: Akop(fila),....fila)} €U

Demostracion:
Probaremos (1) y (2), simultdneamente, por induccién en m < n.

m =0: Sean p(F) € £1 y ¢'(Z,y) € Ay tales que () es Iy'(Z,y). Si AY E o((f]),
entonces existe h € FT tal que AU |= '([f], [1]). Puesto que ¢’ € Ay por VII.20,

{ae2: AE ¢ (fla),ha)} €U

y es facil ver que

(6) C={ee: Ak ¢(fla),ha))} C{ae: Ak ¢(fla)}

lo que prueba la implicacién (=) de (1).
Si m < n, entonces, por IV.37-(1), existe un término ¢(£) de L£L(I") tal que

IAL F 3y o' (Z,y) ¢ 3y < (@) ¢ (&, )

luego

{ac: A o(fla)) = {ac: A3y < t(fla) ¢ (Fla),y)} € B

y por (), {a € A: A= o(f(a))} € U. Lo que prueba la implicacién (=) de (2).
Para probar la implicacién restante en ambos casos, supongamos que existe C' € U tal
que

CC{ac®: Ak o(fla)}.
(enelcaso (2),C={acU: A o(Fla)}).
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Puesto que C € U, existe 8(z) € A} tal que
C={acU: AkE=0(a)}

Para cada j = 1,...,k, sea 6;(z,y) una férmula Ag (sin pardmetros) que define a f; en A
y t;(z) un término de L(T) que acota a f; en . Sea yo(z,y) € Af la férmula

k

3y < ta(@) . Fye < til@) | N\ 9il@9) AL, 9k 9)
j=1

Por tltimo, sea g : 2 — 2 la funcién definida en 2 por la férmula v(z,y) € A
[6(z) Aro(z,y) AVz <y-yo(z,2)] V [-0(z) Ay = 0]
Entonces, IA] + Vz 3y y(z,y). Luego, por IV.35, existe un término t(z) de L(T') tal que
IAL FVz 3y < t(z) v(z, )
En consecuencia, g € F'. Ademés, por la definicién de g se sigue que
C={ac®: AF0(a)} C{ac: Ak ¢(fla),ga)} €U
ya que C € U por hipétesis. En consecuencia, por VII.20,

%17 k= o' (1f], [g])

luego AV = Jy ¢’ ([f—],y), es decir, AV = ¢([f]). Lo que prueba las equivalencias (1) y
(2), paran =0.

m — m + 1: La prueba es andloga a la del caso m = 0.

Sean ¢(Z) € Stz y ¢'(F,y) € Iny1 tales que p(Z) es Iy ¢’ (w y).
SiAU k= o([f]), entonces existe h € FT tal que AV = ¢ ([f], [1]). Puesto que m+1 < n,
&' (Z,y) € Any1(IAg + I'*) luego, por IV.38 existe ¢o(Z,y) € AO tal que

IAD F o(, ) © wold,y)

de este modo

) {eef: Ak ~¢'(fla),g(a)} = {a€A: Ak ¥(fla),9(a))} € B

Obviamente AU —mp’([f], [h]), v ~¢'(Z,y) € Em+1. Puesto que m < n, por hipétesis de
induccién,

{ac2: Ak ¢ (fla),9(a)} ¢U
Puesto que U es un ultrafiltro de BY, por (x),

C={ac: AL (fla),g(a)} €U
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Ahora bien
C={ae®: Ak ¢ (fla)g(a)} C{ac: Ak p(f(a)}

Lo que prueba la implicacién (=) de (1).
Sim+1 < n, entonces, m+ 2 < ny () € App1(IAg + I'*), luego por IV.38, existe
Y (F) € A} tal que
IAG - o(E) & ¢'(2)
Por tanto,
{aet: Ak o(fla)} ={ac: AP (fla)} B
Puesto que C €Uy C C {a €% : A k= ¢(f(a))}, tenemos

-

{ac?: Alp(fla))} el

Lo que prueba la implicacién (=) de (2).
Para probar la implicacién restante en (1) y (2), supongamos que existe C € U tal
que

CC{act: %k o(f(a)},
(para (2), C = {a € A: A= o(f(a))}). Puesto que C € U, existe (z) € A} tal que

C={ac?: A0}

Para cada j = 1,...,k, sea 0;(z,y) una férmula A] (sin pardmetros) que define a f; en 2
y sea tj(z) un término de L(T') que acote a f; en A. Sea Yo(z,y) € Af la férmula

k

Fy1 <ti(z)... 3y < tz) | A\ 0i(z,9) Avo(yr,. -, ¥k, v)
j=1

Por tltimo, sea g : A — 2 la funcién definida en A por la siguiente férmula v(z,y) € Af
[0(z) Avo(z,y) AVz <y—yo(z,2)] V [-0(z) Ay = 0]
Entonces, IAL + Vz 3y y(z,y). Por IV.35, existe un término #(z) de £(T) tal que
IAG F Y23y < t(z) v(z,y)
En consecuencia, g € F' y de la definicién de g se sigue que
C={ac: AL0(a)} C{ac: Ak p(fla)g(a)} €U

pues C € U. Por otra parte, IA] & ¢/(,y) ¢ @o(Z,y), luego

{oe: Ak (fla),g(a)} €U

y, por hipétesis de induccidn,

2 = (71, o)
luego AV = 3y ' ([f], ), es decir, AV = <p([f_]) a
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Teorema VII.22 SiT es fuertemente Il,—funcional, entonces
AV = 1AL

Demostracion:
Es consecuencia de los dos lemas anteriores usando que

1A = (IAp+Tr

y que IAg + I'* es I, +o—axiomatizable, 0

Lema VII.23 Sea f € FT la funcién definida por la férmula ¢(z,y) € AL. Entonces

%1 k= o((1da], [£])
donde Idy denota a la funcién identidad de 2.

Demostracion:
En efecto, por VII.20,

Ak o(ldal,[f)) < {ae: Ao, fla))} €U

Puesto que ¢ define a f en ¥,
{acd: Ak (o, fla))} =A€U

y, por tanto, AV k= o([Idal], [f]). o

Nota VII.24 El trabajo desarrollado hasta aqui generaliza algunos de los resultados
obtenidos en [9]. En concreto, si I es el conjunto formado por todas las férmulas ¢(z,y) €
Ay tales que:

N = Vz 3y ¢(z,y) AIPF(yp)
puesto que Th(N) tiene coleccién Aj, resulta que:
(1) Thy,(N) <= IA +I™

(2) A C N es recursivo si y sélo si es definible en N por una férmula Af.
(8) Toda funcidn recursiva estd acotada por una funcién definible por una férmula de T

Sea AY la familia de todos los subconjuntos recursivos de N. Es sabido A9 es un 4lgebra de
Boole. Sea U un ultrafiltro de AY. Entonces, con las notaciones introducidas, Hirschfeld
(en [9]) llama ultrapotencias recursivas a los modelos de la forma NV. (Compérense los
resultados obtenidos aqui con 2.3, 2.4 y 2.5 de [9]).
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Teorema VII.25 Sean I' un conjunto fuertemente II,—funcional, 2 = IAg, a €Ay
U= Ultr(tpAg’m(a)). Entonces

KL, a) =AY

Demostracién:
Sea a en la condiciones del enunciado. Definiremos F : K} (,a) — AV de modo que

F(a) = [Ida].
Si b € K§(2,a), entonces existen 1(x,y) € AL y s(z) € Term(L(T)) tales que

2A = b < s(a) Ala,b) AVy[ib(a,y) =y =b]

La idea para definir F' es que 9([Idyg],y) también define un elemento en %AV y podemos
definir F(b) precisamente como dicho elemento. Para probar que esto es posible necesita-
mos el siguiente hecho:

Aserto VII.25.1 Sea §(z) € II{ tal que % k= 6(a), entonces AY | 0([Idg]).

Prueba del Aserto:
Podemos suponer que 8(z) es de la forma Vy6y(z,y) con fy(z,y) € AL. Entonces,
por VII.20, para cada (f] € Y,

AV k= 6p([Ida), [/]) <= {ce: Al bo(c,f()} €U

Sean §(z,y) € AL una férmula que defina a f en 2 y #(z) un término de L£(T') que
acota a f. Entonces

AV | Oo((ldal, [f]) <= {c€™: A=bo(c,f()} €U
= {ced: A3y <t(c)[dc,y) Abolc,y)]} €U
= 3y <tz) [6(z,y) Abo(z,y)] € tpar o(a)
< 2 3y <t(a)[é(a,y) Abo(a,y)]

Puesto que % = Vy Oy(a,y), y A = Vz Iy §(z,y), resulta
A k= Jy < t(a) [6(a,y) A bola, y)]
y en consecuencia, AV = 6y([Idy], {f]). Lo que prueba que AV = Vyy([Idy],y). O

Sea ¢'(z,y) € A} la férmula

(B < s(z) Y(z,v) Az, y) AVz <y—¢(z,2)] V [-30 < s(z) (e, v) Ay = 0]

Sea f la funcién de 2 en A definida por 9/(z,y). Como f estd acotada por el término
s(z), f € F''. Entonces

AV = ¢((lda), [f]) <= {ceU: A= f(e)} el

{ce?d: ARy <s(c)[W'(c,y) Aple,y)]} €U
2 = 3y < s{a) [Y'(a,y) Apla,y)]

A }= 1(a, b)

1117
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Por tanto, AY k= ([Idg], [f]), lo que prueba que AV = Jy([Idy],y). Por otra parte,

A b= Yy Vo [(a, y1) A(a, y2) = 11 = y2]

y ésta dltima es una férmula II} luego, por el aserto anterior,

AV = Wy Vo [ ((Tda, y1) A $([Ida, y2) = y1 = 3]

De este modo hemos probado que 9([Idy],y) define un elemento [f] en AY. En estas
condiciones definimos F(b) = [f].

Aserto VII.25.2 F estd bien definida.
Prueba del Aserto:
Sean b € K§ (A, a) y 1,2 € AL y t1,ts € Term(L(T)) tales que,

Ak b <ti(a) A (@ila,b) AVY (Yila,y) =y =0b) (i=1,2)

Entonces,
A = Yy Vyz [Y1(a, y1) A vala, y2) = 1 = 2]

luego por el aserto

2A b= Yy1 Vyz [v1 ([Ida, y1) A o((Idat], y2) — y1 = 32]

lo que demuestra que F(b) no depende de la férmula 9 elegida y termina la prueba
del aserto. O

A continuacién demostraremos que F es una inmersién Af-elemental de Kf (%, a) en 2Y.
Sean b € K5 (,a), F(b) = [f] y ¥(z,y) € A} tal que (a,y) define a b en A. Sea
0(z) € A}, probaremos que

(o) Ko@) E60) = 2”E06(f)
En efecto, por VI1.25.1,

K (% a) = Vy[hla,y) = 0(y)] = AY = Vylp((lda),y) = 0(y)]

Puesto que b y [f] estdn definidas en K§ (2, a) y %Y, por ¥(a,y) y ¥([Idy], ), respectiva-
mente, podemos concluir (e).

Teniendo en cuenta que Ag es cerrado bajo negacién, a partir de (o) obtenemos
facilmente que

Ko (%a) E00) < AV E=6(f])

Por dltimo, veremos que F es sobreyectiva.

Sea [f] € AY. Sean ¥(z,y) € Al una férmula que define a f en 2 y t(z) un término
de L{I') que acota a f. Entonces

A = Vy1 Yy [Y(a, 1) A(a,y2) = y1 = o)
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luego por VII.20,

AY = Vyy Vo [1([Ida), 1) A 9((Ida), y2) = y1 = v2]

En consecuencia, (a,y) define a f(a) en A y ([Idg],y) define a [f] en AY. Ademss
2 k= f(a) < t(a) y, en consecuencia, f(a) € K§ (2, a), luego F(f(a)) = [f]. O

Asi hemos demostrado la siguiente correspondencia:
Teorema VII.26 Sea I' un conjunto fuertemente Il,~funcional. Entonces, la clase de

los modelos I'-acotados coincide con la clase de las ultrapotencias definibles acotadas de
modelos de IAg. O



Apéndice A
Una II,,—envoltura inductiva

En este apéndice presentaremos las pruebas de los resultados auxiliares utilizados en el

capitulo VI. En concreto, probaremos la existencia de una II,-envoltura inductiva de
IY, 1 en IZ,.

A.1 Teoria de conjuntos en 14

Comenzaremos describiendo un método de codificacién de conjuntos finitos similar al de-
scrito en la seccién 1.2. Ahora necesitamos que algunas de las propiedades puedan probarse
en IAg (en lugar de IAg+exp) y, en consecuencia, la férmula = € u descrita en 1.2, no nos
sirve. Sin embargo, en [23] se prueba que existe una férmula A, que también denotaremos
por z € u, que permite considerar algunos elementos de un modelo cualquiera de IAg co-
mo “conjuntos finitos”, interpretando la pertenencia a uno de tales “conjuntos” por medio
de dicha férmula. El punto importante es que 1Ay puede probar que la férmula z € u
satisface algunas propiedades conjuntistas basicas y, a partir de éstas, podemos trabajar
en IAp sin importarnos la construccién exacta de la férmula. Por ello, enunciaremos sin
demostracion estas propiedades, cuya prueba en IAg requiere el conocimiento especifico
de la férmula = € u. Para la construccién concreta de la férmula y demostraciones de
las propiedades basicas, puede consultarse [23]. No obstante, a continuacién daremos una
descripcién informal de la férmula z € u. Para ello necesitamos las siguientes definiciones:

Definicién A.1 Sea irred(z) (“z es irreducible (o primo)”) la férmula
2<zAVy<zlylr 5 y=1Vy=z]
donde y|z es la férmula 3z < z(y - z = z).
Definicién A.2 Sea pot,(z), (“c es una potencia de 2”) la férmula:
z > 1AVu <z [irred(u) Aujz = u = 2]
La férmula pot,(z), (“z es una potencia de 4”) es

poty(z) AJy <z [poty(y) Ay -y = 1]

135
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Definicién A.3 Sea Lp,(z) =y (“y es la menor potencia de 2 mayor que z”) la férmula:
(z=0Ay=1)V[zr <y<2 -zApoty(y) AVz <y=(z < z <2z Apoty(z))]

La férmula Lpy(z) = y se define de manera similar cambiando 2 por 4 en la férmula
anterior.

Lema A.4 Parak=2,4
(1) IAg - Vz 3ly (Lpg(z) = v)

(2) Aoz 2>1 > Lp(z) <k-zx ]

Nota A.5 Las definiciones anteriores muestran como podemos expresar los conceptos:
“ser potencia de 2” y “ser potencia de 4” mediante férmulas Ay, sin recurrir a la expo-
nenciacién. Gracias a ello podemos hacer referencia a los desarrollos en base 2 y en base
4 de un nimero, utilizando potencias de 2 y de 4, para referirnos a las posiciones de los
digitos. Por ejemplo, en lugar de referirnos al digito i~ésimo del desarrollo en base 2 de z,
nos referimos al digito que multiplica a una cierta potencia de 2 en dicho desarrollo. De
este modo, usando divisién euclidea, podemos referirnos a segmentos de los desarrollos en
base 2 y en base 4 de un elemento cualquiera. La férmula z € u expresa que:

“el desarrollo en base 2 de z aparece en el desarrollo en base 4 de u, entre dos
apariciones consecutivas del digito 2”

Por ejemplo, si z en base 2 es 1101001 entonces en el desarrollo de u en base 4, encontramos
un segmento de la forma 211010012.

Las primeras dos propiedades de x € u que enunciaremos sin demostracién son (ver
[23)):

Teorema A.6 Son teoremas de 1Ay:
Axl zcecu—z<u
Ax2 reu— W2 v<uAVy(y#zAy€Eu—yEv) O
Definicién A.7 Sea Conj(u) la férmula (“u es un conjunto”)
~Fv<uVzr<u(z €u—z€v)
A partir de la definicién es ficil probar el siguiente resultado:

Teorema A.8 Son teoremas de I1Ay:
(1) Conj(0) AVz —(z € 0)

(2) Conj(u) A Conjw) AVz(z Euz€V) 2 u="20 o
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Teorema A.9 (%,-separacién)
Dada ¢(z) € £, UIl,,

I¥, - Vy3z < y[Conj(2) AVz (z € z & (z € y A p(z)))] O

Podemos proseguir con el desarrollo de esta teoria de conjuntos definiendo la unidn,
la interseccién y otras operaciones conjuntistas. En este apéndice necesitaremos definir
dos operaciones: la unién y el conjunto unitario. Las demostraciones de estos resultados
pueden consultarse en {23}, capitulos 10-12.

Definicién A.10 Sea {z} = z como la férmula Ay:
Conj(z) AVy<z(y€z e y==zx)
y sea z Uy = z la féormula Ag:
Conj(z) AVu<z(u€z+ (u€zVu€y))
Proposiciéon A.11 Son teoremas de I1Ag:
Ax3 Vz 3y < 36 - (Lpy(2))? ({2} = y)
Ax4 VzVy3lz <z +y- Lpy(z) [z Uy = 2] O

Nota A.12 Observemos que utilizando Ag—separacién podemos definir otras operaciones
conjuntistas, como la interseccién o la diferencia de conjuntos, sin necesidad de nuevos
resultados especificos, Por ejemplo, dados z y a podemos definir  — {a} como:

y=z—{a} o Conjy) AVz(z€y2€zxAhz#a)

A.2 TIteracidén

A continuacién probaremos que, bajo ciertas condiciones, si f(z) = y es una funcién
de grafo II,, entonces su iteracién, fY(z) = z, también tiene grafo II,,. En esencia,
nuestro tratamiento de la iteracién es similar al presentado en [5], aunque en nuestro caso
no utilizaremos los mismos procedimientos de codificacién. En su lugar, adaptaremos el
procedimiento utilizado en 8] para definir el grafo de la exponencial mediante una férmula
Ay, ¥, para la codificacién de conjuntos, utilizaremos las técnicas descritas en la seccion
anterior.

Nota A.13 En lo que sigue consideraremos una teoria T, extensién de IX,, y ¢(z,y)
serd una férmula II,, tal que:

(1) TF oz, 1) Ao(z,y2) = y1 =92
(2) THo(z,y) > z° <y

(8) Tz < z2 A(z1,y1) Ap(z2,92) = y1 S Y2
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Es decir, ¢ define en cada modelo de T una funcién monétona (posiblemente parcial) cuyo
crecimiento es mayor que el de la funcién z > z2.

De la propiedad (2), se sigue otra desigualdad que también nos serd util. En concreto
se tiene

T+ p(z,y) = (z+1)3 < (y + 1)?

Esto es consecuencia de (2) y del siguiente resultado

Aserto A.13.1 IAgFZ2 <y = (z+ 1) < (y+1)? O
Definicién A.14 Sea itcl,(w,z) la formulaIl, (en BE,, sin >1):

J(0,z) € w A

(y:O/\Z———(I})V
Vy,z <w (J(y,Z) Ew*{ (y>0A3v <w(p(v,2) AJ(y — 1,v) € w)) )

Nota A.15 (Propiedades elementales de itcl,(w, z))
Informalmente, si F(z) = y es la funcién definida por la férmula ¢(z,y) y se satisface
itcl,(w, z), entonces

Jy,z) ew = F¥z)==z2
En cierto sentido, podemos decir que w es una “aproximacién finita” de F. De manera
mds precisa, si escribimos f¥(z) = z en lugar J(y, z) € w, entonces la “funcién” f es una
aproximacién finita de F'y itcl,(w, z) expresa que

P@) =2 A[f*(2) = 2 = Fo (F(v) = 2 A f(z) = v)]

Estas propiedades pueden deducirse, directamente a partir de la definicién de la férmula,

itcl,(w, ), sin hacer uso de ninguna de las propiedades de ¢ enunciadas en A.13. En
concreto, se verifica:

Aserto A.15.1 Son teoremas de T:
(1) itely(w,z) AJ(0,2) Ew vz =2
(2) itcly(w, ) AJ(1,2) € w — ¢(z,2)
(3) itcly(w,z) AJ(y+1,2) € w = Iz < w(J(y,v) € wA p(v,2))

Demostraciéon:
(1) y (3) son triviales.

(2) Supongamos que itcl,(w,z) A J(1,2) € w, entonces existe v < w tal que
e(v,2) AJ(0,v) € w
Por el apartado (1), concluimos z = v, ya que J(0,v) € w A itcl,(w,z). En conse-

cuencia, ¢(z, z). O

Aserto A.15.2 Son teoremas de T:



Apéndice A. Una II,—envoltura inductiva 139

(1) itcly(w,z) A J(y,2) Ew = (< 2AT < 2)A(y # 0 — 22 < 2)
(2) itcly(w,z) A J(y,2) € w = J(y,2) < 4- 22

Demostracion:
Razonaremos en un modelo %A = T.

(1) Sean a,c € A tales que itcly(c, a) y sea 9¥(y, ¢,a) la férmula:
Vz<elJ(y,z) €c— (y<zha<2) Ay #0 = 2% < 2)]

Probaremos por induccién sobre b que para todo b € %, (b, c,a). Puesto que T es
una extensién de I¥, y ¥(y, w,z) es una férmula II,(BX,) (para n = 0, es Ag) esto
es suficiente para probar (1).

b= 0: Entonces J(0,2) € ¢ &+ z = a. Sea d < ¢ tal que J(0,d) € c, entonces d = a.
Por tanto, 0,a < d.

b—b+1: Sead < ctal que J(b+ 1,d) € c. Puesto que itcl,(c,a), existe d; < c tal
que:
o(dy,d) A J(b,d1) €c

Por hipétesis de induccidn (b, ¢, a), luego b,a < d;. Puesto que ¢(d;,d), por A.13-
(2), se tiene d? < d y, por tanto, d; < d. En consecuencia, a,b < d y, adem4s,

a?<di<d

lo que prueba 1(b+1,c,a). (2) Sean a, b, ¢ y d elementos de & tales que itcl,(c, a) A
J(b,d) € c. Por (1), b < d luego

J(b,d) < (b+d)? <4.d?

Lo que termina la prueba del lema. 0O

Aserto A.15.3
T F itcl,(wy, x) Aldtcly (w2, ) A J(y, 21) € wi A J(y, 22) € wo = 21 = 22

Demostracién:
Razonamos en un modelo 2 = T.

Sean a,cy,co € A tales que
(o) itcl,(c1,a) Adtcly(co, a@).
Sea ¥(y, c1,co) la férmula

Vz1 < e1Vze < e2 [J(y,21) € c1 A J(y,22) € cg = 21 = 29]
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Probaremos por induccién que para todo b € 2, (b, c1,c2).
b = 0: Teniendo en cuenta (), por A.15.1-(1),
J(0,z1) Eci1 AJ(0,22) Eca 2 z1 =aha=2
Luego z; = 2.
b — b+ 1: Supongamos que ¥(b,cy,c2). Sean d; < ¢1 y d2 < ¢ tales que
Jb+1,di)€cr AJ(b+1,d2) €c2

Entonces, por () y A.15.1-(3), existen e; < d; y e2 < da tales que

(J(b,e1) € c1 Apler,d1)) A (J(b,e2) € ca A pl(es,ds))
Por hipétesis de induccidén, e; = ey y, por tanto d; = dy ya que, por A.13-(1),

wler,d1) A pleg,d2) — di = dz

Lo que termina la demostracién. o

Esto concluye la exposicién las propiedades elementales de itcl,(w, z). El siguiente resul-
tado nos permite acotar el cuantificador existencial que aparece en la definicién natural
(véase A.17) de la iteracién F¥(z), a partir de la férmula itcl,(w, z)

Proposicién A.16

TF VrVwVz,y < wlitcl,(w,z) A J(y,z) Ew —
— Jw' <9-43 (24 1)% (itcly(w', z) A J(y, 2) € w')]

Demostracién:
Razonaremos en un modelo % = T.
Sean a,c € 2 tales que itcl,(c,a). Sea ¥(y,q,c) la formula

Vz<c[J(y,2) €c— Fuw' <943 (24 1)% (itcl,(w',¢) A J(y,2) € w')]
Probaremos por induccién que, para todo b € 2, se tiene (b, a,c).

b=20:

Sea d tal que J(0,d) € c. Entonces d = a. Sea ¢’ = {J(0,a)}. Entonces, por Ax3,
¢ ={J(0,a)} <36 (Lpy(J(0,a)))* <36-4-(2-(a+1)?)*=9-4-(a+1)*

Puesto que d = a, entonces ¢’ < 9-43 . (d + 1)% Altcly(c,a) A J(0,d) € ¢.

b—=b+1:
Sea d tal que J(b+ 1,d) € c. Entonces existe dy < ¢ tal que

(xo(dO) d) A J(b1 dO) €c
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Puesto que (b, a, c), existe cg tal que
cog <9-4% - (do + 1) Aitcly(co,a) A J(b,dg) € co

Sea ¢’ = U {J(b+1,d)}. Entonces J(b+ 1,d) # 0y, usando Ax3 y A.4-(2), se tiene
que

{J(b+1,d)} < 36-(Lpy(J(b+1,d)))* < 36-4-(J(b+1,d))? < 36-4-(4-d)? < 36-4%-(d+1)*
En consecuencia,

co + Lpyg(co) - {J(b + 1,d)} [por Ax4]
co+4-co-{J(b+1,d)}
co+4-co-36-43. (d+1)4
co-(4-36-43-(d+1)*+1)
co-(4*-4-9-(d+1)*+1)
co-4-42.44 . (d+1)*

co- 2 (d+1)*

A IAIA

Al

Ahora bien, por A.13-(2), ¢(do,d) — d? < d, luego por A.13.1,
(o) (do + 1)3 < (d + 1)2

En consecuencia, por (), se verifica (teniendo en cuenta que 54 = 3 - 18)

d < co-2M-(d+1)
< 9-43.(dg+1)%-214(d +1)*
< 9-43-((d+1)18)2.21. (d+1)*
< 9-43.(d+1)* [puesd+1>2]
Lo que termina la prueba del lema. ]

Definicién A.17 Sea IT,(z,y, z) la férmula I1,, (en BE,, sin > 1):
Jw<9-43 (z4+1)% litcl, (w, z) A J(y, 2) € w)

Nota A.18 Si, informalmente, denotamos por F(z) = y a la funcién definida por o(z,y),
entonces 1T, (z,y, z) expresa la relacién F¥(z) = z.

Ademaés, observemos que haciendo uso de la férmula IT,, el lema A.16, puede expre-
sarse Como:

T FVzVwVz,y < wlitcl,(w,z) A J(y,2) € w = ITy(z,y, 2)]

En el siguiente teorema probaremos alguna de las propiedades bésicas de la iteracién
FY(z) = z.
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Proposicién A.19 Son teoremas de T:
(1) V2 Vz[IT,(z,0,2) ¢ z = 2]

(2) VzVz[p(z, 2) > IT,(z,1,2)]

(8) ITy(z,y +1,2) > 320 < z[IT,(z,y, 20) A (20, 2)]
(4) IT,(z,y,21) ANITy(z,y,22) — 21 = 29

(58) ITy(z,y,2) = Vyo < yI20 < 2 [ITy(z,y0, 20)]

Demostracidén:
Razonaremos en un modelo 2 de T.

(1) Sean a,d € A tales que IT(a,0,d). Entonces por A.15.1~(1), a = d. Reciprocamente,
sia=dyc={J(0,a)}, entonces itcl,(c,a) A J(0,a) € c. Luego, por A.16, IT,(a,0,d).

(2) Sean a,d € A tales que ¢(a,d). Sea c = {J(0,a)} U {J(1,d)} entonces
itcly(c,a) AJ(1,d) €c

Luego, por A.16 podemos concluir IT,(a,1,d).
Reciprocamente, si IT,(a,1,d), y c es tal que

c<9-4%.(d+1)% Altcly(c,a) AJ(1,d) €Ec
entonces, por A.15.1-(2), ¢(a,d).
(3) Sean a,b,d € A tales que IT,(a,b + 1,d), entonces existe ¢ tal que
c<9-43.(d+1)* Altcly(c,a) AJ(b+1,d) €c

Por A.15.1-(3), existe dy < ¢ tal que ¢(do,d) A J(b,dp) € c. Entonces, por A.16, se tiene
que

do £ d AITy(a,b,do) A ¢(do,d)
Reciprocamente, supongamos que existe dg < d tal que
IT,(a,b,do) A (dp, d)
Entonces existe ¢ tal que
c <943 (dy + 1)%* Atcly(c,a) A J(b,do) € ¢

Tomando ¢’ = cU {J(b+ 1,c¢)}, tendremos itcl,(c’,a) A J(b+1,d) € ¢ y de A.16 se sigue
que IT,(a, b+ 1,4d).

(4) Si a,b,d1,dy € A son tales que IT,(a,b,d1) AIT,(a,b,dz), entonces existen c¢; y ¢z
tales que

[itch(cl,a) A J(b, d1) (S Cl] A [itcl(,,(cz, a) A J(b, d2) (S Cg]
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y por A.15.3, d; = ds.
(5) Sean a,b,d € U tales que IT,(a,b,d). Entonces existe ¢ tal que
itcl,(c,a) A J(b,d) € ¢
Entonces,
(o) Yy < b3z < d[J(y,z) € ¢}
y; por A.16, Vy < b3z < d[ITy(a,y, 2)].

Para probar (), procedemos por reduccién al absurdo. Si () no se verifica, entonces
existe e < b tal que

Vz<d(J(b—e,2)¢c) AVv<eTz<d(J(b—v,2) € c)

Puesto que J(b,d) € ¢, e # 0. Por hipétesis, existe d' < d tal que J(b— (e — 1),d') € c.
Ademés de itcly(c,a) y b— (e — 1) = (b — e) + 1, se deduce que existe d” < d tal que

o(d, d)YANJ(b—-ed")ec

Lo cual estd en contradiccién con la eleccidén de e. O

Proposicién A.20
(1) T+Vz3yp(z,y) F ITy(z,y,2) = 32" ITy(z,y + 1,2'))

(2) Sea ¢'(z,2) la férmula IT,(z + 1,z + 2,2). Entonces,
() TH¢'(z,2) 222 < 2
(b) Thz <z A (z1,21) AP (T2, 22) = 21 < 29

Demostracién:
(1) Es consecuencia de A.19-(3).

(2.a) Observemos en primer lugar que
() THVzVz[IT,(z+ 1,2+ 1,2) 2 2+ 1< 2]

Sean 2 |= T y a,b € 2 tales que ¢'(a,b). Entonces ITy,(a+1,a+2,b), luego existe by < b
tal que IT,(a + 1,a + 1,b5) A (bo, b). Por (e), a + 1 < by. En consecuencia,

a?<(a+1)2<b3<b

(2.b) Sean A =T y a1,a2,b € A, a1 < as. Entonces, por induccién en y, se tiene que
A VyVz1, 20 <b[ITy(a1 + 1,y,21) AlTy(az + 1,y,22) = 21 < 29]
En particular, usando A.13-(3),
A V2,29 [ITy(ar + 1,01 +2,21) AlT (a2 + 1,02 + 2,22) — 21 < 29)

lo que prueba el resultado. O

Nota A.21 Observemos que en toda esta seccién, A.13—(3) sélo se ha utilizado para
obtener A.20-(2,b).
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A.3 Funciones de Ackermann
Notacién A.22 En lo que sigue escribiremos (u, z,y, z) para expresar J(J(u, z), J(y, 2)).
Definicién A.23 Denotamos por [u,z](w) = w' a la formula Ay que expresa que
w = (uy) Vo < w (v €y & J(J(u,z),v) € w)]
y por wy,) = w' denotamos a la férmula (también Ag) que expresa que
w' = (uy) Vz, 2 < w(J(z,2) € y & (u,z,1,2) € w))

Lema A.24 Son teoremas de 1Ay:

(1) Yu,z,w 3 ([u,z](w) = w')

(2) Vu,w 3/ ('w[u] =w') o

Definicién A.25 Sea Ack,(w) la férmula II, (en BE,, sin >1)

(u = 0 A itel, ([0, z)(w) U {J(0,2)},z)) V
y=1Au~-lLz+l,z+2,2)ew)V

J(y — 1,v) € [u, z](w)
y22Adv<w { AJ (v, 2) € wiy)

Vu,z,y,2 <w < (U, 2,y,2) Ew—->y>1A w>0A

Nota A.26

(-) Podemos dar una descripcién informal del sentido de Ack,(w) como sigue:
Denotemos por F(z) = y la funcién definida por la férmula ¢. Por recursién (sobre
u) definimos:
(=) Fo(z) = F(z)
(=) Futi(z) = FF2(z +1)

Entonces Ack,(w) expresa que w es una “aproximacién finita” de la funcién F¥(z) =
z, de tal modo que

(u,z,y,2) Ew = Flz)=2
Por otra parte, si Ack,(w), entonces
J(z,2) Ewp) = Fulz)=2
J(y,2) € [, z](w) == Fi(z) =2z
(=) En la definicién de Ack,(w) empleamos el siguiente convenio que utilizaremos con-

stantemente en el resto de esta seccién para abreviar la descripcién de férmulas. Asi
la férmula

itCLp([u, x](w) U {J(uv :I?)}, :C)



Apéndice A. Una II,—envoltura inductiva 145

es una abreviatura de la férmula,
Jy < tu,z,w) (y = [u, z}(w) U {J(u,z)} Adtcl,(y, z))
donde t(u,z,w) es un término de £ tal que
IAg F Vu,z,w 3w’ < t(u,z,w) (v = [u,z)(w) U {J(u,z)})

(t(u,z,w) existe por el teorema de Parikh, 1.8).

Lema A.27 Son teoremas de T:
(1) V2,2 < w (Acky(w) A (0, 7,1, 2) € w — (z, 2))

Ack,(w)Ay 2> 1A

(2) Vu,m,y,z<w ( (u,x,y+1,z)6w

} — 320 < w(J(20,2) € wpy) A (1, 2,9, 20) € w)
Acky(wy) A Acky,(w2) A _
(3) Vu’$7y1z1 < VZ2 < w2 ( <uaw>y1zl) €wr A <u1x7y1 Z2) € wy TAasa

Demostracion:
Consideremos un modelo 2 = T.
(1) Sean a,c,d € 2 tales que Acky,(c) A (0,a,1,d) € c. Entonces,

itely, ([0, al(c) U {J(0,a)},a) A J(1,d) € [0,a](c)

Por A.15.1-(2), se tiene ¢(a,d).

(2) Sea c tal que Ack,(c) y supongamos que b > 1A {e,a,b+1,d) € c. Entonces b+1 > 2,
luego, de la definicién de Ack,, se sigue que, existe d’ < c tal que

J(b’ dl) € [ea a‘](c) A J(d/’ d) € Cle]

Por tanto, (e,a,b,d') € c A J(d',d) € .

3) Sean c y ¢’ tales que Ack,(c) A Ack,(c'). Por induccién probaremos que para todo
Y @ ]
ee A

Vz,y,21 < cVz <  ({e,z,y,21) €EcA e, z,y,22) € = 21 = 2)

e =0: Sean a,b,d;,ds € U tales que:
(0,a,b,d1) € cA (0, a, b,ds) € d

Puesto que
itely, ([0, al(c) U {J(0,a)}, a) A itcl, ([0, a](c") U {J(0,a)}, a)

resulta que
J(b,d1) € [0,a](c) A J(b,d2) € [0,a](c)
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Luego, por A.15.3, se tiene d; = ds.

e — e + 1: Supongamos que, por hipétesis de induccién,
(o) Vz,y,21 < cVzo < ' ({e,z,y,21) EcAe,z,y,22) € — 21 = 23)
Por induccién probaremos que, para todo b € 2, se tiene
Vz,z1 <cVze < ({e+1,2,b,21) €EcA{e+1,z,b,20) € — 21 = 29)

b=1: Supongamos que (e + 1,a,1,d;) € cA{e+ 1,a,1,d2)} € . Entonces, por
definicién de Ack,,

(e;a+1l,a+2,d1)€cAfe,a+1l,a+2,dy) €
luego por (e), d; = ds.
b — b+ 1: Supongamos que
(e+1l,a,b+1,d;)€cA{e+1,a,b+1,ds) €’
Entonces b+ 1 > 2 y, por el apartado (2), existen d] < c y dj < ¢ tales que
(=) J(d},d1) € cleqy A e+ 1,a,b,d7) €c
(=) J(dy,d2) € cie+1] Ae+1,a,b,dy) €

Por hipétesis de induccién (sobre b), di = dj, y ademds de la definicién de cjeiq) ¥

cf e+1] S€ deduce

(e+1,d1,1,z1) €EcAle+1,d5,1, ) €

luego, segin la definicién de Ack,,
{e,d] +1,d} +2,d1) € cA e, dy +1,dy +2,d2) € ¢

y en consecuencia, dj + 2 = d5 + 2 < ¢, luego por (e), d; = ds. O

Nota A.28 En lo que sigue demostraremos algunos resultados en los que aparece la fun-
cién exponencial. Recordemos que estamos trabajando con una extensién, T, de 1%, y,
por tanto, si n = 0, no podemos garantizar que T + exp. Con objeto de simplificar los
enunciados de los resultados que siguen, establecemos el siguiente convenio: cuando en
alguna férmula aparezca un término exponencial debe entenderse que se afirma que tal
elemento existe y que se satisfacen las condiciones expresadas por la férmula. Por ejemplo,
en el siguiente lema escribimos

Acky(w)A(u+1,2,y,2) Ew = (z+ 1)2(u+1+1+y) <z
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debiendo leerse
Ackp(w) A{u+1,2,y,2) €Ew — v < 2 ((:c + 1)2(1‘““”) = v)

En consecuencia, en las demostraciones de resultados cuyo enunciado contenga términos
exponenciales se probard también la existencia de dichos valores (aunque en el caso n > 1,
esto sea innecesario).

Lema A.29 Son teoremas de T:
(1) Acky(w) Au,z,y,2) Ew s ut+z+y<2
(2) Acky(w) A (u,z,y,2) € w = (u,z,y,2) <2521
g(u+14a+y)

(3) Ackp(w) A (u+1,2,y,2) Ew— (z+1) <z

Demostracion:
Razonemos en un modelo 2 = T.
(1) Sea c € A tal que Acky(c). Por induccién probaremos que, para todo e € 2, se verifica

Vy,z,2 < c({e,z,y,2) Ec—o e+z+y < 2)

e = 0: Sea 9(y,c) la férmula

Vz,z < c({0,z,y,2) Ec > u+z+y<2)

Por induccién probaremos que se verifica (b, c), para todo b > 1 (recordemos que si
(0,a,b,d) € c, entonces b > 1).

b=1: Si{0,a,b,d) € c, entonces por A.27-(1), ¢(a,d), luego a® < d. Por tanto,

Sia =0, entonces a? =0 < d, luego 1 =0+0+1<d.
Sia>1,entonces 1 <a?<d,yasi,0+1+a<d.

b — b+ 1: Supongamos que (0,a,b + 1,d) € c. Entonces

(=) J(b+1,d) €[0,a](c)
(_) itC1<p([0’ a](c) U {J(Oa a)}’ a)

Por tanto de la definicién de itcly,, se sigue que existe dg tal que
(p(dOa d) A J(b’ dO) € [07 a’](c)

En consecuencia, {0,a,b,dg) € c. Por hipétesis de induccién (en b), 0 +a + b < dp.
Puesto que d2 < d, entonces 0 +a+b+1<e.
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e =+ e+ 1: Sea e € A tal que
() Vyz,z<c({e,z,y,2) Ew—2>e+z+7Y)
Sea ¥(y, ¢) la féormula
Vz,z <c({e+1,z,y,2) Ec= (e+1)+z+y<2)
Probemos por induccién que, para todo b > 1, ¥(b, c).
b=1: Si(e+1,a,1,d) € ¢, entonces {e,a + 1,a + 2,d) € ¢, luego por (),
et+a+l+a+2<d
Por tanto, d > (e +1) + a +b.

b — b+ 1: Supongamos que (e + 1,a,b+ 1,d) € c. Entonces, puesto que b+ 1 > 2,
de la definicién de Ack, se sigue que existe dy tal que:

(=) J(b,do) € [e+1,a](c)
(=) J(do,d) € Cle+1]
Por tanto,
(a) (e+1,dp,1,d) € c
(b) e+ 1,a,b,dg) € ¢

De (b) y Acky(c) se deduce que
(C) <6ad0 +1,do +2ad) €c
En consecuencia,

(=) (e+1)+a+b<dy [(a) e Hip. Ind. sobre b]
(-) e+ (do+1)+(do+2)<d [(c) e Hip. Ind. sobre €]

Por tanto,

e+ +a+(b+1)<dy+1<e+(dg+1)+(dp+2)<d

(2) Sean a,b,c,d,e € U tales que Acky(c) A {e,a,b,d) € c, entonces

J(J(e,a), J(b,d))
(J(e,a) + J(b,d))?

((e + a)? + (b + d)?)?
(@+2-4%* (V]
25 - d*

(e,a,b,d)

AN INIA

(3) En primer lugar observemos que:
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Aserto A.29.1 Tt Ack,(w) A (u,z,9,2) Ew > 22 < 2

Prueba del Aserto:
F4cil por induccién en u, utilizando A.15.2-(1). i

Sea c € A tal que Ack,(c). Probaremos por induccién que, para todo e € 2, se verifica
Vz,y,2 < ¢ ((e +1,7,y,2) €w— (z+ 1)2<e+1+z+y) < z)

(La prueba por induccién mostrard que los correspondientes valores de la funcién expo-
nencial existen).

e=0: Sean a,b' € A. Por induccién probamos que, para todo b € 2, se tiene que
(o) Vz < (IT¢(a +1,b4+1,2) = (a+ 1)2(b+1) é Z)

b=0: Sea d < b tal que IT,(a+1,1,d). Entonces, por A.13-(2), (a + 1)¥ < d.

b—b+1: Sea d < ¥ tal que IT,(a + 1,b+ 2,d). Entonces, por A.19-(3), existe
d' < d tal que
ITy(a+1,b+1,d) A p(d', d)

Por hipétesis de induccidn, existe (a + 1)2(b+1) < d', luego por A.13-(2),
(a+ 122 = (a+ 1) < (@)? < d

Ahora el resultado para e = 0, se deduce de (o) y A.29.1 probando por induccién que,
para todo b > 1, se tiene

V$’z <c ((1,.’1’),b, Z) €cc— ($ + 1)2(1+$+b) < Z)

b=1: Sean a,d < c tales que (1,a,1,d) € c. Entonces, por Ack,(c), (0,a + 1,a +
2,d) € cy, en consecuencia, de nuevo por Acky(c), se tiene IT,(a + 1,a + 2,d).
Luego, teniendo en cuenta (s),

(a + 1)2a+3 < d

b — b+ 1. Supongamos que

2(14=z+b)

Vz,z < c[(l,z,b,2) €c—> (z+1) < 2]

y sean a,d < c tales que (1,a,b+ 1,d) € c. Entonces, por Ack,(c), existe dy < c tal
que

(a) J(b,do) € [1,a](c)

(b) J(do,d) € cpy
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Por (a), (1,a,b,dp) € c luego por hipdtesis de induccién (sobre b)

1+a+b
)2

(a+1 < dp

Por (b), (1,d,1,2) € ¢, luego, por el aserto d < d. En consecuencia,

atb 2
(a+1)27HH = ((a +1)27 *”) < (do)? < d

e = e+1: Sean a,b,d < c tales que (e + 2,a,b,d) € c. Por induccién probaremos que,
para todo b > 1, se tiene que

V.’II,Z <c ((6 + 2,51?,1), Z) ec— (Z’ + 1)2(e+2+z+b) < Z)

b=1: Entonces (e +2,qa,1,d) € ¢, luego (e +1,a+1,a +2,d) € c. Por hipétesis de
induccién (sobre e), (existe (a + 2)2(°+1+a+1+a+2) y)

(a+2)2(e+1+a+l+a+2) <d

En consecuencia, (existe (a4 1)2¢****V y)

)2(e+2+a+1) )2(e+1+a+1+a+2)

(a+1 <(a+2 <d

b—b+1: Sean a,d < c tales que (e + 2,a,b + 1,d) € c. En consecuencia, existe
d' < ctal que (e + 2,a,b,d') € c. Por hipétesis de induccién,

)2e+2+a+b

(a+1 <d

Luego, por A.29.1,
€ a € a 2
(a, + 1)2 +2+a+b+1 _ ((a + 1)2 +2+ +b) < (d,)2 <d

Lo que completa la prueba de (3). O

Lema A.30 Es un teorema de T:

itely(w,z) Ay > 1A J(y,2) € w —
Acky,(w') A0, z,y,2) € W' A
/< 1 33 (' Yy dy
oS et) { (Vo< <y V2 <w (J(¢,2) € [0,2](w') & J (¥, 2) € w)

Demostracién:
Sean 2 = T y a,c € U tales que itcly(c,a). Probaremos por induccién sobre b que

Vz<ec(b>1ANJ(bz2) €c—

Acky(w') A (0,a,b,2) € w' A
! <« 133 © s Wy Uy
— ' < (z+1) { (VY o<y <sVz < c(J(y',2) € [0,a)(w) & J(¥,2) € c)
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=1: Si J(1,d) € ¢, entonces ¢’ = {(0,a,1,d)}, verifica que
Acky(c') A (Vy)ocy<i1 Vz < c(J(y,2) € [0,a](c') > J(y,2) € c)
Veamos que ademas ¢ < d?2.

c {{0,a,1,d)}

< 36 (Lp2((03 a,l1, d)))2 [AXS]I

< 36-(2-(0,a,1,d))? [A.4-(1)]
< 36-4-252.4° [A29-(2)]
< 42-42-43-d8

< (d+1)%2 [d+1>2]
< (d+1)®

b— b+ 1: SiJ(b+1,d) € c, entonces existe dy tal que J(b,dy) € cAyp(dg,d). Por hipbtesis
de induccién existe ¢y < (dp + 1)33 tal que

{ Acky(co) A
(Vy)o<y<s V2 < ¢(J(y, 2) € [0,a](co) & J(y,2) Ec)

Observemos que d3 < d, luego por A.13.1, (dp+1)% < (d+1)?, Sea ¢ = coU{(0,a,b+1,d)}.
Entonces Ack,(c) y

(V¥)o<y<s+1Vz < c(J(y, 2) € [0,a](c') ¢ J(y,2) € ¢)
Por otra parte,

¢ COU{<0’a7b+1)d)}

Co + Lp4(co) . (0, a,b+1, d) [[AX4]]
co+4-co-25-dt [A.29-(2) y A.4-(2)]
co(l +4-25-d%)

(do +1)33(4- 25 %)

((do +1)3)1- 27 a%)

((d + 1)2)11 . 27 . d4

(d+1)22(d+1)"(d +1)*

(d+1)33

A INIAIAININIA

Lo que termina la prueba del lema. O

Proposicién A.31 Es un teorema de T':

Yu,z, 2,y < w[Acky(w) Az > 1A {u,z,y,2) € wA Jo((z+ 1)720+) = 4)
— Jw' < (z+4 1)) (Acky(w') A (u, z,y, 2) € w')]
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Demostracién:

Sean A |= T y c € A tales que Ack,(c). Para cada d' € U, probaremos por induccién que,
para todo e € ¥,

(e,z,y,2) Ec A p 72(e+1) | Acky(w') A
Vo,y,2 <c ( Jo < d'((z 4 1)72etD) = ) S (z+]) (e,7,y,2) €Ew

e=0: Si (0,a,b,d) € cAJv < d ((d+1)"°*) = v) entonces por definicién de Ack,(w)
tenemos

itcly ([0, a](c) U {J(0,a)},a) A J(b,d) € [0,a](c) U {J(0,a)}
luego por A.30, existe
tal que Acky(c) A(0,a,b,d) € .

e =+ e+ 1: Sea e tal que

(e, z,vy, Z) €ECcA ! 72(e+1) ACkw(w,) A
() Vz,y,2<c ( v < d ((z+ 1)) = o) RECESCRRY (e,7,y,2) € v

Por induccién probaremos que, para todo b > 1, se tiene:

(e+1,2,b,2) €c A / 72(e+1) | Ackp(w') A
Vz<e ( Jo < & ((z 4+ 1)72e+) =gy [ I S(2H]) (e +1,2,b,2) € w'

b=1: Si{e+1,a,1,d) € cy existe (d + 1)"2e+2) entonces (e,a + 1,a+2,d) € cy
existe (d + 1)72(¢*+1) luego, por (e), existe ¢y < (d + 1)72e+D) tal que

Ack,(co) A(e,a+1,a+2,d) € co

Sea ¢’ = co U {{e +1,a,1,d)}, entonces Acky(c) y ademés

Cl

Co + Lp2(CO) ’ {(6 +1,a, 1ad>}
co+2-co-36-4-25%. 48

(d—l— 1)72(C+1) . (1 4+ 96.92.910, d8)
(d+ 1)72(e+1)(d+ 1)26

(d + 1)72(e+2)

IAINAININIA

b= b+1: Sife+1,a,b+1,d) € cy existe (d+ 1)72*+2) entonces existe do < c tal
que
(e+1,a,b,dp) €cA{e+1,dy,1,d) €Ec

Ademds, pueesto que dy < d, existe (dp + 1)72(e+2). En consecuencia,
(e +1,a,b,do) € cA{e,dyg+ 1,dp +2,d) € w
Por hipétesis de induccién sobre b, existe cg, tal que

Acky(co) Aco < (dg +1)2D A (e +1,a,b,do) € co
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¥y, por (e), existe ¢; tal que
Ackp(er) Aer S (d+ 1) A fe,do +1,do +2,d) € 1
Sea ¢’ = cpUciU{{e+1,a,b+1,d)}U{{e+1,dp,1,d)}. Veamos quec < (d+1)72(e+2)_

{{e + 1,dy, 1,d)} 36 - Lpy({e + 1,dp, 1,d))?
36-4- ((C + 1, do, 17d>)2

36-4-25%- 48
%

ININTATA

Ademas,

{{e+1,a,b+1,d)} 36 - Lpa{{e +1,a,b + 1,d))?
36 -4 - 25248
d26

ININ

Veamos ahora cémo podemos acotar c’:

d coUecU{{e+1,a,b+1,d)}U{{e+1,dp,1,d)}

co + Lipg(co) - (e1 + Lpg(cr) - ({(e + 1,0,6 + 1,d)} U {{e + 1,do, 1, d)}}))
co + Lp4(c0) (c1 + Lpyler) - (d8 + 4 - (d26)2))

co + Lp4 C() (Cl + Lp4 Cl (d26 + 22 . d52))

co + Lpy(eo) - (€1 + Lpy(cr) - d°5)

co +Lp4 CO ( d+ 1 72(e+1) + (d+ 1)72(e+1) d55)

(d() + 1)72(6-{-2) +4. (dO + 1)72(e+2) (d + 1)72(e+1) (1 + d55)
(do + 1)72(e+2) . (1 +4- (d + 1)72(e+1) . d56)

(dO + 1)72(e+2) . (d + 1)72(e+l) . %3

(d+1)° (d+ 1) (d+ 1) [(x)]

(d + 1)72(e+2)

A INIAINIAIAININIA

donde (%) se obtiene, teniendo en cuenta que (dg +1)8€+2) < d ya que por A.29-(3),

ole+dg+2)

Ack,(c) A (e+1,dg,1,d) € ¢ — (dp + 1) <d
ye+2<dyy2e+2) <22

Lo que termina la prueba del resultado a

Definicién A.32 Sea Fun(w) la férmula

Vz,y1,2 <w (J(z,51) EwAJ(z,52) €W = Y1 = ¥2)
y sea Comp(s,u,v, z) la férmula

Fun(s) A J(u,v) € sA
Jzp < 2z (J(1,20) € s AITp(20 + 1,20 +2,2)) A
_ 7
Vy <uVzZ < z (y> IANJ(y,2Yes— 3" w< 2 { Acky(w) AJly—1,2") € )

y—1,2"+1,2 +1,2"Yew
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Nota A.33 Podemos describir informalmente el significado de Comp(s,u,v,2) del si-
guiente modo:

Escribamos (s), = y en lugar de J(z,y) € s, entonces, utilizando las notaciones de
A.26, Comp(s,u,v, z) expresa que

(5)u =0 A (Fi)agicu ((8)ic1 = FEP ()i + 1) Az = B %(()1 +1)
Lema A.34 Es un teorema de T:

Vu > 1Vu, z (3s Comp(s, u, v, z) ¢ Jw (Acky(w) A (u,v,1,2) € w))

Demostracién:
Razonaremos en un modelo % = T.

—: Sean a,c,d,e € A tales que Comp(c, e, a,d). Probaremos que
Jw (Acky,(w) A (e, a,1,d) € w)
Distinguimos dos casos:

Caso l: e=1.

Entonces J(1,a) € c. Por tanto, de Fun(c) se sigue que IT,(a + 1,a + 2,d). Luego
existe ¢g tal que

itcly(co,a + 1) AJ(a+2,d) € co
Por A.30, existe ¢; < (d + 1)33 tal que

Acky(c1) A (0,a+1,a+2,d) €1 A
(YY)o<y<a+2 Vz < co (J(y,2) € [0,a](c1) ¢ J(y,2) € co)

Sea ¢ =c¢; U{(l,qa,1,d)}. Entonces
Acky () A (1,a,1,d) € ¢

Caso 2: ¢ > 2.

Sabemos que J(e,a) € ¢. Puesto que e > 1, por definicién de la férmula Comp,
existen c;,d' < d tales que

Acky(ci)AJ(e—1,d)€cA{e—La+1l,a+1,d) €
Seac =c;U{{e—1,a+1,a+2,d), (e,a,1,d)}. Entonces

Ack,(c') A (e,a,1,d) € ¢

+—: Sean ¢ € A tal que Acky(c).



Apéndice A. Una Il,—envoltura inductiva 155

Aserto A.34.1 Para todo a,d,e < c, tales que {e,a,1,d) € c

Is<c(Vu<eVz<c(J(u,2) €54 32 <d((u,z+ 1,2+ 1,2') €c)))

Prueba del Aserto:
Ficil por induceidén sobre e. O

Como consecuencia del aserto, existe ¢y € 2 tal que
co = (us) (Vu,z < c(J(u,2) € s 32’ <d{u,z+1,2+1,7') € c))

Sea ¢’ = ¢y U {J(e,a)}. Entonces Comp(c,e,a,d). O

Proposicién A.35 Es un teorema en T:
u > 1 A Comp(s,u,v,2) = 3s' <36-4-2% (Comp(s,u,v, z)

Demostracién:
Razonaremos en un modelo 2 = T.
Sean c,d € 2. Probaremos por induccién que, para todo e > 1:

6 12(e+1) _
Vzg,v < d (Comp(c,e,v,d) ANJ(l,z) Ec— { v < d® (0 +1) v) A )

3s' < 36-4- (29 + 1)+ (Comp(s', e, v, d))

e =1: Sean a,c € A tales que Comp(c,1,a,d). Sea ¢’ = {J(1,a)}. Entonces, obviamente,
Comp(c',1,a,d). Por A.34, existe ¢’ tal que Ack(c') A (1,a,1,d) € ¢ luego, por A.29-(1),
14+ a+1 < d. Por tanto,

cl

36- (Lpa(J(1,0))?  [Ax4]
36-4-(a+1)4 [A.4-(2)]

36 -4 - (a+1)120+1D)

IANAININA

Puesto que (1,q,1,d) € ¢, por A.29-(8), (a + 1)2(1““) < d, luego
at1) 6
(a + 1)12(1+1) — ((a+ 1)4)6 < ((a+ 1)21+ +1) <db
e > e+ 1: Seae>1 tal que

6 12(e+1) _
Vzo,v < d <Comp(c, e,v,d) ANJ(1,29) Ec— { < d((z0 +1) v) )

3s' < 36-4- (2 + 1)'2+) (Comp(s, e, v, d))
Sea a < d tal que Comp(c,e + 1,a,d).

Aserto A.35.1 (Vu)i<cu<eVZz <c(J(u,2) Ec—2z>e+1+a) a
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Sabemos que J(e + 1,a) € ¢, luego existen d', ¢y < d tales que
Acky,(co) AJ(e,d') €coA{e,a+1,a+1,d') € co

Entonces Comp(c, e,d’, d), siendo d' < d. Sea dy < d tal que J(1,dy) € c. Entonces, por
hipétesis de induccién, existe ¢; < (dg + 1)12(e+D) < d6 tal que Comp(c,e,d’,d). Sea
d =c1U{J(e+1,a)}. Entonces Comp(c,e+1,a,d)y

!

¢ < ¢ +Lpy(z)-{J(e+1,a)}
< 36-4-(do + 1) (1 + 4. {J(e + 1,a)})
< 36-4-(do+ 1)1t (14 4-36-4- (a+e+1)?)
< 36-4-(do+ 1!t (4.36 -4 (do + 1)?)
< 36-4-(dp + 1)12(et) . 210 (dy 4 1)2
< 36-4-(do+ 1)12et) . (dg 4 1)12
= 36-4-(dy + 1)12et2)

Puesto que Comp(c,e,d',d) y J(1,dp) € ¢, se tiene IT,(do + 1,dy + 2,d). Por A.30, existe
c’ tal que
(0,do +1,dg + 2,d) € ¢"

Luego, por A.29-(3), (dy + 2)2d°Jrz < d. En consecuencia,

6 6 6
(do+1)12‘e+2)5((do+1)2(e+2’) S((do+1)2do+2) s((do+2)2°’°“) <d

Lo que prueba el resultado. 0

Definicién A.36 Sea ¢ € II, en las condiciones anteriores. F3,(z) = z es la férmula

(y=0Az=2)V
(u=0AIT,(z,y,2))V
(y=1Av=2zx)V
u#OAIs,v<36-4-2° { y > 2 A 3w < z(Acky(w) A (u,z,y — 1,v) € w)
A Comp(s,u,v, z)

y#£OA

Fou(z) = z es la formula F},(z) = z. Diremos que F, es la funcién de Ackermann
definida a partir de .

Nota A.37 Describamos informalmente el sentido de la férmula F3,(z) = z, en el caso
u > 1.

Si F§.(z) = z e y > 1, entonces existe s tal que Comp(s,u,v,z). Con la notacién de

A.33, sea para cada 1 = 1,...,u, z; = (s);, entonces
z siy=1
Zy = Fy—l .
ou () siy>1

Zio] = F;‘;;L_ll(zi +1) paratodos, 1 <i<u
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De este modo para todo 7 = 1,...,u, F,;(2;) = 2. En particular, F,1(2z1) = z, es decir,
ITy(z1 + 1,21 +2,2),

Lema A.38 Son teoremas de T:
(1) Fousi(z) =2 & F2 (e +1) =2
(2) F¥t (z) =2 & F,y(Flu(z)) = 2

Demostracion:

Observemos en primer lugar que, en el caso u = 0, ambos resultados se deducen directa-
mente a partir de la definicién (teniendo en cuenta A.19). Para probar (1) y (2) en el
caso u > 1 razonaremos en un modelo % = T.

(1) Sean a,d,e € A, e > 1 tales que F,.1{a) = d entonces, por definicién, existe
c < 36-4-d° tal que
Comp(c,e + 1,a,d)

Entonces, J(e + 1,d) € ¢, luego, por Comp(c, e + 1,a,d), existen ¢, d’' < d tales que
J(e,d') € cAAcky(cd)A(e,a+1,a+1,d) e
Ahora, es ficil ver que Comp(s,e,d’, d), luego por A.35,
3s' < 36-4-d° (Comp(s',e,d, d))

Por A.34 existe ¢ tal que
Ack,(c) Ale,d',1,d) €

Luego, por A.29-(3), existe (d' + 1)2'3“’+1 y, ademads,

+d' +1
)*

(d+1 <d

En consecuencia, existe (d' + 1)7(€+1), Puesto que e > 1, por A.29-(3),

)26+a+1+a+1

(a+2 <d

Luego, 72 < 28 < d'. Por tanto,

(0) (@417 < (@ + 122 (@ 4 1) <

Por A.31,
Jw < (d + 1)) (Ack,(w) A e,a + 1,a +1,d'))

lo que, junto con (e) nos da
3w < d (Acky(w) A{e,a+ 1,a + 1,d'))

Lo que prueba F&t2(a + 1) = d.
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Reciprocamente, si Fg:gz(a + 1) = d, entonces, existen c,d’ < 36-4-d%y ¢’ < d tales
que
Comp(c, e,a,d) A Ack,(c) A {e,a+1,a+1,d) e

Sea ¢’ = (¢ — {J(e,a)}) U{J(e + 1,a), J(e,d')}. Entonces, Comp(c”, e+ 1,a,d), luego,
por A.35, Fiyer1(a) =d.

(2) Sean a,b,d,e € A, tales que be > 1y Fg;‘;l(a) =d.

Aserto A.38.1 (Vy)i<y<s Vv, w < d (Acky(w) A {e,a,y,v) € w — FJe(a) = v)

Prueba del Aserto:
Por induccién probaremos que, para todo by, 1 < by < b, se tiene

Yo, w < d (Ack(p(w) A{e,a,y,v) Ew — F(Z?e(a) = 'v)
bp = 1: Sean d’,c < d tales que
Acky(c) A (e,a,1,d') € c

Entonces, por A.34, existe ¢’ tal que Comp(c, ¢, a,d’), lo que junto con A.35, prueba
que F,) (a) =d'.

bg = bp + 1: Sean ¢,d' < d tales que
Acky(c) A{e,a,bp + 1,d') € ¢

Entonces, existe d” < d' tal que
(a) (e,a,bp,d") €c
(b) (e,d",1,d") € c

Por (b) y A.34 existe ¢ tal que Comp(c’,e,d”,d'), lo que, junto con (a) nos da
Fboil(a) =d'. O

Ahora, utilizando el aserto, podemos probar ficilmente que F, o(F} (a)) = d.

Reciprocamente, si Fw)e(Fg’e(a)) = d, entonces existe d’ < d tal que

Fpe(d)=dAF} (a)=d

Aserto A.38.2 Existe c tal que Acky(c) A (e,a,b,d') € c.

Prueba del Aserto:
Distinguimos dos casos:

Caso 1: b=1.

El resultado es consecuencia de A.34.

Caso 1: b> 2.
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Por definicién de F,(a)’ = d', existen ¢, ¢ y d" tales que
Ack, () A {e,a,b—1,d") € ¢ A Comp(c”,e,d",d')
Por A.34, existe ¢ tal que
Acky,(c") A {e,d",1,d) €
Sea ¢ = Uc” U {{e,a,b,d)}. Entonces
Acky(c) Ae,a,b,d') € ¢

Lo que prueba el aserto. 0O

A partir de este dltimo aserto, podemos probar facilmente que F(f,:tl (a) =d. a

Nota A.39 Sea Ko(z) = y la férmula (z 4+ 1)2 = y. Para cada n > 1, sea K,(z) = y
como en V.23-(5). Para cada n € w definamos a partir de K, la funcién de Ackermann,
Fulén (%) = z. Recordemos las férmulas Fy, j; definidas en el capitulo VI como sigue:

(=) Fro(z) =y esla férmula K,(z) =y
(=) Fogyi(z) =y es la férmula ITy, , (z + 1,2 + 2,y).

Teorema A.40 Para cadan € w,
(1) Vkew, IE,FFhi(z) =2z Fg, k(z) =2

(2) Fﬁéﬂ u(z) =y es una II,—g-envoltura de IX,, en IZ,.

Demostracidn:
(1) Sea A |=IX,,. Probaremos por induccién sobre k € w, que

A ITx, (2,9, 2) ¢ Fg_4(z) =2
k = 0: El resultado es consecuencia directa de las definiciones de F,, o y Fk, o-
k — k+1: Sea d € 2. Por induccién sobre b > 1 probaremos que:
V2,2 < d[ITF, ., (2,b,2) ¢ FE_141(z) = 2]
b=1: Sean a,d’ < d tales que ITy, ,, (a,1,d') entonces, por definicién,
ITg, , (a+1,a +2,d)
Por hip6tesis de induccidn, Fﬂféﬁc(a +1) = d', luego, por A.38, Fk, k+1(a) =d'.

Reciprocamente, si Fk, x+1(a) = d’. Entonces, por A.38-(1), Fﬂgi(a +1) =d.
Por hipétesis de induccién, ITy, ,(a +1,a + 2,d"). Luego, por definicién, de F, k1,
resulta que Fy, g41(a) = d'.
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b— b+ 1: Sean a,d < d tales que
ITF, 141 (a,b+1,d)

Entonces, por definicién, existe d"” < d' tal que
(a) ITF, k+1(a,b, d")
(b) Frt1(d") =d

Entonces, por definicién de ITy, ., vy de (a) se sigue que
(c) 1Ty, . (d" +1,d" +2,d")

Entonces,

(-) Fg i (@)=d" [(a) e Hip. Ind. sobre b]

(-) Fg 3@ +1)=d  [(c) e Hip. Ind. sobre k]

por A.38-(1),
g (a) =d" AFg, k(d") =d
¥y, en consecuencia, por A.38-(2), Fn'a' ,lk +le)=4d.

Reciprocamente, si FI&:’ ,lk +1(@) = d. Entonces, por A.38-(2),
Fx, k(Fg, x(a)) =d'
es decir, existe d’ < d' tal que
Fk, p+1(d") = d' AFg_ i1(a) =d"

Por las hipétesis de induccién (sobre b y k), de un razonamiento similar al anterior
se obtiene que

ITy, , (d' +1,d" +2,d') ATk, , (a,b,d")

Luego por definicién, de F, x+1, resulta que Fp441(d") =d' y F,’l’k“(a) =d". En
consecuencia, Foi; (a) = d”.

(2) Por VI.15-(1) el conjunto

P, = {]Fn,lc : k Ew}

es un conjunto fuertemente II,,~funcional. Ademds, por VI.14—(3),

ISn.1 b &

Por tanto, teniendo en cuenta (1), para probar que Fx, (s) = y es una II,~q-envoltura
de I¥,; en IX, bastard probar que, para cada k € w

(o)  IZpbFpiqi(z) =y = Jz2 <y (Frp(z) =2)
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Puesto que F, y41(z) = y es la formula ITg, (z + 1,z + 2, y), el resultado es consecuencia
de A.19-(5). o

El siguiente teorema constituye, junto con A.40, la prueba de VI.15-(2).

Teorema A.41 Para cada n € w, Fk, 4(z) = z es una II,,~envoltura fuerte de I¥,, en
IZ,.

Demostracién:
Por comodidad, escribiremos Fy(z) = y en lugar de Fk, 4(z) = y.
Teniendo en cuenta A.40, sélo debemos probar que si A E=IX, ya,b €A, w<a <b
son tales que
Vk €w, AkEIJy<b(Frla)=1y)

entonces existe I <¢ A talque I EI¥,11ya<I<b.
Supongamos entonces que

Vk €w, Al 3y<b(Fila)=y)

Por overspill, existe ¢ > w tal que A = Jy < b(F41(a) = y). Ademds, podemos suponer
c < a. Sea d = F.y1(c). Entonces

Vk€w, AEIy<d(Filc)=1y)

Vamos a construir el segmento inicial pedido siguiendo la prueba del lema 4.6 de [33].

Sea {%; : ¢ € w} una enumeracién de todas las férmulas II,, en la que cada férmula se
repite una infinidad de veces. Definiremos dos sucesiones de elementos de 2, {ax : k € w}
y {bx : k € w}, verificando:

(D k#0 = (ax-1)? < ay

(2)p a0<a1 < - <ap b b1 << by

(8)x Sik#0y (9) < ag-1, entonces (pw)r—1(w,7) ¢ (ax, bx]
(4); bk = Fegy1(ar)

Haremos la construccién de los ax y los bk, y la prueba de que se verifican, (1), (2), y
(3),, por induccién sobre k.

k =0: Sea ag = cy by = d. Entonces, (1), (2), ¥ (3),, se verifican trivialmente.

k = k+1: Supongamos definidos a; y b; para cada ¢ < k, de modo que se verifican (1),,
(2);, (8); vy (4);. Puesto que by = Fe_g41(ax) = Fff;c”(ak + 1), podemos expresar el
intervalo (ag, bx] como

ap+1

(ak, bk = | (FL_y(ak +1), F2H (ag +1)]
7=0
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El conjunto M = {(pw)yr(w,€) : (€) < ax} tiene a lo sumo ax + 1 elementos, luego,
usando PHP, existe j < a; + 1 tal que el intervalo (F7_, (ax + 1), Fgfkl(ak +1)] es disjunto
con M. Sean

a1 = F (e +1) y by = FIH (ar + 1)

Entonces (2)1, (8)541 ¥ (4)41, son evidentes y (1), se tiene por la definicién de F.
Sea I el segmento determinado por los ay, es decir,

I={beU: Ik ew, b<ag}

Entonces, de la definicién de I deducimos que I es una subestructura inicial de 2 (recordar
la propiedad (1)) y, por tanto, I = IA,. Puesto que I es cerrado bajo la fomula K, (z) = y
podemos garantizar que I <¢ 2. Por tanto, sélo nos queda probar el siguiente resultado:

Aserto A41.1 I =LY,y

Prueba del Aserto:
Sean eg,e1,...,em € I 'y ¢ € L, tales que I = Jw p(w, ey, €). Puesto que I = IAg
podemos garantizar que (eg,...,en) € I, luego existe k tal que

A= (eo,...,em) < ag

Puesto que en {¢} : k € w} cada férmula se repite una infinidad de veces, podemos
elegir k¥ de modo que ¢ = .

Entonces I |= Jw ¢ (w, €9, €) y ademds I < bgyy. Por tanto,
A l= Jw < bk+1 'ka(w’ eOva
ya que I <¢ 2. Puesto que v, € II,, existe

¢ = (u)[Fw < bgyy Pr(w, v, &)]

Ademis,
(¢ er...,em) < {eo,... em) < ai

Por (8);,,, resulta que A = 3w < agq1 Yi(w, €, €), luego usando de nuevo que
I <7 A, obtenemos I = 3w ¢ (w, é, €). S6lo queda comprobar que

I |= ¢ = (M“)(HWT/)k(w, v, é'))

Esto es ficil de comprobar ya que si I = 3w g(w,e”,€) y €’ < eq, entonces A
Jw < bgy1 ¥(w,e”, €), en contradiccién con el hecho de que €’ es minimoen A. O

La prueba de este aserto concluye la demostracién del teorema. O



Apéndice B
Problemas abiertos

En este apéndice recogemos las cuestiones que se han ido planteando a lo largo de este
trabajo y que, finalmente, han quedado sin resolver. Junto a éstas incluimos también
algunos problemas sugeridos por los resultados presentados en esta memoria.

B.1 Induccién y coleccién

El problema central es la conjetura de Friedman-Paris en sus tres versiones:

(a) Conjetura de Friedman-Paris:

LAny <= IApy

(b) Conjetura de Friedman-Paris uniforme:

ULAny; <= UlAny,

(c) Conjetura de Friedman-Paris sin pardmetros:

LA, <= 1A,

No obstante podemos afiadir algunos problemas estrechamente relacionados con éstos
ultimos:
(1) En el capitulo II se han estudiado las relaciones entre las propiedades:
(a) T tiene induccién Ap 4.
(b) T tiene coleccién Ay 4.
(c) T tiene minimizacién Ay ;.

(d) T es A,+q—cerrada.
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A este respecto la principal pregunta es la siguiente (ver I1.29), que puede conside-
rarse una versién mias de la conjetura de Friedman-Paris:

Si T tiene induccién Ap41, entonces jtiene T coleccién Apyq?
Equivalentemente (ver seccién II1.1),

Si T tiene induccién A4, entonces jes T Aj,p1—cerrada?

(2) Otro problema relacionado con el anterior es el siguiente (véase I1.29):

Sea T una extensién de 13,,.

(a) Si T es (débilmente) PK—~A,, 1, entonces jtiene T coleccién A,qq?

(b) Si T es (débilmente) PK-A,, .1, entonces jtiene T induccién Ay 41?

B.2 Induccién uniforme y sin parametros

En el capitulo IIT se estudian las teorias UIAn4; y LA ;. Las principales cuestiones
pendientes de solucién son, por una parte, las relaciones entre UIA,; y LA, ,,, y por
otra, la extensién a IA , de los resultados obtenidos para LA, ;. De este modo, se
consideran los siguientes problemas:

(1) En II1.26—(b) se plantea la cuestién

(UIAL 1 +exp = LA;,,?

(2) Por III.25, si n > 1, entonces Thyy,,,(N) es (salvo equivalencia) la tnica teoria

Il y1-axiomatizable que extiende a LA, ;. En el caso n = 0, sélo se tiene un
resultado similar (véase I11.17.4) médulo la funcién exponencial. En consecuencia,
en II1.26 se considera el problema

;Es Thyy, (N) la dnica teoria (salvo equivalencia) II;-axiomatizable que extiende a
LAT?

(8) Parte de los resultados obtenidos en el capitulo III acerca de la teoria LA, ;, pueden

probarse también para IA,  ; utilizando el trabajo de McAloon [21]. Sin embargo,
como se comenta en 111.42, existe una notable diferencia entre los métodos utilizados
en esta memoria y los de [21]. Mé4s atn, la aplicacién directa de los resultados de {21]
no proporciona la correspondiente versién para IA, ,; de los resultados previamente

obtenidos para LA, ;. En concreto, queda abierta la siguiente cuestion:

Sean T una teoria II, ;s—axiomatizable tal que
T==IA_,

;Se tiene entonces que Thy, ,, (T) = Thy,,,(N)? Véase también la seccién B.5.
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B.3 1II,.9—consecuencias

En el capitulo IV se ha probado (ver IV.6) que una teoria tiene coleccién A,41 si y sélo
si es II,—funcional. Ademd4s, la condicién

(o) Thy,,,(BEns1 + T) = Thy,,,(T)

es suficiente (véase IV.10) para garantizar que T es II,-funcional. M4ds atdn, si T es
I, o-axiomatizable, entonces (ver IV.16) la condicién (e) es equivalente a que T sea
II,~funcional. Como consecuencia planteamos los siguientes problemas:

(1) (Véase IV.17) Sea T una teoria tal que T +BX,. ; s consistente, ;son equivalentes
las siguientes condiciones?

(a) T es II,~funcional.
(b) Thy,,,(BEn41 + T) = Thy, ,(T).
(c) Thﬂn+2 (B21_1+1 +T) = Tth+2 (T).
(2) EnIV.17 se senala con respecto a la cuestién anterior que si T es Yn+o—axiomatizable,

entonces (o) es equivalente a que T sea II,—funcional. Se plantea entonces el siguiente
problema, para (n > 0),

(Existe alguna teoria II,—funcional que sea %, s—axiomatizable?
Por IV.15 sabemos que si T es una tal teoria entonces N }£ T.

(8) La condicién (e) juega un papel importante en el tratamiento que hemos dado a las
envolturas. En el capitulo V se ha probado (ver V.10 y V.11) que si T es una teoria

recursivamente axiomatizable que satisface (o), Ty es una extensién de IZ, (o de
IA¢ + exp, si n = 0) y ¢ una II,,~q-envoltura de T en Ty, entonces

@ satisface II,-ENV <= ¢ satisface I1,~IND

Ademds, teniendo en cuenta V.14, la condicién (e) no puede eliminarse. Esto nos
lleva a plantear el siguiente problema.

Sea T una teoria II,—funcional, recursivamente axiomatizable, Ty una extensién de
IX, (IAg + exp, si n =0) y ¢ una II,~q-envoltura de T en Ty.

iSon equivalentes las siguientes condiciones?
(a) ¢ satisface IT,-ENV.
(b) ¢ satisface IT,~IND.

Observemos que, por V.9, (b) = (a).
(4) En el capitulo VI hemos estudiado condiciones bajo las cuales se tiene que
IATH_I(T) = Tth+2 (T)

En VI.12, hemos considerado las siguentes condiciones:
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(i) T es una teoria IT,—funcional inductiva.
(ii) Thy,,,(T) <= I1A,41(T).
(iii) IAp41(T) es II,49-axiomatizable.
Como se prueba en VI.12, (i) <= (ii) == (iii). Por tanto, se plantea la cuestién de
la equivalencia,
i) <= (iii)?
(5) En V.18 hemos considerado si las condiciones del teorema de existencia de I,-

envolturas, V.15, son necesarias. La cuestién sobre la necesidad de la condicién

T - exp en V.15-(1), para la existencia de IIg-envolturas, nos llevé a plantear esta
otra:

(Existe una Ily—envoltura de ITI] en IA(?

B.4 Las teorias B*A,.;(T)

(1) En el capitulo VII se han introducido los modelos T'-acotados para separar los frag-
mentos {IAn41(IZy) : m > n}. Sin embargo, la correspondiente cuestién para las
teorias B*Ap,11(IX;,) no ha sido resuelta. Como hemos visto,

B*An+1(N) - B*An+1(PA) = .- B*An+1(12n+1) B8 B*An+1 (IEn)
;Se trata de una jerarquia estricta?

(2) En el capitulo II, se ha introducido el concepto de teoria (débilmente) PK-A,, ;.
Podemos intentar reforzar este concepto del siguiente modo:

Diremos que T es fuertemente PK-A, . si

I3,
T
B*An-i-l(T)
T
IAn11(T) <= LA (T)

En general, por IL.8, B*Ap11(T) = IZ, y en I1.27 se ha probado que
B*An+1(12n) = I,

Adems, puesto que IX,;; es débilmente PK~A, 1, teniendo en cuenta VIL.16-(1),

resulta
I,
f
B*Aps1(I8n41)

ft

A 1(IZ041) = LA (1840)

Sin embargo, jexiste alguna teoria fuertemente PK-A, ;?
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B.5 Definiciones de w en modelos I'-acotados

Como ya hemos comentado en B.2, en el capitulo III se han utilizado los resultados de
McAloon [21] para obtener diversos resultados acerca de IA; 41, similares a los obtenidos
para LA ;. En II1.42 hemos comentado el contraste entre la relativa simplicidad de la
prueba que presentamos de, por ejemplo, IT1.23, y la sofisticacién de los métodos empleados
en el trabajo de McAloon. Esto hace interesante disponer de métodos alternativos (més
simples) para probar resultados como II1.23 en el caso de IA;,, (a ser posible con la
misma generalidad con la que han sido obtenidos para LA, ;). Los modelos I'-acotados
podrian ser utiles para tal fin.

Esencialmente, los resultados contenidos en [21] se basan en la construccién de modelos
de Thy, ,,(T) (para una extensién T de PA) en los que la parte estdndar es definible por
una férmula A, .1 (con o sin pardmetros). Como se ha visto en VIIL.11, existen modelos
I'-acotados en los que la parte estindar es definible por una férmula %, ;. Podemos, por
tanto, considerar la posibilidad de construir modelos ['-acotados en los que w sea también
Apyi—definible y, por medio de estos modelos, obtener las versiones correspondientes para

IA, ;; de los resultados obtenidos en la seccién II1.4 para LA. ;.

Observemos que si ICg“’ (2, a) es un modelo I',—acotado, en las condiciones establecidas
en VII.11, entonces w es definible en 2 por una férmula %, ; con a como pardmetro. De
este modo, si a es definible en 2 (por ejemplo, a € K,41(2)), entonces podemos conseguir
una férmula 3,4, sin pardmetros, que define a w en 2. Por tanto, en las condiciones

anteriores, si w es definible en ICg“’ (2, a) por una férmula I1,,; (sin pardmetros), entonces
w es definible en ICg“’ (A,a) por una férmual A, ; sin pardmetros, lo que probaria que
lcg ?(A,a) E IA, ;. Debido a esto, resulta intersesante estudiar la existencia de modelos
I'-acotados en los que w es definible por una férmula IT,, ;.

A este respecto, puede resultar itil el trabajo de A. Macintyre y H. Simmons [19], asi
como [7] y {10]. En este ultimo, J. Hirschfeld introduce, a partir de la definicién clésica del
conjunto simple de Post, una férmula IT; que define a w en ciertos modelos de Thyy, (N)
(los existencialmente cerrados). Por su parte, D. Goldrei, A. Macintyre y H. Simmons
estudian en [7] la cuestién de la definibilidad de w en modelos existencialmente cerrados de
Thy, (PA), obteniendo resultados similares a los de Hirschfeld. Como continuacién de este
trabajo, Macintyre y Simmons adaptan en [19] la construccién de Hirschfeld mostrando
que, con alguna modificacién, puede llevarse a cabo en Thy, (PA).

El anilisis de los resultados de [19] muestra que dichas construcciones se pueden re-
alizar en Thyy,(IX;), proporcionando condiciones suficientes para que en un modelo de
Thy, (IZ;) (cuyos elementos son todos ¥;—definibles sin pardmetros) pueda definirse w
por una féormula II; sin pardmetros. El estudio de la existencia de modelos I'-acotados en
los que w es definible por una férmula A, constituye, asi, una continuacién natural del
trabajo presentado en esta memoria.
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