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“Verra presto il continuatore dell’opera delle schuole
italiana e francese il quale riesca a dare alla teoria delle
superficie algebriche la perfezione che ha raggiunto la
teoria delle curve algebriche? Lo spero ma ne dubito...”

Guipo CASTELNUOVO (1949).
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Introduccion

Las variedades algebroides y sus explosiones son el modelo puntual, con uti-
lidad algebraica, de las variedades algebraicas y los espacios complejos, sus
explotados y las fibras en un punto del divisor excepcional. Mantener el
cardcter algebroide implica completar después de explotar en forma de ecua-
ciones. Sin embargo, esta complecién no afecta a caracteristicas algebraicas
esenciales como la multiplicidad, y tiene la enorme ventaja de introducir la
maquinaria algebraica de las series formales. Es desde este punto de vista
de donde hay que contemplar los explotados formales. Asi pues, la tra-
duccién geométrica es obvia: direccidén de explosion algebroide es lo mismo
que eleccién de punto de divisor excepcional.

Este es el marco genérico en el que se inscribe el presente trabajo, cuyo
contenido pasamos a resumir.

Descripcion de la memoria.

La presente memoria se articula en tres capitulos de naturaleza y propodsito
claramente diferenciados.

El capitulo I ofrece pocas novedades al lector familiarizado con la ma-
teria: en él se exponen las bases tedricas de la geometria de las superficies
algebroides sumergidas y de sus explosiones, para posteriormente justificar
la “versién préctica” de estas transformaciones; preparando el camino para
las siguientes secciones.
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Toda esta parte es deudora notable de los trabajos previos de los profe-
sores Sdnchez Giralda ([20]) y Piedra Sénchez ([18]): el primero de ellos en
el dmbito de la caracteristica cero, y exclusivamente centrada en las trans-
formaciones cuadréticas por lo que a explosiones se refiere, y el segundo en
el contexto més amplio de la caracteristica positiva y conteniendo todo tipo
de transformaciones estrictas, aunque esta amplitud de contenidos estd, sin

embargo, basada en muchos aspectos del trabajo previo del profesor Sdnchez
Giralda.

Las definiciones de los objetos (variedades algebroides y, mds concreta-
mente, superficies algebroides sumergidas) parten de la teoria de la equi-
singularidad de Zariski ([25]) y no presentan novedades de ningin tipo, asi
como tampoco las definiciones y primeras propiedades de las explosiones (en
el lenguaje de la memoria, transformaciones cuadriticas y/o monoidales),
para las cuales se ha escogido, siguiendo las fuentes anteriormente citadas, el
lenguaje intrinseco de Grothendieck ([6]). Asi mismo, la definicién de cen-
tros permitidos (para lo que nos concierne, curvas permitidas) de explosién
es heredada (como no podia ser de otra manera) de los trabajos de Aroca,
Hironaka y Vicente sobre resolucién de variedades analiticas.

Sin embargo, de cara a un trabajo como el que ahora presentamos,
de corte indudablemente “efectivo” (entiéndase con la debida reserva, por
tratarse de series formales el objeto habitual de manejo), es imprescindible
traducir el planteamiento terso de les EGAs a objetos mas manejables: ecua-
ciones y transformaciones dadas en funcién de unas determinadas variables.
A esta necesidad se responde en las tltimas secciones del capitulo. A

Por un lado fijando un cierto tipo de ecuacién (no dnica), que denomi-
namos ecuacién WT (i.e.. de Weierstrass—Tchirnhausen) cuyo nombre es
practicamente autoexplicativo; y adjuntamos una tal ecuacién de un objeto
combinatorio que nombramos poligono de Newton-Hironaka, cuya ascenden-
cia puede trazarse a los estudios de Newton sobre lo que hoy conocemos
por Teorema de Puiseux, pero que aparece por vez primera, con la forma
que adoptamos en este trabajo, en la memoria de Hironaka sobre desingular-
izacién de superficies excelentes redactada por Bennett ([11]).

Por otro lado, y para finalizar el capitulo, estudiamos ciertos aspectos
practicos de las explosiones que nos serdn de utilidad méas adelante. En
concreto podemos destacar dos preguntas que luego cobraran interés:
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(i) ;Cdémo varfan las ecuaciones de una transformacién cuadratica (resp.
monoidal) si realizamos previamente una cambio de variables?

(i) jPueden aparecer curvas permitidas tras una transformacién cuadra-
tica (resp. monoidal)? Y, en caso afirmativo, ;de qué tipo?

La respuesta a estas dos preguntas ofrece los primeros resultados origi-
nales del presente texto; si bien su originalidad se circunscribe al hecho de no
existir precedentes fomales en la literatura, puesto que se trata de fenémenos
ampliamente conocidos para el experto, por méds que no exista una versién
escrita rigurosa y detallada.

El capitulo II se centra en un resultado concreto, el denominado en la
seccidén II.A. teorema de reduccion de singularidades de una superficie alge-
broide sumergida. Grosso modo el teorema responde a la siguiente pregunta:
si, partiendo de una superficie algebroide sumergida, realizamos explosiones
escogiendo siempre centros permitidos de dimensién maximal y sin escoger
direcciones concretas del cono tangente, jllegamos necesariamente a un mo-
delo liso?

Esta pregunta requiere ni mas ni menos que tres secciones para dar una
respuesta satisfactoria (en este caso afirmativa). Siguiendo los trabajos prece-
dentes (los ya citados de Sanchez Giralda y Piedra, asi como la tesis doctoral
del profesor Luengo ([14])), el esquema de la prueba queda a grandes rasgos
como sigue:

(1) En primer lugar nos ocupamos de las transformaciones monoidales
(i.e.: explosiones con centro en curvas permitidas) y cémo afectan éstas a
la singularidad. En concreto, el resultado que probamos es que, si el cono
tangente no es un plano mdltiple, hacemos descender la multiplicidad de la
superficie (resultado a todas luces éptimo) y, si el cono tangente es un plano
miltiple, entonces o bien reducimos la multiplicidad, o bien desembocamos
en una nueva superficie, de igual multiplicidad a la original, pero sin curvas
permitidas. Es més, en este dltimo caso, la eleccién de centros y direcciones
en las sucesivas etapas es indistinta, pues la superficie que obtenemos al final
es, esencialmente, nica y determinada por la superficie de partida. Esto
no implica, sin embargo, que no volvamos a tener que preocuparnos de las
curvas permitidas hasta que baje la multiplicidad. En efecto; a partir de
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los resultados de 1.E. sabemos que las curvas permitidas pueden volver a
aparecer tras una transformacién cuadratica, pero al menos tenemos una
forma “canénica” (en sentido coloquial) de eliminarlas.

(ii) Supuesta entonces nuestra superficie sin curvas permitidas, en virtud
de los resultados anteriores, pasamos a ocuparnos del caso en el cual la su-
perficie tiene un cono tangente que no es un plano multiple. Este caso se
revela como bastante cdmodo y, en efecto, un primer resultado sencillo es que
explotar en una direccién del cono tangente nos conduce a una superficie de
multiplicidad, a lo m4s, la multiplicidad, en el cono tangente, del punto que
nos determina la direccién. Esto nos deja uinicamente como casos a tratar la
situacién de explotar en una direccién del cono tangente que, como punto de
dicho cono, tiene multiplicidad maximal; esto es, la propia multiplicidad de
la superficie. Un primer resultado técnico, en este sentido. que nos ayuda a
limitar el alcance del problema, es que una tal circunstancia se puede suponer
que responde a un cono tangente “cilindrico”; esto es, que, salvo cambio de
variables, la ecuacién del cono tangente es independiente de una de las va-
riables y el punto en cuestién es, obviamente, aquél cuyas coordenadas son
ceros en todas las componentes, excepto en la relativa a esta variable. Con
esta simplificaién podemos atacar el problema directamente y probar que, en
un nimero finito de pasos, es inevitable que la multiplicidad de la superficie
descienda.

(iii) La ultima situacién por atacar es, pues, cuando el cono tangente es
un plano multiple y nos encontramos en ausencia de curvas permitidas. Aqui
entra en juego un proceso habitual en la literatura: asociar a la situacién un
objeto combinatorio (en nuestro caso el ya comentado poligono de Newton—
Hironaka) y estudiar su comportamiento por las sucesivas transfomaciones.
En nuestro caso, fijamos la atencién en la ordenada del vértice de menor
abscisa (llamémosle M, como en el texto) y calculamos su variacién por los
diversos tipos de transformaciones que podemos realizar (obviamente, hemos
de tener en cuenta la posibilidad de que algunas de éstas sean monoidales).
Como es evidente de la propia definicién del poligono, basta para nuestros
propdsitos con probar que, en un nimero finito de pasos, A se ve impelido a
bajar. Eso es lo que se prueba en la seccién I1.D., si bien se requiere para ello
un estudio bastante fino del comportamiento del poligono en casos, a priori,
excepcionalmente incémodos para nuestros propésitos’.

1 “La resolucidn de singularidades es la teoria del caso particular”, J.L. Vicente dizit.



Una vez probado el teorema, queda la necesidad de extraer cuanta infor-
macién sea posible del resultado. En concreto, nos hemos planteado varias
cuestiones que juzgamos de interés:

(i) Es cierto que hemos probado que todo “camino” (para un sentido
preciso del término, ver {14]) que escojamos para reducir la singularidad es
finito, pero jes posible hablar de finitud del proceso completo? O, dicho
de otro modo, a pesar de ser todos los caminos finitos, ;pueden darse casos
de caminos de longitud arbitrariamente larga? Bien, la respuesta es no y
la prueba consiste basicamente en ahondar algo més en la demostracién del
teorema; muy particularmente en los aspectos combinatorios, que nos per-
miten asegurar que podemos acotar el nimero de transformaciones que se
pueden realizar, siguiendo el esquema planteado en el teorema, sin reducir la
multiplicidad de la superficie. Para finalizar con esta subseccién, probamos
de forma simple un resultado que facilita mucho la comprensién del proceso
mas complicado; esto es, la transformacion cuadratica en el caso del cono
tangente plano. En este caso, demostramos que, salvo un nimero finito de
direcciones, todas las deméas conducen a una superficie con curvas permitidas
que, ademas, verifican que al eliminarlas ven descendida su multiplicidad.

(ii) El proceso de normalizacién ha estado estrechamente vinculado a la
resolucién de singularidades (cabe mencionar aqui de manera especial los
trabajos de Zarisiki sobre el tema; ver, por ejemplo [25] (II)) y, de hecho,
forma parte integrante de algunos de los procesos descritos en la literatura
(entre ellos la resolucién del profesor Piedra Sanchez). Aunque en nuestro
proceso la normalizacién no juega un papel destacado si que podemos probar,
de forma bastante sencilla, que, salvo un nimero finito de opciones, el proceso
del teorema nos conduce a la normalizacién de la superficie. Para ello se usan
los habituales criterios discriminantales, obra del propio Zariski.

(iii) Por tltimo, nos planteamos qué sucede con las curvas singulares, de
multiplicidad igual a la de la superficie, e inmersas en ésta. Esta cuestion
conduce a una nueva lectura del fenémeno de la aparicién de curvas per-
mitidas tras una transformacién cuadratica. De hecho, el resultado que
probamos en esta parte es que, hablando informalmente, si aparece una curva
permitida tras una transformacién cuadritica y no se trata del divisor ez-
cepcional es porque la transformacién cuadritica ha “resuelto” una curva
singular equimiltiple para convertirla en la curva permitida que aparece. Un
resultado no por esperado carente de sentido geométrico.
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Finalizamos el capitulo con ciertas consideraciones acerca de posibles
avances en un sentido similar, que reproducimos aqui de forma resumida.
Evidentemente hay dos frentes de generalizacién para nuestro proceso: am-
pliar el espectro de accién en la dimensién o en la caracteristica.

Por lo que se refiere a aplicar el proceso a variedades de dimensién supe-
rior, ya ha quedado patente ([22]) que el éste, en su forma actual, no funciona
en dimensién tres. Se impone; por tanto, una mayor precisién a la hora de
escoger el centro de explosién de forma que, si bien los centros de dimensién
mayor sean los primeros en ser explotados (para poder considerar este trabajo
como un caso particular), exista una prelacién que evite los bucles infinitos
puestos de manifiesto por Spivakovsky en la referencia citada.

En cuanto a la caracteristica positiva, el trabajo del profesor Piedra
Sanchez se aproxima mucho a una versién de nuestro resultado. Las dificul-
tades son, como de costumbre, de indole técnica, en especial en lo referente al
manejo de los objetos combinatorios, cuyo comportamiento en caracteristica
positiva bien podrian calificarse de pérfido.

El capitulo I1I investiga una cuestién bien distinta, aunque evidentemente
emparentada con todo lo anterior: el problema de la resolucién en las super-
ficies de Puiseux, esto es, aquéllas que admiten una parametrizacién del tipo

X=u" Y=uv" Z=1¢u,v).

Este tipo de parametrizaciones, a pesar de su aparente sencillez, estdn
lejos de ser bien comprendidas a fecha de hoy. Unicamente las series cuasi-
ordinarias (un tipo muy particular y concreto de series de Puiseux) han sido
estudiadas en profundidad: primeramente en los trabajos pioneros de Lipman
([13]) y con posterioridad en otros como la tesis del profesor Herrera Govantes
([9]), en el aspecto combinatorio y los del propio Lipman y su alumno Gao,
en el aspecto topoldgico.

Nuestro trabajo con estas series comienza por lo més bésico: a saber, el
estudio de las extensiones de cuerpos que generan. El principal resultado
en este sentido es que, dada una serie de Puiseux, podemos hallar ciertos
monomios (que aparecen no trivialmente en el desarrollo de la serie) que
son suficientes para generar la misma extensién de cuerpos que la propia
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serie. Por analogia con el caso cuasi-ordinario (y porque éste se puede en-
tender como un caso particular de nuestros razonamientos) calificamos a
estos monomios (mejor dicho, a sus exponentes) de distinguidos. Sin em-
bargo, al contrario que en el caso cuasi—ordinario, la informacién residente
en estos monomios dista mucho de ser completa y satisfactoria, a efectos de
resolucion.

Para empezar con la geometria propiamente dicha estudiamos las distin-
tas formas que pueden presentar tanto el cono tangente como el lugar sin-
gular (i.e.: el conjunto de curvas permitidas) de una superficie de Puiseux.
Ya en el primer caso tendremos que hacer una distincién que arrastraremos
durante todo el resto del capitulo: a saber, entre superficies definidas por
series transversales y no transversales. Esta distincién se lee en las series
unicamente viendo si su orden es mayor o menor que uno (resp. caso transver-
sal o no transversal). Desde el punto de vista geométrico, el caso transversal
(resp. el caso no transversal) se corresponde con que, al proyectar la super-
ficie dada por una ecuacién, pongamos F(Z) € C[[X,Y]][Z] sobre el plano
(X.Y), el cardinal de la fibra genérica es exactamente la multiplicidad de la
superficie (resp. es estrictamente menor).

Por lo que al plano tangente se refiere, esta distincién ofrece resultados
claramente distintos (aunque no disjuntos). Por un lado, si la superficie es
transversal, entonces el cono tangente puede ser un plano miiltiple (Z = 0 en
las condiciones anteriores) o bien un cono tangente no plano. En este caso,
dicho cono tangente no plano es exactamente el mismo que el de la super-
ficie definida por la forma inicial de nuestra serie, salvo que puede aparecer
con multiplicidad mayor que uno. Esta multiplicidad se puede leer en unos
exponentes distinguidos.

Por contra, en el caso no transversal, el cono tangente es siempre un
producto de planos (eventualmente miltiples). Para conocer la estructura
de este cono no bastan con los exponentes distinguidos: es necesario conocer
la descomposicién en factores irreducibles de la forma inicial de la serie. Con
estos datos (y los exponentes distinguidos) sf es posible reproducir con toda
precisién el cono tangente. Como contraposicién al caso cuasi-ordinario,
donde el cono tangente es un plano o un producto de dos planos (todo ello
deducible de los exponentes distinguidos), exhibimos algunos ejemplos de
complejidad variable para probar, entre otras cosas, que no es posible acotar
(de forma universal) el nimero de planos distintos que pueden aparecer y
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que no es posible dar una definicién mads restrictiva de exponente distinguido
de forma que contenga toda la informacién sobre el cono tangente.

El caso del lugar singular también requiere un estudio separado. El caso
no transversal es relativamente sencillo, ya que las curvas permitidas son de
la forma (Z, ¢(X,Y)), donde ¢(X,Y) divide a la serie de Puiseux. Esto, en
particular, implica que en principio no podemos acotar el nimero de curvas
permitidas que puede tener nuestra superficie (cotejar con el caso cuasi—
ordinario donde hay, a lo més, dos curvas permitidas). Sin embargo, en
el caso no transversal, se produce un hecho significativo: si existe alguna
curva permitida, entonces podemos realizar un cambio de variables y escribir
nuestra superficie de forma que sea transversal. Esto es cuando menos cu-
rioso, ya que una de las razones por la cual las superficies de Puiseux son
tan incomodas de manejar es precisamente su sensibilidad a los cambios de
variables: incluso los més simples e inofensivos (no triviales, claro) suelen
resultar en una pérdida de la parametrizacién. Sin embargo, gracias a esto,
podemos asegurar que en presencia de curvas permitidas, nuestra serie puede
ser tomada como transversal.

Una vez probado esto, pasamos a centrarnos en el estudio de cémo afectan
las explosiones a las parametrizaciones. El caso transversal es objeto de ob-
servacion en la seccién II1.C. El resultado es que, tanto las transformaciones
monoidales (caso de que procedan) como las cuadréticas (en cualquier cir-
cunstancia) y tanto si el cono tangente es un plano como si no, mantenemos
una parametrizacién de tipo Puiseux tras explotar. Ademds, se ha estudiado
con cierto detalle el problema de, partiendo de una superficie irreducible,
cudndo se conserva esta irreducibilidad. En este sentido hemos probado que,
en ciertas direcciones (concretamente (1: 0:0) y (0: 1 : 0), si tienen sen-
tido como direcciones del cono tangente) la irreducibilidad se mantiene. En
los demds casos, dicha irreduciblidad puede o no conservase, dependiendo
inicamente de la superficie de partida, y en ningun caso de la direccion es-
cogida. Es posible, ademds, conocer a priori si se produce o no la pérdida de
irreducibilidad, a partir de unos exponentes distinguidos.

El caso no transvesal, sin embargo, muestra dificultades mucho més com-
plejas. De hecho, la seccién IIL.D. comienza con un ejemplo de superficie
no transversal en la cual, tras explotar en una direccién, perdemos de vista
la parametrizacién de Puiseux. Por supuesto, esto no quiere decir que la
superficie no sea de Puiseux; bien podria serlo en un sistema de pardmetros
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adecuado. Sin embargo, la existencia de tales ejemplos nos llevaron a inten-
tar abordar el problema desde otro punto de vista: la utilizacién de las series
v—cuasi-ordinarias.

Las series v—cuasi—ordinarias son las de la forma
xelmy?my (X, Y™ con u(0,0) # 0.

Estas series, sean o no transversales, tienen la ventaja (como se prueba en
II1.D.) de mantener la forma bajo todo tipo de explosiones (aunque a veces
sea necesario un cambio de variables sencillo para expresar correctamente
el resultado). Por tanto, para cerrar el circulo, nos resta un procedimiento
para convertir toda serie no transversal en v—cuasi—ordinaria. Esto lo hemos
logrado mediante las denominadas en la memoria transformaciones especiales

que no son sino transformaciones monoidales totales centradas en la curva
(X, Y).

El efecto de tales transformaciones es que, en direcciones distintas de
(1:0:0)yde(0:1:0), convierten en v—cuasi-ordinaria cualquier serie no
transversal. Para el caso transversal, hemos de excluir a lo més, un nimero
finito de direcciones. En las dos direcciones anteriormente mencionadas se
tiene que (tanto en el caso transversal como en el no transversal) existe
un numero entero p > 0 tal que, tras p transformaciones en una de tales
direcciones caemos forzosamente al caso v—cuasi—ordinario. Este nimero p
puede ser hallado (al menos acotado) a partir de la ecuacién de la superficie
(0, més concretamente, de su poligono de Newton-Hironaka), sin necesidad
de calcular las series en si.

La memoria se cierra con un resultado que resume todo lo anterior dando
un proceso que resuelve las singularidades de una superficie de Puiseux de
tal forma que, en todo paso, se mantiene (y, en cierto sentido, se “controla”)
la forma de la parametrizacién.

Este campo es, con diferencia, el mas inexplorado de los que hemos tra-
bajado en la presente memoria, y son muy numerosos los problemas abiertos
que quedan. Desde luego el problema mds sobresaliente sigue siendo el ca-
racterizar de manera precisa aquéllas ecuaciones que definen superficies que
admitan una parametrizacién de Puiseux, a la manera del famoso Teorema
de Jung-Abhyankar para el caso cuasi—ordinario. Pero, a pesar de los nuevos
resultados en este sentido, espoleados por el trabajo de McDonald ([16]), en-
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tre los que cabe mencionar los de F. Aroca y J. Cano (cuya implementacién
ha sido de inestimable ayuda en la confeccién de este trabajo) un tal re-
sultado aun parece lejano. Si parece mas asequible, a corto o medio plazo,
tratar de obtener un conocimiento mas exhaustivo y detallado del compor-
tamiento de estas singularidades por explosiones y de sus aspectos topologicos
y geométricos. Termina con esta desiderata la presente introduccion.
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I. Superficies algebroides.
Explosiones

Este primer capitulo es de naturaleza puramente introductoria y sienta defini-
ciones y notaciones que regiran durante el resto de la memoria. Ademds pre-
senta los resultados mads sobresalientes que se utilizaran, asi como algunos
recursos técnicos que, de aparecer cuando se necesitaran, oscurecerian in-
necesariamente el razonamiento.

La mayor parte del material de las tres primeras secciones procede de los
trabajos [20] y [18]. Utilizaremos libremente los resultados de [29], [17] y [15]
(este ultimo en especial en todo lo referente a anillos Cohen—Macaulay), a
menudo sin mencién concreta. La estructura del capitulo es como sigue:

(A) Definimos las variedades algebroides (haciendo especial resefia en su-
perficies) y sus explosiones: formales, locales y globales.

(B-C) Las dos siguientes secciones estan dedicadas a probar, en primer lu-
gar, que la inmersién de nuestras superficies no se ve afectada por una
explosion y, con posterioridad, a dar ecuaciones concretas para las ex-
plosiones formales de una superficie.

(D-E) Por ultimo fijaremos un tipo concreto de ecuacién, cémodo para tra-
bajar, para las superficies y veremos, ya usando ecuaciones concretas,
ciertos aspectos técnicos de las explosiones que nos serdn necesarios
para estudiar la evolucién de las singularidades.



I.A. Variedades algebroides. Explosiones.

La primera seccién introduce los objetos bésicos de nuestro estudio: las varie-
dades algebroides y sus explosiones. Estos conceptos provienen bésicamente
del trabajo de Zariski en su serie Studies in equisingularity ([25], ver funda-
mentalmente los dos primeros articulos) para la geometria local y su apli-
cacién al estudio de las singularidades (que el propio Zariski completé para
el caso de las curvas).

En lo que nos concierne, seguiremos bdsicamente la excelente introduccion
de [20], donde pueden hallarse todos los detalles que dejaremos incompletos.

Definicién.— Un esquema (variedad) algebroide S es el espectro de un anillo
local noetheriano completo reducido R. Si K es un cuerpo de representantes
de R diremos que S estd definido sobre K.

Para todo lo que nos interesa en este trabajo, K sera el cuerpo de los
nimeros complejos, aunque las unicas propiedades que utilizaremos de C
serdn que es algebraicamente cerrado y de caracteristica nula. De cualquier
modo casi todos los resultados de este capitulo son perfectamente extensibles
a caracteristica p (ver [18]).

Como es bien sabido todo anillo local noetheriano completo es imagen
homomorfa de un anillo de series formales de potencias, por lo que podemos
suponer

R = C[[Xy,.... Xnll/1,

donde I C C[[X}, ..., Xp]] es un ideal radical.

Definicién.— Una variedad algebroide S = Spec(R) se dice lisa si R es un
anillo regular. En caso contrario se dice singular.

La dimension de S es la dimensién de Krull del anillo R. La variedad S
se dird sumergida cuando el ideal maximal de R tenga un sistema generador
de dim(R) + 1 elementos. La multiplicidad de S es la multiplicidad de R
como anillo local.

Las variedades en las que nos centraremos en un futuro seréan de dos tipos:
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(a) Variedades de dimensién 2 sumergidas, que denominaremos superficies
algebroides sumergidas (o simplemente superficies algebroides o sim-
plemente superficies). Podemos entonces representar R como

R = C[X,Y, Z]|/p,

donde p ha de ser de altura 1, por ser C[[X,Y, Z]] un anillo Cohen-
Macaulay y local (ergo catenario), y ser R de dimensién 2. Esto im-
pone que p sea un ideal principal, p = (F), donde F es una serie de
Cl[X,Y, Z]] sin factores multiples. Una tal serie F', que desde luego no
tiene por qué ser unica, se denominard una ecuacion de S.

(b) Variedades de dimensién 3 lisas. En las condiciones anteriores podemos
identificar R con C[[X,Y, Z]].

Probaremos a continuacién una serie de resultados puramente algebraicos

relativos a las superficies algebroides sumergidas que nos serdn de posterior
utilidad.

Lema.— Sea § = Spec(R) una superficie algebroide sumergida. Entonces R
es Cohen-Macaulay.

Demostracién.— Elemental, por serlo C[[X,Y, Z]]. Obsérvese que esto
es valido para hipersuperficies algebroides en general. Q.£.D.

Lema.— Sea S una superficie algebroide sumergida definida por una ecuacion
F(X,Y,Z). Entonces la multiplicidad de S es el orden usual de F'.

Demostracién.— Supongamos que F' tiene orden n > 0. Hemos de
calcular, para N >> 0, la dimensién como C-espacio vectorial de R /m~+1,
Tenemos la sucesién exacta de C—-espacios vectoriales

0— m"/mV! — R/mV — R/mY — 0,
por lo que tenemos
dimc (’R/mN“) = dimg (’R,/mN) + dime (mN/mN+1)
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y, por induccién,
N . .
dimg (R/mNH) = dime (m’/m’“) :
1==0

Ahora bien, un simple cdlculo combinatorio arroja que, para 0 <!l <ny
para j > 0,

. 3+1-1
Lltl)  —
dime (m /m ) = ( ] ) ,
. ; ; 3+n+j5-1 3+75—1
ntj n+i7+1 — _ ]
dimg (m"*? /m ) ( Nt ) ( ; ;
por lo que, operando, tenemos para N > 2n

. —4 2 _3n+11
dimc (R/mN-H) — gN2+ n(n2 )N—i— n(n 6n )7

y la multiplicidad de R es precisamente n. Q.£.D.

Lema.— En las condiciones anteriores S es lisa si y sélo si n = 1.

Demostracién.— Directa: es bien conocido que un anillo local Cohen-
Macaulay es regular si y sélo si tiene multiplicidad 1. Q.£.D.

Vamos a recordar ahora el concepto de explosién (formal) de un anillo
local noetheriano, basicamente siguiendo los trabajos de Grothendieck ([6]).
Nuestra situacién es la siguiente: sea (A, m) un anillo local noetheriano,
I C A un ideal. Consideramos el A-dlgebra de Rees asociada a I,

B=@I"

m>0
que es graduada y de tipo finito.

Observacion.— Los homomorfismos

A/l & A B



inducen los morfismos de esquemas

Proj(B) N Spec(A) «= Spec(A/I).

Definicién.— El morfismo de esquemas II se denomina ezplosion de A con
centro I. El esquema Proj(B) se denomina el ezplotado global de A con
centro I y se denotard Bl;(A). Cuando I es primo II se denomina una
transformacion monoidal global (de A, con centro I). Cuando I = m el
morfismo II se denomina la transformacién cuadrdtica global (de A).

Observacién.— Supongamos que I = (fi, ..., fs). Entonces podemos escribir

B = A[fla "'7fs]7

y un recubrimiento finito de Bl;(A) por esquemas afines es el dado por

Bl (A) = | Spec (B(y,)) ~ U D+ (i),
i=1 i=1

donde By, denota la parte homogénea de grado cero del anillo de fracciones
By,

W

Si consideramos el morfismo graduado (de grado 0)

p:B — gr(A)=pr/r
>0
rel® — g4+
es inmediato que induce una inmersién cerrada
Proj (gr;(4)) — Bli(A4)
y no es complicado ver que su imagen resulta I1-'(Spec(A/I)), por lo que

I~ (Spec(A/I)) =~ Proj (gr;(4)),

como A/I-esquemas. Esta identificacién se utilizard sin mencién explicita
en lo sucesivo. Las ecuaciones locales de este subesquema en cada D, (f;)
son, precisamente, f; = 0.



Proposicién.— ([20]) El morfismo de esquemas
g1, (apm-1 specasn) @ Blr(A) \ II7'Spec(4/I) — Spec(A) \ Spec(A/I)

es un isomorfismo. El subesquema I1-'Spec(A4/I) C Bl;(A) se denomina el
divisor excepcional de la explosién (o de A, si el resto se sobreentiende).

El siguiente concepto a definir es el de transformado estricto de un ideal
J C A por la explosién II. Consideremos el ideal (homogéneo) de B dado
por

B,=@ U"nJ).

m>0

El ideal B; determina un ideal coherente J sobre Bl;(A). De hecho B;
puede definirse directamente de la siguiente manera: consideramos en By,
los ideales

Ji = {% lae JJNI, a¢ I”“}, 1=1,...,s;
y sean J; los haces de ideales inducidos por éstos sobre las piezas D.(fi)-
Entonces J puede entenderse como el pegamiento (o “recollement”, en el
lenguaje original de les EGAs) de los haces de ideales J;.

Definicién.— Definimos el transformado estricto del ideal J por la explosion
I1 como el ideal J. El subesquema que este ideal determina en Bl;(A4) se
denomina el transformado estricto por Il de Spec(A/J) C Spec(A).

En [20] se demuestra que el transformado estricto de Spec(A/J) es iso-
morfo al subesquema de Bl;(A) definido por la explosién global de A/J con
centro (I/JY C A/J, lo cual es completamente razonable. Ademds se de-
muestran ciertas propiedades universales de tipo topolégico pero, como no
las necesitaremos en lo sucesivo, no las veremos aqui.

Sin embargo, no son las explosiones globales las transformaciones que
utilizaremos en nuestro desarrollo, sino unas que se derivan de éstas: las
explosiones formales y las explosiones locales.



Definicién.— Un ezplotado local de un anillo local noetheriano A con centro
un ideal I es una fibra del haz estructural de Bl;(A) en un punto cerrado de
I (m).

Un ezplotado formal de un anillo local noetheriano A con centro un ideal
I es la compleccién con respecto a su ideal maximal de un explotado local
de A con centro I.

Por supuesto, la terminologia se traslada a transformaciones monoidales y
cuadraticas. De hecho, en lo sucesivo, cuando hablemos de transformaciones
monoidales y/o cuadraticas, sin mas detalle, nos referiremos a las versiones
formales de estas explosiones.

Por dltimo, restringiremos las posibles explosiones de A a las centradas
en un tipo concreto de ideales: los primos permitidos. Como es bien sabido
([2]), sea (R,n) un anillo local tal que existe (A, m), anillo local regular, y
J, ideal de A, con R = A/J. Entonces, si p € Spec(R) e q € Spec(A), con
p = q/J, se tiene una equivalencia entre las dos condiciones siguientes:

(1) R/p es regular y gr,(R) es R/p-libre.
(2) Existe una base de J, que notaremos {fy,..., fr} verificando las si-
guientes propiedades:

(2.A.) Para todo i = 1,...,7 vn(fi) = vg(fi) donde vy y vy represen-
tan, como es usual, el orden de un elemento en las filtraciones m y g-adica,
respectivamente.

(2.B.) El conjunto de m—formas iniciales de los f; generan el ideal ho-
mogéneo generado por las m—formas iniciales de los elementos de J.

Definicién.— Un ideal que verifique cualquiera de las dos condiciones an-
teriores se dice un ideal permitido o, equivalentemente, un centro permitido
de explosion para R. Las transformaciones con centro en un ideal permi-
tido se dicen transformaciones permitidas. En el caso concreto de superficies
algebroides los primos permitidos que definen una variedad algebroide de
dimensién 1 se denominardn curvas permitidas.




Observacién.— Como es evidente, m siempre es permitido, ya que A/m es
el cuerpo residual de A y obviamente gr,(A) es A/m-libre por ser A local
regular.

En la situacién R = C[[X, Y, Z]]/(F), cuando hablemos de primos permi-
tidos abusaremos habitualmente de la notacién v escribiremos los elementos
de p (en concreto los sistemas de generadores) como series de C[[X,Y, Z]],
cuando en realidad son evidentemente residuos médulo F'.

Lema.— Sea S = Spec(R) una superficie algebroide sumergida de multipli-
cidad n dada por una ecuacién F. Son equivalentes:

(i) El ideal p es un primo permitido en R, con dim(R/p) = 1.

(ii)El ideal p posee un sistema generador formado por dos series de orden
1 con formas iniciales C-linealmente independientes y F € " (donde, como

antes, q/(F) = p).

En particular, tras un cambio de variables, podemos suponer p = (X, Z).

Demostracién.— En nuestro caso, con las notaciones previas, A =
Cl[[X,Y,Z]] y J = (F), por lo que de manera inmediata, si existe un sis-
tema generador verificando las condiciones 2.A. v 2.B., el sistema generador
{F} también debe verificarlas. Supongamos entonces que p es permitido
en R. La condicién vn(F) = v4(F) se traduce a que F € q7, ya que la
multiplicidad de S coincide con el orden usual de F'.

Por otro lado, si consideramos la composicién de proyecciones
A— A/(F)=R —R/p,

es claro que el nicleo es q y, asi, A/q ~ R/p, por lo que la dimensién de
A/q = 1. Al ser A un anillo Cohen—Macaulay y local (y, por tanto, catenario),
tenemos que la altura de q verifica

ht(q) = dim(A) — dim(A/q) = 2.

Ademis, al ser A/q regular, podemos asegurar ( ver [15], T.26) que existen
{G1,G2,G3} en A verificando:

(i) (G1,Ga,G3) =m.
(i) (G1,G2) = 1.



Tomando entonces GG; y G médulo F obtenemos el conjunto de gene-
radores buscado para p. La implicacién restante es bastante més sencilla.

Q.ED.

Las curvas (o sea, los ideales primos no maximales) p que verifiquen F' €
p" se denominaran en lo sucesivo curvas equimiiltiples. Obviamente curva
equimultiple lisa es equivalente a curva permitida.

I.B. Explosiones de una variedad algebroide
lisa de dimensién 3.

Dado que las variedades que nos interesan son las superficies algebroides
sumergidas, es evidente que el espacio ambiente no debe ser perdido de vista,
de cara a mantener la inmersién. Sea, en lo sucesivo, X una variedad alge-
broide lisa de dimensién 3. Esto es, X = Spec(A) donde el anillo local (4, m),
al ser noetheriano, regular y completo es de la forma

A= C[[Xl,XQ,X;g]], m = (Xl,XQ,Xg) .

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado:

Teorema.— ([20], [18]) Sea X en las condiciones anteriores y sea p C A un
ideal permitido de altura 2. Entonces se verifica lo siguiente:

(1.1) Todo transformado cuadrético local de A es regular, de dimensién
3 y tiene a C como cuerpo de coeficientes.
(1.2) Todo transformado cuadratico formal de A es isomorfo al anillo A.

(2.1) Todo transformado monoidal local de A de centro p es regular, de
dimensién 3 y tiene a C como cuerpo de coeficientes.

(2.2) Todo transformado monoidal formal de A de centro p es isomorfo al
anillo A.




Demostracién.— Desde luego, por la propia definicién de explosién for-
mal, tanto (1.2) como (2.2) se siguen de manera inmediata de (1.1) y (2.1),
respectivamente. Vamos a comenzar probando (1.1).

Para ello consideremos B = @, m™ que, como es ampliamente conocido,
podemos identificar como A-algebra graduada con

B~ A [21,2272’3] =A [Zl, ZQ,Zg] /0.,

donde
a= (Z1X2 — Z2X1, Z1 Xy — 43Xy, ZoX3 — Z3X2) .

En estas condiciones la transformada cuadratica global es
IT: Bl,w(A) = Proj (Alz, 22, z3]) — Spec(A),
v el divisor excepcional es, precisamente,
I17}(m) = Proj (gr(4)) = Proj (C[V1, Y2, Y3]) = P*(C),
por ser A local regular.

Tomemos entonces un punto del divisor excepcional, P(a : 8 : v) € P?(C)
y calculemos la fibra del haz estructural de Bl,(A) sobre P. Para ello hemos
de situarnos en una carta afin que lo contenga. Supongamos pues, sin pérdida
de generalidad, a # 0.

El ideal de P en P?(C) es
np = (aYz — Y1, aYs — 7Y), BY; — vYa),
o, teniendo en cuenta a # 0,

np = (aY; — BY1,al; — y11).

Siguiendo la seccién anterior, tenemos el morfismo

p:B — gr,(4)
a — a+m a€A
z — Y, 1=1,2,3
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que nos induce la inclusién Proj(gr,,(A)) < Bln(A) y nos identifica el di-
visor excepcional con P?(C) por contraccién de ideales. En concreto, la
contraccién de np (esto es un calculo bastante tedioso que omitimos) viene
dada por

q= (aZQ - 13217 az3 — 7Z1,X1,X2,X3) .

Estamos en la carta

29 Z3
D-!—(Zl) = Spec (B(Zl)) = Spec (A [Z) Z:\) ’
donde g se correponde con el ideal
ql - <§_2— - ﬁ) z—3 - zaX1>X27X3) 3
21 a zZy

v entonces claramente la fibra del haz estructural sobre P ser el anillo local
Alzg/ 2, zg/zl]q,.

Para estudiar este anillo consideraremos, siguiendo a [20], el homomor-
fismo sobreyectivo

o) A{T27T3] e d A[—Z‘z‘,ﬁ]
Z1 21

oo &

21

cuyo nicleo resulta
kero = (X1T2 - X9, XiT5 — X3) C A[Tz,T:g],
y que verifica asi mismo

B

" ~1( )
=0 =Ty — = T3 ——,X;,X2,X35}.
q (CI) (2 s 43 y <A1y A2 3)

En estas condiciones

A [52 ﬁ] = (A[T3, Ts]/ ker 0) s oro = (AlT2, Talgr) / (Ker o)
ql

21 &

11



Entonces tenemos que, al ser el anillo A[T», T3] un anillo Cohen—-Macaulay
de dimensién 5, y ser q" C A[T, T3] un ideal maximal generado por 5 ele-
mentos, podemos deducir que A{T3, T34 es local regular de dimension 5.

Pero observemos que una forma alternativa de generar q” es

)
(87

q” = <T2 - 6 T3 - :OY;)ZMZITZ - ZQ7Z1T3 - Z3) ’

a partir de la cual es trivial ver que
(A[TQ, T3]q//) / (ker O')q,,

es local regular de dimensién 3, viendo que un sistema regular de parametros

es, precisamente,
{Tz—ﬂ Tg—l,zl}.
e

R
(0%

Por tanto el anillo local A[zy/21,23/21]q es regular, de dimensién 3 y
obviamente tiene a C como cuerpo de coeficientes. Esto prueba (1.1) y una
simple complecién prueba entonces (1.2).

Para ver los resultados concernientes a las transformaciones monoidales,
observemos, en primer lugar que por ser p permitido y de altura 2, A/p es
local regular de dimensién 1 y, por tanto, su ideal maximal m/p es principal.
En concreto, modificando levemente lo apuntado en la pasada seccién para
curvas permitidas en superficies, podemos suponer p = (X7, X3).

A partir de esta simplificacién la prueba discurre por caminos paralelos
a los del caso cuadréatico, por lo que daremos sélo las indicaciones necesarias
para seguir el razonamiento, sin pararnos en los detalles. En nuestro caso, B
es de la forma

B = A[ZI,Z2] = A[Zl, ZQ]/Cl, con a= (Z1X2 - ZQXl) .
De forma similar, el graduado de A respecto de p verifica

gro(4) = P p"/p™* = (A/p)[N1, Y2,

n>0
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y un punto cerrado del divisor excepcional serd un ideal primo de gr,(A),
homogéneo, distinto del irrelevante (en este caso (X3 +p, Y1, Ys)) y maximal
de entre los que verifican estas condiciones.

Veamos con algo més de profundidad cémo ha de ser este ideal, pongamos
n. En concreto debe verificar

nN(A/p) = (X5 +p),

por lo que
(Xs+p)- (A/p)[Y1,Yo] Cn.

Ahora bien, al ser
(A/p) /(X3 +p) = (A/p)/(m/p) 2 A/m = C,

tenemos de igual forma que

(A/p)[Y1, Ya]
(Xz+p) - (A/p) [, Y?]

esto es, en el homomorfismo natural

~ C[Y1, Yal,

gty(A) = (A/p)[V1, V2] — C[1, Vo] = (A/m)[11, V)]

el nicleo, (X3+p) C (A/p)[Y1, Yo estd contenido en n. Esto implica que q se
extiende a un maximal no irrelevante de C[Y}, Y2}, que ha de ser de la forma
(aYs — BY1), con (a : B) € PYC). En particular, esto prueba que n puede
escribirse

n= (X +p,a¥s — BY)).
Veamos ahora la contraccién de n por el homomorfismo

¢: Az, ] =B — (A/p)[Y1,Y2] = gr,(4)
a — a+p,acA
zZ; Y;, 1= 1,2

Esta contraccién resulta, tras un largo calculo,

q= (aZQ - ;le,XI)XQ’X3)a
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y, st suponemos « # 0 e identificamos como antes
D(z) ~ Spec (B(zl)) ~ Spec (A [—?—D )
21
el ideal de A[z2/2;] correspondiente a q viene dado por

ql = (ﬁ - é XI;XQaX3> .

2 o

Nuevamente hemos de estudiar la fibra del haz estructural de Bl,(A)
sobre q'; esto es, quedamos reducidos a probar que Alzy/z1]y es un anillo
local regular de dimensién 3 con C como cuerpo de coeficientes. Una vez
mas consideramos para ello el morfismo natural

ZQ}
21

cuyo nicleo resulta ker o = (X7 — X5) y donde

ot (ql) = q" = (T - g,Xl,XmX?,) .

o: AT — A

Es inmediato ver que A[T] es un anillo Cohen-Macaulay de dimensién 4
y que q” es un ideal maximal con un sistema generador de 4 elementos, por
lo que A[T]y es un anillo local regular de dimensién 4. Ahora bien, como

q'/kero (A[T]q”) /keraqu,

A [ﬁ] = (AlT) ero)

21

ya tenemos que A[zy/z1]y es local, regular y de dimensién 3. Obviamente
C es un cuerpo de coeficientes y, de nuevo, basta tomar la complecién para
probar (2.2). Q.£.D.

I.C. Explosiones de una superficie algebroide
sumergida.

El objetivo de esta seccién es dar una forma algo menos intrinseca (y, con-
secuentemente, algo mas manejable) de hallar los transformados cuadraticos

14



y monoidales formales de una superficie algebroide sumergida. Como en las
secciones anteriores, dejamos para [20] y [18] los detalles a los que no descen-
deremos y utilizaremos libremente los resultados de [29] y [6].

Tenemos entonces una superficie S = Spec(R, m), dada por una ecuacién
F(Xh X?y X3)>

R = C[[Xla X?a X3]]/(F) = C[[x17$2’:v3]]7 m= ($1,$2,$3),
v denotaremos el anillo correpondiente al espacio ambiente por (A4, n),

A = C[[X1, Xy, X3]], n= (X1, Xo, Xs).

Como ya hemos visto, si notamos

B=@n", B = Pu",

n>0 n>0

tenemos que ambas son algebras (sobre A y R, respectivamente) graduadas y
generadas por 3 elementos, que denotaremos {z1, 22, 23} € {y1,¥2,ys} - Esto
es, tenemos morfismos sobreyectivos

WIA[Zl,ZQ,Z;;] — B CU’I'R,[Yl,)/Q,}/g] — B
Zi —_— 2 Y] — Y;

Asi mismo tenemos otro morfismo sobreyectivo: la extensién de la re-
duccién médulo F":

. A[Z17Z2’Z3] B R[Ylal/%%]
a€A — a+(F)eR

que induce un morfismo sobreyectivo ¢’ entre B y B’ haciendo conmutativo
el diagrama
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A[Zh Z27 ZS]

- R[Y1, Y3, Y3

El niicleo de o’ no es dificil (aunque si algo largo, ver [20]) de hallar:
notemos v el orden usual en A (esto es, el orden n—-ddico) y, si v(F) = n,
escribiremos para cada enteropcon 1 <p<n

F(X1, X0, X3) = S Qape(X1, Xo, X3)X{ XIX5,
a+b+c=p

expresién que designaremos F,(X;, X2, X3). Nétese que Fj, no es Gnica para
un mismo p, en general. En esta situacién escribiremos

Fp(21,22,23)= Z aabc(XlaXQ)XB)Z?Zgzg'
a+b+c=p

Entonces se tiene que
ker o’ = (F(X1, X2, X3), Fi(21, 22, 23), -, Fu(21, 22, 23)) C B,

y no influye para nada cémo hallamos escogido las series F,(X1, X2, X3). En
efecto, como para cualquier p entre 0 y n, y para cualquier eleccién de F,, se
tiene que

Fp(Xl, XQ, X3) == F(Xl, XQ, Xg),

dos elecciones distintas siempre inducen, en B, la misma clase médulo ker o’

Nosotros queremos estudiar el transformado cuadrético formal de S en la
carta (pongamos) y;, # 0. Pero, si z; # Vkero’ podemos extender ¢’ a un
homomorfismo entre los anillos de fracciones

0:B, — By,

16



ya que 0'(z;) = y;. Por supuesto, al provenir de ¢’ (de forma natural), &
ha de ser graduado y de grado cero. Entonces se puede restringir a la parte
homogénea de grado cero, precisamente

G, = 2t By — B

AlZy, Zs, Z3) R[Y1, Ys, Ys]

B = :[zl, 2, 23] A B = R[y:yz, ys)

Alz1, 22, 23], G R[y‘l, Y2, Y3y
>

Alza/21, 23/ 21] Riy2/v1, Y3/ y1]

El morfismo ¥ es sobreyectivo por serlo ¢’ y su nicleo es

F(Z17Z2aZ3) Fl(th?azS) Fn(21722,23))

’ ) n
1 21 21

ker ¥ = (

Pero, como X 29 — Xo21 = Xj23 — X3z = 0, se tiene

F(X1,X0,X3) = Y Qape(X1, Xo, X3) XP X7 X5
a+b+c=n
o[+ 2\ 23\ °
= Y awl® X X3 (02) (0 2)
a+b+c=n 21 21

Fn(zla 22, Zg)
27

- X7

¥
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de forma que

n
23

Fn b b
F(Z1, 70, 25) € (—(—“—ZZ—Z—?’—)> C By,

y andlogamente para los F(zy, 20, 23)/2, de manera que

ker T = (Fn(zlaZ%ZB)) ’

2

y, €N consecuencia,

I"n(21 22723)
B .=R {—xQ. _:1:3} = By, SLALCL TG RCEAN I
(1) 1 T3 (z1) 27

Vamos a fijar ahora nuestra atencién en una fibra del haz de B’. Obvia-
mente o, al ser sobreyectivo, induce una inmersién cerrada de esquemas

Q : Proj(B') — Proj(B),

y se tiene el diagrama conmutativo, donde las flechas horizontales correspon-
den a las inmersiones naturales y las verticales son las explosiones globales
centradas en m y n.

Spec(R) : Spec(A)
il w
Proj(B’) e Proj(B)

En particular tenemos que II7*(m) = (II')~}(n) N Proj(B’). Pero ademas,
de forma anéloga a 1.B.,

7' (m) = Proj (gr,,(R)) = Proj (C[Xl,Xz,Xs}/(—F)) ;

donde F representa la forma inicial de . Esto permite interpretar IT~*(m)
como una curva en el plano proyectivo complejo.
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Si tomamos ahora un punto P(a: 8 :v) € P?(C), pongamos « # 0, que
esté, en el sentido que acabamos de darle, en II7'(m), su ideal en B’ estd en
D(y1): en concreto (ver I.B.: no hay nada esencialmente diferente en este
razonamiento) se trata de

Para ver la ecuacién local del transformado cuadratico hay que traducir

esto al anillo cociente
Fn(z1,z2,33)
B / <——a— ;
21

pero aqui el ideal correspondiente a P es

con lo que

Fo(z1, 22,
(), = (R[22, = (ae), /(B2

q

Podemos cambiar ahora las z; por variables, para hacer mds sencilla la
complecién. De hecho, como es ficil de comprobar

B(z1) = A[XQ/Xh X3/X1]¢I'

y, como sabemos (ver I.B.) éste es un anillo local, regular, de dimensién 3 y
que admite como sistema regular de parametros a

luego al completar obtenemos B,y = C[[X}, X}, X4]], donde

| X X
X! =Xy, Xé:f"g’xézi?'%‘
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Interpretemos por ultimo, en el completado, quién es el ideal proveniente
de (Fy,(21, 22,23)/27). En concreto, al pasar a A[X,/X;, X35/X;] obtenemos
(F (X1, X2, X3)/X™). Si escribimos entonces F' como suma de formas

F(XI’XQ,X?)) = Z Fj(X1>X21X3)7

jzn
(obsérvese el nuevo sentido de F,,) tenemos, en el completado,

s otyn (xtxt (- 2) x (- 2))

j>n o

F(XlaXQ)X?»)
XT

i

= FO(X], X3, X3).

Asi podemos interpretar el transformado cuadritico formal de R, en el
punto P« : B : v), en la carta a # 0, como la superficie algebroide sumergida
8 = Spec (C[1X], X5, X3]) / (F(X], X3, X3)) ) -
Observacién.— Para que F() no sea una unidad es necesario y suficiente

que F,(a,8,7) # 0. Esto es, hay una correspondencia biunivoca entre los
puntos del divisor excepcional y la variedad proyectiva definida por Fj,.

Definicién.— La variedad proyectiva definida por F,, en P?(C) se denomina
el cono tangente de S y sus puntos se denominan direcciones de dicho cono
(0, por abuso de lenguaje, del divisor excepcional).

El morfismo de anillos

%) : ClXy, Xy, Xs]] — C[IX1, X3, X3]]
X,

X2 — X3 <X2— é)
(04

X3 — X1 (Xg— g)

l
>

se denominard el morfismo de anillos asociado a la explosion (en la direccién
(a : B :7) en la carta a # 0). La accién de este morfismo sobre X;, X,
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y X3 se denominard, habitualmente, unas ecuaciones de la transformacion
cuadrdtica.

Observacién.— Obviamente, si 8 o v son no nulos podemos obtener de la
misma forma los transformados cuadraticos formales en las otras cartas. En
cualquier caso, todos los transformados son isomorfos entre si como esquemas
afines, independientemente de en qué carta los miremos.

Veamos ahora las transformaciones monoidales. Como hicimos en la
seccién previa, nos limitaremos en este caso a sefialar las lineas generales de
razonamiento y los escasos puntos en que nos apartamos del caso cuadratico.

La situacién ahora es la siguiente: tenemos como antes los anillos locales
(A,n) y (R, m), donde

A= Cl[Xy, X2, X3]], R = C[[Xy, Xz, Xs]} /(F),

con v(F) = n y sea ahora p € Spec(R) un ideal primo permitido de altura
uno. Como ya vimos en I.A. podemos de hecho suponer, salvo cambio de
coordenadas

p=(X1,X2)/(F)y F e (X, X2)".

Nuestro objetivo es calcular los transformados monoidales formales de
S = Spec(R) que tienen centro en p. Denotaremos en lo sucesivo q =
(X1, X5) C A. En nuestro caso tenemos

B=@q" B =@

m>0 m>0
o, mediante los homomorfismos anélogos a los notados w y w’,

B = A[Zl,22], BI = R[y].)y?]-

Asi mismo tenemos el mofismo sobreyectivo de anillos

o Alz, ] — Ry, v
a€A — a+ (F) ER
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proveniente del morfismo natural ¢ entre los anillos A[Zy, Z5] y R[Y1, Y2] que,
recordemos, consiste tinicamente en tomar médulo (F') para los coeficientes
y, para las variables, simplemente en cambiar de nombre.

Dado que F € p® podemos hacer, para cada p € {0, ....n}
Fi(XthXa) = Z aab(XhXQ,Xs)XfXQb,
a+b=n

y, de manera anéloga,

ker 0', = (F(X],XQ,X:;), Fl(Zl,ZQ), ...,Fn(zl, 22)) C B.

Entonces, si z; ¢ Vker o' podemos definir los morfismos
5’:B21———>B, Z:B(zl)—)BE

Y1 Y1)’

siendo este tltimo un homomorfismo sobreyectivo de niicleo

Fn(ZI)ZQ)) CB( )
Z1)*

21

kerY = <

Haciendo entonces las identificaciones convenientes obtenemos

Rlzs /2] = Alze/ 2] / (M) .

27

Siguiendo con el paralelismo con el caso cuadrético, tenemos ahora que
o' induce una inmersién cerrada de esquemas que, junto con las explosiones
globales de centros p y q y la inmersién natural de & = Spec(R) en Spec(A)
nos dan el diagrama conmutativo

Spec(R) : Spec(A)
I, I,
Proj(B') 2 Proj(B)
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Recordemos (I.B.) que los puntos del divisor excepcional estaban en co-
rrespondencia con los ideales del anillo

gry(4) = (4/a)[11, T3],
concretamente con los de la forma
a= (X3 +q,aTs — 5T1) )

donde (o : B) € PY(C) (sea a # 0, por fijar ideas). Asi mismo vimos que
este ideal, en B,y era

o = (9 - é,XI,XQ,X?,) ,
21 (0%
y, por X, obtenemos en B’zl) el ideal

a = E - —a‘,Xl,Xg .
T B

En este caso la interpretacién del divisor excepcional como variedad
proyectiva es como sigue: tenemos

gr,(R) = gr,(4) [ (F(T, 5, X3 +p)) ,

donde F es la forma inicial g—4dica de F'; esto es, la suma de los monomios
cuyos grados en X, y X, es exactamente v. En estas condiciones, para que
el ideal a represente un punto del divisor excepcional deberd tenerse

acC (F(T17T27 X3 + p)) )
o, dicho de otro modo F(«, §3,0) = 0.

Anélogamente al caso cuadritico tenemos que

Rlaofule = Al | (22 D)

pero, como A[X3/X1], es un anillo local, regular y de dimensién 3 que admite
como sistema regular de pardmetros a

X, B
42 P X
{X1 a’Xl’ 3}’

23



podemos completar haciendo la identificacion A[X;/\Xl}a = C[[X}, X3, X3]],
donde
X B

X{ :Xl) Xé = :X—,l‘ - E’Xé - Xg.

Por tanto, para calcular el transformado monoidal de § en la direccién
dada por el punto (« : §: 0) del divisor excepcional sélo hay que considerar
la superficie

SW = Spec (C[[X}, X3, X3])/(FM)) ,

donde

! ! ' 1 i ' ! B !
F(l)( 1 27X3) = (X/)nF <X11X1 <X2 + a) >X3> .
1

La terminologfa de cono tangente, homomorfismos de anillos asociados y
ecuaciones se traslada sin cambios del caso cuadratico al monoidal. Notese
que, al igual que en el caso cuadrético, podemos tener mas de una carta para
elegir, si tanto a como B son no nulos. De nuevo todas las ecuaciones nos
dan superficies isomorfas como esquemas afines.

I.D. Ecuacion WT y poligono de Newton-
Hironaka.

Comenzamos en esta seccién a presentar ciertos resultados técnicos, com-
pletamente circunscritos al alcance de nuestro problema. En concreto nos
centraremos en dos aspectos: hallar una ecuacién de la superficie que sea
“simple” y definir un objeto combinatorio que posteriormente utilizaremos.

En la situacién que hemos planteado entonces, partimos de una superficie
algebroide sumergida no regular, esto es,

§ = C[IX,Y, Z))/ (F(X,Y.2)),

donde v(F) = n > 1. Vamos a escribir la ecuacién de S de una forma algo
mas cémoda para nuestros propésitos. En primer lugar, supongamos que la
forma inicial de F es F(X,Y, Z), y sea (o, 8,7) € A3(C), con v # 0 y tal
que

F(a, 8,7) # 0.
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Observemos que un tal punto de A*(C) siempre existe. Consideramos
entonces el isomorfismo dado por las ecuaciones

X — Xo+aZ
Y — Yo+ 8%
Z — vy

Tras este cambio de variables que, por supuesto, conserva el grado y las
partes homogéneas, la forma inicial de F tiene un monomio algo especial:

F(Xo, Y, Zy) = F(a, 8,7)Z§ + (términos de grado < n en Zy),

esto es, la serie F'(Xy,Yy, Zp) es regular en Z,. Ademds, no es dificil darse
cuenta de que el resto de los monomios han de contener alguna de las
otras variables, ya que F es homogéneo, de manera que podemos afirmar
que F(Xo, Yo, Zy) es regular de orden n en Z; (en nomenclatura clésica,
{Xo, Y5, Zo} son un sistema transversal de pardmetros en R).

El Teorema Preparatorio de Weierstrass nos asegura entonces que existe
un asociado de F(Xy, Yy, Zo), que denotaremos Fy(Xo, Yo, Zo) de la forma:

Fo(Xo, Yo, Zo) = Z§ + an-1(Xo, Y())Zg_l + ... + ag(Xo, Yo),

donde a;(Xo, Ys) € C[[Xo, Yo]]. Como el orden es invariante por asociados,
podemos de hecho asegurar que v(a;) > n — i. Una ecuacién de S en esta
forma se denominara ecuacion de Weierstrass.

Podemos afinar atin més la ecuacién de S haciendo, en la serie anterior,

el cambio
Xo — Xi
Yo — 1

1
Zy V— Zy— ;an~1(X1))/1)
que hace desaparecer el término en Z}~!. Por lo tanto, a partir de ahora,

supondremos, renombrando las variables, que la superficie S nos viene dado
por una ecuacién de la forma

F(X,Y,Z) = 2"+ an_2(X,Y)Z" 2 + ... + ao(X,Y),

con v(a;) > n —i. A una ecuacién de este tipo la denominaremos ecuacidon

de Weierstrass — Tchirnhausen o, simplemente, ecuacién WT.
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Observacién.— Notemos que esta ecuacién tiene algunos puntos de interés:
por ejemplo en el caso de que el cono tangente sea un plano multiple, éste ha
de ser Z = 0 ya que, si la forma inicial de F es potencia de una forma lineal
donde intervengan las variables X y/o Y, aparecerfa un término en Z"1.

As{ mismo, si existiese una curva permitida, pongamos por caso C =
(G(X,Y,Z),H(X,Y, 7)), tiene que verificarse F' € (G, H)", esto es, ha de
ser de la forma

F=> a;(X,Y, Z)G*H.

i+j=n

En particular, Z ha de aparecer en la forma lineal de G o en la de H, ya
que ambas series son no unidades y Z" es un monomio de F.. Cambiando G'y
H si fuera preciso por combinaciones lineales podemos de hecho suponer que
Z aparece en una sola forma lineal, pongamos la de G(X,Y, Z). Entonces el
par (i = n,j = 0) ha de estar en la suma anterior, porque todos los demds
monomios de la suma han de tener X e Y. Méds aun, debe verificar que
ano(X,Y, Z) es una constante, porque F' contiene el monomio Z" y ningin
otro con exponente en Z mayor o igual que n. Como, ademds, no existe
término en Z™ ! esto fuerza a que G(X,Y, Z) = Z.

En realidad, modificando ligeramente el razonamiento anterior podemos
deducir que si F' € (G,H)" con G y H no unidades, podemos suponer que
G = Z. Esto es, las llamadas curvas equimiltiples (que pueden, eventual-
mente, ser singulares) han de ser de la forma (Z, H(X,Y)) para una cierta
H(X,Y) no unidad.

De forma similar podemos probar que la curva (X,Y’) nunca puede ser
permitida. En realidad, para ver esto es suficiente con considerar el monomio
Z™, que obviamente no se puede crear con monomios de gradon en X e Y.

Observacién.— La ecuacién WT es estable por los siguientes morfismos:

e Transformaciones cuadréticas en las direcciones (o : § : 0) (donde,
obviamente, (o, 8) # (0,0)).
e Cambios de variable que sean del tipo

X — g(XY)
Y — R(X,Y)
Z — 7
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En consecuencia ya tenemos una forma mds cémoda para nuestra
ecuacion, a la que podemos aplicarle las transformaciones que hemos visto
en el capitulo anterior.

Por 1ltimo, vamos a introducir un concepto bien conocido y recurrente
en la literatura dedicada al tema: el diagrama de Newton. Este concepto
depende fuertemente de la ecuacién considerada y puede variar de forma
bastante andrquica con los cambios de variables, pero nos serd de utilidad.

Definicién.— Dada una ecuacién F(X,Y, Z) de una superficie S definimos el
diagrama de Newton de dicha ecuacién (NO de la superficie) como el conjunto

N(F) = {(i,j, k) € N*| X'Y7ZF tiene coeficiente no nulo en F}

Si consideramos la envolvente convexa del conjunto resultante de sumar
el octante N? a cada punto de N(F) obtendremos el objeto denominado
poliedro de Newton, que se denotard por P(F).

Observacién.— En las mismas condiciones, podemos definir otros conjuntos
convexos asociados a la ecuacién. En concreto, uno que utilizaremos y que
aparece frecuentemente en la “tradicién oral” de la teoria de resolucién de
singularidades (ver [11]) es el conjunto que llamaremos poligono de Newton-
Hironaka de F', que se define como sigue: consideremos el conjunto

N’F:{( v J ) 2 ik NF},
y definimos el poligono de Newton—Hironaka, denotado A(F), como la envol-
vente convexa del conjunto obtenido al unir todos los cuadrantes de la forma

(a,b) + N2%, con (a,b) € N'(F).

Podemos definir A(F’) a partir de N(F') de la siguiente forma: para cada
(¢,7,k) € N(F) distinto del (0,0, 7n) tomamos su proyeccién desde el (0,0,n)
sobre el plano Z = 0. A continuacién dividimos las coordenadas del punto
resultante por n y obtenemos el correspondiente punto de A(F).
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Observacién.— Como anotacién marginal notemos que si tenemos un punto
de A(F) en el segmento que une (1,0) con (0,1) nuestra superficie tiene un
cono tangente no plano. De la misma forma, cualquier punto (a,b) € A(F)
que verifique a + b < 1 implica necesariamente que la multiplicidad de la
superficie es menor estrictamente que n.

I.LE. Algunos aspectos de las explosiones de una
superficie algebroide sumergida.

Vamos a estudiar ahora en profundidad los dos tipos de transformaciones para
comprender posteriormente los efectos de su aplicacién. En concreto vamos
a estudiar la eventual aparicién de curvas permitidas tras las explosiones y
otros resultados mas técnicos.

En primer lugar veamos que ambos tipos de transformaciones conservan
la propiedad de ser reducido. Con posterioridad (II11.D.) veremos sin embargo

28



ejemplos en los que, partiendo de una superficie de ecuacién irreducible, una
ecuacién de la transformada puede tanto permanecer irreducible como dejar
de serlo. '

Lema.— Si R es un anillo local noetheriano reducido, todo transformado
cuadratico o monoidal (formal) es también reducido.

Demostracion.— Basicamente la demostracion es andloga para los casos
cuadratico y monoidal, por tanto veremos sélo el primero de estos casos. Al
ser R reducido lo es el anillo notado en las secciones I.A., I.B. y I.C. como
B' = R[y1, 2, y3]- Entonces lo es su anillo localizado en y; y, por supuesto,
la parte homogénea de este anillo.

Asi pues el transformado cuadrético local de R es reducido. Pero, ademas
de ello, es excelente (ver [6], [15], [17]) por serlo Ry, por tanto, su complecién
es reducida. Q.£.D.

Transformaciones monoidales.

Vamos a comenzar nuestro estudio diferenciado por las transformaciones
monoidales: veamos en primer lugar una forma muy sencilla de calcular
el transformado monoidal de una superficie en un caso concreto.

Proposicién.— (TM-1) Sea S una superficie definida por una ecuacién WT

n—2
F(X,Y,2)=2Z"+)_ ax(X,Y)Z",
k=0

cuyo cono tangente sea un plano tinico (esto es, Z = 0). Sea (Z,G(X,Y))
una curva permitida. Entonces tenemos una ecuacién local unica del trans-
formado monoidal y, salvo cambio de variables, dicha ecuacién es

n—2 Y
FOXY,Z)=2"+ Y G_CZ%%)——ICZ’C

k=0
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Demostracién.— Para calcular el transformado hemos de comenzar lle-
vando la curva de ideal (Z,G) a la de ideal (X, Z). Consideremos entonces
@ un cambio de variables dado por

P(G(X,Y)) = Xo
e(H(X,Y)) = Yo
<P(Z) = Z

donde H(X,Y) es una forma de orden uno, C-linealmente independiente con
la forma inicial de G(X,Y), que podemos elegir de manera arbitraria. Si
denotamos

a;c(XO’ YO) = (ak(Xv Y)) )

tenemos que
n—2

o(F)=Fy= 23 + Y a,(Xo, Yy) ZE.
k=0

Por otro lado, como (Z, G) era curva permitida en F, se tenfa que existian
series by (X,Y) € C[[X, Y]] tales que

an(X,Y) = G(X,Y)" b (X, Y),

con lo que
ay(Xo, Yo) = X5 0 (be).-

En estas condiciones, como el cono tangente viene dado por Zy = 0,
existe una nica ecuacién local para la transformada monoidal: la dada por
la direccién (1 : 0 : 0), que tiene por ecuaciones

XO — X1
YO —— Yi
Zo — X1Z1

y nos lleva a

n-2
FY =20 +'% o(bu(X1, V1)) 25,
k=0

Deshaciendo el cambio ¢ se obtiene entonces la ecuacién propuesta en el
enunciado. Q.£.D.
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Corolario.— (TM-2) En las condiciones anteriores, una transformacion
monoidal que no haga descender la multiplicidad no puede crear una curva
permitida. Esto es, si (Z,G(X,Y)) es una curva permitida y (Z, H(X,Y))
no lo es, entonces el transformado de F por la transformacién monoidal de
centro (Z,G(X,Y)) no tiene a (Z, H(X,Y')) como curva permitida.

Demostracién.— La prueba es obvia, a la vista del resultado anterior:
al no caer la multiplicidad, la transformada de la ecuacién es una ecuacién
WT de la transformada de la superficie. En esta situacién una condicién
necesaria y suficiente para que una curva (Z, H(X,Y)) sea permitida en SV
es (en la notacién de la demotracién) que

X,Y)
H Y n—k ak( )
(Xa ) G(X, Y)n-k

para todo k y esto no es posible, ya que H(X,Y)" % far(X,Y). Q.£.D.

Observacién.— Como veremos mas adelante, para que una transformacién
monoidal no haga descender la multiplicidad es necesario que el cono tangente
sea un plano multiple, con lo que esta condicién es superflua en el enunciado
del corolario.

Es posible que, si la multiplicidad desciende, se obtengan curvas permi-
tidas que antes no lo eran. Baste como ejemplo sencillo la superficie

F=2Z*+X%Z%+ X*'Y3,
cuyo transformado monoidal con centro (X, Z) tiene por ecuacién
FO =744+ YZ? + XY3,

donde (Y, Z) es curva permitida. Observemos que (Y, Z) es una curva de
multiplicidad constante igual a 3 a lo largo de S.

Corolario.— (TM-3) No es posible realizar una cantidad infinita de trans-
formados monoidales sobre una superficie sin que la multiplicidad descienda.
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Demostraciéon.— La prueba es inmediata a partir de la proposicién.

Q.ED.

El caso del cono tangente plano parece ser bastante cémodo. En el
caso del cono tangente no plano, si (X, Z) es curva permitida, como todo
(4,4, k) € N(F) debe verficiar i + k¥ > n es inmediato ver que la forma ini-
cial de F' no puede depender de Y. Recordemos también que, en este caso,
tenemos una cantidad finita de ecuaciones locales (no necesariamente una),
en correspondencia biunivoca con los puntos de la forma (5; : 0 : f3) que
anulan la forma inicial de F'. Aunque no resulte tan sencillo el cdlculo de
las ecuaciones en este caso, vamos a dar un resultado que nos permitird, en
ocasiones, simplificar estas cuentas.

Lema.— (TM-4) (Cfr. [20], lema 3.1.1.) Sea S una superficie dada por una
ecuacién WT, F(X,Y,Z) y sea (Z, X) una curva permitida. Consideremos
un cambio de variables ¢ dado por

QD(X) = AlX’+A3Z'+(/91(XI,ZI)
oY) = Y
QO(Z) = B;X'+BgZ'+g03(X’, Z,)

y sea G = ¢(F).

Supongamos que tenemos dos puntos P = (a; : 0: a3) y P' = (61 : 0: B3)
verificando que
A+ A3Bs = o
B+ B3y = az.

Supongamos asi mismo que P anula la forma inicial de F', y sean Hg) y
Hg,) los homomorfismos inducidos por las ecuaciones locales de las transfor-
maciones monoidales dadas por Py P’, respectivamente (ver I.C.). Entonces
existe un unico cambio de variables ¢ verificando que

4T = e

En particular, F((il)) y Gg.g, ecuaciones locales de los transformados mono-

miales dados por P y P’, respectivamente, son asociados salvo cambio de
variables. ~
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C[[X,Y, Z]] clix', v, 2
n® n)
C[[X1, Y1, Z4]] v C((X1,Y!, Z})]

Demostracion.— Una primera comprobacién elemental consiste en ver
que P' anula la forma inicial de G = ¢(F). Supongamos entonces que la
forma inicial de F', que no puede depender de Y por ser (X, Z) curva permi-
tida, viene dada por

F=2"+Y aX"*7",
kEK
donde o € C, K C {0, ...,n — 2}. Como P anula esta forma se tiene que

n n—-k k __
of + > oxolFaf = 0.
keK

Aplicando entonces ¢ obtenemos que

G=(BiX'+BsZ')" + 3 o (X' + AsZ')" (B, X' + B Z')*
keK
de donde _ .
G(B1:0:83)=F(a;:0:a3) =0.

Asi mismo hay que comprobar que (X', Z’) es curva permitida en G.
Pero esto es elemental, ya que, como F € (X,Z)" se tiene que G €
(p(X),0(Z))" = (X, Z)" (por el Teorema Preparatorio de Weierstrass), lo
cual es necesario y suficiente para que (X, Z) sea permitida en G.

Vamos a suponer 1 = j = 1 (0 sea a; y f; son distintos de 0) y notare-
mos las transformaciones IIp y IIp: para mayor claridad. Vamos a suponer
también en principio que B3 y a3 son distintos de 0. Con las notaciones del
diagrama, es obvio que 1) tiene que verificar las siguientes igualdades

YIp(X) = (X)) = Tp(p(X))
YHp(Y) = yM) = IIp(p(Y))
YIIp(Z) = $(XiZy) = Hp(e(2))
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o lo que es igual, de forma mas explicita,

P(X1) = AX+ A43X] (ZH&)wl(Xi,Zi)

¥ B
w(Y) = Y7
" (Xl <21 + g‘f)) — BX! 4 ByX! (Z; + %) +as(X!, Z)

donde tanto 7; como 13 son series en {X{, Z;} con orden total y orden en
X7 mayor o igual que 2.

Aplicando las igualdades primera y tercera obtenemos que, para que 1
verifique la conmutatividad del diagrama, hemos de definir forzosamente

o) — BiX|+ B X[ (Z1+ 2) + (X, Z) oy
AKX+ A (24 ) F(XT 2 e

Multiplicando numerador y denominador por §; y teniendo en cuenta que
@(P') = P, tenemos que ha de cumplirse

,(,/)(Zl) o Ongi + B3ﬁ3Z1X{ + 53103()({,2{) _ 9‘_?1
on Xi + AsBsZ1 X1 + Bspi (X1, Z1) o

Si efectuamos la divisién siguiendo el Teorema Preparatorio de Weier-
strass, obtenemos

o B : a
W(Z) = (a_j - g% (01 B3 — a3 As) Z1 + h(X], Zl)) - a_j»

de forma que

W(Zy) = % (a1 Bs — a3 As) Zy + H(X1, Zy), con v(H) > 2.
i

Nuestra forma de hallar ¢ sobre X;, Y7 y Z; nos aseguran directamente
tanto la conmutatividad de diagrama como la unicidad. Para ver que ¢ es
realmente un cambio de variables hemos de demostrar atn que las formas
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iniciales de ¥(X1), ¥(Y1) y ¢(Z,) son C-linealmente independientes. Pero la
forma inicial de 1(X;) es precisamente

P(X1) = (Al + A3%> Xi= %X{ # 0.

La segunda variable no experimenta cambio alguno en los morfismos del

diagrama (salvo cambios de subindice o superindice) y la forma inicial de
U(Zl) es

—=_ B
Y(Z,) = a% (B3 — azAj3) Zi,
1
con lo que demostrar la C-independencia lineal, es equivalente a probar que

y= ﬁg(alBg - a3A3) # 0.

Notemos entonces que

Y = [saaBs — fzazd;
= 011(C¥3 - 3151) - Ols(al - Alﬁl)
= Bi(Bioy — Aro)

Como, por otro lado, ¢ es un cambio de variables, se tiene que

A, As

B1 33 7&07

lo que permite decir que son no nulos los siguientes determinantes

0 £ Ajaz Asos | _ 1 Araspy Asasfs | _
Bioy Bsoy B1Bs| BionBy Baaifs
_ 1 Ajasbh Asazfs _ 1 | Ajasp Asosfs
B1Bs| (Biay — Ares)By (Bson — Asa)Bs | BufBs| 2 DIk

con lo que X # 0.

Hemos dejado aparte los casos f3 = 0 y a3 = 0. Son casos en los que
el razonamiento no es posible, aunque no representan problema, porque su
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solucién es muy simple. Supongamos que 3 = 0. Entonces todo el proceso
es idéntico hasta que se tiene que

lb(Zl) =

que, en este caso, resulta

5(2,) = BiX{+ B X{Z] + 5(X1, Z1) s
VT AX AN Z 0 (XL Z) o)

y, dividiendo como en el caso general obtenemos que

- Bl B3A1 - 31443 ; -1 ; _ 9{_:—),_
W)= |2 - 2R 12| - 2,

con v(H) > 2. Observemos que, en este caso, como 3 = 0 tenemos que
A B =y, BB = as,

de donde
3 B3 A — B1 Az

Ib(Zﬂ =

Anidlogamente al caso general, para ver que ¥ es isomorfismo basta ver
que (Z;) tiene orden 1. En nuestro caso eso es evidente pues el coeficiente
de orden 1 es precisamente el determinante de las formas iniciales de p(X)
y ©(Z) (que han de ser C-linealmente independientes) dividido por A? que
no puede ser 0 (de serlo tendriamos a; = 0).

Veamos entonces el caso a3 = 0. Nuevamente el proceso es andlogo al
caso general hasta llegar a la definicién “forzosa” de 1(Z;) que, en este caso,

seria
_ BiX|+ BoX] (2] + 5) + 4s(X{, Z))

AKX+ AX] (24 B) 1 (X4, Z)

¥(Z1)

Multiplicando entonces por 8; numerador y denominador y, teniendo en
cuenta que

A1Bi + Asfs = a1, Bifi + B3B3 =0,
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obtenemos que

Bsf3 X1 Z7 + Bis( X1, Z1)

i) = .
W) = T X7 + B (X, Z0)

Y, finalmente, por Weierstrass,

Bs 33

Qg

¢(Z1) =

Z1+ H(X{, Z), con v(H) > 2.

Ahora bien, si f3 = 0 ya sabemos que el problema esta resuelto por el
camino arriba indicado (donde no hemos usado en ningin momento ag # 0).
Y, como 5 # 0y B1f; + B33 = 0, B3 no puede ser 0 porque, de serlo, lo
seria By y ¢ no seria isomorfismo. Por tanto ¥(Z;) tiene orden 1 y, de la
misma manera que en el caso general, esto es suficiente para probar todos
los asertos del enunciado.

Veamos, por dltimo, que F(M y GO difieren tinicamente en un cambio
de variables (seguimos en ¢ = j = 1). En efecto, siguiendo el diagrama
obtenemos que

wHP(F) = HP"?O(F)v
esto es,
Y (XpFM) = (X])" GO,

Aplicando la definicién de i obtenemos que

Y (FO) [AIX{ + AsX] (Zi + %) + 1 (X1, Zi)] = (X})"GW

y, finalmente, eliminando (X{)" (recordemos que vx: (1) > 2) llegamos a

W (F(l)) (A1 + A;ﬁ:‘ + 2ré‘ﬂ—ﬂ—?’-Z{ + ) =GW,
1 1

lo que demuestra el lema en el caso i = 7 = 1. Los demas no presentan
dificultades esencialemente distintas. Q.£.D.
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Transformaciones cuadraticas.

Vamos a realizar ahora un estudio paralelo al hecho para las transforma-
ciones monoidales, pero para las transformaciones cuadraticas. En concreto
queremos saber:

e Cémo afecta a la ecuaciéon WT una transformacién de este tipo. Para
esto simplemente invocaremos un lema de [20] que nos facilitard, en
ciertos casos futuros, la labor.

e Las curvas permitidas que puede aparecer en una ecuacién local del
explotado. Cudles son y cuando aparecen.

Lema.— (TC-1) Sea S una superficie definida por una ecuacién, F(X,Y, Z).
Consideremos un cambio de variables ¢ dado por

o(X) a X'+ @Y +a3Z' + 1(X,Y, Z)
oY) = b X' +bY +bZ +aX,Y, Z)
o(Z) = aX'+aY' +ceZ' +p3(X,Y, Z)

y definimos ¢(F) = G.

Supongamos que tenemos dos puntos P = (ay : ap:a3) y P = (B1: B2 :
Bs) tales que P anula la forma inicial de F', con

a a1/ + azB2 + a3fs

ay = biffy + b2 + b33

a3 = c1f+cfrt+cafs
y sean Hg) y Hg,) los homomorfismos inducidos por las ecuaciones locales de
los transformados cuadréticos de F' y G respectivamente dados por Py P/,
en cada caso. Entonces existe un uUnico cambio de variables v verificando
que . .

o) = i
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Cl[X,Y, Z]] C[[X',Y’,Z’]]
n'd n¥)
C[[X1, Y3, Z1]] v Cl(x:,Y{, 2]

Demostracién.— Ver [20], lema 3.1.1. Q.£.D.

Corolario.— (TC-2) En las condiciones del enunciado, las ecuaciones de los
transformados cuadraticos locales F() y G() son asociados salvo cambio de
variables.

Demostracién.— Pongamos el caso i = j = 1, ya que los demds se
obtienen por permutacién de forma andloga. Del diagrama obtenemos que

YIp(F) = pe(F),
esto es,

Y (XpFM) = (X" GW.

Aplicando la tnica definicién posible de 1 (esto puede hacerse de manera,
completamente andloga a (TM-4), obtenemos que

o (F) Jaxt +aaxt (1 + ) + ooy (204 %) | = Gxirco

y finalmente, simplificando (ya que vx: (1) > 2), llegamos a

(70 (1 2 5)" o

lo que demuestra el corolario en este caso. Q.£.D.

A continuacién veamos qué sucede con las curvas permitidas. No es-
tudiaremos aqui, por razones que resultardn después evidentes, el caso de
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una superficie con curvas permitidas a la que aplicamos una transformacién
cuadrédtica. En lugar de ello, estudiaremos el caso de una superficie donde
no tenemos curvas permitidas y, por tanto, la transformacién cuadratica es
forzosa. Los resultados que siguen no tienen precedente preciso en la litera-
tura, aunque existe un tratamiento completamente rigurosc en [18], seccién
3.2., para el caso de caracteristica p. Es en estas demostraciones donde nos
hemos basado en lineas generales, con las evidentes adaptaciones al caso que
nos ocupa.

Nos restringiremos entonces a la siguiente situacién: Sea S una superficie
algebroide, sin curvas permitidas, dada por una ecuaciéon WT, F'(Z), verifi-
cando que F = Z". Sea F(U 1a ecuacién del transformado cuadrético de S
en la direccién (1 : a : 0), que verifica F() = Z™.

Proposicién.— (TC-3) (Cfr. [18], seccién 3.2.) En la situacion anterior-
mente descrita, la superficie definida por F! (que denotaremos SV)) puede
tener dos tipos de curvas permitidas:

(a) La curva (X, Z), i.e. el divisor excepcional.

(b) Curvas del tipo (Z, X + aY + G(Y)), con vy (G) > 2, i.e. curvas cuya
tangente (en el lenguaje clésico, ver I1.E.) viene dada por la direccién
de explosion.

Ademds, si aparecieran curvas del tipo (b) también debe aparecer la curva
del tipo (a).

Demostracién.— Realizaremos primero la demostracién para a = 0 (y,
por supuesto, el caso (0 : 1 : 0) serd simétrico). Es elemental que, tras
una transformacién cuadréitica donde no haya bajado la multiplicidad, las
ecuaciones de la transformacién dadas en 1.C. nos dan una ecuacién WT de
SM), Esto es, si

F=2"+3 ar(X,Y)ZF, con ax(X,Y) =3 aypX'Y?
k=0 3,
entonces podemos considerar

FO =27m 4% (Z aijkxiﬂ”*"w) zZk.

k=0 \ i,j
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En estas condiciones podemos asegurar (ver I.D.) que las posible curvas
permitidas de SV son de la forma (Z,yX + Y + G(X,Y)), con ¥(G) > 2.
Sélo hay que probar que 6 = 0.

Si no fuera asi, podemos aplicar el Teorema Preparatorio a 6Y + +vX +
G(X,Y) para dejar la curva en la forma (Z,Y + H(X)), con v(H) > 1. Pero
esto implica que S posee curvas permitidas. Veamos por qué.

Aplicando (TC-1) construimos el siguiente diagrama conmutativo

Cl[X,Y, Z]] Clx", Y, 2"]

T(1:0:0) T(1:0:0)

C[[X1, Y1, 21| CllX1, Y], Z1]]

donde los isomorfismos ¢ y ¥ vienen dados por

o(X) = X Yy = X
{W) = V'~ X'H(X) , {z/)m) = Y- H(X)
o(2) = 2 Wz = 2

El diagrama es evidentemente conmutativo. Ahora bien, como en
SO (definida por FMV(X,,Y1,Z,)) aparece la curva permitida (Z;,Y: +
H(X,)), al cambiar por % de ecuacién de S y hallar la que notaremos
(F)W(X},Y/,Z}), aparecerd la curva permitida (Z,Y’) tras una transfor-
macién cuadritica en la direccién (1: 0 : 0).

Sea la ecuacién
FI(X,Y',2) = (Z') + Z( a (X (YY) (2)F
definiendo a S en C[[X',Y”, Z']]. Igual que antes, tenemos entonces

(F )(1) (Xi’ Yll, Z’) _ Zl Z ( zgk z+]+k—n(yll)j) (Zi)k-
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Como por una transformacién en la direccién (1 : 0 : 0) aparece (27, Y])
como curva permitida se ha de tener j + kK > n para todo (i,7,k) €
N ((F’)(1)>, lo que obliga claramente a que (Y’, Z') fuera permitida para F”
¥, en consecuencia, a que (Z,Y + X H(X)) lo fuera para F', contradiciendo
las hipdtesis.

Una vez probado esto, veamos que, de aparecer (Z, X +G(Y")) como curva
permitida, también lo hace el divisor excepcional. Para ello situémonos en
la situacién anterior, concretamente en las expresiones de F' 'y F( donde
podemos ya usar las mismas variables, al no haber cambios de por medio.
En concreto, ha de ser

FO =27+ 3 o) (X,Y)Z*, con o) (X,Y) = (X + G(YV))"*b)(X,Y).
k=0

Consideremos en ag)(X .Y) el monomio ¢ X*Y? con orden minimal en X
y, de entre éstos, el de menor orden en Y. Como (X + G(Y))"* es un factor

de agcl) ha de tenerse

i>t, j>2v(G)(n—k—t), paraalgint € {0,...,n — k}.

En estas condiciones, observemos que la transformacién cuadrética de
direccién (1 : 0 : 0) tiene una caracteristica particular: puede hacerse
“monomio a monomio”, sin riesgos de cancelacién de ningin tipo. Di-
cho de manera més formal: existe (i,5,k) € N (F (1)) si y s6lo si existe

(i—j— k+n,j,k) € N(F).
Por tanto, para que exista nuestro monomio o X*Y7Z* ha de verificarse

i > jH+k—-n>v(Gn-k—-t)+k—n
(y(Gk) - n—- WG -1 k-v(G)t

(AVANT

ya que v(G) > 2. Por tanto, para todo (7,7, k) € N (F(l)) se tiene i >n—k
y (X, Z) es permitida.

Para atacar los enunciados correspondientes para la direccién (1 : a : 0)
con a # 0, basta considerar el diagrama
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C[[X,Y, Z]] ¢ clx',Y", 2]

T{1::0) T(1:0:0)

(X, Y4, Z4]] 4 X}, Y, Z}))

con ¢ dado por

{SO(X) = X
oY) = Y —aX'
p(Z2) = Z

y ¢ definido de manera univoca por (TC-1). A partir del caso de la direccién

(1:0:0), simplemente hay que transformar los resultados obtenidos por Pl
Q.E.D.
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II. Singularidades. Algoritmo
de reduccién local

Toda vez que hemos sentado las bases tedricas necesarias y conocemos cier-
tos aspectos geométricos y algebraicos de las transformaciones monoidales
y cuadraticas, nos ocuparemos en este capitulo del resultado que llamare-
mos Teorema de Resolucién de Singularidades para superficies algebroides
sumergidas. El enunciado informal puede ser el siguiente:

“Dada una superficie algebroide sumergida singular, si explotamos curvas
permitidas cuando las hay, y el origen en ausencia de ellas, reducimos las
singularidades de la superficie.”

En [20] se demuestra un resultado bastante general (denominado Primer
Teorema de Estructura de las Singularidades de Superficies Algebroides) que
es un primer acercamiento a este teorema.

La estructura del capitulo es la siguiente:

(A) En primer lugar situaremos nuestro estudio en el contexto de la re-
solucién de singularidades de una superficie algebraica proyectiva, y
daremos un enunciado formal del teorema.

(B-D) Posteriormente nos dedicaremos durante las tres secciones siguientes a
la demostracién del resultado. Como se verd, algunos de los enunciados

parciales que hallaremos no serdn validos en caracteristica positiva.

(E) Una vez demostrado el algoritmo estudiaremos algunos aspectos que,
en una primera demostracién, no son evidentes. Por ejemplo qué sucede
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con las curvas singulares sumergidas en la superficie o si podemos pre-
decir (o, al menos, acotar) cudntos pasos seran necesarios para reducir
la multiplicidad de la superficie.

II.A. El problema de la resolucion en superfi-
cies.

El problema original, como indicamos en la introduccién, es resolver las sin-
gularidades de una superficie algebraica X C P3(C), donde nuevamente C
puede ser sustituido por cualquier cuerpo algebraicamente cerrado y de car-
acteristica cero. En este contexto, podemos localizar la cuestién en el entorno
de un punto z € X considerando, en lugar del haz estructural de X, O(X),
su fibra en el punto, Ox .. Entonces, si completamos, obtenemos R = Ox 4,
que define una superficie algebroide sumergida.

El paso al completado debe entenderse como una visién atin més local de
la geometria en un entorno del punto z € X que la proporcionada por Ox ;.
En concreto, la idea original de Zariski era utilizar este instrumento local para
definir de manera coherente el concepto de “equisingularidad”, problema al
que dedicé sus tltimos afios de produccién cientifica. Para mds informacién
acerca de la visién geométrica de los esquemas formales (en particular las
variedades algebroides) ver, por ejemplo, [8]. El uso de Zariski de las varie-
dades algebroides en conexién con el problema de la equisingularidad tiene
su mejor introduccién, probablemente, en [27].

Numerosos autores posteriores a Zariski se han ocupado de seguir su es-
tudio de las singularidades algebroides, aunque los trabajos difieren notable-
mente en dos cuestiones fundamentales:

1.— Variedades a las que se aplica: dimensién y caracteristica.
2.~ Criterio de resolucién (esto es: cémo se elige el centro de explosién).
Un trabajo fundamental en este sentido es [2] donde se prueba un teo-

rema de resolucién para variedades algebroides (y analiticas) de dimensién
cualquiera en caracteristica nula. El criterio de explosién se basa en la funcién
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de Hilbert-Samuel, en la linea de los trabajos de Bennett ([3]), alumno de Hi-
ronaka, quien sustituyé el (algo obscuro) criterio original de Hironaka ([10])
para la resolucién de variedades algebraicas.

La aportacién de Abhyankar es también muy destacable en este sentido.
Su trabajo sobre puntos buenos en superficies (ver [19]), posteriormente ge-
neralizado a hipersuperficies de dimensién arbitraria en [1] estd cargado de
contenido geométrico aunque no haya cumplido (por ahora) el objetivo que
se proponia: la resolucién de singularidades en caracteristica positiva. La
eleccién de centros de explosion se realiza como sigue: en primer lugar se
efectian transformaciones cuadraticas para eliminar los denominados “pun-
tos malos” de la superficie (el ejemplo caracteristico de punto malo es el
punto singular de una curva equimiiltiple singular). En ausencia de puntos
malos la resolucién es esencialmente la de una superficie del tipo Z™ — XPY'9.

En los dltimos afios se ha experimentado un creciente interés por la reso-
lucién “efectiva” de singularidades: los trabajos de Bierstone-Millman (por
ejemplo, [4]) o de Encinas—Villamayor (ver [7]) asi lo atestiguan. Sin embargo,
estos trabajos atacan el problema en su vertiente n-dimensional, lo cual hace
necesariamente dificil seguir de forma geométrica el razonamiento (centros
de explosién, invariantes,...) en el caso de las superficies.

En lo referente a superficies algebroides sumergidas caben citar tres tra-
bajos que consideramos fundamentales, aunque de (lamentablemente) dificil
acceso:

(i) La Tesis Doctoral de Tomds Sénchez Giralda ([20}; Univ. Com-
plutense, 1974), quiza el tnico lugar donde se pueden encontrar todas las
pruebas y referencias adecuadas (anteriores a 1976) en todo lo tocante a su-
perficies algebroides. El problema fundamental (no el dnico) que se trata
es el de los caminos estacionarios: bésicamente sucesiones de transforma-
ciones cuadriticas que no alteran la multiplicidad de la superficie. Tiene su
continuacién natural en [21].

(i) La Tesis Doctoral de Ramén Piedra Sénchez ([18]; Univ. Sevilla,
1978), donde los resultados del trabajo anterior se extienden, con las nu-
merosas modificaciones pertinentes, al caso de caracteristica positiva.

(iii) La Tesis Doctoral de Ignacio Luengo Velasco ([14]; Univ. Com-
plutense, 1980) donde se formaliza el complejo objeto combinatiorio denomi-
nado drbol de singularidades infinitamente prézimas, con aplicaciones a casos
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concretos (puntos dobles, singularidades cuasi-ordinarias,...).

En este orden de cosas, y pensando en un nuevo proceso de reduccién, nos
planteamos si un criterio tan sencillo como explotar el centro permitido de la
mayor dimensién posible resolveria eventualmente las singularidades de una
superficie algebroide (para variedades algebraicas de dimensién arbitraria es
sabido que no es asi, ver [22]). En concreto, nos propusimos demostrar el
siguiente resultado:

Teorema.— (Teorema de reduccién de singularidades de una super-
ficie algebroide sumergida) Sea S una superficie algebroide sumergida.
Consideremos el siguiente procedimiento:

(A) Si existe alguna curva permitida, realizamos la transformacion
monoidal centrada en ella (para cualquier curva y para cualquier direccion
posible del cono tangente).

(B) Si no existen curvas permitidas, realizamos una transformacion
cuadratica en cualquier direccién del cono tangente.

Entonces, en un nimero finito de pasos, la multiplicidad de la superficie
decrece.

Este enunciado generaliza el teorema de Beppo Levi ([12]) (teorema que
puede llamarse “cldsico” con total rigor) y, aunque no hemos hallado una
prueba en la literatura, pertenece al mas que considerable conjunto de teo-
remas que se agrupan en la“tradicién oral” de la disciplina. Dicho de otro
modo, los investigadores relacionados con la materia tienen una vaga sen-
sacién de deja vu ante el resultado, a pesar de que, aparentemente, no existe
en ningln sitio una demostracién precisa. Una tal demostracién comienza
ahora.

II.B. Reduccién de singularidades (I): Elimi-
nacion de curvas permitidas.

Nos encontramos entonces en la situacién general: S una superficie alge-
broide sumergida, dada por una ecuacién WT, pongamos F', que posee cur-
vas permitidas. El objetivo es probar que, mediante la aplicacién de todas
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las transformaciones monoidales posibles, si no tenemos un descenso de mul-
tiplicidad, al menos seremos capaces de eliminar las curvas permitidas de
forma casi canénica.

Vamos a comenzar este estudio con un caso muy concreto: cuando el cono
tangente no es un plano miiltiple. Tenemos entonces la ecuacién WT con una
forma inicial distinta de Z™ y una sola curva permitida, dado que de haber
mas, la forma inicial no podria contener mas monomios que Z". Supondremos
ya de un principio que esta curva permitida es (X, Z). Recordemos que la
forma inicial de F no depende de Y, dado que, para todo (7,j,k) € N(F),
i+ k>n.

Proposicién.— En la situacién anterior la transformacién monoidal de centro
(X, Z) siempre hace descender la multiplicidad, sea cual sea la ecuacién local
que consideremos.

Demostracién.— Si consideramos (aunque este caso podria no darse) la
ecuacién dada por la direccién (1 : 0 : 0) el descenso de multiplicidad es
inmediato, pues si

n—2
F(X,Y,2)=2"+ > a(X,Y) X" *Z¥,

k=0

sabemos por hipétesis que algin a}, es una unidad. Entonces la ecuacién del
transformado en la direccién (1 : 0 : 0) tiene por ecuacién

n—2
FOX,Y,2)=2"+ Y a(X,Y)Z,

k=0

con lo que la multiplicidad cae al menor k tal que aj, es una unidad. Andlogo
tratamiento se puede dar al caso (0:0: 1).

El caso de otra direccién es esencialmente igual. Sea el punto (1: 0 a) tal
que F(1,0,a) =0, con a # 0. Las ecuaciones entonces de la transformacion

son
X — X

Y — Y
Z w— X' (Z'+a)
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y el transformado es por tanto

n—2
FOX,Y,2) = (Z +a)" + 3 ah(X,Y)(Z + o).
k=0

Nétese ahora que aparece un término (n—1)aZ""!, del binomio (Z+a)",
incancelable con los demas de manera obvia. El descenso de multiplicidad
queda entonces asegurado.

En realidad podemos asegurar que la multiplicidad del transformado es
estrictamente menor que n — 1. En efecto, por (TM—4), explotar en la
direccién (1 : 0 : ) es lo mismo (salvo cambio de variables) que realizar el
cambio

X — X
'}/’ — }/l
Z — Z'+aX'

seguido de la explosién en (1: 0 : 0). Entonces, si tenemos la ecuacién F(Z)
como antes, la transformada por el cambio de variables serd

n—2
FI(Z)=(Z+aX)"+ Y dp(X,Y)X"™*(Z + aX)*,
k=0

donde algtin a}, ha de ser una unidad. Al realizar ahora la explosién en la
direccién (1 : 0 : 0) es inmediato que los monomios de (Z + aX)* no pueden
cancelar, de donde la multiplicidad del transformado es, a lo més, k; esto es,
ha de ser estrictamente menor que n — 1. Q.£.D.

Por ilustrar debidamente la situacién, vamos a dar un resultado que tra-
duce geométricamente este caso que nos ocupa. El resultado puede hallarse
en [20], demostrado siguiendo los mismos pasos que aqui. En cualquier caso,
para evitar al lector la traduccién de nomenclatura, lo demostraremos aquf
con todo detalle.

Proposicién.— En la situacién anterior, S es la unién de un nimero finito
de superficies cuyos conos tangentes son planos multiples distintos dos a dos.
Todos los planos anteriores pertenecen al haz de base (X, Z) y la curva (X, Z)
es permitida en todas las superficies.




Demostracion.— Tomemos la superficie en la ecuacién WT de costumbre

n--2
F=2"+3 a(X,Y)X"*ZF,
k=0
donde la forma inicial de F es
n—2 S
F=2"+> a,(0,00X"*2* = T[(auX + 2)™,
k=0 i=1

y donde s > 1 (puesto que el cono tangente no es un plano multiple), los ;
son distintos dos a dos 'y 3 m; = n.

Consideramos ahora el polinomio g(Zy) € C[[X, Y]][Zo] definido por

1 n—2
9(Z,) = )FF (X,Y,ZoX) = 25 + > ai(X,Y) 2§,
k=0

que verifica
s

g(X = 07Y = 0) ZO) = H(az + Zo)mi'

=1

Obsérvese que g(Zp) seria la ecuacién del transformado monoidal de F’
en la direccién (1 : 0 : 0) si esto tuviese sentido, cosa que no tiene por qué
suceder. En cualquier caso, las condiciones de g(Zp) hacen posible que se
aplique el Lema de Hensel: por cada factor ménico (sin contar las potencias)
del polinomio en X = 0,Y = 0 existe una factor ménico del polinomio
original. Entonces existen

9i(Zo) € C[[X,Y, Zy]], i =1, ..., s,
verificando las siguientes propiedades

1. 9:(0,0,Zy) = (0; + Zy)™. En particular, el grado de g; en Z; es m;
(recordemos que son factores ménicos).

2. 9(Zo) = 1 9:(Z0).

Por clarificar la exposicién, escribiremos los g; en la forma

m,-—l .
9i(Zo) = Zg" + > (X, Y)ZE,

k=0
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donde b € CJ[X,Y]], para todos los i,k donde tiene sentido. Dado que
2. m; = n tenemos que

X"g(Zo) = [ X™ g = F(X,Y, X Z)

3

donde

m;—1 )
X™Mgi=X™Z3 + Y X™b(X,Y)Z§.
k=0

Hacemos ahora Z = X Z; y obtenemos

m;—1 .
Fi(Z)=2m™+ 3 X™ *i(X,Y)Z"
k=0

verificando .
F(X,Y,2) = [| F(2).
=1

Obviamente las superficies del enunciado son las definidas por los F;.
Observemos, ademds, que todas ellas tienen a (X, Z) como curva permitida
y que sus conos tangentes vienen dados por

F;: = (Z + aiX)m",
que pertenecen al haz de base la recta (X, 7). Q.£.D.

Para finalizar la seccién nos ocuparemos de estudiar el paso (A) en pre-
sencia de un cono tangente plano; esto es, cuando se puede necesitar de
iteradas aplicaciones. Comenzaremos definiendo unas cantidades que nos
servirdn para acotar el nimero de pasos (A) que vamos a dar. Todo lo que
sigue se puede aplicar por supuesto al caso ya estudiado, pero entonces los re-
sultados alcanzados forman parte trivialmente de los ya expuestos. Partimos
de una superficie S dada por una ecuacién WT

F(Z)=2"+ "fak(x, Y)Z*.

k=0
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Definicién.— En esta situacién, dada una curva C definida por un ideal
(Z,G(X,Y)) denominaremos valencia de C al nimero

@)= min{[228] | .2}

donde [—] es la parte entera y vg(s) es el orden (G)-ddico en C[[X,Y]].

Observacién.— Es inmediato, por las condiciones dadas en el capitulo I,
que (Z,G) es una curva permitida si y sélo si vp(C) > 1. Asi mismo, cuando
vp(C) > 1, se tiene forzosamente que F' = Z”. En estas condiciones hay
una unica ecuacién para el transformado monoidal: la dada por (1 :0: 0).
Y dado (ver (TM-1)) que realizar la transformacién monoidal centrada en
(Z, G) equivale a eliminar G(X,Y)"* de cada a, es claro que

vpw (C) = vr(C) — 1.

Lema.— El nimero vr(C) representa el nimero méximo de transformaciones
monoidales centradas en (Z, G) que podemos aplicar a S salvo que descienda
la multiplicidad (lo cual sélo puede suceder en la dltima transformacién).

Demostracién.— En efecto, dada la observacién anterior es suficiente
demostrar que, si vp(C) = 2, se tiene el resultado. Por la observacién previa,
vpw (C) = 1. Esto quiere decir que (Z, G) es permitida pero existe un a; tal
que

G * | ax(X,Y) pero G**F) fa (X,Y),

con lo que el coeficiente de Z* en el transformado no es divisible por G™**.
Esto imposibilita que (Z,G) sea permitida, salvo que hayamos tenido des-
censo de multiplicidad. Q.£.D.

Supongamos entonces que vamos a comenzar nuestro algoritmo en una
superficie S arbitraria, realizando las posibles transformaciones monoidales.
Sea F' una ecuacién WT como de costumbre y supongamos que tenemos
como curvas permitidas Cy, ...,C; dadas por ideales

(G1(X,Y),Z), ... (Gy(X,Y), Z) .
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El resultado que queremos probar ahora es que las diversas formas de
realizar transformaciones monoidales centradas en estas curvas permitidas
no influyen decisivamente en el resultado bajo ciertas hipétesis adicionales.
Dicho de forma maés precisa:

Lema.— En las condiciones anteriores, si al realizar las vp(C1) + ... + vp(Cy)
posibles transformaciones monoidales, no hacemos descender la multiplici-
dad, entonces salvo cambio de coordenadas, la superficie que resulta de re-
alizar las vp(Cy) + ... + vp(C;) transformaciones monoidales es tnica.

Demostracién.— Por abreviar notaremos

’UF(Cl) + ...+ ’UF(Ct) =

Es una observacién obvia que mientras sea posible realizar dos transfor-
maciones monoidales (centradas, por fijar ideas en (G;, Z) y (G}, Z), el cono
tangente ha de venir dado por F = Z™, ya que todos los coeficientes de Z*,
con k =0,...,n—2 tienen, al menos a G} * y a G;-‘_k como factores. En estas
condiciones, (TM~1) nos dice que realizar la transformacién monoidal (por
ejemplo, de centro (Gy, Z)) s6lo nos da una ecuacién, consistente en dividir
entre G7~* cada ax(X,Y). Asi pues, habiendo realizado p — 1 transforma-
ciones cualesquiera (por ejemplo, faltando una en (G;, Z)), obtendremos una
ecuacién unica del transformado, en la forma

a(X,Y)
Gn k Gn k— 1 G?—k

F-1) — gn Z AS

Ahora bien, sabemos que realizar la transformacién monoidal que falta
no va a hacer descender la multiplicidad. Esto implica que FO = 2z como
sabemos. Por tanto, nos vemos de nuevo en las condiciones de (TM—l) y
podemos asegurar que existe una tinica ecuacién para el transformado y que,
salvo cambio de variables, podemos tomarla como

a,k;XY) k
Gnk Gmk Gnk ’

F® = 2zm 4 Z
lo que finaliza la demostracién. Q.£.D.
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Observacién.— El nimero vg(Cy) + ... + vp(C;) puede acotarse facilmente a
partir del poligono de Newton—Hironaka de F' (cfr. IL.E. para los detalles).

Como conclusién a los resultados exhibidos en esta parte, resumimos en
la siguiente proposicién.

Proposicion.— Sea S una superficie algebroide sumergida que tiene como
curvas permitidas C,, ...,C; dadas por ideales

(GL(X,Y), 2),... (G(X,Y), ).

Entonces se pueden realizar vg(C;) + ... + vp(C;) transformaciones
monoidales y, tras hacerlo, se tiene una de las siguiente situaciones:

a) Hacemos descender la multiplicidad.

b) Obtenemos una superficie de la misma multiplicidad y sin curvas per-
mitidas.

Es mas, sabemos asi mismo que:

a’) Si realizamos vp(Cy) + ... + vp(C;) — 1 transformaciones y llegamos a
una superficie con cono tangente no plano, estamos en la situacién a).

b’) La superficie obtenida si estamos en la situacién b) es independiente
del orden en que hagamos las transformaciones monoidales.

Demostracién.— Todo esta demostrado en la presente seccion, excepto
que, en la situacién b), la superficie transformada carece de curvas permiti-
das, lo cual es aplicacién directa de (TM-2). Q.£.D.
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I1.C. Reduccién de singularidades (II): El caso
del cono tangente no plano.

Vamos entonces a estudiar qué sucede cuando nos encontramos con una su-
perficie algebroide que, por lo demostrado hasta ahora, podemos ya suponer
carente de curvas permitidas. Siguiendo nuestro algoritmo (y, de hecho, es
la inica posibilidad), tenemos que realizar transformaciones cuadraticas. En
principio, tenemos una cantidad infinita de posibles ecuaciones locales, con-

cretamente
X — X

Y — X'(Y’+/B

o
Z — X' <Z’ + 1)
e
para los puntos (o : 8 :v) € Po(C), con a # 0 que anulen la forma inicial de
F. En concreto vamos a estudiar en esta seccién un primer caso: cuando el

cono tangente no es un plano. Si partimos de la ecuacién WT (en la forma
usual) esto quiere decir que tenemos

F+ 27"
0, dicho de otro modo,

${(i,5,k) € N(F)|i+j+k=n}>2.

Proposicién.— En la situacién anterior, si P es un punto cuya multiplicidad
en la superficie definida por F es menor que n, la ecuacién de la transformada
cuadrética en la direccién dada por P tiene orden menor que n (concreta-

mente, tiene orden, a lo mas multp(F)).

Demostracién.— Sea un punto en las condiciones del enunciado, de mul-
tiplicidad 7 < n. Este punto no puede ser el (0 : 0 : 1) porque dicho punto
no anula el cono tangente, debido a nuestros cambios de variables. Por tanto
podemos suponer (intercambiando si es necesario X e Y) que es de la forma
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(1: B :+) sin pérdida de generalidad. Las ecuaciones de la explosién corres-
pondiente a este punto son

X — X()
Z — Xo(Zo+7)

con lo que la ecuacién local del transformado estricto de F es, precisamente,
F(1,Yy+ B, Zo + ).

Aplicando el Teorema de Taylor obtenemos que

F(1,Y+ 8, Z YyZg .
( 0+ﬂ7 0+’Y) Z] (Z aY’Oazb |(1’ﬂ77) 0 0)

7=0 a+b=j

Como sabemos, por hipétesis, uno de esos sumandos (concretamente uno
para j = r) es no nulo, por lo que la multiplicidad del transformado estricto
del cono tangente es ahora r < n. Observemos que, de hecho, la multiplicidad
del transformado estricto de S es menor o igual que r, por que los elementos
del transformado de forma inicial son incancelables con los de formas de
grado superior (éstos tienen Xy y aquéllos no). Q.£.D.

Lema.— En la situacién anterior, si P es un punto tal que multp ( ) n,

se puede suponer, salvo cambio de variables, que F(X,0,2) = F(X,Y,Z) y
que P=(0:1:0).

Demostracién.— Vamos a comenzar suponiendo que las tres variables
aparecen en F. De no ser asi, es evidente la existencia de un punto de
multiplicidad méaxima, por ejemplo, el (1 :0:0) si X no aparece en F'.

Entonces consideramos los planos definidos por
o
0XegYtoze

obtendremos, con total seguridad:

=0,

1. Para la terna (a,b,¢) = (0,0,n — 1) el plano Z = 0 (recordemos que,
en nuéstra situacién, a,—1(X,Y) = 0).
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2. Para alguna otra terna (no cualquiera), otro plano distinto. Por ejem-
plo, si aparece ;5 X'Y7 Z* la parcial X*~10Y79Z* nos da un sumando
kX que aparecera en otro de estos n? planos (de hecho, puede haber
menos planos). Llamemos a uno de estos planos

AX + pY +vZ = 0.

Obviamente, de existir un punto de multiplicidad méaxima, este ha de
anular a ambos planos, por lo que debe venir definido por

Z =0, AX + pY = 0.

Esto nos da un primer método de saber si existe un tal punto, a saber:
calcular todos estos planos y comprobar que se reducen a un haz generado
por dos. De no ser asi, no puede existir el punto de multiplicidad maxima.

Volviendo a la prueba, podemos entonces efectuar el cambio de coorde-
nadas

1 p
X — =X -Y
A A
Y — Y’
Z — 7

con los arreglos evidentes cuando A = 0.

Ahora, si nuestro punto es de multiplicidad méaxima, todos los planos
anteriores han de reducirse a Z’ = 0 y X' = 0. Pero esto es equivalente al
hecho de que Y’ no aparezca en F, ya que, de no ser asi, por un razona-
miento analogo al anterior, una de las ecuaciones de los planos contendria
un sumando de la forma kY”. Por tanto, la existencia de un punto de multi-
plicidad maxima, en el supuesto de que F' no sea (Z')" = 0 es equivalente a
que, salvo cambio de variables, F(X,0,Z) = F(X,Y, Z) y el tnico punto de
multiplicidad n en estas condiciones es (0:1:0). Q.£.D.

Proposicién.— En la situacién anterior, la transformacién cuadratica dada
por la direccién (0 : 1 : 0) verifica las siguientes propiedades:

1.- La aplicacién iterada de dicha transformacién conduce a un descenso
de la multiplicidad o a una ecuacién WT con cono tangente no plano y sin
puntos de multiplicidad maxima.
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2.- Si no se produce un descenso de multiplicidad, la transformacién no
crea curvas permitidas.

Demostracion.— Como hemos hecho notar en el lema, si existe un tal
punto, podemos suponer que

F(X,Y,Z)=F(X,0,2),

y que el punto en cuestién es P = (0 : 1 : 0). La explosién correspondiente
es la que tiene por ecuaciones

X — XY
Y — Y
Z s Y'Z

La ecuacién del transformado estricto de F' es, renombrando las variables,
F(l) =7" + Z aiijiy’i+j+k—nzk’

con lo que al menos un monomio (en realidad, todos aquellos que verifiquen
i+ k < n, que existen porque (X, Z) no es curva permitida), descienden de
grado. En esta situacién tenemos las siguientes posibilidades:

a) Descender la multiplicidad. Por ejemplo, si tenemos la ecuacién

F(X,Y,Z)=Z2*+ XY*Z + X*.

b) Crear alguna curva permitida sin descender la multiplicidad. Esto
no es posible, ya que, de ser asi, sabemos que la curva (Y, Z), por (TC—
3), habria de ser permitida. Esto claramente no es posible porque, sin ir
més lejos, los monomios de la forma inicial de permanecen invariantes y no

verifican todos (de hecho, sélo lo hace Z") que j + k > n.

c) Cambiar el divisor excepcional. Esto puede ocurrir, desde luego. Basta
considerar, por ejemplo, el caso de la superficie definida por

F=2734+XY*Z + X3,

pero lo que no sucede es que el nuevo divisor excepcional tenga puntos de
multiplicidad maxima. Veamoslo.
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Como es obvio a partir las ecuaciones, en este caso los monomios de la
forma inicial permanecen invariantes. Por tanto, tenemos que la nueva forma
inicial es L

FO = F + F,, donde Fy(X,0,Z2) # Fi,
ya que obviamente los nuevos monomios tienen que depender de Y. Vamos
a escoger dos monomios en concreto cuya existencia estd asegurada:

-) Un monomio con exponentes (ig, 0, ko), con ¢y # 0; esto es, uno que ya
estuviera en la forma inicial antes de explotar.

—) Un monomio con exponentes (i1, j1, k1) con j; # 0; esto es, uno de los
nuevos monomios que aparecen tras la explosién.

Siguiendo el proceso conocido para localizar puntos de multiplicidad
madxima, vamos a estudiar los planos que surgen al hacer derivadas parciales
de orden n —1 a la ecuacién del cono tangente. Recordemos que un punto de
multiplicidad maxima debe verificar todas las ecuaciones resultantes. Pero,
en particular, si consideramos

an—l—m
0Xe9YBpZ’

obtendremos:

1. Para (o, 8,7) = (0,0,n — 1) el plano Z = 0.
2. Para (o, B,7) = (ip — 1,0, ko) el plano X = 0.

3. Para (o, 8,7) = (41,71 — 1, k1) el plano Y = 0.

En consecuencia no tenemos puntos de multiplicidad maxima en el nuevo
divisor excepcional y cualquier explosién descendera forzosamente la multi-
plicidad.

Por 1ltimo, notemos que puede que no tengamos ni a) ni c¢) y que la
multiplicidad y el cono tangente continten invariantes. Sin embargo, al no
ser permitida (X, Z), existe (i, j, k) € N(F) tal que i+k < n. Este monomio,
tras la transformacién cuadritica se convierte en uno de exponentes (4,7 +
j + k —n,k). Esto es, algin monomio ha descendido de grado.
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Notemos que la situacién de invarianze de la multiplicidad y el cono
tangente s6lo puede darse una cantidad finita de explosiones, ya que los
monomios que descienden de grado en una explosién vuelven a descender en
la siguiente, debido a que el descenso se debe a condiciones sobre los grados
en X y Z, que no varian tras explotar. Por tanto, eventualmente, estos
monomios nos llevardn, bien a la situacién a), bien a la situacién c) tras un
numero finito de explosiones. Q.£.D.

Corolario.— Si S es una superficie algebroide sumergida con cono tangente
no plano y sin curvas permitidas, la aplicacién del algoritmo conduce inva-
riablemente a un descenso de la multiplicidad.

II.D. Reduccién de singularidades (III): El
caso del cono tangente plano.

Veamos entonces el caso que nos queda para completar el teorema: tenemos
una superficie algebroide S de multiplicidad n definida por una ecuacién WT
F, sin curvas permitidas, y con un cono tangente que es un plano multiple
de ecuacién Z = 0.

Consideramos entonces A(F'), el poligono de Newton-Hironaka de F', ya
introducido en I.D. Veamos como afectan las diferentes transformaciones a
A(F). Nuestro objetivo es lograr que, tras una cantidad finita de explosiones,
al menos un monomio baje del orden n, o lo que es igual, que el poligono
de Newton-Hironaka de una ecuacién de la superficie transformada tenga
interseccién no vacia con el tridngulo limitado por los ejes coordenados y la
recta z +y = 1. Para ello, vamos a fijar un primer control numérico: va a
ser la altura del vértice que se encuentre mas a la izquierda de A(F), que
denotaremos M.
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Obsérvese que la curva (X, Z) es permitida si y sélo si no hay puntos en
A(F) con abscisa menor que 1. Andlogamente, podemos saber si (Y, Z) es
permitida simplemente comprobando que todos los puntos tienen ordenada
mayor o igual que 1.

Veamos entonces c6mo afectan a A(F') las diferentes transformaciones:

Cambios de variables. Es importante conocer qué cambios de variables
podemos realizar para que M no crezca, para conocer el grado de versatilidad
de que disponemos. Evidentemente Z debe quedar invariante, para asegu-
rarnos que un monomio a;;; X'Y7Z* se convierte en otro(s) que siguen en el
coeficiente de Z*. Nos quedamos entonces con los cambios

X — aX'+8Y" + (XY
Y — X'+Y" + (XY
zZ — 7

donde ¢(X,Y) y ¥(X,Y) tiene orden mayor que 1.

Sin embargo, un monomio a;;xX'Y? Z* se transforma mediante este cam-
bio en una expresién de la forma

aijr (X' + BY + (X', Y) (6 X' + Y + (X', Y)Y Z¥,
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donde todos los monomios tienen grado mayor o igual que 2 + j + k, pero
podemos encontrarnos con monomios de grado en X menor que . En el caso
concreto del monomio que nos define M, esto significa que podriamos estar
creando monomios del mismo grado, pero menor grado en X. Esto es, M
crece. Para evitar esto hemos de asegurar que, si el grado total no crece, el
grado en X no decrece. Esto se consigue si imponemos que X no varie, esto
es, si nos reducimos a cambios de variables del tipo

X — X
Y — Y +6X'+7(XY)
Z — 7

con v(r) > 2.

Transformaciones monoidales. Si tenemos (X, Z) como curva permi-
tida (apliquese el razonamiento de manera simétrica a (Y. Z)), dado que el
cono tangente es un plano multiple, tenemos una dnica ecuacién, a saber

X— X Y—Y, Z+— X'Z;
que, como es obvio, aplicado a monomios (y renombrando las variables para
mayor comodidad) se resume en

i X YIZE s e XTTEY I ZF,
lo cual, a nivel del conjunto A(F), se traduce en una traslaciéon de vector

(—1,0) (resp. de vector (0,—1) si estamos en el caso (Y, Z)) que no hace
descender M (resp. hace descender M).

Si tenemos otra curva permitida, definida por un ideal (H(X,Y), Z), para
aplicar la transformacién monoidal realizaremos en primer lugar un cambio
de variables tal que deje invariantes a X y a Z y que lleve H en Y. Como se
ha visto con anterioridad, un tal cambio no afecta a M. Después podemos
realizar la transformacién monoidal centrada en (Y, Z) que, ya es sabido,
hace descender M.

Se tiene por tanto que las transformaciones monoidales, cuando se den
(i.e.: cuando se puedan dar) van a mejorar M (caso de que el centro sea
distinto de (X, Z)) o lo dejardn como estd.

Transformaciones cuadriticas centradas en (1 : 0 : 0). Las ecua-
ciones en este caso son

X— X', Y— XY Z+— X'Z';
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que inducen en A(F') la transformacién
? J i+j+n—k j
<n—k’n—k)k.—>< n—k ’n—k)'

Es claro que M no empeora por esta transformacién. Pero, ain mas, si
nos fijamos en cémo varian los monomios por la transformacién centrada en
(1 : 0:0), veremos que experimentan una traslacién en sentido horizontal,
més a la izquierda (o menos a la derecha) cuanto menor sea el grado en Y
del monomio en cuestién. Por tanto el segundo vértice por la izquierda se
mueve mas a la izquierda (o menos a la derecha) que el primero. En esta
situacién, bien M desciende porque el primer vértice pierde la condicién de
vértice, bien el 4ngulo que forma el primer segmento no vertical de A(F') con
el eje de abscisas decrece.

> —

Transformaciones cuadrdticas centradas en (0 : 1: 0). Las ecua-
ciones en este caso son

X— XY, Y—Y' Z+—Y'Z,

que, analogamente a lo anterior, induce en A(F) la transformacién
i i i+j+tk-n
_— ) — , .
(n——k n—k) (n—-k n—k )

Ahora bien, como en el caso anterior, sélo aplicaremos esta transformacion
si carecemos de curvas permitidas. Esto quiere decir que (X, Z) no es curva
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permitida, por lo que hemos de tener al menos un monomio ¢;j;,X'Y7Z*
verificando ¢ + k < n, esto es, hemos de tener al menos un punto en A(F)
con abscisa estrictamente menor que 1. Como M es la altura del vértice
més a la izquierda, para el monomio (o los monomios) que define(n) M, su
abscisa ha de ser menor que 1. De la expresién anterior se deduce entonces

inmediatamente que este monomio pierde altura, esto es, hacemos descender
M.

Transformaciones cuadraticas centradas en (1 : o : 0). Las ecua-
ciones de estas transformaciones son

X— X, Y — XY +a), Z— X'Z

0, equivalentemente, podemos entenderlas como un cambio de variables,
seguido de una transformacién monoidal centrada en (1 : 0 : 0), de la forma

X — X X' — X7,
Y — Y 4+aX' Y — XY,
Z s 7 7' — X"Z":

Si traducimos entonces las ecuaciones de la transformacién cuadrética a
su efecto en A(F'), veremos que cada monomio se transforma en toda una
serie de monomios, a saber:

i j i+j+k-n 0<t<] <i+j OStSJ’)
—_ = -1 .
(n—~k’n-—k) ( n—-k ' n—k ) n—k " n—k
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Al punto ((: +35)/(n—k) —1,7/(n — k)), esto es, al de mayor ordenada
de este conjunto lo llamaremos el transformado superior de (4,7, k) o de
(¢/(n—k),j/(n—k)). Con estas notas podemos ya probar el siguiente re-
sultado.

Proposicién.— Sea S una superficie algebroide sumergida cuyo cono tan-
gente es un plano multiple. Entonces la aplicacion del algoritmo conduce a
un descenso de la multiplicidad.

Demostracién.— Fijemos una ecuacién WT, F(Z) y consideremos su

o

poligono de Newton-Hironaka, A(F'). Notemos dos hechos sencillos:

(a) Si, en cada paso, obtenemos el poligono de Newton—Hironaka de una
ecuacién del transformado, bastara demostrar que, en una cantidad finita de
pasos, hacemos descender el niimero que antes hemos notado M.

(b) Podemos suponer que no tenemos curvas permitidas ya que, al elimi-
narlas no hacemos aumentar M ni la multiplicidad y esta eliminacién sélo
supone una cantidad finita de explosiones. Ademads, recordemos que, si no
desciende la multiplicidad, la superficie resultante de esta eliminacién es,
esencialmente, unica.

Apliquemos entonces una transformacién cuadrética en la direccién (1 :
a:0), con o # 0y sea F1) una ecuacién del transformado. Para estudiar
el posible descenso de M nos fijaremos en el dngulo que forma el primer
segmento no vertical (en adelante, primer segmento, a secas) con el eje de
abscisas.

Supongamos en primer lugar que el primer segmento de A(F') forma con
el eje de abscisas un dngulo mayor de 37/4 grados. Entonces es claro los
monomios que crea el (los) vértice(s) que define M no se pueden anular con
otros, dada la situacién de la que hemos partido.

Ademas son claramente los puntos mads a la izquierda del nuevo poligono,
por lo que A(F (1)) es un cuadrante cuyo vértice tiene abscisa 0: por tanto
la multiplicidad desciende de manera obvia por transformaciones monoidales
centradas en (X, Z). En efecto, al ser traslaciones de vector (-1,0) y ser
A(FWM) un cuadrante, cuando eliminemos (X, Z) como curva permitida, for-
zosamente tendremos el vértice en el tridngulo limitado por los ejes y la recta
z+y=1
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Si el dngulo formado por el primer segmento es menor de 37 /4 conside-
remos (A, B), el inico vértice de A(F) tal que es extremo de dos segmentos:
uno que forme un dngulo menor que 37/4 con el eje de abscisas y otro mayor
o igual que 37/4. Entonces se tiene que B < M por hipétesis y, aunque
los monomios que crea (A, B), aunque pueden cancelar entre si (y esto sélo
en el caso extremo de que el segmento que comienza en (A, B) forme 37/4),
el transformado superior no sélo no puede cancelar, sino que ha de ser el
punto mas a la izquierda de A(F()) y, evidentemente, su abscisa es menor
que la del transformado superior del primer vértice de A(F). Por tanto M
desciende.

Este razonamiento es claramente extensible a la situacién en la cual
B = 0. En este caso, como sucedia anteriormente, el poligono de Newton—
Hironaka de la ecuacién F!) es un cuadrante y, por tanto, descendemos de
multiplicidad por transformaciones monoidales.

La tnica situacién incémoda para explotar en una direccién (1 : « : 0),
con o # 0, parece ser, por tanto, aquélla en la que tengamos un dngulo de
3w /4. Por ejemplo, podemos preguntarnos si cabe la posibilidad de realizar
infinitas transformaciones cuadraticas sin que esta situacién varie.

De igual modo, si tuviéramos algunas transformaciones monoidales entre
dos de tales transformaciones cuadriticas, o bien son traslaciones a izquierda,
que no afectan la pendiente del primer segmento, o bien hacen descender M,
lo cual nos beneficia. Por tanto, por ponernos en el peor caso, podemos
suponer que tenemos una cadena de transformaciones cuadraticas en direc-
ciones (eventualmente distintas) (1 : « : 0), @ # 0 que, ni hacen descender M
ni varian la pendiente del primer segmento. Veamos que esto no es posible;
tenemos el siguiente resultado:

Lema.— Si el primer segmento de A(F) forma un éngulo de 37/4 con el
eje de abscisas y, tras realizar una transformacién cuadritica en la direccién
(1: «:0) no desciende M ni varfa la pendiente, entonces el primer segmento
no vertical viene dado por los monomios del desarrollo de

AXUY — aX) ZF
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Demostracién.— Cada punto del primer segmento se transforma, como
en los casos anteriores, en una serie de monomios en un segmento vertical.
Obviamente, si alguno de esos monomios (fuera del transformado superior)
no se anula tras realizar la suma, M desciende, pues son los que estan més
a la izquierda en A(F()). Por tanto, todos esos monomios deben anularse
entre si. Simplemente hay que comprobar que esto ocurre si y sélo si los

o

monomios originales son los del desarrollo de X*(Y — aX)IZ*. Q.£.D.

(Continuacién de la demostracién de la proposicién): Por tanto
tenemos algo de la forma X*(Y — aX)?Z* cuyos monomios determinan el
unico segmento de A(F') no paralelo a los ejes. Ademads, al hacer la transfor-
mada cuadrética centrada en (1 : « : 0), nos queda de nuevo una situacion
en la cual el tinico segmento no paralelo a los ejes de A(F()) ha de venir
determinado por los monomios provenientes de una expresién de la forma
pXHY — XY™ Zk,

Los monomios de X*(Y — aX)/Z* se transforman en el monomio
Xwritk=nyizk con lo que uX'(Y — BX)™ZF debe ser realmente de la forma
pXHirk=n(y — 8X)I 7% ya que, de otro modo, M habria crecido, lo cual es
imposible en cualquier caso, o decrecido, lo cual es imposible por hipétesis.
Los monomios que han entrado entonces en el segmento son, aparte del que
proviene del segmento original, los dados por

=1

Si deshacemos la transformacién cuadritica centrada en (1 : 0 : 0)
y el cambio de variables, veremos que estos monomios deben provenir de
monomios de la forma

if ‘ .
ADY ( g ) BY — X)X 4 (p = DX - aX ) ZF,
=1
0, agrupando,
pXiY — aX + BX2ZF — XY — aX) 2%,

lo cual es imposible porque entonces el segundo sumando habria anulado
los términos que nos daban el segmento no paralelo a alguno de los ejes al
principio.
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Asi pues, si el dngulo entre el primer segmento y el eje de abscisas es
37/4, tras realizar una transformacién cuadrética ha de dejar de serlo. Por
tanto (tras realizar las transformaciones monoidales de rigor y, suponiendo
que no hayan hecho descender M) la préxima transformacién cuadritica de
direccién (1 : 7 : 0) (con 7 # 0) hard descender M.

Con lo que hemos probado hasta ahora podemos asegurar lo siguiente: si
tenemos una sucesién infinita

A A SR G L R

de explosiones que no hace descender M en ninglin paso podemos suponer
que son de uno de los dos tipos siguientes:

(I) Tal que todas las transformaciones cuadréticas vienen dadas por la
direccién (1:0:0) y todas las monoidales estan centradas en (X, Z).

(IT) Tal que todas las monoidales estan centradas en (X,Z2) y las
cuadréiticas pueden ser en las direcciones (1 : 0 : 0) y (1 : o : 0), pero
de tal forma que:

(IL.a) Antes de realizar la transformacién en la direccién (1 : « : 0) el
poligono de Newton tiene un solo segmento no paralelo a los ejes dado por
los monomios del desarrollo de X*(Y — aX)?ZF.

(ILb) Después de una transformacién en la direccién (1 : « : 0) forzosa-
mente explotaremos en la direccién (1:0: 0).

Claramente la primera posibilidad no se puede dar, ya que la transfor-
macién cuadrética centrada en (1 : 0 : 0) hace descender el dngulo que forman
el primer segmento y el eje de abscisas. Como los puntos de A(F™) siempre
estan en el reticulo Z(1/n!) x Z(1/n!) en algin momento hemos de hacer
descender M.

En cuanto a la segunda, veamos una forma de asegurar, en las condiciones
antes mencionadas, realizar una transformacién en la direccién (1 : « : 0),
con o # 0, seguida de una en la direccién (1 : 0 : 0), hace descender for-
zosamente M. Nétese que, una vez mds, es irrelevante si hemos de realizar
transformaciones monoidales entre ambas o no.

En lugar de considerar el habitual cambio previo a la transformacién en
la direccién consideraremos otro (igualmente valido por (TC-1)); el dado
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por:
X — X
Y — Y +aoX+vX?
Z — Z

con v # 0. Como indicamos arriba, estos cambios no afectan a A/. Entonces
el sumando de F X*(Y — aX)? Z* se convierte en X*(Y +vX?)/Z*, y clara-
mente podemos escoger v de forma que los monomios que surgen de esta
expresion no se anulen con los restantes de F' tras el cambio de variables.

Ahora hemos de aplicar dos transformaciones cuadréticas en la direccién
(1 :0:0). Como estas transformaciones cuadraticas pueden tomarse con
ecuaciones
X— X Ye— XY Z— X7,
no puede haber cancelaciones de monomios de ningin tipo, y la expresién
XYY + vX?)I Z* va, tras ambas explosiones, en X¢+2+2k=2n(y 4 )i 7k,

Ahora bien, si M no ha descendido es porque hay un punto en el poligono
del transformado de ordenada M y abscisa menor estrictamente que (i + 27+
2k—2n)/(n—k). Sin embargo, como hicimos notar con anterioridad, un punto
se mueve tanto més a la derecha cuanto mayor es su ordenada. Como este
punto tiene ordenada M el efecto de las transformaciones sobre él ha debido
ser el mismo que sobre (i/(n — k),j/(n — k)). En consecuencia, si ahora estd
mas a la izquierda es que también lo estaba antes, lo cual contradice las
hipétesis. Esto termina la demostracién de la proposicién. Q.£.D.

Con esta proposicién termina la demostracién del Teorema de Reduccién
de Singularidades.

II.E. Algunas propiedades del algoritmo de re-
duccion.

Una vez probado el resultado anterior, sabemos bastantes cosas acerca de
cémo reducir las singularidades de una superficie S. Vamos ahora a fijarnos
en otras preguntas que surgen de manera natural a raiz del teorema que
hemos probado. En concreto, responderemos a las siguientes:
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(a) ;Podemos asegurar ahora que la cantidad de transformaciones que
hemos de realizar para reducir la singularidad de S estd acotada?

(b) {Qué podemos decir de la normalizacién de §?

(¢) {Qué sucede con las curvas (singulares) equimultiples?

Finitud del proceso de reduccidn.

Observemos que el teorema anteriormente probado no es enteramente satis-
factorio: hemos probado que no es posible seguir nuestro algoritmo y realizar
una cantidad infinita de explosiones. pero aun podriamos tener una situacion
inadecuada: que la longitud de las sucesiones de resolucién pueda ser arbi-
trariamente grande. En principio, si sélo tenemos en cuenta el resultado
anterior, esto es posible.

Teorema.— El algoritmo de resolucién no puede dar origen a sucesiones de
resolucién arbitrariamente largas sin que se produzca un descenso de multi-
plicidad.

Previo a la demostracién, daremos un resultado eminentemente técnico.

Lema.— Sea S una superficie algebroide sumergida de ecuacién WT F(Z) y
sea (N, M) el primer vértice por la izquierda de A(F'). Entonces el niumero
méximo de transformaciones monoidales que se pueden realizar en S esta
acotado en funcién de NV y M.

Demostracién.— Observemos que el nimero M es el mismo que en la
seccién anterior. Entonces las transformaciones monoidales, como vimos en
IL.D. no hacen aumentar A/, antes bien, las centradas en curvas otras que
(X, Z) la hacen descender en 1 y la centrada en (X, Z) es simplemente una
traslacién a izquierda que, por tanto. no varia M.

Como el orden en que se hagan las transformaciones monoidales es in-
diferente (salvo que caiga la multiplicidad, en cuyo caso no hay problema del
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que preocuparse) podemos en primer lugar realizar todas las que podamos

centradas en (X, Z). Evidentemente, al ser una traslacién de vector (-1, 0},
las transformaciones podran tener lugar hasta que el primer vértice por la
izquierda tenga su abscisa en [0,1). Esto es, la cantidad total es [N].

Realizando un razonamiento andlogo con los demds posibles centros (ob-
servemos que estas transformaciones monoidales no hacen variar V) tenemos
que la cantidad mdxima es [M]. Por tanto tenemos, a lo mas [N]+[M] trans-
formaciones monoidales. Q.£.D.

Demostracién del Teorema.— Una vez mas resulta comodo separar los
razonamientos en funcidn de si el cono tangente es o no un plano muiltiple. En
efecto, si lo es, el resultado es inmediato: basta con seguir los razonamientos
de I1.C. En concreto la unica posibilidad que permitia que la multiplicidad
no descendiera en una explosién era que explotdsemos en una direccién del
cono tangente de mutiplicidad (en el cono) igual a la multiplicidad de S. En
un tal caso, recordemos que podiamos suponer que el punto era (1:0:0) y
que el cono tangente no dependia de Y.

Pero en este caso basta comprobar que, si (7,7, k) es un punto de N(F)
con ¢+ k < n (necesariamente ha de existir un tal punto), entonces la trans-
formacién cuadrética lo llevaba en el punto (i,i+ j + k — n, k). Por tanto el
grado en Y de este monomio desciende, asi como el de sus transformados por
sucesivas explosiones. Trivialmente el niimero maximo de explosiones que es
posible realizar est4 acotado por la parte entera de j/(n — i — k).

Partimos entonces de una superficie S, con cono tangente un plano
multiple; de ecuacién WT F(Z) y sea (N, M) el primer vértice de A(F')
por la izquierda. Vamos a comenzar por acotar, en funcion de M y N, el
nimero maximo de transformaciones para que M descienda, asi como las
coordenadas del nuevo primer vértice tras el descenso de M.

Sabemos que el nimero de transformaciones monoidales que podemos
realizar hasta vernos abocados a las transformaciones cuadraticas es, a lo
mas [M]+ [N], luego supondremos que hemos realizado ya todas las posibles
y que, por tanto, carecemos de curvas permitidas (abusando de la notacién
seguiremos llamando F a la ecuacién).

Pongamos que explotamos en una direccién (1 : « : 0) y que el dngulo
que forma el primer segmento de A(F') (ver I1.D.) con el eje de abscisas no
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es 37 /4. Entonces, como vimos, la transformacién cuadratica hace descender
M. Veamos cémo acotar la abscisa del nuevo primer vértice.

Cuando el dngulo es mayor que 3w/4, el nuevo vértice tenia la abscisa
A+ B — 1, donde (A, B) era el vértice donde los segmentos pasaban de
formar un dngulo mayor que 37/4 con el eje de abscisas a formar uno menor
o igual. Claramente A+ B < M + N, por lo que la abscisa del nuevo primer
vértice esta acotada por N + M — 1.

Cuando el dngulo es menor que 37/4, el nuevo vértice era, precisamente
(N — M —1,0) por lo que la cota anterior nos vale.

Cuando el dngulo era precisamente 37 /4 sabemos que, tras una primera
transformacién cuadratica tenemos dos posibilidades: o bien pasa como en el
caso de dngulo menor que 37/4 (ya lo tenemos resuelto), o bien M no varia,
el vértice que lo define es ahora (N + M — 1, M) y el d4ngulo ya no puede ser
3w /4. Aplicando entonces lo anterior a (N + M —1, M) en lugar de a (N, M)
tenemos también acotado el caso.

Nos quedan los casos complicados: por un lado una sucesién de trans-
formaciones en la direccién (1 : 0 : 0), por otro el caso de explotar en las
direcciones (1:0:0) y (1: «:0), con las restricciones que vimos en I1.D. Y,
por supuesto, entre transformacién cuadréatica y transformacién cuadratica
hay que contar todas las monoidales que pueden aparecer eventualmente.

Comenzaremos por explotar siempre en la direccién (1 : 0: 0). En lugar
de explotar directamente haremos primero un cambio que respetard M y que

nos permitird luego explotar de nuevo en la direccién (1 : 0 : 0); en concreto
(cfr. IL.D.)

X — X
Y — Y +9X?
Z A

Con este cambio, si el monomio que definfa M era X*Y7Z* ahora lo hemos
convertido en X(Y +~vX2)IZ* y, si escogemos 7 para que ningin sumando
de la expresién anterior se anule al hacer el cambio, tenemos, en el poligono
de Newton—Hironaka, los puntos

it G-t .
<t< .
{(n——k’n——k) lO_t_J}
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Ahora podemos realizar las transformaciones cuadréticas de direccién (1 :
0:0). En concreto, al realizar la segunda, los puntos anteriores devienen al

conjunto
1425 j—t ) }
_9 <t< b,
{(n—k o) 105t

Esto es, como estas transformaciones no pueden cancelar monomios entre
si, M tiene que descender forzosamente. La abscisa del nuevo vértice que
define M estd acotada por (i+2j)/(n—k)—2 = N+2M —2. Observemos que
podriamos haber hecho este razonamiento ya en 1I.D., pero era innecesario
para nuestros intereses entonces y no habria hecho sino alargar una prueba
va de por si extensa.

Una vez que hemos probado que no podemos realizar dos transforma-
ciones en la direccién (1 : 0 : 0) sin que descienda M el inico caso complicado
que nos queda por tanto el caso de tres transformaciones cuadraticas en las
direcciones (1:0:0), (1:a:0)y (1:0:0). Recordemos que, para que sean
imprescindibles las tres es necesario que antes de explotar en la direccién
(1:a:0), el tinico segmento no vertical del poligono de Newton-Hironaka

esté formado por los puntos correspondientes a los monomios del desarrollo
de XY(Y — aX)IZF.

Entonces, si procedemos como en I1.D., vemos que podemos hallar una
ecuacion del transformado (precisamente en la que podemos asegurar el de-
scenso de M) tal que todos estos puntos se convierten en puntos del segmento
vertical que une ((+25)/(n—k)~2,7/(n—k) con ((i+25)/(n—k)—2,0). Esto
quiere decir M desciende y que nos sirve para la abscisa del nuevo vértice
que define M la misma cota que en el caso anterior, N + 2M — 2.

Sirecapitulamos entonces obtenemos el siguiente cuadro sinéptico de posi-
bilidades, donde aparecen todos los casos en que puede no descender M vy,
en cada caso, hemos indicado el vértice que define M.

(1:0:0) (N7M) (1:a:0),37/4

!
1 (l:a:O)l l
(N+M—1,M) 73/ (N+M—-1,M)
(N+M—1,M1]) N
(1:0:0) ¢l(1-0“0)

(N+M-1,M) — (N+2M—2,M |)
1:0:

(1 :a:O),37r/4l !
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Obviamente el simbolo M | indica que necesariamente M debe ba-
jar tras la transformacién. Observemos que, entre dos transformaciones
cuadraticas consecutivas en el diagrama no pueden haber tantas transfor- -
maciones monoidales como calculamos en el lema previo. En efecto: si las
hay han de estar centradas en (X, Z) (las demds hacen descender M) por lo
que sé6lo puede haber tantas como indique la parte entera de la abscisa.

Por tanto el nimero méaximo de pasos que hemos de dar para hacer des-
cender M es

[N]+[M]+1+[N+M—1]+1+[N+M—-1]+1 = [N]+ [M]+2[N+ M]+1,

y la abscisa del nuevo primer vértice estd acotada por N+2M —2 (la ordenada
lo esté, evidentemente, por M — (1/n).

Una vez acotado en funcién de M y N el nimero de transformaciones
necesarias para hacer descender M, asi como las coordenadas del nuevo
vértice de menor abscisa, basta aplicar el mismo razonamiento (a lo sumo,
nM veces). Esto termina la demostracién del teorema. Q.£.D.

Observacién.— La acotacién dista mucho de ser precisa. Por poner un
ejemplo simple, consideremos la superficie definida por

2P+ XY*Z - XY* + X%,
donde (N, M) = (1/3,1), por lo que la cota es
[1/3] + [1] +2[4/3] + 1 = 4,

aunque cualquier transformacién (forzosamente cuadréitica) hace descender
M, como se puede comprobar de manera inmediata.

A priori nuestra acotacién parece pues predecir un proceso notablemente
largo. Sin embargo, el préximo resultado que vamos a demostrar nos ilustrara
un hecho curioso: de hecho, una vez eliminadas la curvas permitidas, casi
todas las posibles transformaciones nos llevan a una situacién muy cémoda:

Proposicién.— Sea S una superficie algebroide sumergida dada por una
ecuacion WT

n—2
F(Z)=2Z"+Y a(X,Y)Z",
k=0
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sin curvas permitidas y tal que F' = Z". Entonces, si la forma inicial de
cada ax no se anula en el punto (1: «), la ecuacién local de la transformada
cuadratica dada por el punto (1 : o : 0) tiene, al menos, al divisor excep-
cional como curva permitida. Ademés, al realizar todas las transformaciones
monoidales posibles la superficie obtenida tiene multiplicidad estrictamente
menor que n.

Demostracion.— En nuestra situacidon vamos a escribir

a,(X,Y) = gi(X, V) + ¢, (X,Y) = (X, V) + 3 dl(X,Y),

J>my

esto es, designaremos por gx(X,Y') a la forma inicial de ay y diremos que tiene
orden my, (evidentemente m; > n— k). Suponemos entonces que gx(1,a) # 0
en todo k y aplicamos la transformacién cuadrética dada por

X — X

V — XY+

Z — X'7
que, renombrando las variables, nos deja una ecuacién del transformado, a
saber:

n—2 .
FO(Z)=2m+ 3 [ XEmeng (1LY +a) + S X7l (1,Y + a)| Z*.

k=0 F>my,

Observemos algunos detalles dignos de mencién en la ecuacién de F(V):

1. La forma inicial del coeficiente de Z* (llamemos ag) a dicho coeficiente
a partir de ahora) es
Xk+mk—ngk(1, a),

pues todos los demés monomios tienen mayor grado en X o igual, pero
con términos en Y.

2. La forma inicial respecto de X es

Xktme-ng (1Y + a).
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Estas dos condiciones implican de manera necesaria que (X, Z) es curva
permitida en la superficie transformada. En efecto, si no fuera asi, tendriamos
un monomio XY9 Z* con i+k < v (F(). Pero, en a{", el monomio de menor
grado sélo depende de X, lo cual estd en contradiccién con la hipétesis.

Vemos ahora qué pasa cuando realizamos la transformacién monoidal
correspondiente. En principio tenemos tres posibilidades:

(a) La transfomacién cuadritica ha hecho descender la multiplicidad. En-
tonces hemos terminado.

(b) La transformacién cuadrética nos deja una superficie con cono tangente
no plano. Este caso, como hemos visto en I1.B., al tener una curva
permitida, conduce por la transformacién monoidal a un descenso de
multiplicidad de forma inevitable.

(c) La transformacion cuadrética lleva a una superficie con cono tangente
Z™ de nuevo. Veamos entonces que las condiciones 1 y 2 se mantienen
por la transformacién monoidal centrada en (X, 7).

En efecto, de (TM-~1) se desprende que la transformacién monoidal sobre
FM) tiene ecuacién tnica, a saber,

n—2 .
FO = 70 4 3| X2, (1Y +a) + Y, X720 (1,Y +0)| Z%,

k=0 j>my

que verifica 1 y 2 (con los cambios de exponentes obvios) de manera
automatica.

En estas condiciones (X, Z) sigue siendo permitida en F®. Si F® no
tiene multiplicidad estrictamente menor o cono tangente no plano, podemos
aplicar el mismo razonamiento y continuar asi ad nauseam. Por (TM-3),
no podemos tener una sucesién infinita de transformaciones monoidales sin
que la multiplicidad descienda, lo cual implica que en algin momento hemos
de llegar a un descenso de multiplicidad o a un cono tangente no plano (ergo
a un descenso en el siguiente paso). En cualquier caso, se tiene el resultado.

Q.ED. ’
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Corolario.~ En las condiciones anteriores, si (1 : @) no anula a las formas
iniciales de los a; y S es el transformado cuadratico de S en la direccién
(1: «a:0), el nimero de transformaciones monoidales necesarias para reducir
la multiplicidad de S® no depende de «, sino de S.

Demostracion.— Es elemental; ya que de IL.A. y de la expresién hallada
para F(U se tiene que dicho ndmero es precisamente

min {

donde my es el orden usual de a;. Q.£.D.

n—k

T“}—q(kzamm~2}

Normalizacién y reducciéon de singularidades.

Recordemos que S = Spec(R), superficie algebroide sumergida, se dice nor-
mal cuando R es integramente cerrado. Las variedades normales presentan
algunos hechos notables que no expondremos aqui por no ser nuestro obje-
tivo. Baste decir que las variedades normales no pueden tener subvariedades
singulares de codimensién 1 (esto es, de dimensién la misma que la variedad
menos uno). Por esto la normalizacién ha sido utilizada (desde el propio
Zariski, ver [25] (II)) en numerosas ocasiones para eliminar directamente del
lugar singular de una variedad las componentes “grandes” (ver, por ejem-
plo, [18], en el contexto del problema de las singularidades de superficies
algebroides).

Lamentablemente no podemos decir tanto como que nuestro algoritmo
conduzca a la superficie S a la normalizacién (se puede hablar de la normal-
izacién). Pero podremos probar que, para ciertos estadios intermedios, es asi
de hecho.

Lema.— Sea S una superficie dada por una ecuacion
n—2

ﬂmzﬂ+z%uywh

k=0
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y sea A(X,Y) el discriminante de F' como polinomio en Z. Entonces, si
aplicamos una transformacién cuadratica en la direccién (1 : « : 0), y de-
nominamos A®) al discriminante de la ecuacién del transformado, F(V| se

tiene que
1
Xn!

AD(X,Y) = —A (X, X(Y +a)).

Demostracién.— Los monomios de A (en funcién de los a;) son de la
forma
In—
afal...a;r"2, con nly + (n — 1)l + ...+ 2l,_2 = nl.

Aplicando esto a A® y teniendo en cuenta que los coeficientes de F()

son
1

X'n—k

aM(X,Y) =

se tiene el resultado. Q.£.D.

ap (X, X(Y + a))

Necesitamos los siguientes resultados de [25] (II).

Teorema.— Sea S una superficie (hipersuperficie) algebroide sumergida
definida por una ecuacién F(Z) de discriminante A = X'u(X,Y), con
u(X,Y) unidad. Entonces

(i) La normalizacién de S se puede hallar a partir de S mediante trans-
formaciones monoidales.

(ii) La normalizacién de S es producto de superficies lisas (tantas como
formen S, ver IL.B.).

A partir de esto tenemos el siguiente resultado (ver [14]).

Corolario.— Sea S una superficie sin curvas permitidas definida por una
ecuacién F(Z) de discriminante A(X,Y). Entonces, si (1 : « : 0) es una
direccién del cono tangente que no anula la forma inicial de A, la transfor-
mada cuadrética en la direccién (1 : « : 0) se normaliza por transformaciones
monoidales, convirtiéndose en producto de superficies lisas.

Demostracién.— Es aplicacién directa de los resultados precedentes.
Q.ED. |
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Curvas singulares equimaultiples.

Sea como de costumbre S una superficie de ecuacién F'(Z) y multiplicidad n.
Veremos ahora qué sucede con las curvas p = (G, H) tales que F' € p™, que
hemos denominado curvas equimiltiples. Como es légico sélo nos interesan
las curvas singulares: las lisas son precisamente las curvas permitidas y ya
hemos estudiado con profusién cémo varian con el proceso de reduccion.

En primer lugar, recordemos de I.D. que podemos suponer, de hecho,
p = (Z,G(X,Y)) con G(X,Y) irreducible de orden v(G) > 2. Tenemos
entonces una serie de curvas singulares equimultiples

Cl = (Z> Gl): CT = (Z7 GT))
vy cada una de ellas verifica

_GTZ»- = (aiX + 6@)/’>W .

Observacién.— Es obvio que la existencia de curvas singulares equimultiples
obliga a que el cono tangente sea un plano multiple. En concreto, si tenemos

una ecuacién WT )
ne

F(Z)y=2Z"+ Y a(X,Y)Z¥,
k=0
v una curva equimiltiple (Z, G(X,Y)), dado que G™ *|a; es forzoso que el
orden de cada a; sea, cuando menos 2(n — k) y eso hace imposible que en la
ecuacién del cono tangente haya otros monomios que Z".

Definicién.— Denominaremos, en consonancia con la nomenclatura habitual
(ver [25] (1)), a 0 X +3;Y la tangente de C; y diremos que C; y C; son tangentes
cuando (e : 6;) = (a; : §;) en PY(C).
Dada una curva C; denominaremos la transformada cuadrdtica de C; en
la direccién (1 : a : 0) a la curva definida por
1

b= (2, G X + ).

y andlogamente para la direccién (0 :1:0).
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Lema.— En las condiciones anteriores se tiene:

(i) Las transformaciones monoidales no hacen desaparecer ni crean nuevas
curvas equimultiples singulares, salvo que impliquen un descenso de multi-
plicidad.

(ii) Tras una transformacién cuadratica en la direccién (« : 5 : 0), si no
hay descenso de multiplicidad, sélo permanecen como curvas equimultiples
(eventualmente singulares) las transformadas cuadréticas de aquéllas C; que
tengan a X — aY como tangente.

Demostracién.— La primera afirmacién es consecuencia directa de
(TM-1). En cuanto a la segunda, es inmediato comprobar que, si ex-
plotamos una curva equimultiple en una direccién distinta a la dada por
su tangente, su transformada es una unidad. Q.£.D.

De hecho, este resultado conecta directamente con el fendmeno descrito .
en (TC-3), via el siguiente aserto.

Proposicién.— Sea S una superficie algebroide sumergida sin curvas permi-
tidas y cono tangente un plano miltiple. Supongamos que, tras realizar una
transformacién cuadrética en la direccién (1 : a : 0) permanece invariante
la multiplicidad y aparece una curva permitida (Z, X + oY + G(Y)) (y, por
tanto, (X, Z) por (TC-3)). Entonces existe C, curva equimiltiple singular
en S cuya transformada cuadratica es precisamente (Z, X + aY + G(Y)).

Demostracién.— Claramente basta probar el enunciado para el caso
a = 0, siendo el caso general resultado directo de aplicar (TC-1) (y el caso
(0:1:0) deducible por una simple permutacién).

Fijemos entonces una ecuacién WT para S
F(Z)=27"+ Z ap(X, Y)Zk =7" + Z (Z a'iijin) Zk,
k=0 k=0 \ i,j

de donde (ver LE.) una ecuacién WT para la transformada cuadrética S
es, precisamente,

FO(Z)=2" + Z a"(X,Y)Z*, donde (" (X,Y) = 3 ai X H+Ery?,

i,J
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Fijemos entonces un k € {0,...,n — 2} y escribamos
o (X,Y) = X™ (X + G(Y))* b)) (X, Y),
donde han de ser 7y, s, > n — k. Lo que queremos probar es que, en estas
condiciones, existe una serie H(X,Y) verificando
1
XX
con A = v(H) = v(G) y H regular de orden A en Y.

H(X,XY) =u(X,Y)(X + G(Y)),

Veamos, antes de probar la existencia de H(X,Y), que esto es suficiente,
en concreto que (Z, H) era curva equimiltiple en S§. Como es obvio basta
probar que

(X +G(Y) la(X,Y) = H(X,Y)|ax(X,Y),

para k = 0,...,n — 2. Supongamos que no es asi; entonces por el Teorema
Preparatorio de Weierstrass, y dado que H es regular en Y, podremos escribir

A-1

w(X,Y) = QX,Y)H(X,Y)+ 3 o;(X)Y7.
j=0

Aplicamos ahora el homomorfismo inyectivo de anillos (ver 1.D.)

Mo : ClX,Y, Z]] — ClX,Y, Z]]
X — X
Y — XY
Z — X7

y obtenemos

XM (X, V) = XPQ'(X,Y)(X +G(Y)) + AZ (o3 () X7) Y7.

-1
§=0

Ahora bien, como X + G(Y) divide a a{”(X,Y) también divide a
X “afcl)(X ,Y'), luego la unicidad de cociente y resto en el Teorema Prepara-
torio implican que

0;(X)X? =0, paratodo j =0,..,A— 1,
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y, consecuentemente H (X, Y )|ax(X,Y).

Probemos entonces la existencia de H(X,Y’) con las condiciones pedidas.
Para ello escribiremos la serie X + G(Y") de la siguiente forma

X+GY)=X+Y V"

i>A
y pondremos asi mismo

HX,)Y)= > B;XY.

=k >\

Al tiempo de hallar H(X,Y) hemos de hallar una unidad

WX, Y)= > ;XY
itj=k

verificando

> B XY = ( > 'yinin) : (X + Za,ﬁ"“) .

it+j=k i+j=k k>

En grado 0 la igualdad anterior se reduce a

Bro = Y000 = 0,

mientras que, en grado 1 tenemos

B+ X + Bua-11Y = vo0X,

esto es, Bu—1)1 = 0y Bpto = 7Yoo cuyo valor podemos fijar en 1 (por
ejemplo).

En grado 2 tenemos la siguiente identidad
Bot20X? + BuXY + Bp-gpY? = vp00Y? + 710 X? + 101 XY,

esto es Ba_2)2 = oy y podemos elegir valores para SBixi2)0 = 710 ¥ Bar = Yor-
(Entre otras cosas, esto fuerza a que \ > 2).

Obsérvense entonces los siguientes hechos:
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(a) Cada f;; sélo aparece, obviamente, en un grado (concretamente en el
grado ¢ + 25 — A).

(b) En cada grado k aparecen los ;; con i + j < k, pero nunca deben
verificar relaciones entre si, sélo relaciones del tipo

Bab = Z Yede-

Es entonces claro que, dado que podemos elegir tanto los v;; como los 8y,
la eleccién de aquéllos define a éstos pero en ningtin momento una eleccién de-
terminada se verd sujeta a cumplir condiciones algebraicas con posterioridad.
Por tanto, podemos definir tanto H(X,Y") como u(X,Y) sin problemas.

Para finalizar la prueba sélo resta ver que H(X,Y) puede escogerse de
forma que H(0,Y) tenga grado A. Para ello volvamos a la identidad H =
u(X+G(Y)). El coeficiente By aparece en grado 0+2A—A = X acompaniando
al monomio Y*, luego, en la identidad, hay que estudiar la parte homogénea
de grado A, concretamente los coeficientes de Y. Pero, como A = v(G), se
tiene simplemente

BoaY* = o0 Y, # 0
por lo que Foy # 0. Esto concluye la prueba. Q.£.D.

Un ejemplo claro de este fenémeno lo tendremos si consideramos la su-
perficie definida por

2 3
F=7+(Y*+X'+Y*) Z+ (Y + X' +Y?),
que, tras una transformacién cuadritica en la direccién (1: 0 : 0) resulta

FO =24 X3 (X + Y+ X°7)) 2+ X° (X + Y3+ x°v?)”.

Extensiones del algoritmo de reduccién.

El proceso de reduccién que hemos presentado en este capitulo tiene dos
extensiones naturales, a saber: el caso de caracteristica p y las variedades de
dimensién superior. Para finalizar esta seccién comentaremos brevemente lo
que sabemos y lo que no sabemos acerca de ambos problemas.
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El estudio de la resolucién de superficies algebroides en caracteristica po-
sitiva no tiene muchos antecedentes, siendo el mas importante el trabajo de
R. Piedra, [18], ya mencionado en numerosas ocasiones. En lo referente al
proceso de reduccién, en dicho trabajo se prueba un resultado algo menos
preciso que el equivalente aqui probado, por lo que se presenta como un estu-
dio no carente de interés el tratar de extender los resultados (especialmente
los de esta seccién) a caracteristica arbitraria. El problema fundamental es,
como de costumbre, que el manejo de las estructuras combinatorias asociadas
al problema es mucho méas complejo.

El caso de hipersuperficies de dimensién mayor que 2 tiene un problema
ya mostrado por M. Spivakovsky en [22]. En concreto, si consideramos la
hipersuperficie definida por

FW,X,Y,Z2)=Z* + X*Y? + WXY? + WX?Y,
tenemos que las variedades permitidas de dimensién méxima son las rectas

X=Y=Z=0,W=X=2=0W=Y=2Z=0.

Explotando entonces la segunda recta en la direccién (1 : 0 : 0 : 0)
obtenemos
FO = Z24+ XYV? + XY* + W2XPY?,
que a su vez tiene como curvas permitidas las rectas

X=Y=Z=0W=Y=2=0.

Si explotamos ahora la segunda recta en la direccién (0 : 0 : 1 : 0),
obtenemos de nuevo F, por lo que podemos entrar en un proceso infinito sin
mejorar la singularidad de ninguna manera.

Obviamente esto hace necesario un criterio algo mas selectivo a la hora
de escoger el centro de explosién. Esta linea no parece haber sido estudiada
(cuando menos, publicada) hasta el momento y creemos que puede dar lugar
a resultados interesantes. Al fin y al cabo, son muchos los especialistas que
comparten la idea de que la resolucién de singularidades “no puede ser tan
complicada”. Es simplemente que nos cuesta un enorme trabajo comprender
su simplicidad, que es tanto como decir su belleza.
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III. Reduccion de
singularidades en superficies de
Puiseux

El objetivo de este capitulo es estudiar un tipo muy especifico de variedades:
superficies algebroides definidas por series de Puiseux. Como indicamos en
la introduccién, sélo las series de Puiseux cuasi—ordinarias han sido objeto
de un estudio profundo ([13], [9]). El caso general adolece de un tratamiento
(incluso superficial) en la bibliografia, probablemente por la ausencia de un
teorema de caracterizacién de polinomios cuyas raices son series de Puiseux
@ la Jung-Abhyankar.

Nuestro objetivo, sin embargo, no es dar una tal caracterizacion, sino
estudiar las singularidades de este tipo de superficies. Para ello daremos los
siguientes pasos:

(A) En primer lugar trataremos de, en la linea de los trabajos en series
cuasi-ordinarias, definir un conjunto finito de datos que nos ofrezcan
informacién relevante acerca de la serie.

(B) Con posterioridad estudiaremos las posibilidades que hay para el cono
tangente de estas superficies y la existencia de curvas permitidas en
ellas, datos fundamentales a la hora de reducir las singularidades.

(C-D) Las dos préximas secciones estén dedicadas a estudiar los efectos de

las transformaciones cuadraticas y monoidales sobre las superficies de
Puiseux; particularmente aquéllas que son irreducibles. En concreto,
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el problema que nos interesa fundamentalmente es cémo resolver la su-
perficie manteniendo el cardcter de estar definida por series de Puiseux.
Veremos que siguiendo el proceso determinado en el capitulo anterior
esto no es sencillo, de forma que introduciremos ciertas variantes.

(E) Para finalizar, agruparemos resultados y salvaremos los tecnicismos
relacionados con la reducibilidad para dar un proceso de resolucion
de singularidades de superficies definidas por series de Puiseux.

II1.A. Series de Puiseux. Exponentes distin-
guidos.

Consideremos como hasta ahora C (o un cuerpo cualquiera siempre que sea
algebraicamente cerrado y de caracteristica nula) y sean X e Y variables
formalmente independientes sobre C y m € N un natural fijado en lo que
sigue. Consideraremos los siguientes cuerpos:

K =C((X,Y)) c L=C((x"my'm)).

Esta extension de cuerpos es trivialmente normal y finita, y tiene como
grupo de Galois a G ~ C,,, x C,,,. Notaremos los automorfismos de G por

(a,b): L — L
Xl/m — 5aX1/m
Yl/m — 6by1/m

o bien por g,4, donde ¢ (fijado en lo sucesivo) es un generador de R(m), el
conjunto de raices m—ésimas de la unidad.

Sea entonces ¢ € R = C[[X*/™ Y1/™]], de la forma
(4,§)€ACN?

con ¢;; € C. El conjunto A se denominarg la nube de puntos asociada a (o
simplemente de) ¢. Por abuso de lenguaje denominaremos a los pares (Z, j) €
A los exponentes de ¢, cuando en realidad éstos son los pares (i/m, j/m).
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Obviamente, si retiramos de ¢ todos aquéllos monomios con ambos ex-
ponentes enteros (esto es, los determinados por A N (Zm)?), la extensién
pemanece invariante por lo que supondremos desde un principio y durante
toda esta seccién que no tenemos este tipo de exponentes en (.

Consideremos entonces < un orden total en N? (por ejemplo, el tradi-
cional grlex) y tomemos la matriz

m 0
M0_<0 m))

cuyo maximo comtn divisor de los menores de orden 2 es, obviamente, m2.

Sea (i1, 71) el minimo de A para < y sea la matriz

m 0 1
Ml = '1 y
0 m Ji
cuyo maximo comiin divisor de los menores de orden 2, pongamos d,, ha de
ser estrictamente menor que m?, dado que, bien i;, bien j;, no son multiplos

de m. Definimos entonces A} como el conjunto de pares (7,j) € A tales que
el méximo comun divisor de los menores de orden 2 de la matriz

0 m 51 J ’
sigue siendo d;. Tomamos entonces A; = A\ A} y repetimos el proceso con

Ml y Al-

Como en cada paso tenemos asegurada la caida del maximo comun divisor
de los menores de orden 2, sélo puede haber una cantidad finita de dichos
pasos, de manera que el proceso termina, habiendo hallado un conjunto de

pares
{(i1’j1)7 ey (itajt)} 3

verificando las siguientes propiedades:
(a) (ik,jx) € A para k =1, ..,¢.

(b) (41,51) < o < (34, 1)
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Observacién.— Notemos que este proceso, de estar en el caso cuasi-ordinario
y de ser < graduado, nos da los llamados pares distinguidos (en la notacién
de Lipman) o caracteristicos (en la de Herrera) de (. En concreto, queremos
seguir buscando analogias entre estos pares y los que surgen de manera natu-
ral en el caso cuasi-ordinario. Para ello, lo siguiente es probar que todo par
(1,7) € A es combinacién lineal con coeficientes enteros de los exponentes
que hemos hallado.

Lema.— Sean 0 € Gy n € L. Si o(n) = n entonces, para todo (i, j) € A es

o (Xi/mw'/m) = Xi/myi/m

Demostracién.— Obvia, dado que ¢ no puede cambiar los exponentes
de un monomio. Q.£.D.

Observacion.— Sea el conjunto de monomios
§ = {xnimyn/m | xis/myd/m},

y sea D = m.c.d.(m, j1, .., Js)-

Entonces se tiene la siguiente igualdad de extensiones

K(8) (xm) = K (XY™, yP/m).

Ademas el orden del grupo de Galois de la extensién
K(S) c K(S) (x*/m)
es un divisor de m.

La primera afirmacién es sencilla: desde luego todos los monomios de
S estan en la extensién de la derecha, y usando la identidad de Bezout es
inmediato poner Y2/™ en funcién de los monomios de S y de X¥/™.

Para probar la segunda afirmacién, consideremos un polinomio que tenga
a X'/™ como raiz, por ejemplo,

F=2Z"-X e K(9)[Z].

90



Si éste no es el polinomio minimo de X sobre K(S) (en cuyo caso la
extension tiene grado m y hemos acabado), eso quiere decir que podemos
hallar una descomposicién en factores irreducibles

F =1 P(Z), con P(2) € K(S)[Z],

donde de hecho podemos asegurar que los Py, estan en K[S][Z], por el Lema
de Gauss.

En particular, si denotamos al término independiente de P, por ¢}, tene-
mos que
H cg = X,

y, al ser K[[XY™ Y/™])] un dominio de factorizacién tnica, los c} han de
ser de la forma X%/™ € K[S]. Consideremos a el m.c.d. de m y los a.
Claramente (por Bezout una vez més) X%/™ € K(S), de donde un polinomio
que verifica X/™ sobre K(S) es

G =2~ X™.
De serlo, tenemos que el grado de la extensién es a, que divide a m. Sino
lo fuera, podemos repetir el proceso y encontrar un monomio X%™ € K(S)

con b < a, pero esto no puede ocurrir indefinidamente, y en todos los casos
el grado de la extensién dividira a m.

Supongamos ahora que tenemos la siguiente situacién: sean los conjuntos
de monomios

S = {x/myaim _ xulmynim} g, = 5 u {Xxi/myiml,

tales que el maximo comun divisor de los menores de orden 2 de la matriz

m 0 4 .. i
0 m jl js

(pongamos d) concide con el de la matriz
m 0 ¢ .. i %
0 m ji o Js Jo )
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Lema.— En las condiciones anteriores K (S;) = K(Ss).

Demostracién.— Claramente K(S)) C K(S2), por lo que basta de-
mostrar que, si denotamos

G = Gal(L/K) ~ (Z/Zm)?, G, = Gal(L/K(S1))
entonces () es precisamente el grupo de Galois de L sobre K(Ss).

Para ello definimos el conjunto

Hy = {(i,5) € (Z/Zm)* | XY™ € K(S))} .

Esto es, H, representa, salvo multiplos de m, los monomios que quedan
fijos por todos los automorfismos de G;. Escribiendo estos automorfismos en
la forma (a, b) obtenemos que (7, 7) € H; siy sélo si

ia+jb=0 mod m, V(a,b) € Gj.
En particular se tiene que

H, = <('[;1,j1)’ ey (is,js)) )

tomando clases modulo m.

El conjunto H; es claramente un subgrupo de G (identificado de forma no
candnica con (Z/Zm)?). Pero tiene una interpretacién algo més sofisiticada.
De hecho

H, ~ Hom(G/G,,Z/Zm),

identificando

fij . G/G1 — Z/Zm

(%, 4) (z,y) + G +— iz +jy

Como G =~ (Z/Zm)? es evidente que G/G, se puede escribir como pro-
ducto de grupos ciclicos, G/G; = Cy, @ ... ® C,,, con a;|m para todo 1.
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Ahora bien, con esta escritura tenemos que

Hom(G/Gy,Z/Zm) = @ Hom(C,,, Z/Zm) ~ P C,,,
=1

=1

va que, como a;/m tenemos una inmersién natural (no canénica) C, —
Z/Zm. En esta situacién cada homomorfismo desde C,, queda univocamente
determinado por la imagen del generador, que puede ser cualquier elemento
de la copia de C,, inmersa en Z/Zm.

Se tiene entonces
H ~Hom(G/Gy,Z)Zm) ~ G/Gy,

de donde el nimero de elementos de H, es el orden de G/G}, que es precisa-

mente [K(S;) : K]. Por simetria entonces ha de tenerse que el orden de G;
es el de G/H;.

Ahora bien, es sabido ([5], ch. VII) que, si tenemos un subgrupo H C
G ~ (Z/Zm)?, el orden de G/H es el méximo comiin divisor de los menores
de orden 2 de la matriz

para cualquier conjunto {(c4, £1), ..., (@, Br)} de generadores de H. En par-
ticular, en nuestro caso quiere decir que el orden de G; es d. Pero si tomamos
como conjunto de partida Ss, realizando el mismo razonamiento llegaremos a

que su grupo de Galois tiene también orden d, por lo que se tiene el resultado.
Q.ED.

Corolario.— [K(S:) : K] = m?/d.

Corolario.— Un cuerpo K' verificando K C K’ C L esta generado sobre K
por una serie de Puiseux si y sdlo si est4d generada por un conjunto finito de
monomios (esto es, si y s6lo si es una extensién de Kummer de K).

~ De este 1ltimo lema obtenemos maés propiedades de los exponentes que
nos da el algoritmo, pongamos {(¢1, j1), -.., (i, jt) }, a partir de una serie ¢, a
saber:
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(¢) K(¢) = K(Xn/myn/m _ Xu/myn/m),
(d) Para todo elemento (7, 7) € A, se tiene una expresion
(i, §) = aa(ia, j1) + ... + u(iy, Ji), mod (Zm)

con los oy, € Z.

Para ver (c), notemos que la inclusién inversa es el primer lema v la
directa es ahora obvia, toda vez que los monomios que no hacen decrecer
el maximo comin divisor de los menores de la matriz no aportan nada a la
extension.

A la hora de probar (d), notemos que sélo hay que demostrar lo siguien-
te: un monomio X*/™YJ/™ est4 en una extensién generada por monomios
K[xa/mybi/m_  Xau/mybd/m] siy sélo si tenemos una expresién con coefi-
clentes enteros

(i,4) = Bi(a1,b1) + ... + Bula, br) mod (Zm)?,

Desde luego la condicién es suficiente. Pero ademds es necesaria, sin mas
que recordar que con ciertos productos de los monomios podemos formar una
base de la extensién como K-espacio vectorial. Nétese, de igual modo, que
decir que un conjunto de exponentes de A(() verifica esta propiedad equivale
a decir que sus monomios generan la extensién K (¢).

Estas son las propiedades mds sobresalientes que verifican los exponentes
que hemos hallado, y son analogas a las mostrados por los pares distinguidos
en el caso cuasi-ordinario, con la salvedad de que en esa situacién se puede
sustituir el orden total < por el orden parcial natural en Z? de manera con-
sistente. Pero observemos dos grados de libertad que tenemos en la eleccién
de estos monomios:

(i) El orden que hemos tomado sélo tiene que ser total y graduado (en
realidad lo de graduado es para que generalice el caso cuasi-ordinario).

(ii) Si ampliamos el conjunto de exponentes, seguiremos teniendo todas las
propiedades intactas.
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Definicién.— Dada una serie de Puiseux ¢ = ¥ ¢;; X¥/™Y /™ diremos que
el conjunto £ = {(41,71), .., (i1, 51)} C A forman un conjunto de exponentes
privilegiados si verifican

K(¢) = K(X0/myn/m | xi/mys/m),

Observacién.— Con anterioridad hemos dado un procedimiento constructivo
para hallar un posible F, demostrando ademds que siempre existe. Notemos
que algunos monomios de la forma inicial de ¢ pueden no aparecer entre los
exponentes privilegiados. De hecho, esto puede suceder de manera inevitable;
si tenemos por ejemplo

Cz X1/3Y2/3 +X2/3Y1/3,

sea cual sea la eleccién de < que tomemos, uno de los monomios serd el
escogido por el algoritmo, y el otro no.

ITI.B. Cono tangente y curvas permitidas de
una superficie de Puiseux.

A partir de ahora nos centraremos en un tipo muy concreto de superficies
algebroides sumergidas: aquéllas que se pueden definir a partir de polinomios
minimos de series de Puiseux y productos de éstos.

Definicién.— Sea S una superficie algebroide sumergida. Entonces S se dir
una superficie de Puiseux cuando exista una ecuacién de S cuyas raices sean
series de Puiseux. ‘

Si S es de Puiseux y F es una ecuacién de S que es el polinomio minimo
de una serie de Puiseux { diremos, por abuso de lenguaje, que S esté deter-
minada por (.

Se trata, en esta seccién, de estudiar cémo puede ser el cono tangente y
cudles pueden ser las curvas permitidas en una superficie de Puiseux.
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El cono tangente de un superficie de Puiseux.

En lo referente al cono tangente podemos comenzar por suponer, sin pérdida
de generalidad, que la superficie es irreducible. En efecto, si no es asi, y F' es
un ecuacién cuyas raices son series de Puiseux, conocer el cono tangente de
S equivale a conocer la forma inicial de F, que es el producto de las formas
iniciales de sus factores irreducibles.

Observacion.— Sea pues S una superficie de Puiseux determinada por (.
Un conjunto de exponentes distinguidos y el orden de { caracterizan la mul-
tiplicidad de la superficie. Esto es claro, ya que una ecuacién de la superficie

viene dada por
T

F(Z)=11(Z-G),
1=1
donde ¢ = (i, ...,¢, son los posibles conjugados de ¢, esto es n = m?/d.
Entonces tenemos dos posibilidades:

(I) La serie ¢ tiene orden A < 1 (cldsicamente denominado “caso no
transversal”). Entonces el orden de F es

2
m
V(F)=An=X—,
d
facilmente calculable a partir de los exponentes distinguidos, con sélo
tomar un orden graduado.

(II) La serie ¢ tiene orden A > 1 (“caso transversal”). En este caso el
orden de F es precisamente n = m?/d. Obsérvese que, en este caso,
F es una ecuacién de Weierstrass, y WT si ademés imponemos que
A(¢)N(Zm)? = 0. En efecto, en este tltimo caso, el orden del polinomio
es su grado en la variable Z y no puede haber término con Z"~! ya que
de haberlo, tendria por coeficiente 3" (; que, al no ser 0, seria una serie
con exponentes racionales, lo cual es imposible. Recordemos que, por
hipétesis, suponemos de partida que ¢ (y, por tanto, (o, ..., () no tienen
monomios con ambos exponentes enteros.

Observacién.— La forma inicial de ¢ determina el cono tangente de la su-
perficie. Para verlo, sea de nuevo A el orden usual de ¢ en C[[XY/™, Y™,
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sea la forma inicial de ( respecto de este orden dada por

Z = Z Cini/ij/m,

i/m+j/m=A

v sean ( = (y, (o, ..., (, los conjugados distintos de ¢ (todos ellos con orden
A, por supuesto), donde recordemos n = m?2/d.

Recordemos que el cono tangente viene dado por la forma inicial de una
ecuacién que defina la superficie. En particular, por el polinomio minimo de

G,

F(2)=11(Z-¢)

=1

Si tenemos A > 1, entonces tenemos un polinomio de Weierstrass donde
claramente la forma inicial viene dada por Z", esto es, el caso del cono
tangente plano.

Si tenemos A = 1, entonces la forma inicial viene dada por
— n —
F=T1(2-4),
i=1

que es el caso del cono tangente no plano, salvo que la forma inicial de ¢ esté
en C[[X,Y]].

Si tenemos A = pu/m < 1, esto es, el caso no transversal, la situacion es
bastante menos clara. La forma inicial de F' es

F=1IG
i=1

que es una forma de orden Am?/d = ym/d. Al ser un polinomio homogéneo
en dos variables con coeficientes en C, es producto de formas lineales,

F=Go..G,

con G; # Gj,

esto es, el cono tangente es interseccién de planos. Puede suceder de hecho,
que sea un unico plano, como ocurre en el caso

Cz X2/3 + Y5/3,
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cuyo polinomio minimo es

Z°— (Y5 43X 28+ (3X 143V 1021 X?Y®) 22 - X0 -3 XY -3 X2y 0 Ve,

Y puede suceder que sea un producto de planos, como por ejemplo en la
situacién
C: X3/8Y1/8 +X1/8y’3/87

que da como polinomio minimo
78 —12XYZ* — (8X?Y +8Y?X) 7% - X3Y +2X?°Y? - YV°X
y tiene como cono tangente a C(S) = XY (X — Y)2

En el caso cuasi-ordinario, un permutacién entre las variables nos podia
evitar el caso del plano tnico (distinto de Z" = 0). En nuestro caso, sin em-
bargo, esto no es posible y el ejemplo anterior es adecuado para comprobarlo.
Otra propiedad de las series cuasi—ordinarias no generalizable es el hecho de
que, en el caso no transversal, podemos asegurar que el numero de planos
que se cortan para formar el cono tangente es, a lo mas de dos.

Observacién.— No es posible dar una cota universal para la cantidad de
planos que pueden intervenir en el cono tangente. Vedmoslo con un ejemplo:
supongamos que tenemos la siguiente descomposicion

(=Y cyXimyim=1,.L,

i+j=p
donde cada Lj es de la forma

Lk — Xl/m +ka1/m.

Las formas iniciales de los distintos conjugados de ¢ son productos de
conjugados de los Ly,

o (¢) =o(Ly)...0(L,), Yo € G.

Ahora bien, supongamos que tenemos r conjugados o(Ly) que, al multi-
plicarlos, nos dan una forma lineal de C[[ X, Y]]:

O(ay,b) (L’h) - 0(ay,by) (Lir) = C(X7 Y):
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donde
U(ak;bk) (le) = (5akX1/m + mlkébkyl/m) )

Sea M = max{iy,...,%,}. Para que no haya término en Y™ es impres-

cindible que
Ormh 4+ 4 8 mi =0,

y, como los 6% son unimodulares, es necesario que M se alcance al menos en
dos i, puesto que de otro modo el término con m™ mayora a la suma de
todos los demds (recordemos que r < m). Procediendo de igual forma, si M
s6lo se alcanza en dos i, el producto de los coeficientes de Y''/™ inducidos
por éstos dominaria a todos los deméas dobles productos y el coeficiente de

Y2/™ serfa no nulo. Por tanto M debe alcanzarse al menos en tres 4, y asi
sucesivamente.

Asi podemos deducir que, para el producto de conjugados dé una forma
lineal de CI[[X,Y]] todos los L;, han de ser el mismo. Por tanto, en la
descomposicién de F aparece al menos un plano por cada Ly (obviamente
todos han de son distintos por eleccién), de donde el cono tangente de la
superficie definida por ¢ es producto de, al menos, p planos distintos.

Observacién.— Vamos a estudiar con un poco mds de profundidad cémo los
exponentes distinguidos contienen informacién acerca del cono tangente: en
concreto veremos qué podemos conocer de la descomposicién de éste a partir
de los monomios que nos dan los exponentes de grado minimal.

Los casos interesantes son, por supuesto, aquéllos en los que el cono no
“es plano. Si pensamos en el caso transversal, recordemos que la forma inicial
de F' venia dada por

F:ljl(z—g})

Supongamos que los exponentes de la forma inicial son (i1, j1), ---, (%, Jk)
y sea D el maximo comun divisor de los menores de orden 2 de la matriz

m 0 ’il - ik
El niimero m?/D es la cantidad de conjugados distintos de la forma inicial

de ¢. Como hay n = m?/d conjugados distintos de ¢, se tiene que la forma
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inicial es una potencia D/d-ésima de una forma de grado m?/D. Esto es
todo lo que podemos decir en este caso, ya que la forma de grado m?/D
ha de ser irreducible (ya que es el polinomio minimo de ¢). Por ejemplo, si
eSCOgemos

C _ }{1/3}72/3 + X2/3Y1/3 +X4/3,

obtendremos m = 3, d = 1. D = 3 y, como cono tangente,
C(S) = (2% -3XYZ - X?Y — XY?)?3
que es irreducible por el criterio de Eisenstein (por ejemplo).

El caso no transversal, cuando A = p/m < 1, se presenta, como era
de esperar, mds confuso. Comenzaremos por un ejemplo muy particular y
concreto.

Lema.— Sea ( = X/™ + aYV™ (0 # o € C. Entonces la forma inicial del
polinomio minimo de ¢ (que es, obviamente, su término independiente) es

F=4(X-o"Y)™

Demostracién.— Sabemos que ¢ tiene m? conjugados distintos, concre-
tamente
ga,b — 5aX1/m + aé”Yl/’",

por lo que el término independiente es
F = H(a,b)E{O,...,m—l} (5aX1/m + aébYl/m)
= Tlas)efo,..;m-1 0° (Xl/m + aéb‘“Yl/m)
+ HOScSm—l (Xl/m + aécyl/m)m
sin més que usar las férmulas de Cardano para el caso ciclotémico. Q.£.D.

Observacién.— De lo anterior podemos deducir que el nimero minimo de
conjugados de XY™ + oY/ que necesitamos multiplicar para obtener una
serie en C[[X, Y]] es, obviamente, m. De hecho,

H (xvm 4+ 5aY1/m) =X —a™.
S€ER(m)
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A estas m series las llamaremos conjugadas ménicas de (.

Volviendo al caso general no transversal, supongamos que los exponentes
de la forma inicial son (i1, 7;), ..., (%, jk) y sea D el maximo comin divisor
de los menores de orden 2 de la matriz

m 0 il ik
0 m jl jk

Como en el caso transversal, sabemos que hay m?/D conjugados distintos
para ( y m?/d para ¢, por lo que con total seguridad la forma inicial de F'
serd una potencia D/d-ésima. Pero podemos afinar un poco mas en su
descomposicion.

Supongamos que la forma inicial de ¢ tiene una descomposicién

C=LP..LOLP 1@ LP..L»

ceeddp

en formas lineales
Lga) — Xl/m _ agyl/m7

agrupadas de tal manera que dos formas comparten el superindice si y sélo
existe una raiz m—ésima de la unidad que multiplicada por el coefciente de
YY/™ en una de ella nos da el de la otra. De manera obvia, 7, + ... + 1% = p.

Claramente al calcular un conjugado de ¢, por un elemento o(, 5 € G, ten-
emos que Lgl) debe ir (salvo producto por una constante) en una conjugada

moénica suya, asi como todos los Lg.l), para j = 2,...,7;. De hecho, cuando
hayamos calculado los m?/d conjugados de ¢ necesarios para hallar F', entre

los transformados de los Lgl) deben aparecer las m conjugadas monicas de
Lgl) y todos ellos la misma cantidad de veces.

En efecto, de no ser asi, tendriamos con las formas sobrantes, tras agrupar

conjuntos completos de conjugadas moénicas, un producto

fI (Xl/m - a,-Ylfm) = s(X,Y) € C[[X, Y]]

=1

Este producto debe quedar invariante por cada elemento o € G. Sacando
las constantes para dejar las formas ménicas en X/™, la factorizacién tnica
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de C[[X™ Y'™]] nos asegura que todas las conjugadas mdnicas de cada
forma deben estar en el producto.

Entonces, el niimero total de conjugadas ménicas de las formas LY que
tenemos es m?r;/d y aparecen las m el mismo nimero de veces. Junto con
el lema anterior, hemos probado que la descomposicién del cono tangente es
precisamente

C(S) = (X — oY) /% (X = ay)™/?,

con las precisiones obvias cuando uno de los factores de la forma inicial sea
XUm o ytm,

Por ejemplo, consideremos la serie
C — X3/4 + 2X2/4Y'1/4 _ X1/4y2/4 _ 2y3/4 + ){6/47
que tiene por polinomio minimo una serie de orden Am?/d = 12, de la forma

F = Z' 4+ (términos de grado > 12)
+X12 - 72X1Y +2076Y2X 10 — 30520X°Y3 + 243270X8Y*
—1073592X7Y% + 2863644 X°6Y® — 4904712 X°%Y7 + 5548545.X4Y®
—4141120X3Y° 4+ 1967616 X2Y 10 — 540672X Y + 65536Y'2,

cuya forma inicial factoriza en

(X —Y)} (X —16Y)"

En efecto, en este caso la descomposicién de la forma inicial de ¢ en
C((XV/™,Y™)) es

5 — X3/4 + 2X2/4Y1/4 _ X1/4y2/4 _ 2y3/4
(X1/4 . y1/4) (X1/4 + Y1/4) (X1/4 + 2y1/4) :

por lo que, en la notacién anterior, tendriamos

LW =xva _yis 10— x4y ve g =2

LP = x4 4 oy, ry =1
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Y la descomposicién esperada seria
2
[(x =) [ -2y

Observemos que el razonamiento anterior se puede aplicar a conocer la
descomposicion de la forma inicial del término independiente de [, incluso
en el caso transversal.

Obviamente no podemos conocer los planos que intervienen en el cono
tangente a partir de los exponentes distinguidos ni el nimero de planos dis-
tintos que aparecen. En efecto, por poner un ejemplo sencillo, las series

G = X2/4 + (1 +i)X1/4Y1/4 +i}/2/4, C? — X2/4 +2xl/4yl/4 + zy2/4

tienen los mismos exponentes distinguidos (los mismos exponentes, de hecho),
pero la primera tiene como cono tangente un plano multiple (concretamente
(X — YY) y la segunda un producto de planos (de hecho (X — Y)*(X —
4Y')?). Esto en particular muestra que la composicién del cono tangente (y,
por tanto, el graduado de R) es opaca a cualquier tipo de caracterizacion
mediante exponentes.

Todas las observaciones anteriores demuestran el siguiente resultado.

Proposicién.— Sea S una superficie de Puiseux definida por ¢, y sean d y
D los numeros enteros definidos anteriormente. Entonces:

(a) En el caso transversal el cono tangente de S es una potencia D/d-ésima
de una forma irreducible de grado D/d. Este forma es el polinomio
minimo de (.

(b) En el caso no transversal el cono tangente de S es un producto de
planos, caracterizados a partir de la descomposicién en factores irre-
ducibles de C[[X'/™ Y!/™]] de la forma inicial de (. Puede haber
hasta m — 1 planos.
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Curvas permitidas sobre una superficie de Puiseux.

Vamos a ocuparnos ahora de un problema diferente: cuando aparecen curvas
permitidas en una superficie de Puiseux. En el caso cuasi-ordinario es bien
conocido que existen pocas posibilidades: un maximo de dos curvas pueden
aparecer, y han de cortarse transversalmente. En la situacién que nos ocupa
las posibilidades son, de nuevo, muchas més.

Observacién.— De nuevo podemos suponer para empezar que nuestra su-
perficie estd determinada por una serie { (i.e.. que es irreducible). En efecto,
es sencillo ver que C es curva permitida en una superficie S = §; U ... U S, si
y s6lo si lo es en cada S; (no es necesario que S, Sy, ..., S, sean de Puiseux).

Para demostrarlo supongamos F es una ecuacién de Weierstrass (no WT)
de S, que su descomposicién en factores irreducibles es F' = F}...F, y que la
curva en cuestién es (Z, X). Todo esto se puede suponer sin pérdida de gene-
ralidad. Asi mismo, si S no tiene a (Z, X) como curva permitida, podemos
también suponer que hay un monomio X*Y?% en el término independiente
de Fj que verifica ay < v(F}). De la misma forma, con cambios de variables
adecuados, podemos lograr que, si éX ,Z) es permitida en Sk, el monomio
X“F) aparezca en el término independiente de Fy.

Asi las cosas es ya obvio que, si (X, Z) no es permitida en alguna de las
superficies de la descomposicién, el orden en X del término independiente de
F es menor que v(F) = Y v(Fy), por lo que (X, Z) no puede ser permitida
en S.

Por tanto, partamos directamente de una superficie de Puiseux S y
pongdmonos en el caso transversal, con { = Y ¢;; X ymyilm v veamos cudndo
es (X, Z) curva permitida. El polinomio minimo de ¢ es de la forma

n n—2
FZ)y=T[(Z~-¢G)=2"+ a(X,Y)ZF,

i=1 k=0
y es un polinomio WT, por lo que (X, Z) serd curva permitida si y sélo si
X*la, 1(X,Y) para k = 2,...,n. Pero los monomios de cada a,_x son de la
forma

ax(il+...+ik)/my(j1+...+jk)/mzn—k,

para todas las elecciones posibles de {(i1, 1), .-, (%, jk)} C A. En particular,
si fijamos un exponente (7,7) € A cualquiera y tomamos ¢; = ... = i =
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1, )1 = ... = Jr = J, tendremos el monomio
aXik/myjk/mzn—k’

por lo que ha de ser ik/m > k, esto es, 1 > m; y esto para todo (z,5) € A.
Claramente la condicién es suficiente, y también es necesaria. En efecto, si
tuviésemos un monomio dado por (3, j) € A, con i < m, la m—ésima potencia
de ese monomio estaria en el término independiente de £, ya que no puede
cancelar con otro monomio de ¢, y su exponente en X seria menor que m.
Por supuesto, otro tanto se puede decir para caracterizar el hecho de que
(Y, Z) es curva permitida.

Observacién.— Para saber si (X,Z) es o no curva permitida puede que
los exponentes distinguidos no nos sirvan. Por ejemplo, si = X6/4y6/4 4
X7/4y8/4 4 Y18/4 Jos exponentes distinguidos (para grlex, por ejemplo) serian
{(6,6),(7,6)}, ambos con la primera coordenada mayor que 4, pero (X, Z)
no es curva permitida. Sin embargo, si se escoge el orden (por supuesto no
graduado) de manera que haga menor el monomio con menos exponente en
X, si que podremos conocer si (X, Z) es o no curva permitida, sélo mirando
el primer exponente distinguido.

En el caso no trasnversal, supongamos que tenemos A = v({) < 1, por lo
que el orden de F es Am?/d y (X, Z) es permitida si, en cada monomio de
F, pongamos aX'YIZ* se tiene i + k > Am?/d.

Obviamente es necesario que la forma inicial de ¢ sélo dependa de X/™,
por un razonamiento andlogo al anterior. Sin embargo esto no es suficiente,
como se puede comprobar para ( = X?/3 4+ Y53 En este caso la condicién
necesaria y suficiente es que ¢ sea de la forma

¢ =X u (XHm ym),
Desde luego esto es suficiente, simplemente mirando los exponentes de los
monomios de F, y es necesario de nuevo porque un monomio aX¥™Y7/™ en

¢, con i < A nos da un término SX™#9y™3/d incancelable en el término
independiente de F', que impide que (X, Z) sea curva permitida.
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Lema.— En el caso no transversal, si (X, Z) es curva permitida, podemos
hallar un polinomio F, asociado a F', tal que sus raices son series de Puiseux
transversales.

Demostracién.— Pongamos A = pu/m < 1. Tenemos por lo anterior que
( es de la forma
C — Xu/mu (Xl/m’ Yl/m) :

por lo que F' serd, ademds de regular en Z, regular en X de orden Am?/d.
Llamemos F' al polinomio de Weierstrass asociado a F' respecto de X.

Sea ahora T una nueva indeterminada. Como las unidades en el anillo
Cl[X, Y]] tienen todas raices u—ésimas dentro del propio anillo, la serie

X"u(X,Y) =T € C[[X,Y,T]]

tiene un factor Xu'(X,Y)—T, donde v’ es la raiz y—ésima de u. Existe pues
(por el Teorema Preparatorio de Weierstrass) una unidad «"(X,Y,T) tal que

«'(X,Y, T) (X' (X,Y) - T) = X — R(Y, T).

Haciendo X = 0 podemos hallar facilmente R(Y,T) = Tu"(0,Y,T).
Definimos entonces G(Y,T) = u"(0,Y,T), que es una unidad en C[[Y,T1]].
Si en la férmula resultante del Teorema Preparatorio hacemos X = R(Y,T),
obtenemos

0=u"(R(Y,T),Y,T)[RY,T)'(RY,T),Y) - 1T],
de donde, recordando que R(Y,T) = TG(Y,T), obtenemos

TG, T)(TG(Y,T),Y) - T = 0.

Esto quiere decir que X = TG(Y,T) anula un factor de la primera
ecuacion, por lo que

(TG(Y, T)* w(TG(Y,T),Y) — T" = 0.
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Si cambiamos ahora X por XY™ Y por YY™ y T por Z'#, resulta
que hemos hallado una unidad G(Y''/™, Z'/#) tal que, haciendo Xim =
ZVuG(Y'Ym, Z1#)| obtenemos

¢(z2'ma (vim, zvm) vy = Z.
Pero, al ser
F(X,Y,¢(xYm yim)) =0,
si hacemos XY™ = ZV/rG(ZV/*, Y'1/™)  tendremos
F(zmiGm™ (zYe ym) Y, Z) =0,

por lo que hemos hallado una raiz de F' (como Eolinomio en la variable X),
y por tanto una raiz de Puiseux del polinomio F. Q.£.D.

Corolario.— En las condiciones del lema, la serie cuyo polinomio minimo es
F vuelve a ser un monomio por una unidad.

Observacién.— Este resultado es una generalizacién del proceso conocido
como normalizacién de una serie cuasi-ordinaria. En la tesis de Lipman
puede encontrarse el resultado andlogo relativo a este caso, pero las restric-
ciones sobre las series que maneja la hacen innecesariamente complicada para
nuestros propositos.

Veamos ahora si podemos tener otras curvas permitidas mas generales.
Supongamos pues que estamos en el caso transversal y sea (Z,c¢(X,Y)) una
curva permitida (i.e.: el orden de ¢(X,Y’) es 1). Entonces se tiene que dar

(X, Y Flan_p(X,Y), k=2,..,n,

pero los a,—x(X,Y) no son sino la suma de todos los posibles productos de
k factores escogidos de {¢ = (3, ..., (n}

Desde luego es suficiente que ¢(X,Y)|¢. Obsérvese que, como ¢(X,Y) €
CI[X, Y]] esto es equivalente a que ¢(X,Y)|(; para todo 1 < ¢ < n. Veamos
que, como era de esperar, esto también es necesario.

La otra posibilidad es que ¢(X,Y) no divida a ningin conjugado de (.
Para comprobar que esto no puede darse, sea

e(X,Y)=¢ (Xl/m,yl/m) Cy (Xl/m’yl/m)
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la descomposicién de ¢(X,Y) en factores irreducibles en C[[X/™, YV/™]]. Si
¢(X,Y) no divide a ( existird un ¢; que no divida a ¢. Sean (i,...,¢; los
conjugados de ¢ que no son divisibles por ¢;. Entonces, al calcular el término

a’j(X7 Y) = Z gk?l"’Ck'n—j)

k1,.nkn—j€{1,...,n}

veremos que ¢;(X,Y) divide a todos los términos menos a (j1...(y, lo cual
es imposible pues divide a a;.

Atn podria suceder, siendo (Z, ¢(X,Y)) permitida, ningin conjugado de
( sea divisible por ¢;. Sin embargo ¢; debe dividir al término independiente
de F, ag(X,Y) = (;...¢s, con lo cual hemos llegado a una contradiccién. Asi,
ha de ser ¢(X,Y)|C.

Este razonamiento, levemente modificado, nos permite también probar
que no puede haber este tipo de curvas permitidas en el caso no transver-
sal. En efecto, la tnica diferencia con el caso transversal es que ahora lo
que tenemos que exigir es que una potencia menor de ¢(X,Y) divida a los
coeficientes de F. Pero en los razonamientos anteriores sélo hemos usado
que ¢(X,Y) dividia a los coeficientes, lo cual sigue siendo cierto. Entonces
tendria que darse ¢(X,Y)|(, lo cual es imposible porque el orden de ¢ es
menor que 1.

Por 1ltimo, como no tenemos curvas permitidas de la forma (Z, ¢(X,Y))
la Ginica posibilidad que nos resta es que la curva (X, Y') sea permitida. Pero,

aunque F' no sea ecuacion WT, al tener el monomio Z", esto no es posible
(ver 1D.).

Resumimos entonces todo lo anteriormente expuesto.

Proposicién.— Sea S una superficie de Puiseux definida por ¢. Entonces:

(a) En el caso transversal (Z,c(X,Y)) es curva permitida si y sélo si
(X, V)¢

(b) En el caso no transversal podemos suponer que no hay curvas permiti-
das.
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II1.C. Explosiones (I).

Nos ocupamos en esta secciéon del comportamiento de las superficies de
Puiseux por explosiones en un caso muy concreto: cuando la superficie viene
definida por una unica serie (, y ésta es transversal.

Transformaciones monoidales.

Supongamos que vamos a aplicar el algoritmo de reduccién de singularidades
que, recordemos, consistia simplemente en explotar el centro permitido de la
mayor dimensién. En principio, esto implica explotar curvas permitidas si
las hubiera. Entonces las propiedades demostradas en el punto anterior junto
con un resultado previo referente a las transformaciones monoidales nos dan
el resultado esperado.

Proposicién.— Sea S una superficie de Puiseux, con ecuacién F(Z), definida
por (. Supongamos que S tiene como cono tangente un plano multiple y que
tiene una curva permitida (Z, ¢(X,Y)). Entonces la transformada monoidal
de S con centro (Z, c(X,Y)) es una superficie de Puiseux definida por la serie

¢/e(X,Y).

Demostracion.— Por diversos resultados anteriores, podemos suponer
que estamos en el caso transversal (si no, no habria curvas permitidas) y
que el cono tangente es Z" = 0 (si no, podemos lograrlo eliminando por un
cambio de variables los monomios de ¢ con exponentes enteros).

En estas condiciones (TM-1) nos asegura que una ecuacién basta para
describir la transformada monoidal de S con centro (Z,¢(X,Y)) y es la co-
rrespondiente al punto (1:0: 0), que da

"2aXY
O Z) Z (";( e k

Simplemente basta poner



y recordar que cada ; tiene que verificar

ci = C(X7 }/)Cz,

para obtener el resultado. Sélo resta verificar que F'!) es irreducible, pero al
ser sus raices cocientes de las de F' por elementos del cuerpo de coeficientes
esto es trivial. Q.£.D.

Podemos, a priori, tener un caso algo mas complejo: cuando el cono
tangente no es plano. Sin embargo esto no es posible (en el caso que nos
ocupa), puesto que una superficie con cono tangente no plano y una curva
permitida es unién de varias superficies (IL.A.): esto es, F seria reducible lo
que no es posible al ser el polinomio minimo de (.

Transformaciones cuadraticas. Cono tangente plano.

Veamos ahora qué sucede en ausencia de curvas permitidas; esto es, cuando
las transformaciones que tenemos que realizar son cuadraticas. Por fijar
ideas, pongamos que estamos en el caso transversal, con las notaciones ha-
bituales, y supongamos que el cono tangente de S es un plano tnico, Z™ = 0.
Las transformaciones cuadriticas posibles son, entonces, las centradas en los
puntos (1:a:0),cona€ Cy (0:1:0).

Veamos primero el caso (0:1:0). Sea A > 1 el orden de ¢. La ecuacién
de la transformada de S es, en este caso

o0 _ EXY,Y,YZ)
_ 2 ,

0, en forma factorizada en C((XV/™, Y/™))[Z],

FO = ?17 ﬁ (YZ - ¢ (xVmytm yim)),
i=1

ya que sustituir X por XY es igual, formalmente, a sustituir X'/™ por
X1/myi/m

Tenemos entonces

F(l) — % H Y [Z _ _}179 (Xl/myl/m,yl/m>] ’
=1
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donde (;(XYmyl/m ylUm)/Y es una serie, ya que estamos en el caso
transversal.

Observacién.— Veamos qué podemos decir de la irreducibilidad de F).
Escribamos
(= S ey Xy

i,J

Entonces la imagen de ¢ (esto es, para ser precisos, la raiz de F() corres-
pondiente a () por la transformacién cuadrédtica es precisamente

n= Z Cin(i-Fj—m)/myj/m.

1,

Se trata de comprobar ahora que 7 tiene, como poco, tantos conjugados
como ( ya que, al verificar un polinomio del grado del polinomio minimo de ¢
esto es suficiente para ver que tienen el mismo nimero de conjugados. Sean
(41, J1)s -+ (45, js) un conjunto de exponentes distinguidos de {. Entonces todo
exponente (i,7) € A(() verifica una relacién

(4,7) = aq (i, J1) + ... + as(is, js) mod (Zm)2,
con «; € 7.

Los exponentes de 7 son, precisamente, los de la forma (i + j — m, j) con
(1,7) € A(C), por lo que un tal exponente verifica la relacién

(i +j - ma]) = O‘l(il +j1 - m,jl) +..+ as(is +js - m)js) mod (Zm)2

En particular, esto prueba que los monomios transformados de aquéllos
que nos daban los exponentes distinguidos generan la extensién de cuerpos.
Ahora bien, el grado de la extensién K C K(() era el maximo comin divisor
de los menores de orden 2 de

m 0 il ’l's
0 m jl js

Anélogamente entonces el grado de K C K (n) es el maximo comin divisor
de los menores de orden 2 de

m o0 iy =M . s+ —m
0 m jl js
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Pero como ambas matrices se diferencian en una transformacion elemental
por filas y s—1 transformaciones elementales por columnas, el maximo comuin
divisor de sus menores de orden 2 coinciden. En consecuencia hemos probado
que ¢ y 1 tienen el mismo nimero de conjugados, por tanto las raices de F'(!)
son, precisamente las conjugadas de 1, de donde F™") ha de ser irreducible y,
por tanto, n define la superfice de Puiseux de ecuacién F).

En el caso (1: a: 0) podemos en principio actuar de forma similar. Como

ahora el cambio es
X — X

Y — X'(Y'+a)
zZ — X'Z

sélo hemos de considerar una raiz m—ésima de Y + a (que siempre existe por
ser unidad en C((X,Y))), pongamos

EY)" =Y +a,

v, operando como antes, tendremos que las raices de F’ () son, precisamente,
1 1/m 1/m
=G (X, XMmE(Y)

que son series de Puiseux.

Observacién.— Ahora tenemos un problema algo mas complicado con la
irreducibilidad cuando a # 0 (el caso (1 : 0 : 0) es obviamente simétrico al
caso (0 : 1:0)). En particular, al cambiar de manera dristica el conjunto
de exponentes no podemos aplicar un razonamiento similar al anterior. De
hecho, no es posible asegurar irreducibilidad tras una transformacién de este
tipo. Por ejemplo, tomemos

C — X3/2yl/2 +X1/2Y3/2,
cuyo polinomio minimo es
F(Z)=2%- X3 - 2X%Y? - XY3.

Si hacemos la transformada cuadratica correspondiente a (1 : 1 : 0) obte-
nemos

FO(Z) = 7% - XYY +1)(Y +2)%,
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que es claramente reducible (amén del hecho de que es una superficie con
cono tangente no plano que posee una curva permitida).

Estudiemos con algo mds de detalle el problema de cudndo se cae en la
reducibilidad. Notemos como de costumbre

2,J
y sea £(Y)™ =Y + a. Entonces la serie correspondiente a { por la transfor-
mada cuadrética de direccién (1:a:0) es

n= Z cin(iﬂ'-m)/mg(Y)j7
i,J
esto es, los exponentes de 1 son de la forma, (i+j—m, km) donde (i, j) € A(()
y k€ N.

En particular, si (i1, 71), ..., (is,js) €ra un conjunto de exponentes dis-
tinguidos de ¢, para generar la extensién K (7) nos bastan los exponentes
(i3 + 71,0), ..., (¢5s + Js5,0). Entonces el nimero de conjugados de n es el
maximo comin divisor de los menores de orden 2 de

m 0 Zl + ]1 oo is + js

0 m 0 0 '
(i.e., m - mc.d{m,4; + j1,...,is + js}). Esto, ademds de dar un criterio
sencillo para detectar cuando caemos en el caso reducible (sélo hay que ver si
el méximo comin divisor de los menores de orden 2 decreco o no), demuestra

que esta situacién depende por completo de ¢ y en ningln caso de la direcciéon
escogida.

Transformaciones cuadréaticas. Cono tangente no plano.

Nos falta, por dltimo, el caso del cono tangente no plano cuando hemos de
explotar en direcciones que anulan F. Sin embargo, observemos que, en
nuestra situacion, el cono tangente es

rzﬁ(z_@),
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esto es, tiene que haber monomios del término independiente en la forma
inicial de F'. Dicho de otro modo, (0 : 0 : 1) no es una direccién permitida.
Supongamos por tanto que explotamos en una direccién (1 : « : 8) (y andlogo
tratamiento se dara al caso (y:1:w)).

Las ecuaciones de la explosién son

X — X
YV — XY +0a)
Z — X(Z+P)

por lo que, andlogamente al caso anterior, si consideramos la serie
13 (Yl/m> con & (Yl/m)m =Y + a,

una ecuacion del transformado de la superficie es

i=1

Algunas de las series

_ L
X

pueden ser unidades. De hecho sabemos (II.C.) que sélo son no unidades
mult(l:a:ﬂ)(F ), por lo que la ecuacién del transformado puede tomarse como

o= T (-,
uu(g}”);ﬁo

Ci(l) — B (Z (Xl/m,Xl/mf (Yl/m))

Observacién.— Los razonamientos acerca de la reducibilidad o irreducibil-
idad de Fo(l) son completamente andlogos a los del caso del cono tangente
plano, como es inmediato de comprobar.

Finaliza asi el estudio de las posibles transformaciones de una superficie de
Puiseux definida por series transversales. Recogemos los resultados parciales
que hemos hallado en el siguiente enunciado:
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Proposicién.— Sea S una superficie de Puiseux definida por una serie ¢
transversal. Entonces:

(a) Si realizamos una transformacién monoidal de centro (Z,¢(X,Y)) la
superficie transformada es de Puiseux, definida por ¢/¢(X,Y).

(b) Si realizamos una transformacién cuadritica en las direcciones (1: 0 :
0) 6 (0 :1:0) la superficie transformada es de Puiseux, definida por
una serie facilmente calculable a partir de (.

(c¢) Si realizamos una transformacién cuadratica en otra direccién la su-
perficie obtenida es de Puiseux, aunque podria ser reducible. El que
esto ocurra o no depende sélo de S (o sea, de ¢) y no de la direccién.
Es posible predecir este fenémeno a partir de ¢ (mds concretamente, a
partir de un conjunto de exponentes distinguidos de ¢).

II1.D. Explosiones (II).

El caso no transversal presenta, como era previsible, muchas més dificultades;
incluso suponiendo que la superficie estd definida por una sola serie y a
pesar de que, en virtud de los resultados de III.B., podemos suponer que
no tenemos curvas permitidas y, por tanto, s6lo hemos de ocuparnos de las
transformaciones cuadrdticas. Para comprender mejor la complejidad del
problema comenzaremos por un ejemplo.

Observacién.— Consideremos la siguiente serie de Puiseux,
(= X2/5 + Y2/5,
cuyo polinomio minimo es F', dado por

225 +a20(X, Y)Z20 + 6115(X, Y)215 + alo(X, Y)Zw + a5(X, Y)Zs +a0(X, Y),
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a,go(X, Y) - —5X2 - 5Y2

a5(X,Y) = 10X*+ 10Y* — 605X2Y?

a10(X,Y) = —10X%—10Y% - 1905X*Y? — 1905X?Y*

as(X,Y) = 5X84+5Y8 —605X6Y2 — 605X2Y 6 + 1905X 4}
ap(X,Y) = X0y _5x8Y? - 5X2y® — 104V — 10X°Y*

Si efectuamos la transformacién cuadrética en la direccién (0 : 0 : 1)
(que, obsérvese, es la tnica direccién que es valida para cualquier serie no
transversal), obtenemos una superficie SV de ecuacién

ZY 4 a50(X,Y)Z2 + a15(X,Y) Z° + a1o(X, V) Z° + a5(X, Y) Z° + ao(X, Y)

que es polinomio de Weierstrass tanto respecto de Z como de X e Y.
Si hallamos ahora las raices de F'!) obtenemos, como polinomio en Z, la

solucion o5 6/5
5 5X 5 X

_v2/3 , 2 y2/5v4/15 |, O 2 .

n=Y""+ 3X Y + QY2/15 {1Vve/18’

vy como polinomio en X la solucién

_ 32 _ 9 e/0v25 12 Saji0y4ss 3 Yo/
c=2 2Z Y +8Z Y 16 710
y andlogamente para F) como polinomio en Y. Todos estos calculos se
han llevado a cabo usando la implementaciéon de F. Aroca y J. Cano de
los algoritmos creados por ellos mismos (atin sin publicar) generalizando los
trabajos de McDonald para los anillos de series de potencias con exponentes
en conos de R™ ([16]).

Asi pues, si bien no podemos asegurar taxativamente que F () no define
una superficie de Puiseux, sf es obvio que, a diferencia del caso transversal,
no podemos garantizar la preservacién del cardcter de Puiseux mediante ex-
plosiones de manera directa. Por tanto, en lugar de utilizar el algoritmo de
resolucién desarrollado en II, hemos de crear algo de maquinaria ad hoc para
trabajar con este tipo especial de superficies algebroides.

Para abordar entonces el problema, que aparece mas intrincado y com-
plejo, comenzaremos por un caso sencillo, que generaliza de manera mds débil
a las series cuasi—ordinarias.
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El caso r—cuasi—ordinario.

Comenzamos definiendo el concepto de serie v-cuasi-ordinaria, ya utilizada
con anterioridad por Hironaka y Luengo, entre otros.

Definicién.— Sea ( € C [[Xl/m, Yl/m]]. La serie ( se dice v—cuasi—ordinaria
cuando ( se puede escribir de la forma

¢ = XO/mybimy (Xl/m, Ylfm) . con u(0,0) # 0.

Una superficie de Puiseux definida por series v—cuasi-ordinarias se dice
asi mismo una superficie v—cuasi-ordinaria.

Obviamente ser v—cuasi—ordinaria es equivalente a que la nube de puntos
de ¢ (y, por tanto, de todas sus conjugadas), se encuentre encerrada en el
cuadrante de vértice (a,b). Esto en particular implica que el diagrama de
Newton de F', al ser la suma de Minkowsky de los diagramas de los polinomios
Z — (; es necesariamente de la forma:

| T

S

\\\\\\\\\\\
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Otra forma de describir el mismo fenémeno es decir que ¢ es v—cuasi—
ordinaria si y sélo si

min A(Q) N min A(C) # 0,

donde vy y vy son los érdenes usuales en las variables X e Y (con valores
racionales, por supuesto).

Observacion.— Cuando trabajemos con series v—cuasi-ordinarias no po-
dremos suponer que no tienen exponentes enteros. De hecho, un cambio de
variables que elimine estos exponentes puede también eliminar el cardcter v—
cuasi-ordinario. Esto no representa ningin problema, ya que el hecho de que
no aparezcan exponentes enteros se ha utilizado con anterioridad para abre-

viar razonamientos, sin que en ningtin caso fuese esencial para los resultados
hallados.

Observacion.— Como hemos notado anteriormente, las series v-cuasi-
ordinarias generalizan las cuasi—ordinarias pero forman un conjunto bastante
méas amplio. Por ejemplo, la serie

X2/3Y1/3 (1 + x1/3 + Y1/3)

es v—cuasi—ordinaria, pero no cuasi-ordinaria. En concreto, el discriminante
de su polinomio minimo es

A= XBY%(X +Y) - u(X,Y).

Sea entonces { = X%™Yb™y(X Y) una serie v-cuasi-ordinaria no
transversal y F' su polinomio minimo, siendo S la superficie que define. En-
tonces el cono tangente de S ha de ser forzosamente de la forma

T = x(m*/d)(a/m)y (m?/a)s/m)

donde, como de costumbre, d es el m.c.d. de los menores de orden 2 de la
matriz cuyas columnas son (m, 0), (0, m) y unos exponentes privilegiados de
C.

En estas condiciones, las direcciones a explotarson (0:0:1),(1:0:a)y
(0:1:¢'), donde a y o recorren C. Siguiendo entonces a ([13]) veamos qué
podemos decir de las superficies resultantes de explotar en estas direcciones.
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Lema.— En las condiciones anteriores, la transformacién cuadrética de S en
la direccién (1 : 0 : «) es nuevamente una superficie de Puiseux v—cuasi-
ordinaria. Lo mismo se puede decir de la transformacién cuadrética en la
direccién (0:1: ).

Demostracién.— Fijemos en primer lugar las notaciones: tenemos F'(Z)
el polinomio minimo de (, dado por

n-1 n
F(Z2)=2"+> a(X, VVZF=1](Z-¢),
k=0 =1

donde notemos
G=C= ‘Xa/my*b/mu1 (Xl/m’ Yl/m) (= Xa/myb/m,ui (Xl/m’Yl/m)

y el orden usual de F es n(A\/m), con A\/m = a/m + b/m el orden de (. El
término independiente de F, que es donde se halla la forma de menor grado,
es

a0 = [[ G = Xne/mymimy(X, Y).
i=1

En estas condiciones el resultado de aplicar a F la transformacién
cuadratica de direccién (1:0: «) es

1

m_-__ -
F - X nla+b)/m

F(X,XY,X(Z + ),
en cuyo término independiente hallamos

Y™/my (X, XY).

Esto nos indica, por un lado, que SV tiene menor multiplicidad que S,
ya que la tunica forma de que la multiplicidad no descienda es que a = 0,
pero, en este caso, ya hemos probado con anterioridad que la serie puede
ser considerada transversal. Por otra parte, F(!) es regular en Y. De hecho,
es probable que sélo sea regular en Y (y no en X ni en Z). Por tanto, de
cara a estudiar si S(V) es 0 no de Puiseux, conviene calcular (si es posible) el
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polinomio de Weierstrass asociado a F'(!), distinguiendo la variable Y. Nétese
que este polinomio es unico. Lo denotaremos por G.

La ventaja fundamental del caso v—cuasi-ordinario es la extraordinaria
versatilidad que nos permite. En concreto, podemos definir las series
5; (Xl/m, Yl/m) ,t (Zl/b) verficando

(si (X, v ™)) = w, (X 3 m) | (2(29)) = Z 4o

Si escribimos F' en la forma

F= ﬁ (Z _ Xa/myb/mui (Xx/(l/m_/ Yl/m)) ’

i=1

entonces F'U resulta

F(l) — X_ﬁ(ai_—b)/ﬁ{ H (X(Z + a) _ X(a+b)/my'b/m,u”i (Xl/m’Xl/mY'I/m))
i=1
— 1 g Xl/b b X(a+b)/myb/m b
— Xnlatb)/m g ([ t] - Si)

g ([X(l/b)—(a+b)/mbt]b _ Yb/msg))

1

£

e ([X(m—a—b)/mbt}b _ [Yl/msi]b)

1

)

(5x(m-a—b)/mbt _ Yl/msi>
1

n
SER(b) i=

Ahora, operando en C [[X 1mb yifm z1/ ”H, tenemos que la serie

%X(m—a——b)/bt _ Yl/msi

es regular en Y/™ de orden 1/m, por lo que podemos hallar series u},w; €
C HXl/mb, yi/m, Zl/"” tales que w; no depende de Y™ y ademés verifican

’LL: (X(m—a-b)/bt _ Yl/'msi) — Yl/m T+ w;.
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Llevando todas esas igualdades a F(!) obtenemos que, para cierta unidad
u’ (el producto de las u}),

FO=v I 1I (Yl/m +5wi) .
SER(b) i=1

Por tanto el doble producto de la izquierda es necesariamente el polinomio
de Weierstrass asociado a F() como elemento de C [[Xl/mb,Yl/m,Zl/b”.
Por unicidad del polinomio de Weierstrass, ha de ser necesariamente G, el
polinomio de Weierstrass como elemento de C[[X,Y, Z]]. Las raices de G
como ecuacién en Y son series de Puiseux. Por supuesto el caso (0:1: «)
es simétrico.

Observemos por ultimo que las raices de G son potencias de dw;. Pero
w; es una unidad por un monomio en X (o0 en X, Z si & = 0), por lo que las
raices de G(Y') son de nuevo v—cuasi-ordinarias. Q.€.D.

Lema.— En las condiciones anteriores, la transformacién cuadratica de S en
la direccién (0 : 0 : 1) es nuevamente una superficie de Puiseux v—cuasi-
ordinaria.

Demostracién.— Ahora lo que podemos asegurar, por analogia con el
resultado anterior, es que F(!) va a ser regular en Z, concretamente de orden
n(m — a — b)/m. Si mantenemos las notaciones de la demostracién anterior,
escribimos ahora F(!) de la forma

P = 'Z‘:@%FWF(X Z,YZ,2)
B Zﬁw_im ﬁ (Z — Xelmybim z(eih/my, (Xl/mzl/m, yl/mzl/m))
=1
- Z—<1+W [] (2 = xelmybim gatimy, (x1mgm yyim z2/m))

1=x1

(Z(m_a_b)/m — Xe/my?b/my, (Xl/'"Zl/m, Yl/le/m))

n

-
[y

= ﬁ ([Zl/m]m;a—b _ [Xa/(m2—am—bm)Yb/(m2__am__bm)ti]m—a_b) ’

.
—
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donde las series t; son unidades: de hecho son las raices (m — a — b)—ésimas
de las unidades u; (Xl/le/m, Yl/mzl/m).

Tenemos entonces de nuevo FI escrito como producto de series regulares
de orden 1/m, en concreto

F(l) — H ﬁ <6zl/m _ Xa/(mz—am—bm)S.rb/(m?—am-—bm)ti) )
d€ER(m—a-b) =1

Aplicando ahora el Teorema Preparatorio de Weierstrass a los factores de
F® en el anillo C [[Xl/(m2”“m"’m), Y1/ (m?~am=bm) Zl/mH, obtenemos series

w;, u; en este anillo de tal forma que
'U,: (Zl/m _ Xa/(m2-am——bm)Yb/(mz——am—bm)ti) = glim + w;,

y las w; no dependen de Z'/™. Nuevamente podemos calcular entonces de
forma explicita (es una forma de hablar...) el polinomio de Weierstrass aso-
ciado a FU (con respecto a Z) ahora y, claramente sus raices son series
de Puiseux. Ademds, como w; = X°YPult;, para ciertos racionales c, f,
tenemos que, de hecho, las raices de este polinomio son v—cuasi—ordinarias.
Q.ED.

Observacion.— Si repasamos los resultados de la seccién anterior podremos
comprobar de manera inmediata que, si tenemos una superficie definida
por una serie v—cuasi-ordinaria transversal la transformada (monoidal o
cuadréatica, tanto da) no sélo estd definida por series de Puiseux, sino que
podemos hallar series que la definen y que son v—cuasi—ordinarias.

El paso al caso v—cuasi—ordinario.

Vamos a describir ahora cémo podemos transformar una superficie de
Puiseux, particularmente si estd definida por una serie no transversal, en
una superficie de Puiseux v—cuasi-ordinaria. Para ello hemos de introducir
un nuevo tipo de transformacién.

Observacién.— Si, al calcular una transformada (cuadrética o monoidal) de
una superficie no se divide por la ecuacién del divisor excepcional, obten-
emos una superficie que recibe el nombre de transformada total (local, en la
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direccién que sea). Se puede hacer un tratamiento paralelo al llevado a cabo
en [.B. para este tipo de transformaciones, pero alargaria innecesariamente
la seccién, maxime cuando se trata de una transformacion muy estudiada en
la literatura (ver, por ejemplo, [2]).

Definicién.— Sea & una superficie algebroide definida por una ecuacién
WT F(Z). Definimos una transformacién especial como la transformacion
monoidal total de § con centro (X,Y).

Notese que la terminologia “transformacion especial” aparece en [13] para
expresar otro tipo de transformaciones; concretamente las monoidales y/o
cuadréticas con direcciones (1 :0:0) o (0:1:0). Sin embargo esta deno-
minacién no es estdndar: ni siquiera aparece de nuevo en otros trabajos del
mismo autor, de forma que, por no haber posibilidad de confusién, utilizare-
mos el mismo término.

Hasta ahora no hemos utilizado estas transformaciones porque, como vi-
mos en I.D., (X,Y) nunca es curva permitida, por lo que esta transformacién
carecia de interés para el algoritmo desarrollado en II. Sin embargo, ahora
podemos probar un resultado que dota de cierta utilidad a estas transforma-
ciones.

Proposicién.— Sea S una superficie de Puiseux definida por una serie no
transversal ¢, F(Z) el polinomio minimo de ¢ en C((X,Y’)). Entonces existe
un p € Z, tal que en cualquier sucesién de la forma

SP s S0 s SO =g,

donde los morfismos sean transformaciones especiales siempre en la misma
direccién, se ha de tener que S est4 definida por series de Puiseux v—cuasi-
ordinarias.

Demostracién.— Una transformacién especial, pongamos en la direccién
(1: «: 0), tiene ecuaciones (tras renombrar las variables para mayor como-
didad)

X — X
Y — XY+
4 — Z
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que también podemos expresar asi

Xl/m — Xl/m
yl/m — Xl/mf (Yl/m)
VAYAL —_ Zl/m

donde & es una unidad de C[[X,Y]], a menos que o = 0. En concreto, si
nuestro polinomio se escribe de la forma habitual

i

fl (7 (rm i),

1=1

I

F(2)
el transformado especial serd
FO(Z) =1 [2 - ¢ (x1m, xme (vim) )]
=1
Pongdmonos primero en el caso a # 0. Denotemos

¢V =G (xVm xme(v)).

Entonces los puntos (4, j) € A(C) se convierten en puntos de A (C(l)) de
la forma (i + j, mr), para algiin r € N.

Esto quiere decir que la primera linea vertical de A(¢) va a venir dada, a
priori, por los monomios que surgen de los (7,7) € A(¢) con orden minimal.
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En efecto, estos monomios claramente se transforman en monomios sobre la
recta X =i+ j, y no puede haber puntos de A (C(l)). Por ello, si queremos

demostrar que (V) es v-cuasi-ordinaria, bastara probar que el punto (i-7,0)
estd en la nube de puntos de ¢V,

Pero podemos lograr que esto ocurra. En efecto, si sumamos todos los
monomios que proceden de la forma inicial de { obtenemos

Z X(i+j)/m§j(y).

(L.1)eA((), i+i=v(S)

Si denotamos vy el término independiente de £(Y'), la situacién a evitar es

que
> Y=o
(G9)€A(E), 1+i=v(()

Pero esto equivale a que vy verifique un polinomio de grado mvy ({) < m,
puesto que ( es no transversal. Como tenemos m posibles opciones para
v (las m raices m—ésimas de «), todas ellas igualmente vélidas para los
razonamientos anteriores, forzosamente F(1) tiene como raices series v—cuasi—
ordinarias.

Veamos ahora el caso de direccién (1 : 0 : 0), que es evidentemente andlogo
al caso (0:1:0). En esta situacion el transformado especial de F'(Z) viene
dado por

F(l)(Z) — ﬁ [Z N Cz (Xl/m’Xl/myl/m)] :
i=1

por lo que la transformacién a nivel de nube de puntos resulta

(i,5) € Q) — (i +4,5) € A (¢V).

Esta transformacién es claramente un aplicacién inyectiva, por lo que no
debemos preocuparnos ya de problemas de cancelacién.

Si aplicamos k veces la transformacién especial de direccién (1 : 0 : 0)
obtenemos en los monomios

(i,5) € AQ) = (i+ ki, 5) € A (¢W).
Sea, ,entoncgs

: (i0,J0) = rg)i{n (min A(C)) .

vy
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Es claro que, no importa cuéntas transformaciones especiales en la direccion
(1:0:0) hagamos, (19, jo) va a seguir estando en los sucesivos min,,, A (d’”),
k =1,2,... Entonces, para todo (i, j) € A((), si denotamos

o(ir) = {““},

Jo—J

tenemos que, si hacemos k transformaciones, con k£ > v(4,7), el monomio
(i.7) se transforma en (i + kj,j), donde j < jp por definicién de jo y

k> 1=

p 0. - Z—f—k)j <Zo+k0j.
Jo—17J

Por tanto, todo monomio queda, tras un cierto numero de pasos, en
el cuadrante determinado por el transformado de (4o, o). Para acabar de
mostrar lo que queremos sélo resta probar que podemos dar una cota para
ese numero de pasos, independiente del monomio en cuestiéon. Para ello
veamos quién es v(, j) en A(().

Jo

Como es obvio de la figura, v(i,j) es la parte entera de la tangente del
angulo formado por (3, jo), (¢,7) e (4, 70) (en este orden). Por tanto, acotar
v(i, j) es tanto como acotar dicho d4ngulo. Para ello basta con observar lo
siguiente: -

(i) Por definicién de (ig, jo) el 4ngulo no puede ser 7 /2.
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(i1) Como todos los puntos de A(() tienen coordenadas enteras, el 4ngulo
en cuestién tiene como cota superior, forzosamente, el caso 7 = 0,7 = j0 + 1.

Por tanto el v(z, j) admite una cota independiente de (7, j) y el resultado
queda probado. Para finalizar, notemos un hecho de interés: la cota se
puede hallar a partir de A({) muy facilmente: basta con hallar el punto que,
al unirse con (4, jo) nos da la recta de menor pendiente.

Pero, por las propiedades elementales de los conjuntos convexos y la suma
de Minkowsky, el diagrama de Newton de F cortado con el plano Z = 0 repro-
duce exactamente A((), luego podemos hallar el niimero de transformaciones
especiales en la direccién (1 : 0 : 0) directamente a partir de F, sin pasar por
¢ (aunque, por supuesto, para que todo esto tenga sentido es imprescindible
saber a priori que F' es un polinomio cuyas raices son series de Puiseux).

Esto finaliza la demostracién. Q.£.D.

Corolario.— El resultado anterior es valido para superficies de Puiseux
definidas por una serie transversal ¢, con excepcién de, a lo més, un nimero
finito de direcciones que se pueden deducir a partir de (.

Demostracién.— En el caso de que nuestra serie sea transversal y v—
cuasi-ordinaria, el mismo razonamiento prueba que una transformacion es-
pecial en la direccién (1 : « : 0) preserva el cardcter v—cuasi-ordinario. En
efecto, si escribimos

(= Xa/myb/mu (Xl/m,yl/m) 7

al quedar todos los exponentes dentro del cuadrante generado (a,b), los
monomios resultantes de éste, que son de la forma (a + b, mr), no pueden
cancelar con ningin otro. En particular, el monomio (a + b,0) determina un
cuadrante que encierra a todos los demaés.

Si la serie es transversal no podemos decir, en general, que una transfor-
macién especial de este tipo nos vaya a dar como resultado una superficie de
Puiseux v-cuasi-ordinaria. Por ejemplo, basta considerar la serie

C — X2/6y5/6 _ X3/6Y4/6 + X4/6Y3/6.

Si realizamos una transformacién especial en la direccién (1 : 1 : 0),
tendremos que ¢ se transforma (abusando del lenguaje) en una serie cuyos
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términos de menor grado empezarian con
X7/6 (70 . 'y4 + 73) :

donde v puede ser cualquier raiz sexta de 1. Pero todas ellas anulan al
polinomio Y5 — ¥4 + V3 = Y3®4(Y). Lo que si es evidente es que, tras una
transformacién de este tipo, seguimos teniendo una superficie de Puiseux y
que sélo un numero finito de direcciones provocan esta situacién; de hecho
lo podemos acotar por el niimero de raices del polinomio " X7 = 0, donde j
verifica que existe un exponente (¢, j) en la forma inicial de (.

Para finalizar, notemos que, en el razonamiento relativo a la direccién
(1:0:0) no se ha hecho uso en ningiin momento de que { es no transversal,
por lo que el resultado que se puede inferir es védlido para cualquier serie de
Puiseux de la que partamos. Q.£.D.

Observacién.— Veamos qué sucede con la irreducibilidad de F' tras realizar
transformaciones especiales: para empezar consideramos el caso de la di-
reccién (1 : «: 0), con a # 0. Si tomamos un conjunto de exponentes distin-
guidos (minimal) {(i1, 51), ..., (s, Js)}, sabemos de III.A. que el nimero de
conjugados de ¢ es m?/d, donde d es el m.c.d. de los menores de orden 2 de

la matriz
m 0 11 ... 1
0 m j1 js )

Sea (' = C(Xl/m,Xl/mf (Yl/m)) y sean pym, k = 1, ..., s los menores
enteros verficando que

(i + Jk, m) € A((').
Sea ahora (7,7) € A(¢). Existen enteros 3, ..., 85 verificando

(4,7) = i B (ix, jx), mod (Zm)?

k=1

de donde podemos escribir

i+3=7_ B io+jo) mod (Zm)>.
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Los monomios que surgen de (4, j) tras la transformacién especial son,
como ya vimos, de la forma (i + j,rm), con r € N. Por tanto, el m.c.d. de
los menores de orden 2 de

m 0 414751 ... s+ 7s
0 m pm .. psm

coincide trivialmente con el m.c.d. de los menores de orden 2 de

m 0 i1+ ... is+Jjs 1+
0 m pm .. pm rm J’

ya que la tltima columna es combinacién lineal (de coeficientes enteros) de

las anteriores.

Por tanto, para probar que el conjunto {(¢,+71, 1), -, (¢s+Js, psm) } son
un conjunto de exponentes distinguidos de ¢’ (en la notacién de la prueba),
basta verificar que realmente son exponentes de A((’). Pero esto es trivial-
mente cierto, por definicién de los p;.

Por tanto el nimero de conjugados de ¢’ es m?/d’, donde d’ es el m.c.d.
de los menores de orden 2 de

m 0 ’l;1+j1 7;3+js
0 m pm .. pm

que evidentemente es el mismo que el m.c.d. de los menores de orden 2 de

m 0 ’i1+j1 is"r‘js
0 m 0 0 '

Por tanto, como F'1) es irreducible si y sélo si d = d, tenemos que la
irreducibilidad de F'(!) se puede conocer a priori; a partir de unos exponentes
distinguidos de ¢. Asi mismo, el hecho de que F(!) sea o no irreducible no
depende de la direccién escogida para explotar.

El caso de la direccién (1 : 0 : 0) es més simple. En efecto, es trivial probar
que, si {(%1,71), ---, (is, Js) } son un conjunto de exponentes distinguidos de ¢,

entonces {(¢1 + Jj1,J1), -+ (s + Js, Js)} loes de (' = ¢ (Xl/m,Xl/mYI/m), ya
que son exponentes (recordemos la aplicacién inyectiva entre A(¢) y A(¢"))
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y claramente cualquier otro de A((’) es combinacién lineal con coeficientes
enteros de estos exponentes.

En consecuencia, dado que el m.c.d. de los menores de orden 2 de la

matriz
m 0 ’il is
0 m jl js

coincide trivialmente con el m.c.d. de los menores de orden 2 de

m 0 i +j ... G+ Js
0 m jl js ’

va que ésta matriz se obtiene de aquélla por transformaciones elementales de
filas y columnas, el nimero de conjugados de { y ¢’ es el mismo, de donde
F ha de ser irreducible.

ITI.E. Resolucién de singularidades en superfi-
cies de Puiseux.

En esta seccién, mas que probar resultados, trataremos de ordenar los resul-
tados parciales que hemos ido hallando, de cara a establecer un proceso de
reduccién de singularidades para una superficie definida por series de Puiseux.
Una vez hecho esto, y de cara al futuro, se plantean multitud de nuevas pre-
guntas e incégnitas acerca del comportamiento de estas series. Este trabajo
no es mas que un primer paso hacia la comprensién del fenémeno de las series
de Puiseux y, de hecho, se puede afirmar sin duda que plantea més preguntas
de las que responde.

Establecemos entonces como punto de partida una superficie S definida
por series de Puiseux. Dicho de otra forma, si F' es una ecuacién de S,
descompuesta en factores primos como

F=F..F, FecC[XY]2,

entonces cada una de las superficies S; determinadas por las ecuaciones F; = 0
son superficies de Puiseux definidas por una serie de Puiseux.
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En estas condiciones, aplicar una transformacién (cuadratica, monoidal o
especial) a F' no es sino el resultado de aplicarla a cada F; y multiplicar los
resultados. En efecto: el caso de las transformaciones especiales es trivial,
pues se reducen a aplicar un homomorfismo de anillos. En el caso de las
transformaciones cuadréticas y/o monoidales la transformacién opera sobre
la ecuacién en dos pasos: primero se aplica el correspondiente homomorfismo
y posteriormente se divide entre una variable elevada a v(F) = 3 v(F;). La
afirmacién es entonces trivial de comprobar.

Comenzaremos con un resultado sencillo relativo al comportamiento de
las series v—cuasi—ordinarias.

Lema.— Sea S una superficie de Puiseux definida por series v—cuasi—
ordinarias. Entonces la aplicacién del algoritmo dado en II resuelve las
singularidades de S. En cada paso, la superficie resultante es de nuevo v—
cuasi-ordinaria.

Demostracién.— Todo estd ya probado: simplemente hay que recom-
poner el razonamiento. Partimos de S = 8 U...US, de ecuacién F' = F...F,.
Tanto da que las superficies S; (todas ellas v—cuasi-ordinarias) sean o no
transversales: en cualquier caso realizar una transformacién cuadratica o
monoidal sobre S equivale a hacerlo sobre cada S; y el resultado es, bien
una superficie v—cuasi-ordinaria, bien una unidad. Este caso puede darse
si explotamos en una direccién del cono tangente de S; que no pertenece al
cono de Sj;; como resultado (ver 1.C.) la ecuacién Fj se transforma en una
unidad.

En consecuencia, aplicar literalmente el algoritmo de II en ningtn caso
elimina el caricter de ser de Puiseux. Como hemos visto, este algoritmo
necesariamente conduce a una reduccién de la multiplicidad, por lo que el
resultado queda probado. Q.£.D.

Observacién.— Hagamos notar que, si ¢ es una serie v—cuasi-ordinaria, no
transversal y con una curva permitida, ha de ser de la forma

C — Xa/mu (Xl/m’ Yl/m) :

como vimos en II1.B. Sin embargo, estos casos los convertiamos directamente
en series transversales. Pero, como hicimos notar, la serie obtenida también
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es v-cuasi-ordinaria. Asi no perdemos generalidad si queremos suponer que
en este proceso no tenemos nunca el caso no transversal con transformaciones
monoidales.

Con este resultado podemos ya establecer dos métodos diferentes para
resolver las singularidades de una superficie de Puiseux. En todos los casos
partimos de una superficie de Puiseux § = §; U ... U S, con ecuacién F =
F . F,.

Algoritmo de reduccién para superficies de Puiseux. Este método
consiste basicamente en pasar cuanto antes al caso v—cuasi-ordinario, donde
va sabemos que todo funciona bien.

Paso 1.— Escoger, bien o € C de tal forma que se verifique:

FX,X(Y +a),0) = pX"9, gec,

bien a = 0, sin necesidad de comprobar nada.

Paso 2.— Aplicar una transformacion especial en la direccién (1 : a : 0), si
a # 0 o bien tantas como sean necesarias para caer al caso v—cuasi-ordinario
si a = 0, siguiendo II1.D.

Paso 3.— Aplicar el algoritmo de II.

Estamos en condiciones de enunciar el dltimo resultado de la presente
memoria.

Teorema.— Con las notaciones anteriores, el algoritmo conduce necesaria-
mente a una reduccién de singularidades de S.

Demostracion.— Basta demostrar que la condicién impuesta en el paso
1 implica necesariamente que los F; se transforman en polinomios con raices
v—cuasi—ordinarias, ya que a partir de aqui basta aplicar el lema anterior.

Para ello fijemos un factor irreducible de F, pongamos F;, polinomio
minimode (;; € C [[X Um yu/ m”, que factoriza sobre el anillo de series de
Puiseux de la forma

F=1117- G-

i=i
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La condicién que debia verificar « para que, tras una transformacion
especial en la direccién (1 : « : 0), F; se transformase en un polinomio Fi(l)
de raices v—cuasi-ordinarias era, simplemente, que existiera vy, raiz m-¢ésima
de a, con

X"(Cl,i) Z 'Yj 7é 0.
(1,3)EA(C1,0), i+5=v((1,4)

Pero, claramente, de ser esto asi, ése es precisamente el monomio de
menor grado al aplicar a ¢y ; la transformacién especial. Por tanto, se tendria
la condicién (A).1. Pero tenemos también la implicacién inversa, ya que si
alguna (; ; no es v—cuasi-ordinaria, es que su forma inicial, bien no depende
tnicamente de X, bien es un monomio en X/™ pero de grado mayor que
v(F;). En cualquiera de ambos casos, no tenemos la condicién del paso 1.

Nétese que la condicién impuesta se puede verificar sobre el polinomio F,

no es necesario descomponerlo en factores primos, ni mucho menos hallar las
raices de los F;. Q.£.D.
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