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Prologo

m Observaciones preliminares

La presente memoria trata de algebra. Esta afirmacién puede parecer obvia,
pero hay que ponerla en el dominio de las intenciones, es decir, la memoria
esta escrita asi intencionadamente. El algebra que se desarrolla aqui viene
directamente de la Geometria, sobre todo la de las singularidades: tan direc-
tamente que, ni siquiera, hay generalizaciones de conceptos.

Hemos querido rellenar una cierta laguna. Los estudiantes de Geometria
Algebraica utilizamos, en general, el algebra como una herramienta, que nos
interesa sélo en cuanto que tiene aplicaciones a nuestro campo. Esta me-
moria es un intento de reflexionar sobre el algebra de la Geometria como tal
algebra, es decir, independientemente de las aplicaciones. La primera sorpre-
sa que encontramos es la riqueza de las estructuras que manejamos. Es esta
riqueza la que nos permite obtener resultados nuevos, que un uso meramente
instrumental no detecta.

Quede claro que toda nuestra aficion va hacia las aplicaciones geométricas.
Sin embargo, hemos creido conveniente examinar la herramienta con todo de-
talle, casi “a nivel molecular”. Cuando usamos algo como herramienta tende-
mos a pensar que, conocida su utilidad para nosotros, ya sabemos todo sobre
ella. Esto nos ha pasado en esta memoria, sobre todo en su primera parte.
Cuando nos propusimos estudiar a fondo los anillos e ideales analiticos, la
primera reacciéon que tuvimos fue de escepticismo. Después del manuscrito
de Teissier, Quelques calculs utiles ... (véase [LJT71]) y el también manuscri-
to de Aroca-Hironaka-Vicente (véase [AHV00]) pensamos que todo estaba di-
cho sobre la utilizacién de las bases estandard de Hironaka (de Grobner para
otros). Pero, como todo estudiante de doctorado, nuestra misién de compren-
der estos textos fundamentales nos hizo ver sus carencias, sus lagunas y, por
qué no decirlo, la incorreccion de algunas de sus demostraciones. Desde ese
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momento pensamos que habia cosas nuevas que decir, desde el punto de vista
de la correccion y desde el punto de vista de los resultados.

La situacion de la segunda parte es completamente distinta. Se trata de un
campo algebraico intimamente ligado a la Geometria, pero mucho mas inex-
plorado, salvo alguin timido esfuerzo aqui y alla, como por ejemplo el articulo
de McDonald [McD95] y la tesis de F. Aroca (Universidad de Valladolid, Dic.
2000), [Aro00].

(Qué tienen de comUn ambas partes de la memoria? La aplicacion de una
unica filosofia: la construccién de un diccionario practico entre combinato-
ria y algebra. En otras palabras, se trata de poner en un primer plano, tanto
conceptual como operativo, la estructura combinatoria subyacente a muchas
partes del algebra. El axioma es utilizar la combinatoria en todo lo que se
pueda, sustituyendo en la medida de lo posible los grandes teoremas estruc-
turales del algebra. Esto no quiere decir que los grandes teoremas del dlgebra
Se puedan sustituir por razonamientos combinatorios. Ni siquiera la formu-
lacion de una tal frase tiene sentido. Lo que quiere decir es que, en ciertas
categorias de anillos (como son los analiticos o los de series con exponentes
en ciertos dominios de Z™), la aplicacién de los teoremas generales se puede
sustituir por técnicas combinatorias o, lo que es lo mismo, por algoritmos,
implementables o no en computador.

La memoria tiene, pues dos partes, de las que hacemos resumen separa-
damente. La primera trata de combinatoria y anillos de series convergen-
tes. La segunda trata de anillos de series con exponentes enteros dentro de
piramides de R™.

Una advertencia final a esta observaciones es la siguiente. Detras de esta
memoria hay cientos de horas de programaciéon MAPLE y algoritmos que im-
plementan casi cada paso que se da en ella. En la primera parte, referente
a los anillos analiticos, los algoritmos actilan sobre ideales engendrados por
polinomios que se tratan como series. En la segunda actilan sobre piramides
e ideales monomiales. Baste decir aqui que esos algoritmos existen. No les
hemos dedicado espacio en esta memoria para no oscurecer los teoremas al-
gebraicos, geométricos y combinatorios detrds del inmenso bosque del cdlculo
explicito. También hay que reconocer que la mayoria de esos algoritmos estan
incompletos, es decir, no documentados aun, lo que sélo los hace ttiles para
su autor. Iran saliendo poco a poco en el futuro, conforme se vayan necesi-
tando para ilustrar o demostrar otros resultados teéricos.
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m Anillos analiticos

La idea base se remonta a un seminario no publicado del Prof. Vicente en la

Facultad de Ciencias de Orsay (Francia) en Noviembre de 1982, y esta incluida

en el manuscrito [AHV00]. Tenemos un anillo R = C{z,w} de series conver-

gentes en las variables z = (z;,...,2.) yw = (wy,...,wy) y fijamos el ideal

p = (2) yunideal I C Z. Designamos por m al ideal maximal de R.
Consideremos el anillo graduado

gr,(R) = P p'/p™*! = Clw}(Z],
i20
donde Z = (21,...,2;),con Z; = z; + p?, para 1 < j < c¢. Sea in,(I) el ideal
inicial de I en gr,(R), designemos por f ala forma inicial de f respecto de p,
que se la llama también la forma inicial respecto de z, o la z-forma inicial. Al
p-orden de f (o el z-orden) y se le representa por v,(f) = v.(f).
Sea

f=2 faw)zA =0 fa(w) € C{w}

AeZf

una no unidad de R. Escribiremos
u(f) ={Ae€Zi| Al = vp(f) ¥ fa(0) = O}.

y definiremos el simbolo u(f) = sup, %(f), donde sup_, significa el supre-
mo para el orden lexicografico. Finalmente, pondremos

ul) ={u(f) | fel, ulf)+3}.

Como I es un ideal se tiene que U(I) + Z§ = U (1),
Nos va a interesar el anillo graduado

grn (RID) = Clw}[Z]/in, (1) = C{w}[z"],

donde z¥ = Z; + in,(I), para 1 < j < c. La situaciéon de planitud normal
se da cuando gr,,(R/I) es libre (o, equivalentemente, plano) como moédulo
sobre C{w} = R/p; esto ocurre si y so6lo si

I={(z"|A¢ul}

es una base libre.
Esta es la situacién inicial de [AHV00]. La de [LJT71] no es asi, sino mucho
mas clasica. Bien es verdad que trata de planitud normal y funcion de Hilbert,
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pero con métodos clasicos, en el que las demostraciones estdn muy claras
en e] caso algebraico, pero mucho menos en el analitico. Nuestro trabajo,
respecto de [LJT71], representa un adelanto muy evidente en formulacién, en
técnicas de demostracién y en logro de nuevos resultados que clarifican la
estructura de la planitud normal, la funcién de Hilbert y la estratificacién de
Samuel. A su vez, [AHV0O0] representa un avance importante sobre [LJT71].
Nuestro trabajo, respecto de [AHVO0O] representa varias cosas:

1. Demostraciones correctas y completas, alli donde [AHVO0O0}] adolece de
un aspecto o del otro.

2. Automatizacion de los procesos de division a la Hironaka, lo que permite
dividir sin cuidados especiales por familias de series que verifiquen unas
minimas condiciones de “generalidad combinatoria”.

3. Utilizaciéon exhaustiva del objeto combinatorio u(I) C Z§ para simplifi-
car demostraciones y obtener resultados nuevos, bien intuidos a partir
de [AHV00], bien correccién de enunciados de él.

4. Utilizacion del objeto combinatorio u(I) C Z§ para poner de relieve la
estructura combinatoria de los conceptos basicos para la resolucién de
singularidades. Asi se evita el tener que recurrir a teoremas algebraicos
muy generales, que enmarafian todo.

La Seccion 1.1 esta dedicada, por una parte, a la automatizacién de los
procesos de division. El resultado clave es la Proposicion 1.1.5, que dice lo
siguiente: supongamos que

,
u(l) = [ J(Ai + Z§)
i=1
es una union irredundante, y sea I = (g1,...,9») con u(g;) = A;. Entonces
(g1,...,9») es una base de division de I, esto es, se puede dividir aplicando
el Teorema de Weierstrass-Hironaka. De esta forma ya no habremos de pro-
cuparnos de demostrar las hipotesis del Teorema de division de Weierstrass-
Hironaka para la clase de familias que utilizaremos.

El segundo resultado clave de esta seccién, y el principal, es la Proposi-
cidn 1.1.7, utilizada implicitamente en [AHVO0O] pero no demostrada, que afir-
ma que el conjunto I' definido mas arriba es, en cualquier caso (es decir, no
necesariamente en la situacién de planitud normal), un sistema minimal de
generadores de grn(R/I) como C{w} = R/p-mddulo. Demostrar esto re-
vierte a probar que todo monomio z* con A € u(I) es combinacion lineal
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de un numero finito de monomios de con exponentes en I' médulo el ideal
inicial correspondiente. Para ser mas precisos, para cada A € u(I) existe una
serie hap tal que Z,(hap) tiene interseccién vacia con u(I), z4 — hap € I,
vz(hap) = |Al, y, ademas, todas las series hs o tienen un campo de conver-
gencia comun, independientemente de A. Este resultado es utilizado amplia-
mente por [AHV0O0], pero lo da como evidente, y lo hace de forma parcial:
solo le interesa la convergencia de cada h40. No es evidente; en preparar la
demostracion hemos empleado las once paginas de esta seccion.

La Seccion 1.2 estudia el caso de planitud normal. El primer resultado clave
es el Teorema 1.2.7, que afirma que la condicién de planitud normal es equi-
valente a la existencia de una base estandar equimultiple para I. La condicién
de estandar significa que las formas iniciales ordinarias de los elementos de
la base generan el ideal inicial ordinario. La condicién de equimultiple para
una serie significa que tiene el mismo orden en z que en todas las variables.
Este teorema esta contenido en [AHV0O] pero la demostracion es ampliamen-
te incompleta. La clave de esta demostracion esta en la demostracién de la
Proposicién 1.2.8 que es ignorada por [AHVO0O].

El segundo resultado clave es el Teorema 1.2.11 que afirma que planitud
normal es equivalente a constancia local de la funcién de Hilbert. Este resul-
tado es ampliamente conocido desde los principios de la moderna resolucion
de singularidades, es decir, desde el trabajo de Hironaka de 1964, [Hir64].
?7iQué hay, pues de nuevo, en nuestra memoria respecto de este resuitado? La
demostracién, que se hace por los métodos combinatorios ya introducidos.
Mas que de una demostraciéon se podria hablar de una interpretacion grafica
de u(I). Es decir, la simple visualizacién mental de la nube u(I) hace que
el resultado parezca como evidente. Naturalmente, nosotros lo describimos
con palabras y férmulas por razén de precisiéon, pero es visual o intuitivo.
En otras palabras, éste es un ejemplo de que nuestro esquema combinatorio
vuelve intuitivas nociones conseguidas duramente en términos abstractos.

La Seccién 1.3 suministra mas ejemplos de vision intuitiva de nociones abs-
tractas. Se comienza interpretando en términos combinatorios la funcién de
Hilbert. El objeto clave aqui es el diagrama de Newton e(I) en todas las va-
riables, que se define como indicamos a continuacién. Si tomamos una no
unidad distinta de cero f € R y escribimos

f= >  fapztw® fagecC
(A,B)ez§x78

definimos el diagrama de Newton como el conjunto

Frw(f) = {(A,B) € ZE X I§ | fap * 0}.
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Naturalmente, los monomios que estan fuera de e(I) son los que determinan,
en cada grado, el valor de la funcién de Hilbert para ese grado.

El resultado principal es el Teorema 1.3.11, cuya parte mas importante con-
siste en demostrar que la condicién de planitud normal se da si y sélo si
el diagrama de Newton respecto de todas las variables es cilindrico de base
u(I), es decir que e(I) = u(l) x zg. Dentro de la misma técnica de mostrar lo
intuitivo tenemos el Teorema 1.3.14 que dice, esencialmente, que la planitud
normal se da siempre, aunque de forma genérica es decir, no donde nosotros
queramos, pero de manera abierta y lo suficientemente cerca. Finalmente, el
Teorema 1.3.18 da una prueba casi inmediata de la semicontinuidad superior
de la funcién de Hilbert.

El Capitulo 2 contiene en su mayor parte lenguaje conocido. Esta dedicado
a describir las explosiones analiticas. A pesar de ser un tema muy conocido,
hemos perseguido aqui los objetivos que describimos a continuacion.

La primeraidea conductora de la redaccion de este capitulo ha sido una me-
ramente formal: realizar las comprobaciones analiticas que [AHV00] da como
evidentes y que algunas no lo son en absoluto. Las demostraciones comple-
tas que suministramos aqui no deparan ninguna sorpresa: lo enunciado en
[AHVO00] es correcto.

Un segundo objetivo ha consistido en dar una demostraciéon completa del
Teorema 2.3.2 que, si se permite una expresion informal, todo el mundo da
por sentado pero nadie demuestra y casi nadie enuncia. Este teorema esta en
el origen de la nocién de base estandar equimultiple. El problema consiste en
dar un conjunto razonable de ecuaciones para el transformado estricto de un
espacio analitico porque la teoria general suministra un nimero exagerado
de ecuaciones redundantes. El teorema dice que un sistema de ecuaciones
para el transformado estricto por una explosiéon permitida (es decir, con cen-
tro normalmente plano) es el conjunto de los transformados estrictos de los
elementos de una base estandar equimultiple.

El tercer objetivo de esta seccidén conecta estrechamente con lo anterior.
Se trata de suministrar un sistema mecanico para razonar a través de una
serie finita de explosiones. El sistema esta ahi, pero no lo seguimos. ;Cual es
el sistema? Una suma de conocimientos combinatorios y un algoritmo de un
paso, parair de unas ecuaciones de un espacio a las del explotado. A poco que
se reflexione ya se puede ver que son abordables cuestiones fundamentales,
COmo Son: ’

1. ¢Qué ha de ocurrir para que se conserve la planitud normal después de
una explosion?
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2. ;Qué ocurre cuando se pierde la planitud normal después de una explo-
sion?

3. ;Cémo evolucionan los diagramas de Newton y/o la funcién de Hilbert
por explosiones permitidas?

No hemos querido entrar por este camino para no repetir mas resultados
que ya se conocen de forma tedrica. La novedad en este caso es la técnica
de tratamiento y demostracion. Para no repetir mas, nos hemos detenido
en el lugar en que ya aparece razonable que nuestras técnicas combinatorias
reemplazan a las clésicas.

m Anillos de series con exponentes en piramides

La utilizacion de los anillos de series o polinomios con exponentes dentro de
unos ciertos objetos geométricos adecuados no es nueva. Los dos campos
clasicos han sido las singularidades de superficies y las variedades toricas,
por usar el orden cronoldgico. De las variedades téricas diremos sélo un par
de frases. Son variedades con paramétricas monomiales o, equivalentemente,
con ecuaciones binomiales. La referencia imprescindible en el libro de Tadao
Oda [0da88]. Los monomios que parametrizan a este tipo de variedades estan
contenidos en conos estrictamete convexos. La combinatoria de estos conos
produce resultados geométricos. Por ejemplo, las explosiones de las varie-
dades téricas dan lugar a abanicos, que describen las cartas de la explosion.
Nosotros no tratamos ese campo, relativamente bien trillado.

En singularidades de superficies se trabaja con anillos de series con expo-
nentes en un sector del plano, o un cono estrictamente convexo en dimension
2. No se trata de singularidades cualesquiera, sino jungianas, por H Jung
(véase [Jun08]). En pocas palabras, las singularidades jungianas aparecen en
la forma que describimos. Sea f : X — S un morfismo finito de superficies
(algebraicas o analiticas) con S lisay sea So C S el lugar de ramificacion de f.
Se puede considerar la resolucion sumergida @ : S’ — S de Sy, es decir, que S’
es una superficie lisa y ¢ un morfismo propio, donde @~1(So) es un divisor S,
con cruzamientos normales. En esta situacion el producto fibrado g: X' - X
nos produce un morfismo f’: X’ - S’ cuyo lugar de ramificacién es S;. En el
entorno de cada punto singular de Sj la singularidad de X’ puede ser descrita
en términos de paramétricas de Puiseux casi-ordinarias. La normalizacion X
de X’ tiene un nimero finito de puntos singulares y es una variedad térica en
el entorno de cada uno de ellos.
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Se puede obtener combinatoriamente, para cada punto, el conjunto de mo-
nomios que determinan esta variedad térica. Se puede, bien hacer un calculo
explicito a través de los pares caracteristicos de la serie casi-ordinaria de par-
tida, bien pasar por los anillos de las singularidades de Hirzebruch-jung (de la
forma Z1 - XY?, m.c.d(p,q) = 1). Sea de una forma u otra, el famoso trabajo
de Hirzebruch [Hir53] produce una resolucién automaética de estas singulari-
dades téricas bidimensionales. La referencia exhaustiva en este campo es el
manuscrito de Kiyek-Vicente [KV02], a publicar.

En todos los problemas y técnicas que hemos podido revisar (jy esto inclu-
ye el libro de Odal!) se echa en falta un tratamiento sistematico de los anillos
de series o polinomios desde el punto de vista exclusivamente algebraico. Se
trata de anillos con propiedades muy interesantes. A fuerza de buscar el dic-
cionario que traduzca el lenguaje combinatorio al geométrico, se ha olvidado
el diccionario entre el lenguaje combinatorio y el algebraico. Nuestra apor-
tacion de la segunda mitad de la memoria construye buenas partes de este
diccionario. Esta es la intencién que hemos perseguido y de cuyos resultados
damos un resumen a continuacion.

En primer lugar necesitamos un subsemigrupo X de Z" para tomar mo-
nomios con exponentes en €l. Esto revierte a convertir X en un semigrupo
multiplicativo 2y, monomios en X = (Xi,...,X»), que se tomara luego, bien
como base del k-espacio vectorial de los polinomios (k = cuerpo arbitrario),
bien como dominio de definicion de funciones arbitrarias f : x — k que son
las series en esos monomios. Este semigrupo X va a ser el conjunto de puntos
de coordenadas enteras contenidos en un objeto geométrico que llamamos
piramide.

Una piramide en en un espacio euclideo n-dimensional X es algo mas que
un cono estrictamente convexo; necesita “tener cuerpo” y necesitamos un con-
cepto operativo de hiperplano transversal a una piramide. Ambos problemas
se resuelven definiendo la piramide en la siguiente forma: el dato de entrada
es un hiperplano H de X, un punto exterior O ¢ H y un convexo A C H,
compacto y de interior no vacio en H; entonces la piramide I'(A) es la union
de las semirrectas de origen O que contienen a un punto de A.

En el Capitulo 3, Seccién 3.1, introducimos un poco de lenguaje de con-
vexos. El objetivo prioritario de esta seccién es entresacar de la literatura
unos hechos (jmuy pocos!) basicos y esenciales en lo que sigue. Son conoci-
das de sobra las complicaciones vy, ;por qué no decirlo?, las dificultades de
la geometria o el analisis convexo. Hay hechos basicos, que jamas se citan
explicitamente, pero que subyacen a una inmensa mayoria de razonamien-
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tos en geometria convexa. Son estos hechos, mantenidos en silencio, los que
hacen posibles los razonamientos elegantes y sintéticos en esta rama. Des-
tacamos en nuestra Seccion 3.1 el Teorema de Carathéodory, 3.1.5, que es el
substrato de la mayoria de razonamientos sobre convexos cerrados.

En la Seccién 3.2 entramos en materia sobre las piramides que definimos
antes. Un convexo dentro de un espacio euclideo tiene interior no vacio en
él si y sélo si lo engendra como variedad afin, es decir, estd contenido mini-
malmente en él. Lo que es esencial en la definicion es que A tenga interior no
vacio y sea acotado. Lo de cerrado lo ponemos por comodidad en algiin punto
concreto o, si se quiere, por brevedad. Lo mismo se podrian escribir nuestros
desarrollos sin poner la hipotesis de cerrado, s6lo acotado y de interior no
vacio.

Es esta seccion hay una funcién que da mucho jugo: la proyeccién este-
reografica 1t de centro O, que lleva el semiespacio H; de borde el hiperplano
H, paralelo a H por O y que contiene a H, sobre H. Esta proyeccion es-
tereografica es la que permite trasladar a la piramide I'(A) propiedades to-
pologicas del convexo A. Por ejemplo, un resultado crucial en lo que sigue
refleja el comportamiento de 1: que si I} es una subpiramide propia de I'(A)
tal que existe un punto interior a I'(A) no perteneciente a I}, entonces exis-
te una bola abierta contenida en I'(A) que no corta a I (Proposicion 3.2.19).
Como decimos, este resultado va a ser la clave de la no generacion finita de
semigrupos o la no noetherianidad de anillos.

Un concepto basico es el de piramide poliédrica: la que proyecta a un po-
liedro I' ¢ H, entendiendo éste como el cierre convexo de un nimero finito
de puntos de H que generen H como hiperplano. Una clase de piramides po-
liédricas, las racionales, va a marcar la frontera entre la finitud algebraicay la
no finitud. La seccidén concluye con un denso comentario sobre transversali-
dad, en las Notas 3.2.23. Dicho en pocas palabras, un hiperplano transversal
es uno que corte a todas las semirrectas que constituyen la pirdmide. La im-
portancia de los hiperplanos transversales es que, mediante ellos, vamos a
obtener funciones de grado sobre monomios y polinomios, asi como funcio-
nes de orden sobre series. De hecho, si H es un hiperplano transversal aT'(4),
de ecuacién f = 0, donde f es una funcién afin tal que f(O) < 0, entonces f
es una forma lineal positiva sobre todos los puntos de I'(A) \ {O}.

En la Seccidn 3.3 introducimos los semigrupos 2. El dato de entrada es una
red, que es un par (0, G) donde O € X y G es un subgrupo abeliano libre del
espacio vectorial subyacente V, engendrado por una base ortonormal B de V.
Los puntos de la red son los O + v, v € G. Los puntos de la red contenidos
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en I'(A) forman un subsemigrupo = de G, siempre que se identifique V con
el conjunto de vectores fijos de origen O. Tomando coordenadas respecto de
(0; B), los puntos de X son los puntos de coordenadas enteras contenidos en
r(a).

Tomando una forma lineal positiva sobre I'(A) \ {O}, por ejemplo la parte
vectorial de una funcién afin f tal que f(O) < 0y f = 0 defina H, se puede
asignar un grado a los elementos de X y se pueden ordenar éstos mediante el
orden diagonal: por grados y desempata el orden lexicografico.

Como resultados finales de esta seccién vemos que todo compacto Q con-
tiene un numero finito de puntos de la red (Teorema 3.3.6). Esta observacion,
aparentemente sin importancia, tiene una aplicacion estrella: el conjunto de
monomios de grado menor o igual que una constante dada es finito. Esto
sirve para definir grados de polinomios y érdenes de series y es gracias a este
resultado que el producto de series va a tener sentido.

Finalizamos la Seccion 3.3 con la nocién de pirdmide poliédrica racional: es
una piramide poliédrica en la cual las aristas (proyeccion de los vértices de
A) contienen puntos de X. Considerando coordenadas demostramos que una
piramide es poliédrica racional si y s6lo si existe un hiperplano transversal
K, con una ecuacion afin con coeficientes enteros, que la corta en un poliedro
con vértices enteros (Teorema 3.3.12).

La Seccién 3.4 estd dedicada a la demostracion de un resultado clave: el
semigrupo 3 esta finitamente generado si y so6lo si la piramide I'(A) es po-
liédrica racional (Teorema 3.4.7). La demostracion discurre de la manera na-
tural, aunque es bastante dificil. Se descompone en dos proposiciones, 3.4.4
y 3.4.5, que demuestran cada una de las implicaciones. Las ideas son como se
explica a continuacién. Si T(A) es poliédrica racional, tenemos unos vértices
{B1,...,Bm} enteros de un poliedro A; contenido en un hiperplano tranversal
K aT(A) de modo que I'(A) =T'(A;). Consideremos la “celda”

m
A=0+>A0B;, 0<A;<1 VYi=l,..,m;
i=1
entonces los trasladados de A por el grupo de traslaciones engendrado por
las T; de vector .O—fii, i=1,...,m cubren I'(A). Como dentro de la celda hay
sOlo un numero finito de puntos de X, resulta de ahi la generacién finita.

El reciproco es mas sutil. Si ahoraI'(A) no es racional, observamos que todo
subsemigrupo de X finitamente generado esti contenido en una subpiramide
poliédrica racional I} de I'(A). Como consecuencia de la Proposicion 3.2.19,
que afirma que hay una bola abierta dentro de I'(A) \ I3, y de la invariancia
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de este conjunto por homotecias de centro O, deducimos la existencia de un
punto de X fuera de I3. Y, no olvidemos, esto para cualquier I' o subsemigru-
po finitamente generado de X. Esto implica automaticamente que 3 no puede
estar finitamente generado.

Se termina la Seccién 3.4 con dos ejemplos que son muy ilustrativos. El
primero hace ver como el semigrupo 3 dentro de una pirdmide no racional
no esta finitamente generado. Se considera la piramide poliédrica no racional
dentro de R? dada por

[(A) = {0+ A (L,0) + A2(1,exp(1)) | A, A2 2 0}, A =(1,0)(1,exp(1)).

El ejemplo hace ver que el considerar subpiramides poliédricas racionales
dentro de I'(A) que contengan a semieje positivo de abcisas revierte a con-
siderar aproximaciones racionales de exp(1). De ahi queda patente la no
generacion finita de 2.

El segundo ejemplo estd inspirado en técnicas, no iguales pero si parecidas,
a las utilizadas en [KV02] para la resolucion de las singularidades de superfi-
cies de Jung-Hirzebruch. Dada una pirdmide poliédrica racional plana calcula-
mos explicitamente el semigrupo 2. El procedimiento es construir un cambio
de base en 7Z? de manera que I'(A) se transforme en la pirdmide generada
por los vectores (1,0) y (p,q) donde p,q € Z,,0 < p < g, m.cd(p,q) = 1.
En este caso, un sistema de generadores (redundande en general) de X esta
constituido por los puntos (x,y)conl <x <py

! 1
p+1xsy5px.

Para quitar las redundancias basta fijarnos en las segundas coordenadas de
los puntos: cuando alguna de ellas (en el orden que salen) es pertenece al
subsemigrupo de Z engendrada por las anteriores, entonces se puede elimi-
nar el punto. Asi por ejemplo, para p = 6, ¢ = 25 un sistema minimal de
generadores de X es

(1,4),(3,11),(5,18),(6,25) .

El Capitulo 4 contiene el diccionario basico entre combinatoria y algebra,
entre geometria convexa y algebra. A veces la traduccion de los conceptos no
opera por analogia esencial sino funcional. Un ejemplo clarisimo de esto es el
siguiente: cuando hablemos de series veremos que no es lo mismo semigrupo
finitamente generado que ideal monomial finitamente generado, pero esto en
el terreno del concepto. En el funcional veremos cémo ambos conceptos se
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implican mutuamente: es decir un cierto ideal monomial, basico en nuestros
estudios, es finitamente generado si y solo si X lo es. El ideal a que nos
referimos es, por supuesto, el engendrado por los monomios

(X4 ] AeX).

Mantenemos los datos basicos que venimos utilizando. En la Seccién 4.1
se introducen los conceptos primarios de polinomios y series con exponentes
en X. Dada una colecciéon de variables X = (X;,...,X,) los monomios con ex-
ponentes en X son los X4 con A € X. Las series en X con exponentes en 3 son
las funciones f : £ - k, donde k es el cuerpo base, arbitrario por demas. Los
polinomios son las series de soporte finito. El hecho, visto mas arriba, de que,
elegida una forma lineal positiva sobre I'(A) para marcar un grado, el conjun-
to de los monomios de grado menor o igual que una costante es finito, implica
que la multiplicacién ordinaria de series esta bien definida. Por supuesto, en
el anillo de series k[Zx] las unidades son las series con término independiente
distinto de cero. Esto significa que k[Zx] es un anillo casi-local, es decir, con
un ideal maximal (no necesariamente noetheriano) que es el ideal N formado
por las series de orden positivo. Este ideal contiene propiamente, en general,
al ideal M generado por los monomios con exponentes en 3. Mas atn, k[Zx]
es completo con respecto a la topologia N-adica, luego serd noetheriano si y
solo si N esta finitamente generado como ideal. Esto ocurre en un solo caso,
COmO veremos en un momento.

El resultado clave para comenzar el diccionario es la Proposicion 4.1.5, que
afirma que el ideal M esta finitamente generado si y s6lo si el semigrupo
Y esta finitamente generado o, equivalentemente, si y solo si I'(A) es una
piramide poliédrica racional (Teorema 3.4.7). Sin embargo, los dos conceptos
no son idénticos: si 3; es un subsemigrupo finitamente generado e I es el
ideal engendrado por los monomios con exponentes en X, es evidente que en
I hay mas monomios que aquéllos que tienen exponentes en X;. Por tanto,
ideal monomial no es la traduccién exacta de subsemigrupo.

El teorema principal de la Seccidn 4.1 es el 4.1.7 que afirma que son equiva-
lentes:

1. El anillo k[2x] es noetheriano.
2. El anillo k[2x] es noetheriano.
3. I'(A) es una piramide racional.

4. Los ideales M y N de k[2x] coinciden.
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Este es un teorema enormemente fuerte, que tiene unas implicaciones casi
filoséficas: la finitud algebraica esta ligada estrechamente a la finitud geo-
métrica, entendiendo por finitud geométrica lo constructible racionalmente
a partir de lo entero o racional. En otras palabras, dentro de este esquema
las condiciones de finitud del algebra conmutativa son la contrapartida de lo
algoritmico con datos iniciales enteros.

Terminamos la Seccion 4.1 con dos observaciones. Una de ellas es sencilla,
y construye los anillos k[Zx] y k[Zx] como cocientes de anillos del mismo
tipo en argumentos variables. Por supuesto, en el caso noetheriano, el anillo
k{Zx] es el de una variedad térica. En general, la dimensién es n, la del
espacio ambiente X de la piramide.

La ultima obervacién es mas fuerte. En el caso no noetheriano, los anillos
de series no tienen ni siquiera la otra caracteristica de finitud mas débil: la
coherencia. En otras palabras, cuando falla la finitud, falla hasta sus ultimas
consecuencias. La dificultad del tema ha hecho que no podamos demostrar
que los anillos no noetherianos k[Ex] no son nunca coherentes, como sope-
chamos que ocurre. Nos hemos tenido que contentar con un ejemplo, sin
dejar ni mucho menos de lado la idea de una futura vuelta sobre el tema. El
ejemplo lo damos en la piramide plana proyeccién desde el origen del seg-
mento (1,0)(1,exp(1)). El desarrollo en fraccién continua infinita de exp(1)
nos permite dar un ideal monomial cuyo médulo de sicigias no esta finita-
mente generado. La técnica es extraordinariamente complicada, lo suficien-
temente para no haberla podido generalizar hasta el presente. Sin embargo,
la idea no puede ser en si complicada: se debe poder jugar con el hecho de
encontrar puntos de X fuera de cualquier subpiramide racional de I'(A), en el
caso en que ésta no sea poliédrica racional.

Las secciones que restan de este capitulo abordan unos problemas que me
han sido transmitidos por tradicién oral. Apenas unas lineas hay escritas
sobre el tema. La referencia mas cercana es la tesis de Fuensanta Aroca,
[Aro00], en la Universidad de Valladolid, Diciembre de 2000, en la que se
trata el caso bidimensional exclusivamente, por supuesto como herramienta
para otra finalidad. Pero expliquemos de qué tratan los problemas.

Cuando las explosiones monomiales se interpretan en funciéon de los expo-

nentes entramos en el algebra lineal. Esto se ve muy bien en la Seccidén 4.2. La
explosion monomial

Xi—-X Vli+j X;j- XX;
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actia sobre lo exponentes de los monomios de esta manera:
i)
(al’---van) - (aly---;a'i + ajs---;an) = (a’li"'la’n)Mij

donde M;; es la matriz n X n que tiene ceros en todas las posiciones, salvo
unos en la diagonal principal y un 1 posicién (j, i). La llamaremos matriz de
explosion. La inversa de M;; se llama matriz de implosion y es la matriz n x n
que tiene ceros en todas las posiciones, salvo unos en la diagonal principal y
un —1 posicién (j,1).

No hay ningin problema entonces en considerar las explosiones como au-
tomorfismos de V, que actian post-multiplicando matrices de coordenadas
por matrices M;;. Un primer problema, esta vez débil, es el siguiente: dado
que las matrices de implosiones e implosiones son enteras de determinante 1,
(generaran el grupo especial lineal sobre Z? La respuesta es afirmativa, como
se prueba en el Teorema 4.2.5, cuya demostracion es algoritmica, es decir que
se puede tranformar en un algoritmo implementable en computador que rea-
lice la descomposicién de una matriz entera de determinante 1 en producto
de matrices de explosiones e implosiones. Por supuesto que no hay ni que
pensar en unicidad del proceso.

En la Seccién 4.3 entramos ya un poco en el problema fuerte. Este consiste
en partir de una piramide poliédrica racional I'(A) y ver como se transforma
por explosiones, no implosiones. Las explosiones se “portan bien” con respec-
to a las piramides poliédricas racionales: si {A;,..., A, } son los vértices de A
y 1T es una explosion monomial, entonces 1t(I'(A)) es una piramide poliédrica
racional, proyeccion desde O del poliedro de vértices {1m(A1),...,m(A,)}. El
enunciado del problema fuerte es el siguiente: ;hasta qué punto una piramide
poliédrica racional puede ser llevada al primer cuadrante por explosiones?
Entendemos por primer cuadrante el conjunto

n
O+(u1,...,un)+:{0+22\iui AiZO, Vi=1,...,n}.

i=1

y por opuesto del primer cuadrante

n
O+ (U1, ..., ty)- ={O+ZAiui A <0, Vi=1,...,n}.
i=1

Con el problema asi planteado salta a la vista una primera observacion.
Tanto el primer cuadrante como el opuesto del primer cuadrante son esta-
bles por explosiones; por tanto, para que una piramide poliédrica racional
pueda ser llevada al primer cuadrante por explosiones es necesario que so6lo
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contenga el punto O del opuesto del primer cuadrante. A esta condicion la
denominamos con la frase: I'(A) no entra en el opuesto del primer cuadrante.
La solucion final es el teorema que afirma que la piramide poliédrica racional
['(A) puede ser llevada por explosiones al primer cuadrante si y sélo si no
entra en el opuesto del primer cuadrante (Teorema 4.3.3).

La demostracion de la suficiencia es todo un logro, por ser de una dificultad
intrinseca muy grande. La génesis de esta demostracién fue como explicamos
a continuacion. Comenzamos por hacer una nueva demostracion del teorema
cuando n = 2, que ya habia sido publicada en [Aro00]. Nuestra demostra-
ci6bn es mucho mas breve y algoritmica (Notas 4.3.7). Notemos que en ella
se consideran piramides engendradas por dos vectores, lo que abarca todas
las piramides poliédricas planas, por definicién de pirdmide. Notemos tam-
bién que el camino hacia el primer cuadrante para una piramide dada no es
unico. Esto contradice lo que parece indicar [Aro00] con una referencia a la
canonicidad, que no hemos entendido en su totalidad.

El siguiente paso fue intentar generalizar de alguna manera los métodos del
caso plano. Enseguida nos convencimos que esto no era posible. El siguien-
te paso fue buscar un método que siguiese la filosofia de la resolucion de
singularidades: un algoritmo y una medida. Todos los intentos fallaron. Un
algoritmo de este tipo pasa por encontrar “explosiones permitidas”, o “ade-
cuadas” que mejoren la situacién o que no la empeoren y a la larga la puedan
mejorar. Estas explosiones sOlo pueden consistir en sustituir una columna
de una matriz por ella mas otra columna de tal modo que el resultado ten-
ga menor suma de términos negativos que la primera. La medida tiene que
versar sobre la suma de los términos negativos de cada matriz intermedia. El
fracaso fue total: tenemos mas de 40 algoritmos y ejemplos implementados
en MAPLE que demustran que todos los marcos razonables fallan.

El siguiente paso fue, en cierto modo natural y en otro artificial. Buscamos
un criterio para que la piramide engendrada por los vectores filas de una ma-
triz no entrase dentro del opuesto del primer cuadrante. Esto nos condujo a
limitar la piramide por un hiperplano transversal (o sea, trabajar con un po-
liedro en X), para intentar averiguar si dentro de ese poliedro habia vectores
del opuesto del primer cuadrante. El procedimiento para averiguar esto fue
el método del simplex, utilizado en optimizacién lineal e implementado en
un paquete de MAPLE, lo cual ya era una ayuda nada desdefiable. La idea es
que, si el poliedro entra dentro del opuesto del primer cuadrante, un extremal
del método del simplex debe estar dentro del opuesto del primer cuadrante.
Con esto tenemos un algoritmo sélido para verificar cuando estamos en esa
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situacion. Entrando ya en optimizacién lineal, la utilizacién del teorema de
Farkas-Minkowsky nos permite resolver sistemas de desigualdades, cosa que
nos viene muy bien. Una concienzuda reflexién nos llevd a darnos cuenta de
que, dada una matriz A cuyas vectores filas engendran la piramide poliédrica
de partida, la existencia de un camino hacia el primer cuadrante por post-
multiplicacion por matrices de explosiones venia implicada por la existencia
de una solucion positiva del sistema Ay > 0, donde 7y es una matriz columna
de incognitas. Este hecho no es trivial, pero es cierto y clave para nuestros
propositos. En esta situacién, una variante del teorema de Farkas-Minkowski
(Corolario 4.4.6) nos dice que, si la piramide no entra en el opuesto del pri-
mer cuadrante, entonces esa soluciéon existe. Por tanto, nuestra prueba esta
completa.

No damos ya detalles técnicos de la demostracion porque no son mas que
desarrollos formales de esta idea conductora cuya génesis hemos detallado.
Se encuentran en las tres ultimas secciones de la memoria.



Capitulo 1

Planitud normal y funcion de Hilbert

m 1.1 Variaciones sobre el TPWH

Ante todo, comenzamos diciendo que las siglas TPWH significan el teorema
preparatorio de Weierstrass-Hironaka, tal como se contiene en [AHV00]. Para
poder aplicar este teorema es necesario encontrar una forma lineal tal que el
orden respecto de ella verifique las propiedades requeridas en las hipotesis.
Comenzamos haciendo unos calculos abstractos que enseguida aplicaremos.
También hay que decir, antes de entrar en materia, que nuestros desarro-
llos son muchisimo mas simples que los de [AHV00] y, ademas, son cons-
tructivos, es decir, se da explicitamente una familia de formas lineales cuyos
ordenes asociados verifican las hipétesis del Teorema preparatorio de Weier-
strass-Hironaka. Esta familia se obtiene por una pequefia perturbacién de la
funcién de orden y permite aplicar el Teorema preparatorio de Weierstrass-
Hironaka hasta una profundidad mucho mayor que la utilizada en [AHV0O].

m PROPOSICION 1.1.1 Operamos con el espacio de multi-indices Z§. Sean
m, t € Z, enteros fijos y consideremos la forma lineal

donde m es fijo pero muy grande en comparacion con t, por ejemplo m =
1019, Entonces,

1. Paratodo A € Z§; es |A| > L(A). Mds aun,

L(A) st < |A| <.

2. Sean|A| = |B| <t,con A >, B, entonces es L(A) < L(B).
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3. Si|A| =|B| <t, conA >, B,entonces

1
4. Sea |A| < t. Se tiene
1

DEMOSTRACION. 1. Sea A € Z§; esta claro que |A|'> L(A). Vamos a probar

que
LA) <t < |A]l <t

Desde luego, si |A| < t entonces L(A) < t; vamos a probar el reciproco. Sea
A= (ay,...,a.); se tiene que

c

[
a; a; 1
L(A) = |Al - D 10im+n = A= > 10m+t Al (1 B 10(m+t))

i=1 i=1

El hecho de que L(A) < t implica que

1
41 (1~ 1) <¢

luego que
t
Al £ ———

— 1gm+t

Como m es muy grande con respecto a t, entonces el nimero

t

1
1- 1om+t
es solo ligeramente superior a t y estrictamente menor que t + 1. Asi, |A| < t.

2. Sean A, B € 7§, con |A| = |B] < t, A >, B; vamos a probar que
L(A) < L(B), o, equivalentemente, que L(A — B) < 0. En efecto, sean A =
(a1,...,ac) y B = (by,...,b.), vy sea iy el primer indice i tal que a; — b; # 0.
Entonces a;, — b;, > 0. Ademas, para todo i = 1,...,c, es |a; — b;| < t.
Tenemos

1
(1~ ggmem ) =0

Mo

L(A-B) =

i

0

<

i

1

—W(ai - by)

]
M

i

i

[=]

2
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porque 3;_; (a; — b;) = 0. Como a;, — b;, > 0 el primer sumando

-1

W(aio - by,)

es negativo y su valor absoluto es

1 1

10io(m+t) (@i, — bio) 2 10io(m+t)*

Por tanto, para demostrar que L(A — B) < 0 basta ver que

< 1 1
z T 10i0m+t) (a;=bi)| < 10Qio(m+0)

i=ip+1

Tenemos que

c
1
< Z W|ai—bi|

i=ig+1

< 1
Z - 10Qi(m+t) (ai - bi)i

i=ip+1

(o]
1 t
=t Z 10t(m+t) < 10QGo+1)(m+t)

i=ig+1
t 1 1
10m+t  J0lm+D < 10im+t)

que es lo que queriamos.
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3. Sean A, B € Z;, con |A| = |B| < t, A >, B; vamos a dar una cota superior

para L(B) — L(A) = L(B — A). Tenemos que

(1 —1———) (b; — a;)

L(B - A) T 10i(m+t)

...
i
—

I
Mo

o

1 < 1
W(Q—i -b;) < Ziwlai 21
1 i=
C
1 t 1
ti; 10i(m+t) < 1Qm+t-1 = 10m

-
il

4. Sea A € 75, con |A| < t; vamos a obtener una cota superior para |A| — L(A).

Tenemos
< 1 < 1
|A| - L(A) = ;Waist;-ﬁm
1 t 1 l_

10m+t—1 = 10m
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B NOTACION 1.1.2 1.1.2.1. Partimos del anillo R = C{z,w} de las series

convergentes en las variables z = (z,...,2.), w = (wy,...,wg). Como es nor-
mal, utilizaremos la notacién simbélica para monomios: si A = (ay,...,a¢) y
B = (b;,...,ba), se escribira
b
ZA:Z?I...Z?C,’ wB=Wf1-..wdd‘

Hablaremos indistintamente de multi-indices y de exponentes de monomios.
El grado del multi-indice A es el del monomio correspondiente, y se represen-
tapor |[Al=a;+ -+ ac.

1.1.2.2. Cada serie f € R se escribira en las formas:

f= 2 fazh= > fapztw?
AeZf AeZj
Bezd
donde fA e C{w} y fA,B e C.
1.1.2.3. Para cada f € R como antes se pondra:

E(f)={A€Zi| fa+0}

y también
Fow(f) = {(A,B) € Z§ X 28 | fap + 0}

Vamos a definir ahora un objeto combinatorio u(I), que se llama la escalera
de I, en la forma que explicamos a continuacion.

B NOTACION 1.1.3 Sea

f=2 faw)zA+0

A€z

una no unidad de R.

1.1.3.1. Escribiremos
u(f) ={A€Zi| Al =v,(f) y fa(0) = O}.
Es inmediato que se verifica lo siguiente:
« W(f)=2 < few)- g,R.

o U(f) # @ = Vp(f) = vm(f), donde m = (z,w) es el ideal maximal
de R.
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1.1.3.2. Si @(f) = @ se escribird u(f) = sup.  #(f), donde sup, significa
el supremo para el orden lexicografico.

1.1.3.3. Sea I C (z)R un ideal; se pondra
ul) ={u(f) | fel, a(f) = 2}

Como I es un ideal se tiene que U(I) +Z§ = U(I), luego, por el lema de Dickson
(véase [CLO97], pagina 69), u(I) tiene un nimero finito de vértices, es decir,
es una unioén finita irredundante de la forma

u(l) = | J(A; + Z§).

i=1
En general supondremos a los A; ordenados de menor a mayor por el orden
diagonal <giag, que se define asi: si A,B € Z§, es A <qiag B si y sélo si, bien
|Al < |Bl,obien |A| = |B|yA >, B

1.1.3.4. En la situacién anterior, ponemos

Do = Z§\u(l)
0, = A1+Zg
J
01 = A +Z)\JAi+Z§), 1<j=<c-1

i=1
m NOTACION 1.1.4 Sea
c a
L=> ouxi+ > Bivi, i, Bj € Ro
i=1 j=1
una forma lineal con no todas las «; iguales a cero.

1.1.4.1. Para todo O # f € R se pondra
vi(f) = min{L(A,B) | (A,B) € E,w(f)}.
Se verifica que

vi(f+g) = min{vi(f),vi(g)}
vi(fg) vi(f) +vi(g)

1.1.4.2. A partir de L se puede definir un orden en los monomios en C{z}
(lo que equivale a un orden en los exponentes) semejante al orden diagonal
poniendo, para A, A’ € 7§, A <, A’ siy s6losi L(A) <L(A’) 6 L(A) = L(A")y
A> A
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m PROPOSICION 1.1.5 Supongamos que

r

w(l) = [ J(A4; +Z§)

i=1
es una union irredundante, y sea {g:,...,9»} una familia con u(g;) = A,.
Entonces {g1,...,9»} es una base de division, esto es, se puede dividir aplicando
el Teorema de Weierstrass-Hironaka.

DEMOSTRACION. Tenemos que u(g;) = A;. Si fuera necesario, dividiendo por
el coeficiente de z4i, que es una unidad en C{w}, se puede suponer que este
coeficiente es 1. Sea

t =max{|A;l |i=1,...,7},

y sea m muy grande con respecto a t, como en la Proposicion 1.1.1. Sea
1 &
L' =L+ Wn— zl_’y_]
J=

Vamos a demostrar que, paratodoi=1,...,7, es
vi(g:) =L(A) y vi(gi —z%) > L(A)

En efecto, fijemos i, 1 < i < * y pongamos g = g; para abreviar. Sabemos
que v (g) = |A;l. Sea A € E,(g), |A| > |A;]. Si |A] > t, entonces

L(A) >t = |A;] > L(A))
por 1. Supongamos que |A| < t; entonces |A| — L(A) < 10™™ por 4, luego
1
L(A) > |A] - Tom > |Al =1 = |A;| > L(A;).
Supongamos ahora que [A| = |A;]. S1 A <, AiesL(A;) <L(A).SiA>_, A,
entonces g4(0) = 0y vy (ga) = 10~™, Por tanto,

v (gaz?) = vp(ga) + L(A) = L + L(A)

10m
1 1 L(A
>1_O?H‘+L(Ai)_‘1‘0_m‘“ (A1)
Esto prueba la proposicién. [
m LEMA 1.1.6 Sea {g.,...,g,} una base de division de division como en la

Proposicion1.1.5, con u(g;) = A;. Entonces, la division de Weierstrass-Hironaka

g =ho+ > hig
i=1
verifica que
vz(hi) 2 vz(g) — |Ail.
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DEMOSTRACION. La demostracién de este lema es bastante técnica (y larga).
Comenzaremos por describir ‘algoritmicamente’ la division de Weierstrass-
Hironaka para poder seguir la formacién de cocientes y restos. A continua-
cién demostraremos la desigualdad por recurrencia, estableciendo cotas par-
ciales en cada paso de la recurrencia.

El proceso formal de la divisiéon es como sigue. Fijemos g € C{z,w}, que
sera el dividendo. Los exponentes de g se clasifican en Og, Oy, ..., O,. Ponien-
do Ag = 0, se denota por hEO), parai < i <7, ala suma de todos los términos
del tipo gaz4~4i,donde A € E,(g) YA € O;.

Entonces tenemos:

.
1. g=h +hOz% + ... s ROz4 = Y + S h{V24,
i=1
2. vz(hﬁ())) > v,(g) — |A;il, para todo 1 < i < 7, y la igualdad se debe dar
en, al menos, un caso.

Pongamos g; = z4 + p;, con 1 < i < r. Entonces, la expresion anterior se
puede escribir como

g=hy” + > h(gi - p)

i=1

Y r
=hy’ + > h%g:- > hps,

i=1 i=1

Vz(— i hgo)pl) > min {Vy(hgo)) + VL’(pi)}

i-1 lgisr

> min {vp (R{?) + L(A) }

l<isr

Ahora clasificamos los z-exponentes de

,
g =->np:
i=1

en las partes contenidas en Oy, Oy, ..., O,. Paracadal < i < v, se deno-
ta por hﬁ” a la suma de todos los términos del tipo gfql)ZA‘Ai, donde A €
E,(g'V) y A € 0;. Entonces tenemos

1. laigualdad

Y v
0) 1 1) _A;
- > hP; =h{d’ + > hizA,
i=1 i=1
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luego
r r
- [hf)o) + hé”] + > [hﬁo) + hﬁl)] gi- > hiVp;,
i=1 i=1
2. yla cota
vo(h") = v (g") - 1Al
> 1r£1]1£1 {vz(h(o)) +vz(pj)} — 1Al
> min {v;(g) - |4;| + |A;]} = |Ail
l<j<r

= vz(g) — |Ail.

Antes de continuar con los siguientes pasos, pretendemos probar dos co-
sas:

1. Que en cada paso recurrente vz(hE")) > v,(g) — |Ail.

2. Que las sucesiones {h{™}, ., son sumables formalmente, para todo i =
0,1,...,r. Para ello, basta ver que lo son para i = 1,...,7, y para de-
mostrar este dltimo aserto, es suficiente ver que los L'-6rdenes crecen
estrictamente. El problema de la convergencia es muy complejo y esta
resuelto en [AHV75].

Para demostrar el crecimiento estricto de L’ usaremos los calculos que aca-
bamos de hacer. La demostracion del caso inicial v/ (hﬁl)) > Vi (hﬁo)) es
particularmente sencilla. En efecto, para calcular los términos de hﬁl) se toma

-5 KO
i=1

luego hemos multiplicado todos los términos de todas las hEO) por términos
de L’-orden mayor que L(A;). A continuacion, esto tiiérminos se clasifican
en cada O; vy se dividen por z4:. Esto prueba que necesariamente, vy’ (hﬁ” ) >
Vi (hEO)), paratodol <i<v.

Demostraremos ahora el paso recurrente, mediante unos calculos forma-
les.

1. Supongamos escritas unas expresiones

v v
_ Z hin)pl — h(()‘l’l-i—l) + Z hl(:TH'l)zAi,
i=1 i=1

que nos permite poner

n+1

g=2hd+ i(i n?)a -3 R

Jj=0 i=1 j=0 i=1
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1
2. vz (h{"V) = v.(g) - Ail.
1
3. V[/(I’LE"+ )) > V]_'(hgn)).

Ahora clasificamos los z-exponentes de

"
1
g(n+2) - _ z h£n+ )pi

i=1

en las partes contenidas en Ogp, Oy, ..., O,. Se denota por hﬁ””) ,paral <
i < 7, a la suma de todos los términos del tipo gﬁ,"*Z)zA‘Ai, donde A €

E.(g™*?)) y A € O;. Entonces tenemos

1. una expresion

r r
_ Z hEnH)Pi — h(()n+2) + z h§n+2)2‘4",

i=1 i=1

luego
n+2 i r mn+2 " r (n42)
g=2hi +Z(Z h;’ )gi—Zhi Pi,
j=0 i=1 j=0 i=1
2. la cota

V(R 2 v, (™) — A4l

= min {v:(R"*?) +v2(p))} - 1A

lsjsr

> min {v;(g) - 14;] + 14,1} - Al

=vz(g) - Ail,
3. v, finalmente, v;- (h{"*?) > v, (h™*V) por construccién.

Como hE") son formalmente convergentes, se puede escribir
o<
hi=> ™, o0s<isr,
n=0

y se tiene

T
g=ho+ > higi
i1
porque los restos

,
2
- Z hgm )Pi
i=1
tienden formalmente a cero. La condicién 2 de la recurrencia implica que
vo(hi) =2 v.(g) - 14, O=<i<r.

Como queriamos demostrar. n
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m PROPOSICION 1.1.7 Para cada A € u(l) existe una serie huo tal que
Ez(hapo) C Qo, 24 — hao € I, v,(hap) = |Al, y, ademds, todas las series hap
tienen un campo de convergencia comun, independientemente de A.

DEMOSTRACION. Sean g1,...,9r € I tales que u(g;) = A;, 1 <i <7,y consi-
deremos la forma lineal de la Proposicién 1.1.5. Entonces, para todo A € u (1),
existen hy;, i =0,1,...,7 tales que

1. z4 = hA,() + 2;;1 hA,igi
2. Ez(hap) C Qo, Ez(ha2%) C O;.
3. Vir(hai) 2 L(A) — v (gi) = L(A) — L(A))

4. Sigi,...,gr convergen en el cierre K, del polidisco de radio p centrado
en el origen,y si 0 € R;, 0 < 0 < p, entonces h, ; converge en Ky, para
todoi = 0,1,...,7. Larazon es la tesis del Teorema preparatorio de
Weierstrass-Hironaka y el hecho de que z# converge en todas partes.

Por el Lema 1.1.6, se tiene que v,(has0) = |A| y ,por tanto,

Vz<§: hA,igi) > |A].

i=1

Como A € u(l) y E,(hao) C Op, debe ser

)
vZ(Z hA,igi) ~ 14|
i=1

y 24 debe aparecer en la forma inicial de esa suma.

Por lo anterior, para cada A € u(I) existe una serie hao tal que Z,(hao) C
Qo, 2% — hao € I 'y, ademas, todas las series h, tienen un campo de conver-
gencia comun, independientemente de A. u

Planitud normal

En esta secciéon vamos a dar la nocién de planitud normal y dos caracteriza-
ciones de ella: existencia de una base estandar equirmiltiple y constancia local
de la funcién de Hilbert. La tematica de esta seccién coincide con [AHV00],
seccién 4, Capitulo 2, en los enunciados. Las demostraciones son mucho mas
simples, completamente constructivas y detalladas. Precisamente [AHV0O]
omite detalles esenciales que hace que sus demostraciones sean incorrectas.
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Uno de los grandes detalles omitidos es el campo de convergencia comun de
las series z* — h 4 de 1.1.7, sin el cual hay pocas demostraciones de [AHV00],
loc. cit.,, que sean correctas.

m NOTACION 1.2.1 Mantenemos las notaciones empleadas en la seccion
anterior para estudiar al anillo R = C{z,w} y el objeto combinatorio u(I)
asociado al ideal I ¢ (z)R. Designamos por m al ideal maximal de R.

1.2.1.1. En lo sucesivo vamos a designar por p al ideal p = (2) = (21,...,2c) ¥
vamos a fijar el ideal I C p. Consideremos el anillo graduado

gr,(R) = P p'/p**! = Clw}(z],
i=20
donde z = (21,...,2.), con Zj = zj + p?, para 1 < j < c. Sea iny(I) el ideal
inicial de I en gr,(R), o sea, el ideal de gr,(R) engendrado por las p-formas
iniciales de los elementos de I. Esto quiere decir lo siguiente: si0 = f €I,y
designamos por g a
q = min{|A| | A € E,(f)},

la p-forma inicial de f es

f=> faw)z* egr,(R).

|Al=q

A esta forma inicial se la llama también la forma inicial de f respecto de z, o
la z-forma inicial de f, y se la designa por in,(f) o por in,(f). Al nimero gq
se le llama el p-orden de f (o el z-orden) y se le representa por vp(f) = vz(f).

1.2.1.2. Nos va a interesar el anillo graduado
gl (R/I) = C{w}[2]/iny(I) = C{w}[2*],

donde z} = Z; +in,(I), para 1 < j < c. El punto crucial va a ser estudiar
cuéndo gr,,,(R/I) es libre como médulo sobre C{w} = R/p.

1.2.1.3. Llamaremos T al siguiente conjunto, que jugara un papel de suma
importancia en nuestro trabajo:

I={(z)*|A¢ul)}

1.2.1.4. Sea W definida en un entorno del origen de C¢*4 por el ideal p y X el
espacio analitico complejo definido en un entorno del origen por el ideal I. Es
claro que W c X.

1.2.1.5. Para cada A € u(I) consideremos la serie z4 — hao € I con las pro-
piedades: E,(hs0) C 0o V Vz(hao) = |A| (véase 1.1.7). Sabemos que hay
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un polidisco abierto K ¢ C¢*4 centrado en el origen en el cual todas las se-
ries ha o son convergentes, independientemente de A. Si A’ es la proyeccién
de K sobre C4 entonces A’ se puede considerar como un polidisco dentro
de W centrado en el origen.

® OBSERVACION 1.2.2 Para todo lo que sigue fijaremos una base de divi-
sion, como la de la demostracién de la Proposicién 1.1.5. Vamos a considerar
la nueva base de divisién {fi,..., fr}, dada por la Proposicion 1.1.7, definidas
como

fi = zAi - hAi,Ol
gue verifica las mismas condiciones formales que {g;,...,d}, es decir,
u(fi) = Ay,

y el coeficiente de zA4i es 1, para 1 < i < . Podemos repetir los razonamientos
de la demostracion de 1.1.7 para esta base, y volvemos a escribir

.
22 =hao+ D> haifi, A eu(l),

i=1

conservando la notacion para el campo de convergencia comun.
m PROPOSICION 1.2.3 El conjunto
I={(z"]A¢ul)}
es un sistema minimal de generadores de gr,,;,(R/I) como (R/p)-modulo.
DEMOSTRACION. Como
gro R/ = Clw}[z*],

estd claro que todos los monomios en z* son un sistema de generadores
suyo como C{w}-médulo. Sea A € u(I) y consideremos la serie z4 — hay.
Como v,(h,p) = |Al, la forma inicial de z4 — h o, tomada médulo in,(I) nos
expresa (z*)# como combinacion lineal de elementos de Op. Aungue esto
es evidente, vamos a detallar un poco la primera vez, en la inteligencia de
que no lo volveremos a hacer. Si v,(ha0) > |Al, entonces la p-forma inicial
de z4 — hao es 34, luego (z*)4 = 0. Si v.(hao) = |Al, entonces la p-forma
inicial de zA — huo es 24 — o luego (2*)4 = hao(z*, w) = 0y asi (z*)4 =
hao(z*, w).
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Probemos que el sistema es minimal. Si no lo fuese, existiria un B ¢ u(I)
tal que

(z)B= > ¢pc(w)(z*)
Ceu(l)
IC]=1B]
C+B

- porque los generadores son homogéneos. Entonces

F- Y $cw):e
Ceu(l)
IC|=|BI
C+B
seria la forma inicial de una serie de I, lo que no es posible porque ningun
exponente esta en u(l). |

Nos interesa estudiar cuando gr,,;(R/I) es un R/p-médulo plano. Damos
un par de observaciones generales.

m OBSERVACION 1.2.4 1.2.4.1. g, (R/I) es plano como (R/p)-modulo si
y solo si es libre. En efecto, gr(,,;(R/I) es plano como (R/p)-moédulo siy
s6lo si lo son sus componentes homogéneas porque planitud y suma directa
conmutan. Como las componentes homogéneas son de tipo finito, plano es
equivalente a libre, de donde la conclusién.

1.2.4.2. Sigry,(R/I) es (R/p)-plano entonces el sistema minimal de genera-
dores de la Proposicién 1.2.3 es una base, y reciprocamente. En efecto, como
gr,;;(R/I) es suma directa de sus componentes homogéneas bastaria ver que
todo sistema minimal de generadores de un (R/p)-médulo de tipo finito es
una base. Pero esto es cierto en general para todo médulo M de tipo finito
sobre un anillo local noetheriano (T,n).

Introducimos ahora el concepto de planitud normal.

m DEFINICION 1.2.5 Si f € R es una no unidad distinta de cero, se dird
que f es p-equimultiple (o simplemente equimultiple) si v,(f) = vau(f) don-
de v (f) es el orden usual de la serie f. Una base (gy,...,gs) de I se dice
equiniltiple si todas las g; son equimiiltiples. Se dird que la base es ademas
estdndar si las formas iniciales ordinarias (gu,...,Js) de las g; engendran el
ideal inicial ordinario in,(I).

m DEFINICION 1.2.6 Se dird que X es normalmente plana a lo largo de W
en el origen si gr,,(R/I) es un (R/p)-mddulo libre (0 equivalementemente,
plano).
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El objetivo inmediato de esta seccién es demostrar el siguiente

m TEOREMA 1.2.7 (CARACTERIZACION DE LA PLANITUD NORMAL) En la
situacion anterior, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. X es normalmente plano a lo largo de W en (0).
2. I tiene una base estandar equimtiltiple.
(véase [AHV0O0])

DEMOSTRACION (PRIMERA PARTE DEL TEOREMA 1.2.7). Supongamos que X es
normalmente plano a lo largo de W en (0), es decir, que gr,,,(R/I) es libre
sobre R/p. Por 1.2.4.2,

[={(z"*|A¢ul}

es una base de gr(,,, (R/I). Vamos a demostrar que la familia {f1,..., fr} de
la Observacion 1.2.2 es una base estandar equimultiple.

Sea f € I, por el Teorema preparatorio de Weierstrass-Hironaka aplicado a
la familia {f1,..., f»}, se puede escribir

.
f=ho+ > hifi,
i=1

donde E,(ho) C QOo, E:(hiz*) C O;, vy vr(hy) = v (f) — v (fi) para i =
1,...,7. Como ho € I, E,(ho) C Op, ¥ T es una base de gr(,,,(R/I) se de-
duce que hy = 0. En efecto, si fuera hy # 0, su forma inicial kg, seria nula
modulo in, (1), luego tiene que tener todos sus coeficientes cero. Asi tenemos

f=> hifi,
i=1

lo que significa que (fi,..., fr) es una base de I.
Sean h,,..., I, las formas iniciales ordinarias de las h; v fi,..., f, las de
las f;; es claro que f; € C[z] y que

fi = z% + términos menores en el orden lexicografico.

Si las formas iniciales h,f; tienen todas grados distintos es evidente que la
forma inicial f es igual a aquélla i, f; de menor grado. Supongamos que hay
varias formas iniciales h;f; de grado minimo, digamos h, fi,, ..., hi, fi,- Sean

o (w)zBa, L o (w) 2B
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los mayores términos en z para el orden lexicografico de Rijyens hi,, respec-
tivamente. Entonces,

oy (w)2Bu*An o (w) 2Bt A

son los mayores términos en z para el orden lexicografico de h;, firreer i fis.
Entonces, el mayor de ellos, O(ij(W)ZBij *44 no puede cancelar con nadie por
la condicién de ser E,(h;z4i) ¢ 0;. Esto prueba que las formas iniciales de
las h; f; de grado minimo no cancelan, luego que f = 37_; h; fi. Asila base es
estandar, lo que concluye la demostracion de esta parte. n

La demostracién del reciproco de este teorema se apoya en el resultado
siguiente, que es de una gran dificultad intrinseca.

m PROPOSICION 1.2.8 Seal = (g1,...,9s) una base estandar equimiiltiple.
Paratodo f €I, f #0,s1A = infdiag(fz(f)), entonces A € u(l) y existeg € I
equimultiple tal que u(g) = A.

DEMOSTRACION. Como g1, ...,ds € I forman una base estindar equimultiple,
se verifica que g; € C{z] y

f=> ¢idi ¢; € Clz,w],
i=1

donde las ¢; son, bien cero, bien polinomios homogéneos en (z,w) de grado
grado(f) — grado(gi).
Descompongamos cada ¢; distinta de cero en suma de sus componentes
homogéneas respecto de z:
n;
di= > dij, bin, #0, n;zn,.

J=n;

Si fuese

entonces
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alli donde sea posible. Tiene que ser posible para al menos una de las ¢;.
Procediendo asi sucesivamente nos damos cuenta de que este proceso debe
tener fin por ser
s
0% f=2 didi
i=1

Por tanto, se puede suponer desde el principio que
s
g, = Z ¢i,nigi * O
i=1

Consideremos la serie
S
h=> ¢ig:
i=1

se verifica lo siguiente:
1. h = f. Esto no requiere aclaracion.
2. vz(h) = v;(h) = v,(f). En efecto, por construccién
v:(h) = vz(g') = min {vz(¢i) +vz(g0)}

Sea i un indice cualquiera, 1 < i < s, tal que hay alguin término de ¢; »,g;
que parece en g'. Entonces v,(¢;) + v,(gi) = vz(h). Si A € E,(g:) y
|AIl > v,(gi) entonces

Vo(iz%) = vo (i) + |ALl > v (h).

Si A}l = v.(g;) vy el término inicial de (g;) A no esta en g; (o que sucede
so6lo cuando (g:) 4,(0) = 0), su orden total es mayor que vn(gi) = vz(gi),
luego ningun término de ¢ - (gi)a; - z4i puede cancelar con ninguno de
¢:gi. Esto prueba que v,(h) = v,(h).

Por definicion de A, es |A| = v,(h). Sea B € F,,[(h) 4] un multi-indice y sea
1 o8l

"~ Blow3B”

Como (h)4 es un polinomio homogéneo en w, es D[(h)4] = hap = fas €
C\ {0}, para los monomios de la forma inicial, y

D(h) = > DlWalz* = 3 Dlh)alz?®

A’€E;(h) A€, (h)
[A"|=|A]

s
S fapz® =D D(P)gi € nm(l)
A'eE (h) i=1

|A"|=lA]
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porque, si A’ € Ez(h), |A’| > |Al, la derivacién D anula todos los términos de
(f)ar. Ademas, no puede ser |A| < |A’| por definicién de A.
Si )
g=> D(¢y)g:
i=1
es claro que g = D(h) € C[z], u(g) = Ay g es equimiltiple por un razona-
miento analogo al efectuado arriba para ver que v,(h) = v,(h). Esto prueba
la proposicion. [ |

m COROLARIO 1.2.9 En las condiciones del Teorema 1.2.7, la condicién 2
implica 1.

DEMOSTRACION. Sea I = (g1,...ds) una base estandar equimultiple. Para de-
mostrar que gr,,;(R/I) es libre sobre C{w} basta probar que todas las com-
ponentes homogéneas lo son. Fijemos un grado n > 0; se trata de demostrar
que

Lo={(z"*| A ¢ ul), |Al =n}

es un conjunto linealmente independiente sobrejC{w}. Operemos por reduc-
cion al absurdo, y sea

> aa(w)(z¥)4 =0

Aely

una relacion no trivial. Existe 0 = f € I tal que

f=> aaw)z.

AEI'n

Entonces es claro que la forma incial ordinaria f de f es igual a la forma
inicial ordinaria de f. Por la Proposicion 1.2.8, infgi.g(E2(f)) € u(I), lo que
supone una contradicciéon en nuestro caso, pues infgig(Z;( f )) € I,. Esto
prueba el corolario. u

m COROLARIO 1.2.10 Si ] admite una base estandar equimultiple, entonces
la famila (fi,..., fr) es una base estandar equimultiple.

DEMOSTRACION. Si I admite una base estandar equimultiple, entonces, por el
Teorema 1.2.7, gr(,;)(R/I) es libre sobre C{w}, y por la demostracion de la
primera parte del Teorema 1.2.7, las series (fi,..., fr) son una base estandar
equimultiple. n

Vamos ahora a movernos en un entorno del origen dentro de W. Si no
se da la condicién de planitud normal, no podemos afirmar que (fi,...,fr)
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sea una base de I. Si podemos afirmar, en cambio, que existe una base I =
(fir..os fr G1,-..,9s) de I yun polidisco abierto K ¢ €€ x C4 de convergencia
comun de todas las series f;, gj, z4 — hao para todo A € u(I). Sea A’ la
proyeccién de K sobre C4.

Para todo @ € A’ se pondra I' = (fi,..., f/,91,---,9;) donde

fi=filzw +a), g;=g;(zw + ),

que es un ideal del anillo R’ = C{z,w’}. Ponemos p = (z) - R’ y designamos
con tildes a las formas iniciales de los elementos de

gr,(R') = EPp™/p™+l.
n=0

Entonces in,(I’) es un ideal de gr,(R’) y designamos por asteriscos a las cla-
ses de los elementos de ese anillo moédulo ese ideal. La notacién es la misma
que para el caso de R e I, pero no hay peligro de confusiéon. Si &« = O pone-
mos w’' = w.

Para cada entero n > 0, consideremos el C{w’}-médulo

M, = gr(p/p)(R/I')n

que es de tipo finito. Sea
Ta:Zo — Zo

la funcién definida por
Ta(n) = dime My /(w') - My,

que coincide con el namero de elementos de cualquier sistema minimal de
generadores de M, como C{w’}-moédulo (por el lema de Nakayama). En estas
circunstancias tenemos el siguiente:

® TEOREMA 1.2.11 (TEOREMA FUNDAMENTAL DE PLANITUD NORMAL)
Sea X normalmente plano a lo largo de W en 0. Entonces se verifica:

1. Paratodo x € A, X es normalmente plano a lo largo de W en «. En otras
palabras, la condicion de planitud normal es abierta.

2. La funcion Ty es constante, es decir, no depende de .

Reciprocamente, si existe un polidisco A C A’ tal que Ty es constante sobre A,
entonces X es normalmente plano a lo largo de W en 0.
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DEMOSTRACION. Sin hipotesis de planitud normal, tenemos que las expresio-
nes

I4
zA —hap(z,w' + &) = D hai(z,w' + ) filzzw' +x), VAeul)
i=1
tienen sentido y EA,O(Z, w’ + «) es una forma en z de grado |A| (o cero). Asi,
24 — huo(z,w’ + ) es la forma inicial en z de z4 — hyo(z, w’ + &), luego

(2*)4 = hap(z*¥,w' + ) =0

en gre, ) (R'/I'). Esto prueba que I' es un sistema de generadores homogeé-
neos de gr, (R’ /I').

Supongamos ahora que gr, ,(R/I) es libre sobre R/p y veamos que I' es
libre. Supongamos que existiese una combinacion lineal no trivial

S L)z =0
(1=

donde n es un grado fijo. Existe f' € I’ tal que
(f) = 2 Paw)z
A€Qg

|Al=n

Sea

f=> hiz,w') filz,w' + &);

i=1

si h}'(z,w’') es el truncamiento de h;(z,w’) en zhastagradon +1y

fll

> hi(z,w') filz,w' + &),
i=1

—

es (f"") = (f"). Por otra parte, si m es el maximo de los 6rdenes de los coe-
ficientes no nulos de los términos en z de (f’) y hi(z,w’) es el truncamiento
de h;(z,w’) en z hasta grado m + 1 en w’, es evidente que

f= z hi(z,w') fi(z,w + &) (1.2.1)
i=1
es tal que
F= 2 paw"Hz,
A€0p

[Al=n
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verificaAndose que si ¢,(w’) *# 0, entonces, es ¢ps(w’) # 0. Como en los
polinomios no hay problema de convergencia, se puede deshacer el cambio
w = w’ + o en la ecuacion (1.2.1) obteniéndose

flz,w-o) =D hi(z,w - &) fi(z,w),

i=1

cuya p-forma inicial es

> palw - )34,

A€y
|Al=n

si algin ¢,(w — ) # 0. Pero esto siempre ocurre. En efecto, consideremos
el anillo de polinomios S = C[w] y, para cada n > 0, designemos por S<j
al conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n. Las sustitu-
ciones w — w - « inducen C-automorfismos de S.,,. Como estas sustitu-
ciones llevan la suma parcial de ¢4(w) hasta el orden n en la suma parcial
de ¢p4(w — x) hasta el orden n, la conclusion es ya evidente. Esto prueba la
parte directa del teorema. Veamos el reciproco.

Supongamos que Ty es constante sobre A. Por la Proposicion 1.2.3 sabemos
que I es un sistema minimal de generadores de gr,,;,(R/I), luego

Ta(n) = Card(I}y),

para todo ¢ € Ay todo n € Zy. Al principio de la demostracion de es-
te teorema hemos visto que I' es un sistema de generadores homogéneos
de gr,, ;) (R’/I'). Vamos a demostrar que I' es C{w}-libre.
Supongamos que no, y sea n > 0 un entero tal que existe una relacion no
trivial
> palw)(z")A =0.

A€0p
|Al=n

Por la minimalidad de I' como generador de gr, ;, (R/I) debe ser ¢4(0) = 0
para todo A € O, con |A| = n. Sea B un indice tal que ¢pp(w) = 0y sea A" C
A un polidisco centrado en el origen tal que ¢4(w) sea convergente en A"
para todo A € Oy, con |A] = n. Existe un « € A” tal que ¢p(ax) = 0. Entonces
la expresion

> pa(w’ + a)(z*)4

A€y
Al=n

tiene sentido y ¢4(w’ + ) es una unidad en C{w’}. Esto permite despe-
jar (z*)B como combinacion lineal, con coeficientes en C{w’}, de los elemen-
tos de I}, \ {(z*)%}. Esto implicaria que

Tx(n) < Card(Iy),
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lo que no es posible. Esto concluye la demostracién del teorema. |

Interpretaciones geométricas

En esta seccién damos algunos conceptos y resultados que estan contenidos
en [AHV0O], pero clasificandolos desde el punto de vista algebraico y simplifi-
cando la técnica al maximo que, en [AHV0O0] es innecesariamente complicada.

m NOTACION 1.3.1 Operamos, como en las secciones anteriores una situa-
cibn x € W ¢ X ¢ Z, donde Z es una variedad analitica, X es un subespacio
cerrado de Z, W un espacio liso de X (se entiende que W es liso en Z) y x un
punto de W. Como siempre, nuestro interés estara centrado en la planitud
normal de X alo largo de W en x. Si Oy es el haz estructural de X, Ox x es su
fibra en x y my x es el ideal maximal de Oy y, se tiene una funciéon

H(o> Zo — 7o

definida por
(0) (’VL) — dlmC(mXx/ n+1

Es decir, si pasamos al graduado

Gxx = @m?(,x/m?:cl’
nz0
el entero H ,(f;(n) es la dimension, como C-espacio vectorial de la componente
homogénea de grado n de Gy «.

®m DEFINICION 1.3.2 Para cada x € X se llamard funcion de Hilbert a Hy )
A veces se utilizardn por conveniencia las funciones H ,(f,)c conp €Z; deﬁmdas
recurrentemente asi:
g (p-1)
Xx(N) = ZHX’; (i).
i=0

En particular, en dlgebra conmutativa es cldsica la funcion H )((13‘, para la cual

HY (n) = Z dimg (mk . /myL) = dime (Ox,/mE5).
i=0

m OBSERVACION 1.3.3 Hay que hacer notar que, para cada x € X, las fun-

ciones H }((OL y Hy (” ’. se determinan mutuamente. Efectivamente, se verifican las

relaciones
H{k(n) = Z
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y
HO.(n) = HE.(n) - HY (n - 1).

Por otra parte, si t es una variable, las funcion H )((1; coincide con la fun-

cion H® relativa al anillo Gx »[t], es decir,
Hy(n) = dime Gx x[t]n
donde se considera sobre Gy x la graduacién natural con t de grado 1.
m OBSERVACION 1.3.4 Elijamos un sistema de coordenadas locales
(z,w) = (z1,...,2c,W1,...,Wa)

de Z centrado en x de tal manera que W esta definido en un entorno de x por
el ideal p = (z) de Oz x = C{z,w}, que notaremos R por brevedad. Seal C R
el ideal que define X en un entorno de x. Paracada 0 = f €I, sea

e(f) = Ig}gl{(A,B) € Z'z,w(f)},

y escribamos

e(I) ={e(f) | f €I\ {0}}.

Si 0+ f € I, entonces e(f) es el mayor para el orden lexicografico de los
exponentes de los términos de la forma inicial f de f. Evidentemente,

e(I) + 2§ = e(I)

luego e(I) tiene un namero finito de vértices, {(A1, B1),..., (As, Bs)}, es decir,
s
e() = J[(Ai, B) + 767,
i=1

donde la unién es irredundante. Por brevedad, escribiremos C; = (A;,B;) €
Z5*% y operaremos con exponentes genéricos C € Z5*4.

® PROPOSICION 1.3.5 Para cadan € Z,,
H.(n) = Card{C € Z§" | |Cl = n,C ¢ e(D)}.
DEMOSTRACION. En la situacién anterior, es
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donde z; + m?, W; = w; + m?, Z} = Z; + iny(I), W} = w; + inm(I). Entonces,
probar el enunciado de la Proposicién equivale a demostrar que el conjunto
de monomios

[={(z)%w*)? | (A,B) ¢ e(I)}

forman una base del C-espacio vectorial Gy x, 0 lo que es lo mismo, que para
todo n € Z,,

I, = {(z")%w*)B | |A| + |B| =n,(A,B) ¢ e(I)}

forman una base de la componente homogénea (Gx x)», de grado n de Gy
como C-espacio vectorial.
La independencia lineal de T es muy sencilla de ver. Sea

> xap(EN)A(E*)E =0, xap € C.

(A,B)¢e(l)
|Al+|Bi=n

Si hubiera algun x4 ) distinto de cero, existiria una serie 0 # f € I tal que

f= Z Kap2°25,
(AB)¢e(])
|A[+1B|=n
lo que es imposible pues seria e(f) ¢ e(I).

El hecho de que I, es un sistema de generadores de (Gx,)» €s una con-
secuencia del algoritmo de division general de polinomios (véase [CLO97],
Teorema 3, pagina 61). Sean gi,...,gs € I tales que e(g;) = (A Bi), pa-
rai < i< sy consideremos sus formas iniciales gi,...,Js como base de divi-
sién. Si f € R, con v(f) = n se puede escribir por el algoritmo de divisién de
polinomios

s
f=¢o+ D ¢idi,  Fzw(do)ned =2,
i=1
donde ¢; son, bien cero, bien polinomios homogéneos para 0 < j < s. lLa
relacion anterior implica que

fring() =do+inm) = >  a&up@*)*w*)?,

(A,B)¢ge(l)
[Al+|Bl=n

lo que prueba nuestra proposicion. L

m COROLARIO 1.3.6 Sean gi,...,gs € I tales que e(g;) = (Ai,B;), 1 <i<5s.
Entonces, I = (g1,...,9s) € ing{I) = (Jiy ..., Fs)-
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DEMOSTRACION. Si en la demostracién anterior fuera f € I, deberia ser ¢ =
0 porque, en caso contrario, seria la forma inicial de f — > ¢;g; Y eso es
imposible. El hecho de que I = (g1,...,9s) es una consecuencia del lema
general que damos a continuacién. u

B OBSERVACION 1.3.7 Sea g # (0), 1 un ideal arbitrario de R = C{w, z}.
Para cada serie 0 = f € R, sea v4(f) el orden de f para la filtracion {q"} -0,
es decir, el maximo entero n tal que f € g". Notese que este entero siempre
existe pues N;_,q" = 0, como es evidente razonando sobre el minimo orden
usual de las series de g". Sea

S = @ qn / qn+1
nz=0
el anillo graduado asociado a la filtraciéon y designemos por ing(f) = f" ala
forma inicial de f, que es por definicion, el elemento de

Svyt) = @1 [qral)*

dado por f + ")+l Sea J C R un ideal y sea ing(J) el ideal de J engendrado
por las formas iniciales de los elementos de J.

m LEMA 1.3.8 Sean g, ..., gs € J tales que ing(J) = (ing(g1),...,inq(gs)).
Entonces J = (g1,...,9s).

DEMOSTRACION. Sea 0 + f € Jyescribamos v = vq(f), vV Vi = v4(q;), parai =
1,...,s. Existen series hyy, ..., h1; € R tales que

s s
f + qv+1 - Z(hli + qv-vi+1)(gi + qvi+1) _ (Z hli.gi) + C’v+1.
i=1 i=1
Consideremos la siguiente construccién, recurrente si no acaba. Seat > 1 un
entero y pongamos

s t
ft=f—Z(Z hji)Qi, ne = ve(ft).
i=1 ‘i=1
La construccion se para si f; = 0 y continta si f; = 0.
Existen Ryi11,..., Aee1s € R, con Bypy; € g7 6 hypy = 0 simg < v; tales
que

K

s
Fr4q = D (hepr s + V) (g + 1Y) = (Z ht+1,igi> + gt

i=1 i=1
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En estas circunstancias, poniendo

s s t+l
frar=fe— D heaigi=f — Z(Z hji)gi,
i=1 \j=1

i=1

es Ney1 = Vg(fre1) > 1e = vg(fr).

Si la construcciéon para es claro que f € (gi1,...,9s). Supongamos que
no para. Alser v < n; < np < ---, ¥ Vg(hes1,i) = ne — v; es claro que,
para todo i = 1,...,s, los 6rdenes usuales de h;; van creciendo conforme ¢t
aumenta. Esto significa que existe una serie formal

h; = Z ht,i € R = (C[[Z, tﬂ.
t=1

Como R es fielmente plano sobre R es (g1,...,9s) RN R = (g1,--.,9s)R, ¥
como f =i higi € (gl,...,gS)R NR, es f € (g1,...,9s)R, como queriamos
demostrar. u

m LEMA 1.3.9 Sea (g1,...,gs) una base estdndar de I, es decir, tal que
inm(I) = (g1,...,gs) (una tal base existe por el Lema 1.3.8). Sea

s
e(I) = J[(Ai, By) + Z§+4],
i=1
union irrededundante. Para cadai = 1,...,s, existe j, conl < j < t tal que
(A, B) = e(gj).

DEMOSTRACION. Fijemos i, conl <i < s,y sea f €I tal que e(f) = (A, By).
Entonces, :

f=> &g
j=1

combinacién lineal homogénea. Como (A;, B;) es un vértice de e(I), el término

de f

2Aiﬁ)Bi

tiene que provenir de un ¢;g; donde ¢ es constante. Esto prueba el lema. =
m COROLARIO 1.3.10 Para cada n € Zy es
H{.(n) = Card{C € Z§** | ICl < m, C ¢ e(D)}.

m TEOREMA 1.3.11 Supongamos que W es de dimensién positiva localmente
en x. Las condiciones siguientes son equivalentes
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1. X es normalmente plano a lo largo de W en x.
2. e(I) =u(l) xZ8.

3. H ,(PL es constante sobre W n A, donde A es un polidisco de C**% centrado
en x en el cual todas las series de una base de I convergen.

4. H Q; es constante sobre W n A, donde A es un polidisco de C°*% centrado
en x en el cual todas las series de una base de I convergen.

DEMOSTRACION. Si X es normalmente plano a lo largo de W en x, entonces
las series

fi=2%—ha,0

de 1.2.2 forman una base estandar equimltiple. Como f; € C[z] para i =
1,...,7, es u(I) x Z& c e(I). Reciprocamente, sea (A, B) un vértice de e(I).
Por el Lema 1.3.9, existeun i, 1 < i < v tal que (A,B) = e(f;) = (A;,0). Asi,
e(I) c u(I) x Z¢ y se tiene la igualdad.

Veamos que la segunda condicién implica la primera. Por hipoétesis,
4
e(I) = | J[(A,0) + 2§*],
i=1

unioén irredundante. Por el Corolario 1.3.6, (fi,...,fr) €s una base estandar.
Es equimultiple porque si (A,B) € E,,(f) es

(A,B) = (A;,0) + (A", B'),

Iuego |A] = |A;].

Veamos que la primera condicién implica la tercera. Demostraremos, en
primer lugar coémo la funcién Ty del Teorema 1.2.11 determina univocamente
la funcion H)((?L. Sabemos que e(I) = u(l) x Z(‘}. Fijado un grado n y un
monomio z* con A ¢ u(I), el conjunto de los monomios z4w? de grado n en
el término z*# fijo tiene el mismo cardinal que el conjunto de los monomios

de grado n — |A|, que es
n-JlAl+d-1
n— |A|

HO (n) = i s (n—m—d—l)
X
m=0 Agu(l) n-m

[Al=m

Por tanto,
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Esto significa que Tp determina H ,((OL Por el Teorema 1.2.11, para todo y € A,

X es normalmente plano a lo largo de W en y, y T, = To. Por lo anterior

(0) (0)
es HX,X = X,y'

La equivalencia entre los enunciados tres y cuatro es trivial, pues las fun-
ciones H ,((OL yH )((1; se determinan mutuamente, como hemos visto en 1.3.3

Veamos que la tercera condicién implica la primera por reduccién al ab-
surdo. Supongamos que gr,,(R/I) no es libre sobre R/p. Existe 0 # fel
tal que Z,(f) c go. Tomemos las series {fi,...,fr} y una forma lineal L’
como de costrumbre y dividamos por el Teorema Preparatorio de Weiestrass-
Hironaka: ,

f = ho + Z hifi
i=1
donde F,(hy) C Op. Aplicando el método de construccién de cocientes y resto
del Teorema Preparatorio como en la demostracién de 1.1.7, vemos que _f =
ho. Por tanto, se puede suponer directamente que 0 # f € I es tal que £, C
Oo. Entonces, todos los términos de la forma inicial ordinaria f de f tiene los
exponentes de z en Op.

Sea n el menor entero tal que existe una serie f de I de orden n cuya forma
inicial ordinaria tiene todos sus términos con exponentes en z dentro de o.
Seam < n. Sim < v(I), no hay relaciones modulo in,(I) entre los monomios
de grado m en (z,s). Supongamos que m > v(I) y sea u(I)m = {By,...,Bs}.
Tenemos s series

gi=2% - hg
tales que u(g;) = B;, parai < i < s. Estas series son equimultiples y por tanto,
v(g;) = m, paral < i < s. Escribimos sus formas iniciales en la manera

gr1=20

+91
(1.3.2)
gs = 2% +g;

donde g; = hp,0(z,0), luego E,(g;) C Oo. Si hubiera una relacion lineal mas,

linealmente independiente de las anteriores, entre monomios en (z,w) de

grado m, aplicando el método de eliminacién de Gauss a esta relacion ha-

ciendo base en las anteriores, obtendriamos una relacién lineal no trivial,

modulo ing(I) tal que los exponentes en z de todos sus términos estarian

en g, lo que no es posible. Asi pues,

c+d+m-—-1

dime m™/m™m*! = (
m

) —Cardu(l)m
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Sea ahora

Pzt w*) = > acp(EH)@*)P =0
|Cl+|Dl=n
Ceull)

una relacién no trivial. Sea f € I tal que f = ¢(z,w) y escribamos por el
Teorema Preparatorio

r
f = hpy + Z hlfl
i=1

Por la construccién de cocientes y resto del Teorema Preparatorio, es f = hg
y por tanto, se puede suponer directamente que E,(f) C Op. Entonces,

Vp(f) <min{|C| | C € E,(Pp(z,w))} < n.

Si fuese v, (f) = n tendria que existir en ¢ un coeficiente xco # 0, lo que no
es posible pues C ¢ u(I). Asi pues, v,(f) < m. Escribamos

f= > oawzr
[Al=vp(f)
Tomando y € W n A tal que ¢pa(y) + 0 para algin A € Z, con |A| = vu(f)
se deduce de ahi una relacién lineal no trivial médulo inm,,(I'), donde I’
es el ideal que se obtiene haciendo la sustituciéon w’ = w + y en una base
convergente en A de I. Esa relacion depende sélo de z* y tiene todos sus
exponentes en Oo. Si aprovechamos las notaciones de antes con m = v,(f),
las relaciones (1.3.2) se conservan en grado m al sustituir w por w + y. Esto
prueba que la dimension de la parte homogénea de grado m en el graduado
cae al hacer la sustitucion w — w + y, lo que contradice el que H,((?L sea
constante. [

El Lema 1.3.9 y el Teorema 1.3.11 nos permiten obtener consecuencias im-
portantes sobre los cambios de base estandar equimultiples.

m OBSERVACION 1.3.12 Supongamos que gr, ) (R/I) es plano sobre R/p, y

,
u(l) = | J(A; + Z§),
i=1
union irredundante.
Entonces,

1. Toda base estandar equimultiple tiene s > 7 elementos, de los que se
puede extraer una base estandar equimultiple de exactamente r elemen-
tos.
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2. Si(g1,...,9-) s una base estandar equimultiple (reordenada si fuera
preciso), es u(g;) = A;,parai=1,...,7.

DEMOSTRACION. Por el apartado 2 del Teorema 1.3.11 nos dice que si

r
w(l) = | J(A4; + Z§)
i=1
es una union irredundante, también lo es

r

e() = [ J[(A,0) + Z§].

i=1

Consideremos la base estandar equimultiple que hemos estado tratando en la
Proposicion 1.1.7 de la Seccidén anterior,

I=(f1,....fr), fi=2z%%—hap,
para la cual u(f;) = A;. Sea

I=(g1,-..,95)

otra base estandar equimultiple. Por el Lema 1.3.9, previa reordenacion de las
gi si fuera necesario, debe ser s > v, yparatodoi=1,...,7,

(A1,0) = e(gi),

de donde
u(gi) = A, i=1,...,7.

Entonces, I = (g1,...,dr) es otra base estandar equimultiple de I. Es decir,
si s > 7 sobran los v — s ultimas series. En efecto, yendo al principio de
la demostracion de la Proposicién 1.1.7 vemos que (g,...,d») verifican la
condicién de aplicacion del Teorema Preparatorio de Weirestrass. Si g € I, la
divisiéon de Weierstrass da una expresion

s
g =ho+ ) hugi,
i=1
donde E,(ho) C Op. Como hg € I, debe ser hy = 0. De lo contrario, si ho # 0,
su z-forma inicial /1y daria, médulo in,(I) una combinacion lineal no trivial de
monomios de Og, lo que es imposible. [

La siguiente Proposicién generaliza [AHVO0O] (Proposicién 3.19, Capitulo 2)
de una forma no trivial.
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B PROPOSICION 1.3.13 Si gr(,,;)(R/I) es libre sobre R/p, eI = (g1,...,9r)
es una base estdndar equimultiple obtenida como en la Observacion 1.3.12,
entonces

lnp(I) = (gly---:gr)-

DEMOSTRACION. Se puede suponer que el coeficiente de z%i en g; es 1, para
todol<ixsv.

Para cada A € u(I), pongamos fs = z4 — hy o, como en la Proposicién 1.1.7
de la Secci6én anterior. Veamos primero que

in,(I) = ({f* | A € w(D}).
En efecto, sea 0 = f € I y sea

f= > oaz*, oseC{w}
AeZf
[Al=vp(f)

Consideremos el elemento

g=f- > o-fa€l
AeZ§
[Al=vp(f)

tomando los términos de menor grado en z de g tenemos

f= > oa(z*-hao)= D> 0a-hap.

AeZ§ AeZf
[Al=vp(f) [Al=vp(f)
Si fuera
Z Oy - hA,O + 0,
ATy
Al=vp(f)

entonces, tendriamos g € I,

g= z Oa- fLA,O,
A€z
JAl=vp(f)
y E,(g) C Oo, lo que no es posible por la condicién de planitud normal. Asi
pues,

f- > oafa=0,
A€eZf
[Al=vp(f)

lo que prueba nuestro primer aserto.
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Fijemos ahora un grado n y sean B; >, ' -* >4 Bt todos los multi-
indices de u(I) de grado n. Sea o: {1,...,t} — {1,...,7} tal que B; € Og(y)
y pongamos B; = Ay + B}, para 1 < i < v. Para todo indice j = 1,...,t
pongamos

_ 385
h‘] =z JgAq(j))
y escribamos esos elementos en la forma

5B 5B =B
hj=yja2B + -+ y2™ - Y yieZt,
Beng
|Bl=n

donde y;, ¥ B e C{w}, yjx € (w) - C{w} para j > k,y y;,j = 1. Poniendo

-, =B
hj = Z Yj.BZ
Benp
|Bl=n
se tiene
. B .
hy yu -+ yie\ (27 hi
= : S+
2 -3 B
h: Yoo 0 Yee) \Z° h;

Para abreviar, designaremos por M a la matriz cuadrada de la expresion ante-
rior, notando que es invertible en C{w} pues su determinante es una unidad.
Tenemos

[\'}]

hy B h
MU=t [+M7H
gt Bt hy

Nt

Por unicidad de las expresiones en gr,,, (R/I) es

fll fBl
M1l =1 :
i:Lt th
luego fBl, . th e (hy,...,h,), lo que concluye la demostracion de la propo-
sicion. " n

m TEOREMA 1.3.14 Existe un ideal principal ] ¢ C{w} con una base conver-
gente en un polidisco A’ ¢ W centrado en el origen tal que X es normalmente
plano a lo largo de W en y € A’ tal que y no anule a todas las funciones del
ideal J.
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DEMOSTRACION. El teorema es trivialmente cierto si W = {x}, pues en este
caso, es R = C{z}, z = (zy,...,Zcta), p = m Yy &l (R/I) = gy (R/I) que
es libre sobre R/m = C, porque éste es un cuerpo. Asi pues, supondremos
que d = dim W = 0.

Para cada 0 # f € R pondremos

exp(f) = minZ;(f)
diag

E(I) ={exp(f) | 0+ f el}.

Como E(I) + Z§ = E(I) este conjunto tiene un nimero finito de vértices

)
E() = | JB: +Z§),
i=1
unién irredundante. Sean g,,...,gs € I tales que exp(gi) = Bi, 1 < i <
s. Sea A c C¢*4 un polidisco donde sean convergentes una base de I y las
series gi,...,gs,yseaA' = AnW. Sea

V= {y e A ﬁ(gi)B,(J’) * 0},
i=1

y vamos a probar que para todo y € V, es X normalmente plano a lo largo
de Weny. Seal = (q1,...,4s) una base convergente en A, y consideremos
el cambiow =w -y yseal =(qj,...,qy),conq; = q;(z,w' —¥).

Sean g; = gi(z,w’ — y), 1 < i < s; entonces By,...,Bs € u(I'), luego

s

E(I) = JBi +Z§) cu(l').

i=1
Por tanto, Z% \ u(I) c Z§\ E(I) y como
I'={(z")*| A¢ EI)}
generan gr,,; (R’/I") como (R’/p)-mo6dulo, también lo generan
I"={(z* | A¢ E(D}.

Por eso, para demostrar lo que queremos, basta ver que I'’ es un conjunto de
monomios linealmente independientes sobre C{w’}.
Supongamos que no, y sea f' € I’ tal que
Fr= > faw)iz4

|Al=vy ()
AgE(D)
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con algun f4(w’) # 0. Sea
s
fr=2 pia;
i=1

es evidente que se pueden truncar las series p; a polinomios en z sin variar
la forma inicial respecto de z de >;_, p;q;. Por otra parte, también se pue-
den truncar los p; a polinomios p; en w de tal manera que la forma inicial
respecto de z de f” = Xi_, p/q; verifique lo siguiente: para cada A ¢ E(I),
Al = vp(f') es

faw)+=0 = fi(w’')=+0

(c.f. demostracion del Teorema 1.2.11). Como en los polinomios no hay pro-
blema de convergencia y como las sustituciones w — w + 7y inducen un iso-
morfismo de los polinomios en w’ de grado menor o igual que una cantidad
fija en los mismos polinomios en w, tenemos

flzw+y)= Z pi(z,w+y)gi(z,w) €1
i=1

y f” tiene todos los exponentes de su forma inicial respecto de z fuera
de E(I). Esto no puede ocurrir, y queda probado el teorema. n

® DEFINICION 1.3.15 Sea Z una variedad analitica compleja, ] C @z un
ideal coherente, X el subespacio analitico de Z definido por J. Sea W C X un
subespacio analitico liso en Z definido por un ideal P > 7J. Se dird que X es
normalmente plano a lo largo de W si lo es para todo punto x € W.

m DEFINICION 1.3.16 Para las funciones H: Zo — Zo se considerardn nor-
malmente dos ordenes: el lexicogrdfico y el orden del producto, definido por

H>H' <« H(n)=H'(n), paran € L.

El orden lexicogrdfico serd designado, como de costumbre por = ,,,.
SiU c X se llamara el conjunto de las funciones de Hilbert sobre U a

}[U={HZZO—>Z()|.:JXEU,H'—:HX,X}.

Las definiciones anteriores son clasicas en geometria analitica. Los dos
resultados siguientes también lo son, aunque los incluimos aqui para ser ex-
haustivos.

B PROPOSICION 1.3.17 ([AHVo00], LEMA 4.2, CAPITULO 2) Sea Y C X un
subespacio cerrado reducido, y x € Y. Existe un entorno U de x en Y tal que
el niimero de funciones de Hilbert sobre U es finito.
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DEMOSTRACION. Operamos por recurrencia sobre la dimension de Y. Si fuera
dimY = 0, el resultado no necesita explicaciéon. Supongamos que dimY =
m > 0. El Teorema 1.3.14 nos dice que el conjunto U, de los puntos y € X
tales que X es normalmente plano a lo largo de Y en y es un abierto denso
de Y. Noétese que el hecho de que Y sea normalmente plano a lo largo de Y
en y € Y implica que Y es liso localmente en un entorno de y. Ademas, por
ser Y reducido, el conjunto de los puntos lisos de Y es un abierto denso. Por
tanto, si ¥ € Uy, por la condiciéon de se abierta la planitud normal y por el
Teorema 1.3.11, tenemos una unica funcién de Hilbert en un cierto entorno
de y. Si y ¢ Uy, el Teorema 1.3.14 nos dice que el complementario de Uy es
localmente una hipersuperficie Yo C Y, luego de dimensién menor. Aplicando
la hipé6tesis de recurrencia el resultado es ya obvio. n

m TEOREMA 1.3.18 [Semicontinuidad superior de la funcién de Hilbert] Sea
H:Zy — Zy una funcion. El conjunto

Hy={xeX l H,((IL > H} (orden de producto)
es cerrado en X (véase [AHV0O], Lema 4.13, Capitulo 2).

DEMOSTRACION. El teorema estara probado si se demuestra que dado un pun-
to x ¢ X \ Hpy existe un entorno U de x en X tal que

1. Paratodo y € U, H)(};)V no es mayor o igual que H.

2. El conjunto de los puntos y € U tales que H)(};, > H tiene ecuaciones
analiticas.

Como x ¢ Hpy existe n = 0 tal que H)((l,;(n) < H(n); tomemos el minimo.

Seat = (ty,...,n) un sistema de coordenadas locales de Z centrado en x,
sea R = C{t}, m su ideal maximal e I la restriccién de 7 al sistema de coorde-
nadas locales. Escribiremos

gr,(R) = C[t], fi=t;+m?, l<i<m

gl (ny (R/I) = C[E)/ ing(I) = C[F*], &} =1; + ing(D).

Sea in,(I) = (g1,...,ds), luego I = (g1,...,9s) por el Corolario 1.3.6. Sea U’
un entorno de 0 donde converjan g;,...,gsyseaU = U nX. Sea q: Zo — Zo
tal que, para todo p, es q(p) la dimension del espacio de relaciones de los

monomios
{((t")8 | IBI < p}.
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Entonces

HY.(p )-( ;”)—q(m

HP.(n) = ("; ’”) ~a(n) < H(n).

Efectuemos un cambio genérico t — t + y. Entonces las sumas parciales de
las series en t hasta un grado determinado se transforman en sumas parciales
hasta mismo grado. Tomemos g(n) series de I tales que den g(n) relaciones
linealmente independientes de los monomios de grado menor o igual que n.
Dichas series seran de la forma

s
kl= Zhijgj, 1sisq(n).
i=1
Como lo que nos interesa es el truncamiento de esas series hasta grado n,
podemos suponer que las h;; son polinomios y asi las k; son convergentes
en U’.

Efectuando el cambio genérico t — t+y, ¥ € U, y escribiendo las relaciones
entre los monomios en #* a que dan lugar las k;, tenemos que los menores de
orden g(n) de la matriz resultante no son todos identicamente nulos porque
hay uno que es distinto de cero al poner y = 0. Eligiendo un y € X que
no lo anule, tenemos que el rango de las nuevas relaciones es mayor o igual
que g(n), luego mayor que

n+p\
r37) e

y asi H{')(n) < H(n).

Por otra parte, para disminuir el nimero de relaciones linealmente inde-
pendientes hasta grado n hay que anular menores, lo que da lugar a ecuacio-
nes analiticas en U. Una vez conseguido que H)((l,;,(n) > H(n), podemos saltar
al siguiente n’ para el cual H (1) y(n') < H(n') y hacer lo mismo. El resultado
es un conjunto definido por ecuaciones analiticas. Esto prueba el teorema. m

m COROLARIO 1.3.19 Si X es compacto, entonces hay s6lo un nimero finito
de funciones de Hilbert sobre X.

DEMOSTRACION. Para cada funcion de Hilbert H sobre X consideremos el
abierto X \ Hpy. Asi se tiene un recubrimiento por abiertos del que se puede
extraer un subrecubrimiento finito. Esto prueba el corolario. n

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS
BIBLIOTECA
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m DEFINICION 1.3.20 Se llama estrato de Samuel de X correspondiente a
la funcién H a
Su={xe X |H{.=H}



Capitulo 2

Explosiones y técnicas relacionadas

m 2.1 Definiciones
Seanc,deZ,,conc>1,d=0y
TMo: (C°\ {0}) x C% — P~ x C4
la aplicacién producto de la proyeccién canénica
Cc\ {0} — pc!

del proyectivo por la identidad en C4. Identificaremos P¢~! con la radiacion
de C¢ de base el origen. El grafo A de 1y es un subconjunto

A C (C¢ x C4) x (P! x C4)

formado por los pares de pares ((a,b),(p,b)) donde 0 + a € C°, b € Cly
p es la recta que une 0 con a en C¢. Equivalemente, si a = (ay,...,a.) € C°,
p se identifica con el punto proyectivo (a; : ... : a.) € P°~!. Para mayor
comodidad, podemos suprimir un factor C4 y suponer que

AcCC xP1lxC?=Q.

Podemos considerar sobre Q la topologia de Zariski, que se describe alge-
braicamente de forma muy breve. Sean z = (z1,...,2.) YW = (w1,...,wy) las
coordenadas de los puntos genéricos de C¢ y C% respectivamente, y z’ = (2] :

. : z) las coordenadas homogéneas del punto genérico de P<~1. Conside-
remos el anillo S = C[z,2z’,w], con la z’-graduacion. Los cerrados de Zariski
de C¢ x P¢~! son las variedades de los ideales z’-homogéneos de S.

Con estas notaciones tenemos que

A=1{(z1,...,2c),(Az; 1+ - -1 Aze), (wy,...,wq)) | A =0, (z,...,2c) =0}
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m DEFINICION 2.1.1 Sea A el cierre de Zariskide AenQ ym: A — C*xC% la
proyeccion ‘natural’. Llamaremos explosiéon de W = {0} xC%en Z = C*xC4, 0
explosion de Z con centro W, o transformacién monoidal de Z con centro W
a la proyeccion t. Si d = 0 se suele llamar ‘transformacion cuadrdtica’ en
lugar de ‘monomial’.

Se puede hacer un calculo explicito de A usando los recursos del Algebra.
Comenzaremos con el teorema clave.

m TEOREMA 2.1.2 El ideal I(A) = I(A) de las funciones polinémicas que
se anulan sobre A, es el ideal (z, z')-homogéneo generado por los menores de

orden dos de la matriz
Z1 Zp -+ Z¢
M = 14 14 7 *
Zl 22 PP ZC

DEMOSTRACION. El punto clave es un resultado bien conocido, aunque dificil
de demostrar (véase [Abh84}]): que el ideal generado por los menores de orden
fijo de una matriz de indeterminadas es primo. Sea pues, p el ideal generado
por los menores de orden dos de la matriz M. Demostraremos que p = I(A),
lo que concluira el teorema. Es claro que p C I(A), por la construccién de A.

Para la inclusién contraria, consideremos el recubrimiento afin de Q que
describimos a continuacion y que es esencial para lo que sigue. Para todo i =
1, ..., ¢, consideremos la pieza afin de Q definida por

4

U={(z,z2,w) |z #0} = {(2,(zy:...:z}_ 1 1:z[ y:...:2.),w)].
La pieza U; es isomorfa a C¢ x C~! x €4, y su anillo es
Si=Clz,2],...,Zi_1,Zi41s+++ Ze, W],

Consideremos el conjunto A N U;, para 1 < i < c. Este conjunto esta formado
por las ternas cuya primera componente es un punto de C¢ distinto del origen
con la coordenada i-ésima distinta de cero, la segunda es la recta que une el
origen con el punto, y la tercera es un punto de C4. Es decir, A N U; es
el conjunto de las ternas cuya primera componente es un punto fuera del
hiperplano z; = 0, la segunda es la recta que une el origen con el punto,
y la tercera es un punto de C#. En virtud de la identificacion que hacemos
de P¢-! con la radiacioén, las coordenadas homogéneas de un punto de P¢-1
son las componentes del vector de direccion de la recta correspondiente. Si
(z,Z',w) € A n U; entonces es z; + 0 + z; y reciprocamente.
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Sea f € I(A), y consideremos la pieza afin U, fija. Entonces, la deshomo-
geneizacién %f de f con respecto a z; pertenece a I(A n Uy).
Por otra parte, tenemos los polinomios

22— 2521,...,2c — 2,21 € (AN Uy),
y diviendo sucesivamente, podemos escribir
“f =qz-(z2—2321) + - - + 4c - (2c — 2c21) +7(21, 23, ..., Z¢),

donde el resto ¥ no depende mas de que las variables z,, z5,...,z.. Como 4f €
I(A nUy), vy por la descripcién de A n Uy, el polinomio * se anula para todos
los valores de las variables, excepto posiblemente, para z; = 0. Entonces, se
anula para todos los valores de las variables y, por tanto, ¥ = 0. Volviendo a
homogeneizar respecto de z], tenemos una expresion de la forma

ZMf=qb (2lza - zpz1) + - - - + Q" - (2120 — ZLz1),

lo que demuestra que z;™f € »p. ‘Ahora bien, z;™ no puede pertenecer a p,
pues si perteneciera, también se tendria z] € p, y no existe nigin polinomio
homogéneo de primer grado en p. Esto demuestra que f € py que I(A) C

p. n
m COROLARIO 2.1.3 Se verifica
A =AU ({0} x Pl x C4),
donde la unién es disjunta.

DEMOSTRACION. Claramente,
AU ({0} x Pt x C%) c A

porque A C Ay, si en M hacemos la primera fila igual a cero, cualquier menor
de orden dos es cero. Se trata entonces de probar la inclusion contraria, por-
que el hecho de que la unién sea disjunta es consecuencia de la descripcion
de A. Si (z,2,w) € Ay z # 0, (digamos z; # 0), el hecho de que

2125 — 221 =+ =212, - 2.2, =0

implica que z; # 0 (de lo contrario, todas las z; serian nulas, lo que no es

posible) y

z5 2 Z,  Zc

ZTa AT
Esto demuestra que el punto proyectivo z’ esta determinado por z y corres-
ponde a la recta que une el origen con z. Asi, (z,z',w) € A. [



56

Algebra y combinatoria de las singularidades
m DEFINICION 2.1.4 El conjunto
A={0}xPIxCcA
se llamara el divisor excepcional de la explosién 71. Notese que
A=1m1{0} xW)=n"1(W).

B OBSERVACION 2.1.5 Tiene sentido llamar ‘divisor’ a A: fijemos un i, con
1 <i < c, yveamos quién es AnU;. Como AnA = @ ycomo AnU;
es el conjunto de ternas cuya primera componente es un punto fuera del
hiperplano z; = 0, entonces A N U; debe estar contenido en el conjunto de
ternas cuya primera componente esta en z; = 0. Pero s6lo hay una primera
compontente de puntos de A que verifique esa condicion, que es el origen. En

efecto, del Teorema 2.1.2 tenemos las ecuaciones
Z1Z]—Z1Zi =+ = 2412, = 2;_12i = Zis1Z; — Z; 1 Zi = ¢ 0 = ZeZ) — Z(Zi,
y como z; =0, z; + 0, debe ser z; = - - - = z. = 0. En resumen,
1. AnVU; tiene como ecuacion z; = 0 en U;, de donde el nombre de divisor.

2. AnU; consta de las ternas cuya primera componente es el origen y cuya
segunda componente es una recta fuera del hiperplano z; = 0.

Globalmente, si d = 0, es A = P¢! la radiacion completa. Si d > 0,
entonces A es una familia de radiaciones P¢~! parametrizada por los puntos
de W = C4,

m COROLARIO 2.1.6 El conjunto A n U; es un espacio afin con anillo de
coordenadas

4

4 ! 4
Si=Clz4,2),.- 121, Z{41s+ s Zc, W],

y A es el hiperplano de ecuacion z; = 0.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrarlo para i = 1, y se demuestra de igual
forma para los indices restantes. Al deshomogeneizar las ecuaciones de I(A)
respecto de z;, se obtienen los polinomios

Zp — Z5Z1, ..., 2c — 2,21 € %p.
Por otra parte, sii,j + 1, es
!

zizj— z;z; = zi(zj - z}zl) - z;.(zi - z;z1),
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luego %p = (z2 — 252
221,

,Zc — 2zL21). Asi, el anillo de coordenadas de AnU;
es

Clz,25,...,zc,wl/* = Clz1, 25,...,2;, W],

lo que prueba la primera parte. La segunda parte es trivial.

m TEOREMA 2.1.7 La aplicacién w: A — C¢ x C% de la Definicién 2.1.1 es un
morfismo de variedades, y

=1 A—-CxXC\ ({0} xW)=Z\W

es un isomorfismo de variedades, es decir, 1 es un isomorfismo de variedades
fuera del centro de explosion.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion se demuestra viendo que

T =T|zap AU = Z

es un morfismo de variedades afines, para todo i
simplicidad i =

= 1,...,c. Fijemos por
1. Es intuitivo que 71, corresponde al homomorfismo de
anillos
¢1: Clz,w] — Clzy,2;,...,2, W]
definido por las sustituciones
$1(z1) = 231,
b1(zi) = 212}, i=2,...,c,
¢1(wj) = wj, ji=1,...,d.

Podemos explicarlo con detalle, aunque es largo. Tenemos una sucesion de
aplicaciones

ANU = U = Cx Pl xC4-CxC4

que corresponden a los homomorfismos de anillos

Clz1, 25, ..., z,, w] — Clz,25,.

o zew] =Cz,2',wl/(z; - 1)
—Cl[z,Z',w] - C[z,w].
La composicion de todas la aplicaciones es 1 y el homomorfismo correspon-

diente es ¢, que es la composicién de los homomorfismos de anillos.

Equivalementemente, se ve de forma geométrica estudiando la contraccion
de los ideales maximales de C[z;, z,

...,2.,] como sigue.



58

Algebra y combinatoria de las singularidades

o Todos los ideales maximales de la forma
m= (21,25 — ®9y..., 2 — Opy W1 — By, Wa — Ba)
se contraen mediante ¢; a (z1, 22, ..., 2., w — B) porque
z1(z] — &) + ®iz1 = 212,

Puesto en lenguaje geométrico, esto significa que todos los puntos del
divisor excepcional en U; se proyectan sobre W = {0} x C%, que es lo
que debe ocurrir.

« Tomemos ahora un punto de A N U;. Al expresarlo como ideal maximal
de C[z,,25,...,2.,w] lo escribimos como

n= (2] ~ 1,25 — X2,...,Z¢ — Ko, w — B),

donde «; # O es la primera coordenada del punto de C¢ que constituye
la primera componente y (1, «5,..., &) es la direccién de la recta que
constituye la segunda componente. Asi,

(X1, &2,y ..., Xe) = (O, X O, ..., 00X C).
Paratodoi=2,...,c, es

212 - oq o = z1(z) — &) + xj(z1 — &1).
Por tanto, n se contrae al ideal

n = (27~ 1,22 — 01Ky .enyZe — K10, W — B).

Veamos la segunda parte del Teorema. Como (C¢\{0})xC% no es en general
una variedad afin, vamos a tomar un recubrimiento por abiertos afines,

Vi={(zzw) e C*xC?|z;#0}, 1l=<ic<c.

Naturalmente, V; es una variedad afin de anillo de coordenadas

Clz,z,w]/(zz; - 1) = C[%,z,w] =C[z,w];z,.

i

Por otra parte, es claro que 1] = 7 | 5y, lleva A n U; biyectivamente sobre V.
El problema esta en probar que esa biyeccion es isomorfismo algebraico.
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Para simplificar la notacién ponemos i = 1. Tenemos un diagrama de
aplicaciones
- 1Tl
AnU;, —>C° x (Cd

le M J
AﬂUl 1

donde las flechas verticales son las inclusiones naturales. Correlativo a éste,
tenemos un diagrama de homomorfismos de anillos

Clz1,25,...,2,,w] T(C[z,w]

1

donde ¢ es el tinico homomorfismo que hace el cuadrado conmutativo y
corresponde a 7T;.

Veamos que ¢; es inyectivo (lo que implica que ¢] también lo es). Sea
0 + f € C[z,w]y consideremos la descomposicion de f en suma de z-formas

Y+s

flzyw) = > fi(z), fr(z)=0.

donde cada f; es homogénea de grado i en z. Entonces,

Y+s

d1(f(z,w)) = D zifi(l,z3,..., 2., w).

i=r

Como f,(z,w) es una forma no nula, es necesariamente
fi(17221---lz7"’w) + O’

luego ¢, (f(z,w)) + 0y asi ¢, es inyectivo.
Queda demostrar que ¢; es sobre. Sea

=f(zl,z§,...,z;,w)_
z7"
es claro que existe un n € Z, tal que zI'w € Img ¢, luego w € Img ¢;. u

m 2.2 Explosiones analiticas
SeaZ=CxC%conc>1,d=>0,W = {0} xC4=C%y consideremos

A A
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la explosién de Z con centro en W. Podemos considerar, tanto a A como a Z,
como variedades analiticas con las cartas afines respectivas

{Ui}lsisc, {Vi}lsisc-

Para ello, hay que ver que los cambios de coordenadas en la interseccion de
las cartas son analiticos.

Para fijar ideas, tomaremos U; y U, y estudiaremos el cambio de coorde-
nadas en la intersecciéon. En U; n U, es z; # 0 # z5, las coordenadas locales
sobre Uy son

(z1,25/2%,...,2]21, w)

y sobre U, son
(22,21/25,25/25,...,2.] 25, w).

De la ecuacién zjz; — z5z; = 0 se deduce que z; = (25/z1)z;. Asl, tenemos
que el cambio de coordenadas es

2z = (z3/2))z1

1
Z)]2y = ——
R

14 7
14 ’ 23/21
Za[Zy =
%= 2
Ceraneean ZI/Z' ceen
zl. )z, = =Lt
A

wy =w
Wy = Wy.

Tomando el jacobiano, respetando el orden de las variables, se tiene
2
= Z1
21
1

(z3/21)?
F4%.4) 1
Iz 72 .

CAPAL

* 0.
14 7
_zez 1
(25/27)2 z52)
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En cuanto a Z, para fijar ideas tomaremos V; y V; y estudiaremos el cambio
de coordenadas en la intersecciéon. En V; NV, es z; = 0 + z, y el cambio de
coordenadas es la identidad. Esto deja sentado que A y Z son variedades
analiticas.

Consideraremos a Ay a Z\ W como subvariedades analiticas de A y de Z de
la forma natural por ser abiertos de variedades analiticas. Es en este sentido
en el que hablaremos de isomorfismos analiticos.

m TEOREMA 2.2.1 La aplicacién
=" A=Z\W
es un isomorfismo analitico.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que 7r’ es biyectiva. Operando dentro de U; y Vi
como hemos hecho arriba, y utilizando las mismas coordenadas locales, ve-
mos que un punto («, ) € Z\W, con &« = (&3, ..., &)y &1 * 0, se transforma
mediante (77')~! en el punto

825 25) ) (o e o)

Asi, algebraicamente, el homomorfismo de anillos correspondiente a 7r: A -
Z,quees ¢: C(z,w] — C[zy,25,...,2.,w], esta definido por las sustituciones

P(z1) = z1,
b(z) =z1z;,, <i=c,
b (wj) = wj, <j=d.

Restringiéndonos a U; y V;, tenemos como homomorfismo correspondiente
la extension del anterior a

(bl: C[Z,w]zl - (C[Zl,Zé,...,Z;,W]zl.

Fl ideal maximal m = (z — &, w — B) se exiende a un ideal maximal m; del
anillo C{z,w];, porque z; ¢ m. Lo mismo ocurre con

X7 XK
n= (Zl—0(1,2,2—'&;,...,2;—-0—(;,10—[3),
que se extiende an;. Por otra parte, ¢p(m;) = n; porque, paratodoi = 2,...,¢,
es
o e
P1(zi— o) = z12] — & = 21 (22 - ——‘) +—(z1 — o) €1y,
1 (5.4}
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Y 1
X X
Zi— — = — (212} - o) —
X1 21 Z16

Estas relaciones demuestran también que pasando a los anillos cocientes, se
tiene un isomorfismo

(z1 — 1) € ¢pi(my).

9: (C[Z,w]ml i C[Zlizé)"-yzélw]ﬂly

extension del anterior ¢;. Ambos anillos son locales regulares. Ademas, un
sistema regular de parametros del primero es (z — «, w — B), y tenemos dos
sistemas regulares de parametros del segundo, que son

’ o2 ’ e
(Zl —dl,ZZ—'O(—l,...,ZC—El',w—B
Yy
(21 = 01,2125 — 02, ..., 212, — K, W — B).

Este ultimo sistema regular de parametros tiene una ventaja caracteristica:
que es la imagen mediante 8 de (z - &, w — B).
Por tanto, podemos extender 0 a la complecion

0: Clz - ct,w - B] = Clz1 — x1,2125 — A2,..., 212, — Ke, W — B],
donde 8 esta definido por las sustituciones

0(z; — o) = 21 — ,

0(zi — o) = 212} — &, 2<i<c,
O(w; - Bj) =w; - By, l<j=
En estas sustituciones es
0(z1) = zi,
0(zi) = z;z], 2<i<c,
9(wj)=wj, ]._<_de
Como
Clz1 — ¢1,2z125 — X2, ..., 212, — &, w — PB]
(XZ ac
—_-(C[[zl——al,zé—o(—l,...,zé—al—,w—ﬁﬂ,

lo anterior se traduce a un isomorfismo

Ou: C{z - at,w - B} — C{zl—cxl,zé——z—j,...,zé——,w—ﬁ}
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definido por
Oan(z1 — 1) = 21 — &y,
Oan(2z; — ;) =21(Z£“ﬁ) + 2Lz - o), 2<i<c,
(.4} (5.4}
Qan(Wj—Bj)=‘LUj—Bj, 1.<_j.<_d.
Esto prueba el terema. [ |

m 2.3 El transformado estricto en el caso analitico

Para hablar del transformado estricto necesitamos la condicién de planitud
normal. Sea (1) = I ¢ C{z,w} unideal, p = (z), y supongamos que tenemos
la condicion de planitud normal, es decir, que I C p y que gr(,,; (R/I) es libre
sobre R/p. Consideremos la escalera asociada a I,

r
u(l) = | J4; +z§),

i=1
escrita como unién irredundante, y sea I = (f1,...,fr) una base estandar
equimultiple arbitratria tal que u(f;) = A;, y tal que el coeficiente de z4i en f;
es 1.

Designemos por K un polidisco en el que las series fi, f2, ..., fr sean

convergentes, y pongamos

X ={(e, B) €K | fiex, B) = 0}.

En ocasiones pensaremos en X como en el germen de espacio analitico com-
plejo determinado por él y en las series de C{z,w} como gérmenes de fun-
ciones analiticas.

®m DEFINICION 2.3.1 Sea 7t: A - Z = C¢ x C% la explosion de W en Z y
. A — Z\ W su restriccion. Como 1’ es un isomorfismo analitico, tiene
sentido hablar del cierre de Zariski X' de (1t')"1(X \ W) en A como el conjunto
de ceros en A de las funciones analiticas sobre A que son preimdgenes de las
de I por 1t’. Entonces, X' asi definido se denomina el transformado estricto
de X por .

Para hallar unas ecuaciones del transformado estricto X’ de X basta deter-
minar las preimagenes de las funciones f € I por mr’. Calculamos a continua-
cién las ecuaciones de X', en forma de Teorema.
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Fijaremos el abierto afin U, de A y haremos los calculos en Uj, haciéndose
de forma andloga en las otras piezas afines. Sabemos que

es un isomorfismo analitico. Tomemos 0 = f € I y escribamoslo en la forma

f= > faw)z4,  fa(w) € C{w},

A€Z§
|Al=v
donde
0+ f= zz falw)zA.
AT
|[Al=v
Sea z’ = (z5,...,2.) V, si A = (ay,...,a.), sea A’ = (ap,...,a.). Podemos

escribir f en la forma

- 5 awan(2)" . (2)"

AeZf
|Alzv

donde la preimagen de f por 1] es

Al- A
z} S faw)z(z).
AeZf
|Alzv
Como z; # 0 sobre todo Vj, es una unidad, luego lo es sobre A n U; y asi, da
lo mismo considerar la preimagen estricta de f que la funcion

fr= > faw)zM V()4
AeZf
|Alzv
Hay que comprobar la convergencia de f" en C{z;,z’,w}. La convergencia
de f implica (véase [ZS60]) que existen u, p € R, tales que, si se escribe

f= Z fA,BZAwB,
A€eZ§
Bez§

es

u
|fasl < STATTE

Por otra parte,

Al- ’
fr=> fapz V() wk.
AeZ§
Bezd
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Siempre se puede suponer que p < 1. En este caso, |A| + |A’| + |B| = |A| + |B|
y asi’ p'AI‘HAlH'IBI < pIAH‘lB" luego

H H ___(/p)
| fanl < PIAITIB] = DIATHIAT+IB] ~ plAl-v+IAT+IB’

lo que prueba que f’ es convergente en un polidisco de centro el origen y
radio p.

Sea I el ideal de C{z;,2’,w} generado por todos los f’ con f € I. Enton-
ces, X’ n U es el conjunto de los ceros de Ij, que es el conjunto de ceros de
los f' con f € I.

m TEOREMA 2.3.2 Seal = (f1,...,fr) una base estandar equimultiple que
verifica las condiciones del principio de esta seccién. Entonces, I' = (f,..., fr).

DEMOSTRACION. Basta probar que, paratodo 0 = f € I, es f' € (fi,..., fy)-
Estamos en las condiciones de la Proposicion 1.1.5 para efectuar la division de
Weierstrass por (fi,..., fr). Asi tenemos que

v
f=ho+ > hifi.
i=1

Como hg € Iy E,(hg) C Op = Z§ \ u(I), debe ser ho = 0, pues de lo contra-
rio, su z-forma inicial daria una relacion entre monomios de gr,,;, (R/I) con
coeficientes en R/p, que no es posible por tratarse de un moédulo libre.

Por otra parte, por el Lema 1.1.6, se tiene que v;(h;) = v.(f)—|A;l, es decir,

v(f) = min{vz(hi) + Vz(fi)}
= mln{vz(f) - Vz(fi) + Vz(fi)}

l<izr

= v,(f),
luego

vz(f) = min {v.(h;fi)}.

l<isr
Sean iy, ..., is, los indices en los que se alcanza ese minimo, y pongamos vV =
v:(f) en lo sucesivo.
Tenemos

,

flz1,z2125, ..., 2120, w) = > hi(z1,2125,..., 212, w) fi(21, 212, - .., 212, W).

i=1
Por otra parte, f(z1,2125,...,212., w) es divisible (de forma exacta) por zy,
y al dividirla, obtenemos f’. Lo mismo ocurre con h;, fi,, ..., hi, fi,. Si existe
un j tal que j ¢ {i;,...,is},conl < j < r, entonces

I’Li(Zl,ZlZé, - .,2122,1,U)fi(21,212é, .. .,leé,W).
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PR o
es divisible exactamente por z,’, con «; > v. Por tanto,

s
o=V
f= Zh;z i,l+ 2 zy’ h';'f{’
=1

jelit,..is}
y f € (fi,...,fs), lo que prueba el teorema. n

Siguiendo dentro de la pieza afin U, si A = w~1(W) es el divisor ex-
cepcional de la transformacién monoidal 7m: A — Z, la ecuacién de A n U;
en C{zy,2},...,2.,w} es z; = 0. Por otra parte, X’ n U; viene definido por el
ideal I] = (f1,..., f}). '

m DEFINICION 2.3.3 El conjunto A n X’ se llamard el divisor excepcional
del transformado estricto.

B COROLARIO 2.3.4 El divisor excepcional del transformado estricto, AnX’
tiene ecuaciones globales

7 (Fi(Z5,2p s 2l W)y, Fr (21,25, 20, W)). |
DEMOSTRACION. Calcularemos en primer lugar el ideal que define A n X’

en U;. Si
fi= > filld)
J=vz(fi)
es la descomposiciéon de f; en z-formas, entonces
fi= 3 z{"”(fi)fi(j)(l,zé,...,zg,w),
Jzvz(fi)
luego el ideal que define An X" en U; es

L[+ (z1) = (z1, f29 1, 25, ozl w), L Y (1, 25, 20 w).

Se verifica una férmula analoga para las otras piezas afines.
Globalmente, donde hay que definir el divisor excepcional es su anillo, que
es
Ci{z,w}[z},...,z.1/],

donde J es el ideal de los menores de orden 2 de la matriz

14 4 14
Zy 2o - Z
M — 1 2 C .
Z1 22 - Ze
Como A N X’ estad definido en cada pieza afin por la deshomogeneizacion
de f1, ..., fr, con las sustituciones pertinentes, vemos que A N X' viene defin-

do globalmente por

(fL(Z8, 25y Zoy W)y, (21,25, 20, W) ).
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Capitulo 3

Piramides y redes

Este es un capitulo que trata de lenguaje geométrico. Las secciones primera
y segunda contienen una terminologia y unos resultados preliminares, mas o
menos estandares, que nosotros adaptaremos a nuestras necesidades. Cree-
mos que estas dos secciones se deben incluir aqui, no sélo por fijar un len-
guaje, sino en cualquier caso porque las demostraciones suministradas son
muy sucintas.

Las siguientes secciones contienen resultados mucho menos comunes so-
bre piramides.

Tomamos un espacio ambiente euclideo de dimensién n > 2 y comenza-
mos con los poliedros. Por decirlo brevemente: un poliedro es el cierre conve-
x0 de un numero finito de puntos que generan el espacio ambiente. Hay un
teorema elemental que es arduo de demostrar: todo poliedro es interseccion
finita compacta de semiespacios cerrados, y reciprocamente. En los polie-
dros mas sencillos, los simplices, este teorema es practicamente inmediato
debido a la independencia lineal afin de sus vértices. En poliedros genera-
les, la dificultad de la demostracion se origina precisamente porque no hay
esta independencia. Después de estudiar los poliedros, lo hacemos con las
piramides, que son proyecciones de poliedros contenidos en un hiperplano
desde un punto exterior al hiperplano.

El espacio ambiente sera un espacio euclideo (X, V, +) de dimensién n > 1.

Calculo baricéntrico

En esta seccion recordamos algunas formalidades elementales de calculo ba-
ricéntrico, sobre todo para fijar la terminologia.

m NOTAS 3.1.1 Sean E = {Ag,A;,...,An} un conjunto de puntos de X y
O € X un origen fijo.
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3.1.1.1. La variedad lineal afin L engendrada por ellos es
— m - m
L={PGX'0P=ZAiOAi, ZAI:I}.
i=0 i=0

Los A; sumando 1 no dependen del origen, y la combinacion lineal anterior se
llama una combinacion lineal baricéntrica. Si los puntos A; son afinmente in-
dependientes, estos A; son uUnicos, y se llaman las coordenadas baricéntricas
de P respecto de E. Una combinacién lineal baricéntrica con coeficientes no
negativos se llama una combinacion lineal convexa. El poliedro determinado
por E es el conjunto de las combinaciones lineales convexas de E. Si E es un
sistema de referencia afin, al poliedro de le llama un simplex.

3.1.1.2. Un poliedro A es un conjunto convexo. En efecto, sean P,Q € Ay
fijemos un origen O € X; entonces

—

m s
OP = > XA0A;, > A=1, A;20,Vi=0,1,...,m

—

m m
0Q = > wOA;, >u=1, 20,Vvi=0,1,...,m.
SiR € PQ sera

m
OR =A0P + (1 -A2)0Q = > [AA; + (1 - A)i;]0A;, 0=<A=<1.
i=0

Los coeficientes de la ultima suma son, evidentemente, nonegativos y

DA+ A= =A> A+ (1-A) > =1,

i=0 i=0 i=0
Por tanto R € A, lo que prueba que PQ C Ay que A es convexo.

m PROPOSICION 3.1.2 El poliedro A determinado por E es el cierre convexo
de E, que se denota por [E].

DEMOSTRACION. Ya hemos demostrado en 3.1.1.2 que un poliedro es convexo,
por tanto A O [E]. Sea A’ un convexo que contenga a E y vamos a probar que
A’ O A, con lo que nuestra demostracion quedara concluida. Desde luego,
A’ contiene a todas las combinaciones lineales convexas de cualquier par de
puntos distintos {A;, A;} porque forman el segmento mj. Supongamos, por
recurrencia, que contiene a todas las combinaciones lineales convexas de ¢
puntos, t < m, de entre {Ag, Ai,...,Am}, Y vamos a probar que contiene a
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todas las de t + 1 puntos. Basta probar este aserto para {Ao, A1,...,A¢}. Sea
T el conjunto de las combinaciones lineales convexas de esos t + 1 puntos, y
" el de las de {A;,...,A:}. Sea P €T, P = Ay,

t t
A0P=ZA1'A0A1', AiZO, O<Z/\iS1.
i=1 i=1

Un punto R € AP verifica que A_ol'z = (xA_013, y basta tomar

para que R € I''. En este caso,

—

t
AoP = (z Ai)AoR,
i=1

lo que prueba que P € AjgRyasique P € A, .luego A’ D T. Esto prueba que
A’ D Ay el resultado. L

La dltima parte de la demostracion de la Proposicién 3.1.2 nos prueba el
siguiente

m COROLARIO 3.1.3 Sea E C X un conjunto finito no vacio. Entonces, para
todo P € E es
[E1= |J PQ
QelE\{P}]
El siguiente resultado es extremadamente 1til, pues define los vértices de
un poliedro.

m TEOREMA 3.1.4 Sea E C X un conjunto finito con mds de un elemento
tal que, para todo P € E, es P ¢ [E \ {P}] (esto se expresa diciendo que E
es irredundante). Entonces E estd univocamente determinado por [E] en el
sentido de que E es el conjunto de los puntos P € [E] tales que [E] \ {P}
es convexo. A los elementos de este conjunto E se les llama los vértices del
poliedro [E]. Mds auin, si E es un conjunto finito arbitrario, se puede extraer de
él un subconjunto E' irredundante tal que [E] = [E'].

DEMOSTRACION. Sea P € E y vamos a demostrar que [E] \ {P} es convexo.
Sean R,S e [E]\ {P}; por el Corolario 3.1.3 existen Q;,Q, € [E \ {P}] tales
que R € PQ,, S € PQ,. Como P ¢ [E\ {P}]esP + Q; y P + Q. Se puede
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escribir PR = Alﬁl, PS = uP_Qz con 0 < A,u < 1. Vamos a probar que
RS c [E]\ {P}. Sea T € RS, entonces

I—)—T = 51ﬁ2 + 521375‘ = 61A17(_.21 + 52[11_562,
con 61,02 =0, 6; + 62 = 1. Asi,
0<5=51A+52[JS51+52=1.

Sea Q definido por —P_Q = (1/6)17".7; es evidente que Q € Q,Q, C [E\ {P}]
(luego Q + P por irredundancia) y T € PQ c [E]. Como no puede ser T = P
porque esto implicaria que Q = P € [E\ {P}] es T € [E]\ {P}. Esto prueba
que [E]\ {P} es convexo.

Sea ahora A € [E]\ E; hay que demostrar que [E] \ {A} no es convexo.
Para ello basta ver que A siempre es un punto interior de un segmento con
extremos en [E]. Esto se hace por recurrencia sobre el nimero de elementos
m de E. Si m = 2 esta claro porque [E] es un segmento. Supongamos que
m > 2 y el resultado cierto para menos de m elementos. Sea P € E; entonces

[E1= | PQ.
Qe[E\{P}]
Si A € [E\ {P}] el resultado esta claro por recurrencia. Si A ¢ [E\ {P}]
entonces A esta en un segmento uno de cuyos extremos es P y el otro un
punto de [E \ {P}], luego es interior a ese segmento.

Para probar la segunda afirmacién basta demostrar que, si P € [E \ {P}],
entonces [E] ¢ [E\ {P}] porque, sentado esto, podemos someter a los puntos
de E a un procedimiento de prueba y error. Sea E = {P = Ao, A1,...,Anl,
O € X un origen fijoy Q € [E]; tenemos que

—_—

opP

1]
M3
*
N
>
<
IA
=
A
b_-\
INGE
=
It
-

—_—

m
0Q = > A04;, 0=<A;=<1,

N
o
LM
>
il
—

Entonces

Qo
Q
1l

m m
/\0 z HiOAi + Z AiOAi

i=1 i=1

m —_
Z(/\olli +A;)OA;.
i=1
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Ademas, Agu; +A; =0y

m m m m
SAoMi +A) =20 D> i+ D Aj= D A=
i=1 i=1 i=1 i=0

lo que prueba que Q € [E \ {P}] vy el teorema. [ |

El resultado final de esta seccion, que es clave, se enuncia asi:

m TEOREMA 3.1.5 (TEOREMA DE CARATHEODORY) Sea E C X un subcon-
Jjunto arbitrario. Entonces, todo punto de [E] se puede escribir como una com-
binacion lineal convexa de puntos de E afinmente independientes.

DEMOSTRACION. Observamos primero que [E] coincide con el conjunto I' de
las combinaciones lineales convexas de subconjuntos finitos de E. En efecto,
un calculo baricéntrico elemental nos muestra que I' es convexo: si P,Q €T,
P € [E;], Q € [E,] con E;, E, subconjuntos finitos de E, entonces es sencillo
ver que PQ ¢ [E; U E,] por la Proposicion 3.1.2. AsiT D [E] y como el otro
contenido es trivial, se tiene la igualdad.

Tomemos un origen O para toda la demostracion. Fijemos P € [E], y
escribamos

m m
OP=> A0A;, 1=>A;, A;=20, A€E. (3-1.1)
i=0 i=

Si {Ag,Aq,...,Am} son afinmente independientes, no hay nada que probar.
Supongamos que no lo son. Los vectores {ApAy,...,AoAn} son linealmente
dependientes y asi existen yy, ..., Um € R, no todos nulos, tales que

0 =

1

Ao, Z 1;(0A; — OAy)

uM§

m
) OAp + Z u;0A; = > wOA,,

i=0

donde

Cambiando de orden los indices, si preciso fuera, se puede suponer que fm, >
0y que Am/Um es el menor de los cocientes A;/y; tales que y; > O. Despejando
OA,, se obtiene
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y, sustituyendo en (3.1.1), da

Ademas, si u; <0, es

A - AmHi 0,
Hm
ysiu; >0,es
Ai_Amﬂi ZAi—M=O.
Hm i
Esto implica que P es combinacion lineal convexa de {Ao,...,Am-1}. Repi-
tiendo este proceso cuantas veces haga falta, se tiene el teorema. n

m COROLARIO 3.1.6 Si E C X es un conjunto finito, entonces [E] es cerrado.

DEMOSTRACION. El Teorema 3.1.5 nos dice que, si £ es el conjunto de las
partes de E formadas por puntos afinmente independientes, entonces

[E1= {J[E'].

E'eE

Cada una de estas partes es cerrada, por ser homeomorfa a un conjunto de la
forma

{(Al,...,Aq)eRg

q
D> A= 1}.

i=1

Por tanto, [E] es cerrado. L

m PROPOSICION 3.1.7 Si E C X es un conjunto finito, entonces [E] es com-
pacto.

DEMOSTRACION. En el Corolario 3.1.6 hemos visto que [E] es cerrado; resta
demostrar que es acotado. Si E = {Ag, A1,...,An}, por la Proposicion 3.1.2, es

[E]={pex

. mo m
AP = ZAiAOAi 0 <A ZAlﬁl}
i=1

i=1
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Asi, tomando el médulo del vector Zﬁ’ con P € [E], tenemos

m m
|AoP| = | AiAoAi| = D AilAoAll
i=1 i=1
< mmax({|A¢Al | i=1,...,m}),
lo que prueba que [E] es acotado. |

m NOTAS 3.1.8 Supongamos que E = {4g, A},...,A,} es un sistema de re-
ferencia afin; asi [E] es un simplex. Para cada i = 0,1,...,n designaremos
por H; al hiperplano generado por E \ {A;}, por Hfo al semiespacio cerrado
de borde H; que contiene a A; y por H; al abierto.
3.1.8.1. Paracada i = 0,1,...,n sabemos que H; es el conjunto de los puntos
de X cuya i-ésima coordenada baricéntrica respecto de E es cero, HZ es el de
los que tienen su i-ésima coordenada baricéntrica no negativa y H; el de los
que la tienen positiva. Por tanto, los tres son convexos.

3.1.8.2. De lo anterior resulta evidente que

3.1.8.3. Un punto muy importante aqui es que el interior topologico de [E]
coincide con su interior baricéntrico I, definiendo éste asi:

n n
r'={0+ZAi0Ai DAi=1, A;>0, Vi=0,1,...,n}.
i=0 i=0

Por tanto, un simplex tiene interior no vacio. En efecto, por lo anterior es
claro que

n
I'=()H;,
i=0

que es abierto. Un punto de [E] \ I” no puede ser interior a [E] porque de-
be pertenecer a un hiperplano H; al tener una coordenada baricéntrica cero,
luego en todo entorno suyo hay puntos de H; y del otro semiespacio H; .

m 3.2 Convexos: piramides

Sea (X,V,+) un espacio euclideo de dimensién n = 2. Las semirrectas seran
designadas por la notacién AB donde A es su origen y B # A. Vamos a
estudiar conjuntos convexos mas generales dentro de X.
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B PROPOSICION 3.2.1 Sea A C X un convexo; las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. A tiene interior no vacio.

2. A engendra X como espacio afin, es decir, X es el minimo subespacio que
contiene a A

DEMOSTRACION. Si A tiene interior no vacio y P € A es un punto interior,
existe una bola cerrada B(P, €) de centro P y radio ¢ contenida en A. Como
B(P, ) engendra X, también lo engendra A. Supongamos ahora que A engen-
dra X; entonces existe un sistema de referencia afin E = {Ao, A1,...,An} C 4,
luego el simplex [E] estd contenido en A. Por 3.1.8.3, [E] tiene interior no
vacio, luego A tiene interior no vacio. Esto prueba la proposicion. [ |

E PROPOSICION 3.2.2 Sea A C X un convexo cerrado, acotado y de interior
no vacio, P € A un punto interior, L una variedad lineal afin que pasa por P;
entonces L N A es un convexo cerrado, acotado y de interior no vacio dentro de
L, cuya frontera estd contenida en la de A y su interior es A’ n L. En particular,
siL es una recta, L N A es un segmento cuyos extremos son puntos frontera de
A y el resto de los puntos son interiores.

La demostracién es inmediata.

m DEFINICION 3.2.3 Sea O € X; una pirdmide T'(A) de vértice O es la pro-
yeccion desde O de un convexo acotado A contenido en un hiperplano H que
no pasa por O y con interior no vacio dentro de él, es decir,

r) = Joa.
A€A

m OBSERVACION 3.2.4 Para una semirrecta ¢ de origen O so6lo hay dos
posibilidades:

1. o bien esta contenida en la piramide I'(A), en cuyo caso corta al hiper-
plano H en un punto de A,

2. obienoNT(A) = {O}.

m NOTACION 3.2.5 Designaremos consistentemente por H; al hiperplano
paralelo a H por O y por H; al semiespacio abierto de borde H; que contiene
a H. Sea p una semirrecta de origen O; la condicién necesaria y suficiente para
que o corte a H es que ¢ C Hf. Esto permite definir una funcién suprayectiva
 : Hf — H poniendo, para P € H{, m(P) = OP n H. Esta funcién m es la
proyeccién estereografica o central. Con esta notacion, I'(A) = ~1(A) u {O}.
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m LEMA 3.2.6 Sean A, B,C,D € Hy puntos distintos de O tales que C € OA,
D € OB y OA, OB son linealmente independientes. Entonces, para todo R €
AB, la semirrecta OR corta a CD en un unico punto.

DEMOSTRACION. Nos podemos restringir al plano que contiene a los puntos
O0,A,B,C,D, donde {0;5,:1,51?} es un sistema de referencia _qfin. Sea f la
iﬁnidad de ese plano definida por las relaciones f(0) = O, f (OA) = ocC,
F(OB) = OD. SeaR € AB, OR = AOA + (1 —A)OB con 0 < A < 1; entonces

OF(R) = Ff(OR)=AF(0A)+(1-2)f(0B)
= AO0C+(1-2)0D,
lo que prueba el enunciado. u

- m LEMA 3.2.7 Si P,Q € H{, entonces m(PQ) = m(P)1(Q).

DEMOSTRACION. En efecto, el resultado es trivial si 7w (P) = m(Q). Suponga-
mos, pues, que (P) # (Q) lo que implica, en particular, que 5—13,5—@ son
linealmente independientes. Entonces el resultado es consecuencia evidente
del Lema 3.2.6. [

m PROPOSICION 3.2.8 La funcidn 1t es racional y homogénea, luego conti-
nua.

DEMOSTRACION. Sean {Aj,...,A,} puntos de H afinmente independientes ta-
les que {OA,,...,0A,} sea una base ortogonal de V. Poniendo

u; = OA;/|0A;],

i=1,...,m vemos que {u;,...,u,} es una base ortonormal de V. Respecto
del sistema de referencia métrico {O;u,...,u,} el punto A; tiene todas sus
coordenadas cero, salvo la i-ésima que es a; > 0. Asi, H tiene como ecuacién

Y100 Yn
a, --- 0 1

0=\ . .| =)+ P -
0 --+ Qp 1

donde p = a;---any p(y;) es el resultado de sustituir en este monomio a;
por ;. Por otra parte, elegimos para H; la ecuacion p(y1) + - - - + p(¥n) =
0 y asi Hf viene definido por la desigualdad > ., p(y:) > 0. Sea, pues,
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(x1,...,Xn) € H{; la semirrecta y; = Ax;, i = 1,...,n, A > 0 corta a H en
el punto
( p(x1) p(xn) )
px1) + - +plen)’ U px1) + -+ p(xa) )
Esto prueba el resultado. |

® PROPOSICION 3.2.9 Si @ # A C H es un cerrado, t71(A) U {O} es un
cerrado.

DEMOSTRACION. Notese que, por continuidad, 7~1(A) es un cerrado de Hj.
Sea P ¢ m~1(A) u {O}. Podemos considerar varias posibilidades. La primera
es que P € H{; como 1m~1(A) es un cerrado de H; y Hf es abierto en X, debe
existir una bola abierta de centro P, contenida en Hf y que no corte a m~1(A).
La segunda posibilidad es que P € Hy, el semiespacio abierto opuesto a Hy.
Entonces existe una bola abierta de centro P que esta contenida en Hy, luego
no corta a T-1(A).

La tercera posibilidad, que tiene mas discusion, es que P € H;. Sea B’
la bola cerrada de centro P y radio d(P,Q), la distancia de P a Q, donde
Q € t71(A). Entonces B’ n t~1(A) es un cerrado de w~1(A), luego la funcién
distancia a P, d(P,-) : m1(A) — Rp alcanza en él un minimo £ > 0, en un
punto Q; € ™ 1(A). Ninguna bola abierta de centro P y radio menor que &
corta a 11 (A). Esto prueba la proposicién. n

m COROLARIO 3.2.10 Sea A C H un convexo cerrado de interior no vacio
dentro de H y I'(A) la pirdmide correspondiente; entonces ésta es cerrada.

m COROLARIO 3.2.11 Si A C H es arbitrario y A es el cierre topoldgico de A
en H, entonces 1171 (A) U {0} es el cierre topologico de rt~1(A) U {0}

m PROPOSICION 3.2.12 T es abierta y cerrada.
DEMOSTRACION. Basta probar que es abierta. Sea U un abierto de H; y sea

u'=Jopr\{0}.
PeU
SeaQ € U' ysea P € U tal que Q € OP; existe una bola abierta B de centro
P contenida en U. Sea h la homotecia (de razén positiva) que lleva P sobre Q;
entonces h(B) es una bola abierta de centro Q contenida en U’. Esto prueba
que U’ es abierto, luego que m(U) = U’ n H es un abierto de H. |

m COROLARIO 3.2.13 77 y 77~ ! transforman interior en interior.
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m OBSERVACION 3.2.14 Sea S C X una hipersuperficie esférica, Q un pun-
to exterior (es decir, tal que su hiperplano polar L respecto de S corta a S
en una hipersuperficie esférica S; dentro de L que sea real). Sea Cq el cono
de tangentes trazadas desde Q (cuyo lugar de puntos de tangencia es Sp).
Consideremos el hiperplano L; paralelo a L por Q y designemos por Ly al
semiespacio abierto de borde L; que contiene a S. Consideremos la funcién
usual v : L} — L. La imagen inversa A mediante 7 del interior de S; es un
abierto que contiene puntos arbitrariamente cercanos a Q. Todas las semi-
rrectas de origen Q y contenidas en A proyectan puntos de S. Las que estan
contenidas en el cono son tangentes a S y las interiores al cono entran en S
todo un segmento.

m LEMA 3.2.15 El conjunto A C H, que es convexo, acotado y de interior no
vacio verifica:

1. A es el cierre topolégico del interior de A.

2. Supongamos que A no es el cierre convexo de un niimero finito de puntos.
Sea A; C A un poliedro, cierre convexo de un numero finito de puntos.
Existe un punto interior de A que no pertenece a A,.

DEMOSTRACION. Operamos en este lema con H como espacio ambiente. Para
demostrar el primer punto, operaremos por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que existiese un punto P € A que no fuese de acumulacién de] interior;
entonces debe existir una bola abierta B de centro P que no contiene ningun
punto del interior de A. Sea P’ un punto interior a A y sea B’ una bola cerrada
de centro P’ contenida en el interior de A. En el interior del cono de tangen-
tes desde P a B’ hay segmentos con origen en P extremos en B'. Todos esos
segmentos deben estar contenidos en A. La situacion esta descrita en la Nota
3.2.14. En esos segmentos hay, pues, puntos interiores a A arbitrariamente
préximos a P, lo que no es posible.

La demostraciéon del segundo punto es consecuencia del primero. Si el
interior de A estuviese contenido en A;, entonces, por el punto anterior, A C
A c Ay, luego A = Aj, lo que no es posible por hipotesis. =

m DEFINICION 3.2.16 Sea A C X un convexo cerrado, acotado y de interior
no vacio; se llamard simplemente frontera de A a su frontera topolégica. En
otras palabras, si A’ es el interior de A, su frontera es A\ A'.

® PROPOSICION 3.2.17 Sea A ¢ H un convexo cerrado acotado y de interior
no vacio dentro de H y sea p C T(A) una semirrecta de origen O. Entonces,
una y solo una de las condiciones siguientes se verifica para o:
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1. todo punto de o \ {O} es interior al'(A),

2. todo punto de g es frontera deT'(A).

Entonces se dird que g es, respectivamente, una semirrecta interior o frontera
deT(A).

DEMOSTRACION. Sea A = ¢ n H. Supongamos que A es interior a A; por el
Corolario 3.2.13, todo punto de ¢ \ {O} es interior a I'(A). Si A es un punto
frontera de Ay P € ¢\ {O}, entonces en todo entorno de P hay puntos de
I'(A) y puntos que no estan en I'(A) por la Proposicién 3.2.12. N

B PROPOSICION 3.2.18 Sean A,C C X, donde A = @ es abierto, C # O es
cerradoy A\ C + Q. Existe una bola abiertaB C A talque BN C = @.

DEMOSTRACION. La técnica es muy similar a la que ya hemos usado en esta
seccion, en la demostracion de 3.2.9. Tomando P € A\ C, existe un punto
Q e Ctalqued(P,Q) < d(P,Q’),paratodo Q' € C,y este Q esUnico para esa
condicién. Tomando ahora una bola abierta B de centro P y radio € < d(P, Q)
lo suficientemente pequefio para que B C A, tenemos la proposicion. n

B PROPOSICION 3.2.19 Sea A C H un conjunto de interior A’ no vacio,
I = m1(A) U {O}. Sea A; C A un cerrado no vacio tal que A" \ A, = D y
seal; = m~1(A;) u {O} c T. Entonces T contiene a una bola abierta B tal que
BnI} = Q.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 3.2.18 existe una bola abierta B’ dentro
de H y contenida en A’ \ A,. Entonces t~1(B’) ¢ I' \ I} es un abierto por la
Proposicion 3.2.8 y asi contiene a una bola abierta B. |

m DEFINICION 3.2.20 Sea A C H un convexo cerrado acotado de interior no
vacio. La pirdmide T'(A) se llama una pirdmide poliédrica si A es un poliedro,
es decir, si existe un conjunto finito E tal que A = [E].

® PROPOSICION 3.2.21 Sea E = {A1,...,An} C H que engendra H; entonces

m
I'([E]) = {O+ > AOA; | A;20, Vi= 1,...,m}
i=1]

DEMOSTRACION. SeaI” el conjunto de la derechay sea O # P € T'([E]); existe
A € [E] tal que OP = AOA con A > 0. Como las combinaciones lineales
baricéntricas no dependen del origen que se tome, se tiene que

m m
OA=> uwOA;, > =1, w=0, Vi=1...m.
i=1

i=1
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Asi,
— m —
OP = > (Ap)OA;, Ap; 20, Vi=1,...,m,
i=1

luego P € I". Reciprocamente, sea O = P € I’ con

m
OP = > A;0A;, A;20, Vi=1,...,m.

i=1
Sea
1 m
A=0+ E AiOA;;

m

Z /\i i=1
i=1

entonces A € [E]y P € OA, luego P € I'([E]). Esto prueba la igualdad de
ambos conjuntos. Esto termina la demostracion de la proposicion. [

B PROPOSICION 3.2.22 Sea A C H un poliedro. Las tinicas semirrectas OA
con A € A tales queT'(A) \ OA es convexo son aquéllas para las que A es un
vértice de A. Se les llama las aristas de T (A).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.1.4 basta demostrar que I'(A) \ OA es con-
vexo. Como I'(A)\OA = m~1(A)\ {A}, basta probar que éste es convexo. Sean
P,Q € t™1(A\ {A}); por el Lema 3.2.7 m(PQ) = w(P)1m(Q) C A\ {A} luego
PQ c ' (PQ) c t1(A\ {A}). Esto prueba nuestro aserto. |

m NOTAS 3.2.23 Sea H un hiperplano de X, consideremos un punto O ¢ H,
un convexo cerrado acotado de interior no vacio A ¢ H y la piramide I'(A).

3.2.23.1. Un hiperplano transversal a I'(A) es un hiperplano K tal que corta a
toda semirrecta de I'(A) en un punto distinto de O. Por ejemplo, un hiperpla-
no transversal aI'(A) es el mismo H.

3.2.23.2. Sea K un hiperplano transversal a I'(A); entonces K N I['(A) es un
convexo cerrado acotado de interior no vacio A’ ¢ K yI'(A’) = T'(A). Enla
demostracién de la Proposicion 3.2.22 hay un argumento, que se puede repetir
con toda generalidad, que prueba que m~1(A) es convexo; esto implica que
KNnT(A) = Knm~1(A) es convexo. Por la Proposicion 3.2.9, ['(A) es cerrado,
luego lo es K N T(A). Si A es el interior de A en H, 1t71(A;) es un abierto no
vacio, luego K n m-1(A;) ¢ K nT(A) tiene interior no vacio en K. Probamos
finalmente que K NI'(A) es acotado en K. Si mr; es la proyeccion desde O sobre
el hiperplano K, la composicién mmm™! : A — A’ es una funcién biyectiva y
bicontinua, luego A" = K nT(A) es compacto en K, luego acotado. La ultima
afirmacion es evidente.
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3.2.23.3. Sea A; la interseccion de I'(A) con el semiespacio cerrado de bor-
de K que contiene al origen; entonces A; es un convexo cerrado. Vamos a
demostrar que es acotado. En efecto, la funcién distancia al origen sobre K
alcanza un maximo sobre A’ por 3.2.23.2. Si M € R es un nimero mayor que
ese maximo y S es la esfera de centro O y radio M, entonces A’ C S, luego
A1 C Sy asi Ay es acotado.

3.2.23.4. Supongamos que A es un poliedro de vértices E = {Aj,...,An}
y sea K un hiperplano. La condicién necesaria y suficiente para que K sea
transversal aT'([E]) es que, paratodoi = 1,...,m, lainterseccién OA;NK sea
un punto B; # O. En este caso K nT(A) es el poliedro de vértices {B,...,Bm}.

En efecto, la condicion es claramente necesaria; veamos que es suficiente.
Consideremos un sistema de referencia afin de origen O respecto del cual
tomamos ecuaciones. Sea f = 0 una ecuacién de K; la hipétesis significa que,
paratodoi=1,...,m laecuacién en A

0= £(O +ADA) = £(0) + Af (0Ay),
tiene una uinica solucién positiva o, lo que es lo mismo, que
0% f(0) = —f(0A),

paratodoi=1,...,m. Sea A € [E],y

m
b_A=Z/\iO_Ai, OSAiSI, Z/\i=1.

i=1
La ecuacion en A
F(O +AOA) = f(O) + Af(OA)

F(O) +Af (2 Aﬁl) = £(O) +A S A f(OA)
i=1

i=1

(=)
i

tiene como solucién

- f(0)
S Af (OA)

i=1

A= >0,

§

lo que tiene sentido porque, al ser f (OA ) de 31gno constante, la suma del
denominador tiene el mismo signo que cada f (OA;). El punto de interseccion
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0OA N K es entonces

B = O+ _T_n___{(g_)___az =0 + Z _WL_JC_S%__JAJ
D Aif(0A)) =1 S A f (0A)
i=1 i=1
& i ~fOX= . & =f(0) A,f(OAJ)_.
o foa 5 f(04)) F(0OA)
= 0+ Z Mﬁj S [Bl,...,Bm]
j=1  f(OA)

porque .f(—O_Aj)/?(O_A) >0,4;20
< Aj?(o_Aj)

s = A f(OA )=1.

,; f(0A) f(OA) JZI g ’

El hecho de que los B; sean los vértices de K NT(A) es consecuencia trivial de
la Proposiciéon 3.2.22.

3.2.23.5. En la situacién de 3.2.23.4, la interseccion de I'({E]) con el semies-
pacio cerrado de borde K que contiene al origen es el poliedro de vértices
{O,By,...,Bn}. En efecto, elegimos f de tal manera que f(O) = —1; entonces
el semiespacio cerrado de borde K que contiene al origen viene definido por
la desigualdad f < 0y lo denotamos por K. Sea P € T'([E]); tenemos:

pu—y

PeKy < 03> f(P)=f(0)+ f(OP)=-1+ f(OP)
= 1= }:(513) (Z )
> ZN?(—O—BJ = ZN-
i=1 i=1

Esto prueba que K< N T'([E]) es el conjunto de las combinaciones lineales
convexas de los puntos {O,By,...,B»}. La irredundancia de estos puntos
proviene de que:

1. al quitar O entramos dentro del hiperplano K.

2. al quitar un B; quitamos la semirrecta OB;, luego quitamos en H el punto
A, vy asi el poliedro A disminuye.

3.2.23.6. Volvemos al caso en que A es cualquiera. Si K es un hiperplano
tranversal a ['(A) y P € T(A) \ {0}, el hiperplano K; paralelo a K por P es
transversal a I'(A).
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En efecto, tomamos una ecuacién f = 0 de K. La transversalidad de K
implica que, para todo A € A, la ecuacién

0= f(0 +A0A) = £(0) + Af (OA)

tiene soluc1on positiva. Esto significa que 0 = f(O) = — f (OA) y asi el signo
de f (OA) es constante. Un hlperplano paralelo a K que no pase por O tiene
una ecuacién g = 0 donde g = f luego f(0)g(0) > 0. Asi, la ecuacién

0 =g(0 +ADA) = g(0) + Af (OA)

tiene siempre solucién positiva. Esto prueba nuestro aserto.

m 3.3 Redes y piramides

En esta secci6n vamos a trabajar con un espacio euclideo (X,V, +) de dimen-
sién n > 1. Por supuesto, se considera fijado el producto escalar sobre V vy,
cuando sea necesario, se considerara un sistema de referencia ortonormal.

m DEFINICION 3.3.1 Unared en X es un par R = (0,G) formado por un
punto O € X y un subgrupo abeliano libre del grupo aditivo de V engendrado
por n vectores (U, ..., uy,) linealmente independientes. Al punto O se le llama
el origen de la red. Los puntos de la red son los de la forma P + u, u € G,y su
conjunto se designard por Y (R).

m OBSERVACION 3.3.2

3.3.2.1. En general trabajaremos con una red R = (O, G) fija. También fijare-
mos dentro de ella una base B(R) = {u;,...,u,}, que siempre supondremos
ortonormal o, lo que es lo mismo, que consideraremos sobre V el producto
escalar que hace de B(R) una base ortonormal.

3.3.2.2. La red R determina univocamente el conjunto Y(R) de sus puntos.
Reciprocamente, Y(R) determina univocamente G como el conjunto de vec-
tores de V correspondientes al grupo de las traslaciones T de V tales que
T(Y(R)) = Y(R).

m DEFINICION 3.3.3 La celda base de la red R = (O, G) es el conjunto de
2" puntos

6;=0,1, Vi=l,...,n}.

n —
{O + Z 5iui

i=1
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Una celda de la red es el conjunto de 2™ puntos

n —
{P-i- Zéiui

i=1

6;=0,1, Vi=1,...,n}.

donde P es un punto de la red, que se llama origen de la celda. Evidentemente
toda celda de la red es una trasladada de la celda base. Si C es una celda de
origen P, se llama paralelepipedo asociado a C al conjunto

A(C) ={P+ZAiui 0<A; =<1, Vi=1,...,n}

i=1

m PROPOSICION 3.3.4 Sea C una celda de origen P y designemos por A(C)
al paralelepipedo asociado. El punto de A(C) mds alejado de P es P + Shu
Mds auin, la distancia entre esos dos puntos es la mdxima distancia entre puntos
del paralelepipedo, y se le llama el didmetro del paralelepipedo.

DEMOSTRACION. Sea Q = P+ > u;, Q =P+ Y Au;con0 < A; < 1;
entonces

d(P,Q)? = PQ'12 = > At <n = [PQI? = d(P,Q)>.
i=1

Mas aun, si Q" = P+ .| 4;u; es otro punto del paralelepipedo, con 0 < y; <
1, es

d(Q,Q")?=1QQ" 1% =Y (M- A)? =D lpi - Ail* < = d(P,Q)>.

i=1 i=1

Esto prueba el resultado. [ |

m PROPOSICION 3.3.5 El paralelepipedo asociado a una celda es el cierre
convexo de sus puntos, por tanto es un poliedro. Sus vértices son los puntos de
la celda.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar primero que toda combinacion lineal
convexa de los puntos de C esta en A(C). Puesto que

C={P+Z§iui

i=1

6;=0,1, lsisn}

designamos por W al conjunto de las n-uplas de coeficientes de esas combi-
naciones lineales, es decir,

W= {(61,...,6n)16;=0,1, l=<isn}.
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Una combinacién lineal convexa de los puntos de C es una expresion del tipo

n
Q=P+ 3 Aer.sm (2 6iui) ,
i=1

(51,...,5n)€W

con 0 < Ay, < 1 para todo (81,...,0n) ¥ 2(sy...0mew Ay,on) < 1.
Entonces podemos escribir

Q=P+ Z( > ?\(51,...,6")51')“1',

i=1 (81,..,0n)EW

(61,....0n)eW
con lo que Q € A(C).
Reciprocamente, vamos a demostrar que todo punto de A(C) es combina-
cién lineal convexa de C. Consideremos un punto fijo

Q=P+ > Awu; € A(C)

i=1

yseao :{l,...,n} — {1,...,n} una biyeccion tal que, poniendo v; = Uy,
Ui = Ag’(i), i= 1,...,n,es

Entonces tenemos que
n
Q=P+ uw;
i=1

y se verifica, evidentemente, que

n n n '
Q=P+ > vi+ (e —p) > vi+ (U3 —p2) D Vit -+ (in = Un-1)Vn
i=1 i=2 i=3

donde todos los coeficientes son > 0 y su suma vale
O<py+ (H2—p1) + (U3 = H2) + -+ (Hn — Hn-1) = Hn < 1.

Finalmente hemos de demostrar que los vértices del paralelepipedo son los
puntos de C. Como esta demostracién se hace viendo que un conjunto es con-
Vexo 0 que un conjunto no es convexo, podemos aplicar cualquier traslaciéon
conveniente y razonar en el conjunto trasladado.

Probamos primero que, si a A(C) se le quita un punto de C, el resultado
es un conjunto convexo. Como todo punto de la red es origen de una celda
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y cualesquiera dos celdas son trasladadas una de la otra, podemos suponer
que el punto que quitamos es el propio P. En este caso, el demostrar que
A(C) \ {P} es convexo es consecuencia de un calculo baricétrico trivial, como
hemos hecho varios en la Seccién 3.1.

Resta por probar que, si a A(C) se le quita un punto Q que no sea de
C, el conjunto resultante no es convexo. Comenzamos demostrandolo para
n = 2. Si Q es un punto interior a uno de los segmentos P(P + u;) o P(P + uy)
el resultado es claro. Si Q = P + Aju; + Aup no estd en ninguno de esos
segmentos, es A} # 0 # A, y al menos uno de los dos, digamos Az, es distinto
de 1. Sea A’ el transformado de A(C) por la traslaciéon T de vector —A;uy;
entonces P(P + u;) C A’ y T(Q) es un punto interior a este segmento. Asi,
A"\ {T(Q)} no es convexo luego A(C) \ {Q} tampoco. Supongamos ahora
que n > 2 y supongamos cierto que, para n — 1, todo punto Q € A(C) que
no pertenezca a C es interior a un segmento contenido en A(C). Sea Q =
P+3",Au; ¢ C,0<A; <1,Vi=1,...,n Sialgin A; = 0, la hipotesis de
recurrencia nos dice que Q es interior a un segmento contenido en el parale-
lepipedo correspondiente (que esta contenido en A(C)), luego A(C) no puede
ser convexo. Si todos los A; son distintos de cero alguno debe ser distinto de
1, por ejemplo, A; # 1. Sea A’ el transformado de A(C) por la traslaciéon
de vector — 3,5, A;u;; entonces P(P +u;) € A’ y T(Q) es un punto interior
a este segmento. Asi, A’ \ {T(Q)} no es convexo luego A(C) \ {Q} tampoco.
Esto concluye nuestra demostracion. |

El siguiente es un resultado importante.

m TEOREMA 3.3.6 Sea (O,G) una red y Q c X un compacto. Entonces )
estd contenido en una union finita de paralelepipedos asociados a celdas de
la red. En particular, Q contiene sélo un nimero finito de paralelepipedos
asociados a celdas de la red, o a un numero finito de puntos de la red.

DEMOSTRACION. La funcion distancia al origen d(O, —) : Q — Ro es continua
sobre Q, luego tiene un maximo M > 0. Tomamos un entero positivo N tal
que N > M, paratodo i = 1,...,n, consideramos la celda base y le aplicamos
todas las traslaciones con vectores del tipo >.1-; p;u; donde p; € Zy |pil < N.
Esto nos da un numero finito de celdas, luego de paralelepipedos, y llamamos
Q' la unién de todos ellos. Si P = O + >, A;u;, entonces P ¢ Q' siy solo si
existe un indice i, 1 < i < n tal que |A;| = N + 1. En este caso,

n
d(0,P)? = > A= (N+1)*>N?> M?,
i=1
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luego Q c Q. [

m NOTAS 3.3.7 Sea R = (O,G) una red y I'(A) una pirdmide de vértice O,
con A C H un convexo compacto de interior no vacio.
3.3.7.1. Obsérvese que en una red todas las celdas tienen el mismo diametro.
Por eso, a veces, lo llamaremos el didmetro de la red.

3.3.7.2. Todo punto del espacio pertenece a un paralelepipedo asociado a una
celda de la red. Esto es consecuencia del Teorema 3.3.6.

3.3.7.3. Elinterior I' de I'(A) es r-1(A’), donde A’ es el interior de A, por el
Corolario 3.2.13. Se verifica que I'" contiene una celda de R. En efecto, sea d
el didmetro de lared y sea P € I, B(P, £) una bola abierta de centro P y radio
£ > 0 contenida en I". Sea h una homotecia de centro O’ y razén * tal que
re > d; entonces h(B(P,¢)) = B(h(P),re) c I y esta bola debe contener a
un punto Q de lared. Como Q € I”, existe una bola abierta B(Q, 6) de centro
Q y radio 6 > O contenida en I'. Sea h’ una homotecia de centro O’ y razén
r’ tal que 'S > d; entonces h'(B(Q, 6)) = B(h(Q),r'8) c I y esta bola debe
contener a un paralelepipedo de la red, luego a una celda.

3.3.7.4. El interior I” de T contiene infinitos puntos de R. La demostracion
es evidente: basta tomar una semirrecta interior que contenga a un punto de
R vy una sucesion de bolas abiertas disjuntas, con centros en la semirrecta,
contenidas en I'” y con radios mayores que d.

m OBSERVACION 3.3.8 A partir de ahora vamos a trabajar con dos objetos
fijos:
1. Unared R = (0,G), donde G estd generado por una base de V que
denotaremos B(R) = (uy,...,Uyn).

2. Una pirdmide I'(A) de vértice O, proyeccién de un convexo compacto de
interior no vacio A dentro de un hiperplano H que no pasa por O.

Como tenemos un origen fijo O se pueden identificar los puntos de X con
los vectores de V en la forma usual. En este sentido hablaremos de suma de
puntos de R. Es evidente que los puntos de R contenidos enI'(A) constituyen
un subsemigrupo X de G. Para hablar asi hemos identificado R con G, ya que
esta fijado el origen O. Ademas, aritméticamente, se puede identificar cada
punto de R con sus coordenadas (enteras) respecto de {O;uy, ..., Ux}.

m NOTAS 3.3.9

3.3.9.1. Sea K un hiperplano transversal a I' (véase Notas 3.2.23); sabemos
que K N T es un convexo compacto A; de interior no vacio dentro de K. Mas
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ain, si A es un poliedro y {A;,...,An} son sus vértices, entonces A; es un
poliedro de vértices B; = OA; N K. También sabemos que la interseccion de
T'(A) con el semiespacio de borde K que contiene al origen es un poliedro, por
tanto compacto. Por el Teorema 3.3.6, este poliedro contiene s6lo un numero
finito de puntos de R.

3.3.9.2. Sea f : X — R una funcién afin tal que f =0esuna ecuacion de K.
Para todo P € K es 0 = f(P) = f(O) + f(OP) luego f(OP) -f(0) = 0.
Asi, f es una forma hneal constante sobre los vectores de posicién de los
puntos de K. Cambiando f por — f si preciso fuera se puede suponer que
Iy = f es una forma lineal positiva y constante sobre todos los vectores de
posicion de los puntos de K (luego f(0) < 0). A una forma lineal obtenida
de esta manera se le llama una forma de orden. Vamos a ver cOmo se asocia
un grado y un orden a los puntos de £ = Y(R) nT(A) mediante la funcién
£, que se llamaran el £x-grado, 6 K-grado 'y el £x-orden diagonal, 6 K-orden
diagonal.

3.3.9.3. La clave de como varia £x(P) cuando P € I'(A) nos la da la observa-
cién que damos a continuacién. Desde luego, €x(0) =0. SiO = P €T(A) y
Q=0PnK,0Q =cxOP,es x> 0yasi

24(0P) = £ (é@) >0

luego £k es positiva sobre cualquier vector de posicion de cualquier punto de
I'(A). Si ahora Q es un punto cualquiera de OP, es EK(EQ) = al,’K((—)—P), que
es menor que £x(OP) si Q € OP \ {P} y mayor si Q ¢ OP. Para abreviar
esta propiedad diremos que €k es positiva en T'(A). Mas concretamente, una
forma lineal £ sobre V es positiva en I'(A) si para todo P € T'(A) \ {O} es
£(P) > 0. Esto implica que, si P € T(A)\ {0}y Q € OP, entonces £(Q) < £(P)
siQ e OP\ {P}y£(Q)>¥(P)siQ ¢ OP.

Reciprocamente, sea £ una forma lineal creciente en I'(A), sea P € I'(A) \
{0} fijo y consideremos la funcion afin f = £ — £ (_O_f’); entonces f = 0esla
ecuacién de un hiperplano K que es transversal a I['(A). En efecto, sea Q € A;
la ecuacion en A dada por

0 = £(0 +A0Q) = £(0) + Af(0Q) = —£(0P) + A(0Q)

tiene su solucién positiva. Esto prueba que K es transversal a I'(4).

3.3.9.4. Fl resumen de 3.3.9.3 es que una forma lineal es positiva sobre to-
dos los vectores de posicién de puntos de I['(A) \ {O} siy sélo si es la parte
vectorial de una funcién afin f tal que f = 0 es la ecuacién de un hiperplano
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transversal a I'(A). Para una tal forma lineal £ y para todo P € I'(A), pondre-
mos ¢(P) = £(OP) habiendo identificado puntos con vectores de posicion de
origen en O.

3.3.9.5. Sea £ una forma lineal positiva sobre I'(A); paratodo P € = =T(A) n
Y(R), se llamara el £-grado de P (o simplemente el grado, si no hay lugar a
confusién) al ntiimero real £(P). Noétese que el grado es una funcién aditiva,
en el sentido de que (P + Q) = £(P) + £(Q).

3.3.9.6. Se puede definir sobre 3 el £-orden diagonal poniendo, para P,Q € X:

£(P) <4(Q)
P <diag Q Aand 6
£(P) =4(Q) YP <1ex Q

donde <)« es el orden lexicografico contado coordenadas respecto de
(Ojuq,...,un).

3.3.9.7. Sea @ = X' C X\ {O}; vamos a demostrar que el conjunto 2’ tiene
un minimo para el orden diagonal. Sea P € 3’, consideremos la funcién afin
f = £ - £4(P) y el hiperplano K de ecuacién f = 0, que pasa por P y es
transversal aI'(A). Sea A; la interseccién de T'(A) con el semiespacio de borde
K que contiene a O; se verifica que A; es compacto por 3.2.23.3 luego contiene
solo un numero finito de puntos de X’ por el Teorema 3.3.6.

SiPe3\A yQ =0PnKesfP)>+£Q) =¥R), VR € A,. Asi, el
conjunto

{#(P) | P X'}

alcanza un minimo en X’ N A y este minimo se alcanza s6lo en un nimero
finito de puntos; de ahi la conclusion.

3.3.9.8. Lo dicho en 3.3.9.7 significa que > es un conjunto bien ordenado para
el orden diagonal respecto de una forma lineal £ positiva sobre I'(A).

® DEFINICION 3.3.10 Una pirdmide poliédricaT(A), A = [E] C H conE =
{A1,..., A} se llama racional si existen puntos B; € QA; n X distintos todos
del origen.

® PROPOSICION 3.3.11 Supongamos que T'(A) es una pirdmide racional.
Existe un hiperplano K transversal aT(A) con una ecuacion respecto de

(O;uls---,un)

con coeficientes enteros y que corta a cada una de las semirrectas OA; en
puntos de > =T(A) N Y(R).
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DEMOSTRACION. Sea f = 0 una ecuacién de H como las que usamos nor-
malmente, es decir, que f = £y es una forma positiva y escribamos €y =
Srhouix;. Sead = 3T, u.x; una forma lineal con coeficientes en principio
indeterminados; existe § € R, y (uy,...,u,) € R" tales que:

1. juil<é,Vi=1,...,n,
2. u;+u; €Q,Vi=1,...,ny

3. £(A;)) >0,Vi=1,...,m,luego £ = &y + £’ es positiva sobre I'(A) \ {O}.
Como todos los coeficientes de ¢ son racionales, se puede sustituir ¢
por un multiplo entero positivo de ella, obteniéndose una nueva £ con
coeficientes enteros y positiva sobre I'(A) \ {O}.

Por 3.3.9.4, € es la parte vectorial de una funcién afin que define un hiperplano
transversal a T'(A). Por 3.2.23.6, el hiperplano K de ecuaciéon 0 = f = £ -
£(pB,), p € Z,, es transversal aI'(A). Para todo i = 2,...,m la ecuaciéon

0 = f(O +AOB;) = £(O) + Af (OB;) = —p4(B,) + AL(OB))

tiene la solucion racional A = p#(B;)/#(B;). Eligiendo p convenientemente se
puede suponer que esta solucion es entera. Esto dice que K es un hiperplano
transversal a I'(A), con coeficientes enteros, que corta a las semirrecta OA;
en puntos enteros. n

m TEOREMA 3.3.12 Sea I'(A) una pirdmide poliédrica. La condicion necesa-
ria y suficiente para que sea racional es que exista un hiperplano transversal
a ella, con coeficientes enteros, que corte a las aristas en puntos enteros.

DEMOSTRACION. Si es racional, la existencia de ese hiperplano viene garanti-
zada por la Proposicién 3.3.11. Reciprocamente, la existencia de ese hiperpla-
no implica que la piramide es racional, por definicién. [

m 3.4 Semigrupos

A lo largo de esta seccién vamos a considerar los siguientes datos fijos:

1. Un punto O € X, un hiperplano H que no pase por O, un convexo com-
pacto A ¢ H de interior no vacio en H; designaremos por I'(A) a la
piramide correspondiente.
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2. Unared R = (0O,G) donde G esta generado como grupo abeliano libre
por una base ortonormal B(R) = {u,,...,u,}; consideraremos coorde-
nadas y ecuaciones respecto del sistema de referencia métrico

(O;uli"'lun)-

El conjunto de los puntos de R se designara por Y(R). Los puntos de X
se identificaran con los vectores de posicion de origen O.

3. Escribiremos X = Y(R) nT(A); sabemos que X es un subsemigrupo de
G.

m PROPOSICION 3.4.1 Sean @.,...,0m Semirrectas de origen O; las condi-
ciones siguientes son equivalentes:

1. X es el minimo subespacio lineal que las contiene.

2. Toda familia de puntos {O,B;,...,Bm},O #B; € 0;,i=1,...,m, genera
a X como espacio afin.

3. Existe una familia de puntos {O,B,,...,Bn}, O # Bi € g5, i =1,...,m,
que genera a X como espacio afin.

Por esta razon se dice que las semirrectas {¢1,...,0m} generan X, o que son
generadoras de X.

DEMOSTRACION. Que la primera condicién implica la segunda es claro: si exis-
tiese una familia {O,B;,...,Bn}, O # B; € ¢;, i = 1,...,m, contenida en un
subespacio lineal propio todas las semirrectas ¢; estarian contenidas en ese
subespacio lineal. La segunda implica obviamente la tercera y ésta implica
evidentemente la primera. L

m PROPOSICION 3.4.2 Sean ¢1,...,0m Semirrectas de origen O contenidas
en I'(A) que generan X. Existe una subpivdamide Iy de T'(A) que contiene a
todas esas semirrectas y que es la minima que verifica esta condicion. Esta
subpiramide T es poliédrica y sus aristas estdn entre las semirrectas dadas.

DEMOSTRACION. Vamos a definir un subconjunto I; de I'(A) en la forma si-
guiente: elijjamos puntos O # B; € ¢;, i = 1,...,m, y pongamos

m
I = {0+ > A0B; OS/\I}.
i=1
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Este conjunto no depende de la eleccién de los B;. En efecto, si O # B; € g;,
i=1,...myOB;=&0B;, &x;>0,Vi=1,...,m,es

lo que prueba la afirmacion.
Elijamos ahora los puntos B; = ¢; N H; como las semirrectas generan X,
entonces E = {By, ..., B} generan H. Por la Proposicion 3.2.21 es I'([E]) = I,

luego I es una piramide poliédrica. El resto de las afirmaciones son evidentes.
[

m NOTAS 3.4.3 Sea £ una forma lineal positiva sobre I'(A).

3.4.3.1. Para cada « € £(2) \ {0}, el conjunto £-1(«x) es finito. En efecto,
existe un P € X tal que #(P) = «. Consideremos el hiperplano K definido por
la funcién afin f = —« + £; por el razonamiento en 3.3.9.7, K N T'(A) contiene
s6lo un niimero finito de puntos de X

3.4.3.2. Todo subconjunto no vacio F de £(X) \ {0} esta bien ordenado. Esto
es consecuencia de la buena ordenacién de Z.

3.4.3.3. Sea x € R, ; entonces el conjunto
Sx={A€X|b(A) =}

es finito. En efecto, sea B € X\ {O}; entonces £(B) > 0. Por la propiedad
arquimediana de R existe n € Z, tal que né(B) = #(nB) > «. Sea K el
hiperplano de ecuacién 0 = £ — £(nB); entonces ., esta contenido en la
intersecciéon A; de I'(A) con el semiespacio de borde K que contiene al origen.
Por el razonamiento en 3.3.9.7, = N A; es finito, de donde la conclusion.

m PROPOSICION 3.4.4 Supongamos que T(A) es una pirdmide poliédrica
racional. Entonces . es un semigrupo finitamente generado.

DEMOSTRACION. Sean 01,...,0m las aristas de I'(A); como ésta es racional,
por la Proposicién 3.3.11 existe un hiperplano K transversal a I'(A) que corta
a cada p; en un punto B; € =\ {O}. Es ahora trivial el ver que E = {B1,...,Bm}
es el conjunto de vértices de un poliedro A; en K y que I'(A;) = I'(4). El
conjunto E determina un subconjunto A C I'(A) definido por

m
A=0+> A0B;, 0<A;<1 Vi=1,...,m.

i=1



92

Algebra y combinatoria de las singularidades
Sea T; la traslacién de vector OB;, i = 1,...,m; se verifica que

ra)= J -t A).

Ceryt

En efecto, lo primero que hay que tener en cuenta es que las traslaciones
conmutan, luego podemos agrupar un producto finito de ellas en forma mo-
nomial. En segundo lugar observamos que, para todo subconjunto I C I'(A)
y toda traslacion T; es T;(I1) C I. En efecto, tomemos, por ejemplo, T; = T1 y
seaPel,P=0+3", /\ia‘}i conA; >0, Vi=1,...,m. Entonces

m
T1(P) =0 + (A1 + 1)OBy + > A;OB;,
i=2
que, evidentemente, pertenece a I', lo que prueba que 7;(I1) € I. Con esta
observacion es ya claro que

I'o |J 7 -1im(A).

Cezy!

Reciprocamente, sea P = O + > 1%, Ai—O—fB’i elTconA; =0,Vi=1,...,mysea
ci = 0laparte enterade A;. Sea P’ = O + > (A; — ci)aii; entonces P’ € Ay
P=T1{' - T (P’). Esto prueba la igualdad.

El punto crucial que nos resta por probar es que dentro de A hay solo un
numero finito de puntos de X. Esto va a implicar automaticamente que X
esta finitamente generado, precisamente por los monomios correspondientes
a los puntos dentro de A. En efecto, al recubrir I' todos los trasladados de
A, todo elemento de X esta dentro de un trasladado de A. Esto significa que
todo punto de = es suma de uno de A con uno del tipo >/, u;B;, u; € Zo. Asi
pues nos concentramos en probar que dentro de A hay s6lo un numero finito
de puntos de 2.

Sea f = 0 una ecuacion de K tal que £x = ? es positiva; el valor de fx
sobre K es constante y positivo, digamos A. Para todo P € A es

m
OP=> A0B;, 0<A;<1l, i=1,...,m,
i=1

por tanto
. m . m
Ik (OP) = > Alg(OB;) =A > A; s mA.
i=1 i=1
Asi pues, todos los elementos de X N A tienen grado acotado por mA, luego
soOlo hay un ntimero finito, por 3.4.3.3. Esto prueba la proposicion. [}
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m PROPOSICION 3.4.5 SiT(A) no es racional, £ no estd finitamente genera-
do.

DEMOSTRACION. Sea E = {By,...,Bm} C Z; si no generan X las semirrectas
{OB,,...,0B,,} esta claro que E no puede generar X porque X genera X por
3.3.7.3. Supongamos, pues, que esas semirrectas engendran X. Por la Pro-
posicién 3.4.2, si A; = OB, nH,i=1,...,m,y A; = [Ay,...,An], entonces
I} = T(A;) es una piramide poliédrica racional que contiene a las semirrec-
tas OB;. Sea A’ el interior de A; si A" C A seria A = A’ C A, (cierre to-
polégico, Lema 3.2.15) y eso no es posible porque I'(A) no es racional. Asi
A’ \ Ay # @ luego, por la Proposicion 3.2.19, I'(A) contiene una bola abierta B
tal que B NI} = @. Aplicando una hometecia de razén conveniente se puede
agrandar B, siempre dentro de I'(A) y fuera de A;, de tal manera que contenga
un punto de . Esto prueba que X no esta finitamente generado. [

m COROLARIO 3.4.6 Si ['(A) no es racional, para cualquier subpiramide
poliédrica racional I ¢ T'(A) existe P € ¥ que no pertenece aIj.

Las proposiciones 3.4.4 vy 3.4.5 se resumen en el

®m TEOREMA 3.4.7 El semigrupo X estd finitamente generado si’y solo siT (4)
es una piramide poliédrica racional.

m EJEMPLO 3.4.8 Consideremos en el plano la piramide no racional de
vértice el origen que proyecta el segmento PQ con P = (1,0), Q = (1,exp(1))
contenido en la recta H correspondiente. El hecho de que esta piramide no
sea racional es evidente: no hay ningiin nimero entero que multiplicado por
exp(1) dé entero. Para cualquier subpiramide racional de ella que podamos
construir, existen puntos de la piramide no contenidos en la subpiramide.
Esto significa, en nuestro caso particular, que podemos encontrar una serie
de puntos enteros que se aproximen por abajo a la recta ¥ = exp(l) * x
cuanto se desee, que corresponden a las aproximaciones racionales de exp(1).
Se puede calcular con MAPLE una lista. En la sesion siguiente, la funcién
punto toma un entero positivo como cota y da como salida el punto entero
con abcisa menor o igual que la cota que mas cerca esta de la recta y =
exp(1l) * x. Las diversas salidas son listas de tres nimeros: los dos tltimos
son las coordenadas del punto entero mas cercano a la recta y el primero es la
pendiente de la recta que pasa por el origen y por ese punto entero (es decir,
una aproximacién racional de exp(1)). Para cada punto entero la funcion
comprobacion dictamina si esta fuera de la piramide racional de vértice el
origen determinada por (1, 0) y el punto anterior. La sesién es como sigue:
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> A100:=punto(100);
A100 := [2.7179487179487179487, 39, 106]

> A200:=punto(200) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A100),\
subsop(1=NULL,A200)]);
A200 := [2.7182320441988950276, 181, 492]
true

> A300:=punto(300); comprobacion([subsop(1=NULL,A200),\
subsop(1=NULL,A300)]);
A300 := [2.7182539682539682540, 252, 685]

true

> A400:=punto(400) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A300),\
subsop (1=NULL,A400)]);
A400 := [2.7182741116751269036, 394, 1071]

true

> A500:=punto(500) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A400),\
subsop(1=NULL,A500)]);
AS500 := [2.7182795698924731183, 465, 1264]

true
> A1000:=punto(1000) ;comprobacion([subsop(1=NULL,A500),\
subsop(1=NULL,A1000)]);
A1000 := [2.7182795698924731183, 465, 1264]
false
> A5000:=punto(5000) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A1000),\
subsop(1=NULL,A5000)]);
A5000 := [2.7182817182817182817, 1001, 2721]

true

v

A10000:=punto(10000) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A5000),\
subsop (1=NULL,A10000)]);
A10000 := [2.7182818229439497119, 9545, 25946]
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true

> A100000:=punto(100000) ; comprobacion([subsop(1=NULL,A10000),\
subsop(1=NULL,A100000)]);
A100000 := [2.7182818281828182818, 99990, 271801]

true

La mera inspeccion de la lista prueba la lentitud progresiva de la convergencia.

m NOTAS 3.4.9 Vamos a calcular un sistema de generadores de X en el caso
en que n = 2.

3.4.9.1. Una piramide en dimension 2 con vértice en el origen viene dada por
un par de vectores linealmente independientes v;,v; y es

I'= {Alvl + szz | 0< /\1,A2}.

SiT esracional se pueden tomar esos vectores enteros, que es lo que hacemos.

3.4.9.2. Como la piramide no depende de los vectores que tomemos, uno den-
tro de cada una de las semirrectas

O+(vl)+) O+<v2)+,

podemos tomar v, v, enteros y primitivos, es decir que el maximo comun
divisor de sus componentes sea 1. Si forman una base de Z?, entonces ellos
mismos generan a % como semigrupo. En lo que sigue vamos a suponer que
no son una base de Z2.

3.4.9.3. Seav; = (v11,V12) ysean «, B € Z tales que Bv;; —xvi2 = 1; entonces
{v; = (v11,v12),w = («, B)} es una base de Z?, con la que podemos operar
en vez de operar con la canonica (que es la que viene de tomar coordenadas
respecto de la base prefijada u;, u, de la red). Respecto de esta base las coor-
denadas de v, son (a, q), donde necesariamente g # 0. Si g < 0 cambiamos w
por —w (lo que no altera la condicion de base de Z?), luego se puede suponer
q > 0. Desde luego, a,q son primos entre si y no puede ser a = 0 porque
v1,vp no forman unabasede 7Z°. Sia < O0ya=cq+pconc € Zy0<p <q,
el cambio de la base {vy,w} a {v;,w — cv;} nos transforma el vector (a,q)
en (p,q) con 0 < p < q y primos entre si.

3.4.9.4. Asi pues tenemos la piramide engendrada por los vectores v = (1,0)
y v» = (p,q) y tratamos de calcular un sistema de generadores de 2. La



96

Algebra y combinatoria de las singularidades

demostracion de la Proposicion 3.4.4 nos dice que T esta engendrado por los
puntos enteros dentro del conjunto

A= {/\11)1 +/\2112 | 0_{2\1,2\2 < 1},

luego lo que hay que determinar es el conjunto de puntos enteros dentro
del cuadrilatero (0,0), (1,0),(p + 1,q), (p,q). Estos son faciles de describir
explicitamente: los distintos del origen (que, en todo caso, no cuenta) son los
puntos de la forma (x,y) donde0<x <p+1y

ixzyz 4

17 p+1
Si se quiere obtener un sistema minimal de generadores hay que suprimir las
redundancias, que vienen de puntos de abcisas menores, jamas de puntos de
la misma abcisa. Para expurgar los puntos basta considerar el subsemigrupo
de Z, formado por las ordenadas, pues si

X.

a 1

p+1x < y < px
a . . 4.
p+1x < y < px,

es
q

14 4 q 7
——(x+x)<(y+ < —=(x+x).
" 1( )= (y+y) p( )
3.4.9.5. Lo anterior se puede automatizar en un algoritmo fijo que se puede
implementar. Nosotros lo hemos escrito en MAPLE. Con él elaboramos los
ejemplos siguientes, que son ilustrativos de lo que decimos.
Hay dos funciones:pq y expurgar. La primera crea todos los pares (x,y) #
(0,0) talesquex <py
q q
— > >
px =r= p+1
La segunda deja el conjunto anterior reducido a lo irredundante.

X.

m EJEMPLO 3.4.10 La sesién de MAPLE

Tr:=pq(6,25);
1r := [[1, 47, [2, 8], [3, 111, [3, 12], [4, 151, [4, 16],
[5, 18]1,[5, 191, [5, 20], [6, 221, [6, 23], [6, 24],
(6, 2511

> expurgar(lr);
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[[11 4]! [3! 11]’ [57 18], [6’ 25]]

> lr:=pq(9,25);
Tr := [[31 8]1 [4, 11]) [5) 13]! [65 16]) [71 18]1 [7! 19]:
(8, 211,[8, 221, [9, 23], [9, 241, [9, 25]]

> expurgar(lr);
[c3, 81, [4, 111, (5, 131, [7, 18], [9, 231, [9, 25]]

> Tr:=pq(13,25);
1r := [[5, 9], [6, 11], [7, 131, [8, 151, [9, 17], [10, 18],
[10, 191, [11, 201, [11, 211, [12, 22], [12, 23],
[13, 24], [13, 25]]

> expurgar(lr);
(s, 91, [6, 111, (7, 131, [8, 151, [9, 171, [10, 191,
{11, 213,[12, 23], [13, 25]]

> Tr:=pq(19,25);
Ir := [[7, 9], [10, 13], [11, 14], [13, 17], [14, 18],
[15, 191, [16, 211, [17, 223, [18, 23], [19, 24],
(19, 25]]

> expurgar(lr);
{fz, 91, [10, 131, [11, 14], [13, 171, [15, 191, [16, 21],
[19, 247, [19, 25]]

significa:
1. Parap =6, g = 25 un sistema minimal de generadores de X es

(1,4),(3,11),(5,18),(6,25),

2. Parap =9, g = 25 un sistema minimal de generadores de X es

(3,8),(4,11),(5,13),(7,18),(9,23) ,(9,25) ,

3. Para p =13, g = 25 un sistema minimal de generadores de X es

(5,9),(6,11),(7,13),(8,15),(9,17),(10,19)
(11,21),(12,23),(13,25),

97
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4. Parap =19, g = 25 un sistema minimal de generadores de 3 es

(7,9),(10,13) ,(11,14) ,(13,17),(15,19) , (16, 21)
(19,24),(19,25),



Capitulo 4

Anillos de series

La situacion en este capitulo, a la que nos referiremos siempre implicitamen-
te, sera la siguiente: sea I'(A) una piramide, proyeccién desde O de un con-
vexo compacto de interior no vacio A contenido en un hiperplano H que no
pase por O. Se considerara ademas el semigrupo X de los puntos contenidos
en I'(A) que tienen coordenadas enteras respecto de un sistema de referen-
cia métrico fijado, de origen O, que viene de una red (O,G). La expresion
puntos enteros querra decir puntos de coordenadas enteras. Cuando A sea
un poliedro consideraremos ademas los vértices (irredundantes) de A, que
designaremos por {Aji,...,A,}. También emplearemos una forma lineal ¢,
positiva sobre I'(A), que consideramos fija.

m 4.1 Introduccion

En esta seccion introducimos los anillos de series con exponentes en X, que
es el conjunto de los puntos de la red (O, G) contenidos en I'(A).

m NOTAS 4.1.1 Sea k un cuerpo, X = (Xi,...,Xn) una coleccién de indeter-
minadas sobre ky A = (ay,...,a,) € 3; pondremos X4 = X' - - - Xp" € k(X).
También escribiremos

Sx = {XA)1Aex}
k[[Zx]] {f:ZX—'k}’

y designaremos por k[Zx] al conjunto de las funciones de k[Zx] con soporte
finito.

4.1.1.1. Se considera sobre Zx la estructura de semigrupo heredada de %, que

se define poniendo
XA XB — XA+B .
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entonces k[Zx] es la k-algebra libre engendrada por 2.

4.1.1.2. El grado de un monomio X4 € Iy sera, por definicién, £(A) y se
considerara sobre los monomios el orden diagonal determinado por € sobre
los exponentes. En otras palabras, se pondra, para todo X4, X8 € 3y,

X4 <diag XB <= A <diag B.

4.1.1.3. Sea A € 3; el conjunto
D(A)={BeX|3B' €% B+B =A}

es finito. En efecto, B € D(A), B + B’ = A, implica que ¢(A) = (B + B') =
£(B) +£(B’) = 4(B) ya que ¥ es una forma lineal. Por 3.4.3.3 sabemos que sélo
hay un ntimero finito de puntos B que verifican esto.

4.1.1.4. Se puede dotar a k[=x] (y a k[Zx]) de una estructura de anillo defi-
niendo la adicién como la adicién de funciones y la multiplicacién en la forma
siguiente: si f,g € k[Zx], serd paratodo A € X

fa) (X4 = > f(xBgx*).
BB'es
B+B'=A

Con estas operaciones, k[2x] es un anillo conmutativo con elemento unidad.
También estas operaciones inducen en k[Xy] una estructura de subanillo de
k[Zx]. Las comprobaciones son meramente automaticas.

4.1.1.5. Aligeramos la notacién y la hacemos semejante a la clasica. El cuerpo
k se puede considerar como subconjunto de k[=x] mediante la inyeccién k —
k[Zx] que lleva « € k sobre f, :Zx — k definida por:

f(X(]-) =X
fa(X2) =0 VAeZ\ {0}

Ademas, si f € k[Zx] escribimos:

f=3 faX*, fa=fX* ek,

Ael

Con estas notaciones, la adicion y multiplicacién en k[2x] se escriben asi:

f+g = > (fa+tgaX*
Ael
fg = Z( > fBgB')XA-
AeX "BBex

B+B'=A
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4.1.1.6. Para una serie 0 + f € k[Zx] se define el £-orden en la forma
ve(f) =min{f(A) |A€ X, fa + 0}.

Se llama forma inicial de f a la suma de los términos de orden minimo. Evi-
dentemente, la forma inicial de un producto de series es el producto de las
respectivas formas iniciales. De ahi se deduce que el anillo k[Zx] es un domi-
nio de integridad y que v, se extiende a una valoracion del cuerpo de fraccio-
nes.

4.1.1.7. Para un polinomio 0 = f € k[Zx] se define el £-grado ast:
grado,(f) = max{#f(A) | A€ Z, fa = 0}.

Se llama forma lider de f a la suma de los términos de grado maximo. Evi-
dentemente, la forma lider de un producto de polinomios es el producto de
las respectivas formas lideres. De ahi se deduce que el anillo k[Zx] es un
dominio de integridad, cosa que, por otra parte, es evidente puesto que k[2Zx]
lo es.

4.1.1.8. Hay dos ideales notables en k[Zx]. Uno de ellos es el ideal N de todas
las series de orden positivo. Otro es el ideal M engendrado por todos los
monomios distintos de 1, es decir el ideal engendrado por

(XA AeZ\{0}}.
Estos dos ideales no coinciden en general, como veremos mas adelante.

m LEMA 4.1.2 Las unidades son las siguientes:
1. Enk[2x] sdlo las constantes no nulas.

2. Enk[Zx] las series con término independiente distinto de cero.

DEMOSTRACION. El caso de los polinomios es trivial. Como la forma lider de
un producto es el producto de las formas lideres, si una de éstas tiene grado
positivo, el producto tiene también grado positivo y no puede ser 1. Asi pues,
las unidades son necesariamente las constantes no nulas.

En las series la situacion es ya distinta. El orden diagonal tiene la ventaja
de que se pueden montar demostraciones por recurrencia del tipo de paso
inductivo de “cierto para menores que A implica cierto para A”. Sea f =
Sacs faXA fa€k, fo+0.Seag = 4c5x gaX4, de momento con coeficientes
indeterminados; queremos hallar estos coeficientes para que sea fg = 1.

GNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATIGAS
BIBLIOTECH
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Desde luego, go = 1/fo. Supongamos que A # O y supongamos calculados
todos los coeficientes para puntos de X estrictamente menores que A. Se tiene
que verificar que

0=1(fg)a=foga+ Z Sf3dc.

B,C<giagA
B+C=A

Como ya hemos hallado todos los g¢ anteriores, es

1
ga = "JT( 2 fsgc> .
0 B,C<gingA
B+C=A

Esto prueba el segundo aserto y el lema. n

m COROLARIO 4.1.3 El anillo k[Zx] es casi-local con ideal maximal N, el
ideal de las series con término independiente cero.

m PROPOSICION 4.1.4 El anillo k[2x] es completo para la topologia N-ddica
y
(IN'=(0)
i20
La demostracién es trivial, estandar en este tipo de casos, usando el orden
diagonal respecto de 4.

® PROPOSICION 4.1.5 El ideal M esta finitamente generado si'y sdlo si el
semigrupo 3 estd finitamente generado o, equivalentemente, si y solo si T'(A)
es una piramide poliédrica vacional (Teorema 3.4.7).

DEMOSTRACION. Esta claro que, si X esta finitamente generado como semigru-
po, entonces M esta finitamente generado como ideal: en efecto, si la familia
{Bi,...,B,} esun sistema de generadores de X, entonces {X51,..., X5} es una
base del ideal M de k[2x]. Supongamos que X no esta finitamente generado
como semigrupo; entonces I'(A) no es una piramide poliédrica racional por el
Teorema 3.4.7. Sea I = (X5,...,X%) ¢ M un ideal finitamente generado; se
puede suponer que las semirrectas OB; generan una subpiramide poliédrica
racional I; de I'(A). Por el Corolario 3.4.6 existe un punto Q € X\I3, pudiendo
suponer que Q es el menor para el orden diagonal. El monomio X< no puede
pertenecer al ideal (X51,..., XBr). En efecto, si perteneciera, se podria escribir
XQ = X2 X8 para un cierto j. Por minimalidad no puede ser Q' € X\ Iy,
luego Q' € = n Ty, luego Q € I, lo que es imposible. Asi hemos visto que
todo ideal monomial finitamente generado deja fuera al menos un monomio,
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lo que significa que M no puede estar finitamente generado como ideal de
k[Zx].

Esto prueba que M esta finitamente generado si y sélo si lo esta el semi-
grupo %, lo que equivale a que Zx lo esté. Por el Teorema 3.4.7 esto ocurre si
y solo si'(A) es una pirdmide racional. n

m PROPOSICION 4.1.6 Para el anillo k[2x] las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. M estad finitamente generado.
2. M=N.

DEMOSTRACION. Se verifica siempre que M C N. Supongamos que M esta
finitamente generado. Partimos de un sistema finito de generadores, digamos
{XB1,...,XBr} de M; para todo punto A € X existen puntos By, A" € Z,
1 < 0(A) < p tales que A = A’ + By(4). Por el Axioma de Zermelo podemos
elegir para cada A € = un By (4), que dejamos fijado. Asi, cada serie f € N se
puede escribir en la forma
7]
f=> fix%
i=1
simplemente escribiendo los monomios X4 que aparecen en ella en la forma
XA = XA XBsw y sacando factor comun los X5, Esto prueba que N C M luego
la igualdad.
Supongamos ahora que M no esta finitamente generado como ideal de
k[2x]. Supongamos demostrado el siguiente

Aserto: Existe una cadena ascendente de ideales generados por un nume-
ro finito de monomios que no esta contenida en un ideal generado por un
numero finito de monomios.

Una tal cadena ascendente no puede ser estacionaria, luego tiene una sub-
cadena infinita estrictamente ascendente

(XB)y c (X3, XB2) g .. g (XB ..., XP) ¢ -

con B, + O, Vp. Consideremos la serie f = 3. ,.; X57; esta serie no puede
pertenecer a M porque, si perteneciera, estaria en un ideal I = (XC,...,X%)
engendrado por un nimero finito de monomios. Esto implicaria que la cadena
entera estaria contenida en I, lo que no es posible por el aserto.

Asi pues, para concluir, hay que probar el aserto. Supongamos que el aserto
no se verificase, es decir, que toda cadena ascendente de ideales monomiales
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estuviese contenida en un ideal monomial finitamente generado. Entonces
el conjunto de los ideales monomiales finitamente generados seria inductivo,
luego poseeria un elemento maximal m por el lema de Zorn. Si fuese m = M
existiria un monomio X2 ¢ m; asi, m+ (X2) seria un ideal monomial finitamen-
te generado mayor que m, lo que no es posible. Esto demuestra que M = m
es finitamente generado, contrariamente a nuestra hipétesis. Esto concluye la
demostracion de la proposicion. |

m TEOREMA 4.1.7 Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. Elanillo k[Zx] es noetheriano.
2. El anillo k[Zx] es noetheriano.
3. I'(A) es una pirdamide racional.
4. Losideales M y N de k[Zx] coinciden.

DEMOSTRACION. 1 = 2:
Si k[Zx] es noetheriano, el ideal de k[2x] engendrado por todos los mono-
mios es finitamente generado. Por la estructura multiplicativa de los mono-
mios, el ideal M de k[2x] esta finitamente generado. Por la Proposicion 4.1.6
es entonces M = N.

En esta situacion, el Corolario 4.1.3 y el Teorema 4.1.4 nos dicen que k[Zx]
es un anillo casi-local, completo, con el ideal maximal finitamente generado.
Esto implica que k[Zx] es noetheriano.

2 = 3:
Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1.5.

3= 1:

El Eeorema 3.4.7 nos dice que, bajo nuestra hipétesis, > esta finitamente ge-
nerado, luego el ideal M de k[Ex] esta finitamente generado. Asi lo esta tam-
bién el ideal M N k[Zx] de k[Zx] engendrado por todos los monomios. Sea
{B1,...,B,} un sistema finito de generadores de I; entonces {X%,..., X%}
es un sistema finito de generadores de M n k[=x]. Sea Y = (Y3,...,Y,) una
coleccién de indeterminadas y

k(Y] 2 k[Sx]
Yi — XBi,

i =1,...,p el homomorfismo de sustitucién correspondiente; vemos que el
estar Zy finitamente generado por los monomios {X?,..., X5} implica que
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@ es sobre. En efecto, todo monomio de Xy es un monomio en (XB, ..., X8},
luego imagen de un monomio de k[Y]. Asi, k[Zx] es imagen homomorfica de
un anillo noetheriano, luego es noetheriano.

Finalmente, la equivalencia de las tres primeras condiciones con la cuarta es
consecuencia de la Proposicion 4.1.6, a la vista de que k[Zx] es un anillo casi-
local completo de ideal maximal N, que es noetheriano si y s6lo si el ideal
maximal esta finitamente generado. u

Vamos ahora a resolver otro problema, que tiene dos aspectos intimamen-
te relacionados: determinar la dimension de los anillos k[Zx] y k[Zx] en el
caso noetheriano y hallar relaciones para estos anillos, es decir, expresarlos
como cocientes de anillos en variables por ideales.

Una técnica importante en el estudio del anillo k[Zx] es construir homo-
morfismos desde un anillo de series formales ordinarias hasta él. Vamos a
ver qué sentido tiene esto.

m NOTAS 4.1.8 Sea Y = (Y;)ie; una coleccién de indeterminadas y h =
(h;)ier una familia de series de N. Sea Ry = k[Y] el anillo de series formales
ordinarias en la familia de indeterminadas Y. Por definicion, Ry es la comple-
cion m-adica del anillo de polinomios k[Y] donde m = (Y). Vamos a definir
qué se entiende por el homomorfismo de sustitucién @ : Ry — k[Zx] tal que
(P(Yl) = hi, Viel.
4.1.8.1. Sea Z} la suma directa de copias de Z, con indices los elementos i € I.
Si A = (a;)ie; € Z) tienen sentido las expresiones |A| = e ai € YA =
[Tier Yi“ i porque todas las componentes de A son cero salvo un nimero finito.
Si p(Y) € Ry escribiremos usualmente

p(Y) = > paY4, pack,

AeZ)
{AeZl|pa=0},
min{|A| | A € E(p(Y))},

E(p(Y))
v(p(Y))

llamando a v(p(Y)) el orden de p(Y).
4.1.8.2. En k[Zx] operaremos con el £-orden, poniendo para h € k[Zx]
h = Z'hBXB hBEk,

Bes
E(h) = {BeZX|hp=0},

ve(h) min{¢(B) | B € E(h)},
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llamando a vy (h) el £-orden de h.

4.1.8.3. Para cada monomio Y2 con A = (a;);e; € Z) hay asociado un elemen-
to h4 = [[;e ki € k[Zx], que tiene sentido pues se obtiene por un nimero
finito de multiplicaciones entre un ntmero finito de h;. Mas adn se tiene que

ve(h?) = > aive(hy).
iel
Por tanto, si
p =min{vy(h;) | i €I},

es
ve(h*) = > ave(hy) = > aip = |Alp.
iel iel
Esto garantiza que, si ¢ € R, es una cota, serd vy(h4) > c siempre que
Al > c/pu.

4.1.8.4. Lo anterior implica que, dada una serie p(Y) € Ry, esta bien definido
un elemento
p(h) = Z pah?t.
AeZ}

En efecto, pensemos en la descomposicion de p(Y) en suma de formas y en
las sumas parciales. Si se establece una cota ¢ € R, todas las formas de
p(Y) de grado mayor que c/u van a dar con seguridad, por sustitucién de Y;
por h;, elementos de k[Ex] con £-orden mayor que c. Asi, para un {-orden
determinado c, la ¢-forma de p(h) de £-grado c va a provenir de sustituciones
en un polinomio, lo que esta bien definido porque implica un numero finito
de operaciones aritméticas con un numero finito de series. Esto define al
elemento p(h).

4.1.8.5. Sea, pues @p : Ry — k[Zx] la funcién que a cada p(Y) € Ry hace
corresponder @x(p(Y)) = p(h). Claramente @y, es un k-homorfismo local de
anillos.

4.1.8.6. La familia h sera formalmente independiente si el homomorfismo de
sustitucion @y, es inyectivo. La familia h sera algebraicamente independiente
si la restriccién al anillo de polinomios k[Y] del homomorfismo de sustitu-
cion @y, es inyectiva.

B PROPOSICION 4.1.9 Sea h = (h;)ic; una familia de monomios de Zx \ {1}
conh; = X8, 0 = B; € 3, Vi € I. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. h es formalmente independiente.
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2. h es algebraicamente independiente.

3. {Bi}licr es Z-linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que la segunda condicién implica la ter-
ceray que ésta implica la primera. Supongamos que {B;};c; fuese Z-linealmen-
te dependiente. Entonces existiria un subconjunto finito E C I y una familia
de enteros {x.}.cr no todos nulos tales que > g X.B;, = 0. Como B; * O,
Vi € I, debe haber al menos dos o, no nulos. Se aqui se deduce que

1= XZeEE oeB;, _ I_[ (XBie )O‘e = n (hie)O(e .
ecE ecE

Sean E,,E_ C E los conjuntos de indices correspondientes a los « positivos o
; ; & —&j
negativos, respectivamente, y sea p(Y) = [[icg, ¥y ' — [ljeg. ¥; 7. Como

1 - Hi€E+ hl(xl
= —
HjeE- hj g

es claramente p(h) = 0, lo que prueba que h es algebraicamente dependiente
y, asi, que la segunda condicién implica la tercera.

Probemos ahora que la tercera condicion implica la primera, lo que termi-
nara la demostracion de la proposicién. Sea 0 = p(Y) € Ry tal que p(h) = 0.
Esto implica que debe haber una suma finita de términos de p(Y’), que deno-
tamos por

u
a(Y) = > w,Y4,
j=1
con al menos dos términos con exponentes distintos, tal que los h# coinci-
deny w; + 0, para todo j = 1,...,u, > w; = 0. Tomemos dos de esos
monomios, Y41, Y42, sean A; = (a;i)ier, j = 1,2; la relacion anterior significa
que
[J(xPoa = TT(x%)%,
iel iel
luego |
H(XBi)ali_aZi =1,
iel
de donde
> (a1 — ax)B; =0,

iel

lo que significa una relacion Z-lineal no trivial entre los B; porque A; # A2. ®
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B COROLARIO 4.1.10 El grado de trascendencia sobre k del cuerpo de frac-
ciones de k[Zx] es n. Si T es una pirdmide poliédrica racional, k[2x] es el
anillo de una variedad monomial.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es trivial a la vista de la Proposicion
4.1.9; veamos la segunda. En esa situacion, el ideal M; engendrado por to-
dos los monomios de Xx esta finitamente generado. Sea {m,,...,m;} una
coleccién de monomios distintos de 1 que genere M;.

Sea n : k[Y1,...,Y,;] — k[Zx] la k-sustitucién que lleva Y; sobre m;, i =

1,...,49. Como los monomios {mi,...,m,} generan M;, el homomorfismo
n es sobre. Su nucleo tiene que estar engendrado por polinomios del tipo
u — ' =0donde u, 1’ son monomios en Y. n

m EJEMPLO 4.1.11 Si consideramos dentro del plano la piramide engendra-
da por las semirrectas con origen en el de coordenadas y que contienen a los
puntos (1, 2), (2,10), respectivamente, el semigrupo X esta engendrado por

2 =((1,2),(1,3),(1,4),(1,5)).
Una base de Grobner del ntcleo (calculada con MAPLE) es
=Y+ Yo2Yy, V1Yy — V3Yo, -YZ + Y1 Y3},

Finalmente vamos a hacer una observacion sobre el caso no noetheriano.
La pregunta natural que surge para el caso no noetheriano es si el anillo k[Zx]
es coherente. La respuesta es que no. Desdicamos las tltimas lineas de esta
seccion a demostrarlo.

Asi tendremos el

m TEOREMA 4.1.12 El anillo de series con exponentes en una pirdmide, en el
caso no noetheriano, no es coherente en general.

DEMOSTRACION. Consideremos la situacion del Ejemplo 3.4.8, es decir, la
piramide I' de vértice el origen y determinada por el par de puntos (1,0) y
(1,exp(1)). Tomemos el desarrollo de exp(1) en fracciéon continua infinita y,
de €], las reducidas impares. Sean A; = (a;,a) i =1,3,5,7,... tales que a;;
es el denominador de la reducida i-ésima y a;» su numerador. Sabemos dos
cosas importantes, por aritmética elemental:

1. Las primeras coordenadas (resp. las segundas) de los puntos A; forman
una sucesién monoétona creciente de nimero enteros positivos. Mas aun,
las dos coordenadas de un puntos son primas entre si.
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2. La sucesion a;»/a;, i = 1,3,5,... es monodtona creciente, acotada por
exp(1).

Por otra parte, observamos que, si A = (a,, a;) es un punto de coordenadas
enteras positivas tales que a;/a, < exp(1l), entonces, para todoi =1,3,5,...
tal que a;p/a;; > ax/ay, es

az a;2
, a1aiy |\ — — ——
A+ a2 diz _ A2Qi1 — A14i2 _ ay  4di) g
- - ’
a+ain  aag  aala +ai) an(a + air)

luego (a; + a1, a; + aip) € 2.
Sentado esto, tomamos los puntos (1,0) y (1, 2), o sea, los monomios m; =
X1, mp = X1 X2. Paratodo i =5,7,...es a;; > 1,apn > 2y app/ai > 2; asi, si

a1 vai aj vaip—2
Sil _ )(1 11X2 i2 SiZ - Xl 11)(2 i2 ,

se verifica que s; = (si1,5;2) es una sicigia de (m;,m;). Resta por probar
que el k[Zx]-submodulo de k[Zx] x k[Zx] no esta finitamente generado. En
efecto, si lo estuviera, estaria generado por un nimero finito de vectores s;.
Asi existiria un entero 2n + 1 tal que {ss,s7,...,S2n+1} generarian el moédulo
de sicigias. Esto implicaria que, para cualquier entero impar i > 2n + 1, el
vector s; es un multiplo de 55,1, 0 sea que

(ai1 — Azn+1,1,Ai2 — A2n+12) € 2.

Pero, por otra parte,

aip — Aon+12  (exp(l)ai — ai) — (exp(l)don+1,1 — A2n+12)

exp(l) - ail — An+1,1 - ai1 — Azn+1,1 ’
con
0 <exp(l)a; — apx < exp(l)dzn+1,1 — A2n+1,2,
luego
exp(l) — Ai2 — An+1,2 <0,
ai1 — An+1,1
de donde

Ai2 — A2n+1,2
exp(l) < ————=,
ail — A2n+1,1

lo que implica que

(@il — A2n+1,1,Ai2 — Aons12) € 2,

y esto es una contradiccion. Asi queda probado el teorema. |
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m 4.2 Explosiones y matrices

Vamos a estudiar ciertas biyecciones de la red (O, G), que son las asociadas
a transformaciones monoidales. Para ello utilizamos los recursos del algebra
lineal.

m DEFINICION 4.2.1 Dados dos indices i # j, 1 < i,j < n designaremos
por M;; a la matriz n X n que tiene ceros en todas las posiciones, salvo unos
en la diagonal principal y un 1 en la posicion (j,i). La llamaremos matriz de
explosion. La inversa de M;j se llama matriz de implosién y es la matrizn Xxn
que tiene ceros en todas las posiciones, salvo unos en la diagonal principal y
un —1 en la posicion (j,1).

® OBSERVACION 4.2.2 Vamos a explicar por qué el nombre de matriz de
explosion o el de matriz de implosiéon. Sea X = (Xi,...,Xy,) una n-upla de
variables. Sea i # j y consideremos la explosion formal monomial

X X, Vi+j Xj—XX;

Fijandonos en co6mo se transforman los monomios de exponentes enteros,
tenemos que

ai+aj
; .

Xpte X0 XX e Xy

Quedandonos con los exponentes, es decir, con los puntos de la red, éstos se
tranforman en la manera:

i)
(ai,...,an) = (ai,...,a; + aj,...,an) = (a1,...,an)Mij

Esta es la razon del nombre de matrices de explosién. En cuanto a las de
implosion, es

i) _
(ai,...,an) = (a1,...,a; — aj,...,an) = (al,...,an)Mijl,

0 sea que en monomios la transformacién funciona en la forma

ai
ay a ay ai-aj an . yal Xi a
XH . X% o XX "'Xnn—Xl"'F"'Xnn’
i

que es lo que en inglés se conoce con el nombre de blowing-down. Esto, na-
turalmente, con la salvedad de operar en un anillo donde tal transformacion
tenga sentido.
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m NOTAS 4.2.3 Vamos a estudiar unas cuantas propiedades de las matrices
de explosion.

4.2.3.1. Tanto M;; como M{jl pertenecen al grupo especial sobre Z, que es
grupo multiplicativo Sl (n, Z) de las matrices sobre Z con determinante 1.

4.2.3.2. Sea A una matriz entera n X n; entonces AM;; es la matriz que se ob-
tiene de A sustituyendo su columna i-ésima por ella mas la columna j-ésima.
Ademas, AMi‘j1 es la matriz que se obtiene de A sustituyendo su columna i-
ésima por ella menos la columna j-ésima. Por otra parte, M;;A es la matriz
que se obtiene de A sustituyendo su fila j-ésima por ella mas la fila i-ésima.
Ademas, M{le es la matriz que se obtiene de A sustituyendo su fila j-ésima
por ella menos la fila i-ésima.

4.2.3.3. En resumen, los efectos de la pre- y post-multiplicacién por las matri-
ces de explosion o implosion son sustituir una fila por ella mas o menos otra
y una columna por ella mas o menos otra.

Ahora hay dos problemas planteados. El primero, de menor entidad, es
averiguar si las matrices de explosiones generan Sl (n,Z). El segundo es es-
tudiar el efecto de las explosiones sobre una piramide y el anillo de series
correspondiente. Para el primero hay una respuesta afirmativa, que elabora-
mos en las notas siguientes.

m NOTAS 4.2.4 Sea A € Sl(n,Z), que consideramos como punto de partida
~ de nuestro razonamiento.

4.2.4.1. Sea
m=min{la;l |1 <i,j<n, a;=*O0}.

Supongamos que m # 1y que m = |a;;| para una cierta posicién (i, j) de-
terminada. Llamamos cruz centrada en (i,j) a todas las posiciones (i,1) y
(1, j) distintas de (i, j). Pues bien, si en la cruz centrada en (i, j) hay un ele-
mento, digamos a; que no es multiplo de a;;, tomando la divisién euclidea
ay = qaij + v donde 0 < r < |ayjl, se ve que |q| aplicaciones de sustituir la
columna [-ésima por ella mas o menos la j-ésima nos conducen a poner v en
la posicién (i, 1) y asi a hacer que m disminuya.

4.2.4.2. Volvemos a llamar (i, j) a la posicién en que se alcanza el nuevo my
repetimos lo anterior cuantas veces sea necesario. Como m puede disminuir
s6lo un nummero finito de veces, tiene que llegar un momento en que la cruz
centrada en (i, j) contenga sélo multiplos del elemento en la posicién (i, j).
Por aplicacioén reiterada de sustituciones de filas y columnas por ellas mas o
menos la fila i-ésima o la columna j-ésima, ponemos ceros en la cruz centrada
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en (i, j). Notese que, llegado este momento, |a;;| = 1 necesariamente porque
det(A) = 1y las transformaciones son a determinante constante.

4.2.4.3. Si i # 1 sustituimos la primera fila por ella mas o menos la i-ésima,
poniendo 1 en la posicién (1, j). Por operaciones de columnas ponemos ceros
en toda la primera fila salvo en la posicién (1, j). Si preciso fuera, se sustituye
la primera columna por ella mas la j-ésima y luego ésta por ella menos la
primera. El resultado es un 1 en la posiciéon (1, 1) y ceros en toda la primera
fila. Por operaciones de filas ponemos ceros en toda la primera columna salvo
en la posicién (1,1) que hay un 1.

4.2.4.4. Sea ahora A;; la submatriz que se obtiene de A suprimiendo su pri-
mera fila y columna. Podemos aplicar a A;; el mismo procedimiento de antes
para poner un cero en su primera posicion, es decir en la posicién (2, 2) de A.
Si esas transformaciones las vemos como transformaciones de A entera no se
altera nada de lo conseguido antes, es decir, de los ceros en la primera fila y
columna.

4.2.4.5. Siguiendo asi sucesivamente vemos que, por un numero finito de pa-
sos, se transforma A en la matriz identidad. En otras palabras pre- y post-
multiplicando A por matrices del tipo M;; y M{jl se obtiene la identidad. Esto
prueba que A es producto finito de matrices del tipo M;; y Mi‘jl.

4.2.4.6. Este producto no esta univocamente determinado. Esto se intuye
facilmente porque el algoritmo que hemos aplicado antes se puede usar de
otra manera: en vez de proceder de arriba abajo se puede ir de abajo arriba,
y de cualquier posicion de la diagonal principal extendiéndose. Sin embargo,
aqui tenemos un ejemplo concreto de no unicidad: si

a-(% 1)
(1)

Las Notas 4.2.4 prueban el

entonces

M{, AM5 ME, Myt

M3, AM? M3 M7}

]

m TEOREMA 4.2.5 Las matrices de explosiones e implosiones generan el gru-
poSl(n,Z)
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m 4.3 Explosiones y piramides racionales

Vamos ahora a abordar el problema fuerte anunciado en la Seccioén 4.2 que
es, como hemos dicho, estudiar la variacion, por explosiones (no implosiones),
del semigrupo Zx de los puntos de la red (O, G) contenidos en una piramide
['(A), proyecciéon de un convexo compacto A de interior no vacio, contenido
en un hiperplano H que no pase por el origen O. Utilizamos, como siempre,

el sistema de referencia afin asociado a G, es decir {O;u,,...,u,}, donde
{uy,...,u,} es una base libre de G, que es también una base ortonormal de
V.

Consideramos el caso en que ['(A) es una piramide no necesariamente ra-
cional, pero si proyeccidon desde el origen de un poliedro A dentro de un
hiperplano H que no pasa por O. Suponemos, desde luego, que A es el cierre
convexo de un numero finito de puntos {A;,...,Amn} que engendran H. Si
fuera necesario, se podra suponer que estos puntos son los vértices de A.

m DEFINICION 4.3.1 Se llama el primer cuadrante de X respecto del sistema
de referencia afin dado al conjunto

n
O+(u1,...,un)+={0+zmui‘Ai_>.0, Vi=1,...,n}.

i=1

El opuesto del primer cuadrante es el conjunto de los puntos

O+(u1,...,un)_={0+zi\iui A <0, Vi=1,...,n}.

=1

m NOTAS 4.3.2 Aunque el conjunto de accién natural de las explosiones
sean los puntos de coordenadas enteras, se les puede hacer actuar sobre todo
V (es decir, sobre X fijado O) como isomorfismos lineales, ya que son post-
multiplicacién por matrices cuadradas con determinante 1.

4.3.2.1. Como
i)
(ai,...,an)M;i; = (a1,...,a; + aj,...,an)
se ve que, tanto el primer cuadrante como su opuesto, son estables por explo-
siones, es decir, que todo punto de uno de ellos se transforma en otro punto

del mismo por toda sucesién finita de explosiones.

4.3.2.2. Facilmente se puede comprender que todo vector de V con una coor-
denada positiva se puede transformar, por sucesivas explosiones, en un vec-
tor con coordenadas RY. Esta condicion es necesaria y suficiente en el sentido
de que un vector puede ser transformado en un vector con coordenadas en
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& por un conjunto finito de explosiones (que puede ser ninguna) si y sélo si
tiene una coordenada positiva.

4.3.2.3. Sea 1m: X — X una explosiény sean Py,...,P, € X\ {O}. Como las ex-
plosiones son isomorfismos lineales de V, los 1t (Py), ..., r(P,) son afinmente
independientes si y s6lo si lo son Py,...,P,. En particular, una explosioén
lleva el hiperplano H sobre un hiperplano 7t(H) que no pasa por el origen.

4.3.2.4. Consideremos los puntos {A;,...,An} del poliedro A y sea A; =

(ai1,...,ain), i =1,...,m. Enlo sucesivo designaremos por A a la matriz
agny -+ Qin
A=
Am1 " Amn

Un punto P = (p1,...,Pn) €T(A) es de la forma

an -+ Ain
(P1,--Pn) = (A1, Am)
ami - Amn
conA; = 0, Vi = 1,...,m. Al transformar todo por una explosion 1, P va

dentro de la piramide cierre convexo de Omr(A;),...O1(Ay) porque

a --- QAin
(Pl Pn)Mij=(/\1 Am) : : M;j
aAml " Omn

4.3.2.5. El problema a estudiar puede ser enunciado ahora de forma muy cla-
ra: averiguar bajo qué condiciones existe una sucesion finita de explosiones
que lleva Zx dentro del primer cuadrante. Para que una sucesion haga eso es
necesario y suficiente que lleve los puntos {A1,...,Am} (0, equivalentemente,
todo I'(A)) dentro del primer cuadrante. También hablaremos de sucesion de
explosiones que lleva A dentro del primer cuadrante.

El teorema a demostrar es el siguiente:

m TEOREMA 4.3.3 Sea I'(A) una pirdmide, proyeccion desde O de un po-
liedro A contenido en un hiperplano H y con vértices Ay,...,Ay. Sea (O,G)
una red tal que G esté genervado por una base ortonormal {ui, ..., Uy}, y to-
memos coordenadas respecto del sistema de referencia métrico asociado. Las
condiciones siguientes son equivalentes:
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1. Existe una sucesién finita de explosiones que lleva dentro del primer cua-
drante los puntos {A;,...,Am}.

2. La pirdmide T(A) no entra dentro del opuesto del primer cuadrante, es
decir, O es el unico punto de T'(A) que pertenece al opuesto del primer
cuadrante.

m OBSERVACION 4.3.4 Es evidente que la primera condicién implica la se-
gunda. En efecto, como el opuesto del primer cuadrante es estable por explo-
siones, si hubiese un vector no nulo de I'(A) dentro del opuesto del primer
cuadrante, cualquier cadena de explosiones lo transformaria en un vector no
nulo del transformado de T'(A), dentro del opuesto del primer cuadrante, lue-
go no podriamos llevar I'(A) al primer cuadrante por ninguna sucesion de
explosiones. Asi pues, el problema consiste realmente en demostrar que la
segunda condicion implica la primera.

El intento de demostrar algoritmicamente el teorema conduce a enormes
complicaciones. Ignoramos si hay una demostracién algoritmica explicita.
Para ilustrar la dificultad de este punto, hacemos una demostracion en di-
mensioén 2 que simplifica notablemente la de [Aro00].

m OBSERVACION 4.3.5 Como en las Notas 4.3.2 podemos poner las coorde-
nadas de los puntos en las filas de una matriz A. Una observacién muy simple,
pero esencial, es darse cuenta de que, si la matriz A tiene una columna de ele-
mentos positivos, entonces la matriz (o lo que es lo mismo, los puntos) puede
ser llevada dentro del primer cuadrante por una sucesion finita de explosio-
nes: basta sumar la columna de elementos positivos sucesivamente a todas
las que haga falta.

m DEFINICION 4.3.6 Dada una matriz A con n columnas, diremos que una
explosién 1t es adecuada a A si A tiene dos elementos de una misma fila en
posiciones distintas (digamos los que estdn en las posiciones (1,1) y (L, j), i # j)
tales que el de la posicién (1,i) es positivo, el de la (1, j) negativo, y 1t es la
post-multiplicacién por M;;. Evidentemente no hay explosiones adecuadas a A
si todos los elementos de cada fila son, bien no negativos, bien no positivos.

m NOTAS 4.3.7 Vamos a demostrar el Teorema 4.3.3 para una piramide
plana engendrada por dos puntos, es decir cuando la matriz A de los pun-
tos en filas es 2 x 2, lo que nos dara idea de las dificultades. Tomaremos
como hipétesis que la piramide correspondiente no esta dentro del primer
cuadrante porque, en ese caso, no hay nada que demostrar.
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4.3.7.1. La matriz A debe tener las dos filas distintas de cero. Ademas, cada
fila debe tener un elemento positivo. Entonces, los casos posibles, son:

CASO 1: En una columna hay dos elementos positivos.
CAsO 2: En una columna hay un cero y un positivo.
CAsoO 3: En cada columna hay un positivo y un negativo.

En e] caso 1, el resultado esta claro por la Nota 4.3.5. En cuanto al caso 2 sea,

por ejemplo,
0
4~ (ay o)
az dazz

con ap; > 0. Entonces debe ser a;; > 0 y es evidente que, sucesivas explosio-
nes Mp; llevan a A dentro del primer cuadrante. Resta por estudiar el caso 3,
que es lo que hacemos hasta el fin de estas notas.

4.3.7.2. Salvo permutaciones de columnas, que no hacen al caso, se puede

suponer que
ayy —ax
A=
—az; Az

4.3.7.3. ¢(Cuando habra una combinacion lineal de filas con coeficientes no ne-
gativos dentro del opuesto del primer cuadrante? Cuando haya un punto del
opuesto del primer cuadrante dentro del segmento de extremos (a1, —ai2)
y (—a21,a;2). Veamos una condicién necesaria y suficiente para que ocurra
esto. Como

donde a;; > 0,14,j = 1, 2.

Alarr, —age) + (1 = A)(=azy, az)
= (Aay; — a1 + Aapy, —Aai; + ax - Aaz)

= [~a21 + Aa1r + az1), az22 — Alaiz + az2)]
habra un punto en el opuesto del primer cuadrante si y solo si
—az +Alay; +az) <0, ax-Alap+azx) =<0,
0 sea, siy solo si
Alan +ax) <az, Alap+azx)zaz,

lo que equivale a que

_ A2 I S
aip + dp apn +an

azy

IA
>
IA
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Esto se verifica, evidentemente, si y solo si

a a
22 < 21

ap +az  an+az;

(recordemos que a;; = 0, i, j = 1,2). Entonces, por negacioén, la matriz A no
tiene ninguna combinacion lineal de filas con coeficientes no negativos dentro
del opuesto del primer cuadrante si y sélo si

az azy

- >0,
ap +4az apn+ax
lo que equivale a que
A11dz2 + d1d22 — A21422 — A12421 _ andz; — a)naz >0
(@12 + az)(an + az) (@12 + az)(an + az)
0 sea a que
det(A
(A) 50

(@12 + azz)(a + az)
lo que se verifica si y s6lo si det(A) > 0.
Sélo como referencia posterior escribimos las dos explosiones de A:

ap—ap —ax ai ail —a
AM;, = AM,, = .
—a; + Az az; —=dp; —Aaz +Aaz

4.3.7.4. La condicién de que det(A) > 0 implica que no puede ser cada posi-
tivo menor que el opuesto del negativo de su fila. Entonces cabe considerar
solo tres subcasos:

SUBCASO 3.1: hay un positivo igual al opuesto del negativo de su fila,
SUBCASO 3.2: cada positivo es mayor que el opuesto del negativo de su filay

SUBCASO 3.3: un positivo es mayor que el opuesto del negativo de su fila y el
otro menor.

El subcaso 3.1 conduce indirectamente hacia la salida. Supongamos, por
ejemplo, que a;; = a,;. El hecho de que det(A) > 0 implica que a2z > a21. Es
evidente que AM; entra en el opuesto del primer cuadrante y

AMy = i )
1
—dp1 —Adzp t+az

tiene una columna con elementos no negativos
El subcaso 3.2 lleva indirectamente a la salida. Es evidente que AM;; y
AM>; tienen una columna de positivos, luego estan en el caso 1 y, por tanto,
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el resultado ya se consigue automaticamente por aplicacién de un numero
finito de explosiones.

El subcaso 3.3. es un poco mas complicado. Para fijar ideas, supondremos
que a;; > app V a1 > ap. Entonces la unica transformada de A que no
entra en el opuesto del primer cuadrante es AM;,. Si ésta ya no esta en
el subcaso 3.3, debe estar en el 3.1 6 3.2 por conservacién del determinan-
te. Desde ellos hay salida. Si esta en el subcaso 3.3, cada elemento de una
columna ha disminuido en valor absoluto con respecto al correspondiente en
A. Entonces se le aplica el mismo proceso y asi sucesivamente. Es evidente
que este proceso debe ser finito, por el decrecimiento en los valores absolutos.
Esto prueba el resultado.

m OBSERVACION 4.3.8 El camino al primer cuadrante, si existe, no es ca-
noénico, es decir, hay caminos distintos para una misma matriz. Por ejemplo,

si partimos de
2 -1
A=)

2 1 31
AM21=<_1 2>, AMliz=(1 2)

1 -1 10
AM12=<2 3>, AM12M21=<25>-

m 4.4 Matrices en optimizacion lineal

tenemos que

En esta secciéon vamos a dar unos cuantos resultados de teoria de matri-
ces reales que se emplean en problemas de optimizacién lineal, método del
simplex, etcl. En las secciones siguientes veremos cémo, sorprendentemen-
te, estos teoremas de optimizacién lineal resuelven nuestros problemas de
explosiones. Lo que damos en esta seccion lo hacemos por razones de auto-
contenido. Se trata de una puesta al dia de un extracto de [Gal60].

B PROPOSICION 4.4.1 Sea A una matriz mxn sobre un cuerpok, b € k™ un
vector filay c € k\ {0}. Entonces una y sélo una de las posibilidades siguientes
se da:

IMi agradecimiento al Prof. Vicente, que llamo6 mi atencion hacia la optimizacién lineal,
y al Prof. Bueso que me apuntd el teorema de Farkas-Minkowski
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1. Elsistema lineal x A = b tiene solucion.

2. El sistema
Ay = 0
by = c

tiene solucion, donde by significa producto escalar.

DEMOSTRACION. Veamos primero que no se pueden dar las dos posibilidades
a la vez. En efecto, si asi fuera se tendria:

xAy =0=by=c,

lo que no es posible.

Supongamos ahora que no se da la primera posibilidad. Entonces el vector
b no puede pertenecer al subespacio L de k™ engendrado por las filas de A.
Por tanto, en el dual, (L + (b))* ¢« L*. Si ¥’ € L*\ (L + (b))*, entonces
Ay =0y by’ =c" # 0. Asi, y = (c/c’)y’ verifica el sistema de la segunda
condicién. L

m NOTACION 4.4.2 A partir de ahora vamos a considerar vectores y matri-
ces sobre R. Cuando hablemos de vectores de R” consideraremos sobre ellos
el orden producto, es decir, componente a componente. Asi tienen sentido,

por ejemplo, las expresiones “vector positivo”, “vector no negativo”, etc.

m TEOREMA 4.4.3 (TEOREMA DE FARKAS-MINKOWSKI) Sea A una matriz
m x n sobre R y b € R™ un vector fila. Entonces una y sélo una de las posibili-
dades siguientes se da:

1. El sistema lineal xA = b tiene solucion no negativa.

2. El sistema de desigualdades

—t—
S >
R R
NV
o O

tiene solucion.

DEMOSTRACION. Es facil ver que no se pueden dar ambas posibilidades. En
efecto, si se dieran tendriamos que, para la solucién no negativa de la primera
y la de la segunda, seria

Ay >0 = xAy=2z0=by =0
by <0 ,

UNIVERSIDAD DE SEVILLA
FACULTAD DE MATEMATICAS
BIBLIOTEGA
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que son claramente incompatibles. Vamos a demostrar que, si no se da la
primera, se da la segunda.

Si el sistema primero no tuviese solucion, entonces la Proposicioén 4.4.1 nos
dice que existe una solucién al sistema

Ay

{ by

lo que cumple las condiciones requeridas. Asi pues, vamos a suponer que

XA = b tiene solucion, aunque no la tiene no negativa. En este caso se procede

por recurrencia sobre m, el nimero de filas de A. Los vectores fila de A los
designaremos por a;.

Sim = 1, debe ser x € R_ y xa; = b. En este caso, debe ser a; # 0 porque
a, = 0 obligaria a que b = 0 y el sistema xA = b tendria como solucién x = 1.
Por tanto, a; # 0, luego b + 0 porque xa; = by a; # 0, x < 0. Entonces,
poniendo v = al, es Ay = a3 > 0y by = xa1y = xa? < 0, luego el sistema
segundo tiene solucion.

Supongamos, pues, el resultado cierto para menos de m filas y vamos a de-
mostrarlo para m. Si xA = b no tiene solucién no negativa, entonces tampoco
la tiene xA,,—; = b, donde A,,_; es la matriz que se obtiene de A suprimiendo
su ultima fila. Por hipétesis de recurrencia, existe ' € R" tal que A1y’ 2 0
y by’ <0.Sia,y’ =0, entonces la soluciéon ' nos sirve para terminar nues-
tra demostracion.

Supongamos, pues, que a,,y’ < 0, y pongamos

0
-1

a; = (ayNam—-(amya;, i=1,...m-1

b = (by)am - (amy')b.
Sea A’ la matriz (m — 1) x n cuyas filas son a;, i = 1,...,m — 1. Se verifica
que el sistema xA’ = b’ no puede tener soluciéon no negativa. En efecto, si
existieraun x = (x1,...,Xm-1) = 0 tal que xA’ = b’, seria

m-1
b = Z xia; = (by"Yam — (amy")b

m-1

1
> xi(aiy’)} am ~ (@my’) > xia:,

i=
m-1
i=1

i=1
luego

m-1 m-—1
—(Amy" )b = —(amy’) D xia { > xilay') - by’} Am

i=1 i=1
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de donde
m-1 1 m-1
b= Z Xia; + ( ,) Z xi(aiy') - by’ aAm .
i=1 —amYy i=1
En el tltimo sumando tenemos que x; =0y a;¥' 20Vi=1,...,m-1, que

-by’' >0y que —a,y’ >0,luego

m~1
X = (xl,...,xm_l, (_al y') [ > xilaiy') - by'})
m i=1

seria una solucién no negativa de xA = b, lo que no es posible.

Esto prueba que el sistema xA’ = b’ no puede tiene solucion no negativa.
Por hipétesis de recurrencia, existe un vector y; € R™ tal que A’y; 2 0y
b’y; < 0. Asi tenemos que

(amy)ay’) = (amy' YN ay)) = a;y; 20
Vi=1,...,m-1

amy = (amy))(@my’) - (@my’)(amyi) =0
(@am>1)(by') = (amy')(byy) = b'y; <0,

S
R
|

Ny
hS
i

lo que prueba el teorema. L

m COROLARIO 4.4.4 Sea A una matriz m x n sobre Ry b € R™ un vector
fila. Entonces una y sélo una de las posibilidades siguientes se da:

1. El sistema de desigualdades xA < b tiene solucién no negativa.

2. El sistema de desigualdades

At
NN
R R
AV
o O

tiene solucién no negativa.

DEMOSTRACION. Es facil ver que no se pueden dar ambas posibilidades. En
efecto, si se dieran tendriamos que, para las soluciones no negativas de la
primera y la de la segunda, seria 0 < xAy. Ahora bien, si xA = (21,...,2x),
como z; < b;, ¥; =20, Vi=1,...,n,es 0 < xAy < by, lo que no puede ser.
Vamos a ver que si no se da la primera se da la segunda.

Sea A’ la matriz que se obtiene al afladir debajo de A la matriz unidad nxn.
La no existencia de solucién no negativa para xA < b implica la no existencia
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de solucién no negativa para x’A’ = b. Por el Teorema 4.4.3, existe un vector
y talque A’y > 0y by < 0. La multiplicacién por y de las ultimas n filas
de A’ indica que todas las componentes de v son no negativas, de donde el
resultado. n

m COROLARIO 4.4.5 Sea A una matriz m X n; entonces se da una y solo
una de las posibilidades siguientes:

1. Existe un vector no nulo x > 0 tal que xA < 0.

2. El sistema de desigualdades Ay > O tiene una solucién no negativa.

DEMOSTRACION. Facilmente se ve que no se pueden dar las dos posibilidades
alavez. En efecto, como el vector x A tiene todas sus componentes menores o
iguales que cero y el vector y tiene todas sus componentes mayores o iguales
que cero, no puede ser xAy > 0. Vamos a ver que, si no se da la primera
posibilidad, se da la segunda.

Sea A’ la matriz que se obtiene de A afiadiéndole a la derecha una columna
compuesta por menos unos, y sea b’ € R"*1 el vector que tiene todas sus
componentes cero salvo la tltima que es —1. Por hipétesis, el sistema de
desigualdades xA’ < b’ no puede tener una soluciéon no negativa. Por el
Corolario 4.4.4, existe un vector y € R"*, v > 0, y un nimero v > 0, tales que,
designadopora;,i=1,...,m,alas filasde A,es a;y —v =0y —v < 0. Asi,

ay=zvu>0, Vi=1,....m,
lo que significa que Ay > 0y esto prueba el corolario. [

m COROLARIO 4.4.6 Sea A una matriz m X n; entonces se da una y solo
una de las posibilidades siguientes:

1. Existe un vector no nulo x > 0 tal que xA < 0.

2. El sistema de desigualdades Ay > O tiene una solucion entera positiva.

DEMOSTRACION. A la vista de la demostracién del Corolario 4.4.5, lo Unico
que hay que probar es que la existencia de una solucién real no negativa a
Ay > 0 implica la de una entera positiva. Para ello basta ver que existe una
racional positiva: quitando denominadores se obtiene la entera. Sean a; las
filasde A, i = 1,...,myseaa;y = & > 0. Sea 0 < ¢ < min{«x;} y sea K
un polidisco centrado en 7y tal que, para todo z € K, es | — &; + a;z| < &.
Entonces,
—E<AZ-0<E = -E<AqizZ<EF K
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lo que implica que a;z > 0. Como dentro del polidisco K hay, necesariamente,
vectores racionales mayores que 7y, queda probado el corolario. [

m 4.5 Optimizacion lineal y explosiones

El objetivo de esta seccién es probar el Teorema 4.3.3 que, para mayor facili-
dad, volvemos a enunciar aqui:

m TEOREMA 4.5.1 Sea I'(A) una pirdmide, proyeccion desde O de un po-
liedro A contenido en un hiperplano H y con vértices Ay, ...,Am. Sea (O,G)
una red tal que G esté generado por una base ortonormal {u,,...,uy}, y to-
memos coordenadas respecto del sistema de referencia métrico asociado. Las
condiciones siguientes son equivalentes:

1. Existe una sucesioén finita de explosiones que lleva dentro del primer cua-
drante los puntos {A1,...,An}.

2. La pirdmide T(A) no entra dentro del opuesto del primer cuadrante, es
decir, O es el tnico punto de T (A) que pertenece al opuesto del primer
cuadrante.

Recordemos que lo que hay que demostrar es que la condicién segunda
implica la primera. Recordemos, también, que ponemos los puntos A; en las
filas de una matriz A. Finalmente, recordemos que, si una matriz tiene una
columna completa de elementos positivos, entonces puede ser llevada dentro
del primer cuadrante por una sucesion finita de explosiones.

®m PROPOSICION 4.5.2 Sean > 1 ey = (y1,...,Yn) Un vector de enteros
positivos con mdximo comtuin divisor igual a 1. Existe una matriz Y de dimen-
siones n X m, de enteros no negativos con determinante 1, tal que y es una de
sus columnas.

DEMOSTRACION. Pongamos el vector v como una matriz columna. Conside-
remos las operaciones de filas dentro de y como pre-multiplicacion por una
matriz elemental n X n que, como bien se sabe, es igual a la matriz unidad
con un elemento cero sustituido por un nimero. Designemos por E;j(a) ala
matriz elemental con a en la posicion (i, j), i # j.

Si todos los y; son multiplos de uno de ellos, digamos y;, entonces debe
ser y; = 1. Multiplicando por matrices de la forma Ej;(—y;) convertimos el
vector columna v en una columna con todos ceros salvo un 1 en la posicion j.
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Notese que todas las matrices elementales usadas tienen un entero negativo
fuera de la diagonal principal. Supongamos que esto no ocurre.

Sea y; el menor de todos los ;. Como no todos son multiplos de y;, debe
existir un j tal que, en la divisién euclidea, y; = q;y; + 7 con 0 < r; < ¥
La multiplicacién por Ej;(—q;) pone 7; en la posicién j dejando invariables a
los demas. Asi, el minimo de los y; ha decrecido en este proceso que es, de
nuevo, multiplicar por una matriz elemental con un entero negativo fuera de
la diagonal principal. Es evidente que este proceso s6lo puede llevarse a cabo
un numero finito de veces, con lo que caemos en la situaciéon anterior.

En resumen, con esto probamos que, multiplicando a izquierda la matriz
columna y por un niimero finito de matrices elementales con enteros negati-
vos fuera de la diagonal principal, se llega a una matriz que es una columna
de la matriz unidad. Como n > 1 se pueden afiadir a ésta las restantes colum-
nas de la matriz unidad, a derecha o a izquierda, en un orden adecuado, de
tal manera que la matriz n x n resultante U tenga determinante 1. Desde lue-
go, U es la matriz unidad con las columnas permutadas de una cierta forma.
Las inversas de las matrices elementales anteriores son matrices elementales
con elementos positivos fuera de la diagonal principal. Su producto P en el
orden correcto tiene todos sus elementos mayores o iguales que cero y es tal
que Y = PU contiene a la columna . Ademas, det(PU) = 1. Esto prueba la
proposicion. |

La proposiciéon siguiente refina enormemente el Teorema 4.2.5.

B PROPOSICION 4.5.3 Sea Y una matriz de enteros no negativos, con de-
terminante 1. Entonces Y es producto de un numero finito de matrices de
explosiones, no implosiones, por una matriz de permutacion, por otro producto
finito de matrices de explosiones, no implosiones.

DEMOSTRACION. Evidentemente basta probar que se puede llevar Y a una ma-
triz de permutaciéon multiplicando a derecha y a izquierda por matrices de
implosiones. Se opera de manera muy semejante a la de la Proposicion 4.5.2,
teniendo en cuenta que, si g es un entero positivo, entonces

q
Eij(-q) = [ [ E(-1).
k=1
Asj, E;;(—q) es producto de matrices de implosiones.

Localicemos el elemento ;; de Y distinto de cero méas pequefio. Si todos
los elementos de su columna son multiplos de él, ponemos ceros en todas las
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posiciones salvo en la (i, j) pre-multiplicando por matrices de implosiones,
como en la Proposicién 4.5.2. Al hacer esto, el hecho de que det(Y) = 1 impli-
ca que y;; = 1. Si hay elementos de la columna j que no son multiplos de y;;
hacemos disminuir el minimo pre-multiplicando por matrices de implosio-
nes, como en la Proposicién 4.5.2. Como este proceso de disminuir el minimo
debe tener un fin, caemos en el caso en que el minimo es 1 y en su colum-
na hay ceros salvo en su posiciéon. Todo esto se logra por pre-multiplicacion
por matrices de implosiones. Supongamos que ¥;; = 1 y en su columna hay
ceros, aparte de él. Por simetria resulta evidente que se pueden poner ceros
en todas las posiciones de la fila i-ésima post-multiplicando por matrices de
implosiones.

El razonamiento basico esta hecho. Es evidente que podemos repetirlo
para la matriz que se obtiene de Y suprimiendo la fila i-ésima y la columna
j-ésima, y asi sucesivamente, sin afectar a lo anterior. Con esto queda clara
la demostracion de la proposicién. u

® LEMA 4.5.4 En la situacion del Teorema 4.5.1, es

0+ > x:04;, Vx=(x1,...,%m) € RF\ {(0,...,0)}.

i=1

DEMOSTRACION. Sea f una funcién lineal tal que f (O4;) > 0, para todo i =
1,...,m. Entonces,

S (Z XiO_Ai) = inf(al—&i) >0,
i=1

i=1
de donde la conclusion. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.5.1. Supongamos que O es el nico punto de
I'(A) dentro del opuesto del primer cuadrante. Por el Lema 4.5.4, para cual-
quier x € RY\ {(0,...,0)}, el vector xA es distinto de cero. Por hipotesis,
no puede ser xA < 0. Por el Corolario 4.4.6, existe un vector y € Z" tal que,
puesto como vector columna, es Ay > 0. Se puede suponer que el maximo
comun divisor de las componentes de y es 1. Por la Proposicion 4.5.2, existe
una matriz Y con sus elementos enteros positivos y determinante 1 tal que y
es una de sus columnas. Asi, una de las columnas de AY es Ay > 0, lo que
implica que AY puede ser llevada dentro del primer cuadrante por una suce-
sion finita de explosiones. Por la Proposicién 4.5.3, AY se obtiene aplicando a
A una sucesion finita de explosiones, luego permutando sus columnas y luego
aplicando otra sucesion finita de explosiones. A poco que se piense se dara
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uno cuenta de que esta permutaciéon de columnas es irrelevante: si se puede
llevar dentro del primer cuadrante la matriz con las columnas permutadas,
también la original. Esto prueba el teorema. [
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