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Resumen

Realizamos en este trabajo un estudio cualitativo de las
trayectorias del sistema dindmico resultante de aplicar el
Principio del Mdximo de Pontryagin a un problema de control
dptimo para la gestion econdmica de una pesqueria. Analizamos
la estabilidad de las soluciones de equilibrio estacionario en
Juncién de los pardmetros del sistema, para posteriormente
investigar sobre la existencia de bifurcaciones de codimension
uno. En este sentido, centramos particularmente nuestra atencion
en la bifurcacion de Hopf y en la consiguiente aparicion de
trayectorias cerradas de tipo ciclo limite. Los resultados
obtenidos a nivel teérico son ilustrados empiricamente asignando
a los pardmetros del sistema las estimaciones realizadas para el
caso de la pesqueria de “chamelea gallina” del litoral
suratldntico espafiol. Los valores de bifurcacion se obtienen
mediante el uso de los softwares Content y Vensim y se da una
descripcion del comportamiento cualitativo de las érbitas del
sistema en los entornos de los valores de bifurcacidn.

Palabras clave: Estabilidad, Bifurcaciones, Teorema de Hopf,
Ciclo Limite, Control Optimo. '

Abstract

This paper deals with the theory of codimension one bifurcations
applied to a dynamical system derived from applying Pontryagin’s
maximum principle to an optimal control problem for economic
fisheries management. Changes in the number and/or the stability
of stationary states as well as the appearance of closed orbits, are
analyzed. Some necessqry and/or sufficient conditions are
established for the existence of Hopf bifurcations, according to the
biological and economic parameters of the model. We focus our
attention on the resulting limit cycles which can be candidates for
solutions of the optimal control problem. The method is applied to
the South Atlantic “chamelea gallina” fishery. To obtain the
bifurcation values, we have made numerical computations by the
use of Content and Vensim software. So,we make a qualitative
description of the trajectories behaviour around the stationary
states.

Keywords: Stability, Bifurcations, Hopf Theorem, Limit Cycle,
Optimal Control.

1 Introduccion

La estructura cualitativa del flujo de un sistema dinamico
no lineal puede cambiar si se modifican los parametros del
mismo. En particular, pueden aparecer nuevos puntos de
equilibrio u orbitas cerradas, o desaparecer los que ya
existen, o bien ver alteradas sus propiedades de estabilidad.
Un sistema donde esto ocurre recibe el nombre de sistema
estructuralmente inestable, o se dice equivalentemente que
una bifurcacion ha ocurrido para algunos valores de los
parametros.

Los estudios cualitativos aplicados a los sistemas
socioeconémicos se han desarrollado de forma
extraordinaria ultimamente. Cabe destacar a investigadores
como Feichtinger (1992), Day (1994), Hilborn (1994),
Gandolfo (1997), Lorenz (1997), Landa y Velasco (1997),
Vilchez y Velasco (1999), Barucci (2001), Vilchez y
Velasco (2002) o Velasco et al (2002), que han estudiado
las propiedades de estabilidad local de las soluciones de
equilibrio estacionario de sistemas que dependen de varios
pardmetros econémicos y han descrito el comportamiento
de las trayectorias conforme a que uno o mas de los
parametros del sistema varien. Hoy en dia conceptos como
bifurcaciones, codimension o equivalencia topologica son
usados frecuentemente en la investigacion econdmica.

En este trabajo pretendemos, fundamentalmente,
interpretar la teoria sobre bifurcaciones locales dentro del
contexto de los sistemas dindmicos con aplicacion a la
pesca, como herramienta importante que permite un analisis
cualitativo pormenorizado del comportamiento de las
trayectorias del sistema en un entorno de los puntos de
equilibrio estacionario. Concretamente, analizamos el
sistema de ecuaciones diferenciales resultante de aplicar el
Principio del Maximo de Pontryagin a un problema de
control oOptimo. Tales sistemas se han caracterizado
tradicionalmente en la literatura por la presencia de un
punto de silla, lo que implica estabilidad condicional, esto
es, las trayectorias del sistema alcanzan el equilibrio

273



M. L. Vilchez L., F. Velasco M., L. Gonzalez A., J.A. Ortega: Bifurcaciones de Hopf: Anélisis Cualitativo y Aplicacién a un ...

estacionario siempre y cuando las condiciones iniciales las
sitiien sobre la variedad estable del mismo. Ahora bien, no
es éste el tinico comportamiento observable en modelos de
crecimiento econémico Optimo, pues se demuestra también
la existencia de Orbitas cerradas en modelos dinamicos
caracterizados por la presencia de trayectorias mas o menos
monotonas y, en consecuencia, los ciclos pueden surgir
como resultado de un proceso de optimizacién. Asi lo han
establecido diversos autores tales como Benhabib y
Nishimura (1979), Wirl (1995, 1996), Feichtinger y Sorger
(1986), Feichtinger et al (1992) y Dokner y Feichtinger
(1991), entre otros, los cuales identifican a nivel tedrico
distintos mecanismos que pueden generar los ciclos en
problemas de control éptimo aplicados a distintos campos
de la Economia, si bien, la mayoria reconoce la dificultad
de llevar los resultados a la practica encontrando modelos
que reflejen la realidad. En este sentido nuestro trabajo
introduce en el campo de los recursos pesqueros la
utilizacion de datos reales disponibles de pesca para la
obtencion de los valores de los parametros a partir de los
cuales se producen cambios cualitativos importantes en la
dinamica de los sistemas estudiados, es decir, el calculo de
los valores de bifurcacion.

2 Metodologia

Para la consecucién del objetivo propuesto, es necesario
establecer una metodologia que permita plasmar, mediante
expresiones matematicas, todos los aspectos del analisis. En
este sentido, hemos seleccionado los ultimos resultados
existentes ya en la bibliografia al respecto' que, de manera
mas efectiva, resuelven nuestros problemas.

Los sistemas dindmicos que hemos estudiado son no
lineales, formulados con una concepcién del tiempo como
conjunto continuo. Ademas, son disipativos y pueden
poseer asi atractores en forma de puntos fijos, ciclos
limites, Orbitas cuasi-periédicas o incluso atractores
extrafios.

Como los cambios cualitativos a los que se refiere la
teoria sobre bifurcaciones locales ocurren en un entorno de
un punto fijo u orbita cerrada, nos hemos centrado en el
estudio de los puntos de equilibrio no hiperbdlicos, es decir,
aquéllos para los cuales la matriz Jacobiana del sistema
posee autovalores nulos o con parte real nula, pues sabemos
por el teorema de Hartman-Grobman que los equilibrios
hiperbolicos son estructuralmente estables. En este
contexto, resulta fundamental el teorema de la variedad
centro que establece la existencia de una variedad
invariante® pasando por el punto fijo (no hiperbélico) a la

! Kutnetsov (1997), Guckenheimer et al (1997), Govaerts et al
(1997), Govaerts (2000).

? Para el caso que nos ocupa y tal como aclara Wiggins (1990),
p. 15, cuando usemos el término variedad es suficiente pensar en dos
situaciones: un subespacio vectorial de P en el caso lineal o una superficie
m-dimensional incrustadaen ' en el caso no lineal.

s
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cual puede restringirse el sistema para estudiar la dinamica
en un entorno del mismo, analogamente a como ocurre en
los sistemas lineales con el subespacio vectorial generado
por los autovectores asociados a autovalores nulos o con
parte real nula.

Cuando el punto de equilibrio es no hiperboélico, debido a
la presencia de al menos un autovalor real simple nulo, la
restriccion del sistema original a la variedad centro es un
sistema de dimensién uno y si es consecuencia de la
presencia de un par de autovalores imaginarios puros, dicha
restriccién es bidimensional, siendo el estudio de las
bifurcaciones en los sistemas resultantes mas sencillo que
en el de partida, toda vez que los mismos son susceptibles
de escribirse bajo cierta forma estandar de expresion
(llamada forma normal topoldgica) comin a todos los
sistemas que poseen un mismo tipo de bifurcacion.

En el caso de las bifurcaciones relacionadas con la
aparicion de un autovalor real simple nulo, se identifican
tres tipos de bifurcaciones: nodo-silla, transcritica y
pitchfork.

El anélisis de la forma normal topolégica asociada a cada
tipo de bifurcacion permite comprender qué tipo de cambio
se produce en el sistema cuando el parametro rebasa el
valor de bifurcacion. Asi, la bifurcacion nodo-silla puede
identificarse como el mecanismo basico de creacion-
destruccion de puntos fijos: conforme el parametro del
sistema varia, dos puntos fijos se mueven uno hacia el otro,
colisionan (cuando el parametro toma el valor de
bifurcacién) y desaparecen. En la bifurcacion transcritica,
los puntos fijos colisionan igualmente, pero no desaparecen
sino que intercambian su estabilidad. En la bifurcacion
pitchfork, los puntos fijos tienden a aparecer y desaparecer
en pares simétricos.

En el caso de que el equilibrio estacionario sea no
hiperbolico debido a la presencia de un par de autovalores
imaginarios puros para cierto valor del parametro del
sistema, o = o, la restriccion del sistema original a la
variedad centro es un sistema bidimensional, el cual
presentara una bifurcacion de Hopf para a = oy, si se
verifica que los autovalores A(ot) que son imaginarios puros
en o, crucen el eje imaginario con velocidad no nula, esto
es:

dRe d(x)

da

d =0

a=a,

En tales circunstancias, el teorema de Hopf *
asegura la existencia de algunas soluciones periodicas
bifurcandose a partir de o. La estabilidad de las mismas
viene determinada por una segunda condicion expresada en

términos del llamado primer coeficiente de Liapunov, [,

3 Hopf (1942). Hay una traduccion al inglés en Marsden y

McCraken (1976) y distintas versiones en Guckenheimer y Holmes (1986),
Wiggins (1990) o Lorenz (1993).
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(ciy), el cual se deduce en el cilculo de la forma normal
topoldgica correspondiente”.
En estas circunstancias, una condicion suficiente

para la existencia de un ciclo limite estable es que gl ()

< 0, ysi £ (a > 0, el ciclo limite es inestable. En el

primer caso estamos ante una bifurcacion de Hopf
supercritica y un ciclo limite estable surge para cada valor
del pardmetro o mayor que oy y lo suficientemente
proximo a él. En el segundo caso, se trata de una
bifurcacion de Hopf subcritica y los ciclos aparecen antes
de que el parametro alcance el valor de bifurcacion.

Entonces, dado un sistema  n-dimensional con un
equilibrio no hiperbélico para cierto valor de un parametro_
podemos encontrar una variedad centro pasando por ese
punto y restringir el sistema original a la misma, con lo que
el estudio de las bifurcaciones en los sistemas resultantes de
dimensiones uno o dos es menos complejo, una vez
calculadas las formas normales topoldgicas equivalentes.
Ahora bien, la realizacion de estos calculos no es sencilla.
En la mayoria de los casos un tratamiento simbolico del
problema resulta inabordable y hay que recurrir a técnicas
numéricas de resolucién. No obstante, hemos seguido la
metodologia desarrollada por Kuznetsov (1997), el cual
realiza un tratamiento de la cuestion utilizando variable
compleja, lo que simplifica los calculos, y a su vez propone
dos procedimientos para el calculo de la variedad centro y
la posterior restriccion del sistema.

Establecidos por tanto los fundamentos tedricos y
metodologicos que sustentan la investigacion, pasamos a
formular en la siguiente seccion el modelo de control
optimo del cual deriva el sistema dinamico que vamos a
estudiar.

3 Formulacion del Modelo

El modelo que analizamos es una ampliacion del modelo
lineal basico de gestion de pesquerias presentado
originalmente por Schaefer (1957) y desarrollado con
posterioridad por Crutchfield y Zellner (1962), consistente
en controlar el esfuerzo de pesca’ a lo largo del tiempo de
manera que sea maxima la utilidad social proporcionada
por el recurso o, en términos del stock, se trata de
determinar la trayectoria optima de la biomasa, x(?), de
modo que sea méaximo el funcional que expresa los
beneficios netos descontados derivados de la explotacion
del recurso.

* Ver Kuznetsov (1997)

® Se suele definir como esfuerzo de pesca el producto del poder
de pesca (entendido éste como Rel poder de captura@ en la terminologia de
Beverton y Holt (1957)) de un barco individual por el tiempo de operacion
efectivo. El esfuerzo total anual desplegado por una flota serd la suma de
los esfuerzos mensuales de cada embarcacion. La unidad que emplearemos
para cuantificar el esfuerzo sera el nimero de dias de pesca (adecuada si la
flota es homogénea), si bien puede venir expresado en nimero de barcos,
sedales, redes...., etc.

La formulacion matematica consiste en maximizar el
funcional:

m

Ie (PgE(t) x(1) - cE(D) dt M

it

sujeto a:
() =r x(t)[ %] -h(t)
x(0)=xp.x(t)=0 (2)
0=E=Eax

donde x(#) representa el nivel de biomasa en el instante ¢
(medido en Tm), Eft) es el esfuerzo de pesca (medido en
dias de pesca) y A(t) es la tasa instantanea de capturas
totales de la flota. Los parametros » y L en la ecuacién de
estado, representan respectivamente la tasa de crecimiento
intrinseca de la poblacion de peces y la capacidad de carga
respectiva o nivel de biomasa maximo que se alcanzaria en
ausencia de explotacion. Dicha ecuacidn indica que la
variacion en el tiempo de los niveles de biomasa es igual a
la diferencia entre la funcion que expresa el crecimiento
natural de la poblacion (de acuerdo a una ley logistica) y la
tasa total de capturas de la flota.

Asi mismo, los parametros p v ¢ representan el precio
neto por unidad de captura y el coste por unidad de esfuerzo
respectivamente, y ¢ es la tasa continua de descuento que
actualiza la corriente de beneficios y que es fijada por el
gestor de la pesqueria.

En el modelo de Schaefer, h(t) = gE(t)x(1), con g el
coeficiente de capturabilidad de la especie. Al ser el
Hamiltoniano para este problema:

X

H(x, E, t,p) = pgEx-cE+ ;l[ rx [1 -—J - pqu] (3)
L
lineal en la variable de control, de la condicién de
H A
optimalidad, %=0, no puede deducirse el control
7

optimo, E* de forma directa, por lo que la solucién al
problema es una solucion de tipo “bang-bang™ establecida
en forma de “feedback”, es decir, el esfuerzo optimo Ef1) se
especifica en funcion de la variable de estado actual como
una combinacion de controles “bang-bang” y optimos. Solo
se necesita conocer el nivel actual del stock, x(1), y los
valores de los parametros para deducir la politica optima
para el presente y el futuro de la pesqueria. Pero como ya
hemos comentado, la condicion para que se dé una solucion
de este tipo es bastante irreal: la linealidad en los costes.
Una manera de evitar estas soluciones llamadas también
de “traqueteo”, consiste en introducir en el funcional unos
costes de ajuste o de nueva capacidad que hagan continuo
el control, de manera que éste (el nivel de esfuerzo en
nuestro caso) vaya ajustandose al coste en cada momento.

6 . )
" Llamada asi por establecerse en valores extremos. Ver Kamien y

Schwartz (1991), p. 202,
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La idea es considerar una nueva variable de control, v(),
definida como la tasa de variacion del esfuerzo, esto es:

dE(t)
v(t) = —— 4
() 5 (4)
y una funcién de costes de ajuste’ (cuadrética):
k(v)=pv*,p >0 ©)

Asi, el esfuerzo de pesca que antes era la variable de
control, pasa ahora a ser una variable de estado que se rige
por la ecuacion diferencial E=v. La funcién de utilidad
social incorpora la nueva funcidn de costes y el problema
de control que estudiamos consiste en®:

oo
max | ¢ t( ph-cE-sz) dt (6)
v 0
sujeto a
X=TrX [I —ij-h
L
E=v

x(0)=xo, E(0)=Ey,ve[-d,d],0<d <

4 Aplicacion del Principio del
Maximo y Analisis de la
Estabilidad de los Equilibrios
Estacionarios

El problema (6) es un problema de control 6ptimo no lineal
en los costes con dos variables de estado y un control. La
aplicacion de las condiciones necesarias de optimalidad del
Principio del Maximo a un problema como éste, da lugar a
un sistema de ecuaciones diferenciales de dimensién cuatro

en la forma:
x = n{ln-"-}h
L
= v
TR @)
By = Ky P
cH
. - 5y M
~}4:: Ha 3E

donde H es el Hamiltoniano del problema y g, 1, son las
variables de coestado.

Este coste de ajuste puede interpretarse como lo que cuesta
incorporar/cesar un barco en la pesqueria. Asi, controlamos la variacion
del esfuerzo en funcién de lo costoso que resulte el alta/baja de una
embarcacion.

Omitimos la dependencia explicita con respecto al tiempo por
simplicidad.
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Dockner y Feichtinger (1991) establecieron la posibilidad
de que un sistema como el anterior derivado de un
problema de control 6ptimo con dos variables de estado y
un control, admitiera como soluciones trayectorias
oscilatorias cerradas de tipo ciclo limite, las cuales segiin
avanzaba Hartl (1987) s6lo son posibles si hay mas de una
variable de estado. Concretamente, dado un equilibrio
estacionario, P, del sistema anterior, si se considera el
sistema lineal asociado, y = .Jy, con J la matriz Jacobiana

evaluada en P, Dockner (1985) probo que los autovalores
asociados pueden calcularse mediante la expresion:

) AV K. 1 e
Arzsa = (_J -—+—4K -4det] (8)
2

I+

2 2 2

donde K = B- &, con B la suma de los menores diagonales
de orden dos de la matriz Jacobiana J.

A la vista de la ecuacion (8), es posible establecer una
clasificacion de los autovalores anteriores en funcidn de
detJ y K, tal y como se muestra en la Figura 1 y asi
determinar la estabilidad de los estados estacionarios.

Esta claro que la estabilidad completa es imposible y que
la tnica estabilidad de la que puede hablarse es de la
estabilidad condicional del punto de silla. Dockner y
Feichtinger (1991) probaron ademas que una condicion
necesaria y suficiente para que los autovalores anteriores
fuesen imaginarios puros’ es:

2 )
det J> [g] , det J= (-121] +5"§ (9)

Obsérvese en la Figura 1 que el plano aparece dividido en
5 regiones paramétricas en cada una de las cuales el
comportamiento cualitativo del sistema dindmico es
diferente. Asi, en la region (I), los equilibrios son puntos de
silla, con variedades estable e inestable asociadas de
dimensién 2. De esta manera, si las condiciones iniciales
sitian a la trayectoria correspondiente sobre la variedad
estable, se producird un acercamiento hacia el equilibrio.
En caso contrario, se alejaria de él. Al pasar a la region (1),
el comportamiento es el mismo, pero las trayectorias sobre
la variedad estable se acercan en espiral al equilibrio que,
en este caso, es un foco. En la frontera entre las regiones
(I) y (III) surge una bifurcacion de Hopf, pues los
autovalores A; 4 atraviesan el eje imaginario al pasar de un
lado a otro de la curva representada con trazo discontinuo.
Si se considera la tasa de descuento social como parametro
del sistema, los valores &, de o para los cuales se cumplen
las condiciones anteriores son candidatos a valores de
bifurcacion de Hopf, y un ciclo limite se bifurca a partir de
ellos si los autovalores complejos que son imaginarios
puros en d, atraviesan el eje imaginario con velocidad no
nula'®, es decir, si:

Condicion necesaria para que exista una bifurcacion de Hopf.

& Segin el Teorema de Hopf. Ver Hopf (1942) o una traduccion al inglés
en Marsden y MeCraken (1976).
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d
—(Re(1)) 20

dé o
§=4,

Para estos valores, &, ,y sobre la variedad centro, si el
punto fijo pasa de ser estable a inestable rodeado por un
ciclo limite estable, entonces se dice que la bifurcacion es
supercritica y ello queda justificado por el hecho de que el

(10)

primer coeficiente de Liapunov, £,(d,), es negativo. Ahora

bien, si dicho coeficiente es positivo, entonces un punto de
equilibrio (foco) inestable pasa a ser estable rodeado por un
ciclo limite inestable. Es lo que ocurre al pasar de la region
(Il a la (II) en el grafico. Se dice en tal caso que la
bifurcacion de Hopf es subcritica.

Al pasar a la region (III) aparece una variedad inestable
de dimensién 4, desapareciendo la variedad centro, con lo
que el equilibrio es inestable. La variedad inestable en (IV)
sigue siendo de dimension 4. Sin embargo, al pasar el punto
fijo a la regién (V), la variedad inestable es de dimension 3,
surgiendo a su vez una variedad estable de dimension 1. En
consecuencia, el equilibrio es un punto de silla. En el
origen, es decir, para det ] = K = 0, los autovalores son A, >
=38 k4= 0, con lo cual, si la matriz jacobiana es de rango
3, estariamos ante una bifurcacion de Takens-Bogdanov''
de codimension 2.

det 3 A o) = (K2)H5 2K

f

: det J = (K/2)?
IA.EC\\?'J
TRed, >0
i, =R Wi A,aC¥i ol
Ayga0d,, <0 Re 4, =0 v
Re 4,,<0 /
' AeC Vi
)" Rei, =0 &
. A, eR Wi i =
/ :
* K

= .

A 2470,4,<0 8
A, 20,4,<0,Red,, =0

A 04,<04d
A,204,<0Red , =0

Figura 1. Clasificacion de los autovalores de J en funcién de
detJy K.

Hemos estudiado el problema de control anterior
considerando como tasa de capturas la funcion k() =
gE(t)’, la cual estaria justificada en casos en los que el stock
inicial estuviese tan Jevemente explotado que pudieran
considerarse en cada instante las capturas independientes de
la biomasa, siendo realista desde luego en situaciones a
corto plazo y en las primeras fases de la explotacion'.

""" Ver Guckenheimer (1993) o Govaerts (2000)

12 El estudio tedrico del problema de control (6) formulado con la funcién
de capturas habitual de Schaefer, revela la presencia del tradicional punto
de silla de los modelos de control éptimo, lo que implica que el equilibrio
(Gnico) es condicionalmente estable.

La existencia de controles Optimos estd garantizada si
tenemos en cuenta que el integrando en el funcional a
maximizar es concavo con respecto a la variable de contro!
(Berkovitz (1974) asi lo establece). Pero las condiciones de
optimalidad del principio del maximo son sélo necesarias y
unicamente puede demostrarse la suficiencia en algunos
casos excepcionales. Entonces, lo més que sabremos es que
si solo existe una solucion verificando las condiciones
necesarias, ésta serd la solucion optima; si hay varias,
hablaremos entonces de “candidatos™ a solucion.

Las condiciones necesarias de optimalidad que se derivan
de la aplicacion del principio del maximo de Pontryagin,
nos llevan al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X 2
X = rx(l——}—qE
L
E = v
2 (11)
o= (o)
L
o b HBER)C
! p 2p

El sistema (11) posee cuatro puntos de equilibrio (P; = (x;

E, uf, v), i= 1,...,4), cuyas coordenadas vienen dadas por:
" , I @5
4p gr’
E. I0ET @R ¢
[ =_C  Li=vi=0 (13
g {2} 4pqr 2 pg B (13)

(14)
,‘= _( '(5)) 3
ST -r)\( il
L ) 1 ’
o [l'_] EsS _(I‘ ”5)
r 2\qr
(15)

n' =p+ ,/—(r -6%), v, =
L(g*-r) \ar

Sobre la existencia de los mismos en un contexto
econdmico, hay que decir que una condicion necesaria y
suficiente para que existan los dos primeros equilibrios es:

2
C

L g (16)
Lpr

El tercero de los equilibrios no tiene sentido en el

contexto en el que nos encontramos, pues la coordenada
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correspondiente al esfuerzo es negativa. Y el cuarto
equilibrio P, existe si y solo si:

2 2
€| ie,0<8< [ =5 |a7)
gp L gp' L

Respecto de la estabilidad de los mismos, se tiene el
siguiente resultado'’.

5 Sr -

Teorema. Dados los equilibrios (12), (13) y (15) del

sistema (11), sea J, i = 1,2,4, la matriz jacobiana del
campo vectorial correspondiente, evaluada en cada uno de
ellos y K; = Bi-&, i = 1,2,4, con B; la suma de los menores

Z
diagonales de orden 2 de J. Sea &= + [r’ - c: :
V qp°L

Entonces, para cualesquiera valores positivos de los
parametros del sistema, se verifica que:
1) i)Sid=6,,entonces K; > OydetJ, 20
ii) Si 6 < &), entonces det J, < ()
2) det J,< 0
3) Ky=0ydetJ, =0

En consecuencia, y segun la clasificacién de la Figura 1,
el equilibrio P, es un punto de silla con una variedad estable
asociada de dimension uno, y P, y P, pueden ser sendos
puntos de silla o equilibrios totalmente inestables, o pueden
surgir alrededor de ellos trayectorias cerradas de tipo ciclo
limite para los valores de & que verifiquen:

KY LK
detl =| = | +8* — (18)
2 2

y bajo las hipotesis del teorema de Hopf.

S Aplicacion a la Pesqueria de
Chamelea Gallina de 1a Region
Suratiantica Espaiiola

Los resultados anteriores, deducidos a nivel tedrico, han
sido ilustrados empiricamente asignando a los pardmetros
biolégicos y econdmicos del modelo (6) las estimaciones
numeéricas realizadas para la pesqueria de moluscos
bivalvos de la Regién Suratlantica espafiola, la cual esta
dirigida fundamentalmente hacia la captura de chirla
(chamelea gallina). Esta pesqueria ha sido analizada en
profundidad por Garcia Ordaz (1996, 1999), Garcia Ordaz
y Garcia del Hoyo (1998) y Garcia del Hoyo et al (2000), a
través del estudio de una serie especifica de esfuerzo
pesquero y capturas correspondiente a los afios 1961 a
2000. A principios de la década de los 60 existian unos
caladeros de chirla apenas explotados, y los datos de

3 Ver Vilchez (2001)
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esfuerzo y capturas correspondientes a esos afios conforman
a la funcién A(t) = gE(t)’ como una buena estimacién para
la tasa instantanea de capturas totales de la flota. Hemos
elegido, pues, esta etapa para ilustrar empiricamente los
resultados anteriores.

Se han asignado entonces a los parametros biolégicos y
economicos del problema de control (6) los valores
numéricos de la Tabla 1, estimados en el trabajo de Garcia
del Hoyo et al (1998, 2000) y.Garcia Ordaz (1999). Los
autores estiman estos valores a partir de la serie de esfuerzo
pesquero y capturas para la especie en cuestion, empleando
técnicas de estimacion bayesianas basadas en el algoritmo
de Gibbs. Hay que decir que hemos realizado
computaciones con el programa Vensim, y hemos hecho
una calibracion a partir de la misma serie numérica,
llegando a idénticas estimaciones mediante un proceso de
optimizacion por minimos cuadrados.

Parametro Valor
¥ 0,456146
q 0,0001049
L 30.000Tm
p 24,04€/Tm
z 7,29€/dia de pesca
Jij 11,39€/barcos”

Tabla 1. Estimaciones para los pardametros del modelo. Fuentes:
Garcia H. et al (1998, 2000), Garcia O. (1999).

Tras aplicar el principio del méaximo, llegamos a las
siguientes conclusiones sobre los estados estacionarios y
trayectorias del sistema de ecuaciones diferenciales (11).

Dados 6, = 0,441293, &, = 0.381547 y las expresiones de

los equilibrios (12) a (15), se tiene:
1) Si § > &), el sistema posee un equilibrio inestable en el
punto P, = (488,417 Tm, 1445 dias de pesca, 0,0) y un
punto de silla en P, = (29511 Tm, 1445 dias de pesca, 0,0).
En este caso, una idea aproximada de cémo es el
comportamiento de las trayectorias del sistema puede
observarse en la Figura 2.

¥ : /W
\ ', : |
! ", I"._ o, N |[ }
\ ...fl,’ ,-:"’””“\f*. P '-\H_F’./.
J '|l :' | .'\._H__*/ W
A
i e W
n *

Figura 2. Una aproximacion'” a las trayectorias del sistema (11)
cuando §> &,
2) Si & < &, los equilibrios anteriores P, y P, situados en
los mismos niveles de biomasa, esfuerzo y precio sombra,
son sendos puntos de silla con una variedad estable

14 E :
Por W*® y W" denotamos las variedades estable e inestable,

respectivamente, del punto de silla.
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asociada de dimension uno. Ademas existe un tercer
equilibrio en un punto Py tal que:

2.1) Para § = & = 0.381547 se sitia en los niveles:
P, = (2453.1 Tm, 3129 dias de pesca, 12,94€, 0), y los
autovalores X;4 de la matriz Jacobiana asociada son

d
imaginarios puros. Ademas, —é(Re Aid) >0, con lo
d =g,

cual el teorema de Hopf garantiza la existencia de un ciclo
limite bifurcandose a partir de &, el cual es inestable pues

se ha obtenido un coeficiente de Liapunov, f] (&) > 0. La

deteccion numeérica del valor de bifurcacion se ha realizado
con el software Content que, entre otras cosas, permite la
integracion numeérica de las orbitas del sistema y el calculo
del primer coeficiente de Liapunov. En las figuras 3 y 4
puede observarse esta deteccion (H) y el ciclo limite
emergente.

30559 o
*,

AT RS

4BBI -

213056 | -

vraz

141288 |- -

ELLEEER

7492

BRSO -

N

L1 037828 0397855 0.41750% QAFTLH 0456739

194936
033

Figura 3. Deteccion de la bifurcacion de Hopf (H).
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Figura 4. El ciclo limite.

Con el mismo software se ha realizado la
continuacion del ciclo limite, como puede observarse en la
figura 5.
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Figura 5. Continuacion del ciclo limite. Se observan bifurcaciones
de Neimark-Saker (NS).

2.2) Para cada &, < § < §;, P4 es un foco completamente
inestable.

2.3) Para cada § < &, lo suficientemente préximo a &, y
sobre la variedad centro, el equilibrio P, aparece rodeado
por un ciclo limite inestable. En el interior del ciclo, el
equilibrio P, se comporta como un foco estable. Fuera de la
variedad centro, para cada § < &, P, es un punto de silla
con autovalores complejos asociados, dos con Re 4 > 0y
dos con Re A < (). Una representacion aproximada del
comportamiento de las trayectorias en un entorno de &, es
la que se muestra en las figuras 6 y 7.

E W

Figura 6. Una aproximacion a las trayectorias del sistema (11)
cuando 6= &, (6< &)™
3) Si & = J,, entonces P, = P, y la matriz Jacobiana
asociada posee un autovalor real simple igual a cero, lo cual
hace pensar en la posibilidad de que exista una bifurcacion
nodo-silla, transcritica o “pitchfork”, pero un estudio de la
estabilidad de los equilibrios a ambos lados de dicho valor
del pardmetro revela que no es asi. Este punto es lo que se
denomina un “branching point” o punto de ramificacion'®,

en el cual se cortan al menos dos curvas de puntos de
equilibrio del sistema.

w

X

15 5 ; o

La situacion representada en esta Figura y en la siguiente en un entorno
de Py, es la que tiene lugar sobre la variedad centro. No refleja en ningim
momento el comportamiento global del sisterna.

8 Ver Kuznetsov (1997), p.495.
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6 Una Interpretacion Econémica

Para interpretar los resultados obtenidos en un contexto
econémico y responder por tanto a la pregunta de si el
problema de control éptimo (6) tiene solucién, hemos de
decir que los niveles de biomasa y esfuerzo en los
equilibrios P, y P, no reflejan una solucién dptima desde
ningun punto de vista pues, siendo el esfuerzo igual en
ambos, la biomasa en el primero se encuentra en una
situacion de sobreexplotacion'’ y en el segundo esta
proxima a la capacidad maxima soportable. Logicamente,
siendo P; y P, puntos de silla, el que se alcance uno u otro
equilibrio, depende de que las condiciones iniciales sitiien a
la trayectoria correspondiente sobre la variedad estable de
uno u otro punto.

X

Figura 7. Una aproximacién a las trayectorias del sistema (11)
cuando 8> & (6 < 6,).

Los niveles en P, reflejan un esfuerzo que supone un
conjunto de aproximadamente 7 barcos (suponiendo un
periodo operativo de unos 200 dias al afio) operando en la
pesqueria, frente a los mas de 150 que faenaban durante los
primeros afios de la década de los 60. Ademas, la sociedad
no otorga ningtin valor al pez no capturado (pues el precio
sombra es cero). Esta situacién fue de hecho la existente
durante los afios 1973-1974 en los que la pesqueria se
colapsé y se cerrd, no observandose niveles significativos
de capturas hasta principios de los 80. La situacion
reflejada en el equilibrio P, no tuvo lugar en la realidad. El
hecho de que parezca igualmente probable que el sistema
evolucione hacia P, o P, puede estar motivado por haber
incorporado al modelo el mismo coste de entrada que de
salida, lo cual es una circunstancia poco realista si se tiene
en cuenta que para un armador es mas facil invertir para
entrar en una pesqueria que desinvertir para salir de la
misma, especialmente  en una  situacion  de
sobreexplotaciéon.  No obstante, hemos de considerar

" Practicamente extinguido si tenemos en cuenta que los niveles
correspondientes a la situacion de Rendimiento Maximo Sostenible (RMS)
son en este caso de 15000 Tm para la biomasa y de 5710 dias de pesca, el
esfuerzo pesquero.
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también que el modelo est4 planteado desde la 6ptica del
gestor social de la pesqueria para el cual, los costes de
entrada y salida no tienen porqué coincidir con los del
armador, aunque en nuestro caso se han considerado
idénticos. Desde luego, ninguna de las dos situaciones
parece ser dptima desde el punto de vista econdémico.
Respecto del equilibrio dado por P,, hemos comprobado
que para el valor de la tasa de descuento &, = 0,381547,
existe una bifurcacion de Hopf, con la consiguiente
aparicion de un ciclo limite en un entorno de dicho punto,

ciclo que resulta ser inestable ya que £, (&) > 0. Sobre la

variedad centro y en el interior de dicho ciclo, el equilibrio
P, es atractivo. Aunque desde el punto de vista matematico
este resultado es interesante, determinar en la realidad unas
condiciones iniciales que conduzcan hacia ese estado
estacionario es complicado, por no decir imposible.
Ademas, los niveles en el equilibrio para &, ( x, = 2.453,1
Tm, E; = 3.129,66 dias de pesca, &, = 12,94€) no reflejan
una situacion optima desde ningun punto de vista, y la
aplicacion de una tasa de descuento de aproximadamente
un 38% no es factible desde luego en un caso real.

No obstante, puede comprobarse (ver Tabla 2) que para
una tasa de descuento en torno al 1%, los niveles de
biomasa y esfuerzo en el equilibrio P, se aproximan a los
correspondientes al RMS.

Por tanto, en la busqueda de solucion para el problema de
control correspondiente, la politica 6ptima a seguir deberia
ser aquélla que, aplicando una tasa de descuento apropiada,
conduzca a las trayectorias del sistema hacia el equilibrio
P,, el cual para & < & es un punto de silla con una variedad
estable asociada de dimension dos.

5 Biomasa | Esfuerzo de Precio sombra

(Tm) pesca (dias) (euros)
0.01 | 14.671,2 5.709 17,9542
0.03 | 14.013,5 5.698 17,9424
0.05 | 13.355,8 5.676 17,9188
0.08 | 12.369,3 5.622 17,8599
0.1 11.711,6 5.571 17,8040
0.2 8.423,1 5.132 17,2703
0.3 5.134,7 4.301 15,9629

Tabla 2. Niveles en el equilibrio P,. Fuente: elaboracién propia.
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7 Conclusiones

La introduccidn de unos costes de ajuste en el modelo lineal
de gestion de pesquerias de Schaefer (1957) tiene dos
consecuencias inmediatas: por una parte, la existencia de un
control continuo (en contraposicion a la solucién “bang-
bang” del modelo habitual y por otra, la posibilidad de
soluciones cerradas con comportamiento oscilatorio de tipo
ciclo limite que en modelos de este tipo eran
tradicionalmente excluidas en pro de la solucién habitual
del punto de silla. La existencia de tales soluciones se pone
de manifiesto a través del teorema de bifurcacion de Hopf
en el problema de control estudiado. No obstante, dichos
ciclos son inestables y aunque sobre la variedad centro, el
equilibrio que rodean es atractivo, conseguir en la realidad
unas condiciones iniciales que sitien a las trayectorias del
sistema sobre la variedad es dificil y la aplicacidn de tasas
de descuento tan elevadas tampoco es factible en un caso
real. Por otra parte, se observa que para tasas bajas
(aproximadamente un 1%), los niveles de biomasa y
esfuerzo en dicho equilibrio se aproximan a los
correspondientes a la situacion de maximo rendimiento
sostenible, concluyendo que una politica adecuada
conduciria a las trayectorias del sistema hacia tal equilibrio
estacionario, el cual en dicha situacion es el habitual punto
de silla de los problemas de control analogos.

El estudio del sistema nos ha revelado que existe una
bifurcacién de Takens-Bogdanov de codimension 2. En este
caso, los comportamientos del sistema pasan por
trayectorias ciclicas, puntos de equilibrio estables e
inestables y puntos de silla.

No obstante, la bifurcacion de Takens-Bogdanov puede
dar lugar también a la posibilidad de bifurcaciones
homoclinicas, las cuales son bifurcaciones globales, ya que
el sistema encontrado en este caso es un sistema
hamiltoniano. La busqueda de los lazos de silla la
abordaremos mediante el método de Melnikov.
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