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RESUMEN

En el dmbito de lo economia de lo empresa, Ya politica de gestion se puede abordar desde diversos
puntos de vista, entre los que se encuentra la programacién matemdtica. Esta politica de geslisn
emprasarial pretends alconzar miltiples objetivos, por lo que un métede apropiade para estudiar este
problema es la progrumacion multiohjetive. Este trabajo describe un métode pora determinar
soluciones eficientes de un problema de programacién fraccionada mulliobjetive con idénticos
denominadores, lo que permite al empresario adoptar decisiones baje fundamentos cientificos.
Presentamos un algoriimao interactivo basadao en lo programacidn fraccionada finea! y los juegos
bipersonales de suma cero. Uno vez encontradas las soluciones eficientes haciendo uso del métoda
de las ponderaciones, hacemos un andlisis de sensikilidad de los pesos, Finalmenle, consideramos
un probleme de produccian particular y obtenemaos scluciones usando este algoritme.
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ABSTRACT

in the area of the economy, the management policy can be considered from different viewpaints.
Cne of them is mathematical programming. This management policy try to reach multiple objectives,
A suitahle method fo study this problem is multicbjective programming. This paper describes an
approach for determining efficient solutions to a multiobjective fractioneat programming problem with
identic denominaters. This determination permits the manager to adopt the decisions an scientific
basis. We present an inferactive algorithm based on fractional linear programming and bipersanal
games of zero sum. Then, we study sensitivity analysis of the weights for the efficient solutions found
using the weighted-sum appronch. Further, we consider a particular producton problem and we
determine its solutions using this algorithm.

Keywords: Efficient solutions, weighting multiobjective programming, fractional
pregramming, game theory.

1.- Introduccion

Una empresa debe seguir unas normas de conducta para definir su politica de
gestion. Ademds, para que esta politica de gestion empresarial sea la adecuada
debe tener como tinalidad aicanzar el compartamiento mds cercano al dptimo
posible, o, en el caso mas favorable, el comportamiento éptimo. En este estudic
deben cumplirse ciertas condiciones: considerar simultdneamente las distintas
alternativas posibles, tener en cuenta todas las circunstancias externas y optimizar
la funcién de utilidad de la empresa sujeta o un conjunto de restricciones.

Sin embargo, en el contexto empresarial es dificil construir una funcién de utilidad
que refleje la realidad debido a los distintos ohjetivos que se pretenden alcanzar.
En general, cuclquier tipo de empresa lucrativa se plantea dos objetivos
fundamentales vy prioritarios. Estos son la obtencién de un maximo beneficio
basédndose en los principios de economicidad, rentabilidad y productividad y el
desarrollo econémico de la empresa bajo las condiciones de solvencia y estabilidad,
y el equilibrio socio-econdmico entre las fuerzas productivas.

Los modelos de programacién matemdatica permiten representar la estructura de
la empresc, estableciendo de forma analitica las relaciones existentes entre las
diversas variables que influyen en dicho empresa. De este modo, el empresario se
convierte en el decisor, persona o entidad que ha de tomar una decisidn, con una
base cienfifica en este caso, dado que se apoya en los resultados que proporciona
la programacion matematica. Las dificultades que se presentan al llevar a cabo esta
modelizacidn estriban en:
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- la definicion matematica de las variables que intervienen en el medelo, que se
clasifican en dos tipos, exdgenas o independientes, y endégenas o dependientes,
que vienen determinadas por las relaciones que aparecen en el modelo.

- la estimacion de los pardmetros del problema, esto es, cualquiera de los
coeficientes que aparecen en el prablema, cuya determinacién no es trivial. De ahi
la trascendencia del andlisis de sensibilidad o estudio del problema cuando algunc
de los pardmetros se modifica.

-la construccion de una funcién de utilidad que se adecue a la situacién real de
la empresa. En un principio podria pensarse en una funciéon de utilidad lineal que
represente los beneficios. En tal caso se considera la programacién lineal para la
que existen algoritmos de resolucién muy eficaces como el algoritmo del simplex,
que proporciona una o varias soluciones dptimas, es decir, con estas alternativas se
obtiene el méximo beneficio. Tras este primer paso se podria afinar mas quizds con
alguna funcién de utilidad no lineal. Puede ocurrir y, de hecho, es lo que ocurre en
los situaciones de la vida real, que la funcién a optimizar no sea una sino varias. En
este caso se plantea un problema de programacién multiple, o sea, con varias
funciones objetivos. Estas funciones pueden ser lineales, cuadrdticas, fraccionadas
o de ofro tipo, lo que conlleva una mayor dificultad.

Muchos indicadores importantes para la evaluacién de actividades econdmicas
vienen medidos a través de un cociente, como por ejemplo, output por empleado,
inventario por ventas, beneficios por costes, liquidez, productividad, etc. En muchas
aplicaciones de problemas de programacién ne lineales la funcién que se optimiza
viene caracterizada por uno o varios cocientes de funciones dadas'. Estos problemas
de optimizacion reciben el nombre de problemas de programacién fraccionada, la
cual ha sido reconocida como un caso particular con entidad propia dentro de la
programaciéon por International Abstracts in Operations Research and Mathematical
Reviews ya que presenta métodos especificos de resolucidn.

Nos centraremos en la programacion multiple ya que refleja mas fielmente la
realidad empresarial. Y nos cefiremos al caso de la programacion fraccionada
multiobjetivo, puesto que permite evaluar de forma mas correcta las actividades
eCconomicas.

1. Para ver ejemplos, consultar Ashton y Atkins (1979 pp. 2598-270), Mjelde (1978 pp.
116-124) y Ziemba, Parkan y Brooks-Hill {1974 pp. 209-222).
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En el apartade dos vemos qué tipo de problema vamos a intentar resolver
mediante un algontmo que exponemos mds adelante, y qué tipe de solucién
obtendremos. En el apartado tres desarrollamos el algoritmo que ceonjuge la
programacian muitiobjetivo y los juegos bipersonales de suma cero, en el que se
considera una suma ponderada de los objetivas, para obtener soluciones eficientes
de un problema de programacién fraccionada lineal con idénticos denominadaores.
En la ponderacion de objetivos, no se exige al decisor informacién de los pesos a
priori, dada la dificultad que ello representa. Para encontrar dichos pesos usaremos
los juegos bipersonales de suma nula. Con esto se soslaya uno de los mayores
inconvenientes de la programacién ponderada. Tras esto, en el siguiente apartado
se hace un andlisis de la sensibilidad de los pesos considerados en el algoritmo
ponderado. Y, finalmente, aplicamos todos estos resultados tedricos en un problema
de produccion de una empresa.

2.- Formulacién del modelo

Un problema de programacion fraccienada multiobjetivo [MOFP) se define como
sigue:
1,(x) 1,4x)

(1) max | q (x}- mili{xj oy (X} (5]

1,{x])

—_— s.a. x('X
m {x)

pees dpix) =

dande p:2, |, y m, son funciones reales y continuas, m (x) es no nula en todos los
puntos de X para todo k=1,...py

xX- { XERT/ h(x)<b, i=1,...,n }

con h, i=1,...,m, funciones reales y continuas. Se puede distinguir entre diferentes
tipos de problemas de (MOFP): lineal, cuadratico, céncavo-convexo, etc.

Al igual que en la programacién lineal multiobjetivo, la "solucion" al problema
anterior es el conjunto de todas las soluciones eficientes, ya que generaimente no
existe un punto en el que dicha funcion vectorial g(x} sea superior a todos los demas.

Definicién.- Se definen como soluciones eficientes o no dominadas los puntos

x '€X tales que A x€X/ g {x) > g;(x), j=1,....p
4i:l,...,p/ gix) > q(x)
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El conjunto de las soluciones eficientes lo notamos E{X).

Sien un problema multiobjetivo, se asocia un peso no negativo a cada objetivo
y se ogregan todos los objetivos, la optimizacién de dicha funcién agregada y
ponderada genera una solucién eficente para cada conjunto de pesos. De cste
mado, sea un canjunto de pesos no negativos

A - {}\&R"/ Y 01, n0, j—l,...,p}
[ 3

y sea el problema: (PA))  max Agy{x)+...+Aq,{x)
s.a.hix) < by =1, m, A0, A+ =

Teorema.- Si x es solucién dptima de (P{A)], entonces
a) si A>>0 para todo k, x” es solucién eficiente del problema multiabjetivo.

bj si x" es la Unica solucién de P{A), x es solucién eficiente del problema
multichjetivo.

Demostracién.-
a) Sea x solucién de P{A) para algun A = A, A>0, entonces

iz\{ (g,(x)-g{x")) =0, VxrX

i 3 3

Por reduccién al absurdo, supongamas que x' no es solucién eficiente del
problema multiobjetivo, entonces _Ix’eX (region factible) tal que g,{x") > q.(x), a;(x")
> qx) para k.

Como por hipétesis A,>0 y >0 vjsk, entonces

M (@ (x%) g(x)) ;(AJ. (q;(x°) -q,(x'}) >0

lo cual estd en contradiccién con la primera desigualdad de esta demostracién.
Luege x es solucidn eficiente del preblema multichjetivo.

h) Si x es la Unica solucién de P{A) para algdn A © A, entonces

;\J\J (q,;(x) -qj(x‘)) < 0, VxeX
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Por reduccién al absurdo, supongamos que x no es solucién eficiente del problema
multiobjetivo, entonces .Ix"cX tal que q,(x°) > q,(x), gx") > g,x) para |k,
Como A0, entonces

Oy _ : i
;Rj (@ (x")~q,(x)) =20
lo cual estd en contradiccion con la desigualdad anterior. Luego x es solucién

eficiente del problema multiobjetivo.

En este trabajo sélo trataremos problemas cuya forma general es:

cfx-or, o x+a
(2) max!{ g (x) - s e qp(x);wd
d Ex -3 dEx+]

e

s.a. x°X - {x(l\i”/ Ax<b, x>0, AsM__, bE]R’“}

dande X es no vacio, acotade y tal que ne hay en &l ningin punto que anule los
denominadores, yc, d = ", o, B ¢ B, j=1,...p..

Utilizando los métodos ponderados para la programacién multiobjetive, podemos
hacer uso de un problema escalar para obtener una solucion del problema
fraccionado multiple. Para cada A ¢ A, se puede plantear el siguiente problema:

clx+or,
{3) max i}\ 3T g.a. xeX
17 dtx+p

el cual es un problema fraccionado uniobjetivo que se puede resolver utilizando
métodos de programacién fraccionada. De esta forma, podemos generar un
subconjunto del conjunto de soluciones eficientes del problema multiple. Por ello,
este fipo de planteamiento suele utilizarse para generar una solucién eficiente inicial
con el fin de aplicar otro métado.

Para resolver el problema {2} mediante el método de las ponderaciones tenemos
que elegir un vector de pesos, i.e., ponderar cada objetivo con un peso asociada,
el cual vendrd dado de acuerdo con su importancia para el decisor (ya sea una
persona, una empresa o un estado). En principio, esta eleccion de pesos no es nada
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trivial. Para ello, el decisor debe basarse en una informacion a priori v daré o cada
objetivo un peso en relacién con su importancia, Estos métodos presentan el
inconveniente de gue el sujeto decisor no siempre dispone de la infermaciéon
requerida hasta que no tenga una idea acerca del proceso de resolucién del
problema. Par este motivo, proponemos el método de programaciéon imferactiva
fraccionada en el que el decisor sélo elige en cada iteracién o solucion mas
preferida, o descarta una de las soluciones obtenidas.

3.- Método de programaciéon interactiva fraccionada

Evien {1987 pp. 163-172) introduje en su articulo titulado Programacién
compromisc inferactiva un método de resolucion para los problemas de
programacion lineal multiobjetivo. Nosotros lo generalizamos al caso de la
programacién fraccionada lineal multiobjetivo con idénticos denominadores. Este
método pretende reducir la complejidad de informacién requerida del decisor, lo
cual representa una de las mayores dificultades de los métodos interactivos. Para
ello se combinan tas ideas basicas de los métodos de programacian vy los juegos
bipersonales de suma cero.

En el caso lineal, pueden existir muchas soluciones del problema (3) debido o que
puede haber muches conjuntos eficientes de pesos que satisfacen esas condiciones.
Este algoritmo reduce el nimero de soluciones eficientes presentadas introduciendo
una medida de distancia

g, (x) -gf
(4) d,(x) - “—]TLI
d; ~d;
siendo g y ¢ los valores maximo y minime respeciivamente de g en X.

Introduciendo esta medido de distancia, se determinan los valores:
= d, (XJ) 7q-L
d.., - di (x7) - o TE

17

luego el problema (3) es equivalente o

max i:)\].di(x) 5.a. xeX
i
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Los pesos "oplimos” en el sentido minimax de las funciones objetivo se generan
automdticamente usando los juegos bipersonales de suma cero. Si lamameos A a
la probabilidad de que el jugador | use la estrategic i.i=1,...,m vy u o la
probabilidad de que el jugador Il use la estrategia [,j=1,...,n, estos valores deben
ser no negativos y sumar 1 pues son probabilidades. Se desarrolla la tabia de
pagos, donde cada elemento d; representa el pago para el jugador 1 si selecciona
fa estrategia i y el jugador Il la |. De acverdo con el teorema minimax, el jugador
| elige cada A, para maximizar el pago minimo esperado, y el jugador 1l elige cada
(. minimizando la maxima pérdida esperada. Los jugaderes se plantean estos dos
problemas:

max d, l:mind_,,
5., Zl A od =1, s.. 2 pd<d. ), i=1,.m
if:l A=1, A0 Zl u=1, -0

cuyos valores dptimos coinciden, puesto que son un par de problemas primal-dual.
Los pasos algoriimicos del procedimiento se pueden resumir coma sigue:
1.-Determinar x*, q*, x" y q' como soluciones respectivas de los problemas:
mox g, (x) s.axe€X y ming, x) s.axe X
Hay que resolver 2p problemas de programacion fraccionada; pedemeos utilizar, por
ejemplo, Charnes y Cooper (1962 pp. 181-185} o el método de Gilmore y Gomary

(1963 pp. 863-888).

2.-Considerar las soluciones x* =x , i=1,...,m, como scluciones iniciales y
determinar las distancias usande la siguiente expresion:

d, - d.(x7) =

3.-Resolver el siguiente problema de programacién lineal uniobjetiva y encentrar
los pesos Gptimos de las funciones distancia (4):
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max d
Dol
5.a i:)\ld” = d,
i1

4.- Establecer o funcién d,, y resolver el siguiente problema de programacién
fraccionada para obtener la nueva solucién compromiso x** '

max d ., {x) = i:?\idi(x) s.a. xtX
i-1

5.- Determinar los valeres de los distancios de la nueva solucién al maximo valor
posible de las funciones objetivo d__, , i=1,...,p.

6.- Presentar al decisor los p+ 1 soluciones. $i el decisor prefiere estrictamente una
solucién sobre las demas, parar. Si no, rechazar la solucién menos prefarida y
volver al paso 3.

Se espera que la convergencia del método sea répida, porgue la nueva solucion
presentada es la mas deseable en el sentido minimax. Mo es necesario generar
todas las soluciones no dominadas ya que el drea de decision se reduce fras cada
teracion. Asi estan garantizadas la eficiencia y factibilidad de las soluciones
obtenidas.

En este método no se necesita informacién a priori del decisor. En otros algeritmos
se precisa la determinacion previa de los pesos o, en el mejor de los casos, cierta
informacién acerca de ellos. En el algoritmo que se presenta en este trabajo, los
pesos se deferminan automaticamente de manera que el decisor na interviene en
dicha determinacion. Ademds la informacién requerida de éste en cada iteracién
es facil de conseguir. Se le presentan al decisor las soluciones en funciéon de su
cercania a la solucién ideal y se le pregunta ia preferida. Esto permite aplicar el
algoritmo aldn en el caso, bastante frecuente, en el que el decisor no dispone de
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ninguna informacién a prior, sino que, a posteriori, y entre las soluciones obtenidas
ponderando las funciones objefive con los pesos dptimos en el sentido minimax,
debe elegir. Para ello no se necesita nada mas que la programacién fraccionada
lineal y lo programacién lineal, ambas en el caso uniobjetivo, para las que existen
algoritmos adecuados de resolucién y paquetes informaticos que frabajan con
problemas de grandes dimensiones.

4.- Estudio de la sensibilidad

Gal (1977 pp. 307-322) en el articulo mencionado en la bibliografia para la
programacion lineal multichjetivo proporciona un conjunto de pesos asociado a un
vértice de la region factible, de manera que cuando los pesas pertenecen a esta
regién, dicho vértice es solucion eficiente del problema multiobjetive. Aunque Gal
realiza este estudic para un problema lineal multiple, se trata de un resultado que
podemos generalizar a la programacién fraccionada lineal muitiple ya que el
procedimiento se basa en una tabla del simplex multiple.

La amplitud de la regién asociada a un vértice indica la estabilidad de dicho
vértice como solucién eficiente, i.e., si la regién es amplia ha de producirse una
modificacion muy grande en los pesos para que el vértice considerado deje de ser
solucion no dominada.

A continuacidn detallomos la notacidon a usar. Sea x, una solucidn eficiente del
problema propuesto, B, la base asociada a x, e |, el conjunta de indices basicos
asociados @ dicha solucién, Notaremaos por

AVE Vg (x )15 BYP, - [Veg (x )1, J#I. k=1,....p.

4

los componentes del vector gradiente reducide para la k-ésima funcion objetivo en

lo tabla refativa a la base B, donde P es la columna j-ésima de coeficientes de las

resTruc«:@n@S ¥ [Vﬁqk(.s::s) 1 , es la cqmponeme i-ésima del vecth)r 'I\_/'Eqk(xs)
La regién que preporciona el procedimiento en este caso es la siguiente:

5

R {reRrs 3 AL 20, 20, ko1 T
EARA |1 1{-_1..\ J-/;k__ r A.k 2 r---.lpl' J‘* s

que define el conjunto de pesos tales que para todo elemento de R, la solucion x, es
eficiente para el problema fraccionado multiple y éptima para el problemo
uniobjetivo asociado a estos pesos.
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5.- Un problema de produccion moltiple

Consideramos una compania que fabrica dos producios P, y P,. Por hipétesis, los
costes y las demandas de capital requeridas son proporcionales o las actividades
individuales. En el programa de produccion a determinar, hay unos costes fijos que
ascienden a 200 délares y una demanda fija de capital de 400 délares. Ademas,
por exigencias de mercado, la produccién de P, supera a la de P, como muchao en
200 unidades. Los datos se fijan en la tabla 1:

Tabla 1. Demanda por unidad de producto
Capacidad disponible P, P,
Maquinas (horas) 800 horas 1 hora 3 horas
Capital propio 1400 % 45 2%
Beneficio por unidad 1 $/unidad 2 $/unidad
Emplea 5 horas/unidad 3 horas/unidad
Contaminacién 3 mg/unid. 2,5 mg/unid.

Fl objetivo de la compafia es la maximizacién de la rentabilidad del capital propio
empleado. Dadao una demanda fija de capital (400), se dejan 1000 $ para la
demanda variable. Llamando x, a la produccién de P, y x, a la produccion de P,,
resulta el problema fraccionade:

max  (x, + 2x,-200)/{4x; +2x,+400)
s.a -x,+ x, - 200

x,+3x, + 800
4x,+2x, - 1000
Xy, %y 2 0

£

Pora poder recibir ayudas para el desarrollo empresarial por parte del Estado, |a
compafia debe maximizar el porcentaje de empleo por capital propio, por lo que
el problema se convierte en el siguiente, teniendo en cuenta un nivel de emplec fijo
de mantenimiento de 100 horas.

max [(x, +2x%,-200)/{4x, + 2x,+ 400}, (5x, + 3%, + 100)/{4x, + 2x,+ 400)]
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s.a -x;+ %, < 200

%, +3x, « 800
A%, +2x, - 1000
%, %, 0

£n la nueva normativa en vigor dictada por la Mancomunidad en la que se sitdan
las instalaciones de la compania, se penaliza la contaminacién teniendo en cuenta
el tamafo de la emprese, por lo que se debe minimizar la contaminacién por
capital propio. El problema gueda:
max (x, +2x,-200}/ (4%, +2x,+400),(5x, + 3x,+ 100)/(4x, + 2x,+400),
(-3x,-2,5x,)/ (4%, +2x,+400)
5. wx,+ x, - 200

x,+3x, - 800
4x,+2x, - 1000
Xy, %y - 0

7

Luego el problema, que en principio se modelizé como un programa fraccienado
lineal uniobjetivo, queda finalmente como un problema de programacién
fraccionada lineal triobjetive con idénticos denominadores. Parg resclverlo,
aplicamos el algoritmo propuesto anteriormente, el procedimiento interactivo
fraccionade.

En primer lugar, optimizamos cada uno de los objetivos individualmente.
Notaremos por q(x) la funcién objetiva i-ésima y obtenemos los siguientes
resultados:

max q,(x) s.a. x &€ X, con sclucién  x'V=(50,250), q,"=7/22
min q,{x) s.a. x € X, con solucidn  x'"=(0,0), q,'=-1/2
max d,{x) s.a. x € X, con solucién  x™*=(140,220), q,"=73/70
min g,(x) s.a. x € X, con solucidn *=(0,0), q, =-1/4
max gs{x) s.a. x € X, con solucién  x™=(0,0), g;'=0

min q4x) s.a. x € X, con solucién  x**=(50,250), q, =-31/44.

lo que significa que el objetivo de maxima rentabilidad se consigue fabricando 50
unidades del producto |y 250 unidades del producto |I; el objetive de la proporcion
de empleo se maximiza con 140 unidades del producto | y 220 del producto 1I; y,
por Ultimo, se obtiens una minima contaminacién si no se fabrica nada, lo cual es
bastante l6gico. Estos problemas se han resuelto haciende uso de lo transformacién
de Charnes y Cooper (1962 pp.181-185) o mediante el algoritmo de Gilmore vy
Gomory (1963 pp. 863-888).
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A continuacion, construimos la matriz de pagos del problema incluyendo en la fila
i las distancias normalizadas del valor de cada funcién objetivo en el punto x* al
minimo posible de dicha funcién en la regién factible. De este mado, tenemos la
siguiente matriz:

1 33/35 Q!
105/111 1 0.

0 18/1085 1]

Con esta matriz se plantea un problema de programacién lineal, que resuelve el
luego bipersonal de suma cero considerado en el algoritmo, para hallar los pesos
aptimos en el sentido minimax.
max d
s.a. A+ 10571114, = d
33/35A +A,+18/1085A, = d
Ay - d
AAA A, = 1
AvLAs A d 20
Los pesos que se obtienen como solucién 6ptima son A, =0.5, A,=0, A,=0.5.

De este moda, consideramos una funcidn objetivo que es combinacién lineal de
las tres funciones objetivos del probiema planteado. Nos queda el probiema:
max  (-x,-0.25x,-100)/(4x, +2x,+400)
5.0 -x.+ x, « 200

x.+3x, = 800
4x,+2x, = 1000
X, %y = 0

Mediante alguno de fos dos métodos antes expuestos, se resuelve este problema
de programacion fraccionada lineal uniobjetivo y su sotucién es x'={0,200). Una
vez obtenido esta nueva solucidn eficiente, se presentan al decisor las cuatro
soluciones obtenidas hasta el momento:

x =(50,250), q,=7/22 q,=1 q,=-31/44
x'=(140,220), q,=1%9/70 q,=73/70 q,=-97/140
x'={0,0), q.=-1/2 q,=1/4 q,=0
x'=(0,2007, q—=1/4 q,=7/8 q,=-15/28

Si el decisor considera que esta cuarta solucion es satisfactoria, el algoritmo se da
por terminado. Si ne, se le pide que elija la solucién menos preferida.
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En este caso, supongamos que la solucidn que el decisor rechaza as la primera.
Luego, nos quedamos con tres soluciones, igual nimero que teniamos al principio.
Con ellas construimos una nueva matriz de pagos, de igual modo que en o
iteracién anterior:

33/35 0 11/12
1 0 175/222
18/1085 1 7/62

Para hailar los pesos éptimes en el sentido minimax, rescivemos el problema de
programacién lineal.

max d

s.a. 33/35A,+A,+18/10854, = d
)\3 o d
V1/120 +175/2220,+7/62); = d
AFA A =1
AAALd =0

Los pesos optimos son A, =0.259591, A,=0.228971, A,=0.511438. Asi, obtenemos
una funcién objetivo como combinacion lineal de las tres funciones objetivos del
problema planteado anteriormente:

max (-0.129873x,-0.072443x,-29.0211)/{4x, + 2x,+400)

s.a -x,+ x, ~ 200

x, + 3x, - 800
4x,+2x, - 1000
Xy, %Xy 2 O

Se resuelve este problema de programacién fraccionada lineal uniobjetivo y
x’=(250,0) es su solucidn. Se presentan al decisor las cuatro Oltimas soluciones
obtenidas hasta el momento:

x*={140,220), q,=19/70  q,=73/70  q,=-97/140
x'=(0,0), q,=-1/2 q,=1/4 q;=0
x'=(0,200, q,=1/4 q,=7/8 q.=-15/28
x*={250,0), q,=5/28 9,=27/28  g.=-15/28

Si el decisor considera que esta nueva solucidn es satistactoria, el algeritmo ha
terminado. Si no, se le pide que elija la solucidn menaos preferida.
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Supengamos que la solucion que el decisor rechaza es x°. Luego, nos quedamos
con tres soluciones, con las que construimos una nueva mairiz de pagos, como en
la iteracién anterior:

33/35 11712 209/252
1 175/222 100/111
18/1085 7/62  52/217

Hallamos los pesos dptimos en el senfido minimax, resolviendo el problema lineal.
max d
5., 33/35h,+A,+ 18/1085\, - d
V1/V2M+175/2220,+7/62M\, = d
209/252M,+100/111A,4 52/217A, - d
A tA A, =1
AR A d =0

Los pesos optimos son A, =0.507124, A, =0.492876, A, =0. Asi, obtenemos una
funcién objetivo como combinacién lineal de las tres funciones objetivos del
problema planteado. Tenemos el problema:

max (1.492876x,-2.472876x,-52.1372)/{4x, + 2x, +-400)

s.a -x, b ox, - 200

x,+3x, 800
4x,+ 2%, - 1000
X, %, - 0

La selucion de este problema de programacion fraccionada lineal uniobjetivo es
x =(50,250). Como hemos obtenido una de las soluciones que han aparecido con
anterioridad, concluimos el algoritmo.

Consideramos las distancias de los valores de cada funcien objetivo en las
soluciones eficientes al minimo valor posible de dicha funcién objetivo, una vez
normalizadas dividiendo por la amplitud del intervalo en el que se pueden mover
estas funciones. Esto es necesario para realizar, en la gréfica 1, una comparacién
relativa de los logros que clecanza cada una de las cinco soluciones eficientes
deferminadas. Puede observarse en ella que, conforme el algeritmo avanza, las
soluciones obtenidas empeoran ligeramente en algunos abjetivos mientras en otros
fienden a mejorar consideroblemente.
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Grdéfica 1: Comparacién de las soluciones eficientes.
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Una vez encontradas las soluciones eficientes, podemos realizar el andlisis de
sensibilidad de dichas soluciones. Usando el resultado de la seccién 4, hemos
descrito en el apartado anterior una regién de pesos asociada a cada una de las
soluciones eficientes obtenidas mediante el método de las ponderaciones. Segun
esto, x' =(50,250) es solucién eficiente del problema de (MOFP) propuesto si los
pesos pertenecen a la region:

Ry= | AeR?/ -12M 110,431, < 0, -6X,-112,+7h; < 0, Ay, Ay, 2 O}

3 2

x’=(140,220) es solucién eficiente del problema si los pesos estan en la regién:

Ry= | NeR®/ -3X -2,42M, 5 0, 12A,-117,-3A; < 0, A;, Ay > OF.

Andlogamente, x*=(0,0) es solucién eficiente o no dominada del problema cuando
los pesos permanecen en la regién:
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R~ { AeRY 320 w40y Bh, < 0, BA t5A-5h, £ O, Ap by hy o o}.

ANyrdugy

La solucion x*=(0,200) es solucidn no dominada del problema cuande los pesos
estan en la siguiente regién:

R, - { MR/ 6 <11k, =T, 5 O, 6a. 5h,i5hy ¢ 0, A, A, A, 2 o}.

y x’=(250,0) es solucién eficiente si los pesos permanecen en la regién:
R. = { AR 3}‘,1"}\2"2}33 2 0, BX -Tr +3x, < 0, }‘-.1,}\.2,)\.3 > O}.
Pora hacer un estudio grafica, nos ceniremos al plano A +A,+A;=1. En este plano,
para recubrir todo el espacio posible al que pueden pertenecer los pesos habria que
cubrir el tridngulo de vértices {3,0), (1,0) y (0,1).Con esta, encontrariomos todas las

soluciones efiecientes que pueden encontrar con un método ponderado.

Grafica 2: Regiones de pesos, andlisis de sensibilidad.
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Teniendo en cuenta la representacion de la grafica 2, observamas que con las
cinco soluciones obtenidas se cubre todo el espacio de pesos, luego no hay mads
soluciones eficientes que estas cinco considerande la suma ponderada de los
objetivos. Las soluciones eficientes que optimizan cada une de los tres objativos det
problema, x', x° y x*, tienen una gran estabilidad dode que la regién de pesos
asocioda o cada una de ellas es muy grande. Las soluciones ne dominadas x* y x°
tienen unas regiones asociodas mas pequenas, por 1o que dichas soluciones son
menos estables a pequefas variaciones en los pesos.

6.- Conclusiones
A la vista de fodo o desarroliado anteriormenie, en este trabajo concluimos que:

- Los medelos de programacién multiobjetivo permiten representar mas fielmente
la estructura de la empresa que los modelos uniobjetivos, estableciendo de forma
analitica las relaciones existentes en ella. Asi, el empresario ha de tomar las
decisiones, una vez que el analista je presente las posibles soluciones al problema
planteado. Laos dificultades que se presentaban en la pregramacién matemdética
tradicional se soslayan aqui considerando diversos objetivas, debide a que la
empresa no tiene un Gnico objetivo, y modelizando las funciones objetivo comeo
cocientes de funciones lineales, lo que permite generalizar la tipica funcién lineal y
acercarse mejor a las situaciones reales.

- En el estudio realizado anteriormente usamos un métade en el que ponemos en
juego la programacidn multiobjetivo y los juegos bipersonales de suma cero, los
cuales nos proparcionan los pesos "dptimes” en el sentido minimax, y con ello, la
convergencia rapida del método. Para este procedimiento sélo es necesario resolver
problemas de programacién lineal uniobjetivo, para lo que podemos hacer uso del
algoritmo del simplex, mediante el paquete LINDO, por gjemplo; y problemas de
programacion fraccionada uniobjetivo, para los que podemos utilizar el algoritma
de Gilmore y Gomory (1963 pp. 863-888), o el método de Charnes y Cocper
1942 pp. 181-185), entre ofros.

- Para evitar en lo posible la dificuliad que representa la estimacion de los pesocs,
se realiza un andlisis de sensibilidad o estudic del problema cuando algunc de los
pesos se madifica. En el andlisis de la sensibilidad, generalizamos el resultado de
Gal que asccia a cada vértice del conjunto factible una regidn de pesos de forma
que dicho vértice es solucidn dptima del problema para tales pesos v, al misme
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tiempo, solucion eficiente del problema moltiple. Este resultado, al igual que el
metodo de busqueda de soluciones eficientes aplicado, lo hemos generalizade al

caso de la programacién fraccionada lineal multiobjetivo va que ambas estudios se
referian a problemas lineales.

- Puesto que no siempre es posible la construccién a priort de una funcién de
utilidad gue se adecue a la situacion real de la empresa, ya que el decisor no suele
disponer de la informacion suficiente para ello, este algoritmo presenta la ventaja
de no necesitar informacién previa. En él se requiere del decisor, en cada iteracién,
una informacion muy fécil de conseguir, con lo que se solventa uno de fos mayores
problemas de los métodos inferactives. Dicha informacién consiste en seleccionar
de enfre varias soluciones eficientes cudl es la satisfactoria, en el caso favorable de
gue ésta se encuentre entre las presentadas, o, en caso contrario, seleccionar cudl
es la menos preferida, es decir, la solucién que se descarta para continuar iterando
en el algoritmo.
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