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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado explora el uso de MATLAB para analizar y modelar comunidades y sistemas
industriales a través de grafos, mostrando la utilidad y capacidad de MATLAB para el procesamiento de datos
y el modelado matemético, que resulta muy valioso en diversas aplicaciones industriales.

En este estudio, se presentan las bases teoricas de los grafos y su relevancia en el modelado de comunidades y
sistemas industriales. Se describen diversas técnicas y algoritmos implementados en MATLAB para analizar
propiedades de grafos, como la centralidad, la deteccion de comunidades y la visualizacion de redes. Ademas,
se discuten ejemplos préacticos y estudios de caso que demuestran la aplicabilidad de estas técnicas en contextos
sociales, comunicacionales e industriales.

Los resultados obtenidos demuestran que el uso de MATLAB facilita el analisis y la comprension de estructuras
complejas representadas por grafos, proporcionando una herramienta poderosa para ingenieros y profesionales
en diversas areas.
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Abstract

This Final Degree Project explores the use of MATLAB to analyze and model communities and industrial
systems through graphs, demonstrating MATLAB's utility and capability for data processing and mathematical
modeling, which is highly valuable in various industrial applications.

This study presents the theoretical foundations of graphs and their relevance in the modeling of communities
and industrial systems. It describes various techniques and algorithms implemented in MATLAB to analyze
graph properties such as centrality, community detection, and network visualization. Additionally, practical
examples and case studies are discussed to demonstrate the applicability of these techniques in social,
communicational, and industrial contexts.

The results obtained show that the use of MATLAB facilitates the analysis and understanding of complex
structures represented by graphs, providing a powerful tool for engineers and professionals in various fields.
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1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

Un grafo puede modelarse como una serie de nodos o vértices unidos por una serie de aristas. De esta manera,
un ejemplo para desarrollar la explicacion puede ser el siguiente:

Figura 1 Grafo simple

En laFigura 1, el grafo G(V, E), donde V={1, 2, 3, 4, 5, 6} son los vértices o nodos y E={(1,2), (1,5), (2,3), (3,4),
(3,5), (3,6), (4,5), (4,6)} son las aristas.

1.1 Tipos de grafos

En general, los grafos pueden clasificarse como multigrafos en caso de que tengan una arista comunicando un
nodo consigo mismo o dos grafos comunicados por mas de 1 camino (Figura 2); o como grafos simples en caso
contrario (Figura 1).

Figura 2 Multigrafo

Se denomina grafo dirigido aquel en el que las aristas son pares ordenados (u, v), uy v pertenecientes al grafo,
de manera que (u, v) es distinto que (v, u), como se muestra en la figura 3. Un ejemplo es una llamada telefonica
de un usuario 1 a un usuario 2: no es lo mismo que 1 llame a 2 que que 2 llame a 1.

Figura 3 Grafo dirigido



Los grafos dirigidos también suelen referirse como digrafos. Por convenio la arista (u,v) apunta hacia v. Si en
un grafo existen las aristas (u, v) y (v, u), se dice que u y v son nodos mutuos.

Dado un grafo G, un grafo G’(V”, E’) es un subgrafo inducido de G si ¥’y E’ estan respectivamente contenidos
enVyE,yE’representa a las aristas que unen los nodos 7. Siguiendo con el ejemplo de la Figura 1, el grafo
inducido por los nodos 7’={1, 4, 5} se ve como en la Figura 4.

Figura 4 Subgrafo inducido por V'={1, 4, 5}

En caso de que las aristas tengan un valor numérico, el grafico se denomina grafo con pesos; puede observarse
en la Figura 5. La etiqueta determina el peso de la arista.

3

Figura 5 Grafo con pesos
Algunos ejemplos de representaciones de redes mediante grafos son los siguientes:
Tabla 1 Representacion habitual de redes

RED TIPO DE GRAFO

WWW Multigrafo dirigido con bucles, sin pesos
AMISTADES EN FACEBOOK No dirigido, sin pesos

RED DE CITAS Dirigido, sin pesos, aciclico*

RED COLABORATIVA No dirigido, sin pesos

LLAMADAS DE MOVILES Dirigido, con pesos

INTERACCIONES EN PROTEINAS Multigrafo no dirigido con bucles, sin pesos

1.2 Conectividad

Para entender la conectividad de una red es necesario conocer alguna terminologia basica.

1.21 Adyacencia
Los vértices u 'y v pertenecientes a V son adyacentes si estan unidos por una arista perteneciente a E.
Las aristas e y e, pertenecientes a E son adyacentes si ambas comparten un extremo conectado un mismo vértice
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de V.
En el ejemplo de la Figura 1, los nodos 1 y 5 son adyacentes, asi como lo son las aristas (1, 5) y (1, 2). No lo son
los nodos 1y 3, ni las aristas (1, 5) y (2, 3).

1.2.2 Grado

La incidencia es una propiedad de las aristas con respecto a los vértices sobre los que inciden. La arista genérica
(u, v) es incidente en los vértices u y v.

El grado dy de un vértice v se define como nimero de aristas que inciden sobre él. En la Figura 6, encima de
cada vértice se muestra su grado. Por ejemplo, di=2 y ds=3. Un grado alto habla del grado de importancia o
influencia del vértice dentro del grafo.

Los valores del grado de los vértices pueden ir desde 0 a |V|-1.

Se cumple que el sumatorio del grado de todos los vértices es igual a dos veces el nimero de aristas del grafo,
tal que

14
> d, =28]
v=1

Asi, el nimero de vértices con grado impar es par.

3

Figura 6 Grados de un grafo

En digrafos, los vértices tienen un grado de entrada (n° de aristas que entran al vértice) y un grado de salida
(n° de aristas que salen del vértice). De esta manera, por ejemplo, d;"=0, d:*"'=2 y ds"=3, ds*"'=1.

3,1 22

Figura 7 Grado de entrada y salida

Una aplicacion real del grado de entrada y salida en relaciones puede ser la jerarquia dentro de una institucion.
Al nuevo empleado normalmente le llegan tareas por parte de un superior; el gerente adjudica la tarea al
empleado a la vez que le llegan directrices de la direccion de la empresa, la direccion gestiona al gerente y le
orienta en la actividad a desarrollar.

1.2.3 Entorno de un vértice
El entorno Ni de un Vértice i se define como el conjunto de sus vértices adyacentes. Por ejemplo, Ns={1, 3, 4}
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(Figura 6). En general, [Nj|= di.

1.24 Movimiento en un grafo
Un camino de longitud | es una secuencia de vértices diferentes de forma que dos consecutivos son adyacentes,
con I+1 vértices (vo,..., Vi).

Figura 8 Camino

Un paseo es un camino en el que se puede pasar mas de una vez por el mismo vértice.
Un paseo cerrado (Vo = vi) Se denomina circuito.
Un ciclo es un camino que empieza y acaba en el mismo vértice (camino cerrado).

1.2.5 Distancias en un grafo

La longitud de un camino es la suma de los pesos de sus aristas.

La distancia entre dos nodos se define como la longitud del camino mas corto entre ellos. Si no hay un camino
que una a dos Vértices, se dice que la distancia entre ellos es infinita. EI didmetro de un grafo es la longitud
mayor entre 2 de sus Vértices.

Existen algoritmos que permiten calcular distancias en grafos, como son Dijkstra, Floyd-Warshall o Johnson.

1.2.6 Conectividad en un grafo
Un vertice u es alcanzable desde otro v si existe un camino entre ellos.
Un grafo es conexo si dados dos veértices cualesquiera, éstos son mutuamente alcanzables.

® 000 °

Figura 9 Grafo conexo con 2 puentes

Se denominan puentes aquellas aristas que hacen que un grafo sea conexo; si no existieran el grafo no seria
conexo, como es el caso de las aristas (2, 6) y (5, 4) en la Figura 9.

Una componente es un subgrafo conexo maximal, lo cual significa que no esta contenido en ningun subgrafo
CONeXxo.
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Figura 10 Componentes en un grafo

En laFigura 10, podemos observar coémo las componentes son {1, 2, 5, 7}, {3, 6} y {4}. Sin embargo, el subgrafo
{3, 4, 6} no es conexo, o el {1, 2, 5} no es maximal, por lo que ninguno de ellos es una componente.
Un grafo no conexo tiene al menos 2 componentes. La componente mayor (con mayor nimero de nodos) de un
grafo se denomina componente gigante. Un ejemplo de este caso es el de las grandes redes en linea (redes
sociales), que suelen presentar una componente gigante, o las relaciones afectivas en el &ambito de la escuela
secundaria en EE. UU., estudiadas por Peter Bearman en “Chains of Affection: the Structure of Adolescent
Romantic and Sexual Networks™ (establece la cadena de quién ha mantenido una relacién con quién y analiza
lo observado).
En grafos dirigidos el estudio de la conectividad se hace mas sutil. Para esta evaluacion es importante definir el
significado de dos términos:
- Un grafo dirigido esta fuertemente conectado si para cada par de vértices u, v del grafo V, existe un
camino para llegar a u desde v y viceversa.
- Un grafo dirigido estd débilmente conectado si omitiendo la direccion establecida por las aristas,
existirian caminos para conectar cada par de vértices u, v del grafo V.
Una conexion fuerte implica conexion débil, no asi al revés.

Figura 11 Grafo dirigido débilmente conexo

Un grafo completo K, de orden n tiene todas las aristas posibles entre sus vértices. Un grafo completo K, tiene
el mismo namero de aristas que pares de Vértices, es decir:

nx(n-—1)

N2 de aristas de K, = N® de pares de vértices = >

Algunos ejemplos de grafos completos se muestran a continuacion:

AN %

Figura 12 Ejemplos de grafos completos
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Estos ejemplos corresponden con los grafos Ki, Kz, Kz, K4 y Ks, respectivamente.

Es de interés conocer qué es un clique, que se define como un subconjunto de vértices en el cual existe una arista
entre cada par de vértices. Por tanto un cligue es un subgrafo completo, puesto que hay conexion directa entre
todos los nodos. Su tamafio esta determinado por el nimero de nodos que contiene. El clique mas grande se
denomina clique maximo y su identificacion dentro de un grafo o red es un problema conocido en ciencias de
computacion. En el dmbito de las redes sociales sirve para identificar grupos de personas fuertemente
conectadas; mas alla de esto, también es la base de estudios en el campo de la bioinformatica y el disefio de
redes.

Un grafo d-regular cumple que todos sus nodos tienen el mismo grado d. Un grafo completo K, completo es
(n-1)-regular. En el caso de un ciclo (ver apartado 1.2.4 Movimiento en un grafo), se trata siempre de un
subgrafo 2-regular.

@
O O © O O
@ @ @ )
@ @
o o © O
Ciclo (grafo 2-regular) Grafo 3- regular Subgrafo 4-regular

Figura 13 Ejemplos de grafos regulares

Los grafos regulares son frecuentes en el modelado de estructuras cristalinas en fisica y quimica, en modelos de
adyacencia de pixeles en procesamiento de imagenes y en ciclos de informacion.

Un arbol es un grafo que no tiene ciclos. Un conjunto de arboles se denomina bosque. Obsérvese a
continuacion.

Ps Po o
x * « « ®
¢ 00 00 ¢ 00 060 06 069 00
® 0o ® 0 O O

Arbol Arbol dirigido Grafo dirigido aciclico

Figura 14 Ejemplos de arboles y DAG

Se dice que un grafo tiene raiz en un nodo u si desde dicho nodo surgen las conexiones al resto de nodos. De
esta manera también se definen los términos padre/s, hijo/s, antecesor, descendiente, hoja. ..

En un grafo dirigido aciclico (DAG, del inglés), un vértice puede tener maltiples padres, mientras que en un
arbol cada vertice tiene un solo padre. El grafo subyacente de un DAG (que significa ignorar las direcciones
marcadas por las aristas) no tiene por qué ser un arbol.

Se llama grafo bipartito a un grafo G(V, E) cuando ocurre que el conjunto de los vértices V puede ser dividido
en dos conjuntos separados y cada arista del conjunto E tiene un extremo en el subconjunto V1 y otro en V.. Este
tipo de grafo es habitual en la modelizacion redes de membresia o suscripcion, siendo los nodos en Vi las
personas suscritas y V2 el propio club o asociacion.
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V2

‘; ‘ ‘ v3

vl

v5 v4

Figura 15 Ejemplo de grafo bipartito (izquierda) y no bipartito (derecha)

En este ejemplo, identificando el grupo azul como V. y el blanco como V- se aprecia como no existen aristas
entre nodos pertenecientes al mismo grupo.

Comparativamente, puede observarse como en la representacion de la derecha en la Figura 15, si que existen
aristas conectando vértices del mismo subgrupo (por ejemplo, miembros del mismo club).
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2 CIERRE TRIADRICO Y HOMOFILIA

amistades y las redes sociales. Estudiarlos revela por qué tendemos a conectarnos con personas similares
a nosotros en nuestras redes sociales. A continuacion, este capitulo desarrolla conceptos basicos que
permiten su estudio.

EI cierre triadico y la homofilia son conceptos que ayudan a entender cdmo se forman y mantienen las

2.1 Matriz de adyacencia

La teoria de grafos algebraica emplea representaciones matriciales de grafos, de manera que consigue visualizar
los grafos graficamente.

La conectividad de un grafo G(V, E) puede expresarse de manera matricial por medio de una matriz binaria
simétrica A € {0, 1}MX|V| con valores de A;; tales que:

1, si(i,j) € E
Aij = 0 en otro caso

Cada vértice del grafo se le asigna un nimero entero Gnico, comenzando desde 1 hasta el nimero total de vértices
en el grafo. Si el grafo tiene n vértices, estos vértices se numeran del 1 al n. Aqui, V| representa el nimero total
de Vvértices en el grafo.

Por ejemplo, si un grafo tiene 5 vértices, estos vértices se notardn como 1, 2, 3, 4 y 5. Esta notacion se usa para
referenciar los vértices en la matriz de adyacencia, donde la fila y la columna correspondientes a cada indice
representan la conexion (o no) entre los vértices.

La matriz de adyacencia A es una forma de representar un grafo utilizando una matriz cuadrada, donde las filas
y las columnas representan los vértices del grafo. En esta matriz:

Cada elemento A; corresponde a una pareja de vértices (i, j). Si existe una arista entre dichos nodos en el grafo
G(V, E), entonces Aj=1. En caso contrario, Aj=0.

A continuacion, en los siguientes ejemplos puede comprenderse lo explicado con mayor claridad.

01 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0 O
AnOdirigida = 0 0 0 1 Adirigida = O O 0 0
1 110 01 1 0

Figura 16 Ejemplos de matrices de adyacencia para grafos dirigido y no dirigido

En caso de que haya pesos, el valor de la componente de la matriz en las posiciones que correspondan a una
arista existente, en lugar de ser unitario, seré el del peso mencionado.

De la misma manera que la matriz de adyacencia permite almacenar informacién sobre la estructura del grafo,
también permite la operacion matematica sobre el grafo G por medio de su forma matricial A.
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211 Grados

En la matriz de adyacencia Aj;, los grados de los vértices pueden calcularse como la suma de los elementos de
cada fila. Esto se debe, como puede deducirse de lo explicado previamente, a que en la representacion de la
matriz de adyacencia, cada fila representa un vértice y cada columna representa una arista posible hacia otros
vértices. Asi, la suma de los elementos de la fila i de la matriz A; nos da el grado del nodo i, di. La expresion
matematica correspondiente es:

di = Zj=1 Al]

Como puede observarse en la Figura 16, la matriz de adyacencia de los grafos dirigidos no es simétrica, por lo
gue la suma de las filas y columnas no es igual. En este caso, la suma de la fila i=1 da a conocer el grado de
entrada dy,in, mientras que la suma de la columna j=1 da el valor del grado de salida d1 ou.

21.2 Regularidad

La regularidad de un grafo puede ser estudiada en base a su matriz de adyacencia.
Un grafo G es d-regular si y solo si 1 es autovector de A, tal que: A1 = d1.

El vector 1 es un vector columna unitario de las dimensiones del grafo. La multiplicacion de la matriz de
adyacencia A correspondiente por el vector 1 da como resultado un nuevo vector que cumple que sus elementos
son la suma de los nodos vecinos al cada nodo, es decir, que son el grado de cada nodo.

Si los valores de las componentes de dicho vector son iguales, supongase d, entonces sabremos que el grafo G
es d-regular.

21.3 Paseos, caminos y ciclos
Mediante el estudio de la matriz de adyacencia también puede obtenerse informacién sobre los paseos, caminos
y ciclos en un grafo G.

Llamamos A" a la r-ésima potencia de A, con componentes Ajj". La entrada Aj" de la matriz A" representa el
ndmero de caminos de longitud r que existen entre los vértices iy j.

Por ejemplo: A%]- = Yk=14i * Ay; = Esta expresion cuenta el nimero de caminos de longitud 2 entre los
nodosivy j.

Por otro lado, mediante el uso de la traza también puede obtenerse informacion de la matriz de adyacencia, en
concordancia con las expresiones siguientes que se explican:

tr(A%)
2

= |E| = n%de aristas enel grafo G

tr(A3)
6

La traza es la suma de los elementos diagonales de una matriz. Las expresiones anteriores se explican porque A?
cuenta dos veces cada arista, y A% cuenta cada ciclo de longitud 3 seis veces.

= #A=n2de ciclos de longitud 3 en el grafo G

2.2 Matriz de incidencia

Otra forma de representacion de grafos de la que puede hacerse uso es la de la matriz de incidencia B, de
dimensiones |V| x |[E|. Si |V|=|E|, entonces B sera cuadrada, pero no lo sera en ningun otro caso, no es una matriz
cuadrada en general.

En grafos no dirigidos, las componentes de la matriz B tendran los valores:

B = {1, si elnodo i es incidido por la arista j
40, en otro caso
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En digrafos, también se tiene en cuenta la direccion de la arista, reflejado en el signo positivo o negativo de cada
componente. En este caso:

-1, si la arista j sale del nodo i (i, k)

1, si la arista j llega al nodo i (k, i)
Bij = {
0, en otro caso

Los siguientes ejemplos pueden ayudar a entender lo explicado.

e[ 0 e! ° Qe
°, €,

1 01 0 1 -1 0 -1 0 1

_[1 1 0 0 0 g (1 1 0o 0 o0
nodirigida 0 0 0 1 1 dirigida 0 0 0 1 -1
0 1.1 1 0 0O -1 1 -1 o0

De la misma manera que en la matriz de adyacencia, en el caso de grafos con pesos, el valor unitario sera
cambiado por el del peso de la arista correspondiente.

2.3 Cierre triadico

Rara vez las redes son estructuras estaticas, sino que evolucionan con el tiempo. La formacién de aristas en estas
redes sigue patrones universales, y uno de estos patrones es el cierre triadico.

El cierre triddico se basa en la idea de que si dos personas en una red social tienen un amigo en coman, es mas
probable que se conviertan en amigos en el futuro. Este fendbmeno es una caracteristica universal en la evolucion
de redes. [1]

(a) Before B-C edge forms. (b) After B-C' edge forms.

Figura 17 Ejemplo de formacién de una relacién entre dos individuos a partir de la relacion que ambos tenian
con una tercera persona [1]

El cierre triadico es un fendémeno muy natural que puede explicarse por varias razones:
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- Oportunidad: Si By C tienen un amigo en comun (A), existe una mayor probabilidad de que By C se
encuentren, ya sea en eventos sociales, actividades organizadas por A, o a través de recomendaciones
mutuas.

- Confianza: Si A es amigo tanto de B como de C, es probable que B y C confien més el uno en el otro
debido a su conexion mutua con A. La confianza en redes sociales se fortalece a través de vinculos
comunes.

- Incentivo: A puede tener un incentivo para que B y C se hagan amigos. Por ejemplo, podria ser mas
facil para A organizar actividades o eventos con ambos presentes si todos son amigos, 0 A podria
beneficiarse de la cooperacion entre By C.

2.4 Homofilia

El término homofilia se refiere a la tendencia de las personas a relacionarse con otros individuos con los que
tienen algo en comun, en aspectos diferentes como raza, edad, intereses, creencias, opiniones, nivel cultural,
educacional o socioecondémico.

La formacion de redes sociales puede verse influenciada tanto por efectos contextuales como intrinsecos:

- Contextuales: debido a circunstancias externas gque agrupan a las personas en un mismo entorno. Por
ejemplo, las personas pueden convertirse en amigos porque asisten a la misma escuela, trabajan en la
misma empresa, 0 viven en el mismo vecindario.

- Intrinsecos: debido a conexiones personales previas. Por ejemplo, dos personas pueden hacerse amigas
porque un amigo en comun las presenta, creando una conexién basada en una relacion previamente
existente. [2]

En el caso del ejemplo de la Figura 17, los sujetos B y C tienen alta probabilidad de establecer un vinculo
personal como resultado de su coman relacién con A, incluso sin saber que ambos conocen a A (en distintas
redes sociales existen los perfiles sugeridos 0 amigos que tienen dos usuarios en coman).

Sin embargo, puede surgir la pregunta de si en un grafo y la formacion de vinculos entre nodos existe homofilia
como caracteristica intrinseca de la red o es sélo un resultado de la forma en que la red ha sido construida. La
respuesta a esta pregunta puede darse mediante un estudio o prueba de homofilia.

A continuacion se desarrolla un ejemplo que puede ayudar a entender mejor este analisis. Considérese un grupo
de 9 nifias y nifios, g=3/9 y b=6/9, respectivamente. Si las aristas entre ellos son agndsticas (no hacen distincion
entre sexos), la proporcion de aristas entre sexos distintos es igual a dos veces el numero de nifias por el numero
de nifios, 2*g*b. Llevando a cabo la prueba de homofilia, se diria que si la fraccion de aristas entre sexos distintos
es significativamente menos que 2*g*b=2*(3/9)*(6/9)= 4/9, entonces cabria apuntar que la homofilia existe.
Siguiendo el ejemplo que se muestra:
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Figura 18 Grafo en representacion de grupo de nifias y nifios

En el grafo de la figura 18 se representa en forma de grafo el conjunto de nifios mencionado en el parrafo previo.
En él, existen 18 aristas, de las cuales 5 son entre sexos distintos. En este caso, comparando 5/18 = 0.27 < 4/9 =
0.44. En este caso puede sugerirse una homofilia leve, debido a que la fraccion observada de aristas entre sexos
distintos es menor que la esperada.

. ist t distint - - -y - e -
gy LEA8 e 5e0s TRO% < 2 % g * b > Hay evidencia de homofilia. Esto significa que hay menos aristas
total de aristas

entre sexos distintos de las que se esperarian si las aristas fueran agndsticas al sexo de los individuos.

. ist t distint . . . . . i .
g 4ristas enre Sexos FSHREOS > 2 « g * b > No hay evidencia significativa de homofilia, lo que sugiere que la
total de aristas

formacién de aristas podria ser independiente del sexo de los individuos.

Usando el ejemplo de una red laboral, segun el estudio “Fuerza de los Vinculos Débiles” llevado a cabo por
Mark Granovetter en 1973, personas que habian cambiado de trabajo fueron entrevistadas. Se evidencié que la
mayoria conocieron de esas oportunidades laborales a través de conocidos, mas que por amigos 0 personas mas
cercanas. La explicacion de esta realidad se basa en propiedades locales de la red (las conexiones individuales
de una persona) asi como en la estructura global de la red, refiriéndose en este Ultimo caso a cédmo dichas
conexiones se integran en una red mas amplia.

g

Figura 19 Representacion de red en el &mbito laboral

En el caso de las propiedades locales, del grupo cercano, los amigos de una persona, como en el caso de A con
sus amigos E, C y D, suelen formar un grupo muy unido. En estos grupos, la informacion tiende a circular
rapidamente y es probable que todos ya conozcan la misma informacion.

En el de la estructura global, el alcance de la informacion varia. Un conocido como B, que no esta tan integrado
en el circulo cercano de A, puede conectarse a una parte diferente de la red. Esto permite que A acceda a nueva
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informacion que no esta disponible en su grupo cercano. Asimismo, en la red, el vinculo entre A 'y B puede
actuar como un puente. Si se elimina la conexién (A, B), la red podria desconectarse, lo que indica que esta
conexidn es crucial para mantener la cohesion de la red. Sin embargo, los puentes verdaderos son raros en las
redes del mundo real.

A este respecto, Granovetter concluyo6 que estos conocidos ya mencionados (vinculos débiles) son valiosos por
motivo de esa conexion a distintas partes de la red, dando lugar a una renovacién de la informacion para cada
individuo y a una propagacion mas eficiente de las oportunidades laborales a través de la red.

Acercando el modelo de la Figura 19 a otro méas préximo a la realidad, lo habitual es que ademas del vinculo
directo entre Ay B, haya entre ellos muchos caminos indirectos diferentes a través de terceros. De esta manera,
A es un nexo con B para su red de contactos cercanos, pero su eliminacién no supone la desconexién total, sino
que aumenta la distancia entre estos contactos y B. Esta realidad hace de la arista (A, B) un puente local, cuya
condicion de ser es no formar parte de un triangulo. Dicho de otra manera, los caminos alternativos a (A, B)
estan a una distancia mayor que 2. Obsérvese en la Figura 20.

/\ /\
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Figura 20 Representacion de red laboral cercana a la realidad

x
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Los puentes verdaderos (cuya eliminacion supone la total desconexion de la red) son raros en redes reales,
pero los puentes locales son mas comunes y juegan un papel crucial en mantener la cohesion de la red y la
conexion ante la eliminacion de aristas.

Un grupo unido de amigos, como E, C y D para A, tienen casi la misma informacion debido a su cercania y
constante comunicacion. Este grupo es muy eficiente para compartir informacion que ya poseen. Sin embargo,
un conocido como B, que no es parte del mismo circulo cercano, puede traer informacion nueva desde una parte
diferente de la red. Si la conexion directa entre A 'y B (que es un puente local) se elimina, A perderia acceso
directo a la nueva informacion que B podria proporcionar.

Existe otro concepto relevante como es el Cierre Triadrico Fuerte, que es una propiedad de las redes sociales
que se centra en la relacion entre los vinculos fuertes y los vinculos débiles dentro de la red, sugiriendo que si
una persona tiene dos amigos cercanos, es probable que estos amigos también se conozcan. Asi, una persona A
viola el Cierre Triadico Fuerte si tiene vinculos fuertes con dos otras personas B y C, y no hay ningun vinculo
(ni fuerte ni débil) entre By C.

Se definen los vinculos fuertes (S) como la conexidn entre amigos o relaciones muy cercanas, mientras que los
vinculos débiles (W) corresponden a conocidos o relaciones mas superficiales. Por ejemplo, consideremos la
red de la Figura 21, donde A tiene una relacion fuerte con B (por ejemplo, son mejores amigos) y también tiene
una relacion fuerte con C (otro mejor amigo). Si no hay ninguna relacion (ni fuerte ni débil) entre B y C, entonces
A viola el principio de Cierre Triadico Fuerte.
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Figura 21 Red laboral con vinculos débiles y fuertes

Con una importancia relevante en el contexto del Cierre Triddrico Fuerte, se distinguen dos caracteristicas
fundamentales: la fuerza de los vinculos y la propiedad de puente. La fuerza del vinculo se refiere a la intensidad,
profundidad o nivel de confianza de la arista entre dos nodos, mientras que la propiedad de puente se observa
como caracteristica estructural de la red, que describe como un vinculo conecta diferentes partes.

Centrandonos en la Figura 22 (pégina siguiente), si A satisface el Cierre Triddico Fuerte y esta involucrado en
al menos dos vinculos fuertes, entonces cualquier puente local en el que A esté involucrado debe ser un vinculo
débil. Esto se debe a que los vinculos fuertes entre A, B y C implican la existencia de conexiones adicionales
gue impiden que estos vinculos actlien como puentes locales.

>

Figura 22 Subgrafo con cierre triddrico

Los conocidos son fuentes naturales de nueva informacion en una red social debido a su capacidad para conectar
diferentes subgrupos. Los modelos que hacen suposiciones estrictas y derivan conclusiones de primer orden
(que son una simplificacion de una realidad compleja y transversal) ayudan a entender este fendmeno y
proporcionan una base para la investigacion empirica. Estas caracteristicas hacen que los vinculos débiles sean
esenciales para la dinamica y la cohesion de las redes sociales.
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3 MEDIDAS DE CENTRALIDAD

un grafo dentro de la topologia de éste, no basada en la naturaleza de un nodo en concreto. Dentro de este

analisis de relevancia de nodos, existen diferentes enfoques o maneras de significar el término
“importancia”, acorde a diferentes medidas, llamadas de centralidad. En este capitulo se desarrollan la
centralidad de grado, de cercania, de intermediaciony [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] [13] de vector propio.
Todas ellas dan lugar a una clasificacion de centralidad por nodos dentro del grafo. Estas medidas con
ampliamente empleadas en marketing dirigido, en anlisis de vulnerabilidad de redes y de dindmicas del poder
en redes de intercambio, en control epidemioldgico, entre otros muchos campos.

I A nocion de centralidad en teoria de grafos comprende la identificacion de los nodos mas importantes en

3.1 Centralidad de grado

Esta medida analiza la importancia local de un nodo en un grafo, mediante la suma de los pesos de sus aristas
incidentes. Se basa en el nimero de conexiones directas que tiene un nodo con otros nodos. Esta medida es
relevante para identificar los nodos que tienen mayor cantidad de enlaces directos en una red, proporcionando
una vision bésica pero significativa de su relevancia estructural.

Laformula general para la centralidad de grado (Cp,) de un nodo i es la suma de los pesos de las aristas incidentes,
como se muestra:

Cp(i) = Z Agj
JIG)EE
donde A;; representa el peso de la arista entre los nodos iy j, y E es el conjunto de todas las aristas del grafo.

Esta suma de pesos proporciona una medida cuantitativa de cdmo de conectado estad un nodo en comparacién
con los demés.

Un nodo con un alto valor de centralidad de grado tiene un gran nimero de vecinos (conexiones directas). En
grafos de similitud ponderada (grafos con pesos), un nodo con alta centralidad de grado esta estrechamente
relacionado con sus vecinos debido a los altos pesos de las aristas incidentes. Esto lo convierte en un nodo crucial
para la comunicacion y difusion de informacion dentro de la red.

Para redes dirigidas, es importante considerar tanto la centralidad de entrada como la centralidad de salida (véase
1.2.2 Grado).

Sin embargo, la centralidad de grado tiene la limitacion de no capturar los efectos de cascada en la red, es decir,
no considerar que un nodo puede ser mas importante si sus vecinos también son importantes. Este tipo de
influencia se refleja mejor en otras medidas de centralidad, como la centralidad de vector propio, que toma en
cuenta la importancia de los vecinos de un vértice.

3.2 Centralidad de cercania

Esta medida analiza la velocidad de propagacion de la informacién desde un nodo al resto de nodos de la red,
mediante la inversa de la suma de los caminos mas cortos a otros nodos (s;;), segin la expresion que sigue:

-1
= ) s
JEV
donde V es el conjunto de todos los nodos del grafo.

Los nodos que estan cerca de otros en promedio tienen alta centralidad de cercania. Estos nodos pueden tener
una influencia més directa sobre los demas, ya que pueden comunicarse rapidamente con cualquier otro nodo
en lared. Esta caracteristica los hace especialmente importantes para funciones como la difusion de informacion
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y la coordinacion dentro de la red, aumentando su valor estratégico en la estructura del grafo.

Un ejemplo ilustrativo de la centralidad de cercania se encuentra en la red de actores de cine, donde dos actores
estan conectados si han trabajado juntos en una pelicula. En esta red, Christopher Lee tiene la centralidad de
cercania mas alta (0.4143), lo que le permitié entrar en el Libro Guinness de los Récords en 2007 por tener el
mayor nimero de créditos en pantalla. Por otro lado, Leia Zanganeh, una actriz irani de cine y teatro, tiene una
centralidad de cercania baja (0.1154), indicando que estd menos conectada en esta red especifica.

En este caso, se destacan dos limitaciones de la centralidad de cercania.

Primero, abarca un rango dinamico muy pequefio, lo que puede limitar su capacidad para distinguir claramente
entre la importancia relativa de los nodos. Esto significa que, frecuentemente, los valores de centralidad de
cercania para diferentes nodos estan muy cerca unos de otros, dando lugar a una dificil ordenacion de los nodos
segun su importancia relativa. Incluso si un nodo es ligeramente mas central que otro, la diferencia en sus valores
de centralidad de cercania puede ser tan pequefia que no se aprecie una diferencia significativa en términos
practicos.

Segundo, en grafos no conexos (grafos en los que hay algun nodo aislado), la centralidad de cercania es cero
para todos los nodos, ya que no existen caminos que conecten todos los nodos. Esto limita su aplicabilidad en
este tipo de redes, porque la centralidad de cercania se calcula como la suma de las distancias mas cortas desde
un nodo a todos los demas, y si no existe una ruta entre ciertos nodos, la distancia entre ellos es infinita (la suma
de distancias infinitas elevadas a -1 da lugar a division entre infinito, resultando en 0).

Se concluye por tanto que la medicién de la centralidad de cercania solo es (til en redes conexas.

3.3 Centralidad de intermediacion

Esta medida analiza la influencia que tiene un nodo sobre el flujo total de informacidn que se transmite a segundo
nodo dentro de la misma red, mediante la identificacion de los nodos que se encuentran en los caminos mas
cortos entre muchos pares de nodos, haciéndolos influyentes en la comunicacién y el flujo de datos en la red.

La expresién empleada que se muestra a continuacién realiza la medicion calculando la proporcidn de caminos
que llegan a un nodo k desde un nodo j pasando por un nodo i en comparacién con todos los caminos que llegan
a k desde j. Es decir, en qué medida los caminos que llegan a k estan precedidos por un paso por i:
ojk (1)
O'.
jkev ik
j#i*k

Cp(i) =

donde ajy, representa el nimero de caminos mas cortos que van de j ak y gy (i) al nmero de caminos mas
cortos de j a k que pasan por i.

El siguiente ejemplo puede ayudar a afianzar el concepto de centralidad de intermediacién. En la red de
actores de cine, un personaje destacado es el actor espafiol Fernando Rey, quien tiene la centralidad de
intermediacion mas alta, con un valor de 7.47 * 108. Esto es asi porque Fernando Rey participd en muchas
peliculas francesas, americanas y espafiolas, conectando asi diferentes subredes de actores, lo cual le hizo
adquirir una centralidad de intermediacion muy alta y servir como un puente critico en la red.

Como contrapunto, cabe destacar que la centralidad de intermediacion no es una medida de la conectividad
general de un nodo, sino mé&s bien de su peso sobre el total de flujo de informacion de la red: un nodo puede
tener alta intermediacion, aunque no cuente con muchos vecinos.

3.4 Interpretacion de resultados a partir de la centralidad de grado, cercania e
intermediacion

La centralidad de grado en una red social revelaria quién tiene mas conexiones, es decir, quién tiene mas amigos
en la red. Esto hace de los nodos con alta centralidad de grado nodos potencialmente superiores en influencia
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social (nétese el término potencialmente: es un nodo con capacidad de llegar a muchos otros pero que no tiene
por qué hacerlo; podria ejemplificarse en una persona con muchos amigos, pero con carécter timido o sin interés
por difundir informacion, por el motivo que sea).

La centralidad de cercania indica quién puede llegar rapidamente a todos los demés en la red, directa o
indirectamente. Esto es relevante en la difusion rapida de la informacién en la red social. Los nodos con alta
centralidad de cercania destacan por su eficiencia para la distribucién de la informacién rapidamente a través de
lared.

La centralidad de intermediacion da una idea sobre el poder de transmision o la influencia en el flujo de
informacion a través de una red, actuando como un puente entre diferentes grupos. Un nodo con alta centralidad
de intermediacidn cobra especial relevancia en la comunicacion entre grupos separados dentro de la red, por ser
esenciales en la cohesion social. De la misma manera, en una red social, revela los "puntos de corte™ del grafo,
es decir, los nodos cuya eliminacion causaria la divisién de la red en maltiples componentes.

La centralidad de grado revela la popularidad, la centralidad de cercania indica la eficiencia en la difusién de
informacidn, y la centralidad de intermediacion sefiala la influencia en la comunicacién entre grupos.

3.5 Centralidad de vector propio

Esta medida tiene su base en la combinacion lineal de la centralidad del conjunto de nodos que rodean a otro
nodo (centralidad de los vecinos). Unos pocos vecinos con mucha importancia pueden tener mas influencia que
otro conjunto mayor de vecinos con menos importancia. De esta forma, un nodo es considerado central si esta
conectado a otros nodos centrales. Esto se concreta en la siguiente expresion:

N1 .
Ce(i) = 7 Z AijCs())
(LDEE
donde 4 es el valor propio correspondiente. En la expresion lo que queda dicho es que la centralidad de un nodo

es proporcional a la suma de la centralidad de sus vecinos. Si eres amigo de muchas personas cuya influencia en
la red es pequefia o nula, tu centralidad no es potenciada a consecuencia de tu vinculo con ellos.

Esta definicion lleva a un problema de autovectores, en el que Cg es el autovector dominante de la matriz de
adyacencia, la cual, recordemos, representa las conexiones entre nodos de la red.

3.6 Analisis de la centralidad y el poder en redes: influencia de la Familia Medici en
Florencia en el siglo XV

Después de lo ya desarrollado, es facil entender que la centralidad en las redes otorga un poder significativo, el
caso de los Medici puede servir para ilustrar este andlisis. Su alta centralidad de intermediacion les permitié
dominar las estructuras politicas y sociales de Florencia, convirtiéndose en la familia mas influyente de su
tiempo. Una respuesta razonable a por qué los Medici fueron la familia més influyente en la Florencia del siglo
XV puede encontrarse en la estructura politica y de amistad de la época. Segun el estudio “Centrality and
network flow” de Padgett y Ansell en 1993, la familia Medici alcanz6 un alto nivel de influencia debido a su
alta centralidad en la red social y politica de Florencia.

La familia Medici se encontraba ligada a muchas otras tanto en lo familiar como en lo politico y social. La red
de Florencia en ese momento estaba compuesta por diversas familias nobles que establecian alianzas politicas y
sociales a través de matrimonios y acuerdos comerciales. Los Medici lograron posicionarse estratégicamente en
esta red, formando conexiones clave que les permitieron acceder y controlar la informacién y los recursos. [14]

37



38



4 APLICACION 12: TEORIA DE GRAFOS CON
MATLAB

el programa MATLAB. Para ello comenzaremos explicando como se pueden definir grafos, hacer sus
representaciones gréficas y solicitar informacion relevante sobre los vértices. A continuacion,
estudiaremos el problema de la conexion en grafos tanto orientados como no orientados.

E n esta primera aplicacién vamos a explicar cdmo dar los primeros pasos en la Teoria de Grafos utilizando

4.1 Primeros pasos con Matlab

411 Definir grafos

Comencemos explicando como podemos definir un grafo. MatLab nos permite definir grafos de dos maneras,
de forma matricial y de forma vectorial. A continuacion explicamos como hacerlo en cada uno de los casos.
41.1.1  Definir un grafo de forma matricial

Comenzamos definiendo una matriz cuadrada A, de manera que su dimensién coincida con el nimero de vértices
del grafo. Si queremos definir simplemente un grafo y no una red, la matriz A es justamente la matriz de
adyacencia asociada al grafo, de manera que para cada par de vértices i, j:
_ {O Sii—j

YT siipj
Ahora bien, si queremos definir unared (esto es, un grafo en el que cada arco tenga asignado un valor numérico),
lamatriz A sera la matriz de adyacencia con pesos. Esto significa que el valor a;; sera Osi el arcoi — j no existe,
y tomard un valor real no nulo si el arco existe y tiene asignado dicho peso.

Una vez definida la matriz de adyacencia con pesos, debemos tener en cuenta si el grafo es orientado o no
orientado. En el caso de grafos orientados, utilizaremos la instruccién:

> G = digraph(A)

Por otra parte, si el grafo es no orientado, la matriz de incidencia A deberia de ser simétrica (a;; = a;;). En este
caso, utilizaremos la instruccion:

» G = graph(4)

Si la matriz introducida es no simétrica y utilizamos la instruccién graph, MATLAB dara un error, indicando
que para construir un grafo no orientado es necesario utilizar una matriz simétrica.

Ejemplo 4.1. Consideremos el grafo orientado &'y su grafo no orientado asociado que denotaremos por #;
definidos en la Figura 23. Como podemos ver, cada arco tiene asociado un peso. En el caso de los arcos 2—3
y 3—2, ambos tienen asociado el mismo peso 2.
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Figura 23 Grafo orientado G (izquierda) y su grafo no orientado asociado (derecha), denotado por F. Para el
grafo orientado, el peso de los arcos 2—3 y 3—2 es en ambos casos de 2.

Las matrices de adyacencia con pesos de estos grafos, que denotaremos por A,y A, vienen dadas por:

0 2 3 0 o0 0 2 3 00

{0 0 2 1 Ow {2 0 2 1 0\
Aj=10 2 0 0 0|;4,=]3 2 0 0 0
0 o o 0o 010 0 o0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

Como podemos observar, la matriz A,, al estar asociada a un grafo no orientado, es simétrica. Para
introducirlas en MatLab, usamos las siguientes drdenes:

>> A1=[02300;00210;02000;00000;00000];
>> A2=1002300;20210;32000;01000;00000];

Una vez introducidas las matrices de incidencia con pesos, podemos de definir los grafos orientados y no
orientados, respectivamente, mediante:

>> G =digraph(Al)

G =

digraph with properties:
Edges: [5x2 table]
Nodes: [5x0 table]

>> G = graph(A2)

F =

graph with properties:
Edges: [4x2 table]
Nodes: [5x0 table]

Como vemos, la salida nos informa de que el grafo orientado G tiene 5 arcos y 5 nodos, mientras que el grafo
no orientado F sigue teniendo 5 vértices, pero solamente 4 aristas (los arcos 2—3 y 3—2 dan lugar a la misma
arista).

A la hora de de definir un grafo, podemos estar interesados en dar un nombre a cada uno de los vértices. Por
ejemplo, si cada vértice representa una ciudad, una localizacion, . . . Para introducir dichos nombres,
simplemente necesitamos definir un vector de caracteres que contenga los nombres de cada Vértice. Por
supuesto, el tamarfio del vector debera de coincidir con el nimero de vértices del grafo. Para un grafo con tres
nodos la instruccion seria:

>> Nodos = {Nodo 1',"Nodo 2',"Nodo 3'};
>> G = digraph(4, Nodos)

En el caso de un grafo no orientado, simplemente sustituiriamos la instruccion digraph por la instruccion graph.
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Una vez definido el grafo, podemos solicitar por pantalla la informacion referida a los vértices, a los
arcos/aristas o a los pesos mediante las instrucciones:

>> (.Nodes
>> (G.Edges
>> (G.Edges.Weight

Ejemplo 4.2. Continuando con el Ejemplo 4.1, cada nodo hace referencia a un aeropuerto, mientras que los
arcos hacen referencia a conexiones entre aeropuertos, y su peso serd el tiempo de vuelo. En el caso del grafo
/#no orientado, cada arista haré referencia a la presencia de una conexion entre ambos aeropuertos y en ambas
direcciones, mientras que para el grafo & orientado cada arco /—/hace referencia a la existencia de un vuelo
desde el aeropuerto /hasta el aeropuerto /. En este caso, podriamos introducir esta informacion de la siguiente
manera:

>> A1=[02300;00210;02000;00000;00000];

>> Nodos = { Aeropuerto 1',"Aeropuerto 2'," Aeropuerto 3'," Aeropuerto 4'," Aeropuerto 5'};
>> G = digraph(Al, Nodos)

G

digraph with properties:

Edges: [5x2 table]

Nodes: [5x0 table]

>> (G.Nodes

ans =

Name

‘Aeropuerto 1'
‘Aeropuerto 2’
‘Aeropuerto 3’
‘Aeropuerto 4'
‘Aeropuerto 5’
>> (G.Edges
ans =

EndNodes Weight

‘Aeropuerto 1' “Aeropuerto 2’

2
‘Aeropuerto 1' "Aeropuerto 3’ 3
‘Aeropuerto 2' “Aeropuerto 3' 2
‘Aeropuerto 2' “Aeropuerto 4’ 1
‘Aeropuerto 3' “Aeropuerto 2" 2

De esta manera disponemos de la informacion relativa tanto a los nodos como a los arcos. Analogamente
podemos proceder con el grafo no orientado F.
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4.1.1.2

Definir un grafo a través de los arcos

Para definir grafos usando arcos/aristas, distinguiremos una vez mas entre grafos orientados y no orientados:

a)

b)

Grafos orientados:

En este caso, definimos dos vectores, un vector s y un vector t, ambos con tamafio igual a m (el nimero
de arcos en el grafo), de manera que s(i) y t(i) indican los vértices inicial y final del i-ésimo arco,
respectivamente. A continuacion, definimos el grafo utilizando la siguiente instruccion:

» G = digraph(s,t)

Ademas, si queremos afiadir pesos a los arcos, podemos definir un vector peso de manera que en la
posicion i asigne el peso del arco s(i)—t(i). La instruccion a utilizar seria en este caso:

» G = digraph(s,t,peso)

Grafos no orientados: En este caso, volvemos a definir dos vectores s y t, ambos con tamafios igual a m
(el nimero de aristas), de manera que s(i) y t(i) indican los vértices inicial y final de la i-ésima arista.
En este caso, el orden en el que pongamos los vértices inicial y final es indiferente y solamente lo
introduciremos una vez (por ejemplo, laarista 1 - 2 se puede introducir como 1-2 0 2 - 1, pero solamente
se introducirla en una ocasién). La orden que debemos utilizar es:

» G = graph(s,t)
Al igual que en el caso de grafos orientados, si queremos afiadir pesos, utilizariamos la instruccion:

>» G = graph(s,t,peso)

Ejemplo 4.3. Continuemos con los grafos &'y #del Ejemplo 5.1 definidos en la Figura 23. Si queremos definir
el grafo & utilizando los arcos, debemos definir los vectores s, t y peso de manera que la componente Z-sima
contenga los vértices inicial y final del arco #ésimo y el peso de dicho arco:

>> s=[11223];
>> t=[23342];
>> peso=1[23212];

Con el orden introducido, estariamos diciendo que el primer arco es 1—2 con un peso de 2, el segundo arco
1—3 con un peso de 3 y asi sucesivamente. Por ultimo, definiriamos el grafo G mediante la expresion:

>> G = digraph(s,t,peso)

G

digraph with properties:
Edges: [4x2 table]
Nodes: [5x0 table]

En el caso del grafo no orientado F, hemos de introducir en los vectores s y t los vértices de cada arista. Una
posibilidad para hacerlo seria la siguiente:

>>s=[1122];
>> t=[2334];
>> peso =[2321];

Y definimos el grafo no orientado mediante:

>> F = graph(s,t,peso)

F

graph with properties:
Edges: [4x2 table]
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Nodes: [4x0 table]

Al igual que hicimos en el caso de grafos definidos a través de la matriz de incidencia con pesos, cuando
definimos el grafo a través de los arcos también podemos asignar nombres a los vértices. En este caso, debemos
introducir los vectores s y t que definen los arcos/aristas del grafo, a continuacién un vector de pesos y un Gltimo
vector de caracteres con los nombres de los vértices. En el caso de un grafo orientado con 3 vértices, la expresion
seria:

>> Nodos = {{Nodo 1',"Nodo 2',"Nodo 3'};
>> G = digraph(s,t,peso, Nodos)

En el caso de grafos no orientados, simplemente sustituiriamos la instruccién digraph por graph. Al igual que
hicimos anteriormente, una vez definido el grafo podemos utilizar los comandos G.Nodes y G.Edges para
obtener por pantalla la informacion sobre los vértices y los arcos/aristas, respectivamente.

Hemos visto como definir grafos usando o bien la matriz de incidencia o bien los arcos. En ambos casos, el grafo
obtenido es el mismo, asi que utilizaremos la manera que en cada caso nos resulte mas cémoda.

41.2 Modificacion de vértices y arcos/aristas

Una vez definido un grafo (tanto orientado como no orientado), podemos realizar ciertas operaciones como
afadir o quitar vértices y/o arcos/aristas. Explicamos a continuacion como realizar cada una de las operaciones:

a) Anadir vértices. Para afiadir vértices a un grafo G, utilizaremos la instruccion addnode, donde debemos
especificar el nombre del grafo creado y, o bien el nimero de Vértices a crear, o bien un vector de
caracteres con los nombres de los nuevos vértices. Si por ejemplo deseamos afadir dos nodos,
podriamos utilizar una de las siguientes instrucciones:

>> H = addnode(G, 2)
>> H = addnode(G,{’Nodo 1',"Nodo 2'})

En el primer caso afiadird dos vértices que los numerara continuando con la numeracion presente en G,
mientras que con la segunda instruccién crearia dos vértices a los que llamaria Nodo 1 y Nodo 2. En
ambos casos, el nuevo grafo se almacenaria con el nombre H.

b) Eliminar vértices. La eliminacion de vértices en un grafo G se hace mediante el comando rmnode. En
dicho comando se debe de especificar el grafo al que hacemos referencia, asi como los vértices a
eliminar. Si éstos estdn simplemente numerados, se indicara el nimero correspondiente a dichos
vértices; si por contra los vértices tienen un nombre en forma de caracteres, utilizaremos un vector de
caracteres para indicar los vértices que deseamos eliminar. Por ejemplo, si se desea eliminar de un grafo
G el vértice numerado como 3, usaremos la expresion:

H = rmnode(G, 3)
Hay que decir que al eliminar un vértice, inmediatamente se eliminan también todos los arcos
incidentes en él.

c) Afadir arcos. Para afiadir arcos utilizaremos una expresion similar a la utilizada para definir los grafos
a través de los arcos. El comando a utilizar es addedge, donde indicaremos el nombre del grafo y a
continuacion dos vectores s y t que contendran, en el caso de grafos orientados, los vértices inicial y
final de los arcos a afiadir, respectivamente, mientras que en el caso de grafos no orientados s y t
simplemente contendran los vértices que definen los arcos asi como un vector de pesos. Por ejemplo, si
deseamos afiadir los arcos 3—5y 2—1, con los pesos 4 y 5, respectivamente, usaremos las siguientes
instrucciones:

>> s =[32];
>> t=[51];
>> peso = [45];
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>> H = addedge(G, s, t,peso)

En caso de que los vértices hayan sido nombrados con caracteres, los vectores s y t serdn también
vectores de caracteres.

d) Eliminar arcos. Para eliminar arcos de un grafo usaremos la expresion rmedge. En dicha expresion
debemos de indicar el nombre del grafo y, al igual que en el apartado anterior, los vectores s y t que
definan los arcos/aristas a eliminar. Por ejemplo, si se desea eliminar los arcos 3—1y 3—4, se utilizaran
los siguientes comandos:

>> s =[33];
>> t=[14];
>> H =rmedge(G,s,t)

Una vez mas, si los vértices tienen un nombre en forma de caracter, los vectores sy t seran vectores de
caracteres indicando los arcos/aristas a eliminar.

Ejemplo 4.4. En el grafo orientado G definido en el Ejemplo 4.1, podemos observar que el Aeropuerto 5 no
tiene conexiones con ninguno de los otros aeropuertos, asi que podemos eliminarlo de nuestro grafo:

>> G2 = rmnode(G, { Aeropuerto 5'})

Ademas, dado que el vuelo desde el Aeropuerto 1 al Aeropuerto 2 ha perdido un gran nimero de viajeros en
los ultimos meses, la compafiia que operaba este vuelo lo ha cancelado. Hemos de eliminar por tanto este arco:

>> (3 =rmedge(G2,{ Aeropuerto 1'},{ Aeropuerto 2'})

Sin embargo, para no perder su presencia en el Aeropuerto 1, la compafiia ha decidido crear una nueva
conexion tanto de ida como de vuelta desde el Aeropuerto 1 a un nuevo aeropuerto que llamaremos Aeropuerto
6. El tiempo de vuelo es de 1.5 horas, tanto para la ida y la vuelta:

>> G4 = addnode(G3,{ Aeropuerto 6'})

>> G5 =
addedge(G4,{ Aeropuerto 1'," Aeropuerto 6'},{' Aeropuerto 6',"Aeropuerto 1'},[1.5 1.5])

Con esto, el nuevo grafo obtenido (que finalmente ha sido llamado G5), se puede representar graficamente
como muestra la Figura 24.

Figura 24 Grafo G5 modicado tras afiadir y eliminar aeropuertos y conexiones.

Otros dos comandos que pueden ser de ayuda son numnodes y numedges, que nos indican el nimero de vértices
y de arcos que hay el grafo, respectivamente. En el Ejemplo 4.4 anterior, si queremos saber el nimero de vértices
y de arcos que hay en el grafo final obtenido (llamado G5), simplemente utilizaremos las siguientes
instrucciones:

>> numnodes(G5)
5
>> numedges(G5)
6
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41.3 Representacion grafica

Una vez definido un grafo en MATLAB, podemos hacer su representacion grafica. Esto se puede hacer de
manera sencilla mediante el comando plot, indicando el nombre del grafo que estamos trabajando. Si el grafo se
ha almacenado con el nombre G, utilizaremos la instruccion:

>> plot(G)

La instruccion plot permite hacer una primera representacion del grafo en MATLAB. Sin embargo, tenemos
varias opciones para mejorar el gréfico obtenido.

a) Layout. Podemos solicitar que MATLAB dibuje los vértices y arcos de manera diferente, utilizando el
comando layout con algunas de las siguientes opciones: ‘circle’, *force’, 'layered, 'subspace’. Por ejemplo:

>> h=
plot(G) # Almacenamos el grafico con el nombre h para referirnos a él a continuacion.

>> layout(h, force")

b) Labeledge. En un grafico podemos afiadir un nombre a cada uno de los arcos. Por ejemplo, podemos
estar interesados en afiadir a cada arco su peso. En tal caso usariamos el comando:

>> labeledge(h, 1: numedges(G), peso)
De esta manera, a cada uno de los arcos les asignara el valor del vector peso.

¢) Highlight. Con este comando podemos remarcar nodos o arcos de un grafo no orientado, para
dibujarlos en distinto color o tamafio. Por ejemplo, para un grafo no orientado cuya figura se almacen6
bajo el nombre de h, para remarcar en rojo los vértices 1 y 2 en color rojo, utilizamos la instruccion:

>> highlight(h,[12],"NodeColor',"r")

Si por contra queremos remarcar varios arcos/aristas, indicaremos dos vectores s y t donde, al igual que
hemos hecho en otras ocasiones, indicaremos los veértices inicial y final de los arcos/aristas. Por ejemplo,
si en un grafo orientado queremos remarcar en rojo los arcos 1—2 y 2—3, usariamos la instruccion:

>> highlight(h,[12],[2 3], EdgeColor','r")
Una vez ejecutada la instruccion nos aparecera una nueva pantalla con el grafico solicitado.

Ejemplo 4.5. Continuemos con el grafo modificado G5 que hemos construido en el Ejemplo 4.4 y que hemos
representado graficamente en la Figura 24. Si queremos gque MatLab lo represente graficamente, utilizamos la
instruccion:

>> h = plot(G5)

Si por ejemplo queremos que en cada arco aparezca el tiempo de vuelo y ademas queremos remarcar en rojo
las conexiones de ida y vuelta, es decir, los vuelos de ida y vuelta entre los aeropuertos 1y 6 y entre los
aeropuertos 2 y 3, usaremos la siguiente instruccion:

>> labeledge(h, 1: numedges(G5), peso)

>> highlight(h,{ Aeropuerto 1',"Aeropuerto 6'," Aeropuerto 2'," Aeropuerto 3'},

{*Aeropuerto 6',"Aeropuerto 1',"Aeropuerto 3',"Aeropuerto 2'},"EdgeColor','r")

Obtendremos por pantalla la representacion grafica que podemos observar en la Figura 25.
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Figura 25 Representacion gréfica de MatLab del grafo G5.

Informacion sobre el grafo

Cuando hayamaos definido el grafo, podemaos solicitar informacion sobre él. Distinguiremos los casos de grafos
orientados y no orientados.

4.1.41

Grafos orientados

Comencemos con un grafo orientado G. Sobre él podemos calcular los indices de incidencia de entrada y de
salida, asi como los antecesores y predecesores de cada vértice.

a)

b)

d)

Grado de incidencia de entrada. Recordemos que, para cada vértice, este nimero indica el nimero
de arcos que tiene a dicho vértice como Vértice final. Para calcularlo, utilizaremos el comando indegree:

>> indegree(G)

Grado de incidencia de salida. El grado de incidencia de salida de un vértice dado es el nimero de
arcos que tienen a dicho vértice como Vvértice de entrada. Para calcularlo utilizaremos la instruccién
outdegree:

>» outdegree(G)

Predecesores de un vértice. Los predecesores de un vértice i son los vértices j de manera que j—i es
un arco. Para calcularlo utilizaremos la instruccion predecessors, indicando el nombre del grafo y el
vértice sobre el que queremos calcular sus predecesores. Por ejemplo, para calcular los predecesores del
vértice 1, usaremos la instruccion:

>> predecessors(G,1)

Si los Vvértices vienen nombrados como caracteres, llamaremos al vértice usando su nombre
como caracter. Por ejemplo, para calcular los predecesores del vértice "Nodo 1":

>> predecessors(G,'Nodo 1")

Sucesores de un vértice. Los sucesores de un vértice i son los vértices j de manera que i—; es un arco.
Para calcularlo utilizaremos la instruccion sucessors, indicando el nombre del grafo y el vértice sobre
el que deseamos trabajar. Al igual que en el apartado anterior, para indicar el nodo lo haremos a través
de su numero o de su nombre caracter, segun venga expresado. Por ejemplo, para calcular los sucesores
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del vértice 1, usaremos la instruccion:
>> sucessors(G,1)

e) Determinar si hay ciclos. El grado En muchas ocasiones nos interesara saber si el grafo considerado
es aciclico o si, por contra, tiene ciclos. Para ello, simplemente usaremos la instruccion isdag, indicando
el nombre del grafo:

>> isdag(G)

Ejemplo 4.6. Continuemos una vez mas con el grafo que hemos modificado en el Ejemplo 4.4. Para calcular
los grados de incidencia de entrada y de salida, podemos calcularlos mediante la instruccion:

>> [indegree(G5), outdegree(G5)]
ans =

12

12

21

10

11

Asi, obtenemos los grados de incidencia de entrada (primera columna) y de salida (segunda columna) de cada
uno de los vértices. En el lenguaje de nuestro ejemplo, los grados de incidencia de entrada y de salida de un
aeropuerto i indican el nimero de aeropuertos desde los cuales se puede volar al aeropuerto i y el nimero de
aeropuertos a los que se puede volar desde el aeropuerto i, respectivamente. Por otra parte, podemos calcular
los predecesores y sucesores de cada vértice. En nuestro caso, por ejemplo, para el Aeropuerto 1, los
predecesores son los aeropuertos desde los que se puede volar al Aeropuerto 1 mientras que los sucesores son
los aeropuertos a los que se puede volar desde el Aeropuerto 1:

>> predecessors(G5, Aeropuerto 1")
ans =

‘Aeropuerto 6

>> successors(G5, Aeropuerto 1")
ans =

‘Aeropuerto 3’

‘Aeropuerto 6'

Concluimos por tanto que al Aeropuerto 1 solamente se puede volar desde el Aeropuerto 6, pero desde el
Aeropuerto 1 se puede volar tanto al Aeropuerto 6 como al Aeropuerto 3.

Por ultimo, nos interesa saber si en este grafo hay ciclos. Para ello usamos la instruccion:

>> isdag(G5)

ans =

0

Eso significa que el grafo no es aciclico al tener algun ciclo. Esto no es sorprendente, puesto que ya sabemos
que hay un vuelo de ida y vuelta entre los aeropuertos 1y 6.

41.4.2 Grafos no orientados

En el caso de grafos no orientados, podemos calcular tanto el grado de incidencia como los
precedesores/sucesores (que en el caso de grafos no orientados coinciden).

a) Grado de un vértice. El grado de un vértice i es el nimero de vértices j de manera que i—; es una
arista del grafo. En este caso, calcularemos los grados de los vértices de un grafo G mediante la
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instruccion degree:
>> degree(G)

b) Predecesores/Sucesores de un veértice. Dado que estamos trabajando con grafos no orientados, los
sucesores y predecesores son equivalentes. Para calcularlos, usaremos el comando neighbors, indicando
el nombre del grafo y el vértice del que queremos calcular los predecesores/sucesores. Al igual que
ocurria en el caso de grafos orientados, el vértice se indicara mediante nimero o caracter, en funcién de
cdmo estén definidos. Por ejemplo, para calcular los predecesores/sucesores del vértice 4, usaremos la
instruccion:

>> neighbors(G5,4)

41.5 Representacion matricial

Como hemos visto en las clases de teoria, un grafo se puede representar de manera matricial de varias formas.
Las representaciones matriciales son muy Utiles porque nos permiten simplificar los calculos. Con MATLAB
podemos calcular las matrices de adyacencia y de incidencia vértice-arco:

a) Matriz de adyacencia. Como vimos al inicio de este capitulo, es la matriz cuadrada que tiene tantas
filas y columnas como vértices hay en el grafo, y definida por a;; = 1 sii—jesunarcoo a;; = 0 en
otro caso. Para calcular la matriz de adyacencia, usaremos el comando adjacency:

>> adjacency(G)

Usando esta expresion nos indicara los arcos que tiene el grafo. Si queremos que nos muestre la matriz
completa, debemos afiadir el comando full:

>> full(adjacency(G))

b) Matriz de incidencia vértice-arco. Esta matriz solamente se puede calcular para los grafos orientados.
Esta matriz tiene tantas columnas como vértices y tantas filas como arcos, y en el elemento m;, toma
el valor 1, si i es el vértice inicial del arco e; m;, toma el valor -1 si i es el vértice final del arco e, y
toma el valor 0 en otro caso. Para calcularla, utilizaremos el comando incidence:

>> incidence(G)

Al igual que en el apartado anterior, por pantalla nos mostraréa una lista con los arcos (i, j) y nos indicara
el valor 1 o -1 segun el vértice inicial sea i 0 j, respectivamente. Una vez mas, si queremos la matriz
completa debemos utilizar la instruccién full:

>> full(incidence(G))

Ejemplo 4.7. Continuemos con el grafo del Ejemplo 4.4. Vamos a calcular sus matrices de adyacencia y de
incidencia vértice-arco:

>> adjacency(G5)
ans =

Gy 1
(32) 1
(1,3) 1
23) 1
24) 1
(1,5 1
>> full(adjacency(G5))

ans =
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00101
00110
01000
00110
10000
>> incidence(G5)

ans =
(1,1) -1

31 1

(1,2) -1

52) 1

(2,3) —1

33) 1

24) -1

44 1

25 1

(35 -1

(1,6) 1

(5,6) —1

>> full(incidence(G5))
ans =

-1-1 0 0 0 1
0 0-1-1 1 O
1 0 1 0-1 0
0 0 0 1 0 O
0 1 0 0 0-1

Concluimos que las matrices de adyacencia (A) y de incidencia vértices-arco (M) vienen dadas por:

0 01 0 1 -1 -1 0 0 0 1

0 1.1 0 0 0 -1 -1 1 0

A=]10 1 0 0 Oo|;M=] 1 0 1 0O -1 O
0 0o o 0O 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 O 0 1 0 0 0 -1

41.6 Conexion
Una vez que ya hemos explicado cémo definir grafos y hacer operaciones basicas con ellos, podemos estudiar
la conexion. Recordemos brevemente el significado de la conexion en grafos orientados y no orientados:

a) Conexién en grafos no orientados. Un grafo no orientado es conexo cuando existe una cadena entre
cada par de vértices.

b) Conexién débil en grafos orientados. Un grafo orientado es débilmente conexo cuando su grafo no
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orientado asociado es conexo.

c) Conexién en grafos orientados. Un grafo orientado es conexo cuando entre cada par de vértices i, j
existe un camino deiajyotro caminodejai.

Cuando un grafo (orientado o no orientado) no es conexo (o débilmente conexo), es interesante conocer cuéles
son las componentes conexas del grafo. Una componente conexa es un subgrafo conexo (o débilmente conexo)
al que no es posible afiadirle un vértice porque perderia esta propiedad.

Con el fin de conocer si un grafo es conexo, y conocer sus componentes conexas, utilizaremos la instruccién
conncomp. VVamos a detallar su uso:

a) Si G es un grafo no orientado, utilizaremos la instruccién anterior en la que Unicamente indicaremos el
nombre del grafo:

>> conncomp(G)

Como resultado, obtendremos un vector con tantos valores como vértices, de manera que para el vértice
i indica a qué componente conexa pertenece. Si solamente hay una componente conexa, el grafo G sera
CoNnexo.

b) Si G es un grafo orientado y queremos estudiar su posible conexion, seguiremos los mismos pasos del
apartado anterior.

c) Si G es un grafo orientado y queremos ver si es débilmente conexo, esto es, si su grafo no orientado
asociado es conexo, usaremos la siguiente instruccion:

>> conncomp(G, Type',"weak")

En este caso, indicamos que el tipo de conexion es débil (weak), y por pantalla nos volvera a sacar un
vector indicando la componente conexa a la que pertenece cada vértice.

Ejemplo 4.8. En el Ejemplo 4.4 teniamos un grafo orientado en el que teniamos varios aeropuertos e
indicabamos las conexiones existentes entre ellos. Pasamos a continuacion a estudiar la conexion en este grafo:

>> conncomp(G5)

ans =

12231

De esta manera obtenemos que hay 3 componentes conexas en este grafo:
- Componente conexa 1: Aeropuerto 1, Aeropuerto 6.
- Componente conexa 2: Aeropuerto 2, Aeropuerto 3.
- Componente conexa 3: Aeropuerto 4.

Asi vemos que se pueden hacer viajes de ida y vuelta entre los aeropuertos 1y 6, y entre los aeropuertos 2 y 3.
Estudiemos a continuacion la conexion débil de este grafo:

>> conncomp(G5, Type','weak")
ans =
11111

Esto significa que el grafo es débilmente conexo. El significado es que, si todo vuelo de ida tuviese un vuelo de
vuelta, el grafo seria conexo, es decir, se podrian hacer vuelos de ida y vuelta entre cada par de aeropuertos.

4.2 Ejemplo ilustrativo

Escogeremos las calles principales del barrio sevillano de Los Remedios para analizar la correcta interpretacion
del tréfico.
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Figura 26 Distribucion del trafico en los Remedios.

1. Virgen de Lujan
2. Virgen de las Montafias
3. Virgen de La Estrella
4. Virgen de Araceli
5. Virgen de Robledo
6. Padre Damian
7. Virgen de Monserrat
8. Virgen de Guaditoca
9. Adolfo Suérez
10. Virgen de la Oliva
11. Virgen del Aguila
12. Virgen de la Antigua
13. Juan Ramon Jiménez
14. Virgen de la Cinta.

Hemaos escogidos estas calles porque segun Tréafico son las méas conflictivas.

Vamos a crear matriz de incidencia dirigida. La notacion ha de entenderse como A(i,j) refiriéndose a la conexion
existente 0 no entre los vértices i y j en el sentido i—j. De esta forma, por usar un primer ejemplo, el primer

término definido a continuacion nos permite representar y notar que desde la calle Virgen de Lujan (1) puede
accederse directamente a la calle Virgen de Las Montafias (2):

A(1,2) = 1; A(2,1) = 0;
A(1,3) = A(3,1) = 0;
A(1,4) = A(4,1) = 0;
A(1,5) = A(5,1) =0;
A(1,6) =0; A(6,1) = 1;
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A7) =1; A(7,1) = 0;
A(1,8) = A(8,1) = 0;
A(1,9) =1; A(9,1) = 0;
A(1,10) = 1; A(10,1) = 1;
A(1,11) = 0; A(11,1) = 1;
A(1,12) = A(12,1) = 0;
A(1,13) = 1; A(13,1) = 0;
A(1,14) = A(14,1) = 0;

Hasta aqui, se han establecido las conexiones de la calle Virgen de Lujan (1) con el resto de calles del barrio, en
ambos sentidos.

La calle Virgen de las Montafias (2) s6lo conecta con la calle Virgen de Lujan (1), por lo que se define:
A2, k) =A(k,2)=0; k=3,..,14

La calle Virgen de la Estrella (3) conecta con la calle Padre Damian (6) y Juan Ramén Jiménez (13)
A(3,6) = 1;

A(3,13) = 1;

A(13,4) = A(4,6) = 1; resto cero.

Desde Virgen de Araceli (4) sélo se puede acceder a Virgen de Robledo (5) (s6lo se tienen en cuenta las calles
que se han incluido en el estudio del grafo, por eso no se declara el acceso a/desde Asuncion y Elcano):

A(4,5) = 1; resto cero.

Desde calle Adolfo Suarez (9) se puede acceder a Padre Damian (6), y desde Padre Damian se puede acceder a
Virgen de la Antigua (12) y Virgen de la Cinta (14):

A(9,6) = A(6,12) = A(6,14) = 1; resto cero

Desde Virgen de Montserrat (7) se puede acceder a Virgen de Guaditoca (8) y Adolfo Suarez (9). Asimismo,
desde Virgen de Guaditoca también se puede acceder a Adolfo Suarez:

A(7,8) = A(7,9) = 1;
A(89) =1;

La calle Adolfo Suérez es accesible desde la calle Virgen de la Oliva (10), y también da acceso a Virgen del
Aguila (11). De igual manera, la calle Virgen de la Oliva da acceso a Virgen del Aguila, y es accesible desde la
calle Virgen de la Cinta (14). Desde Virgen del Aguila se puede acceder a Virgen de la Antigua (12) y a Virgen
de la Cinta (14).

A(10,9) = A(9,11) = 1;
A(10,11) = A(14,10) = 1;
A(11,12) = A(11,14) = 1;

La calle Juan Ramon Jiménez (13) da acceso a Virgen de la Antigua (12) y Virgen de la Cinta (14). Desde
Virgen de la Antigua puede accederse a Virgen de la Cinta (incorrecto).

A(13,12) = 1;
A(12,14) = 1;
A(13,14) = 1;

Al ejecutar las siguientes érdenes de Matlab obtenemos las respuestas que se muestran:

>> conncomp(G, 'Type','weak")
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ans =

11111 111111111
>> conncomp(G)

ans =

2 41 2 3 2 2 2 2 2 2 2 22

En estas respuestas se nos indica que el grafo es conexo (débilmente) pero que hay 4 componentes (4 subgrafos
conexos maximales; recordatorio: significa que no estan contenidos en ningun subgrafo conexo). En particular,
si no existiesen los cruces segundo, tercero y quinto, no habria problemas de circulacion para llegar a todos los
puntos.

Vamos a calcular los predecesores y sucesores de dichos vértices para analizar la situacion:
- Vértice 2 (Virgen de las Montafias): veamos sus sucesores y predecesores.

Resulta:

>> successors(G,?2)

ans =

0 X 1 empty double column vector
>> predecessors(G,2)
ans =
1

Esta respuesta nos hace saber que desde Virgen de las Montafias no puede accederse a ninguna otra
calle, y a ella sélo puede accederse desde Virgen de Lujan (1). Luego hay una calle que nos lleva a la
calle en cuestion. Por tanto, es claro que debemos dar a la calle Virgen de las Montafias (2) doble sentido.
Es decir:

A1) =1

- Vértice 3 (Virgen de la Estrella): Hacemos lo mismo. Esta calle tiene dos sucesores, Padre Damian (6)
y Juan Ramon Jiménez (13), accesibles desde Virgen de la Estrella. Para hacer accesible esta Gltima,
Nos basta hacer que Padre Damién sea accesible desde Juan Ramon Jiménez y Virgen de la Estrella
para asegurarnos una buena circulacion, aunque bastaria con uno de los dos:

A(3,6) = A(13,6) = 1

- Vértice 5 (Virgen de Robledo): tiene un sucesor que es el nodo correspondiente a Virgen de Araceli (4)
y ningun predecesor, por lo que deberemos darle doble sentido estableciendo que:

A(5,4) = 1;
Afiadimos las direcciones correspondientes. Tenemos:
» conncomp(G)
ans =
1 1111111111111

Dado que en este ejemplo cada arco no tiene asociado un peso, con la matriz de adyacencia podemos definir el
grafo en MATLAB:

>> G = digraph(4)

G =

digraph with properties:
Edges: [18x2 table]
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Nodes: [13x0 table]

Nos indica que tenemos 13 Vértices (cruces) y 18 arcos (direcciones). Este grafo se puede representar
gréaficamente con la instruccién:

>> h = plot(G)

Fruto de este modelaje, se obtiene de MATLAB la siguiente representacion del grafo en la Figura 27.
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Figura 27 Representacion grafica de MATLAB del grafo G correspondiente a la planificacion de tréafico que
resultaria en la mejor conexion del barrio de Los Remedios.
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5 APLICACION 22: ARBOLES MAXIMALES DE
MINIMO COSTO

utilizando MATLAB. Recordemos que un arbol es un grafo no orientado, conexo y aciclico. Partiremos
de un grafo no orientado G = (V, A) y unos pesos p de manera que cada arista e tiene asociado un peso
Pe, Y €l objetivo serd buscar un subgrafo de G que sea un arbol y que minimice el valor total de los pesos.

En este capitulo vamos a ver como podemos calcular el &rbol maximal de minimo costo (AMMC)

5.1 Resolucion con MATLAB

5.1.1 El comando minspantree

El comando con el que resolveremos el problema de encontrar un AMMC es minspantree (del inglés, Minimum
spanning tree). De esta manera, si hemos definido un grafo no orientado G, simplemente hemos de indicar lo
siguiente:

>> T = minspantree(G)

Es conveniente almacenar el resultado, en este caso le asignamos el nombre T, puesto que la salida de esta
instruccion es un nuevo grafo, de hecho, un subgrafo de G, que solamente contiene los arcos que minimizan el
valor total del arbol. Una vez que ya tenemos el arbol T, sobre él podemos obtener toda la informacion que
deseemos, al igual que hemos hecho en la aplicacién 1. Por ejemplo, si queremos conocer qué aristas se han
incluido en este subgrafo, utilizamos la instruccion:

>> T.Edges

Si el grafo original lo hemos definido indicando las aristas con los vectores s y t, y el vector peso para indicar
los pesos, podemos hacer una representacion grafica del grafo y su AMMC:

>> G = graph(s,t, peso)

>> h = plot(G)

>> labeledge(h, 1: numberedges(G), peso)
>> T = minspantree(G)

>> highlight(h, T, EdgeColor’',"red")

Con la tercera instruccion afiadimos los pesos a las aristas, mientras que con la quinta nos marcard las aristas del
arbol en color rojo.

En ocasiones, podemos estar interesados en crear un AMMC partiendo de un vértice dado. En tal caso, dicho
vértice se indicara como raiz. Si por ejemplo el vértice elegido es el tercero, la instruccion a utilizar sera:

>> T = minspantree(G, Root’,3)
Por defecto, salvo que se indique el vértice inicial, se tomara como raiz al primer vértice.

Hemos de notar que, si el grafo introducido no es conexo, el comando minspantree solamente calcula el AMMC
asociado a la componente conexa a la que pertenece su raiz (que como hemos comentado es el primer vértice,
salvo que se indique otra cosa). Cuando el grafo original no es conexo, una posibilidad es calcular el bosque de
menor valor. En tal caso, MATLAB calculara el AMMC para cada una de las componentes conexas. Para
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calcular el bosgue en vez del arbol, podemaos utilizar la siguiente instruccion:
>> T = minspantree(G,'Type', forest")
Ejemplo 5.1. Consideremos el grafo no orientado que aparece en la Figura 28.

Figura 28 Grafo del Ejemplo 5.1.

Definamos este grafo en MATLAB:
>>s=[112445];
>>t=[233566];

>> peso=[312123];

>> G = graph(s,t,peso)

G =

graph with properties:
Edges: [6x2 table]

Nodes: [6x0 table]

Obviamente, este grafo no es conexo, como podemos comprobar:
>> conncomp(G)

ans =

111222

Si utilizamos el comando minspantree sin especificar la raiz, tomara como tal al vértice 1, obteniendo el
siguiente resultado:

>> T1 = minspantree(G)
T1 =

graph with properties:
Edges: [2x2 table]

Nodes: [6x0 table]

>> T1.Edges

ans =

EndNodes Weight
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Como vemos, el arbol creado solamente hace referencia a los vértices de la primera componente conexa,
formada por los vértices 1, 2 y 3, dejando a los vértices 4, 5y 6 como Vértices aislados. Por contra, si ahora
buscamos el AMMC indicando como raiz al vértice 4, obtenemos lo siguiente:

>> T2 = minspantree(G, ;' Root’, 4)
T2 =

graph with properties:

Edges: [2x2 table]

Nodes: [6x0 table]

>> T2.Edges

ans =

EndNodes Weight

4 5 1
4 6 2

En este caso, el arbol solamente hace referencia a los vértices de la segunda componente conexa (vértices 4, 5
y 6). En este segundo caso, los vértices 1, 2y 3 han quedado aislados. Si por contra, en vez de solicitar un arbol,
solicitamos el bosque, el resultado es el siguiente:

>> F = minspantree(G, Type','forest")
F =

graph with properties:

Edges: [4x2 table]

Nodes: [6x0 table]

>> F.Edges

ans =

EndNodes Weight

1 3 1
2 3 2
4 5 1
4 6 2

En este ultimo caso, nos ha calculado el AMMC en cada una de las componentes, y juntos forman el bosque de
unién de valor minimo. En la Figura 29 podemos ver la representacion de los grafos T;, T, y F obtenidos en
este ejemplo.
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Grafo T1, calculado usando 1 como raiz: Grafo T2, calculado usando 4 como raiz:

©) ® @ @ @———®

® ® S,

Grafo F, calculado utilizando la opcién forest:

H——(®

®

Figura 29 Grafos T1 and T2 obtenidos utilizando el comando minspantree con los nodos 1y 4 como raices,
respectivamente (figura de arriba a la izquierda y derecha, respectivamente). En la figura inferior se muestra el
bosque de unién de valor minimo.

5.1.2 Opciones del comando minspantree
En el apartado anterior ya hemos visto algunas de las opciones gue tiene el comando minspantree, como son las
siguientes:

a) Root. Nos permite especificar la raiz del arbol.

b) Forest. Para grafos inconexos, calcula el AMMC en cada componente conexa y forma con ellos un
bosque.

Otras opciones interesantes son las siguientes:

a) Tipo de algoritmo. Por defecto, el comando minspantree utiliza el algoritmo de Prim, que comienza
en laraiz y va afiadiendo aristas mientras recorre el grafo. Si queremos especificar el tipo de algoritmo,
debemos de utilizar la opcidn dense, para el algoritmo de Prim, y sparse, para el algoritmo de Kruskal,
que ordena las aristas seguin su peso y a continuacion afiade los vértices. Por ejemplo, para especificar
el algoritmo de Kruskal, debemos utilizar la expresion:

>> T = minspantree(G, Method', sparse")

b) Lista de predecesores. Ademas de obtener el AMMC como salida, también podemos solicitar un
segundo vector que contiene los predecesores de cada nodo, comenzando a partir de la raiz. En tal caso,
la raiz no tiene predecesor, y por tanto le asigna el valor 0.

>> [T,pred] = minspantree(G)

Ejemplo 5.2. Continuando con el grafo del Ejemplo 5.1 representado en la Figura 29, podemos volver a
solicitar el bosque de unién de valor minimo afiadiendo también la lista de predecesores:

>> [F,pred] = minspantree(G, Type', forest")
F =
graph with properties:
Edges: [4x2 table]
Nodes: [6x0 table]
pred =
031044
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El significado del vector pred es el siguiente: los vértices 1y 4 tienen asignado el valor 0, puesto que ambos
han sido tomados como raices (cada uno de su componente conexa); el predecesor del vértice 2 es el 3, y el
predecesor del vértice 3 es el 1; el vértice 4 es el predecesor de los vértices 5y 6.

5.2 Ejemplo ilustrativo

Consideremos un ejemplo de un conjunto de pueblos del Aljarafe con los pesos que son funcidn de las distancias
y la calidad de la carretera.

0 5551.110 E5lR.220 23330 444D

Figura 30 Sistema de carreteras el aljarafe.

El objetivo es, por tanto, minimizar la longitud de la linea, lo que reducira costes tanto de instalacion como de
mantenimiento. En nuestros términos, lo que hemos de hacer es encontrar uyn AMMC.

Los datos son:

(1) Mairena - (2) San Juan: 0,48

(2) San Juan - (3) Tomares: 0,86

(5) Castilleja de la Cuesta - (6) Camas: 0,45
(1) Mairena - (3) Tomares: 0,53

(3) Tomares - (4) Bormujos: 0,5

(3) Tomares - (6) Camas: 0,78

(1) Mairena = (4) Bormujos: 0,56

(3) Tomares > (5) Castilleja de la Cuesta: 0,45
(6) Camas - (7) Castilleja de Guzman: 0,51
(8) Valencina - (6) Camas: 0,73

(8) Valencina = (7) Castilleja de Guzman: 0,35
(8) Valencina - (9) Gines: 0,55

(9) Gines - (5) Castilleja de la Cuesta: 0,61
(9) Gines - (4) Bormujos: 0,5

60



(9) Gines > (6) Camas: 1,09

(9) Gines - (10) Espartinas: 0,79
(11) Salteras = (8) Valencina: 0,35
(10) Espartinas - (11) Salteras: 0,35

Comencemos definiendo el grafo:
>>s=[12513313688899991110];
>>t=[23634645767954610811];
> peso = [0.48 0.86 0.45 0.53 0.5 0.78 0.56 0.45 0.51 0.73 0.35 0.55 0.61 0.5 1.09 0.79 0.35 0.35];
>> G = graph(s, t, peso,{'0’,’A’,'B’,'C’,'D’,"E,'F','G','H’,'T','T'})
G =
graph with properties:
Edges: [18 x 2 table]
Nodes: [11 x 1 table]
>> h = plot(Q)
>> labeledge(h, 1: numedges(G), peso)

De esta manera hemos definido el grafo y hemos obtenido la representacion grafica de la Figura 31.
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Figura 31 Representacion gréfica de MatLab sistema de carreteras entre Pueblos del Aljarafe.

Se busca a continuacion el AMMC. Una vez definido el grafo, el uso del comando minspantree permite obtener
el arbol maximal de minimo costo, que corresponde con el arbol de menor peso dentro del grafo definido.

>> T = minspantree(G)
T =
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graph with properties:
Edges: [10 X 2 table]
Nodes: [11 X 1 table]

A continuacion, mediante el comando T.Edges, se solicita la informacién referente a las aristas que ha

seleccionado para formar parte del arbol:
>> T.Edges

ans

10 x 2 table

EndNodes

Weight

{101} {IAI}
{IOI} {IBI}
{/B/} {Icl}

{'B}
{c’}
{D}
{'E'}
{'F}
{6
{1}

{'D'}
{'H}
{’E}
{F}
{6}
{17}
{77}

0.48
0.53
0.5
0.45
0.5
0.45
0.51
0.35
0.35
0.35

También puede solicitarse la matriz de adyacencia mediante el comando adjacency(T) o la matriz completa,
mediante full(adjacency(T)). Si se quiere representar graficamente el AMMC, pueden utilizar la siguiente
instruccion, mediante la cual se destaca el mismo en rojo en la Figura 32:

>> highlight(h,T,'EdgeColor’,'red")
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Figura 32 Arbol de unién de menor valor para el sistema de carreteras del Aljarafe.
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6 APLICACION 3°: CAMINOS Y CADENAS DE
MENOR VALOR

refiere. En particular, hemos visto como definir grafos, afiadir y/o modificar arcos y/o vértices, como hacer
representaciones graficas y cdmo analizar la conexién. En esta aplicacion vamos a ver cémo utilizar
MATLAB para resolver el problema de la ruta més corta o camino de menor valor (CMV).

En la primera aplicacion hemos dado los primeros pasos en MATLAB en lo que a la Teoria de Grafos se

Recordemos la formulacion del problema de la ruta mas corta: comenzamos con una red R=(V,A,p) conexa, es
decir, un grafo conexo con vértices V' y arcos A, ademas de un vector de pesos p que asigna a cada arco e un
peso p,., de manera que todo Vértice es alcanzable desde cualquier otro vértice. El objetivo es, dado un par de
vértices i y j, encontrar el camino/cadena que va desde i a j de manera que tenga asignado un menor valor: si el
camino esta formado por los arcos ey, ..., e, se trata de minimizar el valor del camino p, + - + p,, . Como
hemos visto en el primer capitulo de teoria, hay varios algoritmos que nos permiten resolver este problema:

- Sitodos los pesos son no negativos, el mejor algoritmo es el de Dijkstra.

- Si hay algun peso negativo, el problema tendré solucién si no hay ciclos de valor negativo. En tal caso,
hemos de utilizar el algoritmo de Floyd.

Hemos de notar que, si el grafo es no orientado, el CMV existe solamente si los pesos son no-negativos. Por lo
tanto, en tal caso se utilizaria el algoritmo de Dijkstra.

A continuacion pasamos a explicar como resolver el problema de la ruta més corta utilizando MATLAB.

6.1 Resolucion con MATLAB

6.1.1 El comando shortestpath

Partimos de un grafo G que podemos definir como hemos visto en la primera aplicacion. Este grafo tiene
asociado un vector de pesos que asigna un valor a cada arco/arista. La orden con la que MATLAB nos permite
resolver el problema del CMV es shortestpath. En esta orden hemos de especificar tres valores: el nombre que
le hemos dado al grafo y dos vectores, sy t, de manera que obtendremos el CMV desde el vértice s(i) hasta el
vértice t(i).

>> shortestpath(G,s,t)
Obtendremos por pantalla los vértices que forman el camino de menor valor buscado.

Ejemplo 6.1. Consideremos el grafo representado graficamente en la Figura 33. En este grafo, que tiene seis
vértices y diez arcos, nos interesa encontrar un camino de menor valor desde el primer vértice hasta el vértice
6.
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Figura 33 Grafo orientado con pesos.

Para definir el grafo, se ordenan las siguientes instrucciones:
>> s=[1123344566];

>>t=[2431456235];

>> peso=[172321243105];
>> G = digraph(s,t,peso)

G =

digraph with properties:

Edges: [10x2 table]

Nodes: [6x0 table]

La representacion gréafica del grafo definido, incluyendo los pesos, se obtiene mediante la expresion vista en la
aplicacion:

>> h = plot(G, Layout’, layered")

>> labeledge(h, 1: numedges(G), peso)

De esta manera se obtiene la representacion gréfica de la Figura 34.
A continuacion, se resuelve el problema del CMV:

>> CMV = shortestpath(G,1,6)

CMV =

12346
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Figura 34 Representacion gréafica de MATLAB del grafo definido en la figura anterior.

El CMV portantoes 1 -2 — 3 — 4 — 6, conunvalorde 1 +2 + 2 + 4 =29. En la Figura 37 tenemos la
representacion gréafica del CMV entre los vértices solicitados realizada por MATLAB utilizando las siguientes
instrucciones:

>> highlight(h,CMV,'EdgeColor’,'r")

7
6 *
1‘
5 2 ™|
e Vi
4 *s
2
3 ™| e | *y
A
| 8
2 L 73 ~
ftn
1 o5
0 ; y ) g y
05 1 15 2 25 3 35

Figura 35 Representacion grafica de MATLAB del grafo definido en la figura anterior con el camino de menor
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valor (dibujado en rojo).

Utilizando la representacion inicial de la Figura 33, el camino de menor valor se representa en la figura que
sigue:

3

Figura 36 Grafo orientado con pesos

Como se ha comentado, si el grafo G es no orientado, el CMV existira si los pesos tienen valores no negativos.
En caso de utilizar el comando shortestpath con un grafo no orientado con pesos negativos, se obtendra el
siguiente error:

Error using graph/shortestpath
Graph edge weights must be nonnegative

En dicho mensaje, ya se advierte que no es posible utilizar el comando shortestpath al haber aristas de valor
negativo. De la misma manera, si el grafo es orientado y hay pesos negativos, el CMV existira si no hay ciclos
de valor negativo. En caso de que si haya ciclos de valor negativo, MATLAB también devolvera un mensaje de
error advirtiendo del ciclo de valor negativo.

Figura 37 Grafo orientado con un ciclo de valor negativo.

Ejemplo 6.2. Consideremos el grafo definido en la Figura 37. Dicho grafo puede ser definido de la siguiente
manera:

>> A=[010;001;-300];
>> G =digraph(A)

G =
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digraph with properties:

Edges: [3x2 table]

Nodes: [3x0 table]

Ahora, si se quisiera calcular un CMV desde el vértice 1 al vértice 3, se ha de emplear el comando a
continuacion y se obtendria la siguiente salida:

>> shortestpath(G,1,3)

Error using digraph/shortestpath

Shortestpath distance undefined because the graph contains a negative cycle of

length — 1 (nodes 123 1).

Inmediatamente, MATLAB identifica un ciclo de valor negativo: 1 — 2 — 3 — I, conunvalorde 1 + 1 -3 =-
1. Por lo tanto, no existe dicho CMV.

Si el grafo introducido no es conexo, MATLAB calcula el CMV siempre que los dos vértices introducidos estén
en la misma componente conexa.

6.1.2

Opciones del comando shortestpath

El comando shortestpath tiene algunas opciones muy interesantes que se detallan a continuacion:

a)

b)

Longitud del CMV. Ademas de obtener como salida del comando shortestpath el CMV, también
puede solicitarse la longitud de dicho camino. Para ello simplemente han de utilizarse las siguientes
instrucciones:

>> [CMV,d] = shortestpath(G,s,t)

Bajo el nombre de CMV guardara un vector con los vértices que forman el CMV. Ademas, con el
nombre d almacenaré la longitud de dicho camino, que no es mas que la longitud de CMV menos uno.

Comando shortestpath por defecto. EI comando shortestpath tiene algunas opciones adicionales. Por
defecto, si solamente lo utilizamos como hemos explicado en el apartado 6.1.1, ocurriré lo siguiente:

a. Silos pesos son positivos, utilizara el algoritmo de Dijkstra.

b. Si hay pesos negativos, utilizara el algoritmo de Bellman-Ford. Evidentemente, este caso
solamente se puede utilizar para grafos no orientados.

c) Algoritmo de Dijkstra. Si queremos utilizar el algoritmo de Dijkstra, tendremos que utilizar el

comando shortestpath con las siguientes opciones:
>> shortestpath(G,s,t,'Method','positive")

De esta manera forzamos a MATLAB a que utilice dicho algoritmo. Ahora bien, hemos de tener en
cuenta que dicho algoritmo solamente funciona cuando los pesos son no negativos. Si forzamos a
MATLAB a utilizar el algoritmo de Dijkstra en un grafo con pesos negativos, nos dara el siguiente
error:
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d)

6.1.3

Error using digraph/shortestpath
Method value can be "positive’ only if all edge weights are nonnegative.

Algoritmo de Bellman-Ford. Al igual que en el apartado anterior, también podemos forzar a
MATLAB a que utilice el algoritmo de Bellmand-Ford. En tal caso, la instruccion a utilizar seria:

>> shortestpath(G,s,t,'Method',"mixed")

Esta opcidn la podremos utilizar siempre que el grafo sea orientado. Sin embargo, en el caso en que los
pesos sean no negativos, ya sabemos que el algoritmo de Dijkstra seria mas eficiente.

Grafos aciclicos. Para grafos aciclicos, hay un algoritmo mas eficiente que los de Dijkstra y Bellman-
Ford. Para utilizar este algoritmo, utilizaremos el comando:

>> shortestpath(G,s,t,'Method','acyclic")

Recordemos que, como vimos en la primera préactica, el comando isdag nos permite saber si un grafo
es aciclico. Por lo tanto, lo correcto seria primero ver si el grafo es aciclico con la instruccion isdag y,
en caso de que asi sea, utilizar este método que sera mas eficiente que la opcion que viene por defecto."

Problema de la ruta mas corta

Si en un grafo lo que buscamos es simplemente el camino més corto entre dos vértices, en el sentido de tener
que utilizar el menor nimero posible de arcos, tenemos dos opciones:

a)

b)

La primera opcién es asignar pesos iguales a 1 a todos los vértices. De esta manera, el valor del camino
sera justamente el nimero de arcos utilizados.

Otra opcion seria utilizar el comando shortestpath indicando como método la opcion unweighted:

>> shortestpath(G,s,t,"Method', " unweighted")

6.2 Ejemplo ilustrativo

Consideraremos el siguiente ejemplo descrito basado en la bahia de Cadiz que esta formada por varios ntcleos
de poblacion importantes:

NUCLEO URBANO IDENTIFICADOR
CADIZ 1
SAN FERNANDO 2
CHICLANA 3
CONIL 4
CHIPIONA 5
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SANLUCAR 6
PUERTO REAL 7
PUERTO DE SANTA 8
MARIA
BARRIO JARANA 9

A continuacion, se analizan los caminos de menor valor desde Cadiz a cada uno de los otros ocho nicleos
principales. Antes de nada, ha de definirse el grafo en MATLAB:

>>s=[11112233455677788899];
>>t=[27891324368518915717];
>> peso =[20203030201515252550195079 2010 2035203010];
» G = graph(s,t, peso)
graph with properties:

Edges: [18 x 2 table]

Nodes: [9 x 0 table]
>> h = plot(G)

En la Figura 38 se representa la bahia de Cadiz de manera esquematica. Los vértices del 1 al 9 representan los
nlcleos de poblacion antes comentados. Ademas, los pesos asociados a las aristas son los tiempos gque un
vehiculo tarda en recorrer esa arista.
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Figura 38 Representacion grafica de MATLAB del grafo asociado a la Bahia de Cadiz

A continuacion, vamos a calcular los CMV desde Cadiz (vértice 1) hasta cada uno de los otros ocho nlcleos
urbanos principales:

>> P2 = shortestpath(G,1,2)
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P2 =
1 2
>> highlight(h, P2,'EdgeColor’,'r',’ LineWidth', 1.5)

De manera analoga puede hacerse con la conexion con el resto de poblaciones, obteniéndose la tabla siguiente
en la que se representan los resultados de los calculos de los CMV desde Cadiz (vértice 1).

Desde Hasta CMmv Longitud del Distancia

camino (en min)
Cadiz SAN FERNANDO lo2 1 20
Cadiz CHICLANA 123 2 35
Cadiz CONIL 12304 3 60
Cadiz CHIPIONA 1l=8e5 2 70
Cadiz SANLUCAR 18546 3 79
Cadiz PUERTO REAL le7 1 20
Cadiz PUERTO DE SANTAMARIA lo7<38 2 40
Cadiz BARRIO JARANA/ lo7e9 2 35

MARQUESADO

La representacion grafica del CMV desde Cadiz (vértice 1) hasta San Fernando (vértice 2) y de Puerto Real
(vertice 7) hasta Conil (vértice 4) pueden observarse en las siguientes figuras.
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Figura 39 Representacion gréafica de MATLAB del grafo asociado a la Bahia de Cédiz y el camino mas corto
entre Cédiz y San Fernando.
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Figura 40 Representacion grafica de MATLAB del grafo asociado a la Bahia de Cédiz y el camino mas corto
entre Puerto Real y Conil.
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7 APLICACION 42: FLUJO DE VALOR MAXIMO

Para ello, tendremos un grafo G y un vector de pesos p que a cada arco e le asignara un peso pe. En este

tema el peso de cada arco representara la capacidad de dicho arco. Tenemos por tanto que encontrar la
manera Optima de asignar el flujo, de manera que este valor sea maximo y que en cada vértice intermedio entre
y salga la misma cantidad de flujo.

En esta cuarta aplicacion vamos a ver cémo resolver el problema de calcular un flujo de valor maximo.

7.1 Resolucion con MATLAB

7.1.1 El comando maxflow

Partimos MATLAB dispone del comando maxflow que nos permite resolver facilmente el problema del flujo
maximo. Su uso es muy sencillo y solamente hemos de indicarle los vértices inicial y final (los vértices fuente y
salida, utilizando la misma notacion que en las clases de teoria). Si s y t denotan, respectivamente, la fuente y la
salida de la red, la expresién a utilizar seré:

>> maxflow(G,s,t)

De esta manera obtendremos el valor del flujo méximo permitido por esa red. Sin embargo, lo més interesante
de dicho comando no es que calcule el valor del flujo méaximo, sino que nos proporciona el grafo asociado al
flujo méximo, esto es, el grafo en el que a cada arco se le asigna como peso el valor del flujo, siempre que el
flujo sea no nulo. Para ello, utilizamos la siguiente instruccion:

>> [flujo, Grafo] = maxflow(G,s,t)

Bajo el nombre de flujo se almacenara el valor del flujo maximo, y Grafo el grafo asociado a este flujo. Con este
nuevo grafo podemos utilizar todos los comandos vistos en la primera practica, como por ejemplo los relativos
a la representacion gréfica.

Ademas de obtener el flujo maximo y su grafo asociado, también es posible obtener por pantalla el corte de valor
minimo. Para ello debemos afiadir dos argumentos de salida, donde se almacenaran los vértices de la parte inicial
y final del corte, respectivamente:

>> [flujo, Grafo, cortelnicial, corteFinal] = maxflow(G,s,t)

Ejemplo 7.1. Consideremos el grafo representado en la Figura 41. El primer paso sera definir este grafo en
MATLAB:

>> s=[11233];

>> t=[23424];

>> cap = [34225];

>> G = digraph(s,t,cap)

G =

digraph with properties:

Edges: [5x2 table]
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Nodes: [4x0 table]

Figura 41 Grafo del Ejemplo 7.1.

A continuacion, para calcular el flujo maximo entre los vértices 1 y 4, asi como su grafo y corte minimos
asociados, utilizamos la siguiente instruccion:

>> [flujo, Grafo, cortelnicial, corteFinal] = maxflow(G,1,4)
flujo =

6

Grafo =

digraph with properties:
Edges: [4x2 table]
Nodes: [4x0 table]
cortelnicial =

1

2

corteFinal =

3

4

Vemos por tanto que el valor del flujo maximo es de 6 unidades, y ese flujo maximo se obtiene con el corte
formado por los vértices 1y 2y los vértices 3 'y 4. Vamos a pedir por pantalla los arcos del grafo asociado al
flujo maximo para ver de qué manera se reparte el flujo:

>> Grafo.Edges
ans =

EndNodes Weight

2
4
2

Sow N

1
1
2
3 4 4

Eso significa que para obtener el flujo maximo hemos de asignar el valor 2 a los arcos 1 — 2y 2 — 4y el valor
4 alos arcos 1 — 3y 3 — 4. En la Figura 44 hemos representado en rojo los valores del flujo maximo y hemos
puesto en linea discontinua el corte de valor minimo:
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Figura 42 Grafo del Ejemplo 7.1 con su flujo méximo (en rojo) y corte minimo (en linea discontinua).

7.1.2 Opciones del comando maxflow
En el apartado anterior ya hemos visto las opciones relativas a los argumentos de salida del comando maxflow.
Ademas de estas opciones, también nos permite indicar el tipo de algoritmo que deseamos utilizar:

a) El algoritmo utilizado por defecto es el de Boykov-Kolmogorov. Para su uso habria que indicar la
opcion searchtrees.

b) Unaalternativa, solamente valida para grafo orientados, es el uso del algoritmo de Ford-Fulkerson. Para
ello deberiamos de indicar la opcién augmentpath.

c) Para utilizar una segunda alternativa, también valida Gnicamente para grafos orientados, deberiamos
utilizar la opcién pushrelabel.

7.1.3 Representacion grafica del flujo de valor maximo

Al igual que hemos visto en las aplicaciones anteriores, una vez resuelto el problema del flujo maximo podemos
utilizar las opciones de las representaciones graficas vistas en la primera aplicacion para indicar cual es el flujo
maximo y el corte minimo. Comenzamos haciendo la representacion grafica del grafo original:

>> h = plot(G)

A continuacion, remarcamos en color (rojo, en este caso) los arcos con un flujo no nulo:
>> highlight(h, Grafo,'EdgeColor’,'red")

Ademas, podemos afiadir a esos arcos remarcados el valor de su flujo asociado:

>> cap = Grafo.Edges. EndNodes;

>> labeledge(h,cap(:,1),cap(:,2),Grafo. Edges. Weight);

Con la primera instruccion almacenamos los vértices inicial y final de cada arco, y con la segunda instruccion
asignaremos a cada arco el valor de su flujo. Por Gltimo, también podemos distinguir el corte de valor minimo:

>> highlight(h, cortelnicial,'NodeColor', blue")
>> highlight(h, corteFinal,'NodeColor'," green")

Con la primera instruccion dibujaremos en azul los vértices de la parte inicial del corte de valor minimo, y con
la segunda instruccion dibujamos en verde los vértices de la parte final del corte.
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Ejemplo 7.2. Continuemos con el Ejemplo 7.1. En la Figura 44 habiamos representado el flujo maximo y el
corte minimo. Utilizando las instrucciones citadas anteriormente, MATLAB realizaria la representacion gréfica
de la Figura 45.

4.5 T T T T T T
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0'5 I I 1 1 1 1
08 1 12 14 16 1.8 2 22

Figura 43 Representacion grafica de MATLAB del flujo maximo del grafo del Ejemplo 7.1.

7.2 Ejemplo ilustrativo

Una compafiia de gas Gas Suco quiere enviar la mayor cantidad posible de petréleo por hora a través de
oleoductos desde el vértice llamado F hasta el vértice llamado S (F=fuente, S=salida.). A lo largo de este
trayecto, el petréleo podria pasar por las estaciones 1, 2 y/o 3. En la Figura 44 hemos representado graficamente
la estructura de estas estaciones, asi como de los vértices inicial Fy final S. Cada uno de los arcos tiene asociado
un namero que indica la capacidad de gas (en millones de litros por hora) que se pueden bombear a lo largo del
arco. El objetivo es por tanto maximizar la cantidad de petroleo enviado desde F hasta S e indicar como deberia
hacerse dicho envio.

Figura 44 Distribucion de las estaciones de la compariia Gas Suco con la capacidad de cada oleoducto.

Como hemos hecho en otras ocasiones, el primer paso sera definir el grafo asociado a las estaciones en
MATLAB:
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>> s=[112234];

>> t=[233455];

>> capacidad =[233421];

>> G = digraph(s,t,capacidad, {'F','Estacion 1',"Estacion 2',"Estaciéon 3','S'})
G =

digraph with properties:

Edges: [6x2 table]

Nodes: [5x1 table]

h = plot(G)

Con esta Ultima instruccion hemos solicitado la representacion gréfica realizada por MATLAB, que podemos
ver en la figura.

O r

s

Figura 45 Representacion grafica de MATLAB del sistema de tuberias de la compafiia Gas Suco.

En términos de grafos y redes, el problema se traduce en encontrar el flujo maximo en esta red:
>> [flujo, Grafo] = maxflow(G,'F',’S")
flujo =

3
Grafo =

digraph with properties:
Edges: [5 x 2 table]
Nodes: [5 X 1 table]

Con esta orden obtenemos el valor del flujo maximo, que es de 3 unidades, es decir, 3 millones de litros a la
hora. Sin embargo, esta informacién es limitada, ya que no nos dice cdmo debemos distribuir el flujo. A
continuacion, vamos a utilizar la misma instruccién maxflow pero solicitando tanto el grafo asociado al flujo
maximo como el corte minimo:

>> [flujo, Grafo, cortelnicio, corteFinal] = maxflow(G,'F','S")
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flujo =
3
Grafo =
digraph with properties:
Edges: [5 X 2 table]
Nodes: [5 X 1 table]
cortelnicio =
4 x 1cell array
{F" }
{'Estacion 1"}
{'Estacion 2"}
{'Estacion 3"}
corteFinal =
1 X 1cell array
{'s'}
>> Grafo.Edges

ans =
5% 2 table

EndNodes Weight
'F' 'Estacion 1’ 1
'F’ 'Estacion 2’ 2
'Estacion 1’ 'Estacion 3’ 1
'Estacion 2" 'S’ 2

'Estaciéon 3" 'S’ 1
Con la Gltima instruccion utilizada Grafo. Edges, sabemos como debemos distribuir el flujo para obtener el
valor del flujo maximo, que ya sabemos que es de 3 millones de litros a la hora:

- Desde la estacion de origen se enviard un millon de litros a la hora a la estacion 1y dos millones a la
estacion 2.

- Desde la estacion 1 se enviara un millén de litros a la hora a la estacion 3.
- Desde la estacion 2 se enviaran dos millones de litros a la hora a la estacion final.
- Desde la estacion 3 se enviara un millén de litros a la hora a la estacion final.

Si queremos la representacion grafica de MATLAB del grafo asociado al flujo maximo, podemos utilizar las
siguientes instrucciones:

>> h.EdgelLabel = {}; # Con esta instruccién eliminamos los valores de la
# capacidad de cada arco.
>> highlight(h,Grafo,'EdgeColor’,'r") # Con esta instruccién remarcamos los

# arcos con valores de flujo no nulo.
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>> cap = Grafo.Edges. EndNodes; # Con esta instruccion guardamos en el
# vector cap los vértices inicial y
# final de cada arco.

>> labeledge(h,cap(:,1),cap(:,2),Grafo. Edges. Weight)

>> highlight(h, cortelnicio,’ NodeColor',' red")

>> highlight(h, corteFinal,'NodeColor','blue")

Las dos Ultimas instrucciones dibujaran los vértices de la parte inicial del corte minimo en rojo y los vértices de
la parte final del corte en azul. La representacion final de MATLAB puede observarse a continuacion.

S r

*s

Figura 46 Representacion gréafica de MATLAB del grafo asociado al flujo méximo en el sistema de tuberias de
la compafiia Gas Suco.

Asimismo, en la Figura 47 se representa el flujo maximo de acuerdo con la representacion original, dibujando
en rojo los arcos utilizados y afiadiendo en rojo el valor del flujo. Ademas, la linea discontinua representa el
corte de valor minimo.

Figura 47 Distribucion del flujo maximo en las estaciones petroliferas de la compafiia Sunco Oil con la
capacidad de cada oleoducto.
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