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Resumen

En este trabajo se ha realizado un resumen de los conceptos fundamentales de la
teoria de grafos, esenciales para abordar problemas de costo. También se han detallado

otros puntos clave como los siguientes:

- Arbol y arborescencia de unién de valor ptimo: en la teoria de grafos un arbol
es un grafo conexo y aciclico, es decir, que no tiene ciclos y todos los vértices
estan conectados. Por otro lado, una arborescencia de union de valor 6ptimo
es un subconjunto de aristas de un grafo que conecta todos los vértices con el
menor peso total posible. La arborescencia de unién de valor 6ptimo busca

minimizar el peso total de las aristas para conectar todos los vértices.

- Camino de menor valor: camino entre dos nodos en un grafo que tiene la
menor suma de pesos en las aristas que lo componen. Es decir, es el camino
mas corto o con el menor costo entre dos nodos especificos en un grafo

ponderado.

- Redes de flujo: grafos dirigidos donde cada arista tiene una capacidad méaxima
de flujo y se busca encontrar la manera mas eficiente de enviar un flujo desde
un nodo fuente a un nodo destino, respetando las capacidades de las aristas y

maximizando el flujo total.

- Administracion de proyectos: Técnicas para planificar, organizar, dirigir y
controlar proyectos representando las actividades como nodos y arcos en un
grafo para facilitar la toma de decisiones y una gestion eficiente que logre

alcanzar los objetivos del proyecto en tiempo y forma.

Ademés se ha explicado cdmo aprovechar la herramienta MatLab para aplicar la
teoria de grafos en la resolucién de problemas, incluyendo comandos para encontrar

arboles de unién y caminos de valor minimo.

En resumen, este trabajo destaca la utilidad de los grafos en la resoluciéon de

problemas cotidianos y resalta la importancia de MatLab para su implementacion.



Abstract

In this work, a summary of the fundamental concepts of graph theory, essential to
address cost problems, has been made. Other key points have also been detailed, such as
the following:

- Tree and optimal value union tree: in graph theory a tree is a connected and
acyclic graph, that is, it has no cycles and all vertices are connected. On the other hand,
an optimal value join tree is a subset of edges of a graph that connects all vertices with
the lowest possible total weight. The optimal value join tree seeks to minimize the total

weight of edges to connect all vertices.

- Path of least value: path between two nodes in a graph that has the smallest sum
of weights on the edges that compose it. That is, it is the shortest path or path with the
least cost between two specific nodes in a weighted graph.

- Flow networks: directed graphs where each edge has a maximum flow capacity
and the aim is to find the most efficient way to send a flow from a source node to a

destination node, respecting the capacities of the edges and maximizing the total flow.

- Project administration: Techniques to plan, organize, direct and control projects,
representing activities as nodes and arcs in a graph to facilitate decision making and

efficient management that achieves project objectives in a timely manner.

In addition, it has been explained how to take advantage of the MatLab tool to
apply graph theory in solving problems, including commands to find union trees and

minimum value paths.

In summary, this work highlights the usefulness of graphs in solving everyday

problems and highlights the importance of MatLab for its implementation.
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1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE

GRAFOS.

Un Grafo es un par G = (V, A), donde V es un conjunto de vertices y A es un

conjunto de aristas. Numero de vértices: n, nmero de aristas: m.

Sea G un grafo con n = 8 vértices y las siguientes v = 8 aristas:
(1,2);(1,3);(1.4) 5 (2,4); (4,5); (4,6) ; (5,6) ; (7,8)

@ ®

Tipos de grafos:
1. Grafo no orientado o no dirigido: Son aquellos en los que el orden de los
pares en las aristas no es importante.
e Una cadena entre los vértices X e y es una sucesion de vértices y
aristas que van desde x a y (0 desde y hasta x).
e Un ciclo es una cadena donde coinciden los vértices de salida y
llegada.
e Engrafos no orientados, no tiene sentido definir grados de incidencia

de entrada o salida.

2. Grafo orientado o dirigido: Son aquellos grafos en los que si importa el



orden
de los pares en las aristas. En estos grafos, las aristas recibiran el nombre de
arcos, y se denotaran por x (Vértice inicial) —y (vértice final).

e Unarco (X, X), es decir, un arco donde los vértices inicial y final
coinciden, se llama bucle.

3. Adyacencia:

e Dos arcos se llaman adyacentes si tienen un veértice en coman.

e Dos Vértices se dicen adyacentes si hay un arco que los conecta.

e Un Vértice se llama aislado si no es adyacente a ningun otro vértice.

4. Incidencia:

e Unarco cuyo veértice inicial o final es x se dice incidente en X.

e El grado de incidencia de un vértice x, denotado por g(x), es el
ndmero de arcos incidentes en él.

e El grado de incidencia de salida (entrada) de un vértice X, denotado
por g + (X) (g - (X)), es el nUmero de arcos que tienen a x como Vértice
inicial (final).

5. Sucesor y antecesor:

e Si(X,Y)esunarco x—vy, y se llama sucesor de x y x se llama
antecesor o predecesor de y.

e ['(x)yTI -(x)denotan los sucesores y predecesores, respectivamente,
del vértice x.

6. Caminos:

e Uncaminode x 1 a x k es una sucesion de vértices y arcos desde x 1
hastaxk:x1,el,x2,e2,...,ek-1,xk, dondeei=(xi,Xi+l).

e Lalongitud de un camino es el nimero de arcos que lo forman.

7. Alcanzabilidad:
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e Un Vértice y es alcanzable desde x si hay un camino de x ay. Si lo
hay, se llamara descendiente de x. DS(x) denota el conjunto de
descendientes de x.

e Asi mismo, x se llamara ascendente de y. AS(x) denota el conjunto
de

ascendientes de X.
8. Circuitos:

e Un circuito es un camino donde coinciden el vértice inicial y

final.

e Al igual que para los caminos, la longitud del circuito es el

nimero de

arcos que lo componen.

Grafo orientado Grafo no orientado
Camino Cadena
Circuito Ciclo
Grado de incidencia de Mo tiene sentido el grado de
entrada/salida incidencia

Matriz de adyacencia:

La matriz de adyacencia del grafo G, denotada por A(G), es una matriz nxn

definida por:

1, if(i.j)eA
ajj — = re
0, if(i.j)¢A

e SiGesnoorientado, la matriz es simétrica'y g(i) es lasuma de la

filaiodela
columna o de la columna i.

e SiGesorientado, g+ (i) eslasumadelafilaiyg- (i) es lasuma
de la columna i. I'(i) esta formado por los vértices asociados a las
columnas con 1 en la fila y T - (i) esta4 formado por los vértices

asociados a las filas con un 1 en la columna i.



Teorema: Si G es un grafo simple y A(G) P denota la potencia p-ésima de la matriz
de adyacencia de G, el valor (a ij P) es el nimero de caminos que hay de longitud
P desde i hasta j.

A (G)P=

O 0O 0O = 4 a 4o
O 00O = 2 4 4
O 0O 00 = s O a4
O 00 00 o0 4 -

&

Oo—-=0

O O O O = =2 =2 N

o O 0O O O o o o

O O O 0O O o0 O O

Conexién para grafos no orientados:
Si un grafo no orientado no es conexo, podemos definir las componentes
conexas: C € V es una componente conexa del grafo si:

e Es posible unir todo par de vértices en C usando una cadena

e Si se afiade un vértice més a C, la propiedad anterior ya no se

cumpliria
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Este grafo no es conexo: por ejemplo, no es posible ir desde 1 hasta

G—=0> -

e Para saber si un grafo no orientado es 0 no convexo, se puede

utilizar el siguiente algoritmo:
= 1°Hacer C=A(G) y k=1

= 20Sj C tiene una fila con todos sus elementos no nulos, el

grafo es conexo.
En otro caso, ir al paso 3.
= 3°Hacer k=k+1:

e 1.-Sik &lt; n, hacer C = C+A(G) k y volver al

paso 2.
e 2.-Sik=n, el grafo no es conexo.
Conexion para grafos orientados:
Se distinguen dos tipos de conexion:

e Conexion débil: un grafo orientado es débilmente conexo si su

grafo no orientado asociado no es conexo.

e Conexion (fuerte): un grafo orientado es fuertemente conexo (0
conexo) si para todo par de vértices i, j existe un camino dei aj

y un camino dejai.




Para saber si un grafo orientado es 0 no convexo, se puede utilizar el siguiente

algoritmo:
A(G) es la matriz de adyacencia del grafo orientado G.
1° Comienzo con un vertice i, y hacer Ds(i) = {i}, As(i) = {i}.
2° Sea k € Ds(i):

- Afiadir a Ds(i) todos los vértices de j de maneraque aij=1en
A(G).

- lterar para todos los vértices de Ds(i).
Sea k € As(i):

- Afiadir a As(i) todos los vertices j de manera que aij = 1 en
A(G).

- lterar para todos los vértices de As(i).

3° La componente (fuertemente) conexa en la que esta el vértice i viene
dada por Ds(i) N As(i).

4° Eliminar de A(G) las filas y columnas que se corresponden a los

vértices de la componente conexa. Volver al paso 1°.

Q A(G)E=

O0—=0

l O O O O = = = N
o O O O =2 4 a0
0O O O O = = = =
o O O 0O =2 a4 O =
o O O O O 9O = =
o O O O =2 = a

- La componente conexa viene dada por Ds(1)n As(1) ={1,2,3,4}.

o O 0O O O o o O
o O O O O O O O

Redes:

e Una red orientada R = (V, A, p) esta formada por un grafo
orientado G = (V, A) y un vector p que a cada arco e le asigna un
18



pesop e.

e Unared no orientada R = (V, A, p) esta formada por un grafo no
orientado G = (V, A) y un vector p que a cada arista e le asigna

un peso p e.
En ambos casos, los pesos indican un valor que puede ser una longitud, un
tiempo, ...

e Unaredno orientadaR = (V, A, p) es conexasi G = (V, A) es un

grafo no orientado conexo.

e Unared orientada R = (V, A, p) es (débilmente) conexa si G =

(V, A) es un grafo orientado (débilmente) conexo.

La matriz de adyacencia con pesos de unared R = (V, A, p), denotada por A(R),

es una matriz nxn definida por:

Pe, Sie=(Ij)EA.
arj . .
0, sie=(i,f)¢A

o O O O O O O N
o O O O O O O =
o O O O O O w o
O O O O N O O O
O O O N W o O O

x=
@
[==]
|
O O O O N = O O

©c ©o O o o o o o

o =2 O O O o O O

2. ARBOL Y ARBORESCENCIA DE UNION DE

VALOR OPTIMO

Arboles y bosques:




e Un bosque es un grafo G = (V, A) no orientado y aciclico

Bosque aciclico

@ O

e Un érbol es un grafo G = (V, A) no orientado, conexo y aciclico

Bosque conexo y aciclico

e Un bosque esta formado por varios arboles
e Laraiz de un arbol es uno de sus vértices

Raiz, nudo, hojas:
e Raiz: vértice “inicial”
e Nudos: vértices “intermedios” que cumplen g(v) > 1

e Hojas: vértices “finales” que cumplen g(v) = 1

20




e Nivel de un Vértice: longitud minima de una cadena desde la raiz al
vértice

: o8 ®

Arbol de unién:

e Dado un grafo G = (V, A) no orientado, un bosque de
union es un bosque G~ = (V, A "), donde A~ < A.

e El bosque de union siempre existe (por ejemplo, con A = @).

Bosque de unidn (elimino aristas discontinuas)

e Dado un grafo G = (V, A) no orientado, un arbol de unién
esunarbolG = (V,A ), donde A < A.

e El arbol de union existe siempre que el grafo G sea conexo.




Arbol de unién (elimino aristas discontinuas)

~ s ~
~ ! 5
~ " »
Y ~
. ’ .
5 ’ S
},_\{ @

Ejemplo de un problema:

e Descripcion:
- Partimos de una red no orientada: R = (V, A, p).
- Buscamos una red no orientada R” = (V, A", p) de manera que
G = (V, A") es un arbol de unién del grafo no orientado G =
(V, A), y de manera que se minimiza Y e€A"pe.

Red no orientada

e Algoritmos:
- Algoritmo de Kruskal: afiade a las aristas de menor valor que

no forman ciclos.
= Partimos de R = (A, V, p) donde G = (V, A) es un grafo
no orientado.
= 1°DefinoA" =@, A=A.
= 2°Seae” una arista de manera que pex = min {pe: € €

A}.
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o Sie" forma ciclo con las aristas en A, elimino
e* de A.
o Sie"no forma ciclo con las aristas de A", afiado
e*a A"y loelimino de A.
= 3°Iterar el paso 2° hasta que A = @.

- Para el problema ejemplo, mediante este algoritmo se obtienen
3 AUVM distintos:

- Algoritmo de Prim: parte de un vértice dado y va afiadiendo
vértices y aristas que minimicen el valor y no formen ciclos.

= Partimosde R= (A, V, p) donde G = (V, A) es
un grafo no orientado y seleccionamos v ¢ V.
= 1°DefinoV ={v}yA =@.
= 2°Seae* = (x* y*) € Ade manera que:
o pe=min{pele=(x,y)conx eV ,ye&
V'3
» P Afadoy*aV ye*aA'".
= 4°Volver al paso 2° hasta que V =V",

- Para el problema ejemplo, mediante este algoritmo se obtiene el
siguiente AUVM:




Raiz de un grafo orientado:

Sea G = (V, A) un grafo orientado

e Un vértice v se dice raiz de salida de G si todo vértice es alcanzable

desde v.

e Un vértice v se dice raiz de entrada de G si v es alcanzable desde

todo otro vértice.

Ejemplo: 1 es raiz de salida y 6 es raiz de entrada

Arborescencias:

Sea G = (V, A) un grafo orientado

e G esunaarborescencia de salida si G es conexo, aciclico y tiene una

raiz de salida.
24



Ejemplo: Arborescencia de salida conraiz 1

e G es una arborescencia de entrada si G es conexo, aciclico y tiene

una raiz de entrada.

Ejemplo: Arborescencia de entrada conraiz 6

®- ®

Arborescencia de Union:

e Dado un grafo orientado G = (V, A), una arborescencia de unién (de
entrada/salida) es una arborescenciaG” = (V, A") (de entrada/salida),
donde A" € A

e Laarborescencia de unidn podria no existir.



Ejemplo: Arborescencia de unién con raiz 1

]
v
=Y
L

Q)

Arborescencia de Unidn de Valor Minimo:

e Partimos de una red orientada R = (V, A, p).

e Buscamos una red orientada R" = (V, A", p) de maneraque G" = (V, A")
es una arborescencia de union del grafo G = (V, A), y de manera que

minimiza ) eeA’pe.

Respecto al ejemplo anterior, la arborescencia de union de valor minimo seria la

siguiente:
Valor: 10
(D———0Q
2
2 - ®)

e AUVM fijado una raiz de salida: Buscamos una red orientada R™ = (V,
A", p) de manera que G” = (V, A") es una arborescencia de unién del
grafo G = (V, A) con una raiz de salida v de manera que minimiza
>eeA’pe.

e AUVM fijado una raiz de entrada: Buscamos una red orientada R™ = (V,

26



A", p) de manera que G” = (V, A") es una arborescencia de union del

grafo G = (V, A) con raiz de entrada v de manera que minimiza ) eeA "pe.

3. CAMINO DE MENOR VALOR

Objetivo:

e  Partimos de una red orientada R = (V, A, p) conexa. Dados dos vertices
i'y j, podemos considerar los caminos que van desde el vértice i al vértice

j. Dado un camino

Piiy o Pipp o Py Pig 1k . Pig .
S RS Jy Ak S i f e AL
el valor del camino es la suma de los pesos de los arcos que lo forman:
Pi,ir + Pit,i2 + ... T Pik-1, ik T Pik, j.

El Camino de Valor Minimo es un camino que minimiza el valor del

camino.

Ejemplo:

Para ir desde elvértice 2 hasta el vértice 3, tenemos, entre
otras, las siguientes opciones:

Camino Valor
3 2 1
2— 44— 1 — 1 6
3 2 2
2—4— 5— 3 7
3 3 2 2
2—+4 —+6—+5 —+3 10

Existencia de camino de menor valor:

El Camino de Menor Valor existira si no hay ciclos de valor negativo. Es decir,



la suma de los pesos de cada camino no puede ser nunca negativa, aunque si

pueden existir arcos con pesos negativos.
Algoritmos para la busqueda del CMV

e Algoritmo de Dijkstra: se puede utilizar siempre que los pesos sean no

negativos (p>=0).

e Algoritmo de Bellman-Ford: se utilizara cuando haya algun peso negativo.

Descripcion del Algoritmo de Dijkstra:

e Objetivo: encontrar un CMV desde el vértice i al resto de vértices.
o 1°Tomamos V' =V \ {i}, y definimos d(v) = o para todo v & V".
o 2°Paratodo v € I'(i), actualizo d(v) = pi, v y defino I(v) = i.
o 3°Seav € V' de manera que d(v) =min {d(j) |j € V'}.
= 1. ActualizoV' =V \{v}.

= 2. Paratodoj € I'(v) NV, actualizo d(j) = min {d(j),
d(v) +pv, j} y defino I(j) = v.

o 4°ltero el paso 3° hasta que V" sea vacio.

1 O
CMV desde el vértice 2 @

al resto de vértices

2 2
2 &, »(8
® 3 3 ®
113|4|5 | 6 Etapas
d ||| 3| o [=:]
Inicial
| 2
d|5|w|3|5]| 6 ) . .
Primera iteracion
I |4 214\ 4
d|5|6|3|5]| 6
Segunda iteracion
{4112 (4] 4
d{s5|6|3|5]|6 _ _
Tercera iteracién
(411121 4] 4
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Descripcion del Algoritmo de Bellman-Ford:

Objetivo: encontrar un CMV desde el vértice i al resto de vértices.

o 1°TomamosV =~ =V ¥{i},y definimos d(v) = o, [(v) = @
para todov e V. Sea k = 1.
o 2°Paratodo vértice (u, v) € A, si d(v) > d(u) + py,v actualizo:

= d(v) =min {d(v), d(u) + pu.v}, I(v) = u.

o 3°Sik=n-1, parar. En otro caso, tomar k = k+1 e iterar el paso 2°.

Etapa final

Cadena de menor valor:

Partimos de una red no orientada R = (V, A, p) conexa. Dados dos
vértices i y j, podemos considerar las cadenas que van desde el vértice i

al vértice j.

Dado una cadena

j‘ pj_:'h .5':1 .l% F'JE 3 .'q p-'k -1 ;".k _.; prk J

Iy )
el valor de la cadena es la suma de los pesos de las aristas que la forman:

Pi iz + Pir iz + ... + Pik-1, ik + Pik, j




La Cadena de Valor Minimo es la que minimiza el valor de la cadena

e Existencia de la cadena de valor minimo:

o La Cadena de Menor Valor existira si no hay aristas de valor

negativo

o Como todos los pesos son no negativos, se puede utilizar el
algoritmo de Dijkstra. Para ello, cada arista i—j se dobla en dos

arcos i—j y j—i.

4. REDES DE FLUJO

Red de flujo:

Consideramos una red orientada R = (V, A, p) cumpliendo las siguientes

propiedades:
e G=(V,A)esun grafo conexo.
e Lo0s pesos son no-negativos y reciben el nombre de capacidad del arco.

e Hay dos veértices llamados fuente (F) y salida (S) de manera que F no tiene

antecesores y S no tiene sucesores.
Flujo:

Partimos de una red de flujo R = (V, A, p). El flujo de valor v es una coleccién

de nimeros que a cada arco (i, j) le asigna un valor fij, cumpliendo:
e Acotacion de flujo: 0 <= fij <= pij.

e Conservacion del flujo: paratodoi € V,

v, sii=F.
Yo fi— Y fi={-v, sii=8
JET (i) kel —(i) 0 en otro caso.
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Red de flujo de valorv=2

40

Corte:

Dada una red de flujo R = (V, A, p) y una participacion B, B de V, el corte de la
red de flujo se denota por (B, B®) y es el conjunto de arcos de A con origen en B
y final B,

e La capacidad de corte (B, B) es el valor:

c(B.B)= 5 p;

ij(B.B°)

e El flujo neto del corte (B, B®) es el valor:

f(B.B)= Y f—- > fa

i€B,jeBenr; ieB.keBerr;




Corte B={F, 1}, B¢ ={2, 3, S}

10

31 :

Capacidad: c(B,B%)=4+3+3=10
Flujo neto: f(B,BC)=0+1+1=2

Relacion flujo-corte:

Teorema: SeaR = (V, A, p) una red de flujo, f un flujo y (B, B®) un

corte. Entonces:
o Elvalor del flujo est& acotado por la capacidad del corte.
o Elvalor del flujo coincide con el flujo neto.

Objetivo: maximizar el flujo. SeaR = (V, A, p) una red de flujo

o Flujo maximo: es un flujo " de manera que cualquier otro flujo f

satisface vf <= v¢=.
o Objetivo: encontrar el flujo méximo en R = (V, A, p).

o Corte minimo: es un corte (B, B) que para otro corte (C, C®)
cumple ¢ (B, B®) <=c¢ (C, C°).

o Se cumple que el valor del flujo méximo es igual a la capacidad

del corte minimo.

Algoritmos:
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Ford-Fulkerson: Algoritmo clasico de etiquetado. Se trata de buscar

caminos de flujo aumentable:

o 1°Consideraun flujo fenlared R = (V, A, p) (por ejemplo, f=0).

Paso 1: consideramos el flujo nulo

40 10

F 1 2
2 0 ‘3’220 20

30

Valor del flujo:v=0

o 2° Denotar por Az el conjunto de arcos no saturados (pij > fij) y
por Az el conjunto de arcos con flujo positivo (fij > 0).

= Etiquetado:
e 1.Se leasigna la etiqueta + al veértice F.
e 2.Siiestaetiquetado, j no esta etiquetado
y (i, j) € A, entonces etiqueto iy (i, j). (i, j) es
un arco de salida.

e 3.Sijno esta etiquetado, i esta etiquetado y (j, i)
Ay, entonces etiquetar j y (j, 1). (J, ) es un arco de

entrada.

e 4. Continuar el etiquetado hasta llegar a S o hasta

que no sea posible etiquetar mas arcos/vértices.




Paso 2: definir A;, A,
Paso 2.1: etiquetar el vertice F
Paso 2.2,2.3,2.4

4,0
F
2,0 3,0
3,0
AI=A
A2=£2i

o 3°Si S no se ha etiquetado, el flujo es maximo. Si S se ha
etiquetado, buscar una cadena formada por arcos etiquetados
desde F hasta S. Definir:

= k1 =min {fij | (i, j) € C N A2}
= k2 = min {pij - fij | (i, j) € AL N C}
= k=min{kL, k2}

Aumentar en k unidades el flujo de los arcosde C N Aly
disminuir en k unidades el flujo de los arcos de C N A2. VVolver

al paso 2°.
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Paso 3: cadena de flujo aumentable
A-|=Jﬂ|.
Agzﬂ
4,0
F
2,0 3,0
3,0
F 2 -
O——D——O——0O

El fin del algoritmo llega cuando no se puede etiquetar méas, que es cuando

se alcanza el flujo maximo.

e Boykov-Kolmogorov: Algoritmo novedoso (2004) que mejora algoritmos
previos tanto para el problema del flujo maximo como para el flujo a coste

minimo. Es el algoritmo utilizado por Matlab.

5. ADMINISTRACION DE PROYECTOS

Redes de actividad:
e Un proyecto puede estar formado por muchas actividades.
e (Cada actividad tiene una duracion estimada.

¢ Algunas actividades no pueden comenzarse hasta que se hayan

finalizado otras previas.
e Objetivos:
o Buscar representaciones de las redes de actividad.
o Estudiar la duracion del proyecto.

o Calcular la holgura de cada actividad.



Ejemplo:

e Objetivo: montar una linea de tren que atraviese una montafia mediante

un tanel.

e Pasosy duracion:

Actividad Predecesores Duracion (meses)
Contratar personal - 1
Formar personal - 1
Estudios previos y planificacion - 3
Tunelar A B,C 5
Comprar material para las vias C 1
Comprar material electrénico C 2
Montar las vias D, E 4
Montar los sistemas electronicos D, F 3
Comprobar el funcionamiento G, H 1

Existen dos tipos de representaciones:

e Grafico de Gantt
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1

2 3 4

5 6 7 8 9 10 11 12 13

— T OTMMOOm>P

Grafos orientados

o Reglas para representar redes de actividad mediante grafos

orientados:

1° Cada arco (i,j) representa una actividad, los vértices
inicial i, y final, j, representan el inicio y final de la
actividad (i < j). Al arco se le afiade un peso que es la

duracién de esa actividad.

2° Si A precede aB, A=(i,j) y B =(j,k), donde i <j < k.

@ A2 @ B4 ®

3° Dos actividades distintas no pueden tener los mismos

vértices inicial y final. En tal caso hay que crear arcos
ficticios con duracion nula. Si Ay B preceden a C:




Ejemplo

o Objetivo:

= Duracion del proyecto: es la duracion del camino mas

largo, es decir, el camino de mayor valor.

Duracién: 13 meses

El camino de mayor valor (camino critico) sera {1, 4, 2,5, 6, 8, 9}

que tiene una duracion de trece meses.

= Actividades criticas: actividades que no se pueden
retrasar; su retraso supondria un retraso en tiempo total

de realizacion del proyecto.
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Actividades criticas: C, D, |

Las actividades criticas seran las correspondientes al camino critico,

es decir, las actividades C, H, G y I.

» Holgura de cada actividad: cuanto se puede retrasar

cada actividad para que el proyecto no se retrase.

Holguras

Holgura A =2 meses
Holgura B = 2 meses
Holgura E =4 meses

Las actividades criticas tendran una holgura nula, ya que si se retrasan
el proyecto terminard mas tarde. Las holguras de las demaés

actividades se calculan en torno a la duracion de las actividades

criticas.

Algoritmos:



e Camino de mayor valor: Solamente da la duracién del proyecto, no las

actividades criticas ni las holguras.

o Critical path method (CPM): Se utiliza la duracion del proyecto asi

como las holguras y las actividades criticas.

Problemas: puede no tener sentido fijar la duracion exacta de cada
actividad.

e Program Evaluation and Review Technique (PERT): Se utiliza la
duracién del proyecto asi como las holguras y las actividades criticas. A
cada actividad se le asigna una distribucion normal modelando la

duracién de la actividad.

Problema: se supone que los tiempos de duracién de cada actividad son
independientes, y puede no ser realista.

Definiciones bésicas:

e Early eventtime (ET): del veértice i es el instante mas temprano en el

que el vértice i puede ocurrir.
Calculo del ET:
o 1°Para cada Vértice i, calcular sus predecesores.

o 2°Para cada predecesor j de i, sumar a su ET(j) la duracion de la
actividad (j, 1).

o 3°ET(i) serd el méximo de los valores calculados en el paso 2.

e Late eventtime (LT): del vértice i es el instante méas tardio en el que el
vértice i puede ocurrir sin retrasar la duracion total del proyecto.

Célculo del LT:
o 1°Para cada vértice i, calcular sus sucesores.

o 2°Para cada sucesor j de i, sumar a su LT(j) la duracion de la
actividad (i, J).

o 3°LT(i) sera el minimo de los valores calculados en el paso 2.
e Duracion: esel ET o LT del ultimo vértice, que siempre es el mismo en

el ultimo vértice.
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ET(3)=1,ET(7)=8
LT(3)=3,LT(7)=9
Duracién: ET(9)=13

- ET@)=max{ET(L)+3,ET(Q2)+2}=1.

- Para llegar al vértice 7, se necesita que las actividades
predecesoras (D, F) se hayan realizado. El tiempo minimo en
realizar estas actividades, y por tanto de empezar la actividad H
es de ocho meses (ET (7) = 8).

- LT @) =min{LT (5)-5}=3.

- Paraalcanzar el vértice 8 se necesita que la actividad G y H se
hayan realizado. Como ambas actividades empiezan al mismo
tiempo (tras finalizar la actividad D) y la G tarda un mes mas
que la H, se puede retrasar un mes la llegada al vértice 7 sin que
esto suponga un retraso para el tiempo total del proyecto (LT (7)
=0).

- Laduracidn se obtiene calculando el ET o el LT del altimo
vértice (Para este caso, ET (9) = LT (9) = 13).

e Holgura total (HT): de la actividad (i, j) es el tiempo que se puede
retrasar el inicio de la actividad (i, j) con respecto a ET(i) sin retrasar la

duracion del proyecto:

HT (i, J) = LT() - ET() - pij




Holgura libre (HL): de la actividad (i, j) es el tiempo que se puede
retrasar el inicio de la actividad (i, j) con respecto a ET(i) sin retrasar el

inicio de las actividades posteriores:

HL (i, J) =ET() - ET() - pi

Actividades criticas: son aquellas actividades con holgura total nula.

3 4 8 9
ET 1 3 8 8 8 12 13
LT 3 3 9 12 13
A D E G H I
HT 2 4 4 0 1
HL 2 4 3 0 1
PERT:

Problema del CPM: parte de la hip6tesis de que la duracion de cada

actividad es conocida y determinista.

PERT: asume que la duracion de cada actividad es aleatoria y que los
tiempos de las actividades son independientes.

o a: duracién minima estimada
o m: duracién mas probable
o b: duracion maxima estimada

Se define la variable aleatoria Ta que indica la duracion de la actividad
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A de manera que:

a+4m+b
6

(b— a)?

E(Ta) = s

Var(Ta) =

Para un camino critico, se define la duracion total (que también es una

variable aleatoria) como:

(ij)eCP

Suponiendo que las duraciones de las actividades son independientes:
CP = Z T,}- — N(u,0)
(ij)ecP

donde:

- u=X (i, j) €cP E(Ta)

- 02 = Z @i, J) €cp Var (TA)

6. TEORIA DE GRAFOS CON MATLAB

En este capitulo vamos a explicar cuestiones introductorias sobre grafos con
Matlab. Para ello comenzaremos explicando como se pueden definir grafos y como
obtener informacion sobre sus elementos, Vértices, aristas. También nos centraremos en

este capitulo en el problema de la conexion de grafos.
6.1. Definicion de un grafo de forma matricial

Se comienza definiendo una matriz A,,.,, donde n es el nimero de vértices. Esta
matriz se llama de adyacencia y se define como
. 1siij es arista
AGJ) = { Ojsi no.
Si por el contrario buscamos un grafo ponderado, es decir, cuyas aristas tienen un
peso definiremos
pij St ij es arista
0 si no.

A =



donde p;; es el peso de la arista ij.

Una segunda cuestion es la orientacion del grafo.

Una vez definida la matriz de adyacencia con pesos, debemos tener en cuenta si el

grafo es dirigido o no dirigido. En el caso de grafos dirigidos, utilizaremos la instruccion:
>>G=digraph(A)
Y para el no dirigido
>>G=graph(A).

Esta Gltima instruccion es valida sobre matrices simétricas como es el caso.

Girafo no dirigido Caralo dingulo
i i B | [ C ]
ﬂ_,_;* ) ,e"’f i
- -
- - & et
A —_— D A |—

Las matrices asociadas son

01 1 1
oo 1 0 0 o)
A(no dirigido) = 10 0 1)
1 0 1 0O
01 0 O
.. [0 0 0 o0
A(dirigido) = 10 0 ol
1 0 1 0

Introducimos las matrices en Matlab con las siguientes instrucciones:

>>A1=[0111;1000:1001;1010];
>>A2=[0100;0000:1000:1010];

Definimos los grafos asociados a dichas matrices. La simétrica es no dirigida y la
no simétrica dirigida.
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>> G=graph(Al)
G = graph with properties:
Edges: [4x2 table]

Nodes: [4x0 table]

>> G=digraph(A2)
G = digraph with properties:
Edges: [4%2 table]

Nodes: [4x0 table]

Como vemos, la salida nos informa de que el grafo orientado G tiene 4 ejes y 4

nodos y que el no orientado también, pero en este ultimo las aristas ac y ca son la misma.
Podemos darles un nombre a los nodos.
>> Nodos= {"Nodo A’, ‘Nodo B’, ‘Nodo C’,’Nodo D’};

>> G=digraph(A2, Nodos)

Una vez definido el grafo, podemos solicitar por pantalla la informacién de vértices,

aristas o pesos con las instrucciones:
>> G. Nodes
>> G. Edges

>> G. Edges. Weight

EndNodes Weight

{*Nodo A’} {‘Nodo B’} 1




{*Nodo C’} {'Nodo A’} 1

{‘Nodo D’} {‘Nodo A’} 1

{*Nodo D’} {*Nodo C} 1

Nos indica que las aristas dirigidas son nodo A a nodo B, nodo C a nodo A y nodo
Dal Ayal C. Todas con peso 1.

6.2. Definir un grafo a través de los arcos

a. Grafos orientados: Se definen dos vectores con la misma dimension, sy t.
donde (s(i), t(i)) indican los puntos inicial y final, del arco i-ésimo. La

instruccion es:
>> G=digraph (s, t, p) donde p es un vector de pesos opcional.

b. Grafos no orientados: EI mecanismo es el mismo que en el caso anterior y

la instruccion es
>> G=graph (s, t, p)

La instruccion G=digraph (s, t, peso, Nodos) es la misma que la de antes pero

habiendo dado nombre a los nodos como en los casos matriciales.

6.3. Adicion o eliminacién de vértices o aristas.

a. Afadir vértices. Si por ejemplo deseamos afiadir dos nodos, podemos

escribir:

>> H = addnode (G,2)

O bien:

>> H = addnode (G, {'Nodo 1°,"'Nodo 2’})
Ejemplo: Vamos a definir el grafo G dirigido con arcos
>>s=[1344]

>>t=[2113];
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>>peso=[1111];

Con el orden introducido, estariamos diciendo que el primer arco es 1 — 2 con

un peso de 1, el segundo arco 3 — 1 con un peso de 1 y asi sucesivamente. Ahora

hariamos

>> G=digraph (s, t, peso)
G = digraph with properties:
Edges: [4x2 table]
Nodes: [4x0 table]
Si ahora escribimos
>>H = addnode (G, 3) le hemos afiadido 3 nodos a G.

La eliminacion de nodos, la adicion o eliminacion de artistas las haremos como en

los siguientes ejemplos.

La instruccion

>>H = rmnode (G, 3)

elimina el nodo 3 del grafo.

Para afadir aristas consideremos el siguiente caso:
>>s=[22];

>>t=[34],

>>peso = [4 5];

>> H = addedge (G, s, t, peso)

Esto afiade al grafo G las aristas dirigidas 2->3 y 2->4 dandoles el paso 4 y 5

respectivamente. Si quisiéramos volver a eliminarla escribiriamos

>>s=[22];
>>t=[34],

>>J=rmedge (H, s, t)



6.4. Representacion gréfica.
Si el grafo se ha almacenado con el nombre G, utilizaremos la instruccion:

>>p lot (H)SII:ZP

*4

3

e

2

Grafo H definido en el punto anterior. Aqui habiamos afiadido las aristas 2->3 y
2>4.

Opciones del dibujo:
a. layout.

Podemos solicitar que MatLab dibuje los vértices y arcos de manera

diferente.
b. labeledge.

kol >> |abeledge (h, 1: numedges (G), peso)iske: asignara el valor del
vector de su peso a cada arco del grafo G. Aqui h almacena el dibujo del

grafo como >> h = plot (G).
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*3

s

c. highlight. Con este comando podemos remarcar nodos o arcos de un
grafo no orientado, para dibujarlos en distinto color o tamafio. Por

r

ejemplo la instruccion: sk >> highlight (h, [1 2], ‘NodeColor’, ‘r’)

[l

r

pinta de rojo los vértices 1y 2 del grafo almacenado en h. s

6.5. Informacion sobre el grafo
Cuando hayamos definido el grafo, podemos solicitar informacion sobre él.
Grafos orientados

a. Grado de incidencia de entrada de un nodo. Ndmero de aristas que lo
contienen como nodo final. Para calcularlo, utilizaremos el comando

indegree:

>> indegree(G)
ans =

2 1 1 0

b. Grado de incidencia de salida. NUmero de aristas que lo contienen como

nodo inicial. Para calcularlo, utilizaremos el comando outdegree:



>> outdegree(G)
ans =
1 0 1 2

c. Predecesores de un vertice. Los predecesores de un vértice i son los
vértices j de manera que j — 1 €s un arco., usaremos la instruccion para

su calculo.

>> predecessors (G, 1) o bien >> predecessors (G, ‘Nodo 1°) si los nodos

tienen nombre.

ans =

3 4

Es decir aristas 3>1y 3>4.
d. Sucesores de un vértice. Al igual que antes.

>> sucessors (G, 1)

ans =

2

Es decir la arista 1->2
e. Determinar si hay ciclos.

>> jsdag (G)

Resulta 1 si no hay ciclosy 0 si los hay.

6.6. Conexién

a. Conexion en grafos no orientados. Un grafo no orientado es conexo

cuando existe una cadena entre cada par de vértices.

b. Conexion débil en grafos orientados. Un grafo orientado es débilmente

conexo cuando su grafo no orientado asociado es conexo.

c. Conexion en grafos orientados. Un grafo orientado es conexo cuando entre

cada par de vértices i, j existe un camino de i ajy otro camino de j ai.
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Cuando un grafo no es conexo se intentan calcular sus componentes conexas que

son subgrafos maximales conexos.
a. Si G es un grafo no orientado usamos stx. ~ >> conncomp (G)

Como resultado obtendremos un vector con tantos valores como vértices,
de manera que para el vértice i indica a qué componente conexa pertenece.

Si solamente hay una componente conexa, el grafo G sera conexo.

b. Si G es un grafo orientado y queremos estudiar su posible conexion,
seguiremos los mismos pasos del apartado anterior.

c. Si G es un grafo orientado y queremos ver si es débilmente conexo, esto

es, si su grafo no orientado asociado es conexo, usaremos la siguiente

1SEP;

>> conncomp (G)ans3 4 2 1. Hay tantas componentes conexas

como Vértices.

>> conncomp (G, ‘Type’, ‘weak’) ans = 1 1 1 1 que indica que es

débilmente conexo.

6.7. Aplicacion al barrio de Bami (Sevilla)

i 3]

)
«

a @_

[ |
e

Plano del Barrio de Bami, donde la zona amarilla es su plaza central y las naranjas

bloques de edificios.

Para ello, vamos a expresar un problema de conectividad de un grafo. Lo primero



que hemos de hacer es expresar nuestro plano como un grafo. Lo que haremos sera
definir un vértice para cada cruce, y entre dos vértices “‘consecutivos” definiremos un

arco de acuerdo con la direccion del trafico.

No tenemos pesos luego nos bastaria la matriz de adyacencia. En nuestro caso son

22 nodos. Una vez calculada calculamos nodos y ejes.
G =digraph(A)
G = digraph with properties:
Edges: [36x2 table]

Nodes: [22x0 table]

22
®13
® 21
®20 ; ®12 ®5
14"
, ®4
®19
_ e 11
®15 X
‘1Z - A ®3
®16 \ ®10
A 8 _
4 &
o18 o7 S &
L
> o1

Tenemos 36 ejes y 22 nodos. Los nodos 1, 18 y 5 son salidas al exterior del barrio.

Nuestro objetivo es estudiar si la planificacion urbanistica es correcta, es decir, si
desde cada punto del barrio es posible acceder a todos los demas cruces tanto a pie como
en vehiculo. En términos de grafos, este problema se traduce en estudiar la conexion del

grafo G. En el primer caso, un peaton a pie puede ir siempre en ambas direcciones, asi
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que debemaos de analizar si el grafo es débilmente conexo (cada arco se vuelve una arista

y nos “olvidamos” de las direcciones):
>> conncomp (G, Type', ‘weak’)
ans =

1111111111 111111111:1

Como s6lo tenemos una componente conexa, efectivamente a pie podemos ir a

todos los cruces.

Pasemos a analizar si la planificacion en vehiculo es también correcta. En este caso
sé debemos de tener en cuenta las direcciones, y por lo tanto tendremos que ver si el

grafo es conexo:
>> conncomp (G)
ans =
Columns 1 through 13
6 5 5 5 5 7 3 4 2 1 5 5 5
Columns 14 through 22
5 55 5 8 5 5 5 5

Nos resultan 8 componentes conexas. El nodo 1 a la componente 6, los nodos 2-5,
11-17 y 19-22 a la componente 5, el nodo 6-10 esta cada una en su componente y la
dieciocho igual. Luego entre los nodos de la componente 5 podemos trasladarnos en

coche sin problemas. Para solucionarlo calculamos predecesores y sucesores:
>> successors (G, 1)
ans=38
>> predecessors(G,1)
ans =2

Realmente si conectamos 1 con 6, A (6, 1) =1y conel 2, A (1, 2) = 1 acabamos
con el problema de salir o entrar desde el nodo 1.

Seguimos con el 6 cuyos predecesores son 1y 7, tomamos 7 ya que 1 se ha usado.
Es decir A (6, 7) = 1y lo unimos también al sucesor A (18, 6) = 1. Ahora vemos que el

7 no tiene predecesores sino dos sucesores 6 y 8. Escogemos el 8 ya que ya ha salido el



6yasiA(8,7)=1.Lossucesores de 9yahansalidoy sonel 2y el 8y tiene un predecesor
que es el 10, asi ponemos A (9, 10) = 1. El diez no tiene sucesores pero dos predecesores
el 9y el 11. En este caso escogeriamos el 11 haciendo A (11, 10) = 1. Del 11 al 17
pertenecen a la componente 5 luego pasamos al 18 que se arregla conectando con el 17

A (18, 17) = 1. Rehaciendo la matriz de adyacencia llegamos a

22
913
21
20 : 12 %
14"
, o4
®19
’ @11
*15 , ~
.12 ) ®3
‘ ®16 \ ®10
Y )
’ \ *8 /
3 9
s18 o7 S5
WAl g
8 = o1

Nueva distribucion de direcciones de calles.
Analizamos si hay una sola componente:
>>conncomp(G)
ans =
Columns 1 through 13
1111111111111
Columns 14 through 22
11 1 1 1 11 11

Como vemos hay una sola componente luego con las nuevas direcciones podemos
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ir de un nodo a cualquier otro nodo del barrio.

7. ARBOLES DE UNION DE MENOR VALOR

En esta préctica estudiaremos como calcular el arbol de unién de menor valor
(AUVM) usando MatLab como venimos haciendo. Conviene tener presente que un arbol
es un grafo no orientado conexo y aciclico. Empezaremos a partir de un grafo no

orientado G = (V, A) y unos pesos p de forma que cada arista e tendra asociado un peso

concreto p.. Lo que buscaremos serd encontrar un subgrafo de G que sea un arbol
que minimice el valor total de los pesos.
7.1. El comando minspantree

Minspantree es un comando gque nos permitird encontrar un AUVM. Una vez

definido un grafo no orientado G, solo tendremos que escribir la siguiente instruccion:
>> T = minspantree (G)

Es aconsejable guardar el resultado almacenandolo en un valor T, ya que la salida
de este comando sera un nuevo grafo, subgrafo de G y que contendra Unicamente los
arcos que minimizaran el valor total del arbol. Una vez obtenido el grafo T, éste nos
proporcionara toda la informacién que necesitemos como hemos hecho en la préactica
anterior. A modo de ejemplo, si queremos saber las aristas que se han incluido en el

subgrafo, escribimos:
>>T. Edges

Si el grafo G lo hemos definido introduciendo las aristas con los vectores sy t, y
otro vector para indicar los pesos, podemos representar graficamente el grafo y su

AUVM con las siguientes instrucciones:
>> G = graph (s, t, peso)
>> h =plot (G)
>> |abeledge (h, 1: numberedges (G), peso)
>> T = minspantree (G)
>> highlight (h, T, ‘EdgeColor’, ‘red’)

Con la instruccion labeledge introducimos los pesos a las aristas, y con highlight



obtendremos las aristas del arbol en color rojo.

En algunos casos, puede ser Util crear un AUVM a partir de un veértice dado. Para
esto, el vértice en cuestion se afiadird como raiz. Si por ejemplo, el vértice escogido es el

segundo, la instruccion a utilizar sera la siguiente:
>> T = minspantree (G, ‘Root’, 3)
Si no se indica el vertice inicial, se cogera como raiz al primer vértice.

Si el grafo introducido no fuera conexo, el comando minspantree Unicamente
calcularia el arbol asociado a la componente conexa a la que pertenece su raiz. En el caso
de que el grafo original no sea conexo, una opcion sera calcular el bosque de menos
valor. En este caso, MatLab nos proporcionara el AUVM para cada una de las
componentes conexas. Para obtener el bosque en vez del arbol, usaremos la siguiente
instruccion:

>>T = minspantree (G, ‘Type’, ‘forest’)

Si consideramos el siguiente grafo no orientado:

N N

Lo primero sera definir el grafo en MatLab con los siguientes comandos:

>>5=[112445]
>>t=[233566]
>>peso=[312123]
>> G = graph (s, t, peso)
G = graph with properties:
Edges: [6x2 table]

Nodes: [6x0 table]

Podemos ver, que el grafo no es conexo, usando:
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>> conncomp (G)
ans =
1 1 1 2 2 2

Usando minspantree sin concretar la raiz, tomara por defecto como Vvértice el y

obtendremos lo siguiente:
>> T1 = minspantree (G)
T1 = graph with properties:
Edges: [2x2 table]
Nodes: [6x0 table]
>>T1. Edges
ans =

EndNodes Weight

1 3 1
2 3 2

Ahora, por ejemplo vamos a buscar el AUVM indicando como raiz al vértice

namero 4 y obtendremos lo siguiente:
>> T2 = minspantree (G, ‘Root’, 4)
T2 = graph with properties:
Edges: [2x2 table]
Nodes: [6x0 table]
>> T2. Edges
ans =

EndNodes Weight

4 5 1
4 6 2

En este caso, el arbol solo hace referencia a los vértices 4, 5y 6, es decir los vértices
de la segunda componente conexa, quedando aislados los vértices 1, 2y 3.

Por lo contrario, si queremos obtener el bosque escribimos:



>> F = minspantree (G, ‘Type’, ‘forest’)
F = graph with properties

Edges: [4x2 table]

Nodes: [6x0 table]

>> F. Edges

ans =

EndNodes Weights

1 3 1
2 3 2
4 5 1
4 6 2

En este segundo caso, el programa ha obtenido el AUVM en cada una de las
componentes formando el bosque de unién de valor minimo. Los grafos obtenidos son

los siguientes:

@

L Grafo T1

—— NN ®

0) (2)
Grafo T2 2 1
® ® ®
@ @
1 1 Grafo F
@ ; 3 ® ; C

También podriamos solicitar un vector que contuviese los predecesores de cada
nodo, empezando a partir de la raiz, que tendria valor de 0 al no tener predecesor. En el

caso del bosque antes obtenido, los predecesores se obtienen de la siguiente manera:

>> [F, pred] = minspantree (G, ‘Type’, ‘forest’)
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F = graph with properties:
Edges: [4x2 table]

Nodes: [6x0 table]

pred =

0 3 1 0 4 4

El vector pred nos indica la procedencia de cada vértice. También nos muestra los
vértices tomados como raices, que son los que tiene un cero (en nuestro caso el 1y el 4).
Ademas, el predecesor del vértice 2 es el 3, el del 3 es el 1y los vértices 5y 6 estan

ambos precedidos por el 4.

7.2. Aplicacion a la conexion entre los pueblos de la sierra norte de Sevilla

En la zona norte de la provincia de Sevilla hay diez municipios que son los puntos

rojos que se indican en el siguiente mapa:
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Los pesos de los arcos se han tomado segun la relacién de una unidad por cada
diez kilémetros. Por otro lado, los nodos son cada uno de los pueblos. El grafo queda de

la siguiente manera:



El objetivo es reducir al maximo la longitud de las carreteras, lo que hara
minimizar los costes de transportes de las distribuidoras. Lo que buscamos es encontrar

arbol de union de valor minimo. Empezamos definiendo el grafo en MatLab:
>>5=[112333345577889];
>>t=[23345788678991010];
>>peso=[285112221122232];
>> (G = graph (s, t, peso, {‘O’, ‘A’ ,‘B”,‘C’,‘D’,‘E’,‘F’,‘G’, ‘H’, ‘“T’})
G=
Graph with properties:
Edges: [15x2 table]
Nodes: [10x1 table]
>> h = plot (G)
>> |abeledge (h, 1: numedges (G), peso)

Con estos comandos hemos definido el grafo y obtenido una representacion de

nuestro grafo:

60



e E

L 3]

L

=

aH

]

o7

on

=g

*C

Ahora buscaremos el AUVM:

>> T = minspantree (G)

T=

Graph with properties:

Edges: [9x2 table]

Nodes: [10x1 table]

>> T, Edges

ans =

EndNodes Weights
oy 'A% 2
Ay {'B% 5
(B} {C} 1
(B} {D} 1
B} {67 2

D’}

{E’} 1




{‘D}y  {F} 1

{Fy {'H} 2

{H}  {'T} 2
Con el comando T. Edges obtenemos informacion de las aristas escogidas para
formar una parte del AUVM. Mediante otras instrucciones podriamos obtener mas

informacion como la matriz de adyacencia (adjacency (T)) pero eso excede de nuestra
aplicacion. Ahora representaremos graficamente el arbol escribiendo:

>> highlight (h, T, ‘EdgeColor’, ‘red’)
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También podemos verlo usando la representacion del grafo original:
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8. CAMINOS Y CADENAS DE MENOR

VALOR

En las practicas anteriores hemos visto los primeros pasos para aplicar la Teoria
de Grafos en MatLab. Hemos definido grafos, arcos y veértices, asi como obtener
gréficas y analizar las conexiones. Ahora veremos cdmo resolver el problema de la ruta
mas corta con MatLab. La férmula del problema de la ruta més corta, como hemos
visto anteriormente, comienza con unared R = (V, A, p) conexa. Es decir, un grafo
CONexo con arcos, Vértices y un vector con los pesos, que indica el valor que se le da a
cada arco, de forma que cualquier vértice sea alcanzable desde cualquier otro. Lo que
buscaremos sera, conociendo un par de vértices i y j, descubrir el camino que menor
valor tenga para ir desde i a j. Es decir, el objetivo serd minimizar el valor del camino.
Existen algunos algoritmos con los que podremos resolver este problema, en funcion

de como sean los datos que tenemos:
« Algoritmo Dijkstra: cuando todos los pesos sean no negativos

o Algoritmo Floyd: si hay algun peso negativo. Habra solucién si no hay ciclos

de valor negativo.



Si el grafo es no orientado el camino de menor valor existird unicamente si los

pesos son no negativos, por lo que se usara el algoritmo Dijkstra.

Ahora veremos como encontrar el CMV con MatLab.

8.1. El comando shortestpath en MatLab

Dado un grafo G definido como venimos haciendo, que tiene asociado un vector
de pesos p que asocia un valor a cada arco, el comando con el que el programa nos
permitira resolver el problema de la ruta mas corta sera shortestpath. Al utilizar esta
orden, deberemos afiadir el nombre dado al grafo (generalmente G) y los vectores sy t.
MatLab nos dara el CMV desde el vértice s(i) hasta el vértice t(i). Escribimos por

tanto:
>> shortestpath (G, s, t)

y obtendremos por pantalla los vértices que definen la ruta de menor valor

procurada.

A modo de ejemplo, buscaremos el CMV asociado a este grafo de cinco vértices

y siete arcos, desde el primer vértice hasta el Gltimo:

Primero definimos el grafo:

>>5=[1123345];
>>t=[2431452];

>>peso=[15232103];
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>> G =digraph (s, t, peso)
G=

digraph with properties:
Edges: [7x2 table]

Nodes: [5x0 table]

Para obtener la representacion grafica, como ya hemos visto en las précticas

anteriores utilizamos las siguientes instrucciones:
>>h = plot (G, ‘Layout’, ‘layered’)

>> labeledge (h, 1: numedges (G), peso)

y obtenemos:
1
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y ahora resolvemos el CMV:
>> CMV = shortestpath (G, 1, 5)
CMV =

1 4 5



Por consiguiente, el camino de menor valor es 1—4—5, con un valor igual a 5 +

10 = 15. EI CMV se puede representar también en MatLab con el siguiente comando:

>> highlight (h, CMV, ‘EdgeColor’, ‘r’)
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y también se puede representar este camino en el grafo inicial

Si el grafo G no fuese orientado, el camino de menor valor existiria inicamente

si todos los pesos fuesen no negativos, como hemos dicho anteriormente. Si usaramos
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el comando shortestpath con un grafo no orientado con pesos negativos, MatLab me

daria el siguiente error:

Error using graph/shortestpath
Graph edge weights must be nonnegative

Mensaje que nos indica que es imposible usar el comando si hay aristas con

pesos negativos.

Por otro lado, si fuese un grafo orientado y hubiera aristas con valores negativos,
el camino de menor valor existiria si no hubiese ciclos negativos. Si los hubiera,

MatLab nos daria un error advirtiéndonos la existencia de dichos ciclos.

Consideremos ahora otro ejemplo con un grafo orientado con ciclos negativos

como el siguiente:

(4)

Definimos en MatLab:
>>A=[0100;0010;0001;-4000];

>> G =digraph (A)

G=

digraph with properties:

Edges: [4x2 table]

Nodes: [4x0 table]

Buscamos ahora obtener el CMV desde el vértice 1 al 4:

>> shortestpath (G, 1, 4)



Obtenemos el siguiente error:

Error using digraph/shortestpath (line 122). Shortest path distance undefined

because the graph contains a negative cycle of length -1 (nodes 1 2 3 4 1).

El programa advierte un fallo al identificar un ciclo con valor negativo:
1—2—3—4—1, con valortotalde 1 + 1 + 1 - 4 =- 1. Por tanto, al existir un ciclo

negativo, no hay CMV.

Si el grafo no fuese conexo, MatLab proporcionaria el camino de menor valor si

los dos vertices indicados estuviesen en la misma componente conexa.

8.2. Opciones del comando shortestpath
Esta instruccion ofrece las siguientes posibilidades muy Utiles:

e Longitud del CMV. Ademas de obtener el CMV, este comando ofrece la
posibilidad de entregar también la longitud de dicho camino escribiendo:

>> [CMV, d] = shortestpath (G, s, t)

e Shortestpath por defecto. El uso del comando como venimos haciendo, usa los

siguientes comandos:

o Algoritmo Dijkstra: para usar este algoritmo debemos escribir lo

siguiente:
>> shortestpath (G, s, t, ‘Method’, “positive’)

De esta manera, obligamos a MatLab a usar este algoritmo. Si no pudiese
ser, por la existencia de pesos negativos, el programa no daria el siguiente

error:
Error using digraph/shortestpath
Method value can be ‘positive’ only if all edge weights are nonnegative.

o Algoritmo Bellman - Ford. También se puede forzar al programa a que

aplique este algoritmo con la siguiente instruccion:

>> shortestpath (G, s, t, ‘Method’, ‘mixed’)
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Este método lo podremos usar inicamente cuando el grafo en cuestion
sea orientado. No obstante, si el grafo es orientado con pesos no
negativos, serd mas eficiente el algoritmo Dijkstra.

e Grafos aciclicos. Cuando el grafo es aciclico, existe un algoritmo mas eficiente

que los anteriores, que se aplica escribiendo:
>> shortestpath (G, s, t, ‘Method’, ‘acyclic’)

Para asegurarnos que el grafo es aciclico podemos usar el comando isdag. Una

vez asegurados de es aciclico, conviene usar este método al ser més eficiente.

8.3. Problema de la ruta mas corta

Cuando lo que buscamos es la ruta méas corta entre dos vértices, con el menor

ndmero de arcos, existen dos opciones:

Dar a todos los vértices un valor de uno, lo cual hara que el valor del camino sea

igual a numero de arcos.
Uso del comando shortestpath con el siguiente método:

>> shortestpath (G, s, t, ‘Method’, ‘unweighted”)

8.4. Aplicacion ilustrativa

Vamos a considerar para nuestro ejemplo los nucleos de poblacion mas

importantes de la bahia de Cadiz y alrededores que son los siguientes:

Nucleo urbano Identificador
Cadiz 1
Puerto Real 2
Puerto de Santa Maria 3
Rota 4
Chipiona 5
Sanlicar de Barrameda 6
San Fernando 7
Chiclana de la Frontera 8




Santi Petri 9

Roche 10

Representados en el siguiente mapa:

Mesas _ge‘._Asta'* '/

& ( |
g Nueva
A . )

También se han elegido como Vvértices algunos lugares destacados como ndcleos
mas pequefios, parques o barrios que son importantes para conectar unas zonas con

otras. Estos puntos se recogen en la siguiente tabla:

Lugar destacado Identificador
Barriada Rio San Pedro 11
Parque Natural Los Torufios 12
Base Rota - Puerta de Jerez 13
Urbanizacion Costa Ballena 14
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Venta “el menuito” 15

La Cortadura 16
Parque natural Bahia de Cadiz 17
Chiclana Park 18

Con el programa MatLab y las aplicaciones, algoritmos y métodos explicados en
esta practica, trataremos de encontrar el camino de menor valor del siguiente grafo que

contiene todos los ndcleos urbanos y lugares destacados indicados anteriormente:




A continuacion, vamos a buscar los caminos de menor valor desde Cadiz al resto
de nicleos urbanos de nuestro ejemplo. Para ello, definimos el grafo en MatLab usando
el comando graph, por tratarse de un grafo no orientado:

>>35=[112223334455566778889910111313];

>>t=[111671112412131314131415131516 17917 1810 18 18 12 14
15];

>>peso=[641558181023111318561951113855109148 13 22];
>> G = graph (s, t, peso)

G=

graph with properties

Edges: [26x2 table]

Nodes: [18x0 table]

Para obtener la representacion grafica escribimos:

>> h = plot (G)
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Para calcula el CMV para ir desde Cédiz hasta Puerto Real usaremos la siguiente

instruccion:
>> P2 = shortestpath (G, 1, 2)
P2 =
1 11 2
Y para obtener la representacion grafica de dicho camino escribimos:

>> highlight (h, P2, ‘EdgeColor’, ‘r’, ‘LineWidth’, 1.5)
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De la misma manera, tras calcular los CMVs desde Cadiz al resto de nucleos

urbanos podemos rellenar la siguiente tabla:

Desde Hasta CMV Longitud | Distancia
Cadiz Puerto Real 1—-11-52 2 11
Cadiz | El puerto de Santa Maria —-11-12-3 3 24
Cadiz Rota 1-11-12—3—4 4 42
Cadiz Chipiona 1—-11—12—3—4—14—5 6 60
Céadiz | Sanllcar de Barrameda 1-11-12—-3—13—6 5 66
Cadiz San Fernando 1—-16—7 2 15
Cadiz | Chiclana de la frontera 1—16—57—17—8 4 33
Cédiz Santi Petri 1—-16—7—17—8—-9 5 41
Cadiz Roche 1—-16—57—17—-8—-9—10 6 51

74







0. BIBLIOGRAFIA

1. R. K. Ahuja, A. V. Goldberg, J. B. Orlin, and R. E. Tarjan. Finding minimum-
costflows by double scaling. Mathematical Programming, 53(1):243-266, 1992.

2. D. Bader and K. Madduri. Design and implementation of the HPCS graph
analysisbenchmark on symmetric multiprocessors. In Proc. 12th Internat. Conf.
HighPerform. Comput., volume 3769 of Lecture Notes Comput. Sci., pages 465—
476.2005.

3. D. A. Castanon. Efficient algorithms for finding the k best paths through a
trellis.IEEE Trans. Aerospace and Electronic Systems, 26(2):405-410, 1990.

4. M. Charikar, M. Hajiaghayi, and H. Karloff. Improved approximation
algorithmsfor label cover problems. In Proc. 17th Annu. European Sympos.

Algorithms, vol-ume 5757 of Lecture Notes Comput. Sci., pages 23-34. 2009.

5. G. Even, G. Kortsarz, and W. Slany. On network design problems: fixed cost
flowsand the covering steiner problem. ACM Trans. Algorithms, 1(1):74-101, 2005.

6. M. Garey and D. S. Johnson. Computers and intractability : A guide to the
theoryof NP-completeness. W. H. Freeman, 1979.

7. A. V. Goldberg and S. Rao. Beyond the flow decomposition barrier. J.
ACM,45(5):783-797, 1998.

8. Y. Kobayashi and C. Sommer. On shortest disjoint paths in planar graphs.
DiscreteOptimization, 7(4):234-245, 2010.

9. S. O. Krumke, H. Noltemeier, S. Schwarz, H.-C. Wirth, and R. Ravi. Flow im-
provement and network flows with fixed costs. In Proc. Internat. Conf. Oper. Res..OR-
98, pages 158-167, 1998
(15) (PDF) Finding Paths with Minimum Shared Edges.

[10] Boruvka O, (1926) About a certain minimal problem. Pr'ace moravsk e

pr irodovedeck e spolecnosti v Brne 3:37-58, In Czech.

[11] Bird C (1976) On cost allocation for a spanning tree: a game theoretic
approach. Networks 6(4):335-350.

[12] Dutta B, Kar A (2004) Cost monotonicity, consistency and minimum cost
spanning tree games. Games Econom Behav 48(2):223-248.
76



[13] Feltkamp V, Tijs S, Muto S (1994) On the irreducible core and the equal
remaining obligation rule of minimum cost extension problems. Technical Report 106,
CentER DP 1994, Tilburg University.

[14] Fern'andez F.R, Hinojosa M.A, Puerto J (2002) Core Solutions in Vector-
Valued Games. Journal of Optimization Theory and Applications 112(2):331-360.

[15] Fern'andez F.R, Hinojosa M.A, Puerto J (2003) Multi-criteria minimum cost
spanning tree games. Eur J Oper Res 158(2):399-408.

[16] Fraga Canosa M.C, (2022) Cooperation on minimum cost arborescence

problems. Repositorio M aster en T ecnicas Estad isticas - USC.

17. Real Academia Espafiola. «grafo : Diagrama que representa mediante puntos
y lineas las relaciones entre pares de elementos y que se usa para resolver problemas
l6gicos, topologicos y de calculo combinatorio.». Diccionario de la lengua

espafiola (23.2 edicion). Consultado el 14 de agosto de 2019.

18. Trudeau, Richard J. (1993). Dover Pub., ed. Introduction to Graph Theory
(Edicién corregida y aumentada.). ISBN 978-0-486-67870-2.

19. Trudeau, Richard J. (1993). Introduction to Graph Theory (Corrected,
enlarged republication. edicion). New York: Dover Pub. p. 19. ISBN 978-0-486-
67870-2. Archivado desde el original el 5 de mayo de 2019. Consultado el 8 de agosto
de 2012. «A graph is an object consisting of two sets called its vertex set and its edge

set.»

20 J. J. Sylvester (February 7, 1878) "Chemistry and algebra," Archivado el 12
de abril de 2023 en Wayback Machine. Nature, 17 : 284. doi 10.1038/017284a0. From
page 284: "Every invariant and covariant thus becomes expressible by

a graph precisely identical with a Kekuléan diagram or chemicograph."

21J. J. Sylvester (1878) "On an application of the new atomic theory to the
graphical representation of the invariants and covariants of binary quantics, — with
three appendices,” Archivado el 4 de febrero de 2023 en Wayback Machine. American
Journal of Mathematics, Pure and Applied, 1 (1) : 64—
90. doi 10.2307/2369436. JSTOR 2369436

22 Gross, Jonathan L.; Yellen, Jay (2004). Handbook of graph theory. CRC
Press. p. 35. ISBN 978-1-58488-090-5. Archivado desde el original el 4 de febrero de
2023. Consultado el 16 de febrero de 2016.


https://dle.rae.es/grafo
https://dle.rae.es/grafo
https://dle.rae.es/grafo
https://archive.org/details/introductiontogr0000trud
https://archive.org/details/introductiontogr0000trud
https://es.wikipedia.org/wiki/ISBN
https://es.wikipedia.org/wiki/Especial:FuentesDeLibros/978-0-486-67870-2
https://web.archive.org/web/20190505192352/http:/store.doverpublications.com/0486678709.html
https://es.wikipedia.org/wiki/ISBN
https://es.wikipedia.org/wiki/Especial:FuentesDeLibros/978-0-486-67870-2
https://es.wikipedia.org/wiki/Especial:FuentesDeLibros/978-0-486-67870-2
http://store.doverpublications.com/0486678709.html
https://books.google.com/books?id=KcoKAAAAYAAJ&q=Sylvester&pg=PA284
https://web.archive.org/web/20230412144211/https:/books.google.com/books?id=KcoKAAAAYAAJ&q=Sylvester&pg=PA284
https://es.wikipedia.org/wiki/Wayback_Machine
https://es.wikipedia.org/wiki/Identificador_de_objeto_digital
https://dx.doi.org/10.1038/017284a0
https://books.google.com/books?id=1q0EAAAAYAAJ&pg=PA64
https://books.google.com/books?id=1q0EAAAAYAAJ&pg=PA64
https://books.google.com/books?id=1q0EAAAAYAAJ&pg=PA64
https://web.archive.org/web/20230204142957/https:/books.google.com/books?id=1q0EAAAAYAAJ&pg=PA64
https://es.wikipedia.org/wiki/Wayback_Machine
https://es.wikipedia.org/wiki/Identificador_de_objeto_digital
https://dx.doi.org/10.2307/2369436
https://es.wikipedia.org/wiki/JSTOR
http://www.jstor.org/stable/2369436
https://web.archive.org/web/20230204142959/https:/books.google.com/books?id=mKkIGIea_BkC
https://es.wikipedia.org/wiki/CRC_Press
https://es.wikipedia.org/wiki/CRC_Press
https://books.google.com/books?id=mKkIGIea_BkC&pg=PA35
https://es.wikipedia.org/wiki/ISBN
https://es.wikipedia.org/wiki/Especial:FuentesDeLibros/978-1-58488-090-5
https://books.google.com/books?id=mKkIGIea_BkC

78



