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Resumen

La aplicación de dos métodos de estimación ga-
rantistas sobre un quadrotor se presentan en este
art́ıculo. Se tiene un modelo del sistema discreti-
zado en el que se calcula su posición cada T se-
gundos, mientras que la medida del GPS es cada
tsincro segundos. Se aplicaron los algoritmos ga-
rantistas para contemplar las posibles posiciones
en las que se puede encontrar el quadrotor y poste-
riormente, gracias a la medida del sensor corregir
y mejorar la estimación realizada.
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1. Introducción

Un quadrotor es un veh́ıculo aéreo con cuatro mo-
tores coplanarios. En la Fig.1 se observa un es-
quema con las distintas fuerzas y momentos que
actúan sobre dicho tipo de veh́ıculo.

Figura 1: Esquema de las Fuerzas y Pares sobre
un Quadrotor.

Se trata pues de un sistema continuo cuya medi-
ción de la posición a través de un GPS se realiza
de forma discreta. Se tienen dos tiempos de mues-

treo, uno debido a la implementación del observa-
dor discreto, T , y otro con el que se realizan las
mediciones del GPS, tsincro, donde T < tsincro.
En la Fig.2 se puede apreciar el comportamiento
que se plantea: en el instante de partida t1 se tiene
tanto la estimación de la posición a través de las
ecuaciones del modelo como la medida de la señal
GPS, y hasta que no han transcurridos tsincro se-
gundos no se volverá a tener la sincronización con
el GPS. Mientras que en los instantes de tiempo
intermedios, cada T segundos, se tendrá la esti-
mación basada en las ecuaciones del modelo del
sistema. El uso de dos tiempos de muestreo ya ha
sido empleado en [11], donde se trabaja con un
tiempo para el modelo y otro para la medida del
sensor, aunque con fines distintos.

Figura 2: Ejemplo instantes de muestreo utiliza-
dos.

Por otro lado, el modelo presenta distintas incerti-
dumbres que pueden provenir de diversas fuentes,
tales como error al medir la masa o la distribución
de la misma, dinámica del sistema no contempla-
da, imposibilidad de medir perturbaciones como
viento, efecto suelo, etc. También existe la posibi-
lidad de tener incertidumbres a la hora de realizar
la medida por parte de los sensores, como mues-
tra la Fig.3. Si se considera una medida totalmente
precisa nos encontraremos en el caso (a). Si por el
contrario, se considera que la medida no sea per-
fecta y se asume que puede tener cierta inexacti-
tud, se tiene el caso (b). Más en detalle, en la Fig.3
se representa un proceso de estimación, donde en



un momento o instante determinado se realiza una
medición con el GPS o sincronización. Consideran-
do un sistema lineal con una fuerza externa tam-
bién lineal, se tiene debido a dicho proceso para
cada coordenada en el caso (a) un triángulo, ya
que al sincronizar nos fiamos completamente de la
medida y por tanto al “resetear” tenemos un so-
lo punto, mientras que para el caso (b) lo que se
obtiene es un trapecio, ya que al “resetear” no se
tiene un punto sino un conjunto de puntos posibles
en los que se puede encontrar el estado.

Figura 3: Ejemplos de medida GPS.

A la hora de estimar las variables de estado de
un sistema, existen diferentes métodos posibles.
Entre ellos, los observadores de estado, usados en
diferentes aplicaciones, por ejemplo [1], [12], [8],
[14] y [5]. Basándonos en la clasificación realizada
en [6] podemos resaltar tres tipos:

1. El observador de Luenberger que no trata
expĺıcitamente las incertidumbres.

2. Estimadores basados en el comportamiento
estad́ıstico, como el filtro de Kalman que pre-
supone el ruido con cierta función de proba-
bilidad.

3. Estimadores basados en estados garantistas,
los cuales no necesitan presuponer una fun-
ción de probabilidad sino que se basan en
que las variables estarán acotadas dentro de
un determinado rango, es decir, son conjun-
tos compactos (en Rn que sean acotados y
cerrados).

Como ejemplo de este último tipo, si se usaran
intervalos como método de estimación garantista,
sin la necesidad de suponer una función de proba-
bilidad como se hace en el caso del filtro de Kal-
man, sólo hay que tener en cuenta que el ruido o la
incertidumbre están acotados entre un valor máxi-
mo y uno mı́nimo. De este modo, no es necesario
recurrir a un estudio estad́ıstico de dicho ruido,
lo que en ocasiones puede ser dif́ıcil o tedioso de
calcular.

Continuando con [6], los estimadores garantistas
dan como resultado un estado estimado que es un
dominio en el espacio de estados. Dicho domino

representa una cota exterior de todos los posibles
estados que son consistentes tanto con el mode-
lo incierto (con incertidumbres y/o ruido) como
con las medidas inciertas (con incertidumbres y/o
ruido).

Tal dominio se puede representar de diversas ma-
neras, ya sea mediante elipsoides, cajas (prove-
nientes del uso de aritmética intervalar), paralelo-
topos o incluso politopos de complejidad limitada,
es decir, con un número de vértices y caras limi-
tado. Según el método empleado para representar
el dominio, se tendrá de mayor o menor manera
el llamado efecto wrapping1, es decir, será más o
menos conservador en función de cómo se acoten
las soluciones. No es lo mismo acotarlo por una
caja de lados paralelos a los ejes, que por un para-
leṕıpedo o por un zonotopo. En la Fig.4 se puede
observar el conjunto de estados posibles, la aco-
tación externa mediante una caja cuyos lados son
paralelos a los ejes (supuestos ejes en horizontal y
vertical), y un paraleleṕıpedo cuyos lados no son
paralelos a los ejes y que se intenta adaptar me-
jor a la forma del conjunto de estados posibles. Se
puede apreciar como la solución obtenida por me-
dio de la caja es más conservadora que la obtenida
por el paraleṕıpedo.

Figura 4: Ejemplo de ajuste del conjunto de posi-
bles estados.

En este art́ıculo se pretende diseñar un observa-
dor que estime el estado del sistema haciendo uso
de las medidas obtenidas del mismo. El resto del
trabajo está organizado de la siguiente manera,
en la sección 2 se presenta el modelo del sistema.
Los dos algoritmos usados serán introducidos en la
sección 3 y posteriormente se verán los resultados
obtenidos mediante simulación a un caso de estu-
dio en la sección 4. Finalmente, las conclusiones
se muestran en la sección 5.

1El efecto wrapping es el hecho de añadir más solu-
ciones de las reales al utilizar un método de acotación
demasiado conservador y por tanto obtener un conjun-
to de posibles estados mayor que los posibles estados
reales que podŕıa alcanzar el sistema.



2. Modelado del Sistema

Partiendo del caso general, sea un sistema discreto
con incertidumbres, tanto en el modelo como en
la medida, dado por:

{
xk+1 = f(xk, wk)
yk = g(xk, vk)

(1)

donde xk ∈ Rn es el vector de estado del sistema,
yk ∈ Rp es el vector de salida, wk ∈ Rnw represen-
ta errores de modelado aśı como perturbaciones y
finalmente vk ∈ Rpv representa el vector de ruidos
en las mediciones.

Para los métodos que se van a emplear en la re-
solución de la estimación, se supone que las incer-
tidumbres están acotadas dentro de unos valores
concretos, sin importar la distribución estad́ıstica.
Por ello se asume que wk ∈W , vk ∈ V y x0 ∈ X0.

Particularizando (1) en el caso de que se desee
estimar la posición espacial de un quadrotor, se
parte de la segunda Ley de Newton, considerando
que todas las fuerzas se agrupan en una sola com-
ponente. Siendo análogas las expresiones para los
tres ejes, si se considera la expresión sólo para la
componente x, se tendrá ẍ = Fx

m . Trasladándolo al
espacio de estados, se pueden definir dos estados,
x1 = x y x2 = ẋ

Se tiene pues un sistema descrito por la posición
y la velocidad en R6:


ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5
ẋ6

 =



ẋ
ẏ
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m


(2)

donde x, y, z son las coordenadas en posición,
ẋ, ẏ, ż son las velocidades lineales, m es la masa
del veh́ıculo y Fx, Fy, Fz son fuerzas aplicadas en
cada uno de los ejes respectivamente.

Si se expresa (2) en tiempo discreto, el resultado

seŕıa:
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(3)

donde T es el tiempo de muestreo empleado.

Se han mostrado de forma reducida las fuerzas
aplicadas, si se desarrollan incluyendo el subsiste-
ma de rotación de un quadrotor, se pueden expre-
sar las fuerzas aplicadas como:

Fx = (cosφ cosψ sin θ + sinφ sinψ)u+Ax

Fy = (cosφ sinψ sin θ − sinφ cosψ)u+Ay

Fz = (cosφ cos θ)u+Az

(4)

siendo φ, θ, ψ los ángulos de Euler (roll, pitch y
yaw respectivamente), u el empuje total y Ai la
perturbación en el eje i correspondiente. Sin em-
bargo en (3) se ha empleado una notación sim-
plificada en lugar de hacer referencia a los ángu-
los de Euler o al empuje, ya que eso es objeto de
cálculo del controlador de estabilización el cual no
se está abordando en esta parte, es decir, aqúı se
calculan Fx, Fy, Fz necesarias para el movimiento
traslacional y a partir de dichas fuerzas se calcu-
laŕıa en el control rotacional los ángulos y empuje
necesarios.

Una vez presentado el sistema, se verá cómo se ha
abordado la resolución del problema. Dado el sis-
tema se quiere estimar su posición a través de un
modelo discreto con incertidumbres y una medi-
ción de la posición del mismo, que podrá ser a su
vez incierta o no, según el caso de estudio.

3. Algoritmos utilizados

A continuación se mostrarán los dos casos obje-
tos de estudio: aritmética intervalar y zonotopos.
Se ha considerado el movimiento en el plano XY,
reordenando los estados de (3) y sin usar las com-
ponentes correspondientes al eje z.

3.1. Aritmética Intervalar

La idea de utilizar la aritmética intervalar en es-
timación garantista surge de la partida del cono-
cimiento de los ĺımites de las incertidumbres, por
ejemplo, se conoce que puede haber un error máxi-
mo y mı́nimo a la hora de calcular la masa, pero no
se sabe exactamente cuanto es el valor del error.



Visto el motivo de su aplicación, se verá el sistema
reordenado a partir de (3):
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(5)

donde x1 es la posición x, x2 es la posición y, x3
es la velocidad ẋ y x4 es la velocidad ẏ. El resto
de la notación es la utilizada en (3).

Para abordar el problema, se hace uso de una
adaptación del algoritmo presentado en [9], donde
se hace uso de la aritmética intervalar para estimar
el estado de un sistema autónomo (xk+1 = f(xk)).
Esquemáticamente, el algoritmo es el siguiente:

Paso 1: [x̂](t2) = [x](t1) + (t2− t1)�f([x](t1))

Paso 2: [v] = [x](t1) ∪ [x̂](t2)

Paso 3: [w] = inflado([v], αω[v] + β)

Paso 4: [x](t2) = [x](t1) + (t2 − t1)�f([w])

donde ω[v] es la longitud de su lado mayor y la
operación de inflado dado una caja [x] y un escalar
ε es: inflado([x], ε) = [x1 − ε, x1 + ε]× ...× [xn −
ε, xn + ε]

Como resultado negativo de usar un método tan
conservador como el propuesto con la aritméti-
ca intervalar es el llamado efecto wrapping. En la
Fig.4 se puede observar cómo la función f está aco-
tada por la caja de color negro cuando en realidad
hay zonas de dicha caja en las que no cae ningún
punto.

La fuente de incertidumbre en el modelo se ha
supuesto que sea un error a la hora de la medición
de la masa, m. Debido a ello se tendrá un intervalo
en el que se podrán encontrar los distintos estados.

La función de inclusión2 �f de (5) será (por sim-
plicidad en la notación se han omitido los sub́ındi-
ces k):

�f([x]) =


[x1, x1] + T [x3, x3] + T 2

2 [ 1
m ,

1
m ]Fx

[x2, x2] + T [x4, x4] + T 2

2 [ 1
m ,

1
m ]Fy

[x3, x3] + T [ 1
m ,

1
m ]Fx

[x4, x4] + T [ 1
m ,

1
m ]Fy


(6)

2Según otros autores se puede expresar como [f ]

siendo T el tiempo de muestreo. Se han elegido
α = 0,1 y β = 0,0001. A la hora de calcular ω[v]
se han separado los estados en función a la coorde-
nada que representen, es decir, x1 y x3 por un lado
y x2 y x4 por otro. Una vez hecha la distinción, se
aplica a cada pareja de forma separada aquel que
sea el mayor de cada par.

3.2. Zonotopos

La idea es utilizar otro procedimiento que permita
una estimación garantista cuyo resultado sea una
acotación menos conservadora. Se vuelve a partir
del conocimiento de los ĺımites de la incertidum-
bre, pero esta vez no se suponen que tengan for-
ma rectangular, o de caja, sino que se permite una
forma más compleja, haciendo usos de politopos,
concretamente de zonotopos.

En esta ocasión, el sistema reordenado a partir de
(3), es el siguiente:
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(7)

donde x1 es la posición x, x2 es la velocidad ẋ, x3
es la posición y y x4 es la velocidad ẏ. El resto de
notación es la ya utilizada en (3).

Según el algoritmo mostrado en [4]:

Paso 1: Usar una función de inclusión para
acotar la trayectoria del sistema no lineal con
incertidumbres.

Paso 2: Calcular una cota del conjunto de es-
tados consistente.

Paso 3: Calcular una cota ajustada del con-
junto intersección.

Para el paso 1, se empleará el método de Kühn
[10], con el cual se consigue un zonotopo que aco-
ta los posibles estados del sistema. Para el paso 2,
a partir de las medidas obtenidas se estimará una
franja del conjunto de variables de estados facti-
bles para dicha medición. Y por último para el
paso 3 habrá que calcular la intersección entre zo-
notopo y franja. Por tanto, lo que se verá en este
momento es cómo calcular una franja de posibles
estados a partir de una medición.

En [4] viene detallado cómo obtener un conjunto
de estados a través de la medida tomada. Para
ello se tendrán tantas franjas como componentes



de la salida; siendo la salida yk = g(xk, vk) donde
xk ∈ Rn es el estado del sistema y vk ∈ Rpv es el
ruido en la medida.

Supongamos que tenemos una medida yk ∈ Rp, se
tiene como conjunto de estados consistentes con la
medida, denotado por Xyk

:
Xyk

= {x ∈ Rn : yk ∈ g(x, V )}

Se define Xyk
(i) como el conjunto de estados con-

sistentes con la componente i-ésima de yk:
Xyk

(i) = {x ∈ Rn : yk(i) ∈ gi(x, V )}

donde gi(x, V ) denota la i-ésima componente de
g(x, V ).

Con ambas definiciones tendremos que:

Xyk
⊆

p⋂
i=1

Xyk
(i)

En [4] se demuestra por qué una franja sirve de
cota externa para el intervalo, en este art́ıculo nos
quedaremos con el resultado, y el procedimiento
para obtener a partir de una medida una franja.
Se supone dado un zonotopo X̂k y una medida yk.
Se deben obtener mediante aritmética intervalar
el vector ci ∈ Rn y los escalares si, σi ∈ R tal que:

ci = mid
(
�∇xgi(X̂k, V )

)
cTi X̂k − gi(X̂k, V ) ⊆ [si − σi, si + σi]

entonces, si Xe
yk

(i)=
{
x :
∣∣cTi x− yk(i)− si

∣∣ ≤ σi}
resulta que la intersección entre el zontopo X̂k y
el conjunto de estados consistentes i-ésimo perte-
necerá a la intersección entre el zonotopo X̂k y la
franja ı́-ésima Xe

yk
(i):

X̂k

⋂
Xyk

(i) ⊆ X̂k

⋂
Xe

yk
(i)

4. Simulaciones

Una vez vistos los algoritmos, se mostrarán los
resultados obtenidos en simulación.

4.1. Aritmética Intervalar

Una de las ventajas de usar intervalos, es que la
intersección de dos intervalos sigue siendo un in-
tervalo. Este hecho, sin embargo, no ocurre con los
zonotopos.

Realizando una simulación cuya fuerza aplicada
consiste en un escalón de subida y otro de bajada
para volver al punto inicial, sin incertidumbres en
la medida, se obtiene como resultado el mostrado
en la Fig.5. En la simulación se cuenta con dos
tiempos distintos, un tiempo de sincronización de
1 segundo (recordar que este tiempo es el que hay
entre lectura y lectura del GPS) y uno de muestreo

de 20 milisegundos (recordar que este tiempo es el
que transcurre entre cálculo y cálculo del vector
de estados).

Figura 5: Coordenada X con GPS sin incertidum-
bres.

Si ahora, la medida del GPS se considerada no
“fiable” y se supone un dispositivo diferencial con
un error de ±0,2m por ejemplo, se puede observar
en la Fig.6 como vaŕıan los resultados. Al igual que
en el caso “fiable” el tiempo de sincronización es
de 1 segundo y el de muestreo de 20 milisegundos.

Figura 6: Coordenada X con GPS con incertidum-
bres.

4.2. Zonotopos

Al igual que con el caso de la aritmética intervalar
se mostrarán los resultados sobre el eje x, la fuerza
aplicada consiste en un escalón de subida y otro
de bajada para volver al punto inicial y que aśı se
llegue a un estado en régimen permanente.

Realizando la simulación bajo dos condiciones,



medida de la señal GPS considerada exacta, y con-
siderada con una desviación de 0.2 metros se ob-
tienen las Fig.7 y 8 respectivamente.

En la Fig.7 se puede apreciar como al principio el
área de la región definida por el zonotopo crece
haćıa un zonotopo mayor, pero conforme se reci-
ben las señales fiables del GPS se consigue reducir
el tamaño del zonotopo que relaciona la posición,
coordenada x1, con la velocidad, coordenada x2.

En la Fig. 8 se puede apreciar como en esta ocasión
en la que las medidas del GPS no se consideran
exactas, no se tiene una disminución drástica de
los zonotopos.

5. Conclusiones

Se ha presentado la aplicación sobre un quadro-
tor de dos estimadores garantistas, uno basado en
aritmética intervalar y otro en el uso de zonotopos.

La aplicación de algoritmos garantistas se llevó a
cabo debido a que se tiene un modelo continuo con
medidas del posición de forma discreta, en tiem-
pos mayores a los de muestreo del sistema. Por
tanto si solo se usara la información del sensor, se
tendrá durante instantes de tiempos sin cerrar el
lazo de control. Para tener el lazo de control cerra-
do se tiene el modelo al que se le añaden posibles
incertidumbres y se contempla los posibles estados
a los que puede llegar el sistema.

Además, permite percatarse de que no solo se
necesita el camino que se desee seguir libre de
obstáculos, sino que además se necesita una zona
donde es posible que se encuentre el quadrotor.
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Figura 7: Zonotopo X Ẋ con GPS sin incertidumbres.

Figura 8: Zonotopo X Ẋ con GPS con incertidumbres


