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Resumen

La aplicacion de dos métodos de estimacion ga-
rantistas sobre un quadrotor se presentan en este
articulo. Se tiene un modelo del sistema discreti-
zado en el que se calcula su posicion cada T se-
gundos, mientras que la medida del GPS es cada
tsinero Segundos. Se aplicaron los algoritmos ga-
rantistas para contemplar las posibles posiciones
en las que se puede encontrar el quadrotor y poste-
riormente, gractas a la medida del sensor corregir
y mejorar la estimacion realizada.
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1. Introduccion

Un quadrotor es un vehiculo aéreo con cuatro mo-
tores coplanarios. En la Fig.1 se observa un es-
quema con las distintas fuerzas y momentos que
actiian sobre dicho tipo de vehiculo.
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Figura 1: Esquema de las Fuerzas y Pares sobre
un Quadrotor.

Se trata pues de un sistema continuo cuya medi-
cién de la posicion a través de un GPS se realiza
de forma discreta. Se tienen dos tiempos de mues-

treo, uno debido a la implementacién del observa-
dor discreto, T, y otro con el que se realizan las
mediciones del GPS, tginero, donde T < tginero-
En la Fig.2 se puede apreciar el comportamiento
que se plantea: en el instante de partida ¢; se tiene
tanto la estimacién de la posicién a través de las
ecuaciones del modelo como la medida de la senal
GPS, y hasta que no han transcurridos tg;nero Se-
gundos no se volvera a tener la sincronizacion con
el GPS. Mientras que en los instantes de tiempo
intermedios, cada T segundos, se tendrd la esti-
macién basada en las ecuaciones del modelo del
sistema. El uso de dos tiempos de muestreo ya ha
sido empleado en [11], donde se trabaja con un
tiempo para el modelo y otro para la medida del
sensor, aunque con fines distintos.
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Figura 2: Ejemplo instantes de muestreo utiliza-
dos.

Por otro lado, el modelo presenta distintas incerti-
dumbres que pueden provenir de diversas fuentes,
tales como error al medir la masa o la distribucién
de la misma, dinamica del sistema no contempla-
da, imposibilidad de medir perturbaciones como
viento, efecto suelo, etc. También existe la posibi-
lidad de tener incertidumbres a la hora de realizar
la medida por parte de los sensores, como mues-
tra la Fig.3. Si se considera una medida totalmente
precisa nos encontraremos en el caso (a). Si por el
contrario, se considera que la medida no sea per-
fecta y se asume que puede tener cierta inexacti-
tud, se tiene el caso (b). Més en detalle, en la Fig.3
se representa un proceso de estimacion, donde en



un momento o instante determinado se realiza una
medicién con el GPS o sincronizacién. Consideran-
do un sistema lineal con una fuerza externa tam-
bién lineal, se tiene debido a dicho proceso para
cada coordenada en el caso (a) un tridngulo, ya
que al sincronizar nos fiamos completamente de la
medida y por tanto al “resetear” tenemos un so-
lo punto, mientras que para el caso (b) lo que se
obtiene es un trapecio, ya que al “resetear” no se
tiene un punto sino un conjunto de puntos posibles
en los que se puede encontrar el estado.

(a) (b)
Figura 3: Ejemplos de medida GPS.

A la hora de estimar las variables de estado de
un sistema, existen diferentes métodos posibles.
Entre ellos, los observadores de estado, usados en
diferentes aplicaciones, por ejemplo [1], [12], [8],
[14] ¥ [5]. Basdndonos en la clasificacién realizada
en [6] podemos resaltar tres tipos:

1. El observador de Luenberger que no trata
explicitamente las incertidumbres.

2. Estimadores basados en el comportamiento
estadistico, como el filtro de Kalman que pre-
supone el ruido con cierta funcién de proba-
bilidad.

3. Estimadores basados en estados garantistas,
los cuales no necesitan presuponer una fun-
ciéon de probabilidad sino que se basan en
que las variables estaran acotadas dentro de
un determinado rango, es decir, son conjun-
tos compactos (en R™ que sean acotados y
cerrados).

Como ejemplo de este ultimo tipo, si se usaran
intervalos como método de estimacién garantista,
sin la necesidad de suponer una funcién de proba-
bilidad como se hace en el caso del filtro de Kal-
man, sélo hay que tener en cuenta que el ruido o la
incertidumbre estédn acotados entre un valor maxi-
mo y uno minimo. De este modo, no es necesario
recurrir a un estudio estadistico de dicho ruido,
lo que en ocasiones puede ser dificil o tedioso de
calcular.

Continuando con [6], los estimadores garantistas
dan como resultado un estado estimado que es un
dominio en el espacio de estados. Dicho domino

representa una cota exterior de todos los posibles
estados que son consistentes tanto con el mode-
lo incierto (con incertidumbres y/o ruido) como
con las medidas inciertas (con incertidumbres y/o
ruido).

Tal dominio se puede representar de diversas ma-
neras, ya sea mediante elipsoides, cajas (prove-
nientes del uso de aritmética intervalar), paralelo-
topos o incluso politopos de complejidad limitada,
es decir, con un nimero de vértices y caras limi-
tado. Segun el método empleado para representar
el dominio, se tendrd de mayor o menor manera
el llamado efecto wrapping®, es decir, serd més o
menos conservador en funcién de cémo se acoten
las soluciones. No es lo mismo acotarlo por una
caja de lados paralelos a los ejes, que por un para-
lepipedo o por un zonotopo. En la Fig.4 se puede
observar el conjunto de estados posibles, la aco-
tacién externa mediante una caja cuyos lados son
paralelos a los ejes (supuestos ejes en horizontal y
vertical), y un paralelepipedo cuyos lados no son
paralelos a los ejes y que se intenta adaptar me-
jor a la forma del conjunto de estados posibles. Se
puede apreciar como la solucién obtenida por me-
dio de la caja es més conservadora que la obtenida
por el paralepipedo.

Figura 4: Ejemplo de ajuste del conjunto de posi-
bles estados.

En este articulo se pretende disenar un observa-
dor que estime el estado del sistema haciendo uso
de las medidas obtenidas del mismo. El resto del
trabajo estd organizado de la siguiente manera,
en la seccién 2 se presenta el modelo del sistema.
Los dos algoritmos usados serdan introducidos en la
seccién 3 y posteriormente se veran los resultados
obtenidos mediante simulacién a un caso de estu-
dio en la seccién 4. Finalmente, las conclusiones
se muestran en la seccién 5.

'El efecto wrapping es el hecho de afiadir més solu-
ciones de las reales al utilizar un método de acotacién
demasiado conservador y por tanto obtener un conjun-
to de posibles estados mayor que los posibles estados
reales que podria alcanzar el sistema.



2. Modelado del Sistema

Partiendo del caso general, sea un sistema discreto
con incertidumbres, tanto en el modelo como en
la medida, dado por:

Tr1 = f(zr, w)
{ y+k = g(wx, vx) (1)

donde z; € R™ es el vector de estado del sistema,
yr. € RP es el vector de salida, wy € R™ represen-
ta errores de modelado asi como perturbaciones y
finalmente v, € RPv representa el vector de ruidos
en las mediciones.

Para los métodos que se van a emplear en la re-
solucién de la estimacion, se supone que las incer-
tidumbres estan acotadas dentro de unos valores
concretos, sin importar la distribucion estadistica.
Por ello se asume que wy, € W, v, € V y 2g € Xp.

Particularizando (1) en el caso de que se desee
estimar la posicién espacial de un quadrotor, se
parte de la segunda Ley de Newton, considerando
que todas las fuerzas se agrupan en una sola com-
ponente. Siendo analogas las expresiones para los
tres ejes, si se considera la expresion solo para la
componente x, se tendra & = % Trasladédndolo al
espacio de estados, se pueden definir dos estados,
T =Ty T2=21

Se tiene pues un sistema descrito por la posicién
y la velocidad en RS:
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donde z,y,z son las coordenadas en posicion,
x,1, 2 son las velocidades lineales, m es la masa
del vehiculo y F,, F,, F, son fuerzas aplicadas en
cada uno de los ejes respectivamente.

Si se expresa (2) en tiempo discreto, el resultado

seria:
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donde T es el tiempo de muestreo empleado.

Se han mostrado de forma reducida las fuerzas
aplicadas, si se desarrollan incluyendo el subsiste-
ma de rotacién de un quadrotor, se pueden expre-
sar las fuerzas aplicadas como:

F, = (cos¢cospsinb + singsin)u + A,
F, = (cos¢sinysinf —singpcosv)u+ A4, (4)
F, = (cosgpcost)u+ A,

siendo ¢, 0,1 los dngulos de Euler (roll, pitch y
yaw respectivamente), u el empuje total y A; la
perturbacion en el eje ¢ correspondiente. Sin em-
bargo en (3) se ha empleado una notacién sim-
plificada en lugar de hacer referencia a los angu-
los de Euler o al empuje, ya que eso es objeto de
calculo del controlador de estabilizacion el cual no
se estd abordando en esta parte, es decir, aqui se
calculan Fy, Fy, F. necesarias para el movimiento
traslacional y a partir de dichas fuerzas se calcu-
laria en el control rotacional los angulos y empuje
necesarios.

Una vez presentado el sistema, se verd cémo se ha
abordado la resolucién del problema. Dado el sis-
tema se quiere estimar su posiciéon a través de un
modelo discreto con incertidumbres y una medi-
cién de la posicién del mismo, que podré ser a su
vez incierta o no, segun el caso de estudio.

3. Algoritmos utilizados

A continuacién se mostraran los dos casos obje-
tos de estudio: aritmética intervalar y zonotopos.
Se ha considerado el movimiento en el plano XY,
reordenando los estados de (3) y sin usar las com-
ponentes correspondientes al eje z.

3.1. Aritmética Intervalar

La idea de utilizar la aritmética intervalar en es-
timacién garantista surge de la partida del cono-
cimiento de los limites de las incertidumbres, por
ejemplo, se conoce que puede haber un error maxi-
mo y minimo a la hora de calcular la masa, pero no
se sabe exactamente cuanto es el valor del error.



Visto el motivo de su aplicacién, se verd el sistema
reordenado a partir de (3):
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donde x1 es la posicién z, x2 es la posicién y, 3
es la velocidad 2 y x4 es la velocidad g. El resto
de la notacién es la utilizada en (3).

Para abordar el problema, se hace uso de una
adaptacién del algoritmo presentado en [9], donde
se hace uso de la aritmética intervalar para estimar
el estado de un sistema auténomo (zx11 = f(zx)).
Esquematicamente, el algoritmo es el siguiente:

= Paso 1: [#](t2) = [a](t) + (t2 — )OS ([e)(t2))
s Paso 2: [v] = [z](t1) U [2](t2)

» Paso 3: [w] = inflado([v], aw[v] + B)

= Paso 4: [a](t) = [&](t2) + (t2 — t)0/ ([w])

donde w[v] es la longitud de su lado mayor y la
operacion de inflado dado una caja [x] y un escalar
e es: inflado([x],€) = [x; — €, T1 + €] X ... X [z, —
€,Tn + €

Como resultado negativo de usar un método tan
conservador como el propuesto con la aritméti-
ca intervalar es el llamado efecto wrapping. En la
Fig.4 se puede observar como la funcién f esté aco-
tada por la caja de color negro cuando en realidad
hay zonas de dicha caja en las que no cae ningin
punto.

La fuente de incertidumbre en el modelo se ha
supuesto que sea un error a la hora de la medicién
de la masa, m. Debido a ello se tendra un intervalo
en el que se podran encontrar los distintos estados.

La funcién de inclusién? Of de (5) serd (por sim-
plicidad en la notacién se han omitido los subindi-
ces k):

[&1751] + T@Svfi’)] + TTZ[%’ é]Fw
= = 271 1
Df([l’]) _ ["EZaIQ} + IL[LL? 4} 1+ % [m’ m]ﬂ/
[23, T3] + T35 1 Fe
[24,T4) + T[=, é]Fy

(6)

2Segtin otros autores se puede expresar como [f]

siendo T el tiempo de muestreo. Se han elegido
a=0,1y 8 =0,0001. A la hora de calcular w[v]
se han separado los estados en funcién a la coorde-
nada que representen, es decir, 1 y x3 por un lado
y Z2 v x4 por otro. Una vez hecha la distincién, se
aplica a cada pareja de forma separada aquel que
sea el mayor de cada par.

3.2. Zonotopos

La idea es utilizar otro procedimiento que permita
una estimacién garantista cuyo resultado sea una
acotaciéon menos conservadora. Se vuelve a partir
del conocimiento de los limites de la incertidum-
bre, pero esta vez no se suponen que tengan for-
ma rectangular, o de caja, sino que se permite una
forma maés compleja, haciendo usos de politopos,
concretamente de zonotopos.

En esta ocasidn, el sistema reordenado a partir de
(3), es el siguiente:
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donde z; es la posicion z, xs es la velocidad &, x3
es la posicién y vy x4 es la velocidad 3. El resto de
notacién es la ya utilizada en (3).

Segun el algoritmo mostrado en [4]:

= Paso 1: Usar una funcién de inclusién para
acotar la trayectoria del sistema no lineal con
incertidumbres.

= Paso 2: Calcular una cota del conjunto de es-
tados consistente.

= Paso 3: Calcular una cota ajustada del con-
junto interseccion.

Para el paso 1, se empleard el método de Kiihn
[10], con el cual se consigue un zonotopo que aco-
ta los posibles estados del sistema. Para el paso 2,
a partir de las medidas obtenidas se estimara una
franja del conjunto de variables de estados facti-
bles para dicha medicién. Y por tltimo para el
paso 3 habré que calcular la interseccién entre zo-
notopo y franja. Por tanto, lo que se verd en este
momento es como calcular una franja de posibles
estados a partir de una medicién.

En [4] viene detallado cémo obtener un conjunto
de estados a través de la medida tomada. Para
ello se tendran tantas franjas como componentes



de la salida; siendo la salida yi = g(zk, vi) donde
i € R™ es el estado del sistema y v € RP es el
ruido en la medida.

Supongamos que tenemos una medida y, € RP, se
tiene como conjunto de estados consistentes con la
medida, denotado por X, :

Xy ={zeR":y, € g(x,V)}

Se define X, (i) como el conjunto de estados con-
sistentes con la componente i-ésima de yy:

Xy, (i) = {z € R™ 1 yi(i) € gs(z,V)}
donde g¢;(z,V) denota la i-ésima componente de
gz, V).

Con ambas definiciones tendremos que:

P
Xy € () X i)
i=1
En [4] se demuestra por qué una franja sirve de
cota externa para el intervalo, en este articulo nos
quedaremos con el resultado, y el procedimiento
para obtener a partir de una medida una franja.
Se supone dado un zonotopo Xy, y una medida yg.
Se deben obtener mediante aritmética intervalar
el vector ¢; € R™ y los escalares s;,0; € R tal que:

= c; = mid (Dvmgi(f(k, V))
- CZTXk - gi(kav) C [8i — 04,8 + 04

entonces, si X¢ (i)={z : |cTe — yp(i) — 55| < o3}
resulta que la interseccién entre el zontopo X, y
el conjunto de estados consistentes i-ésimo perte-
necerd a la interseccién entre el zonotopo Xy y la
franja {-ésima X (i):

Xk N Xy, (1) € Xk N X5, (2)

4. Simulaciones

Una vez vistos los algoritmos, se mostraran los
resultados obtenidos en simulacién.

4.1. Aritmética Intervalar

Una de las ventajas de usar intervalos, es que la
interseccién de dos intervalos sigue siendo un in-
tervalo. Este hecho, sin embargo, no ocurre con los
ZOnotopos.

Realizando una simulacién cuya fuerza aplicada
consiste en un escalén de subida y otro de bajada
para volver al punto inicial, sin incertidumbres en
la medida, se obtiene como resultado el mostrado
en la Fig.5. En la simulacién se cuenta con dos
tiempos distintos, un tiempo de sincronizacién de
1 segundo (recordar que este tiempo es el que hay
entre lectura y lectura del GPS) y uno de muestreo

de 20 milisegundos (recordar que este tiempo es el
que transcurre entre cdlculo y calculo del vector
de estados).

posicidn X

sistemna
y C  estimada
S . .S S |~ minima
maxima

OBk et ............................. ...............

B o T e N

posicidn (m)

Ofifscors s

02p

tiempo (s)

Figura 5: Coordenada X con GPS sin incertidum-
bres.

Si ahora, la medida del GPS se considerada no
“fiable” y se supone un dispositivo diferencial con
un error de +0,2m por ejemplo, se puede observar
en la Fig.6 como varfan los resultados. Al igual que
en el caso “fiable” el tiempo de sincronizaciéon es
de 1 segundo y el de muestreo de 20 milisegundos.

posicidn X

E 1 P . S sistiitia
E @ estimada
i= = mminima
& )
o T T maxima

D .'.‘ ........................................................

o
- ‘ i ‘ i
0 5 10 15 20 25

tiempo (s)

Figura 6: Coordenada X con GPS con incertidum-
bres.

4.2. Zonotopos

Al igual que con el caso de la aritmética intervalar
se mostraran los resultados sobre el eje x, la fuerza
aplicada consiste en un escalén de subida y otro
de bajada para volver al punto inicial y que asi se
llegue a un estado en régimen permanente.

Realizando la simulacién bajo dos condiciones,



medida de la senal GPS considerada exacta, y con-
siderada con una desviacion de 0.2 metros se ob-
tienen las Fig.7 y 8 respectivamente.

En la Fig.7 se puede apreciar como al principio el
area de la region definida por el zonotopo crece
hacia un zonotopo mayor, pero conforme se reci-
ben las senales fiables del GPS se consigue reducir
el tamano del zonotopo que relaciona la posicién,
coordenada x1, con la velocidad, coordenada xs.

En la Fig. 8 se puede apreciar como en esta ocasién
en la que las medidas del GPS no se consideran
exactas, no se tiene una disminucién drastica de
los zonotopos.

5. Conclusiones

Se ha presentado la aplicacién sobre un quadro-
tor de dos estimadores garantistas, uno basado en
aritmética intervalar y otro en el uso de zonotopos.

La aplicacién de algoritmos garantistas se llevé a
cabo debido a que se tiene un modelo continuo con
medidas del posicién de forma discreta, en tiem-
pos mayores a los de muestreo del sistema. Por
tanto si solo se usara la informacién del sensor, se
tendra durante instantes de tiempos sin cerrar el
lazo de control. Para tener el lazo de control cerra-
do se tiene el modelo al que se le anaden posibles
incertidumbres y se contempla los posibles estados
a los que puede llegar el sistema.

Ademads, permite percatarse de que no solo se
necesita el camino que se desee seguir libre de
obstaculos, sino que ademads se necesita una zona
donde es posible que se encuentre el quadrotor.
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Figura 7: Zonotopo X X con GPS sin incertidumbres.
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Figura 8: Zonotopo X X con GPS con incertidumbres



