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Resumen de la Tesis

En esta Tesis se estudian matemética y experimentalmente, los resultados obte-
nidos al realizar el analisis en componentes independientes (abreviadamente, ICA,
del inglés Independent Component Analysis) de imagenes naturales. El trabajo pu-
blicado en 1995 por Bell y Sejnowski [BellSej95], estableciendo una conexion entre
los resultados obtenidos al aplicar ICA a imégenes naturales y el comportamien-
to de ciertas neuronas de la corteza visual primaria, suscité un gran interés y
motivo la aparicion de numerosos articulos en los que, mediante diversos experi-
mentos, se ofrecian distintos matices de esta conexion (por citar algunos ejemplos,
[CaywWT04, HyvHHO3, vanHat98a|). En esta Tesis se aporta, por primera vez,
una prueba matematica que explica por qué se observa este interesante comporta-
miento cuando ICA es aplicado a imagenes naturales.

Gracias a las investigaciones de David H. Hubel y Torsten N. Wiesel [HubW62,
HubW@68| sobre el modo en el que la corteza visual analiza la informacion captada
por la retina, y por las cuales recibieron el Premio Nobel de Fisiologia o Medicina
en 1981, sabemos que la mayoria de las neuronas corticales responden con mayor
intensidad en presencia de estimulos visuales consistentes en contornos orientados.
Por otro lado, tras analizar los histogramas de las respuestas de estas neuronas,
David J. Field concluyé que éstos estan caracterizados por una elevada curtosis,
lo que podia asociarse con una distribucion «dispersa» |Field87, Field94|. Cuando
aplicamos ICA a imagenes naturales obtenemos unos resultados que recuerdan,

sorprendentemente, a este comportamiento de las neuronas de la corteza visual:

e La mayoria de las «bases ICA» obtenidas contienen «bordes» con distintas

orientaciones y localizaciones.

XI
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e Las componentes independientes tienen una distribucion «dispersa».

Esta similitud entre ICA y el sistema visual, junto con la teoria de Barlow
[Barlow61, Barlow89, Barlow01| sobre el proceso de reduccion de redundancia que
llevan a cabo los distintos sistemas sensoriales del cuerpo humano, ha suscitado
mucho interés en cuanto a que sugiere que el sistema visual podria realizar una
especie de «anélisis en componentes independientes» de la informaciéon captada
por la retina.

Esta Tesis analiza esta situacion desde otra o6ptica y, dejando a un lado la
semejanza existente entre los resultados de ICA y el sistema visual humano, plantea
la siguiente cuestion: jpor qué al aplicar ICA a imégenes naturales obtenemos
unas «bases ICA» que contienen «bordes» y unas componentes independientes
caracterizadas por una distribucion «dispersa»?

Para responder a esta pregunta, hay que abandonar necesariamente el modo
en el que normalmente se plantea el anélisis en componentes independientes. En
primer lugar, el objetivo en este caso no es analizar la independencia estadistica
de las componentes, sino su estructura y las ecuaciones que las determinan. En
segundo lugar, en esta Tesis se demuestra que aplicar I[CA a una imagen natural
es equivalente a realizar un filtrado en dos dimensiones de dicha imagen con los
denominados «filtros ICA», rotados convenientemente, y muestreando posterior-
mente el resultado final en los puntos apropiados. Como se podra comprobar, este
nuevo modo de expresar el anélisis en componentes independientes de imagenes
naturales es necesario para la correcta interpretacion de los resultados obtenidos.

De entre todos los posibles algoritmos ICA, esta Tesis se centra en aquellos basa-
dos en maximizar estadisticos de orden superior. Como caso particular, se analizan
matematicamente las componentes independientes que determina el popular algo-
ritmo FastICA [HyvOja97, FastICA|, cuando los estadisticos que se maximizan
son la curtosis y el coeficiente de asimetria.

A continuacién se expone la estructura de este documento, indicando breve-
mente el contenido de cada capitulo.

El Capitulo 1 esta dedicado al analisis en componentes independientes. Se cen-
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tra en los métodos que encuentran las componentes independientes maximizando
la «no gaussianeidad» de los datos y, mas concretamente, en aquellos que miden
esa «no gaussianeidad» mediante estadisticos de orden superior.

El Capitulo 2 trata de las semejanzas entre el sistema visual humano y los
resultados obtenidos al aplicar ICA a imégenes naturales. En este Capitulo se re-
visarén las motivaciones que llevaron a relacionar ICA con el proceso de extraccion
de patrones que tiene lugar en la corteza visual, asi como los resultados que mues-
tran el parecido entre ICA y el comportamiento de ciertas neuronas de la corteza
visual primaria.

El Capitulo 3 se estudian en detalle los algoritmos ICA que usan como criterio
el maximizar estadisticos de orden superior, particularizando para los casos en los
que estos estadisticos son coeficiente de asimetria y la curtosis. En primer lugar se
tratara la extraccion de una tinica componente independiente para después hacer
la extension a multiples componentes. Como caso particular, se analizan mate-
méaticamente las componentes independientes que determina el popular algoritmo
FastICA[HyvKOO01, FastICA]. Finalmente, se discuten los resultados obtenidos al
aplicar ICA a una imagen.

En el Capitulo 4 se muestran distintos resultados experimentales que corro-
boran las conclusiones del Capitulo anterior.

Para finalizar, se expondran las conclusiones de esta Tesis, asi como las lineas

futuras de investigacion.
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Capitulo 1

El AnAlisis en Componentes

Independientes (ICA)

1.1. Definicién del Analisis en Componentes Inde-

pendientes

La técnica de Analisis en Componentes Independientes (abreviadamente co-
nocida como ICA, del inglés Independent Component Analysis) ha sido descrita
convenientemente en numerosos libros (ver, por ejemplo, [HyvKOO01]). Por esta
razoén, vamos a describir ahora sélo los aspectos que consideramos mas relevantes.
Bésicamente, ICA es una técnica de analisis de datos multivariantes cuya finalidad
es «descubrir» componentes estadisticamente independientes presentes en dichos
datos [CaoLiu96, CichAm02, HyvKOO1]. Debido a su gran potencial, esta técnica
ha recibido una considerable atencion desde que P. Comon la acunase en [Comon94|
pudiéndose decir que, a dia de hoy, se aplica en campos tales como el procesado
de senal, el tratamiento de imégenes o la ingenieria biomédica, entre otros.

En analisis multivariante, se denomina «variable latente» a todo «concepto
supuesto y no observado que s6lo puede ser aproximado mediante variables medi-

bles u observables»!. Normalmente, las «variables latentes» se construyen como

1Por ejemplo, la variable latente «satisfaccién del usuario de un modelo de coche» puede ser
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combinaciones lineales de las variables observables. Pues bien, ICA asocia a cada
conjunto de variables latentes una funciéon llamada «funcion contraste». Esta fun-
cion alcanza su valor méximo cuando las variables latentes son estadisticamente
independientes entre si. El objetivo de ICA no es otro que el de determinar las

variables latentes que maximizan dicha «funcién contraste».

1.2. Formulaciéon matematica de ICA

Sea X la matriz N x T de datos (normalmente, la matriz que contiene 7'
observaciones de un vector aleatorio de dimensiones N x 1). Inspirandonos en
Matlab, denotaremos la k-ésima columna de X como X, = [z, ..., zn:]T donde
el superindice { denota transposicion. De igual manera, la i-ésima fila de la matriz
serd X;. = [x;1, ..., xyr]. Sin ninguna pérdida de generalidad se acepta que el valor

medio de cada fila de X es cero:

IS ww=0 Vi (1.1)

Sea Y la matriz N x T de variables latentes. Por definicion
Y=BX (1.2)

donde B es una matriz invertible N x N. Se dice que la i-ésima fila de Y, es decir,
Vi = [Yi1, - - -, Yir], €s un vector que contiene T realizaciones de la variable latente
Y. Obsérvese que, a consecuencia de (1.1), la media muestral de las variables ); es
siempre cero. El objetivo de ICA es en principio el siguiente: obtener unas variables
V1, ..., VN «tan estadisticamente independientes entre si como sea posible». Para
ello se define una «funcion contraste» ® que mide la dependencia estadistica entre
las variables latentes (el contraste alcanza su valor maximo cuando las variables son
estadisticamente independientes). El contraste se puede expresar de las siguientes

formas

(YY) = »(BX) = &(B)

aproximada mediante una funcién de las variables medibles «tamafio», «tiempo entre averiasy,

«precio», «potencia», etc.
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En la prictica ICA se lleva a cabo «encontrando la matriz B que maximiza ®(B)».

Si A = B7! se puede escribir
X=AY (1.3)

Esta ecuacion indica que cada columna de X pertenece al espacio vectorial gene-
rado por las columnas de A. Por ello es corriente llamar «bases» a estas tultimas.
Ademas, en ICA se suele utilizar la siguiente nomenclatura (heredada del problema

de la «Separacion Ciega de Fuentesy, que describiremos mas adelante):

e A la matriz B se la llama «matriz de separaciony.
e A la matriz A se la llama «matriz de mezclay.

e A )Y, ..., VN también se las llama «fuentes» o «componentes independien-

tesy.

1.3. Ambigiiedades de ICA

Si analizamos detenidamente el modelo ICA mostrado en (1.2) nos daremos

cuenta de que existen ambigiiedades:

1. No precisa las varianzas de las componentes independientes.

2. No precisa el orden de las componentes independientes.

Por convencion es suponer que cada fuente tiene varianza unidad:

T i
% Zk:1 yzzk =1 Vi

y se ajusta la matriz B de tal forma que tenga en cuenta esta restriccion.

En cuanto al orden de las fuentes, cualquier matriz de permutaciéon P y su

inversa P~! pueden ser insertadas en el modelo ICA de la siguiente forma:
X=AP'PY (1.4)

La matriz PY contiene las componentes independientes originales ); cambiadas de
orden (en distintas filas). La indeterminacion existe porque es imposible distinguir

en la practica el modelo generativo (1.4) del modelo (1.3).
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1.4. Aplicacion: el problema de la «Separaciéon Cie-

ga de Fuentes»

La aplicaciéon més popular de ICA se da en el problema llamado de «Separacion
Ciega de Fuentes», que pasamos a describir: consideremos una situaciéon en la que
existen una serie de senales emitidas por algin tipo de generador. Supongamos
que disponemos de unos sensores que recogen estas senales y que estan colocados
en diferentes posiciones, de tal forma que cada uno de estos sensores recibe distin-
tas contribuciones de estas senales. Podria darse el caso, por ejemplo, cuando se
registran con un grupo de micréfonos las voces de un grupo de personas hablando
simultaneamente, o cuando se recogen las senales electromiogréaficas emitidas por
los musculos mediante varios electrodos colocados en la piel.

Para facilitar la explicacion, supongamos que son tres las fuentes y tres las sena-
les observadas (es decir, disponemos de tres sensores), denotadas las primeras por
s1(t), s2(t) v s3(t), v las segundas por x1(t), z2(t) y x3(t) parat =1,...,T. Supon-
gamos también que las observaciones x;(¢) pueden obtenerse mediante una suma
ponderada de las fuentes s;(t), donde los coeficientes de ponderacion dependen de

la distancia entre cada uno de los sensores y las fuentes:

1 (t) = a1l 81(15) + aq9 Sz(t) + a3 Sg(t)
To(t) = an s1(t) + ag sa(t) + ass s3(t) (1.5)
.’L’g(t) = asi 81(15) + a3z Sz(t) + ass Sg(t)

donde los coeficientes a;; son desconocidos, al igual que las fuentes s;(¢). No es muy
arriesgado suponer que los coeficientes a;; son lo suficientemente independientes
entre si como para que la matriz que forman, A = [a;;], sea invertible. Asi, existira
una matriz B = A1, de coeficientes b;; que pueden separar las fuentes, tal y como

se muestra a continuacion:

Sl(t) = bll T (t) + b12 .%'Q(t) + 613 .’L’g(t)
sa(t) = bor w1(t) + b w2(t) + bz w3(1) (1.6)
Sg(t) = 631 T (t) + b32 ) (t) + 633 T3 (t)
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El problema que se pretende resolver en «separacion de fuentes» es la determina-
cion de la matriz B y, a partir de ella, de las senales «fuente». Siguiendo el ejemplo,
tratariamos de separar las voces de los distintos locutores que han hablado simul-
taneamente. Pues bien, Comon [Comon94| ha demostrado que bajo hipotesis muy
generales ICA lleva a cabo la resolucion de este problema. Es decir, se verifica que
la matriz Y de componentes independientes obtenida al aplicar un método ICA
a la matriz X de observaciones coincide con la matriz de fuentes S salvo, quizés,
factores de escala o permutaciones en el orden de las filas. Hoy en dia, ésta es la

principal aplicacion de ICA.

1.5. ICA basado en maximizar la «no gaussianei-

dad»

Una forma simple e intuitiva de estimar el modelo ICA se basa en maximizar
la «no gaussianeidad» de las observaciones. Segun el teorema central del limite,
la distribuciéon de una suma de variables aleatorias independientes tiende hacia
una distribucion gaussiana. En otras palabras, la suma de un cierto nimero de
variables aleatorias independientes tiene una distribuciéon que «se parece» mas a
una distribuciéon gaussiana que la distribucion de cualquiera de las variables por
separado. Por ejemplo, consideremos dos variables aleatorias independientes con
distribuciéon uniforme, de media cero y varianza unidad. En las Figuras 1.2 y 1.3
mostramos la distribucion conjunta de dichas variables independientes (obtenida
como una muestra de las variables representadas en el plano bidimensional), y la

distribucion de una de estas variables uniformes (estimada a partir de su histogra-

St—> —X; —p —»
) ——> —x, —» —» 7,
ICA

Figura 1.1: Problema del anélisis en componentes independientes
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Distribucion conjunta de las fuentes

Figura 1.2: Distribucién conjunta estimada de dos variables independientes uniformes.

Distribucion de s,
035 . . . . ! . .

03r 1

025¢ 1

02r 1

005 1

Figura 1.3: Distribucién estimada de una de las variables uniformes comparada con una
distribucion gaussiana (linea discontinua).

ma) comparada con una distribucién gaussiana.

La distribuciéon conjunta de una combinacion lineal de ambas variables se mues-
tra en la Figura 1.4 (donde la matriz que contienen los coeficientes de ponderacion
es ortogonal). Si nos fijamos en la Figura 1.5, podemos ver que la nueva distri-
bucién tras la suma se acerca a la de una distribuciéon gaussiana, verificando lo

expuesto anteriormente.
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Distribucion conjunta de las observaciones blangueadas

Figura 1.4: Distribucién conjunta estimada de la mezcla blanqueada de dos variables
aleatorias uniformes independientes

Distribucién de zZ, Distribucion de z,

035 035

03r

0251

0z2r

0151

01r

005¢

Figura 1.5: Distribuciones marginales estimadas de las variables obtenidas tras la mezcla
comparada con una distribucién gaussiana (linea discontinua).

..Como se aplica esta idea a ICA? Sean ), ..., Yy variables aleatorias estadis-

ticamente independientes no gaussianas. Sea

X=AY (1.7)

donde la fila i-ésima de Y contiene las realizaciones de la variable ); y A es
una matriz N x N. Gracias al teorema central del limite se puede esperar que la

distribuciéon de las filas de X sea «bastante gaussianay». Por la misma razon, la
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distribucion de las filas de
BX=BAY=GY, (1.8)

donde B es una matriz N x N, también debe ser «normal». La excepciéon a es-
ta regla no es otra que la situacion en la que G es la matriz identidad (o una

permutacion en las filas de la matriz identidad), en cuyo caso, simplemente
BX=Y (1.9)
De todo esto nace la siguiente idea:

La busqueda de la matriz B que produce componentes independien-
tes se puede sustituir por la bisqueda de la matriz B que produce

componentes tan «poco gaussianas» como sea posible.

Este principio reduce ICA a la técnica conocida como «Projection Pursuity [Fried87|,
de la que existe abundante bibliografia. La suposicion de que las variables Vi, ..., Vy
no son de Gauss, por otra parte, distingue ICA del llamado «Anélisis Factorial»

de los datos [HyvKOO1].

1.6. Medida de la «no gaussianeidad» mediante es-

tadisticos de alto orden

La busqueda de componentes «no gaussianas» se suele llevar a cabo maximi-
zando funciones contraste que se definen a partir de estadisticos de las variables
latentes, como el momento central de tercer orden (o coeficiente de asimetria) y
la curtosis [HyvKOO1|. Por ejemplo, la curtosis, o cumulante de cuarto orden de
una variable aleatoria nos da una medida de la distancia que separa la distribuciéon
de dicha variable aleatoria de una distribucion gaussiana, que posee kurtosis cero
(de hecho, todos los cumulantes de orden mayor que dos de una variable aleatoria
gaussiana son nulos [Nandi99]). En [HyvKOO1| se demuestra que maximizando
la kurtosis podemos obtener las componentes independientes subyacentes en las

observaciones X del modelo ICA.
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En esta Tesis consideraremos tinicamente las funciones contraste coeficiente de

astmetria y curtosis. Las razones son dos:
m Son las funciones contraste mas sencillas de estudiar mateméticamente.

= Practicamente, cualquier otra funciéon contraste conocida proporciona resul-
tados equivalentes a los obtenidos al maximizar el coeficiente de asimetria y

la curtosis [HyvKOO1, Lee98].

Por su especial interés, repasaremos en lo que queda de Seccion la definicion
de la curtosis. Para una variable aleatoria ), cuya media es cero, la curtosis viene

dada por:
curt = E{Y*} — 3E{)?*}? (1.10)

Si ademés imponemos que la variable aleatoria y tenga varianza unidad, curt =
E{Y*} — 3. Las variables aleatorias con curtosis negativa reciben el nombre de
subgaussianas o platicirticas, mientras que las que tienen curtosis positiva reci-
ben el nombre de supergaussianas o leptocirticas. Por otro lado, mientras que las
variables supergaussianas pueden llegar a tener curtosis infinitamente grandes (en
teoria), las subgaussianas tienen acotado el valor minimo de su curtosis a —2 (en
el caso de varianza unidad) [HyvKOO1].

Las variables aleatorias supergaussianas suelen presentar una funcion de den-
sidad de probabilidad picuda, tomando valores grandes en torno a la media y
pequenos lejos de ella. Dicho de otra forma, estas variables aleatorias toman va-
lores cercanos a su media con mucha probabilidad, tomando valores alejados de
su media en raras ocasiones, por lo que presentan una distribucion «dispersa». De
hecho, cuanto mayor sea la curtosis de una variable aleatoria, mas «dispersa» sera
su distribucion [HyvKOO1|. Un ejemplo tipico lo tenemos en la distribucion de
Laplace, cuya funcion de densidad de probabilidad viene dada por (considerando

media cero y varianza unidad):

py) = % exp (—\/§|y|> (1.11)
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Variable aleatoria de Laplace
6 T T T T T

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Distribucion de Laplace
08 T T T

0.6 b

0.2 b

Figura 1.6: Ejemplo de una distribuciéon supergaussiana (curtosis positiva): muestra
de una variable aleatoria de Laplace de media cero y varianza unidad (arriba) y su
correspondiente funcion de densidad de probabilidad (abajo).

En la Figura 1.6 mostramos un ejemplo de una variable aleatoria laplaciana,
de media cero y varianza unidad y su correspondiente funciéon de densidad de

probabilidad. Se puede observar el aspecto «disperso» de dicha variable aleatoria.

En cuanto a las variables aleatorias subgaussianas suelen presentar una funcion
de densidad de probabilidad achatada, practicamente constante en torno a la media
y casi nula lejos de ella. Un ejemplo tipico es la variable uniforme, cuya funcién

de densidad de probabilidad viene dada por (considerando media cero y varianza

unidad):

(1.12)

En la Figura 1.7 mostramos el ejemplo de una variable aleatoria uniforme de

media cero y varianza unidad, asi como su correspondiente funcién de densidad de

probabilidad.
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Variable aleatoria uniforme
3 T T T T

1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Distribucion uniforme

0.4 T

0.3 4

0.1 4

Figura 1.7: Ejemplo de una distribucion subgaussiana (curtosis negativa): muestra de
una variable aleatoria uniforme de media cero y varianza unidad (arriba) y su correspon-
diente funcion de densidad de probabilidad (abajo).

1.7.  Analisis en componentes principales (PCA)

El analisis en componentes principales (abreviadamente, PCA, del inglés Prin-
cipal Component Analysis) es una técnica clasica usada en el analisis estadistico
de datos, extraccion de caracteristicas y compresion de datos. Dado un conjunto
de variables, el propoésito es encontrar otro conjunto mas pequeno de variables,
con menos redundancia, que nos permita representar al primero lo mejor que sea
posible. Este objetivo estd muy ligado al de ICA, pero en PCA la redundancia
se mide en funcién de la correlaciéon entre las variables, mientras que en ICA se
tienen en cuenta dependencias estadisticas de mayor orden. Por su conexion con
ICA y porque haremos mencién a esta técnica matematica en numerosas ocasio-
nes, dedicamos esta seccion a ofrecer unas nociones basicas sobre PCA (para maés
informacion, constltese [GonzWo92, HyvKOO01]).

Dado un conjunto de variables de media cero, X;, Xs, ..., Xy, mediante PCA

obtenemos otro conjunto de variables no correlacionadas entre sf, X, X3, ..., Xx.

Esta transformacion se consigue mediante la rotacion del sistema de coordenadas
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usado para la representacion de las variables, de tal forma que el nuevo sistema
de coordenadas vendra determinado por los autovectores de la matriz de correla-
cion de X7, Xs, ..., Xy, que ademas identifican las direcciones de méxima varian-
za |GonzWo92, HyvKOO01|. En la practica, la matriz X+ de dimensiones N x T

que contiene las nuevas variables viene dada por:

Xt =WX=D12VviX (1.13)
donde V = [vy]...|lvy] es la matriz ortogonal® que contiene, por columnas, los
autovectores de la matriz de correlacion de los datos R, = %XXT, y D =

diag(A1, ..., Ay) es la matriz diagonal de sus autovalores. Normalmente, los au-
tovalores se ordenan de mayor a menor en la diagonal de la matriz D, al igual que
los autovectores de la matriz V (esto es, la matriz V estaria ordenada de tal forma
que su primera columna seria el autovector asociado al mayor autovalor y la tiltima
columna serfa el autovector asociado al menor autovalor). Mientras que la matriz
de autovectores es la responsable de la rotacion del sistema de coordenadas, la
matriz de autovalores, concretamente D~1/2 = diag()\fl/ 2, vy A Y 2), hace que las
varianzas de las variables resultantes estén normalizadas a la unidad. Este proceso
también es conocido como «blanqueado» o «whitening» debido a que las variables
X, X, ..., Xx son «espacialmente blancasy, es decir, su matriz de correlacion es
la matriz identidad. Por ello, a la matriz W “/ D172V ge la llama «matriz de

blanqueado» .

2 Es decir, se verifica que VVT = VIV =1 siendo I la matriz unidad.



Capitulo 2

Conexioén entre ICA y el sistema

visual humano

En los ultimos anos ha suscitado un gran interés el hecho de que gran parte de
las neuronas de la corteza visual parecen responder especificamente a «lineas» o
«bordes» con distintas orientaciones. Se han propuesto diversas técnicas matemé-
ticas que imitan, con mayor o menor éxito, esta especie de proceso de extraccion
de patrones que realiza nuestro sistema visual. Entre estas técnicas se encuentra

el analisis en componentes independientes (ICA).

En este Capitulo analizaremos la conexion entre ICA y el sistema visual hu-
mano. Para ello, previamente debemos ofrecer algunas nociones de como el sistema
visual procesa las senales luminosas captadas por la retina. Nos basaremos en los
estudios que sobre el sistema visual realizaron David H. Hubel y Torsten N. Wiesel,

galardonados con el Premio Nobel de Fisiologia o Medicina en 19811,

13
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Cristalino
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Figura 2.1: Anatomia del ojo humano (vista lateral, seccion vertical) y estructura de la
retina.

2.1. Procesado de las senales en el sistema visual

central

El ojo es un 6rgano especializado en la recepcion de la luz. Esté formado por tres
capas: retina, esclerdtica y tvea, la tiltima de las cuales estd compuesta a su vez por
la, coroides, el iris y el cuerpo ciliar (Figura 2.1). Las células especializadas de la
retina son las que hacen posible que la energia luminosa se transforme en potencial
nervioso. El resto de estructuras que forman el ojo (en las que no profundizaremos)

sostienen la retina o sirven para enfocar las imagenes que le llegan del exterior (méas

! Recientemente se han publicado nuevos trabajos en los que se matizan las conclusiones de
Hubel y Wiesel.
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Radiacién dptica

Corteza visual

Figura 2.2: Esquema de la via 6ptica del cerebro humano.

informacion en [GuyHal00, SchmTh93] o en cualquier otro texto sobre fisiologia

humana).

La retina es un area fotosensible, es decir, que experimenta una reacciéon espe-
cifica a las radiaciones luminosas. Es la capa més interna del ojo y esté organizada
en estratos caracterizados por distintos tipos de células neuronales (Figura 2.1).
En la capa méas externa se encuentran unas células con capacidad fotorreceptora,
que son de dos tipos: conos (responsables de la vision en color) y bastones (respon-
sables de la vision en la oscuridad). La informacion luminosa captada por conos y
bastones se propaga por las sucesivas capas de células neuronales hasta alcanzar el
nervio optico que transmite la informacion a la corteza visual, en la parte posterior

del cerebro (Figura 2.2).

Los nervios 6pticos de ambos ojos se unen en la base del craneo en el quiasma
optico, en el que las fibras nerviosas procedentes de la mitad nasal de la retina
cruzan al lado derecho y las procedentes de la mitad temporal cruzan al lado

izquierdo (Figura 2.2), componiendo, respectivamente, los tractos dpticos derecho
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e 1zquierdo. Cada uno de estos tractos 6pticos desembocan en su respectivo cuerpo
geniculado lateral®. La mayoria de los axones® de las neuronas del geniculado se
dirigen a través de la radiacion optica a las neuronas de la corteza visual primaria
o V1, también llamada corteza estriada debido a su aspecto «rayado», y que es la
primera y méas importante zona de toda una jerarquia de areas de la corteza visual
(el lector puede encontrar méas informacion sobre como se relacionan las neuronas
del cuerpo geniculado lateral y las de la corteza visual primaria en ). Las zonas de
la corteza visual externas a la corteza visual primaria reciben el nombre de corteza

visual extraestriada [GuyHal00, SchmTh93].

2.1.1. Campos receptivos de las neuronas del sistema visual

Consideremos una célula neuronal de la retina, por ejemplo, una célula gan-
glionar. A través de las células horizontales, bipolares y amacrinas, esta célula
ganglionar recibe informacién de un conjunto de fotorreceptores localizados en
una determinada region de la retina (Figura 2.1). Esta region seria el campo recep-
tivo de la célula ganglionar. Para cualquier otra neurona del sistema visual, ya sea
de la retina, del cuerpo geniculado lateral o de la corteza visual, existe un conjunto
de fotorreceptores (o lo que es igual, una determinada area de capa mas externa de
la retina) cuya estimulacion provoca un cambio en la respuesta de dicha neurona,
y que seria, por tanto, su campo receptivo.

La forma de caracterizar un campo receptivo es mediante la colocacion de elec-
trodos en las neuronas correspondientes y la mediciéon de las respuestas eléctricas
ante estimulos luminosos con diferentes formas, tamanos, orientaciones, etc. Un
determinado estimulo puede incrementar la respuesta de la neurona (excitacion)
mientras que otro puede hacer que decrezca (inhibicion). De esta forma se puede
configurar una especie de «mapa» del campo receptivo. Para profundizar més en
este tema, consultense las referencias [HubW62, HubW68].

Asi, por ejemplo, muchas de las células ganglionares de la retina y las neuronas

2 Llamado asi por su forma acodada.
3 El axén es la fibra nerviosa que permite la salida del impulso nervioso fuera del nicleo de
la neurona.
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Figura 2.3: Respuesta de una neurona con campo receptivo de estructura concéntrica y
organizacién antagonista: la neurona se excita o inhibe en funcién de la zona del campo
receptivo que se ilumine. Duracién del estimulo = 1 seg.

del cuerpo geniculado lateral tienen campos receptivos concéntricos y organizados
de forma antagonista: para una determinada neurona, el mismo estimulo visual
produce en distintas zonas de su campo receptivo reacciones contrarias (este tipo
de comportamiento es compartido por muchas de las neuronas del sistema visual).
En la Figura 2.3 mostramos la organizaciéon funcional de los campos receptivos de
dos tipos de células ganglionares de la retina. Para su analisis se proyectan puntos
de luz en el centro o la periferia del campo receptivo (CR). Las células ganglionares
con «centro-on» responden a la iluminaciéon del centro del CR. La iluminacion de
la periferia del CR produce una inhibicién pasajera de la actividad neuronal. Si se
iluminan simultaneamente el centro y la periferia del CR, domina la respuesta del
centro, aunque su activacion es mas débil que cuando se ilumina solo. Las células

ganglionares con «centro-off» tienen un comportamiento contrario a las anteriores.

En la corteza visual primaria encontramos basicamente dos tipos de células
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Figura 2.4: Respuesta de una neurona con campo receptivo simple orientado vertical-
mente. Duraciéon del estimulo = 1 seg.

neuronales, caracterizadas por la estructura de sus campos receptivos [HubW62,
HubW68|:

e Células simples: Son las mas abundantes y estan caracterizadas por campos
receptivos denominados simples, que principalmente responden a contornos

paralelos claro-oscuros con una determinada orientacion?.

e Células complejas: Caracterizadas por campos receptivos complejos, que
responden a contornos claro-oscuros con una determinada orientacion y ex-
tension espacial, interrupciones en contornos y esquinas. Estas neuronas se
activan mucho mas fuertemente por patrones de estimulos moéviles o por un

cambio de patréon de estimulo.

En la Figura 2.4 ilustramos el caso de una célula simple cuyo campo receptivo
consiste en dos lineas paralelas verticales, una de tipo «on» o excitatoria y otra

de tipo «off» o inhibitoria. En este caso también observamos un comportamiento

4 En la corteza visual primaria también existen neuronas simples cuyos campos receptivos
estan organizados concéntricamente, como en el cuerpo geniculado lateral, aunque son mucho
menos numerosas [SchmTh93].
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Figura 2.5: Organizacion retinotopica del sistema visual: la informacién procedente de
células neuronales adyacentes de la retina es procesada por células también adyacentes
del cuerpo geniculado lateral y de la corteza visual.

antagonista. Si se proyecta una barra de luz con la orientacion y posicion «adecua-
das» al campo receptivo, este estimulo provoca una fuerte activacion neuronal. Si
la barra esté orientada perpendicularmente con respecto a la «direccién 6ptimay,
por regla general la neurona no responde.

Las regiones la corteza visual extraestriada, externas a la corteza visual pri-
maria, estan especializadas en el procesamiento de otro tipo de cualidades de la
vision. Por ejemplo, el drea V3 tiene una marcada sensibilidad al movimiento,

mientras que el drea V4 tiene campos receptivos encargados de la percepcion del

color [SchmTh93].

2.1.2. Arquitectura de la corteza visual

Gran parte del sistema visual central esté caracterizado por una «organizacion
retinotopica», de tal forma que la informacién proveniente de puntos adyacentes
de la imagen de la retina es procesada por neuronas también adyacentes (Figura
2.5). Sin embargo, esta proyeccion retinotopica de la retina sobre el sistema visual
central no es lineal: la region de la fovea central (pequena depresion en el centro

de la retina, Figura 2.1) se proyecta sobre una regiéon mucho mayor de la corteza
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Figura 2.6: Esquema de la organizacién vertical de la corteza visual.

visual que, por ejemplo, un area de igual superficie de la periferia de la retina.
Esto es debido a que la densidad de fotorreceptores va decreciendo desde la fovea
central a la periferia de la retina |[GuyHal00, SchmTh93|.

La proyeccion retinotopica de la retina sobre la corteza visual esté caracteri-
zada por una orientacion horizontal, es decir, paralela a la superficie del cerebro.
Adicionalmente, segin los estudios de Hubel y Wiesel [HubW62, HubW68|, exis-
te un segundo principio organizativo vertical, orientado perpendicularmente a la
superficie del cerebro. Segun este principio, las neuronas de la corteza visual se
agrupan en columnas denominadas columnas corticales, las cuales son considera-
das como la unidad minima de procesamiento de la corteza y estan caracterizadas

por las siguientes propiedades:

e Los campos receptivos de las neuronas dentro de una columna cortical estan

en la misma region de la retina.

e Las neuronas de una misma columna son sensibles a los estimulos luminosos
recibidos de un mismo ojo, alterndndose de tal forma que si una columna se

activa por el ojo derecho, la adyacente se activa por el ojo izquierdo.

e Los campos receptivos de las neuronas de cada columna responden a orien-

taciones muy definidas de los contornos del estimulo.
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La Figura 2.6 muestra un esquema que ayuda a comprender mejor esta orga-

nizacion en columnas de la corteza visual.

2.2. El sistema visual humano y el reconocimiento

de patrones

Segun Barlow |Barlow61, Barlow89] la percepcion que tenemos de nuestro en-
torno viene condicionada por la redundancia existente en la informacion percibida.
Esta redundancia consistiria en aquellos patrones repetitivos o regularidades que
distinguen un determinado estimulo de algo aleatorio, y su reconocimiento es lo
que permite al cerebro elaborar una especie de modelo o «mapa» del mundo en que
vivimos. Por otro lado, Barlow propone que el cerebro llevaria a cabo un proceso
de reduccion de redundancia con el objetivo de disminuir al maximo la cantidad
de informacién a procesar. Para Barlow, la redundancia vendria caracterizada por
una dependencia estadistica entre estimulos, y su reducciéon consistiria, primero
en minimizar esta dependencia estadistica y, segundo, en la combinaciéon de esti-
mulos fuertemente dependientes (lo que puede indicar que transportan la misma
informacion o muy parecida) en uno solo [Barlow89).

Estas ideas podrian aplicarse al proceso de extraccion de patrones llevado a
cabo por el sistema visual, descrito en la Secciéon anterior. Si el objetivo de todo
sistema sensorial es detectar la redundancia (dependencia estadistica) que carac-
teriza un determinado estimulo y luego «aprovecharlay» para reducir la cantidad
de informacién a procesar, entonces las caracteristicas de los campos receptivos
del sistema visual (el hecho de que la mayoria respondan a contornos con una
determinada orientacion, por ejemplo) deben ser tales que permitan detectar esa
redundancia. La cuestion que surge entonces es la siguiente: si pudiésemos carac-
terizar la redundancia existente en las imagenes que vemos, ;entenderiamos mejor
este proceso de extraccion de patrones?. El primer paso es plantear un modelo que
permita describir cualquier imagen. Lo més evidente es considerar que las iméagenes

observadas estan compuestas por una combinacién de ciertos patrones o funciones
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Figura 2.7: Modelo generativo de una imagen: suponemos que cada imagen puede ser
obtenida a partir de ciertas funciones base que guardan relacién con los campos receptivos
de las neuronas del sistema visual.

base que deben parecerse a los patrones extraidos por el sistema visual (ver Figura
2.7). Ademés, como el anélisis que se lleva a cabo de los estimulos visuales es local®
(el estado de cada neurona depende de la respuesta de un conjunto limitado de
fotorreceptores, o lo que es lo mismo, de una pequenia porcion del campo visual),
nuestro modelo también deberé referirse a pequenas porciones de la imagen. Lo
mas simple es suponer que la combinaciéon a la que nos hemos referido es lineal,
de tal forma que, dado un bloque I(z,y) de una imagen, lo expresaremos de la

siguiente forma:

I(z,y) = Z si ai(z,y) (2.1)

donde (z, y) hacen referencia a las coordenadas espaciales, a;(x, y) son las funciones
base y s; € R son unos coeficientes que indican en qué medida esta presente cada
base en el trozo de la imagen que estamos considerando. El objetivo es encontrar
funciones base que, verificando este modelo para todas las posibles «I(x,y)», se
asemejen lo méas posible a los campos receptivos de las neuronas del sistema visual.
En la practica para caracterizar el modelo (2.1) se emplea un conjunto de T por-

ciones o bloques, todos de igual tamano, tomados de un gran niimero de imdgenes

5 Fueron el médico e histélogo espafiol Santiago Ramén y Cajal (1852-1934), galardonado con
el Premio Nobel de Fisiologia o Medicina en 1906, y, mas tarde, su discipulo Rafael Lorente de
N6 (1902-), quienes pusieron de manifiesto que las operaciones que realiza la corteza sobre la
informacién que recibe son locales.
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naturales®, digitalizadas y representadas en escala de grises”. Usamos imagenes
naturales para nuestro propoésito porque el objetivo que perseguimos es modelar
ciertos aspectos del sistema visual humano, y parece logico suponer que éste ha
evolucionado en funcién de escenas naturales y no generadas de forma artificial.
Estos T bloques, que consideraremos de tamafio v N x v/ N pixeles, son reor-
ganizados en vectores columna de tamanio N X 1, y se usan para componer una

matriz X, dando lugar a la version matricial del modelo (2.1):

X =AS (2.2)
con X = [x;|xz]...[x7]" (f indica «transpuesta»), donde x; hace referencia al k-
ésimo bloque de los T usados. De la misma forma, la matriz A = [a;|ay|...|ay]T

contiene por columnas las bases que previamente, igual que los bloques, han sido
organizadas en vectores columna. Por su parte, cada elemento s;; de la matriz S
nos da una medida de la contribucion de la base a; en la generacion del bloque x;,

coni=1,2, .. Nyj=12..T.

2.3. Las componentes principales de las imagenes

naturales

En su trabajo [Barlow61|, Barlow ya apunt6 que habia indicios para suponer
que el proceso de reduccion de redundancia llevado a cabo por los distintos sistemas
sensoriales podria estar basado en la correlacion entre los estimulos de entrada.
Sugirié que este proceso podria asemejarse al andlisis en componentes principales,

una técnica matemaéatica muy usada para el analisis de datos y senales, y que hemos

6 Una imagen natural posee caracteristicas como reflejos, transparencias, sombras, transiciones
suaves, brillo y color no uniformes, etc., que la diferencia de una imagen artificial, caracterizada
por transiciones bruscas, superficies homogéneas, etc. Algunos autores restringen atin més el con-
junto de imagenes naturales a aquellas en las que no aparece ninguna estructura construida por
el hombre, como edificios, carreteras, etc. (véanse, por ejemplo, [BellSej95, Field94, HyvHHO3]).

7 Como hemos comentado en la Secciéon anterior, la percepcién del color se lleva a cabo en una
de las dltimas fases del proceso de analisis de la informacion visual, por lo que, en una primera
aproximacion, se suele trabajar con imégenes representadas en escala de grises.
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revisado en el Capitulo 1. Es logico, por tanto, que el primer intento relevante de
caracterizar el modelo (2.2) estuviese basado en esta técnica [HancBS92].
Mediante PCA obtenemos un conjunto de bases, algunas de las cuales recuer-
dan a los campos receptivos de las neuronas simples de la corteza visual primaria.
A continuaciéon mostramos un ejemplo. Tomamos un total de 18240 bloques de
12 x 12 pixeles, extraidos aleatoriamente de un conjunto de imagenes naturales
representadas en escala de grises (tomadas de la coleccion de imagenes naturales
[NatCollec|), y componemos la matriz X tal y como se explicd en la Seccion an-
terior. Consideramos las columnas de X como muestras de distintas realizaciones,
filas de X, de un mismo proceso, y estimamos la matriz de covarianzas, Ry. Las
bases PCA en este caso serfan las columnas de la matriz W = D~/2 VT, donde D
y V son, respectivamente, las matrices de los autovalores y los autovectores de Ry.
Reorganizando en matrices y representando como iméagenes estas bases, tendrian
el aspecto mostrado en la Figura 2.8. Como podemos observar, algunas de las
primeras bases, correspondientes a los autovectores asociados con los autovalores
més grandes, recuerdan a los patrones asociados a los campos receptivos de las
neuronas simples de la corteza visual primaria, debido a su estructura orientada
y organizada en zonas claro-oscuras. Sin embargo, la mayoria de estas bases no
muestran un patron caracteristico, asemejandose a un ruido aleatorio. Por otro
lado, esa especie de disminucion en la escala que presentan las bases (la magni-
tud o el tamatio de las «formas» que aparecen va decreciendo progresivamente)
no concuerda con ninguna de las caracteristicas de los campos receptivos de las

neuronas del sistema visual.

2.3.1. Las componentes independientes de imagenes natu-

rales

Barlow también plante6 la posibilidad de que los distintos sistemas sensoriales,
entre ellos, el sistema visual, analizaran en cierta forma las dependencias estadis-
ticas de alto orden (mayor que dos, que seria el caso de la correlacion) para llevar

a cabo el proceso de reduccion de redundancia [Barlow61]|. Esta idea fue la que



CAPITULO 2. ICA Y EL SISTEMA VISUAL HUMANO 25

HEEEEa=ERNA0
SRR E=EENENT
ZESREBENRERI™
EEREEERMRIe
ENERESEEWA &
o [ DR SR M R = R M
EEFEERRN=ERD
ERENEERREENN
HEESE==2RIi=ER
EREEERNESENE=
EEDE=E=EERNN
EHREEOERENRAA

o
=
28
&
e
i
b
&
i
R
=
a2

Figura 2.8: Bases PCA obtenidas a partir de 18 240 bloques de tamano 12 x 12 extraidos
aleatoriamente de un conjunto de imégenes naturales representadas en escala de grises
(tomadas de la coleccion de imégenes naturales [NatCollec|).

motivo otro tipo de soluciones para la caracterizacion del modelo (2.2), basado
en el andlisis en componentes independientes (ICA), la primera de las cuales fue
propuesta por Bell y Sejnowski en [BellSejo5|.

Mediante su conocido algoritmo infomax [BelSej95b| (disponible en [Infomax]?),
obtuvieron un conjunto de bases (columnas de la matriz A), a las que denominaron
bases ICA, cuyas caracteristicas recordaban a las de los campos receptivos de las
neuronas simples del sistema visual humano.

En la Figura 2.9 mostramos las bases ICA obtenidas en un experimento reali-
zado con 18240 bloques de 12 x 12 pixeles cada uno, tomados de la coleccion de
imégenes naturales representadas en escala de grises disponible en [NatCollec|. Los

parametros de entrada del algoritmo infomaz fueron: nimero de pasadas (sweep)

8 Posteriormente, se publico una nueva version de este algoritmo [LeeGS99|, denominado
infomaz extendido, que puede encontrarse en [InfomaxE|.
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Figura 2.9: Bases (columnas de la matriz A) obtenidas aplicando el algoritmo infomaz

a 18 240 bloques de tamano 12 x 12 extraidos de un conjunto de imagenes naturales repre-

sentadas en escala de grises (tomadas de la coleccion de imagenes naturales [NatCollec|).

La estructura localizada y orientada de la mayoria de estas bases recuerda a los campos
receptivos simples de las neuronas de la corteza visual primaria.

= 50, tamano de bloque (B) = 30y tasa de aprendizaje (L) = 0.0001 (constltense

[BelSej95b, Infomax| para més informacion sobre estos parametros).

Por otra parte, la distribucion de los coeficientes de la matriz S resulto ser
«dispersay, caracterizada por una elevada curtosis. En la Figura 2.11 y mostramos
las componentes independientes y en la Figura 2.10 comparamos las curtosis de
las observaciones con las de las componentes independientes obtenidas en el expe-
rimento anterior. Esta propiedad encuentra conexioén, una vez mas, con el sistema
visual humano. En efecto, segun los estudios de Field [Field87, Field94|, existen
evidencias para afirmar que la distribucion de las respuestas de las neuronas de la
corteza visual es «dispersa». En este sentido, resulta interesante la propuesta de
Olshausen y Field [OlshF96a, OlshF96b|: maximizando la dispersion de la distribu-
cion de los coeficientes s;, modelo (2.1), obtuvieron unos resultados practicamente

idénticos a los de Bell y Sejnowski (algoritmo disponible en [Sparsenet]).
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Figura 2.10: Comparativa entre las curtosis de las observaciones (de media cero) y las

de las componentes independientes obtenidas al aplicar el algoritmo infomazr a 18240

bloques de tamano 12 x 12 extraidos de un conjunto de imégenes naturales representadas
en escala de grises (tomadas de la coleccion de imagenes naturales [NatCollec]).

Resultados similares a los de Bell y Sejnowski son obtenidos con otro conocido
algoritmo ICA, el FastICA [FastICA, HyvOja97|, cuyo criterio para encontrar las
componentes independientes se basa en maximizar estadisticos de orden superior
como la curtosis [HyvHH03, HyvKOO01, vanHat98a, vanHat98b|. En [HyvHHO03| se
propone ademas un modelo de organizacion espacial de las bases ICA que trata de
imitar la organizacion retinotopica de la corteza visual (seccion 2.1.2; pagina 19).
Recientemente se han publicado otros trabajos interesantes, como [CaywWT04],
en el que se analizan las similitudes entre el sistema visual humano e ICA en
relacion al procesado del color, o [HyvGHO5], en el que se establece una conexion

entre ICA y ciertos aspectos de la corteza visual secundaria (V2).
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Figura 2.11: Algunas de las componentes independientes obtenidas al aplicar el algo-

ritmo infomaz a 18 240 bloques de tamano 12 x 12 extraidos de un conjunto de imégenes

naturales representadas en escala de grises (tomadas de la coleccion de imégenes natu-

rales [NatCollec|). A través de sus histogramas podemos observar que su distribucion es
dispersa.

2.3.2. ;Por qué las bases ICA de imagenes naturales tienen
el aspecto de «bordes» y sus componentes indepen-

dientes presentan una distribucién «dispersa»?

Realmente es muy llamativo el hecho de que las bases ICA de imagenes natu-
rales muestren el aspecto de bordes, recordando a los campos receptivos de las
neuronas simples de la corteza visual primaria. No lo es menos el que, ademés, la
distribucion de las componentes independientes sea «dispersay», la misma distribu-
cion observada para las respuestas de las neuronas de la corteza visual. Como ya
hemos comentado, han sido muchos los articulos que se han publicado anadiendo
nuevos matices a esta conexion entre ICA y el sistema visual humano. Sin embar-
go, en todos ellos las conclusiones aportadas han estado basadas tinicamente en
observaciones experimentales, sin ofrecer nunca ninguna prueba matematica que
explique los resultados obtenidos. Aqui surge la motivacion de esta Tesis: demostrar

matematicamente
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1. por qué las bases ICA de imagenes naturales tienen el aspecto de bordes, y

2. por qué la distribucion de las componentes independientes de imagenes natu-

rales es «dispersa.

En el siguiente Capitulo daremos respuesta a estas cuestiones, que se veran

confirmadas en el Capitulo 4 por los resultados experimentales.
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Capitulo 3

Interpretacion de ICA. ICA aplicado

a Imagenes

3.1. Presentacion

Hay muchos métodos para llevar a cabo ICA. Puesto que la mayoria son equi-
valentes [HyvKOO1], nos ocuparemos solo de los que son matemdaticamente mas
tratables: aquéllos que se basan en maximizar o minimizar estadisticos de alto
orden. En concreto, caracterizaremos las componentes independientes que se ob-
tienen al maximizar el coeficiente de asimetria y la curtosis. De esta forma iremos
presentando las principales aportaciones de esta Tests: demostraremos por prime-
ra vez que las componentes independientes so6lo pueden ser de dos clases, esto es,
segin la notaciéon que emplearemos, de «Clase 1» o «Clase 2», siendo la «Clase 1»
un caso muy particular que raramente se presenta en la practica. Después, como
aplicacion, desarrollaremos una original teoria para explicar los resultados que se
obtienen al llevar a cabo el analisis en componentes independientes de iméagenes.

La estructura que tiene este Capitulo es la siguiente:

1. Se estudian en detalle los criterios ICA basados en el coeficiente de asimetria
y la curtosis. Comenzaremos con los métodos para la extracciéon de una tinica
componente independiente para después tratar los métodos de extraccion de

varias componentes .

31
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2. Se analizan mateméaticamente las componentes independientes que determi-
na el popular algoritmo FastICA [HyvKOO1, FastICA| para demostrar que

pertenecen a la categoria que hemos llamado «Clase 2% .

3. En ultimo lugar se discuten los resultados obtenidos al aplicar ICA a una

imagen.

3.1.1. Notacion

Utilizaremos los mismos convenios que en Capitulos anteriores (se reproducen
aqui solo para la comodidad del lector): X sera la matriz N x T de las observaciones;
X+ sera la matriz de las observaciones «blanqueadas» o «no correlacionadasy, es

decir,

Xt =WX (3.1)

donde W es la matriz N x N de whitening o «blanqueadoy» (ver Capitulo ?7);

la k-ésima columna de X (respectivamente X1) va a ser denotada como x., =

[Z1x, ..., xnk]! (respectivamente x% = [273,,...,2%,]7) donde T indica «transposi-
cién» — obviamente
x; = Wx; (3.2)

la matriz de separacion sera B; la i-ésima fila de B va a ser representada con el
vector b;. = [bi1,...,b;n], cuyas dimensiones son 1 x N; la matriz ortogonal de

separacion serd B, cuya i-ésima fila se representara como by, verificaindose que
B=B'W. (3.3)

Finalmente, sea Y la matriz N x T que contiene las componentes independientes.

Por construccion:

Y=BX=B*WX=B'X" (3.4)

Cualquier otro simbolo que se utilice en el texto sera definido en el momento de

su aparicion.
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3.2. Criterios para la extraccién de una componen-

te independiente basados en estadisticos de al-

to orden

3.2.1. El Coeficiente de Asimetria como criterio

Sea y1. = [y11, - - -, y17| €l vector fila obtenido como

Y. = bl: X (35)

Puesto que by, = [b11,. .., biny] representa a la primera fila de la matriz de separa-

cion B, resulta claro que y;. es la realizacion de la primera componente indepen-

diente ).

Los coeficientes by1, ..., b1y deben resolver el problema [Referencial

mix Jy () = E()}) (3.5

sujeto a la restriccion E*{Y?} =1

donde J3()) es el momento central de tercer orden o coeficiente de asimetria de
V. La restriccion E*{)?} = 1 evita que la componente independiente crezca sin

control. Se prefiere la restriccion E*{Y?} = 1 a la equivalente E{Y?} = 1 por
razones de conveniencia de calculo. En la préactica, supuesto que Y; es un proceso

ergodico, se puede hacer la aproximacion E{){} ~ + ST b, de donde (3.6)

acaba siendo sustituido por:

T
. def 1 3
Hé?ll:XJa(yl) 7 Zlym (3.7)

k=
1 &L )
sujeto a la restriccion (f Z yfk> =1
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El lagrangiano de (3.7) resulta ser':

T 2
1
B =3 -] (53 - 33)
k=1

donde A3 es el multiplicador de Lagrange. Finalmente, el problema (3.7) acaba
siendo equivalente a:

IIlEiX Lg(yl, /\3) (39)
bi:,A3

3.2.2. La Curtosis como criterio

En este caso, los coeficientes byq,...,by se obtienen al resolver el problema
[Referencial
mix Jy(Vy) = BE{Y!} -3 E*{Y?} (3.10)

sujeto a la restriccion E2{)7} =1

donde se conserva la notacion empleada en el apartado anterior. Notese que J4 ()
es la curtosis de ). Procediendo como antes, en la practica resolveremos (3.10) a

partir del problema equivalente

max L) (Vr, \)) (3.11)

b1, N,

donde el lagrangiano tiene la expresion

T T 2
) / 1 ) 1
Ly(Vr, Ay) = T Z Yix — 3 ( Zym) - <f Zﬁk)
k=1

(3.12)

Obviamente, podemos sumar la constante «3» a (3.12) sin alterar la posicion de sus
méaximos y minimos. Haciéndolo, obtenemos la formulacion definitiva del problema
de optimizacién:

max L4(y1, )\4) (313)

1:,7\4

! Estrictamente hablando, (3.7) puede ser considerado un abuso de notacién porque J3 no es
una funcién del proceso ), como se da a entender, sino de la realizacion concreta yi1, ..., y17.
No obstante, se mantiene por ser una notacién més compacta.
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siendo

Livu ) “ Lo, X)) +3

1 « 1 « i
2 yhad (3] -
k=1 k=1

(3.14)

donde hemos definido

A =3+ N\, (3.15)

Obsérvese la gran similitud que existe entre (3.8) y (3.14): solo difieren en que (3.8)
utiliza el momento de tercer orden de ), donde (3.14) usa el momento de cuarto
orden y viceversa. De hecho, esto es lo que buscabamos con las manipulaciones y
cambios de variable llevados a cabo.

Como detalle adicional, nétese que hubiera sido posible una formulacion alter-
nativa en la que, teniendo en cuenta la restriccion E?{Y?} = 1, hubiésemos defi-
nido en (3.10) la funcién objetivo J4());) simplemente como Jy (V1) = E{Y}} — 3.
De haber procedido asi, es facil comprobar que también hubiésemos obtenido un

lagrangiano idéntico a (3.14).

3.3. Las derivadas del lagrangiano

Sea
s 1 T L 7 2
Ly, ) = T nyk — A <f nyk> -1 (3.16)
k=1 k=1

Segin sea p = 3 6 p = 4, se obtienen los lagrangianos (3.8) o (3.14). De esta
manera, nétese que el siguiente desarrollo es aplicable a ambos. Los puntos esta-
cionarios (o puntos criticos) del lagrangiano son las soluciones del siguiente sistema
de ecuaciones:

2
L 1 «
- (T Zy?k) 10
k=1

P

oL, p [ AN, [ a
p _ Y p—1 e 4 2 —
oLy _» (zy ) ) (zy) (zy) 0

(3.17)
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paran = 1,..., N. Para reescribir (3.17) en forma matricial, definimos el vector
fila 1 x N
OL, def | OL 0L
p el | T (3.18)
Oby. dbyy by
y el vector fila 1 x T
def
Yi. = Wi vl (3.19)
Por ejemplo yi. = yi. = [y11,.-.,¥17], que es la primera fila de la matriz Y de

componentes independientes. Con estos nuevos simbolos, (3.17) se puede escribir

de manera compacta COINoO:

oL, 1 )\

oL 1 ~
o= g iyl A ey} X =0

donde X = (z;;) es la matriz que contiene a las observaciones e |ly1.||* = Zgzl Y

(3.20)

es la norma-2 del vector yj..

3.4. Caracterizaciéon de las componentes indepen-
dientes

En esta Seccion se demuestra que, utilizando (3.20), podemos clasificar las

componentes independientes en dos grandes grupos («Clase 1» y «Clase 2»).

Primera clase: soluciones «ralas»

Nos referimos aqui a los vectores y;. de componentes independientes que re-

suelven (3.20) porque verifican

1 2
1 Hw) 11—
<T (3.21)
pyr 4N lyelPy =0

0, desglosando la segunda ecuaciéon elemento a elemento

1 2
(7Iwl2) —1=0

py = AN Iyl = 0= pyt = 4N, Iyl Py (3.22)
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para k= 1,...,T. Se obtiene inmediatamente que, para cada valor de k,
1
4N, T\r2
Y1 =0 6 yw:< ; ) (3.23)

; | 2 _ 1T 2 .
Teniendo en cuenta la restriccion = ||y1:||* = £ >,_; y7, = 1, se deduce que:

= Cualquier vector 1 x T con 1 < L < T elementos no nulos e iguales a /7T'/L
es solucion de (3.21) [y por lo tanto también de (3.20)].

= Lo mismo puede decirse de cualquier vector 1 X T" con L elementos no nulos
e iguales a —/T/L.

= Asimismo, si p = 4 entonces (3.21) también admite como soluciéon a cualquier
vector 1 x T con L elementos no nulos e iguales, en mddulo, a /T /L. Se

permite que no todos los elementos del vector tengan el mismo signo.

= Sip =3, A3 %% cuando los elementos no nulos de y;. son positivos
0 A3 = —% % cuando dichos elementos son negativos. Si p = 4, \y = %
siempre.

Estas caracteristicas quedan recogidas en el Cuadro 3.1.

Son vectores con L (1 < L < T) elementos no nulos y T'— L iguales a cero
Sip=3
Wolge 1 ik
ylk—ooylk:\/%;ylk:()éylk:_\/;
Sip=4
_______________________ N=1
ylk:Oéylk:i\/%

Cuadro 3.1: Puntos estacionarios del lagrangiano de primera clase («soluciones ralas»).
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En cuanto al caracter de maximo o minimo de las soluciones, éste se explica a

continuacion:

Teorema 3.1. Sea y, un vector 1 x T tal que %||y1.]|* = 1. Entonces,

1. Si yy. solo tiene un elemento no nulo y éste es positivo, entonces yi. €s un

mdzximo global de (3.6) (coeficiente de asimetria) y (3.10) (curtosis).

2. Siyy. solo tiene un elemento no nulo pero, a diferencia de antes, éste es ne-
gativo, entoncesy. es un mdzimo global de (3.10) (curtosis) pero un minimo

global de (3.6) (coeficiente de asimetria).

3. Si todos los elementos de yi. tienen mddulo unidad, entonces yi. es un mi-

nimo global de (3.10) (curtosis).
4. Cualquier otro valor de y1. es un punto de silla de (3.6) y (3.10).

Demostracion. Vamos a demostrar solo la proposicion 1. La prueba de las restantes
es similar. Supongamos que y;. tiene un tnico elemento no nulo. Por ejemplo, sin

pérdida de generalidad se toma:
Y11 = \/i Yy =0 para2<k<T (3.24)

Es bien sabido que la determinacion de si es maximo o minimo se lleva a cabo

averiguando el signo de la segunda diferencial de la funcién de Lagrange

T

d* LV, ) = D

1,j=1

0L,

——dyy; dyq 4 3.25
aylz’aylj Y1 € ( )

sujeta a la restriccion

T 2 T
1
d (T ;yfk> —13=0— ;ylk dy1, =0 (3.26)

donde
N
dyi, =Y wipdby;
k=1



CAPITULO 3. INTERPRETACION DE [CA. ICA APLICADO A IMAGENES 39

Derivando se obtiene

P —p p72 4N 2_ 8 3
LV, A Z . - (dy1;) T2 Y1 Y1; (dys) (dyry)

= ij=1

que, teniendo en cuenta (3.26), se puede simplificar a

P> —p T P
2Lp(y17 Ap) = T Z lz (dylz - p Z dylz (3'27)
i=1 1=1

Sustituyendo (3.24) en (3.26) y (3.27) se llega en primer lugar a que dy;; = 0y en

segundo lugar a que
T
d?L, = ——L Z dy;)?
=2

Leemos en el Cuadro 3.1 que el multiplicador de Lagrange asociado a (3.24) es

3/(4VT) sip=3

1 sip=4

Dado que )\, es siempre positivo, d*L, < 0. Por lo tanto, (3.24) es un mdzimo.
En realidad, (3.24) no es un simple maximo: también es un mdzimo global.
Para demostrar esto, estudiemos un caso mas general de solucion de clase 1: sea
y1. un vector con sé6lo L muestras no nulas e iguales a \/ﬁ (en conformidad con
el Cuadro 3.1). En este caso, la funcion de coste (3.10) (maximizar la curtosis)

queda simplemente reducida a

z(z) SR

la cual alcanza su valor maximo cuando L = 1. Ello pone de manifiesto, como
defendiamos, el caracter de maximo global. Nétese que no es preciso contemplar
los casos en los que y;. toma valores negativos porque el signo desaparece al elevar
a potencias pares. Finalmente, un razonamiento similar vale para demostrar que

(3.24) también es un méaximo global de (3.6) (coeficiente de asimetria). O
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Como ilustracion del Teorema, la Figura 3.1 muestra la superficie y una grafica
de nivel del coeficiente de asimetria para el caso T' = 3. Los valores de y11, y12, ¥13
se parametrizan en coordenadas esféricas para cumplir la restriccion que afecta
a su varianza, es decir: y;1 = /3 cos(d) cos(¢), yi2 = V3 cos(f) sin(¢), yi3 =
V3 sin(f). La figura muestra, por ejemplo, los maximos y minimos en 6 = 0,
¢ =0,7/2,7, 3 /2. Todos ellos son extremos globales (atn cuando la perspectiva

no permita apreciarlo perfectamente).

Figura 3.1: El coeficiente de asimetria (T' = 3).

Segunda clase

El segundo grupo de soluciones de (3.20) esta formado por aquellos vectores

y1. que verifican

{py? ' 4N yulPyi} X =0, (3.28)



CAPITULO 3. INTERPRETACION DE [CA. ICA APLICADO A IMAGENES 41

porque ]Dylf:_1 — 4 ), |ly1:||? y1. es perpendicular a todas las filas de la matriz
de observaciones X. Teniendo en cuenta la restriccion =||y1.]|? = 1, el sistema de

ecuaciones (3.28) se puede reescribir elemento a elemento como

T
> zadpylt = AN Ty} =0 (3.29)
k=1

parai=1,...,N. De aqui se despeja

T p—1
; 4
Lici Tt L) (3.30)

25:1 Tik Y1k p
parat = 1,..., N. Como el término de la derecha en la tultima igualdad no depende

del indice i, se deduce finalmente que

T —1 T p—1
ZkT=1331k Yik —_ — Zk;lme Yok (3 31)
D k1 Tk Y1k Y ko1 TNE Yik

siendo ésta la relacion que define las componentes independientes de «Clase 2».

3.5. El algoritmo «FastICA»

El algoritmo «FastICA» [HyvOja97, FastICA] es el mas popular de los algorit-
mos que llevan a cabo ICA maximizando estadisticos de alto orden. Bésicamente,
«FastICA» es un algoritmo de punto fijo que se usa para resolver la ecuacion (3.20)
(pagina 36) o ecuaciéon que verifican las componentes independientes. Reproduci-

mos aqui integra esa ecuacion (3.20) para comodidad del lector:

oL, 1 )\

(3.32)

8b1: T ' P ’ ’
donde p = 3,4, by. = [b1y, . .., bin]| es el vector fila de separacion, y1. = [y11, - - -, Y17
es la componente independiente, y2 " = [¢¥7 ", ..., 4% "], X es la matriz N x T

de las observaciones y A, es un multiplicador de Lagrange. Aunque el algoritmo

«FastICA» es bien conocido [HyvOja97, HyvKOO01, FastICA| vamos no obstante a
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enfocar su formulacion desde el punto de vista de las ecuaciones que hemos desa-
rrollado en las secciones anteriores pues serd tutil para derivaciones posteriores. A
partir de (3.32) se deduce facilmente que y;. verifica

4

P _p
7 Iy X! = Z v X

como, por definicién, y;. = by. X, se tiene que
2 Iyl b XX = Zyrotx
T T
Ahora bien, %XXT el R, es la matriz de correlacion de los datos. Se sabe que
WR, W =I—R, =W 'WI

donde W es la matriz de «whitening» o «blanqueado». Sustituyendo y operando

se tiene que

A [y b Wt = 2y X W

pero b;. W=t = by es la primera fila de la matriz ortogonal de separaciéon B,
mientras que W X = X' es la matriz de observaciones no correlacionadas. De
aqui se llega a que

AN, |y l* by = %yffl trans (X ) (3.33)

donde trans(-) denota «transpuesta» (empleamos aqui esta notacién para evitar
el uso excesivo de superindices). Se comprende que (3.33) es el equivalente a (3.32)

cuando expresamos las ecuaciones en funcién de by, y X+ en lugar de by, y X. De

1 2
(T ||Y1:||2> -1=0

se transforma con facilidad usando que y;. = bi X1t en

igual manera, la restriccion

2
(Ibgl?)" =1=0=|by| =1 (3.34)
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3.5.1. FastICA para el coeficiente de asimetria
Haciendo p = 3, (3.33) se reescribe

bt =—" v? trans (X*
E T Y s (X

que indica que, en los puntos extremos del criterio, by ha de ser proporcional al

vector y?. trans (XL). Es decir,
by, oc y?, trans (X*) (3.35)

La busqueda de las soluciones de (3.35) puede llevarse a cabo utilizando un método
de punto fijo: en cada iteracién by, se sobreescribe con el valor de y?. trans (XL).
Después, para satisfacer (3.34), normalizamos y?.. De este modo se asegura que
la longitud de y?. es siempre uno y, por eso, no es preciso controlarla de forma

explicita en (3.35). El algoritmo completo se transcribe en el Cuadro 3.2.

1. Sea by, un vector 1 x N cualquiera de médulo unidad
2. Calcular yy. = bi X+

3. Sustituir b{; por y?, trans (X*)

4. Normalizar by, dividiéndolo por su médulo

5. Volver al paso 2 y repetir hasta que se alcance la convergencia.

Cuadro 3.2: Algoritmo FastICA que optimiza el coeficiente de asimetria de las compo-
nentes independientes

3.5.2. FastICA para maximizar la curtosis

Tomando p = 4, (3.33) se reescribe

1
Al b = v, trans (X4) (3.36)
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que, como vimos previamente, indica que en la soluciéon
by, o yi. trans (X) (3.37)

Ahora podriamos proceder como en el apartado anterior. No obstante, resulta
sencillo demostrar que el algoritmo converge mejor haciendo lo que sigue: definimos
(algo arbitrariamente) una cantidad 8 como A4 ||y.]|> = 8 + 3. Entonces, (3.36)
se puede reescribir como Bb{; = %yi trans (Xl) — 3 bt que indica que, en la

solucion, también es cierto que
1
b7 T yi, trans (X*) — 3 by; (3.38)

Debe entenderse que (3.37) y (3.38) son relaciones completamente equivalentes: si
bi es paralelo a y3. trans (XL), se deduce inmediatamente que todos los vectores
de la forma vy?, trans (X*) — dby;, (7,0 = constantes) son también paralelos a
bi.. Puede comprobarse facilmente que la afirmacion reciproca también es cierta.
Finalmente, a partir de (3.38) se formula el algoritmo FastICA. Los pasos de este

algoritmo se enumeran en el Cuadro 3.3.

1. Sea by, un vector 1 x N cualquiera de médulo unidad
2. Calcular yy. = bi X+

3. Sustituir by; por %y trans (X*) — 3b{,

4. Normalizar by, dividiéndolo por su médulo

5. Volver al paso 2 y repetir hasta que se alcance la convergencia.

Cuadro 3.3: Algoritmo FastICA que optimiza la curtosis de las componentes indepen-
dientes
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3.6. Los puntos estacionarios de «FastICA»

En esta Seccién se va a presentar un Lema que determina cémo son las com-
ponentes independientes que determina «FastICA». Este Lema es otro de los re-
sultados relevantes obtenidos en esta Tesis.

Como se ha visto anteriormente, el algoritmo del Cuadro 3.2 se detiene cuando

el vector by es tal que

bi o y2 trans (Xl)
Es decir, by, serfa un vector propio de la transformacién no lineal
bi, — yi trans (Xl)

por lo que la iteracion del Cuadro 3.2 recuerda poderosamente al «método de las
potencias» utilizado para determinar autovectores en Algebra Lineal. Del mismo

modo, el algoritmo del Cuadro 3.3 se detiene cuando
bi o y2. trans (Xl) —3by;
0, lo que es lo mismo, cuando
bi o y2. trans (Xl)

En general, se podra decir entonces que los algoritmos se van a detener en el

momento en que

bi o yi ! trans (X*) (3.39)

donde p = 3,4 segun sea el caso. Con este resultado, es posible demostrar el

siguiente lema:

Lema 3.1. Si X es cuadrada e invertible, los puntos estacionarios de los algorit-
mos FastICA son soluciones de «Clase 1» o de «Clase 2». En otro caso, dichos

puntos estacionarios son siempre soluciones de «Clase 2».

El lema es importante por cuanto que asegura que, en la practica, los algoritmos

FastICA no van a generar componente independiente ) alguna? que no verifique

2 Recuérdese que, por ahora, sélo estamos considerando la generacién de la componente
independiente ).
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las condiciones de la «Clase 2». Vamos a dedicar el resto de la presente Seccion a

demostrar este lema.

Prueba del Lema. Utilizando que
X' =WX = trans (X*+) = X' W'
donde W es la matriz de «blanqueado», se llega a que
bl oy I XTWT (3.40)

(n6tese que, como y2 ' X1 es un vector fila 1x N, se puede deducir inmediatamente
que bi es una combinacién lineal de las columnas de W). Por definicién
b, =bi W ="b; =b, . W!
luego podemos reescribir (3.40) como
b, Wlay 'Xiwt & p wiw 'ty xt (3.41)

donde el paso (a) en (3.41) puede llevarse a cabo pues el producto por W~ no
altera la proporcionalidad entre los vectores ya que W es una matriz diagonal
multiplicada por una matriz de rotaciéon. Se sabe que R, = W1 W~T por lo que
bi. R, < y? ' XT (3.42)
asuvez, R, = %X X'. Entonces se obtiene
by, X X' oc yh ! XT
y como yi. = by. X, llegamos finalmente al resultado

y1: X oyt XT (3.43)

Si X' es invertible (y, por lo tanto, cuadrada), entonces se deduce que y;. o y{’z_l,

siendo ésta la condicion para ser solucion de «Clase 1» o «rala» (ver pagina 36).

En cualquier caso, escribiendo (3.43) elemento a elemento se obtiene

T T
p—1
Y1k Tike X Y1 Tik
k=1 k=1

para todo ¢ = 1,..., N. Como la constante de proporcionalidad es la misma para
todo i, se llega rapidamente a que ésta es la condiciéon que verifican las soluciones

de «Clase 2» (ver ecuacion (3.31), pagina 41). O
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3.7. Mas sobre los puntos estacionarios

En esta Seccién se profundiza sobre la naturaleza de los puntos estacionarios
de FastICA. En particular, se prepara el camino para interpretar los resultados del
«anélisis en componentes independientes» de una imagen. Partimos de (3.42), que

establece que

bi. R, < y? ' XT

de donde
by x y' ' XTR!

Sea R, = VD V', donde V es la matriz que contiene a los autovectores de R, v
D = diag(Ay, ..., Ax) es la matriz diagonal con sus autovalores. En lo que sigue,

ademaés, supondremos que \; > ... > Ay. Entonces:

by o y! ' XIVD /2D Vi
pero X+ = D~2 VX luego

by, oc y¥7! trans (XH) D2yt

Transponiendo se llega a la relacion fundamental:

bl &« VD /2 X", trans (y’ffl) (3.44)

También podemos desarrollar (3.44) como sigue:

bl o 38 i v (3.45)

donde v; es la i-ésima columna de V (es decir, el i-ésimo autovector de R,) y los

coeficientes v; se definen como

T -1 T
def > e1 Tik Yik (@ Dkt Tik Yik _ b_ﬁ (3.46)
! O, O, O, '

7 7 7

para p = 3,4, donde (a) se sigue del hecho de que las soluciones son de «Clase
2». En otras palabras, by., la primera fila de la matriz de separacién, es una com-

binacién lineal de los vectores v;. Esto en principio no tiene nada de particular:
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a fin de cuentas los vectores v; componen una base ortonormal del espacio. Ade-
mas, (3.45) es una relacion implicita, no explicita, por cuanto que los coeficientes
v; son una funciéon de by, a través de la relacion y;. = by, X. Por eso, (3.45) no
es util para despejar el valor de by.. Por otra parte notese que el numerador de
(3.46) esté acotado: puesto que Y i (bf;)> = 1 no cabe esperar en la practica que
el numerador de (3.46) tome valores «excesivamente grandes» o «excesivamente
pequenosy. Consideremos ahora el caso particular en el que los coeficientes (3.46)
son «grandes» porque su denominador es «pequeno»: suponiendo que o,, es «su-
ficientemente pequeno» (por ejemplo, o,, < € para N, < i < N donde € es una

cantidad «suficientemente pequenay) (3.45) se puede simplificar a

N
bl o Y yivi (3.47)
i=N,

En este caso by. va a resultar ser una combinacién lineal de los autovectores aso-

ciados a los autovalores mas pequenos de R,,.

3.8. Extension a mas de una componente indepen-

diente

En la practica se ejecuta «FastICA» tantas veces como componentes indepen-
dientes se desee obtener [HyvOja97|. Para evitar que la misma componente se
calcule mas de una vez, en cada repeticion del algoritmo se parte de condiciones
distintas (incluso se reinicia el algoritmo una y otra vez hasta que tener la seguri-
dad de que éste no va a converger a una solucion calculada ya, utilizando técnicas
mas o menos sofisticadas [HyvOja97]). Si bien cada ejecucion condiciona a las
siguientes, se acepta que las propiedades del algoritmo no se ven afectadas signi-
ficativamente [HyvOja97| (como se comprueba experimentalmente). En este caso,
las soluciones a que llega cada ejecucion del algoritmo siguen estando descritas con
suficiente aproximacion por la teoria anterior y, en particular, por (3.45). Notese
que los coeficientes bfj que aparece en el numerador de (3.45) se corresponden con

los elementos de una matriz ortogonal, lo que anade una condicién adicional sobre
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los elementos de la matriz B cuyos efectos préacticos dependen del problema en

cuestion que se esté abordando.

3.9. Aplicaciéon: ICA e imagenes

Consideremos que X proviene de una imagen como en el Capitulo anterior
., Qué caracteriza a una imagen natural? Hay un hecho incuestionable: los pixeles
de una imagen natural guardan una alta correlaciéon con sus vecinos. De hecho,
como casi siempre se observa en la practica, pixeles contiguos son «casi idénticos»
(exceptuando aquellos situados en diferentes lados de las fronteras entre texturas).
Esta gran redundancia que existe en la imagen es la base para que funcionen los
algoritmos de compresion de imégenes naturales. Ahora bien, toda «compresion»
no es sino una proyeccion de los datos que se desea comprimir sobre un espacio de
menos dimensiones. [lustraremos esto repasando brevemente el algoritmo 6ptimo
de compresion (en el sentido de que minimiza el error cuadratico medio). Con

ello ademas introduciremos en la discusion la matriz de correlacién de los datos:

sea X.; la i-ésima columna de X, sean vi,...,vy los autovectores asociados con
los N autovalores Aq,..., Ay de la matriz de correlacion R, = %XXT (es decir,
R.v;, = \;v;), donde se supone que A\; > ... > Ay. Como R, es una matriz

simétrica, se sabe que sus autovectores forman una base ortonormal del espacio.

Por lo tanto, siempre es posible escribir

(Vi %) Vi (3.48)

2
Il
NE

k=1

que es, precisamente, la proyeccion de x.; en dicha base (nétese que tanto x,; como
08 vy, son vectores columna . Truncando la serie en el término k = r
1 k t 1 N x1). T do 1 1t k <N

se obtiene la siguiente aproximacion al vector x.;

X, = Z (Vi x.) Vi (3.49)
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El error cuadratico medio cometido con esta aproximacion es

T
1 .
€= T [x.i — X:z’H2
i=1
L I N 2
I3 > (i) v
i=1 ||k=r+1
' N , (3.50)
“72 > (vix)
=1 k=r+1
N
=t
k=r+1

2
donde se ha utilizado que %ZiTzl (v,t x;i> = A;. De aqui se deduce que la apro-
ximacion (3.49) es buena siempre que los A.i1,..., Ay sean suficientemente pe-
queiios®. De hecho, no s6lo es buena también es dptima en el sentido de que es la
aprozimacion que hace minimo el error cuadrdtico medio; no existe, por lo tanto,
mejor forma de aproximar las columnas X en un espacio de r < N dimensiones
(ndtese que X.; pertenece a un espacio de r dimensiones).

En la préctica se acepta sin discusion que, debido a su gran redundancia?, se

puede reconstruir cualquier imagen natural con (3.49) para r pequetnio (r < N).

Ello justifica la siguiente afirmacion:

La matriz de correlacion de una imagen natural posee pocos autovalores

significativos.

Esta conjetura caracteriza las imagenes naturales suficientemente bien. Como mera
ilustracion, la Figura 3.2 muestra los sesenta y cuatro autovalores de la matriz
de correlacion correspondiente a la imagen «Lena», donde las columnas de X
representan a bloques de tamano 8 x 8 de la imagen. Se observa con claridad

que solo unos pocos (r = 10 u 11) autovalores son significativos. De hecho, la

3 Para reducir el espacio necesario para almacenar la informacién no se almacenan explicita-
mente los T vectores X.; sino los 7 vectores v; y las r x T’ coordenadas v} x.;. Esta es la base de
los algoritmos de compresion.

4 Como se dijo, pixeles contiguos de una imagen natural son casi idénticos. En la practica
esto hace que los bloques en que dividimos las imégenes pertenezcan a los mismos hiperplanos,
facilitando asi la proyeccion de los mismos sobre espacios de menos dimensiones.
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Figura 3.3 muestra el resultado de recomponer «Lena» a partir de la férmula
(3.49) para distintos valores de r: la eleccion r = 10 (proyeccion de «Lenay sobre
un espacio de solo diez dimensiones en vez de la sesenta y cuatro originales) parece

ser suficiente para lograr una reconstruccion satisfactoria.

2 ©)
1.5F _
1 _
0.5 _
o L o00sscessooosscessscossscsessscossntossscnosssoossscosss
0 10 20 30 40 50 60 70

Autovalor n°

Figura 3.2: Autovalores de la matriz de correlaciéon de «Lena» ordenados de mayor a
menor (tamano de bloque: 8 x 8 pixeles).

3.9.1. Los autovectores de la matriz de correlacién

Sea v el autovector asociado al mayor autovalor de la matriz de correlacion de
la imagen. Se deduce inmediatamente de la discusion precedente que este vector es
quien mejor aproxima a la imagen en el sentido de que el error cuadratico medio

® es menor que el error que

cometido al proyectar las columnas de X en su direccién
se comete al proyectar sobre cualquier otra direccion. De hecho, la Figura 3.3 (b)
muestra el resultado de recomponer bloque a bloque «Lena» como su proyeccion
sobre v;: la fotografia es perfectamente reconocible aun cuando se han perdido los
«detalles» de la imagen en la operacion.

Como las columnas de X representan a bloques de la imagen, si interpretamos

vy como un «bloque» mas (el que se obtiene reordenando los N elementos de vy

en una matriz v N x vV N), que llamaremos V1, podremos parafrasear lo anterior

®Es decir, al usar la formula (3.49) con r = 1.
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FENEEE R
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(©) (d)

Figura 3.3: Reconstruccion de «Lenay a partir de la formula (3.49) para distintos valores
de r: (a) Imagen original, (b) r =1, (¢) r =5, (d) r = 10.

diciendo que V; representa a los bloques de la imagen en el sentido de que minimiza
el error cuadratico medio. El salto al dominio de la frecuencia es ahora inmediato
sin mas que utilizar el «Teorema de Parseval»: dado que los bloques de las iméagenes
naturales tienen caracteristicas «paso de baja» (cada bloque es el resultado de
«enventanary la imagen y la imagen es tipicamente «paso de baja»), se deduce

facilmente aplicando este Teorema que Vi es un bloque «paso de baja» asimismo.

Sean Vj, ...,V los bloques de imagen asociados a los autovectores va, ..., vy.

Cada uno de ellos aporta mayor nivel de «detalle» a la reconstrucciéon de la imagen.
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Como los autovectores son ortogonales se tiene que

VN VN
> Vilnino) Vi(ng,ng) =0

ni=1ns=1

si i # j, donde V;(ny,ns) es el elemento (n1,n2) de la matriz V;. En el dominio de

Fourier, la relaciéon anterior se escribe usando el «Teorema de Parseval» como

1 vN VN
Ny N, lclzzll@zlei(kl’ ko) Vj(k1, k) =0

si i # j, donde hemos llamado V;(ni,ns) a los elementos de la Transformada
Discreta de Fourier en dos dimensiones de la matriz V;. Esta ecuaciéon también se
interpreta como una relacion de «ortogonalidad» entre las transformadas. Teniendo

en cuenta ademés que:

1. los autovectores reconstruyen toda la imagen (las componentes de baja, media

y alta frecuencia) por constituir una base ortonormal del espacio

2. los autovectores reconstruyen los «detallesy (alta frecuencia) de la imagen a
medida que el indice 7 crece en (3.49) o, dicho de otra forma, las componentes

de baja frecuencia se concentran en los autovectores,

se reconoce que las transformadas V;(ny,ny) van desplazando su soporte desde la
baja hasta la alta frecuencia a medida que i crece desde 1 hasta N (lo que recuerda
los bancos de filtros de la Transformada «Wavelet»). Por ejemplo, la Figura 3.4
muestra el modulo de la Transformada de Fourier bidimensional de los bloques
Vi,...,V, correspondientes a la imagen «Lena». Se aprecia que V; —Figura 3.4
(a)— es claramente «paso de baja» mientras que Vo, V3, V, cubren la zona de baja
frecuencia del espectro. Para completar, la Figura 3.5 muestra la transformada
de los bloques Vi, Vi, Vy3, Vs Se observa como éstos van ocupando progresi-
vamente la alta frecuencia a medida que el indice ¢ crece. Se obtienen resultados

comparables para todas las imégenes naturales con las que hemos experimentado.
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Figura 3.4: De izquierda a derecha y de arriba abajo, médulo de la Transformada de
Fourier bidimensional de V1, V5, V3, Vy.

(@) (b)

Figura 3.5: De izquierda a derecha y de arriba abajo, modulo de la Transformada de
Fourier bidimensional de V1, Vag, V43, V4.
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3.9.2. Obtencién de las componentes independientes de una
imagen natural mediante un proceso de «filtrado —

muestreo»

El hecho de que la mayoria de los autovalores de la matriz de correlacion de
una imagen natural sean muy pequenos hace que en la préactica (3.45) pueda ser
aproximada por (3.47). En este caso by, va a resultar ser una combinacion lineal
de los autovectores asociados a los autovalores mas pequenos de R,: es decir, con-
templada como bloque, b;. tiene caracteristicas «paso de alta». Este hecho ha sido
observado en todos nuestros experimentos con imégenes naturales (ver siguiente
Capitulo). El tratar ahora las filas de la matriz de separacion como filtros en dos
dimensiones, abre una nueva interpretacion de ICA cuando es aplicado a imégenes
naturales. En particular, en esta Seccion demostraremos que podemos obtener ca-
da una de las componentes independientes de una imagen natural filtrandola con
el correspondiente filtro ICA, convenientemente rotado, y realizando un muestreo
apropiado del resultado.

Consideremos la imagen natural I, digitalizada y representada en escala de
grises, a partir de la cual obtenemos la matriz X de observaciones. Sea Ij el k-

ésimo bloque de la imagen [:

11 12t L1 yN
ik,21 ik,22 Tt Zk 2N
I, — 2VN (3.51)
| %vN1 N2 0 Y% VNVN ] (VN VW)

Por conveniencia, trabajaremos con la secuencia en dos dimensiones dada por:

ix(n1,ng) = U, (n14+1)(n2+1) (3.52)

conny,ns = 0,1, ..., /N—1. Obtendriamos la k-ésima columna de X de la siguiente

forma:

s . . . . . . . . T
X = [Zk,lla Zk,Ql, e 72]9,\/]71721971272]97227 e 7Zk,\/ﬁ27 e 7Zk,1\/ﬁ7 Zk,l\/ﬁ’ C 72k,\/ﬁ\/ﬁ]

(3.53)
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esto es, el elemento (kq, k) de I pasaria a ser el j-ésimo elemento de x., con
j = (ks — D)VN + k.

Sea by, = [b11, ..., bin] la primera fila de la matriz de separacion B. Definimos
la matriz H = (hy,,,, ), de tamano V'N x /N, como aquella compuesta por los ele-
mentos de by. reorganizados siguiendo el proceso inverso al utilizado para obtener

X.; a partir de I, esto es:

b b (VN+1) 77 by (N—vN+1)
Lo hievm 0 by L pom

es decir, el elemento hy, de H es el elemento j-ésimo del vector by, con j =
(ko — 1)V'N + k;. También en este caso, en lugar de trabajar con esta matriz, lo

haremos con la secuencia en dos dimensiones definida por:

h(nl’ nQ) - bl(n2\/ﬁ+n1+1) (355)

con ny,ne = 0,1,....,v/ N — 1. Hemos demostrado que esta secuencia representa un
filtro paso de alta, y recibe el nombre de filtro ICA.

Sea y1. = [y11,- - -, y17| €l vector fila obtenido como
Yi. = bl: X (356)

Cada elemento yqx, k = 1,2, ..., T, del vector y;. puede obtenerse como

N
Yk = Z b iy (3.57)
i=1

o bien
VN-1v/N-1

yik=Y_ Y h(ni,na)ix(ni, ny) (3.58)

n1=0 mn9=0
es decir, el resultado de multiplicar cada elemento del k-ésimo bloque de la imagen
I por el correspondiente elemento de la matriz H, sumando posteriormente todos

los productos.
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Sea H” la matriz H rotada 180° en el sentido contrario al de las agujas del

reloj, esto es:

bin bin-vwy 0 bhyw
o 51(1\'7—1) by (N—.\/N—l) b \/'ﬁ_l (3.59)
b B b B . b1y
L 1 (v—v N+ Y1 (N—2vN+1) < (VNxVN)

0, simplemente:
h7(ny,mg) = h(VN =1 —ny, VN — 1 — ny) (3.60)

donde h"(ny,ny) es el elemento (n; + 1,ns + 1) de la matriz H™, con ny,ny =
0,1,...,vV N — 1. Teniendo en cuenta (3.55), h"(ny,ny) = b1 {( /R o)/ F—ny) POT
otro lado, el filtro representado por la secuencia h™(nq,ns) también es paso de
alta, como h(ni,ns), ya que la rotacion solo afecta a la fase.

Sea z(ny,ns) el resultado de filtrar en dos dimensiones la secuencia ix(ny, n2),

con el filtro dado por h"(ny, ns):

z(n1,ng) = ig(n1,n2) * K" (n1, na)

= Z Z ig(k1, ko) K7 (n — ki, ne — ko)

/ﬂ:—ookgz—oo (361)
VN-1v/N-1

Z Z Zk; k1>l€2 — ki,ns —k‘2)

k1=0 ko=

donde el simbolo «x» representa la convolucién en dos dimensiones. Teniendo en
cuenta (3.58) y la relacion (3.60), el elemento z(v/N — 1,v/N — 1) vendra dado

por:

2(VN—-1,V/N—-1)= Z szkl,kz)h (VN =1 =k, VN —1— k)

(3.62)
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Extendiendo este desarrollo a todos los elementos de yy., concluimos que podemos
obtener la primera componente independiente mediante el filtrado paso de alta
de la imagen con un filtro obtenido a partir de la primera fila de la matriz B de

separacion. En la Figura 3.6 esquematizamos el proceso descrito.

JN
+—>
bulbuf ~ e~ s O
ey bro|bis TN,
7 I O S L R
o NI TS T 3 --—-=3~
= .L-, >3 \A\\
(bhblzhubm e ~3_7 -/
B-= b1|b2o[b2s[b2g P
b31 b h.m ha4 3
b41 ha hqo hq4 I= E l =S
Rotar
=\
&332
b1 |b1s b1a|b12 * _
b12|b14 13 b1 -
Conv
2D

Seleccionamos un pixel de cada VN

Figura 3.6: Obtencion de las componentes independientes mediante el producto B X
(arriba) y mediante filtrado y muestreo (abajo).



Capitulo 4
Resultados experimentales

Hemos demostrado que debido a la distribucién «dispersa» o «rala» de las
componentes independientes de las imagenes naturales, condicionada por las carac-
teristicas de los filtros ICA, las bases ICA correspondientes deben ser similares a
fragmentos de la propia imagen. El objetivo de este Capitulo es mostrar que los
experimentos confirman todo lo expuesto en el Capitulo 3.

En este Capitulo presentamos dos experimentos. En el primero mostramos los
resultados obtenidos al aplicar ICA a dos imagenes naturales, representadas en
escala de grises, eligiendo para ello un tamano de bloque de 16 x 16 pixeles. A pesar
de que estas imagenes son muy distintas entre si, comprobamos que los resultados
obtenidos son similares, verificando en todo caso las conclusiones obtenidas en el
Capitulo 3.

En el segundo experimento analizamos los resultados al aplicar ICA a una
imagen natural representada en escala de grises, pero ahora eligiendo un tamano
de bloque de 2 x 2 pixeles. Compararemos los resultados obtenidos con los del

experimento anterior y mostraremos posibles aplicaciones de los mismos.

4.1. Presentacién de los experimentos

Sea una imagen [ genérica, natural y representada en escala de grises, de ta-

mano n, X ny pixeles. La dividimos en T bloques de vV N x v/ N y componemos la

29
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Imagen I

ICA
=X —» S=BX

—

-
T bloques r

Figura 4.1: Tras componer la matriz X de observaciones, aplicamos ICA para obtener
la matriz S de componentes independientes, la matriz A de bases ICA y la matriz B de
filtros ICA.

matriz X (N x T') de observaciones segtn se explico en la Seccion 7?7 del Capitulo
3, pagina ?7?7. Para comodidad del lector, reproducimos en la Figura 4.1 el esquema

empleado en dicha Seccidon. Al aplicar ICA a esta imagen, obtendremos:

e Matriz de componentes independientes, S. Mostraremos en distintos
experimentos que la mayoria de las componentes independientes de una ima-
gen presenta una distribucion «dispersay, tal y como se demostré en el Capi-
tulo 3. Estas componentes independientes seran tanto més «dispersas» cuan-

to mayores sean los bloques en los que dividimos la imagen.

e Matriz de filtros ICA, B. De la misma forma, demostraremos que la mayo-
ria de los filtros ICA (filas de B) son paso de alta, que es lo que condiciona

la distribuciéon de las componentes independientes.

e Matriz de bases ICA, A. Debido a la distribuciéon dispersa de las compo-
nentes independientes, comprobaremos que las bases ICA resultan ser prac-

ticamente idénticas a fragmentos de la propia imagen.

En todos los casos, los experimentos presentados han sido realizados con el
algoritmo FastICA [HyvOja97, FastICA], configurando los parametros opcionales

de la siguiente forma:

= Aproximacion por deflacion. De esta forma forzamos que las componentes

independientes sean extraidas una a una. El algoritmo impone que cada
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componente obtenida sea ortogonal a la anterior, por lo que sé6lo la primera

componente independiente cumpliré los criterios descritos en el Capitulo 3.

» Coeficiente de asimetria como no linealidad. Tomando la curtosis se

obtienen resultados similares, pero supone mayor carga computacional.

4.2. Experimento 1

Consideremos las imagenes naturales, representadas en escala de grises, mos-
tradas en las Figuras 4.2 y 4.3. Hemos elegido estas imégenes por poseer caracteris-
ticas muy distintas entre si, tanto en las formas que se encuentran presentes como
en la iluminacion. Las dividimos en bloques de 16 x 16 y aplicamos el algoritmo

FastICA. A continuacion analizamos los resultados obtenidos.

Figura 4.2: Exp. 1: Imagen «Reloj» (464 x 336).
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Figura 4.3: Exp. 1: Imagen «Saltamontes» (256 x 512).

4.2.1. Exp. 1: Filtros ICA

Comprobamos que, tal y como demostramos, los filtros ICA (filas de B orga-
nizadas en matrices) resultan ser paso de alta. Sin embargo, como ya hemos
comentado, debido a que el algoritmo FastICA impone que cada componente in-
dependiente extraida debe ser ortogonal a la anterior, los filtros ICA son «cada vez
menos paso de altay». En concreto, la componente de continua de dichos filtros va
creciendo, permitiendo el paso de componentes de baja frecuencia. En las Figuras
4.4 y 4.5 representamos las magnitudes de las transformadas de Fourier de los
primeros y dltimos nueve filtros ICA obtenidos para la imagen «Reloj». Los filtros

correspondientes a la imagen «Saltamontes» se muestran en las Figuras 4.6 y 4.7.
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Figura 4.4: Exp. 1: Filtros ICA 16 x 16 correspondientes a las primeras componentes
independientes extraidas para la imagen «Reloj». Son filtros claramente paso de alta.

8000
6000
4000
2000

8000
6000
4000
2000

Figura 4.5: Exp. 1: Filtros ICA 16 x 16 correspondientes a las tltimas componentes
independientes extraidas para la imagen «Reloj». En este caso, la elevada componente
de continua permite el paso de las bajas frecuencias.
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Figura 4.6: Exp. 1: Filtros ICA 16 x 16 correspondientes a las primeras componentes
independientes extraidas para la imagen «Saltamontes», todos claramente paso de alta.

Figura 4.7: Exp. 1: Filtros ICA 16 x 16 correspondientes a las tltimas componentes inde-
pendientes extraidas para la imagen «Saltamontes». La elevada componente de continua
permite el paso de las bajas frecuencias.
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4.2.2. Exp.1l: Componentes independientes

Hemos demostrado que, debido a las caracteristicas de los filtros ICA, las com-
ponentes independientes de imagenes naturales presentan una distribucion «dis-
persa». Sin embargo, igual que en el caso de los filtros ICA, a medida que se van
obteniendo componentes independientes, esta distribuciéon resulta ser cada vez me-
nos «dispersa». En efecto, si analizamos las primeras componentes independientes
obtenidas para la imagen «Reloj», Figura 4.8, y la imagen «Saltamontes», Figura
4.9, en ambos casos observamos una marcada distribucion «dispersa». En concreto,
tienden hacia las soluciones ideales, es decir, aquellas en las que s6lo un elemento
es distinto de cero e igual a /T, con p = 3, al estar trabajando con el coeficiente
de asimetria como no linealidad, y T" el ntimero de muestras de cada componente
independiente e igual al niimero de bloques en los que se divide la imagen.

Las ultimas componentes independientes extraidas, sin embargo, presentan una
distribucién mucho menos dispersa, tal y como se muestra en las Figuras 4.10 y 4.11.

Por otro lado, comprobamos que la primera componente independiente extraida

30 30 30
20 20 20
10 10 10
0 0 0
1% 250 500 1% 250 500 10 250 500
30 30 30
20 20 20
10 10 10
0 0 0
10 250 500 % 250 500 1% 250 500
30 30 30
20 20 20
10 10 10
0 0 0
10 250 500 1% 250 500 10 250 500

Muestras

Figura 4.8: Exp. 1: Componentes independientes extraidas en primer lugar para la

imagen «Reloj» cuando ésta ha sido dividida en bloques de 16 x 16 pixeles para su

analisis en componentes independientes. Tienden a la solucién ideal, esto es, todas las
muestras igual a cero salvo una.
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20 20 20
10 10 10
0 0 0

0 250 500 0 250 500 0 250 500
20 20 20
10 10 10
0 0 0

0 250 500 0 250 500 0 250 500
20 20 20
10 10 10
0 0 0

0 250 500 0 250 500 0 250 500

Muestras

Figura 4.9: Exp. 1: Componentes independientes extraidas en primer lugar para la

imagen «Saltamontes» cuando ésta ha sido dividida en bloques de 16 x 16 pixeles para

su analisis en componentes independientes. Tienden a la solucién ideal, esto es, todas las
muestras igual a cero salvo una.
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o
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Figura 4.10: Exp. 1: Componentes independientes extraidas en tultimo lugar para la
imagen «Reloj», cuando ésta ha sido divida en bloques de 16 x 16 pixeles para su analisis
en componentes independientes.
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5 5 5
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o
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Figura 4.11: Exp. 1: Componentes independientes extraidas en ultimo lugar para la
imagen «Saltamontesy, cuando ésta ha sido divida en bloques de 16 x 16 pixeles para su
analisis en componentes independientes.

en ambos ejemplos verifican la solucion de segunda clase descrita en el Capitulo 3,

pagina 41, formula (3.31), y que, por conveniencia, repetimos a continuacion:

Zle Tk Y - — Z£T1 TNk YD (4.1)

Zkzl L1k Y1k Zk:l ITNE Y1k
donde T es el ntimero de bloques en los que dividimos la imagen, zj; e yj,
7 =12 ..N, k=12, ..T, son, respectivamente, el elemento k-ésimo de la
fila j-ésima de la matriz X de observaciones y de la matriz S de componentes
independientes, y p = 3 en el caso que nos ocupa (hemos elegido el coeficien-
te de asimetria para la obtencion de las componentes independientes). Como ya
hemos comentado, debido a la imposicion de ortogonalidad entre componentes in-
dependientes que lleva a cabo el algoritmo FastICA, es la primera de ellas la que
estrictamente verifica el criterio anterior. En el Cuadro 4.1 se muestran la media
y varianza de todos los cocientes de (4.1) para la primera de las fuentes extraidas
y cada una de las imagenes consideradas.

En el Capitulo 3 mostramos que cada componente independiente puede obte-

nerse tras un proceso de «filtrado - muestreo» de la imagen original, utilizando
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Imagen «Reloj» «Saltamontes»
Media 24.55917 20.9974
Varianza | 4.735110712 | 1.474110°1°

Cuadro 4.1: Exp. 1: Media y varianza de los cocientes de (4.1) para la primera compo-
nente independiente obtenida y cada una de las imagenes consideradas.

el correspondiente filtro ICA convenientemente rotado. En las Figuras 4.12 y 4.13
mostramos los resultados obtenidos tras filtrar las iméagenes «Reloj» y «Salta-
montes» con el primer y ultimo filtro ICA en cada caso. En las mismas figuras
representamos las posiciones de los puntos a muestrear para obtener una de las

componentes independientes.

4.2.3. Exp. 1: Bases ICA

Las bases ICA (columnas de la matriz A) obtenidas para cada imagen se mues-
tran en las Figuras 4.14 y 4.15. Como podemos observar, en ambos casos las bases
son muy parecidas a fragmentos de la imagen original. Este parecido es mas notorio
en en el caso de la imagen «Reloj», entre cuyas bases podemos observar claramente
los nimeros y divisiones de la esfera. Este comportamiento, como ya demostramos,
viene determinado por la distribuciéon «dispersa» de las componentes independien-
tes. Sin embargo, acabamos de ver que las tltimas componentes independientes
obtenidas por el algoritmo FastICA presentan una distribucién menos «dispersay
que las primeras, lo que se traduce, como puede apreciarse en las Figuras 4.14 y
4.15, en que las ultimas bases ICA ya no guardan tanta similitud con fragmentos

de la imagen original.
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Figura 4.12: Exp. 1: Arriba: Imagen «Reloj» filtrada con el primer (izquierda) y altimo
(derecha) filtro ICA obtenido. Debajo: Puntos (marcados con «x») recogidos por la
primera componente independiente.

4.3. Experimento 2

Sea la imagen natural representada en escala de grises de la Figura 4.16. En este

experimento analizaremos los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo FastICA
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Figura 4.13: Exp. 1: De arriba a abajo, imagen «Saltamontes» filtrada con el primer
y ultimo filtro ICA obtenido, y puntos (marcados con «x») recogidos por la primera
componente independiente.
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a esta imagen cuando la dividimos en bloques con el minimo tamano posible, es

decir, 2 x 2 pixeles.

4.3.1. Exp. 2: Filtros ICA

En este caso, de los cuatro filtros ICA, el tinico que no tiene un marcado caracter
paso de alta es el cuarto, de nuevo debido a su componente de continua (Figura

4.17).

4.3.2. Exp. 2: Componentes independientes

En la Figura 4.18 mostramos las componentes independientes obtenidas en
este experimento. Aquellas componentes correspondientes a los filtros ICA paso

de alta (las tres primeras en este experimento) tienen una distribucion «dispersay,
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Figura 4.14: Exp. 1: Bases ICA 16 x 16 para la imagen «Reloj».
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Figura 4.15: Exp. 1: Bases ICA 16 x 16 para la imagen «Saltamontes».

Figura 4.16: Exp. 2: Imagen «Lenay, 256 x 256.
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caracterizadas por un histograma de aspecto «picudo», mientras que la cuarta
posee una distribucién muy similar a la de la imagen original, aunque cambiada de
signo. En la Figura 4.19 representamos los histogramas de esta tltima componente
independiente y de la imagen con mas detalle.

En este caso, volvemos a comprobar que la solucién obtenida es de segunda
clase, es decir, que se cumple (4.1) para la primera de las componentes extraidas
(el proceso de ortogonalizacion de FastICA impide que se verifique para todas las
componentes). En concreto, los cocientes de (4.1) toman, en media, el valor 1.2213,
con una varianza de 1.9775- 107",

En la Figura 4.20 mostramos las imagenes obtenidas tras filtrar la imagen
«Lena» con cada uno de los cuatro filtros ICA. En los tres primeros casos, al ser
filtros paso de alta, obtenemos claramente los contornos de la imagen. Al usar con
el cuarto de los filtros, obtenemos una version suavizada y negativa de la imagen
original.

Por ultimo, indicar que estos resultados pueden ser empleados en aplicaciones

como la deteccion de contornos [Hornillo04] o el marcado digital de iméagenes!

L El lector puede encontrar amplia informacién sobre esta técnica en [HartKut99, LangSL00,

IFgy () IFgyle, )]

Figura 4.17: Exp. 2: Filtros ICA 2 x 2 para la imagen «Lenay.
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Componentes independientes Histogramas
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Figura 4.18: Exp. 2: Componentes independientes de la imagen «Lena», cuando ésta ha

sido dividida en bloques de 2 x 2 pixeles para su analisis en componentes independientes.

Todas las componentes tienen una distribucion claramente «dispersay, excepto la tdltima,
cuyo histograma es similar al de la imagen original (en este caso, cambiado de signo).
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Figura 4.19: Exp. 2: Comparaciéon del histograma de la imagen original y el de la
componente independiente (cambiada de signo) cuya distribucion no es «dispersa.

[Hornillo03].

Petit00, PodilDO01] y en la web [WMorg]
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Figura 4.20: Exp. 2: Resultados obtenidas al filtrar la imagen «Lena» con los cuatro
filtros ICA obtenidos en este experimento.

4.3.3. Exp. 2: Bases ICA

Las bases ICA obtenidas en este experimento se muestran en la Figura 4.21.
En este caso ya no podemos decir que haya un claro parecido entre estas bases y

bloques de la imagen original, debido al tamano de bloque usado.
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Figura 4.21: Exp. 2: Bases ICA 2 x 2 para la imagen «Lenay.



Conclusiones y lineas futuras de

investigacion

El anélisis en componentes independientes (conocido abreviadamente como
ICA) de imagenes naturales desperté un gran interés cuando se mostrd su co-
nexion con el comportamiento de ciertas neuronas de la corteza visual primaria.
En concreto, las «bases ICA» de imagenes naturales muestran el aspecto de «bor-
des», lo que se ha relacionado con el hecho de que las neuronas simples de la
corteza visual primaria alcanzan su maxima respuesta en presencia de estimulos
visuales consistentes en contornos con una determinada orientacién. Por otro lado,
las componentes independientes de imagenes naturales presentan una distribuciéon
«dispersa», coincidiendo con el comportamiento observado para las respuestas de
las citadas neuronas simples.

En esta Tesis se muestra, por primera vez, una teoria matematica que explica
por qué los resultados obtenidos al aplicar ICA a imégenes naturales presentan
unas caracteristicas tan especiales. A continuacién se enumeran las conclusiones

derivadas del estudio realizado:

1. Se han analizado las componentes independientes obtenidas por los algorit-
mos ICA basados en maximizar estadisticos de orden superior. La novedad
es que este analisis no se ha realizado desde el punto de vista de la indepen-
dencia estadistica de las componentes, como es lo habitual, sino que se ha
centrado en su estructura y la de las ecuaciones a partir de las cuales son cal-
culadas. Como resultado, se concluye que estas componentes independientes

s6lo pueden ser de dos clases, las cuales se han denominado de «Clase 1» y

7
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de «Clase 2».

. En la practica, cuando se realiza el anélisis en componentes independientes de

imagenes naturales, solo se van a obtener componentes de «Clase 2» debido
a que las soluciones de «Clase 1» exigen que la matriz B de separacion sea
perpendicular a todas las columnas de la matriz X de observaciones, esto
es, a todos los bloques en los que ha sido dividida la imagen original. De ser
asi, todas las columnas de X (bloques de la imagen) estarian en el mismo
plano, algo poco probable para imégenes naturales. Ademaés, las soluciones
de «Clase 1» no cumplen la propiedad necesaria de que las componentes

independientes deben tener media cero.

. Las soluciones obtenidas por el algoritmo FastICA cuando es aplicado a

imagenes naturales siempre son de «Clase 2». La condiciéon para una solucion
de «Clase 1» es que la matriz X de observaciones sea invertible y, por tanto,

cuadrada, algo muy poco probable en la practica.

. Los «filtros ICA» (filas de la matriz B de separacion, reorganizados en matri-

ces) se obtienen a partir de la combinacion lineal de los autovectores asociados
a los autovalores més pequenos de la matriz de correlacion de las observacio-
nes. En el caso de imégenes naturales se deduce que estos filtros son paso

de alta.

. El hecho de que los «filtros ICA» de imagenes naturales sean paso de alta

implica que sus componentes independientes van a tener una distribucion
«dispersa» y que las «bases ICA» se correspondan con los bordes de la ima-

gen.



Apéndice A
Blanqueado

Previamente a la estimacion de la matriz de mezclas del modelo ICA:
x=As (A.1)

las observaciones dadas por el vector de media cero x suelen someterse a un proceso
de blanqueado. Este proceso consiste en aplicar una transformacion lineal W a las

observaciones de tal forma que obtengamos un nuevo vector de variables
z=Wx (A.2)

cuyas componentes no estén correlacionadas entre si y que ademés tengan varianza
unidad. En otras palabras, estamos haciendo que E{zz”} = I, donde I es la matriz
identidad. Una forma de obtener esta matriz de blanqueado W es a partir de la

descomposicion en autovalores y autovectores de la matriz de correlacion de x:
R, = E{xx"} = VDV’ (A.3)

donde V = [vy]...|v,,] es la matriz ortogonal (lo que quiere decir que VVT =
VTV =1, donde I es la matriz unidad) que contiene, por columnas, los autovec-
tores de Ry y D = diag(Ay, ..., A\,) es la matriz diagonal de sus autovalores. Asi,

podemos conseguir una matriz de blanqueado mediante el producto:
W =D /2v7 (A.4)
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donde D~V2 = diag(A; "%, ..., \n'/?). Para ver si la matriz W es una matriz de
blanqueado, basta con comprobar que la matriz de correlacion de z es igual a la

matriz unidad:
R, = WE{xx"}W? = D2VvIVDV/VD /2 =1 (A.5)

Para llegar a este resultado hemos tenido en cuenta que la matriz V es ortogonal,
es decir, que VIV =VVT =1.

La matriz de blanqueado dada por W no es la tnica posible. Para cualquier
matriz ortogonal, U, es facil comprobar que la matriz dada por UW también es

una matriz de blanqueado. Esto es debido a que, para z = UWx:
R, = UWE{xx"}W'U” = UIU" =1 (A.6)

Un ejemplo interesante es la matriz VD~/2VT | llamada «raiz cuadrada inversa»
de Ry y denotada por R;l/Q.
Realizando este proceso de blanqueado antes de aplicar analisis en componentes

independientes, obtenemos una nueva matriz de mezclas A:
z = WAs = As (A7)
que resulta ser ortogonal:
E{zz’} = AE{ss"}AT = AAT =1 (A.8)

De esta forma, al restringir nuestra bisqueda de la matriz de mezclas al conjunto
de las matrices ortogonales, en lugar de estimar los n? elementos de la matriz

A, necesitamos estimar solo n(n — 1)/2, disminuyendo la carga computacional

[HyvKOO01].



Apéndice B

Funciéon de densidad de probabilidad

de una transformacion

Supongamos que x e y son vectores aleatorios de dimensiéon n y que estan

relacionados mediante la transformacion:
y = g(x) (B.1)
para la cual la transformacion inversa:
x=g '(y) (B.2)

existe y es unica. Puede demostrarse [Papoul91| que la funcion de densidad de
probabilidad py(y) de y se obtiene a partir de la densidad de probabilidad px(x)

de x de la siguiente forma:

1
py(y) = - px(g7'(y)) (B.3)
Y | det Jg (87 1(y)) |
donde Jg es la matriz jacobiana:
091(x) 9g2(x) .. 9gn(x)
ox1 ox1 ox1
dgi1(x) 9g2(x) . 9gn(x)
8:)32 8:)32 8:)32 (B4)
Og1(x) 9g2(x) . 9gn(x)
Oxn, 0T 0T
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y g;(x) es la componente j-ésima de la funciéon vectorial g(x).
En el caso particular de que la transformacion (B.1) sea lineal y no singular, de
tal forma que y = Ax y x = A7y, la formula (B.3) se simplifica de la siguiente

forma;:
1

= mpx(A_l}’) (B.5)

Dy (¥)



Apéndice C
El teorema central del limite

Sea

T = Z = 1kZz’ (C.1)

i
la suma parcial de una secuencia {z;} de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas, z;. Debido a que la media y la varianza de x; puede crecer

sin limite a medida que k tiende a infinito, consideremos las variables normalizadas:

T — My,
g = ———* (C.2)

Oz,

donde m,, y 0, son la media y la desviacién tipica de xj, respectivamente.

Puede demostrarse [Papoul91| que la distribucion de y;, converge a una distri-
bucién gaussiana de media cero y varianza unidad cuando k — oo. Este resultado
es conocido como el teorema central del limite y es la razén primordial por la que
muchos fenémenos aleatorios se modelan como variables gaussianas (por ejemplo,
un ruido aditivo, que suele ser considerado como la suma de un gran ntmero de
senales de distintos origenes).

El teorema central del limite puede generalizarse a variables aleatorias vectoria-
les z; independientes e idénticamente distribuidas con una media comtn m, y una
matriz de covarianzas igual a C,. La distribucién conjunta de la variable aleatoria

vectorial:

1
Yi = NG Z(Zz —1my,) (C.3)
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es gaussiana con media cero y matriz de covarianzas C,.



Apéndice D
Cumulantes y momentos

Sea x una variable aleatoria escalar, continua, real y de media cero, y cuya
funcion de densidad de probabilidad es p,(x).
La primera funcion caracteristica p(w) de x se define como la transformada de

Fourier de p,(z):
o(w) = E{exp(jwz)} = /_ oopx(:c) exp(jwzx)dx (D.1)

donde j = v/—1 y w es la variable transformada correspondiente a x. Cada distribu-
cion de probabilidad estéa especificada de forma tinica por su funcién caracteristica
y viceversa [Papoul91|. Expandiendo la funcion caracteristica ¢(w) en su serie de

Taylor, obtenemos |[Nandi99, Papoul91]:

o(w) = / - <Z %) pa(2)d = % E{z*} (J'Zf!)

o0 k=0

(D.2)

Los coeficientes de esta expansion, E{z*}, son los momentos de x (suponiendo que
existen). Por esta razon, la funcion caracteristica ¢(w) también recibe el nombre
de funcion generadora de momentos.

A menudo es util el uso de la segunda funcioén caracteristica ¢(w) de z, o
funcion generadora de cumulantes, y que viene dada por el logaritmo neperiano de

la primera funciéon caracteristica:

¢(w) = In(p(w)) = In (E{exp(jwz)}) (D.3)
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Por su parte, los cumulantes k5 de = se definen a partir del desarrollo en serie de

Taylor de la segunda funcién caracteristica:

— (jw)"
bw) = (D.4)
k=0
donde el k-ésimo cumulante se obtiene a partir de la siguiente derivada:
d*$(w)
— (— )k D.
K ( j) dwk o ( 5)

Para una variable aleatoria x de media cero, los primeros cuatro cumulantes

son [Nandi99):

R1 = 0
Ky = E{z%}

D.6
k3 = E{x3} (D.6)

ry = BE{z'} = 3[E{a?})"
Como vemos, los primeros tres cumulantes son idénticos a los tres primeros mo-
mentos (para una variable aleatoria x de media cero), y el cuarto cumulante x4 se
conoce con el nombre de kurtosis.

Si la variable aleatoria x no tuviese media cero [HyvKOO1]:

k1 = E{z}
re = E{2”} — [B{a}]’
kg = B{z%} — 3E{a2} E{z} + 2 [F{z}]’
ko= E{a'} = 3[E{a?}]" — 4E{*} B{x} + 12E{2?} [E{}]* - 6[E{a}]"
(D.7)
Consideremos ahora brevemente el caso multivariable. Sea x una variable alea-
toria vectorial y px(x) su funcion de densidad de probabilidad. La funcion carac-
teristica de x vuelve a ser la transformada de Fourier de su funciéon de densidad
de probabilidad:
+00
o) = Blespliox)} = [ pulx) expliva)ix (D3)
donde w es ahora un vector de igual dimensiéon que x, y la integral se extiende

a todas sus componentes. Los momentos y cumulantes de x se obtienen como los
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coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de la primera y la segunda funcién
caracteristica, respectivamente, de forma similar al caso escalar. En el caso mul-
tivariable, los cumulantes suelen llamarse cumulantes cruzados, por analogia con
las covarianzas cruzadas.

Puede demostrarse que los cumulantes de segundo, tercer y cuarto orden, para

un vector aleatorio x de media cero, son [Nandi99|:

cum (z;, ;) = E{z;z;}
cum (z;, xj, vp) = Efwixjzg} (D.9)
cum (x;, j, g, v1) = E{v;zjxpm} — E{w;x;} E{x,x}—

E{z;xp}E{x;x} — E{x;x; } E{x; 1}

La importancia de los momentos y cumulantes reside en que nos permiten ca-
racterizar completamente un proceso aleatorio sin necesidad de conocer su funcién
de densidad de probabilidad, salvo en algunas excepciones como es el caso de la
distribucion log-normal [Nandi99]. Aunque momentos y cumulantes contienen ba-
sicamente la misma informacion estadistica sobre una variable aleatoria, se suele
preferir trabajar con los cumulantes porque verifican las siguientes propiedades,

no cumplidas por los momentos [Nandi99):

P1 Los cumulantes de orden superior (mayor que dos) de un proceso aleatorio
gaussiano valen exactamente cero. Por ello, a menudo se toma el cumulante
como la distancia entre el proceso aleatorio para el que se ha calculado y un

proceso estocastico de una distribucion gaussiana.

P2 Si dos o més conjuntos de variables aleatorias {x1, 29, ..., zx } y {v1, v2, ..., Vi }
son estadisticamente independientes, entonces el cumulante de orden n-ésimo
de la variable aleatoria y; = x; +v;, 1 = 1,2, ..., K, es igual a la suma de los

cumulantes de orden n-ésimo de ambos conjuntos por separado.
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Apéndice E
Informacién y entropia

Sea X un suceso que puede presentarse con probabilidad P(X). Cuando X

tiene lugar, decimos que hemos recibido

1
I(X)=1 — E.1
00 =105 (555 (E)
unidades de informacion. La eleccion de la base del logaritmo que interviene en la
anterior definicion equivale a elegir una determinada unidad. Si el logaritmo usado

es de base 2, la unidad correspondiente es el bit [Abram86].

E.1. Fuente de informaciéon de memoria nula

Sea una fuente de informacién discreta que emite una secuencia de simbolos
que pertenecen a un alfabeto finito y fijo, S = {s1, s, ..., s, }. Los simbolos emitidos
se eligen de acuerdo con una ley fija de probabilidad.

La fuente mas sencilla es aquella que emite los simbolos estadisticamente in-
dependientes entre si, y diremos que es una fuente de memoria nula. La cantidad
media de informaciéon por simbolo de la fuente recibe el nombre de entropia de la

fuente, S. Para el caso de una fuente de memoria nula [Ash65, Reza94]:

H(S) == P(s;)log(P(s;)) (E.2)
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E.2. Fuente de informaciéon de Markov

La fuente de memoria nula resulta demasiado limitada en algunas aplicacio-
nes. Un tipo de fuente de informaciéon mas general es aquella en que la presencia
de un determinado simbolo si depende de un ntmero finito m de simbolos pre-
cedentes. Este tipo de fuente recibe el nombre de fuente de Markov de orden m,
y viene definida por su alfabeto, S, y el conjunto de probabilidades condicionales
[Abram86|:

P(8i]Sj1, Sjas-es Sjm) (E.3)

parai=1,2,...y j,=1,2,....

En una fuente de Markov de orden m, la probabilidad de un simbolo cualquiera
viene determinada por los m simbolos que lo preceden. En cualquier momento, por
lo tanto, definiremos el estado de la fuente de Markov de orden m por los m sim-
bolos precedentes. Puesto que existen ¢ simbolos distintos, una fuente de Markov
de orden m admitira ¢ estados posibles. Al emitir la fuente nuevos simbolos, el
estado cambia.

En el estudio de las fuentes de informacion de Markov de orden m nos limitare-
mos a considerar las denominadas fuentes ergddicas. Una fuente ergddica es aquella
que, observada durante un tiempo suficientemente largo, emite (con probabilidad
1) una secuencia «tipicay de simbolos [Abram86|.

El problema de calcular las probabilidades de estado de una fuente ergddica
de Markov a partir de las probabilidades condicionales de la fuente es una tarea
complicada. Sin embargo, estas probabilidades de estado también pueden calcu-
larse a partir de las probabilidades condicionales de los simbolos [Abram86|, como
veremos a continuacion.

La informaciéon media suministrada por una fuente de Markov de orden m (en
adelante omitiremos la palabra ergodico al hablar de tales fuentes) puede calcularse
de la forma siguiente: si nos encontramos en el estado definido por (s;,, s/,, .-, S;j..)
(es decir, los m simbolos emitidos anteriormente fueron s;,, sj,, ..., j,.), la proba-
bilidad condicional de recibir el simbolo s; es P(s;|sj,, S, .., 8;,,). La informacion

obtenida si s; se presenta cuando estamos en el estado (sj,, s,, ..., 5j,,), segin (E.1),
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es:
1

8i|8j17 Sjgy eees 8jm)

Por lo tanto, la cantidad media de informacién por simbolo cuando nos encon-

I(5i|Sjys Sjgs -es Sjpn) = lOg P (E.4)

tramos en el estado (s, s,, ..., 5j,,) viene dada por la ecuacion:
H(Si|3j1> Sj2y Sjm) = Z P(Si|3j1> Sj2y Sjm) I(Si|3j1> Sjay Sjm) (E5)
s

La cantidad media de informacion o entropia de la fuente de Markov de orden

m, se tendra calculando el valor medio de esta cantidad, extendida a los ¢ estados

posibles:
H(S) = Z P(Sjl’ Sy Sjm) H(3i|5j1’ Sy Sjm) (E6)
gm
donde S™ es el espacio de los simbolos (s;,, Sj,, .-, Sj. )-

Debido a que H(S), dada por (E.2), nos da la cantidad de informacion media
por simbolo de una fuente, suponiendo que no conocemos el simbolo de salida, la
diferencia entre H(S) y H(si|S;j,, Sjy,---» Sj,) €s la cantidad de informacién media
recibida a partir de la observacion de un tnico simbolo de salida. Esta diferencia,

denotada por I(s1, S, ..., $p) v llamada informacion mutua de si, sa, ..., S, €s:

I(s1,82,...;8m) = H(S) — H(si|Sj,, 8jyy s Sj) (E.7)
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