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1. INTRODUCCION Y AGRADECIMIENTOS

Sr. Presidente, sefiores académicos, queridos amigos, sefioras y sefiores:

Es para mi un honor haber sido elegido para formar parte de la Real Academia Sevi-
llana de Ciencias. Me siento por ello sinceramente agradecido y ofrezco mi compromiso
para colaborar, participar e impulsar las actividades cientificas de la Academia en la
medida de mis posibilidades.

Quiero empezar mostrando mi agradeciendo a todos aquellos que, de una u otra
forma, me han ayudado en mi carrera cientifica.

En este sentido creo que la mencién mds importante y especial es para Juan Arias de
Reyna, mi indiscutible maestro y miembro de esta Academia. Creo que lo mds impor-
tante que Juan nos ha dado, a mi y a todos los que nos consideramos alumnos suyos, es
un modelo: un modelo de lo que un cientifico tiene que ser, y, en particular, un modelo
de lo que un matemdtico tiene que ser, lo que incluye saber qué es lo importante y qué
lo accesorio en matemadticas. Y también un modelo de comportamiento impecablemente
ético. Y eso, en un pais donde este tipo de modelos no son precisamente abundantes, es
muchisimo.

También debo mencionar a Antonio de Castro, ya desaparecido y miembro funda-
dor de esta Academia, y que dirigia el Departamento de Anélisis Mateméatico cuando me
incorporé al mismo hace 37 afios.

Y en otro orden de cosas, a Guillermo Curbera, colega, amigo y compaiiero, y tam-
bién a Luis Rodriguez Piazza, con quienes inicié mi andadura por la senda de la inves-
tigacion y la vida de profesor universitario.

Mencién también merece el Instituto de Matemadticas de la Universidad de Sevilla,
que ayud€ a crear y que ha aunado a los investigadores en matematicas de la Univer-
sidad haciendo que el conjunto sea mds potente que la suma de sus componentes.

Agradezco al académico Enrique Ferndndez Cara por contestar a mi discurso, y
por los ya muchos y excelentes momentos que hemos pasado juntos, ya sea corriendo
esforzadamente, ya reponiéndonos de la carrera con buenas comidas y mejores vinos.
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También quiero mostrar mi agradecimiento a todos los investigadores, nacionales y
extranjeros, con los que he colaborado, en especial a los profesores Alberto Griinbaum
y Christian Berg, por hacerme mejor cientifico de lo que hubiera sido de no haberlos
conocido.

Y en dltimo lugar, que en realidad es el primero, no debe faltar mi mds entrafiable
agradecimiento a mi familia por toda la felicidad y apoyo que me han dado.

En este discurso trataré algunas de las razones por las que yo creo que todavia las
Academias, o los académicos tienen un papel que jugar en la sociedad actual; o dicho
de otra manera, qué puede la sociedad actual esperar, e incluso demandar, de un acadé-
mico.

Dado que esta es una academia de ciencias, naturalmente se debe empezar por exi-
girle a sus miembros cierto nivel de excelencia cientifica. En este sentido, y como es por
otro lado habitual, comentaré algunas de las aportaciones cientificas por las que entien-
do he sido elegido miembro de esta Academia. Pero procuraré también intercalar algu-
nas otras contribuciones, aparte de la excelencia cientifica que cabria esperar también
de los académicos y que se pueden sintetizar en dos frases: Promocién de la ciencia, por
un lado, y Generacién de opinidn, por otro”.

2. FUNCIONES ESPECIALES. BIESPECTRALIDAD

Asi pues, empezaré este discurso hablando del drea donde he desarrollado buena
parte de mi investigacion cientifica para situar en ella aquellas de mis aportaciones que
considero mds relevantes.

Esta drea responde al nombre genérico de funciones especiales y, dentro de ella,
por concretar mds, mis mejores resultados los he obtenido en el dmbito de la llamada
biespectralidad.

Empecemos por las funciones especiales. Seguro que la audiencia conoce lo que son
las raices cuadradas o cubicas, las funciones exponenciales, los logaritmos, o las fun-
ciones trigonométricas. A estas funciones las llamamos elementales porque, en cierta
forma, vienen a resolver problemas elementales del célculo infinitesimal, lo que, dada
la interpretacion fisica de la derivada, es tanto como decir problemas elementales de la
dindmica. Sin embargo, la solucién explicita de ciertos modelos matematicos de interés
para la fisica matemdtica (ya no tan bisica, pensemos en modelos mecdnico-cudnticos)
o la tecnologia dependen frecuentemente del uso de otras funciones a las que, para dife-
renciarlas de las elementales, llamamos funciones especiales. Dicho de otra forma, las
funciones especiales permiten aplicaciones concretas de las matematicas a una infinidad
de problemas, ya sea en fisica matemaética, astronomia, o todo tipo de tecnologias (des-
de el disefio y estudio de estructuras de grandes obras publicas al uso de las modernas
tecnologias para el diagnéstico médico por imagen). El profesor Griinbaum, de la Uni-
versidad de Berkeley, con el que he colaborado durante bastantes afios, acufié una me-
tdfora muy acertada aunque algo escatoldgica sobre las funciones especiales: si vemos
la ciencia y la tecnologia como una gran ciudad, las funciones especiales serian como
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las cafierias y el alcantarillado, que contribuyen esencialmente al buen funcionamiento
de la ciudad y procuran confort a sus habitantes, por més que se suelan ocultar porque
tampoco es raro que su vision pueda resultar ofensiva para los no habituados.

En cuanto a la biespectralidad, su motivacién original se encuentra en una serie de
trabajos en teoria de la sefial, que ya se han convertido en clésicos, realizados en los
célebres Laboratorios Bell por C. Shannon, D. Slepian, H. Landau y H. Pollak en los
afios 60 del siglo XX ([108, 109, 110, 111, 112]). Este tipo de problema que estudia-
ban en los Laboratorios Bell ha vuelto a aparecer repetidas veces en varios dmbitos de
la tecnologia; por ejemplo, en el diagndstico médico usando distintos tipos de tomo-
grafia, especialmente la de rayos X. Tienen que ver, por un lado, con el estudio de la
optimizacidén entre la dosis de radiacion aplicada y la calidad de la imagen obtenida y,
por otro lado, con problemas de dngulo limitado en este tipo de exploraciones del cuer-
po humano ([107]). El éxito de la investigacién de Shannon, Slepian, Landau y Pollak
residié en una todavia inexplicada conjunciéon de milagros matemadticos que se puede
describir brevemente del siguiente modo: las funciones especiales que vienen a resolver
su problema son autofunciones de dos operadores distintos actuando en distintas varia-
bles. Uno de estos operadores relaciona las funciones con el problema de teoria de la
seflal que querian estudiar en los Laboratorios Bell, y es un operador de tipo integral
que hace muy inestable el cdlculo explicito de las funciones especiales en cuestion.
Por contra, el otro operador implicado, que aparentemente no guardaba relacién con
el problema, aunque si con las funciones especiales buscadas, es de tipo diferencial, y
a la postre permitié la solucién explicita del problema. Al resolver estas funciones un
problema espectral con respecto a dos operadores (cada uno actuando en una variable),
los profesores Duistermaat y Griinbaum [22] acufiaron posteriormente la denominacion
biespectrales para referirse a este tipo de problemas.

Los problemas biespectrales tienen conexiones muy sorprendentes en bastantes dreas
de las matematicas. Por citar solo algunas, se pueden mencionar el estudio de soluciones
racionales de la jerarquia de ecuaciones de Korteweg-De Vries y sus simetrias maestras,
anillos conmutativos de operadores diferenciales, deformaciones isomonédromas de
ecuaciones diferencias lineales, dlgebras de Weyl, flujos de Toda, etc.

3. POLINOMIOS ORTOGONALES CLASICOS

Entre las funciones especiales mads ttiles destacan ciertas familias de polinomios que
tienen un cardcter biespectral: son los llamados polinomios ortogonales clasicos y clasi-
cos discretos. Dada su ubicuidad en muy diferentes problemas, podemos considerar que
estas familias son el caballo de batalla de buena parte de la fisica matematica clésica,
con aplicaciones que van de la teoria del potencial al electromagnetismo, pasando por su
aparicidn estelar en la mecdnica cudntica en los trabajos de Schrodinger de los afios 20
del siglo XX, donde le aparecieron al fisico austriaco al resolver su celebrada ecuacién
en el caso particular del 4tomo de hidrégeno.
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Podemos describir las familias cldsicas de polinomios ortogonales del siguiente mo-
do. Tenemos una sucesion (p,(x)),, de polinomios, donde x indica la variable continua
con respecto a la que son funciones y n una variable discreta que indica el grado del
polinomio p,,(x). Por un lado, exigimos que estos polinomios sean ortogonales con res-
pecto a una medida u en la recta real:

0, m# n,

n\L ) Pm T lu(x) =
/]gp (:)p {T}" '”(JT) Iy ié 0, m =n.

Para los no habituados, el concepto de ortogonalidad viene a extender el venerable con-
cepto de perpendicularidad que aparece en el teorema de Pitdgoras a objetos mds gene-
rales que los lados de un tridngulo.

Esta propiedad analitica de ortogonalidad (asociada al producto escalar propio de
un espacio de Hilbert) es equivalente a la siguiente propiedad espectral en la variable
discreta n: existe un operador en diferencias T de segundo orden actuando en la variable
discreta n del tipo

T(fii) = 'fln-+lfn-+1 + bu.fu + Cn-.fu—l:

donde a,, b,, c, son sucesiones de nimeros, tal que
T(pn(x)) = zp,(x).

El resultado anterior es la versidn para polinomios ortogonales del teorema espectral y
se conoce como teorema de Favard (por mds que el resultado ya era conocido para, entre
otros, Stieltjes y Chebyshev y aparecié explicitamente contenido en el libro de Stone
[113], que se public6 un par de afios antes que el articulo de Favard [59]).

Las familias clésicas de polinomios ortogonales surgen cuando, ademds de esta pro-
piedad espectral, exigimos a la familia p,(x) que resuelva otro problema espectral, en
este caso en la variable continua x: existe un operador diferencial D de segundo orden,
actuando en la variable continua x, del tipo

D(f(x)) = Ag(2)f"(x) + Ay(2) f'(x) + Ao(z) f(2).
donde A,(x), A;(x) y Ay(x) son funciones de x independientes de n, tal que

D(}Ura(;y)) = /\“;U”_(_.'I_.'}._

con A, independiente de x (esto implica, en particular, que las funciones A,, A y A, son
polinomios de grado menor o igual que 2, 1 y 0, respectivamente).
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Teniendo en cuenta el tipo hipergeométrico de la ecuacion diferencial definida por
el operador D, no es dificil adivinar la conexién que tendrdn las familias cldsicas con
algunos problemas fisicos muy relevantes.

Las familias cldsicas de polinomios ortogonales fueron clasificadas en 1929 por Sa-
lomon Bochner [16] (aunque el resultado ya habia sido demostrado por E. J. Routh unas
décadas antes [103]). Hay solo cuatro familias cldsicas, y conforman la aristocracia en
el reino de los polinomios ortogonales ([80, 94, 114]). Las medidas de ortogonalidad
de las familias cldsicas se corresponden con las principales distribuciones continuas de
probabilidad (una muestra mds de su versatilidad y utilidad).

1. Polinomios de Hermite, ortogonales en (—oo, +) con respecto a e—x? (distribu-
cién normal de probabilidad).

2. Polinomios de Laguerre, ortogonales en (0, +o) con respecto a x¢%e=x, o0 > —1
(distribucién gamma de probabilidad).

3. Polinomios de Jacobi, ortogonales en (-1, 1) con respecto a (1 — x)*(1 + x)B , a,
B > —1 (distribucion beta de probabilidad).

4. Polinomios de Bessel.

Las familias clésicas se construyeron entre finales del siglo XVIII y la primera parte
del siglo XIX. La primera en ser estudiada fue el caso o = 3 = 0: son los llamados po-
linomios de Legendre, en honor del matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-
1833), quien fue el primero en construirlos; aunque el gran C. F. Gauss también hizo
estudios pioneros sobre ellos en las primeras décadas del siglo XIX en relacién con
las férmulas de cuadratura. Como dije antes, tienen importantes aplicaciones fisicas y
tecnoldgicas. La mds conocida de ellas los relaciona con los modelos basicos mecano-
cudnticos asociados a la ecuacién de Schrodinger ([75, 94]); asi:

1. Los polinomios de Hermite modelizan las funciones de onda del oscilador armé-
nico unidimensional.

2. Los polinomios de Laguerre modelizan la parte radial de las funciones de onda
en el atomo de hidrégeno.

3. El caso a = 3 de los polinomios de Jacobi, los llamados polinomios ultraesféricos
(a partir de los cuales se construyen los esféricos armdnicos), modelizan la parte
angular de las funciones de onda en el 4tomo de hidr6geno.

Conviene resefiar que Schodinger no identificé los polinomios de Laguerre en su primer
articulo de 1926 ([105]) donde propuso la ecuacién de ondas y la resolvié para el dtomo
de hidrégeno. Esto lo hizo en su segundo articulo ([106]): alli coment6 en una nota a pie
de pagina que habia identificado los polinomios de Laguerre como las funciones que,
esencialmente, modelizan la parte radial del 4tomo de hidrégeno, mientras que Erwin
Fues (asistente suyo en Ziirich) habia identificado los polinomios de Hermite como las
funciones que, esencialmente, modelizan el oscilador arménico de Planck. Schodinger
también explic6 que, a sugerencia de Hermann Weyl y Erwin Fues, consult6 el libro
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que habian publicado dos afios antes Richard Courant y David Hilbert Methoden der
mathematischen Physik ([19]), donde explicitamente aparece el operador del que son
autofunciones los polinomios de Laguerre; esto fue lo que le puso sobre la pista, aunque
los polinomios de Laguerre no se mencionan explicitamente en el libro de Courant y
Hilbert ([91]).

Habran advertido que no he dicho con respecto a qué funcién son ortogonales los
polinomios de Bessel. Esta familia es peculiar: fue la dltima en ser descubierta y estu-
diada. Aparece en trabajos de mediados del siglo XIX, pero un estudio detallado sobre
esta familia no se hizo hasta 1949 por Harry Krall y Orrin Frink ([84]). En ese trabajo
mostraron que la medida de ortogonalidad de los polinomios de Bessel no puede ser
positiva (como en las otras familias), pero fueron incapaces de encontrar ninguna.

Los polinomios de Bessel tienen también importantes aplicaciones fisicas: cuando
se considera la ecuacién de ondas en coordenadas esféricas, los polinomios de Bessel se
pueden usar para encontrar la parte radial de las soluciones ligadas a autovalores enteros
no negativos”.

Las matemdticas son una ciencia especial (el filésofo Karl Popper, de hecho, opi-
naba que ni siquiera son una ciencia). Una de las caracteristicas mds singulares de las
matemadticas es su persistencia: todavia hoy ensefiamos que hay infinitos nimeros pri-
mos, como descubrié Euclides hace 2.300 afios, e, igual que entonces, sobre ese resulta-
do se levanta la que Gauss consideraba la reina de las disciplinas matematicas: la teorfa
de nimeros. Comparen con lo que ha ocurrido con la astronomia o la fisica del tiem-
po de los griegos: la astronomia griega no es mas que una interesantisima curiosidad
arrumbada en las cunetas de la historia, y posiblemente ni a eso llega la fisica de sim-
patias de Aristételes. La teoria de nimeros, sin embargo, persiste y se sigue estudiando
con mds ardor todavia del que mostraron los griegos por ella. Es esta persistencia la que
justifica una de las varas de medir la calidad de un resultado matemético: cudnto mas
tiempo lleve planteado, cuantos mds y mejores matematicos se sepa que lo han intenta-
do resolver sin éxito, mds calidad matematica cabré atribuir a quien lo logré resolver (y
mds placer se sentird al resolverlo).

El problema de encontrar una funcién de ortogonalidad para los polinomios de Bes-
sel, una de las familias cldsicas de polinomios ortogonales, estuvo abierto durante casi
medio siglo, desde que lo propusieran explicitamente Krall y Frink en 1949 ([84]) hasta
que yo lo resolvi en 1990 ([23]). Desarrollé un método para el calculo explicito de me-
didas de ortogonalidad para polinomios ortogonales y usdndolo encontré que la siguien-
te funcién es un medida de ortogonalidad para los polinomios de Bessel:

o(z) = / (i avEm

0
it

X/ (X-1.0/ (1) X[n.u(u))f._U“:}_“':L_“]?du)r:"“r_.-’t
1

(donde J; es la funcién de Bessel de primer orden).
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Naturalmente, ese casi medio siglo que se llevé planteado ese importante problema
sobre los polinomios de Bessel sin que nadie diera con la solucién a mi me supo a
gloria. Resolver un problema central para una de las aristocriticas familias de polino-
mios cldsicos fue una de mis mejores experiencias como investigador. Se dio ademis la
circunstancia de que lo resolvi en Sicilia (la tierra que vio nacer a Arquimedes) cuando
participaba en mi primer congreso internacional sobre funciones especiales. Hubo otra
circunstancia que hizo de ese congreso algo inolvidable para mi. Richard Askey, por
entonces el gran gurd mundial de las funciones especiales, propuso un problema que
consideraba en ese momento, 1990, entre los mds importantes que debian resolverse
dentro del campo de las funciones especiales y la biespectralidad. Tenia en este caso
que ver con otras aristocrdticas familias de polinomios ortogonales: las llamadas fami-
lias clésicas discretas. Volveré dentro de un momento sobre el problema propuesto por
Askey, porque ahora tengo que presentar brevemente las familias cldsicas discretas.

4. POLINOMIOS DE KRALL DISCRETOS

Las familias cldsicas de polinomios ortogonales tienen una versién discreta, donde
los operadores diferenciales de segundo orden (que actudn en la variable continua x) se
sustituyen por operadores en diferencias también de segundo orden (también actuando
en la variable continua x). En este caso existen cuatro familias de polinomios ortogo-
nales clasicos discretos que van ligadas con las cuatros principales distribuciones de
probabilidad discreta ([80, 95]):

1. Los polinomios de Charlier, ortogonales con respecto a la distribucién de Poisson

o ”:!:
Z —d,, a>0.
z!

=0

2. Los polinomios de Meixner, ortogonales con respecto a la distribucién de Pascal.

3. Los polinomios de Krawtchouk, ortogonales con respecto a la distribucién bi-
nomial.

4. Los polinomios de Hahn, ortogonales con respecto a la distribucién hipergeomé-
trica.

Aunque construidas entre finales del siglo XIX y las primeras décadas del XX, la clasi-
ficacién la obtuvo Otis E. Lancaster en 1941 ([88]).

Los polinomios clésicos discretos aparecen también en numerosas aplicaciones en
estadistica y probabilidad, fisica matemadtica y otras disciplinas. Por citar solo un ejem-
plo, los polinomios de Krawtchouk modelizan el sistema de urnas de los Ehrenfest
([2, 58, 76]), propuesto por Paul y Tatiana Ehrenfest para resolver la dicotomia entre
irreversibilidad y recurrencia que enfrent6 a finales del siglo XIX el segundo principio
de la termodindmica con el teorema de recurrencia de Poincaré; aparecen también en
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el problema, relacionado con el anterior, del movimiento browniano de una particula
eldsticamente ligada al origen, estudiado por Erwin Schrodinger y Friedrich Kohlrausch
en la década de los 20 del siglo XX ([81]).

Desde los afios cuarenta del siglo XX, las familias cldsicas y cldsicas discretas de
polinomios ortogonales se han enriquecido con los llamados polinomios de Krall. Los
polinomios de Krall son familias de polinomios ortogonales que resuelven un problema
biespectral asociado a un operador diferencial o en diferencias de orden mayor que
dos; recuerdo que el orden dos corresponde con el caso cldsico. Harry Krall demostré
en 1940 que el orden de estos operadores diferenciales tiene necesariamente que ser
par y clasific6 el caso de operadores de orden cuatro ([82, 83]). Sin embargo, hubo que
esperar hasta la década de los ochenta del siglo XX para encontrar familias de Krall
asociadas a operadores diferenciales de cualquier orden par. Todas ellas corresponden a
modificaciones de las familias cldsicas de Laguerre y Jacobi (no se conocen polinomios
de Krall asociados a la familia de Hermite), aunque todavia no estd demostrado que las
familias de polinomios de Krall hasta ahora construidas sean todas las posibles. Las mo-
dificaciones consisten en imponer a (uno o todos) los pardmetros de las familias cldsicas
que sean enteros no negativos y afadir deltas de Dirac en los extremos del intervalo de
ortogonalidad (hay una extensisima bibliografia sobre el tema, de la que se pueden des-
tacar [67, 68, 72, 73, 74,77, 78, 79, 87, 89, 90, 118]).

Vuelvo ahora al congreso de Sicilia de 1990. Fue en ese congreso donde se pre-
sentaron por primera vez polinomios de Krall asociados a operadores diferenciales de
orden par arbitrario. Sin embargo, en ese momento nada se sabia del caso Krall discreto:
esto es, polinomios ortogonales que son autofunciones de operadores en diferencias de
orden mayor que dos. Precisamente en ese congreso en 1990, Richard Askey (como
apunté antes, el gran gurd de las funciones especiales a nivel mundial) propuso como
uno de los mds importantes problemas del drea el encontrar ejemplos de polinomios de
Krall discretos. Naturalmente hubo bastantes intentos de resolver el problema en los
afios siguientes, aunque todos con resultados negativos que venian a mostrar que los
métodos para el caso de operadores diferenciales no funcionan en el caso discreto (ver,
por ejemplo, [3, 4]). Nadie lograba imaginar qué tipo de modificaciones habia que usar
en el caso de las familias discretas. En 2011 logré construir los primeros ejemplos de
polinomios de Krall discretos, setenta afios después de que Harry Krall construyera sus
ejemplos para el caso de operadores diferenciales y mds de veinte afios después de que
Richard Askey propusiera el problema como uno de los mas relevantes del area de las
funciones especiales.

Cuando construi los primeros ejemplos, propuse la conjetura de como se podia cons-
truir toda una jerarquia de familias de Krall discretas partiendo de las familias cldsicas
discretas ([31]): cada familia cldsica discreta tiene asociada una familia de polinomios
de forma que las medidas obtenidas al multiplicar uno de estos polinomios por el peso
clésico discreto generan medidas de Krall discretas. Por ejemplo, para el caso méas sen-
cillo de los polinomios de Charlier, la forma de construir familias de Krall-Charlier
consiste en multiplicar el peso de Charlier por un polinomios cuyos ceros sean nimeros
enteros positivos: dado un conjunto finito de nimeros enteros positivos F, los polino-
mios ortogonales con respecto a la medida discreta
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i H(.’I: — f}i—?' 0., a >0,

=0 f& F

son autofunciones de un operador en diferencias de orden
r (e +1
Xrer I = (")

(donde nj denota el nimero de elementos de F).

Demostrar estas conjeturas ha llevado (a mi y a un grupo de colaboradores) casi
una década en la que ha habido que desarrollar conceptos y herramientas nuevas, dadas
las enormes diferencias con el caso continuo ([32, 37, 45, 46]). Estas técnicas se han
mostrado muy fructiferas para tratar todo tipo de problemas biespectrales ([1, 37, 42,
47, 48]). Aunque todavia no estd demostrado que estas sean todas las familias de Krall
discretas, no se ha encontrado ninguna distinta de las que aparecen en mis conjeturas o
de casos limite de estas ([40]).

El estudio de las familias de Krall discretas ha mostrado una gran riqueza de estruc-
tura, asi como sorprendentes conexiones con otros problemas matematicos y de fisica
matematica. Por citar solo dos ejemplos:

1. Obtencién de identidades de tipo Selberg y problemas combinatorios relaciona-
dos (identidades para el término constante en desarrollos de funciones analiticas
de varias variables, etc.) ([20, 35, 36, 41, 42, 62]).

2. Hasta donde yo sé, los polinomios de Krall no aparecen en aplicaciones fisicas
(lo que tampoco es extraiio dado que satisfacen ecuaciones diferenciales de or-
den mayor que dos). Sin embargo, la construccién de los polinomios de Krall
discretos ha tenido una inesperada aplicacion en fisica matemadtica: se pueden
usar para construir los llamados polinomios excepcionales. Los polinomios ex-
cepcionales son un nuevo tipo de funciones especiales que se han empezado a
construir en la fisica matematica en los dltimos 15 afios y que sirven para integrar
de forma exacta la ecuacién de Schrodinger asociada a perturbaciones racionales
de los potenciales cldsicos (tanto del oscilador arménico unidimensional como
del 4tomo de hidrégeno) (a pesar de su novedad, la bibliografia sobre polinomios
excepcionales es ya muy extensa, aqui destacaré los siguientes articulos: [33, 34,
38, 39, 57, 60, 61, 63, 64, 66, 92, 97, 98, 100, 104]). Los polinomios excepcio-
nales han sido aplicados en varios problemas mecénico-cudnticos relacionados
con potenciales shape-invariant ([100]), transformaciones supersimétricas ([65]),
modelos discretos [96], mass-dependent potentials ([92]) y resolubilidad quasi-
exacta ([115]).
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5. INTERMEDIO

Como comenté al principio, voy a dedicar una parte de este discurso a exponer algu-
nas razones por las que yo creo que todavia los académicos tenemos un papel relevante
que jugar en la sociedad actual.

Estan lejos ya los tiempos en que el espacio de las Academias fue fundamental para
hacer ciencia. Me refiero a los tiempos heroicos de los siglos XVII y, sobre todo, del
XVIII, donde los mejores matematicos y cientificos hacian ciencia en las Academias y
no en unas Universidades mayormente anquilosadas y alejadas del empuje cientifico del
momento. Baste citar el caso paradigmatico de Leonhard Euler, que desarroll6 toda su
prolifica carrera cientifica en las Academias de Berlin y San Petersburgo. Las Acade-
mias ya no son imprescindibles hoy como espacio para hacer ciencia pero, a mi modo
de ver, deben ser tribunas desde donde, por un lado, se promueva la ciencia y, por otro,
se haga oir la voz de la ciencia en todos aquellos asuntos donde se requiera. En otras
palabras: por un lado, el académico debe esforzarse en hacer presente y transmitir la
ciencia a la sociedad, en hacer divulgacion de la ciencia; por otro, debe participar con
opinién cualificada en aquellos debates donde sea necesaria la visioén y la opinion de los
cientificos y convertirse asi en generadores de opinién cientifica.

Desarrollaré mads estas ideas y, a la vez, comentaré algo de mi experiencia particular
en ambas.

Debo empezar diciendo que no descubro nada nuevo, porque esta Academia ya hace
difusién de la ciencia a través de los varios coloquios, jornadas y conferencias que or-
ganiza (sola o en colaboracién con entidades como la Fundacién Cajasol y el Ateneo de
Sevilla); y tampoco son pocas las ocasiones en que los académicos hacen oir su opinién
a través de tribunas publicas (como pueden ser, por ejemplo, las columnas de opinién
publicadas por algunos de sus miembros en el Diario de Sevilla). Asi que reitero aqui
mi compromiso especifico para colaborar y participar en estas actividades de difusién
y opinion.

En el sentido divulgativo debemos difundir y dar a conocer la ciencia a la sociedad.
Tanto los hallazgos recientes en la frontera del conocimiento que la ciencia continua-
mente estd produciendo y qué implicaciones pueden tener para la sociedad, como los
aspectos del pasado que hacen de la historia de la ciencia una disciplina ciertamente
apasionante. En los avatares de los descubrimientos cientificos a lo largo del tiempo,
se mezclan elementos que dotan a su historia de una notable capacidad para atraer la
atencion de la sociedad: abundan en la historia de la ciencia las sorpresas espectacu-
lares, los cambios de guién sorprendentes, y estd poblada de personajes fascinantes y
conmovedores. No debemos desaprovechar este tesoro para captar el interés del publico
e interesarlo por la ciencia. En mi caso, he dedicado mucho tiempo y esfuerzo a la
divulgacién de la ciencia, en general, y de las matemadticas en particular. Y me siento
especialmente orgulloso de mis aportaciones, a pesar de que durante un tiempo casi se
consideraba un demérito para un cientifico en activo dedicar esfuerzos a la divulgacion.
En este sentido, he publicado més de una docena de libros, la mayoria en prestigiosas
editoriales comerciales, que abarcan desde los estudios puramente histéricos, al ensayo
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y la divulgacién. Algunos de mis libros han sido traducidos al francés, inglés, italiano,
polaco, portugués y ruso. Ilustraré con un ejemplo cada una de estas facetas.

1. Entre los estudios histdricos destacaria la coleccidon de obras maestras de las ma-
temdticas que dirijo para la Real Sociedad Matemdtica Espaiola (y en la que han
participado también otras instituciones, como la Sociedad Thales o Patrimonio
Nacional): en esa coleccién he prologado y anotado la traduccién al castellano,
por primera vez en la historia, de obras tan fundamentales como el Andlisis de
cantidades mediante series, fluxiones y diferencias de Isaac Newton o la Intro-
duccion al andlisis de los infinitos de Leonhard Euler. En ambos casos, se trata
de la primera vez que se han traducido al cstellano. También he prologado en esta
coleccién Obras escogidas de Arquimides.

ANALYSIS INTRODUCTIO
Q " IN ANALTSIN
SERIES, FLUXIONES, INFINITORUM
A C AUCTORE
DIFFERENTIAS: LEONHARDO EULERO
cCUM
Enumeratione Linearum

TERTII ORDINIS.

2. En mis libros de ensayo he explorado lo que he dado en llamar circunstancias
emocionales de la ciencia. Por circunstancias de un teorema, por ejemplo, me
refiero a los entresijos histéricos en que se desenvolvieron el autor, o los autores,
de ese teorema, ya fuera la persona que lo conjeturd, aquella que lo demostré o
lo refutd, o aquellas otras que intentaron una cosa u otra sin éxito, si alguna hubo.
Entiendo que las circunstancias emocionales de la ciencia son, en cierta forma,
similares a las circunstancias que describié Ortega y Gasset como compafieras
inseparables para entender el yo. Esas circunstancias emocionales de la ciencia
tienen mucho que ver con la historia de la ciencia, pero, tal y como yo lo entien-
do, no son la misma cosa. El enfoque de mis libros de ensayo estd hecho desde el
convencimiento de que la confrontacién del mundo racional y aparentemente frio
de la ciencia, en especial del mundo abstracto de las matematicas, con el mundo
vehemente y emocional de los cientificos se desprende una luz que puede ayudar
a alumbrar las mds reconditas profundidades de la naturaleza humana. Con ese
enfoque mds humanista, rico y complejo no solo se ayuda al lector a compren-
der mejor lo cientifico sino también la propia condicién humana. Segin me han
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hecho llegar numerosos lectores, ese enfoque dota a mis libros de ensayo de
una caracteristica propia muy personal. Es el caso, por ejemplo, de los titulados
Fasiones, piojos, dioses... y matemdticas, que lleva como subtitulo La condicion
humana a la luz de la ciencia mds antigua, publicado por la Editorial Destino en
2009, y El universo sobre nosotros, una historia de la astronomia que lleva como
subtitulo Un periplo fascinante desde el cielo de don Quijote al cosmos de Eins-
tein, publicado por la Editorial Critica en 2015.

Antonio ]. Durin
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3. También he escrito libros pensados para una divulgacién mds amplia, incluso
libros de gran distribucion integrados en colecciones ofrecidas por peridédicos de
prestigio (E! Pais, por ejemplo) en quioscos; aqui me permitiré citar la biografia
de Isaac Newton, Newton y la ley de la gravedad (2012), que escribi para la Edi-
torial RBA, y que también aparecid en una coleccion de biografias cientificas de
National Geographic.

HAYHA

HbIOTOH

Newt n e
y laley ck | :

la graveda
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4. También querria mencionar las dos exposiciones de las que he sido comisario,
cuyo objetivo fue ofrecer al gran publico exposiciones de tema cientifico en es-
pacios habitualmente dedicadas a exposiciones de tipo artistico, religioso o histo-
rico.

a) La primera de estas exposiciones tuvo por motivo la celebracién del afio 2000
como Afio Mundial de las Matematicas. La exposicién se tituld El legado
de las matemadticas: de Euclides a Newton, los genios a través de sus libros,
estuvo bajo el amparo de la Consejeria de Cultura de la Junta de Andalucia
y tuvo lugar en el Salén de Tapices de los Reales Alcdzares de Sevilla en las
navidades del afio 2000 (créanme, no fue fécil convencer al Ayuntamiento
de Sevilla de que cediera un espacio tan sefiero como el Salén de Tapices de
los Alcdzares para una exposicion que no era ni sobre Semana Santa ni sobre
reyes conquistadores). La exposicion conté con manuscritos y ediciones im-
presas de todos los grandes clasicos de las matematicas y la astronomia desde
los griegos al siglo XVII, puestos en sazén con otras obras esenciales de la
cultura, incluyendo un ejemplar de la Biblia de Gutenberg. La exposicion se
podia también disfrutar como una muestra de la evolucién del libro, desde los
manuscritos medievales hasta joyas producidas por los mejores impresores
europeos del siglo XVI pasando por una impresionante coleccién de incu-
nables entre los que destacaba la Biblia de Gutenberg. Los 50.000 visitantes
recibidos en las tres semanas que estuvo abierta dan idea del interés con que
fue recibida.
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b) La otra exposicion tuvo lugar en la Biblioteca Nacional en Madrid entre ju-
nio y septiembre de 2006, coincidiendo con la celebracién del International
Congress of Mathematicians en una ciudad espafiola, por primera vez en la
historia. La exposicién se titulé Vida de los niimeros, y traté sobre los niime-
ros, un hecho cientifico fundamental, usando como escenario la Biblioteca
Nacional, la casa de las letras. Se usaron, ademas, elementos del mundo de la
cultura, como tablillas babilénicas, monedas y téseras romanas, manuscritos
prerroménicos y mayas, incunables, grabados de Leonardo da Vinci y Dure-
ro, disefos tipograficos o mapas (terrestres y celestes). Hubo algunas colas,
algo que, segin los responsables de la Biblioteca Nacional, no siempre ocurre
con las exposiciones alli organizadas. Ademads, el catdlogo de la exposicién
fue Premio Nacional del Ministerio de Cultura al libro de divulgacién mejor
editado de 2006.

Lvﬂn  hideria | Durln

P ey

|
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Otra de las actividades que los académicos debemos realizar es la de convertirnos en
generadores de opinién cientifica especialmente en aquellos debates donde sea necesaria
la visién y la opinién cualificada de los cientificos. Téngase en cuenta que las sociedades
actuales tienen gran dependencia de la ciencia y la tecnologia, y por tanto no son pocas
las ocasiones en que hard falta ofrecer nuestra opinién sobre problemas y cuestiones
que tengan que ver, directa o indirectamente, con la ciencia y la tecnologia. He aqui tres
relevantes ejemplos de estas situaciones (de muchos posibles): el cambio climético, la
inteligencia artificial (algoritmos) y, naturalmente, la pandemia generada por el corona-
virus. En todas ellas, por cierto, las matemdticas tienen un importante papel que jugar.
En todos ellos, las Academias tienen que hacer el necesario esfuerzo para llevar a la
sociedad opinién cualificada que ayude a clarificar situaciones, enmendar errores o fal-
sas creencias, combatir la desinformacion (en muchas ocasiones, interesada) e influir de
una u otra manera, ya sea en la toma de decisiones politicas ya en la modulacién de los
comportamientos sociales. En este sentido, quiero compartir con ustedes la labor de in-
formacién que desde el Blog del Instituto de Matematicas de la Universidad de Sevilla,
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que me honro en haber puesto en marcha y dirigir, hemos realizado tratando de arrojar
algo de luz y perspectiva sobre la situacién provocada por la epidemia del coronavirus.
Para ello, hemos aplicado a los distintos factores del problema enfoques diversos donde
las matematicas, en una u otra forma, pueden ayudar. Debo empezar comentando que
el Blog del IMUS, que cuenta ya con cinco afios de vida, explora las conexiones de las
matematicas con otros ambitos de la ciencia, la tecnologia, el pensamiento, la cultura, la
economia, la sociedad y cualquier otra actividad humana. Tiene pues un cardcter mul-
tidisciplinar, innovador y heterodoxo, que conjuga la divulgacién para ptblico general
con entradas de muy alto nivel y actualidad cientifica. Desde el Blog del IMUS trabaja-
mos con la certeza de que la difusién de las mateméticas implica explorar su conexion
con cualesquiera otros dmbitos de la ciencia, la tecnologia, las humanidades o la cultura,
todo lo cual permite un mayor nivel de profundidad en la comprensién, tanto del valor
intrinseco de las matematicas, como del que supone en todos aquellos 4mbitos donde
se aplica o con los que se relaciona. En cuanto a la pandemia, debo resefiar que el Blog
del IMUS ha tenido una repercusion medidtica que cabe calificar de extraordinaria. Esto
ha sido asi porque fuimos pioneros en advertir que los datos disponibles en las primeras
semanas de marzo de 2020, justo cuando estall6 la pandemia, eran muy defectuosos, y
confundian mds que aclaraban la situacién de la pandemia. También apuntamos algunas
ideas de cémo se podia estimar en aquellos momentos la dimension real de la pandemia.
Esto hizo que muchos medios buscaran algo de claridad en el Blog. Asi, Javier Sampe-
dro dedicé su columna de EI Pais del 27 de marzo de 2020 (que inequivocamente tituld
Los datos estdn mal ) a la entrada del Blog del IMUS ;Como estimar el niimero de in-
fectados reales por covid-19? Los casos de Andalucia e Italia que yo habia publicado en
el Blog el 23 de marzo, https://elpais.com/ciencia/2020-03-26/los-datos-estan-mal.html.
Esa y otras entradas fueron también referenciadas en muchos otros medios de comuni-
cacién: La Razon, ABC, El Diario o Diario de Sevilla, entre otros periddicos, y dieron
origen a numerosas entrevistas en programas nacionales de médxima audiencia, entre
los que cabe destacar La brijula de Onda Cero, A vivir que son dos dias de La Cadena
Ser, 24 horas de Radio Nacional de Espariia, o La maiiana de Andalucia de Canal Sur.

6. BIESPECTRALIDAD MATRICIAL

En la parte final de mi discurso, haré referencia a dos problemas mas donde he hecho
contribuciones relevantes, en este caso en colaboracién con dos prestigiosos matemati-
cos, que han acabado siendo también grandes amigos: los profesores Alberto Griinbaum,
de la Universidad de Berkeley, y Christian Berg, de la Universidad de Copenhague.

Cuando, en la década de los 40 del siglo XX, el matematico soviético Mark Krein
([85, 86]) propuso estudiar polinomios ortogonales a valores matriciales, surgi6é inme-
diatamente el problema de encontrar las familias biespectrales en este tipo de contex-
to. Més concretamente, el problema de encontrar familias de polinomios ortogonales a
valores matriciales que fueran autofunciones de operadores diferenciales de segundo
orden con coeficientes matriciales.
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En 1997 ([27]), yo habia publicado un articulo inicial sobre este problema que ha-
bia llamado la atencién del profesor Griinbaum, de la Universidad de Berkeley. En ese
momento, el Prof. Griinbaum formaba parte del Committee on the Mathematics and
Physics of emerging dinamic biomedical imaging, un Comité integrado en el National
Research Council y el Institute of Medicine de Estados Unidos. Este era un Comité
multidisciplinar para documentar los desafios clave en matemaéticas y fisica que podian
ayudar al desarrollo de aparatos pioneros para el diagndstico por imagen en biomedi-
cina. Alli coincidid, entre otros, con Paul C. Lauterbur, en ese momento una autoridad
mundial en resonancia magnética, ganador del Premio Nobel de Medicina en 2003 por
sus descubrimientos en imagen por resonancia magnética. El Prof. Griinbaum, con una
sélida formacién de matematico aplicado adquirida en el Courant Institute de la Univer-
sidad de Nueva York, donde realizé su tesis doctoral, habia publicado, junto con algunos
colaboradores, un articulo en Science en 1990 sobre reconstruccién de imdgenes inter-
nas de cuerpos que dispersan la radiacién; lo alli estudiado, junto con las discusiones del
Comité, llevaron al Prof. Griinbaum a pensar que los polinomios ortogonales biespec-
trales a valores matriciales podian ser una herramienta til en tomografia tensorial (que
permite una mejor exploracién de cuerpos anisotrépicos). Por esos afios, yo habia cen-
trado mi investigacién en la ortogonalidad matricial y habfa publicado algunos articulos
sobre el tema que tuvieron bastante repercusion en el drea. Entre ellos el inicial sobre
biespectralidad matricial que aparecié en 1997, ya comentado. A raiz de ese articulo, el
Prof. Griinbaum me propuso una colaboracién para encontrar ejemplos de polinomios
ortogonales matriciales biespectrales.

El problema de encontrar ejemplos no triviales (esto es, que no se reduzcan a matri-
ces diagonales con polinomios clasicos en la diagonal) de este tipo de funciones espe-
ciales es de una naturaleza matemética incomparablemente mas complicada que el caso
cléasico escalar, dado que equivale a resolver explicitamente un sistema de ecuaciones
diferenciales que no se puede desacoplar, con condiciones adicionales de hermiticidad
dificiles de manejar (aqui la condicién de resolver explicitamente es fundamental). Mds
concretamente, se trata de encontrar funciones matriciales hermiticas W(z), y polino-
mios matriciales A,, A, y A, con grado(A,) < 1i, verificando

AW = WAS,
2(A W) = WA] + A\ W,
(AW)" — (A W) + AW = WA,

(ademas de ciertas condiciones de frontera).

Como se puede ver, la cuestion de la no conmutatividad del producto de matrices
aparece de forma explicita en las ecuaciones anteriores y supone una complicacién
considerable para la resolucién de este tipo de problemas. El primer fruto de mi cola-
boracion cientifica con el Prof. Griinbaum fue un articulo, aparecido en 2004, donde
desarrollamos técnicas muy potentes y novedosas que nos permitieron integrar explici-
tamente las ecuaciones anteriores, suponiendo que el polinomio A, es escalar y para
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algunos casos de polinomios matriciales A, y A, ([49]). Para comparar la diferencia con
el caso escalar, baste decir que los ejemplos que encontramos los construimos a partir
de polinomios a los que podemos calificar de puramente matriciales, puesto que tienen
unas caracteristicas imposibles para un polinomio escalar (v.g., son polinomios P no
constantes pero cuyo determinante es constante igual a 1: det P (x) = 1, lo que implica
en particular que P tiene inversa P~! que vuelve a ser un polinomio matricial).

La colaboracién con el Prof. Griinbaum ha sido muy fructifera, y hemos publicado
juntos bastantes articulos sobre biespectralidad matricial ([49, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
56]), incluyendo eventuales aplicaciones en modelos cudnticos relativistas ([54]).

Entre otras cosas, los resultados que se obtuvieron en esos afios (véanse, entre mu-
chos otros, [24, 25, 26, 28, 29, 30, 43, 44, 69, 99]) muestran que la no conmutatividad
del producto de matrices y la existencia de matrices singulares (las diferencias de la
estructura algebraica de las matrices con respecto a los nimeros complejos) implican
una mucha mayor flexibilidad de la ortogonalidad matricial respecto del problema bies-
pectral; lo que se traduce en la existencia de una increible riqueza y complejidad de
ejemplos biespectrales matriciales. Frente a las cuatro tnicas familias cldsicas del caso
escalar, el caso matricial muestra una inabarcable riqueza que apenas ha podido ser
entrevista dada la intrinseca dificultad del problema de encontrar estas familias cldsicas
matriciales. En matematicas, casi tan importante como resolver problemas es proponer
problemas interesantes y profundos, que sirvan tanto para revitalizar dreas ya existentes
como para crear areas nuevas de investigacién. Este es el caso de la biespectralidad
matricial, donde ya hay algunos problemas dificiles y profundos que han atraido la
atencion de los investigadores del drea:

1. Quiz4 el mas relevante sea el problema de clasificar los polinomios matriciales
biespectrales. Dada la riqueza y variedad de ejemplos ya comentada, lo primero
es dar con la clave para hacer la clasificacion, lo que situd al problema en una
dimensién muy distinta de la clasificacion de Bochner para las familias cldsicas
escalares.

2. Otro problema nuevo es el del estudio de las dlgebras de operadores diferenciales
asociadas a las familias de polinomios ortogonales matriciales biespectrales. En
el caso escalar, esa caracterizacion es relativamente f4cil de obtener y las dlgebras
resultantes tienen una estructura trivial, en el sentido de que estdn generadas por
el operador de segundo orden asociado a cada familia cldsica. Esto dista de ser
cierto en el caso matricial, y ya hay un buen nimero de conjeturas (de las que
solo se han podido demostrar las relativas a los ejemplos mas sencillos en tamafo
2 x 2) que muestran gran riqueza de patrones, lo que viene a sefialar que en el
caso matricial las dlgebras de operadores van a tener una gran variedad de estruc-
turas.

3. Son numerosas las aplicaciones que cabe esperar de las familias biespectrales
matriciales. Entre ellas se pueden mencionar: (a) en tomografia tensorial, don-
de se ha mostrado la existencia de soluciones a problemas de dngulo limitado
asociados al nicleo reproductor de algunas de estas familias (en la linea de los
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trabajos seminales de Shannon, Slepian, Landau y Pollack en los Laboratorios
Bell mencionados al inicio de este discurso); (b) en fisica cuantica relativista en
relacién con la ecuacién de Dirac y la representaciones del grupo de Schrodinger;
(c) en la modelizacién de cadenas discretas de Markov donde las interacciones no
se reducen a los vecinos mas proximos.

(de la ya muy extensa bibliografia que muestra el interés por estos problemas, desta-
caré [17, 18, 21, 70, 71, 116, 117, 119]).

7. PROBLEMAS DE MOMENTOS

La ultima contribucién que queria comentar la hice con el profesor Christian Berg de
la Universidad de Copenhague. El profesor Berg es el mayor experto mundial en proble-
mas de momentos. Estos problemas consisten en determinar relaciones y propiedades
entre una medida u y las integrales

/ " dp, neN,
JR

que se denominan momentos de u, debido a que el caso n = 2 es conocido como mo-
mento de inercia si entendemos u como una distribucién de masas, y el caso n = 1 como
momento estatico.

La teoria de momentos estd intimamente relacionada con la de polinomios ortogona-
les al venir el producto escalar que define la ortogonalidad determinado por los momen-
tos de la medida. También tiene multiples aplicaciones en probabilidad.

La contribucion del Prof. Berg y mia tiene un sabor muy cldsico y viene a comple-
tar un problema que fue tratado en los afios 20 del siglo XX por matematicos de la talla
de Rolf Nevalinna y Marcel Riesz ([93, 101, 102]). Dada una familia de polinomios
ortonormales (p,,),,, Nevalinna y Riesz caracterizaron los niimeros complejos z para los
que la sucesién (p,(z)), estd en el espacio de Hilbert /2. La solucién depende de cudntas
soluciones tiene el problema de momentos asociado a la medida de ortogonalidad de
los polinomios (p,),,. Si estos tienen una tnica medida x4 con respecto a la que son or-
togonales (decimos entonces que el problema de momentos asociado es determinado),
entonces (p,(2)),, € I si 'y solo si u({z}) > 0. Si hay varias medidas con respecto a la que
son ortogonales (decimos entonces que el problema de momentos asociado es indeter-
minado), entonces (p,(z)),, € [? para todo nimero complejo z (esto, ademds, caracteriza
la indeterminacién de un problema de momentos).

Dado que el problema es altamente no lineal, quedé pendiente el estudio de cudndo
una combinacién finita de evaluaciones, por ejemplo, (p,(z;) + p,(z,)), estd en 2. El
profesor Berg y yo resolvimos completamente el problema en una serie de articulos
([5, 6, 7, 8]) incluyendo el caso mds general que incluye también evaluacién de una
combinacién de derivadas de cualquier orden de la familia de polinomios ortogonales:
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K Ly
Z Z U«x.rPEf] (2k),

k=0 =0

donde tanto a_{k,I} como z_k son nimeros complejos.

Me interesé por este problema en 1992, e intui que su resolucién iba a venir deter-
minada por el concepto de indice de determinacién, que el Prof. Berg y su colaborador
M. Thill habian introducido en un articulo sobre problemas de momentos en varias
variables publicado en 1991 en la revista Acta Mathematica ([15]). Propuse entonces al
Prof. Berg estudiar juntos el problema, y dimos as{ inicio a una muy fructifera relacién
cientifica y personal (concretada en un buen nimero de colaboraciones [7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14]).
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