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Memoria presentada
por Mónica Molina Becerra

para optar al grado de
Doctor en Matemáticas.
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no puede expresarse con unas simples palabras. A ellos les debo todo
este trabajo. A ambos les agradezco sinceramente el haberme introduci-
do en un tema tan apasionante como es la “Dinámica de Poblaciones”,
el plantearme modelos y ayudarme a resolverlos, el estar disponibles ca-
da vez que los he necesitado y todas las horas que han invertido en la
realización de este trabajo. Gracias por vuestra paciencia, por vuestro
optimismo y por creer en la finalización de este proyecto.

Durante todo el tiempo que ha durado el desarrollo de este trabajo he
tenido la oportunidad de conocer personas maravillosas, tanto a nivel pro-
fesional como personal: al profesor Ovide Arino, un excelente investigador
y mejor persona. Todav́ıa recuerdo el d́ıa que lo conoćı y me trató como
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1.4.1. El Teorema de Poincaré-Bendixson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.4.2. Un resultado de estabilidad para sistemas no autónomos . . . . . . . 34

1.5. Otros resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

I Un modelo presa-depredador con enfermedad en la presa 39

2. Existencia y unicidad de solución de un modelo presa-depredador con
enfermedad en la presa 41

2.1. Planteamiento del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Introducción

En los últimos doscientos años se han usado teoŕıas matemáticas para modelar el
comportamiento de poblaciones humanas, de animales, de células, virus...

La primera contribución significativa a la teoŕıa de la dinámica de poblaciones fue la de
T. Malthus, quién en 1798 publicó Ensayo sobre el Principio de la Población. Su modelo
lineal era satisfactorio siempre que la población no fuese demasiado grande. Es importante
señalar que cuando la población es “grande”, los modelos lineales no pueden ser exactos
ya que no contemplan el hecho de que los individuos compiten entre śı por los recursos
(como puede ser comida, espacio...). Posteriormente, en 1837, P. F. Verhulst añadió un
término no lineal a la ley de Malthus, que tuviera en cuenta esta limitación de crecimiento
formulando un modelo conocido como la ley loǵıstica.

Más adelante se introduce la consideración de la edad de la población que es un dato
decisivo para las tasas de natalidad y mortalidad.

Modelos estructurados en edad sin difusión

Modelos lineales estructurados en edad

F. R. Sharpe, A. Lotka, (1911) y A. G. McKendrick (1926) (véanse [83,70]) fueron los
primeros en introducir edad en los modelos de dinámica de poblaciones.

El modelo de Sharpe-Lotka-McKendrick, también llamado modelo de von Foerster-
McKendrick o simplemente ecuación de McKendrick, supone que una población asexual
puede ser descrita por una función de 2 variables, edad y tiempo. Denotando por ρ(a, t)
la densidad de los individuos de edad a en un instante de tiempo t, se tiene que el número
de individuos con edad entre a y a+ ∆a en un instante de tiempo t es aproximadamente
ρ(a, t)∆a. Luego la población total en un instante t es aproximadamente∑

a

ρ(a, t)∆a,

y considerando el ĺımite cuando ∆a→ 0 se llega,

ĺım
∆a→0

∑
a

ρ(a, t)∆a =
∫ ∞

0
ρ(a, t) da.

Aśı, se define la población total en un instante de tiempo t,

P (t) =
∫ ∞

0
ρ(a, t) da.

1



2 Introducción

Suponen, también, que los individuos dejan la población solamente por muerte, de-
notando la tasa de muerte dependiente en edad por µ(a). Formulado matemáticamente
significa que en el intervalo temporal (t, t+∆t) una fracción µ(a)∆t de los miembros de la
población con edades entre a y a+ ∆a en el instante t mueren. Se sabe que en el instante
de tiempo t, hay ρ(a, t)∆a individuos con edades entre a y a+ ∆a. Luego entre el tiempo
t y t + ∆t el número de individuos muertos de edades comprendidas en (a, a + ∆a) es
ρ(a, t)∆aµ(a)∆t y el resto sobreviven teniendo edades entre a + ∆t y a + ∆t + ∆a en el
instante t+ ∆t. Luego,

ρ(a+ ∆t, t+ ∆t)∆a ≈ ρ(a, t)∆a− ρ(a, t)∆aµ(a)∆t.

Por consiguiente,
ρ(a+ ∆t, t+ ∆t)− ρ(a, t)

∆t
+ µ(a)ρ(a, t) ≈ 0.

Si ρ es una función diferenciable en a y t, tomando ∆t→ 0, se tiene

ĺım
∆t→0

ρ(a+ ∆t, t+ ∆t)− ρ(a, t)
∆t

= ĺım
∆t→0

ρ(a+ ∆t, t+ ∆t)− ρ(a, t+ ∆t)
∆t

+ ĺım
∆t→0

ρ(a, t+ ∆t)− ρ(a, t)
∆t

=
∂ρ

∂a
(a, t) +

∂ρ

∂t
(a, t).

Aśı se obtiene la Ecuación de McKendrick, también conocida como Ecuación de von
Foerster

(1)
∂ρ

∂a
(a, t) +

∂ρ

∂t
(a, t) + µ(a)ρ(a, t) = 0.

Se supone que el proceso de nacimiento viene regido por una función β(a), denominada
razón de natalidad ; es decir, β(a)∆t es el número de recién nacidos producidos por los
miembros de la población con edades comprendidas entre a y a + ∆a en el intervalo de
tiempo (t, t + ∆t). Aśı, el número total de nacimientos producidos entre los instantes de
tiempo t y t+ ∆t es

∆t
∑
a

β(a)ρ(a, t)∆a,

y se tiene

ĺım
∆a→0

∆t
∑
a

β(a)ρ(a, t)∆a = ∆t
∫ ∞

0
β(a)ρ(a, t) da.

Como esta cantidad debe ser ρ(0, t)∆t, se obtiene la condición

ρ(0, t) =
∫ ∞

0
β(a)ρ(a, t) da.

Para completar el modelo se supone que la distribución inicial de edad, es decir la
densidad de población de edad a que hay en el instante 0, es conocida, ρ0(a). Luego el
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modelo completo es: 
∂ρ

∂t
(a, t) +

∂ρ

∂a
(a, t) + µ(a)ρ(a, t) = 0,

ρ(0, t) =
∫ ∞

0
β(a) ρ(a, t) da,

ρ(a, 0) = ρ0(a).

(2)

La ecuación (2) es una ecuación en derivadas parciales de primer orden lineal con una
condición inicial no local.

Es importante observar la existencia de las curvas, llamadas caracteŕısticas, a lo largo
de las cuales la ecuación (2) se reduce a una ecuación diferencial ordinaria. Es decir,
representando la curva paramétrica como t = t(s) y a = a(s) y ρ evaluada en la curva por

ρ̃(s) = ρ(a(s), t(s)),

entonces se verifica

(3)
dρ̃
ds

=
d
ds
ρ(a(s), t(s)) =

∂ρ

∂a

da
ds

+
∂ρ

∂t

dt
ds
.

Ahora, eligiendo las curvas t(s) y a(s) por las condiciones

(4)
dt
ds

= 1,
da
ds

= 1,

y combinado (3) con la ecuación (2), se llega

(5)
dρ̃
ds

+ µ(a(s))ρ̃ = 0,

a lo largo de las curvas (4).
Este método general funciona incluso si los coeficientes en (2) son variables y depen-

dientes en la población total P . Aśı, la solución de (2) es encontrada utilizando el método
de las caracteŕısticas como será explicado en la página 50.

El modelo mencionado anteriormente permitió dar un paso adelante por jugar un pa-
pel unificador en la teoŕıa matemática de las poblaciones y, como se vio posteriormente,
en la teoŕıa de las epidemias. Dicho sea de paso la propagación de un hecho por “conta-
gio”sirve también para modelar asuntos tan lejanos de la dinámica de poblaciones como
la propagación de un rumor o una información.

Desde un punto de vista matemático, este modelo es un poco simple debido a la
linealidad y como comentamos al principio no es aplicable a muchas situaciones. Aśı,
como sucede habitualmente, el modelo fue mejorando, incorporando nuevos aspectos y
planteando nuevas dificultades matemáticas. Un modelo más real hace pensar en variar
la tasa de mortalidad y fertilidad con la población total, P , por ejemplo parece lógico
suponer que a mayor población mayor será su tasa de mortalidad.
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Modelos no lineales estructurados en edad: El modelo de Gurtin y MacCamy

En 1974, M. E. Gurtin y R. G. MacCamy, [44], introducen una formulación más realista
de un modelo de dinámica de poblaciones no lineal, determinista y estructurado en edad.
Consideran tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad funciones no lineales
variando con la población total. Aśı, el modelo que ellos proponen es

∂ρ

∂t
(a, t) +

∂ρ

∂a
(a, t) + µ(a, P (t))ρ(a, t) = 0,

ρ(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, P (t)) ρ(a, t) da,

ρ(a, 0) = ρ0(a),

(6)

donde P es la población total, es decir

P (t) :=
∫ ∞

0
ρ(a, t) da.

En [44], establecen la existencia y unicidad de solución de la ecuación (6), además
comprueban que añadiendo algunas hipótesis esta solución es global en tiempo. Sus resul-
tados están basados en la reducción del problema (6) a un par de ecuaciones integrales
para la población total P (t) y la razón de nacimiento B(t) = ρ(0, t). También estudian la
estabilidad de los equilibrios del problema (6).

Este modelo ha sido punto de partida para gran cantidad de variaciones, extensiones,
problemas relacionados, en los siguientes veinte años. Se han estudiado hipótesis de crec-
imiento de los datos para la existencia de solución global o de explosión en tiempo finito
(véanse por ejemplo los trabajos de Chipot [22,23] y de Webb [89]), pruebas constructivas
de la solución que permiten su aproximación numérica, diversos métodos numéricos para
el problema tanto lineal como no lineal (véanse por ejemplo [1,55]), etc. También, se han
hecho depender tanto la tasa de natalidad como de mortalidad de la función de densidad,
ρ(a, t), por ejemplo los trabajos [10, 84], se han dado condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de una población de tamaño constante, véase por ejemplo [54]. Se han
hecho depender los datos de otras variables, por ejemplo, β ≡ β(a, t,W (t)) donde W (t)
es la población total ponderada, (véanse por ejemplo [52, 71] y la bibliograf́ıa citada en
dichos trabajos); se ha considerado el modelo (6) con un segundo miembro de la forma
K f(P (t)) ρ(a, t) (véase por ejemplo [18]), etc. En general, la abundante literatura resulta
poco sistemática.

Motivación y resultados de la parte I de la Memoria: Un modelo presa-depredador
con enfermedad en la presa

En una primera parte vamos a analizar un modelo presa-depredador con enfermedad en
la presa estructurado en edad sin difusión. El sistema que vamos a analizar viene motivado,
principalmente, por dos modelos, uno de epidemia de tipo SIS y otro presa-depredador
con enfermedad en la presa no estructurado en edad.

Modelos de epidemias.-

El estudio de los modelos de epidemias es relativamente reciente como un área de
investigación en las ciencias matemáticas. El primer modelo completo que dio una
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descripción matemática para la transmisión de una enfermedad con una población no
estructurada fue, en 1927, el modelo de Kermack y McKendrick [53]. Este modelo es
determinista y donde el proceso de la infección depende sólo del número de individuos
infectados inicialmente en la población.

Durante el proceso infeccioso y dependiendo del tipo de enfermedad, los individuos
pueden pasar por todos o algunos de los siguientes estados:

Susceptible (S), estado en el cual el individuo puede ser contagiado por otro
agente que esté infectado;
Infectado (I), estado durante el cual el individuo se halla infectado y puede
además infectar;
Recuperado (R), estado durante el cual el individuo no puede ni ser infectado
por haber adquirido inmunidad (temporal o permanente) ni afectar (por haber
recuperado o haber pasado la etapa contagiosa de la enfermedad) o bien ha
fallecido a causa de la enfermedad.

Entre las enfermedades infectocontagiosas encontramos dos grupos principales:

Las que confieren inmunidad al infectado (temporal o permanente) una vez
recuperado, la mayoŕıa de origen viral (sarampión, varicela,...).
Las que, una vez recuperado, el individuo vuelve a ser susceptible inmediata-
mente, entre las que encontramos las causadas por agentes bacterianos (enfer-
medades venéreas, peste, malaria...).

Teniendo en cuenta los distintos estados relacionados con un proceso infeccioso, los
modelos epidemiológicos matemáticos se dividen en tres grandes grupos:

SIR: El modelo susceptible-infectado-recuperado, relacionado con las enfer-
medades que confieren inmunidad permanente.
SIRS: El modelo susceptible-infectado-recuperado-susceptible, idéntico al ante-
rior, pero aplicable a casos en que la inmunidad no es permanente y el individuo
vuelve a ser susceptible después de un cierto periodo, tal como la gripe.
SIS: El modelo susceptible-infectado-susceptible; se usan en casos en que la
enfermedad no confiere inmunidad y el individuo pasa de estar infectado a
susceptible nuevamente, saltando la etapa R.

Generalmente, hay dos modos de transmitir directamente una enfermedad infecciosa,

La transmisión vertical, es el contagio producido de una generación a otra en
el útero o en el parto.
La transmisión horizontal, es el contagio de individuo a individuo a través de

otros métodos que los transmitidos verticalmente, como puede ser por contacto
directo con un individuo infectado.

Kermack y McKendrick consideraron una enfermedad de tipo SIRS. Aśı, el modelo
que propusieron en 1927, fue el siguiente:

(7)


S′ = −βSI,
I ′ = βSI − αI,
R′ = αI,



6 Introducción

donde α, β y γ son constantes

En 1932, también Kermack y McKendrick, propusieron un modelo simple de tipo
SIS,

(8)
{
S′ = −βSI + γI,
I ′ = βSI − γI.

Más adelante, el análisis matemático de modelos de epidemias con estructura de edad
comienza principalmente con el trabajo de Hoppensteadt [49], siendo últimamente
continuado por muchos otros ( [15,37,50], entre otros).

Para el modelo de epidemia en la presa, nos hemos basado, principalmente, en los
trabajos de Busenberg, Iannelli y otros (véanse por ejemplo [14, 16, 37, 51] y su
bibliograf́ıa) que incluyen unas consideraciones interesantes relativas al contagio.
Estos trabajos consideran, principalmente, modelos de epidemias dependientes en
edad de tipo SIS donde la enfermedad se puede transmitir tanto vertical como
horizontalmente.

Aśı, el modelo quizás más completo aparece en [51] y es el siguiente

∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ(a, P (t))i=λ(a; i)s(a, t)− γ(a)i(a, t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ(a, P (t))s=−λ(a; i)s(a, t) + γ(a)i(a, t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a),

i(0, t) = q

∫ A†

0
β(a, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ A†

0
β(a, P (t))(s(a, t) + (1− q) i(a, t))da,

(9)

donde A† denota la edad máxima de persistencia de la especie, P = I + S, es decir
es la población total de individuos infectados y susceptibles de ser infectados, µ y β
denotan la tasa de mortalidad y de natalidad, respectivamente, de la especie, γ es la
razón de recuperación de la enfermedad, q ∈ [0, 1] la razón de la transmisión vertical
de la enfermedad y λ es la fuerza de la infección, dada por una forma espećıfica.
Nótese que estos modelos asumen que la enfermedad es leve en el sentido que no
afecta a la mortalidad de la especie, es decir la tasa de mortalidad tanto de los
individuos infectados como de los susceptibles es la misma. Esta hipótesis ayuda
a simplificar bastante el modelo pues si sumamos las dos primeras ecuaciones del
modelo es fácil comprobar entonces que la población de toda la especie, es decir,
infectados y susceptibles (p = i + s) verifica la ecuación de Gurtin y MacCamy, es
decir la ecuación (6).

En [51], los autores analizan el comportamiento global del modelo bajo la hipótesis
que la densidad de población, es decir, p, converge uniformemente hacia un equilibrio
estable. Comprueban que el sistema es globalmente asintóticamente estable hacia el
sistema estacionario correspondiente.
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Nosotros supondremos en nuestro modelo que la presa sigue un modelo de epidemia
de tipo SIS pero a diferencia de los modelos anteriores, consideraremos que la
enfermedad afecta a la especie, es decir causa mortalidad y por tanto, la tasa de
mortalidad de los individuos infectados será mayor que la de los individuos sanos.
También supondremos que el modelo es no autónomo, es decir tanto las tasas de
mortalidad como la fuerza de la infección dependen de la variable temporal, con lo
que no podemos proceder utilizando las técnicas de [89], donde quizás se encuentra
la teoŕıa más general de solución para estas ecuaciones.

Luego, el modelo que asumiremos que sigue la presa en ausencia del depredador es
el siguiente

(10)



∂i

∂t
(a, t) +

∂i

∂a
(a, t) + µ1(a, t, P (t))i(a, t) = λ(a, t; i)s(a, t)− γ(a)i(a, t),

∂s

∂t
(a, t) +

∂s

∂a
(a, t) + µ2(a, t, P (t))s(a, t) = −λ(a, t; i)s(a, t) + γ(a)i(a, t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a),

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))

(
s(a, t) + (1− q)i(a, t)

)
da.

Modelos de presa-depredador.-

Interacción de tipo presa-depredador son habituales en la literatura biológica y uno
de los principales temas de trabajo en Ecoloǵıa.

El estudio teórico de tales modelos comienza, quizás, con los trabajos de Lotka y
Volterra, y es continuado por muchos otros, sin suponer dependencia en edad (véase
por ejemplo [25,38]).

Pero, como ya explicamos al principio de esta Introducción, la importancia de la
estructura de edad en la población ha conducido a trabajos donde los modelos presa-
depredador son supuestos dependientes en edad. La introducción de la edad en estos
modelos complica, claramente, su análisis y es por ello que a menudo se supone que
la dependencia de la edad sólo afecta a una de las especies, o bien al depredador
(véase por ejemplo [28]), o bien a la presa (por ejemplo los trabajos [42, 66]). En
1974, Venturino [87], estudió la existencia y unicidad de solución de un modelo presa-
depredador donde tanto la presa como el depredador vienen estructurados en edad,
aunque la dificultad anaĺıtica que conlleva el análisis de tal modelo hace estudiarlo
mediante técnicas numéricas.

Nosotros asumiremos que el depredador, denotado por Y , no depende de la edad y
crece de acuerdo a una ley loǵıstica.

Modelos de presa-depredador con enfermedad en la presa.-

La importancia de las enfermedades infectocontagiosas han comenzado a tenerse en
cuenta en las interacciones presa-depredador muy recientemente.
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Aśı nos encontramos en la literatura los trabajos de Chattopadhyay y Arino [19],
que consideraron un modelo SI en el cual la presa y el depredador crecen siguiendo
una ley loǵıstica y el depredador come principalmente presa infectada y ninguna
de las especies está estructurada en edad. También nos encontramos otros trabajos,
aunque no demasiados, que consideran esta posible situación, por ejemplo para citar
algunos [20,21,47,88,90].

Considerando ahora que en el modelo que vamos a actuar intervienen tanto la presa
como el depredador, el sistema que analizaremos en la parte I de la memoria es el siguiente

∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(a, t, P (t))i=λ(a, t; i)s(a, t)− γ(a)i(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(a, t, P (t))s=−λ(a, t; i)s(a, t) + γ(a)i(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

dY
dt

(t) = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0,

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))(s(a, t) + (1− q) i(a, t))da.

(11)

donde i, s, denotan los individuos infectados y susceptibles de la presa e Y denota el
depredador, y M1, M2, ν, m y n son constantes que serán explicadas con más claridad en
la introducción del Caṕıtulo 2.

En el Caṕıtulo 2, estudiaremos la existencia y unicidad de solución del problema (11).
Para ello, en primer lugar analizaremos el problema (10). Como comentamos anteriormente
la diferencia de las tasas de mortalidad entre los individuos sanos e infectados complica
matemáticamente la resolución de dicho sistema, pues nos encontramos con un sistema de
ecuaciones acopladas.

Se tiene el siguiente resultado (véase Teorema 2.4.7 del Caṕıtulo 2):

Teorema 0.0.1. Bajo hipótesis adecuadas sobre regularidad y acotación en los datos (cf.
Caṕıtulo 2), para cada T > 0 y para cada (i0, s0) ∈

(
L1(R+)

)2, existe una única (i, s)
solución del problema (10).

Una vez estudiado el modelo de epidemia con tasa de mortalidad distinta, el siguiente
paso es estudiarlo con el depredador. Para ello, fijados i y s en el modelo (11), resolvemos
la ecuación diferencial que verifica el depredador. Aśı nos surge, entonces, un problema de
punto fijo. Luego, justificaremos que la aplicación

G : C0([0, T ]; R+) −→ C0([0, T ]; R+)
z 7−→ G(z),



Modelos estructurados en edad sin difusión 9

donde para cada t ∈ [0, T ],

G(z)(t) =
Y0 e

mt exp[fz(t)]

1 + nY0

∫ t

0
emτ exp[fz(τ)] dτ

,

con fz una función dependiente de i y s, es contractiva. Esto nos dará la existencia de
un único punto fijo de la aplicación G y por consiguiente, la existencia y unicidad de
solución del modelo (11). Este resultado queda reflejado en el siguiente Teorema (véase
Teorema 2.5.8):

Teorema 0.0.2. Bajo hipótesis adecuadas sobre regularidad y acotación en los datos (cf.
Caṕıtulo 2), para cada T > 0 y para cada (i0, s0, Y0) ∈

(
L1(R+)

)2 ×R+, existe una única
(i, s, Y ) solución del problema (11).

Los resultados de este Caṕıtulo, basados en el método de las caracteŕısticas y en las
estimaciones necesarias para aplicar el Teorema del punto fijo de Banach están sometidos
a publicación [31].

El siguiente paso, como suele ser habitual, es el estudio del comportamiento asintótico
de la solución del problema (11). Es por ello que en el Caṕıtulo 3, estudiaremos la es-
tabilidad de los equilibrios libres de enfermedad, es decir, de aquellos equilibrios donde
los individuos infectados desaparecen, del modelo (11) ligeramente modificado. Es decir,
consideraremos el modelo (11) autónomo y semilineal, donde β no depende de la población
total, y supondremos también que la fuerza de la infección es de la forma:

λ(a, t; i) := K(a)I(t).

Aśı, el modelo objeto de estudio del Caṕıtulo 3 es el siguiente:

∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(a, P (t))i=K(a)I(t)s(a, t)− γ(a)i(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(a, P (t))s=−K(a)I(t)s(a, t) + γ(a)i(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

dY
dt

(t) = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0,

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a)(s(a, t) + (1− q) i(a, t))da,

i(a, t), s(a, t) −→ 0, cuando a→ +∞.

(12)

Estudiar este tipo de equilibrios desde el punto de vista biológico puede ser interesante
pues da pistas sobre cómo puede ayudar el depredador a extinguir la enfermedad de la
presa.
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Para realizar dicho estudio, en primer lugar reformularemos el problema como un
problema abstracto, para aśı poder utilizar después las técnicas de la teoŕıa de semigrupos.
Luego, una vez que escribamos el modelo como una ecuación diferencial ordinaria en un
espacio de Banach, en la forma 

dφ

dt
= Bφ+ C(φ),

φ(0) = φ0,

comprobaremos que el operador lineal B es el generador de un semigrupo y el operador
no lineal C es Fréchet diferenciable para poder aplicarle técnicas de linealización.

El siguiente paso será estudiar la existencia de equilibrios libres de enfermedad. Deno-
tando por:

R0 :=
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ

]
da

y

R̃0 =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ − M2m

n
a

]
da,

es obvio que R0 > R̃0. Obtendremos el siguiente resultado (véase Teorema 3.3.1 del
Caṕıtulo 3):

Teorema 0.0.3. Bajo hipótesis de regularidad en los datos (cf. Caṕıtulo 3), se tiene:

Si R0 ≤ 1, entonces (0, 0, 0) y (0, 0,m/n) son los únicos puntos estacionarios en los
que desaparecen los infectados.

Si R̃0 ≤ 1 < R0, entonces (0, 0, 0), (0, 0,m/n) y (0, s∗(a), 0) son los únicos puntos
estacionarios en los que desaparecen los infectados. Aqúı s∗ es:

s∗(a) =
S∗∫ ∞

0
exp

[
−
∫ τ

0
µ2(τ, S∗) dσ

]
dτ

exp
[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
,

donde S∗ es la única solución real y positiva de la siguiente ecuación:∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
da = 1.

Si R̃0 > 1, entonces (0, 0, 0), (0, 0,m/n), (0, s∗(a), 0) y (0, s̃(a), (m+ εM2S̃)/n) son
los únicos puntos estacionarios en los que desaparecen los infectados. Con

s̃(a) = S̃

exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S̃) dσ − M2m

n
a− νM2

2 S̃

n
a

]
∫ ∞

0
exp

[
−
∫ τ

0
µ2(σ, S̃) dσ − M2m

n
τ − νM2

2 S̃

n
τ

]
dτ

,



Modelos estructurados en edad sin difusión 11

donde S̃ es la única solución real positiva de la ecuación:

∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S̃) dσ − M2m

n
a− νM2

2 S̃

n
a

]
da = 1.

El siguiente objetivo es estudiar el comportamiento asintótico de la solución hacia estos
equilibrios libres de enfermedad, para ello queremos aplicar el principio de linealización
(véase Prop. 1.3.11). Aśı una vez linealizado el problema en los puntos de equilibrios, ver-
emos que el operador de la linealización puede ser descompuesto en un operador compacto
y en otro operador “pequeño”. Y por tanto, reduciremos el problema de la estabilidad al
estudio de los autovalores del operador de la linealización.

Por tanto, estudiando el problema de autovalores asociado a la linealización entorno a
cada punto de equilibrio se obtendrá el siguiente resultado (cf. Sección 3.4.2):

Teorema 0.0.4.

Los equilibrios (0, 0, 0) y (0, s∗(a), 0) son inestables.

El equilibrio (0, 0,m/n) es

• localmente asintóticamente estable si R̃0 < 1;

• inestable si R̃0 > 1.

El estudio de la estabilidad o inestabilidad del equilibrio (0, s̃(a), (m + εM2S̃)/n), es
bastante más complicado y está basado en las propiedades de los semigrupos positivos y
resultados del Análisis Complejo. Llegamos a encontrar condiciones suficientes tanto de
inestabilidad como de estabilidad para dicho equilibrio.

Para finalizar con este Caṕıtulo, estudiamos un caso particular, en el cual el equilibrio
(0, s̃(a), (m + εM2S̃)/n) es localmente asintóticamente estable, con la hipótesis principal
de que la tasa de infección sobre la presa, i.e. M1, sea “pequeña”.

Los resultados de este Caṕıtulo, que se apoyan en técnicas variadas (teoŕıa de semi-
grupos, principio de linealización, teoŕıa de las transformadas de Laplace, el principio del
argumento de la variable compleja) han sido publicados en [8].

Como anteriormente comentamos, nuestro objetivo era el estudio del comportamiento
asintótico del modelo (11) y aśı pretendemos estudiar en el Caṕıtulo 4 la estabilidad de
todos los puntos de equilibrio. La obtención de resultados anaĺıticos exige realizar algunas
variaciones al modelo original; por una parte suponemos que los datos no dependen de la
edad, pero por otra permitimos que la tasa de natalidad β dependa de la población total
P , lo que hace de este modelo ligeramente distinto al que aparećıa en el Caṕıtulo 3. Por
tanto, la suposición de la no dependencia en edad de los datos nos permite integrar el
sistema en derivadas parciales con respecto a la variable edad, obteniendo un sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias:

(13)



I ′ = qβ(P )I − µ1(P )I +KIS − γI −M1IY,

S′ = β(P )
(
S + (1− q)I

)
− µ2(P )S −KIS + γI −M2SY,

Y ′ = mY − nY 2 + εM1IY + εM2SY,

I(0) = I0, S(0) = S0, Y (0) = Y0,

En realidad haremos algo más que estudiar el comportamiento asintótico. Primero
analizaremos el modelo sin depredador, y después el modelo con depredador. Esto nos
permitirá comprobar qué es lo que le ocurre a la población cuando empieza a actuar el
depredador.

Obsérvese que el sistema sin depredador es un sistema diferencial plano, lo que nos
permitirá usar, entre otros resultados, el Teorema de Poincaré-Bendixson. Aśı, para este
modelo se tiene el siguiente resultado de existencia de equilibrios (véase Teorema 4.2.3):

Teorema 0.0.5. El punto E00 := (0, 0) es siempre un equilibrio, trivial, del sistema (13).

1. Si µ2(0) ≥ β(0), entonces el punto E00 es el único punto de equilibrio.

2. Si µ2(0) < β(0) entonces existe otro equilibrio, E0S := (0, PS), es decir un equilibrio
libre de enfermedad. Además, si K > K1, con K1 una constante positiva, que depende
de µ1, µ2, β, q y γ, existe al menos otro equilibrio EIS := (I∗, S∗).

Además, tenemos el siguiente resultado de estabilidad (véanse Teoremas 4.2.7 y 4.2.8):

Teorema 0.0.6.

1. El equilibrio trivial E00 es globalmente asintóticamente estable si µ2(0) > β(0) y si
µ2(0) < β(0) es inestable.

2. Existen dos constantes K2 < K3 tal que si K < K2, entonces el equilibrio libre de
enfermedad, E0S, supuesto que exista, es globalmente asintóticamente estable y si
K > K3 es inestable.

3. Bajo hipótesis que nos garanticen la existencia y unicidad del equilibrio endémico
EIS y K > K3, el equilibrio EIS es globalmente asintóticamente estable.

Después estudiaremos el modelo con depredador, que al no ser ya un sistema diferencial
plano complica el estudio asintótico, pues no podemos, por ejemplo, aplicar el Teorema
de Poincaré-Bendixson.

Obsérvese que los equilibrios donde el depredador desaparece, es decir, los equilibrios
del tipo (I∗, S∗, 0), han sido estudiados en el Teorema 0.0.5. Aśı que en este Teorema
incluiremos solamente aquellos equilibrios donde el depredador no desaparece. Primero
obtendremos un resultado de existencia de equilibrios (véase Teorema 4.3.5):

Teorema 0.0.7. El punto E00Y := (0, 0,m/n) es siempre un punto cŕıtico del sis-
tema (13).
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1. Si µ2(0) ≥ β(0)− (M2m)/n, entonces el punto E00Y es el único equilibrio en el cual
no desaparece el depredador para el sistema (13).

2. Si µ2(0) < β(0)− (M2m)/n, entonces existe otro equilibrio,

E0SY := (0, PSY , (m+ εM2PSY ) /n).

Además si existe una constante K4 tal que K > K4 entonces existe al menos otro
equilibrio endémico (I∗, S∗, Y ∗).

Y con respecto a la estabilidad obtendremos el siguiente resultado (véanse Proposi-
ción 4.3.7 y Teoremas 4.3.8 y 4.3.9):

Teorema 0.0.8.

1. Todos los equilibrios donde desaparece el depredador, es decir del tipo (I∗, S∗, 0), son
inestables.

2. El equilibrio trivial E00Y es globalmente asintóticamente estable si µ2(0) > β(0) −
(M2m)/n e inestable cuando µ2(0) < β(0)− (M2m)/n.

3. Supongamos que existe el equilibrio E0SY y dos constantes K5 < K6. Entonces si
K < K5 el equilibrio E0SY es globalmente asintóticamente estable. De hecho, la
enfermedad desaparece. Y si K > K6 entonces E0SY es inestable.

4. Bajo ciertas hipótesis el equilibrio endémico (I∗, S∗, Y ∗) es localmente asintótica-
mente estable.

Aśı que analizando los resultados obtenidos tanto para el modelo sin depredador como
para el modelo con depredador, podemos llegar a la siguiente interpretación biológica:

Para el caso sin el depredador tenemos que:

Si la razón de natalidad neta, es decir la que corresponde a ausencia de población
(β(0)), es menor que la tasa neta de mortalidad de los individuos susceptibles (µ2(0)),
entonces la presa se acaba extinguiendo.

En caso contrario, es decir si β(0) > µ2(0) y además

• la razón de la infección, K, es suficientemente pequeña, entonces la enfermedad
desaparece, aunque no la población.

• Sin embargo, si la razón de la infección es bastante grande, entonces la enfer-
medad persiste a lo largo de todo el peŕıodo de tiempo.

Ahora introducimos en este proceso un depredador, es decir consideramos el sistema (13).

Si la razón de depredación sobre los individuos susceptibles, M2, o la capacidad del
medio, D := m/n, es suficientemente grande (M2D > β(0) − µ2(0)), entonces el
depredador provoca la extinción de los individuos sanos y enfermos, es decir de toda
la población de la presa.
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Si por el contrario, tenemos que M2D < β(0)− µ2(0), entonces

• si la razón de depredación sobre los individuos infectados, M1, es suficiente-
mente grande, entonces la enfermedad desaparece.

• Sin embargo, bajo ciertas condiciones (véase Teorema 4.3.8), la enfermedad
persiste.

Como consecuencia, podemos concluir que la entrada del depredador puede ayudar a
extinguir la enfermedad. Efectivamente, si tenemos que K es suficientemente grande, por
ejemplo K > K2 con K2 definida en (4.13), el equilibrio libre de enfermedad, cuando no
hay depredador, es inestable, y de hecho en este caso existen equilibrios endémicos que
son estables. Por consiguiente, en este caso, la enfermedad persiste. Por el contrario, si el
depredador actúa, K > K2 y la tasa de depredación sobre los infectados, M1, es suficien-
temente grande, entonces la enfermedad desaparece perdurando los individuos sanos.

Los resultados de este Caṕıtulo que se basan en la teoŕıa de estabilidad para sistemas
diferenciales ordinarios autónomos y no autónomos han sido publicados en [32].

Modelos estructurados en edad con difusión

Hasta ahora todos los modelos que hemos ido viendo no suponen difusión espacial.
Un modelo pionero de dinámica de poblaciones considerando la difusión espacial de la

población fue enunciado por Skellam, [85], en 1951. El modelo está basado en la ecuación
en derivadas parciales siguiente:

(14) ρt = ∆ρ+ σ(ρ),

donde ρ := ρ(x, t) denota la densidad de población, ∆ el Laplaciano, y σ(ρ) representa la
variación de la población debida a la natalidad y la mortalidad de la especie.

Este modelo no tiene en cuenta la edad de la población. Sin embargo, como ya hemos
comentado anteriormente, para muchos organismos su comportamiento no depende sólo
de su densidad de población en espacio sino también de su distribución en edad. No se
puede esperar que una comunidad de organismos mayores tenga el mismo comportamiento
que una de organismos más jóvenes.

Modelos considerando la difusión espacial sin tener en cuenta la estructura en edad
han sido extensamente estudiados; pero hay muchos menos trabajos teniendo en cuenta
tanto la estructura en edad como en espacio.

En [43], Gurtin generaliza la clásica ecuación (14) a un modelo lineal dependiente en
edad con difusión. Aśı, supuso que la evolución de la población estaba gobernada por la
ley

ρt + ρa = −div q + s,

donde ρ(x, a, t) denota la función distribución de la población, q es el flujo de la población
debido a la dispersión y s representa la entrada-salida de individuos.

En 1977, Gurtin y MacCamy [45], diferenciaron entre dos clases de difusión: la difusión
debida a una dispersión aleatoria y la difusión para evitar el hacinamiento, es decir aquella
en la que las especies migran de zonas de alta a baja densidad de población. Los autores
aplicaron los resultados obtenidos para el caso sin estructura en edad, a una extensión no
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lineal de un modelo con estructura en edad aparecido en [43]. Supusieron que la entrada-
salida de individuos era debida exclusivamente a muerte en la población y tomaba la
forma:

s(x, a, t) := −µ(a, P )ρ,

donde µ representa la tasa de mortalidad de la especie y P denota la población total, es
decir

P (x, t) =
∫ ∞

0
ρ(x, a, t) da.

El proceso de nacimiento veńıa modelado por la siguiente ecuación:

ρ(x, 0, t) =
∫ ∞

0
β(a, P )ρ(x, a, t) da.

Además, el flujo de la población debido a la dispersión segúıa la usual ley:

q := ρv,

siendo v la velocidad de difusión. Puesto que estaban interesados en situaciones en las que
la difusión evitaba la concentración, asumieron que:

v := −k(a, ρ, P )∇P.

Aśı, suponiendo que tanto µ, β y k eran independientes de a y además k independiente
de ρ, obtuvieron el sistema de ecuaciones:{

ρt + ρa + µ(P )ρ = div [ρk(P )∇P ] ,

ρ(x, 0, t) = β(P )P (x, t).

Integrando en la variable edad, se tiene una ecuación del tipo (14) y los autores le aplicaron
los resultados obtenidos para el caso sin estructura en edad.

Di Blasio y Lamberti [36] y más recientemente, Langlais [63], consideraron un modelo
lineal con estructura en edad y difusión suponiendo que el flujo de la población viene dado
por

q := ∇
∫ A†

0
k(a, α)ρ(x, α, t) dα,

donde A† es la edad máxima de supervivencia de la especie y k una función medible
verificando condiciones de monotońıa.
Aśı, el modelo que se consideró en [63] era:

ρt + ρa + µρ−∆
∫ A†

0
k(a, α)ρ(x, α, t) dα = 0,

ρ(x, a, 0) = ρ0(x, a),

ρ(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)ρ(x, a, t) da,

con condición frontera:
∂

∂n

∫ A†

0
k(a, α)ρ(x, α, t) dα = 0.
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Bajo hipótesis razonable de regularidad en k, µ, β y ρ0, el autor estableció la existencia
y unicidad de solución en el espacio L2((0, A†) × (0, T );H2(Ω)). Los resultados fueron
obtenidos utilizando un método de punto fijo.

En 1982, Garroni y Langlais [40] consideraron un modelo lineal con difusión aleatoria,
es decir asumieron que el flujo de dispersión veńıa dado por

q := −∇ρ,

además supusieron que la población se encontraba sujeta a una fuerza dependiendo del
entorno en el sentido siguiente: la densidad de población permanece menor o igual que
una función dada, ψ, y cuando es estrictamente menor es gobernada por la ecuación:

(15) ρt + ρa −∆ρ+ µ(x, a, t)ρ = f(x, a, t),

donde f es un término que tiene en cuenta posibles incrementos externos de la especie. Es
decir, buscaron ρ tal que

(16)


ρ ≤ ψ,

ρt + ρa −∆ρ+ µρ− f ≤ 0,

(ρt + ρa −∆ρ+ µρ− f) (ρ− ψ) = 0,

con condición frontera de tipo Neumann y las condiciones iniciales habituales.
Los autores obtuvieron resultados sobre existencia y unicidad de solución, entendiendo
por solución:

ρ ∈ L2((0, A†)× (0, T );H2(Ω)) tal que

ρt + ρa + µρ ∈ L2(Ω× (0, A†)× (0, T ))

verificando el problema (16).
Para obtener existencia y unicidad de solución usaron un método de penalización, es decir,
para ε > 0 buscaron ρε ∈ L2((0, A†)× (0, T );H2(Ω)) solución de:

ρt + ρa −∆ρ+ µρ+
1
ε
(ρ− ψ)+ = f.

y después tomaron ε → 0. Por resultados de comparación y estimaciones de enerǵıa,
tuvieron existencia y unicidad de solución del problema (16).

En 1985, Kunisch, Schappacher y Webb [58], estudiaron un modelo no lineal como
una ecuación abstracta en un espacio de Banach, X, mediante las técnicas de la teoŕıa de
C0-semigrupos. Se plantearon el problema, escrito en forma abstracta siguiente:

(17)


Dρ(a, t) = Aρ(a, t) +G(ρ(t, ·))(a),
ρ(0, t) = F (ρ(t, ·)),
ρ(a, 0) = ρ0(a),

donde

Dρ(a, t) = ĺım
h→0

ρ(a+ h, t+ h)− ρ(a, t)
h

,



Modelos estructurados en edad con difusión 17

F : BC(0,∞;X) ∩ L1(0,∞;X) → X, con BC(0,∞;X) el espacio de Banach de todas
las funciones con valores en X, acotadas y uniformemente continuas, G : BC(0,∞;X) ∩
L1(0,∞;X) → BC(0,∞;X) ∩ L1(0,∞;X) y A es el generador de un C0-semigrupo.
Entonces, los autores obtienen, bajo hipótesis de regularidad en F y G, la existencia de
un T > 0 y una única función continua ρ : [0, T ] → BC(0,∞;X)

⋂
L1(0,∞;X) tal que

ρ es solución de (17), es decir verifica la ecuación impĺıcita, que se obtiene la resolver la
ecuación por el método de las ĺıneas caracteŕısticas, siguiente:

ρ(a, t) =


eAaF (ρ(t− a, ·)) +

∫ t

t−a
eA(t−s)G(ρ(s, ·))(s+ a− t) ds, si 0 ≤ a ≤ t,

eAtρ0(a− t) +
∫ t

0
eA(t−s)G(ρ(s, ·))(s+ a− t) ds, si a ≥ t.

Además probaron, la existencia de un intervalo maximal de la solución, [0, Tρ0), es decir
si 0 < T < Tρ0 , entonces existe un única solución de (17) en [0, T ]. Si Tρ0 < +∞, entonces

ĺım sup
t→T−ρ0

‖ρ(t, ·)‖ = +∞.

En 1985 y 1988, Langlais [64,65], considera modelos no lineales con difusión aleatoria.
En [65], considera el modelo:

(18)



ρt + ρa − k∆ρ+ µ(x, a, P )ρ = 0,

ρ(x, a, 0) = ρ0(x, a),

ρ(x, 0, t) =
∫ ∞

0
β(a, x, P )ρ(x, a, t) da,

ρ(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω,

donde k es una constante positiva.
En dicho trabajo, el autor analiza el comportamiento asintótico de la solución del mod-
elo (18), entendiendo por solución una función ρ positiva tal que para cualquier T > 0,
ρ ∈ L1(Q) (Q := Ω× (0,+∞)× (0, T )) verificando∫∫∫

Q

(
ρ2 + |∇ρ|2 + |∆ρ|2 + |ρt + ρa|2

)
dxdadt < +∞,

0 ≤ P (x, t) ≤M1 < +∞,

y el sistema (18).
En una primera etapa, el autor estudia el caso concreto donde las tasas de natalidad y
mortalidad vienen dadas por:

µ(x, a, P ) ≡ µn(a) + µe(P ),
β(x, a, P ) ≡ βn(a)βe(P ).

El autor comprobó que la solución de dicho modelo se pod́ıa expresar como:

ρ(x, a, t) = ϕ(a)P (x, t).

Y gracias a la forma concreta de la solución, probó que o bien tiende a cero o bien converge
a una solución estacionaria no trivial o bien explota cuando el tiempo se hace grande. Y
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usando métodos de comparación, aplicó los resultados obtenidos en este caso particular al
modelo no lineal (18).

Más recientemente Kubo y Langlais [56, 57] introducen en el segundo miembro del
modelo lineal asociado a (18) una función lineal positiva, es decir suponen que la densidad
de población puede aumentar por agentes externos. Además, bajo ciertas hipótesis de
periocidad en los datos, dan resultados de existencia y no existencia de solución periódica,
aplicando los resultados obtenidos a un sistema de epidemias con difusión.

Últimamente, se ha comenzado con el estudio de los problemas de control y controla-
bilidad aplicados a problemas lineales y no lineales del tipo (18) (véanse por ejemplo los
trabajos de Ainseba, Langlais y Aniţa [2, 3, 6] entre otros).

Motivación y resultados de la parte II de la Memoria: Estudio de modelos con
difusión estructurados en edad

En una segunda parte analizamos un modelo con difusión estructurado en edad semi-
lineal.

Supondremos que la difusión es lineal, i.e. el flujo de la población viene dado por
∇u, con ∇ el gradiente con respecto a la variable espacial. Además, asumiremos que la
entrada-salida de individuos viene dada por un término de mortalidad y un término de
reacción, i.e.

s := −µ(x, a, t)u+ f(x, a, t, u),

donde µ(x, a, t) es la tasa de la mortalidad natural de la especie y f describe el efecto del
entorno en la población, entonces f será positiva cuando el entorno es favorable y negativa
cuando es hostil.

Supondremos que los individuos de la población desaparecen al llegar a una edad
máxima, A†.

Asumiremos que el proceso de nacimiento viene dado por la ecuación,

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da,

donde β(x, a, t) representa la tasa de fertilidad.
Finalmente, supondremos que la frontera, ∂Ω, del dominio, Ω, es inhabitable.
Entonces, el modelo que consideramos es

(19)



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a, t)u = f(x, a, t, u) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da en Ω× (0, T ).

Este modelo es una generalización de modelos estudiados (véanse por ejemplo los
trabajos de Langlais [62, 64, 65] y las referencias que aparecen en ellos). En dichos mode-
los, como explicamos anteriormente, se supone que la entrada-salida de individuos viene
únicamente afectado por la mortalidad de la especie, es decir es un término de salida de
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individuos, mientras que en el modelo (19), aparece además un término de reacción.

En el Caṕıtulo 5, primero daremos un resultado general de existencia y unicidad de
solución del problema (19), bajo la hipótesis de la lipschitzianidad global de f en la variable
u.

A continuación, construiremos un método de sub-supersolución y se lo aplicaremos al
problema (19). Nótese que (19) es un problema de primer orden con condición inicial no
local y potencial singular, lo cual es un hecho importante, puesto que gran parte de la
dificultad de este problema estriba en el hecho que vamos a suponer que µ(x, a, t) → +∞
cuando a→ A†, la cual es una condición necesaria para garantizar que la solución de (19)
se anula cuando a = A†.

Sea T un número real finito positivo, denotamos por O, el abierto (0, A†)× (0, T ).
Antes de nada, daremos la definición de solución, subsolución y supersolución de (19):

Definición 0.0.9. Una función u ∈ L2(O;H1(Ω)) se dice que es una subsolución del
problema (19) si

(∂t + ∂a)u+ µu ∈ L2(O; (H1(Ω))′),

f(·, ·, ·, u) ∈ L2(Ω×O)

y además verifica

a) para todo v ∈ L2(O;H1
0 (Ω)) positiva∫∫

O
〈(∂t + ∂a)u+ µu, v〉dadt+

∫∫∫
Ω×O

∇u · ∇v dxdadt

≤
∫∫

O
f(x, a, t, u) v dadt,

(20)

donde 〈·, ·〉 denota el producto de dualidad entre (H1(Ω))′ y H1(Ω),

b) u(x, a, t) ≤ 0 sobre ∂Ω×O, en el sentido débil,

c) u(x, 0, t) ≤
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

d) u(x, a, 0) ≤ u0(x, a) en Ω× (0, A†).

Análogamente, se definen una supersolución, u, invirtiendo las desigualdades ante-
riores, y una solución, u, cambiando las desigualdades por igualdades, y además verif-
icándose (20), para todo v ∈ L2(O;H1

0 (Ω)) sin necesidad de positividad.

El resultado general que obtenemos sobre existencia y unicidad de solución del prob-
lema (19), es (véase Teorema 5.3.1):

Teorema 0.0.10. Bajo ciertas hipótesis de regularidad en los datos (cf. Cap. 5) y la
hipótesis de lipschitzianidad global de f con respecto a la cuarta variable, existe una única
solución, u, del problema (19).
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Aplicando el método de sub-supersolución, obtendremos el siguiente resultado de ex-
istencia y unicidad de solución del problema (19) (véase Teorema 5.4.5):

Teorema 0.0.11. Bajo ciertas hipótesis de regularidad en los datos (cf. Cap. 5), si ex-
iste un par de sub-supersoluciones de (19), u, u, y, además, f verifica una condición de
lipschitzianidad local en la cuarta variable, se tiene que (19) posee una única solución, u,
tal que

u ≤ u ≤ u.

Es importante notar que demostraremos (véase Teorema 5.4.2), que si tenemos un par
de sub-supersoluciones del problema (19), u y u, respectivamente, entonces u ≤ u, por lo
cual no hay que suponer que la subsolución es menor que la supersolución.

Este método también puede ser utilizado para estudiar el comportamiento asintótico
de la solución de (19). Nosotros aplicaremos este método a diferentes modelos ecológicos:
en primer lugar a un problema loǵıstico generalizado, es decir a un problema del tipo

(21)



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(a)u = λu− g(u) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

con g una función localmente lipschitziana, verificando:

g(0) = 0, g(s) ≥ 0 para todo s ∈ R+,

ĺım
s↓0

g(s)
s

= 0, ĺım
s↑+∞

g(s)
s

= +∞.
(22)

En segundo lugar, aplicaremos el método de sub-supersoluciones a un problema de tipo
Holling-Tanner, es decir al problema

(23)



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(a)u = λu+

u

1 + u
en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

donde λ ∈ R.
Si denotamos por rµ la única solución real de∫ A†

0
β(a) exp

(
−
∫ a

0
µ(σ) dσ

)
e−ra da = 1,

y por λ1 el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para −∆, obtendremos
el siguiente resultado de comportamiento asintótico de las soluciones de los problemas (21)
y (23) (véanse Teoremas 5.5.2 y 5.5.5):
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Teorema 0.0.12. Bajo ciertas hipótesis de regularidad de los datos (cf. Cap. 5) y g
verificando (22), se tiene:

1. Sea v la solución del problema (21), entonces:

a) Si λ < λ1 − rµ la solución, v, de (21) satisface

v(·, ·, t) −→
t→+∞

0 uniformemente en Ω̄× [0, A†].

b) Si λ > λ1 − rµ y u0(x, a) > 0 en Ω × (0, A†), entonces el modelo (21) es per-
manente en el sentido siguiente:
existe una subsolución v y una supersolución v de (21) tales que:

v(x, a) ≤ v(x, a, t) ≤ v(x, a) e.c.t. (x, a, t) ∈ Ω× (0, A†)× (0,+∞).

2. Sea u la solución del problema (23), entonces

a) Si λ < λ1 − rµ − 1 la solución, u, de (23) verifica

u(·, ·, t) → 0 uniformemente en Ω̄× [0, A†] cuando t→ +∞.

b) Si λ > λ1 − rµ, la solución, u, de (23) verifica

u(x, a, t) → +∞ en L2(Ω× (0, A†)) cuando t→ +∞.

c) Si λ ∈ (λ1 − rµ − 1, λ1 − rµ) y u0(x, a) > 0 en Ω× (0, A†), entonces (23) es un
sistema permanente, en el sentido anterior.

Los resultados de este Caṕıtulo, basados en el estudio de un principio del mı́nimo, en
el análisis de un problema lineal asociado,... aparecerán publicados en [33].

En el último Caṕıtulo de la Memoria estudiamos el problema estacionario asociado a
(19), es decir del problema

(24)


∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a)u = f(x, a, u) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a)da en Ω,

El estudio de este sistema nos permitirá un mejor conocimiento del comportamiento
asintótico de la solución del problema evolutivo (19).

Primero veremos que el método de sub-supersoluciones funciona para este problema,
donde por sub y supersolución vamos a entender:

Definición 0.0.13. Diremos que una función u ∈ L2(0, A†;H1(Ω)) es una supersolu-
ción de (6.1) si

∂au+ µu ∈ L2(0, A†; (H1(Ω))′),
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f(·, ·, u) ∈ L2(Ω× (0, A†))

y además se cumple que para toda v ∈ L2(0, A†;H1
0 (Ω)) positiva∫ A†

0
〈∂au+ µu, v〉da+

∫∫
Ω×(0,A†)

∇u · ∇v dxda ≥
∫∫

Ω×(0,A†)
f(x, a, u)v dxda,(25)

u(x, a) ≥ 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) ≥
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω.

Análogamente se define una subsolución, u, cambiando las desigualdades anteriores
por sus contrarias y una solución, u, cambiando las desigualdades anteriores por igual-
dades y verificando la igualdad (25) para toda v ∈ L2(0, A†;H1

0 (Ω)).

Obtenemos el siguiente resultado (véase Teorema 6.4.2):

Teorema 0.0.14. Bajo ciertas hipótesis de regularidad en los datos (cf. Cap. 6), si existe
un par de sub-supersoluciones u, u de (24) tal que u ≤ u entonces existe una solución
minimal u∗ y una maximal u∗ de (24), en el sentido siguiente: para cualquier otra solución

u ∈ [u, u] := {u ∈ L2(Ω× (0, A†)) : u ≤ u ≤ u},

se verifica que
u ≤ u∗ ≤ u ≤ u∗ ≤ u.

Este resultado será usado, principalmente, para el estudio, según los valores de λ, de
la existencia y la unicidad o de la no existencia de solución del problema estacionario
asociado al problema (21), es decir al problema

(26)


∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a)u = λu− g(u) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω,

con λ ∈ R y g una función localmente lipschitziana verificando (22) y además para obtener
unicidad de solución necesitaremos que la función g(s)/s sea creciente para s ∈ R+.

Para el estudio de la existencia de solución del problema (26) nos basamos principal-
mente en el problema de autovalores asociado, es decir del problema:

(27)


∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a)u = λu en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω.

Aśı, diremos que λ es un autovalor del problema (27), si dicho problema tiene solución.
Demostraremos que existe un único autovalor principal (en el sentido que es el único
con autofunción asociada estrictamente positiva) denotado por λ0(µ). Es decir (véase
Teorema 6.5.4):
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Teorema 0.0.15. Bajo hipótesis de regularidad para las funciones µ y b (cf. Cap. 6),
existe un único autovalor principal de (27), λ0(µ), que es simple y el único que tiene una
autofunción positiva.

El principal resultado que obtendremos sobre la existencia de solución del proble-
ma (26) es (véase Teorema 6.6.1):

Teorema 0.0.16. El problema (26) tiene una solución positiva si y sólo si, λ > λ0(µ).
Además en el caso en que exista solución, ésta es única.

Los resultados de este Caṕıtulo, que se basan principalmente en el estudio de los prob-
lemas lineales autónomo y no autónomo asociado al problema (24), en el Teorema de
Krein-Rutman y en la búsqueda de un par adecuado de sub-supersolución del proble-
ma (26), han sido sometidos a publicación [34].

Problemas abiertos

Para finalizar vamos a incluir un apartado sobre problemas abiertos que quedan sin
resolverse en la presente Memoria, unos son simples cuestiones a las que no se ha podido
dar respuesta, y otros son cuestiones más generales que pueden ser posibles ĺıneas de
investigación para seguir trabajando en un futuro. Principalmente, estamos interesados
en las correspondientes a la parte II de la Memoria, es decir a los problemas con difusión.

Con respecto a las pequeñas cuestiones que se han quedado sin resolver:

En el Caṕıtulo 4, estudiamos el comportamiento asintótico del sistema diferencial
ordinario (4.2), es decir del sistema:

(28)



I ′ = qβ(P )I − µ1(P )I +KIS − γI −M1IY,

S′ = β(P )
(
S + (1− q)I

)
− µ2(P )S −KIS + γI −M2SY,

Y ′ = mY − nY 2 + νM1IY + νM2SY,

I(0) = I0, S(0) = S0, Y (0) = Y0.

Es lógico plantearse que si el estudio del comportamiento asintótico de dicho sistema
es equivalente al estudio del comportamiento asintótico del modelo:

(29)



∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(P (t))i(a, t) = KI(t)s(a, t)− γi(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(P (t))s(a, t) = −KI(t)s(a, t) + γi(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

Y ′ = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(0, t) = qβ(P (t))I(t),

s(0, t) = β(P (t))
(
S(t) + (1− q)I(t)

)
,

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0.

Es decir, la primera cuestión que nos planteamos es la siguiente:
Supongamos que la solución (I, S, Y ) del sistema (28), es estable hacia un punto de



24 Introducción

equilibrio (I∗, S∗, Y ∗). Entonces, ¿la solución del sistema (29), (i, s, Y ) verifica

ĺım
t→+∞

i(a, t) = i∗(a), ĺım
t→+∞

s(a, t) = s∗(a) y ĺım
t→+∞

Y (t) = Y ∗ para casi todo a ∈ R+,

donde
I∗ =

∫ ∞

0
i∗(a) da y S∗ =

∫ ∞

0
s∗(a) da?.

En el caso particular en que γ ≡ 0 podemos afirmar que śı.

Otra de las cuestiones que han quedado abiertas es el paso del problema evolutivo con
difusión al problema estacionario con difusión. Es decir, ¿podremos dar condiciones
sobre los datos para que la solución del problema (5.1), es decir

∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a, t)u = f(x, a, t, u) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da en Ω× (0, T ),

converja a la solución del problema estacionario (6.1):
∂au−∆u+ µ(x, a)u = f(x, a, u) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a)da en Ω ?.

Creemos que la respuesta es positiva.

Otra cuestión seŕıa el estudio de las soluciones del problema de tipo Holling-Tanner
estacionario, es decir del problema:

∂au−∆u+ µ(x, a)u = λu+
u

1 + u
en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a) da en Ω;

para el que no hemos podido construir una supersolución, que pasaŕıa por un estudio
detallado de la aplicación λ0(µ), es decir del autovalor principal, en función del
dominio Ω.

Como problemas más generales, como comentamos anteriormente, que podŕıan servir para
iniciar futuras ĺıneas de investigación queda el estudio de nuevos problemas entre los que
citamos:

Con respecto a la parte I de la Memoria, el estudio de problemas “completos”, es
decir:
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• Incluir estructura en edad en el depredador en el modelo (11). Pensamos que
para el estudio de la existencia y unicidad de solución de dicho modelo podŕıa
razonarse de manera análoga al Caṕıtulo 2, en este caso en vez de resolver
expĺıcitamente la ecuación diferencial ordinaria de tipo Bernouilli que verifica
el depredador, resolverla por el método de las ĺıneas caracteŕısticas. Las difi-
cultades que pueden surgir, principalmente, al estudiar un modelo de este tipo
es el estudio de los equilibrios, puesto que en este caso tendŕıamos un sistema
diferencial ordinario de dimensión tres, con condición inicial no local y acopla-
do. De hecho, no hemos sido capaces de encontrar equilibrios en el caso general
sino sólo cuando los individuos infectados desaparecen.

• Suponer que el depredador puede infectarse, lo que trae consigo la dificultad
añadida al aumentar el número de ecuaciones en el modelo a tratar.

Con respecto a la parte II de la Memoria, una de las primeras cuestiones que nos
plantearemos es que si podremos usar un método de sub-supersolución, para un
problema del tipo (19), pero suponiendo que la función f tiene una no linealidad
con respecto también a la población total, es decir estudiar el problema:



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a, t)u = f(x, a, t, u, P ) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da en Ω× (0, T ),

y quizás añadir también no linealidades a las tasas de mortalidad y natalidad.

Otra de las posibles v́ıas es el estudio de sistemas con difusión estructurados en edad,
aplicables a modelos de presa-depredador, epidemias, etc. Aśı, como sistema general
con difusión estructurado en edad podŕıamos considerar el siguiente:



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ1(x, a)u = f(x, a, u, v) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

∂v

∂t
+
∂v

∂a
−∆v + µ2(x, a)v = g(x, a, u, v) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0, v(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a), v(x, a, 0) = v0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β1(x, a, u, v) da en Ω× (0, T ),

v(x, 0, t) =
∫ A†

0
β2(x, a, u, v) da en Ω× (0, T ),
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como también el problema estacionario asociado:

∂u

∂a
−∆u+ µ1(x, a)u = f(x, a, u, v) en Ω× (0, A†),

∂v

∂a
−∆v + µ2(x, a)v = g(x, a, u, v) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0, v(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β1(x, a, u, v) da en Ω,

v(x, 0) =
∫ A†

0
β2(x, a, u, v) da en Ω.

Aśı, por ejemplo, podŕıamos pensar en el estudio de modelos del tipo Lotka-Volterra
para el problema estacionario, es decir suponer que f y g son de la forma:

f(x, a, u, v) = u(λ− u+ bv)
g(x, a, u, v) = v(µ− v + cu),

donde λ, b, µ, c ∈ R.

Lo primero que nos plantearemos será establecer un método de sub-supersolución
para los sistemas anteriores, generalizando el resultado obtenido (ver Teorema 6.4.2)
para el caso de una ecuación. En el caso de simbiosis (b, c > 0) y competición
(b, c < 0) el sistema tiene monotońıa y se espera obtener resultados de existencia y
unicidad. En cambio, en el caso de presa-depredador (b > 0 y c < 0 ó b < 0 y c > 0),
no tenemos ni monotońıa, ni principio del máximo y deberemos proceder con otras
técnicas para obtener el estudio de la existencia de solución, motivo de una de las
ĺıneas de investigación que esperamos desarrollar en el futuro.



CAPÍTULO 1

Preliminares

En este Caṕıtulo enunciaremos resultados, la mayoŕıa de ellos conocidos, de la Teoŕıa
de Semigrupos y de estabilidad de los puntos de equilibrio que serán usados a lo largo de
la Memoria.

Mientras que no se indique lo contrario, en todo el Caṕıtulo consideraremos X un
espacio de Banach.

1.1. Una breve introducción a la Teoŕıa Espectral

Sea A : D(A) ⊂ X → X un operador lineal y cerrado. Veamos algunas definiciones y
resultados sobre Teoŕıa espectral de operadores lineales y cerrados.

El espectro de un operador lineal admite dos clasificaciones distintas. Según una de
ellas se clasifica en espectro continuo, residual y puntual, según otra, en esencial y no
esencial.

Definición 1.1.1. ( [46]) El espectro de A puede escribirse como la unión disjunta de los
siguientes conjuntos

σc(A) := {λ ∈ C; (λI −A) es inyectiva, D((λI −A)−1) es denso en X

y (λI −A)−1 no es acotado},
σr(A) := {λ ∈ C; (λI −A) es inyectiva, D((λI −A)−1) no es denso en X},
σp(A) := {λ ∈ C; (λI −A) no es inyectiva }.

Estos conjuntos son llamados espectro continuo, espectro residual y espectro pun-
tual de A, respectivamente.

Definición 1.1.2. Los puntos λ ∈ σp(A) son llamados los autovalores de A y cualquier
x ∈ X no nulo, tal que Ax = λx es llamado un autovector.

El núcleo de A, N(A), es el conjunto de los x ∈ X tal que Ax = 0.
Sea λ ∈ σ(A) dado, el autoespacio generalizado de λ, denotado por Nλ(A), es el

menor subespacio cerrado de X conteniendo todos los elementos de X tal que pertenecen

a
∞⋃
k=1

N((λI −A)k).

27
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Denotaremos por radio espectral de A al número

r(A) := sup{|λ|; λ ∈ σ(A)}.

Veamos ahora la clasificación del espectro del operador en esencial y no esencial.

Definición 1.1.3. Diremos que λ ∈ σ(A) es un punto del espectro esencial de A,
denotado por σess(A), si al menos una condición de las siguientes ocurre

i) Rg(λI −A) no es cerrado;

ii) λ es un punto ĺımite de σ(A);

iii) Nλ(A) tiene dimensión infinita.

Diremos que λ ∈ σ(A) es un punto del espectro no esencial de A, si no está en el
espectro esencial.

Proposición 1.1.4. ( [13, Lema 17]) Se verifica

σ(A) \ σess(A) ⊂ σp(A).

Aunque la versión generalizada del Teorema de Krein-Rutman funciona en espacios
de Banach reticulados, (véase por ejemplo [29]), nosotros enunciaremos una adaptación
para espacios L2(Ω), donde Ω es un abierto de RN , pues en realidad es la versión que
utilizaremos.

Definición 1.1.5. Sea Ω un abierto de RN , A un operador tal que A : L2(Ω) → L2(Ω).
Denotamos por

L2
+(Ω) := {g ∈ L2(Ω) : g(x) ≥ 0 e.c.t. x ∈ Ω}.

Diremos que u ∈ L2
+(Ω) es un punto cuasi interior de L2

+(Ω), y lo escribiremos
como u� 0, si∫

Ω
u(x)g(x) dx > 0, para todo g ∈ L2

+(Ω) no idénticamente nulo.

Diremos que el operador A es un operador fuertemente positivo, y lo escribiremos
como A� 0, si

Ag � 0 para todo g ∈ L2
+(Ω) no idénticamente nulo.

Diremos que el operador A es irreducible si A o una potencia suya es un operador
fuertemente positivo.

Teorema 1.1.6. (véase [30, Teor. 3] para una versión generalizada) Si A es un operador
compacto, positivo e irreducible en L2(Ω), entonces, r(A) > 0, donde r(A) es el radio
espectral del operador A.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Krein-Rutman). (véase [29, Teor. 12.3 ] para una versión
generalizada) Sea A : L2(Ω) → L2(Ω) un operador lineal, continuo, positivo e irreducible.
Entonces se tiene:

r(A) es un autovalor de multiplicidad algebraica 1 y además es el único autovalor de T
que tiene una autofunción positiva.
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1.2. Una breve introducción a la Teoŕıa de Semigrupos

Los resultados que enunciaremos a continuación son básicos de la teoŕıa de Hille-
Philips-Yosida (véase por ejemplo [77]).

Definición 1.2.1. Una familia uniparamétrica, {S(t)}t≥0, de operadores lineales y aco-
tados de X en X es un semigrupo de operadores lineales acotados en X si

i) S(0) = I (donde I es el operador identidad en X).

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para cada t, s ≥ 0.

Un semigrupo de operadores lineales acotados, S(t), es uniformemente continuo si

ĺım
t↓0
‖S(t)− I‖ = 0.

El operador lineal A definido por, A : D(A) ⊂ X → X, siendo

D(A) :=
{
x ∈ X : existe ĺım

t↓0

S(t)x− x

t

}
y para x ∈ D(A),

Ax := ĺım
t↓0

S(t)x− x

t
=
d+S(t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

es el generador infinitesimal del semigrupo S(t) y D(A) es el dominio de A.

Definición 1.2.2. Un semigrupo, {S(t)}t≥0, de operadores lineales acotados en X es un
semigrupo fuertemente continuo si

(1.1) ĺım
t↓0

S(t)x = x para todo x ∈ X.

Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados en X será llamado
un semigrupo de clase C0 o simplemente un C0-semigrupo.

Teorema 1.2.3. Sea S(t) un C0-semigrupo. Entonces existen dos constantes ω ≥ 0 y
M ≥ 1 tal que

(1.2) ‖S(t)‖ ≤Meωt para t ≥ 0.

Teorema 1.2.4. Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo
S(t) satisfaciendo ‖S(t)‖ ≤ eωt si y sólo si,

i) A es cerrado y D(A) es denso en X.

ii) El conjunto resolvente de A, ρ(A), contiene el rayo (ω,+∞) y para λ ∈ (ω,+∞) se
tiene

(1.3) ‖(λI −A)−1‖ ≤ 1
λ− ω

para λ > ω.
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1.3. Algunos resultados sobre la Teoŕıa de ecuaciones diferen-
ciales abstractas semilineales en espacios de Banach

Ahora vamos a dar algunos resultados de estabilidad de problemas semilineasles difer-
enciales, es decir de problemas del tipo:

(1.4)


du
dt

(t) = Bu(t) +K(u(t))

u(0) = x,

donde B es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo y K es un operador no lineal.
Para el estudio del comportamiento asintótico de problemas no lineales de dinámica de

poblaciones estructurados en edad, es frecuente estudiar las propiedades de compacidad
de las trayectorias del semigrupo no lineal asociado al modelo. Pero no es automático
dicho estudio, y es por ello que resulta ventajoso estudiar las propiedades de acotación
y precompacidad de las trayectorias separadamente. Para ello, usaremos las nociones de
medida de no compacidad debidas a Kuratowski [59].

Definición 1.3.1. Sea Y un espacio métrico completo con métrica ρ y sea M un subcon-
junto acotado de Y . Definimos el diámetro de M , denotado por |M |, como

|M | := ı́nf{η > 0, tal que si x, y ∈M ⇒ ρ(x, y) ≤ η}.

Definimos la medida de no compacidad de M , denotada por α[M ], como el ı́nfimo de
η > 0 tal que M puede ser recubierto por un número finito de subconjuntos de Y cada uno
con diámetro menor que η.

Definición 1.3.2. ( [74]) Sea T un operador lineal acotado en un espacio de Banach X.
La medida de no compacidad de T , denotada por α[T ], es el valor

α[T ] := ı́nf{η > 0 tal que α[T (M)] ≤ ηα[M ] ∀ M ⊆ X acotado},

donde α[M ] es la medida de no compacidad del conjunto M .

Proposición 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y sea T1 un operador lineal acotado en
X. Entonces se tiene

α[T1] ≤ ‖T1‖.

Definición 1.3.4. Sea {S(t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo de operadores lin-
eales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal B. Definimos la
cota de crecimiento de S(t), denotada por ω0(B), como

ω0(B) := ĺım
t→∞

log ‖S(t)‖
t

.

Y la α-cota de crecimiento de S(t), denotada por ω1(B), como:

ω1(B) := ĺım
t→∞

log(α[S(t)])
t

.
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Proposición 1.3.5. ( [89, Prop. 4.13]) Sea {S(t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal
B. Entonces,

sup
λ∈σ(B)

Reλ ≤ ω0(B)(1.5)

sup
λ∈σess(B)

Reλ ≤ ω1(B)(1.6)

ω0(B) = máx{ω1(B), sup
λ∈σ(B)\σess(B)

Reλ}.(1.7)

Veamos ahora un resultado sobre la cota de crecimiento cuando el semigrupo es posi-
tivo, antes de nada vamos a dar la definición de dichos semigrupos [24].

Definición 1.3.6. Sea X un espacio de Banach ordenado con cono positivo X+. Diremos
que el C0-semigrupo {S(t)}t≥0 es positivo si todos los operadores S(t), t ≥ 0, son positivos,
es decir si

S(t)X+ ⊂ X+.

Teorema 1.3.7. ( [24, Teor. 7.4]) Sea X un espacio de Banach ordenado. Supongamos
que {S(t)}t≥0 es un C0-semigrupo positivo en X con generador B. Entonces,

ω0(B) = sup{λ ∈ R : λ ∈ σ(B)}.

Proposición 1.3.8. ( [89, Prop. 4.14 ]) Sea {S(t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal
B y sea K un operador lineal acotado en X. Entonces, B+K es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados {U(t)}t≥0 en X, y

U(t)x = S(t)x+
∫ t

0
S(t− s)K(U(s)x) ds t ≥ 0, x ∈ X.

Además, si K es también compacto, entonces

ω1(B) = ω1(B +K).

1.3.1. Resultados sobre estabilidad local de equilibrios de un problema ab-
stracto. Método de linealización.

La predicción y descripción de la convergencia a estados de equilibrios es una de las
aplicaciones más valiosas de los modelos de dinámicas de poblaciones. Si por ejemplo, la
solución trivial, es decir la solución nula, es una solución de equilibrio del modelo entonces
el estudio de su estabilidad puede ayudarnos a predecir si la población se extingue o no. Por
tanto, vamos a dar algunos resultados de estabilidad y de no estabilidad de los equilibrios
del problema (1.4).

Definición 1.3.9. Diremos que φ∗ es un equilibrio de (1.4), si φ∗ ∈ D(B) y

Bφ∗ +K(φ∗) ≡ 0.
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En algunos casos, el estudio de la estabilidad local de un equilibro de un problema no
lineal puede ser analizado por el método de linealización. Para esta aproximación el marco
de los semigrupos fuertemente continuos es bastante útil.

Definición 1.3.10. Sea φ∗ un equilibrio de (1.4), u ≡ u(t;φ) la solución del proble-
ma (1.4) para x = φ con φ ∈ X y Tφ el tiempo maximal de existencia de la solución.

Diremos que φ∗ es un equilibrio localmente exponencialmente asintóticamente
estable si

existen ε > 0, M ≥ 1 y γ < 0 tal que si φ ∈ X y ‖φ − φ∗‖ ≤ ε, entonces
Tφ = +∞ y

‖u(t;φ)− φ∗‖ ≤Meγt‖φ− φ∗‖ para todo t ≥ 0.

Diremos que φ∗ es un equilibrio inestable si

existen ε > 0, y una sucesión {φn} en X tal que φn → φ∗ y

‖u(n;φn)− φ∗‖ ≥ ε para n = 1, 2, . . . .

Veamos ahora el resultado más importante de esta Sección, conocido como el principio
de linealización:

Proposición 1.3.11. ( [89, Prop. 4.19]) Sea {S(t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal B.
Sea K un operador no lineal de X en X tal que K es continuamente Fréchet diferenciable
en X. Sean φ∗ un equilibrio de (1.4) y {Sφ∗(t)}t≥0 el semigrupo fuertemente continuo de
operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X generado por Bφ∗, con

Bφ∗ := B +K ′(φ∗),

donde K ′ denota la derivada Fréchet del operador K. Entonces se tiene,

1. Si ω0(Bφ∗) < 0 entonces el equilibrio φ∗ es localmente exponencialmente asintótica-
mente estable.

2. Si existe λ1 ∈ σ(Bφ∗) tal que Reλ1 > 0 y máx{ω1(Bφ∗), sup
λ∈σ(Bφ∗ )\σess(Bφ∗ )

λ6=λ1

Reλ} <

Reλ1, entonces el equilibrio φ∗ es inestable.

1.4. Algunos resultados de estabilidad de sistemas diferenciales
ordinarios

En esta Sección vamos a dar algunos resultados sobre estabilidad de sistemas diferen-
ciales no lineales que serán principalmente utilizados en el Caṕıtulo 4.

Consideramos el siguiente sistema diferencial ordinario no lineal,

(1.8)
{
x′(t) = f(x(t))
x(t0) = x0,
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y denotaremos x(·, x0) cualquier solución de (1.8).
Para comenzar con el análisis de dicho sistema es útil determinar sus puntos de equi-

librio, es decir, buscar
x∗ ∈ RN tal que f(x∗) = 0,

y después describir el comportamiento de (1.8) cerca de dichos puntos de equilibrio.
El comportamiento local del sistema no lineal (1.8) cerca de un punto de equilibrio

está cualitativamente determinado por el comportamiento del sistema lineal

ẋ = Ax,

con A = Df(x∗), donde Df es la matriz Jacobiana, es decir

Df :=
(
∂fi
∂xj

.

)
Consideremos el sistema autónomo (1.8), con f ∈ C1(E) con E un subconjunto abierto

de RN , y supongamos que dicho sistema tiene solución x(·, x0), que será llamada curva
solución, trayectoria u órbita de (1.8). Hablaremos de semiórbita positiva cuando el tiempo
en el que se mueve es positivo.

Definición 1.4.1. Un punto p ∈ E es un punto ω-ĺımite de la trayectoria x(·, x0) del
sistema (1.8) si existe una sucesión {tn}n∈N con tn → +∞ tal que

ĺım
n→∞

x(tn, x0) = p.

El conjunto de todos los puntos ω-ĺımite de una trayectoria Γ es llamado el conjunto
ω-ĺımite y denotado por ω(Γ).

Veamos ahora resultados de comportamiento asintótico de la solución del sistema (1.8),
en el caso de R2.

1.4.1. El Teorema de Poincaré-Bendixson

El Teorema de Poincaré-Bendixson juega un importante papel en el estudio del com-
portamiento cualitativo de ecuaciones diferenciales autónomas y sistemas dinámicos en
R2, su limitación radica en que no es aplicable a sistemas dinámicos de dimensiones may-
ores. Esta teoŕıa se originó en los trabajos de H. Poincaré ( [79]), fue continuada por
I. Bendixson ( [9]), y ha sido ampliamente desarrollada durante este último siglo. Una
versión generalizada de este Teorema es

Teorema 1.4.2. Consideremos el sistema autónomo plano

(1.9) x′ = f(x)

donde x ∈ R2. Supongamos que f ∈ C1(E) donde E es un subconjunto abierto de R2,
y que el sistema (1.9) admite una órbita, Γ, con la semiórbita positiva contenida en un
subconjunto compacto F de E. Supongamos que (1.9) posee un número finito de puntos
de equilibrio en F . Entonces ocurre que ω(Γ)
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1. es un punto de equilibrio de (1.9)

2. ó bien es una órbita periódica

3. ó bien consiste de un número finito de puntos cŕıticos de (1.9).

Hay varias pruebas de este Teorema, generalmente están basadas en el Teorema de la
curva de Jordan (una de las razones por la cual el Teorema sólo es válido para dimensión
2). Pruebas detalladas de este Teorema pueden encontrarse en [48,75].

Luego a fin de determinar el comportamiento global de un sistema dinámico plano, un
resultado muy utilizado es el Criterio de Dulac, (véase por ejemplo [78]), el cual establece
condiciones bajo las cuales el sistema plano (1.9) no tiene órbitas periódicas.

Teorema 1.4.3 (Criterio de Dulac). Consideramos el sistema (1.9). Sea f de clase C1

en una región simplemente conexa Ω del plano. Si existe una función B ∈ C1(Ω) tal que
∇ · (Bf) no es idénticamente cero y no cambia de signo en Ω, entonces el sistema (1.9)
no tiene ninguna órbita periódica contenida enteramente en Ω.

1.4.2. Un resultado de estabilidad para sistemas no autónomos

Más recientemente, se han obtenidos resultados para sistemas no autónomos, por ejem-
plo la teoŕıa desarrollada por Markus ( [69], véase también [86]). Dicha teoŕıa obtiene
resultados fundamentales concernientes al comportamiento asintótico de las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias asintóticamente autónomas. Consideremos los sigu-
ientes sistemas

ẋ = f(t, x),(1.10)
ẏ = g(y),(1.11)

donde f y g son funciones continuas y localmente lipschitzianas en RN y supongamos
que existen las soluciones para todo tiempo positivo. Diremos que la ecuación (1.10) es
asintóticamente autónoma, con ecuación ĺımite (1.11) si

f(t, x) → g(x) cuando t→∞, localmente uniforme para x ∈ RN .

Aśı el resultado principal que vamos a utilizar en el Caṕıtulo 4 es el siguiente

Proposición 1.4.4. Si las soluciones de la ecuación (1.10) están acotadas y el equilib-
rio e del sistema ĺımite (1.11) es globalmente asintóticamente estable, entonces cualquier
solución x(t) del sistema (1.10) satisface x(t) → e, cuando t→∞.

1.5. Otros resultados

Vamos a dar otros resultados que serán utilizados principalmente en el Caṕıtulo 3 y 4.
Primero veamos un resultado que nos permitirá probar que ciertos conjuntos son densos

y que utilizaremos para probar que cierto operador es el generador de un semigrupo. Para
la demostración de este resultado necesitamos el siguiente Lema
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Lema 1.5.1. ( [12, Lema III.2]) Sea Y un espacio de Banach, consideremos f1, . . . , fN ,
con fj : Y → R lineal y continua y φ→ R lineal y continua tal que ∀y ∈ Y con fj(y) = 0
(j = 1, . . . , N) ⇒ φ(y) = 0. Entonces: ∃(α1, . . . , αN ) ∈ RN tal que

(1.12) φ ≡
N∑
j=1

αjfj en Y.

Teorema 1.5.2. Sean X e Y dos espacios de Banach tal que Y ↪→ X con inyección
continua. Sean

l : Y → RN

una aplicación continua, lineal y no nula. Y

m : X → RN

una aplicación continua, lineal y no nula. Supongamos que l−1(0) es denso en X y
{l1, . . . , lN} son linealmente independientes. Entonces el conjunto

(1.13) D = {y ∈ Y : l(y) = m(y)}

es denso en X con la norma en X.

Demostración. Vamos a proceder por inducción sobre el número de las aplicaciones.

1. Caso N=1.-

Vamos a proceder por razonamiento al absurdo. Supongamos que D no es denso en
X, entonces por el Teorema de Hahn-Banach se tiene que existe

φ ∈ X ′(donde X ′ es el dual de X)

no nula tal que
〈φ, x〉 = 0 ∀x ∈ D

es decir φ|D ≡ 0.
Puesto que Y ↪→ X, tenemos también que φ ∈ Y ′.
Ahora bien, para toda y ∈ D, se tiene que (l−m)(y) = 0 y también φ(y) = 0, luego
por el Lema 1.5.1 se tiene que existe α ∈ R con α 6= 0 tal que

φ ≡ α(l −m) en Y.

Por tanto,

l = m+
1
α
φ en Y.

Ya que m,φ ∈ X ′, tenemos en particular que l ∈ X ′.
Ahora bien, por hipótesis, tenemos que l−1(0) es denso en X luego, en particular, se
tiene que

∀y ∈ Y existe {xn}n≥1 ⊆ Y con l(xn) = 0 tal que xn → y en X.

Ya que l ∈ X ′, se verifica que
l(xn) → l(y),
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y puesto que l(xn) = 0 se tiene que

l(y) = 0 ∀y ∈ Y.

Por consiguiente, l ≡ 0, lo cual es una contradicción.

Por tanto, si N = 1, D = {y ∈ Y : l(y) = m(y)} es denso en X.

2. Supongamos cierto para N − 1 y demostrémoslo para N .-

Utilizamos la hipótesis de inducción, es decir supongamos cierto paraN−1, y veamos
que es cierto entonces para N .

Sea l := (l1, . . . , lN ) la aplicación del enunciado. Escribimos

Y1 = {y ∈ Y : l1(y) = m1(y)}

y consideramos la aplicación
l̃ : Y → RN−1

con l̃ := (l2, . . . , lN ). Veamos primero que

Y1 ∩ l̃−1(0) es denso en X.

Para ello procedemos por un razonamiento de reducción al absurdo.

Supongamos que Y1 ∩ l̃−1(0) no es denso en X, entonces por el Teorema de Hahn-
Banach se tiene que existe φ ∈ X ′, no nula tal que

(1.14) φ|Y1∩l̃−1(0) ≡ 0.

Ahora razonando de manera análoga al caso N = 1, tenemos que dado y ∈ Y1∩l̃−1(0)
entonces

(l1 −m1)(y) = 0 y (l2(y), . . . , lN (y)) = (0, . . . , 0).

Luego por (1.14) φ(y) = 0. Y de nuevo aplicando el Lema 1.5.1 obtenemos que existe
α = (α1, . . . , αN ) ∈ RN tal que

(1.15) φ ≡ α1(l1 −m1) +
N∑
j=2

αjlj en Y.

Por consiguiente,
N∑
j=1

αjlj ≡ φ+ α1m1 en Y.

Ahora bien, por hipótesis, l−1(0) es denso en X, luego en particular tenemos que

∀y ∈ Y existe {xn}n≥1 ⊆ Y con l(xn) = 0 tal que xn → y en X.

Y puesto que, φ+ α1m1 ∈ X ′, entonces por (1.15) se tiene que

N∑
j=1

αjlj(y) = 0 ∀y ∈ Y.
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Gracias a que {l1, . . . , lN} son linealmente independientes se tiene entonces que

αj = 0 ∀j.

Por tanto, usando de nuevo (1.15), se tiene que φ ≡ 0, lo cual es una contradicción.

Por tanto hemos demostrado que el conjunto Y1 ∩ l̃−1(0) es denso en X.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que

{l2|Y1
, . . . , lN|Y1

} son linealmente independientes.

Supongamos lo contrario, entonces existe (α2, . . . , αN ) 6= (0, . . . , 0) tal que

N∑
j=2

αjlj|Y1
= 0.

Aśı, en particular, si y ∈ Y1, es decir

si y verifica (l1 −m1)(y) = 0 ⇒
N∑
j=2

αjlj(y) = 0.

Aplicando de nuevo el Lema 1.5.1, se obtiene que

∃α1 ∈ R tal que
N∑
j=1

αjlj ≡ α1m1 en Y.

Y por consiguiente,
α1m1(y) = 0 para todo y ∈ l−1(0).

Ahora bien, l−1(0) es denso en X y m1 ∈ X ′, luego tenemos que

α1m1 ≡ 0 en X.

Por tanto,
N∑
j=1

αjlj ≡ 0 en X,

lo que contradice la hipótesis de la independencia lineal de {l1, . . . , lN}.
Para finalizar, vamos a intentar aplicar la hipótesis de inducción. Sabemos que

lj|Y1
∈ Y ′

1 y mj ∈ X ′ para j = 2, . . . , N,

y también que
Y1 ∩ l̃−1(0) es denso en X.

Luego estamos en el caso de N −1 aplicaciones verificando la hipótesis de inducción.
Luego, procediendo por inducción, llegamos a que el conjunto

{y ∈ Y1 : li(y) = mi(y), i = 2, . . . , N}

es denso en X. Ahora bien, este conjunto es en realidad el conjunto D definido por
(1.13), i.e.

D = {y ∈ Y : li(y) = mi(y), 1 ≤ i ≤ N},
y por tanto hemos demostrado el Teorema.
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El siguiente resultado nos permitirá caracterizar el signo de las ráıces de los polinomios
caracteŕısticos, principalmente usado para estudiar el signo de las partes reales de los
autovalores.

Lema 1.5.3 (Criterio de Routh-Hurwitz). ( [39, Pag. 191]) Todas las ráıces de un poli-
nomio real

λn + d1λ
n−1 + · · ·+ dn = 0

tienen parte real negativa si y sólo si se tiene que Dk > 0 para k = 1, . . . , n con

D1 = d1,

D2 =
∣∣∣∣ d1 d3

1 d2

∣∣∣∣ , Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 d3 d5 · · · d2k−1

1 d2 d4 · · · d2k−2

0 d1 d3 · · · d2k−3

0 1 d2 · · · d2k−4
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

con dk = 0 para k > n.
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CAPÍTULO 2

Existencia y unicidad de solución de un modelo

presa-depredador con enfermedad en la presa

En este Caṕıtulo estudiamos la existencia y unicidad de solución positiva para un
modelo presa-depredador, donde suponemos que en la presa puede actuar una enfermedad
infecciosa. Primero veremos que estudiar la existencia y unicidad de dicho modelo es
consecuencia de estudiar la existencia y unicidad de solución de un modelo de epidemia de
tipo SIS (véase Introducción) donde sólo actúa la presa; y después comprobar la existencia
y unicidad de un punto fijo para una aplicación que será definida posteriormente.

Nótese que como vamos a buscar solución de un modelo de dinámica de poblaciones,
siempre hablaremos de soluciones positivas.

2.1. Planteamiento del modelo

Consideramos un modelo de presa-depredador, donde la presa se ve afectada por una
enfermedad leve en el sentido que permite recuperar, parcialmente, a los infectados, aunque
no les concede inmunidad, es decir una epidemia de tipo SIS explicada en la Introducción,
y viene estructurada en edad. También asumiremos que el depredador no se ve afectado
por la enfermedad, ni tampoco depende de la edad.

Por tanto consideramos dos poblaciones:

1. la presa, cuya densidad de población en una edad a y en un tiempo t será denotada
por p(a, t). Ésta a su vez se divide en dos subpoblaciones,

a) individuos infectados, denotado por i,

b) individuos susceptibles de ser infectados, denotado por s.

Además se verifica que p = s+ i, es decir que un individuo de la presa es ó bien un
individuo infectado ó bien un individuo susceptible de ser infectado.
La población total de la presa será denotada por P , es decir

P (t) =
∫ ∞

0
p(a, t) da,

41
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y la de los infectados y susceptibles, por I y S, respectivamente, i.e.

I(t) =
∫ ∞

0
i(a, t) da y S(t) =

∫ ∞

0
s(a, t) da.

Claramente se tiene que,

(2.1) P (t) = I(t) + S(t).

2. el depredador, que se supone que no viene afectado por estructura en edad y cuya
densidad de población total será denotada por Y (t).

En ausencia de presa, el depredador crece siguiendo una ley loǵıstica. Luego, si deno-
tamos D > 0 la capacidad del medio, que viene determinada por la existencia de recursos
y m > 0 una razón intŕınseca de nacimiento del depredador, entonces el depredador crece
de acuerdo con la siguiente ecuación:

dY
dt

= mY

(
1− Y

D

)
.(2.2)

Por comodidad, a lo largo de todo el Caṕıtulo, vamos a denotar

n :=
m

D
.

En ausencia del depredador la presa sigue un modelo de tipo SIS, del tipo visto en
la Introducción. Vamos a suponer que la enfermedad puede ser mortal y es por ello que si
denotamos por

µ1(a, t, P ): la tasa de mortalidad de un individuo infectado de edad a en un instante de
tiempo t, y con población total P

µ2(a, t, P ): la tasa de mortalidad de un individuo susceptible de edad a en un instante de
tiempo t, y con población total P ,

entonces

(2.3) µ1 ≥ µ2.

Hemos considerado que el modelo que sigue la presa es de tipo SIS, lo que significa que
la enfermedad puede curarse pero no causa inmunidad, por ello denotamos

γ: la tasa de recuperación de los individuos infectados,

que es un parámetro relevante.
En nuestro modelo, vamos a considerar que la enfermedad se puede transmitir tanto

verticalmente como horizontalmente, como ya explicamos en la Introducción.
Supongamos que la razón de transmisión horizontal viene dada por la siguiente ley de
acción de masa

λ(a, t; i) :=
∫ ∞

0
K(a, a′) i(a′, t) da′,
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es decir la razón con la cual un individuo susceptible de edad a se convierte en infectado
en un tiempo t, viene dada por:

s(a, t)λ(a, t; i).

En dicha ley, K(a, a′) denota la razón con la cual un individuo infectado de edad a′

transmite la enfermedad por contacto a un individuo susceptible de edad a y λ es conocida
como la fuerza de infección.

Como hemos comentado, otra forma de infectar a un individuo es mediante la trans-
misión vertical, que se transmite de “progenitor infectado a descendiente”. Aśı, supon-
dremos que existe una constante q ∈ [0, 1], tal que

(1− q) es la fracción de descendientes de padres infectados que nacen sanos
y

q es la fracción que nace infectados.

A su vez, asumiremos que la enfermedad no influye en la natalidad, y denotaremos

β(a, t, P ): la tasa de natalidad de un individuo de edad a en un instante de tiempo t
con población total P .

Por consiguiente se tiene que la densidad de descendientes infectados y susceptibles en
un instante de tiempo t, viene modelada por las ecuaciones

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))

(
s(a, t) + (1− q) i(a, t)

)
da.

Supongamos también que las distribuciones iniciales de edad son conocidas, y vienen
dadas por:

s(a, 0) = s0(a), i(a, 0) = i0(a).

Luego el modelo que sigue la presa en ausencia de depredador viene dado por el sigu-
iente sistema:

(2.4)



∂i

∂t
(a, t) +

∂i

∂a
(a, t) + µ1(a, t, P (t))i(a, t) = λ(a, t; i)s(a, t)− γ(a)i(a, t),

∂s

∂t
(a, t) +

∂s

∂a
(a, t) + µ2(a, t, P (t))s(a, t) = −λ(a, t; i)s(a, t) + γ(a)i(a, t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a),

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))

(
s(a, t) + (1− q)i(a, t)

)
da.

Como parece lógico, desde un punto de vista biológico, los individuos mueren a una
cierta edad, aśı buscaremos solución del sistema anterior tal que

i(a, t), s(a, t) −→ 0, cuando a→ +∞.
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Nota 2.1.1. Se pueden dar condiciones para que la población se extinga a una edad
máxima A† > 0, por ejemplo suponiendo que las tasas de mortalidad vienen dadas de la
forma:

µi(a, t, P (t)) = µi,0(a) + µi,e(a, t, P (t)),

con µi,0 ∈ C0([0, A†)) verificando ∫ A†

0
µi,0(a) da = +∞,

y µi,e ∈ C1([0, A†]× [0, T ]× [0,+∞)), para cada T > 0 y para i = 1, 2 (véase por ejemplo
[51] en el caso de tasas de mortalidad iguales para los infectados y los susceptibles).

Vamos a ver el modelo completo, es decir cuando hay interacción entre el depredador y
la presa.

En el modelo objeto de estudio suponemos que el depredador no se infecta al devorar
a un individuo infectado, y también que la enfermedad debilita a la presa, con lo cual
parece lógico suponer que el depredador devorará más fácilmente a un individuo infectado
que a un individuo sano. Aśı, si denotamos como M1 > 0 la tasa de depredación sobre
infectados y M2 > 0 la tasa de depredación sobre sanos, supondremos que

M1 ≥M2.

Denotando por ν > 0 la tasa de eficacia en la captura de la presa por parte del
depredador, se llega al siguiente modelo:

(2.5)



∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(a, t, P (t))i=λ(a, t; i)s(a, t)− γ(a)i(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(a, t, P (t))s=−λ(a, t; i)s(a, t) + γ(a)i(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

dY
dt

(t) = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0,

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))(s(a, t) + (1− q) i(a, t))da,

i(a, t), s(a, t) −→ 0, cuando a→ +∞.

En este Caṕıtulo vamos a ver un resultado de existencia y unicidad de solución para
este modelo bajo hipótesis convenientes en los datos.

2.2. Hipótesis matemáticas

Además de las hipótesis propias para el planteamiento biológico del modelo, vamos a
considerar las siguientes hipótesis matemáticas necesarias para el tratamiento anaĺıtico.
Dado T > 0,
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(H1) Para i = 1, 2, suponemos que

µi : R+ × (0, T )× R −→ R+

es una función medible y positiva tal que la aplicación

(2.6) s 7−→ µi(s, s+ u, P ) está en L1
Loc(R+) e.c.t. (u, P ) ∈ R2.

Además, existe una constante C(T ) > 0 tal que para casi toda P, P̃ ∈ R se tiene

(2.7) |µi(a, t, P )− µi(a, t, P̃ )| ≤ C(T ) |P − P̃ | e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).

Y puesto que hemos supuesto que la enfermedad afecta a la tasa de mortalidad,
tenemos que denotando

µ := µ1 − µ2

entonces µ es positiva. Asumiremos, también, que existe C(T ) > 0 tal que para casi
todo P ∈ R se verifica que

(2.8) µ(a, t, P ) ≤ C(T ) log(|P |+ e) e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).

(H2) Suponemos que
β(a, t, P ) : R+ × (0, T )× R −→ R+

es una función medible, positiva y con soporte compacto en la variable a. Además
existe una constante, C(T ), positiva tal que para casi toda P, P̃ ∈ R, se tiene que

(2.9) |β(a, t, P )− β(a, t, P̃ )| ≤ C(T ) |P − P̃ | e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).

Además existe otra constante C(T ) > 0 tal que para casi toda P ∈ R se tiene

(2.10) β(a, t, P ) ≤ C(T ) log(|P |+ e) e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).

(H3) ψ0 := (i0, s0) ∈
(
L1(R+)

)2, con soporte compacto y positiva.

(H4) γ ∈ L∞(R+), con soporte compacto. Denotaremos,

(2.11) γ∞ := ess sup
a∈(0,∞)

γ(a).

(H5) K ∈ L∞(R+ × R+), con soporte compacto y positiva . Denotaremos

(2.12) K∞ := ess sup
a∈(0,∞),a′∈(0,∞)

K(a, a′).

Nota 2.2.1. Notamos que las acotaciones (2.8) y (2.10) fueron motivadas por [22]. En
dicho trabajo, M. Chipot considera el modelo no lineal considerado por M. E. Gurtin y
R.C. MacCamy en [44]. En [44], la idea principal de la prueba de la existencia y la unicidad
de solución consiste en reducir el problema a un par de ecuaciones integrales, mientras
que Chipot en [22] prueba que el problema puede resolverse usando un argumento de punto
fijo. Además, tanto en un trabajo como en otro, se comprueba que el crecimiento de la tasa
de natalidad, β, debe limitarse cuando P se va hacia infinito para obtener una solución
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global. Chipot comprueba que se puede permitir a β un crecimiento como un logaritmo en
P o una potencia suya, i.e. supone que debe existir una constante C(T ) y n ∈ N tal que
para toda P ∈ R+

β(a, t, P ) ≤ C(T )
n∏

K=1

logk(P + en),

donde logk = log ◦ log ◦ · · · ◦ log (k veces) y ek = exp ◦ exp ◦ · · · ◦ dim (k veces). Incluso da
un ejemplo donde si el crecimiento de β es algo superior, entonces la población total P
explota en tiempo finito.

Nótese que problablemente las acotaciones (2.8) y (2.10), podŕıan ser mejoradas con
una acotación de alguna potencia logaŕıtmica.

2.3. Desacoplamiento del modelo

Para comenzar con el estudio de nuestro modelo, veamos que estudiar la existencia y
la unicidad de solución del modelo (2.5) se reduce a estudiar la existencia y la unicidad de
solución de un modelo de epidemia de tipo SIS con tasa de mortalidad distinta; es decir,
un problema del tipo (2.4), y después demostrar la existencia y unicidad de un punto fijo
para una cierta aplicación.

Dados T > 0, P ∈ R, para cada z ∈ C0([0, T ]; R+), denotamos

µ1,z(a, t, P ) := µ1(a, t, P ) +M1 z(t),
µ2,z(a, t, P ) := µ2(a, t, P ) +M2 z(t),

µz(a, t, P ) := µ1,z(a, t, P )− µ2,z(a, t, P ),
y

OT := (0,+∞)× (0, T ).

Para cada z ∈ C0([0, T ]; R+), nos planteamos el problema

(2.13)



∂iz
∂t

+
∂iz
∂a

+µ1,z(a, t, Pz(t))iz = λ(a, t; iz)sz(a, t)−γ(a)iz(a, t), en OT ,

∂sz
∂t

+
∂sz
∂a

+µ2,z(a, t, Pz(t))sz=−λ(a, t; iz)sz(a, t)+γ(a)iz(a, t), en OT ,

iz(a, 0) = i0(a), sz(a, 0) = s0(a), en R+,

iz(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a, t, Pz(t)) iz(a, t) da, en (0, T ),

sz(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, Pz(t))

(
sz(a, t) + (1− q) iz(a, t)

)
da, en (0, T ),

iz(a, t), sz(a, t) −→ 0 cuando a→ +∞

donde
pz(a, t) := iz(a, t) + sz(a, t)

y

Pz(t) :=
∫ ∞

0
pz(a, t) da.
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Supongamos que para cada z ∈ C0([0, T ]; R+), se tiene que este sistema posee una única
solución (iz, sz) ∈ L∞((0, T ); (L1(R+))2) no negativa. Entonces, demostrar que el modelo
(2.5) posee una única solución se traduce en probar que la ecuación diferencial que verifica
el depredador tiene una única solución. Es decir, que existe un único Y ∈ C0([0, T ]; R+),
tal que

dY
dt

(t) = mY (t)− nY 2(t) + νM1IY (t)Y (t) + νM2SY (t)Y (t).

Trivialmente, tenemos que en este caso, (iY , sY , Y ) seŕıa la única solución del problema
(2.5). En efecto, para cada z ∈ C0([0, T ]; R+) supongamos que el sistema (2.13) tiene una
única solución (iz, sz) ∈ L∞((0, T ); (L1(R+))2) no negativa. Nos planteamos la siguiente
ecuación diferencial ordinaria,

dw
dt

(t) =mw(t)− nw2(t) + νM1Iz(t)w(t) + νM2Sz(t)w(t)

=mw(t)− nw2(t) + νM1Pz(t)w(t) + ν(M2 −M1)Sz(t)w(t)
(2.14)

con w(0) = Y0.
Se tiene entonces que la ecuación diferencial ordinaria (2.14), es una ecuación de tipo
Bernoulli, y resolviendo se llega

(2.15) w(t) =
Y0 e

mt exp[fz(t)]

1 + nY0

∫ t

0
emτ exp[fz(τ)] dτ

,

con

(2.16) fz(t) = νM1

∫ t

0
Pz(s) ds+ ν(M2 −M1)

∫ t

0
Sz(s) ds.

Luego si definimos

G : C0([0, T ]; R+) −→ C0([0, T ]; R+)
z 7−→ G(z),

donde para cada t ∈ [0, T ],

(2.17) G(z)(t) =
Y0 e

mt exp[fz(t)]

1 + nY0

∫ t

0
emτ exp[fz(τ)] dτ

,

nuestro problema se traduce en demostrar que la aplicación G tiene un único punto fijo.
Lo cual nos conduce a la existencia y la unicidad de solución del sistema (2.5), una vez
demostrado que (2.13) tiene unicidad de solución, puesto que si suponemos que tenemos
dos soluciones distintas de (2.5), (i, s, Y ) e (i′, s̃, Y ′), entonces Y 6= Y ′. Gracias a la
ecuación diferencial que verifican Y e Y ′ se tiene que tanto Y como Y ′ son puntos fijos de
G, entonces Y = Y ′ y consecuentemente obtenemos la unicidad de solución.
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2.4. Un modelo de epidemia no autónomo con tasa de mortali-
dad distinta

Nuestro primer objetivo es estudiar la existencia y unicidad de solución de (2.13).
Observando detenidamente dicho sistema, se aprecia que es un modelo de epidemia de tipo
SIS donde µ1,z es la tasa de mortalidad de los infectados y µ2,z es la tasa de mortalidad
de los susceptibles. Obsérvese, que la hipótesis µ1,z 6= µ2,z, como ya indicamos en la
Introducción, complica técnicamente los cálculos.

Es por esto que en esta Sección vamos a estudiar un modelo del tipo (2.4), con tasas
de mortalidad, µi, i = 1, 2, de infectados y susceptibles, respectivamente, supuestas dis-
tintas, y verificando la hipótesis (H1), para i = 1, 2,. Una vez demostrado esto, llegaremos
entonces a que tenemos existencia y unicidad de solución para (2.13).

Nótese que el sistema (2.4) es un sistema no autónomo, es por ello que no procederemos
utilizando las técnicas de [89], que son aplicables principalmente cuando el problema es
autónomo. En dicho trabajo, G. F. Webb convierte el problema dependiente en edad en
una ecuación integral equivalente, en la cual la densidad de población es una función
desconocida vista como una función de dos variables independientes, la edad y el tiempo.

Las técnicas que usaremos en la prueba de existencia y unicidad de solución del prob-
lema (2.4) están basadas en las pruebas de [22] y adaptadas para un sistema de epidemia.

Ya que facilita bastante los cálculos, vamos a trabajar con el sistema en las incógnitas
p y s, en vez de i y s.

Luego el sistema que obtenemos es el siguiente:

(2.18)



∂p

∂t
+
∂p

∂a
+µ1(a, t, P (t))p=(µ1(a, t, P (t))− µ2(a, t, P (t)))s(a, t), en OT ,

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+(µ2(a, t, P (t))+γ(a) + λ(a, t; p− s))s=γ(a)p(a, t), en OT ,

p(a, 0) = p0(a), s(a, 0) = s0(a), en R+,

p(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) p(a, t) da, en (0, T ),

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) (q s(a, t) + (1− q) p(a, t) ) da, en (0, T ),

p(a, t), s(a, t) −→ 0, cuando a→ +∞,

donde

P (t) =
∫ ∞

0
p(a, t) da

p0(a) = i0(a) + s0(a)
y

λ(a, t; p− s) =
∫ ∞

0
K(a, a′) (p(a′, t)− s(a′, t)) da′.

Por razones biológicas estamos interesados en soluciones no negativas de (2.5), es decir,
si (i, s) es una solución de (2.5), entonces i ≥ 0 y s ≥ 0. Puesto que i = p − s, vamos
a buscar soluciones que verifiquen que p ≥ s. Por otra parte, hemos dicho que en cada
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instante de tiempo t la población total P es dada por

P (t) =
∫ ∞

0
p(a, t) da,

luego esta cantidad debe ser finita y por consiguiente parece razonable suponer que la
solución esté en (L1(R+))2. Además, para evitar un amontonamiento infinito de la especie
y obtener solución global es natural buscar la solución en L∞((0, T ); (L1(R+))2). Aśı, la
solución del sistema (2.18) va a pertenecer al cono

V :=
{
(ρ1, ρ2) ∈ L∞((0, T ); (L1(R+))2) | ρ1(a, t) ≥ ρ2(a, t) ≥ 0 e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T )

}
.

En V , consideraremos la norma siguiente, para cada ρ ∈ V

|ρ|V := ess sup
t∈[0,T ]

e−kt|ρ(·, t)|1,

donde k es una constante positiva que será escogida más adelante y | · |1 denota la norma
usual en

(
L1(R+)

)2, es decir

|ρ(·, t)|1 :=
∫ ∞

0
|ρ1(a, t)|da+

∫ ∞

0
|ρ2(a, t)|da := ‖ρ1(·, t)‖L1 + ‖ρ2(·, t)‖L1 .

Definición 2.4.1. Diremos que ρ(·, ·) = (p(·, ·), s(·, ·)) ∈ V es una solución de (2.18) si

(2.19)



Dp=−µ1(a, t, P (t))p(a, t) + (µ1(a, t, P (t))− µ2(a, t, P (t)))s(a, t), en OT ,

Ds=−(µ2(a, t, P (t))+γ(a) + λ(a, t; p− s))s(a, t)+γ(a)p(a, t), en OT ,

p(a, 0) = p0(a), s(a, 0) = s0(a), en R+,

ĺım
h→0+

p(0, t+ h) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t)) p(a, t) da, en (0, T ),

ĺım
h→0+

s(0, t+ h) =
∫ ∞

0
β(a, t, P (t))(q s(a, t) + (1− q) p(a, t))da, en (0, T ),

p(a, t), s(a, t) −→ 0 cuando a→ +∞,

donde Dp y Ds denotan las derivadas direccionales de p y s respectivamente, es decir

Dp(a, t) = ĺım
h→0

p(a+ h, t+ h)− p(a, t)
h

.

Nótese que en principio esto sólo tiene sentido como distribución sobre R+ × (0, T ):

〈Dp,ϕ〉 = −〈p,Dϕ〉 = 〈Dp, ∂ϕ
∂t

+
∂ϕ

∂a
〉, ∀ϕ ∈ D(R+ × (0, T )).

Generalmente, ρ no tiene por que ser regular (ρ ∈ C1(R+ × (0, T ))). Si efectivamente
lo es, claramente se tiene que Dp = pa + pt y Ds = sa + st.

Nota 2.4.2. Nuestras soluciones serán consideradas en el sentido de (2.19). Por tan-
to, no es necesario que ρ posea derivadas parciales con respecto a a y t, sino sólo las
derivadas direccionales. Si añadimos condiciones adicionales de regularidad en el dato
inicial y condiciones de compatibilidad para ρ0 := (p0, s0), entonces conseguimos diferen-
ciabilidad en la solución (véase por ejemplo para el caso de una ecuación [44]).
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2.4.1. Análisis del sistema (2.19)

A lo largo de todo el Caṕıtulo vamos a considerar las siguientes notaciones:
Para cada (u, v) ∈ V , denotamos

Bu(t) =
∫ ∞

0
β(σ, t, U(t))u(σ, t) dσ(2.20)

Bu,v(t) =
∫ ∞

0
β(σ, t, U(t))

(
q v(σ, t) + (1− q)u(σ, t)

)
dσ,(2.21)

con

U(t) =
∫ ∞

0
u(a, t) da.

Para transformar el problema (2.19), que consiste en un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales con condiciones adicionales una de las cuales es una condición integral,
en un problema más manejable, usualmente se integra a lo largo de las caracteŕısticas del
sistema. Estas caracteŕısticas son las ĺıneas a = t + k (cuando t ≤ a), respectivamente
t = a+ h (cuando t > a). La importancia de este método está principalmente en el hecho
que los valores de la función solución en el punto (a, t) están determinados por valores de
la solución a lo largo de la ĺınea caracteŕıstica de (a, t) pues un miembro de la población
de edad a en el instante t debe haber tenido la edad a− α en el instante t− α para cada
α ≥ 0 tal que α ≤ a y α ≤ t. Es decir, todos los puntos de una ĺınea caracteŕıstica dada
t = a+ c corresponden al mismo cohorte de edad, (c.f. [11]).

Aśı, (2.19)1 y (2.19)2 se reduce al sistema de ecuaciones integro-diferenciales siguiente:

Para t > a



dp
da

(a, a+ h)=−µ1(a, a+ h, P (a+ h))p(a, a+ h)

−(µ2(a, a+ h, P (a+ h))− µ1(a, a+ h, P (a+ h)))s(a, a+ h),

ds
da

(a, a+ h)=−(µ2(a, a+ h, P (a+ h))+γ(a) + λ(a, a+ h; p− s))s(a, a+ h)

+γ(a)p(a, a+ h).

Para t ≤ a



dp
dt

(t+ k, t)=−µ1(t+ k, t, P (t))p(t+ k, t)

−(µ2(t+ k, t, P (t))− µ1(t+ k, t, P (t)))s(t+ k, t),

ds
dt

(t+ k, t)=−(µ2(t+ k, t, P (t))+γ(t+ k) + λ(t+ k, t; p− s))s(t+ k, t)

+γ(t+ k)p(t+ k, t).

Aśı, si resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, teniendo en cuenta las
condiciones adicionales que verifican p y s, y denotando por

ρ := (p, s) la solución de dicho sistema de ecuaciones diferenciales
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se tiene:

(2.22) p(a, t) =



p0(a− t)π(a, t, t;P ) +
∫ t

0
π(a, t, σ;P )

(
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

×s(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)
)

dσ si a ≥ t

Bp(t− a)π(a, t, a;P ) +
∫ a

0
π(a, t, σ;P )

(
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

×s(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)
)

dσ si t > a

y

(2.23) s(a, t) =



s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)

+
∫ t

0
π̃(a, t, σ; ρ)γ(a− σ)p(a− σ, t− σ) dσ si a ≥ t

Bp,s(t− a)π̃(a, t, a; ρ)

+
∫ a

0
π̃(a, t, σ; ρ)γ(a− σ)p(a− σ, t− σ) dσ si t > a

donde

π(a, t, x;P ) = exp
[
−
∫ x

0
(µ1(a− σ, t− σ, P (t− σ)) + γ(a− σ)) dσ

]
,

π̃(a, t, x; ρ) = exp
[
−
∫ x

0
(µ2(a− σ, t− σ, P (t− σ))+λ(a− σ, t− σ; p− s)+γ(a− σ)) dσ

]
,

µ(a, t, P (t)) = µ1(a, t, P (t))− µ2(a, t, P (t)).

Es fácil comprobar que buscar una solución del problema (2.18) es equivalente a buscar
una solución de las ecuaciones integrales (2.22) y de (2.23).

Para obtener un resultado de existencia y unicidad de solución del problema (2.18),
veremos que efectivamente las ecuaciones integrales (2.22) y (2.23) tienen unicidad de
solución. Para ello intentaremos aplicar algún resultado de punto fijo. Primero, veremos
tres resultados que nos permitirán dar cotas a priori de la norma de la solución ρ.

Lema 2.4.3. Sean ρ := (p, s) ∈ V , (a, t) ∈ R × (0, T ) y x ≤ mı́n{a, t}. Entonces se
verifica,

π(a, t, x;P ) ≤ 1(2.24)
π̃(a, t, x; ρ) ≤ 1.(2.25)

Demostración. La demostración es trivial por la positividad de las funciones µ1, µ2, γ y
puesto que ρ ∈ V , se tiene que p ≥ s, y aśı la positividad de λ(·, ·; p− s).

Proposición 2.4.4. Supongamos que se verifican las hipótesis (H1) − (H5). Denotemos
ρ0 = (p0, s0) con p0 := i0 + s0, y

(2.26) r := log(|ρ0|1 + e).
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Entonces existe una constante C > 0, dependiendo únicamente de T y del supremo de γ,
tal que si ρ = (p, s) ∈ V satisface (2.22) y (2.23), se verifica

(2.27) |ρ(·, t)|1 ≤ exp
(
reC t

)
e.c.t t ∈ (0, T ).

Demostración. Sea ρ := (p, s) verificando las hipótesis de la Proposición, entonces:

|ρ(·, t)|1 =
∫ ∞

0
|p(a, t)|da+

∫ ∞

0
|s(a, t)|da = ‖p(·, t)‖L1 + ‖s(·, t)‖L1 .

Por la igualdad integral (2.22) y usando (2.24), tenemos que

‖p(·, t)‖L1 ≤
∫ t

0
|Bp(t− a)|da+

∫ t

0

∫ a

0
|µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))| |s(a− σ, t− σ)|dσ da

+
∫ t

0

∫ a

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ, t− σ)|dσ da+

∫ ∞

t
|p0(a− t)|da

+
∫ ∞

t

∫ t

0
|µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))| |s(a− σ, t− σ)|dσ da(2.28)

+
∫ ∞

t

∫ t

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ, t− σ)|dσ da.

Ahora bien, por la definición de Bp en (2.20), se tiene

∫ t

0
|Bp(t− a)|da =

t−a a′

∫ t

0
|Bp(a′)|da′

≤
∫ t

0

∫ ∞

0
|β(σ, a′, P (a′))| |p(σ, a′)|dσ da′.

Por la igualdad integral (2.23) y la acotación (2.25), obtenemos que

‖s(·, t)‖L1 ≤
∫ t

0
|Bp,s(t− a)|da+

∫ t

0

∫ a

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ, t− σ)|dσ da

+
∫ ∞

t
|s0(a− t)|da+

∫ ∞

t

∫ t

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ, t− σ)|dσ da.

Gracias a la definición de Bp,s en (2.21), se tiene

∫ t

0
|Bp,s(t− a)|da =

t−a a′

∫ t

0
|Bp,s(a′)|da′

≤
∫ t

0

∫ ∞

0

∣∣β(σ, a′, P (a′))
∣∣(q |s(σ, a′)|+ (1− q) |p(σ, a′)|

)
dσ da′.
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Y realizando cambios de variables oportunos tenemos,∫ t

0

[∫ a

0
|µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))| |s(a− σ, t− σ)|dσ

]
da

+
∫ ∞

t

[∫ t

0
|µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))| |s(a− σ, t− σ)|dσ

]
da

=
t−σ σ′

∫ t

0

[∫ t

t−a
|µ(a− t+ σ′, σ′, P (σ′))| |s(a− t+ σ′, σ′)|dσ′

]
da

+
∫ ∞

t

[∫ t

0
|µ(a− t+ σ′, σ′, P (σ′))| |s(a− t+ σ′, σ′)|dσ′

]
da[

t− a ≤ σ′ ≤ t
0 ≤ a ≤ t

}
 t− σ′ ≤ a ≤ t

0 ≤ σ′ ≤ t

]
=
∫ t

0

[∫ t

t−σ′
|µ(a− t+ σ′, σ′, P (σ′))| |s(a− t+ σ′, σ′)|da

]
dσ′

+
∫ t

0

[∫ ∞

t
|µ(a− t+ σ′, σ′, P (σ′))| |s(a− t+ σ′, σ′)|da

]
dσ′

=
a−t+σ′ a′

∫ t

0

∫ ∞

0
|µ(a′, σ′, P (σ′))| |s(a′, σ′)|da′ dσ′.

(2.29)

Realizando estos mismos cálculos para la integral en γ, se llega∫ t

0

∫ a

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ,t− σ)|dσ da+

∫ ∞

t

∫ t

0
|γ(a− σ)| |p(a− σ, t− σ)|dσ da

=
∫ t

0

∫ ∞

0
|γ(a′)| |p(a′, σ′)|da′ dσ′.

Por consiguiente, ya que 0 ≤ q ≤ 1,

|ρ(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 +
∫ t

0

∫ ∞

0
|µ(a, σ, P (σ))| |s(a, σ)|dadσ + 2

∫ t

0

∫ ∞

0
|γ(a)| |p(a, σ)|dadσ

+ 2
∫ t

0

∫ ∞

0
|β(a, σ, P (σ))|

(
|p(a, σ)|+ |s(a, σ)|

)
dadσ.

Utilizando (2.8)y (2.10), se tiene que∫ t

0

∫ ∞

0
|µ(a, σ, P (σ))| |s(a, σ)|dadσ ≤ C

∫ t

0
log(|P (σ)|+ e)|ρ(·, σ)|1 dσ

y∫ t

0

∫ ∞

0
|β(a, σ, P (σ))|

(
|p(a, σ)|+ |s(a, σ)|

)
dadσ ≤ C

∫ t

0
log(|P (σ)|+ e)|ρ(·, σ)|1 dσ.

Por tanto, ya que γ ∈ L∞, se tiene

(2.30) |ρ(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 + 2γ∞
∫ t

0
|ρ(·, σ)|1 dσ + C

∫ t

0
log(|P (σ)|+ e)|ρ(·, σ)|1 dσ,
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y puesto que log(|P (σ)|+ e) ≥ 1, se llega

(2.31) |ρ(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 + C

∫ t

0
log(|P (σ)|+ e)|ρ(·, σ)|1 dσ.

Ahora procedemos utilizando las técnicas de [22, Lema 1]. Ponemos

H(t) := |ρ(·, t)|1,

puesto que |P (σ)| ≤ H(σ), y utilizando (2.31), se llega, para casi toda t ∈ (0, T ),

H(t) ≤ |ρ0|1 + C

∫ t

0
log(H(σ) + e)H(σ) dσ := ψ(t).(2.32)

Supongamos por un momento que H es continua, entonces (2.32) ocurre para toda t y
además se tiene que ψ es diferenciable. Luego, derivando ψ obtenemos que

dψ

dt
(t) = C log(H(t) + e)H(t) ≤ C log(ψ(t) + e) (ψ(t) + e),

y por consiguiente
d

dt

(
log(log(ψ(t) + e))

)
≤ C.

Integrando entre 0 y t, y utilizando que ψ(0) = |ρ0|1, se tiene que

log(log(ψ(t) + e)) ≤ C t+ log(log(|ρ0|1 + e)).

Aplicando a ambos lados de la desigualdad dos veces exp, y (2.32), llegamos a que

H(t) ≤ ψ(t) ≤ ψ(t) + e ≤ exp
(
reC t

)
,

con r := log(|ρ0|1 + e).
Aśı que, para concluir la prueba lo único que nos queda por ver es que podemos realizar
esta prueba sin suponer la continuidad de H. Pero, puesto que H(t) ≤ ψ(t) (por (2.32)),
se tiene que

C log(H(t) + e)H(t) ≤ C log(ψ(t) + e)ψ(t).

Integrando esta desigualdad entre 0 y t, sumando |ρ0|1 y por (2.32) obtenemos que

ψ(t) ≤ |ρ0|1 + C

∫ t

0
log(ψ(σ) + e)ψ(σ).

Puesto que ψ si es continua, gracias a que ρ ∈ V , entonces trabajamos con ψ en vez de H
y llegamos a la misma desigualdad.

Lema 2.4.5. Bajo las condiciones (H1)−(H5), sea r definido en (2.26) y w una constante
positiva. Consideramos el conjunto

(2.33) Cr,ω = {ρ ∈ V | |ρ(·, t)|1 ≤ exp(r eωt) e.c.t. t ∈ (0, T )}.

Sean ρ := (p, s), ρ̃ := (p̃, s̃) ∈ Cr,ω, a ∈ R+, t ∈ (0, T ) y denotamos

(2.34) P (t) :=
∫ ∞

0
p(a, t) da y P̃ (t) :=

∫ ∞

0
p̃(a, t) da.

Entonces para casi todo x ≤ mı́n{a, t} se cumple
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∃M(T ) > 0 tal que

(2.35) |P (t)| ≤M e.c.t. t ∈ (0, T ).

∃M(T ) > 0 tal que

(2.36) |Bp(t)| ≤M e.c.t. t ∈ (0, T ).

∃M(T ) > 0 tal que

(2.37) |Bp,s(t)| ≤M e.c.t. t ∈ (0, T ).

∃C(T ) > 0 tal que

(2.38)
∣∣∣π(a, t, x;P )− π(a, t, x; P̃ )

∣∣∣ ≤ C

k
|ρ− ρ̃|V e

kt.

∃C(T,K∞) > 0 con K∞ definido en (2.12) tal que

(2.39) |π̃(a, t, x; ρ)− π̃(a, t, x; ρ̃)| ≤ C

k
|ρ− ρ̃|V e

kt.

Demostración. (2.35) se cumple por estar ρ ∈ Cr,ω.
(2.36) y (2.37) por (2.10) y (2.35).
Demostremos (2.38); por la definición de π, la positividad de γ y usando la desigualdad

|e−x − e−y| ≤ |x− y| ∀x, y ∈ R+,

tenemos que∣∣π(a,t, x;P )− π(a, t, x; P̃ )
∣∣

≤
∫ x

0

∣∣∣µ1(a− σ, t− σ, P (t− σ))− µ1(a− σ, t− σ, P̃ (t− σ))
∣∣∣ dσ

≤ C(T )
∫ x

0

∣∣∣P (t− σ)− P̃ (t− σ)
∣∣∣ dσ ≤ C(T )

∫ x

0
|ρ(·, t− σ)− ρ̃(·, t− σ)|1 dσ

= C(T )
∫ x

0
|ρ(·, t− σ)− ρ̃(·, t− σ)|1 e

−k(t−σ)ek(t−σ) dσ

≤ C(T )
∫ x

0
|ρ− ρ̃|V ek(t−σ) dσ = C(T ) |ρ− ρ̃|V e

kt

[
e−kσ

−k

]x
0

≤ C(T )
k

|ρ− ρ̃|V e
kt.

Demostremos (2.39). Procediendo como en la prueba de la desigualdad (2.38), gracias
a la definición de λ, se verifica∣∣π̃(a,t, x; ρ)− π̃(a, t, x; ρ̃)

∣∣
≤
∫ x

0

∣∣∣µ2(a− σ, t− σ, P (t− σ))− µ2(a− σ, t− σ, P̃ (t− σ))
∣∣∣ dσ

+
∫ x

0

∫ ∞

0
K(a− σ, a′)

∣∣ρ(a′, t− σ)− ρ̃(a′, t− σ)
∣∣ da′ dσ

≤ (C(T ) +K∞)
∫ x

0
|ρ(·, t− σ)− ρ̃(·, t− σ)|1 .
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Y razonando como en la prueba de la desigualdad (2.38), se llega a que

|π̃(a, t, x; ρ)− π̃(a, t, x; ρ̃)| ≤ C(T,K∞)
k

|ρ− ρ̃|V e
kt.

Ahora pasemos al objetivo principal de esta Sección, es decir la búsqueda de solución
única del problema (2.18). Para ello definimos la aplicación

(2.40)
F : V −→ V

ρ := (p, s) 7→ F (ρ) := ω

con ω := (ω1, ω2) solución del siguiente sistema

(2.41)



∂ω1

∂t
+
∂ω1

∂a
+(µ1(a, t, P (t) + γ(a))ω1 =µ(a, t, P (t))ω2 + γ(a)p, en OT ,

∂ω2

∂t
+
∂ω2

∂a
+(µ2(a, t, P (t))+γ(a) + λ(a, t; p− s))ω2 =γ(a)p, en OT ,

ω1(a, 0) = p0(a), ω2(a, 0) = s0(a), en R+,

ω1(0, t) = Bp(t), en (0, T ),

ω2(0, t) = Bp,s(t), en (0, T ),

donde
P (t) :=

∫ ∞

0
p(a, t) da.

Resolviendo este sistema por el método de las caracteŕısticas y notando por Fi := ωi, para
i = 1, 2, tenemos que

(2.42) F1(ρ)(a, t)=



p0(a− t)π(a, t, t;P ) +
∫ t

0
π(a, t, σ;P )

(
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

×F2(ρ)(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)
)
dσ si a ≥ t

Bp(t− a)π(a, t, a;P )+
∫ a

0
π(a, t, σ;P )

(
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

×F2(ρ)(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)
)
dσ si t > a

y

(2.43) F2(ρ)(a, t) =



s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)

+
∫ t

0
π̃(a, t, σ; ρ)γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)dσ si a ≥ t

Bp,s(t− a) π̃(a, t, a; ρ)

+
∫ a

0
π̃(a, t, σ; ρ)γ(a− σ)p(a− σ, t− σ)dσ si t > a.

Veamos que la aplicación F está bien definida y lleva el conjunto V en V .



2.4. Un modelo de epidemia no autónomo con tasa de mortalidad distinta 57

Proposición 2.4.6. Bajo las hipótesis (H1)− (H5), se tiene que F está bien definida, es
decir, F (V ) ⊆ V , con p0 := i0 + s0.

Demostración. Sea ρ ∈ V , veamos entonces que F (ρ) ∈ V .
Ya que ρ ∈ V , entonces por (2.35) se tiene que

P (·) :=
∫ ∞

0
p(a, ·) da ∈ L∞(0, T ).

Luego por (2.7) y (2.9) se tiene que

β(a, t, P (t)), µ(a, t, P (t)) ∈ L∞((0, T );L1
Loc(R+)).(2.44)

Gracias a la hipótesis (H4), la definición de π y π̃ y el Lema 2.4.3 se tiene que

F (ρ) ∈ L∞((0, T ); (L1(R+))2).

Por tanto nos falta demostrar que F1(ρ) ≥ F2(ρ) ≥ 0.
Claramente se tiene que F2(ρ) ≥ 0 en R+ × (0, T ). Luego demostremos que F1(ρ)(a, t) ≥
F2(ρ)(a, t) e.c.t. (a, t) ∈ R+ × R+.
Supongamos que a ≥ t (para el caso a < t se razonará análogamente) utilizando (2.42) y
(2.43), y sustituyendo el valor de F2 en F1 se tiene,

F1(ρ)(a, t)− F2(ρ)(a, t)
=p0(a− t)π(a, t, t;P ) (:= A)
− s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ) (:= B)

+s0(a− t)
∫ t

0
π(a, t, σ;P )µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))π̃(a− σ, t− σ, t− σ; ρ)dσ (:= C)

+
∫ t

0
π(a, t, σ;P )µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

(:= D)
×
(∫ t

σ
π̃(a− σ, t− σ, τ − σ; ρ)γ(a− τ)p(a− τ, t− τ) dτ

)
dσ

+
∫ t

0
π(a, t, σ;P )γ(a− σ)p(a− σ, t− σ) dσ (:= E)

−
∫ t

0
π̃(a, t, σ; ρ)γ(a− σ)p(a− σ, t− σ) dσ (:= F).

Aśı, considerando estas notaciones tenemos que

(2.45) F1(ρ)(a, t)− F2(ρ)(a, t) := A−B + C + D + E− F.

Estimemos primero C. Es fácil verificar que

(2.46) π̃(a− σ, t− σ, t− σ; ρ) = π̃(a, t, t; ρ) (π̃(a, t, σ; ρ))−1 .

Luego

C = s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)
∫ t

0
π(a, t, σ;P ) (π̃(a, t, σ; ρ))−1 µ(a− σ, t− σ, P (t− σ)) dσ.
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Sustituyendo, entonces, el valor de π y (π̃)−1, se llega a

C = s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)
∫ t

0

(
exp

[
−
∫ σ

0
µ(a− τ, t− τ, P (t− τ)) dτ

]
× µ(a− σ, t− σ, P (t− σ)) exp

[∫ σ

0
λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ

])
dσ

= s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)
∫ t

0

(
− d

dσ

(
exp

[
−
∫ σ

0
µ(a− τ, t− τ, P (t− τ)) dτ

])
× exp

[∫ σ

0
λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ

])
dσ.

(2.47)

Aplicando el Teorema del Valor Medio, se tiene que existe t1 ∈ (0, t), tal que

C = s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ)
(

1− exp
[
−
∫ t

0
µ(a− τ, t− τ, P (t− τ)) dτ

])
× exp

[∫ t1

0
λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ

]
.

(2.48)

Puesto que

exp
[∫ t1

0
λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ

]
≥ 1

entonces

−B + C ≥ s0(a− t)π̃(a, t, t; ρ) exp
[
−
∫ t

0
µ(a− τ, t− τ, P (t− τ)) dτ

]
× exp

[∫ t1

0
λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ

]
= s0(a− t)π(a, t, t;P ) exp

[
−
∫ t

t1

λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ
]
.

Ahora bien, p0 ≥ s0, por consiguiente

A−B + C ≥ π(a, t, t;P )
(
p0(a− t)− s0(a− t) exp

[
−
∫ t

t1

λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ
])

≥ s0(a− t)π(a, t, t;P )
(

1− exp
[
−
∫ t

t1

λ(a− τ, t− τ ; p− s) dτ
])

≥ 0.

Por tanto,

A−B + C ≥ 0.

Veamos entonces que D + E− F ≥ 0.
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Estimemos primero D. Por la definición de π̃, tenemos que

π̃(a−σ, t− σ, τ − σ; ρ) = exp
[
−
∫ τ−σ

0

(
µ2(a− σ − ξ, t− σ − ξ, P (t− σ − ξ))

+ λ(a− σ − ξ, t− σ − ξ; p− s) + γ(a− σ − ξ)
)
dξ
]

=
σ+ξ ξ′

exp
[
−
∫ τ

σ

(
µ2(a− ξ′, t− ξ′, P (t− ξ′))

+ λ(a− ξ′, t− ξ′; p− s) + γ(a− ξ′)
)
dξ′
]

(2.49)

= exp
[∫ σ

0

(
µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ τ

0

(
µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ τ

σ

(
λ(a− ξ, t− ξ; p− s)

)
dξ
]

Luego, sustituyendo el valor de π en D y usando la igualdad anterior, se tiene que

D =
∫ t

0

(
exp

[
−
∫ σ

0
µ(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) dξ

]
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

×
∫ t

σ

(
exp

[
−
∫ τ

0

(
µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

(2.50)

× exp
[
−
∫ τ

σ
λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ

]
γ(a− τ)p(a− τ, t− τ)

)
dτ

)
dσ.

Ahora bien intercambiando el orden de integración:

σ ≤ τ ≤ t
0 ≤ σ ≤ t

}
 

0 ≤ σ ≤ τ
0 ≤ τ ≤ t,

tenemos que

D =
∫ t

0

(
exp

[
−
∫ τ

0
(µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)) dξ

]
γ(a− τ)p(a− τ, t− τ)

×
∫ τ

0

(
exp

[
−
∫ σ

0
µ(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) dξ

]
µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))

× exp
[
−
∫ τ

σ
λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ

])
dσ

)
dτ

=
∫ t

0

(
exp

[
−
∫ τ

0
(µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)) dξ

]
γ(a− τ)p(a− τ, t− τ)

×
∫ τ

0

(
− d

dσ

(
exp

[
−
∫ σ

0
µ(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) dξ

])
× exp

[
−
∫ τ

σ
λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ

])
dσ

)
dτ.
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Aplicando el Teorema del Valor Medio, como hicimos en (2.48), se tiene que existe tτ ∈
(0, τ), tal que

D =
∫ t

0

(
1− exp

[
−
∫ τ

0
µ(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) dξ

])
× exp

[
−
∫ τ

tτ

λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ
]

× exp
[
−
∫ τ

0
(µ2(a− ξ, t− ξ, P (t− ξ)) + γ(a− ξ)) dξ

]
γ(a− τ)p(a− τ, t− τ) dτ

=
∫ t

0
π̃(a, t, τ ; ρ)γ(a− τ)p(a− τ, t− τ) exp

[∫ tτ

0
λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ

]
dτ

−
∫ t

0
π(a, t, τ ;P )γ(a− τ)p(a− τ, t− τ) exp

[
−
∫ τ

tτ

λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ
]

dτ.

Luego

D + E− F =
∫ t

0
π̃(a, t, τ ; ρ)γ(a− τ)p(a− τ, t− τ)

×
(

exp
[∫ tτ

0
λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ

]
− 1
)

dτ

+
∫ t

0
π(a, t, τ ;P )γ(a− τ)p(a− τ, t− τ)

×
(

1− exp
[
−
∫ τ

tτ

λ(a− ξ, t− ξ; p− s) dξ
])

dτ ≥ 0.

Por tanto, se verifica que F1(ρ)(a, t) ≥ F2(ρ)(a, t) ≥ 0 e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).
Aśı, podemos concluir que F (ρ) ∈ V .

Teorema 2.4.7. Supongamos (H1) − (H5),entonces para cada T > 0 y para cada ρ0 :=
(p0, s0) ∈

(
L1(R+)

)2, con p0 ≥ s0, existe un único ρ = (p, s) ∈ V satisfaciendo (2.22) y
(2.23). Y por tanto se tiene que ρ es la única solución del problema (2.18).

Demostración. Para demostrar que (2.22) y (2.23) tienen una única solución, lo que vamos
a probar es que la aplicación F , definida en (2.40), tiene un único punto fijo.

Sea r := log(|ρ0|1 + e), es decir el que nos da la Proposición 2.4.4, y sea Cr,w definido
en (2.33). Veamos que para ω suficientemente grande

F : Cr,ω −→ Cr,ω.

En efecto, vamos a razonar como en la demostración del Teorema 2 de [22]. Por (2.31),
tenemos que

|F (ρ)(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 + C

∫ t

0
log(|ρ(·, s)|1 + e) |ρ(·, s)|1 ds.

Ahora bien, ρ ∈ Cr,w, luego

|ρ(·, s)|1 ≤ exp(r eωs) e.c.t. s ∈ (0, T ).
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Por tanto,

|F (ρ)(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 + C

∫ t

0
log(exp(r eωs) + e) exp(r eωs) ds.

Gracias a la definición de r se tiene que r > 1, y es fácil comprobar que

log(exp(r eωs) + e) ≤ 2 log(exp(r eωs)) = 2reωs.

Por consiguiente,

|F (ρ)(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 + 2C
∫ t

0
reωs exp(r eωs) ds.

Integrando, obtenemos que

|F (ρ)(·, t)|1 ≤ |ρ0|1 +
2C
ω

(
exp(r eωt)− er

)
.

Ahora bien, por la definición de r se tiene que |ρ0|1 ≤ er. Luego, eligiendo ω tal que
2C
ω
≤ 1, tenemos que

|F (ρ)(·, t)|1 ≤
(

1− 2C
ω

)
er +

2C
ω

exp(r eωt) ≤ exp(r eωt).

Por tanto, efectivamente se tiene que F : Cr,ω −→ Cr,ω.
Luego, fijamos ω tal que F (Cr,ω) ⊆ Cr,ω. Claramente Cr,ω es cerrado en V , luego para

probar que F tiene un único punto fijo en V , nos basta demostrar que F es contractiva
en Cr,ω.

Para ello, mostraremos que existe una constante L < 1 tal que

|F (ρ)− F (ρ̃)|V ≤ L|ρ− ρ̃|V ∀ρ, ρ̃ ∈ Cr,ω.

Sean ρ, ρ̃ ∈ Cr,ω, por facilitar notaciones consideraremos

ρ := (p, s), ρ̃ := (p̃, s̃),

P (t) :=
∫ ∞

0
p(a, t) da, P̃ (t) :=

∫ ∞

0
p̃(a, t) da.

Para casi toda t ∈ (0, T ), se tiene

|F (ρ)(·, t)− F (ρ̃)(·, t)|1 =
∫ ∞

0
|F1(ρ)(a, t)− F1(ρ̃)(a, t)|da

+
∫ ∞

0
|F2(ρ)(a, t)− F2(ρ̃)(a, t)|da.
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Ahora bien sustituyendo la expresión de F1 se llega a que

‖F1(ρ)(·, t)− F1(ρ̃)(·, t)‖L1

≤
∫ t

0
|Bp(t− a)π(a, t, a;P )−Bp̃(t− a)π(a, t, a; P̃ )|da (:= I1)

+
∫ ∞

t
|p0(a− t)||π(a, t, t;P )− π(a, t, t; P̃ )|da (:= I2)

+
∫ t

0

∫ a

0

(
|π(a, t, σ;P )µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))F2(ρ)(a− σ, t− σ)

(:= I3)
− π(a, t, σ; P̃ )µ(a− σ, t− σ, P̃ (t− σ))F2(ρ̃)(a− σ, t− σ)|

)
dσ da

+
∫ ∞

t

∫ t

0

(
|π(a, t, σ;P )µ(a− σ, t− σ, P (t− σ))F2(ρ)(a− σ, t− σ)

(:= I4)
− π(a, t, σ; P̃ )µ(a− σ, t− σ, P̃ (t− σ))F2(ρ̃)(a− σ, t− σ)|

)
dσda

+γ∞
∫ t

0

∫ a

0
|π(a, t, σ;P )p(a− σ, t− σ)− π(a, t, σ; P̃ )p̃(a− σ, t− σ)|dσ da (:= I5)

+γ∞
∫ ∞

t

∫ t

0
|π(a, t, σ;P )p(a− σ, t− σ)− π(a, t, σ; P̃ )p̃(a− σ, t− σ)|dσda (:= I6).

Aśı, siguiendo estas notaciones tenemos que

(2.51) ‖F1(ρ)(·, t)− F1(ρ̃)(·, t)‖L1 ≤ I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6

Ahora bien haciendo los mismos cambios de variables como en (2.29), se llega

I3 + I4 =
∫ t

0

(∫ ∞

0

∣∣π(a+ t− σ, t, t− σ;P )µ(a, σ, P (σ))F2(ρ)(a, σ)
(:= I3,4)

− π(a+ t− σ, t, t− σ; P̃ )µ(a, σ, P̃ (σ))F2(ρ̃)(a, σ)
∣∣ da) dσ

I5 + I6 = γ∞

∫ t

0

(∫ ∞

0

∣∣π(a+ t− σ, t, t− σ;P )p(a, σ)
(:= I5,6)

− π(a+ t− σ, t, t− σ; P̃ )p̃(a, σ)
∣∣ da)dσ.

Denotando
I7 :=

∫ ∞

0
|F2(ρ)(a, t)− F2(ρ̃)(a, t)|da,

se tiene

(2.52) |F (ρ)(·, t)− F (ρ̃)(·, t)|1 ≤ I1 + I2 + I3,4 + I5,6 + I7.

Luego vamos a realizar las estimaciones de todos los sumandos.
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• Estimación de I1.-
Sumando y restando en I1 el término Bp(t− a)π(a, t, a; P̃ ) se tiene que

I1 =
∫ t

0
|Bp(t− a)π(a, t, a;P )−Bp̃(t− a)π(a, t, a; P̃ )|da

≤
∫ t

0
|Bp(t− a)| |π(a, t, a;P )− π(a, t, a; P̃ )|da (:= I11)

+
∫ t

0
|Bp(t− a)−Bp̃(t− a)| |π(a, t, a; P̃ )|da (:= I21).

Ahora bien, por (2.36) y (2.38), se llega

I11 ≤
M C(T )

k
|ρ− ρ̃|V ekt.

Y por la definición de Bp y Bp̃ y la desigualdad (2.24) tenemos que

I21 ≤
∫ t

0
|Bp(t− a)−Bp̃(t− a)|da

=
∫ t

0
|Bp(u)−Bp̃(u)|du

=
∫ t

0

∫ ∞

0

∣∣∣β(ξ, u, P (u)) p(ξ, u)− β(ξ, u, P̃ (u)) p̃(ξ, u)
∣∣∣ dξdu

≤
∫ t

0

∫ ∞

0
|β(ξ, u, P (u))| |p(ξ, u)− p̃(ξ, u)|dξ du

+
∫ t

0

∫ ∞

0
|β(ξ, u, P (u))− β(ξ, u, P̃ (u))| |p̃(ξ, u)|dξ du.

(2.53)

Usando (2.10), en el primer sumando y (2.9), y el hecho de que ρ̃ ∈ Cr,ω en el segundo, y
procediendo después de una forma análoga a la demostración de (2.38) obtenemos que

I1 ≤
M

k
|ρ− ρ̃|V ekt.

• Estimación de I2.-
Usando (2.38), se tiene

I2 ≤
C(T )
k

|ρ− ρ̃|V e
kt

∫ ∞

t
|p0(a− t)|da

≤ C(T ) |ρ0|1
k

|ρ− ρ̃|V e
kt.

(2.54)

• Estimación de I7.-
Sustituyendo el valor de F2 en I7 y realizando cambios de variables análogos a los de
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(2.29), se tiene

I7 ≤
∫ t

0
|Bp,s(t− a) π̃(a, t, a; ρ)−Bp̃,s̃(t− a) π̃(a, t, a; ρ̃)|da

+
∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃(a, t, t; ρ)− π̃(a, t, t; ρ̃)|da

+
∫ t

0

∫ a

0
|γ(a− σ)| |π̃(a, t, σ; ρ) p(a− σ, t− σ)− π̃(a, t, σ; ρ̃) p̃(a− σ, t− σ)|dσ da

+
∫ ∞

t

∫ t

0
|γ(a− σ)| |π̃(a, t, σ; ρ) p(a− σ, t− σ)− π̃(a, t, σ; ρ̃) p̃(a− σ, t− σ)|dσ da

≤
∫ t

0
|Bp,s(t− a) π̃(a, t, a; ρ)−Bp̃,s̃(t− a) π̃(a, t, a; ρ̃)|da (:= I17)

+
∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃(a, t, t; ρ)− π̃(a, t, t; ρ̃)|da (:= I27)

+ γ∞

∫ t

0

∫ ∞

0
|π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ) p(a, σ)

(:= I37)
− π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ̃) p̃(a, σ)|dadσ.

Gracias a (2.37) y (2.39), las estimaciones de I17 y I27 son análogas a las de I1 y I2,
respectivamente. Luego obtenemos,

I17 + I27 ≤
M

k
|ρ− ρ̃|V ekt.

Acotemos ahora I37. Sumando y restando π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ)p̃(a, σ) en I37 tenemos que

I37 ≤
∫ t

0

∫ ∞

0
|π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ)||p(a, σ)− p̃(a, σ)|dadσ+

+
∫ t

0

∫ ∞

0
|π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ)− π̃(a+ t− σ, t, t− σ; ρ̃)| |p̃(a, σ)|dadσ.

Gracias a (2.25) y (2.39), se tiene entonces que

I37 ≤
∫ t

0
‖p(·, σ)− p̃(·, σ)‖L1 dσ +

C

k
ekt|ρ− ρ̃|1

∫ t

0
‖p̃(·, σ)‖L1 dσ.

Luego análogamente a las otras acotaciones obtenemos que

I37 ≤
M

k
|ρ− ρ̃|V e

kt,

Aśı, uniendo todas estas desigualdades tenemos

I7 ≤
M

k
|ρ− ρ̃|V e

kt.

• Estimación de I3,4.-
Sumando y restando

|π(a+ t− σ, t, t− σ;P )||µ(a, σ, P (σ))|F2(ρ̃)(a, σ)|,
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en I3,4 y usando (2.24), obtenemos que

I3,4 ≤
∫ t

0

∫ ∞

0
|µ(a, σ, P (σ))||F2(ρ)(a, σ)− F2(ρ̃)(a, σ)|dadσ (:= I13,4)

+
∫ t

0

(∫ ∞

0
|π(a+ t− σ, t, t− σ;P )− π(a+ t− σ, t, t− σ; P̃ )|

(:= I23,4)
× |µ(a, σ, P (σ))| |F2(ρ̃)(a, σ)|da

)
dσ

+
∫ t

0

∫ ∞

0
|F2(ρ̃)(a, σ)| |µ(a, σ, P (σ))− µ(a, σ, P̃ (σ))|dadσ (:= I33,4).

Ahora bien, por (2.10) y (2.35), se tiene que

µ(a, t, P (t)) ≤ µ̄.

Usando la estimación de I7, tenemos que

I13,4 ≤ µ̄

∫ t

0

∫ ∞

0
|F2(ρ)(a, σ)− F2(ρ̃)(a, σ)|dadσ ≤ µ̄M

k
|ρ− ρ̃|V

∫ t

0
ekσ dσ

≤ µ̄M

k2
|ρ− ρ̃|V e

kt.

Utilizando (2.38), se tiene que

I23,4 ≤
C(T )
k

|ρ− ρ̃|V ekt
(∫ ∞

0
|F2(ρ̃)(a, σ)|da

)
dσ.

Y puesto que F (ρ) ∈ Cr,ω, tenemos que

(2.55) ‖F2(ρ)(·, σ)‖L1 ≤M,

entonces

I23,4 ≤
C(T )M

k
|ρ− ρ̃|V ekt.

Gracias a (2.55) y usando (2.7) se llega a que

I33,4 ≤
C(T )M

k
|ρ− ρ̃|V ekt.

Por consiguiente, uniendo todas las desigualdades, tenemos que

I3,4 ≤
(
µ̄M

k2
+
MC(T )

k

)
|ρ− ρ̃|V ekt.

• Estimación de I5,6.-
Estimar I5,6 es análogo a I37 y se llega a

I5,6 ≤
M

k
|ρ− ρ̃|V ekt.
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Por tanto uniendo todas las estimaciones, tenemos que para t ∈ [0, T ], existen dos
constantes M y M̃ dependiendo sólo de ρ0, T y de los supremos de γ y K, tal que

|F (ρ)(·, t)− F (ρ̃)(·, t)|1 ≤

(
M

k
+
M̃

k2

)
|ρ− ρ̃|V ekt.

Luego,

|F (ρ)(·, t)− F (ρ̃)(·, t)|1e−kt ≤

(
M

k
+
M̃

k2

)
|ρ− ρ̃|V ,

y tomando supremo en t ∈ [0, T ], se tiene que

|F (ρ)− F (ρ̃)|V ≤

(
M

k
+
M̃

k2

)
|ρ− ρ̃|V .

Por tanto para un k suficientemente grande se tiene que F es contractiva en Cr,ω, luego
tenemos que existe un único punto fijo en Cr,ω, y por consiguiente en V . Consecuentemente,
llegamos a la existencia y unicidad de solución del problema (2.18), puesto que si ρ es
solución de (2.18), entonces es un punto fijo de F .

2.5. Existencia y unicidad de solución del modelo

Para concluir con el estudio de la existencia y unicidad de solución del modelo (2.5),
lo que nos queda ver es que la aplicación G definida en (2.17), tiene un único punto fijo.

Primero recordemos algunas notaciones. Dado T > 0, P ∈ R, para cada z ∈ C0([0, T ]; R+),
denotamos

µ1,z(a, t, P ) := µ1(a, t, P ) +M1 z(t),
µ2,z(a, t, P ) := µ2(a, t, P ) +M2 z(t),

y
µz(a, t, P ) := µ1,z(a, t, P )− µ2,z(a, t, P ).

Veamos entonces que si µi, para i = 1, 2, verifican la hipótesis (H1), entonces µi,z para
i = 1, 2, también la verifican.
(2.6) se verifica trivialmente. Veamos entonces, (2.7),

|µi,z(a, t, P )− µi,z(a, t, P̃ )| = |µi(a, t, P )− µi(a, t, P̃ )|
≤ C(T ) |P − P̃ | e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).

Por tanto, se tiene que µi,z verifica (2.7). Luego, nos falta probar que µz satisface la
desigualdad (2.8).
Ahora bien, se tiene que

|µz(a, t, P )| ≤ |µ1(a, t, P )− µ2(a, t, P )|+ (M1 −M2)|z(t)|
≤ C(T ) log(|P |+ e) + (M1 −M2)‖z‖∞,

y gracias a que log(|P |+ e) ≥ 1, obtenemos que, para cada z ∈ C0([0, T ]; R+),

(2.56) |µz(a, t, P )| ≤ C(T,M1,M2, ‖z‖∞) log(|P |+ e) e.c.t. (a, t) ∈ R+ × (0, T ).



2.5. Existencia y unicidad de solución del modelo 67

Por tanto si se verifican (H1)− (H5), usando el Teorema 2.4.7, tenemos que para cada z ∈
C0([0, T ]; R+), el problema (2.13), tiene una única solución (iz, sz) ∈ C0([0, T ]; (L1(R+))2)
no negativa. Aśı, denotando pz := iz+sz, sabemos que para cada z ∈ C0([0, T ]; R+), existe
una única solución (pz, sz) ∈ V del problema (2.18) (sustituyendo µi por µi,z). Y además,
ρz := (pz, sz), verifica las siguientes ecuaciones impĺıcitas:

(2.57) pz(a, t)=



p0(a− t)πz(a, t, t;Pz)+
∫ t

0
πz(a, t, σ;Pz)

(
µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))

×sz(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)pz(a− σ, t− σ)
)

dσ si a ≥ t

Bpz(t− a)πz(a, t, a;Pz)+
∫ a

0
πz(a, t, σ;Pz)

(
µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))

×sz(a− σ, t− σ) + γ(a− σ)pz(a− σ, t− σ)
)

dσ si t > a

y

(2.58) sz(a, t) =



s0(a− t)π̃z(a, t, t; ρz)

+
∫ t

0
π̃z(a, t, σ; ρz)γ(a− σ)pz(a− σ, t− σ) dσ si a ≥ t

Bpz ,sz(t− a)π̃z(a, t, a; ρz)

+
∫ a

0
π̃z(a, t, σ; ρz)γ(a− σ)pz(a− σ, t− σ) dσ si t > a

donde
Pz(t) :=

∫ ∞

0
pz(a, t) da,

Bpz y Bpz ,sz , están definidas en (2.20) y (2.21), respectivamente, y

πz(a, t, x;Pz) = exp
[
−
∫ x

0
(µ1,z(a− σ, t− σ, Pz(t− σ)) + γ(a− σ)) dσ

]
,

π̃z(a, t, x; ρz) = exp
[
−
∫ x

0

(
µ2,z(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))

+ λ(a− σ, t− σ; pz − sz) + γ(a− σ)
)

dσ
]
.

Primero en el espacio C0([0, T ]; R+) vamos a considerar la norma de Bielecki, la cual
será denotada por ‖ · ‖B, es decir, para cada v ∈ C0([0, T ]; R+),

‖v‖B := sup
t∈[0,T ]

{e−ktv(t)},

donde k es una constante que será elegida posteriormente.

Lema 2.5.1. Para cada z, z′ ∈ C0([0, T ]; R+), sean ρz := (pz, sz), ρz′ := (pz′ , sz′) ∈ V ,
(a, t) ∈ R× (0, T ), x ≤ mı́n{a, t} y denotamos

Pz(t) =
∫ ∞

0
pz(a, t) da y Pz′(t) =

∫ ∞

0
pz′(a, t) da.
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Entonces se verifican,

πz(a, t, x;Pz) ≤ 1(2.59)
π̃z(a, t, x; ρz) ≤ 1(2.60)
∃C(T ) > 0 tal que(2.61)

|πz(a, t, x;Pz)− πz′(a, t, x;Pz′)| ≤
C

k
|ρz − ρz′ |V e

kt +
M1

k
‖z − z′‖Bekt.

∃C(T,K∞) > 0 con K∞ definido en (2.12) tal que(2.62)

|π̃z(a, t, x; ρz)− π̃z′(a, t, x; ρz′)| ≤
C

k
|ρz − ρz′ |V e

kt +
M2

k
‖z − z′‖Bekt.

Demostración. La demostración de (2.59) y de (2.60) es trivial.
Para la demostración de (2.61), procedemos como en la prueba de (2.38), es decir,

|πz(a,t, t;Pz)− πz′(a, t, t;Pz′)|

≤
∫ t

0

∣∣µ1,z(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))− µ1,z′(a− σ, t− σ, Pz′(t− σ))
∣∣ dσ

≤
∫ t

0
|µ1(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))− µ1(a− σ, t− σ, Pz′(t− σ))| dσ

+M1

∫ t

0
|z(t− σ)− z′(t− σ)|dσ

≤ C(T )
∫ t

0
|Pz(σ)− Pz′(σ)| dσ +M1

∫ t

0
|z(σ)− z′(σ)|dσ

≤ C(T )
∫ t

0
|ρz(·, σ)− ρz′(·, σ)|1 e

−kσekσ dσ +M1

∫ t

0
|z(σ)− z′(σ)| e−kσekσdσ

≤ C(T )
k

|ρz − ρz′ |V ekt +
M1

k
‖z − z′‖Bekt.

La demostración de (2.62) es análoga.

Proposición 2.5.2. Supongamos que se verifican las hipótesis (H1)−(H5), entonces para
toda z ∈ C0([0, T ]; R+), se tiene que existe una constante C > 0 que no depende de z tal
que

(2.63) ‖pz(·, t)‖L1 ≤ exp(reCt)

con r definida en (2.26).

Nota 2.5.3. Este resultado no viene reflejado en la Proposición 2.4.4, ya que si se aplica
la demostración de la Proposición a µi,z, se llegaŕıa a la acotación pero con la constante
C que aparece en la Proposición 2.4.4 dependiente, también, de la norma del supremo de
z por (2.56).

Nota 2.5.4. Si se verifica la Proposición 2.5.2, en realidad también se demuestra que Pz
y Sz se acotan por una constante independiente de z, pues

|Sz(t)| ≤ |Pz(t)| ≤ ‖pz(·, t)‖L1 .
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Demostración. Sea t ∈ [0, T ], considerando ρz(·, t) = (pz(·, t), sz(·, t)), solución de (2.18)
(sustituyendo µi por µi,z). Luego por (2.57), usando (2.61) y procediendo como en (2.28),
se tiene que

|Pz(t)| ≤‖pz(·, t)‖L1

≤
∫ t

0
|Bpz(t− a)|da (:= J1)

+
∫ ∞

t
|p0(a− t)|da (:= J2)

+
∫ t

0

∫ ∞

0
|γ(a)| |pz(a, σ)|dadσ (:= J3)

+
∫ t

0

∫ a

0
|πz(a, t, σ;Pz)µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))sz(a− σ, t− σ)|dσ da (:= J4)

+
∫ ∞

t

∫ t

0
|πz(a, t, σ;Pz)µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))sz(a− σ, t− σ)|dσ da (:= J5).

Ahora bien sustituyendo el valor de sz, dado por (2.58), en J4 y J5, se tiene que

J4 + J5 ≤
∫ t

0
|Bpz ,sz(t− a)|

(∫ a

0
|πz(a, t, σ;Pz)| |µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))|

(:= J1
4,5)

× |π̃z(a− σ, t− σ, a− σ; ρz)|dσ
)

da

+
∫ t

0

(∫ a

0
|πz(a, t, σ;Pz)µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))|

(:= J2
4,5)

×
(∫ a−σ

0
|π̃z(a− σ, t− σ, η; ρz)γ(a− σ − η)pz(a− σ − η, t− σ − η)|dη

)
dσ

)
da

+
∫ ∞

t
|s0(a− t)|

(∫ t

0
|πz(a, t, σ;Pz)| |µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))|

(:= J3
4,5)

× |π̃z(a− σ, t− σ, t− σ; ρz)|dσ
)

da

+
∫ ∞

t

(∫ t

0
|πz(a, t, σ;Pz)µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))|

(:= J4
4,5)

×
(∫ t−σ

0
|π̃z(a− σ, t− σ, η; ρz)γ(a− σ − η)pz(a− σ − η, t− σ − η)|dη

)
dσ

)
da.

Acotemos J3
4,5. Como en (2.46), se tiene que

π̃z(a− σ, t− σ, t− σ; ρz) = π̃z(a, t, t; ρz) (π̃z(a, t, σ; ρz))
−1 ,

y

πz(a, t,σ;Pz) (π̃z(a, t, σ; ρz))
−1

= exp
[
−
∫ σ

0
|µz(a− η, t− η, Pz(t− η)) dη

]
exp

[∫ σ

0
λ(a− η, t− η; pz − sz) dη

]
.
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Por tanto, se tiene que

J3
4,5 ≤

∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃z(a, t, t; ρz)|

(∫ t

0

(
exp

[∫ σ

0
λ(a− η, t− η; pz − sz) dη

]

× exp
[
−
∫ σ

0
|µz(a− η, t− η, Pz(t− η))dη

]
µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))

)
dσ

)
da

=
∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃z(a, t, t; ρz)|

(∫ t

0

(
exp

[∫ σ

0
λ(a− η, t− η; pz − sz) dη

]

×− d
dσ

(
exp

[
−
∫ σ

0
|µz(a− η, t− η, Pz(t− η))dη

]))
dσ

)
da.

Luego, procediendo como en (2.48), es decir aplicando el Teorema del Valor Medio, tenemos
que existe t1 ∈ (0, t) tal que

J3
4,5 ≤

∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃z(a, t, t; ρz)| exp

[∫ t1

0
λ(a− η, t− η; pz − sz) dη

]
×
(

1− exp
[
−
∫ t

0
|µz(a− η, t− η, Pz(t− η))dη

])
da.

Ahora bien,

|π̃z(a, t, t; ρz)| ≤ exp
[
−
∫ t

0
λ(a− η, t− η; pz − sz) dη

]
,

luego

J3
4,5 ≤

∫ ∞

t
|s0(a− t)| exp

[
−
∫ t

t1

λ(a− η, t− η; pz − sz) dη
]

×
(

1− exp
[
−
∫ t

0
|µz(a− η, t− η, Pz(t− η))dη

]
da
)

≤
∫ ∞

t
|s0(a− t)|da =

∫ ∞

0
|s0(a)|da = ‖s0‖L1 .

Por tanto
J3
4,5 ≤ ‖s0‖L1 .

Realizando cálculos análogos para J1
4,5 obtenemos que

J1
4,5 ≤

∫ t

0
|Bpz ,sz(t− a)|da.

Estimemos J4
4,5. Primero se tiene que∫ t−σ

0
|π̃z(a− σ,t− σ, η; ρz)γ(a− σ − η)pz(a− σ − η, t− σ − η)|dη

=
σ+η η′

∫ t

σ
|π̃z(a− σ, t− σ, η′ − σ; ρz)γ(a− η′)pz(a− η′, t− η′)|dη′.
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Por (2.49), sabemos que

π̃z(a− σ, t− σ, η′ − σ; ρz) = exp
[∫ σ

0

(
µ2,z(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ η′

0

(
µ2,z(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ η′

σ
λ(a− ξ, t− ξ; ρz) dξ

]
.

Aśı, obtenemos que

J4
4,5 ≤

∫ ∞

t

(∫ t

0

(
|πz(a, t, σ;Pz)µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))|

× exp
[∫ σ

0

(
µ2,z(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

×
∫ t

σ

(
exp
[
−
∫ η′

0

(
µ2,z(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ η′

σ
λ(a− ξ, t− ξ; ρz) dξ

]
|γ(a− η′)pz(a− η′, t− η′)|

)
dη′
)

dσ

)
da

=
∫ ∞

t

(∫ t

0

(
exp

[
−
∫ σ

0
µz(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) dξ

]
µz(a− σ, t− σ, Pz(t− σ))

×
∫ t

σ

(
exp
[
−
∫ η′

0

(
µ2,z(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) + γ(a− ξ)

)
dξ
]

× exp
[
−
∫ η′

σ
λ(a− ξ, t− ξ; ρz) dξ

]
|γ(a− η′)pz(a− η′, t− η′)|

)
dη′
)

dσ

)
da

≤
∫ ∞

t

(∫ t

0

(
− d

dσ

(
exp

[
−
∫ σ

0
µz(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ)) dξ

])
×
∫ t

σ
|γ(a− η′)pz(a− η′, t− η′)|dη′

)
dσ

)
da.

Ahora bien intercambiando el orden de integración:

0 ≤ σ ≤ t
σ ≤ η′ ≤ t

}
 

0 ≤ η′ ≤ t
0 ≤ σ ≤ η′,

se tiene que

J4
4,5 ≤

∫ ∞

t

(∫ t

0

(
|γ(a− η′)||pz(a− η′, t− η′)|

×
∫ η′

0
− d

dσ

(
exp

[
−
∫ σ

0
µz(a− ξ, t− ξ, Pz(t− ξ))

])
dσ

)
dη′
)

da

≤
∫ ∞

t

∫ t

0
|γ(a− η′)||pz(a− η′, t− η′)|dη′ da.
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Y haciendo estos mismos cálculos para J2
4,5 se llega a

J2
4,5 ≤

∫ t

0

∫ a

0
|γ(a− η′)||pz(a− η′, t− η′)|dη′ da.

Por tanto, procediendo como en (2.29), llegamos a que

J2
4,5 + J4

4,5 ≤
∫ t

0

∫ ∞

0
|γ(a)| |pz(a, σ)|da rdσ.

Aśı, tenemos que

|Pz(t)| ≤ ‖s0‖L1 +
∫ t

0
|Bpz ,sz(t− a)|da+ 2γ∞

∫ t

0
‖pz(·, σ)‖L1 dσ

+ ‖p0‖L1 +
∫ t

0
|Bpz(t− a)|da

≤ |ρ0|1 +
∫ t

0
(|Bpz ,sz(a)|+ |Bpz(a)|) da+ 2γ∞

∫ t

0
‖pz(·, σ)‖L1 dσ.

Ahora bien, trivialmente se comprueba que∫ t

0
(|Bpz ,sz(a)|+ |Bpz(a)|) da ≤ C

∫ t

0
log(|Pz(σ)|+ e)|ρz(·, σ)|1 dσ.

Luego, obtenemos que

|Pz(t)| ≤ |ρ0|1 + 2γ∞
∫ t

0
|ρz(·, σ)|1 dσ + C

∫ t

0
log(|Pz(σ)|+ e)|ρz(·, σ)|1 dσ,

es decir, hemos llegado a una acotación del tipo que aparece en (2.30). Por tanto, existe
una constante C dependiente sólo de C(T ) y del supremo de γ, tal que si denotamos por
r := log(|ρ0|1 + e), se tiene que

(2.64) |Pz(t)| ≤ exp
(
reC t

)
,

para toda z ∈ C0([0, T ]; R+).

Lema 2.5.5. Supongamos que se verifican las hipótesis (H1)− (H5). Sea la aplicación G
definida en (2.17), entonces se cumple que existe una constante C̃, que depende sólo de
los datos del problema, tal que

‖G(z)‖B ≤ C̃, ∀z ∈ C0([0, T ]; R+).

Demostración. La demostración es trivial gracias a la Nota 2.5.4.

Sea el conjunto
W := {z ∈ C0([0, T ]; R+) : ‖z‖B ≤ C̃}.

Aśı, gracias a Lema anterior se tiene que

G : W −→W,

y nos basta con buscar el punto fijo en W .
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Proposición 2.5.6. Supongamos que se verifican las hipótesis (H1)−(H5). Dadas z1, z2 ∈
W , denotando por ρz1 = (pz1 , sz1) y ρz2 = (pz2 , sz2) las soluciones correspondientes de
(2.57) y (2.58), se tiene que existe una constante positiva M < 1 tal que

(2.65) |ρz1 − ρz2 |V ≤M‖z1 − z2‖B.

Demostración. Sea t ∈ [0, T ],

|ρz1(·, t)− ρz2(·, t)|1 =
∫ ∞

0
|pz1(a, t)− pz2(a, t)|da+

∫ ∞

0
|sz2(a, t)− sz2(a, t)|.

Ahora bien, como hicimos en la demostración del Teorema 2.4.7, tomando las notaciones
de (2.52) tenemos que

|ρz1(·, t)− ρz2(·, t)|1 ≤ I∗1 + I∗2 + I∗3,4 + I∗5,6 + I17
∗ + I27

∗ + I37
∗
,

con

I∗1 :=
∫ t

0
|Bpz1

(t− a)πz1(a, t, a;Pz1)−Bpz2
(t− a)πz2(a, t, a;Pz2)|da

I∗2 :=
∫ ∞

t
|p0(a− t)| |πz1(a, t, t;Pz1)− πz2(a, t, t;Pz2) da

I∗3,4 =
∫ t

0

(∫ ∞

0
|πz1(a+ t− σ, t, t− σ;Pz1)µz1(a, σ, Pz1(σ)) sz1(a, σ)

− πz2(a+ t− σ, t, t− σ;Pz2)µz2(a, σ, Pz2(σ)) sz2(a, σ)|da
)

dσ

I∗5,6 = γ∞

∫ t

0

(∫ ∞

0
|πz1(a+ t− σ, t, t− σ;Pz1)pz1(a, σ)

− πz2(a+ t− σ, t, t− σ;Pz2)pz2(a, σ)|da
)

dσ

I17
∗ =

∫ t

0
|Bpz1 ,sz1

(t− a) π̃z1(a, t, a; ρz1)−Bpz2 ,sz2
(t− a) π̃z2(a, t, a; ρz2)|da

I27
∗ =

∫ ∞

t
|s0(a− t)| |π̃z1(a, t, t; ρz1)− π̃z2(a, t, t; ρz2)|da

I37
∗ = γ∞

∫ t

0

(∫ ∞

0
|π̃z1(a+ t− σ, t, t− σ; ρz1)pz1(a, σ)

− π̃z2(a+ t− σ, t, t− σ; ρz2)pz2(a, σ)|da
)

dσ.

Las estimaciones de todas estas integrales se hacen de forma análoga a sus homólogas en
la prueba del Teorema 2.4.7, teniendo en cuenta que en vez de utilizar las desigualdades
(2.38) y (2.39), utilizamos (2.61) y (2.62), y gracias a que z1, z2 ∈ W y (2.63), entonces
por (2.56) se tiene que

|µz(a, t, P )| ≤ C, con C constante independiente de z.

Aśı, por ejemplo, para estimar I∗2, procedeŕıamos como en (2.54), usando (2.61), y se
obtiene que

I∗2 ≤
C(T )|ρ0|1

k
|ρz1 − ρz2 |V ekt +

M1|ρ0|1
k

‖z1 − z2‖Bekt.
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Por tanto, llegamos a que

|ρz1(·, t)− ρz2(·, t)|1 ≤
C

k
|ρz1 − ρz2 |V ekt +

C ′

k
‖z1 − z2‖Bekt.

Luego, haciendo k suficientemente grande, se tiene que

(2.66) |ρz1 − ρz2 |V ≤M‖z1 − z2‖B,

con M < 1.

Corolario 2.5.7. Con las notaciones anteriores, para k suficientemente grande existe
M < 1 tal que

(2.67) sup
t∈[0,T ]

e−kt (|Sz1(t)− Sz2(t)|+ |Pz1(t)− Pz2(t)|) ≤M‖z1 − z2‖B.

Demostración. Este resultado se tiene directamente del anterior ya que,

sup
t∈[0,T ]

e−kt (|Sz1(t)− Sz2(t)|+ |Pz1(t)− Pz2(t)|) ≤ |ρz1 − ρz2 |V ≤M‖z1 − z2‖B.

Teorema 2.5.8. Supongamos que se verifican las hipótesis (H1) − (H5). Entonces, para
z1, z2 ∈W , G definida en (2.17) se tiene que existe una constante L < 1 tal que

(2.68) ‖G(z1)−G(z2)‖B ≤ L‖z1 − z2‖B,

con L < 1. Luego, se tiene que la aplicación G es contractiva y por tanto se llega a
existencia y unicidad de solución del modelo (2.5).

Demostración. Dado t ∈ [0, T ], y z ∈ C0([0, T ]; R+), definimos la aplicación

Θz(t) := nY0

∫ t

0
emτ exp[fz(τ)] dτ,

donde fz está definida en (2.16), es decir

fz(t) = νM1

∫ t

0
Pz(s) ds+ ν(M2 −M1)

∫ t

0
Sz(s) ds.

Luego, podemos escribir

G(z)(t) =
Y0 e

mt exp[fz(t)]
1 + Θz(t)

.

Aśı, se tiene que dado z1, z2 ∈W ,

|G(z1)(t)−G(z2)(t)| =
∣∣∣∣Y0e

mt

(
exp[fz1(t)]
1 + Θz1(t)

− exp[fz2(t)]
1 + Θz2(t)

)∣∣∣∣
= |Y0|emt

∣∣∣∣exp[fz1(t)]− exp[fz2(t)] + exp[fz1(t)]Θz2(t)− exp[fz2(t)]Θz1(t)
(1 + Θz1(t))(1 + Θz2(t))

∣∣∣∣ .
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Ya que,
1 + Θz(t) ≥ 1,

se tiene que

|G(z1)(t)−G(z2)(t)| ≤ |Y0|emt
(
|exp[fz1(t)]− exp[fz2(t)]|

+ | exp[fz1(t)]Θz2(t)− exp[fz2(t)]Θz1(t)|
)
.

Por tanto, denotando
A := |exp[fz1(t)]− exp[fz2 ](t)|

y
B := | exp[fz1(t)]Θz2(t)− exp[fz2(t)]Θz1(t)|,

se llega a que
|G(z1)(t)−G(z2)(t)| ≤ |Y0|emt (A+B) .

Primero gracias a la Proposición 2.5.2, tenemos que, para toda t ∈ [0, T ],

fz(t) ≤ C,

con C independiente de z. Luego usando la desigualdad,

|e−x − e−y| ≤ |x− y| ∀x, y ∈ R+,

tenemos que

A =exp[fz1(t)] exp[fz2(t)] |exp[−fz2(t)]− exp[−fz1(t)]| ≤M |fz2(t)− fz1(t)| .

Por la definición de fz y gracias a (2.67), se tiene que

|fz2(t)− fz1(t)| ≤ νM1

∫ t

0
e−ks (|Sz1(s)− Sz2(s)|+ |Pz1(s)− Pz2(s)|) eks ds

≤ M

k
‖z1 − z2‖B ekt.

Por tanto

A ≤ C

k
‖z1 − z2‖B ekt.

Acotemos B, sustituyendo la expresión de Θz(t) en B, se llega

B = nY0 exp[fz1(t)] exp[fz2(t)]

×
∣∣∣∣∫ t

0
emη (exp[fz2(η)] exp[−fz2(t)]− exp[fz1(η)] exp[−fz1(t)]) dη

∣∣∣∣ .
Ahora bien

exp[fz(η)] exp[−fz(t)] = exp
[
−ν M1

∫ t

η
Pz(s) ds+ ν(M1 −M2)

∫ t

η
Sz(s) ds

]
,
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para cualquier z ∈ C0([0, T ]; R+). Luego

B ≤ exp[fz1(t)] exp[fz2(t)]e
mT

×
∣∣∣∣∫ t

0
ν M1

(∫ t

η
|Pz1(s)− Pz2(s)|ds

)
+ ν(M1 −M2)

(∫ t

η
|Sz1(s)− Sz2(s)|ds

)∣∣∣∣ .
Y análogamente como hicimos para A se tiene que

B ≤ C

k
‖z1 − z2‖B ekt.

Por consiguiente,

|G(z1)(t)−G(z2)(t)| ≤
M

k
‖z1 − z2‖B ekt,

luego

‖G(z1)−G(z2)‖B ≤
M

k
‖z1 − z2‖B.

Aśı, se tiene que para un k suficientemente grande G es contractiva en W y por
consiguiente tiene un único punto fijo en W . Ahora bien W ⊆ C0([0, T ]; R+), y además es
cerrado. Por tanto se tiene que la aplicación G tiene un único punto fijo en C0([0, T ]; R+).
Con lo cual obtenemos existencia y unicidad de solución del modelo (2.5).



CAPÍTULO 3

Comportamiento asintótico de los equilibrios

libres de enfermedad del modelo semilineal

autónomo presa-depredador

3.1. Introducción

En este Caṕıtulo vamos a estudiar el comportamiento asintótico de los equilibrios libres
de enfermedad, i.e. aquellos equilibrios donde los individuos infectados desaparecen, del
modelo (2.5), pero suponiendo que el problema es autónomo, semilineal, es decir β sólo
depende de la edad, y la fuerza de la infección es de la forma

λ(a, t; i) := K(a)I(t).

Es decir, el problema cuyo comportamiento asintótico queremos estudiar es el siguiente:

∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(a, P (t))i=K(a)I(t)s(a, t)− γ(a)i(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(a, P (t))s=−K(a)I(t)s(a, t) + γ(a)i(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

dY
dt

(t) = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0,

i(0, t) = q

∫ ∞

0
β(a) i(a, t) da,

s(0, t) =
∫ ∞

0
β(a)(s(a, t) + (1− q) i(a, t))da,

i(a, t), s(a, t) −→ 0, cuando a→ +∞.

(3.1)

Para conseguir el objetivo de este Caṕıtulo vamos a utilizar la teoŕıa de ecuaciones
semilineales de evolución. Es por ello que vamos a considerar el problema (3.1) como una

77
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ecuación diferencial ordinaria en un espacio de Banach apropiado, es decir

φ′ = Bφ+ C(φ), φ(0) = φ0,

donde

φ = (i(·, t), s(·, t), Y (t)) .

Puesto que por el Caṕıtulo anterior sabemos que φ ∈ L1(R+)2 × R+, parece lógico con-
siderar como espacio de Banach X = L1(R+)2 × R+.
Una vez que comprobemos que efectivamente el operador B genera un semigrupo contin-
uo, probaremos que el principio de linealización (Prop. 1.3.11) funciona en este modelo.
Este principio aplicado a problemas semilineales de la dinámica de poblaciones fue, quizás,
iniciado por los trabajos de J. Prüß [80–82], y continuado por G. F. Webb [89].

El resultado principal que se obtiene es la posibilidad de tener un equilibrio libre
de enfermedad con individuos sanos, es decir el depredador puede ayudar a detener la
enfermedad según su nivel de propagación.

El Caṕıtulo está organizado de la siguiente manera:
En la Sección 3.2 vamos a formular el problema (3.1) en un problema de Cauchy

abstracto, comprobando efectivamente, que el operador lineal asociado a dicha formulación
es el generador de un semigrupo.

En la Sección 3.3 daremos algunas condiciones para la existencia de equilibrios libres de
enfermedad, es decir buscaremos la existencia de solución donde los individuos infectados
desaparezcan del problema estacionario asociado a (3.1). Es claro que el equilibrio trivial
(0, 0, 0) existe bajo cualquier condición.

En la Sección 3.4, comprobaremos que efectivamente el principio de estabilidad lin-
ealizado funciona. Demostraremos que el signo de la parte real de los autovalores del
problema linealizado asociado a cada equilibrio nos dará la estabilidad o inestabilidad de
dichos equilibrios.

Para terminar el Caṕıtulo veremos un caso particular de estabilidad local de un equi-
librio donde los individuos infectados desaparecen mientras que los individuos sanos per-
duran. Es decir, el depredador puede ayudar a controlar la enfermedad.

3.1.1. Hipótesis

Además de la hipótesis (H1)−(H5) supuestas en el Caṕıtulo anterior vamos a suponer:

(H6) Para i = 1, 2, las funciones µi : R2
+ → R+ son continuas, y continuamente difer-

enciables y estrictamente crecientes con respecto al segundo argumento, y además
verifican

ĺım
P→+∞

µi(a, P ) = +∞(3.2)

µi(a, P ) ≥ µi > 0, ∀a ∈ R+,(3.3)

con µ1 ≥ µ2.
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3.2. Reformulación del problema en un problema abstracto.

Nuestro interés en este Caṕıtulo es intentar aplicar el principio de estabilidad lineal-
izado. Por esta razón lo primero que vamos a hacer es escribir el problema (3.1) como un
problema de Cauchy abstracto.

Consideremos los espacios de Banach

X := L1(R)2 × R
Z := W 1,1(R)2 × R.

El problema (3.1) puede ser escrito como un problema de Cauchy abstracto en X de la
siguiente forma:

(3.4)


dφ

dt
= Bφ+ C(φ),

φ(0) = φ0,

donde B es el operador lineal

B : D(B) ⊂ X −→ X
φ := (φ1, φ2, φ3) 7→ Bφ

con

(3.5) Bφ =

−φ′1−φ′2
0

 ,

D(B) := {φ ∈ Z, (φ1, φ2)(0) = F (φ1, φ2)}

y

(3.6) F (φ1, φ2) :=

 q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da∫ ∞

0
β(a) (φ2(a) + (1− q)φ1(a)) da

 .

El operador no lineal C es definido como,

C : X → X

φ 7→ C(φ)

donde para casi toda a ∈ (0,+∞),

(3.7) C(φ)(a) =

−µ1(a,Φ)φ1(a) +K(a)Φ1φ2(a)− γ(a)φ1(a)−M1φ1(a)φ3

−µ2(a,Φ)φ2(a)−K(a)Φ1φ2(a) + γ(a)φ1(a)−M2φ2(a)φ3

mφ3 − nφ2
3 + νM1Φ1φ3 + νM2Φ2φ3


con

Φi :=
∫ ∞

0
φi(a) da para i = 1, 2
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y
Φ := Φ1 + Φ2.

Ahora en el resto de la Sección veremos que efectivamente B es el generador de un
C0-semigrupo de operadores lineales en el espacio de Banach X.

Para ello vamos a aplicar el Teorema 1.2.4. Luego es suficiente que B sea cerrado y
D(B) denso en X, y que el conjunto resolvente, ρ(B), de B contenga el rayo (ω,+∞)
verificándose

‖(λI −B)−1‖ ≤ 1
λ− ω

para λ > ω.

Lema 3.2.1. D(B) es denso en X

Demostración. Veamos que podemos aplicar el Teorema 1.5.2.
Para demostrar la densidad nos podemos olvidar de la tercera componente de D(B),

es decir φ3, pues ésta recorre todo R.
Aśı, que consideremos los espacios:

X̃ := L1(R+)2,

Z̃ := W 1,1(R+)2,

y el conjunto
D̃(B) := {φ ∈ Z̃, (φ1, φ2)(0) = F (φ1, φ2)}.

Veamos entonces que estamos en las hipótesis del Teorema 1.5.2.
Tenemos efectivamente que Z̃ ↪→ X̃ con inyección continua.
Definimos la aplicación

l : Z̃ → R2

φ 7→ (φ1(0), φ2(0))

que está bien definida, puesto que si φ ∈ W 1,1(R+)2 entonces φ admite un representante
continuo y entonces tiene sentido hablar de φ(x) ∀x ∈ R+.

Trivialmente tenemos que l es una aplicación lineal y utilizando la desigualdad (véase
por ejemplo el Teorema VIII. 7. en [12])

‖u‖L∞ ≤ C‖u‖W 1,1 ∀u ∈W 1,1,

continua.
Ahora bien, también se verifica que

l−1(0) ≡W 1,1
0 (R+)2,

luego l−1(0) es denso en X.
Definimos la aplicación

m : X̃ → R2

φ 7→ (m1(φ),m2(φ))
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con

m1(φ) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da

m2(φ) =
∫ ∞

0
β(a) (φ2(a) + (1− q)φ1(a)) da.

Trivialmente, se tiene que m es una aplicación lineal y continua en X̃ (pues β ∈ L∞).

Además, se observa que D̃(B) puede escribirse como:

D̃(B) := {φ ∈ Z̃, l(φ) = m(φ)}.

Aśı, para terminar de demostrar que D̃(B) es denso en X̃, nos falta ver que {l1, l2} son
linealmente independientes. Para ello, supongamos que existen α1, α2 ∈ R tal que

α1l1 + α2l2 ≡ 0,

luego
α1l1(φ) + α2l2(φ) ≡ 0, para todo φ ∈ Y.

Por consiguiente
α1φ1(0) + α2φ2(0) = 0, para todo φ ∈ Y.

Por tanto, se tiene que α1 = α2 = 0, es decir que {l1, l2} son linealmente independientes.

Luego hemos probado que podemos aplicar el Teorema 1.5.2 y entonces D̃(B) es denso
en X̃. Por consiguiente, se tiene que D(B) es denso en X.

Lema 3.2.2. El operador B es cerrado.

Demostración. Para ver que B es cerrado, tenemos que demostrar que dado {φn}n∈N ⊆
D(B) tal que

φn → φ en X
Bφn → ψ en X

}
⇒
{
φ ∈ D(B)
Bφ ≡ ψ.

Luego sea {φn}n∈N ⊆ D(B) tal que φn → φ en X y B(φn) → ψ en X, entonces, por la
definición del operador B, se tiene que:

(φn)i → φi en L1(R+), i = 1, 2

−(φn)′i → ψi en L1(R+), i = 1, 2
(φn)3 → φ3 en R,
ψ3 = 0.

(3.8)

En particular ya que {φn}n∈N ⊆ D(B), se tiene que {φn}n∈N ∈ W 1,1(R+)2 × R, luego
φ′i = −ψi para i = 1, 2.
Por tanto tenemos que 

φ ∈W 1,1(R+)2 × R
φ′i = −ψi, i = 1, 2
ψ3 ≡ 0.
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Veamos que φ ∈ D(B), y después ya tendremos que Bφ ≡ ψ. Hemos visto que

(3.9) (φn)i → φi en W 1,1(R+), i = 1, 2.

Luego, en particular
(φn)i(0) → (φ)i(0) en R, i = 1, 2.

Ahora bien, teniendo en cuenta que β ∈ L∞(R+), se llega a

(φn)1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)(φn)1(a) da→ q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da

(φn)2(0) =
∫ ∞

0
β(a)((φn)2(a) + (1− q)(φn)1(a)) da→

∫ ∞

0
β(a)φ2(a) + (1− q)φ1(a)) da.

Por consiguiente φ ∈ D(B) y Bφ = ψ, luego B es cerrado.

Lema 3.2.3. El conjunto resolvente de B, ρ(B), contiene un rayo (ω,+∞) con

ω = β∞, donde β∞ = sup
a∈(0,+∞)

(β(a))

y tal que

‖(λI −B)−1‖ ≤ 1
(λ− ω)

para λ > ω.

Demostración. Debemos probar que existe ω ∈ R tal que dada f ∈ X, para cualquier
λ > ω existe φ ∈ D(B) verificando (λI −B)φ = f y además la aplicación

(λI −B)−1 : X → D(B) es continua,

con

‖(λI −B)−1‖ ≤ 1
(λ− ω)

para λ > ω.

Sea f ∈ X, nos planteamos el problema:

(3.10) (λI −B)φ = f, φ ∈ D(B),

luego

(3.11)


λφ1 + φ′1 = f1,
λφ2 + φ′2 = f2,
λφ3 = f3,

con

(3.12)


φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a)(φ2(a) + (1− q)φ1(a)) da.



3.2. El problema abstracto 83

Resolviendo, se llega (supuesto λ 6= 0)

(3.13)



φ1(a) = e−λa
(
φ1(0) +

∫ a

0
eλsf1(s) ds

)
φ2(a) = e−λa

(
φ2(0) +

∫ a

0
eλsf2(s) ds

)
φ3 =

1
λ
f3.

Sustituyendo (3.13)1 en (3.12)1, se tiene(
1− q

∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

)
φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(s)e−λs

(∫ s

0
eλτf1(τ) dτ

)
ds.

Por tanto existe φ1(0) si (
1− q

∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

)
6= 0.

Y esto se cumple, si por ejemplo

(3.14) λ ∈ (qβ∞,+∞).

En este caso se tiene que

φ1(0) =
q

∫ ∞

0
β(s)e−λs

(∫ s

0
eλτf1(τ) dτ

)
ds

1− q

∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

·

Y por consiguiente

(3.15) φ1(a) = e−λa

q
∫ ∞

0
β(s)e−λs

(∫ s

0
eλτf1(τ) dτ

)
ds(

1− q

∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

) +
∫ a

0
eλsf1(s) ds

 .

Veamos cuándo existe φ2.
Sustituimos (3.13)2 en (3.12)2, y suponemos que existe φ1. Entonces(

1−
∫ ∞

0
β(s)e−λsds

)
φ2(0) =

∫ ∞

0
β(s)

(
e−λs

∫ s

0
eλτf2(τ)dτ + (1− q)φ1(s)

)
ds.

Por tanto existe φ2(0) si (
1−

∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

)
6= 0,

en particular si λ > β∞. Luego, si

(3.16) λ ∈ (β∞,+∞)
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existen φ1(0), φ2(0), y en este caso

φ2(0) =

∫ ∞

0
β(s)

(
e−λs

(∫ s

0
eλτf2(τ) dτ

)
+ (1− q)φ1(s)

)
ds

1−
∫ ∞

0
β(s)e−λs ds

,

y por tanto

φ2(a)=e−λa


∫ ∞

0
β(s)

(
e−λs

∫ s

0
eλτf2(τ)dτ + (1− q)φ1(s)

)
ds

1−
∫ ∞

0
β(s)e−λsds

+
∫ a

0
eλsf2(s)ds

 .(3.17)

Aśı, gracias a (3.14) y (3.16), se tiene que

∀λ ∈ (β∞,+∞) existe φ ∈ D(B) y además R(λI −B) ≡ X.

Nos falta ver que (λI−B)−1 es continua ∀λ ∈ (β∞,+∞). Como se trata de un operador
lineal veamos que está acotado.
Sea f ∈ X y λ ∈ (β∞,+∞), luego

‖(λI −B)−1f‖ = ‖φ‖X ,

con φ := (φ1, φ2, φ3) definida por (3.13)3, (3.15) y (3.17).
Luego por la definición de la norma en X tenemos que

‖(λI −B)−1f‖ =
∫ ∞

0
(|φ1(a)|+ |φ2(a)|) da+ |φ3|.

Ahora bien, por (3.13), se tiene que∫ ∞

0
(|φ1(a)|+ |φ2(a)|)da

≤
∫ ∞

0
e−λa

(
|φ1(0)|+ |φ2(0)|+

∫ a

0
eλs(|f1(s)|+ |f2(s)|) ds

)
da.

(3.18)

φ ∈ D(B), por tanto φ1(0) y φ2(0) verifican las expresiones (3.12)1 y (3.12)2 respectiva-
mente, luego

|φ1(0)|+ |φ2(0)| ≤
∫ ∞

0
β(a)| (|φ1(a)|+ |φ2(a)|) da ≤ β∞

∫ ∞

0
(|φ1(a)|+ |φ2(a)|) da

≤ β∞‖φ‖X .

Por otra parte∫ ∞

0
e−λa

∫ a

0
eλs(|f1(s)|+ |f2(s)|) ds)da[

0 ≤ s ≤ a
0 ≤ a ≤ ∞

}
 s ≤ a ≤ ∞

0 ≤ s ≤ ∞

]
=
∫ ∞

0
eλs(|f1(s)|+ |f2(s)|)

(∫ ∞

s
e−λa da

)
ds

=
1
λ

∫ ∞

0
eλs(|f1(s)|+ |f2(s)|)e−λs ds =

1
λ

∫ ∞

0
(|f1(s)|+ |f2(s)|) ds,
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y

|φ3| =
1
λ
|f3|.

Luego sustituyendo en (3.18) y por la definición de la norma de X, tenemos que

‖φ‖X ≤ β∞‖φ‖X
∫ ∞

0
e−λa da+

1
λ
‖f‖X .

Por tanto
‖φ‖X ≤ 1

λ− β∞
‖f‖X , ∀λ > β∞.

Luego

‖(λI −B)−1f‖ ≤ 1
λ− β∞

‖f‖X .

Consecuentemente hemos visto que (λI −B)−1 es continua y además

‖(λI −B)−1‖ ≤ 1
λ− β∞

.

Ahora por los Lemas 3.2.1–3.2.3, se tiene que B es el generador de un C0-semigrupo.

3.3. Existencia de soluciones de equilibrio libres de enfermedad

El objetivo de esta Sección es buscar soluciones estacionarias del problema (3.1) cuando
los infectados desaparecen, es decir de equilibrios del tipo (0, s∗, Y ∗).
Aśı en primer lugar nos planteamos el problema estacionario correspondiente de (3.1)

(3.19)



di∗

da
(a) + µ1(a, P ∗)i∗(a) = I∗K(a)s∗(a)− γ(a)i∗(a)−M1i

∗(a)Y ∗,

ds∗

da
(a) + µ2(a, P ∗)s∗(a) = −I∗K(a)s∗(a) + γ(a)i∗(a)−M2s

∗(a)Y ∗,

0 = mY ∗ − nY ∗2 + νM1I
∗Y ∗ + νM2S

∗Y ∗,

i∗(0) = q

∫ ∞

0
β(a) i∗(a) da,

s∗(0) =
∫ ∞

0
β(a)

(
s∗(a) + (1− q) i∗(a)

)
da.

Estudiamos la existencia de equilibrio en el caso en el que los infectados desaparezcan, es
decir I∗ ≡ 0, luego i∗(a) = 0 e. c. t. a ∈ (0,+∞). Luego tenemos

(3.20)


ds∗

da
(a) + µ2(a, S∗)s∗(a) = −M2s

∗(a)Y ∗,

0 = mY ∗ − nY ∗2 + νM2S
∗Y ∗,

s∗(0) =
∫ ∞

0
β(a)s∗(a) da.
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Resolviendo la ecuación para Y ∗ tenemos que ó bien

Y ∗ = 0,

ó bien

Y ∗ =
m+ νM2S

∗

n
.

Y resolviendo la ecuación para s∗ se tiene que

(3.21) s∗(a) = s∗(0) exp
[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ −M2Y

∗a

]
.

Ahora bien, como se debe verificar la condición inicial, sustituyendo se llega a que

(3.22) s∗(0)
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ −M2Y

∗a

]
da
)

= 0.

Caso Y∗ = 0:
En este caso la condición (3.22) se convierte en

s∗(0)
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
da
)

= 0.

Resolviendo esta ecuación tenemos dos posibles soluciones:

(3.23) s∗(0) = 0

ó

(3.24)
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
da = 1.

Si se verifica (3.23), por (3.21) se tiene s∗ ≡ 0 y el punto de equilibrio resultante es
(0, 0, 0).

Busquemos entonces otro equilibrio donde los individuos susceptibles no desaparez-
can, es decir debemos dar condiciones para que exista S∗ ∈ (0,+∞) verificando (3.24).
Entonces, integrando (3.21) con respecto a la variable a, teniendo en cuenta que en este
caso Y ∗ = 0, obtenemos que

s∗(0) =
S∗∫ ∞

0
exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
da
.

Sustituyendo en (3.21) los valores de S∗ y s∗(0) tendremos el punto de equilibrio (0, s∗(a), 0),
con

(3.25) s∗(a) =
S∗∫ ∞

0
exp

[
−
∫ τ

0
µ2(τ, S∗) dσ

]
dτ

exp
[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ

]
.
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Aśı vamos a dar alguna condición para la existencia de S∗ ∈ (0,+∞) tal que verifica
(3.24). Esto es equivalente a la siguiente condición; denotando por R la aplicación

(3.26) R(S) :=
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S) dσ

]
da,

y debemos encontrar un S∗ ∈ (0,+∞) tal que R(S∗) = 1.
La función R es usualmente conocida como la tasa de reproducción neta de los indi-

viduos susceptibles si no hubiese enfermedad ni depredador.
Es fácil comprobar que la función R es decreciente. En efecto, se tiene que

R′(S) =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S) dσ

](
−
∫ a

0

∂µ2

∂S
(σ, S) dσ

)
da < 0,

pues µ2 es estrictamente creciente en la segunda variable.
Por tanto R(S) ≤ R(0) para toda S ∈ (0,+∞). Además

ĺım
S→+∞

R(S) = 0,

ya que β está acotada y la hipótesis (3.2).
Luego una condición necesaria y suficiente para la existencia de S∗ tal que se verifique

(3.24) es que

R(0) =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ

]
da > 1.

Luego si R(0) > 1 se tiene que existe un único S∗ ∈ (0,+∞) tal que R(S∗) = 1, y por
tanto la existencia del equilibrio (0, s∗(a), 0).

Caso Y∗ =
m + νM2S∗

n
:

En este caso la condición (3.22) se convierte en

(3.27) s∗(0)
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S∗) dσ − M2m

n
a− νM2

2S
∗

n
a

]
da
)

= 0.

Si s∗(0) = 0, entonces por (3.21) s∗ ≡ 0 y se obtiene el punto de equilibrio
(
0, 0,

m

n

)
.

Para la existencia de otro punto de equilibrio donde existan individuos susceptibles y
depredador, debemos encontrar S̃ ∈ (0,+∞) tal que R̃(S̃) = 1 con

(3.28) R̃(S) =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S) dσ − M2m

n
a− νM2

2S

n
a

]
da.

Ahora bien, R̃ es una función estrictamente decreciente, puesto que

R̃′(S) =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S) dσ − M2m

n
a− νM2

2S

n
a

]
×
(
−
∫ a

0

∂µ2

∂S
(σ, S) dσ − νM2

2

n
a

)
da < 0.
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Luego R̃(S) ≤ R̃(0) para toda S ∈ (0,+∞).
Además ĺım

S→+∞
R̃(S) = 0. Por tanto, para que exista S̃ ∈ (0,+∞) tal que R̃(S̃) = 1, se

debe verificar que

R̃(0) =
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ − M2m

n
a

]
da > 1.(3.29)

Por consiguiente, si tenemos que R̃(0) > 1, se tiene que existe una única S̃ ∈ (0,+∞) tal
que R̃(S̃) = 1, y tendremos que (

0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n

)
es un punto estacionario con

(3.30) s̃(a) = S̃

exp

[
−
∫ a
0 µ2(σ, S̃) dσ − M2m

n
a− νM2

2 S̃

n
a

]
∫ ∞

0
exp

[
−
∫ τ

0
µ2(σ, S̃) dσ − M2m

n
τ − νM2

2 S̃

n
τ

]
dτ

.

Podemos resumir las existencias de los puntos de equilibrio en el siguiente Teorema,
teniendo en cuenta que se verifica:

R̃(0) < R(0).

Teorema 3.3.1. Sean las funciones R y R̃, definidas en (3.26) y (3.28), respectivamente.
Entonces

Si R(0) ≤ 1, entonces
(0, 0, 0) y

(
0, 0,

m

n

)
son los únicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados.

Si R̃(0) ≤ 1 < R(0), entonces

(0, 0, 0) ,
(
0, 0,

m

n

)
y (0, s∗(a), 0)

son los únicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados, con s∗ definido en
(3.25).

Si R̃(0) > 1, entonces

(0, 0, 0),
(
0, 0,

m

n

)
, (0, s∗(a), 0) y

(
0, s̃(a),

m+ νM2S̃

n

)
son los únicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados, con s∗ y s̃ definidos
en (3.25) y en (3.30), respectivamente.
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3.4. Estabilidad e inestabilidad local de los equilibrios libres de
enfermedad

En esta Sección vamos a aplicar el principio de estabilidad linealizado (véase Proposi-
ción 1.3.11).

Para ello volvemos a considerar la forma abstracta del problema (3.4), es decir
dφ

dt
= Bφ+ C(φ),

φ(0) = φ0.

3.4.1. El principio de estabilidad linealizado

Si C es continuamente Fréchet diferenciable, para estudiar la estabilidad de un equilib-
rio cualquiera, φ∗, podemos aplicar el principio de estabilidad linealizado (véase Proposi-
ción 1.3.11)). Y en este caso, la estabilidad de dicho equilibrio depende del espectro del
operador

Bφ∗ := B + C ′(φ∗).

Por tanto consideramos un equilibrio cualquiera, φ∗, de los estudiados en la Sección 3.3.
Calculemos formalmente la derivada del operador C en el punto φ∗.
Luego dado φ ∈ X:

(C ′(φ∗))1φ(a) = −∂µ1

∂P
(a,Φ∗)Φφ∗1(a)− µ1(a,Φ∗)φ1(a) + Φ∗

1K(a)φ2(a)

+ Φ1K(a)φ∗2(a)− γ(a)φ1(a)−M1φ1(a)φ∗3 −M1φ
∗
1(a)φ3,

(C ′(φ∗))2φ(a) = −∂µ2

∂P
(a,Φ∗)Φφ∗2(a)− µ2(a,Φ∗)φ2(a)− Φ∗

1K(a)φ2(a)

− Φ1K(a)φ∗2(a) + γ(a)φ1(a)−M2φ2(a)φ∗3 −M2φ
∗
2(a)φ3,

(C ′(φ∗))3φ(a) = mφ3 − 2nφ3φ
∗
3 + νM1Φ1φ

∗
3 + νM1Φ∗

1φ3 + νM2Φ2φ
∗
3 + νM2Φ∗

2φ3.

Fácilmente se comprueba que ésta es la derivada Fréchet y que efectivamente el operador
C es continuamente Fréchet diferenciable. Ahora bien, a partir de ahora supondremos que
γ ≡ 0 y gracias a que estamos estudiando los equilibrios libres de enfermedad, i.e. φ∗1 = 0,
nos queda:

(C ′(φ∗))1φ(a) = −µ1(a,Φ∗
2)φ1(a) + Φ1K(a)φ∗2(a)−M1φ1(a)φ∗3,

(C ′(φ∗))2φ(a) = −∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)Φφ
∗
2(a)− µ2(a,Φ∗

2)φ2(a)− Φ1K(a)φ∗2(a)

−M2φ2(a)φ∗3 −M2φ
∗
2(a)φ3,

(C ′(φ∗))3φ(a) = mφ3 − 2nφ3φ
∗
3 + νM1Φ1φ

∗
3 + νM2Φ2φ

∗
3 + νM2Φ∗

2φ3.

Nótese que C ′(φ∗) se puede descomponer de la manera siguiente

C ′(φ∗)φ(a) :=

 Φ1K(a)φ∗2(a)

−∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)Φφ
∗
2(a)− Φ1K(a)φ∗2(a)−M2φ

∗
2(a)φ3

mφ3 − 2nφ3φ
∗
3 + νM1Φ1φ

∗
3 + νM2Φ2φ

∗
3 + νM2Φ∗

2φ3

 (:= D1,φ∗φ(a))

+

−µ1(a,Φ∗
2)φ1(a)−M1φ1(a)φ∗3

−µ2(a,Φ∗
2)φ2(a)−M2φ2(a)φ∗3

0

 (:= D2,φ∗φ(a)).
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A continuación procederemos de la forma siguiente. Ya que

Bφ∗ = B +D1,φ∗ +D2,φ∗

1. Probaremos que el operador D1,φ∗ es compacto. De donde seguirá (véase Prop. 1.3.8)
que

ω1(Bφ∗) = ω1(B +D2,φ∗).

2. Justificaremos que ω1(Bφ∗) < 0, etapa habitual en problemas de dinámica de pobla-
ciones estructurados en edad.

3. Reduciremos el problema al análisis del signo de la parte real de ciertos autovalores
(aquellos cuya parte real sea mayor que ω1(Bφ∗)) del operador Bφ∗ .

Lema 3.4.1. D1,φ∗ es un operador compacto.

Demostración. Tenemos que ver que dado cualquier conjunto A ⊂ X acotado entonces
D1,φ∗(A) es relativamente compacto.

Lo primero que vamos a hacer es separar el operador D1,φ∗ es dos partes: una contenida
en L1(0,+∞; R3) y otra parte en R3, es decir

D1,φ∗φ(a) :=

 Φ1K(a)φ∗2(a)

−∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)Φφ
∗
2(a)− Φ1K(a)φ∗2(a)−M2φ

∗
2(a)φ3

0

 (:= D1
1,φ∗φ(a))

+

 0
0

mφ3 − 2nφ3φ
∗
3 + νM1Φ1φ

∗
3 + νM2Φ2φ

∗
3 + νM2Φ∗

2φ3

 (:= D2
1,φ∗φ(a)).

Trivialmente, el operador D2
1,φ∗ : X → R3 es compacto, pues su imagen está contenida

en un espacio de dimensión finita.
Para comprobar la compacidad del operador D1

1,φ∗ : A ⊂ X → L1(0,+∞; R3), vamos
a intentar aplicar el Criterio de Fréchet-Kolmogorov en L1, (véase [12, Teorema IV.25]).
Es decir debemos demostrar que dado φ ∈ A con A ⊂ X acotado se verifica

1. ĺım
h→0

∫ ∞

0
|D1

1,φ∗φ(a)−D1
1,φ∗φ(a+ h)|da = 0 uniformemente para φ ∈ A

(φ(a+ h) será tomada 0 si a+ h < 0).

2. ĺım
h→∞

∫ ∞

h
|D1

1,φ∗φ(a)|da = 0 uniformemente para φ ∈ A.

Demostremos 1,

ĺım
h→0

∫ ∞

0
|D1

1,φ∗φ(a)−D1
1,φ∗φ(a+ h)|da

≤ ĺım
h→0

(
2Φ1

∫ ∞

0
|K(a)φ∗2(a)−K(a+ h)φ∗2(a+ h)|da

+ |Φ|
∫ ∞

0

∣∣∣∣∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)φ
∗
2(a)−

∂µ2

∂P
(a+ h,Φ∗

2)φ
∗
2(a+ h)

∣∣∣∣ da

+ |φ3|M2

∫ ∞

0
|φ∗2(a)− φ∗2(a+ h)|da

)
.
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Para cualquier función φ ∈ L1(0,+∞) y h ∈ R, denotamos por Th el siguiente operador

(Thφ)(a) =

{
φ(a+ h) e.c.t. a > máx{0,−h},
0 e.c.t. a ∈ (0,máx{0,−h}).

Se tiene, véase por ejemplo [12, Lema IV. 4], que el operador Th verifica

(3.31) ĺım
h→0

‖Thφ− φ‖L1 = 0.

Luego con esta notación tenemos que

ĺım
h→0

∫ ∞

0
|D1

1,φ∗φ(a)−D1
1,φ∗φ(a+ h)|da

≤ ĺım
h→0

(
2K∞|Φ1|

∫ ∞

0
|Th(φ∗2)(a)− (φ∗2)(a)|da

+ |Φ|
∫ ∞

0

∣∣∣∣Th(∂µ2

∂P
(·,Φ∗

2)φ
∗
2

)
(a)−

(
∂µ2

∂P
(·,Φ∗

2)φ
∗
2

)
(a)
∣∣∣∣ da

+M2|φ3|
∫ ∞

0
|Th(φ∗2)(a)− φ∗2(a)|da

)
.

Ahora bien, A es un conjunto acotado, luego en particular

‖φ‖ ≤M ∀φ ∈ A.

Por tanto aplicando (3.31) se llega a que efectivamente

ĺım
h→0

∫ ∞

0
|D1

1,φ∗φ(a)−D1
1,φ∗φ(a+ h)|da = 0 uniformemente para φ ∈ A.

Demostremos ahora 2,

ĺım
h→∞

∫ ∞

h
|D1

1,φ∗φ(a)|da

≤ ĺım
h→∞

(
2K∞|Φ1|

∫ ∞

h
|φ∗2(a)|da+ |Φ|

∫ ∞

h

∣∣∣∣∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)φ
∗
2(a)

∣∣∣∣ da

+M2|φ3|
∫ ∞

h
|φ∗2(a)|da

)
.

Ya que A es acotado, por (H6) se tiene que∣∣∣∣∂µ2

∂P
(a,Φ∗

2)
∣∣∣∣ ≤M

y gracias a la forma exponencial negativa de φ∗2, obtenemos efectivamente que

ĺım
h→∞

∫ ∞

h
|D1

1,φ∗φ(a)|da = 0 uniformemente para φ ∈ A.

Luego aplicando el Teorema de Fréchet-Kolmogorov se tiene que D1
1,φ∗ es compacto.

Por tanto, puesto que D1
1,φ∗ y D2

1,φ∗ son compactos, entonces se llega a que el operador
D1,φ∗ es compacto.

Veamos ahora que ω1(B + D2,φ∗) < 0. Para ello procederemos, como es habitual,
a considerar el semigrupo que genera el operador B + D2,φ∗ , descomponiéndolo en un
operador compacto y en otro exponencialmente pequeño.
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Proposición 3.4.2. ω1(B +D2,φ∗) < 0.

Demostración. Denotemos por B0,φ∗ el operador

B0,φ∗ := B +D2,φ∗ .

Es decir dado φ ∈ D(B0,φ∗) ≡ D(B), se tiene que

(3.32) B0,φ∗φ(a) =

−φ′1(a)− µ1(a,Φ∗
2)φ1(a)−M1φ1(a)φ∗3

−φ′2(a)− µ2(a,Φ∗
2)φ2(a)−M2φ2(a)φ∗3
0

 .

Como B es el generador de un semigrupo y D2,φ∗ es un operador lineal y acotado en
X, se tiene que B0,φ∗ es el generador de un C0-semigrupo, Sφ∗(t), (véase Prop. 1.3.8), con

Sφ∗(t) := ((Sφ∗(t))1, (Sφ∗(t))2, (Sφ∗(t))3) .

Ahora bien, resolviendo por el método de las caracteŕısticas (ver pág. 50) el problema
abstracto que genera el operador B0,φ∗ , resulta que el semigrupo Sφ∗(t) admite la repre-
sentación

(Sφ∗(t))1φ(a) =


ψ1(t− a) exp

[
−
∫ a

0
(µ1(s,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) ds

]
si a < t,

φ1(a− t) exp
[
−
∫ a

a−t
(µ1(s,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) ds

]
si a ≥ t;

(Sφ∗(t))2φ(a) =


ψ2(t− a) exp

[
−
∫ a

0
(µ2(s,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) ds

]
si a < t,

φ2(a− t) exp
[
−
∫ a

a−t
(µ2(s,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) ds

]
si a ≥ t,

donde ψ1(t) y ψ2(t) denotan las soluciones de las ecuaciones integrales

ψ1(t) =
∫ t

0
β1

1(t− s)ψ1(s) ds+
∫ ∞

0
β2

1(t, s)φ1(s)ds(3.33)

ψ2(t) =
∫ t

0
β1

2(t− s)ψ2(s) ds+
∫ ∞

0
β2

2(t, s)φ2(s)ds+
1− q

q
ψ1(t),(3.34)

con

β1
1(t) = qβ(t) exp

[
−
∫ t

0
(µ1(τ,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) dτ

]
β2

1(t, s) = qβ(s+ t) exp
[
−
∫ s+t

s
(µ1(τ,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) dτ

]
β1

2(t) = β(t) exp
[
−
∫ t

0
(µ2(τ,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) dτ

]
β2

2(t, s) = β(s+ t) exp
[
−
∫ s+t

s
(µ2(τ,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) dτ

]
.
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Y
d
dt

(Sφ∗(t))3φ ≡ 0 ⇒ (Sφ∗(t))3φ ≡ φ3.

Ahora bien, fijado t > 0, Sφ∗(t) se puede descomponer de manera natural como

Sφ∗(t) := S1
φ∗(t) + S2

φ∗(t) + S3
φ∗(t)

con

S1
φ∗(t)φ(a) =

{
((Sφ∗(t))1φ(a), (Sφ∗(t))2φ(a), 0) si a ≥ t

(0, 0, 0) si a < t

S2
φ∗(t)φ(a) =

{
(0, 0, 0) si a ≥ t

((Sφ∗(t))1φ(a), (Sφ∗(t))2φ(a), 0) si a < t

y
S3
φ∗(t)φ(a) = (0, 0, φ3) e.c.t. a ∈ R+.

Trivialmente se comprueba que S3
φ∗(t) es un operador lineal compacto. Veamos que S2

φ∗(t)
lo es también.
Para ello definimos los operadores:

Tj : L1(0, t)× L1(0, t)× R → L1(0, t)× L1(0, t)× R, para j = 1, 2

como, para cada u ∈ L1(0, t)× L1(0, t)× R,

T1u(x) =
(∫ x

0
β1

1(x− y)u1(y) dy,
∫ x

0
β1

2(x− y)u2(y) dy +
1− q

q
u1(x), 0

)
y

T2u(x) =
(∫ ∞

0
β2

1(x, y)u1(y) dy,
∫ ∞

0
β2

2(x, y)u2(y) dy, 0
)
.

Procediendo análogamente a la demostración del Lema 3.4.1, se llega a que T2 es un
operador compacto.

Fácilmente se prueba que T1 es un operador acotado. Lo siguiente que vamos a ver es
que existe (I − T1)−1.
T1 es un operador de Volterra cuyo núcleo depende sólo de la diferencia de sus argumentos,
luego para todo λ 6= 0, existe una única solución de la ecuación (λ − T1)φ ≡ ψ con
ψ ∈ L1(0, t) (véase por ejemplo [26, Cap. 6]). Por tanto, para todo λ ∈ C \ {0} existe
(λ− T1)−1, y en particular existe (I − T1)−1. Por tanto S2

φ∗ se puede escribir como

S2
φ∗(t)φ(a) =



(0, 0, 0) si a ≥ t

(
(I − T1)−1T2φ

)
(t− a)

(
exp

[
−
∫ a

0
(µ1(s,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) ds

]
,

exp
[
−
∫ a

0
(µ2(s,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) ds

]
, 0

)
si a < t.

Puesto que el operador (I − T1)−1 es acotado y T2 es compacto, se tiene que S2
φ∗ es

compacto.
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Por consiguiente, como los operadores S2
φ∗ y S3

φ∗ son compactos, se tiene, por una
aplicación directa de la Proposición 1.3.3, que

α[Sφ∗(t)] = α[S1
φ∗(t)] ≤ ‖S1

φ∗(t)‖.

Ahora bien,

‖S1
φ∗(t)φ‖X = ‖(S1

φ∗(t)φ)1‖L1 + ‖(S1
φ∗(t)φ)2‖L1 + |(S1

φ∗(t)φ)3|

≤
∫ ∞

0
|φ1(a− t)| exp

[
−
∫ a

a−t
(µ1(s,Φ∗

2) +M1φ
∗
3) ds

]
da

+
∫ ∞

0
|φ2(a− t)| exp

[
−
∫ a

a−t
(µ2(s,Φ∗

2) +M2φ
∗
3) ds

]
da

≤ e−µ1t‖φ1‖L1 + e−µ2t‖φ2‖L1 ≤ e−µ2t‖φ‖X .

Luego ‖S1
φ∗(t)‖ ≤ e−µ2t, y por consiguiente

α[Sφ∗(t)] ≤ e−µ2t.

Por tanto, gracias a la definición de ω1, se llega a que

ω1(B +D2,φ∗) ≤ −µ2 < 0.

Por consiguiente tenemos que

ω1(Bφ∗) = ω1(B +D2,φ∗) ≤ −µ2 < 0.

Aśı que, gracias a (1.6), se verifica que

σess(Bφ∗) ⊆ {λ ∈ C : Reλ ≤ −µ2}.

Luego por el resultado de linealización, véase la Proposición 1.3.11, la estabilidad del
equilibrio φ∗ está determinado por el comportamiento de σ(Bφ∗) \ σess(Bφ∗). Ahora bien,
usando la Proposición 1.1.4, se tiene que en la banda

{λ ∈ C : −µ2 < Reλ ≤ ω0(Bφ∗)},

solamente pueden existir autovalores aislados de multiplicidad finita.
Por tanto lo que vamos a estudiar son los autovalores del operador Bφ∗ para cada

equilibrio en particular.



3.4. Estabilidad e inestabilidad local de los equilibrios 95

3.4.2. El problema de autovalores para los equilibrios libres de enfermedad

Estudio del equilibrio (0,0,0)

En este caso el problema de autovalores es:

(3.35)



dφ1

da
(a) + (µ1(a, 0) + λ)φ1(a) = 0,

dφ2

da
(a) + (µ2(a, 0) + λ)φ2(a) = 0,

(λ−m)φ3 = 0,

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da,

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a)

(
φ2(a) + (1− q)φ1(a)

)
da.

El problema (3.35) nos da como autovalor λ = m > 0, por tanto el equilibrio (0, 0, 0)
es inestable.

Estudio del equilibrio (0,0,m/n)

En este caso el problema de autovalores es:

(3.36)



dφ1

da
(a) +

(
µ1(a, 0) +M1

m

n
+ λ
)
φ1(a) = 0,

dφ2

da
(a) +

(
µ2(a, 0) +M2

m

n
+ λ
)
φ2(a) = 0,

(λ+m)φ3 + νM1
m

n

∫ ∞

0
φ1(s) ds+ νM2

m

n

∫ ∞

0
φ2(s) ds = 0

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da,

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a)

(
φ2(a) + (1− q)φ1(a)

)
da.

Resolviendo (3.36)1 y (3.36)2, obtenemos

φ1(a) = φ1(0) exp
[
−
(
λa+

∫ a

0
µ1(σ, 0) dσ +

M1m

n
a

)]
(3.37)

φ2(a) = φ2(0) exp
[
−
(
λa+

∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ +

M2m

n
a

)]
,(3.38)

verificando las condiciones iniciales. Por tanto, sustituyendo (3.37) en la condición inicial
para φ1 se tiene

(3.39)
(

1− q

∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
φ1(0) = 0.
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Y ahora sustituyendo (3.38) en la condición inicial para φ2 se tiene

(1− q)
(∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
φ1(0)

+
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ − M2m

n
a

]
da
)
φ2(0) = 0.

(3.40)

Luego sustituyendo en (3.36)3 los valores de (3.37) y (3.38) se tiene(
νM1m

n

∫ ∞

0
exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
φ1(0)

+
(
νM2

m

n

∫ ∞

0
exp

[
−λa−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ − M2m

n
a

]
da
)
φ2(0)

+ (λ+m)φ3 = 0.

(3.41)

Aśı que denotando por

c1 := φ1(0), c2 := φ2(0), c3 := φ3,

se llega a que λ ∈ C tal que Reλ > −µ2 es un autovalor si el sistema lineal homogéneo,

(
1− q

∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
c1 = 0,

(1− q)
(∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
c1

+
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ − M2m

n
a

]
da
)
c2 = 0,

(
νM1m

n

∫ ∞

0
exp

[
−λa−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ − M1m

n
a

]
da
)
c1

+
(
νM2

m

n

∫ ∞

0
exp

[
−λa−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ − M2m

n
a

]
da
)
c2

+(λ+m)c3 = 0,

tiene solución distinta de la trivial. Y esto se verifica si, λ ∈ C tal que Reλ > −µ2, cumple
la ecuación caracteŕıstica:(

1− q

∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa− M1m

n
a−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ

]
da
)

×
(

1−
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa− M2m

n
a−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ

]
da
)

(λ+m) = 0.

Es decir, λ ∈ C debe verificar alguna de las igualdades,

ψ1(λ) := q

∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa− M1m

n
a−

∫ a

0
µ1(σ, 0)dσ

]
da = 1,

ψ2(λ) :=
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−λa− M2m

n
a−

∫ a

0
µ2(σ, 0)dσ

]
da = 1,

λ = −m.
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Luego, se tiene el siguiente resultado sobre la estabilidad del equilibrio (0, 0,m/n).
Nótese que ψ2(0) = R̃(0), definido en (3.29).

Teorema 3.4.3.

Si R̃(0) < 1 entonces el equilibrio (0, 0,m/n) es localmente asintóticamente estable.

Si R̃(0) > 1 entonces el equilibrio (0, 0,m/n) es inestable.

Demostración. Claramente se cumple que,

|ψi(λ)| ≤ ψi(Re(λ)) para i = 1, 2,
ψ1(λ) ≤ ψ2(λ) para todo λ ∈ R.

Además ψi(λ) es una función decreciente como función real para λ ∈ R+ y

ĺım
λ→+∞

ψi(λ) = 0.

Aśı, si suponemos que ψ2(0) = R̃(0) < 1, entonces, para i = 1, 2 se tiene que

|ψi(λ)| < 1, para todo λ ∈ C con Reλ ≥ 0.

Luego no existen autovalores con parte real positiva y aplicando la Proposición 1.3.11,
se tiene entonces que el equilibrio (0, 0,m/n) es localmente asintóticamente estable.

Supongamos que ψ2(0) = R̃(0) > 1, entonces se tiene que existe algún λ ∈ C con
parte real positiva tal que ψ2(λ) = 1. De nuevo aplicando la Proposición 1.3.11, se tiene
entonces que el equilibrio (0, 0,m/n) es inestable.

Estudio del equilibrio (0, s∗(a),0)

Consideramos el equilibrio (0, s∗(a), 0) con s∗ definido en (3.25). Recordemos que para
que exista este equilibrio se debe dar la condición

R̃(0) :=
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ

]
da > 1.

Por tanto si existe el equilibrio (0, s∗(a), 0), el problema de autovalores que tenemos es:

(3.42)



dφ1

da
(a) + (µ1(a, S∗) + λ)φ1(a)−K(a)s∗(a)Φ1 = 0,

dφ2

da
(a) + (µ2(a, S∗) +M2m/n+ λ)φ2(a)

+
(
∂µ2

∂P
(a, S∗)Φ +K(a)Φ1 −M2φ3

)
s∗(a) = 0,

(λ−m− νM2S
∗)φ3 = 0,

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da,

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a)

(
φ2(a) + (1− q)φ1(a)

)
da.

Resolviendo (3.42) tenemos que un autovalor es λ = m + νM2S
∗ > 0, por tanto el

equilibrio (0, s∗(a), 0) es inestable.
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Estudio del equilibrio

(
0, s̃(a),

m + νM2S̃
n

)
Consideramos el equilibrio (

0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n

)
con s̃(a) definido por (3.30). Para que exista este equilibrio se debe verificar la condición:∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, 0) dσ − M2m

n
a

]
da > 1.

Por comodidad denotemos:

ψ3 :=
m+ νM2S̃

n
, f1(a) := µ1(a, S̃), f2(a) := µ2(a, S̃), f ′2(a) :=

∂µ2

∂P
(a, S̃).

Aśı, el problema de autovalores lo podemos escribir como

(3.43)



dφ1

da
(a) + (f1(a) + ψ3M1 + λ)φ1(a) = K(a)s̃(a)Φ1,

dφ2

da
(a) + (f2(a) + ψ3M2 + λ)φ2(a) = (f ′2(a) +K(a)) s̃(a)Φ1

−f ′2(a)s̃(a)Φ2 −M2s̃(a)φ3,

(λ+m+ νM2S̃)φ3 = νM1ψ3Φ1 + νM1ψ3Φ2,

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da,

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a) (φ2(a) + (1− q)φ1(a)) da.

Luego λ = −m − νM2S̃ < 0 es un autovalor asociado al autovector (0, 0, φ3). Por tanto
supongamos λ 6= −m − νM2S̃ y busquemos otros autovalores. En este caso resolviendo
(3.43)3 se tiene

φ3 =
(

νM1ψ3

λ+m+ νM2S̃

)
Φ1 +

(
νM1ψ3

λ+m+ νM2S̃

)
Φ2.

Como la ecuación para φ1 no depende de φ2 podemos calcular, con la ecuación (3.43)1
todos los autovalores asociados a φ1 6= 0. Después calcularemos los autovalores asociados
a las autofunciones del tipo φ1 = 0 y φ2 6= 0.

Por tanto, primero resolvemos el siguiente problema de autovalores

(3.44)


dφ1

da
(a) + (f1(a) + λ+ ψ3M1)φ1(a) = K(a)s̃(a)Φ1,

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da.
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El semigrupo generado por el operador asociado al problema (3.44), S(t), es positivo. Es
decir el operador B definido como

Bφ1(a) := −φ′1(a)− (f1(a) + ψ3M1)φ1(a) +K(a)s̃(a)Φ1

con dominio

D(B) :=
{
φ1 ∈ L1(R+) : φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da

}
es el generador de un semigrupo positivo.
En efecto, si calculamos expĺıcitamente el semigrupo generado, mediante el método de las
caracteŕısticas se llega a que

S(t)φ1(a) =



ψ1(t− a) exp
[
−
∫ a

0
(f1(σ) + ψ3M1) dσ

]
si a < t,

+
∫ a

0
exp

[
−
∫ σ

0
(f1(τ) + ψ3M1) dτ

]
K(a− σ)s̃(a)Φ1(t− σ)dσ,

φ1(a− t) exp
[
−
∫ t

0
(f1(σ) + ψ3M1) dσ

]
si a ≥ t,

+
∫ t

0
exp

[
−
∫ σ

0
(f1(τ) + ψ3M1) dτ

]
K(a− σ)s̃(a)Φ1(t− σ)dσ,

donde ψ1 está definido en (3.33). Es fácil comprobar que el semigrupo es positivo.
Luego, en este caso particular, por tratarse de un semigrupo positivo (véase Teore-

ma 1.3.7), se tiene que

ω0(B) := sup{Reλ : λ ∈ σ(B)} ≡ sup{λ ∈ R : λ ∈ σ(B)}.

Aśı que nos limitaremos a buscar los autovalores reales y veremos si ∃λ ∈ R+ autovalor.
Resolvemos la ecuación para φ1, y se tiene que

φ1(a) = exp
[
−
(

(λ+ ψ3M1)a+
∫ a

0
f1(τ)dτ

)]
φ1(0)

+ exp
[
−
(

(λ+ ψ3M1)a+
∫ a

0
f1(τ)dτ

)]
×
(∫ a

0
exp

[(
(λ+ ψ3M1)σ +

∫ σ

0
f1(τ)dτ

)]
K(σ)s̃(σ)dσ

)
Φ1.

Denotemos

G1(a) := exp
[
−
(
ψ3M1a+

∫ a

0
f1(τ)dτ

)]
,

luego

φ1(a) =e−λaG1(a)φ1(0) +
(
e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ

)
Φ1.(3.45)
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Ahora bien, φ1 debe verificar la condición inicial,

φ1(0) = q

∫ ∞

0
β(a)φ1(a) da.

Luego sustituyendo esta expresión en (3.12), se tiene que se debe verificar(
1− q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)

)
φ1(0)

−
(
q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
Φ1 = 0.

También tenemos que

Φ1 =
∫ ∞

0
φ1(a) da,

por tanto reemplazando esta expresión en (3.45) se tiene que se debe verificar la ecuación:

−
(∫ ∞

0
e−λaG1(a)da

)
φ1(0)

+
(

1−
∫ ∞

0
e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
Φ1 = 0.

Aśı denotando por b := φ1(0) y c := Φ1, se llega a que λ ∈ R es un autovalor de (3.44), si
verifica el siguiente sistema homogéneo en las incógnitas b y c:

(
1− q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)

)
b

−
(
q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
c = 0,

−
(∫ ∞

0
e−λaG1(a)da

)
b(

1−
∫ ∞

0
e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
c = 0.

Luego tenemos la existencia de un autovalor real si este sistema lineal homogéneo tiene
solución distinta de la trivial, es decir, si existe λ ∈ R tal que verifica la ecuación carac-
teŕıstica:

χ(λ) :=
(

1− q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)da

)
×
(

1−
∫ ∞

0
e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
−
(∫ ∞

0
e−λaG1(a)da

)
×
(
q

∫ ∞

0
β(a)e−λaG1(a)

∫ a

0
eλσ(G1(σ))−1K(σ)s̃(σ)dσ da

)
= 0.

(3.46)

Tenemos el siguiente resultado de inestabilidad
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Teorema 3.4.4. Si existe λ0 ∈ [0,+∞) tal que χ(λ0) < 0 entonces el equilibrio(
0, s̃(a),

m+ νM2S̃

n

)

es inestable.

Demostración. Fácilmente se comprueba que la aplicación

χ : R+ → R

es continua y además verifica que

ĺım
λ→+∞

χ(λ) = 1.

Luego existirá λ ∈ R+ autovalor si y sólo si ∃λ0 ∈ [0,+∞) tal que χ(λ0) < 0.
Aśı, que si existe λ0 ∈ [0,+∞), por la Proposición 1.3.11, se tiene efectivamente que el

equilibrio

(
0, s̃(a),

m+ νM2S̃

n

)
es inestable.

Luego si para todo λ0 ∈ [0,+∞) se tiene que χ(λ0) > 0 entonces no tenemos la
existencia de ningún autovalor con parte real positiva asociado a una autofunción del
tipo (φ1, 0, φ3). Luego debemos seguir buscando los autovalores asociados ahora a las
autofunciones φ2 6= 0 y φ1 = 0.

Por tanto supongamos que ∀λ0 ∈ [0,+∞) χ(λ0) > 0 y pasemos entonces a la ecuación
para φ2. En este caso como φ1 ≡ 0, se tiene que

φ3 =
νM2ψ3

λ+ nψ3
Φ2 := AλΦ2, con Aλ =

νM2ψ3

λ+ nψ3
.

Por tanto el problema de autovalores nos queda:

(3.47)


dφ2

da
(a) + (f2(a) +M2ψ3 + λ)φ2(a) = − (f ′2(a) +M2Aλ) s̃(a)Φ2,

φ2(0) =
∫ ∞

0
β(a)φ2(a) da.

Ahora bien, para este problema no podemos proceder como en el caso anterior pues no
podemos garantizar que el semigrupo generado por el operador asociado al problema
(3.47) sea positivo. Para ello se procede calculando el semigrupo generado por el operador
D definido como

Dφ2(a) := −φ′2(a)− (f2(a) + ψ3M2)φ2(a)−
(
f ′2(a) +M2Aλ

)
s̃(a)Φ2

con dominio

D(D) :=
{
φ2 ∈ L1(R+) : φ2(0) =

∫ ∞

0
β(a)φ2(a) da

}
.
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Aśı, no nos basta con mirar sólo los autovalores reales.
Calculemos entonces todos los autovalores del problema (3.47). Resolviendo dicho proble-
ma se tiene

φ2(a) = exp
[
−
∫ a

0
f2(σ)dσ −M2ψ3a− λa

]
×
(
φ2(0)−

∫ a

0
exp

[∫ σ

0
f2(τ)dτ +M2ψ3σ + λσ

]
(f ′2(σ) +M2Aλ)s̃(σ) dσ

)
Φ2.

Ahora bien, considerando la definición de s̃ en (3.30) se tiene

exp
[
−
(∫ a

0
f2(σ) dσ +M2ψ3a

)]
= s̃(a)(s̃(0))−1.

Por tanto

φ2(a) = s̃(a)(s̃(0))−1e−λaφ2(0)− s̃(a)e−λa
(∫ a

0
eλσ(f ′2(σ) +M2Aλ) dσ

)
Φ2.

Análogamente al caso φ1 6= 0, queremos escribir la ecuación como un sistema lineal ho-
mogéneo en las incógnitas b := φ2(0), c := Φ2 ∈ R. Imponemos entonces las condiciones:

b =
∫ ∞

0
β(a)φ2(a) da, c =

∫ ∞

0
φ2(a) da.

Por tanto tenemos el siguiente sistema lineal homogéneo en las incógnitas b y c.

(
1− (s̃(0))−1

∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λa da

)
b

+
(∫ ∞

0
β(a)e−λas̃(a)

(∫ a

0
eλσ(f ′2(σ) +M2Aλ) dσ

)
da
)
c = 0,

(
−(s̃(0))−1

∫ ∞

0
s̃(a)e−λada

)
b

+
(

1 +
∫ ∞

0
e−λas̃(a)

(∫ a

0
eλσ(f ′2(σ) +M2Aλ)dσ

)
da
)
c = 0.

Por tanto para que este sistema tenga solución el determinante de sus coeficientes tiene
que ser 0. Luego

z(λ) :=
(

1− (s̃(0))−1

∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λada

)
×
(

1 +
∫ ∞

0
e−λas̃(a)

(∫ a

0
eλσ(f ′2(σ) +M2Aλ)dσ

)
da
)

+
(∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λa

(∫ a

0
eλσ(f ′2(σ) +M2Aλ)dσ

)
da
)

× (s̃(0))−1

∫ ∞

0
s̃(a)e−λada = 0.

(3.48)
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Operando (suponiendo λ 6= 0 que no es autovalor), y teniendo en cuenta que s̃ verifica la
condición inicial:

s̃(0) =
∫ ∞

0
β(a)s̃(a)da,

se llega a que

z(λ) =
(

1− (s̃(0))−1

∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λada

)
×

(
1 +

∫ ∞

0
s̃(a)e−λa

(∫ a

0
eλσf ′2(σ)dσ

)
da+ λ−1M2AλS̃

)

+(s̃(0))−1

(∫ ∞

0
s̃(a)e−λada

)(∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λa

(∫ a

0
eλσf ′2(σ)dσ

)
da
)
.

La teoŕıa de funciones de variable compleja permite dar condiciones suficientes de esta-
bilidad o inestabilidad. A continuación presentamos unas y en el caso particular, estudiado
en la Sección siguiente, otras.
Denotamos

a1(σ) =
∫ ∞

σ
f ′2(a− σ)s̃(a)da, a2(σ) =

∫ ∞

σ
f ′2(a− σ)β(a)s̃(a)da.

Entonces se tiene que

z(λ) =
(
1− (s̃(0))−1β̂(·)s̃(·)(λ)

)(
1 + â1(·)(λ) + λ−1M2AλS̃

)
+ (s̃(0))−1̂̃s(·)(λ)â2(·)(λ),

donde â(λ) es la Transformada de Laplace de una cierta función a ∈ L1.
Ahora aplicando la fórmula de la convolución para la Transformada de Laplace se tiene

z(λ) = 1 + λ−1M2AλS̃

(
1− (s̃(0))−1

∫ ∞

0
e−λaβ(a)s̃(a) da

)
+ (s̃(0))−1

∫ ∞

0
e−λa

(
−β(a)s̃(a) + s̃(0)a1(a)−

∫ a

0
β(σ)s̃(σ)a1(a− σ)dσ

+
∫ a

0
s̃(σ)a2(a− σ)dσ

)
da

:= 1 + λ−1M2AλS̃
(
1− (s̃(0))−1β̂(·)s̃(·)(λ)

)
+ Ĝ(·)(λ),

(3.49)

con G,

G(a) = (s̃(0))−1

(
−β(a)s̃(a) + s̃(0)a1(a) +

∫ a

0
(−β(σ)a1(a− σ) + a2(a− σ)) s̃(σ)dσ

)
.

Veamos ahora un resultado de estabilidad e inestabilidad local. Para ello, denotemos
por η(z) el número de ceros de z(λ) con parte real positiva.
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Proposición 3.4.5. Supongamos que z no tiene ráıces puramente imaginarias, es decir
el problema de autovalores (3.47) no admite autovalores imaginarios puros. Consideremos
la curva γ(t) := z(−it). Entonces,

η(z) = ĺım
R→∞

− 1
2π

∫ R

−R

z′(it)
z(it)

dt := η(γ, 0),

siendo η(γ, 0) el número de vueltas de la curva γ con respecto al origen.

En consecuencia, el equilibrio (0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n
) es asintóticamente estable si y sólo

si, γ no gira alrededor del origen. En particular,

Si z(0) < 0, entonces el equilibrio (0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n
) es inestable.

Si z(it) /∈ R− ∀t ≥ 0, entonces el equilibrio (0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n
) es localmente

asintóticamente estable.

Demostración. La demostración sigue de argumentos estándar de la Teoŕıa de variable
compleja, y la idea viene dada por resultados similares en [27] y [82].

Gracias a las propiedades de la Transformada de Laplace, lo primero que vemos es
que la función z es anaĺıtica en el semiplano {λ ∈ C : Reλ ≥ 0}. También se comprueba
fácilmente que

(3.50) z(λ) → 1 cuando |λ| → +∞ y Reλ ≥ 0.

Aśı, en particular, tenemos que z(i∞) = z(−i∞) = 1 y por consiguiente la curva γ es
cerrada. Luego podemos hablar del número de vueltas, η(γ, 0), de la curva γ con respecto
al origen.

Denotemos, entonces, ∂R como la frontera del semićırculo:

{λ ∈ C : Reλ ≥ 0, |λ| = R},

y por

∂1R := {λ ∈ C : Reλ > 0, |λ| = R},
∂2R := {λ = iy : −R ≤ y ≤ R}.

Entonces ∂R = ∂1R ∪ ∂2R.
Hemos supuesto que z no tiene ráıces puramente imaginarias; aśı que podemos aplicar

algunos resultados estándar de variables complejas como por ejemplo el Principio del
Argumento, (véase por ejemplo [68]). Luego por el Principio del Argumento, el número de
ráıces de z encerrados por ∂R, es decir ráıces con parte real positiva, ν(R), es dado por

ν(R) =
1

2πi

∫
∂R

z′(z)
z(z)

dz := I1(R) + I2(R),

con

Ij(R) :=
1

2πi

∫
∂jR

z′(z)
z(z)

dz, j = 1, 2.
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Ahora bien, como estamos interesados en el número de ráıces con parte real positiva
de z, en realidad lo que estamos buscando es

ĺım
R→+∞

ν(R).

Realizando un cambio de variable, tenemos que

I2(R) := − 1
2π

∫ R

−R

z′(it)
z(it)

dt.

Por tanto para concluir con la demostración de la primera parte de la Proposición, tenemos
que demostrar que ĺım

R→+∞
I1(R) = 0. Es claro que ∂1R puede escribirse como:

∂1R = {Reiθ : θ ∈ (−π/2, π/2)}.

Luego,

I1(R) =
1

2πi

∫
∂1R

z′(z)
z(z)

dz =
1
2π

∫ π/2

−π/2

z′(Reiθ)
z(Reiθ)

Reiθdθ.

Gracias a (3.50), tenemos que z(Reiθ) → 1 cuando R→ +∞, luego existen R0,K0 > 0
tal que

|z(Reiθ)| ≥ K0 > 0 para todo R > R0,

luego

ĺım
R→+∞

I1(R) ≤ ĺım
R→+∞

1
K0

1
2π

∫ π/2

−π/2
z′(Reiθ)Reiθdθ.

Ahora bien, por (3.49), se comprueba que z puede escribirse como

z(λ) = 1 + λ−1M2AλS̃ − b̂(λ),

donde b es una cierta función de L1 y además verifica que la aplicación tb(t) también
pertenece a L1.
Luego,

z′(Reiθ) =
∫ ∞

0
e−Re

iθttb(t)dt.

Por tanto, tenemos que

0 ≤ ĺım
R→+∞

I1(R) ≤ ĺım
R→+∞

1
K0

1
2π

∫ π/2

−π/2

(∫ ∞

0
e−Re

iθttb(t)dt
)
Reiθdθ

= ĺım
R→+∞

1
K0

1
2π

∫ ∞

0
tb(t)

(∫ π/2

−π/2
e−Re

iθtReiθdθ

)
dt = 0.

Aśı, se tiene efectivamente la primera parte de la Proposición, es decir

η(z) = ĺım
R→∞

− 1
2π

∫ R

−R

z′(it)
z(it)

dt,
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y esto corresponde con el número de vueltas de γ alrededor del origen.
Demostremos ahora la segunda parte de la Proposición.

Primero tenemos que la curva γ es simétrica respecto del eje real pues z(it) = z(−it), ya
que para λ = it se verifica Aλλ−1 = A−λ(−λ)−1. Además se tiene que γ(t) → 1 cuando
t→ ±∞. Luego en particular tenemos

Re(γ(t)) = Re(γ(−t)),
γ(+∞) = γ(−∞).

Por consiguiente,

Si z(0) < 0, entonces Re(γ(0)) < 0. Aśı γ gira alrededor del origen, es decir,
η(γ, 0) ≥ 1. Y por tanto z tiene al menos una ráız con parte real positiva.
Luego aplicando la Proposición 1.3.11 tenemos que el equilibrio(

0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n

)

es localmente inestable.

Ahora bien, si z(it) /∈ R− ∀t ≥ 0, entonces Re(γ(t)) ≥ 0. Por consiguiente, γ no
gira entorno al origen. Luego, z no tiene ninguna ráız con parte real positiva.
Aplicando de nuevo la Proposición 1.3.11 tenemos que el equilibrio(

0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n

)

es localmente asintóticamente estable.

3.5. Un caso particular de estabilidad local para el equilibrio
presa sana-depredador

Vamos a considerar algunas hipótesis particulares con las que obtendremos que el
equilibrio (

0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n

)
es localmente asintóticamente estable.

Aparte de las hipótesis (H1)–(H6) supongamos estas otras,

(H7) Supongamos que la tasa de mortalidad de la presa sana es la suma de una función
dependiente sólo en edad y de otra dependiente sólo en la población total. Es decir,

µ2(a, P ) = n1(a) + n2(P ), para todo a ∈ (0,+∞) y P ∈ R+.
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(H8) Además, supongamos que la tasa de depredación sobre los individuos infectados es
estrictamente mayor que sobre los individuos sanos, es decir,

M1 > M2,

y se verifica
νM2

n
(M1 −M2) > 1 + q.

(H9) También imaginemos que la infección afecta más fuertemente a los individuos más
jóvenes, es decir, existe α > 0 con

(3.51) α <
m+ νM2S̃

n
(M1 −M2)− S̃(1 + q)

tal que
K(a) ≤ e−αa e.c.t. a ∈ (0,+∞).

Como queremos que exista el equilibrio (0, s̃(a), ψ3), donde como en la Sección anterior,

ψ3 :=
m+ νM2S̃

n
,

debemos además suponer que

(H10)

R̃(0) :=
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
n1(σ) dσ −

(
n2(0) +

M2m

n

)
a

]
da > 1.

Denotamos

H :=
∫ ∞

0
exp

[
−
∫ τ

0
µ2(σ, S̃) dσ − ψ3M2τ

]
dτ,

entonces por la ecuación (3.30) tenemos que

(3.52) s̃(a) =
S̃

H
exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S̃) dσ − ψ3M2a

]
,

donde S̃ verifica

(3.53)
∫ ∞

0
β(a) exp

[
−
∫ a

0
µ2(σ, S̃) dσ − ψ3M2a

]
da = 1.

Sea la función χ definida en (3.46), entonces tenemos el siguiente resultado

Proposición 3.5.1. Supongamos (H1)-(H10), entonces para todo λ real y positivo se tiene
que χ(λ) > 0.

Demostración. Podemos escribir,

χ(λ) := χ1(λ)χ2(λ)− χ3(λ)χ4(λ),
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donde

χ1(λ) := 1− q

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ1(τ,eS)dτda

χ2(λ) := 1− S̃

H

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a

(∫ a

0
K(σ)e(λ+ψ3(M1−M2))σ−

R a
σ µ1(τ,eS)dτ−

R σ
0 µ2(τ,eS)dτdσ

)
da

χ3(λ) :=
∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ1(τ,eS)dτda

χ4(λ) :=
qS̃

H

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a

(∫ a

0
K(σ)e(λ+ψ3(M1−M2))σ−

R a
σ µ1(τ,eS)dτ−

R σ
0 µ2(τ,eS)dτdσ

)
da.

Acotemos χ1(λ). Gracias a que M1 > M2, µ1(a, P ) ≥ µ2(a, P ) y (3.53), tenemos que

χ1(λ) >
(

1−
∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
> 0.(3.54)

Acotemos ahora χ2(λ). Denotemos por Θ := −α + ψ3(M1 −M2), que sabemos que es
positiva gracias a (3.51). Luego

S̃

H

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a

(∫ a

0
K(σ)e(λ+ψ3(M1−M2))σ−

R a
σ µ1(τ,eS)dτ−

R σ
0 µ2(τ,eS)dτdσ

)
da

≤ S̃

H

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a

(∫ a

0
e(λ+Θ)σ−

R a
σ µ1(τ,eS)dτ−

R σ
0 µ2(τ,eS)dτdσ

)
da

≤ S̃

H

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτ

(∫ a

0
e(λ+Θ)σdσ

)
da

=
S̃

H(λ+ Θ)

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτ

(
e(λ+Θ)a − 1

)
da

=
S̃

H(λ+ Θ)

(∫ ∞

0
e−αa−ψ3M2a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda−

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
≤ S̃

H(λ+ Θ)

(
H −

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
=

S̃

λ+ Θ

(
1− 1

H

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
.

Aśı ∀λ ≥ 0 tenemos que

χ2(λ) ≥ 1− S̃

λ+ Θ
+

S̃

H(λ+ Θ)

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda.(3.55)

Además esta cota es positiva gracias a (3.51).
Acotemos χ3(λ), usando que M1 > M2 y µ1(a, P ) ≥ µ2(a, P ), tenemos que ∀λ ≥ 0

(3.56) χ3(λ) < H.
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Acotemos χ4(λ), usando (3.53) y la acotación de tipo exponencial negativa de K se tiene

χ4(λ) ≤ qS̃

H

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a

(∫ a

0
e(λ+Θ)σ−

R a
σ µ1(τ,eS)dτ−

R σ
0 µ2(τ,eS)dτdσ

)
da

≤ qS̃

H

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτ

(∫ a

0
e(λ+Θ)σdσ

)
da

=
qS̃

H(λ+ Θ)

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτ

(
e(λ+Θ)a − 1

)
=

qS̃

H(λ+ Θ)

(
1−

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
.

Por consiguiente

(3.57) χ4(λ) ≤ qS̃

H(λ+ Θ)

(
1−

∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
.

Por tanto, por (3.54)-(3.57) y ser todas estas cotas positivas, tenemos que ∀λ ≥ 0

χ(λ) >
(

1− S̃

λ+ Θ
+

S̃

H(λ+ Θ)

∫ ∞

0
e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda− qS̃

λ+ Θ

)
×
(

1−
∫ ∞

0
β(a)e−(λ+ψ3M1)a−

R a
0 µ2(τ,eS)dτda

)
:= Γ1(λ)Γ2(λ).

Ahora bien, Γ2(λ) > 0 ∀λ ≥ 0.
Veamos que, Γ1(λ) > 0 para todo λ ≥ 0, entonces tendremos que χ(λ) > 0. Se tiene que

Γ1(λ) ≥ 1− S̃

λ+ Θ
(1 + q) ∀λ ≥ 0.

Luego, gracias a (3.51), se tiene que Γ1(λ) > 0 ∀λ ≥ 0.
Por tanto bajo la hipótesis (H1)-(H10) tenemos que para todo λ ≥ 0, χ(λ) > 0.

Proposición 3.5.2. El equilibrio (0, s̃(a), ψ3) es asintóticamente estable.

Demostración. Gracias a la Proposición 3.5.1 nos falta ver que z(λ), definida en (3.48)
no tiene ráıces positivas. Bajo las condiciones que hemos supuesto tenemos que

∂µ2

∂P
(a, P ) = n′2(P ), ∀P ∈ R+.

Luego, en este caso particular podemos escribir z(λ) como

z(λ) =
(
λ−1

(
1− (s̃(0))−1

∫ ∞

0
β(a)s̃(a)e−λada

))(
λ+ S̃

(
n′2(S̃) +M2Aλ

))
:= z1(λ)z2(λ).



110 Caṕıtulo – 3. Comportamiento asintótico de los equilibrios libres de enfermedad

Es fácil comprobar que z1(λ) no tiene ceros con parte real positiva.
Busquemos entonces, las ráıces de z2(λ). Sea λ = Reλ+ i Imλ, se tiene que

Re(z2(λ)) = Reλ+ n′2(S̃)S̃ +
νM2S̃ψ3(Reλ+ nψ3)

(Reλ+ nψ3)2 + (Imλ)2
,

Im(z2(λ)) = Imλ

(
1− S̃νM2ψ3

(Reλ+ nψ3)2 + (Imλ)2

)
.

Por tanto si Reλ ≥ 0 ⇒ Re(z2(λ)) > 0, aśı que no hay autovalores con parte real positiva.

Por consiguiente tenemos que el equilibrio (0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n
) es localmente asintótica-

mente estable.

Luego resumiendo los resultados obtenidos sobre la estabilidad e inestabilidad de los
equilibrios, tenemos:

Los equilibrios (0, 0, 0) y (0, s∗(a), 0) son inestables.

El equilibrio (0, 0,m/n) es

• localmente asintóticamente estable si R̃0 < 1;

• inestable si R̃0 > 1.

El equilibrio (0, s̃(a),
m+ νM2S̃

n
) es

• inestable si:

1. existe λ0 ∈ [0,+∞) tal que χ(λ0) < 0 con χ definida en (3.46);
2. si z(0) < 0, con z definida en (3.49);

• localmente asintóticamente estable si z(it) /∈ R− ∀t ≥ 0.



CAPÍTULO 4

Análisis del comportamiento asintótico del

modelo presa-depredador con datos no

dependientes en edad

En el Caṕıtulo anterior, estudiamos el comportamiento asintótico de los equilibrios
libres de enfermedad del modelo presa-depredador con enfermedad en la presa. Para con-
tinuar con un estudio asintótico más general, es decir para hacer un estudio del compor-
tamiento asintótico de todos los equilibrios, vamos a suponer en este Caṕıtulo que los datos
son independientes de la edad, y además supondremos que la tasa de natalidad depende
de la población total.

4.1. Introducción

Consideraremos en el modelo (2.5) que:

la tasa de infección y de recuperación, K y γ, respectivamente, son constantes (i.e.
K, γ ∈ R+);

la tasa de mortalidad de la presa, tanto de los individuos infectados como de los
individuos sanos, µ1 y µ2, son independientes de la edad. Luego, para i = 1, 2,

µi : R+ → R+,

tal que µ1(P ) > µ2(P ), para todo P ∈ R+.
Además, supondremos que las funciones µi son continuamente diferenciables, cre-
cientes y verifican que

ĺım
P→+∞

µi(P ) = +∞.

la tasa de natalidad de la presa, β, es tomada

β : R+ → R+,

continuamente diferenciable, decreciente y verifica

ĺım
P→+∞

β(P ) = 0.
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Nótese, que la dependencia de β(P ) hace que no esté incluida en las hipótesis del
Caṕıtulo anterior.

Estas hipótesis son “lógicas” biológicamente. En efecto, estas tasas independientes
en edad corresponden a procesos en un hábitat duro, es decir que la supervivencia y el
nacimiento de la especie no dependen de la edad de la especie, sino principalmente del
número de individuos que habitan.

Teniendo en cuenta la independencia de la edad, el modelo (2.5) se transforma en éste:

(4.1)



∂i

∂t
+
∂i

∂a
+ µ1(P (t))i(a, t) = KI(t)s(a, t)− γi(a, t)−M1i(a, t)Y (t),

∂s

∂t
+
∂s

∂a
+ µ2(P (t))s(a, t) = −KI(t)s(a, t) + γi(a, t)−M2s(a, t)Y (t),

Y ′ = mY (t)− nY 2(t) + νM1I(t)Y (t) + νM2S(t)Y (t),

i(0, t) = qβ(P (t))I(t),

s(0, t) = β(P (t))
(
S(t) + (1− q)I(t)

)
,

i(a, 0) = i0(a), s(a, 0) = s0(a), Y (0) = Y0,

donde, siguiendo las notaciones de los Caṕıtulos precedentes, I,S y P , denotan la población
total de individuos infectados, susceptibles y presa, es decir

I(t) =
∫ ∞

0
i(a, t) da, S(t) =

∫ ∞

0
s(a, t) da y P (t) = I(t) + S(t) =

∫ ∞

0
p(a, t) da.

Ahora bien, integrando las dos primeras ecuaciones entre 0 y +∞ con respecto a la variable
edad, y teniendo en cuenta la hipótesis, i(a, t), s(a, t) → 0 cuando a→ +∞, obtenemos el
siguiente sistema diferencial ordinario,

(4.2)



I ′ = qβ(P )I − µ1(P )I +KIS − γI −M1IY,

S′ = β(P )
(
S + (1− q)I

)
− µ2(P )S −KIS + γI −M2SY,

Y ′ = mY − nY 2 + νM1IY + νM2SY,

I(0) = I0, S(0) = S0, Y (0) = Y0,

donde,

I0 =
∫ ∞

0
i0(a) da y S0 =

∫ ∞

0
s0(a) da.

Nuestro objetivo principal en este Caṕıtulo será el estudio del comportamiento global
del sistema diferencial ordinario (4.2). Aunque, en realidad, haremos algo más: analizare-
mos el efecto que produce la entrada de un depredador en un modelo de epidemia. Para
ello primero analizaremos el modelo suponiendo que no existe depredador, es decir sólo
tenemos presa y después estudiaremos el modelo completo; comparando los resultados
obtenidos.

Aśı en una primera etapa estudiaremos el comportamiento asintótico del modelo sin la
existencia del depredador, es decir asumiremos que Y ≡ 0. En este caso tenemos un sistema
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de dimensión dos, lo cual nos permitirá, para el estudio del comportamiento asintótico,
utilizar, por ejemplo, teoremas del tipo Poincaré-Bendixson (ver entre otros, [78]).

En una segunda etapa analizaremos el comportamiento asintótico del modelo completo,
es decir del modelo (4.2). Puesto que este sistema diferencial es de dimensión tres no
podemos aplicar algunos de los Teoremas que se aplicarán al caso sin depredador.

Un esquema a seguir de lo que haremos en este Caṕıtulo es el siguiente: en la Sección
4.2 analizaremos el modelo sin depredador. Primero veremos condiciones para la existencia
de equilibrios del problema asintótico asociado al modelo sin depredador. Continuaremos
estudiando la estabilidad local y global de los equilibrios encontrados.

Posteriormente, en la Sección 4.3 analizaremos el modelo completo, es decir pondremos
en juego la entrada de un depredador. Primero estudiaremos la existencia de equilibrios
para dicho modelo. Llegaremos a probar, que bajo ciertas condiciones existe un número
impar de equilibrios endémicos, (I∗, S∗, Y ∗), lo cual se quedó abierto en el Caṕıtulo anterior
con los datos dependientes en edad. A continuación, estudiaremos las estabilidades local
y global de los equilibrios.

Probaremos que la entrada del depredador puede ayudar a la extinción de la enfer-
medad perdurando los individuos sanos; esto puede ser interpretado como un control para
eliminar la enfermedad.

Para concluir el Caṕıtulo, veremos, por medio de un ejemplo, un rango completo de
valores de K y M1, tal que, sin la presencia del depredador la enfermedad persiste y con
la llegada del depredador desaparece.

4.2. Estudio del modelo sin depredador

Como hemos comentado, primero vamos a estudiar el comportamiento asintótico del
modelo (4.2) sin la existencia de depredador, es decir

(4.3)


I ′ = qβ(P )I + µ1(P )I +KIS − γI,

S′ = β(P )
(
S + (1− q)I

)
− µ2(P )S −KIS + γI,

I(0) = I0, S(0) = S0.

A lo largo de todo el Caṕıtulo vamos a denotar,

RS := µ2(0)− β(0), RI := µ1(0)− β(0).(4.4)

Evidentemente RS < RI .

Lema 4.2.1. Existe un único punto, PS ≥ 0, tal que

(4.5) µ2(PS) = β(PS),

si y sólo si RS ≤ 0.
Existe un único punto, PI ≥ 0, tal que

(4.6) µ1(PI) = β(PI),
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si y sólo si RI ≤ 0.
En el caso de la existencia del punto PI se tiene que PI < PS.

Demostración. Consideremos las funciones

FS : R+ → R FI : R+ → R
P 7→ µ2(P )− β(P ) P 7→ µ1(P )− β(P )

Gracias a las hipótesis de crecimiento y decrecimiento de las tasas de mortalidad y de
natalidad, respectivamente, tenemos que tanto la función FS como FI son estrictamente
crecientes, y además FS(P ), FI(P ) → +∞ cuando P → +∞. De aqúı se sigue fácilmente
el resultado.
Y puesto que, FI(P ) > FS(P ) para todo P ∈ R+, se sigue que PI < PS .

Proposición 4.2.2. Para cada (I0, S0) ∈ R2
+, existe una única solución global de (4.3),

que es positiva y acotada uniformemente.

Demostración. Una aplicación directa del Teorema de Picard nos garantiza la existen-
cia y unicidad de solución local para cada (I0, S0) ∈ R2

+. La positividad de la solución
la obtenemos trivialmente. Efectivamente, tenemos que I verifica la siguiente ecuación
diferencial,

I ′ = (qβ(P ) + µ1(P ) +KS − γ) I,

y por tanto se tiene que I es positiva. Entonces, gracias a la positividad de la función β y
de la constante γ, S verifica:

S′ ≥ (β(P )− µ2(P )−KI)S.

Por consecuencia, se tiene la positividad de la función S partiendo de un dato inicial
positivo.

Veamos entonces la existencia de solución global para el sistema (4.3). De (4.3), y
usando el hecho que P = I + S, se tiene que

(4.7)

 P ′ = β(P )P − µ1(P )I − µ2(P )S,

P (0) = P0 := I0 + S0.

Gracias a la hipótesis µ1 ≥ µ2, es fácil comprobar que

(4.8) (β(P (t))− µ1(P (t)))P (t) ≤ P ′(t) ≤ (β(P (t))− µ2(P (t)))P (t).

Para i = 1, 2, consideramos los siguientes sistemas

(EDO)i

{
ẋi = (β(xi)− µi(xi))xi
xi(0) = P0.

Aśı, por la desigualdad (4.8) y utilizando un Teorema de comparación (véase por ejemp-
lo [60]), se tiene que

x1(t) ≤ P (t) ≤ x2(t)

en sus respectivos dominios de definición. Y puesto que β es decreciente y µ2 es creciente,
se llega a que
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1. Si RS ≥ 0, entonces β(r) < µ2(r) para todo r ∈ (0,+∞). Luego x2(t) ≤ P0, para
todo t ∈ [0,+∞). Por consiguiente,

0 < x1(t) ≤ P (t) ≤ x2(t) ≤ P0 para todo t ∈ [0,+∞).

2. Si RS < 0, entonces x2(t) ≤ máx{P0, PS} para todo t ∈ [0,+∞). Luego

0 < x1(t) ≤ P (t) ≤ x2(t) ≤ máx{P0, PS} para todo t ∈ [0,+∞).

Luego tenemos existencia y unicidad global de la solución, y además dicha solución
está uniformemente acotada.

4.2.1. Existencia de equilibrios del modelo sin depredador

Como un primer paso para el estudio del comportamiento asintótico de (4.3) vamos a
buscar los puntos de equilibrios de dicho sistema.
La ecuación que verifican los puntos estacionarios es la siguiente:

(4.9)

{ (
−qβ(P ∗) + µ1(P ∗)−KS∗ + γ

)
I∗ = 0,

−β(P ∗)
(
S∗ + (1− q)I∗

)
+ µ2(P ∗)S∗ = −KI∗S∗ + γI∗.

Teniendo en cuenta que I∗ = P ∗ − S∗ y combinando (4.9)1 con (4.9)2, entonces podemos
escribir (4.9) como

(4.10)

{ (
−qβ(P ∗) + µ1(P ∗)−KS∗ + γ

)
(P ∗ − S∗) = 0,(

µ2(P ∗)− µ1(P ∗)
)
S∗ =

(
β(P ∗)− µ1(P ∗)

)
P ∗.

A lo largo de toda la Sección, consideraremos las siguientes notaciones:

(4.11)
S(P ) :=

µ1(P )− qβ(P ) + γ

K

T1 := sup
Q∈I1

{µ′1(Q)− qβ′(Q)} donde I1 :=
{

(PI , PS) si RI ≤ 0
(0, PS) si RI > 0.

Nótese que (P ∗, S(P ∗)) es solución de (4.10).

Teorema 4.2.3. El punto E00 := (0, 0) es siempre un equilibrio, trivial, del sistema (4.3).

1. Si RS ≥ 0, entonces el punto E00 es el único punto de equilibrio.

2. Si RS < 0 entonces existe otro equilibrio, E0S := (0, PS), es decir un equilibrio
libre de enfermedad. Además, si suponemos que K > T1, con T1 definido en (4.11),
tenemos que

a) Para RI ≤ 0, si

(4.12) K > K1 :=
µ1(PI)− qβ(PI) + γ

PI

entonces existe al menos otro equilibrio EIS := (I∗, S∗). Este tipo de equilibrios
son conocidos como equilibrios endémicos.
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b) Para RI > 0, entonces existe al menos otro equilibrio EIS := (I∗, S∗) si y sólo
si

(4.13) K > K2 :=
µ1(PS)− qβ(PS) + γ

PS
.

Cuando el sistema (4.3) tiene equilibrios endémicos, entonces en realidad posee un
número impar de dichos equilibrios.

Nota 4.2.4. Obsérvese que K1 puede ser expresado como

K1 :=
(1− q)β(PI) + γ

PI
,

puesto que µ1(PI) = β(PI).

Demostración. La prueba de la existencia del equilibrio trivial E00 es obvia. Estudiemos
la existencia de los otros equilibrios

1. Supongamos que RS > 0. En este caso, por la Proposición 4.2.2, se tiene que

β(P ) < µ2(P ), para todo P ≥ 0.

Además si tenemos que existe algún equilibrio no trivial, (I∗, S∗), éste debe verificar
que S∗ ≤ P ∗. Luego no puede existir ningún punto que verifique la ecuación (4.10)2,
puesto que

(µ2(P ∗)− µ1(P ∗))S∗ ≥ (µ2(P ∗)− µ1(P ∗))P ∗ > (β(P ∗)− µ1(P ∗))P ∗.

Aśı que si RS > 0, el único equilibrio que existe es el trivial.

2. Supongamos ahora que RS = 0. En este caso PS = 0 y β(P ) < µ2(P ) para todo
P > 0. Razonando de manera análoga al caso anterior, tenemos que el único punto
que verifica (4.10) es el equilibrio trivial.

3. Supongamos que RS < 0. Veamos, primero, la existencia del equilibrio libre de
enfermedad, E0S , para todo valor de RI . En este caso, se comprueba trivialmente
que el punto (0, PS) verifica el sistema (4.10).

Ahora, comprobemos la existencia de algún equilibrio no semitrivial, es decir
del tipo (I∗, S∗), con I∗ y S∗ no nulos.
Sea la aplicación S(P ) definida en (4.11), consideramos el conjunto

Σ := {P ∈ (0,+∞) tal que 0 < S(P ) < P}.

Por (4.10), se tiene que S∗ = S(P ∗), donde P ∗ > 0 verifica la igualdad

J(P ∗) = G(P ∗),

con J y G definidas por

(4.14)
J(P ) := (µ1(P )− β(P ))P,
G(P ) := (µ1(P )− µ2(P ))S(P ).
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Necesariamente P ∗ tiene que pertenecer al conjunto Σ para poder tener I∗ positiva y
no nula. Luego, por (4.10)2, β(P ∗) tiene que ser mayor que µ2(P ∗), y por consiguiente
obtenemos que P ∗ < PS .
Definimos

H : I1 → R(4.15)
P 7→ S(P )− P

y puesto que hemos supuesto que K > T1, entonces tenemos que H es una aplicación
decreciente en el intervalo I1.

a) Si RI ≤ 0, puesto que por hipótesis µ2 ≤ µ1, si existe un punto estacionario,
(I∗, S∗), por (4.10)2, se debe verificar que β(P ∗) < µ1(P ∗). Aśı tenemos que
P ∗ > PI . Por tanto,

(4.16) P ∗ ∈ (PI , PS).

Aśı, si admitimos que K > K1, con K1 definido en (4.12), se llega a que
(PI , PS) ⊆ Σ. En efecto, puesto que H definida en (4.15) es una función decre-
ciente en (PI , PS) y verifica que

H(PI) = S(PI)− PI < 0,

tenemos entonces que, H(P ) < 0 para todo P ∈ [PI , PS ], es decir

(4.17) 0 < S(P ) < P para todo P ∈ [PI , PS ].

Y por consiguiente (PI , PS) ⊆ Σ.
Considerando las aplicaciones J y G definidas en (4.14), se comprueba fácil-
mente que

J(PI) = 0 < G(PI)

y, por (4.17), se tiene que
J(PS) > G(PS).

Aśı aplicando el Teorema de Bolzano se obtiene al menos un punto P ∗ tal que
J(P ∗) = G(P ∗), y además existen un número impar de intersecciones de los
dos grafos.

b) Supongamos RI > 0. Veamos que existe al menos un punto de equilibrio si y
sólo si K > K2, con K2 definida por (4.13).

Supongamos que K ≤ K2 entonces se verifica que H(PS) ≥ 0, con H
definida en (4.15) y por consiguiente H(P ) > H(PS) ≥ 0 para todo P ∈ (0, PS).
Luego tenemos que no existe P ≤ PS tal que P ∈ Σ. Por tanto, no existe ningún
equilibrio no semitrivial.

Ahora, supongamos K > K2. Ya que hemos supuesto que RI > 0, entonces
se tiene que H(0) > 0 y además, puesto que K > K2, se llega a que H(PS) < 0.
Entonces, existe P2 ∈ (0, PS) tal que H(P2) = 0, y consecuentemente tenemos
que S(P2) = P2. Además se verifica que

S(P ) > P para todo P ∈ (0, P2)
S(P ) < P para todo P ∈ (P2, PS ].
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Como tenemos que P2 < PS entonces β(P2) > µ2(P2) y además, S(P2) = P2

entonces

J(P2) = (µ1(P2)− β(P2))P2 = (µ1(P2)− β(P2))S(P2)
< (µ1(P2)− µ2(P2))S(P2) = G(P2).

Luego J(P2) < G(P2) y además, por el caso anterior sabemos que se verifica
que J(PS) > G(PS). Por tanto, aplicando nuevamente el Teorema de Bolzano,
existe P ∗ ∈ (P2, PS), tal que J(P ∗) = G(P ∗). Procediendo de manera análoga
al caso anterior, existen un número impar de intersecciones de las funciones J
y G en (P2, PS).

Ahora vamos a dar alguna condición suficiente para la unicidad del equilibrio no semi-
trivial EIS .

Corolario 4.2.5. Supongamos que existe al menos un equilibrio no semitrivial, EIS.
Entonces si

(4.18) K > sup
Q∈I1

{((µ1(Q)− µ2(Q))(−qβ(Q) + µ1(Q))
)′

(µ′1(Q)− β′(Q))Q+ (µ1(Q)− β(Q))

}
,

donde I1 está definido en (4.11), existe un único equilibrio endémico, (I∗, S∗).

Demostración. Es fácil ver que bajo esta condición se tiene que J ′(P ) − G′(P ) > 0. Aśı,
podemos afirmar que tenemos unicidad del equilibrio semitrivial.

Nota 4.2.6. Se pueden imponer otras condiciones para tener unicidad del equilibrio
endémico. Por ejemplo,

Para RI ≤ 0, si estamos en las condiciones para tener existencia del equilibrio
EIS, y además suponemos que β′ es decreciente en (PI , PS) y β(0) < −β′(PI)PI , se
comprueba que tenemos unicidad de equilibrio endémico.

Para RI > 0, si estamos en las condiciones para tener existencia del equilibrio
EIS, y además suponemos que β′ es decreciente en (P2, PS) y β(0) < −β′(P2)P2, se
comprueba que tenemos unicidad de equilibrio endémico.

4.2.2. Estabilidad de los equilibrios

4.2.2.1. Estabilidad local de los equilibrios

Para estudiar la estabilidad local, utilizaremos las técnicas estándar de linealización
de (4.3) alrededor de un equilibrio cualquiera, (I∗, S∗).

Sea (I∗, S∗) un equilibrio del sistema (4.3), denotamos

Π1(t) := I(t)− I∗,

Π2(t) := S(t)− S∗,

Π(t) := P (t)− P ∗ ≡ Π1(t) + Π2(t)
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Luego el problema linealizado resultante es:

(4.19)



Π′
1 =
(
qβ(P ∗)− µ1(P ∗) + qβ′(P ∗)I∗ − µ′1(P

∗)I∗ +KS∗ − γ
)
Π1(t)

+
(
qβ′(P ∗)I∗ − µ′1(P

∗)I∗ +KI∗
)
Π2(t),

Π′
2 =
(
β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + (1− q)β(P ∗)− µ′2(P

∗)S∗ −KS∗ + γ
)
Π1(t)

+
(
β(P ∗) + β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗)− µ2(P ∗)− µ′2(P

∗)S∗ −KI∗
)
Π2(t).

Estableciendo las notaciones:

a1 := −qβ(P ∗) + µ1(P ∗)−KS∗ + γ + (−qβ′(P ∗) + µ′1(P
∗))I∗,

a2 := (−qβ′(P ∗) + µ′1(P
∗)−K)I∗,

b1 := −β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗)− (1− q)β(P ∗) + µ′2(P
∗)S∗ +KS∗ − γ,

b2 := −β(P ∗)− β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + µ2(P ∗) + µ′2(P
∗)S∗ +KI∗,

el sistema diferencial ordinario (4.19) puede escribirse como: Π′
1(t) + a1Π1(t) + a2Π2(t) = 0,

Π′
2(t) + b1Π1(t) + b2Π2(t) = 0.

Ahora procedemos a calcular la estabilidad, para ello realizamos los siguientes cambios de
variables:

Π1(t) = eλtv1, Π2(t) = eλtv2,

donde λ ∈ C y vi ∈ R+. Luego el problema de autovalores resultante es, (λ+ a1) v1 + a2v2 = 0,

b1v1 + (λ+ b2) v2 = 0.

Y se tiene que λ ∈ C es un autovalor si y sólo si verifica la siguiente ecuación caracteŕıstica:

(4.20) χ(λ) ≡ λ2 + (a1 + b2)λ+ (a1b2 − a2b1) = 0.

Tenemos el siguiente resultado sobre estabilidad local, derivado del estudio del signo de
los autovalores

Teorema 4.2.7.

1. El equilibrio trivial, E00, es localmente asintóticamente estable cuando RS > 0 e
inestable cuando RS < 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, E0S, supuesto que exista (es decir suponiendo que
RS > 0) es localmente asintóticamente estable cuando K < K2 e inestable cuando
K > K2.

3. Bajo la hipótesis K > T1 (donde T1 es definido por (4.11)) cualquier equilibrio
endémico, EIS, es localmente asintóticamente estable.
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Demostración.

1. En el caso del equilibrio trivial, E00, se tiene que

a1 = −qβ(0) + µ1(0) + γ,

a2 = 0,
b1 = −(1− q)β(0)− γ,

b2 = µ2(0)− β(0).

En este caso, obtenemos que los autovalores correspondientes son λ1 = qβ(0) −
µ1(0)− γ y λ2 = β(0)− µ2(0). Trivialmente se tiene el resultado, ya que

qβ(0)− µ1(0)− γ < β(0)− µ1(0) < β(0)− µ2(0) = −RS .

2. Ahora suponemos que existe el equilibrio libre de enfermedad, E0S := (0, PS), es
decir RS < 0. En este caso, se tiene que

a1 = −qβ(PS) + µ1(PS)−KPS + γ,

a2 = 0,
b1 = (−β′(PS) + µ′2(PS) +K)PS − (1− q)β(PS)− γ,

b2 = (−β′(PS) + µ′2(PS))PS .

Y resolviendo, (4.20), en este caso, obtenemos que las ráıces son

λ1 = KPS − µ1(PS) + qβ(PS)− γ

λ2 = (β′(PS)− µ′2(PS))PS .

Ahora bien, como la función β es decreciente y µ2 es creciente, tenemos que λ2 es
negativo, y por tanto, si K < K2 donde K2 estaba definida en (4.13), es decir

K2 :=
µ1(PS)− qβ(PS) + γ

PS
,

tenemos que λ1 < 0, y contrariamente si K > K2, entonces se tiene que λ1 > 0; y
de aqúı el resultado.

3. Supongamos que K > T1, y tenemos la existencia de algún equilibrio endémico.
Veamos entonces que estos equilibrios son localmente asintóticamente estables.
En este caso sabemos que I∗, S∗ y P ∗ verifican (4.9) y (4.10), luego en particular
tenemos que

− qβ(P ∗) + µ1(P ∗)−KS∗ + γ = 0,

KI∗ + µ2(P ∗)− β(P ∗) = ((1− q)β(P ∗) + γ)
I∗

S∗
.

Por tanto, obtenemos que

a1 = (−qβ′(P ∗) + µ′1(P
∗))I∗,

a2 = (−qβ′(P ∗) + µ′1(P
∗)−K)I∗,

b1 = −β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗)− β(P ∗) + µ1(P ∗)) + µ′2(P
∗)S∗,

b2 = ((1− q)β(P ∗) + γ)
I∗

S∗
− β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + µ′2(P

∗)S∗.
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Aśı, puesto que las funciones µi, para i = 1, 2, son funciones crecientes y β es
decreciente, se llega a que a1, b2 > 0.
También se tiene, por la demostración del Teorema 4.2.3, véase (4.16), que si

RI ≤ 0 ⇒ P ∗ ∈ [PI , PS ] ⇒ β(P ∗) < µ1(P ∗),

y si
RI > 0 ⇒ β(P ) < µ1(P ) para todo P ≥ 0.

Consecuentemente, b2 > 0. Como hemos supuesto que K > T1, entonces se tiene
que a2 < 0.
Por tanto, (a1 + b2) > 0 y (a1b2− a2b1) > 0. Luego, la ecuación caracteŕıstica (4.20)

χ(λ) ≡ λ2 + (a1 + b2)λ+ (a1b2 − a2b1),

sólo puede tener ráıces con parte real negativa. De aqúı se sigue el resultado.

4.2.2.2. Estabilidad global

Teorema 4.2.8.

1. El equilibrio trivial E00 es globalmente asintóticamente estable si RS > 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, E0S, supuesto que exista, es globalmente asintótica-
mente estable si K < K3, donde

(4.21) K3 :=


µ1(PI)− qβ(PI) + γ

PS
si RI ≤ 0

µ1(0)− qβ(0) + γ

PS
si RI > 0.

3. Bajo la hipótesis K > K2, si tenemos existencia y unicidad del equilibrio endémico
EIS entonces este equilibrio es globalmente asintóticamente estable.

Nota 4.2.9. Nótese que la estabilidad global del equilibrio E0S no está en contradicción
con el Teorema 4.2.7, puesto que K3 < K2. En efecto, sabemos que 0 < PI < PS, y
además por el crecimiento de la función µ1 y el decrecimiento de la función β, se llega a
que K3 < K2.

Demostración.

1. Supongamos RS > 0 y estudiemos la estabilidad global del equilibrio trivial E00.
Como RS > 0, se tiene que β(P (t)) < µ2(P (t)) para todo t ∈ R+. Luego, como
tenemos que P es positiva y gracias a (4.8), se llega a que

P (t) → 0 cuando t→∞.

Ahora bien, por la Proposición 4.2.2, tenemos que I y S son positivas, luego se sigue
que si RS > 0, entonces

I(t) → 0 y S(t) → 0 cuando t→∞.
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Consecuentemente si RS > 0, el equilibrio (0, 0) es globalmente asintóticamente
estable.

2. Supongamos que K < K3 y veamos la estabilidad global del equilibrio libre de
enfermedad (0, PS).
Demostremos primero el caso RI ≤ 0. Luego, en este caso hemos supuesto que

qβ(PI)− µ1(PI)− γ +KPS < 0.

Ahora bien, como β y µ1 son funciones continuas, entonces existe δ > 0 tal que

(4.22) qβ(PI − δ)− µ1(P1 − δ)− γ +K(PS + δ) < 0.

Por otra parte, en este caso tenemos que, por la Proposición 4.2.2, las soluciones x1

y x2 del problema (EDO)1 y (EDO)2, respectivamente verifican

x1(t) → PI cuando t→∞
x2(t) → PS cuando t→∞.

Luego, por (4.8), dado δ > 0 existe tδ > 0 tal que

PI − δ ≤ P (t) ≤ PS + δ, para todo t ≥ tδ.

Consecuentemente obtenemos que

I ′(t) ≤ (qβ(PI − δ)− µ1(PI − δ)− γ +K(PS + δ)) I(t),

aśı, de (4.22) sigue que
I(t) → 0 cuando t→∞.

Procediendo de manera análoga, se obtiene la misma convergencia para RI > 0, si

K <
µ1(0)− qβ(0) + γ

PS
,

pues en este caso se tiene que

0 ≤ P (t) ≤ PS + δ.

Por otra parte, tenemos que S verifica la ecuación diferencial no autónoma (intro-
duciendo la variable temporal en la función I(t))

S′ = β(S + I(t))
(
S + (1− q)I(t)

)
− µ2(S + I(t))S −KI(t)S.

Ahora bien, como I(t) → 0, entonces esta ecuación es asintóticamente estable, con
ecuación ĺımite

y′ = (β(y)− µ2(y))y.

Usando que RS < 0 se tiene que y(t) → PS cuando t → ∞, y gracias a la Proposi-
ción 1.4.4, se obtiene que

S(t) → PS cuando t→∞.

Por tanto, el equilibrio (0, PS) es globalmente asintóticamente estable.
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3. Supongamos la existencia y la unicidad del equilibrio endémico (I∗, S∗), y que K >
K2, en este caso tenemos que el equilibrio libre de enfermedad, E0S es inestable,
y puesto que para que exista el equilibrio endémico se debe verificar que RS < 0,
entonces el equilibrio trivial, E00, también es inestable.

Para estudiar la estabilidad global del equilibrio EIS , vamos a aplicar el criterio de
Dulac (ver Teorema 1.4.3) al sistema plano (4.3). Consideramos el abierto

Ω := {I > 0, S > 0}

y la función f , como
f = (F,G)T ,

donde

F (I, S) = qβ(I + S)I − µ1(I + S)I +KIS − γI,

G(I, S) = β(I + S)
(
S + (1− q)I

)
− µ2(I + S)S −KIS + γI.

Luego el sistema (4.3), puede ser escrito como

ẋ = f(x),

con x := (I, S)T .

Como multiplicador de Dulac consideramos la función B :=
1
IS

. Luego, se tiene que

∇ · (Bf) =
∂

∂I

(
F (I, S)
IS

)
+

∂

∂S

(
G(I, S)
IS

)
,

y aśı

∇ · (Bf) = β′(I + S)
(

1
I

+
1
S

)
− µ′1(I + S)

S
− µ′2(I + S)

I
− β(I + S)

S2
(1− q)

γ

S2
.

Claramente, ∇ · (Bf) no cambia de signo en Ω, pues es siempre negativo. Entonces,
aplicando el criterio de Dulac, se tiene que el sistema (4.3) no tiene soluciones periódi-
cas ni ciclos en Ω y el Teorema de Poincaré-Bendixson nos dice que en este caso el
conjunto ω-ĺımite consiste sólo de los puntos de equilibrios, y puesto que hemos visto
que tanto el equilibrio trivial, E00, como el equilibrio semitrivial, E0S son inestables
se tiene el resultado.

4.3. Estudio del modelo con depredador

Ahora vamos a estudiar que es lo que ocurre cuando aparece un depredador en nuestro
modelo. Por tanto, vamos a estudiar el modelo completo (4.2).

A lo largo del resto del Caṕıtulo, utilizamos la siguiente notación

RSY := µ2(0)− β(0) +
M2m

n
, RIY := µ1(0)− β(0) +

M1m

n
.(4.23)

Obsérvese que RIY > RSY .
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Lema 4.3.1. Existe un único punto, PSY ≥ 0, tal que

(4.24) −β(PSY ) + µ2(PSY ) +
M2

n
(m+ νM2PSY ) = 0,

si y sólo si RSY ≤ 0.
Existe un único punto, PIY ≥ 0, tal que

(4.25) −β(PIY ) + µ1(PIY ) +
M1

n
(m+ νM1PIY ) = 0,

si y sólo si RIY ≤ 0.
En el caso de la existencia del punto PIY se tiene que PIY < PSY .

Demostración. Análogamente a la demostración del Lema 4.2.1, consideremos las fun-
ciones

FSY : R+ → R

P 7→ µ2(P )− β(P ) +
M2

n
(m+ νM2P )

(4.26)
FIY : R+ → R

P 7→ µ1(P )− β(P ) +
M1

n
(m+ νM1P )

Es fácil comprobar que tanto la función FSY como la función FIY son estrictamente
crecientes, y además FSY (P ), FIY (P ) → +∞ cuando P → +∞. De aqúı se sigue fácil-
mente el resultado.

Puesto que, FIY (P ) > FSY (P ) para todo P ∈ R+, se tiene que PIY < PSY .

Nota 4.3.2.

Si RSY ≤ 0, entonces RS < 0, con RS definido en (4.4). Además, en este caso, se
comprueba que

PSY < PS .

Análogamente, si RIY ≤ 0, entonces RI < 0, con RI definido en (4.4). Además, en
este caso, se comprueba que

PIY < PI .

Proposición 4.3.3. Para cada (I0, S0, Y0) ∈ R2
+, existe una única solución global de (4.2),

que es positiva y acotada uniformemente.

Demostración. Una aplicación directa del Teorema de Picard nos garantiza la existencia
y unicidad de solución local para cada (I0, S0, Y0) ∈ R2

+. Además, gracias a la forma del
sistema, razonando de manera similar a la prueba de la Proposición 4.2.2, se comprueba
fácilmente que I(t), S(t), Y (t) ≥ 0.

Para el estudio de la existencia global y de la acotación uniforme, tenemos que por
(4.2), y usando que P = I + S,

(4.27)


P ′ = β(P )P − µ1(P )I − µ2(P )S −M1IY −M2SY,

Y ′ = (m+ νM1I + νM2S − nY )Y,

P (0) = I0 + S0 := P0, Y (0) = Y0.



4.3. Estudio del modelo con depredador 125

Ahora bien, es fácil ver que

P ′ ≤ (β(P )− µ2(P ))P
Y ′ ≤ (m+ νM1P − nY )Y.

Luego, considerando el sistema diferencial
ẋ = (β(x)− µ2(x))x,

ż = (m+ νM1x− nz) z,

x(0) = P0, z(0) = Y0.

se tiene que tanto x como z están acotados uniformemente y además, se verifica que
0 ≤ P (t) ≤ x(t) y 0 ≤ Y (t) ≤ z(t), para todo t ≥ 0.

Si RS < 0, entonces se tiene que x(t) → PS cuando t→ +∞, consecuentemente, dado
δ > 0 existe tδ > 0, tal que para todo t ≥ tδ se verifica

(4.28) 0 ≤ P (t) ≤ PS + δ.

También se verifica que
(m− nY )Y ≤ Y ′.

Consideramos la ecuación diferencial

(4.29)
{
ẋ = (m− nx)x,
x(0) = Y0,

claramente se verifica que
x(t) → m

n
.

Luego, dado δ > 0 existe tδ > 0, tal que para todo t ≥ tδ se verifica

(4.30) Y (t) ≥ m

n
− δ.

Ahora vamos a intentar encontrar una cota más óptima en el caso RSY ≤ 0. Gracias
a las hipótesis µ1 > µ2, M1 ≤M2 y el sistema (4.27), es fácil comprobar que

(β(P )− µ1(P )−M1Y )P ≤ P ′ ≤ (β(P )− µ2(P )−M2Y )P
(m− nY )Y ≤ Y ′ ≤ (m+ νM1P − nY )Y.

(4.31)

Consideramos x la solución de la ecuación diferencial (4.29), claramente se verifica que

x(t) ≥ mı́n
{
Y0,

m

n

}
:= Y{Y0,

m
n
}.

Luego por (4.31), tenemos que

(4.32) Y (t) ≥ Y{Y0,
m
n
}, para todo t ≥ 0.
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Aśı, sigue que

P ′(t) ≤ (β(P (t))− µ2(P (t))−M2Y{Y0,
m
n
})P (t), para todo t ≥ 0.

Ahora consideramos la ecuación diferencial{
ż =

(
β(z)− µ2(z)−M2Y{Y0,

m
n
}

)
z,

z(0) = P0.

Supongamos que RSY ≤ 0, en el otro caso se razona de manera análoga, diferenciando
entre Y0 ≤ m/n e Y0 > m/n.

Si RSY ≤ 0, entonces

β(0)− µ2(0)−M2Y{Y0,
m
n
} ≥ 0,

por consiguiente, razonando como en el Lema anterior, se tiene que existe P{Y0,
m
n
} ≥ 0 tal

que

(4.33) β(P{Y0,
m
n
})− µ2(P{Y0,

m
n
})−M2Y{Y0,

m
n
} = 0,

además se tiene que
PSY < P{Y0,

m
n
} < PS .

Aśı gracias a (4.31), tenemos que si RSY ≤ 0, entonces

(4.34) P (t) ≤ máx
{
P0, P{Y0,

m
n
}

}
:= YS , para todo t ≥ 0.

Ahora por (4.31) y (4.34), se llega a que

Y ′ ≤ (m+ νM1YS − nY )Y.

Consideramos, en primer lugar, la ecuación diferencial{
ẋ = (m+ νM1YS − nx)x,
x(0) = Y0,

aśı, obtenemos que

x(t) ≤ máx
{
Y0,

m+ νM1YS
n

}
:= YI .

Consecuentemente
Y (t) ≤ YI ,

por tanto,
P ′(t) ≥ (β(P (t))− µ1(P (t))−M1YI)P (t), para todo t ≥ 0.

Ahora consideramos la siguiente ecuación diferencial{
ż = (β(z)− µ1(z)−M1YI) z,
z(0) = P0.

Definimos

RYI
:= µ1(0)− β(0) +M1YI .(4.35)

Puesto que β es decreciente y µ1 es creciente, tenemos que
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1. Si RYI
≥ 0, entonces β(r) < µ1(r) +M1YI para todo r ∈ (0,+∞). Luego z(t) → 0

cuando t→ +∞, y en este caso, tenemos que

0 < P (t) para todo t ∈ [0,+∞).

2. Si RYI
< 0, entonces tenemos que existe PYI

tal que

(4.36) µ1(PYI
)− β(PYI

) +M1YI = 0.

Además, se tiene que PYI
< PIY .

En este caso tenemos que
ĺım
t→∞

z(t) = PYI
.

Por consiguiente, dado δ > 0 existe tδ tal que para todo t ≥ tδ,

P (t) ≥ PYI
− δ.

Resumiendo tenemos que

Lema 4.3.4.

1. Si RSY > 0, entonces

0 < P (t) <
{
P0 si RS > 0
máx{P0, PS} si RS ≤ 0

∀t ≥ 0.

2. Si RSY ≤ 0, entonces

0 < P (t) ≤ YS , para todo t ≥ 0.

Si además RYI
< 0, entonces dado δ > 0 existe tδ tal que para todo t ≥ tδ,

P (t) ≥ PYI
− δ.

4.3.1. Existencia de equilibrios

Como hicimos en el caso sin depredador, lo primero que vamos a hacer es buscar los
equilibrios del sistema (4.2). Denotamos (I∗, S∗, Y ∗) un equilibrio y por P ∗ = I∗ + S∗.
Aśı, el problema estacionario asociado al sistema (4.2) es,

(4.37)


−qβ(P ∗)I∗ + µ1(P ∗)I∗ = KI∗S∗ − γI∗ −M1I

∗Y ∗,

−β(P ∗)
(
S∗ + (1− q)I∗

)
+ µ2(P ∗)S∗ = −KI∗S∗ + γI∗ −M2S

∗Y ∗,

0 = mY ∗ − n(Y ∗)2 + νM1I
∗Y ∗ + νM2S

∗Y ∗.

Procediendo de manera análoga a la Sección anterior, es decir, sustituyendo I∗ =
P ∗ − S∗, y combinando las ecuaciones (4.37)1 y (4.37)2, se tiene

(4.38)


(
−qβ(P ∗) + µ1(P ∗)−KS∗ + γ +M1Y

∗)(P ∗ − S∗) = 0,(
µ2(P ∗)− µ1(P ∗) + (M2 −M1)Y ∗)S∗ =

(
β(P ∗)− µ1(P ∗)−M1Y

∗)P ∗,
mY ∗ − n(Y ∗)2 + νM1P

∗Y ∗ + ν(M2 −M1)S∗Y ∗ = 0.
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Resolviendo la ecuación (4.37)3, se encuentran dos posibles puntos Y ∗ que verifican la
ecuación

Y ∗ = 0(4.39)

Y ∗ =
m+ νM1P

∗ + ν(M2 −M1)S∗

n
.(4.40)

La existencia de los equilibrios para Y ∗ = 0 fue estudiada en la Sección anterior. Luego
nosotros estudiaremos en esta Sección la existencia de los equilibrios para Y ∗ verificando
(4.40).

Definimos las siguientes funciones,

FS : R+ → R FI : R+ → R
P 7→ µ2(P )− β(P ) P 7→ µ1(P )− β(P )

S : R+ −→ R Y : R+ −→ R
P 7→ S(P ) P 7→ Y (P ),

con

S(P ) :=
−qβ(P ) + µ1(P ) + γ +

M1m

n
+
νM2

1

n
P

K +
M1ν(M1 −M2)

n

,(4.41)

Y (P ) :=
m+ νM1P + ν(M2 −M1)S(P )

n
.(4.42)

Si nos fijamos en estas dos funciones y encontramos un P ∗ > 0 tal que verifique (4.38)2
con S∗ = S(P ∗) e Y ∗ = Y (P ∗), y además que P ∗ > S(P ∗) entonces tendremos que
(P ∗ − S(P ∗), S(P ∗), Y (P ∗)) es un equilibrio endémico del sistema (4.2).

Denotemos,

T2 := sup
Q∈I2

{−qβ′(Q) + µ′1(Q) +
νM1M2

n
} donde I2 :=

{
(PIY , PSY ) si RIY ≤ 0
(0, PSY ) si RIY > 0.

(4.43)

Como la existencia de equilibrios sin depredador, es decir Y ∗ = 0, fue analizada en la
Sección anterior, vamos a ver un resultado de existencia de equilibrios con Y ∗ 6= 0.

Teorema 4.3.5. El punto E00Y := (0, 0,m/n) es siempre un punto cŕıtico del sistema
(4.2).

1. Si RSY ≥ 0, entonces E00Y es el único punto de equilibrio, con persistencia del
depredador, para el sistema (4.2).

2. Si RSY < 0, entonces existe otro equilibrio,

E0SY := (0, PSY , (m+ νM2PSY ) /n),

es decir un equilibrio libre de enfermedad. Si además suponemos que K > T2, con
T2 definido en (4.43), se tiene que



4.3. Estudio del modelo con depredador 129

a) Para RIY ≤ 0, si

(4.44) K > K4 :=
µ1(PIY )− qβ(PIY ) + γ +

M1m

n
PIY

+
νM1M2

n

entonces existe al menos otro equilibrio endémico (I∗, S∗, Y ∗).

b) Para RIY > 0, entonces existe al menos otro equilibrio endémico (I∗, S∗, Y ∗)
si y sólo si

(4.45) K > K5 :=
µ1(PSY )− qβ(PSY ) + γ +

M1m

n
PSY

+
νM1M2

n
.

Cuando el sistema (4.2) tiene equilibrios endémicos, entonces en realidad posee un
número impar de dichos equilibrios.

Nota 4.3.6. Obsérvese que gracias a la definición del punto PIY , K4 puede escribirse
como

K4 :=
(1− q)β(PIY ) + γ

PIY
+
νM1

n
(M2 −M1).

Demostración. La demostración es parecida a la del Teorema 4.2.3, aunque un poco más
complicada.

La existencia del punto de equilibrio E00Y es trivial.

1. Veamos ahora la existencia del equilibrio libre de enfermedad, E0SY , y comprobemos
que un condición necesaria y suficiente es que RSY < 0.

Supongamos que existe un equilibrio semitrivial, (0, P ∗, Y ∗). Entonces se tiene que

S∗ = P ∗ e Y ∗ = Y (P ∗) =
m+ νM2P

∗

n
.

Además se debe verificar la ecuación (4.38)2, es decir, en este caso tenemos

µ2(P ∗)− µ1(P ∗) + (M2 −M1)Y ∗ = β(P ∗)− µ1(P ∗)−M1Y
∗

m
µ2(P ∗) +M2Y

∗ = β(P ∗).

Luego sustituyendo el valor de Y ∗, se llega a que P ∗ debe verificar

µ2(P ∗)− β(P ∗) +
M2

n
(m+ νM2P

∗) = 0.

Ahora bien, por la definición de FSY en (4.26), en realidad P ∗ debe ser un cero de
la función FSY . Y gracias al Lema 4.3.1, se tiene que la función FSY tiene una única
ráız positiva si y sólo si, RSY < 0, y en este caso la ráız es PSY .

Por tanto una condición necesaria y suficiente para la existencia del equilibrio libre
de enfermedad E0SY es que RSY < 0; y además en este caso tenemos unicidad de
equilibrio libre de enfermedad.
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2. Continuemos viendo que una condición necesaria para la existencia de equilibrio
endémico es que RSY < 0.

Definimos las siguientes funciones

G1 : R+ → R G2 : R+ → R
P 7→ G1(P ) P 7→ G2(P ),

con

G1(P ) := µ1(P ) +M1Y (P )− β(P ),
G2(P ) := µ2(P ) +M2Y (P )− β(P ),

(4.46)

donde Y (P ) está definida en (4.42).

Estamos buscando un equilibrio endémico del sistema (4.2), (I∗, S∗, Y ∗), luego debe
existir un P ∗ > 0 tal que

S∗ = S(P ∗), Y ∗ = Y (P ∗), P ∗ > S(P ∗) e I∗ = P ∗ − S(P ∗),

donde P ∗ verifica la ecuación (4.38)2. Es decir, si definimos el conjunto

Σ := {P ∈ (0,+∞) tal que 0 < S(P ) < P},

entonces P ∗ ∈ Σ, y además debe verificar la igualdad

(4.47) J(P ∗) = G(P ∗),

con J y G definidas por

J : R+ → R G : R+ → R(4.48)
P 7→ G1(P )P P 7→ (G1(P )−G2(P ))S(P ),

con G1 y G2 definidas en (4.46). Claramente se tiene que, G1(P ) > G2(P ) para
todo P ≥ 0. Ahora bien, como estamos buscando soluciones P ∗ ∈ Σ, se observa que
G(P ) ≥ 0 en Σ, luego para tener la igualdad (4.47), se debe verificar que J(P ∗) > 0.
Además, para P ∈ Σ tenemos que

G(P ) = (G1(P )−G2(P ))S(P ) < (G1(P )−G2(P ))P = J(P )−G2(P )P.

Aśı, para que se verifique (4.47), P ∗ debe cumplir que

(4.49) G2(P ∗) ≤ 0.

Ahora bien, como estamos buscando soluciones en Σ, se tiene que

Y (P ) >
m+ νM2P

n
∀P ∈ Σ.

Aśı,

(4.50) G2(P ) > µ2(P ) +
M2

n
(m+ νM2P )− β(P ) = FSY (P ) ∀P ∈ Σ,
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donde FSY fue definida en (4.26). Luego una condición necesaria para tener la ex-
istencia del equilibrio endémico es que RSY < 0, además en este caso tenemos que
P ∗ < PSY .

También hemos supuesto que K > T2, con T2 definido en (4.43), luego fácilmente se
comprueba que la aplicación

H : I2 → R(4.51)
P 7→ H(P ) := S(P )− P

es decreciente donde I2 := (PIY , PSY ) si RIY ≤ 0 e I2 := (0, PSY ) si RIY > 0.

a) Para RIY ≤ 0, se tiene que P ∗ ∈ (PIY , PSY ). En efecto, hemos visto que
J(P ∗) > 0, luego en particular G1(P ∗) > 0. Pero G1 verifica que

G1(P ∗) < FIY (P ∗),

luego FIY (P ∗) > 0, y aśı P ∗ > PIY .
Veamos primero que

(PIY , PSY ) ⊆ Σ.

En efecto, se tiene que

S(P ) >
FIY (P )

K +
M1ν(M1 −M2)

n

,

luego S(PIY ) > 0. Además, tenemos que la función H, definida en (4.51), es
decreciente en (PIY , PSY ). Aśı que

H(P ) := S(P )− P < S(PIY )− PIY , ∀P ∈ (PIY , PSY ).

Ahora bien, puesto que K > K4, es fácil ver que

S(PIY ) < PIY .

Por tanto, S(P ) < P , y consecuentemente

(PIY , PSY ) ⊆ Σ.

También se verifica que J(PIY ) < G(PIY ), puesto que

J(PIY ) =
νM1

n
(M2 −M1)S(PIY ) < 0 < G(PIY ).

Por otra parte, J(PSY ) > G(PSY ). En efecto, por (4.50), se tiene que

G2(PSY ) > FSY (PSY ) = 0,

y puesto que S(PSY ) < PSY entonces tenemos que

G(PSY ) = (G1(PSY )−G2(PSY ))S(PSY ) < (G1(PSY )−G2(PSY ))PSY
< G1(PSY )PSY = J(PSY ).

Luego aplicando el Teorema de Bolzano, se tiene que existe al menos un punto
P ∗ ∈ (PIY , PSY ) tal que J(P ∗) = G(P ∗). Y además existe un número impar
de puntos que verifican esta igualdad.
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b) Demostremos que para RIY > 0, existe al menos un equilibrio endémico si
y sólo si K > K5. Hemos visto que si existe un equilibrio endémico, se debe
verificar que P ∗ ≤ PSY y además P ∗ ∈ Σ.

Supongamos que K ≤ K5, entonces no existe P ∗ ∈ (0, PSY ) tal que P ∗ ∈
Σ. En efecto, puesto que la función H, definida en (4.51), es decreciente en
(0, PSY ), tenemos que

S(P )− P > S(PSY )− PSY ∀P ∈ (0, PSY ).

Ahora bien, si K ≤ K5, entonces S(PSY ) ≥ PSY y por tanto,

S(P ) > P ∀P ∈ (0, PSY ).

Consecuentemente K debe ser mayor que K5.
Supongamos ahora queK > K5, y veamos que existe al menos un equilibrio

endémico. En este caso se tiene que H(0) > 0 y además, puesto que K > K5,
se llega a que H(PSY ) < 0. Entonces, existe P̃2 ∈ (0, PSY ) tal que H(P̃2) = 0,
y consecuentemente S(P̃2) = P̃2, y se verifica que

S(P ) > P para todo P ∈ (0, P̃2) y S(P ) < P para todo P ∈ (P̃2, PSY ].

Como tenemos que S(P̃2) = P̃2, entonces

Y (P̃2) =
m+ νM2P̃2

n

y además, P̃2 < PSY entonces FSY (P̃2) < 0 y por tanto

−β(P̃2) < −µ2(P̃2)−
M2

n

(
m+ νM2P̃2

)
= −µ2(P̃2)−

M2

n
Y (P̃2).

Entonces se tiene que J(P̃2) < G(P̃2), en efecto, pues

J(P2) = G1(P̃2)P̃2 = (µ1(P̃2)− β(P̃2) +M1P̃2)S(P̃2)

< (µ1(P2)− µ2(P2) + (M1 −M2)Y (P̃2))S(P̃2) = G(P̃2).

Además, por el caso anterior, se tiene que J(PSY ) > G(PSY ). Por tanto, apli-
cando nuevamente el Teorema de Bolzano, existe un P ∗ ∈ (P̃2, PSY ), tal que
J(P ∗) = G(P ∗). Además, existe un número impar de puntos que verifican esta
igualdad.

4.3.2. Estabilidad de los equilibrios

4.3.2.1. Estabilidad local de los equilibrios

Para estudiar la estabilidad linealizamos alrededor del equilibrio (I∗, S∗, Y ∗). Denota-
mos,

Π1(t) := I(t)− I∗, Π2(t) := S(t)− S∗, Π3(t) := Y (t)− Y ∗.
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Luego el problema linealizado resultante es:

(4.52)



Π1
′=
(
qβ(P ∗)− µ1(P ∗) + qβ′(P ∗)I∗ − µ′1(P

∗)I∗ +KS∗ − γ −M1Y
∗
)
Π1

+
(
qβ′(P ∗)I∗ − µ′1(P

∗)I∗ +KI∗
)
Π2

−M1I
∗Π3,

Π2
′=
(
β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + (1− q)β(P ∗)− µ′2(P

∗)S∗ −KS∗ + γ
)
Π1

+
(
β(P ∗)+ β′(P ∗)(S∗+ (1− q)I∗)− µ2(P ∗)− µ′2(P

∗)S∗−KI∗−M2Y
∗
)
Π2

−M2S
∗Π3,

Π′
3=νM1Y

∗Π1 + νM2Y
∗Π2 +

(
m− 2nY ∗ + νM1I

∗ + νM2S
∗
)
Π3.

Establecemos las siguientes notaciones:

a1 :=
(
−qβ(P ∗) + µ1(P ∗)− qβ′(P ∗)I∗ + µ′1(P

∗)I∗ −KS∗ + γ +M1Y
∗) ,

a2 := (−qβ′(P ∗) + µ′1(P
∗)−K)I∗,

a3 := M1I
∗,

b1 := −β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗)− (1− q)β(P ∗) + µ′2(P
∗)S∗ +KS∗ − γ,

b2 := −β(P ∗)− β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + µ2(P ∗) + µ′2(P
∗)S∗ +KI∗ +M2Y

∗,

b3 := M2S
∗,

c1 := −νM1Y
∗,

c2 := −νM2Y
∗,

c3 := −m+ 2nY ∗ − νM1I
∗ − νM2S

∗,

(4.53)

luego el sistema diferencial ordinario (4.52) puede escribirse como:
Π1

′(t) + a1Π1(t) + a2Π2(t) + a3Π3(t) = 0,

Π′
2(t) + b1Π1(t) + b2Π2(t) + b3Π3(t) = 0,

Π3
′(t) + c1Π1(t) + c2Π2(t) + c3Π3(t) = 0.

Ahora procedemos a calcular la estabilidad, para ello realizamos los siguientes cambios de
variables:

Π1(t) = eλtv1, Π2(t) = eλtv2 y Π3(t) = eλtv3,

donde λ ∈ C y vi ∈ R+. Aśı, el problema de autovalores resultante es,
(λ+ a1) v1 + a2v2 + a3v3 = 0,

b1v1 + (λ+ b2) v2 + b3v3 = 0,

c1v1 + c2v2 + (λ+ c3) v3 = 0.

Por consiguiente la ecuación caracteŕıstica de los autovalores es:

(4.54) Ψ(λ) :=

∣∣∣∣∣∣
λ+ a1 a2 a3

b1 λ+ b2 b3
c1 c2 λ+ c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Proposición 4.3.7. Los equilibrios donde desaparecen el depredador, es decir todos los
equilibrios con Y ∗ = 0, son inestables.

Demostración. En este caso tenemos que c1, c2 = 0, luego la ecuación caracteŕıstica se
convierte en

Ψ(λ) = (λ+ c3) [(λ+ a1)(λ+ b2)− a2b1] = 0.

Por tanto,
λ1 = −c3 > 0

es un autovalor positivo. Consecuentemente, los equilibrios con Y ∗ = 0 son inestables.

Teorema 4.3.8.

1. El equilibrio E00Y es localmente asintóticamente estable si RSY > 0 e inestable si
RSY < 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, E0SY , supuesto que exista, es localmente asintótica-
mente estable si K < K5, con K5 definido por (4.45), e inestable cuando K > K5.

3. Cualquier equilibrio endémico, (I∗, S∗, Y ∗), supuesto que exista, bajo la hipótesis
K > T2, con T2 definido en (4.43), es localmente asintóticamente estable si se verifica

(4.55) −β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + µ′2(P
∗)S∗ > (1− q)β(P ∗) + γ.

Demostración.

1. Para el equilibrio trivial (0, 0,m/n), se observa que los autovalores que se obtienen
son:

λ1 = −m,

λ2 =
(
qβ(0)− µ1(0)− γ − M1m

n

)
,

λ3 =
(
β(0)− µ2(0)− M2m

n

)
= −RSY .

Ahora bien,

qβ(0)− µ1(0)− γ − M1m

n
< −RSY ,

y de aqúı se sigue el resultado.

2. Veamos ahora que ocurre con el equilibrio libre de enfermedad.
Gracias al Teorema 4.3.5, sabemos que este equilibrio existe si y sólo si RSY < 0, y
en este caso es único.
Nótese que en el caso que Y ∗ 6= 0, gracias a la ecuación (4.37), podemos escribir c3
definido en (4.53) como

c3 = m+ νM1I
∗ + νM2S

∗.
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Para el equilibrio libre de enfermedad, tenemos que:

a1 = (−qβ(PSY ) + µ1(PSY )−KPSY + γ +M1Y (PSY )) ,
a2 = 0,
a3 = 0,
b1 = −β′(PSY )PSY − (1− q)β(PSY ) + µ′2(PSY )PSY +KPSY − γ

b2 = −β′(PSY )PSY + µ′2(PSY )PSY ,
b3 = M2PSY

c1 = −νM1Y (PSY ),
c2 = −νM2Y (PSY ),
c3 = m+ νM2PSY ,

luego la correspondiente ecuación caracteŕıstica (4.54), se transforma en

Ψ(λ) = (λ+ a1)
(
λ2 + (b2 + c3)λ+ (b2c3 − b3c2)

)
:= Ψ1(λ)Ψ2(λ) = 0.

Ahora bien, puesto que (b2 + c3) y (b2c3− b3c2) son positivos, entonces Ψ2 no puede
tener ráıces con parte real positivas.

Estudiemos entonces la ráız de Ψ1.

Ψ1(λ) = 0 ⇔ λ = qβ(PSY )− µ1(PSY ) +KPSY − γ −M1Y (PSY ).

Por tanto si K < K5 entonces la ráız de Ψ1 es negativa, consecuentemente el equilib-
rio libre de enfermedad es localmente asintóticamente estable. Si K > K5 entonces
la ráız es positiva, y por tanto el equilibrio libre de enfermedad es inestable.

3. Estudiemos ahora la estabilidad del equilibrio no semitrivial, (I∗, S∗, Y ∗).

Bajo la hipótesis K > T2, con T2 definido en (4.43), supongamos que estamos en las
condiciones del Teorema 4.3.5 para la existencia de tales equilibrios.

Desarrollando el determinante (4.54), tenemos que λ ∈ C es autovalor si y sólo si es
un cero del siguiente polinomio:

Ψ(λ) :=λ3 + (a1 + b2 + c3)λ2 + (a1b2 + a1c3 + b2c3 − a2b1 − a3c1 − b3c2)λ
+ (a1b2c3 − a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a1b3c2)

:=λ3 + d1λ
2 + d2λ+ d3.

(4.56)

Por el Criterio de Routh-Hurwitz, (véase Lema 1.5.3), se tiene que Ψ no posee
ninguna ráız con parte real positiva si y sólo si

di > 0 para i = 1, 2, 3 y d1d2 − d3 > 0.

Ahora bien, (I∗, S∗, Y ∗) debe verificar (4.38), luego a1 y c3 pueden ser escrito como

a1 =
(
−qβ′(P ∗) + µ′1(P

∗)
)
I∗,

c3 = nY ∗.
(4.57)
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Veamos primero el signo de todos los coeficientes de la ecuación caracteŕıstica.

Fácilmente se comprueba que a1, a3, b3, c3 > 0 y c1, c2 < 0. Y puesto que hemos
supuesto que K > T2, entonces tenemos que a2 < 0. Veamos ahora el signo de b2.
Ya que (I∗, S∗, Y ∗) verifica la ecuación (4.37)2, se tiene que

b2 = (1− q)β(P ∗)
I∗

S∗
− β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗) + µ′2(P

∗)S∗ > 0.

Por tanto nos falta conocer el signo de b1. Por la ecuación (4.37)1 se tiene que

qβ(P ∗) +KS∗ − γ = µ1(P ∗) +M1Y
∗,

luego podemos escribir b1 como

b1 = −β′(P ∗)(S∗ + (1− q)I∗)− β(P ∗) + µ1(P ∗) +M1Y
∗ + µ′2(P

∗)S∗,

y por la ecuación (4.38)2 tenemos que

(µ1(P ∗)− β(P ∗) +M1Y
∗) = (µ1(P ∗)− µ2(P ∗) + (M1 −M2)Y ∗)

S∗

P ∗
,

como esta cantidad es positiva y debido al decrecimiento de β y al crecimiento de
µ2 se tiene efectivamente que b1 es positivo.

Aśı,

d1 = a1 + b2 + c3 > 0,
d2 = a1b2 + a1c3 + b2c3 − a2b1 − a3c1 − b3c2 > 0.

Veamos entonces el signo de d3. Tenemos que,

d3 = a1b2c3 − a2b1c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a1b3c2.

Primero sabemos que,

a1b2c3 + a2b3c1 − a3b2c1 − a1b3c2 > 0,

y además
+a3b1c2 − a2b1c3 = b1(a3c2 − a2c3).

Gracias a (4.57), se verifica que

a3c2 − a2c3 =
(
−νM1M2

n
+ qβ′(P ∗)− µ′1(P

∗) +K

)
I∗nY ∗.

Puesto que K > T2, con T2 definido en (4.43), entonces

a3c2 − a2c3 > 0.

Para terminar de verificar el Criterio de Routh-Hurwitz nos falta verificar que

d1d2 − d3 > 0.



4.3. Estudio del modelo con depredador 137

Como hemos visto, tenemos que

a1, a3, b1, b2, b3, c3 > 0 y a2, c1, c3 < 0,

entonces

d1d2 − d3 = a2
1b2 + a2

1c3 − a1a2b1 − a1a3c1 + a1b
2
2 + 2a1b2c3 + b22c3 − a2b1b2

− b2b3c2 + a1c
2
3 + b2c

2
3 − a3c1c3 − b3c2c3 − a2b3c1 − a3b1c2

> −a2b3c1 − a3b1c2 = a2 (νM1M2S
∗Y ∗) + b1 (νM1M2I

∗Y ∗) .

Ahora bien a2 > −KI∗, y gracias a (4.55), tenemos que b1 > KS∗, por tanto

d1d2 − d3 > −νKM1M2S
∗I∗Y ∗ + νKM1M2S

∗I∗Y ∗ = 0.

Luego, gracias al Criterio de Routh-Hurwitz, tenemos que la ecuación caracteŕıstica
(4.54) no puede tener ninguna ráız con parte real positiva, y consecuentemente el
equilibrio endémico es localmente asintóticamente estable.

4.3.2.2. Estabilidad global

Teorema 4.3.9.

1. El equilibrio E00Y es globalmente asintóticamente estable si RSY > 0.

2. Supongamos que RSY < 0, luego existe el equilibrio libre de enfermedad E0SY . En-
tonces si

(4.58) K < K6 :=

mM1

n
− qβ(0) + µ1(0) + γ

PS

el equilibrio E0SY es globalmente asintóticamente estable. De hecho, la enfermedad
desaparece.

Nota 4.3.10. Nótese que la estabilidad global del equilibrio E0SY no está en contradicción
con el Teorema 4.3.8, puesto que K6 < K5. En efecto, gracias a la Nota 4.3.2 tenemos que
PSY < PS, y además por el crecimiento de la función µ1 y el decrecimiento de la función
β, se llega a que K6 < K5.

Demostración. Veamos primero la estabilidad global del equilibrio E00Y cuando RSY > 0.
Puesto que RSY > 0, entonces existe δ > 0 tal que

(4.59) β(P (t))− µ2(P (t))−M2(m/n− δ) < 0 para todo t ≥ 0.

Por (4.30), se tiene que dado δ > 0 existe tδ > 0 tal que

Y (t) ≥ m

n
− δ para todo t ≥ 0.
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Luego, para t ≥ tδ, se llega a que

P ′(t) ≤
(
β(P (t))− µ2(P (t))−M2

(m
n
− δ
))

P (t).

Por tanto, gracias a (4.59), se tiene que

ĺım
t→+∞

P (t) = 0,

y puesto que I(t), S(t) ≥ 0 (véase Proposición 4.3.3), entonces tenemos que efectivamente

ĺım
t→+∞

I(t) = ĺım
t→+∞

S(t) = 0.

También se tiene que Y verifica la ecuación diferencial

Y ′ = (m− nY + νM1I(t) + νM2S(t))Y,

la cual es asintóticamente estable a

Y ′ = (m− nY )Y,

y una aplicación directa de la Proposición 1.4.4 nos da que

ĺım
t→+∞

Y (t) =
m

n
,

y consecuentemente la estabilidad global del equilibrio (0, 0,m/n) cuando RSY ≥ 0.
Veamos ahora la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad. Como para tener ex-

istencia de este equilibrio es necesario que RSY < 0, en particular se tiene que RS < 0.
Ahora gracias a (4.28) y (4.30), tenemos que dado δ > 0, existe tδ ≥ 0 tal que

(4.60)
0 ≤ P (t) ≤ PS + δ

Y (t) ≥ m

n
− δ

para todo t ≥ tδ.

Aśı, para t ≥ tδ, por (4.2), se tiene que

I ′ ≤
(
qβ(0)− µ1(0) +K(PS + δ)− γ −M1

(m
n
− δ
))

I.

Luego, si
K < K6,

tenemos que para δ suficientemente pequeño

qβ(0)− µ1(0) +K(PS + δ)− γ −M1

(m
n
− δ
)
< 0,

y por consiguiente I(t) → 0 cuando t→ +∞.
Veamos ahora que efectivamente

ĺım
t→+∞

S(t) = PSY ,

ĺım
t→+∞

Y (t) =
m+ νM2PSY

n
.
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Por (4.2), tenemos que S e Y verifican S′ = β(S + I(t))
(
S + (1− q)I(t)

)
− µ2(S + I(t))S −KI(t)S + γI(t)−M2SY,

Y ′ =
(
m+ νM1I(t) + νM2S − nY

)
Y.

Este sistema diferencial ordinario es asintóticamente estable con

(4.61)

{
S′ = (β(S)− µ2(S)−M2Y )S,

Y ′ = (m− nY + νM2S)Y.

Por tanto, estudiamos el sistema (4.61). Para ello utilizaremos el criterio de Dulac.
Usando el multiplicador 1/Y S, se obtiene que

∂

∂S

(
β(S)− µ2(S)

Y
−M2

)
+

∂

∂Y

(
m− nY

S
+ νM2

)
=
β′(S)− µ′2(S)

Y
− n

S
< 0.

Luego el criterio de Dulac (véase Teorema 1.4.3) nos dice que el sistema (4.61) no tiene
soluciones periódicas ni ciclos. Además, por el Teorema de Poincaré-Bendixson (véase [78])
y el hecho que en este caso los otros equilibrios ((PS , 0), (0,m/n) y (0, 0)) son inestables
el conjunto ω-ĺımite de este sistema es

{(PSY , (m+ νM2PSY )/n)}.

Consecuentemente, la Proposición 1.4.4 nos da el resultado, i.e. el equilibrio libre de
enfermedad (0, PSY , (m+ νM2PSY )/n) es globalmente asintóticamente estable.

4.4. Análisis de un caso concreto

Para una interpretación biológica véase la página 13 de la Introducción.
Ahora vamos a aplicar los resultados obtenidos a un caso particular. Supongamos que

las tasas de mortalidad y de natalidad de la presa vienen dadas por,

µi(P ) := µi P para i = 1, 2, con µ1 > µ2 > 0,

β(P ) := e−β P con β > 0.

Además supondremos que la tasa de recuperación de los infectados, γ, es nula, aunque los
individuos infectados se pueden recuperar por el proceso de nacimiento, y supondremos
que 0 < q < 1.

Examinemos primero el caso sin depredador.-

En este caso se tiene que,
RS = RI = −1 < 0.

Por tanto el equilibrio (0, 0) es inestable, además existe un equilibrio libre de enfer-
medad, (0, PS) donde

µ2 PS = e−β PS .
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También tenemos que la constante K2 definida en (4.13) es

K2 = µ1 − qµ2,

y por aplicación del Teorema 4.2.7, se tiene que el equilibrio libre de enfermedad es
estable si K < K2 e inestable cuando K > K2.

Por otra parte, en este caso se pueden mejorar las estimaciones obtenidas en el
Caṕıtulo y podemos concluir que existe un equilibrio endémico (I∗, S∗) si y sólo si
K > K2, y que además es único.

En efecto, para que exista un equilibrio endémico, por el Teorema 4.2.3, se debe
verificar la igualdad

J(P ∗) = G(P ∗),

con J y G definidas en (4.14). Luego, en este caso particular debe existir P ∗ > 0,
tal que

(4.62) Mµ1 P
∗ = Neβ P

∗
,

con

M :=
(

1 +
µ2 − µ1

K

)
y N :=

(
1 + q

µ2 − µ1

K

)
.

Claramente se tiene que M < N , y además sólo puede existir P ∗ > 0 verificando
(4.62), si M > 0 o bien N < 0, y además en estos casos P ∗ es única y verifica,

(4.63)
eβ P

∗

P ∗
=
Mµ1

N
.

Además tenemos que

(4.64) S∗ =
µ1 P

∗ − qeβ P
∗

K
< P ∗.

Ahora bien, gracias a (4.63), tenemos que sólo podemos tener esta igualdad si
K > K2, y además para este caso S∗ > 0. Con lo cual si K > K2, existe un
único equilibrio endémico (P ∗ − S∗, S∗) con P ∗ verificando (4.63) y S∗ verificando
(4.64).
Y puesto que tenemos entonces que existe un único equilibrio endémico por el Teo-
rema 4.2.8 sabemos que este es globalmente asintóticamente estable.

Supongamos que actúa un depredador.-

Buscaremos los equilibrios donde el depredador no desaparece, i.e. Y ∗ 6= 0.

Ahora, tenemos que

RSY = −1 +
M2m

n
y RIY = −1 +

M1m

n
.

Luego si M2m/n ≥ 1 entonces sólo existe el equilibrio trivial E00Y y además en este
caso es globalmente asintóticamente estable. Ahora bien, si M2m/n < 1, entonces
existe un único equilibrio libre de enfermedad ,

(0, PSY ,
m+ νM2PSY

n
),
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donde
µ2 PSY − e−β PSY +M2

m+ νM2PSY
n

= 0.

Y por el Teorema 4.3.8, este equilibrio es localmente asintóticamente estable si K <
K5 e inestable cuando K > K5, con K5 definida en (4.44), que en este caso concreto
queda como

K5 = K2 +
(
m+ νM2PSY

nPSY

)
(M1 − qM2) .

De hecho gracias al Teorema 4.3.9, si

M1 >
n

m
(q +KPS)

entonces es globalmente asintóticamente estable.

Resumiendo, si suponemos que K > K2, entonces si no existe depredador la enfer-
medad persiste, mientras si tenemos un depredador y suponemos además que

M1m/n > (q +KPS) y M2m/n < 1,

entonces desaparece la enfermedad gracias a la influencia del depredador.
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CAPÍTULO 5

Modelos evolutivos dependientes en edad con

difusión

En este Caṕıtulo, vamos a analizar un modelo no lineal de dinámica de poblaciones
con dependencia en edad, difusión espacial y con la influencia de un término de reacción-
difusión.

5.1. Planteamiento del modelo

Vamos a considerar un modelo no lineal que describe la dinámica de una especie con
dependencia en edad y estructura espacial.

Sea u(x, a, t) la densidad de la población de edad a > 0, en el instante de tiempo
t > 0 y en la posición x ∈ Ω. Supondremos que Ω es un dominio acotado de RN , con una
frontera, ∂Ω, regular.

Como ya explicamos en la Introducción el sistema que describe la dinámica de la
especie que vamos a estudiar en este Caṕıtulo es dado por

(5.1)



∂u

∂t
+
∂u

∂a
−∆u+ µ(x, a, t)u = f(x, a, t, u) en Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)× (0, T ),

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da en Ω× (0, T ),

donde T > 0.
En este Caṕıtulo, daremos primero un resultado general de existencia y unicidad de

solución del problema (5.1), bajo la hipótesis de la lipschitzianidad global de f en la vari-
able u. Después construiremos un método de sub-supersoluciones y probaremos, asumiendo
la existencia de un par de sub-supersoluciones de (5.1) y la lipschtizianidad de f entre
la sub y la supersolución, la existencia de una única solución del problema (5.1) entre la
subsolución y la supersolución. Obsérvese que aunque resultados de comparación han sido
previamente utilizados para tipos de problemas cuando f(x, a, t, u) ≡ f(x, a, t) (véase por

145
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ejemplo, [65, Cor. 4.2]), los resultados que obtenemos generalizan el método clásico de
sub-supersolución en las siguientes v́ıas: (5.1) es un problema de primer orden con poten-
cial singular y condición inicial no local. Nótese que gran parte de la dificultad de este
problema estriba en el hecho que vamos a suponer que µ(x, a, t) → +∞ cuando a → A†,
la cual es una condición necesaria para garantizar que la solución de (5.1) se anula cuando
a = A†.

Una de las ventajas de usar el método de sub-supersolución es que nos permitirá analizar
el comportamiento, a medida que el tiempo va aumentando, de la solución.

Aśı, un esquema de lo que vamos a realizar en este Caṕıtulo es el siguiente: en la
Sección 5.2, veremos unos preliminares que serán utilizados a lo largo de todo el Caṕıtulo,
como son el concepto de solución para el problema (5.1), estudiaremos el problema lineal
auxiliar del problema (5.1) dando un principio del mı́nimo y estudiando la existencia y
unicidad de solución del problema lineal asociado.

En la Sección 5.3, veremos la existencia y unicidad de solución del problema no lin-
eal (5.1), bajo la hipótesis de lipschitzianidad global de f .

En la Sección 5.4, describiremos el método de sub-supersoluciones para el proble-
ma (5.1), y demostraremos que bajo la hipótesis de existencia de un par de sub-supersolución
de (5.1) y la lipschitzianidad de la función f entre la sub y la supersolución, entonces ten-
dremos existencia y unicidad entre dicho par de sub-supersoluciones.

Para finalizar, en la última Sección, aplicaremos los resultados obtenidos a diferentes
modelos ecológicos: a un problema loǵıstico generalizado y a un problema de tipo Holling-
Tanner (véase por ejemplo [72] para una interpretación ecológica de estos modelos). En
concreto, para el estudio de un problema loǵıstico general supondremos que f viene dado
por

f(x, a, t, u) ≡ λu− g(u)

con g verificando ciertas hipótesis de crecimiento y en el problema de tipo Holling-Tanner
supondremos que f viene dado por

f(x, a, t, u) ≡ λu+
u

1 + u
.

Demostraremos que una elección conveniente de sub y supersolución para cada uno de los
modelos nos aportará información sobre el comportamiento asintótico de la solución de
los modelos concretos.

5.2. Preliminares

5.2.1. Hipótesis

A lo largo de todo el Caṕıtulo, por comodidad, vamos a denotar ∂a y ∂t la derivación
parcial en el sentido de las distribuciones. T es un número real finito positivo; t ∈ (0, T )
y por O, denotaremos el abierto (0, A†)× (0, T ).

Vamos a suponer que

(Hµ) La tasa de mortalidad verifica

µ ∈ C0(Ω× [0, A†)× [0, T ]), µ(x, a, t) ≥ 0 en Ω×O(5.2)
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y su comportamiento en a = A† viene dado por la “condición de divergencia”(véase
por ejemplo [61]):

(5.3)


0 < t < A†, x ∈ Ω, ĺım

a→A†

∫ t

0
µ(x, a− t+ τ, τ)dτ = +∞,

A† < t < T, x ∈ Ω, ĺım
a→A†

∫ a

0
µ(x, α, t− a+ α)dα = +∞.

(Hβ) La tasa de natalidad β definida en Ω×O verifica

β ∈ L∞(Ω×O), β(x, a, t) ≥ 0 e.c.t Ω×O.(5.4)

Denotaremos por

(5.5) β̄ := sup{β(x, a, t) : (x, a, t) ∈ Ω×O}

(H0) Asumiremos que la condición inicial, u0, verifica

(5.6) u0 ∈ L2(Ω× (0, A†)).

Nota 5.2.1. La condición (5.3) significa que la integral de µ es infinita en los segmentos
caracteŕısticos t−a = cte, con extremo inicial a = 0 y extremo final a = A† ó bien extremo
inicial t = 0 y extremo final a = A†.

Además, esta condición nos garantiza que, bajo ciertas hipótesis sobre f , la solución
del problema (5.1) se anula en a = A†, es decir la población muere al alcanzar la edad
a = A†. Esto se tiene fácilmente al resolver el problema (5.1) por el método de la ĺıneas
caracteŕısticas definido en la página 50 (véase por ejemplo [40, Teorema 3]).

Nota 5.2.2. Queremos hacer notar que la positividad de la tasa de mortalidad, aunque
desde un punto de vista biológico parece lógica, no es particularmente restrictiva. En efecto,
si realizamos el cambio de variable

w = e−ktu con k una constante positiva,

entonces w debe satisfacer la ecuación

∂tw + ∂aw −∆w + (µ+ k)w = g(x, a, t, w) := e−ktf(x, a, t, ektw).

Aśı, gracias a la hipótesis (Hµ), podemos tomar k suficientemente grande para que µ+ k
sea positiva.

5.2.2. Concepto de solución

Antes de la definición de solución del problema (5.1), para poder hablar de la solución
en las condiciones iniciales, vamos a dar un resultado de trazas previo (véase por ejemp-
lo [40, Lema 0]), el cual es una adaptación de los clásicos resultados de trazas en el caso
de los habituales espacio de Sobolev H1(Ω) y H1

0 (Ω) (véase por ejemplo [67] y [62]).

Lema 5.2.3. Sea A0 un número real estrictamente positivo y denotemos O0 := (0, A0)×
(0, T ). Sea u ∈ L2(O0;H1(Ω)) (resp. u ∈ L2(O0;H1

0 (Ω))) tal que (∂t + ∂a)u pertenece a
L2(O0; (H1(Ω))′) (resp. a L2(O0;H−1(Ω))). Entonces:
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a) para todo t0 ∈ (0, T ) y para todo a0 ∈ (0, A0), u tiene una traza en t = t0 que
pertenece a L2(Ω× (0, A0)) y en a = a0 que pertenece a L2(Ω× (0, T ));

b) sea v ∈ L2(O0;H1(Ω)) (resp. v ∈ L2(O0;H1
0 (Ω))) tal que (∂t + ∂a)v pertenece a

L2(O0; (H1(Ω))′) (resp. a L2(O0;H−1(Ω))), entonces se verifica la siguiente igualdad
de integración por partes∫∫

O0

〈(∂t + ∂a)u, v〉+ 〈(∂t + ∂a)v, u〉dadt

=
∫∫

Ω×(0,A0)

(
u(x, a, T )v(x, a, T )− u(x, a, 0)v(x, a, 0)

)
dxda

+
∫∫

Ω×(0,T )

(
u(x,A0, t)v(x,A0, t)− u(x, 0, t)v(x, 0, t)

)
dxdt,

(5.7)

donde 〈·, ·〉 denota la dualidad entre H1(Ω) (resp. H1
0 (Ω)) y su dual.

En general, el problema (5.1) no tiene solución clásica (véase por ejemplo [64]). Nosotros
usaremos el concepto de solución aplicado en [40] entre otros, añadiendo la condición del
término de reacción.

Definición 5.2.4. Una función u es una solución del problema (5.1) si u : Ω×O → R
es una función medible tal que u pertenece al espacio L2(O;H1

0 (Ω)) y además verifica

(∂t + ∂a)u+ µu ∈ L2(O;H−1(Ω)),

f(·, ·, ·, u) ∈ L2(O;H−1(Ω))

y para cualquier w ∈ L2(O;H1
0 (Ω)) se tiene que

(5.8)
∫∫

O
〈(∂t + ∂a)u+ µu,w〉dadt+

∫∫∫
Ω×O
∇u · ∇w dxdadt=

∫∫
O
〈f(·, a, t, u), w〉dadt.

Aśı, las condiciones iniciales tienen sentido en L2(Ω × (0, A†)) y L2(Ω × (0, T )), respec-
tivamente, y por tanto u tiene que verificar:

u(x, a, 0) = u0(x, a), en L2(Ω× (0, A†))

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t)da, en L2(Ω× (0, T )).

5.2.3. Algunos resultados sobre un problema lineal auxiliar

Vamos a dar un principio del mı́nimo que será usado en todo el trabajo.

Lema 5.2.5. Supongamos que se verifican las hipótesis (Hµ) y (Hβ). Sea z una función
de L2(O;H1(Ω)) tal que

(∂t + ∂a)z + µz ∈ L2(O; (H1(Ω))′),
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y además verifica

(5.9)



∂tz + ∂az −∆z + µ(x, a, t)z ≤ L|z| en Ω×O,

z(x, a, t) ≤ 0 sobre ∂Ω×O,

z(x, a, 0) ≤ 0 en Ω× (0, A†),

z(x, 0, t) ≤
∫ A†

0
β(x, a, t)z(x, a, t)da en Ω× (0, T ),

para alguna constante L > 0. Entonces se tiene que

z(x, a, t) ≤ 0 e.c.t. (x, a, t) ∈ Ω×O.

Demostración. Para cualquier función real, w, denotamos por w+ su parte positiva, es
decir,

w+ :=
1
2

(|w|+ w) .

Si w ∈ H1(Ω), es claro que w+ ∈ H1(Ω) (véase por ejemplo [73, Cap. 7]). Vamos a
demostrar que la parte positiva de la función z, es decir z+, es nula.

Sean A0, T0 tal que 0 < A0 < A† y 0 < T0 < T , denotamos O0 := (0, A0)× (0, T0).
Consideramos como función test la siguiente función, v = z+χO0 , y la multiplicamos en
la primera ecuación de (5.9).

Nótese que, en general, (∂t+∂a)z+ no está en L2(O0; (H1(Ω))′); sin embargo, podemos
aproximar z por funciones regulares y después pasar al ĺımite, lo cual conserva todas las
desigualdades (véase por ejemplo [64, demostración Lema 8.4]).

Gracias a que vamos a trabajar en el abierto O0, por (5.2), podemos usar la fórmula
de integración por partes (5.7). Aśı, obtenemos

1
2

∫∫
Ω×(0,A0)

(z+(x, a, T0))2 dxda+
1
2

∫∫
Ω×(0,T0)

(z+(x,A0, t))2 dxdt

+
∫∫∫

Ω×O0

µ(x, a, t)(z+(x, a, t))2 dxdadt

≤ 1
2

∫∫
Ω×(0,T0)

(z+(x, 0, t))2 dxdt+ L

∫∫∫
Ω×O0

(z+(x, a, t))2 dxdadt.

(5.10)

Por otra parte, ya que la función parte positiva es una función creciente, se tiene que

z+(x, 0, t) ≤
[∫ A†

0
β(x, a, t)z(x, a, t) da

]+

.

Puesto que z ≤ z+ y β es positiva, obtenemos que

z+(x, 0, t) ≤
[∫ A†

0
β(x, a, t)z+(x, a, t) da

]
.
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Luego, gracias a (5.10), se tiene que

1
2

∫∫
Ω×(0,A0)

(z+(x, a, T0))2 dxda

≤1
2

∫∫
Ω×(0,T0)

[∫ A†

0
β(x, a, t)z+(x, a, t) da

]2

dxdt

+ L

∫∫∫
Ω×O0

(z+(x, a, t))2 dxdadt.

Usando la condición (Hβ), se llega a que[∫ A†

0
β(x, a, t)z+(x, a, t) da

]2

≤ β
2
A†

∫ A†

0
(z+(x, a, t))2 da.

Aśı, para todo A0, T0 tal que 0 < A0 < A† y 0 < T0 < T , tenemos que

1
2

∫∫
Ω×(0,A0)

(z+(x, a, T0))2 dxda ≤

(
L+

β
2
A†
2

)∫∫∫
Ω×(0,A†)×(0,T0)

(z+(x, a, t))2 dxdadt.

Haciendo A0 tender a A†, se obtiene que para todo T0 tal que 0 < T0 < T

1
2

∫∫
Ω×(0,A†)

(z+(x, a, T0))2 dxda ≤

(
L+

β
2
A†
2

)∫∫∫
Ω×(0,A†)×(0,T0)

(z+(x, a, t))2 dxdadt.

Aśı, denotando para casi toda s ∈ (0, T )

v(s) =
∫∫

Ω×(0,A†)
(z+(x, a, s))2 dxda,

tenemos que para casi todo T0 tal que 0 < T0 < T

1
2
v(T0) ≤

(
L+

β
2
A†
2

)∫ T0

0
v(s) ds.

Aplicando la desigualdad de Gronwall a la función v, obtenemos que

v(s) = 0 e.c.t s ∈ (0, T ).

Consecuentemente, ∫∫
Ω×(0,A†)

(z+(x, a, s))2 dxda = 0 e.c.t s ∈ (0, T ).

Por tanto, z+ ≡ 0 e.c.t. Ω×O. Luego z ≤ 0.

Nota 5.2.6. Bajo las mismas hipótesis del Lema anterior, tenemos que si v verifica el
siguiente problema

(5.11)



∂tv + ∂av −∆v + µ(x, a, t)v ≥ −L|v| en Ω×O,

v(x, a, t) ≥ 0 sobre ∂Ω×O,

v(x, a, 0) ≥ 0 en Ω× (0, A†),

v(x, 0, t) ≥
∫ A†

0
β(x, a, t)v(x, a, t)da en Ω× (0, T ),
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entonces
v(x, a, t) ≥ 0 e.c.t. Ω×O.

La prueba es análoga a la anterior, poniendo −v = z.

Ahora vamos a estudiar el problema lineal asociado con el problema (5.1). El resultado
que vamos a enunciar es básicamente conocido (ver por ejemplo [40]). Puesto que en los
trabajos precedentes la demostración se ha realizado con la hipótesis de la positividad de
las funciones u0 y b, damos la prueba sin esta restricción.

Proposición 5.2.7. Sea g ∈ L2(Ω × O) y b ∈ L2(Ω × (0, T )). Supongamos que µ y u0

verifican las hipótesis (Hµ) y (H0), respectivamente. Entonces existe una única solución
(en el sentido de la Definición 5.2.4), v, del siguiente problema lineal

(5.12)


∂tv + ∂av −∆v + µ(x, a, t)v = g(x, a, t) en Ω×O,
v(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
v(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

v(x, 0, t) = b(x, t) en Ω× (0, T ).

Demostración. Primero vamos a evitar el problema de la no acotación de la función µ.
Para n = 1, 2, · · · designamos por µn las funciones truncadas, definidas por

(5.13) µn(x, a, t) :=
{
µ(x, a, t) para µ(x, a, t) ≤ n,
n para µ(x, a, t) > n.

Para cada n = 1, 2, · · · , consideremos el problema,

(5.12)n


∂t(un) + ∂a(un)−∆un(x, a, t) + µn(x, a, t)un = g(x, a, t) en Ω×O,
un(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
un(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

un(x, 0, t) = b(x, t) en Ω× (0, T ).

Para cada n = 1, 2, . . ., realizamos el cambio de variable wn = e−δtun, con δ > 0 que
será elegido a posteriori para poder obtener acotaciones de {wn}n∈N. Entonces, el problema
(5.12)n puede ser escrito como

(5.12)′n


∂t(wn) + ∂a(wn)−∆wn + (δ + µn(x, a, t))wn = g̃(x, a, t) en Ω×O,
wn(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
wn(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

wn(x, 0, t) = b̃(x, t) en Ω× (0, T ),

donde g̃ := e−δtg y b̃ := e−δtb.
Puesto que µn está acotada para cada n ∈ N entonces existe una única, wn, solución

de (5.12)′n (ver [64, Lemas 8.1 y 8.2]).
Sean A0, T0 tal que 0 < A0 < A† y 0 < T0 < T , denotamos O0 := (0, A0) × (0, T0), y

procedemos como en la demostración del Lema 5.2.5. Es decir, multiplicamos la primera
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ecuación de (5.12)′n por wn e integramos sobre Ω × O0. Entonces procediendo como en
(5.10), se llega a que

1
2

∫∫
Ω×(0,A0)

w2
n(x, a, T0) dxda+

1
2

∫∫
Ω×(0,T0)

w2
n(x,A0, t) dxdt

+
∫∫∫

Ω×O0

[
(δ + µn(x, a, t))w2

n + |∇wn|2
]

dxdadt

=
∫∫∫

Ω×O0

g̃wn dxdadt+
1
2

∫∫
Ω×(0,A0)

u2
0 dxda+

1
2

∫∫
Ω×(0,T0)

b̃2dxdt.

Luego, existe una constante C > 0, independiente de n tal que∫∫∫
Ω×O0

[
(δ + µn(x, a, t))w2

n + |∇wn|2
]

dxdadt ≤ C +
∫∫∫

Ω×O0

g̃wn dxdadt.

Ahora bien, usando la desigualdad

2ab ≤ ε2a2 +
1
ε2
b2,

y considerando δ > 1 (tomamos ε =
√

2(δ − 1)), tenemos que∫∫∫
Ω×O0

g̃wn dxdadt ≤ (δ − 1)
∫∫∫

Ω×O0

w2
n dxdadt+

1
4(δ − 1)

∫∫∫
Ω×O0

g̃2 dxdadt.

Aśı, se obtiene que

(5.14)
∫∫∫

Ω×O

(
µnw

2
n + w2

n + |∇wn|2
)
dxdadt ≤ C,

donde C es una constante independiente de n.
Puesto que wn es solución de (5.12)′n, se sigue que

{(∂t + ∂a)wn + µnwn}n∈N está acotada en L2(O;H−1(Ω)).

Luego, podemos extraer una subsucesión convergente, {wk}k, tal que para k → +∞ se
tiene que

wk ⇀ v en L2(O;H1
0 (Ω))

√
µnwk ⇀ w en L2(Ω×O)

(∂t + ∂a)wk + µkwk ⇀ z en L2(O;H−1(Ω)).

Por otra parte, la hipótesis (5.2) nos garantiza que para ϕ ∈ D(Ω×O) y k suficientemente
grande,∫∫∫

Ω×O

√
µkwkϕdxdadt =

∫∫∫
Ω×O

√
µwkϕ dxdadt →

k→+∞

∫∫∫
Ω×O

√
µvϕ dxdadt.

Luego √
µkwk →

k→+∞

√
µv en D′(Ω×O),
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aśı w =
√
µv.

Análogamente, podemos probar que

(∂t + ∂a)wk + µkwk →
k→+∞

vt + va + µv en D′(O;H−1(Ω)),

y por tanto z = (∂t + ∂a)v + µv.
Aśı, se deduce que cuando k → +∞, se tiene

wk ⇀ v en L2(O;H1
0 (Ω)),

(∂t + ∂a)wk ⇀ (∂t + ∂a)v en L2(O;H−1(Ω)).

Entonces, aplicando la fórmula de integración por partes, (5.7), tenemos que

wk(x, a, 0) ⇀ v(x, a, 0) en L2(Ω× (0, A†)),

wk(x, 0, t) ⇀ v(x, 0, t) en L2(Ω× (0, T )).

Como, para cada k ∈ N, wk es solución del problema (5.12)′n, en particular, para todo
k ∈ N verifica las condiciones iniciales

wk(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

wk(x, 0, t) = b̃(x, t) en Ω× (0, T ),

entonces v satisface

v(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

v(x, 0, t) = b̃(x, t) en Ω× (0, T ).

Consecuentemente v es una solución de (5.12).
Para estudiar la unicidad, supongamos v1 y v2, dos soluciones distintas del problema

(5.12) y sea v := v1 − v2. Entonces, v verifica el siguiente problema
∂tv + ∂av −∆v + µ(x, a, t)v = 0 en Ω×O,
v(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
v(x, a, 0) = 0 en Ω× (0, A†),

v(x, 0, t) = 0 en Ω× (0, T ).

Usando el Lema 5.2.5 y la Nota 5.2.6, obtenemos que v ≡ 0, y por tanto, la unicidad de
solución de (5.12).

5.3. Un resultado general de existencia y unicidad de solución

En esta Sección, vamos a ver que bajo cierta hipótesis de regularidad del término de
reacción, tenemos existencia y unicidad de solución del problema (5.1). La demostración se
basa en encontrar un punto fijo de un operador asociado al problema lineal correspondiente
de (5.1).
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Teorema 5.3.1. Supongamos (Hµ), (Hβ), (H0) y además

(Hf ) f es lipschitziana con respecto a la cuarta variable, i.e. existe una constante L pos-
itiva tal que e.c.t. (x, a, t) ∈ Ω×O

|f(x, a, t, s1)− f(x, a, t, s2)| ≤ L|s1 − s2| e.c.t s1, s2 ∈ R.

Además suponemos que

(5.15) f(·, ·, ·, 0) ∈ L2(Ω×O).

Entonces existe una única solución, u, del problema (5.1).

Demostración. Realizando el siguiente cambio de variable u = eαtω, con u una solución
de (5.1), entonces tenemos que ω debe ser una solución del siguiente problema

(5.16)



∂tω + ∂aω −∆ω + (µ(x, a, t) + α)ω = e−αtf(x, a, t, eαtω) en Ω×O,

ω(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,

ω(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

ω(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)ω(x, a, t) da sobre Ω× (0, T ).

Aśı, vamos a estudiar la existencia de unicidad del problema (5.16) en vez de la de (5.1).
Sea Λ la siguiente aplicación

Λ : L2(O;H1(Ω)) → L2(O;H1(Ω))(5.17)
v 7→ Λv := w,

donde w es la solución del siguiente problema lineal

(5.18)


∂tw + ∂aw −∆w + (µ(x, a, t) + α)w = g(x, a, t) en Ω×O,
w(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
w(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

w(x, 0, t) = b(x, t) sobre Ω× (0, T ),

con

g(x, a, t) := e−αtf(x, a, t, eαtv),(5.19)

b(x, t) :=
∫ A†

0
β(x, a, t)v(x, a, t) da.(5.20)

Nótese que g ∈ L2(Ω×O). En efecto, gracias a (Hf ) y (5.15), tenemos que

|g(x, a, t)| ≤ |e−αt(f(x, a, t, eαtv)− f(x, a, t, 0))|+ |e−αtf(x, a, t, 0)|
≤ L|v|+ |e−αtf(x, a, t, 0)|.

(5.21)

Consecuentemente g ∈ L2(Ω×O). Por otra parte, claramente, b ∈ L2(Ω× (0, T )).
Luego, aplicando la Proposición 5.2.7, tenemos que la aplicación Λ está bien definida.
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Veamos entonces que Λ tiene un único punto fijo. Para esto, buscamos α tal que Λ
defina un aplicación contractiva.

Consideremos el espacio H1(Ω) dotado con la norma ‖ · ‖α, para un cierto α > 1,
definida por

‖z‖2
α := ‖z‖2

L2(Ω) +
1
α
‖∇z‖2

L2(Ω)N , para cada z ∈ H1(Ω).

Se sigue fácilmente que ‖ · ‖α es una norma equivalente con la norma usual de H1(Ω).
Para cualquier v1, v2 ∈ L2(O;H1(Ω)), consideramos z := Λv1−Λv2. Entonces, se tiene

que z es la solución del siguiente problema

(5.22)



∂tz + ∂az −∆z + (µ(x, a, t) + α)z

= e−αt(f(x, a, t, eαtv1)− f(x, a, t, eαtv2)) en Ω×O,

z(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,

z(x, a, 0) = 0 en Ω× (0, A†),

z(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(x, a, t)(v1 − v2)(x, a, t) da en Ω× (0, T ).

Sea A0 tal que 0 < A0 < A†, y tomemos la función φ := zχ(0,A0) como una función test.
Entonces multiplicando la primera ecuación de (5.22) por φ e integrando sobre O0 :=
(0, A0)× (0, T ) se obtiene que

∫∫
O0

〈(∂t + ∂a)z, z〉dadt+
∫∫∫

Ω×O0

|∇z|2 dxdadt+
∫∫∫

Ω×O0

(µ(x, a, t) + α)|z|2 dxdadt

=
∫∫

O0

e−αt〈f(·, a, t, eαtv1)− f(·, a, t, eαtv2), z(·, a, t)〉dadt.(5.23)

Usando la fórmula de integración por partes (5.7), llegamos a que:

∫∫
O0

〈(∂t + ∂a)z, z〉dadt =
1
2

(∫∫
Ω×(0,A0)

z2(x, a, T ) dxda

+
∫∫

Ω×(0,T )
z2(x,A0, t) dxdt−

∫∫
Ω×(0,T )

z2(x, 0, t) dxdt
)

≥ −1
2

∫∫
Ω×(0,T )

(∫ A†

0
β(x, a, t)(v1 − v2)(x, a, t) da

)2

dxdt

≥ −1
2
β

2
A†

∫∫∫
Ω×O

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt.

(5.24)

Procediendo como en (5.21), tenemos que f(·, ·, ·, eαtvi) ∈ L2(Ω×O0). Luego, por (Hf ) y
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la definición de ‖ · ‖α, con α > 1, obtenemos que∫∫
O0

e−αt〈f(·, a, t, eαtv1)− f(·, a, t, eαtv2), z〉dadt

≤
∫∫

O0

e−αt‖f(·, a, t, eαtv1)− f(·, a, t, eαtv2)‖L2(Ω)‖z(·, a, t)‖L2(Ω) dadt

≤
∫∫

O0

L‖(v1 − v2)(·, a, t)‖L2(Ω)‖z(·, a, t)‖L2(Ω) dadt

≤ 1
2
L2

∫∫
O0

‖(v1 − v2)(·, a, t)‖2
L2(Ω) dadt+

1
2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
L2(Ω) dadt

≤ 1
2
L2

∫∫∫
Ω×O0

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt+
α

2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
α dadt

≤ 1
2
L2

∫∫
Ω×O

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt+
α

2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
α dadt.

(5.25)

Sustituyendo (5.24) y (5.25) en (5.23), puesto que hemos supuesto que µ ≥ 0 y α > 1, se
llega a

−1
2
β

2
A†

∫∫∫
Ω×O

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt+
∫∫∫

Ω×O0

|∇z|2 dxdadt

+ α

∫∫∫
Ω×O0

|z|2 dxdadt

≤ 1
2
L2

∫∫
Ω×O

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt+
α

2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
α dadt.

Luego,

α

2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
α dadt ≤ 1

2

(
β

2
A† + L2

)∫∫∫
Ω×O

(v1 − v2)2(x, a, t) dxdadt

≤ 1
2

(
β

2
A† + L2

)∫∫
O
‖(v1 − v2)(·, a, t)‖2

α dadt.

Por tanto, para todo A0, tal que 0 < A0 < A†, tenemos que

α

2

∫∫
O0

‖z(·, a, t)‖2
αdadt ≤ 1

2

(
β

2
A† + L2

)∫∫
O
‖(v1 − v2)(·, a, t)‖2

αdadt.

Aśı, haciendo tender A0 hacia A†, se obtiene que

α

2

∫∫
O
‖z(·, a, t)‖2

αdadt ≤ 1
2

(
β

2
A† + L2

)∫∫
O
‖(v1 − v2)(·, a, t)‖2

αdadt.

Consecuentemente, para cualquier v1, v2 ∈ L2(O;H1(Ω)), se verifica que

‖Λv1 − Λv2‖L2(O;H1(Ω)) ≤

√
β

2
A† + L2

α
‖v1 − v2‖L2(O;H1(Ω)).

Entonces, tomando

(5.26) α > máx{1, β2
A† + L2},
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se tiene que efectivamente el operador Λ, definido en (5.17), es una aplicación contractiva,
y consecuentemente, gracias al Teorema del punto fijo de Banach, Λ tiene un único punto
fijo.

Por tanto tenemos existencia y unicidad de solución, w, del problema (5.16). Y de-
shaciendo el cambio de variables u = eαtw, tenemos existencia y unicidad del problema
original, es decir del problema (5.1).

Nota 5.3.2. El Teorema sigue siendo cierto si suponemos que existe w ∈ L2(Ω×O) tal
que f(·, ·, ·, w) ∈ L2(Ω × O) en lugar de la condición (5.15). En efecto, observemos que
(5.15) se necesita solamente para demostrar que g definida en (5.19) pertenece a L2(Ω×O).
Pero, esto también se tiene si en vez de (5.21), razonamos como sigue

|g(x, a, t)| ≤ |e−αt(f(x, a, t, eαtv)− f(x, a, t, w))|+ |e−αtf(x, a, t, w)|
≤ L|v − we−αt|+ |e−αtf(x, a, t, w)|.

Nota 5.3.3. El Teorema anterior sigue siendo cierto si no suponemos que β sea positivo.

5.4. El método de sub-supersoluciones

En esta Sección vamos a describir un método de sub-supersoluciones. Este método nos
permitirá dar un resultado de existencia y unicidad de solución del problema (5.1), bajo la
suposición de la existencia de un par de sub-supersolución y la hipótesis de lispchtzianidad
del término de reacción entre la sub y la supersolución solamente. A su vez, dicho método
nos servirá, en ciertos casos, para analizar el comportamiento de la solución a medida que
va aumentando el tiempo, conocido el comportamiento de la sub y de la supersolución.

Definición 5.4.1. Una función u ∈ L2(O;H1(Ω)) se dice que es una subsolución del
problema (5.1) si

(∂t + ∂a)u+ µu ∈ L2(O; (H1(Ω))′),

f(·, ·, ·, u) ∈ L2(Ω×O)

y además verifica

a) para todo v ∈ L2(O;H1
0 (Ω)) positiva∫∫

O
〈(∂t + ∂a)u+ µu, v〉dadt+

∫∫∫
Ω×O

∇u · ∇v dxdadt

≤
∫∫

O
f(x, a, t, u) v dadt

(5.27)

b) u(x, a, t) ≤ 0 sobre ∂Ω×O, en el sentido débil,

c) u(x, 0, t) ≤
∫ A†

0
β(x, a, t)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

d) u(x, a, 0) ≤ u0(x, a) en Ω× (0, A†).

Análogamente, se define una supersolución, u, invirtiendo las desigualdades anteriores.
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El siguiente resultado nos garantiza que un par de sub-supersoluciones está ordenado.

Teorema 5.4.2. Supongamos que existe un par de sub-supersoluciones de (5.1), u, u, y
f verifica

(5.28) |f(x, a, t, s1)− f(x, a, t, s2)| ≤ L|s1 − s2| p.c.t. s1, s2 ∈ [u∗, u∗] ,

con

u∗ = ı́nf
(x,a,t)∈Ω×O

{u(x, a, t), u(x, a, t)}

u∗ = sup
(x,a,t)∈Ω×O

{u(x, a, t), u(x, a, t)}.
(5.29)

Entonces
u ≤ u.

Nota 5.4.3. Nótese que tanto u∗ y u∗ pueden ser infinito.

Demostración. Definimos ω := u− u, luego ω verifica:

(5.30)



∂tω + ∂aω −∆ω + µω ≤ f(x, a, t, u)− f(x, a, t, u) en Ω×O,

ω(x, a, t) ≤ 0 sobre ∂Ω×O,

ω(x, a, 0) ≤ 0 en Ω× (0, A†),

ω(x, 0, t) ≤
∫ A†

0
β(x, a, t)ω(x, a, t)da en Ω× (0, T ).

Por (5.28), se tiene que
f(x, a, t, u)− f(x, a, t, u) ≤ L|ω|.

Ahora usando el Lema 5.2.5, se sigue fácilmente que ω ≤ 0 y aśı tenemos que u ≤ u.

Nota 5.4.4. En particular, bajo las hipótesis del Teorema 5.3.1, y la existencia de un par
de sub-supersoluciones de (5.1), u, u, entonces la solución u de (5.1), debe verificar

u ≤ u ≤ u.

Efectivamente, procediendo como en la prueba del Teorema anterior, tomando primero
ω1 := u − u, y después ω2 := u − u, se llega a que ω1 y ω2 son ambos negativos, y de
aqúı el resultado.

Teorema 5.4.5. Supongamos que se verifican las condiciones (Hµ), (Hβ) y (H0). Si existe
un par de sub-supersoluciones de (5.1), u, u, y, además, f verifica

(5.31) |f(x, a, t, s1)− f(x, a, t, s2)| ≤ L|s1 − s2| ∀s1, s2 ∈ [u∗, u∗] ,

con u∗ y u∗ definidas en (5.29), entonces (5.1) posee una única solución, u, tal que

u ≤ u ≤ u.
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Demostración. Nótese que gracias al Teorema 5.4.2, se tiene que u ≤ u.
Análogamente a la prueba del Teorema 5.3.1, mediante el cambio w := ue−αt, en vez

de estudiar el problema (5.1), estudiamos el problema (5.16).
Puesto que nosotros queremos probar que existe una única solución, u, de (5.1) entre

la sub y la supersolución, entonces al estudiar el problema (5.16), deberemos probar que
existe una única solución w verificando

(5.32) e−αtu ≤ w ≤ e−αtu.

Para la demostración vamos a proceder como en la prueba del Teorema 5.3.1, pero
en vez de considerar el operador Λ, definido en (5.17), vamos a considerar el operador Λ̃
definido como

Λ̃ : L2(O;H1(Ω)) −→ L2(O;H1(Ω))(5.33)
v 7→ w,

donde w es la solución del problema,

(5.34)


∂tw + ∂aw −∆w + (M + α+ µ(x, a, t))w = g(x, a, t) en Ω×O,
w(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
w(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

w(x, 0, t) = b(x, t) en Ω× (0, T ),

con M > 0, una constante que será elegida a posteriori, α definida en (5.26) y

g(x, a, t) := e−αtf(x, a, t, eαtv) +Mv,(5.35)

b(x, t) :=
∫ A†

0
β(x, a, t)v(x, a, t)da.(5.36)

Aśı una aplicación de la Proposición 5.2.7, nos dice que el operador Λ̃ está bien definido.
Ahora bien, como buscamos w solución del problema (5.34) verificando (5.32), entonces

definiendo el intervalo
[
e−αtu, e−αtu

]
como

[
e−αtu, e−αtu

]
:= {u ∈ L2(O;H1(Ω)) : e−αtu(x, a, t) ≤ u(x, a, t) ≤ e−αtu(x, a, t)

e.c.t. (x, a, t) ∈ Ω×O}.

Debemos probar que

Λ̃ :
[
e−αtu, e−αtu

]
→
[
e−αtu, e−αtu

]
y además tiene un único punto fijo en

[
e−αtu, e−αtu

]
.

Luego consideremos v ∈
[
e−αtu, e−αtu

]
, entonces tenemos que probar que Λ̃v ∈[

e−αtu, e−αtu
]
.



160 Caṕıtulo – 5. Modelos evolutivos dependientes en edad con difusión

Probemos primero que e−αtu− Λ̃v := ω ≥ 0. Ahora bien, ω satisface

∂tω + ∂aω −∆ω + (M + α+ µ(x, a, t))ω

≥ e−αt
(
f(x, a, t, u)− f(x, a, t, eαtv)

)
+M

(
e−αtu− v

)
en Ω×O,

ω(x, a, t) ≥ 0 sobre ∂Ω×O,

ω(x, a, 0) ≥ 0 en Ω× (0, A†),

ω(x, 0, t) ≥
∫ A†

0
β(x, a, t)(e−αtu− v)(x, a, t) da ≥ 0 en Ω× (0, T ).

Por (5.31) y el hecho de que eαtv ∈ [u, u], se tiene que

L(eαtv − u) ≤ f(x, a, t, u)− f(x, a, t, eαtv) ≤ L(u− eαtv).

Luego, si definimos h(x, t, a) := e−αt
(
f(x, a, t, u)− f(x, a, t, eαtv)

)
+M

(
e−αtu− v

)
, obten-

emos que
h(x, t, a) ≥ (M − L)

(
e−αtu− v

)
.

Aśı, tomando M > L, llegamos a que h ≥ 0 y, consecuentemente, ω ≥ 0 ( [40, Teor.
2]). El mismo razonamiento aplicado w := Λ̃v − e−αtu nos muestra que Λ̃v ≥ e−αtu. Por
consiguiente,

Λ̃ :
[
e−αtu, e−αtu

]
→
[
e−αtu, e−αtu

]
.

Ahora, realizando un análisis similar al que hicimos en la prueba del Teorema 5.3.1,
vemos que existe un único, v, punto fijo de Λ̃. Además, u = eαtv es la solución del
problema (5.1).

5.5. Aplicación a algunos modelos ecológicos

En esta Sección, vamos a aplicar el método de sub-supersoluciones para probar la
existencia, la unicidad de solución positiva y algunas propiedades de comportamiento
asintótico de las soluciones de diferentes modelos.

Primero consideremos el problema lineal,

(5.37)



∂tω + ∂aω −∆ω + µ(a)ω = λω en Ω×O,

ω(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,

ω(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

ω(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(a)ω(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

donde β satisface la condición (Hβ), λ ∈ R, u0 y q verifican

(H∗
0) u0 ∈ L∞(Ω× (0, A†)) y u0(x, a) ≥ 0 e.c.t. (x, a) ∈ Ω× (0, A†),

(H∗
µ) µ es una función tal que µ ∈ L∞(0, r) para r < A† y

(5.38)
∫ A†

0
µ(a) da = +∞.

Observemos que (5.38) es equivalente con la condición (5.3) cuando µ ≡ µ(a).
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Siguiendo la notación usada en [65], denotamos por

π(a) = exp
(
−
∫ a

0
µ(σ) dσ

)
,

y por rµ la única solución real de

(5.39)
∫ A†

0
β(a)π(a)e−ra da = 1.

Finalmente, λ1 denota el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para −∆.
Los resultados sobre el comportamiento asintótico de (5.37) son los siguientes (para

una demostración ver [65, Sección 3 y 4]):

Teorema 5.5.1. Supongamos que se verifican las hipótesis (Hβ), (H∗
0) y (H∗

µ), y que
existe 0 ≤ A0 ≤ A† tal que sop(β) ⊂ [0, A0]. Entonces, existe una única solución, ωλ, de
(5.37). Además, fijado T > 0, ωλ está acotada en Ω×O.
Además,

a) Si sop(u0) ⊂ Ω̄ × (A0, A†) la solución de (5.37) satisface ωλ(x, a, t) = 0 para t > a
y x ∈ Ω. Además, para cada A > 0

ωλ(·, ·, t) −→
t→+∞

0 uniformemente en Ω̄× [0, A].

b) Supongamos que la condición inicial, u0, verifica

sop(u0) ∩ (Ω× (0, A0)) 6= ∅,

entonces

i) Si λ < λ1 − rµ la solución de (5.37) satisface

ωλ(·, ·, t) −→
t→+∞

0 uniformemente en Ω̄× [0, A†].

ii) Si λ = λ1 − rµ la solución de (5.37) satisface

ωλ(x, a, t) −→
t→+∞

g(x, a) en L2(Ω× (0, A†)),

para una cierta función g ∈ L2
+(Ω× (0, A†)) (véase [65, Teorema 4.9] para una

descripción de la función g).

iii) Si λ > λ1 − rµ la solución de (5.37) satisface

ωλ(x, a, t) −→
t→+∞

+∞ en L2(Ω× (0, A†)).
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5.5.1. Un problema loǵıstico generalizado

Nuestra primera aplicación del método de sub-supersolución va a ser al siguiente prob-
lema loǵıstico generalizado

(5.40)



∂tu+ ∂au−∆u+ µ(a)u = λu− g(u) en Ω×O,

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,

u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

donde β, u0 y µ verifican las hipótesis (Hβ), (H∗
0) y (H∗

µ), respectivamente, λ ∈ R, y g
satisface la siguiente condición

(Hg) es localmente lipschitziana, g(0) = 0, g(s) ≥ 0 para todo s ∈ R+ y verifica

ĺım
s→0

g(s)
s

= 0(5.41)

ĺım
s→+∞

g(s)
s

= +∞.(5.42)

En el siguiente resultado veremos la existencia y la unicidad de solución del proble-
ma (5.40), y usando un par adecuado de sub-supersolución, demostraremos que para
los valores de λ tal que λ < λ1 − rµ, el sistema (5.40) se extingue, es decir la densidad
de población u para un instante de tiempo suficientemente grande se hace nula, pero la
especie persiste si λ > λ1 − rµ.

Teorema 5.5.2. Supongamos que se verifican las hipótesis (Hβ), (H∗
0) y (H∗

µ). Entonces,
existe una única solución positiva, u, del problema (5.40). Supongamos que existe 0 ≤
A0 ≤ A† tal que sop(β) ⊂ [0, A0], entonces

a) Si sop(u0) ⊂ Ω̄× (A0, A†) la solución de (5.40) satisface u(x, a, t) = 0 para t > a y
x ∈ Ω. Además, para cada A > 0

u(·, ·, t) −→
t→+∞

0 uniformemente en Ω̄× [0, A].

b) Supongamos que la condición inicial, u0, verifica

sop(u0) ∩ (Ω× (0, A0)) 6= ∅,

entonces

i) Si λ < λ1 − rµ la solución de (5.40) satisface

u(·, ·, t) −→
t→+∞

0 uniformemente en Ω̄× [0, A†].

ii) Si λ > λ1 − rµ y u0(x, a) > 0 en Ω × (0, A†), entonces el modelo (5.40), es
permanente en el sentido siguiente:
existe una subsolución u y una supersolución u de (5.40) tal que:

(5.43) u(x, a) ≤ u(x, a, t) ≤ u(x, a) e.c.t. (x, a, t) ∈ Ω× (0, A†)× (0,+∞).
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Demostración. Usando la definición de sub-supersolución, podemos afirmar que u ≡ 0
y u ≡ ωλ es un par de sub-supersoluciones de (5.40), respectivamente, donde ωλ es la
solución de (5.37). Gracias al Teorema 5.5.1, se tiene que ωλ está acotada. Por otra parte
la función f(x, a, t, s) ≡ λs− g(s) es globalmente lispchitziana para s ∈ [0, ω∗], con

ω∗ := sup
(x,a,t)∈Ω×O

{ωλ(x, a, t)}.

Consecuentemente, aplicando el Teorema 5.4.5, se tiene que existe una única solución, u,
de (5.40) tal que

0 ≤ u(x, a, t) ≤ ωλ(x, a, t) en Ω×O.

Además esta solución es única, puesto que si suponemos la existencia de otra solución
positiva, v, entonces sabemos que en particular es una subsolución del problema (5.37).
Consecuentemente, 0 ≤ v ≤ qωλ, y por tanto la unicidad de solución positiva.

Usando el Teorema 5.5.1 la demostración de a) e i) son directas.
Ahora supongamos que se verifica ii). Vamos a construir otra supersolución de (5.40).

Sea ε > 0, tomemos

u(x, a) := ε exp
(
−rµa−

∫ a

0
µ(s) ds

)
ϕ1(x),

con ϕ1 una autofunción positiva asociada al autovalor λ1.
Vamos a probar que u es una subsolución de (5.40) para ε suficientemente pequeño. Es fácil

comprobar que u = 0 sobre ∂Ω, u(x, 0) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a, t) da y que u(x, a) ≤ u0(x, a).

Para finalizar de demostrar que u es una subsolución de (5.40), tenemos que ver que

ut + ua −∆u+ µ(a)u ≤ λu− g(u).

Pero, demostrar esta desigualdad es equivalente a probar que

g(u)
u

≤ λ− (λ1 − rµ) en Ω× (0, A†).

Y, para ε suficientemente tenemos esta condición gracias a la hipótesis (5.41).
Ahora construyamos otra supersolución del problema (5.40). Fijemos λ > λ1 − rµ y

tomemos un dominio Ω̃ tal que Ω ⊂ Ω̃. Sea λ̃1 el primer autovalor asociado a Ω̃.
Gracias a la hipótesis (H∗

µ), podemos considerar una función m tal que m ∈ C0([0, A†])
y m(a) ≤ µ(a) para todo a ∈ [0, A†].

Fijado K > 0, consideramos

u(x, a) := K exp
(
−rma−

∫ a

0
m(s) ds

)
ϕ̃1(x),

donde ϕ̃1 es la autofunción positiva asociada a λ̃1.
Veamos que efectivamente u es una supersolución de (5.40) para K suficientemente

grande. En efecto, se tiene que u > 0 sobre ∂Ω, u(x, 0) =
∫ A†
0 β(a)u(x, a, t) da y

u(x, a) ≥ u0(x, a),
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para K grande. Para esta última desigualdad hemos usado que ϕ̃1(x) ≥ c0 > 0 en Ω.
Luego, falta por demostrar que

ut + ua −∆u+ µ(a)u ≥ λu− g(u).

Pero, esta desigualdad es equivalente a demostrar que

g(u)
u

≥ λ− (λ̃1 − rm) + (m(a)− µ(a)).

Por (5.42), para K suficientemente grande, se tiene esta desigualdad.

Nota 5.5.3. Un ejemplo clásico de función g que verifica (Hg) es la función

g(s) := sp, con p > 1.

5.5.2. Un modelo de tipo Holling-Tanner

Ahora, vamos a aplicar el método de sub-supersolución a un modelo de Holling-Tanner
del tipo

(5.44)



∂tu+ ∂au−∆u+ µ(a)u = λu+
u

1 + u
en Ω×O,

u(x, a, t) = 0 sobre ∂Ω×O,
u(x, a, 0) = u0(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, 0, t) =
∫ A†

0
β(a)u(x, a, t) da en Ω× (0, T ),

donde β satisface (Hβ), λ ∈ R, u0 y µ verifican (H∗
0) y (H∗

µ), respectivamente.
Antes de probar el resultado principal de esta Sección, necesitamos un resultado de

continuidad de la aplicación µ 7→ rµ, donde rµ es la única solución real de (5.39).

Lema 5.5.4. Supongamos que existe una sucesión {µn}n∈N ∈ L∞(0, A†), tal que la suce-
sión definida por

Ψn(a) :=
∫ a

0
µn(s) ds,

es creciente como sucesión en n ∈ N y satisface

Ψn(a) ↗ Ψ(a) :=
∫ a

0
µ(s) ds, cuando n→∞ e.c.t. a ∈ (0, A†).

Entonces,
rµn ↘ rµ, cuando n→∞.

Demostración. Ya que Ψn es una sucesión creciente entonces rµn es decreciente y puesto
que Ψn(a) ↗ Ψ(a) tenemos que

rµn ≥ rµ.

Entonces, existe r∗ ≥ rµ tal que

rµn ↘ r∗, cuando n→∞.
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Demostremos ahora que r∗ = rµ. Consideremos la aplicación

Gn(a) := exp (−rµna−Ψn(a)) .

Es fácil comprobar que

Ψn(a) → exp (−r∗a−Ψ(a)) e.c.t a ∈ (0, A†) cuando n→ +∞

y
|Ψn(a)| ≤ e−r∗a.

Gracias al Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que

1 =
∫ A†

0
exp

(
−r∗a−

∫ a

0
µ(s) ds

)
da.

Aśı, usando la definición de rµ, se llega a que efectivamente r∗ = rµ.

El resultado principal que obtenemos para el modelo (5.44) es el siguiente

Teorema 5.5.5. Supongamos que se verifican las hipótesis (Hβ), (H∗
0), (H∗

µ) y que µ ∈
C0([0, A†)) es una función creciente. Entonces, existe una única solución positiva u de
(5.44). Supongamos que existe 0 ≤ A0 ≤ A† tal que sop(β) ⊂ [0, A0], entonces

a) Si sop(u0) ⊂ Ω̄ × (A0, A†) la solución de (5.44) verifica u(x, a, t) = 0 para t > a y
x ∈ Ω. Además, para cada A > 0

u(·, ·, t) → 0 uniformemente Ω̄× [0, A] cuando t→ +∞.

b) Supongamos que la condición inicial u0 satisface

sop(u0) ∩ (Ω× (0, A0)) 6= ∅,

entonces

i) Si λ < λ1 − rµ − 1 la solución de (5.44) verifica

u(·, ·, t) → 0 uniformemente en Ω̄× [0, A†] cuando t→ +∞.

ii) Si λ > λ1 − rµ, la solución de (5.44) verifica

u(x, a, t) → +∞ en L2(Ω× (0, A†)) cuando t→ +∞.

iii) Si λ ∈ (λ1 − rµ − 1, λ1 − rµ) y u0(x, a) > 0 en Ω × (0, A†), entonces (5.44) es
un sistema permanente, en el sentido de la definición del Teorema 5.5.2.

Demostración. Primero, observamos que

λu+
u

1 + u
= (λ+ 1)u− u2

1 + u
.
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Nótese que s2/(1+s) no satisface la hipótesis (5.42), por tanto no podemos aplicar los
resultados obtenidos para el problema loǵıstico.

Como en el caso del problema loǵıstico, tenemos que u ≡ 0 y u ≡ ωλ+1 es un par de
sub-supersoluciones de (5.44). Además, la parte a) se sigue por el Teorema 5.5.1 parte b)
i).

Por otra parte, ya que u es una supersolución de (5.37), se llega a que

ωλ ≤ u,

luego se obtiene ii).
Fijemos λ ∈ (λ1 − rµ − 1, λ1 − rµ). Procediendo de manera similar a como hicimos en

la demostración del Teorema 5.5.2, podemos probar que

u(x, a) := ε exp
(
−rµa−

∫ a

0
µ(s) ds

)
ϕ1(x)

es una subsolución de (5.44).
Ahora, fijando λ < λ1 − rµ y tomando δ > 0 tal que λ < λ1 − rµ − δ, gracias a

la continuidad del primer autovalor λ1 con respecto al dominio, tenemos que existe un
dominio Ω1, Ω ⊂ Ω1 tal que

λ < λ1 − rµ − δ,

donde λ1 es el primer autovalor asociado al dominio Ω1.
Finalmente, vamos a demostrar que existe una sucesión de funciones {µn}n∈N ∈

C0([0, A† + 1/n)), tal que µn ≤ µ, verifica el Lema 5.5.4, y tal que

(5.45) λ < λ1 − rµn − δ para n ≥ n0 para algún n0 ≥ 0.

En efecto, para cada n ∈ N definimos la sucesión

µn(s) :=
{
µ(0) 0 ≤ s ≤ 1/n,
µ(s− 1/n) 1/n < s < A† + 1/n.

Es fácil comprobar que µn ≤ µ y verifica las hipótesis del Lema 5.5.4.
Consideremos

u(x, a) := K exp
(
−rµna−

∫ a

0
µn(s) ds

)
ϕ1(x),

donde ϕ1 es la autofunción positiva asociada a λ1. Vamos a probar que u es una super-
solución de (5.44) para K suficientemente grande. En efecto, obsérvese que u > 0 sobre
∂Ω, u(x, 0) =

∫ A†
0 β(a)u(x, a, t) da en Ω y

u(x, a) ≥ u0(a, x),

para una constante K grande. En esta última desigualdad hemos usado, de nuevo, que
ϕ1(x) ≥ c0 > 0 en Ω y que, ya que µn es finita en [0, A†],

(5.46) u ≥ KC0 > 0 en Ω× [0, A†].
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Para finalizar,

∂tu+ ∂au−∆u+ µ(a)u ≥ (λ+ 1)u− u2

1 + u

es equivalente a

(5.47)
u

1 + u
≥ λ+ 1− λ1 + rµn + µn(a)− µ(a).

Puesto que µn ≤ µ y se verifica (5.45), se tiene que

λ+ 1− λ1 + rµn + µn(a)− µ(a) ≤ 1− δ.

Y por (5.46)
u

1 + u
≥ KC0

1 +KC0
,

aśı, para K grande, tenemos que la desigualdad (5.47) se verifica. Con lo que concluimos
la prueba.

Nota 5.5.6. Desde un punto de vista biológico, la hipótesis de que la tasa de mortalidad
µ es una función creciente en la edad tiene perfecto sentido; además, ayuda a clarificar la
exposición.





CAPÍTULO 6

Estudio del problema estacionario asociado al

modelo con difusión

En este Caṕıtulo, queremos analizar el problema estacionario asociado al problema
del Caṕıtulo anterior (5.1), y principalmente el asociado al problema loǵıstico generaliza-
do (5.40). Esto nos permitirá un mejor conocimiento del comportamiento asintótico de la
solución del problema evolutivo.

6.1. Introducción

Vamos a estudiar el problema estacionario asociado al problema (5.1), es por ello que
vamos a suponer que la tasa de mortalidad µ es independiente del tiempo. Aśı, consideran-
do las mismas notaciones que en el Caṕıtulo anterior, estudiamos el problema no lineal
siguiente

(6.1)


∂au−∆u+ µ(x, a)u = f(x, a, u) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a)da en Ω.

Una de las principales dificultades que nos encontramos en el estudio del problema
(6.1), es que vamos a suponer que µ explota en edad finita y además la condición inicial
es no local. Es por ello que no podemos aplicar el método clásico de sub-supersoluciones
para problemas parabólicos (véase por ejemplo [35] y [76]). Por esta razón, en este Caṕıtu-
lo, vamos a justificar un método de sub-supersolución, el cual nos dará la existencia de
solución del problema (6.1), donde vamos a entender por solución lo siguiente:

Definición 6.1.1. Diremos que una función u es una solución del problema (6.1) si
u : Ω× (0, A†) → R es una función medible tal que u verifica

∂au+ µu ∈ L2(0, A†;H−1(Ω)),

f(·, ·, u) ∈ L2(0, A†;H−1(Ω)),

169
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y para cualquier v ∈ L2(0, A†;H1
0 (Ω)) se tiene que∫ A†

0
〈∂au+ µu, v〉da+

∫∫
Ω×(0,A†)

∇u · ∇v dxda =
∫∫

Ω×(0,A†)
f(x, a, u)v dxda,

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da, en Ω.

Aśı, en el Teorema 6.4.2 demostraremos que bajo la hipótesis de la existencia de
un par ordenado de sub-supersoluciones de (6.1), existe un par de solución maximal y
minimal entre la sub y la supersolución, suponiendo, básicamente, la lipschitzianidad de
f en la variable u. Luego este resultado generaliza el resultado clásico para los problemas
parabólicos en las dos v́ıas mencionadas anteriormente.

Este resultado será usado, principalmente, para el estudio, según los valores de λ, de la
existencia y unicidad o de la no existencia de solución del problema loǵıstico estacionario
asociado al problema evolutivo (5.40) siguiente,

(6.2)


∂au−∆u+ µ(x, a)u = λu− g(u) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω,

con λ ∈ R y g verificando las hipótesis (Hg), (5.41) y (5.42), definidas en la página 162
del Caṕıtulo anterior y además, g(s)/s una función creciente.

En general el estudio de la existencia de soluciones positivas de un problema similar
a (6.2) no es trivial. De hecho, en nuestro conocimiento, solamente problemas lineales en
u han sido analizados en [65], aunque en este caso la ecuación también depende de la
población total, es decir de

P (x) =
∫ A†

0
u(x, a)da.

Concretamente en [65], (véase [65, Teorema 3.5]), no se supone la existencia de un término
de reacción y las funciones µ y β verifican

µ(x, a) = µ1(a) + µ2(P ), β(x, a) = β1(a),

y además, en este caso, P es la solución positiva del problema clásico eĺıptico loǵıstico, es
decir P es la solución del problema{

−∆P = P (λ− P ) en Ω,

P (x) = 0 sobre ∂Ω,

la cual es conocida. Bajo estas hipótesis, el autor prueba que solamente pueden existir
soluciones del tipo

u(x, a, t) := U(a)V (x, t)

y entonces busca la solución expĺıcitamente.
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Para los resultados de la existencia y de la no existencia de solución del problema
(6.2) estudiaremos el problema de autovalores asociado con (6.2). Es decir, analizaremos
el siguiente problema

(6.3)


∂au−∆u+ µ(x, a)u = λu en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω.

Para esto, seguiremos una idea de [41]. Demostraremos que existe un único autovalor
principal (en el sentido que es el único con autofunción asociada estrictamente positiva)
denotado por λ0(µ). Obsérvese la gran diferencia que existe entre el problema (6.3) y el
problema parabólico clásico (6.3) con u(x, 0) = u0(x) > 0 en lugar de la condición no
local, el cual tiene existencia de solución positiva para todo λ ∈ R.

Aplicando los resultados obtenidos en todo el Caṕıtulo al problema (6.2), veremos que
posee una solución positiva si y sólo si λ > λ0(µ). Además, si λ ≤ λ0(µ) la única solución
positiva de (6.2) es la trivial y si λ > λ0(µ), tendremos unicidad de solución positiva. De
nuevo, un destacable cambio ocurre con respecto al problema (6.2) con u(x, 0) = u0(x),
el cual posee una única solución positiva para todo valor λ ∈ R.

6.2. Hipótesis

Vamos a considerar las siguientes condiciones, que serán utilizadas a lo largo de este
Caṕıtulo

(Hµ) µ es una función tal que µ ∈ L∞(Ω× (0, r)) para r < A† y∫ r

0
µM (a) da <∞,

∫ A†

0
µL(a) da = +∞,(6.4)

donde

µL(a) := ı́nf
x∈Ω

µ(x, a) y µM (a) := sup
x∈Ω

µ(x, a).

(Hβ) β ∈ L∞(Ω× (0, A†)), β ≥ 0, no trivial y existe un conjunto Σ ⊆ [0, A†] con medida
estrictamente positiva, definido como

a ∈ Σ si βL(a) := ı́nf
x∈Ω

β(x, a) > 0.

Nota 6.2.1. La condición (6.4) es necesaria para tener

ĺım
a↑A†

u(x, a) ≡ 0,

para u solución de (6.1).
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6.3. Análisis de algunos problemas auxiliares

En esta Sección vamos a estudiar algunos problemas asociados al problema (6.1), que
serán utilizados a lo largo de todo el Caṕıtulo.

6.3.1. Estudio del problema lineal autónomo

Primero vamos a considerar el problema lineal autónomo asociado al problema (6.1),
es decir vamos a estudiar el siguiente problema

(6.5)


∂au−∆u+m(a)u = f(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) = φ(x) en Ω.

Para este problema concreto supondremos que m verifica

(Hm) m ∈ L∞(0, r) para r < A† y

(6.6)
∫ A†

0
m(a) da = +∞.

Nótese que en realidad la condición (Hm) es equivalente a (Hµ) cuando µ no depende
de la variable espacial x.

Vamos a establecer un principio del máximo.

Lema 6.3.1. Supongamos que se verifica (Hm) y sea u una solución del problema (6.5)
con f ≥ 0, φ ≥ 0 y alguna de las desigualdades estrictas. Entonces, u � 0 (véase la
Definición 1.1.5).

Si f ≡ φ ≡ 0, entonces u ≡ 0.

Demostración. Obsérvese que si u es una solución de (6.5), entonces realizando el cambio
de variables

v := u e
R a
0 m(s) ds,

se tiene que v es una solución del siguiente problema

(6.7)


∂av −∆v = g(x, a) en Ω× (0, A†),

v(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

v(x, 0) = φ(x) en Ω,

donde
g(x, a) := f(x, a) e

R a
0 m(s) ds.

Por [7] (véase también [5]), se tiene que efectivamente v � 0 y por tanto u� 0.
Análogamente se tiene, si f ≡ φ ≡ 0, entonces v ≡ 0, y por tanto también u es

nula.

Nota 6.3.2. La existencia y unicidad de solución del modelo anterior (6.5), será analizada
en el apartado siguiente.
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6.3.2. Estudio del problema lineal no autónomo

Ahora consideramos el siguiente problema lineal

(6.8)


∂au−∆u+ µ(x, a)u = f(x, a) en Ω× (0, A†),

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) = φ(x) en Ω,

con µ satisfaciendo la condición (Hµ) y φ ∈ L2(Ω).

Lema 6.3.3. Supongamos que f ∈ L2(Ω× (0, A†)). Entonces, existe una única solución u
de (6.8) en el sentido de la Definición 6.1.1. Además, para cada A0, tal que, 0 < A0 < A†
tenemos que u ∈ C0([0, A0];L2(Ω)).

Por otra parte, se tienen los siguientes principios de comparación:

a) Si f ≥ 0 y φ ≥ 0, entonces u ≥ 0. Además, si alguna de estas desigualdades es
estricta, se obtiene que u� 0.

b) Si f1 ≥ f2 ≥ 0, φ1 ≥ φ2 ≥ 0 y µ1 ≤ µ2 en sus respectivos dominios, entonces
u1 ≥ u2, donde ui, i = 1, 2, es la solución de (6.8) con f = fi, φ = φi y µ = µi.

Demostración. Realizando el cambio de variables

w := e−kau,

con k una constante positiva, tenemos que w verifica el problema

(6.9)


wa −∆w + (µ(x, a) + k)w = g en Ω× (0, A†),

w(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†)

w(x, 0) = φ(x) en Ω,

con
g(x, a) := f(x, a) e−ka.

Gracias a la condición (Hµ), podemos tomar k suficientemente grande para tener µ(x, a)+
k/3 ≥ 0. Estudiamos entonces el problema (6.9) en vez de (6.8).

Análogamente a como hicimos en el Caṕıtulo 5 en la página 151, para n = 1, 2, · · · ,
designamos por µn las funciones truncadas, definidas por

(6.10) µn(x, a) :=
{
µ(x, a) para µ(x, a) ≤ n,
n para µ(x, a) > n,

y para cada n = 1, 2, · · · , consideramos el problema

(6.9)n


∂a(wn)−∆wn + (µn(x, a) + k)wn = g(x, a) en Ω× (0, A†),

wn(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

wn(x, 0) = φ(x) en Ω.
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Para cada n ∈ N, puesto que µn + k está acotada, existe una única, wn, solución de
(6.9)n con wn ∈ L2(0, A†;H1

0 (Ω)) y ∂a(wn) ∈ L2(0, A†;H−1(Ω)). Multiplicando la primera
ecuación de (6.9)n por wn, integrando sobre Ω × (0, A†) y aplicando la fórmula de inte-
gración por partes se obtiene que

1
2

d
da

∫∫
Ω×(0,A†)

w2
n(x, a) dxda+

∫∫
Ω×(0,A†)

|∇wn(x, a)|2 dxda

+
∫∫

Ω×(0,A†)
(µn(x, a) + k)w2

n(x, a) dxda

=
∫∫

Ω×(0,A†)
g(x, a)wn(x, a) dxda.

Ahora bien, usando la desigualdad 2ab ≤ (ε2a2 + (1/ε2)b2) se obtiene que∫∫
Ω×(0,A†)

g(x, a)wn(x, a) dxda ≤ 3
4k

∫∫
Ω×(0,A†)

g2(x, a) dxda

+
k

3

∫∫
Ω×(0,A†)

w2
n(x, a) dxda.

Por tanto,

1
2

d
da

∫∫
Ω×(0,A†)

|wn|2 dxda+
∫∫

Ω×(0,A†)
|∇wn|2 dxda

+
∫∫

Ω×(0,A†)

[
(µn + k/3)w2

n + (k/3)w2
n

]
dxda ≤ C,

con C una constante independiente de n. Luego, podemos extraer una subsucesión con-
vergente, {wm}m, tal que para m→ +∞ se tiene que

wm ⇀ w en L2(0, A†;H1
0 (Ω)),√

µm + (k/3)wm ⇀ h en L2(Ω× (0, A†)),
∂a(wm) + (µm + k/3)wm ⇀ z en L2(0, A†;H−1(Ω)).

Por otra parte, gracias a la hipótesis (Hµ), para ϕ ∈ D(Ω× (0, A†)) y m suficientemente
grande se llega a que∫ A†

0
〈(wm)a + (µm + k/3)wm, ϕ〉da =

∫ A†

0
〈−wmϕa + (µ+ k/3)wm, ϕ〉da →

m→+∞

→
m→+∞

∫ A†

0
〈−wϕa + (µ+ k/3)w), ϕ〉da,

luego,
z = ∂aw + (µ+ k/3)w.

Entonces, gracias a la continuidad de la aplicación traza, se tiene que w es solución
del problema (6.9) y de aqúı se deduce que u ≡ ekaw es solución del problema (6.8).

La regularidad u ∈ C0([0, A0];L2(Ω)), para A0 < A†, se sigue considerando la ecuación
(6.8) en Ω× (0, A0), véase por ejemplo [12, Teorema X.1].
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Estudiemos ahora la unicidad. Para ello supongamos que u1 y u2 son dos soluciones
del problema (6.8). Entonces, w = u1 − u2 satisface el siguiente problema

∂aw −∆w + µ(x, a)w = 0 en Ω× (0, A†),

w(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

w(x, 0) = 0 en Ω.

Multiplicando la primera ecuación de este problema por w nos da, efectivamente, que
w ≡ 0.

Demostremos ahora los principios de comparación, para ello supongamos que f ≥ 0 y
φ ≥ 0. Sea u la solución de (6.8), entonces, por el principio del máximo clásico aplicado
al problema (6.9)n (obsérvese que en este caso el potencial está acotado), se sigue que
wn ≥ 0, y consecuentemente u ≥ 0. Además,

0 ≤ f = ∂au−∆u+ µ(x, a)u ≤ ∂au−∆u+ µM (a)u,

y por tanto u� 0 se tiene gracias al Lema 6.3.1.
Y de aqúı se sigue la parte b) del Lema, pues si u1, u2 son las soluciones correspondientes
del problema (6.8), en las condiciones de la parte b) del Lema, entonces denotando v :=
u1 − u2, se tiene que v verifica

∂av −∆v + µ1v = (f1 − f2) + (µ2 − µ1)u2 en Ω× (0, A†),

v(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

v(x, 0) = (φ1 − φ2) en Ω.

Aplicando la parte a), obsérvese que gracias a las hipótesis tenemos que u2 ≥ 0, se tiene
que v ≥ 0 y por tanto el resultado.

6.4. El método de sub-supersoluciones

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el problema (6.1) donde β y µ verifican las
condiciones (Hβ) y (Hµ) respectivamente, y f : Ω × (0, A†) × R 7→ R es una función
medible.

Definición 6.4.1. Diremos que una función u ∈ L2(0, A†;H1(Ω)) es una supersolución
de (6.1) si

∂au+ µu ∈ L2(0, A†; (H1(Ω))′),

f(·, ·, u) ∈ L2(Ω× (0, A†))

y además se cumple que para toda v ∈ L2(0, A†;H1
0 (Ω)) positiva∫ A†

0
〈∂au+ µu, v〉da+

∫∫
Ω×(0,A†)

∇u · ∇v dxda ≥
∫∫

Ω×(0,A†)
f(x, a, u)v dxda,

u(x, a) ≥ 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) ≥
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω.

Análogamente se define una subsolución, u, cambiando las desigualdades anteriores
por sus contrarias.
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Teorema 6.4.2. Supongamos que se verifican las condiciones (Hβ), (Hµ) y f verifica

(6.11) |f(x, a, s1)− f(x, a, s2)| ≤ L|s1 − s2|, e.c.t. (x, a) ∈ Ω× (0, A†), s1, s2 ∈ R.

Si existe un par de sub-supersoluciones de (6.1) tal que u ≤ u, entonces existe una solución
minimal u∗ y una maximal u∗ de (6.1), en el sentido siguiente:
para cualquier otra solución

u ∈ [u, u] := {u ∈ L2(Ω× (0, A†)) : u ≤ u ≤ u},

se verifica que
u ≤ u∗ ≤ u ≤ u∗ ≤ u.

Demostración. Definimos la sucesión {un}n∈N como

u0 = u

y para n ≥ 1, un la solución del problema

(6.12)


∂a(un)−∆un + (µ(x, a) +M)un=f(x, a, un−1)+Mun−1 en Ω× (0, A†),

un(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

un(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)un−1(x, a) da en Ω,

donde M es una constante positiva que será elegida a posteriori.
Y la sucesión {un}n∈N se define como

u0 = u

y para n ≥ 1, un la solución del problema

(6.13)


∂a(un)−∆un+(µ(x, a) +M)un=f(x, a, un−1)+Mun−1 en Ω× (0, A†),

un(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

un(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)un−1(x, a) da en Ω.

Primero veamos que un está bien definida.
Ya que f(x, a, u0) = f(x, a, u) ∈ L2(Ω × (0, A†)), podemos aplicar el Lema 6.3.3 y de
aqúı la existencia de u1. Además, puesto que

−L|u1 − u0|+ f(x, a, u0) ≤ f(x, a, u1) ≤ L|u1 − u0|+ f(x, a, u0),

se sigue que f(x, a, u1) ∈ L2(Ω × (0, A†)), y de aqúı la existencia de u2, y procediendo
análogamente se llega a la existencia de un para cualquier n. Análogamente, podemos
probar la existencia de un.

Demostremos, ahora, que la sucesión {un}n (resp. {un}n) es creciente (resp. decre-
ciente) y que para cada n ≥ 1 se verifica la siguiente desigualdad

(6.14) u ≤ . . . ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ . . . ≤ u.
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En efecto, tomando w := u1 − u0, w verifica el problema

(6.15)


∂aw −∆w + µ(x, a)w +Mw ≥ 0 en Ω× (0, A†),

w(x, a) ≥ 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

w(x, 0) ≥ 0 en Ω.

Usando el Lema 6.3.3, podemos concluir que w ≥ 0, i.e.,

u = u0 ≤ u1.

Supongamos que para n ≥ 1, se tiene que un−1 ≤ un. Gracias a la hipótesis (6.11) se tiene
que

f(x, a, un)− f(x, a, un−1) +M(un − un−1) ≥ (M − L)(un − un−1) ≥ 0,

para M > L. Entonces, w := un+1 − un satisface el problema

(6.16)


∂aw −∆w + µ(x, a)w +Mw ≥ 0 en Ω× (0, A†),

w(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

w(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)(un − un−1)(x, a) da ≥ 0 en Ω,

y aplicando, nuevamente, el Lema 6.3.3, obtenemos que un ≤ un+1.
Análogamente podemos demostrar el resto de desigualdades de (6.14).

Veamos ahora que la sucesión {un}n converge a una solución minimal u∗. Para ello,
multiplicando la primera ecuación de (6.12) por un e integrando por partes se tiene que

1
2

d
da

∫∫
Ω×(0,A†)

|un|2 dxda+
∫∫

Ω×(0,A†)
|∇un|2 dxda+

∫∫
Ω×(0,A†)

(µ+M)u2
n dxda

=
∫∫

Ω×(0,A†)
(f(x, a, un−1) +Mun−1)un dxda.

Por otra parte, gracias a (6.11) y las desigualdades (6.14) obtenemos que

f(x, a, un−1) ≤ L(un−1 − u) + f(x, a, u) ≤ L(u− u) + f(x, a, u).

Y aśı, utilizando de nuevo la desigualdad (6.14), llegamos a que

1
2

d
da

∫∫
Ω×(0,A†)

|un|2 dxda+
∫∫

Ω×(0,A†)
|∇un|2 dxda+

∫∫
Ω×(0,A†)

(µ+M)u2
n dxda ≤ C,

con C independiente de n.
Usando un razonamiento análogo al empleado en el Lema 6.3.3, podemos extraer una
subsucesión {uk}k tal que haciendo k → +∞ se verifica

uk ⇀ u∗ en L2(0, A†;H1
0 (Ω)),√

µuk ⇀ w en L2(Ω× (0, A†)),
∂a(uk) + µuk ⇀ z en L2(0, A†;H−1(Ω)).
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Por la monotońıa de la sucesión uk y usando el Teorema de la convergencia monótona,
podemos concluir que

(6.17) un → u∗ en L2(Ω× (0, A†)).

Ahora por la hipótesis (6.11), se tiene que

−L(un − u∗) + f(x, a, u∗) ≤ f(x, a, un) ≤ L(un − u∗) + f(x, a, u∗),

y consecuentemente

f(x, a, un) ⇀ f(x, a, u∗) en L2(Ω× (0, A†)).

Finalmente, la continuidad de la aplicación traza en a = 0 y (6.17) implican que

u∗(x, a) =
∫ A†

0
β(x, a)u∗(x, a) da.

Por tanto podemos concluir que u∗ es una solución de (6.1).
No es dif́ıcil comprobar que u∗ es la solución minimal de (6.1). En efecto, si u es una

solución de (6.1) tal que u ∈ [u, u], entonces la sucesión un construida en (6.12) verifica
que u ≤ un ≤ u. Además,

un ↑ u∗ ≤ u.

Razonando de una manera similar con la sucesión un, nos permite concluir la existencia
de una solución maximal, u∗, de (6.1). Con lo que concluimos la prueba.

6.5. El problema de autovalores

En esta Sección, vamos a estudiar el problema de autovalores asociados al problema
loǵıstico (6.2), es decir el problema (6.3),

Primero daremos la definición de autovalor del problema (6.3) y de autovalor principal.

Definición 6.5.1. λ es un autovalor de (6.3) si existe una función u tal que

u ∈ L2(0, A†;H1
0 (Ω)),

∂au+ µu ∈ L2(0, A†;H−1(Ω))

con u 6= 0 solución de (6.3) en el sentido siguiente:
para toda v ∈ L2(0, A†;H1

0 (Ω)) se verifica∫ A†

0
〈∂au+ µu, v〉da+

∫∫
Ω×(0,A†)

∇u · ∇v dxda = λ

∫∫
Ω×(0,A†)

uv dxda,

u(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da en Ω,

Diremos que λ es un autovalor principal si u > 0 en Ω× (0, A†).
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Antes de estudiar el problema (6.3), necesitamos analizar el caso autónomo, i.e.,

(6.18)


∂au−∆u+m(a)u = λu en Ω× (0, A†),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

u(x, 0) =
∫ A†

0
γ(a)u(x, a) da en Ω,

donde m verifica la hipótesis (Hm) definida en la página 172 y γ verifica

(Hγ) γ ∈ L∞(0, A†), γ ≥ 0 y no trivial.

Teorema 6.5.2. Supongamos que se verifican (Hm) y (Hγ). Entonces, (6.18) tiene una
solución positiva, si y sólo si,

λ = λ1 − rm,

donde rm es la única solución real de (5.39), es decir verifica la ecuación

(6.19) 1 =
∫ A†

0
γ(a)e−rma−

R a
0 m(s) ds da,

y λ1 denota el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para −∆. Además,
en este caso la solución tiene la forma

ϕ0(x, a) = e−rma−
R a
0 m(s) dsϕ1(x),

siendo ϕ1 una autofunción positiva asociada a λ1.

Demostración. Primero, gracias al Teorema 3.5 de [65], cualquier solución de (6.18) es de
variables separadas. Obsérvese que en el resultado citado, A† = ∞, pero se puede adaptar
la misma prueba para el caso A† <∞. Tomamos

u(x, a) = p(a)ϕ(x).

Entonces,
pa +m(a)p = rp, r ∈ R;

y resolviendo se llega a que,

p(a) = p0 exp
(
ra−

∫ a

0
m(s) ds

)
.

No es dif́ıcil ver que p verifica la condición inicial

p(0) =
∫ A†

0
γ(a)p(a) da,

si y sólo si r = −rm. Por otra parte,

−∆ϕ = (λ+ rm)ϕ en Ω, ϕ = 0 sobre ∂Ω,

y por tanto, λ+ rm = λ1 y ϕ = ϕ1. Lo cual completa la demostración.
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Nota 6.5.3.

a) Obsérvese que gracias a (6.6) tenemos que ĺım
a↑A†

ϕ0(x, a) = 0 e.c.t. x ∈ Ω.

b) Un resultado similar fue probado en el Teorema 1 de [17] usando propiedades del
generador infinitesimal de un semigrupo asociado a (6.18).

El principal resultado de esta Sección es el siguiente:

Teorema 6.5.4. Supongamos que se verifican (Hµ) y (Hβ). Entonces, existe un único
autovalor principal de (6.3), que será denotado por λ0(µ) que es simple y es el único
que tiene una autofunción positiva. Además, las autofunciones positivas pueden tomarse
acotadas. Finalmente, la aplicación

µ 7→ λ0(µ)

es creciente.

Antes de la demostración de este resultado necesitamos algunos resultados prelim-
inares.

Para cada φ ∈ L2(Ω), definimos zφ como la única solución del siguiente problema (la
cual existe por el Lema 6.3.3)

(6.20)


za −∆z + µ(x, a)z = 0 en Ω× (0, A†),

z(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

z(x, 0) = φ(x) en Ω,

y definimos el operador Bλ : L2(Ω) 7→ L2(Ω) por

Bλ(φ) =
∫ A†

0
β(x, a)eλazφ(x, a) da.

El siguiente resultado juega un papel muy importante en este Caṕıtulo.

Lema 6.5.5.

a) El operador Bλ está bien definido, es compacto y positivo.

b) Se verifica que

(6.21) Aλ(φ) ≤ Bλ(φ) ≤ Cλ(φ) ∀φ ≥ 0,

donde

Aλ(φ) :=
∫ A†

0
βL(a)eλawφ(x, a) da, Cλ(φ) :=

∫ A†

0
βM (a)eλayφ(x, a) da

siendo wφ e yφ las soluciones de (6.20) con µ(x, a) = µM (a) y µ(x, a) = µL(a),
respectivamente (i.e., wφ e yφ son soluciones de los problemas autónomos).
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c) Bλ es un operador irreducible.

d) Si φ es un punto fijo de Bλ, entonces λ es un autovalor de (6.3).

e) Inversamente, si (λ, u) es un par de autovalor-autofunción de (6.3), entonces φ(x) :=
u(x, 0) es un punto fijo de Bλ.

Demostración. Que el operador Bλ está bien definido se sigue del Lema 6.3.3. La com-
pacidad es debido a las propiedades de la aplicación φ 7→ zφ, véase también [41].

Parte b) se tiene gracias al Lema 6.3.3 parte b). En efecto, puesto que µM (a) ≥ µ(x, a),
entonces wφ ≤ zφ, y Aλ ≤ Bλ gracias a que βL(a) ≤ β(x, a).

Demostremos ahora que el operador Bλ es un operador irreducible. Recordaremos
que un operador positivo es irreducible si él mismo o una potencia suya es un operador
fuertemente positivo. Aśı, vamos a probar que el operador Bλ es fuertemente positivo, i.e.,
si φ ≥ 0 no nulo entonces Bλ(φ) � 0. Observemos primero que

wφ � 0

gracias al Lema 6.3.1. Luego, usando la condición (Hβ), se tiene que

Bλ(φ) ≥ Aλ(φ) � 0.

Lo cual implica que el operador Bλ, efectivamente, es fuertemente positivo.
Probemos ahora la parte d), sea φ un punto fijo del operador Bλ entonces λ es un

autovalor de (6.3). En efecto, no es complicado comprobar que la función u = eλazφ es
una autofunción asociada a λ.

Veamos el inverso, sea (λ, u) un autovalor y una autofunción, respectivamente, de (6.3).
Gracias a la regularidad de la función u (ver Lema 6.3.3), se tiene que

φ(x) := u(x, 0) ∈ L2(Ω).

Además,

(6.22) zφ = zu(x,0) = e−λau(x, a),

consecuentemente Bλφ = φ. Aśı completamos la demostración.

Definimos por
r(Bλ) := el radio espectral del operador Bλ.

Gracias al Lema anterior tenemos que el operador Bλ es un operador lineal, positivo e
irreducible, y por tanto por el Teorema 1.1.6 se verifica que r(Bλ) es positivo. Usando
el Teorema 1.1.7, r(Bλ) es un autovalor de multiplicidad simple con una autofunción
positiva, y de hecho es el único autovalor que tiene una autofunción positiva. Luego, se
tiene el siguiente resultado:

Corolario 6.5.6. λ0 es un autovalor principal de (6.3), si y sólo si, r(Bλ0) = 1.
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Demostración. Sea u0 > 0 una autofunción principal asociada a λ0. Por el Lema 6.3.1 se
sigue que u0 � 0. Ahora, gracias a la condición (Hβ) se tiene que φ0(x) := u0(x, 0) � 0.
Y por el Lema 6.5.5 parte e), φ0 es un punto fijo estrictamente positivo de Bλ0 y usando
de nuevo el Teorema de Krein-Rutman, se llega a que r(Bλ0) = 1.

Inversamente, si r(Bλ0) = 1, entonces existe un punto fijo estrictamente positivo, φ0,
de Bλ0 . En este caso, por el Lema 6.5.5 parte d), tenemos que u0(x, a) = eλ0azφ0 � 0 es
una autofunción principal de (6.3).

Como consecuencia del Teorema 6.5.2, se tiene que para el problema autónomo el
siguiente resultado

Proposición 6.5.7. Supongamos que se verifican las condiciones (Hm) y (Hγ). Entonces,

r(Dλ1−rm) = 1,

siendo

Dλ(φ) =
∫ A†

0
γ(a)eλapφ(x, a) da,

con pφ la única solución de (6.20) con µ(x, a) = m(a).

Demostración. Obsérvese que para φ = ϕ1 se tiene que

pϕ1 = e−λ1a−
R a
0 m(s) dsϕ1,

y por tanto,

Dλ(ϕ1) = ϕ1

∫ A†

0
γ(a)e(λ−λ1)a−

R a
0 m(s) ds da.

Aśı,
Dλ1−rm(ϕ1) = ϕ1,

i.e., 1 es un autovalor con una autofunción positiva. Entonces, de nuevo gracias al Teorema
de Krein-Rutman, se llega a que

r(Dλ1−rm) = 1.

Demostración del Teorema 6.5.4. Primero, recordemos que la aplicación λ 7→ r(Bλ) es
creciente (ver por ejemplo Teorema 3.2 (v) en [4]). A continuación, probaremos que la
aplicación λ 7→ r(Bλ) es continua. Para ello tomamos una sucesión {λn}n tal que λn → λ0

cuando n→ +∞, entonces para todo ε > 0 tenemos que λ0−ε ≤ λn ≤ λ0+ε para n ≥ n0,
para algún n0 ∈ N. Afirmamos que

(6.23) e−εAr(Bλ0) ≤ r(Bλ0−ε) ≤ r(Bλn) ≤ r(Bλ0+ε) ≤ eεAr(Bλ0),

luego la continuidad se tiene y de aqúı se sigue que si existe una autovalor principal éste
es único.

En efecto, veamos que se verifica (6.23). Sea φ0 una autofunción principal asociada a
r(Bλ0). Entonces,

eεAr(Bλ0)φ0 − Bλ0+ε(φ0) ≥ 0,
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y por Teorema 3.2 parte (iv) en [4] se tiene que eεAr(Bλ0) ≥ r(Bλ0+ε). Lo cual prueba
(6.23).

Aplicando la Proposición 6.5.7 a los operadores Aλ y Cλ y el Lema 6.5.5 b), se sigue
que

1 = r(Aλ1−rµM
) ≤ r(Bλ1−rµM

), 1 = r(Cλ1−rµL
) ≥ r(Bλ1−rµL

).

De aqúı, tenemos que existe

λ0(µ) ∈ (λ1 − rµL , λ1 − rµM )

tal que r(Bλ0(µ)) = 1 . De nuevo, el Teorema de Krein-Rutman prueba el carácter simple
del autovalor λ0(µ).

Veamos ahora el crecimiento. Tomemos µ1 ≤ µ2, entonces las soluciones de (6.20) con
µ = µ1 (resp. µ = µ2), denotadas por z1 (resp. z2), verifican que

z1 ≥ z2,

aśı se tiene que λ0(µ1) ≤ λ0(µ2).
Demostremos que las autofunciones son acotadas. Sea ϕ una autofunción asociada al

autovalor λ0(µ). Entonces, por (6.22) se tiene que

ϕ(x, a) = eλ0(µ)azϕ(x,0)(x, a).

Por otra parte, es fácil comprobar que

zϕ(x,0)(x, a) ≤ e−
R a
0 µL(s) dscϕ(x,0)(x, a),

donde cϕ(x,0) denota la solución de (6.7) con g ≡ 0 y φ(x) = ϕ(x, 0) ∈ L2(Ω). Entonces,

ϕ(x, a) ≤ eλ0(µ)a−
R a
0 µL(s)dscϕ(x,0)(x, a),

y aśı, puesto que cϕ(x,0) ∈ C∞((0, A) × Ω), véase [12, Teorema X.1], se sigue que ϕ
está acotada.

6.6. Aplicación a un problema loǵıstico generalizado

El siguiente objetivo es aplicar el método de sub-supersoluciones para estudiar la ex-
istencia y unicidad, o la no existencia, de solución del problema loǵıstico (6.2).

Supondremos que g verifica las hipótesis (Hg), (5.41) y (5.42), definidas en la pági-
na 162 del Caṕıtulo anterior y además, la función g(s)/s para s ∈ R+ es creciente.

El principal resultado de esta Sección es el siguiente

Teorema 6.6.1. El problema (6.2) tiene una solución positiva si y sólo si, λ > λ0(µ).
Además en el caso en que exista la solución, ésta es única.

Demostración. Supongamos que u > 0 es solución de (6.2). Entonces, podemos escribir la
ecuación (6.2) como

∂au−∆u+
(
µ(x, a) +

g(u)
u

− λ

)
u = 0, u(x, 0) > 0,
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con µ + g(u)/u − λ satisfaciendo la condición (Hµ). Luego, por el Lema 6.3.3, u � 0, y
por el Teorema 6.5.4, y teniendo en cuenta que

∂au−∆u+
(
µ(x, a) +

g(u)
u

)
u = λu,

se sigue que

(6.24) λ = λ0(µ+ g(u)/u).

Por la monotońıa de la aplicación µ 7→ λ0(µ) y gracias a las hipótesis que verifica g,
tenemos que g(s)/s > 0 para toda s > 0, luego

λ = λ0(µ+ g(u)/u) > λ0(µ).

Supongamos, ahora, que λ > λ0(µ). Vamos a construir un par de sub y supersolución que
nos permita comprobar la existencia de solución del problema (6.2).

Tomemos como subsolución
u := εϕ(x, a)

con ε > 0 suficientemente pequeño y ϕ una autofunción positiva asociada a λ0(µ). Es fácil
ver que u es una subsolución de (6.2). En efecto, ≡0 sobre ∂Ω× (0, A†) y

u(x, 0) = εϕ(x, 0) = ε

∫ A†

0
β(x, a)ϕ(x, a) da =

∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da.

Finalmente, debemos comprobar que

∂au−∆u+ µ(x, a)u ≤ λu− g(u),

lo que es equivalente a

λ0(µ) ≤ λ− g(u)
u

,

lo cuál es cierto suponiendo ε suficientemente pequeño gracias a la hipótesis (5.41).
Ahora vamos a construir una supersolución de (6.2). Tomemos un dominio Ω̃ tal que

Ω ⊂ Ω̃. Sea λ̃0(µ) el autovalor principal del problema (6.3) asociado a Ω̃, y ϕ̃ una auto-
función positiva asociada a λ̃0(µ). Tomemos como supersolución

u := Kϕ̃(x, a)

con K > 0 suficientemente grande. Es fácil ver que u es una supersolución de (6.2). En
efecto, u > 0 sobre ∂Ω× (0, A†) puesto que λ̃0(µ) es el autovalor principal y consecuente-
mente,

(6.25) ϕ̃(x, a) ≥ c0 > 0 en Ω× (0, A†).

Además,

u(x, 0) = Kϕ̃(x, 0) = K

∫ A†

0
β(x, a)ϕ̃(x, a) da =

∫ A†

0
β(x, a)u(x, a) da.
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Finalmente, debemos comprobar que

∂au−∆u+ µ(x, a)u ≥ λu− g(u),

lo que es equivalente a

λ̃0(µ) ≥ λ− g(u)
u

,

lo cuál es cierto suponiendoK suficientemente grande gracias a (6.25) y a la hipótesis (5.42).
Ahora, podemos elegir ε > 0 y K > 0 tal que u ≤ u. Con lo cuál terminamos la prueba

de la existencia de la solución.
Para demostrar la unicidad, supongamos la existencia de dos soluciones positivas dis-

tintas, u1 y u2.
Hemos visto que existe K > 0 suficientemente grande tal que u := Kϕ̃(x, a) es supersolu-
ción de (6.2) y además se tiene en este caso que u1 ≤ u y u2 ≤ u. En particular, u1 y u2

son subsoluciones de (6.2), puesto que son soluciones, luego aplicando el Teorema 6.4.2,
tenemos que existe una solución maximal, u∗, tal que

u1 ≤ u∗ ≤ u,

u2 ≤ u∗ ≤ u.

Veamos que u1 ≡ u∗ ≡ u2. Supongamos que u1 6= u∗ y definamos

w := u∗ − u1.

Entonces, w ≥ 0, además satisface el problema

(6.26)


wa −∆w + (µ(x, a) + h(x, a))w = λw en Ω× (0, A†),

w(x, a) = 0 sobre ∂Ω× (0, A†),

w(x, 0) =
∫ A†

0
β(x, a)w(x, a) da en Ω,

con

(6.27) h(x, a) :=


g(u∗)− g(u1)
u∗ − u1

si u∗ ≥ u1

g′(u1) si u∗ = u1.

Tenemos que h(x, a) > g(u1)/u1, efectivamente esto se verifica gracias al crecimiento de
la función g(s)/s.
Aplicando el Lema 6.3.3 llegamos a que w � 0, aśı por el Teorema 6.5.4 se tiene que

λ = λ0(µ+ h) > λ0(µ+ g(u1)/u1),

lo cuál es absurdo. En efecto, ya que u1 es una solución positiva de (6.1) se tiene que
λ = λ0(µ+ g(u1)/u1), véase (6.24). Consecuentemente u∗ = u1.

Análogamente se puede demostrar que u∗ = u2, con lo cual se tiene la unicidad de
solución.
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Nota 6.6.2. En el caso autónomo, µ(x, a) = µ(a) y β(x, a) = β(a) hemos visto que

λ0(µ) = λ1 − rµ,

donde rµ está definido en (6.19) con γ(a) = β(a). Aśı, en este caso solamente existirá solu-
ción positiva de (6.2) si y sólo si, λ > λ1− rµ. En el Caṕıtulo anterior, vimos que en este
caso la solución de (5.40) es persistente, por tanto cabe pensar que la solución de (5.40)
converja a la solución de (6.2).
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[67] J. L. Lions y E. Magenes, Problèmes aux limites non homogènes et applications, vol. 1,
Dunod, Paris, 1968.
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