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Introducciéon

En los ultimos doscientos anos se han usado teorias matematicas para modelar el
comportamiento de poblaciones humanas, de animales, de células, virus...

La primera contribucién significativa a la teoria de la dinamica de poblaciones fue la de
T. Malthus, quién en 1798 publicé Ensayo sobre el Principio de la Poblacion. Su modelo
lineal era satisfactorio siempre que la poblacién no fuese demasiado grande. Es importante
senalar que cuando la poblacién es “grande”, los modelos lineales no pueden ser exactos
ya que no contemplan el hecho de que los individuos compiten entre si por los recursos
(como puede ser comida, espacio...). Posteriormente, en 1837, P. F. Verhulst anadi6é un
término no lineal a la ley de Malthus, que tuviera en cuenta esta limitacién de crecimiento
formulando un modelo conocido como la ley logistica.

Mas adelante se introduce la consideracién de la edad de la poblacién que es un dato
decisivo para las tasas de natalidad y mortalidad.

Modelos estructurados en edad sin difusion

Modelos lineales estructurados en edad

F. R. Sharpe, A. Lotka, (1911) y A. G. McKendrick (1926) (véanse [83,70]) fueron los
primeros en introducir edad en los modelos de dinamica de poblaciones.

El modelo de Sharpe-Lotka-McKendrick, también llamado modelo de von Foerster-
McKendrick o simplemente ecuacion de McKendrick, supone que una poblacién asexual
puede ser descrita por una funcién de 2 variables, edad y tiempo. Denotando por p(a,t)
la densidad de los individuos de edad a en un instante de tiempo ¢, se tiene que el ntimero
de individuos con edad entre a y a + Aa en un instante de tiempo t es aproximadamente
p(a,t)Aa. Luego la poblacién total en un instante ¢ es aproximadamente

> pla,t)Aa,

y considerando el limite cuando Aa — 0 se llega,

lim Zp(a,t)Aa—/ pla,t)da.
m 0

Aa—0

Asi, se define la poblacién total en un instante de tiempo t,
[ee]
P(t) = / p(a,t)da.
0

1



2 Introduccion

Suponen, también, que los individuos dejan la poblacién solamente por muerte, de-
notando la tasa de muerte dependiente en edad por p(a). Formulado matematicamente
significa que en el intervalo temporal (¢,¢+ At) una fraccién p(a)At de los miembros de la
poblacién con edades entre a y a + Aa en el instante t mueren. Se sabe que en el instante
de tiempo t, hay p(a,t)Aa individuos con edades entre a y a + Aa. Luego entre el tiempo
t y t+ At el nimero de individuos muertos de edades comprendidas en (a,a + Aa) es
pla,t)Aap(a)At y el resto sobreviven teniendo edades entre a + Aty a + At + Aa en el
instante t + At. Luego,

pla+ At,t + At)Aa = p(a,t)Aa — p(a,t)Aap(a)At.

Por consiguiente,
pla+ At t + At) — p(a,t)
At

Si p es una funcién diferenciable en a y t, tomando At — 0, se tiene

+ p(@)p(a,t) ~ 0.

pla+ At,t + At) — p(a,t)

lim
At—0 At
= {m p(a + Ata t+ At) — p((l, L+ At) + lim p(a7 t+ At) — p(a¢ t)
At—0 At At—0 At
_Op dp
%( 7t) + E(C% t)

Asi se obtiene la Fcuacion de McKendrick, también conocida como Ecuacion de von
Foerster

1) % (0,1) + 2a,0) + pla)plat) = 0.

Se supone que el proceso de nacimiento viene regido por una funcién (a), denominada
razon de natalidad; es decir, f(a)At es el nimero de recién nacidos producidos por los
miembros de la poblacién con edades comprendidas entre a y a + Aa en el intervalo de
tiempo (¢,t + At). Asi, el nimero total de nacimientos producidos entre los instantes de
tiempo t y t + At es

ALY Ba)pla,t)Aa,

y se tiene

lim At t)Aa = At t) da.
Jim, A1 pla)p(a)a /0 B(a)p(a t) da
Como esta cantidad debe ser p(0,t)At, se obtiene la condicién
p0.0)= [ Bla)pla.t) da
0

Para completar el modelo se supone que la distribucién inicial de edad, es decir la
densidad de poblacién de edad a que hay en el instante 0, es conocida, pg(a). Luego el
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modelo completo es:

ap

0
6t (a‘7t) +

op
Oa
mmw:A B(a) pla, t) da,
p(a,0) = po(a).

(a,t) + p(a)p(a, t) = 0,

La ecuacién (2) es una ecuacién en derivadas parciales de primer orden lineal con una
condicién inicial no local.

Es importante observar la existencia de las curvas, llamadas caracteristicas, a lo largo
de las cuales la ecuacién (2) se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria. Es decir,
representando la curva paramétrica como t = t(s) y a = a(s) y p evaluada en la curva por

entonces se verifica

dp d _Opda  Opdt
(3) P @P(G(S)J(S)) = Jads + D ds

Ahora, eligiendo las curvas t(s) y a(s) por las condiciones

dt da
4 — =1 — =1
) ds ’ ds ’
y combinado (3) con la ecuacién (2), se llega

4
(5) L+ nla(s))p =0,

a lo largo de las curvas (4).

Este método general funciona incluso si los coeficientes en (2) son variables y depen-
dientes en la poblacion total P. Asi, la solucién de (2) es encontrada utilizando el método
de las caracteristicas como serd explicado en la pagina 50.

El modelo mencionado anteriormente permitié dar un paso adelante por jugar un pa-
pel unificador en la teoria matematica de las poblaciones y, como se vio posteriormente,
en la teoria de las epidemias. Dicho sea de paso la propagacién de un hecho por “conta-
gio”sirve también para modelar asuntos tan lejanos de la dindmica de poblaciones como
la propagacién de un rumor o una informacion.

Desde un punto de vista matematico, este modelo es un poco simple debido a la
linealidad y como comentamos al principio no es aplicable a muchas situaciones. Asi,
como sucede habitualmente, el modelo fue mejorando, incorporando nuevos aspectos y
planteando nuevas dificultades matematicas. Un modelo més real hace pensar en variar
la tasa de mortalidad y fertilidad con la poblacién total, P, por ejemplo parece légico
suponer que a mayor poblacién mayor sera su tasa de mortalidad.
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Modelos no lineales estructurados en edad: El modelo de Gurtin y MacCamy

En 1974, M. E. Gurtin y R. G. MacCamy, [44], introducen una formulacién mas realista
de un modelo de dinamica de poblaciones no lineal, determinista y estructurado en edad.
Consideran tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad funciones no lineales
variando con la poblacién total. Asi, el modelo que ellos proponen es

L (a,0)+ P (a,1) + pla, P(H)pla,1) = 0,
(6) p(0,1) / 5ap ) pla, t) da,
p(a,0) = po(a

donde P es la poblacién total, es decir
P(t) ::/ p(a,t)da.
0

En [44], establecen la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién (6), ademds
comprueban que anadiendo algunas hipdtesis esta solucién es global en tiempo. Sus resul-
tados estan basados en la reduccién del problema (6) a un par de ecuaciones integrales
para la poblacién total P(t) y la razén de nacimiento B(t) = p(0,t). También estudian la
estabilidad de los equilibrios del problema (6).

Este modelo ha sido punto de partida para gran cantidad de variaciones, extensiones,
problemas relacionados, en los siguientes veinte anos. Se han estudiado hipétesis de crec-
imiento de los datos para la existencia de solucién global o de explosién en tiempo finito
(véanse por ejemplo los trabajos de Chipot [22,23] y de Webb [89]), pruebas constructivas
de la solucién que permiten su aproximacion numérica, diversos métodos numéricos para
el problema tanto lineal como no lineal (véanse por ejemplo [1,55]), etc. También, se han
hecho depender tanto la tasa de natalidad como de mortalidad de la funciéon de densidad,
p(a,t), por ejemplo los trabajos [10,84], se han dado condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de una poblacién de tamano constante, véase por ejemplo [54]. Se han
hecho depender los datos de otras variables, por ejemplo, 5 = (B(a,t, W(t)) donde W (t)
es la poblacién total ponderada, (véanse por ejemplo [52,71] y la bibliografia citada en
dichos trabajos); se ha considerado el modelo (6) con un segundo miembro de la forma
K f(P(t)) p(a,t) (véase por ejemplo [18]), etc. En general, la abundante literatura resulta
poco sistematica.

Motivacidn y resultados de la parte | de la Memoria: Un modelo presa-depredador
con enfermedad en la presa

En una primera parte vamos a analizar un modelo presa-depredador con enfermedad en
la presa estructurado en edad sin difusién. El sistema que vamos a analizar viene motivado,
principalmente, por dos modelos, uno de epidemia de tipo SIS y otro presa-depredador
con enfermedad en la presa no estructurado en edad.

Modelos de epidemias.-

El estudio de los modelos de epidemias es relativamente reciente como un area de
investigacién en las ciencias matematicas. El primer modelo completo que dio una
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descripcién matematica para la transmisién de una enfermedad con una poblacion no
estructurada fue, en 1927, el modelo de Kermack y McKendrick [53]. Este modelo es
determinista y donde el proceso de la infeccion depende sélo del niimero de individuos
infectados inicialmente en la poblacién.

Durante el proceso infeccioso y dependiendo del tipo de enfermedad, los individuos
pueden pasar por todos o algunos de los siguientes estados:

» Susceptible (), estado en el cual el individuo puede ser contagiado por otro
agente que esté infectado;

» Infectado (I), estado durante el cual el individuo se halla infectado y puede
ademas infectar;

» Recuperado (R), estado durante el cual el individuo no puede ni ser infectado
por haber adquirido inmunidad (temporal o permanente) ni afectar (por haber
recuperado o haber pasado la etapa contagiosa de la enfermedad) o bien ha
fallecido a causa de la enfermedad.

Entre las enfermedades infectocontagiosas encontramos dos grupos principales:

» Las que confieren inmunidad al infectado (temporal o permanente) una vez
recuperado, la mayoria de origen viral (sarampién, varicela,...).

= Las que, una vez recuperado, el individuo vuelve a ser susceptible inmediata-
mente, entre las que encontramos las causadas por agentes bacterianos (enfer-
medades venéreas, peste, malaria...).

Teniendo en cuenta los distintos estados relacionados con un proceso infeccioso, los
modelos epidemiolégicos matematicos se dividen en tres grandes grupos:

= SIR: El modelo susceptible-infectado-recuperado, relacionado con las enfer-
medades que confieren inmunidad permanente.

= SIRS: El modelo susceptible-infectado-recuperado-susceptible, idéntico al ante-
rior, pero aplicable a casos en que la inmunidad no es permanente y el individuo
vuelve a ser susceptible después de un cierto periodo, tal como la gripe.

= SIS: El modelo susceptible-infectado-susceptible; se usan en casos en que la
enfermedad no confiere inmunidad y el individuo pasa de estar infectado a
susceptible nuevamente, saltando la etapa R.

Generalmente, hay dos modos de transmitir directamente una enfermedad infecciosa,

= La transmision vertical, es el contagio producido de una generacién a otra en
el utero o en el parto.

= La transmision horizontal, es el contagio de individuo a individuo a través de
otros métodos que los transmitidos verticalmente, como puede ser por contacto
directo con un individuo infectado.

Kermack y McKendrick consideraron una enfermedad de tipo STRS. Asi, el modelo
que propusieron en 1927, fue el siguiente:

S = —B8SI,
(7) I' = BSI — al,
R = al,
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donde «, B y v son constantes

En 1932, también Kermack y McKendrick, propusieron un modelo simple de tipo

SIS,

@) { S' = —BSI+~I,

I' = BSI —~I.

Mis adelante, el andlisis mateméatico de modelos de epidemias con estructura de edad
comienza principalmente con el trabajo de Hoppensteadt [49], siendo tltimamente
continuado por muchos otros ( [15,37,50], entre otros).

Para el modelo de epidemia en la presa, nos hemos basado, principalmente, en los
trabajos de Busenberg, Iannelli y otros (véanse por ejemplo [14, 16,37, 51] y su
bibliografia) que incluyen unas consideraciones interesantes relativas al contagio.
Estos trabajos consideran, principalmente, modelos de epidemias dependientes en
edad de tipo SIS donde la enfermedad se puede transmitir tanto vertical como
horizontalmente.

Asi, el modelo quizds més completo aparece en [51] y es el siguiente

(01 01

50 T oa A P(1)i=Aai)s(a,t) = v(a)i(a,t),
O+ 2% il P(1))s= e )s(a, 1) + 7(a)i(a, 1),

i(a,0) =ig(a), s(a,0) = so(a),

A
i(0,4) = q/o " Ba, P(t))i(a,1) da,

At
5(0,1) = /0 B(a, P()(s(a,1) + (1 - q) i(a,t))da,

\

donde A; denota la edad maxima de persistencia de la especie, P = I + S, es decir
es la poblacién total de individuos infectados y susceptibles de ser infectados, p v 3
denotan la tasa de mortalidad y de natalidad, respectivamente, de la especie, v es la
razén de recuperacion de la enfermedad, ¢ € [0, 1] la razén de la transmisién vertical
de la enfermedad y A es la fuerza de la infeccién, dada por una forma especifica.
Noétese que estos modelos asumen que la enfermedad es leve en el sentido que no
afecta a la mortalidad de la especie, es decir la tasa de mortalidad tanto de los
individuos infectados como de los susceptibles es la misma. Esta hipdtesis ayuda
a simplificar bastante el modelo pues si sumamos las dos primeras ecuaciones del
modelo es facil comprobar entonces que la poblaciéon de toda la especie, es decir,
infectados y susceptibles (p = i + s) verifica la ecuacién de Gurtin y MacCamy, es
decir la ecuacién (6).

En [51], los autores analizan el comportamiento global del modelo bajo la hipétesis
que la densidad de poblacidn, es decir, p, converge uniformemente hacia un equilibrio
estable. Comprueban que el sistema es globalmente asintéticamente estable hacia el
sistema estacionario correspondiente.
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Nosotros supondremos en nuestro modelo que la presa sigue un modelo de epidemia
de tipo SIS pero a diferencia de los modelos anteriores, consideraremos que la
enfermedad afecta a la especie, es decir causa mortalidad y por tanto, la tasa de
mortalidad de los individuos infectados serd mayor que la de los individuos sanos.
También supondremos que el modelo es no auténomo, es decir tanto las tasas de
mortalidad como la fuerza de la infeccién dependen de la variable temporal, con lo
que no podemos proceder utilizando las técnicas de [89], donde quizés se encuentra
la teorfa més general de solucién para estas ecuaciones.

Luego, el modelo que asumiremos que sigue la presa en ausencia del depredador es
el siguiente

gi(a,t) + Z(CLJ) + p(a, t, P(t))i(a,t) = Ma, t;i)s(a, t) — v(a)i(a,t),
O @) () + st P()s(a, 1) = ~N(a £ 8)s(a 1) + 1 (a)iCa, ),
(10) { i(a,0) =io(a),s(a,0) = so(a),

i(0,) = /°° Blart, P(t)) i(a,t) da,

500 = [ slat PO)(s(a.0) + (1 - gifa.0)da

Modelos de presa-depredador.-

Interaccion de tipo presa-depredador son habituales en la literatura biolégica y uno
de los principales temas de trabajo en Ecologia.

El estudio tedrico de tales modelos comienza, quizds, con los trabajos de Lotka y
Volterra, y es continuado por muchos otros, sin suponer dependencia en edad (véase
por ejemplo [25,38]).

Pero, como ya explicamos al principio de esta Introduccién, la importancia de la
estructura de edad en la poblaciéon ha conducido a trabajos donde los modelos presa-
depredador son supuestos dependientes en edad. La introduccién de la edad en estos
modelos complica, claramente, su analisis y es por ello que a menudo se supone que
la dependencia de la edad sélo afecta a una de las especies, o bien al depredador
(véase por ejemplo [28]), o bien a la presa (por ejemplo los trabajos [42,66]). En
1974, Venturino [87], estudi6 la existencia y unicidad de solucién de un modelo presa-
depredador donde tanto la presa como el depredador vienen estructurados en edad,
aunque la dificultad analitica que conlleva el analisis de tal modelo hace estudiarlo
mediante técnicas numéricas.

Nosotros asumiremos que el depredador, denotado por Y, no depende de la edad y
crece de acuerdo a una ley logistica.
Modelos de presa-depredador con enfermedad en la presa.-

La importancia de las enfermedades infectocontagiosas han comenzado a tenerse en
cuenta en las interacciones presa-depredador muy recientemente.
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Asi nos encontramos en la literatura los trabajos de Chattopadhyay y Arino [19],
que consideraron un modelo SI en el cual la presa y el depredador crecen siguiendo
una ley logistica y el depredador come principalmente presa infectada y ninguna
de las especies esta estructurada en edad. También nos encontramos otros trabajos,

aunque no demasiados, que consideran esta posible situacién, por ejemplo para citar
algunos [20,21,47,88,90].

Considerando ahora que en el modelo que vamos a actuar intervienen tanto la presa
como el depredador, el sistema que analizaremos en la parte I de la memoria es el siguiente

(% * % + p(a,t, P(t))i=Xa, t;i)s(a, t) — v(a)i(a, t) — Myi(a, )Y (t),
% + gz + pa(a,t, P(t))s=—X(a,t;i)s(a,t) + v(a)i(a,t) — Mas(a,t)Y (t),
dy

E(t) =mY (t) —nY?%(t) + vM ()Y (t) + vMaS()Y (1),

(11)
i(a,0) =ig(a), s(a,0) = so(a), Y(0) =Y,

i(0.4) = q/ooo Bla,t, P(t)) i(a,t) da,

s(0,t) = /000 Bla,t, P(t))(s(a,t) + (1 —q)i(a,t))da.

donde i, s, denotan los individuos infectados y susceptibles de la presa e Y denota el
depredador, y My, Ms, v, m y n son constantes que seran explicadas con més claridad en
la introduccion del Capitulo 2.

En el Capitulo 2, estudiaremos la existencia y unicidad de solucién del problema (11).
Para ello, en primer lugar analizaremos el problema (10). Como comentamos anteriormente
la diferencia de las tasas de mortalidad entre los individuos sanos e infectados complica
matematicamente la resolucion de dicho sistema, pues nos encontramos con un sistema de
ecuaciones acopladas.

Se tiene el siguiente resultado (véase Teorema 2.4.7 del Capitulo 2):

Teorema 0.0.1. Bajo hipdtesis adecuadas sobre reqularidad y acotacion en los datos (cf.

Capitulo 2), para cada T > 0 y para cada (ig, So) € (Ll(R+))2, existe una unica (i, s)
solucion del problema (10).

Una vez estudiado el modelo de epidemia con tasa de mortalidad distinta, el siguiente
paso es estudiarlo con el depredador. Para ello, fijados i y s en el modelo (11), resolvemos
la ecuacién diferencial que verifica el depredador. Asi nos surge, entonces, un problema de
punto fijo. Luego, justificaremos que la aplicacion

G: CO([OvT];R-O—) - CO([07T]§R+)

2 — G(2),
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donde para cada t € [0,T],
Yo ™ expl[f. ()]

7
1+nYo/ e exp[f. (7)) dr
0

G(2)() =

)

con f, una funcién dependiente de ¢ y s, es contractiva. Esto nos dara la existencia de
un dnico punto fijo de la aplicacién G y por consiguiente, la existencia y unicidad de
solucién del modelo (11). Este resultado queda reflejado en el siguiente Teorema (véase
Teorema 2.5.8):

Teorema 0.0.2. Bajo hipdtesis adecuadas sobre regqularidad y acotacion en los datos (cf.

Capitulo 2), para cada T > 0 y para cada (ig, S0, Yo) € (Ll(R+))2 x R, existe una tinica
(i,8,Y) solucion del problema (11).

Los resultados de este Capitulo, basados en el método de las caracteristicas y en las
estimaciones necesarias para aplicar el Teorema del punto fijo de Banach estdn sometidos
a publicacion [31].

El siguiente paso, como suele ser habitual, es el estudio del comportamiento asintético
de la solucién del problema (11). Es por ello que en el Capitulo 3, estudiaremos la es-
tabilidad de los equilibrios libres de enfermedad, es decir, de aquellos equilibrios donde
los individuos infectados desaparecen, del modelo (11) ligeramente modificado. Es decir,
consideraremos el modelo (11) auténomo y semilineal, donde /3 no depende de la poblacién
total, y supondremos también que la fuerza de la infeccion es de la forma:

Ma, t;7) == K(a)I(t).

Asi, el modelo objeto de estudio del Capitulo 3 es el siguiente:

rgi + 2 + pi(a, P(1))i=K(a)I(t)s(a,1) = y(a)i(a, t) — Mi(a, )Y (1),
gj " gs + paa, P(t))s=—K (a)I(£)s(a,t) + y(a)i(a, t) — Mys(a, £)Y (2),
dY

E(t) =mY(t) —nY?%(t) + vMI(H)Y () + vMaS()Y (t),

(12) §i(a,0) = ig(a), s(a,0) = so(a), Y (0) = Yy,

i(0,t) = q/oo B(a)i(a,t)da
500 = [ sa)sta.t) + (1= ) iaD)da

i(a,t),s(a,t) — 0, cuando a — +oc.

Estudiar este tipo de equilibrios desde el punto de vista biolégico puede ser interesante
pues da pistas sobre cémo puede ayudar el depredador a extinguir la enfermedad de la
presa.
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Para realizar dicho estudio, en primer lugar reformularemos el problema como un
problema abstracto, para asi poder utilizar después las técnicas de la teoria de semigrupos.
Luego, una vez que escribamos el modelo como una ecuacién diferencial ordinaria en un
espacio de Banach, en la forma

d¢

Fri Bo + C(¢),

#(0) = ¢o,
comprobaremos que el operador lineal B es el generador de un semigrupo y el operador
no lineal C' es Fréchet diferenciable para poder aplicarle técnicas de linealizacién.

El siguiente paso serd estudiar la existencia de equilibrios libres de enfermedad. Deno-
tando por:

Ro = /0 ~ B(a) exp [— /0 " 15(0,0) da} da

Bom [ s - [ miotyin - 22%]

0

es obvio que Ry > ]/%6. Obtendremos el siguiente resultado (véase Teorema 3.3.1 del
Capitulo 3):

Teorema 0.0.3. Bajo hipdtesis de reqularidad en los datos (cf. Capitulo 3), se tiene:

» Si Ry <1, entonces (0,0,0) y (0,0,m/n) son los inicos puntos estacionarios en los
que desaparecen los infectados.

= SiRy <1< Ry, entonces (0,0,0), (0,0,m/n) y (0,s*(a),0) son los dnicos puntos
estacionarios en los que desaparecen los infectados. Aqui s* es:

S*

/OOO P [_ /UT pa(T, S*)da] dr o {_ /0“ pa(o, S*)da] ,

donde S* es la inica solucion real y positiva de la siguiente ecuacion:

/000 B(a) exp [_ /0“ ol S*)da} Qo1

= Si Ry > 1, entonces (0,0,0), (0,0,m/n), (0,s*(a),0) y (0,35(a), (m +eMS)/n) son
los unicos puntos estacionarios en los que desaparecen los infectados. Con

s*(a) =

a - M. M3S
exp [—/ pa(o, S)do — 2m, e,
0 n n

oo T . M. M2~ ’
/ exp [—/ pz(o, S)do — am, Y 257’] dr
0 0

n n

S(a) =29
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donde S es la unica solucion real positiva de la ecuacion:

00 a _ 2Q
/ B(a) exp [/ pa(o,S)do — M2ma - VMQSCL da = 1.
0

0 n n

El siguiente objetivo es estudiar el comportamiento asintético de la solucién hacia estos
equilibrios libres de enfermedad, para ello queremos aplicar el principio de linealizacién
(véase Prop. 1.3.11). Asi una vez linealizado el problema en los puntos de equilibrios, ver-
emos que el operador de la linealizacion puede ser descompuesto en un operador compacto
v en otro operador “pequeno”. Y por tanto, reduciremos el problema de la estabilidad al
estudio de los autovalores del operador de la linealizacién.

Por tanto, estudiando el problema de autovalores asociado a la linealizaciéon entorno a
cada punto de equilibrio se obtendra el siguiente resultado (cf. Seccién 3.4.2):

Teorema 0.0.4.

» Los equilibrios (0,0,0) y (0,s%(a),0) son inestables.
» FEl equilibrio (0,0,m/n) es

e localmente asintoticamente estable si Rvo <1

e inestable st Rvo > 1.

El estudio de la estabilidad o inestabilidad del equilibrio (0, 5(a), (m + eMyS)/n), es
bastante mas complicado y estd basado en las propiedades de los semigrupos positivos y
resultados del Anélisis Complejo. Llegamos a encontrar condiciones suficientes tanto de
inestabilidad como de estabilidad para dicho equilibrio.

Para finalizar con este Capitulo, estudiamos un caso particular, en el cual el equilibrio
(0,5(a), (m +eMyS)/n) es localmente asintéticamente estable, con la hipdtesis principal
de que la tasa de infeccion sobre la presa, i.e. M7, sea “pequena’.

Los resultados de este Capitulo, que se apoyan en técnicas variadas (teoria de semi-
grupos, principio de linealizacion, teoria de las transformadas de Laplace, el principio del
argumento de la variable compleja) han sido publicados en [8].

Como anteriormente comentamos, nuestro objetivo era el estudio del comportamiento
asintético del modelo (11) y asi pretendemos estudiar en el Capitulo 4 la estabilidad de
todos los puntos de equilibrio. La obtencién de resultados analiticos exige realizar algunas
variaciones al modelo original; por una parte suponemos que los datos no dependen de la
edad, pero por otra permitimos que la tasa de natalidad § dependa de la poblacién total
P, lo que hace de este modelo ligeramente distinto al que aparecia en el Capitulo 3. Por
tanto, la suposicion de la no dependencia en edad de los datos nos permite integrar el
sistema en derivadas parciales con respecto a la variable edad, obteniendo un sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias:

(' = qB(P)I — 1 (P)I + KIS — ~I — M;1Y,
S =B(P)(S+ (1 —q))— p2(P)S — KIS +~I — M,SY,
Y' =mY —nY? +eM{IY + cM,SY,
1(0) = Io, S(0) = So, Y'(0) = Yo,

En realidad haremos algo mas que estudiar el comportamiento asintético. Primero
analizaremos el modelo sin depredador, y después el modelo con depredador. Esto nos
permitird comprobar qué es lo que le ocurre a la poblacién cuando empieza a actuar el
depredador.

Obsérvese que el sistema sin depredador es un sistema diferencial plano, lo que nos
permitird usar, entre otros resultados, el Teorema de Poincaré-Bendixson. Asi, para este
modelo se tiene el siguiente resultado de existencia de equilibrios (véase Teorema 4.2.3):

Teorema 0.0.5. El punto Ego := (0,0) es siempre un equilibrio, trivial, del sistema (13).

1. Si p2(0) > B(0), entonces el punto Ey es el inico punto de equilibrio.

2. Sip2(0) < 5(0) entonces existe otro equilibrio, Eps == (0, Ps), es decir un equilibrio
libre de enfermedad. Ademas, st K > K1, con K1 una constante positiva, que depende
de w1, ko2, B, q y 7y, existe al menos otro equilibrio Erg = (I*,5™).

Ademas, tenemos el siguiente resultado de estabilidad (véanse Teoremas 4.2.7 y 4.2.8):

Teorema 0.0.6.

1. El equilibrio trivial Egg es globalmente asintdticamente estable si p2(0) > 3(0) y si
12(0) < B(0) es inestable.

2. FExisten dos constantes ICo < K3 tal que si K < Ko, entonces el equilibrio libre de
enfermedad, Eog, supuesto que exista, es globalmente asintoticamente estable y si
K > K3 es inestable.

3. Bajo hipdtesis que nos garanticen la existencia y unicidad del equilibrio endémico
Ers y K > K3, el equilibrio Erg es globalmente asintoticamente estable.

Después estudiaremos el modelo con depredador, que al no ser ya un sistema diferencial
plano complica el estudio asintético, pues no podemos, por ejemplo, aplicar el Teorema
de Poincaré-Bendixson.

Obsérvese que los equilibrios donde el depredador desaparece, es decir, los equilibrios
del tipo (I*,5*,0), han sido estudiados en el Teorema 0.0.5. Asi que en este Teorema
incluiremos solamente aquellos equilibrios donde el depredador no desaparece. Primero
obtendremos un resultado de existencia de equilibrios (véase Teorema 4.3.5):

Teorema 0.0.7. El punto Egy := (0,0,m/n) es siempre un punto critico del sis-
tema (13).
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1. Si p2(0) > B(0) — (Mam)/n, entonces el punto Egoy es el unico equilibrio en el cual
no desaparece el depredador para el sistema (13).

2. Si u2(0) < B(0) — (Mam)/n, entonces existe otro equilibrio,
Eysy := (0, Psy, (m + eMsPgsy) /n).

Ademds si existe una constante K4 tal que K > K4 entonces existe al menos otro
equilibrio endémico (I*,S*,Y™).

Y con respecto a la estabilidad obtendremos el siguiente resultado (véanse Proposi-
cién 4.3.7 y Teoremas 4.3.8 y 4.3.9):

Teorema 0.0.8.

1. Todos los equilibrios donde desaparece el depredador, es decir del tipo (I*,S*,0), son
inestables.

2. El equilibrio trivial Eggy es globalmente asintdticamente estable si pu2(0) > £(0) —
(Mam)/n e inestable cuando p2(0) < 5(0) — (Mam)/n.

3. Supongamos que existe el equilibrio Egsy y dos constantes K5 < Kg. Entonces si
K < K5 el equilibrio Eysy es globalmente asintdéticamente estable. De hecho, la
enfermedad desaparece. Y si K > Kg entonces Eygy es inestable.

4. Bajo ciertas hipdtesis el equilibrio endémico (I*,S*,Y™*) es localmente asintdtica-
mente estable.

Asi que analizando los resultados obtenidos tanto para el modelo sin depredador como
para el modelo con depredador, podemos llegar a la siguiente interpretacion biolégica:

Para el caso sin el depredador tenemos que:

= Si la razén de natalidad neta, es decir la que corresponde a ausencia de poblacién
(6(0)), es menor que la tasa neta de mortalidad de los individuos susceptibles (u2(0)),
entonces la presa se acaba extinguiendo.

= En caso contrario, es decir si (0) > p2(0) y ademas
e la razén de la infeccién, K, es suficientemente pequeiia, entonces la enfermedad

desaparece, aunque no la poblacién.

e Sin embargo, si la razén de la infeccién es bastante grande, entonces la enfer-
medad persiste a lo largo de todo el periodo de tiempo.

Ahora introducimos en este proceso un depredador, es decir consideramos el sistema (13).

= Si la razén de depredacién sobre los individuos susceptibles, M», o la capacidad del
medio, D := m/n, es suficientemente grande (MaD > (3(0) — u2(0)), entonces el
depredador provoca la extincion de los individuos sanos y enfermos, es decir de toda
la poblacién de la presa.
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= Si por el contrario, tenemos que MyD < (5(0) — u2(0), entonces

e si la razén de depredacion sobre los individuos infectados, M, es suficiente-
mente grande, entonces la enfermedad desaparece.

e Sin embargo, bajo ciertas condiciones (véase Teorema 4.3.8), la enfermedad
persiste.

Como consecuencia, podemos concluir que la entrada del depredador puede ayudar a
extinguir la enfermedad. Efectivamente, si tenemos que K es suficientemente grande, por
ejemplo K > K3 con Kj definida en (4.13), el equilibrio libre de enfermedad, cuando no
hay depredador, es inestable, y de hecho en este caso existen equilibrios endémicos que
son estables. Por consiguiente, en este caso, la enfermedad persiste. Por el contrario, si el
depredador actia, K > K> y la tasa de depredacién sobre los infectados, M;, es suficien-
temente grande, entonces la enfermedad desaparece perdurando los individuos sanos.

Los resultados de este Capitulo que se basan en la teoria de estabilidad para sistemas
diferenciales ordinarios auténomos y no auténomos han sido publicados en [32].

Modelos estructurados en edad con difusion

Hasta ahora todos los modelos que hemos ido viendo no suponen difusion espacial.

Un modelo pionero de dindmica de poblaciones considerando la difusién espacial de la
poblacién fue enunciado por Skellam, [85], en 1951. El modelo estd basado en la ecuacién
en derivadas parciales siguiente:

(14) pt = Ap+o(p),

donde p := p(x,t) denota la densidad de poblacién, A el Laplaciano, y o(p) representa la
variacion de la poblacién debida a la natalidad y la mortalidad de la especie.

Este modelo no tiene en cuenta la edad de la poblacién. Sin embargo, como ya hemos
comentado anteriormente, para muchos organismos su comportamiento no depende sélo
de su densidad de poblacién en espacio sino también de su distribucion en edad. No se
puede esperar que una comunidad de organismos mayores tenga el mismo comportamiento
que una de organismos maés jovenes.

Modelos considerando la difusién espacial sin tener en cuenta la estructura en edad
han sido extensamente estudiados; pero hay muchos menos trabajos teniendo en cuenta
tanto la estructura en edad como en espacio.

En [43], Gurtin generaliza la cldsica ecuacién (14) a un modelo lineal dependiente en
edad con difusién. Asi, supuso que la evolucién de la poblacién estaba gobernada por la
ley

pt + pa = —divg + s,

donde p(z, a,t) denota la funcién distribucién de la poblacidn, g es el flujo de la poblacién
debido a la dispersién y s representa la entrada-salida de individuos.

En 1977, Gurtin y MacCamy [45], diferenciaron entre dos clases de difusién: la difusién
debida a una dispersion aleatoria y la difusién para evitar el hacinamiento, es decir aquella
en la que las especies migran de zonas de alta a baja densidad de poblacién. Los autores
aplicaron los resultados obtenidos para el caso sin estructura en edad, a una extension no
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lineal de un modelo con estructura en edad aparecido en [43]. Supusieron que la entrada-
salida de individuos era debida exclusivamente a muerte en la poblacién y tomaba la
forma:

S($7a7t) = —/,L(G,P)p,

donde p representa la tasa de mortalidad de la especie y P denota la poblacién total, es
decir

P(z,t) = /000 p(z,a,t)da.

El proceso de nacimiento venia modelado por la siguiente ecuacién:

o
p0.) = [ Ba, Php(r.a0)da
0
Ademss, el flujo de la poblacién debido a la dispersién seguia la usual ley:

q:=pv,

siendo v la velocidad de difusién. Puesto que estaban interesados en situaciones en las que
la difusion evitaba la concentracion, asumieron que:

v := —k(a,p, P)VP.

Asi, suponiendo que tanto u, 8y k eran independientes de a y ademas k independiente
de p, obtuvieron el sistema de ecuaciones:

{ pt + pa + p(P)p = div [pk(P)V P,
p(x70’t) = ﬂ(P)P(.T,t)

Integrando en la variable edad, se tiene una ecuacién del tipo (14) y los autores le aplicaron
los resultados obtenidos para el caso sin estructura en edad.

Di Blasio y Lamberti [36] y mds recientemente, Langlais [63], consideraron un modelo
lineal con estructura en edad y difusién suponiendo que el flujo de la poblacién viene dado
por

Ay
q:= V/ k(a,a)p(x, a,t) de,
0

donde A; es la edad maxima de supervivencia de la especie y k una funcién medible
verificando condiciones de monotonia.
Asi, el modelo que se consideré en [63] era:

Ay
pt + pa + pp — A/ k(a,a)p(z,a,t)da =0,
0
,O(x,a, 0) — PO(CE,CL),
Ay
p(x,0,t) :/ B(x,a,t)p(x,a,t)da,
0

k; a, }) T, ol (](Y— ().
8” / ( ? ) ( ’ ) )
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Bajo hipétesis razonable de regularidad en k, u, 8 y po, el autor establecié la existencia
y unicidad de solucién en el espacio L?((0, A4;) x (0,7); H*(Q2)). Los resultados fueron
obtenidos utilizando un método de punto fijo.

En 1982, Garroni y Langlais [40] consideraron un modelo lineal con difusién aleatoria,
es decir asumieron que el flujo de dispersion venia dado por

q:=—Vp,

ademds supusieron que la poblacién se encontraba sujeta a una fuerza dependiendo del
entorno en el sentido siguiente: la densidad de poblacién permanece menor o igual que
una funcién dada, v, y cuando es estrictamente menor es gobernada por la ecuacion:

(15) pt+ pa — Ap+ p(z,a,t)p = f(z,a,t),

donde f es un término que tiene en cuenta posibles incrementos externos de la especie. Es
decir, buscaron p tal que

p <1,
(16) pt+ pa—Ap+pp— f <0,
(pt + pa—Dp+pp—f)(p—1) =0,

con condicion frontera de tipo Neumann y las condiciones iniciales habituales.
Los autores obtuvieron resultados sobre existencia y unicidad de solucién, entendiendo
por solucién:

p e L*((0, A) x (0,T); HX()) tal que
pt + pa + pp € L*(Q x (0, A1) x (0,T))

verificando el problema (16).
Para obtener existencia y unicidad de solucién usaron un método de penalizacion, es decir,
para ¢ > 0 buscaron p. € L*((0, A;) x (0,T); H%(£2)) solucién de:

1
pt+pa—Ap+up+g(p—¢)+=f-

y después tomaron € — 0. Por resultados de comparaciéon y estimaciones de energia,
tuvieron existencia y unicidad de solucién del problema (16).

En 1985, Kunisch, Schappacher y Webb [58], estudiaron un modelo no lineal como
una ecuacion abstracta en un espacio de Banach, X, mediante las técnicas de la teoria de
C%-semigrupos. Se plantearon el problema, escrito en forma abstracta siguiente:

Dp(a,t) = Ap(a,t) + G(p(t,))(a),
(17) p(0,t) = F(p(t,")),
p(a,0) = po(a),

)



Modelos estructurados en edad con difusion 17

F : BC(0,00; X) N L'(0,00; X) — X, con BC(0,00; X) el espacio de Banach de todas
las funciones con valores en X, acotadas y uniformemente continuas, G : BC(0, c0; X) N
LY(0,00; X) — BC(0,00; X) N L'(0,00; X) y A es el generador de un C%-semigrupo.
Entonces, los autores obtienen, bajo hipdtesis de regularidad en F' y G, la existencia de
un 7 > 0 y una tnica funcién continua p : [0,7] — BC(0,00; X) () L(0, 00; X) tal que
p es solucién de (17), es decir verifica la ecuacién implicita, que se obtiene la resolver la
ecuacién por el método de las lineas caracteristicas, siguiente:

t
e (p(t —a,-)) + / A G(p(s,))(s+a—t)ds, si0<a<t,
pla,t) = e

t
eMpo(a —t) + / eAIG(p(s,)) (s +a—t)ds, sia>t.
0

Ademads probaron, la existencia de un intervalo maximal de la solucién, [0, 7}, ), es decir
si 0 < T < T,,, entonces existe un tnica solucién de (17) en [0, 7. Si T}, < +00, entonces

lim sup [ p(t, )| = +oc.

t—>Tp_O

En 1985 y 1988, Langlais [64,65], considera modelos no lineales con difusién aleatoria.
En [65], considera el modelo:

pt+ pa — kAp + p(z,a, P)p =0,
p(x, a, 0) = pO('r?a)?

p(x,0,t) :/ B(a,z, P)p(z,a,t)da,
0
| p(x,a,t) =0 sobre 09,

(18)

donde k es una constante positiva.

En dicho trabajo, el autor analiza el comportamiento asintético de la solucién del mod-
elo (18), entendiendo por solucién una funcién p positiva tal que para cualquier 7' > 0,
p € LYQ) (Q:=Q x (0,+00) x (0,T)) verificando

/// (P2 +[Vpl* + |Ap]* + o + pa,|2) dz dadt < +o0,
Q

0§P($,t)§M1<+OO,

y el sistema (18).
En una primera etapa, el autor estudia el caso concreto donde las tasas de natalidad y
mortalidad vienen dadas por:

N(wvaa P) = Nn(a) + NE(P)7
B(x,a, P) = By(a) Be(P).

El autor comprobé que la soluciéon de dicho modelo se podia expresar como:
p(x,a,t) = p(a) P(x,t).

Y gracias a la forma concreta de la solucién, probd que o bien tiende a cero o bien converge
a una solucién estacionaria no trivial o bien explota cuando el tiempo se hace grande. Y
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usando métodos de comparacion, aplico los resultados obtenidos en este caso particular al
modelo no lineal (18).

Miés recientemente Kubo y Langlais [56,57] introducen en el segundo miembro del
modelo lineal asociado a (18) una funcién lineal positiva, es decir suponen que la densidad
de poblaciéon puede aumentar por agentes externos. Ademds, bajo ciertas hipdtesis de
periocidad en los datos, dan resultados de existencia y no existencia de solucién periddica,
aplicando los resultados obtenidos a un sistema de epidemias con difusién.

Ultimamente, se ha comenzado con el estudio de los problemas de control y controla-
bilidad aplicados a problemas lineales y no lineales del tipo (18) (véanse por ejemplo los
trabajos de Ainseba, Langlais y Anita [2,3, 6] entre otros).

Motivacidn y resultados de la parte Il de la Memoria: Estudio de modelos con
difusién estructurados en edad

En una segunda parte analizamos un modelo con difusién estructurado en edad semi-
lineal.

Supondremos que la difusion es lineal, i.e. el flujo de la poblacién viene dado por
Vu, con V el gradiente con respecto a la variable espacial. Ademads, asumiremos que la
entrada-salida de individuos viene dada por un término de mortalidad y un término de
reaccion, i.e.

s:=—u(z,a,t)u+ f(x,a,t,u),

donde p(z,a,t) es la tasa de la mortalidad natural de la especie y f describe el efecto del
entorno en la poblacién, entonces f serd positiva cuando el entorno es favorable y negativa
cuando es hostil.

Supondremos que los individuos de la poblacién desaparecen al llegar a una edad
maxima, Aj.

Asumiremos que el proceso de nacimiento viene dado por la ecuacién,

Ay
u(z,0,t) = / B(z,a,t)u(z,a,t)da,
0

donde (3(z,a,t) representa la tasa de fertilidad.
Finalmente, supondremos que la frontera, 0f), del dominio, €2, es inhabitable.

Entonces, el modelo que consideramos es

ou Ou

n + %0 Au+ p(z,a,t)u = f(x,a,t,u) en Qx(0,A;) x (0,T),
u(z,a,t) =0 sobre 992 x (0, A;) x (0,7,
1
(19) u(z,a,0) = ug(z,a) en 2 x (0, Ay),
Ay
u(z,0,t) = Bz, a,t)u(z,a,t)da en 2 x (0,7).
\ 0

Este modelo es una generalizaciéon de modelos estudiados (véanse por ejemplo los
trabajos de Langlais [62,64,65] y las referencias que aparecen en ellos). En dichos mode-
los, como explicamos anteriormente, se supone que la entrada-salida de individuos viene
unicamente afectado por la mortalidad de la especie, es decir es un término de salida de
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individuos, mientras que en el modelo (19), aparece ademds un término de reaccién.

En el Capitulo 5, primero daremos un resultado general de existencia y unicidad de
solucién del problema (19), bajo la hipdtesis de la lipschitzianidad global de f en la variable
U.

A continuacién, construiremos un método de sub-supersolucion y se lo aplicaremos al
problema (19). Nétese que (19) es un problema de primer orden con condicién inicial no
local y potencial singular, lo cual es un hecho importante, puesto que gran parte de la
dificultad de este problema estriba en el hecho que vamos a suponer que p(z,a,t) — 400
cuando a — Ay, la cual es una condicién necesaria para garantizar que la solucién de (19)
se anula cuando a = Aj.

Sea T' un nimero real finito positivo, denotamos por O, el abierto (0, A;) x (0,T).

Antes de nada, daremos la definicién de solucién, subsolucién y supersolucién de (19):

Definicién 0.0.9. Una funcién u € L*(O; H'(Q)) se dice que es una subsolucién del
problema (19) si

(0 + Oa)u+ pu € L*(O; (H(Q))),
f(, o u) € LQ(Q x O)

y ademds verifica

a) para todo v € L*(O; H}(Q)) positiva

// ((8t+8a)u+uu,v>dadt+// Vu-Vodrdadt
(@) QxO

S // f(m,a,t,g)vdadt,
o

donde (-,-) denota el producto de dualidad entre (H*(Q)) y H* (),

(20)

b) u(z,a,t) <0 sobre I x O, en el sentido débil,

Ay
¢) u(z,0,t) < Bz, a,t)u(z,a,t)da en Q x (0,T),
0

d) uw(z,a,0) <ug(x,a) en  x (0, A;).

Andlogamente, se definen una supersolucién, u, invirtiendo las desigualdades ante-
riores, y una solucion, u, cambiando las desigualdades por igualdades, y ademds verif-
icdndose (20), para todo v € L?(O; H}(2)) sin necesidad de positividad.

El resultado general que obtenemos sobre existencia y unicidad de solucién del prob-
lema (19), es (véase Teorema 5.3.1):

Teorema 0.0.10. Bajo ciertas hipdtesis de regularidad en los datos (cf. Cap. 5) y la
hipdtesis de lipschitzianidad global de f con respecto a la cuarta variable, existe una unica
solucion, u, del problema (19).
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Aplicando el método de sub-supersolucién, obtendremos el siguiente resultado de ex-
istencia y unicidad de solucién del problema (19) (véase Teorema 5.4.5):

Teorema 0.0.11. Bajo ciertas hipdtesis de regularidad en los datos (cf. Cap. 5), si ex-
iste un par de sub-supersoluciones de (19), u,u, y, ademas, f verifica una condicion de
lipschitzianidad local en la cuarta variable, se tiene que (19) posee una unica solucion, u,
tal que

u < u <.

Es importante notar que demostraremos (véase Teorema 5.4.2), que si tenemos un par
de sub-supersoluciones del problema (19), u y @, respectivamente, entonces u < @, por lo
cual no hay que suponer que la subsolucién es menor que la supersolucién.

Este método también puede ser utilizado para estudiar el comportamiento asintético
de la solucién de (19). Nosotros aplicaremos este método a diferentes modelos ecoldgicos:
en primer lugar a un problema logistico generalizado, es decir a un problema del tipo

( ?Z—l—g;L—Au%—u(a)u:)\u—g(u) en 2 x (0, Ay) x (0,7,
u(z,a,t) =0 sobre 0§ x (0, Ay) x (0,7T),
(21) u(z,a,0) = up(z,a) en 2 x (0, Ay),
Ay
u(z,0,t) = Bla)u(z,a,t)da en Q2 x (0,7),

\ 0

con g una funcién localmente lipschitziana, verificando:

g(0) =0, g(s) > 0 para todo s € Ry,

99
(22) m?® o m 9 e
sl0 S sT4+o0 S

En segundo lugar, aplicaremos el método de sub-supersoluciones a un problema de tipo
Holling-Tanner, es decir al problema

ou Ou u

Fn + %0 — Au+ pla)u = du+ Tra ™ Q% (0,44) x (0,7,

u(z,a,t) =0 sobre 9 x (0, A;) x (0,7),
(23) u(z,a,0) =up(x,a) en Q2 x (0, Ay),

At
u(z,0,t) = (a)u(z,a,t)da en 2 x (0,7,
( 0

donde X € R.

Si denotamos por r,, la tinica solucién real de

OAT (a) exp <— /0 " (o) da) e dg = 1,

y por A1 el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para —A, obtendremos
el siguiente resultado de comportamiento asintético de las soluciones de los problemas (21)
y (23) (véanse Teoremas 5.5.2 y 5.5.5):
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Teorema 0.0.12. Bajo ciertas hipdtesis de regularidad de los datos (cf. Cap. b) y g
verificando (22), se tiene:

1. Sea v la solucion del problema (21), entonces:
a) Si A < A1 —ry la solucion, v, de (21) satisface

v(- -, t) e 0 uniformemente en Q x [0, Ay].

b) Si A > X — 1, yuo(z,a) >0 en Q x (0,A;), entonces el modelo (21) es per-

manente en el sentido siguiente:
existe una subsolucion v y una supersolucion v de (21) tales que:

v(z,a) <v(x,a,t) <V(z,a) e.ct (r,a,t) € Qx(0,A4;) x (0,+00).
2. Sea u la solucion del problema (23), entonces
a) Si A< A —r,—1 la solucion, u, de (23) verifica
u(+,-,t) — 0 uniformemente en Q x [0, A;] cuando t — +oc.
b) Si A > A\ — 1y, la solucidn, u, de (23) verifica
u(w,a,t) — +oo en L*(Q x (0, At)) cuando t — +oc.

c) Sixe (M —ry—1,  —1) yuo(x,a) >0 en Qx (0,A;), entonces (23) es un
sistema permanente, en el sentido anterior.

Los resultados de este Capitulo, basados en el estudio de un principio del minimo, en
el anélisis de un problema lineal asociado,... aparecerdn publicados en [33].

En el dltimo Capitulo de la Memoria estudiamos el problema estacionario asociado a
(19), es decir del problema

gz — Au+ p(zr,a)u = f(z,a,u) en Q x (0,A4;),
(24) u(z,a) =0 sobre 0€2 x (0, Ay),
At
u(z,0) = B(x,a)u(r,a)da  en Q,
0

El estudio de este sistema nos permitird un mejor conocimiento del comportamiento
asintético de la solucién del problema evolutivo (19).

Primero veremos que el método de sub-supersoluciones funciona para este problema,
donde por sub y supersolucién vamos a entender:

Definicién 0.0.13. Diremos que una funcion @ € L*(0, A+; H*(Q)) es una supersolu-
cion de (6.1) si
au + pu € L*(0, Ay; (H'(9))),
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f('v ',ﬂ) € LQ(Q X (O’AT))
y ademds se cumple que para toda v € LZ(O,AT; H}(2)) positiva

Ay
(25) / (0,u + pa,v) da + // Vu - Vvdrda > // f(z,a,u)vdxda,
0 QX(O,AT) QX(O,AT)

u(x,a) > 0 sobre 082 x (0, Ay),
At
u(x,0) > B(x,a)u(z,a)da en Q.
0
Andlogamente se define una subsolucién, u, cambiando las desigualdades anteriores

por sus contrarias y una solucion, u, cambiando las desigualdades anteriores por igual-
dades y verificando la igualdad (25) para toda v € L*(0, At; H} (Q)).

Obtenemos el siguiente resultado (véase Teorema 6.4.2):

Teorema 0.0.14. Bajo ciertas hipdtesis de regqularidad en los datos (cf. Cap. 6), si existe
un par de sub-supersoluciones u,u de (24) tal que u < U entonces existe una solucion
minimal u, y una mazimal u* de (24), en el sentido siguiente: para cualquier otra solucion

u € [u, 1] = {u € L*(Q x (0,A41)) : u < u <},

se verifica que
u<u, <u<u <

Este resultado serd usado, principalmente, para el estudio, segin los valores de A, de
la existencia y la unicidad o de la no existencia de solucién del problema estacionario
asociado al problema (21), es decir al problema

gu — Au+ p(z,a)u = —g(u) en Qx(0,A4;),
a
(26) u(z,a) =0 sobre 92 x (0, Ay),
At
u(z,0) = B(z,a)u(x,a)da  en Q,
0

con A € Ry g una funcién localmente lipschitziana verificando (22) y ademds para obtener
unicidad de solucién necesitaremos que la funcién g(s)/s sea creciente para s € R.

Para el estudio de la existencia de solucién del problema (26) nos basamos principal-
mente en el problema de autovalores asociado, es decir del problema:

gu — Au+ p(x,a)u = Au en 2 x (0, Ay),
a
(27) u(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = B(x,a)u(r,a)da en Q.
0

Asi, diremos que A es un autovalor del problema (27), si dicho problema tiene solucién.
Demostraremos que existe un tinico autovalor principal (en el sentido que es el tinico
con autofuncién asociada estrictamente positiva) denotado por Ag(u). Es decir (véase
Teorema 6.5.4):
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Teorema 0.0.15. Bajo hipdtesis de regularidad para las funciones p y b (cf. Cap. 6),
existe un unico autovalor principal de (27), Ao(n), que es simple y el dinico que tiene una
autofuncion positiva.

El principal resultado que obtendremos sobre la existencia de soluciéon del proble-
ma (26) es (véase Teorema 6.6.1):

Teorema 0.0.16. El problema (26) tiene una solucién positiva si y solo si, X > Ao(p).
Ademds en el caso en que exista solucion, ésta es unica.

Los resultados de este Capitulo, que se basan principalmente en el estudio de los prob-
lemas lineales auténomo y no auténomo asociado al problema (24), en el Teorema de
Krein-Rutman y en la busqueda de un par adecuado de sub-supersolucién del proble-
ma (26), han sido sometidos a publicacién [34].

Problemas abiertos

Para finalizar vamos a incluir un apartado sobre problemas abiertos que quedan sin
resolverse en la presente Memoria, unos son simples cuestiones a las que no se ha podido
dar respuesta, y otros son cuestiones mas generales que pueden ser posibles lineas de
investigacién para seguir trabajando en un futuro. Principalmente, estamos interesados
en las correspondientes a la parte II de la Memoria, es decir a los problemas con difusion.

Con respecto a las pequeias cuestiones que se han quedado sin resolver:

= En el Capitulo 4, estudiamos el comportamiento asintético del sistema diferencial
ordinario (4.2), es decir del sistema:

I' = qB(P)I — puy (P)I + KIS — ~I — M, IY,

(28) S'=B(P)(S+ (1 —q)) — p2(P)S — KIS +~I — M,SY,
Y'=mY —nY? +vMIY + vM,SY,
1(0) = Iy, S(0) = Sy, Y(0) = Y.

\

Es l6gico plantearse que si el estudio del comportamiento asintético de dicho sistema
es equivalente al estudio del comportamiento asintético del modelo:

% + % + 1 (P(t))i(a, t) = KI(t)s(a,t) — vi(a, t) — Myi(a, )Y (1),
Zj + Zj + pa(P(t))s(a, t) = —KI(t)s(a,t) + vi(a,t) — Mas(a, t)Y (¢),

(29) Y'=mY(t) —nY2(t) + vMI(t)Y (t) + vMa2S(t)Y (t),

Es decir, la primera cuestién que nos planteamos es la siguiente:
Supongamos que la solucién (I,S,Y) del sistema (28), es estable hacia un punto de
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equilibrio (I*,S*,Y™). Entonces, jla solucién del sistema (29), (i,s,Y") verifica

lim i(a,t) =i"(a), lim s(a,t) =s"(a)y lim Y(¢t) =Y" para casi todo a € Ry,

t——+o00 t——+o00 t——+00
donde
[e.e] o0
I*:/ i*(a)dayS*:/ s*(a)da?.
0 0
En el caso particular en que v = 0 podemos afirmar que si.

Otra de las cuestiones que han quedado abiertas es el paso del problema evolutivo con
difusién al problema estacionario con difusion. Es decir, jpodremos dar condiciones
sobre los datos para que la solucién del problema (5.1), es decir

ou Ou

E + % —Au+ M(x7a>t)u = f(x,a,t, u) en {2 x (OvAT) X (07T)7
u(z,a,t) =0 sobre 99 x (0, A;) x (0,7),
u(z,a,0) = ug(z,a) en 2 x (0, Ay),
Ay
u(x,0,t) = Bz, a,t)u(z,a,t)da en  x (0,7,
\ 0

converja a la solucién del problema estacionario (6.1):

Oat — Au+ p(x,a)u = f(x,a,u) en Q x (0,A4y),

u(z,a) =0 sobre 02 x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = B(z,a)u(z,a)da  en Q7.
0

Creemos que la respuesta es positiva.

Otra cuestion serfa el estudio de las soluciones del problema de tipo Holling-Tanner
estacionario, es decir del problema:

Ogt — Au + p(z, a)u = Au + H—Lu en 2 x (0, Ay),

u(z,a) =0 sobre 0€ x (0, A;),
A
u(z,0) = Bla)u(x,a)da en )
0

para el que no hemos podido construir una supersolucion, que pasaria por un estudio
detallado de la aplicacién Ag(u), es decir del autovalor principal, en funcién del
dominio €.

Como problemas més generales, como comentamos anteriormente, que podrian servir para
iniciar futuras lineas de investigacién queda el estudio de nuevos problemas entre los que
citamos:

= Con respecto a la parte I de la Memoria, el estudio de problemas “completos”, es

decir:
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e Incluir estructura en edad en el depredador en el modelo (11). Pensamos que
para el estudio de la existencia y unicidad de solucién de dicho modelo podria
razonarse de manera analoga al Capitulo 2, en este caso en vez de resolver
explicitamente la ecuacién diferencial ordinaria de tipo Bernouilli que verifica
el depredador, resolverla por el método de las lineas caracteristicas. Las difi-
cultades que pueden surgir, principalmente, al estudiar un modelo de este tipo
es el estudio de los equilibrios, puesto que en este caso tendriamos un sistema
diferencial ordinario de dimensién tres, con condicion inicial no local y acopla-
do. De hecho, no hemos sido capaces de encontrar equilibrios en el caso general
sino sélo cuando los individuos infectados desaparecen.

e Suponer que el depredador puede infectarse, lo que trae consigo la dificultad
anadida al aumentar el niumero de ecuaciones en el modelo a tratar.

= Con respecto a la parte II de la Memoria, una de las primeras cuestiones que nos
plantearemos es que si podremos usar un método de sub-supersolucién, para un
problema del tipo (19), pero suponiendo que la funcién f tiene una no linealidad
con respecto también a la poblacién total, es decir estudiar el problema:

( ?;; + gu — Au+ p(z,a,t)u = f(z,a,t,u, P) en Qx (0,4;) x (0,T),
a
u(z,a,t) =0 sobre 0€2 x (0, A;) x (0,T),
u(z,a,0) = up(z,a) en 2 x (0, Ay),
Ay
u(z,0,t) = / Bz, a,t)u(z,a,t)da en 2 x (0,7),
0

y quizas anadir también no linealidades a las tasas de mortalidad y natalidad.

= Otra de las posibles vias es el estudio de sistemas con difusién estructurados en edad,
aplicables a modelos de presa-depredador, epidemias, etc. Asi, como sistema general
con difusién estructurado en edad podriamos considerar el siguiente:

661: + gu — Au+ p(z,a)u = f(r,a,u,v) en x(0,4;) x (0,T),
a
O 9 Avt ) = gl a,u,w) en ©x (0,A7) x (0,7)
u(x,a,t) =0, v(z,a,t) =0 sobre 0 x (0, A;) x (0,7T),
w(z,a,0) = ug(x,a), v(z,a,0) =vo(r,a) en Qx(0,A;),
Ay
u(z,0,t) = / Bi(x,a,u,v)da en Q x (0,7),
0
At
v(z,0,t) = B2(x,a,u,v)da en 2 x (0,7,

0
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como también el problema estacionario asociado:

/ % — Au+ py(z,a)u = f(z,a,u,v) en Q x (O,AT),
a
gz — Av + po(z,a)v = g(x,a,u,v) en Q x (0,A4;),
u(z,a) =0, v(zx,a) =0 sobre 0 x (0, Ay),
Ay
u(x,0) = Bi(z,a,u,v)da en §,
0
At
’U($,0) = /82(1'7@7“7,0) da en .
\ 0

Asi, por ejemplo, podriamos pensar en el estudio de modelos del tipo Lotka-Volterra
para el problema estacionario, es decir suponer que f y g son de la forma:

f(z,a,u,v) = u(A —u+ bv)
g(z,a,u,v) =v(p — v+ cu),

donde A, b, i, c € R.

Lo primero que nos plantearemos sera establecer un método de sub-supersolucién
para los sistemas anteriores, generalizando el resultado obtenido (ver Teorema 6.4.2)
para el caso de una ecuacién. En el caso de simbiosis (b,c > 0) y competicién
(b,c < 0) el sistema tiene monotonia y se espera obtener resultados de existencia y
unicidad. En cambio, en el caso de presa-depredador (b >0y c<06b<0yc>0),
no tenemos ni monotonia, ni principio del maximo y deberemos proceder con otras
técnicas para obtener el estudio de la existencia de solucién, motivo de una de las
lineas de investigacién que esperamos desarrollar en el futuro.



CAPITULO 1

Preliminares

En este Capitulo enunciaremos resultados, la mayoria de ellos conocidos, de la Teoria
de Semigrupos y de estabilidad de los puntos de equilibrio que seran usados a lo largo de
la Memoria.

Mientras que no se indique lo contrario, en todo el Capitulo consideraremos X un
espacio de Banach.

1.1. Una breve introduccién a la Teoria Espectral

Sea A : D(A) C X — X un operador lineal y cerrado. Veamos algunas definiciones y
resultados sobre Teoria espectral de operadores lineales y cerrados.

El espectro de un operador lineal admite dos clasificaciones distintas. Segin una de
ellas se clasifica en espectro continuo, residual y puntual, segin otra, en esencial y no
esencial.

Definicién 1.1.1. ( [46]) El espectro de A puede escribirse como la union disjunta de los
stguientes conjuntos

o.(A) = {\ € C; (\I — A) es inyectiva, D(A\I — A)~!) es denso en X
y (M — A)~! no es acotado},
or(A) :={\ € C; (\[ — A) es inyectiva, D((M — A)~1) no es denso en X},
op(A) :={A € C; (A — A) no es inyectiva }.
Estos conjuntos son llamados espectro continuo, espectro residual y espectro pun-

tual de A, respectivamente.

Definicién 1.1.2. Los puntos X € 0,(A) son llamados los autovalores de A y cualquier
x € X no nulo, tal que Az = Ax es llamado un autovector.

El nicleo de A, N(A), es el conjunto de los x € X tal que Ax = 0.

Sea A € 0(A) dado, el autoespacio generalizado de \, denotado por Ny(A), es el
menor subespacio cerrado de X conteniendo todos los elementos de X tal que pertenecen

a D N((\ — A)Y).

k=1

27
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Denotaremos por radio espectral de A al nimero
r(A) :=sup{|Al; A € o(A)}.

Veamos ahora la clasificacién del espectro del operador en esencial y no esencial.
Definicién 1.1.3. Diremos que A € o(A) es un punto del espectro esencial de A,
denotado por oess(A), si al menos una condicion de las siguientes ocurre

i) Rg(AM — A) no es cerrado;

it) A es un punto limite de o(A);
i11) Nx(A) tiene dimension infinita.

Diremos que X € o(A) es un punto del espectro no esencial de A, si no estd en el
espectro esencial.

Proposicién 1.1.4. ( [13, Lema 17]) Se verifica
0(A) \ 0ess(A) C op(A).

Aunque la versién generalizada del Teorema de Krein-Rutman funciona en espacios
de Banach reticulados, (véase por ejemplo [29]), nosotros enunciaremos una adaptacién
para espacios L2(Q), donde 2 es un abierto de RY, pues en realidad es la versién que
utilizaremos.

Definicién 1.1.5. Sea Q un abierto de RN, A un operador tal que A : L?(2) — L%*(Q).
Denotamos por
L2(Q):={g € L*(Q): g(x) >0 e.c.t. x € Q}.

» Diremos que v € L% () es un punto cuast interior de L% (), y lo escribiremos
como u >0, st

/ u(z)g(z)dz > 0, para todo g € LEL (Q) no idénticamente nulo.
Q

= Diremos que el operador A es un operador fuertemente positivo, y lo escribiremos
como A >0, si

Ag > 0 para todo g € L%.(Q) no idénticamente nulo.

» Diremos que el operador A es irreducible si A o una potencia suya es un operador
fuertemente positivo.

Teorema 1.1.6. (véase [30, Teor. 3] para una versién generalizada) Si A es un operador
compacto, positivo e irreducible en L?*(Y), entonces, r(A) > 0, donde r(A) es el radio
espectral del operador A.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Krein-Rutman). (véase [29, Teor. 12.3 | para una versién
generalizada) Sea A : L*(Q) — L2?(Q)) un operador lineal, continuo, positivo e irreducible.
Entonces se tiene:

r(A) es un autovalor de multiplicidad algebraica 1 y ademds es el inico autovalor de T
que tiene una autofuncion positiva.
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1.2. Una breve introduccién a la Teoria de Semigrupos

Los resultados que enunciaremos a continuacién son bésicos de la teoria de Hille-
Philips-Yosida (véase por ejemplo [77]).

Definicién 1.2.1. Una familia uniparamétrica, {S(t)}+>0, de operadores lineales y aco-
tados de X en X es un semigrupo de operadores lineales acotados en X si

i) S(0) = I (donde I es el operador identidad en X ).
if) S(t+s) = S(t)S(s) para cada t,s > 0.
Un semigrupo de operadores lineales acotados, S(t), es uniformemente continuo si

Ii t)y—1I||=0.

fm 156~ 1] = 0
El operador lineal A definido por, A: D(A) C X — X, siendo

D(A) := {m € X : existe h'ms(t)x_x}
t10 t

y para x € D(A),

_ +
A — lim S(t)x —x _d S(t)x
t10 t dt

t=0
es el generador infinitesimal del semigrupo S(t) y D(A) es el dominio de A.

Definicién 1.2.2. Un semigrupo, {S(t)}+>0, de operadores lineales acotados en X es un
semigrupo fuertemente continuo si

(1.1) ltl’lrél S(t)x =z para todo x € X.

Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados en X serd llamado
un semigrupo de clase C° o simplemente un CO-semigrupo.

Teorema 1.2.3. Sea S(t) un C°-semigrupo. Entonces evisten dos constantes w > 0 y
M > 1 tal que

(1.2) 1S(t)|| < Me“* parat > 0.

Teorema 1.2.4. Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo
S(t) satisfaciendo ||S(t)|| < e“t si y sdlo si,

i) A es cerrado y D(A) es denso en X.

ii) El conjunto resolvente de A, p(A), contiene el rayo (w,+00) y para A € (w,+00) se
tiene

(1.3) (A — A7 < para A > w.

A—w
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1.3. Algunos resultados sobre la Teoria de ecuaciones diferen-
ciales abstractas semilineales en espacios de Banach

Ahora vamos a dar algunos resultados de estabilidad de problemas semilineasles difer-
enciales, es decir de problemas del tipo:

» t) = Bu(t) + K(u(t))

u(0) = =z,

donde B es el generador infinitesimal de un C’-semigrupo y K es un operador no lineal.

Para el estudio del comportamiento asintético de problemas no lineales de dindmica de
poblaciones estructurados en edad, es frecuente estudiar las propiedades de compacidad
de las trayectorias del semigrupo no lineal asociado al modelo. Pero no es automatico
dicho estudio, y es por ello que resulta ventajoso estudiar las propiedades de acotacion
y precompacidad de las trayectorias separadamente. Para ello, usaremos las nociones de
medida de no compacidad debidas a Kuratowski [59].

Definicion 1.3.1. Sea Y un espacio métrico completo con métrica p y sea M un subcon-
Junto acotado de Y. Definimos el didmetro de M, denotado por |M|, como

|M| :=inf{n >0, tal que si x,y € M = p(x,y) < n}.

Definimos la medida de no compacidad de M, denotada por «[M], como el infimo de
n > 0 tal que M puede ser recubierto por un nimero finito de subconjuntos de' Y cada uno
con didmetro menor que 1.

Definicién 1.3.2. ( [74]) Sea T un operador lineal acotado en un espacio de Banach X.
La medida de no compacidad de T, denotada por o[T], es el valor

a[T] :=inf{n > 0 tal que «[T(M)] < na[M]V M C X acotado},
donde a[M] es la medida de no compacidad del conjunto M.

Proposicion 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y sea Ty un operador lineal acotado en
X. Entonces se tiene

a[f] < |Ta.

Definicién 1.3.4. Sea {S(t)}i>0 un semigrupo fuertemente continuo de operadores lin-
eales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal B. Definimos la
cota de crecimiento de S(t), denotada por wo(B), como

wo(B) := lim M.

t—00 t

Y la a-cota de crecimiento de S(t), denotada por wi(B), como:

wi(B) := lim W.

t—o0
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Proposicién 1.3.5. ( [89, Prop. 4.13]) Sea {S(t) }+>0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal
B. Entonces,

(1.5) sup Re\ < wy(B)
Xeo(B)
(1.6) sup Re) <w;(B)
AETess(B)
(1.7) wo(B) = max{wi(B), sup ReA}.
A€o (B)\oess(B)

Veamos ahora un resultado sobre la cota de crecimiento cuando el semigrupo es posi-
tivo, antes de nada vamos a dar la definicién de dichos semigrupos [24].

Definicién 1.3.6. Sea X un espacio de Banach ordenado con cono positivo X . Diremos
que el CO-semigrupo {S(t) }1>0 es positivo si todos los operadores S(t), t > 0, son positivos,
es decir si

SHXtc Xt

Teorema 1.3.7. ( [24, Teor. 7.4]) Sea X un espacio de Banach ordenado. Supongamos
que {S(t)}+>0 es un C°-semigrupo positivo en X con generador B. Entonces,

wo(B) =sup{A e R: X € o(B)}.

Proposicién 1.3.8. ([89, Prop. 4.14]) Sea {S(t) }+>0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal
B y sea K un operador lineal acotado en X. Entonces, B+ K es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados {U(t)}1>0 en X, y

Ut)x = S(t)z + /OtS(t— s)K(U(s)x)ds t>0,z € X.

Ademdas, si K es también compacto, entonces
wi(B) =wi(B+ K).

1.3.1. Resultados sobre estabilidad local de equilibrios de un problema ab-
stracto. Método de linealizacidn.

La prediccién y descripcion de la convergencia a estados de equilibrios es una de las
aplicaciones més valiosas de los modelos de dindmicas de poblaciones. Si por ejemplo, la
solucion trivial, es decir la solucién nula, es una solucién de equilibrio del modelo entonces
el estudio de su estabilidad puede ayudarnos a predecir si la poblacion se extingue o no. Por
tanto, vamos a dar algunos resultados de estabilidad y de no estabilidad de los equilibrios
del problema (1.4).

Definicién 1.3.9. Diremos que ¢* es un equilibrio de (1.4), si ¢* € D(B) y

Bo* + K(¢*) = 0.
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En algunos casos, el estudio de la estabilidad local de un equilibro de un problema no
lineal puede ser analizado por el método de linealizaciéon. Para esta aproximacién el marco
de los semigrupos fuertemente continuos es bastante util.

Definicién 1.3.10. Sea ¢* un equilibrio de (1.4), u = u(t;¢) la solucion del proble-
ma (1.4) para x = ¢ con ¢ € X y Ty el tiempo mazimal de existencia de la solucion.

= Diremos que ¢* es un equilibrio localmente exponencialmente asintoticamente
estable si

existen € > 0, M > 1 y~v < 0 tal que si p € X y ||¢p — ¢*|| < &, entonces
Ty =400y

llu(t; @) — ¢*|| < Me||¢p — ¢*|| para todo t > 0.
= Diremos que ¢* es un equilibrio inestable si
existen € > 0, y una sucesion {¢pn} en X tal que ¢, — ¢* y
|lu(n; dpn) — ¢*|| > € paran=1,2,....

Veamos ahora el resultado més importante de esta Seccion, conocido como el principio
de linealizacion:

Proposicién 1.3.11. ( [89, Prop. 4.19]) Sea {S(t) }+>0 un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X con generador infinitesimal B.
Sea K un operador no lineal de X en X tal que K es continuamente Fréchet diferenciable
en X. Sean ¢* un equilibrio de (1.4) y {Sg-(t)}i>0 el semigrupo fuertemente continuo de
operadores lineales y acotados en el espacio de Banach X generado por By«, con

By = B+ K'(¢"),
donde K' denota la derivada Fréchet del operador K. Entonces se tiene,

1. Siwg(Bg+) < 0 entonces el equilibrio ¢* es localmente exponencialmente asintdtica-
mente estable.

2. Si existe \1 € 0(Bg+) tal que ReA; > 0 y max{w;(Bg-), sup Re A} <
)\EU(Bd)*)\Uess(Bd)*)
AEN
Re A1, entonces el equilibrio ¢* es inestable.

1.4. Algunos resultados de estabilidad de sistemas diferenciales
ordinarios
En esta Secciéon vamos a dar algunos resultados sobre estabilidad de sistemas diferen-
ciales no lineales que seran principalmente utilizados en el Capitulo 4.
Consideramos el siguiente sistema diferencial ordinario no lineal,

L3 {f@=f@@>

x(to) = wo,
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y denotaremos (-, zg) cualquier solucién de (1.8).
Para comenzar con el andlisis de dicho sistema es 1til determinar sus puntos de equi-
librio, es decir, buscar
z* € RY tal que f(z*) =0,
y después describir el comportamiento de (1.8) cerca de dichos puntos de equilibrio.

El comportamiento local del sistema no lineal (1.8) cerca de un punto de equilibrio
esta cualitativamente determinado por el comportamiento del sistema lineal

i = Ax,

con A= Df(xz*), donde Df es la matriz Jacobiana, es decir

(of,
br= <5%’ )

Consideremos el sistema auténomo (1.8), con f € C!(E) con E un subconjunto abierto
de RY, y supongamos que dicho sistema tiene solucién x(+,xp), que serd llamada curva
solucién, trayectoria u érbita de (1.8). Hablaremos de semidrbita positiva cuando el tiempo
en el que se mueve es positivo.

Definicién 1.4.1. Un punto p € E es un punto w-limite de la trayectoria x(-,zq) del
sistema (1.8) si existe una sucesion {t,}nen con t, — +oo tal que

lim x(tn,x0) = p.
n—oo
El conjunto de todos los puntos w-limite de una trayectoria I' es llamado el conjunto
w-limite y denotado por w(I).

Veamos ahora resultados de comportamiento asintético de la solucién del sistema (1.8),
en el caso de R2.

1.4.1. EIl Teorema de Poincaré-Bendixson

El Teorema de Poincaré-Bendixson juega un importante papel en el estudio del com-
portamiento cualitativo de ecuaciones diferenciales auténomas y sistemas dindmicos en
R?, su limitacién radica en que no es aplicable a sistemas dindmicos de dimensiones may-
ores. Esta teorfa se originé en los trabajos de H. Poincaré ( [79]), fue continuada por
I. Bendixson ( [9]), y ha sido ampliamente desarrollada durante este dltimo siglo. Una
version generalizada de este Teorema es

Teorema 1.4.2. Consideremos el sistema auténomo plano

(L9) X' = f(x)

donde x € R2. Supongamos que f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto de R?,
y que el sistema (1.9) admite una drbita, I', con la semidrbita positiva contenida en un
subconjunto compacto F de E. Supongamos que (1.9) posee un nimero finito de puntos
de equilibrio en F. Entonces ocurre que w(T")
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1. es un punto de equilibrio de (1.9)
2. 0 bien es una orbita periodica

3. ¢ bien consiste de un nimero finito de puntos criticos de (1.9).

Hay varias pruebas de este Teorema, generalmente estan basadas en el Teorema de la
curva de Jordan (una de las razones por la cual el Teorema sélo es valido para dimensién
2). Pruebas detalladas de este Teorema pueden encontrarse en [48,75].

Luego a fin de determinar el comportamiento global de un sistema dindmico plano, un

resultado muy utilizado es el Criterio de Dulac, (véase por ejemplo [78]), el cual establece
condiciones bajo las cuales el sistema plano (1.9) no tiene érbitas periddicas.

Teorema 1.4.3 (Criterio de Dulac). Consideramos el sistema (1.9). Sea f de clase C!
en una region simplemente coneza Q del plano. Si eviste una funcion B € C1(Q) tal que
V - (Bf) no es idénticamente cero y no cambia de signo en ), entonces el sistema (1.9)
no tiene ninguna orbita periddica contenida enteramente en 2.

1.4.2. Un resultado de estabilidad para sistemas no auténomos

Ma3s recientemente, se han obtenidos resultados para sistemas no auténomos, por ejem-
plo la teoria desarrollada por Markus ( [69], véase también [86]). Dicha teoria obtiene
resultados fundamentales concernientes al comportamiento asintético de las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias asintéticamente auténomas. Consideremos los sigu-
ientes sistemas

(1.10) &= f(t,z),
(1.11) y=y9),
donde f y g son funciones continuas y localmente lipschitzianas en RY y supongamos

que existen las soluciones para todo tiempo positivo. Diremos que la ecuacién (1.10) es
asintdticamente auténoma, con ecuacion limite (1.11) si

f(t,z) — g(x) cuando t — oo, localmente uniforme para z € RY.

Asfi el resultado principal que vamos a utilizar en el Capitulo 4 es el siguiente

Proposicién 1.4.4. Si las soluciones de la ecuacion (1.10) estin acotadas y el equilib-
rio e del sistema limite (1.11) es globalmente asintéticamente estable, entonces cualquier
solucion x(t) del sistema (1.10) satisface x(t) — e, cuando t — oo.

1.5. Otros resultados

Vamos a dar otros resultados que serdan utilizados principalmente en el Capitulo 3 y 4.

Primero veamos un resultado que nos permitird probar que ciertos conjuntos son densos
v que utilizaremos para probar que cierto operador es el generador de un semigrupo. Para
la demostracién de este resultado necesitamos el siguiente Lema
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Lema 1.5.1. ( [12, Lema II1.2]) Sea Y un espacio de Banach, consideremos fi,..., fn,
con fj : Y — R lineal y continua y ¢ — R lineal y continua tal que Yy € Y con fj(y) =0
(j=1,...,N) = ¢(y) = 0. Entonces: I(a1,...,ay) € RN tal que

N
(1.12) o= Zajfj enY.

J=1

Teorema 1.5.2. Sean X e Y dos espacios de Banach tal que Y — X con inyeccion
continua. Sean
1:Y - RY

una aplicacion continua, lineal y no nula. Y

m:X — RN
una aplicacion continua, lineal y no nula. Supongamos que 1=*(0) es denso en X y
{li,...,IN} son linealmente independientes. Entonces el conjunto
(1.13) D={yeY:l(y)=my)}

es denso en X con la norma en X.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre el niimero de las aplicaciones.

1. Caso N=1.-

Vamos a proceder por razonamiento al absurdo. Supongamos que D no es denso en
X, entonces por el Teorema de Hahn-Banach se tiene que existe

¢ € X'(donde X’ es el dual de X)

no nula tal que
(p,z) =0 VzxeD

es decir ¢|p = 0.

Puesto que Y — X, tenemos también que ¢ € Y.

Ahora bien, para toda y € D, se tiene que (I —m)(y) = 0 y también ¢(y) = 0, luego
por el Lema 1.5.1 se tiene que existe & € R con « # 0 tal que

p=all—m)enY.

Por tanto,

1
l=m+—¢enY.
(6%

Ya que m, ¢ € X', tenemos en particular que [ € X’.
Ahora bien, por hipétesis, tenemos que [71(0) es denso en X luego, en particular, se
tiene que

Vy € Y existe {zp}n>1 CY con I(z,) =0 tal que z,, — y en X.

Ya que [ € X', se verifica que
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y puesto que I(x,) = 0 se tiene que
l(ly) =0 VyeY.

Por consiguiente, [ = 0, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, si N =1, D ={y € Y : l(y) = m(y)} es denso en X.

. Supongamos cierto para N — 1 y demostrémoslo para N .-

Utilizamos la hipdtesis de induccién, es decir supongamos cierto para N —1, y veamos
que es cierto entonces para V.

Sea | := (l1,...,Ix) la aplicacién del enunciado. Escribimos

Vi={yeY :lLy) =my)}

y consideramos la aplicacién
[:Y - RN!

con | := (ly,...,ly). Veamos primero que

Y1 N171(0) es denso en X.

Para ello procedemos por un razonamiento de reduccién al absurdo.

Supongamos que Y1 N lN_l(O) no es denso en X, entonces por el Teorema de Hahn-
Banach se tiene que existe ¢ € X', no nula tal que

(1.14) Blysi-r0) = 0-

Ahora razonando de manera analoga al caso N = 1, tenemos que dado y € Ylﬂ[_l(O)
entonces

(b =mi)(y) =0y (L), -, In(y)) = (0,...,0).

Luego por (1.14) ¢(y) = 0. Y de nuevo aplicando el Lema 1.5.1 obtenemos que existe
a=(a1,...,ay) € RY tal que

N
(1.15) p=on(lh—m)+ Y ajljen.
j=2
Por consiguiente,
N
Zajlj =¢+aymien.
j=1

Ahora bien, por hipétesis, I71(0) es denso en X, luego en particular tenemos que
Vy € Y existe {x,}n>1 CY con l(z,) =0 tal que x,, — y en X.

Y puesto que, ¢ + a3my € X', entonces por (1.15) se tiene que

N
Y ajlily) =0y €Y.
j=1
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Gracias a que {l1,...,Iny} son linealmente independientes se tiene entonces que
Q5 = 0 V]
Por tanto, usando de nuevo (1.15), se tiene que ¢ = 0, lo cual es una contradiccion.

Por tanto hemos demostrado que el conjunto Y N1~1(0) es denso en X.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que

{l2|Y el } son linealmente independientes.
1 1

Supongamos lo contrario, entonces existe (ag,...,an) # (0,...,0) tal que

N
Zajlj\yl =0.
j=2

Asi, en particular, si y € Y7, es decir
N
si y verifica (I —m1)(y) =0 = Zajlj(y) =0.
j=2
Aplicando de nuevo el Lema 1.5.1, se obtiene que
N
Jday € R tal que Zajlj = aymy en Y.

j=1

Y por consiguiente,
ar1m (y) = 0 para todo y € I71(0).

Ahora bien, [71(0) es denso en X y m; € X', luego tenemos que

aimi =0 en X.

Por tanto,
N
Zajlj =0en X,
j=1
lo que contradice la hipdtesis de la independencia lineal de {l3,...,Ix}.

Para finalizar, vamos a intentar aplicar la hipétesis de induccién. Sabemos que

li €Y ym;eX paraj=2,...,N,

j\Yl
y también que .
Y1 N171(0) es denso en X.

Luego estamos en el caso de N — 1 aplicaciones verificando la hipétesis de induccion.
Luego, procediendo por induccién, llegamos a que el conjunto

{yeYr:lLi(y) =miy), i=2,...,N}

es denso en X. Ahora bien, este conjunto es en realidad el conjunto D definido por
(1.13), i.e.
D={yeY :li(y) =mi(y), 1 <i< N}

y por tanto hemos demostrado el Teorema.
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El siguiente resultado nos permitira caracterizar el signo de las raices de los polinomios
caracteristicos, principalmente usado para estudiar el signo de las partes reales de los
autovalores.

Lema 1.5.3 (Criterio de Routh-Hurwitz). ( [39, Pag. 191]) Todas las raices de un poli-
nomio real
N A d N d, =0

tienen parte real negativa si y sélo si se tiene que Dy, > 0 para k=1,...,n con
Dl = d17
di d3 ds -+ dok—
1 dy dy -+ dop—2
| di ds | 0 dv d3 - dops
Dz—‘ 1 dy | D=\ 0 1 dy - dy_y4 |
o 0 o .- dg,

con di, =0 para k > n.
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CAPITULO 2

Existencia y unicidad de solucién de un modelo
presa-depredador con enfermedad en la presa

En este Capitulo estudiamos la existencia y unicidad de soluciéon positiva para un
modelo presa-depredador, donde suponemos que en la presa puede actuar una enfermedad
infecciosa. Primero veremos que estudiar la existencia y unicidad de dicho modelo es
consecuencia de estudiar la existencia y unicidad de solucién de un modelo de epidemia de
tipo SIS (véase Introduccién) donde sélo actia la presa; y después comprobar la existencia
y unicidad de un punto fijo para una aplicacién que sera definida posteriormente.

Noétese que como vamos a buscar soluciéon de un modelo de dindmica de poblaciones,
siempre hablaremos de soluciones positivas.

2.1. Planteamiento del modelo

Consideramos un modelo de presa-depredador, donde la presa se ve afectada por una
enfermedad leve en el sentido que permite recuperar, parcialmente, a los infectados, aunque
no les concede inmunidad, es decir una epidemia de tipo SIS explicada en la Introduccién,
y viene estructurada en edad. También asumiremos que el depredador no se ve afectado
por la enfermedad, ni tampoco depende de la edad.

Por tanto consideramos dos poblaciones:

1. la presa, cuya densidad de poblacién en una edad a y en un tiempo ¢ serd denotada
por p(a,t). Esta a su vez se divide en dos subpoblaciones,

a) individuos infectados, denotado por i,

b) individuos susceptibles de ser infectados, denotado por s.

Ademss se verifica que p = s + 4, es decir que un individuo de la presa es 6 bien un
individuo infectado 6 bien un individuo susceptible de ser infectado.
La poblacion total de la presa serd denotada por P, es decir

P = [ pla.0)da

41
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y la de los infectados y susceptibles, por I y S, respectivamente, i.e.

1) = /OOO it)da y S(t) = /OOO s(a, 1) da.
Claramente se tiene que,
(2.1) P(t) =1(t) + S(t).

2. el depredador, que se supone que no viene afectado por estructura en edad y cuya
densidad de poblacién total serd denotada por Y (t).

En ausencia de presa, el depredador crece siguiendo una ley logistica. Luego, si deno-
tamos D > 0 la capacidad del medio, que viene determinada por la existencia de recursos
y m > 0 una razén intrinseca de nacimiento del depredador, entonces el depredador crece
de acuerdo con la siguiente ecuacién:

(2.2) % =mY <1 - ;)

Por comodidad, a lo largo de todo el Capitulo, vamos a denotar

En ausencia del depredador la presa sigue un modelo de tipo SIS, del tipo visto en
la Introduccién. Vamos a suponer que la enfermedad puede ser mortal y es por ello que si
denotamos por

u1(a,t, P): la tasa de mortalidad de un individuo infectado de edad a en un instante de
tiempo ¢, y con poblacién total P

u2(a,t, P): la tasa de mortalidad de un individuo susceptible de edad a en un instante de
tiempo t, y con poblacién total P,

entonces

(2.3) H1 > 2.

Hemos considerado que el modelo que sigue la presa es de tipo SIS, lo que significa que
la enfermedad puede curarse pero no causa inmunidad, por ello denotamos

~: la tasa de recuperacién de los individuos infectados,

que es un parametro relevante.

En nuestro modelo, vamos a considerar que la enfermedad se puede transmitir tanto
verticalmente como horizontalmente, como ya explicamos en la Introduccién.
Supongamos que la razén de transmisiéon horizontal viene dada por la siguiente ley de
accién de masa

Aa, t;7) == / K(a,ad')i(d,t)dd,
0
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es decir la razén con la cual un individuo susceptible de edad a se convierte en infectado
en un tiempo t, viene dada por:
s(a,t)\(a, t;1).

En dicha ley, K(a,a’) denota la razén con la cual un individuo infectado de edad o
transmite la enfermedad por contacto a un individuo susceptible de edad a y A es conocida
como la fuerza de infeccion.

Como hemos comentado, otra forma de infectar a un individuo es mediante la trans-
misién vertical, que se transmite de “progenitor infectado a descendiente”. Asi, supon-
dremos que existe una constante g € [0, 1], tal que

(1 — q) es la fraccién de descendientes de padres infectados que nacen sanos

y
q es la fracciéon que nace infectados.

A su vez, asumiremos que la enfermedad no influye en la natalidad, y denotaremos

B(a,t, P): la tasa de natalidad de un individuo de edad a en un instante de tiempo ¢
con poblacion total P.

Por consiguiente se tiene que la densidad de descendientes infectados y susceptibles en
un instante de tiempo t, viene modelada por las ecuaciones

i(0,t) = q/oo B(a,t, P(t))i(a,t)da,
500 = [ slat PO)s(at) + (- pite)da

Supongamos también que las distribuciones iniciales de edad son conocidas, y vienen
dadas por:

s(a,0) = sp(a), i(a,0) =ip(a).

Luego el modelo que sigue la presa en ausencia de depredador viene dado por el sigu-
iente sistema:

( %(a,t) + %(a,t) + pi(a,t, P(t))i(a,t) = X a, t;i)s(a, t) — v(a)i(a,t),
O @) + 5 0,) + ol s P(0)s(a 1) = ~N(a, £ 8)s(a,1) + 1 (@)i(a, 1),
(2.4) i(a,0) =io(a), s(a,0) = so(a),

i(0,1) = /°° Bla,t, P(1))i(a, 1) da,

5(0,1) /ﬁatP D(s(a ) + (1 — g)i(a, 1)) da.

Como parece légico, desde un punto de vista bioldgico, los individuos mueren a una
cierta edad, asi buscaremos solucién del sistema anterior tal que

i(a,t),s(a,t) — 0, cuando a — +o0.
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Nota 2.1.1. Se pueden dar condiciones para que la poblacion se extinga a una edad
mdzima Ay > 0, por ejemplo suponiendo que las tasas de mortalidad vienen dadas de la
forma:

pi(a,t, P(t)) = pip(a) + picla, t, P(t)),
con ;0 € CY([0, Ay)) verificando

As
/ tio(a) da = +oo,
0

y pie € CH([0, Ay] x [0,T] x [0, +00)), para cada T > 0 y para i = 1,2 (véase por ejemplo
[51] en el caso de tasas de mortalidad iguales para los infectados y los susceptibles).

Vamos a ver el modelo completo, es decir cuando hay interaccién entre el depredador y

la presa.

En el modelo objeto de estudio suponemos que el depredador no se infecta al devorar
a un individuo infectado, y también que la enfermedad debilita a la presa, con lo cual
parece 1égico suponer que el depredador devorard més facilmente a un individuo infectado
que a un individuo sano. Asi, si denotamos como M; > 0 la tasa de depredacién sobre
infectados y My > 0 la tasa de depredacién sobre sanos, supondremos que

My > M.

Denotando por v > 0 la tasa de eficacia en la captura de la presa por parte del
depredador, se llega al siguiente modelo:

(gi + % + pala,t, P(t))i=a, t;i)s(a, t) — v(a)i(a,t) — Myi(a,t)Y (t),
% + % + pa(a,t, P(t))s=—M\a, t;i)s(a,t) + vy(a)i(a,t) — Mas(a,t)Y (1),
dY

2 () =mY (1) = nY2(t) + MUY (1) + vMaS (DY (2),
(2.5) i(a,0) = io(a), s(a,0) = so(a), Y (0) = Yj,
i(0,t) = q/o B(a,t,P(t))i(a,t)da,

5(0,t) = /000 B(a,t, P(t))(s(a,t) + (1 —q)i(a,t))da,

i(a,t),s(a,t) — 0, cuando a — +oo.

En este Capitulo vamos a ver un resultado de existencia y unicidad de solucién para
este modelo bajo hipdtesis convenientes en los datos.

2.2. Hipétesis matematicas

Ademsds de las hipdtesis propias para el planteamiento bioldgico del modelo, vamos a
considerar las siguientes hipdtesis matematicas necesarias para el tratamiento analitico.
Dado T > 0,
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(Hy) Para i = 1,2, suponemos que
i Ry x (0,7) xR — Ry
es una funcién medible y positiva tal que la aplicacién
(2.6) s — pi(s,s +u, P) estd en L} (Ry) e.c.t. (u, P) € R%
Ademads, existe una constante C'(T') > 0 tal que para casi toda P, P € R se tiene
(2.7) \pi(a,t, P) — pi(a,t, P)| < C(T)|P — P| e.c.t. (a,t) € Ry x (0,T).

Y puesto que hemos supuesto que la enfermedad afecta a la tasa de mortalidad,
tenemos que denotando

[i= g1 — 2

entonces (1 es positiva. Asumiremos, también, que existe C'(T") > 0 tal que para casi
todo P € R se verifica que

(2.8) w(a,t, P) < C(T)log(|P| +e) ec.t. (a,t) € Ry x (0,7).
(H2) Suponemos que
ﬁ(a,t,P) ZR+ X (O,T) x R —>R+

es una funcién medible, positiva y con soporte compacto en la variable a. Ademds
existe una constante, C'(T), positiva tal que para casi toda P, P € R, se tiene que

(2.9) |8(a,t, P) — B(a,t, P)| < C(T)|P — P| e.c.t. (a,t) € Ry x (0,T).
Ademas existe otra constante C(T") > 0 tal que para casi toda P € R se tiene

(2.10) B(a,t,P) < C(T)log(|P| +e) e.c.t. (a,t) € Ry x (0,7T).

(Hs) o := (i, s0) € (L' (R+))2, con soporte compacto y positiva.

(H4) v € L*°(Ry), con soporte compacto. Denotaremos,

(2.11) Yoo = €ss supy(a).
a€(0,00)

(Hs) K € L*(R4 x R4), con soporte compacto y positiva . Denotaremos

(2.12) Kow:= esssup K(a,d).
a€(0,00),a’€(0,00)

Nota 2.2.1. Notamos que las acotaciones (2.8) y (2.10) fueron motivadas por [22]. En
dicho trabajo, M. Chipot considera el modelo no lineal considerado por M. E. Gurtin y
R.C. MacCamy en [44]. En [44], la idea principal de la prueba de la existencia y la unicidad
de solucion consiste en reducir el problema a un par de ecuaciones integrales, mientras
que Chipot en [22] prueba que el problema puede resolverse usando un argumento de punto
fijo. Ademdas, tanto en un trabajo como en otro, se comprueba que el crecimiento de la tasa
de natalidad, 3, debe limitarse cuando P se va hacia infinito para obtener una solucion
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global. Chipot comprueba que se puede permitir a 3 un crecimiento como un logaritmo en
P o una potencia suya, i.e. supone que debe existir una constante C(T) yn € N tal que
para toda P € R
n
B(a,t, P) < C(T) [ ] log"(P + en),
K=1

donde logh = logologo---olog (k veces) y ey, = expoexpo---odim (k veces). Incluso da
un ejemplo donde si el crecimiento de (B es algo superior, entonces la poblacion total P
explota en tiempo finito.

Ndtese que problablemente las acotaciones (2.8) y (2.10), podrian ser mejoradas con
una acotacion de alguna potencia logaritmica.

2.3. Desacoplamiento del modelo

Para comenzar con el estudio de nuestro modelo, veamos que estudiar la existencia y
la unicidad de solucién del modelo (2.5) se reduce a estudiar la existencia y la unicidad de
solucién de un modelo de epidemia de tipo SIS con tasa de mortalidad distinta; es decir,
un problema del tipo (2.4), y después demostrar la existencia y unicidad de un punto fijo
para una cierta aplicacion.

Dados T' > 0, P € R, para cada z € C°([0, T]; R, ), denotamos
w1 z(a,t, P) = p(a,t, P) + M 2(t),
po.z(a,t, P) := ps(a,t, P) + M z(t),
pz(a,t, P) = .(a,t, P) — p2.(a,t, P),
y
Or :=(0,+00) x (0,T).

Para cada z € C°([0, T]; R, ), nos planteamos el problema

% + % +u1x(a,t, P(t))i, = Na, t;i,)s.(a, t)—y(a)iy(a,t), en Op,

ot da ’

0s, 0s, ) .

ot + 5 +p2.2(a,t, P.(t))s.=—Xa,t;iz)s.(a, t)+v(a)is(a,t), en O,

a

i-(a,0) =1ip(a), s.(a,0)=so(a), en Ry,
(2.13) N

i-(0,t) = q/ B(a,t, Py(t))is(a,t)da, en (0,7),

0
s,(0,t) = / ﬁ(a,t,PZ(t))(sz(a,t) + (1 —q)i(a,t) )da, en (0,7),
0
[ i2(a,t),s.(a,t) — 0 cuando a — +o0

donde

px(a,t) :==1i.(a,t) + s.(a,t)
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Supongamos que para cada z € C°([0,T]; R, ), se tiene que este sistema posee una tinica
solucién (i, s,) € L*((0,T); (L*(R4))?) no negativa. Entonces, demostrar que el modelo
(2.5) posee una unica solucién se traduce en probar que la ecuacién diferencial que verifica
el depredador tiene una tnica solucién. Es decir, que existe un tnico Y € C°([0, T]; R,),
tal que

dy

T () =mY (1) = nY?*(t) + vMily ()Y (1) + vMoSy (1)Y (2).

Trivialmente, tenemos que en este caso, (iy,Sy,Y') serfa la tnica solucién del problema
(2.5). En efecto, para cada z € C°([0,T]; R,) supongamos que el sistema (2.13) tiene una
tinica solucién (i,,s,) € L>((0,T); (L'(Ry))?) no negativa. Nos planteamos la siguiente
ecuacién diferencial ordinaria,

(2.14) %}(“ =mw(t) — nw?(t) + v My L (t)w(t) + vMsS, (tyw(t)
=maw(t) — nw?(t) + v M, P, (t)w(t) + v(My — My)S. (t)w(t)
con w(0) = Yp.

Se tiene entonces que la ecuacién diferencial ordinaria (2.14), es una ecuacién de tipo
Bernoulli, y resolviendo se llega

Yo e™ exp|f.(t)]

(2.15) w(t) = 7 )
1 +nY0/0 e exp(f.(T)]dT
(2.16) f2(t) =vM; /Ot P,(s)ds + v(My — M) /Ot S.(s)ds.

Luego si definimos

G:C%([0,TiRy) — C°([0, T R+)
z— G(2),

donde para cada t € [0, 7],

Yo ™" exp[f(t)]

¢
1+nY0/0 e exp|f.(7)] dT

(2.17) G(2)(t) =

)

nuestro problema se traduce en demostrar que la aplicaciéon G tiene un tinico punto fijo.
Lo cual nos conduce a la existencia y la unicidad de solucién del sistema (2.5), una vez
demostrado que (2.13) tiene unicidad de solucién, puesto que si suponemos que tenemos
dos soluciones distintas de (2.5), (i,s,Y) e (¢/,5,Y’), entonces Y # Y’. Gracias a la
ecuacién diferencial que verifican Y e Y’ se tiene que tanto Y como Y’ son puntos fijos de
G, entonces Y = Y’ y consecuentemente obtenemos la unicidad de solucién.



48 Capitulo — 2. Un modelo presa-depredador con enfermedad en la presa

2.4. Un modelo de epidemia no auténomo con tasa de mortali-
dad distinta

Nuestro primer objetivo es estudiar la existencia y unicidad de solucién de (2.13).
Observando detenidamente dicho sistema, se aprecia que es un modelo de epidemia de tipo
SIS donde p . es la tasa de mortalidad de los infectados y p2 . es la tasa de mortalidad
de los susceptibles. Obsérvese, que la hipétesis j1, # p2., como ya indicamos en la
Introduccion, complica técnicamente los calculos.

Es por esto que en esta Seccién vamos a estudiar un modelo del tipo (2.4), con tasas
de mortalidad, u;, ¢ = 1,2, de infectados y susceptibles, respectivamente, supuestas dis-
tintas, y verificando la hipétesis (H1), para i = 1,2,. Una vez demostrado esto, llegaremos
entonces a que tenemos existencia y unicidad de solucién para (2.13).

Nétese que el sistema (2.4) es un sistema no auténomo, es por ello que no procederemos
utilizando las técnicas de [89], que son aplicables principalmente cuando el problema es
auténomo. En dicho trabajo, G. F. Webb convierte el problema dependiente en edad en
una ecuacién integral equivalente, en la cual la densidad de poblacién es una funcién
desconocida vista como una funcién de dos variables independientes, la edad y el tiempo.

Las técnicas que usaremos en la prueba de existencia y unicidad de solucién del prob-
lema (2.4) estan basadas en las pruebas de [22] y adaptadas para un sistema de epidemia.

Ya que facilita bastante los calculos, vamos a trabajar con el sistema en las incégnitas
pys,envezdeiys.

Luego el sistema que obtenemos es el siguiente:

%+%+m(a, t,P(t))p=(m(a,t, P(t)) — p2(a,t, P(t))s(a,t), en Or,
02 (alast, P() +5(a) + M@ t:p — 8)s=r(@p(a, 1), en O,
p(a’v 0) = pO(a)v 5(a7 O) = SO(a)7 en RJr?
(2.18) N
p(0,4) = / B(a,t, P(t)) pla, 1) da, en (0,7),
0
5(0,1) = /0 Blart, P(®) (g5(a.1) + (1 — ) pla,t) ) da, en (0,7),
p(a,t),s(a,t) — 0, cuando a — o0,
donde

P(t) = /000 p(a,t)da
po(a) = to(a) + so(a)
y

Ma,t;p—s) = /000 K(a,d’) (p(a’,t) — s(d’,t))da’.

Por razones bioldgicas estamos interesados en soluciones no negativas de (2.5), es decir,
si (7,s) es una solucién de (2.5), entonces ¢ > 0y s > 0. Puesto que i = p — s, vamos
a buscar soluciones que verifiquen que p > s. Por otra parte, hemos dicho que en cada
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instante de tiempo ¢ la poblacién total P es dada por

P@%=AwM%ﬂdm

luego esta cantidad debe ser finita y por consiguiente parece razonable suponer que la
solucién esté en (L'(Ry))2. Ademds, para evitar un amontonamiento infinito de la especie
y obtener solucién global es natural buscar la solucién en L*((0,7T); (L' (R4))?). Asi, la
solucién del sistema (2.18) va a pertenecer al cono

V= {(p1,p2) € L¥((0,7): (L' (R1))) | pa(ayt) = pala,t) = 0 ecct. (a,) € Ry x (0,7)}
En V| consideraremos la norma siguiente, para cada p € V'

lply = ess sup e M |p(-, 1)1,
t€[0,T

donde k es una constante positiva que serd escogida mas adelante y |- |; denota la norma
usual en (Ll(R+))2, es decir

lp(, B 22/0 !Pl(aat)\daJr/O lp2(a, t)|da == [[pr (- )l Lx + [lp2(, D) 21
Definicién 2.4.1. Diremos que p(-,-) = (p(-,-),s(+,-)) € V es una solucion de (2.18) si
( Dp=—pa(a,t, P(t))p(a,t) + (pa(a, t, P(t)) — pa(a, t, P(t)))s(a,t), en Or,

Ds=—(u2(a,t, P(t))+7(a) + Aa, t;p — s))s(a, t) +7(a)p(a,t), en Or,

p(a, 0) = pO(a)v S(&,O) = SO(Q)a en R+a
(2.19)

T (0,1 + ) = / Bla,t, P(t)) pla, ) da, en (0,7),

hli%l+ s(0,t+h) = /0 B(a,t,P(t))(gs(a,t) + (1 —¢q)p(a,t))da, en (0,T),

p(a,t),s(a,t) — 0 cuando a — +o0,
donde Dp y Ds denotan las derivadas direccionales de p y s respectivamente, es decir

h,t+h)— t
Dpfat) = i PRI ~p(0)

Notese que en principio esto sélo tiene sentido como distribucion sobre Ry x (0,T):

0 0
(Dp, ) = —(p, Dp) = (Dp, 8—f + 8—¢>, Yo € D(Ry x (0,7)).
Generalmente, p no tiene por que ser regular (p € C*(R; x (0,7))). Si efectivamente

lo es, claramente se tiene que Dp = pg + pr v Ds = s4 + s¢.

Nota 2.4.2. Nuestras soluciones serdn consideradas en el sentido de (2.19). Por tan-
to, no es necesario que p posea derivadas parciales con respecto a a y t, sino solo las
derivadas direccionales. Si aniadimos condiciones adicionales de regularidad en el dato
inicial y condiciones de compatibilidad para po := (po, So), entonces consequimos diferen-
ciabilidad en la solucion (véase por ejemplo para el caso de una ecuacion [44]).
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2.4.1. Anadlisis del sistema (2.19)

A lo largo de todo el Capitulo vamos a considerar las siguientes notaciones:
Para cada (u,v) € V, denotamos

(2.20) B,(t) = /000 B(o,t,U(t)) u(o,t)do
(2.21) Buslt) = [ 8(0.6.00) (a0(e0) + (1= a)ule:0) dor

Para transformar el problema (2.19), que consiste en un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales con condiciones adicionales una de las cuales es una condicién integral,
en un problema mas manejable, usualmente se integra a lo largo de las caracteristicas del
sistema. Estas caracteristicas son las lineas a = ¢t + k (cuando t < a), respectivamente
t = a+ h (cuando t > a). La importancia de este método estd principalmente en el hecho
que los valores de la funcién solucién en el punto (a,t) estan determinados por valores de
la solucién a lo largo de la linea caracteristica de (a,t) pues un miembro de la poblacién
de edad a en el instante ¢ debe haber tenido la edad a — « en el instante ¢t — « para cada
a >0 tal que a < ay a <t. Es decir, todos los puntos de una linea caracteristica dada
t = a + ¢ corresponden al mismo cohorte de edad, (c.f. [11]).

Asi, (2.19); y (2.19)2 se reduce al sistema de ecuaciones integro-diferenciales siguiente:

' %(a, a+h)=—pi(a,a+ h,Pla+ h))pla,a+ h)
—(p2(a,a+ h,P(a+h)) — pi(a,a + h, P(a+ h)))s(a,a + h),
Parat > a
%(a, a+ h)=—(u2(a,a+ h,P(a+h))+v(a) + Aa,a+ h;p — s))s(a,a + h)
+y(a)p(a,a + h).
%(t k) =—pi(t+ k. t, P(£))p(t + k. 1)
—(p2(t + k,t, P(t)) — pa(t + k,t, P(t)))s(t + k., ),
Parat <a
S b k)= —(ua(t + b 1, PO) (4 B) + M+ 0= 9))s(t + K, 1)
+y(t + k)p(t + k, t).

Asi, si resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales anterior, teniendo en cuenta las
condiciones adicionales que verifican p y s, y denotando por

p = (p, s) la solucién de dicho sistema de ecuaciones diferenciales
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se tiene:

pola — t)w(a,t,t; P) + /0 (a,t,0; P) (,u(a ot —0,P(t—0))
Xs(a—a,t—a)+’y(a—0)p(a—a,t—a)>da sia>t

(2.22) p(a,t) = .

By(t — a)r(a,t,a; P) + /0 m(a,t,o; P) (u(a —o,t—o0,P(t—o0))

xs(a—a,t—a)+’y(a—0)p(a—a,t—a)>do sit>a

so(a —t)7(a,t,t; p)

t
—i—/ 7(a,t,o;p)y(a —o)pla —o,t — o) do sia>t
(2.23)  s(a,t) = 0
By s(t —a)w(a,t,a;p)

/ 7(a,t,o;p)y(a —o)pla — o,t — o) do sit>a
donde
r(a,t, 7 P) = exp [— | a0, P(t - o) +2(a—0)) dal

0

7(a,t,x;p) = exp [— /Ox(ug(a —o,t—0,P(t—o0))+Na—o,t —o;p—3s)+vy(a—o0)) do|,
M(G,t,P(t)) = Ml(aatap(t)) - N2(a7t7P(t))'

Es fécil comprobar que buscar una solucién del problema (2.18) es equivalente a buscar
una solucién de las ecuaciones integrales (2.22) y de (2.23).

Para obtener un resultado de existencia y unicidad de solucién del problema (2.18),
veremos que efectivamente las ecuaciones integrales (2.22) y (2.23) tienen unicidad de
solucién. Para ello intentaremos aplicar algin resultado de punto fijo. Primero, veremos
tres resultados que nos permitirdn dar cotas a priori de la norma de la solucién p.

Lema 2.4.3. Sean p := (p,s) € V, (a,t) € R x (0,7) y x < min{a,t}. Entonces se

verifica,
(2.24) m(a,t,z; P) <1
(2.25) w(a,t,x;p) < 1.

Demostracion. La demostracién es trivial por la positividad de las funciones py, po, vy
puesto que p € V, se tiene que p > s, y asi la positividad de A(-,;p — s). O

Proposicién 2.4.4. Supongamos que se verifican las hipétesis (H1) — (Hs). Denotemos
po = (po, so) con po :=io + S0, Y

(2.26) r:=log(|pol1 + €).



52 Capitulo — 2. Un modelo presa-depredador con enfermedad en la presa

Entonces existe una constante C' > 0, dependiendo unicamente de T y del supremo de 7,
tal que si p = (p,s) € V satisface (2.22) y (2.23), se verifica

(2.27) lp(-,t)]1 < exp (reCt) e.c.t t €(0,7).

Demostracion. Sea p := (p, s) verificando las hip6tesis de la Proposicién, entonces:

() = /0 " o, 1)) da+ /O 7 Js(a )] da = IpC. Hllzs + 15C,6) o1

Por la igualdad integral (2.22) y usando (2.24), tenemos que

t t a
lp(-, )|l 11 S/o \Bp(t—a)]da—i—/o/o |pw(a —o,t — o, P(t —0))||s(a —o,t —0)|doda

t a o0
+/ / ]’y(a—a)]\p(a—a,t—a)\dada—i—/ Ipo(a — t)| da
o Jo t

(2.28) +/too/0 lu(a —o,t —o, P(t —0))||s(a — o,t — )| do da
-l-/too/o |v(a —o)| |p(a — o,t — o)|do da.

Ahora bien, por la definicién de B, en (2.20), se tiene

/Ot\Bp(t—a)]da = /\B N[ da’
// (0., P(d))] Ip(o, a')| dor dd’.

Por la igualdad integral (2.23) y la acotacién (2.25), obtenemos que

||L1</|Bpst—a\da—i—// v(a—o)||pla—o0,t —0o)|doda
+/ \so(a—t\da—F/ /|’ya—a)]p(a—at—a)|dada
t

Gracias a la definicién de B, ¢ en (2.21), se tiene

/|Bp5ta|da = /|B, | da’

/ / (0., P(a)|(as(o,a)] + (1 — ) (0, @)]) der da.
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Y realizando cambios de variables oportunos tenemos,

/ot !/0“ w(a—o,t — o, P(t —0))||s(a — 0.t — UWU] h
<[

t t
_ / / wla—t+o, o', P(o")||s(a—t + o', 0")| do’
" Jo t—a

/0 |u(a —o,t — o, P(t —0))||s(a —o,t — 0')|d0'] da

t—o~>

(2.29) +/t [/0 Iu(a—t+0’,0',P(a’))|\s(a—t+a’,a’)|da’] da

t—a<o' <t — t—o' <a<t
0<a<t 0<o' <t

t t
-, [/ '“<a—t+a’,a’7P<a'>>|\s(a—t+a',a'>|d”] i
0 t—o’
t
°

o // w(a' o', P(a')||s(d’,0")| da’ do’.

Realizando estos mismos calculos para la integral en v, se llega

e |v(a — o) |p(a—a,t—a)]dada+ [ |'y(a—cr)| Ip(a —o,t —o)|doda
0o Jo
// a)||p(a’,o")|da’ do’.

Por consiguiente, ya que 0 < ¢ <1,

/ wla—t+0 0, P(")||s(a—t + o', da] do’
t

p(-,t \1<\p0|1+// u(a,0, P )||(aa|dada+2// o)l Ip(a, o)| dado
+2// B(a, 0, P(0))| (Ip(a, 0| + |s(a, o)) dado.

Utilizando (2.8)y (2.10), se tiene que

// (a,0,P(0))|]s(a, U)|dada<C/log |P(o)|+e)|p(-,0)1do

y
/ / (a,0,P(0))] (|p(a, o)+ |s(a,o)|) dado < C’/O log(|P(o)| + e)|p(-, o)) do.

Por tanto, ya que v € L, se tiene

(230)  [p(-Dh < Ipo!1+2%o/0 (o)l d0+0/0 log(|P(a)] +e)lp(-; 0)[1 do,
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y puesto que log(|P(c)|+€) > 1, se llega

(2.31) [p(, 81 < [pola +C/0 log(|P(o)| + €)lp(-; o)1 do-

Ahora procedemos utilizando las técnicas de [22, Lema 1]. Ponemos

H(t) = [p(- D,

puesto que |P(o)| < H(o), y utilizando (2.31), se llega, para casi toda t € (0,7,

(2.32) HU%th+CAI%GMﬂ+@HwNU:¢@-

Supongamos por un momento que H es continua, entonces (2.32) ocurre para toda t y
ademas se tiene que v es diferenciable. Luego, derivando 1 obtenemos que

iy
dt

y por consiguiente

(t) = Clog(H(t) +e)H(t) < Clog(¥(t) +¢€) (¥(t) +e),

%(log(logW(t) L) <.

Integrando entre 0 y ¢, y utilizando que ¢(0) = |po|1, se tiene que
log(log(4(t) +¢)) < C't + log(log(|pol1 + €)).
Aplicando a ambos lados de la desigualdad dos veces exp, y (2.32), llegamos a que
H(t) <y(t) <(t) +e < exp (reCt) ,

con r :=log(|pol1 + €).
Asi que, para concluir la prueba lo tinico que nos queda por ver es que podemos realizar
esta prueba sin suponer la continuidad de H. Pero, puesto que H(t) < #(t) (por (2.32)),
se tiene que

Clog(H(t) +e)H(t) < Clog(u(t) + e) ¥(t).

Integrando esta desigualdad entre 0 y ¢, sumando |pg|; y por (2.32) obtenemos que

w@smm+cﬁkmww+@ww

Puesto que 9 si es continua, gracias a que p € V, entonces trabajamos con ¢ en vez de H
y llegamos a la misma desigualdad. O

Lema 2.4.5. Bajo las condiciones (H1)—(Hs), sear definido en (2.26) y w una constante
positiva. Consideramos el conjunto

(2.33) Crw={p eV ||p(,t)1 <exp(revt) e.c.t. t € (0,T)}.
Sean p = (p,s),p:=(p,5) € Crw, a € Ry, t € (0,T) y denotamos

(2.34) P(t) = /Ooop(a,t) da y P(t):= /Oooﬁ(a,t) da.

Entonces para casi todo x < min{a,t} se cumple
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» IM(T') > 0 tal que
(2.35) |P(t)] < M e.c.t. t € (0,T).

= IM(T) > 0 tal que
(2.36) |B,(t)] < M e.c.t. t € (0,T).

» IM(T) > 0 tal que
(2.37) |B,s(t)] < M e.c.t. t € (0,T).

» 3C(T') > 0 tal que

~ C

(2.38) m(a,t,z; P) = m(a,t,2; P)| < o |p = ply €.
» 3C(T, Kso) > 0 con Ko definido en (2.12) tal que
C

(239) ‘ﬁ(aatvl‘vp) 7ﬁ(aatal‘7ﬁ)’ < E|p—ﬁ|vekt

Demostracion. (2.35) se cumple por estar p € Cy,.
(2.36) y (2.37) por (2.10) y (2.35).

Demostremos (2.38); por la definicién de 7, la positividad de « y usando la desigualdad
e —eV <|o—y| Va,yeRy,
tenemos que

|7r(a,t,x; P) —r(a,t,x; 15)}
<[
0

gC(T)/:

= C(T)/ Ip(-st — o) — p(-,t — o), o k(t=0) k(t=0) 4
0

Ml(a—O',t—O',P(t—O')) —m(a—cr,t—a,ﬁ(t—a))‘ do

P(t - o) —f’(t—a)‘ do < O(T) /Ogc (1t — o) — pl-t — 0)], do

T ~ Y ~ e—ka z
SC(T)/O o= ply €7 do = C(T) |p = fly €™ [—k]
0

_ o)
-k
Demostremos (2.39). Procediendo como en la prueba de la desigualdad (2.38), gracias
a la definicion de A, se verifica

lp = ply et

|7?(a,t, x;p) — w(a,t, x; ﬁ)}

x
</
0

< (o(T) +Koo>/0 Pt —0) = pt — o)),

/J,g(a—d,t—U,P(t—U)) _MQ(a_U7t_O—7P(t_U))’ do

+// K(a—o,d)|p(d,t —0) = p(d',t — o)|dd’ do
o Jo
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Y razonando como en la prueba de la desigualdad (2.38), se llega a que

C(T,K)

[7(a, t, w3 p) = 7oyt 25 p)| < === |p = ply €™

O]

Ahora pasemos al objetivo principal de esta Seccién, es decir la busqueda de solucién
tnica del problema (2.18). Para ello definimos la aplicacién

F: Vv — Vv

(240) pi= (p7 5) — F(p) =w

con w := (w1, ws) solucién del siguiente sistema

O O (P8 + (@) =i, P()w +1(a)p, em O,

O %2 | (a1, P) 47(a) + Ao, tip — )wr=3(a)p, e Or,
GADY w(0,0) = pol@),  wa(a,0) = sofa), en Ry,

w1(0,1) = By(t), en (0,7),

2(0,1) = Bys(0), en (0.7),
donde

P(t) := /Ooop(a,t) da.

Resolviendo este sistema por el método de las caracteristicas y notando por F; := w;, para
1 = 1,2, tenemos que

po(a —t)m(a,t, t; P) —i—/o m(a,t, 05 P)(p(a — o,t — 0, P(t — o))

xFy(p)(a—o,t—0)+v(a—o)pla—o,t —0))do sia>t
(242) Fi(p)(a,t)=

By(t —a)m(a,t,a; P)—I—/Oaﬂ(a, t,o;P)(u(a—o,t — o, P(t — o))

xFy(p)(a—o,t —o)+vy(a—o)pla—o,t —0))do sit>a

so(a —t)7(a,t,t;p)

t
+/ 7(a,t,o;p)y(a —o)pla —o,t —o)do  sia >t
(243)  Fa(p)(a,t) = ’
Bp,s(t - CL) ﬁ-(av t,a; p)

—I—/ 7(a,t,o;p)y(a —o)pla —o,t —o)do  sit > a.
0

Veamos que la aplicacién F' estd bien definida y lleva el conjunto V en V.
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Proposicién 2.4.6. Bajo las hipdtesis (H1) — (Hs), se tiene que F estd bien definida, es

decir, F(V) CV, con pg :=ip + sop.

Demostracion. Sea p € V, veamos entonces que F(p) € V.
Ya que p € V, entonces por (2.35) se tiene que

P():= /Ooop(a, yda € L*(0,T).
Luego por (2.7) y (2.9) se tiene que
(2.44) Blat, P(®), pla,t, P(1) € L((0,T); LLo(Ry)).
Gracias a la hipdtesis (Hy), la definiciéon de 7 y 7 y el Lema 2.4.3 se tiene que
F(p) € L®((0,T); (L' (R+))?).

Por tanto nos falta demostrar que Fi(p) > Fa(p) > 0.

Claramente se tiene que Fa(p) > 0 en R4 x (0,7). Luego demostremos que Fi(p)(a,t) >

Fy(p)(a,t) ecct. (a,t) € Ry x Ry

Supongamos que a > t (para el caso a < t se razonard analogamente) utilizando (2.42) y

(2.43), y sustituyendo el valor de F» en Fj se tiene,
Fi(p)(a,t) = Fa(p)(a,t)
=po(a —t)m(a,t,t; P) (:=A)
—so(a —t)7(a,t,t;p) (:=B)

M|

t
+30(a—t)/W(a,t,a;P),u(a—U,t—a,P(t—a)) (a—o,t—o,t—o;p)do (:
0

t
+ /ﬂ'(a, t,o; P)pu(a —o,t — o, P(t —0))
0
¢
X (/ w(a—o,t—o,7—o;p)y(a—T1)pla — 1, — T)dT> do
: g
+ / mw(a,t,o0; P)y(a —o)p(la—o,t —o)do (:=E)
0
t
- [ #etoiphia-apa—at-o)do (=F).
0
Asi, considerando estas notaciones tenemos que
(2.45) Fi(p)(a,t) — Fo(p)(a,t) =A—-B+C+D+E-F.
Estimemos primero C. Es facil verificar que

(2.46) fla—o,t—o,t—o;p) =7(at, t;p) (7(a,t,03p)) 7"

Luego

C = so(a —t)7(a,t, t; p) /0 w(a,t,0; P) (7(a,t,05p)) " pla — 0,t — o, P(t — o)) do.
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Sustituyendo, entonces, el valor de 7 y (fr)_l, se llega a

C = sola— (a1, t: p) /Ot(exp [—/Oau(a—T,t—T,P(t—T»dT}

< u(a— ot — o, P(t — o)) exp [/OU A(a—T,t—T;p—s)dT]) do

= sola— t)i(a,t,t5p) /;(—Gi <exp [—/Oa,u(a—T,t—T,P(t—T))dT])

X exp [/ )\(a—T,t—T;p—s)dT]>da.
0

(2.47)

Aplicando el Teorema del Valor Medio, se tiene que existe ¢; € (0,t), tal que

C = so(a—1t)7(a,t,t;p) (1 — exp {— /Ot pla —7,t — 7, P(t — T))dT] )

(2.48) .

X exp [/ Ma—T,t—T;p— s)dT] .

0
Puesto que
t1
exp [/ /\(a—T,t—T;p—s)dT] >1
0

entonces

t
—B + C > sp(a — t)7(a,t,t; p) exp [/ ula —7,t — 7, P(t — T))dT:|
0
t1
Xexp[/ )\(a—T,t—T;p—S)dT]
0

t
= so(a — t)m(a,t,t; P)exp [—/ Ma—T1,t—T;p—5) dT:| .

t1

Ahora bien, py > sg, por consiguiente

t

A-B+C>n(a,t,t;P) (po(a—t)—so(a—t)exp [— A(a—T,t—r;p—s)dTD

t1

> so(a — t)m(a, t,t; P) <1—exp [—/t )\(a—T,t—T;p—S)dT]> > 0.

t1

Por tanto,

A-B+C2>0.

Veamos entonces que D +E — F > 0.
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Estimemos primero D. Por la definicién de #, tenemos que
Fa—o.t— 0,7 — 0 p) = exp[—/OT_J(ug(a—a—E,t— o€ P(t—0—8)
+)\(a—a—§,t—o—f;p—S)—I—v(a—a—f))df}
et [ g gpe-g)
(2.49) +AMa—¢&t—&p—s)+y(a—¢)) df/}
—op| [ (ala &t~ 6Pt~ ) 420 ) @
cexp| - [“mata =€t — 6 Plt-©) +a(a - )ag]

><exp{—[(A<a—f,t—£;p—s>)d§}

Luego, sustituyendo el valor de 7 en D y usando la igualdad anterior, se tiene que
D= /(exp[ / a_§7 f,P(t—f))df]IU,(CL—O',t—O',P(t—O'))
250 x [ (o] [ (=gt -6 P-€) +ota- )]

X exp {-/a A(a—{,t—g;p—s)df] fy(a—f)p(a—f,t—f)> dT)da.

Ahora bien intercambiando el orden de integracién:

c<rt<t WOSUST
0<o <t 0< 1<,

tenemos que

D - /(exp[ [ e - 6= € Ple- )+ 200 - ) de| sta - rhpla -t 7
< [ (x| [ wta-gt-ere-)ac| a0t = 0Pt~ )
< exp [_/ A(a_g,t_g;p_s)dgbda>df
=/Ot(exp [—/OTmQ(a—s,t—s,P(t—s))+v<a—£>>d]va—r) (a—rt—7)
[ Gl [ wemce-em-ond)

xexp[—/T)\(a—é, —&p—9) d§ >d7’
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Aplicando el Teorema del Valor Medio, como hicimos en (2.48), se tiene que existe ¢, €
(0,7), tal que

D—/Ot <l—exp {—/OT u(a—é,t—f,P(t—i))df})

X exp {—/t A(a—f,t—a;p—s)dg}

X exp [— [ tata— .t &, Pt - ) +1(a —5>>d5} Aa—rYpla -7t - 7)dr
tr

= /tﬁ'(a,t,T;p)y(a —7)pla—T,t —T)exp [ Ma—=&t—E&p—s) dﬁ] dr
0

T

0

- /t m(a,t, 7; P)y(a — 7)p(a — 7,t — T) exp [ Ma—=&t—E&p—s) df] dr.
0

tr

Luego

t
D+E—F:/ w(a,t,75p)v(a —7)pla — 7,1 — 7)
0

X <exp Uot /\(a—é,t—f;p—s)dﬁ} —1) dr

><<1—exp[— A(a—&,t—ﬁ;p—s)d&]) dr > 0.
Por tanto, se verifica que Fi(p)(a,t) > Fa(p)(a,t) > 0 e.c.t. (a,t) € Ry x (0,7T).
Asi, podemos concluir que F(p) € V. ]
(

Teorema 2.4.7. Supongamos (H1) — (Hs),entonces para cada T > 0 y para cada py :=
(po, s0) € (LI(R+))2, con py > So, existe un unico p = (p,s) € V satisfaciendo (2.22) y
(2.23). Y por tanto se tiene que p es la unica solucion del problema (2.18).

Demostracion. Para demostrar que (2.22) y (2.23) tienen una tnica solucién, lo que vamos
a probar es que la aplicacién F, definida en (2.40), tiene un tnico punto fijo.

Sea 1 :=log(|po|1 + €), es decir el que nos da la Proposicién 2.4.4, y sea C,.,, definido
en (2.33). Veamos que para w suficientemente grande

F:Ch, — Chp.

En efecto, vamos a razonar como en la demostracién del Teorema 2 de [22]. Por (2.31),
tenemos que

IF(0) ()1 < lpoli +C /0 Log(|p(-+ )1 + ) [o(-+ )1 ds.

Ahora bien, p € C, 4, luego

lp(-, 8)]1 < exp(re*®) e.c.t. s € (0,T).
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Por tanto,
¢
[F(p)(- )1 < |pol1 + C/ log(exp(r €*”) + €) exp(r e*?) ds.
0

Gracias a la definicién de r se tiene que r > 1, y es facil comprobar que
log(exp(r e“?) + e) < 2log(exp(re“?)) = 2re*?.

Por consiguiente,

t
F(0)(.8)]1 < lpols +2C / re“ exp(r ¢*) ds.
0

Integrando, obtenemos que

[F(p) (5 D)1 < lpol1 + % (exp(re’) —e").

Ahora bien, por la definicién de r se tiene que |po|l1 < e”. Luego, eligiendo w tal que
2C

— < 1, tenemos que
w

2C 2C
|[F(p)(-, 1)1 < (1 — w> e’ + — exp(re”t) < exp(re*t).

Por tanto, efectivamente se tiene que F': C)., — C) .

Luego, fijamos w tal que F(C,,,) C C,,,. Claramente C,., es cerrado en V, luego para
probar que F tiene un tnico punto fijo en V', nos basta demostrar que F' es contractiva
en Cr,.

Para ello, mostraremos que existe una constante L < 1 tal que

‘F(p) - F(ﬁ)|V < L’p - ﬁ|V Vp,p € Cr,w-

Sean p, p € C,, por facilitar notaciones consideraremos

p:=(p,s), p:=(p3),

P(t) = /0 T pat)da, P(1) = /O " (a,t) da.

Para casi toda t € (0,7), se tiene

[E(p) (- t) = F(p) (- t)h = /CXIJFl(P)(a, t) — Fi(p)(a, t)|da

0
+ / Fa(p)(at) — Fa(p)(a,t)|da.
0
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Ahora bien sustituyendo la expresién de Fj se llega a que

1E1(p) (1) = Fr(p) (5 E)l[ o
t
< / |Bp(t — a)m(a,t,a; P) — Bs(t — a)m(a,t,a; P)|da (:=14)
0
+/ [po(a —t)l|w(a,t,t; P) = m(a,t,t; P)lda  (:=Iz)
t
t ra
+ [ [ (intateo Pousta = 0.t = 0, Pt = ) Fop)(a— 01t~ o)
0.0
—n(a,t,0; P)pula — o,t — o, P(t — 0)) Fo(p)(a — o, t — U)|)da da
oo rt
+/ / (’W(a7t7 ) P)/’L(a - th — 0, P(t - U))FQ(p)(a’ - U7t - U)
t Jo
. . ((=14)
—7(a,t,o; P)u(a —o,t — o, P(t — 0))F2(p)(a — o,t — J)|)dada
t ra
+Yoo // |7(a,t,o; P)p(a — o,t — o) —w(a,t,0; P)pla — o,t —o)|doda (:=15)
0.0
oo pt B
-1—%0/ / |7(a,t,o; P)p(a —o,t — o) —w(a,t,o; P)p(a — o,t —o)|doda  (:=1Ig).
t Jo
Asi, siguiendo estas notaciones tenemos que
(2.51) 1E1(p) (1) = Fi(D) (Bl ST+ Ia+ I3+ I+ 15 + Ig

Ahora bien haciendo los mismos cambios de variables como en (2.29), se llega

Ig + 14 = /0 </0 |7(a+1t—0,t,t — 03 P)p(a, 0, P(0)) Fa(p)(a, 0) (:=1Is4)

—nla+t—o,t,t—o;P)u(a,o, P(o)) F2(p)(a, o)l da> do

t o]
I5+16:’Yoo/</ }W(a—l—t—a,t,t—a;P)p(a,U)
0 0 (:: I5,6)

—m(a+t—o,t,t—o;P)p(a, a)! da) do.

Denotando ~
tri= [ IRa(p)(a.t) ~ Fa(p)a.t)lda
0
se tiene
(2.52) F(p)(5t) = F(p)(, )1 <Thi + 12+ 134 + 156 + I7.

Luego vamos a realizar las estimaciones de todos los sumandos.
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o Estimacion de 1y .-
Sumando y restando en I; el término By(t — a)m(a,t, a; P) se tiene que

I = /Ot |B,(t — a)7(a,t,a; P) — Bs(t — a)n(a,t,a; P)|da
< [1By(t - (oot 05 P) w0 Pida (=)
/ |B,(t — a) — Bs(t — a)| |x(a,t,a; P)|da (:=I3).
Ahora bien, por (2.36) y (2.38), se llega

MC(T
I < ﬁ\p ply vt

Y por la definicién de B, y B; y la desigualdad (2.24) tenemos que

2 < /|B (t—a) — By(t —a)|da
/ 1B,(u) = By(w)|du
(2.59) / / B(&,u, Pw) p(€, u) — A€, u, P()) (&, w)| dédu
< / [ 1Bt P (e, ) = 6. )] dé du
/ | 186 P) = (6w, P) 176, w)] d€ e

Usando (2.10), en el primer sumando y (2.9), y el hecho de que p € C,, en el segundo, y
procediendo después de una forma andloga a la demostracién de (2.38) obtenemos que

M _
L < o= plve™.

o Estimacion de Ig.-
Usando (2.38), se tiene

c(T B o0
1, < ¢0) )\p—mve’“/ pola —1)|da
t

k
c(T
< @b,

(2.54)

_ ~|V€kt.

o Estimacion de Ir.-
Sustituyendo el valor de Fb en I7 y realizando cambios de variables andlogos a los de
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(2.29), se tiene

I, </ B,y (t — a)#(a,t,a: p) — Bas(t — a) #(a,t, a: p)| da
+ [ lsoa = 0l[7(a.t85) ~ 7lat.t: )] da
—i—/ot/oah(a—a)\\ﬁ(a,t,a;p)p( —o,t —o)—7(a,t,0;p)pla —o,t —o)|doda
+/0°/t |v(a —o)||7(a,t,o;p)pla —o,t — o) —7(a,t,o;p)pla —o,t —o)|doda
< [ 1Belt ~ ) 7(0st059) - Batt ~ ) 7ot asplda (=1
+ [ e ol et ) - 7ot da (=T
—i—’yoo// Tla+t—o,t,t —o;p)pla,o)

(=17
—m(la+t—o,t,t —0;p)p(a,o)|dado.

Gracias a (2.37) y (2.39), las estimaciones de I} y I2 son andlogas a las de I; y Ig,
respectivamente. Luego obtenemos,

I+ 1 < ol v
Acotemos ahora I. Sumando y restando 7(a +t — o,t,t — 05 p)p(a, o) en I3 tenemos que
I3 < / / wla+t—o,t,t —o;p)|pla,0) —pla,o)|dado+
// wla+t—o,t,t —o;p) —7(a+t—o,t,t—o;p)||pla,o) dado.

Gracias a (2.25) y (2.39), se tiene entonces que

I3 < /ma )2 do + M - m/wp Y1 do

Luego andlogamente a las otras acotaciones obtenemos que
M
3 <kt
Ir<—lp—rlye
Asi, uniendo todas estas desigualdades tenemos

I7 < *‘P ply €.

o Estimacion de I3 4.-
Sumando y restando

m(a+t —o,t,t — o3 P)l|u(a, 0, P(0))[F2(p)(a, 0)];
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en Iz 4 y usando (2.24), obtenemos que
I < / / (a, 0, P(o)||Fa(p)(a,0) — Fa(5)(a,0) | dado (=14 ,)

+/0 </0 im(a+t—o,t,t —o;P)—n(a+t—o,tt—o;P) (12
<nle o, Plo)) B o)lda) o

t [e%e)
[ 1m0 .0 luta.0. Po)) ~ pla o Plo))|dade (= T3,
Ahora bien, por (2.10) y (2.35), se tiene que
ula,t, P(t) < f.
Usando la estimacion de Iy, tenemos que
t
i, < u/ |7 1R @.0) - R@ao)ldads < B 1o iy [ oo

= kz ’p p|Ve

Utilizando (2.38), se tiene que

c(T - & -
Ba< P ([T IRG)@.l) a0

Y puesto que F(p) € C,,, tenemos que
(2.55) [F2(p) (-, o)z < M,
entonces

c(rym t

I34_ lp—plve

Gracias a (2.55) y usando (2.7) se llega a que

C’T M N
SIPLULIR

Por consiguiente, uniendo todas las desigualdades, tenemos que

aM  MC(T .
I34 < (Mk2 + k:( )> o — plve

e Estimacion de 15 g.-
Estimar I5 ¢ es andlogo a I3 y se llega a

M .
Is6 < ?Iﬂ — plyer.
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Por tanto uniendo todas las estimaciones, tenemos que para t € [0,7], existen dos
constantes M y M dependiendo sélo de pg, T y de los supremos de v y K, tal que

‘F(p)(',t) - F(ﬁ)(7t)’1 < (JI\f + %) ]p — ﬁ|v€kt.
Luego, )
F(p)(,6) = F()( Dhe ™ < (A,f ¥ f) o= v,

y tomando supremo en ¢ € [0, 7], se tiene que

F(p) = F(p)lv < (f‘,f ¥ f) o= lv.

Por tanto para un k suficientemente grande se tiene que F' es contractiva en C;,, luego
tenemos que existe un tnico punto fijo en C;,, y por consiguiente en V. Consecuentemente,
llegamos a la existencia y unicidad de solucién del problema (2.18), puesto que si p es
solucién de (2.18), entonces es un punto fijo de F. O

2.5. Existencia y unicidad de solucién del modelo

Para concluir con el estudio de la existencia y unicidad de solucién del modelo (2.5),
lo que nos queda ver es que la aplicacion G definida en (2.17), tiene un dnico punto fijo.

Primero recordemos algunas notaciones. Dado T > 0, P € R, para cada z € C([0, T]; R,.),
denotamos

)

pi,z(a,t, P) = pi(a,t, P) + M 2(t),
w2z (a,t, P) = pa(a,t, P) + M z(t),
y
pz(a,t, P) = .(a,t, P) — p2..(a,t, P).

Veamos entonces que si p;, para ¢ = 1,2, verifican la hipétesis (H;), entonces p; . para
i = 1,2, también la verifican.
(2.6) se verifica trivialmente. Veamos entonces, (2.7),
|Hi72(a7t) P) - ,ui,z(aa t7 P)‘ = |Hi(aa t? P) - Mi(@,t, p)|
< C(T)|P - P| ect. (a,t) € Ry x (0,7T).
Por tanto, se tiene que p; . verifica (2.7). Luego, nos falta probar que p, satisface la

desigualdad (2.8).
Ahora bien, se tiene que

|n=(a,t, P)| < |pa(a,t, P) — pa(a, t, P)| + (My — Ma)|2(t)]
< O(T)log(|P| + €) + (M1 — My)||2]|co,

y gracias a que log(|P| + e) > 1, obtenemos que, para cada z € C°([0,T];R,),
(2.56) lpz(a,t, P)| < C(T, My, My, ||z||c) log(|P| + €) e.c.t. (a,t) € Ry x (0,7T).
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Por tanto si se verifican (H1) — (Hs), usando el Teorema 2.4.7, tenemos que para cada z €
C°([0, T]; R4), el problema (2.13), tiene una tnica solucién (i, s.) € C°([0, T]; (L1(R4))?)
no negativa. Asi, denotando p, := i, + 5., sabemos que para cada z € C°([0, T]; R, ), existe
una unica solucién (p,, s,) € V del problema (2.18) (sustituyendo p; por p; ). Y ademds,
pz = (pz, s), verifica las siguientes ecuaciones implicitas:

t
pola — ) (a, t,t; Pz)—l—/ m.(a,t,03 P.) (pz(a = 0.t = 0, Pt = o))
0

XSZ(a—J,t—U)—l—’y(a—a)pz(a—a,t—a)) do sia>t
(2.57) ps(a,t)=

a

By.(t — a)m.(a,t, a; PZ)—i—/ 7e(a,4,0:P2) (ia(a — 0.t — . Po(t — 0)

0
xgz(a—a,t—a)+’y(a—0)pz(a—a,t—a)) do sit>a

So(a - t)ﬁ-z(aa t,t; pz)

t
+/ 7i(a,t,05p.)v(a—o)py(a—o,t —o)do sia>t
(2.58) s.(a,t) = 0

BPZ752 (t - a)ﬁ-Z(a) ta a; pz)

a
+/ 7.(a,t,o;p.)v(a — o)p.(a —o,t —o)do sit>a
0

donde -
P.(t) := / p:(a,t)da,
0

By, y By, s,, estan definidas en (2.20) y (2.21), respectivamente, y
T
7. (a,t,x; P,) = exp [—/ (1 (e —o,t—o0,Py(t—0)) +v(a—0)) da] ,
0
x
7. (a,t,x;p,) = exp [—/ (ugz(a —o,t—o,P.(t—0))
0

—I—)\(a—a,t—a;pz—sz)—i—’y(a—(f))da].

Primero en el espacio C°([0,7];R.) vamos a considerar la norma de Bielecki, la cual
serd denotada por || - |5, es decir, para cada v € C°([0, T];Ry),

[vllg := sup {e*u(t)},
te[0,7

donde k es una constante que sera elegida posteriormente.
Lema 2.5.1. Para cada z,2 € C°([0,T];Ry), sean p, := (pz,5.),px = (psr,5.) €V,
(a,t) e Rx (0,T), < min{a,t} y denotamos

P = [ ptende y Pt = [T patena
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Entonces se verifican,

(2.59) my(a,t,x; Py) <1
(2.60) 7i(a,t,x;py) <1
(2.61) AC(T) > 0 tal que
C M
(a5 P) = £ Po) | < Ipe = ply 4+ 2 2 — e
(2.62) AC(T, Kso) > 0 con K definido en (2.12) tal que
C M.
[7aa,t @3 p2) = (.13 p2)| < 7 |z = prly € + 22 2 = 2|l

Demostracion. La demostracién de (2.59) y de (2.60) es trivial.

Para la demostracién de (2.61), procedemos como en la prueba de (2.38), es decir,
|72 (at, t; P,) — m(a,t,t; Pyr)|
/ ‘Ml Ja—o,t—o0,P(t—0))—p»(a—o,t—o0,Py(t— 0))‘ do
< / ],ul(a—a,t—a,Pz(t—U)) _Ml(a_a7t_07PZ’(t_U))| do
0
t
M / 2t — o) — #(t — 0)| do
0
t t
T)/ P.(0) — Pu(o) da+M1/ 2(0) — #(0)| do
0
t
c(T )/ lp:(-, 0 pz/(-,a)\lek"ekada—FMl/ 1z(0) — 2/ (0)] e *7eFo do
0
M
A s — oty &+ 2Lz e

La demostracion de (2.62) es andloga. O

Proposicién 2.5.2. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1) — (Hs), entonces para
toda z € C°([0,T];Ry), se tiene que existe una constante C > 0 que no depende de z tal
que

(2.63) lp= ()|t < exp(re)
con r definida en (2.26).

Nota 2.5.3. Este resultado no viene reflejado en la Proposicion 2.4.4, ya que si se aplica
la demostracion de la Proposicion a pi; ., se llegaria a la acotacion pero con la constante
C que aparece en la Proposicion 2.4.4 dependiente, también, de la norma del supremo de
z por (2.56).

Nota 2.5.4. Si se verifica la Proposicion 2.5.2, en realidad también se demuestra que P,
y S, se acotan por una constante independiente de z, pues

1S=(O)] < [P=(8)] < [lp= (- D)1
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Demostracion. Sea t € [0,T], considerando p.(-,t) = (p(-,t),sz(,t)), solucién de (2.18)
(sustituyendo p; por p; ). Luego por (2.57), usando (2.61) y procediendo como en (2.28),
se tiene que

[P ()] <llp-(-, )] 1
/\B a)lda (:=Jq)
+ [l 0lda (=32
// a)|lpz(a,o0)|dado  (:=J3)
—i—/o/o |72 (a,t,0; P )puz(a —o,t — o, P.(t —0))s.(a —o,t —o)|doda (:=J4)
—i—/t /0]Wz(a,t,a;Pz),uz(a—a,t—a,Pz(t—a))sz(a—a,t—0)|dada (:=Js).

Ahora bien sustituyendo el valor de s,, dado por (2.58), en J4 y Js, se tiene que

Jat+ s < /|stz Ol [ mtatios Pl lisa - 0.t = 0, Pote — o)
(= Ji5)
X ]ﬁz(a—a,t—a,a—a;pz)\da)da

t a
—l—/ / |72(a,t,0; P.)ps(a —o,t — o, P,(t — 0))]
0 0
a—o ( J4,5)
X </ [7.(a—o,t—om;p)yva—o—np.(a—0o—n,t— a—n)ldn)chf)da
0

i [T isata—ol( [ 1matioi P lpala - 0.t — 0, Pult — o))
/ (

X |7 (a—o,t—o,t— a;pz)|da>da

00 t
—i—/ (/ |7x(a,t, 03 Py)puz(a —o,t — o, P,(t — 0))]
t 0

t—o ( J )
X (/ [T(a—o,t —omp)y(a—o—n)pla—0—nt—0— n)ldn>d0 da.
0

(= Ji5)

Acotemos J§ 5. Como en (2.46), se tiene que

7~rz<a —o,t—o,t—0; pz) = ﬁz(aatth p=) (ﬁz(a,t,a;pz))_l )

m.(a, t,0; P.) (7o (a,t, 05 p2))

—eXp[ / k2 (a Pz(tn))dn}exp[/oaA(an,tn;pzsz)dn-
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Por tanto, se tiene que

00 t o
s < | |so<a—t>||ﬁz<a,t,t;pz>r< /0 (exp [ /0 A(a—n,t—n;pz—s»dn}
t

x exp[— [ ineta e Pz(t—n))dn] pala— ot — o, Pu(t —o)))do)da

=/too|s@<a—t>||ﬁz<a,t,t;pz>r(/0t<exp [/OGMa—n,t—n;pz—sz)dn]
X —% (eXp [— /Ogluz(a —nt—n, Pt — n))an)do) da.

Luego, procediendo como en (2.48), es decir aplicando el Teorema del Valor Medio, tenemos
que existe t; € (0,t) tal que

0o t1
Jis S/ 1so(a —t)||7=(a,t,t; p2)| exp U Ma —n,t —mn;p- —sz)dn]
t 0

X (1 — exp {— /Ot ne(a —n,t —n, Pt — n))an da.

Ahora bien,
t
|T2(a,t,t; p2)| < exp [—/ Ma—=n,t —mnp. — sz)dn] ;
0

luego

) t
Jis S/ |s0(a —t)] exp [—/ A(a—n,t—n;pz—sz)dn]

t t1

t
X <1—eXp [—/ qu(a—n,t—n,Pz(t—n))dn] da>
0
< [ lsota = lda = [ Jsofa)l da = so]s:.
t 0

Por tanto
I35 < llsollz:-

Realizando calculos andlogos para J} 5 obtenemos que

t
Ji,5 S / ‘szﬁz (t - CL)’ da.
0
Estimemos J 15. Primero se tiene que
t—o
/ [T=(a = o)t —o,m;p2)y(a =0 —n)pz(a =0 —n,t =0 —n)|dy
0

t
= / 7(a— ot —o.n —asp)y(a—n)p.(a—n't —n)dy"
ot+n~-n' Jo
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Por (2.49), sabemos que

T.(a—o,t—o,n —0oip.) =exp [/Og(uz,z(a — &t —& Pt =€) +(a—)) d&]
,r]/
xexp[—/o (ug,z(a—f,t—f,PZ(t—f))—i—’y(a—f))d{]

n
xeXp{—/ /\(a—é,t—f;pz)df]

Asi, obtenemos que

00 t
Ji,’;’, S/ (/ <’7T2(a7t70-;PZ)MZ(a_U7t_07PZ(t_a))|
t 0

< exp [/ngz,z(a St & Pt~ ) + (0 —©) df}
X/(:<6Xp[/0n/(uz,z(a£,tE,Pz(tﬁ))+7(a§))d€]

/

<exp| - [ Mo - &1 - o] la— ettt - )] Y ) da> da

g

:/too</0t<exp [—/Oa,uz(a—ﬁ,t—ﬁ,Pz(t—5))d§} pz(a —o,t — o, P(t — o))

/

. /;(exp[ [ (uz,z(aé,tf,Pz(tE))+7(a€))d€]

n/
< exp [— [Ma-gt-gp) dg} @ = )psla— 1t n’>|)dn') da> da

< ([ (-5 (o] [(mta-ei-cru-9)a])
x /; y(a—n")p(a—n'st - n’)ldn’> dcf) da.

Ahora bien intercambiando el orden de integracion:

0O<o<t |  0<n<t
o<y <t 0<o<7,

se tiene que

3ty s/f(/o (\’V(a—n’)!\pz(a—n’,t—n’)\

/

y /On _% (exp [_ /OU Mz(a—g,t—g,PZ(t—(g))D da)dn’>da

[e'e) t
S/t /Oh(an’)lpz(an’vtn’)ldn’da-
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Y haciendo estos mismos calculos para J3 5 se llega a

t a
32, < /0 /0 (@ —)llps(a— ot — o) da.

Por tanto, procediendo como en (2.29), llegamos a que

J45—|—J45<// a)||pz(a,o)|dardo.

Asi, tenemos que
t t
IP.(8)] < [lsoll: + / By..o.(t — a)|da + 27 / P2 )22 do
0 . 0
+||po||L1+/0 B (t — a)|da

t t
< \ﬂol1+/0 (1Bp.. 5. (@) + [ Bp. (a)]) da+2%o/0 Ip=(, @)l do

Ahora bien, trivialmente se comprueba que

/ (1Bp. 5. (a)| + | Bp. (a)]) da < C/ log(|P(0)| + €)lp=(-, 0)[1 do.
0 0

Luego, obtenemos que

t t
IP.(1)] < lpols + 27e0 /0 p2(, o)1 do +C /O log(|P-(0)] + &)lp=( o)1 do,

es decir, hemos llegado a una acotacién del tipo que aparece en (2.30). Por tanto, existe
una constante C' dependiente sélo de C'(T) y del supremo de 7, tal que si denotamos por
= log(|pol1 + €), se tiene que

(2.64) P (t)] < exp (re"),
para toda z € C([0, T]; R). O

Lema 2.5.5. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1) — (Hs). Sea la aplicacion G
definida en (2.17), entonces se cumple que existe una constante C, que depende sélo de
los datos del problema, tal que

IG(2)llp < C, ¥z eC([0,T];Ry).
Demostracion. La demostracién es trivial gracias a la Nota 2.5.4. O

Sea el conjunto N
W= {z € (0, THRL) ¢ |2]5 < O,

Asi, gracias a Lema anterior se tiene que
G W —W,

y nos basta con buscar el punto fijo en W.
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Proposicién 2.5.6. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1)—(Hs). Dadas z1, z2 €
W, denotando por ps = (Pz1,82) Y Pzy = (D2, Szy) las soluciones correspondientes de
(2.57) y (2.58), se tiene que existe una constante positiva M < 1 tal que

(2.65) P21 — Pzl < Ml[21 — 22||B.

Demostracion. Sea t € [0,T],

[e.9]

Pos (1) — Py )1 = /0 " par(a,1) — pa(ant)| da + /0 5@ ) — 50 (a, ).

Ahora bien, como hicimos en la demostracion del Teorema 2.4.7, tomando las notaciones
de (2.52) tenemos que

|:021('a t) - pz2('7t)|1 < I?[ + I; + I§,4 + Ig,ﬁ + I%* + Ig* + I?*
con

I

[

/ By, (t — a)mo(a,t,a; Poy) — By (£ — a) 7oy (st 03 Puy)| da

I

N *

= / |p0(a - t)’ ’7721 (CL?tat; PZ1) - 7722(a7t7t§ PZ2) da
t

t o)
3,4 = / </ ’7721(a +t—o,t,t —0o; Pz (a,0, P, (0)) 321(a70)
0 0

—my(a+t—o,t,t —0; Pz, (a,0, Py (0)) sz, (a, o) da) do

t o0
o= | ( | et = ot = 0P pa (0.0)
0 0

TrZQ(a+to*,t,tU;PZQ)ng(a,a)|da>da
/ By ans (t— @) 7ay (.13 p) — B, o (£ — 0) 7y (0,1, 3 py)| da
2 = / 1500 — )] |7 (@, £, £ por) — ag (a2, 82 py)| da
t
. t fe'e)
= [ (/ o (att— 0,1yt — 03 oy oy (0,0)
0 0

_ ﬁzg(a‘f't — U,t,t — U;pZQ)pzz(a,U)‘dCL)dO',

Las estimaciones de todas estas integrales se hacen de forma andloga a sus homélogas en
la prueba del Teorema 2.4.7, teniendo en cuenta que en vez de utilizar las desigualdades
(2.38) y (2.39), utilizamos (2.61) y (2.62), y gracias a que z1,29 € Wy (2.63), entonces
por (2.56) se tiene que

lpz(a,t, P)| < C, con C constante independiente de z.

Asi, por ejemplo, para estimar Ij, procederfamos como en (2.54), usando (2.61), y se
obtiene que

Mi|pol1
= pmly e 2Ol

. _ C(T)|pol
n<——
2= k P k
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Por tanto, llegamos a que

!/

C C
‘pzl('7t) - pzz(‘vt)‘l < % ’le - sz‘V et + ?Hzl - ZQHBekt'
Luego, haciendo k suficientemente grande, se tiene que

(266) |/021 - 022’V S MHZI - ZQHB?
con M < 1. L]

Corolario 2.5.7. Con las notaciones anteriores, para k suficientemente grande existe
M < 1 tal que

(2.67) s e (1824 (t) = S ()] + | P2y () = Pea(t)]) < Ml21 — 22| 5.
telo,

Demostracion. Este resultado se tiene directamente del anterior ya que,

S e (182 (1) = ey ()] + | Poy (1) = Poy (1)) < [pzy = pooly < M|z1 = 22 5.
€10,

O

Teorema 2.5.8. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H1) — (Hs). Entonces, para
21,29 € W, G definida en (2.17) se tiene que existe una constante L < 1 tal que

(2.68) 1G(21) = G(22)l[B < Ll[21 — 2|5,

con L < 1. Luego, se tiene que la aplicacion G es contractiva y por tanto se llega a
existencia y unicidad de solucion del modelo (2.5).

Demostracion. Dado t € [0,T], y z € C°([0, T); R;), definimos la aplicacién

0.(1) == n Y, /0 ™ explfa(r)] dr,

donde f, estd definida en (2.16), es decir

£(8) = vy /0 P.(s)ds + v(M — M) /0 S.(s) ds.

Luego, podemos escribir

G0 =,

Asi, se tiene que dado z1,29 € W,

Ga)(0) - Glaa) 0] = voer ($2L0) - Rl
xplf2r (8] ~ explfos ()] + ©5DLS, (D102 (1) — DL (] (1)
(1+6., ()1 +6.,(1) |

— |Yb|6mt
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Ya que,
1+0.(t) > 1,

se tiene que
G(®) = Gla) (1)] < [Yole™ (Jexpf (8)] = expfa (V)]
| exp oy ()]0, (1) — expl s (1))0:, (1)]).

Por tanto, denotando
A = |exp[fz, ()] — exp[f,](%)]

B = \exp[le (t)}@@ (t) - exp[fz2 (t)]621 (t)|7

se llega a que
|G(21)(t) — G(22)(t)] < [Yole™ (A + B).

Primero gracias a la Proposicién 2.5.2, tenemos que, para toda t € [0, 77,
f(t) < C,
con C' independiente de z. Luego usando la desigualdad,
le™ —e Y| <|z—y| Vr,yeRy,

tenemos que

A = exp|fz (8)] explfz (1)] [exp[=Fz, (8)] = exp[=fo (]| < M [f2,(t) = [ ()] -

Por la definicién de f, y gracias a (2.67), se tiene que

‘fm(t) - f21(t)| < VMI/(; eiks (‘Sm <3) - 522(3)| + ‘P21(3) - PZ2(3)D eks ds

Por tanto

C
A< EHZI — 2| €.
Acotemos B, sustituyendo la expresién de ©,(t) en B, se llega
B = nYpexplfz, (t)] exp[fz, (t)]

/O ™ (exp[fz, (n)] exp[—f2, (t)] — exp[fz (n)] exp[— 2 (t)]) dn’ :

X

Ahora bien

explf. ()] expl— ()] = exp [—um / " P(s)ds + v(M; — M) / " 5.(9) ds} ,
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para cualquier z € C9([0,T]; R4). Luego

B < explfz (t)] exp[fz, (t)]e™

/I/M1 (/ P, (s —PZQ(s)\ds>+u(M1—M2) (/nt \Szl(s)—Szg(s)\dsN.

Y andlogamente como hicimos para A se tiene que

C
B < EHZl — 29| e

Por consiguiente,
M kt
G(2)(t) = G(22) ()] < 21 — 22lBe
luego
M
IG(21) = G(2)llB = - ll21 = 22l5.

Asi, se tiene que para un k suficientemente grande G es contractiva en W y por
consiguiente tiene un tinico punto fijo en W. Ahora bien W C C%([0, T]; R, ), y ademés es
cerrado. Por tanto se tiene que la aplicacién G tiene un tinico punto fijo en C°([0, T]; R,).
Con lo cual obtenemos existencia y unicidad de solucién del modelo (2.5). O]



CAPITULO 3

Comportamiento asintético de los equilibrios
libres de enfermedad del modelo semilineal
autonomo presa-depredador

3.1. Introduccidén

En este Capitulo vamos a estudiar el comportamiento asintético de los equilibrios libres
de enfermedad, i.e. aquellos equilibrios donde los individuos infectados desaparecen, del
modelo (2.5), pero suponiendo que el problema es auténomo, semilineal, es decir 3 sélo
depende de la edad, y la fuerza de la infeccién es de la forma

Ma, t;1) == K(a)I(t).
Es decir, el problema cuyo comportamiento asintético queremos estudiar es el siguiente:

o1 0i

OO e PO =K (@)1 (1)s(a.t) ~ 1(@)i(at) ~ Myi(a, )Y ()
gj + gs 1 pala, P(t))s=—K (a)I(t)s(a,t) + v(a)i(a, t) — Mas(a, )Y (£),
%(i) = mY (t) = nY?(t) + vMI(t)Y () + vMaS(t)Y (t),

(3.1)9 i(a,0) = ig(a), s(a,0) = so(a), Y (0) = Yo,

i(0,t) = q/oo B(a)i(a,t)da

5(0,1) / B(a + (1 - q)i(a,1))da,

Li(a,t),s(a,t) — 0, cuando a — +o0.

Para conseguir el objetivo de este Capitulo vamos a utilizar la teoria de ecuaciones
semilineales de evolucién. Es por ello que vamos a considerar el problema (3.1) como una

77
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ecuacion diferencial ordinaria en un espacio de Banach apropiado, es decir

¢/ =B¢+C(¢), ¢(0)= g,

donde
o= (i('at)v 3('7t)7 Y(t)) :

Puesto que por el Capitulo anterior sabemos que ¢ € L'(R)? x R, , parece légico con-
siderar como espacio de Banach X = L1(R)? x R,.

Una vez que comprobemos que efectivamente el operador B genera un semigrupo contin-
uo, probaremos que el principio de linealizacién (Prop. 1.3.11) funciona en este modelo.
Este principio aplicado a problemas semilineales de la dindmica de poblaciones fue, quizés,
iniciado por los trabajos de J. Prifl [80-82], y continuado por G. F. Webb [89].

El resultado principal que se obtiene es la posibilidad de tener un equilibrio libre
de enfermedad con individuos sanos, es decir el depredador puede ayudar a detener la
enfermedad segiin su nivel de propagacién.

El Capitulo esta organizado de la siguiente manera:

En la Seccién 3.2 vamos a formular el problema (3.1) en un problema de Cauchy
abstracto, comprobando efectivamente, que el operador lineal asociado a dicha formulacion
es el generador de un semigrupo.

En la Secciéon 3.3 daremos algunas condiciones para la existencia de equilibrios libres de
enfermedad, es decir buscaremos la existencia de solucién donde los individuos infectados
desaparezcan del problema estacionario asociado a (3.1). Es claro que el equilibrio trivial
(0,0,0) existe bajo cualquier condicién.

En la Seccién 3.4, comprobaremos que efectivamente el principio de estabilidad lin-
ealizado funciona. Demostraremos que el signo de la parte real de los autovalores del
problema linealizado asociado a cada equilibrio nos daré la estabilidad o inestabilidad de
dichos equilibrios.

Para terminar el Capitulo veremos un caso particular de estabilidad local de un equi-
librio donde los individuos infectados desaparecen mientras que los individuos sanos per-
duran. Es decir, el depredador puede ayudar a controlar la enfermedad.

3.1.1. Hipétesis

Ademas de la hipétesis (H1) — (Hs) supuestas en el Capitulo anterior vamos a suponer:

(Hg) Para i = 1,2, las funciones p; : ]R%r — R, son continuas, y continuamente difer-
enciables y estrictamente crecientes con respecto al segundo argumento, y ademas

verifican
2 Ii (a, P) =
32) plim,_ula P) = o9
(3.3) pi(a, P) > p; >0, Va € Ry,

COH&Z&.
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3.2. Reformulacién del problema en un problema abstracto.

Nuestro interés en este Capitulo es intentar aplicar el principio de estabilidad lineal-
izado. Por esta razén lo primero que vamos a hacer es escribir el problema (3.1) como un
problema de Cauchy abstracto.

Consideremos los espacios de Banach
X =L'R)? xR
Z = WHHR)? x R.

El problema (3.1) puede ser escrito como un problema de Cauchy abstracto en X de la
siguiente forma:

do
(3.4) 3 = Be+Cl9),
$(0) = oo,

donde B es el operador lineal

B: DB)cX — X
¢ = (¢1,P2,¢3) +— Bo

—¢)
(3.5) Bo= | -y |,
0
D(B) :={¢ € Z,(¢1,¢2)(0) = F(¢1,¢2)}
Yy
/ B(a)¢1(a
(3.6) F(¢1,¢2) :

/ﬁ (62(a) + (1 — Q)1(a)) da

El operador no lineal C' es definido como,

C:X—-X
¢ — C(e)

donde para casi toda a € (0, +00),

—p1(a, ®)¢1(a) + K(a)®1¢2(a) — v(a)d1(a) — Mig1(a)gs
(3.7) C(¢)(a) = | —p2(a, ®)p2(a) — K(a)P142(a) + v(a)¢1(a) — Map2(a)ps
maes — ng3 + vMP1¢s + vMaPags

con

D; = / ¢i(a)da parai=1,2
0
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D= Dy + Dy

Ahora en el resto de la Seccién veremos que efectivamente B es el generador de un
Co-semigrupo de operadores lineales en el espacio de Banach X.

Para ello vamos a aplicar el Teorema 1.2.4. Luego es suficiente que B sea cerrado y
D(B) denso en X, y que el conjunto resolvente, p(B), de B contenga el rayo (w,+00)
verificindose

1
H()\I — B)71|| S m para A > w.
Lema 3.2.1. D(B) es denso en X

Demostracion. Veamos que podemos aplicar el Teorema 1.5.2.

Para demostrar la densidad nos podemos olvidar de la tercera componente de D(B),
es decir ¢3, pues ésta recorre todo R.
Asi, que consideremos los espacios:

)Z' = LI(R+)27
Z = Wl’l(R+)27

y el conjunto

~——

D(B) = {¢ € Za (¢17¢2)(0) = F(¢17¢2)}
Veamos entonces que estamos en las hipotesis del Teorema 1.5.2.
Tenemos efectivamente que Z < X con inyeccién continua.

Definimos la aplicacién

1:7 — R2
¢ = (91(0), $2(0))

que estd bien definida, puesto que si ¢ € W1!(R,)? entonces ¢ admite un representante
continuo y entonces tiene sentido hablar de ¢(x) Vo € R,

Trivialmente tenemos que [ es una aplicacion lineal y utilizando la desigualdad (véase
por ejemplo el Teorema VIII. 7. en [12])

lul|poe < Cllullypra Yu € Wl’l,

continua.
Ahora bien, también se verifica que

1710) = Wy ' (R4)?,

luego [71(0) es denso en X.
Definimos la aplicacién

m: X — R?
¢ (mi(9), m2(9))
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mi(d) = g /0 " Bla)pr(a) da
TW@%ZAmﬁWH@W%Hl—@mw»dw

Trivialmente, se tiene que m es una aplicacién lineal y continua en X (pues B € L™).

P

Ademas, se observa que D(B) puede escribirse como:

—_~—

D(B) :={¢ € Z,1(¢) = m(¢)}.

Asf, para terminar de demostrar que D(B) es denso en X, nos falta ver que {l1,ls} son
linealmente independientes. Para ello, supongamos que existen o, s € R tal que

aqly + agls =0,
luego
aili(¢) + aala(¢) =0, para todo ¢ € Y.

Por consiguiente
a161(0) + a2¢2(0) = 0, para todo ¢ €Y.
Por tanto, se tiene que oy = ay = 0, es decir que {l1,l2} son linealmente independientes.

~——

Luego hemos probado que podemos aplicar el Teorema 1.5.2 y entonces D(B) es denso
en X. Por consiguiente, se tiene que D(B) es denso en X. O

Lema 3.2.2. FEl operador B es cerrado.

Demostracion. Para ver que B es cerrado, tenemos que demostrar que dado {¢y, }nen C
D(B) tal que
B¢, — Y en X B¢ = 1.

Luego sea {¢n}nen € D(B) tal que ¢, — ¢ en X y B(¢n) — ¥ en X, entonces, por la
definicién del operador B, se tiene que:

¢n — pen X }é{ ¢ € D(B)

(¢n)i — di en L' (Ry), i=1,2
—(¢n); = thi en L'(Ry), i =1,2
(¢n)3 — ¢3 en R,
Y3 = 0.

(3.8)

En particular ya que {¢,}nen € D(B), se tiene que {¢n}neny € WHHR,L)? x R, luego
¢, = —1p; parai=1,2.
Por tanto tenemos que

e WH(RL)2 xR

¢y = —i, i =1,2

¢3 =0.
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Veamos que ¢ € D(B), y después ya tendremos que B¢ = 1. Hemos visto que
(3.9) (n)i — & en WHHRY), i =1,2.

Luego, en particular
(#n)i(0) — (#)i(0) en R, i =1,2.

Ahora bien, teniendo en cuenta que f € L*°(R), se llega a

(6)1(0) = ¢ /O " B(a)(én)1(a)da— q /0 ” Bla)éi(a) da
(@200) = | " 8(0) (dn)2(a) + (1 — 0) ()1 (a)) da — / " B(a)éa(a) + (1 - 9)é1(a)) da.

Por consiguiente ¢ € D(B) y B¢ = 1), luego B es cerrado. O
Lema 3.2.3. El conjunto resolvente de B, p(B), contiene un rayo (w,+00) con

W = Lo, donde foo = sup (B(a))
a€(0,+00)

y tal que

|(AM - B)7Y| < para A > w.

b
(A -w)

Demostracion. Debemos probar que existe w € R tal que dada f € X, para cualquier
A > w existe ¢ € D(B) verificando (AI — B)¢ = f y ademas la aplicacién

(M — B)™' : X — D(B) es continua,

con
[0 =B < s para A >

Sea f € X, nos planteamos el problema:
luego

o1+ ¢ = f1,
(3.11) A2 + ¢y = fo,

Ap3 = f3,
con

10 =q [ Ba)ér(a)da

(3.12) 0

$2(0) = /OOO Bla)(p2(a) + (1 — q)¢1(a)) da.
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Resolviendo, se llega (supuesto A # 0)

p

61(a) = e (¢1<0) + /0 " u(s) ds)

(3.13) $2(a) = e (¢2(0) + /Oa e fa(s) ds)

¢3 = %f:’)-

\

Sustituyendo (3.13); en (3.12)1, se tiene

(1 —q /0 ~ B(s)es ds) $1(0) = ¢ /0 ” Bs)es ( /0 e dT> ds.

Por tanto existe ¢1 (0) S1
< Q/O (8)6 S

Y esto se cumple, si por ejemplo

(3.14) A € (¢fs0, +00).

q /0 h B(s)e ( /O ey f1(7) dT) ds'

1-— q/ooo B(s)e ™ ds

En este caso se tiene que

$1(0) =

Y por consiguiente

oy q/oooﬁ(s)e_)‘s (/Os e f1(T) dT) ds

(1 - q/ B(s)e™ ds)
0
Veamos cudndo existe ¢s.

Sustituimos (3.13)2 en (3.12)3, y suponemos que existe ¢1. Entonces

(1 — /Oooﬂ(s)e’\sds> $2(0) = /Oooﬁ(s) <e>‘s /08 6)\Tf2(7')d7' +(1- q)¢1(s)> ds.

en particular si A > (. Luego, si

(3.15) b1 + / " ens fi(s)ds
0

(3.16) A € (Boos +00)
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existen ¢1(0), 92(0), y en este caso

/OOO B(s) (e—xs </05 e fo(T) d¢> +(1- q)¢1(8)> ds
1- /OOO B(s)e ™ ds ’

o /Oooﬂ(s) <e_)‘8/08€)‘7f2(7)d7 + (1 - Q)¢1(3)> ds . /Oa 2 £ (5)ds

_ > —As
1 /0 B(s)e ¥ds

Asi, gracias a (3.14) y (3.16), se tiene que

$2(0) =

y por tanto

(3.17) ¢2(a)=

VA € (Boo, +0) existe ¢ € D(B) y ademéds R(A — B) = X.

Nos falta ver que (A —B) ™! es continua VA € (8, +00). Como se trata de un operador
lineal veamos que esta acotado.
Sea f € X y A € (B, +0), luego

1A = B)" ]l = ll¢llx,

con ¢ := (b1, 2, ¢3) definida por (3.13)s, (3.15) y (3.17).
Luego por la definicién de la norma en X tenemos que

100 =B)7 11 = [~ (1@ +162(a)) do+ oo
0

Ahora bien, por (3.13), se tiene que

/O " (61(0)] + |62(a) )da
(3.18) . .
< [T (|¢1<o>| a0+ [ A1+ Ifz(s)l)d5> da.

¢ € D(B), por tanto ¢1(0) y ¢2(0) verifican las expresiones (3.12); y (3.12)2 respectiva-
mente, luego

91(0)] + [#2(0)] < /OO Bla)l (I¢1(a)| + [d2(a)]) da < oo /Oo(\dn(a)l + |¢p2(a)]) da
0 0
< Booll#llx-

Por otra parte

/ / (1) + [fa(5)]) ds)da

0<s<a — s<a< oo
0<a< 0<s< >

~ [T tnentnon ([ e an) as

5 [ aEI T 1aehe ds =5 [T+ IR ds
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1
P3| = X|f3’~

Luego sustituyendo en (3.18) y por la definicién de la norma de X, tenemos que

oo_a 1
Jollx < Buléllx | e da+ 151

Por tanto 1

)‘_Boo

ollx < 1fllx, VA> fu.

Luego

1
—1
I = B) £l € 5=

Consecuentemente hemos visto que (A — B)~! es continua y ademéds

11l

1

-1

O

Ahora por los Lemas 3.2.1-3.2.3, se tiene que B es el generador de un C’-semigrupo.

3.3. Existencia de soluciones de equilibrio libres de enfermedad

El objetivo de esta Seccién es buscar soluciones estacionarias del problema (3.1) cuando
los infectados desaparecen, es decir de equilibrios del tipo (0, s*, Y™).
Asi en primer lugar nos planteamos el problema estacionario correspondiente de (3.1)

((1;; (a) + p1(a, P*)i*(a) = I"K(a)s*(a) — y(a)i*(a) — Myi*(a)Y™,
(318; (a) + p2(a, P*)s*(a) = —I*"K(a)s*(a) + v(a)i*(a) — Mas*(a)Y™,
(3.19) 0=mY* —nY*2 + uMI*Y* + vMS*Y ™,

#0)=a [ Ala)i(@)da
s*(0) = /OOO Bla)(s*(a) + (1 —q)i*(a) )da.

Estudiamos la existencia de equilibrio en el caso en el que los infectados desaparezcan, es
decir I* =0, luego i*(a) =0 e. c. t. a € (0, +00). Luego tenemos
ds*
da
(3.20) 0=mY* —nY*? 4+ vM;S*Y*,

s*(0) = /000 B(a)s*(a) da.

(a) 4+ pa(a, S*)s*(a) = —Mas*(a) Y™,
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Resolviendo la ecuacién para Y* tenemos que é bien

Y* =0,
6 bien
Vv* o m + vMyS* .
n

Y resolviendo la ecuacion para s* se tiene que

(3.21) s*(a) = 5*(0) exp [— /0 " (0, 8%) do — ng*a] .

Ahora bien, como se debe verificar la condicién inicial, sustituyendo se llega a que

(3.22) s*(0) <1 - /0 ~ Bla) exp [ /0 " 12(0, 8% do — sz*a] da) = 0.

Caso Y* =0:
En este caso la condicién (3.22) se convierte en

(1_/ 8(a exp[ /OMQ(J,S*)dJ]da):O.

Resolviendo esta ecuacién tenemos dos posibles soluciones:
6

(3.24) /0 ~ Bla) exp [— /0 " (0, 5 da] da=1.

Si se verifica (3.23), por (3.21) se tiene s* = 0 y el punto de equilibrio resultante es
(0,0,0).

Busquemos entonces otro equilibrio donde los individuos susceptibles no desaparez-
can, es decir debemos dar condiciones para que exista S* € (0,+o0) verificando (3.24).
Entonces, integrando (3.21) con respecto a la variable a, teniendo en cuenta que en este
caso Y* = 0, obtenemos que

S*

/OOO exp [ /0 pa (0, S*) do’] da

Sustituyendo en (3.21) los valores de S* y s*(0) tendremos el punto de equilibrio (0, s*(a), 0),
con

s*(0) =

(3.25) 5*(a) = 5 exp [— /0 " (o, ) da} .

/OOO exp [ /OT 1o (7, S*)da} dr
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Asi vamos a dar alguna condicién para la existencia de S* € (0,+00) tal que verifica
(3.24). Esto es equivalente a la siguiente condicién; denotando por R la aplicacién

(3.26) R(S) = /0 ~ Bla) exp [— /0 " (0, 8) da] da,

y debemos encontrar un S* € (0, +00) tal que R(S*) = 1.

La funcién R es usualmente conocida como la tasa de reproduccion neta de los indi-
viduos susceptibles si no hubiese enfermedad ni depredador.

Es facil comprobar que la funciéon R es decreciente. En efecto, se tiene que

R(S) = /OOO B(a) exp [_ /Oam(a, S) do—] <_ Oa%‘g(a, S) do> da < 0,

pues uo es estrictamente creciente en la segunda variable.
Por tanto R(S) < R(0) para toda S € (0, +00). Ademads

lim R(S) =0,
S——+o00

ya que (3 estd acotada y la hipétesis (3.2).

Luego una condicién necesaria y suficiente para la existencia de S* tal que se verifique
(3.24) es que

R(0) = /OOO B(a) exp [— /Oauz(a, 0) da] da > 1.

Luego si R(0) > 1 se tiene que existe un tunico S* € (0, +o0) tal que R(S*) = 1, y por
tanto la existencia del equilibrio (0, s*(a), 0).

M *
Caso v+ - M+ vMaS"

n
En este caso la condicién (3.22) se convierte en

(3.27)  s*(0) <1 - /OOO B(a) exp {— /a 1a(o, §) dor — M2 VM5 S” a} da> = 0.

0 n n

Si s*(0) = 0, entonces por (3.21) s* =0 y se obtiene el punto de equilibrio (O, 0, @).
n

Para la existencia de otro punto de equilibrio donde existan individuos susceptibles y
depredador, debemos encontrar S € (0, +00) tal que R(S) =1 con

M2ma B yM%Sa} da.
n n

(3.28) R(S) = /0 h B(a) exp [— /0 ' p2(0,S) do —

Ahora bien, R es una funcién estrictamente decreciente, puesto que

R(S) = /Oooﬂ(a) exp [— / 1a(o, §) do — M2, ”Mgsa]

0 n n

a 2
X ( ; %?(U,S)dayi\?a> da < 0.
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Luego R(S) < R(0) para toda S € (0, +00).

Ademas Sh’m R(S) = 0. Por tanto, para que exista S e (0, +00) tal que ﬁ(g) =1, se
——400
debe verificar que

My

(3.29) R(0) = /O ~ Bla) exp [— / " 12(0,0) do —

ma] da > 1.
0

Por consiguiente, si tenemos que R(0) > 1, se tiene que existe una tnica S € (0, +00) tal

(07 5(a), m + UM2§>

que R(S) =1, y tendremos que
n

es un punto estacionario con

a et MQ?TL I/M22§
- exp [ Jo p2(o,S)do ——a o
(3.30) 5(a) =S8 - o= :
/ exp [/ pa(o, S) do — MZmT - VM2ST] dr
0 0 n n

Podemos resumir las existencias de los puntos de equilibrio en el siguiente Teorema,
teniendo en cuenta que se verifica:

R(0) < R(0).

Teorema 3.3.1. Sean las funciones R y R, definidas en (3.26) y (3.28), respectivamente.
Entonces

» Si R(0) <1, entonces
m
0,0,0) y (0,0,2)

son los inicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados.

= Si R(0) <1< R(0), entonces

(0,0,0), (0,0, %) y (0,5*(a),0)

son los inicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados, con s* definido en
(3.25).

= 5i R(0) > 1, entonces

0.0.0), (0.0 %) (0,5%(a),0) y <o,§(a),m+VM?§>

n

son los unicos puntos estacionarios desapareciendo los infectados, con s* y s definidos
en (3.25) y en (3.30), respectivamente.
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3.4. Estabilidad e inestabilidad local de los equilibrios libres de
enfermedad

En esta Seccién vamos a aplicar el principio de estabilidad linealizado (véase Proposi-
cién 1.3.11).

Para ello volvemos a considerar la forma abstracta del problema (3.4), es decir

d¢
I = B¢+ C(9),
$(0) = ¢o.

3.4.1. El principio de estabilidad linealizado

Si C' es continuamente Fréchet diferenciable, para estudiar la estabilidad de un equilib-
rio cualquiera, ¢*, podemos aplicar el principio de estabilidad linealizado (véase Proposi-
cién 1.3.11)). Y en este caso, la estabilidad de dicho equilibrio depende del espectro del
operador

By« := B+ C'(¢").

Por tanto consideramos un equilibrio cualquiera, ¢*, de los estudiados en la Seccién 3.3.
Calculemos formalmente la derivada del operador C' en el punto ¢*.
Luego dado ¢ € X:

(C(6))16(a) = ~ 2 (0, 81065 (a) — i (0, 8°)61 () + B (@) (a)
+ @1 K (a)dy(a) —v(a)¢i(a) — Migi(a)gs — Mi¢i(a)¢s,
!

(C(6"))20(0) = ~ 420, 8)B3(0) — a(a @)n(a) BT K (@)6(a)

— &1 K (a)¢p3(a) + y(a)p1(a) — Maga(a)ps — Mags(a)ps,
(C'(¢%))sd(a) = mps — 2npsds + vM1P1¢5 + vM1 DT d3 + v Ma®ogy + v Ma®3ehs.

Fécilmente se comprueba que ésta es la derivada Fréchet y que efectivamente el operador
C es continuamente Fréchet diferenciable. Ahora bien, a partir de ahora supondremos que
v = 0 y gracias a que estamos estudiando los equilibrios libres de enfermedad, i.e. ¢7 = 0,
nos queda:

(C(@"No(a) = —pa(a, ©3)d1(a) + 1K (a)p5(a) — Mig(a)ds,
(C'(¢7))20(a) = a, P3) P (a) — pa(a, P3)¢2(a) — 1K (a)p3(a)

— Mapa(a)ps — Mags(a)gs,
(C'(¢%))30(a) = mos — 2ng3d3 + VM1 P1d3 + v MaPods + v MaP5hs.

Noétese que C’(¢*) se puede descomponer de la manera siguiente

@1 K (a)¢5(a)

C'(6")0(0) = | ~22(0,23)203(0) — 21K (@03(0) — Mabi(alds | (= Digeoa)

mgf)g — 2n¢3¢>3 + I/Ml(I)ld);; + VMQ‘I)Q(]% + VM2@§¢3

ap(

pa(a, @3)p1(a) — Mid1(a)es
+ | —p2(a, ®3)p2(a) — Mapa(a)gs (:= Da,p+d(a)).
0
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A continuacién procederemos de la forma siguiente. Ya que
By = B+ Dig + Doy

1. Probaremos que el operador D; 4« es compacto. De donde seguird (véase Prop. 1.3.8)
que
L«J1<B¢*) = w1(B + D27¢*).

2. Justificaremos que wi(Bg+) < 0, etapa habitual en problemas de dindmica de pobla-
ciones estructurados en edad.

3. Reduciremos el problema al andlisis del signo de la parte real de ciertos autovalores
(aquellos cuya parte real sea mayor que wi(By-)) del operador By-.

Lema 3.4.1. Dy 4+ es un operador compacto.

Demostracion. Tenemos que ver que dado cualquier conjunto A C X acotado entonces
D 4+(A) es relativamente compacto.

Lo primero que vamos a hacer es separar el operador D1 4+ es dos partes: una contenida
en L'(0,4+00;R3) y otra parte en R3, es decir

) 1K (@05 (a)
D1 gr0(a) 1= | =52 (0, 89)203(a) — ©1K(@)3(a) — Madi()ds | (= Diyrdl@)
0
0
+ 0 (= D3 e (a).

meoz — 2n¢303 + vM1 P95 + v Ma®og3 + v MaD503

Trivialmente, el operador D% o X R3 es compacto, pues su imagen esta contenida,
en un espacio de dimensién finita.

Para comprobar la compacidad del operador Di o AC X — LY(0,+00;R3), vamos

a intentar aplicar el Criterio de Fréchet-Kolmogorov en L!, (véase [12, Teorema IV.25]).
Es decir debemos demostrar que dado ¢ € A con A C X acotado se verifica

L. hrn / |Di o) - Dj ¢+®(a+ h)|da = 0 uniformemente para ¢ € A
¢(a + h) serd tomada 0 si a + h < 0).

2. hh’m / |D{ s ®(a)|da = 0 uniformemente para ¢ € A.
—oo Jp ’
Demostremos 1,

hm/ |D1¢* D1¢*¢(a+h)\da
g;lm%(z@/ K(@)03(a) ~ K(a+ h)d3{a+ )] da
w10l [ | %2 0, 851630 - P2+, 8510500+ 10| da

+|¢3|M2/0 |¢§(a)¢§(a+h)\da).
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Para cualquier funcién ¢ € L'(0, +00) y h € R, denotamos por T}, el siguiente operador

¢(a+h) ect. a>max{0,—h},

(Tho)(a) = {0 e.c.t. ac (0,max{0,—h}).

Se tiene, véase por ejemplo [12, Lema IV. 4], que el operador T}, verifica
(3:31) li |76 — 0] 1 = 0.
Luego con esta notacion tenemos que

o
1f Dl . - Di . h)|d
o ; | Dy g d(a) 1,o+@(a+ h)| da

< iy (2] [ (6@ - (0@l da

1o [0 (S a0 ) @ - (G096 ) (@) da
+ 0l [ ITh(85)@) - d3(a)l ).

Ahora bien, A es un conjunto acotado, luego en particular

ol <M VoeA

Por tanto aplicando (3.31) se llega a que efectivamente

o
}lll’n% ]Di(z)*(ﬁ(a) - Diwqb(a + h)|da = 0 uniformemente para ¢ € A.
—0.Jo

Demostremos ahora 2,

it DI .. d
hl_)n;o . | 1,6 ¢(a)|da

<l (2Koo\<1>11/ lda+ ol [~ \ 0, ®3)63(0)| d
0t [ |¢§<a>|da>-

Ya que A es acotado, por (Hg) se tiene que

8#2

y gracias a la forma exponencial negativa de ¢35, obtenemos efectivamente que

<M

[e.e]
hh’m \Did)*d)(a)\ da = 0 uniformemente para ¢ € A.

Luego aplicando el Teorema de Fréchet-Kolmogorov se tiene que D} o+ € compacto.

Por tanto, puesto que D% oY D% 4+ SOn compactos, entonces se llega a que el operador
D1 ¢« es compacto. OJ

Veamos ahora que wi(B + Dy g4+) < 0. Para ello procederemos, como es habitual,
a considerar el semigrupo que genera el operador B + D 4+, descomponiéndolo en un
operador compacto y en otro exponencialmente pequeno.
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Proposicién 3.4.2. wi(B + Dy 4+) < 0.
Demostracién. Denotemos por By 4+ el operador

By g+ := B + Dy g=.
Es decir dado ¢ € D(By 4+) = D(B), se tiene que

—¢1(a) — p1(a, ®3)p1(a) — M1¢1(a)d}
(3.32) Bog¢(a) = | —¢h(a) — pa(a, ®3)pa(a) — Maga(a)ps
0

Como B es el generador de un semigrupo y Dj 4+ es un operador lineal y acotado en
X, se tiene que By 4+ es el generador de un C%-semigrupo, Sg-(t), (véase Prop. 1.3.8), con

Sgr () := ((Sg= (£))1, (S (£))2, (Sg=(1))3) -

Ahora bien, resolviendo por el método de las caracteristicas (ver pag. 50) el problema
abstracto que genera el operador By 4+, resulta que el semigrupo Sg«(t) admite la repre-
sentacion

P1(t — a) exp {—/ (u1(s, ®3) + Mig3)ds| sia<t,
(Sg+(t)r1¢(a) = o .

¢1(a —t)exp {—/a t (u1(s, ®3) + Mig3)ds| sia >t

Ua(t — a)exp [— [t w5) 4 Mo as| sia<
(Sp+ (t)20(a) = o :

¢2(a —t) exp [—/a t (ua(s, ®5) + Mags)ds| sia>t,

donde 11 (t) y 12(t) denotan las soluciones de las ecuaciones integrales

(3.33) (1) = / BH(t — s)(s) ds + / B2t ) (s)ds
]_ _

q qwl(t)7

331) ()= [ Bl swalsds+ [ " B3 (1, 8)pa(s)ds +

Bi(t) = qB(t) exp [—/O (11 (7, ®5) +M1¢§)dr]

s+t
B(t,5) = (s + ) exp [— [ ntr o)+ 2y df}
By(t) = B(t) exp [—/0 (ua(T, ®3) + Mag3) dT:|

s+t
B(t,5) = Bls + t) exp [ [ tatr. )+ 2t df} |
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(;it(5¢*( ))3¢ =0= (S¢* (t)>3¢ = ¢3.

Ahora bien, fijado t > 0, Sy4-(t) se puede descomponer de manera natural como

Spe(t) 1= Sg(t) + S5 (t) + Si. (1)

con <. (S (1 a), sia
Sw(W()={<(¢(» &&&&(D ¢(a),0) ﬂaii
B (0,0,0) sia >t
Sg- (1) ( )—{ ((Sp=(t))19(a), (Se=(t))2¢(a),0) sia<t
y

Sf;’)* (t)p(a) = (0,0, ¢3) e.c.t. a € Ry.

Trivialmente se comprueba que S, (t) es un operador lineal compacto. Veamos que S2. (t)
lo es también.
Para ello definimos los operadores:

T;: L'(0,t) x L'(0,t) x R — L'(0,t) x L'(0,t) x R, para j = 1,2

i) 0)

como, para cada u € L1(0,t) x L1(0,t) x R,

Tute) = [t =t du. [ 83~ vualo)
Tou(z </ ﬁlxyul dy,/ ﬁznyQ()dy,(]).

Procediendo analogamente a la demostracién del Lema 3.4.1, se llega a que T5 es un
operador compacto.

Facilmente se prueba que T es un operador acotado. Lo siguiente que vamos a ver es
que existe (I —T7)~ !
Ty es un operador de Volterra cuyo nicleo depende sélo de la diferencia de sus argumentos,
luego para todo A # 0, existe una unica solucién de la ecuaciéon (A — T1)¢p = 1 con
Y € LY(0,t) (véase por ejemplo [26, Cap. 6]). Por tanto, para todo A € C\ {0} existe
(A —T1)7 Y, y en particular existe (I —T1)~!. Por tanto 5(275* se puede escribir como

(0,0,0) sia>t

S%@mmy:(U—anﬂﬁﬂﬁﬂﬁeﬂ{—AfWN&¢9+ﬂﬁ%%hy

exp [_ /Oa (ua(s, ®3) + Mags) ds] ,0) sia<t.

Puesto que el operador (I — T1)~! es acotado y Th es compacto, se tiene que Sq%* es
compacto.
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Por consiguiente, como los operadores S2, y Sg* son compactos, se tiene, por una
aplicacién directa de la Proposicién 1.3.3, que

alSg- ()] = alSg. ()] < 1S5 (1)]|-
Ahora bien,

155 O0lx = 1S} O 51 + 1S ()2 -+ (S} (D0
< [Tlorta—0texs | [ g5+ 1067 as] da

+ [Tloata—olesp |- [ (ualo,83) + Mo as]

—t
< 1|1 + e 2 g 1 < e B2 g x.

Luego [|SL. (t)|| < e “2', y por consiguiente
a[Sy ()] < e 2t
Por tanto, gracias a la definicién de w1, se llega a que

wi(B 4 Dgg+) < —pg <0.

Por consiguiente tenemos que
wl(B¢*) = W1(B -+ D27¢*) < —p2 < 0.
Asi que, gracias a (1.6), se verifica que

Oess(Bgr) C{A € C: Re X < —pa}.

Luego por el resultado de linealizacion, véase la Proposicién 1.3.11, la estabilidad del
equilibrio ¢* esta determinado por el comportamiento de o(Bg+) \ 0ess(Bg+). Ahora bien,
usando la Proposicion 1.1.4, se tiene que en la banda

{AeC: —puz <ReX <wo(By+)},
solamente pueden existir autovalores aislados de multiplicidad finita.

Por tanto lo que vamos a estudiar son los autovalores del operador By« para cada
equilibrio en particular.
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3.4.2. El problema de autovalores para los equilibrios libres de enfermedad
Estudio del equilibrio (0,0, 0)

En este caso el problema de autovalores es:

L @)+ (11 (0,0) + ) 61(a) =0,
S22 0) + (1, 0) + ) Ba(a) = .

(3.35) (A —m)¢3 =0,

_Q/ B(a) ¢1(a

$2(0) = /Om 0)(62(a) + (1 - q) $1(a) )da

El problema (3.35) nos da como autovalor A = m > 0, por tanto el equilibrio (0,0, 0)
es inestable.

Estudio del equilibrio (0,0, m/n)

En este caso el problema de autovalores es:

@)+ (pr(a,0) + M 1) 6 a) =0,
%(a) + <u2(a,0) + Mg% + /\> ¢2(a) =0,

(3.36) (A +m)ps + vM; /00 #1(s)ds + VMZ% /000 $2(s)ds =0

—Q/ Bla) ¢1(a

¢2(0)—/0 B(a)(éa(a) + (1 q) é1(a) )da

\

Resolviendo (3.36); y (3.36)2, obtenemos

(3.37) 1(a) = 61(0) exp [— <)\a n /0 * 1 (0,0)do + M;Lm )]
(3.38) ba(a) = 62000 [ (a+ [ sl 0o+ 227} .

verificando las condiciones iniciales. Por tanto, sustituyendo (3.37) en la condicién inicial
para ¢ se tiene

(3.39) <1 —q Oooﬁ(a) exp [)\a - /Oa 11 (0, 0)do — M;Lma] da) $1(0) =
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Y ahora sustituyendo (3.38) en la condicién inicial para ¢9 se tiene

(=0 ( [ wew|-xa~ [“m0a - 7] da) 00)

n

4 (1 _ /0 " B(a) exp [—)\a - /0 " (0, 0)do — MQma] da) 62(0) = 0.

n

(3.40)

Luego sustituyendo en (3.36)3 los valores de (3.37) y (3.38) se tiene

<1/]\i1m /Oooexp [—Aa — /0“ p1(o,0)do — M:zma} da) $1(0)
(3.41) N <1/M2m /ooexp [_)\a - /a pi2(o, 0)do — Mzma] da> $2(0)
n Jo 0 n

+ (A +m)gps = 0.

Asi que denotando por

c1 = ¢1(0), co := ¢2(0), c3 = ¢3,

se llega a que A € C tal que Re A > —pu2 es un autovalor si el sistema lineal homogéneo,

<1 - q/oooﬂ(a) exp [—)\a — /Oa p1(o,0)do — M;Lma] da) c1 =0,

(1- ¢ < /O 8(a) exp [—Aa _ /O " (o, 0)do — M;Lma] da> o
+ (1 - /Oooﬁ(a) exp [—)\a - /Oa 12 (0, 0)do — Mima] da) ey =0,

M & @ M
<V 1m/ exp [—/\a - / p1(o,0)do — 1ma} da> c1
n 0 0 n

[e.e] a M
+ (I/Mgm/ exp {—)\a —/ pa(o,0)do — Qma] da) c2
n Jo 0 n
+(>\ + m)03 = 0,

tiene solucion distinta de la trivial. Y esto se verifica si, A € C tal que Re A > —puz, cumple
la ecuacion caracteristica:

<1 g /0 ~ Bla) exp [—Aa _ M;Lma _ /0 " (o, O)da] da>
X <1 - /Oooﬂ(a) exp [—)\a - Mima - /O 12 (o, O)da] da) (A+m) =0.

Es decir, A € C debe verificar alguna de las igualdades,
Mlm

) = [ @ess | xa - 00— [ (o000 aa -1,

Mzm

Pa(A) = /Oooﬂ(a) exp [—)\a —

A= —m.

a —/ pa(o, O)da] da =1,
0
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Luego, se tiene el siguiente resultado sobre la estabilidad del equilibrio (0,0,m/n).

Noétese que 92(0) = R(0), definido en (3.29).
Teorema 3.4.3.

= Si R(0) < 1 entonces el equilibrio (0,0,m/n) es localmente asintéticamente estable.

» Si R(0) > 1 entonces el equilibrio (0,0,m/n) es inestable.

Demostracion. Claramente se cumple que,
[hi(A)] < Yi(Re(A)) para i = 1,2,
11(N) < 1ho(N) para todo A € R.
Ademas 1;(\) es una funcién decreciente como funcién real para A € Ry y

Ii i(A) = 0.

Asi, si suponemos que 12(0) = R(0) < 1, entonces, para i = 1,2 se tiene que
|i(A)| < 1, para todo A € C con Re A > 0.

Luego no existen autovalores con parte real positiva y aplicando la Proposicién 1.3.11,
se tiene entonces que el equilibrio (0,0, m/n) es localmente asintéticamente estable.

Supongamos que 2(0) = E(O) > 1, entonces se tiene que existe algin A € C con
parte real positiva tal que 13(A) = 1. De nuevo aplicando la Proposicién 1.3.11, se tiene
entonces que el equilibrio (0,0, m/n) es inestable. O

Estudio del equilibrio (0,s*(a),0)

Consideramos el equilibrio (0, s*(a),0) con s* definido en (3.25). Recordemos que para
que exista este equilibrio se debe dar la condicién

R(0) = /Oooﬂ(a) exp [— /Oa,@(a, 0) da] da> 1.

Por tanto si existe el equilibrio (0, s*(a),0), el problema de autovalores que tenemos es:

) %(a) ¥ (pa(a, 8%) + A) é1(a) — K(a)s*(a)®, =0,
%(a) + (n2(a, %) + Mam/n + A) ¢2(a)

oP
(A —=m —vMyS*)¢p3 =0,

+ (8/12(&7 S§*)® + K(a)®; — M2¢>3> s*(a) =0,
(3.42)

61(0) = q 0°° B(a) 61 (a) da,

$2(0) = /0 B(a) (d2(a) + (1 — 4) é1(a) )da.

Resolviendo (3.42) tenemos que un autovalor es A = m + vM3S* > 0, por tanto el
equilibrio (0, s*(a),0) es inestable.
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-
Estudio del equilibrio <0, 5(a), M)
n

Consideramos el equilibrio

(o, S(a), AR )

con 5(a) definido por (3.30). Para que exista este equilibrio se debe verificar la condicién:

M
/ B(a) exp [ / u2(o,0) ma} da > 1.
0
Por comodidad denotemos:
m+ vMyS ~ ~ B) ~
3 1= Tz’ fi(a) :== pi(a, S), fa(a) := p2(a, S), fi(a):= 87'3( ,9).

Asi, el problema de autovalores lo podemos escribir como

do1
da
dg2
da (a)

(a) + (fi(a) +P3sMy + X) ¢1(a) = K(a)s(a)®1,

+ (fa(a) +3M2 + ) ¢2(a) = (f5(a) + K(a)) 3(a)®1
—fé(a)§(a)<1>2 — MQ§(G)¢3,

3.43 -
(3.43) (A +m +vM3S)p3 = vMi1p3P1 + vM193P,

0)=q /0 "~ Bla)r(a) da

0) = /O " Bla) (é2(a) + (1 — g)r(a)) da.

Luego A = —m — vMsS < 0 es un autovalor asociado al autovector (0,0, ¢3). Por tanto
supongamos A # —m — vM2S y busquemos otros autovalores. En este caso resolviendo

(3.43)3 se tiene
b3 = ( vMyis )q)l n ( v M3 )(I)g
A+m+vMyS A+m+vMyS

Como la ecuacién para ¢; no depende de ¢2 podemos calcular, con la ecuacién (3.43);
todos los autovalores asociados a ¢1 # 0. Después calcularemos los autovalores asociados
a las autofunciones del tipo ¢1 =0y ¢2 # 0.

Por tanto, primero resolvemos el siguiente problema de autovalores

9010 4 (fu(@) + A+ 03000) 61 (0) = K (@)3(a)y,

(3.44) @ .
61(0) = g /0 B(a)1(a) da
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El semigrupo generado por el operador asociado al problema (3.44), S(t), es positivo. Es
decir el operador B definido como

Boi(a) == —1(a) — (fi(a) +3My) d1(a) + K (a)3(a) Py

con dominio
D)= {01 € MR s ) =q [ Hlanta)da)

es el generador de un semigrupo positivo.
En efecto, si calculamos explicitamente el semigrupo generado, mediante el método de las
caracteristicas se llega a que

it = ayexp |~ [ (o) + vadty) do]
sia <t,
+ /0 zxp [— /O ’ (fi(T) + 3My) dT} K(a—0)3(a)®,(t — o)do,
S(t)pi(a) = t
¢1(a —t) exp {—/0 (fi(o) + ¥sM) da]
sia>t,
+/023Xp [— /OU (f1(7) +p3My) dT} K(a—0)$(a)®y(t — o)do,

donde 91 estd definido en (3.33). Es facil comprobar que el semigrupo es positivo.

Luego, en este caso particular, por tratarse de un semigrupo positivo (véase Teore-
ma 1.3.7), se tiene que

wo(B) :=sup{ReA: A € o(B)} =sup{A e R: X € 0(B)}.

Asi que nos limitaremos a buscar los autovalores reales y veremos si 9\ € Ry autovalor.

Resolvemos la ecuacién para ¢, y se tiene que
¢1(a) =exp [— <()\ + ¢P3My)a + /Oa f1(7’)d7'>:| ¢1(0)
+ exp [— <()\ + sMi)a + /Oa fl(T)dT>:|

« ( /0 " exp K(A +sMy)o 4+ /0 " (T)dT)] K(U)§(U)d0) ®;.

Gi(a) :=exp [— <¢3M1a + /Oa fl(T)dT>] ,

Denotemos

luego

(3.45) $1(a) =e G (a)¢1(0) + <e_)‘“G1(a) /an’\”(Gl(U))_lK(o—)é(a)dU) Dy.
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Ahora bien, ¢ debe verificar la condicién inicial,

0) =g /0 " Ba)én(a) da

Luego sustituyendo esta expresién en (3.12), se tiene que se debe verificar

(1= [ B 6i@) 010)

- (q /0  Bla)eG (a) /0 "N (G (0)) LK (0)3(0)do da> By =0,

¢, = / $1(a

por tanto reemplazando esta expresién en (3.45) se tiene que se debe verificar la ecuacién:

_ (/OOO e—’\“Gl(a)da> ¢1(0)

+ (1—/0006M01(a) /anko(al( )LK (0)3(o )dada) By = 0.

También tenemos que

Asi denotando por b := ¢1(0) y ¢ := @1, se llega a que A € R es un autovalor de (3.44), si
verifica el siguiente sistema homogéneo en las incégnitas b y c:

(1 —q /0 h ﬂ(a)e_’\aGl(a)) b
B <q /0 ~ Bla)e G (a) /0 " (G (o)) K (0)3(0)do da> c=0,
- ( /0 b e_’\aGl(a)da> b

<1—/Oooe_’\aG1(a)/0ae)“’(G1( DK (0)3(0 )dada)c-()

Luego tenemos la existencia de un autovalor real si este sistema lineal homogéneo tiene
solucién distinta de la trivial, es decir, si existe A € R tal que verifica la ecuacién carac-

teristica:
<1—Q/ B(a)e G (a)d )
<(1 /0 Gafa) [ (61 ) K 0)3(a)doda

- </000 e/\“Gl(a)da>
« <q /0 ~ Bla)e=G (a) /0 " (G (0)) K (0)3(0)do da> ~0

Tenemos el siguiente resultado de inestabilidad

(3.46)
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Teorema 3.4.4. Si existe Ao € [0,+00) tal que x(No) < 0 entonces el equilibrio

(0, 3(a), W)

n
es inestable.

Demostracion. Facilmente se comprueba que la aplicacién
x: Ry —-R
es continua y ademas verifica que

1i A) =1
Luego existird A € R autovalor si y s6lo si I\ € [0, 4+00) tal que x(Ao) < 0.
Asi, que si existe Ag € [0,+00), por la Proposicién 1.3.11, se tiene efectivamente que el

M,S
equilibrio [ 0, §(a),w es inestable. O
n

Luego si para todo Ag € [0,+00) se tiene que x(A\g) > 0 entonces no tenemos la
existencia de ningin autovalor con parte real positiva asociado a una autofuncién del
tipo (¢1,0, ¢3). Luego debemos seguir buscando los autovalores asociados ahora a las
autofunciones ¢2 # 0y ¢ = 0.

Por tanto supongamos que Vg € [0, +00) x(Ag) > 0 y pasemos entonces a la ecuacién
para ¢o. En este caso como ¢; = 0, se tiene que
vMap3

(;53 = q)Q = A/\(I)Q, con A)\ =

_ v M3
A+ nys

)\+n1/13'

Por tanto el problema de autovalores nos queda:

do,
da

$2(0) = /OOO B(a)p2(a)da.

(a) + (f2(@) + Marps + A) d2(a) = — (f5(a) + M2A)) 5(a) P2,
(3.47)

Ahora bien, para este problema no podemos proceder como en el caso anterior pues no
podemos garantizar que el semigrupo generado por el operador asociado al problema
(3.47) sea positivo. Para ello se procede calculando el semigrupo generado por el operador
D definido como

Dez(a) := —¢5(a) — (f2(a) +¥3Mz) ¢2(a) — (f3(a) + MaAy) 5(a) P2

con dominio

D(D) = {on e LR 0) = [ Ba)oala)aal}.
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Asi, no nos basta con mirar sélo los autovalores reales.
Calculemos entonces todos los autovalores del problema (3.47). Resolviendo dicho proble-
ma se tiene

¢2(a) = exp [— /a fa(o)do — Matpsa — )\a]
0
y <¢2(0) _ / exp [ / Fo(r)dr + Matbo + )\0] (F(0) + MaAy)3(0) da) o
0 0
Ahora bien, considerando la definicién de 5 en (3.30) se tiene
exp [— (/ fa(o)do + Myﬁg&)} = 5(a)(5(0))7 "
0
Por tanto
62(a) = S()G(O) e 0(0) = st ([ (3t0) + Mo a0 ) 2,

Anidlogamente al caso ¢1 # 0, queremos escribir la ecuacién como un sistema lineal ho-
mogéneo en las incégnitas b := ¢5(0), ¢ := $9 € R. Imponemos entonces las condiciones:

o= | " Bla)éa(a) da, ¢ = / " 4a(a) da

Por tanto tenemos el siguiente sistema lineal homogéneo en las incégnitas b y c.

<1 —(3(0))~1 /OOO B(a)s(a)e™ da> b
+ < /O ~ Bla)e5(a) ( /0 " (f5(0) + MaAy) da) da) =0,

<-<g(0))—1 /0 h §(a)e_)‘“da> b
(1t [T a5y ([ (o) + Mady)do ) da) ¢ = .
\ 0 0

Por tanto para que este sistema tenga solucién el determinante de sus coeficientes tiene
que ser 0. Luego

F(A) = (1 —(3(0))7* /OOO ﬂ(a)é(a)e)‘ada>
x <1+/oo e 3(a )</anm(f§(a)+M2AA)da> da)
< / Bla)s(a)e < / & (f3(0) +M2A,\)da> da)
-1 /0 h )e Mda = 0.

(3.48)
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Operando (suponiendo A # 0 que no es autovalor), y teniendo en cuenta que § verifica la
condicién inicial:

o= [ " Bla)s(a)da,

se llega a que

FO = (1 _ (5(0))! /0 Ooﬁ(a)§(a)e_)‘“da>

X (1 + /0 5(a)e™?a < /0 " ore fg(a)da> da + A" My AA§>
+(5(0)) ! < /0 OO§(a)e_)‘“da> < /O T B(a)3(a)e ( /O “ero fg(a)da) da> .

La teoria de funciones de variable compleja permite dar condiciones suficientes de esta-
bilidad o inestabilidad. A continuacién presentamos unas y en el caso particular, estudiado
en la Seccién siguiente, otras.

Denotamos

a(0)= [ fila-o)s(a)a, aslo)= [ fia - o)Bla)s(a)da.
Entonces se tiene que

FO) = (1= GO)TEOSOM) (1+a(J0) + 47" Ms 4,5)

+(3(0)) 715 () (Naz()(N),

donde @(\) es la Transformada de Laplace de una cierta funcién a € L.

Ahora aplicando la férmula de la convolucién para la Transformada de Laplace se tiene
FA) =1+2"1My Ay\S <1 - (5(0))1/ e B(a)i(a) da)
0
+ (500! / ea (—ﬁ(a)§(a) + 5(0)a1(a) — / B8(0)3(0)ar(a — o)do
0 0

(3.49) .
+/0 5(o)as(a — 0)d0>da
= 1AM A8 (1 (50)A0SOM)) + GO,
con G,

Gla) = (5(0))1<—B(a)§(a) +50)a@ + [ (-a@)alao) +aa- o) §<o—>da) |

Veamos ahora un resultado de estabilidad e inestabilidad local. Para ello, denotemos
por n(F ) el nimero de ceros de F (A) con parte real positiva.
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Proposicion 3.4.5. Supongamos que F no tiene raices puramente imaginarias, es decir
el problema de autovalores (3.47) no admite autovalores imaginarios puros. Consideremos
la curva ~(t) := F (—it). Entonces,

1 (R pit)
— lim —— dt := n(,0
n(h) = fim = o /_R i) 4= 1000,

siendo 1n(7,0) el numero de vueltas de la curva 7y con respecto al origen.

m + vMyS
En consecuencia, el equilibrio (0, 5(a), g) es asintoticamente estable si y solo
n

st, v no gira alrededor del origen. En particular,

M>S
= Si F(0) <0, entonces el equilibrio (0,5(a), M) es inestable.
n
M, S
w Si F(it) ¢ R_ YVt > 0, entonces el equilibrio (0,5(@),M) es localmente
n

asintoticamente estable.

Demostracion. La demostracién sigue de argumentos estdndar de la Teoria de variable
compleja, y la idea viene dada por resultados similares en [27] y [82].

Gracias a las propiedades de la Transformada de Laplace, lo primero que vemos es
que la funcién F es analitica en el semiplano {A € C: Re A > 0}. También se comprueba
facilmente que

(3.50) F(A) — 1 cuando |[A\| = 400y ReX > 0.

Asi, en particular, tenemos que f (ico) = F (—ioco) = 1 y por consiguiente la curva vy es
cerrada. Luego podemos hablar del niimero de vueltas, n(y,0), de la curva v con respecto
al origen.

Denotemos, entonces, R como la frontera del semicirculo:
{AeC: ReX>0, |\ =R},

Yy por
’'R:={AecC:Re)>0,|\=R}
PR:={\=iy: —R<y <R}

Entonces OR = 'R U 92%R.

Hemos supuesto que F no tiene raices puramente imaginarias; asi que podemos aplicar
algunos resultados estdandar de variables complejas como por ejemplo el Principio del
Argumento, (véase por ejemplo [68]). Luego por el Principio del Argumento, el niimero de
raices de f encerrados por OR, es decir raices con parte real positiva, v(R), es dado por

1 F'(2)
con . )
L(R) == @)y, j=1,2.

270 Joig F(2)
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Ahora bien, como estamos interesados en el nimero de raices con parte real positiva
de F, en realidad lo que estamos buscando es

Ii .
Ri&lm V(R)

Realizando un cambio de variable, tenemos que

R Y e ()
L(R) = =52 _g F(it)

Por tanto para concluir con la demostracion de la primera parte de la Proposicion, tenemos
que demostrar que Rh’m I1(R) = 0. Es claro que 0' R puede escribirse como:
——+400

O'R={Re"?: 0¢c(—n/2,7/2)}.
Luego,

/ w/2 [ 0 ]
nRy =~ [ EBg, L FARe”) peit g,
210 Jorgp F (2) 210 J_nso F (Re®)

Gracias a (3.50), tenemos que f (Re?) — 1 cuando R — +o00, luego existen R, Ko > 0
tal que ‘
|F (Re®)| > Ko > 0 para todo R > Ry,

luego

lim I;(R) < lim 11/ﬂ/2 F'(Re®)Re?d6
R—+o00 ! ~ R—+oo Ky 2w —n/2 ¢ © .

Ahora bien, por (3.49), se comprueba que f puede escribirse como
F(OA) =1+X""My A8 —b(N),

donde b es una cierta funciéon de L' y ademds verifica que la aplicacién tb(t) también
pertenece a L'.
Luego,

F'(Re?) = / e B tep(t)dt.
0

Por tanto, tenemos que

’ . 11 /2 > —Ref¢ 0
0< lim L(R)< lim —— e tb(t)dt | Re'”dl
R—+o0 R—+4o00 K() 2 —m/2 0

— m /Ootb(t) / " R i) at = 0
_R—IH‘IOO K027T 0 _7(/26 € o

Asi, se tiene efectivamente la primera parte de la Proposicién, es decir

R [1(;
n(F) = lfm —1/ PG g,

R—oo 2T _R F(Zt)
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y esto corresponde con el nimero de vueltas de ~ alrededor del origen.

Demostremos ahora la segunda parte de la Proposicién.
Primero tenemos que la curva 7 es simétrica respecto del eje real pues F (it) = F (—it), ya
que para A = it se verifica A\A"! = A_,(—\)~1. Ademds se tiene que 7(¢) — 1 cuando
t — Fo00. Luego en particular tenemos

Re(7(t)) = Re(y(=1)),
V(+o0) = y(=00).

Por consiguiente,

= Si F(0) < 0, entonces Re(y(0)) < 0. Asi ~ gira alrededor del origen, es decir,
1(7y,0) > 1. Y por tanto F tiene al menos una raiz con parte real positiva.
Luego aplicando la Proposicién 1.3.11 tenemos que el equilibrio

(07 5(a), W)

n

es localmente inestable.

» Ahora bien, si F (it) ¢ R_ Vt > 0, entonces Re(v(t)) > 0. Por consiguiente, vy no
gira entorno al origen. Luego, F no tiene ninguna raiz con parte real positiva.
Aplicando de nuevo la Proposicién 1.3.11 tenemos que el equilibrio

(07 i(a), W)

n

es localmente asintéticamente estable.

O]

3.5. Un caso particular de estabilidad local para el equilibrio
presa sana-depredador

Vamos a considerar algunas hipdtesis particulares con las que obtendremos que el
equilibrio
- m + v M. S
(s 222389
n

es localmente asintdticamente estable.

Aparte de las hipdtesis (H;1)—(Hg) supongamos estas otras,

(H7) Supongamos que la tasa de mortalidad de la presa sana es la suma de una funcién
dependiente sélo en edad y de otra dependiente sélo en la poblacién total. Es decir,

p2(a, P) = nq(a) + no(P), para todo a € (0,+00) y P € R,
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(Hs) Ademds, supongamos que la tasa de depredacién sobre los individuos infectados es
estrictamente mayor que sobre los individuos sanos, es decir,

My > Mo,

y se verifica
VMQ

n

(My — Mz) >1+q.

(Hy) También imaginemos que la infeccién afecta mdas fuertemente a los individuos maés
jovenes, es decir, existe a > 0 con

(3.51) a< %M?S(M1 ~ M) — S(1+q)

tal que
K(a) < e * ect. ae (0,+00).

Como queremos que exista el equilibrio (0, §(a),13), donde como en la Seccién anterior,

m+1/M§
Wy = 22

n

debemos ademas suponer que

(Hio)

R(0) := /Ooo B(a) exp [— /Oa n1 (o) do — (nQ(o) + Mzm) a} da > 1.

Denotamos - .
H ::/ exp [—/ pa (o, §) dff—@f}:’)MQT] dr,
0 0

entonces por la ecuacién (3.30) tenemos que

(3.52) 5(a) = %exp {—/0 pi2(0, S) do — T,Z)gMQCL:| )
donde S verifica
(3.53) /0 B(a) exp [—/0 p2(0, S) do — ¢3M2a] da = 1.

Sea la funcién y definida en (3.46), entonces tenemos el siguiente resultado

Proposicién 3.5.1. Supongamos (H1)-(Hio), entonces para todo A real y positivo se tiene
que x(A) > 0.

Demostracion. Podemos escribir,

X(A) = x1(M)x2(A) = x3(A)xa(A),
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donde

IR PR
X = H/ *(/\+1ZJ3M1)a (/ K )\Jr’l/)3 (My1—Mz))o— [ p1 (7,8)dr— Jo m2 TS)de >d
x3(A) = / —(A+y3Mi)a— [ pa TS)dea

qS/ B(a)e~Otvsdne (/ K (o) e s (M=) o— [ 1 (7,8)dr— [ pa TS)deU>d
Acotemos x1(A). Gracias a que My > Ms, py(a, P) > ps(a, P) y (3.53), tenemos que

(354) Xl()\) > <1 _/ 6(a)6_(k+w3M1)a_f0aM2(T,§)d’7’da> > O
0

Acotemos ahora x2(A). Denotemos por © := —a + ¥3(M; — Ms), que sabemos que es
positiva gracias a (3.51). Luego

E /ooe(Aerle)a </QK(U)6(>\+¢3(M1M2))Uffﬂl(77§)d7foa W(T’g)deU> da
H 0 0
< E /Ooe(k+w3M1)a (/ A+O)o— [ pr(r,8)dr— [ p2 TS)deO’) da
H 0 0

< E /ooe—(/\+¢3M1)a_foa pa(r,S)dr (/ae()‘+e)gd0> da
H Jy 0

_ 8 /OO —(A\+paMi)a— [o pa(7,S)dr ( (A+©)a _ l)da

H(A+0)
S o0 . oo
= T ay —aa—ysMra— [y p2(7.8)dr g _/ o~ A FusMi)a— [ pa(7,S)dr g
H(\ +O) ( /0 ¢ ’ o | 0 a
S o0
<—  |(H- —(A+sMi)a— [ pa(r,S)dr
=~ H(\+0) ( /0 ’ da

§ 1 o0 a Q
-2 (1= —()\+¢3M1)a—f ,uQ(T,S)dT )
) < H/o e 0 da

Asi VA > 0 tenemos que

g g a o
3.55 > 1 — —(A+ypsMi)a— [ po(7,S)dr )
( ) x2(A) = )\+@+H(/\—|-@)/ € ’ da

Ademés esta cota es positiva gracias a (3.51).

Acotemos x3()), usando que My > Ms v pi(a, P) > ps(a, P), tenemos que VA > 0

(3.56) x3(\) < H.



3.5.  Un caso particular 109

Acotemos x4()), usando (3.53) y la acotacién de tipo exponencial negativa de K se tiene

x4(A)

| /\

qS/ ﬁ —(Ap3Mi)a </ae(/\+®)a_f;“1(T7§)d7_fogMz(T’g)dea>da
0

q/ ﬁ(a)e—(k+w3M1)a—foauz(ﬁg)df (/ae(/\+9)0d0> da
H Jy 0

_ (}\qS @) /Ooﬁ( ) —(A+ysMi)a— [ pa(r, S)dr (e()\—i—@)a _ 1)
+

)\ @ < / /8 —(A+y3Mi)a fo 142 TS)dea)
4

IN

Por consiguiente

(3.57) X4(/\) < — /\ n @ ( / /8 —(A+y3Mi)a—[i p2 TS)dea)

Por tanto, por (3.54)-(3.57) y ser todas estas cotas positivas, tenemos que VA > 0

S S o e, G qS
1— (AtvsMi)a— [of pa(r,S)dT 4,
X(/\)>( )\+@+H()\+@)/O ¢ ’ ““3te

X (1 _/ B(Q)e()\‘i’wSMl)aanﬂQ(T’g)dea) = Fl(A)FQ(A)
0

Ahora bien, I'2(A) > 0 VYA > 0.
Veamos que, I';(\) > 0 para todo A > 0, entonces tendremos que y(A) > 0. Se tiene que

S

Luego, gracias a (3.51), se tiene que I'1(A) > 0 YA > 0.
Por tanto bajo la hipétesis (H1)-(H1o) tenemos que para todo A > 0, x(A) > 0. O

Proposicién 3.5.2. El equilibrio (0,5(a),3) es asintéticamente estable.

Demostracion. Gracias a la Proposicién 3.5.1 nos falta ver que f (\), definida en (3.48)
no tiene raices positivas. Bajo las condiciones que hemos supuesto tenemos que

Opz

(@, P)=ny(P), VPER..

Luego, en este caso particular podemos escribir f () como

F(A)Z(A‘1< /g )3(a —Mda>> ()\+§<n/2(§)+M2A>\))
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Es facil comprobar que F 1(A) no tiene ceros con parte real positiva.
Busquemos entonces, las raices de Fo(\). Sea A = Re A + i Im A, se tiene que

. - VMQ;S’V’QZJ;?,(RG)\ + nwg)
Re(F2(A)) = ReA+ny(S5)5 + (Re A + nps)? + (Im A2’
B Sv My
Im(F2(N\)) =ImA <1 ~ RerT nvs)? + (Im )\)2> .

Por tanto si Re A > 0 = Re(F 2(\)) > 0, asi que no hay autovalores con parte real positiva.

m+ vMsS
n

Por consiguiente tenemos que el equilibrio (0, 5(a), ) es localmente asintotica-

mente estable. O

Luego resumiendo los resultados obtenidos sobre la estabilidad e inestabilidad de los
equilibrios, tenemos:

» Los equilibrios (0,0,0) y (0,s*(a),0) son inestables.
» El equilibrio (0,0,m/n) es

e localmente asintéticamente estable si E) < 1

e inestable si Rvo > 1.

s
« Bl equilibrio (0, 5(a), T2 o
n
e inestable si:
1. existe A\g € [0, +00) tal que x(Ag) < 0 con x definida en (3.46);
2. 81 F(0) <0, con F definida en (3.49);

e localmente asintdticamente estable si f (it) ¢ R_ V¢ > 0.



CAPITULO 4

Analisis del comportamiento asintético del
modelo presa-depredador con datos no
dependientes en edad

En el Capitulo anterior, estudiamos el comportamiento asintético de los equilibrios
libres de enfermedad del modelo presa-depredador con enfermedad en la presa. Para con-
tinuar con un estudio asintotico mas general, es decir para hacer un estudio del compor-
tamiento asintético de todos los equilibrios, vamos a suponer en este Capitulo que los datos
son independientes de la edad, y ademas supondremos que la tasa de natalidad depende
de la poblacién total.

4.1. Introduccién
Consideraremos en el modelo (2.5) que:

» la tasa de infeccién y de recuperaciéon, K y v, respectivamente, son constantes (i.e.
Kv Y€ R+)7

= la tasa de mortalidad de la presa, tanto de los individuos infectados como de los
individuos sanos, 1 y u2, son independientes de la edad. Luego, para i = 1, 2,

/'Li:]R-i- HR-H

tal que pi(P) > pa(P), para todo P € Ry.
Ademsds, supondremos que las funciones p; son continuamente diferenciables, cre-
cientes y verifican que
1i (P) = .
P—l>I-:l[-1c>oMl( ) oo
= la tasa de natalidad de la presa, 3, es tomada
ﬁ : R+ - R-H

continuamente diferenciable, decreciente y verifica

oA p(P) =0

111
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Nétese, que la dependencia de 3(P) hace que no esté incluida en las hipétesis del
Capitulo anterior.

Estas hipotesis son “logicas” biolégicamente. En efecto, estas tasas independientes
en edad corresponden a procesos en un habitat duro, es decir que la supervivencia y el
nacimiento de la especie no dependen de la edad de la especie, sino principalmente del
nimero de individuos que habitan.

Teniendo en cuenta la independencia de la edad, el modelo (2.5) se transforma en éste:

' % + Si + i (P(t))i(a, t) = KI(t)s(a,t) — yi(a,t) — Myi(a, )Y (¢),
gi + gs + pa(P(t))s(a,t) = —KI(t)s(a, t) + vi(a, t) — Mas(a, )Y (2),
(4.1) — mY () — nY2(t) + VMUY (1) + vMS ()Y (1),

) —
i(0 ﬂf) aB(P()I(1),
BP®))(S(t) + (1 —g)I(t)),
io(a), s(a,0) = sp(a), Y (0) = Yp,

Vo)
/\
\.00-

I

~
—~
8
o
~—
||

donde, siguiendo las notaciones de los Capitulos precedentes, I,S y P, denotan la poblacién
total de individuos infectados, susceptibles y presa, es decir

I(t):/oooi(a,t)da, S(t):/Ooos(a,t)dayP(t):I(t)+S(t):/Ooop(a,t)da.

Ahora bien, integrando las dos primeras ecuaciones entre 0 y 400 con respecto a la variable
edad, y teniendo en cuenta la hipétesis, i(a,t), s(a,t) — 0 cuando a — 400, obtenemos el
siguiente sistema diferencial ordinario,

I' = qB(P)I — puy(P)I + KIS —~I — M1,

S =B(P)(S+ (1 —q)]) — pa(P)S — KIS +~vI — M,SY,
Y' =mY —nY? +vMIY + vM,SY,

1(0) = Iy, S(0) = So, Y (0) = Yy,

donde,
Iy = / io(a)da y Sy = / so(a) da.
0 0

Nuestro objetivo principal en este Capitulo serd el estudio del comportamiento global
del sistema diferencial ordinario (4.2). Aunque, en realidad, haremos algo més: analizare-
mos el efecto que produce la entrada de un depredador en un modelo de epidemia. Para
ello primero analizaremos el modelo suponiendo que no existe depredador, es decir sélo
tenemos presa y después estudiaremos el modelo completo; comparando los resultados
obtenidos.

Asi en una primera etapa estudiaremos el comportamiento asintético del modelo sin la
existencia del depredador, es decir asumiremos que Y = 0. En este caso tenemos un sistema
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de dimensién dos, lo cual nos permitira, para el estudio del comportamiento asintético,
utilizar, por ejemplo, teoremas del tipo Poincaré-Bendixson (ver entre otros, [78]).

En una segunda etapa analizaremos el comportamiento asintético del modelo completo,
es decir del modelo (4.2). Puesto que este sistema diferencial es de dimensién tres no
podemos aplicar algunos de los Teoremas que se aplicaran al caso sin depredador.

Un esquema a seguir de lo que haremos en este Capitulo es el siguiente: en la Seccién
4.2 analizaremos el modelo sin depredador. Primero veremos condiciones para la existencia
de equilibrios del problema asintético asociado al modelo sin depredador. Continuaremos
estudiando la estabilidad local y global de los equilibrios encontrados.

Posteriormente, en la Seccién 4.3 analizaremos el modelo completo, es decir pondremos
en juego la entrada de un depredador. Primero estudiaremos la existencia de equilibrios
para dicho modelo. Llegaremos a probar, que bajo ciertas condiciones existe un niimero
impar de equilibrios endémicos, (I*, S*, Y™), lo cual se qued6 abierto en el Capitulo anterior
con los datos dependientes en edad. A continuacién, estudiaremos las estabilidades local
y global de los equilibrios.

Probaremos que la entrada del depredador puede ayudar a la extincién de la enfer-
medad perdurando los individuos sanos; esto puede ser interpretado como un control para
eliminar la enfermedad.

Para concluir el Capitulo, veremos, por medio de un ejemplo, un rango completo de
valores de K y M, tal que, sin la presencia del depredador la enfermedad persiste y con
la llegada del depredador desaparece.

4.2. Estudio del modelo sin depredador

Como hemos comentado, primero vamos a estudiar el comportamiento asintético del
modelo (4.2) sin la existencia de depredador, es decir

I'=qB(P)I + m(P)I + KIS — I,
(4.3) S =B(P)(S+ (1 —q))— p2(P)S — KIS + I,
1(0) = Iy, S(0) = Sp.

A lo largo de todo el Capitulo vamos a denotar,

(4.4) Rg = p2(0) = 8(0), Ry == pu(0) — B(0).

Evidentemente Rg < Rj.

Lema 4.2.1. FEuxiste un unico punto, Ps > 0, tal que

(4.5) p2(Ps) = B(Ps),

sty solo si Rg < 0.

Eziste un dnico punto, Py > 0, tal que

(4.6) p(Pr) = B(Pr),
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sty solo si Ry <0.
En el caso de la existencia del punto Pr se tiene que P; < Pg.

Demostracion. Consideremos las funciones
Fs : Ry — R Fr : Ry - R
P pa(P) — B(P) P i (P)— pB(P)

Gracias a las hipotesis de crecimiento y decrecimiento de las tasas de mortalidad y de
natalidad, respectivamente, tenemos que tanto la funcién Fg como F; son estrictamente
crecientes, y ademds Fg(P), F1(P) — 400 cuando P — +00. De aqui se sigue facilmente
el resultado.

Y puesto que, F7(P) > Fs(P) para todo P € R4, se sigue que P; < Ps. O

Proposicién 4.2.2. Para cada (Iy, So) € R%, existe una tnica solucidn global de (4.3),
que es positiva y acotada uniformemente.

Demostracion. Una aplicacion directa del Teorema de Picard nos garantiza la existen-
cia y unicidad de solucién local para cada (ly,Sp) € Ri. La positividad de la solucién
la obtenemos trivialmente. Efectivamente, tenemos que I verifica la siguiente ecuacién
diferencial,

I'=(¢B(P) + ma(P) + KS — )1,

y por tanto se tiene que I es positiva. Entonces, gracias a la positividad de la funcién 8y
de la constante -y, S verifica:
S" > (B(P) — p2(P) — K1) S.
Por consecuencia, se tiene la positividad de la funcién S partiendo de un dato inicial
positivo.
Veamos entonces la existencia de solucién global para el sistema (4.3). De (4.3), y

usando el hecho que P =1 + 5, se tiene que

(4.7) P'=B(P)P — i1 (P)I — pa(P)S,
| P(0) = Py := Iy + So.

Gracias a la hipdtesis pu1 > pa, es facil comprobar que
(4.8) (B(P(t)) — m(P1))P(t) < P'(t) < (B(P(t)) — p2(P(1)))P(2).
Para i = 1, 2, consideramos los siguientes sistemas

(EDO), { Z(g) (ﬁ(}ﬁ;) — pi(xq))x;

Asi, por la desigualdad (4.8) y utilizando un Teorema de comparacién (véase por ejemp-
lo [60]), se tiene que
z1(t) < P(t) < xa(t)

en sus respectivos dominios de definicién. Y puesto que 3 es decreciente y uo es creciente,
se llega a que
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1. Si Rg > 0, entonces 3(r) < uo(r) para todo r € (0,400). Luego x2(t) < Py, para
todo t € [0, +00). Por consiguiente,

0 < z1(t) < P(t) < xo(t) < Py para todo t € [0, +00).

2. Si Rg < 0, entonces x5(t) < max{Fy, Ps} para todo t € [0, +00). Luego

0 <z1(t) < P(t) < 29(t) < max{Py, Ps} para todo t € [0, +00).

Luego tenemos existencia y unicidad global de la solucién, y ademés dicha solucién
estd uniformemente acotada. O

4.2.1. Existencia de equilibrios del modelo sin depredador

Como un primer paso para el estudio del comportamiento asintético de (4.3) vamos a
buscar los puntos de equilibrios de dicho sistema.
La ecuacion que verifican los puntos estacionarios es la siguiente:

(4.9) { (ZaB(P") n(Pr) = K"+ )I" =0,
| —BP*)(S* + (L= @) + pa(P*)S* = —KI*S* +~I".

Teniendo en cuenta que I* = P* — S* y combinando (4.9); con (4.9)3, entonces podemos
escribir (4.9) como

(4.10) { (=gB(P™) +m(P7) = KS™ +7)(P" = §7) =0,

(2(P*) = i (P)) % = (B(P*) — m(P*)) P*.
A lo largo de toda la Seccién, consideraremos las siguientes notaciones:

p(P) — qB(P) +v
K

Ty := sup {p}(Q) — ¢f'(Q)} donde I :=
Qe

S(P) =

(4'11) (P[,Ps) si RI S 0
(0, Ps) si Ry > 0.
Noétese que (P*,S(P*)) es solucién de (4.10).

Teorema 4.2.3. El punto Ego := (0,0) es siempre un equilibrio, trivial, del sistema (4.3).

1. Si Rg > 0, entonces el punto Eyg es el unico punto de equilibrio.

2. Si Rg < 0 entonces eziste otro equilibrio, Fos := (0, Ps), es decir un equilibrio
libre de enfermedad. Ademds, si suponemos que K > Ty, con Ty definido en (4.11),
tenemos que

a) Para Rr <0, si

pa(Pr) —qB(Pr) +~

4.12 K> Ky :=
(4.12) > Ky P,

entonces existe al menos otro equilibrio Erg := (I*,S*). Este tipo de equilibrios
son conocidos como equilibrios endémicos.
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b) Para Ry > 0, entonces existe al menos otro equilibrio Erg := (I*,S*) si y sdlo
St

m(Ps) —af(Ps) +7

4.13 K> Ky:=
(4.13) > Ko P

Cuando el sistema (4.3) tiene equilibrios endémicos, entonces en realidad posee un
numero impar de dichos equilibrios.

Nota 4.2.4. Obsérvese que K1 puede ser expresado como

(1-q)8(Pr) +~
Py ’

Ki:=

puesto que i (Pr) = B(Pr).

Demostracion. La prueba de la existencia del equilibrio trivial Fgg es obvia. Estudiemos
la existencia de los otros equilibrios

1. Supongamos que Rg > 0. En este caso, por la Proposicién 4.2.2, se tiene que
B(P) < u2(P), para todo P > 0.

Ademas si tenemos que existe algin equilibrio no trivial, (I*,5*), éste debe verificar
que S* < P*. Luego no puede existir ningtiin punto que verifique la ecuacién (4.10)2,
puesto que

(p2(P7) = pn(P*))S™ = (p2(P*) — pa (P))P* > (B(P") — pu (P7)) P
Asi que si Rg > 0, el inico equilibrio que existe es el trivial.

2. Supongamos ahora que Rg = 0. En este caso Pg = 0y 5(P) < u2(P) para todo
P > 0. Razonando de manera andloga al caso anterior, tenemos que el tnico punto
que verifica (4.10) es el equilibrio trivial.

3. Supongamos que Rg < 0. Veamos, primero, la existencia del equilibrio libre de
enfermedad, Eyg, para todo valor de R;. En este caso, se comprueba trivialmente
que el punto (0, Ps) verifica el sistema (4.10).

Ahora, comprobemos la existencia de algin equilibrio no semitrivial, es decir
del tipo (I*,5*), con I* y S* no nulos.
Sea la aplicacién S(P) definida en (4.11), consideramos el conjunto

Y :={P € (0,+0) tal que 0 < S(P) < P}.
Por (4.10), se tiene que S* = S(P*), donde P* > 0 verifica la igualdad
J(P?) = G(P7),
con J y G definidas por

(4.14) J(P) = (11 (P) — B(P)) P
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Necesariamente P* tiene que pertenecer al conjunto X para poder tener I* positiva y
no nula. Luego, por (4.10)2, 3(P*) tiene que ser mayor que ug(P*), y por consiguiente
obtenemos que P* < Ps.

Definimos

(4.15) H:L — R
P — SP)-P

y puesto que hemos supuesto que K > 17, entonces tenemos que H es una aplicacién
decreciente en el intervalo I7.

a) Si Ry < 0, puesto que por hipdtesis pe < p1, si existe un punto estacionario,
(I*,8*), por (4.10)2, se debe verificar que G(P*) < p1(P*). Asi tenemos que
P* > P;. Por tanto,

(4.16) P* € (P, Ps).

Asi, si admitimos que K > Kj, con Kj definido en (4.12), se llega a que
(Pr, Ps) C 3. En efecto, puesto que H definida en (4.15) es una funcién decre-
ciente en (Py, Ps) y verifica que

H(P]) = S(P[) — Pr <0,
tenemos entonces que, H(P) < 0 para todo P € [Py, Pg], es decir
(4.17) 0 < S(P) < P para todo P € [Py, Ps].

Y por consiguiente (Pr, Pg) C 3.
Considerando las aplicaciones J y G definidas en (4.14), se comprueba facil-
mente que

J(Pr) =0 <G(Pr)

y, por (4.17), se tiene que
J(Ps) > G(Ps).

Asi aplicando el Teorema de Bolzano se obtiene al menos un punto P* tal que
J(P*) = G(P*), y ademés existen un nimero impar de intersecciones de los
dos grafos.

b) Supongamos R; > 0. Veamos que existe al menos un punto de equilibrio si y
sélo si K > Kj, con Ky definida por (4.13).

Supongamos que K < K, entonces se verifica que H(Pg) > 0, con H
definida en (4.15) y por consiguiente H(P) > H(Ps) > 0 para todo P € (0, Pg).
Luego tenemos que no existe P < Pg tal que P € .. Por tanto, no existe ningtin
equilibrio no semitrivial.

Ahora, supongamos K > Ks. Ya que hemos supuesto que Ry > 0, entonces
se tiene que H(0) > 0 y ademés, puesto que K > Ko, se llega a que H(Pg) < 0.
Entonces, existe P» € (0, Ps) tal que H(FP2) = 0, y consecuentemente tenemos
que S(P) = P,. Ademas se verifica que

S(P) > P para todo P € (0, %)
S(P) < P para todo P € (Ps, Ps].
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Como tenemos que Py < Pg entonces B(P2) > ua(P2) y ademds, S(FP2) = P
entonces

J(P2) = (p1(P2) — B(P)) P2 = (u1(P2) — B(12))S(P2)
< (u1(P2) — p2(P2))S(P) = G(P2).

Luego J(P) < G(P,) y ademas, por el caso anterior sabemos que se verifica
que J(Pg) > G(Ps). Por tanto, aplicando nuevamente el Teorema de Bolzano,
existe P* € (P, Ps), tal que J(P*) = G(P*). Procediendo de manera analoga
al caso anterior, existen un nimero impar de intersecciones de las funciones J
y G en (P, Ps).

O]

Ahora vamos a dar alguna condicion suficiente para la unicidad del equilibrio no semi-
trivial Erg.

Corolario 4.2.5. Supongamos que existe al menos un equilibrio no semitrivial, Erg.
Entonces si

((11(Q) — 12(@)(~aB(Q) + (@)
QPN @ =) )

donde I, estd definido en (4.11), existe un tunico equilibrio endémico, (I*,S*).

(4.18) K > sup{
Qe

Demostracidn. Es facil ver que bajo esta condicién se tiene que J'(P) — G'(P) > 0. Asf,
podemos afirmar que tenemos unicidad del equilibrio semitrivial. O

Nota 4.2.6. Se pueden imponer otras condiciones para tener unicidad del equilibrio
endémico. Por ejemplo,

= Para Ry < 0, si estamos en las condiciones para tener existencia del equilibrio
Ers, y ademds suponemos que 3 es decreciente en (Pr, Ps) y 3(0) < —8'(Pr) Py, se
comprueba que tenemos unicidad de equilibrio endémico.

= Para Ry > 0, si estamos en las condiciones para tener existencia del equilibrio
Ers, y ademds suponemos que 3 es decreciente en (P, Ps) y 3(0) < —f5'(P2)Ps, se
comprueba que tenemos unicidad de equilibrio endémico.

4.2.2. Estabilidad de los equilibrios
4.2.2.1. Estabilidad local de los equilibrios

Para estudiar la estabilidad local, utilizaremos las técnicas estandar de linealizacion
de (4.3) alrededor de un equilibrio cualquiera, (I*, S*).

Sea (I*,S*) un equilibrio del sistema (4.3), denotamos
I (t) .= I(t) — I",
My (t) == S(t) = 5%,
(t) := P(t) — P* =111 (¢) + Ia(t)
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Luego el problema linealizado resultante es:

= (gB(P*) — p(P*) + g8 (P*)I* = py (P*)I* + KS* = ) I (¢)

) (a8 (POI = i (POI* + KT )Ty (0),

4.19

= (B/(P7)(S* + (1= )I) + (1 = )B(P*) — ph(P)S" = KS* +7) T (¢)
+(BP7) + B(P7)(S™ + (1= q)I7) = pa(P*) = iy (P*)S* = KI" ) Tha(t).

Estableciendo las notaciones:

a1 := —qB(P*) + u1(P*) — KS* + v + (—qfB'(P*) + py(P*))T*,

az = (—qf'(P*) + pi (P*) — K)I*,

b= —f'(P*)(S" + (L = q)I") = (1 = @)B(P") + pa(P*)S™ + KS™ — 7,
by i= —B(P*) = B'(P*)(S* + (1 = @)I") + p2(P*) + pp(P*)S* + KI*,

el sistema diferencial ordinario (4.19) puede escribirse como:
Hll (t) + a1114 (t) + agﬂg(t) =0,
I15(t) + billi () + bolla(t) = 0.

Ahora procedemos a calcular la estabilidad, para ello realizamos los siguientes cambios de
variables:
H1 (t) = 6)\7&’1)1, Hg (t) = e/\tvg,

donde A € C y v; € R,. Luego el problema de autovalores resultante es,

(A + a1)v1 + agvy =0,

bivr + (A + b2) ve = 0.
Y se tiene que A € C es un autovalor si y sélo si verifica la siguiente ecuacion caracteristica:
(4.20) X(\) = X2 + (ag 4 b))\ + (arby — asby) = 0.

Tenemos el siguiente resultado sobre estabilidad local, derivado del estudio del signo de
los autovalores

Teorema 4.2.7.

1. Bl equilibrio trivial, Fog, es localmente asintoticamente estable cuando Rg > 0 e
inestable cuando Rg < 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, Eygs, supuesto que exista (es decir suponiendo que

Rg > 0) es localmente asintéticamente estable cuando K < Ko e inestable cuando
K > K.

3. Bajo la hipdtesis K > Ty (donde Ty es definido por (4.11)) cualquier equilibrio
endémico, Erg, es localmente asintoticamente estable.
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Demostracion.

1. En el caso del equilibrio trivial, Eyg, se tiene que
= —qB(0) + p1(0) + 1,
as = 0,
by = —(1-4q)B(0) —,
by = p2(0) — 5(0).

En este caso, obtenemos que los autovalores correspondientes son A\; = ¢3(0) —
11(0) — vy A2 = (0) — p2(0). Trivialmente se tiene el resultado, ya que

gB(0) — 11(0) — v < B(0) — p11(0) < B(0) — p2(0) = —Rs.

2. Ahora suponemos que existe el equilibrio libre de enfermedad, Fyg := (0, Ps), es
decir Rg < 0. En este caso, se tiene que

a1 = —qB(Ps) + p1(Ps) — K Ps + 1,

as = 0,

b1 = (—='(Ps) + pa(Ps) + K)Ps — (1 — q)B(Ps) —
by = (=f'(Ps) + pz(Ps))Ps.

Y resolviendo, (4.20), en este caso, obtenemos que las raices son

M = KPs — pu1(Ps) + qB(Ps) —
A2 = (6'(Ps) — pip(Ps))Ps.

Ahora bien, como la funcién § es decreciente y uo es creciente, tenemos que Ao es
negativo, y por tanto, si K < Ky donde K3 estaba definida en (4.13), es decir

p1(Ps) — qB(Ps) +~
Pq )

tenemos que A\; < 0, y contrariamente si K > K>, entonces se tiene que A\; > 0; y
de aqui el resultado.

KQ =

3. Supongamos que K > Tj, y tenemos la existencia de algin equilibrio endémico.
Veamos entonces que estos equilibrios son localmente asintoticamente estables.
En este caso sabemos que I*, S* y P* verifican (4.9) y (4.10), luego en particular
tenemos que
—qB(P") + p(P") = KS" + v =0,

*

KI" + pa(P7) = B(P7) = (1 = 9)B(P) +7) &

Por tanto, obtenemos que

ay = (—¢B'(P") + p

1
az = (—qf'(P*) + 11y
by =—F'(P")(S"+(1- )I*)—B(P*)+u1(P*))+u’z(P*)S*7

by = (1 = q)B(P") +7) % = B(PT)(S" + (L= q)I") + pp(P7)S™.

(PN,
(P") = K)I*



4.2. Estudio del modelo sin depredador 121

Asi, puesto que las funciones pu;, para ¢ = 1,2, son funciones crecientes y 3 es
decreciente, se llega a que aj, by > 0.
También se tiene, por la demostracién del Teorema 4.2.3, véase (4.16), que si

Ry <0= P* € [P, Ps] = B(P*) < i (P"),

y si
R; > 0= B(P) < pu1(P) para todo P > 0.

Consecuentemente, by > 0. Como hemos supuesto que K > T7, entonces se tiene
que az < 0.
Por tanto, (a1 +b2) > 0y (a1ba — azby) > 0. Luego, la ecuacién caracteristica (4.20)

X(A) = X + (a1 + b2)A + (arbg — agby),

s6lo puede tener raices con parte real negativa. De aqui se sigue el resultado.

4.2.2.2. Estabilidad global

Teorema 4.2.8.

1. El equilibrio trivial Egg es globalmente asintoticamente estable si Rg > 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, Eggs, supuesto que exista, es globalmente asintdtica-
mente estable si K < K3, donde

p(Pr) —qB(Pr) +~

P St R] < 0
(4.21) K3 = s
p1(0) — gB(0) +~ iRy > 0.
Pg

3. Bajo la hipdtesis K > Ks, si tenemos existencia y unicidad del equilibrio endémico
FErs entonces este equilibrio es globalmente asintéticamente estable.

Nota 4.2.9. Notese que la estabilidad global del equilibrio Egs no estd en contradiccion
con el Teorema 4.2.7, puesto que K3 < Ko. En efecto, sabemos que 0 < Pr < Pg, y
ademds por el crecimiento de la funcion py y el decrecimiento de la funcion 3, se llega a
que K3 < Ks.

Demostracion.

1. Supongamos Rg > 0 y estudiemos la estabilidad global del equilibrio trivial Eyg.
Como Rg > 0, se tiene que B(P(t)) < pz(P(t)) para todo t € Ry. Luego, como
tenemos que P es positiva y gracias a (4.8), se llega a que

P(t) — 0 cuando t — co.

Ahora bien, por la Proposicién 4.2.2, tenemos que I y S son positivas, luego se sigue
que si Rg > 0, entonces

I(t) - 0y S(t) — 0 cuando t — oo.
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Consecuentemente si Rg > 0, el equilibrio (0,0) es globalmente asintéticamente
estable.

. Supongamos que K < K3 y veamos la estabilidad global del equilibrio libre de

enfermedad (0, Pg).
Demostremos primero el caso Ry < 0. Luego, en este caso hemos supuesto que

aB(Pr) — pi(Pr) — v+ KPs <0.
Ahora bien, como 3 y p1 son funciones continuas, entonces existe 6 > 0 tal que
(4.22) 4B(Pr —8) — ju (P — 8) — 7 + K(Ps +6) < 0.

Por otra parte, en este caso tenemos que, por la Proposicién 4.2.2, las soluciones x1
y z2 del problema (EDO); y (EDO)s, respectivamente verifican

x1(t) — Py cuando t — oo

x2(t) — Pg cuando t — oc.
Luego, por (4.8), dado § > 0 existe t5 > 0 tal que
P;r—§ < P(t) < Ps + 9, para todo t > ts.
Consecuentemente obtenemos que
I'(t) < (¢B(Pr = 8) — (P — 0) — v + K(Ps +0)) I(t),

asi, de (4.22) sigue que
I(t) — 0 cuando t — oo.

Procediendo de manera analoga, se obtiene la misma convergencia para R; > 0, si

11(0) — gB(0) +~
K < P :

pues en este caso se tiene que

0 < P(t) < Ps +6.

Por otra parte, tenemos que S verifica la ecuacién diferencial no auténoma (intro-
duciendo la variable temporal en la funcién I(t))

S =B(S+It)(S+(1—q)I(t) —pa(S+1(t)S— KI(t)S.

Ahora bien, como I(t) — 0, entonces esta ecuacién es asintéticamente estable, con
ecuaciéon limite

y' = (B(y) — p2(y))y.

Usando que Rg < 0 se tiene que y(t) — Pg cuando t — oo, y gracias a la Proposi-
cion 1.4.4, se obtiene que

S(t) — Ps cuando t — oo.

Por tanto, el equilibrio (0, Ps) es globalmente asintéticamente estable.



4.3. Estudio del modelo con depredador 123

3. Supongamos la existencia y la unicidad del equilibrio endémico (I*,S*), y que K >

K>, en este caso tenemos que el equilibrio libre de enfermedad, Eyg es inestable,
y puesto que para que exista el equilibrio endémico se debe verificar que Rg < 0,
entonces el equilibrio trivial, Eyg, también es inestable.

Para estudiar la estabilidad global del equilibrio Ejg, vamos a aplicar el criterio de
Dulac (ver Teorema 1.4.3) al sistema plano (4.3). Consideramos el abierto

Q:={I>0,5>0}

y la funcién f, como

f=(FG)T,
donde
F(I1,5)=q8(I+S) —pu(I+S)+KIS—~I,
G(I,8) =BI+8)(S+(1—q)I) — pa(I+8S)S— KIS +~I.
Luego el sistema (4.3), puede ser escrito como
i = f(a),
con z := (I,S)7.

1
Como multiplicador de Dulac consideramos la funciéon B := IS Luego, se tiene que

9 (F(I,S)\ 9 (G(S)
V‘(Bf)_al< IS >+as< IS )
y asi
V. (Bf) =8I +9) G +;) - “ll(I; 5) _ “/2(][+ S) _ B(I; S)(l—q);.

Claramente, V - (Bf) no cambia de signo en €2, pues es siempre negativo. Entonces,
aplicando el criterio de Dulac, se tiene que el sistema (4.3) no tiene soluciones periddi-
cas ni ciclos en €2 y el Teorema de Poincaré-Bendixson nos dice que en este caso el
conjunto w-limite consiste sdlo de los puntos de equilibrios, y puesto que hemos visto
que tanto el equilibrio trivial, Fyy, como el equilibrio semitrivial, Eyg son inestables
se tiene el resultado.

O

4.3. Estudio del modelo con depredador

Ahora vamos a estudiar que es lo que ocurre cuando aparece un depredador en nuestro

modelo. Por tanto, vamos a estudiar el modelo completo (4.2).

A lo largo del resto del Capitulo, utilizamos la siguiente notacién

(4.23) Rgy = p2(0) — 5(0) +

Mgm

, Rry == p1(0) — 8(0) +

Mlm
n

Obsérvese que Ry > Rgy.
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Lema 4.3.1. Existe un unico punto, Psy > 0, tal que

(4.24) —B(Psy ) + p2(Psy) + % (m+vMsPsy) =0,

sty solo si Rgy < 0.
Eziste un unico punto, Pry > 0, tal que

(4.25) —B(Pry) + p1(Pry) + % (m+vMPry) =0,

sty solo si Ry < 0.

En el caso de la existencia del punto Pry se tiene que Pry < Pgy.

Demostracion. Andlogamente a la demostracién del Lema 4.2.1, consideremos las fun-
ciones

Fsy : R, — R
M,
P u(P)~B(P)+ =2 (m+vM,P)
(4.26) n
F]y : R+ — R

P — i (P)—p3(P)+ % (m +vM;P)

Es facil comprobar que tanto la funcién Fgy como la funciéon Fry son estrictamente
crecientes, y ademds Fgy (P), Fry(P) — 400 cuando P — +o00. De aqui se sigue fécil-
mente el resultado.

Puesto que, Fry (P) > Fsy (P) para todo P € R, se tiene que Pry < Pgy. O

Nota 4.3.2.

Si Rgy < 0, entonces Rg < 0, con Rg definido en (4.4). Ademds, en este caso, se
comprueba que
PSY < Ps.

Andlogamente, si Rry < 0, entonces Ry < 0, con Ry definido en (4.4). Ademds, en
este caso, se comprueba que
Pry < Pr.
Proposicién 4.3.3. Para cada (Iy, So, Yp) € Ri, existe una unica solucion global de (4.2),
que es positiva y acotada uniformemente.

Demostracion. Una aplicacion directa del Teorema de Picard nos garantiza la existencia
y unicidad de solucién local para cada (I, So, Yo) € ]Ri. Ademsds, gracias a la forma del
sistema, razonando de manera similar a la prueba de la Proposicién 4.2.2, se comprueba
facilmente que I(t), S(t),Y (t) > 0.

Para el estudio de la existencia global y de la acotacién uniforme, tenemos que por
(4.2), y usando que P =1+ S,

P' = B(P)P — pu1(P)I — p2(P)S — MyIY — M5SY,
(4.27) Y' = (m+vMI+vMyS—nY)Y,

P(0) = I + So := P, Y(0) = Yo.
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Ahora bien, es facil ver que
P' < (B(P) - ja(P))P
Y' < (m+vMP—-nY)Y.
Luego, considerando el sistema diferencial
& = (B(z) — pa(z))z,
2= (m+vMz—nz)z,
z(0) = Py, 2(0) = Yo.

se tiene que tanto x como z estdn acotados uniformemente y ademds, se verifica que
0<P(t)<z(t)y 0<Y(t) < z(t), para todo t > 0.

Si Rg < 0, entonces se tiene que z(t) — Pg cuando t — +00, consecuentemente, dado
6 > 0 existe t5 > 0, tal que para todo t > t5 se verifica

(4.28) 0 < P(t) < Ps+6.

También se verifica que
(m—-nY)Y <Y

Consideramos la ecuacién diferencial

T = (m—nx)x,
429 i
claramente se verifica que
m
z(t) — —.
n

Luego, dado ¢ > 0 existe t5 > 0, tal que para todo t > ts se verifica

(4.30) Y(t) > % —4.

O

Ahora vamos a intentar encontrar una cota mas éptima en el caso Rgy < 0. Gracias
a las hip6tesis p1 > pa, My < My y el sistema (4.27), es facil comprobar que

(B(P) — p1(P) — M1Y)P < P' < (B(P) — pa(P) — MaY)P

4.31
(4:31) (m—-nY)Y <Y'<(m+vMP-nY)Y.

Consideramos z la solucién de la ecuacién diferencial (4.29), claramente se verifica que
, m
z(t) > min {YO, E} =Yy, my.
Luego por (4.31), tenemos que

(4.32) Y (t) > Yy, my, para todo ¢t > 0.
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Asi, sigue que
P'(t) < (B(P(t)) — pao(P(t)) — MQY{YO’%})P(t), para todo ¢t > 0.
Ahora consideramos la ecuacion diferencial
{ i = (5(2) ~pa(z) — MQY{Y()’%}) 2,
2(0) = Fo.

Supongamos que Rgy < 0, en el otro caso se razona de manera andloga, diferenciando
entre Yo < m/n e Yy > m/n.

Si Rgy < 0, entonces
B(0) = p2(0) = MYy, my = 0,

por consiguiente, razonando como en el Lema anterior, se tiene que existe Py, my > 0 tal
n
que

(4.33) B(Py,my) = 12(Pryp,my) — MaYyg,my =0,

ademds se tiene que
PSY < P{Yo,%} < PS.

Asi gracias a (4.31), tenemos que si Rgy < 0, entonces
(4.34) P(t) < méx {Po, P{YO’%}} =Yg, para todo t > 0.
Ahora por (4.31) y (4.34), se llega a que

Y' < (m+vMYs—nY)Y.
Consideramos, en primer lugar, la ecuacién diferencial

&= (m+vMYs—nx)z,
ZL‘(O) = Yo,

asi, obtenemos que

MY
2(t) < méx {YO, m+'/15} .
mn

Consecuentemente
Y(t) <Yy,

por tanto,
P'(t) > (B(P(t)) — u1(P(t)) — M1Y7)P(t), para todo t > 0.

Ahora consideramos la siguiente ecuacién diferencial

{ z=(B(z) — m(z) — MaY7) 2,

Definimos

(4.35) Ry, := p1(0) — B(0) + MyY].

Puesto que 8 es decreciente y 1 es creciente, tenemos que
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1. Si Ry, > 0, entonces ((r) < pi(r) + MY para todo r € (0,400). Luego z(t) — 0
cuando t — 400, y en este caso, tenemos que

0 < P(t) para todo t € [0, +00).

2. Si Ry, <0, entonces tenemos que existe Py, tal que
(4.36) ,ul(PyI) — ,ﬁ(PY]) + M;Y; = 0.

Ademas, se tiene que Py, < Pry.
En este caso tenemos que
lim z(t) = Py,.

t—o0

Por consiguiente, dado d > 0 existe t5 tal que para todo t > tg,

P(t) > Py, — 4.
Resumiendo tenemos que
Lema 4.3.4.
1. Si Rgy > 0, entonces
Py st Rg >0

0<P(t)<{ vt > 0.

méx{ Py, Ps} si Rg <0

2. 51 Rgy <0, entonces
0 < P(t) <Yg, para todo t > 0.
Si ademds Ry, <0, entonces dado 6 > 0 existe ts tal que para todo t > ts,

P(t) > Py, — 0.

4.3.1. Existencia de equilibrios

Como hicimos en el caso sin depredador, lo primero que vamos a hacer es buscar los
equilibrios del sistema (4.2). Denotamos (I*,S*,Y*) un equilibrio y por P* = I* + S*.
Asi, el problema estacionario asociado al sistema (4.2) es,

—qB(P)I* + py (P I* = KI*S* — yI* — M I*Y'™,
(4.37) —B(P*) (5% + (1 = q)I*) + pa(P*)S* = —KI*S* + yI* — MyS*Y™,
0=mY* —n(Y*)2 +vMT*Y* + vMaS* Y.

Procediendo de manera andloga a la Seccién anterior, es decir, sustituyendo I* =
P* — S*, y combinando las ecuaciones (4.37)1 y (4.37)2, se tiene

(—gB(P*) + 1 (P*) — KS* + v+ M Y*)(P* — 5*) =0,
(4.38) (n2(P*) = 1 (P*) + (Ma — M1)Y*)S* = (B(P*) — i (P*) — MiY™*) P*,
mY* —n(Y*)? + vMP*Y* +v(My — Mp)S*Y* = 0.
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Resolviendo la ecuacién (4.37)s, se encuentran dos posibles puntos Y* que verifican la
ecuacion

(4.39) Y*=0
(4 40) V* — m+VM1P*+V(M2—M1)S*
n

La existencia de los equilibrios para Y* = 0 fue estudiada en la Seccién anterior. Luego

nosotros estudiaremos en esta Seccién la existencia de los equilibrios para Y* verificando
(4.40).

Definimos las siguientes funciones,

Fs : Ry — R Fr : Ry — R
P pa(P) - B(P) P (P) - B(P)
P~ S(P) P~ Y(P),
con
M M}
5 —qB(P) +m(P) +v+ ;LeranP
4.41 P) =
(4.41) (P) v ,
n
(442) Y(P) — m+vM{ P+ Z/(MQ — Ml)S(P)

n

Si nos fijamos en estas dos funciones y encontramos un P* > 0 tal que verifique (4.38)
con S* = S(P*) e Y* = Y(P*), y ademds que P* > S(P*) entonces tendremos que
(P* — S(P*),S(P*),Y(P*)) es un equilibrio endémico del sistema (4.2).

Denotemos,
v MM, (Pry,Psy) si Ry <0

(4.43) Ty := sup {—¢B'(Q) + 111 (Q) + (0, Psy) si Ry > 0.

Qels

} donde I := {

Como la existencia de equilibrios sin depredador, es decir Y* = 0, fue analizada en la
Seccién anterior, vamos a ver un resultado de existencia de equilibrios con Y™ £ 0.

Teorema 4.3.5. El punto Eyy := (0,0,m/n) es siempre un punto critico del sistema
(4.2).

1. Si Rgy > 0, entonces Eggy es el unico punto de equilibrio, con persistencia del
depredador, para el sistema (4.2).

2. Si Rgy < 0, entonces existe otro equilibrio,
Eosy := (0, Psy, (m +vMaPsy) /n),

es decir un equilibrio libre de enfermedad. Si ademds suponemos que K > Ts, con
Ty definido en (4.43), se tiene que
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a) Para Rry <0, si

Mim

p1(Pry) — qB(Pry) + v+
(4.44) K> K= n_ vMiMy
P]y n

entonces existe al menos otro equilibrio endémico (I*,S*,Y™).

b) Para Rry > 0, entonces existe al menos otro equilibrio endémico (I*,S*,Y™*)
sty solo si

Mim
1 (Poy) = aB(Psy) +7+ == a1
(4.45) K> Ks := e '
Psy n

Cuando el sistema (4.2) tiene equilibrios endémicos, entonces en realidad posee un
numero impar de dichos equilibrios.

Nota 4.3.6. Obsérvese que gracias a la definicion del punto Pry, K4 puede escribirse

como 1 p
- + M
Kyim Q)fD( ) £y VMG,
1Y n

Demostracion. La demostracién es parecida a la del Teorema 4.2.3, aunque un poco mas
complicada.

La existencia del punto de equilibrio Eygy es trivial.

1. Veamos ahora la existencia del equilibrio libre de enfermedad, Eygy, y comprobemos
que un condicién necesaria y suficiente es que Rgy < 0.

Supongamos que existe un equilibrio semitrivial, (0, P*,Y*). Entonces se tiene que

m + v Mo P*
- .

S*=PeY =Y(P) =
Ademas se debe verificar la ecuacién (4.38)9, es decir, en este caso tenemos

ua(P*) = u(P*) + (M — My)Y* = B(P*) — ju (P*) — MY

)

Luego sustituyendo el valor de Y*, se llega a que P* debe verificar

wa(P*) — B(P )—&—T(m—i—yMgP ) =0.
Ahora bien, por la definicién de Fsy en (4.26), en realidad P* debe ser un cero de
la funcion Fgy. Y gracias al Lema 4.3.1, se tiene que la funcién Fgy tiene una unica
rafz positiva si y sélo si, Rgy < 0, y en este caso la raiz es Psy .

Por tanto una condicién necesaria y suficiente para la existencia del equilibrio libre
de enfermedad Eygy es que Rgy < 0; y ademads en este caso tenemos unicidad de
equilibrio libre de enfermedad.
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2.

Continuemos viendo que una condicién necesaria para la existencia de equilibrio
endémico es que Rgy < 0.

Definimos las siguientes funciones

Gl : RJF — R G2 : R+ — R
P Gi(P) P Go(P),
(4.46) G1(P) == 1 (P) + M Y (P) — B(P),
| Ga(P) := pa(P) + MyY (P) — B(P),

donde Y (P) estd definida en (4.42).

Estamos buscando un equilibrio endémico del sistema (4.2), (I*,S*,Y™), luego debe
existir un P* > 0 tal que

S*=S(P*),Y*=Y(P*),P*>8(P*) el =P —5S(P"),
donde P* verifica la ecuacion (4.38)z. Es decir, si definimos el conjunto
Y :={P € (0,+0) tal que 0 < S(P) < P},
entonces P* € 3, v ademés debe verificar la igualdad
(4.47) J(P*) = G(PY),
con J y G definidas por

P— Gi(P)P P (G1(P) — Go(P)) S(P),
con Gy y Gy definidas en (4.46). Claramente se tiene que, G1(P) > G2(P) para
todo P > 0. Ahora bien, como estamos buscando soluciones P* € ¥, se observa que

G(P) > 0 en X, luego para tener la igualdad (4.47), se debe verificar que J(P*) > 0.
Ademsds, para P € 3 tenemos que

G(P) = (G1(P) — G2(P))S(P) < (G1(P) — G2(P))P = J(P) — G2(P)P.
Asi, para que se verifique (4.47), P* debe cumplir que
(4.49) Go(P*) <0.

Ahora bien, como estamos buscando soluciones en X, se tiene que

m + VMQP

Y(P) > -

VP eX.

(4.50) GQ(P) > ,MQ(P) + % (m+ VMQP) — ﬂ(P) = ng(P) VP e,



4.3. Estudio del modelo con depredador 131

donde Fgy fue definida en (4.26). Luego una condicién necesaria para tener la ex-
istencia del equilibrio endémico es que Rgy < 0, ademds en este caso tenemos que
P* < Pgy.

También hemos supuesto que K > T, con Ty definido en (4.43), luego fécilmente se
comprueba que la aplicacién

(4.51) H:L — R
P — H(P):=S(P)—P
es decreciente donde I := (Pry, Psy) si Rry <0 e I := (0, Psy) si Rry > 0.

a) Para Rjy < 0, se tiene que P* € (Pry,Psy). En efecto, hemos visto que
J(P*) > 0, luego en particular G1(P*) > 0. Pero G; verifica que

Gl(P*) < F[y(P*),
luego Fry (P*) > 0,y asi P* > Pry.

Veamos primero que
(Pry, Psy) C X.
En efecto, se tiene que
Fry(P)
4 Mly(Ml — MQ) ’
n

S(P) >
K

luego S(Pry) > 0. Ademsds, tenemos que la funcién H, definida en (4.51), es
decreciente en (Pry, Psy). Asi que

H(P):=S(P)— P < S(Pry) — Pry, VP € (Pry, Psy).
Ahora bien, puesto que K > K4, es facil ver que
S(Pry) < Pry.
Por tanto, S(P) < P, y consecuentemente
(Pry, Psy) C X.
También se verifica que J(Pry) < G(Pry), puesto que
v,

J(P]y) = (MQ—Ml)S(P]Y) <0<G(P]y).

Por otra parte, J(Psy) > G(Psy). En efecto, por (4.50), se tiene que
G2(Psy) > Fsy(Psy) =0,
y puesto que S(Psy) < Psy entonces tenemos que

G(Psy) = (G1(Psy) — G2(Psy))S(Psy) < (G1(Psy) — Ga(Psy))Psy
< G1 (Psy)Psy = J(ng).
Luego aplicando el Teorema de Bolzano, se tiene que existe al menos un punto
P* € (Pry, Psy) tal que J(P*) = G(P*). Y ademds existe un nimero impar
de puntos que verifican esta igualdad.
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b) Demostremos que para Ryy > 0, existe al menos un equilibrio endémico si
y s6lo si K > K5. Hemos visto que si existe un equilibrio endémico, se debe
verificar que P* < Pgy y ademds P* € X.

Supongamos que K < Kj, entonces no existe P* € (0, Psy) tal que P* €
Y. En efecto, puesto que la funcién H, definida en (4.51), es decreciente en
(0, Psy), tenemos que

S(P) — P> S(ng) — Pgy VP € (O,Psy).
Ahora bien, si K < K35, entonces S(Psy) > Psy y por tanto,
S(P)> PYP e (0, Psy).

Consecuentemente K debe ser mayor que Ks.

Supongamos ahora que K > K35, y veamos que existe al menos un equilibrio
endémico. En este caso se tiene que H(0) > 0 y ademads, puesto que K > K,
se llega a que H(Psy) < 0. Entonces, existe Py € (0, Pgy) tal que H(P,) = 0,
y consecuentemente S(P;) = Py, y se verifica que

S(P) > P para todo P € (0, P,) y S(P) < P para todo P € (P,, Psy].
Como tenemos que S (ﬁg) = ﬁg, entonces

~ m + v M P
Y(P) = —— 22

n

y ademads, P, < Psy entonces ng(ﬁg) < 0 y por tanto
_B(By) < —pa(Py) — % (m + vMPy) = —pa(By) — %Y(ﬁg).
Entonces se tiene que J(P;) < G(P), en efecto, pues
J(P3) = Gi(P2)Py = (11 (P) — B(Py) + M1 Py)S(Py)
< (p1(Py) = pa(Py) + (My — Mp)Y (P))S(P) = G(Py).

Ademds, por el caso anterior, se tiene que J(Psy) > G(Psy). Por tanto, apli-
cando nuevamente el Teorema de Bolzano, existe un P* € (P, Psy), tal que
J(P*) = G(P*). Ademas, existe un nimero impar de puntos que verifican esta

igualdad.
O

4.3.2. Estabilidad de los equilibrios
4.3.2.1. Estabilidad local de los equilibrios

Para estudiar la estabilidad linealizamos alrededor del equilibrio (I*, S*,Y*). Denota-
mos,

L (t) == I(t) — I*, Ta(t):= S(t) — S*, TMs(t):=Y(t) - Y*.
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Luego el problema linealizado resultante es:
T/'=(g8(P*) — 11 (P*) 4+ qf/ (P*)I* = i (P*)I* + KS* =4 = MiY* ) Thy
+(a8'(P)I* = i (P)I* + KI* )T
— M, I*113,
(452) { Ta'=(B/(PF)(S" + (1= )I") + (1= B(P") = 1y(P*)S" = KS* +7) Iy
+(BP*)+ B (PYS™+ (1= q)I7) = pa(P*) = piy(P*)S* — KI*— MyY )Tl
—M>S*I13,

T = v My YTy + vMyY *Thy + (m = 20Y " + vMy T + vMpS° ) s,

Establecemos las siguientes notaciones:

ay = (—gB(P") + 1 (P*) — ¢B'(P)I" + py(P) " = KS* + 4 + M1Y™)

a = (—qB'(P*) + py (P*) — K)I",

az := M I*",

by = —F'(P*)(S" + (1 = q)I") — (1 — q)B(P") + pp(P")S* + KS™ — 7,
(453) by i= —B(P7) — B(P)(S" + (1 — Q)I7) + pa(P*) + 1y(P*)S* + KI* + MY,

b3 = MQS*,
c1 := —vM{Y”,
co = —vMyY'™,

c3:= —m+2nY* —vMI* — vMyS*,
luego el sistema diferencial ordinario (4.52) puede escribirse como:
L,/ (t) + a1 IT1 (t) + aolla(t) + asIs(t) = 0,
IT5(t) + 01111 (¢) + boIla(t) + b3II5(t) = 0,
II3'(t) + 1 XL (t) + 2Tz (t) + c3IT3(t) = 0.

Ahora procedemos a calcular la estabilidad, para ello realizamos los siguientes cambios de

variables:
I (t) = Moy, TIa(t) = eMugy  II3(t) = eMus,

donde A € C y v; € R,. Asi, el problema de autovalores resultante es,
(A +a1) v1 + agvg + agvy = 0,
bivr + (A + be) va + bgvs =0,
c1v1 + cova + (A + ¢3) vz = 0.

Por consiguiente la ecuacién caracteristica de los autovalores es:

A4 ap a9 as
(4.54) TN :=| b A+by by |=0.
C1 Co A + C3
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Proposicién 4.3.7. Los equilibrios donde desaparecen el depredador, es decir todos los
equilibrios con Y* = 0, son inestables.

Demostracion. En este caso tenemos que c1,co = 0, luego la ecuacion caracteristica se
convierte en

T(A) = (A + c3) [(A + ay) (A + ba) — agby] = 0.

Por tanto,
A =-c3>0

es un autovalor positivo. Consecuentemente, los equilibrios con Y* = 0 son inestables. [

Teorema 4.3.8.

1. El equilibrio Eogy es localmente asintoticamente estable si Rgy > 0 e inestable si
Rgy < 0.

2. El equilibrio libre de enfermedad, Fosy , supuesto que exista, es localmente asintdtica-
mente estable si K < K5, con K5 definido por (4.45), e inestable cuando K > K.

3. Cualquier equilibrio endémico, (I*,S*,Y™), supuesto que exista, bajo la hipdtesis
K > Tj, con Ty definido en (4.43), es localmente asintéticamente estable si se verifica

(4.55) =B (P*)(S™ + (1 = q)I") + p5(P*)S™ > (1 — q)B(P") + .
Demostracion.

1. Para el equilibrio trivial (0,0,m/n), se observa que los autovalores que se obtienen

SO1:
A1 = —m,
o= (490 = (0 - - 22,
Az = <ﬁ(0) — p2(0) — Mim> = —Rgy
Ahora bien,

y de aqui se sigue el resultado.

2. Veamos ahora que ocurre con el equilibrio libre de enfermedad.
Gracias al Teorema 4.3.5, sabemos que este equilibrio existe si y sélo si Rgy < 0, y
en este caso es unico.
Nétese que en el caso que Y* # 0, gracias a la ecuacién (4.37), podemos escribir c3
definido en (4.53) como

c3 =m+ vMiIT* + v My S*.
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Para el equilibrio libre de enfermedad, tenemos que:

a1 = (—qB(Psy) + p1(Psy) — KPsy +~ + MY (Psy)),

az =0,

az =0,

b1 = —B'(Psy)Psy — (1 —q)B(Psy) + ps(Psy)Psy + K Psy — v
by = —B3'(Psy)Psy + py(Psy)Psy,

by = M>Psy

c1 = —vM Y (Psy),

co = —vMyY (Psy),

c3 = m —+ vMsPgy,

luego la correspondiente ecuacién caracteristica (4.54), se transforma en

‘I’(A) = ()\ + CL1) ()\2 + (b2 + 03))\ + (b203 — bgcz))
=V (A)¥a(A) =0.
Ahora bien, puesto que (by + ¢3) v (bacs — bscz) son positivos, entonces ¥o no puede
tener raices con parte real positivas.

Estudiemos entonces la raiz de V.
U1(A) =0 A= qB(Psy) — m1(Psy) + KPsy —v — MY (Psy).

Por tanto si K < K35 entonces la raiz de Wy es negativa, consecuentemente el equilib-
rio libre de enfermedad es localmente asintoticamente estable. Si K > K5 entonces
la raiz es positiva, y por tanto el equilibrio libre de enfermedad es inestable.

. Estudiemos ahora la estabilidad del equilibrio no semitrivial, (I*,S*,Y™).

Bajo la hipétesis K > Ty, con T3 definido en (4.43), supongamos que estamos en las
condiciones del Teorema 4.3.5 para la existencia de tales equilibrios.

Desarrollando el determinante (4.54), tenemos que A € C es autovalor si y sélo si es
un cero del siguiente polinomio:
\Il()\) ::)\3 + (a1 + by + 63) )\2 + (albg + aic3 + bocg — agby — azcp — 1)362) A
(4.56) + (a1b203 — a2b103 + a2b301 + a3b102 — a3b201 — a1b302)
=AY+ AN + o) + ds.

Por el Criterio de Routh-Hurwitz, (véase Lema 1.5.3), se tiene que ¥ no posee
ninguna raiz con parte real positiva si y sélo si

d; >0 parat=1,2,3y didy —ds > 0.
Ahora bien, (I*, S*,Y™) debe verificar (4.38), luego a1 y c3 pueden ser escrito como

ay = (=qB'(P*) + i (P)) I,

4.57
( ) cg =nY™.
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Veamos primero el signo de todos los coeficientes de la ecuacién caracteristica.

Fécilmente se comprueba que ai,as,bs,c3 > 0y c1,co < 0. Y puesto que hemos
supuesto que K > T3, entonces tenemos que ag < 0. Veamos ahora el signo de bo.
Ya que (I*,S5*,Y") verifica la ecuacién (4.37)2, se tiene que

*

b= (1= QB(P) g — B (P + (1= q)") + po(P)S" > 0.

Por tanto nos falta conocer el signo de b;. Por la ecuacién (4.37); se tiene que
gB(P") + KS* =y = pa (P*) + MiY™,
luego podemos escribir b; como
by =—F/(P*)(S" + (1= q)") = B(P") + pa(P") + MiY™ + pp(P*) 5",
y por la ecuacién (4.38)9 tenemos que

S*

(1 (P7) = B(P7) + MiY™) = (u1(P7) — pa(P7) + (My = M2)Y™) 7,

como esta cantidad es positiva y debido al decrecimiento de 3 y al crecimiento de
1o se tiene efectivamente que b es positivo.

Asi,

di =a1+by+c3 >0,
do = a1by + ajcs + bacg — asby — azep — bgeo > 0.

Veamos entonces el signo de ds. Tenemos que,
d3 = a1bacgz — azbics + asbzer + agzbico — agbacr — aibses.
Primero sabemos que,
a1bacs + asbscr — agbacy — aibges > 0,

y ademas
+agbico — asbicg = bl(a302 — CLQCg).

Gracias a (4.57), se verifica que

v My Mo
asCy — a2e3 = | —
n

PP < (P + K ) 1y,
Puesto que K > Ty, con T» definido en (4.43), entonces
azcy — ascy > 0.

Para terminar de verificar el Criterio de Routh-Hurwitz nos falta verificar que

dido — dg > 0.
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Como hemos visto, tenemos que
ai,a3,b1,b2,b3,c3 > 0y az,c1,c3 <0,
entonces

d1d2 — d3 = a%bg + a%c;; - alagbl — ajazcy + alb% + 2a16203 + b%c;; - a2b1b2
— bobseo + alcg + bgcg — agcicg — bgeacs — agbger — agbics
> —aobzcr — agbico = ao (Z/MlMQS*Y*) + by (I/MlMQI*Y*) .

Ahora bien ag > —KI*, y gracias a (4.55), tenemos que b; > K.S*, por tanto

didy — ds > —vK M M;S*TI*Y* + vK MMy S*T*Y™* = 0.

Luego, gracias al Criterio de Routh-Hurwitz, tenemos que la ecuacion caracteristica
(4.54) no puede tener ninguna raiz con parte real positiva, y consecuentemente el
equilibrio endémico es localmente asintoticamente estable.

4.3.2.2. Estabilidad global
Teorema 4.3.9.
1. El equilibrio Eggy es globalmente asintoticamente estable si Rgy > 0.

2. Supongamos que Rgy < 0, luego existe el equilibrio libre de enfermedad Fosy. En-
tonces st

li

—qB(0) + p1(0) +

4. K < Kg :=
( 58) < K¢ Pg

el equilibrio Eogy es globalmente asintoticamente estable. De hecho, la enfermedad
desaparece.

Nota 4.3.10. Notese que la estabilidad global del equilibrio Eggy no estd en contradiccion
con el Teorema 4.3.8, puesto que K¢ < K5. En efecto, gracias a la Nota 4.3.2 tenemos que
Psy < Pg, y ademds por el crecimiento de la funcion py y el decrecimiento de la funcion
G, se llega a que K¢ < K.

Demostracion. Veamos primero la estabilidad global del equilibrio Eygy cuando Rgy > 0.
Puesto que Rgy > 0, entonces existe 6 > 0 tal que

(4.59) B(P(t)) — pa(P(t)) — Ma(m/n — &) < 0 para todo t > 0.
Por (4.30), se tiene que dado ¢ > 0 existe t5 > 0 tal que

Y(t) > m_ para todo t > 0.
n
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Luego, para t > tg, se llega a que
m
P'(t) < (BP() = ma(P(1) = Mz (- = 6) ) P(@).
Por tanto, gracias a (4.59), se tiene que

lim P(t) =0,

t—+o00

y puesto que I(t), S(t) > 0 (véase Proposicién 4.3.3), entonces tenemos que efectivamente

lim I(t)= lim S(t) =0.

t——+oo t—-+o00

También se tiene que Y verifica la ecuacién diferencial
Y' = (m —nY +vMI(t)+ vMS(t))Y,
la cual es asintéticamente estable a
Y' = (m —nY)Y,

y una aplicacién directa de la Proposicién 1.4.4 nos da que

lfm Y(t) = =,
t—4o00 n

y consecuentemente la estabilidad global del equilibrio (0,0, m/n) cuando Rgy > 0.
Veamos ahora la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad. Como para tener ex-

istencia de este equilibrio es necesario que Rgy < 0, en particular se tiene que Rg < 0.
Ahora gracias a (4.28) y (4.30), tenemos que dado § > 0, existe t5 > 0 tal que

0<P(t)<Ps+56

(4.60) para todo t > ts.

Y(it)> 2 -5

m
n

Asi, para t > tg, por (4.2), se tiene que
1' < (48(0) = ju(0) + K(Ps +8) =y = My (- = 6) ) I
Luego, si

K < Kg,

tenemos que para ¢ suficientemente pequeno

a8(0) = i (0) + K (Ps +8) =7 — My (= = 6) <0,

y por consiguiente I(t) — 0 cuando t — +o0.
Veamos ahora que efectivamente
Ii t)=P
tHleroo S( ) SYs
My P
lim Y (t) = m -+ vMalsy
t——4o0 n
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Por (4.2), tenemos que S e Y verifican
S =B(S+It)(S+ (1—q)I(t) —pa(S+1I(t)S—KI)S+~I(t)— MaSY,
Y = (m + v M I(t) + v MyS — nY)Y.

Este sistema diferencial ordinario es asintéticamente estable con

{ S' = (B(S) — p2(S) — MaY)S,

(4.61)
Y' = (m —nY + vMyS)Y.

Por tanto, estudiamos el sistema (4.61). Para ello utilizaremos el criterio de Dulac.
Usando el multiplicador 1/YS, se obtiene que

9 <6(5)—u2(5) _M2> 9 <m—nY+VM2>_B’(S)—u’2(S) n

99 % toav T g =~ v  g<*

Luego el criterio de Dulac (véase Teorema 1.4.3) nos dice que el sistema (4.61) no tiene
soluciones periédicas ni ciclos. Ademés, por el Teorema de Poincaré-Bendixson (véase [78])
y el hecho que en este caso los otros equilibrios ((Ps,0), (0,m/n) y (0,0)) son inestables
el conjunto w-limite de este sistema es

{(ng, (m + VMQPSY)/n)}'

Consecuentemente, la Proposicién 1.4.4 nos da el resultado, i.e. el equilibrio libre de
enfermedad (0, Psy, (m + vMsPsy)/n) es globalmente asintéticamente estable. O

4.4. Analisis de un caso concreto

Para una interpretacion biolégica véase la pagina 13 de la Introduccién.

Ahora vamos a aplicar los resultados obtenidos a un caso particular. Supongamos que
las tasas de mortalidad y de natalidad de la presa vienen dadas por,

wi(P) := p; P para i = 1,2, con py > pg > 0,
B(P):=e PP con B> 0.
Ademsds supondremos que la tasa de recuperacion de los infectados, 7, es nula, aunque los

individuos infectados se pueden recuperar por el proceso de nacimiento, y supondremos
que 0 < g < 1.

= Examinemos primero el caso sin depredador.-

En este caso se tiene que,
Rs=Rr=-1<0.

Por tanto el equilibrio (0,0) es inestable, ademds existe un equilibrio libre de enfer-
medad, (0, Ps) donde
o Pg = e PPs,
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También tenemos que la constante K» definida en (4.13) es

Ko = p1 — quo,

y por aplicacion del Teorema 4.2.7, se tiene que el equilibrio libre de enfermedad es
estable si K < K e inestable cuando K > K.

Por otra parte, en este caso se pueden mejorar las estimaciones obtenidas en el
Capitulo y podemos concluir que existe un equilibrio endémico (I*,.5*) si y sélo si
K > Ky, y que ademads es tnico.

En efecto, para que exista un equilibrio endémico, por el Teorema 4.2.3, se debe
verificar la igualdad

J(P*) = G(PY),
con J y G definidas en (4.14). Luego, en este caso particular debe existir P* > 0,
tal que
(4.62) My, P* = NePP™,

con

M2 — p M2 — 1
M=(14+—"—— N:=|(1 .

Claramente se tiene que M < N, y ademads s6lo puede existir P* > 0 verificando
(4.62), si M > 0 o bien N < 0, y ademds en estos casos P* es unica y verifica,

B P* M
€ M1
4.63 = .
( ) P N
Ademas tenemos que
P* — B P*

Ahora bien, gracias a (4.63), tenemos que s6lo podemos tener esta igualdad si
K > K, y ademés para este caso S* > 0. Con lo cual si K > Kj, existe un
unico equilibrio endémico (P* — S*,5*) con P* verificando (4.63) y S* verificando
(4.64).

Y puesto que tenemos entonces que existe un tnico equilibrio endémico por el Teo-
rema 4.2.8 sabemos que este es globalmente asintéticamente estable.

Supongamos que actia un depredador.-
Buscaremos los equilibrios donde el depredador no desaparece, i.e. Y* # 0.
Ahora, tenemos que

Mim

Mom
Rsy =1+ =y Ryy =—1+ :
n n

Luego si Mam/n > 1 entonces sélo existe el equilibrio trivial Fygy y ademads en este
caso es globalmente asintéticamente estable. Ahora bien, si Maym/n < 1, entonces
existe un unico equilibrio libre de enfermedad ,

m + vMsyPsy

(0, Psy,
n

);
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donde AP
M2P5y—6_6PSY+M2—m+V 275V =0.
n

Y por el Teorema 4.3.8, este equilibrio es localmente asintéticamente estable si K <
K5 e inestable cuando K > K3, con K5 definida en (4.44), que en este caso concreto

queda como
m + vMo Pgy

Ks = K.
5 2+( nPay

) (M1 — qMQ) .
De hecho gracias al Teorema 4.3.9, si
n
My > — (¢ + KPs)
m

entonces es globalmente asintéticamente estable.

Resumiendo, si suponemos que K > Ko, entonces si no existe depredador la enfer-
medad persiste, mientras si tenemos un depredador y suponemos ademés que

Mim/n > (¢+ KPs) y Mam/n <1,

entonces desaparece la enfermedad gracias a la influencia del depredador.
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CAPITULO 5

Modelos evolutivos dependientes en edad con
difusién

En este Capitulo, vamos a analizar un modelo no lineal de dindmica de poblaciones
con dependencia en edad, difusion espacial y con la influencia de un término de reaccién-
difusién.

5.1. Planteamiento del modelo

Vamos a considerar un modelo no lineal que describe la dindmica de una especie con
dependencia en edad y estructura espacial.

Sea u(r,a,t) la densidad de la poblacién de edad a > 0, en el instante de tiempo
t > 0y en la posicién z € Q. Supondremos que € es un dominio acotado de RY, con una
frontera, 02, regular.

Como ya explicamos en la Introduccién el sistema que describe la dindamica de la
especie que vamos a estudiar en este Capitulo es dado por

ou Ou

e + 90 Au+ p(x,a,t)u = f(x,a,t,u) en Qx (0,A+) x (0,7),
a

u(x,a,t) =0 sobre 0§ x (0, A;) x (0,7T),
5.1
(5:1) u(x,a,0) = ugp(zr,a) en 2 x (0, Ay),

A
u(x,0,t) = / B(z,a,t)u(z,a,t)da en 2 x (0,7),
0

donde T" > 0.

En este Capitulo, daremos primero un resultado general de existencia y unicidad de
solucién del problema (5.1), bajo la hipétesis de la lipschitzianidad global de f en la vari-
able u. Después construiremos un método de sub-supersoluciones y probaremos, asumiendo
la existencia de un par de sub-supersoluciones de (5.1) y la lipschtizianidad de f entre
la sub y la supersolucidn, la existencia de una unica solucién del problema (5.1) entre la
subsolucion y la supersoluciéon. Obsérvese que aunque resultados de comparacion han sido
previamente utilizados para tipos de problemas cuando f(z,a,t,u) = f(x,a,t) (véase por

145



146 Capitulo — 5.  Modelos evolutivos dependientes en edad con difusion

ejemplo, [65, Cor. 4.2]), los resultados que obtenemos generalizan el método clésico de
sub-supersolucién en las siguientes vias: (5.1) es un problema de primer orden con poten-
cial singular y condicién inicial no local. Notese que gran parte de la dificultad de este
problema estriba en el hecho que vamos a suponer que p(x,a,t) — 400 cuando a — Ay,
la cual es una condicién necesaria para garantizar que la solucién de (5.1) se anula cuando
a = AT'

Una de las ventajas de usar el método de sub-supersolucion es que nos permitira analizar
el comportamiento, a medida que el tiempo va aumentando, de la solucién.

Asi, un esquema de lo que vamos a realizar en este Capitulo es el siguiente: en la
Seccion 5.2, veremos unos preliminares que seran utilizados a lo largo de todo el Capitulo,
como son el concepto de solucién para el problema (5.1), estudiaremos el problema lineal
auxiliar del problema (5.1) dando un principio del minimo y estudiando la existencia y
unicidad de solucion del problema lineal asociado.

En la Seccion 5.3, veremos la existencia y unicidad de solucién del problema no lin-
eal (5.1), bajo la hipdtesis de lipschitzianidad global de f.

En la Seccién 5.4, describiremos el método de sub-supersoluciones para el proble-
ma (5.1), y demostraremos que bajo la hipdtesis de existencia de un par de sub-supersolucién
de (5.1) y la lipschitzianidad de la funcién f entre la sub y la supersolucién, entonces ten-
dremos existencia y unicidad entre dicho par de sub-supersoluciones.

Para finalizar, en la tltima Seccién, aplicaremos los resultados obtenidos a diferentes
modelos ecolégicos: a un problema logistico generalizado y a un problema de tipo Holling-
Tanner (véase por ejemplo [72] para una interpretacién ecoldgica de estos modelos). En
concreto, para el estudio de un problema logistico general supondremos que f viene dado
por

f(zya,t,u) = M — g(u)

con g verificando ciertas hipétesis de crecimiento y en el problema de tipo Holling-Tanner
supondremos que f viene dado por

flx,a,t,u) = u+

1+u

Demostraremos que una eleccién conveniente de sub y supersolucién para cada uno de los
modelos nos aportara informacién sobre el comportamiento asintético de la solucién de
los modelos concretos.

5.2. Preliminares

5.2.1. Hipétesis

A lo largo de todo el Capitulo, por comodidad, vamos a denotar 9, y 0 la derivacion
parcial en el sentido de las distribuciones. T es un nimero real finito positivo; ¢ € (0,7
y por O, denotaremos el abierto (0, A;) x (0,7).

Vamos a suponer que
(H,) La tasa de mortalidad verifica

(5.2) peC(Qx[0,4:) x [0,T]), p(z,a,t)>0en Qx O
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y su comportamiento en a = A; viene dado por la “condicién de divergencia” (véase
por ejemplo [61]):
t
0<t< Ay, €, lim w(z,a —t+7,7)dr = 400,
(5.3 =i Jy,

Ay <t<T, z€Q, h’1r11La1 w(z,a,t —a+ a)da = +oo.
a—A4; Jo

(Hg) La tasa de natalidad g definida en Q x O verifica
(5.4) BeL>®(Qx0), p(x,a,t)>0ectxO.
Denotaremos por

(5.5) B :=sup{f(z,a,t): (z,a,t) € A x O}

(Ho) Asumiremos que la condicién inicial, ug, verifica
(5.6) ug € L*(2 x (0, Ay)).

Nota 5.2.1. La condicion (5.3) significa que la integral de p es infinita en los segmentos
caracteristicos t —a = cte, con extremo inicial a = 0 y extremo final a = A; 6 bien extremo
inicial t = 0 y extremo final a = Ay.

Ademds, esta condicion nos garantiza que, bajo ciertas hipdtesis sobre f, la solucion
del problema (5.1) se anula en a = A;, es decir la poblacion muere al alcanzar la edad
a = A;. Esto se tiene facilmente al resolver el problema (5.1) por el método de la lineas
caracteristicas definido en la pdgina 50 (véase por ejemplo [40, Teorema 3] ).

Nota 5.2.2. Queremos hacer notar que la positividad de la tasa de mortalidad, aunque
desde un punto de vista bioldgico parece l6gica, no es particularmente restrictiva. En efecto,
st realizamos el cambio de variable

w = e ¥y con k una constante positiva,

entonces w debe satisfacer la ecuacion
dw + aw — Aw + (p + k)w = g(x, a,t,w) = e " f(z,a,t, e w).

Ast, gracias a la hipotesis (H,), podemos tomar k suficientemente grande para que p+ k
sea positiva.

5.2.2. Concepto de solucién

Antes de la definicién de solucién del problema (5.1), para poder hablar de la solucién
en las condiciones iniciales, vamos a dar un resultado de trazas previo (véase por ejemp-
lo [40, Lema 0]), el cual es una adaptacién de los cldsicos resultados de trazas en el caso
de los habituales espacio de Sobolev H(Q) y H}(2) (véase por ejemplo [67] y [62]).

Lema 5.2.3. Sea Ay un numero real estrictamente positivo y denotemos Qg := (0, Ag) X
(0,T). Sea u € L*(Op; HY(Q)) (resp. u € L?(Op; H}(R))) tal que (0 + Oa)u pertenece a
L3(Og; (HY())') (resp. a L*(Op; H~1(R))). Entonces:
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a) para todo tyg € (0,T) y para todo ay € (0,Ap), u tiene una traza en t = to que
pertenece a L?(2 x (0, Ag)) y en a = ag que pertenece a L*(Q x (0,T));

b) sea v € L*(Op; HL()) (resp. v € L*(Op; H}(R))) tal que (0 + Oq)v pertenece a

L?(Og; (HY(Q))) (resp. a L?>(Op; H1(2)) ), entonces se verifica la siguiente iqualdad
de integracion por partes

//O ((0r + Oa)u,v) + ((Or + Og)v,u) dadt
(5.7) - //Qx(o A )(U($, a, T(z,a,T) —u(z,a,0)v(z,a, O)) dz da
+ //QX(O,T) (U(x,Ao,t)v(x,Ao,t) — u(m,(),t)v(x,(),t)) dzx dt,

donde (-,-) denota la dualidad entre H'(QY) (resp. H}(Q)) y su dual.

En general, el problema (5.1) no tiene solucién clésica (véase por ejemplo [64]). Nosotros
usaremos el concepto de solucién aplicado en [40] entre otros, anadiendo la condicién del
término de reaccién.

Definicién 5.2.4. Una funcién u es una solucion del problema (5.1) siu: Q2 x O — R
es una funcién medible tal que u pertenece al espacio L*(O; H}(Q)) y ademds verifica

(O 4 0a)u + pu € L*(O; H1(Q)),
f('v ) -,u) € L2(O§H_1(Q))

y para cualquier w € L*(O; HY(Y)) se tiene que

(5.8) //(9((8t+8a)u+ﬂu,w>dadt+// Vu - Vu dxdadtz//()(f(-,a,t,u),w}dadt.

QxO

Ast, las condiciones iniciales tienen sentido en L*(Q x (0, Ay)) y L*(2 x (0,T)), respec-
tivamente, y por tanto u tiene que verificar:

u(xyajo) = UQ(QJ, a)? en L2(Q X (07AT))

Ay
u(z,0,t) = / B(xz,a,t)u(z,a,t)da, en L*(Q x (0,T)).
0

5.2.3. Algunos resultados sobre un problema lineal auxiliar

Vamos a dar un principio del minimo que serd usado en todo el trabajo.

Lema 5.2.5. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H,) y (Hg). Sea z una funcion
de L*(O; HY(Q2)) tal que

(0 + 0a)z + pz € LA O; (HY(Q))),
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y ademds verifica

( Oz + O0pz — Az + p(x,a,t)z < L|z|  en Q x O,
z(x,a,t) <0 sobre 002 x O,
(5.9) z(x,a,0) <0 en © x (0, At),
\ 2(x,0,t) < OAT B(z,a,t)z(x,a,t)da en Q x (0,7,

para alguna constante L > 0. Entonces se tiene que

z(x,a,t) <0 e.ct (x,a,t) € Q2 xO.

Demostracion. Para cualquier funcién real, w, denotamos por w™ su parte positiva, es
decir,

1
wt = 5(\w| +w).

Si w € HY(Q), es claro que wh € H(Q) (véase por ejemplo [73, Cap. 7]). Vamos a
demostrar que la parte positiva de la funcién z, es decir 2T, es nula.

Sean Ay, Ty tal que 0 < Ag < A y 0 < Ty < T, denotamos Oq := (0, Ag) x (0, Tp).
Consideramos como funcién test la siguiente funcién, v = 27 xp,, y la multiplicamos en
la primera ecuacién de (5.9).

Nétese que, en general, (J;+09,)z" no estd en L?(Op; (H*(£2))"); sin embargo, podemos
aproximar z por funciones regulares y después pasar al limite, lo cual conserva todas las
desigualdades (véase por ejemplo [64, demostraciéon Lema 8.4]).

Gracias a que vamos a trabajar en el abierto Oy, por (5.2), podemos usar la férmula
de integracién por partes (5.7). Asi, obtenemos

1 1
= // (2" (x,a,Ty))? dzda + = // (27 (z, Ap, t))? dz dt
2 JJax(0,A0) 2 JJax(,1v)

(5.10) +///ono w(z,a,t)(zF(z,a,t))* dz da dt
< ;//QX(&TO)(f(x,o,t))?dxdt+L///Mo(z+(x,a,t))dedadt.

Por otra parte, ya que la funcién parte positiva es una funcién creciente, se tiene que

A +
2 (x,0,t) < [ Tﬁ(av,a,t)z(x,a,t) da] .
0

Puesto que z < 2T y 3 es positiva, obtenemos que

*(z,0,1) [/ B(z,a,t)z (xat)d]
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Luego, gracias a (5.10), se tiene que

1// (zF(z,a,Ty))? dz da
2 J Jax(0,40)

A 2
1 T
§// [ B(x,a,t)f(x,a,t}da} drdt
2 JJax 1) LJo

+L///M (27 (z,a,t))? dz da dt.

Usando la condicién (Hg), se llega a que

2

A A
[ T5(06,61,75),7,*+(95,a,t) da} < QQAT/ T(Z+(J:7a7t))2 da.
0 0

Asi, para todo Ag, Tp tal que 0 < Ag < Ay y 0 < Tp < T, tenemos que

=2
A
1 (27 (2,0, Tp))?drda < [ L + b Ay (27 (x,a,t))*dz dadt.
2 2
QX(O,A()) QX(07AT)><(O,T0)

Haciendo Ag tender a Aj;, se obtiene que para todo Tj tal que 0 < Ty < T

=2
A
1// (zM(z,a,Ty))*dzda < | L+ b At /// (z7(2,a,t))? dz da dt.
2 JJax(,A;) 2 Q% (0,A4)x(0,Tp)

Asi, denotando para casi toda s € (0,7")

v(s) = //QX(O,AT)(Z—'—(I.,G’ s))? dz da,

tenemos que para casi todo Ty tal que 0 < Ty < T
2

1 B A To
Loy < (0424 / v(s)ds.
2 2 0
Aplicando la desigualdad de Gronwall a la funcién v, obtenemos que
v(s) =0ectse(0,T).

Consecuentemente,

// (z7(z,a,s))?dzda=0e.ct s € (0,7).
QX(QAT)

Por tanto, z+ = 0 e.c.t.  x O. Luego z < 0. O

Nota 5.2.6. Bajo las mismas hipdtesis del Lema anterior, tenemos que si v verifica el
siguiente problema

0w + Ogv — Av + p(z,a,t)v > —Ljv| en Q x O,
v(z,a,t) >0 sobre 002 x O,

(5.11) v(z,a,0) >0 en Q x (0, A;),
Ay

v(z,0,t) > B(x,a,t)v(x,a,t)da en Q x (0,7,
0
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entonces
v(z,a,t) >0 e.c.t. 2 xO.

La prueba es andloga a la anterior, poniendo —v = z.

Ahora vamos a estudiar el problema lineal asociado con el problema (5.1). El resultado
que vamos a enunciar es basicamente conocido (ver por ejemplo [40]). Puesto que en los
trabajos precedentes la demostracion se ha realizado con la hipétesis de la positividad de
las funciones ug y b, damos la prueba sin esta restriccién.

Proposicién 5.2.7. Sea g € L*(Q x O) y b € L*(Q x (0,T)). Supongamos que j1 y ug
verifican las hipotesis (H,) y (Ho), respectivamente. Entonces existe una tinica solucion
(en el sentido de la Definicion 5.2.4), v, del siguiente problema lineal

00 + 0qv — Av + p(z, a,t)v = g(x,a,t) en Q x O,

(5.12) v(z,a,t) =0 sobre 02 x O,
' v(z,a,0) = up(x,a) en § x (0, A;),
v(x,0,t) = b(x,t) en Q0 x (0,T).

Demostracion. Primero vamos a evitar el problema de la no acotacién de la funcién pu.

Paran =1,2,--- designamos por u, las funciones truncadas, definidas por

p(z, a,t) para p(z,a,t) <n,
n para p(z,a,t) > n.

(5.13) pn(z, a,t) == {

Para cadan =1,2,---, consideremos el problema,

O(up) + 0o (un) — Aup(x,a,t) + pn(z, a,t)u, = g(z,a,t) en Q x O,

(5.12) up(x,a,t) =0 sobre 092 x O,
T un(z,a,0) = ug(z, a) en Q x (0, A4),
un(x,0,t) = b(x,t) en  x (0,7).

Para cada n = 1,2,..., realizamos el cambio de variable w, = e %tu,, con § > 0 que

serd elegido a posteriori para poder obtener acotaciones de {wy, }nen. Entonces, el problema
(5.12),, puede ser escrito como

O(wn) + Oq(wy) — Awy, + (6 + pp(z,a,t))w, = g(z,a,t) en Q x O,

(5.12) wp(z,a,t) =0 sobre 02 x O,
et wp(z,a,0) = up(x,a) en 2 x (0, Ay),
wy(x,0,t) = bz, ) en Q2 x (0,7),

donde §:=e0gy b= e .

Puesto que i, estd acotada para cada n € N entonces existe una unica, w,, solucién
de (5.12)], (ver [64, Lemas 8.1 y 8.2]).

Sean Ap, Ty tal que 0 < Ag < At y 0 < Ty < T, denotamos Oy := (0, Ag) x (0,Tp), y
procedemos como en la demostracion del Lema 5.2.5. Es decir, multiplicamos la primera
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ecuacién de (5.12)!, por w, e integramos sobre 2 x Oy. Entonces procediendo como en
(5.10), se llega a que

1 1
// w2 (z,a,Ty) de da + // w2 (x, Ag, t) dz dt
2 JJax(0,40) 2 ) Jaxo,1m)

+/// (6 + pin (2, a, 1)) ) + [Vw,|?] dzdadt
QXOQ

1 1 -
:/// gwndxdadt—}—// ugdxda+// b2dz dt.
QxOg 2 ) Jax(0,40) 2 ) Jax(o,1m)

Luego, existe una constante C > 0, independiente de n tal que

/// (6 + pn(z,a,t)) w2 + |Vwy|?] dedadt < C+/// gwy, dz da dt.
QXOQ QXOQ

Ahora bien, usando la desigualdad
29, 1o
2ab < e%a” + 507,
€

y considerando § > 1 (tomamos € = 1/2(d — 1)), tenemos que

/// gwndxdadtg(é—l)/// wgdxdadt+1/// G dz da dt.
X0 Qx0p 4(6 - 1) Qx0p

Asi, se obtiene que

(5.14) /// (w2 + w2 + |Vw,|?) dzdadt < C,
Qx0O

donde C' es una constante independiente de n.
Puesto que w, es solucién de (5.12)], se sigue que

{(0¢ + Oa)wn + pnwn},cy estd acotada en L*(O; HH(RQ)).

Luego, podemos extraer una subsucesién convergente, {wy}r, tal que para k — 400 se
tiene que
wy — v en L*(O; Hi ()
Vinwy — w en L*(Q x O)
(0¢ + Oa)wp + prwy — z en L2(O; H1(Q)).

Por otra parte, la hip6tesis (5.2) nos garantiza que para ¢ € D(Q2 x O) y k suficientemente
grande,

/// Vikwrp dr dadt = /// Viwgpdrdadt — // Ve dz dadt.
Qx0 Qx0 k—+o0 Qx0

Luego

Vikwg = Viv en D'(Q x O),
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asf w = \/pv.
Andlogamente, podemos probar que

(01 + On)wi + prwy i —:L vt + Vg + pv en D'(O; Hil(Q)),
— T 00

y por tanto z = (0 + 04)v + pv.
Asi, se deduce que cuando k — +o00, se tiene
wy, — v en L*(0; H}(Q)),
(0 + Da)wy, — (0 + Da)v en L*(O; H1(Q)).

Entonces, aplicando la férmula de integracién por partes, (5.7), tenemos que

wi(z,a,0) = v(z,a,0) en L*(Q x (0, Ay)),
w(z,0,t) — v(x,0,t) en L*(Q x (0,T)).

!/

n, €n particular, para todo

Como, para cada k € N, wy es solucién del problema (5.12)
k € N verifica las condiciones iniciales

wi(x,a,0) = up(z,a) en Q x (0, A;),
wi(z,0,t) = b(z,t) en Q x (0,T),
entonces v satisface
v(z,a,0) = up(x,a) en Q x (0, At),
v(x,0,t) = b(z,t) en Q x (0,T).

Consecuentemente v es una solucién de (5.12).

Para estudiar la unicidad, supongamos vy y vo, dos soluciones distintas del problema
(5.12) y sea v := v1 — vy. Entonces, v verifica el siguiente problema

Ov + Ogv — Av + p(z,a,t)v =0 en Q x O,

v(z,a,t) =0 sobre 992 x O,
v(z,a,0) =0 en Q2 x (0, Ay),
v(z,0,t) =0 en Q x (0,7).

Usando el Lema 5.2.5 y la Nota 5.2.6, obtenemos que v = 0, y por tanto, la unicidad de
solucién de (5.12). O

5.3. Un resultado general de existencia y unicidad de solucién

En esta Seccidén, vamos a ver que bajo cierta hipétesis de regularidad del término de
reaccion, tenemos existencia y unicidad de solucién del problema (5.1). La demostracion se
basa en encontrar un punto fijo de un operador asociado al problema lineal correspondiente
de (5.1).
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Teorema 5.3.1. Supongamos (H,), (Hg), (Ho) y ademds

(Hy) f es lipschitziana con respecto a la cuarta variable, i.e. existe una constante L pos-
itiva tal que e.c.t. (z,a,t) € QA x O

|f(z,a,t,s1) — f(z,a,t,s2)| < L|s1 — sa| e.c.t s1,s2 € R.

Ademas suponemos que
(5.15) f( - 0) € L*(Q x O).
Entonces eziste una unica solucion, u, del problema (5.1).

Demostracion. Realizando el siguiente cambio de variable u = e**w, con u una solucién

de (5.1), entonces tenemos que w debe ser una solucién del siguiente problema

(O + Ogw — Aw + (u(z,a,t) + @)w = e f(x,a,t,e™w) en Q x O,
w(z,a,t) =0 sobre 02 x O,
(5.16) w(x,a,0) =up(z,a) en 2 x (0, 4y),
| wle,0,6)= /OAT B(z,a, )w(x, a,t) da sobre Q x (0, T).

Asi, vamos a estudiar la existencia de unicidad del problema (5.16) en vez de la de (5.1).

Sea A la siguiente aplicacion

(5.17) A LXO;HY(Q) — LY0;HY(Q))

v o~ Av:i=w,
donde w es la solucién del siguiente problema lineal

Ow + Jgw — Aw + (p(z, a,t) + a)w = g(z,a,t) en Q x O,

(5.18) w(z,a,t) =0 sobre 02 x O,

' w(z,a,0) =up(z,a) en Q) x (0, Ay),

w(z,0,t) = b(z,t) sobre Q x (0,7T),
con
(5.19) g(z,a,t) == e " f(x,a,t,e*v),
Ay
(5.20) b(x,t) :—/ B(x,a,t)v(z,a,t)da.
0

Nétese que g € L2(Q x O). En efecto, gracias a (Hs) y (5.15), tenemos que

l9(@,a,t)] < e (f(z,a,t,¢™v) = f(z,a,1,0))| + e~ f(2,a,t,0)]

5.21
(5:21) < Liol + et f(z, a,t,0).

Consecuentemente g € L?(2 x O). Por otra parte, claramente, b € L?(Q x (0,T)).
Luego, aplicando la Proposicién 5.2.7, tenemos que la aplicacién A estd bien definida.
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Veamos entonces que A tiene un unico punto fijo. Para esto, buscamos a tal que A
defina un aplicacién contractiva.

Consideremos el espacio H'(f2) dotado con la norma || - ||, para un cierto a > 1,
definida por

1
|22 == HzH%g(Q) + a||Vz||%2(Q)N, para cada z € H'(Q).

Se sigue ficilmente que || - || es una norma equivalente con la norma usual de H' ().

Para cualquier vy, vy € L?(O; H'(2)), consideramos z := Av; — Avy. Entonces, se tiene
que z es la solucién del siguiente problema

( Oz + Oaz — Az + (u(z,a,t) + @)z
= e (f(x,a,t,evy) — f(z,a,t,evs)) en Q x O,
(5.22) z(z,a,t) =0 sobre 09 x O,
z(z,a,0) =0 en 2 x (0, Ay),
At
z(z,0,t) = / Bz, a,t)(vy —v2)(z,a,t)da en Q2 x (0,7).
0

Sea A tal que 0 < Ag < Ay, y tomemos la funcién ¢ := zx(o,4,) como una funcién test.
Entonces multiplicando la primera ecuacién de (5.22) por ¢ e integrando sobre Oy :=
(0, Ap) x (0,T) se obtiene que

/ ((Or + 0a)z, = dadt+/// |Vz|2dajdadt+/// pw(z,a,t) + a)|z* dz dadt
Oo QxOg QxOg

(5.23) // =0t ant ) — F(art, e vs), 2 a, 1)) dadt.

Usando la férmula de integracién por partes (5.7), llegamos a que:

/OO<(6t+8a)z,z> dadt — ;<//Q><(O,A0) 2(z,a,T)dzda
+//QXOT) 2z, Ao, t )dxdt—//m(”) (a:Ot)da;dt)
> —//QX(OT ( " Bz, a,t)(vy — v2)(z,a,t)da > dx dt

154, ///M(m_vg) (z,a,) dz dadt.

Procediendo como en (5.21), tenemos que f(-,-, -, e*v;) € L*(Q x Op). Luego, por (Hys) y

(5.24)

Y
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la definicién de || - ||o, con a > 1, obtenemos que
// e (f(-,a,t,ev) — f(-, a,t,evy), z) dadt
Oo
< [ estatemo) - a6 0.l dade
0
< [ B =) a Dl a0 2o dact
0

(5.25)
< LQ// (v1 —v2)(+, @ t)||L2 dadt + - // ,a,t) ||L2 dadt
Op
§L2/// (v1 — v2)?(z,a,t)dedadt + — // (-,a,t)||2 dadt
QxOg
<

Lz// (v1 — vo)*(x,a,t) dzdadt + — // (-, a,t)|| da dt.
QxO

Sustituyendo (5.24) y (5.25) en (5.23), puesto que hemos supuesto que >0y a > 1, se
llega a

1_
—7,6’2AT /// (v1 — vo)?(z,a,t) da dadt + /// |V2z|* dz da dt
2 Qx0 Qx0p
+a/// |2|? dz da dt
QxOg
= // (v1 — v2)?(z,a,t)dzdadt + — // (-,a,t)||? dadt.
2 Qx0O

1
// a,t)|? dadt < = ﬁ2AT +L2 /// (v1 — v2)*(z,a,t) dzdadt
2 QxO

1
< (Pa+ 1) / (w1 — v2)(-, 0, 8)|2 dadt.

Luego,

Por tanto, para todo Ap, tal que 0 < Ag < Ay, tenemos que

// Ja,t)|2dadt < - (5 Ay +L2 / (01 — v2) (-, @, ¢)||2da dt.
Asi, haciendo tender Ag hacia Ay, se obtiene que
o' 1 /—2
[ et anRdade < 5 (74 22) [[ 00— )t o p)Rdads
(@] O

Consecuentemente, para cualquier v1,ve € L2(O; H()), se verifica que

—2
[ As + L?
[Avy = Ava|| 20,11 () < #Hm — v2|[2 (011 (0))-

Entonces, tomando

(5.26) a > méx{1, F°A; + L},
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se tiene que efectivamente el operador A, definido en (5.17), es una aplicacién contractiva,
y consecuentemente, gracias al Teorema del punto fijo de Banach, A tiene un Unico punto
fijo.

Por tanto tenemos existencia y unicidad de solucién, w, del problema (5.16). Y de-
shaciendo el cambio de variables u = e“w, tenemos existencia y unicidad del problema
original, es decir del problema (5.1). O

Nota 5.3.2. El Teorema sigue siendo cierto si suponemos que existe w € L*(2 x O) tal
que f(+,-,-,w) € L*(Q x O) en lugar de la condicion (5.15). En efecto, observemos que
(5.15) se necesita solamente para demostrar que g definida en (5.19) pertenece a L?>(Q2xO).
Pero, esto también se tiene si en vez de (5.21), razonamos como sigue

9.0, < le™(f (0.t €)= f(a,a,t,w))| + [~ (2, at,w)|

< Llv —we ™| + e f(z,a,t,w)|.

Nota 5.3.3. El Teorema anterior sigue siendo cierto si no suponemos que 3 sea positivo.

5.4. El método de sub-supersoluciones

En esta Seccion vamos a describir un método de sub-supersoluciones. Este método nos
permitird dar un resultado de existencia y unicidad de solucién del problema (5.1), bajo la
suposicion de la existencia de un par de sub-supersolucién y la hipétesis de lispchtzianidad
del término de reaccién entre la sub y la supersolucién solamente. A su vez, dicho método
nos servira, en ciertos casos, para analizar el comportamiento de la soluciéon a medida que
va aumentando el tiempo, conocido el comportamiento de la sub y de la supersolucion.

Definicién 5.4.1. Una funcién u € L*(O; HY(Q)) se dice que es una subsolucion del
problema (5.1) si

(0 + Oa)u+ pu € L*(O; (H(Q))),
fG, o u) € LQ(Q x O)

y ademds verifica

a) para todo v € L*(O; HE(Q)) positiva

// <(8t+8a)u+,uu,v>dadt+// Vu - Vodz dadt
(@) QxO

g//of(:c,a,t,u)vdadt

b) u(z,a,t) <0 sobre 02 x O, en el sentido débil,

Ay
c) u(z,0,t) < B(x,a,t)u(z,a,t)da en Q x (0,T),
0

d) u(z,a,0) < ug(z,a) en  x (0, As).

(5.27)

Andlogamente, se define una supersolucion, u, invirtiendo las desigualdades anteriores.
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El siguiente resultado nos garantiza que un par de sub-supersoluciones esta ordenado.

Teorema 5.4.2. Supongamos que existe un par de sub-supersoluciones de (5.1), u, u, y

f verifica
(5.28) |f(z,a,t,s1) — f(z,a,t,s2)| < L|sy — sa| p.c.t. s1,82 € [us,u'],
con
* — i f 9 7t 77 ) 7t

- e i ol 0n0) Tz, 1)

' u* = sup  {u(zx,a,t),u(z,a,t)}.

(z,a,t)€QXO
Entonces
u < u.

Nota 5.4.3. Ndtese que tanto us y u* pueden ser infinito.

Demostracion. Definimos w := u — @, luego w verifica:

( Ow + Ogw — Aw + pw < f(z,a,t,u) — f(z,a,t,u) en Q x O,
w(z,a,t) <0 sobre 091 x O,
(5:30) w(z,a,0) <0 en Q x (0, Ay),
(@, 0,) < OATﬂ(:U, a, ) (x, a, t)da en Q x (0,7).

Por (5.28), se tiene que
f(a:,a,t,g) - f(a:,a,t,ﬂ) S L’w‘

Ahora usando el Lema 5.2.5, se sigue facilmente que w < 0 y asi tenemos que u < 7.

O]

Nota 5.4.4. En particular, bajo las hipotesis del Teorema 5.3.1, y la existencia de un par

de sub-supersoluciones de (5.1), u, w, entonces la solucion u de (5.1), debe verificar

u<u<u.

Efectivamente, procediendo como en la prueba del Teorema anterior, tomando primero
wy = u—u, y después wp ‘= u — u, se llega a que wy y wy son ambos negativos, y de

aqui el resultado.

Teorema 5.4.5. Supongamos que se verifican las condiciones (H,), (Hg) y (Ho). Si eziste

un par de sub-supersoluciones de (5.1), u,u, y, ademds, f verifica
(5.31) |f(z,a,t,s1) — f(x,a,t,80)] < L|sy — sa| Vs1, 82 € [us, u'],
con u, y u* definidas en (5.29), entonces (5.1) posee una unica solucion, u, tal que

u < u <.
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Demostracion. Notese que gracias al Teorema 5.4.2, se tiene que u <

u.
Andlogamente a la prueba del Teorema 5.3.1, mediante el cambio w := ue™

de estudiar el problema (5.1), estudiamos el problema (5.16).

, €N vez

Puesto que nosotros queremos probar que existe una tnica solucién, u, de (5.1) entre
la sub y la supersolucién, entonces al estudiar el problema (5.16), deberemos probar que
existe una unica solucién w verificando

(5.32) ey <w < e “a.

Para la demostracién vamos a proceder como en la prueba del Teorema 5.3.1, pero
en vez de considerar el operador A, definido en (5.17), vamos a considerar el operador A
definido como

(5.33) A LXO;HY(Q) — L*0;HY(Q)

v w,
donde w es la solucién del problema,

Ow + 0w — Aw + (M + a+ p(z,a,t))w = g(x,a,t) en Q x O,

(5.34) w(z,a,t) =0 sobre 02 x O,
. w(z,a,0) = ug(x,a) en 2 x (0, Ay),
w(z,0,t) = b(z,t) en 2 x (0,7,

con M > 0, una constante que sera elegida a posteriori, « definida en (5.26) y

(5.35) g(z,a,t) == e " f(x,a,t,e*v) + Mo,
At
(5.36) b(x,t) == Bz, a,t)v(x,a,t)da.
0

Asi una aplicacién de la Proposicién 5.2.7, nos dice que el operador A est4 bien definido.

Ahora bien, como buscamos w solucién del problema (5.34) verificando (5.32), entonces

definiendo el intervalo [e*atg, e*atﬂ] como

[e™u, e ) == {u € LX(O; HY Q) : e “u(x,a,t) < u(z,a,t) < ez, a,t)
e.c.t. (x,a,t) € Q x O}.

Debemos probar que

K . [efatu’ eiatﬂ] N [efatu’ eiatﬂ]

—at

y ademads tiene un unico punto fijo en [e u, e_o‘tﬂ},

at

Luego consideremos v € [e_o‘ty, e~ H], entonces tenemos que probar que Av €

[efoctu’ efatﬂ] .
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t

Probemos primero que e~“'uw — Av :=w > 0. Ahora bien, w satisface

Ow + Ogw — Aw + (M + o + p(z, a,t))w

> e—at (f(a:,a,t,ﬁ) — f(z,a,t, eatv)) + M (e_o‘tﬁ — v) en 2 x O,
w(z,a,t) >0 sobre 092 x O,
w(z,a,0) >0 en 2 x (0, Ay),
w(z,0,t) > OATﬁ(L a,t)(e”*u — v)(x,a,t)da >0 en Q2 x (0,7).

Por (5.31) y el hecho de que e*v € [u, ], se tiene que
L(eatv - ﬂ) < f(IE,CL,t,U) - f(l‘,a,t, eat,u) < L(ﬂ - eat )

Luego, si definimos h(z,t,a) := e~ (f(x, a,t,u) — f(z,a,t, eo‘tv))—i—M (e*atﬁ — U), obten-
emos que
h(z,t,a) > (M — L) (e *u—v).

Asi, tomando M > L, llegamos a que h > 0 y, consecuentemente, w > 0 ( [40, Teor.
2]). El mismo razonamiento aplicado w := Av — e~ %y nos muestra que Av > e~y Por
consiguiente,

A [e_o‘ty, e_atﬂ] — [e_o‘ty, e_atﬂ] .

Ahora, realizando un andlisis similar al que hicimos en la prueba del Teorema 5.3.1,
vemos que existe un tnico, v, punto fijo de A. Ademds, u = e*v es la solucién del
problema (5.1). O

5.5. Aplicacion a algunos modelos ecoldgicos

En esta Seccién, vamos a aplicar el método de sub-supersoluciones para probar la
existencia, la unicidad de solucién positiva y algunas propiedades de comportamiento
asintotico de las soluciones de diferentes modelos.

Primero consideremos el problema lineal,

Otw + Ogw — Aw + p(a)w = dw  en 2 x O,
w(z,a,t) =0 sobre 02 x O,
(5.37) w(z,a,0) =ug(x,a) en 2 x (0, Ay),

A
w(z,0,t) = fﬁ(a)w(yc,a,t) da en Q x (0,7),
0

donde /3 satisface la condicién (Hg), A € R, ug y ¢ verifican
(H§) wo € L>®(Q2 x (0,A4)) y uo(z,a) >0 ect. (z,a) € Qx (0,A4;),
(H3,) p es una funcién tal que p € L>°(0,7) para r < Aj y
At
(5.38) / p(a)da = 4o00.
0

Observemos que (5.38) es equivalente con la condicién (5.3) cuando pu = p(a).
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Siguiendo la notacién usada en [65], denotamos por

7(a) = exp (— | uto) da) ,

y por 7, la tinica solucién real de
At
(5.39) (a)m(a)e™"da = 1.
0

Finalmente, A1 denota el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para —A.

Los resultados sobre el comportamiento asintético de (5.37) son los siguientes (para
una demostracion ver [65, Seccién 3 y 4]):

Teorema 5.5.1. Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hp), (Hg) y (H},), y que
existe 0 < Ag < Ay tal que sop(B) C [0, Ag]. Entonces, existe una tinica solucion, wy, de

(5.37). Ademds, fijado T > 0, wy estd acotada en Q@ x O.
Ademas,

a) Sisop(up) C Q x (Ao, Ay) la solucién de (5.37) satisface wy(z,a,t) =0 para t > a
yx € Q). Ademds, para cada A >0

wi (s, 1) T 0 uniformemente en Q x [0, A].

b) Supongamos que la condicion inicial, ug, verifica
sop(uo) N (2 x (0, Ag)) # 0,
entonces
i) St A < A\ — 1y la solucion de (5.37) satisface

wx(, 1) e 0 uniformemente en Q x [0, A;].

ii) St A=A — 1, la solucion de (5.37) satisface

wi(x,a,t) e g(z,a) en L*(Q x (0, Ay)),

para una cierta funcién g € L2 (Q x (0, A;)) (véase [65, Teorema 4.9] para una
descripcion de la funcion g).

iii) Si A > A\ — 1y la solucion de (5.37) satisface

wr(w,a,t) — 400 en L*(Q x (0, Ay)).

t—4o00
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5.5.1. Un problema logistico generalizado

Nuestra primera aplicacién del método de sub-supersolucién va a ser al siguiente prob-
lema logistico generalizado

( Oiu+ Ogu — Au+ p(a)u = Au — g(u) en Q x O,
u(x,a,t) =0 sobre 02 x O,
(5.40) u(z,a,0) = ug(z,a) en 2 x (0, Ay),
\ u(z,0,t) = OAT Bla)u(x,a,t)da en 2 x (0,7,

donde 3, ug y p verifican las hipdtesis (Hg), (H5) v (H},), respectivamente, A € R, y g
satisface la siguiente condicion

(Hg) es localmente lipschitziana, g(0) = 0, g(s) > 0 para todo s € R, y verifica

(5.41) lim @ =0
s—0 s
(5.42) lim 9(s) = +o0

s—+o0 8§

En el siguiente resultado veremos la existencia y la unicidad de solucién del proble-
ma (5.40), y usando un par adecuado de sub-supersolucién, demostraremos que para
los valores de A tal que A < A\ — 7, el sistema (5.40) se extingue, es decir la densidad
de poblaciéon u para un instante de tiempo suficientemente grande se hace nula, pero la
especie persiste si A > A\ — 7.

Teorema 5.5.2. Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hg), (Hg) y (H},). Entonces,
existe una unica solucion positiva, u, del problema (5.40). Supongamos que existe 0 <
Ag < A; tal que sop(B) C [0, Ag], entonces

a) Sisop(ug) C Q x (Ao, At) la solucién de (5.40) satisface u(x,a,t) =0 parat > a y
x € Q. Ademds, para cada A > 0

u(-,-,t) — 0 uniformemente en Q x [0, Al.
t—+o00

b) Supongamos que la condicion inicial, ug, verifica
sop(uo) N (2 x (0, Ag)) # 0,
entonces
i) St A < A\ — 1y la solucion de (5.40) satisface
u(-, -, 1) e 0 uniformemente en Q x [0, Ay].
ii) St A > XN — 1y yuo(z,a) > 0 en Q x (0,A44), entonces el modelo (5.40), es

permanente en el sentido siguiente:
existe una subsolucion u y una supersolucion u de (5.40) tal que:

(5.43)  wu(z,a) <u(z,a,t) <u(z,a) e.c.t. (z,a,t) € Qx(0,A;) x (0, +00).
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Demostracion. Usando la definicién de sub-supersolucién, podemos afirmar que u = 0
y U = wy es un par de sub-supersoluciones de (5.40), respectivamente, donde wy es la
solucién de (5.37). Gracias al Teorema 5.5.1, se tiene que wy estd acotada. Por otra parte
la funcién f(z,a,t,s) = As — g(s) es globalmente lispchitziana para s € [0,w*], con

w'i= sup A{wr(z,a,t)}.
(z,a,t)EQXO

Consecuentemente, aplicando el Teorema 5.4.5, se tiene que existe una tnica solucién, u,
de (5.40) tal que
0 <wu(z,a,t) <ws(z,a,t) en Q x O.

Ademads esta solucién es unica, puesto que si suponemos la existencia de otra solucién
positiva, v, entonces sabemos que en particular es una subsolucién del problema (5.37).
Consecuentemente, 0 < v < qwy, y por tanto la unicidad de solucién positiva.

Usando el Teorema 5.5.1 la demostracién de a) e i) son directas.

Ahora supongamos que se verifica ii). Vamos a construir otra supersolucién de (5.40).

Sea £ > 0, tomemos
o) = zexp (—ra= [ u(s)ds) er(o)
0

con (p1 una autofuncién positiva asociada al autovalor Ap.

Vamos a probar que u es una subsolucién de (5.40) para ¢ suficientemente pequeno. Es facil
t

comprobar que u = 0 sobre 992, u(z,0) = / Bla)u(x,a,t)da y que u(x,a) < ug(z,a).

Para finalizar de demostrar que u es una subsolucién de (5.40), tenemos que ver que
u +u, — Au+ pla)u < du— g(uw).

Pero, demostrar esta desigualdad es equivalente a probar que

g(uu) SA= (A=) en Q< (0, Ay).

Y, para ¢ suficientemente tenemos esta condicién gracias a la hipdtesis (5.41).
Ahora construyamos otra supersolumon del problema (5.40). Fijemos A > A\ — 7, y
tomemos un dominio  tal que 2 C Q. Sea )\1 el primer autovalor asociado a Q.

Gracias a la hipétesis (H},), podemos considerar una funcién m tal que m € Co([o, A+])
y m(a) < p(a) para todo a € [0, Az].

Fijado K > 0, consideramos
u(x,a) := K exp <—rma — / m(s) ds) o1(z),
0

donde @7 es la autofuncién positiva asociada a ;.

Veamos que efectivamente u es una supersolucién de (5 40) para K suficientemente
grande. En efecto, se tiene que u > 0 sobre 052, u(z,0) fo u(z,a,t)day

u(x,a) > uo(zx,a),
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para K grande. Para esta tltima desigualdad hemos usado que @i(z) > cg > 0 en Q.
Luego, falta por demostrar que

Uy + Ug — AU+ p(a)u > Na — g(a).

Pero, esta desigualdad es equivalente a demostrar que

g(uU) > A= (= 7m) + (m(a) = p(a).

Por (5.42), para K suficientemente grande, se tiene esta desigualdad. O
Nota 5.5.3. Un ejemplo clasico de funcion g que verifica (Hg) es la funcion

g(s):==sP, conp>1.

5.5.2.  Un modelo de tipo Holling-Tanner

Ahora, vamos a aplicar el método de sub-supersolucién a un modelo de Holling-Tanner
del tipo

3tu+8au—Au+u(a)u:)\u—|—% en 2 x O,
u
u(z,a,t) =0 sobre 992 x O,
(5.44) u(x,a,0) = ug(z,a) en 2 x (0, Ay),
u(z,0,1t) / Bla)u(x,a,t)da en 2 x (0,7,
{

donde f3 satisface (Hg), A € R, ug y p verifican (Hg) y (H};), respectivamente.

Antes de probar el resultado principal de esta Seccién, necesitamos un resultado de
continuidad de la aplicaciéon y + r,, donde 7, es la tnica solucién real de (5.39).

Lema 5.5.4. Supongamos que existe una sucesion {in}, oy € L*°(0, At), tal que la suce-
sion definida por

o) = [ ) s,

es creciente como sucesion en n € N y satisface

U, (a) / V(a) ::/ p(s)ds, cuandon — oo e.c.t. a € (0, Ay).
0

Entonces,
Tup N\ Ty, cuando n — oo.

Demostracion. Ya que ¥, es una sucesion creciente entonces r,, es decreciente y puesto
que ¥, (a) /" ¥(a) tenemos que
T#n 2 T,U"

Entonces, existe 7, > r, tal que

Ty, \ T, cuando n — oo.
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Demostremos ahora que r* = r,. Consideremos la aplicacién
Gn(a) :=exp (—ry,a — Vy(a)).
Es facil comprobar que

U, (a) — exp (—ra — ¥(a)) e.ctac(0,A;) cuando n — +00

W, (a) < e ™.

Gracias al Teorema de la Convergencia Dominada, tenemos que

A a
1 :/ exp (—r*a —/ wu(s) ds) da.
0 0

Asi, usando la definicién de 7, se llega a que efectivamente 7, = 7. O

El resultado principal que obtenemos para el modelo (5.44) es el siguiente

Teorema 5.5.5. Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hp), (Hg), (H},) y que p €
C°([0, Ay)) es una funcidn creciente. Entonces, existe una tnica solucién positiva u de
(5.44). Supongamos que existe 0 < Ag < Ay tal que sop(B) C [0, Ag], entonces

a) Sisop(up) C Q x (Ao, At) la solucidn de (5.44) verifica u(z,a,t) =0 parat > a y
x € Q. Ademds, para cada A >0

u(-,-,t) — 0 uniformemente Q x [0, A] cuando t — +oo.

b) Supongamos que la condicion inicial uy satisface
sop(ug) N (2 x (0, Ag)) # 0,
entonces
i) St A< A\ —1,—1 la solucion de (5.44) verifica
u(-,-,t) — 0 uniformemente en Q x [0, A] cuando t — +oc.
ii) St A > A\ — 1y, la solucion de (5.44) verifica
u(w,a,t) — +oo en L*(Q x (0, At)) cuando t — +oc.

iii) St e (M —ry—1, A —ru) yuo(z,a) >0 en Q x (0,A;), entonces (5.44) es
un sistema permanente, en el sentido de la definicion del Teorema 5.5.2.

Demostracion. Primero, observamos que

u

A+ =A+1u—

14+u 1+u
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Nétese que s2/(1+ s) no satisface la hipétesis (5.42), por tanto no podemos aplicar los
resultados obtenidos para el problema logistico.

Como en el caso del problema logistico, tenemos que u =0 y @ = wy41 es un par de
sub-supersoluciones de (5.44). Ademds, la parte a) se sigue por el Teorema 5.5.1 parte b)

i).

Por otra parte, ya que u es una supersolucién de (5.37), se llega a que
Wi < u,

luego se obtiene ii).

Fijemos A € (Ay —r, — 1, A1 —r,). Procediendo de manera similar a como hicimos en
la demostracién del Teorema 5.5.2, podemos probar que

u(z,a) = cexp <—ma _ /0 " (s) ds) o1 ()

es una subsolucién de (5.44).

Ahora, fijando A < Ay —r, y tomando § > 0 tal que A < Ay — r, — J, gracias a
la continuidad del primer autovalor A; con respecto al dominio, tenemos que existe un
dominio 1,  C 21 tal que

A< Xl — Ty — 0,

donde A; es el primer autovalor asociado al dominio €2;.

Finalmente, vamos a demostrar que existe una sucesién de funciones {up}nen €
CY([0, Ay 4+ 1/n)), tal que py, < p, verifica el Lema 5.5.4, y tal que

(5.45) A< A —7,, —0& paran > ng para algin ng > 0.
En efecto, para cada n € N definimos la sucesion

[ () 0<s<1/n,

Es fécil comprobar que u, < p y verifica las hipdtesis del Lema 5.5.4.

Consideremos
u(x,a) := K exp <—T,ma - / fin(8) ds) ?1(),
0

donde P, es la autofuncién positiva asociada a A;. Vamos a probar que % es una super-
solucién de (5.44) para K suficientemente grande. En efecto, obsérvese que u > 0 sobre
o, u(x,0) = fOAT Bla)u(x,a,t)da en Qy

ﬂ(l’, CL) > UO(aa$)a

para una constante K grande. En esta ultima desigualdad hemos usado, de nuevo, que
P1(z) > co > 0 en Q y que, ya que ju, es finita en [0, A,

(5.46) u>KCy>0 enQx[0,A].
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Para finalizar,
=2

04t + O0qu — AT+ p(a)u > (A + 1)u — e
es equivalente a

U _
(5.47) T+a >X+1—= A+ 71y, + pnl(a) — pla).
Puesto que p, < p 'y se verifica (5.45), se tiene que

A+1—X +ry, + pn(a) —pla) <1-06.

Y por (5.46)
u > KCy
1+u ~ 1+ KCy’
asi, para K grande, tenemos que la desigualdad (5.47) se verifica. Con lo que concluimos
la prueba. O

Nota 5.5.6. Desde un punto de vista bioldgico, la hipdtesis de que la tasa de mortalidad
w es una funcion creciente en la edad tiene perfecto sentido; ademds, ayuda a clarificar la
expPosicion.






CAPITULO 0

Estudio del problema estacionario asociado al
modelo con difusién

En este Capitulo, queremos analizar el problema estacionario asociado al problema
del Capitulo anterior (5.1), y principalmente el asociado al problema logistico generaliza-
do (5.40). Esto nos permitird un mejor conocimiento del comportamiento asintético de la
solucién del problema evolutivo.

6.1. Introduccidén

Vamos a estudiar el problema estacionario asociado al problema (5.1), es por ello que
vamos a suponer que la tasa de mortalidad u es independiente del tiempo. Asi, consideran-
do las mismas notaciones que en el Capitulo anterior, estudiamos el problema no lineal
siguiente

Ogt — Au + p(x,a)u = f(x,a,u) en Qx (0,A4y),

u(z,a) =0 sobre 0§ x (0, A;),
Ay
u(z,0) = B(x,a)u(r,a)da  en .
0

(6.1)

Una de las principales dificultades que nos encontramos en el estudio del problema
(6.1), es que vamos a suponer que u explota en edad finita y ademds la condicién inicial
es no local. Es por ello que no podemos aplicar el método clasico de sub-supersoluciones
para problemas parabdlicos (véase por ejemplo [35] y [76]). Por esta razén, en este Capitu-
lo, vamos a justificar un método de sub-supersolucién, el cual nos daré la existencia de
solucién del problema (6.1), donde vamos a entender por solucién lo siguiente:

Definicién 6.1.1. Diremos que una funcion u es una solucion del problema (6.1) si
u: ) x (0,4;) — R es una funcion medible tal que u verifica

dau + pu € L*(0, Ap; H1(Q)),
FComu) € L20, A HH(Q),

169
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y para cualquier v € L*(0, A+; H}(Q)) se tiene que

At
/ (Oqu + pu, v) da—i—// Vu-Vvda:da:// f(z,a,u)vdxda,
0 QX(O,AT) QX(O,AT)

u(z,a) =0 sobre 9 x (0, At),
Ay
u(z,0) = B(x,a)u(z,a)da, en .
0

Asi, en el Teorema 6.4.2 demostraremos que bajo la hipdtesis de la existencia de
un par ordenado de sub-supersoluciones de (6.1), existe un par de solucién maximal y
minimal entre la sub y la supersolucion, suponiendo, basicamente, la lipschitzianidad de
f en la variable u. Luego este resultado generaliza el resultado clasico para los problemas
parabdlicos en las dos vias mencionadas anteriormente.

Este resultado sera usado, principalmente, para el estudio, segtin los valores de A, de la
existencia y unicidad o de la no existencia de solucién del problema logistico estacionario
asociado al problema evolutivo (5.40) siguiente,

Oat — Au + p(z,a)u = Au — g(u) en Q x (0, Ay),

u(z,a) =0 sobre 992 x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = Bz, a)u(x,a)da en (2,
0

(6.2)

con A € Ry g verificando las hipétesis (Hy), (5.41) y (5.42), definidas en la pagina 162
del Capitulo anterior y ademads, g(s)/s una funcién creciente.

En general el estudio de la existencia de soluciones positivas de un problema similar
a (6.2) no es trivial. De hecho, en nuestro conocimiento, solamente problemas lineales en
u han sido analizados en [65], aunque en este caso la ecuacién también depende de la
poblacion total, es decir de

A
P(x) —/0 Tu(:):,a)da.

Concretamente en [65], (véase [65, Teorema 3.5]), no se supone la existencia de un término
de reaccién y las funciones p y (8 verifican

p(z,a) = m(a) + p2(P), Bz, a) = bi(a),

y ademas, en este caso, P es la solucién positiva del problema clasico eliptico logistico, es
decir P es la solucion del problema

—AP =P(A—P) en
P(z)=0 sobre 0f2,

la cual es conocida. Bajo estas hipdtesis, el autor prueba que solamente pueden existir
soluciones del tipo
u(z,a,t) :==U(a)V(x,t)

y entonces busca la solucién explicitamente.
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Para los resultados de la existencia y de la no existencia de solucién del problema
(6.2) estudiaremos el problema de autovalores asociado con (6.2). Es decir, analizaremos
el siguiente problema

Ogt — Au+ p(z,a)u = Au en 2 x (0, Ay),
u(z,a) =0 sobre 92 x (0, Ay),

(6.3) A
u(z,0) :/0 B(z,a)u(x,a)da en Q.

Para esto, seguiremos una idea de [41]. Demostraremos que existe un unico autovalor
principal (en el sentido que es el tnico con autofuncién asociada estrictamente positiva)
denotado por Ag(u). Obsérvese la gran diferencia que existe entre el problema (6.3) y el
problema parabdlico clasico (6.3) con u(z,0) = up(z) > 0 en lugar de la condicién no
local, el cual tiene existencia de solucién positiva para todo A € R.

Aplicando los resultados obtenidos en todo el Capitulo al problema (6.2), veremos que
posee una solucién positiva si y sélo si A > A\g(p). Ademas, si A < Ag(p) la tnica solucién
positiva de (6.2) es la trivial y si A > A\g(u), tendremos unicidad de solucién positiva. De
nuevo, un destacable cambio ocurre con respecto al problema (6.2) con u(x,0) = ug(x),
el cual posee una tunica solucién positiva para todo valor A € R.

6.2. Hipétesis

Vamos a considerar las siguientes condiciones, que seran utilizadas a lo largo de este
Capitulo

(H,) v es una funcién tal que p € L°(Q x (0,7)) para r < A; y

r Ay
(6.4) / pa(a)da < oo, / pr(a)da = 400,
0 0
donde

pi(a) = inf p(,a) v par(a) = sup (e, 0)
€N z€Q

(Hg) e L*(Q2x(0,A4)), 8> 0, no trivial y existe un conjunto ¥ C [0, A;] con medida
estrictamente positiva, definido como

a € ¥ sifr(a) .= inf f(z,a) > 0.
z€Q

Nota 6.2.1. La condicion (6.4) es necesaria para tener

lim u(z,a) =0,
alAy

para w solucion de (6.1).
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6.3. Analisis de algunos problemas auxiliares

En esta Seccién vamos a estudiar algunos problemas asociados al problema (6.1), que
seran utilizados a lo largo de todo el Capitulo.

6.3.1. Estudio del problema lineal auténomo

Primero vamos a considerar el problema lineal auténomo asociado al problema (6.1),
es decir vamos a estudiar el siguiente problema

Oat — Au+m(a)u = f(xz,a) en Q x (0, A;),
(6.5) u(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),
u(z,0) = ¢(x) en (2.
Para este problema concreto supondremos que m verifica

(Hm) m € L*(0,7) para r < At y

A
(6.6) /0 T m(a) da = 4o0.

Nétese que en realidad la condicién (H,,) es equivalente a (H,,) cuando p no depende
de la variable espacial x.

Vamos a establecer un principio del maximo.

Lema 6.3.1. Supongamos que se verifica (H.,) y sea u una solucion del problema (6.5)
con f >0, ¢ > 0 y alguna de las desigualdades estrictas. Entonces, u > 0 (véase la
Definicion 1.1.5).

Si f=¢ =0, entonces u = 0.

Demostracion. Obsérvese que si u es una solucién de (6.5), entonces realizando el cambio

de variables

- “ d
v = uelo ™) 5,

se tiene que v es una solucién del siguiente problema
Oav — Av = g(x,a) en Q x (0, A;),
(6.7) v(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),
v(x,0) = ¢(x) en €,

donde .
g(z,a) = f(x,a) eJo M) ds,
Por [7] (véase también [5]), se tiene que efectivamente v > 0 y por tanto u > 0.

Andlogamente se tiene, si f = ¢ = 0, entonces v = 0, y por tanto también u es
nula. O

Nota 6.3.2. La existencia y unicidad de solucion del modelo anterior (6.5), serd analizada
en el apartado siguiente.
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6.3.2. Estudio del problema lineal no auténomo

Ahora consideramos el siguiente problema lineal

Ogt — Au + p(x,a)u = f(x,a) en Qx (0,A4;),
(6.8) u(z,a) =0 sobre 0€ x (0, A;),
u(z,0) = ¢(x) en €,

con i satisfaciendo la condicién (H,) y ¢ € L%().

Lema 6.3.3. Supongamos que f € L*(2x (0, At)). Entonces, existe una tnica solucién u
de (6.8) en el sentido de la Definicion 6.1.1. Ademds, para cada Ay, tal que, 0 < Ag < A;
tenemos que u € C°([0, Ag); L2()).

Por otra parte, se tienen los siguientes principios de comparacion:

a) Si f>0y¢ >0, entonces u > 0. Ademds, si alguna de estas desigualdades es
estricta, se obtiene que u > 0.

b) Si fi > fo >0, ¢1 > P2 > 0y p1 < pz en sus respectivos dominios, entonces
uy > ug, donde u;, i = 1,2, es la solucion de (6.8) con f = fi, 6 = ¢i y 1= ;.

Demostracion. Realizando el cambio de variables

con k una constante positiva, tenemos que w verifica el problema

we — Aw + (u(x,a) + k)w =g en Q x (0, 4y),
(6.9) w(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay)
w(z,0) = ¢(x) en (2,
con
g(z,a) = f(z,a) e

Gracias a la condicién (H,), podemos tomar k suficientemente grande para tener u(x,a)+
k/3 > 0. Estudiamos entonces el problema (6.9) en vez de (6.8).

Andlogamente a como hicimos en el Capitulo 5 en la pagina 151, paran = 1,2,---,
designamos por p, las funciones truncadas, definidas por

p(r,a) para p(z,a) <n,
1 =
(6.10) pin (2, ) { n para p(z,a) > n,
y para cadan = 1,2,---, consideramos el problema

Oa(wn) — Awy, + (pn(z,a) + k)w, = g(x,a) en Q x (0, Ay),
(6.9),, wyp(x,a) =0 sobre 0€ x (0, A;),
wp(z,0) = ¢(x) en .
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Para cada n € N, puesto que u, + k estd acotada, existe una unica, wy, solucién de
(6.9),, con wy, € L2(0, Ay; HY () y Oa(wn) € L*(0, At; H~1(£2)). Multiplicando la primera
ecuacién de (6.9), por wy, integrando sobre Q x (0, A;) y aplicando la férmula de inte-
gracién por partes se obtiene que

// (z,a d:cda—i—// \Vwy,(2,a)]? dz da
2da QX OAT) QX(O AJr
// (pin(, a) + k)w? (z,a) dz da
Qx(0,44)
:// g(z,a)wy,(x,a) dz da.
QX(O,AT)

Ahora bien, usando la desigualdad 2ab < (£2a® + (1/2)b?) se obtiene que

// g(z,a)wy(z,a)drda < // (z,a)dxda
QX(QAT) QX OA]L

+// w? (z,a) dz da.
3 JJax(0,A1)

Por tanto,

// |w, |2 dxda+// |Vw,|? dz da
2da QX OAJr QX(OAT

// [(pn + k/3)w2 + (k/3)w:] dzda < C,
Qx(0,44)

con C una constante independiente de n. Luego, podemos extraer una subsucesién con-
vergente, {wy, }m, tal que para m — +oo se tiene que

wm —w en L%(0, Ay H&(Q)),
+ (k/3)w, —h  en L2(Q x (0, AT))v
0o (W) + (pm + k/3)wm — 2z en L0, Ay; H1(Q)).
( )

Por otra parte, gracias a la hipdtesis (H,), para ¢ € D(Q x (0, A;)) y m suficientemente
grande se llega a que

Ay Ay
A R A R L

0 0 m—-+0o0

Ay
- (—wea + (1 + k/3)w), ¢)da,
m—-+0o0 0
luego,
z2=0w+ (n+k/3)w

Entonces, gracias a la continuidad de la aplicacién traza, se tiene que w es soluciéon
del problema (6.9) y de aqui se deduce que u = e**w es solucién del problema (6.8).

La regularidad u € C°([0, Aol; L*(2)), para Ag < Ay, se sigue considerando la ecuacién
(6.8) en 2 x (0, Ap), véase por ejemplo [12, Teorema X.1].
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Estudiemos ahora la unicidad. Para ello supongamos que uq y us son dos soluciones

del problema (6.8). Entonces, w = u; — ug satisface el siguiente problema

Oaw — Aw + p(z,a)w =0 en Q x (0, At),

w(z,a) =0 sobre 99 x (0, A;),

w(z,0) =0 en (.
Multiplicando la primera ecuacién de este problema por w nos da, efectivamente, que
w = 0.

Demostremos ahora los principios de comparacion, para ello supongamos que f >0y
¢ > 0. Sea u la solucién de (6.8), entonces, por el principio del méximo clésico aplicado
al problema (6.9), (obsérvese que en este caso el potencial estd acotado), se sigue que
wy, > 0, v consecuentemente v > 0. Ademas,

0<f=0u—Au+ p(z,a)u < dgu — Au+ up(a)u,

y por tanto u > 0 se tiene gracias al Lema 6.3.1.

Y de aqui se sigue la parte b) del Lema, pues si uj, us son las soluciones correspondientes
del problema (6.8), en las condiciones de la parte b) del Lema, entonces denotando v :=
u1 — U9, se tiene que v verifica

0qv — Av + v = (f1 — fa) + (p2 — p1)uz  en Q x (0, Ay),

v(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),

U(:L’,O) = (gbl — gf)g) en (2.
Aplicando la parte a), obsérvese que gracias a las hipdtesis tenemos que uz > 0, se tiene
que v > 0 y por tanto el resultado. O

6.4. EIl método de sub-supersoluciones

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el problema (6.1) donde 3 y p verifican las
condiciones (Hg) y (H,) respectivamente, y f : © x (0,A+) x R — R es una funcién
medible.

Definicién 6.4.1. Diremos que una funciénu € L*(0, Ay; HY(Q)) es una supersolucién
de (6.1) si
ot + pw € L*(0, A; (H'())"),
fG,m) € LA x (0, Ay))
y ademds se cumple que para toda v € L*(0, As; H3 () positiva

Ay
/ (0qu + pu, v) da—l—// Vu-Vvdzrda > // f(z,a,u)vdxda,
0 Qx(0,44) Ox(0,4)

u(z,a) > 0 sobre 02 x (0, As),
Ay
u(x,0) > B(x,a)u(x,a)da en .
0
Andlogamente se define una subsolucion, u, cambiando las desigualdades anteriores
por sus contrarias.
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Teorema 6.4.2. Supongamos que se verifican las condiciones (Hg), (Hu) y f verifica
(6.11)  [f(x,a,s1) — f(x,a,s2)] < Lls1 — s2|, e.c.t. (x,a) € Q2 x(0,A41),s1,52 € R.

Si existe un par de sub-supersoluciones de (6.1) tal que u <, entonces existe una solucion
minimal uy y una mazimal u* de (6.1), en el sentido siguiente:
para cualquier otra solucion

u € [u,1) :={u € L*(Q x (0,A1)) :u < u < a},

se verifica que
u<u, <u<u" <

Demostracion. Definimos la sucesién {u, }neny como

IS

0=u
y para n > 1, u, la solucién del problema

Oa(un) — Aup + (u(x, a) + M)u, = f(z,a,up—1)+Mu,—1 en Q x (0, A;),
(6.12) up(z,a) =0 sobre 0€ x (0, A;),
Ay
up(z,0) = B(x, a)up—1(z,a)da en €,
0
donde M es una constante positiva que sera elegida a posteriori.
Y la sucesién {u"},en se define como

uozﬂ

y paran > 1, u” la solucién del problema
Do (u™) = Au"+(u(z,a) + M)u"= f(z,a,u™ 1)+ Mu""1 en Q x (0, A4),

(6.13) u(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),
Ay
u"(z,0) = B(z,a)u™ (x,a)da en (.
0
Primero veamos que u,, estd bien definida.
Ya que f(z,a,up) = f(z,a,u) € L*(Q x (0, A;)), podemos aplicar el Lema 6.3.3 y de
aqui la existencia de u;. Ademads, puesto que

—L|uy —up| + f(z,a,u) < f(x,a,u1) < Llug — ug| + f(x,a,up),

se sigue que f(z,a,u1) € L*(Q x (0, A;)), y de aquf la existencia de us, y procediendo
andlogamente se llega a la existencia de u, para cualquier n. Andlogamente, podemos
probar la existencia de u".

Demostremos, ahora, que la sucesién {uy}, (resp. {u"},) es creciente (resp. decre-
ciente) y que para cada n > 1 se verifica la siguiente desigualdad

(6.14) w< . Sty Supyy <utTI<u" <L <T@
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En efecto, tomando w := u; — ug, w verifica el problema
Oaw — Aw + p(z,a)w + Mw >0 en Q x (0, A;),
(6.15) w(z,a) >0 sobre 0§ x (0, Ay),
w(z,0) >0 en (.
Usando el Lema 6.3.3, podemos concluir que w > 0, i.e.,

u=ug<u

Supongamos que para n > 1, se tiene que u,—1 < u,. Gracias a la hipdtesis (6.11) se tiene
que
f(x,a,un)ff(x,a,un,1)+]\/[( — Un— 1) (M L)( *unfl) zoa

para M > L. Entonces, w := un4+1 — u, satisface el problema

Oow — Aw + p(z, a)w + Mw > 0 en Q x (0, Ay),
(6.16) w(z,a) =0 sobre 0§ x (0, Ay),
Ay
w(x,O) = ﬂ(:x,a)(un—un_l)(x,a) da >0 en(,

0

y aplicando, nuevamente, el Lema 6.3.3, obtenemos que u,, < Up41-
Andlogamente podemos demostrar el resto de desigualdades de (6.14).

Veamos ahora que la sucesién {uy}, converge a una solucién minimal u,. Para ello,
multiplicando la primera ecuacién de (6.12) por u,, e integrando por partes se tiene que

// yun|2dxda+// ywny?dxdmr// (1 + M)u? dx da
2da Qx(0,A) Ox(0,A+) Qx(0,41)

= // (f(z,a,up—1) + Mup_1)u, dz da.

Por otra parte, gracias a (6.11) y las desigualdades (6.14) obtenemos que
f(x)avunfl) S L(Un,]_ - Q) + f(xv aa@) S L(ﬂ - Q) + f(:rv avﬂ)'

Y asi, utilizando de nuevo la desigualdad (6.14), llegamos a que

// ]un|2dmda+// \Vun\deda—l—// (1 + M)u? dzda < C,
Qda Qx(0,A) Ox(0,A4) Qx(0,A)

con C independiente de n.
Usando un razonamiento andlogo al empleado en el Lema 6.3.3, podemos extraer una
subsucesién {uy}x tal que haciendo k — +oo se verifica

up — us en L2(0, Ay; H3 (),
Viug = w en L*(Q x (0, AT)),
Oa(ur) + pup — z en L%(0, Ay; H1(Q)).
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Por la monotonia de la sucesion u; y usando el Teorema de la convergencia mondtona,
podemos concluir que

(6.17) Un, — s en L2(Q x (0, At)).
Ahora por la hipdtesis (6.11), se tiene que

—L(up, — uy) + f(z,a,us) < fx,a,upn) < L(up — us) + fx,a,uy),
y consecuentemente

f(.%,(l, Un) - f('rvaa u*) €n LQ(Q X (O>AT))

Finalmente, la continuidad de la aplicacién traza en a = 0 y (6.17) implican que

Ay
us(x,a) = Bz, a)us(z, a) da.
0
Por tanto podemos concluir que u, es una solucién de (6.1).

No es dificil comprobar que wu, es la solucién minimal de (6.1). En efecto, si u es una
solucién de (6.1) tal que u € [u,u], entonces la sucesién wu,, construida en (6.12) verifica
que © < uy, < u. Ademas,

Up T us < u.

Razonando de una manera similar con la sucesién u™, nos permite concluir la existencia
de una solucién maximal, u*, de (6.1). Con lo que concluimos la prueba. O

6.5. EIl problema de autovalores

En esta Seccién, vamos a estudiar el problema de autovalores asociados al problema
logistico (6.2), es decir el problema (6.3),

Primero daremos la definicién de autovalor del problema (6.3) y de autovalor principal.
Definicién 6.5.1. \ es un autovalor de (6.3) si existe una funcion u tal que
u € L*(0, Ay; H(2)),
dau + pu € L*(0, Ay; HH(Q))

con u # 0 solucion de (6.3) en el sentido siguiente:
para toda v € L*(0, Ay; H}(2)) se verifica

At
/ <8au+,uu,v)da+// Vu-Vvd:cda:/\// wv dz da,
0 QX(O,AT) QX(O,AT)

u(x,a) = 0 sobre 082 x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = B(z,a)u(z,a)da en Q,
0

Diremos que X es un autovalor principal siu >0 en Q x (0, A;).
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Antes de estudiar el problema (6.3), necesitamos analizar el caso auténomo, i.e.,

Ogt — Au + m(a)u = Au en Q x (0, Ay),
(6.18) u=20 sobre 02 x (0, Ay),

Ay
u(z,0) :/ v(a)u(z,a)da en Q,
0
donde m verifica la hipétesis (H,,) definida en la pagina 172 y v verifica

(Hy) v € L>(0,A4), vy >0y no trivial.

Teorema 6.5.2. Supongamos que se verifican (Hy,) y (Hy). Entonces, (6.18) tiene una
solucion positiva, si y solo si,
A= )\l — T'm,

donde ry, es la unica solucion real de (5.39), es decir verifica la ecuacion
Ay o
(6.19) 1= / y(a)e~TmeJo M) ds qq,
0

y A1 denota el primer autovalor del problema de Dirichlet homogéneo para —A. Ademds,
en este caso la solucion tiene la forma

—rma— Jg m(s)ds

po(z,a) = e p1(z),
siendo w1 una autofuncion positiva asociada a Ap.

Demostracion. Primero, gracias al Teorema 3.5 de [65], cualquier solucién de (6.18) es de
variables separadas. Obsérvese que en el resultado citado, A; = oo, pero se puede adaptar
la misma prueba para el caso A; < oo. Tomamos

u(z,a) = pla)p(z).

Entonces,
patmla)p=rp, reER;

y resolviendo se llega a que,

p(a) = poexp (m — /Oa m(s) ds) .

No es dificil ver que p verifica la condicién inicial

Ay
p(0) = [ s(apla)da.
0
siy solo si r = —r,,. Por otra parte,
—Ap=A+rp)penQ,  p=0sobredQ,

y por tanto, A+ 7, = A1 y ¢ = 1. Lo cual completa la demostracion. O
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Nota 6.5.3.

a) Obsérvese que gracias a (6.6) tenemos que 1%11? wo(z,a) =0 e.c.t. z € Q.
alAy

b) Un resultado similar fue probado en el Teorema 1 de [17] usando propiedades del
generador infinitesimal de un semigrupo asociado a (6.18).

El principal resultado de esta Seccién es el siguiente:

Teorema 6.5.4. Supongamos que se verifican (H,) y (Hg). Entonces, existe un tunico
autovalor principal de (6.3), que serd denotado por \o(p) que es simple y es el inico
que tiene una autofuncion positiva. Ademds, las autofunciones positivas pueden tomarse
acotadas. Finalmente, la aplicacion

= Ao(p)

es crectente.

Antes de la demostracién de este resultado necesitamos algunos resultados prelim-
inares.

Para cada ¢ € L?(Q), definimos 2, como la tnica solucién del siguiente problema (la
cual existe por el Lema 6.3.3)

Zg — Az 4+ p(x,a)z =0 en Q x (0,A;),
(6.20) z(x,a) =0 sobre 0€ x (0, A;),
2(2,0) = B(a) en €.
y definimos el operador By : L?(2) — L%(Q) por
Ay

Ba(¢) = ; B(z,a)e*z4(z, a) da.

El siguiente resultado juega un papel muy importante en este Capitulo.

Lema 6.5.5.

a) El operador By estd bien definido, es compacto y positivo.

b) Se verifica que

(6.21) Ax(¢) < Ba(¢) <Ci(9) Vo >0,
donde
A A
Ay () = ; Br(a)e*wy(z, a) da, Ci(9) == ; Bu(a)e*yy(z, a) da

siendo wy e Yy las soluciones de (6.20) con p(x,a) = pna(a) y p(z,a) = pr(a),
respectivamente (i.e., wy € ys son soluciones de los problemas autdnomos).
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¢) By es un operador irreducible.
d) Si ¢ es un punto fijo de By, entonces A es un autovalor de (6.3).

e) Inversamente, si (A, u) es un par de autovalor-autofuncion de (6.3), entonces ¢(z) :=
u(z,0) es un punto fijo de By.

Demostracion. Que el operador By estd bien definido se sigue del Lema 6.3.3. La com-
pacidad es debido a las propiedades de la aplicacién ¢ — z4, véase también [41].

Parte b) se tiene gracias al Lema 6.3.3 parte b). En efecto, puesto que pupr(a) > p(z,a),
entonces wy < 24, v Ay < By gracias a que fr(a) < §(z,a).

Demostremos ahora que el operador B) es un operador irreducible. Recordaremos
que un operador positivo es irreducible si él mismo o una potencia suya es un operador
fuertemente positivo. Asi, vamos a probar que el operador B) es fuertemente positivo, i.e.,
si ¢ > 0 no nulo entonces By(¢) > 0. Observemos primero que

Wy > 0
gracias al Lema 6.3.1. Luego, usando la condicién (Hg), se tiene que
Bi(¢) > Ax(¢) > 0.

Lo cual implica que el operador B), efectivamente, es fuertemente positivo.

Probemos ahora la parte d), sea ¢ un punto fijo del operador B) entonces A es un
autovalor de (6.3). En efecto, no es complicado comprobar que la funcién v = e)‘az¢ es

una autofuncion asociada a .

Veamos el inverso, sea (A, u) un autovalor y una autofuncion, respectivamente, de (6.3).
Gracias a la regularidad de la funcién u (ver Lema 6.3.3), se tiene que

o(z) == u(z,0) € L*(Q).

Ademas,
(6.22) Zp = Zu(z,0) = e Mz, a),
consecuentemente By¢ = ¢. Asi completamos la demostracién. O

Definimos por
r(By) := el radio espectral del operador Bj.

Gracias al Lema anterior tenemos que el operador By es un operador lineal, positivo e
irreducible, y por tanto por el Teorema 1.1.6 se verifica que r(B)) es positivo. Usando
el Teorema 1.1.7, 7(B)) es un autovalor de multiplicidad simple con una autofuncién
positiva, y de hecho es el inico autovalor que tiene una autofuncién positiva. Luego, se
tiene el siguiente resultado:

Corolario 6.5.6. \g es un autovalor principal de (6.3), si y solo si, r(By,) = 1.
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Demostracion. Sea ug > 0 una autofuncién principal asociada a Ag. Por el Lema 6.3.1 se
sigue que ug > 0. Ahora, gracias a la condicién (Hg) se tiene que ¢g(x) := ug(x,0) > 0.
Y por el Lema 6.5.5 parte e), ¢p es un punto fijo estrictamente positivo de By, y usando
de nuevo el Teorema de Krein-Rutman, se llega a que r(B),) = 1.

Inversamente, si 7(By,) = 1, entonces existe un punto fijo estrictamente positivo, ¢g,
de B),. En este caso, por el Lema 6.5.5 parte d), tenemos que up(x,a) = e’\°“z¢0 > 0es
una autofuncién principal de (6.3). O

Como consecuencia del Teorema 6.5.2, se tiene que para el problema auténomo el
siguiente resultado

Proposicién 6.5.7. Supongamos que se verifican las condiciones (Hy,) y (Hy). Entonces,
T(Dkl_'r’m) = ]"
siendo
Ay N
DA(@) = [ 2(@)¥py(z.a)da
0
con pe la unica solucion de (6.20) con p(x,a) = m(a).

Demostracion. Obsérvese que para ¢ = @1 se tiene que

= @_)‘la_foa m(s)ds

Doy ¥1,

y por tanto,
A
f ,y(a)e()\—)q)a—f(f m(s)ds da.

Di(p1) = <P1/0

Asi,
D)\lme (@1) = ¥1,

i.e., 1 es un autovalor con una autofuncién positiva. Entonces, de nuevo gracias al Teorema
de Krein-Rutman, se llega a que

r(D)\lf"'m) = ]‘
[

Demostracion del Teorema 6.5.4. Primero, recordemos que la aplicaciéon A +— 7(B)) es
creciente (ver por ejemplo Teorema 3.2 (v) en [4]). A continuacién, probaremos que la
aplicacién A — r(B)) es continua. Para ello tomamos una sucesién {\, },, tal que \,, — Ag
cuando n — 400, entonces para todo € > 0 tenemos que A\g—e < A\, < Ao+ paran > ny,
para algin ng € N. Afirmamos que

(6.23) e (Byy) < 7(Brg—z) < 7(By,) < 17(Bagte) < er(By,),

luego la continuidad se tiene y de aqui se sigue que si existe una autovalor principal éste
es unico.

En efecto, veamos que se verifica (6.23). Sea ¢ una autofuncién principal asociada a
r(B), ). Entonces,

e (Bxg)do — Bagte (o) > 0,
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y por Teorema 3.2 parte (iv) en [4] se tiene que es47(By,) > 7(By,1c). Lo cual prueba
(6.23).

Aplicando la Proposicién 6.5.7 a los operadores Ay y Cy y el Lema 6.5.5 b), se sigue
que
1= T(‘A)\l_r,uM) S T(B)\l_ry,ju)7 1= T(C)\I_T;LL) Z r(B)\l_rp,L)'
De aqui, tenemos que existe

AO(/’*) € (/\1 —Tur> AL — TMM)

tal que r(B,\O(N)) =1 . De nuevo, el Teorema de Krein-Rutman prueba el caracter simple
del autovalor Ag(u).

Veamos ahora el crecimiento. Tomemos 1 < pa, entonces las soluciones de (6.20) con
= pp (resp. p = p2), denotadas por z; (resp. z2), verifican que

z1 2 29,

asi se tiene que Ag(p1) < Ao(p2).

Demostremos que las autofunciones son acotadas. Sea ¢ una autofuncién asociada al
autovalor Ag(u). Entonces, por (6.22) se tiene que

(P(ZL‘, a) = eAO(M)aZgD(x,O) (l’, a)'
Por otra parte, es facil comprobar que
R (x,0) (CL‘, CL) <e Jo #e(s) dsC(p(a:,O) (m7 a)a
donde ¢, 0) denota la solucién de (6.7) con g =0y ¢(x) = ¢(z,0) € L*(2). Entonces,
p(x,a) < eoWalondse o (2, a),
y asi, puesto que cy,0) € C°((0,4) x ), véase [12, Teorema X.1], se sigue que ¢

esta acotada. O

6.6. Aplicacién a un problema logistico generalizado
El siguiente objetivo es aplicar el método de sub-supersoluciones para estudiar la ex-
istencia y unicidad, o la no existencia, de solucién del problema logistico (6.2).

Supondremos que g verifica las hipdtesis (Hy), (5.41) y (5.42), definidas en la pagi-
na 162 del Capitulo anterior y ademas, la funcién g(s)/s para s € R, es creciente.

El principal resultado de esta Seccién es el siguiente

Teorema 6.6.1. El problema (6.2) tiene una solucidn positiva si y solo si, A > Ao(p).
Ademas en el caso en que exista la solucion, ésta es unica.

Demostracion. Supongamos que u > 0 es solucién de (6.2). Entonces, podemos escribir la
ecuacién (6.2) como

Ogu — Au + <,u(x,a)+g(uu))\>u:0, u(z,0) > 0,
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con i+ g(u)/u — A satisfaciendo la condicién (H,). Luego, por el Lema 6.3.3, u > 0, y
por el Teorema 6.5.4, y teniendo en cuenta que

Ogu — Au + <u(:c, a)+ g(u)> u = \u,
u

se sigue que

(6.24) A= o(p+g(u)/u).

Por la monotonia de la aplicacién p — Ao(p) y gracias a las hipétesis que verifica g,
tenemos que g(s)/s > 0 para toda s > 0, luego

A= Xo(p+ g(u)/u) > Xo(p).

Supongamos, ahora, que A > A\g(p). Vamos a construir un par de sub y supersolucién que
nos permita comprobar la existencia de solucién del problema (6.2).

Tomemos como subsolucién
u:=¢ep(,a)
con ¢ > 0 suficientemente pequernio y ¢ una autofuncién positiva asociada a Ag(u). Es facil

ver que u es una subsolucién de (6.2). En efecto, =0 sobre 02 x (0, A;) y

u(x,0) =ep(x,0) =¢ B(z,a)p(x,a)da = B(x,a)u(x,a) da.
0 0

Finalmente, debemos comprobar que
Oatt — Au + pu(, a)u < Au — g(u),

lo que es equivalente a

lo cudl es cierto suponiendo € suficientemente pequeno gracias a la hipdtesis (5.41).

Ahora vamos a construir una supersolucién de (6.2). Tomemos un dominio Q tal que
Q C Q. Sea A\o(p) el autovalor principal del problema (6.3) asociado a 2, y ¢ una auto-
funcién positiva asociada a Ag(u). Tomemos como supersolucién

u:=Kp(x,a)

con K > 0 suficientemente grande. Es ficil ver que @ es una supersolucién de (6.2). En

efecto, @ > 0 sobre 99 x (0, A;) puesto que 3\\6(#) es el autovalor principal y consecuente-
mente,

(6.25) P(z,a) > co > 0en Q x (0,Ay).

Ademas,

A A
(,0) = K3(@,0) = K | B(z,0)@(z,a)da= [ Bz, a)a(z, 0)da.
0 0
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Finalmente, debemos comprobar que
Ot — AU+ p(z,a)u > Xu — g(u),

lo que es equivalente a

Sl > 2 — 18

lo cuél es cierto suponiendo K suficientemente grande gracias a (6.25) y a la hipétesis (5.42).

Ahora, podemos elegir ¢ > 0y K > 0 tal que u < w. Con lo cudl terminamos la prueba
de la existencia de la solucion.

Para demostrar la unicidad, supongamos la existencia de dos soluciones positivas dis-
tintas, u1 y ug.
Hemos visto que existe K > 0 suficientemente grande tal que © := K@(z,a) es supersolu-
cién de (6.2) y ademads se tiene en este caso que u; < u y ug < u. En particular, uy y ug
son subsoluciones de (6.2), puesto que son soluciones, luego aplicando el Teorema 6.4.2,
tenemos que existe una solucién maximal, u*, tal que

u <ut <7,

ue < u* <.

Veamos que u; = u* = ug. Supongamos que u1 # u* y definamos
wi=u" —u.

Entonces, w > 0, ademaés satisface el problema

we — Aw + (u(x,a) + h(z,a))w = Iw en Q x (0, A;),

(6.26) w(z,a) =0 sobre 0§ x (0, A;),
Ay
w(z,0) = Bz, a)w(x,a)da en (,
0
con
(6.27) h(z,a) = R
g (u1) siu* = wuy.

Tenemos que h(x,a) > g(u1)/ui, efectivamente esto se verifica gracias al crecimiento de
la funcién g(s)/s.
Aplicando el Lema 6.3.3 llegamos a que w > 0, asi por el Teorema 6.5.4 se tiene que

A= Xo(p+h) > Xo(p + g(ur)/u1),

lo cuél es absurdo. En efecto, ya que u; es una solucién positiva de (6.1) se tiene que
A= Xo(p+ g(ur)/uyr), véase (6.24). Consecuentemente u* = uj.

Andlogamente se puede demostrar que u* = ug, con lo cual se tiene la unicidad de
solucién. ]
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Nota 6.6.2. En el caso auténomo, pu(x,a) = p(a) y f(x,a) = B(a) hemos visto que
)‘O(lu) = )‘1 —Tus

donde 1, estd definido en (6.19) cony(a) = B(a). Asi, en este caso solamente existird solu-
cion positiva de (6.2) si y solo si, X\ > Ay —r,. En el Capitulo anterior, vimos que en este
caso la solucion de (5.40) es persistente, por tanto cabe pensar que la solucion de (5.40)
converja a la solucion de (6.2).
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