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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Juegos cooperativos

De forma general, puede decirse que la teoria de juegos es la teoria matemaética
que modela y analiza situaciones de cooperacién y conflicto. Esta teoria se
inicia con los trabajos de Borel (1921) [15] y von Neumman (1928) [55] y su
nombre deriva del articulo Zur theorie der gesellschaftsspiele debido a von
Neumman (1928), en el cual se establecen sus bases. Con posterioridad a
la publicacion de este articulo hay un periodo de inactividad en este campo
hasta la aparicion de la obra Theory of games and economic behavior escrita
por von Neumman y Morgenstern (1944) [56], la cual originé una intensa

investigacion y consolidé definitivamente la teoria de juegos.

La teoria de juegos se ha desarrollado gradualmente y, en la actualidad,
cuenta con potentes herramientas para modelar matematicamente problemas
econémicos, sociales y politicos. A grandes rasgos, se pueden distinguir dos
importantes areas: la teoria de juegos no cooperativos y la teoria de jue-
gos cooperativos, la cual incluye a su vez dos lineas de investigacion: los
denominados juegos de utilidad transferible y los juegos de utilidad no trans-
ferible. Esta memoria se centrara exclusivamente en los juegos cooperativos
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de utilidad transferible.

Formalmente, un juego cooperativo de wutilidad transferible es un par
(N,v), donde N es un conjunto finito y v : 2¥ — R es una aplicaciéon
que asigna a cada S C N un niimero real, verificando que v(#) = 0. Los
elementos de N = {1,2,...,n} se denominan jugadores, los subconjuntos
S € 2% coaliciones y v (9) es el valor de la coaliciéon S. Para cada subcon-
junto de jugadores S, v (S) describe la maxima ganancia o el minimo coste
que los jugadores que componen la coalicién pueden lograr cuando deciden
cooperar y formar la coalicién S, sin considerar las acciones que los demaés
jugadores puedan llevar a cabo. La funcién v se denomina funcidn carac-
teristica del juego y, generalmente, se identifica el juego cooperativo (N, v)
con su funcién caracteristica v. El término utilidad transferible se refiere a
que se supone que la utilidad de cada coalicién puede medirse y compararse
con otras, usando el orden total de R.

Muchas situaciones reales pueden modelarse como un juego cooperativo
de utilidad transferible. Para ejemplificar lo anteriormente indicado, se ex-
ponen dos de ellas, bien conocidas en la teoria de juegos.

Ejemplo 1.1 Supdngase la siguiente situacion: Una sefiora sale de la esta-
cion cargada de maletas y estd dispuesta a pagar 10 ddlares a quien se las lleve
al hotel. Hay tres personas esperando para realizar este trabajo, (jugadores
1, 2y 8) y al menos dos de ellos son necesarios para llevar todas las maletas.
La situacion expuesta puede ser modelada como un juego cooperativo (N, v),

donde N = {1,2,3} y cuya funcidn caracteristica viene dada por

] >
U(S):{ 10 si [S]>2,

0 en otro caso.

Ejemplo 1.2 Tres ciudades de la misma comarca necesitan un sistema de
tratamiento de aguas residuales. Cada ayuntamiento ha hecho un estudio de
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los costes, individuales y colectivos con los otros ayuntamientos, para ver la
posibilidad de ahorro. El estudio se representa en la siguiente tabla, donde

1, 2 y 3, simbolizan a cada una de las ciudades:

COALICION | COSTE | BENEFICIO
{1} 150 0

{2} 200 0

{3} 550 0

{1,2} 350 0

{1,3} 610 90

(2,3} 650 100
{1,2,3} 780 120

Esta situacidn se modela mediante un juego cooperativo (N,v), donde
N ={1,2,3} y la funcidn caracteristica v del juego es:

v({1}) =v({2}) =v({3}) =0,
v({1,2} =0, v({1,3}) =90, w({2,3})=100, w({1,2,3})=120.

Obsérvese que el par (N,v) representa el juego de los ahorros de costes,
determinado, para cada S C N, por
v(8) = e({i}) — e(S)-
icS
Es decir, los ahorros de costes, v(S), para la coalicion S es la diferencia en
costes correspondiente a la situacién donde todos los miembros de S actuan
por su cuenta y la situacion en la que todos los miembros de S cooperan.

En general, se denotara por I'V al conjunto de todos los juegos coopera-
tivos de utilidad transferible, (N, v), en el cual se introducen las operaciones
+: TV xT¥V —TV, (vw)—v+w

RxIVN — TV, (a,v) — a v
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definidas por
(v+w)(S)=v(S)+w(S), (a-v)(S)=a-v(S5),

para cualquier S C N. Con respecto a estas operaciones, I'V es un espacio
vectorial de dimensién 2" — 1. Una base esta formada por el conjunto

{UTZTQN,TSAQ},

donde
1 siT C S,
’U,T(S):{ -

0 en otro caso.

Estos juegos ur se denominan juegos de unanimidad. Asi, cualquier juego
v € 'V puede expresarse como combinacién lineal de ellos

v=> A(T)ur,

TCN

donde los coeficientes vienen determinados por la expresiéon

AT) = Y (-1 Hly(H),

HCT

y, siguiendo la terminologia de Harsanyi [35], cada coeficiente A,(T") seré
denominado dividendo de T en el juego v.

Dado que, como se indicé antes, el juego (NN, v) se identifica con su funcién
caracteristica, las diferentes propiedades de la funcién v dan lugar a distintos
tipos de juegos.

Un juego v se denomina cero-normalizado si v({t}) = 0, para todo i € N.

Un juego v se denomina mondtono si, para cualesquiera S CT C N, se
verifica v (S) < v (7).

Un juego v es simple si es mondtono y v (S) sélo toma valores en el
conjunto {0,1}, para toda coalicion S C N. Un juego simple (NV,v) se
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denomina propio si no existen coaliciones S, C N, con SNT = B, que
verifiquen v(S) = v(T) = 1.

Un juego v es superaditivo si, para cualesquiera 5,7 C N con SNT =0,

se verifica

v(SUT)>v(S)+v(T).

Una clase especial de juegos superaditivos son los llamados juegos con-
vezos, introducidos por Shapley [71], los cuales surgen en algunas aplicaciones
econémicas y tienen interesantes propiedades combinatorias. Un juego v es
convezo o supermodular, si para cualesquiera coaliciones S,T C N, se verifica
la siguiente desigualdad

v(SUT)+v(SNT) >v(S)+v(T).

Equivalentemente, (véase Driessen [24, pag. 112]), un juego v es convexo
si y solo si, para cualesquiera coaliciones S,T C N, tales que S C T y todo
i € N \T, se tiene

v(SU{i}) —v(S) <v(TU{E}) —v(T).

A continuacién, se definen algunos de los conceptos de solucién mas es-
tudiados en la teoria de juegos cooperativos y que aparecerdn en capitulos

posteriores.

En la teoria de juegos cooperativos de utilidad transferible se supone,
en principio, que todos los jugadores que participan deciden cooperar entre
ellos y formar la coalicién N. Ello conduce al planteamiento de la siguiente
cuestion: ;Coémo dividir los beneficios totales entre todos los jugadores que
participan en el juego? Una respuesta a esta pregunta da origen a lo que se
denomina un concepto de solucién.

Se llama vector de pago o distribucion, a un vector z = (z;),cy € RY
donde la coordenada z; representa el pago al jugador <. En un juego v, un
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vector de pago z se dice eficiente si distribuye exactamente el valor de la
coalicién NV entre los jugadores; es decir,

inzv(N).

Los vectores de pago que cumplen este principio de eficiencia se lla-
man preimputaciones y, constituyen un conjunto denotado por I*(v). Asi,
teniendo en cuenta la idea expuesta en el parrafo anterior, el principio de
eficiencia es lo minimo que se le puede exigir a una solucién. Una solucidn o
concepto de solucidn, sobre una coleccion no vacia de juegos, es una aplicacién
1 que asocia a cada juego cooperativo v, de dicha coleccién, un subconjunto
¥ (v) del conjunto de preimputaciones.

Ademés, parece logico exigir que el pago a cada jugador ¢ mediante el
vector de pago x sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener por
si mismo en el juego; esto es,

z; > v({i}), para todo ¢ € N.

Dicha propiedad recibe el nombre de principio de individualidad racional
y la mayoria de los conceptos de solucién, propuestos para juegos cooperati-
vos requieren que los vectores de pago eficientes cumplan este principio. Esto
da lugar al conjunto de imputaciones, el cual esta definido por

I(v) = {z € I"(v) : z; > v({i}), para todo i € N}.

Obsérvese que I(v) # 0 si y solo si v(N) > >,y v({i}).

Atendiendo a las coaliciones, el criterio de individualidad racional podria
ser reforzado exigiendo que, no sélo cada jugador, sino también cada coalicién
S € 2" recibiera al menos la cantidad que ésta puede obtener por sf sola; es
decir, que para toda S C N, el vector de pago z verifique

Z:EiZ’U(S).

€S
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Estas ideas conducen a uno de los més atractivos conceptos de solucién
denominado core del juego v, definido por

C(v)={zeR":z(N)=uv(N), z(S)>wv(S), para toda S C N},

donde z (S) =3 ,.qzi y z(0) =0.

Si los valores v(.5) de las coaliciones se interpretan en términos de costos,
entonces se tiene un juego cooperativo de costo y, para estos juegos, las
desigualdades en las definiciones del conjunto de imputaciones y del core son
las contrarias a las consideradas en las definiciones dadas.

Aunque cuando Gillies introdujo el core (1953) [31] ya existian otros con-
ceptos de solucion, puede decirse que éste fue el primer concepto de solucion
satisfactorio, porque implica un reparto razonable para todas las coaliciones.
Sin embargo, presenta el inconveniente que, en muchos casos, puede ser un
conjunto vacio. Bondareva (1963) y Shapley (1967) dieron, independiente-
mente, una caracterizacion de los juegos con core no vacio, basada en los
conceptos de coleccion equilibrada y de juego equilibrado.

Dado (N, v) un juego cooperativo, una coleccién {51, 52, ..., Sm} de sub-
conjuntos de N, distintos y no vacios, se dice que es equilibrada sobre N si

existen ntimeros positivos oy, s, ..., a, —denominados pesos— tales que,

Z ajzl.

{j:1€8;}

para todo i € N,

Si, para cualquier coleccion equilibrada sobre N, se verifica que
m
> au(8;) < v(N),
=1

entonces se dice que el juego (N, v) es equilibrado.

Bondareva [14] y Shapley [70] demuestran que la clase de juegos equili-
brados coincide con la clase de juegos con core no vacio.
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Cercano al concepto de juego equilibrado est4 la nociéon de equilibrio total.
Un juego (NV,v) se dice totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos
(S, vs) son equilibrados para toda S C N, S # 0. Aqui se entiende por sub-
juego inducido (S, vs) aquel cuya funcion caracteristica viene determinada
por

vs(T) = v(T), para toda T C S.

Otro concepto de solucion, estudiado por von Neumann y Morgenstern
(1944) [56], es el de conjunto estable. Los conjuntos estables son descritos
en términos de una relacién entre imputaciones llamada dominacidn y, por
tanto, requieren que el conjunto de imputaciones sea no vacio.

Si z e y son imputaciones para un juego v y S es un subconjunto no vacio
de N, entonces z domina a y a través de la coalicion S si se verifica

z; >y; paratodoi €S y z(S) <v(S).

Ello, se denotara por zdomgy. En este caso, la coalicion S prefiere la dis-
tribucién z sobre la y, porque cada miembro de S obtiene mas y S no so-
brepasa su valor con esta imputacién. En general, se dice que z domina a la
imputacion y, si existe una coalicién S de forma que x domg y. Es inmediato
que la definicién de dominancia excluye la dominacién a través de la coalicion

N y de las coaliciones unitarias.

Un subconjunto V del conjunto de imputaciones es un conjunto estable
para el juego v si ningin elemento en V es dominado por otro elemento de
V (estabilidad interna) y si cada elemento que no esté en V' es dominado por
alguno del conjunto V' (estabilidad externa).

Este concepto de solucion presenta dos grandes inconvenientes: el com-
puto es complejo y la existencia de conjuntos estables no estd garantizada.
Asi, Lucas (1968) [47], (1969) [48] describié un juego de diez personas, sin
ningin conjunto estable. Sin embargo, algunos juegos tienen infinitos con-
juntos estables y existen también juegos con un tinico conjunto estable. Una
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condicién que garantiza la unicidad de los conjuntos estables puede ser en-
contrada en [24, Corolario 4.3].

Los conceptos anteriores pueden considerarse como conceptos de solucién
en el sentido que asignan a cada juego un conjunto de pagos razonables. El
hecho de que estas soluciones no asignen un dnico pago, sino un conjunto
de pagos, que en determinadas circunstancias es el vacio, puede que sea una
desventaja. Podria ser deseable obtener una distribucién de pagos como
referencia y que los jugadores, en determinados momentos, deseen consultar.
Por ello se plantea el estudio de asignar a cada juego un Gnico pago y surgen
los denominados conceptos de solucién punto. Entre ellos, merece especial
atencion el valor de Shapley, (1953) [69], que asigna un Gnico vector de pago
para cada juego y queda caracterizado mediante un sistema de axiomas. Un
estudio detallado de este valor, considerado como uno de los més interesantes
conceptos de solucion en la teoria de juegos cooperativos, puede encontrarse
en Roth (1988) [66].

Shapley propone el concepto de valor de un juego cooperativo (N, v) dado,
para cada jugador i, por la siguiente expresién combinatoria,

%)= 3 1 EU{D - (S,
SCN\{i}
st(n—1-s)!

donde v (S) = y

, s=|S|yn=|N|.

Esta expresién indica que el valor de Shapley, ® (v) € RY, de un juego
v, es una media ponderada de las contribuciones marginales, definidas por
v(SU{i}) — v (S), de los jugadores a las distintas coaliciones. Puede com-
probarse que la férmula anterior es equivalente a esta otra expresién para el
valor de Shapley

W= 3 7(S)(S)—v(S\E),
{SCN:ieS}

(s — D! (n—s)!
n! '

siendo ahora, 7 (S) =
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En lo que sigue, se exponen algunos resultados relacionados con el valor de
Shapley que seran fundamentales en el desarrollo de algunas demostraciones

posteriores.

Sean (N, v) un juego cooperativoy S C N una coalicién fija. La coalicion
S se dice que es un soporte para el juego v si, para toda T C N, se verifica
que v(T) = v(T'NS). En este caso,

D @i(v) =D @;(v) = v(S).

JEN j€S
En efecto, el valor de Shapley da lugar a un vector de pagos eficiente y, por
tanto,

Z ®,(v) = v(N) = v(N N S) =v(S).
Por otro lado,
D oBi0) =) i)+ ) ) =D 3;(v),
JEN jES j¢s JES

puesto que si j ¢ S, se tiene

®i(v) = Y, T[T U{j})—v(I)

TCN\{j}

= Y ADRTUENNS) —u(TNS)
TCN\{5}

= Y A0 R(TNSUE}INS) —v(T N8 =0,
TCN\{j}

al ser {7} NS =0.

Supoéngase ahora, que el juego (N, v) puede descomponerse de la siguiente
forma,

k=1
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siendo {(N,w(k))}, k =1,2,...,p, una colecciéon de juegos en la que cada
juego (N, w®)), tiene a N®) C N como soporte y N n NU) = @, para todo
i # 7. Entonces, se verifica:

(1) ®;(N,v) = ®;(N,w®), para todo i € N®.

(2) ¥ @(Nv)= 2 Hi(N,w®)=uw®(N®)
ieN(®) ieN(k)
La justificacién de ambas igualdades es como sigue.
(1) Siv=>"%_ wh, entonces

p
k=1

debido a la linealidad del valor de Shapley.
Sea i € N®). Entonces i ¢ NU), para todo j # k. Luego,

(N, w?) = > y(S) [wD(S U {i}) — w(S)]

SCN\{i}

- Z ¥(8) [wP (S U {s}) N ND) — w? (S N NG
SCN\{i}

= Z ¥(8) [w?((S N NDY U ({&} N ND)) — w9 (S N N
SCN\{i}

= > (S)0=0,
SCN\{i}

al ser {i} N NU) = . Por tanto,

p
)= (N, w®) = &;(N,w?).
k=1

(2) Es consecuencia inmediata del apartado anterior y de la eficiencia del

valor de Shapley,

Y aiN) = ) &I, u®) =) &(N,uw?)

ieN(k) e N(k) iEN
= w®(N) = wB(N A NB) = w®(NE),
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Un juego cooperativo de utilidad transferible (N, v) se dice simétrico si
v(S) = f(|S]), para toda S C N.

Es interesante observar que, en un juego simétrico, el valor de Shapley

viene dado por

B(N,1) = 137 o),

ya que, como el valor de una coaliciéon solo depende del tamano de cada
coalicién y el nimero de coaliciones a las que pertenece un jugador es el
mismo para todos ellos, resulta que el valor de Shapley es igual para todos.
Por tanto, teniendo en cuenta la eficiencia del valor,

> @i(N,v) = v(N),

iEN

se tiene que |N| ®;(N,v) = v(N) y, de aqui, ®;(N,v) (N), para

1
. L
cualquier ¢ € N.

Finalmente, otros conceptos de solucién para juegos cooperativos, que
no seran tratados en esta memoria, son: el conjunto de negociacion (1964)
(Aumann y Maschler [1]), el nicleo (1965) (Davis y Maschler [22]), el prena-
cleo (1972) (Maschler, Peleg y Shapley [49]), como conjuntos solucién y el
nucledlo (1969) (Schmeidler [67]), el prenucledlo (1975) (Sobolev [73]) y el
T-value (1981) (Tijs [76]) como soluciones que asignan un tnico vector de
pago. Un estudio exhaustivo de ellos puede ser encontrado en la monografia
de Driessen [24].

1.2 Conceptos basicos

Esta seccién comienza con algunas nociones de la teoria de grafos y, para los
conceptos que se incluyen, se utilizan las notaciones de Harary [34] y Swamy
y Thulasiraman [75] fundamentalmente.
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Un grafo no dirigido G = (V, E), consiste en dos conjuntos: un conjunto
finito V de elementos denominados vértices y un conjunto finito E de ele-
mentos llamados aristas. Cada arista se identifica con un par no ordenado
de vértices, denominados vértices finales.

Se dice que dos aristas son paralelas si tienen los mismos vértices finales.
Ademas, si los vértices finales de una arista coinciden, entonces la arista

recibe el nombre de lazo.

Un grafo no dirigido se denomina simple si no tiene lazos ni aristas parale-
las. Dada una arista, se dice que es incidente con sus vértices finales. Dos
vértices se denominan adyacentes si son los vértices finales de alguna arista.
El nimereo de aristas incidentes en un vértice z € V, se denomina grado del
vértice z y se denotara por grad(z). Los vértices con grado uno se denominan
vértices colgantes y si tienen grado cero se denominan vértices aislados.

Un paseo en un grafo G es una sucesion finita de vértices vg, vy, v2,. .., Uk
tales que v;_, es adyacente a v; para i = 1,...,k. Los vértices vg, vy se
denominan los vértices finales del paseo vo—vi. El nimero k de aristas del
paseo es su longitud. Se puede observar que en un paseo, aristas y vértices
pueden repetirse. Un camino es un paseo en el que no hay vértices repetidos,
lo que implica que tampoco hay aristas repetidas. Un ciclo es un paseo con al
menos tres vértices diferentes los cuales no aparecen repetidos, exceptuando
el primero y el altimo.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Se dice que es conero si existe un
camino entre cualquier pareja de vértices distintos. Un grafo es 2-conezo si
para cualquier par de vértices {z,y} existen al menos dos caminos que los

unen y sin vértices en comun, salvo los extremos z, y.

El grafo G' = (V',E') es un subgrafo de G = (V,E)siV #0,V CV
y E' C E, donde cada arista de E es incidente con vértices de V. Si
U #0, U CV, el subgrafo de G = (V, F) inducido por U es el subgrafo cuyo
conjunto de vértices es U y contiene a todas las aristas de E incidentes con
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vértices de U. Se denomina componente de un grafo a todo subgrafo maximal
conexo y un puente es una arista cuya eliminacién aumenta el nimero de

componentes.

Sea V' un conjunto de n vértices. El grafo completo en V, denotado por
K, es un grafo no dirigido, sin lazos, en el que para cualquier a,b € V, a # b
existe una arista {a, b} .

Un blogue de un grafo G es un puente o un subgrafo 2-conexo maximal de
G. Un grafo G se denomina ciclo-completo o grafo blogue si cualquier bloque
es un grafo completo; es decir, si contiene un ciclo, entonces el subgrafo
inducido por los vértices del ciclo es completo. En particular, los grafos sin

ciclos y los grafos completos son grafos ciclo-completos.

Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos. En general, un grafo sin ciclos

se denomina bosque.

A continuacién, se presentan algunos conceptos referentes a conjuntos
parcialmente ordenados, ya que, en cualquier juego cooperativo (N,v), las
diferentes coaliciones que se pueden formar a partir del conjunto de jugadores
junto con la relacién de inclusiéon forman un conjunto parcialmente ordenado.
Para ello, se utilizar4, en lo que sigue, las notaciones de Stanley [74] y Birkhoff
[13]. Al igual que en las ideas anteriormente introducidas, la exposicién de
conceptos y resultados relativos a estos conjuntos, se limitara a aquéllos que
se utilizan a lo largo de los siguientes capitulos.

Un congunto parcialmente ordenado es un par (P, <) donde P es un con-
junto y < una relacion binaria que satisface las propiedades reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. Se dice que 1 € P es dltimo elemento de P si z < i,
para todo € P. Analogamente, se dice que 0 € P es primer elemento de P
si0 <z, para todo z € P.

Como se ha indicado antes, un ejemplo de conjunto parcialmente orde-
nado es el conjunto 2 de todos los subconjuntos del conjunto N, ordenado
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por inclusion; es decir, si A,B € 2V, entonces A < B en 2V si y solo si
A C B. Si N es finito, entonces (2N ) Q) es también finito.

Si Q C P, se define un orden parcial en @ denominado orden inducido
de la siguiente forma: para z,y € Q, r < yen @ siysbélosiz < yen P.
Al conjunto Q se le llama subconjunto parcialmente ordenado inducido por
el orden de P. Dos clases de subconjuntos parcialmente ordenados son los

intervalos y las cadenas.

Sean z,y elementos del conjunto parcialmente ordenado P, con z < y. El
conjunto
[z,y] ={z € P:z <2<y},
se llama intervalo. Si cualquier intervalo de (P, <) es finito se dice que (P, <)

es localmente finito.

Se dice que dos elementos z,y € P son comparables si x <y o bieny < z.
En otro caso, son incomparables. Una cadena C de P es un subconjunto par-
cialmente ordenado inducido por el orden de P, en el cual no hay elementos
incomparables; es decir,

C C P es una cadena si z < y o bien y < z, para todo par {z,y} C C.
Otra clase particular de subconjuntos parcialmente ordenados inducidos

por P, lo forman los llamados ideales del orden de P. Se dice que I C P es
un tdeal del orden de P cuando

Vx € I, si y < x entonces y € I.
En particular si z € P, el conjunto
(z) ={ye P:y <z},
se denomina ideal principal del orden generado por z.

Si z,y € P, se dice que y cubre a x si £ < y y no hay ningin elemento
z € P que cumpla la condicién z < z < y. Esto es, y cubre a z si y s6lo si

<y y [z,y]={=zy}.
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Cuando se consideren conjuntos parcialmente ordenados mediante la in-

clusioén, la relacion de cubrir se denotara por <.

Un elemento mazimal de un subconjunto X de P es un elemento a € X
tal que no existe z € X verificando @ < z. Dualmente, un elemento b € X
es minimal si no existe z € X tal que x < b.

Se denomina, diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado y
finito P a un grafo cuyos vértices son los elementos de P y las aristas vienen

determinadas por la relaciéon de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X de un conjunto parcialmente
ordenado P es un elemento a € P tal que x < a para todo z € X. Si ademas,
para cada y cota superior de X, se verifica a < y, entonces el elemento
a € P es el supremo de X. Analogamente, se definen los conceptos de cota
inferior y de nfimo del conjunto X. Un reticulo es un conjunto parcialmente
ordenado P para el que cualquier par de elementos de P tiene supremo e
infimo. Usualmente, se denota:

a Ab=inf{a,b}, aVb=sup{a,b}.

Un reticulo es completo si cualquier subconjunto suyo no vacio tiene
supremo e infimo.

Una clase importante de reticulos desde el punto de vista combinatorio
son los reticulos distributivos. Un reticulo es distributivo si verifica

zV(yAz) = (zVy A(zV2)
zA(yvz) = (zAy)V(zAz).
Un tipo especial de reticulo distributivo es el reticulo 2V de todos los

subconjuntos de un conjunto arbitrario N. Cualquier cadena es también un
reticulo distributivo.

A continuacién, se exponen algunos conceptos relativos al dlgebra de inci-
dencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y la férmula

de inversion de Mébius.
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Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y K un cuerpo

(usualmente R o C). Se dice que
fiPxP—K

es una funcion de incidencia de P sobre K si f(z,y) = 0 cuando z £ y.
Esta definicién implica que una funcién de incidencia es forzosamente nula
cuando se evaliia sobre pares que no constituyen intervalos de P. Se denotara
por I (P,K) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P sobre
K. Este conjunto tiene la estructura de espacio vectorial con las operaciones
de suma de funciones y producto por un escalar. Ademés, puede definirse
una segunda operacién interna denominada producto o convolucion de la

siguiente forma:
fr9)(my)= >, f(=2)9(y)
{zz<2<y)

para cualquier (z,y) € P x P. Esta operacion interna * tiene como elemento

neutro a la funcion 6 de Kronecker

1 siz =y,
5(x,y)={ Y

0 en otro caso.

El conjunto I (P, K) junto con las operaciones suma, producto por un escalar
y convolucién constituye un algebra sobre el cuerpo K, designada habitual-
mente por dlgebra de incidencia I (P,K) .

Una funcion de I (P,K) es la funcidén zeta ¢, definida por

C(w,y)={ Losesy,

0 en otro caso.

Para el conjunto parcialmente ordenado y localmente finito de todos los
subconjuntos de un conjunto finito N, fijado cualquier S € 2V, S # 0, la
funcién zeta daria lugar a la funcién (s : 2¥ — R,

1 siSCT,
0 en otro caso,

Cs(T)=C(S,T)={
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que puede reconocerse como un juego de unanimidad. Esta forma de inter-
pretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [30].

Dada f € I (P,K), la funcién inversa para la convolucién existe si y sélo
si f(z,z) # 0, para todo z € P. Ello implica, que la funcién zeta { posee
inversa a la que se denomina funcidon de Mdbius de P y se simboliza por p.
Su calculo puede realizarse mediante las siguientes férmulas recurrentes

(z,y) 1 siz =y,
z, = ]
pny - Z{z:z§z<y} w(z, z) siz <yen P.

Como resultado fundamental relacionado con la funcién de Mdébius hay
que resaltar la formula de inversidn de Mdébius, la cual establece que si P
es un conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier ideal principal del
orden es finito y si f,g: P — C, entonces, para todo z € P, se verifica que

g(@) =) f@) <= f@@)=) nE)9@).

y<z y<z

Si P es el algebra booleana 2V, la funcién de Mébius de P viene dada
por
w(T,S) = (_1)[51~|T|.

De aqui, que la férmula de inversiéon de Mdbius para 2V establezca lo
siguiente: si f,g: P — C, entonces

g(9) = " f(M) < f(S) =Y (-1 Mg).

TCS TCS

Por tltimo, si P es un reticulo finito y existe algtin elemento z € P tal
que T # 1, entonces, una consecuencia inmediata de [74, Corolario 3.9.3] es

Z p(z, 1) =0.

que
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1.3 Cooperacion parcial

En el modelo general de juegos cooperativos se supone que no hay restric-
ciones a la cooperacién entre los jugadores y, por tanto, cada subgrupo de
jugadores puede unirse formando una coalicién. Sin embargo, hay situaciones
en las que la cooperacién entre los jugadores no es completa por ciertas ra-
zones. Por ejemplo, puede haber jugadores que no quieran coaligarse por no
ser afines, no tener intereses comunes o simplemente por existir algin tipo
de veto a su participacion.

En opinién de Harsanyi y Selten [37], existen importantes clases de juegos
intermedios entre la cooperacion completa y la no cooperacién absoluta, para
los que no existen conceptos de solucion satisfactorios. La aproximaciéon mas
simple a la cooperacién parcial, incorporando condiciones restrictivas a la
formacion de coaliciones entre los jugadores, es el modelo de Aumann y
Maschler [1] sobre juegos con estructuras de coalicidn. En este modelo, los
jugadores se subdividen en clases formando una particién del conjunto total.
Es decir, una estructura de coalicién es una particion B = {Bi,..., B}
del conjunto N de jugadores de tal forma que la cooperacion es tiinicamente
posible entre los jugadores que pertenecen a un elemento B; de la estructura
de coalicién y dentro de él la cooperacion es total. Posteriormente, Aumann
y Dréze [2] introducen de forma axiomatica el concepto de valor de un juego
restringido por una estructura de coalicién y establecen que la restriccion
de dicho valor, a cada elemento de la particion, es el valor de Shapley del
subjuego (B;,vg,)-

Otros trabajos que han desarrollado esta linea de investigacion sobre jue-
gos cooperativos con estructuras de coalicién, son debidos a Davis y Maschler
[23], Owen [60], Hart y Kurz [39], Levy y McLean [44], Winter [79], [80], [81]
y McLean [51]. En estos trabajos se considera el estudio de la cooperacién
parcial cuando la estructura de coalicién ya viene dada de antemano; es
decir, de forma ex6gena. En una linea paralela, la formacién endégena de
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estructuras de coalici6n, implicita en la teoria de conjuntos estables de von
Neumann y Morgenstern, es estudiada por investigadores como Shenoy [72],
Bennett [5], Hart y Kurz [38], [39] y Kurz [43].

El hecho de que, para cada elemento de la estructura de coalicién, la co-
operacién sea total, exige que las relaciones entre los jugadores, en el caso
de darse, sean transitivas. Ello impone una limitacién a la aplicacion de
este modelo. Debido a ello, Myerson [53], en 1977, en su trabajo Graphs
and cooperation in games, propone un nuevo punto de vista para modelar la

conducta cooperativa entre los jugadores.

En el modelo propuesto por Myerson, las relaciones bilaterales entre los
jugadores se representan mediante un grafo no dirigido y se entiende que una
coalicién de jugadores es factible si el correspondiente subgrafo inducido por
ella es conexo. Dado un juego cooperativo de utilidad transferible (N,v),
Myerson le asocia un grafo de cooperacion G = (N, E) cuyo conjunto de
vértices N es el conjunto de jugadores y cuyo conjunto de aristas E simboliza
las relaciones entre pares de jugadores. Con ello, la funcién caracteristica v,
asociada al juego, se modifica ya que la cooperacion es ahora parcial y da
lugar al juego restringido por el grafo de cooperacion, el cual se representa
por (N,v%), donde v% : 2¥ — R viene definido, para toda S C N, por

Si€S/G

Es decir, el valor de una coalicién en el juego restringido por el grafo
de cooperacion es una suma de valores sobre las componentes conexas del
subgrafo inducido por la coalicién S.

En general, a la terna (V, v, E') se la denomina situacidn de comunicacion
y, para este modelo de cooperacién parcial, Myerson estudia, como concepto
de solucion, reglas de asignaciéon de pagos que sean eficientes en las compo-
nentes conexas de la coalicion N, justas y estables. Esto es, si se denota por
SCV el conjunto de todas las situaciones de comunicacioén definidas sobre el
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conjunto N,
SCY = {(N,v,E) : (N, E) es un grafo},

se investigan aquellas funciones
v:SCY — R", (N,v, E) — (1 (N,v,E),...,7m (N,v, E)),
que verifican las siguientes propiedades,

1. Eficiente: Para toda (N,v, E) € SCV y para cualquier S € N/G,
> %(N,v,E) =v(S).
icS
2. Justa: Para toda (N,v, E) € SCV y para cualquier {i,j} € E,
%(N,v, E) = %(N,v, E\ {1, j}) = 7(N,v, E) = %(N,v, E\ {1, j}).
3. Estable: Para toda (N,v,E) € SCV y para cualquier {i,j} € E,

%N, v, B) 2 %(N,v, E\ {i,5}), %(N,v, E) 2 %(N, v, E\ {, j}).

Myerson prueba que existe una tnica regla de asignacion de pagos que
verifica las condiciones de eficiencia y justicia: el valor de Shapley corres-
pondiente al juego restringido (NN, v¢). Esta regla de asignacién de pagos se
conoce por el nombre de valor de Myerson:

w(N,v, E) = &(N,v°).

El modelo de cooperacién parcial introducido por Myerson ha motivado
una linea de investigacion desarrollada en los trabajos de Owen [61], Borm
[16], van den Nouweland y Borm [57], Carreras [21], Borm, Owen y Tijs [17],
van den Nouweland, Borm y Tijs [58], Borm, van den Nouweland, Owen y
Tijs [18], Borm, van den Nouweland y Tijs [19], Potters y Reijnierse [63],
Grafe, Mauleén e Ifarra [32] y Bilbao y Loépez [7], entre otros. Trabajos
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relacionados también con esta linea, pueden ser encontrados en Rosenthal
[64], [65] y Voshtina [77]. Por otra parte, la formacién endégena de coali-
ciones en situaciones de comunicacién es analizada por Aumann y Myerson
[3] y van den Nouweland [59]. Finalmente, otros modelos que guardan una
estrecha relacién con el planteado inicialmente por Myerson, en tanto que las
relaciones entre los jugadores se modela mediante un grafo no dirigido, son

estudiados por Bergantinos, Carreras y Garcia-Jurado [6], Calvo y Lasaga
[20].

En 1980, en su trabajo Conference structures and fair allocation rules,
Myerson plantea la generalizaciéon de su modelo de cooperacién parcial con
la utilizacion de hipergrafos de comunicacidn ya que, en el caso de que la coo-
peracién se constituyera tinicamente por coaliciones de tres o mas jugadores,
el modelo de representaciéon mediante un grafo de cooperacioén no se podria
utilizar. Por otro lado, y motivados por problemas de optimizacién combina-
toria, surgen otros modelos mas generales de cooperacién restringida como
el de Faigle y Kuipers, que serdn comentados mas adelante.

La idea que subyace en la generalizacion de Myerson, es la de establecer un
marco méas amplio donde la relacién entre los jugadores no tenga porqué estar
representada por un grafo no orientado, sino que se haga la distincién basica
entre coaliciones factibles y no factibles, aunque éstas tengan algin tipo
de estructura predeterminada. Siguiendo esta linea de investigacion, Lépez
[46] y Bilbao [8], [9], [10], comienzan a desarrollar un modelo de cooperacién
parcial basado en los denominados sistemas de coaliciones factibles y sistemas
de particion, los cuales generalizan las situaciones de comunicacion.

El estudio de los sistemas de coaliciones factibles, de los sistemas de
particion y de sus respectivos juegos restringidos se ha continuado con el
andlisis y caracterizaciéon de los diferentes conceptos de solucién que existen
para cualquier juego cooperativo. En dicho estudio se pone de manifiesto
la importancia del conjunto de coaliciones factibles F y de su estructura
para la determinacién de los mismos. Estos comentarios implican que sea
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especialmente interesante estudiar los valores del juego (NN, v) unicamente
sobre las coaliciones factibles. Es decir, definir el juego (F,v) con funcién
caracteristica v: F C 2V — R

Estas tltimas consideraciones conectan con otro modelo de cooperacién
parcial, iniciado fundamentalmente por Faigle [28] y Kuipers [42]. En dicho
modelo, se define el juego cooperativo sobre una familia F de subconjuntos
del conjunto de jugadores, la cual no tiene ninguna estructura determinada
y denominando coaliciones factibles a aquellas que pertenecen a este subcon-
junto. Posteriormente, se extiende el juego a todas aquellas coaliciones de N
que puedan expresarse como unioén, no necesariamente tnica, de coaliciones
factibles disjuntas dos a dos.

Enlazando las reflexiones realizadas en los parrafos anteriores, se ha abierto
en los tltimos afios una linea de investigacion (véase Bilbao [8], Bilbao y
Edelman [11] y Bilbao, Lebrén y Jiménez [12]) en la que se asume el modelo
propuesto por Faigle y se estudia un juego cooperativo definido como un par
(F,v), donde
v:F—R, v@)=0,

siendo F C 2% una familia de coaliciones factibles, en el sentido de Faigle, con
una estructura combinatoria determinada como reticulo, espacio de clausura,
familia intersectante, geometria convezra, matroide o greedoide, entre otras.

Este trabajo de investigacién se situa dentro de los estudios que intentan
generalizar las situaciones de comunicaciéon de Myerson. Esto implica que,
dado un juego (N,v), se introduzca una familia de coaliciones factibles y,
debido a ello, se modifique la funcién caracteristica del juego (N,v) dando
lugar al denominado juego restringido por el sistema de coaliciones factibles,
el cual esta definido para cualquier coalicion S C N.

De ahi que, recogiendo resultados anteriores de esta linea de investigacion,
esta memoria intente avanzar con el objetivo fundamental de extender todos
los resultados referentes a las situaciones de comunicacién hacia estructuras
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mas generales de cooperacion parcial. En particular, se estudian estructuras
de coaliciones factibles que son estables para la unién de dos coaliciones
factibles que tengan interseccién no vacia y, de manera especial, se hace
hincapié en la axiomatizacion del valor de Myerson y del valor de posicidn.
Esto, junto con el analisis de los trabajos de Owen, Borm, van den Nouweland
y Tijs, entre otros, desembocara en la utilizacion de espacios de clausura,
geometrias convexas y técnicas de anélisis combinatorio para llegar a una
generalizacion de las ideas expuestas anteriormente.

1.4 Sumario

En el segundo capitulo, se consideran juegos restringidos por un sistema de
coaliciones factibles. Asi, se presentan, en primer lugar, aquellos tipos de es-
tructuras que van a considerarse a lo largo de la memoria, se indican algunas
de sus caracteristicas basicas y se definen los correspondientes conceptos de
juego restringido estableciendo, en lo posible, una relacion entre ellos. En
segundo lugar, teniendo en cuenta que, en el modelo de cooperacién parcial
que se estd considerando, el juego restringido supone una modificacion de la
funcién caracteristica, es logico que se intente estudiar aquellas propiedades
que posee el juego (NV,v) y que se transfieren al correspondiente juego res-
tringido. En particular, se generaliza la transmision de la superaditividad y
el caracter simple y propio del juego (N, v) al juego restringido y, utilizando
condiciones dadas por Faigle sobre familias de coaliciones factibles intersec-
tantes, se establecen hipdtesis que implican condiciones suficientes para que
el juego restringido sea convexo cuando lo sea el juego (N, v), extendiéndose
el resultado a una unién finita de familias intersectantes y disjuntas dos a
dos.

También, es natural que se intenten establecer conexiones entre los con-
juntos de solucién correspondientes al juego (N,v) y al juego (N,v”) o
(N,9%), siendo v” y ©” las funciones caracteristicas asociadas a los jue-
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gos restringidos derivados de un sistema estable para la unidn y un sistema
unitario respectivamente. En este sentido, se estudia la relacién existente
entre los cores de los juegos (N,v) y (N, %%) asi como de los juegos (N, v)
y (N, v” ), estableciéndose una relacién de inclusiéon entre ambos bajo las
hipétesis adicionales que garanticen que el conjunto de imputaciones de am-
bos juegos sean coincidentes. Ademas, se puede asegurar que el juego restrin-
gido es equilibrado o totalmente equilibrado si también lo es el juego (N, v)
y que el core del correspondiente juego restringido queda determinado por
las coaliciones factibles. Por 1ltimo, se estudian las condiciones bajo las que
se mantiene la relacion de dominancia entre imputaciones y, por tanto, la
estabilidad interna y externa de un subconjunto del conjunto de las imputa-
ciones I(v). Utilizando resultados anteriores referentes a la transmisién de
propiedades del juego (N, v) al juego restringido, se establecen condiciones
suficientes para que C(”) y C(v”) sean los tinicos conjuntos estables en los

respectivos juegos restringidos.

El concepto de valor de Myerson generalizado se introduce en el tercer
capitulo. La definicién no incorpora dificultad alguna, ya que se basa en
el valor de Shapley del correspondiente juego restringido por el sistema de
coaliciones factibles. Sin embargo, la generalizacién de la axiomatizacion
clasica del valor de Myerson —eficiencia en las componentes conexas del
grafo que modela las relaciones bilaterales entre los jugadores, justicia y
estabilidad— se ve dificultada por la necesidad de conocer cuél es el concepto
matematico que desempefia un papel semejante al de las aristas de un grafo
y por la necesidad de estudiar las propiedades de las coaliciones factibles
maximales de cualquier coalicién.

Lo expuesto hace que se haga un desarrollo exhaustivo de las propiedades
de las F-componentes de cualquier coalicion S C N y se introduzcan los
conceptos de soporte y de base de un sistema de coaliciones factibles que
sea estable para la unién de coaliciones factibles no disjuntas. Dentro de
los resultados que se exponen, es importante destacar la unicidad de la base
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y el comportamiento de algunas subfamilias de coaliciones factibles como
conjuntos cerrados en un espacio de clausura y en una geometria convexa.
La existencia de una unica base para cada sistema de coaliciones factibles
estable para la uni6n permitira establecer que existe una estrecha relacién
entre los sistemas de coaliciones que se estan considerando y las denominadas
estructuras de conferencias de Myerson definidas en su trabajo Conference
structures and fair allocation rules (1980).

Una vez realizado el estudio citado en el parrafo anterior, se introducen
los conceptos de regla de asignacion en el conjunto de los sistemas de coali-
ciones factibles que son estables para la union, de regla de asignacion justa
y de regla de asignacidn estable, demostrandose que el valor de Myerson
p: SEN — RN es la tinica regla de asignacién justa sobre el conjunto de
todas las estructuras de cooperacién (N, v, F), en donde (N, v) es un juego
cooperativo de utilidad transferible y (IV,F) es un sistema de coaliciones
factibles que es estable para la unién de coaliciones factibles que tengan in-
terseccién no vacia. Ademaés, se prueba que si el juego (IV,v) es superaditivo
y cero-normalizado, entonces el valor de Myerson generalizado es una regla
de asignacion estable en SEV. Se demuestra también que el valor de Myerson
verifica la formula de Shapley

i (N7U’]:) = Z 7(5) ['ZNJ' (N,’U,fs) - Zuj (N,’U,fs\{i}) ’
SCN jeEN JEN

y se dan condiciones suficientes que aseguran cuando el valor de Myerson

generalizado es un vector del core correspondiente al F-juego restringido.

El capitulo cuarto se dedica al valor de posicidn generalizado. En primer
lugar, se define el juego de conferencias (C,vc) sobre conjuntos de soportes
no unitarios (de cardinal mayor o igual a dos) correspondientes al sistema de
coaliciones factibles que se esté considerando y se hace notar que este juego
de conferencias, supone una generalizaciéon del concepto de juego arco intro-
ducido por Borm, Owen y Tijs, en 1992, para situaciones de comunicacién.
De forma inmediata, se define el valor de posicién generalizado y se inicia un
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estudio de sus propiedades y caracteristicas con el fin de intentar conseguir
una axiomatizacion del mismo. Se demuestra que es eficiente respecto a las
coaliciones factibles maximales de la coaliciéon N y que no es una regla de
asignacion justa ni estable. Estas dos dltimas caracteristicas tendran una
influencia importante en la comparacién con el concepto de valor de posicion
establecido por van den Nouweland, Borm y Tijs, en 1992, para hipergrafos
de comunicacién.

También se demuestra que es una regla de asignacién aditiva y que satis-
face las propiedades del soporte superfluo y la propiedad de influencia. Estas
propiedades, junto con la eficiencia en las F-componentes de N del valor
de posicién, no permiten una axiomatizaciéon del mismo en el conjunto SEV.
Sin embargo, puede lograrse una caracterizacion axioméatica del valor de posi-
cién para aquellas estructuras de cooperacion estables para la unién, donde
el sistema de coaliciones factibles (N, F) verifica dos condiciones adicionales:

1.- Para cualesquiera S,T € F, con |[SNT| > 2, se tiene que SNT € F.

2.- Toda coalicién factible no unitaria se expresa de forma tnica como

unién de soportes no unitarios.

Finalmente, se relaciona este concepto con el valor de posicién para hiper-
grafos de comunicacién y con la caracterizaciéon axiomatica dada por Faigle
para el valor de posicién definido sobre juegos de comunicacion general.

Dado que el valor de posicion satisface propiedades que no han sido con-
templadas para el valor generalizado de Myerson, parece oportuno estudiar
si éste las verifica y si éstas podrian dar lugar a otras axiomatizaciones del
valor de Myerson. Entonces, se prueba que el valor de Myerson generalizado
satisface la propiedad del soporte superfluo y que no tiene la propiedad de
influencia. No obstante, inspiradas en las anteriores y en estudios analogos
de van den Nouweland para situaciones de comunicacion, se introducen las
propiedades andnima para los jugadores, de jugador superfluo y la propiedad
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fuerte del soporte superfluo, que permiten nuevas caracterizaciones axioméati-
cas del valor de posicién en el conjunto SEV.

Las caracteristicas de linealidad del valor de Myerson y del valor de posi-
cion generalizado hacen que los dividendos del juego restringido por el sistema
de coaliciones factibles y del juego de conferencias sean determinantes para
el computo efectivo de ambos valores. De ahi, que se recojan, en diferentes
secciones de los capitulos tercero y cuarto, resultados referentes al célculo
de dividendos. De forma especial y utilizando la férmula de inversién de
Mobius, se pone de manifiesto que los dividendos del juego de conferencias
(C,v°) pueden expresarse en funcién de los dividendos del juego (N, v) siem-
pre que se consideren determinados sistemas de coaliciones factibles estables
para la unién. De igual forma se hace para los dividendos del juego restrin-
gido (N ,v7 ), demostrandose que se pueden determinar en relaciéon con la
funcién caracteristica del juego (N, v).

Por otra parte, con la intencion de calcular méas facilmente el valor de
Myerson y el valor de posicion generalizado correspondiente a un determinado
jugador, se demuestra que, para ello, es suficiente considerar la componente
factible maximal de la coaliciéon N a la que pertenezca el jugador.

El capitulo quinto se dedica a establecer una relacién entre los juegos
(N,v%) y (C,v€), a completar el estudio de aquellas propiedades que se
heredan del juego (N,v) y a analizar también la transmisién de propiedades
entre ellos. En particular, se estudia la transferencia de la superaditividad,
el caracter equilibrado y la convexidad entre el juego de conferencias (C, v°)
y el juego restringido (N, v”), demostrandose que es suficiente que el juego
de conferencias sea no negativo —junto con la superaditividad, el caracter
equilibrado o la convexidad— para que la funcién caracteristica del juego
restringido tenga la misma propiedad, y comprobandose que lo reciproco no

es clierto.

Finalmente, se analiza la relacién de convexidad entre el juego (N, v) y el
juego (C , vc) dandose condiciones bajo las que la convexidad del juego (V, v)
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es heredada por el juego de conferencias. Para ello, sera necesario generalizar
un resultado establecido por Shapley en 1971 en el que se proporciona una
nueva caracterizacion de la convexidad de un juego cooperativo de utilidad
transferible. Los resultados precedentes, permitiran indicar cudndo puede
asegurarse que el valor de posicién generalizado pertenece al core del juego
restringido ya que, de forma general, s6lo puede afirmarse que éste pertenece
al conjunto de preimputaciones del correspondiente juego restringido.



Capitulo 2

Juegos restringidos y conjuntos

solucion

En este capitulo, se introducen los diferentes tipos de estructuras de coa-
liciones factibles que van a ser relevantes en este trabajo de investigacion.
De igual forma, dado un juego cooperativo de utilidad transferible (N, v),
se definen los diferentes conceptos de juegos restringidos por los sistemas
de coaliciones factibles que van a considerarse y, teniendo en cuenta que se
est4 en un contexto determinado de cooperacién parcial —el cual implica una
modificacién de la funcion caracteristica del juego (IV, v), debido a la existen-
cia de coaliciones que no son factibles—, se intentan establecer, cuando sea
posible, relaciones entre el juego (N, v) y el correspondiente juego restringido
por la cooperacién parcial.

Posteriormente, se analizan algunos conceptos de solucién que asocian a
cada juego un conjunto de vectores de pago eficientes. En particular, se estu-
dia la conexion entre el core del juego (N, v) y el core de los juego restringidos
por un sistema unitario y un sistema estable para la unidn, asi como la trans-
misién del caracter equilibrado del juego. También, se tratara de relacionar
la dominancia en el juego (IV,v) con la dominancia en el juego (N g ), de

forma que el conocimiento de cierta dominancia entre imputaciones, cuando

33
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hay cooperaci6én total, permita conocer si esa dominancia se mantendria al
imponer ciertas restricciones a la cooperaciéon. De igual manera se plantea el

problema inverso.

2.1 Juegos definidos en sistemas de conjuntos

Se ha justificado la necesidad de estudiar modelos méas generales en los
que se tengan en cuenta las posibles restricciones a la cooperacién entre
los jugadores. Aqui se analizaran estructuras de coaliciones factibles que ya
tienen algtin antecedente en otros trabajos de cooperacion parcial y/o tienen,
ademaés, una interpretacion logica y real en el campo de la cooperacion.

2.1.1 Sistemas unitarios

En primer lugar, se consideraran familias de conjuntos en las que el conjunto
vacio y las coaliciones individuales sean coaliciones factibles.

Definicién 2.1 Un sistema unitario es un par (N,F), con F C 2V, que

satisface el siguiente azioma:

(A1) ® € F y el conjunto {i} € F, para todo i € N.

En un sistema unitario, cualquier coalicién S C N puede expresarse como
uni6n disjunta de coaliciones factibles ya que

S = J{i}-
ies
Ahora bien, esta particién de S en coaliciones factibles no tiene porqué
ser Unica. En general, dado S C N se denotara por P£(S), al conjunto



2.1. Juegos definidos en sistemas de conjuntos 35

formado por todas las particiones de S en coaliciones factibles no vacias,
entendiéndose que Px(0) = {0}.

Definicién 2.2 Sea la terna (N, v, F), donde (N, F) es un sistema unitario
y (N,v) un juego de utilidad transferible. Se denomina juego con cooperacion
restringida por el sistema unitario (N, F), al par (N , 77 ) con

772N — R, #7(S) = max {Z v(T) : {Ti}ier € 'P]:(S)} .

iel

La definicién dada de juego de cooperacion restringida por un sistema uni-
tario es una extensién, a cualquier coalicion de jugadores, de la utilizada por
Faigle [28] en el estudio de juegos con cooperaci6n restringida y por Bergan-
tifios, Carreras y Garcia-Jurado [6] cuando consideran grafos de comunicacion
para reflejar situaciones de incompatibilidad entre algunos jugadores.

Es inmediato observar que, para cada S C N, se verifica

7 (8) 2 ) v({i}).
ieS
Ademés, el juego asi definido es siempre superaditivo. Un estudio completo
de las propiedades que se transmiten del juego (N, v) al juego (N , 77 ) puede
encontrarse en [46].

2.1.2 Sistemas estables para la unién

En esta subseccion se va a considerar la cooperacién parcial originada por
un conjunto de coaliciones factibles con la siguiente propiedad: siempre que
dos coaliciones factibles tengan una intersecci6én no vacia, la unién de ambas
es una coalicién factible. Estas estructuras de coaliciones, se denominaran
U-estables y tienen una interpretacion légica dentro de la cooperacién parcial
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ya que, si dos coaliciones factibles tienen elementos comunes, éstos pueden
ejercer de intermediarios entre ambas para formar una coalicién factible més
amplia, constituida por el grupo total. Un caso particular de familias de coa-
liciones factibles U-estables lo constituyen las situaciones de comunicacion.

Definicién 2.3 Un sistema U-estable o estable para la union es un par
(N,F), con F C 2V, verificando que

ABeF, ANB#0 = AUBEF.

Ejemplo 2.4 Sea N = {1,2,...,n}, para algin nimero natural n y considé-
rese la coleccion L, constituida por el conjunto vacio y todos los conjuntos
de la forma [i,5] = {i,i+1,...,7 — 1,5}, para 1 < i < j < n. En este
modelo, que corresponde a una situacion de votacidn en un orden politico
unidimensional estudiada por Edelman [27] y que tiene un antecedente en el
policy order de Azelrod [4], el par (N, L,) es un sistema U-estable.

Ejemplo 2.5 Una situacion de comunicacion es una terna (N, v, E), donde
(N,v) es un juego y (N, E) es un grafo. En el contexto de las situaciones de
comunicacion, introducidas por Myerson [53] e investigadas por Owen [61],
Borm, Owen y Tijs [17], y Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], el
par (N, F), donde

F={SCN:(S E(S)) es un subgrafo conezo de (N, E)},

es un sistema U-estable.

Es importante resaltar que, dado un sistema U-estable, éste no siempre
puede ser modelado mediante un grafo de comunicacién. En efecto, considé-
rese el par (N, F), donde N = {1,2,3,4} y la familia

F=1{0,{1},{2}, {3}, {4}, {1,2,3}, {2,3,4}, N}.
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N Puede comprobarse que (N,F) consti-
(F,Q) tuye un sistema estable para la unién que

no coincide con la familia de subgrafos

{2,3,4} conexos de ningun grafo. Esto es debido

\ l a que cualquier grafo (N, FE) se define
{4} mediante parejas {7,j}, lo cual implica

que deben existir forzosamente coalicio-

nes factibles formadas por dos elementos

0 y esta propiedad no se verifica para la fa-
FIGURA 2.1 milia de coaliciones F considerada.

Ejemplo 2.6 Sea N = {1,2,3,4} y considérense los sistemas de coaliciones
(N, F1) y (N, F,) dados por

Fi={{1},{4},{1,2},{2,3},{2,4},{1,2,3}, {1, 2,4}, {2,3,4}, N},

Fo = {{1}a {2}a {3}7 {4}7 {1’ 2}’ {17 3}7 {27 4}’ {37 4}, N}

A través de la representacion de (F,C) y (Fz, C) puede examinarse fé-
cilmente si los sistemas son U-estables. Asi, (N, ;) constituye un sistema
U-estable ya que, como puede comprobarse (ver diagramas de la Figura 2.2),
siempre que dos coaliciones factibles tienen interseccién no vacia, su unién
es una coalicién factible. El par (N, F2) no es un sistema U-estable puesto
que, por ejemplo

{1,2},{1, 3} € F, verifican {1,2} N {1,3} #0,

y, sin embargo,

{1,2} U {1,3} ={1,2,3} ¢ F,.
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FiGuraA 2.2

Definicién 2.7 Sean F C 2V y S C N. Se dice que T C S es una F-
componente de S si T € F yno existe T' € F tal que T CT' C S.

Es decir, las F-componentes de S son las coaliciones factibles maximales
pertenecientes a F y contenidas en S.

En adelante, para toda S C N, se denotara por Cx(S) al conjunto de
coaliciones factibles maximales de S en (N, F); es decir,

S +— Cz(S) = {T : T es F-componente de S} C 25.

Obsérvese que el conjunto C'x(S) puede ser vacio. Esto significa que no existe
ninguna coalicién factible contenida en S y, este hecho, tendra connotaciones
a la hora de introducir el juego restringido por la cooperacion parcial definida
por la familia F.

En el Ejemplo 2.5 se ha puesto de manifiesto que, dada una situacién de
comunicacion (N, v, E), el par (N, F), donde

F={S C N: (5 E(S)) es un subgrafo conexo de (N, E)},
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es un sistema de coaliciones factibles U-estable. En este caso, las J-com-
ponentes de cualquier coalicion S C N son las componentes conexas del
subgrafo (S, E(S)) y constituyen una particién de S.

El siguiente resultado da una caracterizacion de un sistema estable para

la unién en relacion con las coaliciones factibles maximales.

Proposicién 2.8 Sea el par (N,F) con F C 2N. Entonces, (N,F) es
U-estable si y sdlo si, para cualquier S C N tal que Cx(S) # 0, las F-
componentes de S constituyen una particion de un subconjunto de S.

Demostracion: Sea (N, F) un sistema de coaliciones U-estable y sean S;,
S;, © # j, coaliciones factibles maximales de S. Si S; N S; # 0, entonces
S;US; € FyS;uS; CS. Ello contradice que S; y S; sean F-componentes
de S. Es evidente, por definicién de F-componentes de S, que | J,cxSk € S.

Reciprocamente, supéngase que para cualquier S tal que Cz(S) # 0, sus
F-componentes forman una particién de un subconjunto de S. Si se razona
por reduccion al absurdo, admitiendo que (IV, F) no es U-estable, ello implica
la existencia de coaliciones A, B € F,con ANB# 0y AUB ¢ F. De aqui,
debe existir C; € Cx(AUB),con AC Cyy Cy € Cx(AUB), con B C C,
tal que C; # C,. Esto, contradice el hecho de que las F-componentes del
conjunto A U B son disjuntas. (.

De la proposicién se desprende que las F-componentes de cualquier coali-
cion S, Cx(S) = {Sk}kek, forman una particioén del conjunto | J.cx Sk. Ob-
sérvese que si (N, F) es un sistema U-estable, que ademé4s es un sistema
unitario, entonces se verifica que, para todo S C N, el conjunto de las F-
componentes de S forman una particién de S y es siempre distinto del vacio.

También, puede notarse que la definicién de F-componente es valida para
sistemas unitarios. En este caso, para cualquier § C N, las F-componentes
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de S constituyen una coleccion {Tj }rex C 25 tal que
S=JT.

Ahora bien, las F-componentes de S no forman necesariamente una par-
ticion de S. La Proposicién 2.8 asegura que si el sistema (N, F) no es estable
para la unién, entonces las F-componentes de cualquier coalicién S C N, no
tienen porqué constituir una particién de la coalicién S.

Teorema 2.9 Sea la terna (N,v,F), siendo (N,F) un sistema unitario
y (N,v) un juego superaditivo. Si, para cada coalicion S C N, las F-
componentes de S forman una particion de S, entonces el juego de coopera-
cion restringida (N, o%) verifica

77 (S) =Y v(Tw),

keK

siendo {Tx}rex € Pr (S) la particion de S en sus F-componentes.

Demostracién: Sea S C N. Por definicién

77 (S) = max {Z v(S:) : {Sitier € P]—'(S)} .

iel

Por hipotesis, las F-componentes, {7 }xek, de S forman una particion
de S. De ahi, teniendo en cuenta que son coaliciones factibles maximales
en S, resulta que cada S; € {S;}icr € Px(S) esta contenida en una y sélo
una F-componente de S. Esta relacién no tiene porqué ser inyectiva aunque
es sobreyectiva. Asi, si se denota por {S¥,S%,..., Sz’f} a aquellas coaliciones
factibles de la particion {S;}icr € Px(S) tal que SJ’-C C Ty, conl < j<p,

entonces
P

st =1,

i=1
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ya que, obviamente, ?:1 SJ’-" C T} vy, si existiera un elemento a € T} tal que
a ¢ | J7_; S} resultaria que

a€T, CS = a€s;, St;éS;“ = a€S5; CTy, h#t,

con lo que a € Ty, N T}, lo cual contradice el hecho de ser {Ty}rex € P#(S).
El razonamiento anterior implica que

P P
ZU(S;-“) <w (U Sf) = v(T}),
Jj=1 j=1

por ser (N, v) superaditivo. Por tanto, reagrupando todas aquellas coaliciones
S; € {Si}ier € P£(S) que estén incluidas en una misma F-componente y
aplicando el caracter superaditivo del juego (IV,v), se tiene que

ZU(S,-) < Z v(T), para cada {S;}icr € P£(S),

1€l keK

con lo que 7% (S) = Y, v(Tk). 0

Una estructura de cooperacion estable para la unidn es una terna (N, v, F)
donde (N, v) es un juego cooperativo de utilidad transferible y el par (N, F)
es un sistema de coaliciones estable para la unién.

Definicién 2.10 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Se denomina F-juego restringido al par (N, vF ), con

v(T) siCx(S) # 0,
vF 2V R, 0T (S) ={ TeCr(s)
0 en otro caso.

Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.5, puede observarse que la definicién
anterior constituye una generalizacion del concepto de juego restringido por
un grafo de comunicacion dado por Myerson (1977) [53].
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Dos clases especiales de sistemas de coaliciones que son estables para la
unién, lo constituyen los sistemas de particién [46], [9] y las familias inter-
sectantes [33].

Definicién 2.11 Un sistema de particién es un par (N,F), con F C 2V,

que satisface los siguientes axiomas:

(A1) O € F y el conjunto {i} € F, para todo i € N.

(A2) Para toda S C N, los subconjuntos mazimales de S en F (F-compo-
nentes de S) forman una particion de S, denotada por

HS = {Sl,...,Sk}.

Es inmediato que la Proposicion 2.8 permite garantizar que un sistema
unitario es un sistema de particién si y so6lo si es estable para la unién y,
obviamente, los pares (N, F) donde N = {1,2...,n},

f:ZN y ]—'={(Z),{1},,{"}},

son los sistemas de particién maximo y minimo.

El par (N, £,,) considerado en el Ejemplo 2.4 y el par (N, F) del Ejemplo
2.5 son casos particulares de sistemas de particion.

El juego restringido por un sistema de particién, como caso especial de
sistema de coaliciones U-estable, viene definido de igual forma. Ademaés,
puede observarse que si, en la terna (N, v, F), el par (N, F) es un sistema de
particién y el juego (INV,v) es superaditivo, entonces coinciden las funciones
caracteristicas asociadas al juego con cooperacion restringida por el sistema
unitario y por el sistema de particién; es decir, 77 = v”. No obstante, en
general se verifica la desigualdad

v7(8) < #7(S), para toda S C N.
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Si (N,F) es el sistema de particion del Ejemplo 2.5 y (N,v) es su-
peraditivo y cero-normalizado, entonces el correspondiente juego restringido
(N v ) es denominado I'-component additive game por Potters y Reijnierse
[63] .

Otro caso especial de sistema de coaliciones estable para la unién, y que
serd importante en la transmision de la convexidad, lo constituyen las familias

intersectantes.

Una familia intersectante es un sistema de coaliciones estable para la
union, (N, F), en el que se verifica, ademaés, la siguiente condicién:

SiS, TeF,con SNT # 0, entonces SNT € F.

Se dira que es unitaria si ademas, (N, F), es un sistema unitario.

Se estudian, a continuaciéon, algunas propiedades de la funcién carac-
teristica asociada al juego restringido por un sistema U-estable y por un sis-
tema de particion, intentando determinar qué propiedades del juego (N, v)
se trasmiten al juego (N v ) De forma inmediata, puede establecerse que si
(N,v,F) es una estructura de cooperacion estable para la unién se verifica:

(a) Si S € F, entonces v*(S) = v(S).
(b) Si v es cero-normalizado, también v” lo es.

(©) (W) =7

Previamente, con el objetivo de establecer condiciones bajo las que se
transfiere la superaditividad del juego (N, v) al juego (N g ), se expone el
siguiente resultado.

Proposiciéon 2.12 Sea (N, F) un sistema de particion. Sean A, B C N dos
coaliciones disjuntas. Si{A;}icr y {Bj}jecs son las respectivas F -componentes,



44 Capitulo 2. Juegos restringidos y conjuntos solucién

entonces las coaliciones factibles mazimales de AU B son I aup) = {Ci}ieL,

a:(U&)u0J&>ergLng

iEer jeJ’

stendo

0 bien C;, = Ay 0 C, = By, para ciertosk € I, p € J.

Demostracion: Sea A; € I, (el razonamiento es similar con B; € IIp).
Ello quiere decir que 4; € F y que es una coalicién factible maximal en
A. Puede que, ademés, sea maximal en AU B con lo que A; € Ilaup). Si
no lo es, significa que al conjunto A; se han de afiadir ciertos elementos (N
es finito) que lo convierten en una coalicién factible maximal de la union y
dichos elementos, no pueden ser exclusivamente pertenecientes a A ya que
A; es maximal en A. Sea, entonces, 4; U {ay,...,ar,b1,...,bn} € F siendo
{ar,...,a,} C A\ Ay {b,...,0s} S B (ANB =0). Como a; € A\ A;,
puede admitirse, sin pérdida de generalidad, que a; € A; (A; # A4;) lo que
implica, teniendo en cuenta que es un sistema de particién y por tanto estable
para la unién, que

AiU{al,ag,...,ar,bl,...,bh}6.7:
aleAle]: =
(AiU{al,ag,...,ar,bl,...,bh})ﬂA1760)

AiUA1U{ag,...,ar,bl,...,bh} e F.

Razonando, de igual forma, con los deméas elementos se llega a que una
coalicion factible maximal de la unién estaria formada por

Qz(UAOU UBJWWFQLTQJ

iel’ jeJ’

a

En el siguiente ejemplo, se pone de manifiesto que la proposicién anterior
no es cierta, en general, para sistemas estables para la unién. En ello, es
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determinante que las coaliciones unitarias no son, necesariamente, coaliciones
factibles.

Ejemplo 2.13 Sea N = {1,2,3,4,5,6,7} y considérese, en primer lugar, el
sistema U-estable (N, F), con F = {{4,5},{6,7},{1,2,3}}. Si se toman las
coaliciones A = {1,2,4,5} y B = {3,6,7}, se tiene que

Cr(A) ={{4,5}}, Cr (B) ={{6,7}},
y, sin embargo, Cr (AU B) = {{4,5},{6,7},{1,2,3}}.
En sequndo lugar, si se considera, ahora, el sistema U-estable (N, F) con
F ={{4,5},{6,7},{1,2,3,4,5}},
se verifica que, para las mismas coaliciones A y B indicadas anteriormente,
Cr(A) ={{4,5}}, Cr (B) = {{6,7}},
y, Cr(AUB) ={{1,2,3,4,5},{6,7}}.
Por dltimo, dado el sistema U-estable (N, F) con N ={1,2,3,4,5} y
F={{1,2,3,4},{3,4,5},{1,2,3,4,5}},

obsérvese que si A = {1,2} y B = {3,4}, entonces Cr (A) = Cx(B) = 0,
mientras que Cr (AU B) = AU B.

Teorema 2.14 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable

para la unidn. Si (N,v) es superaditivo y cero-normalizado, entonces

(a) v¥(S) < v(S), para todo S C N.

(b) (N,v") es superaditivo.
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Demostracién: (a) Sea S C N. Si Cx(S) = 0, es inmediato. Supéngase
que Cx (S) # 0. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.8, las F-componentes
de cualquier coalicién S, {Sk}ck, forman una particién de un subconjunto
de S. Entonces,

v (9) = Zv(Sk) <w (U Sk) < v(S),

keK keK
ya que (IV,v) es superaditivo y, por ser cero-normalizado, monétono.

(b) Sean las coaliciones A, B C N, con AN B = 0. Si Cr(A4) = {Ai}ics
y Cx(B) = {Bj},¢;, resulta que toda coalicién factible maximal de Ay
de B verifica una, y sélo una, de las dos siguientes condiciones: o es una F-
componente de AU B o est4 contenida estrictamente en una coalicién factible
maximal de AU B. Entonces, si se considera el conjunto C (A U B) definido
por

{S € C]—'(AU B) :dA; € C}'(A) con A; CSo HBJ S C}'(B) con Bj C S},

se clasifican las coaliciones factibles maximales de A y B segln sean 0 no
F-componentes de la unién, y reagrupando aquellas coaliciones factibles ma-
ximales de A y B que estén contenidas en una misma S € Cx (AU B), se
tiene

(A +07(B) = Y w(A)+ D u(B))

AieCr(A) B;eCx(B)
= Z v(A;) + Z v(B;)
A;€Cr(AUB) BjEC]:(AUB)
S SR D IRTSE RIL
SeC(AUB) |AiCS B;CS

IA

YooouA)+ Y u(By)

A;eCr(AUB) B;€Cr(AUB)
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+ Z v(S)

S€C:(AUB)

< Y w(8)=v"(AUB),

SeCr(AUB)

ya que AN B = (), las F-componentes son siempre disjuntas entre si, v es
superaditivo y, por ser cero-normalizado, monétono.

Obviamente, si Cx (A) = 0 o bien Cx (B) = 0, puede hacerse un razona-
miento analogo. a

Obsérvese que en el caso particular de que todas las coaliciones unitarias
sean factibles, puede suprimirse la hipétesis de que el juego (V,v) sea cero-

normalizado.

Teorema 2.15 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion.
Si (N,v) es superaditivo, entonces

(a) vF(S) < v(S) para todo S C N.
(b) (N,v%) es superaditivo.

Demostracién: La prueba de que v*(S) < v(S), para todo S C N, es
analoga a la del apartado (a) del teorema anterior. Unicamente conviene
precisar, aqui, que, en este caso, las F-componentes de S forman una parti-
cién de S y, por tanto, no es necesario que el juego sea cero-normalizado.

De igual forma, para la demostraciéon del apartado (b) puede utilizarse
un razonamiento bastante analogo a su homdlogo en el teorema anterior. No
obstante, la Proposicién 2.12 lo simplifica ya que o bien algunas coaliciones
factibles maximales de la unién coinciden con algunas de las de los conjuntos
A, B, o bien son de la forma

C, = (UA,—)U (U Bj),conl’gl, JCJ.

el jeJ
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Reagrupando las F-componentes de A y B, y aplicando el caracter su-
peraditivo del juego (NN, v), se tiene

v (A) +v7(B) = ) u(A) + ) _v(B;) <Y v(C) =v"(AUB).

iel jeJ leL

Teorema 2.16 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable

para la unidn. Si (N,v) es cero-normalizado, simple y propio, entonces

(a) (N,v%) es simple y propio.

(b) v7(S) = max{v(S;) : S; € Cx (9)}, para cada S C N.
Demostracion: (a) Sea S C N. Debido al apartado (a) del Teorema 2.14,
v (S) < v(S). Luego, al ser v(S) € {0,1}, resulta que v*(S) < 1. Por otro
lado, teniendo en cuenta que v7(S) = Y, v(Tk) siendo v(T}) € {0,1},

se tiene que v7(S) € {0,1}. Ademss, si A C B C N, el apartado (b) del
Teorema 2.14 implica que

v"(B) > v" (A) +v7(B\ A) > v (A)

con lo que v” es monttono. Por ultimo, por ser (N,v”) superaditivo, es
propio.
(b) Es inmediato. 0

Loégicamente, el Teorema 2.15 permite que el resultado anterior pueda
formularse, para sistemas de particién, de la siguiente forma.

Teorema 2.17 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion.
Si (N,v) es simple y propio, entonces

(a) (N, v”) es simple y propio.
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(b) v*(S) = max{v(S;) : S; € lls}, para cada S C N.

La monotonia del juego (IV,v) no se transmite al juego v”

a no ser que
(N,v) sea también superaditivo y cero-normalizado. No obstante, puede
darse una condicién local: supéngase que A C By Cr(A) = {4y,...,Ax},
Cr(B) = {By,...,B,}; entonces para cada A; € Cr (A) existe una tnica
Bj € Cx(B) tal que A; C B;. Si esta relacion establecida entre las coalicio-
nes factibles maximales de A y B es una-a-una (es decir, dos componentes
diferentes de A estan contenidas en diferentes componentes de B) y (N,v)

es un juego mondtono y cero-normalizado, entonces v (A) < v¥(B) ya que

WF(A) = v(A) < D u(By) < ZU(Bj) = v"(B).

i=1 {B;:AiCB,}

En resultados anteriores se ha mostrado que si (/V,v) es superaditivo
y cero-normalizado, entonces el juego restringido por un sistema U-estable
(N,v”) también lo es. Sin embargo, bajo hipétesis andlogas, la convexidad
no es transmitida, de forma general, al correspondiente juego restringido por
un sistema estable para la unién. Un ejemplo bien conocido puede encon-
trarse en [57]. Para estudiar las condiciones estructurales que tendrian que
cumplirse para que se transmitiera la convexidad, se introducen los siguientes
conceptos.

Faigle [28] considera una terna (N, v, F) donde F es un conjunto de coa-
liciones de N (no exige que §§ € F, ni que {¢} € F, para todo ¢ € N, con
lo que (N, F) no es necesariamente un sistema unitario) y v : F — R un
juego. Denomina F al conjunto de coaliciones de N que pueden expresarse
como uniones disjuntas de elementos de F. Es decir, si A € F, entonces

A=A1UA2U...UAI,, A; € F, i——-l,...,pyAiﬂAj:@ con i #j,
y define la funcién ¢ : F — R como

9(A) = max {Z v(A,-)} ,

i=1
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donde el maximo se toma cuando se recorren todas las posibles particiones
de A en elementos de F. Con estas ideas y condiciones, Faigle [28, Lema 11]
demuestra que si (N, F) es una familia intersectante y

v(A) +v(B) < v(AUB) +v(AN B),
para cualesquiera A € F, B € F, con AN B # (), entonces
9(A) + 9(B) < 9(AU B) + 9(AN B),

para A€ F, B e F.

Proposicién 2.18 Sea (N, F) una familia intersectante. Sean A,B C N
dos coaliciones no disjuntas. Si Cr(A) = {Ai}icr y Cr(B) = {Bj}les
entonces cada F-componente del conjunto ANB es de la forma A;N B;j, para
algin v € I y algin j € J.

Demostraciéon: En primer lugar, por hipotesis si A; N B; # 0, entonces
ANB; € F. Ademés, siS € F,S C ANB, se tieneque S C A, S C By, por
tanto, S C A;, S C B; para un dnico ¢ y un Gnico j. De ahi, toda coalicién
factible contenida en A N B, est4 incluida en una tnica coalicion factible
A; N B;. Ello determina que éstas son las coaliciones factibles maximales en
la interseccion. o

Obsérvese que si (N, F) es una familia U-estable, no necesariamente inter-
sectante, se puede asegurar que cada F-componente del conjunto interseccion
es una coalicién factible maximal de un dnico conjunto de la forma A; N B;.

Proposicién 2.19 Sea (N,F) un sistema U-estable. Si S C N se puede
expresar como una unidn de coaliciones factibles, no necesariamente disjun-
tas entre si, entonces las F-componentes de S forman una particion de la

misma.
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Demostracion: Sea S = [J ¢ Sk, con S € F, para todo k € K. Considé-
rese Cr (S) = {T};},.,- Es inmediato que

Uzcs.
jeJ
Por otro lado, ¢ € S = Uyecx Sk, implica que z € Sk, para algin k € K
y, de ahi, z € Sx C T}, con T, € Cx (S). Por tanto, S C |J;c;T; y se verifica
la igualdad. O

Notese que el resultado anterior indica que toda coalicién S que verifique
la hipétesis de la proposicién pertenece a F.

Teorema 2.20 Sea la terna (N,v,F), con (N, F) una familia intersectante
y (N,v) un juego cero-normalizado. Si (N,v) es convezo, entonces (N, v’ )

también lo es.

Demostracién: Habra que demostrar que, para todo par de coaliciones
A, B C N, se verifica

v" (AUB) +v” (AN B) > v” (4) + v (B).

Si AN B =0, es inmediato. En efecto, por hipotesis, (IV,v) es convexo
y, por tanto, superaditivo. Aplicando el Teorema 2.14, (N,v”) es también
superaditivo y
v (AU B) >v” (A) + v (B).

Supéngase que AN B # 0. Si Cr(A) = {Ai}ie; ¥ Cr (B) = {Bj}jes
aplicando que A 2 |J;c; Ai, B 2 UjeJ B; y que (N, v}-) es superaditivo,
cero-normalizado y, por tanto, monétono, se tiene

vf(AuB)+vf(AnB)zuf<(UA,~>u UB,—))M’ U (4in By)

i€l i€l
jeJ
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Por otro lado, considérese la restriccion de la funcién caracteristica v a la
familia F y, teniendo en cuenta los razonamientos previos, puede definirse

b:F—R, #(S)= max{Zv(S,-) 1 {Si}icr € Pr (S)} :
i€l
Como (N, v) es convexo, es superaditivo. Asi, por medio de los razona-
mientos contemplados en el Teorema 2.9, se deduce que, para toda coalicion
S € F, #(S) = v”(S), ya que, en este caso, las F-componentes de S forman
una particién segin la Proposicién 2.19.
Utilizando el resultado de Faigle [28, Lema 11|, ¥ es supermodular y, de

ahi, se tiene

F(AUuB)+v"(ANB) > v]:<<UA,->U(UBj)>
iel jeJ

+ ’U]: U (A, N BJ)
=

() (U2)

L

(y2)- ()
(y9)-(un)
(IS
.- A)+ (UB)

Il
(3

._|_
(4]

(A; N B;)

mm(
e

I
<

+ v

Y
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= oF (4) +v" (B).

En el razonamiento efectuado, se ha supuesto que los conjuntos Cr (4) y
C# (B) son no vacios. Si alguno de ellos lo fuera, la Proposicion 2.18 asegura
que Cr (AN B) =0y, por tanto

v (AU B) +v* (AN B) =v” (AU B) > v (4) +v” (B).

O

El resultado anterior se verifica en sistemas de particién, sin exigir que el

juego (N, v) sea cero-normalizado.

Teorema 2.21 Sea la terna (N,v,F), siendo (N, F) una familia intersec-
tante unitaria. Si (N,v) es convezo, entonces (N,v”) también lo es.

Demostracién: Es claro que (N, F) es un sistema de particion. Por tanto,
si F es el conjunto de coaliciones factibles, resulta que F =2V,

Como (N, v) es convexo, entonces v es superaditivo. Asi, es inmediato
que 9(S) = 97 (S) = v7(S), para cada S C N.

Utilizando el resultado de Faigle, [28, Lema 11}, ¥ es supermodular y, por

tanto, (N,v”) es convexo. O

El teorema anterior indica que los sistemas de particion que sean M-
estables (cerrados para la interseccion de dos cualesquiera de sus elementos
no disjuntos) transmiten la convexidad de un determinado juego (N,v) al
correspondiente juego restringido por la familia de coaliciones factibles con-
siderada.

Ademaés el Teorema 2.20 se verifica para una terna (N,v,F) en la que
(N, F) es una unién finita disjunta de familias intersectantes y (V,v) es un

juego cero-normalizado. Es decir,

N=NU...UN;, con N;NN; =0, i # j,
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F=.7-'1U...U.7-'t, con .7'}§2Ni, izl,...,t,

y (N, F;) es una familia intersectante.

Con estas premisas, es inmediato que (N, F) = J'_, (V;, F;) es una fa-
milia intersectante. En efecto, si A, B € F con ANB # (), entonces A, B € F;,
para un Unico i; de ahi ANBe F,C FyAuBeF, CF.

El razonamiento efectuado permite establecer la siguiente consecuencia.

Corolario 2.22 Sea la terna (N, v, F), donde (N, F) = i, (N;, F;) es una
union finita disjunta de familias intersectantes. Si (N, v) es un juego convezo

y cero-normalizado entonces, (N,v”) también lo es.

De forma anéloga, el Teorema 2.21 puede aplicarse a una terna (N, v, F)
en la que (IV, F) es una unién finita disjunta de familias intersectantes uni-
tarias y (IV, v) es un juego. Ello darfa lugar, de forma similar a lo establecido
en los Teoremas 2.15, 2.17 y 2.21, a un resultado semejante al indicado en el
Corolario 2.22, eliminando de las hipoétesis, el caracter cero-normalizado del
juego.

2.1.3 Geometrias convexas

Las geometrias convexas constituyen una estructura de coaliciones factibles
que, independientemente de ser un modelo diferente de cooperacién parcial,
aportan caracteristicas fundamentales para la obtencién de propiedades es-
peciales de los F-juegos restringidos.

Owen [61], analiza las notables simplificaciones que se producen en el
computo del valor de Myerson cuando, considera situaciones de comunicacion
cuyo grafo tiene estructura de arbol. Posteriormente, las propiedades de



2.1. Juegos definidos en sistemas de conjuntos 55

estas singulares situaciones de comunicacion, en las que el grafo que modela
la cooperacion parcial entre los jugadores es un arbol, han sido puestas de
manifiesto en los trabajos de Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], que
analizan problemas de asignacion de costos y encuentran férmulas integrales
para el calculo del valor de Myerson; de Grafe, Maule6n e Iharra [32] en la
bisqueda de un procedimiento para computar el nucledlo y en el estudio,
realizado por Potters y Reijnierse [63], sobre el caracter equilibrado de los
juegos restringidos por grafos de comunicacion, el nucleélo, asi como las
relaciones entre el conjunto de negociacién y el core. Estas propiedades
se generalizan a sistemas de coaliciones que son geometrias convexas, como
ponen de manifiesto Bilbao y Lopez [7].

En esta seccion, se expondran algunos conceptos debidos a Edelman y
Jamison [26].

Un espacio de clausura es un par (N, £) donde £ es una familia de sub-
conjuntos de un conjunto finito N, que cumple las siguientes propiedades:

(P1) e Ly N e L.
(P2) SiAe Ly Be L, entonces ANB€ L

Los elementos de £ se denominan conjuntos cerrados [78].

Teniendo en cuenta que la interseccién es cerrada para los elementos de
L y que cualquier subconjunto de /V esté incluido, al menos, en un conjunto
cerrado, tiene sentido definir el operador clausura:

—:2V — 2V, A A={CeL:ACC}eL,
que tiene las siguientes caracteristicas:
(C1) A C A, para todo A C N.
(C2) Si A C B, entonces A C B.

(C3) A= A, paratodo AC N.
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Obviamente ) = . Para S C N, S se denominara clausura de S. Reciproca-
mente, a partir de cualquier operador clausura, se puede construir el espacio

de clausura £ determinado por los cerrados del operador, es decir,

Ae Lsiysbolosi A=A

Una base para S € 2V es un subconjunto minimal B C S verificando
B =S. Un elemento i de un conjunto S C N es un punto extremal de S si
i ¢ m El conjunto de los puntos extremales de S se denota por ex(S),
el cual puede ser vacio. En general si (IV, £) es un espacio de clausura, se

verifican las siguientes condiciones:

(a) Si A € L, entonces 1 € A es un punto extremal de A si y solo si
A\ {i} e L.

(b) Si S C A es una base de A, entonces ex(A) C S.

La propiedad (b) pone de manifiesto que cualquier base de A € 2V con-
tiene a los puntos extremales de A. Es evidente, que ello no implica que el
conjunto de los puntos extremales de A constituya una base suya. Si esto
ocurriese para cualquier conjunto cerrado, es decir,

VS e L, ex(S)=S,

se dice que el espacio clausura (N, £) satisface la propiedad de Minkowski-
Krein-Milman. En este caso, se tiene la siguiente definicion.

El par (N, £) es una geometria conveza si es un espacio de clausura que
verifica la propiedad de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto cerrado
es la clausura de sus puntos extremales o, equivalentemente, para cualquier

conjunto cerrado, el conjunto de sus puntos extremales es la dnica base.

La propiedad de Minkowski-Krein-Milman es equivalente a la denominada
propiedad anticambio [26, Teorema 2.1] (véase Figura 2.3): para todo S € £

yp,q € N\ S, p#q, se tiene que
ge SU{p}=p¢ SU{q}.
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Ficura 2.3

Evidentemente, si (N, £) es una geometria convexa y S € £, S # 0, el
conjunto de sus puntos extremales es no vacio ya que, en otro caso, resultaria
una contradiccion: si ez(S) = @, entonces S = ez(S) = 0 = 0.

El interés del estudio de las geometrias convexas proviene de la biisqueda
de estructuras combinatorias que generalicen, si es posible, los resultados
obtenidos con otras estructuras de cooperacion utilizadas en la teoria de
juegos. Asi, se muestran algunos ejemplos de familias de conjuntos con es-
tructura de geometria convexa que han aparecido en la literatura relacionada
con la cooperacién parcial.

Ejemplo 2.23 Considérese la situacién de comunicacion (N,v, E). Ante-

riormente se indicd que el par (N, F), donde
F={SCN:(SE(S)) es un subgrafo conezo de (N, FE) },

es un sistema de particion. Edelman y Jamison establecen, [26, Teorema 3.7],
que (N, E) es un grafo bloque conezxo si y sdlo si (N, F) es una geometria
conveza. De ahi resulta que si (N, E) es un grafo blogue conezo, entonces
(N, F) es una geometria conveza que es estable para la union.

Ejemplo 2.24 El par (N, L,,), que corresponde a una situacion de votacion
en un orden politico unidimensional, considerado en el Ejemplo 2.4, es una

geometria convexa que es estable para la union.
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El caso particular de Ly es ilustrado en la siguiente figura.

FIGURA 2.4. La geometria conveza Ls.

Por dltimo, si (N, L) es una geometria convexa y S € L, entonces el
intervalo [S—, S], en el reticulo (£, C), es un algebra de Boole, siendo

ST =85\ ex(S).

Este resultado, es una consecuencia directa de un teorema de Edelman y
Jamison [26, Teorema 4.2] en el que se establece que el intervalo [C, K], con
C,K € L, es un algebra de Boole en (£, C) siy solosi K\C C ex(K). Aqui,
es inmediato por ser

$7= (] (S\{i}) = $\ ex(5),
i€ex(S)

con lo que S\ S~ = ex(S).
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2.2 El core y cooperacion parcial

Si se tiene presente que cualquier concepto de solucién establece una forma
de reparto del valor v(NN) entre los jugadores; es decir, considera puntos del
hiperplano de R* constituido por las preimputaciones, es légico que se con-
sideren éstas, asi como el conjunto de imputaciones, para indicar las condi-
ciones minimas en el estudio de las relaciones entre algunos conceptos de
solucion correspondientes al juego v y al juego con cooperacién restringida.

De ahi, en principio, al ser:

I*v) = {z€R":z(N)=v(N)},

I* (o
I
y verificarse que v ({i}) = ” ({¢}), para todo i € N, se deduce
I'v) = I" (t7) <= I(v) = I (i7) <= v(N) =7 (N).
Ademass,
v(N) #7 (N) <= I"(v) N I* (37) = I(v) N I (77) = 0.

Por tanto, para establecer relaciones entre los conceptos de solucién co-
rrespondientes a los juegos (NV,v) y (N , 77 ), es necesario partir de la hip6tesis
inicial: v(N) = o7 (N).

2.2.1 Sistemas unitarios

Si se considera una terna (N, v,F), donde (N, F) es un sistema unitario y
(N,v) un juego, es l6gico preguntarse por el core del correspondiente juego
restringido y si hay, o no, alguna relacién entre el core del juego restringido y
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el del juego (N, v), asi como si las coaliciones factibles determinan o no al core
del juego (N 7 ) Los siguientes resultados responden a estas cuestiones.

Proposicién 2.25 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario.
Siv(N) = o7 (N), entonces se verifica que C(v) C C (7).

Demostracién: Considérese z € C(v). Por un lado, se tiene
7F(N) = v(N) = z(N).

Por otro lado, sea S C N, S # (. Fijada una particién cualquiera de S
en coaliciones factibles de F,

S=|]J S, conSinS;=0,i#
keK

se tiene —debido a que cualquier ¢ € S pertenece a una tnica coaliciéon
factible S;— que

z(S) = sz = Z {Z 331] = Zx(S’k) > Zv(S’k).
i€S k€K LieSy keK keK
Luego, para cada {Si}rex € Px(S), se tiene que
:I;(S) 2 ZU(SIC),
keK
con lo cual

.’E(S) > max {Z’U(Sk) : {Sk}keK € P}'(S)} = ’17}-(5)

keK
a

Noétese que la proposicién anterior puede aplicarse a cualquier subjuego
(5,9%), S C N, S # 0, para el que se verifique la condicién v(S) = 7(9).
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Por otro lado, si C(v) es no vacio, la igualdad 47 (N) = v(N) es condi-
ci6n necesaria y suficiente para que se verifique la inclusién entre los cores.
Ademas, se recuerda que si 97 (N) # v(N) se deduce inmediatamente que la
interseccion C(v) N C (77) es vacia.

Teorema 2.26 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario. Si
(N,v) es equilibrado y v(N) = &7 (N), entonces el juego (N,77) también lo

€Ss.

Demostracién: Bondareva [14] y Shapley [70] establecen que el juego (N, v)
es equilibrado si y s6lo si C'(v) es no vacio. Ello, junto con la Proposicién
2.25, implica el resultado. a

En general, la igualdad C(v) = C (#”) no puede asegurarse. No obstante,
el core del juego con cooperacion restringida por el sistema unitario queda

determinado en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.27 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario.
Siv(N) = o7 (N), entonces

C (%) = {z e R* : z(N) = v(N), z(S) > v(S), VS € F}.

Demostracion: Si z € C (5%), resulta que z(N) = #*(N) = v(N) y,
ademas, z(S) > 97 (S), para todo S € 2V. Si S € F, entonces {S} € Px(S)
y, por definicion, se verifica que 77 (S) > v(S). Por tanto, resulta que

z(8) > 57(8) > v(8).

Reciprocamente, sea S € 2V y {Si}rex € Px(S). Entonces,

2(5) =Y m=3 [Z x,} = _2(S5e) 2 Y (S,

i€S keK LieSy keK keK
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y, por tanto

z(S) > max {Z v(Sk) : {Sk}rex € P]:(S)} =7 (9).

keK

O

La proposiciéon anterior puede demostrarse también como consecuencia de
un resultado de Faigle [28, Lema 10], teniendo en cuenta que, en este caso, el
juego restringido, (N, ”), est4 definido sobre cualquier coalicién de N por
tratarse de un sistema unitario.

A continuacién, se analiza el caracter equilibrado del juego restringido.
Para ello, por razones de notacion, se utilizara la funcidn indicador la cual,
para cada S C N, se define de la siguiente forma:

1 sii€S,

1s: N — {0,1}, 15(3) = { 0 en otro caso

Teorema 2.28 Sean la terna (N, v, F), con (N, F) una familia de conjuntos
y N € F. Entonces,

{z € R* : z(N) = v(N), z(S) > v(S), para todo S € F} # 0

sty solo si para cada solucidn no negativa del sistema de ecuaciones lineales
a que da lugar la igualdad

> Asls =1y,
SeF\{0}

se verifica que

> Asu(S) < u(N).

SeF\{0}
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Demostracién: El conjunto

{z € R* : z(N) = v(N), z(S)>v(S),VSeF}
es no vacio si y sélo si el programa lineal satisface

min {(1y,z) : (15,2) > v(5), VS € F} < v(N).

Utilizando el teorema de dualidad de programaci6n lineal [68, p. 90] se
deduce, de forma inmediata, el resultado. o

Obsérvese que, en el teorema anterior, no es necesaria la exigencia de que
el par (N, F) constituya un sistema unitario. Obviamente, si lo fuera, con
N € F, se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2.29 Sean la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario y
N € F. Siv(N) = #7(N), entonces el juego (N,07) es equilibrado si y sdlo

si para cada solucidn no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da

> Asls =1y,

SeF\{0}

lugar la 1gualdad

se verifica que

Z Asv (S) < v(N).

SeF\{0}

2.2.2 Sistemas estables para la uniéon

Logicamente, al igual que en el apartado anterior, es necesario establecer que
la condicién minima para la interrelacién entre los conceptos de solucién,
es que sea cierta la igualdad v(N) = v*(N). Sin embargo, es necesario

precisar que, para las estructuras de cooperacion estables para la union, la
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igualdad v(N) = v*(N) no es una condicién necesaria y suficiente para
que I(v) = I(v”). Ello es debido a que, en esta situacién, no siempre es
cierto que v ({i}) = v({i}). En general, Ginicamente puede asegurarse que
si v(N) = v (N), entonces I(v) C I(v%).

Ahora bien, si el juego (IV, v) es cero-normalizado, se garantiza la igualdad
entre los conjuntos de imputaciones correspondientes al juego v y al F-juego
restringido. También, dicha igualdad, es cierta para sistemas de particién

aunque el juego no sea cero-normalizado.

Proposicién 2.30 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion es-
table para la unidn y sea (N,v) cero-normalizado. Se satisfacen las siguientes

condiciones:
(a) Siv(N) = v (N), entonces C(v) C C (vF).
(b) Para toda coalicion S € F, se verifica que C(vs) C C (vf).

Demostracién: (a) Seaz € C(v). En primer lugar, v (N) = v(N) = z(N).
Por otro lado, si S C N y Cr(S) = {Sk},cx entonces

v (S) = Zv(Sk) < Z (Z x,) < sz = z(S5)

kEK k€K \i€S €8

ya que las F-componentes de S satisfacen que U,mE xSk C Sy, ademaés,
z; > v({i}) =0, para todo 7 € N.

(b) Si S € F, entonces v(S) = v7(S). Aplicando el apartado (a), se obtiene
que C(vg) C C (vF). a

Teorema 2.31 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacidn estable
para la unidn tal que v(N) = v (N) y sea (N, v) cero-normalizado. Entonces,

se verifican las siguientes condiciones:
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(a) Si (N,v) es un juego equilibrado, también lo es (N,v”).
(b) Si (N,v) es totalmente equilibrado, el juego (N,v”’) también lo es.

Demostracién: (a) Es immediato, teniendo en cuenta el resultado de Bon-
dareva y Shapley aludido en el Teorema 2.26 y aplicando el apartado (a) de
la proposicién anterior.

(b) Se tiene que probar que para todo S C N, S # 0, los subjuegos inducidos
(S, v%) son equilibrados. Si S € F, el subjuego (S, vs) es equilibrado y, segun
el apartado (b) de la Proposicién 2.30, se deduce que lo es el juego (S, vl )
Si S ¢ FyCr(S)={S}r,, entonces por hipotesis

C(’Usl)#@, l=1,...,k.

Para probar que el subjuego (S, vE ) es equilibrado, es suficiente probar
que su core es no vacio. En efecto, considérese

5 € Clvg,),...,z% € C(vs,).

En general, se tiene

k
S = (US,) ul U
=1 j€sS\US:
Dado ¢ € S, pueden ocurrir dos casos: que exista una tnica F-componente
Sp de S tal que ¢ € Sp, o bien que i € (UjeS\US, {]}) En el primer caso, a
cada i € S, C S, se le puede asociar

. s
1— ;7

donde 7.? es la componente del jugador 7 en el vector 2% € C(vg,). En el
segundo caso, a cada i se le asigna un cero.
Con el razonamiento anterior, se define un vector y € Rl tal que

z? sii€ Sy,
Yi = .. .
0 S11 € (UjES\USz {J}) .
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Este vector asi construido esté en el core del subjuego inducido (S, vy )
ya que verifica,

(9 = Yu= ¥ e =¥ |

€S iEU Si Si 1€ES;

- ZxS’(Sl) = Z’U(Sz) = vZ(9).
S

5

Ademss, si T C Sy C#(T) = {Th}nen, entonces vZ (T) = > ,cp v(Th) ¥
se tiene

k
TC (U Sl) v L\g) {5}
=1 jes\US;

Para cada h € H, es claro que existe una tnica j, 1 < j < k, tal que
T, C ;. Por otro lado % € C(vg;), de donde

(Th)—'l)s(Th <£L'JTh ZIE

1€y

De aqui, se concluye que

vI(T) = va)sz[zzﬂ

heH heH LieTy
S;
= Z T’ = Zyi =y(T)
i€UT ‘€T

Proposicion 2.32 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion es-

table para la unidn y sea (N,v) cero-normalizado. Entonces,
C (v*) = {z € R} : z(N) =v"(N), z(S) > v(S), VS € F}.

Demostracién: Sea z € C(v”), entonces
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Por tanto, z(N) = vF(N), z(S) > v*(S) = v(S), para toda S € Fy,
ademas, z ({i}) > v7({i}) = 0, para todo i € N.
Para probar la inclusién contraria, sea z € R} tal que

z(N) = v (N), =z(S)>v(S), VSeF.

Entonces, para todo S C N, pueden ocurrir dos casos: que el conjunto
de las F-componentes de la coalicién S sea vacio o no.

Si C£(S) = 0, entonces v* (S) = 0 y, como z € R}, entonces, se tiene que
z(S) > v*F(S) = 0. Si Cx(S) # 0, sea Cx(S) = {S1,...,Sk}. Entonces, se
verifica que U§:1 S; € Sy, de aqui,

k k
z(S) = sz > Z Zx, = Zx(S’j) > Ev(Sj) = v (9).

€S j=1 |ies; j=1 j=1

O

Notese que en los resultados establecidos en la Proposicién 2.30, el Teo-
rema 2.31 y la Proposicién 2.32 puede sustituirse la hipotesis de que el juego
(N, v) sea cero-normalizado por cualquier otra que implique la condicién de
ser v ({i}) > 0, para todo elemento i € N.

También, puede observarse que si (N,F) es un sistema de particién, la
hipétesis senialada anteriormente puede suprimirse ya que, en este caso par-
ticular, la unién de las F-componentes de cualquier coalicién no vacia da

lugar a la misma.

Corolario 2.33 Sea la terna (N,v, F), con (N,F) un sistema de particion.
Si el F-juego restringido verifica que v(N) = v (N), entonces

C (v7) = {z e R* : z(N) = v(N), =(S) > v(S), VS € F}.
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Proposicién 2.34 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de parti-
cion. Si se verifica que v(N) = v7(N) = 37 (N), entonces

C (v%) = C (#%).

Demostracion: Si (N, F) es un sistema de particién es, también, un sistema
unitario. Por tanto, tiene sentido considerar los juegos restringidos (N , 97 )
y (N,v%). La Proposicién 2.27 y el Corolario 2.33 aseguran el resultado. O

Proposicién 2.35 Sean la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de par-
ticion y N € F. Entonces, el juego (N, v” ) es equilibrado si y sdlo si para
cada solucidn no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da lugar

D> Asls =1y,

SeF\{0}

la igualdad

se verifica que

Z )\3’0 (S) S ’U(N)
SeF\{0}
Demostracién: Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.28 y del
Corolario 2.33 ya que, en este caso, N € F y, por tanto, v(N) = v7(N). O

Teorema 2.36 Sean la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion
y N € F tal que el programa lineal
max o Asv(9),
SeF\{0}

Yo Aslsg =1y,
s.a SeF\{0}

)\SZO, VSEJ:\{(D},

tiene una solucion entera dptima. Entonces, el juego (N, v” ) es equilibrado
si y sélo si para toda particion, {Si,...,Sp}, de N en coaliciones factibles,
se verifica la desigualdad

v (S) 4 +0(S,) < v(N).



2.3. Conjuntos estables y cooperacioén parcial 69

Demostracién: Si (N, v”) es equilibrado, entonces C (vF) # @, por lo que
existe z € C (v”). De aqui,

v(N) = z(N) = Z (Si) >qu(5

para cada particion {S;}._; de N en coaliciones factibles.
Reciprocamente, sea el programa lineal dual asociado

min z(N)
s.a  z(S) >v(9), VS € F\ {0}.
El programa primal tiene una solucion entera 6ptima. Por tanto, existe
una particién de N en coaliciones factibles, S7,..., Sy € F y un vector
optimo z* € R tal que

(N) =) v(S)).
=1
La hipotesis implica que z*(N) < v(N) y z*(S) > v(S), para todo S € F.
Como N € F, resulta finalmente que z* € C (v%). O

Si (N, v, E) es una situaciéon de comunicacion, con (N,v) superaditivo y
cero-normalizado, donde (NN, E) es un arbol, entonces la familia de coalicio-
nes factibles (N, F) correspondiente (véase Ejemplo 2.5) y el juego (N, v),
satisfacen las hipétesis del Teorema 2.36, (ver [42]). Por tanto, este resultado
implica la Proposicion 2 de Potters y Reijnierse [63].

2.3 Conjuntos estables y cooperacién parcial

En esta seccidn, se estudian las relaciones que existen entre la dominancia de
imputaciones en el juego (N, v) y en los correspondientes juegos restringidos,
con el objetivo de analizar si se conserva la estabilidad de un determinado

conjunto de imputaciones cuando se condiciona la cooperacion.
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2.3.1 Sistemas unitarios

En este apartado, se van a considerar ternas (N,v, F) en las que (N, F) es
un sistema unitario y (V,v) es un juego cooperativo para el que se verifica
la igualdad v(N) = 5% (N).

El primer resultado establece que la relacién de dominacioén entre imputa-
ciones, a través de una coalicién factible, se mantiene cuando se establece una

cooperacion parcial basada en un sistema unitario.

Proposicién 2.37 Sean (N,v,F) donde (N,F) es un sistema unitario y
SeF. Siz,yel(v), entonces

zdomgy en (N,v) = zdomgsy en (N,f;]:).

Demostracién: Teniendo en cuenta que I(v) = I (%), es suficiente probar
que si v(S) > z(S), con S € F, entonces se verifica que 77 (S) > z(9).
En efecto, al ser

77 (S) = max {Z v(S;i) : {Si}ies € P}'(S)}

el

y {S} € Px(S), se deduce que 57 (S) > v(S) > z(S). 0

El reciproco no es cierto. El siguiente ejemplo permite afirmar que si
rzdomgy, con S € F, en el juego (N, 17}-), no se deduce que se siga mante-
niendo la relacién de dominancia en el juego (V,v).

Ejemplo 2.38 Sean N = {1,2,3,4,5} y la funcidn caracteristica del juego
(N,v) definida por

si |S| =2,

si 3<|S] <4,

si §=N,

en otro caso,

o~ A~ W
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y F={0,{1},{2},{3},{4},{5},{1,2},{3,4},{1,2,3,4}, N}.

Nétese que (N,v) es un juego mondtono y cero-normalizado, aunque no
es superaditivo. Comov(N) =17 y¥*(N) = max{0,3,6,4,7} = 7, se verifica
que

Iv)={zeR :z(N) =7, 2;>0,1<i<5}=1(%).

Sean z = (1,2,1,1,2), y = (0,1,0,0,6) € I(v) = I (3%). Puede obser-
varse que © domy en (N,¥7) a través de la coalicion S = {1,2,3,4} € F ya
que,

>y, 1<i<4 y z(8)=5<9"(S)=6.

Sin embargo, aunque x domina ay a través de S € F, en el juego (N, 'F)f),

ello no ocurre en el juego (N,v) al ser z(S) =5 £ 4 = v(95).

La Proposicién 2.37 est4 formulada considerando la circunstancia en la
que la coalicién S sea factible. Si S ¢ F, entonces no se da ninguna relacion
entre la dominancia debido a que no existen relaciones permanentes entre
77 (S) y v(S). No obstante, puede formularse el siguiente resultado.

Proposicion 2.39 Sean (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario y S ¢ F.
Si z,y € I(v) tales que xdomsy en el juego (N,v) y existe una particion
{Si}icr € P#(S) cuyos elementos verifican

ISi| >2 y zdomgs,y, Viel,
entonces x domg y en el juego (N, 177'_).

Demostracién: Evidentemente z; > y;, para cualquier ¢ € S. Por otro
lado, sea {Si};c; € Px(S) la particion indicada en la hipéGtesis. Entonces,
2(S) = Yicr (Si) v, ademés, z(S;) < v(S;) ya que, zdom g, y, para toda S;.
Luego,

z(8) = Y x(Si) <D v(S)

el iel
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< max {Zv(sk) : {Sk}rex € P;(S)} =7 (9).
keK
Por definicién, las desigualdades z(S) < % (S), z; > i, para todo i € S,
~]..').

implican que x dom 5 y en el juego (N , U g

Proposicion 2.40 Sea (N,v,F) con (N,F) un sistema unitario y (N,v)
superaditivo para las coaliciones factibles disjuntas dos a dos. Si z,y € I (v),
entonces

zdomgy en (N,77) => zdomgy en (N,v).

Demostracion: Si zdomgy en (N,%%), entonces z; > y;, para todo i € S,
y z(S) < 7(S). Sea {S}}rek la particién de S en coaliciones factibles para
la que se alcanza el maximo. Entonces, se tendra que

#7(S) = max {Z v(S;) : {Sitier € P]:(S)}

= ZU(SZ) <w (U S,*;) = v(S).
keK keK
Por tanto, z(S) < 57 (S) < v(S). O

De manera inmediata surgen las siguientes consecuencias.

Corolario 2.41 Sea (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario y considérense
z,y € I (v). Se verifica:

(a) Si (N,v) es superaditivo y S € F, entonces
zdomgy en (N,v) <= zdomsy en (N,7”).
(b) Si (N,v) es simple y propio,

zdomgy en (N,77) => zdomgy en (N,v).
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La proposicién anterior permite indicar que, bajo la condicién de supera-
ditividad del juego (N,v), si V C I(v) es internamente estable en el juego
(N, v), también va a serlo en el juego (N, 7”). Ahora bien, previo a enunciar
el resultado correspondiente, se quiere indicar que, siguiendo la notacién de
Driessen [24], dado V C I(v), se denotar4 por domV al conjunto de todas las
imputaciones que son dominadas por imputaciones del conjunto V'; es decir,

domV = {z € I(v) : existe y € V tal que ydom z}.

Proposicién 2.42 Sea (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario y (N,v) un
juego superaditivo. Si V C I(v), entonces

VNdomV =0 en (N,v) = VNdomV =0 en (N,7).

Demostraciéon: Por reduccién al absurdo: supéngase que VNdomV # 0 en
(N 07 ), lo que significa que existe z € V y £ € dom V. Por tanto, existe,
ademas, y € V tal que y domg z en (N, 7”) a través de alguna coalicién S.
Aplicando la Proposicién 2.40 resulta que y domg z en (NV,v) y, entonces,
r € domV en (N,v). De aqui, V NdomV # @ en (N,v), lo cual esta en
contradiccion con la hipoétesis. o

Sin embargo, si V C I(v) tiene estabilidad externa en el juego (N,v), no

puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego
(N, 7).

Por altimo, se establecen algunas relaciones entre el core, la dominancia
y los conjuntos estables.

Proposiciéon 2.43 Sea (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario.

(a) Six € C(v), entonces no existe y € I (3%) tal que y domz en el juego
(N, o%).
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(b) Sea (N,v) superaditivo y x € I(v). Sino existey € I(v) tal que y domz
en (N,v), entonces z € C (v%).

(c) El core del juego (N,v) estd incluido en cualquier conjunto estable para
el juego (N, 17}-) .

Demostracion: (a) Si z € C(v), entonces z(S) > 97 (S9), para toda coali-
cién S C N, ya que, utilizando la Proposicion 2.25, se verifica la inclusiéon
C(v) C C (v%).

Si existiera y € I (¢7) tal que ydomz en (N, 37), implicaria que existe
S C N tal que ydom s z; es decir, existe una coalicién S para la que se
verifican y(S) > z(S), y(S) < %(9).

De lo anterior se deduce que 77 (S) > y(S) > z(S), lo que est4 en con-
tradiccion con el hecho de que z € C (77).

(b) Si no existe y € I(v) tal que ydomz, en (N, v), entonces, por la Proposi-
cion 2.40, no existe y que domine a z en el juego (N, 77 ) y, teniendo en
cuenta la caracterizaci6n del core para juegos superaditivos ([24, Teorema
4.2]), resulta que z € C (7%).

(¢) Es inmediato debido a que, segtin la Proposicién 2.25, C(v) C C (¢7). O

Proposicién 2.44 Sea (N,v,F) con (N,F) una familia intersectante uni-
taria y (N,v) un juego convezo. Entonces, C (17f ) es el 1inico conjunto es-

table para el juego restringido.

Demostracién: Es una consecuencia inmediata del resultado de Faigle [28,
pag. 48], por el que se transmite la convexidad del juego (N,v) al jﬁego
restringido, y del hecho de ser el core, cuando un juego es convexo, el tinico
conjunto estable [T1]. O
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2.3.2 Sistemas estables para la uni6én

En general, los resultados anteriormente establecidos en (N, v, F), siendo
(N, F) sistemas unitarios, pueden ser probados para estructuras de coopera-
cién que son estables para la unién. Con tal objetivo, se consideraran ternas
(N,v, F) en las que (N, F) es un sistema de coaliciones estable para la unién
y (V,v) es un juego cooperativo tal que v(N) = v”(N).

En este apartado, conviene recordar que la igualdad anterior, inicamente
asegura que I(v) C I (v]: ) De ahi que, a veces, sea necesario introducir

alguna condicién adicional.

Proposicion 2.45 Sean (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la uniony S € F. Siz,y € I(v), entonces

zdomsy en (N,v) => zdomgy en (N,vf').

Demostracién: Como I(v) C I (v”), basta probar que si S € F, la de-
sigualdad v(S) > z(S) implica que v”(S) > z(S). Ello es inmediato ya que
al ser S € F, se tiene la igualdad v”(S) = v(S). O

Notese que la igualdad v7(S) = v(S) permite formular la proposicién
reciproca siempre que el juego (N, v) y el juego restringido (N , v ) tengan
el mismo conjunto de imputaciones. Para ello, es suficiente exigir, ademés
de ser v(N) = v*(N), que (V,v) sea un juego cero-normalizado o que el par
(N, F) sea un sistema de particion. En ambas circunstancias, serfa cierto
que, para S € F,

zdomg y en (N,v) <= zdomgyen (N,v”).

Proposiciéon 2.46 Sean (N,v, F) una estructura de cooperacion estable para
la union y S ¢ F. Siz,y € I (v) tales que x dom sy en el juego (N,v) y los
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elementos de Cr(S) = {S;},; verifican
S| >2 y zdoms,y, Viel,
entonces, = dom gy en el juego (N,v”).

Demostracién: Evidentemente z; > y;, para cualquier j € S. Por otro
lado, sea {S;};c; el conjunto de las coaliciones factibles maximales de la
coalicién S. Entonces, z(S) = >_..; #(Si) y, ademés, 2(S;) < v(S;) ya que,
z domg, y, para toda S;. Luego

z(S) = Zm(Si) < Zv(S,-) = v7(S).

Las desigualdades z(S) < v*(S), z; > yj;, para todo j € S, implican que
z domg y en el juego (N, v”). O

Proposicién 2.47 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la union con (N,v) cero-normalizado y superaditivo para las coaliciones fac-
tibles disjuntas dos a dos. Si z,y € I (v), entonces

zdomgy en (N,v") = zdomgy en (N,v).

Demostracién: Si zdomgy en (N, vf), entonces x; > ¥;, para todo ¢ € S,
y z(S) < v7(S) < v(9) al ser (IV,v) superaditivo. La hipotesis de cero-
normalizacién del juego (N,v) implica que I(v) = I (v”) y, por tanto, se
concluye el resultado. g

De manera inmediata se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2.48 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacidn estable para la

union con (N,v) simple y propio. Si z,y € I (v), entonces

zdomsy en (N,v”) = zdomgy en (N,v).
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Al igual que ocurria en los sistemas unitarios, la proposicién anterior
permite indicar que, bajo las condiciones de superaditividad y cero-norma-
lizacién del juego (N,v), si V C I(v) es internamente estable en el juego
(N, v), también va a serlo en el juego (N, v7).

Proposiciéon 2.49 Sea (N,v, F) una estructura de cooperacion estable para
la unidn con (N,v) un juego superaditivo y cero-normalizado. iV C I(v),

entonces
VNdomV =0 en (N,v) =V NndomV =0 en (N,v]:).

Demostracién: La prueba es analoga a la realizada para la Proposicion
2.42. O

Recuérdese que la hipétesis de que el juego (IV,v) sea cero-normalizado
puede ser omitida si el par (V, F) constituye un sistema de particion. Tam-
bién, del mismo modo que se razoné para los sistemas unitarios, puede in-
dicarse aqui que si V C I(v) tiene estabilidad externa en el juego (N, v), no

puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego
(N,v%).

Por ltimo, se establece una relaciéon entre el core y la dominancia. A-
demaés, se proporciona una condicion suficiente para que el core del F-juego
restringido sea el unico conjunto estable.

Proposicién 2.50 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para
la union.

(a) Siz € C(v), entonces no existey € 1 (vf) tal que y domz en el juego
(N, v7).

(b) Sean (N,v) superaditivo, cero-normalizado y x € I(v). Si no existe
y € I(v) tal que y domz en (N,v), entonces z € C (v7).
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(c) El core del juego (N, v) estd incluido en cualquier conjunto estable para
el juego (N, v}-) )

Demostraciéon: Analoga a la correspondiente de la Proposicién 2.43. aun-
que, en este caso, es necesaria la Proposicion 2.30 para establecer la relacién
de inclusion entre C(v) y C (v7). 0

Proposiciéon 2.51 Sea (N, v, F) con (N, F) una familia intersectante y (N, v)
un juego convexo y cero-normalizado. Entonces, C ('U’r ) es el inico conjunto

estable para el F-juego restringido.

Demostracién: El Teorema 2.20 asegura que el juego restringido (N i )

es convexo. Entonces, su core es el inico conjunto estable. O



Capitulo 3

El valor de Myerson

generalizado

En el capitulo anterior se han introducido las diferentes clases de familias
de coaliciones factibles que modelan la cooperacién parcial y los conceptos
de juegos restringidos por dicha cooperaciéon. Para ellos, se han estudiado
algunos conceptos de solucién que asocian, a cada juego restringido, un sub-
conjunto del conjunto de imputaciones y se han relacionado estos conceptos,
en lo posible, con sus homologos en el caso de que no existan restricciones a

la cooperacién.

El objetivo de los dos capitulos siguientes es considerar algunos concep-
tos de solucién que asocien, a cada juego restringido por la cooperacion, una
tinica distribucién de pagos. Si se tiene en cuenta que el antecedente cléasico,
en estos modelos de cooperacién parcial, es el valor de Myerson para situa-
ciones de comunicacién, es légico plantearse el estudio de su generalizacion en
este contexto de familias de coaliciones factibles, asi como su caracterizacion
axiomatica. Esto constituye el objetivo especifico de este capitulo.

Basicamente, el capitulo est4 dividido en tres partes. La primera pre-
senta y desarrolla los conceptos de base y soporte en un sistema de coali-

79
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ciones factibles que sea estable para la unién. Estos conceptos tendran un
papel fundamental en la axiomatizacion del valor generalizado de Myerson
y permitiran, en paralelo, establecer una estrecha relacién entre este modelo
de cooperacion parcial y las denominadas estructuras de conferencias de My-
erson (1980) [54]. La segunda parte se centrara en definir y estudiar algunas
propiedades del valor de Myerson generalizado, obteniéndose una primera
caracterizaciéon axioméatica del mismo para, en la tercera parte, plantear al-
gunas ideas que permitan un cémputo més eficaz; estas ideas se basaran en

los dividendos del juego restringido y en las F-componentes de la coalicién
N.

3.1 La base de un sistema estable para la

unioéon

Considérese un sistema U-estable (N,F) y sea G C F. A partir de G se

procede a realizar la siguiente construccion:

g0 =g
¢ = {SUT:S,Teg® SNT#0}

G® = {SUT:STeg*D SNT#0}

Obsérvese que
¢OcgWc...cg®Wc...CF,

puesto que G C F y (N, F) es un sistema U-estable. Ademads, el proceso
es siempre finito ya que, al ser F finito, se obtendrian a lo sumo, todas las
coaliciones factibles de F. Esta observacién permite introducir el siguiente
concepto.



3.1. La base de un sistema estable para la unién 81

Definicién 3.1 Sean (N,F) un sistema U-estable y G C F. Se denomina
sistema generado por G, denotado por SG (G), al conjunto

SG (G) = G®, donde k es el menor entero tal que G*+Y) = G,

Obviamente, SG({0}) = {0}, SG({S}) = {S} para cualquier S € F, y
SG(F)=F.

En el siguiente ejemplo se ilustra este concepto.

Ejemplo 3.2 Sea N = {1,2,3,4,5} y considérese el sistema U-estable (N, F)
dado por

F o= {{1},{3},{1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{1,2,3},{1,2,4},
(2,3,4},{2,3,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{2,3,4,5}, N}.

S1 G ={{1,2},{2,3},{3,5}} C F, entonces

g(O) =0 = {{la 2} ) {2’3} ) {3’ 5}}7

¢ = {{1,2},{2,3},{3,5},{1,2,3}, {2,3,5}},

g = {{1,2},{2,3},{3,5},{1, 2,3},{2,3, 5},{1,2,3, 5}},
¢® =g@,

Luego,

SG(G) =¢® = {{1,2},{2,3},{3,5},{1,2,3},{2,3,5},{1,2,3,5}} C F

y, en este caso, k = 2.

Proposicién 3.3 Sean (N, F) un sistema U-estable y G C F. Entonces, se
verifica que (N, SG (G)) es también un sistema U-estable.



82 Capitulo 3. EI valor de Myerson generalizado

Demostracién: Supéngase que SG (G) = G®)| para algtin k y sean las
coaliciones Fy, Fy € SG (G), con Fi N F, # (. Entonces,

F,Feg®, RNFK#0 = FURcGH) =gk,
O
Seria deseable encontrar, para cada sistema de coaliciones estable para la

unién, un subconjunto minimal que, por el proceso anteriormente descrito,
genere toda la familia inicial. Esta idea conduce a los siguientes conceptos.

Sean (N, F) un sistema U-estable y G C F. Si (N, G) es U-estable exis-
tiran, posiblemente, coaliciones factibles que puedan expresarse como unién
de dos coaliciones factibles con interseccién no vacia. Esto da lugar a con-
siderar el conjunto:

DG)={Ge€G:G=AUB, A#G,B+#G, A, BcG, AnB #0}.

Es decir, D (G) esta formado por aquellas coaliciones factibles que se
pueden expresar como unién de otras dos coaliciones factibles distintas y no
disjuntas.

Definicién 3.4 Sea (N, F) un sistema U-estable. Al conjunto
B(F)=F\D(¥),

se le denomina base de F. Sus elementos se llaman soportes de F.
El siguiente ejemplo ilustra el concepto de base.

Ejemplo 3.5 Sea N = {1,2,3,4} y considérese la familia de coaliciones
factibles

F={{1},{3},{1,2},{1,3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.
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El sistema (N, F) es estable para la unidn de coaliciones con interseccion
no vacia. Para calcular la base de F se seleccionan, del conjunto de coalicio-
nes factibles, aquéllas que pueden expresarse como unién de dos coaliciones

factibles distintas con interseccion no vacia; esto es,

{1,2,3,4} = {1,3,4}U{2,3,4},
{1,3,4} {1,3} U {3,4},
{1,2,3} = {1,2}uU{1,3},

y ast,

D ((F)={{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}.

Finalmente, se eliminan de F dichas coaliciones, quedando

B (}—) = {{1}7 {3}7 {1’ 2}1 {1, 3}1 {37 4}7 {27 3, 4}}

Es evidente que, por construccion, el conjunto B (F) es Gnico y no vacio,
siempre que F # (. El siguiente resultado permite conocer qué elementos de
F forman parte de B (F).

Proposicién 3.6 Sea (N, F) un sistema U-estable. Se verifican las siguien-

tes condiciones:

(a) Si 0 € F, entonces ) € B (F).

(b) Para todo j € N tal que {j} € F, se verifica que {j} € B (F).

(c) Si S € F es un elemento minimal en (F, C), entonces S € B (F).
(d) SiSeFyS>{j} obienS >0 en (F,C), entonces S € B(F).

Demostracién: Los apartados (a), (b) y (¢) son inmediatos ya que el con-
junto vacio, las coaliciones unitarias y las coaliciones minimales en (F,C)
no pueden expresarse como unién de dos coaliciones distintas de F y con

interseccién no vacia.
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(d) Sea S € F tal que S > {j} o bien S > 0. Se puede suponer que S no
es unitaria ya que, en otro caso, el resultado es trivial por el apartado (b).
Se razona por reduccién al absurdo. Si S ¢ B(F) = F \ D (F), entonces
S € D(F)y asi,

JA,BeF, A+S,B+S, ANB#0y S=AUB.

Entonces, se tiene que ) C A C S, 0 C B C Sy, por tanto, S ¥ 0 en
(F, Q). Por otro lado, si j € S, tal que {j} € F, resulta que j € AUB y asi
pertenece a A, a B o a ambos. De ahi, {j} CAC So{j} cBcCS,conlo

que S {j} en (F,C).
O

Como consecuencia inmediata de los apartados (¢) y (d) de la proposicién
anterior, se tiene que si S € F y |S| < 2, entonces S € B (F).

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, se puede establecer la apli-
cacién
p:27 — 28, p(G)=G=5G(9),

que posee las caracteristicas que se indican a continuacion.

Proposicién 3.7 Sea (N, F) un sistema U-estable. La aplicacion anterior-
mente definida ¢ : 27 — 2% es un operador clausura; es decir,

(a) Para todo G € 27, se tiene G C ¢ (G).
(b) Si G CR C F, entonces ¢ (G) C ¢ (R).
(¢) Para todo G € 27, o (¢ (G)) = ¢ (G).
Demostracion: (a) Es inmediata por construccion, ya que

G=69CSGG)=¢(G).
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(b) Sea G C R C F. Para demostrar que SG (G) C SG (R), se probara que
G® C R®)para cada namero natural k. Por induccion, si k = 0, entonces

GO =¢gcR=RO,

Supéngase cierto para k—1. Sea H € G®), entonces H = SUT, S, T € G&¢-1),
con SNT # (v ello implica, por hipétesis de induccién, que S, T € R*-1),
Como SNT # (), resulta ser SUT = H € R¥®). Luego G® C R®),

(c) Si ¢ (G) = SG (G) = G*¥), entonces
0 (@ (9) =9 (6W) =5G (6W) =6® = (9),

ya que, por la Definicién 3.1, GF+1) = gk), O

La proposicion anterior permite afirmar que (F, ¢ (27)), siendo
(p(Z‘r):{go(g):gEQ}-} c 27,

es un espacio de clausura. En lo que sigue, se utilizara la terminologfa clasica
con lo que el espacio de clausura (.7-' P (27 )) se denotara por (F,—) y a los
elementos de ¢ (27: ) se les denominaré cerrados.

La siguiente proposicién permite caracterizar a los cerrados.

Proposicién 3.8 Sea (N, F) un sistema U-estable y considérese el espacio
de clausura (F,—). Entonces G € 27 es cerrado si y sélo si (N,G) es un

sistema U-estable.

Demostracién: Si G es cerrado, existe R € 2% tal que R = G y, aplicando
la Proposicién 3.3, (N,R) = (N, G) es U-estable.
Reciprocamente, si (IV,G) es U-estable resulta que

G =6, por ser ¢V =g =g,

con lo que G es cerrado. 0
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Conviene, en principio, no confundir el concepto de base dado por Edel-
man y Jamison para espacios de clausura con el concepto de base introducido
para una familia estable para la unién, aunque, en los resultados que se dan
a continuacién, se caracteriza la base de una familia estable para la unién y
se pone de manifiesto la coincidencia de ambos conceptos, lo que justifica el
nombre asociado al conjunto B (F).

Proposiciéon 3.9 Sea (N, F) un sistema U-estable. Entonces B (F) es un

subconjunto minimal de F tal que B (F) = F.

Demostracién: En primer lugar, se prueba que B (F) = F. En efecto, por
un lado, se tiene que

B(F)C F,alser B(F)C Fy (N,F) un sistema U -estable.

Para probar la inclusién contraria, se procede por induccién sobre el
nimero de elementos de las coaliciones factibles de F. Teniendo en cuenta
la Proposicién 3.6, los elementos minimales en (F, C) pertenecen a la base
B (F) y, por tanto, a B—(7-:)— Ahora, supéngase que F' € _B_(ﬂ, para todo
F € F con |[F| < p. Entonces, dado F € F con |F| = p, resulta que
F € B(F) obien F ¢ B(F). En el primer caso, F € B(F). En otro caso,
F € D (F) y, de ahi, la existencia de coaliciones factibles S,T € F, S # F,
T#F,SNT # 0 tal que SUT = F. Aplicando la hipétesis de induccion,

ya que |S| <py |T| < p, se tiene que S,T € B (F) y, como (N,B(.?-')) es
un sistema U-estable, FF = SUT € B (F).

Por altimo, la existencia de otro conjunto S tal que S C B(F) C F,
verificando la igualdad S = F, obliga a que los elementos de B (F) pertenez-
can a § ya que no pueden expresarse como uniéon de dos coaliciones factibles
distintas y no disjuntas. Por tanto, seria S = B (F), lo que indica que B (F)
es minimal. O

De la proposicién anterior, se puede concluir que B (F) es base de F en
el sentido de Edelman y Jamison para espacios de clausura.
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Proposiciéon 3.10 Sean (N, F) y (N,G), con G C F, sistemas U-estables.
Entonces, cualquier elemento de B (G) es extremal; es decir,

ex (G) = B(G).

Demostracién: Sea (N, G) un sistema U-estable y B (G) su base. Edelman
y Jamison [26] indican que, en un espacio de clausura, se verifica que el
conjunto de puntos extremales de G est4 incluido en la base B (G); es decir,
ez (G) C B(G). Queda, por tanto, demostrar que B (G) C ez (G).

Para ello, es suficiente probar que, para todo B € B (G), se verifica que
G\{B} es un sistema U-estable. En efecto, sean S,T € G\{B}, con SNT # 0.
Por un lado, como S,T € G tienen interseccién no vacia y G es un sistema
U-estable, resulta que SUT € G. Por otro lado, SUT # B ya que de ocurrir
lo contrario, B ¢ B (G) por definicién de B (G). Luego, SUT € G\ {B}. O

La proposiciones anteriores permiten afirmar que el espacio de clausura
(F,—) constituye una geometria convexa ya que, para cualquier cerrado G,

se tiene

A continuacién, se estudian algunas propiedades que relacionan entre si
las F-componentes, las coaliciones factibles y los soportes de cualquier sis-
tema U-estable. Dichas propiedades no tienen un hilo conductor entre ellas
y se exponen por ser necesarias en demostraciones de resultados correspon-
dientes a este capitulo y al capitulo posterior.

Proposicién 3.11 Sea (N, F) un sistema U-estable. Se verifican las si-

guientes condiciones:
(a) Si F € F, entonces F = J,.; Bi, con B; € B(F).

(b) Si N ¢ F, existe una particion {Bi,Bs,...,Bp} de B(F) tal que si
BeB;, B e€Bj,conl<i,j<p,i#]j, entonces BN B = .
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Demostracion: (a) Si F es una coalicion factible, entonces F' € SG (B (F))

y, por tanto, es un soporte o es unioén de soportes con intersecciones no vacias.

(b) Sea N ¢ Fy Cr(N) = {N1,Ny,...,N,}. Aplicando la Proposiciéon 2.8
se tiene que N; € Fy N;NN; =0, para 1 <4,5 <p, i #j.
Como N; € F, resulta que

N; = UBk’ con By € B(F),
k€K
y se denotaré por B; a la coleccion formada por todos los soportes que estin
incluidos en la F-componente N;. Entonces, a cada coaliciéon factible maximal
de N se le puede asociar

N,EC;(N)HBZQB(]:), 1=1,...,p.

El conjunto {B;,B,,...,B,} forma una particion de B (F). En efecto,

por un lado,
p
U cB(F).
i=1

Por otro lado, si B € B(F) entonces B € F. Si B es factible maximal
de N, el propio conjunto B junto con todos los soportes contenidos en él,
constituyen una de las colecciones B; y, por tanto, B € |Ji_, B;. Si no es
maximal, entonces B C N; para algtn j y, de ahi, B € B; C | J/_, B;.

Por ultimo, si B € B; y B' € Bj, con 1 < 4,5 < p, i # j, entonces
BN B ={. En efecto, si BN B # 0, entonces N; N N; # 0 yaque BCN;
y B' C Nj;. Esto es una contradiccién, porque V;, N; son F-componentes de
N, y por tanto disjuntas.

Luego, BN B' = () y esto permite deducir que {Bi,B,,...,B,} es una
particién de B (F). O

El apartado (a) de la Proposicién 3.11 indica que cualquier coalicién
factible puede expresarse como unién de soportes. Este resultado, puede
precisarse en el sentido de que, en la unién, inicamente intervengan soportes
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no unitarios siempre que la coalicién tenga cardinal mayor o igual que dos.
Ello se expone en el siguiente resultado.

Proposicién 3.12 Sea (N, F) un sistema U-estable. Si F € F con |F| > 2,
entonces
F =|JB;, con B; € B(F) tal que |B;| > 2.
iel

Demostraciéon: Si F' € F, se tiene que
F =|JB;, con B; € B(F).
ied
Es decir, F' es un soporte, o bien es una unién de soportes entre los que

hay intersecciones no vacias.
Si algiin B; = {j}, con j € N, entonces debe existir By € {Bi};c;, k # J
tal que By N B; # 0. Esto implica que j € By y |Bi| > 2. Por tanto,

F=JB=JB:

ieJ i€
i#j

Procediendo de esta forma, puede escribirse,

F= U B;, con B; € B(F) tal que |B;| > 2.

i€ICJT

Proposicién 3.13 Sea (N,F) un sistema U-estable. Sean A C B(F) y
J C B(F) tal que, para todo B € A y todo B € J, BN B' = 0. Entonces,

(a) Para todo S € A y todo S €F, se verifica que SN S = 0.
b) AUT =AUJ.

(¢) Cagz(N) = Cz(N) U C%(N).
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Demostracién: (a) SiSe€ Ay S € J, entonces S = |J;.; Bi, con B; € A
yS8 = Ujes Bis con B; € J. 8i SN S’ # (B, esto implica que

(Un)n(Us) o

De ahi, Uieg (BiN B;) # 0, de lo que se deduce que B; N B; # ( para
JE

algunos 7, j, lo cual es una contradiccion con la hip6tesis.

(b) Por definicion, AUJ ={B € B(F): Be A UJ}. Como cada uno de
los soportes de A tiene interseccién vacia con cada uno de los soportes de
J, resulta que, aplicando el apartado (a), es inmediato que el conjunto de
las coaliciones factibles generadas por los soportes de A U J coincide con el
conjunto unién constituido por las coaliciones factibles generadas por A y
las coaliciones factibles generadas por J.

(c) Puesto que cualquier F-componente de N es una coalicién factible en
AU J , la conclusién es inmediata a partir de los apartados (a) y (b). O

Es obvio que si, para todo B € Ay todo B € J, se tiene que BNB' = 0,
entonces AN J = (). Né6tese que el hecho de ser AN J = 0, no implica que
para todo B € Ay todo B’ € J, se verifique que BN B = (). En este caso,
no se verifica que AU J = AU J, como se pone de manifiesto en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.14 Sea B(F) = {{1,2},{2,3},{3},{4,5}} y considérense los
siguientes subconjuntos de B (F): A= {{1,2}}, J = {{2,3}}. Se tiene que
ANJ =0y, sin embargo, {1,2} N {2,3} # 0. Ademds,

AU J ={{1,2},{2,3},{1,2,3}} # {{1,2},{2,3}} = AU J.

En la Proposicién 3.8 se indicé que si (N, F) es un sistema U-estable y
se considera el espacio de clausura (F,—), los cerrados de dicho espacio son
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las colecciones G € 27, tal que (V,G) es un sistema U-estable. Logicamente,
tiene sentido considerar sus respectivas bases B (G), las cuales, en general,
no estan relacionadas con la base B (F). Esto, se pone de manifiesto en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15 Sean N = {1,2,3,4} y el sistema U-estable (N, F) dado por

F= {{1} ) {11 2} ) {2? 3} ) {1’ 2, 3}} :

Considérese el sistema U-estable (N,G) con G = {{1,2,3}} € F. Las
bases de ambos sistemas U-estables son

B(F)={{1},{1,2},{2,3}}, B(9) = {{1,2,3}},

y se verifica que B (F)N B(G) = 0.

No obstante, existe una clase especial de cerrados del espacio (F,—), los
cuales tendran una relevancia fundamental en las secciones posteriores, para
los que su base mantiene una relacién de inclusiéon con la base B (F) como
se manifiesta en el resultado que se expone a continuacion.

Proposicién 3.16 Sean (N, F) un sistema U-estable y S C N. Considérese
la coleccion

Fs={FeF:FCS}.
Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:
(a) (N, Fs) es un sistema U-estable.
(b) Cx(S) = Crs(N).

(c) B(Fs)={BeB(F): BCS}.



92 Capitulo 3. El valor de Myerson generalizado

Demostracién: (a) Sean A, B € Fs tal que ANB # (). Entonces A, B € F,
AN B # 0y, por tanto, AU B € F por ser (N, F) un sistema U-estable.

Por otro lado, AC Sy BC S,dedonde AUB C Syasi AUB € Fg.
Por tanto, (IV, Fs) es un sistema U—estable.

(b) Se puede suponer que C'x,(N) es no vacio ya que, en otro caso, se verifica
la igualdad trivialmente. Sea M una coalicion factible maximal de N en Fg.
Obviamente M C Sy M € F. Supéngase que existe F' € F de forma que
M c F C §; ello significaria que existe una coalicién F' € Fg que verifica
M C F C N, lo cual va en contra de que M sea componente maximal de NV
en Fs. Por tanto, M € Cx(S). Reciprocamente, sea R una coalicion factible
maximal de S en F; es inmediato que R € Fg. Si R no fuera componente
maximal de V en Fg, existiria una coalicién F' € Fg que verifica R C F C N;
ello implica que, al ser FF C Sy F € F, R no seria coaliciéon factible maximal
de S en F.

(c) Al ser (N, Fs) un sistema U-estable, tiene sentido considerar su base.
Habria que probar que {B € B(F): BC S} = Fs. En efecto, es inme-
diato que {B€ B(F): BC S} C Fs,yaque {BE€B(F):BC S} C Fsy
(N, Fs) es un sistema U-estable.

Sea, entonces, F' € Fs. Ello implica que FF € Fy F C S. Como F es
una coalicién factible, es unién de soportes entre los que hay intersecciones

no vacias; es decir,
F=|JB; con B; e B(F).
iel
Puesto que F' C S, entonces B; C S para todo ¢ € I y, de aqui, se tiene
que B; € {B € B(F): B C S}, para cada i € I. Por tanto, se obtiene que
FsC{Be€B(F):BCS}. 0

Proposicién 3.17 Sea (N,F) un sistema U-estable. Entonces, para toda

coalicion T C N, se verifica

Cr(T)= |J Cr(TnMm).
MeCx(N)
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Demostracién: Se probari el resultado por doble inclusion. Si R € Cx(T),
entonces R C T vy, por definicién de coaliciones factibles maximales y la
Proposicién 2.8, se tiene que R C M para una tinica M € Cx(N). De ahi,
R CTNM. Ademss, R es una F-componente de TN M ya que si existiera
otra H € Fcon RC HCTnNM, resultaria que R C H C T, con lo que R
no seria una F-componente de 7', en contra de lo supuesto.

Para demostrar la inclusién contraria, considérese que R es una F-com-
ponente de la coalicion TN M, para alguna M € Cx(N). Se probard que
R es una F-componente de T. En efecto, por definicién de coalicién factible
maximal de TN M, se tiene que no existe una coalicion H € F verificando
que R C H C T N M; es decir, no existe una coalicion H € F que verifique,

simultaneamente, las condiciones
RCHCTyRCHCM,

lo que lleva a que R es F-componente de T o bien R es F-componente de
M. En el segundo caso, se deduce que R = M C T, con lo que R es también
F-componente de la coalicién T O

Proposicién 3.18 Sea (N,F) un sistema U-estable. Entonces, para toda
coalicion S C N, se verifica

(a) Cr (S\{i}) = Cry\ (4 (S), para cualquieri € N.

(b) C#(S) = C#(S), donde F' = B(F)\{B}, B€ B(F) tal que BZ S.

Demostracién: (a) Se proceder4 por doble inclusién. Sea H € Cr (S\ {i}),
entonces H € Fy H C S\ {i} C N\{i}; luego, H € Fpn\(iy y se verifica
H C S\ {i} C S. Ademés, H es maximal para S en Fy\(;} ya que si existiera
T € Fny talque H C T C S, ello implicarfa que H\ {1} C T\ {1} C S\ {3}
y, por tanto, H C T C S\ {i} puesto que i ¢ H, i ¢ T, lo cual estd en
contradiccion con el supuesto de ser H € Cx (S\ {i}).
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Por otro lado, si H € Cgry, ,(S), entonces H € F, H C N\{i}yHCS,
por tanto, H C S\ {i}. Ademés, H es maximal para S\ {¢} ya que, de lo
contrario, existiria T' € F, H C T C S\ {¢} y, de ahi, H no seria maximal
de S en fN\{z’}-

(b) Si Cx(S) = @, no hay ninguna coalicién factible de F contenida en S.
Entonces, no puede existir ninguna coalicién factible de F' que esté contenida
en S ya que, si ello fuera cierto, la relacién de inclusién

B(F)\{B} ¢ B(¥F),

darfa lugar a una contradiccién. Reciprocamente, si Cx(S) = 0 no hay
ninguna coalicién factible de F’ contenida en S. Al pasar del sistema de
coaliciones factibles F' al sistema F, habria que considerar aquellas coali-
ciones factibles que se generan mediante uniones, previas intersecciones no
vacias, con el soporte B. Si B € S, ninguna de estas coaliciones puede estar
contenida en Sy, por consiguiente, Cx(S) = 0.

En consecuencia, se puede suponer que los conjuntos de coaliciones facti-
bles maximales de S en F y F' son no vacios. Se analizan las posibilidades
de que S € B(F) oque S ¢ B(F). En el primer caso, S € B(F), resulta
que S # B ya que B € S. Por tanto, S € B(F) \ {B} y, entonces,

Cr(S) = Cr(S) = {S}.

En el segundo caso, S ¢ B(F), es evidente que S ¢ B(F) \ {B} v,
teniendo en cuenta que F y F’ son los sistemas de coaliciones U-estables
generados por B (F) y B(F) \ {B} respectivamente, la coalicién S tendra
unas F-componentes y F'-componentes que seran elementos de B (F) \ {B}
(B € S) o estaran generadas mediante uniones de elementos de la base en los

que no puede intervenir B ya que, si ello fuera cierto, implicaria que B C S.
a

Obsérvese que, tal como se ha indicado en el capitulo anterior, los con-
ceptos introducidos en las estructuras de cooperacién estables para la unién
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generalizan a sus homélogos en las situaciones de comunicacién. De manera
natural, parece logico indicar que dos elementos estén relacionados si am-
bos pertenecen a una misma coalicién factible. Esto, en las situaciones de
comunicacién significaria que ambos estdn en la misma coalicién conexa y,
por tanto, implica que hay un camino formado por aristas interconectadas
que los une. Esta idea de que dos elementos que pertenecen a una misma
coalicién factible estan relacionados mediante un camino, puede generalizarse
para las familias U-estables donde los soportes no unitarios van a desempenar
la misma funcién que las aristas en un grafo.

Teorema 3.19 Sea (N, F) un sistema U-estable. Sii,j € N, 1 # j, son dos
elementos de una misma coalicidn factible S, entonces ezriste una secuencia de
soportes contenidos en la coalicion S, (By, ..., Bx), de tal forma que i € By,
JE€Bry sik>2 ByNBp1 #0, parap=1,...,k—1.

Demostracién: Se procedera de forma constructiva. Como S € F, en-
tonces, por la Proposiciéon 3.11, puede expresarse

S=|JB con B € B(F),Vl €L,
leL
de tal forma que intervengan todos los soportes B; € B (F) tales que B, C S.
Ahora, considérense los elementos 4,7 € S, ¢ # j. Dado que 4,5 € U,cp, Bis
tanto ¢ como j pertenecen a algin o algunos de los elementos soportes que
forman la coalicién S. Se distinguen tres casos:

1. Los elementos i,j € By para algin B,. En este caso, {B} es una
coleccién de soportes que verifica el teorema.

2. Para algtn B, y algn B, resulta que ¢ € By, j € B, con B, N By # 0.
En este caso, {Bp, By} es una coleccién de soportes que verifica el
teorema.

3. Todo soporte al que pertenece i es disjunto con todo soporte que con-
tiene al elemento j; es decir, si i € By y j € B, entonces B, N B, = 0.
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En este ultimo caso, sin pérdida de generalidad, supéngase que B; es uno
de los soportes a los que pertenece el elemento i. A partir de él, se construye
una secuencia de soportes como se indica a continuacion.

Sean B®) = {B},.; vy C© = {By}, coni € By, B; € B", y considérense
todos los elementos de la coleccion BY) = B® \ €O, Debe existir algin o
algunos elementos de B(M) que tengan intersecciéon no vacia con el soporte
B; ya que, si todos los soportes de la coleccion BM son disjuntos con By,
resultaria que

BiUB ¢ F, VlieL,l#1,

y no podria formarse una coaliciéon factible donde interviniesen todos los
elementos de {B;},., y solo ellos. Sea entonces

c® = {Be BY : BNC # 0, para algtn C € C'(O)} c BW,

el conjunto de soportes de B() que tienen interseccién no vacia con B;.
Obviamente, al ser (N, F) un sistema de coaliciones factibles U-estable, se
tiene que

BUB e F,VvBeC"Y y Bu| |J B|eF
Bec®)

Adems3s j ¢ B, para todo B € C) (ya que si fuera cierto se estarfa en el
caso 2), y asi, ninguno de los soportes a los que pertenece el elemento j esta
en la coleccion C.
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BM = {Bl}zeL \ {B:1}

cVc BM

i € By

Considérense, ahora, todos los elementos de la coleccion
B®@ — g \C(l)

y, para cada uno de los soportes de C()| se buscan aquellos elementos de B®
que tengan interseccién no vacia con ellos. Si alguno de los soportes a los que
pertenece el elemento j, por ejemplo By, (los cuales estan en la coleccién B 2))
tiene interseccién no vacia con alguno de los soportes B € CM | el proceso
se acaba ya que existiria una coleccién {B;, B, By}, con ¢ € By, j € B,
BiNnB#0y BNB, #0.
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Si lo anterior no sucede, deben existir elementos de la coleccién B? que
tengan interseccién no vacia con algunos de la coleccién C1) ya que

s=UB=Bu| | BJu| U Bler,Biu| |J B|e7F,

leL Bec) BeB(®) Bec)

y debe haber intersecciones no vacias entre elementos de C(\) y B® para
que pueda generarse la coalicion factible S (recuérdese que las coaliciones
factibles que no sean soportes deben ser uniones de éstos con intersecciones
no vacias) y los elementos de B no tienen interseccién con B; ya que, si lo

tuviesen, estarian incluidos en CV.

Asi, teniendo en cuenta cuenta el razonamiento anterior, sea
c® = {B € B@ :BNC #0, para algin C € C(l)} c BY,

verificAndose que

Bul| |J Blu| U B| €7
Bec® BeCc®@)

y se forma, ahora,
B® = p®\ c®,

Para cada uno de los soportes de C?), se buscan aquellos elementos de
B® que tengan interseccién no vacfa con ellos. Si alguno de los soportes a
los que pertenece el elemento j (los cuales estan en la coleccion B®) tiene
interseccion no vacia con alguno de los elementos de B®, el proceso se acaba
ya que puede construirse, facilmente, la coleccion que se indica en el teorema.

Si lo anterior no ocurre, entonces debe haber elementos de la colecciéon
B® que tengan interseccién no vacia con algunos de la coleccién C@, ya que

s=Us=Bu| J Bl|u|l U Blu| U B|eF

leL Bec) Bec(?) BeB®)
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Bul | B|u|l | B]eF
BeCc) Bec(®)
y debe haber intersecciones no vacias entre elementos de C® y B®) para
que pueda generarse la coalicion factible S al no tener los elementos de B®)
interseccién con B; ni con los elementos de C™M) ya que, de lo contrario,

hubiesen estado incluidos en la colecciéon C(Y) o bien en C®.

Es inmediato que el razonamiento descrito anteriormente se puede repetir
de forma sucesiva, siendo este proceso finito ya que se van recorriendo todos
los elementos de {B;},;. Asf, se llegara a un paso en el que la interseccién
con algin soporte que contiene a j sea no vacia (debe de haberla por la misma
razon que se argument6 al principio de la demostracién para B;). En esta
etapa del proceso se termina y puede construirse la coleccién que se indica
en el enunciado. O

Ejemplo 3.20 Sea (N, F) un sistema de coaliciones factibles U-estable, con
N =1{1,2,3,4,56} y

F = {{1}) {3}7 {1’ 2}7 {27 6}’ {4a 5}7 {1’ 2, 3}1 {37 4, 5}’
{1, 2, 6}, {1, 2,3, 6}, {1,2,3,4, 5}, N}

Considérese la coalicion factible S = {1,2,3,4,5} y los elementos 1 y 5.
Se va a construir una secuencia de soportes (By,...,By) de tal forma que
1€By,5€B,y,sik>2 ByNByy 0, p=1,...,k—1.

En primer lugar, obsérvese que la base de F estd constituida por los si-
guientes elementos

B (‘?) = {{1}7 {3}’ {]" 2}7 {27 6}) {47 5}7 {17 27 3}7 {35 4) 5}},
y que la coalicion S puede expresarse como

S =B;UBy,UB3U B,U By U Bg,
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con B1 = {1}, Bg = {3}, B3 = {1,2}, B4 = {4,5}, B5 = {1,2,3} Yy
Bs = {3,4,5}.

Siguiendo las pautas del procedimiento indicado en la demostracidn del
Teorema 8.19, sean 1 € By y el conjunto CY formado por todos los B;,
distintos de By, que constituyen la coalicion S y que tienen interseccion no
vacia con By. Es decir, en este caso, CV) = {Bs, Bs}. Como ninguno de

ellos contiene al elemento 5, se sigue el proceso.

Ahora, se consideran los restantes soportes de la coleccion inicial; es decir,
B® = {B,, By, Bs}. Entonces, se comprueba, para cada uno de los soportes

de CY, cual o cuales elementos de B® tiene interseccion no vacia; esto es,
P(M"G,Bgl BgﬂBgzm, BgmB4=® yBgmBs‘Zw.

Pam35: B5ﬂBg7é®, B5ﬂB4:@ yB5ﬁBﬁ7é®
Como Bs N Bg # 0 y 5 € By, el proceso se acaba y puede construirse, la

secuencia buscada,

(B1,B5,Bs), 1€B,, BiNBs#0, BsNBs#0®, 5¢& Bg.

Obsérvese que la secuencia construida en el Teorema 3.19 no es tinica.
En el ejemplo expuesto, se puede iniciar el proceso con cualquier soporte que
contenga al elemento 1 y, por tanto, se podria aqui haber empezado por el
soporte Bs. En ese caso, la secuencia obtenida seria (Bs, Bs). Esto tltimo
indica que serfa mas 6ptimo empezar con aquel soporte de mayor cardinal
que contuviese al elemento en cuestién.

Proposicién 3.21 Sean (N,F) un sistema U-estable e 1,7 € N, i # j.
Si existe una secuencia de soportes (By,...,By), de tal forma que i € By,
JEBry sik>2 ByNBpy1 #0,p=1,...,k — 1, entonces i,j son
elementos de una misma coalicion factible S.
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Demostracién: Por hipétesis, existe una secuencia de soportes, (Bi, . . ., Bg),
de tal forma que i € By, j€ Byysik >2, B,NBp1 #0,p=1,..., k-1
Sea S = By U...U By; es suficiente probar que S € F.
Si k = 1, es obvio. Supéngase, por tanto, k > 2. Aplicando que (N, F)
es un sistema U-estable, se tiene
BiNBy#0 = BiUBy € F.
BoNB3s#0 = (BiUB)NB3#0 = BiUB,UBs € F.

Siguiendo el mismo razonamiento sucesivamente, se tendra que

p+1
B,NBpy1#0 = (BiU...UB,)NB, #0 = | JBie F.

=1

Al continuar hasta p+1 =k, resulta que i € By, j € By y
S=Blu...UBkEf.

En consecuencia, ambos elementos i, j pertenecen a una misma coalicion
factible. O

Como consecuencias inmediatas de los resultados anteriores, pueden es-

tablecerse las siguientes conclusiones.

Corolario 3.22 Sea (N, F) un sistema U-estable. Dos elementos i,j € N,

i # j, pertenecen a la misma coalicion factible S si y sdlo si el grafo (Q, A),
donde

QZ{Bl:BlGB(]:), Bl_C_S},

AZ{(BP,Bh)ZBpﬂBh7é@, Bp'#Bh}gQXQ,

y tal que i € B,,, j € By, con B, B, € QQ, es un grafo conezo.
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Corolario 3.23 Sea (N, F) un sistema U-estable. Dos elementos i,j € N,
i # j, pertenecen a la misma F-componente de N si y sdlo si existe una
secuencia de soportes, (By,...,By), de tal forma que i € By, j € By, y, si
k>2 B,NBp1#0, parap=1,...,k—1.

Ademas, obsérvese que la Proposicién 3.12 permite reformular el Teorema
3.19, y el Corolario 3.23 para soportes no unitarios.

Myerson [54] introdujo el término conferencia para referirse a cualquier
conjunto, de dos o més jugadores, que pueden reunirse para discutir sus
planes de cooperacién. Asi, una estructura de conferencias en N, denotada
por Q, es cualquier coleccién de conferencias; es decir,

Q={S:SCN, |S|>2).

Dada una estructura de conferencias Q, Myerson defini6 el concepto de
conezxidn entre dos jugadores de la siguiente forma: dos jugadores i y j
estan conectados por Q si ¢ = j o existe alguna secuencia de conferencias,
(S1,...,S5k), tal que

i651,j€Sk, {Sl)"-ask}gga
SpNSpr1 #Oparap=1,...,k—1.

Claramente, el concepto de conexién entre dos jugadores es una relaciéon
binaria que implica una particion del conjunto N (admitiendo que todo ele-
mento de N pertenece a alguna conferencia), denotada por N/Q, en la que
cada clase de equivalencia est4 constituida por todos los elementos que estan

conectados entre si.

Los anteriores resultados permiten establecer una relacion estrecha entre
los sistemas U-estables y las estructuras de conferencias de Myerson. En
efecto, dado un sistema (N, F) estable para la unién, el conjunto constituido
por los soportes no unitarios constituye una estructura de conferencias de
Myerson. El Corolario 3.23 (admitiendo que todo elemento de N pertenece
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a alglin soporte no unitario) permite indicar que, para la estructura de con-
ferencias considerada, los elementos de N/Q a que da lugar la definicién de
conexidén son, precisamente, las F-componentes de /V.

Reciprocamente, dada una estructura de conferencias de Myerson, @,
puede introducirse la siguiente definicién de coalicién factible: la coalicién
S C N es factible en @ si, para todo 4,5 € S, existe una secuencia de
conferencias (Si,...,8%), Sp € Stalquei € S1, j € Spy, sik > 2,
SpNSpy1 # Dparap=1,...,k—1. Entonces, puede demostrarse que (N, F)

con

F ={S C N :S es factible en Q},

es un sistema U-estable. En efecto, se ha de probar que si Fy,F» € F y
FiNF,#0, entonces F}; UF, € F.

Para ello, sean 4,5 € F; U F3. Si ambos estan en F] o en F5, es evidente.
Supéngase que i € Fy, j € Fy, 4,5 ¢ Fy N F,. Como Fy N Fy # ), existe
k€ FyNFy, k # i,j. Por tanto, k,i € Fy y al ser F; € F existe una
secuencia de conferencias, (Sy,...,S5;), coni € i, k€ Sp y tal que S, C Fj,
Sp N Spy1 # 0, para todo h = 1,...,p. Ademés, k,j € F, y F; € F, con
lo cual existe otra secuencia (S;,...,5;) con k € S;, j € S, Sh C Fa, ¥
tal que S, N Sy # O, para todo h = s,...,t. De aqui, se deduce que
existe la secuencia (S1,...,S55,5s,...,5;) coni € Sy, j €Sty Sp € FLUF,,
Sp N Spy1 # O, para todo h=1,...,t. Por tanto, F} U F; es factible en Q vy,
entonces, F1 U F; € F.

Por ltimo, habria que indicar que, aunque se ha establecido una relacién
entre sistemas de coaliciones factibles U-estables, (N, F), y las estructuras de
conferencias de Myerson, ésta no es una relaciéon biunivoca. Es decir, a partir
de (N, F) se pueden seleccionar otras estructuras de conferencias diferentes
a la considerada en el razonamiento anterior y, por otro lado, a partir de
una estructura de conferencias @, pueden establecerse otras definiciones de
coalicién factible en @ que dan lugar a diferentes sistemas de coaliciones
U-estables.
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La prueba del Teorema 3.19, sugiere la creacién de un algoritmo para la
construcciéon de la coleccién de soportes que se contempla en su enunciado.
Para ello, puede seguirse una técnica analoga a la de busqueda en amplitud
(Breadth First Search algorithm) en grafos [50].

En lo que queda de la seccién, se describe dicho algoritmo y se ejemplifica

su funcionamiento.

~ Considérense (N,F) un sistema U-estable y S € F. En el algoritmo
que sigue, para cada B, soporte contenido en S, se denotard por A(B,) al

conjunto

{BeB(F):BCS, conB+# B,y BNnB, # 0}

Entrada: Todos los soportes contenidos en S: {B;}icr, 4,7 € S

Algoritmo:
Paso 1:
Marca los elementos {B;};cr como no visitados
Elige un By, con ¢ € By
Visitar By
Poner By en una cola Q)
Si j € By entonces Q =0

Paso 2:
Repetir mientras Q # 0
B, <— cabecera[Q]
Determinar A(B,) y para cada By, € A(Bp):
Si By, no esta visitado:
marca By, visitado
introduce By, en @
Borra B, de @
Si j € By € Q, entonces Q = 0
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Salida: Los diferentes soportes que, de forma ordenada o sucesiva, son
introducidos en () como resultado de procesar cada soporte B, hasta que

Q=0.

El grafo (@, A), donde @ es el conjunto de soportes correspondientes a
la salida del algoritmo anterior y A = {(By, Bp) : Bx N\ By, # 0, By, # By},
proporciona diferentes caminos que llevan de 7 a j y, con ello, se obtienen
una o varias colecciones que verifican la tesis del teorema.

Los A(B;) recorreran, a lo sumo, todos los soportes {B;}icr ¥, ademas,
A(B;) # 0 debido a la U-estabilidad del sistema (N, F) y a la formacién de
las coaliciones factibles mediante los soportes.

El siguiente ejemplo muestra la coleccion de soportes que se obtiene apli-
cando el algoritmo anterior.

Ejemplo 3.24 Considérense el sistema U-estable, (N, F), del ejemplo ante-
rior y la coalicion S = {1,2,3,4,5}, coni= 1,7 = 5. Se tiene que

S:B1UBQUB3UB4UB5U36,

con By = {1}/' B, = {3}7 B; = {172}7 By = {4a5}; Bs = {1:2’3} )
Bs = {3,4,5}. Aplicando el algoritmo se tiene,

Entrada: {B}{_,, 1,5€ S

Algoritmo:
Paso 1:
Marca los elementos {B;}$_; como no visitados
Elige un By, = B; con 1 € By
Visitar B,
Q = [Bi]
5¢ B;

Paso 2:
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Q=[B]#0

By +— cabecera|@)]

A(By) = {Bs, Bs}
marca Bs, Bs visitados
Q - [B17 B37 B5]

Borra B, de @

9 ¢ B3> 5 ¢ B5

Paso 2:
@ =[B;3,Bs] # 0
B3 <— cabecera|@)]
A(B;) = {B, Bs}
By, By estdn visitados:
Q = [B3, Bs)
Borra B; de )
Paso 2:
Q=[Bs] #0
B; <— cabecera|Q)]
A(Bs) = {By, B;, Bg}
By, Bg no estdn visitados:
marca Bs, Bg visitados
Q= [Bs, By, Bs]
Borra By de Q
5 € Bg € Q entonces Q =10

Salida: [B, B;, Bs, By, Bg] .
El grafo (Q, A) cuyo conjunto de vértices viene dado por
@ = {B\,Bs, Bs, By, Bs}
y el conjunto de aristas por

A:{(Bkth) inﬂBh7é@’ Bk7éBh}a
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que aparece en la Figura 3.1, da lugar a diferentes caminos que llevan de 1
ad.

Obsérvese que el algoritmo anterior s6lo garantiza la existencia de una
o varias colecciones de soportes que cumplen las condiciones anteriormente
citadas. Sin embargo, no proporciona la colecciéon con menor niimero de so-
portes que va de 7 a j. Para ello, se podrian adaptar alguno de los algoritmos
que calculan el camino més corto entre dos vértices cualesquiera de un grafo.

p B3

FIGURA 3.1

3.2 El valor de Myerson generalizado: pro-

piedades y axiomas

Una vez estudiado el concepto de base de un sistema (N, F) estable para
la unién, se comienza, esta nueva seccion, recordando el concepto de juego
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restringido por un sistema U-estable, introducido en el segundo capitulo para,
a continuacién, estudiar un nuevo concepto de solucién en estructuras de
cooperacion estables para la union: el valor de Myerson generalizado. Este
concepto, el cual va a asociar a cada estructura de cooperacion (N, v, F) un
unico vector de pagos para los jugadores, se definird a partir del valor de
Shapley del correspondiente juego restringido.

Sea (N,v,F) una estructura de cooperacién estable para la unién. La
funcién caracteristica correspondiente al juego restringido por la familia F,
viene determinada de la siguiente forma

So w(T) siCx(S) #0,
vF 2V s R, 0T (S) ={ TeCr(9)
0 en otro caso.

Definicién 3.25 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacidn estable para la
unidn. El valor de Myerson generalizado asociado a (N, v, F), denotado por
p(N,v,F) € R*, estd definido por

p(N,v, F) =@ (N,v7).

Obsérvese que si se tiene en cuenta el Ejemplo 2.5, el concepto introducido
generaliza el valor de Myerson (véase pag. 23) definido s6lo en situaciones

de comunicacion.

A partir de ahora, dado el sistema U-estable (IV, F), se denotaréa por B la
base de F. En el siguiente ejemplo se obtiene el valor de Myerson asociado
a una estructura de cooperacién estable para la union.

Ejemplo 3.26 Considérese el conjunto de jugadores N = {1,2,3,4} y el
sistema estable para la union dado por F = {{1},{1,2,3},{2,3,4},N}.
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Sea v : 2V — R definido por v(S) = |S| — 1, para toda coalicidn no vacia.
Entonces,

B={{1},{1,2,3},{2,3,4}}

En este caso, el juego restringido estd definido por

0 en otro caso.

v,r(s)z{ IS|-1 siSeF,

El valor de Myerson generalizado, p(N,v,F), viene dado por

mNeF) = Y A8 [F(S) - (S\ (1) = o

{SCN:1€8}

p (Mo, F) = D (S v () —v" (S\ {2})] = %
{SCN:2¢5}

ps (N0, Fy = Y S [pF(S) =" (S\{3})] = 1—3
{SCN:3¢S}

N0, F)= Y A8 RFS) — T (S\ 14D = 5

{SCN:4eS}

Asz’,,LL(N,v,]:):(5 13 13 5).

Con el fin de analizar las caracteristicas del valor de Myerson generalizado,
se introducen progresivamente, y siguiendo la terminologia de Myerson, el
concepto de regla de asignacion y algunas propiedades de las mismas.

Para ello, dado (NNV,v) un juego cooperativo, se denotard por SEN al
conjunto de todas las ternas (N, v, F) en las que el par (N, F) es un sistema
de coaliciones factibles U-estable. Es decir,

SEY = {(N,v,F): (N,F) es un sistema U -estable} .
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Definicién 3.27 Una regla de asignacion para el juego v es una funcién
v:SEN — R,

(N,U,f) }—>(’Yl (N,’U,]:),’}’z(N,’U,f),...,’)’n(N,’U,]:)),
tal que verifique

1. V(N,v,F) € SEN,YM € Cx(N), Y 7 (N,v,F)=uv(M).
keM

2.Vi¢ U M, ~(NvF)=0.

MeCx(N)

Es decir, una regla de asignacion para el juego v es una funcién que, a cada
sistema de coaliciones factibles U-estable definido sobre IV, le asigna un vector
n-dimensional, que es eficiente para las F-componentes de la coalicién N y
que asocia un valor nulo a aquellos jugadores que no pertenecen a ninguna

coalicion factible maximal.

Definicién 3.28 Una regla de asignacion, v : SEN — R*, es justa si
V(N,v,F) e SEN, VB € B, ¥j € B, v; (N,v,F) —v; (N,v, F) = ¢,

donde F' = B\ {B} yce R

Asi, si una regla de asignacion es justa, todos los jugadores que pertenecen
a un mismo soporte B pierden o ganan la misma cantidad si este soporte B
es eliminado.

Myerson (1977) [53] demostré, en el conjunto de situaciones de comu-
nicacion, que el valor de Myerson es la tinica regla de asignacién justa. A
continuacién, se probara un resultado similar en estructuras de cooperacién
estables para la unién. La demostracién se inspira en las técnicas utilizadas
por Myerson (1977) [53], (1980) [54].
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Teorema 3.29 El valor de Myerson generalizado p : SE¥ — R" es la

dnica regla de asignacidn justa.

Demostracién: La prueba del teorema consta de dos partes. En primer
lugar, se demuestra que hay una tdnica regla de asignaciéon justa para un
juego (N,v) dado. En segundo lugar, se prueba que el valor de Myerson
generalizado es una regla de asignacion justa.

(1) Unicidad. Supéngase que v! : SEN —s R* y 4% : SE¥ — R" son dos
reglas de asignacion justas para el juego v.

Considérese el conjunto SEV. Cada sistema de coaliciones U-estable tiene
asociada una tinica base, luego los elementos del conjunto SEV se pueden
clasificar atendiendo al nimero de soportes no unitarios que tenga su base
asociada. Con ello, se tendria una particién del conjunto SEV.

Utilizando esta particién introducida en el conjunto SEV, se prueba, por
induccién sobre el nimero de soportes no unitarios que tengan las bases, que
AL = A2,

En efecto, sea (N, F) cualquier sistema de coaliciones factibles U-estable
que no tenga ningin soporte no unitario. Entonces, las tnicas coaliciones
pertenecientes a F, son unitarias y constituyen su base, luego

Cr(N) = {{i} : {i} e 7}
y, como 7! y v2 son eficientes,
vi (N,v, F) = v({i}) =2 (N,v,F), para todo i € N tal que {i} € F.
Ademaés, para los demés elementos 7 € N tal que {i} ¢ F se tiene que
% (N, v, F) = 0=1} (N,v, F),

ya que no pertenecen a ninguna coalicion factible. Luego, finalmente resulta
que 7' = 7%,
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Supoéngase, ahora, que la regla de asignacién justa es Gnica para cualquier
sistema de coaliciones factibles U-estables cuyo niimero de soportes no uni-
tarios sea k — 1. Se probaré la unicidad para sistemas de coaliciones factibles
U-estables cuyo niimero de soportes no unitarios sea k.

Considérese el conjunto Cx(N) de las F-componentes de la coalicién N.
Siy! y 42 son reglas de asignacion, es inmediato que

74 (N,v,F) =0=+2(N,v,F), para todo i € N, tal que i ¢ U M,
MeCx(N)

v (N, v, F) = v ({i}) = 42 (N, v, F), para todo i € N, con {i} € Cx(N).

Por tanto, es suficiente considerar aquellos jugadores pertenecientes a las
diferentes F-componentes de N que no sean coaliciones factibles unitarias.
Sea, entonces, B € B un soporte no unitario. Por hipétesis de induccién

¥ (N, v, F') = 42 (N,v, F), (3.1)

donde F' = B\ {B}, y como 7' y 4?2 son reglas de asignacién justas, se
verifica que, para todo i € B,

711 (N,U,}-)—’)’il(N,U,-F') = (1,

3.2
"}’iz(N,U,f)—’)’?(N,’U,f,):Cz. ( )

Utilizando la igualdad (3.1) y restando miembro a miembro en (3.2), se
obtiene

Y (N,v,F) —¥2(N,v,F) =¢;5, Vie B, VBEeB. (3.3)

Ahora bien, considérese M € Cz(N). Puesto que ! y 42 son reglas
eficientes, se tiene

5 (90 5) = o(30) = 7 o0 ),
weM i€M
y, de ahi,
> [ (N0, F) = 2 (N0, F)] =0

icM
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Por otro lado, el Corolario 3.23 indica que, dados dos elementos cua-
lesquiera j, k de la coalicién factible maximal M, existe una secuencia de
soportes no unitarios contenidos en M, (By, By, ..., By), de tal forma que
j€ B, ke B,y B,NB;y1 #0, parai =1,...,p— 1. Entonces, aplicando
este corolario junto con la condicién (3.3), se tiene que, para j € By,

’)’Jl (N,’U,f)—’)’]g (N,’U,]:) = (3,
y, al ser By N By # (), existe un elemento h € B; N By con lo que
’le' (N’U,f)_7_72'(NaUaf):C3:’Y}1z(N,Uaf)_7l21(N,Ua-7:)a

va que h € B;. Reiterando el razonamiento para todos los elementos de la
secuencia, (By, By, ..., B,), se llega de inmediato, a que

% (N0, F) =73 (N, v, F) = 9 (N, 0, F) — 7 (N, 0, F).
Luego, para todo elemento ¢ € M, con M € Cx(N), resulta
v (N,v, F) =¥ (N,v,F)=¢, ceR
Ello quiere decir que,

Z [’Yzl (N,v,F) —71'2 (N"U’f)] =0=|M|c,

ieM
lo que implica que ¢ = 0y, asi, v} (N,v, F) = 2 (N, v, F), para cualquier
elemento ¢ € M. Por tanto, se tiene que ! = 7.

(2) El valor de Myerson generalizado es una regla de asignacion justa.

Para probar que es una regla de asignaciéon, habra que demostrar que se
verifican las condiciones

1. V(N,v,F) € SEN YM € Cx(N), 3 wi(N,v,F)=uv(M).
iEM

2vi¢e U M, w(Nwv,F)=0.
MeCx(N)
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La segunda condicién es inmediata ya que si un elemento 7 € N no
pertenece a la unién de las F-componentes de la coalicién N, ello quiere
decir que no pertenece a ninguna coalicién factible de F. Por tanto, para
cada S € F,

Cr(S) = Cr(S\ {i}),

y, aplicando la definicién de valor de Myerson generalizado,

wi (N, F) = > (S) [pF(S) T (S\ {i})]

{SCN:i€S}

= > qSo0=o.

{SCN:ieS}

Para probar la primera condicién, si N € F, entonces N es la tnica

F-componente y, de ahi,

Z“i (N,v, F) = v (N) = v(N).

1IEN

Supoéngase, ahora, que N ¢ F y, considérense las F-componentes de la
coalicion N. A cada F-componente M de N, se le asocia un juego uM,

definido de la siguiente forma

U

MoV — R oMT)=v"(TnM)= Y v(R), VTCN.
ReCr(TNM)

Por la Proposicién 3.17, para cualquier coalicion T C N, se verifica la
igualdad

Cx(T)= |J Cr(TnM)
MeCx(N)

Por tanto, es inmediato que

oF = Z uM,

MeCx(N)
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ya que, para toda T'C N,

v’ (1) =

MeCg(N)

D

RECF(TNM)

v(R)

= Z uM(T).

MeCx(N)

Esta descomposicion del juego (N v ) serd fundamental en la demostracién

de la eficiencia. Para probarla, sea M € Cx(N).

Teniendo en cuenta la

descomposicién anterior y la linealidad del valor de Shapley, se tiene

Z,ui (N,’U,f) =

1IEM

> & (N,v7)

iIEM

iIEM

ieM Lec;(zv)

> (N, uh)

LeCx(N)

:Z@@;zuﬁ

- ¥ [Tae)

LEC]:(N) €M

ieM

Ahora bien, se probara que

> &N, uM)

1EM

y que, para cada i € M,

®;(N,ur) =0, para L € Cx(N), L # M.

> [Z ®;(N, uL)}(3.4)

{LeCr(NY:L#M} Liem

=v7 (M), (3.5)
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Para probar (3.5), notese que la coalicion factible maximal M es un so-

porte, en el sentido de Shapley, para el juego uM; esto es,
uM(T) = u™(T N M).
En efecto, para cualquier T C N, se tiene por definicion
u(T) =" (TN M) = v (TN M) M) =u™(TnM).

Aplicando las propiedades del soporte para el valor de Shapley, (véase
pag. 12), se obtiene

> &N, uM) = uM (M) =T (M).
ieM
Ademas, si L € Cx(N), L # M, entonces LN M = ( y, utilizando la
expresion del valor de Shapley, para i € M,

(N = Y A(8) [uH(SU{a}) - uH(S)]

{SCN:igs}

= Y A PTSU{EHND) - v (SN L)]
(SCN:igs)

= 3 ) PF(SNL)U{E} N L) -v7 (SN )]
{SCN:igs}

= D S T(SNL)u) ~vT(SNI)]
{SCN:i¢S}

= Y S PTSNL) - v (SN L)
{SCN:i¢S}

= Y Ao=0.
{SCN:igs)

Finalmente, combinando las expresiones (3.4), (3.5) y (3.6), se obtiene

D (N0, F) =8 (N,vF) = v (M) = v(M).

ieM ieEM

Luego, u (N, v, F) es una regla de asignacion.
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Por tdltimo, se prueba que es justa. Usando la definicién de valor de
Myerson generalizado, esto es equivalente a demostrar que

% (N,07) =@ (N,0") =¢c, VK€ B, ceR,
donde ' = B\ {B}.
Para ello, se define el juego (IV, w) tal que
w(S) = v¥(8) —vF'(S), VS CN.

El juego (N, w) est4 bien definido ya que (N, F) y (N,F’) son sistemas
de coaliciones factibles U-estables y, por tanto, tiene sentido considerar el
valor de Shapley del juego w. Para cada k € B, se tiene

(Nw) = Y (S(S) - w(S\ {k})]

{SCN:keS}

= > S)w(S) — w(S\{k})]
{S:keS, BCS}

+ > AU)w(S) - w(S\ {k})].
{S:keS, BZS)

Si S C N estal que B € S, entonces w(S) = 0. En efecto, por definicién
w($) =v7(S) —vT(S) = D u@- > T
TeCx(5) T'€Cri (S)
Ahora bien, por la Proposiciéon 3.18, las F-componentes de S y las F'-
componentes de S son las mismas. Como consecuencia, se tiene

w(S) = 0, para todo S C N, tal que B € S.

Ademaés, para toda coalicion S C N, al ser k € B, se tiene que B € S\{k}
y ast w(S\ {k}) = v*(S\ {k}) - " (S\ {k}) = 0.

Por tanto, puede escribirse

(N, w) = > ASm(S) — w(S\ {k})]
{S:keS, BCS}
= > S)w(S).

{S:keS, BCS}
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Entonces, el valor ®;(N,w) es una suma extendida a todas aquellas coa-
liciones que contienen a todos los elementos del soporte B. Aplicando el
mismo razonamiento a cualquier otro elemento p € B o bien aplicando el
axioma de simetria del valor de Shapley, resulta

®x(N,w) = &,(N,w), Vk,p€ B.
Finalmente, por la linealidad del valor de Shapley
CI)k(N,’LU) = @k (N,’U]: - 'Uf’) = (I)k: (N,’U]:) - (I)k (N,’U"F’) 5

®,(N,w) =9, (N, v — vf’) =, (N,v") - &, (N, vf') :

y la propiedad queda demostrada. u

Myerson (1977) [53] probé que si el juego (IV,v) era superaditivo, en-
tonces el valor de Myerson era, ademaés, una regla de asignacién estable en el
conjunto de situaciones de comunicaciéon. Este resultado se puede generalizar
a estructuras de cooperacion estables para la union.

Definicién 3.30 Una regla de asignacion, v: SEYN — R", es estable si
V(N,v,F) € SEN, VB € B, VYj € B, v; (N, v, F) > 7; (N,v, F'),

siendo F' = B\ {B}.

Esta condicion asegura que todos los jugadores de cualquier soporte siem-
pre se benefician de llegar a un acuerdo y cooperar.

Teorema 3.31 Si el juego (N,v) es superaditivo y cero-normalizado, en-
tonces el valor de Myerson generalizado p : SEY — R* es una regla de
asignacion justa y estable.
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Demostraciéon: En el teorema anterior se ha demostrado que el valor de
Myerson generalizado es la tnica regla de asignacién justa. Se ha de probar,
ahora, que es estable; es decir,

V(N,v,F) € SEY, VB € B, Vj € B, ®; (N,v) > &, (N, vf’) .

Esto es equivalente a probar que ®;(N,w) > 0, para j € B, siendo B € B,y

/4
w=v" — v’

Para cada k € B, se ha probado que

S(Nw)= > A(Su(S),

{S:keB, BCS}

luego, serd suficiente probar que w(S) > 0, para cualquier coalicién S C N
tal que B C S.

Para ello, se prueba que cualquier coalicién factible maximal de S en
(N, F"), con F' = B\ {B}, es una coalicion factible maximal de S en (N, F)
o esta contenida en una F-componente de S. En efecto, sea T" € Cx(S).
Entonces, por razones de inclusién argumentadas en anteriores demostra-
ciones, 7' € 7' C F. Por tanto, 7" es una coalicion factible en F y, o bien
es una coalicién factible maximal en F o estd contenida en una tnica F-
componente de S ya que éstas son disjuntas entre si. Entonces, agrupando las
F'-componentes de S que estan contenidas en una misma F-componente de
S, y teniendo en cuenta que el juego (IV, v) es superaditivo y cero-normalizado
(lo que implica monotonia), se tiene que

vF(8) = ) o)
T'€Cxi(S)

- -

- ¥ T

TeCx(s) LTcT

( :
2. U

TeCr(S) L Tcr |

IA
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< Y ()

TeCx(S)
= v7(9).

Asi, w(S) > 0, para cada S C N tal que B C S. O

El hecho de que el valor de Myerson generalizado sea una regla de asigna-
cién implica, de forma inmediata, que constituye siempre una preimputacion
para el juego restringido (N ;08 ) En efecto, para cualquier estructura de
cooperacion estable para la unio6n,

Z,ui(N"U’f): Z I:Z/'Li(N”U,}-)j!: Z U(M):U]:(N)'

iEN MeCx(N) LieM MeCx(N)

Ademaés, si el juego (IV, v) es superaditivo y cero-normalizado, el Teorema
2.14 asegura que el juego restringido (N vl ) posee las mismas caracteristicas.
Por tanto, para todo ¢ € N, se verifica que p; (N, v, F) > 0= v" ({i}) y, de
ahi, p (N, v, F) € I (v7).

Sin embargo, no es inmediato que el valor de Myerson generalizado per-
tenezca al core del juego restringido. Una condicion suficiente se indica en el
siguiente resultado.

Teorema 3.32 Sea (N, F) una familia intersectante y (N,v) un juego cero-
normalizado. Si (N,v) es convezo, entonces p (N, v, F) € C (v7).

Demostracién: Si (N, v) es convexo, aplicando el Teorema 2.20, resulta
que el juego restringido lo es. Si se tiene en cuenta que el valor de Shapley
pertenece al core del juego si éste es convexo [71], entonces, es inmediato que

p(N,v, F) =& (N,v7) € C (v7). O

Notese que, al igual que se analiz6 en el capitulo anterior, la hipo6tesis
de que el juego (V,v) sea cero-normalizado puede omitirse en el caso de ser
factible cualquier coalicién unitaria.
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Definicién 3.33 Una regla de asignacidn, v : SEN — R", satisface la
formula de Shapley si, para todo (N,v, F) € SEN y todo i € N, se verifica

Yi (vaa]:) = Z 7(8) LZ,YJ‘ (N>U7'F9)_Z’YJ' (N,'U,fg\{i}) ’

{SCN:ieS} jeN JEN
donde, para cada S C N,
_ (1SI=Di(n — IS))

¥(S) - y Fs={FeF:FCS}

Teorema 3.34 FEl valor de Myerson generalizado pu: SEN — R" satisface
la formula de Shapley.

Demostracién: Teniendo en cuenta la definicion de y; (N, v, F) y del juego
restringido, (N , 07 ), resulta que

w0, F) = Y A(S) [vF(S) — v” (S\{i})]

{SCN:ieS}

- Y | T - Y u)
{SCN:ieS} | TeCx(S) T'eCr(S\{i})

= > | > - Y o«
{SCN:ieSs} TeCrg4(N) T'€Crg, 1y (V)

ya que, por la Proposicién 3.16,
C}'(S) = Crg (N) y C}'(S \ {7’}) = CfS\{i} (N)

Por tanto, como y; (N,v, F) es una regla de asignacién, su valor es

Y. A D e - 3 Y8 (New)

{SCN:ieS} TeCrg(N) jET T'€Crg, 1y (N) JET'
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¥, puesto que las asignaciones a los jugadores que no pertenecen a ninguna
coalicién factible maximal son nulas, se puede escribir que p; (IV,v,F) es
igual a

> | X N - 3 (V)

SCN:eS j€ T 13 T
{s¢ } J UTeC]:S(N) J UT’EC}'S\{i)(N)

En consecuencia, se ha obtenido que

w(No, Fy= > 4(S) ['ZNj(N:UafS)_ZNJ(N’U7*7:S\{Z'})'

{SCN:ies} jEN JEN

d

Notese que, en la demostracion, se obvia el caso de ser Cx(S) = @ para
algunas coaliciones S C N ya que, en esta circunstancia, Cx,(N) = 0 y, por
tanto,

v (8) =0 :Z ®; (N,v”s).

JEN

También, puede observarse que la férmula de Shapley coincide con la

expresion clasica de la misma cuando la cooperacion es universal; es decir, si
F = 2N, En efecto,

Z,uj (N,U,fs) = ZCI)J (N,’U}-S)
JEN JEN

donde, en este caso particular, Fg = 25. Entonces, para cada T C N, se

verifica,

vF5(T) = Z v(R)

RECx4(T)
= v(TNS)
= v"S(Tn8s).
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Luego, S es un soporte en el sentido de Shapley para el juego v”$ y, de
ahi,

Z@j (N,vfs) = Zq)j (N,vfs)

jEN jes
= v75(S)
= v(9).

De forma anéloga,

D, (N, v7s\@) = u(S\ {i}),

JEN

¥y, por tanto, la formula de Shapley indicada en el Teorema 3.34 se corresponde
con el valor de Shapley del juego (N, v); es decir,

a(N,o)= 3 AS) (S) — v(S\ {i})].

{SCN:ieS}

Definicion 3.35 Una regla de asignacion tiene contribuciones equilibradas
si, para todo (N,v,F) € SEN y cualesquiera i,j € N, se verifica

Y (N, v, F) — v (N,v, F_;) = v; (N,v, F) — v; (N, v, F_;) ,

donde el sistema U-estable (N, F_;) estd definido por {F € F :i ¢ F'}.

Es decir, la pérdida que el jugador j puede ocasionar al jugador ¢ por no
participar en aquellos soportes en los cuales era miembro, es 1a misma que la
que el jugador ¢ puede ocasionar al jugador j si realiza la misma accién.

Como consecuencia de esta definicién y de otros resultados anteriores se
puede establecer el siguiente teorema para el valor de Myerson generalizado.
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Teorema 3.36 FEl valor de Myerson generalizado p : SEN — R tiene
contribuctones equilibradas y es la inica regla de asignacion que satisface la
formula de Shapley y/o tiene contribuciones equilibradas.

Demostracién: Es inmediata ya que Myerson (1980) [54], prueba que si
una regla de asignacién satisface la formula de Shapley, entonces tiene con-
tribuciones equilibradas y, ademaés, que si esta tltima condicién se verifica
entonces es una regla de asignacion justa y, por tanto, por el Teorema 3.29,
es Unica. 0O

3.3 Calculo del valor de Myerson generali-

zado

Uno de los principales inconvenientes del valor de Myerson generalizado ra-
dica en su cémputo efectivo ya que supone un problema combinatorio que
involucra un nimero elevado de operaciones. De ahi, que sea interesante
plantearse la bisqueda de procedimientos o métodos que faciliten, en lo posi-
ble, su célculo.

Lépez [46] y Bilbao [9] proponen realizar el calculo del valor de Myer-
son generalizado, siempre que el par (N, F) sea un sistema de particion,
utilizando el potencial de Hart y Mas-Colell [40] del juego restringido y pro-
porcionan un algoritmo basado en la funcién caracteristica del juego (N, v)
y en las F-componentes de cualquier coalicién. Asi mismo, lo determinan
utilizando la funcién multilineal de Owen [62] asociada al juego (N, v7).

Aunque las ideas expresadas en el parrafo anterior son generalizables a
estructuras de cooperacién (N, v, F), con (N, F) un sistema estable para la
unién, en esta seccién se indican otras dos posibles direcciones para realizar
el célculo del valor de Myerson generalizado. En primer lugar, y dado que
los dividendos pueden utilizarse en la determinacién del valor de Shapley,
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se estudian los mismos y algunas condiciones que dan lugar a expresiones
sencillas de computo. Ello implica hacer un calculo de los dividendos del
juego restringido (N, v%). Por otro lado, y teniendo en cuenta que es posible
que la coalicibn N no sea una coalicion factible, se demuestra que puede
realizarse el calculo del valor de Myerson generalizado restringiéndose a las
coaliciones factibles maximales de N a la que pertenezca cada uno de los
jugadores.

3.3.1 Calculo mediante los dividendos

La caracteristica de linealidad del valor de Shapley hace que el valor de
Myerson generalizado pueda ser expresado en términos de los dividendos de
Harsanyi. Asi, para cualquier i € N, se tiene que

A7 (S)
:u’i(Na'Uaj:):q)i(NaU}-): Z v|S| :
{SCN:ies}
Es inmediato observar que la determinacion de los dividendos del F-
juego restringido, interviene en el coémputo del valor de Myerson generalizado.
Obviamente, los dividendos pueden obtenerse de la siguiente forma,

AyF(S) = Z(_l)ISI—lTlvf(T)_
TCS
Sin embargo, interesa estudiar bajo que condiciones el valor de Myerson

generalizado puede calcularse en términos de los dividendos del juego (V,v)

y, si es posible, de su funcién caracteristica.

Estas condiciones referentes a los dividendos del juego restringido (N X ),
han sido estudiadas por Lopez [46], demostrando que, en el caso de que el
sistema de coaliciones factibles (/V, ) sea una geometria convexa estable
para la unién se obtienen simplificaciones significativas. Ello se recoge en el
siguiente resultado.
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Teorema 3.37 Sea la terna (N,v,F), donde (N, F) es una geometria con-
vera estable para la union y (N,v) un juego. Para cualquier S € F, se

verifica:

(a) Av}'(s) = Z Av(T) = Z Av(T)

{T:T=S} {T:ex(S)CTCS}

0) Ar(S)= ¥ (~1)SHiTy().
{T:S\ex(S)CTCS}

Notese que el apartado (a) generaliza un resultado de Owen [61] que
relaciona los dividendos del juego restringido v”* con los del juego v, y el
apartado (b) permite hacer un célculo directo de los dividendos del juego
restringido mediante los valores del juego v.

Ademas, obsérvese que si F = 2V entonces todos los elementos de
cualquier coalicién son puntos extremales de la misma. Es decir, se tiene
S\ ex(S) =0y, como v = v, surge —utilizando el apartado (b) del Teo-
rema 3.37— que, para toda S C N,

Ay(S) = Ayr(S) = Y (-1)$-1Tly(T),

TCS
que es la expresion correspondiente a los dividendos de Harsanyi [36].

También, como consecuencia del Teorema 3.37, y teniendo en cuenta que,
para S € F, el intervalo [S,S] donde S~ = S\ ex(S), es un 4lgebra de
Boole, puede deducirse que dada la terna (N,v,F), donde (N,F) es una
geometria convexa estable para la unién y (IV, v) un juego, el valor de Myerson
generalizado viene dado por

pF)= 3 | 3 ()Emy)]

{SeF:ieS} | Te[S—,S]



3.3. Célculo del valor de Myerson generalizado 127

3.3.2 Calculo mediante las F-componentes

Van den Nouweland (1993) [59] demostré que, en situaciones de comuni-
cacion, para computar el valor de Myerson de un jugador i, es suficiente
considerar la coalicién conexa maximal que contiene a dicho jugador. Este
resultado puede ser generalizado, para computar més ficilmente el valor de
Myerson generalizado de un jugador para sistemas estables para la unién,
mediante la coalicién factible maximal de N que contiene al jugador ¢.

Teorema 3.38 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacidn estable para la
unidn tal que (N,v) es un juego cero-normalizado. Sea M € Cx(N), tal que
1 € M. Entonces

pi (N, v, F) = pi (M, v |m , Fu),

donde v [ es la restriccion dev a M y Fyy ={F € F: F C M}.

Demostracién: Por definicion, se tiene
w (N, F) = > (S 7 (Su{i}) —v7(9)],
{SCN:igs)
donde
FEU{) - ()= > w@ - D o).

TeCx(SU{i}) TeCx(S)
Sea M € Cx(N) tal que i € M. Aplicando la Proposicién 3.17, se obtiene

vF(SU{i}) - v (S) = > o(T) + > o(T)

TeCr((Su{i})nM) {TeCx((SU{s})NL): L#M}
- Y - X
TeCxr(SNM) {TeCxr(SNL): L#M}

= > D= 3, D),
TeCxr((SU{s})nM) TeCxr(SNM)

ya que,

Cr((SULNNL) = Cr((SNL)U i} N L) = Cr(SN L),



128 Capitulo 3. EI valor de Myerson generalizado

puesto que {7} N L = (), para toda L # M. Por tanto,
v (SU{i}) —v”(8) =T (SN M) U {i}) — v (SN M)

porser (SU{HNM=(SNM)U{i}nM)=(SNM)uU{i}.
De ahi,

w(No, F) = Y y(S) " (SN M) U{}) —v" (SN M)].
{SCN:i¢s}

Ahora bien, si S recorre todas las coaliciones de N a las que el jugador
¢ no pertenece, S N M recorre todas las coaliciones contenidas en M que no
contienen al jugador i. Luego,

w (N, F)= > [ > 7(5)] [P (RU{i}) ~v"(R)].

{RCM:i¢R} |{SCN:i¢S,SNM=R}

Teniendo en cuenta la formula clasica del valor de Shapley, (véase pag.
11), se tiene

Z (S) = Z s!(n—n!l—s)!.

{SCN:i¢S,SNM=R} {SCN:i¢S, SNnM=R}

Fijada una coalicién R, las coaliciones S C N, tal que SN M = R, son
de la forma

4 R,
RuU {31} para todo 73 € N\ M,
{ RU {il,’ig} para todo {il,?:z} Q N\M,

.......................................

\
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verificaAndose que

nim(n—m) (r+p)!(n—1-r—p)! rl(im—-1-—r)
] - ] )

= P n! m/!

En efecto, para ello, considérese la expresion

o m Z(” m)(r+p> (n=1-r-p)!

_r'(m—l—r' P n!

y se probara que E = 1. Esta igualdad es indicada por Myerson (1980) [54,
pag. 174] como un hecho combinatorio. Aqui, se indica una demostracién
similar a la dada por van den Nouweland (1993) [59] para situaciones de

comunicacion.
g = ~ ml! (n—m)! (+p'n—-1-r-p)!

= rt(m—1-r)p'(n—-m—p)! n!

_ = m! (n—m)! (r +p)! (n-1-r—p)!
= n! ript (m—1—-7)1(n—m—p)!

_ "_m_1__<r+p)(n—1—r—p)
pr M\ T m—-1—r

1

= (r+p (n—m—p+m—1—r>
B 0(;) T m—1-—r '

_(r+p\(n-m—-p+m—-1—7r
T m—1-—r

p=0

~— r+p n—-m-—-p+m-—-1—r
‘ m—1-—r ’

p:

=
N
3 3
SNa—
|
=]

y la expresion
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es el coeficiente asociado a la potencia "™ en el producto

()| EC)-]

p=0 p=0
Ahora bien,
r rip! r!
p=0 p=0 p=0
- (r
1| 1] 27 ¢

_ + _
] 24 p] r! [1 — x]

p=0

1]

_ r—=1 _ -2 _ . ._1_
ol —* o L 1-— x]
IS R A 1
= 7 -1 s rl (1 .'I))T+1 (1 :L,)T-i‘l

y queda,
S EC )] - e
- (jofi)Tm
-3 <m ! P) .

p=0

Por tanto, el coeficiente asociado a la potencia "™ sera

(7))
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E(”) — (”) y, de aqui, E = 1.
m m

Finalmente, se verifica

luego,

po ) = Y PR - o ()
{RCM:i¢R} )
= ) ® PRUL}) -v(B)]
{RCM:i¢R}

= wi(M,v|m,Fu).



Capitulo 4

El valor de posicién

generalizado

Este capitulo se dedica al estudio de otro concepto de solucién, denominado
valor de posicidn. Dicho valor fue introducido por Meesen (1988) [52] y estu-
diado por Borm, Owen y Tijs (1992) [17], en el contexto de una cooperacién
parcial modelada mediante situaciones de comunicacion.

Aqui, este valor se definirad en estructuras de cooperacién estables para
la unién y exigira, previamente, la introduccién de un nuevo juego definido
sobre coaliciones constituidas por soportes no unitarios: el juego de confe-
rencias. De este modo, una vez definidos los conceptos indicados, se estudia,
en la segunda seccién del capitulo, las propiedades del valor de posicién, se
generaliza la caracterizacion axiomatica del valor de posicion dada por Borm,
Owen y Tijs (1992) en situaciones de comunicacién y se relaciona este con-
cepto de valor de posicién generalizado con el valor de posicion definido por
Faigle [29], para juegos de comunicacion general. Ademés, ya que el con-
cepto de valor de posicion fue extendido por van den Nouweland, Borm y
Tijs (1992) [58] a situaciones de comunicacién modeladas por hipergrafos,
se dedica una parte del capitulo a analizar las diferencias entre los hiper-
grafos de comunicacioén, los sistemas de coaliciones factibles U-estables y los

133
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correspondientes valores de posicién.

El analisis de las propiedades que verifica el valor de posicién genera-
lizado suscita una comparaciéon con las que satisface el valor de Myerson
generalizado. Asi, se posibilitan interrogantes sobre nuevas caracterizaciones
axiomaticas del valor de Myerson generalizado y de ello trata la pentltima
seccion. Por ultimo, de forma analoga a como se realizé en el capitulo an-
terior, se presentan algunos resultados que permitan un cémputo mas eficaz
del valor de posicién generalizado.

4.1 El juego de conferencias y el valor de po-

sicién generalizado

Tal como se ha indicado en los paragrafos anteriores y con el objetivo de
definir el concepto de valor de posiciéon generalizado, se introduce, en el
contexto de estructuras de cooperacion estables para la unién, un juego en el
que el conjunto de jugadores va a estar formado por todos aquellos soportes
cuyo cardinal sea estrictamente mayor que uno. A tal fin, se denotara, en
todo este capitulo, por C el conjunto constituido por todos los soportes de
un sistema U-estable que tengan cardinal mayor o igual que dos.

Definicién 4.1 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacidn estable

para la union. Se denomina juego de conferencias, denotado (C, vc), al juego
v¢ 126 — R definido por v¢(B) =0, y

¢ (A) = vA(N) = Z v(M), para toda A C C.

MeCL(N)

El juego (C, v¢) estéd bien definido ya que a cada A C C se le puede asociar

su correspondiente clausura, .4, la Proposicién 3.3 asegura que el sistema de
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coaliciones factibles (N ) 71) es U-estable y, por tanto, tiene sentido considerar
la terna (N,v,A) y el correspondiente juego restringido asociado tal como
se indica en la Definicién 2.10.

Obsérvese que si el juego (V,v) es cero-normalizado, entonces se tiene
v (€) = v*(N) = v*(N),

yaque B=CU{B¢€ B:|B| <1}.

Por otra parte, la Definicién 4.1 supone una generalizacién del concepto
de juego arco introducido por Borm, Owen y Tijs (1992) [17] y estudiado
por van den Nouweland, Borm y Tijs (1992) [58] ya que, en una situacién de
comunicacion (N, v, E) (véase Ejemplo 2.5), resulta ser

¢= {{i,j}: {s,j} € E},

y A se corresponde con el subgrafo generado por el conjunto de aristas que
forman A C C.

Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperaci6n estable para la union
en la que se supondré, a partir de ahora y a lo largo de todo el capitulo, que
el juego (N,v) es cero-normalizado, y considérese el juego de conferencias
(C, vc). Tiene sentido determinar el correspondiente valor de Shapley aso-
ciado al juego (C,v¢):

® (C,+¢) e R,

que, obviamente, asigna a cada soporte no unitario un ntimero real.

Puesto que a cada coalicion soporte con cardinal mayor o igual que dos
se le asocia un valor, parece razonable asignarle a cada jugador un valor
tomando como referencia su participacién en aquellas coaliciones soportes
que tengan cardinal mayor o igual que dos. Ello da lugar al concepto de
valor de posicién generalizado.
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Definicién 4.2 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Para cada jugador se define su valor de posicidn generalizado de la

siguiente forma

1
—&c (C,v°) si C; #0,
(N, F) = o Joree ©¥) s 67

0 en otro caso,

siendo C; el conjunto de soportes, con al menos dos jugadores, en los cuales
i participa; esto es, C; ={C €C :1 € C}.

El siguiente ejemplo ilustra los conceptos que se han introducido.

Ejemplo 4.3 Considérese la estructura de cooperacion estable para la union,
(N,v,F), del Ejemplo 3.26. Se tiene que

B={{1},{1,2,3},{2,3,4}}, C=1{{1,2,3},{2,3,4}},

Yy que
Uf(s):{ |IS|—1 siSe€F,

0 en otro caso.

El juego de conferencias viene determinado en la siguiente tabla.

lAcc E ETEREEZ
)] — — 0
{{1,2,3}} {{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{2,3,4}} {{2,3,4}} {{2,3,4}} 2
{{1,2,3},{2,3,4}} {{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}} | {{1,2,3,4}} 3

El valor de Shapley del juego de conferencias, correspondiente a cada

soporte no unitario es:

D123 (Ca UC) = Z v(S) [,UC (S) - v° S\ {{1,2, 3}})] =

{s8Cc:{1,2,3}es8}

Do) (C,0°) = Yo SRS - S\ {{2,3,4}))] =

{scc:{2,3,4)€S})

)

NI Ww NDIW
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Ast, el valor de posicion generalizado para cada jugador viene dado por

1 1
m (N,v,F) = g@{m,s} (C,UC) =g
1 1
o (N, v, ]:) = 5@{1,2,3} (Ca UC) + §¢{25354} (C’ »UC) = 1’
7T3(N"Ua]:) = 7T2(N,’U,.7:):].,
1 1
s (N,v, F) = §®{2,3,4} (C, UC) = 9’

con lo que, finalmente, 7 (N,v,F) = (%, 1,1, %)

4.2 El valor de posiciéon generalizado: propie-

dades y axiomas

En primer lugar, parece natural plantearse si el valor de posicién generalizado
es una regla de asignacion para estructuras de cooperacién estables para la
unién, en el mismo sentido que se estableci6 en el capitulo anterior. Para
ello, previamente, se expone un resultado que permite descomponer, de forma
aditiva, el juego de conferencias.

Lema 4.4 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la union y (C,vc) el juego de conferencias asociado. Si N ¢ F, entonces
ezxiste una particion {Dq, Dy, ..., Dy} de C tal que
P
s =3

i=1

stendo (C,vDi) el juego definido por

vPi 28 R, P (A) =+ (AND;), VACC.
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Demostracién: Por hipétesis N ¢ F. Entonces, aplicando el apartado (b)
de la Proposicién 3.11, existe una particiéon {B;, Bs,...,B,} de la base B.
Esto, a su vez, implica que existe una particién {Dy,D,,...,D,} de C.

Por tanto, para toda coalicién de soportes con cardinal mayor o igual que
dos A C C, se verifica, aplicando la definicién de juego de conferencias y la
Proposicién 3.13, que

(A = o (ANC)

Al

— UC (LPJ (A n Dl))

i=1

= U= ()

= Z v(M)

M€C~—Ug=1(AnDi)(N)
= > uM
MelJP_; CAn_m(N)

p

=2 | 2 v

=1 MECW:(N)

= ivc (AND;)

=1
p
= ) vP(A).
i=1
O

Notese que D; es un soporte en el sentido de Shapley para el juego v,
ya que, para toda A C C,

WP (A) = o (AND;)
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= o ((AND;)ND;)
= ’UDi (AﬂDl)

Teorema 4.5 El valor de posicion generalizado m : SEN — R es una

regla de asignacion.

Demostracién: Dada (N,v,F) € SEV, se ha de probar:
1. Para toda M € C£(N), > m (N,v,F)=v(M).

ieM
2. Paratodoi¢ |J M, m (N,v,F)=0.

MeCx(N)
La segunda condicion es inmediata, ya que si ¢ ¢ Upcc, ) M., €l jugador

no pertenece a ninguna coalicién factible. Por tanto, C; = 00 y, por definicién,
7 (N,v, F) =0.

Se prueba ahora la primera condicion. Sea M € Cg(N). Si |M| = 1,
entonces M = {i} y C; = 0. De ahi,

> mi(N,v, F) =m (N,v, F) = 0 =v({i}),
ieM
puesto que v es cero-normalizado.
Supongase que |M| > 1, lo cual implica que C; # @, para todo ¢ € M.
Ademaés, como M es una componente maximal de NV, es una coalicion factible

y por tanto,
M= U By, con By, € B,
keK
siendo {By},cx la coleccion formada por todos los soportes que estan in-
cluidos en M. Sii € M, resulta que C; C {Bg},ck, Y& que de otra forma

existiria C; € C; y, en consecuencia,

iGM:UkBk —
i € C; ¢ {Br}rek

por la estabilidad para la unién cuando la interseccién no es vacia y M no

U

keK

UC]‘E}-,

serfa una coalicién factible maximal de N, al ser
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M C U By, UCJ’.
keK
Entonces,
1
> m(Nw,F) = > [Z ﬁ% (€, )
ieM ieM Lcec;

= > []Bk| Il;—kl] ®p, (C,v°)

{{BrliexiiBrl>2}
= Z q)Bk (C,'Uc) .

{{B}exiBrI>2}

Aplicando las propiedades del valor de Shapley cuando un juego puede
descomponerse de la forma que indica el Lema 4.4, (véase pag. 13), se obtiene

2. (@) = 3 ea (o)

{{Br}rexilBel>2} {{Br}rex:IBrl>2}
= o™ ({Bk}keK)
= of ({Bk}keK n Dk)
= ¢ ({Bihex) = v Phex (N)
= v(M),

siendo Dk = {{Bk}keK : |Bk| Z 2} a

Obsérvese que si N € F, entonces la eficiencia del valor de posicion es

inmediata ya que,

S om (N0, F) = Z[Z |—16,—|<I>c(0,vc)]

ieN iEN LCeC;
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= ) [ICI I—é—l] ¢ (C,v°)

CecC

= Z(I)C (C,'Uc) = ’UC(C)
Ccec
= WF(N)

= v(N).

En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto que el valor de posicién ge-
neralizado, a diferencia del valor de Myerson generalizado, no es una regla de
asignacion justa ni tampoco estable, aunque el juego (N, v) sea superaditivo.

Ejemplo 4.6 Considérese el sistema (N,F) de coaliciones factibles estable
para la unidn en el que N = {1,2,3,4} y

F={{1},{1,2},{2,3},{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}.

Sea (N,v) el juego de unanimidad correspondiente a la coalicion {2,3}; es

o(S) = { 1 siSD{23},

decir,

0 en oiro caso.

Se construye el juego de conferencias v¢ : 2° — R. En este caso,

B={{1},{1,2},{2,3},{2,3,4}}, C={{1,2},{2,3},{2,3,4}}.

LAce | A loay) [ ]
0 - - 0
{{1,2}} {{1,2}} {{1,2}} 0
{{2,3}} {{2,3}} {{2,3}} 1
{{2,3,4}} {{2,3,4}} {{2,3,4}} 1
{{1,2},{2,3}} {{1,2},{2,3},{1,2,3}} {{1,2,3}} 1
{{1,2},{2,3,4}} {{1,2},{2,3,4},{1,2,3,4}} | {{1,2,3,4}} 1
{{2,3},{2,3,4}} {{2,3},{2,3,4}} {{2,3,4}} 1
{{1,2},{2,3},{2,3,4}} | F\ {1} {{1,2,3,4}} | 1
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Por tanto, el juego de conferencias viene dado, para A C C, por

UC(A):{ 0 siA={{1,2}} 0 A=0,

1 en otro caso.

Se calculan, ahora, las componentes del valor de Shapley:

D2 (C0°) = Y. 1O [ - (S\{L,2)] =

{scc:{1,2}es}

Bagy (CoF) = Y v(S) [°(S) —of (S\{{2.3})] = 5

{8Cc:{2,3}eS}

Dz (C0°) = Y. ()RS - S\ {{2.3,41))] =5

{8CC:{2,3,4}€8}

De lo anterior, se deduce que el valor de posicion generalizado es, para cada
uno de los jugadores,

m (N,v,F) = Z CIJCCU =0,

C€C1

Ty (N,v, F) = Z <I>c Cv
C€C2

3 (N,v,F) = Z <I>c C’U
C€C3

74 (N, v, F) = ZICI% (C,2°) =

CeCy

o E;lw 5l

Para comprobar que el valor de posicion generalizado no es una regla de
asignacion justa, considérese B = {2,3,4}. Entonces

B\{B} = {{1}>{172}a{2’3}a{1’2>3}}7 C\{B} = {{1’2}7{2’3}}

y se obtiene
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AcCc\{B} |A CA(N) | S\B(4)
0 - — 0
{{1,2}} {{1,2}} {{1,2}} 0
{{2,3}} {{2,3}} {{2,3}} 1
{{1,2},{2,3}} | {{1,2},{2,3},{1,2,3}} | {{1,2,3}} 1

En este caso, las componentes del valor de Shapley, vienen dadas por

B9 (C\{B},v\MBY) =0,

‘I){z,s} (C \ {B} ,UC\{B}) =1

De ahi, el valor de posicion generalizado para cada jugador es, ahora,

m (N,v, B\ {{2,5, 4}}) =

s | N,v, B\ {{2,3,4}}

(

- (N, v, B\ ({2,3,4)}
(
(

) —
- N,U,B\{{2,3,4}}) -
) -

Ast, se ha obtenido,

> e €\ (B) ¥\ ®) =0,

CeCi\{B}

> 0o (C\ (B o) =

CeCx\{B}

> ,—}7,% (C\ {B}, oM =

CeCs3\{B}

I

[N S NG N B

)

> ICI»’_I% (c\ {B},“\B) =o.

CeCs\{B}

i | (N, v, F) @,U,B\{{2,3,4}})
™ 0 0

m | 5/12 1/2

w3 | 5/12 1/2

m| 1/6 0

y como se ha considerado B = {2,3,4}, resulta
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i |m W, F) = (N0, B\{{2,3,4}})
=2 5/12—1/2=-1/6

j=3 5/12—1/2=-1/6

j=4 1/6 —0=1/6

El hecho de que la pérdida o ganancia no sea la misma para todos los
elementos de B = {2, 3,4}, asi como su signo, indica que el valor de posicién
generalizado no es una regla justa ni estable, aunque el juego considerado es
un juego convero y, por tanto, superaditivo.

En lo que sigue a continuacion, se introduciran progresivamente algunas
propiedades, que pueden ser interpretadas como razonables o deseables para
cualquier regla de asignacion en estructuras de cooperacién estables para la
union, y se estudiaré si el valor de posicién generalizado las satisface, con la
intencién de obtener una caracterizacién axiomética del mismo.

Definicién 4.7 Una regla de asignacion v : SEN —s R™ se denomina adi-
tiva si, para cualesquiera (N,v,F), (N, w,F) € SEV, se verifica

vy (N,v+w,F)=v(N,v,F)+v(N,w, F).

Parece razonable que una regla de asignacién verifique la propiedad de
aditividad, ya que es légico que un jugador considere que su ganancia en
el juego v + w deberia ser la suma de las ganancias correspondientes a su
participacién en los juegos v y w.

Definicién 4.8 Un soporte H € C se denomina superfluo para la estructura
de cooperacion (N,v, F) € SEV si, para cualquier A C C, se verifica

v’ (A) = (A\ {H}).
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Obsérvese que, en la definicion, el soporte H es un jugador nulo en el
juego de conferencias, entendiendo que un jugador es nulo en un juego si
todas sus contribuciones marginales son nulas. De la definicién se deduce
también que, en cada subsistema de soportes, la presencia de un soporte
superfluo no afecta a las ganancias o valor de la coaliciéon N.

Definicion 4.9 Una regla de asignacion v : SEN — R™ tiene la propiedad
del soporte superfluo si, para cualesquiera (N,v, F) € SEN y H € C que sea
un soporte superfluo, se verifica

v (N,v,F) =7<N,v,B\{H}> .

Teorema 4.10 El valor de posicion generalizado m : SEY — R" satisface
las propiedades de aditividad y del soporte superfluo.

Demostraciéon: La aditividad se obtiene, trivialmente, al tener en cuenta
que el valor de Shapley satisface esta propiedad.

Sea H € C un soporte superfluo. Se ha de probar que
T(N,v,F)=m (N,’U,B\{H}) .

Sea i € N tal que C; # 0. Entonces, por definicién

7Ti(N,'U,.7:) = Z |C|q)c C ’U)
ceC;

n(NoB\E) = Y

®c (C\ {H},v\HY)
CEC,‘\{H}l |

Ahora bien, si 1 € H, entonces

i (N,v,F) = ZICI = Z |—é—|<I>C(C,v) |H|<I)H(Cv)

Ccec; CeC;\{H}
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donde

en (€)= Y (8 [(S) - (S\{H}D] =0,
{SCC:HeS}
puesto que H es un soporte superfluo.
Por tanto,

m(No, F)= Y —é—(I)C(C,vc),ViEN.

CeC\{H} €l

Esto implica que es suficiente probar que
Pc (C,0%) = @c (C\ {H}, v\, vC e, C #H.
Por un lado, aplicando la férmula correspondiente al valor de Shapley,

O (C,0%) = DY (S8 (S - F(S\{C})]

{8Cc:Ces}

= Z 7 (8) [+ (S) —v¢ (S \ {C})]

{8cc:ceS,HesS}

+ Yo (8PS - (S\{Ch)].

{Scc:ces,H¢S}

Se puede establecer una correspondencia biyectiva entre las coaliciones
S C C,con C € S, que contienen al soporte H, y aquellas que no lo contienen.
Entonces, teniendo en cuenta que H es un soporte superfluo y agrupando las
parejas que resultan de la biyeccién, se obtiene

o (C,0°) = Y. O[S\ {HD - (S\{CH\{H})]

{5cc:ces,Hes)

+ Yo 7S [ (8) - (S\{C})]

{scc:ces, HES)

= > ((SUHY +1S) [°(8) - * (S\{C})].

{8cc:ces, H¢S)
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Por definicion de «y (S) y considerando que [SU{H}| =S|+ 1=s5+1,

resulta ser

@C(C,UC): Z (8—1)!(6—8—1)! [UC(S)—UC(S\{C})],

— 1\
{8CC:CeS,HES} (c 1)'

donde ¢ = |C|. Por otro lado,

®c (C\{H},» )= 3" 4(8) I (S) - M (S\ {CD)],
{SCe\{H): Ces)

siendo v (S) = (s = 12;(_0_ I)f i)

el hecho de ser |C\ {H}| =c—- 1.

!
- por definicién del valor de Shapley y por

Obviamente, v¢ (S) = v“\M#} (S) ya que S C C\ {H} y, por tanto, queda
probada la igualdad. (W

Teniendo en cuenta la definicién de valor de posicién generalizado, parece

légico definir el concepto de influencia de un jugador de la siguiente forma.

Definicién 4.11 Sea (N, v, F) una estructura de coaliciones estable para la
union. La influencia del jugador i viene dada mediante la expresion

Z —1— S8t Ci -';é @,
LN, F) =1 &e €]
0 en otro caso,

donde C; ={C eC:ieC}.

Noétese que la definicion de influencia de un jugador ¢ mide su importancia
en el sistema (NV,C), a través de su participacion en los soportes no unitarios

del mismo.
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Definicién 4.12 Una terna (N,v,F) € SEY se denomina andnima para
los soportes si existe una funcion f: {0,1,...,|C|} — R tal que, para todo
ACC,

v (A) = f (|A]).

Es decir, (N,v,F) es andnima para los soportes si el correspondiente juego
de conferencias (C,’Uc) es simétrico.

Esta definicién asegura que si una terna (N,v,F) € SEV es anénima
para los soportes, entonces todos los soportes son igualmente importantes o
desempefian el mismo papel en el juego de conferencias asociado.

Definicién 4.13 Una regla de asignacion -y : SEN — R" tiene la propiedad
de influencia si, para cada terna (N,v,F) andnima para los soportes, eziste
un a € R tal que

’}’i(N,'U,f):O«’Ii(N,’U,f), Vi € N.

Ast, si los valores, en el juego de conferencias, s6lo dependen del niimero
de soportes, los pagos a los jugadores son proporcionales a su influencia.

Teorema 4.14 El valor de posicion generalizado w : SEN — R™ satisface
la propiedad de influencia.

Demostracién: Considérese la terna (N, v, F) anénima para los soportes.
Ello quiere decir, por definicién, que el juego (C,v¢) es simétrico. Asi,

L), veec.

e () =g

Por tanto, para todo ¢ € N tal que C; # 0, se obtiene (véase pag. 14)

1
m (N, v, F) = Z@% (€, %)

cec;
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> i)

Ccec;

= —v"(C —
" O 2 @
1

= ’UC ; v .
- |C| (C) Il(N’ "7:)

Sii € N es tal que C; = 0, se tiene que m; (N, v, F) = 0. Finalmente, en

cualquier caso, resulta que para todo i € N, existe un a € R tal que
i (N,v,F)=al;(N,v,F), cona=—v"(C).

a

La propiedad de influencia se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.15 Sea N = {1,2,3,4} y la estructura de cooperacion (N,v, F)
constderada en el Ejemplo 8.26. Para dicho sistema estable para la unidn, la
influencia de cada jugador viene dada por

1

L(N,v,F) = 3 yaque C,={CeC:1€C}={{1,2,3}},
L(N,v, F) = g ya que C={CeC:2eC)=1{{1,23},{234}},
L(N,v, F) = § ya que C3={CeC:3¢C}=1{{1,23},{23,4)}},
L(N,v, F) = % ya que Co={CeC:4eC)=1{{234}}.

3°3°3°3

En este caso, si se observa el juego de conferencias (pdg. 136), resulta

1221
Por tanto, el vector influencia es I (N,v,F) = ( )

que (N,v, F) es una estructura de cooperacién andnima para los soportes ya
que, se puede definir la siguiente funcion

£:40,1,2} — R, tal que f(0)=0, f(1)=2, f(2)=3,
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Y, por tanto,

v (A) = £ (JA]).

Al considerar el valor de posicidn, calculado en el Ejemplo 4.8

W(N,’U,.F): (1 171’1>)

22772
1 1 3
se verifica (5,1,1,%> = g(%,—g,%,%), donde o = lz—lvc ) = 3 tal

como se indicd en la prueba del teorema anterior.

Hasta aqui, se han introducido las propiedades de aditividad, del soporte
superfluo e influencia para reglas de asignacién definidas sobre estructuras de
cooperacion estables para la unién, demostrandose que el valor de posicién
generalizado las verifica. Estas propiedades no permiten una caracterizacion
axiomatica del mismo en el conjunto SEV aunque sf lo determinan, de modo
tnico, en una clase especial de estructuras de cooperacion estables para la
unién. Con este Gltimo propésito se establece el siguiente resultado y se
definen aquellas estructuras de cooperacién que van a considerarse.

Lema 4.16 Sea (N, F) un sistema U-estable, tal que la expresién de cada
coalicion factible no unitaria como unidén de soportes no unitarios sea Unica.
SiS=U;e;SiyT = UjEJTj, con S;,T; € C para cualesquiera i, j, entonces

SCET {Si}ieI c {Tj}jeJ'

Demostracion: Supéngase que {S;};., no est contenido en {7} en-

jer
tonces existe Sy € {S;},¢; tal que S ¢ {T};c; v, por lo tanto, Sy # T}, para
todo j € J. De aqui, T = U].EJTj yT = (UjeJTj) USyyaque S, CSCT
y consecuentemente, la expresion de T como unién de soportes no seria tnica,

en contradiccion con la hipdtesis del lema. El reciproco es evidente. O

Se denotara por SEIV el conjunto de estructuras de cooperacién estables
para la unién (N, v, F) donde (N, F) verifica las siguientes condiciones:
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) VS, TeF, |SNT|>2= SNTeF.

2) Toda coalicién factible no unitaria se expresa de forma tnica como

uni6on de soportes no unitarios.

A continuacién, se proporcionan algunos ejemplos.

Ejemplo 4.17 Considérese una estructura de cooperacion (N,v, F) € SEV,
con N=1{1,2,3} y

F= {{1} ) {2} ) {3} ) {17 2} ) {2a 3} ) {1’ 3} ’ {11 2, 3}} .

Es inmediato que (N,v,F) ¢ SEIV ya que, dada la coalicion N = {1, 2,3},
se puede expresar

{1,2,3} = {1,2} U{2,3} = {1,3} U {2, 3},

y, por tanto, toda coalicion factible no unitaria no siempre admite una ez-
presion unica como unidn de soportes no unitarios.

Si, ahora, se considera (N,v,F) € SEN, con N ={1,2,3,4,5,6} y

F = {{3},{3,4},{1,2,3},{3,5,6},11,2,3,4},
{3> 47 57 6} ) {17 27 37 57 6} H {11 2) 37 4) 5’ 6}}7

puede comprobarse, ficilmente que (N, v, F) € SEIV.

Teorema 4.18 El valor de posicidn generalizado © : SEY — R" es la
tnica regla de asignacion en SEIN que verifica las propiedades de aditividad,

soporte superfluo e influencia.

Demostraciéon: A través de los teoremas anteriores se ha probado que el
valor de posicion generalizado verifica todas las propiedades indicadas. Por
tanto, s6lo queda demostrar la unicidad.
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Supéngase que v : SEIY — R" es otra regla de asignaciéon que verifica
las propiedades de aditividad, soporte superfluo e influencia. Habra que
demostrar que v (N, v, F) = 7 (N, v, F).

Dado que (N,v) es un juego y {ur: T C N,T # 0} es una base en I'"V,

se tiene que
v = E arur,

{T:T#0}

y, como (N, v) es cero-normalizado,

0=v({:}) = Z arur ({1}) = ayy, implica v = Z arur.

{T:T#0) {T:IT>2}

Segin lo anterior, probar que v (N,v,F) = 7 (N,v,F) es equivalente a
demostrar que

Y N7 Z arur, Fl=nm N7 Z arur, F ’
{T:|T|>2} {T:|T(>2}
y, al ser tanto 7 como 7y reglas de asignacion aditivas,
v (N,v,F)y=m(N,v,F)

si y soélo si

Z 2 (N’ arur, ‘7:) = Z T (N7 arur, F) .

(T:|T|>2} {T:[T|>2)

De ahi que, para probar la igualdad, es suficiente demostrar que, para
toda coalicién T C N, con |T| > 2, se verifica

v (N,aur,F) =7 (N,aur,F), a € R.

Para probar esta tltima igualdad, fijada T C N con |T| > 2, se consideran
dos casos:

1. Existe una coalicién S € F tal que T C S.
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2. No existe ninguna coalicién S € F tal que T C S.

Se comienza probando la igualdad en el caso 2. En este caso, el juego de

conferencias asociado a aur seria el siguiente

(cur)® : 2° — R, (aur)®(A) = Z (aur) (M), para cada A C C.
MeCx(N)

Como no existe ninguna coalicién S € F tal que T C S, entonces ur(M) = 0,
para toda M € Cx(N), ya que si, para algin M, up(M) = 1, entonces
T C Myalser M € F, iria en contra de lo supuesto. De ahi,

(our)’ (A) = Y (our) (M) =0, VACC,

MeC%(N)

y asi, el juego de conferencias asociado a aur es el juego nulo. Ello implica
que
O (c, (auT)C) —0, VC €,

y por tanto,
7; (N, our, F) =0, Vi € N.

Por otro lado, si (aur)C es el juego nulo, entonces todos los soportes de
C son superfluos, porque

(aur)© (A) = (aur) (A\ {H}) =0, VACC, VH € C.

Asi, v (N, our, F) = fy(N,auT,B\{H}) = .. = 7(N,auT,fJ), donde
F = B—\C; es decir, F sélo contiene a las coaliciones factibles unitarias, si
las hay, ya que se han ido suprimiendo de forma consecutiva todos los soportes
no unitarios. Ademaés, si (au/r)c es el juego nulo, la terna (N, aur, F ) es
an6nima para los soportes y, de aqui, el vector y (N ,our, F ) es proporcional

al vector de influencias. Por tanto,

7<N,auT,]—J) =aI<N,auT,f’) =a0=0,
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ya que, para todo ¢ € N,

I; (N, auT,]-") = Z Ié'_| =0, pues C; = 0.
CeC;

Luego, v (N, aur, F) = v (N, aur, F ) = 0 y asi,

v (N,aur, F) =7 (N,aur, F) = 0.

Se prueba ahora la igualdad en el caso 1. Sea S € FtalqueT C Sy
considérese el conjunto {F' € F : T C F} que, obviamente, es no vacio. Sea
entonces,

T=({FeF:TCF}.

Este conjunto no es vacio ya que, viene dado como interseccion de coali-
ciones factibles las cuales, todas ellas, contienen a T. Ademés, T € F pues
si T1,T; € F son tales que T C Ty, T C Ty, resulta ser [Ty N1y > [T| > 2y,
por hipétesis, Ty N 15 € F. También es inmediato que es el menor conjunto
factible que contiene a T.

Ademas, por la Proposicién 3.12, alser T € F y |T| > 2 resulta que,

T=|J B, con ByeC, Vk€ K.
keEK

Por otro lado, el juego de conferencias asociado a aur sera

(OZUT)C;QCHR, (a'U/T)c(A)Z { (0% SiTEA,
0 en otro caso,
puesto que
(aur)® (A) = Y (our)(M)= > oup(M)=a,

MEC(N) MeCZ(N)

si y s6lo si ur(M) = 1, para algain M € C4(N). Es inmediato que si existe
M € Cx(N) tal que ur(M) = 1 éste es tnico, puesto que las coaliciones
factibles maximales son siempre disjuntas. Asi,

ur(M)=1<=TCM,con M € AC F,
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y al ser T € F el menor conjunto factible que contiene a T, se tiene
ur(M)=1<=TC TCM,con Mc ACF.
Por otro lado, como T = UkE x Bk, con By € C, para todo k € K, resulta
TCM, MeACF < {Br}ex C A,

ya que la expresion de cada coalicién factible no unitaria como unién de
soportes no unitarios es inica. Asi, se obtiene

0 en otro caso.

(our)© (A) = {

Debido a que el juego de conferencias se comporta exactamente igual que un
escalar o por un juego de unanimidad definido sobre C, el valor de Shapley
es

o!
— siC € {Bk} 5
0% (C, (auT)C) ={ |K| kek
0 en otro caso,
donde |K| = |{Bk}ke K| De aqui, el valor de posicién generalizado vendra

dado, para todo i € T, por

1 « o 1
mi (N, aur, F) = T = T Tolk
WoeurnF)= >, GER=E 2 0]

Cecm({Bk}keK) Ceciﬂ({Bk}kex)

de donde

< 3 siieT,

7 (N, aur, f) = IKI CECiﬂ({Bk}keK) ICI
0 en otro caso.

A continuacién, se prueba que 7 (N, aur, F) viene determinado de la
misma forma, con lo cual ambos valores coinciden. En efecto, en primer
lugar, obsérvese que todos los soportes C € C tales que C' ¢ {Bi},cx son
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superfluos en el juego de conferencias. Por tanto, si se aplica sucesivamente
la propiedad del soporte superfluo para la regla de asignacién vy, resulta

v (N,our, F) = -+ = v (N, our, F'),

donde F' = ({B; U ({{7}: {4} € F}). Por otro lado, el juego de
keK

conferencias asociado a aur en F es anénimo para los soportes ya que,

0 en otro caso.

(our)’ |7 (A) = {

De ahi, aplicando la propiedad de influencia para la regla de asignacion
v se tiene que existe un niimero real 3 de forma que

v (N,aur, F') = I (N, aur, F').

Sii € N\T, entonces I; (N,aur, F') = 0 (ya que ¢ ¢ {Bi}ycg) ¥, POT
tanto, v; (N, aur, F') = 0. Sii € T, al ser T € C(N) resulta que, aplicando
la eficiencia a ambas reglas de asignacién en la terna (N, aur, F'), se tendria

Z’y,- (N, aur, F') = aur(T) = Zwi (N, aur, F'),

iT i€T
de donde,
ZﬂIi (N, aur, ') = Z5Ii (N,aur, F'), con 8 = I—%,
iET ’iGT
y, de aqui,

> (B-0) L;(N,aur, F) = 0,
i€T
y, como para T € Cx(N), se verifica que Yier Li (N, aup, F') # 0, se deduce
la igualdad 8 = é.
Finalmente, se obtiene,

1 _
Bl > = siieT,
Y (N, aur, F) = 7v; (N, aur, F') = |K| cecin({Bi}iex) IC|
0 en otro caso,
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y, por tanto,
v (N, aur, F) =« (N, aur, F).

En consecuencia, y (N, v, F) =7 (N,v, F). O

Corolario 4.19 Sea la estructura de cooperacion (N,v,F), donde (N,F)
es una familia intersectante tal que la expresion de cada coalicion factible
no unitaria como union de soportes mo unitarios sea unica. Entonces, el
valor de posicion generalizado es la unica regla de asignacion que verifica las
propiedades de aditividad, soporte superfluo e influencia.

Obsérvese que si (N, F) es una geometria convexa, estable para la union
y tal que la expresién de cada coalicién factible no unitaria como unién de
soportes no unitarios sea Unica, entonces el valor de posicién generalizado
es la tnica regla de asignacién que verifica las propiedades de aditividad,
soporte superfluo e influencia.

De la demostracién del Teorema 4.18 se puede deducir la siguiente pro-
posicioén.

Proposicién 4.20 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para
la unidn, tal que (C,vc) es un juego simétrico. Entonces, el valor de posi-
cion generalizado es la tinica regla de asignacion que verifica la propiedad de

influencia.

Demostracién: Como v¢ : 2¢ — R es simétrico, la terna (N,v,F) es
anénima para los soportes y segin el Teorema 4.14

n(N,v,F)=al (N,v,F), con a = Rl:—|vc ©).

Sea 7y (N, v, F) otra regla de asignacion que verifica la propiedad de la
influencia. Al ser el juego (C , vc) simétrico, resulta que

vY(N,v,F)=BI(N,v,F).
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Se ha de probar que 3 = a. Paraello,sea: € N, tal ques € UMEC}-(N) M.
Aplicando la eficiencia por componentes se tendria que

D % (Nv, F)=v(M) = m(N,v,F),

€M iEM
de donde,
Zﬁlz (N”Uaj:) = ZO‘I@ (N,’U,]:),
ieM €M
y de aqui,

> (B-a) L(N,v,F)=0.
ieM
Puesto que, para M € Cx(N), se verifica y .., Ii (N, v, F) # 0, se deduce
que B = ay, por tanto, v (N, v, F) = 7 (N,v, F).

En el caso C = (), es evidente que 7y (N,v,F) = 7 (N,v,F) = 0 al ser
I(N,v,F)=0. |

El sistema (N, F) puede incumplir alguna de las caracteristicas de esta-
bilidad para la interseccién o expresién tinica de cada coalicién factible no
unitaria en funcién de soportes no unitarios y, sin embargo, ser el valor de
posicion generalizado la tnica regla de asignacién que verifica la propiedad
de influencia. Ello puede observarse en el Ejemplo 4.15 (pag. 149) ya que, en
ese caso, el sistema de coaliciones factibles no es estable para la interseccién
¥, el valor de posicién generalizado,

1 1 3/12 21 3
W(N7’U7~7:)‘—(5,171’§)‘5(5)37575)—§I(N7U)f)7

es la tnica regla de asignacién que verifica la propiedad de influencia.

Proposicién 4.21 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para

€ =auy, con A CCyaeR Entonces, el valor de posicién

la union tal que v
generalizado es la tnica regla de asignacion que verifica las propiedades del

soporte superfluo e influencia.
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Demostracién: Al ser v° = auy, con A C Cy o € R, entonces para J C C,

iA4AC
UC(J):{a siACJ,

0 en otro caso.

El valor de posicién generalizado verifica la propiedad del soporte super-
fluo y, por ello,

T (N,v,F)=---=a(N,v,F), con F' = AU {{j}: {j} € F}.

De forma analoga, si v (IV,v,F) es otra regla de asignacién que verifica
la propiedad del soporte superfluo, se tiene

Y(N,v,F)="---=v(N,v,F').
Ahora bien, el juego v |7 es un juego simétrico ya que
'Uc|_7:l (J)=a<=>J=A

Entonces, aplicando la proposicién anterior, resulta que el valor de posi-
cién generalizado es la tinica regla de asignacién que verifica la propiedad de
la influencia. Por tanto, se deduce

,y (N’ U) fl) =7 (N7’U7‘FI) 2
y, finalmente,
y(N,v,F) =~v(N,v,F) =n(N,v,F) =7 (N,v, F).

O

Obsérvese que la proposicion anterior implica que si 7 (N, v, F) es tal que
(C,v¢) = (C,au4), con ACCy A# 0@, entonces

«a Z 1
s (N> v, ‘F) = ,A, B;eCiNA IBZI

0 en otro caso,
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donde B; ={B € B : i€ B}.

Esta conclusiéon conecta con la caracterizacion axiomética dada por Faigle
[29], para el valor de posicién definido sobre juegos de comunicacion general.

Sean N = {1,2,...,n} un conjunto de jugadores y £ una familia de
subconjuntos de N no vacia. Un juego de comunicacion general relativo a
(N, L) es una funcién

v:2F — R, v()=0.

Los elementos de £ son denominados jugadores ficticios y, sobre el conjunto
de juegos de comunicacién general relativos a (N, L), se define el valor de

posicion como
P:{(N,v,)} —R*, P(v)=(P(v),...,P(v)),
donde

1
> 7101 (L,v) si {LeL:i€L}#0,
Fi(v) = {(recuer) |Z]

0 en otro caso.

siendo @ (L, v) el valor de Shapley, asociado al juego de comunicacién general
relativo a (N, £).

El valor de posicién definido es una regla de asignacién que distribuye
el valor v (L) entre los jugadores pertenecientes a N y Faigle demuestra que
es la tnica regla de asignacion lineal definida sobre el conjunto de juegos de

comunicacién general verificando que

2

Pi(us) = { {LecieL,Les)
0 en otro caso,

1
si{lLeLl:ieL LeS}#0,
e o J

donde ugs es el juego de unanimidad correspondiente a S C £, S # 0.
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Es inmediato que, para cualquier terna (N, v, F), siendo (/V,F) un sis-
tema U-estable y (IV,v) un juego de utilidad transferible, el juego de confe-
rencias (C,v¢) asociado a una terna (N,v,F) es un juego de comunicacién
relativo a (N,C) y m(N,v,F) = P (v¢). Por tanto, puede enunciarse el
siguiente resultado.

Proposicién 4.22 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para

c

la union tal que v* = uy, con A C C. Entonces, el valor de posicion genera-

lizado es la unica regla de asignacion lineal tal que

1 1
r 0,5y = | T o B

0 en otro caso,

para cada i € N.

4.3 El valor de posiciéon en hipergrafos y sis-

temas U-estables

Las situaciones de comunicaciéon, (N,v, E), son un caso particular de es-
tructuras de cooperaciéon (NV,v,F) estables para la unién. Ahora bien, los
sistemas U-estables no constituyen la tnica linea de generalizaciéon de las
situaciones de comunicacién ya que Myerson [54], en (1980), generaliz6 su
idea de modelar la cooperacion parcial mediante un grafo de comunicacién
entre pares de jugadores, a través de las denominadas estructuras de confe-
rencias aunque considera, en su estudio, juegos cooperativos de utilidad no
transferible. Por otra parte, van den Nouweland, Borm y Tijs (1992) [58]
extienden la idea original de Myerson hacia situaciones de comunicacion en
hipergrafos.



162 Capitulo 4. El valor de posicién generalizado

Con respecto a las estructuras de conferencias se establecio, en el ter-
cer capitulo, una estrecha conexioén con los sistemas de coaliciones factibles
U-estables. Ahora, el objetivo de esta seccién es el de ilustrar la relacion
existente entre las situaciones de comunicacion en hipergrafos y las estruc-
turas de cooperacién U-estables haciendo hincapié en los conceptos de valor
de posicién definidos sobre ambas. Para ello, se exponen, brevemente, las
ideas bésicas referentes a las situaciones de comunicacién en hipergrafos.

En general, se entiende por situacion de comunicacién en hipergrafos,
a una terna (N,v,H) en la que (N,v) es un juego de utilidad transferible
cero-normalizado y (N, #) un hipergrafo, con # C {H € 2V : |H| > 2}. En
ella, se interpreta que la comunicacién es posible tinicamente a través de
las conferencias H € . Asi, dada una coalicion S C N, se definen las
coaliciones factibles o conjuntos de interaccion de la coalicién S como todos
aquellos conjuntos obtenidos de la siguiente forma:

1. Para todo ¢ € S, {3} es un conjunto de interaccién de S.
2. SiHeHyHCS, entonces H es un conjunto de interaccién de S.

3. SiTy y T; son conjuntos de interacciéon de S y verifican que T} Ty # 0,
entonces 77 U T5 es un conjunto de interaccion de S.

A partir de los conjuntos de interaccién de cualquier coalicién, se define
el juego restringido por el hipergrafo de comunicacion de forma similar al
Jjuego restringido definido por un sistema de coaliciones factibles U-estable
que contiene a las coaliciones unitarias. También, de manera analoga, se
define el juego de conferencias sobre el conjunto H y sobre él se construye el
valor de posicién.

Sea S C N y considérese el conjunto parcialmente ordenado constituido
por los conjuntos de interaccién de S junto con la relacion de inclusion. Del
proceso de formacién de los conjuntos de interaccién de S se deduce que sus
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elementos maximales dan lugar a una particién de S denotada por S/H y,
asi, el juego restringido por el grafo de comunicacidn, (N,rY,), se define como

ry, 2% 5 R, 3 (S) = Z v (C).

CeS/H

El juego de conferencias, (H,r% ), viene determinado por

rpi2t — R (A =ry(N)= > v(0).
CeN/A

Es decir, el valor de cualquier subconjunto de conferencias, A, es el valor
de la coalicién N en el juego restringido correspondiente a la situacién de
comunicacion en hipergrafos (N, v, A).

Con las nociones introducidas, puede establecerse la siguiente relacion.

Teorema 4.23 Sea (N,v,H) una situacion de comunicacion en hipergrafos.
Eziste una estructura de cooperacién (N, v, F (H)) estable para la unidn tal
que los correspondientes juegos restringidos (N, v” (”)), (N,7%,) coinciden, y
los juegos de conferencias (C,v¢), (H,r%) verifican que

VACH, 3IC'CC tal que v°(C)=r1%(A).

Reciprocamente, si (N, v, F) es una estructura de cooperacidn estable para la
unidn, con (N,v) cero-normalizado, entonces (N,v,C) es una situacidn de
comunicacion en hipergrafos en la que se verifica

ra=v" y 1 =5

Demostracion: Sea (N, v,H) una situacién de comunicacion en hipergrafos
y considérese el conjunto F (H) constituido por todos los conjuntos de in-
teraccion de la coalicion N. Por construcciéon, (N,F (#H)) es un sistema
U-estable y, en la estructura de cooperacion (N, v, F (H)), la definiciéon del
F (H)-juego restringido (N, v*™) coincide con la correspondiente al juego
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restringido por el hipergrafo de comunicacion (N, r3,) ya que, para toda coali-
ciébn S C N, C]:('H) (S) = S/H

Considérese ahora A € 2%. Por definicién,

MeN/A
En el sistema U-estable construido anteriormente, (N, F (#)), sea
F={FeF(H): FCM paraalgin M € N/A}.
Es inmediato probar que (N, F') es un sistema U-estable y, por tanto, puede
considerarse la base B’ de F'.

La base B’ est4 contenida en la base B del sistema U-estable (N, F (H)).
En efecto, si ello no fuese cierto existiria un elemento B € B’ que no pertenece
a la base B, lo que significa, por definicién de base que

35, Te€eF(H) con SNT#0O y SUT=B.

Como B € B' C F', resulta que S,T € F' y, por tanto, B ¢ B’ en contra de
lo supuesto.

Se prueba que v¢ (C') = r% (A), estando constituidos C y C’ por los so-
portes con cardinal mayor o igual que dos pertenecientes a F (H) y F' res-
pectivamente.

Obviamente C' C C y se tiene que

F:f'yC;:/ (N) ZCET(N) Z{MMEN/A}

Ademés, las Definiciones 2.10 y 4.1 asi como el hecho de ser el juego (IV,v)
cero-normalizado implican que

v (C) =" (N) =P (N) =" (N) = Y w(M) =13 (A).
MeC (N)

La demostracién del reciproco es inmediata. O
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A la vista de las definiciones introducidas referentes a las situaciones de
comunicacién en hipergrafos, puede afirmarse que éstas dan lugar a estruc-
turas de cooperacién estables para la union, siendo las coaliciones factibles los
denominados conjuntos de interaccién. Ahora bien, dada una estructura de
cooperacion estable para la unién, existen varias situaciones de comunicacion
en hipergrafos cuyos conjuntos de interaccion coinciden con las coaliciones
factibles del sistema U-estable (obviamente, una de las situaciones de comu-
nicacién en hipergrafos serd aquella cuyo conjunto de conferencias H esté
constituido por los soportes no unitarios de la base).

En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto que el valor de posicién
generalizado definido por van den Nouweland, Borm y Tijs en Allocation
rules for hypergraph communication situations y el definido, en este capitulo,
para estructuras de cooperacion U-estables son diferentes.

Previamente, se recuerda que si (V,v,H) es una situacion de comuni-
caciéon en hipergrafos, el valor de posicion [58] 7 (N, v, H) es definido, para
1 € N, como

1
5 (N,U,H) = Z E@H (H,TvN)a

HeH;

donde H; ={H € H:i€ H}.

Ejemplo 4.24 Sea N = {1,2,3,4,5} y v : 2Y — R tal que v(S) =|5] -1,
para cada coalicion S no vacia. Considérese el hipergrafo

H= {{17 2}, {2, 3} 11, 2,3}, {4,5}},
en el que los conjuntos de interaccidn, para la coalicion N, son

{{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2} ,{2,3},{1,2,3} , {4,5}} .

El juego de conferencias asociado (H,r%) viene dado por los siguientes valo-
res de su funcidn caracteristica:
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Conguntos de interaccion

ACH de N en (N,v, A) N/A riv (A)
0 — — 0
{{1,2}} {{1,2}} {{1,2}} 1
{{2,3}} {{2,3}} {{2,3}} 1
{{1,2,3}} {{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{4,5}} {{4,5}} {{4,5}} 1
{{1,2},{2,3}} {{1,2},{2,3},{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{1,2},{1,2,3}} {{1,2},{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{1,2},{4,5}} {{1,2},{4,5}} {{1,2},{4,5}} 2
{{2,3},{1,2,3}} {{2,3},{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{2,3},{4,5}} {{2,3},{4,5}} {{2,3},{4,5}} 2
{{1,2,3},{4,5}} {{1,2,3},{4,5}} {{1,2,3},{4,5}} 3
{{1,2},{2,3},{1,2,3}} || {{1,2},{2,3},{1,2,3}} {{1,2,3}} 2
{{1,2},{2,3},{4,5}} | {{L.2},{2,3},{1,2,3},{4,5}} | {{1,2,3},{4,5}} 3
{{1,2},{1,2,3},{4,5}} || {{1,2},{1,2,3},{4,5}} {{1,2,3},{4,5}} 3
{{2,3},{1,2,3},{4,5}} || {{2,3},{1,2,3},{4,5}} {{1,2,3},{4,5}} 3
H {{1,2},{2,3},{1,2,3},{4,5}} | {{1,2,3},{4,5}} 3

(En los conjuntos de interaccion, no aparecen los conjuntos unitarios ya

que el juego es cero-normalizado).

El valor de Shapley asociado al juego de conferencias viene determinado

por
U v 1
Pz (Hory) = Pps (H,ry) = BX
P23 (Hory) = Pusy (H,ry) =1,
L 7 10 7 11
Yy, por tanto, el valor de posicion es m (N,v,H) = (ﬁ’ 2 15° 3’ 2) .

Por otro lado, sea la estructura de cooperacidn U-estable (N, v, F (H)).
Entonces, el conjunto de coaliciones factibles es

{{1},{2},{3} {4} {5} . {1,2} ,{2,3} ,{1,2,3} , {4,5}}
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y, de aqui, su base es

B= {{1} ’ {2} ) {3} ’ {4} ’ {5} ’ {L 2} ) {27 3} ’ {47 5}} ’

de donde
C={{1,2},{2,3},{4,5}}.

El juego de conferencias (C, vc) viene dado en la siguiente tabla:

AcCC A < (N) © (A)
0 — — 0
{{1,2}} {{1,2}} {{1,2}} 1
{{2,3}} {{2,3}} {{2,3}} 1
{{4,5}} {{4,5}} {{4,5}} 1
{{1,2},{2,3}} | {{1,2},4{2,3},{1,2,3}} | {{1,2,3}} 2
{{1,2},{4,5}} || {{1,2},{4,5}} {{1,2},{4,5}} 2
{{2,3},{4,5}} | {{2,3},{4,5}} {{2,3},{4,5}} 2
C F\ {3} (11,2,3),{4,5)} | 3

El valor de Shapley, para cada soporte no unitario, es

D19 (C,0°) = @) (C,0°) = By (C,06) =1

Y, en consecuencia, el valor de posicidon resulta ser

1 111
7T(N,’U,.7:)= (5,1,5,5,5) .

Noétese que la situacion de comunicacion en hipergrafos del ejemplo an-
terior se corresponde con una situacion de comunicacién en grafos y, en este
caso, los valores de posiciéon derivados de ambas situaciones de comunicacién
no serian los mismos.

Sin embargo, si se considera el valor de posicién definido sobre la es-
tructura de cooperacién U-estable (N,v, F (H)) y el correspondiente a la
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situacién de comunicacién en grafos, la coincidencia seria completa. (No
puede olvidarse que los hipergrafos son sistemas de conjuntos concebidos
como una extensiéon natural de los grafos, [25, pag. 383]).

En general, no da igual considerar el valor de posicién generalizado sobre
cualquier situacion de comunicacion en hipergrafos ya que, en muchos casos,
es mejor aquella cuyo hipergrafo esta formado por el conjunto de soportes
no unitarios que se deriva del sistema de coaliciones factibles o conjuntos de
interaccién a que da lugar; esto es, si (N,v,H) y (IV,v,H') son situaciones
de comunicacién en hipergrafos en las que existe C € H tal que C = AU B,
con AABeH, ANB # 0,y H = H \ {C}, se razonard como a alguna
coalicién de jugadores le interesara més la determinacion del valor de posicién
generalizado en la situacién de comunicacién en hipergrafos (N, v, H').

En efecto, en primer lugar, es inmediato que los conjuntos de interac-
cién o los sistemas de coaliciones factibles U-estables generados por ambos
hipergrafos son el mismo y, por tanto, en las situaciones de comunicacién
(N,v,H) y (N,v,H’), los juegos de conferencias asociados

vt 5 R oM 5 R
estan estrechamente relacionados al ser
! 7
Vg =0™ y ¥ () =0 (H).

Ahora, considérese ® 4 (H,v") y @4 (H',v*'). Se probara que, si el juego
sobre las conferencias es monétono, entonces @4 (H,v”) < &y (H’ ,v"").
Para ello, de una parte,

(M%) = ) () [ (SU{A}) - v (S)]
{SCH:A¢S}

= D ®[*Eu{an -v*(S)]

{SCH:A¢S,CeS}

+ S A(8) (s u{4}) - v*(S)]

{SCH:A¢S,C¢S}
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=Y ) [pH(Su{a) - (S)],
(SCH:A¢S,C¢S)
ya que v (SU {A}) —v*(S) =0 por ser C= AUB € S.
Por otra parte,

@, (’H',v”’) - Y yE) ['UH' (SU{A}) — ¥ (5)]

{SCH':A¢S)

= Z v (S) [v* (SU{A}) — 0™ (8)],
{SCH:A¢S,C¢S}
ya que H' = H\ {C}. Ademss, llamando |S|=s, |H|=h, |H'|=h =h-1
y recordando que 0 < s < h—2 (si s = h — 1, entonces |S U {A}| = h con lo
que SU{A} =H y C € 8 ya que A # C), resulta ser
sl(h—s—1)! sl(h—s—2)!

1(S) == Y (S)= W,

y, de ahi

7)) __h

v(S&) h-s-1
Luego, ®4 (H,v*) < @4 (H',v*) y, por analogia, se puede deducir que
®p (H,v") < @5 (H',0™).

>1=4"(8) >v(S).

De los razonamientos anteriores se deduce, inicialmente, que los jugadores
pertenecientes a las conferencias A y B tendran una expectativa razonable
de aumento en su valor de posicién y pensaran en un incremento (al pasar
de la situacion (N,v,H) a (N,v,H')),

l_;i—l (@4 (#/,0%) - @4 (3,0%)],
1713T (@5 (#,0%) — @5 (3,0%)].

Ademas, el calculo del valor de Shapley correspondiente a la conferencia
C = AU B no se realizara en la situacién de comunicacién en hipergrafos
(N,v,H'") y, se verifica que
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> @ (W) = Y @ (H,0%) =™ (H) =¥ (W),
HeH HeH
Es decir, se reparte lo mismo, con un elemento menos con el que repartir,

con expectativas de crecimiento por parte de los jugadores pertenecientes a las
conferencias A y By, sabiendo que, si el juego (IV,v) es superaditivo y cero-
normalizado, entonces ® g (H,v”) >0, &y (7—[’ ,UH’) > 0 (ver demostracion
en pag. 216). Logicamente, los jugadores pertenecientes a la interseccion de
Ay B tendran una expectativa de aumento doble en su valor de posicion.

Por otra parte, por la eficiencia del valor de posicién se tiene que, para
cada coalicién factible maximal M de N,

Em— (N,v,H) = Zm (N,v,H') = v(M),

ieM ieM
y esto hace que los jugadores pertenecientes a diferentes coaliciones factibles
maximales de N y distintas a la de los jugadores de A y B (que evidentemente
pertenecen a la misma coalicion factible maximal de V), tengan una situacion

semejante y no experimenten ninguna modificacién en su valor de posicion.

Por tanto, se puede afirmar que los jugadores de A y B tienen una ex-
pectativa razonable de crecimiento de su valor de posicién en el cambio de
(N,v,M) a (N,v,H') y los jugadores pertenecientes a AN B, el doble. Logi-
camente, este incremento esperado sera a costa de elementos pertenecientes
a la misma componente maximal de N en la que estén los elementos A y
B (si estuviesen s6lo A y B formando una coalicién factible maximal de N,
habria un beneficio @inico para los jugadores de A N B, en detrimento de los
jugadores de A 'y B que no estén en la misma) ya que lo que hay que repartir
entre todos los jugadores es lo mismo que habia en (NV,v,H) y serd v(M).
Maés atin, puede asegurarse que si (’H, v”) es un juego convexo, forzosamente
®p (H,v*) > @p (H',v*) para algin elemento D que forme parte de la
misma coalicién factible maximal de N en la que participan A y B. Ello se
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demuestra con el siguiente razonamiento,

®p (H,v*) = Z v(S) [v* (SuU{D}) - v*(8)]

{SCH:D¢S)

= 3 4@ (S U{D}) - v*(S)]

{8CH:D¢S,CeS}

+ Y. (S (Su{D} -v*(9)]-

{S8CH:D¢S, C¢S)

o) (H',v“’) S AC) [vﬂ’ (Su{D}) - v* (3)]
{SQH’=D¢5}

= Y A4S EuDh - ()]

{SCH:D¢S,C¢S)

= Y A PpHEuD) - ©S)]

{SCH:D¢S,C¢S}

Entonces, la diferencia @p (#,v%) — @p (H',v*') es igual a

Y. (S P (su{DY) -v*(S)]

{SCH:D¢S,CeS})

+ Yo S =Y (S [Pt (Su{D}) - v*(S)]

{SCH:D¢S,C¢S)

= 3 S p*(Su{D}) v (S)]

{SCH:D¢S,CeS)
- > DE-r@ORH(SU{Dh - (S)]
{SCH:D¢S,C¢S}
Ahora, bien, por cada S C H,con D ¢ Sy C € S, existe &' = S\ {C}.
Obviamente, &' C H con D ¢ 8'. Si se comparan los sumandos correspon-
dientes, se observa que

Y(8) =+ (8=~ (8), v*(SU{D})—v*(S)>v"(S'U{D})- v (S,

donde la primera igualdad se sigue, de forma directa, del hecho de ser |S| = s
vy |8'| = s — 1. La desigualdad es debida a que (#,v*) es un juego convexo.
Por tanto, ®p (H,v") > &p (’H',v”').
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Obsérvese que, en el razonamiento efectuado, no se hace alusién alguna
a la pertenencia de D a la misma coalicién factible maximal que 4 y B.
Como consecuencia, la conclusién obtenida es valida para cualquier D € H,
D # A, D # B. La igualdad se dar4 en el caso de elementos D € H que no
participen en la misma coalicién factible maximal de N que los elementos de
Ay B.

No obstante, la expectativa de crecimiento para los elementos de A, de
B y de AN B puede verse descompensada debido a que no les correspondera,
la cuota correspondiente a ® 45 (’H, v”). A pesar de ello,

1.- Todos los jugadores pertenecientes a una misma coalicién factible ma-
ximal M de N no pueden perder, ni todos pueden ganar ya que, en
el cambio de (N,v,H) a (N, v, '), no hay disminucién en la ganancia
general v(M).

2.- Si los jugadores de A y B que no estan en la interseccién ganan, en-
tonces ganaran con més razon los jugadores pertenecientes a ANB. Es
seguro que la ganancia sera a costa de los demaés elementos de la misma

coalicion factible maximal de N en la que estan los jugadores de A y
B.

3.- Si los jugadores de A y B que no estan en la interseccién pierden,
entonces los jugadores que pertenecen a A N B tienen ain méas expec-
tativas de ganar ya que no todos pueden perder y los jugadores de la
misma coalicion factible maximal de N que no estan en la unién de A y
B no tienen ninguna expectativa razonable de crecimiento en su valor
asociado.

Todo ello conduce a que los jugadores de A, de B y, en especial, los
de la interseccién, no aceptaran (N,v,H) en lugar de (N,v,H') ya que los
beneficios en las coaliciones factibles maximales de la gran coalicién son los
mismos y en (N, v,H') tienen una posicién mas ventajosa. Para ello, basta
que los elementos de la interseccién se retiren de la conferencia C = AU B.
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En el siguiente ejemplo se ponen de manifiesto los razonamientos efectua-
dos en los paragrafos anteriores.

Ejemplo 4.25 Considérese el conjunto N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} de ju-
gadores y las situaciones de comunicacion en hipergrafos (N,v,H) y (N,v,H'),
con

H= {{L 27 3a 4}7 {37 47 7}’ {3’ 47 5; 6}’ {1a 2) 37 4, 57 6}7 {8’ 9}}a
H ={{1,2,3,4},{3,4,7},{3,4,5,6},{8,9}} = H \ {{1,2,3,4,5,6}},

yv:2N — R, que viene definido por

2 . >
o(8) ={ ISP i |S| 22,

0 en otro caso.

En ambos casos, el conjunto de coaliciones factibles o conjuntos de inter-
accion es

Fo= {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, {1,2,3,4}, {3, 4,7},
{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6},{8,9},{1,2,3,4,7},{3,4,5,6,7},
{1,2,3,4,5,6,7}}.

Los juegos de conferencias, (’H, v”) Yy (’H’ , v”’), se pueden calcular facilmente
(estdn tabulados en la pdgina siguiente) y permiten establecer los valores
de Shapley para las distintas conferencias de H y H', asi como los valores
de posicion m (N,v,H) y m(N,v,H'). Obsérvese que hay dos coaliciones
factibles mazimales de N: {1,2,3,4,5,6,7} y {8,9}.

(N,v,H) | (N,v,H) A

Q1,234 9 58/3 | +31/3
D3.4,56) 9 58/3 +31/3
Bzam 34/3 31/3 | -1 || 5. A=59/3

P11,2,3,4,5,6) 59/3 _ —
Di5.9) 4 4 0
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(N,v,H) | (N0, %) | A

m || 199/36 | 174/36 | —25/36
™ || 199/36 | 174/36 | —25/36
s || 416/36 | 472/36 | 56/36
ms || 416/36 | 472/36 | 56/36

75 || 199/36 174/36 —25/36
7e || 199/36 174/36 —25/36
77 || 136/36 124/36 —12/36
g || 2 2 0
g || 2 2 0

SR

°7

—

SEOIEe

N

Figura 4.1
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LACH [ ACH | Cr(N)* | v*(A) |
{1,2,3,4} {1,2,3,4) 16
{3,4,7} {3,4,7} 9
{3,4,5,6} {3,4,5,6} 16
{1,2,3,4,5,6} —  1{1,2,3,4,5,6} 36
{8,9} {8,9} 4
{1,2,3,4},{3,4,7} {1,2,3,4,7} 25
{1,2,3,4},{3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6} 36
{1,2,3,4},{1,2,3,4,5,6) —  11{1,2,3,4,5,6} 36
{1,2,3,4},{8,9} {1,2,3,4},{8,9} 20
{3,4,7},{3,4,5,6} {3,4,5,6,7) 25
{3,4,7},{1,2,3,4,5,6} —  ]{1,2,3,4,5,6,7} 49
{3,4,7},{8,9} {3,4,7},{8,9} 13
{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6} —  ]1{1,2,3,4,5,6} 36
{3,4,5,6},{8,9} {3,4,5,6},{8,9} 20
{1,2,3,4,5,6},{8,9} — ]{1,2,3,4,5,6},{8,9} 40
{1,2,3,4},{3,4,7},{3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6,7} 49
{1,2,3,4},{3,4,7},{1,2,3,4,5,6} — 11{1,2,3,4,5,6,7} 49
{1,2,3,4},{3,4,7},{8,9} {1,2,3,4,5,7},{8,9} 29
{1,2,3,4},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6} —  [{1,2,3,4,5,6} 36
{1,2,3,4},{3,4,5,6},{8,9} {1,2,3,4,5,6},{8,9} 40
{1,2,3,4},{1,2,3,4,5,6},{8,9} —  [{1,2,3,4,5,6},{8,9} 40
{3,4,7},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6) —  11{1,2,3,45,6,7} 49
{3,4,7},{3,4,5,6},{8,9} {3,4,5,6,7},{8,9} 29
{3,4,7},{1,2,3,4,5,6},{8,9} — 1{1,2,3,45,6,7},{8,9} | 53
{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6},{8,9} —  11{1,2,3,4,5,6},{8,9} 40
{1,2,3,4},{3,4,7},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6} | — [{1,2,3,4,5,6,7} 49
{1,2,3,4},{3,4,7},{3,4,5,6},{8,9} H ]{1,2,3,4,56,7},{8,9} | 53
{1,2,3,4},{3,4,7},{1,2,3,4,5,6},{8,9} — 11{1,2,3,4,5,6,7},{8,9} | 53
{1,2,3,4},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6},{8,9} —  [{1,2,3,4,5,6},{8,9} 40
{3,4,7},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}, {8,9} —  [{1,2,3,4,5,6,7},{8,9} | 53

| # | — [1{1,2,34567},{89]| 53 |

[ACH | ACH | Cr(N)* | v (A) |

*: Se han omitido las coaliciones factibles unitarias en Cx(N) ya que el juego es cero-normalizado.
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4.4 QOtras caracterizaciones axiomaticas del

valor de Myerson

Teniendo en cuenta que tanto el valor de Myerson como el valor de posi-
cién generalizado son reglas de asignacion para estructuras de cooperacion
U-estables, parece oportuno plantearse si el valor de Myerson generalizado
satisface las propiedades que caracterizan al valor de posicién. Este es el
sentido de la primera parte de esta seccion en la que se probara que el valor
de Myerson generalizado satisface la propiedad del soporte superfluo pero no
tiene la propiedad de influencia. No obstante, a semejanza de la propiedad
de influencia, podra definirse el concepto de regla de asignaciéon andnima
para los jugadores que permitira una caracterizaciéon axiomatica del valor de
Myerson generalizado para una clase especial de estructuras de cooperacion
U-estables.

En la segunda parte, la introduccién de otras propiedades para reglas de
asignacion, inspiradas en aquellas que verifica el valor de posiciéon genera-
lizado, daran lugar a nuevas caracterizaciones axiomaéticas para el valor de
Myerson.

Teorema 4.26 El valor de Myerson generalizado p: SEY — R™ satisface
la propiedad del soporte superfluo.

Demostracién: Sean (N,v,F) € SEYN y H € C un soporte superfluo. Se
ha de probar que
p(N,v, F) = p(N,v, F\ {H}).

Para ello, al ser

wi(No, F) = Y y(S) [pB(S) —vT(S\ {s})]

{SCN:ieSs}

> A(S) [pP\ENS) — NS\ {i})],

{SCN:ieS}

ﬂi(N’v’f\{H})
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es suficiente demostrar que v*(S) = v \M#}(S), para toda S C N.

En efecto, por un lado,

I (§)= D w@= > (),

TeCx(5) TeCrg(N)

ya que Cx(S) = Cx;(N) por la Proposicién 3.16.

Si Bg es la base de Fs y Cs = {C € C : C C S}, se tiene entonces que
Cs C C y, ademas,

v¢ (Cs) = ’UZ:?(N) = v”5 (N) = v% (5)
puesto que (N, v) es cero-normalizado.

Por otro lado, utilizando un razonamiento analogo,

SIS = Y w@m= Y (D),

TeCr\(ay(S) TEC‘F.IS'(N)

va que Cr\ (a3 (S) = Cr (N) con Fg = {F € F\{H}: F C S}.
Si BY es la base de F§ se tiene que By = Bs\{H},C5CCy

o€ (C5) = v (N) = v”s (N) = oM} (S).

El hecho de ser By = Bs \ {H} y que H € C sea un soporte superfluo,
implica, finalmente, que

v (8) =o€ (Cs) = o (Cs \ {H}) = € (C5) = v\ (S).

O

En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto que el valor de Myerson
generalizado no verifica la propiedad de influencia.
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Ejemplo 4.27 Considerése la estructura de cooperacidn estable para la union
dada en el Ejemplo 3.26. En ella, el valor de Myerson generalizado venia
dado por
5 13 13 5
N7 F) = Jal1at10)1a 1 ?
HN,v, F) (12 12’ 12 12)

y, en el Ejemplo 4.15, se comprobs que dicha estructura de cooperacidén U-
estable es un sistema andnimo para los soportes en la que el vector de in-

1221
I(N,'U,f):(g,g,g,g).

fluencias es

Es inmediato que el valor de Myerson generalizado no satisface la propiedad

de influencia ya que deberia existir o € R tal que

S5 1835y _ (1221
12°’12°12°12) ~ %\3'3'3°3)°

lo cual es tmposible.

Sin embargo, tal como se ha indicado en la introduccién a esta seccion,
puede definirse, para reglas de asignacién, una propiedad analoga a la de
influencia que permitira una caracterizacién axiomatica del valor de Myerson
en el conjunto SETV.

Definicion 4.28 Una terna (N,v,F) € SEN se denomina andnima para
los jugadores si existe una funcion f: {0,1,...,|D|} — R tal que

v"(8) = (1SN D)

para todo S € 2V, donde D = {i € N : |C;| > 0}.
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Definicién 4.29 Una regla de asignacion v : SEY — R* es andnima
para los jugadores si, para toda estructura de cooperacion (N,v,F) € SEN
andnima para los jugadores y para todo i € N, existe o € R tal que

a sit€ D,
0 en otro caso.

fyi(N,v,]-'):{

Proposicion 4.30 El valor de Myerson generalizado p : SEN — R* sa-
tisface la propiedad de ser andnima para los jugadores.

Demostracién: Sea (N,v,F) € SEV anénima para los jugadores y sea
D={ie N:|C|>0}.

Si D = 0, entonces v*(S) = f(|SNO)) = F(|8]) = f(0), para toda
S C N. Tomando S = 0, v*(§) = 0 = f(0) y, para todo 7 € N, se tiene que

wNo,F) = 3 A(8) [o7(8) - v (S\ )] = 0.

{SCN:ieS}

Supéngase, D # 0. Sii ¢ D, obviamente SN D = (S\{i}) N Dy, por

tanto,

(N, F) = Y 4(S) [p7(8) = o7 (S\ {i})]

{SCN:ieS}

= Y 9IS D) - £ S\ {i}) n D))
{SCN:ieS}

= 2 v(S)0 = 0.
{SCN:ieS}

Por otro lado, si i,j € D, entonces el axioma de simetria para el valor de

Shapley indica, en este caso, que

wi (N, v, F) = p; (N,v, F),
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y de ahi,
FUDN) =Y wi (N,,F) = |D| i (N, v, F),
ieD
D
por tanto p; (N, v, F) = f I(ll)l |), para todo ¢ € D.
En consecuencia, se tiene
m sit€ D,
.ui(Na'Ua:F): ID|
0 en otro caso.

O

La propiedad anterior, junto con las propiedades de aditividad y del so-
porte superfluo, caracteriza axiomaticamente al valor de Myerson genera-
lizado dentro de una clase especial de sistemas estables para la union: el
conjunto SEIV, cuya definicién fue establecida en la segunda seccién de este
capitulo.

Teorema 4.31 El valor de Myerson generalizado pn : SE¥Y — R® es la
inica regla de asignacion en SEIN que verifica las propiedades de aditividad,
soporte superfluo y andnima para los jugadores.

Demostracién: A través de los resultados anteriores se ha puesto de mani-
fiesto que el valor de Myerson verifica todas las propiedades indicadas. Por
tanto, s6lo queda demostrar la unicidad.

Sea, entonces, v : SEIY — R otra regla de asignacién que verifica
dichas propiedades. Habra que demostrar que

¥ (N,v,F)=p(N,v,F).

Como (N, v) es cero-normalizado

v = E arur,

{T:|T|22}
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y, al ser tanto p como 7y reglas de asignacién aditivas, es suficiente demostrar
que, para todo T'C N con |T| > 2, se verifica que

v (N, aur, F) = p (N, our, F) con a € R

Para probar esta altima igualdad, fijada T C N con |T| > 2, se consideran

dos casos:

1. Existe una coalicién S € F tal que T' C S.

2. No existe ninguna coalicién S € F tal que T C S.

Se comienza probando la igualdad en el caso 2. Se tiene que, para todo
HCN,

. S (our) (L) siCx(H) #0,
(aur)” (H) = { LeCx(H)
0 en otro caso.

y, debe ser ur(L) = 0, para toda L € Cx(H), ya que si existe L € F tal que

ur(L) = 1, tiene que ser T C L lo cual esta en contradiccion con lo supuesto.
De ahi, (aur)” = 0y, por consiguiente, p; (N,aur, F) =0, paracadat € N.

Por otro lado, si (aur)” = 0, la terna (N, aur, F) es anénima para los
jugadores, pues existe f : {0,1,...,|D|} — R, f(0) =--- = f(|D|) =0,
tal que (our)” (H) = f (|H N D|) = 0, para todo H C N. Por tanto, existe

8 € R tal que
ieD
")/i(N,Ol’UIT,J:)Z{[B s11 € U,
0 en otro caso,
para cada i € N. Aplicando la eficiencia,
> % (N, aur, F) = |D| B = (aur)” (N) =0,
iEN

y, bajo el supuesto que D # 0, resulta ser 8 = 0. Entonces,

v (N,aur, F) = p(N,aur, F) = 0.
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Si D = ), entonces para cada i € N, sélo pueden darse dos posibilidades.
Si{i} ¢ F, entonces i ¢ Untecrny M ¥ % (N, cur, F) = 0, por definicion. Si
{i} € F, entonces {i} € Cx(N) y, aplicando la eficiencia en las componentes,

% (N, qur, F) = (auT)}- ({¢}) =0,

ya que |T'| > 2. Asi, v; (N, aur, F) = 0, para todo i € N.

Se prueba ahora la igualdad en el caso 1. Sea el conjunto {F' € F:T C F},
que es no vacio ya que existe S € F tal que T C S, y considérese

T=({FeF:TCF}.

El conjunto T es no vacio y, ademés, es el menor conjunto factible que
contiene a T'. De aqui,

a siT CH,

F o —
(aur)” (H) = aup(H) = { 0 en otro caso.

Por tanto,

« R—
— S1% €& T,
Hi (N,aUT,f): TI

0 en otro caso.

Por otro lado, el juego de conferencias asociado a aur seré,

(cur)®:2° — R, (aur)© (A) = { a siTed
0 en otro caso,
puesto que,
(aur)* (A= > (our)(M)= ) our(M)=a

MeC%(N) MeC(N)

si y solo si up(M) = 1, para alguna M € Cx(N).
Ahora bien,

ur(M)=1<=TC M,con M € AC F,
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y al ser T € F el menor conjunto factible que contiene a T, se tiene
ur(M)=1<=TCTCM,con M e AC F.
Por otro lado, como T = Ukex Bk, con By € C, para todo k € K, resulta
TCM, MGZQJ:{:){Bk}keKQA,

ya que la expresion de cada coalicién factible no unitaria como unién de
soportes no unitarios es tinica. Queda entonces

a si {Br}iex C A,
0 en otro caso.

(our)” (A) = {

Obsérvese que todos los soportes B € C tales que B ¢ {Bi},cx, son
superfluos para el juego de conferencias. Por tanto, si se aplica sucesivamente
la propiedad del soporte superfluo para la regla de asignacién vy, resulta

’Y(N,O(UT,I):"':’Y(N,Q’U,T,]:,),

donde 7' = ({Belex ) U ({7} : (i} € FD).
Como (auT)F = aug, entonces auz (S) = aur (S ﬂT—) , para cualquier
S CN,ypuestoque T C S,

a siSNT =T,
0 en otro caso.

oug (S) = oup (SNT) = {
Por tanto, el juego (auT)}-l es an6nimo para los jugadores ya que
D={ieN:|C|>0}=T.

y f(0)=---=f(D|-1)=0, f(|D]) =
Al ser v, por hipétesis, anénima para los jugadores, se tiene que, para
todo i € N, existe w € R tal que
w siteT,
0 en otro caso.

% (N, aur, F') = {
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Teniendo en cuenta ahora la eficiencia

Z’y,- (N,aup, F) = [T| w = o,

1EN

Q

de donde w = W Por tanto, para cada i € N,

1 g— siteT,

Yi (N,OZUT,]:) = |T|
0 en otro caso.

a

Finalmente, se obtienen otras dos caracterizaciones axioméaticas del valor
de Myerson generalizado en sistemas estables para la unién, que generali-
zan las establecidas por van den Nouweland (1993) [59] en situaciones de
comunicacion.

Definicién 4.32 Sea una estructura de cooperacién (N,v,F) € SEN. El
jugador i € N es superfluo para (N,v,F) si verifica

v7(S) = v (S\ {i}), para todo S C N.

Definicién 4.33 Una regla de asignaciony : SEN — R" tiene la propiedad
del jugador superfluo si, para cualquier jugador superfluo i € N con respecto
a (N,v, F), se tiene que

v (N,v, F) =7 (N,v, Fangiy) -

Proposicién 4.34 El valor de Myerson generalizado y : SEN — R" sa-
tisface la propiedad del jugador superfluo.
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Demostracién: Sea i € N un jugador superfluo para (N, v, F). Se ha de
probar que

/'I’(N’U7f)=l‘l’(Nav)~7:N\{i})'

Obviamente, para el jugador %, es inmediato que

Lhi (N,v,]-'N\{i}) =0,yaquei¢ UC;N\{i} (N).

Por otro lado,

w(No, F) = Y (S [p7(8) v (S\{i})] =0,

{SCN:ieS}

porque 4 es un jugador superfluo.
Para k € N, k # ¢ y, teniendo en cuenta que

(N0, F) = 3 4(S) pT(8) =T (S\ {k})],

{SCN:keS}

e (Non, Fangg) = 3 (S o™ (8) —o™Mme(S\ {k})],
{SCN:keS}

es suficiente, para demostrar que ambos valores coinciden, probar que
Fray — o FN\(i
v” (S) = v" M3 (S), paratodo S C N.

En efecto,

FE) =" S\ = S v@, PeE = > (@),

TeCF(S\(iD) T€Crp\ (5 (5)

y como, por la Proposicién 3.16, se verifica que Cr (S\ {i}) = Cry\ (4 (S), se
tiene que, para todo S C N, v7(S) = v7M(S). o

Con el proposito de establecer la primera de las caracterizaciones del valor
Myerson, se expone previamente el siguiente resultado.

Lema 4.35 Sea v : SEY — R" una regla de asignacion aditiva.
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(a) Si vy satisface la propiedad del jugador superfluo, entonces

v(N,v,F) =~ (N,v*,F), para todo (N,v,F) € SEV.

(b) Si vy satisface la propiedad de ser andnima para los jugadores, entonces

v (N,v,F) =+ (N,v",F), para todo (N,v,F) € SE".

Demostracién: (a) Por la aditividad de =, es suficiente probar que, para
todo (N,v,F) € SEV, se verifica v(N,v—vF,F) = 0. En efecto, para
cualquier S C N,

=o' )= Y - M= 3 p@-S @) =0

TcCx(S) TeCr(S)

Ello indica que todos los jugadores son superfluos para cualquier terna
(N,v,F), ya que, para todo i € N y cualquier S C N,

(v— v}-)f (S)=(v- vjt)JE (S\{:}) = 0.

Por tanto, si se toman todos los jugadores pertenecientes a una misma
componente maximal M € Cx(N)

7(N7’U_U}-,‘7:) :7(N7'U—’U}-7fN\{i}) = "'=’Y(N,’U—’Uf,]:N\M)7
Yy, para todo 7 € M,
Yi (N,v—vf,}') = (N,v—vf,]-'N\M) =0,

ya que ¢ ¢ Crya (V). Procediendo de forma analoga con todas las com-
ponentes maximales de N, es inmediato que

Vi (N,U—vf,]-") =0, para todo 7 € N.

(b) Si se considera el razonamiento inicial del apartado (a), (N,v — v*, F) es
anénima para los jugadores al ser (v -7 )].- (S) =0, para toda S C N. En
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efecto, sea f : {0,1,...,|D|} — R tal que f(k) =0, con k =0,1,...,|D|.
Entonces,

(v ——vf)f(S) = f(SN|D|) =0, para todo S C N.
Por tanto, existe a € R tal que

a sii €D,
0 en otro caso,

Yi (N,’U——’U]:,}'—) :{

para cada ¢ € N. Si se considera cualquier M € Cx(N) y se aplica el
hecho de que v es una regla de asignaciéon y, por tanto, es eficiente en las
F-componentes de N, resulta

Z’Yi(N,v—vf,}')zalMlz(v—v]:) (M) =0,

ieM

lo que implica que a = 0. Asi, v; (N,v — vf,.'f-') =0,paratodoie N. O

Teorema 4.36 El valor de Myerson generalizado p : SEN — R" es la
unica regla de asignacion que satisface las propiedades de aditividad, jugador
superfluo y andnima parae los jugadores.

Demostraciéon: De los resultados anteriores se desprende que el valor de
Myerson cumple las propiedades indicadas. Por tanto, s6lo falta probar la
unicidad. Para ello, supéngase que vy es una regla de asignacién en SEV que
satisface la hipotesis del teorema. Habra que demostrar que, para cualquier
terna (N, v, F), se verifica

v (N, F)=p(N,v,F).
En principio, por el Lema 4.35

,u(N,v,]-')zu(N,v}-,}"), ’y(N,v,}'):'y(N,vf,]-"),
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y, teniendo en cuenta que {ug: S € F, S # B} constituye una base para los
F-juegos restringidos [9],

U]: = E aslug.

{SeF:5+0}

Aplicando la adititividad se tiene,

/,L(N,’U,f) = Z M(N,OZSUS,]:),
{SeF:5#£0}

y(Nu, F) = > v(N,asus, F).
{SeF:S#0}

Por tanto, es suficiente probar que, paratodo S€ F,S#fByacR
v (N,aus, F) = 4 (N, aug, F) .
Si i € N\S, entonces, para toda coalicion T' C N, se tiene que
aus(T)=a <= SCT < SCT\{i} = aous (T\{i}) = q,
con lo que cualquier jugador que no pertenezca a S es superfluo, y asi

u(N,auS,f) = u(N,auS,fN\(N\S)) :,u(N,aus,]:g),
’}’(N,O[’U,S,f) = 7(N7au5;fN\(N\S)):’y(N?auS)j:S)-

Se prueba, entonces que
’)’(N,O!US,fs) Zl'l’(Nvau57~7:S)7 para SeF.

Para ello, se distinguen dos casos: |S| =1y |S| > 1.

Si |S| =1, entonces S = {i}, Fs = {{i}} y Cr,(N) = {{i}}. Alserpy
7y reglas de asignacion resulta que, para todo j € N con j # %, se tiene que
J ¢ UCx,(N) y, por tanto,

Hj (N,OZUS,fs) = 9% (Naau57~7:5) = Oa
wi (N,aug, Fs) = = (N,aus, Fs) = augs ({i}) = a.
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Considérese, ahora, S € F, con |S| > 1. En primer lugar, para todo
T C N se tiene que

(aus)”® (T) = Z aus(R)=a<=3JRe€ Fstalque SCRCT.
REC;'S(T)

Ahora bien, R € Fg implicaque RC S. Luego R=Sy
(aus)™ (T)=a <= SCT.

Por tanto, (aus)fs = aug. Por otro lado, S € Fs lo cual implica que
= {ieN:|C| >0} = Sy la terna (N, aug, Fs) es anénima para los
jugadores ya que

(aug)™s (T) = aug(T) =a <= SCT <= SNT =S5,
de donde se deduce que existe una funcion f : {0,1,...,|S|} — R tal que
(aus)” (T) = f (|SNT|), para todo T C N,

stendo f(0) =--- = f(|S|—1) =0, f(|S]) = a. De aqui, la existencia de
B € R tal que

B sii€S,

0 en otro caso,

Yi (N,a’u,s,fs) = {

para cada ¢ € N y, para el valor de Myerson generalizado

« . .
— si1 €S,
wi (N, aug, Fg) = S|
0 en otro caso,
para todo ¢ € N. Aplicando que Czr,(N) = {S} v que p,7 son reglas de
asignacion y, por tanto, eficientes para las Fgs-componentes de IV se tiene

> % (N, ous, Fs) = a =19 8,
ieS
y B = 2 Elo implica que v (N, aus, Fs) = p (N, aus, Fs), para todo

S|
SekF. O
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La propiedad de regla de asignacién anénima para los jugadores fue in-
troducida debido a que el valor de Myerson generalizado no satisfacia la
propiedad de influencia. Sin embargo, en el Teorema 4.31 se establecié que
las propiedades de aditividad, del soporte superfluo y anénima para los ju-
gadores s6lo caracterizaban, de forma tnica, al valor de Myerson generalizado
dentro de una clase especifica de estructuras de cooperacion U-estables. La
sustitucion de la propiedad del soporte superfluo por la del jugador superfluo
permitfa demostrar, en el Teorema 4.36, que las propiedades de aditividad,
jugador superfluo y anénima para los jugadores si caracterizan de forma
unica al valor de Myerson generalizado en el conjunto de las estructuras de
cooperacion U-estables.

El propésito de la ultima parte de esta seccion es introducir una variacién
en la propiedad del soporte superfluo para obtener con ella otra caracteri-

zacibn axiomatica.

Definicién 4.37 Una regla de asignacion v : SEY — R" satisface la
propiedad fuerte del soporte superfluo si, para toda terna (N, v, F) € SEVN y,
para todo soporte no unitario H tal que

v7(8) = v"MH#}(S), para toda S C N,

se verifica

7(N,’U’f):7(N7'U’f\{H})‘

Como consecuencia directa de la demostracion del Teorema 4.26, notese
que si H es un soporte no unitario superfluo, entonces v”(3) = v*\{#} (9)
y, por tanto, si una regla de asignacién v satisface la propiedad fuerte del
soporte superfluo, se verifica, para H, que v (N,v,F) = v (N,v, F\{H}).
Ahora bien, si un soporte no unitario H verifica que v*(S) = v*\{#} (9),
para toda § C N, éste no es siempre un soporte superfluo.
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Teorema 4.38 El valor de Myerson generalizado p : SEY — R" es la
unica regla de asignacion que satisface las propiedades de aditividad, fuerte
del soporte superfluo y andnima para los jugadores.

Demostracién: Es inmediato, aplicando la definicién, que el valor de Myer-
son verifica la propiedad fuerte del soporte superfiuo. Por tanto, sélo queda
probar la unicidad. Para ello, se probara que cualquier regla de asignacioén
v en SEN que satisfaga la propiedad fuerte del soporte superfluo, verifica
también la propiedad del jugador superfluo. Asi, se tendra la hipétesis del
teorema anterior y, de ahi, se deducira su unicidad.

Sea 1 € N un jugador superfluo para (N, v, F); es decir,
v7(8) = v¥(S\ {i}), para todo S C N.
Se ha de probar que
v(N,v,F) =7 (N,v,Fmgy) -

Ahora bien, Fy\(iy = B\B; donde B; = {B € B:i ¢ B}. En efecto, si
F € Fny), entonces F' € F y, por tanto, F' = | J..x Bk, con By € B.

Ademas, By ¢ B;, para todo k € K ya que si ello fuera cierto para algun
k, entonces i € By y, de ahi ¢ € F lo cual es absurdo. Por otra parte, si
F € B\B; entonces F € Fyi¢ F,conlocual F € Fn\(iy-

Puesto que 7y es una regla de asignacién anénima para los jugadores re-
sulta que, aplicando el Lema 4.35, se tiene

'y(N,v,]-'):'y(N,vf,F).

Por la Proposicion 3.18 se tiene que Cr (S\ {i}) = Cry,,,, (S), para todo
S C N. De ahi, ya que ¢ € N es un jugador superfluo, para todo S € N

G ="\ = 3w = Y o) =),

TeCF(S\(i}) TECry, 11y (5)
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Entonces,
Y (N,u, F) =+ (N, 'uf,]-') =7 (N,vf"’\“},}') .

Como F\(iy = B\B; y v7 = v”™M\3 ello significa que cualquier soporte
B € B; no tiene influencia en el juego restringido, ya que para todo S C N,
se verifica

'u]:(S) = vTM (S) = o7 M\ B} (S),

al ser Fw\iy = Fwp\ {B} y B\B; = B\B;\ {B}.
Por tanto, aplicando reiteradamente la propiedad fuerte del soporte su-
perfluo, para todo B € B;, se tiene

’Y(N"ij:) :V(Nav}-N\{i}:]:) =’Y(N7U]:N\{i}7fN\{i}) :7(N7'U7]:N\{i}) .

Lo anterior demuestra que  es una regla de asignacién que verifica la
propiedad del jugador superfluo y, por tanto

v(N,v,F) = u(N,v,F), paratodo (N,v,F)e€ SEV.

4.5 Calculo del valor de posicién generalizado

Al igual que ocurria para el valor de Myerson generalizado, uno de los princi-
pales inconvenientes del valor de posicién generalizado radica en su cémputo
efectivo. De ahi, que se busquen algunos procedimientos que simplifiquen,
en lo posible, su calculo.

Siguiendo una linea de trabajo analoga a la del capitulo anterior, en
esta seccién se indican dos posibles direcciones en el calculo del valor de
posicién. En primer lugar, y puesto que los dividendos son decisivos en
la determinacién del valor de Shapley, se estudian éstos y algunas de las
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condiciones que dan lugar a expresiones sencillas de computo. Ello implica
hacer un céalculo de los dividendos del juego de conferencias (C,vc). Por
otro lado, y teniendo en cuenta que es posible que la coalicién N no sea una
coalicién factible, se demuestra que puede realizarse el calculo del valor de
posicion generalizado mediante una restriccion a la coalicion factible maximal
de N a la que pertenezca cada jugador.

4.5.1 Calculo mediante los dividendos

Teniendo en cuenta las consideraciones realizadas en la tltima seccién del
capitulo anterior, es importante determinar, si es posible, el valor de los
dividendos del juego de conferencias (C,v¢) en funcién de los dividendos del
juego (N,v) ya que

Ay (A
R LA R I D E

Cec; Cec; {ACC:Ce A}
y los dividendos del juego de conferencias vienen dados por
Dy (A) = Z(_l)lAI—ITIvc (7).
TCA
De ahi, que se trate de encontrar una relacién de los dividendos del juego de

conferencias (C,v¢) en funcién del juego (NV,v).

Sea (N, v, F) una estructura de coaliciones factibles estable para la unién
y (N,v) un juego cero-normalizado. Considérese el correspondiente juego de
conferencias asociado. Entonces, se puede escribir,
’UC = Z A,UC (H) Uy,
{HCCHA)
donde (C,uy) es el juego de unanimidad definido por
1 siHCA,

Uy : 2C — R, ’U/H(A) =
0 en otro caso.
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Obviamente, para cualquier coleccién de soportes A C C,
v (A) =D A H)un (A) =D Dy (H).
HCC HCA

Ademaés, teniendo en cuenta que (C, C) es un conjunto finito parcialmente
ordenado, en el que se pueden considerar las funciones,

Dye,v©:2° — R, con Ay (B) =0,
resulta que, aplicando la formula de inversién de Mébius

v (A) = D Ay (H) == Do (A) = > (M, A)v° (H).

HCA HCA

En el siguiente resultado se pone de manifiesto que —en determinadas
estructuras de cooperacién estables para la unién— los dividendos del juego
v® pueden expresarse en funcién de los dividendos del juego v. Para ello,
en lo que sigue, si S € F, se denotara por S al conjunto constituido por los
soportes no unitarios cuya unién da lugar a la coalicion factible S y si S ¢ F,
denotaremos por S al conjunto de soportes no unitarios correspondientes a

S.

Teorema 4.39 Sea la terna (N, v, F) € SEIV. Entonces

AN (A)= D A(S), VACC, A#0,

SeV(A)
siendo V (A) = {S €2V \ {0} : S #0, S= A}.
Demostracién: Sea A C C, A # . Segiin el razonamiento anterior

Doe (A) = D p(H, A (H),
HCA
¥, por definicion del juego v°, se puede escribir

Dye (A) =D p(H,A) D v(H).

HCA HeCz(N)
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Por otro lado, se tiene que

= ZA’U(S)

SCH
y, por tanto,
De (A) =D pn(H,A) [ZAv(S)}.
HCA HeCq(N) LScH

Sacando factor comtn a los diferentes A, (S), el valor de A, (A) puede

expresarse de la siguiente manera

p (M, A [Z Dy (S) 44 Y Dy (S)

SCHy SCHi

p(Hy, A [ZA (S) +-- +ZA,,(S)}+
SCHH Sngt

p(Hp A) | D Dol Y DS
SCHp SCHpm

donde se denota por H;, Ha, . . . , H, a los elementos del conjunto {H:HC A}
y, para i = 1,...,p, se representa por {H;;} et las componentes maximales
de N en H;.

Se pueden observar las siguientes caracteristicas:

1. Para cada H; € {#:H C A}, con 1 < i < p, las coaliciones factibles
maximales de N en H;, son disjuntas entre si. Por tanto A, (S) aparece,

a lo sumo, una séla vez para cada H; C A.

2. Apareceran sélo las coaliciones S C N que estén contenidas en alguna
componente maximal de N de algin o algunos H, con H C A. Es
decir, que estén contenidas en alguna coalicién factible y, por tanto,

S #0.
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3. 51 S C Hjj, con H;; € Cq(N) para algin H;, entonces S C S cC H;;
y, debido a la unicidad en la expresién de cada coalicion factible como

union de soportes no unitarios, se tiene que

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores,

N (A= Y S n(HA)| AL (S).

{scn:s#0} [ScHCA

Ahora bien:

1. Si 8 = A, se tiene que

S wH A =pA A =1

SCHCA

2. Si S # A, el conjunto S C H C A es el intervalo [:S'_, A] que es un
reticulo finito con, al menos, dos elementos y, por tanto [74, Corolario
3.9.3],

Yo o wHAH= > uHA)=0

{’H:’H/\g-——g} {’H:EQ’HQA}

Entonces, finalmente, queda

Dye (A) = Z A, (S), con A#0.
{scn:5£0,5=4}
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4.5.2 Calculo mediante las F-componentes

A continuacién se calcula el valor de posicion generalizado a través de las
F-componentes siguiendo la misma linea que en el valor de Myerson gene-
ralizado. Este resultado, fue estudiado por van den Nouweland (1993) [59]
para el valor de posicién en situaciones de comunicacion.

Teorema 4.40 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacidn estable para la
unidn. Sean i € N y M € Cx(N) tal que i € M. Entonces

71-i(]\'],v,]:)-:71"L'(-Z\4’7IU|Ma-ﬁ'M)7

donde v |5 es la restriccion de v a M.

Demostracién: Por definicién, se tiene

i (N, v, F) = Z <I>CCv

Cec;

Sit € M, con M € Cr(N), la Proposiciéon 3.11 asegura que existe una
particion {Dy,Ds,...,D,} de C, donde Dy, k = 1,...,p, es precisamente la
coleccién de soportes no unitarios contenidos en la componente maximal M
y de forma que M es la unién de ellos. Entonces, C; C D;, para un tnico &,
y resulta que

(N, F)= > l—llj—lcbp (C,v°).

(DeDy:ieD}
Se prueba, a continuacién, que ®p (C,v¢) = ®p (D, vP*) para cualquier

D € Dy. En efecto, por definicién de valor de Shapley

op (C,0) = D (S P (SU{D}) - (S)]

{Scc:D¢s}
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y, para S C C, v (S) = v° (N) = ZHECg(N) v(H). Teniendo en cuenta el
apartado (c) de la Proposicién 3.13, se tiene

Cs(N) = Cse(N) = CSﬂ(Dlu’DzU...U'Dp)(N)

C(Sﬂvl)u(savz)u...u(SnDp) (N)
= Cerpn(N) U Cgrpyy(N) U+ .. U Cigry(N),

y aplicandolo a v (S) y v (SU{D}), el valor de v¢ (SU{D}) — v¢(S),
resulta ser

Y. uH) - Y u(H)

HGCW‘}‘(N) HeC3(N)

= > v(H) + > v(H)
HeCw5mhan, (V) {H:HGCW(N), t;ek}

IR R ST
HeCzap,(N) {H:HeCsmp,(N), t#k }

= > uE- > u(H)
HECW—‘D—I‘:(N) HGCW(N)

_ U(SﬂDk)U{D}(N) _ WW(N)

’

debido a que, si t # k,

Cromym, (V) = Carpi(N),

pues D:N{D} =0y (SU{D})NDy = (SND;) U {D}.

Ahora bien, si § recorre todas las coaliciones de soportes de C a las que
el soporte no unitario D no pertenece, S N D;, recorre todas las coaliciones
de soportes no unitarios contenidos en Dy que no contienen al soporte D. De
ahi, ®p (C,0°) es igual a

> 1O [ (SU{D}) - (8)]

{8cc:D¢s)
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-

> > @] [T - o))
{TCDy:D¢T} |{SCC:DES, SND=T} i
i ]
- ¥ Y A ©S)| pPHTU{DY) - P (T))].
{TCDy:D¢T} | {SCC:DES,SNDE=T} §

Utilizando un razonamiento completamente similar al del teorema corres-

pondiente al valor de Myerson generalizado, se obtiene

> ¥(8) =~(T),

{SCC:D¢S,8NDy=T}

y, de aqui
®p (C,v€) = @p (D, v™*) para todo D € D.

Por lo tanto,
i (N, v, F) =m; (M,v|p , Fur) -



Capitulo 5

Transmisién de propiedades

Las propiedades de la funcién caracteristica de un juego cooperativo de utili-
dad transferible son, a veces, determinantes para que los diferentes conceptos
de solucién del juego posean algunas caracteristicas especiales, asi como para
que existan algunas relaciones entre ellos. Por ejemplo, si la funcién carac-
teristica del juego es cero-normalizada y superaditiva, entonces el valor de
Shapley y el core del juego estan constituidos por vectores cuyas componen-
tes son no negativas, y si la funcion caracteristica es supermodular, el valor
de Shapley pertenece al core del juego (N, v).

De ahi, tiene importancia estudiar si, al condicionarse la cooperacién,
las propiedades del juego (IV,v) se transfieren a la correspondiente funcién
caracteristica del juego restringido. En esta memoria interesa analizar, en el
contexto de estructuras de cooperacion estables para la unién, la transmisioén
de propiedades del juego (N, v) al F-juego restringido y al juego de confe-
rencias, asi como las relaciones existentes entre las propiedades de los juegos
(N, 'U}-) y (C, Uc)'

Logicamente, al ser las propiedades de la funcién v fundamentales para
establecer resultados, algunas cuestiones referentes a la transmisiéon de pro-
piedades entre el juego (N,v) y (N 7 ) han ido surgiendo a lo largo de los

201
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capitulos anteriores. Por tanto, en este tltimo capitulo, se expondran aque-
llas que adn no han sido tratadas como las relaciones entre las propiedades
de las funciones correspondientes al F-juego restringido y al juego de con-
ferencias y, en especial, la transmisién de la convexidad del juego (N, v) al
juego (C,v°).

A lo largo de todo el capitulo se supondra que el juego (N, v) es cero-
normalizado.

5.1 Relacion entre (N,v”) y (C,")

De igual forma que existe una conexién entre el juego arco y el juego res-
tringido por un grafo de comunicacién, aqui puede establecerse una relacion
entre el juego restringido por la cooperacion parcial, (N ,v7 ) y el juego de
conferencias (C , vc). Ello se pone de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 5.1 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
unon y (C,vc) el juego de conferencias. Entonces, para cada S C N, se

verifica que

v (S) =v°(Cs),

donde Cs ={C €C:C C S}.

Demostracién: Sea S C N. Si Cx(S) =0, es inmediato que Cs = @ ya
que, de lo contrario, existiria C € Cs y, de ahi, C € F, C C Sy Cx(S) # 0.
Entonces v” (S) = 0 = v¢(@) = 0.

Supoéngase, por tanto, que Cx (S) # 0; en este caso
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Sea Fs = {F € F:F CS}. Por la Proposicién 3.16, (N, Fs) es un
sistema, U-estable en el que se verifica que

Cfs(N) = Cf(S)a

y tiene sentido considerar su base Bg. Considérese Cg, siendo Cg el conjunto
formado por los soportes de Bs que tengan un cardinal mayor o igual que
dos. Por el apartado (c) de la Proposicion 3.16, Bg C B y, entonces, Cs C C.
Por tanto, para cualquier coaliciéon S C N, se verifica que

o (C) =B (N) = DY w(M)= Y o(T)=v"(9),

MeCg(N) TeCx(S)

ya que Cz (N) = Cx(S) y el juego (NN, v) es cero-normalizado. o

5.2 Equilibrio

En el capitulo segundo se estableci6 que, bajo las hipétesis de ser (N, v) cero-
normalizado y v*(N) = v (N), el core del juego (N, v) estaba incluido en el
core del F-juego restringido y, en consecuencia, el caracter equilibrado del
juego (N, v) era transferido al juego (N ,v” ) .

Ahora, se procede a estudiar la transmision o no del caracter equilibrado
del juego (N ,v7 ) al juego de conferencias (C , vc) y viceversa.

Teorema 5.2 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Si (C,vc) es equilibrado y no negativo, entonces (N,v”) es equili-
brado.

Demostracién: Como (C,v¢) es no negativo y equilibrado, entonces

C'(vc):{yEIRl_fl :Zyc:vc(C), ZyAZUC(.A), VACC}%(I).

Cec AcA
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Sea entonces y € C (vc). A partir del vector y, se construye otro vector
z € R* de la siguiente forma

Z ye siC; #0,
Tr; = CceC; ’CI
0 en otro caso,

para cada ¢ € N. Este vector asi construido pertenece a C (vf ); es decir,
inzv}-(N), Zwin]:(S), VS C N.
iEN i€S

En efecto, en primer lugar,

DD ol

iEN iIEN CEC

- 2 [Z |

cec zEC

= z |C||‘CT|] Ye

Cec -

= Eyc =% (C)

cec
= v (N).

Por otro lado,

-3 |3 pue]

i€S €S LCeC;
Por el Teorema 5.1, para cada S C N, v¢ (Cs) = v*(S) y, como yc >0y
{C €Cs:i € C} CC, resulta que

 u - 2|5 e

€S ieS LCeC;

S| X e

ieS | {CeA:ieC)

v
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- ¥ |giet]ve= T we

CeCs CeCg
’Uc (Cs)
= U]:(S)7

v

donde la ultima desigualdad se sigue por ser y € C (v¢). Por tanto, (N,v%)
es equilibrado. O

En el ejemplo que se desarrolla a continuacién, se pone de manifiesto que
el reciproco no es cierto.

Ejemplo 5.3 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacidn U-estable, donde
N ={1,2,3}, el sistema de coaliciones factibles es

F={{1,2},{1,3},{1,2,3}},

y el juego viene determinado por

) >
o(8) :{ |S|  si|S| > 2,

0 en otro caso.

El juego (N,v) es totalmente equilibrado y el Teorema 2.81 asegura que el
juego (N,v%) lo es. Sin embargo, el juego de conferencias (C,v¢) correspon-
diente no es equilibrado, ya que C = B = {{1,2},{1,3}} y, de ahi,

C ('UC) = {y e R Yoy H Y3y =3, Y2 =2, Yy > 2} = .

5.3 Superaditividad

En el Teorema 2.14 se demostré que, para cualquier estructura de cooperaciéon
estable para la union (N, v, F), si (V, v) era cero-normalizado y superaditivo,
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también lo era el F-juego restringido. Ahora, al estudiar la transferencia de
la superaditividad entre los juegos (N 7 ) y (C , vc), se produce una situacion
completamente analoga a la de la seccién anterior ya que si se transmite el
caréacter superaditivo del juego de conferencias al F-juego restringido, aunque

lo contrario no siempre es cierto.

Teorema 5.4 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Si (C,’UC) es superaditivo y no negativo, entonces (N v ) es supera-
ditivo.

Demostracién: Sean S,7 C N, SNT = (. Se ha de probar que
v7 (SUT) > v (S) + o7 (T).

Teniendo en cuenta el Teorema 5.1 ((IV, v) es cero-normalizado), se tiene
que

V7 (S) =°(Cs), o7 (T) =" (Cr), vF(SUT)=1°Csur),
asi, la desigualdad a demostrar es equivalente a
’UC (CSUT) > ’UC (Cs) + ’UC (CT) .

Para ello, es suficiente probar que Cs NCr = 0 y que Cs UCr C Csur ya
que, por la superaditividad y monotonia del juego (C , vc), se tendria

’Uc (CS) + ’UC (CT) S ’UC (Cs U CT) S ’UC (CSUT) .
En primer lugar,
C5§2S, CTQ2T, SﬂT=®=>CsﬂCT:®.

La inclusién Cs U Cr C Csyr se verifica por la propia construccién de Cg,
Cr y Csur. En efecto, el Teorema 5.1 permite afirmar que Cg, Cr y Csur son
los conjuntos formados por los soportes no unitarios correspondientes a los
sistemas U-estables (N, Fs), (N, Fr), (N, Fsur). Entonces, Cs UCr C Csur
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ya que cualquier soporte no unitario contenido en S o T es una coalicién
factible en SUT y si no fuera un soporte en SUT no lo seria tampoco en S
nien 7. O

En el ejemplo que se indica a continuacién se establece que el reciproco
del teorema anterior no es cierto.

Ejemplo 5.5 Sea la terna (N,v,F) considerada en el Ejemplo 5.3. Es in-
mediato que el juego (N,v) es superaditivo y, por el Teorema 2.14, también
lo es el juego (N,v” ) Sin embargo el juego de conferencias (C,’UC) no es
superaditivo, puesto que

vC({{1,2},{1,3}}) 2 v°({{L,2}}) + v*({{1,3}}),
al ser
WC({{1,21) + o ({{1,3}) = v ({1,2,3)) =3,
({1, 2}}) =v({1,2}) =2, «°({{1,3}}) =v({1,3}) =2

5.4 Convexidad

En el capitulo segundo se estudi6 la transmisiéon de la convexidad del juego
(N, ) al juego restringido (N,v”). Por ello, en esta seccion , se estudiara la
transferencia de la convexidad entre el juego (C, vc) y (N ,vF ) asi como del
juego (N,v) al juego de conferencias.

Logicamente, si el juego (N,v”) hereda la convexidad del juego (N,v)
siempre que la familia (N, F) sea intersectante, es previsible que la trans-
mision de la convexidad del juego (N,v) al juego de conferencias sea sblo
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posible dentro de estructuras de cooperacion U-estables que tengan unas ca-
racteristicas especiales. Ello se formula en la segunda parte de la seccién
y permitird asegurar bajo que condiciones el valor de posicién generalizado
pertenece al core del juego restringido.

Teorema 5.6 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Si el juego de conferencias (C, vC) es no negativo y convexo, entonces
(N,vT) es convezo.

Demostracién: Sea i € Ny S,T tales que S C T C N\ {i}. Se ha de
probar que
v (SU{i}) - v7(8) <P (T U {5}) -7 (T).

Por el Teorema 5.1, se verifica que

U]:(S U{i}) = € (CSU{i}) ) U}-(S) = o° (Cs),
v(TU{i}) = (Cro), o7 (T) = ¢ (Cr),

por lo tanto, la desigualdad a demostrar es equivalente a probar que
v’ (Csugn) = v (Cs) < v° (Crugwy) — ¢ (Cr) -

Por una parte, como Csygy, Crugiy, Cs y Cr son, respectivamente, los
conjuntos constituidos por los soportes no unitarios de los sistemas U-estables
(N, fSU{i}) , (N, ]:TU{,-}) , (N, Fs) y (N, Fr), de ahi, se verifica que

Csuiy UCr C Crugiy y Csugiy NCr = Cs.

Por otra parte, ya que (C , vc) es no negativo, la superaditividad de (C , vc)
implica que
v (Crug) 2 v (Csu U Cr) .-

Ademaés, por la convexidad del juego (C , vc) se tiene

v

v (Cougy UCr) =v° (Cr) 2 o° (Csugny) = v° (Csugy NCr)

= ’l}c (CSU{z}) - ’UC (Cs) .
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Combinando las tltimas expresiones, se deduce finalmente que

v (Csupy) — o€ (Cs) < v (Csugy U Cr) — v (Cr) < o€ (Crugyy) — v (Cr) -

a

Shapley (1971) establecié que un juego (N, v) es convexo si y sélo si
’U(T1 U Tg) - ’U(Tl) — ’U(Tg) Z ’U(Sl U S2) - 'U(Sl) - ’U(Sz),

siendo Ty NTy =0, S; C Ty, Sy C T,. En el siguiente resultado se gene-
ralizard esta condicién para k conjuntos. Para ello, se utiliza la siguiente
equivalencia de juego convexo [24]: un juego (V,v) es convexo si y s6lo si

w(TUR) —v(T) > v(SUR) —v(S), VYSC T C N\R,

Lema 5.7 El juego (N,v) es convezo si y sdlo si, para cualquier k € N, se

verifica

k k k k
v (UE) - ZU(Ti) > v (U S¢> - Zv(Si),

=1

i=1

donde ;NT; =0, i# 5 yS; CT; para todoi =1,...,k.

Demostracién: Para cada i, sean S;,T; tales que S; C T, y T, N T; = 0,
t # j. Se verifica que

’U(T1 UTQUT3U"'UTk)—U(T1)ZU(S1UT2UT3U"'UT]C)—’U(Sl),

pues 51 ng C_:N\{TgLJUTk}
Analogamente,

U(51UT2UT3U'°'UTk)—U(T2) ZU(51U52UT3U"'UTk)—'U(Sz),

pues SQQTQQN\{SlLJTgUUTk}
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Razonando sucesivamente de la misma forma, se llega a
v(S1U- - USp 1 UTy) —v(Tk) > v (S1U---USg_1 USk) — v(Sk)-

Sumando miembro a miembro en todas las desigualdades obtenidas y
simplificando, queda finalmente,

V(UL UT U UT) =Y o(T) > v(S1USUSsU---USk)— Y v(Sy).

=1 =1

Para probar el reciproco, es suficiente tomar k& = 2. O

Teorema 5.8 Sea la terna (N,v, F) € SEIN. Si (N,v) es convezo también
lo es el juego (C,v°).

Demostracién: Se ha de probar que dado C € Cy S C T CC\ {C}, se
verifica

v (T U{C}) = (T) 20 (SU{C}) —v° (S),

lo que es equivalente, teniendo en cuenta la definicién de juego de conferen-
cias, a

YooovD = D v Y uS) - > w(S).

TECTU—{CT(N) TEC?(N) SECW(N) SECE(N)

Los elementos de C+(N) pueden clasificarse segln tengan o no intersec-
cién no vacia con C € C. Asi, C5(N) puede expresarse de la siguiente forma

CA(N) = {T%, ..., T} U {Tksn, ..., Th},

donde ;NC #0,parai=1,....kyT;,NC=0parai=k+1,...h
Ahora bien, para ¢ = 1,...,k, |T;NC| = 1. En efecto, supéngase que
|T; N C| > 2; entonces T; N C € F porque (N,v,F) € SEIV y, ademss,
T; N C # C ya que, en otro caso, resultaria que C C T; con lo que C € T lo
cual es imposible al ser 7 C C\ {C}; como TNC CT, € Ty TiNC € F, se
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deduce que 7; N C' es un soporte o bien es una unién de soportes no unitarios
de T ; de ahi,

C:CU(’I%HC) =CU (UB]) , con {Bj}jEJ g T,
JjeJ
y entonces C se podria expresar de dos maneras diferentes como unién de so-

portes contradiciendo el hecho de ser (N, v, F) € SEIN. También se deduce
quesiTiNC #0,..., Ty N C # 0, entonces

ThuCekF,...,, T,uCeF,
de donde
TiU---UT, UC € F.

Ademas, cada Ty, T, ..., Ty contiene un unico elemento de C.
Por ello, las coaliciones factibles maximales de N en T serian,

{Tla cee 1Tk7Tk+l,Tk+27 e 7Th}7
y las de N en T U {C} serian,
(ToU---UToUC, Tops, Tesas - -, Th} -

Por tanto,

k

Yoou@M- Y. @) =v(T1U---UTUC) = > u(Ty).

TGCW(N) TECT(N) =1

Un razonamiento analogo permite afirmar que,

P
S ow®) = Y u(S)=v(S1U---USUC) - > u(S),
donde S;NC # @, parai=1,...,py cada S; contiene un dnico elemento de

C. En consecuencia, se tiene que probar la siguiente desigualdad,

U(T1U~--UTkUC)—iv(T,~)Zv(Slu---USpUC)—iv(Si).

=1 =1
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En primer lugar,
hu---UT,UC=T1U---UT UC,
siendoC"CCy(C'"={ieC:i¢T1U---UT;}. También,
SiU---US,UC=5U---US,uC”,
siendo C" CCyC"={iteC:i¢ S U---US,}.

Por otro lado, S C 7 implica que S C 7T y si S; es una coalicién factible
maximal de N en S, con 1 < i < p, entonces S; C 7} para una tnica coalicién
T, € C7(N), con 1 <1 < k. Ademas, en este caso, la relacién es uno a uno
porque de lo contrario, S;, S; C Tj, habria dos elementos de C' que estan en
T lo cual es imposible segin se razon6 anteriormente.

Obviamente S; C T; y contienen al mismo elemento de C. Asi, se podria
escribir, sin pérdida de generalidad, que

S1CTh,..., S, C T,
Es inmediato que C' C C" C C. Por tanto,
c'"=Cc'u(C"\C)CcC,

y para cada elemento j € (C” \ C") existe Tj tal que j € T}, conp+1 < j < k.

Aplicando ahora el Lema 5.7, se tiene que,

v(hU-- - UT,UT, 1 U---UTUC") —v(Ty) — - — v(T}) — v (C)
> v(S1U---USUC'U(C"\C)) —v(S1) — - —v(Sp) —

v({p+1}) = —v({k}) v (C).

Simplificando la expresién y teniendo en cuenta el caracter cero-normalizado
del juego, resulta

k
V(iU UT,UTp1U---UTUC) = ) o(Ty)
=1

<

> v(SU---US,UC'UC"\C) Z
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y, al ser
TJU---UT,uC' =Thu---UT, UC,

y, ademas,
Siu---uUSuUC'U(C"\C')=51U---uSUC,

se tiene la desigualdad

k
w(TU---UTUC) = o(Ty) > v(S1U---USUC) —

=1

'U

14
=1

|

El valor de posicién generalizado es siempre una preimputacién para el
juego (N ,v7 ) ya que es una regla de asignacion y ello obliga a que sea
eficiente. A continuacion se dan las condiciones que obligan a que el valor de
posicién sea una imputacién y pertenezca al core del F-juego restringido.

Teorema 5.9 Sea la terna (N,v,F) € SEIY, donde (N,v) es un juego
convezo. Entonces,

m(N,v,F) e C (v%).
Demostracién: Por el teorema anterior (C,v¢) es convexo y, por tanto
® (C,v¢) € C (+°).
Ademas
@ (C,v%) > 0.
En efecto, para cada C € C, se tiene que
. (I)C (C,’UC) = Z Y (8) [’UC (S U {C}) - ’Uc (8)] y
{(scc:c¢s)

y, por la convexidad del juego de conferencias (C,v¢), se verifica la desigual-
dad

v (SU{CY) —v°(8) 2 v ({C}).
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Por otro lado, como (NV,v) es un juego superaditivo y cero-normalizado se
tiene que v¢ (SU{C}) — v°(S) > 0 ya que

= ) w(T)=v(C)20

TeC5(N)

¥, de aqui, ® (C,v®) > 0. Por tanto, 7 (N, v, F) € R2.

Se prueba ahora
Zﬂ'i (N,v, F) = v"(N).

iEN
Esto es inmediato ya que

Zm(N,v,]-') = Z 7 (N,v, F) + Z 7; (N, v, F)

iEN ¢ U M i€e U M
MECE(N) MeCE(N)
= Z U (N7 v, j:)
ie U M
MeCx(N)
= Z [Zﬁi(N,U,f):l
MeCr(N) LieM
=Y
MeCx(N)
= v"(N),

pues el valor de posicién es eficiente por ser una regla de asignacion.

Por tltimo, se ha de probar que, para toda S € F,
> mi(N,v, F) > 07 (9).
i€S
Si S = {i} es unitaria, entonces m; (N,v,F) > 0=v ({1}).
Si S no es unitaria, al ser factible, es un unién de soportes no unitarios.
Ademas, la expresién como unioén de soportes es tinica. Por ello,

S={]J Sk, con Sy ecC.

keK
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Entonces,

> mi(N,v, F) = Z[Z }

i€S €S LCeC;

Como C; D {Sk:1€ Sk} 'y ¢ (C,'uc) > 0, se tiene que

> m(Nw,F) = ) Z—@C (A }

icS €S LCeC;

Z Z r;;'q’sk (C’ "c)}

i€S | {Sk:i€Sk}

_ Z-ISIISk|:l<I>Sk(Cv)

Vv

keK

= Y05, () > 0 ({Skhex)
kEK

_ > u(M)
M rexc™

= 'U(S)’

ya que S € {Sk}iexr S = Ugex Sk» ¥ la tltima desigualdad es debida a que
®¢ (C,v°) € C (v°). O

Notese que en la demostracion de ser ®¢ (C,v¢) > 0 se ha utilizado
el caracter supermodular del juego (C,vc). Sin embargo, podria haberse
demostrado utilizando solamente el caracter superaditivo del juego. Asi,
razonando de forma semejante a la efectuada en el Teorema 5.8, se tendria,
para todo C € C,

CEU{CH - (S) = > M) - Y u(M)

MeCs5rer(N) MeECK(N)
= v(MyU---UMzUC) —v(My) — - — v(Mp)
= U<M1U---UMhUC/) —o(My) — -+ — v(My),
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siendo, para i = 1,...,h, M; € C5(N) con M; N C # 0 y donde el conjunto
C' vienedadopor {t € C:i¢ My U---UM,}.
Como (N, v) es superaditivo, se verifica

v(MiU---UM,uUC" v(My) + -+ + v(My) + v(C")

’U(Ml) + -t ’U(Mh),

VARV

ya que v(C") > 0 por ser (N, v) superaditivo y cero-normalizado. Por ello,
v(MiU---UM,UC") —v(My) —---—v(My) >0
y, €n consecuencia,

v (SU{C}) — ¢ (S) > 0 implica &¢ (C,v¢) > 0.
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