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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas lineales a trozos aparecen con frecuencia en el modelado ma-
tematico de ciertos problemas en ingenieria, y en particular cuando aparecen
fenémenos en los que se producen saturaciones en los dispositivos involucrados,
como pueden ser sistemas electronicos, sistemas de control y dispositivos con
regimenes de funcionamiento con zonas de activa y de corte. Es interesante
destacar que si bien los sistemas polinomiales proporcionan excelentes modelos
locales, los sistemas lineales a trozos, en los que la separaciéon entre lo local
y lo global se difumina, representan buenos modelos globales para muchos
fenémenos no lineales.

La falta de diferenciabilidad de estos sistemas hace que, para la deteccién
y caracterizacién de sus posibles bifurcaciones, no se puedan aplicar los resul-
tados propios de la dindmica diferenciable y haya que desarrollar herramientas
especificas. Es en este contexto donde se sitia el trabajo que se describe en
esta memoria.

La moderna teoria geométrica y de bifurcaciones de sistemas dindmicos
tiene su origen en los trabajos de H. Poincaré al final del siglo XIX motivados,
como es bien conocido, por el estudio de problemas de mecédnica celeste.

Es menos conocido que las primeras aplicaciones de las ideas de Poincaré se
producen en el campo de la investigacién béasica en ingenieria, concretamente
en la teoria de circuitos eléctricos y de control. Citemos a este respecto el
descubrimiento por Van der Pol en los afios 20 de la existencia de oscilaciones
periddicas automantenidas (concepto definido por Poincaré como ciclo limite)
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4 Capitulo 1. Introduccién

en circuitos electrénicos con triodos, los resultados teéricos de Cartan y Liénard
que prueban dicha existencia y caracterizan su estabilidad (motivados por la
dindmica de circuitos eléctricos y publicados en muchos casos en revistas de
la especialidad, ver [L28]) y los trabajos pioneros de Andronov y Pontriaguin
y su escuela que extienden las ideas y métodos de Poincaré y comienzan a
introducirlos en el estudio de oscilaciones de sistemas eléctricos, mecénicos y
de control.

En el libro seminal de Andronov, Vitt y Khaikin “Teorfa de Oscilaciones”
publicado en 1937 podemos encontrar abundantes ejemplos de tales aplicacio-
nes [AVK66]. En particular, hay que hacer notar el uso de funciones lineales
a trozos (continuas y discontinuas) en el modelado de las no linealidades pre-
sentes: caracteristicas estdticas de los dispositivos electrénicos, mecanicos y de
control.

Hay pues una tradicién en el dmbito de la ingenieria, que ha continuado
hasta nuestros dias, de considerar las funciones lineales a trozos como las apro-
ximaciones més adecuadas a ciertos comportamientos no lineales: saturacion,
zona muerta, limitador de pendiente, etc. Por consiguiente, el estudio del com-
portamiento dindmico de los sistemas dindmicos lineales a trozos es de gran
interés.

En los sistemas lineales a trozos tenemos regiones del espacio de estado
donde la dindmica es puramente lineal y por tanto integrables explicitamen-
te. La dificultad surge cuando nos planteamos unir dichos flujos lineales a lo
largo de las fronteras comunes a las correspondientes regiones de comporta-
miento lineal. En este punto, queremos sefialar, como ya se ha dicho, que la no
diferenciabilidad de las funciones lineales a trozos impide usar, en principio,
los resultados y técnicas de la dindmica diferenciable y que el andlisis de la
dindmica lineal a trozos estd lejos de ser trivial.

Con referencia a los dispositivos electrénicos, un conjunto de sistemas li-
neales a trozos que presentan un especial interés lo constituyen aquellos que
poseen dos o tres variables de estado y dos o tres zonas de linealidad separa-
das por variedades lineales paralelas. Como ejemplos de tales sistemas podemos
destacar el oscilador en puente de Wien como sistema plano con tres zonas,
el circuito de Chua como sistema de tres zonas tridimensional y el circuito de
Colpitts como sistema tridimensional con dos zonas.



Los sistemas lineales a trozos presentan una dindmica de gran riqueza, in-
cluyendo la existencia de comportamiento cadtico, como se pone de manifiesto
en la gran cantidad de publicaciones sobre el circuito de Chua como ejemplo
de sistema trizonal y el oscilador de Colpitts como ejemplo de sistema bizo-
nal. La variedad de comportamiento exhibido por los sistemas lineales a trozos
nos lleva a pensar que estos sistemas son capaces de reproducir los fenémenos
dinamicos que cabe esperar, en general, de un sistema dindmico.

En la tesis doctoral [Ca02] se consideraban principalmente los sistemas con-
tinuos planos y tridimensionales con dos zonas lineales. Aqui nos limitaremos
exclusivamente a los sistemas con tres zonas y con simetria respecto del origen,
si bien una parte de los resultados alcanzados podria extenderse sin demasia-
da dificultad a sistemas sin simetria y, en particular, a sistemas con sélo dos
zonas lineales. Aunque nuestro objetivo son los sistemas tridimensionales, pre-
sentamos primero los correspondientes resultados para sistemas planos, lo que
facilitara la comprensién de los mismos, y dejamos la puerta abierta a futuras
generalizaciones a dimensiéon mayor que tres.

En los trabajos [FPT96], [FPT97], [FPRT98] y [FPR99], todos relativos
a sistemas lineales a trozos, se explotaba la utilidad de contar con una for-
ma candnica para su posterior analisis. Recientemente en [CFPT02] se han
propuesto distintas formas candnicas para sistemas con dos zonas y sistemas
simétricos con tres zonas, aplicando ideas propias de la teoria de control y con-
siguiendo formas canénicas en las que la no linealidad del sistema se manifiesta
en una sola de sus ecuaciones. Para los objetivos de nuestro trabajo, ha resulta-
do ma&s conveniente considerar, sin embargo, la forma candnica que llamamos
forma generalizada de Liénard, en la que el caracter no lineal estd presente en
todas y cada una de las ecuaciones del modelo. Los hechos basicos que preci-
samos sobre formas candnicas son revisados en el Capitulo 2 de esta memoria,
donde se usan ideas muy similares a las que pueden verse en [CFPT02].

El anilisis del comportamiento dindmico de los sistemas se realiza con
frecuencia definiendo una adecuada aplicacién de Poincaré. Para los sistemas
lineales a trozos, esta definicién implica cominmente la composicion de diferen-
tes aplicaciones parciales. En particular, el anélisis de las citadas aplicaciones
permite describir las bifurcaciones que presentan estos sistemas y dar resul-
tados sobre la existencia y estabilidad de ciclos limite, 6rbitas homoclinas y
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heteroclinas.

En esta memoria, nuestro interés se cefiird al andlisis de bifurcaciones que
dan lugar a la aparicién de ciclos limite con simetria respecto al origen. Asi, en
el Capitulo 3 se presentan, junto con algunos resultados sobre los equilibrios
del sistema, las técnicas de anélisis de 6rbitas periddicas que utilizaremos en
el resto de la memoria, todo ello con la mayor generalidad posible, es decir,
en sistemas simétricos con tres zonas y en dimensién n. El uso de las aplica-
ciones de Poincaré permite introducir las llamadas ecuaciones de cierre, cuya
adecuada explotacion serd clave en los sucesivos capitulos. Ademaés, se obtiene
un lema de caracter técnico que serd vital para determinar la estabilidad de
las eventuales 6rbitas periddicas. En la tltima parte del Capitulo 3 se hace
una revisién del método de balance arménico. Este método aproximado es fre-
cuentemente utilizado en ingenieria, ya que proporciona mucha informacion
con poco esfuerzo de cdlculo. Més adelante seré posible calibrar la bondad de
sus aproximaciones al compararlas con nuestros resultados analiticos.

Los resultados principales de esta memoria aparecen en los Capitulos 4 y 5.
Se aborda en ellos el analisis de las dos principales bifurcaciones responsables
de la creacién o desaparicién de ciclos limites en los sistemas que nos ocupan.
En el Capitulo 4, se considera en primer lugar la bifurcacién foco-centro-ciclo
1{mite, que tiene ciertas similitudes, pero también diferencias, con la bifurcacion
de Poincaré-Andronov-Hopf propia de los sistemas diferenciables. Una parte
de los resultados relativos al caso plano ya habfa aparecido en [FPR99]. Tras
el anélisis de los casos plano y tridimensional, junto con las posibles degene-
raciones de este Ultimo, se aborda la comparacién de los resultados analiticos
con las predicciones del método de balance arménico. Por tltimo, se presentan
aplicaciones a dos circuitos electrénicos concretos: el oscilador en puente de
Wien y el circuito de Chua.

Estudiamos, finalmente en el Capitulo 5, la bifurcacién de Hopf del punto
del infinito (de nuevo para los casos de dimensién 2 y 3) y sus posibles dege-
neraciones en el caso tridimensional. Se observa cierta dualidad paramétrica
al comparar las condiciones para la existencia de la bifurcacién con las corres-
pondientes a la bifurcacién foco-centro-ciclo limite del Capitulo 4.

En un dltimo Capitulo, se ofrecen las principales conclusiones del trabajo
junto con algunas ideas para futuros desarrollos.



Capitulo 2

Formas canonicas

En este Capitulo estudiaremos formas canénicas para sistemas continuos
lineales a trozos de dimensién n, simétricos con tres zonas que abreviaremos
como S3CPL,, como un paso previo para facilitar su andlisis. Se presentan
procedimientos para determinar sistemas equivalentes al inicial (obtenidos por
cambios lineales) con menor ntimero de pardmetros y que, por tanto, resultan
m4s simples y al mismo tiempo recogen todo su comportamiento dindmico.

Las formas canénicas se obtienen analizando distintas propiedades de las
matrices que rigen a estos sistemas. En particular, se considerardn los sis-
temas S3CPL, escritos en forma de control y se utilizardn los conceptos de
observabilidad y controlabilidad propios de la Teoria de Control para obtener
determinadas formas candnicas.

2.1. Definicién y primeras propiedades

Definicién 2.1 Una ecuacion diferencial

,_dx_

X=-—= ]T
dr

f(x), x=[z1,22,...2x

b

se dice que es un sistema lineal a trozos con tres zonas y se denota por 3CPLy,
si existen tres vectores by, by, by y un vector v.# 0 en R", dos escalares

7



8 Capitulo 2. Formas candnicas

81 < 83 y tres matrices Ay, A1, Ay € R™" de forma que

Agx + by, para vIix < 81,
x=1f(x) =< Ax+b;, parad <vix<b, (2.1)
Ayx + by, para by < vTx,

T

y f es continua, es decir, para cualquier x tal que v'x = §; se verifica

Aiix+ by = Aix + by, 1=1,2.

Usaremos [ para la matriz identidad de orden adecuado, y e; y €} para el
i-ésimo vector de la base canénica de R™ y RP respectivamente, donde p < n.
Ademas, el simbolo 0 denotard un bloque de ceros de dimensiones adecuadas.

Tx = 6;, i = 1,2, pueden ser transformados mediante un

Los hiperplanos v
cambio lineal de variables en los hiperplanos z; = #+1. Por tanto, en lo que
sigue asumiremos sin pérdida de generalidad que v=-e;, §1 = -1y dy =l en

(2.1), es decir, consideramos el sistema

Aopx + by, paraelx < —1,
x=1f(x) =¢ Aix+b;, para |[e]x| <1, (2.2)
Asx + by, paral < elx.

Definicién 2.2 Un sistema 8CPL, se denominard simétrico, y se denotard me-
diante S8CPL,, si verifica f(x) = —f(—x) para todo x € R™.

Obviamente, un sistema de la forma (2.2), es simétrico si y sélo si Ag = As,
by = —bs y b; = 0. La continuidad del campo implica que, si definimos
A= Ay= Ay y b =by = —by, se tiene que

Al = A+ be?,

con lo que concluimos que los sistemas 3CPL, simétricos responden a la for-
mulacién
Ax — b, para el x < —1,
x=f(x)={ (A+be])x, para |e]x|<1, (2.3)
Ax + b, para 1 < eTx.
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Para trabajar de una manera mads sistematica con los sistemas S3CPLy,
introducimos la no linealidad candnica denominada saturacién normalizada
definida por

sgn(o), si|o| > 1,
sat(o) =
o, si|o| <1,

que nos permitird expresar los sistemas S3CPL,, en la forma
% = Ax + bsat(elx), (2.4)
y que representan un caso particular de la forma de Luré
% = Ax + byp(cx), (2.5)

donde ¢ es una funcién no lineal dada.
Por otra parte, los sistemas del tipo (2.5) son un caso particular de los
sistemas de control

X = Ax+bu,

— T
y= X,

(2.6)

donde y es la salida y u = ¢ (y) es la sefial de control. Debido a esto, algunos
conceptos de la teoria de control se pueden usar para obtener formas candnicas
reducidas para sistemas S3CPL, con fronteras paralelas. En particular, las
siguientes definiciones son de utilidad.

Definicién 2.3 Decimos que el sistema (2.6) es observable si la matriz de

observabilidad

CT

cTA
0= |—.

tiene rango completo.

Definicién 2.4 Decimos que el sistema (2.6) es controlable si la matriz de

controlabilidad
C = [b| Ab| A%b|.--|A*b]",

tiene rango completo.
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Como es sabido, los rangos de las matrices de observabilidad y controla-
bilidad son invariantes frente a cambios lineales de variable. A continuacién,
obtenemos una forma candnica para sistemas observables, que llamaremos for-
ma generalizada de Liénard, y que serd el punto de partida de los sistemas
considerados en esta memoria. La prueba que incluimos es ligeramente distin-
ta de la que se expone en [Ch84].

Proposicién 2.5 (Forma candnica generalizada de Liénard) Si el sistema
% = Ax + bp(cTx), conx,b,c e R" y A e M,(R) (2.7)

es observable, existe una transformacidn lineal regular x = Ty, de forma que
en las nuevas variables el sistema se escribe como:

 d, -1 0 --- 0
dy 0 -1 0
y=1 : . i |y+byn), (2.8)
do1 O 0 -1
| d, 0 0 0 |

donde b =T1b.

Demostracion. Si T es una matriz regular, el cambio de variables x = Ty
transforma el sistema (2.7) en

v =T ATy + T 'bp(c' Ty). (2.9)

Veamos que mediante una adecuada eleccién de la transformacion T, el
sistema (2.9) toma la forma (2.8). Por la hipétesis de observabilidad, existird un
Unico vector v € R" tal que

cT 0

cTA 0
v=| . |. (2.10)

clAn-1 1

Si definimos la matriz S por columnas de la siguiente forma

S=[Avv | o | Av | v ],
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se tiene que
CTS=[CTAn—1V l | CTAV | ch]:[l,O,...,O]-

Si D es la matriz cuadrada definida de la siguiente forma

1 0 0
0 -1 0

D= ,
O 0 .. (__1)n+1

eligiendo T' = 5D se tendra
c'T=c"SD=1,0,...,0],

quedando ¢(cTTy) = p(y;) tal como aparece en (2.8).
Veamos que la matriz S es regular. Si no lo fuera, existirfa una combinacién
lineal de columnas, distinta de la trivial, tal que

AV 4 1 AV A+ v = 0. (2.11)
Premultiplicando por ¢7, queda
pcT Ay + L+ pl cAv+ pnctv =0,

y recordando (2.10) se obtiene pu; = 0. Si en la igualdad (2.11) premulti-
plicamos por ¢’ A, se deduce andlogamente o = 0. Repitiendo este proceso
premultiplicando (2.11) por cT A%, cT A3, ..., T A"!, obtenemos

B3 = ... = fhn_1 = tn =0.

Por tanto, llegamos a una contradiccién con la hipétesis de combinacién
lineal distinta de la trivial, lo que implica que S es regular. Dado que D también
lo es, el producto T' = SD es regular.

Falta probar que A = T AT es de la forma indicada en (2.8). Para ello,
consideramos la igualdad equivalente TA = AT, escrita por columnas

[A*v | ... | Av | v]DA=[A™ | .- | A’ | Av]D,
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o lo que es lo mismo
[ Ay | - | (D) ]A = [ A | - | (-1 Av ] )

Considerando las dltimas n — 1 columnas de la igualdad matricial anterior
deducimos que la matriz A tiene la estructura indicada en (2.8). ]

Las entradas de la primera columna en (2.8) tienen estrecha relacién con
los coeficientes del polinomio caracteristico pa(A) de la matriz A. En concreto,
se tiene que

paN) = (1) A4+ (1) d A 4 —dy N+ d

Nétese que para determinar completamente un sistema del tipo (2.4) son
necesarios n? + n pardmetros, y que la forma candnica de Liénard permite
reducir dicho ntimero hasta 2n. No obstante, la nolinealidad expresada por ¢
aparecerd en general en las n ecuaciones del sistema candnico de Liénard.

Si la matriz de observabilidad no tiene rango completo entonces son validos
ciertos resultados de descomposicién. En particular, para el sistema (2.4) se
establece el siguiente resultado (ver [CFPT02)).

Proposicién 2.6 Si la matriz de observabilidad del sistema (2.4) tiene rango
igual a p < n, entonces el sistema puede ser transformado por un cambio lineal
de variables en

A | R IR AT
X My Mo, X2 Ny ’ Y
donde x1, N1 € RP, x5, Ny € R™P y M1, Moy y Mas son matrices de drdenes
adecuados. Ademds, el sistema de dimensidn p
Xy = Mpyx; + N, y= (eﬁ’)T X1,

es observable.

Es posible obtener formas candnicas para los sistemas 3CPL, simétricos
donde la no linealidad estd concentrada en una inica ecuacion, véase por ejem-
plo las formas candnicas de Van der Pol y de Duffing estudiadas en [Ca02] y
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[CFPTO02). Sin embargo, no serdn objeto de andlisis en esta memoria ya que la
forma generalizada de Liénard se ha mostrado la mas adecuada para nuestros
propésitos.

De [CFPTO02} extraemos el siguiente resultado, que considera la pérdida de
controlabilidad del sistema (2.4), y que serd de utilidad més adelante.

Proposicién 2.7 Si la matriz de controlabilidad del sistema (2.4) tiene rango
igual a p < n, entonces el sistema puede ser transformado por un cambio lineal
de variables en

).(1 M11 Mlg X1 Nl T
- - d
L'iz} [ 0 Mzz}[X2]+{0}u’ Y b
donde d € R", x;, N1 € RP, x5, Ny € R" P y My, Mo y Moy son matrices

de drdenes adecuados. Ademds, las matrices A y A + ber{ comparten n — p
autovalores.

2.2. Formas candnicas para sistemas planos y
tridimensionales

A continuacién se presentan otros resultados relacionados con la Proposi-
cién 2.5 para dimensiéon n =2 y n = 3.
Empezamos considerando el caso n = 2. La forma de Luré para los sistemas
S3CPL, es
% = Ax + bsat(e] x), (2.12)

con b arbitrario y
A [ apn a12 :| )

agz1 Q22

El siguiente resultado asegura que genéricamente los sistemas (2.12) pue-
den ser escritos en forma de Liénard; la dnica hipdtesis que se necesita es la
condicién de observabilidad.
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Proposicién 2.8 Si se satisface que a;s # 0, el sistema (2.12) puede ser
expresado en la forma candnica de Liénard

¥ = U _Herlg:Hsat(yx),

donde los cuatro pardmetros bdsicos t, T, d, D son los valores de las trazas y
determinantes en las zonas exteriores y central, respectivamente.

Demostracién. El sistema (2.12) serd observable, ver Definicién 2.3, cuando
su matriz de observabilidad

el } { 1 0 }
O = 1 = ,
I: G{A a1 a2

tenga rango completo. Esto se consigue siempre que a;2 # 0. Entonces es
inmediata la aplicacién de la proposicién 2.5, de manera que usando la matriz
de cambio de variables

1 0
T= ,
[ azz/alz —1/6112 }

obtenemos el resultado del enunciado. [
En el caso plano no observable, se verifica que a;5 = 0, con lo que la primera
ecuacion del sistema
.’i?l = anxr; + blsat (Il) y

queda desacoplada, lo que imposibilita la aparicién de oscilaciones periddicas
en el sistema (2.12).

Por tanto, el caso plano no observable no presenta interés para el objetivo
de esta memoria y no sera tratado més.

En el caso tridimensional partimos del sistema (2.4) con n = 3, para el que
se verifica el siguiente resultado.

Proposicién 2.9 Si para la matriz A del sistema (2.4) con n = 3 utilizamos

A=I:CL11 I‘T},

la notacidn por bloques

s A
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donde a;; € R, r, s € R? y A € R?*?, entonces el sistema es observable si y

solo s1
7
= 2.
o { A }

Ademads en dicho caso, el cambio de variables dado por x = TX con

T '= [ i g ] , (2.13)

donde 17 = [ tr(A) det(A) ], y

—T
©= { rT A — tr(A)r” } ’

lleva el sistema a la forma candnica

t -1 0
Xx=|m 0 —1|%+by(z), (2.14)
d 0 0

donde t = tr(A), d = det(A), m es la suma de los menores diagonales de orden
2de Ayb=T"1b.

Demostracién. La matriz de observabilidad O para el sistema (2.4) es:

ef 1 0
O=| efA | = a r’
efAQ ay + I'TS CLHI'T + I'T.A

El rango de O sera igual a 3, si y sélo si el rango de la submatriz

I.T
CLHI'T + I'TA ,

T es un multiplo de r”, el rango de dicha submatriz es

es igual a 2. Dado que a;;r
igual al rango de la submatriz del enunciado, con lo que la condicién equivalente

de observabilidad se deduce de inmediato.
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Supuesto el rango méximo para O, por la proposicién 2.5 podemos asegurar
la existencia de un cambio lineal x = Ty que da lugar al sistema (2.14). El
cambio propuesto en la Proposicién 2.5 verifica la relacién el T = (1,0,0), lo
que nos permite asegurar la estructura dada en (2.13) para la matriz T

Para el calculo de g y @ consideramos la igualdad

t —1 0
1 o] |10 an r’
PR {g Q}~{g QHS A}’ .
conrl = (r,m), 8= (s1,82)T y A= { j; j:z } '

Al ser T regular, las matrices A y T~'AT son semejantes y por tanto se
conserva la traza t y la suma m de los menores diagonales de orden 2:

t = ay; + tr(A),

m = det(A) + Z;l 222 + lel 211 = det(A) + aptr(A) — r’s.
Realizando operaciones por bloques en (2.15) obtenemos:
g1 = tf(A),
g2 = det(A),
(q11, 12) = r’,
(go1,g22) =T A — tr(A)r”
con lo que queda probado el enunciado. n

Seguidamente se analizan algunas caracterizaciones de la pérdida de ob-
servabilidad en sistemas S3CPL3. Comenzamos considerando que la matriz de
observabilidad tiene rango 2, lo que nos lleva a considerar la situacién descrita
en el siguiente resultado.

Lema 2.10 Si parar € R? y A € My(R), se verifica

rT
Tg I‘T.A = 1’

entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas:
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(a) Erxiste \; € R tal que rT A= \rT, conr # 0.

(b) Los autovalores de A son A1 y Az, ambos reales, de manera que el vector
v = [—r9, 7] verifica Av = Ayv.

Demostracién. (a) Es inmediato dado que los vectores r” y r”.4 han de ser
proporcionales y no nulos simultdneamente.

(b) Del apartado anterior, se deduce que A; es autovalor de A y que el otro
autovalor Ay (no necesariamente distinto) ha de ser también real. Definiendo
el subespacio

R = L{v} = L{r}*,

y teniendo en cuenta que
r’ Av =\ rfv =0,

se deduce que Av € R, y por tanto existe un escalar A € R tal que Av = Av.
Obviamente X es un autovalor de \A. Si los dos autovalores son iguales, entonces
A = A1 = Ag v la demostracion se termina.

Si por el contrario, A\; # Az, se tiene que existe vo7# 0, tal que Avy = Agvy,

y premultiplicando por r” nos quedaria la igualdad

Mrfvy = rT Ave=XorTvy,

que lleva a r7v, = 0. Entonces vy, € R, con lo que R es el autoespacio asociado
a Ag, y se concluye la demostracién. u

Nétese que en las condiciones del anterior lema podemos asegurar que el
vector [0, —r, rl]T es autovector asociado al autovalor Ay de la matriz A, con
lo que las matrices A y A comparten un autovalor real.

Proposicién 2.11 Si para el sistema tridimensional (2.4) utilizamos la nota-
cion por bloques
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donde a1 € R, r, s € R? y A € My(R), y se verifica rg(O) = 2, entonces
eziste un cambio lineal de variables x = T'X, con

1 0 0
T !'= A1 -ry —Tra |,

—u/p —rofp T1/p

donde p = \/T? + T2 y i = azy — a3, que lleva el sistema a la forma candnica
ta =1 0
x=|d, 0 0|=x+bsat(elx),
Co 0 )\2
donde
ty= an+ A,
sz = apA; — 181 — rasy,
b= T"'b,

o= [p(A2—an)+ri82 —7r251] /p,
Y A1, Az son los autovalores de A, siendo el dltimo también autovalor de A.

Demostracién. La matriz de observabilidad para el sistema tridimensional

(2.4) es
el 1 0
O=| elA | = a r’
el A? a1 +1Ts alir+rT A

Es evidente que el rango de O serd igual a 2, si y sélo si el rango de la submatriz

T
{ anr’ +r7A ] ’
es igual a 1. Aplicando ahora el Lema 2.10 obtenemos que los autovalores de
A son A1 ¥ A, ambos reales, siendo r¥ autovector izquierdo asociado a Ay y
v =[—rg, rl]T autovector asociado a As.
Al sistema tridimensional (2.4) le aplicamos ahora el cambio lineal ortogo-
nal de variables x = 71X, con

1 0 0

Tv=|0 r/p —rfp |, (2.16)
0 r2/p T1/p
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obteniendo tras un sencillo célculo los siguientes valores para el sistema (2.4)

~ an p O
A= TITATl = o1 )\1 0 y
02 [ Ag

b =TT,
donde

0] = (T'181 +T'2$2) /p,
oy = (1182 —1251) /p,
nw= VTAr/p2= (—7‘17'2./411 -+ T%Agl - T%.Am + 7"1712-/422) /p2

Si tenemos en cuenta que r’ A = \;r7, y multiplicamos la primera compo-
nente por ry y la segunda por 71, se tiene que

2 _

riroAn + 15 = Airire,
2 _

T1A12 -+ 7‘17‘2./422 = /\17‘17’2.

Despejando ahora rir3.A11 v 117942, v sustituyendo en p, obtenemos pu =
Agr — Aiz = aza — ags.

Si al sistema (2.4) resultante con A y b le aplicamos la Proposicién 2.6,
podemos descomponerlo mediante un cambio lineal de variables en un sistema
bidimensional observable

).(1 = M11X1 + N1 Sat(er{xl), (217)
maés un sistema unidimensional
To = Moy1X1 + MosZs + No sat(elTxl).

Por otra parte, la Proposicién 2.5 aplicada al subsistema (2.17), nos ase-
gura que existe otro cambio lineal de variables que permite escribirlo en la
forma canénica de Liénard. Efectuamos los cambios de la Proposicién 2.6 y
Proposicién 2.5 en un solo paso mediante X = 75X con

Ty = [ ; g l : (2.18)
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Para determinar g y Q imponemos que se cumpla la igualdad

AT;7P =T 1A
Si elegimos

a1 = )‘17

92 = —p/p,
qi1 = —p,

g1 = 0,

12 = 07

g2 = 1,

obtenemos para A el valor que figura en el enunciado. Por tanto, el cambio
x = Tx con T = T\T, realizado sobre el sistema tridimensional (2.4), lo
transforma en la forma canénica del enunciado. u

A la vista de este resultado y tal como ya se predecia en la Proposicién 2.6,
el subsistema de las dos primeras variables seria independiente y determinaria
la complejidad dindmica de todo el sistema.

Por dltimo, enunciamos un resultado relativo al sistema (2.4) cuando la
matriz de observabilidad tiene rango igual a 1.

Proposicién 2.12 Para el sistema tridimensional (2.4) con

b
T 1
A:[all : }a b= by |,
s A
bs

donde aj1, bi, by, b3 € R, r, s € R? y A € My(R), se tiene rg(O) =1, si y
sélo sirT = 0. En dicho caso, el sistema no posee ciclos limite.

Demostracién. La primera afirmacion es trivial observando la matriz de
observabilidad O del sistema (2.4), que aparece en la demostracién de la Pro-
posicién 2.9.
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Los sistemas S3CPLj3 con rango de la matriz de observabilidad O igual a
uno, cumplen que 7 = 0, y se pueden descomponer en dos subsistemas de la
forma

T = anz+ b sat(z), (2.19)

{Z}:A[Z}J’{Z]m(x)- (2.20)

El sistema (2.19) es unidimensional auténomo y puede presentar equili-
brios, pero no érbitas periédicas. Si el sistema tridimensional posee una érbita
periédica, se ha de tener un valor constante de la coordenada z en todos los
puntos de dicha érbita, por lo que dicho valor ha de ser un equilibrio Z de
(2.19). El sistema (2.20) con z = Z es bidimensional lineal auténomo, y por
tanto, puede tener 6rbitas peridédicas pero no ciclos limites. ]

En consecuencia, los sistemas S3CPL3 con rg(@) = 1, no pueden experi-
mentar bifurcaciones que den lugar a ciclos limite y no serdn analizados en esta
memoria, aunque pudieran tener interés como casos degenerados, que mediante
perturbaciones podrian proporcionar dindmica interesante.



Capitulo 3

Analisis de orbitas periédicas en
sistemas lineales a trozos

En este Capitulo, se consideran varias técnicas de andlisis de 6rbitas pe-
riddicas que son ttiles cuando se trabaja con sistemas lineales a trozos. Sin
animo de ser exhaustivos, se describen principalmente tres de tales técnicas: el
método de las ecuaciones de cierre, el andlisis de la aplicacién de Poincaré aso-
ciada a una 6rbita periddica y, por udltimo, el método de balance armoénico
también llamado a veces método de la funcién descriptiva.

Este tltimo método es muy usado en ingenieria pero frecuentemente sin
contar con una garantia de su validez. Es precisamente en este sentido por lo
que serd aqui considerado.

Analizaremos primero los equilibrios del sistema y demostraremos a lo largo
de este Capitulo, algunos resultados en dimensién n para los sistemas lineales
a trozos objeto de nuestro interés. En capitulos posteriores particularizaremos
estos resultados a los casos n =2 y n = 3.

Partimos del sistema escrito en forma de Liénard

%X = Ax + bsat(z;),

23
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donde
. [ g -1 0 -+ 0]
' cc 0 -1 -~ 0
T2
x=| _ | €R", y A= : DT Ll e RM
i Cn—1 0 0 —1
In
| Cn 0 0 0
con
-1, sizy <1,
sat(zy) =< 3, siz| <1,
1, siz;>1.
En estas condiciones, el espacio R™ queda dividido en tres zonas donde el
sistema es lineal, separadas por las fronteras ¥; = {x € R* : z; = 1} y
Y 1 ={x € R":z; = —1}. Llamaremos zona L a la regién de R" donde se

verifique T, < —1, zona C donde |z;| < 1 y zona R cuando z; > 1.
En cada una de dichas regiones, el sistema queda como sigue:

zona L: X =Ax —b,
zona C : x =(A+ bel)x,
zona R: x =Ax+b.

Denotamos la matriz del sistema en las zonas L y R como Ay = A, ya que
coincide en los dos casos, y en la zona central como A¢c = A + bel.
Definiendo C; = b; + e;, podemos expresar b de la forma

Cl —C1
b=| T
Cn — cn
y obtenemos
i -1 0 07
Cs 0 -1 0
Ac = : : R I
Cpn-1 0 O -1
| C, 0 0 0 |




3.1. Equilibrios 25

y el sistema podemos escribirlo de la siguiente forma:

x=Arx—Db, siz < -1,
%X =Acx, si |zy] < 1, (3.1)
X =Arx+b, siz; > 1

Los sistemas (3.1) son de clase Clen R™\(Z; U ¥_;), pero sélo de clase C°
en R™. Sin embargo, satisfacen una condicién de Lipschitz en todo R™, como
se demuestra en [Ro97] y, para sistemas bizonales, en [Ca02] . Esto hace que se
puedan aplicar a estos sistemas los teoremas clésicos de existencia, unicidad,
continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales y pardmetros,
y prolongacién de soluciones V7 € R. Sus curvas solucién, son en general de
clase C' pero no C2.

3.1. Equilibrios

El conocimiento de la estructura de los equilibrios es un paso previo pa-
ra el posterior analisis de las érbitas periddicas. Un primer resultado sobre
equilibrios es el siguiente.

Proposicién 3.1 Para el sistema (8.1) las siguientes afirmaciones son cier-
tas:

(a) SiC, #0, yc,Cp >0, entonces el origen es el tnico punto de equilibrio.

(b) Sic,C, < 0, entonces el sistema tiene tres puntos de equilibrio: el origen,

el punto
Cn — Cn
_ 1 Cner — cnCh
XL =— . y
Cn
Cncn—l - chn-—l
en la zona L y su simétrico Xg = —X, en la zona R.

(c) SiC, =0, entonces los puntos del segmento Xc () = p[1,C1, Cy, . .. Cpr1]”
con |u] < 1 son puntos de equilibrio del sistema y se tienen los siguientes
casos:
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(i) Sic, =0, los puntos de las semirrectas

1 0
&) Ci—a
Xp(u)=pn| c +ﬁ Co—cr |,
| Cn—1 | | Cn—l — Cp-1 |

para todo valor de y con |p| > 1, son también puntos de equilibrio
del sistema.

(ii) Sic, # 0, el sistema no posee puntos de equilibrio en las zonas L y

R.

Demostracion. Es evidente que el origen es un punto de equilibrio para todos
los valores de los parametros.

(a) Si ¢,C, > 0, entonces det(AL) = ¢, # 0y det(A¢) = C, # 0, y por
tanto Ay y Ac son regulares. En la zona C el tunico equilibrio es el origen,
mientras que usando las ecuaciones de la zona L, tendriamos como posible
equilibrio el que aparece como X, en el apartado (b) del enunciado, pero
entonces

Cn"cn

Cn

> -1,

con lo que el equilibrio quedaria fuera de la zona L. Debido a la simetria,
tampoco hay equilibrios en la zona R.

Si se tiene que C,, # 0, ¢, = 0, la existencia de equilibrios en la zona L
viene determinada por la ecuacién

ALX—b—_—O,

que resulta ser un sistema incompatible. Por tanto, para C, # 0 no existen
equilibrios en las zonas L y R. ‘

(b) En el caso ¢,C, < 0 con el mismo razonamiento que en (a), al ser
ahora

C
T, =——-1< -1,
Cn
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obtenemos el equilibrio X; en la zona L, y el simétrico Xg = —X en la zona
R.

(c) Si C, = 0, la condicién de equilibrio en la zona C es Acx = 0 y este
sistema compatible indeterminado tiene por solucién los puntos del segmento
wull,Cy,Cs,. .. Cn_l]T con |u| < 1.

SiC, =0yc, =0, la existencia de equilibrios en la zona L viene determi-
nada por

ALX—b—':O,

que resulta ser un sistema compatible indeterminado que tiene como solucién
las semirrectas de equilibrios que figuran en el enunciado.
SiC,=0yc,#0, en la zona L el sistema A;x —b = 0, se convierte en

[ C1 -1 o --- 0 17 T1 1 i Cl -
¢ 0 -1 --- 0 T Co — ¢y
) ) . ) ) _ i =0,
Cn-1 0 0o - -1 Tn-1 Cn»—l — Cp-1
| ¢, O 0 .- 01 L z, | L —Cp ]
y la ltima ecuacién del sistema implica que z; = —1, solucién que coincide
con el extremo del segmento de equilibrios de la zona C para yu = —1, por lo
que no existen equilibrios en las zonas L y R. .

3.2. Las ecuaciones de cierre

Con la denominacién “método de las ecuaciones de cierre”, queremos in-
dicar un método de estudio de érbitas peridédicas cuya idea principal consiste
en integrar el sistema (3.1) en cada zona lineal y obtener un sistema de ecua-
ciones, las llamadas ecuaciones de cierre, cuyas soluciones se corresponden con
las érbitas periédicas del sistema (3.1). Esta idea ya aparece en [AVK66] y fue
recogida por Minorsky [Mi74]. Sin embargo, fue Kriegsmann (ver la seccién de-
dicada al oscilador en puente de Wien del Capitulo 4) quien tuvo la intuicién
en su trabajo [Kr87] de utilizar desarrollos en serie en las ecuaciones de cierre
para aproximar la amplitud y el periodo de érbitas periédicas de sistemas li-
neales a trozos de forma satisfactoria. Precisamente, la justificacién rigurosa
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de los resultados de Kriegsmann constituyé el estimulo inicial de los trabajos
relacionados en esta memoria.

El sistema (3.1) puede tener tres tipos de érbitas periédicas, atendiendo
a las intersecciones de dichas Orbitas con los hiperplanos de separacién. En
primer lugar, pueden aparecer d6rbitas periddicas que intersecan a uno sélo
de los hiperplanos ¥£; o ¥_;1, que denominaremos orbitas periddicas de dos
zonas. Debido a la simetria del sistema, cada una de estas érbitas tendrd su
correspondiente simétrica.

En segundo lugar, podrian existir érbitas peridédicas que intersecan trans-
versalmente a los dos hiperplanos 21 y ¥_1, y que por tanto pasan por las tres
zonas L, C' y R, a las que llamaremos 6rbitas peridédicas de tres zonas.

Y finalmente, pueden aparecer érbitas periédicas contenidas completamen-
te en cada una de las zonas donde el sistema. es lineal. Debido a esta linealidad,
estas Orbitas sélo pueden aparecer formando parte de un centro lineal.

Estamos interesados en el anélisis de orbitas peridédicas de tres zonas con
simetria respecto del origen. Admitiremos, como hipétesis de partida, la exis-

tencia de una de estas érbitas, que presentard intersecciones %°, %! con X, y
%% %3 con ¥_;:
1] [ -1 [ —1 ] 1]
-0 1 -2 -3
A0 ~0 A1 51 A9 2 ~3 ~3
X" = .’E3 , X = .’E3 ) X = 3 , %% = 1-3 ,
-0 ~1 ) ~3
L xn - he x?’L - L xn - L xn -

segun se ilustra en la Figura 3.1. La simetria de la 6rbita periédica del sistema
(3.1) hace que 2 = —%% y & = —&!, y que sea suficiente el estudio de la
trayectoria entre X° y %2 para determinar completamente la érbita.

Definimos el tiempo de vuelo de la zona C, 7¢, como el tiempo empleado
por una 6rbita de (3.1) en pasar de X° a X'. De manera analoga, denotamos
el tiempo de vuelo de la zona L con 7p, que es el tiempo empleado por la
trayectoria en pasar de X! a %°.

Nos interesard estudiar el comportamiento de las 6rbitas cercanas a la 6rbi-
ta periddica cuya existencia hemos asumido, y cuyos puntos de interseccién con

Si v

los hiperplanos ¥; y ¥_; han sido denotados con “X*”.
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X, =1

Figura 3.1: Configuracién utilizada para el estudio de 6rbitas periddicas de tres
zonas, con simetria respecto del origen.

Dado que el sistema (3.1) es lineal en cada una de las zonas, podemos escri-
bir explicitamente la solucién del mismo en un entorno de la drbita periddica.

La solucién general de un sistema lineal x =Ax + b con condicién inicial
x(0) toma la forma

x(7) =e*"x(0) —i—/ eAT9)bds. (3.2)
0

Siempre que el sistema Ax+b = 0 sea compatible y si X es una solucién del
mismo, podemos transformar X =Ax + b en un sistema homogéneo y expresar
su solucién como

x(r) = X-+eA(x(0) — ). (3.3)
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En la zona C, tendremos X =A¢X, con la condicién inicial

x(0) =x° = [1,49,43,...,25]", (3.4)

de forma que la solucién correspondiente de (3.1) en la zona C' es
x(7) =eeTx0, (3.5)

Ahora sea x! € £_; el punto que la trayectoria alcanza para 7 = 7¢, con

lo que se cumple
etoTox? _x1 =0, (3.6)
y denominaremos a esta ecuacién primera ecuacién de cierre del sistema (3.1).
En la zona L el sistema es no homogéneo y tomando como condicién inicial

x(0) = x! = [~1,z},z},...,2L]", aplicando (3.2) obtenemos que la solucién es

x(7) =e4r7x! +/ et(7=9) (_b) ds. (3.7)
0

Si llamamos x? € Y_; al punto que la trayectoria alcanza en el instante
T = T, se cumplird

TL
eArmix! 4 / eALL=9) (_b) ds — x*= 0. (3.8)
0

Por la simetria de la érbita periédica es necesario que se cumpla x? = —x°, y

la ecuacién (3.8) se convierte en
TL
eyt 4 / eAr(1=9) (_b)ds + x"= 0. (3.9)
0

Llamaremos a la ecuacién (3.9) segunda ecuacién de cierre del sistema
(3.1), y junto con (3.6) forma un sistema no lineal de 2n ecuaciones con 2n
incégnitas, a saber, 7., 7¢, 9, 73, .. 20, T3, T3, .. T

Resumimos las ideas anteriores en el siguiente enunciado cuya demostra-
cién es inmediata a partir de los razonamientos anteriores. La hipétesis de

transversalidad se incluye por conveniencia para el desarrollo de lo que sigue.

Proposicién 3.2 Supongamos que el sistema (3.1) tiene una drbita periddica
simétrica de tres zonas, que interseca transversalmente a los hiperplanos ¥y y
Y_1 en los puntos X° y X! respectivamente, con unos tiempos de vuelo 71, > 0
y 7c > 0 en las zonas L y C, entonces los valores 7, 7, X° y X! verifican las
ecuaciones de cierre (3.6) y (3.9).



3.3. Aplicacion de Poincaré 31

3.3. Aplicacion de Poincaré

En este apartado, recordamos las ideas bésicas sobre la aplicacién de Poin-
caré y obtenemos algunos resultados especificos para los sistemas lineales a
trozos de nuestro interés.

Sea I' una drbita periédica de tres zonas, simétrica respecto del origen, del
sistema (3.1), que interseca transversalmente el hiperplano ¥; en los puntos
X0y %3, yaX_; en %!y %? (ver Figura 3.1).

La condicién de transversalidad de I' respecto de ¥; en X° se traduce en

((1,0,...,007, AcX®) = Cy — 25 # 0. (3.10)
Analogamente, la transversalidad respecto de ¥_; conduce a

((1,0,...,007, Ac®) = —C, — 23 # 0. (3.11)

Denotamos con ¢ el flujo del sistema (3.1) y asumimos que ¢(79,%°) = X!

para cierto 15 > 0.

Bajo la hipédtesis de transversalidad anterior, podemos asegurar la exis-
tencia de un entorno abierto de %°, U, de otro entorno U; de X!, y de una
aplicacién 7¢ : Vy — R tales que 7¢(X°) = 10, ¢(1¢(x°),x%) € Uy N X_; para
todo x° € Uy N ;.

Denominamos con Il la aplicacién de Poincaré en la zona C asociada a la
Orbita periddica I, es decir

Hci Uoﬂzl i Ulnz—l
x0 —  @(re(x?),x9).

De forma anéloga procedemos con la zona L, asegurando la existencia de V5,
entorno abierto de X', de otro entorno V; de %2, y de una aplicacién 71, : Vp —
R tales que 7. (%X') = 7, ¢(1(x!),x') € ViN_; para todo x' € VoNX_;.

Denominamos con II; la aplicacién de Poincaré en la zona L asociada a la
orbita periddica I', es decir

HLI VOOZ_l i ‘/102_1
x! —  @(rr(xh),x!).
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Asociado a todo punto x° € X; y x! € ¥_;, existen unos tinicos pg, p1 €
R™! que denominamos coordenadas reducidas de x° y x! respectivamente y

x‘):[l}ezh xlz{_l}ez_l.
Po 81

que verifican:

Supongamos que x° € ¥; vy x! € ©_;, de forma que x! = I(x%), y
sean po y pi1 las coordenadas reducidas de x° y x! respectivamente, entonces
podemos definir la funcién 7 que proporciona las coordenadas reducidas de
la aplicacién de Poincaré Il asociada a la 6rbita periddica I' en la zona C|

como
TC - Pn-l (Uo N El) — Pn—l (Ul M 2_1)

Po — mc(Po) = P1,
donde PP,_; representa la proyeccién candnica asociada a las dltimas n — 1
coordenadas. Definimos el tiempo de vuelo 7¢ en la zona central C en funcién
de las coordenadas reducidas como

To(po) = 7e(x°).

Supongamos que x!, x2 € ¥_;, de forma que x? = II;(x!), y sean p; y p2
las coordenadas reducidas de x! y x? respectivamente. Definimos la funcién
71 que proporciona las coordenadas reducidas de la aplicacién de Poincaré I,
asociada a la érbita I' periddica en la zona L, como

mp: Py (VoNZl) — Py (VinZoy)
P1 — 7.(P1) = P2,

y definimos el tiempo de vuelo 7, en la zona izquierda L en funcién de las
coordenadas como
7r(p1) = To(x).
El comportamiento de las aplicaciones de Poincaré =; en el caso plano ha
sido ampliamente estudiado en el Capitulo 3 de [Te00].
En las condiciones anteriores y escogiendo V; tal que Vp C Uy, definimos la
semiaplicacién de Poincaré II; como

H12 Uoﬂzl — ‘/102_.1
x? — I (x%) = (I} o Il¢) (xX°).



3.3. Aplicacién de Poincaré 33

X2

NP

Figura 3.2: Aplicacién de Poincaré completa del sistema (3.1).

Se comprueba facilmente que
I (x°) = ¢(7e(x°) + (e (x%)), x").

Asimismo, definimos la funcién que da las coordenadas reducidas de la
semiaplicacion de Poincaré m; como

1 Paoy (UoNE) — P (ViNE)
Po — 7T1(P0) = (7TL07TC) (Po)-

Definimos la aplicacién de Poincaré completa

I: vy, — X

xY — TI(x%) = x4,
ver Figura 3.2, que proporciona el transformado de un punto x°€%; mediante
el flujo del sistema en otro punto x* de ;.
Debido a la simetria del sistema se verifica que x*= —II; (—x?) = —II; (—II;(x°)),
luego II = (—II;) o (—II;). Podemos definir la funcién m que proporciona las
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coordenadas reducidas de la aplicacién de Poincaré completa II como

7T Puq (Uomzl) — R
Po — 7(po) = (—m1) o (—=m1) (Po)-

Para el estudio de la estabilidad de la érbita periédica utilizando los mul-
tiplicadores caracteristicos, resultard de utilidad el siguiente lema.

Lema 3.3 SeaT una drbita periddica simétrica de tres zonas del sistema (3.1),
que interseca transversalmente las fronteras ¥1 en los puntos X° y X3, y £_3
en X' y %% (ver Figura 3.1), y sean Po, D3, D1, P2 € R™™' sus respectivas
coordenadas reducidas. Sean 7c > 0 y 7 > 0 los tiempos de vuelo de I" en la
zona C y zonas laterales respectivamente. Sean las matrices

1 V7(b1) ] Qc=[_1 Vfc(ﬁo)},

@ = [o Dr(P1) 0 Drc(Po)

entonces el producto de matrices eArfredcic es semejante a la matriz

-1 V7 —{-G?Dﬂ
QQ { (&} L C‘|
r

0 D7T1

Demostracién. Sean pg, p1, P2, P3 € R*! las coordenadas reducidas respec-
tivas de x°, x!, x2, x3, y reescribamos la primera ecuacién de cierre (3.6), en
la forma

F¢ (70, p1, Po) = €27 { ! } - [ ! ] = 0. (3.12)
Po P1

En lo que sigue denotaremos a la matriz jacobiana de F¢ respecto de
(¢, p1) mediante

B1= DFC(TC'7p17p0) _ DFC(TC;‘T%,CU%,,---J«“}uxg,xg,--wI?L)
D(TC;pl) r D(TC’a:%’I%""am}z) 1“,
evaluada sobre la 6rbita periédica I'. Utilizando la ecuacién de cierre (3.6) se
comprueba que dicha matriz es
= 0 . 0
B = {Ace"cmxo } = {Acx1 } ;
Tin—-1 '_In—l
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y su determinante resulta ser det (B;) = (—1)"(C1 + £3) # 0, debido a la
hipétesis de transversalidad (3.11).
De forma anéloga, en la zona L reescribimos la ecuacién (3.8) como

_ L _
F (7, P2, p1) = e { ! } —/ eAL=s)pgs — [ ! } =0, (3.13)
b1 0 P2

y se comprueba facilmente que

aFL(TLa P2, pl)
87’L

TL
= |:AL6ALTLX1 - AL/ eAL(TL_s)de - b:| =
r 0 r

= [Ax® —b] = —A%" - Db,

donde se ha usado de nuevo (3.8) y la simetria de la érbita periédica respecto
del origen.
Calculamos ahora la matriz jacobiana de F evaluada sobre la drbita pe-
riédica I'. Teniendo en cuenta la continuidad del campo obtenemos su valor
. DFr(77,P2,P1)

0
B - )
° D(7r,p2) —In1 ]

siendo su determinante (—1)" (C; — z3), distinto de cero por la hipétesis de
transversalidad (3.10).

Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacién (3.12), obte-
nemos la existencia de funciones ¥1(py), ..., Un(po), tales que, en un entorno
abierto W C R™! del punto Py, verifican

Fc (\Ill(pO)v SRR \Iln(pO)v pO) =0,

es decir 7¢ = Ui(po), 72 = Wo(po), ..., L = ¥,(po). Nétese que la fun-
cién ¥y(pg) no es otra que la anteriormente definida como 7¢(po), tiem-
po de vuelo de la zona C en funcién de las coordenadas reducidas, y que
e = (Ug, Uy, ... T,).

Derivando implicitamente la ecuacién (3.12) respecto de cada componente
29, 3, ..., 22 de py, obtenemos las siguientes n — 1 ecuaciones:

= [—ALxO—bl 0 ] = [—Acfco

r —In——l

5FC(’FC,P1,I)0)_i_DFc(fc,pl,Po) ov, 0, v, 17

cee =0,
ox§ D(7¢,p1) o0z  0x) 0z
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OFc(7c,p1,P0)  DFc(7e,p1,po) [ 0¥ 0V, 0w, 17
ozl D(7c, p1) 0zl 9z T 0920

= 0.

Evaluando estas ecuaciones sobre la érbita periddica I' y agrupandolas en un
sistema matricial, donde denotamos a la matriz jacobiana mediante

DFC(%C;plaPO) . DFC(’/:Capl)pO)

D(po) "~ D(29,13,...,29)’
tendremos la siguiente igualdad a lo largo de la 6rbita periddica I'

0z} 0z0

T, = 8\112 6\112
DF¢(7e,p1,po)| | DFc(e,pip)| | 38 " 7m0 | g
2 n =Uu.

D(po) T D(TC:pl) T : .
ov, ov,,
| 0z oz0 |

Ahora, al ser m¢(Pg) = D1 sobre la érbita periddica T, resulta la ecuacién
equivalente

0 0 0 7]
o —1 o f--- 0
B, [ VTC( AO) :l = gAcfc ol -=11-.-. 0
Drc(Po) . : .
| 0 0 -1 ]
Teniendo en cuenta que
-1
0 AcTc o0
Bl R = —Ace cTCx s
0

y que Ac conmuta con e¢’¢ | obtenemos finalmente la expresién

BlQC = eAC’FCBo. (314)
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Utilizando de nuevo la hipétesis de transversalidad podemos aplicar el Teo-
rema de la Funcién Implicita a la ecuacién (3.13), para obtener la existencia de
las funciones ®;(p,), ..., ®,(p1), tales que, en un entorno abierto V C R™*"!
del punto p;, verifican

Fi (®1(p1),.-@n(pP1),pP1) =0, (3.15)

y se tiene que 7, = ®1(p1), 73 = P3(p1), ..., 22 = ®,(p1). Nétese que la
funcién ®,(p;) no es otra que la anteriormente definida como 77(p;), tiempo
de vuelo de la zona L en funcién de las coordenadas reducidas, y que 7y, =
(Pg, @3,...D,).

Derivando implicitamente la ecuacién (3.15) respecto de cada componente

de py, i, 7}, ..., !, obtenemos los siguientes n — 1 sistemas:
8FL(7—-L)p27p1) + DFL(T—L)p%pl) [ 8@1 8®2 aq)n 17 -0
ori D(7y,p2) | 0z3 08zi = 0Oxj | ’
OF (T, P2, P1) " DF (71, p2,p1) [ 091 0Py 0%, 17 _o
oz}, D(7,,p2) | OzL 9Oz Ozl | '

Evaluando estas ecuaciones sobre la 6rbita periddica I' y agrupandolas en un
sistema matricial, donde denotamos a la matriz jacobiana mediante

DF¥ (7L, P2, P1) _ DF (71, P2, P1)
D(p») D(z3,22,...,22)’

tendremos la siguiente igualdad a lo largo de la érbita periddica I'

om o |
o7] B
) 0%, 0%,
DF (71, P2, P1) n DF¥ (7L, P2, P1) Ery 3—5531 —o.
D(p») r D(7r,p2) ri: DU
od,, 09,
| Oz} ozl 1o
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Al ser m(P1) = P2 = —Po sobre la érbita periddica, resulta la ecuacion equi-
valente
) 0 !-.. 01
A -1 0 0
Bo |: VTL(Izl) ] — eALer 0 —1 0
Dr(b1) :
| 0 0 -1 |
Teniendo en cuenta que
1
0 0
By | . | =—-Acx,
0

aplicando la continuidad del campo y que A; conmuta con e resulta

~ %L -~
AKX’ = -4, -b=A4, (eAmfa - / eAL(TL‘S)bds> —b=
0

TL
= et A% — AL / eAL=9bds — b,
0

=eMLAR — [ I b-Db=

=M (ALx! —b) = eM L AR,
donde se ha tenido en cuenta la identidad
T
A/ e ds = AT — 1

0
Por tanto, podemos expresar los resultados anteriores en la forma

ByQyr = e*™= By, (3.16)
Premultiplicando (3.14) por e“£™ y teniendo en cuenta (3.16) resulta

eArLeAcfe By = AL B Qy = BoQrQc,

con lo que se obtiene el resultado del enunciado. n
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Resulta conveniente sefialar que la semejanza enunciada en el Lema 3.3 para
sistemas continuos diferenciables a trozos bizonales, ha sido probada utilizando
una técnica diferente en [Ca02].

Para estudiar la estabilidad de la 6rbita periddica es preciso contar con los
autovalores de Dn(Py), y ahora gracias al Lema 3.3 podemos concluir con el
siguiente resultado.

Corolario 3.4 FEn las condiciones del Lema 8.3, un autovalor de

eAL L gActc

es —1 y los cuadrados de los otros n — 1 autovalores son los multiplicadores
caracteristicos de la orbita periddica T'.

Demostracién. Sean pg, Pi, P2, D3 € R*! las coordenadas reducidas de

)*(0, }A(l’ 5(2

, %% € T respectivamente. Por pertenecer dichos puntos a la dérbita
periddica se cumple
5*{0 = H(io)’ f’O = W(f)o),

ademds por la simetrfa de dicha érbita se verifica ps = 71 (Po) = —Do.
La derivada de la aplicacién de Poincaré m; vale

Dri(po) = D (71, o m¢) (Po) = Dz, [me(Bo)] D7e(Po),
siendo el valor de la misma sobre la 6rbita periédica igual a

Dm1(po) = D7y, (D1) Dre (Do),

por tanto, la derivada de la aplicacién de Poincaré completa 7 sobre la érbita
periddica es igual a

Dr(po) = D (—m 0 —m1) (Do) = —Dmy [—m1(Po)] [—Dm1(Po)] =
= —Dm (po) [~ D1 (po)] = [Dmy (Po)]”,

y ahora a partir del Lema 3.3 la conclusién es inmediata. [

En capitulos posteriores usaremos el Corolario 3.4 para deducir las condi-
ciones de estabilidad de 6rbitas periddicas obtenidas a partir de la resolucién
de las ecuaciones de cierre.



40 Capitulo 3. Analisis de ¢rbitas periédicas

3.4. El método de balance armodnico

El método de balance armoénico es una herramienta aproximada muy usada
en el anilisis de sistemas no lineales para la bisqueda de érbitas periddicas
y la determinacién de su estabilidad. Para ello, se utiliza una serie de Fou-
rier truncada y se ajustan la amplitud, frecuencia y fase hasta el namero de
armonicos prefijados.

Haremos aqui una revisién de las ideas en que se basa este método, en su
versién correspondiente al caso llamado de la funcién descriptiva y cuando la
no linealidad es una saturacién, y mds adelante efectuaremos su comparaciéon
con la técnica de las ecuaciones de cierre desarrollada en este trabajo, de ma-
nera que podremos establecer de manera rigurosa el grado de calidad de las
predicciones de balance arménico en ciertos casos.

En el caso de sistemas de clase de diferenciabilidad alta, este método ha
sido propuesto como una alternativa para el estudio de ciertas bifurcaciones
relacionadas con drbitas periédicas. Asi podemos citar el estudio de la bifurca-
cién de Hopf mediante balance arménico ([Al82], [MCT79], [Me81]), y el anélisis
de la bifurcacién de Hopf degenerada efectuada por Moiola y otros [MDRI1].
El balance arménico ha sido utilizado también para detectar bifurcaciones de
duplicacién de periodo [GT92].

Cuando el sistema dindmico no es diferenciable, resulta muy comun limitar
la serie a un solo arménico, dada la gran dificultad existente en manejar un
ntimero superior. Este caso ha sido también denominado método de la funcién
descriptiva, y es ampliamente usado en ingenieria.

Los sistemas lineales a trozos con simetria respecto del origen y con tres
zonas han sido estudiados en [LP96], donde se obtiene el diagrama global
de bifurcacién del primer arménico para dimensiones dos y tres, bajo ciertas
hipétesis restrictivas (se asume que el equilibrio del origen es asintéticamente
estable).

Para la revisién de este método seguiremos bédsicamente la formulacién de
[LP96] y [Kh96], aplicada a nuestro sistema

% = Ax + bsat(c'x), (3.17)

donde x,b,c € R, y A € R™*".
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Estamos interesados en investigar la existencia de orbitas peridédicas simétri-
cas de (3.17) y que ocupen las tres zonas de R"™, delimitadas por los hiperplanos
Ty = 1 y T, = —1.

La idea del método es representar la solucién periédica por una serie de
Fourier, y buscar una frecuencia w y unos coeficientes de Fourier que cumplan
la ecuacién del sistema. Si x(7) es una solucién periédica del sistema (3.17),
sea o(7) = cTx, que también serd una funcién periédica y sea su desarrollo en
serie de Fourier -

o(t)=cTx = Z ay e
k=—o00
donde a; son coeficientes complejos, con ay = a_g.

Dado que la funcién saturacién sat es una no linealidad invariante frente al
tiempo, sat(cTx) es periédica con la misma frecuencia w y podrd ser expresada
como

o
sat (o(7)) = sat (¢"x) = Z cy e
k=—00
donde cada coeficiente complejo ¢ es funcién de todos los a;.
Denotemos el operador derivada respecto del tiempo por

d

pza}—_,

y por adj(A), la matriz adjunta de la matriz cuadrada A.
Teniendo en cuenta la identidad

det(pl — A)I = adj(pl — A)(pI — A),
y aplicando el operador det(p/ — A) a o(7), obtenemos

det(pl — A)o(r) = c" det(p] — A)Ix(7) =
= c"adj(pI — A)(pI — A)x(7) =
= cTadj(pl — A)bsat (o(1)).

Noétese que
det(pl — A)o(7) = ¢ adj(pI — A)bsat (o(1)), (3.18)
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es una ecuacién diferencial escalar de orden n, donde se utiliza la variable o(7)
en lugar de z y es equivalente al sistema (3.17).
Podemos escribir (3.18) como

d(p)o(r) — n(p) sat (o(7)) = 0, (3.19)
donde
d(p) = det(pI — A), (3.20)
n(p) = ¢’ adj(pl — A)b. (3.21)
El cociente
G(p) = %, (3.22)

es la llamada funcién de transferencia de (3.17), cuando se considera (3.17)
como un sistema de control siendo la entrada sat (o(7)) y la salida o(7), es
decir

o(1) = G(p) sat (o(7)) .

Utilizando la notacién de la teoria de control, podemos expresar el sistema
(3.17) dividiéndolo en una parte lineal dada por

x(1) = Ax(7) + b&(7),

o(t) = cTx(1), (3.23)

y otra no lineal que responde a

£(7) =sat (o(1)).

El sistema (3.17) asf escrito puede representarse con el diagrama de bloques
tipico de un sistema realimentado como el de la Figura 3.3. En nuestro caso,
la referencia r es siempre nula y la no linealidad del sistema est4 situada en el
lazo de realimentacién.

Utilizando los desarrollos en serie de o(7) y de sat (o(7)), y que

ikor _ G ikwr ikwr

e =—0e = ik
D I thw €7,
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£ = sat (xl) l/_ X,
/|

Figura 3.3: Diagrama de bloques de un sistema lineal con una saturacién nor-
malizada en el lazo de realimentacién.

se tiene

d(p)o(r) = d(p) Z ay €T = Z d(ikw)ag, ethwT

k=—00 k=—00
n(p) sat (o(1)) = n(p) Z c e = Z n(ikw)cy e,
k=-00 k=—o00

cuya sustitucién en (3.19) exige
> [d(ikw)ar — n(ikw)cy) €7 = 0.
k=-00

La ortogonalidad de las funciones exp(ikwT) para distintos k, asegura ahora
que los coeficientes de Fourier deben cumplir

d(ikw)ay — n(ikw)cg =0, Vk € Z. (3.24)
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Como cada coeficiente ¢; es funcion de todos los a;, el sistema no lineal
de dimensién infinita (3.24) es, en general, imposible de resolver. Consecuen-
temente, se plantea su resolucién aproximada.

Como el grado del numerador de la funcién de transferencia n(p) es menor
que el del denominador d(p), si escribimos (3.24) en la forma

G(zkw)ck = Q.

es seguro que G(ikw) — 0 cuando w — oo. Por tanto, es razonable asumir que
existe un entero ¢ tal que para k > ¢, |G(ikw)| es suficientemente pequefio y
se puede reemplazar G(ikw) (y por tanto ax) por 0 (es lo que se suele llamar
hipétesis de filtrado).

Esta aproximacién convierte (3.24) en

d(tkw)ag — n(ikw)éy = 0, k=0,1,2,...,q. (3.25)

donde con la tilde queremos significar que los coeficientes solucién de (3.25) son
sélo una aproximacién de la solucién de (3.24) y é son funciones calculables
de ar con k=0,1,2,...,q.

El sistema (3.25) es todavia dificil de resolver para valores de ¢ grandes
debido a su cardcter fuertemente no lineal. El método de la funcién descriptiva
toma ¢ = 1, quedando (3.25) reducido a las ecuaciones

)

a1
7&1)

d(O)&o - ’I’L(O)éo(&o,
0

0, (3.26)
0. (3.27)

d(iw)a; — n(iw)é(a

Notemos que la ecuacién (3.26) es real, mientras que (3.27) es compleja, y que
como incégnitas aparecen w y dg reales y a; compleja. El sistema formado por
(3.26) y (3.27) equivale a tres ecuaciones reales con cuatro incégnitas.

El caracter auténomo del sistema nos permite tomar el origen de tiempos
para que la fase del primer arménico sea cero, y por tanto

o(7) = ap + asen(wr) = o + —2a—. (e —e ™7, a>0,
i

de manera que
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Ademas, debido al cardcter impar de la funcién no lineal sat, se tiene que
ao = 0y éo(ao, @1) = 0 son solucién de (3.26), por ser
W 27 jw

:%0

~

¢o sat (Go + asen(wT)) dT.
Para estos valores de ag y ¢, el coeficiente del primer arménico ¢; vendré de-
terminado por

W 27 fw

) . T [w
¢ = — sat (asen(wT)) e ™" dr = s / sat (a sen(wT)) sen(wT)dr.
2 0 T Jo

El cambio de variable 8 = w7, permite escribir

s

¢ = ———/ sat (a sen §) sen 6d6,
0

y definiendo ahora la funcién N(a) (la llamada funcién descriptiva) como

21
N(a) = —¢
(a) a €1,
resulta para sat (o(7)) la aproximacién N(a)a sen(wT).
La funcién N(a) (que en general puede ser compleja y depender de a y w)
1

para el sistema (3.17) toma pues el siguiente valor real:

2 kis
N(a) = —/ sat (asen @) sen 6df = (3.28)
Ta Jo
1, si0<a<l,
= 2 1 1 1 .
—larcsen| — | +—4/1—— ], sia=2 1.
s a a a

Con la notacién introducida, la ecuacién (3.27) puede ser reescrita como

d(iw)% - n(z’w)N(a)% =0,

o equivalentemente como

d(iw) — n{iw)N(a) =0, (3.29)
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y utilizando la funcién de transferencia definida en (3.22), se convierte en
1 - G(iw)N(a) = 0. (3.30)

La ecuacion (3.30) equivale a dos ecuaciones en el campo real que permi-
ten obtener los valores de a > 0 y de w > 0. Cada par (@, &) solucién de
(3.30) corresponde a una drbita periédica predicha por el método de la funcion
descriptiva, que denominaremos ”drbita periédica de primer armoénico”.

El desarrollo del criterio de estabilidad lineal que a continuacién describi-
mos puede encontrarse en [LP96].

Se puede comprobar que el método de la funcién descriptiva es equivalente a
considerar como una aproximacion para la ecuacién no lineal (3.19), el siguiente
problema lineal

d(p)o(r) — n(p)N(a)o (1) = 0. (3.31)

Este problema tiene para cada par (@, ) solucién de (3.30) cona > 0y @ > 0,
la solucién exacta o(7) = asinw7. Realmente, la ecuacién lineal (3.31) tiene
para a = a el par de autovalores +iw y por tanto, presenta una dindmica de
tipo centro, por ello posee soluciones con amplitud arbitraria y frecuencia w,
pero sélo la érbita con amplitud a = @ tiene sentido como aproximacién para
el problema no lineal (3.19). Este par +iw es transformado por G en 1/N(a)
al verificar (3.30). Si reescribimos la ecuacién (3.30) como

f(a,\) =1—= N(a)G(\) =0, (3.32)
ésta resulta ser equivalente a la ecuacién caracteristica de (3.31) para a = a
d(A) = N(a)n(A) =0. (3.33)
Si suponemos |B%G (zw)| # 0 se tiene que

of(a, A
ts) o
(a,\)=(4,i®)
y la aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita nos asegura que la ecuacién
(3.32) define implicitamente una funcién compleja de variable real A(a) en un

entorno de (a, \) = (@, i®).
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Si se verifica

dA
Re — <0, (3.34)

da (s 3)=(a,o)
y ademads, las n — 2 raices restantes de (3.33) para a = & tienen parte real
negativa, diremos que la drbita periddica de primer armdnico del sistema no
lineal (3.17) es linealmente estable. Si no se cumple alguna de las condiciones
dicha orbita se denomina linealmente inestable.

Un razonamiento heuristico en apoyo de la definicién anterior es el siguien-
te. Recordamos que el par (a,o) es solucién de (3.30) cona >0y & >0y la
ecuacién (3.33) tiene el par de autovalores +iw. Supongamos ademds que se
cumple (3.34) y las n— 2 raices restantes de la ecuacién (3.33) tienen parte real
negativa. Si una perturbacién aumenta a en la ecuacién (3.31), entonces los
autovalores +iw se moveran hacia la parte del plano complejo con parte real
negativa. En caso contrario, si a disminuye, los autovalores se desplazan hacia
el semiplano con parte real positiva. En ambos casos, la respuesta del sistema
(3.31) tiende a contrarrestar las variaciones de a. Si la desigualdad (3.34) se
cumpliera en sentido contrario, con un razonamiento andlogo obtendriamos
que las perturbaciones en la amplitud tenderian a aumentar.

Derivando implicitamente la ecuacién (3.32) respecto de a, se tiene

d\  N'(a) G(N)

da  N(a) G\

donde aplicando que para a = @ y A = i@ se verifica la ecuacién (3.30) y
operando obtenemos finalmente

d\ _N'(a) £ ReG(iw) — i ImG(iw)
J— = —1
da (a,\)=(a,i@) N(a)? |d—‘iL;G(iw) [2

(a,w)=(a,»)

Teniendo ahora en cuenta que para las drbitas periédicas de tres zonas se tiene
que a > 1, y en ese caso
4 1
N'(a) = —————= < 0,

Tava?—1
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tomando la parte real comprobamos que la condicién (3.34) es equivalente a

i—;[mG(z’w) < 0. (3.35)

Ww=wW

A continuacién procedemos al célculo de N(a) de una forma alternativa
que nos va a permitir simplificar los cdlculos posteriores. Puesto que buscamos
érbitas periddicas de tres zonas, sdlo trataremos el caso a > 1, lo que implica
que existen valores 6, y 0 tales que asenf; =1y asenf; =1, con 0 < 0; <
m/2y /2 < 8 < 7. Por tanto, se tiene

02 62

2 2 [T
N(a) = 2 asen®0d0 + — sen 6df + — | a sen” 0df =
ma 0 o1 T 8,

1 2
== (sen 26, — sen 260, + 26, — 205 + 27) + — (cos by — cosBy),
T

utilizando relaciones trigonométricas, esta expresion la podemos escribir como

1 (r — 60y + 61 + 2sen (0 — 61) cos (61 + 6’2))+~j4- sen (91 + 92) sen (92 — 91) .
T Ta 2 2

Si definimos ¢ = 6;—0;, y teniendo en cuenta que 6, +6; = 7, comprobamos que
para a > 1 se verifica 0 < ¢ < 7 y que acos(q/2) = 1, con lo que expresando
N{a) en funcién de g queda finalmente

Nig=1-=+ : (3.36)

Cuando tengamos asegurado que a > 1 podemos emplear la ecuacién
1 - G(iw)N(q) =0, (3.37)

siendo aplicable todo lo descrito aqui, manejando el par (§,@) solucién de
(3.37), y utilizando g en lugar de a.

Claramente, el método es de cardcter aproximado y puede predecir falsa-
mente la existencia para el sistema (3.17) de soluciones periddicas o, por el
contrario, no detectarlas, ver [RM77]. Sin embargo, como veremos en el estu-
dio de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite para dimensiones n =2y n = 3,
proporciona informacién de indudable interés.



Capitulo 4

La Bifurcaciéon foco-centro-ciclo
limite

En este capitulo, utilizando los métodos descritos en el Capitulo 3, ana-
lizaremos la bifurcacién foco-centro-ciclo limite en sistemas con dimensiones
n = 2 y n = 3. Esta bifurcacién tiene una notable similitud con la bifurca-
cién de Hopf de los sistemas diferenciables ya que, en ambos casos, nace un
ciclo limite cuando un par de autovalores complejos de la matriz que define la
dindmica del equilibrio cruza el eje imaginario. Sin embargo, en los sistemas
lineales a trozos, el cambio de estabilidad de un foco necesariamente lleva a
pasar por un centro lineal en el valor critico del pardmetro de la bifurcacién y
la bifurcacién que da lugar al ciclo limite, es en algunos aspectos diferente de
la citada bifurcacién de Hopf. Por citar uno de ellos, en la bifurcacién de Hopf
la amplitud evoluciona con la raiz cuadrada del pardmetro, mientras que en
la bifurcacién foco-centro-ciclo limite lo hace,como veremos, con la raiz ctibica
del mismo.

Aunque la situacién més genérica donde se produce esta bifurcacién, en el
contexto de los sistemas lineales a trozos, sélo necesitaria de dos zonas lineales,
en esta memoria nos centraremos principalmente en el caso de sistemas con
simetria respecto al origen de coordenadas, que es el que més frecuentemente
aparece en las aplicaciones. En dicho caso, cuando el equilibrio asociado a
la. bifurcacién es el origen, son tres las zonas cuya dindmica interviene en la
bifurcacién.

49
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La organizacién de este capitulo es la siguiente. En la primera seccién abor-
damos el estudio de la citada bifurcacién en los sistemas planos, para lo cudl
empleamos el método de las ecuaciones de cierre (se determinan expresiones
analiticas para la amplitud, periodo y logaritmos de los multiplicadores carac-
teristicos del ciclo limite que bifurca) y el de balance arménico, aplicando los
resultados del primero para comprobar la bondad de la prediccién de balance
armoénico. Por ltimo, aplicamos los resultados tedricos obtenidos a un circuito
electrénico clasico: el oscilador en puente de Wien.

En la segunda seccién, analizamos los sistemas tridimensionales utilizando
en primer lugar el método de las ecuaciones de cierre para la caracterizacién
de la bifurcacién y su primera degeneracién, comparando ambos resultados
con los proporcionados por balance armdnico, para posteriormente terminar
aplicdndolos al circuito de Chua. También se presenta un cuadro resumen
donde se referencian los diferentes resultados de esta seccion.

Finalmente, en la tercera seccién se analiza el caso tridimensional no ob-
servable cuando el rango de la matriz de observabilidad es 2.

4.1. Caso plano simétrico con tres zonas ob-

servable

Bajo la hipétesis de observabilidad, partimos del sistema (2.12) ya escrito
en forma de Liénard, es decir

% = Ax + bsat(zy), (4.1)

donde x = (z1,29)T, b= (T —t,D—d)T,y

t —1
A= .
El plano R? queda dividido en las tres zonas L, C' y R donde el sistema es

lineal, separadas por las fronteras ©; = {x e R? : 7, = 1} y ¥_; = {x € R?:
z; = —1}. Ver Figura 4.1.
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X,

X1:—I Xi=]

Zona L Zona C Zona R

Figura 4.1: Zonas de comportamiento lineal en que queda dividido el plano de
fases.

Usando la notacién descrita en el Capitulo 3, tenemos

t -1 T -1 T—t
S P e P AR S g

Damos un primer resultado, cuya demostracién es inmediata, que hace
relacién a una propiedad de simetria adicional a la de las variables de estado
respecto del origen.

Lema 4.1 FEl sistema (4.1) es invariante a la simetria
(Il, T, T, t d; T7 D) - (.’171, —Z2, —T, —t, d, —‘T7 D)

Como consecuencia directa de la Proposicién 3.1, podemos enunciar la si-
guiente proposicién.

Proposicién 4.2 Para el sistema (4.1) las siguientes afirmaciones son cier-
tas:
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(a) Si D +#£0, ydD >0, entonces el origen es el inico punto de equilibrio.

(b) SidD < 0, entonces el sistema tiene tres puntos de equilibrio: el origen,

el punto
5 1} D-d
P d| pt—dr |
en la zona L y Xp = —X, en la zona R.

(c) Si D =0, entonces los puntos del segmento Xc(p) = p (1, T)" con |u| < 1
son puntos de equilibrio del sistema y se tienen los siguientes casos:

(i) Sid =0, los puntos de las semirrectas

iL(ﬂ)=u[;]+ﬁ—]{T0_t1, con |p| > 1,

son puntos de equilibrio del sistema.

(ii) Sid # 0, el sistema no posee puntos de equilibrio en las zonas L y
R.

A continuacién, antes de afrontar el resultado principal de esta seccién,
presentamos una serie de resultados elementales sobre existencia de orbitas
periédicas cuando D > 0, que pueden obtenerse mediante hechos bésicos de la
teorfa cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Proposicién 4.3 FEl sistema (4.1) con Tt > 0, no presenta ninguna orbita
periddica.

Demostraciéon. El caso T < 0 y t < 0 es consecuencia directa de la Proposi-
cién 3 de [LS96], mientras el caso T' > 0 y t > 0 se puede reducir al anterior
utilizando la simetria indicada en el Lema 4.1. ]

Proposicién 4.4 El sistema (4.1) con D > 0 y T =t = 0, es un sistema
conservativo y presenta en torno al origen una estructura de centro lineal en
la region C, que se extiende (de forma no lineal cuando d # D) a las regiones
adyacentes. Si ademds d > 0, dicho centro es global y, si d < 0, el centro
estd limitado por una conezion heteroclina entre un par simétrico de equilibrios
inestables (puntos de silla).
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Demostracién. Para T =t = 0, el sistema (4.1) se convierte en

Ci?l = —T2

. 4.2
Iy = f($1), ( )
con
dzy — (D —d), siz; <1,
f(.Tl) == D.’L‘l, si Il’ll S 1,
d.’131+(D—d), sizy > 1.
El sistema (4.1) es conservativo y por tanto, una primera integral es
F(z1,25) = V(21) + 73, (4.3)

donde

o dz? —2(D — d)z; +d — D, siz; <1,
V(zy) = 2/ f(z)dz = ! Da?, i lz| < 1,
0 dz?+2(D —d)x; +d— D, siz; > 1.

Se verifica que la funcién potencial V presenta un minimo relativo en el
origen, al ser V'(0) = 0y V”(0) = 2D > 0, y por tanto se obtiene que el origen
es un centro. Dicho centro es global para d > 0, al no existir mas puntos de
equilibrio, ver Figuras 4.2 y 4.3.
Cuando d < 0, la funcién V(z) tiene méximos relativosen z; = £ (1 — D/d),
con V"(z,) = 2d < 0, y por tanto el sistema (4.1) tiene dos puntos de silla en
(Z1,0) (ver Figura 4.4), y se obtiene el resultado del enunciado. |

Lema 4.5 El sistema (4.1) con D > 0, T =0 y t # 0 tiene un centro lineal
restringido a la zona C.

Demostracién. La existencia de un centro lineal en la zona C' es inmediata.
n

La estructura en forma de Liénard del sistema (4.1) permite enunciar el
siguiente resultado.

Proposicién 4.6 FEl sistema (4.1) con D > 0, Tt < 0 y d > 0 tiene un inico
ciclo limite.
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Vix,)

Xy

Figura 4.2: Funcién potencial para D > 0y d > 0.

V(x,)

N 7

Xy

Figura 4.3: Funcién potencial para D >0y d = 0.
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Vix,)

D I—Q— \
*1+;1— d

Figura 4.4: Funcién potencial para D >0y d < 0.

Demostracién. El caso T < 0 con t > 0 se encuentra probado en el Teorema
C de [LS96], mientras que cuando 7' > 0 y t < O se puede reducir al caso
anterior utilizando la simetria descrita en el Lema 4.1. [

Proposicién 4.7 El sistema (4.1) con D > 0, Tt < 0 y d < 0 tiene al menos
un ciclo limite para T suficientemente pequeno.

Demostracién. Asumiremos para fijar ideas que ¢ < 0, el caso t > 0 se de-
muestra de forma analoga. Bajo las hipdtesis de la proposicién nuestro sistema
tiene tres equilibrios.

Construiremos para T° = 0 un conjunto W positivamente invariante, y
veremos que persiste para T suficientemente pequerio.

Consideremos primero la variedad inestable que sale del equilibrio Xz =
[1—D/d, T—tD/ d]” (cfr. Proposicién 4.2) con z; decreciente, y que alcanza
la frontera ;. Como la matriz de linealizacidn del sistema en las zonas L'y R
tiene como autovalores

t+Vt2 —4d t—Vt2—4d
=—+—2——‘>0, )\2=—~———'—<0,

A1 5



56 Capitulo 4. La Bifurcacion foco-centro-ciclo limite

(-1,%i+€)

Figura 4.5: Esquema de las trayectorias usadas en la demostracién de la Pro-
posiciéon 4.7.

con los correspondientes autovectores

[ [
1= AQ, 2 — Ala

la trayectoria sobre la variedad inestable se puede parametrizar con

W[ ek ]

con 0 < u < —D/d. Claramente, para 4 = —D/d > 0 se obtiene el punto
(1,z1), donde z} = T — \;D/d > 0, ver Figura 4.5.
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Andlogamente, la variedad estable que entra en el equilibrio Xg con z;
creciente admite la parametrizacién

[ZEZ; J - {Tl—_tll))//::i,\l , (4.4)

con D/d < p < 0, obteniendo para u = D/d < 0, el punto (1,z9), donde
9=T - X\D/d < 0.

El argumento que seguiremos es la construccion de un conjunto positiva-
mente invariante para T = 0, que conserva, esta propiedad al variar ligeramente
T. Asumamos por el momento que T = 0, para este valor las trayectorias del
sistema en la regién C' son de la forma

D (931)2 + (.’172)2 = K,

y podemos asegurar que la variedad inestable que parte de Xg|;_, interseca a
¥ en el punto (1, —A\;D/d) y posteriormente a £_; en el punto (—1, =X\ D/d).
Denotemos a esta trayectoria con ;.

Llamaremos -, a la trayectoria que partiendo del punto (—1, D /d) € £_;
llega a Xp|p_, vy que corresponde a la variedad estable de dicho equilibrio,
simétrica de la considerada en (4.4). Llamaremos S; al segmento contenido
en Y_; que va del punto final de v; al punto inicial de <3, y que podemos

] R L

0<pu<—25—zy=tD/d,

parametrizar como

con

a lo largo del segmento se tendrd

xlz—mé—u———/\lD/d—u<0,
Zs = —D < 0.

Sean ahora 3 la trayectoria (simétrica respecto del origen a 1) que par-
tiendo de Xp|;_, alcanza %; en el punto (1, A\;D/d), y 74 la simétrica de 72
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que va desde (1, —A\;D/d) a Xg|r_,- Llamaremos S, al segmento contenido en
Y1 que va del punto final de 73 al punto inicial de 4.

Denominaremos con 75 a una de las orbitas periddicas existentes para 1" =
0, de ecuacién Dz? + z2 = 4§, con § elegido para que la 6rbita no se salga de la
regién C. El valor de la derivada orbital de V (z1, z2) sobre la trayectoria s es

V(IL‘l, .’L'Q) = Dmlit'l + l‘gi‘g = DTCE%, (45)

por lo que para T = 0 no entra ni sale flujo a través de ~s.

Sea W el conjunto doblemente conexo de puntos del plano delimitado por
la frontera exterior formada por 1, S1, Y2, V3, S2 ¥ Y4, ¥ por la frontera interior
~vs. Ahora, es facil ver que W es positivamente invariante al flujo del sistema
(4.1) para T = 0, debido a que a través de las trayectorias y1, vz, ¥3, ¥4 ¥ ¥
no entra ni sale flujo en W, y a través de los segmentos S; y Ss sdélo entra flujo
en W.

Ajustdndonos ya a las hipétesis de la proposicién, asumiremos en lo que
sigue que T > 0 y suficientemente pequeiio.

Construiremos ahora un conjunto semejante a W, que llamaremos W,y
veremos que sigue siendo positivamente invariante. Sea ahora 7, la trayectoria
que, partiendo de Xy interseca a ¥; en el punto (1,7 — A\ D/d) y evoluciona en
la regién C hasta intersecar a ¥ _;. Por la dependencia continua de las solucio-
nes respecto de las condiciones iniciales y parametros, el punto de interseccién
con Y _; (el punto final de 4;) serd de la forma (1,7 — A\;D/d + €), para un
valor ¢ = ¢(T') apropiado que verifica %i_r% e(T) = 0. La trayectoria andloga a
2, que llamaremos 7., arranca ahora del punto (—1, =T + A, D/d) para llegar
a la correspondiente posicién del equilibrio X;. Notemos que la diferencia de
ordenadas entre el punto inicial de 4, y el final de 4, verifica

D D D

T+ =X —|T——=M+e]=—=t-2T —¢,
d”? ( d d

esta cantidad es positiva, si T' es suficientemente pequeno, con lo que podemos

definir el segmento S; andlogo a 57 que une esos dos puntos citados. Por

simetria, podemos completar la frontera exterior de W con 73, Sy y A4, mientras

que la frontera interior sigue siendo ;.



4.1. Caso S3CPL, observable 59

Para T > 0 la derivada orbital sobre 75 es positiva, ver (4.5), por lo que
todo el flujo que atraviesa -5 entra en W. A través de las trayectorias ¥1, 72,
43 ¥ 44 no entra ni sale flujo en W, mientras que anslogamente a lo ocurrido
en W, el flujo entra en W a través de los segmentos 5’1 y 5'2.

Por tanto, el conjunto W es positivamente invariante para T' > 0 y suficien-
temente pequefo, y aplicando el Teorema de Poincaré-Bendixson obtenemos
la existencia de al menos un ciclo limite contenido en W. [

Comparando lo afirmado en la Proposicién 4.3 con lo indicado en las Pro-
posiciones 4.6 y 4.7, podemos asegurar que para todo valor de d y bajo las
hipdtesis D > 0 y t # 0 (parametros que consideraremos fijos) el paso de la
condicién Tt > 0 a Tt < 0, al mover el pardmetro T' (que consideramos el
parametro de la bifurcacién), lleva asociado la aparicién de un ciclo limite,
bifurcacion que debe tener lugar precisamente para 7' = 0.

En efecto, supongamos para fijar ideas que ¢ < 0. Entonces, para T' < 0
y pequerno el origen es un foco estable y no hay drbitas periédicas por la
Proposicién 4.3. Sin embargo, para T' > 0 y pequeiio, por las Proposiciones 4.6
y 4.7 tenemos garantia de la existencia de un ciclo limite. Como para T' = 0
(cfr. Lema 4.5) tenemos un centro al menos en la regién C, es por lo que hemos
llamado a esta bifurcacién foco-centro-ciclo limite.

4.1.1. Uso de las ecuaciones de cierre y andlisis de la
estabilidad de la 6rbita periddica

Comenzamos por un Lema técnico, cuya prueba es directa, para simplificar
célculos posteriores.

Lema 4.8 Para el sistema (4.1), con D > 0, el cambio
~ %) -
Ty == —— T = \/57',

pone el sistema en la forma normalizada

B et | 0 B i E S
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donde
d

t = T -
T =——,d=—, 4.7
5TV TD D
Dado que en lo que sigue vamos a trabajar con D > 0, el lema anterior nos
permite reducir el estudio del sistema original al sistema (4.6). Prescindimos

de las tildes para abreviar la notacion.

R
I

Nuestra hipétesis de partida en el estudio de la bifurcacién foco-centro-ciclo
limite es la existencia de una drbita periédica del sistema (4.1), con simetria
respecto del origen y que ocupe las tres regiones L, C' y R, del plano R?. Dicha
érbita presentara intersecciones x° y x! con la recta z; = 1, x? y x3 con la
recta z; = —1, y tiempos de vuelo 7¢ en la zona C y 71, en la zonas L y R.
(Ver Figura 4.6). Debido a la simetria se tendra

Siguiendo los razonamientos del Capitulo 3, obtenemos las ecuaciones de
cierre del sistema (4.6), ver Figura 4.6, que son las siguientes:

1 —1]
AcTo _ — 4
Sl Y I EURE

donde
t —1 T -1
o=[a o) a5
Fijados los pardmetros bésicos, las ecuaciones de cierre (4.8)-(4.9) forman

un sistema de 4 ecuaciones que dependen de 7¢, 71, 29, =3 y T. El sistema
(4.6) presenta una estructura de centro lineal en la zona C, para T = 0,
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Figura 4.6: Configuracién utilizada para la determinacién del ciclo limite.

como se indica en el Lema 4.5. Tomando T como pardmetro de bifurcacién,
queremos estudiar las soluciones de (4.8)-(4.9) en un entorno de los valores
correspondientes a T' = 0. Para ello expresaremos las ecuaciones de cierre
(4.8)-(4.9) en la forma més compacta

F(Z) = 0’ z = (TCaTLng,I;,T), (410)

que representa un sistema no lineal de 4 ecuaciones a estudiar en un entorno del
punto z =(m,0,0,0,0), que es solucién de dichas ecuaciones, ya que representa
la 6rbita més externa del centro lineal que aparece en la zona C. Nos interesa
obtener la parametrizacién local de la rama de soluciones que pase por este
punto y que, como veremos, para T # 0, va a corresponder a ciclos limite del
sistema.

Para z = Z, el sistema de ecuaciones (4.10) no verifica las hipétesis del
Teorema de la Funcién Implicita, debido a que aparece otra rama de soluciones
(que llamaremos espuria) que también pasa por zZ. Esta rama espuria puede
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ser parametrizada como

z(p) = (7,0, 4, — 1, 0), (4.11)

para cualquier valor real de u, de manera que en todos los puntos de la rama
el valor del pardmetro T es constante e igual a 0. Es facil ver que estas so-
luciones no se corresponden con Orbitas periddicas del sistema (4.6), sino que
representan a las 6rbitas periddicas del centro lineal (ahora ya no restringido
a la zona central) que se obtendria para 7' = 0 integrando el sistema como
si las ecuaciones de la zona C fueran véalidas para todo el plano. Todas las
4rbitas de esta rama tienen tiempos de vuelo constantes 7¢ = my 7 = 0.
En consecuencia, el punto Z es un punto singular para el sistema (4.10), como
queda corroborado al comprobar que la matriz Jacobiana de F en Z no es de
rango completo.

El siguiente lema nos permite eliminar la singularidad que aparece para el
sistema (4.10) en el punto Z, mediante la consideracién particular de la tercera
ecuacién que compone las ecuaciones de cierre.

Lema 4.9 Para las ecuaciones de cierre (4.10), las siguientes afirmaciones
son validas.

(a) Se verifica que F3(z) = 0, para todo z = (21,0, 23, 24, 25) € R®.

(b) La funcion F3(z) definida mediante Fy(z) = 7.F3(z), es una funcidn
analitica en un entorno de Z.

(c) Si definimos unas nuevas ecuaciones de cierre a partir de (4.10) como
G(z) =0, (4.12)

donde G; = F; para i # 3 y G3 = F3, entonces la ecuacién (4.12) tiene
como conjunto de soluciones en un entorno de z las soluciones de (4.10)
que no corresponden con la rama espuria (4.11).

(d) Para el sistema (4.12) el punto Z es un punto no singular. El Teorema
de la Funcién Implicita asequra la existencia y unicidad, en un entorno
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N del punto , de cuatro funciones analiticas p; : No — R, i =1,2,.4,
definidas en un entorno apropiado Ny de 7, = 0, tales que

G(p1 (1), 71, 02(711), 03(11), a(TL)) = 0,

y de manera que toda solucion z de (4.12) en N con 7, € Ny admite la
parametrizacion

z = (p1(11), 7o, p2(71), @3(7L), wa(TL)) -

Dichas funciones tienen los siquientes desarrollos en serie de Taylor en
el punto 7, = 0:

—d 5 9-—15d — 5t — 6d% — dt®
T — TL—
12 720
2 o 135 —315d — 210t 4 231d? + 112dt? — 14¢* — 51d°
~oe-TLt 7L
96m 60480
20d%t? — 2dt* , 25t —12dt* +t!
O(r{ 4.13
coas0 Lt amsor LT OUD) (4.13)

1
Tc=@1(1r) =7 — 7L+

25 = (T)“T—L-i- tT2+7rd-4t7_3+7dt~t374+60t—48dt75
2= PTL) = 5 T RTLT Tour LT T0 LT T 1440n  E

+4t3 — wdt? + 6md? 840t - 317w2d?t + 11n2dtd — 7285 ¢

14407 L 3024072 Lt
| 1260t - 1848dt + 56t° — 612d%t + 144dt3 + 85 + 51md> Tt
1209607 L
—20mwd?t? + 2mdt? 55440t — 45360dt — 6720t3 + 381mw2d>t
1+ T+
1209607 362880072
—922672d2t3 + 457 2dt® — 3w’
36288002 ’7’2 +O(72). (4.14)
1 7Lt o, md+4t 5 Tdi—13 4 —60t+48dt ;
T =3(TL) = 5~ 7Lt o LT Togp L 1440r L
—4t3 — wdt? + 6nd? ¢ 840t — 31w2d?%t + 11n2dtd — n?t5 ¢
TI, + T+
14407 3024072
4 1260t — 1848dt — 56t + 612d%t — 144dt> — 8¢5 + 51md® n
1209607 L

—20md2t? + 2rdtt , 55440t — 45360dt — 67203 4 38172d3¢

8
1209607 - 362880072 Lt
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—226m2d%¢3 + 4572dt5 — 3727
8

o(r?). 4.15
362880072 7L+ O(72) (4.15)
t 15t — 12dt + 3 t
T = - | 5 6
oalte) = —g Lt T geer L T 3L
_ 315t — 462dt 4 153d°¢ — 14¢® — 36d¢° + 2t577 N 33t — 27dt — 413 8
302407 L 216072 L
+ O(7}), (4.16)

Demostracién. A partir de (4.12), observamos que las dos tltimas ecuaciones
de cierre se reducen para 7, =0 a

5]

luego la afirmacién (a) es inmediata. Es inmediato, ademds que el miembro
izquierdo de (4.9) define una funcién analitica por ser composicién de funciones
analiticas, y su primera componente F3 también lo serd. Del apartado (a)
deducimos, por tanto, que se puede realizar la descomposicién Fy = 11 F3, con
F3 también analftica, como se afirma en (b).

Del apartado (b) podemos ahora deducir, a partir de (4.9), que

1 -1
= lim — (e{ef‘m { . } + 1) +
71,=0 T.—0 77, 5

+ lim eTeALTLl—/TL g~ ALs t-T ds
7'L"‘“’O 1 TL 0 d - 1 ’

lo que nos lleva a concluir que

Fy(z)

-1 t—-T
F3(z) TL:0=6{ALl - J-*—e’{{d——l ] =—t-zp+t—-T=—-25~T.

Se comprueba entonces que

F3(W,0’M7*M,O):M

lo que implica que la rama espuria no pertenece al conjunto solucién de Fs = 0
(salvo en el valor u = 0, que corresponde a Z), tal y como se afirma en (c). Es
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obvio ademés que toda solucién z de (4.10) con 71, # 0 sigue siendo solucién
de (4.12).
El célculo de la matriz jacobiana

v
0 0 0 O —3
DG, =| L ¥ -l 0 (4.17)
o i 0 -1 -1
0 -1 1 1 0

nos permite asegurar que tiene rango 4, pues el determinante que se obtiene
suprimiendo la segunda columna (que corresponde a 1) resulta valer —7/2.
Ahora la aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita para funciones analiti-
cas [CH82| sobre (4.12) se realiza de manera directa, obteniendo lo enunciado
en el apartado (d). Una vez asegurada la existencia de desarrollos para 7¢, ),
z y T centrados en 77, = 0, utilizamos la técnica de coeficientes indetermi-
nados para obtenerlos. Trabajando de forma sucesiva para cada grado de 7z,
y ayudados por un programa de cdlculo simbdlico, obtenemos las series que
figuran en el enunciado. u

En lo que sigue, nos referiremos a las ecuaciones (4.12) como ecuaciones de
cierre desingularizadas.

Ya que la traza de la zona central resulta ser el pardmetro natural de bi-
furcacién, nos habria interesado obtener la parametrizacién de las soluciones
respecto a T en un entorno de z. Sin embargo, a la vista de la matriz (4.17) esto
no es posible de manera directa por ser singular la submatriz jacobiana corres-
pondiente. El siguiente Lema, relativo a la inversion de series de potencias, nos
ayudard a conseguir nuestro objetivo.

Lema 4.10 Sea la ecuacién nf(n) = £"g(€) para n impar, donde f y g son
funciones reales analiticas en 0 y tales que f(0) = fo # 0 y g(0) = go # 0.

Entonces existe una funcidn real h, analitica para la variable nt/™ en 0, con
1

h(0) # 0 y tal que € = n=h(n=).
Demostracién. Haciendo el cambio de variables £ = (w, donde ¢ = nt/m
obtenemos la ecuacién

nf(¢") = nu"g(Cw),
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y, después de simplificar, llegamos a la ecuacién

H(¢,w) = w"g(Cw) — f(C") =0,

que analizamos en un entorno de (¢,w) = (0, (fo/go)"'™).
Es inmediato ver que

[(fo/go)l/n]ngo - f(0)=0.

Ahora podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita en un entorno
de (¢,w) = (0, (fo/ 90)"/™), para asegurar la existencia de una funcién analitica
h con h(0) = (fo/g0)"™ y tal que H(C, h(¢)) = 0, por ser

Hy (0, (fo/90)"™) = [(nw™ ™ g(¢w) + w"g (Cw)O)] g (o samyiim) =
=n(fo/g90)" " g # 0,

y el resultado se obtiene haciendo w = h((). |

Observacién 4.11 Si n es par, el resultado anterior sigue siendo vélido para
n > 0, si se exigen signos adecuados para f(n) y g(£); més concretamente, se
necesitaria que fogo > 0.

Enunciamos a continuacién dos resultados referentes a la estabilidad de las
posibles érbitas periddicas que usan las tres zonas y son simétricas respecto
del origen. Trabajaremos con las aplicaciones de Poincaré ng, 7y, m y m,
definidas en el Capitulo 3. Para empezar, es inmediato reescribir el Lema 3.3
en dimensién n = 2. Nétese que en este Capitulo y sucesivos, no es necesario

R4

“xtr 7 ya que todas las variables “x'” que

diferenciar las variables “X*” de las “x
manejamos pertenecen a una érbita periddica del sistema.

Lema 4.12 Sea I una drbita periddica de tres zonas del sistema (4.1), que
interseca transversalmente la frontera L1 en los puntos x° y x3, y a X, en
x! y x?, sequn Figura 4.6, y sean py, p3, 1, P2 € R sus respectivas coor-

denadas reducidas. Sean 7¢ > 0 y 7, > 0 los tiempos de vuelo de T’ en la
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zona C y zonas laterales, respectivamente. Entonces, el producto de matrices
exp (Arp7r) exp (Ac7c) es semejante a la matriz

d7c(po) 4 d7L(p1) dmc(po)
dpo i dp dpo . (4.18)
0 71(po)
dpo

Con este resultado podemos caraterizar la estabilidad de cualquier 6rbita
periédica simétrica respecto al origen, calculando el multiplicador caracteristi-
co correspondiente. Hacemos notar que el siguiente resultado (que relaciona las
soluciones de las ecuaciones de cierre desingularizadas con 6rbitas periddicas)
nos permitird analizar la estabilidad del ciclo limite que bifurca en todos los
casos, y en particular en el caso correspondiente a la Proposicién 4.7, es decir,

cuando d < 0.

Proposicién 4.13 Sea z la solucidn de las ecuaciones de cierre (4.12) con
t # 0 que corresponde a un valor 7, > 0 y suficientemente pequerio. Las
siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) El sistema (4.6) posee un ciclo limite con simetria respecto del origen
que interseca transversalmente a 1 y a X_1, y tiene tiempos de vuelo
Tc en la zona C y 11, en la zona L.

(b) El valor correspondiente de T verifica

Tt < 0.

(c) El logaritmo del multiplicador caracteristico del ciclo limite es
p =2ty +2T7¢c = 2ty + O(Tg),

de manera que el ciclo limite es hiperbélico y parat < 0 (resp. t > 0) es
orbitalmente asintéticamente estable (resp. inestable).

Demostracién. Dada una solucién de las ecuaciones de cierre, veremos que
para 7, > 0 el flujo de la zona central que parte de (1,z3)7 lleva a (—1,z3)7,
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y el flujo de la zona L transforma el punto (—1,z3)T al simétrico del origen de
(1,297, luego los puntos anteriores perteneceran a una solucién periédica del
sistema.

Por otra parte, si 77, es suficientemente pequefio dicha érbita periédica
estd en un entorno U de la érbita periddica méds externa del centro, que se
tiene para 71, = 0.

Por construccioén, las ecuaciones de cierre han de ser satisfechas por cual-
quier érbita periddica simétrica respecto al origen que utilice las tres zonas.
Por el apartado (d) del Lema 4.9 no hay otras soluciones de las ecuaciones de
cierre que correspondan a drbitas periédicas en el entorno U para el mismo
valor de 7;,, de manera que tal érbita periédica es aislada y se trata de un ciclo
limite.

Veamos que la érbita periddica es transversal y para ello estudiaremos la
trayectoria del sistema (4.6) correspondiente a la solucién de las ecuaciones de
cierre (4.12) dada por las series del Lema 4.9. Comenzamos el razonamiento
estudiando la trayectoria que pasa por (1, :cg)T € Y, tomando en este punto
el origen de tiempos de la érbita de la zona C

jjli(l,zg) = Tl'l(O) - CEQ(O) =T — Ig,

utilizando los desarrollos (4.16) de T'y (4.14) de z3 obtenemos para 77, > 0y
suficientemente pequeno,

biliag = ~570 — 5740 (13) <0,

verificando que dicha trayectoria entra en la zona C' y lo hace de forma trans-
versal a X;. Por otra parte, como 7c = 7 — 71 + O(7}), deducimos que para
71, > 0, suficientemente pequeno, 7z < 7 y por tanto la érbita que va de
(1,29)" a (—1,z})" se mantiene en todo momento en la regién C.

Procedemos con un razonamiento andlogo para la trayectoria que parte de
(-1, x%)T € X_1, considerando en este punto el origen de tiempos de la zona
L. Se tiene

il'(—l,x%) = tl‘l(O) - 332(0) -T + 1= —.’L‘; — T,
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y utilizando los desarrollos (4.16) de T y (4.15) de z3 obtenemos para 7 > 0
y suficientemente pequenio que

. 1 t
331'(_1,15) =57 + ETI% +0 (T}Jj) < 0,

por lo que la trayectoria entra en la zona L y de forma transversal a X_;.

Ademas, es facil probar que la d6rbita que va de (—1,3:%)T a (-—1,:r§)T se
mantiene en todo momento en la zona L.

Debido a la simetria del problema, la repeticién del razonamiento para las
trayectorias que parten de (—1,—z3)7 € ©_; y de (1,—-z1)" € %y asegura
que éstas entran en las zonas C' y R respectivamente. Concluimos que las
trayectorias forman una érbita periddica del sistema (4.6), que se corresponde
con la solucién de las ecuaciones de cierre (4.12) dada por los desarrollos (4.13)
a (4.16). As{ hemos demostrado lo indicado en (a).

Del desarrollo (4.16) de T' obtenemos que

t2
Tt = ——6—7r7'£' +0(7),
y teniendo en cuenta el signo positivo de 7, el apartado (b) se deduce inme-
diatamente.
Por la semejanza de matrices enunciada en el Lema 4.12, y utilizando la
dor- (5
misma notacién, los autovalores de exp (Ac7c) exp (ArTr) son —1'y —Wdl—zgp(ﬁ.
0
En realidad, el valor que nos interesa es
dr(po) _ (dm(Bo)\” 2
= = det A A :
o 0o et [exp (A7) exp (AcTe)]
A partir de la igualdad
det [exp (AT)] = exp [r traza (A)],
se obtiene
dr (B
ZS;O) = exp (27 traza(Ar))exp (27¢ traza(Ac)) (4.19)

= exp(27cT + 271t),
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luego el logaritmo del multiplicador caracteristico de la érbita periddica es
p=2try + 2T1¢.

Ahora utilizando los desarrollos del Lema 4.9 obtenemos

1—-d t
p=im+2(n-m+ 1500 (~rt o) =

= 2011 + O(Tg)

Al ser t # 0 por hipétesis, se tiene que p # 0 y por tanto el multiplicador carac-
teristico de la érbita periddica es distinto de 1 y el ciclo limite es hiperbélico.
Queda asi probado el apartado (c). [

Observacién 4.14 Nétese que la expresion (4.19) es vilida para cualquier
6rbita periédica de tres zonas transversal a las fronteras de separacién con
tiempos de vuelo 7¢ y 71

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, donde
hacemos jugar a T el papel de pardmetro de bifurcacion.

Teorema 4.15 Consideremos el sistema (4.1) con D > 0, T? < 4D y t # 0.
Para T = 0 el sistema experimenta una bifurcacion foco-centro-ciclo limaite,
es decir, a partir de la configuracion de foco en el origen, existente cuando
Tt > 0, el sistema presenta una estructura de centro lineal restringida a la
zona central cuando T = 0, que da lugar a un ciclo limite hiperbélico para tT <
0 y T suficientemente pequeno, simétrico respecto del origen y que interseca
transversalmente a X1 y a 2_1.

Cuando t < 0, el ciclo limite que bifurca aparece para T > 0 y es orbital-
mente asintéticamente estable, mientras que cuando t > 0, el ciclo limite que
bifurca aparece para T < 0 y es orbitalmente inestable.

La amplitud a (medida como el mdzimo en |z1|), el periodo P y el logarit-
mo del multiplicador caracteristico p de la oscilacion periddica son funciones
analiticas en 0, en la variable T3, es decir
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71

Ademds, los primeros coeficientes de las series son, para la amplitud

2
(6m)3
ag = 1, a; =0, as = T az = 0,
8t3
1 2
(674)3 (120D — 2t2 — 21d) (6m)5
a4 = i as =
960D13

12t3
ag =

72(12600D2 4 3360Dt? — 2520Dd + 318dt? + 1557d? + 8t4)
134400D2¢2

)

. (674)3 (102D + 342 — 3d)
7 =

720Dt3 ’
para el pertodo
27 7w(d — D)
Po=-"L, P =0, Py=0 P3= . Py =0,
0 ) 1 2 3 X 4
(6275)3((d — D)2 + ¢2D) m(4(d — D) — 3t2)
Py = — 5 5 ) P = 3
10D2t3

4D3¢2 ’
P (677)3(—15D3 + 63D2d — 14D?*? — 81Dd? + 31Dd¢t2 + Dt + d2? + 33d°)
7= )
420D73t3
A (6275)3(7(d — D)? + t3(D — 6d))
60D3t3

3

y para el logaritmo del multiplicador caracteristico

po =0, p1=—2 (67T)1/3 t2/37 p2 =0,
p3 = _17L5 (12d + 15 — ¢%), _ 4(6m)

3t1/3 !
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62/375/3 (3150d — 1050t% — 1737d? + 132dt% + 2t* — 1575)

Ps =

18900 ¢2/3 ’
_2m2d -t -2
Pe = 5 £ )

Demostracién. La existencia de la configuracién de foco en el origen es in-
mediata al comprobar que los autovalores de A¢

T+VT?—-4D

/\1,2 = 2

son complejos cuando 72 > 4D. En lo que sigue asumimos que hemos apli-
cado el Lema 4.8, con lo que trabajamos con el sistema en la forma (4.6).
La existencia de la bifurcacién ya ha sido deducida anteriormente a partir de
las proposiciones 4.3 a 4.7. Sélo demostramos las afirmaciones que no estén
contenidas en la Proposicién 4.13.

La existencia de un centro lineal en la zona C para T = 0 ya se demostro en
el Lema 4.5. De este centro, ver Figura 4.7-(a), bifurca el ciclo limite cuya
existencia se demuestra en la Proposicién 4.13 —en particular, de la érbita
periddica més externa del centro, que corresponde con el punto z solucién de
las ecuaciones de cierre (4.12)-.

A partir de la ecuacién (4.16) y aplicando el Lema 4.10 con n = 3, podemos
asegurar la existencia de una funcién y analitica en 0 con x(0) # 0, tal que
7, = T3 (T"/3). Utilizando de nuevo un manipulador simbélico, procedemos
a la inversién de la serie (4.16), obteniendo

(6m)°T°  w12d—12-15_  (6m)/P T3

=TT as Ty ¢ TVEE
6%/ 2m % 1575 + 3150d — 1050t% — 1737d> dt? N
- - - 132dt? + 2t4) ——
*+ 700 ¢ + + +2) st
7 —12 4 9d — Tt
— T2 + O(T™3). 4.
+ 20 » + O( ) (4.20)

Debido a la simetria, el periodo de la 6rbita periédica es P = 2(1¢ + 71,).
Sustituyendo (4.20) en (4.13), y deshaciendo el cambio del Lema 4.8 obtenemos
la serie para el periodo que figura en el enunciado del Teorema.
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(b)

Figura 4.7: (a) Plano de fases del sistema lineal a trozos para T' = 0. La
estructura de centro estd limitada a la zona central.

(b) Plano de fases para T > 0 mostrando un ciclo limite que pasa por las tres
zonas y proviene de la drbita mas externa del centro.
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Definimos la amplitud a de la 6rbita periédica como el maximo valor de
|z1| alcanzado por el sistema (4.6). Supongamos que dicho méximo se alcanza
en un tiempo 7* en la zona R del plano. Se cumplird

(7)) =tz (77) — (7)Y + T —t = 0. (4.21)

Utilizando la férmula de variacién de las constantes (3.7) para x(7) en la zona
R con n = 2, podemos expresar la ecuacién (4.21) como G(7r,7*) = 0, siendo

o=t (L)

+/ eAL(r™=s) T(re) —t ds )+ T —t.
o 1—-d

Esta ecuacién sélo depende de 7* y de 7z, y se cumple G(0, 0) = 0. Desarro-
llando G(7, 7*) en serie de Taylor alrededor de 7, = 0 y 7* = 0, obtenemos

1 2 t t
G(rp, ™) = 57L T — E'rf + —2-7'L7'* - 57’*2 + O(7p, 7)°,
y por tanto, al ser G,+(0,0) = —1, la ecuacién G(1z,7*) = 0 define implicita-

mente en un entorno del punto (0, 0), una funcién ¥ (7 ), tal que G(7z, ¥ (71)) =
0. Utilizando de nuevo un manipulador simbélico obtenemos el desarrollo en
serie de 7* = (1), que resulta ser

R T ek RO E)

T T Tss0
Sustituyendo la serie anterior (completada hasta O(7}°)) junto con (4.16) y

(4.15) en la siguiente expresién de la amplitud

1 T* T(TL) - t
a=z(m)=[1 0 0] e | —zi(r1) +/ eAL(r =) 1-m |ds
—z3(711) 0 D—d
obtenemos
a=1+ 1 + ——1——(15d — )1} + ! (549d* — 1864t + 16t*) 72+
8 L' 1152 LT 414720 L
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o
@
T

I

Aémplitud

0.4 B

0.2 -

-0.1 0 0.1 0.2
T

Figura 4.8: Amplitud del ciclo limite (medida como el méximo en |z|) en
funcién del pardametro de bifurcacién T', considerando los tres primeros térmi-
nos no nulos de la serie del Teorema 4.15. Se ha dibujado el caso D =d = 1,
t = —1. El segmento vertical representa la configuracién de centro de la Figura
4.7—(a).

+ m(20??5d3 — 11916d%t% + 2276dt* — 144t%)7¢ + O(7]°),
donde utilizando ahora la serie (4.20) y deshaciendo el cambio del Lema (4.8)
obtenemos el resultado del enunciado.

Los resultados para el multiplicador caracteristico se deducen del apartado
(c) de la Proposicién 4.13. n

Para el caso d > 0 podemos asegurar aplicando la Proposicién 4.6 que el
ciclo limite bifurcante es el tnico existente en todo el plano de fases.

Igualmente el ciclo limite es tnico cuando d < 0, ya que su existencia
queda asegurada por la Proposicién 4.7, mientras que la unicidad del mismo
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se encuentra probada en el Teorema 5 de [LS96].

Se observa que el comportamiento de la amplitud frente al pardmetro de
bifurcacién, a = 1 + (6m)3T%3/ (Stl'z*?) + O(T*/3), es muy diferente al de la
bifurcacién de Hopf de los sistemas diferenciables, donde ésta evoluciona con
O(T%), sin presentar el salto observado en sistemas lineales a trozos, ver Figura
4.8. Por otro lado, el periodo tiene un comportamiento muy similar en ambas
bifurcaciones al evolucionar en la bifurcacién de Hopf como 27/v/D + O(T).

4.1.2. Comparacién con el método de balance armoénico

En esta seccién aplicaremos el método de balance armoénico formulado en la
Seccién 3.2 para el estudio del ciclo limite simétrico de tres zonas existente en
el sistema (4.1) bajo las hipdtesis del Teorema 4.15. Siguiendo punto por punto
el razonamiento de la Seccién 3.2, tendremos que la funcién de transferencia
G(p) del sistema (4.1) es

(T-t)p-D+d
p?—tp+d

G(p)=cT(pI - A)7'b = ,
y asumiremos que
o(1) = c"x =z,(7) = asen (w7),

donde w >0 y @ > 1 por ser el ciclo limite de tres zonas. En lo que sigue
utilizamos la formulacién alternativa en la variable ¢ en lugar de la variable a,
el método de balance arménico nos conduce entonces a la ecuacién (3.37), que
para nuestro sistema queda

(T——t)zw—D+dN

1_
d—w? —itw

(q) =0,

y puede ser reescrita separando las partes real e imaginaria como

d—w?+ (D —d)N(q) =0, 4.22)
wlt+ (T —t)N(g)] =0, (4.23)
donde
Nig)=1- 2422
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Amplitud y periodo de la érbita periddica

El sistema de ecuaciones (4.22)-(4.23) es equivalente al sistema

t

=— 4.24
N(@) = ——, (424)
, Dt—dT

= 4.25
=220 (4.25)

de donde obtendremos aproximaciones para la amplitud a y el periodo P =
27 /w de la 6rbita periddica.!
Primeramente, estudiamos la ecuacién (4.24) sustituyendo N(g) por su

valor y la ecuacion se convierte en
q seng t

1—2 — i 4.26
7r+ T t—-T’ ( )

cuya solucién nos proporcionara para cada valor de ¢ y T', un valor para g que
nos proporciona una aproximacién global a la amplitud a = 1/ cos (¢/2) de la
orbita periddica.

Como estamos interesados en comparar este resultado con el desarrollo
obtenido con el método de las ecuaciones de cierre, lo que sigue es un anélisis
local de la ecuacién (4.26) en un entorno de 7' = 0, ¢ = 0. Notemos en primer
lugar que la hipétesis tT° < 0 con T suficientemente pequenio del Teorema 4.15
asegura que

t
0< ——<«1
t—T ’

lo que implica que (4.26) tiene una solucién tnica con 0 < g < w, al ser
N(@0) = 1y N(m) = 0. Ademds la ecuacién (4.26) es invariante al cambio
(t,T) — (—t,—T) por lo que supondremos en lo que sigue, sin pérdida de
generalidad que t <0y T > 0.

La ecuacién (4.26) admite la solucién ¢ = 0 y T' = 0, que se corresponde
con la ultima Orbita periddica del centro existente para T = 0. Nos interesa

1T.a expresién (4.25), que se puede escribir como w? = (D — dT'/t)/(1 — T/t), en el caso
Tt <0, D >0, d < 0, da valores positivos de w? para % < % < 0, pero para % — %’— se
tiene que w? — 0 lo que parece indicar la existencia de una bifurcacién heteroclina en la

que el periodo tiende a co. Tal bifurcacién realmente aparece como se describe en [LP96] y
[LS96)].
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estudiar las soluciones con T' > 0, y 0 < ¢ < 7 {que son las que se corresponden
con a > 1) y obtener un desarrollo local de a en funcién de T
Si en la ecuacién (4.26) hacemos el cambio 7 = T'/t y despejamos 7 queda

_ —g-+sengq
[ q+sengq’
y desarrollando en serie de Taylor en ¢ = 0 obtenemos

_ 1 3 1 5 6
=50+ 55-4 + O(q°), (4.27)

de manera que la aplicacion del Lema 4.10 con n = 3 nos permite asegurar
que existe una funcién h analitica en 0 con h(0) # 0 y tal que

g=n"*h(n'?).
Para invertir la serie (4.27) utilizamos coeficientes indeterminados para el de-
sarrollo de h y llegamos a

T
g = (6m)"* n/® + ot O(n*?).

Si ahora sustituimos dicha expresién en el desarrollo de Taylor de a

1 1,

y deshacemos el cambio de 7 obtenemos

6m)2/3 /TNZ3 11 (6m)3 [T\ Y3 T 5/3
a:1—+—~(-%)——<?> +-%%—<7> +0(?> L (428)

Si comparamos esta expresién obtenida por el método de la funcién des-
criptiva con la obtenida para la amplitud en el Teorema 4.15, comprobamos
que coinciden los dos primeros términos no nulos mientras que el tercero no es
correcto. Esto se podia haber comprobado a priori, porque el término calculado
de forma exacta depende de D y d, véase el coeficiente a, del Teorema 4.15,
mientras que esta dependencia no existe en la ecuacién (4.26).



4.1. Caso S3CPL, observable 79

Partiendo ahora de la ecuacién (4.25), obtenemos la siguiente expresién

A 2 t—T
P="T —on /-~
w  \'Di—ar

Esta ecuacion proporciona una aproximacion al periodo de la érbita perioddica.

para el periodo

Para compararlo con el resultado del Teorema 4.15, desarrollamos la expresion
anterior en serie de Taylor en 7" = 0, y obtenemos

P 2r  w(d—-D)T 7 (d— D)(3d+ D)T?
“UDb . DP 11 Dr e

Se comprueba que los dos primeros términos coinciden con el desarrollo del

+ O(T?). (4.29)

Teorema 4.15, mientras que el tercero ya es diferente.

Queremos resaltar que las expresiones (4.28) y (4.29) para amplitud y pe-
riodo obtenidas por el método de balance armdnico son aproximaciones que
tienen caracter global respecto a los parametros, mientras que a pesar de que
los resultados obtenidos mediante el método de las ecuaciones de cierre son
analiticos, dado que el niimero de términos calculados es necesariamente limi-
tado, la aproximacion resultante tiene cardcter local.

Nuestro andlisis nos dice que localmente (en un entorno del valor de bifur-
cacién T' = 0) el método de balance arménico predice correctamente hasta dos
términos de las series correspondientes.

Estabilidad de la érbita peridédica

Para determinar la estabilidad de la érbita peridédica utilizamos el criterio
de estabilidad lineal (3.35) descrito en la Seccién 3.4. Es facil ver que

(T —t)iw—D+d [T —t)iw—D+d[d—w®+itw]
d—w? —itw (d — w?)? + 22

G(iw) =

b

de donde

(T —t)(d—w?)—t(D —d)
(d — w2)2 + 1202 '
Derivando la expresion anterior, tras un calculo directo obtenemos

d —2w(T —t
L mG@w)| =o f"<2 )
dw s (d — @?)* + 1202

ImG(iw) =w
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R, C

T+

Figura 4.9: Esquema del oscilador en puente de Wien

por lo que su signo vendra dado por

sgn {ZZ% Im G(iw)

} =sgn(t—1T).

w=w

En consecuencia, para T suficientemente pequeiio, el criterio (3.35) nos asegura
que el ciclo limite es linealmente estable (resp. inestable) si se verifica que t < 0
(resp. t > 0). Comparando con el Teorema 4.15 observamos que para el sistema
(4.1) el criterio de estabilidad lineal resulta ser exacto a primer orden.

4.1.3. El oscilador en puente de Wien

En este apartado aplicamos los resultados obtenidos en la Seccién 4.1.1 a la
familia de osciladores en puente de Wien basados en amplificador operacional,
ver Figura 4.9.

Aplicando las Leyes de Kirchhoff al circuito obtenemos el sistema dindmico
dado por las ecuaciones

R,C\Vor = —Vior — Ve + Vo,

; ] 4.30
CiVer — CoVioa = Voo / Ry, (4.30)

donde Vp = f(Vie) es una funcién no lineal con saturacién (curva caracteristica
del circuito equivalente del amplificador operacional realimentado en montaje
no inversor), y Ry, Ry, Cy, C5 son los valores de las resistencias y condensadores
del circuito.
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R |ty

Figura 4.10: Relacién entre la entrada y la salida de un amplificador operacional
realimentado en montaje no inversor.

Varias alternativas han aparecido en la literatura para modelar la no linea-
lidad f. En [MC79] se utilizé la siguiente funcién diferenciable

2F T
f(Veo) = — tan_l(ﬁvcz), (4.31)

donde E es la tensién de saturacién del amplificador operacional, y a =
1+ Rr/Rs es la ganancia del circuito equivalente del amplificador operacio-
nal polarizado. Una aproximacién més realista es, como veremos, la siguiente
formulacién usada por Kriegsmann en [Kr87]

F(Von) = E sign(aVee — E), if |aVes| > E,
o Ve, if |aVeo| < E,

y que se ilustra en la Figura 4.10.

En lo que sigue utilizaremos el modelo lineal a trozos de Kriegsmann, y al
final del andlisis comprobaremos la bondad de ambos modelos comparando los
resultados con datos obtenidos en el circuito real.

Las ecuaciones (4.30) y (4.32), se pueden reescribir como

Rlc.?‘:/CQ = —(14+ R1/Ry)Veo — Vo1 + f (Vo) ,
RiCiVeor = —Voa = Vo1 + f (Vo) -

(4.32)
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Mediante el reescalado

. aVer . aVer
1= E 3 2 = E '
y teniendo en cuenta que
1 FE
—f(= = sat
= F(Sa) = sat(w),

llegamos al siguiente sistema

. 1 + 1 1
X = R1Co R2Co R;1Csy
1

(07

B | sat(z),
R1Cy

1 X+

T R.C, T RiCh

que cumple las hipétesis necesarias para aplicarle la Proposicion 2.8. El cambio

de variables
To I

= 11, = - , 4.33
YT YT RG T RG (4.33)
pone al sistema (4.30) en forma de Liénard con
1 1 1 1 o
d = D — T o~ o~ t = — 3 T = t h
RiRaCiCs (Rlc1 TRG T R202> TR
Por tanto, el valor critico del pardmetro de bifurcacién (T = 0) se alcanza para
R, (O,
=1+ =+ 22
TR TG
Realizando a continuacion la normalizacién del Lema 4.8
rT=u, Y= 5’ r=ws, conw=+vD= (RleCng)_%,

ponemos el sistema en la forma de la ecuacién (4.6), obteniendo

RyC RoC
4 [ o } = [ “Vmgec ! } {gfl ] 4| VG } sat(x)).  (4.34)
dT | Ta 1 0 T3 0

Noétese que el oscilador en puente de Wien, cuando se reescribe en las
variables adecuadas, no es sino un oscilador de Van der Pol lineal a trozos, ver
[FPT96] y [FPRT98.
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Para comparar nuestros resultados con los obtenidos por [Kr87] usaremos
el pardametro

T «
H=——==—=— 17
t (670}
de forma que el sistema (4.6) se escribe de manera equivalente como
d .
d—i =tr — t(1 + p)sat(z) — v,
(4.35)
dy
— =2
dr

Aplicando ahora el Teorema 4.15, obtenemos que el sistema (4.35) tiene en
la regi6n central un centro lineal para pu = 0, que da lugar a un unico ciclo
limite asintéticamente estable para p > 0. Ademds, la amplitud a (medida
como el mdximo valor de |z|), el periodo P, y el logaritmo del multiplicador
caracteristico p de la oscilacién tienen los siguientes desarrollos en serie de
Taylor en = 0:

(67)5 2 w.  (99+28f2)(6m)5 s+ (67)F s

=1 3 — —t 3 — 3
a=lt g g 5760 K 1o #F
(=99 + 2682)(67)5 1 5
4320 1u'3+0(lu’3)7
(Gﬂ)g? 5 3y o (GW)% o2 I (6’”)2*2 8 3
P=2 £2us — — - 18 + %)t t*us + O(p”),
T e TR Tt 15120 (18 TN RT + s + O(r)

4(6‘;)5 tu% + O(,ug).

p = 2(6m)5tus + 17r—5t(t2 — 2T+
El logaritmo del multiplicador caracteristico representa una medida de la
“robustez” de la oscilacién, siendo ésta mayor cuanto mds negativo sea el
exponente, en nuestro caso, cuanto mas negativo sea t.
Es interesante hacer notar que, en este caso, al ser D = d = 1, para el
periodo se obtiene una expresién del tipo P = 27 + O(,u'sa') debido a la cancela-
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cién del término de orden 1 en p, a diferencia de lo que predice genéricamente
el Teorema 4.15.

En su trabajo, Kriegsmann parti6 de la ecuacién (4.30) eliminando Ve y
haciendo un reescalado y normalizacién del tiempo similares a los anteriores.
Pero al no usar el cambio (4.33), obtuvo una ecuacién diferencial de segundo
orden discontinua en la variable z = aVes/E, a saber

d*z . dx
Eﬁ-{—t,u—c-l;-i—x:O, para |z| <1,
d? -d
&—T—ﬁ—td—fﬁ—x:O, para |z| > 1.

Para esta ecuacién diferencial lineal a trozos, el autor citado determind sus
soluciones dependiendo de los valores iniciales y tiempos de vuelo de cada zona.
Uniendo adecuadamente estas soluciones, Kriegsmann llegé a unas ecuaciones
cuyas soluciones correspondian a ciclos limite, equivalentes a las ecuaciones
que a lo largo de la memoria hemos denominado como ecuaciones de cierre. La
idea proviene de [AVK66], y como se ha visto constituye el punto de partida
de nuestro analisis anterior. Con una intuicién nada desdenable, Kriegsmann
asumio series en potencias de ,ué para la amplitud y el periodo obteniendo

(6m)% »

~ ] 3
a + 1 ,
P =21+ 0(u3)

Comparando nuestros resultados con los obtenidos por Kriegsmann, se con-
cluye, que aparte del mayor orden de nuestras series, existia un pequeno error
en su segundo término de la amplitud. La existencia de los citados desarrollos
en potencias de u% que requeria una justificacion rigurosa, fue precisamente lo
que supuso el estimulo inicial de los trabajos relacionados en esta memoria.

Hemos utilizado el circuito de la Figura 4.9 para verificar la bondad del
modelo lineal a trozos aprovechando los resultados teéricos anteriores, com-
parando los valores predichos de la amplitud y periodo con los medidos en el
laboratorio. Para ello, hemos escogido el amplificador operacional LF412CN
con una fuente de alimentacion de 9 voltios, de manera que la tensién de sa-
turacién es £ = 8,2V. Otros parametros fijos del circuito son Ry = Ry =
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Rr(2) 1 max Vo (Volts) a Freq. (Hz) P

19566 0 2.72 0.9951 227 6.2575
20000 | 0.0148 2.84 1.0544 225 6.3131
20500 | 0.0318 2.92 1.1023 224 6.3413
21000 | 0.0489 2.96 1.1358 223 6.3698
21500 | 0.0659 2.98 1.1621 221 6.4274
22000 | 0.0829 3.00 1.1886 220 6.4566
22500 | 0.1000 3.04 1.2234 219 6.4861
23000 | 0.1170 3.06 1.2505 217 6.5459
23500 | 0.1340 3.10 1.2862 216 6.5762
24000 | 0.1511 3.12 1.3139 214 6.6376
24500 | 0.1681 3.14 1.3419 212 6.7003
25000 | 0.1852 3.16 1.3702 210 6.7641
25500 | 0.2022 3.18 1.3986 208 6.8291

Tabla 4.1: Datos experimentales medidos en laboratorio.

2.2 kQ, C; = C, = 320 kpF, Rg = 9,78 k2, de forma que ac = 3,t = -3,y
variamos Rp para conseguir distintos valores de «, y consecuentemente variar
. Dado que el rango significativo es u > 0, debemos elegir Rp > 2Rgs. Los
resultados obtenidos en el laboratorio estdn resumidos en la Tabla 4.1.

En la Figura 4.11, se comparan los valores de la amplitud y periodo de
oscilacién calculados numéricamente con el modelo lineal a trozos a partir de
las ecuaciones de cierre, los valores numéricos obtenidos con el modelo dife-
renciable de [MC79], ver (4.31), y los datos experimentales de laboratorio.
Coincidimos con Kriegsmann (quien también realiz experimentacién en labo-
ratorio) en que el modelo lineal a trozos es muy satisfactorio para este circuito
electrénico.

Por dltimo, en la Figura 4.12, comparamos los valores experimentales de
amplitud y periodo con aquellos calculados utilizando los desarrollos del Teore-
ma 4.15. Como se observa en la figura, se consigue una aproximacién excelente
considerando sélo los tres primeros términos no nulos de las series.
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Figura 4.11: Comparacion entre el modelo lineal a trozos calculado numérica-
mente (—), el modelo diferenciable (- - -) de [Mees & Chua, 1979], y resultados
experimentales (x X X). (a) Amplitud. (b) Periodo.
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Figura 4.12: Comparacién entre el modelo lineal a trozos calculado numérica-
mente (-—), resultados experimentales (x x x), dos términos no nulos en las

series del Teorema 4.15 (- - -) y tres términos no nulos en las series (- -

Amplitud. (b) Periodo.

). (a)
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X3

Xj

ZonalL Zona C Zona R
Xl=—1 X1=1

Figura 4.13: Zonas de comportamiento lineal en que queda dividido el espacio
de fases.

4.2. Caso tridimensional simétrico con tres

zonas observable

Una vez estudiada la bifurcacién foco-centro-ciclo limite para el caso de
dimensién 2, veremos a continuacién la situacién correspondiente al caso, mas
complejo, de dimensién 3. Seguiremos, con cierto abuso del lenguaje, utilizando
el mismo nombre para la bifurcacién, sin distinguir los posibles tipos de foco
en R3. Consideramos la situacién bésica constituida por tres zonas lineales
separadas por las fronteras planas ¥; = {x e R®:z; =1} y X_; = {x € R?*:
z1 = —1}, que delimitan las zonas L, C' y R, ver Figura 4.13.

Bajo la hipétesis de observabilidad, la Proposicién 2.9 nos permite escribir
el sistema en forma de Liénard

d Al t -1 0 Ty Tt
o= m 0 -1 o | + | M —m | sat(z), (4.36)
I3 d 0 0 T3 D—d

donde D es el determinante de la matriz del sistema en la zona central C, M
la suma de menores diagonales de orden dos y T la traza, mientras que d, m,
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t son los valores correspondientes de las zonas laterales L y R. Este sistema
presenta simetria respecto del origen, es decir, si lo expresamos en la forma
dx/dr = f(x) con x € R3, se verifica f(—x) = —f(x).

La forma canénica anterior es equivalente a la “forma canénica de obser-
vacién” de la teoria de control, y por tanto, para llegar a ella a partir de un
sistema genérico de R3 simétrico continuo y lineal a trozos con tres zonas,
seria necesario y suficiente que el sistema fuera observable (ver Teorema 3 del
Capitulo 2).

Para comprobar esta afirmacién, basta escribir las variables en orden in-

verso y usar como segunda variable Y = —y. En efecto, quedaria
d T3 0 0 d T3 D—d
g Xo | =10 —m Xy | + | m—M | sat(z)
-
I 0 1 2 Ty T—t

que es la forma candnica de observacién.
Podemos expresar el problema utilizando la notacién del Capitulo 3, ver
(3.1), con

t —1 0 | T -1 0 Tt
AL'—: m 0 -1 , AC= M 0 -1 s b= M-m
d 0 0 D 0 0 D—-d

De manera andloga al caso plano, a partir de la Proposicién 3.1 podemos
enunciar el siguiente resultado referente a los puntos de equilibrio.

Proposicién 4.16 El sistema (4.36) tiene para todos los valores de los pardame-
tros un punto de equilibrio en el origen.

(a) SidD > 0, el origen es el unico punto de equilibrio.

(b) SidD < 0, ademds del origen aparecen otros dos puntos de equilibrio, a

saber:
D/d—-1
X = tD/d—-T ,
mD/d - M

en la zona L y Xp = —X, en la zona R.
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(c) SidD =0, hay que distinguir tres casos:

(i) Si D #0, d=0, el origen es el inico punto de equilibrio.

1) S1 D =0, , existe un segmento de equilibrios en la zona C,
i) SiD=0,d#0 51 to d libri l C
que podemos parametrizar como

Y
Xc (:U‘) = :U'T ) con i € [—1) 1]
uM

(i11)) S1 D =0, d =0, al segmento del caso anterior hay que anadir las
dos semirrectas de equilibrios

W
Xr(u) = pt+T —1t : con > 1,
pm+ M —m
W
X (u) = pt — T +t , con p < —1.
um — M +m

En la situacién objeto de nuestro estudio, el sistema (4.36) posee una con-
figuracién de foco en la zona C, lo que implica que la matriz Ac tiene una
pareja de autovalores complejos conjugados que denotaremos mediante o £ 7.

Si § € R es el tercer autovalor, entonces el polinomio caracteristico de A¢
tendrd la forma

PO =(@E-N[(A-a)?+5% =
= — X4 (54 20)X% — (208 + o® + FA)A + 6(a® + §7),

Yy como
det (Ag — M) = =X*+TX* — M)+ D,

es inmediato deducir que

T =46+ 2aq,
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M =2ad + o + (4.37)
D = §(a? + 3%).

Para esta configuracién de autovalores de la matriz Ac, tenemos que su
forma candnica real de Jordan Je y la matriz de paso P correspondiente vienen

dadas por
[ o 50
Jo=| -8 a 0|, (4.38)
| 0 0 ¢
[0 1 1
P=| 038 a+d 20 . (4.39)
| B8 ad o’ + (P

Los siguientes resultados nos proporcionan méas informacién sobre el siste-
ma (4.36).

Lema 4.17 El sistema (4.36) presenta una configuracion de centro lineal con-
tenida en la zona C si y sdlo st D = MT con M > Q.

Demostracién. Asumiendo la existencia de centro, a partir de (4.37) con
a = 0, la tesis es evidente. Ahora si partimos de D = MT y M > 0, haciendo
M = (32, es inmediato ver que +i3 y T son autovalores de la matriz Ac y el
Lema queda probado. ]

Partiendo del centro lineal existente en la zona C, bajo las hipdtesis MT —
D =0y M > 0, queremos estudiar si bifurca un ciclo limite de dicha estruc-
tura de drbitas periédicas no hiperbélicas (obviamente, deberia hacerlo en su
caso de la 6rbita periédica més externa del centro, que es la que puede recoger
la dindmica no lineal). Escogeremos T' como pardmetro de bifurcacién y estu-
diaremos su paso por el valor D/M. Comenzamos planteando las ecuaciones
que se deberian cumplir para que dicho ciclo limite exista.

Suponemos que el referido ciclo limite del sistema (4.36) tiene simetria Z
y ocupa las tres zonas L, C y R, del espacio R3. Dicha érbita presentard inter-
secciones x°, x!, x? y x3, con los planos ©; y ¥_;, y tiempos de vuelo 7¢ en
la zona C' y 77, en las zonas L y R. Debido a la simetria se cumple x° = —x?
y x3 = —x!. Ver Figura 3.1.
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Dichas intersecciones son de la forma

1 -1 —1 1
2
=) |, x'=| z} |, x*=| i |, = |z |,
0 1 2 3
T3 I3 I3 L3

y siguiendo el razonamiento de la seccién 3,1, cumplen las siguientes ecuaciones
de cierre

1 -1
edec | 2y | — | x5 | =0, (4.40)
75 z3 |
-1 . T -t 1T
eALTL zi +/ eAL=s) | M —m | ds+ 3 | =0. (4.41)
T3 0 D—d 7

Proposicién 4.18 El sistema (4.36), con M > 0, presenta para o = 0 una
configuracion de centro lineal en la zona C' contenida en el plano de ecuacion

(5211 — 5.7?2 + X3 = O,

donde § es el autovalor real de Ac. Dicho plano es invariante al flujo de la
zona central y lo denominaremos plano focal. Ademds, la drbita periodica mds
externa del centro es tangente a los hiperplanos ¥y y ¥_1 en los puntos [1, 6, O]T
y [-1, -6, O]T respectivamente, y sus tiempos de vuelo son T¢ = W/\/M en la
zona C' y 71, =0 en la zonas L y R.

Demostracion. Bajo las hipétesis de la proposicion, la matriz del sistema
(4.36) en la zona C es de la forma

20+ 6 -1 0

Ac= | 2a6+0?+p(*> 0 -1 |,
§(a? + 3% 0 0

y tiene autovalores A\ 5 = a=+i8 y A3 = d, con los autovectores correspondientes

0 1 1
vig=| B | £i| a+d |, V3 = 2c
8o ad a? + 52



4.2. Caso S3CPL3 observable 93

Para a = 0, los autovalores complejos A; ; se convierten en imaginarios
puros apareciendo una estructura de centro lineal restringida a la zona C.
Esta estructura estd contenida en el plano focal. Los vectores normales a dicho
plano focal coinciden con los autovectores de AL correspondientes a 6, y se
pueden calcular resolviendo

200 206 +a?+ (2 §(a®+ 37) n 0
(AL —é6In=| -1 —6 0 ng | =101,
0 -1 —0 ng 0

de donde una solucién es n = [§%, —4, l]T. Por tanto, la ecuacién de dicho plano
invariante es
(521‘1 - 51,‘2 “+ Ty = 0.

Se comprueba que para a = 0 los puntos [1,4,0]” y [-1, =4, 0]” pertenecen
a la Orbita periddica més externa del centro, al verificar sus valores corres-
pondientes z3 = §, 23 = 0, 3 = —§, 1 = 0 las ecuaciones de cierre (4.40) y
(4.41) con tiempos de vuelo 7¢ = 7/v/M = 7/ en la zona C y 7, = O en la
zonas L y R. '

La segunda ecuacién de cierre se cumple de forma trivial, mientras que la
primera se verifica al ser

6 =1 0 .
exp g 0 -1 5] = 1.
562 0 0

El vector campo del sistema en [1,6,0]” vale

z1 6 -1 0 1 0
:tZ = 162 0 -1 4 = /62 )
i3 52 0 0] Lo %6

y es paralelo al plano X1, por lo que la trayectoria en ese punto es tangente a
dicho plano. De manera andloga se razonaria con [—1, —6, O]T y 2_1. [ |
Dado que en el estudio de esta bifurcacién supondremos siempre M > O,
el siguiente Lema nos permite simplificar algo mds el problema reescalando las
variables 5, z3 y el tiempo 7. La demostracién es inmediata y se omite.
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Lema 4.19 Si M > 0, el sistema (4.36) puede ser transformado mediante el
cambio de variables lineal

To = VMZy, z3 = MZs3,

y la reparametrizacion temporal

T =
en el sistema equivalente
d T t —1 0 Ty T—1
a‘;‘ ii'g = m 0 -1 jz -+ 1—m S&t(ﬂ?l), (442)
T i d 0 0] | 4 D-d
donde
~ f N m ~ d - T ~ D
tz—PM, m—ﬁ, d———W, T———,M, D~—M3—7—2—

El espacio natural de estudio de la bifurcacién es el formado por los pardme-
tros T, M y D, en el entorno de un punto de la superficie MT'— D = 0, con
M > 0. En particular estudiaremos en dicho entorno la variacién de 7' mante-
niendo M y D constantes. Sin embargo, es mas cémodo trabajar con los auto-
valores de Ag, es decir, @+ 8i y § en un entorno de (o, 8,6) = (0,v/M, D/M),
lo que nos permite utilizar la forma canénica real de Jordan Jo (4.38) para
expresar la solucién del sistema en la zona C.

Para estudiar la evolucién del sistema al variar unicamente 7', anadimos
dos ecuaciones auxiliares a las ecuaciones de cierre que mantienen constantes
a los valores M y D

200 + o + 2 = M,
§(a®*+ 6% =D,

y dos nuevas variables: § y § con valores respectivos de VM y D/M en el
punto critico o = 0.

El Lema 4.19 nos permite reducir el estudio del sistema original al sistema
(4.42). Noétese que la condicién M = 1 junto con MT — D = 0 es equivalente
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a 0 =1 cuando a = 0. En lo que sigue suponemos M = 1, trabajando con el
sistema (4.42) y prescindimos de las tildes para abreviar la notacién.
Las ecuaciones de cierre para el sistema (4.42) quedan finalmente

1 —1
edee | 23 | — | 23 | =0,
73 3 |
-1 . t—2a—06 1]
eALTL Tl +/ gAL(rL=s) m—1 ds+ | 25 | =0,
z} 0 d—D o

206+’ + 32 -1=0,
§(a? + 5% — D=0,

que expresamos de manera compacta como
F(z) =0, (4.43)

donde

0.0 1.1
z= (o, 3,8,7c, 7L, T3, T3, Ty, L3)-

La ecuacién (4.43) representa un sistema de 8 ecuaciones con 9 incognitas y

posee la solucion
z=(0,1,D,n,0,D,0,—-D,0), (4.44)

correspondiente a la 6rbita periédica més externa del centro referido en el
Lema 4.17. Estudiaremos si existe una rama de soluciones que pase por este
punto y que dé lugar a ciclos limite del sistema.

El sistema (4.43) contiene una rama espuria de soluciones que pasan por
Z, que puede ser parametrizada como

Z(/”‘) = (07 1) D,7l', O; D+ H, uDy -D — M, _,LL) y (445)

para cualquier valor real de . Es facil ver que estas soluciones no corresponden
a Orbitas periédicas del sistema (4.42), y que de existir otra rama de soluciones
con 77, > 0 (que si serfan de interés), el punto Z seria un punto singular para el
sistema (4.43). Esto queda corroborado al comprobar que la matriz Jacobiana
de F en Z no es de rango completo, al ser nula la cuarta fila de la misma.

Los siguientes resultados permiten resolver este inconveniente.
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Lema 4.20 Para las ecuaciones de cierre (4.43), las siguientes afirmaciones
son vdlidas.

(a) Se verifica que Fy(z) = 0 para todo z con 7, = 0.

(b) La funcidn Fy(z) tal que Fy(z) = 1.F4(z), es una funcidn analitica en
un entorno de z = (0,1, D,w,0,D,0,-D,0).

(c) Si definimos las ecuaciones de cierre desingularizadas a partir de (4.43)

G(z) =0, (4.46)

donde G; = F, para i # 4 y G4 = Fy, entonces la ecuacion (4.46) tiene
como conjunto de soluciones en un entorno de z las soluciones de (4.43)
que no se corresponden con la rama espuria (4.45).

(d) Para el sistema (4.46) el punto Z es un punto no singular. Sea v; =
D — Dm +d —t. La aplicacion del Teorema de la Funcién Implicita
conduce a la expresién local de las soluciones de (4.46) como funciones
analiticas, que presentan los siguientes desarrollos en serie de Taylor en
7L = 0:

- .  6dm—dt?—10dtD +11dD%—9d - 6m?2D |
*=Tmrrn bt 720m (D2 + 1) £
mt?D + 4mtD? — 12mt — 5mD3 + 21mD + 3 + 942D
+ 7207 (D2 + 1) T
—15tD? +15t+5D% - 15D

6

7207 (D2 + 1) 7 +0(m), (4.47)
Dy 3 —6dm+dt?+10Ddt — 11 D?d +9d+ _ &

=1 D

p 127D+ 1) 7207(D? + 1) T
N 6 Dm? — Dmit? — 4 D?mit + 12mt + 5 D3m — 21 Dm — t3DTE+
720m(D2% + 1)
—9Dt2+15D%* —15t—-5D3+ 15D
+ + TP ps o), (4.48)

720m(D? + 1)
D?y; 3 6dm—dt? —10dtD +11dD? — 9d — 6 m?D
6r(D2+1) 3607 (D2 + 1)
mt?D + dmtD? — 12mt — 5mD3 +21mD + 3
* 360m(D? + 1)

§=D+ D*ri+

DQTE’—f—
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9t°D — 15tD? + 15t + 5 D3 — 15D

360m (315 + DY 2+ 0 (1), (4.49)
_ _ 2
TCZW"TL‘*'llQmTI%'F 6dt +6dD — 6772% + mt* +4mtD 2+
+—-5mD2+15m+572;20—- 10tD+5D2—9T2+O(TE), (4.50)
x8=D+lTL+tI2DTg+ 4d—4;r;f+7rm7_g
—mtD — 4t217r7rD +4D B0 (), (4.51)
=-D+ ;TL - %QTIQ, + —4d+4274’1r;D +71'ng+
N —ntD+4z;IWwD2—4DT%+O(Tg)’ (4.52)
=g+ 5P 0 (D) (459
x:l),:gTL————'( 112))D 7+0(7}). (4.54)

Demostracién. A partir de (4.43) comprobamos que para 7, = 0 la cuarta
ecuacién de cierre se convierte en

-1 1
T 1 0 —
er |\ I =3 | + | =3 =0,
T3 zJ

verificindose de forma trivial, de forma que lo afirmado en (a) es inmediato. Es
obvio, ademds que el miembro izquierdo de (4.46) define una funcién analitica
por ser composicién de funciones analiticas, y su primera componente Fy tam-
bién lo serd. Del apartado (a) deducimos, por tanto, que se puede realizar la
factorizacién Fy = TLF4, con F4 también analitica, como se afirma en (b).

Del apartado (b) podemos ahora deducir a partir de (4.43) que

1 -1
Fy(z) = lim — [efedr™ | o} [ +1]+
=0 7.0 T 1
x3
) - t—2a—96
+ lim — eTeALTL e ALs m—1 ds |,
TL-—*O TL 0

d—D
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lo que nos lleva a concluir que

-1 t—2a—-946
Fy(z) .= eTAp | =k | +el m—1 = —1) — 20 — .
e ] d—D

Se comprueba entonces que

F4(0,1,D,7T,O,D+[J,,/,LD,—D—,U,,“/J,):,LL,

lo que implica que la rama espuria no pertenece al conjunto solucién de F, =0,
salvo en el valor i = 0 que corresponde a Z, tal y como se afirma en (c). Es
obvio ademds que toda solucién z de (4.43) con 77 # 0 sigue siendo solucién
de (4.46).

La matriz jacobiana D,G(z)|, resulta ser

-r 0 DEFr 0 0 -DiEr HEr 00
—D - 0 -1 0 1 0 -1 0
o D DR D0 DR 0
—9 0 -1 0 i 0 0 -1 o
00 0 0 -1 1 o 1 o}
o0 0 0 -D 0 10 1
2D 2 0 0 0 0 0 0 0
| 0 2D 10 0 0 0 0 0

y tiene rango 8, al ser el determinante de la submatriz que resulta de eliminar
la quinta columna (correspondiente a 77) igual a

—2m (1+€™) #0.

La aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita para funciones analiticas
[CH82] sobre (4.46) se realiza de manera directa obteniendo el enunciado del
apartado (d).

Los desarrollos en serie anteriores han sido obtenidos a partir de las ecua-
ciones de cierre (4.46), con el programa de cdlculo simbélico Maple y utilizando
el método de los coeficientes indeterminados. ]
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Nétese, que al haber escogido T' como pardametro de bifurcacién, habria
interesado més obtener los desarrollos en serie en funcién de « 6 de 4, para
calcular T' = 2a+4 con mayor facilidad, pero esto no es posible al ser singulares
las matrices jacobianas

9G (z)

a(ﬁ) 5, TC,TL, xga mga I%a l‘%)

)
z

0G(z)
8(&, ﬁ) Tc,TL, :Ug, 33(3), x%’ l'%')

’
z

con lo que no se puede aplicar el Teorema de la Funcién Implicita respecto a
esas variables.

Reescribimos a continuacién el Lema 3.3 para dimensién n = 3, que permite
estudiar la estabilidad del ciclo limite que bifurca. Es preciso primero anali-
zar el comportamiento de la aplicacién de retorno en las proximidades de las
posibles 6rbitas periddicas simétricas de tres zonas. Bastard, por la simetria,
utilizar la semidrbita correspondiente que partiendo de x° € ¥; atraviesa ¥_;
en el punto x! y vuelve a dicha seccién en el punto x2 = —x% € ¥_;. Siguiendo
la notacién de la Seccién 3.3, denotamos con po, p1 € R?, las coordenadas de
x% y x! en las respectivas secciones, y con ¢, 7 las funciones que verifican
7c(Po)=pP1, TL(P1) = —Po; con un ligero abuso de notacién, usaremos 7¢ y
77, para denotar las funciones escalares que proporcionan el tiempo de vuelo
en cada regién. En los siguientes resultados utilizamos también la funcién que
da las coordenadas de la semiaplicacién de Poincaré m;(po) = (7 © 7¢) (Po)
asf como la funcién que proporciona las coordenadas de la aplicacién de Poin-

caré completa 7(pg) = (—m1) o (—71) (Po)-

Lema 4.21 Dada una drbita periddica T’ simétrica de tres zonas para el sis-
tema (4.36), que partiendo de x° € X, con coordenadas po € R? pasa por
x!' € ¥_, con coordenadas p1 € R? y es transversal a ambas secciones, la
siguiente matriz, donde Dm; denota la derivada de la semiaplicacion de Poin-
caré correspondiente,

-1 Vi1e(po) + V1(p1)D7e(po)
0 Dm1(po)
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es semejante a la matriz e*r7(P1)eAcTc(po)

Los ciclos limite simétricos del sistema (4.42) corresponden a soluciones de
las ecuaciones de cierre y gracias al Lema 4.21 podemos estudiar su estabilidad.
Reciprocamente, las soluciones de las ecuaciones de cierre corresponden a ciclos
limite simétricos y si los parametros del sistema estan cerca de los valores
correspondientes a la configuracién de centro descrita en el Lema 4.17 podemos
también usar el Lema 4.21, como se refleja en el siguiente resultado.

Proposicién 4.22 Asumamos que vy = D—Dm+d—t # 0 y sea z una solu-
cién de las ecuaciones de cierre (4.46) en un entorno de z definido en (4.44)
que corresponde a un valor 7, > 0 suficientemente pequeno. Las siguientes
afirmaciones son ciertas.

(a) El sistema (4.42) posee un ciclo limite simétrico respecto del origen que
wnterseca transversalmente a 1 y a X_q, y tiene tiempos de vuelo 7¢ en
la zona C' y 11, en la zona L.

(b) El valor correspondiente de T verifica

(' - D)y > 0.

(c) Los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita periddica

son
2 2 3
Pr=-—pe ™t Y7y + O(1y),
"
l,LII:27I‘D+2<t-‘D+‘D—§:—1> TL—\DTz+O(T2>,
donde V(D 41
t_
U= ( ) +2)+7171tanh(7rD/2).
(D?2+1)

Demostracion. Por construccidn, las ecuaciones de cierre han de ser satisfe-
chas por cualquier érbita periddica simétrica respecto al origen que utilice las
tres zonas.
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Dada una solucién de las ecuaciones de cierre, en las hipétesis del enun-
ciado veremos que el flujo de la zona central que parte de (1,z3,z3)7 lleva a
(—=1,z3,2})T, v el flujo de la zona L transforma el punto (—1,z3,z3)7 en el
simétrico respecto del origen de (1,29, z3)T, luego los puntos anteriores perte-
neceran a una solucién periddica del sistema.

Estudiemos la trayectoria del sistema (4.42) correspondiente a la solucién
(4.47) a (4.54) de las ecuaciones de cierre (4.46) vélida para 71, > 0 suficiente-
mente pequeno y comprobemos que representa una Orbita periddica transversal
a las fronteras. Por las hipétesis, podemos utilizar los desarrollos del apartado
(d) del Lema 4.20.

En primer lugar, determinamos 7'(7;) utilizando que T = 2a + 4§, 71 =
D — Dm+d —t y los desarrollos (4.47) de a y (4.49) de 4, obteniendo

T=D+ g—;TE + 60512+ 0 (11), (4.55)
con

05 = (5M — 5m) D3 + (4Mtm — 15M?t + 11Md) D>+
+ (—15M* + 21M3m — 10M32dt — 6M*m? + M*t*m + 9M>t*) D—
—12M*mit + M*3 + 6 M3dm — M3dt? — 9M*d + 15M°t.

Tomamos como origen de tiempo de la zona C el punto (1,z3,z3)7 € ;.
La trayectoria del sistema (4.42) que pasa por dicho punto, verifica

E1](1,09,08) = T21(0) — 22(0) = T — 5.

Utilizando los desarrollos de T (4.55) y de z§ (4.51) obtenemos que para 77, > 0
y suficientemente pequefio
1  t-D,

$1lnagag = —57L ~ 5 7Lt O (rZ) <0,

con lo que se comprueba que dicha trayectoria entra en la zona C' y lo hace de
forma transversal a ;.

Por otra parte, como 7¢ = ® — 71, + O(7%), deducimos que para 7, > 0,
suficientemente pequefio, 7¢ < m y no es dificil probar que la érbita que va de
(1,29,23)T a (—1,zi,23)T se mantiene en todo momento en la regién C.
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Procedemos con un razonamiento andlogo para la trayectoria que parte de
(=1,z},z})T € £_; de manera que

211010y = t01(0) = 22(0) = T+t = —25 — T,
y utilizando los desarrollos de T (4.55) y de z} (4.52), obtenemos para 77, > 0

y suficientemente pequeno,

. 1 t—D
mll(—l’mé’zé) = __Q—TL + 12

7+ 0(13) <0,

comprobando que la trayectoria entra en la zona L, y no resulta dificil pro-
bar que la érbita que va de (—1,z3,z3)T a (1,22, 22)T se mantiene en todo
momento en la zona L.

Debido a la simetria del problema la repeticién del razonamiento para la
trayectoria que parte de (—1,—29, —z3)7 € ¥_; y de (1,—z}, —z3)T € &,
asegura que ésta entra en las zonas C' y R, respectivamente.

Concluimos que las trayectorias forman una érbita peridédica del sistema
(4.42), que se corresponde con la solucién de las ecuaciones de cierre (4.46)
dada por los desarrollos (4.47) a (4.54). Ademés, la unicidad de la solucién
obtenida por el Teorema de la Funcién Implicita en el Lema 4.20 asegura que
dicha drbita periédica simétrica y de tres zonas es unica en un entorno del
punto solucién z, de donde se deduce que es una 6rbita periédica aislada, es
decir, un ciclo limite. As{ hemos demostrado lo indicado en (a).

A partir de (4.55) y dado que 71, es positivo, es obvio que T — D tiene el
mismo signo que v; quedando probado el apartado (b) del enunciado.

Debido a la semejanza establecida en el Lema 4.21, sabemos que el pro-
ducto eAt™eAcT  para el valor de z solucién de (4.46) correspondiente a una
6rbita periddica, tiene un autovalor igual a —1. Los otros dos autovalores que
corresponden a los autovalores de Dy (po), los denotaremos por A\; y Ar;. Si
multiplicamos los tres autovalores, se tendra claramente

—ArArr = det (eA”L) det (eACTC) )
Usando que det(e4™) = e” traza(4) - deducimos que

. )\I)\II — eTLt+TCT'
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A continuacién, analizamos uno de los autovalores distintos de —1 de
eALLeAcTc empleando técnicas de perturbacién en un entorno de z, mientras
que el otro se deducird de la igualdad anterior. Nos moveremos sobre la rama
solucién de (4.46) correspondiente a la drbita periddica, utilizando el Lema
4.20 y las parametrizaciones de «, 8, 6, 7¢, 3, 3, z3, y z3 en funcién de 7o
que alli se dan. Si hacemos

Ey = eAc(O)Tc(O)’

€ = e”D,

y tenemos en cuenta la dependencia respecto de 71, podemos desarrollar el
producto de exponenciales

eALTL gAc(TL)Tc(TL)
en serie de MacLaurin respecto de 7y,
2
(I—{—ALTL—E-A%—?‘L’-!—...) X

2
+ L _d_eAc(TL)Tc(TL)
21 dv'%

.. )
71,=0

2
(I‘{“ALTL‘{"A%%"‘...) XEo{I+TL [A/CTC+ACT,C]TL=0+

+}
7,=0

Sustituyendo 7, = 0 en los desarrollos (4.47)-(4.54) obtenemos 7¢(0) = m,
75(0) = —1, 74(0) = 0, A(0) = A%(0) = 0 y la expresién anterior, usando
que Ey conmuta con Ac(0), se convierte en

> (EO + 77 _d_f__LeAc(TL)Tc(TL)

T1,=0

y sustituyendo queda

2

+% ( 'é’rc + 2A'CTé~ + Achv + [A’CTC + AcTév]2>

2 2
(I + ApTp + A%ZQL'- +.. ) X <E0 —1,Ac(0)Ep + %A?;(O)EO +.. )

2
N
= Bo+ 71 [AL = Ac(0)] Eo + = [4] —24rAc(0) + A0 Eo+ ...
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El producto de exponenciales es pues de la forma

eALTL gAc(TL)Te(TL) — Ho+ 1 H, + TIZJH2 4.

donde
1 €0D2——1 —(60+1)D ep+1
Hy=Ey= ——— 0 —(D%*+1) 0 ,
D?2+1 9 9
(eo+1)D* —(eo+1)D e ~D
1 t—D
Hl:DQ——{—l :in_—g [egDQ——l —(eo+1)D eo+1],

t—D*+1-m t-D 0
Hy=-| mt—d+2D(1-m) m-1 0 | Ep.
(d— DY +d(t—d) d-D 0

D

La matriz Hy tiene autovalores —1 doble y \g = €™ = ¢, este dltimo con auto-

vector asociado vg = (1,0, 1)T. Denotaremos con \;; al autovalor de Dy (po)
que para 77, = 0 coincide con Ay y que tiene el desarrollo

)\U=)\0+TL)\1+T1%/\2+...

Como hay garantias de que Ag es un autovalor simple de Hy, podemos
utilizar teorfa de perturbacion, ver Seccién 2.8 de [Wi65], para afirmar que se
verifica

(Ho+ 7o Hi+7iHo +...) (vo + 1v1 + THva +...) =

= A1 (vo + o1 + THva + . 3, (4.56)

para ciertos vectores vy, va, ...
Igualando potencias de orden 1 en 7y, en (4.56), obtenemos

Hl’Uo + H0’1)1 = )\0’01 + )\11)0, (457)
y si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por

wl = (D% —D, 1),
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autovector izquierdo de Hy correspondiente a Ag, se tendra
T T T T
wy Hyvo + wy Hovy = Aowy v1 + Ajwy vo.

A partir de esta ecuacién y teniendo en cuenta que wl Hy = Aow] determina-
mos
wg Hivg
T

y sustituyendo los valores de Ao, vy ¥ wg, obtenemos

)\1:<t—‘D+ e >€0'

D?+1
Igualando potencias de orden 2 en 7 en (4.56), obtenemos

HQ’UQ + Hl’Ul + H()’UQ = )\Q’Ug + )\1’1)1 -+ )\Q’Uo, (458)

si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por w{, se tendrd

T T T T T T
Wy HQ’UO + Wy Hlvl + Wy HOU2 = )\o’wo Vo + )\1’[1)0 v1 + AQ'UJO Vo-

Usando ahora la igualdad wl Hy = Aowd , podemos reducir la expresién anterior
a
ngQUO + wgﬂlvl = Alwgvl + Azwgvo. (459)

Para poder despejar A, es necesario calcular previamente v, de la ecuacion
(4.57), que es equivalente al sistema compatible indeterminado

(HO - )\0.[) vV = — (Hl - All) Vo,

con solucion
d—t
€o

= - —-11,
(%] fvo (60+1) mO

para cualquier valor real del pardmetro &.

La dependencia del pardmetro & desaparece al sustituir en la ecuacién
(4.59), quedando Ay determinado de forma tnica mediante

_ U)g (HQ’UO -+ (Hl - /\1]) Ul) _

A2 = =
wgvo
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_=D)D*+1)+v ., 2 Ve D? —oDmle
= D et ] [(t— D) [(D*+1) eg + D* — 1] +2d — 2Dm] eq

Una vez calculados los autovalores de la derivada de la semiaplicacién de
Poincaré Dmy(pyg), los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la
érbita periddica, g, pry han de verificar

et = \2, et = )2 (4.60)
y ademads, se tiene que

Il = \2)2 = 2T +2TTe,
de donde obtenemos la relacién
pr + prr = 2ty + 2T 7¢. (4.61)
A partir de (4.60), para el autovalor simple A;; ya calculado se cumplird

prr = 2log Ao+ M7 + Ao7f + O(73)] =
C=2rD+2log [1+e P NrL + e PNt + O(77)] =
= 21D + 2P M\7L + [200eT™ = Me PP 77 4+ O(7}),

y sustituyendo A; y Ag, se obtiene la expresién del enunciado para piy;.
Utilizando ahora la ecuacién (4.61), junto con los desarrollos de 7 y de T,
determinamos u; y se completa la demostracion. n
A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, donde se
supone que todos los pardmetros son fijos salvo la traza 1" de la zona central
que actia como parametro de bifurcacion.

Teorema 4.23 Consideremos el sistema (4.36) con M > 0 y v = DM —
Dm +dM —tM? # 0, y sea Ty = D/M. Para T =Ty el sistema experimenta
una bifurcacion foco-centro-ciclo limite, es decir, a partir de la estructura de
centro lineal restringida a la zona central que existe para T' = Ty, aparece un
ciclo limite simétrico respecto del origen y transversal a las fronteras ¥ y 21,
para (T — Ty) v > 0 y suficitentemente pequeno
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La amplitud a (medida como el mdzimo en |zi|), el periodo P de la os-
cilacidn periddica y los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos son
funciones analiticas en 0, en la variable (T — T0)1/3, y sus desarrollos son

6m)2/3 M43 674)1/34
ot (;T (T~ To)*° + 5(%61\7)1/37—?% (T - Ty)" + O (T - To)*,
2 w(M—-m)VvM 62/375/3 \f5/6
F= vM * vy ) (T—TO) - 10,78/3 (11_110)5/3 +O(T—T0)2,
487)Y/3 pT/6+2/3
ur =~ 332+M37 (T —To)"/* + O (T - To)*?,
orD | (48m)'3 (Mt—D = M%*4*? 1/3 2/3
wrr = M3/2 + M5/6 ,71/3 D2 1 M3 (T-Ty)""+0(T - To)??,
donde

as = —120tM° + (120D + 2¢* + 21mt + 72d) M*+
+ [~ (93m +27t%) D + (27m — 2¢%) d] M® + (2t*m + 25dt — 2Tm*) DM?
+ [25D° + 23 (mt — d) D*] M — 25mD?,

Ps = tM* + (2 — 2mt — D) M® + [(—t* + 2m) D — 2dt* + m®t] M?
+ [(2dt — m?) D + d*t] M — d°D.

En particular, el ciclo limite es orbitalmente asintdticamente estable cuando
v>0yD<O.

Demostracién. La existencia del centro lineal en la zona C para T' = Tj
estd asegurada a partir del Lema 4.17, y entonces a =0, 8 = VM, § =T,

Aplicando el cambio del Lema 4.19 trabajaremos en lo que sigue con el
sistema (4.42), con lo que la condicién v = DM — Dm + dM — tM? # 0 se
convierte en v = D — Dm +d — t # 0, y ahora se tendrd que para el valor
critico T =Ty resultaa =0, =1, =D.

Considerando la érbita més externa del centro que existe en la zona C
para T = Tp, obtenemos que las correspondientes ecuaciones de cierre (4.46)
admiten la solucién Z dada en (4.44) y estamos en condiciones de aplicar
el Lema 4.20 y la Proposicién 4.22. Deshaciendo el cambio del Lema 4.19 se
concluye lo afirmado en el primer pérrafo del enunciado.
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Para obtener una expresién de 7, en funcién de T, para las soluciones de
las ecuaciones de cierre, podemos aplicar ahora el Lema 4.10 a la ecuacion
(4.55), haciendon =3, n =T — Ty y £ = 71, y asegurar la existencia de una
funcién y analitica en el origen para la variable (T' — Tp)"® con x(0) # 0, tal
que 7, = (T — T0)1/3X ((T - To)l/?’), y que posee el siguiente desarrollo en
serie de Taylor

(6m)3 (T —Tp)'* =®

ne e T WO T, @6
1

con

® =5(-m+ 1) D* + (11d + 4mt — 15t) D* 4+ (—10dt — 6m?®) D+
+ (mt? + 21m + 9t* — 15) D + 6dm — dt* — 9d — 12mt + t° + 15¢.

Debido a la simetria, el periodo de la drbita es igual a P = 2(7¢ + 71).
Usando entonces (4.50), sustituyendo (4.62) y deshaciendo el cambio del Lema
4.19 obtenemos el desarrollo en serie del periodo que figura en el enunciado.

Sea 7 el tiempo en que se alcanza el méximo valor de |z;| de la érbita
periddica en la zona R. Se cumplird

d?l(T*) = tIL'l(T*) — 332(7'*) +T —t= 0,

y utilizando la férmula de variacién de las constantes (3.7) para x(7) en la
zona R con n = 3, podemos expresar la ecuacién anterior como G(7r,7*) = 0,
siendo

G(TL,T*)=[t -1 O] eALT —zi(ry) | +

" [ T(7) —t
—l-/ eAL(r=s) 1-m {ds|+T(mp)—t.
0 D—d

Esta ecuacién sélo depende de 7* y de 7, y verifica G(0,0) = 0. Desarro-
llando G(7, 7*) en serie de Taylor alrededor de (7, 7*) = (0,0), obtenemos
D-t, t-D D—t

PR AN

1
G(rp, ") = §TL — 4 7% 4+ O(1p, )%
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Por tanto, al ser G.+(0,0) = —1 # 0, la ecuacién G(71,7*) = 0 define
implicitamente en un entorno del punto (0,0), una funcién (), tal que
G(7r,%(11)) = 0. Dicha funcién 7* = ¥(71) posee el siguiente desarrollo en
serie

.1 t-D

T =gty

Sustituyendo la serie anterior junto con (4.52), (4.54) y (4.55) en la siguiente
expresion de la amplitud a

'rg + O(T}f).

1
a=z(1") = { 100 ] AT | —xl(r) | +
~z3(71)
- T(rp)—t
—I-/ eAL(r™=s) 1-—m ds |,
0

obtenemos

a=1+ lrf + -—l—(13D2 — 11Dt + 15m — 2t*)77 + O(73).
8 1152
Utilizando ahora la serie (4.62) y deshaciendo el cambio del Lema 4.19 obte-
nemos el resultado del enunciado.

Sustituyendo el valor (4.62) de 7, en las expresiones de los logaritmos de
los multiplicadores caracteristicos de la érbita periédica que proporciona la
Proposicion 4.22, deshaciendo el cambio del Lema 4.19 y operando, obtenemos
para py y pyr los valores que figuran en el enunciado.

A partir de esos valores es inmediato observar que si D < 0 se tendrd prr <
0 para MT — D suficientemente pequefio. Por otro lado, es facil comprobar que
w1 tiene signo opuesto a v%/3 (MT — D)l/s, es decir a MT — D, lo que implica
que cuando existe el ciclo limite, es decir para v (MT — D) > 0, entonces y;
tiene signo contrario a 7, y por tanto si v > 0 se tiene u; < 0. La estabilidad
orbital asintética del ciclo limite la obtenemos pues cuando D < 0y v > 0,
lo que hace que los multiplicadores sean menores que la unidad para MT — D
suficientemente pequeno. [
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A la vista del Teorema 4.23 podemos afirmar que el signo de «y caracteriza
criticalidad de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite. La anulacién de 7 es
una situacién no contemplada en el Teorema 4.23 que parece conducir a una
degeneracién de la bifurcacién. Estudiaremos dicha condicién en la siguiente
Seccién, pero antes examinaremos dos situaciones especificas con v # 0, que
se deducen facilmente del Teorema 4.23.

Corolario 4.24 Para el sistema (4.36) con M > 0, To, = D/M y T — Ty
suficientemente pequenio, las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(a) Si M —m =0 yd—mt+#0, el ciclo limite bifurcante predicho por el
Teorema 4.23 existe para

(d — mt)(D — MT) < 0.

Esto hace que la bifurcacion sea supercritica si d —mt > 0 y subcritica
st d — mt < 0. La situacion se ilustra en las Figuras 4.14 y 4.15.

() Sid—mt=0y M—m#0, el ciclo limite bifurcante existe para
(M = m)(D — Mt)(D — MT) < 0.

Esto hace que la bifurcacion sea supercritica si (M —m) (D — Mt) > 0
y subcritica si (M — m) (D — Mt) < 0.

Demostracién. Utilizando el desarrollo (4.55) de T y la igualdad
7=DM—Dm+dM—tM2=(D—Mt)(M—m)+M(d—mt),
la tesis es evidente. n
4.2.1. Degeneracién de la bifurcacién foco-centro-ciclo
limite

En esta seccién abordamos la posibilidad de la anulacién de . Comenzamos
con una proposicién de caracter auxiliar.
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D=MT

Figura 4.14: Ntimero de érbitas periddicas del sistema (4.36) en el plano (T, D)
cuando M = m > 0 para el caso d — mt < 0. La bifurcacién es siempre
subcritica respecto al parametro 7'

Proposicién 4.25 Sibs # 0 y consideramos la funcion h(z) = by+bsz3+bsz®,
la ecuacién

h(z) =0, (4.63)

tiene, en cuanto sus soluciones reales y positivas, el siguiente comportamiento
en funcion de los valores de los pardmetros by y bs.

(a) Paraby = 0, la ecuacion posee siempre la solucion nula, no tiene solucio-
nes positivas si bsbs > 0, y posee la solucion z = /—bs/bs > 0, cuando
b3bs < 0.

(b) Sibz =0, la ecuacidn no tiene soluciones positivas para bobs > 0, y tiene
una solucién positiva para bobs < 0, que tiende a 0 cuando by — 0.

(c) Sibobs > 0 y bobs > 0, no existen soluciones positivas.

(d) Cuando bobs < 0, existe una tnica solucidn positiva.
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D=MT

Figura 4.15: Ntimero de 6rbitas periédicas del sistema (4.36) en el plano (7', D)
cuando M = m > 0 para el caso d — mt > 0. La bifurcacién es siempre
subcritica respecto al parametro T'.

(e) Para bobs > 0 y bobs < 0, podemos definir en el plano de pardmetros
(bo, b3), la expresion dada por

9 [ —3bs\ Y2
* b3) = - .
h*(bo, b3) = bo + 553 ( 5bs ) ; (4.64)

verificdndose lo siguiente.

(i) Siboh*(bo,b3) <0, la ecuacidn tiene dos soluciones positivas; cuan-
do by — 0 una de ellas tiende a 0, mientras que la otra tiende

a v/ —bs/bs. Ambas soluciones tienden al valor comin \/—3bs/5bs

2 _apg /2
—% —203
cuando by — —£b3 ( Sb ) )

(ii) Si h*(bo,b3) = 0, la ecuacion sdlo tiene la solucién positiva =
+/—3bs/5bs.

(iii) Si boh*(bo,b3) > 0, la ecuacion no tiene soluciones positivas.
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Demostraciéon. Las afirmaciones relativas al comportamiento limite de las
soluciones se deducen inmediatamente de la continuidad de las soluciones de
un polinomio respecto a sus coeficientes.

Los apartados (a) y (b) son inmediatos.

En el apartado (c), si bobs > 0y bgbz > 0, se comprueba que todos los coe-
ficientes tienen el mismo signo y obviamente no pueden existir raices positivas.

En cuanto al apartado (d), al haber sélo una variacién en el signo de los
coeficientes de h(z), por la regla de los signos de Descartes se tiene que existe
una unica solucién positiva.

En el apartado (e), es inmediato comprobar que b3bs < 0 y la funcién h(z)
tiene un extremo relativo para z* = \/—3b3/5bs > 0, donde toma el valor

2 (=36\*?* .,
h(z") = by + .51;3 ( 5b53) = h*(bo, bs).

Al ser h"(z*) = —6bgz*, el extremo es un minimo para b3 < 0, y un méximo
si by > 0. Ademds para b3 < 0, h(z) es mondtona decreciente en el intervalo
[0, z*) (creciente si b3 > 0) y monétona creciente (decreciente si b3 > 0) en el
intervalo (z*,+00) al tener h'(z) = x?(3b3 + 5bsz?) signo definido en dichos
intervalos.

Asumimos en lo que sigue que by > 0, siendo las demostraciones para
el caso by < 0 totalmente analogas. Con esta hipétesis, en el apartado (e)-
(i) tendremos h*(bg,b3) < 0, lo que implica que si b3 < 0, entonces h(z)
presenta un minimo absoluto en el intervalo [0, +00) para z = z*, tomando el
valor h(z*) = h*(bp,b3) < 0. Es inmediato deducir que hay exactamente dos
soluciones con z > 0 para la ecuacién (4.63).

En el caso (e)-(ii), la condicién h*(bg, b3) = 0 hace que el extremo que h(z)
alcanza para £ = z* sea a la vez un cero de h y la monotonia de h(z) en los
intervalos [0, 2*) y (z*, +00) hace que este cero sea tnico.

En el apartado (e)-(iii), al ser by > 0, bs > 0 y b3 < 0, tendremos que h(z)
presenta un minimo absoluto en el intervalo [0, +00) para z = z*, tomando el
valor h(z*) = h*(bg, b3) > 0, por ello h(x) no tiene ningin cero con z > 0. =

Las diferentes situaciones de los apartados (d) y (e) de la proposicién
anterior se ilustran en la Figura 4.16 para diversos valores de by.



114 Capitulo 4. La Bifurcacién foco-centro-ciclo limite

N N/

Figura 4.16: Gréfica de la funcién h(z) con b3 < 0 y bs > 0 para distintos
valores de by, que se corresponde con la ordenada en el origen.

En la Figura 4.17 se ha representado para el caso bs > 0 el ntimero de
soluciones positivas de (4.63) en las distintas regiones del plano de pardmetros
(bo, bg) .

Las diferentes situaciones de los apartados (c) y (e) de la proposicién
anterior se ilustran en la Figura (4.16).

Para el andlisis de la degeneracién de la bifurcacién, partimos del desarrollo
(4.55) de T completédndolo hasta orden 6 y deshaciendo el cambio del Lema
4.19; es decir, de la expresion:

T = —]\% + ag(D)7* 4 as5(D)7° + ag(D)7° + O (77) , (4.65)
donde los coeficientes de orden 3 y 5 resultan ser
A
3 2
a5(D) = 5(M —m)D® + :())Etilr;\i—l;lgzt — 16Mt)M D N

N (OMt? — 15M?% + 21Mm + t*m — 6m? — 10dt)M*D
3607 M5/2
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b;

Figura 4.17: Curva h*(bg, b3) = 0 y niimero de soluciones positivas de h(z) = 0
para bs > 0.

N (15t M? — 9dM + 6dm + Mt — 12Mmt — dt*) M3
360m M5/2 ’

con

v = DM — Dm +dM — tM>.

Por sencillez en la notacién hemos usado 7 en lugar de 77, y se ha omitido el
coeficiente ag(D). La expresién (4.65) resume toda la informacién local de la
bifurcacién en términos de los pardmetros originales del problema.

En lo que sigue estudiamos el caso en que ag puede anularse, pero no
asi as. Por tanto, supondremos ahora que trabajamos con un valor constante
del pardmetro M, y moviéndonos en el plano de pardmetros (T, D) sobre la
linea D = MT buscamos un valor critico del pardmetro D donde az = 0y
as # 0.

A la vista de la demostracién del Corolario 4.24, asumimos en lo que sigue
M —m # 0, y denotamos con D* el valor para el cual v vale cero y por tanto
az(D) se anula, y con T* el correspondiente valor de T sobre la linea D = MT,
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es decir,
Mt—d Mt —d
D'=M = .
M-m’ T M—-m

Esto nos permite definir unos nuevos parédmetros locales D y T en torno al

(4.66)

punto (7™, D*) como
D=D-D*, T=T-T" (4.67)

de manera que la ecuacién (4.65) se convierte en

- D - - -
T = Tt d3(D)7> + as(D)7° + as(D)r + O (77), (4.68)
donde
C~L3(D) = a31D,
&5(D) = aso + as1 D + a5 D? + as3D?,

&6(D) = ago + O(D),

y los coeficientes indicados son:

1 M—m
asy = 6_7r—M1/2 )
(d—mt) (T2 + M) M/
as0 = 607 )
1 3(5M —2m)(M —m)? + 6(d — Mt)> + (d — mt)?
51 = 3607 (M — m)M'/? !
1 d—mt
%2 = 50 M
1 M—m

5= Ton M
(d —mt) (T** + M) M'/?
144m

ago = — T* tanh (7T /2M'/?) .

Necesitamos a partir de este momento, introducir la hipétesis adicional de
que asg # 0 (de no ser asi, la degeneracién seria de orden mayor) lo que equivale
a imponer d — mt # 0.
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Noétese que
Y

M—-m’
con lo que el signo de D y de + coinciden o son opuestos segiin el signo de
M —m.
A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién donde
utilizamos la Proposicién 4.25 para obtener informacién (que necesariamente
serd local) respecto al nimero de érbitas periddicas relacionadas con la bifur-

D=

cacién que estamos estudiando en torno a su punto de degeneracién.

Teorema 4.26 Consideremos el sistema (4.36) con M > 0, M —m # 0 y
d —mt # 0. Sean (T, D) los pardmetros definidos en (4.67) en un entorno
del origen, que indican las coordenadas respecto al punto critico (T, D*) en el
plano (T, D). Entonces, el nimero de soluciones de la ecuacion (4.68) con T
positivo y suficientemente pequeno es el siguiente.

(a) Si(d—mt)(D— MT) <0, la ecuacidn (4.68) tiene una tnica solucidn
positiva, correspondiente a una drbita periddica de la ecuacion (4.36),

(b) Cuando (d — mt)(D — MT) > 0 y D(M — m)(d — mt) > 0, no hay
soluciones positivas,

(¢) Cuando (d — mt)(D — MT) > 0 y D(M — m)(d — mt) < 0, eziste una
curva de expresion local

. D 26 (M-m)D M —m =\*?
TSN_—M+ 5m M?(T*2 + M)3/? <_d—mtD> N
3
- T 8
_ 3 (M TZ) 5 tanh (WT*/2M1/2) D3+
27 M5/2 (d — mt)* (T*2 + M)
L0 ( Dm) , (4.69)

de manera que se verifica lo siguiente,

(i) Si T esté comprendido entre Tsy y D/M, la ecuacion (4.68) tiene
dos soluciones positivas, correspondientes a sendas orbitas periodi-
cas de (4.36),
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(ii) Cuando T = Tsn, la ecuacion (4.68) tiene una nica solucidn po-
sitiva, correspondiente a una drbita periddica de (4.36),

(i43) Si T - sgn [(M - m)f)] > Ty - sgn [(M — m)D] no existen solu-
ciones positivas.

Demostracién. La idea general de la prueba serd partir de la ecuacién (4.68)
y hacer algunas manipulaciones sobre ella para poder aplicar la Proposicion
4.25. Para dicho fin, comenzamos definiendo los parametros

—T, wvy=D, (4.70)

v =

SISt

con lo que la ecuacién (4.68) toma la forma
vy + a3(va)T + @5(ve) 7> + dg(v2)7® + O (77) = 0. (4.71)

Limitamos el estudio de esta ecuacién a un entorno del punto (v, v, 7) =
(0,0,0) suficientemente pequefio. En dicho entorno, podemos admitir que el
nimero de soluciones con 7 > 0 de la ecuacién (4.71) truncada a orden 5 en
U1, Vg y T, es decir,

g9(7) = v1 + az1vaT’ + a7’ = 0, (4.72)

coincidird para asp # 0 con el nimero de soluciones de la ecuacién (4.65), que
se corresponde con el de las drbitas periédicas del sistema (4.36) en un entorno
de (T, D¥).

A partir de las definiciones de asg, az1, v1 y vz en (4.68) y (4.70), y teniendo
en cuenta que M > 0 se comprueba que sus signos son los siguientes

sgn (aso) = sgn (d — mt),
sgn (ag) = sgn (M —m),
sgn(vy) = sgn(D M’f’)
sgn (vs) = sgn(D). (4.73)

Si identificamos h(z) = g(7), by = v1, b3 = az1v2 y bs = aso, y aplicamos a
la ecuacién (4.72) la Proposicién 4.25, por el apartado (d) obtenemos que la
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ecuacién (4.72) tiene una unica solucién positiva si asv; < 0. Si tenemos en
cuenta las igualdades (4.73), esta condicién equivale a (d —mt)(D — MT) < 0,
de manera que bajo esta hipétesis y para puntos del plano (7', D) suficiente-
mente préximos al punto critico (T*, D*), la ecuacién (4.71) tiene también una
tnica solucién positiva, con lo que queda probado el apartado (a) del teorema.

Si asov; > 0y agjvivg > 0, del apartado (c) de la Proposicién 4.25 se sigue
que la ecuacién (4.72) no tiene soluciones positivas, y utilizando de nuevo (4.73)
se demuestra de forma andloga el apartado (b) del enunciado.

Si se cumple asov; > 0y azv1v2 < 0, el apartado (e) de la Proposicién 4.25
asegura la existencia de la curva h*(by, b3) = 0, que expresada en las variables
U1 ¥ Vg, y en un entorno del origen (vg,v7) = (0,0), toma la forma

v 2 a ——3(1317.)2 3/2
= —_—— U m—ee .
1 5 3102 50,50

Por tanto, teniendo en cuenta (4.73), deducimos para (d—mt)(D — MT)>0y
D(M —m)(d—mt) < 0 la existencia en el plano (T, D) de una curva, donde el
nimero de soluciones positivas de (4.72) es igual a 1 y que marca la transicién
de 2 soluciones a ninguna. Dicha curva viene dada por la expresién
. D .
T=—+1Tn,
i NL

con

7o _26_(M-mD ([ M-mg 3/
NET Tsn MA(T + M2\ d—mt !

La condicién boh*(bg, b3) < 0 se traduce en las variables T y D cerca del punto

critico como 5 ~
D D . =
— T} | —=- T, <0,

es decir, si T estd comprendido entre D/M y D/M + Ty, la ecuacién (4.72)
tiene dos soluciones positivas. La condicién boh*(bo, b3) > 0 depende del signo
de Ty, siendo equivalente a T > D/M + Twi si (M — m)D >07ya T <
D/M+Tyy si (M —m)D < 0. De nuevo, teniendo en cuenta que nos movemos
en un entorno suficientemente pequefio del punto critico, queda probado el

punto (¢)-(iii).



120 Capitulo 4. La Bifurcacion foco-centro-ciclo limite

Mediante el razonamiento anterior obtenemos la existencia de una curva
donde hay una bifurcacién pliegue de soluciones positivas, asi como una apro-
ximacién local a la misma hasta orden D%2. Para aumentar el grado de la
aproximacién utilizamos que sobre dicha curva no se verifican las hipétesis del
Teorema de la Funcién Implicita, y en particular la derivada de T respecto de T
se anula. Por tanto, derivamos (4.68) respecto de 7 e igualamos a 0, obteniendo

3&3(13)72 + 5&5(ﬁ)74 + 6&6([))7'5 + 0 (76) =0,

que, eliminando las soluciones de la forma 7 = 0, es equivalente a

G(D, T) = 30,31D —+ 5((1,50 + (151[) + a52D2 + (153D3)T2
+6 a0 + O(D)] 7 + 0 (+*) = 0. (474)

Al ser G5(0,0) = 3az = (M —m) /6xM'? # 0 por hipétesis, la apli-
cacién del Teorema de la Funcién Implicita nos asegura la existencia de una
funcién ¥ (1), tal que G(¥(7),7) = 0. Suponiendo un desarrollo con coeficien-
tes indeterminados para la funcién ¢(7) e igualando términos del mismo orden

llegamos a
~ 5 2
D=—220p2_ 0054 0 (r4).
3az asi

Siempre bajo la condicién D(M —m)(d—mt) < 0, hip6tesis contemplada en
el apartado (c), se tiene asoas; > 0y es posible aplicar el Lema 4.10 con n = 2
a la ecuacién anterior. Haciendo n = D y £ = 7 podemos asegurar la existencia
de una funcién y analitica en 0 con x(0) # 0, tal que 7 = D2y (Dl/2> > 0,
cuyo desarrollo en serie de Taylor en la variable DY2 es

(3w ) s e (5°)
B 5(150 25&%0 ’

En funcién de los pardmetros originales resulta la expresién
6 M— N\ 1/2
T=|- ( m) D +
M(T*? + M) (d — mt)

N 3d— Mt 1 T /MY _ s L0 (D3/2>
2d—mt T*2+ M erT*/MY? 4 1 ’
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y sustituyéndola en (4.68) obtenemos finalmente

- > — ) om0\ 32
M 57 M2(T*2 + M)3/2 d— mt
S3__TMom e Lo (b7%)
2T M5/2 (d~mt)2 (T*2+M)2 eTrT*‘/Ml/2 +1 .

[
En las Figuras 4.18 a 4.21 se resume la informacién proporcionada por
el teorema (4.26). Cada figura corresponde con uno de los cuatro casos que
determinan los signos de M —m y d—m¢t. El nimero que figura en cada region
expresa el nimero de soluciones de la ecuacién (4.68), mientras que las flechas
indican el sentido del movimiento del pardmetro de bifurcacién que corresponde
a la aparicién del ciclo limite. En todos los casos existen 0, 1 6 2 soluciones,
siendo la curva Tgy = T la frontera entre las regiones con 0 y 2 soluciones,
y existiendo sobre ella una tdnica solucién. Al ser en el segundo término de la
expresién (4.69) el exponente de D igual a 5/2, la curva representada por la
ecuacién Tsy = T es tangente a la recta de pendiente M en el punto critico
(T, D*). Se observa como en dicha recta, y razonando respecto al pardmetro
T, el caracter de la bifurcacién cambia al superar dicho punto critico.
Situdndonos de nuevo en el contexto correspondiente a haber aplicado el
Lema 4.19, la siguiente proposicién es anéloga a la Proposicion 4.22 para el
caso 1 = 0, es decir, se estudia la bifurcacién para el caso en que D toma
el valor D*, que corresponde a la transicién siguiendo el eje horizontal en las
figuras anteriores. Sélo demostramos los apartados para los cuales la prueba
de la Proposicién 4.22 no es valida.

Proposicién 4.27 Asumamos que m # 1, d—mt # 0, y que D toma el valor
D* tal que vy = D — Dm+d—t =0, y sea z una solucion de las ecuaciones
de cierre (4.46) en un entorno de z definido en (4{.44), que corresponde a un
valor 1, > 0 suficientemente pequerio. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) El sistema (4.42) posee un ciclo limite con simetria respecto del origen
que 1nterseca transversalmente a £ y a X_q, y tiene tiempos de vuelo
Tc en la zona C' y 11, en la zona L.
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D=MT

—t

Figura 4.18: Numero de 6rbitas periddicas en un entorno del punto critico
(T*,D*) parael caso M —m >0, d—mt <0

(b) El ciclo limite existe cuando (d — mt)(T —T*) > 0.

(c) Los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita periddica

sSon

(d — mt)

3
1-— 2t — D*
/J,[I=27rD*+2(t_D*)TL+ ( m>(6 )Tg+O(Tg)7

Hr = — Tg + O(Tg)a

Demostracién. La demostracién del apartado (a) es igual que la del apartado
(a) de la Proposicién 4.22 y se omite.

En lo que respecta al apartado (b), a partir de la ecuacién (4.65), haciendo
v = 0, que es equivalente a D = D", se tiene

:_Qj__(D2+M3)(M~m)(D—Mt)

T M 60 M5/2

Tf—l—O (7'2).
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D=MT

Figura 4.19: Numero de drbitas periédicas en un entorno del punto critico
(T*,D*) paraelcaso M —m >0, d—mt >0

Teniendo en cuenta la igualdad
vy=(D—-Mt)(M—m)+ M (d—-mt)=0 (4.75)
que lleva a
(D— Mt)(M —m)=—-M(d—mt),
y la definicién de T™, obtenemos

M3¥2(d — met) (T2 + M)

MT — D* = o 2 +0(13). (4.76)

Haciendo ahora M = 1, es obvio que, para 7;, > 0 y suficientemente pequerio, el
signo de T'— D* debe coincidir con el de d — mt, obteniendo la correspondiente
conclusion del enunciado.

Respecto al apartado (c), no es dificil ver que si sustituimos y; = 0 en la
Proposicién 4.22, los términos significativos de p; son todos nulos. Por tanto,
nos vemos obligados a repetir la parte de la prueba de la Proposicién 4.22
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o

D=MT

=31

Figura 4.20: Nimero de 6rbitas periédicas en un entorno del punto critico
(T*,D*) paraelcaso M —m <0, d—mt >0

referente a los desarrollos de A; y Ay, los autovalores de D7y (pg), aumentando
el grado de los mismos hasta orden 3. Recordamos la notacién Ey = eA¢(07c(0)
y eg = €™ y recalculamos el desarrollo en serie de MacLaurin respecto de 7z,
del siguiente producto de exponenciales:

eALTL gAc(TL)Te(TL) —

i d
I+4 eZynly (5 4 Actriyro(r)
( +ALTL + L2,+ L3| o+ TL dTLe TL:0+
2 3
L _d_ Ac(mL)te (L) + L L _d_eAC(TL)Tc(TL) + ...
ol drZ® o 3l ar} o
3
(I +ArT + AL 2l + A} gl; > X {Eo + 7By [AgTo + AcTe],, o+

2
+ ~—;L Ep [ 6Te + 24076 + AcTé + (ApTe + AcTév)z] . +
TL=

+ U [(Aore + Act)’ + 3 (ApTo + Acth) (Afro + 24670 + Act)|_ +

71,=0
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D=MT

-

Figura 4.21: Nimero de drbitas peridédicas en un entorno del punto critico
(T*,D*) paraelcaso M —m <0, d—mt <0

3
L

+3!

By [Alfrc + 34t + 34t + Aot L+ -}

Sustituyendo 7, = 0 en los desarrollos (4.47)-(4.54) obtenemos 7¢(0) = ,
76(0) = —1, 76(0) = 0, 7¢(0) = (1 —m)/2, Ax(0) = A¢(0) = Ac(0) = 0,y
usando que Fy conmuta con Ac(0), la expresién anterior se convierte en

2 TF 373
I+ALTL+AL§+AL—3—'+) X

X (Eo — 1, EoAc(0) + %IZ’EOA%(O) + TgiEo [(1 ;m) Ac(0) — A%(o)] +.. >

2
= FEy+ 11, [AL — Ac(O)] By + % [A% - 2ALAO(0) + A%(O)] Ey+

(1—m)
2

3
+ %—‘ <A£1)’; — 342 Ac(0) + 3ALAZ(0) — AL(0) + AC(O)> Ey+...

El producto de exponenciales queda finalmente

GALTLGAC(TL)TC(TL) = Ho + TLH1 + TEHQ + Tgﬂg + ...
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donde
) eoD2—1 —(eo+1)D e +1
- B (D2
Hy 0 DF 1 0 , (D +1) 0 , )
(eo+1)D* —(eg+1)D e —D

) t—D
Hi= 55 Zl_-]; [eD?-1 —(eo+1)D e +1 ],

(t—DY’+1-m t—-D 0
Hy=-| mt—d+2D{(1—-m) m-1 0 | Ey,
(d—D)?*+d(t—d) d-D 0

h11 2D(t - D) +3(1—m) 2(=D +t) 5
Hs = | ha 2(m — 1)(2t — 5D) 3(m —1) _130’
hs1 D?(8 — 6m) + D(4mt — 10¢t) —4D +2Dm + 2t

hyy = 2(t — D)% + 2¢(1 — 2m) + D(7Tm — 5),
ho1 = (m — 1)(12D? — 8Dt — 2m + 2t* — 3),
hsy = D*(6m — 8) + D?(—6mt + 12t) + D(—2m? 4 2mt? + m — 8% + 3) + 2t(—m + t°),

La matriz Hp tiene autovalores —1 doble y Ay = €™ = ¢, este tltimo

con autovector asociado vy = (1,0,1)7. Asumiremos que A;; es el autovalor de
Dmi(po) que para 71, = 0 coincide con Ag y que tiene el desarrollo

)\11 = /\0+TL)\1 +T£A2+TEA3+...

Como hay garantias de que Ay es un autovalor simple de Hj, podemos
utilizar teoria de perturbacidn, ver Seccién 2.8 de [Wi65], para afirmar que se
verifica

(Ho + 10 H1 + TEHy + T3 H3 + .. ) (vo + TLv1 + TRy 4+ TRus + .. ) =

= A1 (vo + TU1 + vaz + T}fvg + .. ) . (4.77)
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Igualando potencias de orden 1 en 77, en (4.77), obtenemos
H1U0 + HQ’Ul = )\o’Ul + )\11}0, (478)

si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por wl = (D?,—D, 1),
autovector izquierdo de Hy correspondiente a Ao, se tendra

T T T T
wy Hivo + wy Hovr = Aowy v1 + Aqwy vo.

A partir de esta ecuacién y teniendo en cuenta que wl Hy = Aowl determina-
0 £40 0

mos
wd Hivg
)‘1 = T )

y sustituyendo los valores de Ag, vy ¥ wp, obtenemos
A1 = (t — D) ep.
Igualando potencias de orden 2 en 7, en (4.77), obtenemos
Hyvg + Hivy + Hove = Aua + At + Aoy, (4.79)
si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por wl, se tendrd

wl Hyvg + wi Hivy + wi Hovg = Aowg vy + Mwi vy + Agwg v (4.80)

Para poder despejar A, es necesario calcular previamente v; de la ecuacion
(4.78), que es equivalente al sistema compatible indeterminado

(H() - )\0[) V1 = — (H1 - /\1]) Vo,

con solucion

eo(1 —m) b
v = &1 + m)— =11,
0

para cualquier valor real del parametro &;.
La dependencia del pardmetro & desaparece al sustituir en la ecuacion

(4.80), quedando A, determinado de forma tnica

_ ’LUg (Hg’Uo -+ (H1 —_ )\1[) 'Ul) .

wd vy

A2
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Gt 2)

2
Igualando potencias de orden 3 en 7, en (4.77), obtenemos
Hg’l)() + H2U1 + Hl’Uz + H()’U3 = }\0?)3 + )\1’U2 + )\2’01 + )\3’[10,

si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por w?, se tendrd

ngng +ng2v1 +nglvz +w(:)rH01)3 = /\owgvg + )\lwgvg + /\QwOTvl + Agwgvo.

(4.81)
Para poder despejar A3 es necesario calcular previamente v, de la ecuacién
(4.79), que es equivalente al sistema compatible indeterminado

(HO —)\0[)’02 = —(H1 —)\11)'1)1 —_ (HQ—AQI)’U(),

con solucién

D (eg—1)(tD — 1)+ 2(D? - 1)
(m — 1)eg
vp=&up+& | -1 | +—3 eo(t+D)+3D ~t ,
0 2(€0+1) 0

para cualesquiera valores reales de los pardmetros &; y &3.
La dependencia de los pardmetros &; y & desaparece al sustituir en la
ecuacién (4.81), quedando A3 determinado de forma tnica

Ao = wg (H3’U0 -+ (Hz — /\2[) V1 -+ (Hl — /\1]) '1)2) _
s wd vy

_2(t— D)+ (1 —m)(2t — D)
- 12 €0

A partir de (4.60), para el autovalor simple A;; ya calculado se cumplird

prr = 2log (Ao + Mirp + Aoth + Aa7d + O(11)) =
= 27D +2log (1 +e ™A1 + ™A1 + e " PhsT) + O(11)) =
= 21D + 2 "P 7L + (2X0e7™ — NePP) 1+
+ (20367 = 22X Age PP + (2/3) AJe 7P 11 + O(71),
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sustituyendo A; y Az, se obtiene la expresién del enunciado para pyy.
Utilizando ahora la ecuacién (4.61), junto con los desarrollos de 7¢ y de T,
y teniendo en cuenta la igualdad

1=(D—=t)(1=m)+(d—mt)=0,

que lleva a
(D-1t)(1=m) =~ (d—mi),

determinamos p; completando finalmente el enunciado de la Proposicién. =
El siguiente teorema completa el Teorema 4.23 para el caso v = 0. Su
demostracién es similar y se demuestran sélo las diferencias con aquél.

Teorema 4.28 Consideremos el sistema (4.36) con M > 0, M —m # 0,
d—mt#0, ysean T* = (Mt—d)/ (M —m), y D=D*= MT", de manera
que v = 0. Para T = T* el sistema experimenta una bifurcacion foco-centro-
ciclo limite, es decir, a partir de la estructura de centro lineal restringida a la
zona central que existe para T = T*, aparece un ciclo limite simétrico respecto
del origen y transversal a las fronteras ¥y y a X_y1, para (d—mt)(T —T*) >0
y suficientemente pequeno.

La amplitud a (medida como el mdzimo en |x1|), el periodo P de la os-
cilacién periddica y los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la
orbita periddica son funciones analiticas en 0 en la variable (T — T*)l/5 Y Sus
desarrollos son

(6071')2/5 M4/5 (
8 (d—mt)2/5 (T2 + M)*/5
( 1257 >1/ 5 M7/0T* tanh (xT* /2M/?)

a=1

(T _ T*)3/5 +0 (T _ T*)4/5 7

147456 (d — mt)3/5 (T*2 + M)3/5
3/5 _

pP= 2 (607T) (M m) (T _ T*)3/5 +

v M 6 M3/10(d _ mt)3/5 (T*2 + M)3/5

4\'® (M — m)T* tanh (nT*/2M /2
<6257T ) ( m) an (ﬂ- / ) (T . T*)4/5 + 0 (T _ T*) ’
384 M/10(d — mt)4/5 (T*2 + M)4/5
— (60m)>/° (d — mt)*/® \3/5 \4/5

ur = 3 M3/10(T*2+M)3/5(T_T) +0(T-T%)*",
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_2xD* | 2(60m)"° (d — mt)*/®
Y=V I VS VIT) (M —m)

(T —THY5 +0(T - T*)*°.

Demostracion. La existencia del ciclo limite es consecuencia inmediata de la
Proposicién 4.27, tras deshacer el cambio del Lema 4.19.
Para obtener 7 en funcién de T', reescribimos la ecuacién (4.76) en la forma

MY (d—mt) (T**+ M)
N 607

y le aplicamos el Lema 4.10. Haciendon =5, n =T — T* y £ = 71, podemos
asegurar la existencia de una funcién x analitica en 0 con x(0) # O siempre

que d — mt # 0, tal que 7o = (T — T*)1/5X [(T — T*)l/s}, cuyo desarrollo en

T-T 2+ 0(17),

serie de Taylor en la variable (T" — T*)l/ 5 s
60m (T —=T") 1o \2/5
o M“mﬂaw+JﬂAﬂﬂ} +ORT—T) ] (4.82)

Debido a la simetria, el perfodo de la érbita es igual a P = 2(7¢ + 71).
Deshaciendo el cambio del Lema 4.19 en (4.50) y utilizando (4.82), obtenemos
la serie para el periodo que figura en el enunciado.

Para el calculo de la amplitud de la érbita periédica es valido el razona-
miento efectuado en la demostracién del Teorema 4.23 que conduce hasta

1
a=1+ é-Tf + O(Tfj),

donde deshaciendo el cambio del Lema 4.19 y utilizando ahora la serie (4.62)
obtenemos los dos primeros términos de la serie del enunciado. El tercer térmi-
no se ha calculado empleando mas términos de las series implicadas y usando
calculo simbdlico.

Si en la expresién de los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos
de la érbita periédica proporcionada por la Proposiciéon 4.27 sustituimos el
desarrollo de 7, (4.82) y utilizamos la igualdad (4.75), tras operar obtenemos
los valores que figuran en el enunciado. |

Haciendo un balance de los resultados obtenidos hasta el momento para
la bifurcacién objeto de este Capitulo, el resumen de los diversos casos puede
esquematizarse en la tabla 4.2.
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M-m#0|d—mt#0 v#0 Teorema 4.23
v = Teorema 4.28
d—mt=0|D—-Mt#0 Corolario 4.24 (b)

D — Mt =0 | Autovalor real compartido
en el punto critico,

rg(C) =2
M-m=0|d-mt#0 Corolario 4.24 (a)
d—mt=0 Pareja autovalores complejos
compartida en el punto critico,
rg(C) =1

Tabla 4.2: Caso S3CPL; observable: tabla resumen de la bifurcacién foco-

centro-ciclo limite con M > 0.

Como se ve, aparecen dos casos de degeneracién no analizados hasta ahora
en la memoria en los que como veremos falla la controlabilidad para el va-
lor critico del pardmetro de bifurcacién. A continuacién se presenta un breve

andlisis de los mismos.

Caso M —m #0,d—mt=0y D— Mt =0 (con M >0)

De la tltima hip6tesis, obtenemos que para el valor critico del pardmetro de
bifurcacién MT — D = 0 se verifica que T = t y el sistema (4.36) se convierte

€n

d o t —1 0 1
Tle|=m 0 -1 To | + (M —m) | 1 |sat(z1). (4.83)
T3 mt 0 0 T3 t

Las matrices del sistema en las zonas C'y L son

t -1 0 t -1 0
AL= m 0 -1 s AC= M 0 -1 )
mt 0 0 Mt 0 O

por lo que es facil concluir que ambas matrices comparten el autovalor real ¢.
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La matriz de controlabilidad de este sistema es

0 -1 0
C=M-m)|1 -t —-m |,
t 0 —mt

y tiene rango 2, por lo que aplicando la proposicién 2.7 con p = 2, tenemos
garantizada la existencia de un cambio lineal de variables, concretamente z; =
T, Ty =tr +yy z3 = ty + z (igual que el efectuado en la Proposicién 2.2 de
[CFPTO03] para sistemas bizonales), que permite reducir el sistema a

417 0 -1 0 z 0
. =|m 0 -1 y | +(M—m)| 1 |sat(z). (4.84)
"1z 0 0 t]|z= 0

En el sistema (4.84) observamos que la tercera variable aparece desacoplada
con solucién z(7) = 2(0)exp(tr), con lo que llevando esta expresién a las
otras dos ecuaciones, nuestro sistema se reduce a un sistema bidimensional no
auténomo.

Para el caso particular ¢ = 0, la variable z permanece constante, igual a
2(0), de forma que la dindmica es bésicamente bidimensional auténoma en las
variables z e y. Ademds, nétese que T'= ¢ = D = d = 0. Si escribimos (4.84)
como una ecuacién de segundo orden

&
dr?

comprobamos que es un sistema conservativo, con un comportamiento ana-

= —2(0) —mz + (M — m)sat (),

logo al del sistema plano analizado en la Proposicién 4.4, lo que confirma
la existencia de un continuo de érbitas periédicas de tres zonas. Todas estas
érbitas periédicas de tres zonas son, obviamente, soluciones de las ecuaciones
de cierre (4.43) y corresponden a un mismo valor de los pardmetros T, M y
D.

En cualquier otro caso, el plano z = 0 es invariante para el flujo del sistema
(4.84), siendo una variedad atractiva para t < 0 y repulsiva para ¢ > 0. La
dindmica en dicho plano invariante es la del sistema conservativo anterior con
2(0) =0.
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Si aplicamos el Lema 4.20 a las ecuaciones de cierre (4.43) y deshacemos el
cambio de variables del Lema 4.19, obtenemos

a:O(TE),
B=VH+0(rf),
§=t+0(r7),
o=+ Mo L ) @m—3M) 5+ 0 (F),
c=/a F 12 LT 940 m L
M Mm Mm?
0 _ 3 5 6
$2———t+77'[‘+ o4 TL+ 240 TL+O(TL),
M Mm3 Mm?
l=—t+ —
Tt Tt gy 2 H O (1),
Mt Mmt Mm?2t
o_ Mt 3 -5
T8= 5 LT o Lt g 2+0 (i),
Mt Mmt Mm?2t
1 Mt 3 5
T3= 5 LT oLt o £+0(72)-

Fijaéndonos en las tres primeras igualdades, y usando la unicidad garanti-
zada por el Teorema de la Funcién Implicita en el Lema 4.20, podemos ahora
asegurar que estas series, solucién de las ecuaciones de cierre (4.43), se corres-
ponden con el continuo de drbitas periddicas del razonamiento anterior y, por
tanto, los desarrolllos de a, 3 y 8 se reducen a los términos constantes. Enton-
ces, al variar 7;, > 0, MT — D permanece localmente constante e igual a 0. Esto
indica que la técnica de las ecuaciones de cierre s6lo proporciona informacién
para el valor critico del pardmetro de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite,
pero no en un entorno del mismo.

Los desarrollos en serie de 23, 23, 3 y 3 nos proporcionan las intersecciones
con ¥; y ©_; de las infinitas érbitas periédicas existentes para MT — D = 0
parametrizadas en 7y, que forman un centro no lineal contenido en el plano
focal del origen.
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|CasoM=m>0yd——mt=0

Ahora, para el valor critico del pardmetro de bifurcacién T = D/M, el
sistema (4.36) se convierte en

d T t —1 0 T 1
2| = M 0 -1 zo | +(T—¢t)| 0 |[sat(zy).
T 2 Mt 0 0] | M

Las matrices del sistema en las zonas C' y L son

t =1 0 T -1 0
Ar=| M 0 -1, Ac=! M o0 -1],
Mt 0 0 MT 0 0

y se comprueba que ambas matrices comparten la pareja de autovalores com-
plejos conjugados +ivV M.
La matriz de controlabilidad de este sistema es

1 t t?
c=(T-t)| o 0o 0],
M Mt Mit?

y tiene rango 1, por lo que aplicando la Proposiciéon 2.7 con p = 1, tenemos
garantizada la existencia de un cambio lineal de variables, concretamente z; =
z, 29 =y y 23 = Mz + z (andlogo al efectuado en la Proposiciéon 2.4 de
[CFPT03]), que permite reducir el sistema a

d T t -1 0 T 1
- v|= 0 01 y | +(T—1t)| 0 | sat(z). (4.85)
1z 0 -M 0] | 2 0

Es facil comprobar que Myy + 2z = 0, por lo que el sistema posee cilindros
invariantes de la forma My? + 2?2 = K, para todo valor de K > 0 constante.
Observamos que el sistema (4.85), integrando las dos tltimas ecuaciones,
puede ser reducido a la ecuacién diferencial no auténoma y periédica
dz

= =tz 4 (T —t) sat(z) — yo cos VMr — %sen\/ﬂr
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Esta ecuacién recuerda a la estudiada en [CFPTO03]. Su estudio requiere un
andlisis pormenorizado que, hasta donde sabemos, no ha sido realizado, por
lo que constituye un problema abierto. Conjeturamos que la situacién corres-
ponde a la existencia, para el valor critico del pardmetro de bifurcacién, de al
menos una variedad invariante no acotada, foliada por érbitas peridédicas no
hiperbdlicas.

Si aplicamos el Lema 4.20 con estas hipdtesis a las ecuaciones de cierre
(4.43) y deshacemos el cambio de variables del Lema 4.19, obtenemos

a=O(Tg),

ﬁ=\/1\—4+0(¢,‘j),

5= 4+0 (),

TCZ%M—TL—{—O(TE),

x3=%+%7 —B%Q—Aﬁ% D2_Z$+M3TE+O(TE),
x%z—% —]\2/—[@+DIQMtr§+D2_§$+M37}’1+0(r§),
§=2ry MO o),
IE%,:—g—TL—F—(DIZJJWWt)DTz'*—O(Tg).

Estos resultados corroboran la anterior conjetura, ya que las tres primeras
expresiones parecen indicar que MT — D permanece constante e igual a 0, y los
desarrollos en serie de 73, z3, 3 y z3 nos proporcionan las intersecciones con
¥ v £_; de infinitas drbitas periddicas parametrizadas en 7. De nuevo, esto
indica que la técnica de las ecuaciones de cierre sélo proporciona informacion
para el valor critico del pardmetro de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite,
pero no en un entorno del mismo.

De ser cierta la conjetura, es inmediato asegurar que el periodo de todas
estas Orbitas es el mismo e igual a 27/ v/M, no tanto por la expresién de 7¢,

que asf lo sugiere, sino por la dindmica en cada cilindro (gobernada por un
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oscilador armdnico en las variables y, z) de manera que el continuo de érbitas
periédicas formaria un centro isécrono.
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4.2.2. El método de balance armodnico

En esta seccién aplicamos el método de balance arménico descrito en la
Seccién 3.2 de esta memoria al sistema (4.36) bajo las hipétesis del Teorema
4.23, es decir M > 0 y v = DM — Dm + dM — tM? # 0, para el estudio de
la bifurcacién foco-centro-ciclo limite en el caso tridimensional. La funcién de
transferencia G(p) del sistema (4.36) es

(T -t)p>? = (M —m)p+ D —d
PP —tp>+mp—d

G(p) =c"(pl - A)7'b =

?

y asumiremos que

o(1) = c¢Tx =z,(7) = asen (wr),

donde w >0 y a > 1 por ser el ciclo limite de tres zonas. En lo que sigue
utilizamos la formulacién alternativa en la variable ¢ en lugar de la variable a,
con lo que se tiene

T T
Para nuestro sistema la ecuacién (3.37) toma la forma

D —d—w*(T —t) —iw(M —m)

=0,
tw? — d + iw(m — w?)

1 - N(q)

ecuacion compleja equivalente a las dos ecuaciones reales siguientes

[D —d —w*(T —t)]N(q) = tw® — d, (4.86)
—(M —m)N(q) =m — > (4.87)

Como se ha descrito en la Seccién 3.2, un par (¢, ©) solucién del sistema (4.86)-
(4.87), se corresponde con una 6rbita periédica de primer armdnico predicha
por este método.

De la ecuacién (4.87) podemos despejar

w=m+ (M —m)N(q), (4.88)

que una vez sustituida en (4.86) nos permite obtener

_ t(M—m)N(q)2+[mt+D—d—t(M—m)]N(q)—}—d—mt.

ot (0T —m)N(@QIN(D) (4:89)

T
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Sustituyendo el valor N(¢) = 1 — g/7 +sengq/7 en (4.89) y desarrollando
en serie de Taylor en la variable ¢ en 0, valor correspondiente a @ = 1 para el
que tiene lugar el nacimiento del ciclo limite de la bifurcacién, obtenemos

D 8l g s 27+ (Dm—dM)(M -—m) 4

. 3 7
T=% " eaz? ~ orar? 361200 ¢ +0 (214 )96)

Si ahora aislamos MT — D y hacemos el cambio n = MT — D resulta

__7 8 5 2y+(Dm—dM)(M —m) ¢ ,
6 M? 1207027 36m2 M3 ¢ +0(¢"). (4.91)

de manera que la aplicacidon del Lema 4.10 con n = 3 nos permite asegurar

n ¢ -

que existe una funcién h analitica en 0 con h(0) # 0 y tal que
g=n"h(n'").

Para invertir la serie (4.91) utilizamos coeficientes indeterminados para el de-
sarrollo de h y llegamos a

6rM\'"® . T M
— 13— 4 O3, 4.92
q ( " ) n T (n"°) (4.92)

Si ahora sustituimos dicha expresién en el desarrollo de Taylor de la amplitud

1 1, 5
— =1 o2 v 4 O 5
©= s el Tagd TO),

y deshacemos el cambio de 7 obtenemos

(6)2* (MT — D)** 33 (6m)** (MT — D)*/?

5/3
5275 + 19207772 + O (MT — D)>".

a=1

Si comparamos esta expresién con la obtenida para la amplitud en el Teore-
ma 4.23, comprobamos que coinciden los dos primeros términos no nulos y el
siguiente es incorrecto.

Para calcular el periodo utilizamos (4.88) sustituyendo N(g) por su valor,
lo que resulta

P=2_7r 27

W Vm+ (M —m)(1—g/m+seng/m)
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expresion analitica en ¢ = 0 y que presenta el siguiente desarrollo en serie de
Taylor en dicho punto

27 N 1
VM 6M3/2
utilizando ahora (4.92) y deshaciendo el cambio de 7, finalmente queda

2r w(M-m)(MT - D)
NgTi M7

Si comparamos esta expresién con la obtenida para el periodo en el Teorema
4.23 comprobamos que coinciden los dos primeros términos no nulos, y no
escribimos el siguiente término que es incorrecto, al predecir balance arménico
que es de orden (MT — D)? cuando por el Teorema 4.23 sabemos que realmente
su orden es (MT — D)*?,

En lo que sigue realizamos, a partir de los resultados que ofrece balance
arménico, un analisis de la degeneracién de la bifurcacién foco-centro-ciclo limi-
te similar al efectuado en la Seccién 4.2.1 mediante el método de las ecuaciones

(M—-—m) 4

P= (M —m) ¢ — TYEEL. +O(q6),

P =

+0((MT - D)?),

de cierre.
Partimos de la relacién existente entre T'y D parametrizada en la variable

q:
D
T:Mﬁﬂ%mf+%wmhwdmf+o@ﬂ, (4.93)
donde los coeficientes de orden 3 y 5 resultan ser
Y
(D) = 5o
_ T
25(D) = ~ T30
M~y + (Md— Dm)(M —m
(D)~ M (M = m)

3672 M3 ’
con
v =DM — Dm +dM — tM>.

A partir de los coeficientes anteriores, se observa que la anulacién de az
implica la de a5 también. Supondremos un valor constante para el pardmetro
M, y moviéndonos en el plano de pardmetros (T, D) sobre la linea D = MT
buscaremos un valor critico del pardémetro D donde se anule 7.
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Utilizaremos los valores D* y T™, asi como los pardmetros locales D y T
entorno al punto (7™, D*) ya definidos en (4.66) y (4.67) respectivamente.
Expresando la ecuacién (4.93) en funcién de dichos pardmetros obtenemos

T = — +a3(D)¢* + as(D)g® + as(D)¢® + O (¢7) (4.94)

<[ o

donde

y los coeficientes indicados son:

M—-—m
a P S
31 67I'M2 )
. M—-m
%1 = T o0 M2
e — (d — mt)
807 "3gr2ps
s = (M —m)?
817 "36r2 M3

En el Teorema 4.26 se demostré la existencia de una curva en el plano (7', D)
donde habia una bifurcacién pliegue de soluciones positivas. Para comparar
dicho resultado con la predicciéon de balance armoénico utilizamos que sobre la
citada curva no se verifican las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita, y
en particular que la derivada de T respecto de ¢ se anula. Por tanto, derivamos
la ecuacién (4.94) respecto de g e igualamos a 0, resultando

3a3(D)q* + 5as(D)g* + 6as(D)g° + O (¢°) = 0,
que, eliminando las soluciones de la forma g = 0, es equivalente a
G(q, D) = 3a31D + 5a51Dq2 +6 (a()‘o + aslb) q3 + O (q4) = 0.

Al ser Gp(0,0) = 3az; = (M —m) /6mrM? # 0 por hipdtesis, la aplicacién
del Teorema de la Funcién Implicita nos asegura la existencia de una funcién
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¥(q), tal que G(q,v¥(q)) = 0. Suponiendo un desarrollo con coeficientes indeter-
minados para la funcién ¥(q) e igualando términos del mismo orden llegamos
a

pooigtiow

Aplicando ahora el Lema 4.10 con n = 3 a la ecuacién (4.95) y haciendo
n =Dy ¢ = q podemos asegurar la existencia de una funcién x analitica en
0 con x(0) # 0, tal que ¢ = D3y (BW’) > 0, cuyo desarrollo en serie de
Taylor es
q= <_37T(M — m)>1/3D1/3 L0 (D2/3) ’
d—mt

y sustituyéndola en (4.94) obtenemos finalmente

b 1 (M —m)?
M~ 4M3 (d —mt)

T = D? + O(D¥, (4.96)

Comparando la expresién (4.96) con la expresién (4.69), comprobamos que
el método de balance arménico proporciona correctamente el primer término,
mientras que en el segundo aparece una potencia de D? cuando lo correcto
serfa una potencia de D%2.

Estabilidad de las 6rbitas periédicas de primer armoénico

Para estudiar la estabilidad de las dérbitas periddicas de primer armdnico
detectadas aplicaremos el criterio (3.35) y habré que tener en cuenta el signo
de una tercera raiz real de la ecuacién (3.32), que para el sistema (4.36) vale

X —[t+ N(q) (T = )] N+ [m+ N(q) (M —m)] A~ [d+ N(q) (D — d)] =0.

(4.97)
Sea el par (G, ) soluci6én de (3.37) con § > 0 y @ > 0 correspondiente a una
érbita periédica de primer arménico. En esas condiciones la ecuacién (4.97)
debe tener las rafces +iw (ver Seccién 5 de [LP96]). Si denominamos mediante
p la raiz real de (4.97), podemos factorizar dicha ecuacién de la forma siguiente

A= p) A2+ 0% = A3 — pA2+ @*\ — po® = 0.
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Identificando el coeficiente de segundo orden en A, obtenemos que p = ¢ +
N(@) (T —t). Por tanto, la 6rbita periddica de primer arménico del sistema
tridimensional (4.36) sera linealmente estable si p <0y
%Im G(iw) - > 0.
Sustituyendo ahora los valores de T (4.90) y N(a) (3.36) en funcién de g
en p y desarrollando en serie de Taylor en la variable ¢ en 0 obtenemos
D dM—-Dm ,

_ Y am—bm 5
T e ¢ O
utilizando ahora la expresién (4.92) para ¢ en funcién de MT — D queda
finalmente
D dM — Dm 3 5
=—+4+—(MT-D MT — D)".
=t T ( )"+ O( )

En un entorno del valor critico del parametro de bifurcacion MT — D = 0, se
tendrd que p < 0 cuando D < 0.
Por otra parte, para el sistema (4.36) se tiene

(t = TYwd + (D — d+mT — Mt)w* + (dM — Dm)w
(d — w?)* + w? (m — w?)?

computando su derivada respecto de w y sustituyendo los valores de T' (4.90)

y de w? (4.88) en funcién de ¢ y desarrollando en serie de Taylor en la variable

Im G(iw) =

bl

q en ( obtenemos

d 2y
— Im G(iw = - + O(g%).
dw ( )w:@ (d— Mt)* + M (M —m)? (@)

Teniendo en cuenta que en el nacimiento del ciclo limite se verifica que ¢ >

0 y suficientemente pequefio, se tiene que el signo de la expresién anterior

seré positivo cuando 7y sea negativo. Combinando ambas condiciones tendremos
estabilidad lineal del ciclo limite cuando D < 0y ¥ < 0, por lo que la predicién
de balance arménico estd de acuerdo con la estabilidad asintotica del Teorema
4.23.

En esta situacién de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite, hemos estable-
cido que el método de balance armoénico es un procedimiento vélido a primer
orden para estudiar y caracterizar dicha bifurcacidn.
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Figura 4.22: Circuito de Chua

4.2.3. El circuito de Chua

El circuito de Chua (Figura 4.22) es un sistema electrénico que ha recibido
una gran atencién, particularmente en estudios sobre bifurcacién y caos, de-
bido a que este circuito es uno de los més simples que reune las condiciones
necesarias para comportarse como un sistema caético, véase [Ke931I] y [Ke93II],
aunque con anterioridad ya se habfa descubierto comportamiento cadtico en
un circuito electrénico auténomo muy similar, véase [FFA84).

El circuito estd formado por una bobina L , dos condensadores C; y Co, una
resistencia R y un dispositivo no lineal NL, que es conocido como el diodo de
Chua, véase [Hu96] y [LD96]. Las tres variables de estado seran las tensiones
en los condensadores y la intensidad en la bobina. En el circuito de Chua se
considera que la bobina es un elemento ideal, es decir, una autoinduccién pura.

Sin embargo, cuando se considera que se trata de una bobina real hablare-
mos del oscilador de Chua (figura 4.23) siguiendo a Morgiil [Mo95] y a Kennedy
[Ke93II]. Como es sabido una bobina real se modela como una autoinduccién

pura L en serie con una resistencia R,.

Para modelar el diodo de Chua consideramos que el dispositivo presenta
una curva caracteristica lineal a trozos, formada por tres tramos simétricos
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L R Iy
< FAVAVA >
+
RO
+ +
Cz== ‘_’z c - ‘_’1 Var NL
L

Figura 4.23: Oscilador de Chua

asociados a un umbral de tensién dado E,, definida como sigue:

Gount + (Gy — Go)E,, si unp < —E,,
inL = § GoUni, si —E, <wvyp < E,, (4.98)
Gyonr + (Ga - Gb)EO, si vy > E,.

En la mayoria de los trabajos consultados, como por ejemplo [Hu96}, [LD96] y
[Ke93II] tanto G, como G} toman valores negativos. Ello es debido a que estos
autores estan principalmente interesados en estudiar la aparicién de caos en el
circuito de Chua. Sin embargo, nuestro interés aqui es mas bien el mecanismo
de generacion de ciclos limites en el oscilador de Chua y, en particular, estudiar
si corresponden a una bifurcacién foco-centro-ciclo limite. Por ello el dispositivo
no lineal de nuestro circuito tendrd una caracteristica dada por la ecuacién
(4.98) pero con G, negativo y G, positivo como la que Kennedy utiliza en
[Ke93I]. La caracteristica del dispositivo serd por tanto como se muestra en la
figura 4.24.

La realizacién fisica del dispositivo no lineal (figura 4.25) puede llevarse a
cabo mediante un montaje basado en un amplificador operacional AO reali-
mentado en montaje no inversor y una resistencia que une los terminales de
salida y entrada del amplificador. Este esquema se ha tomado del dispositivo
no lineal que utilizaron Freire, Franquelo y Aracil en [FFA84).

De esta forma se consigue un dispositivo de dos terminales que se comporta,
como una resistencia negativa para valores de tensién en un intervalo simétrico
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e

Figura 4.24: Caracteristica tension - intensidad del dispositivo no lineal.

Iy

Vi

Figura 4.25: Realizacién fisica del dispositivo no lineal.
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Figura 4.26: Modelo implementado del oscilador

respecto al origen, es decir, en la zona central con comportamiento lineal del
amplificador operacional, donde se comprueba que el valor de la conductancia
es

RiRs’

Fuera de ese intervalo el amplificador operacional funciona en saturacién, y el

Go =

dispositivo no lineal se comporta como una resistencia positiva en serie con una
fuente de tensién continua cuyo valor viene dado por la tensién de saturacién
E del amplificador operacional, siendo la conductancia igual a

1

Gb:E.

Utilizando la realizacion fisica anterior, llegamos por tanto a que el circuito
que nos ocupa es el que se muestra en la figura 4.26.

Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la figura 4.26, se llega a las
ecuaciones de estado

dU1____(L+ 1 >v1+ (2 +f(Ul)

dr ~ \RC;  R.C RC, ' R,Cy’
dva v ) L
diL V2 Ro .

ar L L™
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donde
Esign (v1), si |vi| > E/a,
avy, si |v| < E/a,

o=

con o =1+ Ry/Rs.

A continuacién procedemos a la adimensionalizacién de (4.99), para ello,
tomamos la tensién base igual a E/a. La intensidad base la definimos como
el cociente de la tensién base y una impedancia base a la que por el momento
llamaremos Z.

Con este criterio, hacemos el siguiente cambio de variables

Uy = IlE/O!,

Vg = CCQE/O[, (4100)
. 1

iL = :v;;EE/a,

y es facil comprobar que la funcién f (v1) queda

Esign(zy), si |zi| > 1,

flu)= { Ex,, si |zl <1, = Esat(xz,), (4.101)

mientras que el sistema (4.99) en funcién de las nuevas variables y expresado
en forma matricial resulta

! 1 1 o

J Ty (R01 + Rlcl) RC, 0 Z1 RiC1
- | z == 1 —_1 __1 x + 0 sat (r1) .
dr | 2 RCy A 2 (21)

I3 0 % _EEQ x3 0

(4.102)
A la vista de la expresién obtenida, parece razonable tomar Z de tal forma
que

Z 1
L Zzc,
de donde
L
7 =4/ =. (4.103)
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Sustituyendo (4.103) en (4.102), llegamos a

o
1 1 1
d _ 1 1 1
a = i L1 T sat (1) .
ar | 22 RG RC: ~ Vics 2 |t 0 (1)
T 1 _R T

(4.104)
El sistema (4.104) puede escribirse en la formulacién compacta del Capitulo 3
(2.7) siendo

1 1 1 o
(rens) &
— 1 1 1 —
A= RG; 76 ~7m |0YP= 0
0 1 B 0
VLC2 L

Para simplificar nuestro analisis, supondremos los dos condensadores igua-
les C = C7 = Cs. Después de adimensionalizar el tiempo mediante el cambio

7= RCT,

y de la introduccién de los cuatro pardmetros adimensionales

R RR, R2C RR,C R
=(a—1)—= = = = 4.105
H (a ) R1 Rl R3, 16 L ) K L 3 T Rl ) ( )
el sistema queda
T —-r—1 1 0 T w+r
4|z, | = 1 -1 —/B To | + 0 sat (z1), (4.106)
T3 0 VB —k T3 0

donde tomaremos g como parametro principal de bifurcacién, cuyo valor cam-
biaremos mediante el potenciémetro R;, que tiene resistencia variable.

Si aplicamos ahora la Proposicién 2.9 al sistema (4.106), obtenemos que
dicho sistema es observable y, por tanto, se puede poner en forma de Liénard
al cumplirse

SEEAR



4.2. Caso S3CPL3 observable 149

para cualquier valor de los componentes del circuito. Por tanto, el sistema
(4.106) se puede expresar en la forma (4.36) con los siguientes valores

T=pu—2-—k, t=-r—-2-£Kk<0,
M=2k+F—-(1+kK)u, m=2c+0+(L+k)r>0, (4.107)
D=p3u+ru—-23, d=—0r—«xr— [ <0.

Estamos ya en condiciones de aplicar los resultados anteriores de este
capitulo y determinar si el sistema presenta la bifurcacién foco-centro-ciclo
limite. Observemos que los seis coeficientes de (4.107) estan expresados en
términos de los cuatro pardmetros adimensionales definidos en (4.105). En el
siguiente resultado se utilizan 8 y x4 como pardmetros principales de bifurcacién
mientras que k y r juegan un papel auxiliar.

Proposicién 4.29 El sistema (4.106) experimenta la bifurcacion foco-centro-

ctclo limite descrita en el Teorema 4.23, supuesto que

V2-1
2

0<k< ~ 0,207. (4.108)

En dicho caso, la citada bifurcacidn tiene lugar en los puntos del plano (p, 3)
situados en el arco de la curva parabdlica definida por

(1+r)p® — (k2 + 46 +2)p+ 262+ 5) + (L+ k)8 =0, (4.109)

para el rango de valores positivos de p

_2I€+1—\/1—4K,—4l£2

26+ 1+ 1 — 4k — 4K2
1= 2(1 + )

— 4.110
< < o ) , (4.110)

y es siempre no degenerada, sea cual sea el valor del cuarto parametro r. En
particular, en todos los puntos de bifurcacion se tiene que D < 0, el coeficiente
v > 0, y el ciclo limite que bifurca para valores supercriticos de i, cuando se
considera fijado el valor de (3, es orbitalmente asintdticamente estable.

Demostracién. La ecuacién (4.109) es simplemente el resultado de sustituir
los valores de (4.107) en la condicién MT —D = 0 del Teorema 4.23. Se necesita
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también que M > 0, o equivalentemente que 5 > (1+ k)u — 2k. Si se sustituye
esta desigualdad en (4.109) y escribimos

(1+6)p? — (K2 4+ 46+ 2Qu+2602+kK) = —(1+kK)B < —(1+k)*u+26(1 + &),
se llega a la condicién
(1+K)p® — (26 + 1)p + 2k < 0,

que sélo es posible si el correspondiente discriminante 1 — 4k — 4x? es positivo.
Esta ultima condicién conduce a (4.108), y es inmediato entonces llegar a
(4.110).

Para. ver que la bifurcacién no es nunca degenerada razonamos por reduc-
cién al absurdo. Supongamos que existe un valor de p en el rango y condiciones
del enunciado donde v = D(M — m) + M (d — tM) se anula. Entonces, usando
la condicién MT — D = 0, en dicho punto se tendria

v=MT(M—m)+ M(d—tM)=M[T(M—-m)+d—tM] =0,

y como por hipdtesis M > 0 se llegaria a T(M — m) +d — tM = 0. Esta
igualdad conduce, tras sustituir (4.107), a la ecuacién

(4R = 2r(1+Kr)u+ (K + 4+ 2)r + 25(k +2) + (1 + k)3 = 0,

a la que podemos restar (4.109) y obtener la condicién (ya no dependiente de

B)
21+ k) 4+ (K2 4+ 4k + 2u — 2r(L + k) + (k% + 4k + 2)r = 0.
Eliminando el factor evidente r + p > 0, queda ahora
K244k 42— 2(1 + k) = 0, (4.111)
y concluimos que el valor posible de degeneracién de la bifurcacion seria

., KH+4+2  4k+2

e 21+ r) 21 +7) pi - po > o,
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Parametro | Valor

C=C;=0Cy|100 nF
L 220 mH
Ry 10 k2
R3 2200 €2
R 1 kQ
Ry 220 Q2

Tabla 4.3: Elementos pasivos del oscilador.

y se llega a una contradiccién evidente con el hecho de que deberia estar entre
los dos valores extremos. Ademads, se deduce que para todos los valores de p
menores que u* la expresién del miembro izquierdo de (4.111) es positiva, con
lo que yendo hacia atrds en nuestro razonamiento se llega a que v > 0 en todos
los puntos de bifurcacion.

El signo negativo de T en todos los puntos de bifurcacién se deduce de la
desigualdad

K24+3k+2 2k+1

24Kk = > = > Ua,
i 1+5 T1r MtH=is

que, junto con la condicién MT — D = 0, obliga a que también D < 0, y la
estabilidad orbital asintética es una consecuencia méas del Teorema 4.23. =

Este resultado mejora apreciablemente algunas de las conclusiones alcan-
zadas en [Ro00], trabajo del que tomaremos ciertos datos experimentales. Asi,
usaremos los valores normalizados para resistencias y condensadores que fi-
guran en la tabla 4.3, mientras que el amplificador operacional escogido es el
LM324.

Para estos valores, se tiene que

_ RR,C_ 10° x 220 x 1077

& L~ 220 x 10-2

= 0,1,

con lo que podemos aplicar la Proposicién 4.29. Teniendo en cuenta que

_ RR, _ 107 . 10f
F= RR: 22x10°xR, 22xR;
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Figura 4.27: Se muestra en el plano (u, 3) el arco de parabola —en trazo grueso

que esta por encima de la recta inclinada donde M = 0- que predice la Propo-
sicién 4.29 para k = 0,1 y la linea horizontal para el valor de 3 que se recorre
de izquierda a derecha al disminuir R;.

_RC 10°x 1077
T L T 220x10°3 2,2

i__

&} ~ 0.45,

la curva que corresponde al lugar geométrico de los puntos de bifurcacién
aparece en la figura, donde se sefiala con trazo més grueso el arco de pardbola
predicho por la proposicién anterior.

Para el anterior valor de 3 la bifurcacién se ha de producir para el valor de
i =~ 0,4924147252, de acuerdo con (4.109), que corresponde con el valor

10*

= ~ 923102,
22X [

Ry

Las oscilaciones aparecen cuando disminuyendo el valor de la resistencia al-
canzamos el valor anterior, por lo que un rango de variacién de R; interesante

es
7639 Q < R; < 9231 Q.
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Figura 4.28: Resultados para la amplitud en la primera serie: Ay (—), Apa
(O 0 O), AOQ (X X’X), A024 (+—f—+)

Con el simulador de circuitos electrénicos PSPICE es posible obtener datos
experimentales y compararlos con los valores que se obtienen utilizando los
resultados tedricos del Teorema 4.23.

Dentro del rango de R; indicado anteriormente se han obtenido dos series de
datos, la primera con R; en el subrango 8900 £2-9225 (2, es decir, en un entorno
muy préximo al punto de bifurcacién y la segunda, con R; en el subrango 8100
-9225 (1, abarcando un intervalo mds amplio para estudiar como afecta la
distancia al punto de bifurcacién a la bondad de la aproximacién. Para ambas
series de datos hemos calculado la amplitud y el periodo de las oscilaciones
utilizando los desarrollos proporcionados por el teorema (4.23).con los dos
primeros términos no nulos y las series con los tres primeros términos no nulos.
Se han afiadido los valores calculados con el método de la funcién descriptiva
(balance armdnico con un sélo término) para una comparacién més amplia.

La notacién utilizada es la siguiente:
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Ry 2 Ay Apa Ao Apza P Pgy Po3 Poss
0 _ - - - - - - - -
8900 | 0.5107 | 1.080 | 1.093 | 1.076 | 1.074 | 5.776 | 5.695 | 5.701 | 5.731
8910 | 0.5102 | 1.078 | 1.091 | 1.075 | 1.073 | 5.795 | 5.714 | 5.720 | 5.749
8920 | 0.5096 | 1.076 | 1.089 | 1.073 | 1.071 | 5.813 | 5.734 | 5.739 | 5.767
8930 | 0.5090 { 1.074 | 1.087 | 1.072 | 1.069 | 5.832 | 5.753 | 5.757 | 5.784
8940 | 0.5084 | 1.072 | 1.085 | 1.071 | 1.068 | 5.851 | 5.772 | 5.776 | 5.802
8950 | 0.5079 | 1.070 | 1.082 | 1.069 | 1.066 | 5.869 | 5.791 | 5.794 | 5.819
8960 | 0.5073 | 1.067 | 1.080 | 1.068 | 1.065 | 5.888 | 5.810 | 5.813 | 5.837
8970 | 0.5067 | 1.065 | 1.078 | 1.066 | 1.063 | 5.906 | 5.828 | 5.831 | 5.854
8980 | 0.5062 | 1.063 | 1.076 | 1.065 | 1.062 | 5.924 | 5.847 | 5.849 | 5.871
8990 | 0.5056 | 1.061 | 1.074 | 1.063 | 1.060 | 5.942 | 5.865 | 5.867 | 5.888
9000 | 0.5051 | 1.058 | 1.072 | 1.062 | 1.059 | 5.960 | 5.884 | 5.886 | 5.905
9010 | 0.5045 | 1.056 | 1.069 | 1.060 | 1.057 | 5.978 | 5.902 | 5.904 | 5.922
9020 | 0.5039 | 1.054 | 1.067 | 1.059 | 1.055 | 5.996 | 5.920 | 5.922 | 5.939
9030 | 0.5034 | 1.051 | 1.065 | 1.057 | 1.054 | 6.013 | 5.938 | 5.939 | 5.956
9040 | 0.5028 | 1.049 | 1.062 | 1.055 | 1.052 | 6.031 | 5.956 | 5.957 | 5.972
9050 | 0.5023 | 1.046 | 1.060 | 1.053 | 1.050 | 6.048 | 5.974 | 5.975 | 5.989
9060 | 0.5017 | 1.044 | 1.058 | 1.052 | 1.049 | 6.066 | 5.992 | 5.993 | 6.006
9070 | 0.5012 | 1.041 | 1.055 | 1.050 | 1.047 | 6.083 | 6.010 | 6.010 | 6.022
9080 | 0.5006 | 1.038 | 1.053 | 1.048 | 1.045 | 6.100 | 6.027 | 6.028 | 6.038
9090 | 0.5001 | 1.036 | 1.050 | 1.046 | 1.043 | 6.117 | 6.045 | 6.045 | 6.055
9100 | 0.4995 | 1.034 | 1.048 | 1.044 | 1.041 | 6.134 | 6.062 | 6.063 | 6.071
91101 0.4990 | 1.032 | 1.045 | 1.042 | 1.039 | 6.151 | 6.080 | 6.080 | 6.088
9120 | 0.4984 | 1.030 | 1.043 | 1.039 | 1.037 | 6.168 | 6.097 | 6.097 | 6.104
9130 | 0.4979 | 1.028 | 1.040 | 1.037 | 1.035 | 6.185 | 6.114 | 6.114 | 6.120
9140 | 0.4973 | 1.026 | 1.037 | 1.035 | 1.033 | 6.201 | 6.131 | 6.131 | 6.136
9150 | 0.4968 | 1.024 | 1.034 | 1.032 | 1.031 | 6.218 | 6.148 | 6.148 | 6.152
9160 | 0.4962 | 1.022 | 1.031 | 1.030 | 1.028 | 6.234 | 6.165 | 6.165 | 6.169
9170 | 0.4957 | 1.020 | 1.028 | 1.027 | 1.026 | 6.251 | 6.182 | 6.182 | 6.185
9180 | 0.4951 | 1.017 | 1.025 | 1.024 | 1.023 | 6.267 | 6.199 | 6.199 | 6.201
9190 | 0.4946 | 1.015 { 1.021 | 1.021 | 1.020 | 6.284 | 6.216 | 6.216 | 6.217
9200 | 0.4941 | 1.012 | 1.018 | 1.017 | 1.017 | 6.300 | 6.232 | 6.232 | 6.233
9210 |{ 0.4935 | 1.008 | 1.014 | 1.013 | 1.013 | 6.316 | 6.249 | 6.249 | 6.249
9220 | 0.4930 | 1.004 | 1.009 | 1.009 | 1.009 | 6.333 | 6.265 | 6.265 | 6.265
9225 | 0.4927 | 1.001 | 1.006 | 1.006 | 1.006 | 6.341 | 6.273 | 6.273 | 6.274

Tabla 4.4: Resultados obtenidos para la primera serie de datos.
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7

Aum

ABA

A02

A024

P

Ppa

Py

8100

0.5612

1.212

1.243

1.095

1.743

3.715

3.610

4.061

8150

0.5577

1.205

1.233

1.098

1.597

3.894

3.789

4.166

8200

0.5543

1.197

1.224

1.101

1.487

4.063

3.958

4.272

8250

0.5510

1.189

1.215

1.103

1.403

4.223

4.118

4.378

8300

0.5476

1.182

1.206

1.105

1.337

4.374

4.270

4.484

8350

0.5444

1.174

1.197

1.105

1.284

4.519

4.415

4.590

8400

0.5411

1.166

1.188

1.106

1.243

4.656

4.554

4.695

8450

0.5379

1.158

1.179

1.105

1.209

4.788

4.687

4.800

8500

0.5348

1.150

1.170

1.104

1.181

4.914

4.816

4.905

8550

0.5316

1.142

1.161

1.103

1.159

5.035

4.939

5.009

8600

0.5285

1.134

1.151

1.101

1.140

5.152

5.058

5.111

8650

0.5255

1.125

1.142

1.098

1.125

5.265

5.173

5.213

8700

0.5225

1.117

1.132

1.095

1.112

5.374

5.284

5.313

8750

0.5195

1.108

1.123

1.091

1.101

5.479

5.391

5.413

8800

0.5165

1.099

1.113

1.087

1.091

5.581

5.496

5.510

8850

0.5136

1.090

1.103

1.082

1.082

5.680

5.597

5.607

8900

0.5107

1.080

1.093

1.076

1.074

5.776

5.695

5.701

8950

0.5079

1.070

1.082

1.069

1.066

5.869

5.791

5.794

9000

0.5051

1.089

1.072

1.062

1.059

5.960

5.884

5.886

9050

0.5023

1.046

1.060

1.053

1.050

6.048

5.974

5.975

9100

0.4995

1.034

1.048

1.044

1.041

6.134

6.062

6.063

9150

0.4968

1.024

1.034

1.032

1.031

6.218

6.148

6.148

9200

0.4941

1.012

1.018

1.017

1.017

6.300

6.232

6.232

9225

0.4927

1.001

1.006

1.006

1.006

6.341

6.273

6.273

Tabla 4.5: Resultados obtenidos para la segunda serie de datos.
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Figura 4.29: Resultados para la amplitud en la segunda serie: Ay (—), Apa
(0 0 O), A02 (X X X), A024 (+++)

a) Para la amplitud:

a.1) Ay es la amplitud adimensional obtenida a partir de las simulaciones
con PSPICE.

a.2) Apa es la amplitud adimensional que obtenemos aplicando las técnicas
de balance armoénico (método de la funcién descriptiva).

a.3) Agz es la amplitud adimensional que se obtiene utilizando el método
de las ecuaciones de cierre con los dos primeros términos no nulos (el término
independiente y el de grado dos en la variable (MT — D)"/?) del desarrollo en
serie de potencias para la amplitud.

a.4) Agg4 es la amplitud adimensional que se obtiene utilizando el método
de las ecuaciones de cierre con los tres primeros términos no nulos (el término
independiente, el de grado dos y el de grado cuatro) del desarrollo en serie de
potencias para la amplitud.

b) Para el periodo:
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Figura 4.30: Resultados para el periodo en la primera serie: P (—), Pgs (00
0), Pos (x X x), FPozs (+++).

b.1) P es el periodo adimensional obtenido a partir de las simulaciones con
PSPICE.

b.2) Pg4 es el periodo adimensional que obtenemos aplicando las técnicas
de balance arménico (método de la funcién descriptiva).

b.3) Pys es el periodo adimensional que se obtiene utilizando el método de
las ecuaciones de cierre con los dos primeros términos no nulos (el término
independiente y el de grado tres en la variable (MT — D)) del desarrollo en
serie de potencias para el periodo.

b.4) 15035 es el periodo adimensional que se obtiene utilizando el método
de las ecuaciones de cierre con los tres primeros términos no nulos (el término
independiente, el de grado tres y el de grado cinco) del desarrollo en serie de
potencias para el periodo.

Para la primera serie de datos obtenemos los resultados que muestra la
Tabla 4.4.
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Figura 4.31: Resultados para el periodo en la segunda serie: P (—), Pga (oo
0), Pos (x x X}, Poas (+++).

Los resultados correspondientes a la segunda serie de datos (que como
hemos visto cubre un rango méas amplio a partir del punto de bifurcacién)
quedan reflejados en la Tabla 4.5.

Para una mejor comparacién se han colocado superpuestas la evolucién de
la amplitud adimensional obtenida por los diferentes métodos (Anr, Apa, Aoz
y Ap24) frente al pardmetro p, en la Figura 4.28 para la primera serie de datos
y en la Figura 4.29 para la segunda.

En las Figuras 4.30 y 4.31 se muestra la evolucion del periodo adimensional
obtenido por los diferentes métodos (15, Pga, P y }5035) frente al pardmetro
u para la primera y segunda series de datos respectivamente.

En las graficas, se comprueba que las aproximaciones proporcionadas por el
truncamiento de las series provenientes del Teorema (4.23) son excelentes cerca
del punto de bifurcacién, empeorando a medida que nos separamos del mismo.
En contraposicion, el método de balance armonico consigue una aproximacion
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local algo mé&s pobre, pero aceptable en todo el rango estudiado debido al
caracter global del mismo.
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4.3. Caso tridimensional simétrico con tres zo-
nas no observable

Estudiamos aqui el caso de pérdida de observabilidad minima, es decir,
cuando el rango de la matriz de observabilidad es igual a 2. El caso en que
rg(O) = 1 no presenta interés, al no tener el sistema ciclos limite, como se
demuestra en la Proposicién 2.12.

Aplicando la Proposicién 2.11 podemos escribir un sistema S3CPL3 no
observable con rg(Q) = 2 en la forma siguiente

to -1 0 T2 —ta
X=|d, 0 0|x+ | Dy—dy |sat(e]x). (4.112)
Co 0 )\2 02 — Ca

El sistema (4.112) contiene al subsistema continuo bidimensional lineal a
trozos
T = ter —y+ (Tp — tq)sat(x),

4.113
y = dgl‘ -+ (Dg — dz) sat(a;), ( )

que evoluciona de forma independiente y ademas es observable (ver Proposicién
2.8). Por tanto, se le puede aplicar el Teorema 4.15 para garantizar la existencia
de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite bajo las correspondientes hipétesis.

La existencia de ciclo limite en el sistema tridimensional (4.112) es esta-
blecida en el siguiente Teorema enunciado en [Ca02] para sistemas lineales a
trozos bizonales.

Teorema 4.30 Dado el sistema (4.112) con Ay # 0, se verifican las siguientes
propiedades:

(a) Si el sistema bidimensional (4.113) posee un ciclo limite estable y Ay < 0,
(respectivamente Ay > 0), entonces el sistema tridimensional (4.112)
posee un ciclo limite estable (respectivamente inestable).

(b) Si el sistema bidimensional (4.113) posee un ciclo limite inestable, en-
tonces el sistema tridimensional (4.112) posee un ciclo limite inestable.
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Figura 4.32: Cilindro invariante del sistema tridimensional (4.112)

Demostracioén. Si el sistema (4.113) posee un ciclo limite I'(7) = (z(7), y(7)),
con periodo T, entonces el cilindro ortogonal al plano z = 0 generado por I'(7)
es una superficie invariante del sistema tridimensional (4.112). Ver Figura 4.32.

De esta manera, el sistema no observable (4.112) poseera ciclos limite cuan-
do la ecuacidn lineal unidimensional no auténoma

2(7) = cox (7) + Aoz (1) + (C — ¢2) sat(z (7)), (4.114)

posea soluciones periddicas aisladas.

Es decir, el sistema tridimensional (4.112) s6lo puede tener 6rbitas periédi-
cas sobre el cilindro invariante y el periodo de todas ellas es T'.

Para determinar la existencia y estabilidad de ciclos limite de la ecuacién
(4.114), construimos la aplicacién de Poincaré P asociada. Si 2(7, 2p) denota la
solucién de la ecuacién diferencial (4.114) con condicién inicial 2(0) = 2o € R,
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definimos la aplicacién de Poincaré P mediante

P: R — R
20 — P(z) = 2(T)2).
En la Figura 4.32 se visualiza el significado geométrico de la aplicacién de

Poincaré P sobre el cilindro invariante del sistema (4.112). Un cédlculo directo
nos permite escribir

P(z) = e*Tzp + T /OT e 2T [cox (1) + (Cy — ¢3) sat (z (7))] d7.

En el caso Ay # 0, es obvio que la aplicaciéon de Poincaré P tiene un tnico
punto fijo

er2T fOT e T [eoz (1) + (Cy — ¢3) sat (z (7))] dT
1— el ’

Zp =

correspondiente al tnico ciclo limite de (4.112) existente sobre el cilindro in-
variante. Ademds, al ser P'(2) = e*7 para cualquier 2y, y teniendo en cuenta
la hipétesis de estabilidad correspondiente del ciclo limite del sistema bidi-
mensional, resulta que la Unica orbita periddica de la ecuacién unidimensional
(4.114) es orbitalmente asintéticamente estable si Ay < 0 e inestable si Ay > 0.
De donde, las conclusiones sobre la estabilidad del ciclo limite existente en el
sistema tridimensional (4.112) son inmediatas. n

Si se verifica Ay = 0 y el sistema bidimensional (4.113) tiene una érbita pe-
riddica, entonces el sistema tridimensional (4.112) posee un cilindro invariante
y la aplicacién de Poincaré es

P(z9) = 2z + /0 [c2z (T) + (Cy — ¢2) sat (z (1))] dT.

Si la integral -
/o [cox (T) + (C2 — ca) sat (z (1))] dr,

se anula, cualquier zy es punto fijo de la aplicacién de Poincaré P y el sistema
(4.112) posee un continuo de 6rbitas periddicas sobre el cilindro invariante.
Si la citada integral no se anula, la aplicacién de Poincaré P no tiene ningun
punto fijo y el sistema (4.112) no posee ninguna érbita periddica.



Capitulo 5

La Bifurcacion de Hopf en el
infinito

En este capitulo, extenderemos los métodos descritos en el Capitulo 3 para
conseguir analizar bifurcaciones de érbitas periédicas en el punto del infinito.
Hablando sin demasiada precisién, se trata de ver si para algin valor de los
pardmetros una 6rbita periédica aparece (o desaparece) como si viniera del (o
se fuera al) infinito. En ciertos casos, el fenémeno corresponde a la existencia de
una 6rbita periédica en el infinito que para el valor critico de los pardmetros
pierde su hiperbolicidad y da lugar a un ciclo limite de gran amplitud. Se
dice entonces que el sistema ha experimentado una bifurcacién de Hopf en el
infinito. Como se verd, la bifurcacién aparece asociada al cruce de un par de
autovalores complejos conjugados de la matriz de las zonas externas a través
del eje imaginario del plano complejo.

Trabajaremos en dimensiones n = 2 y n = 3 y determinaremos la amplitud,
periodo y estabilidad del ciclo limite que eventualmente llega a bifurcar a partir
de dichas érbitas periédicas no hiperbdlicas. Estudiaremos primero el caso
plano, y posteriormente el caso tridimensional, del que también consideramos
una posible degeneracién en la bifurcacién. Una vez més, se comprueba que
el método disefiado es susceptible de ser utilizado en problemas de dimension
arbitraria, si bien la complejidad de los cdlculos aumenta légicamente con la
dimensién.

Si excluimos los sistemas planos (ver seccién siguiente), el estudio de la

163
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bifurcacién de Hopf en el infinito para sistemas no polinomiales ha sido abor-
dado, entre otras referencias, en [GI89], que adapta las ideas de la bifurcacién
de Hopf del origen de [KK87], en [He91] y ultimamente en [DKRO1]. Parece
que los trabajos anteriores tienen su origen en [Yu82], citado en [KKY95], y
todos tienen en comun el recurso a técnicas de punto fijo en teoria de operado-
res. El resultado que aporta més informacién cualitativa es el que aparece en
[DKRO1], donde los autores obtienen la existencia de la bifurcacién de Hopf en
el infinito y la estabilidad del ciclo limite que bifurca para cualquier dimensién.
Nuestra técnica proporciona condiciones equivalentes a las suyas, para dimen-
sibon n = 2 y n = 3, y ademas estimaciones cuantitativas del perfodo, amplitud
y logaritmos de los multiplicadores caracteristicos del ciclo limite que bifurca,
y las posibles degeneraciones de la bifurcacién.

5.1. Caso plano

El caso més simple de bifurcacién de Hopf en el infinito corresponde al
caso de dimensién 2, cuando en el infinito se tiene una Orbita periédica no
hiperbdlica. Entendemos por punto del infinito el ecuador de la esfera que
resulta de la compactificacién de Poincaré de nuestros sistemas planos lineales
a trozos. El ecuador de dicha esfera es siempre un conjunto invariante para el
flujo definido sobre la esfera mediante la compactificacién, aunque no en todos
los casos resulta ser una 6rbita periédica. Nos interesard el caso en que se trate
de una drbita periddica que para ciertos valores de los pardmetros pierde su
hiperbolicidad.

Partimos del sistema observable escrito en forma de Liénard,

x = Ax + bsat(z1), (5.1)

donde
x = (z1,73)7 €R? b= (T—-t,D-dT €R?

A= [; “H € My(R),
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con
-1, sizi <1,

sat(ml) = Iy, si l$1| S ].,
1, sizy>1.

Como ya se ha dicho, el plano R? queda dividido en tres zonas donde el
sistema es lineal, separadas por las fronteras ¥, = {x € R* : z; = 1} y
>, = {x € R?: z; = —1}. Llamaremos zona L a la regién de R? donde se
verifique z; < —1, zona C donde |z;] < 1y zona R cuando z; > 1.

La bifurcacién de Hopf del infinito para este sistema ya ha sido estudiada
en [LP97] y [LP99], donde los autores no recurrieron a la compactificacién
de Poincaré, sino que usaron otras técnicas. Volveremos a estudiar aqui este
problema para poner de manifiesto la potencia del método de las ecuaciones
de cierre, que nos permitira calcular aproximaciones de orden més alto que los
dados en las referencias anteriores para amplitud y periodo, asi como obtener el
desarrollo del logaritmo del multiplicador caracteristico de la 6rbita periddica
e informacién sobre los puntos de corte con las fronteras ¥; y 2_1.

Como es obvio, los resultados de la Seccién 4.1, desde la Proposicién 4.2
hasta la 4.7, son de aplicacién en este caso. Con objeto de que la memoria sea
autocontenida, a continuacién, transcribimos dos resultados ya conocidos.

Lema 5.1 [LP97]. El sistema (5.1) tiene una drbita periddica en el infinito si
y sdlo si se verifica la condicion

4d — t*> > 0.

Hacemos notar que, si bien los autores enunciaron este lema para un sistema
expresado en forma canénica de observacién, con el cambio de variables z =
—Y, y = X podemos transformar nuestro sistema (5.1) en dicha forma.

Teorema 5.2 [LP97]. Para los sistemas (5.1) que tengan una drbita periddica
en el infinito las siguientes afirmaciones son vdlidas:

(a) Si T +# 0 entonces para t = 0 bifurca un dnico ciclo léimite de la drbita
periddica del infinito.
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(b) Si T < 0 entonces para € > 0 y suficientemente pequetio, el ciclo limite
que bifurca eziste para t € (0,€) y es inestable, mientras que no existe
para t € (—¢,0).

(c¢) Si T > 0 entonces para € > 0 y suficientemente pequeno, el ciclo limite
que bifurca existe para t € (—¢,0) y es orbitalmente asintdticamente
estable, mientras que no eriste para t € (0,¢).

(d) El ciclo limite que bifurca estd cerca de la elipse cuyo semieje ‘@ tiene

longitud
Td —tD (1 + et/ V4d—t2>
a = )

d 1 — e7t/V4ad—t?
mientras que la del semieje Y es b = a/\/a.

(e) Sit =0 entonces para t = 0 no bifurca ningin ciclo limite de la orbita
periédica del infinito.

(f) Parat # 0 no bifurca ningin ciclo limite de la drbita periddica del infi-
nito.

(g) El periodo del ciclo limite que bifurca es, en primera aprozimacion,
tr_ AD-D) (enrviae — 1)
Vid — 12 Td—tD

Dejamos constancia de que para completar la informacién del Teorema 2

de [LP97], aqui se ha afiadido el apartado (g) que aparecié en [PR99] para
sistemas sin simetria, particularizdndolo para sistemas simétricos.

Dado que en lo que sigue vamos a trabajar con d > 0, el lema siguiente
nos permite reescalar, lo que equivale a trabajar suponiendo d = 1, y luego
deshacer el cambio. Usaremos en adelante el sistema (5.2) y prescindimos de
las tildes para abreviar la notacion.

Lema 5.3 Para el sistema (5.1), con d > 0, el cambio

.i’2=2 ”f::\/C—ZT,
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pone el sistema en la forma normalizada

d.’]?l . - ~
T = N .2
él@ [1 oH@]* By | st (5.2)
dr
donde : T D
-t =L p-D
Vd Vd d

Siguiendo los razonamientos del Capitulo 3, obtenemos las ecuaciones de
cierre del sistema (5.2), que son las siguientes:

t -1 T -1
AL—[l 0]’ AO_[D o}'

Las ecuaciones de cierre (5.3)-(5.4) forman un sistema de 4 ecuaciones con
5 incégnitas, que son T¢, Tr, 3, Z3 y t, siendo este tltimo el pardmetro de
bifurcacién. Nos interesa estudiar las soluciones de (5.3)-(5.4) que corresponden
a valores grandes de zl y z3. Con el cambio de variable

1 T
r= 0 u = R
Ty Ly

dichas soluciones corresponden a valores pequefios de r y a valores proximos a
la unidad para u. En las nuevas variables, el sistema queda en la forma

Lot
eALTL { ;/1 } + /OTL eAr(r=o) { f:g } ds + { Jr ] = 0. (5.6)
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Un sistema equivalente a (5.5)-(5.6) para r > 0, que ademds admite solu-
ciones para r = 0, es el que resulta de multiplicar todas las ecuaciones por

r
dcro | Tl TN 20 5.7
i [T]-e en
7L
ApTr -r AL(TL—S) t - T d r = 0

e [u}—kr/oe {I—DJ s+ 1 : (5.8)
Expresaremos las ecuaciones de cierre (5.7)-(5.8) de forma compacta como:
F(z) =0, (5.9)

siendo

z = (T¢, TL, T, U, t).

Observamos que el sistema (5.9) presenta la solucién
z =(0,7,0,1,0),

que como demostraremos es ademds un punto no singular. La rama solucién
correspondiente con 7 > 0 y pequernio representa érbitas periddicas del sistema
original.

Lema 5.4 Para las ecuaciones de cierre (5.9), el punto Z es un punto no
singular. Cuando T # 0, la aplicacién del Teorema de la Funcidn Implicita
asegura la existencia y unicidad, en un entorno N del punto z, de cuatro fun-
ciones analiticas ¢, : No — R, i = 1,2,.,4, definidas en un entorno apropiado
Ny de t = 0, tales que

F(QOI (t)’ P2 (t)a ¥3 (t)’ (P4(t)7 t) =0,

y de manera que toda solucion z de (5.9) en N con 7, € Ny admite la para-
metrizacion

z= (()01 (t)7 §02(t)7 (p3(t)7 (104(t)7 t) ’
y que presentan los sigutentes desarrollos en serie de Taylor ent = 0:

2 3
TC = it 7D <3> - giﬁ ((3w% + 48) D® — 27°D + 6T?) (%)
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4
—%((10w2+48)D2—77r2D+6T2) (—tf) +0(t%), (5.10)
mme ™D T e oy (YL (02 ag) 2 - w2p) (L)
L =T+ 2T+8(4D +T)(T) +§6—((2w +48) D* — n°D) T) *
™D o2 2 (1)’ 4
+ 56 (2n? +6) T (T) + O(t%), (5.11)

4T 4 \T) 192
+0(th), (5.12)
D3 g3D? ¢t

= 8= o2 5
T 35 75 T O, (5.13)

po_Tt 39(1>2 112((37r2+48)D2—7r2D+(6—71'2)T2)(—)3+

u=1-—

Demostraciéon. La matriz jacobiana

10 2 0 o0
_ 00 0 -1 0
D.F(z)| = 1 2D 0 0
T

— -1 —=

0 —oT -

tiene rango 4, y la submatriz cuadrada correspondiente a las columnas de 7¢,
7L, ¥y u tiene determinante —2T # 0, y la aplicacién del Teorema de la
Funcién Implicita para funciones analiticas [CH82] sobre (5.9) se realiza de
manera directa. Por tanto, tenemos asegurada la existencia de desarrollos en
funcién de t para 7¢, 71, 7 v u centrados en Z. Utilizando de nuevo la técnica
de coeficientes indeterminados, se llega a las series del enunciado. n

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, donde
hacemos jugar a t el papel de pardmetro de bifurcacion.

Teorema 5.5 Consideremos el sistema (5.1) cond >0y T # 0. Parat =0,
y a partir de la drbita periddica del punto del infinito existente para 4d -2 >0,
bifurca un ciclo limite simétrico respecto del origen, que existe para tT° < 0 con
t suficientemente pequenio, y que interseca transversalmente a X1 y a 2.

Cuando T > 0, el ciclo lémite que bifurca aparece para t < 0 y es orbital-
mente asintéticamente estable, mientras que cuando T < 0, el ciclo limite que
bifurca aparece para t > 0 y es inestable.
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El periodo P y el logaritmo del multiplicador caracteristico p de la oscilacion
periddica son funciones analiticas de la variable t en 0. Ademds los primeros
coeficientes de las series

P= i P!,
j=0

oo
p= Z it
=0

son
2 D-d
PO:_W7 P1=7r( 3 )’
vd dzT
_ T 2
Py = AT (4D(D —d) + dT*),
_ m 2 2 2 2
P= SATTETS [3(D — d)(8D* +dT?) + D((D — d)* + dT?)],

n
po =0, p1=ﬁ, p2 =0,

- Zé?z%“z"ﬁ (27%dD — 37%D? + 6dT?)
73 D?
~ 24d7/?T3

P3

P4 (3d - 4D).

La amplitud a (medida como el mdzimo en |z3|) posee el siguiente desarrollo
en serie ent =0

4/dT,_, 4D  672D? — 5n2dD + (12 — 2n?) dT?
= ™+ + t+
T w\/E 247 d3/2
872D? — Tr2dD + (2n% — 12) dT?) D
+(71' 4 +(7T ) ) t2+0(t3).
247 d>/2T2

Demostracion. La existencia de la bifurcacién ha sido demostrada en el Teo-
rema 2 de [LP97], donde también se caracteriza la existencia del ciclo limite
bifurcante y su estabilidad.

Veamos que el ciclo limite es transversal a las fronteras X; y X_;, para ello
estudiaremos la trayectoria del sistema (5.2) correspondiente a la solucién de
las ecuaciones de cierre (5.9) dada por las series del Lema 5.4. Comenzamos el
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razonamiento estudiando la trayectoria que pasa por (1, xg)T =(1,1/ N e n,
tomando en este punto el origen de tiempos de la 6rbita de la zona C. Para
dicho punto se tiene

x'1|(1,1.(2)) = TII(O) - EQ(O) = T —_ :L-g —_ T _ 1/7',

y utilizando el desarrollo (5.12) de r, obtenemos que para t # 0 y suficiente-
mente pequeno, se cumple

. 4T

de manera que dicha trayectoria entra en la zona C de forma transversal a ;.

Procedemos con un razonamiento analogo para la trayectoria que parte de
(-1, m%)T = (—r,u)" € ©_;, considerando en este punto el origen de tiempos
de la zona L. Se tiene

Bf(_y0p) = t01(0) = 22(0) = T+t = —23 = T = —u/r =T,

y utilizando los desarrollos (5.13) de u y (5.12) de r, obtenemos para ¢t # 0y
suficientemente pequeno que
. _ 3 wt 9 _4r
iy =~ L+ 0@/ |-+ 0| =7 = o0 <0
de manera que la trayectoria entra en la zona L y de forma transversal a %._;.
Debido a la simetria del problema la repeticién del razonamiento para las
trayectorias que parten de (—1, —a:g)T € Y_; yde (1, —x%)T € Y, asegura que
éstas entran en las zonas C'y R respectivamente.
Segun la observacion 4.14 se tiene que

p= 27T + 2718,

y utilizando las expresiones (5.10) y (5.11), vemos que el logaritmo del multi-
plicador caracteristico del ciclo limite presenta el siguiente desarrollo en ¢ =

2
mD t T 9 9 t
p=2t7’L+2TTc=2t<7T+—2—‘~f+§(4D +T)(—T—> >+



172 Capitulo 5. La Bifurcacién de Hopf en el infinito

+2t (%—612 (272 + 48) D? — 7D + (272 + 6) T?) (%)3 + 0(t4)> +

for(-TL_TD (1t 2—1((32+48)102-22D+6T2) LN
2T 2 \T) 96 \\°" m T

4
- % ((107* + 48) D* — 77°D + 6T%) (%) + O(t5)>

7 (—=372D% + 212D 4+ 6T?) , w3D2(~4D +3)
4872 2473

Deshaciendo ahora el cambio del Lema 5.3, obtenemos el resultado del enun-

= it + t1+ O(t9).

ciado.

Debido a la simetria, el periodo de la érbita periddica es igual a P =
2(1¢ + 71). Sustituyendo las expresiones (5.10) y (5.11) en la férmula anterior,
y deshaciendo el cambio del Lema (5.3) obtenemos la serie para el periodo
que figura en el enunciado del Teorema. Ademsds, el Lema 5.4 nos asegura la
analiticidad de P y de p, al obtener ambas mediante composicién de funciones
analiticas.

El maximo valor de |zs| correspondiente a la amplitud a de la érbita pe-
riddica se alcanzard en un tiempo 7* en la zona C del plano. Se cumplird

* 1
. N =D “N=DI[1 AcT —
Z2(T™) z1(77) [ 0 ] e { 1r() :| 0,
donde 0 < 7* < 7¢. Multiplicando por 7(t) # 0, podemos expresar la ecuacién
anterior como

G, 7)=D[1 0]e™ { T(lﬂ } =0. (5.14)

En la ecuacién (5.14) las variables a considerar son 7* y ¢, y dicha ecuacién

se verifica para 7" = 0 y ¢ = 0. Desarrollando G(t,7*) en serie de Taylor en
t =0y 7 =0, obtenemos

7t D T T
*:__*_______t2__ * %2 *\3 .
G, 7) = =" = 5~ gt — gt 57+ O, (5.15)
y por tanto, al ser G+(0,0) = —1, la ecuacién G(rz,7*) = 0 define implicita-

mente en un entorno del punto (0, 0), una funcién ¥(t), tal que G(t,%(t)) = 0.
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Utilizando coeficientes indeterminados para el desarrollo de ¥ (t), a partir de
(5.15) obtenemos

T =

I 7T —8D, L 120 DT + 272D — (48 + 372)D? — 6T2t3
AT 32 T2 192 T3
+ O(tY).

+

Sustituyendo la serie anterior junto con (5.12) en la siguiente expresién de la
amplitud

a=a5(r7) = [0 1]etT [ 1/i(t) } ’

obtenemos
AT _, 4D 6m°D? —5a2D+ (12— 2x%) T?
a=——t"+—+ t+
T T 24
82D? — 7n2D + (272 —12)T?) D

24772

donde utilizando ahora la serie (4.20) y deshaciendo el cambio del Lema (4.8)
obtenemos el resultado del enunciado. mn
Para poder comparar los resultados del Teorema 5.5 con las aproximaciones
proporcionadas en el Teorema 5.2, calculamos los desarrollos en t = 0, de las
expresiones del periodo y amplitud que aparecen en dicho resultado

s ™ ™
P=2ﬁ+(D—d) d3/2Tt+4d5/2T2

T 2D 1
= —4/dt™! — T2 T — 24D7| t + O(t?),
a 7r\/at +2<T+7r\/a>+127rd[(6 7%)\/8 7T] + O(t*)

[(4D + 7d"/*T) (D — d) + dT?] £* + O(t*),

Se comprueba que en la expresién del perfodo coinciden los dos primeros térmi-
nos, mientras que en la de la amplitud sélo coincide el primero.

Como se puede observar, el Teorema 5.5 proporciona més informacion cuan-
titativa del ciclo limite que bifurca que la del Teorema 5.2.
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5.2. Caso tridimensional

En esta seccién, se aborda el andlisis de ciclos limites simétricos respecto
del origen, asociados a la bifurcacién de una érbita periddica del infinito. Lla-
mamos Orbita peridédica del infinito a toda érbita periédica situada sobre la
superficie de la correspondiente esfera S? que resulta de la compactificacién
de Poincaré del espacio de fases. Como los sistemas lineales no pueden tener
ciclos limites, todo ciclo limite simétrico respecto del origen que aparezca debi-
do a una bifurcacién debe ocupar las tres zonas del espacio de fases. Asi pues,
consideramos de nuevo la situacion bésica descrita en la Seccién 4.2, es decir,

X =Arx—Db, siz < -1,
x =Acx, si |z1| €1, (5.16)
X =Arx+b, siz >1,

donde
t —1 0 T -1 0 T—1
AL= m 0 -1 , Ac‘—: M 0 -1 s b= M—-—m R
d 0 0 D 0 0 D-—d

y trabajaremos con las ecuaciones de cierre correspondientes a Orbitas pe-
ribdicas simétricas respecto del origen que ocupan las tres zonas. La orbita
periédica que buscamos presentard intersecciones x°, x!, x? y x3, con los planos
Y1 y X1, y tiempos de vuelo 7¢ en la zona C'y 77, en las zonas L y R. Debido
a la simetria se cumple x* = —x? y x3 = —x!.

Utilizaremos la misma nomenclatura que en la Seccién 4.2. Con la hipdtesis
d # 0, las ecuaciones de cierre (4.40)-(4.41) se convierten en

1 -1
e | 29 | - | 2} | =0, (5.17)
75 73 |
—D/d D/d 7
eALTL z}—tD/d+T + | 2+tD/d-T | =0. (5.18)
i —mD/d+ M 3 +mD/d - M |
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Para el estudio de drbitas periédicas de gran tamafio, que provengan de
una 6rbita periédica del infinito del sistema anterior, efectuamos el cambio de

variables (para dichas érbitas podemos asumir que z3 > 0)

1 3 3 T}
r“‘x(z)a u"‘mga 0] -'17(2), n mg:
con lo que obtenemos
1 -1
et | 1fr | — | wu/r
vo/T v /7 ]
—rD/d D/d

eM | y/r4+T—tD/d |+ | 1/r—=T+tD/d

w/r+ M —mD/d

vo/r — M +mD/d |

(5.19)

Multiplicando ahora todas las ecuaciones por r > 0, después de simplificar

queda finalmente

T —r
efee | 1| —| u
Yo v
—-rD/d rD/d ]
e |yt rT —1tD/d | + 1—rT+rtD/d
v +rM —rmD/d vo— 1M +rmD/d |

0, (5.20)

=0.  (5.21)

A partir de las ecuaciones de cierre anteriores, estudiamos primero ciertas
soluciones correspondientes a soluciones periédicas en el infinito (r = 0) de las

que pueden bifurcar érbitas periddicas.

Lema 5.6 La tnica solucién del sistema (5.20)-(5.21) con ¢ =0, d # 0 y
7, > 0 es la formada porr =0, u = 1, vo=v, =t,d=mt, 7c =0y

1, = 7/y/m, con m > 0.

Demostracién. Al hacer 7¢ = 0 la ecuacién (5.20) es equivalente a

2r =0,
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1l—u=0,

’l)o—’Ul:O,

cuyas soluciones son r = 0, u = 1 y v; = vp. Sustituyendo estos valores en
(5.21) obtenemos

et 1 |4+ 1| =0,
Yo Vo

lo que nos dice que la matriz exp (A;7.) tiene como autovector a (0,1, vp)”
con el autovalor correspondiente —1. Si Ay, es el autovalor de A; que corres-
ponde con el autovalor —1 de la exponencial, y dado que los autovalores de la
exponencial de una matriz son iguales a la exponencial de los autovalores de
dicha matriz, se cumplird que

eMTL = -1,

de donde Ap7;, = 7i. Por tanto, para los valores 7c = 0, 7 = 0, u = 1y
v1 = v, la matriz Ay tiene una pareja de autovalores imaginarios puros que
denotaremos por Fwi. Esto hace que el tercer autovalor sea real, en adelante
A, ¥ que se verifiquen las siguientes igualdades

t=A,
m = w?, (5.22)
d = A2

Las igualdades anteriores equivalen a la condicién d = mt con m = w? > 0, y
por tanto se tiene 7, = 7/w = 7/\/m.
Sustituyendo estos valores en la exponencial de A, ésta se convierte en

Wd>—m®  mdW+1) m*(W+1)
m3 + d? m3 + d? m3 + d?
e — 0 -1 0 ,
md* (W +1)  m2d(W +1) Wmd - d?

m3+d2 m3+d2 m3_+_d2
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3/2 . .
donde W = e™/™" vy utilizando estos valores, la primera componente de la
ecuacién (5.21) se convierte en

- mdW+1) m*W +1)
W E | mitd

UOIOa

lo que implica vy = d/m, quedando demostrado el enunciado. [

Si a partir de la solucién anterior variamos 7 en un entorno de 0, con
7c >0, 7, > 0y r > 0, los autovalores de Ay serdn un cierto A real y cierta
pareja de complejos conjugados o £ wi, y se cumplira que

t =20+ A,
m = 20\ + 0 + w?, (5.23)
d= (0% +w?).

Nétese que el caso d = 0 implica que, para el valor critico del pardmetro de
bifurcacién, se tendria A = 0, situacién degenerada que no abordaremos en la
memoria. :

Para la configuracién de autovalores de (5.23), tenemos asegurada para Ar
la siguiente forma canénica real de Jordan Jy, y matriz de paso P, de manera
que Ap = PLJLPL_1 con

c w 0
Jy=| —w o 01, (5.24)
| 0 0 A
0 1 1
Po=| w o+X 20 : (5.25)
L wh o) 0?4 W?

Utilizando los pardmetros o, w y A podemos expresar la solucién proporcionada
por el Lema 5.6 como

z = (0,w, \, 7,4, Vo, v1, T, Tc) = (0,v/m,d/m,0,1,d/m,d/m,n/+/m,0).

Obviamente, las soluciones de (5.20)-(5.21) en un entorno de z con 7¢ >
0, 7 > 0 y r > 0 corresponden a érbitas periédicas de gran amplitud del
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sistema original (5.16). Nuestra estrategia serd verificar que es posible aplicar
el Teorema de la Funcién Implicita al sistema (5.20)-(5.21) en el punto Z y
detectar en un entorno de dicho punto una rama de soluciones que pasa por z.
Las correspondientes soluciones con 7 > 0, 7, > 0 y r > 0 representan érbitas
periédicas que para un valor concreto de los parametros llevan a la solucion Z,
y estan asociadas a dicha solucién a través de una bifurcacién que se produce
para dichos valores de los pardmetros.

El espacio natural de estudio de esta bifurcacién es el formado por los
parametros t, m y d, en el entorno de un punto de la superficie mt — d = 0,
con m > 0. En particular, estudiaremos en dicho entorno la variacién de ¢
manteniendo m y d constantes. Sin embargo, es mas cémodo trabajar con los
autovalores de Ay, en un entorno de (o,w, A) = (0,1/m, d/m) y utilizar la forma
canoénica real de Jordan Jy, obteniendo

eALTL — PLeJLTLPEI,

siendo Jp y Pp las definidas en (5.24) y (5.25), respectivamente.

Adema3s, para simplificar algo més el problema, reescalamos las variables
Ty, 3 v €l tiempo 7 mediante el siguiente lema, cuya demostracién se omite
por ser inmediata.

Lema 5.7 Si m > 0, el sistema (5.16) puede ser transformado mediante el
cambio de variables lineal

Tg = /Ty, T3 = mesg,

y la reparametrizacion temporal

2
T=—
v
en el sistema equivalente
d T t —1 0 T T—1%
E: .’EQ = 1 0 -1 532 + M1 Sat($1), (526)
T 4 d 0 0]z D-d
donde
~ t -~ M = - T ~
t=vm MEw ftmm TEm Peom
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Por tanto, siempre que m > 0 se puede suponer sin pérdida de generalidad
que m = 1. Nétese que la condicién m = 1 junto con mt —d = 0 es equivalente
aw = 1 cuando o = 0. En lo que sigue suponemos m = 1, trabajando con el
sistema (5.26) y prescindimos de las tildes para abreviar la notacion.

Para estudiar la evolucién del sistema al variar solamente ¢, afiadimos a las
ecuaciones de cierre dos ecuaciones que mantienen constantes los valores de m

y d, a saber:
20X+ 02 +w? =1,
Al +w?) =d.

Las ecuaciones de cierre quedan finalmente

—r

efoTe 11— U =0,
Yo AN
—rD/d rD/d i

et | y4¢T —rtD/d |+ | 1—rT+rtD/d | =0,
vi+rM —rD/d vo—rM+rD/d

200+ 02 +w?—-1=0,
)\(02+w2) —d=0,
que expresamos de manera compacta como
F(z) = 0, (5.27)
donde
Zz = (an) >\7 T, U, Vp, V1, TL7TC)'

La ecuacién (5.27) representa un sistema de 8 ecuaciones con 9 incognitas y

posee la solucion
z=(0,1,d,0,1,d,d,7,0),

que como veremos a continuacién es un punto no singular.

Lema 5.8 Para las ecuaciones de cierre (5.27) con d # 0, las siguientes afir-

maciones son vdlidas.
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(a) Las funciones F;(z) son funciones analiticas en un entorno de

z=(0,1,d,0,1,d,d,,0).

(b) Para el sistema (5.27) el punto Z es un punto no singular. La aplicacion
del Teorema de la Funcion Implicita conduce a la expresion local de las
soluciones de (5.27) como funciones analiticas de 7 en 0, que presentan
los siguientes desarrollos en serie de Taylor,

9% ®,

O R@ D wA@ e (5.28)
T+ 1q))§ Girne o)
w=1-— ﬂ%ﬁl)“ + O(73), (5.29)
A=d+ ﬂ_i;/lj_zl)TC - WZ(d;I)j- 1)375+ (5.30)
—ﬂﬁ+§%ﬂ+U%+M%%
r=2 Z-Tg +0(3), (5.31)
u=1-—drc+ O(1d), (5.32)
vo = d + (27rd(324+ 5t d(ef;: 1)) e + O(72), (5.33)
u=ds (27rd(§24+ Ty d(e$5+ 1)) o+ 0lrc),
= Mo = (d2j—11)d (%(ﬁl T (ewj)jr 1)) ot
+ O(73), (5.34)

donde
Mm=D-T+d(1—-M),

y las expresiones ®;, i =1...6 aparecen en la Tabla 5.1.
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Demostracién. La computacién de la matriz jacobiana

DZF(Z)]Z
proporciona la matriz
0 0 0 2 0 0 0 0 —1]
0 0 0 0 -1 0 0 0 —d
0 0 0 0 0 1 -1 0 O
L4 €7rd 1)d ™
U _ed;:ll ¢ (d2:1) 0 ed2df11 L0
- wd 0 2D - 2T -1 0o 0 d 0 |’
wd
—rd 0 - goom GRSt 0 o
2d 2 0 0 0 0 0 0 O
| 0 2 1 0 0 0 0 0 0 |

donde

2D (e™+1) (D —dM +d°T)

4 (@+1)d

El célculo anterior nos permite afirmar que dicha matriz tiene rango 8, al
ser el determinante de la submatriz que resulta de eliminar la ltima columna
(correspondiente a 7¢) igual a —4m (1 + e”d) # 0. La aplicacién del Teorema de
la Funcién Implicita para funciones analiticas [CH82] sobre (5.27) nos permite
obtener el enunciado.

Los desarrollos en serie o(7¢), w(c), A(7¢), r(7c), u(7c), vo(7¢), v1(TC) ¥
71(7¢), han sido obtenidos a partir de las ecuaciones de cierre (5.27), con el
programa de célculo simbélico Maple y utilizando el método de los coeficientes
indeterminados. ]

¢ =

Para analizar el comportamiento de la aplicacién de retorno en las proxi-
midades de las posibles érbitas periédicas simétricas de tres zonas, bastard, por
la simetrfa, utilizar la semiérbita correspondiente que partiendo de x° € ¥,
atraviesa ¥ _; en el punto x! y vuelve a dicha seccién en el punto x* = —x% €
Y _;. Siguiendo la notacién de la Seccién 3.3, denotamos con pg, pP1 € R?, las
coordenadas de x° y x! en las respectivas secciones, y con 7¢, 7z, las funciones
que verifican 7c(po)=p1, 7(P1) = —Po; con un ligero abuso de notacion,
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&, | 7d"M 4+ 6d°M? — 7d MT — 7d” — 2nd®D — 16d° M + 37d°T — 12d5DM
+27d®° DT + wd® M? + 20d° MT — 27d®T? + 10d® + 16d°D — wd5 M — 24d°T
+6d4D? — 37d*DM — 20d*DT — 6d*M? + 2ad*MT + 14d*T? — nd*D
12d*M + 27d*T + 27d3D? + 16d* DM — 83 MT — 27 d®T2 — 6d* — 16d3D
—md3M + 8d3T — 10d2D? — 2nd?DM + 12d2DT + 4d*M?2 + 3nd’MT
—2d2T? + 7d® — Ad®M — 7d?T + 27dD? — 4dDM — 27dDT ~ wdM?
+4dMT + wdM + DM — =D,

@y | (d®M —d*>—2dD +2dT — M +1) (d* — d*T + dM - D),

O3 | 71d"M —2dM? — wdSMT — 7d” — 27d®D + 37dST + 4d5DM + 2xd> DT
+mddM? + 4d° MT — 27d®T? 4 2d® — 7d®M — 8d°T — 244 D? — 3wd*DM
+4d DT — 14d*M? + 2nd*MT + 6d*T? — nd*D + 28d* M + 27d*T + 2nd3 D?
+32d° DM — 243 MT — 27d3T2 — 14d* — 3243 D — nd3 M + 24d3T — 18d2 D2
+27d?DM + 28d?2DT + 4d?M? + 37d?MT — 10d2T2 + 7d3 — 4d2M — nd?T
+27dD? — 4dDM — 2wdDT — ndM? + 4dMT + wdM + =DM — =D,

Oy | —27d® — 4d M + wd*T + 4d* + 43D — #d®*M — AT — 2xd3 + 7d2D
+7d?T — ndM + 7D,

®s5 | &® —d*T +dM - D,

Og | —7d® +d*M + wd*T + 3d* — d°D — nd®M — 3d3T — 7d® + nd®D + 5d°M
+7d?T — d? — 5dD — ndM + dT + 7D,

Tabla 5.1: Valores de los coeficientes ®;

usaremos 7¢ y 71 para denotar las funciones escalares que proporcionan el
tiempo de vuelo en cada region.

En los siguientes resultados utilizamos también la funcién que da las coorde-
nadas de la semiaplicacién de Poincaré 71 (po) = (7, o 7¢) (Po), de manera que
la funcién que proporciona las coordenadas de la aplicacién de Poincaré com-
pleta es m(pg) = (—m © —m1) (Po).

A partir del Lema 5.8, es facil garantizar que las soluciones de las ecuaciones
de cierre corresponden con ciclos limite del sistema (5.26) y gracias al Lema
4.21 podemos estudiar su estabilidad, como se refleja en el siguiente resultado.

Proposicién 5.9 Asumamos que d # 0, y 3 = —dM +d+ D — T # 0. Sea
z una solucion de las ecuaciones de cierre (5.27) en un entorno del punto Z
definido en el Lema 5.4 que corresponde a un valor suficientemente pequeno
de ¢ > 0. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) El sistema (5.26) posee un ciclo limite con simetria respecto del origen
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que interseca transversalmente a ¥, y a X_1, y tiene tiempos de vuelo
7c en la zona C y 11, en la zona L.

(b) El valor correspondiente de t verifica

(t—dym > 0.

(c) Los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita periddica

son
2’71 2
=2 n 77C + O(75),
Y1 (2d% + 1
u11=27rd+2 M——L)"i"fr—dj\l Tc+0(7'gv).

d2+1

Demostracién. Para una solucién de las ecuaciones de cierre con 7¢ > 0y
7. > 0, veremos que el fAujo de la zona central que parte de (1,z9,23)7 lleva
a (—1,z1,21)7, v el flujo de la zona L transforma el punto (—1,z3,z3)" al
simétrico del origen de (1,z3,23)”; por tanto, los puntos anteriores pertene-
ceran a una solucién periddica simétrica del sistema.

Estudiaremos la érbita del sistema (5.26) correspondiente a la solucion
(5.28)-(5.34) de las ecuaciones de cierre (5.27) vélida para 7¢ > 0 suficiente-
mente pequeflo y comprobaremos que representa una 6rbita periddica simétrica
transversal a las fronteras.

Primeramente determinamos ¢(7¢) utilizando que t = 20+ A, y los desarro-
llos de o (5.28) y A (5.30), obteniendo

2bargamma 1 to1 229 2 3
t=d Lo — TH+0(T2) .
+ 7r © wd{d? + 1) (w(d2 +1) + exp(nd) +1) ()
(5.35)
donde
ts; = wd'M —2d5M? — 7dSMT — nd” — 2ndSD + 37d®T + 4d° DM + 2rnd® DT+

+7d5M? 4+ A4S MT — 27 d5T? + 2d8 — wd®>M — 8d°T — 2d*D? — 3nd*DM —
—4d DT — 6d*M?2 + 21d* MT + 6d*T? — wd*D + 12d*M + 27d*T + 2nd3D?+
+16d3 DM — 8d3MT — 2rd3T? — 6d* — 16d3D — wd*M + 8d°T — 10d>D?—
—97d2DM + 12d2DT + 4d2M? + 37d*MT — 2d>T? + wd® — 4d*M — wd*T+
+27dD? — 4dDM — 27dDT — ndM? + 4dMT + ndM + nDM — 7D,

tas = (d®M —d?—2dD+2dT — M +1) (d° - d*T + dM — D),
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Comenzamos el razonamiento estudiando la érbita del sistema (5.26) que
pasa por (1,29, 29)T € ¥, donde tomamos el origen de tiempo de la zona C;
en dicho punto la velocidad en la direccion x; vale

o) = Tx1(0) — 22(0) = T—a5=T—1/r,

P12y 00 25)=(1,29 29

teniendo en cuenta que r > 0 y a la vista de (5.31), 1/r serd arbitrariamente
grande para 7¢ suficientemente pequeno y por tanto,

xl|($1,$27$3):(17$3@g) <0,

verificando que dicha érbita entra en la zona C'y lo hace de forma transversal
a 1. Al ser 7o > 0 y suficientemente pequefio la érbita que va de (1,29, 29)7"
a (—1,z3,23)T se mantiene en todo momento en la regién C.

Procedemos con un razonamiento analogo para la orbita que parte de
(—1,z), 2)T € £_; y es el origen de tiempos de la zona L
1y = tx1(0) — 22(0) =T+t = —x5 — T,

U1 ey 0 23)=(— 1ad

utilizando el cambio (5.19) se tiene que z3 = u/r y teniendo en cuenta los
desarrollos (5.31) y (5.32) y que 7¢ > 0 es arbitrariamente pequeno, resulta
1] (31 09 ) =(~ 1ad,ad) < 05
comprobando que la érbita entra en la zona L. Por otra parte, como 7, =
7 —7c + O(73), deducimos que para 7¢ > 0, suficientemente pequerio, se tiene
7, < 7y por tanto la érbita que va de (—1,z3, 21)T a (=1, —29, —29)7 se
mantiene en todo momento en la regiéon L donde la dinamica es de tipo foco.
Debido a la simetria del problema, la repeticion del razonamiento para
las érbitas que parten de (—1,—29, —29)7 € ¥, y de (1, —zi, —z})T € ¥,
asegura que éstas entran transversalmente en las zonas C'y R respectivamente.
Concluimos que las cuatro orbitas forman una 6rbita periédica del sistema
(5.26), que se corresponde con la solucién de las ecuaciones de cierre (5.27)
dada por los desarrollos (5.28) a (5.34). Ademés, la unicidad de la solucién
obtenida por el Teorema de la Funcién Implicita en el Lema 5.8 asegura que
dicha orbita periddica simétrica y de tres zonas es Unica en un entorno del
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punto solucién z, de donde se deduce que es una érbita periédica aislada, es
decir, un ciclo limite. As{ hemos demostrado lo indicado en (a).

Dado que 7¢ es positivo, de (5.35) se deduce que para T¢ suficientemente
pequefio 7; tiene el mismo signo de ¢ — d. Utilizando ahora (5.23) conw =1y
considerando que o también es pequefio, obtenemos que %, tiene el mismo signo
que o en un entorno de Z quedando probado el apartado (b) del enunciado.

En el apartado (c), por la semejanza del Lema 4.21, sabemos que el pro-
ducto et eAcTC  para el valor de z solucién de (5.27) correspondiente a una
érbita periédica, tiene un autovalor igual a —1, mientras que los otros dos,
que corresponden a los autovalores de Dm;(po), los denotaremos por A; y Ar;.

Usando que
det(eAT) = e traza(A) ’

deducimos que el producto de los tres autovalores citados verifica

—-/\1)\11 = eTLH_TCT. (536)

A continuacién, analizamos los autovalores de e4L™eAc™ por técnicas de
perturbacién a partir de Z. Nos moveremos sobre la rama solucién de (5.27)
correspondiente a una drbita periddica; para ello utilizamos el Lema 5.8 y
parametrizamos o, w, \, T, u, v, v1 y 7z en funcién de 7¢. Si hacemos

By = eALOm0)
eg = €™,
y tenemos en cuenta la dependencia respecto de 7¢, podemos desarrollar el

citado producto de exponenciales en serie de MacLaurin respecto 7¢,

eALlro)TL(te) pAcTe —

= <E0 + 10 (_gz (eAL(Tc)TL(Tc))

= [E() + TcEOA’L(O)TL(O) + TchAL(O)TII;(O) + .. ] (I+Actmc+...).

+...)(I+Acc+...)
To=0

Sustituyendo 7¢ = 0 en los desarrollos (5.28) a (5.34) obtenemos
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.
N oo
T
AL@ =1 o9 0 0
0 00

Utilizando los valores anteriores, el producto de exponenciales se convierte en
eAtlrelnlrelgdete — gy 4 7o Hy + . ..

donde

eod®—1 —(eg+1)d eo+1
0 —(d?*+1) 0 :
(eo+1)d> —(eg+1)d ey— d?

60(1) -+ © (eodz - 1) (M — 1) — (60 + ].) (M - 1)d
H, = 0 0 —(d*+1)(M-1) |,
eo® — d’0 (ep+1) (M —1)d® —(eg+1)(M —1)d

con
®=d*2-3M)+d*(2D~T)~dM + D,
©=T-D+2d(M - 1).

La matriz H, tiene autovalores —1 doble y Ay = ey = €™, este ltimo
con autovector asociado vy = (1,0, 1)T. Sea A;; el autovalor que para 7¢ = 0
coincide con Ag, y que tiene el desarrollo

/\HZ)\Q+)\17'0+...

wd

Como hay garantias de que €™ es un autovalor simple de Hy se verifica (ver

Seccién 2.8 de [Wi65))
(Ho +71cH + .. ) (’UO +T1cU1 + .. ) = A1 (’UO + e + .. ) (537)
Igualando potencias de orden 1 en 7¢ en (5.37), obtenemos

Hl'UO -+ H()’U1 = )\01)1 -+ /\1'00, (538)
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y si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por wl =

(d?, —d, 1), autovector izquierdo de Hy correspondiente a Ao, se tendra
nglvo -4 w(")rHovl = )\owgvl + Alwgvo.

A partir de esta ecuacién y teniendo en cuenta que wg Hy = Aow{ determina-

mos
nglvo
A==

y sustituyendo los valores de Ay, vo ¥ wp, obtenemos

¢

A= ———

con
¢=d*2—-3M)+d*(2D —-T)+d(1—-2M)+ D.

Una vez calculados los autovalores de la derivada de la semiaplicacién de
Poincaré D (po), los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la
6rbita han de verificar

et = \2 Ml = )\}, (5.39)
ademsés, usando (5.36) se tiene que
eI = \2)2 = HrLt2TTe,
de donde obtenemos la relacién
pr + prr = 2ty + 2T 7¢. (5.40)
A partir de (5.39), para el autovalor simple Ar; ya calculado se cumplira

wrr = 210g [60 + /\1TC -+ O(Tg‘)} =
= 21d + 2log [L + e ™ M\1o + O(18)] =
= 21d + 2e "\ 1o + O(ng),

y sustituyendo A; se obtiene el valor de p; del enunciado.
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Utilizando ahora la ecuacién (5.40), junto con los desarrollos de 7 (5.34)
y de t (5.35), determinamos el otro logaritmo del multiplicador caracteristico
de la érbita periddica completando finalmente el enunciado de la Proposicién.
|

A la vista de la Proposicién 5.9, diremos que el sistema (5.16) experimenta
una bifurcacién de Hopf en el infinito para el valor de los pardmetros que
corresponden al punto Z, por el que pasa la rama de soluciones predicha por el
Lema 5.8. Estamos ya en condiciones de enunciar a continuacién el resultado
principal de esta seccién.

Teorema 5.10 Consideremos el sistema (5.16) cond #0, m >0y 5 = dm—
dM +Dm —m?T # 0, y sea to = d/m. Parat =t el sistema experimenta una
bifurcacion de Hopf a partir de una drbita periddica del infinito, apareciendo
un ciclo limite transversal a las fronteras ¥y y a £_y, simétrico respecto del
origen, para J(t — to) > 0 y suficientemente pequenio.

El periodo P de la oscilacion periddica es una funcién analitica en 0, en la
variable t — to, y su desarrollo es

27 N W\/ﬁ(r_n——M)

P= t—t
vm ~ ( 0) +
3
T mpa1 TI° Pag 5 3
t—1 t—t
* d(d? + m3)73 {él(d2 +m3) 2 (eﬂ'd/mS/Z +1) ( 0)” +O( 0)”,

donde los coeficientes psy Y pag son los que figuran en la Tabla 5.2.
La amplitud a (medida como el mdzimo en |z3|) posee el desarrollo en serie
para la variable t — ty en un entorno de 0,

a‘“—ﬂ(t—t)_l-}- 1 al 4 20,2 +
 md/2 0 dm(d? + m3)y | mm(d? + m3) (e”d/m3/2 i 1>

+O(t—to),

donde los coeficientes a; y ag son los que figuran en la Tabla 5.3.
Ademds, los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita
pericdica son

7rm5/2

2
ﬂ[zm(t—to)+0(t—to> s
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Do1 | —dom772 + 3dSm37EM — 3d5m32M? + df/mM? + nd®m® + d®m®/2T — 2rd>m* M
+rxd3mAT? — 5d3m /2D + 2d5mT/2MT — 2rd®m3DT + nd>m3M? + 6d°m®/2DM
—3d5mB/2M2T + nd®m2D? — d®m3/2DM? — 5d4m!3/2 — rd*mST + 11d*m!'Y/2 M
—3d4m2T2 4 22 dimP MT — nd m®T3 + 6d*m®/2DT — 7d*m9/2M? — d*m®/2MT?
+2nd*mADT? — 7d*mAM2T — 3d*m7/2D? + 2d*m"/2DMT + d*m" /2 M3
—wd*m3D2T — d*m5/2D2M + nd®m8 + 5d3m5/2T — 7d®>m" M + 7d>m T?
—9d3m13/2D — 9dBmI/2ZMT + 3d3m13/2T3 — 2nd3mé DT — nd3mSM? + nd*mS MT?
+10d3m Y/ 2DM — 5d83m1Y2DT? — 3d3mY2 M2T + nd®*m®D? — 27d*m°DMT
+rd3mE M3 + dB3m¥2D2T — d3m®2DM? + nd3m*D?*M + d3m"/2D3 — nd*m®T
—4d2m 72 M + 2m7/2T? — 1d?mBD + 2rd®*m8MT — wd?m8T3 — 2d?m!5/2DT
+842mI5/2 M2 — 5d2mI/2 M T? 4 2nd?m DM + nd?*m”DT? — nd*m™ M>T
+d2m13/2D2 1 10d2m13/2DMT — 4d?m!3/2 M3 + 7d®m8D?*T — nd’>m8SDM?
—5d2mY/2D2M — 7d?mS D3 + wdm°M + 4dm2MT — dm!'®/2T3 — 2ndmdM?
+7dmP MT? — 4dm "/2DM + 7dm7/2DT? — 4dm'"/2M>?T — 2rdm3DMT
+rdmEM?® — 11dm5/2 DT + 4dm3/2DM?DT? + wdm” D?M + 5dm'3/2D3
—7m D + 27m°DM — 7m0 + 27m®D2T — 7m®DM? — am8D3,

Doz | —d°m3® + 2d3m2M — d3m2T? + 2d3mDT — d*mM? — d*D? + &?>mAT — 2d*m*MT + d2m3T3
—9d?m2DT? + d2m2M2T + d®>mD?T — dm® M + 2dm*M? — dm*MT? 4+ 2dm*DMT
—dm3M?3 — dm2D2M + mSD — 2m3DM + m5DT? — 2m*D?*T + m*DM? + m3D3.

Tabla 5.2: Valores de los coeficientes pg;

a, 2d"m82 — nd"m2T — 8d"m3/2M + nd"mD + 6d7\/ﬁM2 —2rd®m?* + 27d®m3M
+rd®m3T? + 846m5/2D + 4d®mP/2MT — nd®m?DT — 12d5m3/2DM + 10d3m*!/?

127 d3mBT — 20d5m®/2M — 2d5m®/2T? — 3nd®mAMT — 4d5m™/2DT + 10d°m™/2M?
+xdm3DM + 6d5m5/2D? — 2ndim” — 16d*m3/2T + 24d*m/2D + 16d*m /2 MT
+rd*mS DT + 2rdimS M? — 24d*m®2DM — wd*m*D? + 3rd3m8T + 4d3m'%/?M
+6d3mI3/2T2 4 ndBm D — 2w d®mT MT — 20d3m3/2DT — 4d3m!3/2M? — 2nd>mS DM
+14B3m1/2D2 — 207 d2mOM — 7d®m®T? — Ad?m /2 MT + nd?*m8 DT + 2nd*m3 M?
+4d?m15/2DM + 27dm°D + 1dm°MT — 3rdm® DM — 7m'tD + 7m!° D2,

ag | &®mT — d°D + 2d*m3 — 2d*m2M — d*m2T? + d*mDT — 3d®m*T + d®mT — d°D + 2d*m?®
—2d4m2M — d*m2T2 + d*mDT — 3d3mAT + d3m3D + 3d3m3MT — d®m?DM + 2d°m®M
+d2m5T2 — 2d2mADT — 2d?mAM? + d?>m3D? — 2dméD — dmSMT + 3dm® DM + m"DT
—-m8D2?,

Tabla 5.3: Valores de los coeficientes a;
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2md T (2(132 +m? Tm?—dM

2
'uH:m3/2+m1/2 d? +m? + 0 >(t_t0)+0(t~t0) '

En particular, el ciclo limite es orbitalmente asintdticamente estable cuando
¥<0yd<DO.

Demostraciéon. Aplicando el cambio del Lema 5.7, trabajaremos en lo que
sigue con el sistema (5.26), mientras que la condicién ¥ = dm — dM + Dm —
Tm? # 0 se convierte en ¥, =d —dM + D — T # 0.

La existencia de la bifurcacién para t = ty, se deduce del hecho de que
para dicho valor se da la igualdad mt — d = 0 que corresponde al punto Z del
Lema 5.8. Para mt — d suficientemente pequefio con m > 0 y considerando
que mt —d = 20 [(cf + )\)2 + w2], es facil demostrar que la parte real del par
de autovalores complejos conjugados o estd en un entorno de 0. La variable o
toma el valor 0 para 7¢ = 0, por lo que haciendo que ¢ sea suficientemente
pequeno conseguimos que 7¢ esté en un entorno apropiado de 0 donde podemos
aplicar los desarrollos obtenidos en el Lema 5.8.

A partir de esos desarrollos y recordando la ecuacién (5.35) obtenemos

t—d= %TC +0(r2), (5.41)

donde deshaciendo el cambio del Lema 5.7 y teniendo en cuenta la definicién
de tp, queda

27
t—to=—"357c+0 (72). (5.42)

Para 7¢ > 0 y suficientemente pequefio, se concluye de la igualdad anterior
que el signo de ¢ — ¢, debe coincidir con el de ¥, obteniendo la correspondiente
afirmacién del enunciado.

Por 1ltimo, la Proposicién (5.9) nos relaciona la existencia de solucién de
(5.27) con la correspondiente 6rbita periédica simétrica respecto del origen del
sistema (5.26) quedando demostrada la existencia del ciclo limite.

Seguimos la demostracién con m = 1 para deshacer el cambio al final. Para
obtener 7¢ en funcién de (¢t — tg), aplicamos ahora el Lema 4.10 a la ecuacién
(5.35), sustituyendo d por g, y haciendon =1, n =t -ty y £ = 7¢ podemos
asegurar, puesto que 7y, # 0, la existencia de una funcién y analitica en 0 con
x(0) # 0 tal que 7¢ = (t — tp) x (t — to) cuyo desarrollo en serie de Taylor es
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T
2’71

{h tanh (rd/2) + Q3| (t—t) >+ O (t—t0)°, (5.43)

il
(t—to)+§ % g

TC =

con

O =7 (M~1)d" + (-2nD — 2M? — 7MT + 3T + 2) d°+

+ (ADM + 27DT + nM? + 4MT — wM — 2nT? — 8T) d°+
+ (~=2D* = 3nDM — 4DT — 7D — 6M? + 2rMT + 12M + 6T2 + 27T — 6) d*+
+ (2rD? +16DM — 16D — 8MT — vM — 2xT? + 8T + ) d*+
+ (~10D? - 27DM + 12DT + 4M? + 3xMT — 4M — 2T° — «T) d*+
+ (2nD* - 4DM - 2xDT — nM? + 4MT 4+ 7M) d+nDM — 7D,
= (1—-M)*d" + (3DM? — 6DM + 3D — 3M*T + 6MT — 3T) d°+
+ (=3D?M + 3D? + 6DMT — 6DT — 2M? + 6M? — 3MT? — 6M + 3T° +2) d° + Dd*+
+ (—=6D>M +6D* + 12DMT — 12DT — M® + 3M* — 6MT? — 3M + 6T + 1) d°+
+ (2D° - 6DT + 3DM? — 6DM + 6DT? + 3D — 3M*T + 6 MT — 2T° — 3T) d*+
+ (~3D?M + 3D + 6DMT — 6DT — 3MT? + 3T%) d + D* — 3D*T + 3DT* - T?,
Q3 =4 (1~ M?)d®+ (8DM + 8MT — 16T) d*+

4
+ (—4D? — 8DT — 12M? + 24M + 12T? — 12) d® + (32DM — 32D — 16 MT + 16T) d*+
+ (—20D? + 24DT + 8M* — 8M — 4T?%) d — 8DM + 8MT.

Debido a la simetrfa, el periodo de la érbita es igual a P = 2(1¢ + 7).
Sustituyendo (5.43) en (5.34), utilizando la férmula anterior y deshaciendo
el cambio del Lema 5.7 obtenemos la serie para el perfodo que figura en el
enunciado.

El méximo valor de |z3| correspondiente a la amplitud a de la 6rbita pe-
riédica se alcanzard en un tiempo 7* en la zona C del plano. Se cumplird

t3(7*) = Dz, (") =0,

y expresando z,(7) en funcién de la matriz exponencial, la ecuacién anterior
queda de la forma

G(re,7™)=[1 0 0] e | 1
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Haciendo el cambio (5.19) y multiplicando por r se convierte en

T (Tc)
Glre,7)=[1 0 0]e™ 1 =0.
vo (T¢)

En esta ecuaciéon las tnicas variables que consideramos son 7* y 7¢, y se
cumple G(0,0) = 0. Desarrollando G(7¢, 7*) en serie de Taylor alrededor de
Tc =0y 7 = 0, obtenemos

d-T T
G(re, ") = 129 -7+ — ™+ ~2—TCT* — ZTé—F
(@1 + eﬂdq)z) *2 dTl’ % 9
rd( @+ (e cT ~ g7 et
(dl'+ M — TQ)T*P,
6

+...,

donde

&y = d* — 1/47d*T — d*M — d®T + 1/4nd*M + d®D — 1/4nd?T — 1/4nd?D + 1/4nd M+
—1/4nD — 1/4M +1/4T%,

®y = —1/2wd° + d* + 1/4nd*T — d*M — 1/27d® — d*T — 1/47d®*M + d®D + 1/47d*T+
+1/47d?D — 1/4ndM + 1/4=D.

Por tanto, al ser G.(0,0) = —1 # 0, por el Teorema de la Funcién Implici-
ta la ecuacién G(7¢,7*) = 0 define implicitamente en un entorno del punto
(0,0), una funcién ¥(7¢), tal que G(7¢,¥(7¢)) = 0. Utilizando coeficientes
indeterminados para ¥(7¢), y ayudados por un programa de célculo simbélico,
obtenemos

TC (T — d) 9 (@1 + @zeﬂd)

"= =4

3 4
2 8§ T Rrd@ ) (1+ed) C + 0,

donde

©1 = —3nd® + 12d* — 57d*T — 12d* M — 37d® — 12d°T + 7d® M + 27d3T? + 1243 D~
— 57d?T — 3nd*D + ndM + 27dT? — 37D,
Oy = —91d® + 12d* + 7d*T — 12d* M — 97d® — 12d°T — 57d® M + 27d®T? + 12d* D+
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+ 7d?T + 37nd%D — 57dM + 2rdT? + 3nD.

Sustituyendo la serie anterior junto con (5.31), (5.33) y (5.35) en la siguiente
expresion de z3(7)

1
z3(t")=[0 0 1 Jete™ | 1/r |,
’U()/’I"
obtenemos p .
2 ay, + axe™
= — 0,
o=t i ares T o)
donde

a; = 7d® — 4d*M — 7d*T + 4d* + 7d®M — 4d3T + 7d3® + 4d®D — nd?T — 7d*D + ndM — 7D,
as = —7d® — 4d*M + 7d*T + 4d* — nd®*M — 4d3T + 4d3D — 7d® + 7d*T + wd*D — ndM + wD.

Utilizando ahora la serie (5.43) y deshaciendo el cambio del Lema 5.7 obtene-
mos el resultado del enunciado.

Por la Proposicién 5.9 tenemos que los logaritmos de los multiplicadores
caracteristicos de la érbita periddica valen

2
b= d2+lTC+O(TC)a
2
prr = 2wd + d2+1Tc+O(TC),

donde
¢=d*2—-3M)+d*(2D ~T)+d(1 —2M) + D.

Para 7¢ suficientemente pequeiio se tendrd uy < 0si 9 < 0, y si d < 0 también
serd pyr < 0, con lo que concluimos que el ciclo limite es orbitalmente asintéti-
camente estable cuando d < 0 y 4 < 0. Para finalizar, sustituyendo 7¢ por su
valor (5.43) en las expresiones anteriores de py y gz, y deshaciendo ahora el
cambio del Lema 4.19, obtenemos los valores que figuran en el enunciado. ®

A la vista del Teorema 5.10 podemos afirmar que el signo de 7 caracteriza
la bifurcacién de Hopf del infinito. La anulacién de 7 es una situacién no
contemplada en el Teorema 5.10 que parece conducir a una degeneracién de
la bifurcacién. Estudiaremos esta condicién en la siguiente Seccién, pero antes
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examinaremos dos situaciones en las que no es posible la anulacién de 5. Las
afirmaciones que se hacen a continuacion, se deducen facilmente del Teorema
5.10, utilizando la igualdad

y=(d-mT)(m—-M)+m(D— MT)
y el desarrollo de t que aparece en (5.42).

Corolario 5.11 Para el sistema (5.16) con d # 0, m > 0, to = d/m y t —tg
sufictentemente pequeno, las siguientes afirmaciones son vdlidas

(a) Sim—M =0y D— MT #0, el ciclo limite bifurcante predicho por el
Teorema 5.10 existe para

(D — MT)(d — mt) < 0,

y esto hace que la bifurcacion sea supercritica st D—MT > 0, y subcritica
st D—MT < 0. La situacion se ilustra en las Figuras 5.1 y 5.2, donde las
flechas indican el sentido de movimiento del pardmetro correspondiente
a la aparicion del ciclo limite.

(b) Si D—MT =0, mT —d#0ym— M #0, el ciclo limite bifurcante
existe para
(m — M)(d—mT)(d—mt) <0,

y esto hace que la bifurcacion sea supercritica si (m — M) (d — mT) > 0,
y subcritica si (m — M) (d — mT) < 0.

Como ya se dijo al comienzo del capitulo, un trabajo relacionado con la
bifurcacién de Hopf del infinito ha aparecido recientemente en [DKRO1]. En
dicho trabajo, se considera una clase de sistemas de control en dimensién n,
que incluye los sistemas observables de dimensién 2 y 3 considerados en esta
memoria, y se caracteriza cualitativamente la bifurcacion de Hopf del infinito
bajo ciertas hipdtesis. Hacemos notar que los resultados de esta memoria més
estrechamente relacionados con lo obtenido en [DKRO1], es decir, los Teore-
mas 5.5 y 5.10, no sélo caracterizan de forma cualitativa y en todos los casos
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1 d=mt

Figura 5.1: Numero de soluciones positivas de (5.44) para D — MT > 0y
m=M > 0.

la bifurcacién, sino que contienen informacién cuantitativa de indudable in-
terés. Ademds, sus hipdtesis son algo més restrictivas que las nuestras, como
se comenta a continuacidn para el caso tridimensional.

Situdndonos en el contexto del Teorema 5.10, para poder aplicar los resul-
tados de [DKRO1] necesitariamos las hipétesis d < 0 (algo mds restrictiva) y
m > 0, y el papel de nuestro coeficiente 7 es jugado por un coeficiente x cuya
definicién es la siguiente. Se tiene que (salvo constantes multiplicativas)

R = CTPEb,

donde ¢ v b son los vectores asociados a la forma de Luré del sistema en el
punto critico, es decir, ¢ = e, b = (T —to, M —m, D — d)T, y Pg es la matriz
de proyeccién sobre el autoespacio asociado al par de autovalores complejos
imaginarios puros (4iy/m) que, para el valor critico de los parametros, po-
see la matriz correspondiente a la parte lineal en el infinito (A, en nuestro
caso). Dicha proyeccién ha de tomarse de forma que la descomposicién corres-
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d=mt

Figura 5.2: Nimero de soluciones positivas de (5.44) para D — MT < Oy
m=M > 0.

pondiente origine vectores pertenecientes a los espacios invariantes del sistema
lineal asociado.

Resulta pues pertinente obtener la relacién entre nuestro coeficiente 4 y el
coeficiente x introducido en [DKRO1]. Para tal fin, calculamos a continuacién
el valor de Pg, utilizando la descomposicién

v = Vg + Vg,

donde E’ es el autoespacio invariante complementario de E, y los vectores
vg € E y vp € E' representan las correspondientes proyecciones de v € R3.
Es facil ver que E’ viene generado por el autovector asociado al autovalor
real to, es decir, por el vector vy = (1,0,m)T. Definiendo wl = (£2, —t,, 1),
autovector izquierdo de Aj, para el valor critico ¢y, que es ortogonal a todos
los vectores de E, y premultiplicando la igualdad anterior por wi, se llega a

vowd

wg’Uo’

PE/:
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de manera que

Finalmente, se tiene

1
2 +m

k= e, Pgb = [m(T — to) + to(M —m) — (D — d)],

y después de simplificar y usar la igualdad d = mty, queda

1 d 5
k= (mT + =M —d— D) = ———"—r,
tg+m m m(t3 + m)

igualdad que establece la relacion entre los signos de k y 7.

5.2.1. Degeneraciéon de la bifurcacién

Estudiamos ahora la posibilidad de que el coeficiente 4 pueda anularse en
un contexto biparamétrico. Antes de presentar los resultados principales de
esta seccién, enunciamos el siguiente lema de cardcter auxiliar.

Lema 5.12 Sea la funcidn h(z) = az? + bz + ¢, la ecuacidn
h(z) =0 (5.44)

con a # 0, posee el nimero de soluciones positivas dadas en la Tabla 5.4 en
funcidén de a, b y ¢, donde & = b*/ (4a). Ademds, para ab < 0 y bc < 0 podemos
definir en el plano de pardmetros (b, c), la expresion dada por

b2
* =c— — 5.45
h(b,e) =c— o, (5.45)

verificandose lo siguiente.
(1) Cuando c-h* < 0, la ecuacion (5.44) tiene dos soluciones positivas.

(1) Cuando h* = 0, la ecuacion (5.44) solo tiene la solucién positiva T =

—b/ (2a).
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a>0[0>0 c>0
c<0
b<0 c>¢C
c=¢>0
O<exe
c<0
a<0b<0 c<0
c>0
b>0 c<¢c
c=¢<0
c<c<0
c>0

NI OI=RIOIRIN =IO O

Tabla 5.4: Ndmero de soluciones positivas de h(z) = az? + bx + ¢ con a # 0,
en funcién de a, b y c.

Figura 5.3: Curva h*(b,c) = 0 y ntmero de soluciones positivas de hA(z) = 0
para a > 0.
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(11i) Cuando c-h* > 0, la ecuacion (5.44) no tiene soluciones positivas.

Demostracién. La demostracién es inmediata utilizando la expresién de las
soluciones de la ecuacién de segundo grado. u

En la Figura 5.3 se ha representado el nimero de soluciones positivas de
(5.44) para las distintas regiones del plano de pardmetros (b, c¢) para el caso
a>0.

Para el anélisis de la degeneracién de la bifurcacién, partimos del desarrollo
de t (5.35) en funcién del tiempo de vuelo 7¢ en la zona central. Deshaciendo
el cambio del Lema 5.7 tenemos la expresién:

d 25

t=—+

— et (5.46)

1 toy 2t99 2 3
* wdm®/2(d? + m3) (7rml/2(d2 + m3) * exp(rd/m3/?) + 1> c+0 (1)
donde
¥ = dm—dM + Dm — m?T,
tor = 2d2°mB8T2 —4dm°MT + 2 d3m13/2T? 4 nd®m!7/2T — 3xd?mIS2MT — wdmi%/2 M
+27dm 72 DT + wdm!72M? + 7m2 /2D — 7m192DM — 6d*m5T? — 8d3m™T
+8d3mEMT + 4d®m8M — 12d?m7 DT — 4d®m™ M2 + 4dm8DM + 2rnd®m7/2T?
—21d*m/2T — 2nd*m® 2 MT — nd*m1%/2 + nd®m13/2M + 2nd®m'3/2DM
—2mdm1%/2D? + 8d5mAT — 4d®m3MT + 6d*m® — 12d*m®M + 4d*m*DT
+6d4mAM? + 16d3m®D — 16d3m® DM + 10d2mSD? — 3xdSm®/?T + wdSm3/2MT,
tes = (&7 +m3 (M —m)+dm (D —mT)) (& (mT — d) + m? (mD — dM))..

La expresion (5.46) resume toda la informacién local de la bifurcacién en térmi-
nos de los pardmetros originales del problema, ya que proporciona para cada
punto del plano (¢,d) y en funcién del resto de parametros, la existencia o no
de soluciones con 7¢ > 0, que corresponden a drbitas periddicas del sistema
(5.16).

En lo que sigue estudiamos la primera degeneracién de la bifurcacién, es
decir, el caso en que 7 se anula pero se tiene un valor no nulo del coeficiente de
orden 2 en 7¢ dado en (5.46). Asi pues, supondremos ahora que trabajamos con
un valor constante del pardmetro m, y moviéndonos en el plano de pardmetros
(t,d) sobre la linea d = mt buscamos un valor critico del pardmetro d # 0
donde lo anterior sea posible.
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A la vista del Corolario 4.24 asumimos en lo que sigue que m — M # 0,
y denotamos con d* # 0 el valor para el cual 4 se anula y mediante t* # 0 el
correspondiente valor de t sobre la linea d = mt, es decir,
ml — D ml — D

d* = m————o = —— 5.47
mm—M’ m—M ( )

Esto nos permite definir unos nuevos pardmetros locales d y t entorno al punto
(t*,d*) como

d=d—d*, fT=t—1t, (5.48)

de forma que la ecuacién (5.46) se convierte en

- d s .
t = —+ bi(d)1c + by (d)TE + O(7) (5.49)
donde
bi(d) = bud,
ba(d) = by + O(d),
Y
b — 2m—M
11 — ; m3/2
b = (D — MT) (t*2 + m) tanh [xt*/ (2m*/?)]
2 ©(m— M)* * ‘

Necesitamos a partir de este momento, introducir la hipétesis adicional de
que bgp no sea nulo (de no ser asf, la degeneracién serfa de orden mayor) lo que
equivale a imponer D — MT # 0.

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, donde
utilizamos el Lema 5.12 para obtener informacion respecto al nimero de érbitas
periddicas relacionadas con la bifurcaciéon que estamos estudiando en torno a
su punto de degeneracién.
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Teorema 5.13 Consideremos el sistema (5.16) cond* # 0, m > 0, m—M # 0
y D — MT # 0. Sean (f,d) los pardmetros anteriormente definidos en (5.48)
en un entorno del origen, que indican las coordenadas respecto al punto critico
(t*,d*) del plano (t,d). Entonces, el nimero de soluciones de la ecuacion (5.49)
con Tc positivo y suficientemente pequernio es el siguiente.

(a) Si (D — MT)(d —mt) < 0 la ecuacion (5.49) tiene una tinica solucion
positiva, correspondiente a una orbita periédica de la ecuacion (5.16),

(b) Cuando (D — MT)(d —mi) > 0 y (m — M)(d — mt)d > 0, no hay

soluciones positivas,

(c) Cuando (D — MT)(d —mi) > 0 y (m — M)(d — mt)d < 0, eziste una
curva de expresion local

P d N (m — M)5¢* coth [nt*/ (2m/?)]
N m 7m3(t*2 +m)(D — MT)

&+ 0 (d?’) ,
de manera que se verifica lo siguiente:

(i) Sit estd comprendido entre tsy yd/m, la ecuacién (5.49) tiene dos
soluciones positivas, correspondientes a sendas drbitas periddicas de
(5.16),

(ii) Cuando t = tsy, la ecuacion (5.49) tiene una dnica solucidn posi-
tiva, correspondiente a una drbita periddica de (5.16),

(i4) Si t-sgn(D — MT) > sy - sgn(D — MT) no existen soluciones
positivas.

Demostracién. La idea general de la prueba serd partir de la ecuacién (5.49)
y hacer algunas manipulaciones sobre ella para poder aplicar el Lema 5.12.
Para dicho fin, comenzamos definiendo los pardmetros

—% w=d, (5.50)

v =

S s

con lo que la ecuacién (5.49) toma la forma

U1 + bl (’Ug) TCc + b2 ('U2) 7'(2;, +0 (Tg) = 0. (551)
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Limitamos nuestro estudio de esta ecuacién a un entorno suficientemente
pequeiio del origen (vi,ve, 7¢) = (0,0,0). En dicho entorno, podemos aproxi-
mar by (v2) por by # 0, de manera que el nimero de soluciones con 7¢ > 0 de
la ecuacién (5.51) truncada a orden 2 en vy, vy y T¢, es decir,

9(7) = v1 + brveTe + byt = 0, (5.52)

coincide con el nimero de soluciones de la ecuacién (5.46), que se corresponde
con el de las drbitas periédicas del sistema (5.16).

A partir de las definiciones de bog, b11, v1 y vz en (5.49) v (5.50), y teniendo
en cuenta que m > 0 se comprueba que sus signos son los siguientes

sgn (bggy) = sgn (D — MT),

sgn (by;) =sgn(m — M),

sgn (v1) = sgn(d — mt) = sgn (d — mt), (5.53)
sgn (v2) = sgn(d)

Si identificamos h(z) = g(7), ¢ = v, b = bj1ve y a = by, v aplicamos el Lema
5.12 a la ecuacién (5.52), a la vista de la Tabla 5.4 tenemos que la ecuacién
(5.52) tiene una tnica solucién positiva si byv; < 0 y no tiene soluciones
positivas si byu; > 0 y byjvivs > 0. Si tenemos en cuenta las igualdades
de signos (5.53), estas condiciones equivalen a (D — MT)(d — mi) < 0, y a
(D — MT)(d—mit) > 0 junto con d(m — M) (D — MT) < 0, respectivamente.
Para puntos del plano (¢, d) suficientemente préximos al punto critico (¢*,d*)
y por el razonamiento del principio de la prueba, el nimero de soluciones
positivas de (5.51) coincide con el de (5.52), quedando probados los apartados
(a) y (b) del teorema.

Si se cumple byov; > 0y biiv1ve < 0, o equivalentemente (D — M T)(cz —
mi) >0y dim— M)(D— MT) <0, el Lema 5.12 asegura la existencia de la
curva h*(b,c) = 0, que expresada en las variables v; y v, y en un entorno del
origen (vq,v2) = (0,0), toma la forma

b2
11 2
Uy = ———5;.
4bog 2
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Por tanto, teniendo en cuenta (5.53), si (D—MT)(d—mt) >0y d(m—M)(D—
MT) < 0, obtenemos la existencia en el plano (¢,d) de la curva

tsy = + fNL,

2 =

con
. (m — M)5¢* coth [nt*/ (2m*/?)] -,

- 7m3 (2 + m)(D — MT) ’

tnL =
donde el niimero de soluciones positivas de (5.52) es igual a 1. La condicién

¢ - h* < 0 se traduce, para las variables f y d cerca del punto critico, como

<d ~><J ~ N )
— -t — —t+iNL <0;
m m

es decir, si £ est4 comprendido entre d/m y d/m+1yz, la ecuacién (5.52) tiene
dos soluciones positivas. La condicién ¢ - h* > 0 depende del signo de tNL,
siendo equivalente a £ > d/m + iy si (m— M)d >0,y at < d/m + tyy si
(m—-M )J < 0. De nuevo, teniendo en cuenta que nos movermos en un entorno
suficientemente pequefio del punto critico queda probado el punto (c)-(iii). m

Las hipdtesis de este teorema hacen que nos encontremos en uno de los
siguientes casos:

1. D-MT>0 m—-M >0,
2. D—-MT >0, m—-M <0,
3. D-MT <0, m-—M>0,
4. D—-MT <0, m—-M<O.

Para cada uno de estos cuatro casos, la informacién que proporciona el
teorema se resume en las Figuras 5.4-5.7. El nimero que figura en cada region
expresa el niimero de soluciones de la ecuacién (5.49). En todos los casos existen
regiones con 0, 1 6 2 soluciones, y la curva { = ESN(J) del plano (%, CZ) es la
frontera entre las regiones con 0 y 2 soluciones, de manera que sobre ella hay
una unica solucién. Esta curva es tangente a la recta d — mt = 0 en el punto
de degeneracién.
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d=mt

Figura 5.4: Ndmero de soluciones positivas de (5.49) para D — MT > 0y
m—M > 0.

Figura 5.5: Nimero de soluciones positivas de (5.49) para D — MT > 0y
m— M < 0.
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-1

Figura 5.6: Ntimero de soluciones positivas de (5.49) para D — MT < Oy
m— M > 0.

d=mt

Figura 5.7: Ntmero de soluciones positivas de (5.49) para D — MT < 0y
m — M <0.
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La siguiente proposicién es andloga a la Proposicién 5.9 cuando #4; vale cero,
por lo que se demuestran los apartados que requieren una prueba distinta a la
alli efectuada.

Con relacién a las figuras anteriores, el resultado que se enuncia estudia la
transicién correspondiente al eje horizontal d=0.

Proposicién 5.14 Asumamos que M # 1, D — MT # 0, y que d = d* # 0,
tal que 73 = 0. Sea z una solucion de las ecuaciones de cierre (5.27) en un
entorno de Z definido en el Lema 5.8, que corresponde a un valor 7¢ > 0 y
suficientemente pequenio. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) El sistema (5.26) posee un ciclo limite con simetria respecto del origen
que interseca transversalmente a X1 y a X_1, y tiene tiempos de vuelo
7c en la zona C y 11 en la zona L.

(b) El valor correspondiente de t verifica

(D — MT) (t — d*) > 0.

(c) Los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita periddica
son

tanh (wd*/2
anl(di /)Té—}*O(Tg’),

KT = 27Td* -+ 2 (T - d*M) To+
+2(D — MT) d* tanh (xd*/2) 72 4+ O(73).

pr = —2(D — MT)

Demostracién. Para el apartado (a) ver la prueba de la Proposicién 5.9.
Respecto al apartado (b), en primer lugar determinamos t(7¢) sustituyendo
A1 por cero en la expresién (5.46) obteniendo

tanh (7d*/2) ,

t=d" —(d?+1)(M~-1)(T-d) L Tet O (73). (5.54)

Teniendo en cuenta que

H=M-1)(T-d)+D-MT
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se anula por hipétesis, deducimos que (M — 1) (T — d*) tiene signo opuesto a
D — MT. Usando ahora que tanh (7d/2) /d siempre es positivo, de la ecuacién
(5.54) se deduce que, para 7¢ suficientemente pequefio, la expresion ¢ —d* tiene
el mismo signo que D — MT cuando existe el ciclo limite, con lo que queda
probado el apartado (b).

No es dificil ver que si sustituimos 4; = 0 en la Proposicién 5.9, los términos
significativos de p; son todos nulos, por ello repetimos la prueba aumentando el
grado de los desarrollos de A; y Arz, los autovalores de D1(po), hasta orden 2.
Recordamos la notacién Ey = e*£0720) y ¢4 = ¢™ y recalculamos el desarrollo
en serie de MacLaurin respecto 7¢ del producto de exponenciales

eAL(re)L(re) gAcTe

escribiendo
2 52
Ey+ ¢ 4 (eAL(TC)TL(TC)) + Tc _fi_é_ (eAL(TC)TL(TC)) +... ] x
dTC Tc=0 2 dTC To=0
2
x <I+A0Tc+A%7C+...>
= FEy {I +71C [A'LTL + ALTL]TQ:O +

2
-
+2—C‘ [A}jr,; +2A T+ Apt + (AT + ALT’L)2] . +.. } X
. TC:

2
X <I+AcTc+A%~T?C+...>.

Sustituyendo 7 = 0 en los desarrollos (5.28) a (5.34), obtenemos

7.(0) = m,
7L(0) = =M,
77(0) =0,
AL(0) =0,

tanh (wd*/2)

"(0) = —2(d? +1) (M — 1) (T — d) g

o O =
oo O
o O O
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Utilizando los valores anteriores, el producto de exponenciales se convierte en

2
eAr(relrLire) ghete — [ 4+ 1o Hy + %H2 4.

donde
) epd?—~1 —(eg+1)d ey +1
H0=Eo=d;,—+—1 —(eo +1) 0 ;
(60+1)d2 —(eo+1)d eg — d?
1 Pre0 + Py (eodz—l) (M -1) —(eg +1) (M - 1)d
led2+1 0 0 —(+1)(M-1) |,
| ®reg—d?®y (eo+ 1) (M —1)d®  (eg+1)(M —1)d
1 I @16(2) + Oseg + O3 O7¢e0 + Oy (€0d2 — 1) (M — 1)2/2
Hy = oY 64 (d? + 1)(M —1)M/2 0 ,
Oseg + O ©~eq + Og d? (eo + 1) (M - 1)2/2
con

& = Md®* - Td*>+d-T,

By = d(1 — M),

01 = (M? +2M —2)d® +2(—-2M + 1) Td* + (4M +T? — 3) d® + 2 (—2M + 1) Td® + dT?,

O = (M? = 2M +2) d® — 2d*T + (—2M? + M +T? + 2) d® + 2(M — 2) Td*+
+(—M? - M +T?+2)d+2(M - 1)T,

O3 = (—2M? +5M —3) d® + 2 (—M + 1) Td® + (—M? + 3M — 2) d — 2(M — 1)T,

04 = —(d? + 1)(M — 1)(2dM — d + T)/2,

05 = (M?+2M —2)d* +2(—M + 1) Td® + (AM +T% - 3) d* + 2(—2M + 1) Td + T?,

06 = (—2M +2)d* + (M = 1) Td® + (—M? + 1) d® + (M - 1) T4,

Or=M2-Md®-Td*+d-T,

Og = (M —1)*d,

Qg =(M-1)d®+ M (M —1)d.

i

La matriz Hy tiene autovalores —1 doble y Ay = ¢y = €™, este 1iltimo con
autovector asociado vp = (1,0,1)7. Asumiremos que es \;; el autovalor que
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para T¢ = 0 coincide con Ag, y que tiene el desarrollo

)\IIZ/\0+/\17'C+)\27€'+---

d

Como hay garantias de que e™ es un autovalor simple se verifica (ver Seccién

2.8 de [Wi65))

(HO -+ TCHI +Tg-H2 -+ .. ) (UO + TcU1 + Tgv’Ug + .. ) = /\[] ('UO “+ Tov1 +T(2:v’1)2 + ...
(5.55)

Igualando potencias de orden 1 en 7¢ en (5.55), obtenemos

Hﬂ)g + H()’U1 = )\0’1)1 + )\11)0, (556)

y si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por wl =

(d?, —d, 1), autovector izquierdo de Hy correspondiente a Mg, se tendra
nglvo + ngo’l)l = /\OwOTvl + AleTvO.

A partir de esta ecuacién y teniendo en cuenta que wl Hy = Aowl determina-
y q o {10 0
mos
wd Hivo
Al = ——
y sustituyendo los valores de Ao, v9 y wo, Obtenemos

A= =

con
(=-ME+Td* - Md+T.

Igualando potencias de orden 2 en 7¢ en (5.55), obtenemos
Hovg + Hyvy + Hovs = AgUs + A101 + Aoy,
y si multiplicamos ahora la anterior igualdad por la izquierda por w{, se tendré
wa Havg + nglvl + wi Hyvg = Aowg vy + Mwi vy + Agwd vo. (5.57)

Para poder despejar A\, es necesario calcular previamente v; de la ecuacién
(5.56), que es equivalente al sistema compatible indeterminado

(HO - )\0[) VvV = — (Hl — )\1[) Vo,
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con solucién

M -1 —d

1 b
(eo+1) 0

U1 = Uvg +

para cualquier valor real del parametro u.
La dependencia del pardmetro i desaparece al sustituir en la ecuacién
(5.57), quedando A; determinado de forma tnica por la igualdad

wd (Havo + (Hy — M) vy) _ 2 (—dM + T)?
wi vy eo + 1

€o (60 - 1)

2 (60 + ].) '

Ao =
+ (—d?M? + 2d°M — 2d* + 2dT — T?)

A partir de (5.39), para el autovalor simple A;; ya calculado se cumplird

prr = 2log (Ao + M7 + o7& + O(73)) =
=2rD + 2log (1 + e ™ AiTe + e AT + O(73)) =
= 21D + 27\ 7e + (2he7™ = A7) 12 + O(78),

y sustituyendo A; y Ag, se obtiene el valor de p;; del enunciado.

Utilizando ahora la ecuacién (5.40), junto con los desarrollos de 77, (5.34) y
det (5.35), determinamos el otro exponente caracteristico de la 6rbita periddica
completando finalmente el enunciado de la Proposicién. [

Gracias a la proposicién anterior, se obtiene el siguiente resultado, que es
andlogo al Teorema 5.10 para el caso ¥ = 0. Su demostracién es similar y se
demuestran sélo las diferencias con aquél.

Teorema 5.15 Consideremos el sistema (5.16) conm >0, m — M # 0, y
D — MT # 0. Sean

__mT——D
 m-—-M"’
7= mI' — D
_mm—M’

*

y supongamos que d = d* # 0, de manera que ¥y = 0. Parat = t* el sistema ex-
perimenta una bifurcacion de Hopf a partir de una drbita periddica del infinito,
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apareciendo un ciclo limite transversal a las fronteras Xy y 1, simétrico res-
pecto del origen, para (D — MT) (t —t*) > 0 y t — t* suficientemente pequeno.
FEl periodo P de la oscilacidn periddica es una funcién analitica en 0, en la

variable
t—t \?
(D — MT> ’
y su desarrollo es

1/24x . 17217\ /2 e 12 o
P 27r+<7rm t* coth [rt*/ (2m )]) <t t > +O(t t >,

Jm 2 fm D— MT D— MT

mientras que la amplitud a (medida como el mdzimo en |x3|) posee el siquiente

desarrollo en serie en la misma variable:

*2 4 »oVtanh [7t*/ (2m1/2 1/2 o\ T2
4= <(t + )tinl;ggf*/(? )]) <L> +0(1),

D—-MT
Los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la drbita periddica son
2m1/? t—tr \¥?
el T —
M= HO(D—MT) ’

_2md 27V/2 (mT — Mt*) t* V20— 1/2+

T = 3T m3/4 (t+2 + m)"/? \tanh [rt*/ (2m1/2)] D—-MT
t—t*
O —————|.
i <D - MT)

Demostracion. A partir de la ecuacién (5.46), haciendo d = d*, obtenemos

(t*? + m) tanh [mt*/ (2m*/?)]
/2
Teniendo en cuenta que la expresién
(#*2 4+ m) tanh [nt*/ (2m!/?)]
/24
es siempre positiva, es obvio que, para 7¢ > 0 y suficientemente pequeno, el

signo de t — t* debe coincidir con el de D — M T, obteniendo la correspondiente
conclusién del enunciado.

t—t" = (D-MT)Z+0(13).  (5.58)
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Para obtener 7 > 0 en funcién de ¢, asumiendo ya que (D — MT) (t —
t*) > 0, es posible aplicar el Lema 4.10 con n = 2 a la ecuacién (5.58) (ver
Observacién 4.11). Haciendo

t—1t*

"= D MT

y € = T¢, podemos asegurar la existencia de una funcién y, analitica en 0 para

1/2

la variable /2, con x(0) # 0, y tal que 7¢ = 7'/2x(n%/?) > 0, cuyo desarrollo

en serie de Taylor es

ml/2t V2op— 12 t— ¢
e= ((t*2 + m) tanh [7t*/ (2m1/2)]> (D - MT) 0 (D — MT) '
(5.59)
Debido a la simetria, el periodo de la érbita es igual a P = 2(7¢ + 71).
Deshaciendo el cambio del Lema 5.7 en (5.34), sustituyendo en ella (5.59) y
utilizando la férmula anterior para el perfodo, obtenemos la serie que figura en

el enunciado.
Siguiendo la demostracién del Teorema 5.10 para el caso d = d*, tenemos
para la amplitud a de la érbita periédica la siguiente expresion

24

TC

a + O(1),
donde utilizando ahora la serie (5.59) y deshaciendo el cambio del Lema 5.7,
se llega al resultado del enunciado.

Deshaciendo ese mismo cambio en las expresiones obtenidas en la Proposi-
cién 5.14 para los logaritmos de los multiplicadores caracteristicos de la orbita
periddica, resulta

tanh (7wd*/2m>/2

pr =2(m— M) (mT —d*) ( d*/ )Té+0(7'g),
2mwd* (m2T — d*M) )

BT = 57 + 2 — 7o + O(75).

Sustituyendo ahora 7¢ por (5.59), obtenemos los valores que figuran en el
enunciado. |
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M-m#0|D—-MT+#0 ¥ #0 Teorema 5.10
= Teorema 5.15
D-MT=0|d-mT#0 Corolario 5.11 (b)

d — mT =0 | Autovalor real compartido
en el punto critico,

rg(C) =2
M—-m=0|D—-MT#0 Corolario 5.11 (a)
D—-MT =0 Pareja de autovalores complejos
compartida en el punto critico,
rg(C)=1

Tabla 5.5: Caso S3CPL3 observable: tabla resumen de la bifurcacién de Hopf
del infinito con m > 0 y d # 0.

Haciendo ya un balance de los resultados obtenidos para la bifurcacion
objeto de este Capitulo, presentamos el resumen de los diversos casos en la
Tabla 5.5.

Como se ve en la tabla, aparecen dos casos de degeneracién no analizados
hasta ahora. Como veremos enseguida, en esos casos falla la controlabilidad
para el valor critico del pardmetro de bifurcacién. No entraremos en un andlisis
en profundidad de estos casos, pues serdn objeto de futuras investigaciones.

Caso M —m#0,D—-MT =0y d—mT =0 (conm>0yd#0)

Para el valor critico del pardmetro de bifurcacién mt — d = 0 se verifica
que T =t y el sistema (5.16) se convierte en

d Iy t —1 0 Ty
=] m 0 -1 o | + (M —m) | 1 |sat(z).
T3 mt 0 O T3 t

Este sistema degenerado ya ha aparecido en 4.83 para la bifurcacién foco-
centro-ciclo limite, en el caso M —m # 0, d—mt =0y D — Mt = 0 (con
M > 0), al final de la Seccién 4.2.1. La 1nica diferencia con aquel caso estriba
en que alli se exigfa la hipdtesis M > 0, mientras que aqui necesitamos m > 0.
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De todas formas, la conclusién alli obtenida es similar para este caso, en el
sentido de poder asegurar la existencia de un continuo de érbitas periddicas
de tres zonas (ahora de gran amplitud).

Cuando en las hipétesis anteriores se verifican M > 0y m > 0 simultdnea-
mente, los pardmetros alcanzan su valor critico tanto para la bifurcacién foco-
centro-ciclo limite como para la Hopf del infinito a la vez, y se verifica la

igualdad

D d
A —#0,

por lo que Dd > 0 y la Proposicién 3.1 asegura que no existen equilibrios
en las zonas externas. Entonces, se puede probar que el continuo de érbitas
periédicas que se inicia en la érbita més externa del centro se extiende hasta
la drbita periddica del infinito. Todas estas Orbitas periddicas de tres zonas
son, obviamente, soluciones de las ecuaciones de cierre para distintos valores
de 7¢ € (0, 7), permaneciendo constantes los valores de t, m y d. En particular,
nétese que en ese caso 0 =0, w=+y/my A =T.

Si aplicamos el Lema 5.8 a las ecuaciones de cierre (5.27) con D = MT y
d =mT, y deshacemos el cambio de variables del Lema 5.7, obtenemos

o= O(Tg),
w=vm+0(73),
A=T+0(rg),
e T M + 377 2M + 3T?
r=g - "4“734" 51 S — yr T75 + O(18),
T2 M T2 2M T2
u=1—T1c+ 77'2 — ————-41_23 TTé + ————;;13 TzTé + O(Tg),
T? T , M+3T? , ., 2M+3T?% , , 5
vo=T=—5Tc+ 7~ TT o+ TT 7o+ O0(7¢),
T2 T3 M + 377 2M + 3T*
v=T-— 5 TC + 77'2 -3 T%73 + — T372 + O(73),
M M*(M —m)

TL = - —1c

™
\/ﬁ m + 12m2 Tg + O(Tg)’

Fijandonos en las tres primeras igualdades, el resultado es coherente con la
afirmacién anterior y al variar 7¢ > 0, el valor mt — d permaneceria constante
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e igual a 0. Esto nos vuelve a decir que, para este caso degenerado, la técnica
de las ecuaciones de cierre sélo proporciona informacién para el valor critico
del pardmetro de la bifurcacién, pero no en un entorno del mismo.

A partir de 7, u, vp y v; podemos obtener series para 39, i, 23 y 3, que
nos proporcionarian las intersecciones con X, y ¥_; de las infinitas orbitas
periddicas existentes para mt — d = 0, parametrizadas en 7¢.

Caso M=m>0y D— MT =0 (con d#0)

Para el valor critico del pardmetro de bifurcacién, se tiene d — mt = 0, de
forma que este caso coincide con el estudiado al final de la Seccién 4.2.1 y todo
lo dicho alli es valido.

Si aplicamos el Lema 5.8 a las ecuaciones de cierre (5.27) con D = MT'y
M = m, y deshacemos el cambio de variables del Lema 5.7, obtenemos

o =0(rg),
w=vm+0(rg),

A= % +0(18),

r= T?C - %Té + O(78),
u=1- %TC — ®7 + O(712),
Vg = % + ®7c + O(73),

d
v = — + ®7¢ + O(13),

T _ 6
TL = N ¢ + O(73),

donde

3/2

m (mT — dm? + &T) (em/m™"* — 1) — ader/m

(D =
2dm? (e”“l/’"e’/2 + 1)

Recordemos que, al tratar este caso en el Capitulo 4, ya conjeturamos que
todos los coeficientes (y no sélo los calculados) de los desarrollos para los
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autovalores de la matriz que determina la bifurcacién son nulos. Lo mismo

cabe decir en este caso.

A partir de r, u, vy ¥ v; podemos obtener desarrollos en serie para x9, zl,
z3 y z3, que nos proporcionarian las intersecciones con ¥; y £_; de las infinitas
6rbitas periddicas existentes para mt — d = 0 parametrizadas en 7. Al variar
7c > 0, el valor mt — d permaneceria constante e igual a 0, y de nuevo la
técnica de las ecuaciones de cierre sélo proporciona informacién para el valor

critico del pardmetro de la bifurcacién, pero no en un entorno del mismo.



Conclusiones

En las siguientes lineas intentamos resumir y sintetizar los resultados que
consideramos més relevantes en esta memoria que, tras el primer capitulo in-
troductorio, se han desarrollado en los Capitulos 2 a 5.

En primer lugar, se ha hecho una breve revisién de las ideas y resultados
necesarios para llegar a una forma candnica conveniente para el desarrollo de
nuestro andlisis. Hemos introducido asi la forma generalizada de Liénard, que se
ha caracterizado en términos del concepto cldsico de observabilidad de la teoria
de control. Se consigue una primera clasificacién de los sistemas simétricos
lineales a trozos en forma de Luré, y se especifican las formas canénicas en
dimensién 2 y 3 que utilizamos en el resto de la memoria.

La aportacién principal desde el punto de vista metodolégico aparece ya en
el Capitulo 3, con la introduccién de las ecuaciones de cierre. El anélisis de estas
ecuaciones ha resultado ser muy fructifero, al proporcionar (como se ha visto
en los restantes capitulos) resultados cuantitativos relativos a las soluciones
periédicas del sistema. El estudio de las soluciones periddicas en ingenieria
electrénica y de control se realiza cominmente mediante el método de balance
arménico, que es revisado a continuacién con idea de validar posteriormente
sus predicciones en base a nuestros resultados obtenidos con las ecuaciones de
cierre.

En el Capitulo 4, la aplicacién del método de las ecuaciones de cierre permi-
te obtener gran cantidad de informacién, tanto cualitativa como cuantitativa,
de la bifurcacién foco-centro-ciclo limite. Esta bifurcacién es especialmente im-
portante por dos motivos. Por un lado, es la que més frecuentemente explica
la existencia de comportamiento dindmico caracterizado por oscilaciones pe-
riédicas; por otra parte, es facil de reproducir y detectar en sistemas propios
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de la ingenierfa. En la memoria se desarrolla el andlisis correspondiente tanto
al caso plano (Teorema 4.15) como al tridimensional (Teoremas 4.23 y 4.28),
donde era mas necesario disponer de nuevas técnicas. De hecho, la herramienta
introducida (las ecuaciones de cierre) es susceptible de ser aplicada a proble-
mas de cualquier dimensién, aunque la complejidad de los cdlculos aumentaria
considerablemente. En ambos casos, los resultados caracterizan completamente
dicha bifurcacién, en un contexto uniparamétrico; para el caso tridimensional
se analiza también una de sus degeneraciones en un contexto bi-paramétrico
(Teorema 4.26). Es posible asf predecir la existencia de hasta dos soluciones
periddicas en un entorno de los valores criticos de los parametros.

Para ilustrar la eficacia y utilidad de los resultados anteriores, se incluyen
también dos interesantes aplicaciones a osciladores electrénicos: el oscilador
en puente de Wien y el circuito de Chua. Este ultimo, muy estudiado por su
condicién de sistema capaz de generar caos, no contaba sin embargo con una
justificacién rigurosa (nos referimos al Teorema 4.23) del fenémeno asociado a
la aparicién de oscilaciones periddicas.

Los resultados de este Capitulo se aplican también para cualificar la bondad
de las aproximaciones que se obtienen mediante balance armoénico. Podemos
concluir que, para la amplitud, dichas aproximaciones son exactas hasta orden
2/3 del pardmetro de bifurcacién y, en cuanto al periodo, son exactas hasta
orden uno. Este tipo de afirmaciones son de gran interés practico en ingenieria,
donde se suele usar el método de balance arménico, a veces sin contar con las
suficientes garantias.

En el Capitulo 5 se estudia otra bifurcaciéon importante a la hora de estudiar
el comportamiento dindmico relacionado con la existencia de érbitas periédi-
cas, a saber: la bifurcacién de Hopf en el punto del infinito (Teoremas 5.5, 5.10,
5.13 y 5.15). Aunque no podra ser observada en sistemas fisicos en la préctica,
su conocimiento es de gran relevancia, al establecer fronteras paramétricas de
estabilidad y/o existencia de soluciones periddicas. Los resultados consegui-
dos mejoran cuantitativamente algunos resultados previos para el caso plano
y suponen nuevas aportaciones en el caso tridimensional.

Como se ha visto a lo largo de la memoria, el coeficiente ~y juega un papel
decisivo en la bifurcacidn foco-centro-ciclo limite. Si en su expresién hacemos
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el cambio

D« d,
M « m,
T > t,

observamos que se obtiene el coeficiente 4 de la bifurcacién de Hopf del in-
finito. Existe pues una dualidad entre ambas bifurcaciones, que abarca tanto
las hipétesis necesarias en el punto critico (D — MT = 0 < d—mt = 0,
M > 0 < m > 0), como en su degeneracién (y = 0 < 5 = 0). Esta dua-
lidad es parcial, ya que existen caracteristicas de ambas bifurcaciones en las
que no se da (por ejemplo, la diferencia en los 6rdenes del pardmetro de bifur-
cacién presentes en los desarrollos de la amplitud, periodo y multiplicadores
caracteristicos).

Conviene anadir, antes de finalizar, algunas consideraciones para futuros
desarrollos. La mayoria de las aportaciones de la memoria tienen un cardcter
local en cuanto se refiere a los pardmetros de los sistemas estudiados. Ademas,
nos hemos limitado a las bifurcaciones que dan lugar a érbitas periédicas
simétricas respecto al origen: es patente que todo el contenido del Capitulo
4 puede extenderse sin demasiado esfuerzo adicional a sistemas con sélo dos
zonas lineales. Igualmente se pueden aplicar a sistemas de tres zonas sin sime-
tria. Quedan para un inmediato futuro esas tareas, junto con la de conectar en
el adecuado espacio de pardmetros dichos resultados con los ya obtenidos en
los Capitulos 4 y 5, estableciendo con métodos de carécter global las diversas
superficies de bifurcacién. La informacién local alcanzada aqui serd de vital
importancia para el arranque de dichos métodos.

Hemos encontrado varias situaciones en los sistemas tridimensionales obser-
vables no controlables donde el método de las ecuaciones de cierre no permite
desplegar la correspondiente bifurcacién (pero que han sido detectadas preci-
samente gracias a dicho método). La mds interesante sin duda se corresponde
con nuestra conjetura acerca de la existencia de una variedad invariante no
acotada en la que el sistema se comporta como un centro isécrono. Surge de
forma natural la cuestién acerca de cudntas soluciones periodicas persisten an-
te las diversas perturbaciones que rompen la estructura sefialada. La situacién
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indicada es de mayor riqueza dindmica en el caso de existir tres equilibrios
y, por lo que intuimos, en ese caso no se estarfa lejos (ante perturbaciones
adecuadas) de la dindmica caética.
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