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Introduccion.

Est4 generalmente aceptado que la teoria de las series divergentes comenzo en
1890 con un articulo de Cesaro sobre multiplicacién de series. Aunque ya pasaba
la época de la caza de brujas (iniciada por Cauchy 57 afios antes al encontrar una
serie infinita cuya suma se modificaba al cambiar el orden en el proceso de suma)
los severos juicios que sobre las series divergentes pronunciaron matematicos de
enorme influencia como Abel, hicieron que el trabajo de Cesaro permaneciese
ignorado durante algin tiempo. En el trabajo de Cesaro se define por primera
vez el concepto de suma simplemente indeterminada para una serie, que hoy
conocemos como suma de Cesaro:

“Sea 3 a, una serie de niimeros reales o complejos cuya sucesion de
sumas parciales es (s,,). Sea (¢,) la sucesion de las medias aritméticas
de (sn)

Sy 4 -+ Sp

n

ty =

Si existe s = limt,, entonces se dice que la serie Y a, es sumable por
el método de Cesaro con suma s, y se escribe - a, = s (C,1).”

ix
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La ventaja del método de Cesaro es su regularidad, o sea, que suma todas las
series convergentes por el método clasico de Cauchy, conserva su suma y, ademas,
es capaz de sumar otras series divergentes en el sentido clasico y les da, como
mostraremos a continuacion, su “suma esperada”.

Parte del impetu que dirigié el desarrollo de la teoria de la sumabilidad en
sus comienzos fue proporcionado por dos resultados muy importantes, el primero
de los cuales es el de Cesaro sobre multiplicacién de series. Era conocido que el
producto de Cauchy de dos series convergentes no tiene por qué ser convergente.
Sin embargo, Mertens habia probado que si una de las dos es absolutamente
convergente entonces el producto converge al producto de las sumas. Cesaro
establecié que dadas dos series convergentes, su producto de Cauchy converge
(C,1) al producto de las dos sumas. El otro resultado al que nos referimos es el
teorema de Fejér sobre la convergencia en el sentido de Cesaro de las series de
Fourier. Era conocido (y este hecho causé bastante sorpresa en esa época) que la

_serie de Fourier de una funcién continua f en un punto z € [0, 27]

g;/:r F(@) dt+§{;—r/02”f(t) cos(n(t — z)) dt},

no tiene por qué converger a f(z). De hecho, Du Bois-Reymond habia construido
en 1876 un ejemplo de una serie de Fourier para una funcién continua, divergente
en un conjunto denso de [0,2r]. Fejér demostrd en 1904 que la serie de Fourier
de una funcidn continua f es sumable (C,1) en cada punto z y su (C, 1)-suma es
el correspondiente valor f(z).

La sumabilidad (C,1) es un caso particular de lo que se llama un método
matricial de sumabilidad:

“Un método matricial de sumabilidad para una serie 3 a,, es una trans-
formacién

oo
tn = ) CakSk;
k=1
de manera que si (t,) converge, entonces se dice que la serie ) a,

converge segin la matriz (cqux).”

Cuando (cnk) es la matriz identidad se obtiene la sumabilidad ordinaria y cuando
(cnk) es la matriz definida por

_ sin>k;
Cnk = 0, sin<k;
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se obtiene el método de Cesaro. La teoria de la sumabilidad abstracta mediante
transformaciones matriciales comenzé en 1911 con el teorema de Silverman—
Toeplitz que caracterizaba las matrices triangulares regulares (en realidad, la
contribucién de Toeplitz fue mas importante: probé que las condiciones nece-
sarias de regularidad dadas por Silverman eran también suficientes). Este re-
sultado se considera el precursor del teorema de Banach—Steinhaus. El teorema
de Silverman-Toeplitz fue generalizado para matrices arbitrarias por Kojima en
1917 e, independientemente, por Schur en 1920. A partir de 1930 la teoria de
la sumabilidad seguiria desarrollandose ampliando su radio de accidn a los espa-
cios de sucesiones vectoriales; aunque, esencialmente, ya desde el punto de vista
del analisis funcional. Caben destacar los trabajos de Kothe y Toeplitz de 1934
que, paralelamente a la creacién de la teoria general de los espacios normados
por Banach, Hahn y Wiener y de los espacios localmente convexos por Mackey y
Von Neumann, desarrollaron la teoria de la a-dualidad en espacios de sucesiones
escalares.

Aunque es muy antigua la idea de escribir una funcién como un desarrollo
infinito, la idea de la convergencia de esos desarrollos en un espacio cuyos puntos
son funciones cristaliza a principios de este siglo propiciado por la aparicién de
cuatro trabajos fundamentales: el trabajo de Fredholm de 1900 sobre ecuaciones
integrales, la tesis de Lebesgue de 1902 sobre integracion, el articulo de Hilbert de
1906 sobre teoria espectral y la tesis de Fréchet en el mismo afio sobre espacios
métricos. El impulso definitivo lo daria Schmidt en 1908; en este trabajo ya
aparecen explicitamente la notacién actual y las propiedades del espacio ? de
las sucesiones de cuadrado absolutamente sumable (considerado por Hilbert dos
afios antes), la nocién de producto escalar, de norma con su notacién actual
| ||, de ortogonalidad, conjuntos cerrados, subespacios vectoriales, operadores
y la prueba de la existencia de la proyeccién ortogonal de un punto sobre un
subespacio cerrado. El trabajo de Schmidt junto con los de Riesz y Fischer en
1906 y 1907, respectivamente, sobre los espacios L? abririan definitivamente el
camino a la potente maquinaria del analisis funcional con la teoria general de los
espacios normados. La feliz coincidencia del desarrollo por Lebesgue de la teoria
de la medida con el comienzo de los trabajos de Hilbert permitieron a Riesz y
Fischer definir L*{a, b}, el espacio de las clases de funciones de cuadrado integrable
Lebesgue en [a, b], y probar que a cada punto f € L*[a, b] se le puede asociar una
Unica sucesién de numeros: la formada por sus coeficientes de Fourier con respecto
a un sistema ortonormal completo. Esto define un isomorfismo isométrico entre
L?[a,b] y I?. Este hallazgo constituye la primera definicién de base topolégica
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y rompe radicalmente con la concepcién del algebra lineal de Cayley como una
teoria de n-tuplas predominante en esa época.

Partiendo de los trabajos de Schmidt, Riesz, Fischer y de un trabajo de Helly
de 1921 sobre espacios de sucesiones normados se produce la generalizacién sis-
temdtica del concepto de norma sobre espacios vectoriales arbitrarios. Esta ex-
tensién fue hecha independientemente por Banach, Hahn y Wiener a comienzos
de la década de los 20 y aparece ya totalmente modelada en el famoso libro
de Banach de 1932. Los primeros ejemplos de base topoldgica en espacios de
Banach se deben a Schauder quien en 1927, aparte de sedalar que los vectores
coordenados unitarios forman una base de los espacios de sucesiones cg (de las
sucesiones convergentes a cero con la norma del supremo) y I* (1 < p < co) (de
las sucesiones de potencia p sumable con su norma || ||,), construyé una base en
el espacio C[0,1] de las funciones continuas en el intervalo [0,1]. En su honor
Banach en 1932 definié axiométicamente el concepto de base de Schauder en un
espacio de Banach:

“Una sucesién (z,) en un espacio de Banach E se llama base de
Schauder o simplemente base, si para cada z € E existe una tnica
n

<, 1 »
sucesién (a,) de escalares tal que z = lim kz: Tk
=1

El propio Banach observé que los funcionales z(z) := aj eran continuos en E,
condicién que habia sido exigida explicitamente por Schauder.

La base (p,) de C[0,1] construida por Schauder es lo que hoy se conoce como
el sistema de Faber-Schauder (Faber, independientemente, ya lo habia definido
en 1910 y probado la convergencia uniforme de la serie): para cada t € [0,1],
nelNyk=1,2,...,2" se define p; = 1, @o(t) = t,

_ 2t , site(0,3];
9”3(”‘{2—21&, sitefd1];

] oes(2Mt+1—k), si2"t+1—kel0,1];
Pk (t) = { 0, en otro caso.

Haar introdujo en 1910 un sistema ortonormal de funciones y probé que el desa-
rrollo de Fourier de una funcién continua en [0, 1], con respecto a dicho sistema,
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era uniformemente convergente a la funcién. El sistema de Haar (x,) es uno de
los sistemas ortonormales mds importantes en el Andlisis: para cada t € [0, 1],
neNyk=1,2,...,2"% se definen x; = 1,

_ 1, sitel0,1];
Xz(t)‘{ -1, site(},1];

() = x2(2"t+1—k), si2"t+1—kel0,1];
Xomtkit) = 0, en otro caso.

Es decir, Xa(t) = f5 ¢n(s) ds, para cada n > 2. El sistema de Franklin se define
como el que aparece al aplicarle al sistema de Faber-Schauder el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt en L2[0,1]. Schauder también probé en 1928
que el sistema de Haar es una base de L?[0,1] (1 < p < o).

Dado que todos los espacios de Hilbert separables son topoldgicamente iso-
morfos a /* y por lo tanto poseen una base, Banach planteé en 1932 el problema
de la base: ;posee base todo espacio de Banach separable?

Un resultado de Banach y Mazur de 1933 afirma que todo espacio de Banach
separable es isométrico a un subespacio cerrado de C[0,1]. Como, partiendo de
este resultado y usando que C]0, 1] tiene base, Banach no pudo deducir que todo
espacio de Banach separable tuviese base, lo mas que llegd a afirmar (aunque
no a probar) es que todo espacio de Banach de dimensién infinita contiene un
subespacio cerrado con base (la primera prueba rigurosa de este resultado no
apareci6 hasta 1958 publicada por Gelbaum, Bessaga y Pelczynski).

Aunque el problema de la base fue resuelto en forma negativa en 1972 con
el célebre contraejemplo de Enflo, sirvié para que la teoria de bases despegara
definitivamente. Hoy en dia puede decirse que la teoria de bases ha alcanzado
gran brillantez y que mantiene su vitalidad debido, en parte, a los multiples
problemas de gran interés y dificultad que atin permanecen abiertos. No podemos
glosar todos los descubrimientos que se han producido en la teoria porque la lista
es muy extensa, aunque si mencionaremos los que sean mas interesantes o tengan
mas relacién con el contenido de esta memoria. Las referencias completas de
todos los trabajos pueden encontrarse en las excelentes monografias de Marti
[71] y Singer [104] [105]; asi como en los libros de Diestel [24], Dieudonné [25]
y Wojtaszczyk [117]. También puede consultarse un articulo de James [51] que
contiene los resultados mdas importantes descubiertos en la teoria de bases en
espacios de Banach hasta 1982.
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El propio Banach sabia de la existencia de espacios métricos no normables,
completos, separables y sin base: Lg[0,1], el espacio de las clases de funciones
medibles en [0,1] con la distancia

dt.

L) - g8
W9 = [ T e

Este hecho le llevé a considerar generalizaciones del concepto de base de Schauder,
como por ejemplo el de sistema biortogonal completo (completo aqui tiene el
sentido de densidad). Fue Markushevich en 1943 quien proporcioné el primer
ejemplo de un sistema de este tipo que no es una base: Sea Cj, el espacio de
las funciones continuas en IR y 27-periddicas con la norma del supremo. En
(Car, Ch,) Markushevich consideré una sucesién doble (ug,u}) tal que up(ux) =
6n (la delta de Kronecker) y de manera que la envoltura lineal de la sucesion
(ur) es densa en Chy: ‘

ug(t) = % ,  Uga—1(f) =sen(nt) , uga(t) =cos(nt) paran>1,t€RR;
’ L= / 1
Un, (U) = o [.W u(t) cos(nt) dt , Ugpya (u) = 5 /_:u(t) sen((n + l)t) dt;

paran > 0y u € Cyr. En su honor, a los sistemas biortogonales completos se
les llama bases de Markushevich. La otra condicién que se podia generalizar en
la definicién de Banach era la del tipo de espacio donde se consideraba la base.
De hecho, el propio Banach considerd bases en espacios métricos y establecié sin
prueba que en un espacio de Banach toda base débil es una base. Una prueba
completa de este resultado no aparecié hasta 1953 publicada por Newns (para
espacios de Fréchet). En 1959 Bessaga y Pelczynski prolongaron el alcance de la
prueba de Newns. En 1960 Arsove y Edwards extendieron el resultado a limites
inductivos de espacios de Fréchet y lo llamaron el teorema de la base débil. En
1961 Mitiagin observé que el teorema de la base débil es cierto en todo espacio
donde se verifique el teorema de la aplicacién abierta o el teorema de la gréifica
cerrada. En ese mismo afio De Wilde publicé su teorema de continuidad, el
resultado de tipo base débil mds general que se conoce para bases (de Schauder)
en espacios vectoriales topologicos.

El primer resultado sobre bases en productos tensoriales aparece publicado
en 1961 por Gelbaum y Gil de Lamadrid. Ellos construyeron explicitamente una
base en un producto tensorial proyectivo de dos espacios de Banach con base.
En 1965, Gil de Lamadrid prueba que la base puede construirse si se dota al
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producto E ® F de cualquier norma tensorial. Como caso particular del resultado
de Gelbaum y Gil de Lamadrid se obtenian sistematicamente bases para ciertos
espacios de funciones vectoriales absolutamente integrables donde la existencia
habia sido probada directamente por Gurevich (1961) y Semadeni (1963).

El concepto de base acotadamente completa aparece desde el comienzo de la
teoria en un trabajo de Dunford y Morse de 1936 y otro de Alaoglu de 1940
que afirma que todo espacio de Banach con una base acotadamente completa
es un dual. Una base en un espacio de Banach cuya sucesion de coeficientes
funcionales genera por linealidad un subespacio denso en el dual, es considerada
por primera vez por Grinblium y Gurevich en 1941 y es lo que hoy se conoce como
base contractiva (del término shrinking). En esos trabajos se consideraban sélo
los conceptos porque los nombres base acotadamente completa y base contractiva
no aparecieron hasta la publicacién de la primera edicién del libro de Day sobre
espacios normados en 1958. La relacién de este tipo de bases con la reflexividad
no aparece hasta 1948 con un trabajo de Karlin y otro mucho més famoso de
James en 1950. Son los primeros resultados que relacionan propiedades vectoriales
topoldgicas de un espacio de Banach con base con propiedades de la base. El
resultado de James establece que un espacio de Banach con base es reflexivo si
y sblo si la base es acotadamente completa y contractiva. En el mismo trabajo,
James estudié la relacién de dualidad que existe entre los conceptos de base
contractiva y acotadamente completa. En 1964 Singer generalizé el teorema de
James para conseguir una caracterizacién de los espacios de Banach (con base) que
son reflexivos de orden k. En relacién con esto cabe destacar un bello resultado de
Zippin de 1968: “Si E es un espacio de Banach separable y posee base, entonces
E es reflexivo si y sélo si toda base de E es contractiva y si y sélo si toda base
de E es acotadamente completa.”

La primera idea de aplicar un método de sumabilidad (con matrices finitas por
filas) a los desarrollos biortogonales aparece en un trabajo de Frink de 1941. La
generalizacién del teorema de Silverman-Toeplitz a espacios de Banach se debe
a Gelbaum (1950) quien, independientemente de Kozlov en el mismo afo, definié
el concepto de T-base y extendi6 las caracterizaciones del concepto de base en
espacios de Banach al caso de T-bases. De 1953 es el trabajo de Zeller en el que
considera esta propiedad de convergencia seccional generalizada en F'K-espacios
de sucesiones escalares y la obtiene en ciertos dominios de sumabilidad (como los
de Cesaro). En 1958 Gaposhkin prueba que toda T-base T-incondicional en un
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espacio de Banach es una base incondicional. El concepto de base operacional
se debe a Kadec y aparece en 1961. En 1962 Singer considera los conceptos de
T-base T-acotadamente completa y T-contractiva. En 1963 Wilansky y Zeller
publican un ejempio en ¢, el espacio de todas la sucesiones convergentes con la
norma del supremo, de una base de Markushevich que no es una T-base para
ninguna matriz T’ de sumabilidad. Otros conceptos obtenidos al fortalecer la idea
de base de Markushevich fueron estudiados por Ruckle (1970) quien obtuvo en
1974 una clasificacién de los sistemas biortogonales. En 1970 Johnson extendio los
resultados de James y Singer para bases de Markushevich en espacios localmente
convexos separables.

La nocién de descomposicién en un espacio de Banach fue introducida por
Grinblium en 1950 e, independientemente, por Fage (en el mismo afio) quien la
estudid en los espacios de Hilbert:

“Una descomposicién de un espacio de Banach E es una sucesién (Ej)
de subespacios de E (no necesariamente cerrados) tal que, para cada
z € F existe una tnica sucesién (i) con zx € Ej, para todo k € IN,
verificando

Si, ademas, cada Fi es cerrado en E se dice que (E) es una descom-
) b
posicion de Schauder.”

Este concepto también fue analizado en un seminario impartido por Mazur en
Varsovia en 1953, aunque sus resultados nunca fueron publicados. En los afios 60
McArthur impartié una serie de cursos doctorales sobre este tema a sus alumnos
de la Universidad de Florida, con lo que se convirtié en el principal impulsor
de esta rama de la teoria de bases. Por ejemplo, McArthur fue el primero en
considerar la sucesién de proyecciones en el dual, establecer sus relaciones de
ortogonalidad, asi como distinguir entre los conceptos de descomposicién y des-
composicién de Schauder. El problema de la base atin estaba abierto, aunque
habia indicios de que no tendria solucién y, por lo tanto, lo que se buscaba era
una nocion generalizada de base con buenas propiedades de existencia, incluso
en espacios no separables. El concepto de descomposicién tiene esa propiedad
pero su contenido topoldgico es muy pobre; por contra, el de descomposicién
de Schauder no la tiene — Dean probé en 1967 que [* no admite ninguna des-
composicion de Schauder — pero, como se veria mas tarde, constituye una buena
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herramienta para inducir en un espacio propiedades vectoriales topologicas a par-
tir de sus subespacios. Por ejemplo, Sanders en su tesis de 1965 consiguié una
caracterizacién analoga a la de James para espacios de Banach reflexivos con des-
composicién de Schauder. Otros pioneros de este concepto fueron Ruckle (1964 )
que lo definié y estudié en F-espacios, Retherford (1966) que extendi el teorema
de James a espacios localmente convexos tonelados y Cook (1969) que hizo lo
propio en espacios localmente convexos arbitrarios (esta vez, caracterizando la
semi-reflexividad). En esta década se probaron también teoremas de base débil
para descomposiciones: Ruckle (1964) para F-espacios y McArthur (1967) para
espacios tonelados. La extensién del concepto de base de Markushevich al de
descomposicidén de Markushevich se debe a Bachelis y Rosenthal (1971).

En la década de los 70 aparece el célebre contraejemplo de Enflo (1972) de
un espacio de Banach separable sin base. Esto hizo que las generalizaciones de
los conceptos de base y, mas generalmente, de independencia lineal, cobraran atin
mayor importancia. La lista de autores y contribuciones importantes es ahora mu-
cho mds amplia; entre ellos destacamos (por orden alfabético) a Bessaga, Bour-
gain, Bochkariev, Carleson, Casazza, Chadwick, Dubinsky, Godefroy, Johnson,
Kalton, Maurey, Mitiagin, Ovsepian, Peck, Pelczynski, Read, Rolewicz, Rosen-
thal, Saab, Szarek, Webb, Wojtaszczyk, Zippin y Zobin. En un ciclo de conferen-
cias en 1983 en honor de Day, Casazza presenté una recopilacién de resultados
sobre descomposiciones finito-dimensionales en espacios de Banach. El uso y es-
tudio de estas estructuras mas débiles era justificado por Casazza, argumentando
que contienen casi tanta informacién geométrica y estructural como la que puede
ser extraida de una base. Al mismo tiempo, aporté toda una gama de teore-
mas que eran desconocidos, falsos o, simplemente, no tenian sentido para bases.
Por ejemplo, Kalton y Peck en 1979 construyeron un espacio de Banach sin base
incondicional que admite una descomposicién de Schauder incondicional con sub-
espacios de dimensién dos. Durante algin tiempo estuvo abierta la cuestién de
si la palabra incondicional puede quitarse del resultado anterior. En 1987 Szarek
demostré que existe un espacio de Banach superreflexivo sin base y con una des-
composicién de Schauder finito-dimensional. Destacamos también un trabajo de
Mitiagin y Zobin de 1974, en el que se construye un espacio de Fréchet nuclear
sin base. Este trabajo cred una secuela de articulos que culminan con uno de
Bessaga y Dubinsky de 1978 en el cual se prueba que todo espacio de Fréchet
nuclear no isomorfo a w contiene un subespacio y un cociente que no admiten
ninguna descomposicién de Schauder finito-dimensional en la cual la dimensién
de los subespacios esté acotada. Otro resultado interesante, debido a Bourgain,
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publicado en 1980 afirmaba que un espacio de Banach tiene la propiedad de
Radon-Nikodym si y sélo si cualquier subespacio suyo con descomposicién de
Schauder finito-dimensional la tiene.

Otros trabajos que han tenido para nosotros mucha influencia a la hora de
plantearnos problemas y elaborar esta memoria aparecen citados en cada mo-
mento dentro de la misma. El titulo hace referencia a los dos aspectos funda-
mentales que la dominan: la teoria de la sumabilidad de las matrices de Toeplitz
v el concepto de descomposicién en espacios localmente convexos. Con ambos
hemos desarrollado un concepto que extiende estrictamente al de descomposicién
de Schauder y, sistematicamente, hemos extendido muchos de los resultados cono-
cidos hasta el momento en la teoria general de las descomposiciones de Schauder.
Entre todos destacamos la tesis de Maria Angeles Mifiarro [74] cuyo contenido
nos ha mostrado una parte importante del camino a seguir.

El contenido de esta memoria esta distribuido en tres capitulos. El primero
de ellos es introductorio y no contiene resultados originales. Nuestra aportacién
estd contenida en los dos capitulos siguientes. Cada capitulo estd dividido en
secciones cuya numeracién hace referencia al capitulo donde se encuentra. A
su vez, cada seccién estd dividida en parrafos o resultados numerados con su
capitulo, su seccién y su orden dentro de la seccién. Las férmulas o resultados
intermedios fuera de texto se encuentran etiquetados atendiendo sélo al capitulo
donde se encuentran y por su orden de aparicion.

Pasamos a describir el contenido de esta memoria. Para poder comentar y
resumir con més comodidad los resultados de cada seccién presentamos algunas
definiciones; no obstante, las notaciones que empleamos se hallan al comienzo del
primer capitulo.

Un sistema ortogonal de proyecciones en un espacio localmente convexo E es una
sucesién (Py) de proyecciones, Py : E — E, continuas y ortogonales dos a dos.
Denotaremos por Ej al subespacio imagen de E por F.

Un sistema ortogonal de proyecciones (Pi) en E, se llama descomposicion de

Schauder de E si para cada z € F se tiene n,l}-»n;lo Z Prz = z en la topologia de E.
k=1
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Sean F un espacio localmente convexo, (Py) un sistema ortogonal de proyecciones
en E y A un tridngulo regular. Se dice que (Py) es una descomposicion de Toeplitz
de E con respecto a la matriz A si para cada z € E se tiene T-lim(FPiz) = z en
la topologia de E, donde T' = AX, siendo X la matriz de sumabilidad ordinaria.
Cuando la matriz A esté fijada de antemano o se deduzca claramente del con-
texto, diremos simplemente que (P;) es una descomposicién de Toeplitz de E. Si
tenemos una descomposicién de Toeplitz de E entonces la identidad en E estd
aproximada puntualmente por la sucesidn de operadores (T},) : E — E, siendo

Tn = Z tnkPk-

k=1
Toda base de Toeplitz de un espacio localmente convexo induce una descom-

posicidén en subespacios E; de dimension uno.

Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo
E. Diremos que (Py)

(1) es equicontinua si la sucesién de operadores T(Py), o lo que es igual (T,), es
equicontinua;

(2) es contractiva si (P]) es una descomposicién de Toeplitz de [E', B(E', E)];

(3) tiene la propiedad (M) si nllg}o T,z = z uniformemente en cada acotado de F;

(4) tiene la propiedad (S) si para cada U € U(E) existe V € U(E) tal que
Lim sup{qu(Taz —z):2 € V} =0;

(5) es completa si para cada sucesién (zx) con z; € Ej para cada k € IN y tal
que la sucesién T'(z;) es de Cauchy en E se tiene que T'(z;) es convergente
en E;

(6) es B-completa si para cada sucesién (z) con zx € Ej para cada k € IN y tal
que la sucesién T'(zx) es o(E, E')-de Cauchy se tiene que T'(zx) converge
en F;

(7) es y-completa si para cada sucesidn (zx) con zj € Ej para cada k € IN y tal
que la sucesién T'(z;) es acotada en E se tiene que T'(zx) es convergente en

E.

La mayor parte de los resultados que hemos obtenido en la memoria son cier-
tos para tridngulos regulares arbitrarios. Sin embargo, en otros ha sido necesario
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imponer una condicién adicional: que las coordenadas formen una base de Toe-
plitz del correspondiente espacio de sucesiones cr con respecto a la matriz A.
En ellos subyace la necesidad de usar una propiedad de las descomposiciones
de Schauder equicontinuas la cual extendemos (en la tercera seccién del tercer
capitulo) para descomposiciones de Toeplitz equicontinuas con respecto a una
matriz que verifique la condicién anteriormente mencionada. La propiedad so-
bre las descomposiciones de Schauder equicontinuas a la que nos referimos es la
siguiente:

Sea (P;) una descomposicion de Schauder equicontinua de un espacio localmente

convezo E. Entonces existe una familia de seminormas Q que define la topologia
de E tal que :

q(i Piz) < q(z);

para todosn €N,z € E yq€ Q.

En el capitulo segundo, en la primera seccién, se define el concepto de des-
composicién de Toeplitz y se ofrecen ejemplos no triviales.

En la segunda seccién se introducen y comentan las propiedades sobre una
descomposicién de Toeplitz que aparecen arriba listadas. También se estudia la
consistencia de estas propiedades cuando hay dos métodos de sumabilidad.

En la tercera seccidn se estudian algunas de las relaciones que existen entre
ellas, aunque las relaciones de dualidad aparecen en el siguiente capitulo.

En la cuarta seccién se estudian dos espacios de sucesiones vectoriales aso-
ciados a un espacio localmente convexo E con descomposiciéon de Toeplitz, uno
de los cuales (el S-dual) define con F un par dual. Se introduce una topologia,
denotada por oy(E, E'), que resulta tener ciertas propiedades muy importantes.
Estudios previos en casos particulares ya existian y son debidos, fundamental-
mente, a Garling [37], Kalton [55] y Florencio [29] [30].

En la dltima seccién estudiamos el problema de las descomposiciones débiles
que ya hemos comentado en las notas histéricas anteriores. El enfoque que le
hemos dado est4 basado en un tratamiento similar de Webb [112] en el caso de
las descomposiciones de Schauder.

El tercer capitulo estd dedicado al estudio de la informacién estructural que
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contiene una descomposicion de Toeplitz sobre un espacio localmente convexo E.
El problema que se plantea en cada caso tiene una formulacién comun: ;Cémo
tiene que ser una descomposicién (P;) de un espacio E para que una determinada
propiedad sobre los subespacios Ej pase al espacio E7

En la primera seccidn se estudia la completitud. La equicontinuidad, las pro-
piedades de completitud de la descomposicidn y la completitud de los subespacios
E) resultan ser las condiciones que intervienen. Como aplicacién caracterizamos
la completitud de E con la topologia oy(E, E').

En la segunda seccidn se estudia el problema de la reflexividad usando técnicas
relacionadas con las de Cook [18] y Kalton [55]. La contractivividad, la 8-
completitud, la y-completitud y la reflexidad de los Ej seran aqui las hipétesis
claves. También ampliamos el estudio de las relaciones de dualidad que existen
entre la contractividad de una descomposicién de Toeplitz y la y-completitud de
la descomposicién dual.

En la seccidn tercera hacemos lo propio con la tonelacién y propiedades rela-
cionadas. En la seccién anterior, dualizando el teorema que caracteriza la semi-
reflexividad, se ha obtenido va un resultado general que caracteriza la tonelacién
de un espacio con una descomposicién de Toeplitz para su topologia de Mackey.
En esta seccién se analiza en profundidad cudnto contenido de tonelacién posee
la condicién de igualdad entre el dual y el f-dual basdndonos en un trabajo de
Schaefer [100] para espacios de sucesiones escalares. Hasta ahora el marco adop-
tado para probar resultados de tonelacién sobre espacios con descomposicién de
Toeplitz ha sido el de exigir fuertes condiciones a la descomposicion para deducir
la tonelacién del espacio total a partir de la tonelacion de los subespacios en los
cuales se proyecta. Una alternativa a este estudio es restringir la clase de los
espacios a considerar y obtener resultados de tonelaciéon modificando las propie-
dades que se exigen a la descomposicién. En la clase de los espacios normados,
la condicién de que (Py) sea una descomposicién de Toeplitz de [E, f(E, E’)]
puede ser sustituida por la de que (P;) sea contractiva. Bajo esta condicidn,
Noll y Stadler [80] probaron que un espacio normado, con una descomposicién de
Schauder contractiva (Px), es tonelado si y sélo si su S-dual coincide con su dual
y cada Ej es tonelado. Nosotros hemos extendido el teorema de Noll y Stadler al
caso de una descomposicién de Toeplitz y lo hemos aplicado en situaciones donde
no podia usarse el resultado original de Noll y Stadler. Obtenemos otro resultado
importante sobre tonelacién, esta vez en el marco de los espacios (D F) y sin pedir
ninguna condicion a la descomposicién, salvo la tonelacién de los subespacios Ej.

En la cuarta seccidn se estudia la relacion entre la propiedad (M) sobre (F)
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y la propiedad de Montel sobre E.

En la quinta seccién se estudia la relacién entre la propiedad (S) sobre (Fy)

y la casi-normabilidad, la casi-normabilidad por operadores y la propiedad de
Schwartz sobre E.

En la sexta seccion se aplican los resultados de todas la secciones anteriores
al estudio de la estabilidad del producto tensorial proyectivo de dos espacios, uno
de los cuales posee descomposicién de Toeplitz.

Por dtimo, en la séptima seccién se recopilan los resultados mds significativos
que hemos obtenido para un caso particular muy importante: el de los espacios
localmente convexos con base de Cesaro. ~



Capitulo 1

Sumabilidad.

1.1 Terminologia y notacidn.

Como regla general, a lo largo de toda la memoria, una expresion del tipo
relacion  [propiedad)

significa que la relacidn se tiene siempre que la propiedad sea cierta. En el parrafo
siguiente aparece ya un ejemplo. Como es habitual, la notacién “:=" serd utilizada
para definir el simbolo que aparezca a su izquierda como la expresion que aparezca
a su derecha.

Denotaremos por w al conjunto de todas la sucesiones de escalares, por ¢ al
conjunto de todas las sucesiones convergentes, por ¢y al conjunto de todas las
sucesiones convergentes a cero y por ¢ al conjunto de todas las sucesiones nulas
a partir de un término. Los espacios I, 1 < p < oo, seran los espacios de
sucesiones usuales dotados de la correspondiente norma || ||,. El espacio ¢ de las
sucesiones convergentes dotado de la norma del supremo es un espacio de Banach.
La expresion general de un elemento de su dual topoldgico es

f(@) = plime + (ayz) [z €d,
donde p es un escalar, ¢ € I' y (e, z) := Z 0, Z,. Ademds la norma dual en ¢

n=1
es || f]| = lul +[le]2-

Las sucesiones, las matrices y las redes las denotaremos con paréntesis; mien-
tras que para designar un término particular de una sucesién o red usaremos

1
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corchetes. Por ejemplo, a una sucesién Zj,Zs,...,ZTn,... la denotaremos por
z = (z,) y a una matriz

ay; aiz G13
ag1 G22 QA23
azy azz2 a3z

como A = (an;); sin embargo, una notacién del tipo [Az], indica el n-ésimo
elemento del producto Az (ver 1.2.1). Sin, m € IN denotaremos por n Am :=
min{n,m}.

' Si E es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, denotaremos por
E* a su dual algebraico, por E’ a su dual topolégico, por E a su completacién,
por qu al funcional de Minkowski asociado a un conjunto convexo U, por Ey al
espacio seminormado en el cual los multiplos escalares de U forman una base local
de entornos de cero, por (E) a una base local de entornos de cero absolutamente
convexos y cerrados en E y por Q(E) a una familia de seminormas continuas. que
definen la topologia de E. El simbolo lin(G) denotara la envoltura lineal de G y
acx(G) la envoltura absolutamente convexa de G. Como es habitual, denotaremos
por G a la clausura de G en E. Si E y F son dos espacios localmente convexos,
denotaremos por L(E, F) al espacio vectorial formado por los operadores lineales
y continuos de E en F'; si E = F escribiremos simplemente L(E).

La terminologia, notacién y resultados de la teoria general de espacios local-
mente convexos sera estdndar y nos remitiremos a las monografias de Jarchow
[52], Kothe [61] [62], Maddox [70], Pérez Carreras y Bonet [84] o Wilansky [113]
[114).

1.1.1 A lo largo de esta memoria usaremos a menudo el concepto de topologia
de Hellinger-Toeplitz [114, p. 167, 11-2] as{ como las propiedades mds importantes
de este tipo de topologias. Comentamos aqui estos aspectos y de paso fijamos
la notacién que en lo sucesivo usaremos para los pares duales y las topologias
polares que a ellos estan asociadas.

Sea 7 una topologia polar definida para todos los pares duales; es decir, dado
un par dual arbitrario (E, F), la topologia 7(E, F) estd bien definida, es mas fina
que la topologia débil ¢(E, F) y existe una familia D de subconjuntos o(F, E)-
acotados tal que 7(E, F) es la topologia de la convergencia uniforme sobre los
subconjuntos que estdn en D; en otras palabras, la topologia 7 es de tipo po-
lar y estd definida exclusivamente en términos de un par dual arbitrario. Por
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ejemplo, la topologia débil o(E, F), la topologia de Mackey u(E, F), la topologia
fuerte B(E, F) y la topologia 8*(E, F), son topologias de este tipo. Sin embargo,
la topologia sobre E de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos pre-
compactos de F, no lo es porque depende de la topologia que se haya fijado en
principio sobre F.

Sea T una topologia definida para todos los pares duales (en el sentido an-
teriormente sefialado). Se dice que 7 es una topologia de Hellinger-Toeplitz si,
cualesquiera que sean (E;, F;) [t = 1,2] y g : E; — E, un operador continuo para
alguna topologia compatible con (E;, F;) [¢ = 1,2], se tiene que g es 7(Ey, Fy)-
7(E,, F3)-continuo.

El siguiente resultado caracteriza este tipo de topologiaé.

Teorema. [114, p. 168, Theorem 11.2.2]. Sea 7 una topologia definida para todos
los pares duales. Entonces T es una topologia de Hellinger-Toeplitz st y sélo s
cualesquiera que sean los pares duales (E;, F;) [i = 1,2] y el operador o(E,, Fy)-
0(E,, Fy)-continuo g : E; — E, se tiene que D € D, implica que g'(D) € Dy;
donde D; [i = 1,2] es una familia saturada de subconjuntos o(F;, E;)-acotados tal
que T(E;, F;) es la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
que estdn en D; y g’ denota el operador adjunto de g.

Como consecuencia del resultado anterior las topologias u(E, F), B(E,F) y
B(E, F) son topologias de Hellinger-Toeplitz [114, p. 168, Example 3, 4, etc.].

1.2 Sumabilidad.

En esta memoria, como ya hemos apuntado en la Introduccién, vamos a traba-
jar con un concepto mas general que el de descomposicién de Schauder, que se
obtiene al relajar la convergencia de las series involucradas y sustituirla por una
convergencia mas débil, definida a través de ciertas transformaciones matriciales.
Para ello necesitaremos algunos resultados clasicos de la teoria de la sumabilidad.
En esta seccién recordaremos, en el caso escalar, los mas importantes y, de paso,
introduciremos la notacién sobre matrices, sucesiones y productos que seguiremos
a lo largo de toda la memoria. Los conceptos y resultados de esta seccion relativos
a la sumabilidad han sido extraidos del libro de Wilansky [115), aunque puede
obtenerse més informacién de otros tales como Hardy [45], Knopp [59], Maddox
[69] [70] o Shawyer y Watson [102], por citar algunos.
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1.2.1 Definiciones. Sea A = (anx) una matriz infinita. Si z = (z) es una
sucesion de escalares, se define Az como la sucesién cuyo término n-ésimo es

[Az], =D anrzi [n € IN],
k=1

siempre que todas estas series sean convergentes. Esto ocurre, por ejemplo,
cuando las filas de A estan en ; en cuyo caso se dice que la matriz A es finita
por filas.

El espacio wy := {7 € w : Az estd definida} se llama dominio de A. Sila
matriz A es finita por filas entonces wy = w.

El espacio ¢4 1= {z € wy : Az € ¢} se llama dominio de convergencia de
A. Los elementos T € ¢4 se denominan sucesiones convergentes con respecto a la
matriz A, o A-convergentes; en ese caso escribimos

A-limz := lim[Az],.

n—o0
Naturalmente, cuando A sea I, la matriz identidad, escribiremos solamente lim z.

Anélogamente, se dice que una sucesién z es sumable con respecto a la matriz
A, o simplemente A-sumable, si la sucesién s, formada por las sumas parciales de
T, es A-convergente; en ese caso escribimos A- 3z := A-lims.

Sea T = (0n:) la matriz tal que o = 1,8in >k y onx =0, si n < k; esto es,

1 00
110
111

Observemos que s = Xz es la sucesién de sumas parciales de z. Si ahora cons-
truimos la matriz infinita T := AL, entonces estd claro que una sucesién z es
A-sumable si y sélo si z es T-convergente. Asi pues, el conjunto de todas las
sucesiones A-sumables es cp. Se dice que una serie de numeros y_ z,, tiene sumas
parciales A-acotadas si para z = (z,) la sucesién T'z = AXz estd acotada.

En adelante, las expresiones A = (@), B = (bnk), €tc., denotaran matrices
infinitas. La expresién T = (i) estard reservada para la matriz T' = AX.
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1.2.2 Definiciones. Se dice que una matriz A es conservativa si toda sucesion
convergente es A-convergente; o sea. si ¢ C C4.

Se dice que A es regular si es conservativa y ademas mantiene el limite de las
sucesiones convergentes; es decir,sic C cg ¥y

A-limz = limz [z € ¢

1.2.3 Ejemplo. La matriz de Cesaro

100 -0
bro
Gom| 3 3 g
J.l_i. 1

es, quizd, el ejemplo mas importante y cldsico de matriz regular. Mas general-
mente, las matrices de Cesaro de orden a > 0, que denotaremos por Cy = (aLCL])
con

a[a] — ..(j-:j_zkl [n > k] a[a] = [n < k]
nk * (a':fl'l) = nk ° b

son otros ejemplos de matrices regulares. La matriz C, suele llamarse matriz de
sumabilidad de Cesaro de sucesiones a sucesiones de orden a. En este caso, los
términos de la correspondiente matriz T, = C,2 son

(a-{-n-—k—l)
glel .= Anmkl /oy > g .= 0 [n<k.

k-— (a+n—1)
n—1

La matriz T, se suele llamar matriz de sumabilidad de Cesaro de sucesiones a
series de orden a.
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Los teoremas de Kojima-Schur y Silverman-Toeplitz caracterizan, respecti-
vamente, las matrices conservativas y las matrices regulares en funcién de sus
términos. A continuacién vamos a enunciar dichos resultados; para una de-
mostracién de los mismos puede consultarse [45, p. 43], [70, p. 221] y [115, p. 6].

1.2.4 Teorema. (Kojima-Schur). Una matriz A es conservativa si y solo st se
verifican las condiciones:

o

(1) sup > _ lank| < 00; 0 sea, las filas de A forman un conjunto acotado de I', y
nok=1

’ 0
(2) para cada p € IN eriste a, := nli.% Z Gnk -
k=p

Observemos que la condicién (1) en el teorema anterior es equivalente a decir
que el operador A : [ — [ estd bien definido y es acotado pues

1A} == sup{{|Azlleo : [I2lleo < 1} = sup > |ank].
n€N k=1

Las matrices que verifican esta condicién se llaman matrices de norma finita. Si
A es uno de los espacios ¢y, c 0 [ y A: A — )\ es un operador matricial acotado
entonces ||A|| es precisamente su norma de operador subordinada a la norma del
supremo en A. En adelante llamaremos norma-fila a esta norma matricial.

1.2.5 Teorema. (Silverman-Toeplitz). Una matriz A es regular si y solo si se
verifican las condiciones:

(1) Jim ane =0 para cada k € N (las columnas convergen a cero),

(2) la matriz A es de norma finita y

o0
(3) sicy:= Zank para cada n € IN, entonces nlin(’locn =1.
k=1

Merece la pena algin comentario sobre el significado de las condiciones del
teorema de Silverman-Toeplitz. En primer lugar, la condicién (1) significa que
A-limel® = 0 para cada k, siendo e el vector coordenado k-ésimo, es decir, la
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sucesién que tiene todos sus términos nulos, salvo el k-ésimo que es 1. Por otro
lado, la condicién (3) equivale a decir que A-lime = 1, donde e es la sucesién
e:=(1,1,...).

1.2.6 Cuando A es una matriz regular, se deduce del teorema de Silverman-
Toeplitz que la matriz T = AX verifica las siguientes condiciones:

(1) las columnas de T convergen a uno y
(i) sup{ltnr| : n, & € N} < J|A|] < +o0.

En la terminologia de Zeller {118], la clase de las matrices que verifican la
condicién (i) se denota por Sp;.

Terminamos esta seccién recordando la definicién de la relacién “ser mas
fuerte” entre dos métodos de sumabilidad.

1.2.7 Definicién. Sean A y B dos matrices infinitas. Se dice que el método de
sumabilidad definido por B es mds fuerte que el definido por A, lo que se escribe
simplemente A C B, si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) caCep ¥

(2) B-limz = A-limz para cada z € cy4.

1.3 Tridngulos.

En nuestra memoria todas las matrices que vamos a considerar son tridngulos. La
ventaja de trabajar con tridngulos estd, por un lado, en las buenas propiedades
que mantiene el producto de este tipo de matrices y, por otro, en las buenas
propiedades de su dominio de convergencia. Somos conscientes de que muchos
de las resultados que obtendremos contindan siendo validos para matrices mas
generales, como por ejemplo las matrices finitas por filas, o incluso para sucesiones
de matrices que son nulas salvo, a lo sumo, una cantidad finita de términos y
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convergentes término a término a la matriz identidad (como las usadas en [97]).
Sin embargo, por simplicidad y uniformidad en las hipdtesis, hemos preferido
trabajar exclusivamente en el contexto de las matrices triangulares.

1.3.1 Definicién. Se dice que una matriz A es triangular (inferior) si anx = 0,
para k > n. Por comodidad, si A es triangular y ademas todos sus elementos
diagonales son no nulos entonces diremos que A es un tridngulo.

Las propiedades sobre el producto de matrices que enunciamos a continuacién
pueden encontrarse en [115] y son las que permitirian extender muchos de nuestros.
resultados al caso de matrices no triangulares.

1.3.2 Proposicién. Sean y una matriz fila, A una matriz y T una matriz co-
lumna. La igualdad y(Az) = (yA)z es cierta en los siguientes casos:

(1) sty € ¢ yz € wy, o bien
(2) sty € I, A tiene norma finita y z € I*°.

Como consecuencia, la multiplicacién de matrices es una operacion interna aso-
ciativa en cada uno de los siguientes conjuntos:

— el de las matrices de norma finita,
— el de las matrices finitas por filas, y

— el de los tridngulos.

1.3.3 Observacién. En el caso de dimensién finita, sabemos que las condiciones
“inversa por la izquierda”, “inversa por la derecha” y “existencia y unicidad de
solucién del sistema Az = y” son equivalentes para una matriz cuadrada A. En
el caso de matrices infinitas esto deja de ser cierto en general.

Por otra parte, un tridngulo siempre tiene una unica inversa por la derecha
la cual es, ademas, inversa por la izquierda. Para ver esto, sea A un tridngulo,
entonces para cada y € w, el sistema Az = y tiene solucién 1nica, dada por

1 n—1
Ty 1= —— (yn — Z anka:k) [n € ]N]
a k=1

nn
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Por tanto, si b¥ es la tnica solucién de Az = el se tiene que la matriz B, cuya

k-ésima columna es ¥, es la unica que verifica la igualdad AB = I. Asi pues,
de manera natural, se tiene que todo tridngulo tiene una unica inversa por la
derecha. Obviamente, dicha matriz es también un tridngulo. La asociatividad
del producto en este caso permite ver, facilmente, que la inversa por la derecha
es también inversa por la izquierda:

A(BA-T)= A(BA)— A= (AB)A—A=A—-A=0.

Como A es un tridngulo, la condicién Az = 0 implica que z = 0 y por lo tanto
BA=1.

No obstante, con respecto a la unicidad de la inversa por la izquierda lo mas
que se puede asegurar es que B es la tinica matriz finita por filas que es inversa
de A por la izquierda. En efecto, si C es finita por filas y CA = I entonces por
la Proposicion 1.3.2 se tiene que

B=(CAB=C(AB)=CI=C.
Sin embargo, un tridngulo, aun siendo regular, puede tener mas de una inversa

por la izquierda. El siguiente ejemplo, tomado de [115}, nos lo muestra. Sea A el
triangulo

-1
2 -1
A= 6 2 -1

0 0 2 -1

Por ser A un triangulo, tiene una dnica inversa por la derecha B que es también
inversa por la izquierda. Puede comprobarse que tA = 0, donde ¢ es la matriz fila

t:=(277,27%,27%,.. ).

Por tanto, si se suma t a una fila cualquiera de B, la matriz asi obtenida es
también una inversa por la izquierda para A.

Si A = (an) es un tridngulo, denotaremos, como es habitual, por A~! al dnico
tridngulo que es inversa de A por ambos lados.

Podemos resumir todas estas propiedades referentes a la multiplicacion de
tridngulos en el siguiente resultado.
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1.3.4 Proposicién. Los tridngulos forman un grupo multiplicativo.

Recordamos ahora una caracterizacién de la condicién A C B cuando Ay B
son triangulos [1153, p. 13]

4

1.3.5 Teorema. Sean A y B dos tridngulos. Entonces A C B st y sélo si la
matriz BA™! es regular.

1.3.6 A continuacién recordamos algunos resultados importantes sobre la es-
tructura vectorial topoldgica de los dominios de convergencia; éstos pueden en-
contrarse en [113, p. 76] ¥ {115. p. 40].

Cuando A es un tridngulo. la aplicacién A : ¢4 — ¢ es un isomorfismo alge-
braico. Si definimos
llzlla = ll4zlle [z € cal;

entonces
A:csa—c ¥ ATl c— ey

son isometrias lineales. Por tanto. ¢4 es un espacio de Banach y los elementos de
su dual son de la forma

f(z) = u(A-limz) + (a. Az) = plim Az + (a, Az) [z € cal,

donde u es un escalar y o € I . Ademas la norma dual en ¢, es || f|| = ||+ {lall:.

1.4 Generalizaciones del concepto de base.

En 1927 Schauder [101] construyé una sucesién (f,) en C[0,1] tal que, para cada
f € C[0,1] existe una tnica sucesién de escalares (a,) verificando

lim sup |£() = - enfi(t)] = 0;
en su honor, una sucesién de este tipo recibe el nombre de base de Schauder.
Desde entonces, la teoria de bases ha alcanzado un desarrollo considerable, fun-
damentalmente en el marco de los espacios de Banach. El concepto de base de
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Schauder ha sido generalizado en multiples direcciones: ampliando la clase de
espacios, permitiendo que los sumandos de la serie varien en subespacios (cerra-
dos o no) de dimensién mayor que 1 (descomposiciones o bases de subespacios),
permitiendo que las sumas sean no numerables (bases generalizadas o extendidas)
o que se transformen en procesos de integracién (bases integrales), permitiendo
que la convergencia de la serie se tenga en un sentido de sumabilidad generali-
zado (bases operacionales y bases de Toeplitz) o incluso que la aproximacion se
verifique en un sentido totalmente desordenado (bases de Markushevich). Como
siempre, cada generalizacién ha venido provocada por situaciones o planteamien-
tos en los cuales el concepto de base de Schauder es demasiado restrictivo para
dar respuestas satisfactorias. El siguiente puede ser un buen ejemplo que explique
por qué aparece €l concepto de base de Toeplitz.

En el espacio cs := cs de las sucesiones cuya serie converge, los vectores
coordenados forman una base de Schauder; es decir,si z €cs y

g = Z zrel
k=1

entonces

lim z™
N—0C

=z,
en la norma de cs.

Si tomamos T = C,X, donde C; es la matriz de Cesaro, entonces c¢s; := ¢r
es el espacio de las sucesiones sumables en el sentido de Cesaro. En cs; las
coordenadas no forman una base de Schauder. Sin embargo, la sucesién de las
medias aritméticas de (z[™) converge a z en la norma de cs; [120]; es decir,

n n
lim Z ZzM = lim tozrel® = z [z € cs4).
Ti—+ 00 n n—00
k=1 k=1
En este sentido se dice que los vectores coordenados forman una base de Cesaro
de cs;.

Para definir un concepto de base que esté relacionado con el método de suma-
bilidad definido por una matriz infinita A se necesita, en primer lugar, extender la
definicién de sucesion A-convergente al caso de sucesiones en un espacio vectorial
topoldgico. Sin duda, no es nueva la idea de generalizar la teoria de la sumabilidad
clasica al caso, incluso, de matrices infinitas de operadores en espacios vectoriales
topoldgicos y aparece en trabajos como el de Ramanujan [87] y Robinson [90], en
los cuales se obtienen teoremas de tipo Kojima-Schur y Silverman-Toeplitz en
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espacios de Fréchet. Muchos resultados relativos a la sumabilidad generalizada
aparecen recopilados en la monografia de Maddox [69].

1.4.1 Definiciones. Sea E un espacio localmente convexo y A una matriz in-
finita. Si (zx) es una sucesién en E, se define la sucesién A(zx) como aquella
cuyos términos vienen dados por

[A(zk)]n = g: anezi  [n € IN],

siempre que todas estas series sean convergentes en E. Se dice que la sucesién
(z1) es A-convergente en E si A(zy) estd definida v converge en E. En ese caso
escribiremos

A-lim(zy) := nlingo[A(xk)]n.
Anélogamente, se dice que (z;) es A-sumable si es T-convergente para T' = AX.

Se dice que una matriz A es regular para E si toda sucesién (zz) que sea
convergente en E es también A-convergente a su limite, o sea

A-lim(z;) = im(zx).

Si E = K este concepto coincide con el de matriz regular dado en la Definicién
1.2.2.

A continuacién veremos que este concepto en realidad no depende de F (al
menos en los casos que més nos interesan) y que las matrices regulares para £ -
_ son, sencillamente, las matrices regulares. Una demostracion directa para espacios
de Banach puede ser consultada en {105, Ch. III, §11. Lema 11.1}. En el caso
de espacios de Fréchet dicha conclusién puede ser extraida de [87] y en el caso
de espacios localmente convexos la prueba se deduce de los resultados de [75,
Cap. 1]. No obstante, a partir del caso escalar se puede dar una prueba mas
sencilla, distinta de las anteriormente mencionadas.

1.4.2 Proposicién. Sea E un espacio localmente convero no trivial y A una
matriz infinita. Supongamos que E es sucesionalmente completo o bien que A es
finita por filas. Entonces A es regular para E si y sdlo st es regular.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que A es regular para E. Sea (ai) € ¢ con limite a. Sea z € E,
no nulo y ¢ € Q(F), una seminorma que no se anule sobre z. Como A es regular
para E tenemos que A(axz) estd definida (en consecuencia A(a;) también) y

A-lim(agz) = az;

es decir,

lim }a — i ankaqu(x) = 0.
k=1

Por lo tanto A-lim(a;) = a.

Reciprocamente, supongamos que A es regular y sea (z;) una sucesién que
converge a z en E. En primer lugar, si A es finita por filas es evidente que las
series

Z Ak Tk [n € IN]
k=1

son convergentes en E. Por otra parte, si E es sucesionalmente completo entonces
dichas series convergen en E porque son de Cauchy. Para ver esto, basta tener
en cuenta que la sucesion (zj) es acotada y que las filas de A son, por el teorema
de Silverman-Toeplitz, absolutamente sumables. A continuacién, veamos que la
sucesién A(zy) también converge a z en E. Para ello, fijamos ¢ > 0y ¢ € Q(E).
Como A es regular y la sucesién (zi) converge a z se tiene que existen ko y no > ko
en IN tales que

&
3(1141+1)

'1 -3 anqu(:c) < -Z; [n>mno] ¥
k=1

glz —zx) < [k > ko],

lanlg(z — 2) < —  [k=1,2...,k)] [n> ng.
3k

De aqui se deduce que

. i ast) = g ((1 - i) ; i iz — xk))

o] ko
< |1 -3 anle(x) + 3 lanklg(z — zx) + D lanklg(z — zk)
k=1 k=1 k>ko

E € €
< - - - =
< 3+3+3 € [n > ng),
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con lo cual queda probado que (z;) es A-convergente a  en L£. ]

La consistencia de dos métodos de sumabilidad en un espacio localmente con-
vexo se puede definir de manera andloga al caso escalar.

1.4.3 Definicién. Sean A y B dos matrices infinitas y £ un espacio localmente
convexo. Se dice que el método de sumabilidad definido por B es mds fuerte en
E que el definido por A, lo que se escribe simplemente de la forma A Cg B, si
toda sucesién A-convergente en E es B-convergente a su A-limite.

El siguiente resultado muestra que esta definicién no depende del espacio F
en el caso en que A y B son tridngulos. En la prueba usaremos un resultado
andlogo a la Proposicidn 1.3.2 que es vélido (con los cambios oportunos) en el
caso en que la columna z sea de vectores, en lugar de escalares.

1.4.4 Proposicién. Sean A y B dos tridngulos y E un espacio localmente con-
vezo no trivial. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) ACB.
(2) La matriz BA™! es regular.

(3) ACg B.

DEMOSTRACION:

Ya se establecié en el Teorema 1.3.5 que las condiciones (1) y (2) son equiva-
lentes.

Veamos que (3) = (1). Sean (ax) € ¢4, @ := A-lim(ax) y =z € E, no nulo.
Igual que hicimos al comienzo de la demostraciéon de 1.4.2, puede comprobarse
que (axz) es A-convergente a oz en E. Como A Cg B se tiene que (az) es
B-convergente a az en E. Tomando una seminorma g € Q(F) tal que ¢(z) # 0
se deduce que (aj) es B-convergente a a. Esto prueba que A C B.

Veamos que (2) = (3). Sea (zx) una sucesién A-convergente a z en E. En-
tonces, usando la asociatividad del producto en el caso de los tridngulos (1.3.2)
es inmediato comprobar

B(zi,) = (BA™)(A(zs)).



1.4 GENERALIZACIONES DEL CONCEPTO DE BASE. 15

Ahora, como z es el limite de A(z;), la Proposicién 1.4.2 asegura que B(zy)
también converge a z en E. |

Volviendo al problema de las generalizaciones del concepto de base vemos que
relajando la sumabilidad de las series se puede definir un concepto mas general
que el de base de Schauder y que engloba también al de base de Cesaro. Las
siguientes definiciones estdn tomadas de [115]. Otras definiciones equivalentes
pueden encontrarse en la monografia de Singer [105].

1.4.5 Definiciones. Sea E un espacio localmente convexo. Un sistema biorto-
gonal en E es una pareja de sucesiones {(uk),(u})} de tal manera que u; € E,
u € B’y (un,u}) = 6 [n, k € IN]; donde 6, es la funcién delta de Kronecker.

Sea A una matriz regular. Se dice que una sucesién (ux) en E es una base de
Toeplitz de E con respecto a la matriz A si existe una sucesion (u}) en E’ tal que
{(ux), (u})} es un sistema biortogonal en E y para cada z € E se tiene que la

sucesién ((z, ui)uk) es A-sumable y su A-suma es z. O sea,

T- ]jm((x, u;)uk) =z [z €E]
en la topologia de E, siendo T = AX.

Cuando la matriz A esté fijada de antemano o se deduzca del contexto diremos
simplemente que (ux) es una base de Toeplitz de E. La correspondiente sucesién
(u}) se llama sucesién de coeficientes funcionales asociados a (ug).

Como casos particulares, las bases de Schauder y de Cesaro son las bases de
Toeplitz con respecto a la matriz identidad y a la matriz C;, respectivamente.
Usando la Proposicién 1.4.4 también se ve que toda base de Schauder es una
base de Toeplitz con respecto a cualquier tridngulo regular A. A continuacién
recordamos algunos ejemplos importantes de espacios con base de Toeplitz.

1.4.6 Ejemplos.

(1) [105, Ch. 3, §11. Example 11.1]. En el espacio C[0,27], formado por las
funciones continuas en el intervalo [0,27] y dotado de la topologia de la norma
del supremo, se tiene que la sucesién (zx)k>0 dada por

zo(t) = =

5 Tok-1(t) = sen((2k — 1)t), zox(t) = cos(2kt) [0 <t <27 k> 1],
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no es una base de Schauder de C[0, 2] [104, Ch. 1, §4. Example 4.1]. Sin embargo,
como consecuencia del teorema de Fejér [122, Ch. III, Theorem (3.4)] se tiene que
(zx) es una base de Toeplitz de C|[0,2r] con respecto a la matriz de Cesaro. Aun
més, una extension de Riesz del teorema de Fejér [122, Ch. III, Theorem (5.1)]
permite probar que (z;) es una base de Toeplitz de C[0,2~] con respecto a la
matriz de sumacién de Cesaro de orden «, para cada « > 0. Para obtener mas
informacién sobre este tema pueden consultarse [45], [104] y [105]. Otros sistemas
de tipo trigonométrico, que constituyen bases de Cesaro de orden « en ciertos
espacios de funciones de potencia integrable, fueron estudiados por Gaposkin [36].

(2) [105, Ch. 3, §11. Example 11.2]. El espacio A(D), formado por las funciones
complejas de una variable que son analiticas en |z| < 1 y continuas en |z} < 1,
se llama dlgebra del disco y es un espacio de Banach con la norma del supremo.
Lo mismo ocurre con el espacio A(f)) formado por las funciones analiticas en
y continuas en la clausura de Q, para cada subconjunto £ C C* que sea abierto,
acotado y equilibrado. Casos particulares de conjuntos de este tipo son el n-disco
D™ (producto cartesiano de n discos) y la n-bola B™ := {(z;) € C* : I |z;]2 < 1}.
La sucesién (z;) dada por

ai(z) =" [l <1 [k20]

es una base de Cesaro del dlgebra del disco pero no es una base Schauder. El
resultado clasico de Fejér establece ademas que los operadores T, := [T'(z)]» son
de norma uno, donde T es la matriz de sumabilidad de Cesaro de sucesiones a se-
ries. Este ejemplo ilustra el hecho de que, a veces, puede resultar extremadamente
dificil encontrar bases de Schauder en un espacio. En este caso, fue Bochkariev
[13] en 1974 el primero en probar que el sistema de Franklin (la ortogonalizacion
de Gram-Schmidt del sistema de Schauder en el espacio de Hilbert L2[0,1]) es
una base de Schauder del 4lgebra del disco. Como consecuencia, el dlgebra del
n-disco también posee base de Schauder [83, Corollary 10.2 p. 68]. En 1989 Bour-
gain [14] respondié afirmativamente (sin dar una construccién explicita) a una
cuestién planteada por Pelczyhski en 1977 [83, Problem 10.1 p. 68]: ;Posee base
de Schauder el dlgebra de la n-bola A(B")?

Actualmente el problema de la existencia de una base de Schauder en el espacio
A(f)) permanece abierto.

(3) [17) Sea « € (0,1), fa(z) := f(z+h) y|| || la norma del supremo en L*0, 27}.
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Se definen los espacios de funciones que satisfacen una condicién de Lipschitz
Lip a:={f:R— C: f es 2r—periddica y ||fr — f|| = O(|h|*) (h — 0)}

lip o= {f € Lip a: |Ifu — £I| = o(|Al) (b — 0)}.

Entonces Lip « y lip @ con la norma

151 = £
11l := max{||f1], sup T }

son espacios de Banach y, ademés, Lip o es el bidual de lip . En el trabajo
al que hacemos referencia, Buntinas prueba que lip a y (lip a)' tienen base de
Cesaro. Como consecuencia el espacio [Lip a, O'(Lip a, (lip a)’)] también tiene
base de Cesaro.

(3) Otros ejemplos aparecen cuando se estudian espacios obtenidos como 1magen
inversa de espacios de sucesiones mediante transformaciones matriciales. Por
ejemplo, consideremos el espacio [ces"l(l”), I Iﬂ dado por

()= {o = (an) € ol = 2 };

donde S,z := z; + --- + z, para cada n € IN. En este espacio las coordenadas
no forman una base de Schauder [54, Theorem 5] pero si una base de Cesaro [31,
Proposicién 2.5].

1.4.7 Observacién. Sea ) un espacio de sucesiones escalares que contiene a ¢ y
tal que la inclusién A C w es continua (un K-espacio en la terminologia de [95]).
Es importante observar que si los vectores coordenados (el®) forman una base
de Toeplitz de A con respecto a una matriz regular A entonces, por ser ' una
matriz de tipo Sp; (1.2.6), se puede comprobar [16] que la sucesién de funcionales
asociada es la de las coordenadas. Por lo tanto, la sucesién (e["]) es una base de
Toeplitz de A con respecto a la matriz A si y sélo si

T-lim(ziel) = z [z = (zx) € A]

en la topologia de A, donde T = AX.
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En el caso particular en que A es un tridngulo regular, es muy sencillo com-
probar que cr es un K-espacio que contiene a ¢ y por lo tanto es vilida la
caracterizacién anterior. En efecto, si ¢ = (zx) € cr entonces

n

2l = 30 51 Tale] < el 3 12
k=1 k=1

donde (#}) denota la matriz T!; luego cr es un K-espacio. El motivo de que
contenga a ¢ es la regularidad de la matriz A.

Sabemos que la sucesién (/) es una base de Schauder de cs y una base de
Cesaro de cs; [120]. En otras palabras, la sucesion (ell) es una base de Toeplitz
de cy con respecto a la matriz I y de cr con respecto a la matriz C, siendo
T = C,Z. Ahora la pregunta natural es: ;Cémo tiene que ser A para que (el*)
sea una base de Toeplitz de cr con respecto a la matriz A, con T' = AY?

En lo que resta de seccién, A es un triangulo regular fijo y T = AX. Cuando
digamos que una sucesién es una base de Toeplitz, se sobreentiende que lo es con
respecto a la matriz A. La notacién y los comentarios que siguen no son sino una
reformulacién de lo anterior y nos muestran que el concepto de descomposicién de
Toeplitz, que estudiaremos en el siguiente capitulo, aparece de manera natural.

1.4.8 Definicién. Se definen los operadores 7,7, : w — ¢ [k,n € IN], como

e = zxel?
ThZ = Ztnkwkm => taez ke [z = (k) € w].
k=1 k=1

1.4.9 Observaciones.

(1) {m1,m2,...} es una sucesién de proyecciones continuas (para la topologia de
la convergencia coordenada a coordenada) y ortogonales dos a dos.

(2) Para cada z € w, la sucesién (z{™) de las secciones de z viene dada, precisa-
mente, por (zi") = Z(mz).

(3) Si z € w entonces (7,z) puede expresarse de diversas formas:

(tnz) = T(miz) = AX(miz) = A(z™).
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(4) Los operadores 7, y T, son matriciales. En concreto, nos interesara la matriz
de 7, que denotaremos igualmente por 7,,. Como

Thl = Ztnkzke[k] [z = (zk) € W),
k=1

se ve inmediatamente que 7, = diag (fn1,tn2,...); es decir, 7, es una matriz
diagonal y su diagonal es precisamente la fila n-ésima de la matriz T

(5) Decir que la sucesién () es una base de de Toeplitz de un K-espacio A que
contiene a ¢ es equivalente a decir que la sucesién de operadores (7,) converge
puntualmente a la identidad en A. En el caso particular A = ¢7, tenemos un espa-
cio de Banach. Por consiguiente, si (e!¥!) es una base de Toeplitz de cr entonces
el teorema de Banach-Steinhaus asegura que (7,) es una sucesién equicontinua
de operadores sobre cr. El reciproco también es cierto como muestra el siguiente
resultado que usaremos a menudo en la memoria para el caso particular que
nos interesa. Mas adelante, cuando definamos el concepto de descomposicion de
Toeplitz, probaremos un resultado analogo en el caso vectorial.

1.4.10 Teorema. [16, Theorem 8] y [15, (3.4) Corollary]. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(1) La sucesion (el?) es una base de Toeplité de cr.

(2) La sucesién de operadores (1,) es equicontinua sobre cr.

(3) Si denotamos por (t7}) a la matriz T~ entonces

sup Zthmktnkiiﬂ < +oo
m,n 3 &

Otras caracterizaciones del hecho de que las coordenadas formen una base
de Toeplitz de ciertos dominios de sumabilidad, mas generales que ¢y, pueden
encontrarse en [49]. En este trabajo se obtienen también otros ejemplos de bases
de Toeplitz, distintos de las coordenadas, en dominios de sumabilidad de Cesaro
de orden arbitrario y con pesos de variacion lenta.

Terminamos este capitulo recogiendo algunos resultados importantes, relativos
a la posibilidad de que (e) sea una base de Toeplitz de cr. Antes vamos a
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recordar la definicién de dos importantes espacios de sucesiones asociados a este
espacio. Abundante informacién sobre este tema puede ser consultada en [15],

[16], [93], [113] y [113).

1.4.11 Definiciones. Se definen los espacios
& = {y = (yx) € w: existe f € ¢ tal que y; = ey [ke ]N]}
(er — cr) = {yEw:xyEcT [a:EcT]}
donde zy denota el producto coordenada a coordenada.

El espacio crfa se llama dual sucesional de cr y es una representacion del dual
de (¢, || - ll7) vy de su clausura con la topologia inducida por cr.

El espacio (er — cr) se llama dlgebra de multiplicadores.

En nuestro caso particular tenemos los siguientes resultados que pueden en-
contrarse en el trabajo de Buntinas [16]. Otras aportaciones relacionadas con
estas propiedades se deben a Ruckle [93] que utiliza la terminologia de espacio
suma para designar a los dominios de sumabilidad que verifican el Teorema 1.4.10.

1.4.12 Proposicién. Si A es un tridngulo regular entonces % Ce.

1.4.13 Teorema. [16, Theorem 8]. Las sigutentes condiciones son equivalentes:
(1) La sucesion (el) es una base de Toeplitz de cr con respecto a la matriz A.

(2) c?- = (er — cr).

1.4.14 Teorema. [16, Theorem 10]. Sea A un tridngulo regular tal que la suce-
sidn (el) es una base de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cr.
FEntonces (cr — cr) representa al dual de er, la norma dual hace de (cr — cr) un
dlgebra de Banach bajo la multiplicacion coordenada a coordenada y la expresion
general de una forma lineal y continua sobre ¢ es

(m,y)(CT,C,T) =T-limzy [y € (e — CT)} [z € cr).
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En el caso particular en que A es la matriz C, de Cesaro de orden a > 0. es
ya conocido [120] que las coordenadas forman una base de Cesaro (de orden )
del correspondiente espacio de sucesiones cz, y se suelen utilizar las notaciones

cSy 1= Cr, bug 1= cp, [@ > 0];

(para a = 0 se escriben, simplemente, cs y bv). Ademds, el criterio de Hardy-
Bohr-Bosanquet caracteriza los elementos de bvg:

oo ={y = (ye) €w : Y kA Ty +sup lye| < oo};
k

donde A**! es el operador diferencia de orden @ + 1. Se sabe también que la
norma dual en bv, viene dada por la expresion

9llboa := D KA yi| + liinlykl [y € bug).
p

1.5 Algunos resultados sobre limites dobles.

Antes de comenzar con nuestro estudio de las descomposiciones de Toeplitz nece-
sitamos algunos resultados previos sobre limites dobles. Aunque estos resultados
son bien conocidos para el caso de sucesiones, no conocemos ninguna referencia
en la que puedan encontrarse para el caso de redes. No obstante, las pruebas que
damos son extensiones de las del caso de sucesiones.

1.5.1 Lema. Sea E un espacio localmente convezo y (i;)ij)erxs una red doble
en E tal que para cada i € I yj € J existen, respectivamente, los limites

= limz;; z; = himuz;;.
Yi SeJ 17 3 el 1]
Si la convergencia de alguna de estas colecciones de limites es uniforme, entonces
las redes
(zi)aperxa,  (Widiers (z5)ies

son de Cauchy en E.
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DEMOSTRACION:

Supongamos, por ejemplo, que la convergencia es uniforme en I. Entonces,
dada g € Q(F) existe jo € J tal que

gzij—yi) <z 12740 [Fell

Por otro lado, la red (z;;,)ics converge; en particular dicha red es de Cauchy y
por lo tanto existe o € I tal que

[ih i2 Z 7'0]

I

Q(zﬁjo - zizjo) <

Ahora se tiene que

q(yi, — ¥i) < aWiy — Tirgo) + ATirso — Tingo) + UTizio — Yia)
< 1iiilon izl
- 3 3 3 - 1s 02 2 ¢0f-

Con esto queda probado que la red (y;)ier es de Cauchy en E.
En segundo lugar se tiene que

A(Tigy — Tiia) < (T — Yir) + a(¥in — ¥) + 9, — Zigiy)
1 1 . . . .
< §+1+§.<_2 11,12 2 0] [J1,72 2= Jol-
Por tanto (zij)(ij)erxs es una red de Cauchy.

Finalmente, por la continuidad de la seminorma ¢, basta tomar limites en la
desigualdad anterior (en los indices {1, € I : 4, > 10} ¥ {72 € I : 12 > 4o}) para
ver que

Q(zjl - zjz) <2 [jlaj2 2> j0]~
Por consiguiente la red (z;) también es de Cauchy. L]

1.5.2 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo completo y ()i j)erxJt
una red doble en E tal que, para cada t € I y j € J existen, respectivamente, los
limites

; = limz;; z; = limz;;.
Yi = SE3 T 7T el v

Si la convergencia de alguna de estas colecciones de limites es uniforme, entonces
las redes

(zii)gperxss  (Widier, (zj)ies
convergen en E y lo hacen al mismo limite.
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DEMOSTRACION:

Supongamos, por ejemplo, que la convergencia es uniforme en I. Entonces la
red (yi)ies es de Cauchy por el lema anterior. Como E es completo, la red (yi)ier
converge a un cierto y € E. Veamos que la red (z;;)( j)erxs también converge a
y en E. Para ello tomamos una seminorma ¢ € Q(E); entonces existen 19 € I y
Jjo € J tales que

qlyi—y) < [i>1) ¥

q(zi; —yi) <

[N N ]

250 i€l
Asi pues, usando estas dos desigualdades, se deduce que

g(zi;—y) < gz —yi) +a(yi —y)
1 1 .
< §+§=1 i >4 [52Jo]

y por lo tanto la red (z;;)(i j)erxs converge a y en E.

Por dltimo, dada la continuidad de la seminorma ¢, para obtener la conver-
gencia de la red (z;);es a y basta tomar limites en la desigualdad anterior en el
conjunto {1 € I : 1 2> ip}. u



Capitulo 11

Descomposiciones de Toeplitz.

2.1 Descomposiciones de Toeplitz.

En esta seccién introducimos el concepto de descomposicidn de Toeplitz, que
extiende al ya conocido de descomposicién de Schauder de una manera analoga
a como el concepto de base de Toeplitz extiende al de base de Schauder.

2.1.1 Definicién. [105, Ch. III, § 15. Definitions 15.3 y 15.4]. Un sistema orto-
gonal de proyecciones en un espacio localmente convexo E es una sucesién (F)
de proyecciones, Py : E — E, no triviales, continuas y ortogonales dos a dos. De-
notaremos por E; al subespacio imagen de E por P;. Como P es una proyecciéon

continua sobre E, se tiene que cada Ej es un subespacio cerrado complementado
de E.

. Un sistema ortogonal de proyecciones (Py) en E,se llama descomposicion de
Schauder de E si

}L%Zkazz [z € E]
k

=1

en la topologia de E.

2.1.2 Definicién. Sean E un espacio localmente convexo, (Pg) un sistema or-
togonal de proyecciones en F y A un triangulo regular. Se dice que (FPx) es una

24
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descomposicion de Toeplitz de E con respecto a la matriz A s
T-lim(Prz) = 2 [z € E]

en la topologia de E, donde T = AZ. Cuando la matriz A esté fijada de an-
temano o se deduzca claramente del contexto, diremos simplemente que (F;) es
una descomposicién de Toeplitz de E.

Si tenemos una descomposicién de Toeplitz de E entonces la identidad en
E esté aproximada puntualmente por la sucesién de operadores (T,,) : E — E,
siendo

T, := ZtnkPk [n € IN]
k=1

v si definimos ¢(F) := lin{ U Ek}, entonces ¢(F) es denso en E.
k=1
Toda base de Toeplitz de un espacio localmente convexo induce una descom-
posicidn en subespacios Ej de dimension uno.

El siguiente resultado se deduce inmediatamente de la Proposicién 1.4.4 y
establece que el concepto de descomposicién de Toeplitz es mas débil que el de
descomposicién de Schauder.

2.1.3 Proposicién. Sean A y B dos tridngulos regulares tales que A C B. En-
tonces toda descomposicion de Toeplitz de E con respecto a la mairiz A lo es
también con respecto a la matriz B. En particular, toda descomposicion de
Schauder es una descomposicion de Toeplitz con respecto a cualquier tridngulo
reqular.

2.1.4 Observaciones. El hecho de que un espacio E posea una descomposicién
de Toeplitz implica la existencia de una sucesion (Ey) de subespacios cerrados de
E verificando la siguiente propiedad:

(>}
Si (zk) es tal que zx € By [k € N] y >_zix =0 entonces z = 0 [k € IN].
k=1
En este caso, en el que sélo la suma de ceros puede ser cero, se dice que (Ej) es una

sucesién w-linealmente independiente [104, Ch. I, § 6. Definition 6.1.(b)]. Otras
terminologias usadas para este concepto por diversos autores son fuertemente
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linealmente independiente [92] (aqui el término fuerte se refiere a la convergencia
de la serie en la topologia fuerte de un F-espacio) o topoldgicamente linealmente
independiente [63)].

Un concepto mas restrictivo que el de w-independencia es el de sistema biorto-
gonal generalizado o sistema de Markushevich [105, Ch. III, § 15. Definition 15.4].
Un sistema de Markushevich en un espacio localmente convexo E es una sucesién
(Ex, Pi) donde (P) es un sistema ortogonal de proyecciones en E y Ey = Pi(E)
[k € IN]. Si ademads (Py) es total en F, es decir,

Pia=0 [k€N] implicaque z=0 [z€E]

y-completo, o sea, o(E) = E; entonces se dice que (Ej, P;) es una descomposicion
de Markushevich o M-descomposicién de E [105, Ch. IIL, § 15. Definition 15.20].

'"Una descomposicion fuerte de Markushevich o M-descomposicion fuerte [105,
Ch. III, § 8. Definition 8.4] es un sistema de Markushevich (Ey, Py) tal que

N ker(P)=En{{J E:} [SCN]
keN\S keS

El concepto de descomposicién de Toeplitz es intermedio entre el de descom-

posicién de Markushevich fuerte y el de descomposicién de Schauder. En efecto,
si Poz =0 [k € IN\ S] entonces '

z=1T- hm(Pk:c) € HI_I{ U Ek}
keS

Recientemente, Giménez, y Lépez-Molina {41] han introducido el concepto
de F-descomposicién de Schauder que engloba los conceptos de descomposicion
de Schauder y también sus extensiones via sumabilidad, no sélo en el sentido
de Toeplitz sino también en otros sentidos como el de Abel o el de Borel. En el
trabajo al que hacemos referencia el objetivo principal es obtener teoremas de con-
tinuidad de tipo De Wilde en diversas clases de espacios vectoriales topoldgicos,
no necesariamente localmente convexos.

2.1.5 Proposicién. Sea (Py) una descomposicion de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convezo E. Entonces Tp(E) = Fn1 ® Fro @ -+ @ Fon [n € N], donde

_ Eksitnk#o
Fnk_{ {0} Sitnkz()-
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DEMOSTRACION:

En primer lugar, si ¢ € T,,(E) entonces podremos escribir

z=Ty= Z tok Py,

k=1

para algin y € E. Es inmediato comprobar que z € @Fnk.
k=1

Para ver la otra inclusion, sea
= Z T € @Fnk-
k=1 k=1
Basta comprobar, usando la ortogonalidad dos a dos de (FPy) que

Tn (é Snkmk) =TI,

donde cada s, se elige de tal manera que spitpr =1 [tnk # 0] ]

Una descomposicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo E induce
siempre una descomposicién de Toeplitz en su dual topolégico E’, dotado de la

topologia o(E’, E); a saber, la formada por los conjugados de las proyecciones
(Py). Recordemos que Py : E' — E’ definida por

(¢, Pz’) = (Pyz,2')  [g€E] [2'€E] [keNN]

es o(E', E)-continua si Py es continua y es una proyeccion si Py lo es. Atn mas,
si (P;) es un sistema ortogonal de proyecciones sobre E entonces (Fy) es un sis-
tema ortogonal de proyecciones sobre [E',d(E’, E)]. Recogemos este importante
resultado en la siguiente proposicion.

2.1.6 Proposicién. Sea E un espacio localmente convezo y (Py) una descom-
posicién de Toeplitz de E. Entonces (P}) es una descomposicion de Toeplitz
de [E',0(E', E)]. Ademds los espacios P,(E') en que se descompone E' pueden
identificarse con los correspondientes Ej| y se tiene que las topologias débil, de
Mackey y fuerte inducidas por E sobre los Ey coinciden, respectivamente, con las
topologias débil, de Mackey y fuerte de los pares duales (Ex, E}).
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DEMOSTRACION:

Este resultado puede encontrarse, para descomposiciones de Schauder en [55].
Dado que en la tltima parte del mismo sélo se usa el hecho de que P; es una
proyeccién continua sobre E, lo dnico que tenemos que probar es que para cada
z' € E' se verifica que

T-im(Pz') =2’
en la topologia o(E’, E). Pero eso se deduce inmediatamente del hecho de que

lim (2, Ti) = Jim (Toz,a) = (2,3) e € B] (&€ Bl

n
donde T := Z to Py , para cada n € IN. ‘ »
k=1

2.1.7 Observacién. Si (P;) es una descomposicién de Toeplitz de un espacio
localmente convexo E, z € E y ' € E’ entonces

(Piz,z') = (Piz,2) = (Prz, Pi2') [k € IN]
y por tanto

(z,z') = lim(T,z,z') = nli_'rgoz:tnk(Pkm,x')

n lo o]
- =1

= lim > tok(Prz, P’y = T- lim((Pka:, P,::c')).
k=1

Es decir, para cada ¢ € E y 2’ € E’ se tiene que la sucesién ({Pxz, Piz')) es un
elemento de ¢y cuyo T-limite es precisamente (z, z').

Recordemos la Definicién 1.4.8 y las observaciones hechas en 1.4.7 y 1.4.9. En
ellas se pone de manifiesto que () es un sistema ortogonal de proyecciones so-
bre cualquier K-espacio de sucesiones. Ademads, el Teorema 1.4.10 caracteriza los
triangulos regulares A para los cuales (7;) es una descomposicién de Toeplitz de
cr con respecto a la matriz A. Aqui son los (75,) los que hacen el papel de (T,,) en
la definicién anterior. Asimismo, todos los ejemplos de bases de Toeplitz presen-
tados en el capitulo anterior son, evidentemente, descomposiciones de Toeplitz.
Antes de pasar a ofrecer otros ejemplos y comentarios sobre la definicién an-

terior establecemos un sencillo resultado que, sin embargo, tendrd importantes
consecuencias.
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2.1.8 Lema. Sea E un espacio localmente convezo, (Py) un sistema ortogonal de
proyecciones en E y A un tridngulo regular. Si z € p(E) entonces T}Lngo Thz =z,

en cualguier topologia vectorial definida sobre E.

Como consecuencia, st la sucesion de operadores (T,,) es equicontinua para
alguna topologia localmente conveza T definida sobre E entonces (Py) es una des-
composicion de Toeplitz de (E, ) si y sdlo st p(E) es denso en (E,T).

DEMOSTRACION:

Cualquier z € @(E) puede escribirse como una suma finita z = »_ ) donde
k=1
cada z; € Ei. Por la ortogonalidad de las proyecciones se tiene que

T,z = Ztnkxk [n > m],
=1

es una combinacién lineal finita de vectores fijos en la cual cada uno de los coefi-
cientes converge a 1 con n (ver 1.2.6).

Para ver la segunda afirmacién basta tener en cuenta que la convergencia pun-
tual de una sucesién equicontinua de operadores se tiene sobre todo el espacio si
se tiene sobre un conjunto total (un conjunto se dice que es total si su envoltura
lineal es densa) [62, Ch. 8, § 39.4.(1)]. La continuidad de la sucesién de proyec-
ciones (P;) para la topologia 7 se puede deducir facilmente de la continuidad de
la sucesién (T,) ya que (P;) = T7}(T,) y la matriz T~ es triangular. m

Un resultado anédlogo ha sido profusamente utilizado en el contexto de los
espacios de sucesiones escalares [95, 2.4 Theorem)] y era ya conocido por Zeller.

En un trabajo muy reciente de Ruckle y Saxon [97, Theorem 3.3] aparece
también un resultado del mismo tipo ligado a un concepto de convergencia sec-
cional generalizada de tipo Toeplitz en espacios de sucesiones que describimos a
continuacion:

Supongamos que (7},) es una sucesién de matrices infinitas tal que
cada T, tiene, a lo sumo, una cantidad finita de términos no nulos
y converge término a término a la matriz identidad. Se dice que un
K-espacio A de sucesiones tiene la propiedad AK(T,) si limT,z =z
[z € A] en la topologia de .
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En este trabajo se da un ejemplo de un espacio de sucesiones de Banach
en el cual ¢ es denso pero no existe ningin esquema de convergencia seccional
generalizada (T,) de tal forma que el espacio posea la propiedad AK(T,) [97,
Example 3.7]. Asimismo, se trata también un problema de tipo base débil [97,
Theorem 3.8] (este problema lo trataremos nosotros al final de este capitulo en
el contexto de las descomposiciones de Toeplitz).

Para dar ejemplos de descomposiciones de Toeplitz que no sean bases va-
mos a recordar en las dos secciones siguientes algunos aspectos sobre ciertos

espacios de sucesiones vectoriales que hemos extraido de [39, p. 463], [66] v [81,
Cap. 11, § 5.1,2,3 4].

2.1.9 Sea (E}) una sucesién de espacios localmente convexos. Por II{Ex} de-
notaremos al conjunto de todas las sucesiones cuyo término n-ésimo estd en el
correspondiente F,, es decir

I{Ex} := {:z; =(z,):2n € En, [n€ IN]} = ﬁEk

y estard dotado de la topologia producto. Si @ € w y z € II{E}} el producto
o - ¢ denota la sucesién obtenida mediante el producto coordenada a coorde-
nada. Asimismo, se denota por ©{E;} al subespacio de II{E;} formado por las
sucesiones nulas a partir de un término; o lo que es lo mismo, la suma directa
algebraica de (E;). Analogamente al caso escalar, se definen los sistemas de
proyecciones (Py) e inyecciones (i) de la forma

P, : TI{E:} — II{E:} I, : E, — T{E}

: [n € IN].

(mk) — (6nkxk)k Tn — (6nkxn)k

Un espacio de sucesiones vectoriales A{Ei} es un subespacio vectorial de

II{Ex} que contiene a @{E;} y estd dotado de una topologia localmente con-

vexa separada. Si, ademds, las proyecciones (P) y las inyecciones (Ii) son con-

tinuas entonces se dice que A{E;} es un K-espacio; en este caso, cada E, es
topoldgicamente isomorfo al subespacio

P (A{Ei}) = L(E,) = {(z:) € A{Ex} : 2k =0 [k #n]}

con la topologia inducida. Si A es un tridangulo regular y 7' = AX se dice que
un K-espacio A{E;} tiene la propiedad T-AK (en la terminologia de [16]) si las
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secciones de Toeplitz con respecto a la matriz T convergen puntualmente a la
identidad sobre A{E;}; es decir, si (T,,) := T{F) entonces

im Tz =g [z € A{EL}],
en la topologia de A{Ex}; con lo cual (Pi) es una descomposicién de Toeplitz
de A{E,}. Nétese que en este caso, con la notacién introducida en 2.1.2, queda
go(A{Ek}) = ®{E,}. Observemos también que si un espacio localmente convexo
E posee una descomposicién de Toeplitz (Px), entonces puede identificarse con un

K-espacio de sucesiones vectoriales A{E} que tiene la propiedad T-AK; basta
tomar

AME} :={z:=(Py):y € E}

con la topologia trasladada por el isomorfismo algebraico

® : E — A{Ex}
y — z=(Py).

Abusando de la notacién, podemos identificar las proyecciones P; en el espacio
A{E}} con las proyecciones P; en E, asi como los correspondientes operadores
T... En otras palabras, la teoria de espacios localmente convexos con descomposi-
ciones (respectivamente, bases) de Toeplitz corre totalmente paralela a la teoria
de espacios de sucesiones vectoriales (respectivamente, escalares) con la propiedad
T-AK ; nosotros utilizaremos en esta memoria, esencialmente, el primer punto de
vista.

Volviendo a los espacios de tipo A{E}, en [81] se supone que todos los Ej
son iguales (y se usa la notacién A(E)) aunque, con las extensiones naturales, los
resultados que se obtienen, y en los que sélo intervienen las propiedades de los
espacios A{E} que nos interesan aqui, son ciertos en este caso mas general. Por
citar algiin trabajo en el cual se hayan analizado este tipo de espacios de sucesiones
vectoriales, diremos que en [33] han sido estudiadas propiedades de tonelacién,
reflexividad, bornologia, distincién, etc., sobre un espacio A{ E;}. Aqui, se supone
que ) es un K-espacio normal de sucesiones escalares (en el sentido de Kothe [61,
§ 30]) y se impone que los Ej sean normados. La topologia sobre A{E;} se define
a partir de la norma en cada Ej y de una familia de seminormas en A.

En [81] se dedica un capitulo completo al estudio de las aplicaciones diagonales
completamente continuas en espacios de sucesiones vectoriales y a obtener condi-
ciones, via multiplicadores, para que un F K-espacio A(E) (o sea, un K-espacio
con una topologia localmente convexa metrizable y completa) posea la propie-
dad T-AK (secciones de Toeplitz convergentes) o la propiedad T-BS (secciones
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de Toeplitz acotadas). Como muestra de ello enunciamos el siguiente resultado,
aunque va para espacios del tipo A{E}.

2.1.10 Teorema. [81, Cap. 2, § 7.26 Corolario]. Sea A{E,} un FK-espacio y
T un tridngulo Sp, verificando la condicidn (3) del Teorema 1.4.10 (equivalen-
temente, tal que cr tiene la propiedad T-AK ). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A{Ex} posee la propiedad T-AK.

(2) A{E:} = S(cr) - A{E}}, donde S(er) := (ez — cr) Nco.

En una parte de dicho trabajo, el esfuerzo estd concentrado en estudiar cudndo un
K-espacio posee la propiedad T-AK. Nosotros, en esta memoria, supondremos
que un espacio localmente convexo E la tiene, en forma de descomposicién de Toe-
plitz, y concentraremos nuestro esfuerzo en obtener beneficios de esa condicién,
en forma de propiedades estructurales sobre el espacio E.

2.1.11 Dado E un espacio localmente convexo, se define el espacio de sucesiones
¢o( F) como
co(E) = {z = (zx) C E : lim(zx) =0, en E},

dotado de la topologia localmente convexa dada por las seminormas
4oo(®) = supg(zi) [z =(2x) € o(E)] g€ Q(E)]-

Las proyecciones (P) forman una descomposicién de Schauder de co(E) con lo
que, en particular, el espacio @{E}, de todas las sucesiones en £ que son nulas a
partir de un ntimero finito de términos, es denso en ¢o(£). Observemos que, con
la notacién introducida en 2.1.2, podemos identificar @{E} con cp(cg(E ))

Si se denota por U(E') a la familia formada por los subconjuntos absoluta-
mente convexos, o(E', E)-cerrados y equicontinuos de E’, entonces el dual ¢y(E)’
se puede identificar algebraicamente con el espacio I*{U(E’)} que viene dado por

MU(E)} = {m' = (z}) C E': existe U € U(E') tal que Y _py(z}) < oo},
P
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donde py es el funcional de Minkowski asociado a U. La forma bilineal del par
dual (co(E), co(E)’) actia como sigue

(2,27 =3 (zx,2)  [z=(2) € wo(E)] [2' = (a}) € col EV'].

k>1

El espacio co(E) fue introducido por Pietsch [86] y estudiado en [39], [66] v [91],
entre otros.

Anélogémente a como se hace en el caso escalar, el espacio ¢(E)
¢(E) = {z = (z4) C E : (z4) converge en E},

dotado con la misma familia de seminormas de ¢o(E), es topolégicamente isomorfo
a co(E) @ E y los elementos de ¢(E) se pueden representar de la forma

(z,2") o= (limz,7p) + 3 {2k, 75) [z € o(E), o' = (ch)zo € MU(E)}.
E>1

A su vez, para un triangulo regular A y T = AZ, se define el espacio cr(F)
er(E):={z=(zx) CE: Tz € ¢(E)}.

La topologia sobre cr(FE) se obtiene trasladando la topologia de ¢(F) mediante
cualquiera de las biyecciones

T : cr(E) — ¢(E) T : ¢(E) — cr(F)

T — Tz r — Tz

Por lo tanto, la topologia de c¢r(E) vendrad dada por la familia de seminormas

Goo7(2) = 4oo(T7) |00 € Q(c(E))];
y los elementos de cr(E) se pueden representar de la forma

(z,2') == (T-limaz,zg) + Y_([Tz]n, z},) [x ccer(E), z'€ ill{U(E')}].

n>1
De forma analoga a como se recordd en 1.4.7 y 1.4.8 es facil ver que la sucesién

(Px), definida como es habitual

Pk : CT(E) — CT(E)

() — (bupzn)e  FED
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verifica Py P; = 64; Px [k, € IN] y ademds, si (i) denota la matriz T, se tiene,
usando 1.2.6(ii), que

n

qOO,T(Pﬂ"‘C) = Ssup Q(Ztmk‘snkxk) = SUp [tmalg(zn) < ||AHQ(Zt;I:[Tx]k)
m k m

k=1

< nAu(ki ) qeor(z) [6 = (23) € cr(E), n €N, g € QE);

es decir, se tiene que (Py) es un sistema ortogonal de proyecciones en cr(E).

A continuacién vamos a probar que el hecho de que (P:) sea una descompo-
sicién de Toeplitz de cr(E) no depende del espacio E y se puede caracterizar en
términos de la matriz T (y por tanto en términos de A) de manera analoga a
como se caracteriza en el caso escalar (ver Teorema 1.4.10).

2.1.12 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo no trivial, A un tridn-
gulo reqular y T = AXL. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El sistema (Py) es una descomposicion de Toeplitz de cp(E).
(2) La sucesidn de operadores (T,,) es equicontinua sobre cr(E).

(3) Si denotamos por (t7;) a la matriz T~! entonces

sup Y| tmetniti | < oo,
mn TN

DEMOSTRACION:

Veamos, en primer lugar, que las condiciones (2) y (3) son equivalentes. Como
los operadores

T:cr(EY—=c(E) y T ':c¢(E)— cr(E)

son isomorfismos topoldgicos, se tiene que la sucesién (T,) es equicontinua sobre
er(E) si y sblo si la sucesién (T'T,T~!) es equicontinua sobre ¢(E).

Usando un argumento analogo al de la Observacién (4) de 1.4.9 se ve que, para
cada n € IN, T, es un operador matricial diagonal sobre c¢r(E) cuya matriz tiene
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en la diagonal la fila n-ésima de la matriz T. Por la asociatividad del producto
de matrices en este caso (Proposicién 1.3.2), el operador TT, T~ sobre c(E) es
matricial, su matriz es el producto de las tres matrices y es continuo si y solo
si la norma fila de dicha matriz es finita. Esto tltimo puede verse facilmente
restringiéndose al caso escalar. En efecto, si B = (bnk) denota una matriz tal que

B : ¢(E) — ¢(F)

z — Bz

v ||B]| < +oo, entonces ¢o(Bz) < ||Bllgeo(z) ¢ € Q(E)]. Reciprocamente,
fijado y € E, no nulo, el subespacio F := {(axy) : (@) € c} es una copia de c en
c(E). Si B es continuo entonces B|r : F — F también lo es y en el caso escalar
es ya conocido que B debe tener norma fila acotada. Por la misma razén, una
sucesién de matrices de ¢(E) a ¢(E) es equicontinua si y sélo si la sucesion de sus
normas es acotada.

Puede verse, sin més que multiplicar las tres matrices, que el elemento (m, j)
de la matriz TT, T~} es

[TTaT N = D tmitarty;  [m,5,n € N]
k

v por lo tanto queda probado que (2) es equivalente a (3).

Veamos ahora que (1) implica (3). Para ello consideremos de nuevo y € E,
no nulo, y una copia Fr := {(axy) : (ax) € cr} de cr en cr(E). Razonando sobre
Fr es sencillo comprobar que si (P;) es una descomposicién de Toeplitz de cr(E)

entonces (7x) es una descomposicién de Toeplitz de cy. Ahora basta aplicar el
Teorema 1.4.10.

Para concluir bastard probar que (2) implica (1). Para ello, vamos a ver que
(Py) es una descomposicién de Toeplitz de [cT(E),a(cT(E), cT(E)’)}. Un razo-
namiento posterior permitird levantar la convergencia débil a una convergencia
en la topologia de cp(E). Asi pues, fijamos 2’ = (z),)n>0 € '{U(E')} de manera

que
o0

(z,2') = (T-limz,20) + 3 ([Ta)mas) [z € cr(E)].

n=1

Entonces

(Tmz, 2’y = (T-Bm Tz, z) + i([Tme]n, zl) [z € cr(E)] [m e N].

n=1
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Como T = AY es triangular y A es regular. se tiene que

[Tm]m = ;tmkxk = E[me]k

k

= A [Tmali =T-limTyz [z = (zx) € cr] [m € N
P

y por lo tanto T-limz = 7711_{%0 (T- lim Tm:z:) en la topologia de cp(E). Dado que
zy € E’ se deduce, en particular, que

lim (T-lim Tz, 7o) = (T-limz, zg) [z € cr]. (2.1)

m—+00

Por otro lado, como =’ € PF{U(E")} existe U C E’, un subconjunto absolutamente
convexo, o(E’, E)-cerrado y equicontinuo, tal que

> p(zh) < +oo, (2.2)

n>0

donde p denota el funcional de Minkowski asociado a U. Si denotamos por ¢ al
funcional de Minkowski asociado a U° entonces ¢ es una seminorma continua en
E y se tiene que

v, v) < p(y)aly) [weE] [y eE] (2.3)

Abhora, fijado z = (z) en cr(E), consideramos la matriz de escalares (Ynm) :=
(q([TT mZ —Tx]n)) ; entonces, por la equicontinuidad de la sucesion de operadores
(T7.), se tiene que

SUP |Yam| = Goo,7(TmT — T) < +00. (2.4)

n,m

En segundo lugar, el cardcter Sp; de la matriz T nos asegura que

lim [TTpe — Tel, = lim T tostmis = S tmizs=0 e E € NN
k=1 k=1
y por lo tanto
Jm ynm =0 [n € IN]. (2.5)
Si denotamos por ™ := (v e 2 la fila n-ésima de la matriz (yax) entonces,

usando las igualdades (2.4) y (2.5), se tiene que (v), es una sucesién acotada
en co. Como ¢y es un espacio de Banach deducimos, teniendo en cuenta la desi-

gualdad (2.2), que la serie » p(z! )v™ converge a un cierto elemento de cp. La

n=1
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aplicacién que a cada elemento de c le hace corresponder su limite es una forma
lineal continua sobre ¢ y de ello deducimos que

lim 3 p(e e = 0.
n=1
Si usamos la desigualdad (2.3) obtenemos que

(TTz ~ Taluat)| < LT Te = Toluul|

>

< im%nmtfa [z € cr(E));
es decir,
Jm ST Tzl at) = So(Tolne)  le€er(Bl  (26)

Usando las igualdades (2.1) y (2.6) deducimos finalmente que
lim (T,z,2') = (z,2") [z € cr(E)] [z’ € er(E)T;

m—oQ

o sea, para cada z € cp(F), la sucesién (T,,z) converge a z en la topologia débil
de cr(E).

Como T es triangular se deduce de lo anterior que @{E} es débilmente denso
en cr(E) y por lo tanto (se trata de un conjunto convexo) es denso en la topologia
de cr(E). La equicontinuidad de (7},) y el Lema 2.1.8 permiten probar sin difi-
cultad que (P;) es una descomposicién de Toeplitz de cr(FE). n

Las matrices de sumabilidad de Cesaro de sucesiones a series Ty, [ > 0] poseen
la propiedad (3) del teorema anterior [16]. En el caso vectorial, la propiedad T,-
AK de cr, (E) fue obtenida por Pail [81, Cap. 2 § 8.17 Corolario]. En dicho
resultado, la densidad de @{E} se prueba usando razonamientos no extensibles
al caso general, puesto que se utiliza el hecho de que las columnas de la matriz
T son finitas, cosa que no es cierta para todos los tridngulos.

Recogemos otras propiedades de interés sobre los espacios cr( E) en el siguiente
resultado. La demostracidn es exactamente la misma que la que aparece en {81}
para el caso en que T es una matriz de sumacién de Cesaro de sucesiones a series.
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2.1.13 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo. Entonces cr(E) es

(1) (sucesionalmente) completo si y solo st E lo es;

(2) (casi-) tonelado si y sélo st E es (casi-) tonelado y [E', f(E', E)] tiene la
propiedad (B) de Pietsch;

(3) (de Banach) de Fréchet si y sélo si E lo es.

2.1.14 Ejemplo. Ya recordamos en el capitulo anterior que el dlgebra del disco
posee una base de Cesaro. Ahora, sea {} un subconjunto abierto, acotado y
equilibrado de C™ (a lo largo de esta seccién m serd un entero positivo fijo).
Consideremos A(f) el espacio de todas las funciones de 2 en C holomorfas en
Q) que pueden ser extendidas a una funcién continua en , la clausura de . En
esta ocasion vamos a probar que A({2) (dotado de la topologia 7, inducida por la
norma del supremo) es un espacio de Banach con una descomposicién de Cesaro
finito-dimensional. Este resultado aparece enunciado sin prueba en [83]. Nosotros
lo obtendremos aplicando el Lema 2.1.8. Antes introduciremos alguna notacién.

Denotaremos por INg := INU {0} y por H{(f2) al espacio de todas las funciones
holomorfas de 2 en C, dotado de la topologia 7. de la convergencia uniforme sobre
los compactos de Q. Cada f € H(1) admite un desarrollo en serie de Taylor en
el origen

f(z) = Iiam(z) zeq),

donde cada Pi(f) es un polinomio k-homogéneo y la serie converge en la topologia
7.. Hay que hacer notar que, para cada k € Ny, el conjunto de todos los poli-
nomios k-homogéneos es un subespacio de dimensién finita de H(f2). Las aplica-
ciones

Po:feHQ) — P(f) € HR) [k € Ny

forman una descomposicién de Schauder de H(), pero la convergencia de la serie
no siempre se tiene en la topologia 7., cuando se restringe a A(Q2).

Veamos que (P;) es una descomposicién de Cesaro de A(f2). Denotaremos
por (T,) := T(Py), donde T es en este caso la matriz de sumabilidad de Cesaro
de sucesiones a series. La notacién que usamos no hace referencia a m, la di-
mensién de C™ y, sin peligro de confusién, denotaremos de igual manera a la
descomposicion de Cesaro del algebra del disco unidad A(D) (ver 1.4.6(2)). La
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equicontinuidad de (7}) se sigue del siguiente resultado que puede ser encontrado
en [6, 1.1 Lemma] y [78, 5.2 Proposition] (incluimos aqui la prueba de [6]).

St f € HQ) yz € Q entonces

ﬁuﬁ@ﬂgﬁgUQ@| [n € INg).

En efecto, fijado z € , la funcién g()) := f(Az) [A € D] pertenece al 4lgebra
del disco. Si el desarrollo de Taylor de f en el origen es

) =2 R(f)z) [z
entonces, por la k-homogeneidad de P(f), se tiene que
N=YRBHENF  PeD

k=0

ha de ser el desarrollo de Taylor de ¢ en el origen y por lo tanto
Pi(g)(M) = P(f)(2)A"  [AeD] [ke N
En particular, Pi(g)(1) = Pi(f)(2) [k € No] ¥ Tu(9)(1) = Tu(f)(2) [n € Nol.

Ahora, como T, tiene norma uno en el dlgebra del disco, se deduce que

TN = |Tale)(D)] < max|Ta(e) (V)]

< ax|f(Az)|  [n € o).

Iz\l—l ‘ Iz\l 1

Como {1 es equilibrado tenemos que

max|f(32)] < supl (2]}

con lo cual, usando las desigualdades anteriores,
suplT,,(f)(z)I < sup‘f(z)'.
z€Q z€Q
Esto prueba que la sucesién de operadores (7,) es equicontinua, ain maés, prueba

que ||Thllza@) < 1.

Para finalizar, teniendo en cuenta el Lema 2.1.8, bastard probar que el con-
junto de todos los polinomios k-homogéneos [k € INg] es denso en A(f2). La
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prueba que incluimos aparecié en una version preliminar de [6] pero no en la
versién definitiva. Se define

f(2)=frz)  [reD)] [feAQ)] [zerq]

y resulta inmediato que f, € A(f). Ademas, al ser Q) compacto y f continua en
€1, la funcién f es uniformemente continua en §). Por lo tanto, fijado £ > 0 existe
§ > 0 tal que si z,w € Q verifican ||z — w|| < § entonces |f(z) — f(w)| < €. Si

M

M :=max||z|]| y r € (0,1) es tal que |1 —r| < — entonces
z€EQN

z€Q

max.f(z) - f(rz)l <&

es decir,

lim f, = f en 7 [f € A(D)).

r—1-

Pero Q es un compacto contenido en =) y por lo tanto la serie de Taylor de f,
converge a f, uniformemente en Q. En consecuencia, podemos aproximarnos a
f en la topologia 7o, tanto como queramos mediante polinomios de Taylor. Con
esto queda probado que (P;) es una descomposicién de Cesaro de A(2).

2.2 Propiedades relevantes de las descomposi-
ciones de Toeplitz.

Una parcela importante dentro del estudio de las descomposiciones de espacios
localmente convexos estd ocupada por cuestiones de estabilidad. El problema que
se plantea en cada caso tiene una estructura comun: ;Cémo tiene que ser una
descomposicién (P;) de un espacio E para que una determinada propiedad sobre
los subespacios E) pase al espacio E7?

Para concretar pongamos como ejemplo uno de los problemas mas clasicos:
la propiedad “ser reflexivo” para un espacio localmente convexo E con una des-
composicién de Schauder (P;). En este caso la pregunta es ;Cémo tiene que ser
(P:) para que E sea reflexivo si todos los subespacios Ej son reflexivos?

James [50] obtuvo una caracterizacién para un espacio de Banach con una base
de Schauder. M4s tarde, Sanders [99] mejoré el resultado de James reemplazando
la hipétesis de una base por la de una descomposicién de Schauder y Retherford
[88] 1o probé para espacios tonelados con base de Schauder. Finalmente, Cook [18]
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caracterizé las descomposiciones de Schauder de un espacio localmente convexo
semi-reflexivo. Otras condiciones equivalentes fueron obtenidas por Kalton [55].
Para mostrar el resultado de Kalton recordamos primero la definicién de las

condiciones y-completa, S-completa y contractiva sobre una descomposicién de
Schauder.

2.2.1 Definiciones. Sea (P;) una descomposicion de Schauder de un espacio
localmente convexo E.

(1) Se dice que (P;) es 3-completa si para cada sucesién (zx) con z € Ey [k € IN]

tal que la sucesién de sumas parciales ( > .’Ek) es o(E, E')-de Cauchy se tiene
n
k=1

o0
que la serie Z zj es convergente en la topologia de E.
k=1

(2) Se dice que (P;) es y-completa si para cada sucesién (zx) con zx € Ei [k € IN]

tal que la sucesién de sumas parciales (Z zk) es acotada se tiene que la serie
k(3

k=1
o0

Z ) es convergente en la topologia de E.
k=1

(3) Se dice que (P;) es contractiva si (P) es una descomposicién de Schauder de

(E', B(E', E)).

2.2.2 Teorema. [55, Teorema 3.2]. Sea E un espacio localmente convezo con
una descomposicion de Schauder (P;). Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(1) E es semi-reflezivo.
(2) (Px) es B-completa, contractiva y Ei es semi-reflezivo [k € IN].
(3) (Py) es y-completa, contractiva y E; es semi-reflezivo [k € IN].
Nuestro objetivo en esta memoria es extender, de manera natural, éste y otros

resultados ya conocidos para espacios con una descomposicion de Schauder al caso
de espacios con una descomposicién de Toeplitz. Para ello necesitamos extender
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de manera paralela las condiciones que usualmente se exigen a una descomposicién
de Schauder de un espacio localmente convexo en el estudio de la estabilidad de
propiedades topoldgicas sobre los subespacios en los que se descompone. Muchas

de estas condiciones afectan sélamente a los operadores L(F;) = {Z P, :ne IN}
k=1

que convergen puntualmente a la identidad. Por ejemplo, una descomposicién
de Schauder se dice que es equicontinua si la sucesién de operadores L(Fx) es
equicontinua. La extension de dichas condiciones al caso de una descomposicién
de Toeplitz se hara de forma natural y para ello consideraremos la correspondiente
propiedad sobre los operadores T'(P;). En las siguientes definiciones recogemos
~ las condiciones mdas importantes que consideraremos sobre una descomposicién
de Toeplitz de un espacio localmente convexo.

2.2.3 Definiciones. Sea (P,) una descomposicién de Toeplitz de un espacio
localmente convexo E con respecto a un tridngulo regular A. Como es habitual
denotamos por T = AX. Diremos que (FPy)

(1) es. equicontinua si la sucesién de operadores T'(FPy), o lo que es igual (T), es
equicontinua;

(2) es simple si para cada z’ € E' la sucesién (T,z’) es B(E', E)-acotada;
(3) es contractiva si (P]) es una descomposicién de Toeplitz de [E', B(E', E)];

(4) tiene la propiedad (M) si lim Tz =z uniformemente en cada acotado de E;

(5) tiene la propiedad (S) si para cada U € U(E) existe V € U(E) (podemos
suponer que V C U) tal que

Jim sup{qu(Thz —z): 2 €V} =0;
(6) es completa si para cada sucesién (z) con zx € Ei [k € IN] tal que la sucesién
T(zi) es de Cauchy en E se tiene que T'(zj) es convergente en E;

(7) es B-completa si para cada sucesién (zx) con zx € Ei [k € IN] tal que la
sucesién T'(zy) es o(E, E')-de Cauchy se tiene que T(zj) converge en E;

(8) es «y-completa si para cada sucesién (z;) con zx € Ej [k € IN| tal que la
sucesién T'(zx) es acotada en E se tiene que T'(zx) es convergente en E.
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2.2.4 Observaciones.

(1) En las definiciones anteriores, por simplicidad en la notacién, cada condicion
que se exige a una descomposicién de Toeplitz no hace referencia a la matriz de
sumabilidad empleada. Esto podria dar lugar a confusiones en el caso en que
estemos considerando un sistema de proyecciones que sea una descomposicion de
Toeplitz con respecto a dos matrices regulares distintas. Si (Pj) es una descom-
posicién de Toeplitz de E con respecto a una matriz regular A y es necesario
hacer énfasis en la matriz A, diremos, por ejemplo, que (FP;) es A-equicontinua,
A-simple, etc.; o bien equicontinua con respecto a la matriz A, etc.

(2) Ya hemos apuntado que toda descomposicién de Schauder de un espacio lo-
calmente convexo es una descomposicion de Toeplitz con respecto a cualquier
triangulo regular A. Para determinar la relacién que existe entre nuestros resul-
tados para descomposiciones de Toeplitz v los ya conocidos para descomposiciones
de Schauder tendremos que estudiar la consistencia de las condiciones contenidas
en la definicidn anterior. Mas generalmente, contestaremos a la siguiente pre-
gunta: Si A C B son dos tridngulos regulares y (Px) es una descomposicién de
Toeplitz de E con respecto a la matriz A que verifica alguna de las condiciones
definidas en 2.2.3, jverifica (P;) la correspondiente condicién con respecto a la
matriz B?

(3) Hemos visto en la Proposicién 2.1.6 que si (P;) es una descomposicion de Toe-
plitz de E entonces (P]) es una descomposicién de Toeplitz de [E',o(E’, E)]; es
decir, para cada z’ € E’ la sucesién (T.z') converge a 2’ en la topologia o(E’, E)
y, en particular, siempre se tiene que (T,z') es o(E’', E)-acotada. Esto da una
idea de lo que se exige en las condiciones (2) y (3) de la definicidn anterior. Por
otra parte, es obvio que toda descomposicién de Toeplitz contractiva es simple.

(4) Si un sistema de proyecciones (F;) en un espacio localmente convexo E es una
descomposicion de Toeplitz de £ con dos topologias compatibles con el par dual
(E, E') entonces cada una de las condiciones simple, contractiva, f-completa o -
completa se tiene para una topologia si y solo si se tiene para la otra. En este sen-
tido, dichas propiedades sélo estan determinadas por la dualidad y no por alguna
topologia compatible concreta. En propiedades tales como la semi-reflexividad
de un espacio con descomposicién de Toeplitz son este tipo de condiciones las que
intervienen.

(5) Se puede comprobar que la condicién (S) definida anteriormente no depende
de la base local empleada, de manera que se puede suponer que U(E) estd formada
por todos los entornos del origen absolutamente convexos y cerrados en E. Si
Q(FE) es una familia de seminormas que define la topologia de £ y (Fy) es una
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descomposicién de Toeplitz de E entonces (P ) satisface la condicién (S) si y sélo
si para cada ¢, € Q(E) existe ¢, € Q(F) (podemos suponer que g; < ¢;) tal que

Jim sup{q:(Tnhz — 2) : g2(z) < 1} =0.

(6) Las tres definiciones de completitud terminan asegurando que, en determi-
nadas condiciones para una sucesién (z;) € II{E;}, la sucesién T(zx) debe ser
convergente en E. Eso es equivalente a pedir que exista = € E tal que z; = Pz
[k € IN]. Por otro lado, es inmediato comprobar que toda descomposicién de Toe-
plitz v-completa es también B-completa y ésta, a su vez, es completa. También
puede comprobarse que una descomposicién de Toeplitz es §-completa si y sélo
si es completa para la topologia o(E, E').

A continuacién vamos a estudiar la consistencia de las condiciones definidas en
2.2.3, en el sentido expuesto en la observacién (2) anterior, y para ello necesitamos
probar que la condicién (S) implica la equicontinuidad. En la siguiente seccion
nos ocuparemos de establecer las demads relaciones que existen entre ellas.

2.2.5 Proposicién. Si (P;) es una descomposicion de Toeplitz de un espacio
localmente convezo E con la propiedad (S) entonces es equicontinua.
DEMOSTRACION:

Supongamos que (P;) tiene la propiedad (S). Entonces para cada ¢; € Q(E)
existe ¢, € Q(E) (podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que g, > ¢1) tal
que

Jim sup{q:(Thz — ) : ga(c) < 1} = 0.
Asi pues, existe ng € IN tal que
¢1(Thz — z) < go(z) [z € E] [n>ng.
Por lo tanto,
0:1(Tnz) < @1(Tnz — 2) + 1(2) < @2(2) + @2z) = 202(z) [z € E] [n > no].

Por otro lado, la continuidad de T, [n = 1,2,...,no] permite elegir ¢z € Q(E)
(podemos suponer que g3 > 2g2) tal que

q(Thz) < g3(z) [z€eE] [n=1,2,...,n)
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Teniendo en cuenta las dos desigualdades anteriores se concluye que
q(Tnz) < g3(z) [z € E] [neNN]

v en consecuencia (Pg) es equicontinua. n

2.2.6 Teorema. Sean A y B dos tridngulos regulares tales que A C B. Sea (Fy)
una descomposicion de Toeplitz de un espacio localmente convezo E con respecto
a la matriz A. Si (P;) es equicontinua, simple, contractiva o verifica alguna de
las propiedades (M) o (S) con respecto a la matriz A entonces tiene la misma
propiedad con respecto a la matriz B. ‘

DEMOSTRACION:

Consideramos T = AL y R = BE. Vamos a denotar por C := BA™! =
RT™* = (cnk), la cual €s, por el Teorema 1.3. 5 un tridngulo regular. Asimismo

denotamos por T, : Z tae P y por Ry, = Z raxPr  [n € INJ; es decir, (Th) =
T(Pk) (R,) = R(Pk) Aplicando la asoc1at1v1dad del producto de matrices

triangulares (Proposicién 1.3.2) tenemos que

(Rn) = R(P,) = (RT™)(T(By)) = C(T)

y por tanto R, = Z ekl [n € IN].

k=1

(i) Equicontinuidad : Dada ¢ € @(F) y z € E tenemos

4(Baz) = q(3° cueTix) < |IC||sup g(Thz) [0 € N].
k=1 kelN

Por lo tanto, si la sucesién de operadores (T,,) es equicontinua se tiene que la
sucesion (R,) también lo es.

(i) Simple : Andlogamente, si z € E y z' € E' entonces

|(z, Rya)| <

;mu w@)| < lIClisupl(@, Ti)|  Ine N

Por lo tanto, para cada z’ € E’ se tiene que la sucesién (R, z') es (E', E)-acotada
si (Thz') lo es.
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(iii) Contractividad : En este caso basta usar la Proposicion 2.1.3.

Para el resto de propiedades usaremos la siguiente desigualdad, valida para
cada kg, n e N,z € Ey g € Q(F)

9(z — Ruz) = q(x - i cnka-'v) =q ((1 - g: C-nk>$ + icnk(m - Tkx)>

k=1 k=1

ko 0o
< q(Y car(z — Thz)) + (3 cnrlz — Thz)) + 1 - ;cnquw)

k=1 k> ko

< Z |enklg(z — Tiz) + |C]| sup g(z — Thx) + Il - chk‘q

k=1

(iv) Propiedad (M) : Para probar que (Py) tiene la propiedad (M) con respecto
a la matriz B veremos que cada uno de los tres sumandos que aparecen en el
ultimo miembro de la desigualdad anterior puede hacerse pequefio uniformemente
en cada acotado D de E. En primer lugar, usando la hipétesis de que (FPy) tiene
la propiedad (M) con respecto a la matriz A, se tiene que para cada ¢ € Q(E)
existe ko € IN tal que

1

g(z — Tiz) < 30T

k> k) [z €D

En segundo lugar, como D es acotado existe n > 0 tal que
¢qz)<n y qglz-Tez)<ny [k=1,...,k] [z € D).

En tercer lugar, dado que C es regular, aplicamos el teorema de Silverman-
Toeplitz y deducimos que existe ng > ko en IN tal que

1 .
< = e
|cnk| -~ 3](507] [k 13 23 9 kO] [n > nO] y
had 1
ll—-— chkl < 3 [n > ng).
=1 T]

Finalmente, usando la desigualdad (2.7) concluimos que

1 1
con lo cual queda probado que (P;) tiene la propiedad (M) con respecto a la
matriz B.

g(z — Rpz) <
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(v) Propiedad (S) : Supongamos que (Py) tiene la propiedad (S) con respecto
a la matriz A. Por la Proposicién 2.2.5 se tiene que (Fj) es equicontinua con
respecto a dicha matriz. Asf pues, dada ¢; € Q(E) existe ¢, € Q(E) (podemos
suponer que ¢z > ¢1) tal que

Jim sup{q;(z — Tnz) : g2(2) £ 1} =0 (2.8)
y ademas
q(Thz) S qo(z) [z€E] [neNN] (2.9)

Anélogamente al caso anterior, veremos que cada uno de los tres sumandos que
aparecen en el dltimo miembro de la desigualdad (2.7) puede hacerse pequeiio
uniformemente en {z € E : ¢;(z) < 1}. En primer lugar, usando la igualdad
(2.8) tenemos que dado € > 0 existe kg € IN tal que

q1(z — Tiz) <

g
ey B>kl e <1

En segundo lugar, usando la desigualdad (2.9) tenemos que
qi(z = Tiz) < qi(2) + a(Tiz) S @2) T @2(2) €2 [keN] [gfe) < 1)

En tercer lugar, como C es regular se tiene que existe ng > ko tal que
|an| S [k=1’21'--7k0] [n‘>n0] y
>, €
Il-—chk’ < = [n > ny.
k=1 3

Por ultimo, usando la desigualdad (2.7) concluimos que

(e —Bnz) € =2+ [Cllsse + S =¢  [n>no] [oale) < 1

L £
6ko 3ucn 3

o sea, (Py) tiene la propiedad (S) con respecto a la matriz B. n

El siguiente ejemplo, sugerido por J. C. Diaz Alcaide, muestra que el reciproco
del teorema anterior no es cierto, en el sentido de que una descomposiciéon de
Toeplitz de un espacio F sin una propiedad de las que aparecen mencionadas en
el resultado anterior puede tener esa misma propiedad con respecto a una matnz
de sumabilidad mas fuerte.
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2.2.7 Ejemplo. Consideremos los operadores
P : I - T
J
(z) = (z5—zaa)p_ e [N
k=1
Como las coordenadas en [' son continuas se tiene que cada P; es continua. Para
ver que (P;) es un sistema ortogonal de proyecciones observamos que
0 si j#Fn,n+1
Z e s j=n

Poell = (6,5 — bppny) S = & : [n,7 € IN].
k=1 i [#] .
— Z e si g=n+1
k=1

Asi pues, en primer lugar, para cada z € !

P}z = P, ((:cn - ZTpi1) Z em) = (Tp — Tnt1) ZPne[j]

=1 =1
n

= (Tn— Tnt1) D e = P,z [n € IN].
k=1

En segundo lugar,

PoPrz = (Zm — Tm+1) ZPne{j] =0 [n # m].

i=1
n
Si para cada n € IN denotamos por @, := Z P,., entonces ),z se comporta
m=1
como una suma telescopica y se tiene que
Qn.?) = Z (:z:m - $m+1) (Z C[J])
m=1 =1
n m-1 n n m~1 n .
=zl + 37 $m(E em) + 5 zpe™ -3 :cm(z e[-ﬂ) — Tppn D €V
m=2 =1 m=2 m=2 7=1 i=1
= Z (IL'm - $n+1)e[m];
m=1

: (n) :

es decir, Qnz = (Z1 — Tnt1,- .+ ,Zn — Tnt+1,0,0,...) para cada n € IN. Ahora, si

T € ¢ es obvio que @,z = z para n suficientemente grande y por lo tanto (Py) es
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una descomposicién de Schauder de (¢, || - ||1), la cual no puede ser equicontinua
porque
(n)
n+1)i{ _— |/ o _ -
HQne Hl—H( 1,..., 1,0,...)“1_n [n € IN].
Sin embargo, (Px) es una descomposicién equicontinua de I* con respecto a la
matriz de Cesaro. Para ver esto calculamos

10 1> k
Inz = — D Qi = - 3 S (Tm = Thgr )™
k=1 k=1m=1
n k n k
= LT S ene =33 e
n k=1m=1 k=1m=1
1 n n n1
= (Y (n—-m+1zue™ -3 ( > :z:k>e["‘]
n m=1 m=1 k=m+1

Entonces se tiene que

n _ n n+1
e, < 3 P el + 23 ( S foal) < el + el = 21l
m=1 m=1 k=m<+1

Esto prueba que la sucesién de operadores (T,) es equicontinua sobre {* y como
@ es denso en ' se deduce del Lema 2.1.8 que (Py) es una descomposicién de
Cesaro equicontinua de 1.

Otros ejemplos relacionados con el anterior incluyendo, ademas de la de
Cesaro, otros tipos de sumabilidad como la de Abel se encuentran en los tra-
bajos de Montes 75} y [76, Ejemplo 2, p. 16].

Sean A y B dos tridngulos regulares tales que A C B. El comportamiento
de las condiciones de completitud que hemos definido para una descomposicién
de Toeplitz de un espacio localmente convexo E con respecto a la matriz A no
aparece reflejado en el teorema anterior, supuesto que (Pj) se considere como
descomposicién de Toeplitz de E con respecto a la matriz B. De hecho, en este
caso lo que ocurre es que ese comportamiento es justamente el opuesto.
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2.2.8 Teorema. Sean A y B dos tridngulos regulares tales que A C B. Sea (P)
una descomposicion de Toeplitz de un espacio localmente convezo E con respecto
a la matriz A. Si (P.) es completa, B-completa o y-completa con respecto a la
matriz B entonces verifica la misma propiedad con respecto a la matriz A.

DEMOSTRACION:
Consideremos T = AT y R = BE. Sea (z;) C E tal que z; € E; [k € IN].

Entonces podemos escribir
R(z) = (RT™Y)(T(a)) = C(T(=s)) (2.10)

donde C := BA™' = RT™" es una matriz regular.

(i) Completitud : Si T(z) es de Cauchy en E entonces es convergente a un cierto
Z en E. Usando la Proposicién 1.4.4 tenemos que R(zy) también converge a Z en
E. Por lo tanto R(z;) es de Cauchy en E. Como (Py) es completa con respecto a
la matriz B se tiene que R(z}) es convergente a un cierto z en E. Por la unicidad
del limite deducimos que T'(zx) converge a .

(ii) B-Completitud : Este caso es totalmente analogo al anterior tomando la com-
pletacién de [E, o(E, E")].

(iii) y-Completitud : Si T'(zx) es acotada en E entonces R(z;) también lo es
puesto que ambas matrices estan relacionadas mediante C en la igualdad (2.10)
y C es una matriz de norma finita. Asi pues, para cada g € Q(E) se tiene

(B = oS enlTienls) € 3 lemla(IT(@0))

r=1 7=1

< IClisipg([T(an)l;) €N

Como (Py) es y-completa con respecto a la matriz B se tiene que R(z) es con-
vergente a un cierto z en E. Ahora usamos que las columnas de la matriz R
convergen a 1, asi como la continuidad y la ortogonalidad de las proyecciones
para ver que

Pz = P; (hmR(mk)) = lim P; (E rnkxk> = lim rojz;=2; [ € IN].
k=1

Por tanto T'(zx) = T(Piz). Como (Py) es una descomposicion de Toeplitz de £
con respecto a la matriz A deducimos que T'(z) converge a z en E. n
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Para algunas de las propiedades cuya consistencia hemos estudiado en los
dos teoremas anteriores es cierto, bajo una condicion afadida, un resultado de
consistencia reciproco.

2.2.9 Proposicién. Sean A y B dos tridngulos regulares tales que A C B y (FPx)
una descomposicion de Toeplitz equicontinua de un espacio localmente convero E
con respecto a la matriz A.

(1) Si (P:) es B-contractiva entonces es A-contractiva.

(2) Si (Px)es y-completa (respectivamente completa) con respecto a A entonces
también es v-completa (respectivamente completa) con respecto a B.

DEMOSTRACION:
Como antes, sean T = AY y R = BX.
(1) Contractividad : Por hipétesis (Py) es A-equicontinua, es decir, (T,) es una

sucesién equicontinua de operadores. En particular, la sucesién de los adjuntos
(T!) es B(E', E)-equicontinua. Si (Py) es B-contractiva entonces el conjunto UE},
es total en [E', B(E', E)] y por el Lema 2.1.8 se deduce que (P;) es una descom-
posicién de Toeplitz de [E’, B(E’, E)] con respecto a la matriz A; es decir, (Fy)
es A-contractiva.

(2) v-Completitud : Para probar que (P.) es y-completa con respecto a la matriz
B, sea (zi) € TI{E;} tal que la sucesién R(zi) es acotada. Si denotamos por
() = R(zx) ¥ POr (2n) = T(z1), 0 sea

n n
Wn = Zrnkxk Zy = Etnkxk [n < ]N],
k=1 k=1

entonces, usando la ortogonalidad de las proyecciones y el cardcter Sp; de la
matriz R se ve que

nAm m
lim T, w, = lim Z ok Tk Tk = Ztmk:zk =z, [meN].

Como, por hipétesis, (T.,) es equicontinua y (w,) es acotada se deduce que (2,,) =
T(z) es acotada. Ahora, dado que (P) es vy-completa con respecto a A, debe
existir z € E tal que Pyz = z; [k € IN]. Finalmente, usando que (FP;) es una des-
composicién de Toeplitz de E con respecto a B deducimos que R(zx) = R(Piz)
converge a z en E.
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Completitud : Andlogamente al caso anterior, sea (zx) € II{Ey} tal que la
sucesion R(zy) es de Cauchy en E. De nuevo, por la equicontinuidad de (T7,)
se deduce que cada sucesién (T, wn), es de Cauchy, uniformemente en m € IN.
Como (Tmwn)s converge a zm, la convergencia serd uniforme en m € IN. Por
otro lado, cada sucesién (Tpwn)m converge a wy. Por lo tanto tenemos una
sucesién doble (Tj,wy)mn» en la condiciones del Lema 1.5.1 y de ahi deducimos
que (z,) = T(zx) es de Cauchy en E. El resto de la prueba es como en el caso
anterior. ]

Los siguientes ejemplos muestran que la hipdtesis de equicontinuidad en la
proposicién anterior no puede ser omitida.

2.2.10 Ejemplos.

(1) Sea A un tridngulo regular tal que (%) es una descomposicién de Toeplitz de
cr con respecto a A pero no es de Schauder (por ejemplo la matriz de Cesaro).
Consideremos el espacio

FE = {3; €cr: Z(wkm) converge a T €n O'(CT,OII)}

dotado de la topologia o(E, ¢f). Vamos a ver que () es una descomposicion de
Schauder completa de E, usando los resultados conocidos sobre la dualidad entre
cr y & (1.4.12, 1.4.13 y 1.4.14). En efecto, si tenemos una sucesion de escalares
z := (zx) tal que Z(zrel™) es o(E,cf)-de Cauchy y tomamos e = (1,1,...).
Puesto que

<Z :z:ke[k],e> =Y Tk [n € IN],
k=1 k=1

deducimos que z € cs y por lo tanto z € cr. Sélo falta probar que z € E. Como
T € cs 'y ¢r C c se tiene que zy € cs para cada y € ¢r. Por lo tanto,

<Z zrel, y> = D Ty T )Ty
k=1 k=1 k=1

= A-Zxkyk=T—ﬁm$y= (m,y) [yE%“];
es decir, z € E.

Sin embargo, () es una descomposicién de Toeplitz con respecto a A (por ser
de Schauder) que es no completa para E. El motivo de este comportamiento es
que E esté estrictamente contenido en cy. Asi pues, basta tomar z = (zx) € cr\ E
y se tiene que T(ziel™) es o(E, ¢)-de Cauchy porque T(zxe™) C ¢ C E.
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(2) Consideramos el sistema (z¥) en ? dado por
gl = M k4] [k € IN].

Entonces (z*1) es una base de Cesaro de [* pero no es una base de Schauder {105,
Ch. II, § 11. Example 11.3]. Sea (P;) el sistema de proyecciones asociado a (zlH).
Al igual que en el ejemplo anterior, consideramos el espacio

F:={z € I’ : (P;z) converge a = en o(I*, %)}

dotado de la topologia o( F, I?). Es inmediato comprobar que ¢ C F. Vamos a ver
que (P;) es una descomposicién de Cesaro contractiva de F. En efecto, usando
la densidad de F es facil probar que la topologia B(I?, F) es la de la norma de
I? y por lo tanto la contractividad se deduce usando la reflexividad de I* (ver
el Teorema 3.2.2). Sin embargo, si (Pk) fuera contractiva como descomposicion
de Schauder de F entonces (P}) seria una descomposicién de Schauder del dual
fuerte, o sea, de [*>. En consecuencia, volviendo a usar la reflexividad de , la
sucesién (Pf') = (P,) tendria que ser una descomposicién de Schauder de 2, cosa
que no es cierta.

En la relacién de propiedades relevantes que sobre una descomposicion de Toe-
plitz hemos definido en esta seccién no aparece una que juega un papel importante
en la teoria de las descomposiciones de Schauder, a saber, la incondicionalidad.
Una muestra de esta relevancia es el siguiente resultado que hemos extraido de
[74]. Para comprenderlo mejor tengamos en cuenta que las bases candnicas de co y
I* son ambas incondicionales, la primera es contractiva y no y-completa mientras
que la segunda es v-completa pero no es contractiva. Recordemos también que
un espacio localmente convexo E con una descomposicién de Schauder (FP) se
dice que contiene una copia asintdtica de I* (respectivamente, de ¢g) si contiene
una sucesion de bloques equivalente a la base candnica de I' (respectivamente, de
¢o). Una sucesién (zx) C E se dice que es una sucesion de bloques si existe una
sucesion de naturales nq; < ny < --- tal que

nj+1

T; € @E,‘ []E]N]

i=ny+1

Teorema. [74, Cap. 1, Teorema 1.24] Una descomposicién de Schauder incondi-
cional de un espacio de Fréchet E es contractiva (respectivamente, y-completa)
si y sdlo si E no contiene copias asintdticas de I* (respectivamente, de co) con
respecto a su descomposicion.
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Para saber si un espacio contiene copias de ¢y o de I* no parece que sea lo mas
adecuado pedirle que posea una descomposicién de Toeplitz, cuya sumabilidad
estard relacionada con el par (cr,cy). Aun mas, ya para la matriz de Cesaro
sabemos que si en una serie se altera el orden de sumacion la serie obtenida no
tiene porqué ser convergente. Lo que ocurre es que la incondicionalidad es un lujo
que una matriz de sumabilidad arbitraria no se puede permitir, como muestra el
siguiente resultado. Una descomposicién de Toeplitz (P;) de un espacio localmen-
te convexo E se dice que es incondicional si cualquier permutacion (Pr(x)) €s una
descomposicién de Toeplitz de E con respecto a la misma matriz de sumabilidad.

Teorema. [105, Ch. III, Theorem 11.9] Toda base de Toeplitz incondicional de
un espacio de Banach E es una base de Schauder incondicional.

Pensamos que este comportamiento se debe a que la extensién de la idea de
incondicionalidad al caso de una base de Toeplitz no es “natural”. Existen otras
caracterizaciones del concepto de incondicionalidad para bases de Schauder, via
multiplicadores en [, cuya extensién natural al caso de bases de Toeplitz no es
a través de permutaciones; més bien, lo que hay que intentar es reemplazar el
espacio [® por otro que juege un papel andlogo en el par dual (cr,cr). Para el
futuro nos planteamos estudiar si la definicién de espacios T'-solidos considerada
por Grosse-Erdmann [42] puede jugar el papel de la incondicionalidad en espacios
con descomposiciones de Toeplitz.

Un resultado muy conocido de McArthur y Retherford afirma que una base
de Schauder de un espacio de Banach F es una base de Schauder no equicontinua
de [E,o(E, E')] [68] (véase también [104, Ch. I, § 15, Proposition 15.1]). Este
resultado es un caso particular del que enunciamos a continuacion.

2.2.11 Teorema. Sean E un espacio normado (de dimension infinita) y (FPx)
un sistema ortogonal de proyecciones en E. Entonces la sucesion de operadores
(T,) = T(P), correspondiente a cualquier método de sumabilidad definido por
un tridngulo reqgular A y T = AX, no puede ser equicontinua para la topologia
o(E,E"). En particular, si (P;) es una descomposicion de Toeplitz de E entonces
(P.) es una descomposicion de Toeplitz no equicontinua de [E,o(E, E')].
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DEMOSTRACION:

Fijamos un tridngulo regular A y denotamos por || || a la norma dual de E'.
En esta demostracién todos los entornos que aparecen son entornos basicos del
origen para la topologia o(E, E'), asi que simplemente les llamamos entornos.

Para probar que (7},) no es equicontinua, bastara construir un entorno V tal
que dado cualquier otro entorno W, existe un cierto elemento z € W y algin
N € IN tal que Tyz € V. Para ello, en cada Ej fijamos un vector u; tal que

lluj|l = 1 y como E' es un espacio de Banach, se tiene que el vector z; dado por
o0
[ -k, / '
:L’O = 22 uk E E s
k=1

estd bien definido. Sea V := {z4}° (polar en E) y fijamos W := {z3,...,7,,}°
cualquier otro entorno. Como la sucesidén (u}) genera en E’ un subespacio de
dimensién infinita, por el teorema de Hahn-Banach en [E’,0(E’, E)], se tiene
que existe un vector zo € E y un natural n tales que

(zo,2}) =0 [i=1,...,m], (zo,uy) #0 .

Sea N el minimo natural para el cual (zq,uly) # 0. Obsérvese que al ser Py una
proyeccién y uly € Ej, se tiene que (zo,uy) = (PnTo, u)-
Ahora, definimos el escalar

2N+1

"~ o, uy)|ltnn]

y tomamos como z el vector z := azo. En primer lugar, es obvio que z € W. Por
otro lado, usando la continuidad y la ortogonalidad de las proyecciones asi como
la minimalidad de N se deduce que

N oo
<zmpkxo, zz-ku;>
k=1 k=1

= « ‘Q-NtNN<PN$0, u'N)‘
2N+1

’(TNz, m{))i = «

[tan || (zo, un)|
ltvn] (o, uy)| 2N

con lo cual Tnz g V. ]

=2,
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2.3 Relaciones entre las propiedades.

Ya hemos visto que las descomposiciones de Toeplitz con la propiedad (S) son
equicontinuas. En esta seccién vamos a ver qué otras relaciones existen entre las
condiciones que hemos definido en la seccidn anterior para una descomposicién
de Toeplitz de un espacio localmente convexo.

Para ello, recordamos brevemente la definiciéon de espacio tonelado y otras
condiciones més débiles de tonelacidn, asi como algunos resultados preliminares.
Realmente, més que las definiciones lo que enunciamos son condiciones equiva-
lentes [84]. Un espacio localmente convexo E es

— tonelado si y sélo si todo subconjunto o(E’, E')-acotado es equicontinuo;

— casi-tonelado si y sélo si todo subconjunto S(E’, E)-acotado es equicontinuo;
— c-tonelado si y sélo si toda sucesién o(E’, E)-convergente es equicontinua;

— [*®-tonelado si y sélo si toda sucesién o(E’, F')-acotada es equicontinua;

— [®-casi-tonelado si y sélo si toda sucesién S(E', E)-acotada es equicontinua;

— Rp-casi-tonelado si y sélo si todo subconjunto B(E’, E')-acotado de £’ que pueda
expresarse como unién numerable de equicontinuos, es equicontinuo.

A continuacién estudiaremos la condicién de ser simple para una descom-
posicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo. Esta propiedad tendra
consecuencias importantes sobre el comportamiento de la descomposicién dual
y estos resultados permitirdn mas tarde tratar facilmente el problema de las
descomposiciones de Toeplitz débiles. El siguiente lema puede encontrarse sin
demostracién en [55]. No obstante, la prueba consiste en un sencillo argumento
de dualidad que incluimos por razones de completitud.

2.3.1 Lema. Sea (E,F) un par dual y {h; : 1 € I} una familia de operadores
lineales h; : E — E que son o(E, F)-o(E, F)-continuos. Si {hiz : ¢ € I} es
B(E, F)-acotado para cada z € E, entonces {hi}ics es B(E, F)-p(E, F)-equicon-

tinuo.
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DEMOSTRACION:
Sea D un subconjunto o(F, E)-acotado. Para cada z € E se tiene, por
hipdtesis,

sup{l(:z:,hg:z'ﬂ ciel, 2’ € D} = sup{|(h,—z,x')| c1el. ' € D} < o0;

luego el conjunto N := {hiz' :i € I, 2’ € D} es o(F, E)-acotado. Ahora, es claro
que

| k(N°) C D®

i€l
y eso prueba que {k; :: € I} es B(E, F)-(E, F)-equicontinuo. n

Algunos autores, como Webb [112], llaman uniformemente acotadas a las des-
composiciones de Schauder simples. La siguiente proposicién justifica esta termi-
nologia.

2.3.2 Proposicién. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convezo E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La descomposicion (Py) es simple.

(2) Si D es acotado en E entonces | J Tn(D) es acotado en E.

n=1

(3) La sucesion de operadores (T,,) es B(E', E)-B(E', E)-equicontinua.

n=1

(4) Si D' es B(E', E)-acotado entonces | J To(D') es B(E', E)-acotado.

DEMOSTRACION:

(1)=>(2): Sea D C E acotado. Como {T.z’ : n € IN} es B(E', E)-acotado

para cada z’ € E', se tiene que
sup{](Tnm,m')l :neN,z€ D} = sup{|(m,T,'1:r')| :neN,z€ D} < +o0;
(2.11)
con lo cual vemos que | ] T,(D) es o( E, E')-acotado y en consecuencia es acotado

en F.

ns=1
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(2)=>(3): Sea D C E acotado. Como | Tn(D) es acotado en E se tiene de

n=1
nuevo la relacién (2.11). Aplicando el Lema 2.3.1 al par dual (E', E) se tiene que
la sucesién de operadores (77) es S(E’, E)-B(E', E)-equicontinua.

(3)=(4) v (4)=>(1) son inmediatas. n
Usando las caracterizaciones de las descomposiciones de Toeplitz simples del
resultado anterior, pueden conseguirse condiciones necesarias en términos de otras

condiciones sobre la descomposicién o de propiedades topoldgicas (estructurales)
del espacio.

2.3.3 Proposicién. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convezo E y supongamos que se verifica alguna de las siguientes condi-
ciones:

(1) la topologia de Mackey u(E,E") es sucesionalmente completa,
(2) la topologia de Mackey u(E', E) es sucesionalmente completa,
(3) el espacio E es c-tonelado,

(4) la descomposicion (Py) es equicontinua o

(5) la descomposicion (Py) es contractiva;

entonces (Py) es simple.

DEMOSTRACION:

Para ver que (1) o (2) implican que (FP;) es simple basta usar el teorema de
Banach-Mackey [84, Theorem 3.4.1].

Ya sabemos que la sucesién (T z') es o(E’, E)-convergente para cada z’ € E'.
Si E es c-tonelado entonces dicha sucesién es equicontinua y por lo tanto es

B(E', E)-acotada [89, Ch. 4, § 3. Lerama 2].

Por otro lado, si (Py) es equicontinua entonces se verifica la condicidn (2) de
la Proposicién 2.3.2 y por lo tanto (P) es simple.

Finalmente, si (P;) es contractiva entonces es obvio que (P;) es simple. &
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2.3.4 Teorema. Sea E un espacio No-casi-tonelado. Entonces toda descomposi-
cion de Toeplitz simple de E es equicontinua.

DEMOSTRACION:

Vimos en la Proposicién 2.3.2 que U T.(D) es acotado en E para cada sub-
n=1

conjunto D que sea acotado en E. Ahora basta usar [52, Ch. 12, § 12.2.1 Theo-
rem].

2.3.5 Observacién. Si E es Rg-casi-tonelado y (P;) es una descomposicion de
Toeplitz simple de E, el teorema anterior asegura que dicha descomposicion es
equicontinua. El sistema de proyecciones (P) se extiende por densidad a un
sistema de proyecciones sobre E y lo que se obtiene es, por la equicontinuidad,
una descomposicién de Toeplitz de E. Estamos diciendo que toda descomposi-
cién de Toeplitz simple de un espacio Ro-casi-tonelado se puede obtener como
restriccién de una descomposicién de Toeplitz de su completado.

2.3.6 Notacién. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio local-
mente convexo E. Se definen los subespacios de E’

e(E") = lin{{J E;}
k=1
H = {g/€k:7=lm Tz’ en la topologia B(E', E)}.
. ——=B(E'E) ’ . ,
Si denotamos por @(E') a la clausura de ¢(E’) en la topologia S(E', E)

entonces, usando el Lema 2.1.8, es inmediato ver que

o(B') ¢ H C o(B)"F"P).

En adelante supondremos que H estd dotado de la topologia inducida por la
topologia fuerte §(E', E).
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2.3.7 Teorema. Sea (P;) una descomposicidn de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Si (Py) es simple entonces (P[) es una descomposicion de

—G(E'E
Toeplitz equicontinua de H y ademds c,o(E’)ﬁ( ) = H.

DEMOSTRACION:

La continuidad de las proyecciones (P}) se deduce del teorema de Hellinger-
Toeplitz (ver 1.1.1). Si aplicamos el Lema 2.3.1 a la sucesion (7)) se deduce
que (T!) es B(E', E)-equicontinua. Por tanto queda probado que (F) es una
descomposicién de Toeplitz equicontinua de H.

Para concluir la prueba bastara ver que H es §(E’, E)-cerrado. Esto se puede
deducir inmediatamente usando que la sucesién de operadores (1) es equicon-
tinua. n

2.3.8 Corolario. Si (P;) es una descomposicion de Toeplitz contractiva de E
entonces (P]) es una descomposicion de Toeplitz equicontinua de [E', B(E', E)].

DEMOSTRACION:

Si la descomposicién es contractiva entonces es simple y ademas H = E'.
Ahora basta aplicar el resultado anterior. ]

El subespacio H del dual fuerte que se ha definido para un espacio con des-
composicién de Toeplitz juega un papel importante en la teoria de bases y de los
espacios de sucesiones. Para mostrar la situacidn en el primer caso consideremos el
par dual (co, I*). La base de ¢ es la de las coordenadas y la base dual en I* también
es la de las coordenadas. La primera es contractiva y la segunda es y-completa.
El subespacio H que corresponde a ¢y es I' y el subespacio H que corresponde
a ! es precisamente ¢y con la base bidual formada por las coordenadas. En un
caso (considerando E = I') el dual de H ha regresado a E (la base de E era
y-completa) mientras que en el otro (considerando como E = ¢g) el dual de H
es [ que contiene estrictamente a ¢y (la base de E no era y-completa). Ademads
la base dual de la que es y-completa es contractiva y la base dual de la que es
contractiva es y-completa. Este tipo de propiedades se conocen con el nombre
de relaciones de dualidad, son generales en la teoria de bases en espacios de
Banach y fueron estudiadas por primera vez por James [50] y Singer [103]. En
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ellas interviene de manera efectiva el comportamiento de H y en el caso general
de las descomposiciones en espacios localmente convexos también interviene la
estructura topoldgica de E y de los subespacios Ej. Nosotros abordaremos este
problema en el capitulo siguiente en el marco de las descomposiciones de Toeplitz.

Para mostrar la situacion en la teoria general de espacios de sucesiones, con-
sideremos el espacio I!. En la teoria de la o-dualidad de Kothe y Toeplitz [61,
Ch. 6, § 30] el espacio {* se utiliza para definir lo que se llama el a-dual A* de un
espacio de sucesiones A conteniendo a ¢

A% = {z €w:zy €' paratodoy € )\}.

De este modo se obtiene un par dual (A, A*) a partir del cual se pueden definir
topologias localmente convexas sobre A. Una de ellas es la que se conoce con el
nombre de topologia normal. Un espacio de Kothe es un espacio de sucesiones
que coincide con su bi-a-dual A*® y estd dotado de su topologia normal. Pues
bien, un espacio de Kéthe A tiene la propiedad de Schwartz si y sélo si

)\":co-/\“'::{xy:xeco, ye)\"}.

Este resultado se debe a Ruckle y Swart [92] aunque se conoce con el nombre de
“criterio de Grothendieck—Pietsch” para espacios de Schwartz (por su similitud
con un resultado andlogo para espacios nucleares y debido a esos dos autores).
En otras teorias, surgidas al reemplazar el espacio I* por otro, se han probado
resultados analogos reemplazando ¢, por el espacio H correspondiente. Por ejem-
plo, en el caso de cs; se sabe que sus coordenadas forman una base de Cesaro, el
subespacio H que le corresponde esta en bv; y viene dado por

H={x€bv1:hmx=0}=bvlﬂco.

Criterios analogos al de Grothendieck-Pietsch pero considerando la dualidad de
Cesaro fueron obtenidos por Florencio [29, Cap. 3, § 3]. En el siguiente capitulo
estudiaremos otras condiciones que garantizan que un espacio con descomposicion
de Toeplitz tiene la propiedad de Schwartz.

En el Teorema 2.3.7 se ha probado que la descomposicién dual de una des-
composicion de Toeplitz simple es una descomposicién de Toeplitz equicontinua
de H. Esto es un caso particular de un resultado mds amplio que veremos a
continuacidn.
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2.3.9 Notacién. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio local-
mente convexo E y T una topologia sobre E’, de convergencia uniforme sobre
una cierta familia de subconjuntos acotados en E Denotaremos por cp(E" ) Tala
clausura de p(E’) en E' para la topologia 7. En adelante supondremos que 7 esta
fija o se deduce del contexto y que ¢(E’) " est4 dotado de la topologia inducida
por 7

2.3.10 Proposicién. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz de un espacio
localmente convezo E. Sea T la topologia sobre E' de la convergencia uniforme
sobre una cierta familia D de subconjuntos acotados en E. Si para cada D € D

se tiene
o0

U Ta(D) € D, (2.12)

n=1

entonces (P}) es una descomposicidn de Toeplitz equicontinua de p(E') "y ademds

o(EN " = {z' €E: nl-l-%lo T!z' = z' en la topologia T}. (2.13)

DEMOSTRACION:

En primer lugar, la 7-equicontinuidad de (T},) se deduce usando un argumento
estandar de dualidad. En efecto,

D@ D)= N (D) = (U Tu(D))”  [DED]

n>1 n>1 n>1

es, por hipdtesis, un entorno del origen en E’ para 7. Como T~ es triangular y
(P}) = T~Y(T}) se tiene que las proyecciones P son T-continuas.

Por otro lado, usando la Proposicién 216y el Lema 2.1.8 vemos que (P}) es
una descomposicién de Toeplitz de ¢(E')

Para concluir la prueba, vamos a comprobar que se verifica la igualdad (2.13).
Por un lado, la 7-equicontinuidad de (7, ) implica que el subespacio

{z € E': im T2’ =2' en 7}
N—00
es T-cerrado. Por lo tanto se tiene la inclusion

o(E) c{z' € E": lim Tz’ =z’ en 7}.
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La otra inclusién es inmediata a partir de la Proposicién 2.1.5. |

Este resultado se puede aplicar sistemdticamente; por ejemplo, si considera-
mos sobre E’ la topologia 7,. de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
precompactos de E; si tomamos la topologia S(E’, E) (respectivamente So( E’, E))
sobre E’ de la convergencia uniforme sobre todos los subconjuntos (respectiva-
mente sucesiones) acotados de E; o también si tomamos la topologia f*(E', E)
(respectivamente S5(E’, E)) sobre E’ de la convergencia uniforme sobre todos los
subconjuntos (respectivamente sucesiones) S(E, E')-acotados de E. Algunos de
los resultados asi obtenidos nos seran de mucha utilidad cuando tratemos el tema
de las descomposiciones de Toeplitz débiles.

2.3.11 Corolario. Sea (Py) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-

mente convezo K. St U T.(D) es precompacto para cada precompacto D C E en-
n=1

tonces (P]) es una descomposicién de Toeplitz equicontinua de o(E’) ”

‘ y ademds

o(B) ™ ={z' € E: lim T 2" = 2’ en la topologia Tyc}.

2.3.12 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz simple de un es-
pacio localmente convezo E. FEntonces (P;) es una descomposicion de Toeplitz

equicontinua de @(E') AE"E) y de (E") Po(ELE) Ademds,
/ﬁ(El’E) — ! A N AN , 7
w(E") = {z' e E": Jim Tz’ = z' en la topologia B(E,E)} vy
o(E") plEE) {z' € E': lim T;2" = 2’ en la topologia Bo(E', E)}.
DEMOSTRACION:

Como (Py) es una descomposicién de Toeplitz simple de E usamos la condicién

(2) de la Proposicién 2.3.2 y deducimos que | J T,(D) es acotado para cada
n=1

subconjunto acotado D C E. Ahora basta aplicar el Teorema 2.3.10. n

2.3.13 Corolario. Sea (Py) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convero E tal que (P]) es simple para la topologia o(E', E). Entonces (P})
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. . . —— 6 (E"E ~———g(E'.E
es una descomposicion de Toeplitz equicontinua de @(E') (£.5) y de go(E’)ﬁ"( ),
Ademds,

8" (E",E) ' T o . aw( T

w(E") = {deF:ImTz' =z en la topologia B*(E',E)} y

©(E’) GEER {£' e E: Jim T!z' =z’ en la topologia B3(E', E)}.
DEMOSTRACION:

Por hipétesis, la descomposicién de Toeplitz dual (P}) es simple para o(E', E).
Si usamos la condicién (4) de la Proposicién 2.3.2, aplicada a la descomposicién

(Pl) y al par dual (E',E), deducimos que | ] Tn(D) es B(E, E')-acotado para

n=1
cada subconjunto B(E, E')-acotado D C E. Ahora basta aplicar el Teorema
2.3.10. N

A continuacién vamos a probar que la propiedad (S) es mds fuerte que la
propiedad (M) y que ésta, a su vez, implica la contractividad. En determinadas
condiciones, la propiedad (M) también implica la y-completitud. También ve-
remos que la contractividad es precisamente la propiedad (M) para la topologia
débil.

2.3.14 Proposicién. Sea (P) una descomposicion de Toeplitz de un espacio
localmente convezo E. Si (Py) tiene la propiedad (S) entonces tambien tiene la

propiedad (M).
DEMOSTRACION:

Sea D un acotado de E y U € U(E). Como (Py) tiene la propiedad (S), existe
V € U(E) tal que ' : : '

Jim sup{qU(Tn:z: - :z:) s gqv(z) <1} =0.
Por las propiedades de las seminormas se tiene, mas generalmente, que
T}Lrgo sup{qu (Tn:c - :c) : gv(z) <r} =0,

para cada r > 0. Como D es acotado y V es un entorno del origen, existe 7 > 0
tal que D C rV. Por lo tanto, la sucesién (T,,z) converge a ¢ uniformemente en

D. u
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2.3.15 Proposicién. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convezo E. Entonces (Py) es contractiva si y solo si tiene la propiedad

(M) para la topologia o(E, E').

DEMOSTRACION:

En efecto, (P]) es una descomposicién de Toeplitz de [E', B(E', E)] si y sélo
si para todo subconjunto acotado D C E se tiene que
lim (z, The' —2) =0 [¢' € B,
uniformemente en z € D. Como (z,T.z' — z') = (Thz — z,2') deducimos que
(Px) es contractiva si y sélo si para todo subconjunto acotado D C E se tiene
que
o(E,E')- im The =z [z € E]

uniformemente en D. -

2.3.16 Proposicién. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio
localmente convezo E. Si (Py) tiene la propiedad (M) entonces es contractiva.
Si, ademds, E es sucesionalmente completo entonces (Py) es vy-completa (y, en
particular, también es completa y 3-completa).

DEMOSTRACION:

La contractividad se deduce inmediatamente del hecho de que si (Py) tiene la
propiedad (M) entonces

(z = Thz,z') = (z,2' = Thz"Y =% 0 [z€E] [€kF] (2.14)
uniformemente en acotados de E y en equicontinuos de E’.

Por otro lado, consideremos una sucesién (z;) tal que z, € Ey [k € N] y
supongamos que la sucesién T'(z;) es acotada. Si denotamos por z, := [T(zk)].
entonces es facil comprobar las igualdades

nAp

(20 Tyz') = {2, Toz') = Y tuktpi{zs, T') [n,peN] [z'€ E]. (2.15)

k=1

Como (Py) tiene la propiedad (M) y la sucesién (z,) es acotada sabemos que
cada sucesién (Tpz,), converge a z,, uniformemente en n € IN. Asi pues, fijados
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¢ >0y D C E' equicontinuo se tiene. en primer lugar, que existe p; € IN tal que
que para todos ' € D, p>poy m,n € N

(20 = Typ2n) = (2m — Typim ). 2')

= ‘(zn — Zp, 2 — T;x')‘ < —;—

En segundo lugar, teniendo en cuenta la condicidn (2.14) y las igualdades (2.15)
también se deduce que

(zn = 2m, Ty') = (2, T2’ = Tpa') "257 0,
uniformemente en p € IN y en z' € D. Por lo tanto, existe ng € IN tal que

<& ([@weD pelN [nm2n.

‘(zn — Zm, T,2)

[ SR

Las dos desigualdades anteriores implican que

l(zn —zm,2)| <e  [2'€D] [n,m 2> ne;
es decir, la sucesidén T'(zx) es de Cauchy en E. Si E es sucesionalmente completo
entonces es convergente y como consecuencia (FPy) es y-completa. n

Resumimos en un esquema las relaciones obtenidas entre las propiedades de
una descomposicién de Toeplitz en las que las propiedades del espacio no hayan
jugado ningdn papel. Las implicaciones estan numeradas para, a continuacién,
indicar las referencias de los resultados en que se encuentran.

(S) 4L (M) 2 (Contractiva)

4@ _ 46

(Equicontinua) 4L (Simple)

Las referencias son:
— (1) : Proposicién 2.3.14;

— (2) : Proposicion 2.3.16;

— (3) : Proposicién 2.2.5;
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— (4) y (5) : Proposicién 2.3.3.

Ninguna de las implicaciones reciprocas en el cuadro anterior es cierta, como
puede apreciarse en el siguiente esquema. Ahora los nimeros indican los con-
traejemplos que a continuacién se dardn.

(6) (M
(S) —F— (M) —f— (Contractiva)
N ® #(9)
(Equicontinua)

Basta considerar los ejemplos:

— (6) : un espacio escalonado de Kothe con la propiedad de Montel pero sin la
propiedad de Schwartz {43, p. 95];

— (7) : cualquiera de los espacios I (1 < p < 00);

- (8) : [lp,a(l”,lq)], conl < p<ooyplt+g?!=1; labase natural tiene
la propiedad (M) por la Proposicién 2.3.15, pero no es equicontinua por el
Teorema 2.2.11 (véase también 3.1.9). En general, se puede tomar cualquier
espacio de Banach pue posea una descomposicién de Toeplitz contractiva
(por el Teorema 3.2.2, las descomposiciones de los espacios reflexivos siem-
pre verifican esa condicién) v dotado de su topologia débil.

- (9): .

2.4 (- y y-dualidad.

Cuando un espacio localmente convexo E posee una descomposicion de Toeplitz
la dualidad entre E y E’ puede ser extendida a lo que se llama el §-dual de E con
respecto a dicha descomposicién. Este concepto fue introducido por Garling [37]
para espacios de sucesiones escalares y ha dado lugar a importantes problemas,
entre ellos el estudio de la propiedad de Wilansky. La generalizacién al caso
de espacios localmente convexos con descomposicién de Schauder es debida a
Kalton [55]. En espacios de sucesiones vectoriales con convergencia seccional
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clasica la definicién de f-dual puede ser consultada por ejemplo en [12]. En
espacios de sucesiones escalares con convergencia seccional generalizada, Buntinas
[16] también definié la correspondiente nocidn de (-dualidad con respecto a una
matriz de sumabilidad.

En el marco de las descomposiciones de Toeplitz la definicién de f-dual que
damos a continuacién extiende de manera natural a todas las mencionadas ante-
riormente. En el capitulo siguiente veremos que la igualdad entre el S-dual y el
dual estd estrechamente relacionada con la tonelacidn del espacio.

2.4.1 Definiciones. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio
localmente convexo E con respecto a un tridngulo regular A. Se definen los
espacios f-dual y v-dual de E con respecto al método de sumabilidad definido
por A como sigue:

EP .= {(xfc) € [T Ei: D (z,z}) es A-convergente [z € E]} y
k=1

k=1
E" = {(zﬁc) € [T Ei: D (z,z}) tiene sumas parciales A-acotadas [z € E]}
=1 k=1

Suprimiremos la referencia a la matriz A cuando esté clara en el contexto.

A partir de esta definicién podemos escribir, obviamente,

EP .= {(a:;c) : z, € E, [ke IN]y T(z}) es o(E', E)-de Cauchy };

EY = {(:c;c) : 7z, € B, [ke Ny T(z)es o(E', E)-acotada }

Es inmediato comprobar que Ef C E”. También podemos considerar que E’ es
un subespacio de E? identificindolo con su imagen mediante la inyeccién -

E — Ef
' — (Pl).

2.4.2 Observaciones. Supongamos que (Py) es una descomposicién de Toe-

plitz fija de un espacio localmente convexo E, la cual define los correspondientes
espacios Ef y E.
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(1) Se puede definir una dualidad entre los espacios E vy EPf que extiende la
dualidad entre £ y E":

(z,(zp))(E.m8) = A D (%, Th) (BB

k=1

= lim Y twlz,zh)Eey e € B [(ah) € E°).
k=1

Asi pues, cada (z}) € EP define un elemento z* € E*, el dual algebraico de E,
que actda como
(z,27)(B.E") = (z, (SC;c»(E,Eﬁ)
y tal que Prz* € E!. [m € IN]. En efecto,
(z, Poz”)gE) = (PmZ,z°)(EE")
= lim (Pml', Z tnk:z;c)(E,E') = nl:l_#%lo(x, tnmx;;)(E,E’)

n—oo
k=1

= (T, T ) (E,E) [ze E] [meNN].

Reciprocamente, todo elemento z* € E* tal que P;z™ € E' para cada k£ € IN y,
ademads, verifique

(.’L‘,.’Zt‘)(E,E-) = n]ggo Ztnk<xaP;m*>(E,E') [:B € E],
k=1

define un elemento de E?, a saber, (Pyz*). Por lo tanto, se puede identificar E®
con el subespacio de £* dado por

[c"eE": Piome B [keNy(z,27) = lim Y tu(s, 27 [z € El}.
k=1

(2) (P) es una descomposicién de Toeplitz de [E, o(E, E’ﬁ)} Para ver esto, bas-
taré probar la continuidad de las proyecciones en esa topologia pues la convergen-
cia puntual a la identidad de la sucesién de operadores (T},) se tiene por la iden-
tificacién anterior. Para ello consideremos (z;)ic; una red o(E, EP)-convergente
a cero. Como E' C EP, la topologia o(E, Ef) es mas fina que o(E, E’). Por lo
tanto (z;) converge a cero en o(E, E'). Ahora concluimos que

(Peziy eV g5y = (2, Pie*)epy =2 0 [keN] [z" € Ef].
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(3) La igualdad EP = E’ se tiene si y sélo si (P}) es -completa para la topologia
o(E', E). En efecto, si z° € E® entonces (P;z*) es tal que Pfz™ € E; [k € N] y
la sucesién T'(P;z*) es o(E’, E)-de Cauchy. Si (P;) es B-completa para o(E’, E)
entonces existe =’ € E’ tal que T(P;z™) converge a =’ en la topologia o(E', F).
Asi pues,

(z,2") L") = im <m 2tk Fi x> = (z,2)E) [TE€E]
k=1 (E.E)

y por lo tanto z* = z’ € E’. Reciprocamente, si (z}) es tal que z}, € E [k € N]y
la sucesién T(z}) es o(E', E)-de Cauchy, entonces (z;) € E®. Ahora, si E' = E*
existe ' € E’ tal que z}, = Pz’ [k € IN] y por tanto T'(z},) = T(P{z’) converge
a z' en [E',0(E',E)]. Esto prueba que (P]) es fB-completa para la topologia
o(E',E).

(4) No podemos identificar E7 con un subespacio de E~, al igual que hemos hecho
con E?, porque, en general, no es posible definir una dualidad entre E y E” que
extienda la dualidad entre £ y E’' (ni siquiera en espacios de sucesiones con la
convergencia seccional clasica [37]). No obstante, dada (P;) una descomposicién
de Toeplitz de E, se puede afirmar que E” = E' si y sblo si (P]) es y-completa
para la topologia o(E’, E). Para ver esto, tomamos (z}) tal que z} € E; [k € IN]
y la sucesién T'(z}) es o(E’, E)-acotada. Si (z}) € E, o sea, si existe 2’ € E' tal
que (z}) = (P/z’) entonces T'(z}) converge débilmente a z’. Reciprocamente, si
(z}) es tal que z}, € E} [k € IN] y la sucesién T'(z}) es o(E’, E)-acotada entonces
existe z' € E’ tal que T(z}) converge débilmente a z’. Por lo tanto (z}) es la
imagen de z’ por la inyeccién de £’ en E7.

Sea (P) una descomposicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo E
con respecto a un tridangulo regular A y supongamos que las coordenadas forman
una base de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cr con respecto a
la matriz A. En esta seccidn veremos que existe la topologia polar del par dual
(E, E') menos fina bajo la cual la descomposicién (Py) es equicontinua. Veremos
también de qué manera esta topologia estd relacionada con la f-dualidad y de
esta relacién podremos obtener condiciones equivalentes a que dicha topologia
sea compatible con el par dual (E, E’). Antes, vamos a introducir una notacién
que nos resultard muy util en esta seccion y a lo largo de secciones posteriores.

2.4.3 Notacién. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convexo E con respecto a un tridngulo regular A. Fijado 2’ € F',
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denotaremos por A, a la aplicacién

Ay ¢+ E—cr
z — ((Pkm,:c'));:l

donde T = AY. Es inmediato ver, por la definicién de || - ||r dada en 1.3.6, que

18za|lr = sup|(Toa,=')| [z € E] [/ € B (2.16)
neN

Otra propiedad importante de este operador es que
AT, =1,A [neN] [z e E, (2.17)

donde los 7, son las secciones de Toeplitz de una sucesién de escalares (ver la
Definicién 1.4.8). En efecto, como PT,z = t.;Psz para cada k,n € IN, se tiene
entonces que

n

ApThz = ((Panx, z'))w = Ztnk(Pkm,x') e =7 Apz,

k=1 =1

paracadan € Nyz € E.

2.4.4 Definicién. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio local-
mente convexo E. Sabemos (Proposicién 2.1.6) que (Py) es una descomposicién
de Toeplitz de [E',o(E’, E)]. Por consiguiente, para cada z’ € E’, la sucesién
(T'z") es o(E', E)-acotada y su polar en E estd contenido en {z'}°. Por esta
razén, la familia {(T,z') : ' € E'} genera una topologia localmente convexa
sobre F la cual serd, en general, mds fina que la débil. Dicha topologia se denota
por o(E, E') y viene dada por la familia de seminormas

1Az ()]l = sup [(Tu(-), )
nelN

[’ € EY.

La notacién no hace referencia a la descomposicién ni a la matriz de sumabilidad
porque cuando la usemos tanto una cosa como la otra estaran fijadas.

El siguiente resultado es una curiosa caracterizacién de las descomposiciones
de Toeplitz simples en términos de la topologia oy(E, E').
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2.4.5 Teorema. Sea (P,) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Entonces (P;) es simple si y sdlo si las topologias o(E.E') y
ov(E,E') definen los mismos acotados sobre E.

DEMOSTRACION:

La descomposicién (P) es simple si y sélo si la sucesién (T,z') es 3(E', E)-
acotada para cada z’ € E’; es decir, si y sélo si

sup{|(z, T,')| : n € N, z € D} = sup [|Azz|lr < +oo,
z€D

para todo ' € E' y para todo subconjunto o(E, E’)-acotado D C E. Deduci-
mos que (P;) es simple si y sélo si todo subconjunto o(E, E')-acotado de E es
o0v(E, E')-acotado. Como la topologia oy(E, E') es més fina que o(E, E') siem-
pre se tiene que todo o(E, E')-acotado de E es oy(E, E’)-acotado. n

En lo que resta de esta seccién supondremos que A es un triangulo regular y
que las coordenadas forman una base de Toeplitz de cr con respecto a la matriz
A, donde T = AX (ver Teorema 1.4.10). Por lo tanto existe una constante M > 0
tal que

HTnHL(cr) <M [n € INJ.

2.4.6 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convero E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz
del correspondiente espacio de sucesiones cr. Entonces oy(E, E') es la topologia
polar de (E,E') menos fina para la cual (P;) es una descomposicion de Toeplitz
equicontinua de E.

DEMOSTRACION:

Veamos en primer lugar que (I},) es una sucesién equicontinua de operadores
sobre F con la topologia oy(E, E’). Por las propiedades del operador A, se tiene
que

Az (Taz)llr = |lm(A2)llr < M||Azz|lr [z € E] [neN]

Como (Pi) = T7YT,) y T™! es triangular se tiene que cada Pj también es
continua con respecto a oy(E, E').
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En segundo lugar, la sucesién (T,) converge puntualmente a la identidad para
la topologia oy(E, E'). El motivo es, como siempre, la convergencia puntual a la
identidad de (7,,) en cr y las propiedades de A,

HA;-I(.’E - Tn:r)HT = HAI::I: fond AI/(Tn:E)HT = HAIIQJ —_ Tn(Az’m)”T E—;of 0

Veamos, por idltimo, que cualquier otra topologia polar v con respecto a
(E,E"), para la cual (P;) es una descomposicién de Toeplitz equicontinua de
(E,v), es mas fina que la topologia cv(E, E'). Para ello, fijado z’' € E’, usamos
que la sucesién de operadores (T),) es equicontinua para v. As{ pues, dado {z'}
existe otro subconjunto equicontinuo D del dual de (E,v) tal que

1Azalir = sup{|(Tn.2)|: n € N}
< sup{|(:z:,y’)| :neN, ¥ € D} [z € E].

Por lo tanto, todo entorno de cero para la topologia ov(E, E’) es un entorno de
cero para V. n

2.4.7 Ejemplo. La topologia ov(cr.ct) es la topologia normada de ¢y. En
efecto: estamos en el caso en que las coordenadas forman una base de Toeplitz
equicontinua para ¢y con respecto a la matriz A; luego usando los teoremas 1.4.10
v 2.4.6 se tiene que la topologia oy(cr, ¢r) es menos fina que la topologia de la
norma. Reciprocamente, tomando e = (1,1,...) € ¢ se tiene que

1Aczllr = sup|(7az, €)(erep)| = 5up| Y takze| = llallr [z € orl;
n " k=1 .

luego la topologia de la norma es menos fina que la topologia oy(cr, ¢f) y por lo
tanto coinciden. Este resultado también aparece recogido en [30, Proposicién 7]
para la matriz de sumabilidad de Cesaro.

La topologia oy(E,E’) no siempre es compatible con el par dual (E,E’).
A continuacién veremos que el dual de £ con la topologia ov(E, E') se puede
caracterizar como un cierto subespacio de E°. Recordemos (ver Teorema 1.4.14)
que cuando las coordenadas forman una base de Toeplitz de cr con respecto a la
matriz A, entonces el dual de ¢r verifica la igualdad '

er = (er — cr) :={a€w: ab € er [bECT]},
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donde ab es el producto coordenada a coordenada y la forma bilineal viene dada
por (b, a)(cycr) = T-1lim(axbi). En este caso (ver Proposicién 1.4.12), se tiene que
cr Ce

2.4.8 Definicién. Dados a € ¢ y * € EP se define a - 2 como un nuevo
elemento de E? dado por

(z,a-2")Epp)=T- hm(ak(xa Pgw*)(E.E’)>~
SiGCcifyFCEﬁsedeﬁne

G-F:={a-z*: a€G, z" € F}.

2.4.9 Teorema. Sea (P;) una descomposicidn de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz
del correspondiente espacio de sucesiones cr. Entonces el dual de [E,0v(E,E')]
escr- B

DEMOSTRACION:

Supongamos que a € ¢ y ¢’ € E'; entonces
(z,a-2)EEy=T- lim(ak(ka,x')(E,Er)) = (AT, @) (cr,el)-

Por lo tanto, a - ' es la composicién del operador A,/ con el funcional sobre cr
definido por a. Por la propia definicién de la topologia oy(E, E'), el operador
A, es 0y(E, E')-||- ||r-continuo. Esto prueba que el funcional a -z’ es oy(E, E')-
continuo.

Reciprocamente, sea z* un funcional ov(E, E')-continuo sobre E. Entonces
existe ' € E' tal que

<llAwallr o€ E)

(. 2%) 5.0
Asi pues, si Az = 0 entonces (z,z*) = 0. Esto implica que el funcional

a @ Ag(E) — K

Apz  — (z,2%)
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esta bien definido. En segundo lugar se tiene que

{(Ar'x’a>(c1,c§.)' = t(x7$’>(E,E') < l]AI'x||T [‘T € E]

Por el teorema de Hahn-Banach, existe una extension continua de a a todo cr,
que seguimos denotando de la misma forma. Ahora vemos que

(.’L’, x*>(E,E') = (Afl‘,d)(c,ﬁc{r) =1T- hm(ak(Pk.’E, .’E,> (E’EI))
= (z,a-2')(EeB1 [z € EY;

con lo cual queda probado que z* € ¢, - E'. |

2.4.10 Corolario. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz
del correspondiente espacio de sucesiones cr. Las sigutentes condiciones son equi-
valentes:

(1) E'=cp- E.
(2) oy(E,E') es una topologia compatible con el par dual (E,E').

(3) Eziste una topologia v sobre E, compatible con el par dual (E,E'), tal que
(P.) es una descomposicion de Toeplitz equicontinua de (E,v).

4) Para cada ' € E’, la sucesién (T.z') es u(E, E')-equicontinua.
n H

DEMOSTRACION:

La equivalencia de las condiciones (1), (2) y (3) se sigue inmediatamente de
los resultados anteriores (Teoremas 2.4.6 y 2.4.9). También es inmediata la equi-
valencia de las condiciones (2) y (4) porque la topologia oy(E, E') estad generada
precisamente por la familia de sucesiones o(E’, E)-acotadas dada por {(T,z') :
z' € E'}. : n

2.4.11 Observaciones.

(1) La condicién (1) del corolario anterior equivale a exigir que Brg - E' C F,
donde

Bro:={a€c:|lall=1}Neco.
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Para ver esto. sean a = (a;) € ¢, no nulo, y ¢’ € E'. Si denotamos por
@ := lim(a;) v por € := (1,1, ...) entonces

a-z'=azr' +(a—ae)-2' € E'+ Bro- E'.

Algunos autores, como Garling [37] [38] o Kalton [55], llaman Br-invariancia de
E' a esta condicién.

(ii) Recordemos que una descomposicién de Toeplitz (P;) de un espacio local-
mente convexo E se dice que es simple si (T,,z') es B(E', F)-acotada para cada
z' € E'. Como todos los subconjuntos equicontinuos de £ son 8 (E', E)-acotados
se sigue que cuando E’ es Br-invariante entonces (Fy) es simple. El reciproco se
tiene, por ejemplo, si F es [*°-casi-tonelado.

2.5 Descomposiciones débiles.

Terminamos este capitulo tratando el problema de las descomposiciones de Toe-
plitz débiles. En esta seccién daremos condiciones para que una descomposicién
de Toeplitz de un espacio localmente convexo E con la topologia o(E, E’) sea una
descomposicién de Toeplitz de E con una topologia mas fina. Usando el Lema
2.1.8 es facil adelantar un resultado de este tipo: si se tiene una descomposi-
cién de Toeplitz débil entonces se tiene la densidad de ¢(F) y basta asegurar la
equicontinuidad de (7,) mediante alguna hipétesis de tonelacién. Los resultados
que veremos a continuacién no son mas que un refinamiento de esta idea.

La linea que seguimos estd inspirada en el tratamiento que Webb [112] da a
este problema en el caso de las descomposiciones de Schauder. También es viable
"intentar demostraciones directas tal y como hace McArthur [67].

2.5.1 Lema. [112, 2.7 Lemma]. St E es un espacio localmente convero entonces

(1) las topologias B*(E',E) y B5(E',E) definen las mismas sucesiones conver-
gentes en E y

(2) las topologias B(E', E) y Bo(E', E) definen las mismas sucesiones convergentes
en E.
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2.5.2 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo [*-casi-tonelado. En-
tonces, toda descomposicion de Toeplitz simple de [E,c(E, E")] es una descompo-
sicion de Toeplitz equicontinua de [E,B*(E, E')].

1]

DEMOSTRACION:

Si (P;) es una descomposicién de Toeplitz simple de [E,o(E, E')] entonces
cada Py es §*(E, E')-continua por el teorema de Hellinger-Toeplitz (ver 1.1.1). Si
consideramos (P) como descomposicién de Toeplitz de [E’, o(E’, E)] tenemos que
su descomposicién dual (Py) es, por hipdtesis, simple para la topologia o(E, E’).
Usando el Corolario 2.3.13 se deduce que (Fx) es una descomposicion de Toeplitz
equicontinua del correspondiente Wﬁs(E'El-).

Por otro lado, la topologia G5(E, E’) es compatible con el par dual (£, E')
porque E es [*-casi-tonelado. Como la clausura de los conjuntos convexos es
la misma para todas las topologias compatibles [89, Ch. II, § 3. Proposition §]
y ¢(E) es un subespacio vectorial ¢(F, E')-sucesionalmente denso se tiene que

"'_ﬁ(', E,EI
o(E) 3 EF)

= E. Ahora basta usar la primera parte del lema anterior. ]

Todo espacio casi-tonelado es, en particular, [*-casi-tonelado y tiene la topo-
logia B*(E, E'). Por tanto el siguiente resultado es inmediato a partir del anterior.

2.5.3 Corolario. Sea E un espacio localmente convezo casi-tonelado. Entonces,
toda descomposicion de Toeplitz simple de [E,o(E, E")] es una descomposicién de
Toeplitz equicontinua de E.

2.5.4 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo [*-tonelado. Entonces,
toda descomposicion de Toeplitz de [E,o(E, E')] es una descomposicion de Toe-
plitz equicontinua de [E,B(E,E")).

DEMOSTRACION:

De nuevo, cada P es f(E, E')-continua por el teorema de Hellinger-Toeplitz.
Si E es [™-tonelado, en particular es c-tonelado y en esta clase de espacios toda
descomposicion de Toeplitz es simple por la Proposicién 2.3.3.

El resto de la demostracidn es totalmente andloga a la del Teorema 2.5.3, pero
utilizando esta vez la segunda parte del Lema 2.5.1. n
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2.5.5 Observacién. La condicidn de que F sea [*-tonelado en el teorema an-
terior no puede ser excesivamente debilitada tal y como se pone de manifiesto en
el siguiente ejemplo, dado para el caso particular de una base de Schauder:

Sea E := (|0, 1] el espacio formado por todas las funciones reales continuas
sobre el intervalo [0,1]. El espacio [E’, u(E’, E)] tiene base de Schauder débil pero
no tiene base de Schauder [57, § 3.]. Por otro lado, [E', u(E’, E)] es c-tonelado
pero no es {*®-tonelado [110, Proposition 4.2}.

Todo espacio tonelado es, en particular, [*-tonelado y tiene la topologia
B(E, E"). Por tanto el siguiente resultado es inmediato a partir del anterior.

2.5.6 Teorema. Sea F un espacio localmente convezo tonelado. Entonces, toda
descomposicion de Toeplitz de [E,o(E,E’)] es una descomposicion de Toeplitz
equicontinua de E.



Capitulo II1

Propiedades inducidas por una
descomposiciéon de Toeplitz.

Como ya comentamos al comienzo del capitulo anterior, uno de los objetivos
que nos hemos marcado en esta memoria es estudiar propiedades topolégicas es-
tructurales sobre un espacio localmente convexo con una descomposicién de Toe-
plitz. Usaremos las propiedades que sobre este tipo de descomposiciones hemos
definido en el capitulo anterior para garantizar que el espacio es completo, reflexi-
vo, tonelado, Montel, casi-normable, Schwartz, etc. Una parte de los resultados
que hemos obtenido eran ya conocidos para espacios de Fréchet con una descom-
posicién de Schauder y pueden encontrarse en la tesis doctoral de M. A. Midarro
[74]. En algunos casos la extensién al caso general de una descomposicién de
Toeplitz arbitraria resulta sencilla y natural, en otros las pruebas y las hipdtesis
de los resultados han sido simplificadas y, finalmente, en otros el esfuerzo ha sido
mayor, hasta el punto de que algunos resultados dejan de ser validos para cierto
tipo de matrices.

3.1 Completitud.

En lo que sigue, cada vez que hablemos de una descomposicion de Toeplitz en un

espacio localmente convexo E serd con respecto a un tridngulo regular fijo Ay
con I' = AX.

En esta seccion veremos que la completitud sucesional, la casi-completitud
y la completitud de un espacio localmente convexo con una descomposicién de

79
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Toeplitz equicontinua estd relacionada de una manera sencilla con las propieda-
des de la descomposicién. El resultado principal de esta seccién establece esta
relacién v como aplicacién caracterizaremos el caso en que la topologia oy(E, E')
es sucesionalmente completa, casi-completa o completa. En el caso particular de
una descomposicién de Schauder, estos resultados pueden ser encontrados en los
trabajos de Kalton [55] y [56).

3.1.1 Teorema. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz equicontinua de un
espacio localmente convero E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es completo (respectivamente, casi-completo o sucesionalmente cdmpleto).

(2) (Py) es completa y cada Ey es completo (respectivamente, casi-completo o
sucesionalmente completo).

DEMOSTRACION:

(1) = (2): Cada Ej es un subespacio cerrado de E. Si E es completo (res-
pectivamente, casi-completo o sucesionalmente completo) entonces cada Ej es
completo (respectivamente, casi-completo o sucesionalmente completo). Por otro
lado, si E es completo o casi-completo, en particular es sucesionalmente com-
pleto vy bajo esta hipétesis se deduce inmediatamente que toda descomposicion
de Toeplitz de E es completa.

(2) = (1): Daremos la prueba sélo para espacios completos. Para el resto,
es valido el mismo razonamiento con los cambios oportunos (red de Cauchy por,
respectivamente, red de Cauchy acotada o sucesién de Cauchy). Sea (z;)ics una
red de Cauchy en E. Entonces, por ser cada P, una proyeccién continua y cada
E, completo, se tiene que (P;z;);ec; converge en E a un cierto elemento z; € E;
[k € IN]. Tomando limite en ¢ en la expresién

n
Tozi = Y tucPezi

k=1

vemos que, para cada n € IN, la red (T,z)ier converge a Ztnkxk = [T(zk)]n-
k=1

Veamos que la convergencia es uniforme en IN. Para ello fijamos ¢; € Q(E).

Como la descomposicién (Py) es equicontinua existe ¢; € Q(F) tal que

q1(Thz) < go(z) neIN] [z€E]
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Ademds, dado que la red (z;);¢r es, por hipdtesis, de Cauchy en E, existe ig € I
tal que

g2z — 25) L1 [2,7 2> o).

Teniendo en cuenta las dos desigualdades anteriores se deduce que
@1(Tnzi = Toz;) <11 4,7 2 4] [n € IN].

Tomando limite en {7 € I : 7 > io} en la desigualdad anterior se tiene ahora que
a1 (Tnzi - Ztnkxk) <1 [124)] [reN].
k=1 .

Esto prueba que la convergencia de (T, z); a [T'(zk)]n es uniforme en IN. Por otro
lado, (P) es una descomposicién de Toeplitz de E. En consecuencia, la sucesién
(Thzi)ny1 converge a z;, para cada i € J. Ahora tenemos una red doble

(Tnz:i)(ni)eNx1

para la cual existen los limites unidireccionales
lm Tz=z [i€l] y lmThea=[T(). [eN),

siendo la convergencia de la segunda de estas colecciones de limites uniforme en
IN. Aplicando el Lema 1.5.1 se deduce que la sucesién T'(zj) es de Cauchy en E.
Como (FPx) es completa se tiene que T'(zj) converge a un cierto elemento z € E.
La red (z;)ies es convergente en el espacio completado de E, por ser de Cauchy,
y por el Teorema 1.5.2 se tiene que su limite coincide con el de la sucesion T'(zy).
Como ésta iltima converge a un punto de E deducimos finalmente que la red
(2;)ier es convergente en E. n

Como todo espacio localmente convexo de dimensién finita es completo y las
descomposiciones de Toeplitz de espacios tonelados siempre son equicontinuas,
los siguientes resultados son ya una consecuencia directa del teorema anterior.

3.1.2 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz equicontinua y finito-
dimensional de un espacio localmente convezo E. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) E es completo.
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(2) E es casi-completo.
(3) E es sucesionalmente completo.

(4) (Px) es completa.

3.1.3 Corolario. Si E es tonelado, sucesionalmente completo y posee una des-
composicion de Toeplitz finito-dimensional entonces es completo.

Una base ertendida de un espacio localmente convexo E es una familia (z;)ier
de vectores de E tal que, para cada z € E existe una unica familia de escalares

(a;) de manera que
T = z [0 234 M

i€l

en la topologia de E (la convergencia es a través de la clase de las partes finitas
de I dirigida por la inclusién). Cuando los funcionales £ — «; son continuos
se dice que (z;) es una base de Schauder ertendida. Podemos complementar la
conclusién de Webb [111] que afirma que un espacio localmente convexo separable,
no completo y con la propiedad de Montel (ejemplos de tales espacios aparecen
en [60]) no puede tener base de Schauder extendida. El Corolario 3.1.3 establece
que tampoco puede poseer una descomposicién de Toeplitz finito-dimensional.

Como aplicacién del Teorema 3.1.1 veremos a continuacion una caracterizacion
de la completitud de la topologia oy(E, E’) en términos de la -completitud de
(Py) v de la completitud de cada Ej. Para ello extendemos el operador A, (ver
2.4.3).

3.1.4 Notacién. En esta seccién vamos a denotar por X al espacio de sucesiones
vectoriales dado por

X = {(-’Bk) 2, € Ey [keN] y T(zk) es o(E, E')-de Cauchy };

o sea, X es el f-dual de [E’, o(FE', E)] con respecto a la descomposicién dual (Pf).
Denotaremos por A, al operador

Ay @ X — cr
(2s) — ((zs,2")

(>}

k=1
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Naturalmente, como E estd inyectado en X mediante ¢ — (Piz), la restriccion
de A, a E coincide con el operador definido en 2.4.3. Observemos también que
si (z;) € X entonces, para cada n € IN, la sucesién (Tnz)s s un elemento de X.
Para comprobarlo basta usar la ortogonalidad de las proyecciones. Por 1ltimo,
es facil comprobar que X = E si y sdlo si (Px) es f-completa.

En el siguiente lema enumeramos las propiedades maés relevantes de este opera-
dor. Su demostracién es totalmente analoga a las que ya vimos para A,/ definido
en E y por tanto se omite.

3.1.5 Lema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio localmente
convezo E y (z) € X. Entonces se verifican las siguientes igualdades.

()

Az:(Tﬂzk)k = TnAI/(:Bk) [.‘E’ € E’] [n € IN] (32)

HAz(zi)|lT = sup [z’ € E]. (3.1)

3.1.6 Lema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio localmen-
te convezo E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz del
correspondiente espacio de sucesiones cr. Si (zx) es una sucesion tal que zi € Ex
[k € IN] entonces (zx) € X si y sdlo si T(zx) es oy(E, E')-de Cauchy.

DEMOSTRACION:

La implicacién hacia la izquierda es obvia porque la topologia oy(E, E') es
mas fina que o(E, E').

Reciprocamente, supongamos que (z,) := T'(zx) = (Z tnkmk) eso(E, E')-de
Cauchy. Es facil comprobar que

mAn

(Trzm,z') = Z tmktnk(Zk, ') = (Tn2n, z) [m,n € IN].
k=1
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Entonces, usando las igualdades (3.1) ¥ (3.2) se tiene que

IIA:r’(zn - zm)HT = Ssup <Tp(zm - Zn)7$l>
peN
= ilellg (Tpzn, ') — (Tpzm., :r')l = ,S,Eﬁ (Thzp, ') — (Tmzp,:r')’
= sup (Tw = Tr)zp.2')| = || A0 ((Tn - Tm)mk)kHT

™m,n—o0

TaBar(zk) = Tmlar(zi)||, TS0 (2 € B

ya que, por hipétesis, (7,) converge puntualmente a la identidad en cr. Esto
prueba que la sucesién T'(z;) es de Cauchy para la topologia oy(E, E'). =

3.1.7 Teorema. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz
del correspondiente espacio de sucesiones cr. La topologia oy(E, E') es completa
(respectivamente, casi-completa o sucesionalmente completa) si y solo si (Fy) es
B-completa para la topologia original y cada Ey es o(Eg, EL)-completo (respecti-
vamente, casi-completo o sucesionalmente completo).

DEMOSTRACION:

En virtud de los teoremas 2.4.6 y 3.1.1 bastard probar las siguientes equiva-
lencias:

(i) (Py) es completa para la topologia oy (E, E’) si y sdlo si es f-completa para
la topologia original.

(ii) Para cada k € IN, el subespacio Ej es o(Ey, Ey)-completo (respectivamente,
casi-completo o sucesionalmente completo) si y sélo si es oy(E, E')|g,-completo
(respectivamente, casi-completo o sucesionalmente completo).

De (i) probamos la implicacién hacia la derecha (la implicacién hacia la
izquierda es totalmente andloga). Para ello, sea (zx) € X; entonces, por el Lema
3.1.6, la sucesién T'(zx) es oy(E, E')-de Cauchy. Por hipétesis, (Fx) es completa
para la topologia oy(E, E’) y en consecuencia dicha sucesién converge a un cierto
z € E en la topologia oy(E,E'). Entonces se tiene que zx = Pz [k € N] y
por lo tanto T(zj) coincide con T(Pyz). Como (Fy) es una descomposicion de
Toeplitz de £ deducimos finalmente que la sucesién T(zx) converge a z en la
topologia original de E.



3.1 COMPLETITUD. 85

Veamos (ii): como o(Ey, E}) coincide con la topologia inducida sobre Ej
por la topologia débil de E (ver la Proposicién 2.1.6), bastara probar que las
topologias cy(E,E') y o(E, E') coinciden sobre cada E;. En efecto, comparando
las seminormas que definen cada una de las topologias se ve que para cada zx € Ex
v ' € E’' se tiene que

[Azzilly = sup [(Tazx, 2')| = sup [{takzi, 27}
ne€lN nelN

= sup [tuell{zs, 2)| < [|Alll {2k, 27}
ne€lN

Esto prueba que la topologia inducida por oy(E, E’) sobre Ej es menos fina que
la inducida por la topologia débil de E y por lo tanto ambas coinciden. ||

La condicién de completitud para la topologia débil es muy restrictiva (ningin
espacio de Banach de dimensién infinita lo es). El siguiente resultado caracteriza
las propiedades de completitud de la topologia oy(E, E’) en esta clase de espacios.

3.1.8 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio de Ba-
nach E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz del corres-
pondiente espacio de sucesiones cr.

(1) La topologia oy(E,E') es completa si y sélo si (Py) es una descomposicién
de Toeplitz finito-dimensional B-completa para la topologia original.

(2) La topologia oy(E, E') es casi-completa si y sélo si (Py) es f-completa para
la topologia original y cada Ey es reflezivo.

3.1.9 Ejemplos. Si un espacio localmente convexo [E, 7] tiene una descompo-
sicién de Toeplitz equicontinua (Py) y las coordenadas forman base de Toeplitz
del correspondiente cr entonces se tiene la cadena de inclusiones

o(E,E'Y<oy(E,E") <. (3'3).

En el Ejemplo 2.4.7 vimos que la topologia ovy(cr,cr) es precisamente la de la
norma de cr y por lo tanto, en este caso, la primera desigualdad de la cadena (3.3)
es estricta, mientras que la segunda es una igualdad. A continuacién mostramos
otros ejemplos interesantes en los cuales se comparan estas topologias.
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(1) Si E es un espacio de Banach entonces. por el Teorema 2.2.11, la primera
desigualdad en la cadena (3.3) es estricta.

(2) En el caso vectorial E := cr(F') estudiado en el capitulo anterior no ocurre
lo mismo, en general, que en el caso escalar. Si F' es un espacio de Banach,
el Teorema 2.1.13 afirma que cy(F') es también un espacio de Banach con su
topologia habitual. Por otra parte, usando los teoremas 2.1.12 y 3.1.8 se deduce
que la igualdad entre la topologia o7y (cT(F),cT(F)'> y la de la norma de cr(F)
implica que F es de dimensién finita. Por lo tanto, si F es de dimensién infinita
entonces ambas desigualdades en la cadena (3.3) son estrictas.

(3) Si tomamos E := w con la base de las coordenadas entonces o(w, ¢) = f(w, )
y por lo tanto, las dos desigualdades en la cadena (3.3) son igualdades. Este
ejemplo muestra también que la hipdtesis de normabilidad en el Teorema 2.2.11
es fundamental.

(4) Sean E := [IP,]| ||}, con 1 < p < 0o v 19 = E'. Como E es reflexivo se tiene
que su base natural es equicontinua, contractiva y S-completa por el teorema de
James-Kalton (2.2.2; véase también 3.2.2). Usando el teorema anterior se tiene
que la topologia oy(IP, %) es completa. Por otro lado, se tiene que las coordenadas
forman una base de Schauder no equicontinua de G := [lp Lo(lP 1 )] Sin embargo,

de la Observacién 2.2.4(4) v la Proposicion 2.3.15 se deduce que la base de G si
verifica la propiedad (M).

3.2 Reflexividad.

Estudiar la reflexividad de un espacio con base o con una propiedad de aproxi-
macién mas débil es, sin-duda, uno de los problemas més estudiados en la teoria
de bases después de que James [50] probara que un espacio de Banach con base
de Schauder es reflexivo si y sélo si la base es acotadamente completa y contrac-
tiva. Parte de este resultado era ya conocido por Grimblium, Gurevich y Karlin.
Los conceptos de base contractiva y acotadamente completa aparecen definidos
en el trabajo de James aunque no con esos nombres. Esos dos términos fueron
sugeridos por Day [19]. El resultado de James fue extendido por Singer con-
siderando propiedades mas generales que la reflexividad {104, Ch. II, § 4,6]. La
extension para descomposiciones de Schauder en espacios localmente convexos se
debe, cronolégicamente, a Sanders [99], Retherford [88], Cook [18], Kalton [55]
y Webb [112}, entre otros. Este resultado también ha sido generalizado al caso
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en que el espacio admite incluso una base de Markushevich. En esta linea desta-
camos los trabajos de Johnson [53] y Jain y Kaushik [47]. Muchos de los trabajos
a los que hemos hecho referencia contienen un estudio de la relacion que existe
entre la contractividad de una descomposicion y la y-completitud de la descom-
posicion dual. Todas estas cuestiones seran abordadas a lo largo de esta seccidn
en el caso de que un espacio localmente convexo posea una descomposicion de
Toeplitz.

3.2.1 Lema. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacto localmente
convezo E. Supongamos que (z;) es una sucesion tal que z, € By [k € IN]. Sila
sucesion T'(zy) es acotada entonces eziste z € E” tal que Pz = z; [k € IN].

DEMOSTRACION:

Como en el capitulo anterior, denotamos ¢(E') := lin{| J E;} . Vamos a de-

k=1

finir un funcional lineal B(E’, E)-continuo sobre @(E’). El teorema de Hahn-
Banach permitird considerar una extensién a todo E’. Dicha extensién serd el
elemento z € E” que buscamos. Sea f el funcional lineal definido sobre cada £
por

[z} € By f(z3) = (zx,2) ey [k €N

y extendido por linealidad a todo ¢(E’). Veamos que f, asi definido, es continuo
sobre [p(E'), B(E’, E)]. Para ello, nos bastard probar que f estd acotado en el
polar en ¢(E’) de algin acotado de E. Sea U el polar en ¢(E’) de la sucesidn

m

T(ka) Siz' € U existen zj, € E}, [k =1,...,m] tales que 2’ = Y _ z; y ademds
k=1
Sup <E takThy ) $2> = sup | > (tuTs, ) (55| < 1.
n€lN | \ k=1 k=1 (E.E") n€N | k=1

Como la suma es finita y las columnas de T convergen a 1, tomamos limite en
n € IN y resulta que

> {zk, Th) (BB

<1 [Zel].

#(z")| =

Con esto queda probado que fl,z) es B(E', E)-continuo.
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Por el teorema de Hahn-Banach existe un elemento z € E” que coincide con
f sobre @(E'). Para ver que Pz = zj, [k € IN] vamos a comprobar que coinciden
en cada elemento z’ € E’. En efecto,

(Plz,z"YEgnpy = (z,P") @)= (% Fi2)(E,p)
= <kakax,)(E,E') = (xk,x')(E'E:) [k € ]N]

3.2.2 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es semi-reflezivo.
(2) (Py) es y-completa, contractiva y cada Ej es semi-reflexivo.

(3) (Px) es S-completa, contractiva y cada Ey es semi-reflezivo.

DEMOSTRACION:

(1) = (2): La semi-reflexividad es hereditaria para subespacios cerrados. Por
tanto, si £ es semi-reflexivo entonces cada E) es semi-reflexivo.

En segundo lugar, si E es semi-reflexivo, es decir E” = E algebraicamente,
entonces [E', u(E’, E)] es tonelado [61, Ch.5, §23.3.(4)]. Por el Teorema 2.5.6 se
tiene que (P}) es una descomposicién de Toeplitz de [E', B(E', E)), es decir, (Px)
es contractiva.

Por 1ltimo, supongamos que (z;) es una sucesion tal que z; € E; [k € IN] y
la sucesion T'(zi) es acotada. Al ser E semi-reflexivo, usando el Lema 3.2.1, se
tiene que existe z € E tal que Prz = x4 [k € IN]. Por lo tanto T'(zx) = T(FPrz)
converge a £ en E. Con esto queda probado que (Py) es y-completa.

(2) = (3) es trivial.
(3) = (1): Para ver que E es semi-reflexivo sea ” € E”. Como cada E;
es semi-reflexivo se tiene que z; := P['z" € E; [k € IN]. Por otro lado, (P;) es

contractiva, es decir, (Py) es una descomposicién de Toeplitz de [E', B(E’, F)]; en-
tonces la sucesion dual, (P}), es una descomposicién de Toeplitz de [E”, o(E", E')].
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"

Por consiguiente se tiene que T(z;) = T (P//z") es o(E, E')-de Cauchy. Como (F;)
es B-completa, la sucesién T'(z;) converge a un cierto £ € E. Ahora vemos que

T =t OO

(", 2")(gr gy = lim <Ztnkxk,x’> = (z,z') (£ [z € E').
k=1 (E.E")

Con esto queda probado que F es semi-reflexivo. ]

Como dualizacién del resultado anterior podemos obtener condiciones nece-
sarias y suficientes para que un espacio localmente convexo dotado con su topo-
logia de Mackey y que posea una descomposicién de Toeplitz sea tonelado.

3.2.3 Corolario. Sea E un espacio localmente convezo y (P;) una descomposi-
cion de Toeplitz de [E,u(E, E')]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) [E,u(E,E")] es tonelado.

(2) (Px) es una descomposicion de Toeplitz de [E,B(E,E')], (P{) es y-completa
para [E',o(E’', E)] y cada E; es tonelado.

(3) (P:) es una descomposicion de Toeplitz de [E, B(E, E")], (P[) es B-completa
para [E',0(E', E)] y cada Ey es tonelado.
DEMOSTRACION:
Si denotamos por F := [E',c(E', E)] y por (Qk) := (P}) entonces se tienen

las siguientes equivalencias:

(1) [E,u(E, E")] es tonelado si y sdlo si F' es semi-reflexivo.

(i1) (Px) es una descomposicién de Toeplitz de [E, B(E, E’')] si y sblo si (Q) es

contractiva para F'.

(iii) (Py{) es B-completa (respectivamente y-completa) para [E’, o(E’, E)] si y sélo
si (Qk) es B-completa (respectivamente y-completa) para F.

Ahora basta aplicar el teorema anterior al espacio F' con la descomposicién de
Toeplitz (Qk) v tener en cuenta las equivalencias anteriores. =
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Como consecuencia de los dos resultados anteriores y usando que un espacio
localmente convexo E es reflexivo si y sélo si es semi-reflexivo y tonelado. tenemos
los dos siguientes que caracterizan las descomposiciones de Toeplitz de un espacio
localmente convexo reflexivo.

3.2.4 Corolario. Sea (P,) una descomposicién de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo tonelado E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es reflezivo.
(2) (P:) es y-completa, contractiva y cada Ej es reflezivo.

(3) (Py) es B-completa, contractiva y cada Ej es reflezivo.

3.2.5 Corolario. Sea E un espacio localmente convezo y (Py) una descomposi-
cion de Toeplitz de [E, u(E, E')]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es reflezivo.

(2) (P.) y (PL) son ~y-completas y contractivas para las topologias o(E,E") y
o(E', E), respectivamente, y cada Ey es reflezivo.

(3) (Pi) vy (P}) son B-completas y contractivas para las topologias o(E,E') y
o(E', E), respectivamente, y cada Ey es reflezivo.

DEMOSTRACION:

(1) = (2): Como [E,o(E, E')] es semi-reflexivo, por el Teorema 3.2.2, se tiene
que (P;) es v-completa y contractiva para la topologia o(E, E'). Por otro lado,
como [E, u(E, E")] es tonelado, por el Corolario 3.2.3, se tiene que (Fy) es una
descomposicién de Toeplitz de [E, B(E, E')] y (P}) es v-completa para o(E’, E); o
sea, se tiene que (P}) es una descomposicién de Toeplitz v-completa y contractiva

de [E',0(E', E)].

(2) = (3) es trivial y (3) = (1) se prueba analogamente usando las corres-
pondientes implicaciones en los teoremas 3.2.2 y 3.2.3. [ ]
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Para descomposiciones de Schauder, Webb [112] probd un resultado analogo al
Teorema 3.2.2 para una clase méds general que la de los espacios semi-reflexivos: la
formada por los espacios numerablemente semi-reflexivos. Recordemos que un es-
pacio localmente convexo es semi-refiexivo si y sélo si todo acotado es débilmente
relativamente compacto [61, Ch. 5, § 23.3.(1)]. Asi pues, la siguiente definicion
aparece de manera natural. Un espacio localmente convexo E se dice que es
numerablemente semi-reflexivo si todo subconjunto acotado separable de E es
débilmente relativamente compacto o, equivalentemente, si toda sucesion aco-

tada en E es débilmente relativamente compacta o, equivalentemente, si el dual
de F := [E', Bo(E', E)] puede ser identificado con E mediante la dualidad

(:B”, .’I?I>(F/,Er) = <IL’, CEI>(E’E/).

3.2.6 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es numerablemente semi-reflezivo.
(2) (Py) es y-completa, contractiva y cada Ey es numerablemnte semi-reflezivo.

(3) (P:) es B-completa, contractiva y cada Ej; es numerablemente semi-reflezivo.

DEMOSTRACION:

La demostracién del Teorema 3.2.2 es valida en este caso con los cambios
adecuados. No obstante, vamos a dar una prueba distinta para (1) = (2) que es
algo mas sencilla.

(1) = (2): La propiedad de ser numerablemente semi-reflexivo es hereditaria
para subespacios cerrados. Por tanto, si £ es numerablemente semi-reflexivo
entonces cada F; también lo es.

Por otro lado, si E es numerablemente semi-reflexivo entonces [E', fo(E', E)]
es [*°-tonelado con dual E. Por el Teorema 2.5.4 se tiene que (FP;) es una des-
composicién de Toeplitz de [E', B(E', E)], es decir, (Py) es contractiva.

Para ver que (P;) es y-completa supongamos que () es una sucesion tal que
zx € Ej para cada k € IN y la sucesién T'(zx) es acotada en E. Ya hemos visto
que (P;) es contractiva, luego la sucesién (7},2’) converge a =’ para cada =’ € E',
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uniformemente sobre cada subconjunto acotado de E; en particular,

lim ([T(zk))n, Trpz’) = lim <Ztnkxk,T,'n:z:'> = <Etnkzk,:c’> ,
meee T \ k=1 k=1
uniformemente en IN. Por otro lado

n nAm
lim <Ztnkzva;n$,> = T}LH; E tmktnk(xk,PL$l>

nee k=1 k=1

>tk (i, Ppz’) [m € IN].
k=1

Asi pues, tenemos una sucesién doble,

(<[T($k)]n‘ T’/":El>) (n,m)E]NX]N’

para la cual existen los limites unidireccionales

(SCtuod) RN v TtulenRs) e,
k=1

k=1

siendo uniforme en N la convergencia de la primera de estas colecciones de limites.
Aplicando el Teorema 1.5.2 deducimos que la sucesion

([T(zi)lns 2) = <§tnkxk,x'> n=12...

converge para cada z € E’. Esto prueba que T'(zy) es una sucesién o(E, E')-de
Cauchy. Por ser E numerablemente semi-reflexivo dicha sucesién debe tener un
punto de acumulacién débil, llamémosle z, el cual, necesariamente tiene que ser
su limite en la topologia o(E, E'). Como (P;) es una descomposicién de Toeplitz
de [E,o(E, E")] se deduce que T(zx) = T(Pkz) y por lo tanto T(zx) converge a
z en E. |

3.2.7 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Si cada Ej; es semi-reflexivo entonces E es semi-reflezivo st y
solo si es numerablemente semi-reflezivo.
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3.2.8 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz finito-dimensional de
un espacio localmente convezo E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es semi-reflezivo.
(2) E es numerablemente semi-reflezivo.
(3) (Px) es y-completa y contractiva.

(4) (Py) es B-completa y contractiva.

Supongamos que (Py) es una descomposicién de Toeplitz de un espacio lo-
calmente convexo E en subespacios (Ei). Esta descomposicién define el corres-
pondiente subespacio H de [E', B(E', E)] (ver 2.3.6). Como H separa puntos de
E podemos identificar E con un subespacio de H' y seguir denotando por (F)
a su restriccién a H. Entonces (P]) es una descomposicién de Toeplitz de H
en subespacios que se identifican con los (E}). Su descomposicién dual con la
topologia o(H', H), que seguimos denotando por (P;’), rompe H' en subespacios
que se identifican con los (E}). Por lo tanto, si partimos de que cada Ej es semi-
reflexivo entonces los subespacios en que H' se proyecta pueden identificarse con

los (Ek)

En lo que resta de esta seccién estudiaremos, respectivamente, la relacién que
existe entre las condiciones

(P;) es y-completa y (P]) es contractiva para H.
(Py) es contractiva y (P]) es y-completa para [E', B(E', E)).

Esta relacién ha sido ya estudiada para bases de Schauder en espacios de Banach
por James [50] y Singer [103] y para descomposiciones de Schauder de ciertos
espacios localmente convexos por Kalton [55]. Puede compararse la relacion que
existe entre las condiciones “simple” y “contractiva” y se comprende la semejanza
que existe entre el siguiente resultado y el Teorema 3.2.2.

3.2.9 Teorema. Sea (Pi) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convero E. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) ' = E.

(2) (P:) es y-completa y simple y cada Ey es semi-reflezivo.

DEMOSTRACION:

(1) = (2): Supongamos que todo funcional continuo sobre H puede ser re-
presentado mediante un elemento de E. Veamos en primer lugar que cada Ej es
semi-reflexivo. Para ello, fijamos z} un funcional B(Ej}, Ex)-continuo sobre Ej.
Entonces, por el teorema de Hellinger-Toeplitz (1.1.1), se tiene que z} Pi|x es un
funcional continuo sobre H. Por lo tanto existe z € E tal que

(Zt Pl 2oy = (2,2 @m [ € H)

Como P, es una proyeccion se tiene ahora que

(zh.zihErm) = (@iPilm, zi) @ = (2, 2)Em
= (P2, Z}) (BB [z} € E}]-

Esto prueba que z/ esta representado mediante un elemento de Ej, a saber, por
Pz,

En segundo lugar veamos que (P;) es simple, es decir, que para cada ¢’ € £
la sucesién (T'z") es B(E', E)-acotada. Sabemos que (T,z') es o(E’, E)-acotada.
Como (Tz') C H entonces (T,z') es o(H, E)-acotada. Por hipétesis H' = E
v como todas las topologias compatibles definen los mismos acotados se deduce

que (T'z') es acotada en H. Ahora basta usar que H estd dotado de la topologia
inducida por B(E', E).

Por tltimo se tiene que (P;) es y-completa. Para ver esto, sea (zx) con zx € Ex
para cada k € IN y tal que la sucesién T'(zj) es acotada en E. Por el Lema 3.2.1
existe z € E" tal que

(Piz",2") @ ey = (zx, )@y (& € E]
Sea z := z"|g. Como H' = E se tiene que z € £ y deducimos que
(ka7$,)(E,E’) = (x P)::IZ/>(E’EI) = (x", P£$I>(EII7EI)
— (P” II ,>(E",E’) — (xk,x’>(E,E’) [2:, E El]
Por lo tanto T'(zx) = T'(Pkz) converge a z en E.

(2) = (1): Supongamos que (Py) es y-completa, simple y que cada Ej es semi-
reflexivo. Para ver que H' = E basta probar que todo funcional z” continuo sobre
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H puede ser representado mediante un elemento de E. Como Ej es semi-reflexivo
existe z; € E tal que

(z"|er, 2 Er Bl = (Th: Th) (BB 12k € Bil
Por lo tanto

n n n
<Ztnk$k,$,> = Z ink(mk,.’ItI)(E,E/) = Ztnk<$k7PI::$,>(Ek,EL)
k= (E.E')

k=1 k=1

= Z t'n.k ka E”vEL) = <:L'”, T:LII> (H',E") [n € N] [‘T’ € E,]

Como (Py) es simple se tiene que (7,z') es una sucesién acotada en H y, por
continuidad, su imagen por z” es acotada. Asi pues, la sucesién T'(zx) es acotada
en E. Como (Py) es v-completa existe z € F tal que Pz = z; [k € IN] v
T(zy) = T(Psz) converge a z en E. Finalmente, para cada z’ € H se tiene que

(", 2wy = lim(x",T':c')(H:H)
k=1 (E,E’)

y por lo tanto " =z € E. ]

3.2.10 Proposicién. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio

localmente convero E. Si (Pi) es simple entonces las topologias B*(E,E') y
B(H', H) coinciden sobre E.

DEMOSTRACION:

Recordemos que H esta dotado de la topologia inducida por F(E’, E). Asi
pues, todo subconjunto o(H, H')-acotado es S(E’, E)-acotado. Por tanto, es evi-
dente que la topologia §*(E, E’') es més fina que S(H', H)|E.

Reciprocamente, sea D C E' un subconjunto §(E’, E)-acotado. Veamos que
su polar en E es un entorno de cero para la topologia S(H', H)|g. Para ello
consideremos el conjunto

= U T(D
n=1



3.2 REFLEXIVIDAD. 96

Por la Proposicién 2.3.2 se tiene que D es B(E’, E)-acotado y por lo tanto acotado
en H. Bastard probar que

D} cD°
donde los polares estan tomados en E. En efecto,

{x € E :sup{|{z,T.z')| : 2’ € D,n e N} < 1} - {x € E : sup [(z,2')] < 1}.
z'eD

3.2.11 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo sucesionalmente com-
pleto y (P.) una descomposicién de Toeplitz simple de E tal que cada Ej es
semi-reflezivo. Si (P]) es contractiva para H entonces:

(1) (Py) es una descomposicion de Toeplitz de [E,B(E, E')].
(2) H =E.

(3) (Px) es y-completa para la topologia original de E.

DEMOSTRACION:

Veamos (1): Por la Proposicién 3.2.10 se tiene que 8*(E,E') = B(H', H)|g.
Por el teorema de Banach-Mackey [61, Ch. 4, § 20.11.(8)] se tiene que 8*(E, E') =
B(E,E"). De ambas igualdades se deduce que B(H',H)|g = B(E, E'); esto y la
contractividad de (P}) implican (1).

(2): Sea z" € H'. Entonces T(P{'z") es una sucesién (contenida en E) que
converge a z” en la topologia S(H',H). Teniendo en cuenta el razonamiento
anterior se tiene que dicha sucesién es B(E, E')-de Cauchy y, en particular, es de
Cauchy en E. Como E es sucesionalmente completo es convergente a un elemento
de E. Esto prueba que z” estd en E.

(3): Es una consecuencia inmediata de (2) y del Teorema 3.2.9. |

3.2.12 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo casi-tonelado y (P;) una
descomposicion de Toeplitz simple de E tal que cada Ey es semi-reflezivo. Si (Py)
es y-completa para E entonces H' = E y (P}) es contractiva para H.
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DEMOSTRACION:

Por la Proposicién 3.2.10 se tiene que 8*(E, E') = §(H', H)|g. Por el Teorema
3.2.9 se tiene que H' = E. Como E es casi-tonelado, su topologia es B=(E,E").
Por lo tanto (P;) es una descomposicién de Toeplitz de H' con la topologia
B(H', H), es decir, (P]) es contractiva para H. ]

Hay que hacer notar que, aunque H’ sea igual a E, no se puede deducir del
teorema anterior que el espacio E sea reflexivo: basta tomar I* con la descom-
posicién de las coordenadas, la cual es y-completa y verifica H' = ¢5 = It

3.2.13 Teorema. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:

(1) Si E es I®-tonelado entonces (P}) es una descomposicion de Toepliiz -
completa de [E',c(E’, F)).

(2) Si E es I®-casi-tonelado y (Px) es contractiva entonces (FPy) es una descom-
posicion de Toeplitz y-completa para [E', B(E', E)).

DEMOSTRACION:

Veamos (1): Sea (z}) C E' con zj € Ej para cada k € N y tal que la
sucesién T(z}) es o(E', E)-acotada. Veamos que dicha sucesién es convergente
en la topologia o(E’, E). En primer lugar, como E es [*-tonelado, la sucesion
T(z}) es equicontinua. Por lo tanto,

lim (T, [T()]a) = (@, D@} [z € ]
uniformemente en n € IN. Por otro lado, usando la ortogonalidad de las proyec-

ciones se puede comprobar que

nAm

(T, [T(@)]n) = (Tnz, [T(2h)lm) = D tnktmk{ Pz, 7))

k=1

Por lo tanto

lim (Tz, [T(z})]n) = (2, [T(zh)]m) [z € E]

T~—+00

uniformemente en m € IN. Por el Teorema 1.5.2 se tiene que la sucesion

({2, [T(i)n))
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converge para cada z € E. Dicho limite define un elemento z’ € E”. Como

{x €eE: sup‘(x,[T(:r;)]n)‘ < 1} - {x € E:|(z,2")| < 1}

nelN

v la sucesién T(z}) es equicontinua se deduce que z’ € E’. Ahora es facil ver que
T(z}) converge a z’ en la topologia o(E', E) pues z} = Piz’' [k € IN].

(2): Es totalmente andloga a (1). ]

'3.2.14 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz simple de un espacio
localmente convezo E. Si (PL) es v-completa para H entonces (Py) es contractiva.

DEMOSTRACION:

Sea z' € E'. Como (P;) es simple la sucesidn (T,z') es f(E’, E)-acotada. En
particular, es acotada en H. Como (P]) es y-completa para H, la sucesién (T,z’)
converge en la topologia 3(E', E) a un elemento de H, el cual no puede ser otro
que z’. Esto prueba que H = E', es decir, (P;) es contractiva. |

3.3 Tonelacidn.

Como dualizacién del Teorema 3.2.2 se obtuvo en la seccién anterior una carac-
terizacién de la tonelacidn, el Corolario 3.2.3, en espacios localmente convexos,
dotados con su topologia de Mackey y que posean una descomposicién de Toe-
plitz. Escribiremos de nuevo este resultado en términos de EP y E7, teniendo en
cuenta las observaciones (3) y (4) efectuadas en el parrafo 2.4.2.

3.3.1 Teorema. Sea E un espacio localmente convezo y (Pr) una descomposi-
cion de Toeplitz de [E,u(E, E")]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) [E.u(E,E")] es tonelado.

(2) E' = EP, (P;) es una descomposicién de Toeplitz de [E,B(E,E")] y cada Ej
es tonelado.
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(3) E' = E7, (P,) es una descomposicion de Toeplitz de (E,B(E.E"] y cada E;

es tonelado.

La hipétesis de igualdad entre el dual y el §-dual de un espacio localmen-
te convexo con descomposicién de Toeplitz ha aparecido de manera natural en
el resultado anterior al intentar caracterizar la tonelacion del espacio dotado de
su topologia de Mackey. Lo que ocurre es que esta condicién es, de hecho, una
propiedad de tonelacién débil tal y como se muestra en [100, Proposition 3] para
la f-dualidad cldsica en espacios de sucesiones:

Sean X y n dos espacios de sucesiones conteniendo a ¢ tales que A C n°. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X =17".

oo

(2) Todo subconjunto D C X tal que para cada z = (zx) € 7, la serie > Tryk
k=1

converge uniformemente en y = (yx) € D, es o(A,n)-relativamente com-

pacto.

(3) Todo tonel V C n que absorba la sucesion de las secciones (z") de z para
cada T € 1, es un entorno del origen para la topologia de Mackey u(n, ).

En nuestro caso, con algunas restricciones, puede ser formulado un resultado que
recoge esta relacién. Para ello necesitamos establecer previamente condiciones
que garanticen la compacidad de ciertos subconjuntos en espacios dotados de
una descomposicién de Toeplitz; este resultado extiende lo que se conoce como el
criterio de compacidad de Mazur para espacios con base.

3.3.2 Teorema. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convero E. Sea D un subconjunto de E y supongamos que nln{)lo T.c=z

uniformemente en D. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:

(1) Si Pi(D) es precompacto para cada k € IN, entonces D es precompacto.

(2) Si (Py) es completa y Py(D) es relativamente compacto para cada k € NN,
entonces D es relativamente compacto.
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DEMOSTRACION:

Para ver (1), sea (2:)ier una red en D. Sea E el espacio completado de E.
Para cada k € IN denotamos por Dy = Fi(D) y por D; a la clausura de Dy
en E. Como Dj es precompacto en E se tiene que D). es compacto en E {52,
Ch. L § 3.5.1 Theorem]. Por consiguiente el espacio

Z = Hﬁk
k=1

es compacto para la topologia producto (de la convergencia coordenada a coor-
denada) sin més que aplicar el teorema de Tychonoff [61, Ch. I, § 3.3.(1)]. Como

«sz")k)ie.r es una red en Z, existe una subred <(szj)k)jeJ
cierto elemento (z;) € Z en la topologia producto. En consecuencia

convergente a un

%ier‘r}szj =T [k € IN]

y por lo tanto
n
%ien}Tan = Ztnkxk = [T(:Ck)]n [n € ]N]
k=1
Por otro lado, dado que (z;);es es una red en D, se tiene, por hipétesis, que

lim T.nz]‘:Zj {] EJ],

n—00

uniformemente en J. Tenemos, por tanto, una red doble

(Tnzj)(n,j)GNxJ
para la cual existen los limites unidireccionales

lim T,z; = z; jed ¥ ]._ig]lTan = [T(zk)]n [n € IN],
N0 7

siendo la convergencia de la primera de estas colecciones de limites uniforme en
J. Usando el Lema 1.5.1 se deduce que (z;);es es una red de Cauchy en E, con
lo cual queda probado que D es precompacto.

Para probar (2), procedemos de forma analoga a (1) tomando una red (z;)ier
en D. Como D, es relativamente compacto, su clausura en E coincide con su
clausura en F y es compacta, para cada k € IN. Haciendo el mismo razonamiento
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anterior se llega a que existe una sucesién (z;) € Z y una subred (z;);es tales
que

BmT,z; = [T{zk))n meIN] v lim T,z = z; [ € J].

JEJ =00
uniformemente en J. De nuevo, por el Lema 1.5.1 se tiene que la red (z;);es v la
sucesién T(zx) son de Cauchy en E. Como zx € Ey para cada k € IN, por ser E;

cerrado, y (Fy) es completa se deduce que la sucesién T(zj) es convergente a un
cierto z € E.

Ahora observamos que las redes (7,,2;)(n,j)enxJs (25)jes ¥ T(zx) son conver-
gentes en E , por ser de Cauchy en E. Usando. el Teorema 1.5.2 vemos que las tres
convergen al mismo limite. Como ya hemos probado que una de ellas converge
en F, deducimos finalmente que (z;)jes converge en E. Con esto queda probado
que D es relativamente compacto. n

3.3.3 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Supongamos que cada E; es tonelado y que las coordenadas
forman una base de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cy. En-
tonces las sigutentes condiciones son equivalentes:

(1) E' = E*.

(2) Todo subconjunto o(E’, E)-acotddo D C E' tal que lim T.z' =z’ en la topo-
logia o(E', E), uniformemente en D, es o(E', E)-relativamente compacto.

(3) Todo tonel V C E tal que 711Lr£10 T,z =z en By para todo z € F, es un entorno
del origen para la topologia u(E, E').

DEMOSTRACION:

(1) = (2): En primer lugar, tenemos que la igualdad E' = E® equivale, por
la Observacion 2.4.2(3), a decir que la descomposicién (P;) es B-completa para la
topologia o(E’, E). Por tratarse de la topologia débil eso equivale a decir que (Py)
es completa para dicha topologia. Por otro lado, si D C E’ es o(E’, E)-acotado
entonces la tonelacién de cada Ej, la continuidad de (P;) y el hecho de que
o(E}, Ex) = o(E', E)|g, implican que P{(D) es o(E', E)-relativamente compacto
[k € IN]. Finalmente, para obtener esta implicacién, basta usar la segunda parte
del teorema anterior.
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(2) = (1) Veamos que (P}) es S-completa para la topologia o(E’, E). Para
ello, supongamos que (z},) C E’' verifica z} € E} [k € IN] y que la sucesién T'(z})
es o(E’, F)-de Cauchy.

Usando un razonamiento analogo al de la prueba del Lema 3.1.6 definimos,
para cadaz € £
AI . Eﬁ — CT

(zh) — ((z.2) -

Entonces A, estd bien definido, es lineal y verifica, ademds, las siguientes propie-

dades:
3g§|§k:tpk<m,x;>) = IT({z, 2o = [1Aa(zi)llr

A (takzi)k = Tl (2}) [n e IN].
P
Ahora, si denotamos por z,, := > 1ok} el elemento p-ésimo de la sucesién T(z}),

) k=1
entonces se tiene que

(0,5 Thzp) = Ytpula, 2 — tazh)  [n,p € I,
k

con lo cual
sup (2,4~ Tiap)| = sup| S tonle,of — sl
pEN reEN
= HT((w T}, = takZh))lloo
= ||Az(z} = tukzi)kllT

(z} ~
|A(z}) — Ar(tarzy)ellT
1AL (z}) — mls(z)llr =50,

ya que, por hipétesis, las coordenadas forman una base de Toeplitz de cy. Esto
prueba que lim Tz, = z, en la topologia o(E’, E), uniformemente en p € IN.

Usando (2) se deduce que la sucesién (z,) = T'(z}) es o(E', E)-relativamente

compacta y por lo tanto puede extraerse una subsucesion
Mp
!
(3 tmakat) .
k=1

que converge a un cierto 2’ € E’ en la topologia ¢(E’, E). Ahbora, usando la
ortogonalidad de las proyecciones (P}) y el caracter Sp; de la matriz T se ve que

Plz' = lim P} (Ztmnkzk) = lim tmj2j =2} [j€N]

Ne=t0O
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y por lo tanto T(z}) converge a z’ en la topologia ¢(E', E).

Con esto queda probado que las condiciones (1) y (2) son equivalentes. Por
otro lado, es facil ver que las condiciciones (2) y (3) son duales. Mostramos, por
ejemplo, la implicacidn en un sentido. La implicacidn en sentido contrario seria
analoga y la omitimos

(2) = (3): Sea V un tonel en E tal que lim T,z = z en By paratodoz € E.
Por lo tanto, dados ¢ > 0 y z € E, existe ng = no(e, z) € IN tal que

z—Tez€ecV  [n2ng).
En consecuencia, se tendra que, fijado z € E
(2,2' = Tia')| = |(z - Tuz,2’)| ¢ [6>0] [pn2mo(e)] [a' € V),

Ahora, por ser V un tonel se tiene que V° es o(E’, F)-acotado v, usando la
desigualdad anterior, que lim T2’ = z' en la topologia o(E’, E), uniformemente
en V°. Usando (2) y que V° es o( E’, E)-cerrado deducimos que V° es o(E’, E)-
compacto. Por lo tanto V°° = V es un entorno del origen para la topologia

/‘(E’El)' |

Hasta ahora el marco adoptado para probar resultados de tonelacién sobre
espacios con descomposicién de Toeplitz ha sido el de exigir fuertes condiciones
a la descomposiciéon para deducir la tonelacién del espacio total a partir de la
tonelacion de los subespacios en los cuales se proyecta. Una alternativa a este
estudio es restringir la clase de los espacios a considerar y obtener resultados de
tonelacion modificando las propiedades que se exigen a la descomposicién. En la
clase de los espacios normados, la condicién de que (P;) sea una descomposicién
de Toeplitz de [F, B(E, E')] en el Teorema 3.3.1 o, equivalentemente, que (Py) sea
contractiva para la topologia o(E’, E), puede ser sustituida por la de que (FPy)
sea contractiva en las implicaciones (2) = (1) y (3) = (1). Bajo esta condicidn,
Noll y Stadler [80] probaron que un espacio normado con una descomposicién de
Schauder contractiva (P;) es tonelado si y sélo si su S-dual coincide con su dual
vy cada Ej es tonelado. A continuacién extendemos el resultado de Noll y Stadler
al caso de una descomposicién de Toeplitz. Antes necesitamos el siguiente lema
de caracter técnico.

3.3.4 Lema. Sea I un conjunto de indices y para cada z € I supongamos que
T . - .z s
(a,;) es una matriz de escalares. Sean (j,) una sucesion de nimeros naturales
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tal que lim j, = 0o y (a;) una sucesion de escalares no negativos cuya serie
—00

converge. St ademds se verifican las condiciones:
(1) para cada j € IN, nlir&(a[,f})n = 0 uniformemente en I,

@) |afl] <a;  li=1,..0000] [2€T];

in
(Z aL’?) (34)
7=1 n€lN )

entonces las sucesiones

convergen uniformemente en I.

DEMOSTRACION:

Bastaré probar que cada una de las sucesiones que aparece en la expresién
(3.4) es de Cauchy, uniformemente en /. Fijado € > 0 existe jo € IN tal que

Sea no € IN tal que j, > jo para todo n > no. Usando la condicién (2) del
enunciado y la desigualdad anterior se tiene que
In In
€
Z - [TL > Tlo].

Z a[x]

J=jo+1 J

Por otro lado, usando la condicién (1) del enunciado se deduce que existe ny > ng

tal que
Jo
i < &

i=1

[n>mny) [z€ll]

Finalmente, usando las dos desigualdades anteriores concluimos que si np,n3 > n;
entonces

g

2; n2j ZaEZ]j < Z an‘*'Z + Z
J=

< Z+Z+Z+Z=6 [IEI].

ﬂs] "2.7 77-3.7

J=Jjo+
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3.3.5 Teorema. Sea (P,) una descomposicion de Toeplitz contractiva de un es-
pacio normado E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es tonelado.
(2) E' = E7 y cada E) es tonelado.

(3) E' = E® y cada E;, es tonelado.

DEMOSTRACION:
(1) = (2) estd ya probado en 3.3.1 y (2) = (3) es trivial.

Sélo tendremos que probar que (3) = (1). Por reduccidn al absurdo, suponga-
mos que existe un subconjunto o( E’, E)-acotado D C E’, el cual no es acotado en
la topologia de la norma dual de E’. Por lo tanto, existe una sucesién (vn) C D
tal que ||vm|| > m2™ para cada m € IN. Entonces (yn) := (m™"v,,) es tal que

Hym|| = 27 [meEN] e ym — 0 enlatopologia o(E', E).

Vamos a construir dos sucesiones de enteros, mog < m; < ---yny < ng < -+,
verificando las desigualdades

Hym - Trlzym”

< 2_j [m = 1,2, . ,'mj_l] [Tl > nj] [] € IN] (35)
Tyl < 277 [n=1,2,...,n5] [m>my

[7 € IN]. (3.6)

Para ello, procederemos por induccién en el indice j. Si tomamos, por ejemplo,
mo = 0 y n; = 1 entonces la desigualdad (3.5) se tiene de forma vacia. Como
la sucesién (vy,) es o(E’, E)-acotada se tiene que (T{vm)m es o(T{(E'), T1(E))-
acotada. Como cada Ej es tonelado se tiene, por la Proposicién 2.1.5, que cada
T.(FE)-es tonelado. Deducimos entonces que la sucesion (T]vm)m esta acotada en
norma. En consecuencia

/ 1 m=—00
I T3ymll = 1| Tom]| =5 0.

Esto hace posible elegir m; € IN de tal manera que la desigualdad (3.6) se tiene
paran = ny =1y m > m;. Ahora, supongamos construidos m; < my < ... < m;
y n1 < ny < ... < n; verificando las desigualdades (3.5) y (3.6). Como (FPx) es
contractiva se tiene, en particular, que

Aim ym — Toym|l =0 [m=1,2,...,m;].
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Esto permite elegir n;;; > n; de tal manera que la desigualdad (3.5) se tiene
para m = 1,2,...,m; y n > n;3;. Empleando el mismo razonamiento que
hicimos anteriormente para construir m;, obtenemos que cada sucesion (T v )m
estd acotada en norma. En consecuencia

I3 ]' ! m—0co
HTnymH:'T‘n'”Tnva — 0 [n=1,2,...,nj+1].

Esto hace posible elegir m,+; > m; de tal manera que la desigualdad (3.6) se
tiene para n = 1,2,...,n,41 ¥ M = mMj41.

Si denotamos por a;j := ||ym,||™" entonces 0 < a; < 27™ [j € IN]. Por otro
lado, fijado n € IN, existe jo € IN tal que n < nj,. Ahora, por la desigualdad
(3.6), es claro que

> || Toym, |l < 27 37 27™ < o005
J2Jo 3270
con lo cual cada serie -
> Tym, [n€N] (3.7)
J=1
es de Cauchy para la norma inducida en 7, (E’). Como E' es completo y T, (E’)
es un subespacio cerrado de E’ se tiene que cada serie en (3.7) converge en la
norma dual a un cierto z, € T/(E’). Sea (z}) := T~*(z,), donde T~ es la matriz
inversa de T. Vamos a probar que (z}) € EP. Para ello veamos, en primer lugar,
que z} € E} [k € IN] o, equivalentemente, que P/z} = 0 [s # k]. En efecto,

Plz| = Zt;,}P'zn Ztkl ZaJP T, Ym,-

j=1

Como T es triangular, la suma en n es finita y usando que P!T, = t,,P! resulta
que

Pz, = Zaj (Z t,;ltns)P’me =0 [s#k]

En segundo lugar, veamos que T(z}) = (z,) es o(E’, E)-de Cauchy, es decir,
la sucesién ((z,z2,)) converge para cada z € E (podemos suponer sin pérdida
de generalidad que ||z|| < 1). Fijado n € IN existe j = j(n) € IN tal que
n; < n < njy. Ahora se descompone cada (z,z,) de la forma

(z,2n) = Zaj<$7T7/1ymj>
J=1
3(n)=1 o0
= E a.’i(maT;ym]) + aj(n)(zaTrlzymj(n)) + Z aj(.'IJ,T,’lme.). (38)

j=1 i=i{n)+1
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Bastara probar que cada uno de los tres sumandos de la igualdad (3.8) converge
cuando n — co.

El primer sumando en la igualdad (3.8) se descompone en otros dos

j(n)-1 iHn)—1 j{n)-1
Z aj<$-,T7;,ym,‘> = E aj<z)ym,’>+ Z aj<x’Tnymj—ymj>' (39)

7=1 j=1 7=1

A su vez, el primer sumando converge porque (ym,) es o(E’, E)-acotada y 0 <
a; < 27™ para cada 7 € IN. El segundo sumando en la igualdad (3.9) también
converge ya que, usando la desigualdad (3.5), se tiene que

< 277|z|| - (1 Toym, = Yom,

< 27~ izl [F=1,....75(n) 1]

'C!j(lv, T7lzymj - ym,')

y podemos usar el Lema 3.3.4 tomando

I = {xEE:HzIISl},
aEf;} = aj(xv Trlz.ym,' - ym,‘> :
a; = 27 y
Jn = ](n) - L

Para ver que el segundo sumando de la igualdad (3.8) converge escribimos

|aj(n)($,Tf'1ym,-(n)) = 'ai(n)<Tn$’ym;‘<n)>

< |(Taz = 2, @jm¥myom)| + (2 iimp¥msny )| (3:10)

A su vez, el primer sumando converge a cero porque llaj(n)ym,.(n) || = 1y lasucesién
(Tnz) converge a z en E. El segundo sumando en la desigualdad (3.10) también
converge a cero porque la sucesidén (aj(n)ymj(n))n converge a cero en la topologia

o(E', E).

Sélo resta ver la convergencia del tercer sumando en la igualdad (3.8). Usando
la desigualdad (3.6) se deduce que

> (@ Tym,)| <Y |as(es Toym,)
j=3(n)+1 7=3(n)+1

< > 2meTg]| < 27 0jef| =R 0.

j=i(n)+1
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Esto prueba que dicho sumando también converge a cero.

Ahora tenemos una sucesion (z}), tal que z;, € E| para cada k € IN y la
sucesion T'(z}) es o(E’, F)-de Cauchy; es decir, (z}) es un elemento de E?. Por
hipétesis, ha de existir 2’ € E’ tal que =, = Piz' para cada k¥ € IN. Por ser (FPy)
contractiva se tiene que (z,) = T(z}) = T(P/z’) converge en la norma dual a z'.
En particular, se tiene que '

nan.}o@ z”) = (:I:, xl)a
uniformemente en la esfera unidad de E. Sin embargo, tomando n = n; tenemos
que j(n;) = j y, de manera analoga a como se procedié en la igualdad (3.8),
podemos descomponer (z, z,) de la forma

71-1 0
(:L‘, znj> = Z a;(:c, Ty’;jym;) + Z ai<$a Tyl,,jym.'>
1=1 t=j
j=1 7-1 [~
= Z ai(m’ y'mi> + Z CY,'(.’E, T’Ill.jymi - ymi) + Zai(m7T7/zjym.'>'
i=1 i=1 i=j

De los tres iltimos sumandos en la igualdad anterior, el segundo es convergente
cuando j — oo por la desigualdad (3.5) y el Lema 3.3.4; el tercero es convergente
a cero cuando j — oc por la desigualdad (3.6) v ambos uniformemente en la
esfera unidad de E. De todo esto se deduce que el sumando restante

(JZ-:(% AiYm, >)
=1 JEN

converge cuando j — oo, uniformemente para ||z|| = 1. Esto se contradice con
el hecho de que

lesym |l =1 [t € N].

Por lo tanto, en contra de lo que se suponia en un principio, todo subconjunto
o(E', E)-acotado es acotado en la norma dual de E’, es decir, F es tonelado. m

3.3.6 Observaciones.

(1) En las hipétesis del teorema anterior basta suponer que (P;) es una descompo-
sicion de Toeplitz de [E,o(E, E’)] ya que todo espacio normado es casi-tonelado
y toda descomposicién de Toeplitz contractiva es simple. Una descomposicién de
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Toeplitz débil y simple de un espacio casi-tonelado siempre es, por el Corolario
2.5.3. una descomposicién de Toeplitz de dicho espacio con su topologia original.

(2) Noll y Stadler [80] afirman que el resultado anterior (para descomposiciones de
Schauder) no es cierto, en general, si la hipétesis de contractividad es suprimida
sin mas. Para demostrarlo proponen el siguiente contraejemplo: el espacio I* (con
la. descomposicion de las coordenadas) es separable y no tiene la propiedad de
Wilansky. Recordamos que un FK-espacio F tiene la propiedad de Wilansky si
cualquier subespacio E C F, con Ef = F?, es tonelado. En el caso en que F
sea separable basta comprobar esta propiedad con los subespacios densos. Por
lo tanto, existe un subespacio denso E C I}, tal que su 3-dual es I* pero E no
es tonelado. Otros espacios sin la propiedad de Wilansky son (dotados de su
topologia habitual) w, bv (de la sucesiones de variacién acotada), I, etc. (ver

[2]).

(3) El resultado anterior o, mas concretamente, la implicacién (2) = (1) tampoco
puede ser cierta, en general, sin la hipdtesis de normabilidad. La razén es que las
condiciones que se exigen a la descomposicién sélo dependen del par dual. Por
tanto, bastara tomar un espacio de Banach con descomposicion finito-dimensional
contractiva y dotarlo de la topologia débil. Por ejemplo, E := [co, o(cg, )] con
la descomposicidn de las coordenadas verifica todas las hipdtesis del teorema an-
terior, excepto la de ser normado y, evidentemente, no es tonelado. Otro ejemplo
podria ser E := [¢,0(p,w)]. Adn maés, la condicién de normabilidad no puede
ser sustituida por la de metrizabilidad. Para obtener un contraejemplo, tengamos
en cuenta que w posee base de Schauder contractiva (la de las coordenadas), es
separable y no tiene la propiedad de Wilansky. Por lo tanto existe un subespacio
denso E C w tal que EP = E' = ¢ y E no es tonelado en w; de hecho se puede
tomar (ver [2])

E :={z € w: supnl|ro, — xgn;ll < o0}.
n

No obstante, existen clases de espacios de sucesiones no normados para los cuales
la igualdad entre el $-dual y el dual es condicién suficiente para la tonelacidn.
Por ejemplo, un resultado en esta linea es el siguiente:

Proposicién. [101, Prop. 2]. Si ¢ C F C w es invariante bajo multiplicacion
(coordenada a coordenada) por sucesiones decrecientes positivas entonces FP = ¢
st y solo si F' es tonelado con la topologia relativa de w.

(ver también el teorema citado en la Observacién (7) siguiente).
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(4) Para intentar generalizar el Teorema 3.3.5 a una clase mas amplia de espacios
una opcién podria ser sustituir la hipdtesis de normado por otra mas débil, como
por ejemplo la de ser un espacio (DF') casi-tonelado. Para un espacio (DF)
casi-tonelado E, su dual fuerte F es un espacio de Fréchet, y podria intentarse
la misma construccién sustituyendo la norma dual por una familia creciente de
seminormas que definan la topologia de F'. Sin embargo, la construccidn efectuada
en la demostracién del Teorema 3.3.5 no es posible porque, en general, en un
espacio de Fréchet no normado no es cierto el siguiente hecho en el cual se basa
dicha demostracidn:

(*) Si (z,) es una sucesidn no acotada, entonces eziste una subsucesion (z,,)
no acotada y (a;) una sucesion de escalares convergente a cero tal que (o;z,;) es
acotada pero separada del origen.

De hecho, la propiedad anterior caracteriza la condicién de ser normable en los
espacios de Fréchet. Esto es bien conocido pero, segin comunicacién personal de
J. C. Diaz Alcaide, no sabemos de ninguna referencia que contenga este resultado.
Para mostrarlo, sea F' un espacio de Fréchet no normable. Vamos a ver que existe
una sucesion de seminormas (|| - ||x) definiendo la topologia de F' y una sucesién
(z,) C F no acotada tales que

oo lzall
n=0 ||z, ||k

=0 [k € N]. (3.11)

Esto probaria que la propiedad (*) no puede ser cierta para la sucesién (z,). En
efecto, si (z5;) es una subsucesién y (;) es una sucesidn cualquiera de escalares
tales que (@;z,,) es acotada entonces, para cada k € IN, existe My > 0 verificando

Ty ||k Znllk 3
o e = [y s Tzl < g Emlle iy gy
Hxnj||k+1 I|$nj||k+1
es decir, la sucesién (q;zn,;) no puede separarse del origen.

Para ver que en todo espacio de Fréchet no normable F existe una sucesién
de seminormas definiendo su topologia y una sucesién no acotada verificando la
condicion (3.11) distinguimos varios casos. En primer lugar, si F = w denotamos
a sus elementos de la forma z := ([z];) y tomamos la sucesién (z,) C w dada por

[2.); =" [n,j €N

Como la topologia de w (de la convergencia coordenada a coordenada) viene dada
por la sucesién de seminormas

l|lz||x :=max{‘[m]j‘:j=1,2,...,k} ‘[kE]N].
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es inmediato que ||z,||x = &™ [n,k € IN]; por lo tanto (z,) no estd acotada en w

y, ademas
() e
leallesr )/, \(E+1)*/,

es una sucesién nula para todo k¥ € IN. En segundo lugar, si F' es un espacio de
Fréchet isomorfo a un producto cartesiano de la forma G X w con G un espacio de
Banach, entonces la misma construccién que hemos hecho en w es vilida en este
caso sin mas que adadir ceros en el primer complemento. Por ultimo, si no estamos
en el caso anterior; es decir, F no es isomorfo a ningin producto cartesiano de un
espacio de Banach por w entonces usando directamente los resultados de Bessaga,
Pelczynski y Rolewicz [3, Theorem 1 y Lemma 2] aseguramos la existencia de una
sucesién de seminormas (|| - ||z) definiendo la topologia de F' tal que para cada
e > 0, existe z € F verificando

IEIE:

llz|l: > 1;
||$“k+1

<e [k € IN].
De esta forma siempre podemos seleccionar una sucesion (z,) C F verificando

lzalls > 1:  Jim 2ol
A1 T e

=0 [keN]

Si (z,) fuese acotada podemos tomar (nz,) de manera que la condicién (3.11)
sigue verificandose y ahora la sucesidon es no acotada porque

|Inzalli > n [n € IN].

(5) Desconocemos si el Teorema 3.3.5 es cierto si se sustituye la hipStesis de
normable por (DF) casi-tonelado.

(6) Ruckle [96] da condiciones de tonelacién en un espacio de sucesiones A tal que
@ es denso en A y en [)\’ , BN, cp)] (hipétesis que, mds o menos, se corresponderia

con la de contractividad en el Teorema 3.3.5); su conclusién es que A es tonelado
si y sblo esta dotado de la topologia fuerte B(A, ¢).

Dejamos para posteriores investigaciones el estudio de la relacidn entre la
tonelacién de un espacio localmente convexo E con una descomposicién de Toe-
plitz y el hecho de que E esté dotado de la topologia 5(E, c,o(E")).
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(7) Una descomposicién de Schauder (P;) de un espacio localmente convexo E
se dice que es mondtona si para todo ¢ € E 'y D C IN existe zp € E tal que
Pizp = xp(k)Pz para todo k € IN; donde xp denota la funcién caracteristica
del conjunto D, que toma el valor 1 en D y el valor 0 en IN\ D. En el caso de
una descomposicién de Schauder mondtona, las hipétesis del teorema anterior si
pueden ser considerablemente debilitadas como puede apreciarse en el siguiente

resultado que por simplicidad hemos extraido como un caso particular de [26.
§ 2. Corollary 3].

Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Schauder monotona de un espacio
localmente convezo casi-tonelado E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es tonelado.
(2) E' = E" y cada Ey es tonelado.

(3) E' = E* y cada E; es tonelado.

En espacios de sucesiones con convergencia seccional generalizada de tipo
Toeplitz ha sido definida también una propiedad andloga a la de Wilansky [79]:

Un F K-espacio ) tiene la T-propiedad de Wilansky si cualquier subespacio p C A,
con p? = AP, es tonelado. Aqui T es un triangulo Sp; y

A‘;::{yEw:xyEcT [:cE/\]}.

Si E es un espacio localmente convexo con una descomposicién de Toeplitz
(Px) y F es un subespacio de E conteniendo a ¢(E), entonces F' es denso en E;
con lo cual podemos identificar F' con E’ y escribir

Ff = {(:zjc) e II{E.} : T(z}) es o(E', F)-de Cauchy}.

Como aplicacién del Teorema 3.3.5 obtenemos una condicidn suficiente para que
un BK-espacio de sucesiones posea la T-propiedad de Wilansky. En general,
también se pueden obtener condiciones de tonelacion para subespacios de un es-
pacio localmente convexo E con descomposicion de Toeplitz (cuando contienen a
¢(E)), sin mds que comparar los 3-duales.
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3.3.7T Teorema. Sea A un BK -espacio de sucesiones con la propiedad T-AK y
supongamos que X' tambien posee la propiedad T-AK con la topologia B(N'.)).
Entonces todo subespacio u C ) tal que i = AP, es tonelado; es decir, ) tiene la
T-propiedad de Wilansky.

DEMOSTRACION:

Si ¢ C p entonces p es denso en A y el espacio [/\’, 5(/\’,)\)] se 1dentifica con

Lu',ﬁ(u’,p)]. Por lo tanto g’ = M = M = pP. La tonelacidn de y se deduce va
el Teorema 3.3.5.

Si p no contiene a ¢, consideramos p; = lin{y, ¢} y se tiene que y* = y?. En
efecto, si tomamos y € u? entonces

y(@+zo) =yzt+yso€cr+te=cr [z€p] [z0€ ]

luego p? = uP (la otra inclusidn es obvia). Ahora estamos en el caso anterior y
por lo tanto y; es tonelado. Finalmente, usando [84, Theorem 4.3.6], deducimos
que p es tonelado porque tiene codimensiéon numerable en y;. n

3.3.8 Teorema. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz contractiva de un es-
pacio de Banach E. Entonces todo subespacio F tal que ¢(E) C F C E y
FP = EP es tonelado.

DEMOSTRACION:

Si F es un subespacio de E tal que ¢(E) C F entonces F es denso en E v
FP = EP = E' = F'. Como la restriccién de (P;) a F sigue siendo contractiva,
la tonelacién de F' se obtiene sin mas que aplicar el Teorema 3.3.5. |

Otra muestra de cdmo pueden obtenerse condiciones de tonelacién en cier-
tas clases de espacios con descomposicién es el siguiente resultado de Mifiarro.
Otros resultados relacionados han sido obtenidos por Bonet, Diaz y Taskinen [11,
Proposition 5] motivados por el problema de la estabilidad de ciertas propiedades
vectoriales topoldgicas en la formacién de productos tensoriales.

Teorema. [74, Cap. I, § 2. Teorema 2.1]. Sea E un espacio localmente convezo
(DF) con una descomposicion de Schauder equicontinua (P;). Si cada Ei es
casi-tonelado entonces E es casi-tonelado.
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Desconocemos si este resultado es cierto para descomposiciones de Toeplitz ar-
bitrarias aunque como va hemos hecho en anteriores ocasiones, hemos conseguido
extenderlo para todos los triangulos regulares A, tales que las coordenadas for-
man una base de Toeplitz de cr con respecto a la matriz A, donde T = AX.
Antes necesitaremos algunos resultados previos.

Recordamos el concepto de espacio (DF'), introducido por Grothendieck [43]
para estudiar las propiedades del dual fuerte de un espacio localmente convexo
metrizable.

Se dice que un espacio localmente convexo E es un espacio (DF) [84, Defini-
tion 8.3.1] si se verifican las condiciones

(1) posee una sucesién fundamental de acotados, es decir, posee una sucesion
de acotados tal que cualquier otro acotado de F estd contenido en alguno de la
sucesion y

(2) cualquier tonel bornivoro que pueda expresarse como una interseccién nume-
rable de entornos de cero absolutamente convexos y cerrados en E es también un
entorno de cero en E; es decir, es Ro-casi-tonelado.

3.3.9 Proposicién. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz equicontinua de
un espacio localmente convezo E y supongamos que las coordenadas forman una
base de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cr. Entonces exriste una
familia de seminormas Q que define la topologia de E y una constante M > 0
tales que

¢(Tpz) <Mg(z) [eN] [zeE] [ged]

DEMOSTRACION:

El Teorema 1.4.10 asegura que las coordenadas forman una base de Toeplitz
de cr si y sblo si la sucesion de operadores (7,,) es equicontinua sobre cr. Asi
pues, sea M > 0 tal que

lmmallr < Mllallr  [n€N] [a € er).

Sea P = {p; : 1 € I} una familia de seminormas que defina la topologia de E.
Para cada ¢ € I definimos una nueva seminorma sobre F de la forma

gi(z) := sup pi(Thz).
nelN
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Sea Q :={g; : 1 € I}. Vamos a probar que
¢:(Taz) < Mg(e) [neN] [z€E] [ell
Fijado i € I existe un subconjunto equicontinuo D; C E' tal que

pi(z) = sup |(z,2")| [z € E]
z'eD;

Usando la igualdad (2.16) (véase 2.4.3) tenemos que

gi(z) = sup{l(Tn:c,x’H ' € D;, n€ IN} = sup |Agzllr [z €E] [1e€l
z'eD;

y esto junto con la igualdad (2.17) nos permite deducir que

¢i(T,z) = sup HArl(Tn:c)HT = sup “Tn(Azf:z)H

r’eD; 'eD; T
< M sup “AMHT = Mgq;(z) z€ E] [neN] [zel].
z'eD;

Veamos ahora que Q es un sistema de seminormas equivalente a P. Para
ello, supongamos en primer lugar que p; € P. Si ¢;(z) < 1 entonces p;(T,z) <1
[n € IN]. Por otro lado, como (T,z) converge a z en E y P define la topologia de
E se tiene, tomando limite en n, que p;(z) < 1. Por lo tanto

pi(z) < gi(z) [z € E]
Esto prueba que la topologia que define Q es mas fina que la que define P.

Reciprocamente, por la equicontinuidad de la descomposicién, dado 2 € I
existe j € I tal que

pi(Thz) < pi(z) [z € E] [neNN].

Por lo tanto,
gi(z) = sgngpf(an) <pi(z) [z€E]

Esto prueba que la topologia definida por P es mas fina que la que define Q.

3.3.10 Lema. Sea (Py) una descomposicion de Toeplitz de un espacio localmente

convezo E yn € IN. Entonces, para cada acotado Dy C T,(E) eriste un acotado
Dy C E tal que Dy = T,.(D2).
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DEMOSTRACION:

Ya vimos en la Proposicion 2.1.5 que Th(E) = F1 @ Fr2 @ - -+ @ Frn, donde

F, = Ek sl tnk # 0
"7 {0} sita=0.

Asi pues, cada z € T,(E) es delaforma z = Y _ z4, donde cada z;, es precisamente

k=1
Prz. Si definimos
_ 1/tnk si tnk # 0
@k =10 sity =0,

entonces QnitnrFPrz = Prz para todos k=1,...,nyz € T,(E).

Sea Dy C T,(E) acotado y consideremos el conjunto
D, = {Z anpPrz € Dl}.
k=1

Evidentemente, D, es acotado y sélo nos queda comprobar que D; = T, (D,).
Para ello, fijado z € D, se tiene que

T = Z Pz =v Z itk Pz = Tn(Z ankPk:z:) € T.(D,).
k=1 k=1 k=1

Reciprocamente, siy € T,,(D,) entonces existez € D, tal quey =T, (Z ankka).
=1
Por tanto

y= Tn(z Otnkka) =Y antk Bz =Y Pz =z € D.

k=1 k=1 k=1

3.3.11 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz simple de un espa-
cio (DF) E y supongamos que las coordenadas forman una base de Toeplitz del

correspondiente espacio de sucesiones cr. Si cada Ei es casi-tonelado entonces
E es casi-tonelado.
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DEMOSTRACION:

En primer lugar, por el Teorema 2.3.4 se tiene que (Pi) es equicontinua porque
todo espacio (DF') es, en particular, Ro-casi-tonelado.

Sea Q un sistema de seminormas que define la topologia de E y que cumple
las condiciones de la Proposicién 3.3.9, para una cierta constante M > 0.

Por ser E un espacio (DF), posee una sucesién fundamental de acotados (Dy)
y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que dicha sucesién verifica que

Tn(Dk) C MDy [n, ke ]N] (3.12)
En caso contrario definimos

D, :={z € E : q(z) < sup q(y) := My, para cada ¢ € @} [k € INJ;
y€Dk
con lo cual cada Dj es un acotado de E que contiene a Dj y por lo tanto es in-
mediato que (D) es una nueva sucesién fundamental de acotados en E. Ademads,
para cada z € D, se tiene que

q(Toz) < Mq(z) < MMy, [n€NN]

de donde T,z € M D}, o, equivalentemente, T,,(D;) C MD;.

Veamos ahora que F es casi-tonelado. Para ello, sea W un tonel bornivoro;
debemos probar que W es un entorno del origen. Dado que W es bornivoro, en
particular absorbe a cada uno de los acotados de la sucesién fundamental y por
tanto existe (r;) una sucesion de escalares positivos tales que

o0

U Tk.Dk C W.

k=1

Por ser W un conjunto absolutamente convexo y cerrado se tiene ademas que

o«

U:= a'c‘i(U 'I"ka) - W.

k=1

Nos bastard probar que U es un entorno de cero. Para ello observemos que U
es bornivoro por ser (Dj) una sucesién fundamental de acotados; entonces para
cada acotado D de FE existe r > 0 tal que rD C U, con lo cual

rTo(D) C Tu(U) C To(D). (3.13)
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Como T,(E) es cerrado en E, da lo mismo tomar la clausura de T,(U) en E que
tomarla en T,(E). Usando la inclusién (3.13) y el Lema 3.3.10 deducimos que
T,(U) es un tonel bornivoro en T,(E) para cada n € IN. Por hipétesis, cada T,,(E)
es casi-tonelado. por ser una suma directa finita de espacios casi-tonelados, y en
consecuencia cada T, (U) es un entorno de cero absolutamente convexo y cerrado

en T,(E).

Ahora consideramos los conjuntos
Up =TT, U) [n € IN].

Por continuidad y linealidad, cada U, es un entorno de cero absolutamente con-
vexo y cerrado en E. Es obvio que

T,z e T,UCT,U [zeU] [neN]

oo

y por lo tanto U C ﬂ U,. Como U es bornivoro, tenemos una interseccién nu-
, n=1
merable y bornivora de entornos de cero absolutamente convexos y cerrados en

E. Por ser E un espacio (DF) dicha interseccién es un entorno de cero en E.
Para ver que U es un entorno de cero en F serd suficiente comprobar que

( U. C MU.

n=1

En efecto, usando la inclusién (3.12) y la continuidad de T, se ve que

T.(U) = T, (ﬁ(}g reDy)) C 5% (T, (g riDy))
- E.—C—f(M G 'f‘ka) = ME_C—)?(G rka) =MU.

Por ser U cerrado, se tiene que T,(U) C MU para todo n € IN. Ahora, si
[ o]
T € ﬂ U, entonces

n=1

T.zeT,UCMU [neNN].

Finalmente, como MU es cerrado y z = nl_l_’ngo T,z deducimos que z € MU. =
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3.3.12 Corolario. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz de un espacio (DF)
sucesionalmente completo E y supongamos que las coordenadas forman una base
de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cr. Entonces E es tonelado
si y solo si cada Ei es tonelado.

DEMOSTRACION:

Una propiedad de completitud para una topologia polar implica la misma
propiedad para otra topologia polar mds fuerte. Por lo tanto la completitud
sucesional de E con la topologia original implica la completitud sucesional con
la topologia u(E, E') y usando la Proposicién 2.3.3 se deduce que (F;) es simple.
Si (P:) es simple y cada Ej es tonelado entonces, por el teorema anterior se
tiene que E es casi-tonelado y como es sucesionalmente completo es tonelado. La
implicacién en sentido contrario es inmediata. ]

Un espacio localmente convexo E se dice que es distinguido si [E', B(E', E)] es
tonelado. Dado que el dual fuerte de un espacio localmente convexo metrizable es
un (DF) completo [61, Ch. 6, § 29.2.(1) p. 396] [84, Theorem 8.3.9], el Corolario
3.3.12 nos permite caracterizar la distincién de un espacio localmente convexo
metrizable con una descomposicién de Toeplitz.

3.3.13 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz contractiva de un
espacio localmente convezro metrizable E y supongamos que las coordenadas for-
man una base de Toeplitz del correspondiente espacio de sucesiones cr. Entonces
E es distinguido st y sdlo si cada Ey es distinguido.

DEMOSTRACION:

Sabemos, por el Corolario 2.3.8, que si (P;) es contractiva entonces (F;) es
~ una descomposicién de Toeplitz equicontinua de [E', B(E’,E)] y aplicando la
Proposicién 2.3.3 deducimos que (P]) es una descomposicién de Toeplitz simple
de [E', B(E', E)]. Como el dual fuerte de un espacio localmente convexo metriza-
ble es un (DF) completo, estamos en las condiciones del corolario anterior y por
lo tanto E es distinguido.

Reciprocamente, si E es distinguido entonces cualquier subespacio cerrado
complementado de E es distinguido. u

Desconocemos si alguno de los tres resultados anteriores es cierto para matrices
tales que las coordenadas no formen una base de Toeplitz de ¢r. Conjeturamos
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que, al menos, la Proposicién 3.3.9 no lo es, en general.

La hipétesis de que E es un espacio (DF) no puede ser suprimida sin mas en
los dos resultados anteriores, tal v como se pone de manifiesto en los siguientes
ejemplos de espacios con base de Schauder.

3.3.14 Ejemplos.

(1) Consideremos E := [I°°, u(I*°, I')] el espacio de las sucesiones acotadas dotado
de la topologia de Mackey inducida por el par dual (I°,{') con la forma bilineal
usual. Usando [109, Ch. 2, § 1.4.(26)(28) y § 1.5.(7)(8)] se deduce que las coor-
denadas forman un base de Schauder equicontinua de E. Sin embargo E no es
casi-tonelado {109, Ch. 2, § 1.6.(7)].

(2) Las coordenadas forman una base de Schauder equicontinua del espacio de
Fréchet [w,o(w,¢)]. En particular, forman una base equicontinua del subespacio
lp,o(p, )], el cual no es tonelado.

3.4 Propiedad de Montel.

La propiedad (M) para descomposiciones de Schauder en espacios de Fréchet fue
introducida por Mifiarro [74, Definicién 3.6] aunque es analoga a la condicidn
que se exige en el criterio de compacidad de Mazur para bases. En este trabajo
se prueba, por ejemplo, que en presencia de la condicién (M) la reflexividad,
la distincién y la propiedad de Montel pasa de los Ex a E. La propiedad (M)
esta relacionada con ciertas condiciones utilizadas anteriormente por diversos
autores para obtener la propiedad de Montel en espacios escalonados de Kéthe (8]. '
Recordemos que un espacio localmente convexo E se dice que es semi-Montel si
todos sus acotados son relativamente compactos. Nuestra aportacién al estudio de
la reflexividad y la distincién la hemos presentado ya en secciones anteriores. En
esta seccién vamos a ver la relacién que existe entre la propiedad (M) sobre una
descomposicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo E y la propiedad
de Montel sobre E. Un resultado en esta linea fue ya avanzado en la seccidn
anterior (ver Teorema 3.3.2). De éste se deduce el siguiente.
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3.4.1 Teorema. Sea (P,) una descomposicion de Toeplitz con la propiedad (M)
de un espacio localmente convezo E. Entonces se tienen las siguientes implica-
ctones:

(1) Si cada Py transforma acotados en precompactos, entonces E tiene los aco-
tados precompactos.

(2) Si (P:) es completa y cada Py transforma acotados en relativamente com-
pactos, entonces E tiene los acotados relativamente compactos.

(3) Si (P:) es completa y cada Ex es un espacio semi-Montel entonces E es semi-
Montel.

DEMOSTRACION:

Las implicaciones (1) y (2) se obtienen inmediatamente aplicando el Teorema
3.3.2.

Para demostrar la implicacién (3) observemos que, por la continuidad de P,
si D C E es acotado, cada P.(D) es acotado. Como Ej es semi-Montel entonces
sus acotados son relativamente compactos. Ahora basta usar la implicacién (2)
de] Teorema 3.3.2 para deducir que E tiene los acotados relativamente compactos
v por tanto es semi-Montel. [ ]

3.4.2 Observacién. Recordemos el Teorema 3.2.2, que asegura que un espacio
localmente convexo E con descomposicién de Toeplitz (FPy) es semi-reflexivo si y
s6lo si (P;) es B-completa, contractiva y cada Ej es semi-reflexivo. Una parte
de- este hecho, la implicacién hacia la izquierda, puede ser obtenido como una
consecuencia del Teorema 3.4.1. Para ver esto empezamos recordando que una
de las caracterizaciones de la semi-reflexividad de un espacio localmente con-
vexo E es que todo acotado de E debe ser o E, E')-relativamente compacto [61,
Ch. 5, § 23.3(1)]. Como la clase de los conjuntos acotados es la misma para todas
las topologias compatibles con el par dual (E, E'), lo que estamos diciendo es
que un espacio localmente convexo E es semi-reflexivo si y sblo si [E, o(E, E')] es
semi-Montel.

Ahora, supongamos que (P ) es una descomposicién de Toeplitz f-completa y
contractiva de E y que cada E; es semi-reflexivo. Veamos que E es semi-reflexivo:
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En primer lugar, (P;) es una descomposicién de Toeplitz de [E,o(E, EN y,
por la Observacién (6) del parrafo 2.2.4, decir que es S-completa es equivalente
a decir que es completa para la topologia o(E,E"). En segundo lugar, por la
Proposicién 2.3.15 sabemos que (Px) es contractiva si y solo si tiene la propiedad
(M) para la topologia ¢(E,E’). Por iltimo, si D C E es acotado entonces
Py (D) es, por continuidad, acotado en Ej; para cada k € IN. Como cada Ej
es semi-reflexivo se tiene que cada Py (D) es o(Ey, E})-relativamente compacto.
Usando la Proposicién 2.1.6 concluimos que cada Py (D) es o(E, E')-relativamente
compacto. Estamos, por lo tanto, en condiciones de aplicar la afirmacion (2) del
Teorema 3.3.2 y deducir que todos los acotados de E son o(E, E')-relativamente
compactos; es decir, E es semi-reflexivo.

En este sentido, no parece posible suprimir, en las implicaciones (2) y (3) del
Teorema. 3.4.1, la hipdtesis sobre completitud de la descomposicidn.

A continuacién veremos que, cuando la descomposicién es equicontinua, es
cierto un resultado reciproco del Teorema 3.4.1.

3.4.3 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz equicontinua de un es-
pacio localmente convezo E. Si E tiene los acotados precompactos (en particular,
si E es semi-Montel) entonces (Py) tiene la propiedad (M).

DEMOSTRACION:

Por hipétesis, la sucesién de operadores (7,,) es equicontinua y converge pun-
tualmente a la identidad sobre E. Como las topologias sobre L(E), de la con-
vergencia puntual y de la convergencia uniforme sobre los precompactos de E,
coinciden sobre los subconjuntos equicontinuos de L(E) [62, § 39.4.(2)], se tiene
que la sucesién (T,) converge a la identidad uniformemente sobre los subconjun-
tos precompactos de E. Si E tiene los acotados precompactos es ya inmediato
que (Py) tiene la propiedad (M). =

Como consecuencia de los resultados anteriores podemos dar sendas carac-
terizaciones para que un espacio localmente convexo E con una descomposicién
de Toeplitz (P;) sea semi-Montel o Montel, en términos de la correspondiente
propiedad para los subespacios E; y de la propiedad (M) para (Fx).

3.4.4 Corolario. Sea (P:) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Entonces se tienen las siguientes implicaciones:
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(1) Si E es semi-Montel y (Py) es equicontinua entonces (Py) tiene la propiedad
(M).

(2) Si (P:) es completa, tiene la propiedad (M) y cada Ej es semi-Montel en-
tonces E es semi-Montel.

En la clase de los espacios localmente convexos semi-Montel, las propiedades
de reflexividad, tonelacién y casi-tonelacién son equivalentes. Un espacio semi-
Montel satisfaciendo cualquiera de ellas se conoce con el nombre de espacio de
Montel (consultar [52, Ch. 11, § 6] para maés detalles).

Toda descomposicién de Toeplitz (Px) ‘de un espacio tonelado E es equicon-
tinua. Si ademds, E es sucesionalmente completo entonces (Py) es completa. El
siguiente corolario se deduce ya inmediatamente a partir de los anteriores.

3.4.5 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio E to-
nelado y sucesionalmente completo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es Montel.

(2) (Py) tiene la propiedad (M) y cada E; es Montel.

3.5 Espacios casi-normables y de Schwartz.

El concepto de espacio de Schwartz fue acufiado por Grothendieck [43], quien
probé la mayor parte de los resultados bésicos sobre esta clase de espacios. Un
espacio localmente convexo E es un espacio de Schwartz si y sblo si es casi-
normable y tiene los acotados precompactos. A su vez, un espacio localmente
convexo E se dice que es casi-normable si para cada U € U(FE) existe V € U(E) tal
que para cada £ > 0 existe un subconjunto acotado D C F verificando V C D+eU
[52, § 10.7. Proposition 1 y Corollary 3]. Otras condiciones equivalentes a la casi-
normabilidad en el marco de los espacios de Fréchet pueden encontrarse en [72].

La propiedad (S) para una descomposicién de Schauder de un espacio de
Fréchet fue introducida por Mifiarro [74)] y est4 relacionada con ciertas condiciones
utilizadas por diversos autores para obtener casi-normabilidad en espacios escalo-
nados de Kothe [8]. Otras condiciones mucho maés fuertes habian sido utilizadas



3.5 ESPACIOS CASI-NORMABLES Y DE SCHWARTZ. 124

anteriormente para obtener casi-normabilidad en ciertos espacios de aplicaciones
holomorfas con una descomposicién de Schauder [46].

A continuacién veremos la relacién que existe entre la casi-normabilidad de
un espacio localmente convexo E y la propiedad (S) sobre una descomposicion
de Toeplitz de dicho espacio. Nuestro punto de referencia ha sido el siguiente
resultado, vélido para espacios de Fréchet con una descomposicién de Schauder
normable (o sea, cada Ej es normable).

Teorema. [74, Cap. II, § 4.12]. Sea E un espacio de Fréchet con una descom-
posicion de Schauder normable (Py) y sea (Uy,) una sucesion fundamental de en-
tornos del origen absolutamente convezos y cerrados en E tales que Pi(Uy) = Un
[n,k € IN]. Denotamos por ||| al funcional de Minkowski de U, y supongamos
que || - ||n, es la seminorma que define la topologia de Ey. Supongamos que para
cada n € IN eriste n' > n tal que

s {5 pee] fietho <2 =
k=m
y para cada € >0 y k € IN eziste A > 0 tal que

Uy NE; C (AU, +€Un) N Eg.

Entonces E es casi-normable.

Como se aprecia en el siguiente resultado, las hipétesis del teorema anterior
pueden ser considerablemente debilitadas y se sigue obteniendo la misma tesis.
Hay que observar que la igualdad Py(U,) = U, [n,k € IN] para cierta base de
0-entornos siempre puede ser obtenida en el caso en que (P;) sea una descom-
posicién de Schauder equicontinua, aunque no parece posible que sea cierta la
misma conclusién en el caso de una descomposicién de Toeplitz (aun siendo ésta
equicontinua). - '

3.5.1 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E tal que para cada U € U(E) eziste W € U(E) verificando

Lim sup{qU(Tnx —z):z€ VV} =0 (3.14)
y para cada € >0 y k € IN eziste un subconjunto acotado D C Ejy tal que
W N Eyx C Dy +e(UNEy). (3.15)

FEntonces E es casi-normable.
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Antes de comenzar la prueba hacemos algunas observaciones:

(i) Si para cada U € U(E) existe W € U(E) tal que se tiene la igualdad (3.14),
esto es, por definicidn, la condicién (S) sobre la descomposicién de Toeplitz
(P )-

(ii) Si para cada U € U(E) existe W € U(E) tal que se tienen las inclusiones
(3.15) entonces se verifica que, en particular, cada Ej es casi-normable.

(iii) La hipétesis clave en estos resultados es que la casi-normabilidad de los Ej
ha de ser uniforme, en el sentido de que el entorno W que existe para cada
U N Ej no depende de k, solo de U.

(iv) Las hipdtesis del teorema al que antes hemos hecho referencia son mas fuertes
que las del teorema anterior. En efecto, supongamos que E es un espacio de
Fréchet con una descomposicién normable (Py) que satisface la propiedad
(S). Si (U,) es una sucesién de entornos del origen tal que Pi(U,) =
U. [n,k € IN] y estd en las condiciones de dicho teorema entonces puede

o

comprobarse que
(AU,, + €Uy,) N Ex = Pu(AUy,) + €(Un N Ey) [n,k € IN].

Si || - ||x es la seminorma que define la topologia de Ejx, de manera que el
entorno relativo U,, N Ej es acotado en Ej, entonces Dy = P.(\U,,) =
MU, N E;) es un acotado en Ej de tal forma que la condicién (3.15) se
verifica para los mismos entornos que proceden de la condicién ().

DEMOSTRACION:

k
Si (tz}) es la matriz inversa de T' denotaremos por ay == »_ [ti]| [k € IN].
n=1

Fijado U € U(E), sea W € U(E), W C U, verificando la igualdad (3.14) y las
inclusiones (3.15). En particular, fijado € > 0 existe ng € IN tal que

€
qu(z — Tnyz) < -2—qw(x) [z € E] (3.16)
y existen Dy C Ey acotados tales que

(WNEy) C D+ (UNEy) [keN. (3.17)

&
|| Alja25+1
Recordemos (ver 1.2.6) que los elementos de la matriz T' verifican la desigualdad

ltnkl < HAH [nvk € ]N] (318)
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Por otro lado sabemos, por la Proposicién 2.2.5, que toda descomposicién de Toe-
plitz con la propiedad (S) es equicontinua. Asi pues, dado W existe V € U(E),
V C W, tal que

w(Twz) < qv(z) [neN] [z € E]

y por lo tanto se tienen las desigualdades

w(Pez) = qw(zk: teiTaz) < oxgv(z)  [ke€N] [z € E]. (3.19‘)

n=1

no
Si denotamos por D : Ztnokaka, entonces D es un acotado de E. Para

comprobar que V - D+€U ﬁJamos z € V. Usando la igualdad (3.16) deduc1rnos
quez — T,z € U y por lo tanto sdlo nos basta probar que T,z € D+ —U En

efecto, usando las desigualdades (3.19) tenemos que -—Pkm € (W N Ek) y usa.ndo

las inclusiones (3.17) concluimos que para cada k = 1 ,ng existen di € Dy,
ur € (U N Ek) verificando

1
—Pz =d; + [k=1,...,n0).
(047

AlJer2e+t

Finalmente obtenemos

no 7o £
Tnox = Z tnokPkZZI = Z tnokak (dk + Wuk}

= Ztno?cnc.xkdk'f‘ EHAH?" k-

k=1

El primer sumando estd en D y el segundo en %U puesto que, por las desigual-
dades (3.18),

| 1 i
_k

w(X Tt < Z T

Una subclase de espacios casi-normables es la de los espacios casi-normables
por operadores. Un espacio localmente convexo E se dice que es casi-normable
por operadores si para cada U € U(E) existe V € U(FE) tal que para cada e > 0
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existe f € L£(E) de tal manera que f(17) es un acotado de E y (idg — f)(V) C
eU. Esta clase de espacios fue introducida por Peris [85] para garantizar ciertas
propiedades de estabilidad que no tenian, en general, los espacios casi-normables.
En particular, se tiene que si X es un espacio de Banach y E es un espacio local-
mente convexo casi-normable por operadores entonces L;(X, E) tiene la misma

propiedad que E [85].

Un resultado analogo al Teorema 3.5.1 puede ser obtenido ahora para los
espacios casi-normables por operadores.

3.5.2 Teorema. Sea (P.) una descomposicidn de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E tal que para cada U € U(E) eziste W € U(E) verificando

lim sup{qU(Tnax —z):z€ W} =0 (3.20)

N—+00

y para cada € >0 y k € IN eziste fi € L(Ex) tal que

(W N Ey) es acotado y  (idg, — fi) (WN E:) Ce(UNEy).  (3.21)

Entonces E es casi-normable por operadores.

(Anélogamente al caso casi-normable, ahora se tiene que si para cada U €
U(E) existe W € U(FE) tal que se tienen las condiciones (3.21) entonces, en
particular, se verifica que cada Ej es casi-normable por operadores).

DEMOSTRACION:

El razonamiento es andlogo al de la prueba del teorema anterior con los cam-
bios oportunos.

Fijado U € U(E), sea W € U(E), W C U, verificando la igualdad (3.20) y las
condiciones (3.21). En particular, fijado € > 0, existen ng € Ny fi € L(E)) tales
que se tiene la desigualdad (3.16), los subconjuntos fj (W N Ek) son acotados y
ademas
€

dg, — WnNE ———
e, = W0 B € [gformm

(UNEy) [keN], (322

donde aj estd definido como en la prueba del teorema anterior. Si tomamos
V e U(E), V C W, verificando las desigualdades (3.19) entonces tendremos que

P(V) C ax(W N Ey) [k € IN). (3.23)
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Ahora definimos f := Ztnok fxPx. En primer lugar, es obvio que f € L(E). Por
k=1
otro lado, usando las inclusiones (3.23) se ve que

FV) C 32 tanfePV) © S0 tugpen oW 1 Ei)
k=1 k=1

v por lo tanto f(V') es un acotado de E.

En segundo lugar comprobamos que (idg — f)(V) C eU. Fijado z € V
descomponemos

z— fr= (:r - Tnocc> + (Tnox - f:r)
Como V C W C U, sabemos, por las desigualdades (3.16), que z — T, .z € %U.

Para finalizar la demostracidn, bastard comprobar que (T,,z — fz) € %U . En

efecto, usando las inclusiones (3.22) v (3.23) se deduce que

o no no
Tno.'I) - f:C = Ztmkka - Ztnokfkpkm = Z tnok (ZdE - fk) (ka)

k=1 k=1 k=1
no

€ D tnokCk (idE - fk) (W N Ek)
k=1
£ 1

1 €
C égﬁ(tnokakm) (UQEL> C §U

A continuacién mostramos la relacidn que existe entre la propiedad (S) so-
bre una descomposicién de Toeplitz de un espacio localmente convexo E y la
propiedad de Schwartz sobre E.

3.5.3 Teorema. Sea (P;) una descomposicién de Toeplitz equicontinua de un es-

pacio localmente convezo E. Si E es un espacio de Schwartz entonces (Py) tiene
la propiedad (S).

DEMOSTRACION:

Sea U € U(FE). Por ser (Pi) una descomposicién de Toeplitz equicontinua de
E, existe W € U(E), W C U, tal que

qu(Twz) < qw(z) [z € E] [neN]. (3.24)
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Como F es un espacio de Schwartz, en particular es casi-normable. Por tanto,
dado W existe V € U(E). V C W, tal que para cada ¢ > 0 existe un acotado
D C F tal que .

VcD+ gl’V. (3.25)
La prueba quedaré concluida si vemos que

Jim sup{ qu(Thz—z): 2 € V} = 0.

Para ello, fijamos ¢ > 0. Por ser E de Schwartz el conjunto acotado D es

precompacto. Por lo tanto, existe una cantidad finita z;,...,z,, de elementos de
E tales que
Dc U(s;+ %W) (3.26)
1=1
Ahora, aplicando las inclusiones (3.25) y (3.26) deducimos que
Ve U(e+3w). (3.27)
=1

Por otro lado, (Py) es una descomposicién de Toeplitz de E y por lo tanto existe
no € IN tal que

3 :
qu(z; - Thz;) < 3 1 =12,....m] [n2>ng. (3.28)
Usando las desigualdades (3.24) y (3.28) y la inclusién (3.27) vemos finalmente
que para cada z € V existe un cierto j € {1,...,m} tal que

qu(z —Toz) < qulz ~z;) + qu(z; — Tuzj) + qu(Toz; — Thz)

£
< gwl(z—z;)+ 37T gw(z — z;)
£ £ £
< §+§+§=€ [n > no);
con lo cual queda probado que (P;) tiene la propiedad (5). ]

3.5.4 Teorema. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convero E tal que para cada U € U(E) existe V € U(E) verificando las
condiciones

lim sup{qU(Tnx —z):z€ V} =0 (3.29)

n—+co
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y para cadac >0 y k € IN eziste Dy, C E; acotado tal que
VNE,CDy+e(UnNEy). (3.30)

Si ademds cada Ey tiene los acotados precompactos entonces E es un espacio de
Schwartz.

Observemos que si para cada U € U(FE) existe V € U(E) tal que se tienen las
inclusiones (3.30) entonces, en particular, cada Ej es casi-normable. Si, ademas,
cada Ej tiene los acotados precompactos entonces Ej es un espacio de Schwartz
para cada k € IN [52, Ch. II, § 10.7.3. Corollary].

DEMOSTRACION:

En primer lugar, E es casi-normable por el Teorema 3.5.1. En segundo lugar,
la propiedad (S) para (Py) implica la propiedad (M) y por el Teorema 3.4.1 se
tiene que todos los acotados de E son precompactos. Por lo tanto, E es un espacio
de Schwartz. |

La relacién, exigida como hipétesis en el teorema anterior, entre la propiedad
(S) para (Pi) v la casi-normabilidad de los subespacios Ej siempre se tiene en
el caso en que la descomposicién es finito-dimensional, es decir, cuando cada Ej
tiene dimensidn finita. Para ver esto necesitamos el siguiente resultado técnico.

3.5.5 Lema. [52, Ch. II, § 10.6.2. Lemma)]. Sea D C K" un conjunto absoluta-
mente convero. Entonces para cada € > 0 existen z1,...,zm € K" con m < n,
tales que

D C acx{zy,...,Zm} +€D.

o
“HE

Estamos ahora en condiciones de probar que la propiedad (S) para una des-
composicién de Toeplitz finito-dimensional de un espacio localmente convexo E
implica que F es un espacio de Schwartz.

3.5.6 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz de un espacio local-
mente convezo E. Si (Py) es finito-dimensional y tiene la propiedad (S) entonces
E es un espacio de Schwartz.
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DEMOSTRACION:

Bastara probar que (Py) satisface las hipdtesis del Teorema 3.5.4. Como (F;)
tiene la propiedad (5), fijado U € U(E) existe V € U(E), V C U, tal que se tiene
la igualdad (3.29). En segundo lugar, para cada k € IN se tiene que V N Ej es
un subconjunto absolutamente convexo de Ej y Ej tiene dimensidn finita. Por
el lema anterior, fijado ¢ > 0 y k € IN, existe una cantidad finita de puntos
{z1,-..,Zm} en Ej tales que

VNE, C acx{xl,...,xm}—}-e(VﬁEk)
C acx{ml,...,xm}+e(UﬂEk).

Si definimos Dy := acx{z1,...,Zm} entonces se satisfacen las inclusiones (3.30).
Por tltimo, todo espacio vectorial topoldgico de dimensién finita tiene los acota-
dos precompactos. Esto prueba que estamos en las hipétesis del Teorema 3.5.4 y
por lo tanto £ es un espacio de Schwartz. =

El siguiente resultado es ya una consecuencia inmediata de los anteriores.

3.5.7 Corolario. Sea (P;) una descomposicion de Toeplitz finito-dimensional y
equicontinua de un espacio localmente convezo E. Entonces E es un espacio de
Schwartz si y sdlo si (Py) tiene la propiedad (5).

A continuacién vamos a dar ejemplos de espacios escalonados de K6the que

tienen una base de Toeplitz y que, bajo determinadas condiciones, son Montel o
Schwartz. -

3.5.8 Ejemplo. Sea A un FK-espacio de sucesiones tal que las coordenadas
forman una base de Toeplitz de ); es decir, A es un F' K-espacio con la propiedad
T-AK (en la terminologia de Buntinas). Sea {a™ : n > 1} un sistema de

escalones sobre ); esto es, cada al™ es una sucesién tal que ai") #0[n,ke Ny
——Zz € A [ne IN] [z € Al

v . . 1 :
De esta forma, cada A estd inyectado de manera continua en ﬁ)\. Consi-
a n

aln+1)
deremos el espacio escalonado
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con la topologia limite provectivo que viene dada por la familia de seminormas
Gmn(z) 1= gn(a™z)  [mneN] [z €A);

donde (g,) es una sucesién de seminormas que genera la topologia de A. Es
conocido que E es un F K-espacio. Vamos a probar que las coordenadas forman
una base de Toeplitz de E. Para ello tengamos en cuenta que A tiene esa propiedad
v que, ademas,

mm(aMz) = (tmkag‘)zk)k = a7, 2) [m,n € N] [z €]
Por lo tanto,

k(T = TmZ) = gk <a(“)(z - Tnl‘))
= g (a(")x - a(“)(rn:z:)>
= gk (a(”)z - Tn(a(”)z)> =0 [n,k e N] [z € E]

Recordemos que M (), el espacio de los multiplicadores asociado a A, est4 definido
por
M()\) :={y €w: zy € ) para todo z € A}

y puede ser considerado como un subespacio de £()). Sabemos que M(}) es un
subespacio cerrado de £;(\) v que el conjunto S(A) de todas las aplicaciones dia-
gonales completamente continuas sobre A (que aplican acotados en relativamente
compactos) es la clausura de ¢ en L3()A) [32]. En estas condiciones destacamos
los dos resultados siguientes por su relacion con el contenido de esta seccion.

Teorema. [32, § 2. Corollary 3]. FEn las condiciones anteriores, si para cada
(n)
a

n € IN eziste m > n tal que € S()) entonces E es de Montel.

a(m)

Teorema. (32, § 2. Corollary 3]. En las condiciones anteriores, si ademds A
es un BK-espacio entonces E es un espacto de Schwartz si y sdlo si para cada

(n)
e S(\).

n € IN existe m > n tal que =)
am

En el primero de los dos resultados anteriores puede comprobarse que la
condicién que se da implica la propiedad (M) sobre las coordenadas. En el
segundo, dicha condicién es por el Corolario 3.5.7 equivalente a la propiedad (5)
sobre la descomposicion de las coordenadas.
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3.5.9 Ejemplo. Mostraremos ciertas condiciones exigidas por Bierstedt, Bonet
y Galbis [6] es espacios de funciones holomorfas con pesos que garantizan la
propiedad de Schwartz. La notacién que usamos es la misma que la del ejemplo
2.1.14 aunque en este caso {) puede ser todo C™.

Denotaremos por v a una funcién de peso radial que se anula en el infinito
de Q; es decir, una funcién continua de 2 en R™ tal que v(tz) = v(z) para todos
z € 0y |t| = 1 que se puede hacer tan pequefla como se quiera fuera de los
compactos de ; o sea, para cada ¢ > 0 existe K C () tal que v(z) <een Q\ K.
La letra V denotard una sucesién de pesos es estas condiciones.

Denotaremos por H,(f2) y Hvo(Q) a los espacios
H,(Q) = {f € H(®) : p(f) = supo(2) f(2)] < oo},

H,, {f € H,(Q) : vf se anula en el infinito de Q}

los cuales, dotados de la norma p,, son espacios de Banach. A través de estos
espacios se definen, para una sucesién creciente de pesos V, los espacios

HV(Q) := () H(Q HV(Q) = [ Hy (2

veV veV
dotados de la topologia limite proyectivo que viene dada por la familia de semi-
normas (p, ).cv. Anédlogamente, si V es decreciente, se definen los espacios

= U Hv(Q) ? VHO(Q) = U Hvo(Q)

veV veV

dotados de la topologia limite inductivo (para ésta no hay una buena descripcién
de las seminormas).

Tomando como sistema de proyecciones (P;) el dado por los polinomios de
Taylor tal como se hizo en A(f2), se prueba que (Fy) es una descomposicién de
Cesaro equicontinua de HV5(Q2) y de VHo(f2) [6]. '

El sistema de pesos V se dice que es regularmente decreciente si para cada
n € IN existe m > n tal que v, /v, se anula en el infinito de Q. Si V!

{1 Jv:v€E V} es regularmente decreciente entonces se dice que V es reqgularmente
creciente.

Pues bien, en [6] se prueban los dos siguientes resultados.

Teorema. Si V es reqgularmente creciente entonces HVo(Q) = HV(2) y es un
espacio de Fréchet con la propiedad de Schwartz.
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Teorema. Si V es reqularmente creciente entonces VHo(2) = VH(Q) y es un
espacio (DF), completo, reflezivo, con la propiedad de Schwartz.

Como las descomposiciones que tienen son finito-dimensionales, cada una de
las propiedades “regularmente decreciente” y “regularmente creciente” sobre V
implica que la descomposicién de Cesaro dada por los polinomios de Taylor veri-
fican la propiedad (5) con la correspondiente topologia. El reciproco no es cierto
(comunicacién personal del profesor J. Bonet Solves).

3.6 Descomposiciones en un producto tenso-
rial proyectivo.

En esta seccién nos ocuparemos de estudiar la estabilidad de propiedades vec-
toriales topoldgicas de espacios localmente convexos mediante la formacién de
productos tensoriales proyectivos. Mds concretamente, estudiaremos problemas
del siguiente tipo: Sean E y F espacios localmente convezos con una cierta pro-
piedad (P). ;Hereda su producto tensorial proyectivo E®,F la propiedad (P)?

Este tema fue tratado por primera vez por Grothendieck [44] dando respuesta
afirmativa al caso Schwartz y casi-normable. Algin tiempo después del trabajo
de Grothendieck aparecieron los primeros contraejemplos, que hacian referencia
a las propiedades de ser distinguido y Montel, y paralelamente surgian algunas
respuestas positivas a los problemas de estabilidad cuando a los espacios £ y F
se les exigian condiciones adicionales a la propiedad (P). En este sentido cabe
destacar, entre otros, los trabajos de Bierstedt y Bonet [4] [5], Bierstedt y Meise
(7], Bonet y Defant [9], Bonet y Diaz [10], Diaz y Lépez Molina [21], Diaz y
Mifarro [22] [23], Peris [85] y Taskinen [107] [108]. Son precisamente Diaz y
Minarro quienes utilizan la técnica de las descomposiciones de Schauder para dar
resultados de caracter positivo en relacién a las propiedades de ser distinguido
y Montel. Nuestro propésito es, siguiendo esta linea, obtener resultados mas
generales utilizando la teoria de las descomposiciones de Toeplitz desarrollada
a lo largo de esta memoria. Para ello vamos a empezar recordando algunas
definiciones relacionadas con los productos tensoriales.

Sean F y F espacios localmente convexos cuyas topologias vienen dadas, res-
pectivamente, por las familias de seminormas Q(E) y Q(F'). Sobre el producto
tensorial algebraico E ® F' consideramos la topologia generada por la familia de
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seminormas

rale) =t {Spladatu) : 2= S mou) e QE) loe QP
i=1 =1

donde el infimo se toma en todas las posibles representaciones de z € E @ F.
La topologia localmente convexa definida por la familia de seminormas ()
se llama topologia tensorial proyectiva (o también w-topologia). Escribiremos
E ®, F para denotar al espacio E ® F' dotado de la 7-topologia. Asimismo,
denotaremos por EQ,F a su espacio completado. Dados dos conjuntos U C E y
V C F denotaremos por U ® V al conjunto

UQV:i={z®y:z€U, yeV}

Esta notacién podria provocar confusién si U y V son subespacios, sin embargo
en la practica siempre quedara claro su significado. Por dltimo, recordamos el
concepto de producto tensorial de aplicaciones. Dados dos operadores f € L(E)
y g € L(F) se define el operador f ® g € L(E @ F) por

Fo)(Tz®u) =3 flz) @)
i=1 =1
Su extensién a E®.F se denota de igual forma. Para més detalles sobre el

producto tensorial proyectivo de espacios localmente convexos pueden consultarse
los libros de Jarchow [52], Kéthe [61] y Pérez Carreras y Bonet [84].

El siguiente lema nos permite introducir, de manera natural, una descompo-
sicién de Toeplitz en EQ,F a partir de una descomposicién de Toeplitz sobre E
y, por tanto, nos pone en condiciones de aplicar la teoria de las descomposiciones
al estudio del producto tensorial proyectivo.

3.6.1 Lema. Sean E y F dos espacios localmente convezos y (Py) una descompo-
sicion de Toeplitz equicontinua de E. Entonces (P, ®tdr) es una descomposicion
de Toeplitz equicontinua de EQ,F.

DEMOSTRACION:

Empezamos comprobando que (P; Q idr) es una descomposicién de Toeplitz

de £ ®, F. Dado z=zxi®yi € E ® F se verifica
=1

(Px ® idr)(P; ® idp)z = Y _(PePizi) @ yi.

=1
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Por lo tanto, si (P;) es un sistema de proyecciones sobre E entonces (P & 1dF)
es un sistema de provecciones sobre E ®, F. Por otra parte,

c— (Ta®idp)z = > 2i®yi— Y Tnz: @y

i=1 =1
m

= Y (zi—Thzi) Q ¥i.

=1

Como los primeros factores de cada tensor convergen a cero en E vy estdn en
cantidad finita se tiene que toda la expresién converge a cero en la 7-topologia.
Esto prueba que (P, ®1idr) es una descomposicién de Toeplitz de E® . F'. Ademas,
" dado que (T7,) es equicontinua en E es facil probar que (T,, ® idr) es equicontinua
en £ ®, F. Finalmente, es inmediato deducir que las extensiones a E®.,F siguen
siendo una descomposicion de Toeplitz equicontinua. ]

Dada la importancia de la contractividad y de la propiedad (M) en el estudio
de la reflexividad, la distincién y la propiedad de Montel (ver Teorema 3.2.2,
Corolario 3.3.13 y Corolario 3.4.4), cabe plantearse la cuestién de bajo qué condi-
ciones dichas propiedades para la descomposicién (P;) de E son heredadas por
la descomposicién (P ® idr) de EQ,F. Puesto que la propiedad (M) afecta
a los acotados y los acotados de E®,F no siempre se representan a partir de
los acotados de E y F (este es el “Problema de las topologias de Grothendieck”
resuelto de manera negativa por Taskinen [106]), ocurre que la propiedad (M)
puede desaparecer al formar el producto tensorial. Para superar este inconve-
niente se impone al par (E, F) lo que se conoce como la propiedad (BB) (por
bi-bounded) introducida por Taskinen.

Se dice que un par (E, F') de espacios localmente convexos satisface la propie-
dad (BB) si para cada acotado D C E®,F existen acotados D; C Ey D, C F
tales que o ' ' ’

D C acx(D; ® Dy).

Por lo que respecta a la contractividad, ésta no se traslada de la descom-
posicién (P;) a (P, ® idr), ni siquiera en presencia de la propiedad (BB) [74,
p. 89]. Sin embargo, la propiedad (S) (que implica la propiedad (M) y por tanto
la contractividad) afecta a los entornos y dado que los entornos basicos de E®, F
admiten una buena representacion en términos de los entornos de E' y F se tendra
que la propiedad (S) se traslada de (Px) a (P ®:dF). El siguiente resultado recoge
lo que hemos comentado anteriormente.
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3.6.2 Proposicién. Sean E y F dos espacios localmente convezos y (P;) una
descomposicion de Toeplitz equicontinua de E.

(1) Si el par (E,F) tiene la propiedad (BB) y (Py) verifica la propiedad (M)
entonces (P @ idr) verifica la propiedad (.M)

(2) Si (Py) verifica la propiedad (S) entonces (P @ idr) tambien verifica la pro-
piedad (S).

DEMOSTRACION:

(1) En vprimer lugar veamos que la convergencia puntual a la identidad de
(T, ® idr) es uniforme sobre conjuntos de la forma acx(D; ® D;), donde Dy y D,
son acotados de E y F, respectlvamente En efecto, para cada z € acx(D;, ® D3)

escogemos una representacion z = E/\ 7: ® y; con Z [A;| £ 1. Entonces, dada
=1 =1
una seminorma 7, , se tiene que

Tpg (z —(Tn® idp)z) Tpg (Z Ai(zi — Tozi) @ y,)

=1

S dlp(a: — Tazi)a(s:)

=1

< sup q(y) sup p(z — Thz).
y€D2 ze€Dy

IN

Ahora, usando la equicontinuidad de (T, ® idr) se deduce inmediatamente que la
convergencia también es uniforme en la adherencia de acx(D; ® D,). La condicién
(BB) asegura que variando D; y D, en la clase de los acotados de E y F,
respectivamente, lo que se obtiene es una familia fundamental de acotados en
E®.F y esto concluye la prueba.

(2) Como (Py) verifica la propiedad (S) se tiene que para cada p; € Q(FE)
existe p, € Q(FE) tal que

lim sup{pl(:c —Taz): poz) £ l} = 0.

N~+00

Por lo tanto, dado € > 0 existe ng € IN tal que

pi(z = Taz) < epa(z) [z € E] [n2>no).
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Ahora, dado z = Zx,- Ry; € EQ Fyq¢€ Q(F) obtenemos

=1

m

Tprg (z - (T, ® idF)z) = Tpig (Z(x1 —Thzi) ® yi)

i=1

< ipl(xi_Tnxi)q(yi)
< €Y paledalm);

=1

luego

Jim sup {wm,q (z - (I, ® z'dp)z) D Tpe(2) L1, 2€EQ F} = 0.

Esto prueba que (P; ® tdr) es una descomposicién de Toeplitz de £ ®, F con la
propiedad (S). El mismo resultado se obtiene en el completado razonando por
paso al limite. ]

Con todo esto podemos obtener los resultados de estabilidad que mencionamos
al comienzo de la seccidn.

3.6.3 Teorema. Sean E y F dos espacios localmente converos y (Py) una des-
composicion de Toeplitz de E que es finito-dimensional, equicontinua y satisface
la propiedad (M). Supongamos que el par (E, F) tiene la propiedad (BB).

(1) Si F es semi-reflezivo o semi-Montel entonces E®, F tiene la misma propie-

dad.

(2) Si E y F son metrizables, F es distinguido y las coordenadas forman una
base de Toeplitz del correspondiente cr, entonces EQ.F es distinguido.

DEMOSTRACION:

Por la proposicion anterior (P ® idp) es una descomposicién de Toeplitz
equicontinua que satisface la propiedad (M) para E®,F. Cada subespacio By, ®F
es isomorfo a un producto finito de copias de F' y por lo tanto tiene las mismas
propiedades que F.

Por la Proposicidn 2.3.16, toda descomposicién de Toeplitz con la propiedad
(M) de un espacio completo es contractiva y vy-completa. La semi-reflexividad
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Montel para EQ.F se obtiene aplicando el Corolario 3.4.4 y la distincion apli-
cando el Corolario 3.3.13 (téngase en cuenta que el producto tensorial proyectivo
de espacios metrizables es metrizable [52, 15.1(4) p. 326]). n

3.6.4 Teorema. Sean E y F dos espacios localmente convezos y (Py) una des-
composicion de Toeplitz finito-dimensional de E que satisface la propiedad (S).

(1) Si F es semi-reflexivo o semi-Montel entonces EQ.F tiene la misma propie-
dad.

(2) Si E y F son metrizables, F' es distinguido y las coordenadas forman una
base de Toeplitz del correspondiente cr entonces EQ,F es distinguido.

DEMOSTRACION:

Por la Proposicién 3.6.2 tenemos ahora que (P ® idp) es una descomposi-
cién de Toeplitz que satisface la propiedad (S) para E®.F. Por la Proposicién
2.3.14, toda descomposicién de Toeplitz con la propiedad (S) satisface también
la propiedad (M). El resto de la prueba es exactamente la misma que la del
teorema anterior.

3.7 Un caso particular interesante: Espacios
con base de Cesaro.

En esta seccién vamos a recopilar y resumir los resultados més importantes que
hemos obtenido en nuestra memoria para el caso particular de la matriz de su-
mabilidad de Cesaro y especialmente para bases. El motivo es que se trata del
caso particular mas importante. Ademds, podemos comparar resultados ya cono-
cidos sobre sumabilidad o de la teoria de bases de Cesaro, teniendo en cuenta
que muchas de las hipdtesis que aparecen en nuestros resultados previos se tienen
ahora de forma inmediata. En particular, todas las hipdtesis de caracter vectorial
topoldgico que hemos tenido que imponer a los subespacios Ej se verifican, porque
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son espacios de dimensidn finita. Otra hipétesis bajo la cual hemos obtenido al-
gunos de nuestros resultados es que A sea un tridngulo regular para el cual las
coordenadas forman una base de Toeplitz del correspondiente espacio de suce-
siones c¢r. En este caso las coordenadas forman una base de Cesaro de cs; [120]
y por lo tanto esta condicién siempre se tiene.

Para hacer més cémoda la lectura, cada resultado de esta seccion ira acompa-
nado de la referencia al resultado general para una descomposicion de Toeplitz;
por ejemplo, la etiqueta 3.7.a Teorema. [b.c.d]. significa que ese resultado es
el caso particular, para espacios localmente convexos con una base de Cesaro, del
que aparece en el parrafo b.c.d de esta memoria.

Si X es un espacio de sucesiones que contiene a ¢ se define su c-dual A° como
el espacio de sucesiones

AC = {:c = (z,) € w: Ty € cs; para todo y = (yx) € )\}.

Es conocido que (), A°) es un par dual. Esta dualidad fue estudiada por Florencio
y Pérez Carreras [29] {30] [34] [35] quienes probaron que las coordenadas forman

una base de Cesaro de [)\, o(A, AC)].

Si E es un espacio localmente convexo y (uk, u}) es un sistema biortogonal tal
que (ug) es una base de Cesaro de E cuya sucesién de coeficientes funcionales es
(u}) entonces E y E' pueden identificarse de manera natural, respectivamente,
con los espacios de sucesiones

ri={({zup) 2 € B}y M= {((m.2):2 € B'}.

En particular, tanto uj como uj, se identifican con el vector coordenado k-ésimo
el para cada k € IN. Si a A se le dota de la topologia trasladada por el iso-
morfismo entonces resulta que las coordenadas forman una base de Cesaro de A;
ademas, el dual de )\ es X con la forma bilineal

{(zk), (yk)>(,\,,\') i=T-lim(zys);
donde T denota la matriz de sumabilidad de Cesaro de sucesiones a series.

Asi pues, el lenguaje de espacios localmente convexos con base de Cesa-

ro equivale al lenguaje de espacios de sucesiones con convergencia seccional de
Cesaro.

Hemos definido el -dual de un espacio E con respecto a una descomposi-
cién de Toeplitz y argumentando que no habria confusién, lo hemos denotado,
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por simplicidad, por E®; aunque en rigor deberiamos haberlo denotado por EFT
tal v como hace Buntinas [16]. En el lenguaje de los espacios de sucesiones
la terminologia M\ para el B-dual estd lo suficientemente extendida desde los
trabajos de Garling [37] [38] como para que en esta seccién, para no dar lugar a
confusiones, denotemos por E¢ al fr-dual de E con respecto a su base de Cesaro.
En adelante escribiremos c-dual en lugar de Sr-dual. La identificacién que existe
entre E v ) se extiende de manera obvia a los c-duales y resulta que z € E€ sl y
s6lo si la sucesién (zi) definida por z; := (uk, z); £ = 1,2,..., estd en A°.

Muchos de los conceptos usuales en los espacios de sucesiones con convergencia
seccional de Cesaro son equivalentes a conceptos que nosotros hemos conside-
rado para una descomposicién de Toeplitz, particularizados al caso de bases.
Por ejemplo, se dice A es c-perfecto si A = A. Este concepto fue introducido
por Florencio [30] para poder efectuar un estudio sistematico de la c-dualidad
de manera analoga a como se hace en el caso de la a-dualidad de Kothe [61,
Ch. 6, § 30]. La separacién entre una y otra viene dada por el hecho de que todo
espacio a-perfecto es c-perfecto pero existen espacios c-perfectos que no son a-
perfectos; atin més, ni siquiera son normales. Pues bien, decir que A es c-perfecto
es lo mismo que decir que la base de Cesaro de E es f-completa.

Por otro lado, nosotros hemos definido la topologia ov.(E, E') (2.4.4) y lo que
Florencio [30] llama la c-topologia de X no es otra cosa que la topologia 07:(E, E')
trasladada por el isomorfismo entre F y A. El dual de ¢s; verifica

(cs1)" = (es1)° = bvy = {fc =(zx) Ew:z€CY i klAzxkl < oo};
k=1

donde A denota el operador diferencia. Un espacio A conteniendo a ¢ se dice
que es bvy-invariante si A = bvy - X. Por lo tanto A\° siempre es bvy-invariante. En
nuestro caso, también es inmediato el hecho de que E° es Br-invariante (véase
2.4.8y2.4.11(i)) y usando el Corolario 2.4.10 se deduce que la topologia o7.(E, E’)
siempre es compatible con el par dual (E, E°). Por lo tanto el resultado [30,
Proposicién 6] que afirma que las coordenadas forman una base de Cesaro de
[A, c-topologia] es un caso particular de nuestro Teorema 2.4.6.

Otro resultado conocido en c-dualidad [30, Teorema 1] es la caracterizacién
de los espacios c-perfectos como aquellos para los cuales las coordenadas forman
una base de Cesaro S-completa, lo cual se deduce inmediatamente de nuestros
teoremas 3.1.1 y 3.1.7.

En resumen, la necesidad de considerar distintos tipos de dualidad entre es-
pacios de sucesiones procede del hecho de que existen distintos tipos de bases. Si
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un espacio posee una base de Schauder incondicional, su dualidad se extiende a
la a-dualidad de Kothe-Toeplitz del par ({*,1°); si posee una base de Schauder
condicional, su dualidad es como la B-dualidad de Garling del par {cs, bv); si
posee una base de Cesaro serd util conocer la c-dualidad del par (csi,bvy) v, en
general, si posee una base de Toeplitz la dualidad que le acompana es la del par
(cz,er)-

Los resultados obtenidos en esta memoria para el caso particular de bases
de Cesaro son los que aparecen a continuacién. En todos ellos (salvo indicacién
expresa) E es un espacio localmente convexo con base de Cesaro (ux) y (Px) es
la correspondiente sucesion de proyecciones

Pz = (z,u))ur [k € IN].

Para evitar confusiones hacemos notar que cuando atribuimos a la base (ux)
alguna propiedad quiere decir que (P;) verifica como descomposicién de Cesaro
dicha propiedad, en los términos en que ha sido definida en esta memoria.

Bases débiles.

3.7.1 Teorema. [2.5.6]. Si E es tonelado y tiene una base de Cesaro (uy) para
la topologia débil entonces (ux) es una base de Cesaro equicontinua de E.

El resultado anterior es lo que se conoce como el teorema de la base débil. En
este contexto existen otros resultados en los cuales a la base no se le pide que las
proyecciones sean continuas y se exigen condiciones al espacio, mas fuertes que la
tonelacidn, para que una base de este tipo sea una base para la topologia original
y las proyecciones sean continuas. Los resultados que contienen estas condiciones
son el teorema de continuidad de De Wilde [20] para descomposiciones con la
sumabilidad ordinaria, dos teoremas de Montes y de Montes y Pérez Carreras
para bases con la sumabilidad de Cesaro [76] y de Abel [77], asi como un teorema
de Giménez y Lépez Molina para F-bases que engloba a todos los anteriores [41].

Completitud.

3.7.2 Teorema. [3.1.2]. Sea (ux) una base de Cesdro equicontinua de E. Las
siguientes condictones son equivalentes:
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(1) E es completo.

(2) E es casi-completo.

(3) E es sucesionalmente completo.
(4) La base es completa.

(5) Dada una sucesidon (z;) € w. si la sucesion z := (zrui) verifica que Tz es de
Cauchy en E, entonces (zx) € ¢s1.

Reflexividad.

3.7.3 Teorema. [3.2.2]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es semi-reflexivo.
(2) La base es y-completa y contractiva.

(3) La base es 3-completa y contractiva.

Ahora vamos a denotar por E! al correspondiente subespacio H definido en
2.3.6 dotado de la topologia inducida por B(E', E).

3.7.4 Teorema. [3.2.9, 3.2.12, 3.2.13, 3.2.14]. Sea (uj) una base de Ce-
saro de un espacio tonelado y sucesionalmente completo E. Consideremos las
siguientes condiciones:

(1) (B =E.

(2) (ux) es y-completa para E.
(3) (uy) es contractiva para E.
(4) (u}) es y-completa para E!
(5) (uk) es contractiva para E.
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Tonelacion.

3.7.5 Teorema. [3.3.1]. Sea E un espacio localmente convezo y (uk) una base
de Cesaro de [E,u(E, E')]. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) [E,p(E,E")] es tonelado.

(2) E'= E° y (uz) es una base de Cesaro de [E, B(E, E')].

3.7.6 Teorema. [3.3.5]. Sea (ux) una base de Cesdaro contractiva de un espacio
normado E. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) E es tonelado.

(2) E' = E*.

3.7.7 Teorema. [3.3.8]. Sea (ux) una base de Cesaro contractiva de un espacio
de Banach E. Entonces todo subespacio F C E tal que F° = E°, es tonelado; es
decir, E tiene la T-propiedad de Wilansky.

3.7.8 Teorema. [3.3.12]. Si E es un espacio (DF), sucesionalmente completo
y posee base de Cesdro entonces es tonelado.

3.7.9 Teorema. [3.3.13]. Si (ux) es una base de Cesaro contractiva de un es-
pacio localmente convezo metrizable E, entonces E es distinguido.

Propiedad de Montel.

3.7.10 Teorema. [3.4.5]. Si (ux) una base de Cesaro de un espacio de Fréchet
E, entonces E es Montel si y sélo si (uy) tiene la propiedad (M).
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Propiedad de Schwartz.

3.7.11 Teorema. [3.5.7]. Si (ux) es una base de Cesaro equicontinua de L.
entonces E es un espacio de Schwartz si y s6lo si (ux) tiene la propiedad (S).

Productos Tensoriales.

3.7.12 Lema. [3.6.1]. Sean E y F dos espacios localmente convezros y (ux) una
base de Cesaro equicontinua de E. Entonces (Pr ® idr) es una descomposicion
de Cesaro equicontinua de EQ,F.

En el caso de bases de Schauder se tienen otros resultados relacionados con el
anterior. Por ejemplo, Gelbaum y Gil de Lamadrid [40] probaron que el producto
tensorial proyectivo de dos espacios de Banach con base de Schauder también
posee base de Schauder. Este resultado fue extendido para espacios localmente
convexos por Montes [75].

3.7.13 Teorema. [3.6.3]. Sean E y F dos espacios localmente convezos y (uy)
una base de Cesaro de E que es equicontinua y tiene la propiedad (M). Supon-
gamos que €l par (E, F) tiene la propiedad (BB).

(1) Si F es semi-reflezivo o semi-Montel entonces EQ,F tiene la misma propie-

dad.

(2) Si E y F son metrizables y F es distinguido entonces EQ,F es distinguido.

3.7.14 Teorema. [3.6.4]. Sean E y F dos espacios localmente convezros y (uy)
una base de Cesaro de E que satisface la propiedad (S).

(1) Si F es semi-reflezivo o semi-Montel entonces EQ,F tiene la misma propie-
dad. :

(2) Si E y F son metrizables y F es distinguido entonces EQ,F es distinguido.



Referencias.

[1] BACHELIS, G. F. y ROSENTHAL, H. P.: On unconditionally converging
series and biorthogonal sistems in a Banach space. Pacific J. Math. 37
(1971) 1-5.

[2) BENNET, G.: Sequence spaces with small B-duals, Math. Z. 194 (1987.)
321-329.

[3] BESSAGA, C.; PELCZYNSKI, A. y ROLEWICZ, S.: On diametral
approximative dimension and linear homogeneity of F-spaces. Bull. Acad.
Polon. Sci. Ser. Sci. Math. Astronom. Phys. 9 (1961) 677-683.

[4] BIERSTEDT, K. D. y BONET, J.: Stefan Heinrich’s density condition for
Fréchet spaces and the characterization of the distinguished Kothe echelon
spaces. Math. Nachr. 135 (1988) 149-180.

[5) BIERSTEDT, K. D. y BONET, J.: Density conditions in Fréchet and
(DF)-spaces. Rev. Mat. Univ. Complut. Madrid 2 (1989) 59-76.

[6] BIERSTEDT, K. D.; BONET, J. y GALBIS, A.: Weighted spaces of holo-
morphic functions on balanced domains. Michigan Math. J. 40 (1993) 271~
297.

(7] BIERSTEDT, K. D. y MEISE, R.: Distinguished echelon spaces and pro-
jective descriptions of weighted inductive limits of type VC(X) en Aspects
of Mathematics and Applications: Elsevier/North-Holland. Amsterdam,
Nueva York y Oxford (1986) 169-226.

[8] BIERSTEDT, K. D.; MEISE, R. H. y SUMMERS, W. H.: Kéthe sets and
Kothe sequence spaces en Functional Analysis, Holomorphy and Approxi-
mation Theory. North-Holland Mathematical Studies 71. Elsevier/North—
Holland. Amsterdam, Nueva York y Oxford (1982) 27-91.

[9] BONET, J. y DEFANT, A.: Projective tensor products of distinguished
Fréchet spaces. Proc. Royal Irish Acad. 85A (1985) 193-199.

146



REFERENCIAS 147

[10) BONET. J. ¥ DIAZ. J. C.. The problem of topologies of Grothendieck and
the class of Fréchet T-spaces. Math. Nachr. 150 (1991) 109-118.

[11] BONET, J.; DIAZ. J. C. y TASKINEN, J.: Tensor stable Fréchet and
(DF)-spaces. Collect. Math. 42 (1991) 199-236.

[12] BOOS, J. y LEIGER, T.: Some distiguished subspaces of domains of ope-
rator valued matrices. Results Math. 16 (1989) 199-211.

[13) BOCHKARIEV, S. V.: Existence of a basis in the space of functions ana-
Iytic in the disc and some properties of the Franklin system. Mat. Sbornik
95 (1974) 3-18.

[14] BOURGAIN, J.: Homogeneous polynomials on the ball and polynomials
bases. Israel J. Math. 68 (1989) 327-347.

[15] BUNTINAS, M.: On sectionally dense summability fields. Math. Z. 132
(1973) 141-149.

[16] BUNTINAS, M.: On Toeplitz sections in sequence spaces. Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 78 (1975) 451-460.

[17) BUNTINAS, M.: The spaces lip o and certain other spaces have duals with
Cesaro bases. Proc. Amer. Math. Soc. 57 (1976) 233-237.

(18] COOK, T. A.: Schauder decompositions and semi-reflexive spaces. Math.
Ann. 182 (1969) 232-235.

[19] DAY, M. M.: Normed Linear Spaces. Springer. Berlin, Gotinga y Heidelberg
(1958).

[20)] DE WILDE, M.: On weak and Schauder decompositions. Studia Math. 41
(1972) 145-148.

[21] DiAZ,J. C.y LOPEZ MOLINA, J. A.: On the projective tensor products
of Fréchet spaces. Proc. Edinburgh Math. Soc. 34 (1991) 169-178.

[22] DIAZ, J. C. y MINARRO, M. A.: Distinguished Fréchet spaces and pro-
jective tensor product. Doga Math. 14 (1990) 191-208.

[23] DIAZ, J. C. y MINARRO, M. A.: On Fréchet Montel spaces and their

projective tensor product. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 113 (1993)
335-341.



REFERENCIAS 148

[24] DIESTEL, J.: Sequences and Series in Banach Spaces. Springer-Verlag.
Berlin, Heidelberg, Nueva York v Tokvo (1984).

[25] DIEUDONNE, J.: History of Functional Analysis. North-Holland Math-
ematical Studies 49. Elsevier/North-Holland. Amsterdam, Nueva York y
Oxford (1981).

[26) DREWNOWSKI, L.; FLORENCIO, M. y PAUL. P. J.: Barrelled subspaces
of spaces with subseries decompositions or Boolean rings of projections.
Glasgow Math. J. 36 (1994) 57-69.

[27) DUBINSKY, E. y RETHERFORD, J. R.: Schauder bases and Kéthe se-
quence spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 130 (1968) 265-280.

[28] ENFLO, P.: A counterexample to the approximation problem in Banach
spaces. Acta Math. 130 (1973) 309-317.

[29] FLORENCIO, M.: Sumabilidad Cesaro en espacios de sucesiones. Tesis
Doctoral. Universidad de Sevilla (1980).

[30] FLORENCIO, M.: Sobre c-dualidad y espacios c-perfectos. Rev. Real Acad.
Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 75 (1981) 1221-1234.

[31] FLORENCIO, M.: Sobre la propiedad AK y AK-C en algunos espacios
de sucesiones. Rev. Real Acad. Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 76 (1982)
1221-1234.

[32] FLORENCIO, M. y PAUL P. J.: Some results on diagonal maps. Bull. Soc.
Roy. Sci. Liege 55 (1986) 569-580.

[33] FLORENCIO, M; PAUL P. J. y SAEZ, C.: Barrelledness in A-sums of
normed spaces. Slmon Stevin 63 (1989) 209-217.

[34] FLORENCIO, M. y PEREZ CARRERAS, P.: Sobre sumabilidad Cesaro
en el espacio cs I. Rev. Real Acad. Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 75
(1981) 1185-1197.

[35] FLORENCIO, M. y PEREZ CARRERAS, P.: Sobre sumabilidad Cesaro
en el espacio cs II. Rev. Real Acad. Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 76
(1982) 531-546.

[36] GAPOSKIN, V. F.: Trigonometric Cesaro bases in the spaces of functions
integrable with power weight. Analysis & (1982) 103-124.



REFERENCIAS 149

[37] GARLING. D. J. H.: The - and y-duality of sequence spaces. Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 63 (1967) 963-981.

[38] GARLING, D. J. H.: On topological sequence spaces. Math. Proc. Cam-
bridge Philos. Soc: 63 (1967) 997-1019.

[39] GARNIR, H. G.; DE WILDE, M. y SCHMETS, J.: Analyse Fonctionelle
I. Birkhéiuser-Verlag. Basilea y Stuttgart (1968).

[40] GELBAUM, B. R. y GIL DE LAMADRID, J.: Bases of tensor products of
Banach spaces. Pacific J. Math. 11 (1961) 297-310.

[41] GIMENEZ, . y LOPEZ MOLINA, J. A:: On weak and Schauder F-bases
in topological vector spaces. Arch. Math. 51 (1988) 561-569.

[42] GROSSE-ERDMANN, K.~G.: T-solid sequence spaces. Results Math. 23
(1993) 303-321.

[43) GROTHENDIECK, A.: Sur les espaces (F) et (DF'). Summa Brasil. Math.
3 (1954) 57-123.

[44] GROTHENDIECK, A.: Produits tensoriels topologiques et espaces
nucléaires. Mem. Amer. Math. Soc. 16. American Mathematical Society.
Providence, R. I. (1955).

[45] HARDY, G. H.: Divergent Series. Oxford University Press. Oxford (1973).

[46] ISIDRO, J. M.: Quasinormability of some spaces of holomorphic mappings.
Rev. Mat. Univ. Complut. Madrid 3 (1990) 57-123.

[47] JAIN, P. K. y KAUSHIK, S. K.: On k-shrinking and k-boundedly complete
M -bases in Banach spaces. J. Indian Math. Soc. 54 (1989) 147-154.

[48] JAIN, P. K. y SINHA, D. P.: On strong Markushevich decompositions of
Banach spaces. J. Indian Math. Soc. 55 (1990) 117-126.

[49] JAKIMOVSKI, A.; RUSSELL, D. y STIEGLITZ, M.: Toeplitz bases in
matrix fields. Analysis 8 (1988) 377-389.

[50] JAMES, R. C.: Bases and reflexivity of Banach spaces. Ann. Math. 52
(1950) 518-527.

[51] JAMES, R. C.: Bases in Banach spaces. Amer. Math. Monthly 89 (1982)
625-640.



REFERENCIAS 150

[52] JARCHOW, H.: Locally Convex Spaces. B.G. Teubner. Stuttgart (1981).

[53] JOHNSON, W. B.: Markushevich bases and duality theory. Trans. Amer.
Math. Soc. 149 (1970) 171-177.

[54] JOHNSON, M. D. y MOHAPATRA, R. N.: Sectional convergence in spaces
obtained as inverse images of sequence spaces under matrix transformations.
Math. Japonica 24 (1979) 179-185.

[55] KALTON, N. J.: Schauder decompositions of locally convex spaces. Math.
Proc. Cambridge Philos. Soc. 68 (1970) 377-392.

[56] KALTON, N. J.:V Schauder decompositions and completeness. Bull. London
Math. Soc. 2 (1970) 34-36.

[57] KALTON, N. J.: Mackey dual and almost shrinking bases. Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 74 (1973) 73-81.

(58] KALTON, N. J.: On summability domains. Math. Proc. Cambridge Philos.
Soc. 73 (1973) 327-338.

[59] KNOPP, K.: Theory and Application of Infinite Series. Blackie & Son, Ltd.
Glasgow (1944).

[60] KNOWLES, R. J. y COOK, T. A.: Non-complete reflexive spaces without
Schauder bases. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 74 (1973) 83-86.

[61] KOTHE, G.: Topological Vector Spaces I. Springer—Verlag. Berlin, Heidel-
berg y Nueva York (1969).

[62) KOTHE, G.: Topological Vector Spaces II. Springer—Verlag. Berlin, Hei-
delberg y Nueva York (1979).

[63) LABUDA, I. y LIPECKI, Z.: On subseries convergent and m-quasibases in
topological linear spaces. Manuscripta Math. 38 (1982) 87-98.

[64] LIPECKI, Z. y TERENZI, P.: Subsequences of independent sequences in
topological linear spaces. Rend. Accad. Naz. Sci. XL Mem. Mat. Ser. V 9
(1985) 25-32.

[65] LINDENSTRAUSS, J. y TZAFRIRI, L.: Classical Banach Spaces I. Se-
quence Spaces. Springer—Verlag. Berlin y Nueva York (1977).



REFERENCIAS 151

[66] MARQUINA, A. y SANZ, J. M.: Barrelledness conditions on co(E). Arch.
Math. 31 (1978) 589-596.

(67] McARTHUR, C. W.: The weak basis theorem. Collog. Math. 16 (1967)
T1-76.

[68] McARTHUR, C. W.y RETHERFORD, J. R.: Uniform and equicontinuous
Schauder bases of subspaces. Canad. J. Math. 17 (1965) 207-212.

[69] MADDOX, 1. J.: Infinite Matrices of Operators. Lecture Notes in Mathe-
matics 786. Springer—Verlag. Berlin, Heidelberg v Nueva York (1980).

[70) MADDOX, I J.: Elements of Functional Analysis. Cambridge University
Press. Segunda edicién. Cambridge (1988).

[71] MARTI, J. T.: Introduction to the Theory of Bases. Springer—Verlag New
York Inc., Nueva York (1969).

[72] MEISE, R. y VOGT, D.: A characterization of quasinormable Fréchet
spaces. Math. Nachr. 122 (1985) 141-150.

[73] MEYERS, G.: On Toeplitz sections in F K -spaces. Studia Math. 51 (1974)
23-33.

[74] MINARRO, M. A.: Descomposiciones de espacios de Fréchet. Aplicacién al
producto tensorial proyectivo. Tesis Doctoral. Universidad de Sevilla (1991).

[75] MONTES, C.: Sobre ciertos tipos de bases en espacios localmente convexos.
Tesis Doctoral. Universidad de Sevilla (1982).

[76] MONTES, C.: C-bases en espacios localmente convexos. Rev. Real Acad.
Cienc. Exact. Fis. Natur. Madrid 83 (1989) 9- 24

[77 MONTES, C y PEREZ CARRERAS P.: A note on basis in the sense of
Abel in locally convex spaces. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 5 (1983) 323-328.

[78] MUJICA, J.: Linearization of bounded holomorphic mappings on Banach
spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 324 (1991) 867-887.

[79] NOLL, D.: Toeplitz sections and the Wilansky property. Analysis 10 (1990)
27-43.

[80] NOLL, D. y STADLER, W.: Abstract sliding hump technique and charac-
terization of barrelled spaces. Studia Math. 94 (1989) 103-120.



REFERENCIAS 152

[81] PAUL, P. J.: Espacios de sucesiones vectoriales. Tesis Doctoral. Universidad
de Sevilla (1985).

(82] PAUL P. J. y FLORENCIO. M.: Sobre multiplicadores entre espacios de
Cesaro en Actas VII Congreso G.M.E.L. vol. II. Universidad de Coimbra
(1985) 167-170.

[83] PELCZYNSKI, A.: Banach spaces of analytic functions and absolutely
summing operators. CBMS Regional Conference Series 30. American Math-
ematical Society. Providence R. I. (1977).

[84] PEREZ CARRERAS, P. y BONET, J.: Barrelled Locally Convex Spaces.
North-Holland Mathematical Studies 131. Elsevier/North-Holland. Ams-
terdam, Nueva York y Oxford (1987).

[85] PERIS, A.: Quasinormable spaces and the problem of topologies of
Grothendieck. Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I Math. 19 (1994) 167-203.

[86] PIETSCH, A.: Zur Theorie der topologischen tensor Produkte. Math.
Nachr. 25 (1963) 19-31.

[87] RAMANUJAN, M. S.: Generalised Kojima-Toeplitz matrices in certain
linear topological spaces. Math. Ann. 159 (1965) 365-373.

[88) RETHERFORD, J. R.: Bases, basic sequences and reflexivity in Banach
spaces. Math. Ann. 164 (1966) 280-285.

[89] ROBERTSON, A. P. y ROBERTSON, W. J.: Topological Vector Spaces.
Segunda edicién. Cambridge University Press. Cambridge (1973).

[90] ROBINSON, A.: On functional transformations and summability. Proc.
London Math. Soc. 52 (1950) 132-160.

[91] ROSIER, R. C.: Dual spaces of certain vector sequences spaces. Pacific. J.
Math. 46 (1973) 487-501.

[92] RUCKLE, W. H.: The infinite sum of closed subspaces of an F-space. Duke
Math. J. 31 (1965) 543-554.

[93] RUCKLE, W. H.: An abstract concept of the sum of a numerical series.
Can. J. Math. 4 (1970) 863-874.

[94] RUCKLE, W. H.: Representation and series summability of complete
biorthogonal sequences. Pacific. J. Math. 34 (1970) 511-528.



REFERENCIAS 153

[95] RUCKLE, W. H.: Sequence Spaces. Research Notes in Math. 49. Pitman.
Londres (1981).

[96] RUCKLE, W. H.: Generalized sectional convergence and barrelledness.
(Manuscrito) (1992).

[97] RUCKLE, W. H. y SAXON, S. A.: Generalized sectional convergence and
multipliers. J. Math. Anal. Appl. 193 (1995) 680-705.

[98] RUCKLE, W. H. y SWART, J.: Schwartz topologies on sequence spaces.
Math. Ann. 230 (1978) 505-513.

[99] SANDERS, B. L.: Decompositions and reﬁekjvity in Banach spaces. Proc.
Amer. Math. Soc. 16 (1965) 204-208.

[100] SCHAEFER, H. H.: Sequence spaces with a given Kéthe §-dual. Math.
Ann. 189 (1970) 235-241.

[101) SCHAUDER, J.: Zur Theorie stetige Abbildungen in Funftionalrdumen.
Math. Z. 26 (1927) 47-65.

[102) SHAWYER, B. y WATSON, B.: Borel’s Methods of Summability. Theory
and Applications. Clarendon Press. Oxford (1994).

[103] SINGER, 1.: Basic sequences and reflexivity of Banach Spaces. Studia
Math. 21 (1962) 351-369.

[104] SINGER, L.: Bases in Banach Spaces I. Springer-Verlag. Berlin, Heidelberg
y Nueva York (1970).

[105] SINGER, 1.: Bases in Banach Spaces II. Springer-Verlag. Berlin, Heidel-
' berg y Nueva York (1981).

[106] TASKINEN, J.: Counterexamples to “Probléme des topologies” of Gro-

thendieck. Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I Math. Dissertationes 63 (1986)
75-88.

[107) TASKINEN, J.: The projective tensor products of Fréchet Montel spaces.
Studia Math. 91 (1988) 17-30.

[108] TASKINEN, J.: Examples of non distinguished Fréchet spaces. Ann. Acad.
Sci. Fenn. Ser. A I Math. 14 (1989) 75-88.



REFERENCIAS 154

[109] VALDIVIA. M.: Topics in Locally Convex Spaces. North-Holland Math-
ematical Studies 67. Elsevier/North-Holland. Amsterdam, Nueva York y
Oxford (1982).

[110] WEBB, J. H.: Sequential convergence in locally convex spaces. Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 64 (1964) 341-364.

[111]) WEBB, J. H.: Extended Schauder decompositions of locally convex spaces.
Glasgow Math. J. 15 (1974) 166-171.

[112] WEBB, J. H.: Schauder basis and decompositions in locally convex spaces.
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 76 (1974) 145-152.

[113] WILANSKY, A. : Functional Analysis. Blaisdell Publishing Co. Nueva
York, Toronto y Londres (1964).

[114] WILANSKY, A.: Modern Methods in Topological Vector Spaces. McGraw-
Hill International Book Co. Nueva York (1978).

[115] WILANSKY, A.:. Summability through Functional Analysis. North-
Holland Mathematical Studies 85. Elsevier/North-Holland. Amsterdam,
Nueva York y Oxford (1984).

[116]) WILANSKY, A. y ZELLER, K.: The inverse matrix in summability: re-
versible matrices. J. London. Math. Soc. 32 (1957) 397-408.

[117) WOJTASZCZYK, P.: Banach Spaces for Analysts. Cambridge Studies
in Advanced Mathematics 25. Cambridge University Press. Cambridge
(1991).

[118] ZELLER, K.: Allgemeine Eigenschaften von Limitierungsverfarhem. Math.
7. 53 (1951) 463-487.

[119] ZELLER, K.: Abschnittskonvergenz in FK-Raiimen. Math. Z. 55 (1951)
55-70.

[120]) ZELLER, K.: Approximation in Wirkfeldern von Summierungsverfahren.
Arch. Math. 4 (1953) 425-431.

[121] ZELLER, K.: Theorie der Limitierungsverfarhen. Springer Lecture Notes in
Mathematics 15. Springer-Verlag. Berlin, Heidelberg y Nueva York (1970).

[122] ZYGMUND, A.: Trigonometric Series. Cambridge University Press. Cam-
bridge (1959).



