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Introduión
Durante los últimos años del siglo XX y los primeros del siglo XXI hemos sido testigos de unfuerte impulso en la investigaión de los sistemas dinámios de�nidos a trozos, que se han onvertidoasí en una de las ramas más ativas y frutíferas dentro del maro global de los sistemas dinámiosen euaiones difereniales.Al ontrario de lo que pudiera pareer por este interés atual, los sistemas de�nidos por funionesa trozos no son un hallazgo reiente sino que ya fueron utilizados en las primeras déadas del sigloXX para modelar algunos dispositivos no lineales que surgen en diversos ampos de la ingeniería.Una referenia básia al respeto es el libro lásio �Teoría de Osiladores� de Andronov, Vitt yKhaikin [2℄, publiado originalmente en 1937. Desde entones, han sido una herramienta idónea en elámbito de la ingeniería para desribir �elmente multitud de sistemas físios en los que se produen nolinealidades on transiiones no regulares entre distintos estados (funiones de saturaión, limitadoresde pendiente, impatos, . . . ).Históriamente, en el análisis teório de algunos de estos fenómenos, a vees se ha optadopor regularizar previamente el sistema de euaiones difereniales (ambiando una funión esalónpor una arotangente adeuada o reemplazando alguna funión a trozos por un polinomio) parapoder así disponer de la ventaja que supone el uso de la fuerte artillería onoida para funionesdifereniables. Es obvio que en este proeso se puede desvirtuar el problema original y perder algunosomportamientos interesantes que pudiesen ser motivados diretamente por la falta de derivabilidad.Aunque, de manera general, es previsible que a mayor preisión en la regularizaión se dé una mayoronordania entre los resultados del sistema original y los del regularizado, para que el enfoque seamás direto y seguro, se ha heho neesario empezar una teoría propia para sistemas de�nidos atrozos que, por un lado, suple a la ya existente para sistemas difereniables y, por otro, tiene enonsideraión las partiularidades que pudiesen haer espeiales a estos sistemas. En el libro [8℄,vii



viii INTRODUCCIÓNdel año 2008, se puede onsultar una buena muestra del estado del arte así omo una uidada yexhaustiva lista de referenias al respeto.Un tipo partiular de sistemas de�nidos a trozos que posee importania propia es el de lossistemas ontinuos lineales a trozos, es deir, aquellos sistemas en los uales las funiones empleadasson lineales en ada región del espaio y se unen on ontinuidad en las variedades que lasseparan. Gran parte de la importania que tienen este tipo de sistemas se debe a que modelana la perfeión numerosas apliaiones reales (iruito de Chua [57℄, osilador de Colpitts [48℄,osilador en Puente de Wien [40,54℄), aunque además poseen otras tres araterístias que los haenespeialmente atrativos: por un lado, son apaes de reproduir las bifuraiones más habitualesde los sistemas difereniables (on algunas partiularidades evidentes) [13℄; por otro lado, muestrannuevos omportamientos que son imposibles de obtener on difereniabilidad (a modo de ejemplo,omentemos que un equilibrio puede no ser estable aún uando las partes reales de los autovaloresde las orrespondientes matries del sistema sean todas estritamente negativas [15℄); por último, elaráter lineal a trozos del sistema permite obtener las euaiones de algunos elementos geométriosy dinámios relevantes (variedades invariantes), así omo integrar explíitamente el �ujo del sistemaen ada zona de linealidad. Nótese que este último punto, a pesar de ser una ventaja innegable,no permite obtener la soluión general del sistema a menos que los �ujos obtenidos se unanapropiadamente en las variedades de separaión.La posibilidad de integraión en ada zona de linealidad que tienen los sistemas lineales a trozospermite onsiderar problemas que son prátiamente inabordables en sistemas difereniables. El meroheho de probar analítiamente la existenia de una órbita periódia en un sistema difereniablegenério se puede volver, más allá de razonamientos loales a partir de degeneraiones de equilibrios,una tarea ardua y, a vees, inalanzable; ni que deir tiene la di�ultad que se enuentra al tratarla existenia de onexiones globales y la dinámia que despliegan. De heho, aparte de las téniasloales omentadas, la mayoría de las vees se reurre, inluso en sistemas lineales a trozos, a téniasomputaionales para abordar estos problemas [49, 67�69℄. Nosotros hemos querido desmararnosun poo de esta línea y, aunque al �nal del trabajo reurrimos al ordenador para ilustrar y extenderalguno de los resultados obtenidos, el objetivo primordial que nos planteamos en la memoria es utilizarlas partiularidades de los sistemas lineales a trozos para obtener pruebas analítias de la existeniade órbitas periódias y bifuraiones globales en tres dimensiones.Antes de nada, debemos omenzar la memoria haiendo un repaso por alguno de los oneptosfundamentales relativos a sistemas tridimensionales ontinuos lineales a trozos on dos zonas deConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



ixlinealidad (que, sin pérdida de generalidad, podemos onsiderar separadas por un plano, llamadoplano de separaión). A este �n dediamos el primer apítulo de la memoria. En primer lugar,determinamos la existenia y uniidad global de soluión para el problema de valor iniial asoiado.Después, nos planteamos ómo esribir el sistema en algún tipo de forma anónia y distinguir uándoel sistema puede o no desaoplarse basándonos en las ondiiones de ontrolabilidad y observabilidad.Para terminar, nos entramos en ómo se onstruyen las semiapliaiones de Poinaré (obtenidas apartir de dos puntos onseutivos de interseión entre una órbita y el plano de separaión) y enla manera de alular, a partir de ellas, los multipliadores araterístios asoiados a una órbitaperiódia. La orreta manipulaión de las semiapliaiones de Poinaré nos permitirá llegar, enapítulos posteriores, a euaiones e ineuaiones que araterien a las distintas órbitas periódiasy onexiones globales que queremos estudiar.Aunque gran parte del trabajo realizado en la memoria se puede extender de forma genéria a otrossistemas, en el segundo apítulo nos entramos en una familia uniparamétria partiular de sistemastridimensionales ontinuos lineales a trozos que además poseen reversibilidad al ambio de signoen dos variables espaiales, divergenia nula y no se pueden desaoplar. Entre todos los miembrosde la familia, elegimos un representante que podemos onsiderar omo una versión lineal a trozosdel onoido sistema de Mihelson [31, 42, 55℄, ya que se puede obtener de éste tras unas simplesmanipulaiones. El resto del apítulo se dedia a analizar las propiedades geométrias prinipales del�ujo del sistema, de donde destaamos, por su uso en posteriores resultados, el estudio del sentidodel �ujo en el plano de separaión y la obtenión loal de las variedades invariantes de los equilibrios.Finalizamos on las expresiones de la soluión de los sistemas lineales en ada zona.En uanto ontamos on la mayoría de elementos teórios neesarios para abordar los problemaspropuestos, nos embaramos en la prueba de la existenia de dos onexiones globales para iertosvalores del parámetro del sistema. Más onretamente, onsideramos sólo onexiones diretas, esdeir, órbitas homolinas que sólo intersean dos vees al plano de separaión y ilos heterolinostipo punto -T que intersean en uatro puntos. Mediante las semiapliaiones de Poinaré, obtenemosunas ondiiones (esritas omo un onjunto de euaiones e ineuaiones) que araterizan a adauno de los dos objetos y omprobamos que, a pesar de ser distintos, las dos pruebas de existeniason análogas: ambas tienen una parte omún, donde nos planteamos la existenia de soluión de unsistema genério de euaiones uya forma engloba a los asos anteriores, así omo unos detallesespeí�os de ada tipo de onexión, que abordamos en dos seiones onseutivas del apítulo. Como�nal del apítulo mostramos que, para iertos valores del parámetro, apareen dos tipos distintos de



x INTRODUCCIÓNonexiones homolinas diretas así omo otros dos tipos de ilos heterolinos tipo punto -T.El apítulo uarto se dedia al análisis de omportamientos periódios y nos entramosfundamentalmente en el estudio de la on�guraión onoida omo bifuraión noose (lazo), uyaapariión ya es onoida en el sistema de Mihelson difereniable, véase [38,39℄. Esta estrutura deldiagrama de bifuraiones relaiona las dos bifuraiones más básias de órbitas periódias (silla-nodo y dupliaión de periodo) de tal modo que la familia sufre, para un valor del parámetro, unabifuraión de dupliaión de periodo y, posteriormente, ambas órbitas (la original y la de periododoble) desapareen al olisionar en una bifuraión silla-nodo. En el proeso que sigue la órbita deperiodo doble antes de llegar al pliegue podemos omprobar omo una de las dos vueltas originales vadisminuyendo progresivamente su tamaño hasta desapareer, a medida que deree el periodo. Esteheho, que en el sistema de Mihelson difereniable no tiene asi ninguna relevania en el estudio,es fundamental en la versión lineal a trozos, ya que involura una tangenia transversal (úbia) dela órbita periódia on el plano de separaión y esto fuerza a distinguir entre órbitas que interseandos vees on el plano de separaión y órbitas que lo haen uatro vees. La impliaión de estefenómeno en nuestro análisis es fundamental por dos motivos: por un lado, porque obliga a manejardistintas euaiones para ada tipo de órbita y, por el otro, porque el punto de tangenia tiene algunasaraterístias y propiedades que lo haen tener un papel entral en los diagramas de bifuraión delas familias de órbitas periódias.Cabe destaar que, en el apítulo uarto, llevamos a abo una prueba analítia de existeniade la familia de órbitas periódias reversibles y de dos ortes on el plano de separaión que estáinvolurada en la bifuraión lazo. Esta familia no se puede onsiderar omo loal (en el sentido deque se debe a una degeneraión de equilibrios y, por tanto, sólo se puede estar seguro de su existeniaen un entorno de la misma), sino que existe en todo un intervalo de valores del parámetro y terminaen la tangenia transversal antes menionada. Las ténias utilizadas se basan en las euaiones eineuaiones obtenidas a partir de las semiapliaiones de Poinaré. Para terminar el apítulo usamosmétodos numérios para ontinuar la familia de órbitas periódias reversibles de uatro ortes quesurge de la tangenia así omo para detetar y araterizar las bifuraiones prinipales que apareen.El algoritmo de ontinuaión numéria desarrollado (basado en la pseudo-longitud de aro, véaseapítulo 10 de [43℄) nos sirve también para obtener las ramas prinipales de órbitas periódias quesurgen de ada una de las degeneraiones prinipales que se dan sobre el lazo, trabajo que abordamosen el apítulo quinto. Esto permite observar que alguna de dihas ramas tiende, a medida que aumentael periodo, a iertas onexiones globales (alguna de ellas estudiada en el apítulo terero). VeremosConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



xitambién que, de modo genério, todas estas familias pasan por tangenias de distinto tipo entrelas órbitas periódias y el plano de separaión. Por ello, van ganando y perdiendo puntos de orteon diho plano, así que neesitamos desarrollar y manipular ondiiones para órbitas periódiasreversibles y no reversibles de dos, uatro, seis y oho ortes.Para terminar la memoria añadimos unas líneas a modo de resumen, donde esribimos algunasonlusiones de nuestro análisis y, además, planteamos algunos trabajos que se han abierto durantela investigaión y que sería interesante onsiderar en el futuro.





Capítulo1Sistemas dinámios ontinuos lineales a trozos: Generalidades.
Los sistemas dinámios ontinuos lineales a trozos se onsideran, en el ámbito de la ingeniería,omo las aproximaiones más adeuadas a iertos omportamientos no lineales. Apareen onfreuenia en el modelado matemátio de fenómenos en los que se produen saturaiones, omodispositivos eletrónios, meánios y de ontrol.En estos sistemas se pueden distinguir regiones del espaio donde la dinámia es lineal y, portanto, el �ujo es integrable explíitamente en ada una de ellas. La mayor di�ultad al realizar suanálisis dinámio surge uando nos planteamos unir dihos �ujos lineales a lo largo de las fronterasomunes a las orrespondientes regiones.Por otra parte, la falta de difereniabilidad hae que, para la deteión y araterizaión de susposibles bifuraiones, no se puedan apliar, en prinipio, los resultados y ténias de la dinámiadifereniable y haya que desarrollar herramientas espeí�as para el estudio del omportamiento delsistema.Un onjunto de sistemas lineales a trozos que presenta un espeial interés lo onforman aquellosque poseen dos o tres variables de estado y dos o tres zonas de linealidad, separadas por variedadeslineales paralelas. Como ejemplos de tales sistemas podemos destaar, entre otros, el osiladorde Goodwin [18℄ omo sistema bizonal plano, el iruito de Chua [12, 53℄ omo sistema trizonaltridimensional y el osilador de Colpitts [48℄ omo sistema tridimensional on dos zonas de linealidad.En este apítulo, se analizarán algunas propiedades de los sistemas tridimensionales ontinuoslineales a trozos on dos zonas de linealidad y, por tanto, una únia frontera. Mediante unatransformaión adeuada podemos onseguir que la frontera pase por el origen de oordenadas,obteniéndose así un sistema equivalente al iniial. Esto nos permitirá, entre otras osas, probar laexistenia y uniidad de soluión del problema de valores iniiales asoiado. 1



2 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.Con el objetivo de busar sistemas equivalentes al dado, on un menor número de parámetros yque resulten más fáiles de analizar, se realizará un estudio de las formas anónias para sistemastridimensionales ontinuos lineales a trozos on dos zonas.Finalmente, terminaremos el apítulo de�niendo las semiapliaiones de Poinaré para sistemasontinuos lineales a trozos y la apliaión de Poinaré omo omposiión de éstas.1.1. De�niión y primeras propiedades.Para de�nir el tipo de sistema dinámio que onsideramos en el resto de la memoria, vamos aintroduir la siguiente notaión:En todo lo que sigue, ẋ denota la derivada de x respeto de la variable temporal t, ei el i-ésimovetor de la base anónia de R
n y Mm×n(R) el onjunto de las matries de orden m × n onelementos en R. En partiular, designamos por Mn(R) al onjunto de las matries uadradas deorden n uyos elementos son números reales. Mediante 〈·, ·〉 denotamos al produto esalar usualde R

n y por ‖ · ‖ a la norma eulídea, asoiada a diho produto esalar.A ontinuaión, de�nimos el tipo de sistema dinámio que analizamos en esta memoria.De�niión 1.1 Deimos que la euaión diferenial autónoma ẋ = f(x), on x = (x, y, z)T ∈ R
3y f : R3 → R

3 una funión ontinua, de�ne un sistema dinámio ontinuo lineal a trozos bizonalen R
3 si existen tres vetores b1,b2,v ∈ R

3, on v 6= 0, dos matries A1, A2 ∈ M3(R) y un esalar
δ ∈ R tales que

ẋ = f(x) =





A1x+ b1 si 〈v,x〉 + δ < 0,

A2x+ b2 si 〈v,x〉 + δ ≥ 0.
(1.1)El plano de euaión {〈v,x〉 + δ = 0} se denomina plano de separaión.El plano de separaión divide al espaio en dos regiones en ada una de las uales el sistema (1.1)es lineal. Además, por ser el ampo vetorial del sistema una funión ontinua se veri�a la igualdad

A1x+ b1 = A2x+ b2, para todo punto x del plano de separaión.Veremos, en la siguiente proposiión, que realizando un ambio de variables podemos transformarel plano de separaión en el plano de euaión {x = 0}.
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.1. DEFINICIÓN Y PRIMERAS PROPIEDADES. 3Proposiión 1.2 El sistema ontinuo lineal a trozos (1.1) puede esribirse en la forma
ẋ = f(x) =




A−x+ b si x < 0,
A+x+ b si x ≥ 0,

(1.2)donde f : R3 → R
3 es ontinua, b ∈ R

3 y las matries A−, A+ ∈ M3(R) satisfaen la ondiión
A+ −A− =

(
A+ −A−) e1 eT1 on e1 = (1, 0, 0)T ∈ R

3.Demostraión:Consideremos la matriz de Householder H que veri�a la ondiión Hv = (‖v‖, 0, 0)T ∈ R
3. Elambio de variable x̃ = H(x+ δv‖v‖−2) nos permite esribir el sistema (1.1) en la forma

˙̃x =




HA1H x̃+H(b1 −A1δv‖v‖−2) si x̃ ≤ 0,
HA2H x̃+H(b2 −A2δv‖v‖−2) si x̃ > 0.De la ontinuidad del ampo vetorial se dedue, por un lado, la oinidenia de las dos últimasolumnas de las matries HA1H y HA2H y, por otro lado, la igualdad

H(b1 −A1δv‖v‖−2) = H(b2 −A2δv‖v‖−2).Tomando A− = HA1H, A+ = HA2H, b = H(b1 −A1δv‖v‖−2) y renombrando la variable x̃por x onluimos la demostraión. 2De�niión 1.3 El plano de separaión {x = 0} divide al espaio en dos semiespaios, que denotamospor Σ− y Σ+ y denominamos semiespaio izquierdo y dereho respetivamente; esto es,
Σ− =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : x < 0
}
,

Σ+ =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x > 0
}
.El plano de separaión {x = 0} se denotará por Σ =

{
(x, y, z) ∈ R

3 : x = 0
}.En general, la dinámia del sistema (1.2) en ada uno de los semiespaios está determinada por



4 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.el tipo topológio del equilibrio, uando existe, del sistema lineal orrespondiente. Este punto deequilibrio puede estar en el plano de separaión o bien en uno de los semiespaios de linealidad. Enel aso de que el equilibrio de uno de los sistemas lineales perteneza al semiespaio que lo gobiernao bien al plano de separaión será un equilibrio del sistema (1.2) y se denomina equilibrio real ; enaso ontrario, se die que es un equilibrio virtual.1.2. Existenia y uniidad de soluión.La existenia y uniidad de soluión de un problema de valores iniiales asoiado a un sistemadinámio de�nido a trozos puede no estar siempre garantizada. Véase, por ejemplo, el trabajo deKahlert [32℄.No obstante, veremos que el problema de valores iniiales asoiado al sistema (1.2) posee unaúnia soluión de�nida en toda la reta real. Para ello, reordamos previamente algunos oneptos yresultados sobre la existenia y uniidad de soluión en sistemas autónomos, véase [56℄.De�niión 1.4 Dados t0 ∈ R, x0 ∈ R
3 y f : R3 → R

3 ontinua, una funión x : R → R
3 de�nidaen todo R es una soluión del problema de valores iniiales

{
ẋ = f(x),

x(t0) = x0,
(1.3)si es una funión difereniable, veri�a ẋ(t) = f(x(t)) para todo t ∈ R y umple la ondiión iniial

x(t0) = x0.Con objeto de enuniar el resultado lásio de existenia y uniidad de soluión para el sistemalineal (1.3) reordaremos el onepto de funión lipshitziana.De�niión 1.5 Deimos que una funión f : R3 → R
3 es globalmente lipshitziana si existe unaonstante k > 0 tal que para todo x1,x2 ∈ R

3 se veri�a ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ k ‖x1 − x2‖.A ontinuaión, se enunia el resultado lásio de existenia y uniidad de soluión para unproblema de valores iniiales. Los detalles de su prueba pueden onsultarse, por ejemplo, en [56℄.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN. 5Teorema 1.6 Si f : R3 → R
3 es una funión globalmente lipshitziana, entones el problema devalores iniiales (1.3) tiene una únia soluión de�nida en todo R.Podemos apliar el resultado anterior al aso en que el problema de valores iniiales esté asoiadoa un sistema ontinuo lineal a trozos. Más onretamente, vamos a demostrar, en la siguienteproposiión, que la soluión de un problema de valores iniiales para el sistema (1.2) existe y esúnia. Para ello, utilizando el Teorema 1.6, bastará omprobar que el ampo vetorial de dihosistema es una funión globalmente lipshitziana.Proposiión 1.7 Sea x0 un vetor ualquiera perteneiente a R

3, entones el problema de valoresiniiales 



ẋ = f(x) =




A−x+ b si x < 0,
A+x+ b si x ≥ 0,

x(0) = x0,

(1.4)tiene una únia soluión de�nida en todo R.Demostraión:Para probar la existenia y uniidad de soluión del problema de valores iniiales (1.4) es su�ienteomprobar que el ampo vetorial f del sistema (1.2) veri�a la ondiión global de Lipshitz. Esdeir, existe k > 0 tal que para todo x1,x2 ∈ R
3 se veri�a ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ k ‖x1 − x2‖.La prueba depende de la posiión relativa de x1 = (x1, y1, z1) y x2 = (x2, y2, z2) on respeto alplano de separaión. Se distinguen las siguientes posibilidades:a) Si x1,x2 ∈ Σ+ ∪ Σ, entones

‖f(x1)− f(x2)‖ = ‖A+x1 −A+x2‖ ≤ ‖A+‖ ‖x1 − x2‖,donde se entiende que la norma matriial es la subordinada a la norma eulídea.b) Si x1,x2 ∈ Σ− ∪ Σ, entones
‖f(x1)− f(x2)‖ = ‖A−x1 −A−x2‖ ≤ ‖A−‖ ‖x1 − x2‖.



6 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.) Si x1 ∈ Σ+ y x2 ∈ Σ−, tomemos x3 el punto del segmento que une x1 on x2 y que está enel plano de separaión. Obviamente, la expresión de x3 es
x3 =

x2
x2 − x1

(x1 − x2) + x2.Entones,
‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ ‖f(x1)− f(x3)‖+ ‖f(x3)− f(x2)‖ =

= ‖A+x1 −A+x3‖+ ‖A−x3 −A−x2‖ ≤

≤ ‖A+‖ ‖x1 − x3‖+ ‖A−‖ ‖x3 − x2‖ ≤

≤ (‖A+‖+ ‖A−‖) ‖x1 − x2‖.Siguiendo las desigualdades anteriores y tomando k = ‖A+‖+ ‖A−‖ se tiene
‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ k ‖x1 − x2‖ para todo x1,x2 ∈ R

3.De ese modo, la funión f es globalmente lipshitziana y, por tanto, el problema de valoresiniiales (1.4) posee una únia soluión de�nida en todo R. 21.3. Controlabilidad y observabilidad. Formas anónias.En teoría de ontrol es posible enontrar ténias, oneptos y terminología de apliaión direta alos sistemas lineales a trozos, ya que éstos apareen on freuenia en diho ampo [5,14,16,34,70℄.En partiular, las noiones de observabilidad y ontrolabilidad se aplian a los sistemas lineales atrozos on el objetivo de simpli�ar sus euaiones.A ontinuaión, enuniamos los oneptos de ontrolabilidad y observabilidad [36℄ para lossistemas tridimensionales ontinuos lineales a trozos on dos zonas.De�niión 1.8 Deimos que el sistema (1.2) es ontrolable si la matriz de ontrolabilidad
C =

(
a
∣∣A− a

∣∣ (A−)2 a
)
, (1.5)donde a = (A+ −A−) e1 ∈ R

3, tiene rango máximo.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.3. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD. FORMAS CANÓNICAS. 7De�niión 1.9 Deimos que el sistema ontinuo lineal a trozos (1.2) es observable si la matriz
O =

(
e1

∣∣∣
(
A−)T e1

∣∣∣
((
A−)T)2 e1

)T

, (1.6)denominada matriz de observabilidad, tiene rango máximo.Notemos que los rangos de las matries de observabilidad y ontrolabilidad son invariantes frentea ambios lineales de variables [5℄.El primer paso en el análisis de un sistema ontinuo lineal a trozos suele ser su reduión a unaforma anónia. En este proeso utilizamos el símbolo ± para denotar los superíndies + ó −. Deesta forma, el sistema (1.2) se esribe por bloques omo
ẋ = A±x+ b =

(
a±11 A12

A±
21 A22

)
x+ b, (1.7)donde b = (b1, b2, b3)

T ∈ R
3, a±11 ∈ R, A12 ∈ M1×2(R), A±

21 ∈ M2×1(R) y A22 ∈ M2(R).En la siguiente proposiión, uya prueba aparee en [9℄, obtenemos una forma anónia para elsistema (1.7), bajo el supuesto de que diho sistema es observable. Llamaremos a la forma anóniaobtenida forma generalizada de Lienard.Proposiión 1.10 El sistema ontinuo lineal a trozos (1.7) es observable si, y sólo si, el onjuntode vetores {A12, A12A22} ⊂ R
2 es una base de R

2. Además, en diho aso, existe un ambio linealde variables que lleva el sistema a la forma generalizada de Lienard
ẋ =




t± −1 0

m± 0 −1

d± 0 0


x− a e3, (1.8)donde t± = tr(A±), m± es la suma de los menores diagonales de orden dos de A±, d± = det(A±)y a ∈ R.Notemos que la pérdida de observabilidad en el sistema (1.7) nos permite desaoplar laseuaiones del mismo. Por ejemplo, si A12 = 0 el sistema (1.7) es, según la Proposiión 1.10,



8 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.no observable y sus euaiones son de la forma




ẋ = a±11x+ b1,
(
ẏ

ż

)
= A±

21x+A22

(
y

z

)
+

(
b2

b3

)
,donde la variable x evoluiona de forma independiente.Si A12 6= 0 y el onjunto de vetores {A12, A12A22} ⊂ R

2 es linealmente dependiente, entonestras ambios de variable diretos, véanse los trabajos [9, 14℄, el sistema (1.7) adopta la forma




(
ẋ

ẏ

)
=

(
a±11 a12

a±21 a22

)(
x

y

)
+

(
b1

b2

)
,

ż = a±31x+ a32y + a33z + b3,y las variables x e y evoluionan de forma independiente de z.Aún en el aso en que un sistema sea observable, la pérdida de ontrolabilidad también permitedesaoplar el sistema. Así, uando el sistema (1.7) es observable, siguiendo los razonamientos dadosen [9, 14℄, será no ontrolable si, y sólo si, las matries A− y A+ omparten algún autovalor. Si elautovalor ompartido es real, pongamos λ, entones el sistema adopta la forma




ẋ = (t± − λ)x− y,

ẏ = (m± − t±λ+ λ2)x− z,

ż = λz − a,donde la variable z evoluiona de forma independiente.Cuando el autovalor ompartido es omplejo, pongamos α ± βi, entones el sistema puede llevarsea la forma 



ẋ = (t± − 2α)x − y,

ẏ = 2αy − z,

ż = (α2 + β2)y − a,donde las variables y y z evoluionan de forma independiente de x.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.4. SEMIAPLICACIONES DE POINCARÉ. 91.4. Semiapliaiones de Poinaré.Una ténia habitual en el análisis del omportamiento dinámio de los sistemas lineales onsisteen la onstruión de una apliaión de Poinaré adeuada. Para los sistemas ontinuos lineales atrozos esta de�niión implia omúnmente la omposiión de diferentes apliaiones de transiión osemiapliaiones de Poinaré. Véanse los trabajos de Kahlert [33, 35℄, donde se desarrollan algunaspropiedades analítias de estas semiapliaiones y se evidenia su omplejo omportamiento.En partiular, las semiapliaiones de Poinaré asoiadas a sistemas planos bizonales y trizonaleson simetría han sido analizadas por Freire et al. [25,26℄, Rodrigo [58℄ y Teruel [64℄. En estos trabajosse enuentran parametrizaiones de tales semiapliaiones que permiten desribir las bifuraiones quepresentan estos sistemas y dar resultados sobre la existenia y estabilidad de ilos límite, homolinasy heterolinas. En el aso tridimensional, un estudio parial de las semiapliaiones de Poinaréon apliaión al análisis de bifuraiones de ilos límites en sistemas bizonales y trizonales puedeenontrarse en los trabajos [12, 59℄. En esta seión se de�nirán las semiapliaiones de Poinaréasoiadas al sistema ontinuo lineal a trozos (1.2) y la apliaión de Poinaré omo omposiión deéstas. Para enuniar las de�niiones de las itadas apliaiones utilizaremos la siguiente notaión:Dado un punto p = (xp, yp, zp) ∈ R
3, denotamos por xp(t) = (xp(t), yp(t), zp(t)) a la soluióndel sistema (1.2) que veri�a la ondiión iniial xp(0) = p y por γp a la órbita de�nida por xp(t)que pasa a través del punto p.Supongamos que p pertenee al plano de separaión Σ, deimos que la órbita γp es transversalal plano en el punto p si el vetor tangente a la órbita γp en p no está ontenido en Σ, es deir, sise veri�a la ondiión
〈e1, A±p+ b〉 6= 0. (1.9)Observemos que, por ser el ampo vetorial del sistema (1.2) una funión ontinua se veri�a laigualdad 〈e1, A−p+ b〉 = 〈e1, A+p+ b〉, para todo punto p perteneiente al plano de separaión.En partiular, si 〈e1, A±p + b〉 > 0, entones el vetor tangente a la órbita γp en p apuntahaia la direión reiente de la variable x y, por tanto, la órbita atraviesa transversalmente alplano de separaión desde el semiespaio izquierdo haia el semiespaio dereho. Por otro lado, si

〈e1, A±p+b〉 < 0, entones γp ruza transversalmente al plano de separaión desde el semiespaiodereho haia el semiespaio izquierdo.Hagamos notar que si no se veri�a la ondiión (1.9), entones p es un punto de tangenia dela órbita γp on el plano de separaión. En este aso, el vetor tangente a la órbita γp en p está



10 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.ontenido en diho plano.De�nimos ahora la semiapliaión de Poinaré izquierda asoiada al sistema (1.2).De�niión 1.11 Supongamos que un punto p = (0, yp, zp), perteneiente al plano de separaión Σ,veri�a la ondiión 〈e1, A±p+ b〉 ≤ 0. Si existe τ > 0 tal que xp(τ) ∈ Σ, entones denominamossemitiempo de vuelo izquierdo al valor positivo τ−p tal que xp(τ−p ) = 0 y xp(t) < 0 para todo ten (0, τ−p ). En este aso, se de�ne la semiapliaión de Poinaré izquierda en el punto p omo
Π−(p) = xp(τ

−
p ).En la Figura 1.1 se muestra un esquema grá�o de la semiapliaión de Poinaré izquierda Π−asoiada al sistema (1.2). Observemos que la semiapliaión de Poinaré izquierda sólo depende delsistema lineal de�nido en el semiespaio Σ−.

PSfrag replaements
x y

z

p

Π−(p)Σ+

Σ−
Σ

Figura 1.1: Esquema grá�o de la semiapliaión de Poinaré izquierda asoiada al sistema (1.2) enun punto p ∈ Σ que veri�a 〈e1, A±p+ b〉 ≤ 0.Dado un punto p en el que está de�nido la semiapliaión de Poinaré izquierda y tal que tantoel punto p omo su imagen no son puntos de tangenia, entones la semiapliaión de Poinaréizquierda está de�nida en un entorno del punto p y, además, es ontinuamente difereniable, véaseel trabajo [64℄.A ontinuaión, de�nimos la semiapliaión de Poinaré dereha asoiada al sistema (1.2).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.4. SEMIAPLICACIONES DE POINCARÉ. 11De�niión 1.12 Supongamos que un punto p = (0, yp, zp), que pertenee al plano de separaión Σ,veri�a la ondiión 〈e1, A±p+ b〉 ≥ 0. Si existe τ > 0 tal que xp(τ) ∈ Σ, entones denominamossemitiempo de vuelo dereho al valor positivo τ+p tal que xp(τ+p ) = 0 y xp(t) > 0 para todo t en
(0, τ+p ). En diho aso, se de�ne la semiapliaión de Poinaré dereha en p omo Π+(p) = xp(τ

+
p ).En la Figura 1.2 se muestra un esquema grá�o de la semiapliaión de Poinaré Π+ asoiadaal sistema (1.2). La semiapliaión de Poinaré dereha sólo depende del sistema lineal de�nido enel semiespaio dereho.

PSfrag replaements
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Figura 1.2: Esquema grá�o de la semiapliaión de Poinaré dereha asoiada al sistema (1.2) enun punto p ∈ Σ que veri�a 〈e1, A±p+ b〉 ≥ 0.Análogamente, dado un punto p en el que está de�nido la semiapliaión de Poinaré dereha ytal que tanto el punto p omo su imagen no son puntos de tangenia, entones la semiapliaión dePoinaré dereha está de�nida en un entorno del punto p y, además, es ontinuamente difereniable.A partir de las semiapliaiones de Poinaré asoiadas al sistema (1.2) de�nimos la apliaión dePoinaré asoiada a diho sistema ontinuo lineal a trozos.De�niión 1.13 La apliaión de Poinaré Π : Σ → Σ asoiada al sistema ontinuo lineal atrozos (1.2) vendrá dada mediante la omposiión de ambas semiapliaiones de Poinaré,
Π = Π+ ◦Π−.



12 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.Obsérvese que para que esté de�nida la apliaión de Poinaré asoiada al sistema (1.2) en unpunto p ∈ Σ que veri�a 〈e1, A±p + b〉 ≤ 0, han de estar de�nidas la semiapliaión de Poinaréizquierda en p y la semiapliaión de Poinaré dereha en el punto Π−(p). En este aso, existendos valores positivos τ−p y τ+Π−(p) tales que xp(τ−p ) = 0, xΠ−(p)(τ
+
Π−(p)) = 0, xp(t) < 0 para todo

t ∈ (0, τ−p ) y xΠ−(p)(t) > 0 para todo t ∈ (0, τ+Π−(p)

)
. Llamamos tiempo de vuelo al valor positivo τpque se obtiene al sumar los dos semitiempos de vuelos, es deir, τp = τ−p + τ+Π−(p). Así, la apliaiónde Poinaré asoiada al sistema (1.2) en el punto p está dada por

Π(p) = xΠ−(p)(τ
+
Π−(p)) = xp(τp).En la Figura 1.3 se muestra un esquema grá�o de la apliaión de Poinaré Π.
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Π−(p)
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Figura 1.3: Esquema grá�o de la apliaión de Poinaré asoiada a (1.2) en un punto p ∈ Σ queveri�a la ondiión 〈e1, A±p+ b〉 ≤ 0.Dado un punto p para el que está de�nido Π(p) y tal que p, Π−(p) y Π(p) no son puntos detangenia, entones la apliaión de Poinaré y el tiempo de vuelo están de�nidas en un entornode p y ambas son funiones ontinuamente difereniables. Por otro lado, las órbitas periódias delsistema (1.2), on exatamente dos ortes on el plano de separaión, se orresponden on los puntos�jos de la apliaión de Poinaré Π.Algunas vees, por omodidad, onviene utilizar la apliaión de Poinaré omo aquella quetransforma puntos de R
2 en puntos de R

2 y el tiempo de vuelo omo aquel que está de�nido en R
2Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.4. SEMIAPLICACIONES DE POINCARÉ. 13y on valores en R. Para su de�niión utilizamos la proyeión estándar
π1 : R

3 −→ R
2

(x1,x) −→ x, donde x = (x2, x3).De ese modo, tenemos el semitiempo de vuelo izquierdo
τ̃− : R

2 −→ R

q 7−→ τ̃−(q) = τ−(0,q),y la semiapliaión de Poinaré izquierda
Π̃− : R

2 −→ R
2

q 7−→ Π̃−(q) = π1
(
Π−(0,q)

)
.Análogamente, onsideramos el semitiempo de vuelo dereho

τ̃+ : R
2 −→ R

q 7−→ τ̃+(q) = τ+(0,q),la semiapliaión de Poinaré dereha
Π̃+ : R

2 −→ R
2

q 7−→ Π̃+(q) = π1
(
Π+(0,q)

)
,el tiempo de vuelo

τ̃ : R
2 −→ R

q 7−→ τ̃(q) = τ(0,q)y la apliaión de Poinaré Π̃ = Π̃+ ◦ Π̃−.Por tanto, se sigue que todo punto �jo de la apliaión de Poinaré Π es también un punto �jode la apliaión Π̃ y vieversa.Con esta notaión, estudiar la estabilidad de una órbita periódia del sistema (1.2) equivale aanalizar la estabilidad de los puntos �jos de la apliaión de Poinaré Π̃. Para ello, tenemos quealular los autovalores de la matriz DΠ̃(q0), siendo q0 un punto �jo de la apliaión de Poinaré Π̃.Si todo autovalor de la matriz DΠ̃(q0) tiene módulo estritamente menor que uno, entones la órbita



14 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.periódia que pasa a través del punto �jo p0 = (0,q0) es asintótiamente estable. Si uno de ellos esestritamente mayor que uno, entones la órbita periódia es inestable.Para determinar los autovalores de la matriz DΠ̃(q0) utilizamos la semejanza de matries que seenunia en el siguiente resultado:Proposiión 1.14 Supongamos que el sistema (1.2) posee una órbita periódia que orta al plano deseparaión en los puntos p0 = (0,q0) y p1 = (0,q1), on 〈e1, A±p0+b〉 < 0 y 〈e1, A±p1+b〉 > 0,de forma que se veri�a Π̃−(q0) = q1 y Π̃+(q1) = q0. Entones, la matriz
Q =

(
1 ∇τ̃(q0)

0 DΠ̃(q0)

)es semejante a la matriz M = exp (A+τ̃+(q1)) · exp (A−τ̃−(q0)).Demostraión:En la prueba de esta proposiión onviene denotar x(t;p) = xp(t).La ondiión de transversalidad 〈e1, A±p0 + b〉 < 0 asegura que la semiapliaión de Poinaréizquierda Π̃− asoiada al sistema (1.2) está de�nida en un entorno abierto U del punto q0 y, porde�niión, veri�a
x(τ̃−(q); (0,q)) = (0, Π̃−(q)), para todo q ∈ U.Derivando on respeto a q en la expresión anterior queda

∂x

∂t
(τ̃−(q); (0,q)) · ∇τ̃−(q) + ∂x

∂p
(τ̃−(q); (0,q)) ·




0 0

1 0

0 1


 =

(
0

DΠ̃−(q)

)
.Evaluando ahora la expresión obtenida on q = q0 y teniendo en uenta la relaión

∂x

∂t
(τ̃−(q0);p0) = f(p1)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



1.4. SEMIAPLICACIONES DE POINCARÉ. 15se tiene
f(p1) · ∇τ̃−(q0) +

∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) ·




0 0

1 0

0 1


 =

(
0

DΠ̃−(q0)

)
. (1.10)A partir de la igualdad (1.10) se dedue trivialmente

(
f(p1)

∣∣∣∣∣f(p1) · ∇τ̃−(q0)−
(

0

DΠ̃(p0)

))
=


f(p1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) ·




0 0

−1 0

0 −1





 = B1Q

−,donde
B1 =


f(p1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0

−1 0

0 −1


 y Q− =

(
1 ∇τ̃−(q0)

0 DΠ̃−(q0)

)
.Aún más, onsiderando la euaión variaional de la órbita periódia,

f(p1) =
∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) · f(p0),se dedue la relaión

B1 ·Q− =
∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) · B0, (1.11)donde la matriz

B0 =


f(p0)

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0

−1 0

0 −1


es no singular debido a la ondiión de transversalidad.Análogamente, de�niendo la matriz

Q+ =

(
1 ∇τ̃+(q1)

0 DΠ̃+(p1)

)se puede probar la relaión
B0 ·Q+ =

∂x

∂p
(τ̃+(q1);p1) · B1. (1.12)Por último, teniendo en uenta que se veri�a la igualdad matriial Q = Q+ · Q− y las



16 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÁMICOS CONTINUOS LINEALES A TROZOS: GENERALIDADES.relaiones (1.11) y (1.12) tenemos
B0 ·Q =

∂x

∂p
(τ̃+(q1);p1) ·

∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) ·B0,de donde se obtiene diretamente el resultado ya que

∂x

∂p
(τ̃−(q0);p0) = exp (A−τ̃−(q0)) y ∂x

∂p
(τ̃+(q1);p1) = exp (A+τ̃+(q1)).

2Hagamos notar que, la Proposiión 1.4 tiene una extensión natural al aso en que la órbitaperiódia orte transversalmente más de dos vees al plano de separaión; en esta situaión,apareerán suesivos produtos de matries exponeniales.
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Capítulo2Versión lineal a trozos del sistema de Mihelson.
En este apítulo presentamos el sistema que onstituirá el eje fundamental de esta memoria yanalizamos algunas de sus propiedades básias, on la �nalidad de determinar en suesivos apítulosparte de su omportamiento periódio así omo algunos fenómenos globales. Este sistema viene dadopor las euaiones 




ẋ = y,

ẏ = z,

ż = 1− y − c|x|,
(2.1)donde c es un parámetro real positivo, y puede ser onsiderado omo un representante de unalase más amplia de sistemas lineales a trozos. Más onretamente, nos referimos a sistemastridimensionales, ontinuos, lineales a trozos on dos zonas, observables, reversibles, on divergenianula y exatamente dos puntos de equilibrio de tipo silla-foo.Un sistema on las araterístias desritas en el párrafo anterior, uyo plano de separaión sea

Σ = {x = 0} se puede esribir, usando la hipótesis de observabilidad, en la forma de Lienard




ẋ = t±x− y,

ẏ = m±x− z,

ż = d±x− 1,

(2.2)donde t± = tr(A±), m± es la suma de los menores diagonales de orden dos de A± y d± = det(A±).Nótese que la forma (2.2) se puede obtener a partir del sistema (1.8), teniendo en uenta que elparámetro a de diho sistema es distinto de ero (ya que los puntos de equilibrio del sistema noperteneen al plano de separaión) y que puede suponerse positivo sin pérdida de generalidad. 17



18 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.Imponiendo la reversibilidad
R : (x, y, z) → (−x, y,−z), (2.3)es deir, la invariania del sistema (2.2) bajo la transformaión (x, y, z, t) → (−x, y,−z,−t), seobtiene t+ = −t−, m+ = m− y d+ = −d−. Ahora, imponiendo divergenia nula, se veri�a que

t+ = −t− = 0. Además, la existenia de dos puntos de equilibrio no virtuales de tipo silla-foo fuerzaa que los parámetros d+ y m+ sean estritamente positivos. Así pues, la expresión del sistema (2.2)es 



ẋ = −y,
ẏ = mx− z,

ż = d |x| − 1,

(2.4)donde d = d+ > 0 y m = m+ > 0. Realizando en el sistema anterior el ambio de variable
X = −m3/2x, Y = my, Z = m1/2(mx− z), τ = m1/2 t, transformamos (2.4) en el sistema





X ′ = Y,

Y ′ = Z,

Z ′ = 1− Y − c|X|,donde el símbolo prima india que estamos tomando la derivada on respeto a la variable τ y
c = d/m3/2 es real estritamente positivo. Obsérvese que el sistema que aabamos de obteneroinide on el sistema (2.1).Las propiedades que hemos exigido a esta lase de sistemas lineales a trozos pueden tambiénser observadas en un sistema difereniable uyo estudio ha dado y sigue dando lugar a multitud depubliaiones. Hablamos del onoido sistema de Mihelson





ẋ = y,

ẏ = z,

ż = ρ2 − y − 1

2
x2,

(2.5)on parámetro ρ estritamente mayor que ero, que aparee originariamente al busar un tipopartiular de soluiones de la euaión de Kuramoto-Sivashinsky [55℄, ut + uxxxx + uxx +
1
2u

2
x = 0;por este motivo también se onoe a (2.5) omo sistema de Kuramoto-Sivashinsky. Un análisis de laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.1. PRIMERAS PROPIEDADES DE LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON. 19dinámia y bifuraiones de diho sistema puede onsultarse en [31,37�39,42,55,63℄. Es remarableque el sistema (2.5) también aparee al estudiar la degeneraión triple ero, ver [20℄ y [24℄.Las similitudes existentes entre el sistema difereniable (2.5) y el sistema ontinuo lineal atrozos (2.1) nos motivan a llamar a este último versión lineal a trozos del sistema de Mihelson.Más aún, realizando el ambio de variable
X =

x

ρ2
, Y =

y

ρ2
, Z =

z

ρ2
(2.6)sobre el sistema (2.5) llegamos a 




Ẋ = Y,

Ẏ = Z,

Ż = 1− Y − cX2,donde c = ρ2/2, ambiando X2 por |X| y renombrando las variables omo al prinipio obtenemosel sistema (2.1).Nótese que si hubiésemos realizado el ambio x2 por |x| diretamente sobre (2.5), habríamosobtenido el sistema 



ẋ = y,

ẏ = z,

ż = ρ2 − y − 1

2
|x|,uyo parámetro desaparee al apliarle el mismo ambio de variable (2.6). De este modo, el estudiodel sistema perdería su interés.

2.1. Primeras propiedades de la versión lineal a trozos del sistemade Mihelson.Observemos en primer lugar que el sistema (2.1) puede esribirse matriialmente omo
ẋ =

{
A− x+ e3 si x < 0,

A+ x+ e3 si x ≥ 0,
(2.7)



20 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.siendo
x = (x, y, z)T , A− =




0 1 0

0 0 1

c −1 0


 , A+ =




0 1 0

0 0 1

−c −1 0


 y e3 = (0, 0, 1)T .Este sistema posee un únio plano de separaión Σ = {x = 0} y, por tanto, dos semiespaios delinealidad Σ− = {x < 0} y Σ+ = {x > 0}.Por onstruión, el sistema (2.7) pertenee a la lase de sistemas reversibles bajo latransformaión (2.3), es deir, f(R(x)) = −R(f(x)), donde f representa al ampo vetorial dediho sistema. Nótese que si x(t) es una soluión del sistema (2.7) también lo es R(x(−t)). Lospuntos �jos de la transformaión (2.3) se orresponden on el eje y, que denominaremos eje dereversibilidad. Así pues, ualquier órbita que interseque a este eje es invariante bajo la reversibilidad.Véase, por ejemplo, [44℄ para otros resultados de los sistemas reversibles.También por onstruión el sistema posee exatamente dos puntos de equilibrio no virtuales,que son p− = (−1/c, 0, 0) ∈ Σ− y p+ = (1/c, 0, 0) ∈ Σ+, que se transforman uno en el otro porla reversibilidad. Estos dos equilibrios son de tipo silla-foo y, omo veremos a ontinuaión, poseenon�guraiones de estabilidad interambiadas, es deir, el punto de equilibrio p− tiene asoiado unavariedad inestable unidimensional y una variedad estable bidimensional, mientras que el punto p+tiene asoiado una variedad estable unidimensional y una variedad inestable bidimensional.El polinomio araterístio de A−, dado por pA−(ξ) = −ξ3−ξ+c, tiene grado impar y oe�ientesreales por lo que al menos tiene una raíz real λ. A ontinuaión, on�rmaremos que los demásautovalores de la matriz A− son omplejos y determinaremos éstos en funión del autovalor real.Para ello, onsideramos la derivada del polinomio araterístio, p′A−(ξ) = −3ξ2 − 1, quees estritamente negativa para ualquier valor ξ. Por tanto, pA− es una funión dereiente y,en onseuenia, λ es la únia raíz real. Obsérvese que es posible expresar c en funión de λ,

c = λ(λ2 + 1). Al ser c estritamente mayor que ero, del razonamiento anterior, se dedue que λes estritamente mayor que ero.Para determinar las raíes omplejas del polinomio pA− , α± βi, utilizamos algunas propiedadesde los autovalores asoiados a la matriz A−. En primer lugar, sabemos que la traza de la matriz A−,que es nula, tiene que oinidir on la suma de los autovalores, λ + 2α. De esto se dedue que
α = −λ/2. Por otro lado, determinamos la parte imaginaria de los autovalores omplejos utilizandoque el determinante de A−, uyo valor es c = λ(λ2 + 1), ha de oinidir on el produto de losConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.1. PRIMERAS PROPIEDADES DE LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON. 21autovalores, λ(α2 +β2). Por tanto, det(A−) = λ(λ2 +1) = λ(α2 +β2). Sustituyendo α = −λ/2 enla expresión anterior se obtiene fáilmente β =
√
3λ2 + 4/2. De ese modo, los autovalores omplejosde la matriz A− quedan ompletamente determinados en funión de λ y son

−λ
2
+

√
3λ2 + 4

2
i y − λ

2
−

√
3λ2 + 4

2
i.Por la reversibilidad del sistema, los autovalores asoiados a A+ son

−λ, −α+ β i =
λ

2
+

√
3λ2 + 4

2
i, y − α− β i =

λ

2
−
√

3λ2 + 4

2
i.De ahora en adelante, teniendo en uenta que hemos obtenido α, β y c en funión de λ,usaremos λ omo parámetro prinipal del sistema (2.1). De ese modo, el sistema queda





ẋ = y,

ẏ = z,

ż = 1− y − λ(λ2 + 1)|x|,
(2.8)donde λ es estritamente mayor que ero. También podemos expresar los puntos de equilibrio delsistema (2.7) en funión de λ, quedando

p− = (−1/c, 0, 0) =

( −1

λ(λ2 + 1)
, 0, 0

)
,

p+ = (1/c, 0, 0) =

(
1

λ(λ2 + 1)
, 0, 0

)
.Las matries de observabilidad y ontrolabilidad del sistema (2.8), de�nidas por (1.5) y (1.6),son

O =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 y C = 2λ(λ2 + 1)




0 0 −1

0 −1 0

−1 0 1


 .Teniendo en uenta que ambas tienen rango máximo, el sistema (2.8) es observable, omo yasabíamos, y ontrolable. Reordemos que esto implia que el sistema no se puede desaoplar medianteambios lineales.Nótese que por la reversibilidad del sistema (2.8) se dedue que si p está en el plano de separaión,



22 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.entones se veri�a la relaión
RΠ+(p) = Π−1

− (Rp), (2.9)donde Π+ y Π− son las semiapliaiones de Poinaré asoiadas a diho sistema. En la Figura 2.1 semuestra un esquema que reprodue geométriamente esta relaión.PSfrag replaements
x y

z

p

Π+(p)

RΠ+(p)

Π−(RΠ+(p)) = Rp

Σ+

Σ−

Σ

Figura 2.1: Esquema que muestra geométriamente la relaión (2.9).A ontinuaión, analizamos algunas propiedades sobre la transversalidad de una órbita delsistema (2.8) respeto al plano de separaión. Para ello, utilizaremos la siguiente notaión:Dado un punto p = (xp, yp, zp) ∈ R
3, reordemos que xp(t) = (xp(t), yp(t), zp(t)) denota ala soluión de (2.8) que veri�a la ondiión iniial xp(0) = p. Para simpli�ar la notaión hemospresindido del parámetro λ en los argumentos de la soluión. Denotamos por γp a la órbita de�nidapor xp(t) que pasa a través del punto p.Dado un punto p = (0, yp, zp), perteneiente al plano de separaión, supongamos que la órbita γpes transversal a diho plano en p, es deir, se veri�a la ondiión 〈e1, A±p+ e3〉 6= 0 y, por tanto,

yp 6= 0. En partiular si yp es estritamente mayor que ero, entones el vetor tangente a laórbita γp en p apunta haia la direión reiente de la variable x y, por tanto, la órbita ruzatransversalmente al plano de separaión desde el semiespaio Σ− haia Σ+. Por otro lado, si yp esestritamente menor que ero la órbita γp ruza transversalmente al plano de separaión desde elsemiespaio Σ+ haia Σ−.Nótese que si yp = 0, entones el punto p es un punto de tangenia de la órbita γp on elConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.2. VARIEDADES INVARIANTES. 23plano de separaión. En este aso, el onjunto de todos los puntos de tangenia es el eje z, quedenominamos eje de tangenia. En la siguiente proposiión se desribe el omportamiento de unaórbita del sistema (2.8) uando pasa por un punto del eje z.Proposiión 2.1 Dado un punto p = (0, 0, zp) perteneiente al plano de separaión, la órbita delsistema (2.8) que pasa por p es tangente al plano de separaión en p. Además, se veri�a que
◦ Si zp < 0, entones γp está loalmente ontenida en el semiespaio dereho.
◦ Si zp > 0, entones γp está loalmente ontenida en el semiespaio izquierdo.
◦ Si zp = 0, entones γp ruza al plano de separaión desde el semiespaio Σ− haia Σ+.Demostraión:Sea p = (0, yp, zp), on yp = 0, un punto perteneiente al plano de separaión. Como hemosmenionado anteriormente, si yp = 0, entones el punto p es un punto de tangenia y, por tanto, laórbita γp es tangente al plano de separaión en p.Para ver la posiión relativa de diha órbita on respeto a diho plano onsideramos el desarrollode Taylor hasta terer orden en t = 0 de su primera omponente,

xp(t) = xp(0) + t ẋp(0) +
t2

2
ẍp(0) +

t3

3!

...
xp(0) +O(t4).Sustituyendo en diho desarrollo el valor de ada una de las derivadas evaluadas en t = 0 se tiene

xp(t) =
t2

2
zp +

t3

3!
+O(t4).De la igualdad anterior se deduen los omportamientos desritos en el enuniado. 22.2. Variedades invariantes.A ontinuaión vamos a determinar loalmente las variedades invariantes de los puntos deequilibrio del sistema (2.8). Teniendo en uenta el aráter lineal a trozos del sistema, dihasvariedades serán loalmente lineales. Por ello, alularemos las euaiones de los planos y retasque la determinan.



24 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.En primer lugar, obtendremos las euaiones de las variedades invariantes en el semiespaioizquierdo. Reordemos que A− posee un autovalor real positivo y un par de autovalores omplejoson parte real negativa. Por tanto, el punto de equilibrio p− tiene asoiado una variedadinestable unidimensional y una estable bidimensional, que denotaremos por W u(p−) y W s(p−)respetivamente.La variedad inestable W u(p−) de p− ontiene a la semirreta
L− =

{
p− − µvλ =

( −1

λ(λ2 + 1)
− µ,−µλ,−µλ2

)
:

−1

λ(λ2 + 1)
≤ µ <∞

}generada por el autovetor vλ = (1, λ, λ2) asoiado al autovalor λ de la matriz A−. Esta semirretaintersea al plano de separaión en el punto
m− =

(
0,

1

λ2 + 1
,

λ

λ2 + 1

)
.Por otra parte, la variedad estable W s(p−) de p− está ontenida loalmente en el plano quepasa por el punto de equilibrio p− y que está generado por los autovetores de A− asoiados a losautovalores omplejos. Este plano, restringido al semiespaio izquierdo, se denomina semiplano foalizquierdo del sistema (2.8) y lo denotaremos por P−. Los vetores ortogonales a este plano son losautovetores de la matriz (A−)T asoiados a su autovalor real λ, es deir, las soluiones del sistema




−λ 0 λ(λ2 + 1)

1 −λ −1

0 1 −λ







n1

n2

n3


 = 0.De este modo, el vetor nλ = (1 + λ2, λ, 1) es ortogonal a P− y así,

P− =
{
λ(λ2 + 1)x+ λ2y + λz = −1, x ≤ 0

}
.La interseión de P− on el plano de separaión es la reta dada por D− = {λ2y+λz = −1, x = 0}.Destaquemos que la variedad estable W s(p−) de p− está ontenida loalmente en P− y queno todos los puntos de D− perteneen a diha variedad, ya que puede sueder que la trayetoriaque pase por uno de sus puntos vuelva a ortar al plano de separaión en vez de aabar tendiendoal equilibrio. En la Figura 2.2 se muestran los diferentes omportamientos que podría presentar laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.2. VARIEDADES INVARIANTES. 25órbita del sistema (2.8) asoiada al punto de equilibrio p− uando ruza al plano de separaión.PSfrag replaements
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z
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(a)PSfrag replaements
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(b)Figura 2.2: En el aso (a) la órbita tiende al punto de equilibrio p− uando t→ +∞. En el aso (b)no podemos garantizar este omportamiento.El segmento S− ⊂ D−, delimitado por la interseión de D− on el eje de tangenia,
q− = (0, 0,−1/λ), y por su imagen inversa mediante la semiapliaión de Poinaré izquierda,
Π−1

− (q−), está inluido en la variedad estable W s(p−). Alguno de los puntos de D− \ S− tambiénpodría perteneer a W s(p−), pero la órbita positiva de diho punto tendría que salir del semiespaio



26 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.izquierdo. En la Figura 2.3 podemos observar algunos de los elementos geométrios del sistema (2.8)desritos anteriormente.PSfrag replaements
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(b)Figura 2.3: Esquema grá�o de las variedades invariantes del punto de equilibrio p− en el semiespaio
Σ− = {x < 0} desde dos puntos de vista diferentes.A partir de las euaiones de las variedades invariantes en el subespaio izquierdo podemosConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.2. VARIEDADES INVARIANTES. 27deduir, apliando la reversibilidad, las euaiones para el aso del semiespaio dereho. De estemodo, la variedad estable W s(p+) de p+ ontiene a la semirreta
L+ =

{(
1

λ(λ2 + 1)
+ µ,−µλ, µλ2

)
:

−1

λ(λ2 + 1)
≤ µ < +∞

}
,la ual intersea al plano de separaión en el punto

m+ =

(
0,

1

λ2 + 1
,− λ

λ2 + 1

)
.Es fáil deduir que la variedad estableW u(p+) de p+ está ontenida loalmente en el semiplanofoal dereho, P+ =

{
λ(λ2 + 1)x− λ2y + λz = 1, x ≥ 0

}
, que intersea al plano de separaión enla reta D+ = {−λ2y+ λz = 1, x = 0}. Observemos que las retas D+ y D− se ortan en el punto

q =
(
0,−1/λ2, 0

)
, uya importania en nuestro estudio se pondrá de mani�esto en el siguienteapítulo.PSfrag replaements

x
y

zΣ

p+

m+

q+

q

L+

P+
D+

S+

Π+(q+)

Figura 2.4: Esquema grá�o de las variedades invariantes asoiadas a los puntos de equilibrio delsistema ontinuo lineal a trozos (2.8). Para simpli�ar el dibujo, sólo hemos etiquetado los puntosorrespondientes a Σ+ ya que los orrespondientes a Σ− apareen en la Figura 2.3.Análogamente, la variedad inestable W u(p+) de p+ está ontenida loalmente en P+. Además,no todos los puntos de D+ perteneen a diha variedad, ya que puede sueder que la trayetoria



28 CAPÍTULO 2. VERSIÓN LINEAL A TROZOS DEL SISTEMA DE MICHELSON.que pase por uno de sus puntos vuelva a ortar al plano de separaión en vez de aabar tendiendo alequilibrio.El segmento S+ ⊂ D+, delimitado por la interseión de D+ on el eje de tangenia,
q+ = (0, 0, 1/λ), y por su imagen mediante la semiapliaión de Poinaré dereha, Π+(q+), estáontenido en la variedad inestable W u(p+). Alguno de los puntos de D+ \ S+ también podríaperteneer a W u(p+), pero la órbita negativa de diho punto tendría que salir una o más veesdel semiespaio Σ+. En la Figura 2.4 podemos observar algunos de los elementos geométrios delsistema (2.8) desritos anteriormente.2.3. Soluión del sistema ontinuo lineal a trozos en adasubespaio.En este apartado determinaremos la soluión del problema de valores iniiales asoiado a adauno de los sistemas lineales que de�ne el sistema (2.8), partiularizando al aso en que la ondiióniniial está en el plano de separaión, ya que estamos interesados en manejar las semiapliaiones dePoinaré.En primer lugar, alulamos la soluión del problema de valores iniiales asoiado al sistema linealorrespondiente al semiespaio dereho,





ẋ = y,

ẏ = z,

ż = 1− y − λ(λ2 + 1)x,

(2.10)on la ondiión iniial x(0, λ) = x0 = (0, y0, z0), perteneiente al plano de separaión. Para ello,onsideramos la euaión diferenial lineal no homogénea de terer orden asoiada,...
x + ẋ+ λ(λ2 + 1)x− 1 = 0. (2.11)Podemos expresar la soluión general de esta euaión en la forma x(t, λ) = xp(t, λ) + xh(t, λ),donde xp es una soluión partiular de la euaión diferenial y xh es la soluión general de laeuaión lineal homogénea asoiada a (2.11), xh(t, λ) = c1e

−tλ + c2e
−αt cos (βt) + c3e

−αt sen (βt).Es direto observar que la euaión diferenial (2.11) posee omo soluión partiular unaonstante c4. Para determinar el valor de la onstante c4 sustituimos x(t, λ) = c4 en la euaiónConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.3. SOLUCIÓN DEL SISTEMA CONTINUO LINEAL A TROZOS EN CADA SUBESPACIO. 29diferenial no homogénea de terer orden. De ese modo, obtenemos la ondiión λ(λ2 + 1)c4 = 1,lo que implia que
c4 =

1

λ(λ2 + 1)
.Así, la soluión general de la euaión diferenial (2.11) vendrá dada por

x(t, λ) =
1

λ(λ2 + 1)
+ c1e

−tλ + c2e
−αt cos (βt) + c3e

−αt sen (βt). (2.12)Por tanto, el problema de hallar la soluión de la euaión diferenial (2.11) on ondiióniniial x(0, λ) = (0, y0, z0) se redue a alular ada una de las onstantes ci, on i = 1, 2, 3,de la euaión (2.12).Realizando las derivadas suesivas para x(t, λ) dada por la expresión (2.12), se tiene
ẋ(t, λ) = −λc1e−tλ + e−αt [(βc3 − αc2) cos (βt)− (βc2 + αc3) sen (βt)] ,

ẍ(t, λ) = λ2c1e
−tλ + e−αt

{
[(α2 − β2)c2 − 2αβc3] cos (βt)− [(α2 − β2)c3 + 2αβc2] sen (βt)

}(2.13)e, imponiendo la ondiión iniial, se obtiene el siguiente sistema dependiente de λ




x(0, λ) = c1 + c2 +
1

λ(λ2 + 1)
= 0,

ẋ(0, λ) = −λc1 − αc2 + βc3 = y(0, λ) = y0,

ẍ(0, λ) = λ2c1 + (α2 − β2)c2 − 2αβc3 = z(0, λ) = z0.

(2.14)Sustituyendo los valores de α y β, y realizando diversas manipulaiones entre las euaiones segunday terera del sistema anterior se obtiene
2λ2c1 − (λ2 + 1)c2 = z0 − λy0. (2.15)Despejando de esta relaión el valor de c2 y reemplazándolo en la primera euaión del sistema (2.14)obtenemos fáilmente que el valor de c1 es

c1 = −λ
2y0 − λz0 + 1

λ(3λ2 + 1)
.Sin más que sustituir en la euaión (2.15) el valor de c1 obtenido determinamos la onstante c2,
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c2 =

1

3λ2 + 1

(
λy0 − z0 −

2λ

λ2 + 1

)
.Falta alular el valor de la onstante c3, que deduimos llevando a la segunda euaión delsistema (2.14) los valores de c1 y c2 alulados. Realizando senillas operaiones, obtenemos que c3viene dado por

c3 =
1

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

(
(3λ2 + 2)y0 + 3λz0 −

2

λ2 + 1

)
.Por tanto, reemplazando en (2.12) ada uno de los valores obtenidos para las onstantes,determinamos la soluión de la euaión diferenial (2.11) on ondiiones iniiales x(0, λ) = 0,

ẋ(0, λ) = y0, ẍ(0, λ) = z0,
x(t, λ) =

1

λ(λ2 + 1)
+

e−tλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
−(λ2y0 − λz0 + 1)

√
3λ2 + 4

λ
+ e

3tλ
2 ·

·
[√

3λ2 + 4

(
λy0 − z0 −

2λ

λ2 + 1

)
cos (βt) +

(
(3λ2 + 2)y0 + 3λz0 −

2

λ2 + 1

)
sen (βt)

]]
.(2.16)Ya sólo queda determinar las expresiones de las otras dos omponentes de la soluión delsistema (2.10). Para ello, utilizando que y(t, λ) = ẋ(t, λ) y z(t, λ) = ẍ(t, λ), onluimos que

y(t, λ) =
e−tλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[√
3λ2 + 4(λ2y0 − λz0 + 1) +

+
√
3λ2 + 4

(
(1 + 2λ2)y0 + λz0 − 1

)
e

3λ
2
t cos (βt)−

(
λy0 − (3λ2 + 2)z0 − 3λ

)
e

3tλ
2 sen (βt)

]
,(2.17)

z(t, λ) =
e−tλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
−λ(λ2y0 − λz0 + 1)

√
3λ2 + 4 +

+
(
λ3y0 + (2λ2 + 1)z0 + λ

)√
3λ2 + 4e

3tλ
2 cos (βt)−

−
(
(3λ4 + 6λ2 + 2)y0 + λz0 − (3λ2 + 2)

)
e

3tλ
2 sen (βt)

]
.

(2.18)
Por tanto, hemos obtenido la soluión del problema de valores iniiales asoiado al sistema linealorrespondiente al semiespaio dereho, uando la ondiión iniial x(0, λ) = (0, y0, z0) pertenee alConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



2.3. SOLUCIÓN DEL SISTEMA CONTINUO LINEAL A TROZOS EN CADA SUBESPACIO. 31plano de separaión.En lo que respeta a la soluión del problema de valores iniiales asoiado al sistema lineal quede�ne (2.8) en el semiespaio izquierdo on ondiión iniial x(0, λ) = (0, y0, z0), esta soluión puededeterminarse apliando la transformaión de reversibilidad (2.3) y una inversión temporal a ada unade las expresiones (2.16), (2.17) y (2.18). De ese modo, la soluión viene dada por
x(t, λ) =

1

λ(λ2 + 1)
+

etλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
(λ2y0 + λz0 + 1)

√
3λ2 + 4

λ
− e−

3tλ
2 ·

·
[√

3λ2 + 4

(
λy0 + z0 −

2λ

λ2 + 1

)
cos (βt)−

(
(3λ2 + 2)y0 − 3λz0 −

2

λ2 + 1

)
sen (βt)

]]
,(2.19)

y(t, λ) =
etλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
(λ2y0 + λz0 + 1)

√
3λ2 + 4 + e−

3tλ
2 ·

·
[√

3λ2 + 4
(
(2λ2 + 1)y0 − λz0 − 1

)
cos (βt) +

(
λy0 + (3λ2 + 2)z0 − 3λ

)
sen (βt)

]](2.20)y
z(t, λ) =

etλ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
λ(λ2y0 + λz0 + 1)

√
3λ2 + 4−

−
(
λ3y0 − (2λ2 + 1)z0 + λ

)√
3λ2 + 4e−

3tλ
2 cos (βt)+

+
(
(3λ4 + 6λ2 + 2)y0 − λz0 − (3λ2 + 2)

)
e−

3tλ
2 sen (βt)

]
.

(2.21)





Capítulo3Existenia de onexiones globales en la versión lineal a trozosdel sistema de Mihelson.
En este apítulo probamos analítiamente la existenia de iertas onexiones globales en laversión lineal a trozos del sistema de Mihelson (2.8). Las onexiones globales que tratamos sondos onexiones homolinas diretas y un ilo heterolino tipo punto-T direto. Dihas onexionesse onstruyen sobre los puntos de equilibrio de tipo silla-foo on on�guraiones de estabilidadinterambiadas.Nótese que, en sistemas parametrizados de euaiones difereniales ordinarias autónomas, unaonexión homolina es una trayetoria del sistema que tiende al mismo punto de equilibrio uandoel tiempo tiende a más in�nito y a menos in�nito. En partiular, el tipo de onexión homolina queonsideramos en este trabajo se puede entender omo el más simple en un sistema ontinuo lineala trozos on dos zonas, pues busamos aquellas que ortan sólo dos vees al plano de separaión.Denominamos onexión homolina direta a una órbita de este tipo. Por otro lado, una onexiónheterolina es una trayetoria del sistema que tiende a dos puntos de equilibrio distintos, a uno uandoel tiempo tiende a menos in�nito y al otro uando el tiempo tiende a más in�nito. El onjunto deonexiones heterolinas que unen, suesivamente, varios puntos de equilibrio del sistema volviendoal punto iniial se denomina ilo heterolino. El tipo de ilo heterolino que se onsidera en estetrabajo oneta los dos puntos de equilibrio del sistema. Reordemos que los dos equilibrios son de tiposilla-foo de tal modo que uno tiene una variedad invariante unidimensional estable y una variedadinvariante bidimensional inestable, mientras que el otro posee una variedad invariante unidimensionalinestable y una variedad invariante bidimensional estable. En el ilo heterolino onsiderado lasvariedades invariantes unidimensionales oiniden y ortan al plano de separaión exatamente entres puntos, mientras que las variedades invariantes bidimensionales se ortan transversalmente en33



34 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSuna órbita que intersea al plano de separaión en un únio punto. La on�guraión que aabamosde desribir se denomina habitualmente ilo heterolino tipo punto-T y, teniendo en uenta que, ennuestro sistema, es el que posee el menor número de ortes on el plano de separaión, lo llamaremosilo heterolino tipo punto-T direto.Las onexiones globales apareen en sistemas dinámios tan diversos omo las euaiones deLorenz, las euaiones de Rössler y algunos modelos de osiladores eletrónios no lineales. Enpartiular, en el sistema de Mihelson (2.5) apareen tanto onexiones homolinas omo ilosheterolinos tipo punto-T. Para un análisis de algunas de las onexiones globales que apareenen el sistema de Mihelson véanse, por ejemplo, los trabajos [21, 31, 45, 46, 66℄.La apariión de onexiones globales en un sistema tridimensional de euaiones difereniales amenudo fuerza la existenia de una dinámia ria y ompleja en un entorno de tales onexiones,véanse [20�23, 29�31, 60, 61℄. Además, implia la presenia de onexiones subsidiarias para iertasperturbaiones del sistema. Un análisis de algunos omportamientos de bifuraión relaionados on laapariión de onexiones homolinas, ilos heterolinos o onexiones subsidiarias puede enontrarse,por ejemplo, en [22, 30℄.Por otra parte, suele ser una tarea difíil probar que un determinado sistema dinámio posee unaonexión global y, en onseuenia, es freuente usar apoyo omputaional para mostrar su existenia(véanse, por ejemplo, los trabajos [49, 67�69℄).En el aso onreto de los sistemas ontinuos lineales a trozos las onexiones globalessiguen teniendo la misma relevania y análogamente la prueba de su existenia ontinúa siendogenériamente una tarea ompliada. Los trabajos [3,4,17,19,47,49,50,52,53℄ estudian las onexionesglobales en sistemas lineales a trozos, aunque muhos de ellos utilizan herramientas numérias paraprobar su existenia. En el trabajo [47℄ se prueba analítiamente la existenia de una onexiónhomolina en un sistema ontinuo lineal a trozos; no obstante, los autores de este trabajo partende una situaión degenerada. En esta memoria probamos analítiamente tanto la existenia de dosonexiones homolinas diretas omo la existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto enel sistema (2.8) empleando una ténia que se basa en la integraión explíita del sistema en adazona de linealidad y que se puede generalizar a otros sistemas lineales a trozos.En la primera y segunda seión detallamos, respetivamente, las ondiiones analítias deexistenia de onexiones homolinas diretas y ilos heterolinos tipo punto-T diretos uyo estudionos llevará a los resultados prinipales de este apítulo. En la terera seión evideniamos lasanalogías entre las ondiiones para ambos tipos de onexiones globales y desarrollamos las ideasConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.1. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE ÓRBITAS HOMOCLINAS DIRECTAS. 35y proedimientos básios que se apliarán en las seiones uarta y quinta para las pruebas dedihos resultados prinipales. El apítulo onluye on un análisis numério en el que se evidenianla existenia de otras posibles onexiones globales. Algunos de estos resultados apareen publiadosen los trabajos [10, 11℄.3.1. Condiiones para la existenia de órbitas homolinas diretas.En esta seión determinamos bajo qué ondiiones existe una onexión homolina di-reta en el sistema (2.8). Reordemos que diho sistema posee dos puntos de equilibrio
p− =

(
− 1/(λ(λ2 + 1)), 0, 0

) y p+ =
(
1/(λ(λ2 +1)), 0, 0

) y, debido a la reversibilidad del sistema,si existe una onexión homolina direta del punto de equilibrio p−, entones existirá otra asoiadaal punto p+. En nuestro aso, onsideramos la onexión homolina direta orrespondiente al puntode equilibrio p−.En el apítulo 2 vimos que en el semiespaio izquierdo Σ− = {x < 0} la variedad invarianteunidimensional de p− ontiene a la semirreta
L− =

{
p− − µ

(
1, λ, λ2

)
:

−1

λ(λ2 + 1)
≤ µ < +∞

}
,la ual orta al plano de separaión Σ = {x = 0} en el punto m− =

(
0, 1/(λ2 +1), λ/(λ2 +1)

)
. Asípues, la onexión homolina direta ha de pasar a través dem− y ontinuar, en el semiespaio dereho

Σ+ = {x > 0}, omo la soluión xm−(t, λ) = (xm−(t, λ), ym−(t, λ), zm−(t, λ)) del problema devalores iniiales {
ẋ = A+x+ e3,

x(0, λ) = m−.
(3.1)Además, la órbita orrespondiente debe intersear de nuevo al plano de separaión en un puntodel segmento S−, ontenido en la reta D− = {λ2y + λz = −1, x = 0} y delimitado porlos puntos q− = (0, 0,−1/λ) y Π−1

− (q−). De este modo, la órbita perteneerá a la variedadinvariante bidimensional estable de p−. Por tanto, existe una onexión homolina direta del puntode equilibrio p− si
Π+(m−) ∈ S−. (3.2)En la Figura 3.1 se muestra un esquema grá�o de una de las onexiones homolinas diretas que



36 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSpueden apareer en el sistema (2.8).PSfrag replaements
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Figura 3.1: Esquema grá�o de una onexión homolina direta del punto de equilibrio p−.Ahora bien, para probar la existenia de diha onexión homolina direta es onveniente dividir laondiión (3.2) en otras tres:H1: Existen th y λh estritamente positivos tales que el punto xm−(th, λh) pertenee a la reta D−.H2: La funión xm−(t, λh) es estritamente positiva para todo t perteneiente al intervalo (0, th).H3: El punto xm−(th, λh) pertenee al segmento S−.A ontinuaión, determinamos las euaiones explíitas de la ondiión H1. Para ello, es neesarioobtener la soluión xm−(t, λ) del problema de valores iniiales (3.1), la ual se dedue de lasexpresiones (2.16)�(2.18) sin más que sustituir y0 y z0 por la segunda y terera oordenadas de m−.De este modo, obtenemos que las omponentes de la soluión vienen dadas por las expresionessiguientes:
xm−(t, λ) =

1

λ(λ2 + 1)
− e−tλ

3λ2 + 1

[
1

λ
+

e
3tλ
2

λ2 + 1

(
2λ cos (βt)− 6λ2√

3λ2 + 4
sen (βt)

)]
, (3.3)

ym−(t, λ) =
e−λt

3λ2 + 1

[
1 +

2λ e
3tλ
2

λ2 + 1

(
λ cos (βt) +

3λ2 + 2√
3λ2 + 4

sen (βt)

)]
, (3.4)

zm−(t, λ) =
λ e−λt

3λ2 + 1

[
−1 +

2 e
3tλ
2

λ2 + 1

(
(2λ2 + 1) cos (βt)− λ√

3λ2 + 4
sen (βt)

)]
, (3.5)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.1. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE ÓRBITAS HOMOCLINAS DIRECTAS. 37on β =
√
3λ2 + 4/2.El punto xm−(th, λh) pertenee a la reta D− si (th, λh) veri�a el sistema

{
xm−(t, λ) = 0,

λ2ym−(t, λ) + λzm−(t, λ) + 1 = 0que, tras adeuadas manipulaiones, se puede esribir en la forma
{
E1(t, λ) = 0,

E2(t, λ) = 0,
(3.6)siendo

E1(t, λ) = 2λ2e
3tλ
2
(√

3λ2 + 4 cos (βt)− 3λ sen (βt)
)
+
(
λ2 − (3λ2 + 1)etλ + 1

)√
3λ2 + 4. (3.7)y

E2(t, λ) = 2λ2e
tλ
2

(√
3λ2 + 4cos (βt) + λ sen (βt)

)
+ (λ2 + 1)

√
3λ2 + 4. (3.8)En la Figura 3.2 se representan las urvas soluión de las euaiones del sistema (3.6). Comopuede apreiarse en diha �gura, ambas urvas se intersean para diferentes valores de t y λestritamente positivos. De ese modo, se tiene una evidenia numéria de la existenia de soluionesdel sistema (3.6).
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Figura 3.2: Representaión de los eros de las funiones E1(t, λ) y E2(t, λ).



38 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSLa ondiión H2, xm−(t, λh) > 0 para todo t ∈ (0, th), asegura que el punto xm−(th, λh) esla imagen por la semiapliaión de Poinaré dereha del punto m−. Para ver que esta ondiión sesatisfae, tendremos en uenta que xm−(0, λh) = xm−(th, λh) = 0 y haremos uso de la derivada
ẋm−(t, λh) = ym−(t, λh) = c1e

−tλh + e
tλh
2 (c2 cos (βht) + c3 sen (βht)) ,on

βh =

√
3λ2h + 4

2
, c1 =

1

3λ2h + 1
, c2 =

2λ2hc1
λ2h + 1

y c3 =

(
3λ2h + 2

)
c2

λh

√
3λ2h + 4

.Para probar la ondiión H3 es su�iente ver que el punto q, interseión de las retas D− y D+,pertenee al segmento S−, ya que al estar el punto m− por debajo del semiplano foal dereho P+también el punto xm−(th, λh) ha de estarlo (véase la Figura 3.3). Así pues, denotamos por H3' a laondiión siguiente:H3': El punto q pertenee al segmento S−.PSfrag replaements
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Figura 3.3: Esquema grá�o que reoge una interpretaión geométria de las ondiiones H2 y H3.
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.2. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 393.2. Condiiones para la existenia de un ilo heterolino tipopunto-T direto.En la introduión de este apítulo se ha desrito la on�guraión de un ilo heterolinotipo punto-T direto del sistema (2.8), en el ual las variedades invariantes unidimensionalesoiniden y ortan al plano de separaión exatamente en tres puntos, mientras que las variedadesinvariantes bidimensionales se ortan transversalmente en una órbita que intersea al plano deseparaión en un únio punto. De estas dos órbitas, llamaremos onexión heterolina unidimensionaldireta, y la denotaremos por ρ∓, a la órbita que resulta de la oinidenia de las variedadesinvariantes unidimensionales en el ilo heterolino y onexión heterolina bidimensional direta,que denotaremos por ρ±, a la órbita ontenida en la interseión de las variedades invariantesbidimensionales. Denotamos por Γ = {p−} ∪ ρ∓ ∪ {p+} ∪ ρ± al ilo heterolino tipo punto-Tdireto que resulta de la unión de ambas onexiones heterolinas y de los puntos de equilibrio
p− =

(
− 1/(λ(λ2 + 1)), 0, 0

) y p+ =
(
1/(λ(λ2 + 1)), 0, 0

).En primer lugar, vamos a determinar las ondiiones que han de satisfaerse para que existauna onexión heterolina unidimensional direta en el sistema (2.8). En el apítulo 2 vimos que enel semiespaio izquierdo Σ− = {x < 0} la variedad invariante unidimensional de p− ontiene a lasemirreta
L− =

{
p− − µ

(
1, λ, λ2

)
:

−1

λ(λ2 + 1)
≤ µ < +∞

}
,que intersea al plano de separaión Σ = {x = 0} en el punto m− =

(
0, 1/(λ2 + 1), λ/(λ2 + 1)

), yque en el semiespaio dereho Σ+ = {x > 0} la variedad invariante unidimensional de p+ ontienea la semirreta
L+ =

{
p+ + µ

(
1,−λ, λ2

)
:

−1

λ(λ2 + 1)
≤ µ < +∞

}
,la ual orta al plano de separaión en el punto m+ =

(
0, 1/(λ2 + 1),−λ/(λ2 + 1)

). De esta manera,dos de los puntos de orte de la onexión heterolina unidimensional direta on el plano de separaiónson neesariamente m− y m+. Por otro lado, para que esta onexión heterolina interseque al planode separaión exatamente en tres puntos se tiene que dar la igualdad
Π+(m−) = Π−1

− (m+).Debido a la reversibilidad del sistema, la igualdad anterior es ierta si, y sólo si, el punto Π+(m−)



40 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSpertenee al eje y (eje de reversibilidad). Así pues, existe una onexión heterolina unidimensionaldireta si, y sólo si, el punto
Π+(m−) ∈ eje y. (3.9)En la Figura 3.4 se muestra un esquema grá�o de una onexión heterolina unidimensional diretadel sistema (2.8).PSfrag replaements
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Figura 3.4: Esquema grá�o de una onexión heterolina unidimensional direta en el sistema (2.8).Del mismo modo que en la seión anterior, es onveniente dividir la ondiión (3.9) en otras dos:T1: Existen t0 y λ0 estritamente positivos tales que el punto xm−(t0, λ0) pertenee al eje y.T2: La funión xm−(t, λ0) es estritamente positiva para todo t perteneiente al intervalo (0, t0).La ondiión T1 es equivalente a que existan t0 y λ0 estritamente positivos tales que (t0, λ0) esuna soluión del sistema {
xm−(t, λ) = 0,

zm−(t, λ) = 0,
(3.10)donde xm−(t, λ) y zm−(t, λ) son las omponente primera y terera de la soluión del problema devalores iniiales (3.1) y están dadas, respetivamente, por las expresiones (3.3) y (3.5). Haiendoadeuadas manipulaiones en (3.10), llegamos al sistema

{
E1(t, λ) = 0,

F1(t, λ) = 0,
(3.11)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.2. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 41on
F1(t, λ) = 2e

3tλ
2

(
(2λ2 + 1)

√
3λ2 + 4 cos (βt)− λ sen (βt)

)
− (λ2 + 1)

√
3λ2 + 4 (3.12)y E1(t, λ) está dada por la expresión (3.7) y, por tanto, es idéntia a la euaión antes obtenidapara la onexión homolina. En la Figura 3.5 se representan las urvas soluión de las euaionesdel sistema (3.11). Como puede apreiarse en esta �gura, ambas urvas se intersean para diferentesvalores de t y λ estritamente positivos. De ese modo, se tiene una evidenia numéria de la existeniade soluiones del sistema (3.11).
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Figura 3.5: Representaión de los eros de las funiones E1(t, λ) y F1(t, λ).La ondiión T2, xm−(t, λ0) > 0 para todo t ∈ (0, t0), asegura que el punto xm−(t0, λ0) es laimagen mediante la semiapliaión de Poinaré dereha del punto m−. Para ver que esta ondiiónse satisfae, tendremos en uenta que xm−(0, λ0) = xm−(t0, λ0) = 0 y haremos uso de la derivada
ẋm−(t, λ0) = ym−(t, λ0) = c1e

−tλ0 +
(
c2 cos (β0t) + c3 sen (β0t)

)
e

tλ0
2 ,on

β0 =

√
3λ20 + 4

2
, c1 =

1

3λ20 + 1
, c2 =

2λ20c1
λ20 + 1

y c3 =

(
3λ20 + 2

)
c2

λ0
√

3λ20 + 4
.



42 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSA ontinuaión, desribimos las ondiiones que han de satisfaerse para que exista una onexiónheterolina bidimensional direta en el sistema (2.8). Diha onexión heterolina debe estar ontenidaen las variedades invariantes bidimensionales y ortar al plano de separaión en un únio punto, quedenotamos por q. Este punto, neesariamente, ha de ser el punto de interseión de las retas D− y
D+, determinadas por la interseión de los semiplanos foales P− y P+ on el plano de separaión.Además, para asegurar que la órbita que pasa por el punto q llegue a los puntos de equilibrio sinortar otra vez al plano de separaión, hay que imponer que q perteneza a S− ∩ S+.Por la reversibilidad del sistema (2.8), el punto q pertenee a S− ∩ S+ si, y sólo si, perteneea la interseión D− ∩ D+ y, además, es un punto del segmento S−. Así pues, el punto q oinideneesariamente on q = (0,−1/λ2, 0), ya que éste es la únia interseión entre las retas D− y D+.Por tanto, para asegurar la existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto es neesario añadirla siguiente ondiión:T3: El punto q pertenee al segmento S−.Hagamos notar que esta ondiión oinide on la ondiión H3' para la existenia de una onexiónhomolina direta.En la Figura 3.6 se muestra un esquema grá�o de una onexión heterolina bidimensional diretaen el sistema (2.8).PSfrag replaements
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Figura 3.6: Esquema grá�o de una onexión heterolina bidimensional direta en el sistema (2.8).
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.3. PROCEDIMIENTO COMÚN PARA PROBAR LA EXISTENCIA DE LAS CONEXIONES GLOBALES. 433.3. Proedimiento omún para probar la existenia de lasonexiones globales.En las dos seiones anteriores se ponen de mani�esto las analogías existentes entre lasondiiones que han de satisfaerse para que exista una onexión homolina direta y las ondiionesde existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto en el sistema (2.8).Las ondiiones H1 y T1 llevan, respetivamente, a los sistemas (3.6) y (3.11), que tienen unaestrutura análoga. Por otro lado, las ondiiones H2 y T2 se expresan de la misma manera: unaierta funión debe ser estritamente positiva en un ierto intervalo. Teniendo en uenta que enambos asos la funión se orresponde on la primera omponente del �ujo, las dos ondiiones seabordarán de manera análoga. Por último, ya hemos omentado que las ondiiones H3' y T3 sonidéntias.Esta seión se divide en dos partes. En la primera determinaremos unas ondiiones para queun sistema genério que engloba a los sistemas (3.6) y (3.11) tenga soluión. En la segunda parteprobaremos un resultado que, omo veremos en seiones posteriores, asegura que se umplan lasondiiones H2 y T2.Comenzamos on un lema relativo a las ondiiones H1 y T1.Lema 3.1 Consideremos el sistema
{
A1(t, λ) cos(βt) +B1(t, λ) sen (βt) = C1(t, λ),

A2(t, λ) cos(βt) +B2(t, λ) sen (βt) = C2(t, λ),
(3.13)en las inógnitas (t, λ) y supongamos que se veri�an las siguientes ondiiones:(a) A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ) 6= 0, y(b) A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
< 0.Entones, el sistema (3.13) es equivalente a




E(t, λ) = 0,

p(t, λ) = 0,

sen (βt) < 0,

(3.14)



44 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSdonde
E(t, λ) = A3(t, λ) cos(βt) +B3(t, λ) sen (βt), (3.15)on A3(t, λ) = A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ) y B3(t, λ) = B1(t, λ)C2(t, λ)−C1(t, λ)B2(t, λ),y

p(t, λ) =
(B2(t, λ)C1(t, λ)−B1(t, λ)C2(t, λ))

2 + (A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ))
2

(A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ))
2 − 1.(3.16)Demostraión:Para probar la equivalenia omenzaremos viendo que una soluión del sistema (3.13) también loes de (3.14). Es inmediato observar que la primera euaión del sistema (3.14) es simplemente unaombinaión lineal de las dos euaiones del sistema (3.13).En lo que respeta a las otras dos euaiones del sistema (3.14), denotamos X = cos (βt) e

Y = sen (βt). Por un lado, es obvio que se veri�a
X2 + Y 2 − 1 = 0. (3.17)Por otro lado, el sistema de euaiones (3.13) en las variables X e Y queda de la forma





A1(t, λ)X +B1(t, λ)Y = C1(t, λ),

A2(t, λ)X +B2(t, λ)Y = C2(t, λ).
(3.18)Las euaiones que omponen el sistema anterior pueden onsiderarse, desde el punto de vistageométrio, omo las euaiones de dos retas seantes, ya que el sistema tiene una únia soluiónal ser el determinante asoiado distinto de ero por la primera ondiión del lema. Diha soluiónviene dada por

X = −B1(t, λ)C2(t, λ)−B2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
, (3.19)

Y =
A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
. (3.20)Para llegar a la segunda euaión del sistema (3.14) basta sustituir las expresiones (3.19) y (3.20)en la euaión (3.17). Por otro lado, de la segunda ondiión del lema se dedue que Y es negativa,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.3. PROCEDIMIENTO COMÚN PARA PROBAR LA EXISTENCIA DE LAS CONEXIONES GLOBALES. 45lo que se orresponde on la última ondiión del sistema (3.14). Esto onluye que las soluionesdel sistema (3.13) también lo son de (3.14).Para probar el reíproo, onsideramos el sistema de euaiones (3.14) en las variables X e Y ,




A3(t, λ)X +B3(t, λ)Y = 0,

X2 + Y 2 − 1 = 0,

Y < 0.

(3.21)Geométriamente, las dos primeras euaiones del sistema anterior representan una reta que pasapor el origen de oordenadas y la irunferenia goniométria. Es obvio que ambas urvas se ortan endos puntos diametralmente opuestos. Por la segunda ondiión del lema sabemos que A3(t, λ) 6= 0,on lo que ambos puntos de orte tiene sus segundas oordenadas de distinto signo. Obsérvese queuno de estos dos puntos no es soluión de este sistema, ya que no veri�a la desigualdad Y < 0. Porello, el sistema (3.21) tiene una únia soluión.Supongamos que (t, λ) es soluión del sistema (3.14), entones el par (cos (βt), sen (βt)) essoluión del sistema de euaiones (3.21). Por otro lado, el par
(
−B1(t, λ)C2(t, λ)−B2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
,
A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)

)es también soluión de (3.21). En efeto, este par es soluión del sistema (3.18) y veri�a la primeraeuaión de (3.21), por ser ésta ombinaión lineal de las dos euaiones de diho sistema (3.18). Lasotras dos ondiiones de (3.21) son inmediatas. De este modo, ambas soluiones del sistema (3.21)deben oinidir; esto es,
(cos (βt), sen (βt)) =

(
−B1(t, λ)C2(t, λ)−B2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
,
A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)

)
,lo que es equivalente a deir que (t, λ) es soluión de (3.13).En onseuenia, onluimos que los sistemas (3.13) y (3.14) tienen la misma soluión y, portanto, son equivalentes. 2A ontinuaión estableemos un resultado que asegura la existenia de soluión del sistema (3.14)bajo determinadas ondiiones. En su prueba utilizaremos el Teorema de Poinaré-Miranda, quese puede onsiderar omo una generalizaión del Teorema de Bolzano a mayor dimensión, y queenuniamos para dos variables sin demostraión (ver [41℄).



46 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSTeorema 3.2 Sean f1 y f2 dos funiones reales de dos variables, de�nidas en el retángulo
Ω = [a, b] × [c, d] y ontinuas en diho ompato, tales que(a) f1(a, y) < 0 < f1(b, y) para todo y en [c, d], y(b) f2(x, c) < 0 < f2(x, d) para todo x en [a, b].Entones, el sistema de euaiones {

f1(x, y) = 0,

f2(x, y) = 0,tiene al menos una soluión perteneiente al interior de Ω.Lema 3.3 Sea k ∈ N y onsideremos Ik =
[
ak(λ), bk(λ)

] on
ak(λ) =

2(2k − 1)π√
3λ2 + 4

y bk(λ) =
4kπ√
3λ2 + 4

.Supongamos que existen λ1 y λ2 estritamente positivos tales que(a) A3(ak(λ), λ) · A3(bk(λ), λ) > 0 para todo λ perteneiente a [λ1, λ2], y(b) p(t, λ1) · p(t, λ2) < 0 para todo t perteneiente al intervalo Ik,siendo A3(t, λ) y p(t, λ) las funiones de�nidas en el Lema 3.1. Entones, el sistema (3.13) y,equivalentemente, el sistema (3.14) tienen soluión en el interior de la región
Ωk =

{
(t, λ) ∈ R

2 : ak(λ) ≤ t ≤ bk(λ), λ1 ≤ λ ≤ λ2
}
.Demostraión:La demostraión se llevará a abo apliando el Teorema de Poinaré-Miranda en un sistemaadeuado equivalente a (3.14). Realizando el ambio de variables

µ = λ2,

τ =

√
3λ2 + 4

2
t,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.3. PROCEDIMIENTO COMÚN PARA PROBAR LA EXISTENCIA DE LAS CONEXIONES GLOBALES. 47sobre el sistema (3.14) obtenemos 



Ẽ(τ, µ) = 0,

p̃(τ, µ) = 0,

sen (τ) < 0,

(3.22)donde Ẽ(τ, µ) = E(2τ/
√
3µ+ 4,

√
µ), p̃(τ, µ) = p(2τ/

√
3µ+ 4,

√
µ) y las funiones E(t, λ) y

p(t, λ) están dadas, respetivamente, por las expresiones (3.15) y (3.16).A ontinuaión, probaremos que las funiones Ẽ(τ, µ) y p̃(τ, µ), de�nidas en el retángulo
Ω̃k = [(2k − 1)π, 2kπ] × [λ21, λ

2
2] y ontinuas en diho ompato, satisfaen las hipótesis delTeorema 3.2. Por un lado, es fáil deduir que Ẽ(τ, µ) toma diferente signo en los lados vertialesde diho retángulo, ya que

Ẽ((2k − 1)π, µ) = E (ak(λ),
√
µ) = −A3 (ak(λ), λ) ,

Ẽ(2kπ, µ) = E (bk(λ),
√
µ) = A3 (bk(λ), λ)y, por hipótesis, el produto A3(ak(λ), λ) · A3(bk(λ), λ) es estritamente positivo en [λ1, λ2].Por otro lado, omo la funión p(t, λ) veri�a la desigualdad p(t, λ1) · p(t, λ2) < 0 para todo tperteneiente al intervalo Ik, se dedue trivialmente que p̃(τ, µ) tiene diferente signo en los ladoshorizontales del retángulo Ω̃k. Además, nótese que sen (τ) es negativo uando τ pertenee alintervalo ((2k − 1)π, 2kπ).En onseuenia, onluimos que el sistema (3.22) posee soluión en el interior del retángulo Ω̃ky, por tanto, el sistema (3.14) posee soluión en el interior de la región Ωk.

2Terminamos la seión probando un resultado relativo a las ondiiones H2 y T2.Lema 3.4 Sea λ > 0 y onsideremos una funión f(t) tal que
ḟ(t) = c1e

−tλ +
(
c2 cos (βt) + c3 sen (βt)

)
e

tλ
2 ,on c1 · c2 > 0. Supongamos que existe t∗ ∈ (0, 2π/β) tal que f(0) = f(t∗) = 0, ḟ(0) > 0y ḟ(t∗) < 0. Entones, la funión f(t) es estritamente positiva para todo t perteneiente alintervalo (0, t∗).



48 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSDemostraión:Probaremos la tesis del lema viendo que f(t) 6= 0 para todo t ∈ (0, t∗). Esto, unido a que
f(0) = 0 y ḟ(0) > 0, implia que f(t) es estritamente positiva en el intervalo (0, t∗).Supongamos que la funión f(t) se anula en el intervalo (0, t∗). Por las hipótesis del lema,su derivada ha de anularse al menos tres vees en diho intervalo abierto. Es deir, la euaión
c1e

−tλ+
(
c2 cos (βt)+ c3 sen (βt)

)
e

tλ
2 = 0 debe tener al menos tres soluiones en (0, t∗). Realizandoel ambio de variable τ = βt y utilizando que t∗ < 2π/β deduimos que la euaión h(τ) = −1, on

h(τ) =

(
c2 cos(τ) + c3 sen (τ)

)
e

3τλ
2β

c1
,debe tener tres soluiones en el intervalo (0, 2π). Como h(0) = c2/c1 > 0, es fáil probar que lafunión h(τ) tiene tres eros en el intervalo (0, 2π) y esto es laramente imposible, lo que onluyela demostraión.

23.4. Existenia de onexiones homolinas diretas.En esta seión probamos la existenia de una onexión homolina direta del punto deequilibrio p− en el sistema (2.8). Reordemos que probar la existenia de tal onexión homolina esequivalente a veri�ar las ondiiones H1, H2 y H3, para lo que basta demostrar que el sistema (3.6)tiene soluión y se satisfaen las ondiiones H2 y H3'.El sistema (3.6) se puede esribir en la forma (3.13) on
(
A1(t, λ) B1(t, λ) C1(t, λ)

A2(t, λ) B2(t, λ) C2(t, λ)

)
=

=

(
2λ2e

3tλ
2

√
3λ2 + 4 −6λ3e

3tλ
2 −

(
λ2 − (3λ2 + 1)etλ + 1

)√
3λ2 + 4

2λ2e
tλ
2

√
3λ2 + 4 2λ3e

tλ
2 −(λ2 + 1)

√
3λ2 + 4

)
.Obsérvese que el sistema (3.6) está en las ondiiones del Lema 3.1, ya que se satisfae, para t y λestritamente positivos,

◦ A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ) = 16λ5e2tλ
√
3λ2 + 4 6= 0, yConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.4. EXISTENCIA DE CONEXIONES HOMOCLINAS DIRECTAS. 49
◦ A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
=

−
(
(λ2 + 1)(2etλ − 1) + 2λ2etλ

)√
3λ2 + 4

8λ3e
3tλ
2

< 0.
Por tanto, apliando el Lema 3.1, sabemos que el sistema (3.6) es equivalente a





E(t, λ) = 0,

p(t, λ) = 0,

sen (βt) < 0,

(3.23)donde
E(t, λ) = 2λ2e

tλ
2

√
3λ2 + 4

[
−
(
(λ2 + 1)(2eλt − 1) + 2λ2eλt

)√
3λ2 + 4 cos (βt)+ (3.24)

+λ
(
λ2 + 2etλ + 1

)
sen (βt)

]y
p (t, λ) =

e−3tλ

16λ6

[
−16λ6e3tλ + (λ2 + 1)2

(
4(3λ2 + 1)e2tλ − 2(3λ2 + 2)etλ + λ2 + 1

)]
. (3.25)En la Figura 3.7 se representan grá�amente las zonas donde sen (βt) < 0 y las urvas soluión delas euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0.
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Figura 3.7: Representaión de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ). Se han sombreado lasregiones donde el valor de sen
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) es estritamente menor que ero.



50 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSHagamos notar que los valores de t y λ para los uales dihas urvas se intersean son soluiones delsistema (3.23) y, equivalentemente, del sistema (3.6), si además veri�an la desigualdad sen (βt) < 0.A partir de esta representaión grá�a deduimos que el sistema (3.6) posee soluión. Sin embargo,pretendemos probar esto de forma analítia usando el Lema 3.3 donde, en este aso,
A3(t, λ) = −2λ2(3λ2 + 4)

(
(λ2 + 1)(2eλt − 1) + 2λ2eλt

)
e

tλ
2 , (3.26)y la funión p(t, λ) está dada por la expresión (3.25).Lema 3.5 El sistema de euaiones (3.6) tiene al menos una soluión en el interior de la región

Ωh =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
2π√

3λ2 + 4
≤ t ≤ 4π√

3λ2 + 4
,
1

2
≤ λ ≤

√
3

}
.Demostraión:Es inmediato ver que la funión A3(t, λ) dada por la expresión (3.26) veri�a

A3

(
2π√

3λ2 + 4
, λ

)
·A3

(
4π√

3λ2 + 4
, λ

)
> 0, para todo λ > 0.A ontinuaión vamos a analizar el signo de la funión p(t, λ) dada por (3.25). Para ello, bastaestudiar la funión ph(t, λ) = −16λ6e3tλ + (λ2 + 1)2

[
4(3λ2 + 1)e2tλ − 2(3λ2 + 2)etλ + λ2 + 1

]
.Realizando el ambio de variables µ = λ2, s = exp

(√
µt
) sobre ph(t, λ), para todo t y λ estritamentepositivos, obtenemos la funión polinómia

p̃h(s, µ) = −16µ3s3 + (µ + 1)2
[
4(3µ + 1)s2 − 2(3µ + 2)s + µ+ 1

]
, (3.27)de�nida para s ≥ 1 y µ ≥ 0.Fijando µ = 3 en (3.27), tenemos el polinomio p̃h(s, 3) = −16

(
27s3 − 40s2 + 22s− 4

)
. Comola derivada del polinomio anterior respeto a la variable s no tiene raíes reales y siempre es negativa,deduimos que la funión p̃h(s, 3) es dereiente y, por tanto, alanza su máximo absoluto en s = 1,siendo su valor p̃h(1, 3) = −80 < 0. De donde onluimos que p̃h(s, 3) es estritamente menor queero para todo s ≥ 1.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.4. EXISTENCIA DE CONEXIONES HOMOCLINAS DIRECTAS. 51Por otro lado, �jando µ = 1/4 en (3.27) se obtiene
p̃h(s, 1/4) = − 1

32

(
8s3 − 350s2 + 275s − 125

2

)
.Vamos a omprobar que el polinomio p̃h(s, 1/4) es estritamente positivo en un intervalo onvenientepara la variable s. Puesto que el parámetro t pertenee al intervalo [2π/√3µ+ 4, 4π/

√
3µ+ 4

], para
µ = 1/4 la variable s pertenee al intervalo [e 2π√

19 , e
4π√
19
]. Este intervalo está ontenido en [1, 27] yaque (

4π√
19

)2

=
(4π)2

19
<

(4 · 3.15)2
19

=
(12.60)2

19
<

132

19
=

169

19
< 9y, por tanto, e 4π√

19 < e3 < 33 = 27.Ahora vamos a omprobar que el polinomio p̃h(s, 1/4) es estritamente positivo para todo valor sperteneiente al intervalo [1, 27].La derivada de p̃h(s, 1/4) respeto a la variable s,
qh(s) =

∂p̃h
∂s

(s, µ)

∣∣∣∣
µ=1/4

= − 1

32

(
24s2 − 700s + 275

)
,tiene una únia raíz real mayor que uno, s0 = 5

12

(
35 +

√
1159

)
> 27. Por tanto, la funión p̃h(s, 1/4)no tiene puntos rítios en el intervalo [1, 27] y es estritamente reiente en diho intervalo, puestoque qh(1) = 401/32 > 0. De ese modo, la funión restringida al intervalo [1, 27] alanza su mínimoabsoluto en s = 1. Como p̃h(1, 1/4) = 259/64 > 0, deduimos que p̃h(s, 1/4) es estritamentepositiva para todo 1 ≤ s ≤ 27 y, en partiular, en [e 2π√

19 , e
4π√
19
].Deshaiendo el ambio de variables realizado, tenemos que la funión ph(t,√3) es estritamentenegativa para todo t > 0 y que ph(t, 1/2) toma valores estritamente positivos para todo tperteneiente al intervalo I1 =

[
4π/

√
19, 8π/

√
19
], por lo que ph(t, 1/2) · ph(t,√3) < 0 paratodo t ∈ I1.Hemos probado que se veri�an las hipótesis del Lema 3.3. Así pues, el sistema (3.23) y,equivalentemente, el sistema (3.6) poseen al menos una soluión en el interior de la región Ωh.

2En la Figura 3.8 se representan las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0del sistema (3.23), así omo la región Ωh. En el interior de la región Ωh dihas urvas se ortan enun punto (th, λh), on th y λh estritamente positivos, el ual es una soluión del sistema (3.6).
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2 : 2π√
3λ2+4

≤ t ≤ 4π√
3λ2+4

, 12 ≤ λ ≤
√
3
}.

Aabamos de probar que el sistema (3.6) tiene al menos una soluión (th, λh), on th y λhestritamente positivos, por lo que se satisfae la ondiión H1. Para probar que existe la onexiónhomolina direta es neesario veri�ar también las ondiiones H2 y H3. Para la ondiión H2 damosel siguiente resultado que se basa en el Lema 3.4.Lema 3.6 Sea (th, λh) una soluión del sistema (3.6) que pertenee a la región Ωh, de�nida en ellema anterior. Entones, la funión xm−(t, λh) es estritamente positiva para todo t perteneienteal intervalo (0, th).Demostraión:Probaremos la tesis del lema omprobando que la funión f(t) = xm−(t, λh) está en las hipótesisdel Lema 3.4.Teniendo en uenta las euaiones del sistema (2.8), sabemos que ẋm−(t, λh) = ym−(t, λh),donde
ym−(t, λh) = c1e

−tλh + (c2 cos (βht) + c3 sen (βht)) e
tλh
2 , (3.28)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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βh =

√
3λ2h + 4

2
, c1 =

1

3λ2h + 1
> 0, c2 =

2λ2hc1
λ2h + 1

> 0, c3 =

(
3λ2h + 2

)
c2

λh

√
3λ2h + 4

> 0.La funión f(t) = xm−(t, λh) se anula en t = 0, ya que xm−(0, λh) pertenee al plano de separaión,y en el instante de tiempo th, por ser (th, λh) una soluión del sistema (3.6). Por otro lado,
ḟ(0) = ym−(0, λh) = c1 + c2 es estritamente mayor que ero, pues c1 y c2 son estritamentepositivas. Además, al ser (th, λh) una soluión del sistema (3.6) entones

cos (βhth) = − λ2 + 2etλ + 1

8λ2e
3tλ
2

∣∣∣∣
(th,λh)

(3.29)y
sen (βhth) = −

(
(λ2 + 1)(2eλt − 1) + 2λ2eλt

)√
3λ2 + 4

8λ3e
3tλ
2

∣∣∣∣∣
(th ,λh)

. (3.30)Sin más que sustituir en (3.28) las expresiones dadas por (3.29) y (3.30) tenemos la expresión
ym−(th, λh) =

e−thλh − 2

2λh
2 , (3.31)que es estritamente menor que ero y, por tanto, la derivada ḟ(th) = ẋm−(th, λh) es estritamentenegativa.En onseuenia, apliando el Lema 3.4, deduimos que la funión xm−(t, λh) es estritamentepositiva en el intervalo (0, th).

2En la Figura 3.9 se representan las urvas soluión de las dos euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0del sistema (3.23), así omo las zonas donde la funión xm−(t, λ) es estritamente menor que ero.Como se puede apreiar en esta �gura, ambas urvas se intersean para diferentes valores de t y λestritamente positivos. El segundo punto de orte de ambas urvas empezando por la izquierda seorresponde on la soluión (th, λh) ∈ Ωh del sistema (3.6). A partir de esta �gura evideniamostambién que, para el valor del parámetro λh, la funión xm−(t, λh) es estritamente positiva paratodo t perteneiente al intervalo (0, th), omo sabíamos por el Lema 3.6, por lo que se satisfae laondiión H2.



54 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS

0 5 10 15 20 25
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

PSfrag replaements
t

λ E(t, λ) = 0
p(t, λ) = 0

� xm−(t, λ) < 0

Figura 3.9: Representaión de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas, respetivamente,por las expresiones (3.24) y (3.25). Se han sombreado las regiones donde la funión xm−(t, λ) < 0.Para onluir la prueba de la existenia de la onexión homolina direta sólo falta veri�ar laondiión H3', esto lo haremos uando abordemos, en una seión posterior, la existenia de laonexión heterolina bidimensional direta del ilo heterolino tipo punto-T direto. No obstante,antes de �nalizar esta seión, vamos a tratar el tema de la uniidad loal para ada soluión
(th, λh) ∈ Ωh del sistema (3.6).Para asegurar la uniidad loal de la onexión homolina, es su�iente garantizar que la distaniadel punto Π+(m−) al semiplano foal izquierdo, P− =

{
λ(λ2 + 1)x+ λ2y + λz = −1, x ≤ 0

}, esdifeomorfa a µ = λ−λh en un entorno de λh. Tengamos en uenta que diha distania es difeomorfaa la funión
∆(λ) = λ2ym−(t

+(λ), λ) + λzm−(t
+(λ), λ) + 1, (3.32)donde t+(λ) es el semitiempo de vuelo dereho del punto m− para ada λ en un entorno de λh.La funión ∆(λ) se obtiene sustituyendo la soluión xm−(t, λ) en la euaión de la reta D−, quereordemos es la interseión del semiplano foal izquierdo on el plano de separaión.Nótese que si λ = λh, entones t+(λh) oinide on th y, por tanto, se satisfae la igualdad

∆(λh) = 0. Además, la funión∆(λ) es analítia en un entorno de λh, ya que la soluión sólo dependedel sistema lineal que gobierna el semiespaio dereho y xm−(t, λh) intersea transversalmente alplano de separaión para t = th. Así pues, para determinar si ∆(λ) es difeomorfa a µ = λ − λh essu�iente omprobar que ∆′(λh) 6= 0.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.4. EXISTENCIA DE CONEXIONES HOMOCLINAS DIRECTAS. 55Lema 3.7 Sea (th, λh) una soluión del sistema (3.6) que pertenee a la región Ωh, de�nida en elLema 3.5. Entones, la funión ∆(λ) dada por la expresión (3.32), satisfae ∆′(λh) < 0.Demostraión:La derivada ∆′(λh) está dada por
d∆(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

= 2λhym−(th, λh) + λ2h ẏm−(th, λh)
dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

+ λ2h
∂ym−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

+

+zm−(th, λh) + λh żm−(th, λh)
dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

+ λh
∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

(3.33)donde las omponentes de la soluión xm−(t, λ) vienen dadas por las expresiones (3.3)�(3.5),respetivamente. Reordemos que si (t, λ) = (th, λh), entones el punto xm−(th, λh) perteneea la reta D−, por lo que xm−(th, λh) es nula mientras que ym−(th, λh) y zm−(th, λh) satisfaen laeuaión λ2hym−(th, λh) +λhzm−(th, λh) = −1. Sin más que despejar en diha euaión obtenemos
zm−(th, λh) = −

(
1

λh
+ λhym−(th, λh)

)
, (3.34)donde ym−(th, λh) está dada por la expresión (3.31).Observemos que la funión t+(λ) es analítia en un entorno de λh y está de�nida de formaimplíita por la euaión xm−(t, λ) = 0, por lo tanto, hallamos su derivada en el punto (th, λh)derivando implíitamente la euaión anterior on respeto a λ y evaluando la derivada en ese punto.De ese modo, obtenemos

ẋm−(th, λh)
dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

+
∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

= 0.Como ẋm−(th, λh) = ym−(th, λh), deduimos que la derivada de la funión t+(λ) evaluada en elpunto (th, λh) es
dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

= −

∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

ym−(th, λh)
. (3.35)Por otro lado, teniendo en uenta también las euaiones del sistema (2.8), sabemos que la derivada



56 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSde las funiones ym−(t, λ) y zm−(t, λ) evaluadas en el punto (th, λh) satisfaen
ẏm−(th, λh) = zm−(th, λh), (3.36)
żm−(th, λh) = 1− ym−(th, λh) + λh(λ

2
h + 1)xm−(th, λh) = 1− ym−(th, λh). (3.37)Así pues, reemplazando en (3.33) las expresiones dadas por (3.34)�(3.37) obtenemos

d∆(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

=− 1

λh
+ λhym−(th, λh) + λh(λ

2
h + 1)

∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

+ (3.38)
+ λ2h

∂ym−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th ,λh)

+ λh
∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th ,λh)Por último, alulamos explíitamente la derivada de la funión xm−(t, λ) on respeto a λ.Observemos que en la expresión de la funión apareen expresiones de senos y osenos y, por tanto,su derivada on respeto de λ también dependerá de ambas funiones trigonométrias. En partiular,sabemos que si (th, λh) es una soluión del sistema (3.6), entones los valores del seno y del osenovienen dados por (3.29) y (3.30), respetivamente. De ese modo, obtenemos la derivada parial deada una de las omponentes de la soluión xm−(t, λ) on respeto a λ evaluada en el punto (th, λh),

∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

= −
[
(9λ4 + 12λ2 + 11)tλ+ 2(9λ2 + 7)

]
(2etλ − 1)− 4(4tλ+ 1)

2λ2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣∣
(th,λh)

,(3.39)
∂ym−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

= −2
[
λ(3λ2 + 1)(t− 3λ) + 2

]
(2etλ − 1) + 3λ2

[
(3λ2 + 5)tλ+ 4

]

2λ3(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣∣
(th,λh)(3.40)y

∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(th,λh)

=

[
3(4λ2 + 1)tλ+ 2(−3λ2 + 1)

]
(2etλ − 1)− 2(tλ+ 2)

2λ2(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣∣
(th,λh)

+

+
9λ
[
t+ λ(1 + 2tλetλ)

]
+ 3

2(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣∣
(th,λh)

.

(3.41)Sin más que reemplazar en (3.38) las derivadas pariales dadas por las expresiones (3.39)�(3.41)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.4. EXISTENCIA DE CONEXIONES HOMOCLINAS DIRECTAS. 57obtenemos que la derivada de la funión ∆(λ) en λh es
d∆(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh

= − 2ω1(t, λ)

λ(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣
(th ,λh)

,on
ω1(t, λ) = 3(2etλ − 1)tλ3 + 6(4etλ − 1)λ2 + (2etλ − 3)tλ+ 6(2etλ − 1).Como (th, λh) ∈ Ωh, sabemos que 1

2 ≤ λh ≤
√
3 y 2π√

13
≤ th ≤ 8π√

19
de tal forma que se satisfaenlas desigualdades π√

13
≤ thλh ≤ 8π

√
3√

19
y ethλh > 3/2. Esto implia que la funión ω1(th, λh) esestritamente positiva, lo que prueba el lema. 2Ahora, estamos en ondiiones de enuniar, salvo por la prueba de la ondiión H3', el siguienteteorema:Teorema 3.8 Existe un valor λh ∈

(
1/2,

√
3
) únio loalmente, de forma que el sistema ontinuolineal a trozos (2.8) para λ = λh posee una onexión homolina direta. Más aún, la reversibilidad delsistema asegura la existenia de otra onexión homolina direta para el mismo valor del parámetro λ.Mediante álulos numérios estimamos que el valor λh ≃ 0.660759953. En la Figura 5.1 serepresentan unas proyeiones del par simétrio de onexiones homolinas diretas en el sistema (2.8),para λ = λh.
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(b)Figura 3.10: Proyeión en el plano de oordenadas (x, y) de: (a) la onexión homolina direta delpunto de equilibrio p−. (b) la onexión homolina direta del punto de equilibrio p+.



58 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS3.5. Existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto.En esta seión probaremos la existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto,
Γ = {p−} ∪ ρ∓ ∪ {p+} ∪ ρ±, en el sistema (2.8). Para ello, demostraremos que existe una onexiónheterolina unidimensional direta y una onexión heterolina bidimensional direta al mismoinstante. Por último, al onsiderar la uniidad loal, probaremos que la distania entre las variedadesinvariantes unidimensionales W u(p−) y W s(p+) medida en un plano transversal es difeomorfa a
µ = λ− λ0.Reordemos que existe una onexión heterolina unidimensional direta en el sistema (2.8) si, ysólo si, se satisfaen las ondiiones T1 y T2. Es deir, si y sólo si, existen t0 y λ0 estritamentemayores que ero tales que (t0, λ0) es una soluión del sistema (3.11) y la funión xm−(t, λ0) esestritamente positiva para todo t perteneiente al intervalo (0, t0).El sistema (3.11) se puede esribir en la forma (3.13) on
(
A1(t, λ) B1(t, λ) C1(t, λ)

A2(t, λ) B2(t, λ) C2(t, λ)

)
=

=

(
2λ2e

3tλ
2

√
3λ2 + 4 −6λ3e

3tλ
2 −

(
λ2 − (3λ2 + 1)etλ + 1

)√
3λ2 + 4

2(2λ2 + 1)e
3tλ
2

√
3λ2 + 4 −2λe

3tλ
2 (λ2 + 1)

√
3λ2 + 4

)
,y está en las hipótesis del Lema 3.1, ya que se satisfae

◦ A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ) = 8λ3(3λ2 + 1)e3tλ
√
3λ2 + 4 6= 0 y

◦ A1(t, λ)C2(t, λ)−A2(t, λ)C1(t, λ)

A1(t, λ)B2(t, λ)−A2(t, λ)B1(t, λ)
= −

(
(λ2 + 1)(etλ − 1) + λ2etλ

)√
3λ2 + 4

4λ3e
3tλ
2

< 0,para todo valor de t y λ estritamente positivos. Por tanto, apliando el Lema 3.1, sabemos que elsistema (3.11) es equivalente a 



E(t, λ) = 0,

p(t, λ) = 0,

sen (βt) < 0,

(3.42)
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 59donde
E(t, λ) = −2(3λ2 + 1)e

3tλ
2

√
3λ2 + 4

[(
(λ2 + 1)(etλ − 1) + λ2etλ

)√
3λ2 + 4cos (βt)+

+λ
(
λ2 − etλ + 1

)
sen (βt)

]
,(3.43)y

p (t, λ) =
e−3tλ

4λ6

[
−4λ6e3tλ + (λ2 + 1)2

(
(3λ2 + 1)e2tλ +

(
1

λ2 + 1
− 3(λ2 + 1)

)
etλ + λ2 + 1

)]
.(3.44)En la Figura 3.11 se representan grá�amente las zonas donde sen (βt) < 0 y las urvas soluión delas dos euaiones del sistema (3.42). Los valores de t y λ para los uales dihas urvas se interseanson soluiones del sistema (3.42) y, por tanto, del sistema (3.11), si veri�an la relaión sen (βt) < 0.
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Figura 3.11: Representaión de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas, respetivamente,por las expresiones (3.43) y (3.44). Se han sombreado las zonas donde el valor de sen
(√

3λ2+4t
2

) esestritamente menor que ero.A partir de esta representaión grá�a evideniamos que el sistema (3.11) posee más de una soluión.Sin embargo, pretendemos probar esto de forma analítia usando el Lema 3.3 donde, en este aso,
A3(t, λ) = −2(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)

(
(λ2 + 1)(etλ − 1) + λ2etλ

)
e

3tλ
2 (3.45)



60 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSy la funión p(t, λ) está dada por la expresión (3.44).Lema 3.9 El sistema de euaiones (3.11) tiene al menos una soluión (t0, λ0) en el interior de laregión
Ω1 =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
2π√

3λ2 + 4
≤ t ≤ 4π√

3λ2 + 4
,
1

2
≤ λ ≤ 1

}
.Demostraión:Es inmediato ver que la funión A3(t, λ) dada por la expresión (3.45) veri�a

A3

(
2π√

3λ2 + 4
, λ

)
· A3

(
4π√

3λ2 + 4
, λ

)
> 0, para todo λ > 0.A ontinuaión vamos a analizar el signo de la funión p(t, λ) dada por (3.44). Para ello, bastaestudiar la funión

ph(t, λ) = − 4λ6

λ2 + 1
e3tλ + (λ2 + 1)(3λ2 + 1)e2tλ +

(
1− 3(λ2 + 1)2

)
etλ + (λ2 + 1)2.Realizando el ambio de variables µ = λ2, s = exp

(√
µt
)
≥ 1 sobre ph(t, λ), para todo t y λestritamente positivos, obtenemos la funión polinómia

p̃h(s, µ) = − 4µ3

µ+ 1
s3 + (µ + 1)(3µ + 1)s2 +

(
1− 3(µ + 1)2

)
s+ (µ+ 1)2, (3.46)de�nida para s ≥ 1 y µ ≥ 0.Fijando µ = 1 en (3.46), tenemos el polinomio p̃h(s, 1) = −2s3+8s2−11s+4. Como la derivadadel polinomio anterior respeto a la variable s no tiene raíes reales y es siempre negativa, deduimosque la funión p̃h(s, 1) es dereiente y, por tanto, alanza su máximo absoluto en s = 1, siendo suvalor p̃h(1, 1) = −1 < 0. De donde onluimos que p̃h(s, 1) es estritamente menor que ero paratodo s ≥ 1.Por otro lado, �jando µ = 1/4 en (3.46) se obtiene p̃h (s, 14) = − 1

80

(
4s3 − 175s2 + 295s − 125

)
.Vamos a omprobar que el polinomio p̃h(s, 1/4) es estritamente positivo en un intervalo onvenientepara la variable s. Puesto que el parámetro t pertenee al intervalo [2π/√3µ+ 4, 4π/

√
3µ+ 4

], para
µ = 1/4 la variable s pertenee al intervalo [e 2π√

19 , e
4π√
19
]. Este intervalo está ontenido en [1, 27],omo hemos visto en la prueba del Lema 3.5.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 61Ahora vamos a omprobar que el polinomio p̃h (s, 1/4) es estritamente positivo para todo valor sperteneiente al intervalo [1, 27].La derivada de p̃h(s, 1/4) respeto a la variable s,
qh(s) =

∂p̃h(s, µ)

∂s

∣∣∣∣
µ=1/4

= − 1

80

(
12s2 − 350s + 295

)
,tiene una únia raíz real mayor que uno, s0 = 1

12

(
175 +

√
27085

)
> 27. Por tanto, la funión

p̃h(s, 1/4) no tiene puntos rítios en [1, 27] y es estritamente reiente en diho intervalo, puestoque qh(1) = 43/80 > 0. De ese modo, la funión restringida al intervalo [1, 27] alanza su mínimoabsoluto en s = 1. Como p̃h(1, 1/4) = 1/80 > 0, deduimos que p̃h(s, 1/4) es estritamente positivapara todo 1 ≤ s ≤ 27 y, en partiular, en [e 2π√
19 , e

4π√
19
].Deshaiendo el ambio de variables realizado, tenemos que la funión ph(t, 1) es estritamentenegativa para todo t > 0 y que ph(t, 1/2) toma valores estritamente positivos para todo tperteneiente al intervalo I1 = [4π/√19, 8π/

√
19
], por lo que ph(t, 1/2) · ph(t, 1) < 0 en I1.Hemos probado que se veri�an las hipótesis del Lema 3.3. Así pues, el sistema (3.42) y,equivalentemente, el sistema (3.11) tienen soluión en el interior de la región Ω1. 2En la Figura 3.12 se representan las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0del sistema (3.42), así omo la región Ω1. En el interior de la región Ω1 ambas urvas se ortan
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, 12 ≤ λ ≤ 1
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62 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSen un punto (t0, λ0), on t0 y λ0 estritamente positivos, que se orresponde on una soluión delsistema (3.11).Aabamos de probar que el sistema (3.11) tiene al menos una soluión (t0, λ0), on t0 y λ0estritamente positivos, por lo que se satisfae la ondiión T1. Para probar que existe un iloheterolino tipo punto-T direto es neesario veri�ar además las ondiiones T2 y T3. Para laondiión T2 damos el siguiente resultado que se basa en el Lema 3.4.Lema 3.10 Sea (t0, λ0) una soluión del sistema (3.11) que pertenee a la región Ω1, de�nida en ellema anterior. Entones, la funión xm−(t, λ0) es estritamente positiva para todo t perteneienteal intervalo (0, t0).Demostraión:Probaremos la tesis del lema omprobando que la funión f(t) = xm−(t, λ0) está en las hipótesisdel Lema 3.4.Teniendo en uenta las euaiones del sistema (2.8), sabemos que ẋm−(t, λ0) = ym−(t, λ0),donde
ym−(t, λ0) = c1e

−tλ0 + (c2 cos (β0t) + c3 sen (β0t)) e
tλ0
2 , (3.47)on

β0 =

√
3λ20 + 4

2
, c1 =

1

3λ20 + 1
> 0, c2 =

2λ20c1
λ20 + 1

> 0 y c3 =

(
3λ20 + 2

)
c2

λ0
√

3λ20 + 4
> 0.La funión f(t) = xm−(t, λ0) se anula en t = 0, ya que xm−(0, λ0) pertenee al plano de separaión,y en el instante de tiempo t0, por ser (t0, λ0) una soluión del sistema (3.11). Por otro lado,

ḟ(0) = ym−(0, λ0) = c1 + c2 es estritamente mayor que ero, pues c1 y c2 son estritamentepositivas. Además, al ser (t0, λ0) una soluión del sistema (3.11) entones
cos (β0t0) =

λ2 − etλ + 1

4λ2e
3tλ
2

∣∣∣∣
(t0,λ0)

(3.48)y
sen (β0t0) = −

(
(λ2 + 1)(etλ − 1) + λ2etλ

)√
3λ2 + 4

4λ3e
3tλ
2

∣∣∣∣∣
(t0,λ0)

. (3.49)
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3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 63Sin más que sustituir en (3.47) las expresiones dadas por (3.48) y (3.49) tenemos
ym−(t0, λ0) =

e−t0λ0 − 1

λ20
, (3.50)que es estritamente menor que ero y, por tanto, la derivada ḟ(t0) es estritamente negativa.En onseuenia, apliando el Lema 3.4, deduimos que la funión xm−(t, λ0) es estritamentepositiva en el intervalo (0, t0).

2En la Figura 3.13 se representan las urvas soluión de las dos euaiones del sistema (3.42) ylas zonas donde xm−(t, λ) es estritamente menor que ero. Como se apreia en la �gura, ambasurvas se intersean para diferentes valores de t y λ estritamente positivos. El segundo punto deorte empezando por la izquierda se orresponde on la soluión (t0, λ0) ∈ Ω1 del sistema (3.11).
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Figura 3.13: Representaión grá�a de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas,respetivamente, por las expresiones (3.43) y (3.44). Se han sombreado las regiones donde la funión
xm−(t, λ) es estritamente menor que ero.En esta �gura evideniamos también que �jando λ = λ0, la funión xm−(t, λ) es estritamentepositiva para todo t perteneiente al intervalo (0, t0), omo sabíamos por el Lema 3.10, por loque se satisfae la ondiión T2. Aún más, a partir de los Lemas 3.9 y 3.10 onluimos que elpunto xm−(t0, λ0) = Π+(m−) pertenee al eje de reversibilidad y, por tanto, existe una onexiónheterolina unidimensional direta para ada soluión (t0, λ0) ∈ Ω1 del sistema (3.11).



64 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSPara �nalizar la prueba de la existenia del ilo heterolino tipo punto-T direto, tenemos quedemostrar que junto a la onexión heterolina unidimensional direta existe una onexión heterolinabidimensional direta, esto es, hemos de demostrar la ondiión T3.Reordemos que diha ondiión T3 oinide on la ondiión H3' para la existenia de unaonexión homolina direta. Por tanto, el únio detalle que nos falta para onluir, por un lado, lademostraión de la existenia de tal ilo heterolino y, por el otro, la demostraión del Teorema 3.8es la prueba de la ondiión T3. Para ello, probaremos que el punto q = (0,−1/λ2, 0) perteneeal segmento S−, delimitado por los puntos q− = (0, 0,−1/λ) y Π−1
− (q−), para todo valor de λperteneiente al intervalo (λ∗,+∞), siendo λ∗ < 1/2. Nótese que el intervalo (λ∗,+∞) ontiene alos valores de λ que hemos probado que satisfaen las ondiiones H1-H2 y T1-T2.Ahora bien, omo la terera oordenada de q− es negativa y la terera oordenada de q es nula,el punto q pertenee al segmento S− si, y sólo si, la terera oordenada de Π−1

− (q−) es estritamentepositiva y existen t1 y λ1 estritamente positivos tales que xq−(−t1, λ1) = Π−1
− (q−). Es deir, si ysólo si, existen t1 y λ1 estritamente positivos tales que (t1, λ1) es una soluión del sistema

{
xq−(−t, λ) = 0,

zq−(−t, λ) ≥ 0,
(3.51)on

xq−(−t, λ1) < 0 para todo t ∈ (0, t1). (3.52)La desigualdad anterior asegura que el punto xq−(−t1, λ1) es la preimagen mediante la inversa dela semiapliaión de Poinaré izquierda de q−.Para obtener las euaiones explíitas determinadas por las ondiiones dadas en el sistema (3.51)y en la relaión (3.52), alulamos la soluión xq−(t, λ) del problema de valores iniiales
{

ẋ = A−x+ e3,

x(0, λ) = q−,sin más que sustituir en las expresiones (2.19)-(2.21) los valores y0 y z0 por la segunda y tereraoordenadas de q−. De este modo, obtenemos que las omponentes de la soluión vienen dadas porlas expresiones siguientes:
xq−(t, λ) =− 1

λ(λ2 + 1)

[
1− e−

tλ
2

(
cos (βt) +

λ√
3λ2 + 4

sen (βt)

)]
,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 65
yq−(t, λ) =− 2e−

tλ
2

λ
√
3λ2 + 4

sen (βt),

zq−(t, λ) =− e−
tλ
2

λ

(
cos (βt)− λ√

3λ2 + 4
sen (βt)

)
,on β =

√
3λ2 + 4/2.Así, tras adeuadas manipulaiones, el sistema (3.51) y la relaión (3.52) se pueden esribir enla forma 




1− e
tλ
2

(
cos (βt)− λ√

3λ2 + 4
sen (βt)

)
= 0,

−e tλ
2

(
cos (βt) +

λ√
3λ2 + 4

sen (βt)

)
≥ 0,

(3.53)on
1− e

tλ1
2

(
cos (β1t)−

λ1√
3λ21 + 4

sen (β1t)

)
> 0 para todo t ∈ (0, t1), (3.54)siendo β1 =

√
3λ21 + 4/2. En la Figura 3.14 se representan las urvas soluión de la euaión

xq−(−t, λ) = 0 y las zonas donde la funión zq−(−t, λ) es estritamente negativa. Un ero de lafunión xq−(−t, λ) será soluión del sistema (3.53) si además satisfae la desigualdad zq−(−t, λ) > 0.
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Figura 3.14: Representaión de los eros de la funión xq−(−t, λ). Se han sombreado las regionesdonde zq−(−t, λ) es estritamente menor que ero.A partir de esta representaión grá�a se tiene una evidenia numéria de la existenia de soluiones



66 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSdel sistema (3.53). Sin embargo, pretendemos probar esto de forma analítia. Para ello, usamos lafunión auxiliar de Andronov de�nida por
ϕ(τ, γ) = 1− eγτ (cos τ − γ sen τ), (3.55)véase [2, pp. 450�457℄.Usando la funión ϕ(τ, γ), el sistema (3.53) posee una soluión (t1, λ1), on t1 y λ1 estritamentepositivos, que satisfae la desigualdad (3.54) si, y sólo si, es soluión del sistema





ϕ

(
βt,

λ

2β

)
= 0,

ϕ

(
βt,− λ

2β

)
≥ 1,

(3.56)on
ϕ

(
β1t,

λ1
2β1

)
> 0, para todo t ∈ (0, t1). (3.57)En el siguiente lema, uya prueba es direta, se desarrollan algunas propiedades elementales dela funión ϕ(τ, γ) que nos serán de utilidad para probar la existenia de soluión del sistema (3.56).Lema 3.11 La funión ϕ(τ, γ) satisfae las siguientes propiedades:(a) ϕ(−τ,−γ) = ϕ(τ, γ).(b) ∂ϕ/∂τ = (γ2 + 1) eγτ sen τ y ∂2ϕ/∂2τ = (γ2 + 1) eγτ (cos τ + γ sen τ) .() ∂ϕ/∂γ = eγτ (−τ cos τ + (γτ + 1) sen τ) .(d) Para ada valor �jo γ > 0, la funión ϕ alanza sus máximos relativos en τ2k+1 = (2k + 1)πy sus mínimos relativos en τ2k = 2kπ, on k ∈ Z. Además, ϕ(τ2k+1, γ) = 1 + eγτ2k+1 y

ϕ(τ2k, γ) = 1− eγτ2k .(e) Existe una únia funión τ̂1 : (0,+∞) → (π, 2π) tal que ϕ(τ̂1(γ), γ) = 0, ϕ(τ, γ) > 0 paratodo τ ∈ (0, τ̂1(γ)) y ϕ(τ, γ) < 0 para todo τ ∈ (τ̂1(γ), 2π).(f) Existe una únia funión τ̂2 : (0,+∞) → (−2π,−π) tal que ϕ(τ̂2(γ), γ) = 1 y ϕ(τ, γ) > 1para todo τ ∈ (τ̂2(γ),−π).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 67En el siguiente resultado desribimos algunas propiedades elementales de las funiones τ̂1 y τ̂2,introduidas en el lema anterior.Lema 3.12 Las funiones τ̂1 y τ̂2 satisfaen las siguientes propiedades:(a) La funión τ̂1 es derivable, estritamente dereiente, ĺım
γ→0

τ̂1(γ) = 2π y ĺım
γ→∞

τ̂1(γ) = π.(b) La funión τ̂2 es derivable, estritamente dereiente, ĺım
γ→0

τ̂2(γ) = −3π/2 y ĺım
γ→∞

τ̂2(γ) = −2π.() Existe un únio valor γ∗ > 0 tal que τ̂1(γ∗) = −τ̂2(γ∗). Más aún, se satisfae que
γ∗ ∈ (0, 1/

√
19), −τ̂2(γ) < τ̂1(γ) para todo γ ∈ (0, γ∗) y −τ̂2(γ) > τ̂1(γ) para todo

γ ∈ (γ∗,+∞).(d) Si γ ∈ (0, γ∗), entones ϕ(−τ̂1(γ), γ) < 1 y ϕ(−τ̂1(γ), γ) > 1 si γ > γ∗.Demostraión:(a) La funión ϕ(τ, γ) es nula uando τ = τ̂1(γ) y su derivada parial respeto a τ en τ = τ̂1(γ)no se anula, ya que τ̂1(γ) pertenee al intervalo (π, 2π). Entones, usando el teorema de lafunión implíita, deduimos que τ̂1(γ) es una funión derivable y su derivada es
τ̂ ′1(γ) =

τ̂1(γ)e
−γτ̂1(γ) − sen(τ̂1(γ))

(1 + γ2) sen (τ̂1(γ))
< 0.Tomando límite uando γ tiende a ero en la euaión implíita ϕ(τ̂1(γ), γ) = 0,

0 = ĺım
γ→0

ϕ(τ̂1(γ), γ) = ĺım
γ→0

[
1− eγτ̂1(γ)

(
cos(τ̂1(γ))− γ sen (τ̂1(γ))

)]
= 1− ĺım

γ→0
cos(τ̂1(γ)),se tiene que ĺımγ→0 cos(τ̂1(γ)) = 1. Análogamente, es fáil probar que ĺımγ→∞ sen(τ̂1(γ)) = 0.De ese modo, omo τ̂1(γ) es estritamente dereiente y su reorrido es el intervalo (π, 2π),onluimos que ĺımγ→0 τ̂1(γ) = 2π y ĺımγ→∞ τ̂1(γ) = π.(b) Se dedue de manera análoga al apartado anterior.() Sea γ0 = 1/

√
19. Sabemos, por el apartado anterior, que τ̂2(γ0) ∈ (−2π,−3π/2). Por unlado, a partir de la de�niión de la funión ϕ (τ, γ) y usando la euaión ϕ(τ̂2(γ), γ) = 1,obtenemos la igualdad cos (τ̂2(γ)) = γ sen (τ̂2(γ)), para todo γ > 0. En partiular, para



68 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS
γ = γ0 tenemos cos (τ̂2(γ0)) = 1/(2

√
5) y sen (τ̂2(γ0)) = 1/(2

√
5γ0). De ese modo, el valorde la funión ϕ (τ, γ) en el punto (−τ̂2(γ0), γ0) es

ϕ (−τ̂2(γ0), γ0) = 1− e−γ0 τ̂2(γ0) [cos (τ̂2(γ0)) + γ0 sen (τ̂2(γ0))] = 1− 1√
5
e−γ0τ̂2(γ0).Como −τ̂2(γ0) ∈ (3π/2, 2π), es inmediato ver que se satisfae e−γ0τ̂2(γ0) > e

3π
2
γ0 > e >

√
5y, por tanto, el valor de ϕ (−τ̂2(γ0), γ0) es estritamente menor que ero. Por otro lado, porlos apartados (d) y (e) del lema anterior, sabemos que la funión ϕ (τ, γ0) es estritamentedereiente para todo τ ∈ (π, 2π) y que se veri�a la euaión ϕ (τ̂1(γ0), γ0) = 0. Se onluye,entones, que τ̂1(γ0) < −τ̂2(γ0).Consideremos ahora la funión τ̂(γ) = τ̂1(γ) + τ̂2(γ) de�nida para todo γ > 0. Por losapartados (a) y (b) de este lema, se sigue que τ̂(γ) es ontinua, estritamente dereiente yque ĺımγ→0 τ̂(γ) = π/2 > 0. Además, es obvio que τ̂(γ0) < 0 ya que τ̂1(γ0) < −τ̂2(γ0). Enonseuenia, existe un únio valor γ∗ que satisfae la euaión τ̂(γ∗) = 0 y además perteneeal intervalo (0, γ0). Más aún, deduimos que τ̂(γ) > 0 para todo γ ∈ (0, γ∗) y τ̂(γ) < 0 paratodo γ ∈ (γ∗,+∞), lo que onluye la demostraión.(d) Comenemos probando que si γ ∈ (0, γ∗), entones ϕ(−τ̂1(γ), γ) < 1.Por el apartado anterior, sabemos que −τ̂1(γ) < τ̂2(γ) para todo γ ∈ (0, γ∗). Aún más, porlos apartados (a) y (b) del lema anterior, −2π < −τ̂1(γ) < τ̂2(γ) < −3π/2 < −π, paratodo γ ∈ (0, γ∗), y al ser ϕ(τ, γ) estritamente reiente para todo τ ∈ (−2π,−π) se deduetrivialmente que

ϕ(−τ̂1(γ), γ) < ϕ(τ̂2(γ), γ) = 1, para todo γ ∈ (0, γ∗).Análogamente, se prueba que si γ > γ∗, entones ϕ(−τ̂1(γ), γ) > 1. Observemos que, en esteaso, se veri�a la desigualdad −2π < τ̂2(γ) < −τ̂1(γ) < −π para todo γ > γ∗ y que ϕ(τ, γ)es estritamente reiente, para todo τ ∈ (−2π,−π).
2En la Figura 3.15 se muestra un esbozo del omportamiento de las funiones τ̂1(γ) y τ̂2(γ),introduidas en el lema anterior. Hagamos notar que el valor γ0 = 1/

√
19 que hemos tomado en elConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 69apartado () de este lema tiene úniamente signi�ado omputaional. De heho, lo hemos esogidopara obtener el valor límite λ = 1/2 del resultado estableido en el Lema 3.9.PSfrag replaements
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Figura 3.15: Esbozo de las funiones τ̂1 y τ̂2.En el siguiente lema probamos, utilizando los lemas previos, la existenia de una onexiónheterolina bidimensional direta para todo valor del parámetro λ mayor que un ierto valor λ∗.Es deir, probamos que se satisfae la ondiión T3.Lema 3.13 Existe un únio valor λ∗ ∈ (0, 1/2) tal que:(a) Si λ ≥ λ∗, entones existe una onexión heterolina bidimensional direta en el sistema (2.8).(b) Si λ < λ∗, entones el sistema (2.8) no tiene una onexión heterolina bidimensional direta.Demostraión:Reordemos que existe una onexión heterolina bidimensional direta en el sistema (2.8) si, ysólo si, existen t1 y λ1 estritamente positivos tales (t1, λ1) es una soluión del sistema (3.56) quesatisfae la desigualdad (3.57). Haiendo el ambio de variables τ = βt, γ = λ/(2β), expresamos elsistema (3.56) y la ondiión (3.57) en estas nuevas variables omo




ϕ (τ, γ) = 0,

ϕ (τ,−γ) ≥ 1,

ϕ (τ̄ , γ) > 0, para todo τ̄ ∈ (0, τ).

(3.58)



70 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSLa prueba del lema se redue a analizar la existenia de una soluión del sistema (3.58). Paraello, onsideramos λ∗ = 2γ∗/
√

1− 3γ∗2, siendo γ∗ el valor de�nido en el apartado () del lemaanterior. Es obvio que λ∗ es una onstante real, positiva y estritamente menor que 1/2, ya que
0 < γ∗ < 1/

√
19.A ontinuaión, vamos a demostrar que éste es el valor λ∗ para el ual se satisfaen los dosapartados del lema.(a) Sea λ1 un número real tal que λ1 ≥ λ∗. Tenemos que probar que existe un valor t1 > 0 talque (t1, λ1) es una soluión del sistema (3.56) que veri�a la ondiión (3.57). Esto equivalea probar que existe un valor τ1 > 0 tal que (τ1, γ1) es una soluión del sistema (3.58), siendo

γ1 = λ1/
√

3λ21 + 4.Por el apartado (e) del Lema 3.11, sabemos que existe una únia funión τ̂1 tal que
ϕ(τ̂1(γ1), γ1) = 0 y ϕ(τ, γ1) > 0 para todo τ ∈ (0, τ̂1(γ1)). Por otro lado, apliando elLema 3.11 (a) y el Lema 3.12 (d) y teniendo en uenta que γ1 > γ∗, deduimos que
ϕ(τ̂1(γ1),−γ1) ≥ 1. De ese modo, (τ̂1(γ1), γ1) es una soluión del sistema (3.58) y, portanto, tomando t1 = τ̂1(γ1)/β1 onluimos que (t1, λ1) es una soluión del sistema (3.56) quesatisfae la relaión (3.57).(b) Supongamos que λ1 < λ∗ tal que τ̂1(γ1) es el únio ero de la funión ϕ(τ, γ1) en elintervalo (π, 2π), véase el apartado (e) del Lema 3.11. Como γ1 < γ∗ deduimos, apliandoel apartado (d) del Lema 3.12 y el apartado (a) del Lema 3.11, que ϕ(τ̂1(γ1),−γ1) < 1, enontradiión on la ondiión (3.57). En onseuenia, onluimos que el sistema (3.56) notiene soluión para un valor de λ < λ∗.

2En el lema anterior hemos probado que existe un únio valor λ∗ ∈ (0, 1/2) tal que si λ ≥ λ∗,entones el sistema (2.8) posee una onexión heterolina bidimensional direta, por lo que la órbitade�nida por xq(t, λ) satisfae ĺım
t→+∞

xq(t, λ) = p− y ĺım
t→−∞

xq(t, λ) = p+. Más aún, estimamosmediante álulos numérios que el valor λ∗ ≃ 0.41527324. Tras este último resultado ya podemosasegurar la existenia de un ilo heterolino tipo punto-T direto para λ = λ0 y un par simétriode onexiones homolinas diretas para λ = λh.Por último para garantizar la uniidad loal del ilo heterolino tipo punto-T direto, uyaexistenia ha sido probada, es su�iente probar que la diferenia entre la terera oordenada de losConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 71puntos Π+(m−) y Π−1
− (m−) es difeomorfa a µ = λ−λ0. Obsérvese que la distania entre dos puntosdel plano de separaión simétrios on respeto al eje y es igual a dos vees el valor absoluto de laterera oordenada de ualquiera de ellos. Por ello, úniamente tenemos que probar que la tereraoordenada del punto Π+(m−) es difeomorfa a µ = λ−λ0. Denotaremos a esta terera oordenadapor ∆2(λ) = zm−(t
+(λ), λ), donde t+(λ) es el semitiempo de vuelo dereho del punto m− paraada λ en un entorno de λ0.Nótese que si λ = λ0, entones t+(λ0) oinide on t0, de�nido en el Lema 3.9, y, por tanto, sesatisfae la igualdad∆2(λ0) = 0. La funión∆2(λ) es analítia en un entorno de λ0, ya que la soluión

xm−(t, λ0) intersea transversalmente al plano de separaión uando t = t0. En onseuenia, paraque ∆2(λ) sea difeomorfa a µ = λ− λ0 es su�iente probar que ∆′
2(λ0) 6= 0.Lema 3.14 Sea (t0, λ0) una soluión del sistema (3.11) que pertenee a la región Ω1, de�nida enel Lema 3.9. Entones, la funión ∆2(λ) = zm−(t

+(λ), λ) satisfae ∆′
2(λ0) < 0.Demostraión:La derivada ∆′

2(λ0) está dada por
d∆2(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

= żm−(t0, λ0)
dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

+
∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

, (3.59)donde las omponentes de la soluión xm−(t, λ) = (xm−(t, λ), ym−(t, λ), zm−(t, λ)) vienen dadaspor las expresiones (3.3)�(3.5). Reordemos que si (t, λ) = (t0, λ0), entones el punto xm−(t0, λ0)pertenee al eje y, por lo que xm−(t0, λ0) y zm−(t0, λ0) son nulas mientras que ym−(t0, λ0) estádada por la expresión (3.50).Observemos que la funión t+(λ) es analítia en un entorno de λ0 y está de�nida de formaimplíita por la euaión xm−(t, λ) = 0, por lo tanto, derivando implíitamente la euaión anteriorrespeto a λ y evaluando diha derivada en el punto (t0, λ0) obtenemos
ẋm−(t0, λ0)

dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

+
∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

= 0.Como ẋm−(t0, λ0) = ym−(t0, λ0), deduimos que la derivada de la funión t+(λ) en el punto (t0, λ0)
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dt+(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

= −

∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

ym−(t0, λ0)
. (3.60)Por otro lado, teniendo en uenta las euaiones del sistema (2.8) y que xm−(t0, λ0) = 0, tenemosque la derivada de la funión zm−(t, λ) evaluada en el punto (t0, λ0) es

żm−(t0, λ0) = 1− ym−(t0, λ0)− λ0(λ
2
0 + 1)xm−(t0, λ0) = 1− ym−(t0, λ0). (3.61)Así pues, reemplazando en (3.59) las expresiones dadas por (3.60) y (3.61) obtenemos

d∆2(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

=
ym−(t0, λ0)− 1

ym−(t0, λ0)

∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

+
∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

. (3.62)Por último, alulamos explíitamente la derivada de las omponentes primera y terera de la soluión
xm−(t, λ) respeto a λ. Observemos que en diha soluión apareen expresiones de senos y osenosy, por tanto, su derivada respeto a λ también dependerá de ambas funiones trigonométrias. Enpartiular, sabemos que (t0, λ0) es una soluión del sistema (3.11), entones las expresiones del senoy del oseno vienen dadas por (3.48) y (3.49), respetivamente. De ese modo, obtenemos la derivadaparial de las omponentes primera y terera de la soluión xm−(t, λ) on respeto a λ evaluada enel punto (t0, λ0), éstas son
∂xm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

=

(
9(λ2 + 1)2tλ+ 2(6λ2 + 7)

)
(e−tλ − 1) + 2λ(2t− 3λ)

λ2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)

∣∣∣∣∣
(t0,λ0)

(3.63)
∂zm−(t, λ)

∂λ

∣∣∣∣
(t0,λ0)

=
λ2
(
9(λ2 + 1)2tλ+ 2

)
+
(
3(λ2 + 1)2tλ+ 2(−3λ4 − 3λ2 + 1)

)
(1− e−tλ)

λ2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)

∣∣∣∣∣
(t0,λ0)(3.64)Sin más que reemplazar en (3.62) las derivadas pariales dadas por las expresiones (3.63) y (3.64)obtenemos que la derivada de la funión ∆2(λ) en λ0 es

d∆2(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ0

= − 2ω2(t, λ)

λ2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)(etλ − 1)

∣∣∣∣
(t0,λ0)

Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.5. EXISTENCIA DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 73donde
ω2(t, λ) = 3

(
etλ + e−tλ − 2

)
λ5t+ 3(4etλ + e−tλ − 4)λ4 + 2(2etλ + 3e−tλ − 6)λ3t+

+ 9(2etλ + e−tλ − 3)λ2 + (etλ + 3e−tλ − 4)tλ+ 6(etλ + e−tλ − 2).Como (t0, λ0) ∈ Ω1 sabemos que 1
2 ≤ λ0 ≤ 1 y 2π√

7
≤ t0 ≤ 8π√

19
, de tal forma que se satisfaen lasdesigualdades π√

7
≤ t0 λ0 ≤ 8π√

19
y 3 < et0λ0 . Esto implia que los oe�ientes de λ5, λ4, λ3 y λ2 enla expresión ω2(t0, λ0) son todos positivos. Más aún, (et0λ0 +3e−t0λ0 − 4)t0 λ0 > −t0 λ0 > − 8π√

19
y

et0λ0 + e−t0λ0 − 2 > 1. Como 6
√
19 > 8π, se sigue que ω2(t0, λ0) > 0, lo que prueba el lema. 2Ahora estamos en ondiiones de enuniar el siguiente teorema uya prueba se onluye a partirde los Lemas 3.9, 3.10, 3.13, 3.14.Teorema 3.15 Existe un valor λ0 ∈ (1/2, 1) únio loalmente, de forma que el sistema ontinuolineal a trozos (2.8) para λ = λ0 posee un ilo heterolino tipo punto-T direto.Obsérvese que los valores límite 1/2 y 1 no tienen ningún signi�ado dinámio y se han elegidopara simpli�ar los álulos utilizados en la prueba. Además, mediante álulos numérios estimamosque el valor λ0 ≃ 0.65153556. En la Figura 3.16 se muestra una proyeión del ilo heterolino tipopunto-T direto uya existenia aabamos de probar. En diha �gura, la línea ontinua orrespondea la variedad invariante unidimensional de los equilibrios mientras que la línea disontinua es unainterseión transversal de las variedades invariantes bidimensionales.
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Figura 3.16: Proyeión en el plano (x, y) del ilo heterolino tipo punto-T direto para λ = λ0.



74 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOS3.6. Otras onexiones globales.En las seiones anteriores hemos probado la existenia de un par de onexiones homolinasdiretas para un ierto valor λ = λh ∈ (1/2,
√
3) y la existenia de un ilo heterolino tipo punto-Tdireto para λ = λ0 ∈ (1/2, 1). Mediante álulos numérios estimamos que los valores del parámetro

λ para los uales existen estas onexiones globales son λh ≃ 0.660759953 y λ0 ≃ 0.65153556. Enesta seión justi�amos que existe otro par simétrio de onexiones homolinas diretas y otro iloheterolino tipo punto-T direto en el sistema (2.8) para iertos valores de λ distintos a los anteriores.3.6.1. Conexiones homolinas diretas.El primer paso que hemos dado para probar la existenia de la onexión homolina direta para
λ = λh es omprobar que el sistema (3.6) tiene soluión, esto es, omprobar que se satisfae laondiión H1. Diha soluión se orresponde on la interseión de las urvas soluión de las doseuaiones del sistema que pertenee al interior de la región Ωh, véase la Figura 3.8.En esta subseión probaremos, usando el Lema 3.3, que en el interior de la región

Ωh2 =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
6π√

3λ2 + 4
≤ t ≤ 8π√

3λ2 + 4
,
1

3
≤ λ ≤

√
3

} (3.65)el sistema (3.6) posee otra soluión y justi�aremos que para el valor de λ orrespondiente existeotro par simétrio de onexiones homolinas diretas, por lo que se tienen también que satisfaer lasondiiones H2 y H3.Lema 3.16 El sistema de euaiones (3.6) tiene soluión en el interior de la región Ωh2 .Demostraión:Es inmediato ver que la funión A3(t, λ) dada por la expresión (3.26) veri�a
A3

(
6π√

3λ2 + 4
, λ

)
· A3

(
8π√

3λ2 + 4
, λ

)
> 0 para todo λ > 0.A ontinuaión vamos a analizar el signo de la funión p(t, λ) dada por la expresión (3.25). Para ello,basta estudiar la funión ph(t, λ) = −16λ6e3tλ+(λ2+1)2
[
4(3λ2+1)e2tλ−2(3λ2+2)etλ+λ2+1

].Realizando el ambio de variables µ = λ2, s = exp
(√
µt
) sobre ph(t, λ), para t y λ estritamenteConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.6. OTRAS CONEXIONES GLOBALES. 75positivos, obtenemos la funión polinómia
p̃h(s, µ) = −16µ3s3 + (µ+ 1)2

[
4(3µ + 1)s2 − 2(3µ + 2)s + µ+ 1

]
, (3.66)de�nida para s ≥ 1 y µ ≥ 0.Por el Lema 3.5 sabemos que p̃h(s, 3) es estritamente menor que ero para todo s ≥ 1. Por otrolado, �jando µ = 1/9 en (3.66) obtenemos p̃h(s, 19) = − 8

729

(
2s3 − 25

(
24s2 + 21s − 5

)). Vamosa omprobar que el polinomio anterior es estritamente positivo en un intervalo onveniente parala variable s. Puesto que el parámetro t pertenee al intervalo [6π/
√
3µ+ 4, 8π/

√
3µ+ 4], para

µ = 1/9 la variable s pertenee al intervalo [e 2π
√

3√
13 , e

8π√
39
]. Este intervalo está ontenido en [1, 175]ya que (

8π√
39

)2

<
(8π)2

36
=

16π2

9
<

(4 · 3.15)2
9

=
(12.6)2

9
<

152

9
= 52y, por tanto, e 8π√

39 < e5 < (2.8)5 = 172.104 < 175.Ahora vamos a omprobar que el polinomio p̃h(s, 1/9) es estritamente positivo para todo valorde s perteneiente al intervalo [1, 175].La derivada de p̃h(s, 1/9) respeto a la variable s,
qh(s) =

∂p̃h
∂s

(s, µ)

∣∣∣∣
µ=1/9

= − 8

243

(
2s2 − 400s + 175

)
,tiene una únia raíz real mayor que uno, s0 = 5

2 (40+
√
1586) > 175. Por tanto, la funión p̃h(s, 1/9)no tiene puntos rítios en [1, 175] y es estritamente reiente en diho intervalo, puesto que

qh(1) = 1784/243 > 0. De ese modo, la funión restringida al intervalo [1, 175] alanza su mínimoabsoluto en s = 1. Como p̃h(1, 1/9) = 176/81 > 0, onluimos que p̃h(s, 1/9) es estritamentepositiva en el intervalo [1, 175] y, en partiular, en [e 2π
√

3√
13 , e

8π√
39
].Deshaiendo el ambio de variables realizado, tenemos que la funión ph(t,√3) es estritamentenegativa para todo t > 0 y que ph(t, 1/3) toma valores estritamente positivos para todo tperteneiente al intervalo I2 = [6π√3√

13
, 24π√

39

], por lo que ph(t, 1/3) · ph(t,√3) < 0 para todo t ∈ I2.Hemos probado que se veri�an las hipótesis del Lema 3.3. Así pues, el sistema (3.6) tienesoluión en el interior de la región Ωh2 .

2En la Figura 3.17 se representan las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0



76 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSdel sistema (3.23) y la región Ωh2 . En el interior de la región ambas urvas se ortan en unpunto (th2 , λh2), on th2 y λh2 estritamente positivos, que se orresponde on una soluión delsistema (3.6). Mediante álulos numérios estimamos que th2 ≃ 10.154 y λh2 ≃ 0.433912.
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Figura 3.17: Representaión grá�a de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ). Se ha sombreadola región Ωh2 =
{
(t, λ) ∈ R

2 : 6π√
3λ2+4

≤ t ≤ 8π√
3λ2+4

, 13 ≤ λ ≤
√
3
}.Aabamos de probar que el sistema (3.6) tiene una soluión (th2 , λh2), on th2 > 0 y λh2 > 0,que pertenee al interior de la región Ωh2 , por lo que se satisfae la ondiión H1. Para que exista unaonexión homolina direta para estos valores de los parámetros, es neesario omprobar también lasondiiones H2 y H3, omo hiimos on el otro par de onexiones homolinas diretas.Para ver que se satisfae la ondiión H2, xm−(t, λh2) > 0 para todo t ∈ (0, th2), podríamosdeterminar los intervalos de reimiento y dereimiento de la funión xm−(t, λh2), para lo ualtendríamos que analizar el signo de su derivada,

ẋm−(t, λh2) = ym−(t, λh2) = c1e
−tλh2 + (c2 cos (βh2t) + c3 sen (βh2t)) e

tλh2
2 ,on

βh2 =

√
3λ2h2

+ 4

2
, c1 =

1

3λ2h2
+ 1

, c2 =
2λ2h2

c1

λ2h2
+ 1

y c3 =

(
3λ2h2

+ 2
)
c2

λh2

√
3λ2h2

+ 4
.En vez de realizar este análisis, evideniamos que la funión xm−(t, λh2) es estritamente positivaen el intervalo (0, th2) a partir de su representaión grá�a, véase la Figura 3.18.Por otro lado, a partir de la representaión grá�a de las zonas donde xm−(t, λ) < 0, véase laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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t(b)Figura 3.18: En el aso (a) se ha representado grá�amente la funión xm−(t, λh2) y en (b) se harealizado una ampliaión de la representaión grá�a anterior.Figura 3.19, es fáil deduir que existe un valor mínimo mh = (tmh

, λmh
) ∈ Ωh tal que λmh

> λh2 ,por lo que se onluye también que la funión xm−(t, λh2) > 0 en el intervalo (0, th2).
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(b)Figura 3.19: La línea ontinua orresponde a los eros de E(t, λ), mientras que la línea disontinuaorresponde a los eros de p(t, λ). Se han sombreado las regiones donde xm−(t, λ) < 0. En (b) seha realizado una ampliaión de la �gura representada en (a).



78 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSPara justi�ar la existenia de una onexión homolina direta para los valores de los parámetros
(th2 , λh2) ∈ Ωh2 , sólo falta veri�ar la ondiión H3' o bien, equivalentemente, la ondiión T3.Como λh2 > λ∗, sabemos apliando el Lema 3.13 que existe una onexión heterolinabidimensional direta en el sistema (2.8), por lo que se satisfae la ondiión T3. Por tanto, yapodemos asegurar la existenia de un par de onexiones homolinas diretas para λ = λh2 . Aún más,podemos garantizar la uniidad loal de este par de onexiones homolinas diretas. Para ello, essu�iente omprobar que ∆′(λh2) 6= 0, donde ∆(λ) está dada por la expresión (3.32), omo hiimoson el otro par de onexiones homolinas diretas.Lema 3.17 Sea (th2 , λh2) ∈ Ωh2 una soluión del sistema (3.6). Entones, la funión ∆(λ) dadapor la expresión (3.32), satisfae ∆′(λh2) < 0.Demostraión:Por el Lema 3.7 sabemos que la derivada ∆′(λh2) es

d∆(λ)

dλ

∣∣∣∣
λh2

= − 2ω1(t, λ)

λ(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)etλ

∣∣∣∣
(th2 ,λh2

)

,donde
ω1(t, λ) = 3(2etλ − 1)tλ3 + 6(4etλ − 1)λ2 + (2etλ − 3)tλ+ 6(2etλ − 1).Como (th2 , λh2) ∈ Ωh2 sabemos que 1

3 ≤ λh2 ≤
√
3 y 6π√

13
≤ th2 ≤ 8π

√
3√

13
de tal forma que sesatisfaen las desigualdades 2π√

13
≤ th2λh2 ≤ 24π√

13
y e 2π√

13 > e
√
2 > 2. Esto implia que la funión

ω1(th2 , λh2) es estritamente positiva, lo que prueba el lema.
2Ahora, estamos en ondiiones de enuniar el siguiente teorema, salvo por la prueba analítia dela ondiión H2 así omo la de la desigualdad λh2 > λ∗.Teorema 3.18 Existe un valor λh2 ∈

(
1/3,

√
3
) únio loalmente, de forma que el sistema ontinuolineal a trozos (2.8) para λ = λh2 posee una onexión homolina direta. Más aún, la reversibilidad delsistema asegura la existenia de otra onexión homolina direta para el mismo valor del parámetro λ.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.6. OTRAS CONEXIONES GLOBALES. 79En la Figura 3.20 se representan unas proyeiones de las onexiones homolinas diretas en elsistema (2.8), para λ = λh2 .
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(d)Figura 3.20: Proyeión en el plano de oordenadas (x, y) de: (a) la onexión homolina diretaorrespondiente al punto de equilibrio p−. (b) la onexión homolina direta asoiada al punto deequilibrio p+. En () y en (d) se ha realizado una ampliaión de las proyeiones representadas en(a) y (b).Obsérvese que este de par de onexiones homolinas son diretas a pesar de que dan una vueltaalrededor de la variedad invariante unidimensional del orrespondiente punto de equilibrio.Por último, omo se puede apreiar en la Figura 3.19, las urvas soluión de las euaiones
E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0 se intersean para diferentes valores de t y λ estritamente positivos.Estos valores son soluiones del sistema (3.6) si además satisfaen la relaión sen (βt) < 0.



80 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSPor lo que si (thk
, λhk

) es una soluión del sistema (3.6), entones thk
pertenee al intervalo

Ik =
[
2(2k − 1)π/

√
3λ2 + 4, 4kπ/

√
3λ2 + 4

], on k ∈ N. Hemos probado que en el interior delas regiones Ωh = {(t, λ) ∈ R
2 : t ∈ I1,

1
2 ≤ λ ≤

√
3} y Ωh2 = {(t, λ) ∈ R

2 : t ∈ I2,
1
2 ≤ λ ≤

√
3}el sistema (3.6) posee una soluión, véanse los Lemas 3.5, 3.16, que se orresponde on el segundoy uarto punto de orte, respetivamente, entre las urvas empezando por la izquierda. Además,por los teoremas 3.8 y 3.18, sabemos que estas soluiones se orresponden ada una on un par deonexiones homolinas diretas.El sexto punto de orte entre las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0empezando por la izquierda es también una soluión del sistema (3.6), que denotaremos por

h3 = (th3 , λh3), ya que th3 pertenee al intervalo I3 = [10π/√3λ2 + 4, 12π/
√
3λ2 + 4

] y, por tanto,veri�a la relaión sen (βth3) < 0. Sin embargo, no se orresponde on una onexión homolinadireta al no satisfaerse la ondiión H2. Esto es debido a que el mínimo denotado por m2 enla Figura 3.21 está por debajo de la soluión h3 = (th3 , λh3) y, por tanto, la órbita de�nida por
xm−(t, λh3) intersea al plano de separaión para un valor de t perteneiente al intervalo (0, th3)
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Figura 3.21: Representaión de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas, respetivamente,por las expresiones (3.24) y (3.25). Se han sombreado las regiones donde la funión xm−(t, λ) < 0.A partir de la representaión grá�a anterior deduimos también que el otavo punto de orteentre las urvas es una soluión h4 = (th4 , λh4) del sistema (3.6), on th4 perteneiente al intervalo
I4 =

[
14π/

√
3λ2 + 4, 16π/

√
3λ2 + 4

], pero no se orresponde on una onexión homolina diretaConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.6. OTRAS CONEXIONES GLOBALES. 81al no satisfaerse tampoo la ondiión H2. De heho, onjeturamos que para 0 < λ < λh2 elsistema (2.8) no posee onexiones homolinas diretas.3.6.2. Cilo heterolino tipo punto-T direto.En esta subseión veremos que existe otro ilo heterolino tipo punto-T direto en elsistema (2.8). Para ello, justi�aremos que existe una onexión heterolina unidimensional direta yuna onexión heterolina bidimensional direta al mismo instante.Reordemos que existe tal onexión heterolina unidimensional direta si, y sólo si, se satisfaenlas ondiiones T1 y T2. Es deir, si y sólo si, existen t2 y λ2 estritamente positivos tales que
(t2, λ2) es una soluión del sistema (3.11) y la funión xm−(t, λ2) es estritamente positiva paratodo t ∈ (0, t2).En el siguiente lema probamos analítiamente la existenia de una soluión del sistema (3.11)haiendo uso del Lema 3.3.Lema 3.19 El sistema de euaiones (3.11) posee soluión en el interior de la región

Ω2 =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
6π√

3λ2 + 4
≤ t ≤ 8π√

3λ2 + 4
,
1

3
≤ λ ≤ 1

}
.Demostraión:Es inmediato ver que la funión A3(t, λ) dada por la expresión (3.45) veri�a

A3

(
6π√

3λ2 + 4
, λ

)
· A3

(
8π√

3λ2 + 4
, λ

)
> 0, para todo λ > 0.A ontinuaión vamos a analizar el signo de la funión p(t, λ) dada por (3.44). Para ello, bastaestudiar la funión

ph(t, λ) = − 4λ6

λ2 + 1
e3tλ + (λ2 + 1)(3λ2 + 1)e2tλ +

(
1− 3(λ2 + 1)2

)
etλ + (λ2 + 1)2.Realizando el ambio de variables µ = λ2, s = exp

(√
µt
)
≥ 1, para t y λ estritamente positivos,obtenemos la funión polinómia p̃h(s, µ), dada por (3.46) y de�nida para s ≥ 1 y µ ≥ 0.Por el Lema 3.9, sabemos que p̃h(s, 1) es estritamente menor que ero para todo s ≥ 1. Por otrolado, �jando µ = 1/9 en (3.46) se obtiene p̃h(s, 19) = − 2

729

(
2s3 − 600s2 + 1095s − 500

). Vamos



82 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSa omprobar que el polinomio anterior es estritamente positivo en un intervalo onveniente parala variable s. Puesto que el parámetro t pertenee al intervalo [6π/
√
3µ+ 4, 8π/

√
3µ+ 4], para

µ = 1/9 la variable s pertenee al intervalo [e 2π
√

3√
13 , e

8π√
39
]. Este intervalo está ontenido en [1, 175],omo hemos visto en la prueba del Lema 3.16.Ahora vamos a omprobar que el polinomio p̃h (s, 1/9) es estritamente positivo para todo valor sperteneiente al intervalo (1, 175).La derivada de p̃h(s, 1/9) respeto a la variable s,

qh(s) =
∂p̃h(s, µ)

∂s

∣∣∣∣
µ=1/9

= − 2

729

(
6s2 − 1200s + 1095

)
,tiene una únia raíz real mayor que uno, s0 = 1

2

(
200 +

√
39270

)
> 175. Por tanto, la funión

p̃h(s, 1/9) no tiene puntos rítios en el intervalo [1, 175] y es estritamente reiente en dihointervalo, puesto que qh(1) = 22/81 > 0. De ese modo, la funión p̃h(s, 1/9) restringida al intervalo
[1, 175] alanza su mínimo absoluto en s = 1. Como p̃h(1, 1/9) = 2/243 > 0, onluimos que
p̃h(s, 1/9) es estritamente positiva para todo 1 ≤ s ≤ 175 y, en partiular, en [e 2π

√
3√

13 , e
8π√
39
].Deshaiendo el ambio de variable realizado, tenemos que la funión ph(t, 1) es estritamentenegativa para todo t > 0 y que ph(t, 1/3) toma valores estritamente positivos para todo tperteneiente al intervalo I2 = [6π√3√

13
, 24π√

39

], por lo que ph(t, 1/3) · ph(t, 1) < 0 para todo t ∈ I2.Hemos probado que se veri�an las hipótesis del Lema 3.3. Así pues, el sistema (3.11) posee almenos una soluión en el interior de la región Ω2. 2En la Figura 3.22 se representan las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0 delsistema (3.11) y la región Ω2. En el interior de la región dihas urvas se ortan en un punto (t2, λ2),on t2 y λ2 estritamente positivos, que se orresponde on una soluión del sistema (3.11). Medianteálulos numérios estimamos que t2 = 10.158165 y λ2 = 0.43327834.Aabamos de probar que el sistema (3.11) tiene una soluión en el interior de la región Ω2, porlo que se satisfae la ondiión T1. Para asegurar la existenia de un ilo heterolino tipo punto-Tdireto falta omprobar las ondiiones T2 y T3, omo hiimos on el otro ilo heterolino tipopunto-T direto.Para ver que se satisfae la ondiión T2, xm−(t, λ2) > 0 para todo t ∈ (0, t2), representamosgrá�amente las zonas donde la funión xm−(t, λ) es estritamente menor que ero, véase laFigura 3.23.A partir de esta representaión grá�a deduimos que el mínimo que hemos denotado porConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.6. OTRAS CONEXIONES GLOBALES. 83

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

PSfrag replaements
t

λ

E(t, λ) = 0
p(t, λ) = 0
λ = 1/3, p(t, 1/3) > 0
λ = 1, p(t, 1) < 0

� Ω2

Figura 3.22: Representaión grá�a de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas por (3.43)y (3.44). Se ha sombreado la región Ω2 =
{
(t, λ) ∈ R

2 : 6π√
3λ2+4

≤ t ≤ 8π√
3λ2+4

, 13 ≤ λ ≤ 1
}.
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(b)Figura 3.23: La línea ontinua orresponde a los eros de la funión E(t, λ), mientras que la líneadisontinua orresponde a los eros de la funión p(t, λ). Se han sombreado las regiones donde
xm−(t, λ) < 0. En (b) se ha realizado una ampliaión de la �gura representada en (a).
mh = (tmh

, λmh
), está por enima del punto (t2, λ2). Es deir, se satisfae que λmh

> λ2 y,por tanto, la funión xm−(t, λ2) es estritamente positiva en el intervalo (0, t2).Ahora estamos en ondiiones de a�rmar que el punto xm−(t2, λ2) = Π+(m−) pertenee aleje de reversibilidad y, por tanto, existe una onexión heterolina unidimensional direta para ada



84 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSsoluión (t2, λ2) ∈ Ω2.Para asegurar la existenia del ilo heterolino tipo punto-T direto, es neesario demostrartambién que existe una onexión heterolina bidimensional direta, esto es, tenemos que demostrarla ondiión T3. Como λ2 > λ∗, sabemos apliando el Lema 3.13 que existe una onexión heterolinabidimensional direta en el sistema (2.8), por lo que se satisfae la ondiión T3. Nótese que traseste último resultado ya podemos a�rmar, salvo por la prueba analítia de la ondiión T2, que existeun ilo heterolino tipo punto-T direto para λ = λ2.Por último, para aseverar la uniidad loal de este ilo heterolino omprobaremos que
∆′

2(λ2) 6= 0, donde ∆2(λ) = zm−(t
+(λ), λ), omo hiimos on el otro ilo heterolino tipo punto-Tdireto.Lema 3.20 Sea (t2, λ2) una soluión del sistema (3.11) que pertenee a la región Ω2, de�nida enel lema anterior. Entones, la funión ∆2(λ) = zm−(t

+(λ), λ) satisfae ∆′
2(λ2) < 0.Demostraión:Por el Lema 3.14 sabemos que la derivada ∆′

2(λ2) es
d∆2(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ2

= − 2ω2(t, λ)

λ2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(3λ2 + 4)(etλ − 1)

∣∣∣∣
(t2,λ2)donde

ω2(t, λ) = 3
(
etλ + e−tλ − 2

)
λ5t+ 3(4etλ + e−tλ − 4)λ4 + 2(2etλ + 3e−tλ − 6)λ3t+

+ 9(2etλ + e−tλ − 3)λ2 + (etλ + 3e−tλ − 4)tλ+ 6(etλ + e−tλ − 2).Como (t2, λ2) ∈ Ω2 sabemos que 1
3 ≤ λ2 ≤ 1 y 6π√

7
≤ t2 ≤ 8π

√
3√

13
, de tal forma que se satisfaenlas desigualdades 2π√

7
≤ t2 λ2 ≤ 8π

√
3√

13
y e 2π√

7 > e2 > 4. Esto implia que el valor de ω2(t2, λ2) esestritamente positivo, lo que prueba el lema.
2Ahora estamos en ondiiones de enuniar el siguiente teorema, salvo la prueba analítia de laondiión T2 así omo la de la desigualdad λ2 > λ∗.

Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



3.6. OTRAS CONEXIONES GLOBALES. 85Teorema 3.21 Existe un valor λ2 ∈ (1/3, 1) únio loalmente, de forma que el sistema ontinuolineal a trozos (2.8) para λ = λ2 posee un ilo heterolino tipo punto-T direto.En la Figura 3.24 se muestra una proyeión del ilo heterolino tipo punto-T direto uyaexistenia aabamos de probar. En diha �gura, la línea ontinua orresponde a la variedad invarianteunidimensional de los equilibrios mientras que la línea disontinua es una interseión transversal delas variedades invariantes bidimensionales.
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(b)Figura 3.24: (a) Proyeión en el plano de oordenadas (x, y) del ilo heterolino tipo punto-Tdireto para λ = λ2. (b) Ampliaión de (a), a partir de esta representaión grá�a observamos queel ilo heterolino no intersea al eje x = 0.Por último, omo se puede apreiar en la Figura 3.23(a), las urvas soluión de las euaiones
E(t, λ) = 0 y p(t, λ) = 0, dadas por (3.43) y (3.44), se intersean para diferentes valores de t y
λ estritamente positivos. Estos valores son soluiones del sistema (3.11) si además satisfaen larelaión sen (βt) < 0. Por lo que si (tk, λk) es una soluión del sistema (3.11), entones tk perteneeal intervalo Ik =

[
2(2k − 1)π/

√
3λ2 + 4, 4kπ/

√
3λ2 + 4

], on k ∈ N.Hemos probado que en el interior de las regiones Ω1 = {(t, λ) ∈ R
2 : t ∈ I1,

1
2 ≤ λ ≤ 1} y

Ω2 = {(t, λ) ∈ R
2 : t ∈ I2,

1
2 ≤ λ ≤ 1} el sistema (3.11) posee una soluión, véanse los Lemas 3.9y 3.19, que se orresponde on el segundo y uarto punto de orte, respetivamente, entre las urvasempezando por la izquierda. Además, por los teoremas 3.15 y 3.21, sabemos que el sistema (2.8)posee un ilo heterolino tipo punto-T direto para los valores de los parámetros dados por ada



86 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DE CONEXIONES GLOBALES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSuna de estas dos soluiones.Obsérvese que el sexto punto de orte entre las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y
p(t, λ) = 0 empezando por la izquierda es también una soluión del sistema (3.11), que denotaremospor h3 = (t3, λ3), ya que t3 pertenee al intervalo I3 =

[
10π/

√
3λ2 + 4, 12π/

√
3λ2 + 4

] y, portanto, veri�a la relaión sen (βt3) < 0. Sin embargo, no se orresponde on un ilo heterolinotipo punto-T direto del sistema al no satisfaerse la ondiión T2. Esto se debe a que el mínimo
m2 representado en la Figura 3.25 está por debajo de la soluión h3 y, por tanto, la órbita de�nidapor xm−(t, λ3) intersea al plano de separaión para un valor de t perteneiente al intervalo (0, t3).
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Figura 3.25: Representaión de los eros de las funiones E(t, λ) y p(t, λ) dadas, respetivamente,por las expresiones dadas por (3.43) y (3.44). Se han sombreado las regiones donde la funión
xm−(t, λ) < 0.A partir de la representaión grá�a anterior deduimos también que el otavo punto de orteentre ambas urvas es una soluión h4 = (t4, λ4) del sistema (3.11), on t4 perteneiente al intervalo
I4 =

[
14π/

√
3λ2 + 4, 16π/

√
3λ2 + 4

], pero esta soluión tampoo se orresponde on un iloheterolino tipo punto-T direto, ya que no se satisfae la ondiión T2. De heho, onjeturamosque el sistema (2.8) no posee ilos heterolinos tipo punto -T para 0 < λ < λ2 .
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



Capítulo4Órbitas periódias reversibles de dos ortes en la versión lineala trozos del sistema de Mihelson.
La presenia de onexiones globales en un sistema dinámio autónomo tridimensional fuerza amenudo la apariión de soluiones periódias en un entorno de tales onexiones. Hay numerosostrabajos en los que se evidenian la existenia de iertas trayetorias periódias en un entorno de unaonexión global. Véase, por ejemplo, los trabajos [1, 6, 7, 20�23, 27�31, 39, 51, 60�62℄.Por ello, abe esperar que la presenia de onexiones globales en el sistema (2.8), en partiularde onexiones homolinas diretas y ilos heterolinos tipo punto-T direto uya existenia hemosprobado en el Capítulo 3, sea la responsable de la apariión de un onjunto in�nito numerable deórbitas periódias.En el apítulo anterior se ha demostrado analítiamente que existe un ierto valor del parámetro

λh > 1/2 de forma que el sistema ontinuo lineal a trozos (2.8) para λ = λh posee dos homolinasdiretas de tipo Shil′nikov. Como es bien onoido, el que la homolina sea de tipo Shil′nikov haeque apareza una gran riqueza de omportamiento dinámio, en onreto de órbitas periódias,véase [62℄. Por ejemplo, en los trabajos de Shil′nikov [61, 62℄ se asegura la existenia de órbitasperiódias de tipo silla aumulándose alrededor de la onexión homolina.En este apítulo se realiza un estudio detallado de la existenia de órbitas periódias en la versiónlineal a trozos del sistema de Mihelson (2.8). Más onretamente, se estudiarán las órbitas periódiasreversibles on dos o uatro ortes on el plano de separaión Σ = {x = 0} en diho sistema. Esteestudio se realizará ombinando herramientas analítias y numérias, lo que nos servirá omo unaguía para la determinaión de las bifuraiones en la versión lineal a trozos del sistema de Mihelson.Además, se evideniarán iertas similitudes on el sistema de Mihelson difereniable, véase porejemplo [1, 37, 51℄. 87



88 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSLas ontinuaiones numérias se han realizado, usando el programa Mathematia y unaimplementaión propia en diho lenguaje del método de pseudo-longitud de aro, véase [43℄.4.1. Existenia de órbitas periódias reversibles de dos ortes on elplano de separaión.En esta seión probamos analítiamente la existenia de iertas órbitas periódias en la versiónlineal a trozos del sistema de Mihelson (2.8). Teniendo en uenta que diho sistema es ontinuolineal a trozos on dos zonas y que sus equilibrios son de tipo silla-foo, es obvio que no puede haberninguna órbita periódia ontenida en una de las dos regiones de linealidad. Luego, ada una de lasórbitas periódias del sistema ha de perteneer tanto al semiespaio dereho omo al semiespaioizquierdo, por lo que ha de ortar al plano de separaión, Σ = {(x, y, z) ∈ R
3 : x = 0}, al menos endos puntos. Además, omo el sistema (2.8) es reversible, las órbitas periódias que intersean al ejede reversibilidad son invariantes respeto a la transformaión de reversibilidad R dada por (2.3). Lasórbitas periódias que estamos busando ortan úniamente en dos puntos al plano de separaión,de tal modo que dihos puntos perteneen al eje de reversibilidad. En la Figura 4.1 se muestraun esquema de una órbita periódia reversible que orta al plano de separaión úniamente en dospuntos. PSfrag replaements
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Figura 4.1: Órbita periódia de dos ortes en el sistema ontinuo lineal a trozosA ontinuaión determinamos bajo qué ondiiones existe una órbita periódia reversible queConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 89intersea úniamente en dos puntos al plano de separaión. Debido al sentido del ampo vetorialasoiado al sistema (2.8), véase la seión 2.1, los puntos de interseión de ada una de estás órbitasperiódias on el plano de separaión han de perteneer a la semirreta de extremo el punto q =

(0,−1/λ2, 0) que ontiene al origen de oordenadas, pues si éstos no perteneieran a diha semirretala órbita periódia no podría ortar nuevamente al eje de reversibilidad. Reordemos que el punto qes la interseión del semiplano foal izquierdo, P− =
{
λ(λ2 + 1)x+ λ2y + λz = −1, x ≤ 0

}, onel eje de reversibilidad.Así pues, existe una órbita periódia reversible que orta úniamente dos vees al plano deseparaión si y, sólo si, la imagen mediante la semiapliaión de Poinaré izquierda en un punto
p0 = (0, y0, 0), on y0 < 0, pertenee al eje de reversibilidad. Es deir, se tiene que veri�ar laondiión

Π−(p0) ∈ Fix(R). (4.1)Ahora bien, para probar la existenia de diha órbita periódia reversible dividimos la ondiiónanterior en las tres siguientes:O1: Existen t̂, λ̂ estritamente positivos tales que xp0(t̂, λ̂) ∈ Fix(R), es deir, (t, λ) = (t̂, λ̂) esuna soluión del sistema {
xp0(t, λ) = 0,

zp0(t, λ) = 0,
(4.2)O2: yp0(t̂, λ̂) ≥ 0,O3: xp0(t, λ̂) < 0 para todo t ∈ (0, t̂),donde p0 = (0, y0, 0), on y0 < 0, y xp0(t, λ) = (xp0(t, λ), yp0(t, λ), zp0(t, λ)) es la soluión delproblema de valores iniiales asoiado al sistema lineal que de�ne (2.8) en el semiespaio izquierdoon la ondiión iniial x(0, λ̂) = p0. Nótese que siempre se veri�a la desigualdad

− 1

λ2
< y0. (4.3)Observemos que si se satisfaen las ondiiones O1�O3, entones el sistema (2.8) posee unaórbita periódia reversible para λ = λ̂ uyo semiperiodo es t̂, de tal modo que intersea al plano deseparaión úniamente en los puntos p0 y p1 = xp0(t̂, λ̂) = (0, y1, 0). En partiular, si p1 oinideon el origen de oordenadas, entones la órbita periódia reversible intersea transversalmente al



90 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSplano se separaión desde el semiespaio izquierdo haia el semiespaio dereho. En este aso, elorigen es un punto de tangenia de la órbita de�nida por xp0(t, λ̂) on el plano de separaión.A ontinuaión, determinamos las euaiones explíitas de la ondiión O1. Para ello, es neesarioobtener la soluión xp0(t, λ) del problema de valores iniiales asoiado al sistema lineal quede�ne (2.8) en el semiespaio izquierdo on la ondiión iniial x(0, λ̂) = p0. Esta soluión sededue de las expresiones (2.19)�(2.21) sin más que sustituir la variable z0 por ero. De ese modo,obtenemos que las omponentes de la soluión vienen dadas por las expresiones
xp0

(t, λ) = − 1

λ(λ2 + 1)
+

e−
tλ

2

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
(λ2y0 + 1)

√
3λ2 + 4 e

3
2
tλ

λ
−

−λ
(
y0 −

2

λ2 + 1

)√
3λ2 + 4 cos (βt) +

(
(3λ2 + 2)y0 −

2

λ2 + 1

)
sen (βt)

]
,

(4.4)
yp0

(t, λ) =
e−

tλ

2

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
(λ2y0 + 1)

√
3λ2 + 4 e

3
2
tλ+

+
(
(2λ2 + 1)y0 − 1

)√
3λ2 + 4 cos (βt) + λ(y0 − 3) sen (βt)

] (4.5)y
zp0

(t, λ) =
−e− tλ

2

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
λ
(
λ2y0 + 1

)√
3λ2 + 4

(
cos (βt)− e

3
2
tλ
)
+

+
(
(3λ4 + 6λ2 + 2)y0 − 3λ2 − 2

)
sen (βt)

]
,

(4.6)on β =
√
3λ2 + 4/2.Tras adeuadas manipulaiones, el sistema (4.2) se puede esribir en la forma

{
E1(t, λ, y0) = 0,

E2(t, λ, y0) = 0,
(4.7)on

E1(t, λ, y0) =
(
(λ2 + 1)(λ2y0 + 1)etλ − 3λ2 − 1

)√
3λ2 + 4 e

tλ
2 +

+ λ
(
(λ2 + 1)(3λ2 + 2)y0 − 2

)
sen (βt)− λ2

(
(λ2 + 1)y0 − 2

)√
3λ2 + 4 cos (βt)y

E2(t, λ, y0) = λ
(
λ2y0 + 1

)√
3λ2 + 4

(
e

3
2
tλ − cos (βt)

)
−
(
(3λ4 + 6λ2 + 2)y0 − 3λ2 − 2

)
sen (βt).El sistema (4.7) onsta de dos euaiones en las inógnitas (t, λ, y0) y es lineal respeto de laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 91variable y0. Por tanto, despejando de la segunda euaión del sistema, obtenemos y0 en funión delas variables (t, λ),
y0(t, λ) =

(3λ2 + 2) sen (βt) + λ
√
3λ2 + 4

(
e

3
2
tλ − cos (βt)

)

(3λ4 + 6λ2 + 2) sen (βt)− λ3
√
3λ2 + 4

(
e

3
2
tλ − cos (βt)

) , (4.8)de�nida para los valores t y λ estritamente positivos tal que
D(t, λ) = (3λ4 + 6λ2 + 2) sen (βt)− λ3

√
3λ2 + 4

(
e

3
2
tλ − cos (βt)

)no se anule. Sin más que sustituir en la primera euaión del sistema (4.7) el valor de y0(t, λ)obtenido, reduimos el sistema a la euaión
E(t, λ) = 0, (4.9)donde

E(t, λ) = λ3
√

3λ2 + 4
(
(e2tλ + 1)− (etλ + 1) cos (βt)e

tλ
2
)
+ (3λ4 + 6λ2 + 2)(etλ − 1) sen (βt)e

tλ
2 .En el siguiente resultado probamos que las funiones E(t, λ) y D(t, λ) no se anulansimultáneamente para valores de t y λ estritamente positivos. De esta forma, si existen t̂ y λ̂estritamente positivos tales que (t, λ) = (t̂, λ̂) es una soluión de la euaión (4.9), entones

D(t̂, λ̂) 6= 0 y (t, λ, y0) =
(
t̂, λ̂, y0(t̂, λ̂)

) es una soluión del sistema (4.7). De esto, deduimos laequivalenia entre el sistema (4.7) y el sistema formado por las euaiones (4.8) y (4.9).Lema 4.1 Para todo t y λ estritamente positivos, el sistema (4.7) es equivalente al sistema formadopor las euaiones (4.8) y (4.9).Demostraión: La demostraión se llevará a abo omprobando que el sistema de euaiones
{
E(t, λ) = 0,

D(t, λ) = 0,
(4.10)no tiene soluión para ualesquiera t y λ estritamente positivos.



92 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSSupongamos que existen t∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t∗, λ∗) es una soluióndel sistema (4.10), entones realizando diversas transformaiones entre sus euaiones despejamosfáilmente las expresiones del seno y oseno,
sen (β∗t∗) =

λ3
√
3λ2 + 4

(
e3tλ − 1

)
e−

3
2
tλ

2(3λ4 + 6λ2 + 2)

∣∣∣∣∣
(t∗,λ∗)

, cos (β∗t∗) =

(
e3tλ + 1

)
e−

3
2
tλ

2

∣∣∣∣∣
(t∗,λ∗)

,on β∗ =√3λ2∗ + 4/2.A partir de las expresiones del seno y oseno obtenidas se tiene la relaión
sen 2(β∗t∗) + cos2 (β∗t∗)− 1 =

(λ2 + 1)3(3λ2 + 1)
(
e3tλ − 1

)2
e−3tλ

(3λ4 + 6λ2 + 2)2

∣∣∣∣∣
(t∗,λ∗)

> 0para ualquier valor de t∗ y λ∗ estritamente mayor que ero. En onseuenia, el sistema (4.10) noposee soluión y esto onluye la demostraión.
2En la Figura 4.2 se representan las urvas soluión de las euaiones E(t, λ) = 0 y D(t, λ) = 0.Como puede apreiarse en una ampliaión de diha representaión grá�a, véase la Figura 4.2(b),ambas urvas no se intersean para valores de t y λ estritamente positivos.Observemos que, a pesar de que el parámetro λ debe ser estritamente positivo, el onjunto desoluiones de la euaión (4.9) tiene algunas propiedades de simetría por lo que resulta interesanteanalizarlo para valores no positivos del parámetro. Nótese que omo E(t, 0) = 0 para todo t,eliminamos este ero de la funión E(t, λ) de�niendo la funión de lase C∞

F (t, λ) =





E(t, λ)

λ
si λ 6= 0,

2t sen (t) si λ = 0,en la ual el valor F (t, 0) se ha obtenido imponiendo que la funión sea ontinua en todo R
2.Para estudiar esta funión es onveniente realizar el ambio de variables τ =

√
3λ2 + 4 t/2 deforma que obtenemos

G(τ, λ) = F

(
2τ√

3λ2 + 4
, λ

)
. (4.11)En el siguiente resultado se desarrollan algunas propiedades fundamentales de la funión G.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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(b)Figura 4.2: (a) Representaión grá�a de los eros de las funiones E(t, λ) y D(t, λ). La líneadisontinua orresponde a las soluiones de la euaión E(t, λ) = 0, mientras que la línea ontinuaes el onjunto de soluiones de la euaión D(t, λ) = 0. En (b) se representa una ampliaión de unazona de (a).Lema 4.2 La funión G satisfae las siguientes propiedades:(a) La funión G(τ, λ) se anula uando (τ, λ) = (kπ, 0) on k ∈ N
∗ := N ∪ {0}. Más aún, si

τ ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ N
∗, entones sign(G(τ, 0)) = (−1)k.(b) En ada punto (kπ, 0), on k ∈ N

∗, hay una bifuraión de tipo silla-nodo en el onjunto deeros de la funión G, es deir, se satisfae que G(kπ, 0) = ∂G
∂λ (kπ, 0) = 0, ∂G

∂τ (kπ, 0) 6= 0 y
∂2G
∂λ2 (kπ, 0) 6= 0.() La funión G(τ, λ) satisfae G(τ, λ) = exp

(
4τλ√
3λ2+4

)
·G(τ,−λ) para todo (τ, λ) ∈ R

2.(d) Si τ ∈
⋃

k∈N∗

(
2kπ, (2k + 1)π

), entones G(τ, λ) > 0 para todo λ ∈ R.(e) Dado τ ∈ ⋃
k∈N

[
(2k − 1)π, 2kπ

] existe un únio valor λ̃(τ) ≥ 0 tal que G(τ, λ̃(τ)) =

G(τ,−λ̃(τ)) = 0. Más aún, si τ ∈ ⋃k∈N((2k− 1)π, 2kπ) entones λ̃(τ) > 0, ∂G
∂λ (τ, λ̃(τ)) > 0y ∂G

∂λ (τ,−λ̃(τ)) < 0.(f) Para ada k ∈ N existe un únio par (τk, λk) ∈
(
(2k − 1)π, 2kπ

)
× (0,+∞) tal que

G(τk, λk) = G(τk,−λk) = 0 y ∂G
∂τ (τk, λk) = ∂G

∂τ (τk,−λk) = 0. Más aún, se tiene que
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∂2G
∂τ2 (τk, λk) ·

∂2G
∂τ2 (τk,−λk) 6= 0 y así (τk, λk) y (τk,−λk) son puntos de silla del onjuntode eros de la funión G.Demostraión:La prueba del apartado (a) es inmediata y la del apartado () es onseuenia direta de larelaión E(t, λ) = −e2tλE(t,−λ).Por otro lado, es fáil omprobar que uando λ = 0 se umplen que G(τ, 0) = 2τ sen (τ),

∂G

∂λ
(τ, 0) = 0,

∂G

∂τ
(τ, 0) = 2

(
τ cos(τ) + sen (τ)

) y ∂2G

∂λ2
(τ, 0) = −3

2
τ(τ cos(τ) + sen (τ)).En partiular, si (τ, 0) = (kπ, 0), on k ∈ N

∗, se tiene
G(kπ, 0) =

∂G

∂λ
(kπ, 0) = 0,

∂G

∂τ
(kπ, 0) = 2kπ(−1)k 6= 0 y ∂2G

∂λ2
(kπ, 0) = −3

2
k2π2(−1)k 6= 0,on esto se onluye la prueba del apartado (b).Observemos que la prueba del apartado (d) uando λ = 0 es inmediata, pues G(τ, 0) = 2τ sen (τ)es estritamente mayor que ero para todo τ ∈

(
2kπ, (2k + 1)π

), on k ∈ N
∗. En el aso en que

λ 6= 0, para probar que G(τ, λ) > 0 para todo τ ∈
(
2kπ, (2k + 1)π

), on k ∈ N
∗, esribimosla euaión G(τ, λ) = 0 omo un sistema uyas euaiones pueden onsiderarse, desde el punto devista geométrio, omo la euaión de una reta y la de la irunferenia unidad. Más onretamente,haiendo el ambio de variables X = cos(τ) e Y = sen (τ) la euaión G(τ, λ) = 0 en las variables

X e Y puede esribirse omo el sistema




r ≡ A(τ, λ) +B(τ, λ)X + C(τ, λ)Y = 0

X2 + Y 2 = 1
(4.12)donde, para todo λ 6= 0, los oe�ientes están dados por

A(τ, λ) = λ2
√

3λ2 + 4
(
e

4τλ√
3λ2+4 + 1

)
, (4.13)

B(τ, λ) = −λ2
√

3λ2 + 4
(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4 , (4.14)

C(τ, λ) =
1

λ
(3λ4 + 6λ2 + 2)

(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4 . (4.15)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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1

λ

(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

)
> 0 para todo λ 6= 0, (4.16)es direto ver que un punto (X,Y ) = (cos(τ), sen (τ)) está por enima de ada reta r si, y sólo si,

G(τ, λ) > 0 y está por debajo de ada una de las retas r si, y sólo si, G(τ, λ) < 0.La primera oordenada del punto de interseión de ada reta r on el eje de absisas es
X̃(τ, λ) = −A(τ, λ)

B(τ, λ)
=

e
4τλ√
3λ2+4 + 1

(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4

, (4.17)que satisfae
X̃(τ, λ)− 1 =

(
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)2((
e

τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4 + 1

)

(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4

> 0 para todo τ, λ > 0. (4.18)Por otro lado, la segunda oordenada del punto de interseión de ada reta r on el eje de ordenadas
X = 0 es

Ỹ (τ, λ) = −A(τ, λ)
C(τ, λ)

= −
λ3

√
3λ2 + 4

(
e

4λτ√
3λ2+4 + 1

)
e
− λτ√

3λ2+4

(3λ4 + 6λ2 + 2)

(
e

2λτ√
3λ2+4 − 1

) (4.19)y la pendiente de ada reta r es
m̃(τ, λ) = −B(τ, λ)

C(τ, λ)
=

λ3
√
3λ2 + 4

(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)

(3λ4 + 6λ2 + 2)
(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

) . (4.20)Es obvio, por la desigualdad (4.16), que m̃(τ, λ) es estritamente positiva, para todo τ , λ > 0. Deese modo, ualquier soluión (X,Y ) = (cos(τ), sen (τ)) del sistema (4.12) satisfae que Y < 0.Si τ ∈
⋃

k∈N∗(2kπ, (2k + 1)π), es obvio que Y = sen τ > 0. Así pues, la funión G(τ, λ) esestritamente positiva, por lo que se onluye la prueba del apartado (d).Para probar el apartado (e) nos apoyaremos también en la idea geométria desrita anteriormente.
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G(kπ, λ) = A(kπ, λ) + (−1)kB(kπ, λ),on A(τ, λ) y B(τ, λ) dadas por las expresiones (4.13) y (4.14). De esta igualdad es inmediato probarque G(kπ, λ) = 0 si, y sólo si, λ = 0.Fijamos ahora τ ∈

(
(2k − 1)π, 2kπ

), on k ∈ N. Por el apartado (a), tenemos que G(τ, 0) < 0.Por otro lado, omo
X̃∞(τ) = ĺım

λ→+∞
X̃(τ, λ) =

e
4τ√
3 + 1

e
√
3τ + e

τ√
3

y Ỹ∞(τ) = ĺım
λ→+∞

Ỹ (τ, λ) = −
e
− τ√

3

(
e

4τ√
3 + 1

)

√
3
(
e

2τ√
3 − 1

) ,es inmediato deduir que el límite de la reta r uando λ = +∞ está por debajo de la irunfereniaunidad. Esto es una onseuenia direta de la desigualdad
1

(
X̃∞(τ)

)2 +
1

(
Ỹ∞(τ)

)2 − 1 = −

(
e

2τ√
3 − 1

)4

(
e

4τ√
3 + 1

)2 < 0 para todo τ > 0.Así pues, la funión G(τ, λ) es estritamente positiva para todo λ su�ientemente grande. Poronsiguiente, debe existir al menos un valor positivo λ̃(τ) de tal modo que G(τ, λ̃(τ)) = 0.Para probar la uniidad de λ̃(τ) vamos a analizar la derivada de las funiones X̃(τ, λ) y m̃(τ, λ)on respeto al parámetro λ. Por un lado, es inmediato ver que la derivada
∂X̃

∂λ
(τ, λ) =

4τ
(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

)((
e

2τλ√
3λ2+4 + 4

)
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)

(3λ2 + 4)3/2
(
e

2λτ√
3λ2+4 + 1

)2
e

τλ√
3λ2+4es estritamente positiva para todo λ > 0. Por otro lado, la derivada de la funión m̃ respeto a λpuede esribirse omo

∂m̃

∂λ
(τ, λ) =

4λ2
(
3(λ2 + 1)2

√
3λ2 + 4 senh

(
2τλ√
3λ2+4

)
− τλ(3λ4 + 6λ2 + 2)

)

(3λ2 + 4)(3λ4 + 6λ2 + 2)2 senh2
(

τλ√
3λ2+4

)

Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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H(τ, λ) = 3(λ2 + 1)2

√
3λ2 + 4 senh

(
2τλ√
3λ2 + 4

)
− τλ(3λ4 + 6λ2 + 2).Realizando el ambio de variables τ̃ = 2τλ/

√
3λ2 + 4, sobre la funión H obtenemos

H̃(τ̃ , λ) = H

(√
3λ2 + 4 τ̃

2λ
, λ

)
=
√

3λ2 + 4

(
3

2
λ2(λ2 + 2)

(
2 senh (τ̃)− τ̃

)
+ 3 senh (τ̃)− τ̃

)
,que es estritamente positiva para todo τ̃ > 0. Así pues, la derivada de m̃ respeto de λ esestritamente positiva para todo λ > 0. En onseuenia, existe un únio valor λ̃(τ) > 0 de talmodo que G(τ, λ̃(τ)) = 0. Otra onseuenia direta es que la derivada parial de la funión Grespeto a λ es positiva en (τ, λ̃(τ)). Usando el apartado () tenemos que G(τ,−λ̃(τ)) = 0 y

∂G
∂λ (τ,−λ̃(τ)) < 0, on esto onluimos la prueba del apartado (e).Nótese que a partir del apartado (e) podemos de�nir una únia funión

λ̃ : τ ∈
⋃

k∈N

[
(2k − 1)π, 2kπ

]
→
[
0,+∞)tal que G(τ, λ̃(τ)) = 0. Debido a que G es una funión analítia y satisfae los apartados (a)�(e),entones λ̃ es ontinua en ada uno de los intervalos [(2k − 1)π, 2kπ

], analítia en ada intervaloabierto ((2k − 1)π, 2kπ
) y λ̃(kπ) = 0 para todo k ∈ N. De ese modo, para ada k ∈ N existe almenos un valor τk ∈ ((2k − 1)π, 2kπ) tal que λ̃′(τk) = 0.Para probar el apartado (f) tenemos que asegurar la uniidad de ada τk. Para ello, es su�ienteomprobar que λ̃′′(τ) es negativa uando λ̃′(τ) = 0. Más onretamente, teniendo en uenta que

λ̃′′(τ) = −∂
2G

∂τ2
(τ, λ̃(τ))

/
∂G

∂λ
(τ, λ̃(τ))uando λ̃′(τ) = 0, es su�iente probar que la derivada segunda ∂2G

∂τ2
(τ, λ) es positiva uando G(τ, λ)y ∂G

∂τ (τ, λ) se anulan.Nótese que para λ 6= 0, el sistema G(τ, λ) = ∂G
∂τ (τ, λ) = 0 puede esribirse omo

{
A(τ, λ) +B(τ, λ) cos(τ) + C(τ, λ) sen (τ) = 0,

Ā(τ, λ) + B̄(τ, λ) cos(τ) + C̄(τ, λ) sen (τ) = 0,
(4.21)
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Ā(τ, λ) = 4λ3 e

4τλ√
3λ2+4 ,

B̄(τ, λ) = − 2

λ

(
2λ4 + 3λ2 − (3λ2 + 1)e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4 ,

C̄(τ, λ) = 2√
3λ2+4

(
(6λ4 + 11λ2 + 3)e

2τλ√
3λ2+4 − λ2 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4 .El determinante de la matriz de oe�ientes (cos (τ), sen (τ)) en el sistema (4.21) es

K(τ, λ) = det

(
B(τ, λ) C(τ, λ)

B̄(τ, λ) C̄(τ, λ)

)
=

= − 4

λ2

[
2λ4(3λ4 + 5λ2 + 1)e

2τλ√
3λ2+4 + (λ2 + 1)3(3λ2 + 1)

(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

)2]
e

2τλ√
3λ2+4 ,que es negativo para todo λ 6= 0. Además, al ser (τ, λ) una soluión del sistema (4.21) entones

sen (τ) =
2λ

√
3λ2 + 4

(
e

2τλ√
3λ2+4 − 1

)(
(λ2 + 1)(2λ2 + 1)

(
e

4τλ√
3λ2+4 + 1

)
+ 2λ4e

2τλ√
3λ2+4

)
e

τλ√
3λ2+4

K(τ, λ)y
cos(τ) =

2λ2
(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)(
(λ2 + 1)

(
e

4τλ√
3λ2+4 + 1

)
− 2(3λ4 + 6λ2 + 2)e

2τλ√
3λ2+4

)
e

τλ√
3λ2+4

K(τ, λ)
.Más aún, sustituyendo las expresiones de sen (τ) y cos(τ) en la expresión de la derivada ∂2G
∂τ2 yhaiendo algunas manipulaiones, obtenemos

∂2G

∂τ2
(τ, λ) = −(3λ4 + 4λ2 + 1)e

2τλ√
3λ2+4 L(τ, λ)√

3λ2 + 4K(τ, λ)
(4.22)on

L(τ, λ) = (λ2 + 1)2
(
(λ2 + 1)

(
e

8τλ√
3λ2+4 + 1

)
+ 2(3λ2 + 1)e

4τλ√
3λ2+4

)
+

+ 2(λ6 − 3λ2 − 1)
(
e

4τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

2τλ√
3λ2+4 .A partir de la expresión (4.22) tenemos que el signo de la derivada segunda de G(τ, λ) oinide onel signo de L(τ, λ). Realizando el ambio de variable u = exp(2τλ/

√
3λ2 + 4) > 1 sobre la funiónConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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L(τ, λ) obtenemos el polinomio

L̃(u, λ) =
(
u4 + 2u3 + 6u2 + 2u+ 1

)
λ6 +

(
3u4 + 14u2 + 3

)
λ4+

+
[
3
(
u2 + 1

)
(u− 1)2 + 4u2

]
λ2 + (u− 1)2

(
u2 + 1

)
.Como todos los oe�ientes de L̃ son positivos para todo u > 1, deduimos que L(τ, λ) > 0 paratodo τ, λ > 0. En onseuenia, onluimos que la derivada ∂2G

∂τ2
(τ, λ) es positiva para todo τ, λ > 0y on esto �nalizamos la prueba.
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(b)Figura 4.3: Representaión grá�a de: (a) eros de la funión G(τ, λ) para todo τ y λ; (b) eros dela funión E(t, λ) para todo t y λ.El Lema 4.2 desribe el onjunto de eros de la funión G(τ, λ), dada por la expresión (4.11). Esteonjunto está formado por in�nitas urvas erradas y aisladas. De tal modo que, G(τ, λ) es negativaen las regiones enerradas por la urva G(τ, λ) = 0 y positiva en el exterior de dihas regiones. Enla Figura 4.3(a) se muestra algunas de las urvas erradas orrespondientes al onjunto de eros dela funión G(τ, λ). En partiular, para ada una de estas urvas se distinguen dos tipos de puntos desilla. Los que se dan en el apartado (e) del Lema 4.2, que orresponden al máximo (respetivamenteal mínimo) valor del parámetro λ. Por otro lado, los puntos de la urva donde λ = 0 son los puntos



100 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSde silla dados en el apartado (b). Nótese que estos puntos son singularidades de tipo pithfork parael onjunto de eros de la funión E donde E(t, 0) = 0 para ada t. En la Figura 4.3(b) se muestrauna parte del onjunto de eros de la funión E. Nótese que este onjunto orresponde a la imagenmediante t = 2τ/
√
3λ2 + 4 de las urvas que representamos en la Figura 4.3(a) junto on la reta

λ = 0.Ahora analizamos las órbitas periódias reversibles de dos ortes uyo periodo es menor que 4π,es deir, t < 2π. Nótese que la órbita periódia orrespondiente a la urva on τ ∈ [π, 2π] en laFigura 4.3(a) tiene periodo menor que 4π on t = 2τ/
√
3λ2 + 4 ≤ τ . A ontinuaión probaremosque las posibles órbitas periódias orrespondientes a las otras urvas, on τ ≥ 3π, no pueden tenerel periodo menor que 4π. Más onretamente, veremos que todas estas urvas perteneen a la región

Γτ = {(τ, λ) ∈ [3π,+∞) × (−1, 1)}, uya imagen mediante el ambio t = 2τ/
√
3λ2 + 4 está en

{(t, λ) ∈ (2π,+∞)× (−1, 1)}.Lema 4.3 La imagen del onjunto {(τ, λ) ∈ R
2 : G(τ, λ) = 0, τ ≥ 3π

} mediante el ambio devariables t = 2τ/
√
3λ2 + 4 está ontenida en la región Γt = {(t, λ) ∈ (2π,+∞) × (−1, 1)}.Demostraión:Comenzamos la demostraión probando que la funión G es positiva para todo τ ≥ 3π y λ ≥ 1.Para ello, siguiendo la idea geométria de la prueba del Lema 4.2, es su�iente ver que la reta rde�nida por (4.12) está por debajo de la irunferenia unidad uando τ ≥ 3π y λ ≥ 1.Como las funiones X̃ and m̃, dadas por las expresiones (4.17) y (4.20), son reientes respetoa λ para ada τ �jo, es su�iente probar que la reta r queda por debajo de la irunferenia para

τ ≥ 3π y λ = 1.Cuando λ = 1, los puntos de interseión de la reta r on los ejes oordenados son (X̃(τ, 1), 0
)e (0, Ỹ (τ, 1)

), oñ
X(τ, 1) =

e
4τ√
7 + 1

(
e

2τ√
7 + 1

)
e

τ√
7

e Ỹ (τ, 1) = −
√
7
(
e

4τ√
7 + 1

)

11
(
e

2τ√
7 − 1

)
e

τ√
7

.Observemos que la reta está por debajo de la irunferenia unidad si se satisfae la desigualdadConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 101
X̃−2(τ, 1) + Ỹ −2(τ, 1) − 1 < 0. Como

1
(
X̃(τ, 1)

)2 +
1

(
Ỹ (τ, 1)

)2 − 1 = −
(
e

2τ√
7 − 1

)2(
7e

4τ√
7 − 114e

2τ√
7 + 7

)

7
(
e

4τ√
7 + 1

)2 ,es neesario probar que la funión p(τ) = 7e
4τ√
7 −114e

2τ√
7 +7 es positiva para todo τ ≥ 3π. Realizandoel ambio de variable s = e

2τ√
7 sobre p obtenemos el polinomio q(s) = 7s2−114s+7, que es positivopara todo s ≥ e

6π√
7 . En onseuenia, el onjunto {(τ, λ) ∈ R

2 : G(τ, λ) = 0, τ ≥ 3π
} está ontenidoen la región Γτ =

{
(τ, λ) ∈

[
3π,+∞

)
× (−1, 1)

}.Por otro lado, la imagen de ada semirreta {(τ, λ) ∈ R2 : τ = cte, λ > 0
}, mediante latransformaión t = 2τ/

√
3λ2 + 4, es una urva dereiente respeto a λ. La prueba onluye teniendoen uenta que la imagen del punto (τ, λ) = (3π, 1) pertenee a Γt =

{
(t, λ) ∈ (2π,+∞)× (−1, 1)

}.
2En la siguiente proposiión aseguramos que se satisfae la desigualdad ŷ0 < 0 para ada t̂, λ̂ y

p̂0 = (0, ŷ0, 0) que veri�an la ondiión O1. Obsérvese que si la terna (t, λ, y0) = (t̂, λ̂, ŷ0) satisfaela ondiión O1, entones (t, λ) es un ero de la funión E(t, λ) e y0 está dado por la expresión (4.8).Por otro lado, si existen t̂, λ̂ > 0 estritamente positivos tales que (t, λ) = (t̂, λ̂) es una soluiónde la euaión E(t, λ) = 0, entones por el Lema 4.2 se tiene que sen (βt) < 0 y el denominadorde (4.8) es negativo. De esto deduimos que el signo de y0 oinide on el signo de
H(t, λ) = (3λ2 + 2) sen (βt) + λ

√
3λ2 + 4

(
e

3λ
2
t − cos (βt)

)
. (4.23)Realizando el ambio de variable

τ =

√
3λ2 + 4

2
t,sobre H obtenemos la funión

J(τ, λ) = (3λ2 + 2) sen (τ) + λ
(
e

3τλ√
3λ2+4 − cos (τ)

)√
3λ2 + 4. (4.24)En el siguiente lema se detallan algunas propiedades fundamentales de la funión J que sonanálogas a las desritas en el Lema 4.2 para la funión G, por lo que omitimos su prueba.
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(
2kπ, (2k + 1)π

), entones J(τ, λ) > 0 para todo λ > 0.(b) Dado τ ∈ ⋃k∈N
[
(2k − 1)π, 2kπ

], existe un únio valor λ̄(τ) ≥ 0 tal que J(τ, λ̄(τ)) = 0. Estevalor λ̄(τ) se anula en τ = kπ para ada k ∈ N. Más aún, si τ ∈
⋃

k∈N
(
(2k − 1)π, 2kπ

),entones λ̄(τ) > 0 y ∂J
∂λ (τ, λ̄(τ)) > 0.() Si τ ∈ ⋃k∈N

(
(2k− 1)π, 2kπ

), entones J(τ, λ) < 0 uando 0 < λ < λ̄(τ) y J(τ, λ) > 0 paratodo λ > λ̄(τ).(d) La funión λ̄(τ) posee un únio máximo para ada τ ∈
(
(2k − 1)π, 2π

), on k ≥ 1.Proposiión 4.5 Supongamos que existen t, λ > 0 tales que (t, λ, y0) es una soluión delsistema (4.2), entones y0 < 0.Demostraión:Para probar la tesis de esta proposiión es su�iente demostrar que J(τ, λ) > 0 para ualquier
(τ, λ), on τ, λ > 0, del onjunto de eros de la funión G (véase la Figura 4.4). Es deir, se tieneque veri�ar la desigualdad λ̄(τ) < λ̃(τ) para todo τ ∈ ⋃k∈N((2k − 1)π, 2kπ), donde λ̃ y λ̄ son lasfuniones de�nidas en los lemas 4.2 y 4.4. Para ello, veremos que si X ≥ −1 e Y ≤ 0, entones lareta

r̄ ≡ (3λ2 + 2)Y + λ
(
e

3τλ√
3λ2+4 −X

)√
3λ2 + 4 = 0, (4.25)obtenida sustituyendo X = cos τ e Y = sen τ en (4.24), está por debajo de la reta r dada en (4.12),para ada τ ≥ π y λ > 0, véase la Figura 4.5. La idea es omparar la posiión relativa de las retas ry r̄ uando ortan a Y = 0 y X = −1.La primera oordenada del punto de orte de la reta r̄ on el eje horizontal Y = 0 es

X̄(τ, λ) = exp
(
3τλ/

√
3λ2 + 4

)
. Por otro lado, la interseión entre la reta r e Y = 0 es X̃(τ, λ)dado en (4.17). Obsérvese que

X̄(τ, λ)− X̃(τ, λ) =
e

4τλ√
3λ2+4 − 1

(
e

2τλ√
3λ2+4 + 1

)
e

τλ√
3λ2+4

> 0 para todo τ, λ > 0,

Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 103por lo que X̄(τ, λ) > X̃(τ, λ) uando τ, λ > 0.Por otro lado, la segunda oordenada de los puntos de interseión de las retas r, r̄ on X = −1están dadas por
Ỹ1(τ, λ) = −

λ3
(
e

3τλ√
3λ2+4 + 1

)√
3λ2 + 4 e

− τλ√
3λ2+4

(3λ4 + 6λ2 + 2)
(
e

τλ√
3λ2+4 − 1

) e Ȳ1(τ, λ) = −
λ
(
e

3τλ√
3λ2+4 + 1

)√
3λ2 + 4

3λ2 + 2
,respetivamente. Por lo tanto, el signo de

Ȳ1(τ, λ)−Ỹ1(τ, λ) =
−λ
(
e

3τλ√
3λ2+4 + 1

)(
(3λ4 + 6λ2 + 2)

(
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4 − 3λ4 − 2λ2

)√
3λ2 + 4

(3λ4 + 6λ2 + 2)(3λ2 + 2)
(
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4está determinado, para todo τ, λ > 0, por el signo de la funión

P (τ, λ) = (3λ4 + 6λ2 + 2)
(
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4 − 3λ4 − 2λ2 =

= (3λ4 + 6λ2 + 2)
((
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)
e

τλ√
3λ2+4 − 1

)
+ 2(2λ2 + 1).Realizando el ambio de variable s = exp

(
τλ/

√
3λ2 + 4

) transformamos P (τ, λ) en el polinomio
Q(s, λ) = (3λ4 + 6λ2 + 2)

(
(s − 1)s − 1

)
+ 2(2λ2 + 1).Obsérvese que para λ > 0 y τ ≥ π tenemos

s = e
τλ√

3λ2+4 ≥ e
πλ√
3λ2+4 > e

λ√
3λ2+4 > 1 +

λ√
3λ2 + 4

+
λ2

6λ2 + 8
:= s̃. (4.26)Teniendo en uenta que Q(s̃, λ) > 0 y ∂Q

∂s (s̃, λ) > 0, deduimos que P (τ, λ) > 0 para λ > 0 y τ ≥ πpor lo que Ȳ1(τ, λ) < Ỹ1(τ, λ), de donde se onluye la prueba.
2
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Figura 4.4: Representaión grá�a de los eros de la funión G(τ, λ) (en trazo ontinuo) y de loseros de J(t, λ) (en trazo disontinuo), para todo t, λ > 0. Se ha sombreado la zona donde la funión
J(t, λ) es estritamente menor que ero, para todo t, λ > 0.
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Figura 4.5: Representaión grá�a de las retas r y r̄, dadas por (4.12) y (4.25) respetivamente, enel plano de oordenadas (X,Y ). Se ha sombreado la zona donde X ≥ −1 e Y ≤ 0. Se observa que
r̄ está por debajo de r uando X ≥ −1 e Y ≤ 0.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 105Observemos que para que exista una órbita periódia reversible de dos ortes se tiene que satisfaerla ondiión (4.3). Esto también puede omprobarse viendo que
y0 +

1

λ2
=

2
(
3λ4 + 4λ2 + 1

)
sen (βt)

√
3λ2 + 4cos(βt)λ5 − e

3tλ
2

√
3λ2 + 4λ5 + (3λ4 + 6λ2 + 2) sen (βt)λ2

> 0 (4.27)para y0 = y0(t, λ) dado por (4.8) y (t, λ) es soluión de E(t, λ) = 0 on t, λ > 0.Consideremos ahora la ondiión O2 uando π ≤ τ =
√
3λ2 + 4t/2 ≤ 2π. Obsérvese quela segunda omponente de la soluión del sistema en el semiespaio {x < 0} on punto iniial

p0 = (0, y0, 0) está dada por
yp0(t, λ) =

e−
tλ
2

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

{√
3λ2 + 4

(
λ2y0 + 1

)
e

3λt
2 + (4.28)

+
√
3λ2 + 4

[
(1 + 2λ2)y0 − 1

]
cos (βt) + λ (y0 − 3) sen (βt)

}
,De ese modo, si (t, λ) es una soluión de la euaión (4.9) on t, λ > 0 tal que π ≤ τ =

√
3λ2 + 4 t/2 ≤ 3π/2 e y0 es el valor de�nido en (4.8), entones yp0(t, λ) es estritamente positivo,ya que de la Proposiión 4.5, y0 < 0 y, siguiendo la desigualdad (4.27), 1 + λ2y0 > 0. Así, si no sesatisfae la ondiión O2, entones √3λ2 + 4 t/2 > 3π/2.Ahora vamos a analizar la ondiión O1 junto on la igualdad yp0(t̂, λ̂) = 0, donde p0 = (0, y0, 0)e y0 viene dado por la expresión (4.8). Esto es, estudiamos la posibilidad de apariión de una órbitaperiódia reversible de dos ortes on tangenia transversal.Despejando del sistema (4.7) podemos obtener los valores de las funiones trigonométriassen(βt) = − (λ2y0 + 1)

√
3λ2 + 4(etλ − 1)e

tλ
2

2λ
(
1− (λ2 + 2)y0 + (λ2 + 1)2 y20

) , (4.29)
cos (βt) =

e
tλ
2

(
2 + 3λ2 − (3λ4 + 6λ2 + 2)y0 + etλ

(
λ2y0 + 1

) (
2− λ2 + 2(λ2 + 1)2y0

))

2λ2
(
1− (λ2 + 2)y0 + (λ2 + 1)2y20

) . (4.30)Obsérvese que el denominador de ambas expresiones es estritamente positivo ya que y0 < 0, véasela Proposiión 4.5.Sustituyendo las expresiones del seno y oseno dadas, respetivamente, por (4.29) y (4.30) en
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yp0(t, λ, y0) =

etλ
(
λ2y0 + 1

)
− 1

λ2
, (4.31)donde y0 = y0(t, λ) está dada por la expresión (4.8).Reemplazando en (4.31) el valor de y0, dado por (4.8), se tiene la expresión

y1(t, λ) =

(
(λ2 + 1)

(
(6λ2 + 2)etλ − 3λ2 − 2

)
− λ2

)
sen (βt) + λ3

(
e

3
2
λt − cos (βt)

)√
3λ2 + 4

λ2
(
(3λ4 + 6λ2 + 2) sen (βt)− λ3

√
3λ2 + 4

(
e

3
2
λt − cos (βt)

)) (4.32)Debemos entrarnos por tanto en el estudio de la existenia de soluión del sistema
{
E(t, λ) = 0,

y1(t, λ) = 0,
(4.33)donde E(t, λ) está dada por (4.9) e y1(t, λ) está dada (4.32).Seguidamente vamos a onstruir un sistema equivalente a (4.33), realizando diversasombinaiones y simpli�aiones entre sus euaiones, que nos permita determinar la existeniade soluión del sistema (4.33).Comenzamos multipliando la euaión (4.9) por e 3λ

2
t y la segunda euaión del sistema (4.33)por (1 + e2tλ)e−

λ
2
t. Sumando el resultado de ambas operaiones obtenemos la euaión en senos yosenos siguiente:

−e− tλ
2

{[
−2− 3λ2(λ2 + 2) + 2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)etλ + λ2(3λ2 + 2)e3tλ

] sen(βt)+
+ λ3

√
3λ2 + 4(e3tλ − 1) cos (βt)

}
= 0,que es equivalente a la euaión

Ê(t, λ) = 0, (4.34)dondê
E(t, λ) = λ3

√
3λ2 + 4(e3tλ − 1) cos (βt)

+
[
−2− 3λ2(λ2 + 2) + 2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)etλ + λ2(3λ2 + 2)e3tλ

] sen(βt). (4.35)Por otro lado, una ombinaión entre las euaiones (4.9) y (4.34) nos permiten despejar lasConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 107expresiones del seno y del osenosen(βt) = λ3
√
3λ2 + 4(e3tλ − 1)e−

3tλ
2

2 [1 + 2λ2 − (λ2 + 1)(3λ2 + 1)etλ]
, (4.36)

cos (βt) =
e−

3tλ
2

[
2 + 6λ2 + 3λ4 − 2(λ2 + 1)(3λ2 + 1)etλ − λ2(2 + 3λ2)e3tλ

]

2 [1 + 2λ2 − (λ2 + 1)(3λ2 + 1)etλ]
. (4.37)A partir, de las expresiones del seno y oseno, dadas por (4.36) y (4.37), y utilizando la fórmulafundamental de trigonometría se obtiene la expresión

(λ2 + 1)(3λ2 + 1)(etλ − 1)2[1 + etλ(1 + etλ)][(λ2 + 1)2 − (2λ4 + 4λ2 + 1)etλ + λ4e2tλ]

[1 + 2λ2 − (3λ4 + 4λ2 + 1)etλ]
2
e3tλ

= 0.(4.38)Después de eliminar denominadores en (4.38) se tiene la euaión p̂(t, λ) = 0, donde
p̂(t, λ) = (λ2+1)(3λ2+1)(etλ−1)2[1+etλ(1+etλ)][(λ2+1)2−(2λ4+4λ2+1)etλ+λ4e2tλ]. (4.39)Obsérvese que el signo de (4.39) oinide on el signo que toma el polinomio

ψ(t, λ) = (λ2 + 1)2 − (2λ4 + 4λ2 + 1)etλ + λ4e2tλ, (4.40)ya que los fatores (λ2 + 1), (3λ2 + 1), (etλ − 1)2 y [1 + etλ(1 + etλ)] son positivos y distintos deero para t, λ > 0.En onseuenia, a partir del sistema de euaiones (4.33) hemos obtenido el sistema




Ê(t, λ) = 0,

ψ(t, λ) = 0.
(4.41)Para que ambos sistemas sean equivalentes bastará añadir la ondiión sen (βt) < 0, para valoresde t y λ estritamente mayores que ero.En la Figura 4.6 se muestran los eros de las funiones E(t, λ) e y1(t, λ), dadas respetivamentepor las expresiones (4.9) y (4.32). A partir de esta representaión grá�a podemos observar laexistenia de soluión del sistema (4.33). En el Lema 4.6 probaremos analítiamente la existenia deal menos una soluión del sistema (4.33).
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Figura 4.6: Representaión grá�a de los eros de las funiones E(t, λ) e y1(t, λ) para todo t y λ.La línea ontinua orresponde a las soluiones de la euaión E(t, λ) = 0, mientras que la líneadisontinua es el onjunto de soluiones de la euaión y1(t, λ) = 0.Lema 4.6 El sistema (4.33) tiene al menos una soluión en el interior de la región
ΩT =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
1

2
≤ λ ≤ 1,

3π√
3λ2 + 4

≤ t ≤ 4π√
3λ2 + 4

}
.Demostraión:Sabemos que los sistemas de euaiones (4.33) y (4.41) son equivalentes uando se añade laondiión sen(βt) < 0. Por tanto, para probar que el sistema (4.33) tiene al menos una soluióndemostraremos, apliando el Teorema de Poinaré-Miranda (véase Teorema 3.2), que existe al menos

tT > 0 y λT > 0 tal que (t, λ) = (tT , λT ) es una soluión del sistema (4.41).Para ello, probaremos que las funiones Ê(t, λ) y ψ(t, λ), dadas respetivamente por lasexpresiones (4.35) y (4.40), satisfaen las hipótesis del Teorema 3.2.Es fáil deduir que la funión Ê ( 3π√
3λ2+4

, λ
) es negativa para todo λ ≥ 0, ya que

Ê
(

3π√
3λ2+4

, λ
)

= (3λ4 + 6λ2 + 2)− (6λ4 + 8λ2 + 2)etλ − λ2(3λ2 + 2)e3tλ
∣∣
t= 3π√

3λ2+4

= (3λ4 + 6λ2 + 2)(1− etλ)− λ2(3λ2 + 2)(1 + e2tλ)etλ
∣∣
t= 3π√

3λ2+4

< 0,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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3λ2+4

, λ
) es positiva para todo λ > 0, ya que
Ê
(

4π√
3λ2+4

, λ
)

= λ3
√
3λ2 + 4(e3tλ − 1)

∣∣∣
t= 4π√

3λ2+4

> 0.A ontinuaión, vamos a analizar el signo de la funión ψ(t, λ) para iertos valores �jos de λ.Para ello, realizamos previamente el ambio de variable
µ = λ2

s = e
√
µt.Así, realizando diho ambio de variable, la funión ψ(t, λ) se redue al polinomio

ψ(s, µ) = (1 + µ)2 − (1 + 4µ+ 2µ2)s+ µ2s2,el ual analizaremos para dos valores �jos de µ.Fijemos µ = 1 entones se tiene el polinomio ψ(s, 1) = 4 − 7s + s2, que es positivo para todovalor de s perteneiente al intervalo ((7 +√
33)2−1,+∞

). De ese modo, ψ(t, 1) es positivo paratodo valor de t ∈ [2,+∞) ⊃ (ln 7+
√
33

2 ,+∞).Por otro lado, �jemos µ = 1/4 se tiene que ψ(s, 14) = 1
16 (25 − 34s + s2) es negativo paratodo s perteneiente al intervalo [1, 17 + 2

√
66], y, por tanto, ψ(t, λ) es negativo para todo valor de

t ∈ (0, 7] ⊂ (0, 2 ln (17 + 2
√
66)).En onseuenia hemos deduido que las funiones Ê(t, λ) y ψ(t, λ), de�nidas en la región

ΩT =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
3π√

3λ2 + 4
≤ t ≤ 4π√

3λ2 + 4
,
1

2
≤ λ ≤ 1

}y ontinuas en diho ompato, satisfaen las hipótesis del Teorema de Poinaré-Miranda. Además,la funión sen(βt) es estritamente menor que ero en el interior de este ompato. Por tanto, elsistema (4.33) tiene al menos una soluión en el interior de la región ΩT .
2En la Figura 4.7 hemos sombreado el interior de la región ΩT , de�nida en el Lema 4.6, y lospuntos (t, λ) donde se anulan las funiones Ê(t, λ) y ψ(t, λ). En el interior de ΩT las urvas Ê(t, λ)y ψ(t, λ) se ortan para el valor (tT , λT ), que orresponde a una soluión del sistema (4.33). Cálulonumérios permiten estimar el valor (tT , λT ) ≃ (5.24345, 0.585119) ∈ int(ΩT ).
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ψ(t, λ) es únio en la región ΩT . Nuevo objetivo a partir de ahora es demostrar la uniidad de estasoluión. Esto nos ayudará a probar que xp0(t, λ̂) < 0 para todo t ∈ (0, t̂) siendo (t̂, λ̂) la soluiónque está en int(ΩT ).Nuestro siguiente objetivo es demostrar la uniidad del punto (tT , λT ) en ΩT y veri�ar laondiión O3. Para ello, omenzamos estudiando omo el �ujo del sistema (2.8) lleva puntos del ejede reversibilidad al eje de tangenia. Nos apoyamos en primer lugar en el siguiente resultado:Lema 4.7 Consideremos el sistema {

xp0(t, λ) = 0,

yp0(t, λ) = 0,
(4.42)donde xp0(t, λ) y yp0(t, λ) están dadas, respetivamente, por las expresiones (4.4) y (4.6). Si

H(t, λ) 6= 0, donde H(t, λ) está dada en (4.23), entones el sistema (4.42) es equivalente a




Ẽ(t, λ) = 0,

y0(t, λ) =
2λ sen (βt)−

(
2λ2 cos(βt) +

(
(λ2 + 1)etλ − 3λ2 − 1

)
e

tλ
2

)√
3λ2 + 4

λ(λ2 + 1)H(t, λ)
,

(4.43)
Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 111oñ
E(t, λ) =

(
etλ−1

) (
(2λ2 + 1) cos(βt)− λ2(etλ + 1)e−

tλ
2

)√
3λ2 + 4+λ

(
etλ+1

)
sen (βt). (4.44)Demostraión: Tras adeuadas manipulaiones, el sistema (4.42) se puede esribir en la forma

{
Ẽ1(t, λ, y0) = 0,

Ẽ2(t, λ, y0) = 0,
(4.45)on

Ẽ1(t, λ, y0) =
(
(λ2 + 1)(λ2y0 + 1)etλ − 3λ2 − 1

)√
3λ2 + 4 e

tλ
2 +

+ λ
(
(λ2 + 1)(3λ2 + 2)y0 − 2

)
sen (βt)− λ2

(
(λ2 + 1)y0 − 2

)√
3λ2 + 4 cos (βt)y

Ẽ2(t, λ, y0) =
((
λ2y0 + 1

)
e

3
2
tλ +

(
(2λ2 + 1)y0 − 1

)
cos (βt)

)√
3λ2 + 4− λ

(
y0 − 3

)
sen (βt).El sistema (4.45) onsta de dos euaiones en las inógnitas (t, λ, y0) y es lineal respeto de lavariable y0. Por tanto, despejando de la primera euaión del sistema, obtenemos y0 en funión delas variables (t, λ),

y0(t, λ) =
2λ sen (βt)−

(
2λ2 cos(βt) +

(
(λ2 + 1)etλ − 3λ2 − 1

)
e

tλ
2

)√
3λ2 + 4

λ(λ2 + 1)H(t, λ)
, (4.46)de�nida para los valores t y λ estritamente positivos que no anulan a la funión

H(t, λ) = (3λ2 + 2) sen (βt) + λ
(
e

3tλ
2 − cos(βt)

)√
3λ2 + 4.Sustituyendo en la segunda euaión del sistema (4.45) el valor de y0(t, λ) obtenido, reduimosel sistema a la euaión Ẽ(τ, λ) = 0 on

Ẽ(t, λ) = λ3
√

3λ2 + 4
(
(e2tλ + 1)− (etλ + 1) cos (βt)e

tλ
2

)
+ (3λ4 + 6λ2 + 2)(etλ − 1) sen (βt)e

tλ
2 ,de donde se onluye la prueba.
2



112 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSEn el siguiente resultado analizamos el onjunto de eros de la funión Ẽ a través de la funión
G̃(τ, λ) = F̃

(
2τ√

3λ2 + 4
, λ

) (4.47)siendo
F̃ (t, λ) =





Ẽ(t, λ)

λ
si λ 6= 0

−4t cos(t) + 4 sen (t) si λ = 0.La prueba de este resultado sigue razonamientos análogos a los realizados en la demostraióndel Lema 4.2. En este aso, es neesario haer el ambio de variable τ = τ − φ, on φ satisfaiendo
tg (φ) = τ , que surge de manera natural al onsiderar los eros de −4τ cos(τ) + 4 sen (τ) = 0.Lema 4.8 Denotemos τ1 < τ2 omo las únias soluiones en (0, 5π2 ) de la euaión tg (τ) = τ . Lafunión G̃ de�nida en (4.8) satisfae las siguientes propiedades:(a) Si λ > 0 y τ ∈ (0, τ1), entones G̃(τ, λ) > 0.(b) G̃(τ1, 0) = G̃(τ2, 0) = 0.() Si τ ∈ [τ1, τ2], entones existe un únio valor λ∗(τ) ≥ 0, de forma que G̃(τ, λ∗(τ)) = 0.Además, si τ ∈ (τ1, τ2) entones λ∗(τ) > 0 y ∂G̃

∂λ (τ, λ
∗(τ)) > 0.(d) Si τ ∈ (τ1, τ2) y 0 < λ < λ∗(τ), entones G̃(τ, λ) < 0 y G̃(τ, λ) > 0 si λ > λ∗(τ).(e) La funión λ∗ : [τ1, τ2] −→ [0,+∞) posee un únio extremo relativo τ∗ ∈ (τ1, τ2). Además,en este valor se alanza el máximo absoluto de la funión λ∗ en [τ1, τ2].En la Figura 4.8 representamos el onjunto de eros de G̃(τ, λ) para τ ∈ [0, τ2] y λ > 0 y elorrespondiente onjunto soluión de Ẽ(t, λ) para t, λ > 0.Es evidente que el onjunto de eros de Ẽ(t, λ) no proporiona informaión uando H(t, λ) = 0.Aunque el sistema Ẽ(t, λ) = H(t, λ) = 0 puede tener soluión omo se evidenia en la Figura 4.8,esto suede en un onjunto que no afeta a nuestra onlusión que enuniamos en el siguienteresultado.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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(b)Figura 4.8: Representaión de los eros de las funiones H(t, λ), Ẽ(t, λ), J(τ, λ) y G̃(τ, λ). En (a)se representa en trazo ontinuo los eros de la funión H(t, λ) y en trazo disontinuo los eros dela funión Ẽ(t, λ). En (b) se han representado los eros de la funión J(τ, λ) en trazo ontinuo,mientras que en trazo disontinuo se muestran los eros de la funión G̃(τ, λ).Teorema 4.9 El sistema (4.33) posee una únia soluión en el interior de la región
ΩT =

{
(t, λ) ∈ R

2 :
1

2
≤ λ ≤ 1,

3π√
3λ2 + 4

≤ t ≤ 4π√
3λ2 + 4

}
.Demostraión:Aunque la existenia ya ha sido probada en el Lema 4.6, aquí también la probaremos junto onla uniidad. Observemos que el par (τ∗, λ∗(τ∗)) de�nido en el Lema 4.8 está araterizado por serla únia soluión del sistema 




G̃(τ, λ) = 0,

∂G̃

∂τ
(τ, λ) = 0,

(4.48)para λ > 0 y τ ∈ [0, τ2]. Es direto ver que este sistema es equivalente a
{
G̃(τ, λ) = 0,

G(τ, λ) = 0.
(4.49)



114 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSDe aquí, se dedue que el sistema (4.49) posee una únia soluión para λ > 0 y τ ∈
(
3π
2 , 2π

) queoinide on el máximo de la funión λ∗. Nótese, además, que de la prueba de la Proposiión 4.5 setiene que J(τ∗, λ∗(τ∗)) > 0 puesto que G(τ∗, λ∗(τ∗)) = 0, lo que onluye la demostraión. 2En la Figura 4.9 se representa el onjunto de eros de G(τ, λ), G̃(τ, λ) para τ ∈ [0, τ2] y λ > 0,y E(t, λ) y Ẽ(t, λ) para t, λ > 0. Se observa que el máximo del valor de λ para G̃ y Ẽ se enuentrasobre el onjunto de eros de G y E, respetivamente.
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(b)Figura 4.9: Representaión de los eros de las funiones G(τ, λ), G̃(τ, λ), E(t, λ) y Ẽ(t, λ). En (a)se representa en trazo ontinuo los eros de la funión G(τ, λ) y en trazo disontinuo los eros dela funión G̃(τ, λ). En (b) se han representado los eros de la funión E(t, λ) en trazo ontinuo,mientras que en trazo disontinuo se muestran los eros de la funión Ẽ(t, λ).Ahora, para probar que todos los puntos sobre el onjunto soluión de E(t, λ) = 0, on λ > 0y π < τ =
√
3λ2+4
2 t ≤ τ∗, se orresponden on órbitas periódias, debemos ver que se satisfae laondiión O3.En primer lugar, debemos omentar que es fáil ver que todos los puntos de E(t, λ) = 0, on

λ > 0 y τ =
√
3λ2+4
2 t su�ientemente erano a π satisfaen la ondiión O3, es deir, son órbitasperiódias reversibles de dos ortes.En segundo lugar, es inmediato ver que el punto (τ∗, λ∗(τ∗)) debe enontrarse en la partedereiente de la urva determinada por los eros de la funión G (por la uniidad de τ∗ y laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.1. EXISTENCIA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES CON EL PLANO DE SEPARACIÓN. 115equivalenia entre las sistemas (4.48) y (4.49)). Por ello, es direto onluir que se satisfae laondiión O3 para todos los puntos del onjunto de eros de E que hemos menionado anteriormente.Podemos resumir los resultados dados hasta ahora en el siguiente teorema:Teorema 4.10 Existen dos valores 0 < λpt
< λsn para los que se satisfaen las siguientesondiiones:(a) Si λ ∈ (0, λpt

), entones el sistema (2.8) posee una únia órbita periódia reversible de dosortes on periodo menor que 4π.(b) Para λ = λpt
el sistema (2.8) posee exatamente dos órbitas periódias reversibles de dosortes on periodo menor que 4π. Además, sus periodos son diferentes y la que tiene mayorperiodo ruza el plano de separaión {x = 0} de forma tangenial.() Si λ ∈ (λpt

, λsn), entones el sistema (2.8) posee exatamente dos órbitas periódias reversiblesde dos ortes on periodo menor que 4π.(d) Para λ = λsn, el sistema (2.8) posee una únia órbita periódia reversible de dos ortes onperiodo menor que 4π.(e) Si λ > λsn, entones el sistema (2.8) no posee órbitas periódias reversibles de dos ortes onperiodo menor que 4π.En la Figura 4.10 se representan dos órbitas periódias reversibles de dos ortes para el sistemaontinuo lineal a trozos (2.8). En una de ellas, los dos ortes on el plano de separaión sontransversales, mientras que en la otra aparee un punto de orte on rue tangenial. Cálulosnumérios nos permiten estimar que λsn ≃ 0.84812 y λpt
≃ 0.58512. Nótese que el punto λsn seorresponde on una bifuraión silla-nodo de órbitas periódias.
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PSfrag replaements (b)Figura 4.10: (a) Una órbita periódia reversible de dos ortes transversales on el plano de separaión.(b) Órbita periódia reversible que ruza tangenialmente al plano de sepraión.4.2. Bifuraiones en la urva de órbitas periódias reversibles dedos ortes.En esta seión vamos a analizar la estabilidad y bifuraiones de las órbitas periódias reversiblesde dos ortes uya existenia aabamos de probar.Como hemos menionado en la seión 1.4, estudiar la estabilidad de una órbita periódia de unsistema ontinuo lineal a trozos equivale a analizar la estabilidad del orrespondiente punto �jo q0 dela apliaión de Poinaré Π̃ = Π̃+ ◦ Π̃−. Para ello, es neesario alular los autovalores de la matriz
DΠ̃(q0), denominados multipliadores araterístios de la respetiva órbita periódia.Consideremos una órbita periódia reversible orrespondiente a una soluión (t∗, λ∗) de laeuaión (4.9) y tal que no tenga ningún punto de tangenia on el plano de separaión. Por laproposiión 1.14 sabemos que sus multipliadores araterístios son los autovalores de la matriz

M = exp (A+
∗ t∗) · exp (A−

∗ t∗), (4.50)donde A+
∗ y A−

∗ se obtienen a partir de A+ y A− sin más que sustituir el valor del parámetro λ = λ∗y t∗ es el semitiempo de vuelo en ualquiera de los semiespaios de linealidad.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.2. BIFURCACIONES EN LA CURVA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES. 117Obsérvese que uno de los autovalores de esta matriz es siempre uno, por ser ésta una araterístiade las órbitas periódias. Además, en la siguiente proposiión, demostramos que los otros dosautovalores son uno el inverso del otro.Proposiión 4.11 Supongamos que existe la órbita periódia reversible de dos ortes orrespondientea una soluión (t∗, λ∗) de la euaión (4.9) y que no posee ningún punto de tangenia on el planode separaión. Entones, un multipliador araterístio es el valor trivial uno y los otros dos son unoel inverso del otro.Demostraión:Es inmediato omprobar que
det (M) = det

(
eA

+
∗ t+∗
)
· det

(
eA

−
∗ t−∗
)
= etr(A

+
∗ )t+∗ · etr(A−

∗ )t−∗ = 1, (4.51)ya que las trazas de A+
∗ y A−

∗ son nulas. Como un autovalor de M tiene que ser uno, los otros dosautovalores han de ser uno el inverso del otro.
2En la Figura 4.11 se representan, frente al semiperiodo, el logaritmo del módulo y el argumentode los autovalores de esta matriz de monodromía para ada una de las soluiones de la euaión (4.9)que orresponde a una órbita periódia reversible de dos ortes. A partir de esta �gura se puedenextraer algunas onlusiones sobre las estabilidades y bifuraiones de estas soluiones periódias.En primer lugar, vemos que desde t = π, donde omienza la familia, hasta llegar al punto A losmultipliadores no triviales tienen módulo uno, pues el logaritmo es ero, y sus argumentos van deero a ±π. De ese modo, ambos multipliadores araterístios reorren la irunferenia unidad y,por tanto, la órbita es de tipo elíptio. Para más detalle al respeto, véase el apítulo 5 de [43℄ y lasreferenias que allí se itan.En el punto A ambos multipliadores araterístios valen −1 y al pasar ese valor ambos sehaen reales negativos: uno on módulo mayor que uno y el otro su inverso. Por tanto, en A hayuna bifuraión de dupliaión de periodo y las órbitas periódias pasan a ser de tipo Möbius. Estearáter dura hasta el punto B donde se vuelve a produir una bifuraión de dupliaión de periodo(aunque en sentido ontrario) pasando las órbitas a ser elíptias otra vez. En C los multipliadoresvalen uno y pasan a ser reales positivos. Por tanto, hay una bifuraión silla-nodo (uya existenia ya



118 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSestaba probada en la seión anterior) y las órbitas periódias serán de tipo hiperbólio hasta llegaral punto de tangenia.
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(b)Figura 4.11: (a) Logaritmo del módulo de los multipliadores araterístios asoiados a ada unade las órbitas periódias reversibles de dos ortes frente al semiperiodo t de la orrespondiente órbitaperiódia. (b) Argumento de dihos multipliadores araterístios.En la Figura 4.12 se india la estabilidad de las órbitas periódias reversibles de dos ortes en elplano de oordenadas (t, λ). Nótese que los puntos p̄d1
, p̄d2

, sn se orresponden, respetivamente,on los puntos A, B y C.Para que exista una bifuraión de dupliaión de periodo, es neesario que tr(M) = −1. Esto esobvio ya que los multipliadores araterístios no triviales tienen que ser ambos −1. Así pues, paraque haya una bifuraión de dupliaión de periodo han de existir t∗ y λ∗ estritamente positivostales que (t, λ) = (t∗, λ∗) sea una soluión del sistema
{
E(t, λ) = 0,tr(eA+t · eA−t

)
+ 1 = 0,

(4.52)donde E(t, λ) = 0 está dada por la expresión (4.9) y
tr
(
eA

+t · eA−t
)
+ 1 =

(
9λ2(λ2 + 1)2 + 2

)
e

3
2
tλ − 2λ3

(
e3tλ − 1

)√
3λ2 + 4 sen (βt)+

+ λ2
(
e3tλ + 1

)
(6λ4 + 11λ2 + 4) cos(βt) + 2(λ2 + 1)2(3λ2 + 1) cos(2βt)e

3
2
tλ,on β =

√
3λ2 + 4/2.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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Figura 4.12: Estabilidad en la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes. Hemos denotadopor E al tramo de la urva donde la órbita es elíptia, por M donde es de tipo Möbius y por Hdonde es hiperbólia.En la Figura 4.13 se representan las urvas soluión de las dos euaiones del sistema (4.52).Como se apreia en la �gura, ambas urvas se intersean para diferentes valores de t y λ estritamentepositivos, dos de los uales perteneen a la región Ω0 =
{
(t, λ) ∈ R

2 : π < t < 2π, λ > 0
}. Usandoel método de Newton estimamos que dihas soluiones son p̄d1

= (tpd1
, λpd1

) ≃ (3.16689, 0.42592)y p̄d2
= (tpd2

, λpd2
) ≃ (3.68432, 0.84762).
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)
+1. Ambas urvasse intersean en los puntos p̄d1

≃ (3.16689, 0.425924) y p̄d2
≃ (3.68432, 0.847621).



120 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSAunque en el lema 4.2 ya hemos probado que hay sólo una bifuraión de tipo silla-nodo enla urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes, veremos esto ahora usando ideas similaresa las que aabamos de utilizar para las bifuraiones de dupliaión de periodo. Para que existadiha bifuraión de tipo silla-nodo de órbitas periódias, la traza de la matriz de monodromía hade ser tres. Así pues, para que en la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes haya unabifuraión de tipo silla-nodo de órbitas periódias han de existir tsn y λsn estritamente positivostales que (t, λ) = (tsn, λsn) sea una soluión del sistema
{
E(t, λ) = 0,tr(eA+t · eA−t

)
− 3 = 0,

(4.53)donde E(t, λ) = 0 está dada por la expresión (4.9) y
tr
(
eA

+t · eA−t
)
− 3 = −2

(
9λ2(λ2 + 1)2 + 1

)
e

3
2
tλ − 2λ3

(
e3tλ − 1

)√
3λ2 + 4 sen (βt)+

+ λ2
(
e3tλ + 1

)
(6λ4 + 11λ2 + 4) cos(βt) + 2(λ2 + 1)2(3λ2 + 1) cos(2βt)e

3
2
tλ.En la Figura 4.14 se representan las urvas soluión de las dos euaiones del sistema (4.53). Comose evidenia en esta �gura, el sistema posee una únia soluión en la región Ω0, sn = (tsn, λsn) ≃

(3.72374, 0.848127).
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−3. Ambas urvasse intersean en el punto sn ≃ (3.72374, 0.848127).
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4.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE CUATRO CORTES. 1214.3. Órbitas periódias reversibles de uatro ortes.Terminamos este apítulo estudiando las órbitas periódias reversibles de uatro ortes que seobtienen tras la tangenia transversal pt = (tpt
, λpt

) ≃ (5.24345, 0.585119), donde aaba la urvade órbitas periódias reversibles de dos ortes uya existenia hemos probado en la seión 4.1.Nótese que omo la urva que busamos nae de un punto que orresponde a una órbita periódiareversible de dos ortes que tiene una tangenia transversal en el origen, ada uno de sus puntos hade proporionar una órbita periódia reversible de uatro ortes on el plano de separaión. En laFigura 4.15 se muestra un esquema de una órbita periódia de este tipo.PSfrag replaements
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Figura 4.15: Esquema de una órbita periódia reversible que orta al plano de separaión en uatropuntos.Es obvio que ada una de las órbitas periódias que busamos se orresponde on un punto�jo de la segunda iterada de la apliaión de Poinaré o, equivalentemente, on uatro puntos
p0 = (0, yp0 , 0), p1 = (0, yp1 , zp1), p2 = (0, yp2 , 0) y p3 = (0, yp3 , zp3) del plano de separaión,on yp0 < 0, yp1 > 0, yp2 < 0 e yp3 > 0, tales que p1 = Π−(p0), p2 = Π+(p1), p3 = Π−(p2) y
p0 = Π+(p3). Por otro lado, omo ada una de estas órbitas periódias ha de ser reversible, se tieneque umplir la relaión p3 = R(p1). Así pues, existe una órbita periódia reversible de uatro ortessi, y sólo si, se satisfaen las ondiiones p1 = Π−(p0) y p2 = Π+(p1), donde p0 y p2 perteneenal eje de reversibilidad. Ahora bien, para manipular estas ondiiones es onveniente dividirlas en lastres siguientes:



122 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSO1: Existen t−∗ , t+∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−, t+, λ) = (t−∗ , t
+
∗ , λ∗) es una soluióndel sistema {

xp0(t
−, λ) = p1,

xp1(t
+, λ) = p2.

(4.54)O2: xp0(t
−, λ∗) < 0 para todo t− ∈ (0, t−∗ ).O3: xp1(t
+, λ∗) > 0 para todo t+ ∈ (0, t+∗ ).Nótese que si (t−, t+, λ) = (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) satisfae estas ondiiones, entones t∗ = t−∗ + t+∗ esel semiperiodo de la respetiva órbita periódia. En partiular, si el punto p1 pertenee al eje dereversibilidad, entones la órbita periódia es reversible de dos ortes y los semitiempos de vuelo t−∗y t+∗ deben oinidir. En este aso la soluión orrespondería a una órbita periódia de dos ortesreorrida dos vees.Para determinar explíitamente las euaiones del sistema (4.54) es neesario obtener la soluión

xp0(t
−, λ) del problema de valores iniiales asoiado al sistema lineal que de�ne (2.8) en elsemiespaio izquierdo on la ondiión iniial x(0, λ) = p0 y la soluión xp1(t

+, λ) del problema devalores iniiales asoiado al sistema lineal orrespondiente al semiespaio dereho on la ondiióniniial x(0, λ) = p1. La soluión xp0(t
−, λ) viene dada por las expresiones (4.4)�(4.6), mientras que

xp1(t
−, λ) se dedue a partir de las expresiones (2.16)�(2.18) sustituyendo las variables y0 y z0 porlas oordenadas segunda y terera del punto p1 = (0, yp1 , zp1),
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,siendo β =

√
3λ2 + 4/2.El sistema (4.54), que onsta de seis euaiones en las inógnitas t−, t+, λ, yp0 , yp1 , zp1 e yp2 ,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE CUATRO CORTES. 123tras adeuadas manipulaiones puede esribirse en la forma
(f1(s, λ), f2(s, λ), f3(s, λ), f4(s, λ), f5(s, λ), f6(s, λ)) = 0, (4.55)siendo λ > 0, s = (t−, t+, yp0 , yp1 , zp1 , yp2) de tal modo que t− > 0, t+ > 0, yp0 > 0, yp1 < 0 e

yp2 > 0, y donde ada omponente fi : R7 → R on i = 1, . . . , 6 está dada por
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λ.A partir del sistema (4.55) vamos a obtener, realizando nuevas manipulaiones entre sus euaiones,un sistema equivalente on menos euaiones e inógnitas. Para ello, en primer lugar, alulamosla segunda oordenada del punto p0 = (0, yp0 , 0) despejando su valor de la primera euaión delsistema,
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.Sustituyendo ahora la expresión obtenida de la variable yp0 en la segunda y terera euaión del



124 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSsistema (4.55) determinamos las oordenadas segunda y terera del punto p1 = (0, yp1 , zp1),
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,Falta alular la expresión de la segunda oordenada del punto p2 = (0, yp2 , 0), que deduimosllevando a la quinta euaión del sistema (4.55) las expresiones de yp0 , yp1 y zp1 obtenidas. Trasalguna simpli�aión obtenemos que yp2 viene dado por
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−)λ. (4.58)Así pues, para probar que se satisfae la ondiión O1 tenemos que ver que existen λ∗ > 0 y
u∗ = (t−∗ , t

+
∗ ), on t−∗ > 0 y t+∗ > 0, de tal modo que (u∗, λ∗) es una soluión del sistema (4.56)y que q0(t−∗ , λ∗) y q1(t−∗ , t+∗ , λ∗) no se anulan. Obsérvese que este sistema posee una inógnita másque euaiones, por lo que su soluión será genériamente una urva. En la obtenión de esta urvade soluiones usaremos un algoritmo de ontinuaión basado en el método de pseudo-longitud dearo, véase [43℄, para el que es neesario disponer de al menos una soluión previa del sistema (4.56).En algunos asos para detetar esta soluión basta haer un análisis previo del sistema. Sinembargo, en este aso, debido a la omplejidad de las euaiones del sistema, no es posible obtenerde forma analítia una soluión exata que onstituya el punto iniial neesario para apliar elalgoritmo de ontinuaión. Por tal razón, para aproximar una soluión tendremos que utilizar unmétodo numério.Para omenzar las iteraiones del método de ontinuaión partimos del punto de tangenia

pt = (tpt
, λpt

) ≃ (5.24345, 0.585119) y tomamos un valor de t+ = 0.001. Así, mediante el métodode Newton obtenemos un primer punto de la urva (u∗, λpt
) ≃ (5.24078, 0.002669, 0.585119).Esta soluión orresponde a una órbita periódia reversible de uatro ortes si además satisfae lasondiiones O2�O3.Para ver que se satisfaen estas ondiiones representamos grá�amente las funiones
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2 ,siendo p0 ≃ (0,−2.78501, 0), p1 ≃ (0, 2.37537 · 10−6,−0.00266948) y βt =

√
3λ2pt

+ 4/2 ≃
1.12106, véase la Figura 4.16. A partir de esta representaión grá�a evideniamos que xp0(t

−, λpt
) <

0 para todo t− ∈ (0, t−∗ ) ≃ (0, 5.24078) y xp1(t
+, λ∗) < 0 para todo t+ ∈ (0, t+∗ ) ≃ (0, 0.002669).



126 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSEn onseuenia, la soluión obtenida orresponde una órbita periódia reversible de uatro orteson el plano de separaión.
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(b)Figura 4.16: Representaión grá�a de la funión: (a) xp0(t
−, λh), (b) xp1(t

+, λh), donde
p0 ≃ (0,−2.78501, 0) y p1 ≃ (0, 2.37537 · 10−6,−0.00266948) son puntos de interseión de laórbita periódia on el plano de separaión y λ∗ = 0.585119 ≃ λpt

.Una vez que obtengamos la urva de soluiones que omienza en el punto pt omprobamossi ada uno de sus puntos satisfae las ondiiones O2-O3. Podríamos realizar esta omprobaiónrepresentando grá�amente las funiones xp0(t
−, λ) y xp1(t

+, λ) evaluadas en ada punto de la urvaobtenida, pero resultaría una labor tediosa y lenta. Así pues, agregamos unas sentenias adiionalesal algoritmo de ontinuaión de manera que para que ada soluión (t−∗ , t
+
∗ , λ∗) del sistema (4.56)se ompruebe si el máximo de xp0(t

−, λ∗) es mayor que ero para todo t− ∈ (0, t−∗ ) y si el mínimode xp1(t
+, λ∗) es menor que ero en el intervalo (0, t+∗ ). En el aso de que se satisfaga alguna deestas dos ondiiones, la respetiva soluión no orrespondería a una órbita periódia reversible deuatro ortes.Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión tomando diha soluión omo punto iniial y unpaso negativo (es deir, en la primera iteraión, el tiempo de vuelo t− deree mientras que t+ree ), obtenemos la urva de soluiones del sistema (4.56) que representamos en un diagrama debifuraión semiperiodo-parámetro, véase la Figura 4.17(a). Esta urva une el punto de tangeniaon p̄f ≃ (6.33377, 0.425924), en el que los tiempos de vuelo t+ y t− oiniden y, además, seorresponde on el punto pd1

(donde la órbita periódia reversible de dos ortes analizada en lasseiones anteriores tenía una bifuraión de dupliaión de periodo). Cada punto de esta urva,Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



4.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE CUATRO CORTES. 127exepto los puntos extremos p̄t y p̄f , orresponde a una órbita periódia reversible de uatro ortes.Representamos en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro la urva de órbitas periódiasque aabamos de obtener junto a la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes, uyaexistenia hemos probado en la seión 4.1, véase la Figura 4.17(b).
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(b)Figura 4.17: (a) Representaión grá�a en el plano de oordenadas (t, λ), donde t india elsemiperiodo de la respetiva órbita periódia, de la urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes que omienza en el punto de tangenia p̄t ≃ (5.24345, 0.585119). En (b) se representa tambiénla urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes que aaba en p̄t.Esta estrutura del diagrama de bifuraiones es onoida omo bifuraión noose (lazo) yrelaiona las dos bifuraiones más básias de órbitas periódias (silla-nodo y dupliaión de periodo)de tal modo que la familia sufre, para un valor del parámetro, una bifuraión de dupliaión deperiodo y, posteriormente, ambas órbitas (la original y la de periodo doble) desapareen al olisionaren una bifuraión silla-nodo. Para más detalle al respeto véanse, por ejemplo, los trabajos [24,37℄.Para visualizar mejor la relaión entre ambas urvas de órbitas periódias es onvenienterepresentarlas en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ), donde t = t− + t+ es elsemiperiodo de la respetiva órbita periódia. En este espaio, podemos haer orresponder la urvade órbitas periódias reversibles de dos ortes on tres urvas de órbitas periódias reversibles de dosortes: una que se obtiene tomando el semiperiodo de la respetiva órbita periódia igual al tiempode vuelo t− y t+ = 0, otra en la que el semiperiodo oinide on el tiempo de vuelo t+ y t− = 0 y



128 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSotra donde t− = t+.En la Figura 4.18(a) se muestran estas urvas de órbitas periódias reversibles de dos ortes juntoa la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes. A partir de esta �gura evideniamos quela urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes une pt− ≃ (5.24345, 0, 0.585119) on
pt+ ≃ (0, 5.24345, 0.585119), pasa por el punto pd1

≃ (3.16689, 3.16689, 0.425924) y, debido a lareversibilidad, es simétria respeto al plano T =
{
(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0
}. Observemos quetodos los puntos de esta urva orresponden a órbitas periódias reversibles de uatro ortes salvolos puntos extremos pt− , pt+ y el punto intermedio pd1

. Más onretamente, en los puntos pt−y pt+ tenemos una órbita periódia reversible de dos ortes que posee una tangenia transversal,mientras que en pd1
hay una órbita periódia reversible de dos ortes.También podemos representar esta urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortesen el plano T, véase la Figura 4.18(b). Esta urva une el punto de tangenia pt ≃

(5.24345, 5.24345, 0.585119) on el punto pf ≃ (6.33378, 6.33378, 0.425924).
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4.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE CUATRO CORTES. 129En la Figura 4.19 representamos las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de uatro ortes y sus puntos de interseión on el plano de separaión.La primera proyeión que se muestra orresponde a una órbita periódia reversible de uatro ortespróxima a ualquiera de los puntos de tangenia pt− , pt+ . La segunda proyeión es un valorintermedio de la urva y la terera proyeión orresponde a una órbita periódia reversible que seobtiene era de pd1
.
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∗ , λ∗) del sistema (4.56) y que no poseen ningún punto de tangenia on elplano de separaión podemos utilizar que la estabilidad está araterizada por los autovalores de lamatriz

M = exp (A−
∗ t

−
∗ ) · exp (A+

∗ t
+
∗ ) · exp (A−

∗ t
+
∗ ) · exp (A+

∗ t
−
∗ ), (4.59)donde A+

∗ y A−
∗ se obtienen a partir de A+ y A− sin más que sustituir el valor del parámetro λ = λ∗.



130 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSEsta araterizaión se obtiene de modo análogo a omo se vio en el apítulo 1. En la Figura 4.20 serepresentan, frente al semiperiodo, el logaritmo del módulo y el argumento de los autovalores de lamatriz M evaluada en ada uno de los puntos de la urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes.
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(b)Figura 4.20: (a) Logaritmo del módulo de los multipliadores araterístios asoiados a ada unade las órbitas periódias reversibles de uatro ortes frente al semiperiodo t de la respetiva órbitaperiódia. (b) Argumento de dihos multipliadores araterístios.A partir de la �gura 4.20 deduimos que en la urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes apareen bifuraiones en los puntos A, B y C. En primer lugar, vemos que en el punto A hayuna bifuraión pithfork (pues tanto el logaritmo de ada uno de los multipliadores araterístiosomo el argumento de dihos multipliadores son nulos) y desde t = tpt
hasta el punto marado onla letra A las órbitas periódias serán de tipo hiperbólio. En el punto B el logaritmo de ada uno delos multipliadores araterístios es nulo y su argumento o bien es π ó −π. Por tanto, en B hay unabifuraión de dupliaión de periodo y las órbitas en el tramo que une A on B es de tipo elíptio.En B pasan a ser de tipo Möbius y este aráter dura hasta el punto C, donde se vuelve a produiruna bifuraión de dupliaión de periodo (aunque en sentido ontrario) pasando las órbitas a ser detipo elíptio. En la Figura 4.21 se india el tipo de estabilidad en ada tramo de la urva de órbitasperiódias reversibles de uatro ortes.Para preisar los valores donde se dan las bifuraiones vamos a proeder omo en la seiónanterior, es deir, imponemos que tr(M) = 3 para que exista una bifuraión pithfork y que

tr(M) = −1 para que haya una bifuraión de dupliaión de periodo. Así pues, para que haya unaConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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t+∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−, t+, λ) = (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) sea una soluión del sistema





E1(t
−, t+, λ) = 0,

E2(t
−, t+, λ) = 0,

tr(exp (A−t−) · exp (A+t+) · exp (A−t+) · exp (A+t−)) = 3,

(4.60)donde E1(t
−, t+, λ) y E2(t

−, t+, λ) están dadas, respetivamente, por las expresiones (4.57)�(4.58). Usando el método de Newton obtenemos la soluión pb = (t−pb
, t+pb

, λpb
) ≃

(4.38725, 1.12114, 0.529689).Por otro lado, para que en la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes haya unabifuraión de dupliaión de periodo de órbitas periódias han de existir t−∗ , t+∗ y λ∗ estritamentepositivos tales que (t−, t+, λ) = (t−∗ , t
+
∗ , λ∗) sea una soluión del sistema





E1(t
−, t+, λ) = 0,

E2(t
−, t+, λ) = 0,

tr(exp (A−t−) · exp (A+t+) · exp (A−t+) · exp (A+t−)) = 1.

(4.61)



132 CAPÍTULO 4. ÓRBITAS PERIÓDICAS REVERSIBLES DE DOS CORTES EN LA VERSIÓN LINEAL A TROZOSEn este aso obtenemos las soluiones pd3
= (t−pd3

, t+pd3
, λpd3

) ≃ (4.31221, 1.25737, 0.51929) y
pd4

= (t−pd4
, t+pd4

, λpd4
) ≃ (3.73209, 2.39387, 0.44647).En la Figura 4.22 representamos las urvas de órbitas periódias obtenidas y todas lasbifuraiones que apareen en ambas urvas órbitas periódias frente al semiperiodo. Los puntos

p̄b ≃ (5.50839, 0.529689), p̄d3
≃ (5.56959, 0.51929) y p̄d4

≃ (6.12596, 0.44647) se orresponden,en el plano de oordenadas (t, λ) = (t− + t+, λ), on los puntos pb, pd3
, pd4

, respetivamente.
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Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



Capítulo5Continuaión numéria de órbitas periódias.
La presenia de onexiones globales en un sistema de euaiones difereniales usualmente haeque aparezan órbitas periódias en un entorno de estas onexiones. Véanse, por ejemplo, lostrabajos [60, 61℄.En este apítulo mostramos la existenia de órbitas periódias relaionadas on las dos onexionesglobales uya existenia hemos probado en el apítulo 3. Más onretamente, se observa que unaurva de órbitas periódias no reversibles de dos ortes y una urva de órbitas periódias reversiblesde uatro ortes están relaionadas, respetivamente, on la onexión homolina direta y on elilo heterolino tipo punto-T direto. Como veremos, estas urvas de órbitas periódias surgen trasuna pérdida de transversalidad.Asimismo, desribimos ómo se forman y desapareen las urvas de órbitas periódias queprovienen de las bifuraiones loales existentes en la urva de órbitas periódias reversibles dedos y uatro ortes analizadas en el apítulo anterior. Una vez obtenidas estas urvas, veremos si hayalguna relaión on las urvas que apareen en las eranías de las onexiones globales y si a partirde ellas surgen otras urvas de órbitas periódias de más ortes on el plano de separaión.Para detetar ada una de las órbitas periódias es neesario ombinar ténias analítias ynumérias. Basándonos en la apliaión de Poinaré obtendremos las euaiones de ierre quearaterizan a ada una de las órbitas periódias. Una vez obtenidas, usamos un método deontinuaión basado en el algoritmo de pseudo-longitud de aro representando el diagrama debifuraiones orrespondiente. De este modo, ompletamos los resultados teórios que se desarrollanen el apítulo anterior. 133



134 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.5.1. Órbitas periódias era de una onexión homolina direta.Como hemos menionado anteriormente, la existenia de una onexión homolina en un sistematridimensional de euaiones difereniales a menudo fuerza la apariión de órbitas periódias en unentorno de diha onexión. Véanse, por ejemplo, los trabajos [6,7,27,28,30,60,61℄. Conretamente,en [60℄ se evidenia la presenia de una familia uniparamétria de órbitas periódias era de unaonexión homolina de tipo silla-foo.Al representar diha familia en un diagrama de bifuraión periodo-parámetro, la forma de la urvade órbitas periódias depende del valor absoluto del oiente entre la parte real de los autovaloresomplejos α ± βi y el autovalor real λ, donde α · λ < 0, que se denomina índie silla y se denotapor δ = |α/λ|. A medida que aumenta el periodo, en el aso δ > 1 la urva de órbitas periódias seaproxima sin osilar al valor del parámetro para el ual existe una onexión homolina, mientras quesi δ < 1 la urva de órbitas periódias se aproxima ontoneándose (wiggle) alrededor de diho valorrítio, véase la Figura 5.1.
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periodo(b) δ < 1Figura 5.1: Curva de órbitas periódias en un entorno de una onexión homolina de tipo silla-foo.A partir de este estudio evideniamos que si el periodo es alto, entones hay una urva de órbitasperiódias en ualquier entorno del valor del parámetro para el ual existe la onexión homolina.En partiular, en el aso δ < 1 el sistema posee para el valor rítio del parámetro in�nitas órbitasperiódias que oexisten on la onexión homolina, mientras que si nos apartamos del valor rítioexiste un número �nito de órbitas periódias. Además, existe un onjunto in�nito de bifuraionesConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.1. ÓRBITAS PERIÓDICAS CERCA DE UNA CONEXIÓN HOMOCLINA DIRECTA. 135de tipo silla-nodo de órbitas periódias, las uales se sitúan en los extremos relativos de la urva deórbitas periódias. Para más detalle al respeto, véanse los trabajos [27, 28, 60, 61℄.Esta riqueza dinámia que se produe en sistemas difereniables en las eranías de una onexiónhomolina, puede presentarse también en sistemas ontinuos lineales a trozos, véase [65℄. En estaseión mostramos la existenia de una familia uniparamétria de órbitas periódias era de unaonexión homolina direta en el sistema (2.8), uya existenia está probada en el apítulo 3.Como ya hemos menionado en la seión 3.1, debido a la reversibilidad del sistema (2.8), si existeuna onexión homolina direta del punto de equilibrio p− = (−1/(λ3 + λ), 0, 0), entones existiráotra asoiada al punto de equilibrio p+ = (1/(λ3 + λ), 0, 0), de tal modo que ambas onexioneshomolinas son simétrias respeto a la transformaión de reversibilidad dada por (2.3). A ausa deesta reversibilidad, si hay una órbita periódia era de una onexión homolina direta del punto p−,entones habrá otra órbita periódia para la onexión homolina direta del punto p+. Además, aligual que ourre on las onexiones homolinas diretas del sistema, estas dos órbitas periódias sonsimétrias respeto a la transformaión de reversibilidad.En nuestro aso, busamos las órbitas periódias más simples que pueden apareer en las eraníasde la onexión homolina direta del punto de equilibrio p−, que existe para λh ≃ 0.660759953y uyo semitiempo de vuelo dereho es th ≃ 3.94742. Obsérvese que ada una de éstas órbitasperiódias ha de ser no reversible, pues las onexiones homolinas no lo son, y ha de ortar alplano de separaión en sólo dos puntos, ya que busamos órbitas periódias en las eranías de lasonexiones homolinas diretas del sistema. De todos modos, estas órbitas periódias no reversiblesprovienen habitualmente de bifuraiones de órbitas periódias reversibles, omo una ruptura desimetría (bifuraión pithfork).Por otro lado, nótese que una órbita periódia erana a una onexión homolina direta delpunto de equilibrio p− ha de dar varias vueltas alrededor de su variedad invariante unidimensionalantes de volver a ortar al plano de separaión. Como onseuenia, el orrespondiente semitiempode vuelo izquierdo ha de ser alto al aproximar a la onexión homolina. En la Figura 5.2 se muestraun esquema de una órbita periódia erana a la onexión homolina direta del punto p−.Una vez que hemos desrito el tipo de órbitas periódias que busamos en las eranías de unaonexión homolina direta del sistema (2.8), vamos a estableer las ondiiones que las araterizan.Observemos que omo ada una de estas órbitas periódias orta al plano de separaión en sólo dospuntos, es obvio que ada una de ellas se orresponde on un punto �jo de la apliaión de Poinaré Πo, equivalentemente, on dos puntos p0 = (0, yp0 , zp0) y p1 = (0, yp1 , zp1) del plano de separaión,
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Figura 5.2: Esquema de una órbita periódia no reversible de dos ortes on el plano de separaiónerana a la onexión homolina direta del punto de equilibrio p−.on yp0 < 0 e yp1 > 0, tales que p1 = Π−(p0) y p0 = Π+(p1). Ahora bien, para manipular estasondiiones es onveniente dividirlas en las tres siguientes:O1: Existen t−∗ , t+∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−, t+, λ) = (t−∗ , t
+
∗ , λ∗) es una soluióndel sistema {

xp0(t
−, λ) = p1,

xp1(t
+, λ) = p0.

(5.1)O2: xp0(t
−, λ∗) < 0 para todo t− perteneiente al intervalo (0, t−∗ ).O3: xp1(t
+, λ∗) > 0 para todo t+ perteneiente al intervalo (0, t+∗ ).Nótese que si (t−, t+, λ) = (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) satisfae las ondiiones O1�O3, entones t−∗ seorresponde on el semitiempo de vuelo izquierdo, mientras que t+∗ es el semitiempo de vuelo dereho.Así, obtenemos el periodo de la órbita periódia sumando ambos semitiempos de vuelo, t∗ = t−∗ +t+∗ .En partiular, si los puntos p0 y p1 perteneen al eje de reversibilidad, entones la órbita periódiaes reversible y los orrespondientes semitiempos de vuelo t−∗ y t+∗ deben oinidir.Para determinar las euaiones explíitas de la ondiión O1 es neesario obtener la soluión

xp0(t
−, λ) del problema de valores iniiales asoiado al sistema lineal que de�ne (2.8) en elsemiespaio izquierdo on la ondiión iniial x(0, λ) = p0 y la soluión xp1(t

+, λ) del problema devalores iniiales asoiado al sistema lineal orrespondiente al semiespaio dereho on la ondiiónConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.1. ÓRBITAS PERIÓDICAS CERCA DE UNA CONEXIÓN HOMOCLINA DIRECTA. 137iniial x(0, λ) = p1. Deduimos la soluión xp0(t
−, λ) a partir de las expresiones (2.19)�(2.21)sin más que sustituir y0 y z0 por la segunda y terera oordenada, respetivamente, del punto

p0 = (0, yp0 , zp0),
xp0
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+
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, (5.4)siendo β =

√
3λ2 + 4/2.Por otro lado, obtenemos la soluión xp1(t

+, λ) sustituyendo en (2.16)�(2.18) las variables y0 y
z0 por la segunda y terera oordenada de p1 = (0, yp1 , zp1),
xp1
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3λ2 + 4

λ
+ e

3
2
t
+
λ (5.5)

[(
λyp1

− zp1
− 2λ

λ2 + 1

)√
3λ2 + 4 cos (βt+) +

(
(3λ2 + 2)yp1

+ 3λzp1
− 2

λ2 + 1

)
sen (βt+)

]]
,

yp1
(t+, λ) =

e−t
+
λ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
(λ2yp1

− λzp1
+ 1)

√
3λ2 + 4 + e

3
2
t
+
λ

[(
(2λ2 + 1)yp1

+ λzp1
− 1
)

√
3λ2 + 4 cos (βt+)−

(
λyp1

− (3λ2 + 2)zp1
− 3λ

)
sen (βt+)

]]
, (5.6)

zp1
(t+, λ) =

e−t
+
λ

(3λ2 + 1)
√
3λ2 + 4

[
−λ(λ2yp1

− λzp1
+ 1)

√
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3
2
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λ3yp1
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√
3λ2 + 4 cos (βt+)−

(
(3λ4 + 6λ2 + 2)yp1

+ λzp1
− (3λ2 + 2)

)
sen (βt+)

]]
. (5.7)El sistema (5.1), que onsta de seis euaiones en las inógnitas t−, t+, λ, yp0 , zp0 , yp1 , zp1 ,tras adeuadas manipulaiones se puede esribir en la forma

(f1(s, λ), f2(s, λ), f3(s, λ), f4(s, λ), f5(s, λ), f6(s, λ)) = 0, (5.8)
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−
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−
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−
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−

λ − (3λ2 + 1)zp1

)√
3λ2 + 4 e

t
−
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]
e

3
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t
+
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et
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)√
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]
e

3
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t
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f6(s, λ) =−
(
λ(λ2yp1
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)√
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[(
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√
3λ2 + 4 cos (βt+)−

(
(3λ4 + 6λ2 + 2)yp1

+ λzp1
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)
sen (βt+)

]
e

3
2
t
+
λ.A partir del sistema (5.8) vamos a obtener, realizando algunas manipulaiones entre suseuaiones, un sistema equivalente on menos euaiones e inógnitas. Para ello, en primer lugar,alulamos la segunda oordenada del punto p0 = (0, yp0 , zp0) despejando su valor de la primeraeuaión del sistema,

yp0
=

1

q0(t−, λ)

[(
3λ2 − (λ2 + 1)(λzp0

+ 1)et
−
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)√
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−
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)
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]
,

(5.9)siempre que no se anule
q0(t

−, λ) = λ(λ2 + 1)
[
λ
√

3λ2 + 4
(
e

3
2
t
−

λ − cos(βt−)
)
+ (3λ2 + 2) sen (βt−)

]
. (5.10)Sustituyendo ahora la expresión obtenida de la variable yp0 en las euaiones segunda y tereraConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.1. ÓRBITAS PERIÓDICAS CERCA DE UNA CONEXIÓN HOMOCLINA DIRECTA. 139del sistema (5.8) determinamos las oordenadas del punto p1 = (0, yp1 , zp1),
yp1

=
1
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[
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−
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−
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, (5.11)
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−

λ + 1)− (λ2 + 1)zp0

)√
3λ2 + 4 e−

t
−
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−
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)
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]
.(5.12)Falta alular la expresión de la terera oordenada del punto p0, que deduimos llevando ala uarta euaión del sistema (5.8) las expresiones de yp1 y zp1 obtenidas. Realizando algunasmanipulaiones obtenemos que zp0 viene dado por

zp0
=

1
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[[
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−
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−
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−
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−
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−
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−
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−
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, (5.13)siempre que no se anule
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+
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)]
.Al sustituir en las dos últimas euaiones del sistema (5.8) los valores de yp0 , zp0 , yp1 y zp1obtenidos, se tiene el sistema {

E1(t
−, t+, λ) = 0,

E2(t
−, t+, λ) = 0,

(5.14)
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(
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(
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]Así pues, para probar que se satisfae la ondiión O1 tenemos que ver que existen λ∗ > 0 y

u∗ = (t−∗ , t
+
∗ ), on t−∗ > 0 y t+∗ > 0, de tal modo que (u∗, λ∗) es una soluión del sistema (5.14),siempre y uando q0(t−∗ , λ∗) y q1(t−∗ , t+∗ , λ∗) no se anulen. Obsérvese que este sistema posee unainógnita más que euaiones, por lo que su soluión será genériamente una urva.Como en el apítulo anterior, en la obtenión de esta urva de soluiones usaremos un algoritmode ontinuaión.Para apliar el método de ontinuaión neesitamos un punto iniial, que obtenemos apliandoel método de Newton al sistema (5.14), en el que hemos �jado previamente el valor del parámetro

λ = 0.660759953 ≃ λh, orrespondiente al valor rítio para el ual existe la onexión homolina.Para omenzar el método de Newton tomamos el punto u0 = (t−0 , t
+
0 ) = (25, 3.94742), en el quehemos onsiderado un valor alto para el semitiempo de vuelo izquierdo (de modo que aproxime alde la onexión homolina en el semiespaio que ontiene a su equilibrio) y el semitiempo de vuelodereho aproximadamente igual al de la onexión homolina direta. De este modo, se obtiene unprimer punto de la urva de soluiones del sistema (5.14), (s∗, λ∗) ≃ (24.6865, 3.9465, 0.660759953),para el que se veri�an las ondiiones O2 y O3, al mismo tiempo que no se anulan q0 y q1.Sustituyendo la soluión obtenida en (5.9)�(5.13) obtenemos los puntos de orte de la órbita



142 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.periódia on el plano de separaión, p0 ≃ (0,−2.20597,−0.05579) y p1 ≃ (0, 0.69689, 0.45993).Estos dos puntos están próximos a los puntos de interseión de la onexión homolina direta on elplano de separaión, m− = (0, 1/(λ2h + 1), λh/(λ
2
h + 1)) y Π+(m−). En la Figura 5.3 se representauna proyeión de diha órbita periódia, donde se apreia su pareido on la onexión homolinadireta.
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Figura 5.3: Proyeión en el plano de oordenadas (x, y) de la órbita periódia no reversible de dosortes para la soluión (24.6865, 3.9465, 0.660759953).Al igual que en el apítulo anterior, para asegurar que las soluiones obtenidas por el método deontinuaión se orresponden realmente on órbitas periódias del tipo busado, hemos añadido alalgoritmo unas sentenias adiionales en las que se omprueban las ondiiones O1�O3.Apliamos ahora el algoritmo de ontinuaión tomando la soluión obtenida omo punto iniialy un paso positivo (es deir, aumentando el semitiempo de vuelo izquierdo en la primera iteraión).Así obtenemos una urva de soluiones de tal modo que ada uno de sus puntos se orresponde onuna órbita periódia del tipo que busamos, pues hemos omprobado que en ada punto se satisfaelas ondiiones O1�O3. Al representar esta urva de órbitas periódias en un diagrama de bifuraiónperiodo-parámetro, véase la Figura 5.4(a), evideniamos que, a medida que aumenta el periodo, laurva se aproxima osilando al valor del parámetro para el ual existe la onexión homolina direta.Por otro lado, usando el método de ontinuaión on el mismo punto iniial pero tomando unpaso negativo, obtenemos la urva de soluiones que se representa en la Figura 5.4(b). Nótese queesta urva llega al punto (10.4869, 0.585119) del plano de oordenadas (t, λ), donde t es el periodo(obtenido omo suma de los semitiempos de vuelo t− y t+) de la órbita periódia no reversible de dosortes. Este punto se orresponde on el punto de tangenia pt = (tpt
, λpt

) ≃ (5.24345, 0.585119)Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.1. ÓRBITAS PERIÓDICAS CERCA DE UNA CONEXIÓN HOMOCLINA DIRECTA. 143uya existenia se probó en el apítulo 4 y que aparee representado en la Figura 4.17, peroonsiderando el periodo en vez del semiperiodo de la órbita. En este aso, la órbita periódiareversible de dos ortes se está reorriendo dos vees. Sobre la urva obtenida enontramos algunassoluiones que no veri�an alguna de las ondiiones O1�O3, por lo que no proporionan órbitasperiódias no reversibles de dos ortes. Conretamente, ningún punto del trozo de la urva que uneel punto de tangenia pt on q0 = (tq0 , λq0) ≃ (11.105, 0.528171) se orresponde on una órbitaperiódia del tipo que estamos onsiderando, mientras que las soluiones on periodo mayor que tq0sí. Además, debido a la reversibilidad del sistema, para ada una de estas soluiones oexisten dosórbitas periódias: una relaionada on la onexión homolina direta de p− y la otra on la onexiónhomolina direta de p+.
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144 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.de tangenia pt = (tpt
, tpt

, λpt
) y, debido a la reversibilidad, es simétria respeto al plano

T =
{
(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0
}. Notemos que si un punto de la urva orresponde a unaórbita periódia, entones su simétrio respeto de T proporiona otra órbita periódia, simétriabajo la transformaión de reversibilidad.Cada una de las ramas simétrias de la urva de soluiones tiende, al aumentar el periodo, ala onexión homolina orrespondiente. Observemos que todos los puntos de esta urva son órbitasperiódias salvo los tramos omprendidos entre q1 ≃ (6.90258, 4.19897, 0.528251) y pt y entre pty q2 ≃ (4.19897, 6.90258, 0.528251). Estos tres puntos extremos sí proporionan órbitas periódias.Más onretamente, en pt tenemos una órbita periódia reversible de dos ortes on el plano deseparaión, mientras que en q1 y en q2 hay una órbita periódia no reversible de tres ortes, uno delos uales es un punto de tangenia no transversal on el plano de separaión.
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5.1. ÓRBITAS PERIÓDICAS CERCA DE UNA CONEXIÓN HOMOCLINA DIRECTA. 145En la Figura 5.6 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias no reversibles de dos ortes de la urva que aabamos de obtener, omenzandoon un punto próximo a q1 (donde se intuye la tangenia) y avanzando por la urva a medida queel periodo ree.
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Figura 5.6: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de algunas órbitas periódias no reversiblesde dos ortes on el plano de separaión relaionadas on la onexión homolina direta de p−.Como hemos menionado previamente la órbita periódia no reversible dada por el punto q1intersea al plano de separaión en tres puntos, que en este aso son p0 ≃ (0,−3.38417,−0.01745),
p1 ≃ (0, 0,−0.72352) y p2 ≃ (0, 0.70676, 1.13521). El punto p1 es un punto de tangenia notransversal on el plano de separaión, omo puede evideniarse en la Figura 5.7.En la Figuras 5.8 y 5.9 se muestran las órbitas periódias simétrias a las de la Figura 5.6,orrespondientes a la urva de soluiones que une q2 on su respetiva onexión homolina.A partir de las Figuras 5.6 y 5.8, evideniamos que onforme aumenta el periodo más se pareela órbita periódia no reversible de dos ortes a la onexión homolina direta del punto de equilibrioorrespondiente, por lo que puede onsiderarse a la onexión homolina direta omo el límite deuna órbita periódia no reversible de dos ortes on el plano de separaión uando su periodo tiende
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(b)Figura 5.7: (a) Proyeión en plano de oordenadas (x, z) de la órbita periódia no reversibleque proporiona q1 ≃ (6.90258, 4.19897, 0.528251). Los puntos pi, on i = 0, 1, 2, son lasproyeiones de los puntos de interseión de esta órbita periódia on el plano de separaión,
p0 ≃ (0,−3.38417,−0.01745), p1 ≃ (0, 0,−0.72352) y p2 ≃ (0, 0.70676, 1.13521). Nótese que p1es un punto de tangenia no transversal de esta órbita periódia on el plano de separaión. En (b)se muestra una ampliaión de (a).

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

PSfrag replaements
x

y

-2 -1 0 1 2

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

PSfrag replaements
x

y

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

PSfrag replaements
x

y

-2 -1 0 1 2

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

PSfrag replaements
x

y

-2 -1 0 1 2

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

PSfrag replaements
x

y

-2 -1 0 1 2

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

PSfrag replaements
x

y

Figura 5.8: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de algunas órbitas periódias no reversiblesde dos ortes relaionadas on la onexión homolina direta de p+Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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(b)Figura 5.9: Proyeión en el plano de oordenadas (x, z) de la órbita periódia no reversible queproporiona el punto q2 ≃ (4.19897, 6.90258, 0.528251). Los puntos pi, on i = 0, 1, 2, son lasproyeiones de los puntos de interseión de esta órbita periódia on el plano de separaión,
p̃0 ≃ (0,−3.38417, 0.01745), p̃1 ≃ (0, 0.70676,−1.13521) y p̃2 ≃ (0, 0, 0.72352). Nótese que p̃2 esun punto de tangenia no transversal de esta órbita periódia on el plano de separaión. En (b) semuestra una ampliaión de (a).a in�nito. Así pues, otra forma de enontrar una onexión homolina direta en el sistema (2.8) esa partir de una urva de órbitas periódias del tipo que hemos onsiderado.Una vez que hemos obtenido dihas urvas de órbitas periódias, el siguiente problema queabordamos es analizar la estabilidad y las bifuraiones de estas soluiones periódias.Como vimos en el apítulo 1, la estabilidad de la órbita periódia no reversible orrespondientea una soluión (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) del sistema (5.14) que no tiene ningún punto de tangenia on el planode separaión, está araterizada por los autovalores de la matriz M = exp (A+

∗ t
+
∗ ) · exp (A−

∗ t
−
∗ ),donde A+

∗ y A−
∗ son las matries que se obtienen a partir de A+ y A− sin más que sustituir el valordel parámetro λ = λ∗. Reuérdese que uno de dihos autovalores debe ser uno y que los otros dosson uno el inverso del otro.En la Figura 5.10 se representan, frente al periodo, el logaritmo del módulo y el argumento delos autovalores de la matriz M evaluada en ada uno de los puntos de la urva de órbitas periódiasno reversible de dos ortes. A partir de esta �gura, intuimos que en la urva de órbitas periódiasno reversibles que hemos obtenido existirá un onjunto in�nito de bifuraiones de tipo silla-nodo deórbitas periódias y de bifuraiones de dupliaión de periodo. Así pues, la estrutura de bifuraionesde esta urva de órbitas periódias no reversibles es análoga a la de una urva de órbitas periódias



148 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.erana a una onexión homolina en el aso difereniable. Para más detalle al respeto, véase porejemplo el trabajo [28℄.
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5.2. Órbitas periódias en las eranías de un ilo heterolino tipopunto-T direto.Como ya hemos menionado en la seión anterior, la existenia de una onexión homolina detipo silla-foo en un sistema tridimensional de euaiones difereniales a menudo fuerza la apariión deórbitas periódias era de diha onexión. Esta riqueza dinámia que se produe en las eranías deuna onexión homolina de tipo silla-foo, puede presentarse también en una región su�ientementeerana a un ilo heterolino tipo punto-T, véase [21, 22, 45℄.En esta seión mostramos la existenia de una familia uniparamétria de órbitas periódiasera de un ilo heterolino tipo punto-T direto en el sistema ontinuo lineal a trozos (2.8).Conretamente, busamos las órbitas periódias más simples que pueden apareer en las eraníasdel ilo heterolino tipo punto-T direto del sistema (2.8) que existe para el valor del parámetro
λ0 ≃ 0.651539336 y tiene un semitiempo de vuelo t0 ≃ 3.978319.Observemos que es neesario busar órbitas periódias reversibles que ortan al plano deConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.2. ÓRBITAS PERIÓDICAS EN LAS CERCANÍAS DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 149separaión en uatro puntos, pues el ilo heterolino es simétrio respeto a la transformaiónde reversibilidad y orta al plano de separaión en uatro puntos. Debido al tipo de ilo heterolinoque hemos onsiderado, dos de estos puntos de orte han de perteneer a la parte negativa del eje dereversibilidad y los otros dos al semiplano {(x, y, z) ∈ R
3 : x = 0, y > 0}. Además, estos dos últimospuntos han de ser simétrios respeto al eje de reversibilidad. Cabe destaar también que toda órbitaperiódia erana a un ilo heterolino tipo punto�T direto debe dar varias vueltas alrededor dela variedad invariante unidimensional de ada uno de los puntos de equilibrio en la eranía de éstosantes de volver a ortar al plano de separaión. En la Figura 5.11 se muestra un esquema de unaórbita periódia del tipo que estamos busando.
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Figura 5.11: Esquema de una órbita periódia reversible de uatro ortes on el plano de separaiónerana al ilo heterolino tipo punto-T direto.Las ondiiones que araterizan a las órbitas periódias reversibles de uatro ortes, así omolas orrespondientes euaiones en funión del parámetro λ y los respetivos tiempos de vuelo, sehan determinado en la seión 4.3. Para determinar las urvas de dihas órbitas periódias vamosa usar el mismo algoritmo de ontinuaión allí desrito, pero partiendo de otro punto iniial, queobtenemos on un ténia similar al aso de las onexiones homolinas. Conretamente, tomamosomo punto iniial (u0, λ0) = (t−0 , t
+
0 , λ0) ≃ (3.9441, 13.8544, 0.651539336), que se ha obtenidomediante el método de Newton tras �jar en el sistema (4.56) el valor del parámetro igual al del iloheterolino, y partiendo de un valor de t− erano al del ilo heterolino y un valor alto para eltiempo t+.



150 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.La órbita periódia orrespondiente a este punto iniial intersea al plano de separaión enlos puntos p0 ≃ (0,−2.17256, 0), p1 ≃ (0, 0.733825,−0.454326), p2 ≃ (0,−2.35524, 0) y
p3 ≃ (0, 0.733825, 0.454326), obviamente eranos a los puntos de interseión del ilo heterolinoorrespondiente. En la Figura 5.12 se muestra una proyeión de diha órbita periódia, donde seapreia su pareido on el ilo heterolino tipo punto�T direto.
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Figura 5.12: Proyeión en el plano de oordenadas (x, y) de la órbita periódia reversible de uatroortes obtenida para la soluión (u0, λ0) = (t−0 , t
+
0 , λ0) ≃ (3.9441, 13.8544, 0.651539336).Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión a partir de la soluión (u0, λ0) y on paso positivo(es deir, el semiperiodo ree en la primera iteraión), obtenemos una urva de soluiones delsistema (4.56) en la que ada punto orresponde a una órbita periódia reversible de uatro ortes.Al representar esta urva de órbitas periódias en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro,véase la Figura 5.13(a), evideniamos que, a medida que aumenta el semiperiodo, la urva se aeraosilando al valor del parámetro para el ual existe el ilo heterolino tipo punto-T direto.Por otro lado, usando el método de ontinuaión on el mismo punto iniial pero tomandoun paso negativo, tenemos la urva de soluiones que se representa en la Figura 5.13(b). Nóteseque esta urva llega al punto (10.4869, 0.585119) del plano de oordenadas (t, λ), donde t es elsemiperiodo (obtenido omo suma de los semitiempos de vuelo t− y t+) de la órbita periódiareversible de uatro ortes. Este punto se orresponde on el punto de tangenia pt = (tpt

, λpt
) ≃

(5.24345, 0.585119) uya existenia se probó en el apítulo 4 y que aparee representado en laFigura 4.17, pero onsiderando el periodo en vez del semiperiodo de la órbita. En este aso, laórbita periódia reversible de dos ortes se está reorriendo dos vees. Sobre la urva obtenidaenontramos algunas soluiones que no se orresponden on órbitas periódias reversibles de uatroConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.2. ÓRBITAS PERIÓDICAS EN LAS CERCANÍAS DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 151ortes. Conretamente, ningún punto del trozo de la urva que une el punto de tangenia pt on
qh = (tqh

, λqh
) ≃ (11.2549, 0.519006) proporiona una órbita periódia del tipo que estamosonsiderando, mientras que las soluiones on semiperiodo mayor que tqh

sí.
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(b)Figura 5.13: Representaión grá�a en el plano de oordenadas (t, λ), siendo t = t− + t+ elsemiperiodo, de: (a) urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes obtenida tomando lasoluión (ū0, λ0) = (t−0 + t+0 , λ0) ≃ (17.7985, 0.651539336) omo punto iniial y un paso positivo;(b) urva de soluiones del sistema (4.56) obtenida on el mismo punto iniial y un paso negativo.Los puntos de la urva que une el punto de tangenia pt ≃ (10.4869, 0.585119) on el punto
qh ≃ (11.2549, 0.519006) no se orresponden on órbitas periódias.Representando grá�amente las soluiones del sistema (4.56) en el espaio tridimensional deoordenadas (t−, t+, λ), donde t = t− + t+ es el semiperiodo, véase la Figura 5.14, evideniamosque la urva de soluiones pasa por el punto de tangenia pt = (tpt

, tpt
, λpt

) y, debido a lareversibilidad, es simétria respeto al plano T =
{
(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0
}. Observemosque si un punto de la urva proporiona una órbita periódia reversible de uatro ortes, entonessu simétrio respeto de T se orresponde on la misma órbita periódia. En partiular, lospuntos qh1 ≃ (7.14454, 4.10916, 0.51902) y qh2 ≃ (4.10916, 7.14454, 0.51902) son soluiones delsistema (4.56) y ambos son simétrios respeto al plano T. La proyeión de ambos en el plano deoordenadas (t, λ), donde t india el semiperiodo, es el punto qh y el tramo de la urva que los unese orresponde en el plano de oordenadas (t, λ) on la urva que oneta el punto de tangenia pton qh.



152 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.Cada una de las ramas simétrias de la urva de soluiones tiende, al aumentar el semiperiodo,al ilo heterolino tipo punto�T direto. Observemos que ada uno de los puntos de esta urvaproporiona una órbita periódia reversible salvo los tramos omprendidos entre qh1 y el punto detangenia pt y entre este punto de tangenia y qh2 . Estos tres puntos extremos sí orrespondena órbitas periódias. Conretamente, en pt hay una órbita periódia reversible de dos ortes onel plano de separaión, mientras que en qh1 y qh2 tenemos una órbita periódia reversible de seisortes, dos de los uales son puntos de tangenia no transversal on el plano de separaión.
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qh2 ≃ (4.10916, 7.14454, 0.51902), on el ilo heterolino tipo punto�T direto.En la Figura 5.15 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de uatro ortes de la urva que aabamos de obtener, omenzandoon un punto erano a ualquiera de los puntos qh1 y qh2 (donde se intuye la tangenia) y avanzandopor la urva a medida que el semiperiodo aumenta. A partir de esta �gura evideniamos que onformeel semiperiodo ree más se paree una órbita periódia reversible de uatro ortes al ilo heterolinotipo punto-T direto, por lo que podemos onsiderar al ilo heterolino tipo punto-T direto omoel límite de una órbita periódia reversible de uatro ortes uando su semiperiodo tiende a in�nito.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.2. ÓRBITAS PERIÓDICAS EN LAS CERCANÍAS DE UN CICLO HETEROCLINO TIPO PUNTO-T DIRECTO. 153Así pues, otra forma de enontrar un ilo heterolino tipo punto-T direto en el sistema es a partirde una urva de órbitas periódias del tipo que hemos onsiderado en esta seión.
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p4 ≃ (0, 0.87728,−1.17746) y p5 ≃ (0, 0, 0.81458). Los puntos p1 y p5 son puntos de tangenia notransversal on el plano de separaión, omo puede verse en la Figura 5.16.Una vez que hemos obtenido las urvas de órbitas periódias reversibles de uatro ortes que estánrelaionadas on el ilo heterolino tipo punto-T direto, el siguiente problema que abordamos esanalizar sus estabilidades y bifuraiones.De modo análogo a lo visto en el apítulo 1, la estabilidad de la órbita periódia reversible deuatro ortes orrespondiente a la soluión (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) del sistema (4.56) que no posee ningún punto
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M = exp (A−

∗ t
−
∗ ) · exp (A+

∗ t
+
∗ ) · exp (A−

∗ t
+
∗ ) · exp (A+

∗ t
−
∗ ),donde A+

∗ y A−
∗ se obtienen a partir de A+ y A− sin más que sustituir el valor del parámetro λ = λ∗.En la Figura 5.17 se representan, frente al semiperiodo, el logaritmo del módulo y el argumentode los autovalores de la matriz M evaluada en ada uno de los puntos de la urva de órbitasperiódias reversibles de uatro ortes que hemos obtenido. A partir de esta �gura, intuimos que enesta urva de órbitas periódias reversibles apareerá un onjunto in�nito de bifuraiones de tiposilla-nodo de órbitas periódias y de bifuraiones de dupliaión de periodo. Así pues, la estruturade bifuraiones en la urva de órbita periódias que hemos obtenido es análoga a la de una urvade órbitas periódias erana a un ilo heterolino tipo punto-T reversible en el aso difereniable.Para más detalle al respeto, véanse por ejemplo los trabajos [21, 45℄.En la Figura 5.18 representamos en un diagrama de bifuraión las dos urvas de órbitasperiódias que hemos obtenido hasta el momento en este apítulo, junto a la urva de órbitasperiódias reversibles de dos ortes del apítulo 4. Como puede verse en esta �gura, las dos urvasde soluiones relaionadas on las onexiones globales onsideradas llegan al punto de tangenia

pt ≃ (10.4869, 0.585119), a pesar de no orresponderse ya on órbitas periódias del sistema.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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156 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.5.3. Órbitas periódias que naen de las bifuraiones.En esta seión mostraremos las familias uniparamétrias de órbitas periódias que naen de lasbifuraiones existentes en la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes obtenida en elapítulo anterior. Además, veremos que algunas de estas familias uniparamétrias están relaionadason las urvas de órbitas periódias organizadas por las onexiones globales que hemos estudiado enlas dos seiones anteriores. Por último, estudiaremos la urva de órbitas periódias de uatro ortesque surge de la bifuraión de dupliaión de periodo pd2
≃ (3.68432, 0.847621), situada en la urvaprinipal de órbitas periódias reversibles de dos ortes onsiderada en el apítulo anterior (véase laFigura 5.19).
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5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 1575.3.1. Curva de órbitas periódias que nae de la bifuraión pithfork.En la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes que omienza en el punto detangenia pt ≃ (10.4869, 0.585119), hay una bifuraión pithfork de órbitas periódias en el punto
pb ≃ (11.01678, 0.5296891). Observemos que este punto orresponde a pb = (t−pb

, t+pb
, λpb

) ≃
(4.38725, 1.12114, 0.5296891) en el plano de oordenadas (t, λ), donde t india la suma de los uatrosemitiempos de vuelo, 2(t−pb

+ t+pb
), es deir, el periodo. La órbita periódia que proporiona dihopunto es reversible e intersea al plano de separaión en uatro puntos, pb0 ≃ (0,−3.37875, 0),

pb1 ≃ (0, 0.43932,−1.07723), pb2 ≃ (0,−0.23607, 0) y pb3 = R(pb1) de tal modo que dos deellos perteneen al eje de reversibilidad. En la Figura 5.20 se muestra un esquema de diha órbitaperiódia.PSfrag replaements
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Figura 5.20: Esquema de la órbita periódia reversible de uatro ortes on el plano de separaión,orrespondiente al punto pb ≃ (4.38725, 1.12114, 0.5296891). Esta órbita periódia interseaal plano de separaión en los puntos pb0 ≃ (0,−3.37875, 0), pb1 ≃ (0, 0.43932,−1.07723),
pb2 ≃ (0,−0.23607, 0) y pb3 ≃ (0, 0.43932, 1.07723).En esta subseión mostramos la urva de órbitas periódias que nae de la bifuraión pithfork
pb ≃ (4.38725, 1.12114, 0.5296891). Observemos que estas órbitas periódias no tienen por qué serreversibles, pues la urva proviene de una bifuraión de ruptura de simetría, y han de ortar al planode separaión en uatro puntos, ya que busamos órbitas periódias eranas a la órbita periódiaorrespondiente al punto pb. En la Figura 5.21 se muestra un esquema de una órbita periódia noreversible de uatro ortes on el plano de separaión.
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Figura 5.21: Esquema de una órbita periódia no reversible de uatro ortes que surge de la bifuraiónpithfork.Como ada una de éstas órbitas periódias no reversibles ha de ortar en uatro puntos al plano deseparaión, es obvio que ada una de ellas se orresponde on un punto �jo de la segunda iterada de laapliaión de Poinaré o, equivalentemente, on uatro puntos p0 = (0, yp0 , zp0), p1 = (0, yp1 , zp1),
p2 = (0, yp2 , zp2) y p3 = (0, yp3 , zp3) del plano de separaion, on yp0 < 0, yp1 > 0, yp2 < 0 e
yp3 > 0, tales que p1 = Π−(p0), p2 = Π+(p1), p3 = Π−(p2) y p0 = Π+(p3). Ahora bien, paramanipular estas ondiiones es onveniente dividirlas en las siguientes:O1: Existen t−1∗ , t+1∗ , t−2∗ , t+2∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−1 , t

+
1 , t

−
2 , t

+
2 , λ) =

(t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , t

+
2∗ , λ∗) es una soluión del sistema





xp0(t
−
1 , λ) = p1,

xp1(t
+
1 , λ) = p2,

xp2(t
−
2 , λ) = p3,

xp3(t
+
2 , λ) = p0.

(5.15)
O2: xp0(t

−
1 , λ∗) < 0 para todo t−1 ∈ (0, t−1∗).O3: xp1(t
+
1 , λ∗) > 0 para todo t+1 ∈ (0, t+1∗).O4: xp2(t
−
2 , λ∗) < 0 para todo t−2 ∈ (0, t−2∗).O5: xp3(t
+
2 , λ∗) > 0 para todo t+2 ∈ (0, t+2∗).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 159Nótese que si (t−1 , t+1 , t−2 , t+2 , λ) = (t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , t

+
2∗ , λ∗) satisfae las ondiiones O1�O5, entones

t−∗ = t−1∗ + t−2∗ es el semitiempo de vuelo izquierdo de la orrespondiente órbita periódia, mientrasque t+∗ = t+1∗+t
+
2∗ es el semitiempo de vuelo dereho. Así, obtenemos el periodo de la órbita periódiasumando ambos semitiempos de vuelo, t∗ = t−∗ + t−∗ . En partiular, si los puntos p0 y p2 perteneenal eje de reversibilidad, entones la órbita periódia es reversible y los orrespondientes semitiemposde vuelos t−∗ y t+∗ oiniden, pues t−1∗ = t+2∗ y t+1∗ = t−2∗ .El sistema (5.15), que onsta de doe euaiones en las inógnitas t−k , t+k , λ, ypj

, zpj
on k = 1, 2y j = 0, 1, 2, 3, tras adeuadas manipulaiones puede esribirse en la forma

(f1(s, λ), f2(s, λ), . . . , f12(s, λ)) = 0, (5.16)siendo λ > 0, s = (t−1 , t
+
1 , t

−
2 , t

+
2 , yp0 , zp0 , yp1 , zp1 , yp2 , zp2 , yp3 , zp3), de tal modo que t−1 > 0,

t+1 > 0, t−2 > 0, t+2 > 0, yp0 < 0, yp1 > 0, yp2 < 0, yp3 > 0 y donde ada omponente
fi : R

13 → R on i = 1, . . . , 12 está dada por
f1(s, λ) =

(
− (3λ2 + 1) + (λ2 + 1)(λ2yp0

+ λzp0
+ 1)et

−

1
λ
)√

3λ2 + 4 e
1
2
t
−

1
λ −

(
(λ2 + 1)(λyp0

+ zp0
)− 2λ

)

λ
√
3λ2 + 4 cos (βt−1 ) + λ

(
(λ2 + 1)

(
(3λ2 + 2)yp0

− 3λzp0

)
− 2
)
sen (βt−1 ),

f2(s, λ) =
(
(λ2yp0

+ λzp0
+ 1)et

−

1
λ − (3λ2 + 1)yp1

)√
3λ2 + 4 e

1
2
t
−

1
λ+

+
(
(2λ2 + 1)yp0

− (λzp0
+ 1)

)√
3λ2 + 4 cos (βt−1 ) +

(
λ(yp0

− 3) + (3λ2 + 2)zp0

)
sen (βt−1 ),
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(
λ(λ2yp0

+ λzp0
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1
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−
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λ −
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λ(λ2yp0
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(
2− (3λ4 + 6λ2 + 2)yp0

+ λ(3λ+ zp0
)
)
sen (βt−1 ),

f4(s, λ) =
(
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+

1
λ − (λ2 + 1)(λ2yp1

− λzp1
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3
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+

1
λ
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(λ2 + 1)(λyp1

− zp1
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(
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+ 3λzp1
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)
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]
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f5(s, λ) =
(
λ2yp1
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et
+

1
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3λ2 + 4 + e

3
2
t
+

1
λ
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(
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(
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]
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3λ2 + 4 cos (βt−2 ) + λ

(
(λ2 + 1)

(
(3λ2 + 2)yp2

− 3λzp2

)
− 2
)
sen (βt−2 ),

f8(s, λ) =
(
(λ2yp2

+ λzp2
+ 1)et

−

2
λ − (3λ2 + 1)yp3

)√
3λ2 + 4 e

1
2
t
−

2
λ+

+
(
(2λ2 + 1)yp2

− (λzp2
+ 1)

)√
3λ2 + 4 cos (βt−2 ) +

(
λ(yp2

− 3) + (3λ2 + 2)zp2

)
sen (βt−2 ),



160 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.
f9(s, λ) =
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λ(λ2yp2

+ λzp2
+ 1)et

−

2
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)√
3λ2 + 4 e
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3λ2 + 4 cos (βt+2 ) +

(
(λ2 + 1)((3λ2 + 2)yp3

+ 3λzp3
)− 2

)
sen (βt+2 )

]
,

f11(s, λ) =
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λ2yp3

− λzp3
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et
+

2
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+ e
3
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t
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,

f12(s, λ) =−
(
λ(λ2yp3
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et
+
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3λ2 + 4 + e
3
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λ(λ2yp3
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3λ2 + 4 cos (βt+2 )−

(
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− 3λ) + (3λ4 + 6λ2 + 2)yp3
− 2
)
sen (βt+2 )

]
.Así pues, para probar que se satisfae la ondiión O1 tenemos que ver que existen λ∗ > 0 y

s∗ = (t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , t

+
2∗ , yp∗

0
, zp∗

0
, yp∗

1
, zp∗

1
, yp∗

2
, zp∗

2
, yp∗

3
, zp∗

3
), on t−1∗ > 0, t+1∗ > 0, t−2∗ > 0, t+2∗ > 0,

yp∗
0
< 0, yp∗

1
> 0, yp∗

2
< 0, yp∗

3
> 0, de tal modo que (s∗, λ∗) es una soluión del sistema (5.16).Este sistema posee una inógnita más que euaiones, por lo que su soluión será genériamente unaurva.Observemos que (spb

, λpb
) = (t−pb

, t+pb
, t+pb

, t−pb
,pb0

,pb1
,pb2

,pb3
, λpb

), on pbk
la proyeiónen el plano de oordenadas (y, z) del punto de orte pbk

, donde k = 0, . . . , 3, es una soluión delsistema (5.16). Apliando el algoritmo de ontinuaión tomando esta soluión omo punto iniial yun paso positivo (es deir, aumentando el tiempo t−1 en la primera iteraión), obtenemos la urva desoluiones del sistema (5.16) que representamos en un diagrama de bifuraión periodo-parámetro,véase la Figura 5.22(a). La urva obtenida aaba en el punto q0 ≃ (11.105, 0.528171), ya que apartir de ahí los puntos no veri�an alguna de las ondiiones O1�O5. Más aún, el punto q0 oinideon el punto donde omenzaba la urva de órbitas periódias no reversibles de dos ortes que hemosobtenido en la primera seión de este apítulo. En la Figura 5.22(b) representamos ambas urvasde órbitas periódias no reversibles en un diagrama de bifuraión periodo-parámetro.Para visualizar mejor la relaión entre ambas urvas de órbitas periódias es onvenienterepresentarlas grá�amente en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ), véase laFigura 5.23(a), donde t− es el semitiempo de vuelo izquierdo y t+ es el semitiempo de vuelodereho. Al representar las soluiones en el espaio de oordenadas (t−, t+, λ), vemos que la urvaobtenida une los puntos q1 ≃ (6.90258, 4.19897, 0.528251) y q2 ≃ (4.19897, 6.90258, 0.528251),donde omenzaba ada una de las ramas de órbitas periódias de dos ortes que iban a parar a lasonexiones homolinas diretas (véase la Figura 5.5 de la seión 5.1).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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(b)Figura 5.22: (a) Representaión grá�a de la urva de órbitas periódias no reversibles de uatroortes que nae a partir de la bifuraión pithfork pb ≃ (11.0168, 0.5296891) en el plano deoordenadas (t, λ), donde t india el periodo de la respetiva órbita periódia. En (b) se representatambién un trozo de la urva de órbitas periódias no reversibles de dos ortes que parte del punto
q0 ≃ (11.105, 0.528171), que hemos obtenido en la seión 5.1.Debido a la reversibilidad del sistema (2.8), la urva obtenida es también simétria respeto alplano T = {(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0}. Nótese que todos sus puntos orresponden a órbitasperiódias no reversibles de uatro ortes salvo el punto pb y los dos puntos extremos. Reordemosque en el punto pb hay una órbita periódia reversible de uatro ortes, mientras que en adauno de los puntos q1 y q2 tenemos una órbita periódia no reversible de tres ortes, uno de losuales orresponde a un punto de tangenia no transversal on el plano de separaión, omo puedeevideniarse en las Figuras 5.7 y 5.9. En ada uno de los puntos extremos omienza una rama deórbitas periódias no reversibles de dos ortes que va a parar a la onexión homolina direta delrespetivo punto de equilibrio, omo hemos visto en la seión 5.1. Nótese que omo ada una deestas ramas aparee tras produirse una tangenia, podemos deir que la urva de órbitas periódiasque está relaionada on una onexión homolina direta surge de una bifuraión pithfork tras unatangenia on el plano de separaión.Observemos que al apliar el método de ontinuaión sin añadir las sentenias adiionales (enlas que se omprueba que los valores de t−1 , t+1 , t−2 , t+2 y λ sean positivos y que se satisfaen las



162 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.ondiiones O2�O5), obtenemos también una urva de soluiones del sistema (5.16) de tal modoque dihas soluiones no son órbitas periódias porque poseen algunos de sus semitiempos de vuelonegativos. Curiosamente, representando esta urva en el espaio de oordenadas (t−, t+, λ), véase laFigura 5.23(b), vemos que pasa por el punto de tangenia pt.
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(b)Figura 5.23: Curvas de órbitas periódias en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ).La línea disontinua orresponde a la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortesque aaba en el punto de tangenia pt ≃ (5.24345, 5.24345, 0.585119). A partir del ualomienza una urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes a la que pertenee elpunto pb ≃ (4.38725, 1.12114, 0.5296891). La urva de órbitas periódias no reversibles deuatro ortes que hemos obtenido es aquella que une q1 ≃ (6.90258, 4.19897, 0.528251) on
q2 ≃ (4.19897, 6.90258, 0.528251). A partir de estos puntos naen las urvas de órbitas periódiasno reversibles de dos ortes que tienden a la onexión homolina direta vistas en la seión 5.1. En(b) se representa además una urva de soluiones del sistema (5.16) uyos puntos no orrespondena órbitas periódias reales porque alguno de los semitiempos de vuelo es negativo.

En la Figura 5.24 se representan las proyeiones sobre el plano (x, y) de varias órbitas periódiasno reversibles de uatro ortes, omenzando on un punto erano a pb y avanzando por la urvahasta un punto próximo a q1.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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Figura 5.24: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de algunas órbitas periódias noreversibles de uatro ortes.5.3.2. Curvas de órbitas periódias que naen de las bifuraiones de dupliaiónde periodo de la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes.Como sabemos del apítulo anterior, sobre la urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes que omienza a partir del punto de tangenia pt ≃ (10.4869, 0.58512) hay dos bifuraiones dedupliaión de periodo de órbitas periódias, una en el punto pd3
≃ (11.1392, 0.51929) y la otra en

pd4
≃ (12.2519, 0.44647). Observemos que estos dos puntos del plano de oordenadas (t, λ), donde tindia el periodo de la respetiva órbita periódia, orresponden a los puntos pd3

= (t−d3
, t+d3

, λd3
) ≃

(4.31221, 1.25737, 0.51929) y pd4
= (t−d4

, t+d4
, λd4

) ≃ (3.73209, 2.39387, 0.44647).En esta seión obtenemos las urvas de órbitas periódias que omienzan a partir de estasbifuraiones de dupliaión de periodo. Observemos que ada una de estas órbitas periódias ha deser reversible y ha de ortar al plano de separaión en oho puntos, ya que nae de una bifuraiónde dupliaión de periodo de órbitas periódias reversibles de uatro ortes. En la Figura 5.25 semuestra una órbita periódia de este tipo.Nótese que omo ada una de estas órbitas periódias reversibles ha de ortar al plano deseparaión en oho puntos, es obvio que ada una de ellas se orresponde on un punto �jo de lauarta iterada de la apliaión de Poinaré Π o, equivalentemente, on oho puntos p0 = (0, yp0 , 0),
p1 = (0, yp1 , zp1), p2 = (0, yp2 , zp2), p3 = (0, yp3 , zp3), p4 = (0, yp4 , zp4), p5 = (0, yp5 , zp5),
p6 = (0, yp6 , zp6) y p7 = (0, yp7 , zp7) del plano de separaión, on yp0 < 0, yp1 > 0, yp2 < 0,
yp3 > 0, yp4 < 0, yp5 > 0, yp6 < 0, yp7 > 0, tales que p1 = Π−(p0), p2 = Π+(p1), p3 = Π−(p2),
p4 = Π+(p3), p5 = Π−(p4), p6 = Π+(p5), p7 = Π−(p6) y p0 = Π+(p7).
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Figura 5.25: Esquema de una órbita periódia reversible de oho ortes on el plano de separaión.Por otro lado, omo ada una de estas órbitas periódias ha de ser reversible, p4 = (0, yp4 , zp4)debe perteneer al eje de reversibilidad (es deir, zp4 = 0) y, además, p5 = R(p3), p6 = R(p2) y
p7 = R(p1). Así pues, existe una órbita periódia reversible de oho ortes si, y sólo si, se veri�an lasondiiones Π−(p0) = p1, Π+(p1) = p2, Π−(p2) = p3, Π+(p3) = p4, donde p0 y p4 perteneenal eje de reversibilidad.Suponiendo entones que p0 y p4 están en el eje de reversibilidad, podemos reesribir lasondiiones en las siguientes:O1: Existen t−1∗ , t+1∗ , t−2∗ , t+2∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−1 , t

+
1 , t

−
2 , t

+
2 , λ) =

(t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , t

+
2∗ , λ∗) es una soluión del sistema





xp0(t
−
1 , λ) = p1,

xp1(t
+
1 , λ) = p2,

xp2(t
−
2 , λ) = p3,

xp3(t
+
2 , λ) = p4.

(5.17)
O2: xp0(t

−
1 , λ∗) < 0 para todo t−1 ∈ (0, t−1∗).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 165O3: xp1(t
+
1 , λ∗) > 0 para todo t+1 ∈ (0, t+1∗).O4: xp2(t
−
2 , λ∗) < 0 para todo t−2 ∈ (0, t−2∗).O5: xp3(t
+
2 , λ∗) > 0 para todo t+2 ∈ (0, t+2∗).Nótese que si (t−1 , t+1 , t−2 , t+2 , λ) = (t−1∗ , t

+
1∗ , t

−
2∗ , t

+
2∗ , λ∗) satisfae las ondiiones O1�O5, entones

t∗ = t−1∗ + t+1∗ + t−2∗ + t+2∗ es el semiperiodo de la respetiva órbita periódia.El sistema (5.17) onsta de doe euaiones en las inógnitas t−1 , t+1 , t−2 , t+2 , λ, ypk
, zpj

donde
k = 0, . . . , 4 y j = 1, 2, 3. Tras realizar algunas manipulaiones, reduimos diho sistema a unode uatro euaiones en las inógnitas t−1 , t+1 , t−2 , t+2 , λ, que omitimos debido a su omplejidad.Observemos que (t−d3

, t+d3
, t+d3

, t−d3
, λd3

) es una soluión de este sistema de uatro euaiones onino inógnitas que satisfae las ondiiones O1�O5. Así pues, diha soluión orresponde a unaórbita periódia reversible de uatro ortes pero reorrida dos vees.Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión on esta soluión omo punto iniial y tomandoun paso negativo (que en este aso onsiste en aumentar los tiempos t−1∗ y t−2∗ en la primeraiteraión), obtenemos una urva de soluiones que representamos en un diagrama de bifuraiónsemiperiodo-parámetro, véase la Figura 5.26(a). El extremo iniial de la urva obtenida es el punto
pd3

≃ (11.1392, 0.519285) y el extremo �nal es qh ≃ (11.2529, 0.519023), ya que a partir de ahílos puntos no veri�an alguna de las ondiiones O1�O5.Notemos que el extremo �nal de la urva de órbitas periódias reversibles de oho ortes oinideon el extremo iniial de la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes obtenida en laseión 5.2, véase la Figura 5.26(b). Luego podemos deir que de la bifuraión de dupliaión deperiodo pd3
nae una urva de órbitas periódias reversibles de oho ortes que termina en el punto

qh, a partir del ual surge la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes que llegan alilo heterolino tipo punto�T direto antes estudiado.Para visualizar mejor la relaión entre ambas urvas de órbitas periódias es onvenienterepresentarlas en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ), véase la Figura 5.27, donde
t− = t−1 +t

−
2 y t+ = t+1 +t

+
2 . Nótese que también hemos representado la urva de soluiones simétriasrespeto al plano T = {(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0}, que se obtiene apliando el método deontinuaión on el mismo punto iniial pero on un paso positivo (es deir, aumentando los tiempos
t+1∗ y t+2∗ en la primera iteraión). Observemos que ada uno de los puntos de la urva obtenida, queune los puntos qh1 ≃ (7.26244, 4.05847, 0.519365) y qh2 ≃ (4.05847, 7.26244, 0.519365), exepto
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(b)Figura 5.26: (a) Representaión grá�a de la urva de órbitas periódias reversibles de ohoortes que nae a partir de la bifuraión de dupliaión de periodo pd3
≃ (11.1392, 0.519285),en el plano de oordenadas (t, λ), donde t india el semiperiodo de la respetiva órbita periódia.En (b) se representa también la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes que parte de

qh ≃ (11.2529, 0.519023) que hemos obtenido en la seión 5.2.éstos dos puntos y pd3
≃ (5.56959, 5.56959, 0.519285) orresponde a una órbita periódia reversiblede oho ortes.En la Figura 5.28 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de oho ortes de la urva que aabamos de obtener, omenzando onun punto próximo a pd3
y avanzando por la urva onforme el semiperiodo ree, para llegar a unpunto erano a ualquiera de los extremos qh1 y qh2 .Los puntos qh1 y qh2 proporionan la misma órbita periódia reversible, pues ambos son simétriosrespeto al plano T. Esta órbita periódia intersea al plano de separaión en seis puntos, de tal modoque uatro de ellos son puntos de orte transversal y los dos restantes son puntos de tangenia notransversal on el plano de separaión, omo puede verse en la Figura 5.16. A partir de ada punto qh1y qh2 nae una urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortes que llegan al ilo heterolinotipo punto�T direto analizado en la seión 5.2.A ontinuaión, mostramos la urva de soluiones del sistema (5.17) que omienza a partir delpunto pd4

= (2(t−d4
+ t+d4

), λd4
) ≃ (12.2518, 0.446474), on t−d4

≃ 3.73209 y t+d4
≃ 2.39387.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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Figura 5.27: Curvas de órbitas periódias en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ).La urva en disontinuo es la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes que aaba en elpunto de tangenia pt ≃ (5.24345, 5.24345, 0.585119). En este punto omienza una urva de órbitasperiódias reversibles de uatro ortes a la que pertenee la bifuraión de dupliaión de periodo
pd3

≃ (5.56959, 5.56959, 0.519285). La urva de órbitas periódias reversibles de oho ortes naede pd3
y une los puntos qh1 ≃ (7.26244, 4.05847, 0.519365) y qh2 ≃ (4.05847, 7.26244, 0.519365).A partir de estos puntos naen las urvas de órbitas periódias reversibles de uatro ortes, quetienden al ilo heterolino tipo punto�T direto, vistas en la seión 5.2.Reordemos que este punto pertenee a la urva de órbitas periódias reversibles de uatro ortesque nae del punto de tangenia pt ≃ (10.4869, 0.585119) y en él hay una bifuraión de dupliaiónde periodo.Observemos que (t−d4

, t+d4
, t+d4

, t−d4
, λd4

) es una soluión del sistema de uatro euaiones onino inógnitas obtenido a partir del sistema (5.17), que satisfae las ondiiones O1�O5. Así pues,esta soluión orresponde a una órbita periódia reversible de uatro ortes pero reorrida dos vees.Apliando el algoritmo de ontinuaión tomando diha soluión omo punto iniial y un pasonegativo, obtenemos la urva de soluiones que representamos en un diagrama de bifuraiónsemiperiodo-parámetro, véase la Figura 5.29. La urva de soluiones obtenida une el punto pd4on qt ≃ (11.6602, 0.559092) y todos sus puntos orresponden a órbitas periódias reversibles deoho ortes, ya que se veri�an todas las ondiiones adiionales.En la Figura 5.30 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de oho ortes de la urva que aabamos de obtener, omenzando on
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Figura 5.28: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de algunas órbitas periódias reversiblesde oho ortes on el plano de separaión.
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Figura 5.29: Representaión grá�a, en el plano de oordenadas (t, λ), donde t india el semiperiodo,de la urva de órbitas periódias de oho ortes que nae a partir de pd4
≃ (12.2519, 0.446474).

Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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y avanzando por la urva hasta un punto erano a qt onforme aumentael semiperiodo.
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Figura 5.30: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de algunas órbitas periódias reversiblesde oho ortes on el plano de separaión.Representando grá�amente la proyeión de los puntos que resultan al intersear ada una delas órbitas periódias mostradas en la Figura 5.30 on el plano de separaión, evideniamos que amedida que aumenta el semiperiodo o, equivalentemente, onforme la soluión del sistema (5.17) seaera al punto qt, los puntos de orte p0, p1 y p5 se aproximan al eje de tangenia (eje z), véasela Figura 5.31. De ese modo, uando la órbita periódia orresponde a qt entones los puntos deinterseión p0, p1 y p5 perteneen al eje z y, además, dihos puntos oiniden on el origen. Porello, deduimos que esta órbita periódia reversible intersea al plano de separaión en seis puntos, detal modo que ino de ellos son puntos de interseión transversal y el otro es un punto de tangeniatransversal on el plano de separaión.Para ontinuar la urva de órbitas periódias a partir del punto qt tenemos que onsiderar ahoraórbitas periódias reversibles de seis ortes on el plano de separaión.
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Figura 5.31: Puntos de orte que resultan al intersear on el plano de separaión ada una de lasórbitas periódias reversibles de oho ortes representadas en la Figura 5.30.Como ada una de estas órbitas periódias ha de ortar al plano de separaión en seis puntos,es obvio que ada una de ellas se orresponde on un punto �jo de la terera iterada de laapliaión de Poinaré Π o, equivalentemente, on seis puntos p0 = (0, yp0 , 0), p1 = (0, yp1 , zp1),
p2 = (0, yp2 , zp2), p3 = (0, yp3 , zp3), p4 = (0, yp4 , zp4) y p5 = (0, yp5 , zp5) del plano de separaión,on yp0 < 0, yp1 > 0, yp2 < 0, yp3 > 0, yp4 < 0, yp5 > 0 tales que p1 = Π−(p0), p2 = Π+(p1),
p3 = Π−(p2), p4 = Π+(p3), p5 = Π−(p4) y p0 = Π+(p5).Por otro lado, omo ada una de estas órbitas periódias ha de ser reversible, p3 = (0, yp3 , zp3)debe perteneer al eje de reversibilidad, es deir, zp3 = 0 y, además, p4 = R (p2) y p5 = R (p1).Así pues, existe una órbita periódia reversible que orta al plano de separaión en seis puntos si, ysólo si, se satisfaen las igualdades p1 = Π−(p0), p2 = Π+(p1) y p3 = Π−(p2), donde p0 y p3perteneen al eje de reversibilidad.Suponiendo entones que p0 y p3 perteneen al eje de reversibilidad, podemos reesribir lasondiiones del siguiente modo:O1: Existen t−1∗ , t+1∗ , t−2∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−1 , t+1 , t−2 , λ) = (t−1∗ , t

+
1∗ , t

−
2∗ , λ∗) esConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 171una soluión del sistema 



xp0(t
−
1 , λ) = p1,

xp1(t
+
1 , λ) = p2,

xp2(t
−
2 , λ) = p3.

(5.18)O2: xp0(t
−
1 , λ) < 0 para todo t−1 ∈ (0, t−1∗).O3: xp1(t
+
1 , λ) > 0 para todo t+1 ∈ (0, t+1∗).O4: xp2(t
−
2 , λ) < 0 para todo t−2 ∈ (0, t−2∗).Observemos que si (t−1 , t+1 , t−2 , λ) = (t−1∗ , t

+
1∗ , t

−
2∗ , λ∗) satisfae las ondiiones O1�O4, entones

t∗ = t−1∗ + t+1∗ + t−2∗ es el semiperiodo de la respetiva órbita periódia. En partiular, si el punto
p1 pertenee al eje de reversibilidad, entones la órbita periódia es reversible de dos ortes y losorrespondientes tiempos de vuelo t−1∗ , t+1∗ y t−2∗ deben oinidir. En la Figura 5.32 se muestra unesquema grá�o de una órbita periódia reversible que intersea al plano de separaión en seis puntos.PSfrag replaements
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p5Figura 5.32: Esquema de una órbita periódia reversible que orta seis vees al plano de separaión.El sistema (5.18) onsta de nueve euaiones en las inógnitas t−1 , t+1 , t−2 , λ, yp0 , yp1 , zp1 , yp2 ,
zp2 e yp3 . Tras realizar algunas manipulaiones, reduimos el sistema a uno de tres euaiones enlas inógnitas t−1 , t+1 , t−2 y λ, que omitimos debido a su omplejidad.Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión tomando (u∗, λqt

) = (t−1qt
, t+1qt

, t−2qt
, λqt

) ≃
(3.08702, 3.22626, 5.34599, 0.55909) omo punto iniial, que es una soluión del sistema de tres



172 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.euaiones on uatro inógnitas orrespondiente a la órbita periódia reversible de seis ortes que seobtiene para qt ≃ (11.6602, 0.55909), y un paso positivo (es deir, el semiperiodo t = t−1 + t+1 + t−2ree en la primera iteraión), obtenemos una urva de soluiones del sistema (5.18) en la que todossus puntos orresponden a órbitas periódias reversibles de seis ortes, ya que veri�an todas lasondiiones O1�O4.Representando esta urva en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro, véase laFigura 5.33(a), evideniamos que, a medida que aumenta el semiperiodo, la urva se aproximaosilando al valor del parámetro λh3 ≃ 0.6515418663. Mostraremos más adelante que para este valordel parámetro existe un ilo heterolino tipo punto�T en el sistema (2.8), el ual no oinide onninguno de los analizados en el apítulo 3.Por otro lado, usando el método de ontinuaión on el mismo punto iniial pero tomando unpaso negativo, tenemos la urva de soluiones que representamos en la Figura 5.33(b). Nótese queesta urva surge de qt y llega al punto de tangenia pt ≃ (10.4869, 0.585119). Sin embargo, ningunode sus puntos exepto pt y qt orresponde a una órbita periódia reversible de seis ortes.
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(b)Figura 5.33: Representaión grá�a, en el plano de oordenadas (t, λ), on t = t−1 + t+1 + t−2 elsemiperiodo de la respetiva órbita periódia, de: (a) urva de órbitas periódias reversibles de seisortes obtenida tomando qt ≃ (11.6602, 0.55909) omo punto iniial y un paso positivo; (b) urvade soluiones del sistema (5.18), obtenida on el mismo punto iniial y un paso negativo.La urva de órbitas periódias obtenida omienza en el punto qt, donde �nalizaba la urva deConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 173órbitas periódias reversibles de oho ortes que naía del punto pd4
. En la Figura 5.34 representamosambas urvas de órbitas periódias en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro.
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pd4Figura 5.34: Representaión grá�a de la urva de órbitas periódias reversibles de oho ortes que une lospuntos pd4
≃ (12.2519, 0.446474) y qt ≃ (11.6602, 0.559092), en el plano de oordenadas (t, λ), donde tindia el semiperiodo. A partir de qt omienza la urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes.Para visualizar mejor la relaión entre ambas urvas de órbitas periódias es onvenienterepresentarlas en el espaio de oordenadas (t−, t+, λ) = (t−1 + t−2 , t

+
1 , λ), véase la Figura 5.35(a).Notemos que si un punto de ualquiera de estas urvas orresponde a una órbita periódia reversible,entones su simétrio respeto de T = {(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t−− t+ = 0} proporiona la misma órbitaperiódia. Las ramas simétrias de órbitas periódias reversibles de seis ortes omienza en los puntos
qt1 ≃ (8.43391, 3.22626, 0.559092) y qt2 ≃ (3.22626, 8.43391, 0.559092) y tienden, al aumentar elsemiperiodo, a un ilo heterolino tipo punto�T. Los puntos del tramo que une qt1 on qt2 exepto
pd4

orresponden a órbitas periódias reversibles de oho ortes.Por otro lado, representando en el espaio tridimensional las soluiones que hemos obtenidousando el método de ontinuaión on el mismo punto iniial pero tomando un paso negativoevideniamos que ada una de las ramas que omienza en los puntos qt1 , qt2 pasa por el punto detangenia pt ≃ (5.24345, 5.24345, 0.585119), véase la Figura 5.35(b).En la Figura 5.36 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de seis ortes de la urva que aabamos de obtener, omenzandoen el extremo iniial de las ualquiera de las dos ramas obtenidas, es deir, en ualquiera de lospuntos qt1 , qt2 , y avanzando por la urva a medida que el semiperiodo ree. Observemos que
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(b)Figura 5.35: Curvas de órbitas periódias en el espaio de oordenadas (t−, t+, λ). La urva en trazodisontinuo es la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes que llega al punto de tangenia
pt ≃ (5.24345, 5.24345, 0.585119), del que omienza una urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes a la que pertenee pd4

≃ (3.73209, 2.39387, 0.44647). La urva de órbitas periódias reversibles deoho ortes nae de pd4
y une qt1 ≃ (8.43391, 3.22626, 0.55909) on qt2 ≃ (3.22626, 8.43391, 0.55909). En(a) se representan también las ramas de órbitas periódias reversibles de seis ortes, mientras que en (b) semuestran las urvas de soluiones del sistema (5.18).la última proyeión orresponde a la órbita periódia reversible que se obtiene para la soluión

(t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , λ∗) ≃ (3.9783, 36.1116, 3.14458, 0.651542) del sistema (5.18).A partir de la Figura 5.36, observamos que onforme aumenta el semiperiodo más se paree unaórbita periódia reversible de seis ortes a un ilo heterolino tipo punto-T. En este aso, el iloheterolino no es direto e intersea al plano de separaión en seis puntos, por lo que no oinideon ninguno de los ilos heterolinos estudiados en el apítulo 3.Por otro lado, a partir de la Figura 5.33(a) evideniamos que, a medida que aumenta elsemiperiodo, la urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes se aproxima osilando al valordel parámetro λh3

≃ 0.651539667. En onseuenia, podemos onjeturar que para diho valor delparámetro existe un ilo heterolino tipo punto-T no direto en el sistema (2.8) que intersea alplano de separaión en seis puntos y que podemos onsiderar omo el límite de una órbita periódiareversible de seis ortes uando su periodo tiende a in�nito.Una vez que hemos obtenido estas urvas de órbitas periódias reversibles de seis ortes, elsiguiente problema que abordamos es analizar sus estabilidades y bifuraiones de estas soluionesConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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Figura 5.36: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de varias órbitas periódias reversiblesde seis ortes on el plano de separaión.periódias.De modo análogo a lo visto en el apítulo 1, la estabilidad de la órbita periódia reversible deseis ortes orrespondiente a una soluión (t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗ , λ∗) del sistema (5.18) que no posee ningúnpunto de tangenia on el plano de separaión, está araterizada por los autovalores de la matriz

M = exp (A−
∗ t

−
1∗) · exp (A+

∗ t
+
1∗) · exp (A−

∗ t
−
2∗) · exp (A+

∗ t
−
2∗) · exp (A−

∗ t
+
1∗) · exp (A+

∗ t
−
1∗),donde A+

∗ y A−
∗ se obtienen a partir de las matries A+ y A− sin más que sustituir el valor del



176 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.parámetro λ = λ∗. En la Figura 5.37 se representan, frente al número de iteraiones, el logaritmodel módulo y el argumento de los autovalores de la matriz M evaluada en ada uno de los puntosde la urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes que hemos obtenido. Observemos queen este aso hemos representado tanto el logaritmo de los multipliadores araterístios omo elargumento de dihos autovalores frente al número de iteraiones, ya que el semiperiodo no siemprees una funión estritamente reiente. A partir de esta �gura, aunque no se apreia on todo detalle,podemos intuir que en esta urva de órbitas periódias reversibles apareerá un onjunto in�nito debifuraiones de tipo silla-nodo de órbitas periódias y de bifuraiones de dupliaión de periodo. Asípues, la estrutura de bifuraiones en la urva de órbitas periódias reversibles que hemos obtenidoes análoga a la de una urva de órbitas periódias erana a un ilo heterolino tipo punto-T en elaso difereniable. Para más detalle al respeto, véase por ejemplo el trabajo [21℄.
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PSfrag replaements no iteraiones(b)Figura 5.37: (a) Logaritmo del módulo de los multipliadores araterístios asoiados a ada unade las órbitas periódias reversibles de seis ortes frente al número de iteraiones. (b) Argumento dedihos multipliadores araterístios.5.3.3. Curva de órbitas periódias que nae de una bifuraión de dupliaión deperiodo de la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes.En la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes que aaba en el punto de tangenia pt ≃
(10.4869, 0.585119), hay una bifuraión de dupliaión de periodo en pd2

≃ (7.36864, 0.84762).Observemos que este punto del plano de oordenadas (t, λ), donde t india el periodo de la respetivaórbita periódia, orresponde al punto pd2
= (t−pd2

, t−pd2
, λpd2

) ≃ (3.68432, 3.68432, 0.84762).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 177En esta seión obtenemos la urva de órbitas periódias que nae a partir de esta bifuraiónde dupliaión de periodo. Cada una de estas órbitas periódias ha de ser reversible y ha de ortar alplano de separaión en uatro puntos, ya que la urva que busamos proviene de una bifuraión dedupliaión de periodo de órbitas periódias de dos ortes. En la Figura 5.21 se muestra un esquemade una órbita periódia de uatro ortes on el plano de separaión del tipo que estamos busando.
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Figura 5.38: Esquema de una órbita periódia reversible que orta al plano de separaión en uatropuntos.Nótese que omo ada una de estas órbitas periódias reversibles ha de ortar al plano deseparaión en uatro puntos, es obvio que ada una de ellas se orresponde on un punto �jo de lasegunda iterada de la apliaión de Poinaré o, equivalentemente, on uatro puntos p0 = (0, yp0 , 0),
p1 = (0, yp1 , zp1), p2 = (0, yp2 , zp2) y p3 = (0, yp3 , zp3) del plano de separaión, on yp0 > 0,
yp1 < 0, yp2 > 0 e yp3 < 0, tales que p1 = Π+(p0), p2 = Π−(p1), p3 = Π+(p2) y p0 = Π−(p3).Por otro lado, omo ada una de estas órbitas periódias ha de ser reversible, el punto
p2 = (0, yp2 , zp2) debe perteneer al eje de reversibilidad (es deir, zp2 = 0) y, además, se tiene queumplir la relaión p3 = R(p1). Así pues, existe una órbita periódia reversible que orta al plano deseparaión en uatro puntos si, y sólo si, se satisfaen las ondiiones p1 = Π+(p0) y p2 = Π−(p1),donde p0 y p2 perteneen al eje de reversibilidad.Suponiendo que p0 y p2 perteneen al eje de reversibilidad, es onveniente reesribir lasondiiones en las tres siguientes:



178 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.O1: Existen t−∗ , t+∗ y λ∗ estritamente positivos tales que (t−, t+, λ) = (t−∗ , t
+
∗ , λ∗) es una soluióndel sistema {

xp0(t
+, λ) = p1,

xp1(t
−, λ) = p2.

(5.19)O2: xp0(t
+, λ∗) > 0 para todo t+ ∈ (0, t+∗ ).O3: xp1(t
−, λ∗) < 0 para todo t− ∈ (0, t−∗ ).Nótese que si (t−, t+, λ) = (t−∗ , t

+
∗ , λ∗) satisfae las ondiiones O1�O3, entones t∗ = t−∗ + t+∗es el semiperiodo de la respetiva órbita periódia. En partiular, si el punto p1 pertenee al eje dereversibilidad, entones la órbita periódia es reversible de dos ortes y los tiempos de vuelo t−∗ y t+∗oiniden.El sistema (5.19), que onsta de seis euaiones en las inógnitas t−, t+, λ, yp0 , yp1 , zp1 e yp2 ,tras adeuadas manipulaiones puede esribirse en la forma

(f1(s, λ), f2(s, λ), f3(s, λ), f4(s, λ), f5(s, λ), f6(s, λ)) = 0, (5.20)siendo λ > 0, s = (t−, t+, yp0 , yp1 , zp1 , yp2) de tal modo que t− > 0, t+ > 0, yp0 > 0, yp1 < 0 e
yp2 > 0, y donde ada omponente fi : R7 → R on i = 1, . . . , 6 está dada por
f1(s, λ) =

(
(3λ2 + 1)et

+
λ − (λ2 + 1)(λ2yp0

+ 1)
)√

3λ2 + 4+

+ λ
[
λ
√

3λ2 + 4 ((λ2 + 1)yp0
− 2) cos(βt+) +

(
(λ2 + 1)(3λ2 + 2)yp0

− 2
)
sen (βt+)

]
e

3
2
t
+
λ,

f2(s, λ) =
(
λ2yp0

− (3λ2 + 1)yp1
et

+
λ + 1

)√
3λ2 + 4+

+
[√

3λ2 + 4
(
(2λ2 + 1)yp0

− 1
)
cos(βt+)− λ(yp0

− 3) sen (βt+)
]
e

3
2
t
+
λ,

f3(s, λ) = −
(
λ(λ2yp0

+ 1) + (3λ2 + 1)zp1
et

+
λ
)√

3λ2 + 4+

+
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λ
√
3λ2 + 4(λ2yp0

+ 1) cos(βt+) +
(
3λ2 + 2− (3λ4 + 6λ2 + 2)yp0

)
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e

3
2
t
+
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−
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λ
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(
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− 3λzp1
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)
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f5(s, λ) =
(
(λ2yp1

+ λzp1
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λ − (3λ2 + 1)yp2

)√
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λ
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)
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+ λzp1

+ 1)
√
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λ +
(
(2λ2 + 1)zp1

− λ(λ2yp1
+ 1)

)√
3λ2 + 4 cos(βt−)−

−
(
(3λ4 + 6λ2 + 2)yp1
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− 3λ) + 2

)
sen (βt−).Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 179A partir del sistema (5.20) vamos a obtener, realizando algunas manipulaiones entre suseuaiones, un sistema equivalente on menos euaiones e inógnitas. Para ello, en primer lugar,alulamos la segunda oordenada del punto p0 = (0, yp0 , 0) despejando su valor de la primeraeuaión del sistema,
yp0

=
1

q̃0(t+, λ)

[(
λ2 − (3λ2 + 1)et

+
λ + 1

)√
3λ2 + 4 + 2λ

(
λ
√

3λ2 + 4 cos(βt+) + sen (βt+)
)
e

3
2
t
+
λ

]
,siempre que no se anule

q̃0(t
+, λ) = λ(λ2 + 1)

[(
λ
√
3λ2 + 4 cos(βt+) + (3λ2 + 2) sen (βt+)

)
e

3
2
t
+
λ − λ

√
3λ2 + 4

]
. (5.21)Sustituyendo ahora la expresión obtenida de la variable yp0 en las euaiones segunda y tereradel sistema (5.20) determinamos la segunda y terera oordenada del punto p1 = (0, yp1 , zp1),

yp1
=

(et
+
λ − 1)

(
λ2(et

+
λ + 1)− (2λ2 + 1) cos(βt+)e

t
+

λ

2

)√
3λ2 + 4 + λ(et

+
λ + 1) sen (βt+)e

t
+

λ

2

q̃0(t+, λ)
,
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(
(e2t
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+
λ + 1) cos(βt+)e

t
+

λ

2

)√
3λ2 + 4 + (3λ4 + 6λ2 + 2)(et

+
λ − 1) sen (βt+)e

t
+

λ

2

q̃0(t+, λ)
,Falta alular la expresión de la segunda oordenada del punto p2 = (0, yp2 , 0), que deduimosllevando a la quinta euaión del sistema (5.20) las expresiones de yp0 , yp1 y zp1 obtenidas.Realizando algunas manipulaiones obtenemos que yp2 viene dado por

yp2
=

1

q1(t−, t+, λ)

[
λ2(3λ2 + 4)

((
λ2(2e2t

+
λ − 1)− 1

)
e

3
2
t
−

λ −
(
λ2(2et

+
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)
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2
(t++3t−)λ +

+
(
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+
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+
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− 2
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)
e
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(
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(
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+
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(
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+

λ

2 +
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(
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+
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+
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(t++3t−)λ−

−2
(
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+
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)
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(
β(t+ + t−)

)
e

t
+

λ

2

)√
3λ2 + 4

]
,siempre que no se anule q̃1(t−, t+, λ) = (3λ2 + 1)

√
3λ2 + 4 q̃0(t

+, λ) e
t
−

λ

2 .Al sustituir en las euaiones f4(s, λ) = 0 y f6(s, λ) = 0 del sistema (5.20) los valores yp0 , yp1
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{
E1(t

−, t+, λ) = 0,

E2(t
−, t+, λ) = 0,

(5.22)on
E1(t
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λ
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−
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−
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+
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2Así pues, para probar que se satisfae la ondiión O1 tenemos que ver que existen λ∗ > 0 y
u∗ = (t−∗ , t

+
∗ ), on t−∗ > 0 y t+∗ > 0, de tal modo que (u∗, λ∗) es una soluión del sistema (5.22),que satisfae las ondiiones O1�O3. Observemos que el punto pd2

≃ (3.68432, 3.68432, 0.847621)es una soluión del sistema (5.22) que orresponde a una órbita periódia reversible de dos ortespero reorrida dos vees.Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión on diha soluión omo punto iniial y tomandoun paso positivo (que en este aso onsiste en aumentar el tiempo de vuelo t−), obtenemos laConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 181urva de soluiones que representamos en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro enla Figura 5.39(a). Esta urva une el punto pd2
≃ (7.36864, 0.847621) on qt2 = (tqt2

, λqt2
) ≃

(8.46891, 0.555119) y todos sus puntos orresponden a órbitas periódias reversibles de uatro ortes,ya que veri�an todas las ondiiones O1�O3.En la Figura 5.39(b) representamos las soluiones que hemos obtenido y sus simétrias respeto alplano T =
{
(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0
} en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ).En partiular, los puntos qt21 ≃ (5.36369, 3.10522, 0.555119) y qt22 ≃ (3.10522, 5.36369, 0.555119)son soluiones del sistema (5.22) y ambos son simétrios respeto al plano T. La urva que los uneorresponde, en el plano de oordenadas (t, λ), donde t es el semiperiodo, a la urva que une

pd2
≃ (7.36864, 0.847621) on qt2 ≃ (8.46891, 0.555119), véase la Figura 5.39(a).
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(b)Figura 5.39: La línea disontinua orresponde a la urva de órbitas periódias reversibles de dosortes que aaba en el punto de tangenia. En (a) se representa también, en el plano de oordenadas
(t, λ), la urva de soluiones del sistema (5.18) que omienza en el punto pd2

≃ (7.36864, 0.847621).Todos los puntos del tramo de esta urva que une pd2
on qt2 ≃ (8.46891, 0.555119) orresponden aórbitas periódias reversibles de uatro ortes. En (b) se representan estas urvas de órbitas periódiasen el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ), donde t− y t+ indian los semitiempos devuelo.En la Figura 5.40 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de uatro ortes (véanse las Figuras 5.40(a)�()) y los puntos de orte de



182 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.estas órbitas periódias on el plano de separaión (véanse las Figuras 5.40(d)�(f)). Conretamente,la primera proyeión que se muestra en esta �gura orresponde a la órbita periódia reversiblede uatro ortes que proporiona una soluión próxima a pd2
. En uanto a la terera proyeiónorresponde a la órbita periódia reversible de uatro ortes que se obtiene para ualquiera de losextremos qt21 y qt22.
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qt2 = (tqt2

, λqt2
) ≃ (8.46891, 0.555119) tenemos que onsiderar ahora órbitas periódias reversiblesde seis ortes on el plano de separaión.Reordemos que existe una órbita periódia reversible de seis ortes si existen λ∗ > 0 y

u∗ = (t−1∗ , t
+
1∗ , t

−
2∗), on t−1∗ , t+1∗ y t−2∗ estritamente positivos, tal que (u∗, λ∗) es una soluióndel sistema de tres euaiones on uatro inógnitas obtenido a partir de (5.18) y satisfae lasorrespondientes ondiiones O1�O4. Para determinar las urvas de dihas órbitas periódias vamosa usar el algoritmo de ontinuaión partiendo del punto iniial (u0, λ0) = (t−10 , t

+
10
, t−20 , λ0) ≃

(0.217359, 5.16642, 3.1027, 0.55), donde t−10 es un valor erano a ero y (t+10 , t
−
20
, λ0) orresponde a

qt22 ≃ (3.10522, 5.36369, 0.555119).Apliando ahora el algoritmo de ontinuaión on diho punto iniial y un paso negativo (en laprimera iteraión los tiempos de vuelo t−1∗ y t−2∗ reen y el tiempo de vuelo t+1∗ deree) obtenemosla urva que representamos en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro (Figura 5.41(a)).Esta urva aaba en el punto pt2
≃ (9.28741, 0.442641) y todos sus puntos salvo los extremos qt2 y

pt2
orresponden a órbitas periódias reversibles de seis ortes. En la Figura 5.41(b) representamosambas urvas de órbitas periódias reversibles en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro.
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≃ (7.36864, 0.847621), asíomo la urva orrespondiente a las órbitas periódias reversibles de dos ortes (en trazo disontinuo).



184 CAPÍTULO 5. CONTINUACIÓN NUMÉRICA DE ÓRBITAS PERIÓDICAS.Para visualizar mejor la relaión entre ambas urvas de órbitas periódias es onvenienterepresentarlas en el espaio tridimensional de oordenadas (t−, t+, λ) = (t−1 + t−2 , t
+
1 , λ), véasela Figura 5.42. Nótese que también hemos representado la urva de soluiones simétrias respetoal plano T =

{
(t−, t+, λ) ∈ R

3 : t− − t+ = 0
}. Cada una de las ramas simétrias de la urva desoluiones omienza en los puntos extremos de la urva de órbitas periódias reversibles de uatroortes que nae de la bifuraión de dupliaión de periodo pd2

≃ (3.68432, 3.68432, 0.847621),
qt21 ≃ (5.36369, 3.10522, 0.55512) y qt22 ≃ (3.10522, 5.36369, 0.55512), y aaban en los puntos
pt21 ≃ (9.28741, 0, 0.44264) y pt22 ≃ (0, 9.28741, 0.44264). Cada uno de los puntos de estas dosramas salvo los puntos extremos qt21, qt22, pt21 y pt22 orresponde a una órbita periódia reversiblede seis ortes. En los puntos qt21 y qt22 tenemos una órbita periódia reversible de uatro ortes,mientras que en los puntos pt21 y pt22 hay una órbita periódia reversible de tres ortes, dos de losuales son puntos de tangenia no transversal on el plano de separaión.
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onuna urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes.Conexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



5.3. ÓRBITAS PERIÓDICAS QUE NACEN DE LAS BIFURCACIONES. 185En la Figura 5.43 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de seis ortes de la urva que obtenida, omenzando on un puntoerano a ualquiera de los puntos qt21 y qt22 (donde se ve la tangenia transversal) y avanzandopor la urva hasta un punto próximo a pt21 o pt22 (donde se intuye una tangenia no transversal).
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Figura 5.43: Proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de varias órbitas periódias reversiblesde seis ortes on el plano de separaión.En la Figura 5.44 vemos los puntos que resultan al intersear on el plano de separaión adauna de las órbitas periódias mostradas en la Figura 5.43A partir de la última proyeión de la Figura 5.44 intuimos que la órbita periódia reversible
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Figura 5.44: Puntos de orte on el plano de separaión de las órbitas periódias reversibles que serepresentan en la Figura 5.43.orrespondiente a ualquiera de los puntos pt21, pt22 intersea al plano de separaión en uatropuntos, de tal modo que dos de ellos son puntos de tangenia no transversal on el plano deseparaión. En la Figura 5.45 se representa la proyeión en el plano de oordenadas (x, y) deesta órbita periódia y sus puntos de orte on el plano de separaión.Cabe destaar que la urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes aaba en el punto
pt2 ≃ (0, 9.28741, 0.442641), donde omienza la urva de órbitas periódias reversibles de dosortes on semiperiodo mayor que 3π. En la Figura 5.46 representamos ambas urvas de órbitasperiódias en un diagrama de bifuraión semiperiodo-parámetro. A partir de esta �gura vemos queConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.
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p4 = p5 y ambos perteneen al eje de tangenia.la urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes que omienza en pt2

≃ (9.28741, 0.442641)relaiona la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes on semiperiodo menor que 2π onla urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes on semiperiodo mayor que 3π.En la Figura 5.47 se representan las proyeiones en el plano de oordenadas (x, y) de variasórbitas periódias reversibles de dos ortes de la urva que une el punto pt2
≃ (9.28741, 0.442641)on ptf = (11.27502, 0.424947), omenzando on un punto erano a pt2
(donde se evidenia latangenia transversal) y avanzando por la urva a medida que el semiperiodo ree hasta el punto ptf .A partir de esta �gura deduimos que la órbita periódia que proporiona el punto ptf es reversiblee intersea al plano de separaión en uatro puntos, de tal modo que dos de ellos son puntos detangenia no transversal on el plano de separaión.Hemos deidido terminar aquí la ontinuaión, aunque paree laro que del punto ptf tendráque salir ahora otra urva de órbitas periódias reversibles de seis ortes, uyo estudio dejamos paratrabajos futuros.
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≃ (7.36864, 0.847621), a partir de la ual nae una urva de órbitas periódias reversiblesde uatro ortes que aaba en qt2 ≃ (8.46891, 0.555119). La urva de órbitas periódias reversiblesde seis ortes une qt2 ≃ (8.46891, 0.555119) on pt2
≃ (9.28741, 0.442641). La urva que une estepunto on ptf = (11.27502, 0.424947) es la urva de órbitas periódias reversibles de dos ortes onsemiperiodo mayor que 3π.
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Conlusiones y Trabajos Futuros
Creemos onveniente onluir esta memoria esribiendo un breve resumen de los problemasonsiderados, los resultados obtenidos y los proedimientos desarrollados, así omo mostrando algunasideas, enfoques e inquietudes que nos han surgido a medida que realizábamos este trabajo.Como onlusión general destaamos dos hehos. En primer lugar, podemos a�rmar que medianterazonamientos matemátios básios (aunque, a vees, un poo ténios) ha sido posible probar, apartir de las euaiones de ierre, la existenia de objetos no triviales (órbitas periódias y onexionesglobales) en una familia de sistemas tridimensionales lineales a trozos on ontinuidad. Es obvio queestas demostraiones son espeí�as de esta familia y, a deir verdad, alguno de los razonamientos seha visto simpli�ado por alguna de sus propiedades (reversibilidad o divergenia ero) pero tambiénes evidente que las ideas utilizadas se pueden extender a otros sistemas lineales a trozos. En segundolugar, se ha puesto de mani�esto que la versión lineal a trozos del sistema de Mihelson reprodue,on las debidas puntualizaiones, muha de la dinámia que exhibe el sistema original. De esta forma,se abre la posibilidad de enontrar nuevos fenómenos en el aso difereniable a partir del estudio delsistema no regular.Los resultados más interesantes que se han probado para la versión lineal a trozos del sistema deMihelson y, por extensión, para el resto de sistemas de la familia, son los siguientes:Probar la existenia de una onexión homolina direta es un problema análogo a probar laexistenia de un ilo heterolino punto -T direto.Existe un valor del parámetro del sistema para el que se da una onexión homolina direta yotro para el que hay un ilo heterolino punto -T direto.Existe, para un rango amplio del parámetro, una familia de órbitas periódias reversibles de dosortes on el plano de separaión las uales, a medida que ree el periodo, van deformándose189



190 CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS.hasta tener una tangenia úbia transversal on el plano de separaión. Esta tangenia esúnia.Mediante ténias numérias se ha obtenido la siguiente informaión:Junto a las dos onexiones globales uya existenia se ha probado analítiamente, hay otrotipo de órbita homolina direta así omo de ilo heterolino tipo punto-T direto.A partir de la tangenia transversal en la que desaparee la urva de órbitas periódiasreversibles de dos ortes on el plano de separaión, aparee una urva de órbitas periódiasreversibles de uatro ortes.Sobre estas urvas de dos y uatro ortes, se dan además uatro bifuraiones de dupliaiónde periodo, una de silla nodo (probada analítiamente) y una ruptura de simetría.Algunas de las ramas de órbitas periódias que surgen de estas degeneraiones tienden, trasproduirse distintas tangenias on el plano de separaión, a los valores orrespondientes a lasonexiones globales estudiadas.Al desarrollar la memoria han apareido algunos temas nuevos uyo estudio puede ser onsideradoen trabajos posteriores.Sería interesante añadir apropiadamente otros parámetros al sistema on intenión de romper lareversibilidad o la divergenia nula. Podríamos entones apliar algunas ténias de perturbaiónpara saber uáles de los objetos uya existenia hemos probado se mantienen y desribir sudespliegue.Creemos que el problema de la prueba de existenia de las órbitas periódias reversibles deuatro ortes es abordable on las mismas ténias aunque, evidentemente, las euaiones deierre y ondiiones adiionales serían más omplejas.En todas las pruebas realizadas así omo para el análisis de bifuraiones globales de másortes, se ha puesto de mani�esto la importania que tendría onoer ómo son las variedadesinvariantes de los equilibrios en suesivas iteraiones.Hemos omprobado numériamente que todas las urvas de soluiones de las euaiones deierre onsideradas para las distintas órbitas periódias aaban llegando al punto de tangeniaConexiones Globales y Comportamientos Periódios en Sistemas Dinámios Lineales a Trozos.



CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS. 191transversal. En asi todos estos asos, los puntos de la urva no se orresponden ya onórbitas periódias reales uando se produe el ontato on este punto pero, a la vista de esta�asualidad�, nos preguntamos uál es el papel que puede jugar este punto de tangenia en ladinámia del sistema.
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