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Introduccion

El trabajo que presentamos tiene su marco en los sistemas dinamicos auténomos planos
y su origen y motivacién esta en el estudio de ciertos osciladores electrénicos. Se trataba
de analizar el comportamiento periédico (oscilaciones automantenidas) de circuitos
auténomos que son variantes del cldsico oscilador de Rayleigh-Van der Pol.

Para concretar las ideas, consideremos un circuito basico formado por tres ramas
en paralelo: una conductancia no lineal G, un condensador de capacidad C y una
tercera rama donde se conectan en serie una bobina de induccién L con una resistencia
lineal R y una fuente de tensién continua V.. Si denotamos por z(¢) la variable de
estado correspondiente a la tensién del nodo comin y por y(t) lavariable de estado
correspondiente a la intensidad que circula por la bobina, se obtienen las ecuaciones

de estado

lyl =T — RU - Vcc
donde #(z) denota la caracteristica tensién-intensidad de la conductancia no lineal G.

Al modelar dicha caracteristica por un polinomio ciibico
i(z) = —arax + aza’ con a; >0,a3 >0

y anular la fuente de tensién V.. y la resistencia R, nos encontramos con que el sistema
plano anterior resulta ser el clasico oscilador de Rayleigh-Van der Pol. Dicho oscilador
de segundo orden fue propuesto por Lord Rayleigh como un modelo matematico para
el estudio de vibraciones en actstica [1, Rayleigh, 1896]; en este contexto, i(x) repre-
sentaria la caracteristica no lineal de un triodo. El circuito basico que hemos introcido
vendria a ser una versién en paralelo del circuito original de Van der Pol, y ademas la
conductancia no lineal GG representaria, modernamente, un dispositivo activo de estado
s6lido (por ejemplo un amplificador operacional realimentado).

Escribamos el sistema plano anterior como una ecuaciéon de segundo orden

di(z)

LCx" + |RC + L
dz

'+ [z + Ri(z)] = Ve

Reconocemos esta ecuacién como una del tipo Lienard y podemos ver asimismo, el
efecto de la resistencia lineal R que hemos introducido en el esquema original de

111
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Rayleigh-Van der Pol: En el lenguaje de los sistemas mecanicos, se trata de una fuerza
de recuperacién no lineal del tipo muelle rigido

z + Ri(z) = (1 — Ray)z + Raza®

situacién ésta inicialmente estudiada por Duffing [2, Duffing, 1918]. Por tanto, es
natural la denominacién usual del sistema bidimensional anterior (o de la ecuacién
escalar equivalente) como de Van der Pol-Duffing.

En este punto nos interesa poner de manifiesto que el sistema de Van der Pol-
Duffing, aparece como modelo matematico de fenémenos de evolucién temporal en
campos muy diversos.

En primer lugar, veamos como surge en el dominio de la biologia matematica. Hay
que recordar que fue el propio Van der Pol en unién de Van der Mark, quien propuso
un modelo cualitativo del latido cardiaco, acoplando osciladores de relajacién basados
en el sistema de su nombre [3, Van der Pol, 1928]. Afios después, Fitzhugh se plantea
una simplificacién de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley que modelan la transmision del
impulso nervioso. Para ello, como pasamos a resefiar, se basa en el oscilador original

de Van der Pol.

Las ecuaciones de la conduccién nerviosa son del tipo reaccion-difusién no lineal

v 0%

T '&?+f(uvv)
du
—a?:g(u’v)

donde la variable z representa la dimensién espacial, v(x,t) el potencial de membrana
y u(z,t) = (ui(z,t),...,u,(z,t)) un conjunto de variables auxiliares. En el modelo
original de Hodgkin-Huxley, n = 3y f(z,t) y g(u,v) son determinadas empiricamente
a partir de los datos obtenidos del axon gigante del calamar [30, Hodgkin, 1952]

Fitzhugh propuso un modelo aproximado que recogiera los aspectos cualitativos de
la dindmica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley [29, Fitzhugh, 1961]. Para ello tomé
n = 1, y para las no linealidades f y g, la cinética de Bonhoeffer-Van der Pol

fu,v)=v(l —v)(v—a)—u

g(u,v) =bv—cu

con las restricciones 0 < a <1, b >0, ¢> 0.

El andlogo fisico para un axon tedrico serfa una linea de transmisién eléctrica no
lineal. Motivado por el modelo de Fitzhugh, Nagumo y sus colaboradores [4, Nagumo,
1962] construyeron una linea cuyo comportamiento viniera descrito por dicho modelo;
tales ecuaciones habitualmente se denominan de Fitzhugh-Nagumo.
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En el caso de no haber dependencia espacial, se obtendrian las ecuaciones diferen-

ciales ordinarias
u =bv—cu

v'=v(l =v)(v—a)—u

Hagamos notar que la no dependencia espacial es de interés en la experimentacién

fisiolégica como pusieron de manifiesto los trabajos pioneros de Hodgkin y Huxley.
Efectuando una traslacién en la variable v correspondiente al punto de inflexién de

la cibica, y un posterior escalado de las variables de estado y del tiempo, el anterior

sistema se transforma en 3

x
;z:’:)\—i—y—}—:ﬁ—?
y' = —pla+by)

con A € R, p > 0,8 > 0, como nuevos parametros directamente ralacionados con los

anteriores a, by c¢. Este dltimo sistema plano es la forma habitual en la que se estudian

las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo en ausencia de la dependencia espacial [5, Hst,

1976], [6, Gobber, 1979], [7, Golubitsky, 1981].
4
Si escalamos el tiempo t — — y trasladamos la variable y — —y — A, obtenemos

el sistema

pr’ = T — —

y = a—Py—Ap

que coincide con el de Van der Pol-Duffing, con la identificacii inmediata

1
C:p Lzl Cl]:l CL3:§ R:ﬁ ‘/cc:/\/B

Presentamos seguidamente un tltimo ejemplo de aparciéon de la dindmica de Van
der Pol-Duffing, ahora en el contexto de las reacciones quimicas. Se trata del modelo
introducido por Boissonade y De Kepper [8, Boissonade, 1980] para estudiar las rela-
ciones entre biestabilidad y oscilaciones en un reactor quimico. Concretamente, dichos
autores plantean el siguiente sistema

2= —(2® — pox + A) — ky

con o > 0,k > 0y 7 > 0. La variable z representaria una sustancia quimica cuya

concentracién tiene dos estados de equilibrio estables localizados en las raices de la
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3 — pwor + A = 0, cuando k = 0. La variable y representaria una segunda

ecuacién x
sustancia quimica que proporciona una realimentacion sobre la dindmica de la primera.

Mediante los escalados

se transforma el sistema de Boissonade-De Kepper en las ecuaciones de Fitzhugh-
Nagumo con la identificacion de parametros

f k o

A= — = — funad

pok P= AT k

Asi pues, tenemos en ambos casos la misma dindmica, que ademas coincide con la del
oscilador de Van der Pol-Duffing como hemos evidenciado anteriormente.

De los comentarios precedentes podemos inferir el interés que presenta realizar un
estudio lo méas completo posible del comportamiento dinamico y de bifurcaciones del
sistema plano de Van der Pol-Dufling.

En el estudio de los sistemas dindmicos se hace énfasis en las conductas a largo
plazo (comportamientos limite o movimientos finales). En muchas situaciones experi-
mentales, son los atractores las tinicas caracteristicas observables del espacio de fases.

En los sistemas planos auténomos, los posibles conjuntos limite son: los equilibrios
(puntos fijos, criticos, estacionarios, singularidades); las drbitas periédicas (érbitas
cerradas) y los formados por la unién de equilibrios y érbitas que los conectan (homo-
clinas o heteroclinas) que cuando constituyen curvas cerradas se llaman policiclos. En
el estudio de los osciladores planos no lineales, un objetivo primordial es la deteccion,
caracterizacién y control de los comportamientos periddicos.

Asi pues, para una familia parametrizada de sistemas auténomos bidimensionales,
deseariamos delimitar las regiones del espacio de pardmetros de control en las que exis-
ten érbitas periédicas. En las fronteras de dichas regiones, las 6rbitas periddicas surgen
(o desaparecen), es decir, se producen fenémenos de bifurcacién. Una érbita cerrada,
en la situacién de bifurcacién, interaccionara con otro conjunto limite (equilibrio, poli-

ciclo u otra érbita cerrada).

Volviendo al oscilador de Van der Pol-Duffing, podemos afirmar que es uno de
los sistemas planos mas ampliamente estudiados en una u otra de sus formulaciones (y
modificaciones) desde la original de Rayleigh-Van der Pol. En la inmensa mayoria de los
trabajos se supone que la no linealidad presente es modelada por un polinomio ctibico,
y asi se utilizan con provecho las técnicas y resultados de la dindmica diferenciable y

de la teorfa local de bifurcaciones. Citemos, entre las referencias recientes, los estudios
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de [5, Hsii, 1976], [6, Gobber, 1979 | y [7, Golubitsky, 1981] sobre la aparicién de
bifurcaciones de Hopf y sus posibles degeneraciones. También es de interés en este
sentido [9, Gamero, 1990].

El anélisis de una bifurcacién triparamétrica que despliega una degeneracién de
codimensién tres de un equilibrio, ha sido llevado a cabo por [10, Guckenheimer, 1986]
y [11, Dangelmayr, 1987]; el correspondiente conjunto de bifurcaciones recibe el nombre
de diagrama en forma de cruz (cross shaped), y en algunos aspectos todavia precisa de

una justificacién rigurosa.

Una alternativa al modelado de la no linealidad del sistema de Van der Pol-Duffing
es el uso de una funcién lineal a trozos continua. En el caso del oscilador electrénico
introducido al principio, la realizacién de la conductancia no lineal corre a cargo de
un dispositivo que en su zona activa presenta valores muy altos de la ganancia, lo
que hace plausible considerar su caracteristica tensién-intensidad como una funcién
lineal a trozos. Los resultados que se obtienen con tal sistema lineal a trozos se ajustan
mejor, cualitativa y cuantitativamente a la observaciép experimental que los del sistema
polinomial [13, Andronov, 1987] [14, Salas, 1995] (27, Kriegsman, 1987] [28, Keener,
1983].

El modelado de las no linealidades por funciones lineales a trozos aparece justi-
ficado, ademéas de en el campo de los sistemas electrénicos, en otros dominios como
la mecdnica y la teoria del control [13, Andronov, 1987]. Citemos a este respecto, el
modelado lineal a trozos de la cinética del sistema de Fitzhugh-Nagumo [33, Linares,

1990]

Los estudios teéricos sobre sistemas lineales a trozos continuos han sido poco abun-
dantes, desde los trabajos pioneros de Andronov et al., continuados por la escuela rusa
[15, Butenin, 1990]. Citemos como una referencia mas reciente a [24, Llibre, 1996

acerca de un sistema plano de control.

Revisando los trabajos existentes sobre sistemas planos lineales a trozos, es de notar
la ausencia de resultados sobre gran parte de los variados comportamientos dindmicos
que presentan tales sistemas. Incluso encontramos algunos resultados en {13, Andronov,
1987] v [16, Ye, 1986] cuyas pruebas estan lejos de ser completas.

Asi pues, nos planteamos como un objetivo basico de esta Tesis Doctoral, el realizar
un estudio, lo mas completo posible, de las conductas dinamicas y de bifurcaciones de
sistemas lineales a trozos, bidimensionales y continuos, en dos situaciones: sistemas
con dos regiones (o una frontera, vid. Capitulo 1) y sistemas con tres regiones (o dos
fronteras, vid. Capitulo 2) que presentan simetria con respecto al cambio de signo en
las variables de estado.

Estas dos situaciones, ain siendo las mas simples que podemos formular, son lo
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bastante generales para contener los sistemas osciladores de interés en las aplicaciones:
La configuraciéon de una frontera da cuenta de los elementos no lineales que presentan
dos zonas de trabajo, por ejemplo una activa y otra de corte o saturaciéon en el caso
de dispositivos electrénicos. La otra situacién de dos fronteras con simetria captura la
generacion de oscilaciones periédicas simétricas.

Un primer resultado de interés es el caracter de forma candnica del sistema de Van
der Pol-Duffing en el contexto de los sistemas lineales a trozos. Como mostramos en
los Capitulos 1y 2 (Teoremas 1.12 y 2.16), un sistema plano lineal a trozos y continuo,
tanto en el caso de una sola frontera como en el de dos fronteras con simetria, puede
escribirse, en condiciones genéricas, como un sistema de Van der Pol-Duffing. Dichas
condiciones genéricas incluyen, naturalmente, a los sistemas que presentan oscilaciones
periddicas aisladas.

A partir de este hecho, dedicamos los Capitulos 1 y 2 a la obtencién de resultados
sobre la diversidad de comportamientos dinamicos que presentan los sistemas lineales
a trozos en la forma de Van der Pol-Duffing, con una frontera y con dos fronteras y
simetria. Las técnicas de anélisis utilizadas desarrollan las introducidas por Andronov
y su escuela: computacién de aplicaciones de Poincaré tomando como secciones las
fronteras, a partir de los flujos lineales de las regiones adyacentes.

Finalmente, en el Capitulo 3 aplicamos los conocimientos adquiridos hasta aqui,
al analisis de dos circuitos electrénicos: el puente de Wien no lineal, y un circuito
debido a Keener disenado para modelar las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo. A partir
de este iltimo, se hace una pequena incursién, que se completara en investigaciones
posteriores, en el campo de los sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras,
pero sin simetria.



Capitulo 1

Sistemas lineales a trozos
continuos con una sola frontera.

1.1 Generalidades.

En IR? diremos que un sistema dindmico es lineal a trozos si existen curvas Ly, Lo, . ..
de ecuaciones hy(x,y) = 0, hy(z,y) = 0,... que constituyen fronteras de regiones, en
cada una de las cuales el sistema es lineal.

Nos limitaremos al estudio de sistemas auténomos de coeficientes constantes, que

como es bien sabido, son de la forma

X'(t)=A-X(t) + B

xo=(5) a=(ae) e (0

son respectivamente, el vector columna de las variables de estado, la matriz de coefi-

donde

cientes del sistema, y un vector columna constante. El simbolo ’ indica derivada tempo-
ral. Dado que el sistema es auténomo, ni A ni B dependen de la variable independiente
t, aunque usualmente dependeran de ciertos pardmetros iy, g2 . . . cuyas variaciones de-
terminaran las posibles bifurcaciones del sistema. Son los llamados parametros de
bifurcacién.

Supongamos para aclarar ideas, que sélo hay tres curvas Ly, L, y L3 que separan
cuatro regiones Ry, Ry, R3 y Ry, en el plano, segin se muestra en la Figura 1.1.

En este caso, un sistema lineal a trozos, tiene la forma
X't)=A,-X(1)+ B; st X € R; 1=1,2,364

El paso de una a otra regién implica a priori, cambios en el comportamiento del
sistema dindmico. La investigacién del alcance y la diversidad de estos cambios cons-
tituyen parte fundamental del presente trabajo. Pero impondremos una limitacion:
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Figura 1.1:

que ese paso se haga de forma continua. Exigiremos, por tanto, a estos sistemas el
cumplimiento de estas condiciones de continuidad sobre las fronteras

A, - X + By, = AkJ X + Bk] VX € Ly k=1,2,3

donde las matrices Ay, By, Ax,, By, son las matrices del sistema en las regiones con-
tiguas que tienen a Lj por frontera.

Para entender bien la dinamica de los sistemas planos lineales a trozos, vamos a
hacer algunas consideraciones. En los sistemas planos lineales, los equilibrios juegan
un papel fundamental en la organizacion de la dindmica, dado que estos sistemas no
poseen genéricamente otro tipo de conjuntos limite. Asi pues, en un sistema lineal a
trozos, si nos situamos en una de las regiones en que esta dividido el plano, mientras no
salgamos de ella, el sistema es a todos los efectos lineal. lo que implica que la dinamica
en esa region estara determinada por el correspondiente equilibrio, sin que importe para
nada como sea la dindmica en las otras regiones. Ahora bien, ese equilibrio puede estar
situado en esa regidn o en otra distinta. En el primer caso, constituye un equilibrio del
sistema lineal a trozos, y lo llamaremos equilibrio real. I'n el segundo no, y entonces
lo llamaremos equilibrio virtual. Pero tanto si el equilibrio es rezl, como st es virtual,
actiia, y esto es fundamental, como organizador de la dinamica en esa region.

En el nresente Capitulo, nos limitaremos a considerar el plano de fases dividido en
dos regiones que llamaremos 1 y Il, coustituidas respectivamente por los semiplanos

2> 0yax<0. Eleje OY constituye por tanto la frontera comun (véase la Iigura 1.2).

Region I+ Ry ={(x,y) €R?: x>0}
Region 11+ Ry = {(r.y) € R* : v < 0}

Frontera : L = {(.’zf,y) elR? : 2= O}
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Figura 1.2:

En este planteamiento, podria pensarse que el considerar una frontera rectilinea es
una pérdida de generalidad, pero por otra parte, parece natural tratar con fronteras
lineales en problemas que a uno y otro lado de la misma son lineales. En cuanto a que
esa frontera coincida con el eje vertical, siempre es posible, ya que mediante un giro y
una traslacion, podemos hacer coincidir la frontera con la linea a = 0.

Asi pues, el sistema lineal a trozos mas general que puede darse en esta situacién
es de la forma

)\/':A["Y—}—B] siXeRUL
)\”:A”'4Y+B” s1. X € Ry
donde
. { : - (
A = 11 12 By = )1 Ay = C11 €12 B, = dy
a1 g2 [’2 Cap C22 ([2

La condicién de continuidad sobre la frontera L exige que
Ar- X+ B = A - XN+ By VX € L

o lo que es lo mismo
apy + by = epy +d,

Vye IR
axy + by = cpy+ dy
y por consiguiente
19 = ¢y ()1 = (/|
Uy = €9 ])-3 = (l-z

de modo que la condicién de continuidad sobre la frontera deja al sistema lineal a trozos
esta de forma
' = ap w4 apy F by

sta >0
y' = ane + ayny + by
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I:: b
x/ e + apy + 1} Giz<0

Y = caz + any + b,

que puede escribirse usando notacién matricial de este modo

Ar- X + By siXe RjUL

X =FX)=
( ) {AII'X+B[ SiXERII

Comprobemos ante todo que nuestro sistema dindmico cumple un Teorema de exis-
tencia y unicidad de soluciones. Para ello debemos demostrar previamente que la
funcién F(X) es lipschiziana con respecto a las variables de estado z e y. Es lo que
hacemos en el siguiente Lema.

Lema 1.1 La funcién F es globalmente lipschitziana en IR?.

DEMOSTRACION: La restriccién de F' a cada una de las regiones R; U L o Ryj, es
lipschitziana, ya que es una funcién lineal, asi que vamos a situarnos en el caso mas

general de que X; € Ry U L y X, € Ry, entonces, si
Xy = (xlayl)T Xy = ($2,y2)T

habra de cumplirse que z5 < 0 < 21, de donde se deduce que

— X

|$2| < ]fﬁl

A continuacién escribimos

IF(X) - F(X))| = A”<m>_m“<mNF

Y1 Ya

a11T1 + @121 — C11T2 — A12Y2
21%1 + A2l1 — €12 — G22Y2

()l
a22 Y1 .712)

_ <(111 al2>.(fﬁ1“fb’2) (all—cn)
az1 a22 Y1 — Y2 a1 — €21

_ a11; — a1 + a1 T2 — €Ty
(2121 — A T3 + U133 — €217

<

a — C
SIMﬂMK*Xm+<1‘ 1) e <

az1 — €1
< - - 11 — C11 , =
_lMMMM—Aﬁ+< X1 = Xl = K- |IX,

a1 — €21

— Xa|
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donde se ha usado, en calidad de norma matricial, una subordinada a la norma vec-
torial empleada. Por 1ltimo, si tomamos como constante de Lipschitz, la mayor entre
K y las correspondientes a las restricciones de F' a cada regién, queda demostrado el
caracter globalmente lipschitziano de F'. 0

Como en nuestro sistema las variables de estado estdn definidas en todo IR?, el
caracter globalmente lipschitziano de F' implica:

Teorema 1.2 El problema de valores iniciales
X'(t) = F(X (1)) X(t0) = X,

tiene solucion unica definida para todo t € R.

Hagamos ahora unas consideraciones generales acerca de los posibles equilibrios
que puede presentar el sistema. Con objeto de sistematizar el estudio, comenzaremos
suponiendo que las dos matrices A; y Ay son regulares. Mas tarde veremos el caso de
que haya singularidad.

Una primera consecuencia de ello es que no hay autovalores nulos. Otra consecuen-
cia es que el sistema tiene dos equilibrios reales o virtuales. Si los dos equilibrios son
virtuales, el sistema no tiene equilibrios. Si s6lo lo es uno de ellos, el sistema tiene un

equilibrio. En cualquier caso, las coordenadas de los equilibrios son

aiz b by an

_ oy by _ by an
= det A; Y= et Ajp
ayp b by cn

_ gy by _ by cn
= det Ay Yir = det Ajy

Estas expresiones nos proporcionan informacién acerca del nimero de equilibrios del

sistema segun se demuestra en las siguientes Proposiciones.

Proposiciéon 1.3 Si las matrices A; y A;r son requlares, entonces

a) el sistema tiene un solo equilibrio en alguna de las dos regiones si y sdlo si

det Ay - det A;r > 0;

. . . . , . ayz by
b) el sistema tiene un solo equilibrio en la frontera si y solo si b
Qa2 U2



6 Sistemas lineales a trozos continuos con una sola frontera.

DEMOSTRACION: a) De la igualdad

: ]

. det AI - det AU

a2 by

Tr-Tp =

a22 b2

se deduce que si det Ay - det A;; > 0, entonces T; - Ty > 0, lo que implica que ambos
equilibrios estan al mismo lado de la frontera, y por consiguiente que sélo uno de ellos
puede ser real.

a12 bl

b) Por otra parte, si = 0, entonces T; = 0 y T;; = 0, y en consecuencia,

az b
las coordenadas de los dos equilibrios son (0,%;) y (0,¥;;), pero como deben verificar

N = y también _ =
a1 Qg2 Yr —by €21 @22 Yir —by
resulta que ¥; = ¥, ya que estamos tratando con sistemas compatibles y determina-

dos. Asi pues, hay un solo equilibrio que esta situado en la frontera. O

Proposicién 1.4 Si las matrices Ay y Ajp verifican det Ay - det Ay < 0, entonces

. . g . g ayy ¢
a) el sistema tiene dos equilibrios si y solo si 1201 et Ar>0;
az by
. . e . ; . arg b
b) el sistema no tiene equilibrios si y sdlo st b det Ay < 0
Qg2 U2

DEMOSTRACION: a) Puesto que det A; - det Aj; < 0, argumentando como en la de-
mostracién de la Proposicién 1.3, tendremos que ;- T;; < 0, es decir que hay un
equilibrio, real o virtual en cada regién. Pero como el signo de 7; coincide con el de

ayy b ] | a1 b
1271 | det Ay, resultard quesi | © ' |-det A; > 0, entonces Z; > 0, y por tanto
azgy by Gz U2
Z17 < 0, lo que implica que los dos equilibrios son reales porque cada uno esta en su
region.
| a2 b . — —
b) Si ! -det Ay < 0, resultard T; < 0 y por tanto T;; > 0, con lo que ambos
azz 02
equilibrios son virtuales y el sistema, por consiguiente, carece de ellos. 0O

Consideremos ahora el caso de que alguna de las dos matrices A; y Ajy sea singular.
Descartamos, de acuerdo con la Proposicion 1.7, el caso trivial de que alguna de las
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dos matrices sea la matriz nula, de modo que el rango de las mismas es al menos 1.

Supongamos para fijar ideas que det A; = 0. Entonces caben dos posibilidades
rango A; = 1 rango (Af|By) =2 o bien rango Ay = rango (A;|By) =1
verificandose entonces la siguiente Proposicion

Proposicién 1.5 a) Sirango A; = 1 y rango(Ar|Br) = 2, entonces el nimero y

la situacion de los equilibrios es como sigue

a1y b . : I , .
12" det Aj; < 0, el sistema tiene un solo equilibrio que estd situado

al) si

az ba
en la region II;

a2 by

a2) si ~det A;; >0 o bien det A;p =0, no hay ningin equilibrio.

aze by
b) Sirango Ay = rango (A7|B1) =1 entonces

b1) sidet Ajr # 0 hay infinitos equilibrios en la region I y otro en la frontera, situados

todos ellos en la semirrecta ay1x + aypy = by (x> 0)
b2) sidet A;r = 0 hay infinitos equilibrios situados

en la region I sobre la semirrecta an T + apy = b (z > 0)
en la region Il sobre la semirrecta el + ay = by (z <0)

y un equilibrio en la frontera.

DEMOSTRACION: a) Sirango A; = 1 y rango (A;|Br) = 2, el Teorema de Rouché niega
la existencia de equilibrios tanto reales como virtuales en la regién I, de modo que de
haber algin equilibrio, estard en la regién II. Consideremos seguidamente los subcasos

al)y a2).

al) A partir de las expresiones de las coordenadas de los equilibrios, se deduce que

-det Aj; coinciden, de modo que cuando este signo es

el signo de Ty7 y el de Gz %
azy by

negativo, el unico equilibrio del sistema esta en la region II.
| oaz b
a2) Si| *
agy by

IT es ahora virtual. En el caso de ser det A;; = 0, tendriamos rango A;r = 1, y como
rango (Ajy|Byr) = rango (A7|By) = 2, de nuevo el Teorema de Rouché impide la exis-

-det A;; > 0 no hay equilibrios, ya que el equilibrio de la regién

tencia de equilibrios en la regién II.

b) Supongamos ahora que rango A; = rango (A;|By) = 1 y consideremos los subcasos:
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ayz by
aza by
expresiones de las coordenadas de los equilibrios se deduce que Z;; = 0, es decir, que

b1) Si rango (A7|Br) = 1, entonces = 0y como det A;; # 0, de las

el unico equilibrio de la regién II estd en la frontera. Por otra parte, es evidente que
la doble igualdad rango A; = rango (A;|B;) = 1 indica que el sistema A;- X + By =0
es compatible indeterminado, es decir, que tiene infinitas soluciones situadas en la
semirrecta

anx + apy = b (z>0)

b2) Pero cuando det A;y = 0, rango Ay = rango (Arr|Brr) = 1, de modo que en la
region 11 la situacién es idéntica a la que acabamos de describir en la region I. Hay pues,
ademés de los infinitos equilibrios anteriores, otros infinitos equilibrios en la regién 11

situados en la semirrecta

en + appy = by (v <0)

ay2
tocan a la misma, también es un equilibrio del sistema 0

Por ultimo, observar que el punto de la frontera (0, — 1) en el que las dos semirrectas

Hay una Proposicién completamente analoga a la que acabamos de exponer, en la
que los papeles de las matrices A; y Ay (v los de las correspondientes regiones), estan

intercambiados y que a continuacién se enuncia.

Proposicién 1.6 a) Sirango A;y =1 y rango(Aj|Brr) = 2, entonces el nimero
y la situacion de los equilibrios es como sique

: a2 b . . o .
al) si 1271 L det A; < 0, el sistema tiene un solo equilibrio que estd situado

azy by
en la region I;

ajg bl

a?) si -det Ay >0 o bien det A; =0, no hay ningun equilibrio.

azy by
b) Sirango A;; = rango (Arr|Byr) = 1 entonces

b1) sidet A; # 0 hay infinitos equilibrios en la region Il y otro en la frontera, situados
todos ellos en la semirrecta ciix + apy = by (¢ <0)

b2) sidet A =0 hay infinitos equilibrios situados

~—

en la region I sobre la semirrecta anT + apy = b (>0

—
=
o

~—

en la region Il sobre la semirrecta e+ apy = by

y un equilibrio en la frontera.



1.1 Generalidades. 9

Pasemos ahora al estudio de las érbitas periddicas y otras curvas cerradas que
sean unién de trayectorias. Ante todo, recordemos que por ser el sistema lineal por
regiones, no es posible la existencia de tales curvas que estén totalmente contenidas
en una regién. Es decir, de haberlas, han de tener partes en las dos regiones y por
consiguiente han de cortar transversalmente a la frontera entre ambas.

Pero de esta afirmacién queda excluido el caso de que algtn equilibrio sea un centro,
ya que entonces estara rodeado de un continuo de drbitas periddicas. Pero es de
destacar, que ahora contrariamente a la afirmacion anterior, casi siempre ocurrira que
todas estas érbitas periddicas estén contenidas exclusivamente en la regiéon a la que
pertenece el centro, de modo que la mas grande de ellas sea tangente a la frontera. Ello
es asi debido a que un cambio de regién implica un cambio en la dinamica, y por tanto
el centro sélo ejerce su dominio sobre la regién a la que pertenece. No obstante, y en
contraposicién a este tipo de centros que llamaremos regionales, hay ocasiones en que
las dindmicas a ambos lados de la frontera se complementan dando como resultado un
comportamiento de centro con su continuo de 6rbitas periddicas extendiéndose por todo
el plano de fases. Llamaremos centro global a uno que presente estas caracteristicas.

El analisis de los centros tanto regionales como globales, no suele presentar dificul-
tades analiticas; incluso si hubiera que calcular aplicaciones de Poincaré para el estudio
del continuo de érbitas periddicas, éstas resultan ser particularmente sencillas.

Pasaremos a continuacién a considerar la posible existencia de curvas de Jordan en
el plano de fases que sean unién de trayectorias del sistema dindmico. Las mas simples
de estas curvas son las érbitas periédicas pero también entran en esta categoria las
érbitas homoclinas junto con el equilibrio en el que nacen y mueren, y las parejas de
érbitas heteroclinas que conectan un par de puntos de equilibrio junto con esos mismos
puntos. Para referitnos de forma genérica a este tipo de curvas, usaremos el término

policiclo.

Proposicién 1.7 Una condicidn necesaria para que el sistema dindmico tenga polici-

clos es que ayy # 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que a2 = 0, entonces los autovalores de Ay y A son
reales, de modo que los equilibrios (reales o virtuales) son sillas o nodos, lo que excluye
la existencia de cualquier tipo de policiclos que esté contenido totalmente en una regién,
ya que en un sistema lineal, y el presente lo es si nos restringimos a una sola regién, el
unico equilibrio que admite policiclos es el centro. Pero pueden existir policiclos que
tengan partes en las dos regiones. Si eso es asi, entonces han de cortar necesariamente
a la frontera.

Si nos situamos en un punto cualquiera (0,y) de la misma, la trayectoria que pasa

por él, lo hace con una componente horizontal de la velocidad 2’ = ;. Entonces, si
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b, # 0, todas las érbitas que cruzan la frontera lo hacen en el mismo sentido. mientras
que si by = 0, la propia frontera es una trayectoria. En ninguno de estos casos puede
haber trayectorias que partiendo de una region, regresen de nuevo a la misma. En estas

circunstancias es imposible la existencia de policiclos. 0O

Los sistemas que carecen de policiclos resultan poco interesantes bajo el punto de
vista dindmico, por lo que prescindiremos de ellos a lo largo de este trabajo. Asi pues,

supondremos siempre que ajp # 0.

Puesto que los policiclos que pueda tener el sistema cortan a la frontera (excluido,
claro esta, el caso de un centro regional), nos interesa conocer el comportamiento de
las trayectorias al cruzarla. Para ello disponemos de la siguiente Proposicién.

Proposicién 1.8 Siayy # 0, por cada punto (0,y) de la frontera entre las dos regiones,

pasa una trayectoria que la cruza en un sentido sty > y en el sentido contrario

— b,

Ay

ay2

sty <

DEMOSTRACION: Tomando z(0) = 0 e y(0) = y, el Teorema de existencia y unicidad
asegura que existe una tnica solucién que pasa por dicho punto, y por tanto, una inica
trayectoria que pasa por él. Por otra parte, tenemos 2'(0,y) = a1y + by, y como es
sabido, el sentido de recorrido de la trayectoria que pasa por (0,y), viene dado por el
signo de z'(0, y). 0

La siguiente Proposicién da condiciones suficientes para la ausencia de orbitas

y se basa en dos hechos bien conocidos: primero, en un sistema

o

periddicas acotadas
lineal (y el nuestro lo es si nos restringimos a una regién) los equilibrios con autovalo-
res reales llevan asociadas unas trayectorias rectilineas que constituyen sus variedades
lineales invariantes y segundo, en un sistema continuo plano, toda orbita periddica ha

de contener en su interior un equilibrio del sistema [23, Hartman, 1982 pp. 150-151].

Proposicién 1.9 Son condiciones suficientes para la no exvistencia de orbitas periddi-

cas con partes en las dos regiones
a) Que algin equilibrio sea un nodo y no esté en la frontera.
b) Que haya un punto de silla virtual.

c) Que haya un equilibrio en la frontera y que alguna de las dos matrices del sistema

tenga autovalores reales.

d) Que haya infinitos equilibrios.
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e) Que no haya equilibrios.

DEMOSTRACION: a) Si hay un equilibrio tipo nodo en alguna de las dos regiones, hay
dos (una si el nodo es impropio) trayectorias rectilineas que comienzan (o terminan) en
ese equilibrio y que no estdn acotadas, De haber alguna 6rbita periddica tendria que
rodear al equilibrio lo que la obligaria a cortar a esas trayectorias rectilineas, cosa que
no puede ocurrir. No hay pues drbitas periddicas.

b) Supongamos que en una regién, digamos la I, hay un equilibrio virtual tipo silla.
Entonces hay dos puntos en la frontera en los que las variedades invariantes (estable
e inestable) la cortan, interndndose en la regién I. En estas condiciones, cualquier
trayectoria que entre en la region I, viajard por la misma bajo la influencia de la variedad
inestable, tendiendo a situarse paralelamente a la misma y alejandose indefinidamente
de la frontera. No existen por tanto orbitas periddicas.

¢) Si alguna de las matrices del sistema tiene autovalores reales, en la correspon-
diente regién hay dos (o una) trayectorias rectilineas no acotadas que comienzan (o

— by
a1z
tonces, de acuerdo con la Proposicién 1.8 toda trayectoria que entre en esa region, ha

de hacerlo por debajo (o por encima) del equilibrio, y a partir de ahi ya no puede

terminan) en el equilibrio de la frontera cuyas coordenadas son [0, Pero en-

regresar a la regién de la que procede pues para ello tendria que viajar de nuevo hasta
la frontera a un punto por encima (o por debajo) del equilibrio, lo que la obligaria a
cortar a las trayectorias rectilineas. Imposible pues que haya orbitas periddicas.

d) De las Proposiciones 1.5 y 1.6 se deduce que si ¢l sistema tiene infinitos equilibrios,

— b

ayz
Luego cualquier 6rbita que entre en una de las dos regiones en la que haya una de estas

éstos estan situados sobre semirrectas que cortan a la frontera en el punto |0,

semirrectas, ha de hacerlo por encima (o por debajo) de ese punto, segtin se demostréd
en la Proposicién 1.8. Pero para que esa drbita sea periddica ha de regresar a la frontera

y salir de esa regién, cosa que sélo puede hacer por un punto situado por debajo (o por

encima) de | 0, , vy eso la obligaria a cortar a la semirrecta de equilibrios.

a2
e) Por tltimo, si el sistema carece de equilibrios, no puede haber érbitas periddicas

que los rodeen. 0

Proseguimos dando condiciones necesarias para la existencia de policiclos. Sea I

un policiclo. Introducimos la notacion

int;(T) = int(I') N Ry St = area (int;(I'))

int;7(I) = wt(I) N Ryy Sy = area (inty;(I'))

y ahora enunciamos el siguiente Lema
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Lema 1.10 Si el sistema dindmico tiene un policiclo con partes en las dos regiones,
entonces
traza Ay - Sy + traza A;; - S;p =10

DEMOSTRACION: Constiltese la Proposicién 3 de [24, Llibre, 1996] 0

a partir del cual, formulamos la Proposicion

Proposicién 1.11 Si el sistema dindmico tiene algin policiclo, entonces
traza Aj - traza A;r <0

DEMOSTRACION: Sea I' un policiclo y supongamos que tiene partes en las dos regiones.

Entonces, de acuerdo con el Lema anterior tendremos
traza A[ : S[ + traza A[[ . SU =0

de donde se deduce que traza Aj - traza A;; < 0 o bien, que traza Ay = traza A = 0.
Ahora supongamos que [" esta totalmente contenido en una region. Entonces, como

la restriccién del sistema dindmico a esa regién es lineal, los tinicos policiclos posibles

son las érbitas periédicas que rodean a un centro, luego ha de ser traza A; = 0 donde

i=161L -

Hemos establecido hasta aqui algunas Proposiciones de caracter general acerca de
la existencia y numero de los equilibrios, asi como de la existencia o inexistencia de
policiclos, y en particular de 6rbitas periddicas. Pero sélo algunas de las Proposiciones
expuestas son condiciones necesarias y suficientes, y concretamente para policiclos sélo
disponemos de condiciones bien necesarias, bhien suficientes de alcance limitado. El
problema del estudio del sistema dindmico lineal a trozos que nos ocupa, todavia dista
mucho de estar resuelto. En el resto de este Capitulo abordaremos dicho estudio, para
lo que comenzaremos reduciendo lo més posible la casuistica que presenta. En efecto,
entre las matrices A;, A;; y B, tenemos un total de ocho coeficientes, que pueden
tomar en principio cualesquiera valores reales. Ahora bien, muchos de estos valores
presentan poco interés porque dan origen a sistemas con un comportamiento dindmico
poco relevante. Por ejemplo, cada vez que el sistema carezca de equilibrios, o tenga
alguno en una de las dos regiones con autovalores reales, no habra érbitas periodicas
con partes en las dos regiones, de acuerdo con la Proposicién 1.9.

Serfa deseable poder descartar estos casos poco interesantes. También parece con-

veniente, si ello es posible, reducir el nimero de coeficientes al minimo. Recordemos
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que estos coeficientes dependen de los parametros de bifurcacién, y es evidente que
el estudio se vera facilitado mientras menor sea el numero de éstos. Procederemos
pues en la siguiente Seccién a reducir el sistema dindmico mediante cambios ad hoc
en las variables de estado y en la variable temporal, a unas expresiones mas simples
denominadas formas candnicas.

1.2 Formas candnicas.

Teorema 1.12 Si traza A; # traza A, a2 # 0 y el sistema tiene alguna orbita
periddica, entonces existe una transformacion lineal de las variables de estado y un

reescalado de la variable temporal que lo reduce a la forma

' =—f(z)—y —pa si. x>0
donde f(x) = siendo A\ # —p
y=x—by—a Ax st <0

llamada forma candnica de Van der Pol-Duffing.

DEMOSTRACION: La desigualdad traza A; # traza A equivale a a;n # 1, lo que
unido a ajy # 0 permite efectuar la siguiente transformacién en las variables de estado

r— y—dz+ey+f

donde los coeficientes d,e y f son

ay — € —1 —b
gz T en _ = 1
a1l — i 12 t12
el sistema bajo esta transformacion queda asi
= —f(z)—y —Tix s x>0
donde f(z) =
Y =pr—by—a Az si x <0
y los coeficientes 7, A\, 7, b y @ son
B = —(an + ay2d) A =cyy +apd
P = arz (a12d” + (a11 — axn)d — az)
b= ayd — ag T = a12by — agb

Ahora bien, si p = 0, las matrices A; y Ay tienen sus autovalores reales, como es facil
comprobar, de modo que segin la Proposicion 1.9 no pueden existir érbitas periddicas.
Como estamos en la hipdtesis de que las hay, tendremos que concluir que § # 0, en
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cuyo caso podemos efectuar un segundo cambio, incluyendo un reescalado de la variable

temporal
Tz y — \/Iply t— —=1
|7l
que reduce el sistema a la forma candnica de Van der Pol, en la que los coeficientes
#, A, by ason
a \ A ; b a
V17 Yiid 7l i

NoOTA: Si b = 0 nos encontramos con el sistema clasico de Rayleigh-Van der Pol.

En la forma candnica anterior se supone que la traza de la matriz del sistema a uno
y otro lado de la frontera son distintas, lo que implica que a3, # ¢1,. Pero si no es ese
el caso, los cambios de variables realizados no son validos, de modo que si a;; = ¢,

tenemos este otro Teorema

Teorema 1.13 Si traza A = traza A;; y a12 # 0, entonces existe una transformacion

lineal de las variables de estado que reduce el sistema a la forma

=y —det Arx si. x>0
donde g(x) =
y' =g(z) —by —a —det Ajja st <0

llamada forma canénica de Duffing.
DEMOSTRACION: Empleamos una transformacion formalmente idéntica a la del Teo-

rema 1.12
T —x y—de+ey+ f

pero ahora con los coeficientes

a1 1 bl

d:—-———— e = —— =

12 G132 ' ap)

que reduce el sistema dinamico a la forma propuesta. Il coeficiente a resulta ser:

a = aznb; — ayb;
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i j(x)

I I

Figura 1.3:

De las dos formas candnicas mutuamente excluyentes a que podemos reducir nuestro
sistema dinamico, la que presenta un comportamiento mas variado e interesante es,
debido a las Proposiciones anteriores, la primera de ellas. A su estudio dedicaremos el
resto del presente Capitulo.

Pero hay ademas otra razén mas profunda. En efecto, debemos destacar ¢l hecho,
que se deduce de los dos tltimos Teoremas. de que un sistema plano continuo lineal a
trozos y con una sola frontera es, en condiciones genéricas, un sistema del tipo Van der

Pol-Dufling.

1.3 Forma de Van der Pol-Duffing.
Vamos a estudiar el sistema lineal a trozos

o= =)y
y=u0—b—a

donde la funcidn [ es

TR st >0 ,
flz) = f , - stendo 1 # =\
—Aw st <0
La funcién [ tiene como representacion grafica la de la Figura 1.3 v puede expresarse

7 M o ’
en téerminos de valores absolutos de forma mds compacta

/I,—/\. /1+,\
5 €+ 5

Ix) =

x| Vi e IR
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1.3.1 Simetrias.

El estudio de las bifurcaciones de este sistema se efectiia variando en un amplio rango

de valores, los parametros a, b, A y u, lo que lleva a una casuistica quiza muy compleja.

Ello puede minimizarse en parte analizando previamente la existencia de cambios en

las variables de estado z,y, en la variable independiente ¢, y en los parametros de

bifurcacién a,b, A y 1, que dejen invariante al sistema: son las simetrias.

Para el sistema que nos ocupa, hay tres simetrias, que llamaremos S, .5, y Ss:

Simetria Sq: al cambiar

x por
por
4 por

queda invariante el sistema dinamico.

Simetria Sy: al cambiar

por
por
t por

queda invariante el sistema dinamico.

Simetria Ss: al cambiar

por
por
[ por

-1
—1

queda invariante el sistema dindmico.

a

b

It

b

I

S o2

por
por
por

por

por
por
por

por

por
por
por

por

—a

—b

—a

—
—A

Consideraremos una cuarta simetria Sy que consiste en dejar inalterados las va-

riables de estado, la variable temporal y los pardmetros de bifurcacién (la identidad).

Podemos definir la composicién de dos simetrias S; * .S;

(.,7 = 0,1,2,3) como el re-

sultado de aplicar al sistema sucesivamente y en este orden, S; y 5;. Es evidente que se

trata de una ley de composicién interna, para la que es facil comprobar que se verifica

la siguiente Tabla

x | So S1 Sy S
So o S1 Sy 53
Sy 1S So S35
Sy | S, S3 So 5
Sz 1S3 Sy 57 S
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a| b | M| p|Caso| Aplicando la simetria... | se reduce al caso...
+ |+ |+ |+ 1 So 1
+ |+ + =] 2 So 2
+|+|—-+] 3 So 3
+ |+ - 4 So 4
+ || +]+| 9 S3 4
—|+|+i{+] 6 Sy 4
+ |-+ —-] 7 Ss 3
+l=|—|+]| 8 Sy 2
|-+ |+ 9 Sh 1
—l+|+[-] 10 S5 2
— 4+ |-+ 11 S, 3
=== 12 S 1
—l+|=1-] 13 S, 1
—|—|+|—-1 14 Si 3
— | ==+ 15 Si 2
—l=]=1=] 186 S 4

Tabla 1.1: La simetrias reducen el nimero de casos a estudiar.

en la que una observacién detallada permite concluir que el conjunto de las cuatro

simetrias con esta ley de composicién es un grupo abeliano.

Apliquemos las simetrias para reducir el rango de variacion de los parametros de
bifurcacién @, b, A y p. En principio, los cuatro pueden tomar cualesquiera valores
reales y por tanto pueden ser no negativos o negativos. Indiquemos con el signo + el
hecho de que un parametro tome valores no negativos, y con el signo — el que tome
valores negativos. De acuerdo con este convenio, se presentan 2* = 16 casos al combinar
de todas las maneras posibles los signos + y —. Vamos a centrarnos, para fijar ideas en
uno de esos casos, digamos aquel en el que los signos de a, b, A y 1 son respectivamente,
+,—,—,+ (recordemos que + no indica positivo, sino no negativo). Si a este caso le
aplicamos la simetria Ss, se reduce, como es facil comprobar, al caso en que los signos
son +, +, +, —. Resulta pues que las simetrias reducen unos casos a otros, pero de tal
manera que los dieciséis casos pueden reducirse s6lo a cuatro, como se expone en la
Tabla 1.1

Asi hemos limitado notablemente la casuistica a estudiar. Resulta obvio que la

reduccién de todos los casos a los cuatro numerados como 1,2,3 y 4 es completamente
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arbitraria. Igualmente se podrian haber elegido otros cuatro. La razén de haber
preferido estos es que en ellos los pardametros « y b se mantienen en valores no negativos.

Pero atn es posible reducir més la casuistica aunque ahora no mediante las simetrias,
sino haciendo uso del especial papel que ocupa el pardmetro a en el sistema dinédmico.
En efecto, si suponemos a > 0 (de acuerdo con las consideraciones anteriores sobre
el efecto de las simetrias, ya no tomaremos en cuenta la posibilidad de que a < 0),

podemos escalar las variables de estado de este modo
r — azx y — ay

lo que reduce el sistema dinamico a la forma

= —f(2)—y
y=az—by—1

Evidentemente, si @« = 0, no podemos hacer tal escalado, pero entonces el sistema

dinamico es

' =—f(z)—y

y=z—1by
Asi pues, en cualquier caso, el valor del parametro a es irrelevante, importando sélo si
es positivo o cero, lo que en la practica reduce el nimero de parametros a tres. Sélo si
estamos interesados en estudiar la transicién del caso « = 0 al caso ¢ > 0, puede ser
necesario considerar valores pequetios de «.

En lo sucesivo, no haremos uso del escalado anterior, y mantendremos el parametro

a en todas las ecuaciones, pero sabiendo, eso si, que su valor numérico no es relevante.

1.3.2 Numero, tipos y estabilidades de los equilibrios.

Procedamos a continuacién a calcular el nimero y la posicién de los equilibrios. Para
ello consideremos en primer lugar que las dos matrices Ay y Ay son regulares, y por

tanto sus determinantes
det Ay = pb+1+#£0 det Aj;=1—-Ab#0

Entonces, las coordenadas de los equilibrios, reales o virtuales, vienen dadas por

_ a _ —[a
x = — 1 = —_——
! pb+1 Y1 pub+1
_ o« _ Aa
=TT Y= T

Para que el primero de estos equilibrios esté situado en la regiéon I, v por tanto sea

un equilibrio real, ha de ser 77 > 0, lo que ocurrira cuando

a>0 si pb+1>0
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Del mismo modo, para que el segundo equilibrio esté situado en la regién II y sea por
consiguiente un equilibrio real del sistema, ha de ser Z;; < 0, y eso ocurrira cuando

a>0 si 1-Ab<0

Y ahora, para que ambos equilibrios coincidan sobre la frontera (condicion de con-
tinuidad) ha de ser Ty = Zj; = 0, lo que implica que a = 0.

Resumiendo lo anterior, cuando ub+ 1 # 0y 1 — Ab # 0, el sistema tiene dos
equilibrios que podran ser ambos reales, ambos virtuales, uno de cada clase, o bien un
s6lo equilibrio situado en la frontera. Recordemos que el equilibrio Ty es real (virtual)
cuando se encuentra en la regién I (en la region II).

Es de sefialar que cuando sélo hay un equilibrio (excepto cuando es el de la frontera),
es porque el otro es virtual, y por consiguiente ambos estan situados en la misma region.
Asimismo, cuando no hay ningin equilibrio, es porque ambos son virtuales, y por tanto

T esta situado en la region [l y Ty en la L.

Proseguimos estudiando el ntmero y la situacién de los equilibrios, pero ahora
cuando uno de los dos determinantes de A; o Ajr se anulan. Es de destacar que ambos
determinantes no pueden anularse simultdneamente, porque entonces tendriamos la
doble igualdad b+ 1 = 0 = 1 — Ab que sdlo se da si b # 0, pero en tal caso seria
A = —pu, o lo que es lo mismo, traza A; = traza Ay, y ello no puede ocurrir cuando el
sistema dindmico estd reducido, como ocurre ahora, a la forma de Van der Pol-Duffing.

Nos quedamos pues con que sélo uno de los dos determinantes se anula. Comence-
mos suponiendo que det A = 0. Los equilibrios (si los hay) situados en la region I, se

obtienen resolviendo el sistema

(o)) ()-()

que para ser compatible debe cumplir que los menores de orden dos de la matriz
ampliada
-1 0

—u 0
_ = —a
—-b a

1 «a - T

sean simultdneamente nulos. Ello ocurrird cuando a = 0, en cuyo caso el sistema tiene
infinitas soluciones, es decir, hay infinitos equilibrios reales en la regiéon I situados todos
ellos sobre la semirrecta

Yy = pux Va > 0

Pero al mismo tiempo det Aj; = 1 — Ab # 0 por lo que el sistema

A”'}\,-FB]] =0
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que con la condicién a = 0 se convierte en
Ap-X =0

tiene como tnica solucién la trivial (0,0), es decir, hay un equilibrio real situado en la
frontera.

En el caso de que a > 0, no hay ningin equilibrio en la regién I, pero como sigue
siendo det Arr # 0, el sistema

A]]'X+B]]:0

tiene la solucién unica
a Aa

=TT TMT TN

que corresponde a un equilibrio real si
a>0 y 1—-Ab<O

Consideraciones analogas pueden hacerse cuando el otro determinante det A;r es
cero, y concluir que como antes hay infinitos equilibrios en la regién II situados sobre

la semirrecta

Yy = Az Ve <0

cuando los dos menores

A0 -1 0
= Aa = —a
1 a b a
sean simultdneamente cero lo que equivale a la igualdad ¢ = 0. Ademas de estos

equilibrios de la regién I, hay otro situado en la frontera.

Pero como antes, si estos menores no se anulan, dado que det A; # 0, el sistema
Ar- X+ B;=0

tiene la solucién tnica
a _ —pa

b+ 1 = pb+1

que corresponde a un equilibrio real si

Ty =

a>0 y pb+1>0

Como resumen de los hechos analizados hasta aqui, y para ordenar los resultados
obtenidos, vamos a mostrar el nimero y situacién de los equilibrios reales de acuerdo
con los valores no negativos de a y de los determinantes de Ay y Ay en la Tabla 1.2.
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a 1 —Xb| b+ 1 | n° de equilibrios Situacion
>0 >0 >0 1 en la region |
>0 <0 0 -
>0 =0 0 -
<0 >0 2 uno en cada region
<0 <0 1 en la region II
<0 = 1 en la regién II
=0 >0 1 en la region |
= <0 0 -
=0| #0 # 0 1 en la frontera
#0 = infinito uno en la frontera
y los demas en la regién 1
=0 # 0 infinito uno en la frontera
y los demas en la region I1

Tabla 1.2: Numero y situacién de los equilibrios.

Determinados el niimero y la situacion de estos equilibrios, pasamos a estudiar sus
tipos y estabilidades. Para ello investigaremos los autovalores de las matrices Ay y Ayy.

Los autovalores de la matriz Ay son

w:—(u+b)+ (p—10)2—4 w:—(/t+b)— (n—0)*—4

2 2

y los de la matriz Ay

A—b+/(A+0)?—4 A=b—/(A+b)?-4
21 = 5 9 = 5

Z <

Obsérvese que los autovalores de Aj; son idénticos a los de Aj, si cambiamos A por
—u, lo que permite que limitemos nuestro estudio al de los autovalores de A;. Las
conclusiones que obtengamos seran validas también para los de A sin mas que hacer
el cambio de p por —A.
Asi pues, comencemos senalando que los autovalores de A; seran reales si el dis-
criminante es no negativo
(u—0*—=4>0

o lo que es lo mismo, si
e — b > 2

en tanto que seran complejos si
| —b] <2
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Autovalores | ub+1 | p+ b Signo

reales y >0 >0 w; < 0wy, <0

distintos <0 w; > 0wy, >0

lpk—0>21] <0 #0 w; > 0wy, <0

=0 w; = —wy >0

=0 >0 w=0wy; <0

<0 w < 0wy =0

reales e >0 >0 w) = we <0

iguales <0 w = wy >0

le—-8=2| =0 =0 w; = wy =0
complejos >0 >0 | Re(wy) = Re(wy) <0
| —b] <2 <0 | Re(wy) = Re(wy) >0
=0 | Re(w;) = Re(wq) =0

Tabla 1.3: Los autovalores de la matriz Aj;.

Interesa ahora conocer el signo de los autovalores cuando éstos son reales o el
signo de su parte real cuando son complejos para poder asi establecer la estabilidad o
inestabilidad de los equilibrios tanto reales como virtuales.

De las igualdades
wy - wy = det Ay = pub+1 y wy + wy = traza Ay = —(p + b)

es facil deducir que si ub+ 1 < 0, los dos autovalores han de ser reales y de signos
opuestos, siendo ademés w, < 0 < w;. Pero si ub+ 1 > 0, pueden ser reales o
complejos. En ambos casos, sus partes reales tienen el mismo signo que —(u + b). Por
dltimo, si ub+ 1 = 0, siendo b # 1, un autovalor es cero, y el otro tiene el signo de
—(p + b). Unicamente en el caso de que jt = b = 1, los dos autovalores seran nulos.
Como resumen de lo dicho, tenemos la Tabla 1.3.

El estudio de los autovalores de A;;, como ya hemos senalado, es completamente
analogo de modo que no lo repetiremos. La Tabla 1.4 similar a la 1.3 muestra las

conclusiones relativas a los autovalores de la matriz Ajj.

1.4 Semiaplicaciones de Poincaré.

Estudiaremos las bifurcaciones de la dinamica haciendo variar los valores de los pa-
rametros a,b, A\ y u, de modo que el sistema exhiba distintos comportamientos. Para
dar cuenta de tales cambios, trazaremos sobre unos diagramas, regiones tales que al

pasar de unas a otras, se produzcan cambios cualitativos en la conducta del sistema.
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Autovalores | 1 —Ab | A —b Signo
reales y >0 >0 21 >02,>0
distintos <0 71 <02<90
A+ 5] > 2 <0 #0 21 >02,<0
=90 z21=—2>0
=0 >0 z21>02=0
<0 z21=02,>0
reales e >0 >0 z71=22>0
iguales <0 21 =2<0
A+ b =2 =90 =0 = zy =
complejos > 0 >0 | Re(z) = Re(z2) >0
A+ bl <2 <0 R(zl):Re(2)<0
=0 | Re(z) = Re(z) =

Tabla 1.4: Los autovalores de la matriz A;,.

Estos diagramas se conocen como conjuntos de bifurcaciones, y usualmente son
representaciones cartesianas bi o tridimensionales en cuyos ¢jes se sitiian los valores de
los parametros de bifurcacion que se estimen mas relevantes.

En el sistema bajo la forma de Van der Pol-Duffing que nos ocupa, se presentan
los cuatro pardmetros citados antes, pero a raiz del estudio de las simetrias efectuado
en la Seccién 1.3.1, podemos tomar ¢ > 0y b > 0, y si ademas tenemos en cuenta los
comentarios hechos al final de esa misma Seccién acerca del parametro a, podremos
trazar dos grupos de conjuntos bidimensionales de bifurcaciones, uno para ¢ = 0y
otro para a > 0. A su vez, en cada uno de ellos consideraremos distintos valores
del pardmetro b. Los otros dos parametros A y p, figuraran sobre los ejes de estos
diagramas.

En la Seccién 1.1 de introduccién a este Capitulo, hemos establecido algunos re-
sultados generales acerca del niimero de equilibrios y de la existencia o inexistencia de
policiclos y érbitas periddicas. Si bien es verdad que tales resultados son muy generales
y no completan ni mucho menos el estudio de los sistemas con una sola frontera, si
permiten trazar zonas sobre los conjuntos de bifurcaciones, en las cuales conocemos
el nimero de equilibrios, y en algunas de ellas podemos incluso descartar la existen-
cia de 6rbitas periddicas. Ello facilita grandemente el trabajo, ya que en las zonas
donde no hay tales érbitas, aparte de presentar poco interés, el diagrama de fases
queda totalmente determinado conociendo la posicién, tipo, numero y estabilidad de
los equilibrios, informacién que ha sido obtenida con detalle en la Seccién 1.3.2.

En las Figuras 1.4 a 1.11, se muestran unos primeros esbozos de los distintos conjun-

tos de bifurcaciones, que se irdn completando progresivamente a lo largo del Capitulo,
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Figura 1.4: « =0. b =0

conforme vayamos reuniendo mas informacion acerca del comportamiento del sistema.
Las zonas rayadas corresponden a valores de los pardametros de bifurcacién para los que
el sistema no presenta orbitas periddicas. En las zonas no rayadas, la existencia o 1o
de policiclos estd por determinar, cosa que haremos construyendo las aplicaciones de
Poincaré y estudiando sus puntos fijos.

Para construir dichas aplicaciones necesitamos una curva en el plano de fases que
sea transversal a las 6rbitas para que actiic como seccion de Poincaré. Dada la indole
del sistema bajo estudio, parece indicado tomar en calidad de tal, la frontera entre
las regiones, ya que cualquier drbita periddica (excepto las que corresponden a centros
regionales, es decir que afectan sélo a la region en la que se encuentran), ha de tener
partes en las dos regiones, y cortar por tanto a la frontera comun.

Pero ademas, ya que el sistema es lineal a cada lado, puede integrarse de forma
exacta como se describe en el Apéndice ALy a partir de las soluciones halladas pueden
obtenerse tal como se hace en el Apéndice B. las funciones [ vy ¢ conocidas como

semiaplicaciones de Poincaré

Estas funciones fueron introducidas en [13. Andronov, 1987], aunque no con el

nombre que le hemos dado aqui, y consideradas también en [17, Minorsky, 1974].

A continuacién vamos a describir estas funciones. De la Proposicién 1.8, se deduce
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Figura 1.7: «

0, 1 <b
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Figura 1.12:

que las trayectorias que entran en la regién I lo hacen por puntos de la frontera con or-
denada u < 0, en tanto que las que salen de esa region lo hiacen por puntos de ordenada
v > 0. Asi pues, definimos la semiaplicacion [ como la {uncién que a cada ordenada
v > 0 del punto de salida de una trayectoria de la regién I, le hace corresponder la

ordenada u < 0 del punto de entrada de esa misma trayectoria.

Pero en la region 11, las trayectorias que entran lo hacen por puntos de la frontera
con ordenada v > 0, y las que salen, por puntos de ordenada u; < 0. As{ pues
definimos la semiaplicacién ¢ como la funcién que a cada ordenada v > 0 del punto de
entrada de una trayectoria en la region 11, le hace corresponder la ordenada w < 0 del
punto de salida de esa misma trayectoria. n la Figura 1.12 se esquematizan las dos
semiaplicaciones descritas.

Resulta ahora evidente que la aplicacion de Poincaré P que ticne por seccion la

frontera, es la composicién de ¢ con f7! es decir

P=gof! 0 bien Plu)y=yg (f_](u,))

El comportamiento de P que en ultima instancia nos informard de la existencia v
estabilidad de las drbitas periddicas. dependera de como sean [ v ¢, v éstas a su vey
de la dinamica del sistema en una y otra region. Por consiguiente, el estudio que sigue
se ha desglosado de acuerdo con el tipo de los antovalores de las matrices Ay v Ay,
De toda la casuistica posible. que es muy variada. s6lo se han analizado aquellos casos
en los que segun los eshbozos previos de las Fignras 1.4 a 111, pueden existir drbitas

periodicas.

Para mayor claridad, reunimos esos casos en la Tabla 1.5
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Semiaplicacién | Tipo del equilibrio Situacion
f foco o centro En la region I (real) o en la frontera
g foco o centro En la regién I (virtual) o en la frontera
nodo En la regién I (virtual)
silla En la regién II (real)

Tabla 1.5: Distintos tipos de semiaplicaciones de Poincaré.

1.4.0.1 La semiaplicacién f.

El equilibrio de la regién I es un foco o un centro real, o un foco situado en

la frontera. El estudio de esta semiaplicacion varfa segun que el equilibrio sea

a) Un foco o un centro situado en la frontera o un centro (real) en la region I.
b) Un foco (real) situado en la regién I

La razén es que en a) es posible determinar la forma explicita de la semiaplicacion, que
es, por cierto, una funcion lineal, y por tanto muy sencilla de estudiar, mientras que
en b) no es posible obtener tal forma explicita dado que la eliminacién del parametro
7, entre las dos ecuaciones paramétricas que definen a f, y que se han obtenido en
el Apéndice B, nos lleva a una relacion implicita entre las variables v y v que no es
cémoda de manejar. La diferencia es pues iinicamente de procedimiento, por lo que
abordaremos por separado su estudio.

Pero en cualquier caso, debemos tener en cuenta las ecuaciones paramétricas citadas,

que de acuerdo con el Apéndice B, son

a  e"P(mim)
u(m) = .
ub+1 sen 7
o(r) = — Bia ) N G(T1; =)
pb+1 sen 1y
donde los coeficientes 3; y v son
VA — (g —b)? —(pu+0
B = I — n= ——)_—
- 4= (p—0)?

y la funcién ¢ se ha descrito en el Apéndice C. Nétese que el signo de v, es el de la

parte real de los autovalores de Aj, asi que la estabilidad del equilibrio depende del

signo de ese coeficiente.

Otros datos de interés en el analisis que sigue son el dominio y el recorrido de la

funcién f, que de acuerdo con la Figura 1.13 son
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Figura 1.13: Foco o centro en la frontera o en la regién L.
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a) Si el equilibrio es un foco o un centro situado en la frontera, o un centro (real)
en la region I:

f: [07+OO) - (—O0,0]
b) Si el equilibrio es un foco (real) situado en la region I:

f:[0,4+00) — (—o00, uo] si <0
f i [vo, +00) — (—00,0] sio >0

Cuando v; < 0, el valor ug es la ordenada del punto de la frontera del que parte la
trayectoria que tras viajar por la regién I, vuelve a la frontera al punto (0,0). Notese
que por ser ese punto, el que marca la separacion entre las trayectorias que cruzan en
uno u otro sentido la frontera, la trayectoria que parte de wug, es tangente en el origen
a dicha frontera. El valor vy juega un papel parecido cuando v; > 0

Comencemos con el primero de los dos casos citados.

Proposicién 1.14 Si el sistema dindmico en la forma de Van der Pol tiene un centro

en la frontera o en la region I, la semiaplicacion f es

y si tiene un foco en la frontera, entonces la semiaplicacion [ es
f(v) =—e "

DEMOSTRACION: Comencemos suponiendo que el equilibrio es un centro. Entonces,
tanto si estd en la frontera como en la regién I, tendremos traza Ay = —(p +b) =0
y por tanto v; = 0, lo que permite eliminar el parametro 7 entre las dos ecuaciones
paramétricas de f, resultando u = f(v) = —v.

Ahora supongamos que el equilibrio es un foco situado en la frontera. Entonces
las citadas ecuaciones paramétricas carecen de sentido, ya que entonces, al ser ¢ = 0,
se tendria u = v = 0, que no define ninguna funcién. Asi que vamos a obtener
directamente la semiaplicaciéon f. Para ello recurriremos a la solucion general de las

ecuaciones diferenciales del sistema dinamico que ha sido obtenida en el Apéndice A:

:L'(t) = g0t (—k2 cos 311 — ky sen ﬂlt)

y(t) = e [(k1 81 + ka(pe + o)) cos it + (ki (p + a1) — keof31) sen Pht]
y la sometemos a las condiciones iniciales

#(0) = 0 y(0) = u
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que proporcionan las constantes de integracion

U

T B

de donde se deduce que la trayectoria que entra en la regién I desde la II por el punto
de la frontera de coordenadas (0,u), con u < 0 (Proposicién 1.8), contiene una solucién

kl ]\'72 == O

del sistema dindmico cuyas ecuaciones paramétricas son

z(t) = — Y emtgen 51t
1

y(t) = et (u cos Bt + %(ﬂ + ay)sen /jlt>

Después de viajar por la region I rodeando al origen durante un tiempo de vuelo 24, la
trayectoria vuelve a tocar la frontera, pero ahora en un punto de coordenadas (0,v),

con v > 0 (Proposicién 1.8), por lo que debe verificarse
z(t) =0 y(t) = v

Puesto que u no puede ser nulo para todos los valores de t, de la primera de estas

igualdades se deduce que

km
sen Bit; = 0 y por tanto t, = 3 Vke Z
1

El valor & = 0 corresponde a un tiempo de vuelo t; = 0, es decir, al propio equilibrio.

. ™ . .

El valor £ = 1, al tiempo de vuelo {; = — necesario para que la trayectoria alcance

5 1 3 I { Y
1

por primera vez la frontera, asi que al sustituir en la segunda de las igualdades, queda

de donde se deduce

u=f(v)=—e "0

Por 1ltimo, observar que esta expresion coincide, si y; = 0, con la que hemos obtenido

para el caso de ser el equilibrio un centro. 0

Proseguimos con el estudio de la funcién f cuando el equilibrio es un foco real

situado en la region L.

Proposicién 1.15 Si el sistema dindmico escrito en la forma de Van der Pol, tiene

un foco real situado en la region I, entonces la semiaplicacion f verifica
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a) es decreciente, y su derivada f' cumple

f1(0)=0 st el foco es estable,

lim f'(v) = —o0 st el foco es inestable;

’U—P’UO

b) su grdfica es una curva convera desde arriba si el foco es estable, y concava si es

inestable;

¢) su grifica tiene por asintota en el plano v,u la recta de ecuacion

a(pe + b)
pb+ 1

—e T

(14 ™)

DEMOSTRACION: Si el foco es estable, para calcular ug debemos hallar el valor 71 del
pardmetro 7, para el que v(79) = 0, lo que equivale a resolver la ecuacion ¢(r; —y) =0
con v; < 0, y de ahi calcular uo = u(710)-

De igual modo, si el foco es inestable, para calcular vy debemos hallar el valor 77,
para el que u(r],) = 0 o lo que es lo mismo, resolver la ecuacién ¢(1;v;) = 0 con
1 > 0 y calcular vy = v(7],). Las soluciones de estas ecnaciones estan representadas
en la Figura C.1 del Apéndice C.

Por otra parte, los limites

lim w(my) = —oc y lim o(m) = +oo
m—nt T —T
son independientes del signo de v;. De modo que podemos concluir que el intervalo de
variacién del pardmetro 1 es (m, 7], donde 14 € (7, 27) representa a Ty 0 a Ty,.
a) La derivada de f es
w'(my O(11; =71
fl('U) = —I( ) = ——————-———( Lt ) VTl € (W,Tg}
v'(m1) é(T15m)
y de ella se deduce que f'(v) < 0 V7 € (7, 0], dado el comportamiento de la funcién

é(71;71) estudiado en el Apéndice C. Pero ademas

£1(0) = f/(v(ri0)) = —%ET‘—” —0 s <0
T105 Y1)
Em flv) = 1£n+ [————-—‘/);,)(T: f;ﬂ — oo si o7 >0

b) Al calcular la derivada segunda obtenemos

16(1 + ub) sen® 7

alt — (= 02P72 [d(r; 1) “(msenty — Shyymy) V1 € (7, 7o)

f//(v) —
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Dado que sent; < 0 y que ¢(7y;v1) > 0 cuando 7, € (m, 7o) (véase el Apéndice C),
el signo de f”(v) serd el contrario al del factor v, senm — Shy;7y, ya que los demas
factores y divisores son positivos. Estudiemos tal signo:

>0 si <0

sent; — Shy;7m)_ _ .
(v ! mn 1)”‘70 { <0 s v >0
pero la derivada del factor en cuestion

d >0 si 71 <0

d_ﬁ(’YlSenTl—Sh’YlTl) = (cosy — Chyym) { ;0 si n>0

de modo que podemos concluir

Sh~,r = s n <0
sen Ty — )
T 1 71T <0 g >0
lo que implica que la grafica de la semiaplicacion f es

convexa vista desde arriba st vy, < 0

céncava vista desde arriba si v, > 0

c¢) Para estudiar la existencia de asintotas, calculamos los limites

=M1 .
lim wn) S T ¢(nin) = —e M < —1
T 7t U(Tl) =7t enmg(Ty; —’}/1)
. _ a(p + ) B
lim 7)—e o(n)| = ————-(1+e ") <0
i, [utm) = e moen] = = (™)
que no dependen del signo de 7v; y de los que se deduce que la recta que tiene por
ecuacion : b
—_ -Y1 T _ a ;lt + . 1 —Y1 T
U e v ——-/Lb 1 (1+e )
es una asintota oblicua de la grafica de f. 0O

NoTA: En la Figura 1.14 se muestran las graficas de la semiaplicacién f que hemos
estudiado.
1.4.0.2 La semiaplicacién g.

El equilibrio de la regién IT es un foco o un centro virtual, o un foco situado
en la frontera. El analisis que sigue es muy similar al que acabamos de hacer con

la semiaplicaciéon f. De nuevo distiguiremos entre los dos casos:

a) El equilibrio es un foco o un centro situados en la frontera o un centro (virtual).
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LS

RS}

oo ertable

Figura 1.14: Foco o centro. La semiaplicacién f.

b) El equilibrio es un foco (virtual).

De acuerdo con el Apéndice B. las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacion ¢

son,
(m) aBy €77 0(T =)
u(my) = — .
e 1 —Ab SCI Ty
ally TP O(1;72)
v(Ty

BN Sen Ty
donde los coeficientes 35 y v2 son

JE— (A +b)2 )
5, — (A+10) A— 1

=T 5 V2 = ——
= 4 —(A+0)2
y la funcién ¢ es la misma que la de la Proposicion 1.15. Como auntes, el signo de ~,
indica la estabilidad del equilibrio.
En cuanto al dominio y al recorrido de ¢, que se muestran en la Figura 1.15, son
respectivamente, los intervalos [0, +oc) v (—o0, 0].

Consideremos cada uno de los casos citados

Proposicion 1.16 Si el sistema dindmico en la forma de Van der Pol tiene un centro

en la frontera o en la region 11, la semiaplicacion ¢ es

g(v) =~

y si tiene un foco en la frontera. entonces la semiaplicacion g cs
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Figura 1.15: Foco o centro en la frontera o en la regién II.

DEMOSTRACION: Es completamente analoga a la de la Proposicién 1.14 0

Proposicién 1.17 Si el sistema dindmico en la forma de Van der Pol. tiene un equi-

librio virtual en la region II que es un foco, entonces la semiaplicacidn g verifica

a) es decreciente y li%1+g'(v) = —1:

b) su grdifica es una curva céncava desde arriba si el foco es estable, y convera si es

inestable;

¢) su grdfica tiene por asintota en el plano v, la vecta de ccuacion

a{A =) .
_ Y2 T —¥2 T
up = —e?"o 4 — (Il + ¢
I —Ab )
DEMOSTRACION: Haciendo uso de las ecuaciones paramétricas de ¢ podemos compro-
bar que
hm (7)) = — v lim o(m) = +o0
=TT Ty

y ademas, teniendo en cuenta que u(0) = v(0) = 0. resulta que el intervalo de variacién
del parametro 75 es [0, 7).
a) Calculemos la derivada de ¢
/ ; o
wy(m2)  o(T )

J'(v) = - = - V7, € (0,7)
Vim)  elmi—)

De acuerdo con el estudio de la fuucion o(m: ) electuado en el Apéndice C, resulta

que ¢'(v) <0 V€ (0,7), v también

lim ¢'(v) = lim |—— : = —|
v—0t" (v) =0t | 0Ty

[
]
b
—
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independientemente del signo de ;.
b) Procedamos al calculo de la derivada segunda

oy = _ABLZAOP sen’
9"(v) = a[4—(/\+b)2]3/2 [p(725 —72)

El signo de esta derivada coincide con el de 73 sen 73 — Sh 4272 ya que los demas factores

- (yp sen 73 — Shy,7y) V1, € (0,7)

y divisores son positivos. Observemos que
(y2senty — Shy,7y) =0 = 0
y también

d

—(7y2sen 75 — Shy273) = 2(cos o — Chvy,7) {
dT2

<0 sl Y2 >0
Asi que 7y sen,, — Shy,7, crece o decrece a partir de cero, lo que hace que esta expresion

sea positiva o negativa segin el signo de v,. En conclusién, la grafica de g es una curva

concava vista desde arriba s1 v, < 0

convexa vista desde arriba st v, > 0
¢) Para estudiar la existencia de asintotas calculamos los limites

Iim ti(72) = —e"" > —1]
Ty 17(7’2)

A=b
lim_fis(72) + "o(r)] = D2

que no dependen del signo de ~,. De modo que la recta de ecuaciéon
a(A —b)
1 —Ab

es una asintota oblicua de la grafica de la semiaplicacién g. 0

(1+e”) <0

v

u = —e*" v + (14 emm)

NOTA: en la Figura 1.16 se muestran las graficas de la semiaplicacién ¢

El equilibrio de la regién II es un nodo virtual. Cuando los autovalores de la
matriz Ajj son reales, como ocurre en el caso de ser el equilibrio de la regién II un nodo
(o una silla, pero ese caso lo estudiaremos en la pagina 44), las ecnaciones paramétricas

de ¢ calculadas en el Apéndice B son

win) = — a (A+b)?2—14 ‘ €729 (Ty; —72)
nee 1—\b 2 Shr,
a (A+0)? =4 emmmy(ry;7,)

o) = TR 2 Shry
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|
|
|

Mesiq e

Figura 1.16: Foco o centro. La semiaplicacién g¢.

cdonde el coeficiente

A—b
(A b)2 — 4

y la funcién ¢ se ha estudiado en el Apéndice (. Como el signo de 4, coincide con el
de los autovalores de Aj;, determina la estabilidad del equilibrio. Clomo el equilibrio
de la region II es un nodo, de la Tabla 1.4 se deduce que ha de ser 1 — Ab > 0, y de
ahi, con unos sencillos calculos podemos comprobar que |y, > 1.

En la Figura 1.17 se observa que si el equilibrio s un nodo virtual, el dominio y el

recorrido de ¢ son

g (0,400) — (A.0) sty <0

g:(0,0) — (—o0.0) st 42 >0

siendo A; y A; las ordenadas de los puntos en los gue las variedades invariantes del

equilibrio cortan a la frontera. Un sencillo caleulo permite determinarlas

az’y

- ] - /\1)

()

A e
! I — A\

\__) —

donde z; y 23 son los autovalores de la matriz A;;. Por otra parte. como | — Ab > 0,

se deduce que si el nodo es estable, =, < z; < 0, v si es inestable 0 < =, < 2.

Las propiedades de la semiaplicacion ¢ se establecen en la siguiente Proposicion.

Proposicién 1.18 Si ¢l sistema dindmico cscrito cn la forma de Van der Pol, tiene

un equilibrio virtual en la region II que cs un nodo, entonces la semiaplicacion g verifica

a) es decreciente y su derivada ¢' cumple lim ¢'(0) = —1;

vt
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Figura 1.17: Nodo virtual en la regién II.
b) su grdfica es una curva concava desde arriba si el nodo cs estable. 1y convera si
es inestable;

¢) su grifica tiene por asintota horizontal cn ¢l plano v.u, la recta de ecuacion
ur = Ay, st el nodo es estable, y por asinlota vertical la recta de ccuacion v = Ay

st es inestable.

DEMOSTRACION: Usando las ecuaciones paramétricas de ¢ podemos escribir

rzli_”(h u () =0= Tji_lld+ o(73)
(2] s )
. R /\ St e < ()
lim ) (m) = I — Ab ! i 2
72—+ 00 .
—oc si Yo > ()
+ o0 s Yo < 0
lim o(ry) = sy
T — 40 — = A sl 5 > ()
’ I —Ab : "

lo que implica que el intervalo de variacion del parametro 7, es (0, 4+00).
a) Al calcular la derivada de ¢ obtenemos
I3 .-
Wy (72) e(T190)

g (v) = - = = Vr, € (0, +oc)

o'(7y) V(T —7y)

pero teniendo en cuenta el comportamicuto de la funcién ¢(7:7,) estudiada en el
Apéndice C, tenemos ¢'(v) <0 VY7, € (0, +00). Por otra parte
) Yy 2 |
l;“’( T2, A,"_g)

“11] (//U = Ii]n [ A —“l
y—0t g ( ) ro—0+ 'U‘(T-)Z _AIZ)
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b) Ahora estudiamos la derivada segunda

16(1 —Ab)*  Sh’n
a[(h+6)2 — 4% [(10; —72)]

9"(v) = - 5 (Shyama — 72 Shmy) VT, € (0, +00)
En esta expresién, todos los factores excepto el ultimo son positivos, por lo que su
signo serd el contrario al de dicho factor. Para estudiar este signo, observemos que

(Sh 7 — 42 Sh7y) 0

=0 —

y también

{ :
# (Shyymy — 42 Sh7y) = 42 (Ch a1, — Ch 7p)
2

pero esta derivada tiene el signo de 7, ya que Ch 4,7, — Ch 7, > 0 independientemente
de 7,, luego Sh 4579 —~, Sh 75 es una funcién de 7, mondtona que parte de cero. Tenemos
pues que

g"(v) >0 Yo >0 iy <0

g"(v) <0 Yv >0 si v, >0

de modo que la semiaplicacién g tiene una grafica concava vista desde arriba si el nodo
es estable y convexa en caso contrario.

¢) Por dltimo, las igualdades

lim g(v)= lim w(r) =X\ si v, <0
v—=400 Tg >+ 00

lim g(v) = lim w(m)=—oc0 sy, >0
v—=Ay T2+ 00

que hemos obtenido mas atrds, indican que la grafica de la funcién ¢ tiene una asintota

horizontal si v, < 0 y vertical si v, > 0. 0

NOTA: Las graficas de la semiaplicacién ¢ que acabamos de analizar se muestran

en la Figura 1.18

El equilibrio de la regién II es una silla real. Puesto que los autovalores de Ay
siguen siendo reales, las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacién ¢ son las mismas
que en el caso que acabamos de estudiar en que el equilibrio era un nodo (pagina 41).
Pero ahora varian el dominio y el recorrido de la misma, ya que de acuerdo con la
Figura 1.19, tenemos

910, M) — (A, 0]
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b AL, b i, /\\;.
5 -U 5 -
\}_\ \\ _1
‘i \ ‘l\

Figura 1.18: Nodo virtual. La semiaplicacién g.

Iigura 1.19: Silla en la regién II.
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Ahora bien, los valores A; y A., son las ordenadas de los puntos en los que las
variedades inestable y estable respectivamente del equilibrio, cortan a la frontera. Un

sencillo calculo permite determinarlas

azy azq

Y “T 1M

donde z; y z, son los autovalores de la matriz A;;. Debemos observar que puesto que
el equilibrio es una silla, la Tabla 1.4 indica que 1 — Ab < 0y z; > 0, lo que implica
que A\; < 0 < A.. Por otra parte, a partir de la expresion de v, dada en la pagina 42
puede comprobarse facilmente que por ser 1 —Ab < 0, resulta |y2| < 1, y como ademas,
de las Figuras 1.9 a 1.11, se infiere que cuando el equilibrio de la regién II es una silla,
tnicamente pueden existir policiclos si A — b > 0, asi que nos limitaremos a estudiar

las propiedades de la semiaplicacion g cuando 0 < v, < 1.

Proposicién 1.19 Si el sistema dindmico escrito en la forma de Van der Pol, tiene un
equilibrio real en la region II que es una silla, y 0 < vy, < 1, entonces la semiaplicacion

g verifica

a) es decreciente y su derivada ¢’ cumple

g'(0) = —1 Yy lim ¢'(v) = —o00

v—A
b) su grdfica es una curva convexra vista desde arriba.

DEMOSTRACION: Comenzamos calculando los limites

1i = |l =0
Jim () = lim, v (r2)

. az
S tni = 7 =

. az
7'21—1»11]00”(7—2) - 1 —2/\[) e

de los que se deduce que el intervalo de variacién del pardmetro 75 es (0, +00)
a) Ahora calculamos la derivada ¢’

g/(v) _ ull(TZ) _ "7[)(7-2;’72)

= = V. 0
U'(Tz) l/)(72§ ~’72) 2 € ( ,+OO)

en la que si tenemos en cuenta las propiedades de la funcién ¢ estudiada en el Apéndice
C, podemos comprobar que verifica ¢'(v) < 0 Vr € (0,+00). Pero ademas

§(0) = lim {_M} L

T2—=0% (7125 —2)
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im ¢'(v) = lim |- 12720 0 o
u——,\:J ) [Eanb bt 0Tt —2)

b) La derivada segunda es

16(1 — /\/))2 Sllji T
o T ey (Shemm Shm) Vn e (04
g ( ) a [(/\+b)2-4]3/2 [VI*/,<7—2:A_,72”4; ( 72 12 ) ( )

Obsérvese que el signo de esta expresion es el mismo que el del tercero de sus factores,
va que el resto de la expresién es positivo. Vamos pues a analizar el signo de ese factor.

En primer lugar, si 75 = 0, tenemos
(Sh 2T — T2 Sh Tg)rv)—-” =0

Como 0 < ¥, < 1, resulta que Ch~,m < Ch7y v por tanto

d . ‘ ,
—(Shyem — 42 Sh ) = 45(Chyemy — Chimy) <0
([T-z
asi que Shy,7 — 7, Sh 7y es decreciente, v como en 7, = 0 vale cero, resulta ser negativo.

Al pues, la gréfica de la semiaplicacion ¢ es convexa vista desde arriba. .

NoOTA: en la Figura 1.20 se muestra la evalica de la funcion g.

1.5 Los conjuntos de bifurcaciones.

n esta Seccidén vamos a justificar la conliguracion de los conjuntos de bifurcaciones
del sistema dindmico que fueron introducidos al inicio de la Seccion 1.4 Ahora bien,
dado que la casuistica que se presenta es muy variada, a pesar de haber quedado

notablemente reducida por el uso de las simetrias. nos vemos obligados a sistematizar
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su estudio, considerando distintos rangos de variacion del parametro b. Asimismo,
debemos tener en cuenta que el parametro a puede ser cero o positivo, lo que nos
llevard a distinguir también entre estas dos posibilidades.

Como tendremos ocasién de comprobar, la dinamica mas rica se da cuando a > 0y
0 < b < 1, con la aparicién de diversos comportamientos peridédicos y sus bifurcaciones.
En los demés casos, es decir, cuando 1 < b con a > 0, salvo en situaciones en las que
aparecen continuos de érbitas periédicas u homoclinas, que comentaremos mas tarde,
la dindmica del sistema queda totalmente determinada por los equilibrios.

En las zonas en las que es posible que haya drbitas periddicas, su existencia y uni-
cidad quedara de manifiesto al estudiar las correspondientes aplicaciones de Poincaré.

En los conjuntos de bifurcaciones hay curvas, que presentan particular interés. Una
de ellas es la que tiene por ecuacién y; + 72 = 0, que cuando ¢ = 0, esta asociada
con la aparicién de un centro global, mientras que si a > 0, indica la presencia de una
bifurcacién de Hopf del infinito. Ambas cuestiones seran investigadas mas tarde, pero

por ahora vamos a estudiar esa ecuacion.

Proposicién 1.20 Silas matrices Ay y Ajp tienen autovalores complejos cuyas partes
imaginarias son no nulas y sus partes reales ticnen signos opuestos, entonces la condi-

cion v, + v2 = 0 donde

—(p+10) A—1b
N = Vo = T
4 —(pu—0>)>2 4 —(A+ D)2
sélo se cumple si |b] < 1 y define a p como funcion continua y creciente de A de la
forma
b —2b+ A
Ay = ————e AE(=2-b,2-0

DEMOSTRACION: Si los autovalores de las matrices Aj; y Aj; son complejos con partes
imaginarias no nulas, la igualdad v, + v, = 0 adopta la forma

—(p+10) A—b
Vi= (=02 JAa—(A+0)

Ante todo observemos que los denominadores imponen las condiciones

=0

2<pu-b<?2 y —2<A+b<?

mientras que los numeradores han de tener signos opuestos. Sélo trataremos el caso de
que
—(p+85)>0 y A—b<0

ya que cuando los signos sean los contrarios, basta con multiplicar por —1, y siguen

validos los mismos argumentos.
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Las ultimas desigualdades equivalen a estas otras
p—b< =2b y A+b<2b

y para que la primera de ellas sea compatible con —2 < yi—b < 2, hadeser —1 < b < 1.

Al despejar p en términos de A, obtenemos

B —2b+ A
p=pp(A) = ———

Asi pues, g como funcién de A es continua ya que el tinico valor de A que anula

1
al denominador es A = =, que no verifica (dado que b < 1) la doble desigualdad

b

—2 < A+ b < 2 que hemos impuesto antes a A\. Observemos de paso que el dominio y

el recorrido de esta funcién son respectivamente
—2—-b<A<2-b y —24b< <240

Si factorizamos la expresién de j en funcion de A

(3) (-e) = (3)

podemos observar que la grafica de tal funcién es una hipérbola, que en el caso limite

b = 0 se reduce a una recta. En la Figura 1.21 se muestra la grafica en cuestion. 0O

NoTA 1: En la demostracién del Teorema 1.25, haremos uso de la curva v; +v; = 0 en
el plano de bifurcaciones (y, A), pero por conveniencia de la demostracion, escribiremos

A como funcion de g cuya expresion es

Ap(p) = & ;;ﬁr—l .
Destaquemos también que
A > Agp(p) equivale a Y1+ 72 >0
A< Agp(p) equivale a m+72<0

NoTA 2: Debido a las simetrias que presenta el sistema (véase la Seccién 1.3.1), sélo
es necesario considerar valores no negativos del parametro b, de modo que la condiciéon
[b] <1 queda reducida a 0 < b < 1.
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Figura 1.21: La curva de ecuacién v, + v, = 0.

1.5.1 Casol.-a=0y0<l.

La caracteristica mas notable del sistema cuando « = 0, es que sélo tiene un equilibrio
que se encuentra en la frontera entre las dos regiones (exactamente en el origen del
plano de fases). Esta particular situacion hace que el equilibrio sea al mismo tiempo
de uno u otro tipo segin desde que regién se mire. 2u cuanto a otros comportamientos
dindmicos, sélo presentan un cierto interés la aparicion de un centro global con su
continuo de érbitas periddicas que cubren todo el plano de fases, v el continuo, esta vez
de homoclinas que nacen y mueren en el equilibrio. Al andlisis de estos casos dedicamos

las dos Proposiciones que siguen.

Proposicién 1.21 Si el sistemna dindmico lienc un cquilibrio cn la frontera, los au-
tovalores de Ay y Ay son complejos con partes imaginarias no nulas. partes reales
opuestas y se verifica vy + v, = 0, entonces ol cquilibrio cs un centro global y el plano

de fases se halla cubicrto por un conlinuo de orbilas pericdicas.

DEMOSTRACION: Cuando los autovalores de las matrices A; y Aj; son complejos con
partes imaginarias no nulas, y el equilibrio esta en la frontera, como es el caso que nos
ocupa, las semiaplicaciones de Poincaré que se analizaron cu las Proposiciones 1.14 v
1.16 son

u= f(v)=—ve "7 uy = glv) = —ee

de modo que la aplicacion de Poincard es
Plu)=y¢q (l/'_l(u)) = )7

Es evidente que si vy 452 = 0, la aplicacion P tiene infinitos puntos fijos que correspon-
den a otras tantas orbitas periddicas, El equilibrio s, en estas condiciones, un centro

global. O
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Proposicién 1.22 Si el sistema dindmico tiene un equilibrio en la frontera, los auto-
valores de Ar son reales y de igual signo, y los autovalores de Arr son también reales y
de igual signo pero opuesto al de los de Ay, entonces existe un continuo de trayectorias

homoclinas que nacen y mueren en el equilibrio.

DEMOSTRACION: Supongamos que los autovalores de A son negativos y los de Ay
positivos. En tal caso, el equilibrio (que esta situado en el origen), es un nodo estable
desde la regién I y un nodo inestable desde la II. Si nos situamos en un punto cualquiera
de la frontera (0,y), con y < 0, de la Proposicién 1.8 se deduce que la trayectoria que
pasa por él, lo hace de la regién I a la I. Ahora bien, en la regién II, esta trayectoria
ha de proceder necesariamente del equilibrio, y al entrar en la regién I ha de ir a parar
necesariamente al equilibrio. Asi pues, toda trayectoria que pase por el punto (0,y)

con y < 0, de la frontera, es una homoclina. 0

NOTA 1: La argumentacién expuesta es valida, sean simples o dobles los autovalo-
res de AI y AH-
NOTA 2: Si tomamos las estabilidades cambiadas, las homoclinas pasardn ahora por

puntos de la frontera de ordenada positiva.

Continuando con a = 0, pero siendo ahora 1 < b, el estudio previo que hicimos en
la. Seccién 1.4 de los conjuntos de bifurcaciones, (Figuras 1.4 a 1.7), nos informa de la
ausencia de todo tipo de policiclos, por lo que el conjunto de bifurcaciones se reduce a
un catalogo de los diversos equilibrios que presenta el sistema segun los valores de los
parametros.

En las Figuras 1.22 a 1.25 se muestran estos conjuntos en el Caso .- que acabamos

de estudiar.

1.5.2 Caso2.-a>0y0<b<]1.

Llegamos a la parte mds importante de este Capitulo que constituye el nicleo del
mismo. Estudiaremos el conjunto de bifurcaciones en el caso de que a > 0y 0 < b < 1,
que es cuando el comportamiento dinamico es mas variado. Como en el Caso 1.- que
acabamos de estudiar, la curva v; + v, = 0 tiene un papel destacado, pero ahora aun
mas, ya que como veremos, corresponde a una bifurcacién de Hopf del infinito.

Pero hay otra curva, asociada a la aparicién de trayectorias homoclinas, que exige
un estudio detallado. La dependencia entre x y A que implica esta curva, no es posible
conocerla en forma explicita, de modo que tendremos que conformarnos con el estudio
de la ecuacién implicita de la misma, lo que nos llevara a investigar las condiciones de
existencia de p como funcién de A, y al mismo tiempo a conocer la geometria de dicha

curva. Al estudio de estos asuntos estan dedicadas las Proposiciones que siguen.
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Figura 1.22: Conjunto de bifurcaciones. « = 0,h = 0.
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Figura 1.23: Conjunto de bifurcaciones. « -
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Figura 1.24: Conjunto de bifurcaciones. a = 0.b = 1.



1.5 Los conjuntos de bifurcaciones.

55

Figura 1.25: Conjunto de bifurcaciones. « = 0.1 < b.
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Proposicién 1.23 En el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, con-

sideremos que los pardmetros a > 0 y 0 < b < 1 tienen valores prefijados. Entonces,

. 1 : . .
para cada valor del pardmetro A € (—,—}—oo), existe un unico valor del pardmetro

b

p € (—b,2 + b) para los que el sistema tiene una trayectoria homoclina.

DEMOSTRACION: Para que el sistema dinamico tenga una trayectoria homoclina, ha
de tener un equilibrio tipo silla en una de las dos regiones, y puesto que a > 0, de

las Tablas 1.2 y 1.4 se deduce que esa region es la II, y ademads esto sucedera cuando

1 )
— < A. Pero como 0 < b < 1, tenemos traza A;; = A — b > 0, luego para que exista

b

homoclina, que por supuesto ha de tener partes en las dos regiones, la Proposicion 1.11
obliga a que sea traza Ay = —(p + b) < 0.

Pero si eso es asi, la desigualdad 0 < b < 1 junto con —(p + b) < 0 implica que
det Ay = ub+1 > 0y por tanto det Ay - det Ay = (ub+ 1)(1 — Ab) < 0, asi que de
acuerdo con la Proposicién 1.4 el sistema tiene dos equilibrios, de los cuales, el de la
regién 11 es una silla como hemos senalado, y el de la region I, de acuerdo con la Tabla
1.3, un foco o un nodo.

Sin embargo debemos descartar el tltimo de ellos porque entonces, todas las trayec-
torias que entren en la region | se precipitan hacia el nodo ya que éste es estable, no
regresando jamds a la frontera. En estas condiciones, no es posible la existencia de
trayectorias homoclinas. Al haber excluido este caso, la Tabla 1.3 nos obliga a tomar
p<2+4b

Hemos asi acotado, mediante las designaldades

1
—b<pu<24b y E</\
la zona del plano de bifurcaciones en la que puede haber trayectorias homoclinas.
Obsérvese que en esta zona, el equilibrio de la region I es un foco estable, con lo cual,
los autovalores de la matriz A4y son oy £ iy con ey # 0y a < 0.

Vamos a efectuar una transformacion lineal en las variables de estado que traslade

el equilibrio de la regién I al origen y que reduzca la matriz A; a la forma canodnica de

Jordan. Esa transformacién se expresa matricialmente de este modo

0 —1

T ~ 0 T a . 1
(y)——* ! ('u b) pb (?}>+/L1)—{—1 <—u

2 2

de manera que el sistema en la region [ queda

= ar — Py

y = pfa+ ay
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Si dividimos la segunda ecuacién entre la primera y efectuamos un cambio a coorde-
nadas polares r, 0, nos queda la ecuacién

d b
d—;=7lr donde 71:—01—— ht

sl 4—(p+0b)?

cuya solucién general r(0) = Ke"? es la ecuacién de una familia doblemente parame-
trizada por K y 7, de espirales logaritmicas.
Pero hagamos notar una interesante propiedad de estas espirales: Sean (ry,6;) y

(r2,6;) dos puntos cualesquiera de la frontera. Al sustituir sus coordenadas obtenemos
ry = Nem? y ry = NeM??

que es un sistema de ecuaciones en I y ¥; que tiene, como es facil verificar, soluciéon
tnica. Ello significa que dados dos puntos cualesquiera de la frontera, existe un tnico
valor de ~; y por tanto de p, ya que consideramos a b fijo, para el cual hay una unica
espiral logaritmica que pasa por los dos. Pero si anadimos la condicion = < 0; -0, < 27,
el arco de espiral que los une, estard totalmente contenido en la regién I. Al deshacer
la transformacién efectuada, es evidente que esta propiedad se transmite al sistema

original.
Regresando al sistema de partida, consideremos un valor dado de A € 7 +oo |,
)

pero manteniendo como queda dicho, a y b fijos. Los valores de las ordenadas A, v A
de los puntos en los que las variedades estable e inestable de la silla de la region 11

cortan a la frontera, son (véase la pagina 46)

¢ A—b—JOtb2—4 \ ¢ A—b+JOtbr_1
T 1 y :

Ae

T 1) 9

o

que para a y b fijos sdlo dependen de A. Pero de acuerdo con la propiedad estudiada,
existe una sola trayectoria en la region I que conecte ambos puntos, luego concluimos

que estando fijados @ y b tal como se establece en el enunciado de esta Proposicion,
1 L : .
para cada valor de A € 7 +o00 | hay una unica trayectoria homoclina que corresponde

a un unico valor del parametro p en el intervalo (—b,2 + b). 0O

En la demostracion que acabamos de hacer, se pone de manifiesto que existe una

., : : 1 .
funcién uy definida en el intervalo | —, +00 | tal que, si para los valores Ao y po de los

b’
parametros A y pu, el sistema tiene una trayectoria homoclina, entonces gy (Ag) = po.
Al estudio de esta funcidn, asi como a la obtencidén de su expresion analitica, aunque

en forma implicita, se dedica la signiente Proposicion.
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Proposicién 1.24 En el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, con-

sideremos que los pardmetros a > 0 y 0 < b < 1 tienen valores prefijados. [En-

. - 1 .
tonces existe una funcion py : (Z’ —l—oo) — IR, tal que si Ao y po son valores de los
pardmetros A y p para los que el sistema tiene una trayectoria homoclina, se verifica
po = pr(Ao). Esa funcidn estd definida implicitamente por la ecuacion

3T A 14 (A +b)(p—b)
2 Atg<¢<A+b>2—4-¢4—<u—b>2)+

4 — (u—b)? 1 (B2 + )N+ D) —db+ (07 — 1)/(A+ )2 — 4
- In
2(p +0) (b2 4+ 1) (A + b) — 4b— (b2 — 1) /(A + b)2 — 4

+

es estrictamente decrecienle, y su grdfica tiene por asintota horizontal, la recta de
ecuacion yu = pi,, donde p, es la inica solucion que para cada valor de 0 < b < 1 tiene

la ecuacion

3 a b 4 — by — b 2
o Arctg a ’ )

+ -Inb=20
2 4 — (p, — b)? (fta +b)

DEMOSTRACION: La existencia de la funcién pzy ha quedado establecida en la Propo-
K {
sicion 1.23. Vamos ahora a obtener su expresion analitica.
Si f es la semiaplicacién de Poincaré en la region I, la condiciéon necesaria y suficiente
para la existencia de una trayectoria homoclina es evidentemente f(A.) = A;. Si usamos
las ecuaciones paramétricas de f que aparecen en la pagina 33, esta condicion se expresa

mediante las igualdades

affy, € M —cosTy + ypsen Ty

. -\
1
ub+1 sen 7y
a3 €N — cos T — Y 8€en Ty \
_ . =\,
pb+1 sen 7
Vamos a eliminar el parametro 7; entre estas dos ecuaciones, para lo cual, las reescri-
1 5 ] )
bimos asi
-7
e b+ 1
= Cigrn +\i—— — ™
sen 7 af
eNnn ub+1
= Cthl—/\e—“—,—‘jr')/l
sen a3y

Multiplicamos ahora ambas igualdades de modo que se eliminen las exponenciales, lo
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que permite obtener Ctg 1y, resultando

b+ 1 b+ 1
e (L) (k)
Ctg’l’l = ! !

pb+1
Ai = Ae
( ) B,

A continuacion dividimos esas igualdades, lo que elimina sen 7y, y permite sustituir

Ctg 7 por el valor ya obtenido, de modo que

2
b+ 1
1+ (/\ - ’Yl)
v afh

2
ub+1
1 Aj— - —
+ ( (1/3] 71)

Por 1ltimo, eliminamos 7, pero antes unas palabras de precaucién: dado que el

[ =

parametro 7; toma valores en el intervalo (m, 7], donde 719 esta comprendido en-

tre m y 27, resultara que 71 puede tomar valores entre 7 y 27, lo que nos obliga a

b+ 1 b+1
1+ </\ ,u(ﬁ —’Yl> </\e#aﬂ —71>
1 = w4 ArcCtg . : =

escribir

pb+1
)\i - Ae 5
( Ac) a3
I+ /Lb +1 ;Lb +1
3r A a/i] afy "
= — — Arctg
2 (A A, ) pb+1

af,

la otra igualdad no precisa de ninguna precaucion especial, de modo que al eliminar 7
y sustituir A;, A,,v; y B1 por sus valores, que figuran en las paginas 46 y 33, obtenemos
finalmente la ecuacién del enunciado. En lo sucesivo designaremos a esta ecuacion,
para abreviar, con la notaciéon G(A, pu) = 0.

Llamemos Im(py) al recorrido de la funcion py. Entonces, si gy € Im(py) ha de

existir al menos un valor A\; € { — +oo | tal que G(Ay, 1) = 0. Demostremos que tal

b

valor es unico, para lo cual supongamos lo contrario, es decir, que hay dos valores A\
y Az tales que G(A1, 1) = G(A2, 1) = 0. Entonces podemos aplicar el Teorema de
Rolle a la funcién G(A, uy) en el intervalo [Ay, A;] y concluir que debe existir al menos
un punto en ese intervalo que anule a la derivada.

Ahora bien, al calcular tal derivada

— 4 — —b)2
G'(\ ) = (__) _ A—b ‘ pb+1 . (pa )
2 B T e R e VA e
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podemos comprobar con una simple inspeccién que no se anula en todo el intervalo
1
b
G(h,p)=0.

De este modo queda demostrado que la funcién py admite inversa a la que llamare-

,+00 |, luego no existe mas que un valor de A que para un valor dado de y, verifique

mos Ay y por consiguiente, que ambas son estrictamente mondtonas. Para probar que
son decrecientes, recordemos que de acuerdo con la Proposicién 1.23, para la existencia
de trayectorias homoclinas es necesario que, entre otras cosas, sea p < 2+ b, y por lo
tanto sup (Im(pg)) < 2+ b. Ahora bien, como ha de ser G(A, ) = 0, si calculamos

5 G 5 4—(p—0b)?
im GO = | Nim Sy | (o)

podemos ver que la unica forma de que se cumpla l(in/],) G(A i) = 0es que . l(in/nb) o=
A—(1/b)— A—(1/b)—

2+ b. De modo que la funcidén gy tiende a su supremo cuando A tiende al extremo

izquierdo de su dominio. Se trata pues de una funcion decreciente.

Finalmente, observemos que por ser py decreciente y acotada inferiormente por
—b, ha de tener limite mayor o igual que la cota al que llamaremos u,. Para obtenerlo

calculamos
: 1 4 — (p, — b)?
hm G(A, pa) = 3—7T - Arctg Ha — 7 + ( ) Inb =0
A=t 2 4 — (g — b)? (fa + D)

1
NoTA 1: Tal y como se ha obtenido la funcién pg o su inversa Ay, es evidente que las
igualdades g = pg(A) o A = Ag(p) equivalen a f(A.) = A; y en consecuencia

< pa(A) ) A< Ap(p) equivalen a fA) > N
o> g (A) ) A > Ag(p) equivalen a f(Ae) < A

NoTA 2: En la Figura 1.26 se muestra la grafica de la funcion gy que acabamos de
estudiar.

Estamos ya en condiciones de describir, justificando convenientemente el compor-
tamiento del sistema en cada una de sus diferentes zonas, el conjunto de bifurcaciones.
Pero dada su complejidad, se ha juzgado oportuno dividirlo en dos partes de acuerdo
con el signo del det Aj; =1 — Ab. A ello se dedican los dos Teoremas que siguen, pero
antes senalar que para la demostracion de la unicidad de las 6rbitas periédicas, hemos
seguido, corrigiendo las deficiencias que presentan, los argumentos de [13, Andronov,

1987] y [16, Ye,1996].
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Figura 1.26: Curva de homoclinas en el plano de bifurcaciones.
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Teorema 1.25 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing,

en el que los pardmetros satisfacen las condiciones
0<a 0<b<«1 0<1—=2MXb
entonces:
a) silp— bl > 2, no hay policiclos;

b) si|u—b| <2, hay un solo equilibrio situado en la region I, de tal manera que s

Agp es la funcion estudiada en la Proposicion 1.20, se verifica

b1) sib—2 < pu< —=byX>Ayp(p), obien —=b<p <b+2y X< Ayp(p), no

existen policiclos.

b2) Sib—2 < pu < —byX< Agp(p), el equilibrio es inestable y estd rodeado
por una unica orbita periddica estable;

b3) Si —b<pu<b+2yX>Aygp(p), el equilibrio es estable y estd rodeado por

una unica orbita periodica inestable;

b4) si p = —b el equilibrio es un centro regional.

DEMOSTRACION: Para un seguimiento adecuado de los argumentos que se van a ex-
poner, es conveniente consultar de vez en cuando la Iligura 1.28.

a) La desigualdad | — b] > 2 implica yt — b > 2 o bien ¢ — b < —2. De la primera de
ellas se deduce que b+1 >0y como a >0y 1 — Ab> 0, de la Tabla 1.2 resulta que
el sistema tiene un solo equilibrio, que segin la Tabla 1.3, es un nodo. En tal caso, la
Proposicion 1.9 niega la existencia de 6rbitas periodicas.

Con la otra designaldad g — b < —2, puede ocurrir que b+ 1 > 0, con lo cual
estamos en el mismo caso, o bien darse la desigualdad contraria pb+1 < 0, y entonces
el sistema no tiene equilibrios, y por tanto tampoco érbitas periddicas como asi lo
aseguran la Tabla 1.2 y la Proposiciéon 1.9.

b) Si |p — b] < 2, necesariamente ha de ser pb+1 > 0, luego el sistema tiene un solo
equilibrio que segin la Tabla 1.3 es un foco o un centro y esta situado en la region I
b1) Supongamos que b —2 < < —by A > Ayp(y). Entonces debemos distinguir
dos casos
Agp(p) <A <D y b< A

En ambos, el equilibrio del sistema es, segin la Tabla 1.3 un foco inestable. En el
segundo caso, no hay, de acuerdo con la Proposicién 1.11 ningin tipo de policiclo, ya
que traza Ay - traza A;p = —(p + b)(A — b) > 0.

En cuanto al primero, demostraremos que no existen dérbitas periddicas probando

que la aplicacién de Poincaré P(u) = ¢(f~'(w)) carece de puntos fijos. Para ello



1.5 Los conjuntos de bifurcaciones. 63

recordemos de la Proposicién 1.15 que la semiaplicacién f tiene por asintota

a(p +b)
wh+1

ug(v) = —e™ M — (14 em7)

pero como [ es concava vista desde arriba, ha de verificar
uq.(v) < f(v) para todo v € [vg, 00)

Véase en la Figura 1.14 la grafica de la semiaplicacién f. Por otra parte, en la
Proposicién 1.17, estudiamos la semiaplicacién g v como consecuencia de ello, podemos

escribir
~1<d(v) < =" < =™ = ul(v)

la dltima desigualdad se deriva de que v, + 72, > 0, y ésta equivale a la condiciéon
Ap(p) < X que estamos considerando. En cuanto a la igualdad ¢'(v) = —1, se daria
si fuera A = b, en cuyo caso el equilibrio virtual de la regién II serfa un centro. La
correspondiente semiaplicacion g se estudié en la Proposicion 1.16.

Resulta pues que v/ (v) — ¢’(v) > 0. Por otro lado

_a(pt+b)

1 T >0
b+ 1 (I4em7)

uq(0) — g(0) =
puesto que en la zona del plano de bifurcaciones que estamos estudiando en este
apartado, se verifican —(gu +b) > 0y pub+1 > 0. Asi que u,(v) — g(v) es una
funcién creciente que en el origen es positiva, lo que implica que

g(v) < uy(v) Yo € [0, +00)
Como consecuencia de todo esto, podemos escribir
Plu) —u=g([T(w) —u=g(v) - flv) <0

lo que impide que P tenga puntos fijos, y por tanto el sistema o6rbitas periddicas.
La demostracién de que en el caso —b < u < b+ 2y A < Agp(p) tampoco hay
érbitas periddicas es muy similar a la que acabamos de efectuar por lo que la omitimos.
b2) Situdndonos ahora en las desigualdades b—2 < < —by A < Ayp(p), debemos
distinguir dos casos

A< -2~ y —2=b< A< Agp(p)

en el primero de ellos, el equilibrio virtual es un nodo establey en el segundo un foco
estable (constiltese la Tabla 1.4). Vamos a detenernos unicamente en el primero, ya
que el segundo es completamente andlogo. En lo que sigue, vamos a emplear las
semiaplicaciones f y ¢ haciendo uso de varias de sus propiedades para lo que nos

remitiremos a las Proposiciones 1.15 y 1.18, donde se analizaron las mismas.
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La aplicacion de Poincaré es
P(u) = g(f(u)) siendo u € [A1),0]

y verifica

PA)=M>0 v P(0) =0 =g(vo) <0

donde A es la ordenada del punto en el que la variedad estable asociada al autovalor
z; del nodo virtual de la regién 11, corta a la frontera, y v es la ordenada del punto de
la frontera al que va a parar la trayectoria que parte del origen, viajando por la regién
I. Ambas se muestran en las Figuras 1.13 y 1.17. Asi que P tiene al menos un punto
fijo. Vamos a demostrar que es inico para lo cual comenzamos escribiendo la derivada

de la aplicacién de Poincaré de esta forma

") = g,(v) — U(Tl) . e2nmitren)
PO = F0) = ) ¢

Si u” es un punto fijo de P, ha de cumplir ©v™ = ], luego

1 € (m,7y) 72 € (0,+00)

P'(u) = 2Tty

donde 7/ y 75 son los valores de los parametros 71 y 7, para los que se da ese punto
fijo.

Para demostrar la unicidad de u*, procedamos por reduccién al absurdo: sea u**
un segundo punto fijo de P correspondiente a los valores de los parametros 77" y 757,
cumpliendo ademas que u*™* < u* sin que exista otro punto fijo entre ellos. Entonces,
dado que la funcién u(m) es estrictamente creciente y u;(7;) estrictamente decreciente
como es facil comprobar estudiando el signo de sus derivadas, tendremos que las de-
sigualdades

u(ry™) < u(ry) y uy (757) < uy(75)

considerando que y; > 0 y 7, < 0 implican esta otra
P'(w™) < P'(u")

Sea ahora u* = f(v*) y consideremos el intervalo [7,v*] donde vy < ¥ < v*. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que de los eventuales puntos fijos de P, u™ es el
mayor, es decir, que en el intervalo [©*,0] no hay ningin otro punto fijo. Entonces de
la desigualdad f(vg) = 0 > g(vo) se deduce que f(T) > ¢(¥) ya que si ocurriera lo
contrario, habria un punto v’ € (vg, ] tal que f(v') = g(v'), con lo que v’ = f(v') seria
un punto fijo de P. Ahora bien, como [ es una funcion decreciente, tendriamos que
u* < u' lo que contradice la suposicion de que u™ es el mayor de los puntos fijos de P.

A continuacién aplicamos el Teorema de Cauchy a las funciones f y ¢ en el intervalo

9(v)
f(®)

[T, v*]:

<|

—

donde ¢ € (v,v")

<

() _ ')
(v)  f(€)

e
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Si tomamos limites teniendo en cuenta que, segin acabamos de ver, f(7) > ¢(7) y
f(u*) = g(u*), resulta
Y * I ! *
9(0) —g(v) _ o 9O _ 00 prey <

lim =—=——~ -~ = lim =

vve f(T) — f(v*) &= f1(E) T ['(v7)

Un razonamiento similar en el otro punto fijo ™ permite concluir que P'(u**) > 1 con
lo que resulta P'(u*) < P'(u**). Pero ello contradice a la desigualdad P'(u*) > P'(u™)

que hemos establecido més atras. Concluimos que sélo existe un punto fijo de P.

Finalmente, dado que el punto fijo es unico, ha de ser necesariamente u™ y no u**,
ya que el segundo presupone la existencia del primero. Asi que ha de ser P'(u*) <1 lo
que demuestra que la 6rbita periddica correspondiente a este punto fijo es estable.

b3) La demostraciéon de este apartado es casi idéntica a la del apartado anterior 52)
por lo que la omitimos. Senialemos no obstante, que por ser ahora la érbita periddica
inestable, se verifica P'(u*) > 1

b4) La condicién p = —b indica, de acuerdo con la Tabla 1.3 que el equilibrio de la
regién I es un centro. El equilibrio virtual de la regién 1I puede ser un foco o un nodo
segin que |A + b < 2 o |A + b > 2. Como en la forma de Van der Pol-Duffing, ha de
ser A # —u, el equilibrio de la region II no puede ser un centro.

Sélo analizaremos el caso de que el equilibrio virtual sea un foco, ya que si fuera
un nodo el estudio seria muy parecido. Refiriéndonos a las Proposiciones 1.14 y 1.17

donde se estudiaron las semiaplicaciones f y g, podemos escribir

—em" < ¢'(v) < -1 st e >0
-1 < ¢(v) < =7 si 7 <0
fv) = -1

luego la aplicacion de Poincaré

P(u) = g(f7'(w))  Yu € (~00,0]

verificara
m (P(u)—w) = lim (g(v) — f(v)) = lim (g(v) — )f(v)
U — 00 v—+00 X v+ 00 f(’u)

g'(v) >0 si >0
Plu)—1= 1
() () { <0 si <0

Asi que P(u)— u es una funcion estrictamente monétona que sélo se anula en el origen.

No hay pues drbitas periddicas que corten a la {rontera. El centro de la region I es por
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lo tanto, un centro regional. M

Teorema 1.26 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing,

en el que los pardmetros satisfacen las condiciones
0<a 0<b<1 1-Xb<0
entonces hay un equilibrio tipo silla en la region Il y ademds
a) st p < —b, no hay policiclos;
b) si p = —b, hay un centro regional en la region I

c) si—b < p < pp(X) donde pyr es la funcion estudiada en la Proposicion 1.24, hay
un foco estable en la regidn I rodeado por una inica orbita periodica inestable;

d) st pg(A) < p, no hay policiclos.

DEMOSTRACION: Para un seguimiento adecuado de los argumentos que se van a ex-
poner, es conveniente consultar de vez en cuando la Figura 1.28.

La condicién 1 — Ab < 0 implica, segtin la Tabla 1.2, que al menos hay un equilibrio
en la regién II, y segin la Tabla 1.4, que ese equilibrio es una silla.

a) De las condiciones 0 < b < 1y 1 — b < 0 se deduce que traza A; = A — b > 0,
luego si p < —b, resulta traza Ay = —(p + b) > 0, de modo que segin la Proposicion
1.11, no existen policiclos.

b) La condicién 0 < b < 1 y la igualdad g = —b implican que |p — b < 2, que
traza Ay = —(p+b) =0y que det Ay = pb+1 > 0. Como ademds tenemos que a > 0,
de la Proposicion 1.4 se infiere que hay dos equilibrios, y de la Tabla 1.3, que el de la
regién I, es un centro.

Para demostrar que ninguna de las orbitas periddicas asociadas a ese centro, corta
a la frontera, vamos a verificar que la aplicacién de Poincaré no tiene mas punto fijo
que el origen.

Las variedades estable e inestable de la silla, cortan a la frontera en puntos de
ordenada ). y \;, segtin se explicé en la pagina 46, con lo cual, la aplicacién de Poincaré
P(u) = g(f~Y(u)), tiene como dominio el intervalo (f(A.),0].

Consultando ahora las Proposiciones 1.14 y 1.19 en las que se detallan las propie-

dades de las semiaplicaciones f y ¢, podemos escribir

. ke Ly L WA=D)
P =) = T Jg(v) = J(o)] = At de = 577 < 0
P(0)—0=0
(P(u)—u)'zP’(u)—le—l>0

(725 =72)
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la dltima desigualdad se explica porque v, > 0 y por las propiedades de la funcién ,
analizadas en el Apéndice C.

Resulta pues que la funcién P(u) — u es estrictamente creciente y sélo se anula
en el extremo derecho u = 0 de su dominio, luego ése es su unico punto fijo, que no
corresponde a ninguna érbita periédica que corte a la frontera. El equilibrio de la
region | es pues, un centro regional.

¢) Al estudiar la funcién gy en la Proposicion 1.23, se establecié que py () < 245,
luego las desigualdades —p < b < py(A) implican, como en el apartado anterior, que
el equilibrio de la regién 1 tiene autovalores complejos, pero como ahora tenemos que
traza Ay = —(p + b) < 0, se trata de un foco estable.

Para demostrar que hay una dérbita periddica que rodea a este equilibrio, conside-
ramos de nuevo la aplicacién de Poincaré P(u) = ¢ (f~'(u)) cuyo dominio es ahora
el intervalo (f(Ae),uo], donde wuy se muestra en la figura 1.13. Como en el apartado
anterior, calculamos

lim [P(u) —u] = lim [g(v) — f(v)] = A — f(Ae)

u— f(Xe)t v— AT

P(ug) —ug=0—1uy <0

Ahora bien de acuerdo con la Nota 1 de la Proposicién 1.24, la desigualdad @ < pp(A)
equivale a f(A.) > A;, luego la funcion P(u) — u se anula al menos una vez en el
intervalo (f(A.),uo]. Existe pues, al menos, una drbita periédica.

La demostracién de que esta drbita es unica e inestable, sigue, salvo pequenos
matices, los mismos pasos que la demostracion del apartado 62) del Teorema 1.25, por
lo que no consideramos necesario exponerla.

d) La desigualdad py(A) < p equivale segin la Nota 1 de la Proposicion 1.24
a f(Ae) < A luego de haber policiclos, ninguno de ellos estara constituido por una
homoclina, en todo caso serdan 6rbitas periddicas. Para demostrar que no hay tal,
procederemos por reduccién al absurdo suponiendo que hay orbitas peridédicas y por
tanto, puntos fijos de la aplicacién de Poincaré P(u) = g(f'(u)), cuyo dominio es el
intervalo [A;; uo] como se aprecia en la Figura 1.27.

Llamemos u* al menor de los puntos fijos de P. Entonces ha de ser u < P(u) para
todo u € [A;,u"), ya que si fuera u > P(%) para algin uw € [\, u*), entonces, dado que
P(X\;) =4 > \; (Figura 1.27), habria alguna solucién de la ecuacion P(u) —u = 0 en
el intervalo (A, @] contra la suposicién de que u™ es el mas pequetio de los puntos fijos

de P. Asi pues, si u < «™* podemos escribir

P(u) — P(u" P(u) —u~
P'(v)= lim —-—)—————Q = lim ~Q———— <1

u—(u*)~ U — u* u—(u*)= U — u*
Supongamos que haya un segundo punto fijo u™ que forzosamente ha de ser v < u™.
Entonces P'(u**) > 1 ya que dos ciclos limite consecutivos no pueden tener la misma

estabilidad.
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Figura 1.27:

Por otra parte, de las ecuaciones paramétricas de las semiaplicaciones [y ¢ (paginas
34 y 42 respectivamente), se deduce, al estudiar sus derivadas v teniendo en cuenta que
71 <0y 72 >0, que 471 + Y272, es una funcién creciente de v v por tanto decreciente
de u, de modo que si escribimos la derivada de la aplicacién de Poincaré, de la misma

forma que en la demostracion del apartado 52) del Teorema 1.25, tendremos

. | *x g R 5 TE L, T x
Pl(u**) _ 62(')171 +213%) < (,-(m e [,)/<u )

de modo que P'(u™) < 1, con lo que llegamos a una contradiceion que pone de mani-
fiesto la inexistencia de w**. Concluimos que de haber punto fijo. es 1inico, y en él se
verifica que P'(u*) < 1.

Continuemos la demostracion observando la Figura 1.27 de la que se deducen
Plug) —ug = —upg > 0y P(N) =\ = @t — X\ > 0 lo gque junto a ta unicidad del
supuesto punto fijo, permite escribir P(u) —u > 0 para todo u € [\, ugy] salvo natural-

mente para u = u*, lo que es equivalente a
uy(7m2) > u(ry) Ve (m.mo] v Vr € (0.400)

Asi que empleando la expresion de la devivada P/(u) obtenida en el Teorema 1.23
resulta

u(m) - )
Pl(u) = N(—(:—E)—('Z(“ ntwenl s Y € (A, ug)
11 (T2

Aplicando ahora el Teorema del Valor Medio a la funcion P en el intervalo [A;, u”]

PO) - P )y=0—u = PENAN —u™) <\, —u” E€(N.um)

pero esta desigualdad es imposible. Concluimos ¢ne no pnede haber puntos fijos de P

y por consiguiente tampoco orbitas periddicas. ]
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Figura 1.28: Conjunto de bifurcaciones. « >0y 0 < b < 1.

NoTa: En la Figura 1.28 se muestra ¢l conjunto de bilurcaciones en el Caso 2.- que
acabamos de estudiar.

1.5.3 Caso 3.-a>0y 1<,

Iin este ultimo caso, con 1 < b, la caracteristica mas notoria que presenta el sistema es
la ausencia de policiclos. La demostracion de este hecho, se Heva a cabo en el siguiente

m
Teorema.
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Teorema 1.27 Si en el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, se

verifica 1 < b, entonces el sistema carece de policiclos.

DEMOSTRACION: Como ya es habitual, sélo consideraremos el caso de que a > 0. De
acuerdo con las Figuras 1.6 y 1.7 no hay ningun tipo de policiclo cuando a = 0, y
cuando a > 0, las Figuras 1.10 y 1.11 indican que podria haberlos si se verificaran

simultaneamente las desigualdades
traza Ar = —(p+6) <0 trazaA;p = A —b6>0 p—b<?2

pero vamos a demostrar que no es ast. Procedamos por reduccion al absurdo, suponien-
do que existen policiclos. Intonces, dado que b > 1, las anteriores desigualdades
implican ub+1 >0y 1 — Ab < 0, y segiin las Tablas 1.3 y 1.4, que el equilibrio de la
regién I es un foco estable, y el de la region I1 una silla con traza positiva. Entonces, los
supuestos policiclos sélo pueden ser ciclos limite situados entre las variedades estable
e inestable de la silla, o una trayectoria homoclina junto con la silla en la que nace y
muere.

En el apartado d) del Teorema 1.26 hemos demostrado que si pgy(A) < g, no
hay policiclos. Aunque entre las hipdtesis del Teorema se encuentra 0 < b < 1, en
ese apartado en particular no hemos hecho uso de la misma. Lo verdaderamente
importante en la demostracién ha sido el hecho de que en la regién II hay una silla con
traza positiva, y en la regién I un foco estable. Pero precisamente esa es la situacion
que nos ocupa ahora, asi que podemos concluir que si hay policiclos como estamos
suponiendo, ha de ser pugy(A) > p, y esta desigualdad equivale, de acuerdo con la Nota
1 de la Proposicion 1.24 a f(A.) > A;, donde A, y A; (véase la pagina 46) son las
ordenadas de los puntos en los que las variedades estable e inestable de la silla, cortan
a la frontera.

Regresemos a la pagina 33 para tomar las ecuaciones paramétricas de la semiapli-

cacion f y escribamos

afy  2(msent —Shmm)  alp+D) <1 B Shyim > - _(L(N +b)

pb+1 . sen T b+ 1 pub+1

u+v=
Y1 S€n T

La 1ltima desigualdad se debe a que v, < 0y a que 1, € (7, 7o) con @ < 79 < 2.

De modo que si v = A, y u = f(A;) tenemos

a(p +b) a(p + b)
Ae < —f(A)) - —= < =\ — ——=
<=/0) pb+1 — pb+1
A—b (A — 1 b
pero como A, + A; = %(———W)l’ resulta que al( — /\Ij) < —(L/(flj i 1), o lo que es lo mismo

A—1b p+b (=0 (A +p)
L—=Xb o pb+1 (1 —=AD)(pub+1)
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Figura 1.29: Conjunto de bifurcaciones. « >0y b= 1.

Ahora bien, —(14+b) <0y A—=b> 0 implican que A+ > 0. de modo que la desigual-
dad que acabamos de establecer sdlo puede manteuerse si 1 — 5% > 0. lo que contradice

la hipétesis b > 1 del enunciado. No es posible pues la existencia de policiclos. ]

La ausencia de policiclos cuando 1 < b, deja a los equilibrios la responsabilidad del
gobierno de la dinamica del sistema, de modo que las posibles bifurcaciones se reducen
a cambios en el numero. tipo y estabilidad de los mismos. Pero como en la Seccidn
1.3.2 obtuvimos toda la informacion al respecto. estamos en condiciones de trazar en

las Figuras 1.29 v 1.30 los correspondientes conjuntos de bilurcaciones.

1.6 Descripcién de las bifurcaciones.

IIn esta ultima Seccién, vamos a describir las bifurcaciones del sistema que hemos
encontrado en la Seccion anterior. Solo consideraremos el caso de que 0 < b < 1y

a > 0 pues como hemos visto es ¢l que tiene mavor rigueza, no obstante, al final también
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R l/ 7 //'
— |l
= | D
S [ A -

Figura 1.30: Conjunto de bifurcaciones. « >0y b > 1.
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tomaremos en cuenta el caso de que a < 0 para poder describir el paso del pardmetro

a por el valor cero. Las bifurcaciones que describiremos son aquellas que implican la

aparicién o desaparicién, a través de diversos mecanismos, de érbitas periodicas.
Para un correcto entendimiento de las descripciones que siguen, es conveniente

acompanar su lectura con la observacién de la Figura 1.28.

1.6.1 Bifurcaciéon de Hopf del infinito.

Centremos nuestra atencién en la curva del plano de bifurcaciones

b* — 20+ A
ﬂ:/.LHp(/\):—————L —2-b<A<2-0
1 —Xb
que se analizé en la Proposicion 1.20.
a) Si —2 — X < A < b entonces
al) si —= < p < pgp(A) hay un unico equilibrio que es inestable;

b

a2) si p = pyp(A) el dnico equilibrio es un centro global;

a3) si pgp(A) < pp < —b hay un tnico equilibrio que es inestable y estd rodeado
por una orbita periddica estable.
b) Sib< A <2—0bentonces

b1)si —b < i < ppp(A) hay un solo equilibrio que es estable y eta rodeado por una
orbita periddica inestable;

b2) si u = pp(A) el dnico equilibrio del sistema es un centro global;

b3) si ppp(A) < p sélo hay un equilibrio que es estable.
Esta bifurcacién se caracteriza porque el cruce de la linea p = pyp(A) no implica
cambio en la estabilidad del equilibrio, pero nace una érbita periédica cuya estabilidad
es la opuesta. La érbita naciente tiene una amplitud tanto mayor cuanto mas cerca
se situen los parametros A y p de la curva de bifurcacién g = ppp(A). Podemos
interpretar el fenémeno como un cambio de estabilidad del punto del infinito asociado
al nacimiento de una drbita periddica, y se conoce en la literatura como bifurcacion
de Hopf del infinito. Como la drbita naciente es estable si A < b e inestable si A > b,

diremos que la bifurcacién es respectivamente supercritica y subcritica.

1.6.2 Bifurcacién de Hopf con centro.

Ahora nos situamos en la recta
traza Aj = —(p+0) =0

del plano de bifurcaciones.
a) Si A < b entonces
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al) si pgp(A) < p < —b hay un tnico equilibrio que es inestable y esta rodeado
por una érbita periddica estable;
a2) si g = —b el inico equilibrio es un centro regional;

a3) si —b < p sélo hay un equilibrio que es estable.

b)Sib< A< % entonces

1
b1) si ~3 < p < —b hay un solo equilibrio que es inestable;

b2) si p = —b el unico equilibrio es un centro regional;
b3) si p < min (prp(A),2 + b) existe un tnico equilibrio estable rodeado por una
orbita periddica inestable.

1
¢) Si 3 < A\ entonces

1
cl) si ~3 < pu < —b hay dos equilibrios, uno de ellos foco o nodo inestable, y el

otro punto de silla;

¢2) si g = —b hay un centro regional y un punto de silla;

c3)si —b < pu < pp(A) donde = pp(A) es la curva descrita en la Proposicién 1.24
(curva de homoclinas), hay un foco estable rodeado por una dérbita periddica inestable,
y un punto de silla.
El cruce de la linea p+b = 0 provoca el cambio en la estabilidad de uno de los equilibrios
y el nacimiento de una érbita periddica con la estabilidad opuesta rodeandolo. El otro
equilibrio, cuando lo hay, no se altera. En la linea g + b = 0 hay un centro regional
cuya érbita de mayor amplitud es tangente a la frontera. La drbita periddica que nace
con el cambio de estabilidad del equilibrio tiene la misma amplitud. Esta conducta del
sistema justifica que se le de el nombre de bifurcacion de Hopf con centro. Como antes,

segin que A < b o A > b, la bifurcacién es supercritica o subcritica.

1.6.3 Desaparicién de 6rbita periédica por la transicién de

foco a nodo.

Nos situamos en el segmento del plano de bifurcaciones

. 1
p=2+b 2—b</\<{—
)
a) Si —b < pu < 2+ b hay un unico foco estable rodeado por una orbita periddica
inestable.
b) Si 2+ b < el tnico equilibrio es un nodo estable (impropio si p =2+ b).

A continuacién nos situamos sobre la semirrecta

p=-2-—"= A< =2-b
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¢) Si p < —2 + b hay un solo equilibrio que es un nodo inestable (impropio si
p=—2+b).

d) Si =2 4+ b < p el tnico equilibrio es un foco inestable y esta rodeado por una
orbita periddica estable.
El paso a través de la semirrecta o el segmento citados, implica la transformacién del
foco en un nodo. Entonces, la aparicién de las variedades invariantes del nodo son
incompatibles con la érbita periddica que rodeaba al foco, provocando su desaparicién.
Puesto que en esta transicién, la parte imaginaria de los autovalores tiende a cero, el
periodo de la érbita periddica tiende a infinito. Simultaneamente, hay puntos de la
misma que se van alejando indefinidamente del origen mientras que otros, limitados
por las variedades inestables del nodo, permanecen a una distancia finita. Creemos

que esta bifurcacién no se encuentra documentada en la literatura.

1.6.4 Bifurcacién homoclina.
La curva del plano de bifurcaciones en la que vamos a centrarnos es

w= (V) s <

que se estudioé en la Proposicion 1.24.

a) Si —b < g < pg(A) hay un foco estable rodeado por una orbita periddica
inestable, y un punto de silla.

b) Si p = puy(X) hay una trayectoria homoclina rodeando a un foco estable, que
nace y muere en el punto de silla.

¢) Si g (A) < g hay un punto de silla y un equilibrio estable.
Esta bifurcacién se caracteriza porque el cruce de la curva g = ppy(A) implica la de-
saparicién de una érbita periddica, de modo que al aproximarnos a dicha curva, el
periodo aumenta ilimitadamente, pero la drbita permanece confinada hasta su de-

saparicion en una regioén acotada del plano de fases.

1.6.5 Otras bifurcaciones.

Como consecuencia del estudio de las simetrias de la Seccién 1.3.1 hemos considerado
siempre valores no negativos del parametro «. Ello ha facilitado grandemente el analisis
del sistema dinamico, pero en la descripcién de las bifurcaciones que estamos haciendo,
no podemos ignorar que el paso de los valores negativos a los positivos de a origina
bifurcaciones del sistema. Para tenerlas en cuenta observemos que de la simetria S5 se
deduce que el plano de bifurcaciones (A, i) para a < 0, se obtiene tomando el mismo
plano para ¢ > 0 y efectuando una simetria respecto de la recta g + A = 0. Es facil

darse cuenta de la diversidad de bifurcaciones que surgen, y que seria muy prolijo des-
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cribir. Nos limitaremos pues a titulo de ejemplo, a una sola de ellas.

Supongamos que estamos en la zona del plano de bifurcaciones determinada por
/\</\Hp(ﬂ) —2—b</.L<——b

donde Agp aparece en la Nota 1 de la Proposiciéon 1.20, entonces
a) si @ > 0 hay un solo equilibrio inestable rodeado por una érbita periédica estable.

b) si @ < 0 hay un unico equilibrio estable.

Esta situacién corresponde a una bifurcacion de Hopf, pero a diferencia de la Hopf
clésica, el periodo del ciclo limite es constante y la amplitud depende linealmente del

parametro a.



Capitulo 2

Sistemas lineales a trozos continuos
con dos fronteras y simétricos.

2.1 Generalidades.

El capitulo que comienza lo vamos a dedicar al estudio de los sistemas dinamicos
continuos y lineales a trozos en dos dimensiones, en los que el plano de fases se encuentra
dividido en tres regiones mediante dos fronteras rectilineas paralelas. No hay pérdida

de generalidad en admitir que esas dos fronteras son

L, = {(:c,y)EIR2 : :c:l}

L, = {(:c,y) cR?:z= —1}

ya que siempre es posible, mediante giros, traslaciones y homotecias, situar cualquier
par de rectas paralelas en las posiciones indicadas por L; y Lo. De este modo, las tres

regiones en que queda dividido el plano de fases son

Region I  : R; = {(zr,y) eR?: 1< x}
Regién I : Ry = {(:r,y) eR?: -1<z< 1}

Region Il : Ry = {(z,y) €R?: 2 < -1}

Como en el Capitulo anterior, nos limitaremos a sistemas auténomos, es decir a sistemas

de la forma:

X'(t) = A;-X({t)+ By en la regién I
X'(t) = Ap-X(@)+ Bir en la regién 11
X'(t) = Apr-X(t)+ B en la regién I11

77
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donde A, A;;y Azrr son matrices 2x2 cuyos elementos sélo dependen de los pardmetros
de bifurcacién, y By, Brr y By son vectores columna que dependen de esos mismos
parametros. X () es el vector columna de las variables de estado.

Introducimos ahora una hipdtesis de simetria: Vamos a centrarnos en sistemas
dindmicos cuyo plano de fases sea simétrico alrededor del origen. Ello implica que si
(2(t),y(t))T es una trayectoria del sistema en el plano de fases, entonces (—z(t), —y(t))T
ha de ser también una trayectoria del mismo sistema.

Pero precisemos mas esta idea. Si suponemos que z > 1 y por tanto —z < —1,

entonces han de cumplirse las igualdades

(x/) :AI'(I>+BI
Yy Yy
—z' -z
, Armrr- + Brr
-y Y )

que equivalen a

z>1 Vy € R

AI = AH[ BI = "BIII

Ahora supongamos que 0 < z < 1 y por tanto —1 < —z < 0. Entonces han de

cumplirse estas otras igualdades

<:v,> = AII'<$>+BH
Yy y
—z' —
( , ) = Ajr- ( ) + Brr
-y —Y J

que equivalen a

<<l Vy € R

Brr=90

Resulta pues que de la hipdtesis de simetria se deduce que el sistema dinamico ha de

ser de la forma

X'(t) = Ar-X(t)+ B; en la regién 1
X'ty = Air-X(@@) en la regién II
X'(t) = Ar-X(t)— Br en la region 111

Continuemos ahora imponiéndole al sistema una hipétesis de continuidad sobre las fron-
teras igual que hicimos en el Capitulo anterior. Debido a la simetria sélo es necesario
exigir la continuidad sobre la frontera Lq:

1 1
AI'< >+B[:A11-< ) VyEIR
y Yy
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Si lamamos

G113 G12 €11 C12 b
! ( a1 a4z ) 1 ( €1 Ca2 ) ! < by )

entonces la igualdad anterior se escribe asi

b =
an + a2y + 61 = c11 + €12y } Vy € R
a9 + a2y + by = o1 + ey

lo que implica que
a2 — Q12 by = ci1 —an

a2 = C22 by = co1 —an

Asi pues, como consecuencia de la hipdtesis de continuidad en las fronteras, el sistema

dindmico queda de esta forma

7
r = ap &+ apy+cn —an .
;o s1 1<z
Yy = anT+ axy +cn —axn
!
r = T+ apy .
;L s1 ~l<az<xl
= T + Yy
' = anc+ apy — (¢ — an) .
, S1 < -1
= an + axny — (ca — az)

que puede escribirse, usando notacion matricial, de este modo

AI-X+B] s )(ER[ULI
X’:F(X)Z Arr- X si X € Ryg
Ar- X — By s1 XeRUl,

Si a las ecuaciones diferenciales de nuestro sistema dinamico les adjuntamos unas
condiciones iniciales, tenemos un problema de valores iniciales. Vamos a establecer que
tal problema tiene solucién tnica. Como requisito previo demostraremos el siguiente

Lema

Lema 2.1 La funcién F es globalmente lipschitziana en RZ.

DEMOSTRACION: La restriccién de F a cada region es lineal, y por tanto lipschitziana,
como quedd de manifiesto en el Lema 1.1 del Capitulo anterior. Por lo tanto, supon-

gamos que X1 € Ry U Lq, y X, € Ryy; entonces, si llamamos

Xy = (‘rlayl)T y X; = (302,3/2)T
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podemos escribir

|F(X1) — F(Xo)|| = [[ArXi+ Br— ApXo| =

_ @11%1 + G12%1 + €11 — a11 — C11T2 — G12Y2 .
G211 + G22¥1 + €21 — Q21 — C21T2 — G22Y2

_ ( a1 (3 — 1) + a2y ) _ ( cn(z2 — 1) + a1zy2 )H _

an(zy — 1) + azny e (z2 — 1) + ays

7 — 1 Ty — 1
= () - (700
Y1 Y2

pero como x5, — 1 < 0 < z; — 1, podemos continuar empleando el mismo método que

en la demostracion del citado Lema, lo que nos permite concluir

‘Al<:c1—-1)_AH<;c2—1> <.’E1—1)__(:C2—1)|1:[(||X1_X2I|
n Y2 Y1 Y2

donde como alli,
cene(372)
—Cn

Igual resultado obtendriamos con X3 € Ry y X3 € Ry U Ly, La norma matricial ha

<K

de ser, desde luego, una norma subordinada a la norma vectorial.
Prosigamos con X; € RyU Ly y X3 € Ryjp U Ly, entonces, si llamamos

X3 = (3,y3)"
podemos escribir
[1F(X1) = F(X3)|| = | A1 X1 + Br — ArXs + Bl < [|Ar(Xy — Xa)|| + 2[| By ||
pero como z; > 1y z3 < —1, resulta
2< @ — a3 = [on — 23] < [ Xy — X5

con lo cual

[Ar(Xy = Xo)[| + 2[| Bil| < K| Xy — Xa]

donde K = ||Af|| + || Br||- Si ahora tomamos como constante de Lipschitz, la mayor
entre las distintas K obtenidas y las correspondientes a las restricciones de F' a cada
region, queda demostrado el caracter globalmente lipschitziano de F'. 0

Como en nuestro sistema las variables de estado estdn definidas en todo IR?, y la
variable temporal ¢, en todo IR, el caracter globalmente lipschitziano de F' implica
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Teorema 2.2 El problema de valores iniciales
X'(t) = F(X(¢)) X(to) = Xo

tiene solucion unica definida para todo t € R.

Vamos a hacer ahora unas consideraciones generales acerca de los equilibrios de
estos sistemas, para lo que comenzamos suponiendo que las dos matrices A; y Ay
son regulares. Ello implica que no hay autovalores nulos y que el sistema tiene tres
equilibrios, bien sean reales o virtuales. Sea cual sea el caso, las coordenadas de estos

equilibrios son

11 Cn1
_ ] det Aj; _ a1 C21
T = _— 1 = —-——
! det A, i det A;
zy = 0 gp = 0
a11 C11
_ 14 det A;y _ G21 €21
T = — _ 7 = L= =
11 det A; Yinr det A,

El equilibrio situado en el origen es, por consiguiente, real, en tanto que los otros dos
pueden ser reales o virtuales. Pero de la simetria se desprende que los dos han de ser
reales o los dos virtuales. En consecuencia, si las matrices Ay y Aj; son regulares, el
sistema tiene uno o tres equilibrios, de los cuales uno estd siempre en el origen, y los
otros dos situados simétricamente con respecto al mismo. Observemos ademas que no

hay equilibrios en las fronteras.

Proposicién 2.3 La condicion necesaria y suficiente para que el sistema dindmico

tenga
a) un equilibrio, es que det Ay - det Aj; >0

b) tres equilibrios, es que det Ay -det A;; <0

DEMOSTRACION: La diferencia entre que haya uno o tres equilibrios, es que el equi-
librio de la regién I ( y por simetria el de la III), sea virtual o real. Es decir, habrd un
equilibrio si y sélo si Ty < 1, desigualdad que equivale a det A; - det A;; > 0, en tanto
que habra tres equilibrios cuando T; > 1, es decir cuando det Ay - det Aj; < 0. 0
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Cuando las matrices A; y Aj; son singulares, el sistema puede llegar a tener infini-
tos equilibrios que vamos a estudiar. Ahora bien, como veremos mas adelante en la
Proposicién 2.7, las citadas matrices tienen rango 1 por lo menos, ya que sélo conside-
raremos el caso de que a5 # 0.

Proposicién 2.4 Sidet A; = 0 ydet Aj; # 0, el sistema sélo tiene un equilibrio que

estd situado en el origen.

DEMOSTRACION: Los posibles equilibrios del sistema en la regién II son las soluciones
del sistema homogéneo Arr- X = 0, que por tener matriz regular, sélo tiene la soluciéon
trivial. El origen es pues un equilibrio del sistema.

Por otro lado

C11 — a4 Ap2 a1 Gy €11 — dy11 Q12
det A[[ = —+ % 0

Co1 — a1 Q22 az1 G22 Co1 — A21 A22

pero la tltima desigualdad implica que rango (A;|B;) = 2, ya que rango (A;) = 1. Ello
trae como consecuencia que los sistemas A;- X + By = 0y A;- X — By = 0 que
proporcionan los posibles equilibrios en las regiones I y III, sean incompatibles. No
existe pues otro equilibrio que el origen. 0O

Proposicién 2.5 Si det A # 0 y det Ajr = 0, el sistema tiene infinitos equilibrios
en la region I, y un equilibrio en cada frontera. El lugar geométrico de todos estos

equilibrios es el segmento

c11c + apy =0 —-1<z<1
DEMOSTRACION: Los equilibrios de las regiones I y III vienen dados por las expresiones

Q12 aiz
decir, que los equilibrios correspondientes a las regiones 1 y 11l se encuentran cada uno

. g c c
anteriores, pero como det A;; = 0, estos equilibrios son (1,——1—1-> y (—1, i), es

en una frontera.
Por otra parte, al ser det Aj; = 0, el sistema homogéneo Aj;- X = 0 que proporciona
los equilibrios de la regién II, tiene infinitas soluciones que se encuentran alineadas sobre

el segmento

11T + appy =0 —l<z<l

Obsérvese que los puntos donde este segmento toca a las fronteras, son precisamente

los equilibrios que hay sobre las mismas. 0
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Proposicién 2.6 Si det A; = 0 y det A;; = 0, el sistema tiene infinitos equilibrios.

El lugar geométrico de todos estos equilibrios es la quebrada

an + apy + ¢ —apn =0 st 1<z
e +apy =10 st -l<z<l
an® + appy — (c11 —ayn) =0 st z< -1

DEMOSTRACION: Si det Aj; = 0, la proposicién 2.5 asegura que el sistema tiene infini-
tos equilibrios en el segmento

ez + appy =0 —-1<x<1
Pero ademas, tenemos

a11 €11 — an a1 1

=0

Q21 C21 — a1 a1 €21
de modo que rango (A;|By) = 1, y por ser det A; = 0, también es rango(As) = 1.

Asi pues, el sistema A7+ X + By = 0 que proporciona los equilibrios de la regién
I, es compatible e indeterminado, de modo que de sus infinitas soluciones, las situadas

en la region I han de verificar
anz + apy + 1 —ann =0 si 1<z

Un razonamiento analogo en la regién II1 permite concluir la demostracion. 0O

Estamos interesados en el estudio de los comportamientos dindamicos del sistema
que exhiban una cierta complejidad, asi como en el analisis de posibles bifurcaciones.
Ello nos lleva a ocuparnos de la existencia en el plano de fases de curvas de Jordan que
sean unién de trayectorias del sistema. Dentro de este tipo de curvas se encuentran
las érbitas periddicas, las homoclinas junto con el equilibrio en que nacen y mueren,
y las parejas de heteroclinas que conectan dos equilibrios, junto con esos equilibrios.
Usaremos el nombre comuin de policiclos, como hicimos en el Capitulo anterior, para
designar a estas curvas.

En lo que respecta a las 6rbitas periédicas, éstas han de rodear necesariamente a un
equilibrio, [23, Hartman, 1982] y han de tener partes en al menos dos regiones. Esto
ultimo es asi debido a que en cada regién el sistema es lineal, y por tanto no puede
tener orbitas periédicas totalmente contenidas en esa region, excepto naturalmente si el
equilibrio es un centro. Valen aqui los comentarios hechos en la pagina 9 del Capitulo
anterior, acerca de los centros regionales y globales.

El primer resultado de caracter general que tenemos acerca de los policiclos es el
siguiente.
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Proposicién 2.7 Una condicidn necesaria para que el sistema dindmico tenga polici-
clos es que aqy # 0.

DEMOSTRACION: Se siguen los mismos pasos que en la demostracién de la Proposiciéon
1.7 del Capitulo anterior. 0

En todo lo que sigue excluiremos, a no ser que se diga expresamente lo contrario,
el caso de que a;; = 0.

Por otra parte, interesa conocer, para el posterior estudio de las semiaplicaciones
de Poincaré, la forma en que las trayectorias cruzan las fronteras entre las regiones. A

este respecto tenemos la siguiente Proposicién.

Proposicién 2.8 Si a5 # 0, entonces

a) Por cada punto (1,y) de la frontera Ly pasa una trayectoria que la cruza en un

. . 11 . . . C11
sentido si y > ———, en el sentido contrario si y < ———, y es tangente a la
aiz aiz
. €11
frontera st y = ——.
aiz

b) Por cada punto (—1,y) de la frontera Ly pasa una trayectoria que la cruza en un

. . C11 . . . 1
sentido si y>-—,en el sentido contrario st y < —, y es tangente a la frontem
ayg ay2

. C11
sty =—.
ay2

DEMOSTRACION: a) Se procede como en la demostracién de la Proposicién 1.8 del
Capitulo anterior.
b) Por la simetria respecto del origen del plano de fases, este apartado se reduce al

anterior. 0

Vamos a establecer a continuacién unos resultados generales acerca de la forma y
la existencia de policiclos. Observemos en primer lugar que la simetria obliga a que
si hay un policiclo con partes en dos regiones, digamos la I y la II, ha de haber otro
simétrico respecto del origen que tendra por tanto partes en las regiones II y III. Por
la misma razén, si un policiclo tiene partes en las tres regiones, ha de ser también
simétrico respecto al origen del plano de fases. La demostracién de estas afirmaciones

la tenemos en las siguientes Proposiciones.

Proposicién 2.9 Si un policiclo tiene partes en las tres regiones, ha de ser simétrico
con respecto al origen, y contenerlo en su interior.
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Figura 2.1:

DEMOSTRACION: Procedamos por reduccién al absurdo. suponiendo que hay un poli-
ciclo A que no es simétrico respecto del origen de coordenadas. En tal caso, la simetria
del plano de fases obliga a que exista un segundo policiclo B simétrico del primero.
Por otro lado, la proposicién 2.8 asegura que sobre la frontera hay un dnico punto
C11 . ..
de ordenada ——— que separa las trayectorias que pasan de la region I a la 11, de las

12

que lo hacen en sentido contrario (véase la Figura 2.1).

En consecuencia, los dos policiclos simétricos que estamos considerando, entran
ambos en la region I por puntos (1.uy) v (1,up) de la frontera L,. Sin pérdida de

. C11 . Ny
generalidad podemos suponer que ug < u4 < ———. Al salir de la region I para regresar
19

a la IT lo hardn por puntos (1,v4) v (1,vg) de la misma frontera, que necesariamente

. 1 . ,
han de verificar ——— < vy < vg, porque si vg < v, se cortarian.

ay9
Ahora bien, la simetria de estos dos policiclos obliga a que en la frontera L,, los
., Cy
puntos de entrada en la region Il sean (—1. —uy) v (=1, —ug) con T < —upg < —uy,
2

lo que sélo puede ocurrir si los dos policiclos se cortan en la region 11, y eso es imposible
por ser autéonomo nuestro sistema dinamico.

Concluimos pues que de haber un policiclo que tenga partes en las tres regiones,
ha de ser simétrico respecto del origen del plano de fases, y contenerlo por tanto en su

interior. 0

Proposiciéon 2.10 Si un policiclo no es simétvico respecto del orvigen del plano de
jases, entonces existe otro policiclo de modo que amnbos son simétricos respecto de ese
ortgen. Cada uno de cstos policiclos tienc partes solo cn dos regiones contiguas, o
bien uno de ellos estd totalmentc contenido en la reqion |y el otro en la 111. Ademds,

ninguno de los dos contiene en su interior al origen del plano de [ases.
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DEMOSTRACION: Para que se cumpla la simetria del plano de fases, la existencia de
un policiclo no simétrico respecto del origen, implica la existencia de otro, de tal modo
que ambos sean mutuamemnte simétricos.

Ninguno de estos policiclos puede tener partes en las tres regiones, porque entonces,
segtin la Proposicién 2.9 deberian ser cada uno de ellos simétrico, y precisamente
estamos suponiendo lo contrario. Asi pues, sélo pueden tener partes en dos regiones
(naturalmente contiguas) o en una sola. Si se da este tltimo caso, dado que en cada
regién el sistema es lineal, los policiclos sélo pueden ser las 6rbitas periddicas que
rodean a un centro. Como estamos suponiendo que estas 6rbitas no son simétricas con
respecto al origen, han de estar contenidas en las regiones I y 111, porque de estarlo en
la II, lo serian.

Si los policiclos tienen partes en dos regiones, una de ellas ha de ser la II, pero
ninguno de los dos contiene en su interior al origen, porque de contenerlo uno, también
lo haria el otro (de nuevo por la simetria), lo que les obligaria a cortarse, y ello como

sabemos es imposible porque nuestro sistema dindamico es auténomo. O

Proposicién 2.11 Una condicién necesaria para que el sistema posea orbitas periddi-
cas que tengan partes en dos regiones, es que existan tres equilibrios.

DEMOSTRACION: Una érbita periédica ha de rodear necesariamente a un equilibrio,
pero si esa 6rbita periédica tiene partes en dos regiones no puede rodear al origen
de acuerdo con la Proposicion 2.10. Por consiguiente, para que exista alguna orbita
periédica de estas caracteristicas, ha de haber mas equilibrios. Supongamos que haya
infinitos, entonces segin las Proposiciones 2.5 y 2.6, todos ellos estan situados en un
segmento o en una quebrada, pero en ambos casos hay un segmento cuyos puntos son
todos equilibrios que atraviesa la regién Il y que tiene sus extremos en los puntos de

c c
las fronteras | 1, - y | —1, =L
a2 a2
Una 6rbita periddica que tenga partes en las regiones [ y II entrara en esta tltima
c
por un punto de la frontera situado encima (o debajo) del punto {1, — y saldra
a12

por debajo (o por encima) del mismo (ver Proposicién 2.8) lo que la obliga a cortar
al segmento en cuestion. Pero ello no es posible porque en un sistema auténomo, dos
trayectorias, y un equilibrio lo es, no pueden cortarse.

Concluimos que si el sistema tiene una 6rbita periédica (y su simétrica) que tenga
partes en dos regiones contiguas, no puede tener ni un equilibrio, ni infinitos equilib-
rios. De las Proposiciones 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se deduce que ha de tener tres equilibrios.

Veamos ahora algunas condiciones suficientes para la no existencia de orbitas pe-

riédicas con partes en mas de una region.
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Proposicién 2.12 Son condiciones suficientes para la no ezistencia de orbitas perio-

dicas con partes en mds de una region,:

a) Que haya equilibrios reales tipo nodo en las regiones Iy II1.
b) Que haya equilibrios virtuales tipo silla en las regiones I y I11.

¢) Que haya equilibrios en las fronteras y que la matriz Ay tenga autovalores reales.

DEMOSTRACION: Argumentando como en los apartados a) y ) y ¢) de la Proposiciéon
1.9 del Capitulo anterior, queda demostrada. 0

Vamos a establecer a continuacién una condicién necesaria para la existencia de

policiclos. Como en el Capitulo anterior, introducimos la notacién

int7(T) = int(T) N Ry Sy = area (int(T))

int;r(I') = int(T") N Ry Sr; = area (int;(T))
y ahora enunciamos el siguiente Lema

Lema 2.13 Si el sistema dindmico tiene un policiclo con partes en las tres regiones,
entonces
2traza Ay - Sy +traza A;p - Sir =0

y st tiene partes en dos regiones
tl‘aZ&A[ . S[ + tI‘aZZ‘LA[[ . S][ =0

DEMOSTRACION: Constiltese la Proposicién 3 de [24, Llibre, 1996]. 0

Proposicién 2.14 Si el sistema dindmico tiene algin policiclo, entonces
traza Ay - traza A;; <0

DEMOSTRACION: Sea I' un policiclo y supongamos que tiene partes en dos o en tres
regiones. Entonces, de acuerdo con el Lema anterior tendremos

2traza A;- Sy +traza A;r- Sir =10

o bien
traza Ay - Sy + traza A;r- S;p =0

de donde se deduce que traza Aj - traza A;; < 0 o bien, que traza A; = traza A;; = 0.
Ahora supongamos que I esta totalmente contenido en una regiéon. Entonces, como
la restriccién del sistema dinamico a esa region es lineal, los tnicos policiclos posibles

son las 6rbitas periddicas que rodean a un centro, luego ha de ser traza A; = 0 donde

=1, [T 6 III. 0
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Las Proposiciones anteriores constituyen resultados generales acerca de la dindmica
del sistema lineal a trozos, en lo que a equilibrios y policiclos se refiere. Dado que
casi todos ellos son condiciones necesarias o suficientes para la existencia o la inexis-
tencia de equilibrios y policiclos, son una primera guia para dirigir nuestros esfuerzos
hacia aquellos casos dindmicamente interesantes, descartando comportamientos poco
relevantes.

Pero precisamente por su generalidad profundizan poco en el estudio del compor-
tamiento dinamico y de bifurcaciones, de modo que si queremos legar mas alla, necesi-
tamos otros instrumentos analiticos. El mas importante de todos y al que dedicaremos
casi todo lo que resta del capitulo es la bien conocida aplicacion de Poincaré.

Del analisis anterior, se deduce que son dos los tipos de drbitas periddicas que
debemos investigar: las que tienen partes en dos regiones (ue siempre se presentan por
parejas) y las que tienen partes en las tres regiones. De las primeras sélo estudiaremos
la que tiene partes en las regiones [ y 11, va que la simetria nos exime de estudiar a su
compatiera. En cuanto a las segundas, también por la simetria, solo hay que estudiar
la parte de ellas que cae en la region I v una de las dos partes que caen en la regién I1.

Para el estudio de las érbitas periddicas con partes en dos regiones, vamos a emplear
la misma técnica que en el Capitulo anterior (pagina 24). Como alli, definiremos las
funciones f y g que se ilustran en la Figura 2.2. A partir de la misma. es evidente que
habra una drbita periddica cada vez que « = wu;. es decir, habrd una drbita periédica
por cada solucion de la ecunacion f(v) = g(v).

De esta forma podemos investigar cuantas orbitas periddicas tiene el sistema, pero
este procedimiento no nos informa acerca de sus estabilidades. Para ello recurriremos a
la técnica clasica del estudio de la derivada de la aplicacion de Poincaré en sus puntos

fijos.
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La construccién de una aplicacién de Poincaré para el estudio de las érbitas pe-
riédicas que tienen partes en dos regiones puede hacerse de manera completamente
similar a como lo hicimos en el Capitulo anterior (pagina 32), empleando como seccién
la frontera L; entre las regiones I y II. En efecto, todas las drbitas periddicas de esta
clase, cortan a una de las dos fronteras. Pero por la simetria con respecto al origen,
s6lo es necesario estudiar una de ellas. Nos centraremos en la frontera L;. De acuerdo
con la definicién de las funciones f y g, y a la vista de la Figura 2.2, resulta evidente
que podemos definir una aplicacién de Poincaré de esta forma

P=gof!

En vista de como se ha definido P, es costumbre lamar a las funciones f (6 f™') y g,
semiaplicaciones de Poincaré.

Supongamos que ahora queremos investigar la existencia de érbitas periddicas que
se extiendan por las tres regiones. Entonces comenzamos calculando la funcién f exac-
tamente igual que antes, y a continuacién, partiendo del punto de coordenadas (1,v)
(véase la figura 2.2), calculamos las coordenadas (—1, v1) del primer punto de encuentro
de la trayectoria con la frontera entre las regiones II y III, después de viajar por la

regién I, lo que nos permite definir una funcién h, que a cada v le hace corresponder

un vy.

Queda ahora patente que debido a la simetria, habra una érbita periddica en las
tres regiones cada vez que u = —vi, o lo que es lo mismo, por cada solucién de la
ecuacién f(v) = —h(v), habrd una érbita periédica de estas caracteristicas.

Ahora podemos estudiar las érbitas periddicas que tienen partes en las tres regiones,
tomando como seccién de Poincaré la misma frontera L;, puesto que de haber tales
6rbitas, habran de cortarla. Pero ahora la situacion se presenta algo mas complicada.
En efecto, si observamos la Figura 2.3 veremos que para regresar a la frontera después
de haber partido de ella, y rodear al origen, es preciso considerar un arco de trayectoria
AB en laregién I, otro C'D en laIll, y dos BC'y DFE enlall, de modo que para escribir
la aplicacién de Poincaré, seria necesario componer cuatro funciones, senaladas en esa

Figura con las letras f~!, h, k y Ay, de tal manera que tendriamos
P=hyokoho f!

Afortunadamente, la simetria del plano de fases con respecto al origen de coorde-
nadas simplifica notablemente los cdlculos. En efecto, si hubiera una érbita periddica,
los puntos A y E coincidirian, y por tanto sus ordenadas u y u; también. Pero como
entonces los arcos de trayectoria ABC y CDFE habrian de ser simétricos uno del otro,
tendriamos que v; = —u; = —u. Ello sugiere el que consideremos la aplicacién P,

definida asi

P=—ho f!
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Figura 2.3: La aplicacién de Poincaré en las tres regiones.

Figura 2.4: La aplicacién F.
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Figura 2.5:

que se esquematiza en la figura 2.4
Es evidente que P; es mas facil de construir que P, pero no es una aplicacién de
Poincaré. No obstante, tiene propiedades que la hacen il para reemplazar en cierto
| {

sentido a P, como veremos en la siguiente Proposicion.

Proposicién 2.15 Las aplicacioncs P =hyokolio [~' y Py = —~ho [~ verifican
a) P= P oP;
b) Py P, tienen los mismos puntos fijos:
¢) stu* es un punto fijo de Py de Py, entonces sc verifica la igualdad

signo (P'(u™) — 1) = signo (P/(u™) — 1)

DEMOSTRACION: a) De acuerdo con la Figura 2.3
vy =h (f_l('u,)) v por tanto Py(u) = vy

Pero el arco A'B'C" es simétrico del arco ABC. luego las ordenadas de A v A’ las de

By B, ylas de (" y (" son opuestas. lo que permite escribir
—vy = hy (K{(—u)) v por tanto Prlu) =Dy (M(—u))
y como consecuerncia de todo ello

P(Pi(w)) = Py (=h (17 (w))) = by (4 (1 (/71w))) = Plu)
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b) Supongamos que u* es un punto fijo de P, entonces
u* = P(u*) = P, (P (u")) de donde se deduce que Py(u*) = P71l (u)

pero la tdltima igualdad sélo es posible si Py(u*) = u*.

Reciprocamente, sea u* un punto fijo de Pj, entonces
ut = Py(w") = Py (Py(w)) = P(u").
¢) La derivada de P en un punto fijo puede escribirse asi
P'(u) = P} (Py(u")) - P{(u") = P{(u") - P{(u") = (P{(u))"

Pero como la aplicacién P, es creciente por ser composicién de dos funciones —h y f~!

decrecientes, si para simplificar llamamos n = Pj(u*) > 0, tendremos

(Pw) = 1) (Pi(w)=1) = ((-=n)*=1) (4= 1) = (p =1 (n+1) >0

lo que demuestra que (P’'(u*) — 1) y (P{(u*) — 1) tienen el mismo signo. 0

Como consecuencia de todo esto, utilizaremos para el estudio de las érbitas perié-
dicas que tienen partes en las tres regiones, en vez de la aplicacién de Poincaré P, la
pseudoaplicacion P, més sencilla de construir. No obstante, para hacer mas inteligible
la exposicién, la seguiremos llamando aplicacién de Poincaré y la designaremos con la

misma letra P.

2.2 Formas candnicas.

Si observamos las ecuaciones del sistema dinamico objeto de nuestro estudio, veremos
que en ellas participan seis coeficientes. Cualquier estudio de bifurcaciones que em-
prendamos, ha de tomar en cuenta las posibles variaciones de todos ellos, lo cual parece
ser a priori complicado. Seria deseable poder rebajar el nimero de estos coeficientes
como hicimos en el Capitulo anterior, para lo que vamos a llevar a cabo una serie de
transformaciones lineales que reduzcan el sistema a ciertas formas canénicas en las
que los coeficientes, en menor nimero, se tomaran como parametros en el estudio de
las bifurcaciones.

Continuaremos, como consecuencia de la Proposicién 2.7, manteniendo la desigual-

dad ay2 7é 0.

Teorema 2.16 Sitraza Aj # traza Ajj, y aia # 0, y el sistema tiene orbitas periodicas,
entonces existe una transformacion lineal de las variables de estado y un reescalado de
la variable temporal que lo reduce a la forma

= —f(z) -y

y = x — by
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donde
pr—(p+A) st 1<z
flz)= -z st —l<a<l y siendo u # —\
px 4+ (p+A) st z < —1

llamada forma candnica de Van der Pol-Duffing.

DEMOSTRACION : La desigualdad traza A; # traza A equivale a ay; # ¢11 lo que
permite efectuar la siguiente transformacién en las variables de estado

T — X y — dzr + ey
Q1 — Co1 —1 /e .
donde d = —“—-* y ¢ = ——. Es facil comprobar que reduce el sistema a la forma
11 — €11 Q19
— iz — (7 + ) s 1<z
do= <T@y {  les<
f o — By onde f(2)= —Az si -l<z<
Y P T+ (g + A) si r < —1

los pardmetros 77, A, b y P resultan ser

7= —(an + day;) X = e+ dagy

= Cllz(and2 + (a1 — ag2)d — az) b= ajd — ax

=3

Estamos en la hipdtesis de que el sistema tiene 6rbitas periddicas, que necesariamente
han de rodear a algin equilibrio. Perosi p = 0, es facil verificar que la recta de ecuacién
y = 0 es unién de trayectorias del sistema y pasa por los tres equilibrios del mismo.
Entonces las érbitas periédicas tendrian que cortar a esa recta, lo cual es imposible.
Asi pues, si el sistema tiene drbitas periddicas ha de ser p # 0.

Podemos entonces efectuar un segundo cambio en las variables de estado, y un

reescalado de la variable temporal

1
T — T y — /Dy t————>—|—_|t
D

mediante el cual el sistema queda en la forma de Van der Pol-Duffing. Los coeficientes

U, Ay bson

P
VIl
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NoTA: Como en el Capitulo anterior debemos senalar que si b = 0 nos encontramos
con el sistema clasico de Rayleigh-Van der Pol, que aparecera de nuevo en el Capitulo
3 a propésito del estudio del oscilador en puente de Wien.

La posibilidad de reducir el sistema dinamico a la forma de Van der Pol-Duffing,
estd ligada al hecho de que las trazas de las matrices Ay y Ay, han de ser distintas.
Precisamente por ello, en esa forma, los dos parametros p y A han de verificar g # —A.

Pero no siempre se da esa circunstancia, y ocurre que para determinados valores de
los pardmetros, traza A; = traza Ar;. En tal caso, procederemos a otra transformacién
de las variables de estado que vamos a exponer en el siguiente Teorema.

Teorema 2.17 Si traza Ay = traza A;; y ayo # 0, entonces existe una transformacion
lineal de las variables de estado que reduce el sistema a la forma

!

Y
g(z) — traza Ary

!

donde
—det Ajx + det Ay + det Ajy s1 1<z
g(z) = —det Ajpx st —l<ax<l
—det Ajz + det A; + det Ay st xr < —1

llamada forma canénica de Duffing.

DEMOSTRACION : Empleamos una transformacién de las variables formalmente idéntica

a la del teorema 2.16

r—z y — dx + ey
. a1 1 . .
pero ahora con los coeficientes d = ——— y e = —. Es inmediato comprobar que el
Q12 12
sistema bajo esta transformacién, se reduce a la forma indicada. 0

De las dos formas candnicas mutuamente excluyentes a que podemos reducir nuestro
sistema dinamico, la que presenta un comportamiento mas variado e interesante es,
debido a las Proposiciones anteriores, la primera de ellas. A su estudio dedicaremos el
resto del presente Capitulo.

Pero no sélo es eso, ademas debemos destacar el hecho, que se deduce de los dos
ultimos Teoremas, de que un sistema plano continuo lineal a trozos y con una sola

frontera es, en condiciones genéricas, un sistema del tipo Van der Pol-Duffing.

Hay una tercera forma candnica a la que se llega mediante transformaciones en
las variables de estado similares a las anteriores, pero sin que sea necesaria suposicion

alguna acerca de las trazas de las matrices del sistema.
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Teorema 2.18 Si ayy # 0, existe una transformacion lineal de las variables de estado

que reduce el sistema a la forma

x' y — F(2)
y = —g(2)
donde las funciones F' y g son
—traza Ay -  + (traza A; — traza Apy) st 1<z
F(z) =< —trazaAjp -z st —-l<z<l
—traza Ay - © — (traza A; — traza Ajy) St z < —1
det A; -z — (det A; — det Apy) st 1<z
g(z) =14 detAjr-z st —l<a<l
det Ay -z + (det Ay — det Ajyy) st x < -1

llamada forma candnica de Lienard.

DEMOSTRACION: Como en los teoremas 2.16 y 2.17, aplicamos una transformacién

lineal de la forma

T —x y — dz + ey
. . a2 1 ;. .
siendo los coeficientes d = — y e = —. Puede comprobarse facilmente que el sistema
. aig 12
bajo esta transformacidn, se reduce a la forma indicada. 0

Con el sistema reducido a la forma candnica de Lienard, podemos aplicar el Teorema
del mismo autor [26, Lienard, 1928]), lo que nos permitira establecer, bajo ciertas

hipétesis, la existencia y unicidad de ciclos limite.

Teorema 2.19 Si ayp #0, det A; > 0 y det Aj; > 0, entonces

a) sitraza Ay < 0 y traza Ay > 0, el sistema dindmico tiene un unico ciclo limite

estable;

b) sitraza A; > 0 y traza A;; < 0, el sistema dindmico tiene un inico ciclo limite

inestable.

DEMOSTRACION: a) Vamos a comprobar que con nuestras hipdtesis se puede aplicar el
Teorema de Lienard tal como se expone en [25, Perko, 1991]. En efecto, las funciones
F'y g que hemos introducido en el Teorema 2.18 son continuas con derivada continua
salvo en los puntos = %1, en los que existen y son finitas las derivadas laterales.
Esto es suficiente para garantizar la validez de la demostracién, ya que un analisis
cuidadoso de la misma, evidencia que no es necesaria la continuidad de las derivadas

de estas funciones.
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Por otra parte, de su propia definicién se deduce que F'y g son impares y ademas
zg(z) > 0 cuando =z > 0, ya que det A; > 0 y det A;y > 0. También se verifica
F,(O) = —traza A;; < 0.

Las igualdades

lim F(z)= 400 m F(z)=—-o0

r—-+oo r— =00

se deducen de la desigualdad traza A; < 0. Ademads, F tiene un unico cero en el punto

traza Ay
a=1———-+>1
traza Ay
Por tltimo, como F'(x) = — traza A; > 0 para todo « > 1, resulta que /' es monétona

creciente para todo x > a.

Se cumplen pues todas las hipétesis del teorema de Lienard, lo que permite concluir
que el sistema posee un unico ciclo limite estable.

b) Si en el Teorema 2.18, ademas de la transformacién lineal de las variables de
estado que allf se explica, cambiamos la variable temporal ¢ por —t, el sistema dinamico

queda asi

' = —y+ )

y = 9(z)
Siguiendo ahora un razonamiento paralelo al del apartado a), podemos comprobar que
el sistema bajo esta forma y con las condiciones traza A; > 0 y traza Aj; < 0, cumple
todas las hipétesis del teorema de Lienard, luego tiene un dnico ciclo limite estable. De-
shaciendo el cambio de ¢ por —t, regresamos al sistema original, quedando demostrado

que éste también posee un Unico ciclo limite, pero inestable. 0O

2.3 Forma de Van der Pol-Duffing.

Vamos a estudiar el sistema lineal a trozos escrito en la forma de Van der Pol-Duffing

o' =—f(z) -y
y =z —by
donde la funcién f es
pr+ (4 A) si < —1
flz) = -z si —-l<z<l y siendo p # —A
px — (p+ A) si 1<z

La funcién [ tiene como representacion grafica la que se muestra en la Figura 2.6, y

puede expresarse de una forma mas compacta asi
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.9

‘/“h\ -4 g

\

Figura 2.6:

i+ A
)

flx) = pr — A+ 1] = e = 1)) Vo e IR

P ., .. . . ‘
Hmpleando notacion matricial. ol sistema puede escribirse de esta manera

Y/(l‘) = /l/ . \(/) —+ B/ sl 1 <u
X(t) = Ay, - X (1) S —l<ar<l
X(t) = A, X(1) = B, ¥ r< -l

siendo las matrices A;, Aj;r y By

—p —1 , A =1 : —p = A
= £ e B =
A ( ] —b) i ( | —1)> / ( 0

2.3.1 Simetrias.

Bajo la forma de Van der Pol-Duffing. el sistema presenta simetiias, igual que ocurria
en el Capitulo anterior (véase la Seccién 1.3.1). s decir. existen cambios en las varia-
bles de estado, en la variable temporal v en los pardmetros de bifurcacién, que dejan
invariante al sistema dinamico, segin sc muestra a continuacién

Simetria Sy: al cambiar

€ por — b por —b
Y por yloA por —A
/ por - por —

queda invariante el sistema dinamico.
Simetria S;: al cambiar
@ por —r | b por b
Y por —y | A por A

) por ! t I por I
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queda invariante el sistema dinamico.

Simetria S3: al cambiar

por x| b por —b
por —y | A por —-A
t por —~t | u por —H

queda invariante el sistema dinamico.

Consideraremos una cuarta simetria Sy (la identidad) que consiste en dejar inal-
terados las variables de estado, la variable temporal y los parametros de bifurcacion.
Podemos definir la composicién de dos simetrias S; * S; (¢,7 = 0,1,2,3) como el re-
sultado de aplicar al sistema sucesivamente y en este orden, S; y 5;. Es evidente que se
trata de una ley de composicién interna, para la que es facil comprobar que se verifica

la siguiente Tabla

* | So S1 Sz Ss
So | Se S1 Sz Ss
S11S5 So Sz 5
Sy | S Sz So S
S3 | Ss S2 S1 So

en la que una observacién detallada permite concluir que el conjunto de las cuatro

simetrias con esta ley de composiciéon es un grupo abeliano.

Apliquemos las simetrias para reducir el rango de variacién de los parametros de
bifurcacién b, A y . En principio, los tres pueden tomar cualesquiera valores reales
y por tanto pueden ser no negativos o negativos. Indiquemos con el signo + el hecho
de que un parametro tome valores no negativos, y con el signo — el que tome valores
negativos. De acuerdo con este convenio, se presentan 2° = 8 casos al combinar de
todas las maneras posibles los signos + y —. Procediendo ahora como en la pagina 17
del Capitulo anterior, podemos observar que los 8 casos pueden reducirse sélo a cuatro,
como se expone en la Tabla 2.1

Concluimos que en el estudio del sistema sélo es necesario tratar los casos en los
que b > 0.

2.3.2 Numero, tipos y estabilidades de los equilibrios.

A continuacién vamos a estudiar los equilibrios. Comencemos suponiendo que las

matrices A; y Ay son regulares, en cuyo caso las coordenadas de los equilibrios, reales
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Caso | Aplicando la simetria... | se reduce al caso...
So
So
So
So
S
Si
S1
Sy

+ +| >
+|=

[
I+

+ 4+ + 4=

— N W W N =

—+
o0~ O U &= W N

Tabla 2.1:

o virtuales, vienen dadas por:

bp + A) _ opTtA
pb+1 I ub+1
zp = 0 Yy =0
N ) _ kA
= pub+1 v pb+1

Ademaés, tenemos que det A; = pb+ 1, y det Ajf = 1 — Ab, asi que de acuerdo con la

Proposicién 2.3 el sistema tendra sélo el equilibrio del origen cuando
(pb4+ 1)(1 — Ab) >0

y tendra tres equilibrios, uno en cada regién, cuando
(ub+1)(1 = Xb) <0

Supongamos ahora que una de las dos matrices, Ay y Ays es singular. Entonces las
Proposiciones 2.4 y 2.5 nos informan acerca del nimero y la situacién de los equilibrios,

segun cual de los determinantes se anule:
o Siub+1=0y1— Ab+#0, sélo hay un equilibrio que esta en el origen.

e Sipb+1#0y1— Ab=0, hay infinitos equilibrios en el segmento
y= Az (-1 <z <)

el caso de que ambos determinantes se anulen no lo consideramos, puesto que para ello,
es necesario que las trazas de las matrices A; y Aj; sean iguales, y esa posibilidad la

hemos excluido al reducir el sistema a la forma de Van der Pol-Dufling.
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1 —Xb| ub+1 | n° de equilibrios Situacién
>0 >0 1 en la regién 11
>0 <0 3 uno en cada region
>0 =90 1 en la region 11
<0 >0 3 uno en cada region
<0 <0 1 en la regién 11
<0 =0 1 en la region 11
= #0 infinito uno en cada frontera
y los demas en la regién 11

Tabla 2.2: Situacién y nimero de los equilibrios.

Toda la informacién reunida hasta aqui sobre el nimero y la situaciéon de los equi-
librios se recoge en la tabla 2.2

Para obtener informacién acerca del tipo y la estabilidad de estos equilibrios pro-
cederemos al analisis de los autovalores de las matrices A; y Ay, ya que en cada region
el sistema es lineal. Pero en la Seccién 1.3.2 del Capitulo anterior hemos llevado a cabo
ese estudio con el sistema lineal a trozos de una sola frontera, dandose la circunstancia
de que las matrices A; y Ay son las mismas alll y aqui. Ello nos exime de repetir
el andlisis, limitdndonos, para mayor comodidad a reproducir las tablas 2.3 y 2.4 en
las que se recogen los tipos y signos de los autovalores. Usando la misma notacién,

HNamaremos w; y w; a los autovalores de Aj, y z; v 2o a los de Ayy.

Del analisis de las simetrias se deduce que sélo es necesario considerar valores no ne-
gativos del pardmetro b. En cuanto a los pardmetros p y A, pueden tomar cualesquiera
valores reales. Para describir las bifurcaciones del sistema, trazaremos diagramas en
los que vamos a senalar zonas donde el sistema exhibe diferentes comportamientos
dindmicos. Estudiaremos para ello las variaciones de los tres parametros p, A y b, lo
que en principio nos llevara a emplear diagramas tridimensionales. Pero este tipo de
graficos resulta a veces dificil de interpretar por la complicacién que supone el trazado
de superficies que tengan un aspecto claro y sencillo, de modo que optaremos por
diagramas planos en los que los ejes de coordenadas corresponderan a dos de los tres
parametros citados. Hay, no obstante un inconveniente al exponer asi los conjuntos de
bifurcaciones, y es que las variaciones del pardmetro que no esta representado hay que
reflejarlas usando diferentes graficos, uno para cada rango de dicho parametro que se
juzgue de interés.

En el presente capitulo se ha optado por el empleo de conjuntos de bifurcaciones en

cuyos ejes estan representados los parametros ;o y A. Para cubrir toda la casuistica que
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Autovalores | pb+1 | u+b Signo
reales y >0 >0 w < 0wy <0
distintos <0 w; > 0wy >0
lp —b] > 2 <0 #0 wy > 0w, <0
=0 w; = —wg >0
=90 >0 wy; = 0wy <0
<0 w; < 0wy =20
reales e >0 >0 w =wy, <0
iguales <0 wy = we >0
lw—0b=21] =0 =0 w; = w, =0
complejos >0 >0 | Re(wy) = Re(w,) <0
lw — b < 2 <0 | Re(wy) = Re(wq) >0
=0 | Re(w;) = Re(w,) =

Tabla 2.3: Los autovalores w; y w, de la matriz Aj.

Autovalores | 1 — AD | A —b Signo

reales y >0 >0 21 >0z >0

distintos <0 21 <0z <0

[A+0]>2 <0 # 0 521 >02<0

=0 zp = —29 >0

=0 >0 21 >02=0

<0 z21=02z >0

reales e >0 >0 z1 =29 >0

iguales <0 72 =2<0

IA+b] =2 =0 =0 21 =2=0
complejos >0 >0 | Re(z1) = Re(z) >0
A+ b <2 <0 | Re(z) = Re(z) <0
=0 | Re(z)) = Re(z) =0

Tabla 2.4: Los autovalores z; y z, de la matriz Aj;.
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se produce debido a los diferentes valores de b, es preciso considerar cuatro de estas

representaciones correspondientes a

b=0 0<bcl b 1<b

I

En ausencia de policiclos, la dinamica estd determinada por los equilibrios. Basta
con conocer el nimero y el tipo de los mismos para disponer de un esquema cualitativo
de las trayectorias en el plano de fases. Ahora bien, tal informacién estd disponible
en las Tablas 2.2, 2.3 y 2.4, por lo que en las zonas de los conjuntos de bifurcaciones
en las que el sistema no tenga policiclos, el estudio puede darse por acabado, a falta
tiinicamente de trazar sobre los correspondientes conjuntos de bifurcaciones, unos dibu-
jos que describan de forma somera la forma de las trayectorias, cosa que haremos al
final del Capitulo al completarlos. Seguimos asi una tradicién muy arraigada en la
literatura de ilustrar los conjuntos de bifurcaciones con unos esbozos de la dinamica en
cada una de las zonas de los mismos.

Pero también disponemos de informacién acerca de las zonas en las que el sistema
no ostenta policiclos u 6rbitas periddicas. En efecto, la Proposicién 2.12 da condiciones
que permiten descartar la presencia de drbitas periddicas y la Proposicién 2.14 excluye
los policiclos. Por el contrario, el Teorema 2.19 afirma la existencia de una tnica 6rbita
periodica.

Todas estas consideraciones nos llevan a trazar en las figuras 2.7 a 2.10, unos es-
bozos de lo que serdn los conjuntos de bifurcaciones, en los que se han senalado con
diversos estilos de tramas, las zonas de los diagramas en los que el sistema carece
de érbitas periddicas o policiclos. En las zonas sin tramas, (salvo aquellas senaladas
por el Teorema 2.19), la existencia de Grbitas periddicas, homoclinas o heteroclinas,
estd por determinar, lo que haremos estudiando las aplicaciones de Poincaré. Pero del
analisis hecho en la pagina 88 y siguientes, se deduce que debemos calcular antes las

correspondientes semiaplicaciones. A ello estd dedicada la siguiente Seccion.

2.4 Las semiaplicaciones de Poincaré.

Comenzamos el andlisis de las diferentes semiaplicaciones de Poincaré f,¢g y h (véase
la Figura 2.2). Estudiaremos sus dominios, recorridos, crecimiento, concavidad y com-
portamientos asintdticos, propiedades que posteriormente emplearemos en el estudio
de las aplicaciones de Poincaré.

Pero este estudio presenta multitud de casos segun el tipo de los equilibrios, su
caracter real o virtual y su estabilidad, de modo que para reducir cuanto se pueda el
ntimero de posibilidades, nos limitaremos a considerar aquellas en las que de acuerdo
con las figuras 2.7 a 2.10, puedan existir policiclos, descartando todos los demas. A
modo, de resumen se presentan esos casos en la tabla 2.5.
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Figura 2.7: (b= 0)
Semiaplicacion | Tipo del equilibrio Clase
% I |
f foco o centro Ion la region 1 (real o virtual)
o en la frontera
| nodo En la region I (virtual)
silla o la region T (real)
q silla Ion la region 1 (real)
h foco o centro o la region 11 (real)
nodo Iin la region Il (real)
silla Ion la region 11 (real)

Tabla 2.5: Distintos tipos de semiaplicaciones de Poincaré.



Sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras y simétricos.

104

fmﬂa /ig>o

‘A
r

/

Mo N
//

AN

<
N
i

NN | \\\\\ \\\\

NN -4 /

NN | A

NN BRIV \\\\\

S0 =qyy : v :

| s \\\\\

—t = -+ } £

£=97% | \\\ vy
/ NS s

_ Sy s s

o B2 JN i £

\\u\\Q\W\A\\\\\\\\_\\\

I\ [~/ M\I\.\ i \L..I\ lllllllllllll
-~ 77¥ 7S .
u/\z\\\\\ s 72, 1Pre w O

\\\ \\\\\ e ¥ o vy

NSy O -\ I~

SRS ¥ Ny

A S 7o % -Q

R s Y, b

\\ﬂ\\\\\\\\\_\ v <

’, \\\\\\\\\ A7

\\\\\\\\\\\__\\

|_2--g+ ,

N T

oV, s S S

Nodo neaf

e

Yawd
s

Figura 2.8: (0 < b < 1)
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Adn asi, el estudio resulta algo tedioso, por lo que vamos a intentar reducirlo mas.
Para ello recordemos el Teorema 2.19 que establece la existencia de drbitas periddicas
cuando det A; > 0 y det A;; > 0, sin usar para nada las semiaplicaciones de Poincaré.
Esas dos desigualdades de acuerdo con las Proposiciones 2.3 y 2.4 implican que el
sistema sé6lo tiene un equilibrio en el origen, asi que podemos eludir el estudio de las
semiaplicaciones de Poincaré en esos casos, ya que no son necesarias para demostrar la
existencia de 6rbitas periddicas. En concreto, no necesitamos estudiar la semiaplicacion
f cuando el equilibrio de la regién I es un foco, un centro o un nodo virtuales.

Pero todavia podemos simplificar mas el estudio, aprovechando el trabajo realizado
en el Capitulo anterior al calcular alli las semiaplicaciones f y ¢. En efecto, como
demostraremos en seguida, existe una relacion entre las funciones f y ¢ en los dos
sistemas lineales a trozos: el que tiene una sola frontera estudiado en el Capitulo
anterior, y el que tiene dos fronteras objeto del presente. Lo que vamos a demostrar es
que cada una de esas dos semiaplicaciones en un sistema, se puede obtener a partir de
su homénima en el otro sistema mediante una traslacién y una homotecia. Es evidente
que esta relacién no se da con la semiaplicacion h, ya que esta carece de analoga en el

sistema con una sola frontera. Tendremos por tanto que estudiarla directamente.

Para llevar a cabo el analisis de la relacion expuesta, llamaremos fo y ¢go a las
semiaplicaciones que estudiamos en el capitulo anterior y 0,4 y @ a aquellos valores
que verifican @ = fo(0) y %1 = go(?). Reservaremos la notacién f,g,v,u y u; para sus

homoénimos en el sistema con dos fronteras.

2.4.1 La semiaplicacion f.

En el Apéndice B se han obtenido las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacion f

en sus diversos casos, asi que podemos escribir

a) Si el equilibrio de la region I es un foco:

1 - /\b 6—7171¢(T1;71)

“(Tl) =A-p

! b+ 1 sen 7y
1 =X e"g(r;—m)
=\ .
v(m) + 5 b+ 1 sen 7y

donde los coeficientes ¥; y /1 son

_ —(p+0) YA e Ok
71_———4—(;5——6)2 ﬂ1—-—“——*2



108 Sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras y simétricos.

b) Si el equilibrio de la region I es un nodo propio o una silla:

w(m) = A — 1 —Ab ' \/(/‘ —b)? —4 . e ()

pub+1 2 Sh
1=Xb (p—=0)? =4 emny(r;—)
Y . . )
v(m) + ub+1 2 Shry
siendo v; = ———_——(i—-l:—b—)—
(h—bp -4

Nétese que en los casos a) y b), el signo de 7, es el de la traza de la matriz Ay, asi
que la estabilidad del equilibrio depende del signo de ese coeficiente.

¢) Si el equilibrio de la region I es un centro, o si es un foco o un centro pero situado
en la frontera: entonces podemos expresar la semiaplicacion f en forma explicita, para
lo que procedemos como en la Proposicién 1.14 del Capitulo anterior, resultando

u= f(v)=—v+2A si es un centro
u= f(v)=—ve™™" + A1+ e™M7) si es un foco situado en la frontera

Vamos ahora a establecer la relacién entre f y fy que hemos anticipado mas atras.

Proposicién 2.20 Llamemos fy a la semiaplicacion [ del sistema dindmico en la
forma de Van der Pol-Duffing con una sola frontera, y sean @, € IR de tal manera que
@ = fo(0). Entonces, si u,v € R verifican u = f(v) siendo f la misma semiaplicacion
definida para el sistema con dos fronteras, se cumple

~

v

1— A\ 1= Ab
— ’ g v=A— .

a a

U= A

DEMOSTRACION: Si comparamos las anteriores ecuaciones paramétricas de f con sus
homélogas del sistema con una sola frontera, mostradas en las pagina 33, la conclusion

se sigue de inmediato. : 0

La tltima Proposicién, aunque muy simple, tiene la virtud de que nos evita el
estudio, algo tedioso, de la semiaplicacién f en cada uno de los casos detallados en la
Tabla 2.5. En efecto, basta aplicar la homotecia y la traslacion descritas para obtener
las propiedades de crecimiento, concavidad, etc., a partir de su homénima en el sistema

con una sola frontera.
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Figura 2.11: Foco o centro reales en la regién I.

El equilibrio de la regién I es un foco o un centro reales. Atendicudo a la

Figura 2.11 podemos establecer ¢l dominio v ¢l recorrido de la funcién f de modo que

tenemos
fiA 4o0) — (—o00. 1) foco estable
fi[A4oo) — (—oc. A] centro
[ fve, +o0) — (=00, ) [oco inestable

Pasamos ahora a estudiar las propiedades de la semiaplicacién [

Proposicién 2.21 Si el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing ticne

un foco real en la region I, entonces la semiaplicacidn f verifica

a) es decreciente, y la derivada [' verifica

]i111+f’(1') = 0 si ol foco s estable,
v—\

lm f'(v) = — st ol foco es inestable:
U_"lr’o

b) su grdfica es una curva convera desde arviba si el foco es estable, y concava desde

arriba si es inestable.
¢) su grafica tiene por asintola en ¢l plano v.u. la recla de ccuwacion

, I A4 (L= AD) -
no= —c 1+ T -<l+(: >
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DEMOSTRACION: Vamos a determinar en primer lugar el intervalo de variacién del
parametro 7. Para obtener ug (Figura 2.11), es preciso hallar el valor 7o del parametro
71 que hace v(110) = A pero eso es equivalente a hallar la solucién 740 de la ecuacién
é(m1;—71) = 0 con 73 < 0, y de ahi calcular up = u(m0). Asimismo, para obtener
vo debemos hallar 7;, tal que uy(75) = A, o lo que es lo mismo, hallar la solucién 7{,
de ¢(m1;71) = 0 con 71 > 0, y hallar vo = v(7(,). Pero estas dos ecuaciones son las
mismas que las de la Proposicién 1.15 del Capitulo anterior, y por tanto también sus
soluciones.

Por otra parte, al haber tres equilibrios, ha de ser (ub+1)(1 —Ab) < 0 (Proposicién
2.3), pero como el equilibrio de la region [ es un foco, pb+1 > 0 segin la Tabla 2.3 y por
tanto 1 —Ab < 0. Asi pues, como de la Proposicién 1.15 sabemos que lim (7 ) = —oo,

Ty =1

y también lim o(m) = 400, tenemos
T1—T

1 —Ab
Hm w(m)= lm |A— ﬁ(TI)} = —00
-t 71—t I a
1—Xb
lim v(r) = lim |A— : f)(rl)] = +00
T —rt r—7t i a

Concluimos que cuando el foco es real, el intervalo de variaciéon del parametro 7 es
(m,70), donde ¢ representa a 719 0 a 71,. Obsérvese que este intervalo es el mismo que
se obtuvo en la Proposicién 1.15 del Capitulo anterior para la semiaplicacion fo.

a) Vamos a estudiar la derivada. Usando de nuevo la Proposicién 2.20 podemos

escribir

1 — Al 1— Ab
> d(m) = A —

a a

= A—l_”’-fo( . A—ﬁ(n)))

flo(n)) = wln) =X - < folv(m)) =

a 1 - /\b(
de modo que al derivar obtenemos
I'(v) = fo(®)

y como en la Proposicién 1.15 se demostré que la derivada del segundo miembro de
esta igualdad es negativa en todo su dominio, resulta ser f decreciente en el suyo.

Pero ademas, y con referencia a esa misma Proposicién, tenemos
') = fl(w(mo)) = fold(r0)) = fo(0) =0 si 7 <0

lim+f'(v) = lim,_f’(v(ﬁ)) = 1im,_fé(f)(71)) = lim+f(')(f)) = —00 siom >0

v—vg TI—=T1g TI—=T)o =1
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—

ey lahe

Figura 2.12: Foco o centro en la regién I. La semiaplicacién [

b) Para el estudio de la concavidad. calculamos la derivada scgunda que es

1)

-//(/ . d ST

f(0) = ———— (8

' | —xb Y
pero como a > 0 debido a las consideraciones acerca de la simetria ue se hicieron en la
pagina 17,y 1 —Ab < 0 por tener el sistema tres equilibrios y ser focos los de las regiones
[y III (véanse la Proposicion 2.3 v la Tabla 2.3). resulta que signo ["(v) = signo [J(D),
por lo que de la Proposicion 1.15 del Capitulo anterior. se deduce la conclusion pro-
puesta.

¢) De nuevo recurrimos a la misma Proposicion. v si a la ecuacion de la asintota
alp +0)

U= —¢" "0 — (] 7T

ph + 1

que alli se expone, le aplicamos la traslacion v la homotecia dadas en la Proposicion

2.20 obtenemos la ecuacion de la asintota propuesta. O

NoTA: En la Figura 2.12 se muestran las grificas de la semiaplicacion [ estudiadas.

El equilibrio de la regién I es una silla. Regresando a la Tabla 2.5 nos queda por
analizar la semiaplicacién [ en el caso de que el equilibrio de la regién I sea un punto
de silla real. Las ecuaciones paramétricas de f son las de la pagina 108. Observando
las Figuras 2.7 a 2.10, podemos concluir que para la existencia de policiclos, ha de ser
traza Ay = —(je+0) > 0. lo que implica qne 5 > 0. Nos limitaremos pues a considerar

sélo ese caso.
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Figura 2.13: Silla en la regién I.

Sean w; y wy los autovalores de la matriz ;. que de acuerdo con la tabla 2.3
verifican wy < 0 < w;. Las dos variedades invariantes del equilibrio de la regién |

i

cortan a la frontera Ly en puntos cuyas ordenadas ji; v i, son

)\_l—)\b _l—/\b

pi= A= = ——
b+ 1 jh + 1

-0y e = wy
y es facil comprobar que g, < A < y;. Asi. podemos trazar en la Figura 2.13 un
esquema de la dindmica en la region I cerca de la [rontera. a partir del cual queda de

manifiesto cudl es el dominio v el recorrido de la semiaplicacion f
Do) — (Al

A continuacién pasaremos a describir. en la Proposicién que sigue, las propiedades

de dicha semiaplicacién.

Proposicién 2.22 Si el sistema dindmico cscrito en la forma de Van der Pol-Duffing
tiene una silla real cn la region [ con traza Ay = —(j + b) > 0. cnlonces la semiapli-
cacion [ verifica

a) es decreciente, y su derivada [' ¢s lal qu

”]_]‘]‘]\]4-'/’ (I') = — | lm / ((') =0

g
Z)) Su g'l‘(l’,ﬁC(l €s WNna CuUrva concava desde (l,l'l'l'/)(l,.

e -, . . . . . ’
DEMOSTRACION: Comencemos estableciendo ¢l intervalo de variacion del parametro
71 (véanse las ecuaciones paramdétricas de [ en la pagina 103) para lo que caleulamos
los limites

hm u(m) = hm o(r) = A
T —0+ ( 0t ( )
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lim u(m) = pe lim v(m) =y,

712400 T] =400
Asi pues, 11 € (0,400).
a) La derivada de f es

oy Qu o (m )
f(U) - do = ’l,b(Tl;’}/l) T € (0,+OO)

pero de acuerdo con el estudio de la funcién ¥ que hemos hecho en el Apéndice C,
resulta ser f'(v) < 0. Ademads

lim f'(v) = lim (—

v— At 1—0%

(7 —71)) -1
1/’(7'1§’71)

m f'(v) = kim <—M>=o

. n=teo \ (5 m)
b) La derivada segunda de f es
wo oy dPu 16(ub+ 1)? Sh3 Sh~yimi — 71 Shn
/ (v)_ZZ_U—z_ 1= ((riim))® [([L—b)2—4]3/2

En esta expresién, todos los factores salvo el dltimo cuyo signo esta por determinar,

1 € (03 -I"OO)

son positivos, excepto 1(71;71) que es negativo. Por lo tanto, el signo de la derivada
segunda es el contrario al del dltimo factor, que vamos a establecer. Para ello calcu-

lamos
(Sh Y171 — "N Sh Tl)n:() =0

(Shyy7y — v Sh7) =y (Chyyrp —Chry) <0
de donde se deduce que el citado factor es una funcién decreciente de 71 que comienza
valiendo cero, luego es negativa en todo el dominio del parametro 7. Resulta pues que
f"(v) > 0, y por tanto que la grafica de f es una curva céncava desde arriba. O

NoTA: En la Figura 2.14 estd representada la semiaplicacién f que acabamos de

estudiar.

2.4.2 La semiaplicacién g.

De acuerdo con la tabla 2.5, el iinico caso en que hay que estudiar la semiaplicacion g, es
aquel en que el equilibrio del origen es una silla. Entonces, las ecuaciones paramétricas

de la funcién ¢, calculadas en el Apéndice B son

(A+0)? =4 emmy(ry; — )
2 Shr,

ur(72) = A+

(A+b)2—4 e (ry )

— ) —
U(TQ) 2 Sh T2
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W g

x ——_l

o) i-EL\\ }*L -1
/uek__)___:_X]

Figura 2.14: Silla en la regién I. La semiaplicacién f.

Figura 2.15: Silla en la regién II.

A=b
donde 73 = ——=————=————_ La funcién v se¢ ha descrito en el Apéndice C.

(A+b)2—1

El equilibrio del origen es un punto de silla. Scan z; v z, los autovalores de la
matriz Aj;. Por tratarse el equilibrio de una silla. se verifica z, < 0 < z,. Al calcular
las ordenadas A, y A; de los puntos en los que las variedades estable ¢ inestable del

origen, cortan a la frontera L, obtenemos
A= A=z Ae =A==z

de modo que 0 < A; < A < A.. Conforme con todo esto, podemos trazar en la figura
2.15 un croquis de la dinamica en la region I1

De acuerdo con la Proposicién 2.8. las trayectorias entran en la region I a través
de la frontera Ly por puntos (1,v), donde v > A, v las que salen por la misma frontera,
lo hacen por puntos (1,u,) donde u; < A
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Las trayectorias que entran por puntos de L; con ordenada que verifica A < v < A,
(Figura 2.15), regresan a L; después de viajar por la regién II entre las variedades
estable e inestable del origen en puntos de coordenadas (1,u;). Para estas trayectorias
definimos la semiaplicacién g como la funcion u; = g(v).

Por otra parte, las trayectorias que entran en la region Il desde puntos de la frontera
L, de ordenada v > ), viajan por la regién II hasta dar en la otra frontera en puntos de
coordenadas (—1,v;) (Figura 2.15). Para estas trayectorias definimos la semiaplicacién
h como la funcién v; = h(v).

Dejamos la semiaplicacién h para la préxima seccidn, pasando a continuacién a
considerar la semiaplicacién ¢, que también puede reducirse a su homénima del sistema
con una sola frontera, mediante una traslacion y una homotecia. Ello se explica en la

siguiente Proposicion.

Proposicién 2.23 Llamemos go a la semiaplicacion g del sistema dindmico en la
forma de Van der Pol-Duffing con una sola frontera, y sean 4;,0 € IR tales que
Uy = go(0). Entonces, si u,v € R wverifican vy = g(v) siendo g la misma semi-
aplicacion definida para el sistema con dos fronteras, se cumple

- —Ab
-ﬂ'ﬁ’l v:)\_}.___.

a a

up = A v

DEMOSTRACION: Si comparamos las ecuaciones paramétricas de g con sus homélogas
en el sistema con una sola frontera, mostradas en la pagina 39, la conclusién se sigue

de inmediato. 0

Deducir ahora las propiedades de la semiaplicacién ¢ resulta muy facil. Lo hacemos en

la siguiente Proposicion.

Proposicién 2.24 Si el sistema dindmico cscrito en la forma de Van der Pol-Duffing,
tiene un equilibrio real en el origen que es una silla, entonces la semiaplicacion g estd
definida en el intervalo [A\, A.) donde A, = A\ — =5, y z3 es el autovalor negativo de la
matriz Ayy, verificindose

a) es decreciente y su derivada g' verifica 1in\1+g’(v) =—-1y lim¢'(v) =0;

v—Ag

b) su grdfica es una curva concava desde arriba.

DEMOSTRACION: De la Figura 2.15 se deduce que el dominio y el recorrido de g son
respectivamente, los intervalos [A, \.) y (A;, A]. Vamos a comprobar que pueden obte-
nerse a partir de los correspondientes de ¢y, mediante la transformacién descrita en la
Proposicién 2.23.
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En efecto, si & = 0, entonces v = A, y si @; = 0 entonces u; = A. Pero también, si

. 1—Xb
132/\e=1—a_f—2)j, entonces v=A-— - -1?3[):)\—22:)\“
y si
. 1—Ab
ﬁlzx\izl—cifl/\—b, entonces U = A — p -la_zl)‘bzx\—zlzx\i
Asimismo, las igualdades
. . 1 —=Xb
) = i 1= )]
) 1—Xb . . _
= 7_211_r)r01Jr -)\ - -'U(TQ):| = T}g%l+v(T2) = A
. . 1—=Xb |
7’21—1>r-ir~loo ul(T2) o 721—1-3-]00 _/\ - a .“l (7-2)] -
[ 1=Xb
= lim |A-— . f)(TQ)] = lim v(r) = +oo
To— 400 L a To—+00

indican que, al igual que para g, el intervalo de variacién del parametro 7, para g, es
(0, +o0).

a) Es inmediato a partir de las igualdades

1 —Ab a —a a
I _ ' . A . —
g (U) - a gO <1 . Al)()\ 'U)) 1 — /\b gO <1 o )\b(/\ U)) gO(v)

b) Derivando por segunda vez,

a "oon
g"(v) = Y 90(2)

pero como el equilibrio de la regién 11 es una silla, resulta (Tabla 2.4) que 1 — Ab < 0,
luego signo (¢”(v)) = signo (g4 (?)). O

NoTA: En la figura 2.16 se muestran las graficas de la semiaplicacion g.

2.4.3 La semiaplicacion h.

Vamos a estudiar la semiaplicacion h en los distintos casos expuestos en la tabla 2.5.
A diferencia de las otras semiaplicaciones, ésta carece de analoga en el sistema con una
sola frontera, por lo que habremos de investigarla directamente.
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l
N\ e
AR

Figura 2.17: Foco o centro en la regién II.

En la pagina 115 se ha hecho notar. la existencia de trayectorias que cruzan la
region II desde la frontera Ly a la Ly en el caso de que el equilibrio del origen fuera
una silla. En las Figuras 2.17 y 2.20. podemos observar que esta clase de trayectorias

también se dan cuando el equilibrio del origen es un foco, un centro o un nodo.

El equilibrio del origen es un foco o un centro. Observemos en la Figura 2.17
que de las trayectorias que entran en la region Il desde la regién I, la que entra por
el punto de la frontera de ordenada mis pequena. lo hace por el punto (1,»), donde
v = vy > A si el equilibrio del origen es un foco estable ¢ 0 = A, si es un foco inestable
0 un centro.

La ordenada del punto de la frontera Ly al que Tlega esta trayectoria es vy = —\ en

el caso de foco estable o centro. v 1y = vy > =\ en el caso de foco inestable. Tenemos
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pues para la funcién h

[ [vo, +00) — [, +00) foco estable
fi[A4oo) — [, +0) centro
f A +00) — [v10, +00) foco inestable

Las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacién h, segin se han calculado en el

Apéndice B son
€7 [2 — ¢(725 —72)]
sen Ty

vy = —A+ Gy

e 72 [2 — ¢(T2; 72)]

v=A+ ;-
sen 7,
donde los coeficientes 3, y v, son
4 —(A+b)? A—1b

ﬁ2:f 72:—_——2———(7:1))_2

de modo que el foco es estable o inestable segin que v < 0 6 v, > 0. El caso
de que 72 = 0, que corresponde a que el equilibrio sea un centro es particularmente
sencillo, ya que entonces es muy facil eliminar el parametro 7, entre las dos ecuaciones,

obteniéndose la funcién h en forma explicita
v = h(v) =0v—2b v € [\, +00)
En la siguiente Proposicion, describimos las propiedades de la semiaplicacion h

Proposicion 2.25 Si el sistema dindmico escrito en la forma de Van der Pol-Duffing,
tiene un foco real en el origen, entonces la semiaplicacion de Poincaré h, verifica

a) es creciente, y su derivada h' verifica

1i1{1+h'(v) =0 st el foco es inestable
lim+ h'(v) = +o0 si el foco es estable

b) su grdfica es una curva conveza desde arriba si el foco es estable, y concava si es

inestable

¢) su grdfica tiene por asintota en el plano v, vy la recta de ecuacion vy = v — 2b.



2.4 Las semiaplicaciones de Poincaré. 119

DEMOSTRACION: Comencemos determinando el intervalo de valores del parametro
75. Para ello, hay que tener en cuenta que el calculo de vy y vio se efectia buscando

aquellos valores del parametro 75 que hacen respectivamente que
vi(p) ==X si 7, <0 y v(r) = A si v >0

Pero observando las expresiones de v(73) y vi1(72), estas dos ecuaciones resultan ser

equivalentes a
2—¢(12;—72) =0 si 72<0 y  2-¢(m572)=0 si 72>0

Asi pues, llamando 7y y 74 a las soluciones, que se encuentran dibujadas en la

Figura C.1 del Apéndice C, tenemos
v(720) = vo v1(T30) = V10

Ahora calculamos los limites

Y272 2 — [
lim [—/\ + /326 [ o72; 72)]] = 400
T2—0% Sen Ty
—2m2(9 .
hm |:>\+ﬂ2e [ ¢(T'27’72)]] — +OO
T —0+ Ser Ty

con lo que concluimos que el parametro 7, toma valores en el intervalo (0, 7,) donde 74
. !

designa a 799 0 a 7.
a) La derivada de h es

dvi 2 - ¢(72572)
dv 2 — (25 —72)

Pero debido a las propiedades de la funcion ¢ estudiadas en el Apéndice C, resulta ser

h'(v) = VT, € (0, 70)

h'(v) > 0 en todo su dominio, y ello tanto si el foco es estable como inestable. Ademés

también tenemos

dvl) . 2 — ¢(720;72) -0 S e >0
v=A

M(X) = | — =
L( ) (dv 2—05(7'202—72)

. dv, . 2 —Cf)(’fz;’h) .
lim = lim = 400 si <0
( ) Tk 2 — @(T2; —72) 7

b) Para estudiar la concavidad, calculamos la derivada segunda

d*v; 1473 2sen’ 1,

h/l ) - h
) d?v By [2— ¢(m—m)P (Sh a7y + v2sen 72)

El signo de esta derivada es el mismo que el de la expresion Shy,7, + v senry y éste
es el mismo, para 75 € (0,7), que el de ¥, con lo cual, si el equilibrio del origen es
estable, la grafica de h es convexa vista desde arriba, y concava si es inestable.
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AUy SV )/
7/
Py
/
{ W
o 2 v 2o g, 2
! > 2]z A—
N4 1
!
s . s . U |
b westalle (o > L estalle

Figura 2.18: Foco o centro en la regién II. La semiaplicacién

¢) La posible existencia de asintotas. se pone de manifiesto al calcular los limites

-\ ~
vi(m) T sen Ty + €7 4 cos Ty + Yy sen Ty
lim —~2 = hm 42 =1
T2—0t V(T r—0+ A oy
(72) N sen Ty + €77 4 cos Ty — Yo SeN Ty
2
. . €T — T2 Dy sen Ty ,
lim [v1(72) — v(m2)] = hm | =2\ + 3, = =20
72—0% r—0t SCN Ty

que indican que la recta de ecuacion
vy =0 —2b

es asintota oblicua de la gréifica de h y ello independientemente de que ¢l foco sea

estable o inestable. 0]

NOTA: Las graficas de la semiaplicacion i que acabamos de estudiar. son las que

aparecen en la Figura 2.18.

El equilibrio del origen es un nodo. Si llamamos z; v z, a los autovalores reales
y de igual signo de la matriz A;;, un cdlculo sencillo proporciona las ordenadas A, y

Az de los puntos en los que las variedades invariantes del origen cortan a la frontera L,

A]:/\_—:] /\-):/\—:2

De la desigualdad zy — =5 = /(A + D)2 — 1 > 0 s¢ deducen z; > 2, v también A < .

[lagamos ahora una importante observacion. De las ignaldades triviales

A_(/\_:])::l
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| !

] Xz . |
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Figura 2.19:

A (A=) =2

se deduce que si los autovalores son positivos. el punto de la frontera de ordenada A
esta por encima de los puntos de ordenadas Ay y A,, mientras que si son negativos,
el punto de ordenada A esta por debajo de ambos. Pero recordando que el punto de
ordenada A, marca la separacion entre aquellos puntos de la frontera en los que las
trayectorias entran en la region I1. y aquellos en los que salen, podemos dibujar en
la Figura 2.19 un croquis de la situacion. A continuacién analizaremos los dos casos
representados en esa Figura.

Cuando los dos autovalores de la matriz A;; son positivos, cualquier trayectoria
que partiendo de un punto de la frontera L. entre en la regién 11, va a dar a la otra
frontera, ya que no puede regresar a aquella de la que procede, pues para ello tendria
que cortar a las variedades inestables del origen. lo que es imposible, pero tampoco
puede permaneccer en esta region puesto que el tinico equilibrio que hay en ella es
inestable y tiende a expulsarla.

Asi pues, cuando el origen ¢s un nodo inestable. todas las travectorias que entran
en la region 11, que lo hacen por puntos de la frontera L, de ordenada » > A, la cruzan,
y van a salir por la otra frontera en puntos de ordenada vy > vy (Figura 2.20).

Pero cuando los autovalores de la matriz /A, son negativos, no todas las travectorias
que entran en la region [l desde la frontera L, van a la otra frontera, ya que muchas de
ellas quedan atrapadas por el equilibrio del origen. Pero las que cruzan esta region, lo
hacen entrando por puntos de la frontera Ly de ordenada v > vy v saliendo por puntos
de la otra frontera de ordenada v; > — A (Figura 2.20).

Si el nodo es impropio, entonces ambas variedades coinciden, cortando a la frontera
Ly en el punto de ordenada Ay = Ay = . Aparte de esto, la disposicion de las
trayectorias en la region [T y la de os pnntos de ordenadas vy y vy se mantiene ignal.

o

Podemos pues establecer ¢l dominio y el recorrido de la semiaplicacion h de esta
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}

o

| I
;\

Figura 2.20: Nodo en la regién II.

forma
[ [vgy +00) — [\ +ox) nodo estable

[ [A+oc) — [r1g. +2¢) nodo nestable

Las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacion ., segiin el Apéndice B son

a4 \/(,\ —{-.)[))2 — 4 . (22 (2 ’IN(TQ; _,72))

S]l T

vi(7;) =

st el nodo es propio, ya que si es impropio. estas ecuaciones son

etz (_2 . O’(II/-Z} _:1))

vi(ly) = —A+
ly
O A (L T
o(ly) = /\+f ( /ff(,z 1))
El cocficiente v, es
A=
Yy = ——
(A+0)2— 1

de modo que el nodo propio sera estable si 42 < 0 ¢ inestable si 4, > 0. La estabilidad

del nodo impropio, dependera del signo del autovalor z; de la matriz A;;. En cuanto
propio, dej 24 ! 11

a las funciones ¢ y ¢ han sido descritas en el Apéndice C.

En la siguiente Proposicion, estudiamos la semiaplicacion h.

Proposicion 2.26 Si ¢l sistcma dindmico escrilo cn la forma de Van der Pol-Duffing,

tiene un nodo real cn cl origen. entonces la scmiaplicacion de Poincaré h. verifica
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a) es creciente, y su derivada h' verifica

11111+h'(v) si el nodo es inestable
lim A'(v) = 400 st el nodo es estable;

b) su grdfica es una curva conveza desde arriba si el foco es estable, y concava si es

inestable;

¢) su grdfica tiene por asintota en el plano v, vy la recta de ecuacion vy = v — 2b si
el nodo es propio, y la recta de ecuacion vy = v — 2 si el nodo es impropto.

DEMOSTRACION: Es completamente analoga a la de la Proposicién 2.25 0

NoTA: Comparando las Proposiciones 2.25 y 2.26 podemos comprobar que la semi-
aplicacién h cuando el equilibrio del origen es un foco estable, resulta ser, hablando en
términos cualitativos, igual que esa misma semiaplicacién pero cuando el equilibrio es
un nodo estable. Lo mismo ocurre en el caso de inestabilidad. Asi pues, las graficas
de la funcién h en el caso de ser nodo el equilibrio del origen, tienen una forma similar
a las de la Figura 2.18 (naturalmente excluyendo el centro que no tiene analogo en los

nodos).

El equilibrio del origen es un punto de silla. De acuerdo con la Figura ?7, el
dominio y el recorrido de la funcién & son respectivamente los intervalos (A., +00) y
(=i, +00), donde A; y A, cuyas expresiones figuran en la pagina 114, son las ordenadas
de los puntos en los que las variedades inestable y estable respectivamente de la silla del
origen, cortan a la frontera L. Sus ecuaciones paramétricas estudiadas en el Apéndice

C son
\/ /\+b _4 €"2(2 — (195 —72))
UI(T2 Sh To
v(Ty Y )\-H) _4 e 9_¢(Tz,72))
Sh T2

siendo 42 y ¥ como en la pagina 114. Es de destacar que si A — b < 0, o lo que es
lo mismo, si v, < 0, de las Figuras 2.8, 2.9 y 2.10, se infiere que no existen policiclos,
asi que sdlo consideraremos el caso v, > 0. Las propiedades de la semiaplicacion h se

describen en la siguiente Proposicion.
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Proposicién 2.27 Si el sistema dindmico escrito en la forma de Van der Pol-Duffing,
tiene un punto de silla real en el origen con traza A;; = A — b > 0, entonces la
semiaplicacion de Poincaré h, verifica

a) es creciente, siendo lim h'(v) = +00;

IS

b) su grdfica es una curva conveza desde arriba;

¢) su grdfica tiene por asintota en el plano v,v; la recta de ecuacion vy = v — 2b.

DEMOSTRACION: Comenzamos estableciendo el intervalo de variacién del parametro

Ty, 10 que se consigue calculando los siguientes limites

lim v(7y) = +0 Hm v(7m) = +o0
o, 1(72) =+ o (r2) =+
il U1 (72) = = 2 (72) = Ao

Asi pues, 7 toma valores en el intervalo (0, +00).
a) Para estudiar el crecimiento, observamos que

dvi _ P(1ai72) =2
dv (15 —72) — 2

de acuerdo con las propiedades de la funcion ¢ estudiadas en el Apéndice C. Por tanto,

>0 VT2 € (O, +OO)

h es una funcidn estrictamente creciente.

En el punto inicial de la curva, la derivada es

d : -2 ‘
& = lim V(i 72) = lim € =400 si A=b>0
dv | _\  moteoth(ry; =) =2 m—deo

b) Para analizar la concavidad, calculamos la derivada segunda

16(1 — Ab) Sh 7,
(A +0) — 42 [(ra5 =) — 2]
Para ver cudl es el signo de esta derivada, observemos que por tener el sistema tres
equilibrios, 1 — Ab < 0, y también ¢ (75; —y,) — 2 < 0. Por otro lado, Shm, > 0 para

h”('l)) = — (’72 Sh T9 + Sh ")/27'2)

todo 7, € (0,400), y por tultimo, el signo del factor v2 Shty + Shy27; es el mismo que
el de 73, y éste es el mismo que el de A — b, asi que reuniendo toda esta informacion,
podemos concluir que la semiaplicacion h tiene una grafica que es una curva convexa
vista desde arriba.

¢) Por ultimo, para el estudio de las posibles asintotas, calculamos los limites

. 01(7'2) _ : —
Ay T Y () (= =2
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v, T

Figura 2.21: Silla en la regién II. La semiaplicacién /.

de los que se deduce que la recta de ecuacion
o= —2h

es asintota de la grifica de la funcion h. 0O

NoTA: La grafica de h es la que aparcce en la FFigura 2.21

2.5 Conjuntos de bifurcaciones.

La ultima Seccién de este Capitulo esta dedicada como en el anterior al estudio de
los conjuntos de bifurcaciones del sistema dindmico. para lo que emplearemos toda la
informacién que hemos ido reuniendo en las Secciones precedentes.

De acuerdo con las caracteristicas del sistema, parece adecnado dividir el estudio

en tres apartados segun los valoves del pardametro b
h=20 0<bh<| 1 <

Recordemos que a raiz de las consideraciones hechias acerca de las simetrias, (Seceidn
2.3.1) basta con tomar para b valores no negativos.

De los tres casos indicados. el segundo es con diferencia el mads interesante, va e
en dicho caso ¢l sistema presenta comportamicntos dinamicos mny diversos. Pasamos

a estudiar el primero de ellos.

2.5.1 Caso 1.- h=0.
Cuando b = 0, el sistema dinamico corresponde a un oscilador clasico del tipo Rayleigh-
Van der Pol. En el Capitulo 3. al estudiar ¢l puente de Wien. tendremos ocasion de

volver sobre el mismo.



126 Sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras y simétricos.

Teorema 2.28 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing,
y sea b = 0, entonces hay un solo equilibrio situado en el origen de tal manera que

a) st u >0y >0 el equilibrio es inestable y estd rodeado por una tnica dérbita

periodica estable;

b) siu < 0y A <0 el equilibrio es estable y estd rodeado por una unica orbita

periodica tnestable;
c) si pA <0 pero A # 0 no hay policiclos;
d) si A =0 pero p # 0, el equilibrio es un centro regional.

DEMOSTRACION: Puesto que det A; = det A;; = 1, la Proposicién 2.3 asegura que el
sistema tiene un solo equilibrio, que por la simetria estara situado en el origen.

a) Tenemos que traza Aj = —p/2 < 0 y que trazaA;; = A/2 > 0 asi que el
equilibrio, que por ser el tnico estd situado en el origen, es inestable, y si aplicamos el
Teorema 2.19 resulta que hay una tnica érbita peridédica estable que necesariamente
ha de rodearlo.

b) Las trazas tiene ahora signos contrarios a los del apartado @) por lo que el
equilibrio sera estable, y segiin el mismo Teorema, estara rodeado de una tnica 6rbita
periddica inestable.

¢) Si pA < 0 pero A # 0, las trazas de las dos matrices tienen el mismo signo, o
bien la traza de A; es nula. Por tanto, la Proposicion 2.14 asegura que no puede haber
policiclos con partes en més de una regién, ni tampoco que estén totalmente contenidos
en la region Il pues para ello, el equilibrio del origen habria de ser un centro, pero esa
posibilidad queda excluida al ser traza A;; = A\/2 # 0. Sin embargo, traza A; = —p/2
puede anularse, pero al no haber equilibrios en las regiones [ y I, no puede haber
tampoco 6rbitas periddicas en esas regiones.

d) Cuando A = 0, el equilibrio de la regién Il es un centro, pero el continuo de
érbitas periédicas que lo rodea esta totalmente contenido en esa region, sin que haya
ninguna 6rbita periddica con partes en las tres regiones. En efecto, sean f y h las
semiaplicaciones de Poincaré en las regiones I y II, y supongamos que el equilibrio
virtual de la regién I es un foco (el caso de que sea un nodo es completamente analogo
y no lo trataremos). La condicién para que existan 6rbitas periédicas con partes en
las tres regiones es que haya soluciones de la ecuacion f(v) = —h(v) distintas de v =0
(véase la pagina 89), pero como h(v) = v segln se establecié en la pagina 118, resulta
que dicha ecuacion es equivalente a f(v) = —v.

A continuacién tomamos de la pagina 107 las ecuaciones paramétricas de la semia-

plicacion f

e"’Yl’fl T4 e'YlTl T1: —A
¢( 1,’71) U(T]) _ /31 ¢( 1y /1)
sen 7y sen 7y
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V4 — u?

——:—'u—yﬂ S A ol
Vi—pz” 2

después de simplificar

donde v; = , ya que A = b = 0, y las sumamos, resultando

Sh%ﬁ)

Y1 S€N T

u(m) +v(m) =p (1 —

La tnica posibilidad de que u(r)+v(m) = 0 (0 lo que es lo mismo f(v)+v = 0), es que
Sh ;71 = 7 sen 7, para todos los valores de 7, pero eso sdlo puede ocurrir si v, = 0,
lo que esta expresamente excluido al ser i # 0. Por lo tanto, la ecuacién f(v) +v =0
no tiene soluciones (salvo v = 0 que se da cuando 73 = 0), con lo que no hay orbitas

periddicas con partes en las tres regiones. O

NoTA 1: En el caso de que A = p = b = 0, los equilibrios virtuales de las regiones I
y III son centros, igual que el equilibio del origen. En este caso, el sistema tiene un
centro global, de modo que el plano de fases esta cubierto por un continuo de érbitas
periédicas. Pero hemos excluido este caso del Teorema porque entonces serfa y = —A,
es decir, las trazas de las matrices A; y Aj; coincidirian lo que es incompatible con la

forma de Van der Pol-Duffing.

NoOTA 2: En la Figura 2.22 se muestra el correspondiente conjunto de bifurcaciones.

2.5.2 Caso 2.-0<b<.

El estudio del comportamiento dinamico del sistema es en este caso mas complicado de-
bido a que presenta una mayor riqueza. Un antecedente de estos trabajos se encuentran
en [24, Llibre, 1996].

Con idea de hacer la exposicion lo mas clara posible, se ha considerado oportuno
analizar por separado determinadas curvas en el plano de bifurcaciones que presentan
un interés particular. Comenzamos estableciendo la existencia para ciertos valores de
A y p de policiclos constituidos por pares de trayectorias heteroclinas que conectan

equilibrios tipo silla en las regiones I y III.

Proposicién 2.29 En el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, con-
sideremos que el pardmetro 0 < b < 1 tiene un valor prefijado. Si existen policiclos
constituidos por dos equilibrios tipo silla en las regiones [ y III, y dos trayectorias

heteroclinas que los conectan, ello ha de ocurrir para valores de los pardmelros

(e, A) € <—-oo,—%> X (—00, b)

Ademds, la condicion necesaria y suficiente para la existencia de tales policiclos es que
se verifique alguna de las igualdades



128

Sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras y simétricos.
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Figura 2.22: El conjunto de bifurcaciones. (§ = ()

a) si A € (—o0,—2 1)

4 — b)Y (AN +
ArgCth b (= b)(A+0) .

(V=072 = (Jr + b = 1)

(A+0)2 -4 | (O 4+ )b~ 1) — b+ (b2 — 1)/ (e — b)? — 4 0
- In = =
2(A—b) (02 + 1)(h = pr) —4b— (02— 1)\ S — )2 — 1

b) si A =~-2—1

(e —0)2 -1 | ] (02 + 1)(b—gr) — W+ (B — 1) /(e — )2 — 0
, + ; -1 =
b—ju+2 2(b+ 1) (D2 4+ 1)b— gy = 1h— (b2 — 1)y /(e — D)2 — 4

¢) st A€ (=2—10,0)
L+ (= b)(A + )

— Arctg —

(VU =52 = DG — (A4 02

to | =

4= (A+0b)? | (0 4+ 1) (b — ) = th+ (b = 1) (/1—/))3—1' :
-In = (
2(A = b) (02 4+ D) (b — ) = Ab— (D2 = 1)\ /(e — )2 =4
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Figura 2.23:

DEMOSTRACION: De existir un policiclo asi que tiene partes en las tres regiones, ha
de ser simétrico con respecto al origen (Proposicion 2.9), luego de las dos trayectorias
heteroclinas, una va de la region 1 a la [11 v la otra de la 111 a la I, lo que implica que
los equilibrios de las regiones I v T11, que por la simetria han de ser iguales. son sillas.

Pero los tres equilibrios no pueden ser sillas. porque para ello habria de cumplirse
que pb+1 <0y I —=Ab < 0 (Tablas 2.3 v 2.1) v entonces. de acuerdo con la Proposicion
2.3, los equilibrios de las regiones 1y T serfan virtuales. de modo gne no existirian las
heteroclinas citadas. Asi pues, el equilibrio de la regién [T es un foco. un centro o un
nodo.

En términos de los parametros de bifurcacion. las condiciones descritas se expresan
mediante las desigualdades pb+1 < 0 v | — Ab > 0, pero ademas. de acuerdo con
la Proposicion 2.14, para la existencia de policiclos es necesario que las trazas de las
matrices Ay y Ay, es decir, —(p 4+ b) v A — b, tengan signos opuestos. La desigualdad
pb 41 <0 implica —(g+6) > 0. va que 0 < b < 1. lo que obliga a que A — b < 0. Asi

pues, nos limitaremos a la zona del conjunto de bifurcaciones definida por

(pr.X) € | —. -% X (=20, b)

Sean g,y ju; las ordenadas de los puntos en los que las variedades estable ¢ mestable
de la silla situada en la region I cortan a la frontera L. Si h es la semiaplicacion de
Poincaré en la region I1. de la simetria con respecto al origen del plano de fases. se de-
duce que la condicion necesaria v suliciente para ue exista una travectoria heteroclina
y su correspondiente simétrica. que enlacen los equilibrios tipo silla de las vegiones 1y

I, es h(p:) = —pe (Figura 2.23).

Vamos a expresar esa condicion en términos de los pardmetros de bilurcacion ji. A

v b, para lo que debemos distinguir. debido a la distinta forma de la semiaplicacion h.
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entre tres situaciones:

a) XA € (—o0,—2—1b) Fl equilibrio del origen es un nodo propio:
Usando las ecuaciones paramétricas de h, mostradas en la pagina 122, la condicién se

expresa mediante las igualdades

(/\ + b)2 —4 e M2 + Ch T — Y2 Sh T2
2 Sh Ta

A+ = i
72 € (0, +00)
(A4+0)2—4 ¢m= 4 Chry+ 7, Shn

- - e

2 Sh Ty

Seguimos ahora un proceso muy parecido al empleado en la demostracion de la Propo-
sicion 1.24 del Capitulo anterior, consistente recordemos, en eliminar el parametro 7,

entre las anteriores igualdades, para lo que comenzamos reescribiéndolas de esta forma

—Y2T2 2 ;- /\
eSh =y + L— — Cthny
72 VA+b)2 -4
erm 20 — A)

Shr, T ot b)r—d

Ahora las multiplicamos, de modo que al desaparecer las exponenciales, podemos des-

pejar la cotangente hiperbdlica

1_(72+ 2(jie — A) )(V” 2(pi = ) )
(A+0)—4 (A+0b)—14

2(ps — pe)
(A £ b) — 4

Cth Ty =

A continuacién dividimos las citadas igualdades, con lo que desaparecen los senos
hiperbdlicos, de modo que al sustituir la cotangente hiperbdlica que acabamos de

obtener, podemos despejar la exponencial

2
2(je — A
72+M) .
27272 : ()\ + b) —4
€ = 3
TV
(A+b)—4

Al sustituir los coeficientes 7, gt y p; por sus valores (que aparecen en las paginas 122
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y 111), las dos igualdades que acabamos de obtener quedan asi
44 (g —b)(A+0b)
Vi =02 =4/ +b)2 -4

Cth To =

(B 4+ 1)(b— ) —4b+ (b — 1)/ — b)? —4
(B +1)(b— ) — 45— (82 — 1)/ — b)? —4

Comprobemos que estas dos expresiones tienen sentido: En la primera de ellas, el

22T —

segundo miembro ha de ser en valor absoluto, mayor que 1. Para demostrarlo, observe-
mos que en la zona del plano de bifurcaciones que estamos considerando, se verifican
p+b<0yX+b< ~2. Dela primera se deduce que  — b < 0, ya que 0 < b, y de
la segunda que A + b < 0, resultando que (¢ — b)(A + b) > 0. Empleando ahora las

desigualdades evidentes
(p=0)?—4<|p—10 (A+0)2—4 < |A+ 10

resulta

TH(p=DA+D) 4+ (=D +Y)
S —afo+br—a =D+

En la segunda expresién, debemos comprobar que el miembro de la derecha es estricta-

> 1

mente positivo, para lo que multiplicamos su numerador y su denominador, obtenién-
dose 4(ub+ 1)2.
Finalmente, despejamos 7, en las dos expresiones e igualamos, resultando la igual-

dad del enunciado.

b)Ad=—=2—1b Fl equilibrio del origen es un nodo impropio:
Si usamos las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacién h que aparecen en la pagina
122, la condicién de existencia de un policiclo constituido por dos heteroclinas se ex-

presa mediante las igualdades

€72 4 ~f, + 1
W e S
1y
tg € (0, +OO)
e — zty + 1
At 2+ —
12
Procediendo como en el caso anterior, reformulamos estas expresiones asi
o7tz 1 — et 1
= —(pe —A)—z— — =i —A+z——
to to 1o 2

Ahora las multiplicamos, lo que permite despejar ¢,
(p—10)2—4

t, =
: b—p+2
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donde hemos sustituido u. y p; por sus valores, asi como el unico autovalor z de la
matriz Ay por su valor —1 — b.

A continuacién dividimos las citadas igualdades, sustituyendo t; por el valor que
acabamos de obtener, de modo que al despejar el exponente de la exponencial, resulta

1o = — 1 1 (b2+1)(b—lu)_4b+(b2__l) (ﬂ—b)2—4

20+1) (B4 1)(b— ) — 4b— (b2 —1)y/(p — )2 — 4

con lo que, igualando, llegamos a la ecuacién del enunciado.

c)X € (=2 —=0b,b) El equilibrio del origen es un foco:
En este caso, de acuerdo con las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacion h mostradas
en la pagina 118, la condicién de existencia de policiclo formado por una pareja de he-

teroclinas es

€M™ 4 cos Ty + Y9 S€N Ty

_/\‘+ﬂ2 : = —He

sen T

73 € (0, T20)
€772 4 cos Ty — Y2 8en T,

A+ By = i

sen Ty

donde 79 se ha obtenido en la Proposiciéon 2.25.
Procedemos ahora como en los casos anteriores y obtenemos las igualdades

44 (u—=0)(A+b)
V=02 =4 /(A +b)2 —4

Ctg To =

(B2 4+ 1)(b—p) —db+ (02— 1) /(= b)2 — 4
(B2 + 1)(b— p) — 4b— (2 — 1)y/(n — b)2 — 4

e?nr —

de las que podemos despejar 7, e igualar obteniéndose la igualdad del enunciado. La

. , . ™ . ,
presencia del término 5 en la misma se debe a que el parametro 7, toma valores en el

<

intervalo (0, T3], donde 0 < 720 < 7 segun se muestra en la Figura C.1 del Apéndice

C, de modo que 0 < 7, < 7. 0

Acabamos de establecer una condicién necesaria y suficiente para la existencia de
policiclos heteroclinos. En la siguiente Proposicién demostraremos que tal condicion
efectivamente se da para determinados valores de los pardametros de bifurcacion. Ello
nos permitird definir una funcién que relaciona a esos parametros, de modo que la
grafica de la misma es el lugar geométrico de los puntos del conjunto de bifurcaciones

en los que el sistema dinamico tiene un policiclo heterochno.
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Proposicién 2.30 En el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, con-
sideremos que el pardmetro 0 < b < 1 tiene un valor prefijado. Entonces existe una
inica funcion uygr : (—o0o,A.) — R (A, se define mds abajo) tal que si Ao y po
son valores de los pardmetros para los que el sistema tiene un policiclo constituido por
dos equilibrios tipo silla en las regiones I y I1l, y dos trayectorias heteroclinas que los
conectan, entonces se verifica po = pur(Xo). Esta funcion estd definida implicitamente
por las tres igualdades de la Proposicidn 2.29, y su grdfica tiene por asintota vertical

la recta de ecuacidon A = \, donde )\, es la inica solucion de la ecuacion

- 4= (A +b)?
g—Arctg (A +6) — ( ) b=10

h] Si b>b0
4 — (N4 b)? A—b
—(A+b A+ b)2—4
ArgCih —AHY  VOFDTEA si b< by
(A+0b)2—4 A=b
o bien, Ao = —=b—2 st b=by

en la que by = 0.278464... es la inica solucion de la ecuacion

—/Inb(b2In b+ 462 — 4) + blnb+2b+2 =0

y por asintota horizontal la recta de ecuacion p = p, donde pi, es la inica solucion de

la ecuacion

e R I N G ) (e e B Uil VA Ul e
(n=b2—4 2 (B4 1)(b—p)—4b— (B = 1)\/(n—b)? —4

ArgCth

DEMOSTRACION: Vamos a estudiar las tres igualdades de la Proposicion 2.29. Usare-

mos la notacién comin G(u,A) = 0 para designar a cualquiera de ellas.

a) =b—2< X <b, elequilibrio del origen es un foco estable
Comenzamos calculando los limites

im  G(p,A) = —o0

p——(1/b)~

_ Ji— (A +b)?
lim Gl \) = & — Arctg 0 AF0 = F())

y la derivada
oG (4 0)(1 — Ab)\/4 — (A + 0)?

= _ <0
Iy (A= b)Y (g + N (b + 1)/ (e — b)2 — 4
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de los que se deduce que existira un unico policiclo de las caracteristicas que estamos
investigando, si y sélo si F'(A) > 0, de modo que vamos a estudiar el signo de FI(}), y

para ello analizamos el signo de la derivada
—2(b* + Ab—2)Inb + (A — b)?

(A = b)2 /4 — (A — b)?

que se anulara en las raices del numerador:

F'()) =

Moo= fInb(B2lnb+4b —4) + bInb+b

Yo = —y/Inb(b2Inb+ 482 —4) +bInb+b
La primera de estas dos raices se puede comprobar que es siempre mayor que b, por lo
que queda fuera de nuestro dominio, en cuanto a la otra, siempre es menor que b, pero

puede ser mayor o menor que —b — 2, segiin que b sea mayor o menor respectivamente
que la dnica solucién by = 0.278464... de la ecuacion

—\/1111)(1)211’1b+4()2 —4)4+0lnb+20+2=0

Luego si b < by, la derivada F’'()) nunca se anula, por tanto F' es mondtona, pero si
calculamos los limites
lim F(A)=0 lim F(A) =—o0
A= (b+2)* A b
concluimos que ha de ser negativa, por consiguiente no existen policiclos heteroclinos

cuando A € (—b—2,b0) y 0 < b < bg.
Pero si b > by, la derivada se anula en el tinico punto A,. Ahora bien,

) , ) Inb
/\_}11(1{32)+F (M) = +oo - signo (b 1 + l>

d b . o 1 - nb L 0 . Inb 4
uede comprobarse, ana 1do la ac = e signo =
yp P rse, analizando la ecuacion P que sig P

signo (b — by) = 1. Luego F es positiva a la derecha de —b — 2. Si fuera F(Xy) €0,
entonces deberia haber un punto o € (—b — 2,A] tal que F(a) = 0, pero entonces,
aplicando el Teorema de Rolle en el intervalo (—b— 2, ], llegariamos a que la derivada
F'" se anula en un punto distinto de X,, pero eso no puede ocurrir, porque hemos
establecido mas atrds que F' sélo se anula en A,. En conclusién, ha de ser F(A;) > 0.

Por lo tanto, al ser F' monétona en (Az,b) y tener signos distintos en los extremos
de ese intervalo, ha de existir un tnico punto A, en el que F(A,) = 0. Asi pues, cuando
b > by habréd un 1nico policiclo heteroclino si A € (—=b — 2,,), y no habra ninguno si

A€ (Mg, b).
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b) —inf < A < —b—2, el equilibrio del origen es un nodo propio estable

Procedemos de manera analoga al apartado anterior, calculando los limites

lim G(g,A) =—o0

p——(1/b)~
— A+b)2—4
lim G\ = ArgCth —— ATV = Ry
p——00 (A+0)2—4 A—b
y la derivada
G B (g +b)(1 — Ab)\/(A+b)2 —4 -0

O (A= b) (et N(ub+ 1)yl — )2 — 4

de modo que como antes, existira un tinico policiclo heteroclino si y sélo si F'(A) > 0,
asi que vamos a estudiar el signo de F()), y para ello analizamos el signo de

2(h? -2 — (X =b)?
P = 2008+ Ab—2)Inb— (A —b)
(A =02 /(A =0)2—4

que como es evidente, se anula en los mismos puntos A, y A2 que la derivada F'())
del apartado anterior, lo que permite afirmar que si b > by, la derivada F’()) nunca se
anula, por tanto F' es mondtona, pero si calculamos los limites
lim F(A) =400 lim F(A)=0
A — 00 A——(b4+2)~

concluimos que ha de ser positiva, luego existe un tnico policiclo heteroclino para todo
A€ (—o00,—b—2)y b> by

Pero si b > by, la derivada se anula en el tinico punto Ay en el que F/(A) ha de ser
negativa, lo que se demuestra con argumentos similares a los empleados en el apartado
a). De modo que al ser monétona en (—o0o, Ay) y tener signos distintos en los extremos
de ese intervalo, ha de existir un dnico punto A, en el que F(A,) = 0. Asi pues, cuando

b < by habra un tnico policiclo heteroclino si A € (—o00,A,), y no habra ninguno si

A€ (Ag,—b—2).

c) A= —=b—=2, el equilibrio del origen ¢s un nodo impropio estable

El analisis ahora es algo mas sencillo y como antes calculamos los limites

. i . Inb
u—»l—l(rln/b)‘ Gl A) = o0 Y NEIPOOG(N’ A =1+ b+1

y la derivada
oG (1 +b)(b+1)

. <0
oy (b—p+2)(pb+ 1) /(p—0)2—4
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de los que se deduce que para A = —b— 2 habra un dnico policiclo heteroclino si y sélo

Inb Inb
b:l_ 7 > 0. Pero es facil comprobar que la ecuacién 1 + bfli- 7

tnica solucién el valor by encontrado en el apartado a), luego si b > by hay un tnico

sil+ = 0 tiene como

policiclo heteroclino, y si b < by no hay ninguno.

De los analisis efectuados en estos tres apartados, se deduce que existe un unico
valor A\, € (00,b) tal que si A < A, el sistema tiene un unico policiclo heteroclino y
si A > A, no tiene ninguno. Ello permite definir una funcién pgyr cuyo dominio es el
intervalo (—oo, A,) de tal forma que si para los valores Ao y o de los pardmetros A y y,
el sistema dinamico tiene un policiclo heteroclino, entonces po = pyr(Xo). La recta de
ecuacién A = )\, es por propia naturaleza, asintota vertical de la grafica de la funcién
KHT-

Por tltimo, investiguemos la posible existencia de asintotas horizontales. En los

tres apartados anteriores hemos calculado

lim  G(p,A) = - VA € (—o0,b)

pu——(1/b)~

lo que indica que para todos los valores de A que estamos considerando, la funcién

1

G(p, A) es negativa cuando cuando p estd préximo (aunque menor) a -7 Pero veamos
)

ese signo para otros valores de p, calculando el limite
lim G(p,\) =
A——00

ArgCth —— =Y +11]([’2+1)(1’—/t)—41)+(l)2—1)\/m
= I O ] _

(n=b)2 =4 2 (B4 1)(b—p)—4b— (b2 = 1)/ (s — 0)* — 4

y también
lim H(p)=—o0 y Im H{p) =40

p=(1/) prmoo

- b)l
H'(p) = et 0)b <0

(b4 1)y/(pp = 0)? —4

. 1
de modo que podemos afirmar que H () se anula una sola vez en el intervalo (—oo, — —) .

b

Si ahora llamamos u, al valor de i en el que tal cosa ocurre, tendremos que cuando

1 . ) .
fo < p < —=, la funcién G(u, A) permanece negativa, luego no hay policiclos hete-

b

roclinos. Pero si —oo < pu < p, ocurre lo contrario, con lo que la recta de ecuacién
i = pi, marca la separacidén entre ambos comportamientos. Se trata de una asintota
horizontal de la grafica de ppyr. 0
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— T M

Figura 2.24: Curva de policiclos heteroclinos en el plano de bifurcaciones.

Nora 1: Tal vy como se ha obtenido la funcion pyy. es evidente que la ignaldad

o= ppr(X) equivale a h{p;) = —p., v en consecuencia

o< ppr(A)  equivale a h(p;) < —p.
o> pr(A)  equivale a h(yg) > —p.

NoTA 2: En la Figura 2.24 se muestra la grafica de la funcién jopyp.

Pero el sistema también presenta trayvectorias homoclinas.  La situacién es muy
parecida a la que encontramos en el ('apftulo anterior. con la unica diferencia de que
aliora la simetria con respecto al origen del plano de fases obliga a que las homoclinas
sean dos y simétricas. Por lo demas ¢l comportamiento os tan parecido que en las dos
Proposiciones que siguen. nos remitimos a las Proposiciones 1.23 v .24 del Capitulo

anterior.

Proposicién 2.31 En «f sistcma dindmico cn la forma de Van der Pol-Duffing, con-

sideremos que el pardmetro 0 < b < 1 licuc un valor prefijads. Entonces para cada
! .

valor del pardmetro A € 7 +oc | caistc un dinico valor del pardmetro € (=b.240)
)

para el que el sistema licne dos trayeclorias homoclinas que comienzan y lerminan en

el equilibrio del origen y son simdlricas respeeto del mismo.

DEMOSTRACION: Para que el sistema dindmico tenga trayectorias homoclinas, es nece-

sario que al menos uno de los equilibrios sca una silla. Silo es el de la region 1, entonces
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por la simetria con respecto al origen del plano de fases, también lo sera el de la region
III. Ahora bien, una trayectoria homoclina que comience y termine en uno de estos
equilibrios no es, evidentemente, simétrica con respecto al origen del plano de fases,
luego de acuerdo con la Proposicién 2.10 sélo tiene partes en dos regiones. Pero en tal
caso, el arco de homoclina que cae en la regién II, entra y sale de ella por la misma
frontera y no rodea al origen. Trayectorias que presenten este comportamiento en la
regién II sélo son posibles si el equilibrio de la misma es una silla. Llegamos a que los
tres equilibrios han de ser sillas, lo que segin las Tablas 2.3 y 2.4 sélo puede ocurrir si
det A = ub+1 < 0 ydet A;;y =1 — Ab < 0. Pero de acuerdo con la Proposicién 2.3 en
tal caso los equilibrios de las regiones [ y III serian virtuales y no podrian por tanto
ser origen y final de trayectorias homoclinas.

Asi pues, para la existencia de homoclinas es necesario que el equilibrio del origen
sea una silla, en tanto que los equilibrios de las regiones I y III pueden ser focos,
centros o nodos. Pero argumentando como en la demostracién de la Proposicién 1.23
del Capitulo anterior, descartaremos los dos 1iltimos casos. Igualmente, siguen siendo

vélidos los argumentos alli empleados que indican que para la existencia de homoclinas,
1
handeserg</\ y —-b<pu<2+b.

Vamos a efectuar una transformacion lineal en las variables de estado, dada por

)= GG

que traslada la frontera L; paralelamente a si misma hasta el origen, y que transforma

el sistema dindmico en las regiones [ y Il en

= —px —y )

. 0<
y'z:v—by-}-l—)\b} o =7
=t —y

s —2<za<
y’=:c—by+1—)\b} sl <x<0

Nos despreocuparemos de la regién III, puesto que por la simetria es suficiente estudiar

el comportamiento dindmico del sistema a uno y otro lado de la frontera L;.
Observemos el hecho notable de que el sistema transformado es formalmente idéntico

al sistema con una sola frontera estudiado en el Capitulo anterior, sin mas que hacer

a = Mo — 1. Ello permite que podamos argumentar como en la demostraciéon de la

Proposicién 1.23 y llegar a las mismas conclusiones. 0

Proposiciéon 2.32 En el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing, con-

sideremos que el parametro 0 < b < 1 tienen un valor prefijado. Entonces existe una
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—)
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o
¥

Figura 2.25:

: : 1 :
untea funcion ;| —, oo | — R, tal que si Ay y 1ty son valorves de los pardinetros

H ()’ 0 ! 0
Ay p para los que el sistema tienc un par de traycctorias homoclinas que comienzan
y terminan en el cquilibrio del origen y son simciricas respecto del mismo. se verifica

fo = pr(Ao). Esa funcion estd definida implicilamentc por la ecuacion

e ‘ i — ]
3 Arctg L+ (A + D)y — D)

2 JOFbE— 11— (= b2

Jd = (- b)? (B + )N+ b) —db+ (02— 1) (A + )2 — 4 »

-In

2(p +b) (D24 1)\ +b) — 1h— (b2 = 1) /(A +b)2 — 4

+

es estrictamente decreciente, y su grdfica liene por asintota horvizontal, la recta de
ecuacion = ji,, donde ju, es la inica solucion que parva cada valor de 0 < b < 1 liene

la ecuacion

37 f, — | 4 — ( ty — {))2
T Arctg ! ) /

- + Inb =19
2 3= (. — b)? (jta + 0)

DEMOSTRACION: La existencia de la funcion jyy ha quedado establecida en la Propo-
sicion 2.31.  Para obtener su expresion analitica obscrvemos que por ser focos los
equilibrios de las regiones I v 1L v con referencia a las ccnaciones paramétricas de
la semiaplicacién f que aparecen en la pagina 107, la condicidn necesaria y suficiente
para la existencia de homoclinas, ilustrada en la Figura 2.25 es que se cumplan las dos

igualdades



140 Sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras y simétricos.

donde A; y ). estdn dadas en la pagina 114. Ahora bien, de acuerdo con las Proposi-
ciones 2.20 y 2.24, entre u,v, \;, A., y sus homdlogas @, 0, A;, Ae del sistema con una

sOla frontera, se dan las relaciones

u:/\—l—/\b-& Ai:A—l_Ab%}
a a

RN b L /\6:/\_1—/\1)./\;
a a

de las que se deduce que la condicién necesaria y suficiente de existencia de homoclinas,
queda de esta forma

u(m) = A y 0(71) = e
Pero estas dos igualdades son exactamente las mismas que las que figuran en la
Proposicién 1.24 del Capitulo anterior, asi que nos remitimos alli para el resto de

la demostracion. O

NOTA 1: Tras esta demostracién, es evidente que la funcion ygy y su homénima de la

Proposicién 1.24 son completamente idénticas. Como alli podemos escribir

p < pp(A) 6 A< Ag(p) equivalen a fA) > A
g > pa(A) ) A > Ag(p) equivalen a FAe) < A

NOTA 2: En la Figura 1.26 (pagina 61) se muestra la grafica de la funcién gy que

acabamos de estudiar.

A continuacién vamos a estudiar el sistema en la curva de ecuacion 1 — b = 0.
Destacamos esta curva porque en ella, el sistema presenta la singularidad de exhibir

infinitos equilibrios.

Proposicién 2.33 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-
Duffing, y sean
1-Ab=0 Y 0<b<l

En tal caso, hay infinitos equilibrios que son los puntos del segmento
Y= Az -1 <<
y ademds se cumple

a) si2+b< p hay un continuo de trayectorias heteroclinas,

b) si —=b < p <2+ b, hay una unica orbita periddica estable que rodea a todos los

equilibrios;
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1
c) sipu < —b pero p # —7 no hay policiclos.

DEMOSTRACION: La existencia de los infinitos equilibrios estd demostrada en la Pro-
posicién 2.5. Estudiemos ahora la dindmica en la regién II: De la Tabla 2.4 se deduce
que los autovalores de la matriz Ajyson z; =0y 2, > 0si0<b< 1,y 2, <0sib>1,
mientras que z; = 0 si b = 1. En cualquier caso, al ser reales, la soluciéon general del

sistema dinamico, que aparece en el Apéndice A es

z(t) = ki + kpe™*
y(t) = E-l— + ]\72 (% —_ :2> ezzt S1 b # 1

z(t) = t(ky — ko) + Ky } G b=l
y(t) = t(ks — k2) + ko
Podemos eliminar ¢ entre estas ecuaciones, resultando
2
y=br + kq si b#1
b
y:f['—kl——kQ st bzl

que son las ecuaciones en el plano de las fases de las trayectorias en la regién II. Se
trata de familias de segmentos paralelos. Nétese que cuando b = 1, las trayectorias son
paralelas al segmento de los equilibrios. No obstante, nos limitaremos al caso de que
0<b<l
Vamos a determinar ahora la semiaplicacion h. Para ello observemos que toda

trayectoria que entra en-la regién I por la frontera Ly, lo hace por un punto de
ordenada v > A (Proposicién 2.8). Pero si esta trayectoria pasa a la region III, es por
un punto de la otra frontera de ordenada v; < —\ (Figura 2.26). Es facil comprobar
que los extremos inferiores de los valores de v y v; son

1 —2b°

V10 = b
1

Vo — 7

b

si 0<b<l

En cuanto a los extremos superiores, no existen ya que ni v ni vy estan acotadas

superiormente. A continuacién usamos las condiciones iniciales
2(0) = 1 y(0) = v

para calcular las constantes de integracién k; y ki, quedando las ecuaciones de las
trayectorias

y=blzr—1)+v 0<b
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Figura 2.26:

>
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|
T
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Figura 2.27:

sustituyendo ahora las coordenadas del punto (—1,vy) resulta finalmente
vy = h(e)=0v =20

Determinada la semiaplicacion h, prosigamos con la demostracion:

a) Si 240 < p. los equilibrios de las {ronteras son nodos estables de modo que
cualquier trayectoria que entre en las regiones 1o 1 se precipita hacia ellos (Fignra
2.27). Ahora bien, de cada uno de los infinitos equilibrios de la region 1 parten dos
trayectorias rectilineas que se dirigen una a cada frontéra. Cuando entran en las re-
giones I y III se dirigen a los nodos estables citados. Se trata pues de un par de

trayectorias heteroclinas.

b) En la doble desigualdad —b < y1 < 240, la de la derecha indica que los equilibrios

de las fronteras son focos, y la de la izquicrda que son estables (Tabla 2.3) Si usamos
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la semiaplicacién f que se obtuvo en la pagina 108 y la semiaplicacién h que se acaba
de obtener, para construir la aplicacién de Poincaré P, resultara

1
P(u) = (u - 3) en™ 4 2b — % u € (—o0o, Al

Al resolver la ecuacién P(u) = u, obtenemos la solucién tnica

1 emm 41 2b
U —= — - —
b oemm—1  emm—1

para la que podemos verificar que

1 2 (1
*_ o oy
“ T ew—1<b )<0

ya que 71 < 0 por ser los equilibrios de las fronteras estables, y 0 < b < 1. Asi pues,

u* < 7= A, con lo que se demuestra que u* es un punto fijo de P. Como ademas
P'(u*) = em™ < 1, resulta que hay una vnica érbita periddica que ademas es estable.
¢) La desigualdad p < —b implica que traza A; = —(p + ) > 0, mientras que la

1
igualdad 1 — Ab = 0 implica que traza A;;y = A —b = 7 b>0yaquel<b<l1. Pode-

mos pues aplicar la Proposicién 2.14 y concluir que no existe ningiin tipo de policiclo.

Los dos préximos Teoremas culminan el estudio del conjunto de bifurcaciones en el
caso 0 < b < 1. En el primero de ellos, tratamos el caso de que 1 — Ab > 0, y en el
segundo, el de que 1 — A\b < 0. La tnica razén para esta distincién esta en el intento

de hacer mas clara la exposicion.

Teorema 2.34 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing,
ysean 0 < b<1yl—Ab>0. Entonces

a) Sipb+1>0, hay un unico equilibrio situado en el origen que verifica

al) st (g + b)(A — b) > 0, esta rodeado por una unica orbita periédica que es
estable si A — b > 0 e inestable si A — b < 0;

a2) si (p 4+ b)(A —b) <0 no hay policiclos.

b) Si pb+1 < 0 hay un equilibrio en cada region siendo los de las regiones I y 11

sillas y verificindose

b1) si A —b >0 no hay policiclos
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b2) st A\—b < 0 yespuyr(A) la funcion estudiada en la Proposicion 2.30, entonces

b21) si p > pur(X), hay una dnica orbita periddica inestable que rodea al
equilibrio de la region I

b22) si u < pgr(A) no hay policiclos.

DEMOSTRACION: Para un seguimiento comprensivo de la demostracién que comienza,
es conveniente consultar frecuentemente la Figura 2.28
a) Puesto que det Ay = pub+ 1y det A;p = 1 — Ab, de las Proposiciones 2.3 y 2.4 se
deduce que la condicién pb+ 1 > 0 implica que el sistema sélo tiene un equilibrio que
esta situado en el origen.

al) Teniendo en cuenta que traza Ay = —(p + b) y traza Aj; = A — b, la existencia
de una unica 6rbita periddica estable o inestable, se sigue del Teorema 2.19.

a2) Si (p+ b)(A — b) < 0, la Proposicién 2.14 excluye la existencia de todo tipo de
policiclos.
b) La desigualdad pb+1 < 0 implica de acuerdo con el enunciado que se ha de verificar
det Ay -det Ar; < 0, asi que segin la Proposicion 2.3, hay tres equilibrios, uno en cada
regién, y tal como afirma la Tabla 2.3, los de las regiones [ y II son sillas.

b1) si A — b > 0, se verifica que trazaA;; = A —b > 0, y como ub+ 1 < 0 junto
con 0 < b < 1 implican que traza A; = —(p + b) > 0, estamos en el mismo caso que el
apartado a2).

b2) sea A — b < 0, y vamos a establecer una condicién necesaria para la existencia
de érbitas periddicas. Mediante consideraciones similares a las efectuadas al principio
de la demostracién de la Proposicién 2.29 es facil concluir que de haber alguna érbita
periédica, ésta ha de tener partes en las tres regiones. Cuando pase de la region I a la
IT ha de hacerlo por un punto de la frontera L; de ordenada v que cumpla A < v < p;,
como indica la Figura 2.29

Pero cuando esa érbita corte a la otra frontera, ha de verificarse vy < v segin la
misma Figura, luego para que exista tal 6rbita, es necesario que vo < ;.

De la pagina 111 podemos tomar el valor de

1= —(p+b)+/(p—0)%*—4
pb+ 1 2

pi =
de modo que si consideramos a y; como funcién de g, es facil comprobar que

du; (1= ) (B + 1)(b— o) — 4b— (8 — 1)/(u = b)* — 4) o
dp 2(pb+ 1)% /(= b)2 —4

ero ademas lim ; = +oo.
P pem(iyp)-"

Por ser la semiaplicacion h creciente, también lo sera su inversa, por consiguiente,

fijado by A < b, como la igualdad g = uyr equivale segiin la Nota 1 de la Proposicion
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2.5 Conjuntos de bifurcaciones.

Figura 2.28: El conjunto de bifurcaciones (0 < b < i).
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Figura 2.29:

2.30 a esta otra h(u;) = —p. vy como ha de ser forzosamente j, < A, tenemos

—pie > =A== ) > h (=) = fi > g

o 1
lo que indica que para cada by para cada A < b, si jiyp < p < —=, tenemos ji; > vg, y
b
por lo tanto que puede existir 6rbita periddica. in la Figura 2.29 se ilustra la situacion
que acabamos de describir.
Por otra parte, cuando la supuesta orbita periddica entre en la region I desde la 11,
ha de hacerlo por un punto de la frontera L, de ordenada v que cumpla ., < w < g
| { f
donde wg = f(vo) (véase la Figura 2.29), en cuvo caso, tenemos que la aplicacion de
Poincaré P(u) = —h (f~'(u)), tiene como dominio el intervalo (s, ug]. La aplicacion

P es creciente por ser composicion de dos funciones decrecientes, y su recorrido es

P((periol) = =h (/7 (o ol)) = —hiloo- 1)) = (= (i), A
Ademés podemos escribir

lim+ [P(w) —u] = —h{p;) — ju, v Pluy) — g = A —up >0

U [le

b21) La desigualdad g > ppyp equivale. segin la Nota | de la Proposicion 2.30 a
hp;) > —pe, lo que implica. segin las consideraciones ¢ue acabamos de hacer, que la

*

ecuacién P(u) —u = 0 tienc alguna solucion v™ en el intervalo (pec,uy]. v por tanto
que el sistema dindmico posee alguna 6rbita periddica. Para demostrar que es tinica,
observemos que de acuerdo con las propiedades de las semiaplicaciones [ v b estudiadas

en las Proposiciones 2.22, 2.25 y 2.26 tenemos

—1 < fM(vg) < f(v) <0 v —oc < =h'(v) < —I'(j;) < —1 Yo € {vg, jt;)
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de donde se deduce que
K'(v)
f'(v)
Queda demostrado que P(u)—u es estrictamente creciente, y por tanto que la solucién

u* es tinica. Existe pues una sola érbita periddica, y como ademds P'(u*) > 1, resulta

Plu)—1= -k (f(w) (F(w) —1= —1>0  Vu€ (e, uol

ser inestable.

b22) Sea ahora p < pyr. Esta desigualdad equivale a h(pi) < —pe, lo que implica
segin las anteriores consideraciones que P(u) — u no cambia de signo en su dominio,
luego no hay soluciones de la ecuacién P(u) —u = 0 y por tanto, tampoco orbitas
periddicas ni policiclos constituidos por heteroclinas que conecten las sillas de las re-

giones [ y III. O

Teorema 2.35 Consideremos el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing
ysean 0 < b< 1 yl—Ab<0. Entonces

a) si pb+1 <0 no hay policiclos;

b) si pb+1 >0 hay un equilibrio en cada region, de modo que

1
b1) si ~3 < p < =b, no hay policiclos;

b2) si —b < u < pu(A) donde pp(X) es la funcion estudiada en la Proposicion
2.32, hay dos drbitas periodicas inestables que cada una rodea a un equilibrio
de los situados en las regiones [ y I11, y una drbita periddica estable que rodea

a los tres equilibrios;

1
b3) para cada A > R existe un conjunto no vacio My C (=b,2+ b) de valores de
p de tal manera que

x st ug(A) < p < inf My, el sistema tiene dos orbitas periddicas, una
estable que rodea a la otra inestable, que a su vez rodea a los tres equi-
librios;

* st sup M < p, no hay policiclos;

x si p € My, el sistema tiene una unica orbita periddica que es estable

desde fuera e inestable desde dentro, y que rodea a los tres equilibrios;

b4) si 2+ b <y, no hay policiclos.

DEMOSTRACION: Para un seguimiento comprensivo de la demostracién que comienza,

es conveniente consultar frecuentemente la Figura 2.28
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a) Las dos desigualdades ub+1 <0y 1 — Ab < 0 implican, de acuerdo con las Tablas
2.3 v 2.4 que el sistema tiene un solo equilibrio, siendo los de las regiones I y II1 sillas
virtuales, lo que segiin la Proposicidén 2.12 impide la existencia de policiclos.
b) Sipb+1 >0, como 1 — Ab < 0, de la Proposicién 2.3 se deduce que el sistema tiene
tres equilibrios.

Estudiemos ahora la derivada P’ de la aplicacién de Poincaré:

_ ()
J'(@)

En primer lugar, observemos que P'(u) > 0, ya que P es composicion de dos funciones

P'(u) = (=h(f7'(w)) = =R (f7}(w) - (/) (u) =

—h y f71 que son decrecientes. Ahora vamos a analizar P’ en los extremos de su

dominio. Recurriendo a las Proposiciones 2.21 v 2.27. podemos escribir
) 5 1

lim (—A'(v)) = —c0 lim (=h'(v)) = —1
U_)/\;l- v—40c0
lim+f'(v) = f'(X) <0 lilJP fv)=—eM" < -1
,U_)/\e Y= 100
y por lo tanto
) . = h(v) — 00
1 Pl = 1 = -
T A i TR [P W R
—h -1 i
lim P'(u) = lim () = —enm] : . <0
U+~ 00 v— 400 f’(v) — e m7T >1 s1 v 2= 0

Ahora calculamos la derivada segunda

d ("Z’(u)) L W) (0) = W) (v)
(o)

fy (f(0))?
que de acuerdo con los signos de f’, f”, k' y h”, estudiados en las Proposiciones 2.21 y
g y P

P'(u) =

dv

2.27, resulta ser positiva.

La derivada (P(u) —u)" = P'(u) — 1 cambia de signo en los extremos de su dominio,
asi que ha de pasar por cero, y como su derivada segunda (P(u) — u)" = P"(u) es
positiva en todo su dominio, ha de tener un minimo relativo en un punto u que tiene
que ser unico puesto que P’(u) —1 es creciente. Ademds ese minimo ha de ser absoluto
porque P(u) — u es coéncava desde arriba.

b1) La desigualdad p < —bimplica que traza A; = —(pu+0b) > 0. Pero como ademas

1
es 1 —Ab < 0, resulta que A > A > b por ser b < 1, de modo que traza A;;y = A —b > 0.

Como ambas trazas tienen el mismo signo, la Proposicion 2.14 impide la existencia de
cualquier tipo de policiclo.
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b2) Cuando —b < pu < py(A), el foco de la regién 1 es estable, ya que su traza
—(p + b) es negativa, y por tanto v; < 0. Ademas, por ser u < pp(A), se verifica
f(Xe) > Ai, ya que ambas desigualdades son equivalentes de acuerdo con Nota 1 de la
Proposicion 2.32, asi que

P(f(/\e))_f(Ae) = )‘i_f(’\e) <0

Por otra parte

lim (P(x)—u) = lim u (P(“) - 1) — too

U——0o U—r — 00 u

ya que lim —=% = lim P'(u) = "™ < 1 Asl que la funcién P(u) — u cambia de

u——00 Y U=~ 00
signo en el intervalo (—oo, f(A:)]. Su minimo absoluto P(w) — @ ha de ser por tanto
negativo. Entonces, en el intervalo (—oo, %), la funcién es estrictamente decreciente
y cambia de signo, en tanto que en el intervalo (%, f(\.)] es estrictamente creciente
pero no cambia de signo. Resulta pues que la funcién P(u) — u tiene en el intervalo
(—o0, f(Ac)] una tnica solucién u* para la cual, P'(u) —1 < 0. Ll sistema tiene pues
una 6rbita periodica estable.

Por otra parte, dado que la funcidén gy es la misma en el sistema con una y con dos
fronteras como ha quedado de manifiesto en la Proposicién 2.32, resulta que la hipotesis
—b < p < py()) es idéntica a la del apartado ¢) del Teorema 1.26 del Capitulo anterior,
y como allf se demostré la existencia de una iinica érbita periddica inestable rodeando
al foco estable de la regién I, aqui podemos afirmar exactamente lo mismo. Sélo anadir
que por la simetia, ahora tiene que existir otra 6rbita inestable rodeando al foco estable
de la region 111

b3) Si pm(A) < p, entonces, de acuerdo con la Nota 1 de la Proposicién 2.32, se
verificard f(A.) < A; y por tanto P(f(A.)) — f(A.) = A — f(A) > 0. Pero si g, aun
siendo mayor, permanece préximo a jy(A), el minimo absoluto P(%@) — @ continuara
siendo negativo, asi que la funcién P(u) — u es positiva en los extremos de su dominio
(—o0, f(Ae)], pero en el punto interior en el que alcanza su minimo absoluto, es negativa.
Como ademas es coéncava, resulta que en el intervalo (—oo,u) cambia de signo y es
estrictamente decreciente. Entonces tiene una solucién tnica u] en ese intervalo, con
P'(u}) < 1 que corresponde a una 6rbita periédica estable. Analogamente, en el
intervalo (%@, f(A.)] también cambia de signo, pero siendo ahora estrictamente creciente.
Existe es ese intervalo una solucién unica uj con P'(u}) > 1 que corresponde a una
orbita periddica inestable.

Obsérvese que por ser u; y u} las ordenadas de los puntos de la frontera L; por los
que pasan estas orbitas de la region Il a la I, y ser uj < uj, la orbita estable contiene
en su interior a la inestable.

Por otra parte, estamos en la hipStesis de que gy (A) < g, y del comentario hecho al
final del apartado anterior, se deduce que estamos en las mismas condiciones que en el
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apartado d) del Teorema 1.26, luego como alli podemos afirmar que no existen érbitas
periodicas con partes en dos regiones. Sdlo existen pues las de tres regiones como se
acaba de establecer.

Vamos a demostrar a continuacién, que para ciertos valores de u > pgy(A), la
aplicacion de Poincaré carece de puntos fijos, lo que equivale a P(w) —u > 0. Para ello
usaremos una vez mas las semiaplicaciones —h y f. Sabemos que —h es concava desde
arriba y tiene por asintota en el plano v, u la recta u + v = 2b, si probamos que para
ciertos valores de p, la semiaplicacion f verifica f(v) + v < 2b, quedara demostrado
que f(v) < —h(v) y por consiguiente que P carece de puntos fijos.

Usando las ecuaciones paramétricas de la semiaplicacién f (pagina 107), la desigual-
dad f(v) + v < 2b puede escribirse asi

Shy, 7 S (A=0b)(pb+1)

11— — T E (m,T con < Ty < 2w
msenty — (p+b)(1 —Ab) 1 € (7 7o) 10
Vamos a acotar inferiormente el primer miembro de esta desigualdad, para lo que
observamos
T< T = NT>7T = —Shym < —Shyn V7 >7

—1l<senmy <0 = —y; >ysenty >0 V11 € (7, 27)
lo que permite establecer en el intervalo (7, 710] la acotacién

St St
I b
Y1 8€n Ty "

Si ahora tomamos limites

hm - <1 + Sh%ﬂ) = lim (1 + Sh%ﬂ') = 400

p—(2+b T = =00 "

y hacemos lo propio con el segundo miembro de la desigualdad de la que partimos

A=) (pb+1Y\ _ (b+ 1A= !
<_2(ﬂ +b)(1 — /\b)> = -0 <t YA >

lim

u—{(24+b)— I = Ab b

observamos que para valores de p cercanos pero menores que 2 + b, se verifica la

desigualdad propuesta, luego no hay orbitas periodicas.
Como conclusiéon de este andlisis, podemos afirmar que para cada A > 7 existe un

conjunto no vacio M) de valores de pu tales que
*Sipp(X) < p < inf M), el sistema tiene dos érbitas periddicas, una estable que
rodea a la otra inestable, que a su vez rodea a los tres equilibrios.

* Si sup M, < p, no hay policiclos.
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* Si u € M,, entonces, para ese valor de u, ha de verificarse que P(@w) —% = 0 lo
que indica que el punto % en el que la funcién alcanza el minimo, es también punto fijo
de P. Como 4 es tnico, sélo existe una érbita periédica. Pero ademas, P'(u) —1 =0
y también P(u) < 1siu<u,y P(u) > 1 si u> T, de donde se deduce que esa érbita
periddica es inestable desde dentro y estable desde fuera. O
NOTA: En la Figura 2.28 se muestra el conjunto de bifurcaciones correspondiente al
caso 0 < b<1

Con los argumentos empleados en la demostracion del Teorema 2.35 no podemos
decir mas acerca de los conjuntos M,. No obstante, podemos aventurar la siguiente

Conjetura:

. 1 . .
Conjetura: Para cada A > 7 el conjunto M, definido en el apartado 03) del Teorema
2.35, tiene un tnico elemento, de tal manera que es posible definir una funcién pgy :

1 1
<Z, +oo> — IR como aquella que a cada A > 7 le hace corresponder el unico elemento
de M/\.

En apoyo de esta Conjetura mostramos en la Figura 2.30 la grafica de la supuesta

funcién psy obtenida numéricamente para el valor del pardmetro b = 0.5

2.5.3 Caso 3.-b< 1.

El dltimo caso que vamos a analizar corresponde a un comportamiento dindmico del
sistema caracterizado por la ausencia de todo tipo de policiclos. Para demostrar que

es asl tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.36 Si en el sistema dindmico en la forma de Van der Pol-Duffing se ve-
rifica |b| > 1, entonces el sistema carece de policiclos.

DEMOSTRACION: Recordando las consideraciones acerca de las simetrias de la pagina
98, nos limitaremas al caso b > 1.
De acuerdo con las Figuras 2.9 y 2.10, la tinica posibilidad de que existan policiclos

es que se verifiquen simultdneamente las desigualdades

a) traza A= —(pu+5b)>0 y det A;; =1—Xb>0
o bien estas otras

b) —24+b<pu<2+b y traza Ajy = A —b6>0

asi que nos centraremos en las zonas del plano de bifurcaciones delimitadas por las

mismas.
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Figura 2.30: La ”funcién” jign.
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a) La desigualdad traza Ay = —(p + b) > 0 junto a b > 1 implica que det Ay =
pb4+1 <0,y como det A;y = 1 — Ab > 0, de las Proposicién 2.3 se deduce que hay
tres equilibrios, y de las Tablas 2.3 y 2.4 que los de las regiones I y III son sillas y
el de la regién II un nodo, un foco o un centro. Pero descartamos este ultimo caso,
pues para ello tendria que ser A — b = 0 y ello no es posible en esta zona del plano de
bifurcaciones.

En estas condiciones, los Gnicos policiclos que podrian existir son érbitas periddicas
con partes en las tres regiones comprendidas entre las variedades estable e inestable
de las sillas de las regiones I y III, o bien un policiclo constituido por dos trayectorias
heteroclinas que conecten los equilibrios de las regiones I y Il junto con esos mismos
equilibrios.

Para demostrar que no existen tales policiclos, procederemos por reduccién al ab-
surdo suponiendo que si los hay. De acuerdo con el apartado b21) del Teorema 2.34, la
condicién para que los haya es que i > pupr(A) lo que segin la Nota 1 de la Proposicion
2.30 equivale a h(u;) > —pu. (el signo = se da cuando hay un policiclo formado por
heteroclinas) donde p; y . son las ordenadas de los puntos en los que las variedades
inestable y estable de la silla de la regién I, cortan a la frontera L,.

Por brevedad sélo consideraremos el caso de que el equilibrio del origen sea un foco,
ya que si es un nodo, los calculos son muy similares.

Regresemos a la pagina 118 para tomar las ecuaciones paramétricas de la semiapli-
cacion h y escribir
01— = —9A4 2(y2sen 12 + Shye1) (A=) <1 4

Sen 7,

Sh V2T2

) < =2\ +(\—b)

Yo SEN Ty

La tltima desigualdad se debe a que v, < 0y a que 75 € (0, 7] con 0 < 75 < 7.

De modo que si v = p; y vy = h{yt;) tenemos
pi > h{p) +22 — (A =0) > —pe + 22— (A —b)

1—)\12( +b) 1t 1 —Ab
b}, resulta que
,ub—}—lﬂ , resulta g P

pero como p; + . = 2X + (p+0b)>—(A—"b),0lo

que es lo mismo

A—1b N p+b (1 =0)(A+p)

=X pub+1 (1= Ab) (b + 1) _
Ahora bien, —(p+b) > 0y A —b < 0 implican que A+ p < 0, de modo que la desigual-
dad que acabamos de establecer sélo puede mantenerse si 1 —b* > 0, lo que contradice

la hipétesis b > 1 del enunciado. No es posible pues la existencia de policiclos.

b) La desigualdad —2 + b < g, junto con 1 < b implica traza Ay = —(p +0) < 0
y también det A; = ub+ 1 > 0. Por otra parte las desigualdades =2 +b < pp <24 b
indican que la matriz A; tiene sus autovalores complejos. Por ultimo, la desigualdad
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A —b > 0 junto con b > 1 implica que det A;; = 1 — Ab < 0. Con todo esto, usando
la Proposicién 2.3 y las Tablas 2.3 y 2.4 podemos afirmar que el sistema tiene tres
equilibrios, siendo los de las regiones I y III focos estables, y el de la regién 1I una silla
con traza positiva.

En estas circunstancias, los tinicos policiclos que puede haber con partes en las tres
regiones son Orbitas periédicas que rodeen a los tres equilibrios.

En el Teorema 1.27 del Capitulo anterior descartamos la existencia de policiclos en
dos regiones mediante unos argumentos que podemos aplicar de forma idéntica al caso
actual, asi que centraremos nuestros esfuerzos en demostrar la inexistencia de policiclos
con partes en las tres regiones.

El punto de partida para ello es la desigualdad

— —(p+0b
Shyr O =Bbt) kb

1+ 2
gk (1 + b)(1 — Ab) 4 — (p—b)?

cuyo cumplimiento indica la inexistencia de drbitas periddicas con partes en las tres
regiones, segin quedé demostrado en el apartado 03) del Teorema 2.35.
Mediante un desarrollo en serie de potencias de primer orden, y teniendo en cuenta

el signo de v,, podemos escribir

Shyym
sl

1+ >+ Vi € (—24 6,2+ 0b)

Por otro lado, la derivada

d [ QA=bb+1] 2P+ 1A =) )
dp 2(/L+b)(1~)\b) - (/t+b)2(l—/\b)>0 Vp € (-2+5,2+0b)

indica que el segundo miembro de la desigualdad que queremos verificar es una funcién
creciente de p que por tanto esta acotada superiormente por el valor que toma en
u=2+b, es decir
Q=D+ ) (b1 = b)
T (4 b)(1 = Ab) 1 —Ab

Pero del sisgno de la derivada

d[~@+1xx—m]:(w+nwr-n

ax 1= Ab TSI

se deduce que la ultima expresién es una funcién creciente de A, de modo que en el

intervalo b < A < —oo esta acotada superiormente por

[_U_)il_)(_/_\_—_b)] =1+

!
=Y b
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Figura 2.31: El conjunto de bifurcaciones (/ = 1).

Reuniendo todas las desigualdades que hemos establecido, concluimos que para el

cumplimiento de la desigualdad que queremos demostrar. es suficiente que se verifique
| | | |
|
I +7>14+ ,— Vb > |
)

lo cual es evidentemente cierto.

En conclusién, el sistema carece, en la zona del plano de bifurcaciones que estamos
considerando, de policiclos, tanto con partes en dos regiones como en tres regiones.
Evidentemente, tampoco hay drbitas periddicas contenidas totalmente en una region,

porque ninguno de los tres equilibrios es un centro. 0

Por dltimo, en las FFiguras 2.31 v 2.32 se muestran los conjuntos de bifurcaciones

correspondientes al Caso 3.- que acabamos de estudiar.,

2.6 Descripcidon de las bifurcaciones.

En esta ultima Seccién. vamos a describir fas diferentes bifurcaciones del sistema que
hemos encontrado en la Seccién anterior. Unicamente vamos a considerar el caso de que

Eacurix
INDUSTRIALES

PHCGENIEROS
IiGLIOTECA

o oy .
DT OEVILLA,
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Figura 2.32: El conjunto de bifurcaciones (1 < b).
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0 < b < 1 pues como hemos visto, a esta situacién puede reducirse el caso —1 < b < 0.
Sélo describiremos Las bifurcaciones que implican la aparicién o desaparicién, a través
de diversos mecanismos, de érbitas periddicas. En todo lo que sigue nos referiremos a
la Figura 2.28

2.6.1 Bifurcacién heteroclina.

Vamos a considerar la curva del plano de bifurcaciones (curva de heteroclinas)
= par(A) A< X (XA= ), asintota vertical de ppr)

cuyo estudio se ha llevado a cabo en la Proposicién 2.30.

a) Si p < ppr(X) hay tres equilibrios, de los cuales, los de las regiones exteriores
son puntos de silla.

b) Si u = pyr(X) hay los mismos equilibrios pero acompanados de dos trayectorias

heteroclinas que rodean al equilibrio del origen y que conectan los dos puntos de silla.

¢) Si par(A) < p < —= la distribucién de los equilibrios es la misma, pero ademas

b

hay una drbita periddica que rodea al equilibrio del origen.

La bifurcacién esta caracterizada por la desaparicion de una drbita periédica de manera
que el periodo va haciéndose ilimitadamente grande mientras que la érbita permanece
en una regién acotada del plano de fases, evolucionando hasta convertirse, antes de
desaparecer, en un policiclo formado por la pareja de heteroclinas y los dos puntos de

silla asociados.

2.6.2 Bifurcacién de Hopf del infinito.

Observemos la semirrecta del plano de bifurcaciones

traza Ay = —(pn+0) =0 A<

S| o=

a) Si A < b entonces
al)si -3 < pt < —bhay un tinico equilibrio estable rodeado por una érbita periédica

inestable;

a?) si —b < p el unico equilibrio es estable.

1
b)Sib< A< 7 entonces

1 qep .
b1) si -3 < ¢ < —b hay un solo equilibrio que es inestable;
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b2)si —b < p el tinico equilibrio es inestable y esta rodeado por una érbita periddica

inestable.

Estamos en presencia de una bifurcacién de Hopf del infinito como la descrita en
la pagina 73 en el sistema con una sola frontera. Sefialar que ahora la bifurcacién es

subcritica si A < by supercritica si A > b.

2.6.3 Bifurcacion de Hopf con centro.

Hay dos lineas en el plano de bifurcaciones a lo largo de las cuales se da este tipo de

bifurcacion. La primera de ellas es
trazaA;r=A—06=0

a) Si p < —b entonces

al) si A\, < A < bsiendo A = A, la asintota de la curva de heteroclinas ppyr
(Proposicién 2.30), el equilibrio del origen es estable y esta rodeado por una drbita
periddica inestable;

a2) si A = b el equilibrio del origen es un centro regional;

a3) si b < X el equilibrio del origen es inestable.
b) Si —b < p entonces

b1)si A < b el equilibrio del origen es inestable;

b2) si A = b el equilibrio del origen es un centro regional;

1
b3)sib< A< 3 el equilibrio del origen es inestable.

Como en el sistema con una sola frontera, nos encontramos con una bifurcacion
de Hopf con centro del equilibrio situado en el origen. Es supercritica si —b < py

subcritica si ¢ < —b.

Pero hay una segunda linea de bifurcacién de Hopf con centro. Se trata del segmento

1
traza Ay = —(u+0)=0 b < A

¢) Si 3 < g < —b hay un equilibrio inestable en cada region exterior y un punto

de silla en el origen.

d) Si p = —b hay dos centros regionales en las regiones I y II y un punto de silla en
el origen.

e) Si —b < p < py(A) donde p = pp(A) (curva de homoclinas) se estudié en la
Proposicién 2.32, hay dos focos estables en las regiones I y Il rodeado cada uno de

ellos por una drbita periédica inestable. Ademéas hay un punto de silla en el origen.
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Reconocemos aqui la bifurcacién de Hopf con centro que experimentan los equili-
brios de las regiones Iy III. Puesto que las érbitas periédicas que nacen son inestables,

la bifurcacién es subcritica.

2.6.4 Bifurcacion homoclina.

Como hemos establecido en la Proposicién 2.32, la curva p = pg () del plano de fases,
que corresponde a trayectorias homoclinas, es idéntica a la del sistema con una sola
frontera, por la tanto, la descripcién de esta bifurcacién coincide con la que se hizo en
la pagina 75. Unicamente destacar el hecho, de que la simetria con respecto al origen
del plano de fases del sistema con dos fronteras, hace que tanto la homoclina como la

orbita periédica estén ahora duplicadas.

2.6.5 Bifurcacion silla-nodo de 6rbitas periddicas.

Llamemos

o= psn(A) 7 <A

a la curva cuya existencia se ha conjeturado a raiz del Teorema 2.35 (curva de sillas-
nodo de 6rbitas periddicas)

a) Si pup(A) < i < psn(A) hay dos drbitas periddicas rodeando a los tres equilibrios,
siendo estable la exterior.

b) Si i = psn(A) hay una sola Srbita periddica semiestable rodeando a los tres
equilibrios.

¢) Si psn(A) < g no hay 6rbitas periddicas.

La caracteristica béasica de esta bifurcacién es la desaparicion de dos 6rbitas periddicas

de estabilidades opuestas.

2.6.6 Desaparicion de una 6rbita periédica por el nacimiento

de nodos.

Sea la semirrecta
det A;y=1—-Ab=0 24b<

a) Si b < A < — hay un unico equilibrio que es inestable y que esta rodeado por

b

una orbita peridodica estable.

b)Si\= 7 hay infinitos equilibrios en la regién central.
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1
¢) Si = < A hay un punto de silla en la regién Il y un nodo en cada una de las

b

regiones exteriores.

Esta bifurcacién se caracteriza por la desaparicion de una érbita periddica al nacer
dos nodos, ya que las variedades invariantes de éstos son incompatibles con la existencia
de la primera. Esta bifurcacién es del mismo tipo que una de las que encontramos en el

sistema con una sola frontera, y creemos que no se halla documentada en la literatura.



Capitulo 3

Dinamica de osciladores

electronicos del tipo Van der
Pol-Duffing.

Los desarrollos teéricos de los Capitulos anteriores nos han llevado a un conocimiento
bastante completo del comportamiento dinamico y de bifurcaciones de los sistemas
lineales a trozos con una frontera rectilinea y con dos fronteras rectilineas paralelas y
simétricas con respecto al origen del plano de fases.

Hemos aprendido que estos sistemas exhiben variados comportamientos periddicos,
demostrando la existencia de ciclos limite en dos o en tres regiones y de policiclos
homoclinos y heteroclinos, detectando incluso el colapso de érbitas periédicas en una
bifurcacién silla-nodo.

En este Capitulo vamos a aplicar los conocimientos adquiridos a la investigacién de
determinados osciladores electrénicos del tipo Van der Pol-Duffing. El primero de ellos
es una versién del muy conocido y clasico puente de Wien no lineal. El segundo [16,
Keener, 1983], ademas de su formulacién matematica que es la que nos va a ocupar,
presenta el interés afadido de constituir un modelo electrénico de las ecuaciones de
Fitzhugh-Nagumo [6, Fitzhugh, 1961] que a su vez son, como quedé de manifiesto en la
introduccién de este trabajo, una simplificacién del modelo de Hodgkin-Huxley de la
conduccién nerviosa. Otro disefio experimental que también modela esas ecuaciones,
utilizando tecnologia CMOS se encuentra en [20, Linares, 1990]. Comenzaremos por el

primero de estos circuitos

3.1 Puente de Wien.

Una realizacién del oscilador en puente de Wien no lineal disenada en torno a un
amplificador operacional se encuentra en [22, Mees, 1979] y [17, Kriegsmann, 1987]. El

161
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A
Qf b 1—4]
AN
- Es

Figura 3.1: Circuito del puente de Wien no lineal.

circuito se muestra en la Figura 3.1, y un anélisis del mismo mediante la segunda Ley
de Kirchhoff permite escribir

EO = El + VRI + E'in

. dEy
Vr = Rytpy = Rlcl—l

dt
. . . ; L (lEm
Ein = Ratpy = Ry (tpy —tc2) = Ry | O et Cy
dt dt

La salida Fy del amplificador operacional estd relacionada con la entrada F;, mediante
la ecuacion

E0:]7

P

(E'in)

donde, en la hipétesis de que el amplificador operacional sea ideal, F}, suele modelarse

mediante una funcion lineal a trozos

I
- /5z'n S -
Si 1\
A R
F(E,) =4 KNE si s < ki, < W
E .
E — < [-’Jin
S1 1\, ~ :

o mediante una funcién arcotangente

2F KN~
F(E,) = Arctg — F;,
p( ~/171) - g 2[; L

Rp

enla que ' = 1 + — es la ganancia en bucle cerrado del amplificador operacional, v
S

E la tension (positiva) de alimentacion.
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El puente de Wien con un amplificador operacional de caracteristica lineal a trozos,
ha sido estudiado en parte por [17, Kriegsmann, 1987], detectando una bifurcacion de
Hopf con amplitud finita (rapid bifurcation) que nosotros estamos en condiciones de
predecir y explicar, como veremos a continuacién, a partir de los andlisis de los sis-
temas lineales a trozos de los Capitulos anteriores. El modelo que emplea la funcién
arcotangente fue estudiado por [22, Mees, 1979] con técnicas de la dinamica diferencia-
ble, detectando la existencia de una bifurcacién de Hopf clasica, en la que la amplitud
de la 6rbita periodica crece desde cero de manera continua.

Para situar el sistema dindmico del puente de Wien en el contexto de nuestro
trabajo, comenzamos escribiendo sus ecuaciones diferenciales, tomando como variables
de estado las caidas de tensién E; y F;, en los condensadores

dF;, R
R,C 7t =—-F - (1 + }5) Ei + F,(E;)
2

dE
dtl = —FEy — Ei, + F)(Ey)

R1 Cl
y naturalmente, tomando para F, la funcién lineal a trozos.

La primera tarea seréa efectuar el cambio de las variables de estado E;, y E; por las

dos nuevas variables z e y, de modo que las rectas paralelas £, = il_x’ que dividen al

plano de fases en tres regiones, se trasladen a las rectas ¢ = +1. Para ello basta con

hacer
K

Pero con este cambio, la nueva variable de estado = es adimensional, mientras que la y
tiene dimensiones de tensién, de modo que para homogeneizar el sistema bajo el punto
de vista de las dimensiones, vamos a afectar a las ecuaciones del cambio de variables, de
unos coeficientes de dimensiones adecuadamente elegidas para que las nuevas variables
de estado y todos los coeficientes que aparecen en el sistema dindmico, carezcan de
dimensiones. Ello nos obligard a cambiar también la variable temporal ¢, por una
nueva variable independiente s adimensional.

De acuerdo con estas consideraciones, efectuaremos el cambio

E
E,, — Kx E, — Ey t — RCys
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con lo que el sistema dinamico queda

x’:—<1+%)x—ls’y+1&’
s 1<z
yo Gl G G
Ci K Ch C
z’:—<1+~l—1&'>x—1&y
2
sl -l<z<l
YETO\E Ch
x':—<1+——l—>x—](y~[(
2
s r< -1
Gl G G
y Cll( Cl 01 )

Una simple inspeccién basta para comprobar que el sistema dinamico tiene la misma
forma que el de la pagina 79, por lo que podemos afirmar que verifica las hipdtesis de
continuidad sobre las fronteras y simetria con respecto al origen del plano de fases.
Usando la misma notacién que en los Capitulos anteriores, llamaremos Ry, Rir y
Ry a las tres regiones en que queda dividido el plano de fases, y L1 y L2 a las dos
fronteras que las separan. En términos matriciales el sistema puede escribirse

A]'X+B] s1 XGR[ULl
X/:F(X): A X si X € Ry
A - X — By sl X € Ry UL,

donde las matrices Ay, A;; v By son

R, Ry .
— M)k 1+ 2Kk} - ‘
<1+ Rz) K ( + , x) K K
AIZ AII: BI: C
Gl G Gl ) G &
Cl I( Cl Cl I( Cl !

A continuacién reduciremos el sistema a una de las formas canénicas, y dado que
traza Ay # traza Ay, la forma de Van der Pol-Duffing (Teorema 2.16) es la pertinente.

Para reducir el sistema a esa forma, empleamos la transformacion de las variables
de estado y de la variable temporal que se detalla en el citado Teorema, y que en el
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Caso que nos ocupa €s

r—x — —1— faCh —C-’2—93 + s — LIS S
y K R201 C] Y Rl 02
de modo que después de aplicarla, el sistema dindmico queda en la forma de Van der

Pol-Duffing

R J—

y' ==

"' — A\g —

m, § y} sl -l<z<l1
y =z

' o A

o= —pw =y = (u )} 6 w<—
y =z

en la que los pardmetros ¢ y A son

Rl C2 RQCI Rl 02 - R2Cl
R G A= 1+ 84+ 22k
2 ( +Rg+cl> RiCs ( "RTG ‘) RiCs

Una vez reducido el sistema, el parametro b resulta ser cero, de modo que nos
encontramos con las ecuaciones clasicas de Rayleigh-Van der Pol. Asi pues, el puente
de Wien que estamos analizando constituye un modelo electrénico de las mismas.

Por consiguiente, ya que b = 0, estamos en la situacién descrita en la Seccién 2.5.1
del Capitulo 2, cuyo diagrama de bifurcaciones se muestra en la Figura 2.22 de la
pagina 128.

Si nos situamos en las regiones I o I1I, el operacional, se encuentra en saturacién,
por lo que se comporta como una fuente de tensién constante. En esas condiciones,
el sistema no puede exhibir, en esas regiones, una conducta de tipo sinusoidal ya que

s6lo hay resistencias y condensadores. Dicho en otros términos, la matriz del sistema

o —1
Ar =
=(17)

ha de tener autovalores reales, es decir, el discriminante de su ecuacién caracteristica

en esas regiones

1> — 4 ha de ser no negativo. Comprobemos que efectivamente es asi, para lo que
empleamos la desigualdad trivial

(Va—Vb)? =a+b—2/avh >0
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> 2. Teniendo en cuenta ahora el valor del parametro

de la que se deduce (a + b) \/l_b
a

< R, @) R:C) (Rl @) R.Ch
p= >

14t 2 o 2
TR TGINRG S \BTE )\ RG

Por consiguiente, del diagrama de la Figura 2.22, nos quedamos s6lo con la zona en la

, resulta

> 2

que p > 2.
Si ahora aplicamos el Teorema, 2.28, podemos establecer las siguientes conclusiones
acerca del comportamiento dindmico y de bifurcaciones del puente de Wien:

1.- El sistema sdlo tiene un equilibrio.

. R, (O,
29-S1 K <l1l4+—4+-=—2=
1 TRTG

y no hay orbitas periodicas.

(es decir si A < 0), el equilibrio es un foco o un nodo estable

8- Si K =14 — + == (es decir si A = 0), el equilibrio es un centro regional.

R, C
: Ry () _ e s .
4- SiK>1+ F+ R (es decir si A > 0), el equilibrio es un foco o un nodo inestable
2 1

y estd rodeado por una tnica érbita periddica estable.

Ahora podemos explicar el mecanismo de la bifurcacién répida en términos de la
bifurcacién de Hopf con centro estudiada en el Capitulo anterior. En efecto, para el

e R, C , : e e
valor critico K, = 1 + — + —2 del pardmetro, hay un continuo de érbitas periédicas

R, C

en la regién II, de manera que la de mayor amplitud es tangente a las dos fronteras. Al
aumentar el valor de K a partir de K, aparece una érbita periédica que en el momento
de nacer tiene esa misma amplitud, y va aumentando a partir de ahi. Se explica pues
la aparicién de una érbita periédica con amplitud finita porque el sistema pasa por
un centro regional. Pero como tal cosa ocurre para un valor aislado del pardmetro, el
centro no es fisicamente observable. El fenémeno es tipico de los sistemas lineales a

trozos.

3.2 Circuito de Keener.

En [16, Keener, 1983] se propone un modelo fisico en forma de circuito electrénico cuya
formulacién matematica coincide con las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo [6, Fitzhugh,

1961], y que por tanto corresponde asimismo a las ecuaciones de Van der Pol-Duffing.

Consiste en un montaje a base de tres amplificadores operacionales de los que el
primero de ellos, actuando como seguidor de tension, se utiliza para establecer un po-

tencial de referencia vy para el segundo, que también actiia como seguidor de tensién,
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-

Figura 3.2: Modelo eléctrico para las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo.

pero que con el concurso de dos resistencias y un condensador, simula una autoin-

duccién con una resistencia en serie.

Estos tres elementos, tension vy, autoinduccién y resistencia en serie, constituyen la
corriente del potasio que es una de las dos corrientes idnicas ue aparecen en el modelo

de la conduccién nerviosa de Hodgkin y Huxley [14, Hodgkin, 1952].

El tercer operacional constituye una fuente de intensidad cuya caracteristica es una
funcién lineal a trozos. Su misidn en el circuito es proporcionar la otra corriente idnica,
la corriente del sodio.

Un andlisis del circuito de la Figura 3.2 mediante las Leves de Kirchholff, proporciona

las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo

L , ‘ ,

¢ ﬁl— = —IN T INa
diy .
= v — g — FHig

siendo por tanto un modelo fisico de las mismas. En la Figura 3.3 se muestra la
realizacidon de ese circuito a base de operacionales cuva descripcion hemos hecho mas
atras. En ambas Figuras se han trazado unos bloques para que la correspondencia
entre las dos quede clara.

Anadir que el escaso niimero de componentes, asi como su bajo precio y disponibi-
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Figura 3.3: Circuito de Keener para las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo.

lidad en el mercwudo, hacen muy asequible su construccién. El circuito puede dedicarse
tanto a tareas de investigacion como de eunsenanza.

El analisis del circuito de Keener empleando las Leyes de Kirchhoff y teniendo en
cuenta el comportamiento de los amplificadores operacionales que supondremos ideal,

nos proporciona las ecuaciones

dv . . ]7)/3 . v — Uy
C,— = ) — — 2y, —
1(lt o+ [(v) < /{4> L2 R,
(17:2

02]%3R4_ + I]);Iz = 0 — 1y

d!

Siguiendo a [16, Keener, 1983], introducimos las variables de estado adimensionales
Vel
. Rl + ]%,1 (¥ . ]?1 (]?)1 — 1{3)&2 — Uy

V= C = [ = : -
R, Vi, Ry Vi,

la variable independiente también adimensional

|
(R,

t
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y los coeficientes

Rl Vo Rl,
Vo= —L. 22 I, =
] R, VR+ 0 VR+ZO
=M G g B Ri-R o Ram By
T Ri+ Ry O Ry R+ R - R4+ Ry

de modo que las ecuaciones diferenciales del sistema dinamico quedan

siendo

1
1-V s <V
s+ 1
) 1 1
-G(V) = sV st~ pon
1
-1-V st V<-—
s+1

El plano de fases se divide en tres regiones bien diferenciadas separadas por las
1 , , )
rectas paralelas V = +——, asi que lo primero que haremos es una cambio en las
3
variables de estado

1$ I —y

que traslada ambas fronteras a las rectas x = £1. Con ello, el sistema dinamico adopta

169
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esta forma
1 1 1
.'L'/:——:I}——S+ Yy s (1+[0)
€ € ¢
si 1<
B
I— — —
y—3+1x y—V
1 1
x':—f:c—~8+ Yy s Iy
€ € €
si —1l<z<l
y = o T—Yy— Vo
s+ 1
1 1 1
a:':——:v—s+ Yy st (1 —1Io)
€ € €
s z < —1
B
!
= —y— W
) 8+1~'C Y 0

Puede comprobarse que este sistema cumple la hipétesis de continuidad en las fronteras
exigida a los sistemas dindmicos objeto de nuestro estudio, pero que sin embargo no
cumple la hipStesis de simetria con respecto al origen del plano de fases. Ello hace
que su estudio caiga, en principio, fuera del alcance de este trabajo, pero podemos
introducir una hipétesis restrictiva sobre los pardmetros que nos conduzca a la simetrfa.
En efecto, si comparamos las tltimas ecuaciones con las que aparecen en la pagina 78,
comprobaremos que la hipétesis de simetria se verificard siempre y cuando se cumplan

las tres igualdades

1 1 1
S+ I():O S+ (1+1()):S+

€ €

es decir, siempre y cuando /o = Vo = 0.
Ahora, como en el Capitulo 2, llamaremos Ry, Ry y Rjjr a las tres regiones en que
estd dividido el plano de fases, y L1 y Lo a las fronteras que las separan, con lo cual

podemos escribir el sistema dindmico en forma matricial

Ar- X + By si X e RjUIL
X,:F(X): AH‘X sl XER[]
A - X — By s X € RrU L,
donde las matrices Ar, A;y v By son
l s+ 1 S s 41 s 1
A[Z € ¢ AH: ¢ € B[ = €
B -1 8 -1 0

—

s+1 s+
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La tltima transformacién que vamos a efectuar consiste en reducir el sistema a una
de las formas canénicas, y puesto que traza A # traza Ajr, obtendremos la forma de
Van der Pol-Duffing.

La reduccién se lleva a cabo, de acuerdo con el Teorema 2.16 a través de la trans-

formacion
Vep €
T — Yy — —y t— |51
s+1 Jo4
quedando finalmente el sistema dindmico de la forma
[ —
o= y+(/t+A)} g <z
y=z-by
"' — \p —
x, Ty } si —l<z<l
y =x—by
/—-—— — — JE—
v = —pr =y (ﬂ+A)} g e <1
y =z —by

donde los coeficientes p, A y b son

1 8 €

= — A= —— h= .| —
H= e NG| 3

que pueden expresarse también en términos de los parametros fisicos, resistencias y

condensadores
_Rat R |G B BB |Gy B, (G Ry
# R NC, Ri-R, & NCi. Ri-Rs Cy Ri— R,

Ahora podemos abordar el estudio del comportamiento dinamico y de bifurcaciones
que presenta el circuito de Keener. Ante todo, observemos que ha de ser ¢4 > 0, pero
como € > 0, resulta que 8 > 0, y por consiguiente, 3 < R,.

Vamos a trazar conjuntos de bifurcaciones en cuyos ejes figuren los parametros s y 3,
dejando fijo el tercer pardmetro ¢. En los diagramas del Capitulo 2 (véase por ejemplo
el de la pagina 145) aparecian curvas que separaban diferentes comportamientos de

interés, cuyas ecuaciones eran

traza Ay = —(pp+0) =0 traza A;jy = A—b=0
detAIZILLb+1:0 det A;p=1—-Ab=0

p—>0b==2 A+b=+2
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Establezcamos ahora estas mismas ecuaciones para el sistema de Keener, en términos

de sus pardmetros de bifurcacién s, 3 y €. Unos célculos sencillos prmiten escribir

—(p+0)=0 corresponde a l+e=0
A=b=0 ” s—e=0
pb+1=0 v B+1=0
1—Xb=0 ” s—B5=0
p—b=+2 ” 1—e= 42/
A+b) =12 ? s+e=42\/ef

La primera de ellas 1 + ¢ = 0, no se verifica nunca, puesto que € > 0, lo que implica que
traza A; < 0 y por tanto que los equilibrios de las regiones I y 111 son siempre estables.
Asimismo, la tercera 8 + 1 = 0 tampoco se verifica nunca, con lo que det Ay > 0,
de modo que los equilibrios de las regiones I y III no son nunca sillas. La quinta
(1—-¢)?

4e

Hay zonas del conjunto de bifurcaciones en las que sabemos, por una u otra razén,
que no existen policiclos. En efecto, el Teorema 2.36 establece que si b > 1, que

1 — ¢ = £24/€f, puede expresarse, si despejamos 3, de la forma 8 =

corresponde a 8 < ¢, no hay policiclos. Ademds, puesto que traza A; < 0, de la
Proposicién 2.14 se deduce que si traza Ar; < 0, que corresponde a s < ¢, tampoco hay
policiclos.

Prosiguiendo en esta linea, puesto que det A; > 0, entonces cuando sea det Aj; < 0,
es decir, cuando s > f3, el sistema tiene, de acuerdo con la Proposicién 2.3, tres
(1—¢)?

de

equilibrios, de tal modo que si ademas, § < , los equilibrios de las regiones I 'y

I1I son nodos, con lo que no puede haber policiclos segin afirma el apartado a) de la
Proposicién 2.12. Afiadamos también que
<(1—6)2 ) <1 >(1—t5)2 , >1
€< —— sie< = € > —= si €> =
4e 3 4e 3
Con toda esta informacién podemos conocer las zonas del diagrama de bifurcaciones
en las que el sistema no posee policiclos. Si ahora aplicamos el Teorema 2.35 que nos
da informacién completa sobre el comportamiento dindmico, podemos trazar en las
Figuras 3.4 y 3.5 un esquema del conjunto de bifurcaciones.

Por 1ltimo, establecemos las siguientes conclusiones:

1.-S1 0 < s < f3, de acuerdo con Keener, hay un equilibrio estable o un ciclo
limite estable. Podemos anadir que la diferencia estriba en que 0 < s < ¢
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Figura 3.4: Conjunto de bifurcaciones. (¢ < 1/3)
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Figura 3.5: Conjunto de bifurcaciones. (¢ > 1/3)
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(equilibrio estable) o en que € < s (ciclo limite estable). En ambos casos se tiene

Rs < Ry < Ry.

1 e
2.- Si 3 <e€ ye< B < s, hay tres equilibrios, y al aumentar f nos encontramos

sucesivamente con que no hay érbitas periddicas, después aparecen dos orbitas
periédicas de estabilidades opuestas que rodean a los tres equilibrios, siendo es-
table la exterior, y mas tarde, una estable que rodea a los tres equilibrios y dos
inestables rodeando una a cada equilibrio de las regiones exteriores.

. 1 .
3.- Si € < =, la situacién es la misma que en 2.-, pero ahora para valores de 8 que

(1—¢)?
4e

verifiquen < B <s.

En resumen, el comportamiento dindmico del sistema es mucho mas rico que lo
investigado por Keener, que sélo habla de un equilibrio, y ni se plantea la posibilidad
de bifurcaciones silla-nodo de drbitas periédicas u homoclinas como las que hemos

descubierto en este trabajo.

3.3 Sistemas lineales a trozos continuos con dos

fronteras casi simétricos.

El circuito de Keener es, en cierto sentido, un sistema dinamico mas general que el
estudiado en el Capitulo 2 de este trabajo. En efecto, en ese Capitulo impusimos a
los sistemas bajo estudio, una hipdtesis de simetria con respecto al origen del plano
de fases, hipStesis que las ecuaciones (véase la pagina 169) del sistema de Keener no
cumplen. De hecho, para forzar su cumplimiento y asi poder aplicar la teoria del
Capitulo 2, nos vimos obligados a introducir la condicién adicional [y = V4.

El estudio de los sistemas lineales a trozos continuos, con dos fronteras pero sin
simetria con respecto al origen del plano de fases, queda fuera de los objetivos que nos
marcamos al abordar el presente trabajo, reservandolo para futuras investigaciones.
No obstante, la asimetria del sistema de Keener es sélo parcial. En efecto, si en la

ecuaciones de la pagina 169 efectuamos la traslacion I — I — Iy, el sistema dinamico

queda
/
6(cll—‘7' = —I1-G({V)
dl

Igualando a cero los segundos miembros obtenemos las ecuaciones de dos curvas en

el plano I,V de las que la primera de ellas I = —G(V) es simétrica con respecto al
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origen, y la segunda I = BV + I, —V;, no lo es (lo serfa si [y = V5 = 0). En este sentido,
el sistema no es completamente asimétrico, por lo que todavia goza, como veremos en
lo que sigue, de algunas de las propiedades de los sistemas con simetria, y ello facilitara
su estudio. Llamaremos casi simétricos a los sistemas de esta clase.

En las siguientes paginas vamos a proceder al analisis de los sistemas casi simétricos,
pero sélo efectuaremos estudios parciales, basdndonos en los conocimientos adquiridos
en los Capitulos 1 y 2, aunque también avanzaremos en ciertas cuestiones que nos
llevaran a descubrir comportamientos dindmicos nuevos. El estudio completo de los
sistemas no simétricos queda pospuesto, como se ha dicho, para ulteriores investiga-

ciones.

Los sistemas lineales a trozos continuos con dos fronteras, casi simétricos, escritos

en la forma candnica de Van der Pol-Duffing son
o' =—f(x) -y

Yy =x—-by—a

donde L
f(@) = pe ==+ 1 = e = 1))

y su grafica se muestra en la Figura 2.6 (pagina 97). Ahora bien, la funcién [ establece
una particién del plano de fases en tres regiones exactamente igual que en el Capitulo

2, de modo que usando la misma notacién que alli, tenemos

Region I  : Ry = {(:v,y) cR?*: 1< :r:}
Region Il : Ry = {(r,y) eR*: -1<z< 1}

Region 11 : Ryyr = {(z,y) €R* : 2 < -1}

La casufstica de los estudios que siguen puede reducirse en parte si tenemos en
cuenta que el sistema presenta las trtes simetrias. que a continuacién se indican

Simetria S;: al cambiar

por -z | a por —a

Y por y | b por —b
t por —t | A por —A
I por —

queda invariante el sistema dinamico.
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Simetria S;: al cambiar

x por T | a por a
Yy por —y | b por —b
t por —t| A por -2

por  —p

queda invariante el sistema dinamico.

Simetria S3: al cambiar

x por —x | a por —a
Yy por —y | b por b
{ por t] A por A

( por W

queda invariante el sistema dinamico.

Podemos comprobar, como hicimos en la Seccién 1.3.1 del Capitulo 1, que estas tres
simetrfas, junto con la identidad, constituyen un grupo abeliano. Ademds, podemos
emplearlas para reducir los rangos de variacién de los cuatro parametros a, b,y A. En
efecto, tal como hicimos en la citada Seccidn, si sefialamos con +, el que determinado
parametro sea no negativo, y con —, el que sea negativo, las 2* = 16 variaciones posibles
de signos, pueden reducirse, en virtud de las simetrias, sélo a cuatro. Elegiremos esas
cuatro con el mismo criterio que en el Capitulo 1, es decir, de modo que los parametros
a y b sean no negativos. En la Tabla 3.1 se muestra esa reduccién

Pero ademds de las simetrias emplearemos los criterios que siguen, basados en los
conocimientos adquiridos en los Capitulos anteriores, para reducir ain més el rango de

variaciéon de los parametros.

1.- En los Teoremas 1.27 y 2.36 quedé demostrado que los sistemas lineales a trozos
con una y con dos fronteras, pero simétricos, no tienen policiclos si [b] > 1. Con-
jeturando que para los sistemas casi simétricos también es asi, y de acuerdo con
las reducciones debidas a las simetrias, nos limitaremos a valores del parametro

b en el intervalo (0,1).

2.- En las Proposiciones 1.9 y 2.12 se demostré que cuando la matriz Ay tiene auto-
valores reales, en muchos casos no hay comportamientos periédicos (no obstante,
en otros casos si puede haberlos, como cuando los equilibrios de las regiones I
y III son nodos virtuales o sillas reales). En base a todo ello nos limitaremos a
considerar autovalores complejos de la matriz A, lo que implica segin la Tabla,
2.3 que |p —b| < 2.

3.- La Proposicién 2.14 es aplicable al sistema casi simétrico, ya que las matrices Ay

y Ajr son las mismas aqui y alli, de modo que para tratar sélo con situaciones
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Caso | Aplicando la simetria... | se reduce al caso...
So
So
So
So
S
S3
52
Sy
S1

I+ ++ 1 +++ + + |2
+ I+ + I+ + 4+ + 4+ |
bt I+ 4+ 4+ | I+ +|>
b+ + + 1 + 4+ 1 + + =
P D D © 00~ G WD

— |- =1+ 15 Sy
—l=]=]=1] 16 S

— DN W o = W RN W R R W

Tabla 3.1: La simetrias reducen el nimero de casos a estudiar.

en las que puedan existir policiclos, exigiremos que las trazas de las matrices A;
y Ajr tengan distinto signo. Ahora bien, al reducir las ecuaciones de Keener
a la forma de Van der Pol-Duffing, comprobamos (pagina 171) que la traza de

Lt
VeB

—(p + b) > 0 y por consiguiente traza A;; = A — b < 0. De todas formas, para
incluir el caso A = b en el cual el equilibrio de la regién I es un centro, tomaremos

A> 0.

traza Ay = — < 0 de modo que tomaremos en nuestro estudio traza A; =

Es evidente que estos criterios excluyen valores de los parametros que podrian

ser de interés, y que habria que tomar en cuenta en un estudio mas profundo de

los sistemas casi simétricos, pero como hemos senalado més atras, sélo pretendemos

efectuar un estudio parcial, con lo que las limitaciones impuestas, encaminadas a reducir

la casuistica no resultan excesivamente restrictivas para nuestros propdsitos.

En resumen, los rangos de los distintos parametros quedan asi

a>0 0<b<l A>0 —b<pu<2+b
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3.3.1 Dos equilibrios.

Estudiemos la dindmica del sistema cuando tiene dos equilibrios. Esta situacién se
dara sobre la semirrecta
1

= \b— _
a b—1 )\>b

Con los valores de los pardmetros que estamos considerando, Uno de los equilibrios
esta situado sobre la frontera L, y tiene de coordenadas (—1, —A), mientras que el otro
estd en la region L.

Como los autovalores de la matriz A; son complejos con parte real negativa, y los
de Aj; reales con signos opuestos (véanse las Tablas 2.3 y 2.4), el equilibrio de la region
I es un foco estable, y el de la frontera L, es un punto de silla con traza positiva visto
desde la regién II, y un foco estable desde la IIl. En estas condiciones pueden existir
6rbitas periddicas con partes en las regiones I y 11, comprendidas entre las variedades
estable e inestable del punto de silla de la regién II, o bien érbitas periddicas con partes

en las tres regiones. Incluso puede haber una trayectoria homoclina.

Vamos a investigar estas posibilidades comenzando por la érbitas con partes en las
regiones I y II. Las ecuaciones paramétricas de las semiaplicaciones f y g calculadas
segun el procedimiento del Apéndice C son

a) Foco en la region 1. Semiaplicacion f:

1 = \b —MT1 .
u(r) = A —25 - : L AUy

b+ 1 sen 7y
1=Ab e é(ri;—m)
= A . .
v(m) + 261 pb+1 sen 1

b) Punto de silla en la region 11. Semiaplicacion g:

€729 (T2; —72)
Sh 7y

u () = A+ (A+0)2—-4-

e 27h(T2572)
Shr,

v(r) = A= /(A+b)2—4-

donde

5 = 4—(p—0) _ = (eth) _ A—b
1= 5 Bi! ——“————,————————4_@_@2 T2 ——,——(/\+b)2_4

Estas expresiones son muy similares a sus homdlogas en el sistema con una sola
frontera estudiado en el Capitulo 1, y que aparecen en las paginas 33 39, lo que sugiere

que debe existir alguna relacion entre ellas. De hecho, puede pasarse de unas a otras
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mediante una homotecia y una traslacién de la misma forma que en las Proposiciones

2.20 2.23

Proposicién 3.1 Llamemos fo y go a las semiaplicaciones f y g del sistema dindmico
el la forma de Van der Pol-Duffing con una sola frontera, y sean 4,0 € R tales que
4= fo(0) yiy = go(D). Entonces, si u,u,v € R verifican u = f(v) y uy = g(v)
siendo f y g las mismas semiaplicaciones definidas para el sistema con dos fronteras

casi simétrico, se cumple
a) Para la semiaplicacion f:

u=A4+20 v=A+20

b) Para la semiaplicacion g:

ulz)\+2&1 U:/\+2'{}
DEMOSTRACION: Es trivial. O

Esta Proposicién sugiere que el comportamiento dinamico del sistema en torno a
la frontera L; es el mismo que el del sistema que tiene una sola frontera, dado que
una homotecia y una traslacién no cambian cualitativamente la geometria del plano
de fases. Comprobemos que ello es asi demostrando la existencia de una trayectoria

homoclina y de una drbita periddica.
Teorema 3.2 Consideremos el sistema dindmico casi simétrico en la forma de Van
der Pol-Duffing, y sea 0 < b < 1. Entonces para cada p € (—b,2 + b), existe un inico

1
valor A\ > — del parametro X tal que

b

a) si A = Ag(p), existe una trayectoria homoclina que nace y muere en el punto de

silla de la region II, y que contiene en su interior al foco de la region I;

1
b) si 7 < A < Ap(p), existe una tnica drbita periddica inestable que rodea al equi-

librio de la region I

DEMOSTRACION: a) La condicién necesaria y suficiente para que exista una trayectoria
homoclina es (Figura 2.25)

um) =Xy v(n)=A

donde \; = A — 2z, y A, = A — 2z, son las ordenadas de los puntos en los que las

variedades invariantes del punto de silla de la regién II, cortan a la frontera L. Si
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aplicamos la homotecia y la traslacién de la Proposicién 3.1 podemos comprobar que
estas igualdades se convierten en

ar) =5y 9(n) = A

donde hemos designado con ;\i y ;\e a los homdlogos de A; y A. en el sistema con una
sola frontera

Pero el dltimo par de igualdades expresa precisamente la condicién necesaria y
suficiente para la existencia de una trayectoria homoclina en el sistema con una sola
frontera, de modo que en ambos sistemas dicha condicién viene dada mediante el mismo
par de ecuaciones. Podemos entonces aplicar las Proposiciones 1.23 y 1.24 para concluir
que existe el valor Ay () del enunciado.

b) En las Proposiciones 1.23 y 1.24 quedd completamente descrita la funcién pp(A),
de la que en la Figura 1.26 se muestra la grifica para un cierto valor de b. Pues bien, de
acuerdo con la Nota 1 de la Proposicién 1.24 y la citada Figura, la doble desigualdad

1
3 < A < Ag(p), equivale a p, < g < pp(A) donde pp = p, > —b es la asintota de

la grafica de py (véase de nuevo la Proposicién 1.24). Nos encontramos pues en las
mismas condiciones que en el apartado ¢) del Teorema 1.26 por lo que podemos llegar
a la misma conclusién y afirmar que existe una tnica érbita periddica inestable (con

partes en las regiones I y II) que rodea el foco estable de la region I O

3.3.2 Homoclinas dobles.

En la Seccién anterior hemos establecido la existencia de homoclinas y de orbitas
periédicas, demostrando que entre las semiaplicaciones de Poincaré f y g, y sus homo-
nimas en el sistema con una sola frontera, se dan determinadas relaciones que permiten
trasladar el estudio de la dindmica en torno a la frontera L, al efectuado en el Capitulo

1 con el sistema de una sola frontera.

Vamos a abundar en la misma idea, pero ahora cuando el sistema tiene tres equi-
librios. De acuerdo con las limitaciones impuestas a los parametros, esta situacion se
dard cuando 0 < a < Ab — 1, pero como ademds hemos exigido que 0 < b < 1y
—b < p < 2+b, las Tablas 2.3 y 2.4 indican que de los tres equilibrios, el de la region II
ha de ser un punto de silla con traza positiva y los de las regiones I y III, focos estables.

Asi, en la regién II tenemos las dos variedades invariantes de la silla que se cortan
en el equilibrio, y que a su vez cortan a la frontera L; en puntos de ordenadas A; y A,
y a la frontera L, en puntos de ordenadas A} y A mientras que al otro lado de estas

fronteras tenemos focos estables.
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En estas circunstancias, aunque el sistema no es simétrico, la geometria del plano
de fases es muy parecida en las cercanias de ambas fronteras, de modo que vamos a
investigar la posible existencia de homoclinas y érbitas periédicas en torno de L; y
de L,. Para ello, ademas de las muy conocidas semiaplicaciones f y ¢ , necesitamos
las dos semiaplicaciones k y ¢, andlogas a f y ¢, pero en la frontera Ly, y que se
esquematizan en la Figura B.1 del Apéndice B.

Si calculamos las ecuaciones paramétricas de las semiaplicaciones f y ¢ usando las
técnicas explicadas en el citado Apéndice, obtendremos las igualdades

a) Foco en la region 1. Semiaplicacion f:

a—(1—Ab) e MM G(T1;7)

= A
w(n) + 6 b+ 1 sen Ty

a— (1 —Ab) . eNT (1, —71)
pb+1 sen 7

v(n)=A—-5
a) Punto de silla en la region II. Semiaplicacion g:

a—(1=Xb) A+ —4 emmg(ry; —v,)

u(m) = A - pb+1 . 2 sen T,

_ a—(1—=Ab) VAT =4 emmm2g(ry;7,)
v(r) = A+ — :

o

sen T,

donde B;,71 ¥ 72 son las de la pagina 179.
Procediendo del mismo modo pero con las semiaplicaciones k y g, obtendremos

a) Foco en la region IIl. Semiaplicacion k:

a+ (1 —=Ab) e"™¢(13; —1)
b+ 1 sen T3

02(73) =-A—-0

a+ (1 — Ab) ) e (735 71)
b+ 1 Sen T3

a) Punto de silla en la region II. Semiaplicacion g:

—(1—=Xb (A+0)2 =4 enm2(ry; —
U1(T2):/\—a N(I)-I—l ) . 41)(2 ’72)

b

Sen 7,

a—(1=X) A+ =4 emm2g(ry;7,)
=\ . .
v(r) i b +1

(W]

sen T,

donde de nuevo 31,7; ¥ ¥, son las de la pagina 179.
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En cuanto a los valores de A;, A., A; y A, unos sencillos calculos permiten determi-

a a
/\,:/\—(1—1—)\1)>21 )\e:/\—(l—l——Ab)Zz

r_ a r_ _
A= )\+<1+1_/\b>21 A ’\+(1+1—Ab)

Como en la Seccién anterior, la semejanza entre estas semiaplicaciones y estos puntos

narlos

de corte con las fronteras, con sus homénimos del sistema con una sola frontera del
Capitulo 1, sugiere la existencia de una relacién mutua que vamos a poner de manifiesto

en la siguiente Proposicién.

Proposicién 3.3 Llamemos fy y go a las semiaplicaciones f y g del sistema dindmico
el la forma de Van der Pol-Duffing con una sola frontera, y sean 4,0 € IR tales que
4= fo(0) yu; = go (D). Entonces, si u,us,uz,v,v1,v, € R vertfican

u=f(v) u = g(v) vy = k(1) uy = g1(v1)
siendo f,q,k y g1 las semiaplicaciones correspondientes al sistema con dos fronteras

casi simétrico, se cumple
a) Para la semiaplicacion f:

u(r )——/\+< 1_/\b> w(m) 1)(71):)\+(1—1_)\b>-ﬁ(71)

a

b) Para la semiaplicacion g:

uy (7, )_/\+( 1‘”’) it (72) v(Tz):/\—|—<1—1—)\b>-f)(Tg)
=)

a
¢) Para la semiaplicacion k:

1= Xb

ve(m) = = A + < (1) vi(n) = -+ (l + ! —;/\b) -u(T)

d) Para la semiaplzcacmn g1:

>

Ul(Tz)

Sean ademds \;, A, N y M., las ordenadas de los puntos en los que las variedades

a

Y. 1= Ab
uz(7e) = —A + <1 + ) b(m) vilm) = A+ <1 +— ) .

inestable y estable del punto de silla de la region II cortan respectivamente a las fron-
teras Ly y Ly, y A\; y Ae sus homdnimas en el sistema con una sola frontera. Entonces

se verifican

AZ-:/\+<1—1_M>.M )\e:/\+<1—1_/\b>-5\e

a a

1- . 1 - Ab\ -
/\;-:—)\+<1+ M’).Az‘ A;:—A+<1+ >~)\e
a

a
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DEMOSTRACION: Usando las ecuaciones paramétricas de las semiaplicaciones fo y go
(que aparecen en las paginas 33 y 39 con la denominacién de fy g), y las expresiones
de \i y e (que en la péagina 46 figuran con los nombres de A; y Ac), junto con las
ecuaciones paramétricas de f,¢,k, g, y las expresiones de X;, A., Al y AL, anteriores, la

demostracién es inmediata. O

Teorema 3.4 Consideremos el sistema dindmico casi simétrico en la forma de Van
der Pol-Duffing, y sea 0 < b < 1. Entonces para cada y € (—b,2 + b), existe un inico

1
valor Ay > — del parametro X tal que

b

a) para cada a € (0, \gb—1), el sistema tiene dos trayectorias homoclinas que nacen
y mueren en el punto de silla de la region I, y que cada una rodea a uno de los

otros dos equilibrios;

1
b) si 3 < XA < Ag(p), el sistema tiene para cada a € (0, \b—1) dos érbitas periddicas

inestables que cada una rodea a uno de los equilibrios de la regiones | y 111

3.3.3 Un solo equilibrio sobre una frontera.

Supongamos que el sistema sélo tiene un equilibrio y que éste estd situado sobre una
frontera. Como estamos considerando sélo valores de @ > 0, esa frontera ha de ser L,
y también a = 1 — Ab.

Desde la regién I, este equilibrio es un foco estable, ya que estamos suponiendo

—b < i < 2+D, pero desde la regién I puede ser un foco o un nodo, ya que nos hemos

. 1 ,
situado en el caso de que b < A < —. Pero solo nos ocuparemos del foco, ya que el

b

nodo tiene un tratamiento muy parecido.

Como ya es habitual, estamos interesados en la existencia de policiclos, y en ausencia
de puntos de silla, éstos han de ser érbitas periédicas que rodeen al equilibrio. Asi,
puede haber érbitas periédicas con partes en dos o en las tres regiones.

Vamos pues a ocuparnos en primer lugar de las semiaplicaciones f y g, que por
estar el equilibrio en la frontera pueden expresarse facilmente en forma explicita:

Semiaplicacion f:
fy=A—=v)e "+ A v € [A, +00)
Semiaplicacién g-
g(v) = (A —v)e™" + A v € [A, v

donde vy es la ordenada del punto de la frontera L; del que parte la trayectoria que
atravesando la region II, es tangente a la frontera L, en el punto (—1,—X). En la
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Figura ??7 se muestra vy. Para determinarlo recurrimos a las ecuaciones paramétricas
da la trayectoria que pasa por el punto (1,vp), que pueden obtenerse a partir de la
solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales (ver Apéndice A), aplicandole
las condiciones iniciales £(0) = 1 e y(0) = vy, resultando

A

z(t)y =1+ 20 gt gep Bat
Ba

ag—/\

y(t) = A+ (vo — A)eo2! (cos Gt + sen ﬂ2t>

2

Entonces, para determinar vy, debemos eliminar {5 entre las igualdades
xl(tgo) - ()\ - l)o)eaztm (’72 sen ﬁ2t20 + cos ﬂ;ztgo) =0

p
z(typ) =1+ ﬂ—voea?tsen Bat = —1
2

y resolver la ecuacién resultante en vy, quedando finalmente
vo = A + 21 — Ab e Arete(1/72)

Pero si v > wg, la trayectoria que parte del punto (1,v), atraviesa la region II y
entra en la 111, con lo cual la semiaplicacién ¢ no interviene, pero en cambio debemos
considerar las semiaplicaciones h, k y h; que se muestran en la Figura B.1 del Apéndice
B.

A continuacién exponemos las ecuaciones paramétricas de dichas semiaplicaciones,
asi como sus dominios y derivadas. Omitimos los célculos que nos llevan a esas expre-

siones, ya que las técnicas empleadas son las mismas que en las Secciones 1.4 y 2.4

Semiaplicacion h:

e (1 = ¢(2; —72)

vi(12) = —A+20
sen Ty
T2 € (O, T20]
_— 6’727-2
U('TQ) = /\ + 2ﬂ2 e
sen Ty
siendo Ty el valor del pardmetro 7,, para el cual se verifica vy(729) = —A. Iis evidente

que v(Ty) = vy donde vy se ha calculado mas atras. La derivada es

d 1
= —v—l = > 1 VTQ c (07 7'20]

") dv 11— ¢(r2;—2)
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Semniaplicacion k:

1= Ab e ¢(r3;—1)

1)2(7'3) = —/\ — Qﬁ

! pb+1 sen 73
73 € [07 71')
1 —=Ab e ™M™ qb(’rg' ’71)
=—-A+2 : :
v1(73) + 26 pb+1 sen T3
la derivada es
dvy ¢(13,71)
)= —=—-——"""1<0 Vry € [0, 7
)= B = " () s €
Semiaplicacion hy:
V2™
u(my) = A—205, -
S =g [ €O
UQ(TZI) = —A- 2/32 ; 2 72
sen 7,
siendo 74, €l valor del pardmetro 74, para el cual se verifica vy(759) = —A (Figura ?7).
La derivada es
! du !
hy(v2) = %1” =1—¢(15;72) <1 V75 € (0, 7o)
2

pero hi(vy) > 0.

La aplicacién de Poincaré, tomando como seccién la frontera L; es

D) s u > U
P(u) =
hy(k(h(f~H(u)))) st u < ug

donde ug = f(vp). Para calcular la derivada P’, empleamos la regla de la cadena, de
modo que podemos escribir

e(mtmn)r S u > ug

P'(u) = our L= (i) | Amsim)

1 — ¢(7’2§ —’72) ¢(7'3§ ‘“‘/1)

Pero los pardmetros 7, 7, y 73 no son independientes. Para ver que relacién hay entre

s u < ug

ellos, observemos que vy y v, han de verificar (véase la Figura 77)

v1(72) = v1(73) 02(7'2/) = vy(73)
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De esta dos igualdades, podemos obtener, reordenando adecuadamente los términos,

estas otras dos
#(m3;m1)  pb+1 senty €™ [
1 — ¢(79; —72) T 1=Xb senT, e mT [

1—@(13572)  1—Xb senty €"™ f
$(r3;—m)  pb+1 senty e B

lo que permite escribir la derivada P’, en el intervalo —oco < u < ug de esta otra forma

] / Y2 T2
sent, €
[ 2 2
P(u) =" e e
senTy, e 1?72
Estudiemos el comportamiento de P en los extremos de este ultimo intervalo. Para
ello observemos que si u = g, eNtONCES Ty = T Ty = Tog ¥ U1 = Uy = —A or tanto
0 2 2 2 20 2 ) 3

73 = 0. Ahora bien, de las igualdades
1 — ¢(r50;72) =0 O<myy<m
1 — ¢(T20; ——’)/2) =0 0 < Too < T

o de sus equivalentes

! ., [—
COS Toy — Yo seN Ty = 0
cos Tog + Y2 sen my0 = 0

1 1 ) ,

se deduce que tgTy, = — y que tgTo = ——. Como ademas 7y y Ty, estén en el
2 Y2

primer o en el segundo cuadrante, ha de ser 799 + 73, = 7, y por lo tanto

Y2 T20 2O !
e _ ot Sen Tyq

— =
e~ 12720 Sell Tog

=1

asi que tenemos
Pl(“o) — emt2)m

Vamos a calcular ahora lim P’(u). Recordemos que si u — —oo, entonces tenemos
U——00

v — 400, lo que implica que v; — +00 y v, — —00, y como consecuencia de ello,
T3 — 0F T — 0F T3 — W
Volviendo a las igualdades

v1(72) = vi(73) vo(7y) = va(73)
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y operando con ellas podemos escribir

1 Bi 1 —Xb e™M™ —cosT3+ yysenTs
= —Q9 . .
tg 7 By pb+1 sen T3
1 Bi 1 —Xb €M™ —cosT3 — 7 senTs
; = a2 + — - :
tg 74 B2 pb+1 sen T3

A continuacion calculamos el limite

!
. sen T ) tg T
lim LI lim 8T _
(72,75)—(0,0) sen 7, (72,75)~(0,0) tg T2

L — g fa(pb + 1) sen 73 + B1(1 — Ab)(e™™"™ — cos T3 + 71 sen 73) J—
= 1 =
ramr=  apfa(pb + 1) sen 73 + B1(1 — Ab)(eM™ — cos T3 — 1 5en T3)

de modo que podemos concluir

lim P'(u) =™ < 1

U—r — 00

Asi pues, la derivada en losd extremos del intervalo verifica

P’(uo) — emtm)r

lim P'(u) =™ <1

U—r —OC

de modo que segin el signo de ;1 + 72, la derivada sera mayor o menor que 1 en un
extremo, mientras que en el otro es siempre menor que 1.
Ahora bien, se cumple que P(u) > u para valores de ¥ — —o0, como puede

comprobarse al calcular

lim (P(u) —u)= lim u (P(u) - 1) = lim u(e**™ —1) = o0
U—— 00 U= — 0O U U—— 00

mientras que P(ug) serd mayor o menor que g segtn el signo de v, + 2.

Vamos a conjeturar que la derivada segunda P” es siempre positiva. Entonces, si
71 + 72 > 0, hay un tinico punto fijo de P en el intervalo (—co,ug}, y si 1 + 72 <0
no hay ninguno. Por dltimo, si 44 4+ v, = 0, todos los puntos del intervalo [ug, A] son
puntos fijos de P y estamos ante un centro regional.

Asi pues, los valores de los pardmetros de bifurcacidén para los que se verifica vy +
42 = 0 marcan un cambio cualitativo en la dindmica. Algunas simulaciones numeéricas
nos han permitido intuir que estamos ante una bifurcacién de Hopf degenerada, del
que parte una rama de sillas nodo de érbitas periddicas. Esperamos que en futuras
investigaciones podamos dilucidar este y otros puntos que han quedado apuntados mas

atras.



Apéndice A

Integracion de las ecuaciones del

sistema.

Dedicamos este Apéndice a la exposicién de las soluciones generales de los sistemas de
ecuaciones diferenciales de que hemos hecho uso, segin las distintas modalidades de
los autovalores de las matrices.

Los sistemas empleados tienen la forma

X'(t)=A-X(t)+ B

xo=(20) a=(me) e ()

Supondremos que la matriz A es no singular y lamaremos (Z,7) a la solucién del

donde

sistema

A-X(t)+B=0

que en cada regién proporciona las coordenadas del equilibrio de la misma.
En las regiones [ y 11, la matriz A es

o -1 A 1
w=(7 D) (0 D)

de modo que llamando k; y k, a las constantes de integracion, las distintas soluciones

generales son
Autovalores reales distintos y no nulos.
a) En la region I:

.I'[(t) = —klewlt — k,gew?t + f[
yr(t) = ky(p +wr)e* + ky(p + wo)e™ + 7

189
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b) En la region II:
xy(t) = kit + kpe™t + 7
yI(t) = k](/\ - Zl)ezlt + ]\72(/\ _ 22)622t + y[[

Autovalores reales, iguales y no nulos.
a) En la region I:
zp(t) = —e“ (ky + ko + kot) + 74
yr(t) = e [(p +w)(ky + kg + kaot) + ko) + 74
b) En la region II:
zrr(t) = € (ky + ko + kot) + Tpg
yrr(t) = e (A — 2)(ky + ko + kot) — ko] + 714
Autovalores complejos.
a) En la region I:
zr(t) = —e®'t (ky cos Bit + kysen fit) + T
yr(t) = e ([ky 1 + ko(p + an)] cos fyt + [ka(p + ea) — ko] sen pit) + 7,
b) En la region II:

zrr(t) = e** (ky cos Bat + kysen fat) + Tyg
yrr(t) = et (=[k1 Bz + ka(X — az)] cos Bot + [k1(A — az) + ko Bo] sen Bat) + Ty



Apéndice B

Las semiaplicaciones de
Poincaré.

A lo largo de este trabajo, las semiaplicaciones de Poincaré han desempenado un
papel destacado, ya que gracias a ellas, y a las aplicaciones de Poincaré que se
construyen componiéndolas, hemos podido investigar la dindmica de los distin-
tos sistemas lineales a trozos considerados, en lo que a drbitas periddicas y sus

bifurcaciones se refiere.

Pero la construccién de estas semiaplicaciones, unido a la diversidad de las mis-
mas, determinada por el tipo de los autovalores de las matrices del sistema,
hace tedioso su célculo, por lo que se ha juzgado oportuno relegarlas al presente

Apéndice.

Salvo en aquellos casos (pocos) en los que hay autovalores complejos con parte
real nula, en los que las semiaplicaciones de Poincaré pueden expresarse en forma
cartesiana explicita, en todos los demas casos, tendremos que expresarlas me-
diante sus ecuaciones paramétricas en las que el parametro es el tiempo de vuelo

de las érbitas en la region que corresponda, convenientemente escalado.

Procederemos sélo a efectuar los calculos para algunas de las semiaplicaciones
dado que el método empleado se aplica con ligeras modificaciones a las demas.

En la figura B.1 se muestran las distintas semiaplicaciones de las que calcularemos
algunas en las siguientes paginas, para los sistemas lineales a trozos con dos y

con una frontera respectivamente.

191
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Las semiaplicaciones de Poincaré.

Figura B.1: Las diferentes clases de semiaplicaciones de Poincaré
B.1 Calculo de algunas semiaplicaciones.

En esta Seccién vamos a obtener las ecuaciones paramétricas de algunas de las
semiaplicaciones mas representativas. Los cdlculos pueden servir de modelo para

la deduccidn de las ecuaciones correspondientes a las demas semiaplicaciones.

Proposicion B.1 Si los autovalores de la malriz A; son wy,wy, € IR con w, -
wy # 0, y el sistema tiene dos fronteras. entonces las ccuaciones paramélricas de

la semiaplicacion f, de pardamctro 7, son

(p—=0)2 =1 =gl
wrn) =y, + (& — p+(Tr—1)- (71571)

2 ‘ Sll 71
(pt = D)2 =1 7y —~
v(n) =7, + (T — Dp— (7, — 1) _ Sl Tetni =)
2 Sh 7
— (e + L
donde v = ﬂ las coordenadas del cquilibrio de la region | son
(p =) =1

(T1,7;1), y la funcion v estad descrita en ol Apindice O

DEMOSTRACION: Cuando la matriz A; tiene antovalores reales v distintos w; y

W, la solucidon general del sistema en la region I (ver Apéndice A), es

Y(t) = _‘A'](j“'”‘ . ]‘.2(‘11'21 + T/

y(b) = k(g4 w ) 4 R+ wy)e™ 4+ 7
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donde w; y w, son los autovalores de A; y T, 7, las coordenadas del equilibrio

de la region 1.

Si una trayectoria que parte de un punto de la frontera entre las regiones I y II

)
de coordenadas (1, u), se interna en la regién I, contiene una solucién del sistema
que ha de verificar las condiciones iniciales

de las cuales pueden obtenerse los valores de las constantes de integraciéon ky y

k2

= @ =Dt wy) —utg, = @ Dletw) —ut g,
1= 9 =

Wy, — Wy W — Wa

que al ser sustituidas en las ecuaciones paramétricas de la solucién general del

sistema, dan

2(t) = —— (T — Ve =+ ) (e — e

wyp — Wy
+(Z — 1) (et — wye™h)] 4+ T4

y(t) = Zul%lw_z (@ = 1) (e + wy)(p 4 we) — (u—Fp)p) (e —e*?t)—

—(u = 7y) (wie™" —wee**)] +7;

Si la trayectoria que contiene esta solucidn, tras viajar por la region I durante un
tiempo de vuelo ¢, vuelve a tocar a la frontera, lo hara en un punto de la misma

de coordenadas (1.v) con v > A, de modo que habra de verificar
dt) =1 ylt)=v

Estas dos igualdades constituyen un sistema de ecuaciones lineales en v y v, que

al resolverlo proporcionan los valores

w1 — Wy + weet — wy )eh

W=7+ @ - Dt (7 1)

ewrty _ gwats

(u’l . U]Q)e(wl+w2)tl + U)g@wﬂl — uy 6w1t1

6w1t1 _ e’wgtl

v=yr+ @ - Dp—(Tr - 1)
Si en estas expresiones introducimos el parametro 7 y el coeficiente 7,:

(1 —0)2—4 —(p+0b
= "= U )

2 (n—0)2—4
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y simplificamos adecuadamente, obtenemos

(p—10)2=4 emm —Chr +7Shn

u(n) =7+ @ —Du+(@r—1) 5 : e
— _ _ (p—02—4 enmn _Chr — 4 Shr
“ﬁ)zyr+@f—1M~%xr—U'Vrai;—__' Sh; —

o bien si empleamos la funcién ¢ descrita en el Apéndice B:

(p=0)2 =4 e mmp(ri;m)
2 Sh 1

u(n) =7+ (F - Dp+(Tr— 1)

o _ (k=024 emmy(r;—m)
U(Tl)—y1+($1—1),tt~(331——1). 5 . S

Proposicién B.2 Silos autovalores de la matriz Aj; son aytifBy con o, B2 € IR
1
y By # 0, y el sistema tiene dos fronteras, entonces las ecuaciones paramétricas

de la semiaplicacion h, de pardmetro T, son

_ _ _ ] 6’7272¢ T 7 _ 6’)’27‘2
v =T —bT+1)— BT +1)- (72 72)_|_2ﬂ2
sen 7, sen Ty
_ . _ 6—72T2¢ T ’,)/ e—’YQTQ
v="T; — 0Ty —1)+5(Tu—1): ——(—?—22 + 203,
sen Ty sen T,
A — b vy . .,
donde v, = ——=—=———— las coordenadas del equilibrio de la region Il son

V4 — (A —b)?
(Z11,911), ¥ la funcidn ¢ estd descrita en el Apéndice C.

DEMOSTRACION: Si los autovalores de la matriz Aj; son ay £ 18, con By # 0,
entonces la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales en la region

II es de acuerdo con el estudio hecho en el Apéndice A

z(t) = €**! [ky cos fBot + kysen (o] 4 Tp;

y(t) = e [(—k1 By + k(X — ) cos fat + (k1 (X — ag) + kaf32) sen Bat] + 7y

donde (Z7,%;;) son las coordenadas del equilibrio del sistema en la regién II.
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Si una trayectoria entra en esta regién procedente de la regién I, por un punto
de la frontera de coordenadas (1,v), habra de contener una solucién del sistema

de ecuaciones diferenciales que verifique las condiciones
z(0) =1 y(0) =v
pero estas dos igualdades permiten determinar las constantes de integracién

kl:_2(0—y11)+(511_1)(’\+b) kzzl_xll

28,

y éstas las ecuaciones paramétricas de la citada solucién

[ 2v -7 T — DA+ b
z(t) = e*2' [(1 — Ty) cos Bot — (v = 7us) +§;” DA+0) sen ﬁzt] + Ty
| 2P
[ _ Nz =D+ (v —7,)A+0 B
y(t) — eazt (’U . 3/11) COS ﬂQt _ ( 17 ) ,Eﬂ yII)( ) sen ﬂgt:| + Uir
i 202

Consideremos las trayectorias que atraviesan de parte a parte la region ll, en-
trando desde la I y yendo a dar a la frontera con la regién III en puntos de
coordenadas (—1,v;). Cada una de estas trayectorias contiene una solucion del

sistema de ecuaciones diferenciales que ha de verificar
z(lz) = —1 y(ta) = 01

Pero estas dos igualdades constituyen un sistema de ecuaciones lineales en vy y

v que al resolverlo proporciona las soluciones

20— (T +1)A+0) cos [ty _ etz
= T 1) —= — T — 1) ———
U2 5 + BTy + )sen o Bo(T 11 )sen ol
2?11 — (fu — 1)()\ + b) coS ﬁ2t2 B e~z
= _ Bz — 1) 222 T4l
v 2 AT )sen Baty + (@0 + )sen Bty

De forma analoga a la Proposicién anterior, introducimos el parametro 7, y el
coeficiente 7,
Qg
7o = PaTy T2 = ﬁ—
2

de modo que después de simplificar estas expresiones obtenemos

€272 — oS Ty + Y 8€n Ty e

veo =Y =0T +1)— (T +1)- + 20,

sen T, sen T

e — cos Ty — Y2 SeNn Ty 5 e

v=T;—bZn—1)+ B(Tir—1)- + 20,

Sen T sen 7
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que también pueden escribirse de esta otra forma usando la funcién ¢ del Apéndice

C
67272 T ; . 6727'2
vy =T — 0(Zr+1) = B(Ter + 1) - B(723 = 72) + 28,
sen Ty sen T,
6_727'2 T ; e—’szz
V=Y — b(f[] — l) + ﬁ2(511 — 1) . __(b(_z_ﬂ) + 2ﬂ2
sen T sen Ty

Proposicién B.3 Si los autovalores de la matriz Ay son oy £ 182 con az, 32 €
IR y B2 # 0, y el sistema tiene una sola frontera, entonces las ecuaciones

paramétricas de la semiaplicacion g, de pardmetro T, son

e P(T2; —72)
SE€I1 T9

i (72) =Yy — AT — BaTqr -

e~ 272 (795 y2)

v(T2) =Y — ATr1 + B2T11 -
sen T,

A—b
donde v = ——————x las coordenadas del equilibrio de la region Il son

V4 — (A —0b)?
(Z11,911), Y la funcion ¢ estd descrita en el Apéndice C.

DEMOSTRACION: Si los autovalores de la matriz Aj; son ay £ 18, con B, # 0,
entonces la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales en la regién

II es de acuerdo con el estudio hecho en el Apéndice A

z(t) = e [ky cos fat + ky sen Bot] + Ty

y(t) = et [(—k1 By + k2( A — @z)) cos Bt + (k1 (A — az) + kyB2) sen Bat] +7;

donde (Z7,% ;) son las coordenadas del equilibrio del sistema en la regién II.

Si una trayectoria entra en esta regién procedente de la region I, por un punto
de la frontera de coordenadas (0,v), habrd de contener una solucién del sistema

de ecuaciones diferenciales que verifique las condiciones
q 1
2(0) = 0 y(0) = v
pero estas dos igualdades permiten determinar las constantes de integracién

2w —y) +Tu(A+ D)

b = 25,

ky = =g
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y éstas las ecuaciones paramétricas de la citada solucién

20— 7)) + Tr(A 4 b)
20,

z(t) = e*?' | =Ty cos Pat — sen /32t] + Ty

2T + (v —yi)(A+b)
20

En el caso de que esta trayectoria, después de viajar por la regién II durante

sen 524 + ¥

y(t) = et |(v — Tyy) cos ot —

un tiempo de vuelo t,, regrese a la frontera con la regién I en un punto de

coordenadas (1, u), habra de verificar

x(ty) =1 y(l2) = w
Estas dos igualdades forman un sistema de ecuaciones lineales en u; y v, que si
lo resolvemos nos da

ty —e2 T (AN+0) -2y
ulf-ﬂzfn‘cos‘[k2 < _;vn( i ) Y11

sen (I, 2
ﬂ _ COS ﬂQtQ - €—a2t2 EII(A + b) ot 2‘371]
v = - T . —
2T sen [Faty 2

Introducimos una vez mas el parametro 7, y el coeficiente v, con lo que obtenemos

€™ — cos Ty + Y2 sen 1,

uy(12) =Gy — bT1r — BaTrr - pp—
2

€7 1272 — cos Ty — g Sen T

v(12) =Yy — 0T 11 + BoTyr -
sen T,

expresiones que también pueden escribirse en términos de la funcién ¢ que figura

en el Apéndice C

€2 9(T2; —2)
S€n To

u1(T2) =Yy — ATy — BoTqr -

e 72 P(T2; 72)

U(T2) =Yi— AT+ BT - cen T
2

B.2 Ecuaciones paramétricas de las semiapli-

caciones de Poincaré.

A continuacién presentamos una relacion de las principales semiaplicaciones que

han ido apareciendo a lo largo de este trabajo. Estan expresadas en forma
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paramétrica, siendo el pardmetro 7, si se trata de la semiaplicacién f que afecta

a la regién 1y 7, si son las semiaplicaciones ¢ y h que se refieren a la regién II.

Los coeficientes v, y 72 dependen del tipo de los autovalores de las matrices Ay
y Ajr respectivamente, de modo que

Si los autovalores son reales y distintos:

—(p+b)

A—b
T - -4 T —a

Si los autovalores son complejos:

—(p+b)

A—b
T =y LY/ —y

La semiaplicacién f con una sola frontera.

1.- Autovalores de Aj reales, distintos y no nulos.

I gt
2 Shn

w(r) =7, + T+ Ty

(=0)* =4 emmy(r; —m)
2 Sh T1

o(r) =7, +Tip— 25>

2.- Autovalores de A; complejos.

e MM G(T1m)

sen 1y

u(n) =7+ T+ AhTr-

e g(T; =)
sen 7

o(m) =Y+ T — PTr-
La semiaplicacién f con dos fronteras.

1.- Autovalores de A; reales, distintos y no nulos.

(k—10)?—4 . e MM Y(Tisn)
2 Sh T

w(n) =g+ (T —Dp+ (71— 1)

(n =0 =4 enmy(r; —)
2 Shr

o(r) =7+ (Zr—p— (T - 1)
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2.- Autovalores de Ay complejos.

e"MT (145 71)
sen 1

u(r) =7 + (@ — D+ Ay(@ - 1)

M (115 —1)
sen 7y

v(n) =9, + @ —p-5Er-1)-
La semiaplicacién g con una sola frontera.

1.- Autovalores de Ay reales, distintos y no nulos.

(A+0)2 =4 ermy(ny; —7)
2 Sh r,

w(Te) =Y —TpA— 21 -

(A+0)?2 =4 em29(1y5,)
2 Sh 5

v(T2) =Y —TuA+Tyr-

2.- Autovalores de Aj; complejos.

€™ H(Ty; —2)
sen 7o

w1 (T2) = Jr — ATy — BoTar -

e P(T2; 72)

v(12) =Y — ATqr + BeTrr - pp—
2

La semiaplicacién ¢ con dos fronteras.

1.- Autovalores de Aj; reales, distintos y no nulos.

u(re) =¥y — (T — DA = (T = 1 2 Shry

). V(A +.b)2 —4 (T —72)

(A4 0)2 =4 emmme(y;75)

v(r2) =¥ = (T — DA+ (T — 1) - 5 Shr

2.- Autovalores de Arp complejos.

e"2( 795 —2)
sen T

ui(te) =¥y — M@ — 1) — Bo(Trr — 1) -

e "2 4( 723 72)

U(T2) =Yir— /\(TH - 1) =+ ﬁ2(511 - 1) : sen 7
2
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La semiaplicacién h.

1.- Autovalores de Ajr reales, distintos y no nulos.

(A+0)2 =4 emm2yp(ry; —,)

vl(T2) = yll_(fll‘*"l))\—(fI[—Fl) 5 ShT2 +
e2T2
A+ b)?—4-
+ ( + ) Sh T2
(/\ + b)2 — 4 e~ 272 T9;
v(r) = Yy—@Fu-DA+(Tn—-1)- 5 . Slf](,r; ’72)+
e~ 272
A+0)2—4-
* ( + ) Sh T2

3.- Autovalores de Ay complejos.

_ _ _ 6’Y2TQ¢ Ty — 6’72‘f2
vo =Y — 0T+ 1) = Bo(Tpr+1) - (72 =72) + 25,
sen Ty sen Ty
6—’727'2 T ; e'—'Y?TZ
v = Ty — b — 1)+ Aol — 1) - T g,
sen Ty sen Ty

Las otras semiaplicaciones esquematizadas en la Figura B.1, se han usado tan
poco en este trabajo (inicamente de forma parcial en algunos parrafos del Capitulo

3), que por brevedad, se ha preferido omitirlas.



Apéndice C
Las funciones ¢, v y .

A lo largo de este trabajo, en las multiples ocasiones en que hemos calculado las
)0, I

distintas semiaplicaciones de Poincaré, hemos utilizado con idea de simplificar

y sistematizar los cdlculos, unas funciones sencillas cuyas propiedades vamos a

describir a continuacion.

C.1 La funcidon ¢.

En el estudio de las semiaplicaciones de Poincaré en una regién donde la matriz
del sistema tiene autovalores complejos, con parte real no nula, hemos empleado

la funcién

¢9: IR — R

definida asi

o(r;v)=1—¢"(cosT —ysenrt
Y J

donde 7 es un pardmetro, y de la que vamos a hacer ahora un breve estudio

analitico.

Observemos en primer lugar que
(=737) = o(7; —7)

lo que implica que la funcién ¢(7; —) permanece invariante frente al cambio de 7
por —7 y de v por —~, y por consiguiente que las graficas de las funciones ¢(7; —7v)
y ¢(—7;7) son simétricas con respecto al eje vertical. Ello trae como consecuencia
el que sélo sea necesario estudiar la funcién ¢ para valores no negativos del
parametro v. Pero como ademas, ¢(7;0) = 0 para todo 7 € IR, nos limitaremos

a considerar valores positivos de 7.

201
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oy

Figura C.1: La funcién o cuando v > 0.
La derivada de la funcion o es
/ 2 N, T
d(Tiy)=("+ 1) senT

El signo de esta derivada, que indica los intervalos de crecimiento v decrecimiento

€S
>0 si 1€ (2kn (>A+l))
¢'(757) <0 si T e ((2k+ D, (2h + 2)) Yk e 7
=0 s r=kr

de donde se deduce que la funcion o presenta las mismas oscilaciones que la
funcién cos 7, pero con la diferencia de que esta dltima lo hace alvededor del valor
medio 0 y con amplitud constante 1. mientras que o oscila alrededor del valor
medio 1, con amplitud creciente conforme 7 aumenta. como vamos a comprobar

a continuacién

lim o(r;y) = lim [1 — T(cosT —ysenT)) =1
lim Jo(kr:4)] = lim |l — R )"'1 — toc
k. [ ———

Con la informacion que hemos reunido hasta aqui podemos trazar en la figura

C.1 la grafica de la funcion o para valores positivos del parametro 4

Debemos llamar la atencién acerca de la abeisa 79 > 0 del primer punto de corte
de la grafica de ¢(7;v) con v < 0 v el ¢je horizontal. pues como hemos visto
en diversas ocasiones a lo largo de este trabajo. ocupa un lugar destacado en
el proceso de calculo de los extremos de los dominios de las semiaplicaciones de

Poincaré.
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C.2 La funcion .

Otra funcién muy parecida a ¢, surgié en el estudio de las semiaplicaciones de
Poincaré cuando en la regién correspondiente, el sistema tenia una matriz con
autovalores reales distintos. Como su analoga, fue introducida para facilitar

determinados calculos. Se trata de la funcién
Yv:R— R
definida asi
P(r;y)=1—¢€¢7(Chr —~Shr)

donde v es un parametro, y de la que vamos a hacer ahora un breve estudio

analitico.

Observemos en primer lugar que

Y(—7;7) =P(1;—7) vr e R

lo que implica que la funcién ¥ (7; —v) permanece invariante frente al cambio de 7
por —7 y de 4 por —7, y por consiguiente que las gréficas de las funciones ¢ (7; —v)
y ¥ (—7; ) son simétricas con respecto al eje vertical. Ello trae como consecuencia
el que sélo sea necesario estudiar la funcién ¢ para valores no negativos del
pardmetro 4. Pero como ademas, ¥(7;0) = 0 para todo 7 € IR, nos limitaremos

a considerar valores positivos de 7.

La derivada de la funcién ¢ es
P'(137) = (* = 1) Shr

El signo de esta derivada, que indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento

es
>0 si 7>0
Y(T3v) ¢ <0 si <0 cuando vy > 1
=0 si r=10
P'(1;7) =0 cuando vy =1

<0 si 7>0
P'(r57)q >0 st T<0 cuando 0 <~y <1
=0 st T=20

Del signo de esta derivada se deduce que cuando v = 1, 9 es una funcién cons-
tante. Es facil comprobar que ¥ (7,1) = 0 para todo 7 € IR.
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L
o

Figura C.2: La funcién v cuando 5 > 0.

Otra forma de escribir la funcién v es

[(1 _,\,,)(r(”d‘l) +(l _{_,\J)(V‘T("y—l)}

Lo —

b(riy)=1-
que permite estudiar su comportamiento para valores grandes de |7]:

a)si0<y<l

(SR

hm ¥ (7;v) = lim [l —

T—t00 Tt

SR

lim (r:y) = lim {l ~

T —0C T =

b) siy>1

1 in
lim ¢(r:1v) = hm [l -5 [(1 —)eTOD () 4 7)(,"'_”” =

T—+400 T 0

T—4 0

T(v+1)
= lim [l—' ((1—~»,'>+<1+~/>(—2T)]=+oc

! (-
fim_p(ria) = T |1 = 5[0 =000 4 g ]| =

T T——

T— =00

: AL o
= lim {1-—_} ((l~",’)(’+(1+7))}:1

Ahora estamos en condiciones de trazar la grafica de la funcidon v para valores

positivos del parametro 5. segiin se muestra en la figura (1.2
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C.3 La funcidn o.

Cuando la matriz del sistema presentaba autovalores reales e iguales, empleabamos

la funcién

c:R— R

definida asi
o(t;w) =1 — e (1 — wt)

donde w es un parametro. Para estudiar esta funcién observemos en primer lugar

que

o(t;—w) = o(—t; w) y que o(t;0) =0 Vie R

lo que permite reducir el estudio al caso de que w > 0. La derivada de o es
o' (t;w) = wte”

que tiene el mismo signo que ¢. En cuanto al comportamiento de o para valores

grandes y pequenos de ¢, observemos que

lim o(t;w) = lim (1 — (1 — wt)) = +00

t— 400 t—+o00

. . . I —wt

lim o(f;w) = lim (1 — "Y1 - wt)) = lim (1-— =1
t——o00 t——00 t——oo e~ wt

Despues de este breve estudio, disponemos de suficiente informacién como para

comprobar que el comportamiento cualitativo de la funcién o es el mismo que el

de la funcién v cuando 1 < 7.
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