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Capitulo 1

INTRODUCCION

La investigacién desarrollada en esta memoria se enmarca en la teoria geomé-
trica y de bifurcaciones de sistemas dinamicos. La teoria cualitativa o geométrica,
iniciada por Poincaré, contempla las soluciones de un sistema como curvas y se
preocupa de la configuracién del conjunto de dichas curvas, que recibe el nombre
de espacio de drbitas o de fases. Los cambios en la topologia del espacio de
fases, que surgen en un sistema dinamico parametrizado al variar uno de sus
parametros de control, son los denominados fendmenos de bifurcacion. Aunque
existen precedentes histéricos, el origern: de la teoria de bifurcaciones se encuentra

en los trabajos de Poincaré sobre las masas fluidas en rotacion.

Como afirman Abraham y Marsden (vid. [1]), el estudio de las bifurcaciones
puede ser considerado como la rama experimental de la dindmica diferenciable.
[...] traslada resultados desde la teoria al dominio empirico y, en sentido inverso,
es el camino por el que los resultados expertmentales plantean cuestiones a la

teoria de la estabilidad estructural.

La teoria de los sistemas dinamicos hace énfasis desde sus inicios en las con-
ductas a largo plazo (comportamientos limites o movimientos finales). En muchas
situaciones experimentales, son los atractores las unicas caracteristicas observa-

bles del espacio de fases.

En esta memoria nos centraremos principalmente en los sistemas dinamicos

planos y auténomos. Para tales sistemas los posibles conjuntos limites son: los
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equilibrios (puntos criticos, fijos, estacionarios o singularidades), las drbitas pe-
riddicas (6rbitas cerradas) y los policiclos, formados por la unién de equilibrios y
orbitas que los conectan (homoclinas y heteroclinas). En el estudio de osciladores
planos no lineales un objetivo primordial es la deteccién, caracterizacién y control
de los comportamientos periddicos.

Asi pues, para una familia parametrizada de sistemas auténomos planos de-
searfamos delimitar las regiones del espacio de pardmetros de control en las que
existen érbitas periddicas. En las fronteras de dichas regiones las érbitas periédi-
cas nacen o mueren, es decir, producen bifurcaciones. Por tanto, debemos acudir
a los resultados y métodos de la teorfa de bifurcaciones si pretendemos describir

y controlar los comportamientos oscilatorios periédicos.

Para los sistemas planos parametrizados, los fenémenos de bifurcacién aso-
ciados a pérdidas de estabilidad estructural son, bien de caracter local (en un
entorno de equilibrios y érbitas cerradas degenerados), bien de caricter global
(en presencia de conexiones homoclinas y heteroclinas no transversales), o bien
de cardcter local-global (conexiones homoclinas y heteroclinas que involucran

equilibrios degenerados).

En el espacio de pardmetros nos encontramos, en condiciones genéricas, con
hipersuperficies de codimensién uno que conforman la descripcién inicial de las
fronteras de las regiones de existencia de érbitas periédicas. Las correspondien-
tes a la bifurcacién de Hopf de un equilibrio y a la bifurcacién silla-nodo de
érbitas periddicas son de cardcter local. En el caso de la bifurcacién clasica
de Hopf (conocida ya por Poincaré, Van der Pol y Andronov) podemos hablar
del nacimiento de una érbita periddica cuya amplitud crece desde cero y con
frecuencia no nula. En el caso de la bifurcacién silla-nodo, hablaremos de la
muerte de una drbita periédica (en realidad, de una pareja formada por una
estable u observable y otra inestable que colapsan) con amplitud y frecuencia
no nulas (siguiendo con el simil biolégico, podriamos hablar de muerte con las

constantes vitales normalizadas).

En los restantes casos de codimensién uno se trata de situaciones de cardc-
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ter global: bifurcacién homoclina de equilibrio silla hiperbdlico; y de cardcter
local-global: bifurcacién silla-nodo de equilibrios con homoclinas transversales.
En ambos casos podemos describir el fenémeno de bifurcacién en términos de la
muerte de una Orbita periddica (una érbita cerrada degenera en ur ciclo homo-
clino) con amplitud finita no nula y frecuencia cero.

Si queremos profundizar en la descripcién de las fronteras de las regiones de
existencia de conductas periddicas en el espacio de parametros, debemos consi-
derar las intersecciones de las anteriores hipersuperficies de codimensién uno: en
condiciones genéricas, dichas intersecciones son hipersuperficies de codimension
dos (curvas en el caso de un espacio de pardmetros tridimensional). Las corres-
pondientes situaciones de caracter local vienen dadas por la bifurcacién de Hopf
degenerada, la bifurcacién de Takens-Bogdanov (equilibrio con doble cero) y la
bifurcacién cispide de érbitas periddicas.

Entre los restantes casos de codimensién dos encontramos fenémenos de ca-
racter global: bifurcacién homoclina de equilibrio silla hiperbdlico con traza cero,
bifurcacién homoclina doble de equilibrio silla hiperbdlico; y de caracter local-

global: bifurcacién silla—nodo de equilibrios con homoclina no transversal.

Hemos citado las situaciones que involucran un solo equilibrio, es decir, los
casos de policiclos homoclinos de codimensién dos. Si consideramos dos equili-
brios, aparecen cuatro casos de policiclos heteroclinos que completan las posibles
situaciones de codimension dos.

El paso siguiente en el estudio de las fronteras de los dominios de existencia del
comportamiento periddico seria, l6gicamente, preguntarnos por las intersecciones
de las anteriores hipersuperficies de codimensién dos: en condiciones genéricas,
dichas intersecciones son hipersuperficies de codimensién tres (puntos en el caso
de un espacio de parametros tridimensional).

Citaremos sélo algunos de los diversos casos qu«: se pueden presentar. Nos
encontramos con situaciones de caracter local tales como: Hopf doblemente de-
generada, Takens-Bogdanov degenerada, catastrofe de swallowtail de érbitas pe-

riodicas; entre las de caracter global destacamos la bifurcacién homoclina de
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equilibrio con traza e integral de la divergencia (definida en el capitulo II de esta
memoria) iguales a cero; por ultimo, entre las de caracter local-global citamos la
bifurcacién homoclina de equilibrio cuspidal.

Una clasificacién completa de las posibles bifurcaciones de codimensién menor
o igual que tres que presentan, en condiciones genéricas, las familias parametri-
zadas de sistemas dinamicos planos, estd contenida en el denominado zoo de
Kotova (vid. [56]). Una gran parte de los tipos presentes en dicha clasificacién
estan siendo activamente investigados en la actualidad, con el objeto de describir
y caracterizar los correspondientes comportamientos dindmicos, principalmente
los periddicos.

Podriamos seguir relacionando degeneraciones mayores (codimensién mas alta)
de equilibrios, drbitas cerradas y policiclos, cuyo andlisis, en la mayoria de los ca-
sos, no ha sido abordado. Uno de los objetivos de la teoria es ir completando
la guia o catalogo de las diversas situaciones de bifurcacién que cabe esperar

encontrar en el estudio de un sistema dindmico parametrizado.

Todas las ideas expuestas hasta ahora justifican el interés en el estudio de
situaciones muy degeneradas (codimensién alta) tanto de equilibrios como de
orbitas periddicas y policiclos, ya que ello nos proporciona informacién sobre
los casos de menor degeneracién (codimensién baja), asi como de las diversas
regiones, y de sus fronteras, en el espacio de pardmetros donde ocurre el compor-
tamiento periddico. Para llevar a cabo este estudio hacemos uso de técnicas y

meétodos de caracter tanto analitico como numérico.

Con respecto a las técnicas numéricas, perseguimos esencialmente dos obje-
tivos: en primer lugar, detectar puntos en el espacio de pardmetros para los que
ocurren homoclinas, heteroclinas o policiclos en general; en segundo lugar, con-
tinuar en el espacio de parametros, y a partir de los puntos iniciales detectados,
aquellas hipersuperficies para las que ocurren homoclinas, heteroclinas o policic-
los. Estas hipersuperficies constituiran las fronteras entre regiones con retratos de
fases (estructura de las érbitas en el espacio de fases) cualitativamente diferentes.

El transito de una de estas regiones a otra dara lugar, por tanto, a una bifur-
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cacion. La representacién, en el espacio de pardmetros, de estas regiones junto
con sus fronteras (tanto si éstas corresponden a policiclos como a equilibrios u

érbitas periddicas degenerados) suele ser denominada conjunto de bifurcaciones.

En el contexto de las técnicas numéricas se enmarca el contenido del capitulo
IT de esta memoria. En dicho capitulo, y tras repasar las ideas involucradas en
los métodos de continuacién de equilibrios y érbitas periddicas, nos centramos
en implementar diferentes cédigos numéricos con el objeto de continuar diversas
6rbitas homoclinas de codimensién menor o igual que cuatro: las mencionadas
anteriormente en esta introduccién (de codimensién menor o igual que tres) y
aquélla de equilibrio hiperbdlico con traza, integral de la divergencia y coeficiente
resonante (definido en el capitulo II) iguales a cero. Para el caso particular de
las homoclinas de equilibrio hiperbdlico con traza cero, sc hace necesario disefar
un algoritmo que permita el célculo de la integral de la divergencia del campo
vectorial, puesto que su valor, caso de no ser nulo, nos indicard la estabilidad
de la conexién homoclina; si dicho valor se hace cero, estaremos ante una drbita
homoclina con traza nula degenerada de codimensién tres, que podremos detectar
y continuar. Exponemos dos versiones (una mejora a la otra) de tal algoritmo.
Finalizamos el capitulo estudiando la estabilidad de las homoclinas cuspidales y
exponiendo un ejemplo de un sistema con cinco parametros que presenta homocli-
nas cuspidales degeneradas de codimensién cuatro, del que obtenemos el conjunto

de bifurcaciones en las proximidades de dicha homoclina.

Con respecto a las técnicas analiticas, dos de ellas, procedentes de la teoria
de bifurcaciones, posibilitan el estudio de las bifurcaciones locales de equilibrios
degenerados: la teoria de formas normales (con la que obtenemos informacién
sobre aquellos términos no lineales esenciales para la conducta de bifurcacién) y
los cambios de variables de tipo blow-up (que nos permiten determinar el retrato
de fases en un entorno del equilibrio). El estudio analitico de la conducta local
de bifurcaciones de un equilibrio degenerado nos conduce a la obtencién de su
desplegamiento (es decir, del conjunto de bifurcaciones en un entorno de aquel

punto del espacio de parametros en el que ocurre dicho equilibrio). A partir de la
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aplicacién de las técnicas numéricas mencionadas antes, se deduce con frecuencia
que los resultados del andlisis local se conservan lejos de las situaciones de bifur-
cacion, ertendiendo, por tanto, la informacién que nos proporciona aquél. Esto

justifica, en consecuencia, el interés en los cédigos de continuacién.

En el capitulo III nos planteamos, desde este punto de vista de las técnicas
analiticas, el estudio de las bifurcaciones locales de varios equilibrios degenerados.
En el primer caso tratado, la cispide de orden sets, nos centramos exclusivamente
en las conexiones homoclinas degeneradas de codimensién menor o igual que cua-
tro, obteniendo curvas numéricas de tales homoclinas mediante el uso de los
codigos de continuacién disefiados en el capitulo II. Para los restantes equilibrios
degenerados estudiados (las cispides con simetria de drdenes cuatro y cinco, un
foco dibil degenerado y un doble cero diagonalizable) obtenemos sus correspon-
dientes desplegamientos (parcialmente en algin caso). Para aquellas conexiones
homoclinas més interesantes (codimensién al menos tres), comparamos las curvas
numéricas obtenidas con aquéllas que nos proporciona. el célculo de la funcidn de
Melnikov. En todos los casos considerados, la informacién analitica serd comple-

tada con resultados numéricos adicionales.

Los capitulos IV y V estdn dedicados a la aplicacién de los resultados obtenidos
en los dos capitulos anteriores. En el capitulo IV abordamos el estudio de dos
circuitos electrénicos de tipo Van der Pol-Duffing (uno plano y otro tridimen-
sional). Del modelo plano exponemos su conjunto de bifurcaciones completo,
el conocido comn cross-shaped diagram (es decir, diagrama en forma de cruce).
El modelo tridimensional presenta una gran riqueza de bifurcaciones (que atin
siguen siendo objeto de intensa investigacién). Tras describir las diferentes de-
generaciones lineales que presenta (de codimensién menor o igual que tres), nos
centramos exclusivamente en el estudio de la bifurcacién de Hopf de su equili-
brio en el origen, de la que aparecen diversas degeneraciones en el contexto de la
Z,-simetria (degeneraciones de hasta Z;-codimensién tres, alguna involucrando
pardmetros modales en su desplegamiento, que nos permitirdn encontrar islas de

érbitas periddicas y otros interesantes fenémenos).
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En el capitulo V, por ultimo, realizamos un estudio detallado de una reaccion
bioquimica enziméticamente catalizada, modelada por un sistema plano, polino-
mial y multiparamétrico. El cardcter polinomial del sistema hace posible llegar
muy lejos al aplicar las técnicas analiticas en el estudio local de las bifurcaciones
de codimensién alta de los equilibrios. Los diversos autores que han abordado
previamente el estudio de este sistema enzimatico (Doedel, Kernevez, Hassard et
alii en [25], [27], [28], [54], [55], [65] y [66]), presentan resultados muy pobres (to-
dos de caracter numérico y ninguna informacién analitica) sobre la dindmica y el
comportamiento de bifurcaciones de dicho sistema (detectando y/o continuando,
a lo mas, bifurcaciones de Hopf, junto a algunas de sus posibles degeneraciones,
y de sillas—nodo de equilibrios y de 6rbitas periddicas). La informacién que pro-
porcionamos en este capitulo, incomparablemente mas rica, ha sido obtenida
haciendo uso de técnicas tanto analiticas como numeéricas, y es por ello un ejem-
plo excelente de aplicacién de las ideas y objetivos marcados a lo largo de esta

introduccidn.



Capitulo II

CONTINUACION Y
BIFURCACIONES DE
CONJUNTOS LIMITE DE
SISTEMAS DINAMICOS
PLANOS

2.1 Introduccidén

Los métodos de continuacién constituyen una herramienta de especial interés en
la determinacién numeérica de ciertos diagramas que aportan valiosa informacién
para el analisis cualitativo y de bifurcaciones de sistemas dindmicos.

Como haremos uso frecuente de implementaciones especificas de estos métodos
en éste y en sucesivos capitulos de esta memoria, creemos oportuno incluir en la
segunda seccién de este capitulo un breve repaso de las ideas que hay involucradas
en su utilizacién. Para ello seguimos a Rodriguez Luis en [88]. Hemos de sefialar
que nuestro punto de mira, por lo que a disefio de métodos de continuacién se
refiere, ha sido puesto en diversos tipos de conexiones homoclinas (que més ade-
lante, y en esta misma seccién, especificaremos), y no en las érbitas periédicas
y sus degeneraciones. No obstante, hemos creido conveniente resumir las ideas
subyacentes en el método de continuacién de érbitas periédicas elaborado en [88]

(que nosotros, sin embargo, no hemos utilizado; en su momento seran indicados
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los cédigos utilizados para continuar 6rbitas periddicas y alguna de sus degenera-
ciones), y ello por dos razones: la primera porque sirven de fundamento para el
disefio de los cddigos de continuacién de conexiones homoclinas que més tarde
expondremos, y que seran ampliamente usados a lo largo de esta memoria; la se-
gunda razén viene dada por el hecho de que se encuentra entre nuestros objetivos
el desarrollo de un ¢ddigo de continuacién de bifurcaciones de cispides de érbitas
periddicas.

Las érbitas homoclinas surgen, para un sistema dinamico dado, como la in-
terseccion de las variedades estable e inestable de un equilibrio o de una. érbita
periddica de tipo silla. En sistemas planos (caso que a nosotros nos interesa en
esta memoria) pueden definirse también érbitas homoclinas para equilibrios semi-
hiperbélicos (con un autovalor cero) en dos formas: bien como la interseccién de
la variedad de centros del equilibrio y el interior del sector nodal de éste, dando
lugar a homoclinas silla-nodo transversales, bien como la interseccién de las varie-
dades estable (o inestable) y de centros del equilibrio, dando lugar a homoclinas
silla-nodo no transversales; y para equilibrios de tipo cispide (dos autovalores
cero y linealizacién no diagonalizable) como la interseccién de las separatrices
estable e inestable del equilibrio, dando lugar a homoclinas de punto de ciuspide

o cuspidales.

En el estudio que realizaremos de los desplegamientos de ciertas singulari-
dades (vid. capitulo III) asi como en el desarrollo de determinados ejemplos
(vid. capitulos IV y V), vamos a utilizar un algoritmo para la continuacién de
érbitas homoclinas de sistemas planos, que implementaremos siguiendo las ideas
de Rodriguez Luis (vid. [88]). Ello nos permitira localizar y continuar, con
las modificaciones necesarias en cada caso, los diversos tipos de homoclinas que
aparecen en la tabla 2.1.1 (vid. [82]) (excepto el sefialado con (x), que ha sido

continuado haciendo uso de la funcién de Melnikov).

Las conexiones homoclinas de codimensién menor o igual que tres que apare-
cen en la tabla 2.1.1 pueden ser encontradas como elementos de la clasificacién

general de todos los policiclos planos (salvo difeomorfismo) que aparecen en fa-
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Codimensién Equilibrio Linealizacién Tipo Homoclina
A0
hiperbdlico 0 —u no degenerada
‘ | Ap#0, A#p
1
A0 .
semihiperbdlico 0 0 sﬂla—nodol
A£0 transversa
A0
hiperbdlico 0 —A con traza cero
A#0
A0 _
2 semihiperbélico 0 0 silla-nodo
A0 no transversal
A0
hiperbdlico 0 —pu doble
Ap#E0 A#Fp
(o)
hiperbdlico 0 —X COI;, %%iz)a:iero
A#0
3
: [ 0 1 :
no hiperbdlico ( 00 ) cuspidal
( A0 ) .
. - _ con traza cero,
hiperbélico 0 —u EID=1 y RES=0
Ap#0, AF
! 01
( 0 0 > cuspidal

no hiperbdlico

+deg. no lineal

degenerada (*)

Tabla 2.1.1: Homoclinas planas que aparecen a lo largo de esta memoria.
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milias genéricas de sistemas dindmicos n—paramétricos, con n < 3, clasificacién
dada por Ilyashenko en [56] y que aparece en la tabla 2.1.2 (denominada Zoo de
Kotova; para los simbolos dados en esta tabla, vid. [56]).

En la seccion 3 describiremos el método que utilizaremos para continuar las

orbitas homoclinas.

En la seccién 4 caracterizaremos la estabilidad de una homoclina con traza
cero mediante la exponencial de la integral de la divergencia (EID) del campo
sobre la homoclina, cantidad que calcularemos de una forma sencilla mediante un
algoritmo apropiado que disefiaremos en la seccidén 5.

La anulacién del exponente del coeficiente EID dard un cambio en la esta-
bilidad de la homoclina con traza cero y nos permitird detectar y, en su caso,

continuar este tipo de érbitas homoclinas de codimensién 3.

En la seccién 6, estableciendo la dualidad de las bifurcaciones generalizadas de
homoclinas y de Hopf, expondremos el valor del coeficiente (RES) que determina
la estabilidad en el caso en que tengamos una érbita homoclina con traza cero y
EID igual al. De nuevo, como en el caso anterior, la anulacién de este coeficiente,
RES, permitird detectar y continuar estas homoclinas de codimensién 4.

Hacemos resaltar el hecho de que la localizacién y continuacién de las homo-
clinas de codimensiones 3 y 4, a lo largo de esta memoria, las realizamos sin hacer
uso de la funcidn de Melnikov y sus derivadas (excepto la sefialada con asterisco
en la tabla 2.1.1), procedimiento que es, sin embargo, el inico que hemos encon-
trado en la literatura existente para detectar y continuar este tipo de homoclinas,
y que sera comentado en el capitulo III. La existencia de sistemas dindmicos
que modelan procesos reales, como el estudiado en el capitulo V, que no pueden
ser expresados como la perturbacién de algin sistema conservativo, justifican
la bisqueda de métodos alternativos para detectar y continuar las bifurcaciones
homoclinas degeneradas.

En la seccién 7 estudiaremos la estabilidad y la clasificacién de las homoclinas
de punto de cuspide, homoclinas que localizaremos y continuaremos, junto a

sus degeneraciones, en el desplegamiento de una cierta bifurcacién de Takens—
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Tabla 2.1.2: Zoo de Kotova.
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Bogdanov degenerada, que ocupard la seccién 8, y tltima, de este capitulo.

2.2 Una Introduccion a los Métodos de Con-
tinuacion

Los métodos de continuacién, inicialmente desarrollados como una via alternativa

en la resolucién de sistemas no lineales de ecuaciones, encajan de forma natural

en el andlisis cualitativo de sistemas dindmicos parametrizados. Para su intro-

duccidn, recurrimos a un contexto algo mdas general. Supdngase que se quiere

resolver el sistema (no lineal en general)
F(z)=0 (2.2.1)

con ' : R® — IR", suficientemente diferenciable y que posee al menos una
solucién T.

Para ello, formulamos un problema mds general que engloba al anterior como
caso particular. En concreto, se define una funcién de homotopia H(z,t) sufi-

cientemente diferenciable de forma tal que, por ejemplo,
H(-,0) = Hy (prefijada), H(-,1) = F(-)
y tal que la eleccién de Hy permita identificar facilmente la solucién del sistema
Ho(z) =0 (2.2.2)
Asi, si elegimos (se trata de una posibilidad entre otras),

Ho(z) = F(z)— F(zo)
H(z,t) = F(z)+ (t —1)F(z0), xo arbitrario,

es obvio que el problema (2.2.2) tiene a zo como solucidn.
Ahora, la idea clave estriba en disefiar un mecanismo que permita pasar de
la solucién conocida zo de H(z,0) = 0 a la solucién requerida de (2.2.1) o,

equivalentemente, de H(z,1) = 0, mediante la variacién de ¢ en [0,1].
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Si admitimos la existencia de una curva en IR™ x [0,1] que une el punto
de partida (zo,0) con (Z,1), que suponemos ademéas con una parametrizacion
diferenciable (z(t),t), t € [0,1], se tendrd que H(z(¢),t) = 0, Vt € [0,1] ¥
podremos, siguiendo a Davidenko [20], derivar respecto de ¢ la condicién anterior
y obtener una ecuacién diferencial que tiene a dicha curva como solucién. Para
hallar la solucién bastard recorrer el camino necesario hasta T resolviendo el

problema de valor inicial de tipo implicito

dz(t)
dt

Do H(z(t),t) =L 4+ D H(z(t),t) = 0

que deberd integrarse hasta t = 1.

Como se ve, con las hipdtesis anteriores, y usando métodos estandarizados de
integracién de ecuaciones diferenciales, es posible localizar las soluciones del pro-
blema planteado. Observamos, circunstancialmente, que una de las caracteristicas
del método es su versatilidad, como lo prueba el hecho de que, seleccionando ade-
cuadamente la funcién H, pueden plantearse algoritmos que permiten abordar de
forma no clasica la resolucién de problemas variados: el calculo de las raices de
un polinomio (vid. [106]), problemas de contorno (vid. [107]), o la inversién de

matrices (vid. [15]).

Con una técnica similar, son abordables ciertos problemas de interés en el
analisis cualitativo de sistemas dindmicos, si bien, en dicho caso, la introduccién
del parametro ¢, a través de la funcién H, se hace innecesaria. Para fijar ideas,
analizaremos ahora cémo puede ser utilizado un enfoque similar en el analisis
de la dindmica de equilibrios de un sistema dinamico. Posteriormente se abor-
dardn otras aplicaciones de los métodos de continuacién, siempre en el contexto
de los sistemas dinamicos. Para un tratamiento de ambito mdas general, puede

consultarse el texto de Allgower & Georg (vid. [3]).
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2.2.1 Continuacién y Equilibrios

Frecuentemente, en el analisis de sistemas dindmicos, aparecen involucrados cier-
tos parametros que responden a la naturaleza del problema. En otros casos, su
presencia proviene de que ciertas magnitudes son susceptibles de ser modificadas
e interesa conocer si existe diferencia cualitativa en el comportamiento del modelo
al variar dichos pardmetros. Su uso es también natural cuando se desea explicar
ciertos fenémenos mediante la teoria de bifurcaciones. Sea como fuere, es usual

enfrentarse a sistemas de la forma

Il,‘:f(.'t,)\)

donde f es una funcién no lineal en general, z € R®, A € R* (k=102 en los
casos mas simples).

Es de gran interés, como un primer estadio en el analisis, obtener la dis-
tribucién de los diferentes equilibrios del sistema con relacién a los diferentes
valores de A. Asi, si para diferentes valores del parametro es diverso el nimero
de equilibrios del sistema, conviene delimitar los rangos de valores en los que no
se altera dicho ndmero. Por tanto, necesitamos resolver para diferentes valores
de X la ecuacién

flz,A) =0

Hasta hace no mucho tiempo, la manera tradicional de abordar el problema era
fijar en cada caso los diferentes valores de A e intentar localizar todas las soluciones
del correspondiente sistema para el vector de estados r. Aunque el problema
es bien conocido, se comprende que el hecho de ser f no lineal supone ciertas
limitaciones que obligan a resolver la correspondiente ecuacién con gran cuidado,
evitando dejar sin calcular alguna de las miiltiples soluciones que eventualmente
pueden estar presentes.

En la actualidad es conocido que es mucho maés rentable abordar el anélisis
de la dependencia de los equilibrios respecto a los pardmetros usando las ideas
inherentes a los métodos de continuacién. Para ello basta exigir diferenciabilidad

a f y laexistencia de una parametrizacién (al menos local), también diferenciable,
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del lugar geométrico de los equilibrios. Asumiendo que ello es asi en un entorno

de un determinado par (zg, Ag) de valores solucién, podriamos escribir

fl2(1),A(1)) =0

y, derivando respecto a t, llegariamos a

dz d\
D.f 'C—Zt—-i-D,\f E =0

que puede escribirse de forma algo més compacta como
dz
| Df|Daf ] || =0
dt

Suponiendo que k = 1, el sistema anterior, junto con alguna condicién de
normalizacién del vector tangente, constituye, pues, un problema de valor ini-
cial de tipo implicito cuya resolucién permitiria seguir la curva de equilibrios (o
mds exactamente de pares (z,)) en IR" x R), lo que constituye el objetivo de-
seado (en el contexto de sistemas dindmicos suele denominarse a la representacién
geométrica de dicha curva diagrama de bifurcaciones).

Para la integracién numérica a efectuar, no tiene demasiado sentido usar
métodos sofisticados cuando se conoce (como es nuestro caso) la funcién f y,
por tanto, en todo punto (z,A) de la curva debe cumplirse f(z,)) = 0. Por
ello es usual la adopcién de un esquema predictor—corrector usando el método de
Euler y corrigiendo mediante el método de Newton o alguna de sus variantes.

Como condicién de normalizacién, entre otras alternativas (vid. Keller [64])

?

puede exigirse que

dz, \*  (dz;\? dz,\>  [d)\\?
(‘a?) +(‘d‘;> Teeflw ) Tla) T

(es decir, que el vector tangente tenga norma euclidea igual a la unidad), de
manera que el pardmetro ¢ pasa a desempefiar el papel de la longitud de arco

recorrida. La parametrizacién resultante tiene la virtualidad de ser regular en los
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llamados puntos limite (conocidos también como turning points) para los cuales

se tiene que

dim ( Ker (Dyf)) =1, D\f ¢ Rango(D.f)

En los puntos en que la matriz D, f es singular, con dim ( Ker (D.f)) > 1
0, cuando siendo dicha dimensién igual a la unidad, falla la segunda de las condi-
ciones anteriores), es de esperar, a la luz del teorema de la funcién implicita, que
estemos en presencia de puntos de ramificaciéon donde intersecan dos o mas cur-
vas (o de otros puntos no regulares). Consiguientemente, la integracién numérica
del problema planteard dificultades en las proximidades de dichos puntos. Varias
estrategias han sido propuestas para regularizar el problema en alguno de estos
casos, en especial para la aproximacion numérica de los puntos de ramificacién
simple. Los trabajos de Beyn (vid. [6]), Jepson y Keller (vid. [59]), Moore (vid.
[78]), Mittelman (vid. [77]), Werner (vid. [108]) (vid. también las referencias que
contienen) deben ser citados en este contexto. Basicamente, la idea més comun
es construir un sistema ampliado cuyas soluciones se corresponden con los puntos
en que es singular la matriz D, f y que, sin embargo, resulta ser un sistema reg-
ular. En esta linea, el trabajo de Zhen (vid. [109]) resulta interesante al rebajar
considerablemente el coste computacional.

Centrandonos ahora en la implementacién de estas ideas, son numerosos los
coédigos de continuacion existentes; describir cada uno de ellos escapa a nuestros
objetivos. Un buen numero de ellos son referenciados en el trabajo de Rheinboldt,
Roose & Seydel (vid. [87]), pero atin existen otros como los elaborados por Jansen
& Feudel (CANDYS/QA, vid. [58]), Khibnik (LINLBF, vid. [67]) y por el activo
grupo de KubiZek (vid. [70] y [57]).

Para cumplir los objetivos de esta memoria, hemos utilizado la versién 6.0
de PITCON, que es de los mas ampliamente documentados (vid. [84], [85] y
[86]), al que hemos incorporado en cada caso rutinas especificamente desarro-
lladas para cada problema de continuacién de nuestro interés. Se trata de un
método de continuacién basico (en el sentido de estar formulado exclusivamente

para resolver sistemas no lineales de ecuaciones) que lleva incorporado un sofisti-



18 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

cado mecanismo de control de la longitud del paso de continuacién (vid. [21]).
Para la condicién de normalizacién antes mencionada, PITCON usa la siguiente
estrategia. Supongamos que estamos situados en un punto (:rk, )\"') que satisface
f(z,A) = 0 y que nos planteamos calcular un nuevo punto (z**+1, \¥*1) sobre la
curva. '

Sea j el indice de la coordenada de mayor valor absoluto del vector tangente
en el paso anterior; se plantea entonces el sistema de ecuaciones

D.f(z*, X*) | DAf (", A¥) } ok { 0 ]

T
€] 1

de manera que z¥ € IR™** representa el vector tangente, incluyendo en la ultima
coordenada a la derivada de A, al que se le impone que su coordenada j sea la
unidad.

Una vez obtenido, se normaliza para que su norma euclidea sea la unidad (im-
poniendo asf que la parametrizacién que implicitamente se usa tenga el significado
de longitud de arco recorrida sobre la curva). A continuacién se reevaluaria j para
el paso siguiente.

En cuanto a la prediccién, PITCON usa el método de Euler. Asi, suponiendo
definido A, longitud del paso a dar, que se calcula mediante la informacién

(también la relativa a la convergencia) de los pasos previos de continuacién, como

ol ok
[/\k-}-l ] :li/\k]'*’hmiv

que constituye el punto de partida para un proceso de correccién tipo Newton,

nuevo punto se ensaya

mediante la iteracién de la expresién siguiente:

D, f(a*1, XY | D, f(aF+2, XF+1) ] [ Agh+! [ — fa*+ Ak
[ el } [ ANkH } = 0

J

donde se efectiia, en cada paso, la actualizacién
k1 k1 Azktl ]
AR+ — pLaa! + ANK+1

Se observa, pues, que PITCON efectia las correcciones siguiendo un hiper-

plano paralelo a uno de los coordenados (precisamente, sobre el que se mantiene
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constante la coordenada que se modifica mas rapidamente en las proximidades
del punto en cuestién).

Otra observacién de interés es constatar que este esquema hace que, local-
mente, podamos identificar el pardmetro de continuacién ¢t con una de las coor-
denadas (tanto del vector de estados z como M) lo que permite que contemos con
un mecanismo adaptativo de variacion del pardmetro de continuacién, usando en
cada caso el mas conveniente desde el punto de vista de la resolucién numérica
de los sistemas lineales involucrados. Ademads, queda garantizada la ausencia de
dificultades para sobrepasar los posibles puntos limite de la curva.

Usando este cédigo de continuacién como base, pasamos en lo que sigue a

describir cémo puede formularse un método de continuacién de érbitas periddicas.

2.2.2 Un Método de Continuacién de Orbitas Periédicas
y sus Bifurcaciones

El problema de continuacién de drbitas periddicas ya ha sido abordado previa-
mente por varios autores. Para ello se hace preciso definir una funcién cuyos
ceros se correspondan con las soluciones periddicas del sistema. Bésicamente son
dos los enfoques seguidos para ello; si bien ambos pueden formularse de forma
equivalente, unos prefieren plantear el problema de acuerdo con el establecimiento
de un problema de contorno, mientras que otros utilizan la llamada aplicacién de
Poincaré para cubrir €l mismo objetivo.

Como ya se ha indicado, nuestro trabajo se concretara ahora en definir, para la
continuacién de drbitas periddicas y de sus bifurcaciones, una funcién apropiada
a utilizar conjuntamente con el programa de continuacién PITCON, ya resefiado.

Recurriremos para ello a la aplicacién de Poincaré, que proporciona el camino
més natural y geométrico de los dos enfoques posibles, ademés de permitir un
tratamiento homogéneo tanto para la érbita periddica principal (por ejemplo,
la que nace de una bifurcacién de Hopf) como para posibles érbitas periddicas
aparecidas en posteriores bifurcaciones secundarias.

Siguiendo este mismo acercamiento al problema, goza de cierta difusién el
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cédigo de Kaas—Petersen denominado PATH (vid. [63]) aunque, por desgracia, no
bien documentado. Otros autores usan, como se ha mencionado, una formulacién
propia de problemas de valores de contorno. Quiza el cédigo més difundido en
esta linea sea el llamado AUTO de Doedel (vid. [22], [25], [26], [27] v [28])
con sus dos versiones: AUTO86 para VAX y AUTO094 para Workstation, ambas
usadas en esta memoria. También entran aqui el método propuesto por Kubicek
& Holodniok (vid. [69]) y la formulacién de Seydel (vid. [102]). En todos los
casos citados se acostumbra a normalizar el periodo de las 6rbitas y se formula un
problema de contorno en el intervalo [0,1], introduciendo una incdgnita auxiliar
correspondiente a dicho periodo.

Consideraremos desde el primer momento sistemas auténomos con dos para-
metros; esto permite abordar con un mismo tratamiento el problema de la con-
tinuacién de érbitas periédicas y el de sus eventuales bifurcaciones, como se vera
a continuacion.

Sea. pues, el sistema de ecuaciones diferenciales biparamétrico
&= f(z,p), zeR"peR? (2.2.3)

donde f es suficientemente diferenciable en R™ x IR*. Sea F(y,pu,t) el flujo
solucién del sistema (2.2.3) con F(y,u,0) = y. Admitiremos, para el sistema
(2.2.3), la existencia de una familia (dependiente de g y para un cierto rango
de valores de dicho vector de pardmetros) de soluciones periédicas g(t, ) con

periodo T'(u); es decir, si z = ¢(0, u) se tendré que
9(t,p) = F(z,p,t) con g(t,u) =g(t+T(n),p), VteR

Supongamos ahora un valor prefijado p°, en el rango anterior, de forma que
2 = ¢(0,u%) vy elijamos S un hiperplano de IR™ que sea transversal en z° a
g(t,u°). En estas condiciones podemos afirmar (cf. Hartman [53]), exigiendo
hiperbolicidad a la érbita periédica, que existe un entorno U x L de (z°, u°) en

S x IR? y una funcién tnica 7 : U x L — RRT, diferenciable, que cumple:

() Fly,p,7(y,p) € S, V(y,p) €U x L;
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(if) 7(2% u®) = T(1°)

La funcién 7 proporcionaria asi, para los puntos y € U, y dependiendo del
valor del vector de pardmetros, el tiempo que invierte la correspondiente érbita
en volver al hiperplano S en las proximidades de z° (también llamado por algunos
autores tiempo de vuelo). Para esos puntos queda definida entonces una familia

de aplicaciones de Poincaré P(y, 1) sin mas que asociarles como imagen el punto

de retorno a 5. Es decir:
P:UxL— S con (ya:u) - P(ywu) = F(y,/-L,T(y,,LL)) :

Obtener el conjunto de soluciones periddicas es equivalente, pues, a resolver

(vid. figura 2.2.1) la ecuacién

Qy,u) = Ply,p) -y =0

es decir, hallar los ceros de la funcidén residual Q. Aunque tanto F como 7 son
desconocidos a priori, la incorporacién de una rutina de integracién de la érbita
que parte de y hasta completar una vuelta permite pasar a PITCON el valor de
@ correspondiente a cada par (y, u). Nétese que la ecuacién anterior define una
variedad bidimensional en IR*™! x IR? sobre la que podriamos definir caminos
concretos de especial interés. Para ello bastaria, por ejemplo, definir una relacién
diferenciable entre las dos componentes del vector de pardametros y anadir dicha
relacién a la ecuacién anterior: tendriamos entonces un problema de continuacién
que permitiria seguir la evolucién de la 6rbita sobre una determinada curva en
el plano de parametros. Aqui quedaria englobado como un caso trivial el de
continuacién uniparameétrica de 6rbitas periddicas sin més que considerar una
ecuacién adicional del tipo y; = cte, 1 =1 o 2.

Pero también admite esta formulacién una extensién inmediata a la conti-
nuacién de curvas de bifurcacién en el plano de pardmetros, como veremos més
adelante.

Surge, en cualquier caso, la cuestidn de calcular las derivadas de la funcién P,

no sélo para la resolucién numeérica por continuacién del problema (advirtamos
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Figura 2.2.1: Construccién de la aplicacién de Poincaré.

que ello no seria gran obstdculo, pues PITCON cuenta con la opcién de aproxi-
macion numérica de la derivada) sino, sobre todo, para contar en todo momento
con la informacién mads precisa posible acerca de la estabilidad de la érbita y fa-
cilitar la deteccién de eventuales bifurcaciones, ya que los autovalores de D, P se
corresponden con los multiplicadores caracteristicos de las soluciones periédicas.
El célculo de Dy P y de D, P puede hacerse basicamente mediante integracién de
las llamadas ecuaciones variacionales. El siguiente resultado, demostrado en [8§],

NOS Proporciona su expresion.

Proposicién 2.2.1 En las condiciones anteriores, y dado el hiperplano transver-
sal § definido por S={yeR":p-y=q, peR" qc R}, se verifica, para
k#1,7=1,...,n,
P fi ¢ P
D'P,'ZD'F,'————D;CF,'—-*-n— yyi (D'FI——-—DkFl) .
’ ’ Pk Yimphiig ! Dk
Volviendo a considerar la ecuacién Q(y,u) = 0, hacemos las siguientes ob-

servaciones. Como se indicé, puede afladirse una ecuacién adicional que defina

una curva de interés sobre la variedad bidimensional aludida. Si, por ejemplo,
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consideramos el problema de continuacién

Ply,u)—y=0
det{D,P + I} =0

entre sus soluciones estarian las érbitas periddicas con un multiplicador carac-
teristico igual a —1, es decir, podriamos seguir sobre el plano de pardmetros las
curvas donde eventualmente se produciran bifurcaciones de tipo flip (duplicacién

de periodo). Alternativamente, el problema (2n)-dimensional

Ply,p)—y=0
(DyP+Iv=0
¢p-v—1=0, ¢ prefijado

también serviria para el mismo propésito. Estd asegurada (vid. [59]) la regulari-
dad de las soluciones de dicho problema y, por tanto, la de la primera alternativa
(especialmente cémoda para el caso n = 3; en general, resulta muy superior desde
el punto de vista numeérico la considerada en segundo lugar).

Limitdndonos al caso de menor dimensidn, el problema de continuacién:

Ply,p)—y=0
det{D,P - I} =0 (2.2.4)

nos permite seguir genéricamente las curvas de bifurcacién silla-nodo de forma
regular.

No ocurre asi para otras bifurcaciones que también se corresponden con un
multiplicador de la érbita igual a +1, como es el caso de las bifurcaciones pitchfork
y transcriticas, en las que el sistema (2.2.4) es claramente no regular. Se hace
necesario entonces recurrir a sistemas de mayor dimensién, que no abordaremos
aqui.

Queremos resaltar el importante hecho de que, mediante iteracién de la apli-
cacién P, es posible continuar tanto las érbitas subarménicas como sus posibles

curvas de bifurcacién siguiendo estrictamente el mismo esquema.
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Para una interpretacién geométrica de estos resultados a la luz de la teoria de

Floquet, vid. [88].

2.3 Meétodos de Continuacién de ()rbitas Ho-
moclinas |

En relacién al disefio de un método de continuacién para conexiones homoclinas
y heteroclinas, encontramos en la literatura, al igual que sucedia en el caso de los
cédigos de continuacién de las 6rbitas periddicas, dos filosofias muy distintas. Por
un lado, autores como Beyn (vid. [7] y [8]), Friedman, Doedel y Monteiro (vid.
(23], [24], [42], [43] y [44]), Canale (vid. [11]), Schecter (vid. [99], [100] y [101]) o
Champneys, Kuznetsov y Sandstede (vid. [13], [14], [97] y [98]) prefieren buscar
las conexiones homoclinas mediante la resolucién de un problema de contorno en
la recta real, que han truncado previamente a un intervalo finito. Por otro lado,
usando ideas mas geométricas, aparecen otros métodos como los propuestos por
Kuznetsov (vid. [T1] y [72]) —que se interesa también por la orientabilidad de las
trayectorias homoclinas—, por Gaspard (vid. [4¢]) o por Rodriguez Luis et alii
(vid. [88], [92] ¥ [91]), en los que se introduce una seccién transversal (un plano
normalmente) sobre el que se mide la separacién entre las variedades estable e
inestable (una de las cuales, al menos, se ha integrado numéricamente).
Pasamos, a continuacién, siguiendo las ideas de Rodriguez Luis en [88], a des-
cribir el método que implementaremos para realizar la continuacién de las érbitas
homoclinas. Comencemos considerando el sistema auténomo uniparamétrico

plano

t=X(z,u) z€R?: pe ICR (2.3.1)

donde X € C* (IR2 x IR; le) es una familia de campos vectoriales e I es un
cierto entorno de up.
Supongamos que el origen, z = 0, es un equilibrio hiperbdlico, X (0, ) = 0

para todo p € I, de tipo silla; sin pérdida de generalidad supongamos que la
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matriz de la linealizacién es de la forma

DX (0, ) = ( _’\B(H) /\2(2/1) )

donde A; (i) y A2 () son escalares positivos, para p € I.
Tenemos, en estas condiciones, que las variedades estable W 5 e inestable W}
del origen pueden ser descritas respectivamente, para un entorno de dicho punto,

Como
zo = h° (351,#)
Yy como

I = h* (1'2, [L)

donde W] es tangente en el origen al eje OX; y W es tangente en el origen al
eje OX,.

Supongamos ahora que para g = pg el sistema posee una 6rbita homoclina
o C W, NWY. Sea S una seccién transversal a dicha homoclina en el punto

go € I'p; supongamos que
Sc{zeR*: z,=¢}

es decir, que estd contenida en una recta (vid. figura 2.3.1). Bajo esta hipétesis, la
caracteristica de transversalidad viene expresada por la no anulacién del producto
escalar (0,1) - X (go, go)-

Sean pj, pg dos puntos pertenecientes a la homoclina I'y, préximos al origen,

verificando
Ipol? = I |I* = ¢

y tales que p§ € WS y py € Wi.

Para p préximo a po se tiene que la érbita de p*, punto préximo a pg y
que también verifica |[p°||*> = ¢, cortard a S en un punto ¢° préximo a go;
analogamente, la érbita de p*, punto préximo a p} que también verifica ||p*||? = ¢,

cortarda a S en un punto ¢* préximo a go (vid. figura 2.3.1).
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Figura 2.3.1: Geometria asociada a la aplicacién F (p°, p¥, ).

Si denotamos por ¢ (z, u,t) el flujo del sistema (2.3.1), podemos escribir las

primeras componentes de los puntos ¢° y ¢* como:

5

g = 61 (p°,u,7 (P, u))
q’f = ¢1(pu’#’,l_u(pu’“>)

Las funciones 7° (p°, ) y 7* (p*, u), conocidas como funcién tiempo de vuelo,

vienen determinadas por

fl

G2 (p°, 1,7 (P 1)) = ¢, T (p5, po) = 78

G2 (P 1, T (P, 1)) = ¢,  T(Ph, po) = T
con

¢ (Pos 0y T5) = o, & (Py 1o, 7o) = Go
Definimos la funcién
F:UCR?xR®*xIR— IR®
de la siguiente manera:
4 — qr
p3 =k (p1, 1)
F(p’p*,p) = | p¥ —h*(p%, 1) (2.3.

lp°]I> — ¢
PP e

]
w
o
~
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Es claro que, en estas condiciones, F (pf, ps, no) = 0, es decir, la anulacién
de F (p®,p*, i) indicara la presencia de una érbita homoclina. Rodriguez Luis
(vid. [88] y [92]) demuestra que, bajo ciertas condiciones, (p§, ph, o) €s un cero
regular de F' (en particular, un cero aislado); es decir, comprueba que, bajo ciertas
hipétesis, DF (p§, py, o) es no singular. Por tanto, tendremos como conclusién
que la resolucién de la ecuacién F'(p®,p*, 1) = 0 es un problema bien planteado
con vistas a computar la drbita homoclina .

Comencemos introduciendo la ecuacién variacional

¥ = DX (po(t),po)y + DuX (@0 (t), o) A (2.3.3)

donde A € Ry o (t) = ¢ (qo, f0,t) €s una parametrizacién de la érbita homoclina

I'o. Siguiendo a Beyn (vid. [7] y [8]) introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 Una drbita homoclina vy se dice que es no degenerada si las

unicas soluciones acotadas del sistema variacional (2.8.3) son A = 0, y = ko,

donde k € R.

Bajo la condicién de no degeneracién, en [88] se prueba el siguiente teorema,

que establece el caracter no singular de la matriz DF (pS, ps, to)-

Teorema 2.3.1 Sila 6rbita homoclina T'g es no degenerada entonces (p, p¥, pio)

es un cero regular de F.
Consideremos ahora el sistema biparamétrico
¢=X(z,p) , z€R’ p=(p,m)eR? (2.3.4)

Supondremos también que, para un cierto valor del pardmetro ug = (p3, u9), el
sistema (2.3.4) tiene una conexién homoclina I's. Ahora nos encontramos con un

problema de continuacién. Definimos, andlogamente a como hicimos en (2.3.2),
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F:V Cc R’ xR? x R? — IR®, donde V es un entorno de (16, 18, 13, 13); es
evidente que F (p§, pt, u2, 13) = 0.

Asi, la continuacién de homoclinas es equivalente a la continuacién de solu-

clones de

F(p*,p*, pa,p2) =0

En este caso, el caracter no degenerado de I'y con respecto a y; o a uy garantiza
la no singularidad de la matriz Dy, F (p§, p, 43, 43) , en la que w; = (p°, p¥, us),
¢ = 1 0 2. En consecuencia tenemos garantia, usando el teorema de la funcién
implicita, de que estamos ante una curva regular de conexiones homoclinas en el

plano de parametros {u,, o).

A la hora de programar en un cédigo el método anterior necesitamos aproxi-
mar las variedades estable e inestable del equilibrio. Dependiendo del sistema en
estudio y de la precision requerida puede ser suficiente aproximarlas por sus espa-
cios tangentes (aproximacién lineal) en el equilibrio hiperbélico. Si no basta con
esta aproximacion, se pueden usar aproximaciones de orden superior calculadas,
por ejemplo, por los procedimientos descritos en [39], [40] y [45]. Se trata entonces
de integrar numéricamente a partir de p* y de p* (vid. figura 2.3.1), detectar las
intersecciones de esas drbitas con la seccidn S (normalmente una recta paralela
a un eje coordenado), interpolar y anuler la primera componente de F (p°, p*, ©)
(puesto que las restantes suponemos que son nulas por la aproximacion hecha de

las variedades).

Asi, el problema de la continuacién de la conexién homoclina del sistema
(2.3.1) en un plano de dos pardmetros se convierte en la anulacién de una funcién
de una componente y dos variables independientes, tarea que es encomendada al

cédigo de continuacién PITCON, mencionado en la seccién anterior.
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2.4 Estabilidad de Orbitas Homoclinas con Tra-
za Cero

Sea X € O (IRQ) un campo vectorial plano y consideremos el sistema dindmico
u=X(u), uelR? (2.4.1)

Sea uo € IR” un punto de silla hiperbdlico del sistema (2.4.1), del que su-
ponemos se intersecan sus variedades estable e inestable formando una drbita
homoclina, I', que supondremos parametrizada por la funcién 7 (t), para ¢t €
(—o0,+00). Si representamos por oy la traza del punto de silla, es conocido que

la estabilidad de I' viene determinada por el signo de og, cuando éste es no nulo

(vid. [5]).

Teorema 2.4.1 (condicion suficiente de estabilidad)
La érbita homoclina T es asintdticamente estable (resp. inestable) si oo > 0 (resp.

oo < 0)

Observemos, por tanto, que es una condicidn local la determinante de la es-
tabilidad de I', de forma que en ésta no interviene el comportamiento global a lo
largo de la parte regular de la homoclina.

Sean o« y f dos secciones semitransversales a las variedades locales estable e
inestable, respectivamente, de I' (vid. figura 2.4.1). Parametrizamos o por z y
B por s (con z =0y s =0 correspondientes a los puntos de corte respectivos de
ay B conT). Sea P(z) la aplicacién retorno de Poincaré a lo largo de I' sobre
a, que puede ser expresada como la composicién de dos aplicaciones (vid. [33]
y [47]): la aplicacién de Dulac D (z), definida de « a 8 por el flujo de X, vy la
aplicacidn de transicidn regular, R (s), definida, también por el flujo de X, de j
a « (vid. figura 2.4.1), es decir, P (z) = (Ro D) (z). .

Si —~A1 ¥y Az, con A; > 0, son los autovalores de DX (ug) y definimos la razdn
de hiperbolicidad del punto de silla ug por r = A;/As, la aplicacién de Dulac puede

escribirse mediante la siguiente expresién asintética (vid. [79]).
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Figura 2.4.1: Aplicaciones de Dulac, regular y de Poincaré asociadas a .
Proposicién 2.4.1 Existe un € > 0 tal que la aplicacién de Dulac se escribe
D(e)=a"(1+d(x)), Vee(0)

donde d es analitica en (0,¢) y vertfica la propiedad

n

d(z) =0, Vn e IN

lim z"
z—0 dxn

Aunque vélida para el caso r = 1, la expresién asintética dada en la proposicién
anterior puede ser refinada para obtener otra expresién que nos permita estudiar
la estabilidad de la érbita homoclina I' en el caso en que la traza del punto de
silla valga cero, que es la situacidén que nos interesa en esta seccién. En lo que
sigue, por tanto, supondremos que oo = 0. La siguiente proposicién nos da la

nueva expresion para D (vid. [94]).

Proposicién 2.4.2 Eziste un &; > 0 tal que la aplicacidn de Dulac se escribe
D(x)=x+2aimilogx(l+¢i($)), Vz € (0,¢1)
1=2

donde las funciones ¢; son combinaciones lineales finitas de monomios de la forma

z* (logz)' |1 < k.
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Por su parte, la aplicacién de transicién regular R (s) admite un desarrollo en

serie de Taylor en un entorno de z = 0 (vid. [94]).

Proposicién 2.4.3 Eziste un ¢ > 0 tal que R(s) se escribe

R(s)=(1+58)s+ iﬂisi, Vz € (0,¢e2)

1=2

(con B > —1 pues R conserva la orientacién).

De donde resulta que la aplicacién de Poincaré tiene la forma dada en el

siguiente corolario.

Corolario 2.4.1 Eziste un ¢ > 0 tal que

P(z)=(1+pB)z+ 1+ 5)azzloge + o (z2logz) ) Vz e (0,¢)

Veamos que el signo del coeficiente f; determina la estabilidad de I'. Es decir,
en presencia de traza cero, es el comportamiento global (de la parte regular de la
homoclina) el que determina ahora la estabilidad de I, y no ya la condicidn local.

Algunos resultados preliminares son necesarios.

Lema 2.4.1 La derivada de la aplicacién R viene dada por

T(£) ,. «
R (s)= Kelo ~ dvX(r0)dt (2.4.2)

con K = %(fs%, donde Y y Z representan los campos vectoriales tangentes a

B y a, respectivamente (con A el producto vectorial); div X denota la divergencia
del campo vectorial X y T (s) representa la funcién tiempo de vuelo que asigna

a cada s en B el tiempo requerido para la transicion de s a R(s) en a.

DEMOSTRACION: vid. [16]. n
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Lema 2.4.2 La constante K en (2.4.2) del lema anterior puede elegirse igual a

uno.

DEMOSTRACION: Basta elegir a y f para que los vectores X+ (s) y X* (R (s))

(donde L denota ortogonal) sean paralelos a Y (s) y Z (R(s)), respectivamente,

y verificando, ademas
1X= ()Y () = IXH (R IIZ (R () |

De esto se sigue el resultado. ]

Consideremos el sistema variacional a lo largo de la érbita homoclina I’
y = A(t)y (243)

donde A(t) = DX (y(t)). Sea Y (¢) una matriz fundamental de soluciones de
(2.4.3) verificando Y (0) = I. Por la teoria general de ecuaciones diferenciales

ordinarias, sabemos que
detY (t) = efo v X01(9) ds
Sea 1 (t) una solucién acotada del sistema variacional adjunto
y=~AT(t)y

(donde T significa transpuesto). Llamemos ¢ (¢) al vector 4 (t). Los vectores

¥ (1) y ¢ (t) son ortogonales, verificando, ademés

P (1) = Eg’% (2.4.4)

Sea la matriz Ag = DX (uo) con autovalores —A; y A, (con A; > 0). Conside-
remos vs y v, autovectores derechos de Ag asociados a —A; y g, respectivamente,

Yy ws ¥ w, autovectores izquierdos de Ag asociados a A y — Ay, respectivamente,
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es decir
Agvs = —=Aus
Ao’()u = /\;)Uu
—Agws = —lw,
—Agwu = A Woy,

donde (v,,w;) = (vy,wy) = 0 (con (-,-) denotando producto escalar). Las fun-

ciones ¢ (t) y 4 (t) tienen el siguiente comportamiento asintético (vid. [18]).

Lema 2.4.3 Existen vectorTes Ve, Voo, Wieo Y W_oo, N0 nulos, y constantes

kit =1,2,3,4, no nulas, tales que

lim e

i ‘() = Vieo
lim e*y Y(t) = Wie
t—Foo
hm e o () = Voo
l1m eMY (1) = wWee
verificando, ademds
Vioo = kyvs
Wioo = kow,
Voo = kaUy
Weoo = kawy

Andronov et alii demuestran en [5] que la traza cero es condicién necesaria
para que la integral [*° div X (7 (t)) dt sea convergente y no nula. Si no exigimos

la no nulidad, también es condicién suficiente.

Lema 2.4.4 Si 0o = 0, la integral

/ " div X (7 (1)) dt (2.4.5)

—00

es convergente.
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DEMOSTRACION: Del lema anterior, es inmediato que

tligp()(} My (1) —uo) # 0 (2.4.6)
tliinoo e (y(t) —ug) # 0 (2.4.7)

Haciendo uso de (2.4.6) se tiene

too . S o
6\1;3 * div X(v(r))dr  _ lim 6f0 div X (y(7)) dr <  lim ej: Jdiv X (v(7))}dr <
15400 T t—too -
< . fot Cliv(r)—woll dr < : f;)T c’ d7'+th Clle=™17 dr —
1m e im e
T t—4o — t—+oo
oo
= ec T+5re™ 75 0

donde C,C’ y C" son constantes positivas adecuadas y T > O es suficientemente

grande. Un razonamiento analogo, a partir de (2.4.7), prueba que

ef_°°o div X (v(7)) dr £0

de donde se sigue el resultado. n

A la integral dada en (2.4.5) la llamaremos integral de la divergencia. Su

expornencial serd representada a lo largo de esta memoria por EID, es decir,
EID % Jydiv X () (2.4.8)

El signo de la integral de la divergencia determina la estabilidad de I, caso

de ser no nula.

Teorema 2.4.2 Supongamos que [ divX (y) # 0. La drbita homoclina T es

asintdticamente estable (resp. inestable) si y sdlo si L,divX (y) < 0 (resp.
LdivX (v) >0).

DEMOSTRACION: Al ser la integral

L div X (v) = /_+°° div X (v (1)) dt

o0



2.4 Estabilidad de Homoclinas con Traza Cero 35

convergente, podemos elegir un entorno V de ug suficientemente pequenio para
que las semitransversales  y [ estén contenidas en V y para que [ div X (v) y
[+ div X () tengan el mismo signo, siendo v* (t) la parametrizacién que describe
el arco de I' recorrido por la aplicacién R (s). Observemos que P’ y R’ son

equivalentes cuando z tiende a 0, es decir,

im P (z) =R (0)=1+

r—0

Por otra parte

R (0) = eJr X0 14

(v por tanto B; # 0) de donde

lim P’ (z) <1 (resp.>1)

z—0

s1y sélo si
/divX (7) <0 (resp.>0)
-

y se tiene el resultado. [ ]

Los siguientes corolarios son inmediatos a partir del teorema precedente.

Corolario 2.4.2 Si [ div X () # 0 entonces

148, = efvdivX(—y)

Corolario 2.4.3 La orbita homoclina T’ es asintdticamente estable (resp. ines-

table) si y solo st f; < 0 (resp. By > 0).

Corolario 2.4.4 (condicion necesaria de bifurcacion)

St B1 =0 entonces [ div X (y) =0.
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Al existir limg_.o P’ (z), podemos ampliar el dominio de definicién de P’ (z) a
z =0 en la forma

P'(0) Y lim P’ (2)

£—0

Observemos que [, div X () = 0 no implica 8; = 0, pero garantiza, debido a

la proximidad arbitraria de v* a v, que f; estd todo lo cerca de cero que queramos,
lo que haré necesario el estudio del coeficiente o, de la aplicacién de Poincaré
para determinar la estabilidad de la érbita homoclina, es decir, volvemos de nuevo

a una condicidn local.

2.5 Procedimiento Numérico para el Calculo
de la Integral de la Divergencia

Nos proponemos en esta seccién disefiar un procedimiento numérico para el

calculo de [ div X (), con la notacién y las condiciones de la seccién anterior.
De (2.4.4) se tiene

detY (t) = 11/? = % (2.5.1)
(donde los subindices 1 y 2 hacen referencia a las componentes primera y segunda,
respectivamente, de un vector).

De (2.5.1) y del lema 2.4.3 se deduce, al ser o = 0, el siguiente resultado.

Lema 2.5.1
lm detY (t) = —x®1 — _ Utz (2.5.2)
t=too Wtoo, Wooy
: V—00y U—cos
lim detY (¢) = = — ' (2.5.3)
t——00 w-—002 w—-001

Con estos resultados podemos expresar de una forma simple la exponencial

de la integral de la divergencia:

Teorema 2.5.1 Se verifica

e.ﬁ, div X (+) _ Voo Weco, _ Viooy Woooy (254)

Veooy Wioos V_t0y Weoo;
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DEMOSTRACION: Se tiene

efq divX(y) _ 6fj°°: div X (+(t)) dt
o Jor < div X (1)) dteffm div X (v(t)) dt
— (hmt-—»-l-oo Cj: div X (v(s)) ds) (hmt—»-{-oo efft div X (y(s)) ds) —

= <limt_> e oJo diuX(v(s))ds> <hmt—v—oo . diuX('y(s))ds> _

limt_.+oo detY (t)
lim; . _o det YV (1)

de donde, por (2.5.2) y (2.5.3), se verifica el teorema. [

Este resultado nos permite disefiar un algoritmo sencillo para el célculo de la

exponencial de la integral de la divergencia.

Algoritmo EID

Para { — “+o0:

1. Seat = tp un tiempo inicial.

2. Integramos numéricamente el problema de Cauchy

{p’(t) = —divX (7(t)) p(t)
3. Evaluamos

4. Calculamos

au
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5. Test de detencidn.

Tenemos dos posibles criterios para detener el proceso:

(a) comparar la colinealidad de A (¢) y w, y de B () y vg;
(b) determinar la ortogonalidad de A (¢) y B (t).

6. Si el test elegido

. de . .,
(a) se satisface, tomamos 1, = y hacemos la aproximacién

{w+oo ~ Aty
View N~ B(t4)

(b) no se satisface, hacemos t = ¢ + k, para k > 0, y volvemos a 2.

Para t — —o0:

1. Sea t = tp un tiempo inicial.

o

Integramos numeéricamente el problema de Cauchy

{b(t) = —div X (y(t)) p(t)
3. Evaluamos

4. Calculamos

5. Test de detencidn.

Tenemos dos posibles criterios para detener el proceso:

(a) comparar la colinealidad de A (t) y wy, y de B(t) y vy;
(b) determinar la ortogonalidad de A(t) y B ().
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6. Si el test elegido

. def . Ny
(a) se satisface, tomamos {_ = t y hacemos la aproximacién

S
]

8
¢
o

(b) no se satisface, hacemos ¢t = ¢t — h, para h < 0, y volvemos a 2.

El coeficiente E1D puede ser utilizado tanto para el célculo de la estabilidad
de una drbita homoclina con traza cero, como en el contexto de un problema de
continuacién (bien para detectar el cambio de estabilidad de homoclinas con traza,
cero, bien para continuar homoclinas con traza ceroy EID = 1). Si estamos ante
un problema de continuacién, el algoritmo EID puede modificarse para mejorar
la precisién y ahorrar tiempo de célculo. El algoritmo EID realiza los cdlculos
utilizando los valores de los pardmetros en los que existe una conexién homoclina,
valores que han sido proporcionados por un programa de continuacién que los ha
calculado previamente. La modificacién que proponemos consiste en realizar los
calculos del algoritmo al mismo tiempo que el programa de continuacién estd
calculando los valores de los pardmetros para los que existe una homoclina. En
el programa de continuacién, la subrutina que realiza la integracién numérica
del sistema parte de puntos iniciales @ y R (vid. figura 2.5.1), suficientemente
proximos a O, e integra hasta cerrar (segin sea la precisién elegida) la homoclina

en P. Después se integra el problema de Cauchy

{ p(1) = —divX (7(t)) o(t)
1

B~

~~~
(e

~—
It

desde P hasta Ry @, para conocer p(T) y p (—T), respectivamente. En el

algoritmo modificado procedemos:

Algoritmo EID-M
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Figura 2.5.1: Conexién homoclina.

1. Para el calculo de p (T), definimos I' (¢) tal quey (¢) = I' (¢t — T'), con T' (0) =
Qy T (=T)=P. Sea A(t) = DX (T (¢)). Se tiene

DX(v({t))=DX (I (t=-T)=A(t~T)

Sea el problema de Cauchy
{ R(t) = —divX (D) R@)

Se verifica, por tanto,

R(t—T)=-divX(T(t—T)) R(t—T) = —divX (y(t)) R(t = T)
de donde R(t —T) = Ap(t), para cierta constante \. En ¢t = 0 se tiene
R(—=T) = A Asi, R(0) = \p(T), verificindose

RO 1
A T Ry

El célculo de R(—T) lo hacemos integrando el sistema

R(t) = —diwX(v(t+T)) R(t)
R(0) = 1
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integracion que sera realizada junto a la de la 6rbita homoclina en la sub-

rutina de integracién, definiendo para ello el sistema ampliado
z(y(1) = X(v(1)
R(t) = —divX(y({t+T)) R()
R (0) = 1

2. Para el calculo de p (-—T), siguiendo un razonamiento analogo al anterior,

se llega a
(1) = 575
donde R (T') se calcula mediante la integracién del sistema
{ R(t) = —divX (y(t—T)) R(2)
R(0) =1

que se amplia de nuevo a un sistema en IR>.

2.6 Dualidad con la Bifurcacién de Hopf

En esta seccién damos una expresién para el coeficiente oy de la aplicacién de
Dulac (vid. Proposicién 2.4.2), que serd necesario conocer en el caso en que nos
encontremos ante una 6rbita homoclina con traza e integral de la divergencia
iguales a cero, si queremos determinar su estabilidad.

Consideremos un sistema con un punto de silla hiperbélico con razén de hiper-
bolicidad r. Si r es racional (resp. irracional) diremos que el punto de silla es
(resp. no es) resonante. Este sistema se puede escribir en la forma normal de

Dulac dada en el siguiente teorema (vid. [79]).

Teorema 2.6.1 Sea ug un punto de silla hiperbélico de un sistema plano

u=X(u), u=(z,y)€ R (2.6.1)
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con razon de hiperbolicidad r. Este sistema es C*®—equivalente al sistema

T = =z
Y —ry

st r es irracional, o al sistema
T = x
. i k n
g o= —ry+ Y o (@) y + 0 (o, y )
k=1

sir = § es racional.

En el caso que nos interesa, en el que la traza del punto de silla es cero,

estamos en una situacién de resonancia, y se verifica el siguiente corolario.

Corolario 2.6.1 Sea uo un punto de silla hiperbdlico del sistema (2.6.1), con
div X (uo) = 0. En estas condiciones, (2.6.1) es C*~equivalente a
T = z
_ n . . (2.6.2)
g = —y+ 3 aayt T 40 (o, )
k=1
Los coeficientes a4 dados en el corolario son los mismos coeficientes de la
aplicacién de Dulac dada en la Proposicién 2.4.2 (vid. [94]), cuyo célculo es
complicado en la practica. Con el objeto de simplificar la obtencién de e, tinico
coeficiente de los a cuyo valor nos interesa, suponemos que ug = 0 es un equilibrio

hiperbélico de (2.6.1), y escribimos este sistema en la forma

G)=(00)(3)-(0E0)  eos
donde f(z,y),9(z,y) = O (|z,y[*).
Una forma normal para (2.6.3) es (vid. [60])

(3)=(20) () + £ (5 &) (3) vo e

(2.6.4)
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Para la obtencién de ay, bx, podemos seguir un proceso paralelo al que se
segulria en el caso en que tuviéramos una bifurcacién de Hopf. Asi, en el sistema

(2.6.3), hacemos el cambio

z = z+]y
Z = z—Jy (2.6.5)

donde j es un simbolo formal que indica un nimero tal que 72 = 1, es decir,
J = *£1. Tras este cambio, obtenemos el sistema transformado
{ 2 = wyjz+ F(z,2)

. (2.6.6)
Z = —wyz+ F(z,%)

donde la barra denota conjugacion (a + jb = a — jb). La forma normal para el

sistema (2.6.6) es (vid. [45])

-
I

- wojz + Z (ak —+-]bk) z (Z:??)k +0 (Iz7§|2n+2)
k=1

n

= —woiZ+ Y (ar — jbe) 2(22)" + O (|2,2)™+?)
k=1

¥y~
|

y, a partir de aqui, obtenemos la forma normal (2.6.4), deshaciendo el cambio
(2.6.5).
Gamero en [45] (cf. [62]) proporciona la siguiente expresién para ay, coeficiente

resonante que denotaremos a lo largo de esta memoria por RES.

def
RES = a; = (fyygyy + fyyfoy + Guu9ey — foyfoe — GoyGoe—

(2.6.7)
—fngx:r - gyyy - fzyy + gz‘xy + fzz:x)/lG

La relacién entre aj41 y ax viene dada en el lema siguiente (vid. [62]).

Lema 2.6.1 El primer a4y no nulo estd dado por

Qpy1 = 2a;

y, por tanto, st as # 0, tenemos ay = 2a,.
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2.7 Estabilidad de Homoclinas Cuspidales

Sea X un campo vectorial plano, X € C* (IRz), y sea el sistema dindmico

{ 2 = Alwy) (2.7.1)
y = Xo(z,y)
con un equilibrio en el origen de tipo cispide, es decir, el equilibrio tiene separa-
trices locales estable e inestable, v° y 4, respectivamente, formando una cispide
(vid. figura 2.7.1). Es conocido que el sistema dado en (2.7.1) es C*®~equivalente
a un sistema de la forma

i = y+0 g,y

k _ , (2.7.2)
g = Y a2’ + by + 0 (Jz,y+)

J

L]

En el caso en que a; # 0, el tipo topoldgico de (2.7.2) estd determinado por

el sistema cortado a segundo orden

T o=y
. (2.7.3)
y = az?+ bxy

(donde @ = a; y b = by). Supongamos que las separatrices ¥° y 4% intersecan
formando una érbita homoclina de punto de cispide u homoclina cuspidal (vid.
figura 2.7.1). El estudio de la estabilidad en el caso de una homoclina cuspidal es
mas complejo que en el caso de una homoclina para un punto de silla hiperbélico
con traza cero, pues ahora se produce una interaccién entre los comportamientos
local (en las cercanias del equilibrio) y global (a lo largo de la parte regular de la
trayectoria homoclina). Para llevar a cabo este andlisis, tomamos dos secciones
de corte locales, a y §, simétricas con respecto al eje OX y paralelas, situadas a
distancia 7 > 0 del origen, y elegimos una condicién inicial, zo > 0 (anélogo para.
zo < 0), en el eje OX cerca del origen (vid. figura 2.7.2).
Escribimos el sistema (2.7.3) en la forma del problema de Cauchy
dz

az? + bzy) =— =
( V) gy =Y (2.7.4)

z(0) = zq
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Figura 2.7.1: Homoclina de punto de cispide.

Mediante el escalado

T ez, y — 3y, 2o — e2zo (2.7.5)
(2.7.4) se convierte en
dr
az® + ebzy) — =y
( v) dy (2.7.6)
z(0) =z

Consideremos el desarrollo asintético en ¢
z(y) = wo(y) + w1 (y) +o(e) (2.7.7)
donde g (0) = zo y 1 (0) = 0. Sustituyendo (2.7.7) en (2.7.6) se tiene

(a0 ()" +2a 00 (v) @1 (¥) € +boo (v) y e + 0(€)) (w6 (v) + e (v) + 0 (e)) =

Identificando coeficientes tenemos, para:

(%)
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-1

Figura 2.7.2: Aplicaciones de Dulac y regular asociadas a la homoclina cuspidal.

de donde

Wl

vo (y) = (-2—&3/2 + xg) (2.7.8)
(eh)

{ a5 () @5 (v) + 2000 (y) 6 () 1 (y) + bvo (y) w5 (y) y = 0 (2.7.9)
¢1(0) =0

La ecuacién diferencial del problema de Cauchy (2.7.9) se puede expresar
en la forma

7

a (253 o1 (1) = —bwo (v) % (v) y

2 ! 2
Escribiendo ¢ (y) ¢p (y)y = ((’DO (y)y) _ )

, se tiene

2 2

o) =5 (1= = [ i) (27.10)

De (2.7.8) y (2.7.10) obtenemos la siguiente expresién para z (y)

z(y) = A(y) +o(e)
donde

A(y)=c,oo(y)—§% <y~;gl—(y—)/oyapg(s) ds)
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Consideremos, de forma anéloga a como lo hicimos en el caso de las homoclinas

con traza cero, las tres aplicaciones siguientes (vid. figura 2.7.2):

o La aplicacién de Dulac D (z), definida de a a #. Su variable se puede

expresar
z =z (—n,z0) — z(-7,0)
con z (y, %) g (y), donde z (y) es la solucién del problema de Cauchy
(az? + € bzy) % =y

z(0)=12

e La aplicacién de transicién regular a lo largo de la homoclina, R (s), definida

de f a «, que admite un desarrollo en serie de Taylor
R(s)=(14w)s+o(s) (conw > —1)
donde s puede ser expresada como
s = z(1,20) — (1,0

e La aplicacién de Poincaré, P (z), definida de a a «, que viene dada como

la composiciéon de Ry D
P(z)=R(D(z))=(1+w)D(z)+-- = (1 +w)(z(n,20) —x(n,0)) +--

Consideremos el desarrollo de Taylor de la funcién A (y) hasta orden seis

13525y% 2% 13525q%  40b
o(y) = (_ 325y ___ge)+<_ a +_§€ $3+o(xg) (2.7.11)

2 a,:lT 7T a
Esto nos permite expresar la aplicacién de Dulac, s = D (z), en forma de una

curva parametrizada por zg

1352343 40
s = z(n,20) —z(n,0) ~ (— +—56) Ty

1352545 44
z = z(-n20)—2(—7,0) =~ (— = *76) g

(2.7.12)
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p(l+w) <1

x(n)

p(l+m) >1

x(N,0)

x(-m,0) x (-Mm)

Figura 2.7.3: Aproximaciones lineales en o = 0 de las aplicaciones D y R. E =
Estable; / = Inestable. Los nimeros hacen referencia a la clasificacién dada en

el texto.

para zo € (0,6), con § > 0 suficientemente pequefio, obteniendo como aproxi-

macién una linea recta de pendiente

donde

def ds/dz £+ %b?ﬁf
pE D) = da:éda:o NETE
o {—zbnse
2848
==

Vamos a distinguir dos casos, segin sean los signos de a y b:

1.

a>0,b> 0 (caso topolégicamente equivalente a a < 0,b < 0). Se tiene

133259 20y

T (U,O) - 2 a% B 7 a €
1 3%2%77% 2b77

—_ 0 prvand - —_—E
37( T ) 2 a% 7 a

de donde z(—7,0) > z(5,0). Representamos en el plano (z(—7),z (7))
(vid. figura 2.7.3) la curva paramétrica dada en (2.7.12), aproximacién li-

neal de D en 2o = 0, y la aproximacién lineal a R en s = 0, dada por la
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linea recta de pendiente 1 + w. La linea discontinua representa la paralela
a la bisectriz que pasa por el punto (z(—n,0),z (n,0)). Obsérvese que la
pendiente de R, 1 + w, estd medida con respecto al eje z (7). La pendiente
de D, en este caso, es mayor que 1, lo que nos indica que el comportamiento
local, en las proximidades del punto de cuspide, es asintéticamente inesta-
ble. El cbmportamiento global, a lo largo del arco regular de la homoclina,
viene dado por el valor de w, que depende de las tres posiciones relativas

que puede adoptar R, a saber:

Hw<0y &+ > lo que nos indica que el comportamiento global
Y oo > p log q g
es asintéticamente estable. Al ser ﬁ; > p el efecto resultante es
asintoticamente estable.
(2) w<0yl< ﬁ& < p. No hay cambios en los comportamientos local y

global pero, al ser 1—_1;; < p, la homoclina es asintéticamente inestable.

1

La situacién limite, ——
14w

= p, corresponde, por tanto, a una degeneracién
de codimensién 4, al haberse producido un cambio en la estabilidad de la

homoclina.

3) w> 0y por tanto 1~ < 1 < p. En este tdltimo caso, ambos compor-
p e p
tamientos, local y global, son asintéticamente inestables siendo, por

tanto, la homoclina asintéticamente inestable.

Ahora la situacién limite, 1_}%&) = 1, es decir, w = 0, no supone una degene-
racién adicional al no producirse en la homoclina un cambio de estabilidad.
Los casos (2) y (3), topoldégicamente equivalentes, corresponden al tipo més
simple de homoclinas cuspidales. En ambos casos la homoclina que nace del
punto de Takens-Bogdanov y la homoclina cuspidal tienen la misma esta-
bilidad (un ejemplo de homoclina cuspidal del tipo (2) ocurre en el sistema
enzimatico estudiado en el capitulo V; del tipo (3) tenemos un ejemplo en

el desplegamiento de una Takens-Bogdanov degenerada en los dos términos

cuadraticos de su forma normal, caso estudiado en [19] y que mencionaremos
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en la préxima seccién). Lo contrario ocurre en el caso (1), mas complejo, en
el que estas estabilidades son opuestas, dando lugar, en el correspondiente
desplegamiento, a una conducta dindmica més rica (un ejemplo de este tipo
de homoclinas cuspidales lo encontramos en el continuous flow stirred tank
reactor [CSTR], vid. [49], que constituye un modelo simple de una reaccién
exotérmica en un reactor quimico espacialmente homogéneo, y cuyo estudio

abordaremos en posteriores trabajos).

a > 0,b < 0 (caso topoldgicamente equivalente a a < 0,b > 0). Razo-
nando de forma analoga al caso anterior, se obtienen p < 1 (por tanto,

comportamiento local asintéticamente estable) y los siguientes resultados

que resumimos:

1) w> 0y = < p: comportamiento global asintéticamente inestable;
1+w g

homoclina asintéticamente inestable. Caso mas complejo.

2)w>0yp< H_Lw: comportamiento global asintéticamente inestable;

homoclina asintéticamente estable. Caso simple.

(3) w<O0yportantop <1< 735° comportamiento global asintéticamente

estable; homoclina asintéticamente estable. Caso simple.

La estabilidad de la 6rbita homoclina depende, por lo tanto, de los coeficientes

Py w. Se verifica, asi, el siguiente resultado.

Teorema 2.7.1 En las condiciones anteriores, si p(1+w) < 1 (resp. > 1)

entonces

P'(0) L lim P'(z) <1 (resp. >1).

2.8 Un Sistema con Homoclinas Cuspidales De-

generadas

Finalizamos este capitulo mostrando un sistema que presenta homoclinas de

punto de cispide que cambian su estabilidad, dando lugar a la aparicién de ho-
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moclinas cuspidales degeneradas. Comenzaremos, en primer lugar, considerando
el desplegamiento de una singularidad de tipo Takens-Bogdanov con degenera-
ciones en los dos términos cuadréaticos de la forma normal, dado en el siguiente

sistema con cuatro pardmetros

r =y
. (2.8.1)
g = p+ pay + paz? 4 pazy — 2% + by

En [19] se muestran las diferentes curvas de codimensién tres que nacen de la
singularidad para el caso b < 0 (el escalado z — —z,t +— —t, p; — —p;,0=1,23,
transforma (2.8.1) en el mismo sistema pero con b > 0, con lo que en ambos casos
se tienen las mismas propiedades sin mds que cambiar las estabilidades). Entre
estas curvas se encuentra una de homoclinas de punto de cuspide no degeneradas
(vid. figura 2.8.8, al final de la seccién) y correspondientes al caso (3) de la
clasificacién dada en la seccién anterior. La busqueda de una degeneracién en
estas homoclinas hace necesario introducir en (2.8.1) degeneraciones adicionales.

Sea, pues, el sistema con cinco pardmetros

{x - (2.8.2)

Yy = g+ pey + par’ + pazy — 2° + psaty + Koty
(con K = £1).
Vamos a considerar el sistema (2.8.2) para los valores de los pardmetros donde

ocurre un punto de cispide (pu; = py = 0), obteniendo el sistema sobre el punto

de cispide dado por
z =y
. . ] (2.8.3)
Yy = pax’+ pazy — 2° 4 pszly 4+ Kzty

Este sistema presenta dos equilibrios: el de cispide en (0,0) y otro situado en
el punto (us,0).

Mediante el escalado X ,
T E3T U3 = E3E3

2
Y E3Y  piy = EEy

1 2
t—e3t  ps =c€3es
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(2.8.3) se transforma en

{x - (2.8.4)

U = e3x®—z°+e(eqzy + esz’y + Ka'y)

sistema que esta expresado como la perturbacién del sistema hamiltoniano

{x -7 \ (2.8.5)

y = 53372—-.'1,‘

para la funcién de Hamilton

3zt

y2
H(may): '3'_“53_"{'

T T (2.8.6)

La drbita 4o dada por H (z,y) = 0 resulta ser una homoclina cuspidal para el

sistema (2.8.5) (vid. figura 2.8.1) con ecuacién

y(z) = /22 (%3 ~ E) (2.8.7)

Llamando 7 a la 6rbita de (2.8.4) obtenida al perturbar ~q, v = 7o + ¢h. se

verifica

0 = 6//t 88y (€4xy+55x2y+1{:c4y> dz dy =
inty
9 2 L o4
= 5//t -a—y—(64:cy+€5:c v+ Kz y) dz dy + o(e)
intvo

(int~ es el interior de la regién limitada por la curva v), de donde, introduciendo
la funcién de Melnikov (vid. capitulo III), M (e3,€4,€s5), se tiene la aproximacién

a orden ¢
M (63,54,85) = // (64113 -+ 65.’132 + IX’$4) dz dy ~ 0
tnt yo
El desarrollo de esta dltima integral nos lleva a

23 ry(e)
M (e3,e4,65) = /03 / ()(64x+65x2+lx’x4> dedy =
—y(z

s

= /0 ’ 2y (z) <54:1: +esz? + Kx4) dz ~ 0
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(b)

Figura 2.8.1: (a) Corte de la superficie z = H(z,y) con el plano y = 0; (b)
Retrato de fases del sistema hamiltoniano. Ambas figuras obtenidas para €3 = 1.
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y, por tanto,
deg
3 2 -4
- g5z + K d
/(; y(:c)( 5T z ) z

i
3

/ zy (z) dz

0

expresion de la cual obtenemos, introduciendo (2.8.7), la aproximacién de la

superficie en el espacio de pardmetros de homoclinas de punto de cispide del

sistema (2.8.4), dada por la ecuacién

14 44
g3es — —Kej

S T

o, en términos de los pardmetros originales,

14 44
= ——paps — —Kud 2.8.
Ha 15#?»#5 15 L f3 (2.8.8)

(vid. figura 2.8.7, al final de la seccién).

A continuacién vamos a realizar el estudio de la estabilidad de la parte local
de la homoclina (en las proximidades del punto de cispide) en forma andloga a
como lo hicimos en la seccién anterior, mediante la estimacién del coeficiente p
(la derivada de la aplicacién de Dulac).

En lo que sigue vamos a suponer el caso K = +1, pues el sistema es invariante
al cambio

(.’IZ, y’ta 3, /1'5) — (—33, Y, _ta —H3, _NS)

con lo que el conjunto de bifurcaciones serd similar en el caso K = —1 (si bien
habra un cambio en la estabilidad).

Expresamos el sistema (2.8.4) en la forma del problema de Cauchy

dy ezx? — 23 . 4

- = —+telegrtesz +z

dz y (c4 +cs ) (2.8.9)
y(zo) = 0

con solucién y (z, zo).

Sea el desarrollo asintético en ¢

y(z,20) = po(z,z0) + 1 (z,70) + 0 (€) (2.8.10)
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con o (z, o) solucién del problema de Cauchy

dy _ gzz? — 23
dz B Yy
y(zo) = 0
de donde se obtiene
203 s\ _ L1/ a4 4 2811
w0 (T,20) = £ 5(5’7 —$0)“§<$ "mo) (2.8.11)
Introduciendo (2.8.10) en (2.8.9) obtenemos
deo dey _ £3z® — z° 2 AN
dz + d +ole) = wo (z,20) + €1 (2, z0) + 0(€) te (54x+65.’c T ) N

3

2 _
®o (377530) vo (T, To)

de donde se obtiene que ¢; (z, o) es solucién de

d

7L (z,20) = esz+ g5t +at — (eg2? — ) _99_1_(_33’..‘59)7
& ¥o (:C, :EO)
¥1 (.'270, :I:O) = 0

Escribimos este ultimo problema de Cauchy en la forma de la ecuacién lineal

no homogénea

{ W1 (e,a0) = alz)er+b(a)
¢1(20,20) = 0
donde
a(z) = E3_—_53_x22 y  b(z)=e4x + 52 + 2
po (2, To)

y que tiene por solucién

z b(s)h(s,zo)

o1 (x,:zo):/m efa@) oy () ds:/xo et (2.8.12)

siendo la funcidén

h(v,w) = 4e; (v3 - u‘3> -3 (v4 - w4)
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Y4 (M, 0)

-Y_,_("’\, Xo )
K
x
k n x
y_ (M, x4

y_ (M. 0)

Figura 2.8.2: Aplicacién de Dulac en las proximidades del punto de cispide.

Para evaluar la derivada de la aplicacién de Dulac, sea una seccién de corte
local, a, dada por la ecuacién & = 7 (vid. figura 2.8.2), y sea una condicidn inicial
0 < 2o < n (andlogo para zo < 0). Asi, la aplicacién de Dulac, s = D (z), estd
parametrizada por

{ s = y+(n,0) = y4 (1, 20)
z = y-(n,70) —y+(n,0)

donde los subindices + y — indican los signos respectivos en la expresién de

y (z,70) dada en (2.8.7). De esta forma, €l coeficiente p viene dado por

Y+ (1,0) —y4 (n,20)
y— (1,%0) —y4+ (n,0)
993 (7770) + Ep1 (7770) - ‘Pg (77,3?0) — &P (77,550)
@y (1,20) + €1 (n,20) = ¢g (1,0) — 1 (n,0)

(con la misma convencién de antes para los superindices + y -).

Los siguientes desarrollos de Taylor en zg

o5 (m,20) = @5 (,0)+ (&) (1,0)23 + O (<)
e1(n,z0) = ¢1(7,0) + ¢} (0,6) 2o
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donde ' = -£-) para ¢ € (0,20), nos permiten hacer la aproximacion
dxg /? p p

~ (@3),(’7’0) x5 — €@ (1,€) zo
(¢5) (7,0) a8 + e, (1, €) 2o

para zg suficientemente pequeno.

Un célculo directo sobre (2.8.11) y (2.8.12) muestra que

def ! N\ 2e31d
A = — + 0 = 0 puved
(¢8) (1,0) = (¢5) (n,0) T
def h(x,s)

ds

1% 41 (5,0) = —6/ij<s>:c3<es—:co>

-

h (2, 20) h (s, o)

Al ser s,7,€ vy zo suficientemente pequefios y €3,¢4 v €5 del tamafio de la
unidad, se sigue que el signo de A es el signo de €3 y el signo de I es el signo de

—&4. Por tanto, distinguimos los casos:

1. e3> 0,e4 > 0 (topolégicamente equivalente a €3 < 0,4 < 0):

_ A+ell

= —>1
A —el|l] >

y, por tanto, el comportamiento local, en las proximidades del punto de

cuspide, es asintGticamente inestable;

2. e3> 0,e4 <0 (topolégicamente equivalente a £3 < 0,4 > 0):

A — gl

==
i A+ e|l| <

y, por tanto, el comportamiento local es ahora asintéticamente estable.

Vamos, por ultimo, a aproximar mediante la funcién de Melnikov una curva
en el espacio de parametros (us, f4, 4s) en la que ocurre un cambio de estabilidad
de las homoclinas cuspidales, apareciendo, en consecuencia, una degeneracién de
codimensién cuatro. En primer lugar, mostramos eu las figuras 2.8.3 y 2.8.4 los
cortes con el plano pz = 1 de los conjuntos de bifurcaciones cualitativo y real,

respectivamente, del sistema (2.8.3) en las proximidades de la curva de homoclinas
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cuspidales (en la representacién cualitativa hemos incluido los diferentes retratos
de fases del sistema; en ellos aparecen érbitas periddicas de pequena amplitud,
rodeando un tnico equilibrio, que serdn denominadas Srbitas periédicas pequenas
a lo largo de esta memoria; analogamente las de gran amplitud, que rodean mas
de un equilibrio, serdn denominadas en lo sucesivo 6rbitas periddicas grandes).
Para obtener la curva de bifurcacién de Hopf, trasladamos al origen el equili-

brio de (2.8.3), (p3,0), obteniendo

T =y

U= —pir — 2ua® 4 (s + 2psps + 4ul) zy— (2.8.13)

— @+ (s + 6p3) 2%y + 4psz’y + 2ty

donde hemos introducido la condicién de Hopf (traza igual a cero) dada por

paps + psps + py =0

Mediante el escalado y — —wpy (con wg = p3), (2.8.13) se transforma en

T = —wyy
¥ o= wor +22% + (pg + 2usps + 443) zy+
+ 7%+ (ps + 643) 2%y + dpsady + 2ty

al que podemos aplicarle el algoritmo desarrollado en [38] para el cdlculo de la
forma normal de la bifurcacién de Hopf, obteniendo en este caso los coeficientes

cubico y de orden cinco siguientes:

(13':—-!-1:-5-
8

T
05——2*8—

Puesto que a3 se anula para ps = 0, concluimos que la bifurcacién de Hopf es
supercritica cuando ps > 0, subcritica cuando ps < 0 y degenerada para ps = 0.
El coeficiente a5 # 0 nos indica la ausencia de degeneraciones adicionales.

Con las ideas expuestas en la seccién 2.3 de este capitulo hemos realizado
la continuacién de la curva de homoclinas de punto de cuspide mostradas en

las figuras 2.8.3 y 2.8.4, realizando para ello las modificaciones oportunas en
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Figura 2.8.3: Conjunto de bifurcaciones cualitativo en el espacio de parametros
(p3, pa, 1s) intersecado con el plano w3 = 1 del sistema sobre el punto de cispide
(K =1). En las regiones delimitadas por las curvas de bifurcacién incluimos los
diferentes retratos de fases. Hjyper = curva de bifurcacién de Hopf supercritico;
Hp = curva de bifurcacién de Hopf subcritico; HC = curva de homoclinas cuspi-
dales; SN = silla—nodo de drbitas periddicas grandes; sn = silla-nodo de érbitas
periddicas pequefas; H; = Hopf degenerado; HCD = homoclina cuspidal dege-
nerada. F = Estable; I = Inestable. En los retratos de fases, la linea continua
(resp. discontinua) representa una drbita periddica estable (resp. inestable).
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Figura 2.8.4: Conjunto real de bifurcaciones en el espacio de parametros
(13, 4, ps) intersecado con el plano pz = 1 del sistema sobre el punto de cispide
(K =1). Para el significado de los simbolos, ver la representacién cualitativa en
la figura anterior.

los programas que hemos creado para continuar homoclinas correspondientes a
puntos de silla hiperbdlicos, con el objeto de aproximar las separatrices del punto
singular (la aproximacién dada por la semicibicay = + 2'-?’—'3:% ha sido suficiente
para obtener la precisién requerida).

El cédigo de continuacién AUTO ya citado nos ha permitido continuar las

dos curvas de bifurcacién silla-nodo de 6rbitas periédicas mostradas en las figuras

2.8.3 y 2.8.4:

e la que nace de la degeneraciéon de Hopf, H;, situada en los valores de los
pardmetros pz = 1, 4y = —14 y ps = 0, que esta relacionada con las érbitas

periddicas pequefias que rodean el equilibrio no trivial;
e aquélla de drbitas periédicas grandes que rodean ambos equilibrios.

Ambas curvas de bifurcacién silla—nodo convergen en un mismo punto sobre

la curva de homoclinas cuspidales, separando en esta curva dos zonas: la repre-
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sentada con trazo continuo en las figuras, que corresponde a homoclinas estables,
y la representada con trazo discontinuo, que corresponde a homoclinas inestables.
El punto de convergencia de las tres curvas, HC D, corresponde, en consecuencia,
a una homoclina de punto de cuspide degenerada de codimensién cuatro.

La introduccién de la funcién de Melnikov nos ha permitido obtener una curva
de aproximacién tedrica a la curva real de homoclinas cuspidales degeneradas, en
el espacio de pardmetros (us, pa, fis)-

La funcién de Melnikov para el sistema (2.8.4) viene dada por

M; (6,53754,55) = jg (64:cy + £5x2y -+ x4y) dz, i=1,2

Yi

con energia e € (—%., +oo) (el nivel de energia e = —-—;532- corresponde a la bifur-

cacién de Hopf; el nivel e = 0 corresponde a la homoclina cuspidal) y con 73 y 7,
. . 7 . ~ 4

las drbitas periédicas pequeiias (para e € (——%, 0)) y grandes (para e € (0, +00)),

respectivamente, del sistema hamiltoniano dado en (2.8.5).

Escribimos la funcién de Melnikov en la forma

M; (e,e3,€4,65) = 411, + esly, + Iy

donde
I, :f zky dz = 2/11?)(5) by (z)de k=1.2,4, i=1,2
i i(e
con
2 1
y(z)= i\/2e + gEg.’Es - :2—3:4

siendo /; (¢) y L (e) los puntos de corte de la curva ; con el eje OX (vid. figura
2.8.5).

Denotamos por sn y SN las superficies en el espacio de parametros que aproxi-
man a la superficies reales de bifurcacién silla—nodo de érbitas periddicas pequeiias
y grandes, respectivamente, que vienen dadas por los conjuntos de puntos solucién

de los sisternas
Mi (6,63,64,55) = 0
(2.8.14)

0
a.Mi (e,€3,€4,65) = O
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1,(e)

Figura 2.8.5: Orbitas periédicas grandes y pequenas del sistema hamiltoniano.

para ¢ = 1,2, respectivamente.

Si en (2.8.14) hacemos e = 0, ambos sistemas coinciden en un tnico sistema,
cuya solucién es la curva interseccién de las dos superficies sn y SN correspon-
diente a la curva buscada de homoclinas cuspidales degeneradas.

Sea, pues, el sistema

M (0,e3,e4,65) = erly +esly+ 1, = 0
0 0 0 G,
—M (0,¢e3, €4, = g=—I L+ =y = 0
e (0,€3,€4,€5) 51861+€5a€2+864
con Iy = I; (0), de donde obtenemos la siguiente curva parametrizada por e3
I, — LI
“ T Ln-1IL
1y — Iy
2.8.15
S Ll — LI, ( )
* T LIL-T,

(donde ' = £).

Se tiene [ (0) =0y L(0) = %2, de donde

sea
=2
Ii:/ z — ~ztdz
0

deg zi
3
R - —
0

2 3 1.4
353117 2.73

Wi
Q)
w
: 8
w

DO =
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Figura 2.8.6: Homoclinas cuspidales degeneradas de codimensién cuatro aproxi-
madas por Melnikov para el sistema sobre el punto de cispide (K = 1).
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0 0.5 1 1.5

Mz

Figura 2.8.7: Homoclinas cuspidales en el plano ps = 0 obtenidas numéricamente
(en trazo continuo) y aproximadas por Melnikov (en trazo discontinuo) para el
sistema sobre el punto de cuspide (K = 1).

w T

K

K3

Figura 2.8.8: Homoclinas cuspidales obtenidas numéricamente (en trazo con-
tinuo) y aproximadas por Melnikov (en trazo discontinuo) para el sistema con
cuatro pardmetros (b = —1).
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De (2.8.15), y mediante un célculo directo de estas integrales, obtenemos la

curva aproximada de homoclinas cuspidales degeneradas siguiente

4
€4 = —-5;7‘6%
8
€5 = —§€§
0, en términos de los parametros originales,
4
Ha = ":2‘7‘#3
8
Hs = —§M§

En la figura 2.8.6 representamos dos proyecciones sobre dos planos de parametros
de la curva de homoclinas cuspidales degeneradas de codimensién cuatro.

Por dltimo, en las figuras 2.8.7 y 2.8.8 mostramos las curvas de homocli-
nas de punto de cuspide obtenidas numéricamente para los sistemas (2.8.3) y
(2.8.1), respectivamente, comparandolas con las curvas aproximadas previstas
por la funcién de Melnikov. Para el sistema (2.8.1) hemos calculado la curva de
aproximacién de Melnikov en forma anédloga a como lo hemos hecho para (2.8.4),

obteniendo la expresién

14

= ——uskK
Ha 15#3



Capitulo III

ALGUNOS CASOS DE
DEGENERACIONES DE
SINGULARIDADES PLANAS
CON UN DOBLE CERO

3.1 Introduccién

En este capitulo abordaremos el estudio parcial de varias singularidades planas
con determinadas degeneraciones en los términos no lineales. En todos los casos
que vamos a estudiar la degeneracién lineal consiste en un doble cero no diagona-
lizable, con excepcién del dltimo caso, en el que nos encontraremos como matriz
de la linealizacién la matriz nula. Hemos de resaltar que hemos centrado nuestra
atencion, aunque no exclusivamente, en las conexiones homoclinas y sus degene-
raciones, implementando las ideas desarrolladas en el capitulo II con objeto de

detectarlas y continuarlas.

Comenzaremos exponiendo, como un subapartado dentro de esta introduccién,
una breve lista de conceptos que utilizaremos después y que estin referidos esen-
cialmente a los cambios de variable de tipo blow-up. Inmediatamente después,
y ain dentro de esta introduccidn, haremos una breve descripcién del método
de Melnikov para el célculo a primer orden de conexiones homoclinas y érbitas

periodicas y que serd utilizado en algunos de los casos estudiados comparando

66



3.1 Introduccién 67

sus resultados con los numéricamente obtenidos.

En la segunda seccién estudiaremos las bifurcaciones de érbitas homoclinas de
codimensién menor o igual que cuatro de una cispide de orden seis, obteniendo
tanto los resultados numéricos como las predicciones tedricas que proporciona el
método de Melnikov.

En la seccién tercera consideraremos las cispides con simetria de érdenes
cuatro y cinco, de las que realizaremos un estudio esencialmente completo. La de
orden cuatro ha sido desarrollada por Rousseau en [95]. Nosotros, estudidndola
independientemente, verificaremos que nuestros célculos estan de acuerdo con los
suyos y, en algunos aspectos, amplian y completan su informacién.

En la cuarta seccién estudiaremos parcialmente un caso de degeneracién de
una bifurcacién de Takens-Bogdanov, a saber, aquélla en la que se anulan los
términos z* y z?y de su forma normal, y en el caso particular en el que la singu-
laridad es un foco débil. En [35] se estudia el caso en el que se anula tnicamente
el término z?, apareciendo homoclinas con traza cero; era de esperar, al abordar
el caso més degenerado, la aparicién de homoclinas de codimensién tres como
resultado de la anulacién de la integral de la divergencia (vid. (2.4.5)), hecho que
verificamos numéricamente detectando y continuando estas homoclinas.

La quinta y dltima seccién estard dedicada al estudio de una singularidad con
un doble cero diagonalizable y degenerada en un término no lineal, de la que
expondremos su conjunto de bifurcaciones, obtenido por Algaba en [2], junto a

resultados numeéricos adicionales que completardn su estudio.

3.1.1 Algunos Conceptos Preliminares

Vamos a sintetizar, en lo que sigue, aquellas definiciones y resultados principales
que vamos a utilizar en el resto de este capitulo (para una informacién completa
y detallada, vid., e.g., [5], [29], [30], [31] ¥ [32]).

Comenzamos definiento el importante concepto de equivalencia de campos

vectoriales. Sean X e Y dos C™ campos vectoriales.
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Definicién 3.1.1 Diremos que X e Y son C* — equivalentes (k < r) si existe
un C* difeomorfismo h que envia drbitas de X a drbitas de Y preservando el
sentido de las orbitas pero mo necesariamente la parametrizacidn por el tiempo.
St h preserva la parametrizacidn por el tiempo entonces diremos que es una C* —

conjugacion.

Asi, dos campos vectoriales C*—equivalentes son cualitativamente iguales. En
consecuencia, al abordar el estudio de algin campo vectorial, podemos remitirnos
al estudio de cualquier otro campo C*¥—equivalente a él. Algunos campos vecto-
riales pueden ser sustituidos por otros C*¥—equivalentes y polinomiales. Esto se

precisa en las dos definiciones que siguen.

Definicién 3.1.2 Diremos que Y es el k —jet (k < r) de X en p € R", con
X(p)=Y{pP =0,s5sX-Y =0 (HZ -—p||k), es decir, st Y es el desarrollo de
Taylor de X en p cortado a orden k. Elk—jet serd representado por 5, X (p)=Y

Sin pérdida de generalidad puede considerarse p = 0.

Definicién 3.1.3 Dado X* un campo vectorial polinomial de grado menor o
igual que k, diremos que estd C° — determinado si para todo campo vectorial Y
con jiY (0) = X* se tiene que Y y X* son C°—equivalentes. Diremos que X estd

finitamente determinado si eziste algin k tal que j, X (0) estd CO—determinado.

En las préximas definiciones introducimos los cambios de variable de tipo
blow-up, que constituyen una poderosa herramienta para el estudio de la deter-
minacién de los campos vectoriales, asi como para la investigacién de los retratos

de fases en el entorno de una singuiaridad degenerada.
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Definicién 3.1.4 Sea X un C*®—campo vectorial plano con X (0) = 0. Consi-

deremos la aplicacion
¢:S5' xR — IR?
dada por (6,r) — (rcosf,rsend). Si X es el campo vectorial X escrito en
coordenadas polares, es decir, X = ¢, (X), se verifica D, (X) = X (é(v))
para todo v € S x IR.
El cambio de variables dado por ¢ se denomina de tipo blow—up polar.

Andlogamente puede definirse un cambio de variables de tipo blow-up direc-

cional mediante la aplicacidn
¥ : IR — IR?

dada por (Z,y) — (Z,Zy) para T # 0 (z—direccional) que da lugar al nuevo campo
vectorial X® (donde X = 1, (};’z)), o bien dada por (Z,y) — (Zy,y) paray # 0
(y—direccional) que da lugar al nuevo campo vectorial XV (donde X = b, (Xy))

En el caso en que el campo vectorial X sea cuasi-homogéneo de tipo (o, as)

y grado k + 1, es decir, si tiene componentes X;,4i = 1,2, verificando
X; (r*z, ro?y) = pFreinly; (z,y), 1=12
es conveniente utilizar el cambio de tipo blow—up cuasi-homogéneo dado por
¥:S' xR — R?

con ¥ ((z1,z2),7) = (r**zy,r*zy) y 22 +22=1.

Definicién 3.1.5 Con la notacidn anterior, en el caso en que el campo vectorial

X vertfigue 71X (0) = 0 y jr41X (0) # 0 estudiaremos el campo vectorial
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en el caso polar o bien

_ 1 - -
X=X X=X
T

1
7k
y
en los casos x—direccional e y—direccional, respectivamente.

Este proceso, que representa una C'*°—equivalencia, se denomina desingulari-

zacion.

Es facil comprobar, para el caso blow—up polar, que el nuevo campo ya desin-

gularizado viene dado por

X(T‘, 0) = (771,7'772)

donde
m(r,0) = k1+1 (cosOX, (r cosl,r senf) — senfX; (r cosh, r senb))
r
n2 (r,0) = —k1+1 (cosbX; (r cosf,r senf) 4 senb X, (r cosd, r send))
r

En el caso del blow-up z—direccional (conclusiones anélogas pueden derivarse

para el blow-up y—direccional) se tiene

X (2,7) = (m,m) (3.1.1)

donde

T]2(‘;L_'ag) = X2(1ag)_gX1(1?g)

Definicién 3.1.6 Diremos que un campo vectorial X en IR", con X (0) = 0,
tiene una Orbita caracteristica en 0 si para algin entorno V de 0 existe una
curva integral ¢x (yo,t) (donde la funcidn t — ¢x (yo,t) representa el flujo del
campo vectorial X que pasa por el punto yo) que permanece en V parat > 0 (o,

respectivamente, para t < 0) y que verifica:
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1. |léx (yo,t) || > 0, para todo t > 0 (resp. t < 0);
2. ¢x (yo,t) — 0, parat — oo (resp. t — -—oo);

3. la funcion t — n—%% parat >0 (resp. t < 0) tiende a un limite cuando

t— 00 (resp. t — —00).

Podemos ya enunciar el siguiente teorema (vid. [5]), que relaciona los re-
tratos de fases de los campos vectoriales X (z,y) y X (%, %), obtenido este tltimo
al aplicar al primero un cambio de variables de tipo blow-up z-direccional (y,

eventualmente, una desingularizacién).

Teorema 3.1.1 Sean O(0,0) un equilibrio aislado de X y ¢x (yo,t) una curva
integral de X que tiende al equilibrio O en la direccion 6 = arctgk 0 0 = 7 +

arctgk, con k # oo. Entonces:

1. el punto O (0,k) en el plano (Z,§) es un equilibrio del campo (3.1.1);

2. la curva integral ¢x (yo,t) corresponde a una curva integral de (3.1.1) en el

plano cortado (%,§) (es decir, sin el eje j) que tiende a O;

3. reciprocamente, a cualquier curva integral de (3.1.1) en el plano cortado
(Z,7) que tienda al equilibrio O le corresponde una curva integral de X que

tiende a O en la direccion 8 = arctgk o 0 = 7 + arctgk.

3.1.2 EIl Método de Melnikov

En esta subseccién vamos a describir someramente el método que hace uso de la
funcién de Melnikov (més abajo definida) para detectar ciclos limite y conexiones
homoclinas de cierto tipo de sistemas. Para una informacién mas completa, vid.,
e.g., [9].

Consideremos un sistema plano de la forma

t=f(z)+eg(z,e,pn) (3.1.2)
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donde z € R%,e € Ry 4 € R™, siendo f € C* (R?) y g € 0¥ (R? x R x R").

Este sistema resulta ser la perturbacidén (consideramos € pequenio) del sistema

= f(z) (3.1.3)

del que suponemos posee un anillo periddico, es decir, una {amilia uniparamétrica

continua de trayectorias periddicas dada por @ = J,e; L, con
I'oiz =, (t)

donde las funciones 7, (t) tienen periodo T, (I es un intervalo abierto de RR).
Suponemos que el anillo se extiende desde un centro (o desde una conexién ho-
moclina o heteroclina) hasta una conexidén homoclina o heteroclina.

El problema que nos planteamos en primer lugar consiste en determinar el
numero, la multiplicidad y la posicién de las trayectorias periédicas situadas en
el anillo peridédico de las cuales surge una familia continua de érbitas periddicas
al variar ¢ desde cero. Precisamente el mimero, la multiplicidad y la posicién de
los ceros de la funcién de Melnikov nos van a proporcionar esta informacién.

Consideramos una seccién de Poincaré, ¥, normal al anillo periédico y su-
ponemos que o es la longitud de arco a lo largo de ¥. Sea la aplicacién de
Poincaré A : (a,e,p1) € U — h(a,e,p1) € IR donde U es un abierto que contiene

a I x {0} x R". A partir de % definimos la funcién desplazamiento
d{a,e,pu) = h(a,e,pu) — a

cuyos ceros corresponden a las soluciones periddicas de (3.1.2).
Un desarrollo de Taylor en la variable ¢ de la funcién desplazamiento permite

expresar ésta en la forma

d(a.e,u) = d(a,0,p) + e d (,0,4) + O (?)

de donde, al ser d(e,0, 1) = 0, se tiene

d(a,e, 1) = ¢ [de (e, 0, 1) + O (€)]
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Asl, los ceros de d(a, ¢, u) pueden ser aproximados, a primer orden, por los

ceros de d, (o, 0, ). Esto nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién 3.1.7 La funcién de Melnikov para el sistema (8.1.2) a lo largo de
la orbita periddica

Fo:iz=7,(t), 0<t<L T,

de (3.1.3) viene dada por la expresion

M (O(,[L) = Mds (avovﬂ)

donde wy = 1 (de acuerdo a la orientacidn positiva o negativa, respectivamente,

de Yo (t)).

El siguiente resultado justifica la eleccién de la funcién de Melnikov dada en

la definicién anterior.

Lema 3.1.1 Se verifica

d. (a0, ) = Jo divsaGNds £ & gy, (1,0, 1) it

—~wy Ta
T (e (O))] Je

(donde N representa el producto vectorial).

El resultado basico para la bifurcacién de ciclos limite desde un centro es el

siguiente.
Teorema 3.1.2 Si existen un ag € I y un uo € R™ tales que

M (ao,p0) =0 y M, (ao,po) #0

entonces para todo € # 0 suficientemente pequeno, (8.1.2), particularizado para
= po, tiene un unico ciclo limite hiperbdlico, T, en un O (€) entorno de Ty, (es

decir, eziste una dnica familia uniparaméirica de ciclos limite T, con pardmetro
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e, que bifurca del ciclo limite Ty, de (3.1.3) para e # 0). Este ciclo limite T, es
estable (resp. inestable) st My (oo, po) < 0 (resp. M, (ao, po) > 0).

Mads ain, st M (ag, o) 7 0 entonces para todo € # 0 suficientemente pequenio,
(3.1.2), particularizado para p = pg, no tiene ningin ciclo limite en un O (&)

entorno de I'y,.

El resultado local de este teorema puede ser extendido a un resultado global.

Teorema 3.1.3 Si la ecuacidn M (a,po) = 0 tiene ezactamente k soluciones
a1,...,ar € I con My (aj,po) # 0 para j = 1,...,k, entonces para todo € # 0
sufictentemente pequeno eractamente k familias uniparamétricas de ciclos limite
hiperbolicos del sistema (8.1.2), particularizado para pp = g, bifurcan de los ciclos
limite del anillo periddico de (8.1.3) que pasan por los puntos ay,...,a; en .
Si M (a, po) no tiene ningun cero en I entonces ninguna familia uniparamé-
trica de ciclos limite de (53.1.2), particularizado para p = po, bifurcan del anillo

periodico para € # 0.

El siguiente resultado recoge el caso de que los ciclos sean multiples.

Teorema 3.1.4 Si existen un ag € I y un po € IR™ tales que

M (ao, po) = Mq (0o, pro) = -+ = M{™™V (@, o) = 0
con
ME™ (00, o) #0 y My, (a0, po) # 0
para algin 7 =1,...,n, entonces pare todo € suficientemente pequeno existe una

funcion analitica p(€) = po+O (€) tal que parae # 0 y pequenio el sistema (3.1.2),
particularizado para p = p (), tiene un inico ciclo limite de multiplicidad m en

un O (g) entorno del ciclo Ty, de (3.1.9).
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En los dos resultados siguientes consideramos el caso en que se requiere un

analisis no ya a orden ¢, sino a mayor orden debido a que la funcién de Melnikov

es idénticamente cero.

Teorema 3.1.5 Supongamos que existe un po € IR™ tal que para algin k > 1 se

tiene

d(a,0,p0) = de (a,0, p0) = - = d¥ Y (2,0, 20) =0

para todo o € I y supongamos también que existe un o € I tal que
4" (00,0,p0) =0y 9ad® (00,0, o) # 0

entonces para todo € # 0 suficientemente pequeno, el sistema (3.1.2), particula-

rizado para ju = g, tiene un unico ciclo limite hiperbélico en un O (&) entorno

del ciclo I'y, de (3.1.3).

Teorema 3.1.6 Supongamos que ezxiste un po € R™ tal que para algin k> 1 y

algin m > 1 se tiene

d(a,0, uo) = de (0,0, p0) = -+ = d* 1 (a,0, o) = 0

€

para todo o € I y supongamos también que eriste un op € I tal que

dgk) (O‘Oa 0, ,“0) = 601d£k) (a07 0, :u0) == agm—l)dgk) (aOv 0, /‘0) =0
con
aém)dgk) (a07 0, /LO) # 0 y aﬂjdgk) (aov 0, :uO) 7" 0
para algin j = 1,... n, entonces para todo ¢ # 0 suficientemente pequenio eziste

una funcion analitica pi(€) = po+ O (¢) tal que €l sistema (3.1.2), particularizado

para p = p (€), tiene un unico ciclo limite de multiplicidad m en un O (&) entorno

del ciclo Ty, de (8.1.3).
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Por 1ltimo, los resultados que siguen hacen referencia a las bifurcaciones de

conexiones homoclinas mediante perturbacién.

Definicién 3.1.8 La funcién de Melnikov para el sistema (5.1.2) a lo largo de

la orbita homoclina

Fo:z=mI(t), —00 <t < +00 (3.1.4)

de (3.1.3) se define como

+o0 t .
M(p)= [ e RSN isf p g (30 (1),0, )

-0

donde wy = *1 de acuerdo a st la conezidn homoclina estd positiva o negativa-

mente orientada, respectivamente.

Definiendo la aplicacién de Poincaré, h (e, i), y la funcién distancia, d (g, 1),
en forma anéloga a como se hizo para el caso de los ciclos limite (eligiendo ahora

una normal a I'g en el punto v (0)) se verifica

£ wo

&) = o)

M(p)+ 0 (sz)

de donde es inmediato que

de (0,p) = —m—IM(#)

El siguiente resultado determina una condicién suficiente para que se preserven

orbitas homoclinas bajo perturbacién.

Teorema 3.1.7 Supongamos que el sistema no perturbado (3.1.3) tiene una érbita
homoclina 7o (t) en un punto de silla hiperbdlico zo y que existe un po € R” tal

que

M(po) =0 y M, (po) #0
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para algin j = 1,...,n, entonces, para ¢ suficientemente pequeno, existe una
funcidn analitica p(e) = po + O (¢) tal que el sistema (3.1.2), particularizado
para p = p(g), tiene una tunica conexidn homoclina, ., en un O (&) entorno de
Lo. Mds ain, si M (uo) # 0, entonces para todo € # 0 y |u — po| suficientemente
pequenos el sistema (8.1.2) no tiene ninguna conezidn homoclina en un O (¢)

entorno de I'g.

Para los resultados que resta exponer hacemos la suposicién adicional de que
el sistema sin perturbar (3.1.3) es un sistema hamiltoniano. Ademés de la érbita
homoclina Iy dada en (3.1.4), suponemos la existencia de una familia unipara-
métrica de érbitas periddicas I'p, @ € I, que aproxima a Sy = [o U {zo} cuando
o tiende a g, uno de los puntos terminales del intervalo I. Mé4s adn, existe
una funcién continua y monétona, a (h), aplicando el intervalo J = (ho, hy) en
el intervalo I, con a (ho) = ap, de tal manera que T’ (k) corresponde a la curva
de nivel H (z,y) = h, donde H (z,y) es la funcién de Hamilton que define f (z)
en (3.1.3). Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que I = (a0, 1) v que
ag = 0.

La funcién de Melnikov dada en la definicién 3.1.7, que toma ahora la forma
I(h,pu) =Y (a(h),p), esta relacionada con la funcién de Melnikov para cone-
xiones homoclinas dada en (3.1.8) mediante la igualdad M (uo) = 2 M (07, o).

Puede, ademas, ser expresada como el desarrollo asintético siguiente.

Lema 3.1.2 Eziste un § > 0 tal que
I(hyp) = c1(u)+ ca(n) (h— ho) log (h — ko) + c3 (1) (b — ho) +
+ ca () (h = ho)* log (h = ko) + o ((h — ko) log (h — ho))
para 0 < h—ho < & y p € R™.

De este desarrollo se sigue inmediatamente el préximo lema.

Lema 3.1.3 Para m > 1 se verifica

M (0%, o) = M, (0%, o) = -~ = M{m=D (0%, 10) = 0
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st y solo st
¢1 (4o) = ¢2(po) = -+ = cam—1 (1) = 0.
Mds ain, si M (0%, o) = M, (07, 1) = -+ = M{™=1 (0%, o) = 0, entonces

(a) |M{™) (0%, uo) | = oo si y sdlo si cam (o) # 0;
(b) 0 < |M{™ (0%, o) | < 0o si y s6lo si com (1to) =0 y Cama1 (10) # 0.

Seguidamente definimos la multiplicidad de una conexién homoclina.

Definicién 3.1.9 Si (8.1.2) posee una drbita homoclina T' en p = g, diremos
que ' tiene multiplicidad m (y por tanto da lugar a una bifurcacion de codi-
mension m) si c;(po) = 0, parat = 1,...,m, y cmy1 (o) # 0, donde los coefi-
cientes ¢; (po),1 = 1,...,m, son aquéllos que aparecen en el desarrollo asintético

dado en el lema 8.1.2.

El siguiente resultado (y ultimo) es una mejora del teorema 3.5 de [9] (puesto
que permite establecer un valor concreto para la multiplicidad de la conexién
homoclina, y no tan sélo una cota superior), obtenida a partir del teorema G H B*

dado por Joyal en [60].

Teorema 3.1.8 51 existe un puo € R"™ tal que

M(po)=0 y My, (1) #0

para algin 3 =1,...,n y st param > 1

Mo (0%, po) =+ = MV (0%,40) =0y

MEV (0%, o) # 0 (resp. [ME™ (0%, po) | = o)
entonces existe una funcion analitica p () = po + O (e) tal que para todo € # 0
suficientemente pequenio, el sistema hamiltoniano perturbado (3.1.2), particulari-

zado para p = p(€), tiene una unica drbita homocling, T, en un O (&) entorno

de o, cuya multiplicidad es 2m (resp. 2m —1).
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3.2 La Cuspide de Orden Seis

En esta seccién vamos a considerar un ejemplo estudiado por Joyal y Rousseau
en [62]. En él los autores se centran en la determinacién de diferentes bifurca-
ciones homoclinas de codimensién menor o igual que cinco experimentadas por
el desplegamiento de una degeneracién de Takens-Bogdanov dada mediante una
cuspide de orden seis. Para ello calculan, mediante la funcién de Melnikov, las di-
ferentes aproximaciones a primer orden de estas bifurcaciones. Nuestro objetivo
consistira, en lo que sigue, y centrandonos exclusivamente en las bifurcaciones
homoclinas, en implementar las técnicas dadas en el capitulo II para obtener las
diferentes variedades, en el correspondiente espacio de pardmetros, donde ocu-
rren bifurcaciones de érbitas homoclinas de codimensién menor o igual que cuatro,
comparandolas con las que predice la funcién de Melnikov.

Comenzamos definiendo la cispide de orden n (vid. [61] y [74]; en [34] y [96]
aparecen estudios detallados de las cispides de érdenes tres y cuatro, respectiva-

mente).

Definicién 3.2.1 Una cispide de orden n > 2 es una singularidad de un campo
vectorial plano
z = X (z,y)
{ y = Xo(z,y)
de tal manera que, mediante un cambio de coordenadas, su {K|[n — 1] + 1} —jet

puede ser expresado en la forma

z =y
y — :L‘2:E:L‘K[n_1]y

donde K[i] representa la parte entera de 2.
Un desplegamiento versal de la cispide de orden n viene dado por

T =y
{y = $2+)\0+)\1y+/\2xy+)\3x3y+~~-:f::cK[”‘1]y
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Sea, pues, la cispide de orden seis (eligiendo el signo positivo en el término

{m — Y (3.2.1)

y = 2’42y

de mayor grado)

con desplegamiento versal dado por

{x - (3.2.2)

Y €1+ €2y + 2% + e3zy + e47%y + e5zy + €62y + 27y

(en un desplegamiento de (3.2.1), escrito en la forma normal de Takens-Bogdanov,
los términos z?y, z*, z°, 2%y, 27 y z® pueden ser eliminados mediante C®°—con-
jugacién, mientras que los términos z° y z® pueden ser eliminados mediante
C*° —equivalencia; para detalles, vid., e.g., [45]).

Mediante el escalado

R 51:614“37;"1 t 671 ¢
y— 65y =61,
&3 = 6% 1,
54:618_3ﬁ4
55:5‘%E5
56=612_sﬁ6

para 6 > 0, (3.2.2) se transforma en

{i - (3.2.3)
§ = T+ 2+ 6By + ety + Fua®y + Ta'y + Gez®y +2Ty)

Este ultimo sistema tiene dos equilibrios si ; < 0y ninguno si z; > 0. Puesto
que estamos interesados en el estudio de las conexiones homoclinas de (3.2.3),
vamos a hacer 7i; = —1. Haciendo el cambio de notacién en los parametros dado

por fi; = pi—1, para t=2,...,6, (3.2.3) se transforma en

r =Yy
_ (3.2.4)
{ y = =142+ 8(my+ pazy + psz®y + pazy + pszfy + z7y)
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Figura 3.2.1: Retrato de fases del sistema hamiltoniano.

que resulta ser una perturbacién del sistema hamiltoniano
T =y
y = —1+2z°

3

Hie) = bo -5

para la funcién de Hamilton

que tiene orbitas periddicas para los valores de la energia e € (—5,5) y una
érbita homoclina para e = % (vid. figura 3.2.1).

Para determinar los valores aproximados de los parametros donde el sistema
(3.2.4) tiene conexiones homoclinas multiples de multiplicidad menor o igual que
cuatro, introducimos la funcién de Melnikov

def
M(e) = M(eaﬂlaﬂ2>ﬂ3>ﬂ4aﬂ5) =

= /H (1 + pozy + psa®y + pazdy + psz®y + 27y) dz

y sus derivadas con respecto a la energia, e, de donde obtenemos (cfr. [62]) las

condiciones para que ocurra una bifurcacién de érbitas homoclinas de:
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codimension 1:

de donde
5 103 187 89305 23767
. - = 3.2.
MUT b T Tbs g et e — gy = 0 (3.2:5)
codimensién 2:
2 2
W (E) -0 (2) 4
3 3 7
de donde
1+ petust+pstps+1=0 (3.2.6)

junto a (3.2.5).

(Obsérvese que (3.2.6) corresponde a la anulacién de la traza de la lineali-

zacion del campo en el equilibrio).

codimensién 3:

2 2 2
- — MI - — L —
M <3> 0 (3) 0. M (3) e
de donde

500545 -+ 90095 — 57201 — 2714405 + 62161 = 0 (3.2.7)

junto a (3.2.5) y (3.2.6).

() (3=

— po+ 3ps + 8ug + 24us +35=0 (3.2.8)

codimensién 4:

de donde

junto a (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7).

(Obsérvese que (3.2.8) corresponde a la anulacién del coeficiente de reso-

nancia RES dado en (2.6.7)).
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€4

Figura 3.2.2: Curvas de homoclinas de codimensién cuatro para la cispide de
orden seis proyectadas en dos planos paramétricos: la predicha por Melnikov (en
trazo discontinuo) y la obtenida numéricamente (en trazo continuo).
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Las condiciones dadas en (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) y (3.2.8) nos permiten obtener
una parametrizacion de la curva de homoclinas de codimensién cuatro en el es-

pacio de parametros (u1, iz, fi3, fia, is)

b= o
= B
ps = ips — bria
Ha = 35 1ghs

o, en términos de los pardmetros originales, la superficie parametrizada dada en

el espacio de parametros (€1, €2, €3, €4, €5, €6)

€, = —Peged — 20 (—51)%

g3 = —3e3 2 —61)%
ce = Peg(—e)? — BB (_g,)?
ts = ;13 (- 51)2 1875651

para ¢; < 0. Cortando esta superficie con un hiperplano €5 = &g obtenemos la

curva,
e2 = —Beeel — 30 (—ey)?
5
= ?_3%356(_51)5 (3.2.9)
&y = 3—256(—51)5—%873(—61)2
€3 = ig( 61) +187€6€1

En la figura 3.2.2 mostramos dos proyecciones en los planos paramétricos
(e1,€2) y (e1,€3), respectivamente, de la curva tedrica de homoclinas de codi-
mensién cuatro dada en (3.2.9) (en trazo discontinuo) comparandola con la curva
de homoclinas de codimensién cuatro obtenida numéricamente (en trazo con-
tinuo) a partir de las técnicas introducidas en el capitulo II (para ello imponemos
en el programa de continuacién que los coeficientes EID, dado en (2.4.8) y RES,
dado en (2.6.7), tomen los valores 1 y 0, respectivamente; hemos elegido el valor
€6 = —2.098332629329615, obtenido de la expresién dada en [62] para el punto

correspondiente a una homoclina de codimensién 5, tomando &, = ~0.1).
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3.3 Las Cuspides Simétricas de Ordenes Cua-
tro y Cinco

Nos proponemos en esta seccién el estudio, en dos casos particulares, del desple-

gamiento de una cuspide con simetria de orden n, que definimos a continuacién.

Definicién 3.3.1 Una cispide con simetria es una singularidad de un campo

vectorial plano dado por

{:C = y+X1(xay) (331)

y. = X2 (l‘, y)
donde X; (z,y) = o(|z,y]|), verificando ademds la propiedad
X; ("‘l‘, _y) = -X; (ZE, y)

Si el sistema dado en (3.3.1) puede ser escrito en la forma normal

{’T - Y (3.3.2)

y = azz®+ by Vy + o(|z,y|*" )

con n > 2, diremos. entonces que se trata de una cispide con simetria de orden

n.
Veamos los diferentes tipos topolégicos que pueden aparecer para (3.3.2).

Teorema 3.3.1 El sistema dado en (8.3.2) estd determinado por su 3-jet.
DEMOSTRACION:

Sea el 3—-jet de (3.3.2)
T =y
{ ) 5 (3.3.3)

Yy = a3
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con equilibrio (0,0) no hiperbélico.
Vamos a realizar el cambio de variables de tipo blow-up z—direccional dado

por
T —

(3.3.4)
y — zy

para z # 0.

Con este cambio, (3.3.3) se transforma en

{x - (3.3.5)

§ = asz’—y?

con equilibrio (0,0) adin no hiperbélico, por lo que realizamos un nuevo cambio

blow-up, esta vez y—direccional

T Ty
(3.3.6)
y = ¥y
para y # 0, que, junto a una desingularizacién, transforma (3.3.5) en
T = 2z —azx®
_ ) (3.3.7)
Yy = —y-tazry

Las orbitas caracteristicas de (3.3.7) son las soluciones no nulas de
Ty <2a3z2 - 3)
que nos permiten distinguir dos casos:

1. Si a3 < 0, tenemos (0,0) equilibrio hiperbélico tnico (con autovalores 2 y
—1). En este caso el sistema (3.3.7) no tiene érbitas caracteristicas y por

tanto el equilibrio de (3.3.2) es de tipo foco (vid. figuras 3.3.1 y 3.3.2);

2. Si ag > 0, tenemos ahora los equilibrios hiperbdlicos (0,0) (con autovalores
2y -1)y (:i: ;23—,0) (con autovalores —4 y 1). En este caso existen dos
érbitas caracteristicas, dadas por z = + % El retrato de fases viene
dado en la figura 3.3.3. Volviendo a las variables de estado originales se

tiene que la singularidad de (3.3.2) es de tipo silla (vid. figura 3.3.4).
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e mr e —— -, ——— -3

Figura 3.3.1: Retrato de fases en el plano cortado (es decir, sin los ejes) del
sistema transformado mediante los dos cambios de variable blow-up (a3 < 0).

=7

Figura 3.3.2: Retrato de fases del sistema en las variables de estado originales
(as < 0). La singularidad en el origen es de tipo foco.
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..............................

—

Figura 3.3.3: Retrato de fases en el plano cortado (es decir, sin los ejes) del
sistema transformado mediante los dos cambios de variable blow-up (a3 > 0). En
trazo grueso se muestran las orbitas caracteristicas.

Y

N

Figura 3.3.4: Retrato de fases del sistema en las variables de estado originales
(as > 0). La singularidad en el origen es de tipo silla. En trazo grueso se muestran
las separatrices procedentes de las érbitas caracteristicas.
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Por ultimo, vamos a comprobar que, aplicando al sistema (3.3.2) los dos cam-
bios de variable dados en (3.3.4) y (3.3.6), obtenemos un sistema que tiene los
mismos equilibrios con los mismos autovalores para cada equilibrio que el sistema
(3.3.7). En efecto, los tnicos términos posibles de orden o(|z,y|**"!) dados en
(3.3.2), una vez escrito el sistema en forma normal de Takens—Bogdanov, son z*

y ¢y, para k > 2n — 1y b > 2n — 2. Los cambios mencionados transforman

(3.3.2) en
T = 22— a3z®+o(|z,y|*"®)
y = —y+asz’y +o(z,y[")

donde en o (|z, y|*"~%) sélo pueden aparecer términos de la forma:

° x2n—1y2n—3’ que procede de b2x2n—2y en (3~3.2),

o zFyF=3 y 2*F"1yF-2 que proceden de z* en (3.3.2);

o ztiyh=ly ghyh que proceden de zy en (3.3.2).

En cualquier caso, las potencias de y mas pequefias que pueden aparecer son
2n —3,k—-3,h—-1 >1alsern>2.
Con esto se deduce que (3.3.3) y (3.3.2) son C%—conjugados. Ello nos indica

que el sistema (3.3.2) estd determinado por su 3—jet. |

En las subsecciones siguientes vamos a particularizar el estudio para los casos
n =4y n =235, en el supuesto adicional de que la singularidad es de tipo foco, es
decir, az < 0. (Un estudio del caso n = 3 de tipo foco ha sido desarrollado por

Rodriguez Luis et alii en [88], [89] y [93]).

3.3.1 La Cuspide con Simetria de Orden Cuatro

Consideremos la cispide con simetria de orden cuatro, dada por

r = y
Yy = azz®+ b2by 4 o(|z,y|")
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con el siguiente desplegamiento en forma normal de Takens-Bogdanov
T =y
Y = 1T + €2y + azz® + 322y + asz®+ (3.3.8)
+ ety + arz” + byzby + o(|z,y|")

Veamos que los términos z° y z7 pueden ser eliminados.

Lema 3.3.1 El desplegamiento dado en (3.8.8) es C®—equivalente a

ey (3.3.9)
Yy = & +ey + ase® + esx’y + ehaty + baby + o(|z, y|") a

para ciertos coeficientes ) y b.

DEMOSTRACION:

En primer lugar, situamos (3.3.8) sobre el punto de cispide, haciendo ¢, =

g2 = 0. Después realizamos la C'*°—equivalencia dada por la reparametrizacién

del tiempo
t (1+a:c2+ﬁ:r4)t
siendo
o
- 2(13
5 = 11a? — 15a3a-
24a?

Al sistema transformado por la C*—equivalencia, dado por

{ ¢ = (14 az?+pBz%)y

3.3.10
v = (1+az®+ fz?) (asz® + eaz®y + eazly + byz®y + o (Jz,y|")) ( )

le aplicamos el algoritmo desarrollado en [45] para el cdlculo de los coeficientes

de la forma normal de Takens—Bogdanov, obteniendo

T =y
| (3.3.11
{ U o= a2’ +esa’y + ejaty 4 byzy + o |z, y|) )



3.3 Las Cuspides Simétricas de Ordenes Cuatro v Cinco 91

donde los nuevos coeficientes vienen dados por

e = e,— dase3
4 4 6(13
—84aseqas + TTa2es — 63e3a3ar
by = b >
2 2t 7242
con lo que €l lema queda demostrado. |

Bajo condiciones de transversalidad (vid. [95]) el desplegamiento dado en

(3.3.9) es C°—equivalente a

T =y
) (3.3.12)
Y = 1T+ ey + asz® + g3’y + ehxty + bhaly
Vamos primeramente a reescalar (3.3.12) mediante
T+ ToT E1 ;}%51 t— wit
Y= Yoy &2 wér
E3 ﬁfig
0
€ fggeﬁ,
eligiendo
a1
(—-a;;) 10 as 1
To = — o Yo=—— s, W=—T17"7%
b2 i\ —a\ 2
: Bl (5)" Bl (5)°
Llegamos de este modo, suprimiendo las primas, al sistema
T =y
i i (3.3.13)
U = 1T+ ey — 2° + eazy + g4ty + Kzby

donde K = +1 y su signo coincide con el de b,

En el estudio de este sistema bidimensional bastard considerar el caso K = +1,

pues el sistema es invariante al cambio

(‘T7 Y, tv €1,€2,€3,&4, I{) ? (:ZT, -Y, _ta €1, —€2, —€3, —¢&4, _]{)
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con lo que el conjunto de bifurcaciones serd similar en el caso K = —1 (si bien
habréd un cambio en la estabilidad).

Nos planteamos hacer, en primer lugar, un analisis local de bifurcaciones de

(3.3.13).

Teorema 3.3.2 El sistema (3.8.13) ezperimenta una bifurcacidn de:

1. pitchfork del origen en la hipersuperficie €1 = 0;
2. Hopf del origen de codimensidn:
(a) uno, en la hipersuperficie e, = 0, para &; < 0,
(b) dos, en la superficie e2 =0, e3=0, parae; <0,
(c) tres, en la curva g2 =0, e3=0, &4=0, parae; < 0;

3. Hopf de los equilibrios no triviales (que nacen de la bifurcacidn de pitchfork)

de codimension:
(a) uno, en la hipersuperficie e5 + €361 + e46? + Ke? = 0, para e, > 0,
(b) dos, en la superficie €3 + €463 + 4Ke? =0, €3 =3Ke?, para e, > 0,

(c) tres, en la curva
ga—-Ke2 =0
es—3Ke? = 0
es+5Key = 0
para €1 > 0;

4. Takens—-Bogdanov del origen de codimensidn:
(a) dos, en la superficie e; =0, &5 =0,
(b) tres, en la curvae; =0, €3 =0, e3=0,

(¢) cuatro, en el punto (eq,€2,€3,64) = (0,0,0,0).

DEMOSTRACION:
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La matriz de la linealizacién en el origen, que es siempre un equilibrio del

sistema, tiene la forma

J(0,0) = ( 01 ) (3.3.14)

€1 €9
El polinomio caracteristico A2 — €3A — €; = 0 nos proporciona los autovalores
de la matriz (3.3.14), que nos indican la estabilidad del origen:
L €9 + \/;% + 4,

De esta expresion se obtiene una bifurcacién pitchfork para ¢; = 0, de donde

nacen dos nuevos equilibrios situados en (+,/¢7, 0).

La bifurcacién de Hopf aparecerd cuando se anule la traza, T'r, de la matriz
(3.3.14), dada por Tr = ¢; = 0, —&; > 0. Para analizarla tomamos como
parametro de bifurcacién a €3, comprobando previamente que se satisface la

condicién de transversalidad, es decir,

aA uT Alv
8- 58
donde Aj = 88 J(0,0) Y u,v son, respectivamente, un autovector izquierdo
y uno derecho 2ile la m:t;l—'?z de la linealizacién J(0,0)|,,_, correspondientes al
autovalor A = woi (en nuestro caso w? = —¢;). Como A} = 8 (1) , 51 elegimos,
por ejemplo, v = < wii ) yu= < wloi ) obtenemos g—:; i = l) # 0.

Una vez verificada la condicién de transversalidad, podemos suponer en nues-
tros calculos que ¢; toma el valor critico, o sea, €2 = 0. Asf (3.3.13) puede

escribirse como

z 0
( ) (——wo ) (y>+<—x3+63x2y+54x4y+]{z6y)

que, escalado con z = = —wg¥, se convierte en

: _ 0 —wy z n 1 0
T \wo 0 ] —T° + e3T°Y + €4TY + KT°F

Wwo

TN
- &)
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al que podemos aplicarle el algoritmo desarrollado en [38] para el cilculo de la
forma normal de la bifurcacién de Hopf, obteniendo en este caso, hasta orden

siete

S CIC A
s R N ST Ty A

. - 3.3.15
+ (5]\ 17¢ey e 5e3 >T7 ( )

128 T 512e, 3072, 192¢?

Puesto que el primer coeficiente de la forma normal se anula para e3 = 0,
concluimos que la bifurcacién de Hopf del origen, que se da como ya indicamos
para €2 = 0 (&1 < 0), es supercritica cuando ¢3 < 0, subcritica para ¢35 > 0 y
degenerada para €3 = 0, apareciendo una bifurcacién de silla—nodo de érbitas

peridédicas. La condicién de transversalidad para la bifurcacién de codimensién

0(Tr,ay) 10
—3(52,63) = det ( 0 1 ) #0

se satisface, siendo a; el coeficiente de r® de la forma normal (3.3.15). La anulacién

dos dada por

adicional de £4 nos conduce a una nueva degeneracién, esta vez de codimensién
tres, que dard lugar a la aparicién de una bifurcacién de cispides de 6rbitas
periédicas (es decir, de ciclos limite triples; el conjunto de bifurcaciones en un
entorno de un punto del espacio de pardmetros correspondiente a un ciclo limite
triple es homeomorfo a la catdstrofe de cispide; para una introduccién a la Teorfa
de Catastrofes, vid., e.g., [12]). De nuevo es inmediato comprobar que se verifica
la condicién de transversalidad, dada por

0(Tr,ay,az)

6‘ (52, 63,64) # 0

donde a; es el coeficiente de r° en (3.3.15), supuesto a; = 0. El coeficiente de 77,
una vez situados en €; = €3 = €4 = 0, es no nulo, lo que garantiza que no existen
degeneraciones adicionales.

Vamos a escribir (3.3.15) para e3 y 4 suficientemente pequefios, de forma que,

a primer orden, tenemos la aproximacién

.- & _€_§_3,<6_4 53>5 3K 4
4 S ST L Tl

(3.3.16)
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El escalado

8K, 8K 5K 5K
—r — — — ) — —_—
1287 e b P ey 4T g

transforma (3.3.16) en

Fo= e +ear® + (64 +cez)r® 417 (3.3.17)
donde ¢ = é. Si llamamos

€5 = €4 + CE3 (3318)

obtenemos para (3.3.17) los conjuntos de bifurcaciones dados en la figura 3.3.5
(vid. [105]). La relacién entre los pardmetros dada en (3.3.18) constituye una
linea recta en el plano (e3,&4), cuya posicién relativa determina el nimero de
puntos de cispide de érbitas periédicas que pueden aparecer (vid. figura 3.3.6).
En la figura 3.3.7 mostramos los diferentes conjuntos de bifurcaciones en el plano
(€3,€2) segin los valores de 4. Las curvas de bifurcacién silla-nodo de érbitas
periddicas SN, SNy, SN2, SNy SN} y los puntos de ciispide de érbitas periédicas
Cuy y Cug que aparecen en esta figura vienen dados por las siguientes expresiones

a primer orden:

SN,SN.,SN! : &= (253 — 45K ey —2:/(€ ~ 151(53)3>

135K
1

135K
Cul,2 = <a1,2, ;f (2/\?,2 - 9C¥1,2A1,2>)

SN, SN, ¢ &= (253 — 45K ges +2,/(€2 - 15K53)3)

donde o2 =3 — SK o +.C
A12=~1-—(3ifc)+—— 8-~
’ 4;51 5K 6%
2454
¢=  5Ke;

En el espacio de pardmetros (e1,¢€5,€3,€4) la curva donde se unen los puntos
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82 82

N

SN SN

Cu

(a) (b)

Cu

(¢)

Figura 3.3.5: Conjunto de bifurcaciones en el espacio de pafametros (3, €3,¢€5)
para la forma normal de la bifurcacién de Hopf del origen de orden siete. Se
muestran las curvas de silla-nodo (SN) y el punto de cispide (Cu) para: (a)
es > 0y (b) e5s < 0. Las coordenadas de Cu vienen dadas por (%z—:g, 51;52) En
(c) se muestra la proyeccién sobre el plano (e5,€3) de la curva de cispides, dada
por la ecuacién e3 = 3¢, €5 < 0.
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Cu € Cu €3
CU1
Cu,
N Cuy

(2) (b)

Cu & Cu €3
Cu1 = Cu2 \

£ \\ €
\ \

(¢) (d)

Figura 3.3.6: Posiciones relativas de la recta €5 = €4 + cc3 respecto de la curva de
cuspides (Cu) en el plano (e3,¢€5) para: (a) e4 > 0; (b) £ <e4 < 0; (c) €4 = 2;
(d) Eq4 < %
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SN’
SN 3 SN 1 SNy

—————

-

___________ -
- ~~
- ~
. ~
’ N
/ \
[ 4 l )
A ’
A ’
~ -
~ L4
‘~\~ ———¢

Figura 3.3.7: Conjunto de bifurcaciones en el espacio de parametros (e1,€2,€3,€4)
para la forma normal de la bifurcacién de Hopf del origen de orden siete. Los dife-
rentes simbolos estdn explicados en el texto (a excepcién de h y k, que representan
las curvas de Hopf supercritica y subcritica, respectivamente). Los nimeros hacen
referencia a los retratos de fases mostrados en la parte inferior. (a) &4 > 0; (b)

%Kal <eg<0;(c)es= %Kgl; (d) &4 < lngKﬁl-
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de cuspide Cuy y Cu, viene dada por la parametrizacién

( 27 51268 —192ef — 242 +1
2 = 95 &3
3
€3 = =
s 2
15
€4 = —51{61

para &1 < 0.

Un estudio més completo (no local) de las bifurcaciones silla-nodo y cispi-
des de 6rbitas periddicas serd llevado a cabo més adelante, cuando realicemos un
analisis semiglobal.

Vamos a considerar la bifurcacién que ocurre al intersecar la curva de Hopf del
origen con la de pitchfork, es decir, para €; = €3 = 0. Nos encontramos entonces,

para el origen de coordenadas, con una matriz de la forma

J(0,0)=<8 é)

dando lugar a una bifurcacién de Takens-Bogdanov, que es no degenerada si
€3,64 # 0. Las anulaciones de e3, por una parte, y €3 y &4, simultdneamente, por
otra, daran lugar a bifurcaciones degeneradas de Takens-Bogdanov de codimen-
siones tres y cuatro, respectivamente.

Por dltimo, analizamos la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales, es
decir, los situados en (+,/€7,0). La matriz de la linealizacién en estos equilibrios

adopta la forma
J(xva 0= O 1
LYT 226 g0+ €165+ eqel + K&l
con lo que el polinomio caracteristico es en nuestro caso
A — (eg+e163+ 482 + KeD)A 4+ 26, =0

La bifurcacién se dard para e; + €163 + €467 + K& = 0 (¢; > 0). Para su

estudio elegimos nuevamente a €, como parametro de bifurcacién, n = ¢, — &5, =
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g9 — (—e163— €462 — Ke3), tras comprobar, de forma andloga a como hicimos para

el origen, que se verifica la condicién de transversalidad
dX 1
Zin=0)] =2
e |0=0] =5 #0
En lo que resta, nos limitamos a analizar el equilibrio (—./¢7,0), siendo

analogo el estudio para (+,/€1,0). Comenzamos trasladando dicho equilibrio
2

i . ) w
al origen mediante T = z + /€1, ¥ = y. Teniendo en cuenta que ¢; = -—2-0— y que

podemos suponer 7 = 0, nos basta escalar con T = z*, § = —wpy” para llegar a

0

06 o
Y 0 ) +A4$*2y*+A5$*3y*+A6$*4y*+
+A7$*5y* + I(:E*Gy*

donde

-3

A] - ﬁ
Ko}

Ag = 2- \/5&)0 (53'*‘(.0364"‘ 3 WO)

1
Ag = -

Wwo

: 15Kwd

A4 = (63 -+ 3wg€4 -+ wo)

)
A5 = —2\/5(4)0 (84 + 5K&)3>
15
As = <54 + —Q—ng)
- o
A7 = —6K \/:7
Tenemos ya el sistema en la forma estandar para poder aplicar nuevamente el
algoritmo que calcula la forma normal de la bifurcacién de Hopf (vid. [38]). En
este caso obtenemos, hasta orden siete,

.7
F=—r4+a1r’ + ayr® + asr’

2
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siendo los coeficientes

3
a = 7 {wg — 252 (en el supuesto de traza cero),
1 5
a, = —154 — ngS (en el supuesto de traza cero y a; = 0),
5
azy = —IEK (en el supuesto de traza cero, a; =0y a; = 0).

Por tanto, la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales, que se da para

Erteeatesi+Kel=0 (e >0), (3.3.19)

es supercritica para €3 > 12Ke] y subcritica para e3 < 12Ke?. La degeneracién
que aparece para £3 = 12Ke} trae consigo la aparicién de una bifurcacién de
silla-nodo de érbitas periédicas. En el caso e3 = 12Ke} y ¢4 = —5K¢; aparece
una degeneracién adicional que da lugar a la aparicién de una bifurcacién de
cuspides de drbitas periédicas. Ambas bifurcaciones, de silla-nodo y cispides de
érbitas periddicas, admiten un estudio local andlogo al realizado antes con motivo
del estudio de la bifurcacién de Hopf del origen. Un cdlculo directo muestra
que también en este caso se verifican las condiciones de transversalidad para las
bifurcaciones de codimensién dos y tres, respectivamente. Al ser el coeficiente de

r” no nulo no hay posibilidad de degeneraciones adicionales.

Por ultimo, la obtencién de las variedades donde ocurren bifurcaciones de
Takens-Bogdanov y sus degeneraciones (junto a la verificacién de las correspon-

dientes condiciones de transversalidad) es inmediato a partir de (3.3.13).

Esto completa la demostracién. |

Vamos a describir en el préximo teorema, mediante un anélisis semiglobal, las

bifurcaciones homoclinas y de érbitas periédicas del sistema (3.3.13).
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Para ello realizamos previamente sobre (3.3.13) el siguiente escalado

1 1
T et gy =¢5u; t—eTE ¢t

2 &
Y E5Y €9 =E5 Uy

) (3.3.20)
€3 = €% U3
cq=¢F Ha
que lo transforma en el sistema
T =
- 2 ) . (3.3.21)
v =z —z°+e(pay + paz’y + paz'y + Kzby)

que consta de un campo vectorial hamiltoniano y de una pequefia perturbacién.
Hacemos p; = 1, puesto que estamos interesados en la zona de pardmetros donde

existen conexiones homoclinas, con lo que vamos a perturbar el sistema hamilto-

{w - (3.3.22)

Yy = T—=x

niano

Este sistema procede de la funcién de Hamilton

2 2 4
H@w=%—%+%

Las curvas H(z,y) = e (con e constante) determinan las érbitas de (3.3.22),
donde e € [—1,+00) especifica el nivel de energia del sistema hamiltoniano. Es
facil comprobar que (3.3.22) presenta tres equilibrios: un punto de silla en el
origen y dos centros en (£1,0). Dependiendo de los valores de e tenemos una
orbita cerrada rodeando a los tres equilibrios (e > 0) o un par de 6rbitas cerradas
rodeando cada una a uno de los equilibrios no triviales (=3 < e < 0). Para
e = —% obtenemos dichos equilibrios y para e = 0 el punto de silla del origen
y una érbita homoclina doble que conecta dicho punto consigo mismo y que se

puede parametrizar mediante

{ z(t) = £v2secht

3.3.23
y(t) = £v2sechttht ( )
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0.8

H=-0.1

1.8

Figura 3.3.8: Retrato de fases del sistema hamiltoniano.

El retrato de fases de (3.3.22) aparece en la figura 3.3.8.
Introducimos seguidamente la funcién de Melnikov, M (e, ug, u3, 14), para e €

[‘}z, +00), que verifica:
e es analitica para e # 0;

¢ admite un desarrollo asintdtico en un entorno de e = 0 (vid. [94]) de la

forma
M (e, pi2, s, jia) = o+ cre log(e) + cae + cae? log(e) + o (€% log(e)) (3.3.24)

En cualquiera de los casos anteriores, la funcién de Melnikov viene dada por

Me,pzspiayia) = s [ 9*(t) ditps [ 22(0)y*(0) di+

=

+ g /H _ () di+ (3.3.25)

+ K . ()Y (t) dt

Si en vez de parametrizar las integrales de linea por el tiempo ¢ lo hacemos
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d i
con las variables espaciales, usando dt = —x, podemos escribir (3.3.25) como
y

M(evubﬂ?’aﬂ‘l) = ﬂl’f

(e

go-dawsf Sy - da+
) v(e)

(3.3.26)
+ mj{ @-d&ﬂ{f Be - dai
v(e) v(e)
donde las funciones vectoriales cuyas integrales de linea calculamos a lo largo de
las 6rbitas cerradas v(¢) (v(e) es la érbita H = €) vienen definidas por &;(z,y) =
(2'y,0),7=0,2,4,6. El vector dd representa a (dz,dy). Si llamamos
I.(e) = , )Jﬁn -da, n>0 (3.3.27)
(e

se verifica el siguiente resultado.

Lema 3.3.2 La funcidn I,(e) verifica la ley de recurrencia

n—3 2n
I(e)=4——c¢€l,_ n-
(e) n—l—3e 4(e)+n+31 2(€)
paran 2> 4.
DEMOSTRACION:
Un célculo directo muestra que
n+3 n
_;n = —:n— H ’ 2 _‘n- -
@ 4n_3w «H(z,y)+ g Wne2
1 1
_ 9 V("33 n-3

e integrando, se tiene el resultado. |

Para el caso que ahora nos interesa, tenemos

Is(e) = §612(e)+§14(e)
Ii(e) = %e[o(e)+§lz(e)
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de donde

4 3 16
Te(e) = (56 + -2—7> Ie) + 3 e Tofe)

De esta forma, la funcién de Melnikov (3.3.26) se convierte en

4 4
M(e, pa, p3, pa) = [Hz + ce (,U4 + —IXM Io(e)+

7 3 (3.3.28)
+ [ +éKe+§(u +f1-1<)]1 (e)
M3 3 7 4 3 2
Introducimos ahora la funcién
Iy(e)
R(e) = 3.3.29
© =35 (3.3.29)

(para un estudio completo de la funcién R(e) y sus derivadas, vid., e.g., (88] v
[95]) con lo que (3.3.28) se puede escribir, puesto que Io(e) # 0, como

4 4
Me, p2, p3, na) = Io(e) {ﬂz + e <N4 + §fi> +

4. 8/ 4
+ [ug + 3K et (nat =3l R(e)}

(3.3.30)
Estamos ya en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3 El sistema (8.8.13) experimenta, a primer orden, una bifur-
cacion de:
1. érbitas homoclinas de codimensidn:

(a) uno, en la hipersuperficie

4 32
€2+ —€163 + meqel + ——Ked =0

128
d 35 105

para €1 < 0,

(b) dos, en la superficie

8 32
E1E3 + ?5453 + ﬁlx 5? =0, eg,=0

para €1 < 0,
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(c) tres, en la curva

32
g2=0, e3=—clK, e = ——?sllx

para g1 < 0;
2. ciclos limite multiples de orden:

(a) dos, en la hipersuperficie

2= % (11;((?) - 6) S1€1 — gKE? [g((i)) (% * R(e)> - %GJ
_ %K [e+§+§,—1@)— (;—FR(e))}ef |

para e € (—3,+00),e#0 ye; <0,
(b) tres, en la superficie

(

gg = %]’ [QR’(e)Me—)RZ(Z};il + eR(e)} €3
4
5% |

_2R'(e) (1 + 2R’(e))} )

ez = =K |(2R(e) —e) 20 €3
3 4 14(R'(e))* 71
&4 = K l:—-é)- + T(e) — gR(e)] &1

para e € (—%,—Foo),e #0ye <0,
(¢) cuatro, en la curva

(4) .3

€2 = H2'&
€3 = #gi)ef 1=1,2
&4 = ,u‘(:)z-:l

para 1 < 0 y para ciertos valores ,ug), k=23,4,1=1,2.

DEMOSTRACION:
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El método de Melnikov nos lleva, usando (3.3.23), a

M(O,M,HS,M) = /_Oo y(t) {sz(t) + Maxz(t)y(t)“i‘
+ pazt(t)y(t) + Ka®(t)y(2)] dt =
= 2u, /oo sech %t th %t dt + 4us /oo sech %t th %¢ dt +

-0

+ Sug /oo sech ®¢ th %t dt + 161{/ sech 8¢ th %t dt =

_ %( L&, 3 +%>
= g \f2T g T g T s

donde hemos tenido en cuenta que sech *t =1 — th %t y que

o0

th m+1t
m+1

2

/oo sech 2t th ™t dt =
—00 m+1

Anulando M (0, pa, ua, pa) (es decir, anulando el coeficiente ¢o de (3.3.24)) ob-

tenemos la siguiente curva de conexiones homoclinas en el espacio de pardmetros
(12, pa, pa) (para py = 1)

+é +§_2_ +}g§]{-—0
Ha T ghs T ggha ™ 7050 =

Usando el escalado definido en (3.3.20) llegamos a la siguiente hipersuperficie

en el espacio de parametros originales

> —l—éae +32652+
2 513 3541

128

1051{5? =0, (e1>0) (3.3.31)

Dado que la traza de la matriz de la linealizacién en el origen vale ¢,, la
homoclina pasara de ser repulsiva (si €, > 0) a atractiva (si €5 < 0) apareciendo
junto con la homoclina degenerada (e, = 0) dos superficies de bifurcaciones silla-
nodo de drbitas periddicas (vid. [60] y [62]) que determinaremos maés adelante.

La superficie de conexiones homoclinas degeneradas de codimensién dos viene
dada por la ecuacién que, en primera aproximacién, obtenemos haciendo en

(3.3.31) e = 0 (se obtiene de manera equivalente anulando ¢; y ¢; de (3.3.24)).

2
st pege+ T Kl =0, =0 (e>0) (3.3.32)
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La bifurcacién de érbitas homoclinas de codimensidén tres ocurre si

M (0, pa, ps, pa) =0
P (3.3.33)
% M (G,MQ,#g,/M)'e:O = 0
2
y ademds — M (e, pi2, pi3, pia)|,_, €s infinita (de forma equivalente, si co, ¢, co = 0

Oe?
y ¢z # 0).

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado en (3.3.33) (para ello tenemos en

cuenta que lime_o R(e) = 2 y lim._q R'(€) = —oo; vid. [88] y [95]) obtenemos la
aproximacion a la homoclina de codimensién tres dada por el punto (uz, us, p4) =
( ,——?—é, 1—5§) o, en ‘<rminos de los pardmetros originales, la curva parametrizada
sigulente

g = 0

G = —oe (3.3.34)

15 "
16

€4 = —5—61

para €; < 0.

En la figura 3.3.9 mostramos dos proyecciones, respectivamente, en dos planos
del espacio de pardmetros (3, €, €3,€4) de la curva dada en (3.3.34) comparéndola
con la que hemos obtenido numéricamente introduciendo la condicién EID = 1 en
ei programa de continuacién cuyas ideas describimos en el capitulo II. Obsérvese

que, aunque el rango de parametros es amplio, apenas se distingue la curva teérica

de la numérica.

En cuanto a la determinacién de las bifurcaciones de érbitas periédicas, te-

niendo en cuenta (3.3.30) la superficie de bifurcaciones silla-nodo (es decir, de
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Figura 3.3.9: Proyecciones en dos planos paramétricos de las curvas de homocli-
nas de codimensién tres para la cispide de orden cuatro. En trazo continuo la
curva obtenida numéricamente y en trazo discontinuo la predicha por Melnikov

(K = -1).
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ciclos limite dobles) viene dada por

4 16
G(G,ﬂg, K3, #4) = M2 + (',?/14 + '—"I{) e+
8 32
+ (#3 + gKe-F 7Ha + ——I&) R(e) =0
oG 4 16 4, 8 32 ,
—B_e_(e’ H2, f3, fla) = THat 51--’( + <ﬂ3 + g-’& et oHat 51‘K> R'(e)+
+ %KR(e) 0
(3.3.35)
junto con la condicién
2?°G 8 32 8
Doz (& By fiay fa) = <us + 31& e+ -t —-K) Ri(e)+ KR (e) =
_ R'(e) _ :
= T [Bua + K (4 + TR(e))) — 14K R (e) # 0
(3.3.36)
Por medio de (3.3.35) llegamos a la siguiente parametrizacién
( 8 32
psle) = (7;44 +=-Ke+ ——I&)
1 4 4
IO [ ity (?“LR(G))]
(3.3.37)
0 = B bt (0]
K2 - (8) A4 3 7 €
4 16
— ;?6/1,4 —_ ﬁKe

para e € [—%, +00) y vélida siempre que se verifique (3.3.36). En términos de
los pardmetros originales, obtenemos la hipersuperficie de sillas-nodo dada en el

enunciado del teorema.

Por otra parte, la curva de bifurcacién de cispides de 6rbitas periédicas (es
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decir, de ciclos limite triples) viene dada por

( 4 16
G(ea K2, 13, /*‘4) = M2 + <?,u'4 + a‘i'-[() e+
4. 8 32 ~
+ (;L;;-’rg[& €+?M4+ﬁ]X>R(6) =0
e 4 16 4 § 32 N
YV Bole k2 pspe) = mhat o7 K (#3 taKed cpat ﬁK> R'(e)+
+ %KR(e) =0
0°G 4 8 32 8
oz (& Ha Ha ) = (ﬂs tglet ot ﬁK> R'(e) + gKR(e)=0
(3.3.38)
junto con la condicién
0*°G 4 8 32 .
Foa (& Ko Hay pa) = (#3 +toKet opat ;ﬁfﬁ> R"(e) +4KR'(e) =
_ 4K 1" 2 / "
= Jog BE@) - 2R (R () #0
(3.3.39)
De (3.3.38) obtenemos la parametrizacién
( o4 (R 7
pale) = K [—3 + Re) 3R(e)
4 2R'(e) (1 + 2R'(e))
- K — — 3.3.40
le) = 5k [2he) - o - EOQE (3.3.40)
4 [ B —eR(e)
\ [.Lz(e) = 3.[& |:2R (G)W(—e)——— + GR(G)

para ¢ € [—31,+00) y vélida siempre que se verifique (3.3.39). De nuevo, en
términos de los parametros originales, obtenemos la superficie de puntos de
cispide dada en el enunciado del teorema.

Aquellos puntos situados sobre la curva de cuspides dada en (3.3.40) que
3 4

. ., 0°G .
verifican, ademas. ——=(e, p2, p3, ta) = 0y ——(e, u2, 3, p4) # 0 constituyen los
Oed Oet
ciclos limite de orden cuatro (el conjunto de bifurcaciones en el entorno de un
punto del espacio de parametros correspondiente a un ciclo limite de orden cuatro

es homeomorfo a la catdstrofe de swallowtail [es decir, de cola de milano]). Para



112 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

determinar dichos puntos obtenemos numéricamente los valores aproximados
e, ~ 0.904
e ~ 0.01692671

de donde se tienen los valores:

® para e = ¢,

p = —5.384684
p) = 14.311754 (3.3.41)
= —7.121543

® para e = eg, o
py ' = —0.031857
p$ = 1.989132 (3.3.42)
pP = —3.038870

o, en términos de los pardmetros originales, obtenemos la curva de puntos de
swallowtails o ciclos limite de orden cuatro dada en e} enunciado del teorema.

Con esto completamos la demostracidn. |

Para la obtencién de las diversas figuras que vamos a mostrar y a comentar
a continuacién, hemos hecho uso del estudio de la funcién R(e) y sus derivadas
realizado en [88].

En primer lugar, mostramos en la figura 3.3.10 la grafica de la funcién derivada
segunda (con respecto de e) de G(e) = G(e, pa, g3, pi4), cuya anulacién nos da
los puntos de cispide de érbitas periédicas. Exhibimos las tres posibilidades que
existen: ninguna, una o dos cdspides.

En la figura 3.3.11 aparecen las curvas de cispides proyectadas en los planos
(e,€i),% = 2,3,4, respectivamente, obtenidas al intersecar las superficies de cis-
pides con el hiperplano ¢; = 1.

En las figuras 3.3.12-3.3.14 mostramos las intersecciones de la hipersuperficie

de sillas—nodo con tres superficies: &; = 1,e4 = —9 (en la que aparecen dos puntos
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Figura 3.3.10: Gréfica de la funcién G"(e) en los tres casos que se pueden presen-
tar (K = 1): (a) la funcién no tiene ningin cero (la figura ha sido obtenida
tomando €1 = 1,e4 = —T7); (b) tiene un tnico cero (en ey ~ 0.322, para
g1 = lyey = ~1) y (c) tiene dos ceros (en e; ~ 0.543 y e, ~ 2.792, para
€1 = 1,64 = —-9)
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Figura 3.3.11: Diversas proyecciones de las curvas de cispides de érbitas
periédicas en el caso e; = 1 (K = 1).
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28
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Figura 3.3.12: (a) Curvas de sillas-nodo de érbitas periédicas para e; = 1y
€4 = —9 (aparecen dos cuspides) (K = 1). (b) Detalle de la figura anterior.
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€2
Figura 3.3.13: Curvas de sillas—nodo de érbitas periédicas para ¢; = 1,64 = —7
(no aparecen cuspides) (K =1).
m L T ¥ T l T T T T
[l -
o’ i b
o | ]
. A
I SN, ]
= ! !
-5 o 5 10
€2
Figura 3.3.14: Curvas de sillas—nodo de drbitas periédicas para ¢; = 1,64 = —1

(aparece una unica cuspide) (K =1).



3.3 Las Ciispides Simétricas de Ordenes Cuatro y Cinco 117
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Figura 3.3.15: Grafica de la funcibn G"(e) en el supuesto

G(e) = G'(e) = G"(e) = 0. Sus ceros corresponden a puntos de swallowtail,
es decir, a ciclos limite de orden cuatro (¢, =1, K = 1).

de cispide), junto a un detalle que amplia la zona que presenta las dos cispides,
en la figura 3.3.12; €; = 1,64 = —1 (en la que aparece un tnico punto de cispide)
en la figura 3.3.13 y &1 = 1,e4 = —7 (en la que no aparece ningin punto de
cispide) en la figura 3.3.14. Podemos observar cémo la curva de sillas-nodo SN,
es, en los dos primeros casos, una seccién de la catatrofe de swallowtail. SN; es la
curva de sillas-nodo de érbitas pequefias que nace del punto de Hopf degenerado
(Hy). Esta curva se une con la curva de sillas-nodo de érbitas grandes, SN, en
el punto donde la homoclina cambia de estabilidad.

En la figura 3.3.15 representamos la gréafica de la funcién derivada tercera de
G(e), cuya anulacién nos da los puntos de swallowtail, es decir, los ciclos l{mite
de orden cuatro.

Por ultimo, en la figura 3.3.16 mostramos dos proyecciones en dos planos
paramétricos respectivos de las tres curvas de codimensién tres que hemos obte-
nido: la de Hopf, la de homoclinas doblemente degeneradas y la de ciclos limite

de orden cuatro.
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Figura 3.3.16: Proyecciones en dos planos paramétricos de las tres curvas de codi-
mension tres obtenidas para la cispide de orden cuatro: Hopf de los equilibrios
no triviales doblemente degenerada (H;), ciclos limite de orden cuatro (SW) y
homoclinas con traza ceroy EID =1 (H — EID) (K = 1).
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3.3.2 La Cdspide con Simetria de Orden Cinco

En esta subseccién nos planteamos el estudio, anélogo al realizado en la subseccién
anterior, de la cispide con simetria de orden cinco dada por
{ oY s . (3.3.43)
y = asz”+ by + o(|z,y[%)

con el siguiente desplegamiento en forma normal de Takens-Bogdanov

T =y

Yy = a1z + ey + azz® + e3z’y + asz® + eqxty + arz’+ (3.3.44)

+ e52% + agz® + by + o (|, y|°)

5

Veamos, en primer lugar, que los términos en z°, en 27 y en z° pueden ser

eliminados.

Lema 3.3.3 El desplegamiento dado en (5.3.44) es C®—equivalente a
T =y
U = €1z + ey + azz® + e32%y + ety + (3.3.45)
+ 5% + bya’y + o (lz,y[°)

para ciertos coeficientes €},e5 y bl.

DEMOSTRACION:

En primer lugar situamos (3.3.45) sobre el punto de cispide, haciendo ¢, =

g2 = 0. Después realizamos la C*°—equivalencia dada por la reparametrizacién

del tiempo
t— (1+am2+ﬂx4+7x6)t
siendo
as
a = ——
2&3
5 = 11a2 — 15aza;
B 24a2

_ T [£5+§E< 1138 ) ]
T T T0as 1217 T3, \ VT T Tog%%) T 9
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Al sistema transformado por la C'®—equivalencia le aplicamos el algoritmo
desarrollado en [45] para el célculo de los coeficientes de la forma normal de

Takens—Bogdanov, obteniendo

T =y
. 3 . ) 4 ' 6 . s . (3.3.46)
y = a3z’ +ear’y +epa’y + 52’y + bty + o([z, /%)
donde los nuevos coeficientes vienen dados por
6/ — . 50563
4T 4 6613
5, = et —84(1564613 + 77(1%63 - 6363(13617
s ° 72a3
9 24
by = b+ 3aes+ 3554 + 70!553 +
+ 19 2 + %8 oe + % e
5 Tt g3 Ty
con lo que el lema queda demostrado. =

Bajo condiciones de transversalidad (vid. [95]) el desplegamiento dado en

(3.3.46) es C°—equivalente a

z =y
. (3.3.47)
¥y = asz® + e3z’y + elaty + elxby + b2ty
Un escalado adecuado nos lleva (3.3.47) al sistema
T =y
) 5 ) (3.3.48)
¥ = €1z + 2y — z° + £32%y + e42'y + €528y + KBy

donde K = +1 y su signo coincide con el de b).
En el estudio de este sistema bidimensional bastara considerar el caso K = +1,

pues el sistema es invariante al cambio
($, Y t,€1,€2, €3,€4: €5, 1() — (.’L’, =Y, —t,€1, €2, —E&3, —&4q, —Es, _I()

con lo que el conjunto de bifurcaciones sera similar en el caso K = —1 (si bien

habrd un cambio en la estabilidad).
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En el siguiente teorema describimos el comportamiento local de bifurcaciones

de (3.3.48), cuya demostracién omitimos al ser andloga a la del teorema (3.3.2).

Teorema 3.3.4 El sistema (3.5.48) experimenta una bifurcacién de:

1. pitchfork del origen en la hipersuperficie e; = 0;
2. Hopf del origen de codimension:
(a) uno, en la hipersuperficie €2 =0 para e; < 0,
(b) dos, en la variedad tridimensional ¢, =0, &3=0 paraey <0,
(¢c) tres, en la superficie €2 =0, e3=0, €4=0 parae, <0;
(d) cuatro, en la curva €3, =0, €e3=0, e3=0, ¢e5=0 parae; <O0;

3. Hopf de los equilibrios no triviales (que nacen de la bifurcacion de pitchfork)

de codimension:
a) uno, en la hipersuperficie €o+¢e361 +e46? +e565 + Ked = 0 para e, > 0,
P 1 1 1
(b) dos, en la variedad tridimensional e2+€463+4e5e3 +12Kef =0, e3 =
3ese? + 8Ked parae; > 0,

(¢c) tres, en la superficie
g2 — €563 — Kel =0
€3 — 3556% -_ 81{5? =0

Eq4 -+ 56561 -+ 10[(5% =0

para gy > 0;
(d) cuatro en la curva
g, = —Ket
es = 8K¢&d
eq = —10K¢?
es = 0

para €1 > 0;

4. Takens—Bogdanov del origen de codimension:
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(a) dos, en la variedad tridimensional 1 =0, €5 =0,
(b) tres, en la superficie e1 =0, e, =0, e3=0,
(¢) cuatro, en la curvae; =0, e, =0, e3=0, e4=0,
(d) cinco, en el punto (e1,€2,¢3,€4,65) = (0,0,0,0,0).
Describimos a continuacién, mediante un anélisis semiglobal, las bifurcaciones

homoclinas y de 6rbitas periddicas del sistema (3.3.48). Para ello realizamos

previamente el siguiente escalado

1 2
T ETT E1=€T U tr— e Tl

2 3
Yr>ETY €3 =ET Ly

€3 = 69" M3 (3349)
€4 = 6% 7]
€5 = et Hs

que lo transforma en

T =y
. N R . . i (3.3.50)
Yy =z —z° 4 e (poy + paz’y + pazty + pszly + Kzy)
que consta de un campo vectorial hamiltoniano (ya estudiado anteriormente) y
de una pequefia perturbacion.

Introducimos la funcién de Melnikov, M (e, pz, pi3, p14, p15), para e € [—3, +00),

que verifica:
¢ es analitica para e # 0;

¢ admite un desarrollo asintético en un entorno de e = 0 (vid. [94]) de la

forma

M (e, pa, ps, pia, s) = co + cielog(e) + cae + cae? log(e) + cse? + o (62)
(3.3.51)
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En cualquiera de los casos anteriores, la funcién de Melnikov viene dada por

y2() dt+u3/H 22y (t) dit

=e

M(e’#%#s’m,#s) = H2/H

=e

o [ SO0 detps [ a0 det

=e

+ K - z8(t)y%(t) dt
- (3.3.52)

Si en vez de parametrizar las integrales de linea por el tiempo ¢ lo hacemos

con las variables espaciales, usando dt = —E, podemos escribir (3.3.52) como
y

ao-d&wsj{ 5y - déi +

~(e)

M(67 K2, 43, [y, ,U5) = MQf

v(e)

+ ,u4jl/; Wy - da + ,Usjé W + Ao + (3.3.53)
v(e) (e)
+ K¢ &-da
(e)
Introducimos de nuevo las funciones I,(e), verificaindose, del lema 3.3.2,

16
Ig(e) = ——eL;(e)—{—IIIG(e)

/80 , 256 (928 512>
Is(e) = (776 +231e> To(e) + \ ga7¢ t 237 ) 12(¢)

De esta forma, la funcién de Melnikov (3.3.53), ya en términos de la funcién

R(e) (vid. (3.3.29)), se convierte en

de donde

M(e’/‘2:ﬂ3)/‘47ﬂ5) = Io(e) G(e) (3354)

donde

4 4 80 , 256
Gle) = [,Uz + 76 <u4 + §u5> + K <—7—7€ + é—?—)—l-e)] +

4 8 4 928 512
+ [““5”5”7(*‘4*5”5)”( (5:51”551)]3(6)

Estamos ya en condiciones de enunciar el siguiente teorema, cuya demostracién

omitimos de nuevo por ser andloga a la del teorema 3.3.3. Los coeficientes
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Figura 3.3.17: Proyecciones de las curvas de homoclinas de codimensién cuatro
para la cispide de orden cinco: obtenidas por Melnikov (en trazo discontinuo) y
numéricamente (en trazo continuo).
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c,t = 0,1,2,3,4, que aparecen en el enunciado del teorema hacen referencia

al desarrollo asintético dado en (3.3.51).

Teorema 3.3.5 El sistema (3.3.48) exzperimenta, a primer orden, una bifur-

cacion de:

1. oérbitas homoclinas de codimensidn:

(a) uno (dada por G(0) = 0,G'(0) = oo o, equivalentemente, co = 0,¢;
0), en la hipersuperficie

4 32, 128 ., 2048
z oL 220 D0 pet =
©2t paifs ¥ gty +presa + i =0

para €1 < 0,
(b) dos (dada por G(0) = 0,G'(0) # 0 o, equivalentemente, co = ¢; =

0,co # 0, i.e., traza cero), en la variedad tridimensional

8 32 512
€163+ seaer + —esei + ——Kel =0, e =0

7 11 231
para €1 < 0,

(¢) tres (dada por G(0) = G'(0) = 0,G"(0) = oo o, equivalentemente,

co=c1=cy=0,c3 #0, i.e., traza cero y coeficiente EID = 1), en la

superficie

Eo = 0

32 , 7472
= = My g5
s = ot i
16 418 _,

€4 = ——5—6165—51&53

para €1 < 0,

(d) cuatro (dada por G(0) = G'(0) = 0,G"(0) # 0 o, equivalentemente,

o =c=cy=c3=0,c4 #0, t.e., traza cero y coeficientes EID = 1
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y RES =0), en la curva

€y = 0
€3 = 0
170
E4 = Fl(f%
232
s = ——,—7';7‘-.[&61

para ey < 0;
2. ciclos limite maultiples de orden:

(a) dos (i.e., silla-nodo de drbitas periddicas, dada por G(e) = G'(e) =
0,G"(e) #0), en la hipersuperficie

4
€y = m [33R(6)E4€% + 44]‘?,(6)5556%S + 120R(€)]{ 86‘11 +

+ 64R(e)Kel + TTR?(e)ese? + 232R*(e) Ket — 33eR'(€)eqe? —
— 44R'(e)eesel — 60K €2 R'(e)et — 64R'(e) K ect]

4 -
€3 = —m [33c4e1 + 44esed + 120K eed + 64K 3 +

+ TTR(e)esel + 232R(e)Ke? + TTR'(e)ese?e + 88R!(e)ese? +
+ 66R'(e)eser +232R/(e) K ec? + 128R!(e) K €3

para e € (—-‘11—,4-00),6#0 ye <0,

(b) tres (i.e., cuspide de drbitas periddicas, dada por G(e) = G'(e) =
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G"(e) =0,G"(e) # 0), en la variedad tridimensional

4

€2

&3

€4

+
+

+

4

231 R"(e)

[(232R(e)R"(e)K e + 60R"(e) K €% +

464R(e)R'(e)K — 464 (R'(¢))* K e +

)
120R(e) K

K —120R'(e)K e) et + 77 (R(e)R"(e)e +

2R(e)R'(e) — 2(R/(e)) ) e5e]

4

231 R"(e)

(120 + 704R/ () K + 928 (R'(¢))* K —

8R"(e)K e — 464R(e)R"(e)K) €% +

77 (2R/(
1

33 R"(e)
e)Ke—64R"(e)K — 232R(e)R"(e)K) e? +

120R"(

e)+4(R/(e)” — 2R(e) R"(e) + R"(e)e) e5¢?]

[(120R/ () K + 464 (R'(e))* K —

+  (154(R/(e))® — 44R" () — TTR(e)R"(e)) e5¢1]

para e € (—3,+00), €

#0 yer <0,

(¢) cuatro (dada por G(e) = G'(e) = G"(e) = G"(e) = 0,G™ () #0), en

la superficie

€9 =

€3 =

80K

1

T 2R/

160K

e)R"(e) — 3(R"(e))’
6R(e)R"(e

3(R"(e))’ e

(—2R(e)R"(e)e~

)+ 6R'(e)R"(e)e—
+ 2R'(6)R’”(e)62) e}
1

77 2R/(e)R"(e) — 3 (R'(e))’

(4R (e)R™(e)e +

R"(e)e + 3R"(e) + 6R'(e)R"(¢) — 2R(e)R" (e) —

6(R"(e))’
40K

e) €3

1

T SRR - SR

12 (R"(e)

)+
+ 21(R"(e))

para e € (—3,+00), €

; (4R"(e) + 8R/(e)R"(¢)

4 TR(e)R"(e) — 14R'(e)R"(e)e +
e —21R/(e)R"(e)) e

740 y51<0,
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(d) cinco (dada por G(e) = G'(e) = G"(e) = G"(e) = GV = 0,GY (e) #

0), en las curvas

gg =  25.748703361407 3
€3 = —78.015239230795¢3
€4 =  49.844569085350 2
€5 = —11.991705669136 ¢,

para e ~ 1.52337291 ye; <0, y

g2 =  0.164710879617 !
e3 = —4.723478754150 &3
€1 = 9.276033894838 ?
€5 = —5.448300589717 ¢,

para e ~ 0.0897953184 y ¢; < 0.

Como vimos en la subseccién anterior, los ciclos limite de orden cuatro co-
rresponden a puntos en el espacio de pardmetros en cuyo entorno el conjunto de
bifurcaciones es homeomorfo a la catdstrofe de swallowtail. Andlogamente, los
ciclos limite de orden cinco corresponden a puntos en el espacio de pardmetros
en cuyo entorno el conjunto de bifurcaciones es homeomorfo a la catdstrofe de
butterfly (es decir, de mariposa).

Para finalizar, mostramos en la figura 3.3.17 diversas proyecciones en planos
paramétricos de la curva de homoclinas degeneradas de codimensién cuatro ob-
tenida mediante la funcién de Melnikov (en trazo discontinuo) comparandola con

la obtenida numéricamente (en trazo continuo).

3.4 Un Caso de Takens—Bogdanov con un Foco
Débil Degenerado

A comienzos de esta década, Dumortier et alii (vid. [35]) abordan el complejo (y

aun abierto en algunos detalles) problema del estudio del desplegamiento de una
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bifurcacion de Takens-Bogdanov con una degeneracién adicional: la anulacién
del término cuadrético z? de la forma normal.

En esta seccién nos planteamos el estudio parcial, y sélo en uno de los casos
que aparecen en [35] (el caso foco), del desplegamiento de la misma singularidad
con la anulacién adicional del término cibico z%y.

Veamos, en primer lugar, los diferentes tipos topolégicos que surgen al anular

el término z? de la forma normal. Sea, pues, el sistema

{x -7 (3.4.1)

Y = azr®+ byzy
El cambio de variables z = z? transforma (3.4.1) en

{73:2\/51/

, (3.4.2)
y = azvzz+bp/zy

para z > 0.

La C'**—equivalencia dada por la reparametrizacién del tiempo ¢ — Vzt, lleva

(3.4.2) a
il (3.4.3)
:t] = a32+b2y -

El sistema lineal dado en (3.4.3) presenta un equilibrio hiperbélico en (0,0)
con autovalores A; » = % (bz + /b2 + 8a3>, que nos permiten distinguir tres casos:

Caso Silla: a3 > 0 y por tanto \; < 0 < A, de donde el equilibrio es un punto
de silla. Los retratos de fases en las variables de estado nuevas y originales

vienen dados en la figura 3.4.1.

Caso Foco: a3 < 0y b + 8as < 0, de donde los autovalores son complejos
conjugados y, por tanto, el equilibrio es un centro. En las variables de

estado originales se transforma en un foco débil (vid. figura 3.4.1).

Caso Eliptico: a3 < 0 y b + 8az > 0, de donde 0 < A\; < ), y, por tanto, el
equilibrio es un nodo. En las variables de estado originales corresponde al

retrato de fases dado en la figura 3.4.1.
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Figura 3.4.1: Retratos de fases en las nuevas variables, (z,y), y en las originales
(z,9), para los casos: (a) silla, (b) foco y (c) eliptico.
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En lo que sigue supondremos un sistema en forma normal de Takens-Bogdanov

con la anulacién del término z* y en el caso foco, es decir,

r =y
{ Yy = bozy + asz® 4 byzPy + asz? + baz®y + asz® + bszty + o (|2, y[%)
(3.4.4)

donde a3 < 0y b5 + 8a3 < 0.
Vamos a estudiar, en primer lugar, qué términos de la forma normal (3.4.4)

no son esenciales.

Lema 3.4.1 El sistema (3.4.4) es C®—equivalente a

{x - (3.4.5)‘

Y = by +asz® + biz?y + bya'y + o (|2, y/°)

para ciertos coeficientes by y by.
DEMOSTRACION:

Consideremos la C'®—equivalencia dada por la reparametrizacién del tiempo

tH(l—l—aac—%—ﬁxz)

donde
o = _2a
5CL3
g = 17a§——25a3a5

50a3

Al sistema transformado por la C*°—equivalencia le aplicamos el algoritmo
desarrollado en [45] para el cdlculo de los coeficientes de la forma normal de

Takens-Bogdanov, obteniendo

{'T - Y (3.4.6)

¥ = byzy + azz’ + bizly + byz®y + bizty + o (|z, y[®)
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donde
bé — b3 _ 3'{)2014
aa3
/ 12(1‘211)2 - 50(72(130,5 1 2
b4 = by + 75(1% —_ gc (bz + 9a3)
’ 175a4b4a§ —+ 42043132 - 175b2a4a5a3

175a3
siendo C una constante arbitraria. La hipStesis az < 0y b2 + 8a3 < 0 garantizan
b3 + 9as # 0 y, por tanto, es posible eliminar el término ¥,.

Esto completa la demostracién. |

En lo que sigue hacemos la suposicién de que el término cibico b3 de (3.4.6)
se anula, dando lugar a la degeneracién adicional en cuyo estudio estamos intere-
sados. Sea, pues

T = y
) s 14 ; (3.4.7)
y = bazy +asz’ + byz'y +o(|z, yl*)

El escalado

. (bS)l% .
|las|®
2
|as|e
1

t— (—bs)—zt
|as|®

transforma (3.4.7) en
T =y
_ (3.4.8)
y = boy—2°+ Ka'y +o(lz,y[)

donde b = 7”2'——1 (y por tanto > +8 < 0) y K = 1.
as
En el siguiente resultado realizamos un estudio de la determinacién de la

singularidad dada en (3.4.8).
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Lema 3.4.2 El sistema dado en (3.4.8) estd determinado por su 5-jet.

DEMOSTRACION:

Sea el 5—jet de (3.4.8)

t=y (3.4.9)
¥ = bzy—z*+ Kz'y o

con equilibrio (0,0) no hiperbdlico.

Vamos a realizar el cambio de variables de tipo blow-up polar dado por

xr = rcosd

y = rsenf

Este cambio, junto a una desingularizacién, transforma (3.4.9) en

{ r = r(coslsend —r’cos®fsend + b r cosd sen®d + K cos*fsen?0)

0 = —sen?0 — r2cosih + b r cos?bsenf + Kcos®fsenb
(3.4.10)

que tiene por equilibrios: (0,0) y (0, 7).

Un desarrollo en serie de Taylor en torno a (0,0) nos proporciona el sistema

{7" = 76+ o(|r,0]%)

. L . (3.4.11)
0 = —0°—r*4+brf+o(|r,8?)

que resulta ser un sistema cuasi-homogéneo de tipo (1,1) y grado 2. Ello nos in-

dica que el cambio de variables adecuado viene dado por el blow—up —direccional

Este cambio y una posterior desingularizacién transforma (3.4.11) en

v = —u+buv—uv? +o(fu,v)®
{ (fu: o) (3.4.12)

v = 2v—bvl+ 03+ o0(u,v?)
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con (0,0) como tunico equilibrio hiperbdlico.

Un estudio anédlogo para el equilibrio (0, 7) de (3.4.10) nos lleva al sistema

u = —u-—buv—uv?+o(lu,v?)
(3.4.13)

v o= 2v+4b?+ 0+ o0(Ju,v?)

siendo, de nuevo, (0,0) el dnico equilibrio hiperbélico.
Por ultimo, es facil comprobar que la introduccién de términos de orden
o(]z,y|°) en (3.4.9) no genera, al realizar de nuevo los dos cambios blow-up an-
teriores, nuevos equilibrios, ni modifica los autovalores de los ya existentes en

(3.4.13). Por tanto, los sistemas (3.4.8) y (3.4.9) son C°—conjugados. Esto com-

pleta la demostracién. N

Consideremos el desplegamiento de (3.4.9) (que conjeturamos universal) dado

por
T =y
_ (3.4.14)
Y = p1+ T+ pay + bay — 2% 4 paa’y + Koty
En el estudio de este sistema bastara considerar el caso K = +1, pues el
sistema es invariante al cambio
(IE, Yoty fha, P2, Y3, fa, I{) - (—l’, Y, =% —pha, po, — i3, — M4, _I{)
con lo que el conjunto de bifurcaciones serd similar en el caso K = —1 (si bien

habra un cambio en la estabilidad).

En el siguiente teorema describimos el comportamiento local de bifurcaciones

de (3.4.14).

Teorema 3.4.1 El sistema (8.4.14) (para K = +1) experimenta una bifurcacidn
de:

1. silla-nodo de equilibrios en la hipersuperficie 27u? — 4u3 = 0;

2. cuspide de equilibrios en la superficie yy =0, py =0;
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3. Hopf del equilibrio (z9,0) de codimensidn:
a) uno, en la hipersuperficie ps + bz + p4zi + zf = 0, para py — 322 < 0,
0T %o 0

(b) dos, en la superficie

p1 = T — paTo
by = 528 — 9z5 — bzopus
’ po + 3z
B 6zy — 630y — 3z0b
e po + 3z}
para pp — 3z% < 0,
(c) tres, en las curvas
p = 1lzd —exoA
Ko = —10:17(2) + eA
_ Bxy— 92§ + 10bz) — ebaoA
Ha = ~Tzd + eA
B 22z — bzo — 2z2eA
Ha = ~Tzd + €A

para pgy — 322 < 0, donde e = £1 y A = /8928 — 5bxo;

4. Takens-Bogdanov del equilibrio (z9,0) de codimensidn.:

(a) dos, en la superficie

pr = —2z3
p2 = 3z3
ps = —bzo— pazh — 7§

(b) tres, en la curva py =0, py =0, p3=0,
(¢) cuatro, en el punto (u1, pa, pa, pa) = (0,0,0,0).

DEMOSTRACION:

Los equilibrios del sistema vienen dados por las soluciones de

y =0
—z®+ a4+ p; = 0
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L

4
sn

Figura 3.4.2: E = zona con un unico equilibrio. I = zona con tres equilibrios.
sn = curva de bifurcacién de silla-nodo de equilibrios.

Sea, pues, (Zo,0) un equilibrio de (3.4.14). La linealizacién de (3.4.14) en

(20,0) viene dada por

0 1 -

Si pg — 3z # 0, el equilibrio es hiperbdlico. Si ug — 3z2 = 0, se produce una

bifurcacién de silla-nodo de equilibrios dada por

—3 + paTo + =0

3
5 (7% ez + )

z=z0
de donde, eliminando xo, obtenemos la hipersuperficie 27u2—4u3 = 0. En el plano
(11, p2) se obtiene una curva que separa dos regiones: I (con tres equilibrios: un
silla entre dos focos o nodos) y E (con un dnico equilibrio foco o nodo) (vid.
figura 3.4.2).

Si sobre la hipersuperficie de silla—nodo de equilibrios se verifica ademés
86—3322 (—2° + poz + 1) = 0, se tiene entonces una bifurcacién de cispides
de equilibrios, dada enx:zz:go: 0 y en la superficie y; = py = 0.

La anulacién de la traza de la matriz (3.4.15), Tr = 3 + bzo + paa? + 28 =

0, junto a gy — 3z3 < 0, nos dan las condiciones para que se produzca una
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bifurcacién de Hopf. Eligiendo uz como pardmetro de bifurcacién, y puesto que

To = To(p1, f2), se tiene

oTr

aﬂa -

con lo que se verifica la condicién de transversalidad y, por tanto podemos

suponer en lo que sigue que los parametros toman los valores criticos dados

por I'r = 0. Trasladando el equilibrio (zo,0) al origen y realizando el escalado

y — /323 — p2 y, (3.4.14) se transforma en

g\ [0 —wo T n 0
v /) \Nw 0 Yy Az? 4+ Bz® 4+ Czy + Dz’y + Faz®y + Gzly

(3.4.16)
donde
:3ﬁ’ B:—1—7 Cz_b+2$o,u4+4.’128’
Wy Wwo wo
D_:_LGJ’%, F:_ﬁ’ G=_L1
Wo wo Wo

siendo wg = —1/3x3 — po.

Al sistema dado en (3.4.16) le aplicamos el algoritmo desarrollado en [38] para
el calculo de la forma normal de la bifurcacién de Hopf, obteniendo los coeficientes

de orden:

e tres, dado por

_3;L4m(2, + papy — 6z + 62210 + 3z0b
8 (33 — p2)?

a; =

e cinco, dado por
5zb + 11z + 2023 ps + p2

16 (323 + 12) (323 — ps)?

en el supuesto de que a; = 0.

ag =

Despejando los parametros en estas expresiones obtenemos las ecuaciones para
las bifurcaciones de Hopf de codimensiones dos y tres, respectivamente, dadas

o

en el enunciado del teorema. Observemos que los denominadores obtenidos en

estas expresiones, po + 3z3 y —T23 + £1/89z8 — 5z0b, son no nulos: en efecto, si
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p2 + 3z2 = 0 se tendria 3zq (b— 2z + 2xop2) = 0y, al ser zo y yy tan pequeios
como queramos, se concluiria que zg = 0 y por tanto p; = gy = uz = py = 0, lo
que no es posible. Analogamente se razona para el otro denominador.

Por dltimo, por lo que respecta a la bifurcacién de Hopf, comprobamos las
condiciones de transversalidad para las de codimensiones dos y tres (eligiendo

adecuados parametros de bifurcacién). Tenemos

T 1 z3
a( r,al):det( 2 )=#2+3$3¢0

9 (s, pa) 0 po + 322
Yy
1 &Lr aIr
Sus  Bzo
a(Tr,ay,as)
> =det]| 0 o &u |=q 0
0 (3, pa, To 9% b#

para To y pi2 suficientemente pequefios, siendo o = py + 322 y B = 5b + 4423 +
dzops.
La bifurcacién de Takens-Bogdanov viene dada por la anulacién simultdnea

de la traza y el determinante de la matriz (3.4.15), es decir

Tr = ps+bzo+ pazi+zi=0
Det = pp—3z¢ =0

que, junto a la condicién de equilibrio, nos permite obtener la siguiente superficie

parametrizada
po= —2z3
p2 = 314
ps = —bzo— pqzf — 2}

Verificamos la condicién de transversalidad, dada por

O (Tr, Det) (1 0>
— 2 — det 0
) o) 7

Para determinar las degeneraciones de la bifurcacién de Takens-Bogdanov

vamos a trasladar el equilibrio (z,0) al origen, obteniendo a partir de (3.4.14) el
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sistema
T =y

y = —3zoz® —2® 4 (b+ 2uazo + 423) Ty + (3.4.17)

+  (pa+623) 2%y + 4zoz’y + 2%y
La anulacién del coeficiente de z? ocurre si zo = 0, lo que nos indica que en el
eje uq del espacio de pardmetros se produce una bifurcacién de Takens-Bogdanov
(en el origen) degenerada de codimensién tres del tipo estudiado en [35]. Situando

(3.4.17) sobre zg = 0 obtenemos

r =Y
{ g = —z°4 by + uar’y + zty
resultando ser la degeneracién de tipo foco (como ya sabiamos) atractivo si pg < 0
y repulsivo si yg > 0.

La condicidn

1 0 b
T D
aa( nDeb D) gt 01 o £0
(#3,#2,.’E0) 0 0 -3
(donde D = —3z0) nos garantiza la transversalidad de la bifurcacién. Esto com-
pleta la demostracién. |

Con respecto al anélisis global de (3.4.14), vamos a deducir la existencia de ho-
moclinas derechas, izquierdas y concavas (vid. figura 3.4.3) de codimensién uno,
basandonos en una propiedad rotacional del sistema (vid. [81]), en forma anéloga,
a como es realizado en [35]. Las homoclinas de codimensién tres dadas por las

condiciones de traza cero y coeficiente EID = 1 seran obtenidas numéricamente.

Sea A; = (ul,yQ,ugﬂ,y‘;), paraz = 0,1, y sea

Y
Z ;= l r
. ( pr + oz + 8y + by — 28 + pazly + Katy )
para ¢ = 0,1 (Z) representa el campo vectorial dado en (3.4.14)). Se verifica el

siguiente lema.
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Figura 3.4.3: Diferentes tipos de homoclinas: (a) céncava inferior; (b) céncava
superior; (c) izquierda y (d) derecha.

Lema 3.4.3 El vector Z), tiene una direccion obtenida de la direccidn de I,

rotando €sta un dngulo § € (0, ).
DEMOSTRACION:
Se tiene (denotando (-,-) producto escalar y L ortogonal)

(25, 25,) = (68 — w8 o?

Si pd) > p&) entonces cos (Z;\L;\Z,\l) > 0 y por tanto (Z,\o/,\Z,\l) € (0,7) de

donde se sigue el lema. ]

Este resultado nos permite demostrar el siguiente teorema.
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(a)

(b)

Figura 3.4.4: Retratos de fases en las proximidades de una homoclina céncava:
(a) superior y (b) inferior.

Teorema 3.4.2 Fl sistema (8.4.14) presenta homoclinas céncavas inferiores (s6-
lo sib>0), concavas superiores (sélo si b < 0) y homoclinas derechas e izquier-

das.

DEMOSTRACION:

Denotemos por T' = pz+bzr+pusx?+Kz* la traza de la matriz de la linealizacién

oT
de (3.4.14) en un punto (z,y) del plano de fases. Al ser B b 5 0 se tiene,
z
por el teorema de la funcién implicita, la existencia de una funcién z = z (us, u4)
en un entorno de z = ps = pg = 0. Derivando implicitamente obtenemos el

desarrollo de Taylor para la funcién z dado por

L 2 6K
z (ps, pa) = ‘73 - E§N§#4 + “brllg +o (|#3,ﬂ4|3)

Para p3 y p4 suficientemente pequetios, se tiene la aproximacién z (us, uy) =
—Hl—;i, y por tanto T' = 0 sobre la recta del plano de fases dada por z = —-%.

En lo que sigue vamos a razonar suponiendo b > 0 (andlogamente se razona
para el caso b < 0).

Llamando D = 3z — p; (el determinante de la matriz (3.4.15) calculada en un
punto (z,y) del plano de fases), tenemos que 7?—4D = —4pus+o(|z, p2, 3, p4]) <

0, para z, pa, i3, p4 suficientemente pequefios y uz > 0 (zona de posible existencia



142 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

TO T=0 T T<0 T=0 T>0

E C}?D
(a) (b)

T T20 ™0 T T=0 T>0
(c) (d)

T<0 T=0 T>0 T T0 T>0
(e) (f)
<0 T=0 T>0 TO T=0 T>0
~———]

1 ] [ ] \ \D)

(g) (h)

Figura 3.4.5: Evolucién de los retratos de fases para ps decreciente.
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Hoq

-0.33

My

—-0.36

)

Figura 3.4.6: Proyecciones de la curva de conexiones homoclinas degeneradas de
codmensién tres (dadas por las condiciones traza cero y coeficiente EID = 1)
obtenidas numéricamente.
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M
mL
Hi HSN-I
/ Cu
HSN-CID HSN-CII
: 18
HCID :%—/ 1
H-EID
HSN-D
TB,
HD
Mg
(a)
Hs
Cu
Hl
o —
H,
My

(b)

Figura 3.4.7: Conjuntos de bifurcaciones conjeturados obtenidos al intersecar con
un cubo de centro el origen de coordenadas. (a) p2 > 0. (b) p2 < 0. Los simbolos
estan explicados en el texto.
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de homoclinas), de donde los dos equilibrios extremos son focos con la misma
estabilidad (si la recta T = 0 estd a la derecha del foco de mayor abscisa o bien
si esta a la izquierda del foco de menor abscisa) o bien el izquierdo es estable
y el derecho es inestable (si la recta T = 0 estd entre ambos focos; recuérdese
que % = b > 0y, por tanto, T es positivo a la derecha de T = 0 y negativo a
la izquierda de T = 0). Esta dltima situacién, distinta estabilidad, es la tnica
compatible con la existencia de homoclinas céncavas inferiores (para la existencia
de homoclinas céncavas superiores se requiere que el foco derecho sea estable y el

izquierdo inestable, situacién que corresponde al caso b < 0) (vid. figura 3.4.4).

Las posibles homoclinas derechas e izquierdas pueden ocurrir dnicamente s,
de nuevo, los focos tienen diferentes estabilidades, es decir, si la curva 7' = 0 se
encuentra entre el foco y el silla (en caso contrario y suponiendo, por ejemplo,
ambos inestables, la homoclina serfa estable siendo la traza positiva, lo que no
es posible). Puesto que la curva T = 0 corta localmente una sola vez al eje
OX, esto impide la coexistencia de homoclinas derechas e izquierdas, es decir, de

homoclinas dobles.

En la figura 3.4.5 representamos la evolucién de los retratos de fases del sis-
tema cuando el pardmetro us decrece: entre (a) y (b) se produce una bifurcacién
de Hopf de la que nace una drbita periddica estable, que sélo puede existir mien-
tras la curva T = 0 se encuentre a la izquierda del silla (pues, por las propiedades
rotacionales, acumula en una conexién homoclina izquierda, que sélo puede ocu-
rTir si la curva T' = 0 estd a la izquierda del silla). El paso de T = 0 a través del
silla garantiza, pues, la muerte de la érbita periédica en una érbita homoclina
convexa izquierda, representada en (c). Entre esta tltima y la homoclina convexa
derecha, representada en (g), se verifica que aquellas partes de las variedades es-
table e inestable del silla con y > 0 cortan al eje OY negativo; las propiedades
rotacionales garantizan la existencia de una homoclina céncava inferior, dada en
(e). La evolucién, cuando T' = 0 se sitda a la derecha del silla, es andloga a la
estudiada: homoclina convexa derecha en (g) y existencia de una érbita periédica

estable en (h) que va a desaparecer en una bifurcacién de Hopf.



146 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

Esto completa la demostracién. ]

Con respecto a homoclinas degeneradas, mostramos en la figura 3.4.6 los re-
sultados numéricos que hemos obtenido mediante la continuacién de las érbitas
homoclinas céncavas inferiores de codimensién tres dadas por las condiciones de

traza ceroy EID = 1.

Finalizamos esta seccién mostrando en la figura 3.4.7 los diferentes conjun-
tos de bifurcaciones que conjeturamos para el sistema (3.4.14), donde TBg y
T'By, corresponden a Takens-Bogdanov de los equilibrios de la derecha y de la
izquierda, respectivamente; HD,HI, HCI,HCID y H — EID corresponden a
homoclinas derechas, izquierdas, céncavas inferiores, céncavas inferiores con traza
cero y concavas inferiores con traza cero y EID = 1, respectivamente; HSN — I,
HSN — D, HSN ~ CII y HSN — CID corresponden a homoclinas silla-nodo
izquierdas, derechas, concavas inferiores izquierdas y céncavas inferiores derechas,
respectivamente; C'u corresponde a cispide de érbitas periddicas; H, Hy; v H, co-
rresponden a bifurcaciones de Hopf, Hopf degenerada en el término ciibico y Hopf

degenerada en el término de orden cinco, respectivamente.

3.5 Un Caso de Degeneracién de un Doble Cero
Diagonalizable

En esta dltima seccién abordamos el estudio del desplegamiento de cierta de-
generacion de una singularidad con un doble cero diagonalizable, cuyo origen
se encuentra en una singularidad tetradimensional con dos pares de autovalores
imaginarios sin resonancia (vid. [51]). Nuestro interés en este caso viene dado
por el hecho de que el sistema plano que vamos a estudiar puede ser obtenido
como una seccton de un sistema tridimensional que experimenta una bifurcacién
de Hopf-cero en presencia de una simetria, y que aparece en las ecuaciones del

modelo de un circuito electrénico (cuyo estudio parcial abordaremos en el capitulo
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IV y al que remitimos para los detalles de lo que sigue) dadas, a orden cinco, por

Rz = —(I/—I-B)a:-l-,@y—a3m3+bg(y—m)S—a5m5+b5(y——:c)5
g = Br—(B+7)y—2z—bs(y—2)°—c3p® —bs(y — z)° — csy®
z = y
(3.5.1)

donde R, v, 83,7, as, as, b3, bs, c3 y ¢5 son parametros.

El sistema dado en (3.5.1), una vez situado sobre los valores criticos de los
parametros donde experimenta una bifurcacién de Hopf—cero, puede ser escrito
en la siguiente forma normal (vid. [45]) dada en coordenadas cilindricas por

Fo= aprS + aperz?
Z = aoriz 4 agnz’ (3.5.2)
0 = wo + t17% + ty2?

para r > 0, siendo

an =

3 [ﬂ4 ((13 + b3) - R“wé (bS + C3)]
(

3R (R - 52)
. — 3[B% (a3 + b3) — R*w?2bs)
o 2R (R - £?)
=3 (8% (as + b3) + R*wlbs]
- 2(R = 7%
az + b3
a2 = “R_ 32
b= —3woBbs (R*wi + B7)
b 4(R- %)
= —3wofbs
2 = R_p

Quitando la ecuacién correspondiente al término azimutal obtenemos el sis-

tema plano

ro= r(apnr? + apz?
{ (anr” + an7’) (3.5.3)

z = z(anr?+ aznz?)
En la hipétesis adicional de degeneracién del término 73, a;; = 0, obtenemos

el siguiente desplegamiento de (3.5.3) (vid. [2])
{ ro= 1+ par? + 2% + cr?)

3.5.4
z = z(ug+dri+az?) ( )
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Figura 3.5.2: Proyecciones de la curva de conexiones heteroclinas de tipo

silla—nodo.
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-2 -1.5 -1 -0.5 0

Figura 3.5.3: Proyecciones de la curva de conexiones heteroclinas de tipo
silla-nodo para diferentes valores de us: A: pz = 1; B: 3 = 0.5; C: pz = 0.1; D:
ps = 0.05; E: u3 = 0.01; F: p3 = 0.005 y G: 3 = 0.002. La curva H corresponde

a la prediccion tedrica para la curva limite ﬁi— = 2—(;“_—1)
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donde los parametros p;,1 = 1,2,3, estan proximos a cero y a # 0,1,2,¢ =
+1,d = £1. En lo que sigue consideraremos el caso ¢ < 0,c = —1,d = =1, u3 > 0
puesto que es el que tiene mas riqueza de bifurcaciones.

Debido a la presencia en el sistema (3.5.4) de la simetria al cambio de signo
de r y z, restringimos el estudio al primer cuadrante (r > 0,z > 0) del plano
de fases. Esto nos permite realizar el cambio de variables R = r?, Z = 2? que

transforma (3.5.4) en

(3.5.5)

R = R(ui+ psR+Z — R?)
Z = Z(us—R+aZ)

En la figura 3.5.1 mostramos una representacién cualitativa del conjunto de
bifurcaciones de (3.5.5) en el plano de parametros (1, p2), para uz > 0, junto a
los diferentes retratos de fases que pueden aparecer.

En la figura 3.5.2 aparecen las curvas numéricas de heteroclinas de tipo silla—
nodo (punto B en el conjunto de bifurcaciones de la figura 3.5.1) proyectada en
dos planos paramétricos.

Para ps > 0 y cuando u3 tiende a cero, los puntos de codimensién dos, A,
By HZ, se unen en el origen del espacio de parametros {1, g2, p3) = (0,0,0)
(correspondiente a un punto de Hopf-cero degenerado). Hemos realizado la con-
tinuacién numérica del punto B en el espacio (p1, u2,a), para us constante, y
hemos representado K2 frente a a para varios valores de uz (vid. figura 3.5.3)
verificando la correccién de la prediccién dada en [2] para esta curva:

a
P2 = m#a + o (p3)

2(aa—1)

Cuando ps3 tiende a cero, obtenemos la curva limite 22 = representada

en la figura 3.5.3.



Capitulo IV

BIFURCACIONES EN
CIRCUITOS DE VAN DER
POL-DUFFING

4.1 Introduccion

En la primera parte de este capitulo estudiaremos las caracteristicas principales,
tanto cualitativas como numeéricas, del conocido cross—shaped diagram o diagrama
en forma de cruce, como a partir de este momento serd denominado, uno de cuyos
origenes se encuentra en un sistema plano que modela un oscilador de Van der
Pol-Duffing. Este sistema sera objeto de estudio en la seccidn segunda.

En la segunda parte del capitulo (secciones tercera y cuarta) estudiaremos
un oscilador electrénico tridimensional, genealégicamente relacionado con el os-
cilador plano de Van der Pol-Duffing, centrandonos en los fendmenos relativos a
la bifurcacién de Hopf y algunas degeneraciones relacionadas.

En la seccién tercera describiremos las componentes del circuito, asi como
el sistema de ecuaciones diferenciales que nos servird para estudiar su compor-
tamiento.

Para el oscilador tridimensional citado, y en la cuarta seccién, nos ocupare-
mos de la bifurcacién de Hopf del equilibrio en el origen, asi como de varias
degeneraciones adicionales que seran estudiadas haciendo uso de la teoria de la

singularidad desarrollada en [48]. Esto nos permitird localizar, en primer lugar, y

152
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tras introducir los conceptos fundamentales necesarios, una singularidad con Z,-
codimension 2, correspondiente a una pérdida doble de la condicién de transver-
salidad. En segundo lugar, localizaremos una singularidad ain mas degenerada,
a saber, una con Z,-codimensién 3 en presencia de un parametro modal (y por
tanto con Z,-codimensién topoldgica 2) que corresponde a una pérdida simple de
la condicién de transversalidad junto con la anulacién del término cibico en la
forma normal de la bifurcacién de Hopf. Otras singularidades con Z,-codimensién
3 surgiran del caso anterior cuando obtengamos puntos conectores. Finalmente,
otras singularidades que determinaremos vendran dadas de nuevo como casos
limite de la que presenta pardmetro modal, precisamente cuando éste tiende a
infinito (volvemos a obtener puntos conectores) y dard lugar a dos singularidades
con Z,-codimensién 3: una aparece por una pérdida doble de la condicién de
transversalidad junto con la anulacién del término cibico de la forma normal; la
otra, por la anulacién simultanea de los coeficientes de ordenes tres y cinco de la

forma normal junto con una pérdida simple de la condicidn de transversalidad.

4.2 El Diagrama en Forma de Cruce

En esta seccién nos proponemos presentar el conjunto de bifurcaciones del des-
plegamiento de una singularidad que experimenta una bifurcacién de Takens-
Bogdanov con una simetria rotacional (andloga a aquélla descrita en [51], pag.
371, pero anadiendo un parametro independiente en su desplegamiento). Por la
forma que exhibe su conjunto de bifurcaciones en uno de los planos de pardmetros,

aquél es conocido como el diagrama en forma de cruce (vid. [19], [36] y [50]).

4.2.1 Génesis del Oscilador de Van der Pol-Duffing

Tres sistemas, uno fisico, otro quimico y el tercero biolégicc se encuentran, inde-

pendientemente, en el origen del oscilador que vamos a estudiar:

Un oscilador electrénico de Van der Pol-Duffing: Enlafigura 4.2.1 aparece

un sistema electronico consistente en un circuito paralelo RCL (resistencia
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W0~
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L
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]
VCC

Figura 4.2.1: Circuito electrénico.

R, capacidad C e inductancia L) con una conductancia no lineal f(v). Las

ecuaciones de estado del circuito vienen dadas por

dv
cZ = —i-f(v)
{)
Ldl . (4.2.1)
@ UM T e
donde supondremos f(v) = —a1v + asv®, con a;,as > 0.

Escribamos el sistema (4.2.1) en la forma de una ecuacién de Liénard

d*v

LCE%;+(Lf('v)+RC)d +(v+ Rf(v)) = Ve

En el caso particular en que R = 0 y V.. = 0 se obtiene el oscilador clasico
de Rayleigh-Van der Pol.

Cuando R # 0, reconocemos en la ecuacién anterior términos cubicos en

v, que nos autorizan a denominar esta ecuacién con el nombre de Van der

Pol-Duffing.

Escalando adecuadamente obtenemos a partir de 4.2.1

Z= py + pox + pat —z° — 32°2
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Figura 4.2.2: Reactor quimico oscilante.

o, en forma de sistema,

{m - Y (4.2.2)

Yy = g1+ pez+ pay —z° — 3ty

(para p; = 0 corresponde a la Takens-Bogdanov con simetria antes men-

cionada).

Un reactor quimico oscilante: El reactor quimico esquematizado en la figura

4.2.2 viene modelado por las ecuaciones de Boissonade-de Kepper (vid.

[10]) ix
= = (X - X +2) - KY
dy
@ x_y
Td

(para po > 0) que, mediante una traslacién en la variable ¥ y un escalado,

puede ser escrito en la forma dada en (4.2.2).

Ecuaciones de Fitzhugh—-Nagumo: Este modelo de la conduccién nerviosa
fue introducido en torno a 1960 como una simplificacién del modelo de

Hodgkin-Huxley de la actividad eléctrica de una membrana excitable. Sus
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ecuaciones vienen dadas por el sistema

dX X3
= a+Y+X -

7 a+Y + 3

dy o

que puede ser escrito, de nuevo mediante una traslacién en la variable Y y

un escalado, en la forma dada en (4.2.2).

4.2.2 Analisis de Bifurcaciones

Comenzamos analizando el comportamiento local de (4.2.2), que viene descrito

en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 El sistema (4.2.2) ezperimenta una bifurcacion de:

1. silla-nodo de equilibrios en la superficie 2Tu? — 4u3 = 0;
2. cuspide de equilibrios en la curva p; =0, uy = 0;

3. Hopf de codimension:

3 1
(a) uno, en la superficie u; = + <%:1>5 F (%>5 U2, Para pz > lo,
(b) dos, en la curva py = —us, para uz > .
4. Takens-Bogdanov en la curva
pi = —2a°
p2 = 3a? aeR
ps = 3o

DEMOSTRACION:

Los equilibrios del sistema vienen dados por (zg,0), donde y; + pszo — z3=0.

La matriz de la linealizacidn del sistema en (z, 0)

0 1
( pz — 3z py — 313 ) (4.2.3)
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junto con la condicién de equilibrio nos permiten deducir ficilmente las expre-
siones para las diferentes bifurcaciones existentes. El algoritmo desarrollado en
[38] para el cdlculo de la forma normal de la bifurcacién de Hopf nos permite
conocer el coeficiente cibico de aquélla, cuya anulacién viene dada por yy = —ps,
siendo la bifurcacién de Hopf subcritica cuando py > —pu3 y supercritica cuando
Mo < —p3.

De las condiciones de anulacién de la traza y el determinante de la matriz
(4.2.3), se deduce inmediatamente la expresién de la curva de bifurcacién de

Takens—Bogdanov. ]

Las superficies y curvas correspondientes a los diferentes tipos de homocli-
nas de codimensioén uno y dos, respectivamente, que pueden aparecer van a ser
calculadas haciendo uso de la funcién de Melnikov asi como numéricamente. Sea

el escalado
T EeT, py=€v, tet,

2 2
Yyr—ey, W2 =& vy,
#3=€2V3

que transforma (4.2.2) en el sistema

T =y
) (4.2.4)
¥ = itz —z3+e(vzy — 3z%y)

que resulta de perturbar el sistema hamiltoniano

z =y
y = n+uvz-—z°

Se verifica el teorema siguiente.

Teorema 4.2.2 El sistema ({.2.2) presenta homoclinas de codimension:

(a) Uno: derechas, izquierdas, cncavas superiores y concavas inferiores;

(b) Dos: dobles y de tipo silla—nodo derechas, izquierdas, cdncavas superiores y

concavas inferiores.
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DEMOSTRACION:

El criterio de la divergencia de Andronov (vid. [4]), dado por

.//imW (V3 - 3332) dzdy =0

donde v es una érbita homoclina derecha, izquierda o céncava, nos permite
obtener, en primera aproximacion, curvas de estas 6rbitas homoclinas en el plano
paramétrico (p1, p2) (para ug > 0). Tomando v3 =1 (es decir, uz > 0) obtenemos

la siguiente parametrizacion de la curva de conexiones homoclinas derechas

3
— 2
{ 1 = H3W (4.2.5)
H2 = Hal2
donde
L 1 o2 sen’d ,
V] = —198 ) Vg — ————— :__——22
3+—%h(9} 2-Fsen-0
cos®f
h(8) =
() cos30

(2 4 sen?d) (g — 6) senf — cosf +

donde 6 € (~§,§ .
Para 6 = —7 se obtiene el punto terminal de (4.2.5) sobre la curva de sillas-
nodo de equilibrios y corresponde, por tanto, a una homoclina de codimensién
dos de tipo silla-nodo derecha; para —Z < § <0y 0 < 8 < 7 tenemos homoclinas
derechas; para § = 0 tenemos una homoclina doble y para § = % se obtiene el

otro punto terminal de la curva, correspondiente al punto de Takens-Bogdanov
(vid. figura 4.2.3).

Debido a la simetria que exhibe el sistema, dada por la invarianza al cambio
T — —zr,y — —y, y3 — —puq, la curva de homoclinas izquierdas se obtiene
de (4.2.5) sin mas que cambiar el signo de y;. De nuevo, el valor § = -7,
correspondiente al punto terminal de la curva de homoclinas izquierdas sobre la
curva de sillas—nodo de equilibrios, nos permite obtener el punto donde ocurre

una homoclina de codimensién dos de tipo silla-nodo izquierda.
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4 l’l’l
sn
HSN-D
HH
Mo
HD
TB
Figura 4.2.3: HD=curva de homoclinas derechas (en trazo grueso);

sn=silla-nodo de equilibrios; I"'B=Takens-Bogdanov (u; = y3;0 = %); HH=ho-
moclina doble (u; = Sps;6 = 0); HSN — D=homoclina silla-nodo derecha
(#2 = %#3;9 = —‘725)

El cédlculo para las homoclinas cdncavas nos lleva a obtener una parametri-

zacion idéntica a la obtenida para las homoclinas derechas sin més que suprimir

el término 7 que aparece en el denominador de % () (los puntos de esta curva
corresponden para g; > 0 a homoclinas céncavas superiores y para y; < 0 a ho-
moclinas céncavas inferiores; en gy = 0, donde la curva se corta con las dos curvas
de homoclinas derechas e izquierdas, se obtiene una homoclina doble; los puntos
terminales sobre la curva de silla—nodo de equilibrios corresponden a homoclinas
de codimensién dos de tipo silla-nodo céncavas: superior para p; > 0 e inferior

para p; < 0). N

En la figura 4.2.4 mostramos el conjunto de bifurcaciones cualitativo que
hemos obtenido para el sistema (4.2.2) en el plano paramétrico (2, p1), para
pa > 0 (con el siguiente significado de los simbolos: 7'B = Takens-Bogdanov; SN
= silla-nodo de érbitas periédicas; sn = silla-nodo de equilibrios; C = cispide

de equilibrios; H = Hopf; H; = Hopf degenerada; HD = homoclinas derechas;
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HI = homoclinas izquierdas; HCS = homoclinas céncavas superiores; HCI =
homoclinas céncavas inferiores; H H = homoclina doble; HSN — D = homoclina
silla-nodo derecha; HSN — I = homoclina silla-nodo izquierda; HSN — CSD
= homoclina silla-nodo céncava superior derecha y HSN — CII = homoclina
silla-nodo céncava inferior izquierda).

En las figuras 4.2.5 y 4.2.6 aparecen diferentes detalles del conjunto de bifur-
caciones de (4.2.2) obtenido numéricamente. Para la continuacidn de las curvas
de homoclinas recogidas en estas figuras hemos aproximado linealmente las varie-
dades estable e inestable de los puntos de silla hiperbdlicos, mientras que hemos
aproximado cuadraticamente la variedad de centros en el caso de equilibrios no

hiperbdlicos de tipo silla-nodo, aproximacién dada por

y=o1(z—z0)+ a2 (x—x0)2+0((z—$0)2)

3z

cona; =0y ay = e

En lugar de uno de los parametros de bifurcacion uy y uz, hemos tomado como
parametro de continuacién la abscisa del equilibrio, z;. para evitar problemas
numéricos en las proximidades de la curva de sillas-nodo de érbitas periddicas.

Hacemos la observacién de que las curvas de homoclinas derechas y céncavas
superiores (andloga observacién puede hacerse para homoclinas izquierdas y cén-
cavas inferiores) obtenidas aplicando el criterio de Andronov, se unen sobre la
curva de sillas—nodo de equilibrios en el mismo punto u, = £, y ambas con
tangente vertical. La teoria de la perturbacion falla en este caso a causa de que
el equilibrio del sistema sin perturbar es no hiperbélico. El trabajo de Schecter
(vid. [99]) predice un contacto de primer orden entre las curvas de silla—nodo
de equilibrios y de homoclinas derechas y un contacto similar entre las curvas de
sillas-nodo de equilibrios y de homoclinas cédncavas superiores.

Por 1ltimo, en la figura 4.2.7 mostramos las proyecciones en el plano de
parametros (uq, p3) de las curvas de homoclinas silla—nodo derechas (HSN — D)
y céncavas superiores derechas (HSN — CSD) en el caso u; > 0 (para p; <

0 obtendriamos las mismas proyecciones, pero ahora de homoclinas silla~nodo
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11 12 13 14 15
- L4 X (=] o x - ’\’ : \" x . - x .
16 17 18 19 20
. ( RBITA PERIODICA ESTABLE ¢ EQUILIBRIO ESTABLE
s xie/ . , x PUNTO DE SILLA
-- 17 "/ ORBITA PERIODICA INESTABLE

© EQUILIBRIO INESTABLE

21

Figura 4.2.4: Diagrama en forma de cruce para uz > 0 (en el texto aparece el
significado de los simbolos).
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Figura 4.2.5: Detalles del diagrama en forma de cruce.
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Figura 4.2.6: Detalles del diagrama
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en forma de cruce.
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HSN-CSD
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0 0.05 0.1 0.15
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Figura 4.2.7: Proyeccién de las curvas de homoclinas silla-nodo derechas

(HSN — D) y concavas superiores derechas (HSN — CSD).

izquierdas (HSN — I) y de homoclinas silla—nodo céncavas inferiores izquierdas

(HSN = CII)).

4.3 Un Modelo Tridimensional para un Cir-
cuito de Van der Pol-Duffing.

El sistema electrénico objeto ahora de nuestro estudio aparece representado en
la figura 4.3.1, en la que podemos observar que consiste en el acoplamiento,
mediante la conductancia no lineal Gy, de dos circuitos: un circuito paralelo RCL
(conductancia no lineal G3, inductancia L y capacidad C'), y un circuito paralelo
RC (conductancia no lineal Gy y capacidad Cp). Diferentes elecciones para las
conductancias no lineales G, G, G5 dan lugar a diversos sistemas particulares.
En el caso en que G sea una conductancia no lineal negativa (tipo os-
cilador de Van der Pol), G, una conductancia no lineal positiva —realizable
fisicamente mediante la asociacidn en paralelo de dos grupos de diodos, polariza-

dos en oposicién— y G3 una conductancia puramente lineal, tenemos el sistema
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U; Us

G

Figura 4.3.1: Esquema del circuito electrénico.

originalmente propuesto por Shinriki et alii (vid. [103] y [104]) como un oscilador
que genera ondas aleatorias. El analisis realizado por dichos autores se reduce a
simulaciones numeéricas y alguna experimentacién; no llevan a cabo ningin estu-
dio tedrico de las ecuaciones de estado e incluso el andlisis empirico realizado es
incompleto. Un estudio mas exhaustivo de la dindmica del mencionado sistema
puede encontrarse en [37], [41], [45] y [88].

En el caso en que (7 sea una conductancia no lineal negativa (tipo oscilador
de Van der Pol), G; una conductancia lineal y G3 una conductancia nula, se
obtendria el llamado circuito de Chua, estudiado por Matsumoto (vid. [75]),
Matsumoto et aliz (vid. [76]), Chua et alii (vid. [17]) y, més recientemente, en
(73].

Las ecuaciones de estado del circuito son

dv . .
Co—(# = —i1(v1) + i2(v2 — vy)

C—= = —ip—13(v2—v1) —13(vy) (4.3.1)

L— = V2
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donde las variables de estado son vq,vs,77. Las dos primeras, vy, v, representan
las tensiones en los condensadores, mientras que iy corresponde a la intensi-
dad en la bobina. Ademas, 21(v;),22(vs — v1), i3(vy) representan a la intensidad
b b bl p
como funcién de la correspondiente tensién para las conductancias no lineales.
Asumiremos que estas funciones verifican :;(0) = 25(0) = ¢3(0) = 0 y también
q y
i;(—v) = —1j(v) para j = 1,2,3, y para ellas consideramos los siguientes desarro-

Hos formales

t(v) = pvr + Elsvf + &5015 + -
t2(ve —v1) = polva—uvy)+ Ea(vz - '01)3 + ?35(1)2 - 01)5 4 -
H3V2 + 63’03 -+ 651)3 + - (432)

i3(v2)

donde supondremos que a; > 0, Z)z- > 0,¢; > 0 para todo ¢ = 3,5,...

El anélisis efectuado por Gamero en [45] pone de manifiesto que los can-
didatos naturales a ser tomados como parametros de bifurcacién son pq, o, i3, €s
decir, las aproximaciones lineales a las caracteristicas tensién-intensidad de las
conductancias G, G5, G5, los cuales pueden ser ficilmente variados mediante los

correspondientes potenciémetros.

. 1 . :

Si llamamos ahora w = Wirek vamos a realizar en el sistema (4.3.1) un
escalado en el tiempo: t = wr. Ademas, tomaremos como nuevas variables de
estado

L
T=v, y=v,, z=—%
’ wC

Por 4ltimo, realizamos el siguiente escalado sobre los parametros del sistema

polo o g s
C’ wC’ wC’ T oC
a; b; G .
a1—~w—c, ,———L‘TC—, C1—wC 1—3,5,...

De la expresién de r deducimos que ha de ser r > 0, asimismo resulta a; > 0,

b; 20, ¢; 2 0 para: = 3,5,... Con esta notacién, estudiaremos el sistema (4.3.1)
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cortado a quinto orden, que adopta la forma

b b
(e By B By - e By
T r T s r

r

T

g = Br—(B+7)y—z~cy’—ba(y —2)° - csy® — bs(y — z)°
z =y
(4.3.3)
Observemos que el sistema es invariante bajo la transformacién (z,y,z) —
(—z,—y, —z), es decir, es Z,-simétrico, propiedad que condicionaré la dinadmica
del sistema.
Por simplicidad, vamos a restringirnos al caso en que as = b5 = 0. Ademas,
supondremos que la conductancia G5 es lineal y, por tanto, ¢3 = ¢s = 0. Un

nuevo escalado nos permitira reducir en uno el nimero de parametros. Sea, pues,

z— Kz, y—»Ky, z— K=z

P= a3l-)i:-3b3 , K= a3~1+—b3
que transforma (4.3.3) en
T o= - (Vjﬂ>m+§y—(1—p)w3+p(y~w)3
§ = Br—(B+v)y—z~ply—2) (4.3.4)
z =y

Este sistema tiene un equilibrio en el origen para cualesquiera valores de los

parametros. Su linealizacién en este equilibrio viene dada por

v+ B B 0
T T
0 1 0
y su polinomio caracteristico es P(A) = A* + p; A% + py A + ps, donde

v+ B(1+r)+9r

h .
+
Py = V(ﬂ+7)r By+r (4.3.6)
v+ f
b3 =

r
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Por tltimo, vamos a sintetizar el comportamiento de bifurcaciones de (4.3.4)

(vid. [45]) considerando los distintos casos de no hiperbolicidad del origen.

Caso 1: A\ = 0 es autovalor simple de (4.3.5), teniendo ademés los restantes
autovalores parte real no nula: re (A;) # 0, re (A3) # 0. Este caso se co-
rresponde con p3 = 0,p; # 0,p, # 0, que en términos de v, 3, v se traduce

env+f=0,08+7#0yp #+r. En estecaso, la matriz (4.3.5) seré

semejante a una matriz del tipo
-

0
{re(z) #0}.

Los equilibrios no triviales del sistema (4.3.4) vienen expresados por (z 7, y+, 2%),

donde B € M, y ademds o(B)

(z=,y~,27), donde

yt = 0 (4.3.7)

3
£ = _vtp ,/__V+_ﬂ)
z = :t,B ” :f:p( ”

v por tanto, si v+ 3 < 0, tenemos tres equilibrios, que se confunden en uno

para v + 8 > 0. Asi, el plano PI = v + 8 = 0 determina la zona donde
se produce una bifurcacién pitchfork (la cual es consecuencia de la simetria
antes mencionada del sistema), siendo por tanto una bifurcacién estitica

(sélo involucra equilibrios) de codimensién uno (vid. figura 4.3.2).

Caso 2: Aqui consideramos que la matriz (4.3.5) tiene dos autovalores imagina-
rios puros conjugados: A\ = woi, Ay = —wpt y el tercer autovalor es real
y distinto de cero (A3 # 0). En términos de los coeficientes del polino-
mio caracteristico, este caso se corresponde a pip; = p3, po > 0y ps # 0.

Ademas, se tiene que w§ = p; y A3 = —p;. La matriz (4.3.5) seré ahora
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semejante a una matriz de la forma

0 —Wg
wo 0

B

y nos encontramos ante la posibilidad de una bifurcacién de Hopf para los
valores de v, 3,7 que cumplen la relacién pip; = p3,p; > 0. En la préxima

seccidn estudiaremos en detalle este caso.

Caso 3: La matriz (4.3.5) tiene a cero como autovalor doble (A, = X\, = 0)
y el tercer autovalor es no nulo A3 # 0. Este caso se corresponde con
p2 = p3 =0, p; # 0, o bien, en términos de v, 3,, las anteriores relaciones
se traducen en v + § = 0,82 = r, 8 + v # 0. Para estos valores, la matriz

(4.3.5) serd semejante a una matriz de la forma

01
0 0
As

Aqui, nos encontramos con la posibilidad de aparicién de una bifurcacién de
Takens-Bogdanov (de codimensién dos) sobre las rectas TBy = v = —f =

VI, TBy=v=—f=—r, v #r (vid. figura 4.3.2).

Caso 4: La matriz (4.3.5) tiene dos autovalores imaginarios puros conjugados:
A1 = wot, Ay = —wot y €l tercero nulo A3 = 0. Este caso se corresponde con
ps=p1 =0,ps > 0,0bien, v+ =0, B+~ =0, |8 < +r. Aqui, la matriz

(4.3.5) es semejante a
0 k)
wo 0

0

con w? = p;. Ahora estamos ante una degeneracién lineal de codimensién

dos en el segmento

HZ ={v=—B=17—vF <p < r}

que corresponde a una bifurcacién de Hopf—cero (vid. figura 4.3.2).
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B,

TB, d

Figura 4.3.2: Conjunto de bifurcaciones del circuito electrénico.
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Caso 5: La matriz tiene a cero como autovalor triple Ay = Ay = A3 = 0, es decir,
se tiene py = p, =p3=0,0oblenv+8=0,8+~v=0, 2 =r. En este

caso, la forma de Jordan de la matriz (4.3.5) es:

(o)

y tenemos una degeneracién lineal de codimensién tres para los puntos

TZy = (\r,=/r,\/T), TZy = (=/7,\/T,—+/T), que son precisamente los

extremos del segmento HZ (vid. figura 4.3.2).

4.4 Degeneraciones de la Bifurcacién de Hopf
del Origen

El origen experimenta una bifurcacién de Hopf, como vimos en el caso 2 de la
seccién anterior, si los autovalores de la matriz (4.3.5) son +wei y A3 € IR, con
wo, Az # 0, es decir, si se verifica pips = p3 y p» = w? > 0. Estas condiciones

corresponden a la hipersuperficie en el espacio de pardmetros (v, 8,7, r) dada por

h(v,B,v,r) = AB*+BB+C =0 (4.4.1)
donde

A= —(y+v+ry+rv)

B = —(271/+1/2+2r71/+r72+r2)

C = —('71/2+r1/72+r2'y)

y para B (v +7v) > —(r +qv).
Consideremos el discriminante de la ecuacién cuadratica en 8 dada en (4.4.1),
W = B?—4AC =v*+ (2r* 4+ 2ry?) v+
+ (P = 2r84% — 4r2y? 4 1Y)

Se tiene

:i:\/-—r (r+72—2'y\/1 +r) siy>0

W=0¢+—-— v =

:i:\/——r (r+72+27\/1+r) sty <0
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Si lamamos V = 7 + 4% — 2y4/1 + 1, se verifica que V = 0 si y sélo si
r=v2+2y. Enelcasoen quesea V =r+~24+2v/T+r,denuevo V=0siy
sblo si r = 4% & 2.

Por otra parte, sélo nos interesan aquellos valores de v tales que —/r < v <
\/7, es decir, nos interesan los valores de ~ para los cuales existe la curva de

Hopf-cero en el espacio de pardmetros (v, 3, 7).

En la figura 4.4.1 representamos las pardbolas r = 4% £ 2v, que determinan,
en el interior de l¢ regién limitada por r = v2, dos regiones (obsérvese que ambas
se encuentran en la zona r > 0, unica fisicamente aceptable). En la regién (1)
(que corresponde a r > 42 4+ 27,517 < 0, yr > 42 -2y, siy>0) Vy W
son ambos positivos, con lo que tenemos dos valores de A para cada valor de
v € (=/r,/r) (excepto para v = —v, donde hay un tnico valor para 8) y un
tnico valor de 3 para cada valor de v € (—o0, —/r)U(4/T, +00). En la regién (2)
(que corresponde ar < y2+ 29,517y < 0, yr <% —=2v,siy>0) Ves negativo,
con lo que tenemos que W = 0 si y sélo si v = vy, = &/—rV. De aqui se sigue
que hay dos valores de § para cada valor de v € (—+/T,11) U (v9,/7), v # —7,
un unico valor de 3 para cada valor de v € (—o0, —\/r)U(y/7, +o0)U{vy, v, =7}
y ningun valor de § para cada valor de v € (v,v,). En la situacién limite entre

las regiones (1) y (2), se tiene v; = v, = 0, con lo que dos de las ramas de la

»\/‘%,1~vl+r>,si7<0,oenel
punto (v, 3,v) = (0,—\/—1_7‘;—:_;,\/1—%—7"—1), sty > 0.

En el plano (v, #), para -y constante, la recta v = —~ es una asintota para dos

curva se unen en el punto (v, f5,v) = (O

de las ramas de que consta la curva de bifurcacién de Hopf. Estas dos mismas
ramas tienen sus puntos terminales en los valores v = 4/, que corresponden a

los puntos de bifurcacién de Takens-Bogdanov.

En la figura 4.4.2 mostramos la curva de bifurcacién de Hopf en el plano de
parametros (v,() para v < 0 (el caso v > 0 es simétrico, puesto que se veri-
fica h(—v,—B,—v) = —h(v,8,7)) en las dos regiones estudiadas, as{ como en la

situacién limite entre ambas. Hacemos la observacién de que todos los puntos de
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2

Figura 4.4.1: Pardbolas r = 4? £ 2v (en trazo continuo) y r = 4* (en trazo

discontinuo).

las curvas de bifurcacién de Hopf que son extremos con respecto a alguno de los
pardmetros (por ejemplo, aquéllos con coordenada v = v 5 son extremos con re-
specto al parametro §; vid. figura 4.4.2) corresponden a puntos en los que ocurre
una bifurcacién de Hopf con una pérdida simple (mas adelante definida) de la
condicién de transversalidad (siendo el parametro de bifurcacién aquél para el que
se produce la condicién de extremo). Estas bifurcaciones tienen Z,-codimensién
uno y, al ser los casos de degeneracién de Hopf mds simples que pueden presen-
tarse, no van a ser considerados en lo que sigue (si bien aparecerdn mas adelante

formando parte del desplegamiento de singularidades més degeneradas).

Una vez determinada la hipersuperficie en el espacio de pardmetros (v, 8,7, )
donde se tiene una bifurcacién de Hopf, vamos a buscar variedades sobre esta
hipersuperficie donde ocurren ciertas degeneraciones adicionales. Para ello va-
mos a transformar nuestro sistema original (4.3.4) en una tinica ecuacién escalar
g(z,a)=0,dondeg: R° — R, conz € Rya = (v,8,7,7) € R% Asi, nuestro

problema original, a saber, el estudio de la bifurcacién de Hopf y sus degenera-



174 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

1.5

~1.5
}
L o<}

et
@ O -
L
-1 o
v
0
ot . . . ,
'TB /
e
Vv 2\
1
@ O - —

-1.5
.\Q

Figura 4.4.2: Curvas de Hopf parar = 0.6: (a) y = —0.25; (b) v = —0.264911064;
(c) v = —0.275.
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ciones (la bisqueda de drbitas periddicas nacidas de un punto de bifurcacién de
Hopf) se reduce al estudio de los ceros de una ecuacién unidimensional. Esto
es posible, por ejemplo, mediante el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt
(vid. [48]). En lugar de este método, nosotros aplicaremos el teorema de la
variedad de centros y la teoria de formas normales (vid. [51]).

El teorema de la variedad de centros nos permite reducir la dimensién del
sistema (4.3.4) en una unidad y la teorfa de formas normales nos permite sim-
plificar las ecuaciones dadas en este sistema reducido bidimensional para obtener

una unica ecuacién
g(z,e)=c(a)z+a;(a)z’+ar(a)z’ + 0 (3:5) =0 (4.4.2)

de forma que, localmente, sus soluciones no triviales estdn en corresponden-
cia biunifvoca con drbitas periddicas de pequefia amplitud de (4.3.4) (Srbitas
periddicas que nacen de los puntos de bifurcacién de Hopf).

El coeficiente o () en (4.4.2) representa la parte real del par de autoval-
ores complejos conjugados de la matriz (4.3.5). Si la bifurcacién de Hopf es
no degenerada, y v es el pardmetro de bifurcacién, se verifica la condicidn de
transversalidad dada por o (ap) # 0 (donde ag es el punto en el espacio

Oov

de pardmetros donde ocurre la bifurcacién de Hopf). En el caso en que esta

condicién no se verifique, sino que se tenga —a%a (o) = 0, 527 (o) # 0 (resp.
581;0 (o) = %ia (ag) = 0, ail;a(ao) # 0) diremos que la bifurcacién de Hopf
experimenta una pérdida simple (resp. doble) de la condicién de transversalidad.
La ecuacién dada en (4.4.2) va a ser tratada desde el punto de vista de la
teorfa de la singularidad desarrollada por Golubitsky y Schaeffer en [48].
Para llevar a cabo estas ideas contamos con herramientas simbélicas y numé-

ricas:

e los algoritmos para la computacién simbélica de la variedad de centros y
de la bifurcacién de Hopf implementados por Freire et alii en [38], [40],

[39] v [45]. Ellos nos permiten obtener los coeficientes a; y ay de (4.4.2).
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Otros célculos han sido realizados haciendo uso de los programas de cdlculo
simbédlico MAPLE V y REDUCE 3.4;

e algunos programas escritos en lenguaje FORTRAN 77 que hemos desarro-
llado para los célculos numéricos y los trabajos de continuacién (acoplados
con los cédigos de continuacién PITCON versién 6.0, vid. [84], [85] y [86],
y PATH, vid. [63]).

4.4.1 Conceptos Preliminares

Vamos a introducir, a continuacién, algunos de los elementos que necesitaremos en
las subsecciones siguientes (para los conceptos utilizados en el resto del capitulo,
estén o no recogidos en lo que sigue, vid. [48]).

Denominamos problema de bifurcacion a la determinacién de los ceros de una
ecuacién escalar

g(z,\)=0
donde z € IR es la incégnita, llamada variable de estado, y A € IR es un pardmetro
auxiliar, denominado pardmetro de bifurcacidn.

Por abuso de lenguaje, diremos que g (z, A) es un problema de bifurcacién. En
lo que sigue supondremos los problemas de bifurcacién definidos en un entorno
del origen de IR?.

Dado el problema de bifurcacién g (x, ), decimos que tiene Z,-simetria si g

es lmpar en z, es decir, si

g ("'37”\) = =g (:l:,)\)

Dados g (z,A) y h(z, ) dos problemas de bifurcacién con Z,-simetria, deci-
mos que g y h son Z,-equivalentes si existen funciones regulares X (z, 1), S (z, A)
y A (A) verificando

X(0,0)=0, Xz(z,A)>0, S(z,))>0,
y siendo X impar en z y S par en z, tales que se tiene la relacién

h(z,A) = S(z,A) g(X(.”E,)\),A(/\))
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en un entorno del origen.

En el caso particular en que A (A) = A, decimos que g y h son fuertemente
Z3- equivalentes.

Decimos que G (z, A, ) es un Z,-desplegamiento de g (z, ), un problema de
bifurcacién con Z,-simetria, si G : RxIRxIR* — IR verifica G (z, ,0) = g (z, A)
y G(—z,Xa)=-G(z, ) a)

Sean G (z, A, a) y H (z, A, f) dos Z,-desplegamientos de g (z, A), un problema
de bifurcacién con Z,-simetria. El desplegamiento H factoriza a través del de-

splegamiento G si
H{(z,X,8)=5(z,10) G(X(z,1,8),A()8),A(B))

donde S (z,X,0) = 1, X (2,A,0) = 2, A(A,0) = X, A(0) =0, S(—z,\,0) =
Sz, A\B8) vy X (—z.X,8) ==X (z,\.0).

G es un Z;-desplegamiento versal de ¢ si cada Z,-desplegamiento H de g
factoriza a través de G.

Un desplegamiento versal de g es universal si tiene el minimo nimero de pa-
rametros. Llamamos Z,-codimensidn de g a este minimo mimero de parametros
(entre los cuales no se cuenta al pardmetro distinguido \; obsérvese los diferentes
conceptos de codimension dados en [48] y, e.g., en [51]).

Dados g(z,)) y h(z,)) dos problemas de bifurcacién, decimos que son to-
poldgicamente equivalentes si existe una aplicacién de la forma (X (z,)),A ()))

verificando:

1. (X (z,X),A(}))) y su inversa son aplicaciones continuas en un entorno del

origen de R?;
2. X (z,0) y A()) son funciones mondtonas crecientes;
3. (X, A) aplica el conjunto de ceros de g en el de k, en un entorno del origen.

Si existen ciertos parametros en un desplegamiento universal de un problema

de bifurcacién, g, con Z,-simetria, para los que las perturbaciones de ¢ asociadas
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a estos pardmetros son topoldgicamente equivalentes, pero no Z,-equivalentes, a
g, entonces decimos que estamos en presencia de pardmetros modales.

Definimos la Z,-codimensidn topoldgica de un problema de bifurcacién con
Z,-simetria, g, como la diferencia entre la Z,-codimensién de ¢ y el nimero de
parametros modales que aparecen en un Z,-desplegamiento universal de g.

Un punto conector corresponde a un valor de un parametro modal, en el
desplegamiento universal de un problema de bifurcacién, g, con Z,-simetria, para
el que existen, al menos, dos perturbaciones de g no topoldgicamente equivalentes
que comparten ese valor.

Un Z,-desplegamiento universal G (z, A, ) de un problema de bifurcacién g
con Z,-simetria puede ser escrito en la forma G (z,A, @) = R(u, \,a)z, donde
u = 2.

Vamos a definir, a continuacién, las fuentes de no persistencia asociadas al Z,-
desplegamiento universal de un problema de bifurcacién con Z,-simetria. Vienen

dadas por los conjuntos:

B, = {aEIR.k/ F(u,A),u>0, talesque R=R, =Ry =0en (u,)\,a)}
By, = {aGIRk/ JAtalque R=R), =0en (O,A,a)}
Hy = {aGIRk/ JXtal que R=R, =0en (O,A,a)}

(existen otras fuentes de no persistencia, pero no las consideramos pues no hare-
mos uso de ellas en lo que sigue).

La unién de las variedades (en el espacio de pardmetros) dadas por las dife-
rentes fuentes de no persistencia, constituyen la llamada variedad de transicién,

denotada por X.

En relacién a la variedad de transicién, se verifica el resultado siguiente.

Teorema 4.4.1 Si oy y oy pertenecen a la misma componente coneza de RF— 3,
entonces existen un difeomorfismo (X, A), conmutando con Z,, que aplica U x L

en s mismo (donde U y L son entornos de cero en IR suficientemente pequenos)
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y una funcion positiva y par, S, tales que

Gz, A\ az)=S(z, )G (X (z,)),A(N),a1).

4.4.2 Singularidades con Z;-Codimensién Dos

Comenzamos con un resultado que nos va a permitir expresar (4.4.2) en una

forma mas cémoda de manejar.

Lema 4.4.1 La forma normal dada en ({.4.2) es fuertemente Z,-equivalente a
h(z,a) = h{a)z + b (a)z® + by () 2° + 0(2°) = 0, donde h(a) = h(v,B,7,7)
es la funcion dada en ({.4.1) y b; = 2pa;, 1 = 1,2, para cierta funcién p > 0.

DEMOSTRACION:

Consideremos un punto en el espacio de pardmetros, ag = (vo,So,Y0,70),
donde ocurre una bifurcacién de Hopf, y por tanto k (ao) = h (10, 80,70, 70) = 0,
para la funcién h dada en (4.4.1). Sea V un entorno de oy elegido de tal forma que
la matriz A dada en (4.3.5) tenga, para cada a € V, dos autovalores complejos
conjugados A2 = 0 () £ w (@)1 (con w(a) # 0) y un autovalor real A; ().

El polinomio caracteristico de A vendra dado por
P) =2 +pX +phtps = (A= (@) [(A =0 (@)’ + 0 ()]

de donde se tiene que

pr = —(20(a)+ A3(a))
p2 = 20(a)rs(a)+o®(a) 4w (a)
P = —Xa(a) (0 (@) 4+ (a))

Asi, puesto que la funcién h viene dada por h(a) = p3 — pips, se tiene que
h(a) = 20(a)p(a), donde p(a) = (A3(a)+o(a))® + w?(a). Notemos que
p(a) > 0 en V. Si multiplicamos la funcién g (o) dada en (4.4.2) por el factor

positivo 2p (a) obtenemos la forma normal

h(z,0) = h(a)z+b(a)2° + by (a) 2® + 0(2°) =0 (4.4.3)
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de donde se sigue el resultado. ]

Seguidamente establecemos el principal resultado de esta subseccién.

Teorema 4.4.2 Sobre la hipersuperficie en el espacio de pardmetros (v, B,7,r)
donde ocurre una bifurcacion de Hopf, dada en ({.4.1), ezisten puntos para los

que ocurre una pérdida doble de la condicion de transversalidad.
DEMOSTRACION:

El cambio lineal en los pardmetros

pro= v+p

o = v—p (4.4.4)
ps = v+p

He = T

transforma h(z,a) = s(z’,a)z = 0, donde s(2?,a) = h(a) + b, (a)z? +

b2 (@) z* + 0(z*), dada en (4.4.3), en una nueva funcién h* (z,u) = s* (22, u) z,
con u € R*, de manera que h v h* son Z,-equivalentes.
Escribamos s* (2%, ) = h* (u) + 0} (1) 2% + b5 (1) 2* + o (2*), donde h* (1) =

%?z (1), siendo h () = 3 + bu? + cps + d con

b = paps—4ps —2pu
2 1
¢ = py—4paps (ﬂa + §ﬂ2>

1
d = —4ys <Mi - 2#4#3)

Vamos a buscar un valor, u°® = (ud. 43, u3, 19), en el espacio de pardmetros tal

que se tenga

=57 =85, =0
{ 22 Hi Ml (445)

S: # 0’ SLMM # 0
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en z =0y p = u° (donde z = z2). En estas condiciones, la singularidad dada
por h}(z,p1) S pr (xy p1, 19, 13, 13) (en un entorno de uf) es fuertemente Z,-

equivalente a la forma normal
ex®+ 64l

(donde e = signo (s¥) y 6 = signo (sfm‘lm)) que corresponde a una pérdida doble

de la condicién de transversalidad. Las condiciones (4.4.5) son equivalentes a

3c—b =0 (4.4.6)
26° — 9bc +27d = 0 (4.4.7)
b
s+ 3=0 (4.4.8)
junto con s% (0, u°) # 0 (en este caso s% , ,. (0,1°) = 2 # 0 se verifica).

La condicién (4.4.6) conduce a ¢ = A () + 2Budul + (40)° donde A =
[(ug +2)% + 12} y B = u§ + 8. Si escribimos € en la forma

e=[Apd+ (B+ VBT = 4) i [Aud+ (B - VB? = A) 1]

se tiene

s =Hpyy obien pg=Kpj

siendo

B+VB =4 B-VB =4

Sustituyendo u§ = Hpuj (resp. pd = Ku3) en (4.4.7) obtenemos

| M | N
py ==+ -7 (resp. py =+ ——ﬁ)

M = —108H (1)’
L o= 2(p3+8) (ks +2) (u3—4¢) H*+

donde
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N =

6 [(#2)2 —8ud — 32] H? +6 (4§ —10) H +2
~108K (1)’
2(ug+8) (g +2) (S —4) K°+

6 [(ug)2 — 8l — 32] K? 46 (40— 10) K +2

Por fin, y afladiendo la condicién (4.4.8), obtenemos las siguientes curvas en

en el espacio de parametros, formadas por puntos en los cuales ocurre una pérdida

doble de la condicidn de transversalidad:

o bien

Cy

2 pl—4 M
o - r4 N
py = :i:(3 3 H) i3
_ M
B
M
= Hy|——
/Lg i L
(o = w(2omtg) [N
F1 = 3 3 P
= = 4+ N
lu2 - P
N
0o _ K-
H3 i‘\/ P

El conjunto de puntos dado por estas curvas es no vacio. En efecto, sea, por

ejemplo, u§ = 1 (hemos tomado p = 0.739661). El célculo de los pardmetros

restantes y del coeficiente b} muestra que

u ~ —0.261154749
pd ~  1.997202146
ul ~ —1.592622887
b o~ 0.036576442

&

Esto significa que Ag (z, 1£1) (en un entorno suficientemente pequefio del valor

#3 dado arriba) es fucrtemente Zy-equivalente a la forma normal 22 + 43, Esto

completa la demostracion. n
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Tenemos evidencia numérica de que, para u§ € (0,101, se tienen los siguientes

casos (hemos tomado p = 0.739661):

e para cada u € (0,%) existen dos valores de u° (correspondientes a las
curvas CE, que aparecen representadas en la figura 4.4.3; las curvas CF
son vacias). Existe un valor de uf, g, ~ 0.857021, para el que bf < 0 si
ne € (0,/154) y by > 0siuf € (;1’54,%) (v, por tanto, b5 = 0 si ug = ug, ).

Asi, A% (x, u1) es fuertemente Zy-equivalente a la forma normal

1' $3 _ #’:13x pa,ra, Ca,d& /Lg e (07/'1’64);
2. 2% + p3z para cada pf € (ﬂav %);

3. z° £ Az + A3z para ud = u,. Este caso serd considerado después.
p M4 = Ho,

e para cada u§ € |2,10%| las curvas Cf y CF son vacias. Esto se debe a que
4 3
el coeficiente p; del polinomio caracteristico dado en (4.3.6) se hace menor

o igual que cero, para u{ mayor o igual, respectivamente, que %.

Puesto que hf (z, p1) es fuertemente Z,-equivalente a la forma normal 2*+ 43z
(para los valores de uJ antes indicados) se tiene que h* (z,u) es un desplega-
miento no universal de z® + plz (y, por supuesto, de h(z,u1)). En el caso
en que hagamos constante uno de los paradmetros, digamos us = ug, el nuevo
desplegamiento, ya con dos parametros (sin contar el parametro distinguido y)
serd, ademas, universal si y sélo si se verifica la condicién adicional dada por

s g*
D= det( R o #0
Spa Suam H=H
z=10

De donde se tiene que

M2

1 D
D D

D = det ( Hain )i
u3 B3 py = #0
y, por tanto,

2

D o= —8(uf) k8~ 16 (u2) st +8 () S~ 2 ()" ()" 8 +
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1.5

A
|

-15

Figura 4.4.3: Diferentes proyecciones de las curvas de puntos donde se verifica
una pérdida doblc de la condicién de transversalidad.
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+ a8 (1) =2 ()" ()" g — 268 ()" g — 843 (u9)" 43 —
— 16 ()" 15 (49)" — 16mS B + 4 (uS) " 2SS — 20 ()" — 8 () 8

Hemos encontrado, numéricamente, que D # 0 para cada ud € (O, -;—), y, por
tanto, h* (z, 1) es un desplegamiento universal de z°® + y3z.

Estudiamos, por ultimo, los diferentes diagramas de bifurcaciones que surgen
de la forma normal A* (z, 1) en el caso en que u? = 1.

En el plano de parametros (p2, u3), €l conjunto

H = {(s,p5)/ 3 tal que s* =55 =0 en (0, 1, p2, p3,13) } =
=0

= {(uep)/ 3ms tal que h=Fu =0 en (041, 2,10, 18) }

define la inica fuente de no persistencia para la forma normal A*(z,u). Es
decir, como era de esperar, €l conjunto de bifurcaciones de (4.3.4) en un entorno
de un punto que verifica una pérdida doble de la condicién de transversalidad,
consiste, en el plano (2, u3), en una dnica curva formada por puntos que verifican
una pérdida simple de la condicién de transversalidad. Se trata, en el espacio
(K1, 2, p3), de una superficie homeomorfa a la catéstrofe de cispide.

La curva dada en H ha sido continuada para el valor ud = 1 y la mostramos
en la parte superior de la figura 4.4.4. El punto P corresponde a una pérdida

doble de la condicién de transversalidad y viene dado por las coordenadas

o~ 0.261154
gy &~ —1.997202
ps ~  1.592622

Del cambio lineal de pardmetros dado en (4.4.4), es inmediato que v = 3 +
5 (42 — p1). La condicién v = constante = K se traduce (en el plano (p2, 13))
en la condicién us + 3u2 = K. Siguiendo los caminos ps + 2po = K (para tres
valores de la constante K correspondientes, respectivamente, a las tres tnicas
situaciones cualitativas que se pueden presentar, a saber, que la recta corte una,
dos o ninguna vez a la variedad de transicién dada en H; esto corresponderé a

la aparicién, respectivamente, de uno, dos o ningtin punto de pérdida simple de
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Hs
2

(1) (2)

Figura 4.4.4: Variedad de transicién dada en el conjunto H (u§ = 1) junto con
los dos posibles diagramas de bifurcaciones.

™

T

Figura 4.4.5: Variedad de transicién dada en el conjunto H cortada por tres
rectas: r : g3+ zpg = 0.792622; s : pu3z + Tup = 0.592622 y ¢ : pz + Tuo = 0.392622
(ng=1).
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-1.8

Figura 4.4.6: Curvas de bifurcacién de Hopf continuadas siguiendo, respectiva-
mente, tres rectas ps + sp = K (p§ = 1): (a) K = 0.792622 (existen dos
puntos de pérdida simple de transversalidad); (b) K = 0.592622 (existe un punto
de pérdida doble de transversalidad) y (c¢) K = 0.392622 (no existen puntos de
pérdida de transversalidad).
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transversalidad, con respecto al pardmetro p, en la curva de Hopf; vid. figura
4.4.5) obtenemos las diferentes curvas de bifurcacién de Hopf representadas en la
figura 4.4.6.

Cualquier entorno del punto P (vid. figura 4.4.4) se divide en dos conjuntos.
Las curvas solucién de la ecuacién s* (z, u1) = 0 en el plano (z, u;) (es decir, los

diagramas de bifurcaciones para h* (z,u)) son representados en la parte inferior

de la figura 4.4 4.

4.4.3 Singularidades con Z,-Codimensién Topoldgica Dos

Si consideramos la superficie h (v, 3,7,r), para r constante, en el espacio de
pardmetros (v, #,7) v proyectamos sobre el plano (v, ) la curva interseccién de h
y el plano v = 1 — /1 + r, obtenemos la curva mostrada en la figura 4.4.7 (para
p = 0.739661 y r = 0.6). Un programa FORTRAN preparado para continuar
la bifurcacién de Hopf (mediante el uso del cédigo de continuacién PATH, antes
mencionado, que permite la determinacién de la estabilidad de la drbita periddica
que nace del punto de bifurcacién) proporciona esta figura, que exhibe un punto

de degeneracién (anulacién del coeficiente cibico de la forma normal de Hopf) en

r

1+

-3

A= (v,8,7,r) = (o, -1+ r,r> ~ (0,0.474341, —0.264911, 0.6)

El conocimiento del término cibico de la forma normal de Hopf, calculado
en el punto A aplicando el algoritmo para el cdlculo de la forma normal de la

bifurcacién de Hopf dado en [38], nos proporciona evidencia analitica para la

anterior afirmacién, puesto que hemos obtenido

3 C3

ad)=-ir7 =0

ya que estamos en el supuesto de que ¢z = 0.

Un cdlculo directo muestra que la forma normal dada en (4.4.3) verifica

h,(0,A)=0 y hW(O,A)=2< —1) <0, Vr>0

1
Vitr
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0.5

-1 -0.5 0 0.5

Figura 4.4.7: Curvas de bifurcacién de Hopf para v = —0.264911064, r = 0.6 y
p = 0.739661. En trazo continuo (resp. discontinuo) la de caracter supercritico
(resp. subcritico).

y, por tanto, se tiene en A una pérdida simple de la condicion de transversalidad.
Asi, A actia como centro organizador de una bifurcacién de Hopf degenerada |

y caracterizada por la siguiente forma normal:
ex® + 2mAz® — Nz

donde ¢ = signo (a; (A)) y m es un parametro modal, dado por

. 8z (0, A)
sz (0,4) 5, (0, A) |

Hemos demostrado, por tanto, el siguiente resultado.

Teorema 4.4.3 Sobre la hipersuperficie en el espacio de pardmetros (v, 3,~v,T)

donde ocurre una bifurcacidn de Hopf, dada en (4.4.1), el punto

r
A= O,_>1"‘ 1 3
o)
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para cadar > 0, corresponde a una degeneracion en el término cibico de la forma

normal de Hopf junto a una pérdida stmple de la condicion de transversalidad.

Se trata, en consecuencia, (y si no hay degeneraciones adicionales) de una
bifurcacién con Z,-codimensién 3, siendo uno de los pardmetros de tipo modal
y, por tanto, la singularidad posee Z;-codimensién topoldgica 2.

En nuestro caso,

s2.(0,4) = 2p(A)ay, (4)
522 (0,4) = 4p(A)az(A)
s, (0,A) = hy, (A)

donde

3(1 V1 1-—-
alu(A) = -__-—( +r)p +r+ p<0) \V/p>0

4 r(1+r+\/1+r)2

by (A)

1
2 -1} <0, Vr>0
<\/1 7 ) )
Introduciendo las coordenadas del punto A en la matriz (4.3.5) obtenemos sus

autovalores, Fwgt, A3, donde

¥y )\32—1

1
Wy = T
4

(1+r)

lo que nos permite el calculo de p(A), obteniendo

Asi, se tiene

~ 3[4+ ) pVT+r+1—p|VIFr+1
4\/5\/1&2(.4)[7‘<1+T+\/1+7‘)2\/\/1+T'—1

(notemos que m < 0 para cada p > 0) donde

3 N

az (A) = 6D
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con

N = 18p* 4+ 54rp? — 28p(1 —p) — 3r (1 — p)* +
+ 24’ V141 +39rp* VI +7 —2p(1 —p) VI Frr? —
— 30rp (1 —p) V147 —56rp(1 — p) + 54r2p* +
+ 18r°p? +3r°p" V1 4+ +18p°VI + 7 — 28p(1 — p)r? —
— 28p(1-p)VI+r—18(1-p)Vi+r—18(1 - p)’
D = 7‘(1—}—7‘)2(40+40m+32r+12r\/1—+—7‘+7‘2)

Si az (A) # 0, la forma normal kg (z,v) = & (z,v) z, con & (z,v) = h(a) +
bi(a)z + by () 22 y particularizada en § = fo,7 = 70 y r = ro, donde By =
7o

Vi ¥ 70 = 1=+/1 + ro (para algin ro > 0), es fuertemente Z,-equivalente (en
To

un entorno de v = 0) a aquélla dada en (4.4.3), particularizada en 8 = fo,v = 7o

y r=ro.

En la figura 4.4.8 mostramos, en el plano de pardmetros (r,p), las curvas
a2 (A) = 0 (en trazo discontinuo) y m = —1 (en trazo continuo). Ambas cur-
vas determinan cinco regiones, etiquetadas (1)-(5), de tal forma que kg (z, ) es

fuertemente Z,-equivalente (en un entorno de v = 0) a la forma normal () = v):
o 2%+ 2mAz® — A’z en las regiones (1), (2) y (5);
o 2°+2mAz® + M2z en las regiones (3) y (4);

o ez’ +62°~2X2°— Mz sobre la curva m = ~1, donde € = signo (a3 (4)) (a3
es el coeficiente de grado 7 de la forma normal de la bifurcacién de Hopf)
y 6 = signo (az (A));

o ez’ — Az® — Mz sobre la curva a; = 0, donde ¢ = signo (a3 (4)).

Notemos que m = —1 es un punto conector y az = 0 es otro punto conector,
pues corresponde a m = —co. Estos dos casos dan lugar a singularidades con

Z 4-codimensién 3.
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(5) |
1 1 —I — .: N 1
30
r
Figura 4.4.8: Curvas de puntos conectores: a; = 0 (en trazo discontinuo) y
m = —1 (en trazo continuo). Determinan cinco regiones: (1) a; > 0, -1 < m < 0;

(2) az > 0m < =1; 3)az < 0,m < =1; (4) az < 0,-1 < m < 0y (5)
as > 0,—1 <m<0.

La forma normal dada en (4.4.3) y cortada a quinto orden
~ def g 2
h(z,a)=e(z,a)z = (h(a) +b(a)z+by(a)z ):1:
es, evidentemente, un desplegamiento no universal de A (z,v). Sifijamos uno de

los pardametros, se tiene el resultado siguiente.

1 . .
Teorema 4.4.4 Para cadar # = — 2, h es un desplegamiento universal de ho.

DEMOSTRACION:
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Si fijamos el pardmetro r, h serd un desplegamiento universal de hg si y sélo
si se verifica la condicién dada por
0 &, éq,,
D= det| & &,. €, |#0
s €p: Epy
calculadoen A y en z = 0.

Pero N
€, = h, =0, eOw'—hWa e’y_h'n eﬁ:hﬁ—o

€z = 2p017, é = 2Palﬁ; 671/ = h"/% eﬁv = hﬁ”

en Ayenz=0,y, por tanto,
D = 2p (A) by (4) has, (A)

Puesto que p(A) # 0y A, (A) # 0, tenemos que D # 0 si y sélo si
hy (A)ar, (A) # 0. Pero,

3p(l4+r)—(1=p]rvI+r

ﬁ'y (A) A1g (A) = 3
(VIFr+r+1)
. :
que es distinto de cero si y sdlo si r # = — 2, como queriamos demostrar. »
p

Por dltimo, queremos conocer los diferentes diagramas de bifurcaciones que
surgen de la forma normal & (z, o) en un entorno del punto A. Para ello, definimos
las fuentes de no persistencia para h:

B = {(B,7,r)/ 3(2,v),2>0, talesque é=¢, =&, =0 en (z,v,6,7,r)} =
= {(ﬁ,'y,r)/ 3(z,v),z >0, tales que 40a; —a? =
= ag,al — 2a1aza1, + 4aZo, = 0,signo (a;) # signo (a;), en (z, z/,ﬂ,’y,r)}
By = {(B,7,r)/ 3vtal queé=¢,=0en (0,v,8,7,r)} =
= {(B,7,r)/ v tal que h=h, =0en (0,v,05,7,7)}
Hy = {(8,7,7)/ vtalqueé=¢,=0en (0,v,8,7,7)} =
= {(B,7.r)/ v tal que h=a; =0en (0,»,06,7,7)}
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Los conjuntos By, By y Hp estan constituidos por aquellas superficies que
se obtienen al proyectar sobre el espacio de pardmetros (§,7,r) el conjunto de
bifurcaciones de (4.3.4) en un entorno del punto A: By estd formada por la
proyeccién de los puntos de la superficie de Hopf donde se produce una pérdida
simple de la condicién de transversalidad; Hy estd formada por la proyeccién
de aquellos puntos de la superficie de Hopf donde se anula el coeficiente cibico
de la forma normal (de cada uno de ellos nace, en consecuencia, una curva de
bifurcacién de silla-nodo de érbitas periédicas); B; corresponde a la proyeccién
de los puntos que verifican A = %A = 0, donde A es el discriminante de la
ecuacién cuadrdtica asz® + a1z + ¢ = 0 y, por tanto, representa la proyeccién
de aquellos puntos de la curva de bifurcacién de silla-nodo de érbitas periddicas

para los que ocurre un extremo con respecto al pardmetro v.

Puesto que h, en las condiciones del teorema 4.4.4, es un desplegamiento uni-
versal de la forma normal z° + 2mAz® + A’z las superficies que definen By, By v
Hj son localmente difeomorfas a aquéilas obtenidas al definir las diferentes varie-
dades de transicién de z° 4+ (2mA + 8) z® & (A\? + ) z (desplegamiento universal

de z° + 2mAz® £ M) y que aparecen representadas en [48], pags. 276-278.

Hemos continuado las curvas obtenidas al intersecar las superficies dadas en
los conjuntos By, By y Hp con planos r = constante (para diversos valores de p)
en los tres casos cualitativamente diferentes que se pueden presentar: a; (A) > 0
(regiones (1), (2) y (5) de la figura 4.4.8; para la continuacién hemos tomado
r=2yp=0.739661); a; (A) <0y |m| > 1 (regién (3) de la figura 4.4.8; hemos
tomador =1y p=03)ya(A) <0y |m|] <1 (regién (4) de la figura 4.4.8;
hemos tomado r = 4 y p = 0.1). Estas curvas, proyecciones en el plano (8,7)
de los diferentes conjuntos de bifurcaciones de (4.3.4) en un entorno del punto
A, aparecen representadas en las partes superiores de las figuras 4.4.9, 4.4.10 y
4.4.11. Un entorno del punto A queda dividido en cinco regiones, etiquetadas
(1)=(5). En la parte inferior de las figuras 4.4.9, 4.4.10 y 4.4.11 representamos
los diferentes diagramas de bifurcaciones de la forma normal A correspondientes

a cada una de las cinco regiones. En el caso en que r = 4 y p = 0.1 observamos



4.4 Bifurcacién de Hopf del Origen 195

0.9 1.2
B

A A
(1) (2)

A A

(3) (m<0) (3) (m>0)
(4) > (5) >
Figura 4.4.9: Conjunto y diagramas de bifurcaciones en el caso r = 2 y

p = 0.739661.
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-1
T
1

=~ i 4>
~ T
- BO
l \T\
b H -
- (5D © A 1) ]
L 1 4
1.6 1.8 2
B
X X
(1) (m>0) > (1) (m<0) >
x X
A A
(2) (3)
p. ¢ X
2 A
(4) (5)

Figura 4.4.10: Conjunto y diagramas de bifurcaciones en €l caso r = 4 y p = 0.1.



4.4 Bifurcacién de Hopf del Origen 197

-0.4142

~ 4
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[ I -
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;- — |
[ N & -
i
0.704 0.708 0.712
B
X X
A A
(1) (2)
x X

(3) 4)

(5)

Figura 4.4.11: Conjunto y diagramas de bifurcaciones en el caso r =1y p = 0.3.
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la aparicién de islas de érbitas periddicas (estas islas aparecen también en otros

contextos, por ejemplo en relacién con homoclinas de tipo Sil’nikov; vid. [90]).

4.4.4 Caso Limite: Singularidades con Z,-Codimensién
Tres

En esta ultima subseccién abordamos el estudio de un caso de degeneracién de la
bifurcacién de Hopf que surge como caso limite del considerado en la subseccién
anterior.

Con la notacién del teorema 4.4.2, sobre las curvas donde ocurre una pérdida
doble de la condicién de transversalidad existe un punto (obtenido numéricamente)

en el que, ademas, el coeficiente cibico a, se anula, a saber,

p0 o~ 0.350511
WS A~ —1.842482
pS &~ 1.507009
Wl o~ 0.857021

(4.4.9)

Evaluamos el coeficiente de orden cinco en este punto y obtenemos que a; # 0.

Por lo tanto, el punto p® = (u?, p3, 13, 13) actia como centro organizador de una
bifurcacién de Hopf caracterizada por la forma normal
ex® + 6 z® + ¢z

con
e = signo(s},) = signo (b3)
signo (b’{“l)
¢ = signo (Sznll#l) = signo (hZIIJlﬂl)

en (p°,ro) vy z = 0. La evaluacién de estos coeficientes y sus derivadas en ©° nos

6 = signo (s’;lz>

permiten establecer que e = —1,6 = ~1y ¢ = 1. De ello deducimos que la forma

normal h* (z, u) es fuertemente Z,-equivalente (en un entorno de y = u?) a
® 4+ A2’ — N3z

que corresponde a una singularidad con Z,-codimensién 3.
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Hemos demostrado, pues, el siguiente teorema.

Teorema 4.4.5 Sobre la hipersuperficie en el espacio de pardmetros (v, 3,v,r)
donde ocurre una bifurcacion de Hopf, dada en ({.4.1), existen puntos para los
que ocurre una degeneracion en el término cubico de la forma normal de Hopf

junto a una pérdida doble de la condicion de transversalidad.

Hemos continuado las curvas C; : A* = k% =0y Cy: h* = b} = 0 (para
p§ = 0.6) mostradas en la figura 4.4.12. Se observan tres puntos de interseccién
de estas dos curvas: A, By C. El otro punto representado, D, corresponde a
una pérdida doble de la condicién de transversalidad.

Seguidamente, hemos continuado los puntos B y D variando el pardmetro g,
obteniendo las curvas D; y D, mostradas en la figura 4.4.13. El punto E de
interseccién de las curvas Dy y D, estd, pues, caracterizado por las condiciones
R* = hy, =hy ,, =b =0, k% . #0, es decir, es un punto de degeneracién
del término cibico de la forma normal de Hopf junto a una pérdida doble de la
condicion de transversalidad, y observamos que concuerda con los célculos dados
en (4.4.9).

Por otra parte, el punto £ podria haber sido obtenido como un caso limite de
una bifurcacién de Hopf degenerada como la estudiada en la subseccién anterior.
En efecto, el punto B que aparece en la figura 4.4.12 puede actuar como centro

organizador de una bifurcacién de Hopf caracterizada por la forma normal
z° + 2mAz® + Az (4.4.10)

donde m es el pardmetro modal, calculado en las coordenadas (u?,u3,ud) de
By en pd = 0.6. Variando el pardmetro y4 podemos conseguir que R, ., se
anule. Nuestros calculos muestran que el valor donde se anula, us ~ 0.857021,
corresponde precisamente al punto E. Pero si A% , = 0, entonces m = ~co y,
por lo tanto, el punto E representa un punto conector de (4.4.10).

Tenemos evidencia numérica de que no existen degeneraciones adicionales en

el rango de pardmetros r,p € (0,100), puesto que el coeficiente de orden cinco
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Figura 4.4.12: Proyecciones de las curvas C; (en trazo continuo) y C, (en trazo
discontinuo) (x§ = 0.6).
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Figura 4.4.13: Proyecciones de las curvas D; (en trazo continuo) y D, (en trazo
discontinuo).
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de la forma normal de Hopf no se anula en aquellos puntos para los que ocurre
la anulacién del coeficiente cibico junto a una pérdida doble de la condicién de

transversalidad.



Capitulo V

BIFURCACIONES
MULTIPARAMETRIC{XS EN
UN SISTEMA ENZIMATICO

5.1 Introduccién

Distintas reacciones bioquimicas aparecen modeladas por las llamadas ecuaciones
de reaccion—difusion. En este capitulo nos centramos en el anélisis de las bifurca-
clones que experimenta un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, plano y
con cinco parametros, (en lo sucesivo denominado sistema enzimdtico) que surge
a partir de uno en derivadas parciales de tipo reaccién—difusion propuesto para
el estudio de reacciones enzimaticamente catalizadas (vid. [80]).

El sistema enzimaético ha sido estudiado previamente por diversos autores,
pero sus trabajos describen tan sélo una minima parte de la gran riqueza de com-
portamiento dindmico y de bifurcaciones que este sistema experimenta: Kernevez
et alii en [65] y [66] estudian numeéricamente dicho sistema mediante el cédigo de
continuacion AUTO, por lo que obtienen como inica informacién la existencia
de bifurcaciones de Hopf y de sillas-nodo de equilibrios y de érbitas periédicas;
Doedel et aliien [25], [27] y [28] consideran el sistema enzimaético tan sélo como un
ejemplo de aplicacién del cédigo AUTO, por lo que la informacién que obtienen
se limita, de nuevo, a las bifurcaciones antes mencionadas; por ultimo, Hassard

y Jiang dedican dos trabajos al estudio del sistema enzimético. En el primero

203
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Codim. Equilibrios Orbitas Periddicas Policiclos

ila-

| silla-nodo silla-nodo homoclina con traza no nula
Hopf homoclina silla-nodo transversal
cuspide cuispide homoclina con traza cero
Hopf degenerada (anulacion homoclina silla-nodo

2 del término ciibico de la no transversal (5 tipos)

forma normal)
homoclina dobl

Takens-Bogdanov omociina doble
Takens-Bogdanov degene- homoclina cuspidal

rada (cuspide de orden tres)
homoclina con traza cero y

Takens-Bogdanov degene- coeficiente EID igual a uno

rada (anulacion del término
3 x2 de la forma normal)

Hopf degenerada (anulacion
de los terminos de ordenes
tres y cinco de la forma
normal)

D% Hopf degenerada con perdida
simple de transversalidad

(*) Z,- codimension topologica 2

Tabla 5.1.1: Fenémenos de bifurcacién experimentados por el sistema enzimatico.
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de ellos, [54], detectan numéricamente un punto en el espacio de pardmetros del
sistema en el que éste experimenta una bifurcacién de Hopf para la que no se
verifica la condicién de transversalidad (vid. la seccién 4.4) y obtienen curvas
numéricas, implementando el cédigo AUTO, de las bifurcaciones de sillas-nodo
de drbitas periddicas relacionadas con el desplegamiento de la correspondiente
singularidad; la pobreza de resultados en este trabajo se pone ain més en ev-
idencia al considerar que la bifurcacién de la que trata presenta un minimo de
interés (precisamente porque un cambio en la eleccién del pardmetro de bifur-
cacién posibilita que se verifique la condicién de transversalidad). En el segundo
trabajo, [55], los mismos autores realizan un estudio muy parecido al anterior,
pero con un nivel mas de degeneracién en la bifurcacién de Hopf, puesto que
afiaden a la pérdida de la condicién de transversalidad la anulacién del coefi-
ciente ciibico de su forma normal; aun cuando esta bifurcacién es mas rica que la
anterior, no deja de ponerse en evidencia, de nuevo, la pobreza de resultados que
obtienen (todos numéricos) puesto que, como veremos a lo largo de este capitulo,
el comportamiento de bifurcaciones del sistema enzimatico puede ser descrito, al
menos en gran parte, analiticamente, lo que conlleva una mayor informacién, asi
como un tratamiento més elegante en la obtencién de ésta. Con nuestro trabajo
creemos haber aportado una descripcién esencialmente completa (obtenida tanto
con técnicas analiticas como numeéricas) del comportamiento de bifurcaciones del
sistema enzimaético en el rango de pardmetros para el que la reaccién bioquimica

modelada tiene sentido (rango denominado en lo sucesivo fisicamente aceptable).

En la tabla 5.1.1 esquematizamos las diferentes bifurcaciones tanto de equili-
brios como de drbitas periddicas y policiclos (conexiones homoclinas en este caso)
que ocurren en el sistema enzimatico y que analizaremos en detalle en el resto

del capitulo.

En la segunda seccion de este capitulo mostraremos el origen bioquimico del
sistema enzimatico, describiendo el sistema de ecuaciones de reaccién-difusién

del cual procede.

En la tercera seccién describiremos las bifurcaciones de silla-nodo y cispide
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de equilibrios. Un cambio de variables adecuado y una reparametrizacién del -
tiempo permitird transformar el sistema enzimatico en un sistema polinomial,
mas simple de estudiar.
~ La seccién cuarta estd dedicada al andlisis de la bifurcacién de Hopf y sus

degeneraciones.

En la quinta seccién abordaremos el estudio de la bifurcacién de Takens-Bog-
danov y analizaremos dos degeneraciones de codimensién tres que presenta.

El estudio de la gran riqueza de bifurcaciones homoclinas que experimenta
el sistema enzimético seré el contenido de la seccidn sexta. Localizaremos y
continuaremos los diversos tipos de homoclinas de codimensién menor o igual que
tres que aparecen en el sistema. Mostraremos el desplegamiento de una homoclina
cuspidal y los conjuntos de bifurcaciones de los diferentes puntos de codimensién
tres encontrados, asi como la transicién de los conjuntos de bifurcaciones entre
estos puntos.

En la séptima y dltima seccién de este capitulo estudiaremos un caso particular
y singular: cuando uno de los parametros del sistema, «, alcanza el valor limite
a = 1. La singularidad se debe a que toda la riqueza dindmica vy de bifurcaciones
que encontramos para un valor arbitrario de « en el intervalo (0,1) desaparece

casi por completo cuando a = 1.

5.2 Origen del Sistema

Las reacciones bioquimicas ocurren continuamente en todos los organismos vivos.
En la mayoria de estas reacciones intervienen ciertas proteinas llamadas enzimas,
las cuales actian como catalizadores extraordinariamente eficientes. Las enzimas
actian selectivamente sobre determinados compuestos llamados sustratos, y son
importantes en la regulacién de los procesos bioldgicos, por ejemplo activando o
inhibiendo una reaccién.

Consideremos, siguiendo a Murray en [80], el mecanismo propuesto para ex-

plicar determinados fendmenos relativos a la melanogénesis (sintesis de melanina
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en la piel y el pelo de los mamiferos; la melanina es un pigmento que proviene
de la oxidacion de la dihidrofenil-alanina, que a su vez se obtiene de la oxidacién
de la tirosina por la accién de la enzima tirosinasa). Sean dos sustancias, un
sustrato (la tirosina) y un cosustrato (un activador que gobierna la iniciacién de
la melanogénesis), cuyas concentraciones respectivas denotamos por S y A, can-
tidades que son funciones tanto del tiempo como de las variables espaciales. Se
supone que estas sustancias estan contenidas en un depdsito con concentraciones
constantes, Sy y Ao, respectivamente. Desde este depésito se difunden a través
de una membrana inactiva de grosor L; hacia una membrana activa de grosor
L, donde se encuentra inmovilizada la enzima tirosinasa, que permitea Sy a A
reaccionar con la siguiente velocidad:

VA4S
B I{m + S + 52/1{5

(5.2.1)

donde Vi, K, y K5 son parametros caracteristicos de la enzima y se suponen

constantes y positivos. Es evidente, a partir de la forma de R en (5.2.1), que S

inhibe la reaccién cuando su concentracién es alta, mientras que A la activa.
Las ecuaciones que gobiernan este proceso enzimaticamente catalizado, vienen

dadas por el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

as D, Vi AS

9t LiL, (50— 5) - Kn+S+5?/Ks T DsAS

DA / Vi AS (52.2)
— - A J— p—y m

at L1, (4o — 4) Km+ S+ 55 Ks DabA

donde Dy y D) son los coeficientes de difusién para S y A, respectivamente, en
la membrana inactiva, y Ds y D4 son los coeficientes de difusién para S y A,
respectivamente, en la membrana activa (A representa el operador laplaciano).
El primer sumando en cada miembro de la derecha de las ecuaciones de (5.2.2)
describe el flujo de la sustancia S o A (segin se trate de la primera o de la segunda
ecuacién, respectivamente) desde el depédsito a la membrana activa; el segundo
sumando mide la pérdida debida a la reaccidn, mientras que el tercer sumando

corresponde a la difusién sobre la membrana activa.
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Los sistemas que presentan una estructura aniloga al dado en (5.2.2) se de-
nominan sistemas de reaccion-difusion.
Con el objeto de adimensionalizar tanto las variables de estado como los pa-

rametros, realizamos el siguiente escalado

S A D Ds
el = — t*z t * = A
TE. ‘T K, L, & =il
LD yhl Kn D4

=Dga p= m'_D",;—a '»=};,;’ 5—'1—);

que transforma el sistema (5.2.2) en

ds N sa L+ As
a  ° P 1+ s+ ks?
(5.2.3)
da (a0 — a) sa 4 8Aa
- — o J— — ———————— ,
ot 0 p 14+ s+ ks?

(donde hemos suprimido, por conveniencia de notacién, los asteriscos de ¢ y A).
El pardmetro « es llamado pardmetro de inhibicidn.

Hacemos la observacién de que el sistema dado en (5.2.3) modela diferentes
reacciones bioquimicas enzimaticamente catalizadas, ademds de la propuesta en
[80] (por ejemplo, la accién de la enzima uricasa sobre acido trico y oxigeno para
dar lugar a alantoina y otros productos).

La reaccién bioquimica que el sistema (5.2.3) modela impone que sean positi-
vos tanto los pardmetros como las variables de estado, hecho éste que desempefiard
un papel importante en el analisis que efectuaremos posteriormente.

En el caso en que las concentraciones del sustrato y del cosustrato no dependan
de la posicién de éstos sobre la membrana activa, los términos de difusién pueden
ser eliminados y, en consecuencia, (5.2.3) adquiere la forma de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, que puede ser abordado con las técnicas de

estudio de las bifurcaciones de sistemas dindmicos. Asi, (5.2.3) queda de la forma

. s sSa
§ = s0ms—p gy

s s (5.2.4)
@ = also—a)=p s

con s, a, ap, Sg, P, & Y K positivos.
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/

/ So s
Figura 5.2.1: Regi6n positivamente invariante para el flujo del sistema enzimético.

Observemos que existe en el plano de fases (s,a) un rectangulo de lados sg
y ao (vid. figura 5.2.1) que constituye una regién positivamente invariante para
el flujo del sistema (5.2.4). Es en el interior de este rectangulo donde ocurre,
precisamente, toda la dinamica interesante de dicho sistema.

El estudio analitico y numérico de las diferentes bifurcaciones que experimenta

el sistema (5.2.4) serd objeto de estudio en el resto de este capitulo.

5.3 Bifurcaciones de Silla—nodo y Ciispide de
Equilibrios

Comencemos, pues, con el estudio de las bifurcaciones de silla-nodo y de cispide
que experimentan los equilibrios del sistema enzimatico dado en (5.2.4).

En el lema que sigue, y con el objeto de simplificar el estudio analitico de
las bifurcaciones que experimenta (5.2.4), demostramos que este sistema racional

puede ser expresado equivalentemente en la forma de un sistema polinomial.

Lema 5.3.1 El sistema dado en (5.2.4) es, para s > 0, C®—equivalente al sis-

tema

(5.3.1)

v = yv

{ o = u'+ F(v)u+ Fy(v)
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donde
Fi(v) = —k(a+2)v*+(kso—1—a—p)v? — av — s,
F2(v) = wvp(v)h(v)
p(v) = 14v+kv? (5.3.2)
h(v) = —arkv®+ [a(sek—1)— p]vi+
+ [p(so—@ao)+a(so—1)]v+as
DEMOSTRACION:

La reparametrizacion del tiempo dada por
t— (1—{—3—{—/132) t

(obsérvese que 1 + s + xs? > 0 para s > 0) transforma el sistema (5.2.4) en

§ = (so—s8)(1+s+ks?)—psa
, (0= 9){ ) (5.3.3)
a = afag—a)(l+s+ks?)—psa
El cambio de variables
u = ($o—9) (1 + s+ 552) —psa (5.3.4)
v o= S
permite expresar (5.3.3) en la forma
u = [—p(v)+ (so—v)p (v)]Ju—paasvp(v)+
1
£ 2 [ut avp (o) + pv?] [(s0 = 0) p(0) — ] (5.3.5)
v o= u

donde p(v) =1+ v+ sv?

Una nueva reparametrizacién del tiempo dada por
t— vt (v>0)

transforma (5.3.5) en el sistema dado en el enunciado, lo mue demuestra el lema.
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Los equilibrios del sistema (5.3.1) se encuentran, al ser v > 0, en los puntos
(0, v4), donde F3 (v,) = 0. La linealizacién de (5.3.1) en el equilibrio (0, v,) viene

dada por la matriz

Fy(ve) Fj(vs)
A= (5.3.6)
Uy 0

(donde ' = -2-).

duy

El polinomio caracteristico
A% = Fy (v) A = 0, F) (v,) = 0

nos proporciona los autovalores

Fy (v.) £ \/F? (v,) + 40,F} (v,)
2

A= (5.3.7)

Puesto que F3 (vi) = v.p(vs) R (vi) y p(vs) > 0, los equilibrios corresponden
a los ceros del polinomio cibico A (v,). Por tanto, el sistema tendra un equilibrio
como minimo y tres como méximo. Se verifica que det A = —v,F})(v,), y al
ser negativo el coeficiente del término de mayor grado de A (v,) y positivo su
término independiente, se sigue que, en el caso en que h(v,) = 0 tenga tres
ceros, la pendiente de & en los ceros de los extremos es negativa, y positiva en
el del medio, de donde, de los tres equilibrios, el del medio es una silla y los
de los extremos son focos o nodos; en el caso en que h(v,) = 0 tenga un dnico
cero, la pendiente de k en este cero es positiva, de donde se sigue que el nico
equilibrio es de tipo silla. Las dos situaciones limite, a saber, la existencia de dos
equilibrios, uno doble, y la existencia de un equilibrio triple nos proporcionan las

degeneraciones que buscamos en esta seccién:

e si se tiene F (v,) = Fy(v.) = 0y Fy (v,) # 0, el equilibrio (0,v,) experi-
menta una bifurcacién de silla-nodo. Para a y x constantes, esta bifurcacién

determina en el espacio de pardmetros (ag, So, p) una superficie que puede
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Figura 5.3.1: Proyecciones de la curva de bifurcacién de cuspide de equilibrios,
obtenidas para a = 0.2 y £ = 0.1.
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ser parametrizada mediante las ecuaciones

v (p+ ap’ (v.))
a (vip’ (ve) — p(v4))
(ap (v.) + pv,)’°
a? (v.p (vs) = p(vs)) p

S0

apg =

® si se tiene [y (vi) = Fy(ve) = Fy(vi) = 0y Fy'(vi) # 0, el equilibrio
(0,v,) experimenta una bifurcacién de cispide. Para o y & constantes, esta
bifurcacién determina en el espacio de pardmetros (ao, so, p) una curva que
puede ser parametrizada mediante las ecuaciones (no hacemos explicita la

dependencia de v, de los polinomios p (vs),p' (v:) y p" (vi))

2(vap’ — p) [2(vup’ = p)* +02p (" — )]
a =
° a (vip" — 2u.p' + 2p) p' (2v.p" — 2p — v,p)
_ 20, (vep’ — p)
o= v2p" — 2 (vep' = p)
2ap’ (vp' — p) — av,pp”
Pz v2p” — 2 (vep' — p)

En la figura 5.3.1 representamos la curva de ciispides de equilibrios proyectada
en los planos coordenados del espacio de pardmetros (aq, 30, p), para los valores

a=02yx=0.1.

5.4 Bifurcacién de Hopfy Degeneraciones Rela-
cionadas

Dado un equilibrio (0, v,) del sistema (5.3.1), a partir de la matriz de la lineali-
zacién dada en (5.3.6) y de sus autovalores, expresados en (5.3.7), es inmediato
constatar que dicho equilibrio experimenta una bifurcacién de Hopf si Fj (v,) = 0

y F5(v.) < 0. La condicién de transversalidad viene dada por

a1,
Re ( 80*) = SF{(v.) #0 (5.4.1)

donde hemos tomado v, como pardmetro de bifurcacién.
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De la condicién

Fy (1) = v, (50— ) P (v.) = (v, + s0) p (02) = pv? = 0

obtenemos
Vs

kv —1

*

S0 = Uy + [pvs + (@ + 1) p(v)]

que nos permite expresar, para cada valor de p, a y &, la curva de Hopf en el plano
(vs, o). Es facil comprobar que la curva tiene una asintota vertical en v, = % y
una asintota oblicua en la recta so = (a + 2) v, + £X2*L. Para los valores de v,
en el intervalo (0, \/LE), el valor de so es negativo, situacién no permitida, por lo
que el rango de v, sera el intervalo (—\}—;, +oo). En la figura 5.4.1 representamos
la curva de Hopf en el plano (v, o), para a =0.2, k = 0.1y p = 1.

De las condiciones de Hopf, Fi (v.) = 0, y de equilibrio, F> (v,) = 0, pode-
mos obtener una parametrizacién de la superficie de bifurcacién de Hopf en el
espacio de pardametros (ao, So, p), para & y & constantes. Esta viene dada por las
ecuaclones

(50 = va) [4p’ (vs) (vx = 80) + p (v4) S0
o [oup’ (Vi) (V4 — $0) + P (vs) (Vs + 50)]

Vs (80 = v) P’ (vs) = (Qwy + 80) p ()

p =
siempre que Fj (v,) < 0.
Obsérvese que Hassard y Jiang en [55] no consiguen algo tan bésico como son
las ecuaciones de la hipersuperficie, en el espacio de pardmetros, donde ocurre la
bifurcacién de Hopf.
La traslacion del equilibrio (0, v,) al origen, dada por
u — u
v U+ U,

seguida de la reparametrizacién de las variables de estado, dada por
1

U —r —m—— U

—F3 (v.)
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Figura 5.4.1: Curva de bifurcacién de Hopf (en trazo continuo) y sus asintotas
(en trazo discontinuo) obtenidas para o = 0.2, k = 0.1y p = 1.

nos permite escribir el sistema (5.3.1) en la forma
U 0 -w u f(u,v
= ’ L) (5.4.2)
v wo 0 v 9 (u,v)

wo = /—uF3(v,)
flu,0) = =F(v)v® + Fi (o0 + v)u+

F, (\/v—*v + v*) — Fy (v,) /Osv
—F; ()

g(u,v) = /=F}(vi)uv

Al sistema (5.4.2) podemos aplicarle el algoritmo desarrollado en [38] para el

donde

calculo de la forma normal de la bifurcacién de Hopf, obteniendo los coeficientes

a1, a; (en el supuesto a; = 0) y a3 (en el supuesto a; = a; = 0), de érdenes tres,



216

BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

30

40

Figura 5.4.2: Curva de bifurcacién de Hopf de codimensidn tres, correspondiente
a la anulacién simultanea de los coeficientes de érdenes tres y cinco de la forma

normal (k = 0.1).

cinco y siete, respectivamente, dados por (expresamos las funciones Fy y F; y sus

derivadas sin explicitar su dependencia de v,):

donde

_ L Al,l 1 A2,1 1 AB,I
16 Ay’

T 18432 A,

2= T T T 3

1152 Az’

v F!'F) — v, FI'F! + 2F!F}

F

1002 FyF"Fy' + 30v, F} (FI"? — 12F) FiF! —
1002F) YR + 302 (FI* FIV —

160, FyF)"F} + 4v, (F!)* F

FyF

350, (Fy)" Y (Fy)° = 35vi FyFy (F)) (Fy)* +

350 Fy (Fy)* FiVE"F] + 50 Fy (F) (Fy)? FYT -

(5.4.3)
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— 4003 FIEIF! (FY)® = 31503 FLELV (FI)? (B +
+ 20403 FY (F)? FY (F3)? — 14002 F (F3)° (FI")? —
— 12603 (F3)° FIVFME — 1203 (FIY (FDP FYT +
+ 126002 FY (F3)? FY(FYY? + 94202 (B2 FfV (F)? FY -
— 28802 (F))* FY (F3)° + 50402 (Fp)™" (F™)? -
—  3768v, F!" (F})’ FIFY — 936v, (F)° FIV (F))? +
+ 3744F" (F)Y F

Asy = (F)°F! (5v,Fy — 12F2)

1

En el espacio de pardmetros (ao, so,p) (para a y k constantes) la condicién
de anulacién del coeficiente cibico de la forma normal, a; = 0, junto con las
condiciones de Hopf y de equilibrio, determinan dos curvas de degeneracién de
la bifurcaciéon de Hopf, que hemos continuado numéricamente y que aparecen
representadas en la figura 5.5.4. Sobre una de estas curvas hemos detectado
numéricamente un punto en el que se anula el coeficiente de orden cinco de la
forma normal, a;, dando lugar a una degeneracién en la bifurcacién de Hopf de

codimensién tres. Este punto viene dado por los valores (para o = 0.2 y & = 0.1):

v, &~ 4.4721298
ao ~ 458.8523045
so & 51.6934269
p =~ 0.3533743

(5.4.4)

Hemos continuado, también, la curva de puntos de Hopf de codimensién tres,
para k = 0.1, que aparece representada en la figura 5.4.2.

Tenemos evidencia numérica de que el coeficiente de orden siete de la forma
normal, a3, no se anula simultaneamente con los de érdenes tres y cinco (al menos
para los valores de a en el intervalo (0,1) y para « en (0,10000)).

Otras degeneraciones de la bifurcacién de Hopf tienen su origen en la no verifi-
cacién de la condicién de transversalidad dada en (5.4.1). De ellas, precisamente,

vamos a ocuparnos brevemente en el resto de esta seccién (puesto que se hizo un
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estudio andlogo en la seccién 4.4, a ella remitimos para los detalles).

5.4.1 Bifurcacién de Hopf con Z;—Codimensién Topolé-
gica Dos

Una primera degeneracién en la bifurcacién de Hopf surge como consecuencia
de una pérdida simple de la condicién de transversalidad. Esta degeneracién
corresponde a los valores de los parametros para los que se verifica F (vy) =
Fi(vi) = 0, F{"(v,) # 0 y a3 # 0, siendo (0, v,) un equilibrio del sistema (5.3.1).
Una singularidad que verifique estas condiciones es Z;~equivalente a la forma
normal z° — A%z, una vez que la dindmica del sistema ha sido descrita localmente
por los ceros de una ecuacién escalar. Hassard y Jiang dedican la totalidad de
[54] & localizar y desplegar un punto en el plano de pardmetros (v,, s¢), para ao, @
v £ constantes (p es expresado en funcién del resto de los pardmetros), en el que
ocurre tal degeneracién. Dada la riqueza de bifurcaciones del sistema enzimatico
que estudiamos, no vamos a ocuparnos de este tipo de degeneracién, que creemos
de muy poco interés, sino que vamos a adentrarnos en otras que conllevan una
dindmica mas rica.

Este es el caso de aquella bifurcacién de Hopf para la que se producen si-
multdneamente una pérdida simple de la condicién de transversalidad y una de-
generacién del término cibico de su forma normal. Una singularidad con es-
tas caracteristicas es Z,—equivalente a la forma normal ex® 4+ 2mAz® + §)\%z,
una vez que la dindmica del sistema ha sido, de nuevo, descrita localmente por
los ceros de una ecuacién escalar, g(z,v.) = 7(z,v.)z (con z = z?), donde
€ = signo (r;.),6 = signo (r,,,) (calculados en el punto de bifurcacién) y m
es un parametro modal. Tal singularidad posee Z,—codimensién topolégica 2.
Hassard y Jiang dedican, en esta ocasidn, el contenido de [55] a la localizacién
y posterior desplegamiento de una tal singularidad, que aparece en el sistema
enzimatico (5.2.4) para o y k constantes. El complejo abordaje numérico del
problema que realizan estos autores contrasta con la simplicidad y elegancia con

las que vamos a obtener, a continuacién, nuestros resultados.
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Si en el sistema polinomial (5.3.1) nos planteamos la bisqueda de un punto
en el espacio de parametros (ao, S0, ), para @ y k£ constantes, que verifique las
condiciones anteriores, hemos de localizar una solucién del sistema de ecuaciones

F (ve,a0,50,p) = 0
0
Fi (vs,a0,80,p) = 0

Ovy (5.4.5)
F; (vs, a0,80,p) = 0

a1 (v*’G'O’SOap) = 0
Puesto que a; = 0 si y sblo si v, (F{F} — F|'F;) = 2F]F},, el sistema de

ecuaciones (5.4.5) es equivalente a uno de los dos sistemas siguientes:

(a)
F (vi,a0,80,p) = 0
%)
Ov,
52
%F] ('U*, ao,So,p) = (

*

Fy (ve, a0, 80,p) = 0
(5.4.6)

F, (U*, ao-,.SmP) =0
De la tercera ecuacion se tiene

ksp—1—a—p

T T 3k (a+ 2)
y, sustituyendo en la segunda, obtenemos
v? = S — < l
¥ 3k(a+2) &
de donde
Uy < !

N
que esta fuera del rango permitido para v,, como vimos anteriormente. De

este sistema, por tanto, no obtenemos ninguna solucién.

Obsérvese, por otra parte, que las ecuaciones (5.4.6) corresponden a un
punto para el que se verifica una pérdida doble de la condicién de transver-

salidad junto a una degeneracién del término ciibico de la forma normal



220 BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

de la bifurcaciéon de Hopf. Se tiene, por tanto, que no existe posibilidad
de existencia de puntos con pérdida doble de la condicién de transversa-
lidad, tanto en la situacién en que a; # 0 (puesto que esta situacién es

contradictoria) como en la situacién en que a; = 0.

(b)
Fl(’U*,ao,So,p) = 0

0
Ov,

il
o

Fl (’U*, Go, So, /7)

(5.4.7)
F2 (’0*, ag, Sg, p) =0

0
Ov,

F; (vy,00,80,p) = 0

Pero un punto que verifique este sistema de ecuaciones deja de ser un punto
de bifurcacién de Hopf, pues no se verifica la condicién F, (v,) < 0. De
hecho, un punto tal corresponde a una bifurcacién de Takens-Bogdanov y,

por lo tanto, tendremos ocasién de reencontrarlo y estudiarlo més adelante.

No existen pues, en la forma en que hemos planteado el problema, puntos
que verifiquen una pérdida simple de la condicién de transversalidad junto a una
degeneracién del término cibico de la forma normal. Estos puntos hay que bus-
carlos desde otra perspectiva, y ésta va a venir determinada por un hecho simple:
en lugar de intentar localizar estos puntos sobre la curva definida en el espacio
(vx, @0, 50, p), los buscamos sobre la curva proyectada en el espacio (v,, ao, o). La
razén de la validez de este nuevo planteamiento se encuentra en el hecho de que la
pérdida de la transversalidad, lejos de ser una caracteristica dindmica del sistemna,
es, mas bien, una caracteristica geométrica; en efecto, un punto en el espacio de
parametros donde no se cumple la condicién de transversalidad no es mas que un
punto que es un extremo con respecto al parametro de bifurcacién. El procedi-
miento consiste en obtener p de la tercera ecuacién de (5.4.5) y sustituirlo en la
primera y en la cuarta; asi, se proyecta la curva solucién de estas tres ecuaciones
desde el espacio de pardmetros (v,, ag, So, p) al espacio (v4, ao, $9). Seguidamente

se localiza un punto extremo (con respecto al parametro de bifurcacién) en la
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curva proyectada.

Sea, pues, p = p (v4, o, S0, @, k) = p (vy). La condicidn de pérdida de transver-

salidad, 5——F1 (vy, @0, S0, p) = 0 se transforma ahora en
Ve
0 7]
Fl (’U*, a0a507p) = Fl (’l)*’ Qo, So, P ('U*)) =
ov, ov, (5.4.8)
Qv Op Ov, ’
Pero

an _ _a_.Ez Bp
v, Op Ov,

de donde (5.4.8) es equivalente a la ecuacién

8F1 8F2 _ 8F1 8F2 —0
dv, Op dp Ov,

Esta ultima ecuacion, junto a las condiciones de Hopf, Fj (v, ag, 0, p (vx)) =
0, y de anulacién del coeficiente cubico de la forma normal, a; (v, ag, s0, p (v,)) =
0, determinan un sistema de ecuaciones simple cuya solucién, para o = 0.2 y

k = 0.1, viene dada por:

v, &~ 12.910025849187
ap ~ 330.201560357254
s ~ 67.707767353754

p =~ 2.308837729186

que es, precisamente, el punto obtenido en forma mas enrevesada en [55].
Hemos continuado en el espacio de parametros (v,, ao, So, p, @) (para « = 0.1)
la curva formada por los puntos que verifican las condiciones de pérdida simple
de transversalidad y anulacién del coeficiente ciibico de la forma normal de Hopf.
En la figura 5.4.3 mostramos sus proyecciones sobre algunos planos paramétricos.
Desde la nueva perspectiva antes indicada, a saber, la bisqueda de dege-
neraciones sobre la curva de bifurcacién de Hopf proyectada en el espacio de

parametros (v, do, So), es posible encontrar puntos en los que se produzca una
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Figura 5.4.3: Proyecciones de la curva de bifurcacién de Hopf con una pérdida
simple de la condicién de transversalidad y una degeneracién en el término ciibico
de la forma normal (k = 0.1).
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pérdida doble de la condicién de transversalidad. El tratamiento analitico que
hemos dado al sistema enzimatico nos permite obtener, por tanto, con respecto
a la bifurcacién de Hopf y sus degeneraciones, una informacién mucho més ex-
haustiva que la ofrecida por Hassard y Jiang en [54] y [55]. Hemos de sefialar, no
obstante, que las degeneraciones adicionales de la bifurcacién de Hopf relativas a
la pérdida multiple de la condicién de transversalidad y sus fenémenos asociados,
presentan tan sélo un interés relativo frente a la riqueza de bifurcaciones que
vamos a encontrar y a estudiar en el resto del capitulo, y es por esto por lo que

no insistiremos mas sobre ellas.

5.5 Bifurcaciones de Takens—Bogdanov

Abordamos en esta seccién el estudio para el sistema enzimatico (5.3.1) de la
bifurcacién de Takens-Bogdanov y sus degeneraciones. Hemos de sefialar que
entramos, desde esta seccién en adelante y hasta el final del capitulo, en un
estudio de bifurcaciones del sistema enzimético para el que no existe ningin
trabajo precedente, salvo los que nosostros mismos hemos realizado en [82] y [83]
v a los que remitimos.

Un equilibrio (0,v,) de (5.3.1) experimenta una bifurcacién de Takens-Bog-
danov si la linealizacién del sistema en dicho equilibrio, dada en (5.3.6), posee

traza y determinante nulos, es decir, si

Con el objeto de analizar esta bifurcacién, vamos a escribir primeramente el

sistema (5.3.1) en la forma

{u - (5.5.1)
v = P4 F (u)v+ Fy(u)

donde simplemente hemos intercambiado las variables u y v y el orden de las

ecuacliones.
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Sea (u,0) un equilibrio de (5.5.1) que experimenta una bifurcacién de Ta-

kens-Bogdanov. La reparametrizacién del tiempo dada por

t— —
Uy

transforma (5.5.1) en el sistema C*°—equivalente

. 1
% = —uv

Ux

: (5.5.2)
v o= ;—(v2 + Fi (u)v + Fy(u))

La linealizacién de este sistema en (u,,0) viene dada por la matriz

0 1

00
de forma que podemos aplicar al sistema (5.5.2) el algoritmo desarrollado en [45]
para el calculo de los coeficientes de la forma normal de la bifurcacién de Ta-

kens-Bogdanov. Obtenemos que (5.5.2) es C*®—conjugado, en un entorno del

equilibrio (u.,0), a un sistema que, cortado a segundo orden, tiene la forma

U = v

(5.5.3)

1 1
v o= Fy (uy) u* + —F (uy) uo

2u, Uy

En el caso en que FY (u,) y F, (u,) sean ambos no nulos, tenemos una bifur-
cacion de Takens-Bogdanov no degenerada de codimensién dos, siendo, en este
caso, el sistema (5.5.2) C*°—conjugado, en un entorno del equilibrio (u,,0), al
dado por (5.5.3).

De las condiciones Fi (u.) = F3 (u,) = Fj(u,) = 0 (equivalentes a F} (u,) =
h{us) = h'(u,) = 0) podemos deducir una expresién paramétrica para la curva

de bifurcacién de Takens-Bogdanov en el espacio (ao, S0, p). En efecto, se tiene
0 = aF (u) + (h(uy) — u k! (u)) =
2 , 5.5.4
= (1_a)u2<p___g_p_(u_’:).) ( )

* l—a wu,



o
o
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Anélogamente, se tiene
0 = Fi () + (b () = u b (w) =

Uy P (u*)

uep’ (ux) = p(u)) (1 — @)
(5.5.5)

Despejando ag de F3 (u,) = 0, y a partir de (5.5.4) y (5.5.5), se obtiene, para

= (=) (! () = p(w)) (50 =) = ¢

los valores de « en el intervalo (0,1), una expresién paramétrica de la curva de

puntos de Takens-Bogdanov:

4@ = U*p(u*)
a? (u.p (ui) — p(ui)) (1 — @)
— u UypP (u*) .
o= N ) p(w)) (L= a) (5.5.6)
a?p (u.)
= w-a)

Las primeras degeneraciones de la bifurcacién de Takens-Bogdanov que pode-
mos encontrar, apareceran en los casos en que se anule alguno de los coeficien-
tes cuadréticos de la forma normal dada en (5.5.3). Tenemos, en consecuencia,
dos casos posibles (el tercer caso, a saber, que ambos coeficientes se anulen si-

multaneamente, no puede darse, como demostraremos mas adelante):

Cispides de orden tres. Es el caso en que F (uy) = 0. Un punto que verifica
la degeneracién dada por esta condicién, denotado en lo sucesivo por E, co-
rresponde a una cuspide de orden tres (vid. la seccién 3.2), con codimensién
tres (en ausencia de degeneraciones adicionales), y se obtiene como solucién
del sistema de ecuaciones

0
Ue) = 0
5.5.7
0 (5.5.7)
0

Multiplicando la segunda ecuacién de (5.5.7) por u, y restando el resultado

al doble de la primera, se obtiene

(usp’ (us) = p (us)) us (@ +2)
2

S0 = Uy +
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Igualando esta expresién con la obtenida para s en (5.5.7), llegamos al

polinomio en u, dado por
2-—a(l+a)]c*u-2B—-a(l+a)|su?—2u,—a(l+a)=0

0, despejando «,

o= -;— <\/9 — 4h (uy) — 1) donde A (u,) = 2p (ur) 5 (5.5.8)

(wap’ (us) — p (us))

que expresa, para k constante, el valor de a en términos de la abscisa del

equilibrio.

Para los valores de referencia @ = 0.2 y « = 0.1, hemos obtenido los si-

guientes valores para los restantes pardmetros.

u, ~ 6.9312522972356

ap ~ 725.1213502005642

s ~ 335.9361063052581
p =~ 0.0918699651368

En la figura 5.5.2 aparece representada la curva de puntos de cispide de

orden tres en el plano (v,, @).

Sabemos (vid. [34]) que el sistema (5.5.3) es, en un entorno de un equilibrio

que experimenta una cispide de orden tres, C*—conjugado al sistema

u = v
{ v = au? + aszu® + bsulv + agut + byudv (5.5.9)
y éste ultimo es C*®°—equivalente a
U o= v V
{ o = ayu? + Vv (5.5.10)
donde
b= by - 22 (5.5.11)

as
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El algoritmo desarrollado en [45] para el cdlculo de la forma normal de

la bifurcacién de Takens-Bogdanov nos proporciona los coeficientes que

buscamos:

_ 1 FY (uy)
@ = 2 u,
v = LR 3R ()

6 u?

b _ 1)
3 2 u,
v = 1 WY 4+ 8F) (uy,) + 12F) (u.)
: 24 ul
b LU () +6u Y (1)
T 6 us

*

Sustituyendo en FY', Fy", Fy'  F}" y FIV los valores de los pardmetros aq, so

y p por las expresiones dadas en (5.5.6), obtenemos

v, 96k°u + 102x*ud + (24 — 268k) x®u” — 316x°us +
(196x — 88) r’u] + (264x — 4) ku? + (76 — 20k) ku® +

(4 —52k)u — (4 +12)u, + 2+

\/chzui — 26Kku? —- 8u, + 1 [—32}54111 — 34k°%ub +

+ 4+ 4+ o+

(44 — 8) K?ul + 46K%ul + (8 — 24k) kul —
— 30ku} — 4(1+ ) u, +2]

La anulacién de este coeficiente, b, nos proporciona las posibles cispides
de orden cuatro. En el caso en que & = 0.1, los ceros de ¥, = 0 dan lugar a
valores de los pardmetros fisicamente no aceptables, por lo que no existen,

para u, > \/L;, cispides de orden cuatro.

Focos débiles. En este otro caso se verifica Fy (u,) = 0. La degeneracién de
codimensién tres (en ausencia de degeneraciones adicionales) dada por esta

condicién, ha sido exhaustivamente estudiada por Dumortier et alii en [35].



o)

BIFURCACIONES MULTIPLLS EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

Un punto que verifica este tipo de degeneracién, denotado en lo sucesivo

por D, se obtiene como solucién del sistema de ecuaciones

Fi(u,) = 0
Pafw) =0 (5.5.12)
Fi(u) =0
F(u) =0

Sustituyendo en la cuarta ecuacién los valores de u,,so y p expresados en

(5.5.6), obtenemos el siguiente polinomio en u,

ugp () P () = 2 (wp () — p(ua)) [(1 — @) wsp () + ap (u)] = 0

0, despejando «,

p(us)
(usp/ () = p (us))
que expresa, para kK constante, el valor de @ en términos de la abscisa del

a=1-—

. (5.5.13)

equilibrio.

De nuevo, para los valores de referencia o = 0.2 y x = 0.1, hemos obtenido

los siguientes valores para los restantes parametros.

u, ~ 7.1113848847614

ap ~ 721.3041239070539

So ~ 35.9635498410436
p =~ 0.0925879037351

En la figura 5.5.2 aparece representada, en el plano (v,,a), la curva de

puntos correspondientes a esta degeneracion.

Sabemos (vid. [35] y la seccién 3.4) que el sistema (5.5.3) es, en un entorno
de un equilibrio que experimenta una bifurcacién de Takens-Bogdanov de-

generada de tipo D, C*°—conjugado al sistema

U = v
9.9.14
{ v = byuv + aszu® + bsulv + aqut + byuiv ( )
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y éste ultimo es C®°—equivalente a

{u - (5.5.15)

v = byuv + azu® + byuv
donde
3b2(14
b, = by — 5.5.16
3= bs — = ( )

Segun sean los valores de estos coeficientes, el punto D se clasifica en tres
tipos topolégicamente diferentes, a saber, silla (si as > 0), foco débil (si
as < 0y b + 8az < 0) y eliptico (si a3 < 0 y b2 + 8az > 0). Puesto que
para el sistema (5.5.3) existe una curva de puntos de degeneracién D, para
cada valor de k constante, estamos interesados en clasificarlos segiin los tres

tipos mencionados. El siguiente lema nos resuelve esta cuestién.

Lema 5.5.1 Para cada valor de k > 0 y de u, € (0,+00), el punto de
degeneracion de Takens-Bogdanov D corresponde a un foco débil. Para
cada valor de & > 0, la curva de puntos D tiene 0, 2, 4 o 6 puntos donde los
focos cambian de estabilidad. Estos puntos corresponden a degeneraciones
de codimension cuatro dadas por la anulacidn simulldnea de los términos

u? y u*v de la forma normal.

DEMOSTRACION:

El algoritmo desarrollado en [45] para el célculo de la forma normal de

la bifurcacién de Takens-Bogdanov nos proporciona los coeficientes que

buscamos:
bZ — Fll (u*)
Uy
1 FY (uy)
a3 = -—-—=—77
6 u,
1w FY (uy) + 2F] (uy)
b3 = -
2 u?
" 1w, FIY (u,) + 8F (uy)
4 o= —

24 u?
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. 4 ,
Sustituyendo en FYy, FY', F}" y F{V los valores de los pardmetros ao, so y p

por las expresiones dadas en (5.5.6), obtenemos

up (uy) & (K22 — 3ku, — 1)

as =
(wp’ () = p(w))”

k2ud — 3ku, — 1
bg = - ;

uxp’ () = p ()
; 2 — 3xul + 9ku, — 1767203 + 6£%u8

3 = -
Ui (Uep (us) — p (u*))2

& (k2ud — 3ku, — 1) (5rul + 4u, + 3)

ay = —

Uy (U*P’ (U*) —p (u*))2

siendo

def

k2ud — 3kuy, — 1 — 24/2ukp (u,
d(k,uy) = b2+ 8az = \/ \/ ()

Ux KD (Uy)

Es facil verificar que a3 < 0; en efecto, de (5.5.13) se deduce facilmente que,
cuando « tiende a cero, la abscisa del equilibrio, u,, tiende a un valor u® que
es raiz del polinomio P (u,) = k*ul—3ku,—1. Pero u? es la Uinica raiz de este
polinomio en el intervalo (—\}—;, -}-oo) (pues P’ (u,) = 3& (ku2~1) > 0, al ser
Uy > 71-;—) Por tanto, puesto que la curva D estd definida solamente para
los valores de u, en el intervalo (u2, +00) y el polinomio P es estrictamente
creciente en este intervalo, se tiene que P (u,) > 0 para cada valor u, > ul.

Asi, cada factor de —az es positivo, de donde az < 0.

Por otra parte, un célculo directo muestra que:

o limy,— 4o d(k,uy) =1 — 2¢/2, independientemente de «;
o d(x,ul) = —2/2, de nuevo, independientemente de &:
e La funcién d(,u,) es estrictamente creciente en (u?, +00). En efecto,
1 k*ul + 8k%u + 6ku? + 2u, + 1
2.2 5 [t — _
ui/kp (uy) \/n ud — 3ku, — 1

0
8U*d (K’ u*) -

de donde 86 d(k,ux) = 0 si, y sélo si, H = &?u? + 8x%ud + 6xu? +
U

%u, + 1 = 0. Pero en (uf, +00) se tiene que H > 0.
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uy : u*

Figura 5.5.1: Curva d (&, uy).

0.5

40

Figura 5.5.2: Curvas D y E de degeneracién de Takens—Bogdanov de codimensién
tres obtenidas para « = 0.1.
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Por lo tanto, se tiene que d(x,u,) < 0 para cada valor de k > 0 y cada
valor de u, en el intervalo (u2,+0c0). Esto nos dice que los puntos de la
curva D, para cada valor de x > 0, corresponden al tipo foco. En la figura

5.5.1 representamos cualitativamente la funcién d(«,u,).

La estabilidad de los focos viene determinada por el signo del coeficiente bs.

A partir de la expresién para b} dada en (5.5.16), obtenemos

yoo L r (us)
P Sup(w) (w (u) — p(uy))’

donde

r{ue) = 15k%u’ 4+ 18x%ub + 18ku, + 1 —
- U, [4K3ui + 37k*ud + (49&2 + 3/{) u? + 2ku, + 2

Puesto que r (0) = 1, r (u,) tiene negativa al menos una de sus raices y, por
tanto, hay, a lo mas, seis positivas. Estas raices corresponden a cambios
de estabilidad en los focos, y dan lugar a los puntos de degeneracién de

codimensién cuatro enunciados en el lema. n

En el caso en que £ = 0.1, los ceros de b, = 0 dan lugar a valores de los
parametros fisicamente no aceptables, por lo que no existen, para u, > 71;,

degeneraciones adicionales del punto D.

No tenemos evidencia de la existencia de degeneraciones adicionales de los
puntos Dy E. En efecto, hemos realizado un estudio numérico para los valores
de v, € (0,10000) y de « € (0,10000), obteniendo que todas las degeneraciones
que se producen de los puntos D y F (la anulacién de los coeficientes, respectiva-
mente, b3 y b antes considerados) se encuentran siempre en la zona de pardmetros
fisicamente no aceptables.

La posibilidad, antes aludida, de que se anulen simultdneamente ambos coe-

ficientes cuadraticos de la forma normal de la bifurcacién de Takens-Bogdanov,
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Figura 5.5.3: Representacién cualitativa, para @ = 0.2 y & = 0.1, de las curvas de
Takens-Bogdanov (T'B), de Hopf degenerado (H; y H!) y de cispide de érbitas

peridédicas Cu).

no puede ocurrir; en efecto, a partir de (5.5.8) y (5.5.13), tal situacién implicaria

%(\/9—411@*)—1) =1- P ()

(usp’ (us) = p ()"

que ocurre si y sélo si o = 0, valor que queda fuera del rango permitido. Para
a = 0 las curvas (5.5.8) y (5.5.13) coinciden en el valor de u, que es la tnica
solucién del polinomio «*u2 — 3ku, — 1 = 0. Obsérvese que ambas curvas tienen
la recta o = 1 por asintota, hecho que se deduce directamente al tomar limite
cuando u, tiende a infinito en las expresiones de las dos curvas.

A partir del conocimiento de los desplegamientos de estas dos degeneraciones,
E'y D, obtenidos por Dumortier et alii en [34] y [35], respectivamente, sabemos
que, en el espacio de pardmetros, de ambos puntos de degeneracién nacen curvas
de bifurcacién de Hopf de codimensién dos, aquellas para las que el coeficiente
ctibico de su forma normal se anula. Asi mismo, del punto D nace la curva de
cispides de equilibrios estudiada en la seccién 5.3. De las dos curvas de puntos de

Hopf degenerado que nacen en los puntos D y E, el punto de Hopf de codimensién
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Figura 5.5.4: Diferentes proyecciones de las curvas de: Takens-Bogdanov (T'B),
situando sobre ella los puntos de degeneracién D y E; Hopf degenerado (Hy y
H}) y cispide de equilibrios (C) (@ = 0.2 y k = 0.1).
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tres, H,, dado en (5.4.4), se encuentra sobre la rama que nace en E. En el tramo
sobre esta rama comprendido entre £ y H,, el coeficiente de orden cinco de la
forma normal de Hopf, as, es negativo, pasando a ser positivo al superar el punto
H,. Sobre la rama de la curva de Hopf degenerado que nace en D, el coeficiente
ay es siempre negativo. Esto nos dice que la curva de bifurcacién de cuspides de
érbitas periddicas que nace del punto H,, es tangente en este punto a la rama de
la curva de Hopf degenerado (que nace en F) correspondiente al tramo en que a;
es negativo (vid. figura 5.5.3).

En lafigura 5.5.4 representamos (para o = 0.2 y k = 0.1) diversas proyecciones
de la curva de puntos de Takens-Bogdanov, asi como los puntos D y E, las curvas

de Hopf degenerado y la curva de cispides de equilibrios.

Para la bifurcacién de Takens-Bogdanov, podemos resumir en el teorema

siguiente todos los resultados obtenidos.

Teorema 5.5.1 Dado el sistema enzimdtico (5.5.83), eziste en el espacio de pard-
metros (ag, So, p), para cada valor de k > 0 y para cada valor de o en el intervalo

(0,1), una curva de bifurcacion de Takens-Bogdanov, que puede parametrizarse

pO’l” .
( 4 = Uup (Uy)
a? (u.p (us) — p(us) (1 — @))
s = u U (Uy)
° T T e (w) —pw)) (1)
_ a’plu)
P w (1 — o)

donde u, es la abscisa del equilibrio que ezperimenta la bifurcacion.

Sobre cada una de estas curvas, eristen dos puntos degenerados de codi-

mension tres:

1. Una cispide de orden tres, que corresponde a la anulacién del término uv

de la forma normal, y cuyos valores del pardmetro o, para k constante,
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pueden expresarse en funcion de u, por:

o= % (\/9 — 4h(u,) — 1) donde h(u,)= 2p (1)

(uep’ (ua) = p (ua))?

2. Una degeneracion que corresponde a la anulacidn del término u? de la forma
normal, de tipo foco débil, y cuyos valores del pardmetro o, para k constante,

pueden expresarse en funcion de u, por:

a=1— p(us)
(' (u) = p ()’

Asi mismo, no ezisten degeneraciones debidas a la anulacidon simultdnea de

los términos u? y uv de la forma normal.

Eriste, por el contrario, la posibilidad de que ocurran degeneraciones adi-
cionales de codimension cuatro: en un caso, cuspides de orden cuatro, y en otro
caso, aquellas degeneraciones dadas por la anulacién simultdnea de los términos
u? y u?v de la forma normal, que dan lugar a cambios de estabilidad en los focos
débiles. De este wltimo tipo de degeneraciones existen 0, 2, 4 o 6. Mediante una
exploracién numérica llevada a cabo en el rango de pardmetros v,, k € (0, 10000),
hemos verificado, sin embargo, que no existe ninguna de estas degeneraciones en

la zona de los pardmetros fisicamente aceptable.

5.6 Bifurcaciones Homoclinas

Una vez realizado el estudio local de bifurcaciones del sistema enzimatico (5.3.1),
procedemos en esta seccién al estudio de sus diferentes conexiones homoclinas.
El conocimiento tedrico de los desplegamientos de los puntos de Takens-Bog-
danov degenerados de codimensién tres (vid. [34] y [35]), Dy E (vid. seccién 5.5),
predice gran riqueza de conexiones homoclinas. Hemos localizado y continuado
numeéricamente cada uno de los tipos de homoclinas dados en estos desplegamien-

tos, a saber:

1. De codimensidén uno:

(a) Homoclinas izquierdas no degeneradas (HI);
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(b) Homoclinas derechas no degeneradas (HD);
(c) Homoclinas céncavas inferiores no degeneradas (HCI);

(d) Homoclinas silla—nodo transversales (HSN — T).
2. De codimensién dos:

(a) Homoclinas izquierdas con traza cero (HID);
(b) Homoclinas céncavas inferiores con traza cero (HCID);
(c) Homoclinas silla-nodo derechas (HSN — D);
(d) Homoclinas silla—nodo izquierdas (HSN — I);

(e) Homoclinas silla-nodo céncavas inferiores derechas (HSN — CID);

(f) Homoclinas silla—nodo céncavas inferiores izquierdas (HSN — CII).

Junto a estas orbitas homoclinas existen otras, también detectadas y con-
tinuadas, no relacionadas con los desplegamientos de los puntos D y E. Estas

son:
1. De codimensién uno:
Homoclinas céncavas superiores no degeneradas (HCS).
2. De codimensién dos:

(a) Homoclinas silla—nodo céncavas superiores izquierdas (HSN — CST);

(b) Homoclinas dobles (HH).

3. De codimensién tres:

(a) Homoclinas cuspidales (HC);

(b) Homoclinas céncavas inferiores con traza cero y coeficiente EID igual

a uno (H — EID).



238

BIFURCACIONES MULTIPLES EN SISTEMAS DINAMICOS PLANOS

Hacemos la observacién de que la nomenclatura utilizada para designar los
diferentes tipos de homoclinas corresponde a la situacién que éstas presentan en
el plano de fases original, (s,a), y no en el nuevo, (u,v), obtenido al realizar
el cambio de variables dado en (5.3.4). Para que en el plano (u,v) se ajusten
los nombres dados a las homoclinas con las fo}'mas geométricas de éstas, hemos
de considerar el eje OV como eje horizontal y el eje OU como eje vertical. En
las figuras 5.6.1 y 5.6.2 represehtamos las homoclinas derechas e izquierdas no
degeneradas, asi como los diferentes tipos de homoclinas silla-nodo y céncavas
existentes, que han sido obtenidas mediante simulacién con DSTOOL (vid. [52])

para los valores de los pardmetros dados a continuacién:

HI: ag= 72195065, so= 36.06, p ~ 0.09287;

HD: ao=~ T715.82836, s¢ = 36.06, p ~ 0.09386;

HSN —1: ao=T19.76279, s¢ = 36.06, p ~ 0.09322;
HSN — D: ag= T715.76303, so = 36.05158, p = 0.09384;
HCI: ag=T718.01252, s¢ = 36.06, p ~ 0.09351;

HCS: a9~ 683.38816, s0 =37, p =~ 0.10367;

HSN — CSI: ap= 68047, so = 37, p =~ 0.10424;
HSN —CII: ag=T19.76279, s¢ = 36.06, p ~ 0.09322;
HSN - CID: ag=~ T715.31515, s¢ = 36.06, p =~ 0.09395,

siendo en todos los casos a = 0.2 y x = 0.1.

No hemos encontrado ninguna degeneracién adicional en ninguna de las ho-
moclinas mencionadas en la lista anterior. En efecto, de un estudio numérico rea-
lizado para los valores de « en el intervalo (0,1) y de & en el intervalo (0,10000),
hemos obtenido que no existen homoclinas derechas con traza cero, homoclinas
concavas superiores con traza cero, homoclinas izquierdas con traza cero y coefi-
ciente EID (vid. (2.4.8)) igual a uno, homoclinas céncavas inferiores con traza
cero, coeficiente E1D igual a uno y coeficiente RES (vid. (2.6.7)) igual a cero,
homoclinas silla-nodo cdncavas superiores derechas, ni, por fin, homoclinas dobles
con traza cero.

Para la localizacién y continuacién de cada uno de los tipos de homoclinas
mencionados, han sido elaborados diferentes programas FORTRAN, acoplados

con el cédigo de continuacién PITCON (vid. capitulo II). En todos los casos de
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HSN-I HSN-D
HCI HCS

Figura 5.6.1: Diferentes tipos de homoclinas en el plano de fases (u,v).
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HSN-CSI HSN-COI

2
Fry

HSN-CID

o3
couern eomer

Figura 5.6.2: Diferentes tipos de homoclinas en el plano de fases (u,v) (continua-
cién).
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homoclinas en los que el punto de silla es hiperbdlico, hemos realizado la aproxi-
macion de las variedades estable e inestable del equilibrio mediante sus espacios
tangentes, es decir, linealmente. Para las homoclinas de tipo silla—nodo, hemos
aproximado cuadraticamente la variedad de centros del equilibrio y linealmente la
otra variedad (estable o inestable). Para ello hemos realizado una traslacién del
equilibrio no hiperbdlico de (5.3.1) al origen, seguido de un desarrollo de Taylor
en un entorno del origen, obteniendo un sistema que, cortado a segundo orden,

tiene la forma:

. , 1 1
{ @ = F(v)u+u+ F (v)uv+ 517 (v) 0° (5.6.1)

U = uv,+ uv

El cambio de variables lineal dado por

u Fi(v) 0 T
()= 6) e

permite desacoplar la parte lineal de (5.6.1), obteniendo en las nuevas variables

z e y el siguiente sistema

¢\ [ F(v) 0 z fz,y)
O PO O RS s B

donde
f (Cl?, y) = B (U*) z? + Fll ('U*) T (U*I + y) —+ 2F}é;((t;*)) (’l)*.’E + y)2
- _ 2 F3' (v4) 2
9(z,y) = —v |Fi(v)z’ + F{(v)z (v +y)+ 2F (vy) ez 0l +

+ Fi(vd)z (v +y)

El origen, equilibrio semihiperbélico de (5.6.3), tiene al eje OY como espacio
tangente a su variedad de centros (vid. figura 5.6.3), que viene dada, a segundo
orden, por la ecuacién z = ay?, para cierto valor de a. Derivando e identificando
coeficientes, se llega a la expresién para la variedad de centros, en las variables
originales, dada por

Fil(ve) | , 20, o + v?

2

2F (vy) Fy (vy)

U,
Fy (v,)?
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Figura 5.6.3: Variedad de centros (W.).

Las homoclinas de codimensidn tres dadas por la anulacién de la traza junto
a la condicién de que el coeficiente EID sea igual a uno, han sido localizadas
y continuadas implementando las técnicas desarrolladas en el capitulo II. Para
a = 0.2y & = 0.1, hemos localizado una homoclina H — EID en los valores de

los parametros dados por

7.4884
717.2305
36.122
0.0939

&

0%

ag

4

S0

Q

p

En cuanto a las homoclinas cuspidales, hemos aproximado las separatrices
del equilibrio no hiperbélico por la semicibica (v —v,)° = au?, donde v, es
la ordenada del equilibrio y a es un pardmetro a determinar. Consideremos el
sistema (5.3.1) escrito en la forma normal de Takens-Bogdanov, en un entorno

del equilibrio (0,v,), a segundo orden pero sin el término en uv:

= 1F2” ('U*) (’0 _ U*)2

2 v, (5.6.4)

v o= u
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Derivando con respecto a t en la expresién de la semicibica, y a partir de

(5.6.4), se obtiene el valor
3,

T F (v

Para localizar una homoclina cuspidal, hemos seguido el procedimiento si-

guiente: en primer lugar hemos detectado un punto en el espacio de pardmetros
para el que se produce, simultdneamente, una bifurcacién de Hopf en un equili-
brio y una bifurcacién de Takens-Bogdanov en el otro equilibrio (esta situacién
corresponde, para a y k constante, a un punto, en el espacio (ag, So, p), sobre
la curva de Takens-Bogdanov); la érbita periédica que nace de esta bifurcacién
de Hopf evoluciona, al movernos sobre la curva de Takens-Bogdanov, hacia la
homoclina de punto de cispide.

Sea, pues, un punto en el espacio de pardmetros, (ag, sg, p, @, k), para el que
ocurren, simultdneamente, una bifurcacién de Hopf en un equilibrio, (0,v7), v

una bifurcacién de Takens-Bogdanov en el otro equilibrio, (0,v3). Teniendo en

cuenta que tanto v} como v} son ceros de la ecuacidén Fj (v) = 0, se deduce que

(vp' (vF) —p(v3))" — p(v})

“T otr (@1) — p (o) + p (v7)

(5.6.5)

que expresa, para £ constante, el valor de « en términos de la abscisa del equilibrio
que experimenta la bifurcacién de Takens-Bogdanov.
Puesto que v} es una raiz doble y v¥ una raiz simple del polinomio ctibico
2 1

h (v) dado en (5.3.2), se obtiene, a partir de las relaciones de Cardano, que

2(o1)® 4 kof + 1
K (KJ (v¥)? - 1)

A partir de (5.6.5) y (5.6.6), y para @ = 0.2 y & = 0.1, obtenemos los valores

. _K() 4o
vy =
(14 a) kv

1&
= _ 5.6.6
; (5.6.6)

donde ocurren simultdneamente una bifurcacién de Hopf y una bifurcacién de

Takens-Bogdanov,

v} & 6.45600206263
v & 7.47981680962
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a0 ~ 716.00015818913
so ~ 36.11982313718
p ~ 0.09408373973

Continuando la érbita periédica que nace de este punto de bifurcacién de Hopf
(al movernos sobre la curva de Takens-Bogdanov), obtenemos los valores para los

que existe una homoclina cuspidal, dados por

v* & 7.56022
ap R~ 715.2247
so ~ J36.1692

p ~ 0.094415

En la figura 5.6.4 mostramos, mediante simulacién con DSTOOL, la evolucién
de los retratos de fases del sistema (5.3.1), para o = 0.2 y k = 0.1, al movernos
sobre la curva de bifurcaciéon de Takens-Bogdanov. Se observa cémo, al crecer
la ordenada del equilibrio, la 6rbita peridédica que nace en la bifurcacién de Hopf
acumula en una homoclina cuspidal. Una érbita periddica grande, nacida de la
homoclina cuspidal al crecer el pardmetro, desaparece al colapsar con otra en una
bifurcacion de silla-nodo.

En la figura 5.6.5 representamos en el plano (v, @), para el caso k = 0.1, todas
las curvas correspondientes a bifurcaciones de codimensién tres: las cispides de
orden tres (E), los focos débiles (D), los puntos de Hopf con degeneracién en
los términos de 6rdenes tres y cinco de su forma normal (H,), las homoclinas
cuspidales (HC') y las homoclinas con traza cero y coeficiente EID igual a uno
(H — EID).

En el caso a = 0.2 y x = 0.1, hemos comprobado que tanto la homoclina cus-
pidal como las drbitas periddicas pequerias que nacen de la homoclina asociada
con la bifurcacién de Takens-Bogdanov, son inestables. En efecto, en la figura
5.6.6 representamos dos érbitas periddicas inestables muy préximas a una ho-

moclina doble (figura obtenida con DSTOOL para los valores de los pardmetros:
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2037

m

703 s90070
weeesorre . tmsan azea

(a) (b)

330:7

of

(¢) (d)

(e)

Figura 5.6.4: Evolucién de los retratos de fases en el plano (u,v) para a = 0.2
y & =01 (a) v, = 7.2; (b) v, = 7.5; (c) v, = 7.56022; (d) v, = 7.561 y (e)
v, = 7.6. E = Estable; I = Inestable; A = Equilibrio estable; O = Equilibrio
inestable; + = Equilibrio de tipo silla.
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Figura 5.6.5: Curvas de bifurcacién de codimensién tres en el plano (v, @) (para
k = 0.1). E = cispides de orden tres (Takens-Bogdanov degenerada en el término
uv de su forma normal); D = focos débiles (Takens-Bogdanov degenerada en el
término u? de su forma normal); H, = Hopf degenerado en los términos de érdenes
tres y cinco de su forma normal); HC = homoclinas cuspidales y H — EID =
homoclinas con traza cero y coeficiente EID igual a uno.
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-1.5 is

Figura 5.6.6: Homoclina doble (HH). I = Inestable.

V¥

Figura 5.6.7: Representacién cualitativa, para & = 0.1, de las curvas de homo-
clinas cuspidales (HC), de coexistencia de Hopf y Takens-Bogdanov (HT), de
silla-nodo de drbitas pequefias (sn) y de silla-nodo de érbitas grandes (SN). El
trazo continuo (resp. discontinuo) en la curva HT significa que la bifurcacién de
Hopf es supercritica (resp. subcritica).
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ao ~ 683.39885,s0 = 37,p ~ 0.10367, = 0.2 y x = 0.1); la érbita periddica
inferior acumula en la homoclina cuspidal, mientras que la superior acumula en
la homoclina nacida en la bifurcacién de Takens-Bogdanov. Ello nos dice que,
de los diferentes desplegamientos correspondientes a los dos tipos de homoclinas
cuspidales existentes (vid. [19] y [49] y la seccién 2.7), nos encontramos en este
caso con el menos rico (hemos comprobado numéricamente que el arco regular de
la homoclina cuspidal es asint6ticamente estable, siendo inestable el local, con lo
que nos encontramos en el caso (2) de la clasificacién de homoclinas cuspidales

dada en la seccién 2.7).

Hemos realizado un estudio numérico para los valores de a en el intervalo
(0,0.9994705) (para « = 0.1), con el objeto de determinar si se produce un
cambio en la estabilidad de la homoclina cuspidal y, por tanto, una degeneracién
de codimensién cuatro, dando lugar a homoclinas cuspidales situadas, esta vez,
en la zona de mayor riqueza. El resultado ha sido negativo. No hemos detectado
ningun cambio de estabilidad de la homoclina cuspidal. Sin embargo, hemos
constatado, para o por encima de cierto valor ag ~ 0.98, una Imayor riqueza en
la dindmica. Ello se debe a que, sobre la curva de puntos en los que ocurre,
simultdneamente, una bifurcacién de Hopf en un equilibrio y una bifurcacién de
Takens-Bogdanov en el otro equilibrio (curva que llamaremos de coexistencia
de Hopf y Takens-Bogdanov), se produce una degeneracién en la bifurcacién de
Hopf. De este punto de degeneracién nace una curva de bifurcacién de silla—nodo
de érbitas periddicas pequefias, que coexiste con aquélla de érbitas periddicas
grandes antes mencionada. Para a € (0, ag) la bifurcacién de Hopf es subcritica,
mientras que para « € (ap, 1) la bifurcacién de Hopf es supercritica. En la figura
5.6.7 representamos, cualitativamente, las posiciones relativas, en el plano (v, @),
de las curvas de homoclinas cuspidales y de coexistencia de Hopf y Takens-Bog-
danov. Hemos comprobado que ambas curvas intersecan en el valor o ~ 0.99,
intercambiando sus posiciones relativas. Existe, ademds, un valor a2 =~ 0.994 en
el que se produce un cruce entre las curvas de coexistencia de Hopf y Takens-

Bogdanov y de silla-nodo de érbitas grandes.
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En la figura 5.6.8 representamos los cuatro diagramas de bifurcacién de las
érbitas periddicas en las proximidades de la homoclina cuspidal, correspondien-
tes, respectivamente, a las cuatro situaciones dadas por: a € (0, ), @ € (g, 1),
a € (a,a2) y a € (a,1).

En la figura 5.6.9 mostramos, de nuevo mediante simulacién con DSTOOL,
la, evolucién de los retratos de fases del sistema (5.3.1), para o = 0.9971544168
y & = 0.1, al movernos sobre la curva de bifurcacién de Takens-Bogdanov. Se
observa como, al crecer la ordenada del equilibrio, nacen dos 6rbitas periddicas
pequeias en una bifurcacién de silla-nodo; de éstas, la érbita estable desaparece
en una bifurcaciéon de Hopf, mientras que la inestable acumula en una homoclina
cuspidal. Una érbita periddica grande, nacida de la homoclina cuspidal al crecer
el pardmetro, desaparece al colapsar con otra en una bifurcacién de silla-nodo.

En la figura 5.6.10 aparece la proyeccién sobre el plano de pardmetros (ag, so)
de todas las curvas (obtenidas numéricamente) de homoclinas de codimensién
dos, junto con la curva de bifurcacién de Takens-Bogdanov y los cuatro puntos
correspondientes a bifurcaciones de codimensidn tres: D, F'y HC, situados sobre
la curva de Takens-Bogdanov, y H — EID, situado sobre la curva de homoclinas
concavas inferiores con traza cero. En la figura 5.6.11 aparecen todas estas curvas

v puntos representados cualitativamente.

Nuestro préximo objetivo consiste en realizar un estudio completo de los con-
:untos de bifurcaciones relacionados con los puntos de codimensién tres D, E,
EID, H, y HC, asi como las transiciones que se producen entre estos pun-
Para ello hemos intersecado el espacio de parametros (ao, so, p) (para o = 0.2
s »n = 0.1) con diversos planos sg = constante, en las diez situaciones represen-
tadas en la figura 5.6.12.
En las figuras 5.6.16 — 5.6.26 aparecen los conjuntos de bifurcaciones cortados
.+ dichos planos, que vamos a comentar mas adelante. En cada caso hemos
:zalizado la localizacién y/o continuacién numérica de todos los fenémenos de

bifurcacién que aparecen representados en las figuras mencionadas.

Hemos de sefialar que estas figuras han de venir dadas, necesariamente, por
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Figura 5.6.8: Diagramas de bifurcacién cualitativos, para & = 0.1, de las érbitas
periddicas en las proximidades de la homoclina cuspidal. (a) a € (0,a0); (b)
a € (ap,0n); (¢) @ € (q,22) y (d) @ € (az,1). La ordenada, a, representa la
amplitud de la érbita periédica. La linea continua (resp. discontinua) significa
que la érbita periddica es estable (resp. inestable).
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(a) (b)

(c) (d)

o 0
4000 > eam )
.

(e) (f)

Figura 5.6.9: Evolucién de los retratos de fases en el plano (u,v) para
a =0.9971544168 y k = 0.1: (a) v, = 88.3; (b) v, = 88.32; (c) v, = 88.4715; (d)
v, = 88.473; (e) v, = 88.48 y (f) v, = 88.8. E = Estable; I = Inestable; A =
Equilibrio estable; O = Equilibrio inestable; + = Equilibrio de tipo silla.
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Figura 5.6.10: Curvas de homoclinas de codimensién dos obtenidas
numeéricamente.
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Figura 5.6.11: Representacién cualitativa de las curvas de homoclinas de codi-
mension dos.
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5= 52
0H2

So= 37

\<C $o= 36.1692...

N $o= 36.15
H-EID
$o= 36.22..

\\ SO= 3606
2 s o= 35.9635...
SO \
\ S~ 35.94
E s,= 35.9361...

P so= 35936
TB

2y

Figura 5.6.12: Posicién relativa con respecto a los puntos de codimensidn tres de
los planos sq = constante utilizados para cortar los conjuntos de bifurcaciones.
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Figura 5.6.13: Curva de silla-nodo de equilibrios en el plano (aq, p) (para sg = 37).
Sobre ella aparecen los puntos de Takens—Bogdanov (T'B; y T'B,) y cispide de
equilibrios (C).
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Figura 5.6.14: (a) Curvas de Hopf (en trazo discontinuo) y de silla-nodo de
orbitas periédicas (en trazo continuo); sobre ellas, los puntos de degeneracién de
Hoptf (Hy y H;) y de cispide de érbitas periddicas (Cu) (so = 37); (b) Detalle de

las curvas de silla-nodo de érbitas periddicas.
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[Mgura 5.6.15: Detalle de la tangencia entre las curvas de: (a) homoclinas derechas
(HD)y de homoclinas céncavas inferiores (HC1I); (b) homoclinas izquierdas (H 1)
+ de homoclinas céncavas superiores (H(CS). En ambos casos el punto de contacto
corresponde a una homoclina doble (HH) (so = 37).
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su configuracién cualitativa. Sirva la figura 5.6.13 para hacernos una idea de la
estructura que presentarian, en el espacio de parametros, las curvas obtenidas
numéricamente. En efecto, en esta figura aparecen representadas, en el plano
(a0, p) (para s = 37), las curvas de bifurcacién de silla-nodo de equilibrios.
Todos los fenédmenos de bifurcacién relativos a homoclinas ocurren en la zona de
tres equilibrios, delimitada por las curvas sn; y sny, y entre los puntos de cispide
de equilibrios, C, y el punto de Takens-Bogdanov situado mas a la derecha (es
decir, con mayor valor del pardmetro ag), denotado por TB,. Aun cuando las
diferentes curvas obtenidas numéricamente no serian distinguibles entre si, de ser
representadas en esta estrecha zona de parametros, si podemos representar, y asi
lo haremos a continuacién, detalles interesantes de éstas.

En la figura 5.6.14 (a) aparece la curva de bifurcacién de Hopf (H), en la que
sefialamos los dos puntos de degeneracién H; y H! (correspondientes a la anu-
lacién del término cibico de su forma normal), asi como las curvas de bifurcacién
de silla—nodo de drbitas periédicas (SN; y SN;) que nacen, respectivamente, de
estos puntos. Estas curvas se unen en un punto de cispide de érbitas periédicas
(Cu). Enlafigura 5.6.14 (b) aparecen en detalle las curvas de bifurcacién de silla-
nodo de drbitas periédicas SN; y SN,. En la figura 5.6.15 (a) representamos las
curvas de homoclinas derechas y de homoclinas céncavas inferiores, intersecando
en la homoclina doble. Se observa la tangencia entre ambas curvas. En forma
andloga representamos en la figura 5.6.15 (b) las curvas de homoclinas izquierdas
y de homoclinas céncavas superiores, intersecando, de nuevo tangencialmente, en
la homoclina doble.

Vamos, pues, a describir los diferentes conjuntos de bifurcaciones que se ob-
tienen en el plano de pardmetros (ag, p) (para a = 0.2 y k = 0.1) al intersecar el

espacio (ao, So, p) con los planos sq = constante antes indicados.

sg = 52 (Vid. figura 5.6.16)

En la situacién mostrada en la figura, vemos cémo los dos puntos de Takens—
Bogdanov existentes, TB; y T B,, se encuentran sobre diferentes curvas de

silla-nodo de equilibrios, sny y sny, es decir, estan separados por el punto
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o
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[{HC]
HSN-CSI

HSN-T
[HC]
HSN-I

Figura 5.6.16: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = 52.

a, [HC)
HSN-T ~_ HSN-CSI

SN, [Ho HED] Cu [HC]
HSN-I

Figura 5.6.17: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano s = 37.
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[Hy; EJH;

[D1H,

Figura 5.6.18: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el

plano sq = s£°.

o) Cu [ HC ; H-EID ]

Figura 5.6.19: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = 36.15.
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[D]HSN-CII

Figura 5.6.20: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = si~F1P,

de cispide de equilibrios, C'. De cada punto de Takens-Bogdanov surgen
dos curvas, una de Hopf y otra de homoclinas. Las curvas de Hopf nacen
de ambos puntos siendo subcriticas, Hyy, y se conectan entre ellas median-
te un tramo supercritico, Hyyper. De las curvas de homoclinas nacidas de
los puntos de Takens-Bogdanov, una corresponde a homoclinas izquierdas,
HI, y otra a homoclinas derechas, HD. Ambas se cortan en un punto co-
rrespondiente a una homoclina doble, HH. De esta homoclina doble nace
una curva de homoclinas céncavas superiores, HCS, y otra de homoclinas
coéncavas inferiores, HCI. La curva de homoclinas céncavas superiores ter-
mina sobre la curva de silla-nodo de equilibrios en un punto correspondiente
a una homoclina de tipo silla-nodo céncava superior izquierda, HSN —CSI,
mientras que la curva de homoclinas céncavas inferiores termina sobre la
curva de silla—nodo de equilibrios en un punto correspondiente a una homo-
clina de tipo silla-nodo céncava inferior derecha, HSN — CID. Los tramos

sobre la curva de sillas—nodo de equilibrios comprendidos entre dos puntos
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Figura 5.6.21: Curvas de cispides de 6rbitas periédicas (Cu) conectando los
puntos Hy, HC y H — FID.

de homoclinas sillas-nodo de codimensién dos corresponden a homoclinas

sillas—nodo transversales, HSN — T.

Sobre la curve de Hopf aparecen dos puntos de degeneracién correspon-
dientes a la anulacién del término ciibico de su forma normal, H; y H!. De
ambos puntos nacen curvas de bifurcacién de silla-nodo de érbitas periédi-

cas, SNy y SN, que estan conectadas entre si.

En cada punto de codimensién dos de la figura 5.6.16 aparece, junto a la
etiqueta que identifica al punto, otra etiqueta encerrada entre corchetes.
Esta indica el punto de codimensién tres hacia el cual evoluciona el de
codimensién dos cuando movemos el pardmetro sy (cuando entre corchetes
figuran dos puntos en lugar de uno, éstos indican, en el orden en que estan
colocados, otros dos puntos de codimensién tres hacia los que evoluciona el
de codimensién dos cuando se mueve sg en sentido creciente y decreciente,

respectivamente).

so = 37 (Vid. figura 5.6.17)

En este caso, al pasar de so = 52 a so = 37, nos hemos situado por debajo
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L
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[H,;E1HY

[D]HSN-CIX

Figura 5.6.22: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = 36.06.

del punto de Hopf degenerado de codimensién tres, H,, con el consiguiente
nacimiento de una curva de cispides de dérbitas periddicas, Cu. Por lo

demds, todo permanece idéntico a la situacién anterior, sg = 52.

so = sg° = 36.1692... (Vid. figura 5.6.18)

Sobre el punto de Takens-Bogdanov T B; se produce la homoclina cuspidal,

HC, desapareciendo la curva de homoclinas céncavas superiores, HCS, y

la homoclina doble, H H.

so = 36.15 (Vid. figura 5.6.19)

De la homoclina cuspidal nace una homoclina céncava inferior con traza
cero, HC'ID, una homoclina izquierda con traza cero, HID, una homoclina
silla-nodo céncava inferior izquierda, HSN — CI1, y una cispide de érbitas
periddicas, en la que se unen las curvas de silla-nodo de érbitas periddicas
que nacen en las homoclinas con traza cero. Las curvas de homoclinas

derechas, izquierdas y céncavas inferiores han dejado de intersecarse.
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Figura 5.6.23: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el

_ D
plano sq = s .

so = sg ™ (Vid. figura 5.6.20)

La homoclina céncava inferior con traza cero, HCID, se degenera al hacerse
su coeficiente F1D igual a uno. En el punto correspondiente a esta homo-
clina de codimensién tres, H — EID, desaparecen las cispides de drbitas
peridédicas nacidas, respectivamente, de la Hopf de codimensién tres, H,,
y de la homoclina cuspidal, HC. En la figura 5.6.21 aparece una repre-

sentacion cualitativa de las curvas de cispides de drbitas periddicas.

so = 36.06 (Vid. figura 5.6.22)

Los puntos de Hopf degenerados de codimensién dos, Hy; y Hj, quedan
conectados con los puntos correspondientes a las homoclinas céncava infe-
rior con traza cero e izquierda con traza cero, respectivamente, mediante

curvas de bifurcacién de silla-nodo de dérbitas periddicas.

so = s = 35.9635... (Vid. figura 5.6.23)

El punto de Takens-Bogdanov T'B; alcanza el punto de cispide de equili-
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Figura 5.6.24: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = 35.94.

brios, degenerandose en un foco débil, D. En este punto desaparecen las
curvas de homoclinas derechas, H D, homoclinas céncavas inferiores, HCI,
(y por tanto los puntos degenerados situados sobre ellas: HSN—D, HCID,
HSN —CIDy HSN — CII)y de silla-nodo de érbitas periédicas SNy (y
por tanto el punto de Hopf degenerado H;). En D desaparece también el

punto correspondiente a la homoclina silla-nodo izquierda, HSN — I.

so = 35.94 (Vid. figura 5.6.24)

Los puntos de Takens-Bogdanov se encuentran, a partir de ahora, sobre la
misma rama, sni, de la curva de silla-nodo de equilibrios. Ambos aparecen

conectados por la curva de homoclinas izquierdas, H1I.

so = s§ = 35.9861... (Vid. figura 5.6.25)

El punto de Takens— Bogdanov T B; se degenera, alcanzando el punto de
cispide de orden tres, E, donde desaparecen el punto de Hopf degene-

rado H; y el punto correspondiente a la homoclina izquierda con traza
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Figura 5.6.25: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = s&.

Figura 5.6.26: Conjunto de bifurcaciones correspondiente a la interseccién con el
plano sg = 35.936.
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cero, HID (y, por tanto, la curva de silla—nodo de érbitas periddicas, SNy,
que conectaba ambos puntos). La rama subcritica de la curva de Hopf

desaparece, quedando sélo la rama supercritica.

so = 35.936 (Vid. figura 5.6.26)

Los dos puntos de Takens-Bogdanov, T'B, y T B,, quedan conectados por

las curvas de Hopf y de homoclinas izquierdas.

La curva de puntos de bifurcaciéon de Takens-Bogdanov posee un minimo
en el valor so = 35.93506854 ... Por lo tanto, para valores de sg por debajo de
este valor critico, los puntos de Takens-Bogdanov han desaparecido, asi como las
curvas de bifurcacién de Hopf y de homoclinas izquierdas. A este nivel, las 1inicas

bifurcaciones que aun persisten son las de silla-nodo y cispide de equilibrios.

57 El Caso a=1

Vamos, por ultimo, a considerar el caso en que el pardmetro a alcanza el valor
uno.

A partir de las expresiones obtenidas para la parametrizacién de la curva de
Takens-Bogdanov dada en (5.5.6), se tiene que tal bifurcacién deja de existir para
a = 1. De hecho, como veremos enseguida, no sélo la bifurcacién de Takens-Bog-
danov, sino la casi totalidad de la riqueza de bifurcaciones que hemos estudiado
desaparece para tal valor de a.

Si consideramos el sistema enzimatico dado en (5.2.4) para a = 1, tenemos

5 = (s0-9) -
§ = (sg—8)—p —
0 pl+s+n32
(5.7.1)
i = (a _a)~p___L
0 1+ s+ ks?

Si realizamos el cambio de variable w = s — a, esta nueva variable, w, verifica

la ecuacidon diferencial
W o= wp—w (5.7.2)

donde wy = 89 — ap.
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573
a
562
5.6 S 7.8
(a)
50
a
18
7.3 S 36
(b)

Figura 5.7.1: Homoclinas cuspidales obtenidas por simulacién con DSTOOL para
los valores: (a) a = 0.2, ap & 715.2247, so =~ 36.1692 y p =~ 0.09441; (b)
o~ 0.97552, ap ~ 1881.2647, so ~ 1823.2647 y p ~ 168.8043. En ambos casos
k= 0.1.
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El equilibrio de (5.7.2), dado por la condicién w = wy, corresponde a la recta
invariante para el flujo de (5.7.1) dada por la ecuacién s — a = sg — ag. Si

escribimos la ecuacién de esta recta en términos de las variables u y v, tenemos

,U_(SO—U)P(U)—UZSO_GO

pv

es decir,
u = po (50— ao) + (s0 = ©)p(v) = pv* = h (v)

siendo h (v) la funcién dada en (5.3.2), cuyos ceros proporcionan los equilibrios
del sistema enzimético escrito en las variables u y v.

Obtenemos, por tanto, que los equilibrios de (5.7.1) se encuentran sobre la
recta invariante s — a = sg — ag. Este hecho imposibilita la existencia de ciclos
limite, de conexiones homoclinas y de equilibrios de tipo foco. Esto justifica que
las curvas de codimensién tres dadas en la figura 5.6.5 tengan caracter asintético
con respecto a la recta o = 1 (en el plano de pardmetros (v,,)), puesto que
no pueden tener su término en ningin punto situado sobre ella. Por tanto, y
a pesar de la riqueza de bifurcaciones existente para cualquier valor de a tan
proximo a uno como queramos, en la situacién « = 1 no hay mdés conjuntos
limites que los equilibrios y, en consecuencia, tan sélo persisten como inicas
posibles bifurcaciones las de silla—nodo y cispide de aquéllos.

Los conjuntos limites existentes para a < 1, tales como érbitas periédicas y
conexiones homoclinas, sufren un proceso de estiramiento cuando o tiende hacia
uno, hasta desaparecer, cuando a alcanza el valor uno, en la recta invariante antes
mencionada.

En la figura 5.7.1 mostramos dos homoclinas cuspidales para los valores a =
0.2 y a =~ 0.97552, respectivamente. Se observa el efecto de aprozimacion a la
recta Invariante s — a = Sg — ag, que se produce cuando a se acerca al valor limite

= 1.



Capitulo VI

CONCLUSIONES

Procedemos, a continuacién, a destacar los principales resultados obtenidos

en esta memoria.

En la primera parte del capitulo II hacemos un repaso, necesariamente breve,
de la bibliografia consultada relativa a los métodos de continuacién aplicados al
estudio de conjuntos limites de sistemas dindmicos planos, tales como equilibrios,
érbitas periddicas y conexiones homoclinas. Con respecto a las degeneraciones
de las drbitas periddicas, nos planteamos en un futuro préximo implementar un
codigo de continuacion de bifurcaciones de cispides de estas érbitas. Para la
continuacién de las conexiones homoclinas, caso que a nosotros nos interesa es-
pecialemente en esta memoria, disehamos nuestro propio algoritmo, que se ha
mostrado eficiente a la vista de los numerosos ejemplos de aplicacién que ex-

ponemos en los capitulos restantes.

Seguidamente analizamos la estabilidad de las érbitas homoclinas degeneradas
de codimensién dos dadas por la condicién de anulacién de la traza. Damos una
demostracién del conocido hecho de que la estabilidad de una érbita homoclina
con traza cero viene determinada por el signo de la integral de la divergencia del
campo vectorial calculado sobre la érbita homoclina, cantidad que relacionamos
con el coeficiente del término lineal del desarrollo asintético de la aplicacién de
Poincaré a lo largo de la homoclina. Con estas ideas, implementamos un algo-

ritmo (del que damos después una versién mejorada en cuanto a tiempo de calculo

268
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y precision) para la localizacién y continuacién de conexiones homoclinas de codi-
mension tres (que llamamos H — EID) dadas mediante la anulacién simultadnea

de la traza y de la integral de la divergencia del campo sobre la homoclina.

El conocimiento del término en z2logz en el desarrollo asintético de la men-
cionada aplicacién de Poincaré, nos permite localizar y continuar conexiones ho-
moclinas de codimension cuatro (que llamamos H—REYS), que se obtienen cuando
se anulan simultdneamente los coeficientes de los términos en z y en z2logzr de
dicha aplicacién.

Resaltamos el hecho de que estas ideas nos permiten localizar y continuar
conexiones homoclinas de codimensiones tres y cuatro sin hacer uso de la funcién
de Melnikov, que es el inico procedimiento que hemos encontrado en la literatura
existente para localizar y continuar estas homoclinas. La existencia de sistemas
que modelan procesos fisicos, que no pueden ser expresados, en general, como
la perturbacién de un sistema conservativo justifican el disefo de un méiodo

alternativo al dado por la funcién de Melnikov.

La tltima parte del capitulo estd dedicada al estudio de la estabilidad de
homoclinas de punto de ciispide, cuyas conclusiones aplicamos al estudio de un
sistema con cinco pardmetros, que presenta una curva de homoclinas cuspidales
degeneradas de codimensién cuatro, que aproximamos mediante la funcién de
Melnikov. Obtenemos numéricamente el conjunto de bifurcaciones en las proximi-
dades de esta curva, asi como las superficies de homoclinas cuspidales no degene-
radas, conseguidas tanto numéricamente como mediante la funcién de Melnikov.

En el capitulo III abordamos el estudio de varias singularidades planas con
ciertas degeneraciones en los términos no lineales. Centramos nuestra atencidn,
aunque no exclusivamente, en las conexiones homoclinas y sus degeneraciones,

con el objeto de aplicar las ideas desarrolladas en el capitulo II.

Comenzamos el capitulo III estudiando las conexiones homoclinas de codi-
mensiones tres (H — EID) y cuatro (H — RES) experimentadas por una cispide
de orden seis, que calculamos numéricamente, comparando sus resultados con los

que predice la funcién de Melnikov.
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Seguidamente se lleva a cabo un estudio completo de las ciispides con simetria
de drdenes cuatro y cinco. Para la de orden cuatro ampliamos los resultados
obtenidos por Rousseau en [95]. Para la de orden cinco, no abordada hasta ahora,
obtenemos, en particular, curvas numéricas de conexiones homoclinas de tipo H —
EIDy H—RES que comparamos con las predicciones hechas mediante la funcién
de Melnikov. También aparecen ciclos limites hasta de multiplicidad cuatro (resp.
cinco) en la cuspide de orden cuatro (resp. cinco). El desplegamiento de un ciclo
limite de multiplicidad cuatro (resp. cinco) da lugar, en el espacio de parametros,
a una variedad homeomorfa a la catédstrofe de swallowtail (resp. de butterfly),
cuyas diferentes secciones obtenemos a partir de la funcién de Melnikov.

El siguiente caso a estudiar es un foco débil dado mediante la degeneracién
simultanea de los coeficientes de los términos en z2 y en 22y de la forma normal de
una bifurcacién de Takens-Bogdanov. Como en los casos anteriores, resaltamos
la existencia de conexiones homoclinas de codimensién tres (H — EID), que
calculamos numéricamente. Queda pendiente de posteriores trabajos el complejo
estudio de la funcién de Melnikov para la determinacién de los ciclos limites y

sus degeneraciones.

Concluimos el capitulo III estudiando parcialmente una singularidad dada
mediante un doble cero diagonalizable, del que continuamos numéricamente una

curva de conexiones heteroclinas de codimensién dos de tipo silla-nodo.

En los diferentes casos abordados en este capitulo (excepto en el primero y
en el ultimo, en los que ya ha sido previamente obtenido) realizamos un estu-
dio completo de la determinacién de las distintas singularidades que aparecen,

aplicando las técnicas dadas mediante los cambios de variables de tipo blow-up.

En el capitulo IV llevamos a cabo un estudio de dos circuitos de Van der Pol-
Duffing. El primero se modela mediante un sistema plano del que obtenemos su
conjunto de bifurcaciones completo, el conocido como diagrama en forma de cruz.
Hacemos énfasis especial en las conexiones homoclinas. El segundo circuito viene
gobernado por un sistema tridimensional, del que exponemos resumidamente su

gran riqueza de bifurcaciones, para centrarnos después en la bifurcacién de Hopf
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del origen y sus diferentes degeneraciones (que proceden de la anulacion de los
términos de drdenes tres y cinco de su forma normal y/o de la no verificacién de
la condicién de transversalidad), que estudiamos exhaustivamente, aplicando las
técnicas de la teoria de la singularidad desarrolladas por Golubitsky y Schaeffer
en [48]. La presencia de un pardmetro modal en el desplegamiento de uno de los
casos estudiados hace posible la aparicidn, entre otros interesantes fenémenos, de

islas de orbitas periddicas.

En el capitulo V realizamos un analisis tedrico y numérico de un sistema
plano con cinco parametros que modela una reaccién bioquimica de tipo reaccién—
difusién. Los estudios sobre este sistema realizados hasta el presente describen
tan sélo una minima parte de la gran riqueza de bifurcaciones que este sistema
experimenta. En la zona de pardmetros en la que el sistema tiene sentido fisico
damos una descripcién completa de todos sus fenémenos de bifurcacién, que in-
cluyen bifurcaciones estéticas y dindmicas de hasta codimensién tres. La pre-
sencia de varias degeneraciones de la bifurcacién de Takens-Bogdanov (concreta-
mente cispides de orden tres y focos débiles dados por la anulacién del coeficiente
del término en z? de su forma normal) conlleva la aparicién de una gran vari-
dad de conexiones homoclinas (de hasta codimensién tres), que estudiamos y

continuamos numeéricamente en todos los casos.

La combinacién de técnicas analiticas y numéricas nos permite exhibir el con-
junto de bifurcaciones completo que se da para este sistema. Ponemos de mani-
fiesto, en particular, las transiciones de los diferentes conjuntos de bifurcaciones
que ocurren en las proximidades de los diferentes puntos de codimensién tres que
obtenemos: uno de Hopf doblemente degenerado (debido a la anulacién de los
coeficientes de los términos de 6rdenes tres y cinco de su forma normal), uno de
Takens-Bogdanov con la anulacién del coeficiente del término en z2 de su forma

normal, una cuspide de orden tres y una homoclina de tipo H — EID.

Los diferentes casos estudiados a lo largo de esta memoria, pero en especial el
sistema enzimatico considerado en el capitulo V, han sido un excelente banco de

pruebas para los métodos analiticos y numéricos desarrollados, que han permitido
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poner de manifiesto una gran riqueza de bifurcaciones tanto de equilibrios como

de érbitas periddicas y de conexiones homoclinas.
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