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Capitulo I

INTRODUCCION

Un primer objetivo de este trabajo, que se encuentra en su origen y motivacién,
es el estudio del comportamiento dindmico de ciertos osciladores auténomos, més
concretamente en el campo de los circuitos electrénicos no lineales. La aplicacién
de las ideas y técnicas propias de la teoria geométrica y de bifurcaciones de
sistemas dinamicos, hace que se susciten diversos problemas y cuestiones que
son de interés general y cuya resolucién constituye un segundo y fundamental

objetivo.

Entre las hipétesis de partida se encuentra el hecho de que mediante el analisis
de las posibles bifurcaciones es factible obtener informacién valiosa sobre el com-
portamiento dinamico, muchas veces de una gran complejidad, de sistemas con-
cretos. La teoria de bifurcaciones constituye, pues, una herramienta basica a

utilizar en el estudio de sistemas dindmicos.

Entre los temas esenciales que consideraremos se encuentran cuestiones so-
bre oscilaciones periddicas: su existencia, nimero y variedad de formas asi como
su aparicién y desaparicién y cambios de estabilidad en sistemas parametriza-
dos (conducta de bifurcacién). La riqueza y complejidad del comportamiento
periddico se pone de manifiesto ya en sistemas planos (vid. capitulos II, IIl y V)
y se nos muestra plenamente en sistemas tridimensionales, sobre todo en relacién

con las conductas homoclinas (vid. capitulos II, III y IV).

En el capitulo II de esta memoria nos planteamos el desarrollo de los adecua-
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dos métodos numéricos para la descripcién del comportamiento periédico. En
concreto, se pretende disponer de técnicas numéricas paré la deteccion de érbitas
periddicas (demostracion de su existencia por ordenador) y su continuacion en sis-
temas parametrizados. Ademas, estamos interesados en la obtencion de conjuntos
de bifurcaciones en sistemas biparamétricos, es decir, curvas de bifurcaciones de

codimensién uno de 6rbitas periddicas en el plano de pardmetros.

En los osciladores eléctricos y mecédnicos se observan, con frecuencia, com-
portamientos aperiddicos: son los llamados atractores cadticos. De hecho, tales
osciladores constituyen un vivero de ejemplos de dindmica caética (vid. capitulo
IV). Un tipo de atractor cadtico surge en relacién con la existencia de cier-
tas orbitas homoclinas: es el llamado atractor tipo Shil’nikov. Por ello, nos
planteamos en el capitulo III el disefio de procedimientos numéricos para la de-
teccion de orbitas homoclinas (prueba de su existencia por ordenador). En sis-
temas biparamétricos se persigue la obtencién de las posibles curvas de conexiones

homoclinas en el plano de parametros.

El estudio de bifurcaciones de una familia parametrizada de sistemas din4ami-
cos se centra sobre aquellos valores de los pardmetros donde se producen pérdidas
de estabilidad estructural. Los problemas son locales y globales. En el primer
caso se trata de la pérdida de hiperbolicidad (degeneracién lineal) de equilibrios
u érbitas periédicas que da origen a fenémenos de bifurcacién local (inestabilidad
estructural local). Un ejemplo del segundo caso lo constituye la caracteristica de
inestabilidad estructural de las érbitas homoclinas, que estd en la base de variados

y complejos fenémenos de bifurcacién global.

A lo largo de esta memoria aparece, de forma recurrente, el procedimiento
siguiente de aplicacién de la teoria de bifurcacién local. Se buscan las situa-
ciones de mayor degeneracién de los elementos criticos (preferentemente equili-
brios, ocasionalmente érbitas periédicas) en los sistemas parametrizados. Para
ello se comienzan analizando las degeneraciones posibles en las partes lineales
(no hiperbolicidad), con lo que se consigue especificar un primer conjunto de

parametros de bifurcacién de entre los pardmetros propios del sistema. El es-
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tudio de las correspondientes conductas de bifurcacién se lleva a cabo mediante
técnicas analiticas tales como variedad de centros y formas normales. Con tal fin
se precisa el concurso de algoritmos de computacién simbdlica desarrollados en

trabajos anteriores.

El cdlculo de las formas normales nos proporciona informacién sobre aquellos
términos no lineales esenciales para la conducta de bifurcacién. Nos planteamos,
en este punto, analizar las posibles degeneraciones en dichas partes no lineales.
Con ello, pondremos en evidencia el papel como parametros de bifurcacién de

nuevos parametros del sistema.

En sintesis, habremos encontrado situaciones altamente degeneradas y se
pretende describir las correspondientes bifurcaciones multiparamétricas. Dichas
situaciones de degeneracién actilan como centros organizadores de la dinamica, y
asi, mediante el adecuado anélisis local, podremos detectar una amplia variedad
de comportamientos dindmicos y de bifurcaciones. En unos casos se tratara de
bifurcaciones bien conocidas y estudiadas (por ejemplo, bifurcaciones de Hopf de-
generadas, vid. capitulos IT y IV), y en otros de nuevas conductas de bifurcaciéon
cuyo estudio llevaremos a cabo (vid. en el capitulo V un caso de bifurcacién tri-
paramétrica de Takens—Bogdanov con degeneracién adicional en los términos no
lineales). Una caracteristica de las bifurcaciones locales multiparamétricas de ele-
mentos criticos es que su estudio proporciona informacién sobre comportamientos
dindmicos de mayor complejidad y sus bifurcaciones, e incluso sobre fenémenos
globales. Asi, por ejemplo, en la bifurcacién triparamétrica de un equilibrio antes
citada y considerada en el capitulo V, nos encontramos con diversidad de compor-
tamientos periddicos que presentan bifurcaciones silla-nodo y cispide, asi como
con conexiones homoclinas de diferentes tipos y sus correspondientes conductas

de bifurcacién.

Los resultados del analisis local antes citado seran vaélidos, en principio, en
un entorno del elemento critico en el espacio de 6rbitas y en un entorno de los
valores criticos de bifurcacién en el espacio de pardmetros. Sin embargo, de la

observacion experimental o la simulacién numérica se deduce, con frecuencia, que
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los resultados del estudio local se conservan lejos de las situaciones de bifurcacién
(los entornos predichos por la teoria tienen en todo caso un tamafio concreto, aun
cuando no sea conocido, en general, a priori).

Nos planteamos, pues, extender los resultados loca,lesz mediante el uso de los
métodos numéricos de continuacién desarrollados en los capitulos II y III. La
valiosa informacién obtenida en el estudio de bifurcaciéri local sera el adecuado
punto de arranque en la aplicacién de las técnicas numéricas: aproximaciones
locales bien en el espacio de érbitas (por ejemplo, condiciones iniciales aproxi-
madas de érbitas periddicas u homoclinas), bien en el espzicio de parametros (por
ejemplo, aproximaciones a curvas de bifurcacién). Se trata, por tanto, de una
buena muestra de la conjuncién de técnicas analiticas y numéricas en el estudio
de sistemas dindmicos (vid. capitulos IV y V).

A lo largo de esta memoria diversos sistemas osciladores auténomos son estu-
diados, aplicando las técnicas analiticas y numéricas desarrolladas. Especifica-
mente, el capitulo IV se dedica al estudio del comportamiento dindmico (periédico
y cabtico) de un sistema electrénico auténomo; tal estudio ha originado, en buena
medida, el trabajo desarrollado en esta memoria y ha suscitado una gran parte

de los problemas y cuestiones generales abordados.

La caracteristica no lineal de algunos de los elementos que configuran el cir-
cuito electrénico antes citado, es determinante de su dinamica. El caracter no
lineal, no sélo aparece en el modelado de fenémenos naturales en los més diversos
campos de la ciencia y la técnica, sino que puede ser utilizado con provecho, en
el disefio; claro esta, si suponemos conocidas sus consecuéncias.

Una variada gama de técnicas ha sido utilizada para la descripcién de la
dinamica del sistema electrénico en el capitulo IV. Aparecen diversas bifurca-
ciones locales de codimensién dos y tres, cuyos resultados son utilizados como guia
para los métodos numeéricos de continuacién, que nos permiten dar una primera
visién global de la dindmica, tanto en el espacio de estados (tridimensional) como

en el de parametros.

Respecto a los atractores cadticos observados en la simulacién numérica, se
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pretende describirlos y comprender su dindmica relacionando su aparicion con
la ocurrencia de 6rbitas homoclinas de diversos tipos. Dichas conexiones homo-
clinas dan lugar, al variar los pardmetros del sistema electrénico, a conductas
de bifurcacién variadas y complejas. En particular, las técnicas numéricas de-
sarrolladas en capitulos anteriores nos permitiran describir la rica diversidad de
comportamientos periédicos y sus bifurcaciones (silla-nodo, duplicaciéon de pe-
riodo, pitchfork, ...); es a través de sucesiones de tales bifurcaciones que parecen

surgir los atractores cadticos.



Capitulo II

METODOS NUMERICOS DE
CONTINUACION DE
ORBITAS PERIODICAS Y
SUS BIFURCACIONES

2.1 Una Introduccion a los Métodos de Con-
tinuacion

Los métodos de continuacién constituyen una herramienta de especial interés en
la determinacién numérica de ciertos diagramas que aportan valiosa informacién
para el analisis cualitativo y de bifurcaciones de sistemas dinamicos.

Como haremos uso frecuente de implementaciones especificas de estos métodos
en éste y en sucesivos capitulos de la memoria, creemos oportuno incluir primero
un breve repaso a las ideas que hay involucradas en su utilizacion.

Los métodos de continuacién, inicialmente desarrollados como una via alter-
nativa en la resolucién de sistemas no lineales de ecuaciones, encajan de forma
natural en el analisis cualitativo de sistemas dinamicos parametrizados. Para su
introduccién, recurrimos a un contexto algo mas general. Supéngase que se quiere

resolver el sistema (no lineal en general)
F(z)=0 (2.1.1)

con F': R" — IR" suficientemente diferenciable que posee al menos una solucién

6
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&l

Para ello, formulamos un problema més general que engloba al anterior como
caso particular. En concreto, se define una funcién de homotopia H(z,t) sufi-

cientemente diferenciable de forma tal que, por ejemplo:
H(-,0) = Hy (prefijada), H(-,1) = F(-)
y tal que la elecciéon de Hy permita identificar facilmente la solucién del sistema
Hy(z) =0 (2.1.2)
Asi, si elegimos (se trata de una posibilidad entre otras),

Ho(x) = F(z) - F(.’Eg)
H(z,t) = F(z)+ (t —1)F(xo), zo arbitrario,

es obvio que el problema (2.1.2) tiene a z¢ como solucién.

Abora, la idea clave estriba en disefiar un mecanismo que permita pasar de
la solucién conocida zo de H(z,0) = 0 a la solucién requerida de (2.1.1) o,
equivalentemente, de H(x, 1) = 0, mediante la variacién de ¢ en [0, 1].

Si admitimos la existencia de una curva en R™ x [0,1] que une el punto
de partida (z0,0) con (Z,1) que suponemos ademis con una parametrizacién
diferenciable (z(t),t), ¢t € [0,1], se tendra que H(z(t),t) = 0, Vt € [0,1] y
podremos, siguiendo a Davidenko [23], derivar respecto de ¢t la condicién anterior
y obtener una ecuacién diferencial que tiene a dicha curva como solucién. Para
hallar la solucién bastard recorrer el camino necesario hasta Z resolviendo el

problema de valor inicial de tipo implicito

D H(z (t),t)%@ + D.H(z(t),t) = 0

t
z(0) = zo

que debera integrarse hasta t = 1.
Como se ve, con las hipétesis anteriores, y usando métodos estandarizados de
integracién de ecuaciones diferenciales es posible localizar las soluciones del pro-

blema planteado. Observamos, circunstancialmente, que una de las caracteristicas
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del método es su versatilidad, como lo prueba el hecho de que seleccionando ade-
cuadamente la funcién H, pueden plantearse algoritmos (iue permiten abordar de
forma no clasica la resolucién de problemas variados: el célculo de las raices de un
polinomio (vid. Wasserstrom [104]), problemas de contémo (vid. Wasserstrom
[105]), o la inversién de matrices (vid. Chao & Saeks [17]).

Con una técnica similar, son abordables ciertos problemas de interés en el
analisis cualitativo de sistemas dindmicos, si bien, en dicho caso, la introduccién
del parametro ¢, a través de la funcién H, se hace inneéﬁsaria. Para fijar ideas,
analizaremos ahora como puede ser utilizado un enfoqlie similar en el analisis
de la dinamica de equilibrios de un sistema dindmico. Posteriormente se abor-
dardn otras aplicaciones de los métodos de continuacién, siempre en el contexto
de los sistemas dindmicos. Para un tratamiento de dmbito mas general, puede

consultarse el texto de Allgower & Georg [1].

2.2 Continuacion y Equilibrios

Frecuentemente, en el anilisis de sistemas dindmicos, aparecen involucrados cier-
tos parametros que responden a la naturaleza del problema. En otros casos, su
presencia proviene de que ciertas magnitudes son susceptibles de ser modificadas
e interesa conocer si existe diferencia cualitativa en el comportamiento del modelo
al variar dichos pardmetros. Su uso es también natural cuando se desea explicar
ciertos fenémenos mediante la teoria de bifurcaciones. Sea como fuere es usual

enfrentarse a sistemas de la forma

z = f(z, A)

donde f es una funcién no lineal en general, z € R*, A € R¥ (k=10 2en los
casos mas simples).

Es de gran interés, como un primer estadio en el analisis, obtener la dis-
tribucién de los diferentes equilibrios del sistema con relacién a los diferentes
valores de A. Asi, si para diferentes valores del parametro es diverso el nimero

de equilibrios del sistema, conviene delimitar los rangos de valores en los que no
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se altera dicho ntimero. Por tanto, necesitamos resolver para diferentes valores

de A la ecuacién
flz,A) =0

Hasta hace no mucho tiempo, la manera tradicional de abordar el problema
era fijar en cada caso los diferentes valores de A e intentar localizar todas las
soluciones del correspondiente sistema para el vector de estados z. Aunque el
problema es bien conocido, se comprende que el hecho de ser no lineal supone
ciertas limitaciones que obligan a resolver la correspondiente ecuacién con gran
cuidado, evitando dejar sin calcular alguna de las miltiples soluciones que even-
tualmente pueden estar presentes.

Modernamente se ha comprobado que es mucho mas rentable abordar el
analisis de la dependencia de los equilibrios respecto a los parametros usando
las ideas inherentes a los métodos de continuacién. Para ello basta exigir diferen-
ciabilidad a f y la existencia de una parametrizacién (al menos local), también
diferenciable, del lugar geométrico de los equilibrios. Asumiendo que ello es asi en

un entorno de un determinado par (zg, A¢) de valores solucién podriamos escribir
f(=(t),M(t)) =0
y, derivando respecto a t, llegarfamos a
dz d\
D.f —+Dyf —=0
fo+Dif—

que puede escribirse de forma algo mas compacta como

dz

[ Dof | DAf ] |-4| =0
dt
Suponiendo que k = 1, el sistema anterior, junto con alguna condicién de
normalizacién del vector tangente, constituye pues un problema de valor inicial de
tipo implicito cuya resolucién permitiria seguir la curva de equilibrios (o més exac-

tamente de pares (z,1)) en R™ x IR, lo que constituye el objetivo deseado (en el
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contexto de sistemas dinamicos suele denominarse a la representacién geométrica
de dicha curva diagrama de bifurcaciones).

Para la integraciéon numérica a efectuar, no tiene aemasiado sentido usar
métodos sofisticados cuando se conoce —como es nues:tro caso— la funcién f
¥y, por tanto, en todo punto (z,A) de la curva debe curﬂplirse f(z, A) = 0. Por
ello es usual la adopcién de un esquema, predictor—correcfor usando el método de
Euler y corrigiendo mediante el método de Newton o alguna de sus variantes.

Como condicién de normalizacién, entre otras alterniativa,s (vid. Keller [63])

puede exigirse que

dzi\*  (dz;)? dz,\* (A
(‘d?) +(W) Totlw ) t\a) e

(en palabras: que el vector tangente tenga norma euclidea igual a la unidad), de
manera que el parametro ¢ pasa a jugar el pai)el de la longifud de arco recorrida.
La parametrizacion resultante tiene la virtualidad de ser regular en los llamados
puntos limite (conocidos también como turning points) para los cuales se tiene

que

dim ( Ker (D,f)) =1, D,f & Rango (D.f)

En los puntos en que la matriz D, f es singular, con dim ( Ker (D, f)) > 1
—o cuando siendo la unidad falla la segunda condicién anterior—, es de esperar,
a la luz del teorema de la funcién implicita, que estemos eﬁ presencia de puntos de
ramificacién donde intersectan dos o mds curvas (o de otros puntos no regulares).
Consiguientemente, la integracién numérica del problemé, planteara dificultades
en las proximidades de dichos puntos. Varias estrategias han sido propuestas para
regularizar el problema en alguno de estos casos, en especial para la aproximacién
numérica de los puntos de ramificacién simple. Los trabajos de Beyn [7], Jepson y
Keller [59], Moore [74], Mittelman [73], Werner [107] (vid. también las referencias
que contienen) deben ser citados en este contexto. Bésicamente, la idea mas
comun es construir un sistema ampliado cuyas soluciones se corresponden con los

puntos en que es singular la matriz D, f y que, sin embargo, resulta ser un sistema
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regular. En esta linea el reciente trabajo de Zhen [109] parece ser especialmente
prometedor, al rebajar considerablemente el coste computacional.

Centrandonos ahora en la implementacién de estas ideas, son numerosos los
cédigos de continuacién existentes; describir cada uno de ellos escapa a nuestros
objetivos. Un buen nimero de ellos son referenciados en el trabajo de Rheinboldt,
Roose & Seydel [82], pero atn existen otros como los elaborados por Jansen &
Feudel [58] (CANDYS/QA), Khibnik [64] (LINLBF) y por el activo grupo de
Kubicek [67], [57].

Para cumplir los objetivos de esta memoria, hemos utilizado la versién 6.0
de PITCON, que es de los mas ampliamente documentados (Rheinboldt [79],
Rheinboldt & Burkardt [81], Rheinboldt {80]) al que hemos incorporado en cada
caso rutinas especificamente desarrolladas para cada problema de continuacién
de nuestro interés. Se trata de un método de continuacién basico (en el sentido
de estar formulado exclusivamente para resolver sistemas no lineales de ecua-
ciones) que lleva incorporado un sofisticado mecanismo de control de la longitud
del paso de continuacién (Den Heijer & Rheinboldt [24]). Para la condicién de
normalizacién antes mencionada, PITCON usa la siguiente estrategia. Suponga-
mos que estamos situados en un punto (z¥,A\*) que satisface f(z, \) = 0 y que
nos planteamos calcular un nuevo punto (z**!, \¥+1) sobre la curva.

Sea j (indice IPM en el cédigo) el indice de la coordenada de‘ma,yor valor
absoluto del vector tangente en el paso anterior; se plantea entonces el sistema.

de ecuaciones:

D.f(z* M%) | Daf(a" ) | 4 _ [0
et =T
3
de manera que ¥ € IR™*! representa el vector tangente, incluyendo en la dltima
coordenada a la derivada de A, al que se le impone (cfr. dltima linea del sistema)
que su coordenada j sea la unidad.
Una vez obtenido, se normaliza para que su norma euclidea sea la unidad (im-
poniendo asi que la parametrizacién que implicitamente se usa tenga el significado

de longitud de arco recorrida sobre la curva). A continuacién se reevaluaria j para

el paso siguiente.
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En cuanto a la prediccién, PITCON usa el método dez Euler. Asi, suponiendo

definido h, longitud del paso a dar, que se calcula mediante la informacién

(también la relativa a la convergencia) de los pasos previos de continuacién, como

k41 oF
[§k+1} =[Ak]+h$f

que constituye el punto de partida para un proceso de correccién tipo Newton,

nuevo punto se ensaya

mediante la iteracién de la expresién siguiente:

[ Dxf(:vk+1,/\k+l) D,\f(a:k+1,/\k+l) } [ A+l ] _ [ — f(zF+, AR+ ]
p =

T A)\k'H 0

J

donde se efectiia, en cada paso, la actualizacién:
S| k1 Aa:k“r
/\k+1 — /\k+1 + A/\k"'l i

Se observa pues, que PITCON efectiia las correcciones siguiendo un hiper-
plano paralelo a uno de los coordenados (precisamente, sobre el que se mantiene
constante la coordenada que se modifica més rapidamente en las proximidades

del punto en cuestién).

Otra observacién de interés es constatar que este esquema hace que, local-
mente, podamos identificar el pardmetro de continuacién ¢ con una de las coor-
denadas (tanto del vector de estados z como A) lo que pel.;mite que contemos con
un mecanismo adaptativo de variacién del pardmetro de continuacién, usando en
cada caso el mas conveniente desde el punto de vista de la resolucién numérica
de los sistemas lineales involucrados. Ademas, queda garantizada la ausencia de

dificultades para sobrepasar los posibles puntos limite de la curva.

Usando este cédigo de continuacién como base, pasamos en lo que sigue a
describir con cierto detalle como puede formularse un método de continuacién de

érbitas periédicas, tema central de este capitulo.
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2.3 Un Método de Continuacién de Orbitas Pe-
riodicas y sus Bifurcaciones

El problema de continuacién de érbitas periddicas ya ha sido abordado previa-
mente por varios autores. Para ello se hace preciso definir una funcién cuyos ceros
se correspondan con las soluciones periddicas del sistema. Basicamente son dos
los enfoques seguidos en este tema; si bien ambos pueden formularse de forma
equivalente, unos prefieren plantear el problema de acuerdo con el establecimiento
de un problema de contorno, mientras que otros utilizan la llamada aplicacién de
Poincaré para cubrir el mismo objetivo.

Como ya se ha indicado, nuestro trabajo se concretara ahora en definir, para
la continuacién de érbitas periddicas y de sus bifurcaciones, una funcién apropia-
da que utilizaremos conjuntamente con el programa de continuacién PITCON,
ya resefado. '

Recurriremos para ello a la aplicacién de Poincaré, que proporciona el camino
mas natural y geométrico de los dos enfoques posibles, ademas de permitir un
tratamiento homogéneo tanto para la érbita peridédica principal (por ejemplo,
la que nace de una bifurcacién de Hopf) como para posibles érbitas peridédicas

aparecidas en posteriores bifurcaciones secundarias.

Siguiendo este mismo acercamiento al problema, goza de cierta difusién el
codigo de Kaas—Petersen denominado PATH [62] aunque, por desgracia, no bien
documentado. Por ello, nos extenderemos algo mas en este apartado describiendo
con mayor detalle la linea de razonamiento seguida. Otros autores usan —como
se ha mencionado— una formulacién propia de problemas de valores de contorno.
Quiz4 el cédigo mas difundido en esta linea sea el lamado AUTO de Doedel [26],
pero también entran aqui el método propuesto por Kubiéek & Holodniok [66] y la
formulacién de Seydel [91]. En todos los casos citados se acostumbra a normalizar
el periodo de las drbitas y se formula un problema de contorno en el intervalo
[0,1], introduciendo una incégnita auxiliar correspondiente a dicho periodo.

Consideraremos desde el primer momento sistemas auténomos con dos para-
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metros; esto permite abordar con un mismo tratamiento el problema de la con-
tinuacién de orbitas periddicas y el de sus eventuales bifurcaciones como se verd
a continuacion.

Sea, pues, el sistema de ecuaciones diferenciales bipaié‘amétrico
¢ = flz,p), e R peR? (2.3.1)

donde f es suficientemente diferenciable en IR™ X IR2 Sea F(y,p,t) el flujo
solucién del sistema (2.3.1) con F(y,u,0) = y. Admitiremos, para este sistema
(2.3.1), la existencia de una familia —dependiente de g y para un cierto rango
de valores de dicho vector de parametros— de soluciones periédicas g(t,p) con

periodo T'(p); es decir, si z = g(0, u) se tendrd que

9t p) = F(z,p,8) con g(t,u) = g(t +T(n)p), VtER

Supongamos ahora un valor prefijado u°, en el rangov anterior, de forma que
z° = ¢(0,4% 1y elijamos S un hiperplano de R" que sea transversal en z° a
g(t, u°) (sobre su eleccién méas adecuada hablaremos mas abajo). En estas condi-
ciones, podemos afirmar (cfr. Hartman [52]), exigiendo hiperbolicidad a la 6rbita
periédica, que existe un entorno U x L de (z°, 1°) en S x IR? y una funcién tdnica

7 :U x L — R* diferenciable, que cumple:
() Fy,p,7(y, 1)) €S, V(y,n) €U x L
(ii) 7(2% p%) = T(u°)

La funcién 7 proporcionaria asi, para los puntos y €U , v dependiendo del
valor del vector de parametros, el tiempo que invierte la correspondiente 6rbita
en volver al hiperplano S en las proximidades de z° (también llamado por algunos
autores tiempo de vuelo). Para esos puntos queda definida entonces una familia
de aplicaciones de Poincaré P(y, 1) sin més que asociarles como imagen el punto

de retorno a S. Es decir:

P:UxL— S5 con (y,p) — P(y,n) = F(y,u,7(y, 1)) -
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0
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'\ Ply,p)

y

Figura 2.3.1: Construccién de la aplicacion de Poincaré.

Obtener el conjunto de soluciones periddicas es equivalente pues a resolver (vid.

figura 2.3.1) la ecuacién

Qy, ) = P(y,p) —y=10

es decir, hallar los ceros de la funcién residual (). Aunque tanto F' como 7 son
desconocidos a priori, la incorporacion de una rutina de integracién de la érbita
que parte de y hasta completar una vuelta permite pasar a PITCON el valor de
@ correspondiente a cada par (y, ). Nétese que la ecuacién anterior define una
variedad bidimensional en IR*™! x IR? sobre la que podriamos definir caminos
concretos de especial interés. Para ello bastaria, por ejemplo, definir una relacién
diferenciable entre las dos componentes del vector de pardmetros y afiadir dicha
relacion a la ecuacién anterior: tendriamos entonces un problema de continuacién
que permitiria seguir la evolucién de la dérbita sobre una determinada curva en
el plano de pardmetros. Aqui quedaria englobado como un caso trivial el de
continuacién uniparamétrica de érbitas peridédicas sin mas que considerar una
ecuacién adicional del tipo p; =cte, i =10 2.

Pero también admite esta formulacién una extensién inmediata a la conti-
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nuacion de curvas de bifurcacién en el plano de parametros, como veremos mas

adelante.
Surge en cualquier caso la cuestién de calcular las derivadas de la funcién P,
no sélo para la resolucién numérica por continuacién dél problema (advirtamos
que ello no seria gran obstaculo pues PITCON cuenta con la opcion de aproxi-
macién numérica de la derivada) sino, sobre todo, para <§:ontar en todo momento
con la informacién més precisa posible acerca de la estabilidad de la érbita y fa-
cilitar la deteccién de eventuales bifurcaciones, ya que lois autovalores de D, P se
corresponden con los multiplicadores caracteristicos de las soluciones periddicas.
Por ello nos detendremos en como calcular tanto D, P como D,P, que haremos
bésicamente mediante integracién de las llamadas ecuaciones variacionales.
Antes de ello, y supuesta conocida D, P, hacemos las siguientes observaciones,
volviendo a considerar la ecuacién Q(y, ) = 0. Como se indicé, puede afadirse
una ecuacién adicional que defina una curva de interés sobre la variedad bidimen-

sional aludida. Si, por ejemplo, consideramos el problema de continuacién

P(y,u) —y =0
det {D,P+1} =0

entre sus soluciones estarian las érbitas periédicas con un multiplicador carac-
teristico igual a —1, es decir, podriamos seguir sobre el plano de parametros las
curvas donde eventualmente se producirdn bifurcaciones de tipo flip (duplicacién

de periodo). Alternativamente, el problema (2n)-dimensional

P(y,p) —y =0
(DyP+Dv =0
¢-v—1=0, ¢ prefijado

también serviria para el mismo propésito. Estéd asegurada [59] la regularidad
de las soluciones de dicho problema y, por tanto, la de la primera alternativa
(especialmente cémoda para el caso n = 3; en general, resulta muy superior

desde el punto de vista numérico la considerada en segundo lugar).
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Limitandonos al caso de menor dimensién, y en relacién con las aplicaciones

que abordaremos en esta memoria, el problema de continuacion:

Py,p) —y =0
det {D,P— I} =0 (2.3.2)

nos permite seguir genéricamente las curvas de bifurcacion silla-nodo de forma
regular.

No ocurre asi para otras bifurcaciones que también se corresponden con un
multiplicador de la érbita igual a +1 como es el caso de las bifurcaciones pitchfork
o transcriticas, en las que el sistema (2.3.2) es claramente no regular. Se hace
necesario entonces recurrir a sistemas de mayor dimension, que no abordaremos
aqui.

Antes de pasar al problema del célculo de las derivadas de P, queremos resaltar
el importante hecho de que, mediante iteracién de la aplicacion P, es posible
seguir tanto las érbitas subarménicas como sus posibles curvas de bifurcacion

siguiendo estrictamente el mismo esquema.

2.3.1 Calculo de las Derivadas de la Aplicaciéon de Poin-
caré

Frente a otras hipdtesis mds restrictivas, que consideran exclusivamente planos
paralelos a los coordenados, supondremos que el hiperplano transversal S viene
definido por: S={yeR":p-y=q, p€R", g€ R} en el que tomaremos
un sistema de coordenadas ys € R™ con y, = (Y1, ..., Ye=1, Yk+1, -y Yn) donde
lpe| = |pif, 2=1,...,n.

La aplicacién P puede ser descompuesta de la forma
H G F E
s 1) = (v, 1) = (y, 8,7y, 1)) — Fly, 4,7) — Fi(y, ,7)
donde los sucesivos espacios de trabajo son

UxL—R'xR*—R"'xR’xR—R"— S



2.3 UN METODO DE CONTINUACION : 18

y se cumple que P = Eo FoGo H (H y E representan la inyeccién y proyeccion
canénicas respectivamente). Se tendrd pues que DP = DE o DF o DG o DH,
donde |

[ L] | 0 }
DE =
|70 1" [T
DF = | D,F|D,F|DF |
DG — ] In+2

_DZTID,,,T

[ Ly 0 ]

B P | P _Pn|g
DH = Pk Pk Pk Pk
0 In—k
L 0 , 12_

Nuestro objetivo es calcular Dy, P = [D;P|D,F] con k # 1,5 = 1,...,n.
Para ello consideremos la aplicacién P* = F' o G o H y su derivada Dy, ) P* =
[D; P¥|D,P?] que contiene una fila adicional (la correspondiente a i = k). Ob-
servamos, dada la estructura de DE, que pueden identificarse las entradas de las
dos matrices para ¢ # k. Ademas, por la propia definicién de P*, su imagen debe

estar en S con lo que podemos escribir:

n
* —
Y piPr=gq
=1
Si derivamos respecto a una variable espacial de indice j, obtenemos la relacién

S pDPr =0, j#k (2.3.3)
i=1
y haciéndolo respecto a uno de los parametros y; se llega anélogamente a

> piD,Pr=0, 1=1,2 (2.3.4)

=1



2.3 UN METODO DE CONTINUACION 19

Aplicando la regla de la cadena, se obtiene para P* la expresién:
D(ys,#)P* = [D(x,u)F + DiF D(z,u)’r] DH

donde suponemos que las derivadas intermedias son convenientemente evaluadas
en las imagenes de cada aplicacién elemental que interviene en la descomposicién
utilizada.

Claramente tenemos, a partir de la estructura de DH, que para j # k, i =

1,...,n:

D;P; = D;F; — 22D\ F; + D,F; (D r— —Dk7->
Pk Dk

y paral=1,2:
D,FP;=D,F;+ D.FD,r

Si definimos 7* = 7 0 H, la expresién entre paréntesis anterior no es otra cosa que
D;r* para j # k; teniendo en cuenta el tltimo bloque de la diagonal de DH, en
lo sucesivo tomaremos también D, v = D, 7, [ =1,2.

Ya que F representa una solucién del sistema definido por f y en consecuencia

C%F(y’ #7(y 1)) = f(F (y,p,7), 1)

podemos identificar D F; con f;(F(y, i, T), ), de manera que supuestas conocidas
las variacionales D, ,)F' y €l campo f en el punto de retorno, y recurriendo a las

relaciones (2.3.3) y (2.3.4) es posible el cilculo de D7*, pues:

sz(DF-—pJDkF+f,DT)—O j#k,

i=1

5 (DuF + fiDur™) =0, 1= 1,2,

i=1

con lo que

1—1pl(—LDkF D F)

z...l pzf:

, JF#k
F;
DmT*z__MB_ 1=1,2

z..l p1f1
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Para el calculo de las variacionales, partiendo de:

d d f
E{D(x,u)F(y)/‘,t)} = D(z,u){gt'F(yv p,t)} = p(z,u)f(Fv p) =
= [Dof(F, 1) DoF(y, pst) | Dof(F, 1) DuF(y, ) + Dyuf(F, )]

y tomando

Alt) = DawF(y,nt)
B(t) = D:f(F(y,p,t),n)
C(t) = [OID.f(F(y,n,t), )]

podemos plantear el sistema matricial de ecuaciones diferenciales:

d
A = B(t) A(t)+C(1)

que deberemos integrar, conjuntamente con la 6rbita, hasta llegar al punto de
retorno. Dado que F(y,u,0) = y, A(0) = [I,]|O] proporciona la matriz de las
condiciones iniciales para la ecuacién diferencial matricial anterior.

Para conseguir que la integracién, tanto de la 6rbita como de las variacionales
finalice exactamente sobre S, se hara necesario disponer de un esquema de in-
terpolacién. Nuestra experiencia con el algoritmo nos indica que es suficiente
una interpolacién lineal, pues no se obtienen mejoras sustanciales usando inter-
polacién de orden superior con el esquema de Neville.

En general, se necesita también incorporar al cédigo una rutina de calculo
de autovalores (EISPACK, IMSL, NAG, ...). La dimensién de las aplicaciones
abordadas en esta memoria nos exime de ello temporalmente.

Nada impide considerar variable la seccién transversal al flujo. En particular,
si suponemos obtenida ya una solucién (z*, u¥), es decir, una érbita periédica que
cumple las condiciones correspondientes al problema de continuacién formulado,
puede optimizarse el rendimiento del método eligiendo como nueva seccién S k
precisamente la ortogonal a la direccién del campo que contiene a z*, para hacer

lo propio una vez obtenido el siguiente punto de continuacién (z*+!, u*+1). Esto
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supone elegir p; = fi(z*, u*), i = 1,...,n, lo que junto con condiciones de norma-
lizacién, conlleva ademds simplificaciones en los cdlculos necesarios para pasar de
DF a DP (en particular, los denominadores de las expresiones de D7* podrian

suprimirse, si tomamos ||p||; = 1).

2.3.2 Interpretacion Geométrica del Algoritmo

Resumiendo el estudio anterior, se concluye pues que para k # 4,7 = 1,...,n

obtenemos

D;P = D;P7 = D;F; - %Dkﬂ - __Z?jpz 7, 2P (Dsz - i—kaFz)
de forma que mediante una serie de operaciones sobre D,F puede obtenerse
D,, P, que representa una matriz con una fila y columna menos (precisamente las
de indice k). F
La expresién anterior nos da idea de que el conjunto de operaciones necesarias
para pasar de DF a D P pueden realizarse in situ sobre la matriz DF. En efecto,

bastaria efectuar en dicha matriz la siguiente cadena de transformaciones:

1.- Para cada columna j # k, y para cada elemento correspondiente a la fila
¢ (¢ = 1,...,n) sustraer &DkFi y almacenar el resultado en la posicién
(¢,7). Con esto, la columna k queda inalterada mientras que los restantes
elementos de la matriz contendran la expresién D;F; - ;;—ZD;CF,- (si se trata

del elemento de la fila 7 y columna j).

2.- Construir el dltimo sumatorio de la expresién, que es idéntico para todos los
elementos de una misma columna. Ya que, al final, no necesitaremos la fila
de indice k resulta natural aprovechar esa fila para almacenar el resultado.
Se trata pues de multiplicar todos los elementos de cada columna por el
correspondiente p; y almacenar su suma en la posicién k de dicha columna
—1o es necesario efectuar el proceso para la columna k; si, de todos modos,

se lleva a cabo, quedard 3", piD F; en la posicién (k, k)—.
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3.- Finalmente, para cada columna con indice j # k, sustraer a cada elemento en
la fila ¢ # &, el producto de *  por el elemento en la misma columna

Z?:l plfl
y en la fila k.

Investiguemos ahora qué matriz representa a las transformaciones lineales
correspondientes a cada uno de los tres pasos anteriores. Centrdndonos en el

primer paso, concluimos que para realizarlo bastaria postmultiplicar por la matriz

- Ik_.l ~

Pro Pt ||| _Pen o _Pn

Dk Pk Pk Pk

=
I

L In——k
Para el segundo paso, podemos premultiplicar por la matriz

Iy

M, = Pr * Pk-1 [Pk |Pk+1 " Pn
In—k

de forma que si volvemos a premultiplicar por la matriz

- fl -‘
rpifi

fir

> pifi
1

fr41

Yofi
fa ~

L Yofi |

que se corresponde con el tercer paso, queda completado el proceso.

Si en M; pusiéramos — como elemento en la posicién (k,k), en lugar de la
) Pk
unidad, conseguiriamos algo no casual: M;M, = I. Haciéndolo asi, resulta que

el par de transformaciones M;, M, se corresponderia con un cambio de base en
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IR™. Ello nos interesa or analogia, supondremos ademas que en M3 hemos
, , sup ;

colocado en la posicién andloga, en lugar de la;'_ unidad. El hacer dichos

Youfi :

retoques a las matrices anteriores conlleva algunas modificaciones que no alteran

el objetivo final, a saber:

e En el paso 1, la columna & queda dividida por pk§

Dy Fy

e Al completar el paso 2, en la posicién (k, k) qiledaré P

(ver

observacion final en la descripcién anterior de dicho paso);

e Aunque no era necesario, M alterara también tanto la fila como la columna
k; en particular, en la columna k quedara
DeF;  fi ~piDieF
e Tpfiis e

, 14k

con :

L piDiFy

peXpifi

en la posicién (k,k). Y en la fila k tendremos para j # k,
1 n

Dy
' D;F - % p,F,
E?.—.lplflgpl( Mt I)

Resumimos lo anterior, notando que si eliminamos'la fila y columna k del
producto
M3 M, D, F M,

obtenemos la D,, P buscada. Puesto que con la correccién efectuada M, = My ’,

podemos escribir

D, P =M, Mi* D,F M), = (M, M;")™ D,F (My M;") M3]

nLIFEk HIFEk

de forma que, salvo por la necesaria introduccién de M5 a la derecha del producto
para restablecer la igualdad, el algoritmo llevaria a cabo un cambio de base en
IR™ con matriz de paso N = M; Mj 1 Nétese que, ddda la estructura de M3
la postmultiplicacién sélo afectaria a la columna k, que a nuestros efectos es

irrelevante.
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Es inmediato concluir, a la vista de

que

-1

L

- fl -
Iy :
Jr-1
5= Y pih
Jr+1
In-—k
| fn j
Iy ]
PPt | L e P
Pk Pk P Pk Pk
In—k
fi
Iy :
fr-1
D1 Pk—1 Pr+1 Dn
a1 _ g fr Y e 2 S .1
Pk Dk Pk Pk
Jr+1
In—k
fn

-

Obsérvese que si la seccién S fuese no sélo transversal al campo sino estric-

tamente ortogonal —con lo que podriamos considerar p; = fi;, ¢+ = 1,...,n—

conseguiriamos que la matriz resultante tuviera la columna k ortogonal a las

restantes. En un intento de aproximarnos a la situacién de condiciones 6ptimas

desde el punto de vista de estabilidad numérica (correspondiente a las matrices

ortogonales), ésta es otra razén mas para dotar al algoritmo de un mecanismo de

adaptacién de la seccién precisamente en ese sentido.

Interpretaremos ahora estos resultados a la luz de la teoria de Floquet (cfr.

Hartman [52]). Supongamos, prescindiendo por el momento de la existencia de los

parametros, que

0

es un punto fijo de la aplicacién de Poincaré y que, por tanto,
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la correspondiente drbita g(t) con z° = ¢(0) es periédifca. Se tendra entonces
para todo punto z de dicha érbita que F(z,T) = z, si T = 7(z°) es el periodo

orbital. Equivalentemente:
F(g(t),T)=¢(t), Vte R
y si derivamos respecto a t dicha ecuacién, obtenemos:
D-F(g(t),T) ¢'(t) = ¢'(t) = fl9(t)
En particular, para t = 0 resulta la igualdad |
D,F(z°,T)f(z°) = f(z°)

que indica que la matriz D,F en un punto fijo siempre posee f(z°) como au-
tovector correspondiente al autovalor 1. Es precisamente dicha matriz el punto
de partida del algoritmo. Por otra parte los restantes n — 1 autovalores coinciden
con los multiplicadores caracteristicos de la érbita en cuestion que determinan,
teniendo en cuenta su situacién con respecto al circulo unidad del plano complejo,
la estabilidad de la misma.

Al realizar el cambio de base correspondiente a la matriz de paso N anterior,
que en su columna k-ésima estd constituida por f(z), y supuesto que estamos ya
en presencia de una érbita periddica, queda garantizado qﬁe la columna &, ya en la
nueva base, de la matriz A(T") sera el vector e;. En efecto, el nuevo k—ésimo vector
basico que es f se transforma en él mismo mediante la aplicacién representada
por A(T). Asi, al eliminar la columna y la fila k-ésimas de la nueva matriz se
obtiene una matriz (n — 1) X (n — 1) cuyos autovalores son los multiplicadores
caracteristicos de la 6rbita y que —a la luz de los resultados anteriores— no es
otra cosa que la derivada de la aplicacién de Poincaré.

El esquema anterior ha sido implementado utilizando la subrutina DGEAR
de la biblioteca IMSL como método de integracién basico, y PITCON 6.0 [80]
como método de continuacién, y su eficacia quedarid patente a la vista de las
aplicaciones con las que concluiremos este capitulo y las que aparecen a lo largo

del resto de esta memoria.
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2.4 Orbitas Canards en el Oscilador de ‘Van der
Pol

Hemos creido interesante usar nuestro algoritmo en el estudio de un fenémeno
que aparece en los sistemas singularmente perturbados: las érbitas periddicas
tipo canard (pato, duck en la literatura inglesa).

Los patos son ciertas soluciones de ecuaciones con un pequefio pardmetro que
se estudian en la teoria de las oscilaciones de relajacién. Estas soluciones se
encontraron por primera vez en la ecuacién de van der Pol y se le dio el nombre
de pato porque su forma recuerda a la de dicha ave [14], [102].

Su descubrimiento se produjo usando técnicas del analisis no—estandar, siendo
quizas su aplicacion mds sorprendente. De esta forma muchos de los resultados
tedricos que aparecen en la literatura sobre el fenémeno canard se prueban de
forma mas cémoda con las técnicas del citado anélisis no—estandar.

Centraremos nuestro estudio en el sistema

ET

y — flz)
y = p—z (2.4.1)

Il

donde f(z) = 2®/3 — z, que para u = 0, coincide con la ecuacién inicialmente
propuesta por van der Pol. El sistema (2.4.1) aparece al estudiar la dindmica
del circuito de la figura 2.4.1 que consta de un condensador de capacidad C, una
bobina de inductancia L, una fuente de continua de tensién V. y una conductan-
cia no lineal de caracteristica tensién-intensidad g(V,).

La aplicacién de las leyes de Kirchhoff, tomando como variables de estado a

la intensidad if, en la bobina y a la tensién V, en la conductancia, nos lleva a

dv, :
C2 = —g(Vo)+ir
diy

dt

= _‘/::+‘/cc
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Ve L

m‘lL

— vV
C e

L

Figura 2.4.1: Esquema del circuito eléctrico. .

donde supondremos ¢(V.) = —a,V, + a3V2, a1,a3 > 0. Mediante el siguiente

escalado
r=wt, V.=Wz, =Ly
llegamos al sistema (2.4.1) sin més que elegir

: 1
1 o) o= (5;)
- = —_— I - e
@ Lal ’ Vb (3(13 ’ 0 o 3(13

donde los pardmetros vienen dados por

1
3as\ 9 v

=732
La? ay

Estudiemos pues el sistema bidimensional

= (57-2)

ET

Il

dondepe Ry0<e< 1.
En este sistema la variable y es lenta, es decir, § se mantiene finito para todos
los puntos finitos del plano. La variable z es rapida, esto es,  toma valores

infinitamente grandes en algunos puntos finitos del plano.

~
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En nuestro caso, la variedad lenta vendra dada por y = f(z), es decir, por
los puntos en los que la derivada con respecto al tiempo de la variable rapida se
anula. El sistema tiene un tnico equilibrio en (zo,y0) = (&, £%/3 — 1), siendo la

matriz de la linealizacién en dicho punto

J(xo,yo) = ( g(l —M2)

SMm | ==
SN—

El analisis del polinomio caracteristico

— 2 1 ,
/\2—(1 ")H—:o
& g

nos conduce a los autovalores

A=512(1—u21ﬂ1—#2)2—4s)

lo que nos indica que para g, = £1 (¢ > 0) se da una bifurcacién de Hopf siendo

la frecuencia de las érbitas que nacen en ella wy = 1/+/e. De hecho, podemos
centrarnos en el caso g, = +1 pues el correspondiente a y. = —1 es analogo dada
la simetria del sistema (2.4.2) al cambio de signo en z,y, 4.

Para conocer el caracter de dicha bifurcacién comenzamos trasladando el equi-
librio al origen mediante el cambio

_ _ 1,
T=z—p F=y-—gutp

que nos transforma el sistema (2.4.2) en

()=(5 ) () (0 0) () +

1
o [ e+ p)a? - Juis )
0
donde se tomoé a 1 como parametro de bifurcacién y ahora escribimos é = y — .
y usamos que p =1, wi = 1/e.

Mediante el cambio
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obtenemos el siguiente sistema

(5)-(4 ) (2) s () (7)

. ( —B(E + pe)a? - %wéw*‘”)
0 f
Para el estudio de este sistema recurrimos a la a,mpliaicio'n del mismo afadién-
dole la ecuacién trivial £ = 0. Estamos ya en condiciones Ede aplicarle el algoritmo
descrito en [35] para el cdlculo de la forma normal de sistemas con parte lineal
del tipo interaccién Hopf-cero.
Dicho algoritmo nos proporciona la siguiente forma normal hasta grado tres,

en coordenadas polares (hemos supuesto p, = 1),

1
ro= —wibr — -8—ng3
. 1
0 = wy— —;-wgfz — gwgrz ‘ (2.4.3)

A la vista de estas ecuaciones deducimos que se satisface la condicién de
transversalidad, es decir, que los autovalores atraviesan el eje imaginario con

velocidad no nula:

d(E=0)=—-wi<0.

En consecuencia es suficiente estudiar la forma normal (2.4.3) para el valor
critico { = 0. Puesto que el primer coeficiente de la bifurcacién de Hopf es en

este caso

nos encontramos ante una bifurcacién de Hopf no degenerada supercritica. Asi,
para g < 1, |u — 1| pequefio, se garantiza la existencia de un ciclo limite estable,
cuya amplitud vendrs determinada en primera aproximacién por |u — 1[1/2,
Antes de mostrar los resultados numéricos obtenidos, realizamos un estudio
analitico —sin recurrir al analisis no-estandar— de la dindmica local (correspon-

diente a los ciclos limite de la bifurcacién de Hopf en g = 1) que predice un
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crecimiento ilimitado en amplitud y periodo para un valor de u que, en primera
aproximacion, satisface y =~ 1 — ¢/8.

Sigamos, en primer lugar, una idea desarrollada por Baer y Erneux [6] que
consiste en buscar una singularidad en la frecuencia de los ciclos limite. Para
ello partimos de la forma normal (2.4.3) y usamos las férmulas obtenidas en [53].
Puesto que el periodo de la érbita que nace en la bifurcacién de Hopf viene dado
por

T = gzr-(1 + 7262 + 0(6%))

Wo

la frecuencia valdra
w = wp(l — 16% + 0(6*))
donde

_ -1 : T o & 2
T2—w0(b1+ﬂ2w(0)), uZ_a{(O)’ 6 -—”2'1‘0(5)

siendo o/(0) y w'(0) respectivamente las derivadas de la parte real y de la ima-
ginaria de los autovalores de la matriz J(zo,y0) para § = 0 y a3 y b; son los
primeros coeficientes de la forma normal de Poincaré de la bifurcacién de Hopf

para el valor critico del parametro {. En nuestro caso, si identificamos en (2.4.3),

resulta: 4 5
o(0) = —w5, W(0)=0, ar= —%, by = —%
con lo que
w s wo(1+ 5626)
Por tanto, en primera aproximacién, la frecuencia w se anula si § = —535,
0

que en términos de los pardmetros u y € se corresponde con

3
~l--
W 46

El analisis efectuado a la forma normal nos indica el valor del parametro para
el que el periodo crece indefinidamente. Sin embargo, este valor no es el correcto

para el primer coeficiente del desarrollo

p—1~ age + aze® + ase® (2.4.4)
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pues sus coeficientes, determinados mediante técnicas de analisis no—estdndar,
resultan ser ([111])
1 3 173

ay = —=, a2=—3—2-, 03:—1-(—):51.

8
con lo que la idea anterior se muestra insuficiente para nuestro propésito.
Veamos como llegar, sin necesidad de recurrir a las técnicas del andlisis no—-

estandar, al valor correcto de ay. Para ello volvemos a considerar el sistema

(2.4.2). Haciendo el cambio

2
T=x—1 = — = — A=u—1
r=z—1, ¥y y+3, =5 14

el sistema anterior queda, (la ’ indica d_r)

¥ = §—z° - %5:3
j = e(A-1)
Mediante el escalado
T =+/eX t* = \fer
g=¢cY A=¢v

obtenemos a su vez

dX Ve
y-—x?_Y x3

dt* 3

dY
= XtV

sistema que aparece como la suma de un campo vecto;‘ial que trataremos de

integrar y una pequeia perturbacién.
Estudiemos el sistema,

dX

dt*
dY

dt~

Su integracién es equivalente a la de

= Y-X?

= —-X (2.4.5)

dy
—_ 2—:
X+(Y =X 75 =0
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que si bien no es diferencial exacta, admite como factor integrante ¢(y) = Ke™ 2,

con lo que la funcién

for e+ e
26 X—Y+2 +C

es una integral primera del sistema

HX,Y) =

dX

- = KV -X7)
Yo _kex
dt>

Por tanto, hemos obtenido un sistema hamiltoniano topolégicamente equiva-
lente al sistema (2.4.5) (pues resulta de multiplicar éste por Ke~?Y, K # 0). Su
estudio, pues, nos dara el retrato de fases de ambos sistemas. Tomando K = 2,
C' = 0; nos queda

H(X,Y)=e? [X2 - (Y + %)]

Las érbitas de este sistema hamiltoniano vendran dadas por
—2Y | y2 1
e |x-(v+3)|=c

(vid. figura 2.4.2).

Calculamos ahora el rango de variacién de C estudiando los extremos de
H(X,Y):R* - R.

El dnico punto critico que obtenemos al resolver grad H(X,Y) = (0,0) es el
(0,0), y como la matriz hessiana en dicho punto es definida positiva estamos ante
un minimo relativo. Puesto que la funcién es de clase C*, el origen, unico punto
critico de H(X,Y'), serd un minimo absoluto en el que la funcién toma el valor
H(0,0) = —1/2.

Comprobar que H(X,Y) > —1/2 es, por otra parte, evidente pues esa de-

sigualdad resulta ser equivalente a

1 1
X4+ >Y 4+ -
T 243

que se verifica trivialmente para todo (X,Y) € R%.
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Y, (©). Y_(C)

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0

Figura 2.4.2: (a) Orbitas del sistema Hamiltoniano. (b) Representacién de Y+ e
Y~ en funcién de C.

33
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Por dltimo, basta verificar que H(X,Y') no estd acotada superiormente (véase,
por ejemplo, que lim, ., H(X,0) = 4o00) para poder afirmar que, en nuestro
caso, C € [~1/2,+0c0).

Comprobaremos ahora que en el caso C > 0 las érbitas no son periddicas y
que estas sélo existen cuando C € (—1/2,0).

En primer lugar, para C' = 0 es inmediato verificar que la érbita no es periédica
pues viene determinada por Y = X? — 1/2. Para estudiar el caso C # 0, obtene-
mos la abscisa en funcién de la ordenada

1
X2=C’e2Y+Y+—2-=f(Y)

lo que nos indica que las 6rbitas son simétricas respecto al eje de ordenadas.

Por tanto, existiran érbitas periédicas en el caso en que X se anule para dos
valores de Y, es decir, cuando f(Y) = 0 tenga dos soluciones y las 6rbitas no
seran periddicas si f(Y) sélo tiene una raiz.

Para C > 0 es inmediato comprobar que

Am (V)= —oo,  Jim V) = +os

que junto con el hecho de que
F(Y)=2Ce® +1>0

nos garantiza que f(Y') tiene una y sélo una raiz.
Para C € (—1/2,0), puesto que
lim f{Y)=—-oc0, _lim f(Y)=-o0

Y——o0 Y=+

unido a que f(Y") presenta un méaximo absoluto en
1
Yiar = -5 log(—2C)

para el que f(Yiaz) = Yiae >0 (F/(Y) > 051 Y < Yoo, f(Y) <081 Y > Yi0r)

nos conduce a que existen dos y sélo dos raices de f(Y) que denotaremos por
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Yt e Y-, de forma que para cada C € (—1/2,0), la élj'bita periédica tiene sus
ordenadas en el intervalo Y € [Y~,Y*] (vid. figura 2.4.2).

Asi pues, para cada C € (—1/2,0) obtenemos una 6rbita periédica v¢. Cuando
pasamos al sistema perturbado la preservacion de esta,izérbita, periddica vendra

determinada por aquellos valores de v que anulen la siguiente funcién [2]:

. dgy 0
M(C,v) = ﬁc(gz,—gl) L& = - /imc (——917 - —g"l) dXdY

donde

2

9(X,)Y) = (—ge'QYX3,2e'2Y1/)

y la integral de linea de g a lo largo de € la hemos transformado en una integral

doble extendida al interior de ¢ aplicando el teorema de Green. Por tanto,
M(C,v) =2 / / (X 4 20)dXdY =0
tnty

nos lleva a

Jineye € X?2dXdY 1 [I2 e X3(Y)dY

_9y = ==
YT o e ™dXdY 3 (1T e X(Y)dY

donde

X(Y)= JCeZY +Y + %

Integrando por partes el numerador obtenemos

v+ Y+
/ e X3Y)dY = g | e~ (Ceﬂ’ + %) X(Y)dY

donde hemos usado que X(Y*) = X(Y~) =0y que
XA(Y)X'(Y) = X(Y) (ce2" + -;-)
De esta forma, llegamos a

pe e X(Y)dY +20 f{2 X(Y)dY _ L(C) 4+ 2CL(C)

—8v = =
Ve X(Y)dY L(C)

= R(C)
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Estamos interesados en determinar el valor de v para C — 0~ pues, en este
caso, el periodo y la amplitud de la 6rbita tienden a infinito segin este analisis
local.

Por tanto necesitamos calcular limg_,o- R(C).

Lema 2.4.1 FEn las condiciones anteriores

lim R(C) =1

C—0—

DEMOSTRACION:

Procederemos viendo que I;(C) se mantiene finita —es evidente que es estric-
tamente positiva— y que lim¢g_o-[CI2(C)] = 0.
Para comprobar que I;(C) se mantiene finita para C — 0~ la acotamos de la

siguiente manera
Y+ 1 Y+ 1
0<h(O) = [ e™feer+y+oav< [ ™Y +sdr<
ot -2Y 1 >
/;le ,/Y+§aly=11
2

i - 1 : + =
S YO =g Jip YO = oo

pues

En este caso, no sélo es ficil comprobar la convergencia de I} —por ejemplo,
mediante el criterio de comparacién por paso al limite para integrales impropias—

sino que haciendo el cambio Y + % = % se obtiene su valor exacto:
r=-"° r<3) - ef~08517
1792 \2) 4V2 ™™

I = Cli_,If)l— L(C) < 400

y, por tanto,

Pasamos ahora a demostrar que

lim CL(C) =0

C—0-
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Como I,(C) representa el drea comprendida entre la curva X(Y') y el eje de

ordenadas, podemos acotar el valor de I3(C) por el érea del rectangulo de base

(Y* —Y7) y de altura

X(Ynae) = ¥imax = ||~ loB(~20)

Puesto que Y~ > —1/2 nos basta encontrar una cotal superior en funcién de
C para Y. ‘

Sabemos que para Y = Yt se da la igualdad entre
1
7(Y)=-Ce?™ y z(Y)=Y+ 3

de forma que

= zl(Ymaz) < ZZ(Ymax)

N | =

Si desarrollamos z; en serie de Taylor alrededor de Ynaz hasta grado 2 obte-
nemos (no basta la aproximacién lineal pues obtendriamos una recta paralela a
22)

1
ZS(Y) = 5 -+ Y — Ymaz + (Y - Yma:l:)2

que verificara z3(Y) < 2(Y) para Y > Y,,,, con lo que la interseccién de 23 con
z1 se dard para un valor Y5 > Y+ > Y,,,.. Como Yy = Yyaz +1/Ymaz, disponemos

ya de una cota superior de Y+ en funcién de C y, por tanto,

0 < B(C) € (¥* = ¥ )X(Ynae) < (Yo + ) Vo

1 ?
= (Yma:c + Ymaa: + 5) V Ymaa: = I;(C)
con Ynaz = —(1/2) log(—20).
Basta entonces aplicar la regla de L’Hépital, para comprobar que
clgf)l— CL;(C)=0
¥, por tanto,

lim CL(C) =0

C—0—
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Hemos conseguido demostrar entonces que

[1+2§i2-(-0—)l=1

lim R(C) = lim L0

C—0—- C—0—

En la figura 2.4.3 hemos representado, evaludndolas numéricamente, las fun-
ciones I1(C), I;(C) y R(C) pudiéndose observar el comportamiento predicho para
ellas en el lema anterior.

De esta forma, de R(C) = —8v, y a la vista del citado lema, para v &~ —1/8,
el analisis local predice un crecimiento ilimitado en amplitud y periodo de las
orbitas periddicas. Como pu — 1 = ev, para yu = 1 — ¢/8 se producird la explosiéon
canard [111], [12]. _

Una vez concluido el analisis tedrico anterior pasamos a exponer los resulta-
dos numéricos obtenidos con el algoritmo de continuacién descrito en la seccién
anterior.

Es bien conocido ([49], [75]) que para p = 0 el sistema tiene un ciclo limite
estable en forma de oscilacién de relajacién (vid. figura 2.4.4); es decir, una 6rbita
cerrada que se puede considerar, en primera aproximacién, formada por trozos

de las rectas y = +2/3 (movimiento répido) y de la curva

1
y = §x3 — ¢ (movimiento lento)

La porcion de dicha curva que forma parte de la aproximacién a la oscilacién
de relajacion es la llamada parte estable (que corresponde a |z| > 1). Esta
oscilacion de relajacion persiste para u préximo a cero.

Si ahora variamos el parametro p entre 0 y 1 aparecen los ciclos limite tipo
canard, conectando asi la familia de oscilaciones de relajacion, existentes para u
proximo a cero, con la familia de las pequefas oscilaciones de Hopf que surgen
para p proximo a 1 (vid. figura 2.4.4). La evolucién de la Srbita periddica tipo

canard la podemos describir de la siguiente manera:
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Figura 2.4.3: Representacién grafica de I;(C), I,(C) y R(C).
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Figura 2.4.4: (a) Oscilaciones de relajacién para g = 0 y ¢ = 0.001, 0.05; (b)
Retrato de fases que muestra la evolucién de los canards segiin varia el parametro
g (e = 0.05): (1) p = 0.995, (2) p = 0.99349095, (3) p = 0.99349093251, (4)

p = 0.993490932, (5) x4 = 0.99. En ambos casos, la curva punteada corresponde
ay=z3/3 —z.
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Tras experimentar la bifurcacién de Hopf (para p, = 1, analogo para y, = —1)
aparece un ciclo limite pequefio que, a medida que p d;acrece, va creciendo en
amplitud, tomando la forma de un pato sin cabeza cuyo segmento superior va
subiendo hasta qué comienza a aparecer la cabeza. Diicha cabeza aumenta de
tamano hasta que el pato va tomando la forma de la oscilacién de relajacion
[111]. |

La primera caracteristica que presentan las 6rbitas cav;ards €s que, en primera
aproximacion, estan formadas por trozos de rectas y = f;cte y por tramos de la
curva lenta y = —z + 23/3, tanto de su parte estable coﬁo de la llamada parte
inestable (que se corresponde con |z| < 1).

La segunda caracteristica a sefialar es que el rango de valores del parametro
p para el que se tienen drbitas canards es muy reducido. Para el sistema (2.4.2)
este rango de parametros es del orden de e~Y/(K¢), con K positivo. Este hecho
se puede resumir con una frase muy gréafica: la vida de los patos es corta [111].
Esta segunda caracteristica trae consigo que el crecimiento en amplitud y periodo
que experimentan los ciclos limites de Hopf aparezca, respecto a variaciones en

el pardmetro g, como un cambio brusco (explosién canard).

En estas condiciones es claro que la continuacién de tales 6rbitas periddicas
presentara dificultades y, por tanto, serd un excelente banco de pruebas para el

algoritmo que hemos propuesto.
Pasamos a comentar los resultados obtenidos con nuestro algoritmo de con-

tinuacién. Hemos tomado z = 1 como recta de corte para construir la correspon-

diente familia de aplicaciones de Poincaré.

En la figura 2.4.5 mostramos la evolucién de la amplitud de la érbita periédica
en funcién del parametro p para diversos valores de €. La posibilidad que tiene
el algoritmo de continuacién de utilizar como parametro de continuacién g o
Y, segun convenga, permite sobrepasar la zona de la explosién canard. En la
necesaria integracién numérica del sistema original y del correspondiente sistema
variacional se ha tenido en cuenta la presencia de movimientos lentos y rapidos,

lo que implica un problema stiff.



2.4 ORBITAS Canards EN EL OSCILADOR DE VAN DER PoL 42

T T = T T
N 4 N
L
L ks 4
i 2 \\ 1 ]
1
R o T
= 4
£
< - 4
O -
L ;]
r ' :
L \ﬂ
A l ) 1 1 L L L i i 1 l
0.8 0.9 1
w,U'
T T
0 [ ]
T O i
g L
=t - J
a L 4
E | i
<oL. -
I ]
L 4
Ln'r. \-
Q =
[ J
. 1 L 1 1 ' L ' A
0.96 0.98 o
M

Figura 2.4.5: Amplitud de la érbita periédica medida en y sobre la recta z =1
frente al pardmetro u: (a) para distintos valores de ¢: (1) 0.05, (2) 0.1, (3) 0.2
(4) 0.5; (b) detalle de la explosién canard en el caso € = 0.05.
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Figura 2.4.6: Evolucién del periodo de la érbita frente a pu: (a) para distintos
valores de €: (1) 0.05, (2) 0.1, (3) 0.2, (4) 0.5; (b) detalle para ¢ = 0.05.
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F:igura 2.4.7: Evolucién del multiplicador caracteristico frente a y: (a) para dis-
tintos valores de €: (1) 0.05, (2) 0.1, (3) 0.2, (4) 0.5; (b) detalle en el caso £ = 0.05.
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Notemos que la brusca subida en la amplitud, corresPondiente a la explosion
canard, se produce en el caso ¢ = 0.05, para —vid. (2.4.4)— p ~ 0.993491
mientras que el valor obtenido en nuestra continuacién;z numérica ha sido y =
0.993495. !

En el proceso de continuacién obtenemos asimismo la informacién que se
muestra en las figuras 2.4.6 y 2.4.7 que hacen referencia a la variacion del periodo
y del multiplicador caracteristico respecto al parametro -

En lo que respecta al periodo se observa, en primer hilgar, un pico en la zona
de la explosién canard; si u decrece a partir de 1, se produce para ju — 1| =
O(¢) un fuerte aumento del periodo desde el valor correspondiente a las érbitas
periédicas de Hopf (aproximadamente 27¢'/2), que después decae hasta alcanzar
los valores correspondientes a las oscilaciones de relajacién tipicas que, en primera

aproximacion, vienen dados por

4 —p?

2
T =3+ ~1)log 75

para y € (—1,1), |1 —u?| # o(1). Esta expresién se obtiene facilmente integrando
T= [, ?:r a lo largo de la oscilacién de relajacién, despreciando el tiempo inver-
tido sobre la variedad ripida. v

El perfil de la curva del periodo para € = 0.05 se corfesponde perfectamente
con el predicho por el anélisis tedrico [111].

Para el multiplicador caracteristico (vid. figura 2.4.7), y conforme u decrece
a partir de 1, se produce una brusca disminucién en la zona canard desde el valor
correspondiente a los ciclos limite estables de Hopf (menof y préximo a 1) al valor
correspondiente a las oscilaciones de relajacién (préximo a cero).

En resumen, los resultados numéricos obtenidos muestran el fenémeno canard
como un cambio en la dindmica con las siguientes caracteristicas: se pasa de la
dindmica local —representada por los ciclos limite de pequeiia amplitud que nacen
en la bifurcacién de Hopf— a la dindmica global correspondiente a las oscilaciones
de relajaciéon. Ademds, el paso del pardmetro p por la zona de la explosién canard

se percibe como un cambio brutal en el comportamiento del sistema, aun cuando
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tal fenémeno no constituya una bifurcacién en sentido estricto.

2.5 Estudio de un Oscilador de Van der Pol
Modificado

En esta seccién planteamos el estudio de un circuito electrénico que, si bien
presenta un tnico equilibrio, va a contar con riqueza de 6rbitas periédicas que se
originan y organizan mediante varias degeneraciones en las bifurcaciones de Hopf
que experimenta dicho equilibrio. Realizamos, en primer lugar, el analisis tedrico
de dicha bifurcacién para presentar después algunos resultados numéricos, entre
los que destaca una ctspide de silla-nodo de dérbitas periddicas.

Consideramos el circuito de la figura (2.5.1) que consta de dos condensadores
de capacidades Cy y C, una bobina de inductancia L, una resistencia R, una
fuente de continua que suministra una tensién a y una conductancia no lineal de
~ caracteristica tensién—intensidad dada por
3

flz) = a (—x + 5%3)

La aplicacién de las leyes de Kirchhoff conduce al sistema

Cod = —f(z) +z;‘” _y
Ly = z—a
CZ _ _Z;.’II

donde hemos tomado como variables de estado a la tensién en los condensadores
(z en Cy, z en C) y a la intensidad en la bobina (y).

El siguiente escalado

z=Wz, y=VWCj z=Wz t—VLCt

junto con los nuevos parametros

Co _ a _
a=— o =

e a
_07 ‘/0’ UJC’
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[ Co

Figura 2.5.1: Esquema del circuito.

nos conduce, eliminando las barras de las variables y de los parametros, al sistema:

) Z2—z
b = o)+ T -y
Yy = z—a
2=z .
> = — 2.5.1
2 = | (2.5.1)

en el que

9(z) = (%ﬁ - fv)

El sistema anterior tiene a (o, Yo, 20) = (a,—g(a),a) como tnico equilibrio en el

que la matriz de la linealizacién viene dada por

@, _n_1 1 1
€ (1-d% eR ¢ eR
J= 1 0
1 1
R R
con lo que su polinomio caracteristico P(A) = A3 + A;A? 4+ A, + A3 tiene por
coeficientes
1 1 1 1 « 1
AZ-—— 1—2——] — :—[—-— —2] A:—-—
1= [et1-a) BRlTR L [l glY) bR

La condicién necesaria de existencia de una bifurcacién de Hopf, A; A; = As,

Az > 0, nos conduce a

es=(1—-Rs)(R—s), R>s



2.5 EsTUDIO DE UN OSCILADOR DE VAN DER PoL MODIFICADO 48'
donde s = a(1 — a?). Dicha curva, en el plano R-a, viene dada por
1+ R? — /(1 4+ R? +¢)2 —4R?
ooy LHErem 0t ) (2.5.2)

2aR
(es inmediato verificar que (1 + R? +¢€)? — 4R?* > 0, VR,e > 0).

Antes de proceder al andlisis de esta bifurcacion de Hopf, y puesto que este
sistema puede presentar érbitas periédicas tipo canard en tres dimensiones, vamos
a analizar el sistema reducido, que obtenemos al hacer ¢ = 0 en (2.5.1), pues
nos ayudara, ademés, a comprender la conducta de bifurcaciones del sistema
completo. En el caso de estar interesados en la biisqueda de 6rbitas tipo canard
habra que asegurarse de que la variedad lenta —dada por la dltima ecuacién de
(2.5.3)— tenga un pliegue, es decir, que los coeficientes de z y z° sean de signos
opuestos, lo que equivale a pedir que sea R > 1/a.

El sistema reducido es pues,

Yy = x—a
. T2
= 7R
z2—z
= — 2.5.3
y = o)+ 2 (253)

Su equilibrio est4 situado, al igual que sucedfa en (2.5.1), en (a, —g(a), a). La
matriz de la linealizacion en dicho equilibrio vale, usando la ecuacién algebraica

de (2.5.3) para calcular las parciales de = con respecto a y y a 2:

—R 1
1-Rs 1-—Rs
A=
-1 t
1-Rs 1—Rs

donde s = a(1 —a?). La condicién de Hopf vendra dada por R = s, R < 1 (curva
limite para (2.5.2) cuando € — 0).
Es interesante conocer cuindo el equilibrio se encuentra en el minimo (o

maximo) relativo de la clibica, pues para que se den las 6rbitas tipo canard
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el equilibrio ha de estar cerca de esa posicién con el fin de que la érbita pueda
acceder a la zona inestable de la variedad lenta. Un célculo sencillo muestra que
el equilibrio estd en aquella posicién cuando Rs = 1, curva que en lo que sigue
denominaremos barrera. Teniendo en cuenta que la condicién de Hopf R > 1

surge de

det A =

0
1——Rs>

la curva de Hopf del sistema reducido existira hasta que intersecte con la barrera
BA, interseccién que, de producirse (sélo si a@ > 1), se dard para R = 1 (vid.
figura 2.5.2 (c)).

Tomando a como parametro de bifurcacidn, es facil verificar la condicién de

transversalidad, ya que

d\ —a.a
aA - % i a. . 2.5.4
Re[d‘luac] 1~R2%0,sxa,a7€0 (2.5.4)
Para estudiar el caracter de la bifurcacién trasladamos el equilibrio al origen
mediante \
gjzy—aa(l——%—), Z=z—a, I=z—a (2.5.5)

tras lo que, mediante el cambio
=y, Z=Ry —uw(l- Rz

donde w? = 1/(1 — R?), el sistema (2.5.3) puede escribirse en la forma estdndar

. é(z*) + woz*
* 0 -— * /
z w 0 z — —2z| =
Wy R
expresién en la que ¢(z*) indica la funcién Z = ¢(2z*) que en un cierto entorno
del origen viene definida implicitamente por

=2 _ R2
ai(l_a2_aj_$_) _Mz*_

. =0 (2.5.6)

z
R R
¥ que hemos obtenido, con los cambios de variable antes indicados, a partir de la

tercera ecuacién de (2.5.3). Para calcular el coeficiente de tercer grado a; de la
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forma normal de Hopf necesitamos las tres primeras derivadas de ¢(2*) en z* = 0.

Calculadas a partir de (2.5.6), resultan ser
¢'(0) = —wp, ¢"(0) = —2aaRwy, ¢"(0) = (20 — 12¢*c®* Rw?)wiR

con lo que, particularizando para el valor critico del parametro a = a., obtenemos

[35]

_ —wha
8

donde a?> =1 — R/a. La anulacién de as nos conduce a 3R? —4aR+1 =0, es

(1 —4a’aRwd)

as

decir, para que a3 se anule debe ser o« > v/3/2. De esta forma, dependienao del

valor de «a llegamos a las siguientes situaciones (vid. figura 2.5.2):
a < v/3/2 : la bifurcacién de Hopf HR es siempre supercritica, 0 < R < a.

a=1/3/2 : la bifurcacién de Hopf es siempre supercritica, excepto para R =

V/3/3 para la que a3 = 0.

V3/2 < a <1 : existen dos valores 0 < R; < V3/3 < R; < 1 de forma que la
bifurcacién es supercritica para R € (0, R;) U (0, R,) y subcritica cuando
R € (R, Ry).

a =1 : la bifurcacién es supercritica para R € (0,1/3) y subcritica para R €

(1/3,1) (pues R, = 1 y viola, a partir de ese valor, la condicién de Hopf).

a>1 : ya sélo hay una zona supercritica, para R € (0,R;), 0 < R; <1/3 y en
el resto del intervalo es subcritica cuando R € (Ry,1). Ademads, a medida
que aumenta « la zona en la que es supercritica disminuye monétonamente,

verificdindose que lim,—.o, Ri(a) = 0.

Pasamos, a continuacién, tras obtener la informacién del sistema reducido,
a analizar la bifurcacién de Hopf del sistema completo (& # 0) {29}, [106], cuya
curva HC viene dada por (2.5.2). La forma de esta curva serd la indicada en la
figura 2.5.2 estando por encima de la curva de Hopf del sistema reducido H R para

R < 1y por encima de la barrera BA para R > 1, curvas hacia las que tendera



2.5 ESTUDIO DE UN OSCILADOR DE VAN DER POL MODIFICADO

0

Figura 2.5.2: Tres posibilidades para la curva de Hopf HR del sistema reducido:

(a)
//
; BA
/
[
4 R
x
~HR
{ l
0 R

(d)

51

(b)

0 R; R,1 R
(c)
\y\,»
/
N
1 R
a (e)
1
NS
X HC
HR N —
\/ -
RO\
BA 7 N\
/ \
/ \
4/_ \
0 L ! X R

(a) a < 5?; (b) 32é < a < 1;(c) a > 1. Curva de Hopf del sistema completo
HC: (d) con ruptura (o < 1); (e) sin ruptura (o > 1).



2.5 ESTUDIO DE UN OSCILADOR DE VAN DER POL MODIFICADO 52

para ¢ pequeno. En consecuencia, para valores de & < 1y ¢ suﬁc;ientemente
pequenos, la curva de Hopf puede llegar a romperse, es decir, puede haber valores
de R para los que la expresién (2.5.2) no tenga solucién. En este caso se puede
comprobar que fijado un parametro entre o, R y ¢ —por ejemplo, este dltimo— la
ruptura de la curva (¢ = 0) se produce para valores determinados univocamente
de los otros dos pardmetros, a saber, « = /1+¢— /€, R=+1+e¢.

En lo que se refiere al equilibrio, podemos decir que si a > 0 (¢ < 0) es estable
(inestable tipo silla) por encima de la curva de Hopf e inestable tipo silla (estable)
por debajo de ella. Nos centraremos en el caso a > 0.

Comenzamos comprobando la condicién de transversalidad, siendo el parame-

tro de bifurcacién a. En este caso

2 2, 4
} _ _acawo(l + eR*wy) 40, si a,,a %0 (2.5.7)

1+ e2R2W8
que coincide, para ¢ = 0, con la condicién de transversalidad para el sistema
reducido (2.5.4).

Trasladamos el equilibrio al origen —mediante el mismo cambio (2.5.5) uti-

lizado en el caso del sistema reducido— obteniendo

3
y = =«
. zZ—z
z = —
R
que mediante
) 1 0 Xo
z o L o1 |(%
y - Wo )
: o s 1|\
wiR wy so
(en la que so = a(1 — a2), Ao = —1/(R — s0)) aparece en la forma de Jordan
z* 0 —Wq 0 z* Al
¥ |=]lw 0 0 y* | +&(=527) | A
z* 0 0 /\0 z* /\3
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donde
* _xy CYA()SO T _o - * _1_ _ )\080
&(z™,2%) X, (ac 3):1:, T=2z"+ Az", K;= - So T
2 —
%0 L )\2 = —uwo, Ag =1

M=—r——
! 80(1 — RSO),
Calculamos ahora la variedad de centros que, quitando los asteriscos a las varia-

bles, vendra dada por [34]:
z = 0qz® + agy® + apgzy + -

donde
A2+ 2w8 2w 2wo
= - Ko, = - Ko, = c
D WOV ) R D W S L) R D Y e

con K2 = —(AQSOQ)/Kl.
De esta manera, obtenemos el siguiente sistema reducido:

(3)-(5 ) () e ()

3) N Wo 0
en el que
1
U(z,y) = a.z® + (5 + 2ac)\0a1> 22 + 2a.do02zy? + 2aA00122%y

Estamos ya en condiciones de computar el coeficiente de tercer orden de la

bifurcacién de Hopf para el que se obtiene la expresién [35]

s QR, s0)
(1 — Rso)[R(1 — Rso) + so(R — 50)?][R(1 — Rso) + 4s0(R — s0)?

az = — 8
en la que el denominador es siempre positivo y donde

Sl(1—53) + so(R— s0)]

QUR, s0) = (1 —50)*[R(1 — Rsg) +4s0(R—50)%] —4(a— 80)s
En primer lugar, comprobamos que la anulacién de a3 para el sistema completo

nos lleva a la misma ecuacién que obteniamos al anular a; del sistema reducido.

Basta hacer R = sy (que implica ¢ = 0) para obtener nuevamente 3R2—4aR+1 =



2.5 ESTUDIO DE UN OSCILADOR DE VAN DER POL MODIFICADO 54

o
\
‘]-
5
0.9+
3
1
; - €
Q 0.05
aso —t-
ol'-

Figura 2.5.3: (a) Zonas en que queda dividida una parte del plano e~ depen-

diendo de las veces que se anula az. (b) Curvas de as(R) para a = 2 y diversos
valores de ¢: 0.5, 1, 2, 10.
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0. Por tanto, para valores de ¢ préximos a cero sera una guia util, en la busqueda
de valores de los parametros que anulen a a3 del sistema completo, la discusién
que hicimos para el caso del sistema reducido (vélida para R < 1).

Ademas, teniendo en cuenta que la curva de Hopf del sistema completo dis-
curre por encima de la de Hopf del reducido y por encima de la barrera (tanto més
proxima a éstlas cuanto menor es ¢) también serd de utilidad conocer la expresién
que adopta (R, sg) = 0 en el caso en el que el equilibrio estuviera en la barrera
(nos interesa para R > 1). Sin més que sustituir Rsy = 1, la anulacién de a3

equivale a

(B -1)" —2(aR-1)=0

No es dificil comprobar que la ecuacién anterior no tiene solucién si & < ag y
tiene dos soluciones (con R > 1) si ap < a < 1 donde ag ~ 0.91269.

Con esta informacién, para ¢ pequefio podemos afirmar [29], [106] —y los re-
sultados numéricos lo confirman— que existen zonas del plano e—« en las que la
curva de Hopf en el plano R-a tiene hasta cuatro puntos de degeneracién: la bi-
furcacién, al movernos en el sentido creciente de R, comienza siendo supercritica,
pasa a subcritica, vuelve a ser supercritica, de nuevo cambia a subcritica y final-
mente termina siendo supercritica.

Pero a medida que aumenta ¢ el analisis numérico de Q(R, so) = 0 indica que
comienzan a colapsar algunos de esos puntos de degeneracién, con lo que el plano
e-a (para € pequeflo y « préxima a 1) presenta las zonas esquematizadas en la
figura 2.5.3. En ella, la zona senalada con un 1 corresponde a los puntos para los
que la bifurcacién de Hopf (siempre considerada en el plano R—a) no tiene ningiin
punto de degeneracién, es decir, se mantiene siempre supercritica. En la sefialada
con un 3 la curva de Hopf presenta dos puntos de degeneracién y en la sefialada
con un 5 la degeneracién se produce en cuatro puntos ddndose los cambios de
supercritica a subcritica y viceversa indicados al final del parrafo anterior.

Consideramos pues como tarea interesante para préximos trabajos completar
este estudio de la anulacién de a3 en el plano e~ con el fin de conocer la riqueza de

comportamientos en la bifurcacién de Hopf y serd interesante, asimismo, analizar
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Figura 2.5.4: (a) Diagrama de bifurcaciones para R = 4, ¢ = 0.5, a@ = 2. (b) Tres
érbitas que coexisten para a = 0.9265, R =4, = 0.5, a = 2.
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Figura 2.5.5: (a) Conjunto de bifurcaciones para € = 0.95, & = 2. (b) Dos érbitas
canards que coexisten para R = 3, a = 0.71302, ¢ = 0.025, o = 0.7.
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la posibilidad de degeneraciones de mayor orden en dicha bifurcacién.

En concreto, con la informacién que obtenemos de la figura 2.5.3f(b), en la
que aparecen cuatro curvas az(R) para ¢ = 2 y diversos valores de ¢, podemos
concluir que cuando « toma dicho valor y € &~ 1 pasamos de tener dos raices de
as(R) a no tener ninguna (por supuesto que antes de hacer afirmaciones tajantes
sobre el nimero exacto de raices habra que tomar ciertas precauciones como, por
ejemplo, ver el comportamiento de la curva para valores mayores de R, analizar
mas valores de ¢, ...).

Pasamos a describir brevemente diversos resultados obtenidos con €l método
de continuacién descrito en este capitulo. En primer lugar hemos continuado
la érbita periddica estable que nace de la bifurcacién de Hopf cuando R = 4,
e = 0.5, @ = 2, obteniendo el diagrama de bifurcaciones de la figura 2.5.4, en el
que se aprecian una bifurcacién de Hopf y dos silla-nodo. Esta continuacién nos
ha permitido dibujar, en la misma figura, las tres érbitas periédicas que coexisten
para los valores anteriores de los pardmetros y para a = 0.9265, dos de las cuales
son estables.

Por otra parte, hemos obtenido el conjunto de bifurcaciones para el caso € =
0.95, a = 2 (vid. figura 2.5.5). Observamos como la bifurcacién de Hopf H es
degenerada en dos puntos A y B de los que surgen, respectivamente, las curvas de
silla-nodo S1 y S2 que terminan colapsando en una ctspide C. Ademads, y sélo
como referencias, aparecen la curva de Hopf HR que corresponderia al sistema
reducido y la barrera BA (dado que el valor de ¢ correspondiente no es pequeiio
la gran separacién de H con respecto a HR y a BA es manifiesta). Iﬁdicamos,
asimismo, en cada region, el nimero de érbitas periddicas existentes, que varia
de 0 a 3 (en este caso, dos son estables, como consecuencia de que la bifurcacién
de Hopf es subcritica entre los puntos A y B y supercritica en el resto).

Para finalizar, también en la figura 2.5.5, mostramos dos érbitas periédicas
canards que coexisten para R = 3, a = 0.71302, ¢ = 0.025 y o = 0.7 siendo la

mayor estable y la otra inestable.



Capitulo III

METODOS NUMERICOS DE
CONTINUACION DE
ORBITAS HOMOCLINAS

3.1 Introduccion

En el presente capitulo, y aprovechando las ideas y la experiencia obtenida en
la. continuacién de 6rbitas periddicas, desarrollamos un algoritmo que permite
detectar y continuar érbitas homoclinas y heteroclinas en sistemas de dimensién
dos y tres.

Estas érbitas aparecen cuando intersectan las variedades estable e inestable
de un mismo equilibrio (homoclinas) o de dos distintos (heteroclinas). Para otros
tipos de tangencias homoclinas —relacionadas con una érbita periédica o con un
toro— vid. [42].

Si bien es cierto que para el caso de sistemas planos estas bifurcaciones glo-
bales sélo conllevan la aparicién o desaparicién de 6rbitas periddicas [2], [108]
—podriamos considerar a la homoclina como una érbita periédica de periodo
infinito— en el caso de sistemas de dimensién mayor o igual que tres su presencia
puede originar un flujo de estructura muy complicada en las proximidades de la
conexién homoclina (o heteroclina) {46], [94], [95], [101], [47], [43], de manera que
las tangencias homoclinas son una de las rutas al caos mas estudiadas (junto con

la cascada de duplicacién de periodo de Feigenbaum, la intermitencia y la ruta

39
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cuasiperiédica).

En la seccién 2 se introduce el método numérico desarrollado, junto con una
discusién tedrica previa en la que se dan condiciones suficientes que aseguran la
regularidad del problema de continuacién formulado.

En las secciones siguientes se aplica el método a varios sistemas de dimensién
dos y tres, tanto para el caso de conexiones homoclinas como heteroclinas. En
varios de esos sistemas realizamos un anélisis tedrico previo y usamos también
el algoritmo de continuacién de érbitas periédicas. Asi, en la tercera seccién
nos planteamos la continuacién de tales conexiones para varios unfoldin-gs de
codimensién dos bien conocidos: los que despliegan el comportamiento de la
bifurcacion de Takens-Bogdanov (tanto en el caso cuadratico como en el ciibico)
y uno de los posibles casos de dos pares de autovalores imaginarios puros sin
resonancia.

En la seccién 4 proponemos un oscilador tipo Van der Pol que presenta érbitas
periodicas y homoclinas canards.

En lo que se refiere a heteroclinas en sistemas planos, estudiamos dos sistemas
que corresponden, respectivamente, a un modelo presa—depredador (seccién 5) y
a la bisqueda de ondas viajeras en una ecuacién en derivadas parciales corres-
pondiente a un sistema de reaccién—difusién (seccién 6).

Pasamos ya, en las secciones 7 y 8, a aplicar nuestro método de continuacién
a dos sistemas tridimensionales bien conocidos. En primer lugar, buscamos en el
sistema de Lorenz tanto conexiones homoclinas como heteroclinas. Finalmente
analizamos una clase de osciladores forzados desde el punto de vista de la con-

tinuacion de érbitas homoclinas.

3.2 Exposicion del Método

En relacién al disefio de un método de continuacién para conexiones homoclinas
y heteroclinas, encontramos en la literatura, al igual que sucedia en el caso de

los cédigos de continuacién de érbitas periédicas, dos filosoffas bien distintas.



3.2 EXPOSICION DEL METODO 61

Por un lado, autores como Beyn [8], [9] o Friedman y Doedel [37] apuestan por
buscar las conexiones mediante la resolucién de un problema de contorno en la
recta real, que han truncado previamente a un intervalo finito. Por otro lado,
usando ideas mas geométricas, aparecen otros métodos como los propuestos por
Kuznetsov [68], [69] —que se interesa también por la orientabilidad de las trayec-
torias homoclinas—, por Gaspard [42] o por Rodriguez-Luis et aliz [84], [83], en
los que se introduce una seccién transversal (un plano normalmente) sobre el que
se mide la separacion entre las variedades estable e inestable (una de las cuales,
al menos, se ha integrado numéricamente).

Pasamos, a continuacién, a describir el método que proponemos. Comencemos

considerando el sistema auténomo uniparamétrico
t=f(z,p) z€R? pe ICR (3.2.1)

donde I es un cierto entorno de po.

Supongamos que el origen, z = 0, es un equilibrio hiperbélico, f(0,x) =0
para todo g € I, de tipo silla; sin pérdida de generalidad supongamos que la
matriz de la linealizacién es de la forma

D.f(0,4) = ( A )

donde A(u) es una matriz 2 X 2 que tiene su espectro en el semiplano izquierdo
y B(pt) es un escalar positivo, para p € I
Tenemos, en estas condiciones, que las variedades estable W} e inestable W

del origen pueden ser descritas respectivamente, para un entorno de dicho punto,

como:
z3 = h*(21, 22, ) (3.2.2)
y como:

z1 = hi(z3,p), o2 = hy(zs, p) (3.2.3)

donde W es tangente en el origen al plano z,—z, y W es tangente en el origen

al eje 0 X.
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Supongamos ahora que para g = pg el sistema posee una 6rbita homoclina
Yo C W; NW_ . Sea S una seccién transversal a dicha homoclina en el punto

go € 7o, supongamos que
Sc{zeR?:z3=c}

es decir, que estd contenida en un plano (vid. figura 3.2.1). Bajo esta hipétesis, la
caracteristica de transversalidad viene expresada por la no anulacién del producto
escalar (0,0,1) - f(qo, fo)-

Sean pj, py dos puntos pertenecientes a la homoclina 7g, préximos al origen,

Ip3ll* = llpsll* =€

tales que p§ € Wy y p§ € W.

Para p préximo a po se tiene que la érbita de p°, punto préximo a pf y
que también verifica ||p*||2 = ¢, cortard a S en un punto ¢° préximo a gq;
analogamente, la érbita de p*, punto préximo a p¥ que también verifica ||p*||? = ¢,
cortard a S en un punto ¢* préximo a g (vid. figura 3.2.1).

Si denotamos por ¢(z, x,t) el flujo del sistema (3.2.1) podemos escribir las

dos primeras componentes de los puntos ¢°* y ¢* como:

qzs = ¢i(psnu"7-s(ps,/“))
q;i = ¢i(pu,ﬂ’7—u(pu,ﬂ)) (324)

con : = 1,2. Las funciones 7°(p*, p) y 7¥(p*, 1), conocidas como funcién tiempo

de vuelo, vienen determinadas por

¢3 (p8> K, Ts(ps’ o“) c Ts(pg, ,U()) = Tg

) =c¢,
¢s (P, i, 70", 1)) = ¢, TV(Ph, o) = 7o (3.2.5)
con
¢ (Pos 0, 73) = 0, B (PG> 0, TS) = o

Definimos la funcién

F:UCR}*xR3*xR— IR
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X3 1‘

pPo i/ P

Po*
pS

Xj

Figura 3.2.1: Geometria asociada a la aplicacién F(p°, p*, ).

de la siguiente manera:

F(p®,p*, p) =

\

Es claro que, en estas condiciones, F(p§, py, o) = 0, es decir, la anulacién de
F(p*,p*, ) indicard la presencia de una érbita homoclina. Vamos a demostrar
que, bajo ciertas condiciones, (p3, pt, po) es un cero regular de F' (en particular, un
cero aislado); es decir, comprobaremos que, bajo ciertas hipétesis, DF(pf, p§, pto)
es no singular. Por tanto, tendremos como conclusién que la resolucién de la

ecuaciéon F'(p®,p*, ) = 0 es un problema bien planteado con vistas a computar

la 6rbita homoclina q.

a-qa
9% — 93
p3 — k°(pi, P2, 1)
p11L - hill(pg’ ﬂ)
ps — k5 (5, 1)
IP°l|? — ¢
Ip¥]|? — €

/
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Comencemos introduciendo la ecuacién variacional

Y= Do fleo(t), o)y + Duf(po(t), o)A (3.2.6)

donde A € Ry @o(t) = #(go, o, t) es una parametrizacién de la 6rbita homoclina

Yo. Siguiendo a Beyn [8], [9] introducimos la siguiente

Definicion 3.2.1 Una drbita homoclina 4o se dice que es no degenerada si las

unicas soluciones acotadas del sistema variacional (3.2.6) son A = 0, y = k¢,
donde k € R.

Bajo la condicién de no degeneracién probaremos el caracter no singular de

la matriz DF(pg, pg, o); para ello resolveremos

,US

DF(pg, pgs o) | v* | =0 (3.2.7)
A
donde v* € R?, v* € R?, A € IR. Veremos que v* =0, v* =0, A = 0 es su dnica
solucién. |
Comencemos viendo previamente la expresién que adopta D F(p§, p, io) para
obtener relaciones que nos permitan trabajar con las ecuaciones escalares que

aparecen en (3.2.7). Dicha matriz 7 x 7 se puede escribir como:

[ 94i, _3qi‘,2 043 , _ Oqt \

Op* Op* Ou au
oh®
N 0 - o
DF(ps, pgs o) = u
03 Pos Ho) 0 N _ah
o

2(0°)F 0 0
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en la que

10 —gﬁi

3 h®  Oh®

N* = ; Ns=(—a—:,——;,1)

Oh opi’ Op3
2
01 —==
3p3

S T S S S U T U U U
(P) = (plap2ap3) 9 (p ) = (p17p2,p3)

expresiones evaluadas naturalmente en (p§, ps, uo). Por tltimo, los ceros en la
expresion anterior de la matriz DF indican bloques nulos de dimensién adecuada.

Teniendo en cuenta (3.2.4) y (3.2.5) es inmediato obtener que

04G,, , . ¢, .
a;f (p07p0) /‘0) = RO'a_w(po,/lo,To)
04}y, , . 0d, . Y
31;’1‘2 (P3> P3» o) = Ro—a_;(pOa Ho, 7o) (3.2.8)

donde la matriz Ry viene dada por

—fl(ro, Ho)
1 0 ————
fs(%, .Uo)
- —fz(%, No)
01 ————=
f3(q07 ,uO)
De forma anéloga obtenemos
aqs § u a¢ S S
6;2 (p0>p07 HO) = Roa(l’o, Ho, To)
aqu 8 U a¢ u u
a;2 (pO’pQ? luO) = Roa_'u'(Po, Ho, To ) (3.2.9)

Ahora, con el fin de contar con expresiones adecuadas para las derivadas
parciales de ¢ que aparecen en (3.2.8) y (3.2.9), introducimos dos nuevos sistemas

variacionales (analogos al (3.2.6)):

Ys = Do f(p5(2), o)ys + Dy f(#5(2), o) As (3.2.10)

Yu = Do flpg(1), to)yu + Dy f (05 (1), po) Au (3.2.11)
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en los que p(t) y p4(t) son, respectivamente las parametrizaciones de 7o tales
que ¢5(0) = p; ¥ ©5(0) = pg. Es, por tanto, evidente que ©§(t) = wo(t — 75),
v5(t) = Po(t — 7¢').

Sea Y(t) la matriz fundamental principal (Y(0) = I) de la parte homogénea

de (3.2.6). Entonces, es claro que
Y(t)=Y(t—r)Y ' (~5), Y*t)=Y(t—-)Y (-7

son matrices fundamentales principales de las partes homogéneas, respectiva-
mente, de (3.2.10) y (3.2.11). Por el cardcter auténomo del sistema original, se
tiene que po(t), 5(t) y ¢u(t) son soluciones, respectivamente, de las ecuaciones
variacionales homogéneas de (3.2.6), (3.2.10) y (3.2.11), con lo que podemos de-

ducir que

f(po, ko) = Y(=75)f(q0, 0) »  f(Po,i0) = Y(ffé‘)f(qo,uo) |

. 0 . .. ;
Ahora bien, al ser —¢(p3, o, 7d) la matriz fundamental principal de la parte

oz

homogénea de (3.2.10) evaluada en 7§, tendremos:

: e
%2 (ot iy ) = Y X(=73)

y analogamente

a¢ u u - u
%(Po, po, o) =Y 1(—7'0)

También sabemos que g—(pg, Lo, 74) es la solucién de (3.2.10) que es nula en

t =0 y evaluada en 7§, es decir:

0 7 1 s
Sawh o) = V) [ (V) QDL (o)) dt =

= Y7=r) [ V(=) (@)Daf (polu) o) du =

- /_OT Y1 (w)D,.f (po(u), po) du

donde hemos hecho el cambio ¢t = u + 7§. De forma anéloga, obtenemos

0 0
St 1) = [ YWD, (o) o)
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Estamos ya en condiciones de trabajar con las ecuaciones escalares de (3.2.7).

Asi, de sus dos primeras ecuaciones, obtenemos:

0 0
Ro |[Y H(=m)v° = Y H(—=1¥)o" + )\/ , Y'D,f — A . Y'lDuf} =0
’ ’ (3.2.12)
Recordemos que el caricter transversal de la seccién S en el punto go nos
garantiza que f3(qo, o) # 0. La ecuacién (3.2.12) es equivalente a
0 0
YN =)o =Y N =1)z"+ A [ YD, f— A Y'D,f=0 (3.2.13)
-7 -

en la que v° =70’ + klf(pgaﬂo)a vt =7 + k2f(pg7/~l'0)> kla ks, € R.

Introducimos ahora la siguiente solucion del sistema variacional (3.2.6):
() =Yty + Y () [ ‘Y-'D,f BN CERTY
Elegimos la condicién inicial 2(0) = v como ‘
v=Y"1—-15)"° + A /0 ) YD, f =Y Y =13)T" + A /0 i} YD, f
-7 —r

en la que hemos usado (3.2.13). Es evidente que 2(—73) = 7° y que z(—78) = T“
Estudiamos ahora el comportamiento de z(t) para t — +o00, t — —o0.
Es posible construir [50] un conjunto fundamental de soluciones, {®', ¥?, ©3},

para el sistema variacional homogéneo, que satisfaga las siguientes condiciones

@ (t) = po(?)
©*(t) tal que ¢*(0) € T,, Wy,
@*(t) tal que ¢%(0) ¢ T, W3,

donde Ty, W indica el espacio tangente a la variedad estable W en el punto go.
Ademas, este conjunto fundamental de soluciones verifica:
. 1 _

lim ¢*(t)=0, ¢*(t) no acotado parat — —co

t—4-oc0

©*(t) no acotado para t — +00
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Sea ¥(t) una solucién de la ecuacién adjunta del sistema variacional ho-

mogéneo de manera que

g 90) =0
Entonces obtenemos
U(t)-p'(t) =0, WU(t)-¢*(t)=0, paratodoteR (3.2.15)

Demostraremos ahora que existe el lim 2(¢) cuando t — +4o00. Para ello ana-
lizamos las partes aparentemente no acotadas de la solucién z(t) definida en

(3.2.14). Escribimos, en primer lugar,
2(0) = v = a19*(0) + a2¢*(0) + az®(0)

~ Multiplicaindola por ¥T(0) obtenemos para la parte aparentemente no acotada de
- Y(t)v, esto es, azY (t)3(0): ‘

0
0T (0)p*(0) = UT(—r)o*+2 [ VD, f=

..7'0

0
= V(- +207(0) [ Y7'Df  (32.16)
En segundo lugar consideramos el otro término de (3.2.14):

() [ YD, f =AY (2) [ / "PY-'D,f - [ u-py, f] +Y(t)u
(3.2.17)

con

u=A/O°° (I-P)Y'D,f

donde hemos usado la dicotomia exponencial sobre el intervalo [0,+400) de la
ecuacién variacional homogénea, y en la que P denota la correspondiente pro-
yeccion [8], [19], [77]. El primer término en el miembro derecho de (3.2.17) tiene

limite finito para ¢t — +o00. Escribimos ahora:

u = f1¢'(0) + B2*(0) + Bap*(0)
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y multiplicando por ¥7(0) obtenemos para la parte aparentemente no c?cotada de

Y (t)u, B:Y ()¥3(0):

597 (0)%(0) = AUT(0) / C(I=P)Y'D,f (3.2.18)
0
Sumando (3.2.16) y (3.2.18) obtenemos:
T 3 oh’® T ® -1
(a5 + 42) UT(0)"(0) = A | 5 + W7 (0) /_ (I-PY'D,f|  (3219)
donde hemos usado el hecho de que:
., OR®
VT (—-r3)p = /\8#

Esto tltimo lo deducimos a partir de la tercera ecuacién escalar de (3.2.7):

oh®  Oh® Oh®
____,_—,1 ._S—A =0
( Op;’ Ops ) - op

y teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de WU(t) expresadas en
(3.2.15) que nos aseguran que ¥(—1¢) es colineal con
Oh*  Oh®
—— 1] (p
( ap{a ap; ) (pO,ll'O)
¥y, por tanto, podemos elegir ¥(t) para que dichos vectores coincidan.

Veamos, por ultimo, que usando cuidadosamente las propiedades de la varie-

dad estable local ~*(p3, p3, 1) obtenemos:

%_'l‘:(pg, po) = —97(0) / " (I=P)Y'D,f (3.2.20)

—_—3
To

A partir de

¢3 (p1, P2, ° (D1, P3, 1), 11, t) = B* (d1,2 (1, D5, B (DY, D5y 18)s s ) s pt) , VE>0

en la que @15 = (41, ¢2), obtenemos, derivando con respecto a p y evaluando en

(p87 /-LO):

s 0 s oh® s . o . oh*
N<t>-a—;%<po,uo,t) W(po,uwwva)ﬁ(po,uo,t): a0
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siendo

N() ( oh* O

—_—— — -2 t ,
ap.{’ ap;’l) (¢1,2(p07 Ho, ) ,U'O)
oh? oh®

6# (t) = a'u (¢172(p(3)7ﬂ0vt)7ﬂ0)

Por tanto, tenemos

oh*
ou

De las propiedades de ¥(t) —vid. (3.2.15)— deducimos que existe una funcioén

N (OY* (e G bomo) + V@Y '0) [[ (V)7 Duf = G0 (3220

escalar p(t) tal que
p)N*(t) =0T (t —73), Vt>0

con p(t) — 0 para t — co y p(t) # 0. Recordemos que en ¢ =0

I LAY
T (—r8) = N*(0) = ——,——,1) Doy 1
(=)= °0) = - 5o 1) @b
y asi
UT(—78)
N°(R)Y*(t) = ——>
Oy = —
Si en la integral de (3.2.21) hacemos una traslacién con —73 obtenemos:
oh’ oh®

?9_17(1737 po) = p(t) op (t) - w7 (0) t s Y7'D.f

-4

Tomemos limite con ¢ — oo. A partir de

h? (¢1,2(p3,,u,t),,u) — A°(0,p) =0, Vpu

s

Op

se tiene que (t) — 0 para t — co. Ademads

v©) [ YD = W@ [ YD+ 90 [ vD,f =

= ¥7(0) /_ | YD+ VTY () /ot YD, f —

— 0T(0) ooe(I —P)Y'D,f para t— o0

_1-0
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donde hemos utilizado (3.2.17). Asi pues, de (3.2.19), podemos deducir la exis-
tencia del lim 2(t) para t — oo. Razonando de forma analoga puede demostrarse
que existe el lim z(¢) cuando t — —oo.

Por lo tanto, en particular, 2(t) es una solucién acotada del sistema variacional
(3.2.6) y aplicando la hipdtesis de no degeneracion concluimos que A =0y 2(t) =

kp'(t) = kgo(t), k € IR. De esta manera

S

<
i
I

—
I
o‘\

~—
I

ko(—75) = kf(pg; o)

= z(—T(;L) = kQOQ(—Tg) = kf(l’g, ”0)

<l

y entonces

v* = (k+ k1)f(pos #o)
v* = (k+k)f(p5, 1o) (3.2.22)

Ahora, de (3.2.22), junto con las dos dltimas ecuaciones escalares de (3.2.7), de-

ducimos que v* = v* = 0. En consecuencia hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1 Si la drbita homoclina vy es no degenerada entonces (pf, py, to)

es un cero regular de F'.

Consideremos ahora el sistema biparamétrico
&= f(z,p), «€R3 p=(u,u)cR? - (3.2.23)

Supondremos también que, para un cierto valor del pardmetro po = (13, p9), €l
sistema (3.2.23) tiene una conexién homoclina 7. Entonces, procediendo como
en el caso anterior, nos encontraremos con un problema de continuacién. Definire-
mos, anélogamente a como hicimos en (3.2.5), F: V Cc R® x R® x R? — IR’
donde V es un entorno de (p§, pt, 4%, u3); es evidente que F(p§, p, u?, u3) = 0.
Asi, la continuacién de homoclinas es equivalente a la continuacién de solu-

ciones de

F(p®,p*, p1,p42) =0
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En este caso, el caracter no degenerado de vy con respecto a py 0 a pyg garantiza
la no singularidad de D, F(p§, ps, p3, 13) en la que w; = (p°,p*, pi), ¢ = 1 0 2.
En consecuencia tenemos garantia, usando el teorema de la funcién implicita,
de que estamos ante una curva regular de conexiones homoclinas en el plano de

parametros (1, g2).

A la hora de programar en un cédigo el método anterior necesitamos apro-
ximar las variedades estable e inestable del equilibrio. Dependiendo del sistema
en estudio y de la precisién requerida puede ser suficiente aproximarlas por sus
espacios tangentes (aproximacién lineal) en el equilibrio hiperbélico. Si no basta
con esta aproximacion, se pueden usar aproximaciones de orden superior calcu-
ladas, por ejemplo, por los procedimientos descritos en [34], [36], [38]. Se trata
entonces de integrar numéricamente a partir de p* (vid. figura 3.2.1), y de p*
(que al estar sobre una variedad bidimensional, queda determinado mediante la
~ introduccién de un pardmetro adicional —o dos pardmetros y una relacién en-
tre ellos—), detectar las intersecciones de esas érbitas con la seccién S —plano
paralelo a uno coordenado—, interpolar (son vélidos los comentarios que a este
respecto haciamos en el caso de continuacién de érbitas periédicas) y anular las
dos primeras componentes de F(p®,p*, u) —puesto que las restantes suponemos

que son nulas por la aproximacién hecha de las variedades—.

Asi, el problema de la continuacién de la conexién homoclina del sistema
(3.2.1) en un plano de dos pardmetros se convierte en la anulacién de una funcién
de dos componentes y tres variables independientes —o de tres componentes y
cuatro variables si para determinar p* introducimos dos parametros y una relacién

entre ellos— tarea que nuevamente es encomendada al algoritmo PITCON de

Rheinboldt.

El método expuesto se puede aplicar, de forma andloga, al caso de érbitas
heteroclinas. Obviamente, si el sistema es bidimensional, la tarea de la continua-
cién de las curvas de estas bifurcaciones globales se simplifica: tanto la variedad
estable como la inestable son unidimensionales, la seccién S se convierte en una

recta y la funcién que hay que anular sélo tiene una componente y dos variables
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independientes (los dos pardmetros del sistema plano).

3.3 Diversos Unfoldings de Codimension Dos

En esta seccion aplicamos el método de continuacion propuesto a varios sistemas,
unfoldings de codimensién dos, que presentan conexiones homoclinas o hetero-
clinas. Resumimos para cada uno de ellos el analisis teérico propocionado por
el método de Melnikov, que se puede encontrar, por ejemplo, en [51] y presenta-
mos las curvas de bifurcaciones globales obtenidas numéricamente tomando como
punto de partida el anélisis de Melnikov.

Comenzamos con la familia biparamétrica

T =y

¥ = py+ poy +az®+ bry - (33.0)

analizada por Takens [98] y Bogdanov [11]. Nos centramos en el caso a = b= 1.
Los equilibrios de (3.3.1) estan situados en (z+,0) = (£1/=u1,0), es decir, existen
para gy < 0 tras experimentar una bifurcacién silla-nodo en p; = 0,pu; # 0.
Asimismo, es facil comprobar que, mientras que (z,0) es siempre un punto de
silla, (z_, 0) experimenta una bifurcacién de Hopf subcritica cuando p; = /—p1,
pasando de foco inestable si py > \/=p1, 1 < 0, a foco estable.

Para que el conjunto de bifurcaciones sea coherente es necesaria la presencia
de una bifurcacién global. Determinamos la curva sobre la que se da, en primera

aproximacion, aplicando el método de Melnikov. Mediante el escalado

tet, z=cu, y=ev, pm=cry, pr==¢cv, >0

(3.3.1) se convierte en

U = v

v = v +ul+e(ru+uv)
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@)

Ko
5

-100 —80 —-60 -40 —-20 0
H
Figura 3.3.1: Curva de conexiones homoclinas.

que resulta ser la suma de un sistema hamiltoniano y una pequena perturbacién.

Dicho sistema hamiltoniano procede de la funcién

2 u?
H(u,v) = _’02_ — Nnu — ?
‘s . 2
y presenta, para v; = —1, una conexién homoclina cuando H(u,v) = 3 Usan-

do la parametrizacién de dicha érbita y anulando la correspondiente funcién de

Melnikov se obtiene (vid. [51]) v2 = 5/7, que nos lleva a la semiparabola

= —gui, p2 20 (3.3.2)
como curva sobre la que se mantienen dichas conexiones homoclinas.
Este resultado nos ha servido de punto de partida para la deteccién y pos-
terior continuacién de dicha curva que aparece en la figura 3.3.1 junto con la
aproximacién (punteada) (3.3.2) que da el método de Melnikov.

Pasamos, a continuacién, a estudiar el sistema
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z =y
Y = T+ poy + azz® + baz’y (3.3.3)

que despliega el comportamiento de una bifurcacién de Takens-Bogdanov no

degenerada (az # 0,b3 # 0) de términos cibicos. Basta considerar, mediante

escalados adecuados, [98], [51], los casos b3 = —1 junto con a3 = +1. Como
veremos el caso a3 = —1 presenta conexiones homoclinas y el ag = +1 drbitas
heteroclinas.

Comencemos suponiendo a3 = —1, b3 = —1. El sistema (3.3.3)‘tiene tres

equilibrios situados en (0,0) y (+,/¢1,0). El origen experimenta una bifurcacién
de Hopf supercritica para pa = 0, y; < 0, y una pitchfork para gy = 0 (2 # 0).
Asimismo, los equilibrios no triviales experimentan una bifurcacién de Hopf
subcritica para g3 = p1 (g1 > 0). Para determinar, en primera aproximacion,
las curvas sobre las que se dan conexiones homoclinas y sillas—nodo .de orbitas

periddicas aplicamos el método de Melnikov. Para ello escalamos el sistema

(3.3.3) mediante
tet, z=ceu, y=cv, mp=¢cn, p2=cv (3.3.4)
con lo que obtenemos, haciendo v; =1,
u = v
v o= u—u3+€(uzv—u2v)

que resulta ser una perturbacién del sistema hamiltoniano definido por la funcién

’U2 u2 u4

H(u,v)=-2——?+z—

Perturbando la homoclina (un par por la simetria) de dicho sistema hamilto-
. . . . . 4
niano se obtiene, anulando la correspondiente funcién de Melikov, v, = 5 es

decir, la curva de conexiones homoclinas es tangente en el origen a la recta

4
by = g, (1 > 0)
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Para obtener la aproximacién de la curva de sillas—nodo de érbitas peridédicas
(en la que colapsan la érbita estable que nacié en la Hopf del origen y la ines-
table que surge tras la conexién homoclina) se perturban tanto las érbitas del
sistema hamiltoniano exteriores a la homoclina como las interiores. Tras labo-
riosos calculos [15] en los que aparecen integrales elipticas, la anulacién de la

correspondiente funcion de Melnikov conduce a
1
vy = R(e), e € [—Z,-I-oo)

donde e es el nivel de energia de la érbita y R es una funcién, definida como el
cociente de dos integrales, que estudiaremos en detalle en el capitulo V cuando
analicemos la degeneracién de la bifurcacién de Takens-Bogdanov al anularse el
coeficiente de z?%y con as = —1.

Por la forma de dicha funcién R(e) se deduce que la silla-nodo se producira
cuando v, = ¢ donde ¢ & 0.752 es el valor para el que R(e) alcanza su minimo
absoluto [15], [65]. De esta manera, la curva de sillas—nodo de érbitas periédicas
es tangente en el origen a y; = cy;.

Hemos continuado numéricamente tanto la curva de homoclinas como la de
sillas—nodo obteniendo los resultados expuestos en la figura 3.3.2, en la que apare-
cen punteadas las rectas obtenidas por el método de Melnikov.

Pasamos ahora a comentar el caso en que, para el sistema (3.3.3), a3z =
+1,b5 = —1. Sus tres equilibrios estdn situados en (0,0),(£y/—p1,0). El ori-
gen experimenta una pitchfork para p; = 0,us # 0 y una bifurcacién de Hopf
supercritica para p, = 0,43 < 0. Los equilibrios no triviales, que resultan ser
tipo silla, van a estar conectados por dos érbitas heteroclinas, dada la simetria
del sistema, que forman un ciclo homoclino. Para aplicar el método de Melnikov,

mediante el escalado dado en (3.3.4), transformamos (3.3.3), haciendo v, = —1,

€en:

U = v

v o= —-u+u3+e(u2v—u2v)
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Figura 3.3.2: (a) Curva de conexiones homoclinas; b) curva de sillas—nodo de
orbitas periddicas, para el sistema de Takens-Bogdanov ciibico.



3.3 DIVERSOS Unfoldings DE CODIMENSION Dos 78

Al perturbar el sistema hamiltoniano definido por

u4

2 2
v¢ U
Hu,v)= — 4+ — — —
que presenta un par de drbitas heteroclinas simétricas que unen los puntos de silla
1 .y .
(£1,0) para H(u,v) = 7 5¢ obtiene, como aproximacidn a la curva de conexiones

heteroclinas [51], la recta
=M
)

Representamos en la figura 3.3.3 la curva obtenida por el algoritmo de conti-

H2

nuacién junto con la recta punteada obtenida por el método de Melnikov.

Para finalizar esta seccién consideramos el sistema

7:‘1 = 7‘1(#1 +7’§+b7’§)

Ty = r2(”2 + c’r‘—f + dT’;) (335)
que corresponde al unfolding, para el caso de dos pares de autovalores imaginarios
puros sin resonancia, cuando d = —1,b > 0,c < 0,d — bc > 0 —vid. [51]—y
también para el caso Hopf-cero con simetria al cambio de signo (Hopf-pitchfork).

Este sistema tiene siempre el origen como equilibrio y ademas, en el cuadrante

positivo, pueden aparecer otros tres equilibrios més situados en:
® (v/—#1,0) para p; <0
o (0,\/s2) para p; >0
bua + 1 [p2 — e —(bpz +p1) p2—cm
[ ] J—
(\/ 14+bc '’V 1+4+bc » para 14+bc ° 1+bc >0

Este ultimo equilibrio experimenta una bifurcacién de Hopf para

c—1

M2 = b-i-_lul

que resulta ser degenerada por lo que es necesario afadir términos de orden supe-
rior a (3.3.5) para determinar su orden de degeneracién lo que nos proporcionaré

el tipo topoldgico del unfolding. En este caso bastara afadir (0, kr3). Mediante
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Figura 3.3.3: (a) Curva de conexiones heteroclinas para el sistema de Ta-
kens-Bogdanov ciibico; (b) Curva de ciclos homoclinos para k¥ = —1 y para

k=-5.
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un escalado adecuado se obtiene un sistema integrable que al aplicarle el método
de Melnikov y para el caso particular b = 3,c = —3, se obtiene la presencia de

un ciclo homoclino cuya curva de bifurcacién viene aproximada por [51]

5k

P2 = —f — gﬂf, (1 <0) (3.3.6)

Este ciclo homoclino estd formado por tres heteroclinas que unen a los tres
puntos de silla, que estan situados sobre los ejes: la variedad inestable del punto
(v/—#1,0) intersecta con la estable del origen, la inestable del origen con la estable
de (0,/2) y la inestable de éste con la estable de (v/—p1,0).

Mientras que las dos primeras conexiones existen siempre, debido a la inva-
riancia de los ejes, la dltima, responsable de la desaparicién de la érbita periédica
que nacié en la bifurcacién de Hopf antes mencionada, sera la que exista en la
curva aproximada por (3.3.6).

Hemos continuado numéricamente dicha curva para dos valores de k, k =
—1,k = —5, representando los resultados obtenidos en la figura 3.3.3 en la que
aparecen, ademds, punteadas las aproximaciones respectivas obtenidas por el

método de Melnikov.

3.4 Un Sistema con Homoclinas Canards

El circuito de la figura 3.4.1, que consta de un condensador, una bobina, una
resistencia y una conductancia no lineal (oscilador tipo Van der Pol), viene go-
bernado, tomando como variables de estado la tensién en el condensador (z) y la

intensidad que atraviesa la bobina (y) por

Ci = y-f(z)
Ly = —z—Ry (3.4.1)

donde la caracteristica tensién—intensidad de la conductancia no lineal viene dada

por f(z) = —a;z + a3z®, aq,a3 > 0.
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Figura 3.4.1: Circuito eléctrico

Introduciendo variables adimensionales mediante z = zoX, y = yoY, 7 = wt,

y eligiendo )
, wC , wC?
Lo =", Yo = ) W=
as as

el sistema (3.4.1) se convierte en

Al
Q

X = ¢, X+Y-X°
Y = -X-RY (3.4.2)
donde
al R

EIZE, RZE

Vamos a comprobar que este sistema experimenta una bifurcacién de Takens—

Bogdanov. Para ello, en primer lugar, vamos a pasar de una parte lineal

a 1
-1 -R
a otra en la forma de Frobenius '
0 I
-1+a,R @, —R
mediante el cambio U = X, V =&, X + Y, que convierte (3.4.2) en
U =v-03
V = wU+uV —aU°
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donde hemos introducido p} = @R — 1, pu = @ — R. Haciendo u* = U, v* =

V — U3 obtenemos

ux = v

. B, *3 2
v* piu* + pyv* — Ru™ — 3u™v”

Por ltimo, es ficil comprobar que este sistema, mediante el escalado

3
u* = —@x vt = E— T = Et
-3 o ¥ 3
se transforma en
r =y
Yy = mT+py -2 —zly (3.4.3)

donde

9 . 3 .
M1=?H1, ,u2=§u2

Acabamos de comprobar que el sistema (3.4.1) se puede escribir como el un-
folding de la bifurcacién de Takens—Bogdanov con simetria ctibica ([51]) por lo que
del origen del plano de pardmetros p;—p, parten tres curvas: la correspondiente
a la bifurcacion de Hopf (subcritica en este caso) de los equilibrios no triviales,
la de conexiones homoclinas y la correspondiente a la bifurcacién silla-nodo de
orbitas periddicas.

Estamos interesados en poner de manifiesto la existencia, en determinadas
condiciones, de 6rbitas tipo canard. Para ello, introducimos como nuevos para-

metros de control
_ R%*C
L

Es facil comprobar, teniendo en cuenta las diversas transformaciones a que

«

>O, ,3=(11R—1

hemos sometido a (3.4.1), que

g = 98 . g = M (3.4.4)

‘o «
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y que mediante el escalado (para 8 > 0):

Y PR
« ay o (84

el sistema (3.4.3) toma la forma

u = v

b = afu+(B+1—a)v—afu’—3pu’v (3.4.5)

que pasamos, a continuacidn, a analizar. ,
Aparecen tres equilibrios situados en (0,0) y (£1,0). La matriz de la lineali-

zacion es

0 1
J(u, v) = ( af(l —3u?) —6fuv B+1—a—3pu? )

que en el origen se convierte en

J(O’O)z(aoﬁ ﬁ-i—i—a)

Esta nos indica que, para a, § > 0, €l origen es un punto de silla.
El estudio a partir de la matriz de los equilibrios no triviales nos permite
corroborar que estos experimentan una bifurcacién de Hopf subcritica sobre la

recta
a+26=1

que parte del punto @ = 1,4 = 0 en el que se da la bifurcacion de Takens—
Bogdanov antes mencionada. Teniendo en cuenta (3.4.4) es inmediato deducir
que, en el plano a—f, las tres curvas que parten de ese punto de codimension dos

—Hopf, homoclina, silla-nodo— son aproximadas respectivamente por

B = 2 y ﬂz?(—a-{-l), ﬂ: 1+ 3¢

donde ¢ ~ 0.752.
Estas aproximaciones nos sirven como punto de partida para continuar tanto

la curva de conexiones homoclinas H como la de la bifurcacién silla-nodo SN de
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Figura 3.4.2: (a) Conjunto de bifurcaciones. (b) Orbitas homoclinas para dos
valores de a.
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orbitas periédicas. Es en la figura 3.4.2 donde hemos representado el conjunto de
bifurcaciones en el que aparecen las tres curvas que parten del punto de Takens—
Bogdanov y vuelven a unirse en el @ = 0,8 = 5 precisamente en la zona en la

que aparecen las Orbitas tipo canard.

Si nos movemos a a constante (o < 1) en el sentido de 3 creciente, obtenemos
los retratos de fase esquematizados en la figura 3.4.3 que corresponde a a = 0.2.
En primer lugar, por debajo de la recta de Hopf, una érbita periédica estable
rodea a los tres equilibrios, siendo los no triviales inestables. Tras experimentar
éstos una bifurcacién de Hopf subcritica aparecen dos 6rbitas inestables, cada una
rodeando a uno de esos equilibrios que ya son estables. Si § sigue aumentando
estas dos drbitas crecen y originan una conexién homoclina tras la cual aparece
una orbita inestable que rodea a los tres equilibrios. Esta finalmente colapsa,
en una bifurcacién silla-nodo de érbitas periédicas, con la érbita estable que ha

estado presente durante todo el proceso anterior.

Hemos estudiado para estos tres valores de a los diagramas de bifurcaciones,

representando tanto la amplitud como el periodo frente al parametro 3.

En el caso o = 0.9 (vid. figura 3.4.4) obtenemos los diagramas habituales con
la particularidad de que la existencia de la conexién homoclina hace aparecer una

discontinuidad en el periodo.

Ya en el caso a = 0.2 (vid. figura 3.4.5) comienza a ser patente la rapidez de
crecimiento de la amplitud y el periodo en un intervalo estrecho del pardmetro.
Este efecto es mds tangible para a = 0.07 (vid. figura 3.4.6) donde la explosién

canard, a diferencia de los sucedido para el sistema (2.4.1), involucra a érbitas

homoclinas.

Para hacer patente la diferencia entre las homoclinas canards y las habituales,

dibujamos en la figura 3.4.2 las correspondientes a a = 0.9 y o = 0.2.
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Figura 3.4.3: Diversos retratos de fase para o = 0.2: (a) 8 = 0.38; (b) 8 = 0.43;
(c) B =0.43325; (d) B = 0.43331.
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Figura 3.4.4: Diagramas de bifurcaciones para a = 0.9.
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Figura 3.4.5: Diagramas de bifurcaciones para o = 0.2.
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Figura 3.4.6: Diagramas de bifurcaciones para o = 0.07.



3.5 UN MODELO PRESA-DEPREDADOR 90

3.5 Un Modelo Presa—Depredador

Entre las diversas variantes que se han propuesto de las ecuaciones de Lotka-

Volterra
z = ar— bxy
y = cxy—dy
también llamadas del modelo presa—depredador, vamos a centrarnos en la pro-
puesta por A. Bazykin que elige a(z) = (z — a;)(a; — z), y en concreto, en el
sistema biparamétrico
r = z(z—a)(l—-z)—zy
y = ylz-p)
que nos fue sugerido por el Dr. A. Khibnik.

(3.5.1)

En este sistema las variables z e y representan al niimero de individuos de dos
especies una de las cuales, y, ejerce como depredadora de la otra, z, con lo que
las soluciones de (3.5.1) sélo tienen sentido b—iolégico para x e y positivas.

Como es inmediato comprobar los ejes OX y OY son invariantes. Los equili-
brios de (3.5.1) estén situados en (0,0), (e, 0),(1,0), (3, (8—a)(1—p)) y la matriz
de la linealizacién:

Jz,y) = < -3z% 4+ 2(1 Za):v -y -« w—_xﬂ )

en cada uno de los equilibrios toma la forma:

J(0,0) = ( % _2 )
o= (259 =)
o= (5" 7))

J(B,(8—a)(1 - ) = ( fél_“; ;*(1‘_2@) s )

Es ficil comprobar que aparecen cuatro bifurcaciones transcriticas sobre las si-

guientes rectas del plano de parametros:
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(1) @ = 0 que involucra al (0,0) y al (a,0);
(i) & =1 en la que intervienen el (1,0) y el (e, 0);
(iii) & = B en la que intercambian su estabilidad el («,0) y el (3,(8—a)(1-03));

(iv) B =1 que afecta al (1,0) y al (3,(8 — a)(1 - B)).

Ademas, la separacién que, entre los cuatro cuadrantes, impone la invariancia de
los ejes impide que los tres equilibrios que aparecen en y = 0 puedan experimentar
bifurcaciones de Hopf. Vamos a estudiar pues la bifurcacién de Hopt del-tinico
equilibrio que no esté sobre los €jes, el (8, (8 — a)(1 — f)).

Dado que el polinomio caracteristico es p(A) = A* — trA + A con tr = B(1 +
a—28),A=p(B - a)(l - p) la condicién tr = 0 junto con A > 0 nos lleva a la

existencia de una bifurcacion de Hopf sobre la recta

1+a—28=0, B(8 - a)(l—pF) >0

siempre que se verifique la condicién de transversalidad que comprobamos una vez

que elegimos a 3 como pardmetro de bifurcacién. Asi introducimos £ = 8 — . =
a+1 ., (1—a)(a+1)

8- 5 ¥ la frecuencia wyq verifica que wi = 3 , sl a > —1.
dA a+1
Re | — = —
[déjl £=0 2
que sera distinto de cero excepto cuando a = —1.
Trasladando el equilibrio al origen mediante T =z — 8,7 =y — (8 —a)(1—-3)

llegamos a

= 0 -8 — - =2 = =

AT O VAW (N R Rt Ry A A

v ﬁg 0 y ~£*T + 7Y f

Puesto que un autovector asociado a A = iwy es

()
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mediante el cambio Z = 5. X, § = woY (poniendo ya { = 0) obtenemos

X\ (0 —w\[(X o[ X —woXY - B2X3
Y ) \w 0)\Y B.XY
con el que se llega al primer coeficiente de la bifurcacién de Hopf:
[P
=—- 0
as 4ﬂc <

Concluimos, por tanto, que la bifurcacién de Hopf es siempre supercritica y se da

en

=21, 850, BFL

Estamos interesados en localizar conexiones heteroclinas entre los equilibrios

de tipo silla presentes. Vamos a restringir nuestro estudio al caso a, 5 > 0. En
esta zona del plano de pardmetros vamos a separar los casos 8 > 1y <1 ya
que en el punto o = B = 1 se cruzan tres rectas de bifurcaciones transcriticas y
la recta de Hopf y el anélisis lineal indica que la matriz de la linealizacién en el

punto (1,0) es nilpotente, de la forma

(00)

00)’

pero resulta ser un punto de codimensién mayor que dos, cuyo analisis tedrico
permitiria justificar el paso por ese punto de la curva de conexiones heteroclinas
que vamos a determinar, asi como la coincidencia de las pendientes de dicha curva
con la de Hopf. ‘

Si continuamos numéricamente la 6rbita que nace de Hopf para a = 2 obte-
nemos los diagramas de bifurcacién de la figura 3.5.1 en los que observamos que
para un cierto valor del pardmetro 3 el periodo de la 6rbita crece indefinidamente
para un valor finito de la amplitud: ha sido precisamente la érbita periddica es-
table que nace en la bifurcacién de Hopf la que va a dar lugar a una conexién
heteroclina entre los puntos de silla (e, 0) y (1,0). La variedad inestable de (a,0)
(en la zona de y > 0) intersecta con la estable de (1,0) dando lugar a un ciclo
homoclino pues la variedad inestable de (1,0) (situada sobre el eje de abscisas)

conecta siempre con la inestable de (e, 0).
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Figura 3.5.1: Amplitud y periodo frente al parametro 3 (pa.ra a = 2) de la érbita
estable nacida en la bifurcacién de Hopf.
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La continuacién numérica anterior nos da un punto de partida para la curva
de conexiones heteroclinas que suministrado al algoritmo descrito en el presente
capitulo nos conduce a la curva HE de la figura 3.5.2.

Procediendo de forma andloga para 8 < 1 obtenemos la otra porcién de
curva de conexiones heteroclinas (vid. figura 3.5.2). En este caso, la drbita
periddica estable nacida de Hopf desaparece tras conectarse la variedad inestable
(para y > 0) del (1,0) con la estable del (c,0). Nuevamente estamos ante un
ciclo homoclino pues en esta zona del plano de parametros siempre la variedad
inestable del («,0), situada sobre el eje de abscisas, intersecta con la estahle del
(1,0). En esa misma figura aparecen punteadas las cuatro rectas sobre las que
se dan las bifurcaciones transcriticas asi como la recta HO en la que se da la

bifurcacién de Hopf analizada anteriormente.

3.6 Un Sistema con Ondas Viajeras

Buscar ondas viajeras de la forma u(z,t) = w(z — Af) en un sistema de reacciéon-

difusién gobernado por la ecuacién en derivadas parciales

ou u
_—= — — >
5% 92 uu—p)(l—u) z€R,t2>0

es equivalente —vid. los trabajos de Fife [31] y Beyn [8]— a investigar la existen-
cia de érbitas heteroclinas que unan los puntos de silla (0,0) y (1,0) del sistema

biparamétrico:

w = =z

4 —Az + w(w — p)(w —1) - (3.6.1)

Sus equilibrios se sitiian en (0,0), (1,0) y (u,0).

La matriz de la linealizacién es

J(w,z) = ( 3w? — 2(10+ pw + p —1’\ )
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Figura 3.5.2: Conjunto de bifurcaciones del modelo presa—depredador.
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y en cada equilibrio vale

J(0,0) = ( 2 _1A ) I, 0) = ( #(#0_ 1) —1/\)

J(1,0)=<1E# _1A)

De esta manera es facil comprobar que para p = 0 se produce una bifurcacion
transcritica que involucra a los equilibrios situados en (0,0) y (,0), mientras que
en u = 1 aparece otra bifurcacién transcritica en la que intervienen el (1,0) y el
(#,0).

Asi, para ¢ < 0 el origen resulta ser un equilibrio asintéticamente estable (st
A > 0) e inestable (si A < 0), mientras que el (¢,0) y el (1,0) son equilibrios tipo
silla.

Si0 < p <1,el (g0) pasa a ser asintéticamente estable (inestable) para
A >0 (X <0)y en esta ocasién los equilibrios tipo silla son el (0,0) y el (1,0).

Por ultimo, en el caso en que g > 1, el equilibrio estable (inestable) para
A >0 (X <0)esel (1,0), mientras que el (0,0) y el (g, 0) son de tipo silla.

Es decir, exceptuando los casos g = 0y g =1 (en los que el sistema experi-
menta sendas bifurcaciones transcriticas) de los tres equilibrios que aparecen en
el eje de abscisas, los dos de los extremos son equilibrios tipo silla mientras que el
equilibrio intermedio es asintéticamente estable en el caso A > 0 y asintéticamente
inestable si A < 0.

Es inmediato comprobar que el sistema (3.6.1) para A = 0 es hamiltoniano,

siendo la funcién de la que deriva

1 1+ 1
H,(w,z) = 522 — %wz + —3—uw3 - Zw“

cuya parte potencial viene dada por

7 1+pu 1
fulw) = —Bu 4+ - 2wt

Los extremos relativos de esta funcién seran los ceros de f; (w), es decir, w = 0,

w=1yw=p. Evaluando f/(w) para los valores anteriores, obtenemos
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con lo que w = 0 corresponde a un minimo si g < 0 y a un maximo si z > 0; en
w =1 f,(w) tendrd un minimo si g > 1 y un méaximo si g < 1; el extremo en
w =  sera un minimo si 0 < g < 1y un méaximo si g < 0o g > 1.

Como

-1 1

LO=0, f)= Zpt s, L) = (5 + ) #°

el comportamiento cualitativo de la funcién f,(w) serd el reflejado en la figura
3.6.1.

Es facil comprobar que la funcién f,(w) es simétrica respecto del eje que pasa,
por su minimo para g = —1 (en el caso p < 0), g = 1/2 (para 0 < p < 1) y
p =2 (si g > 1). Por tanto, para esos valores de u (y A = 0) el sistema (3.6.1)
(en este caso hamiltoniano) exhibira un ciclo homoclino formado por dos drbitas
heteroclinas que unen los dos puntos de silla.

Nos planteamos ahora determinar si esas conexiones siguen existiendo para
algin valor de los parametros cuando el sistema deja de ser hamiltoniano (A #
0). Para ello realizamos previamente un estudio teérico mediante el método
de Melnikov que nos sirva de punto de arranque para aplicar posteriormente el
método de continuacién, en este caso, para drbitas heteroclinas.

Comenzamos el estudio en las proximidades del punto g = 1/2, A = 0. Me-

diante el escalado

A=c¢e) p-—%zeﬁ

podemos escribir el sistema (3.6.1) como un campo vectorial que resulta ser la

suma de uno hamiltoniano més una perturbacién

/

w = z
! 1 3 2 3 - Y
¢ = sw—juwitw + e(fw(l —w) — Az)

Analicemos el sistema hamiltoniano

w = z

3
2 = w—-wituwd
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fu(w) Af#(W)
w
w
(a) (b)
5,00 fult)
N ANVaw
w
(c) (d)
£uw) £, (W) .
, W
\/
(e) (£)

Figura 3.6.1: Representacién grifica de la funcién potencial f,(w) para distintos
valores de pu: (a) p < 0; (b) 0 < < 1;(c) g >1;(d) p=—1; (e) p =1/2; (f)
p=2.
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La funcién de la que deriva es H,—;/2(w, z), es decir,

1 1 1 1
Hl/z(’w, Z) = 52’2 - Zw2 + 511)3 - 5104

cuya parte potencial f,—;/2(w) presenta maximos relativos en w =0y w =1
(f(0) = f(1) = 0) y un minimo relativo en w = 1/2 (f(1/2) = —1/64). En este

caso las conexiones heteroclinas aparecen para H,=1/2(w, 2) = 0, es decir,

z= :I:gw(l - w)

correspondiendo el signo + a la heteroclina que va de (0,0) a (1,0) (vid. figura
3.6.3 (h)).

La funcién de Melnikov que tenemos que evaluar es

M) = /_foz(t)[wa)(l—w(t))ﬁ-xz(t)]dt =
= —-(# A) | w0 —w(e)d

Anulando M (7, X), al ser la integral distinta de cero obtenemos que
X = +V2F,

donde el signo (+) corresponde a la heteroclina superior y el signo (-) a la inferior.
De esta forma cada una de las heteroclinas existe, respectivamente, en primera

aproximacion, en las rectas del plano de parametros
1

Las curvas obtenidas numéricamente son las denotadas por b y e en la figura
3.6.2 y el esquema de la conexién heteroclina correspondiente aparece, senalado
con la misma letra, en la figura 3.6.3. En esta dltima figura, denotado como (h),

aparece el esquema del ciclo homoclino que presenta el sistema (3.6.1) cuando
H= 1/ 2, A=0.
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Figura 3.6.2: (a) Curvas de conexiones heteroclinas en el plano de parametros.
(b) Frente de onda tipico (g = 0.2).
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Figura 3.6.3: Esquema de las diversas 6rbitas heteroclinas.
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De forma anéloga se aplica el método de Melnikov en los puntos = =1, A =0
y ¢ =2, A =0. En el primero de ellos se obtiene un par de curvas :da,das, en

primera aproximacion, por

A=¥-\g—§(u+1)

donde la del signo (~) corresponde a heteroclinas que unen el punto (g, 0) con el
(1,0) y la del signo (+) a conexiones heteroclinas que van del (1,0) al (#,0). Las
curvas obtenidas numéricamente aparecen senaladas, en la figura 3.6.2, como a y
d al igual que en la figura 3.6.3 el esquema de cada conexién heteroclina. El ciclo
homoclino que presenta el sistema para el punto en que se cortan las curvas a y
d— p=—1, A =0 — est4 esbozado en (g) de la misma figura.

En el caso de perturbar, por el método de Melnikov, el sistema hamiltoniano
en el que se convierte (3.6.1) para u =2, A = 0 (vid. figura 3.6.3, (i)) obtenemos

~ las rectas dadas por

A= ?? (h—=2)
que aproximan muy bien a las curvas ¢ —la del signo (-)— y f de la figura
3.6.2 proporcionadas por nuestro algoritmo de continuacién. En la figura 3.6.3
observamos esqueméticamente las conexiones heteroclinas que se dan en las curvas
¢y f asi como el ciclo homoclino que aparece en la interseccién de ambas (i), en
el punto g =2, A = 0. Finalizamos el estudio del sistema (3.6.1) representando

un frente de onda tipico, en la figura 3.6.2, correspondiente a pp = 0.2.

3.7 El Sistema de Lorenz

Las famosas ecuaciones de Lorenz fueron deducidas por él [70] al estudiar el
movimiento convectivo de un fluido tridimensional calentado por debajo. Di-
cho movimiento viene gobernado por las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq, de
forma que considerando solamente tres modos distintos de cero —de los infinitos

en los que se desarrollan las variables de las ecuaciones anteriores en derivadas
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parciales— Lorenz llegé al siguiente sistema triparamétrico:

z = o(y—xz)
y = pr—y-—3a2 (3.7.1)
z = —pz+4+ay

donde la variable x corresponde a una velocidad, y las otras dos miden la variacion
de temperatura horizontal (y) y vertical (2). Los tres parametros o,p y 3 son
proporcionales respectivamente al nimero de Prandtl, al niimero de Rayleigh y a
clertas proporciones geométricas de la regién en consideracién. Por el significado
fisico de los tres parametros todos deben ser positivos. Estamos interesados
en determinar y continuar tanto conexiones homoclinas como heteroclinas en
algunos de los rangos de parametros en que aparecen, como es bien conocido en
la literatura [97], [47], [51].

Comenzamos resumiendo algunas propiedades del sistema de Lorenz (3.7.1).
Para cualquier valor de los parametros las ecuaciones son simétricas al cambio
(z,y,2) = (—z,~y,2). Ademis el eje Z,z = y = 0, es invariante: todas las
orbitas que comiencen en dicho eje se mantienen en él y se acercan al origen.

Si bien el origen resulta ser siempre un equilibrio, tras experimentar una

bifurcacién pitchfork para p =1, aparecen dos nuevos equilibrios, si p > 1 :

Cy = (i\/ﬂ(/’ - 1),:&\/?([) - 1),P - 1) .

La matriz de la linealizacién resulta ser

-0 o 0
Jz,y,2)=}| p—2z -1 -z (3.7.2)

y z —f

. . . 8 .
que permite deducir que, fijando p = 10,8 = 3 (valores usuales en la literatura)

el comportamiento de los equilibrios es el siguiente [97):
(i) si 0 < p < 1 el origen es asintética y globalmente estable.

(i) si p > 1 el origen es tipo silla: los tres autovalores de la matriz de la lineali-

zacién son reales, dos negativos y uno positivo.
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(iii) si 1 < p < po ~ 24.74 los equilibrios Cy son estables: los tres autovalores
tienen parte real negativa (en el caso p > 1.346 aparece un par complejo

conjugado).

(iv) si po < p, C+ pasan a ser equilibrios tipo silla (con un autovalor real negativo

y el par complejo con parte real positiva).

Lorenz ya demostr6 en [70] que se puede encontrar un conjunto D C R?,
cerrado, simplemente conéxo, que contiene al origen, de forma que el campo
vectorial de (3.7.1) siempre esta dirigido hacia el interior de la frontera de D.
Este hecho, combinado con que su divergencia —que en este caso coincide con la
traza de (3.7.2)— es negativa, prueba otra propiedad importante del sistema de
Lorenz: la existencia de un conjunto acotado de volumen nulo que resulta ser un
atractor global. |

Después de este somero repaso a unas ecuaciones que han resultado ser tan
fecundas nos centramos en la bisqueda de conexiones homoclinas. Para ello
aprovechamos los valores que aparecen en la literatura (vid., por ejemplo, el
capitulo 2 de [97]): una 6rbita homoclina conecta las variedades estable e ines-
table del origen cuando o = 10,8 = g,p ~ 13.926. A partir de este punto,
aplicando el algoritmo de continuacién disefiado, obtenemos en el plano 3 — p la
curva de la figura (3.7.1). Asimismo hemos representado las érbitas homoclinas
correspondientes a cuatro valores de § (siempre con o = 10), observandose el
aumento de tamano de la 6rbita a medida que # aumenta. |

Comenzamos, a continuacién, la bisqueda de 6rbitas heteroclinas que conec-
tan a los equilibrios Cy y C_. Como se argumenta en [97] (vid. también [47])
para valores pequeiios de 3 (o suficientemente grandes de o) existiran 6rbitas he-
teroclinas simétricas entre los equilibrios no triviales para algiin valor de p. Por
ejemplo, para o = 10,3 = 0.25, p ~ 487.16 se dan tales conexiones: una rama de
la variedad estable unidimensional de cada equilibrio intersecta con la variedad
inestable bidimensional del otro equilibrio. Para esos valores de los parametros,

los autovalores de la matriz de la linealizacién en esos puntos valen, aproximada-
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Figura 3.7.1: (a) Curva de conexiones homoclinas para la ecuacién de Lorenz
cuando o = 10. (b) Orbitas homoclinas de la ecuacién de Lorenz para diversos

valores de 3 (2.1,8/3,3.2,3.7) y o = 10.
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Figura 3.7.2: Curvas de conexiones heteroclinas para la ecuacién de Lorenz en:
(a) el plano o — p para 8 = 0.25; (b) el plano 8 — p para tres valores de o: 10,
10.5, 11.
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mente, —14.37 y 1.56 =+ 12.914, es decir, los equilibrios C} y C_ son del tipo
silla—foco. |

Hemos comenzado moviéndonos en el plano o — p para 8 = 0.25 obteniendo la
curva de la figura 3.7.2. Tomando tres puntos de esta curva, los correspondientes
a 0 = 10,10.5,11, hemos continuado tres curvas (vid. nuevamente figura 3.7.2)
en el plano 8 — p para esos valores fijos de o, indicadas respectivamente como
I, IT y III, que dan una idea de como es la superficie de conexiones heteroclinas
simétricas, en el espacio de parametros, en las proximidades del punto inicial del
que partimos.

Finalmente hemos dibujado en la figura 3.7.3 uno de tales pares de conexiones

heteroclinas, que corresponde a o = 10, 8 = 0.19, p ~ 646.45.

3.8 Una Clase de Osciladores Forzados

Coullet et alii, en [20], plantean el estudio de una familia de sistemas que gobier-
nan el movimiento de una particula, bajo un potencial arménico, sometida a una
fuerza externa cuya derivada temporal depende exclusivamente de la posicion de

dicha particula. Plantean, por tanto,
t+pt+z=n, 1= fz)
Como un caso particular suyo consideramos la ecuacién diferencial ordinaria
T+ +b—cx+2>=0 | (3.8.1)

estudiada en [3] (vid. también [47)).

Si escribimos (3.8.1) como un sistema de ecuaciones de primer orden obtene-

mos
T =y
y = =z (3.8.2)
z = cx—by—z—21?

Este sistema presenta dos equilibrios: el origen (0,0,0) y el punto (c,0,0). Al

igual que en las referencias citadas nos vamos a centrar en la regién del plano de
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HOP D1 s

Figura 3.8.1: (a) Conjunto parcial de bifurcaciones del sistema de Arnéodo. (b)
Orbita homoclina para b = 1.5, ¢ &~ 3.76113.
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parametros en la que ¢,b > 0. Para ¢ > 0 el origen es siempre inestable de manera
que en una pequeia regién proxima al origen los tres autovalores son feales, dos
de ellos negativos, y en el resto se mantiene un autovalor real positivo y aparece
un par complejo conjugado con parte real negativa: el origen ha pasado a ser un
equilibrio tipo silla—foco. El otro equilibrio, el (c,0,0), es estable para 0 < ¢ < b
y tras experimentar una bifurcacién de Hopf supercritica cuando b = ¢ cambia
su estabilidad. Es precisamente la érbita periédica nacida en esta bifurcacién
de Hopf HOP la que va a originar una conexién homoclina del origen. Usando
como valor aproximado el dado en [47] hemos continuado la curva de conexiones
homoclinas HOM de la figura 3.8.1. Estas homoclinas, como se indica en los
trabajos citados, son homoclinas principales, pues como en este sistema se dan
las condiciones de Shil’nikov, a la derecha de la recta D1, sobre la Que 6 =1
—la homoclina pasa de atractiva a repulsiva— van a existir érbitas homoclinas
subsidiarias.

Para finalizar hemos dibujado en la figura 3.8.1 una de las érbitas homoclinas

continuadas.



Capitulo IV

ESTUDIO DEL
COMPORTAMIENTO
DINAMICO Y DE
BIFURCACIONES DE UN

" OSCILADOR ELECTRONICO
"AUTONOMO

4.1 Introducciéon

Nos planteamos en este capitulo estudiar el comportamiento dinamico de un
sistema electrénico, que ha sido ampliamente considerado en la literatura durante
la dltima década. De tal manera que, circuitos que aparecen como variantes del
que analizaremos, han sido presentados como exponentes de dinamica cadtica en

sistenas electrénicos (vid. [92], [93)], [32], [33], {71], [72], [110], [18]).

En la seccion 4.2 describiremos los componentes del circuito, asi como el sis-
tema de ecuaciones diferenciales que nos servira para estudiar su comportamiento.
En la seccién 4.3 nos ocuparemos de la bifurcacién de Hopf del equilibrio
en el origen. Repasaremos brevemente los resultados tedricos obtenidos en [38]
para simular después dos situaciones de degeneracién de dicha bifurcacién. En la

primera de ellas encontramos bifurcaciones silla—nodo de 6rbitas periédicas y en

111
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la segunda una cuispide de tales bifurcaciones.

En la seccién 4.4 estudiaremos la bifurcaciéon de Takens—BogdanoV que apa-
rece al intersectar la curva de Hopf con una bifurcacién pitchfork del origen. El
analisis tedrico realizado en [38] nos sirve como punto de partida para continuar,
con los métodos numeéricos expuestos en los capitulos II y III, las tres curvas que
surgen de ese punto de codimensién dos: la de Hopf de los equilibrios no triviales,
la de conexiones homoclinas y la de silla-nodo de 6rbitas periédicas. Asimismo
estudiamos teéricamente, bajo ciertas condiciones, la bifurcacién de Hopf de los

equilibrios no triviales, tarea que no se llevé a cabo en [38].

La continuacion de la curva de conexiones homoclinas nos permite detectar
que éstas son del tipo Shil’nikov en una cierta zona del plano de parametros. Este
hecho ha motivado el estudio realizado en la seccién 4.5 que nos ha permitido
encontrar, tal como predicen trabajos recientes en este area [47], [43], una gran
~ riqueza de comportamientos periédicos y homoclinos. Ademads, hemos encontrado
orbitas periddicas, cuya presencia estd relacionada con una pareja de orbitas
homoclinas y cuyo periodo es aproximadamente un nimero impar de veces el
periodo de una 6rbita principal. Asimismo, el estudio de diversos atractores
caoticos presentes en la dindmica del circuito sera llevado a efecto, de manera que
las aplicaciones préximo retorno obtenidas indican la posibilidad de existencia de

una amplia variedad de comportamientos periddicos y aperiédicos.

4.2 Descripcion del Modelo

El sistema electrénico, objeto de nuestro estudio aparece representado en la figura
4.2.1 en la que podemos observar que consiste en el acoplamiento, mediante la con-
ductancia no lineal G, de dos circuitos: un circuito paralelo RCL (conductancia
no lineal 3, inductancia L y capacidad C), y un circuito paralelo RC (conduc-
tancia no lineal G; y capacidad C,). Diferentes elecciones para las conductancias

no lineales G1,G,,G3 dan lugar a diversos sistemas particulares, previamente

estudiados.
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Vi

Figura 4.2.1: Esquema del circuito electrénico.

En el caso de G; conductancia no lineal negativa (tipo oscilador de Van der’
Pol), G conductancia no lineal positiva —realizable fisicamente mediante la aso-
ciacién en paralelo de dos grupos de diodos, polarizados en oposicion— y Gs
conductancia puramente lineal, tenemos el sistema originalmente propuesto por
Shinriki et aliz [92], [93] como un oscilador que genera ondas aleatorias. El anélisis
realizado por dichos autores se reduce a simulaciones numéricas y alguna experi-
mentacién; no llevan a cabo ningin estudio teérico de las ecuaciones de estado e
incluso el analisis empirico realizado es incompleto. Un estudio méds completo de
la dindmica del mencionado sistema puede encontrarse e:@ Freire et alii [33].

En el caso de G; conductancia no lineal negativa (tipo oscilador de Van der
Pol), G conductancia lineal y G5 conductancia nula se obtendria el llamado
circuito de Chua, estudiado por Matsumoto [71], Matsumoto et alii [72], Chua et
alii [18].

Las ecuaciones de estado del circuito son

dvl

OE = —il(vl) + ig(vg —_ 'Ul)
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d’l)2
dr
Ld’_L =

dr

= —ip —iz(va — V1) — 23(02) (4.2.1)

donde las variables de estado son vy, vs,%7r. Las dos prinieras, v1, Vg, representan
las tensiones en los condensadores, mientras que 7, chresponde a la intensi-
dad en la bobina. Ademads, i;(vy),72(ve — v1),3(vq) repfesentan a la intensidad
como funcién de la correspondiente tensién para las conductancias no lineales.
Asumiremos que estas funciones verifican #,(0) = 72(0) = i3(0) = 0 y también
2;(—v) = —i;(v) para j = 1,2, 3, y para ellas consideramos los siguientes desarro-

llos formales:

i1(v1) = mivi + asvd + @svf + -
ia(va —v1) = pa(ve — 1) + b3(vy — v1)® + bs(v2 —v1)° + -
i3(va) = pavy + &v3 + &5 + - (4.2.2)

Con estas hipétesis sobre i1,i3,13, el sistema (4.2.1) es invariante al cambio
de signo en las variables, propiedad que condicionara la dindmica del sistema.

El analisis efectuado en [38] pone de manifiesto que los candidatos naturales
a ser tomados como parametros de bifurcacién son py, pg, 43, €s decir, las apro-
ximaciones lineales a las caracteristicas tensién—intensidad de las conductancias
G1,G3,G3, los cuales pueden ser facilmente variados mediante los correspondien-
tes potenciémetros. Ademas, siguiendo a [38] vamos a restringirnos a considerar
el caso i3(v;) = 0, asumiendo &; > 0,5; > 0 para todo & : 3,5,...

Si llamamos ahora w = 7o’ vamos a realizar en el sistema (4.2.1) un
escalado en el tiempo: ¢ = wr. Ademds, tomaremos como nuevas variables de

estado:
T wC

Por 1ltimo, escalamos los pardmetros del sistema:

rT=0, Y=v2, =2

__Co ! _ B2
¢ 'Tuo ﬂ_wC;

r
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& b;
i=—, b=—,
a4 wC

i=3,5,..

De la expresién de r deducimos que ha de ser r > 0, asimismo resulta a; > 0,
b; > 0 parai = 3,5, ... Con esta notacién, estudiaremos el sistema (4.2.1) cortado

a quinto orden, el cual adopta la forma

; b
T ‘(Hﬂ)“ﬁy—@x3+b—3(y—x>3—“—5w5+—5(y—x)5
r r r r T' r
y = Pz—Py—z—ba(y—z)°—bs(y —2)°
P =y (4.2.3)

Los parametros de bifurcacién seran v y 8. La matriz de la parte lineal es

_vtB B,
A(v,B) = R (4.2.4)
0 1 0

y su polinomio caracteristico es P(\) = A3 + p;A? 4 paA + p3, donde

v+ B(1+r)
po= ———
r
+ ‘
p2 = Vﬂr i : (4.2.5)
v+
Pz =
r

En el plano de parametros v, f, la recta PI = {v + =0} se corresponde
con los puntos en los que se produce una bifurcacién pitchfork supercritica del
equilibrio en el origen —el cual, por otra parte, existe para todo valor de v y f—.

En las siguientes secciones repasaremos los resultados teéricos obtenidos en
[38] en lo que se refiere a la bifurcacién de Hopf del origen y a la existencia de
una bifurcacién de Takens-Bogdanov. Analizaremos también, por nuestra parte,
la bifurcacién de Hopf experimentada por los equilibrios no triviales —nacidos

en la bifurcacién pitchfork antes mencionada— en el caso de ausencia de diodos

(b3 = b5 = 0)
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4.3 Bifurcacion de Hopf del Origen

Consideramos ahora el caso en que la matriz de la parte lineal del sistema (4.2.3)
tiene como autovalores A, = wyi, Ay = —wpt, Az # 0, cén wo > 0. En términos
de los coeficientes del polinomio caracteristico de la rﬁatriz (4.2.4), este caso
se corresponde a pip; = p3, ws = p2 > 0. Como aqui prevemos encontrar una
bifurcacién de Hopf, y puesto que se trata de una bifurcacién de codimensién uno,
seleccionaremos un parametro para que describa la bifui‘cacién: este parametro
sera #. Si traducimos las relaciones que verifican en ejste caso los coeficientes
del polinomio caracteristico a relaciones entre los parametros del sistema (4.2.3),
obtenemos que la condicién p;p, = ps se convierte en B (vB(1 +r) + r? + v2) =0,
encontrando dos posibilidades para las soluciones de esta ecuaciéon. La primera
de ellas corresponde al caso § = 0 —es facil comprobar que se trata de una
bifurcacién supercritica [38]— y la segunda posibilidad viene dada para aquellos
valores de 8 que cumplen la siguiente relacion:

r? 4 2

Be = —m

Nos centramos aqui en esta segunda posibilidad. Puesto que

r— 2

2
=—<>0
“o r(l +r) >

obtenemos 0 < v? < r, siendo por tanto la curva de posible bifurcacion de Hopf:

_ _ 7'2+1/2. B 7‘2+V2.
H={ﬂ—_m'—\/F<V<O}U{ﬂ—_——y(1;+r)'0<V<\/;}

La situacién mds interesante en la practica, que corresponde al caso de fenéme-
nos estables (observables), ocurre cuando A3 = r/v < 0. Es por ello que nos limi-
taremos a estudiar la bifurcacién de Hopf para —/r < v < 0. La representacién
de este trozo de la curva H en el plano v, 3 aparece en la figura 4.3.1, para los
siguientes valores de los parametros: r = 0.6, as = 0.3286, b3 = a5 = bs = 0.

Para valores de f cercanos a f., la matriz A(v,) tiene como autovalores

a(f) £ iw(B), A(B), con oB.) = 0, w(B:) = wo y A(Bc) = r/v. La condicién de
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0.5
o
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\t@

1 2 3

Figura 4.3.1: Conjunto parcial de bifurcaciones para r = 0.6, a3 = 0.3286,
b3 =as=b;=0. '

transversalidad es o(8.) # 0 (es decir, que los autovalores complejos atraviesen

con velocidad no nula el eje imaginario). Haciendo las operaciones correspondien-

tes, resulta (vid. [38])

(12 + v?)?
2r2 (r2 + wiv?)

o (B:) = #0

siendo distinto de cero para el rango de valores que manéjamos.

El que se verifique la condicién de transversalidad permite considerar, en lugar
de la familia completa, el sistema correspondiente al valor critico de B, al cual
habra que determinar el orden de degeneracién de la bifurcacién de Hopf. Para
ello, es necesario aplicar en primer lugar la técnica descrita en [34] para el cilculo
de la variedad de centros, obteniendo la variedad de centros y el correspondiente
sistema reducido (de dimensién dos), los cuales sélo tienen términos de grado
impar, al igual que ocurre con el sistema original. A continuacién, se aplica al
sistema reducido el algoritmo para el calculo de los coeficientes de la bifurcacién de

Hopf descrito en [35], obteniendo la siguiente expresién para el primer coeficiente
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de la bifurcacion de Hopf:

_ ia3(u4 — ) 4 byrt(1 4 7)?
=g (r2+v2)(r2 +r —v?) |

Este primer coeficiente se anula para un tnico valor 1/ € (—+/7,0) dado por:

. azrt
e = —\‘ as + bs(1 + 1)?

Ademds, es ficil comprobar que si v € (—/T, 1), €l éoeﬁciente @y es positivo
y por tanto la bifurcacién de Hopf es subcritica, mientras que si v € (v,,0), el
coeficiente es negativo y la bifurcacién es supercritica. En v = v, nos encontramos
pues con una bifurcacién de Hopf degenerada.

Para obtener el orden de degeneracién de la bifurcacién se hace preciso es-
tudiar si, para v = v,, es posible que el segundo coeficiente de la bifurcacion de
Hopft se anule. v

En [38] se obtiene la expresién del segundo coeficiente de la bifurcacién de
Hopf y se discute su anulacién en funcién de as, b3,a5,55. Teniendo en cuenta
esos resultados hemos elegido unos valores de los parametros para los que la
bifurcacién de Hopf resulta ser degenerada de primer orden. Esta situacién, que
aparece en la figura 4.3.2, corresponde a a3z = 0.3286, b5 = 0.9336, a5 = b5 = 0,
manteniendo r = 0.6 para que no varie la forma de la curva de Hopf obtenida
con respecto al caso de la figura 4.3.1. Observamos como, del punto A en el
que aparece la degeneracion, parte una curva de silla—nodo de 6rbitas periddicas
SN. Asimismo, aparecen esquematizadas las distintas configuraciones con las
érbitas periédicas que nacen de la bifurcacién de Hopf —como es evidente estas
configuraciones resultan incoherentes pues atin faltan varias bifurcaciones mas
por determinar (vid. seccién siguiente)—.

Estamos interesados en encontrar algtin valor de los parametros para los que
la degeneracién en la bifurcacién de Hopf del origen sea de segundo orden. Si
mantenemos los valores dados anteriormente a r, ag y b3, €l punto de degeneracién
seguira apareciendo para v, & —0.3538, 3. &~ 0.8571. Podemos ahora elegir as y b5

para que se anule también el coeficiente @, de la forma normal de Hopf. Para este
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Figura 4.3.2: Conjunto parcial de bifurcaciones para r = 0.6, a3 = 0.3286,
b3 = 0.9336, as = b5 = 0.
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Figura 4.3.3: Conjunto parcial de bifurcaciones para r = 0.6, az = 0.3286,
bs = 0.9336, as = 0: (a) b5 = 7; (b) bs = 100.
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Figura 4.3.4: (a) Orbitas que coexisten para v = —0.326, 8 = 0.895, r = 0.6,
az = 0.3286, b; = 0.9336, a5 = 0, bs = 30. (b) Diagrama de bifurcaciones para
B =0.895, r = 0.6, az = 0.3286, bs = 0.9336, as = 0, bs = 30.
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fin, y por simplicidad, elegimos a5 = 0 de lo que resulta que ;tomando bs ~ 6.100
se anula G,. Para poner de manifiesto la existencia de la cﬁspi;de de silla-nodo que
aparece como consecuencia de esa degeneracién [48] hemos;dibujado un detalle
del conjunto de bifurcaciones (vid. figura 4.3.3) para un va;10r de b5 proximo al
critico, bs = 7, y para otro en el que la clspide ya esta béstante desarrollada,
bs = 100. En el primer caso observamos el cambio de carcter de la bifurcacion
de Hopf en el punto A y el nacimiento a partir de él de: una curva de silla—
nodo SN, situacién andloga a la descrita en la figura 432 Sin embargo, para
bs = 100, la curva de silla-nodo SN1 que nace del punto A j’colapsa en la cuspide
C con otra curva de silla-nodo SN2 originando una nueva regién en el plano
de parametros (de vértices A, C'y B) en la que coexisten tres érbitas periédicas
como las indicadas en la figura 4.3.4. Nos encontraremos pues, como consecuencia
de la degeneracién de orden dos de la bifurcacién de Hopf, ante un diagrama de
bifurcaciones como el mostrado en la figura 4.3.4 (cfr. [48]), en el que aparece un

fenémeno de histéresis.

4.4 Bifurcacién de Takens—Bogdanov

Después del analisis de la bifurcacién de Hopf y sus posibles degeneraciones nos
interesamos ahora por la presencia de bifurcaciones de Takens-Bogdanov. Para
ello, comenzamos resumiendo los resultados obtenidos en [38] para luego llevar a
cabo un estudio tedrico de la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales

para el caso a3 # 0, b3 = a5 = bs; = 0 que no se habia llevado a cabo hasta el

momento.

Supongamos, por tanto, que la matriz (4.2.4) tiene a cero como autovalor
doble. En términos de los coeficientes del polinomio caracteristico este caso co-
rresponde a p; = ps = 0, p; # 0. Puesto que se trata de una bifurcacién de
codimensién dos, tomamos dos pardmetros para describir la bifurcacién: v, 8. La
condicién sobre los coeficientes del polinomio caracteristico se traduce en las si-

guientes relaciones para los parametros de bifurcacién: v, = A3 = —/r, 8. = /T
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En otras palabras, esta bifurcacién se produce en el punto de interseccién de la
curva de pitchfork PI con la curva de Hopf H.
Comenzamos el estudio trasladando los pardmetros para que el valor critico

de bifurcacién esté en el origen:

v = 1/—1/c=1/+\/1:
= ﬂ—ﬂc=ﬂ_\/;

|

El siguiente paso es el cdlculo de la variedad de centros, para lo cual se recurre
a la ampliacién del sistema introduciendo 7,3 como nuevas variables. De este

modo, se obtiene el sistema reducido (vid. [38]), que adopta la forma

Yy

() =203 () + D (44.)

donde f es una funcién que contiene la parte no lineal en z,y del sistema reducido

y J—
v+B8(1+r) T 41
A@,B) = - i 3 v (4.4.2)

Para comprobar las condiciones de transversalidad en este caso, hacemos un

cambio lineal

(j): 7+3(1i+7") \7/?+1 (?> (4'4°3).

mediante el que llevamos la matriz (4.4.2) a su primeré. forma de Jordan. El

sistema (4.4.1) se transforma mediante este cambio en un sistema de la forma

()=(2 2)(2)+

donde los puntos suspensivos indican términos no lineales en z,y, y

61:_%;3, 62=7(1 —r):—ZB(H—r)
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A partir de estas expresiones es ficil comprobar la condicién de transversali-

dad a )
£1,E2 _ 2
0B

La curva €; = 0 coincide con la recta de bifurcacion piztchfork PI, mientras que

la curva €, = 0, 0 lo que es lo mismo 7(1 —r)+ B(1+ r) = 0, resulta ser tangente a
la curva H de la bifurcacién de Hopf en el punto 7 = 3 := 0. En consecuencia, la
condicién de transversalidad nos dice que el corte entre ias curvas de bifurcacion
pitchfork y Hopf es transversal y podremos tomar va,ria::bles sobre dichas curvas
localmente para describir la bifurcacién que estamos considerando.

Debido a que se cumple la condicién de transversalidad, en el estudio de la

bifurcacion en este caso, bastara considerar el sistema (4.4.1) con v = =0

(;>=(g é)(§)+f($,y,0,0)

Para este sistema, tal como se describe en [38], [39], se obtiene una forma

normal del tipo

) (01 z + 0
y) \00O y y3x® + 832y + 52° + Sszty + - -

donde las expresiones para sus coeficientes son en este caso:

Y3 = —(az+ bs)/T'%

63 = 3(—raz+rbs+az+bs)/r

v = (3vrriashs + 3vrr2b: + 64/rrazb; + 6\/Frb§} + 3v/ra?
+6+v/rasbs + 3/rb2 — r3as — 7'365)/7‘%

65 = (=5vrr3as+ 5/rr3bs + 5¢/rrias + 5v/rribs — 151362
+6r2azbs — 54r2b% + 15ral — 48rasb; — 63rb3 — 2402 — 48a3bs
—2402)/r'®

En esas expresiones observamos que, supuesto az, b3 > 0, el coeﬁciente ~3

resulta ser negativo. Ademads, si nos limitamos al caso 0 < r < 1, obtenemos que
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63 > 0 y estamos ante una bifurcacién de Takens-Bogdanov ([15], [98]). El resto
de casos (r > 1) puede dar lugar a bifurcaciones de codimensién més alta que

analizaremos en el capitulo V.

Deducimos, en consecuencia (vid. [98], [51]), la existencia local de diversas
curvas de bifurcacién de codimensién uno en el plano v, 8, que nacen del punto
de Takens-Bogdanov O; que actia como centro orgaﬁizador: una curva h de
bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales que nacen de la bifurcacién
pitchfork, otra curva OH de bifurcacién de érbitas hozmoclinas y una tercera
curva sn de bifurcacién silla-nodo de érbitas periédice;,s. Ademas, para estas

curvas disponemos de sus tangentes en el punto Oy, como vemos a continuacion.

En el plano €4, €3, las tangentes a las curvas A, OH y sn tienen por ecuaciones
as 5as las )
€1 = ——€3, €1 = ———€3 ¥ €1 = ——¢3 respectivamente, donde ¢ es una constante,
b3 4 b3 [+ b3
cuyo valor aproximado es ¢ ~ 0.752 (vid. {51]). Para calcular las pendientes
de estas rectas, pero ahora en el plano v, 3, observamos que si escribimos la
ecuacién de una recta en el plano ¢;,¢; en la forma €, = me, +n, y si sustituimos
€1,€2 por sus expresiones en funcién de v, 3, llegamos a una ecuacién de la forma
mr—m-—r ) , , .
B = m*v + n*, donde m* = —————. A partir de aqui es ficil calcular las
mr+m44r
pendientes de las tres rectas antes citadas en el plano v, 3, que nos podran servir

como punto de partida para su continuacién numérica.

Antes de continuar numeéricamente las curvas que nacen de la bifurcacion de
Takens-Bogdanov vamos a estudiar analiticamente una de ellas, la de Hopf de
los equilibrios no triviales en el caso a3 # 0, b3 = a5 = bs = 0 que corresponde a

ausencia de diodos en el circuito.

Dichos equilibrios, que existen para v + 3 < 0, vienen dados por

_V+ﬂa 07 :!:/6 _U+,B

+ + _+
(wo’yO’ZO): i a a
3 3

Para el analisis de la bifurcacién de Hopf en el punto (xaL s, 28 ) (el estudio

en el punto (mg Y0 » 20 ) seria anélogo dada la simetria del sistema), introducimos
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los parametros

o= 48— 8
pa = %(u+ﬂ)+§

con objeto de simplificar las expresiones posteriores. Ademas, obtenemos la si-

guiente expresién para la matriz jacobiana del sistema§ (4.2.3) en el equilibrio

+ .+ 4+).
(a”o,yo’zo)-

H1 + T2 pa2 — py

1+r 14r

J(a3,08,28) = | a—p)r _(a—por | (4.4.4)
1+r 1+r
0 1 0

Consideramos el caso 3 # 0 (el caso # = 0 corresponde a p; = p;). Con esta
suposicién, la condicién de Hopf de este equilibrio se convierte en la siguiente
relacién entre puy, po:

L+ pipe =0, p<—r

Un célculo directo muestra que se verifica la condicién de transversalidad de
la bifurcacién de Hopf, lo cual permite considerar el sistema correspondiente al
valor critico, qﬁe tomamos como |
-1
m
Para el cémputo de los coeficientes de la bifurcacién de Hopf, en primer lugar,

Ha =

trasladamos el equilibrio (:1:3' JYa 28 ) al origen, mediante el cambio

X = z—zf
Y = y—yof
7z = z—z(',*'

¥ a continuacién realizamos un cambio lineal mediante el que llevamos la matriz
(4.4.4) (para el valor critico u) a su forma canénica de Jordan:

0 —&o
Wo 0

l#l
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1 2 _ )
donde wy = — 17" Bl cambio que consigue esto es de la forma
VvV 147
1 0 — 1
X p + T (14 r)wo iy T
— — 1 —
Y I= P2 — P2 = f Y
7 I+r it z

f2 = i wo(pz — pi1)

El sistema resultante tras estos cambios es

z 0 —uwp k1
RN -
‘.“1 " ks

(4.4.5)
donde

N <@ 8l

TN
2. 8

ko= (r((~=r+ud)rpd+ (—r+pd)r+ (—r + pDpl+ (—r +p]) +
+(r 4 Vrpt 4 (r 4+ Drpd = (r 4+ D = (r + D)) /(=7 + pd)r® -
—(=r 4+ #)rsd + (= + pd)r = (—=r + pdul + (r+ r’pg —

—(r + Drps + (r+ Vrpf — (r+ 1))
1

ko= ((=r? it =+ )2 r(—rud 47— 20 = 2D)/(=r + )r? =
~(or o i (= ) = (=7 s + (o et =
=(r+ Drpg + (r + Dry — (r + 1)p3)

ks = (pa((—r + ) +2(=r + pD)r + (—r +p) + (r + 1)r* -
=2(r + Vrpd + (r + Dpp)/((=r + pi)r® — (=r + p1)res +
+H=r ) = (=r+ ) + (r + Dripg = (r+ Dra +
+Hr + Drpy = (r+ D)

El sistema (4.4.5) est4 en condiciones de aplicarle el algoritmo descrito en [34],

que proporciona una variedad de centros a segundo orden de la forma

z= a1w2 4+ azzy + a3y2
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donde
3azzg ka(2wE + p?)

o =
' rpy (4wd + pf)
—6a3:c3'k3wo
@2 = T2 2y
r(4wd + u3)
6aszd kaw?
@3 = 2
7"#1(4“10 + Hl)

También obtenemos el sistema reducido a tercer orden:

T 0 —w x
k
—625 paaa’y — 623 masey’ | ( b )

Para este sistema, aplicando el algoritmo desarrollado en [35], obtenemos la

siguiente expresién para el primer coeficiente de la bifurcaciéon de Hopf:

(30,3(27"600.’133 klﬂlag + 6’!'(.00.’173-]61[,&101

+2rwozd kypy oy — rwoky — 6a3x3'2k1 k3))/(8r%wp)

Sustituyendo el valor de cada una de las constantes que aparecen en esta

férmula, y factorizando la expresién, obtenemos:

6agy/—r + pir?(r’uf — r’ug — 4r%ud + 40" + 2rpg —rpg —
—5rp3 + 107 + 4p§ — 1043)/(8r%wovr + Lpa (P — rPui — 4r®ui +
+4r% + 3r2u8 + 272 pf — 120202 4 4r? 4 3rpl + Trud — 8rpd + 8 + 44}))

El estudio del signo de la anterior expresién caracterizari el tipo de bifurcacién de
Hopf del equilibrio no trivial (:1:3' Y8, 20 ) (subcritica o supercritica). Del analisis
llevado a cabo podemos concluir que ni la forma de la curva de la bifurcacién de
Hopf de los equilibrios no triviales ni la estabilidad de la misma se ve influida
por el valor de as. En la seccién 5.8 aparecerd un caso de degeneracién de la
bifurcacién de Hopf ahora analizada.

Pasamos a continuacién a describir el conjunto de bifurcaciones una vez que

hemos continuado las tres curvas que parten del punto de Takens-Bogdanov O,
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y que mostramos en la figura 4.4.1. En lo que resta de capitulo tomaremos los

siguientes pardmetros con los valores que a continuacién especificamos:
r = 0.6, az = 0.3286, b3 = 0.9336, as = bs = 0.
La curva de Hopf de los equilibrios no triviales h, que verifica
2 2 1
1+[C+Q)e+p -8 Fe+8 -~ Qu+p-p)] =0
3b5

az + b3
por OH a la curva de conexiones homoclinas y por sn a la curva de silla-nodo.

donde @ =

, resulta ser supercritica. En la misma figura denotamos

Ademads, hemos representado también las configuraciones de equilibrios y érbitas
periédicas que el sistema tendria suponiendo que no existieran mas curvas de
bifurcacién: como veremos, en lo que resta de capitulo, la situacién sera bien
distinta en una zona del plano de pardmetros pues la homoclina pasard a ser
del tipo Shil’nikov, lo que traerd consigo una gran riqueza de comportamientos
periddicos y aperidédicos que trataremos de poner de manifiesto.

Pero antes de eso, para tener idea del comportamiento de la homoclina vamos
a estudiar la forma de los autovalores de la matriz de la linealizacién del origen, es
decir, pasamos a analizar las raices del polinomio caracteristico cuyos coeficientes
vienen dados en (4.2.5).

En primer lugar vamos a determinar la curva que separa la zona del plano
de parametros en la que los tres autovalores son reales de la zona en la que hay
uno real y un par complejo conjugado. Esta curva viene dada por la férmula de

Cardano
F(V,,H,T') = q2 +p3 =0

donde p y ¢, en términos de los coeficientes del polinomio caracteristico, vienen

dados por

5|97 ~ 3 TP

3p2 — p?
9

1 [217‘{’ P1P2 ]
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Hemos continuado dicha curva RI, que aparece punteada en la figura 4.4.1,
usando el algoritmo PITCON.

Vamos a centrarnos en el caso en el que el polinomio caracteristico tiene una
raiz real, s, y dos complejas conjugadas a + wi, situacién en la que adopta la
forma

A — (2a +3)A* + (af"+r.u2 —|—2as> A— (a2 +w2> s=0
(si hacemos a = 0, obtenemos la condicién de Hopf; si queremos que la raiz real
sea positiva, s > 0, obtenemos p3 < 0, o sea, v + § < 0: region a la izquierda de
la recta PI).

Estamos ya en condiciones de determinar la curva sobre la que la parte real
de los autovalores complejos coincide, en médulo, con el autovalor real, es decir,
la curva sobre la que la homoclina pasa de atractiva a repulsiva.

Esta curva,d =1con é = —EL—, la determinamos de la siguiente forma. Por una
parte, s+ a = 0 implica p, = s; ;or otra, al ser s raiz del polinomio caracteristico,

verifica s® + pys% + pys + p3 = 0. Por tanto, dicha curva D1 viene dada por

2} + p1p2 +p3 =0

y, una vez continuada usando el algoritmo PITCON, aparece punteada en la
figura 4.4.2, en la que nos hemos centrado en las tres curvas que nacen del punto
de Takens-Bogdanov.

Hemos determinado, por tltimo, la curva sobre la que 6 = é—, es decir, s+2a =
0, lo que implica p; = 0 que define a la recta, en el plano v,5: v+ (1 +7)8 = 0.
Esta aparece punteada, como D2, en la misma figura 4.4.2.

El breve estudio anterior sobre los autovalores nos permite comprender que la
homoclina pasa, tras atravesar la curva RI, de ser del tipo silla—nodo, a ser del
tipo silla—foco. Mas adelante, al intersectar con D1, pasa de atractiva a repulsiva,
es decir, se hace del tipo Shil'nikov. Ya finalmente atraviesa la recta D2, lo que
segin el analisis hecho en [47] trae importantes consecuencias sobre el cardcter
de las 6rbitas periédicas cuya existencia estd conectada con tal homoclina. Por

ultimo, esta curva O H acaba al intersectar con la recta 8 = 0, sobre la que se da
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Figura 4.4.1: Conjunto de bifurcaciones en el plano v, para los valores de
r = 0.6, azg = 0.3286, b3 = 0.9336, a5 = bs = 0.
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Figura 4.4.3: Conexiones homoclinas para: (a) v ~ —0.7428, 8 = 0.7; (b)
v~ ~0.7213, 8 = 0.6.
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Figura 4.4.4: Conexiones homoclinas‘para: (a) v &~ —0.7377, 8 = 0.4; (b)
v~ —0.8361, 8 = 0.2.
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una bifurcacién de Hopf supercritica del origen, lo que trae consigo el nacimiento,
a partir de ese punto denominado de Hopf-Shil’nikov, de una homoclina asociada

a una drbita periddica [96], [42].

Dibujamos a continuacién la conexién homoclina para diversos valores de los

parametros, con lo que observamos su evolucién.

En primer lugar nos hemos situado en un punto dela curva de conexiones
homoclinas préximo al punto de Takens-Bogdanov, v ~ 5—0.7721, B =0.77 (vid.
figura 4.4.2), en el que se aprecia el tamafio todavia peqiueﬁo de tal 6rbita y su
geometria practicamente plana (estamos en la zona por encima de la curva RI
en la que los tres autovalores de la matriz de la linealizacién en el origen son
reales). Ya, en el segundo caso representado, para v ~ —0.7428, 8 = 0.7 (vid.
figura 4.4.3), hemos pasado a la zona en la que dos autovalores son complejos
pero estamos aun por encima de la curva D1, es decir, la homoclina es atractiva.
- La tercera conexién homoclina representada (vid. figura 4.4.3) corresponde a
v & —0.7213,8 = 0.6. Esta se encuentra situada por deba,jo de la curva D1,
se trata, por tanto, de una homoclina repulsiva, con 2 < 6 < 1. La siguiente
aparece para v = —0.7477,8 = 0.4 (vid. figura 4.4.4) por lo que para ella
6 < 3" Por 1ultimo, y para ver como sigue creciendo el movimiento en espiral
impuesto por el par de autovalores complejos, hemos dibujado la érbita homoclina

correspondiente a v ~ —0.8361, 8 = 0.2 (vid. figura 4.4.4).

4.5 Bifurcaciones Homoclinas

En la presente seccién vamos a describir el comportamiento periédico y homoclino
que hemos encontrado en el estudio numérico realizado, para diversos valores de 3,
en las proximidades de la zona de existencia de la 6rbita homoclina, interpretando
a ésta como elemento organizador fundamental en la riqueza de comportamiento
que vamos a mostrar. Asimismo, estudiaremos los atractores cadticos presentes

como consecuencia de dichas conexiones homoclinas y de cascadas de Feigenbaum.
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Figura 4.5.1: Diagrama de bifurcaciones de las érbitas pequenas para 8 = 0.7.

4.5.1 Orbitas Principales Asimétricas

Al atravesar, de derecha a izquierda, la curva de Hopf de los equilibrios no triviales
h que surgié del punto de Takens-Bogdanov, aparece una érbita periédica estable
alrededor de cada equilibrio no trivial; llamaremos a dichas érbitas periédicas y
a las que nazcan en sus bifurcaciones, érbitas pequefias o de pequefia amplitud.

Veamos cémo dependiendo de los valores de 8 dichas érbitas evolucionaran de

forma distinta.

Asi, para f = 0.7, este par de érbitas asimétricas de pequefia amplitud, al ir
disminuyendo v, va aumentando en amplitud hasta que ax;lbas 6rbitas dan lugar a
la homoclina H P con lo que la curva de su periodo tiene la forma tipica indicada
en la figura 4.5.1, correspondiente al caso § > 1 ([47], [45], [42], [56]).

Si nos situamos en 8 = 0.6 (vid. figura 4.5.2) el par de érbitas pequefias P
experimenta una bifurcacién flip de duplicacién de periodo (v ~ —0.7025) tras la
cual se hacen inestables.

Las é6rbitas de periodo doble D se mantienen estables hasta que desaparecen

en otra bifurcacién flip (v ~ —0.7167) de las érbitas principales, con lo que éstas
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recuperan su estabilidad.

Dichas orbitas siguen creciendo en amplitud y periédo tras lo cual experi-
mentan una bifurcacién silla-nodo (v & —0.7207) en la q%ue aparecen dos érbitas
inestables. Estas desaparecen en otra silla—nodo (v = ——0.27201) del que surgen dos
drbitas estables que tras experimentar una, bifurcacién flip (v & —0.7207), ya ines-
tables, siguen creciendo en periodo hasta que recuperan éla estabilidad mediante
otra flip (v & —0.7211) muy préximas ya al valor de la homoclina (v ~ —0.7213)
que corresponde a la recta punteada H P. En la misma ﬁgtzn'a hemos representado,
como es habitual, la mitad del periodo de las rbitas nacidas tras la bifurcacion

flip para poderlo comparar con el de las érbitas principales.

Para 8 = 0.6, puesto que § & 1, nos encontramos con una situacién intermedia
entre la predicha en [56] y en [47] (vid. por ejemplo la figura 3.8 de [47]). Para
B = 0.5 se obtienen resultados analogos, pues las drbitas de periodo doble no

llegan a experimentar ninguna bifurcacién flip que duplique su periodo.

Vamos a centrarnos ahora en el caso 8 = 0.4 (vid. ﬁgﬁra 4.5.3). Nuevamente,
las 6rbitas pequefias P, tras nacer en la bifurcacién de Hopf (v ~ —0.5745)
comienzan a crecer y tras experimentar una bifurcacién flip (v ~ —0.6502) se
hacen inestables. En esta ocasién, se mantienen inestables hasta instantes antes
de experimentar una silla-nodo (v &~ —0.7729) pues recuperan la estabilidad
mediante una bifurcacién flip (v ~ —0.7728). Hacemos notar que estas drbitas
pequefias han pasado a la izquierda del valor para el que existe la homoclina
principal (v & —0.7377), indicado por la recta punteada HP. Una vez inestables
vuelven hacia la derecha y atraviesan nuevamente el valor de HP para experimen-
tar una nueva bifurcacion silla-nodo (v & —0.7237) en la que se hacen estables.
Pero esta situacién se mantiene en un intervalo muy pequefio del parametro v
pues nuevamente experimentan una bifurcacién flip (v &~ —0.7243). Pasan, siendo
inestables, por el valor de HP y recuperan su estabilidad en otra flip tras la que
experimentan otra silla—nodo de la que saldran inestables. Para este valor de 3
son evidentes las oscilaciones de la érbita principal asimétrica alrededor del valor

de la homoclina principal tal como predicen en su analisis Glendinning y Sparrow
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Figura 4.5.2: Diagrama de bifurcaciones de las 6rbitas pequefias para § = 0.6.
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Figura 4.5.3: Diagrama de bifurcaciones de las érbitas pequefias para g = 0.4.

[47], [45] y Gaspard et alii [43], [42] (vid., por ejemplo, la figura 2 de [45] y la 3.5
de [42]).

Vamos a comentar la evolucién seguida por las érbitas de periodo doble D que
nacieron en la primera bifurcacién flip de las 6rbitas principales. Si bien comen-
zaron siendo estables al nacer (v ~ —0.6502) experimentan una bifurcacién flip
(v = —0.6619) tras la que se mantienen inesta,blés hasta fque en otra bifurcacién
flip (v ~ —0.6950) recuperan su estabilidad. Inmediatamente después experimen-
tan una silla-nodo (v ~ —0.6954) de la que surge un par de 6rbitas inestables cuya
existencia se ve truncada por otra silla-nodo (v =~ —0.6810) en la que aparece otro
par de 6rbitas pequefias estables. Pero éstas experimentan una flip (v = —0.6813)
que las hace inestables hasta que en otra flip (v & —0.6875) recuperan la esta-
bilidad que pierden en una nueva bifurcacién silla-nodo (v ~ —0.6876). Van
a mantenerse inestables hasta que en otra silla-nodo (v ~ —0.6827) surgen ya
estables pero por muy poco tiempo pues experimentan una flip (v ~ —0.6828)

que las hace inestables ...
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Hemos comprobado pues que las 6rbitas secundarias de periodo doble experi-
mentan la misma sucesién de bifurcaciones que las 6rbit;a,s principales pequenas,
oscilando en sucesivos silla-—nodo cada vez mas cercan(;s. Esto nos hace pen-
sar en la existencia de una homoclina secundaria (una i)areja, dada la simetria
del sistema) o de doble pulso ([54], [28], [30], [40], [41]), que localizamos para
v ~ —0.6835. "

En la figura 4.5.3 aparece punteada una recta para €l valor en el que se da
dicha conexién homoclina secundaria HS. Dibujamos eril la figura 4.5.4 tanto la
pareja de homoclinas secundarias como la evolucién de una de sus coordenadas
frente al tiempo que pone de manifiesto el motivo por el que a estas homoclinas
se las llama también de doble pulso. Hemos dibujado también, en la figura 4.5.5,
seis orbitas de periodo doble, todas inestables, que coexisten con la homoclina.
Vemos como estas orbitas van pareciéndose cada vez mas a la homoclina a medida
que crece su periodo (la de periodo més bajo es la de la esquina superior izquierda

y la de mas alto la de la inferior derecha).

Pasemos ahora a comentar lo que sucede con las 6rbitas de periodo cuadruple
C que surgieron en la primera bifurcacién flip de las de periodo doble. Si bien
nacieron estables (v =~ —0.6619) experimentan una bifurcacién flip (v ~ —0.6646)
que las hace inestables y en la que nace un par de érbitas de periodo aproximada-
mente ocho veces el del par principal. Estas 6rbitas de periodo cuddruple siguen
un proceso analogo de bifurcaciones silla—nodo y flip alrededor de un valor en
el que existird una homoclina de cuddruple pulso. Estamos pues ante una cas-
cada de Feigenbaum —de las 6rbitas de periodo 6ctuple (Vid. figura 4.5.3) surge
tras experimentar una bifurcacién flip (v & —0.6653) un par de orbitas cuyo pe-
riodo es aproximadamente 16 veces el del par principal ...— de la que hemos
representado una 6rbita de periodo doble, otra de cuddruple, otra de éctuple y
otra de periodo dieciséis (vid. figura 4.5.6) que van apareciendo en las sucesivas

duplicaciones de periodo.

Con el fin de tener una visién global de la zona del plano de parametros

en la que se dan los fenémenos descritos hasta ahora para las érbitas pequefias
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Figura 4.5.4: Homoclina secundaria de doble pulso que se da para v ~ —0.6835,

B =04. :
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Figura 4.5.5: Seis rbitas de periodo doble que coexisten con la homoclina secun-

daria de doble pulso, v =~ —0.6835, 5 = 0.4.
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Figura 4.5.6: Orbitas inestables de periodo doble, cuddruple, 6ctuple y dieciséis
que coexisten para v =~ —0.667, 8 = 0.4.
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Figura 4.5.7: (a) Conjunto parcial de bifurcaciones de las érbitas pequefias. (b)
Homoclina de doble pulso que se da para v = —0.7367, 8 = 0.2.
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Figura 4.5.8: Homoclina de cuidruple pulso que se da para v = —0.6993,
B =~ 0.5462. :

dibujamos en la figura 4.5.7 la curva sobre la que dichas 6rbitas experimentan su
primera bifurcacién de duplicacién de periodo F. Asimismo, hemos continuado
la homoclina de doble pulso que en su momento representamos en la figura 4.5.4

obteniendo la curva H2. También, representamos dicha conexién homoclina para
v~ —0.7367,8 = 0.2.

Para finalizar la descripcién de las érbitas pequefas (las que surgen de la
bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales y de lasjdistintas bifurcaciones
que experimentan posteriormente) mostramos en la ﬁgﬁra 4.5.8 una conexién
homoclina de cuiddruple pulso, que se da para v ~ —0.6993, 3 ~ 0.5462, y
que aparece como configuracién intermedia entre la pareja de érbitas estables
de periodo cuddruple (v = —0.6990, 8 = 0.5462) y la érbita estable grande
(v = —0.6995, B =~ 0.5462) que han sido dibujadas en la figura 4.5.9.

Serad precisamente a partir de ahora cuando nos ocupemos de las 6rbitas

simétricas que surgieron de la bifurcacién de Hopf del origen.
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Figura 4.5.9: (a) Pareja de drbitas estables de periodo cuddruple v = —0.6990

y (b) 6rbita grande v = —0.6995, relacionadas con la anterior homoclina de
cuadruple pulso (8 = 0.5462).
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4.5.2 Orbitas Principales Simétricas

En este apartado describimos el comportamiento de las 6rbitas periédicas princi-
pales simétricas —en lo que sigue denominaremos, tanto ai éstas Orbitas periddicas
como a las que surjan de sus bifurcaciones, érbitas grandeé o de gran amplitud—.
Como hicimos en el caso de las érbitas pequefias, haremos ?esta descripcion fijando
By comentando la evolucién de las érbitas al variar v. Por la forma de la curva de
Hopf del origen y su posicién respecto al punto de Takené—Bogdanov (vid. figura
4.4.1), es posible que para algiin valor de 3 cortemos dos:veces a dicha curva, ya
en su zona subcritica. En este caso el diagrama de bifurcaciones seria como el
indicado en la figura 4.5.10. Por una parte, la érbita inestable nacida en el punto
de Hopf de la derecha HD crece en amplitud hasta que desaparece en una silla—
nodo SN de la que surge una drbita estable que va a existir para cualquier valor
~ de v a la izquierda del correspondiente a SN. Por otra parte, la 6rbita inestable
que surge del punto de Hopf de la izquierda HI después de crecer en amplitud
experimenta una bifurcacién silla—nodo sn de la que surge una érbita estable que
disminuyendo en amplitud y, creciendo en periodo, existe hasta que se encuentra
con la homoclina principal HP. Esta a su derecha da paso a un par de érbitas
pequenias estables que desaparecen en la bifurcacién de Hopf supercritica de los

equilibrios no triviales  (situacién analoga a la presentada en la figura 4.5.1).

Esta situacién se dara para valores de 3 comprendidos entre 0.75 (minimo de
la curva de Hopf para r = 0.6) y /0.6 ~ 0.7746 (valor de 8 para el que se da el
punto de Takens-Bogdanov). E

Si nos situamos en 8 = 0.7 obtenemos el segundo diagrama de bifurcaciones
de la figura 4.5.10, en el que ya no aparece la bifurcacién de Hopf del origen.
Una 6rbita estable grande (que surgié en la Hopf del origen) va a desaparecer
en una bifurcacién silla-nodo SN de la que surge una érbita inestable que existe
hasta que experimenta otra silla-nodo sn. En ésta surge otra érbita estable que
sigue disminuyendo en amplitud (y creciendo en periodo) hasta que encuentra a

la homoclina principal HP [56]. A la derecha de ésta, y tal como sucedia en el
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Figura 4.5.10: Diagrama de bifurcaciones de 6rbitas grandes para (a) § = 0.76;

(b) B =0.7.
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caso anterior, un par de érbitas pequehas estables existira hasta que lleguen a la

bifurcacién de Hopf h de la que nacieron (vid. nuevamenﬁe la figura 4.5.1).

Si bajamos, por ejemplo, a 8 = 0.6 la riqueza de bifﬁrcaciones aumenta tal

como describimos a continuacion.

En primer lugar, hemos representado en la figura 4.55.11 (a) el diagrama de
bifurcaciones correspondiente a las érbitas grandes juntb con el que ya dibu-
jamos para las érbitas pequeiias en la figura 4.5.2. La 6rbiita estable (con periodo
proximo a 10) experimenta una silla-nodo (v ~ —0.570) haciéndose inestable.
Esta existe hasta que en otra bifurcacién silla-nodo (v = —0.7744) desaparece

surgiendo otra érbita estable y ésta si presenta riqueza de comportamientos al

acercarse hacia la homoclina principal (punteada en la figura, v &~ —0.7213).

Ampliamos en la propia figura la zona que va desde la dltima silla-nodo
hasta la homoclina. Tras esta silla—nodo la érbita estable experimenta una bi-
furcacién pitchfork (v & —0.7660) de la que sale inestable junto con dos érbitas
asimétricas. La orbita principal recupera su estabilidad al experimentar otra
pitchfork (v & —0.7245) y ya en las proximidades de la homoclina desaparece en
otra bifurcacién silla-nodo (v ~ —0.7218) de la que surge una drbita inestable
que, aumentando su periodo, sélo existe hasta otra silla—nodo (v = —0.7225) del
que nace una 6rbita estable que sigue acercdndose a la homoclina aumentando su
periodo. Representamos en la figura 4.5.12, tres érbitas grandes (v =~ —0.7221)
que coexisten en las proximidades de la homoclina (que ya dibujamos, para
B = 0.6, en la figura 4.4.3). |

Vamos a centrarnos ahora en lo que sucede con las érbitas asimétricas nacidas
en las bifurcaciones pitchfork o de ruptura de simetria. El par de asimétricas que
nacié en la primera pitchfork experimentada por la érbita principal (v ~ —0.7660)
sufre una flip (v & —0.7622) que las convierte en inestables hasta que por otra
bifurcacién de duplicacién de periodo (v a2 —0.7485) recuperan su estabilidad
hasta que desaparecen en una silla-nodo (v ~ —0.7478) de la que surge un par de
asimétricas inestables que a su vez desaparecen en otra silla-nodo (v ~ —0.7487)

para nacer de ella un par estable.
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Figura 4.5.11: Diagramas de bifurcaciones de érbitas grandes para 8 = 0.6.
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- Figura 4.5.12: Tres 6rbitas grandes que coexisten, v = —0.7221, 8 = 0.6, en las
proximidades de la homoclina principal.

Las oscilaciones alrededor de un cierto valor de v de este par asimétrico nos
sugieren la existencia de una homoclina que actiia como centro organizador de
este comportamiento. Hemos detectado esta conexién (v~ —0.7484) para cuyo

valor aparece la recta punteada HAl.

Antes de dibujar este par homoclino representamos en_‘ la figura 4.5.13 un par
asimétrico junto con las diversas 6rbitas simétricas con que coexiste. Correspon-
deria, en el diagrama de bifurcaciones de la figura 4.5.11,‘5 a la situacién que nos
encontrariamos para v entre —0.7660 y —0.7622 (la 6rbita principal ya experi-
- ment6 la pitchfork pero las asimétricas todavia no han experimentado una flip).
Es decir, una drbita grande estable —la proveniente de una bifurcacién de Hopf
del origen— rodea a cuatro érbitas, cuyo detalle aparece en la parte inferior de
dicha figura: una drbita inestable que rodea a otras tres.- De éstas, la inestable
corresponde a la simétrica que experimenté la pitchfork y las estables forman el

par asimétrico. Después de haber dibujado las érbitas asimétricas representamos,
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Figura 4.5.13: Orbitas grandes que coexisten para v = —0.7449, 8 = 0.65.
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en la figura 4.5.14, una de las conexiones homoclinas existentes para v ~ —0.7484,
y la pareja de homoclinas secundarias relacionadas con el comportamiento oscila-

torio de esa rama de orbitas asimétricas (vid. HAl en la,f:figura 4.5.11).

Vamos a comentar brevemente lo que sucede en la ségunda rama de Orbitas
asimétricas, que surge cuando la érbita principal simétriica recupera su estabili-
dad (v =~ —0.7245). El par asimétrico, en este caso también, experimenta una
bifurcacién de duplicacién de periodo (v ~ —0.7263) tras la que se mantiene
inestable hasta que recupera la estabilidad en otro flip (v % —0.7325) justo antes
de una silla-nodo (v ~ —0.7326) tras la que surge un par asimétrico inestable
cuyo periodo sigue creciendo. Nuevamente parece que debe existir una conexion
homoclina que motive ese comportamiento. Hemos encontrado, para el valor de
v en el que aparece la recta punteada HA2 (v &~ —0.7322), la 6rbita homoclina
—una pareja simétrica— representada en la figura 4.5.15 (hemos mantenido la
~ misma escala que en la figura 4.5.14). Ademas, hemos creido interesante presen-
tar dos érbitas asimétricas (vid. figura 4.5.16) que coexisten con esta homoclina
en la que se puede observar cémo dichas érbitas (la de abajo es la de periodo
mayor) van adoptando la forma de la homoclina (lo mismo que ya pusimos de

manifiesto en el caso de las érbitas pequefias de periodo doble, vid. figura 4.5.5).

Pasamos, a continuacién, a comentar la cascada de Bifurca,ciones de dupli-
cacion de periodo que experimenta el par de 6rbitas asimétricas. Para ello nos
centramos en la bifurcacién flip que hizo perder la estabilidad al par asimétrico
(v &~ —0.7622) (vid. figura 4.5.11). Esta pareja de 6rbitas asimétricas de periodo
doble es estable hasta que experimenta una nueva flip (v A —0.7611) que la hace
inestable hasta que mediante otra flip (v &~ —0.7610) recupera su estabilidad lle-
gando asi a una silla-nodo (v = —0.7608) en la que desaparece y se crea un par
inestable que existe hasta una nueva silla-nodo (v & —0.7520) de la que surge un
nuevo par estable que inmediatamente experimenta otra duplicaciéon de periodo
(v & —0.7519). En la continuacién de esta rama de érbitas asimétricas de periodo
doble, contrariamente a lo sucedido en las demas ramas, el periodo ha dejado de

crecer y se ha mantenido practicamente constante (disminuyé levemente).
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Figura 4.5.14: Pareja de conexiones homoclinas relacionada con las orbitas
grandes asimétricas que existe para v = —0.7484, 8 = 0.6.
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Figura 4.5.15: Pareja de conexiones homoclinas relacionada con las érbitas
grandes asimétricas que existe para v ~ —0.7322, 8 = 0.6.
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Figura 4.5.16: Dos érbitas grandes asimétricas inestables que coexisten con una
conexién homoclina v = 0.7322, § = 0.6.
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Figura 4.5.17: Pareja de orbitas grandes asimétricas inestables de periodo doble
para v = 0.7513, 8 = 0.6.
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Figura 4.5.18: Pareja de drbitas grandes asimétricas inestables de periodo
cuadruple para v = 0.7611, 3 = 0.6.
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Figura 4.5.19: (a) Diagrama de bifurcaciones de las 6rbitas grandes para g = 0.4.
(b) Conjunto parcial de bifurcaciones de las érbitas grandes.
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Figura 4.5.20: Pareja de conexiones homoclinas relacionadas con las érbitas
grandes asimétricas que se da para v ~ —0.8147, 8 = 0.4.
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Hemos representado en la figura 4.5.17 una 6rbita asimétrica de periodo doble
y una pareja de tales 6rbitas (v ~ —0.7513), que por su forma pueden estar cerca

de una conexién homoclina.

Como ya comentamos antes, las érbitas asimétricas exﬁerimenta,n una cascada
de bifurcaciones de duplicacién de periodo (conjetura,daien [45]). Asi, las que
nacen de periodo cuadruple rapidamente experimentan uxila flip de la que surgen
pares de periodo dctuple ... Dibujamos, para finalizar nuestro estudio sobre las
orbitas asimétricas y sus bifurcaciones en el caso § = 0.6‘;, una Orbita asimétrica
de periodo cuddruple y una pareja de tales érbitas para v = —0.7611 (vid. figura
4.5.18).

Destacamos, en este momento, que para 8 = 0.6 la homoclina estd ya en
la zona § < 1 pero muy préxima a la curva sobre la que § = 1, por lo que la
conducta de bifurcaciones asociadas a una homoclina tipo Shil’nikov est4 poco
desarrollada. Pero a su vez, hemos visto que, mientras que para las érbitas de
pequena amplitud —nacidas en la Hopf de los equilibrios no triviales— la riqueza
de bifurcaciones se limitaba a una flip que recuperaba més adelante, las érbitas
de gran amplitud —provenientes de la Hopf del origen tras experimentar dos
silla-nodo— no sélo presentan una bifurcacién de ruptura de simetria sino que
aparece una cascada de bifurcaciones de duplicacién de periodo. Esta diferencia
de comportamiento a 3 constante la achacamos a la forma. de la curva § = 1 que,

al ser decreciente, est4 situada mas abajo en la zona de érbitas pequefias.

Hemos continuado también las érbitas grandes para § = 0.4 obteniendo el
diagrama de la figura 4.5.19 en el que se aprecia la misma jestructura que en el de
la figura 4.5.11 (para 3 = 0.6) pero con oscilaciones més pronunciadas alrededor
de las respectivas homoclinas sefialadas con rectas punteadas: la HP corresponde
a la homoclina principal, y las HAl y HA2 a las homoclinas secundarias rela-
cionadas con los pares de érbitas asimétricas. Representamos en la figura 4.5.20

la conexién homoclina correspondiente a HA1 (v = —0.8147).

Por 1ltimo, para tener una visién global del plano de pariametros en el que

se dan estas bifurcaciones para las érbitas grandes, hemos representado en la
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figura 4.5.19 la curva de bifurcaciones pitchfork AS y la de conexiones homoclinas

relacionadas con las drbitas asimétricas HAS.

4.5.3 Atractores Cadticos

En este apartado nos ocupamos tanto de los atractores ;caéticos que surgen de
la cascada de Feigenbaum experimentada por las érbitas. principales asimétricas
nacidas de la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triiviales —atractores tipo
Rossler— como de los atractores que aparecen como consécuencia de la presencia
de una homoclina de Shil’nikov —atractores tipo Shil’nikov—.

Este estudio, que realizaremos tomando secciones del flujo y construyendo
las aplicaciones proximo retorno [3], [4], [5], [100], nos permitird tener una base
tedrica [43], [25], que nos garantice nuevos comportamientos peridédicos que des-
cribiremos en las subsecciones siguientes.

Nos centraremos en dos valores de §: (a) 8 = 0.4, puesto que para este
valor hemos realizado un estudio numérico en detalle de éornportamientos tanto
periédicos como homoclinos; (b) # = 0, pues para este valor se da una bifurcacién
de Hopf supercritica del origen, de forma que la curva de homoclinas principales
al intersectar con ella dard lugar a que aparezcan, para 3 < 0, homoclinas que
existen al intersectar las variedades estable y la inestable de una 6rbita periddica
tipo silla.

En primer lugar, para 8 = 0.4, nos interesamos por la evolucién del atrac-
tor tras la cascada de Feigenbaum que se ha dado para v =~ —0.665 (vid. en
la figura 4.5.6 las érbitas que han surgido en las primeras duplicaciones de pe-
riodo). Comenzamos dibujando el atractor para dos valores de v (vid. figura
4.5.21): v = —0.6656 y v = —0.68. Para determinar la estructura del atrac-
tor tomaremos, mediante la eleccién de planos adecuados, secciones del mismo,
con lo que obtendremos los conjuntos limite de la correspondiente aplicacién de
Poincaré para una determinada seccién del flujo (en lo que sigue, a dichas sec-
ciones del flujo las denominaremos aplicaciones de Poincaré). Asi, en primer

lugar, tomamos como seccién de Poincaré y = 0 obteniendo para los tres valores
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Figura 4.5.21: Evolucién de la pareja de atractores para 8 = 0.4: (a) v = —0.6656;
(b) v = —0.68.
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Figura 4.5.22: Para § = 0.4: (a) aplicacién de Poincaré (y = 0) para v = —0.68;
aplicaciones préximo retorno para: (b) v = —0.67; (c) v = —0.675; (d) » = —0.68.
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de v estudiados (v = —0.67,v = —0675,v = —0.68) unaéaplicacién de Poincaré
como la mostrada en la figura 4.5.22: la isla A corresponae al corte del atractor
con dicho plano con ' <0y la B con y’ > 0. La aplicacién proximo retorno de
estos atractores tipo Rossler la construimos para la isla A considerando la coor-
denada z de cada punto y tomando como origen de esa aplicacién la posicién del
equilibrio no trivial alrededor del que se sittia el atractor (z ~ 0.2772, z = 0.2815,
z &~ 0.2859, seglin sean respectivamente v = —0.67, v = —0.675 o v = —0.68).
Los resultados obtenidos (vid. figura 4.5.22) concuerda,n% plenamente con el es-
tudio tedrico que para sistemas fuertemente disipativos levan a cabo Gaspard et
alii [43] al introducir una aplicacién biparamétrica unidimensional que caracte-
riza la separacién entre atractores de Rossler tipo espiral o tipo tornillo (screw,
en la literatura anglosajona) [86], [87], [88], [89]. En nuestro caso, el atractor que
surge tras la cascada comienza siendo tipo espiral (su aplicacién proximo retorno
~ es una parabola truncada tras el maximo) para transformarse en tipo tornillo
(en su aplicacién préximo retorno surge, tras una ancha zona en la que se da un
méximo cuadratico, una estrecha regién con un minimo). Podemos apreciar dicha
transicién (vid. figura 4.5.22) a medida que v decrece (la ﬁroxirnjdad del minimo,
para v = —0.68, al extremo del intervalo indica precisamente que no esta lejos
de la zona de transicién espiral-tornillo). Por otra parte, la altura de ese minimo
orienta sobre la existencia de una conexién homoclina en el equilibrio —en este
caso la pareja de no triviales— de tal manera, que tal conexién se da cuando el
valor del minimo coincide con el del equilibrio. Este resultado [43] nos indica que
debemos investigar —en un futuro inmediato— la existerifcia de tales conexiones
para lo que contaremos tanto con el algoritmo desarrollado para tal fin como con
la informacién que nos proporcionen las aplicaciones préximo retorno de estos

atractores para otros valores de los parametros.

Como veremos a lo largo de los casos estudiados en esta seccién, las aplica-
ciones de Poincaré del atractor presentan siempre islas (unidimensionales) debido

a la fuerte contractividad consecuencia de la divergencia negativa del sistema.

Al seguir disminuyendo v, la pareja de atractores extraﬁos tipo Rossler pasa a
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formar un tnico atractor (que ya se da para el valor en el qLéle existe una homoclina
secundaria de doble pulso del origen, v ~ —0.6835, que;habl'amos dibujado ya
en la figura 4.5.4). Hemos centrado nuestro estudio en el z}mtractor tipo Shil’nikov
que coexiste con la homoclina principal (v &~ —0.7377) (v1d dicha conexién en
la figura 4.4.4) y dos de cuyas proyecciones en los planos coordenados aparecen
en las figuras 4.5.23 y 4.5.24. Para desentranar en lo pé)sible su complicada y
bella estructura —parecida a la del denominado double—s:croll que aparece en el
llamado circuito de Chua— hemos tomado dos secciones dé Poincaré distintas. En
la primera consideramos el plano y = 0 en el que se encuentran los tres equilibrios.
La aplicacién de Poincaré obtenida aparece en la figura 4.5.25 en la que hemos
punteado la cibica sobre la que y’ = 0 y en la que 16gicamente, se encuentran los
tres equilibrios (indicados con pequefios cuadrados). Por encima de dicha ctibica
se encuentran los puntos de corte del atractor con y' < 0 (trataremos siempre este
- caso para poder comparar las distintas situaciones analizadas) de tal manera que
estan distribuidos en, pricticamente, tres islas que denotamos por A, B 'y C (por
la simetria del sistema estos comentarios valdran para el corte correspondiente
a y' > 0). Hemos representado, asimismo, el corte de la variedad estable del
origen VE con dicho plano, pues los cortes de dicha variedad con las diversas

islas conllevan cambios en el orden de visita del atractor a cada una de las islas.

Si dibujamos (vid. figura 4.5.25) la aplicacién préximo retorno de la isla
A en si misma (ignorando los pasos intermedios por otras islas) comprobamos
cémo el atractor grande recuerda la estructura del atractor Rossler tipo tornillo
(v = —0.68) del que procede, hasta que, a partir de un cierﬁo punto —en el que se
da la interseccidn de la variedad estable del origen con dicha isla— la aplicacién
se complica como consecuencia de que comienzan los saltos entre las tres islas

(informacién que hemos perdido al construir la aplicacién de A en si misma).

Hemos preferido entonces, y para poder comparar con el atractor que analizare-
mos mas adelante para 8 = 0, representar la aplicacién primer retorno de todas
las islas en todas las islas, tomando como variable la coordenada z de cada punto

y con la particularidad de que entonces hay un intervalo de valores de z (princi-
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Figura 4.5.23: Proyeccién en el plano XY del atractor que coexiste con la homo-

clina principal: v = —0.7377, 8
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z

Figura 4.5.24: Proyeccién en el plano X Z del atractor que coexiste con la homo-
clina principal: » = —0.7377, 8 = 0.4.



4.5 BIFURCACIONES HOMOCLINAS

169

T
lnvr—
o
N O
0
or -
|
]
i Il 1 !
-0.5 0 0.5
X
["e} T
T 1 @
=] L i
L (O :
st ‘h E ] \> \
:’I I - —
i °
al f i e
-° b _
S / .;,‘: 3

0.5
T
(SRR S

2L i

a S
. N
Rk
IV

- . i s L L

.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.6%

Figura 4.5.25: Para el atractor existente para v

-0.2

>

0.2

Zn

—0.7377, 8 = 0.4: (a) apli-

cacién de Poincaré (y = 0); (b) aplicacién préximo retorno para la isla A4; (c)

pseudo-aplicacién préximo retorno.



4.5 BIFURCACIONES HOMOCLINAS

170

0.1

 0.05

-0.05

i
H
/
.I
’
- /
7 <
) T )
-0.2 0 0.2
o [ ng R -
oy r ]
o ' 1
D : 'l
P 8 i
m | H I o i ! .
i 4 ,
3 et
3 Pz T 1 t
<° R | @ ¢ i
‘ i
iy i :
134 L ’
il Pat | 4
H

P

i

i o
i

s

A

a2
i\

e ]

1

WoA\E
os 6

Figura 4.5.26: Para el atractor existente para v = —0.7377, 8 = 0.4: (a) apli-
cacién de Poincaré (z = 0); (b) aplicacién préximo retorno para las islas A y B,

(c) detalle de ésta.



4.5 BIFURCACIONES HOMOCLINAS ; 171

palmente entre z & —0.2 y z = 0) al que corresponden do%s puntos (de las islas B
y C) e incluso alguno mas que est4 fuera de estas islas. Esta pseudo-aplicacién
aparece en la figura 4.5.25 y en ella se observan varias discontinuidades que es-
taran relacionadas con la interseccién ya mencionada de la variedad estable del

origen con las diversas islas.

Si tomamos ahora £ = 0 como seccién de Poincaré pagra este mismo atractor
(vid. figura 4.5.26), aparecen tres islas para el corte coné z’ > 0 (situadas en la
zona y > 0) A, B, y C. Si despreciamos la isla C por,ir los pocos puntos que
contiene, la aplicacién préximo retorno obtenida con los puntos de las islas A
y B aparece también en la figura 4.5.26. Hemos tomado como parametro, para
describir a dichas islas, al dngulo polar asignando el valor § = 0 a punto con z
minima de la isla Ay § = 5 al punto con z mixima de la isla B (es evidente que
hubiera sido posible tomar la coordenada z como pardmetro trasladando una de
~las islas). Con esa parametrizacién a la isla A le corresponde 0 < 0 < 6y = 2,
y podemos apreciar, por tanto, los saltos entre las dos islas. Hemos ampliado la
zona correspondiente a la isla A que, al tener mayor nimero de puntos, presenta

una gran riqueza de subintervalos en los que aparecen curvas con varios extremos

locales.

Hemos creido interesante estudiar la estructura del atractor para 3 = 0 pues
a la bifurcacién de Hopf que el origen experimenta para dicho valor se une el
hecho de que el origen tiene asociada simult4dneamente una conexién homoclina
dando lugar a un punto de codimensién dos cuyo estudio no ests atin completado
[42], [96]. Esquematizamos en la figura 4.5.27, tomada <;1e [42], el paso de una
homoclina tipo Shil’nikov —que conecta las variedades estable e inestable de
un punto de silla O— a una homoclina que resulta como consecuencia de la
interseccién de las variedades de una érbita periédica tipo silla C' y que surge
tras experimentar el punto O una bifurcacién de Hopf supercritica. En nuestro
sistema, para § = 0, la variedad inestable del origen es té,ngente al efe OX y la

estable al plano Y Z.

En nuestro caso, la interseccién entre la curva de conexiones homoclinas (vid.



4.5 BIFURCACIONES HOMOCLINAS 5 172

Figura 4.5.27: Paso de una homoclina asociada a un equilibrio a una asociada a
una Orbita periddica.

- figura 4.4.1) y la curva de Hopf (8 = 0) se produce en v ~ —1.0264787, y serd
precisamente para ese valor para el que estudiemos la estructura del atractor
cadtico (vid. figura 4.5.28) que coexiste con la conexién homoclina principal.

En primer lugar, tomamos como seccién de Poincaré al plano y = 0, obte-
niendo como resultado la aplicacién de la figura 4.5.29 en la que observamos,
comparandola con el caso analizado para 8 = 0.4 (vid. ﬁgura 4.5.25), cémo las
islas B y C se han aproximado tanto que son pricticamente indistinguibles.

Si dibujamos la aplicacién préximo retorno de la isla A en si misma observamos
cémo la primera parte de la aplicacién tiene la forma dq la presentada por los
atractores espirales de Rdssler, hasta que, comienzan a ap}a,recer discontinuidades
—de forma andloga a como sucedia en el caso f = 0.4, vid. figura 4.5.25—
cuando dicha isla intersecta con la variedad estable del origen: aunque no la
hemos dibujado en la figura, su forma es similar a la V E de la figura 4.5.25, pero
partiendo del origen con pendiente vertical.

También hemos obtenido la aplicacién préximo retorno de las dos islas, des-
preciando los pocos puntos que no estén en ellas, y asignando como parametro su

coordenada z a cada punto. Del resultado obtenido (vid. figura 4.5.29) deduci-
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Figura 4.5.28: Proyeccién en el plano XY del atractor que coexiste con la homo-
clina principal: v = —1.0264787, 8 = 0.
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Figura 4.5.29: Para el atractor existente para v = —1.0264787, 8 = 0: (a)
aplicacién de Poincaré (y = 0); (b) aplicacién préximo retorno para la isla A; (c)
aplicacién préximo retorno para las dos islas.
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mos que nuevamente la interseccion de la variedad estable del origen con cada
una de las islas actlia como separadora de comportamientos, tal como indican las

discontinuidades de la aplicacidn.

Tanto la visualizacién directa del propio atractor (vid. figura 4.5.28) como la
aplicacion préximo retorno de la isla A en si misma que acabamos de mostrar pare-
cen indicar que la pareja de atractores tipo Rossler que existiran entre la cascada
de Feigenbaum y este otro atractor han de ser del tipo espiral. Para confirmarlo
hemos estudiado el atractor existente para v = —0.8, § = 0 (momentos antes de
que se unan ambos) tomando como seccién de Poincaré a y = 0. El resultado
obtenido (vid. figura 4.5.30) confirma dicha estructura espiral (compéarese con la
figura 4.5.22) con la particularidad de que aparecen —tanto en la aplicacién con
y' < 0 como con y' > 0— dos islas, que quedan claramente de manifiesto en la
aplicacién préximo retorno, en la que nuevamente hemos asignado a cada punto

su coordenada z.

Parece, por tanto, que la diferencia evidente que hay en la estructura de los
atractores analizados (vid. figuras 4.5.23 y 4.5.28) estd relacionada con la es-
tructura que presente la pareja de atractores de Rdssler antes de su unién. En
concreto, la estructura tubular que exhibe el atractor en 8 = 0.4 es consecuencia
de que los atractores de Rossler eran tipo tornillo, mientras que la mayor inde-
pendencia que hay entre la parte izquierda y la derecha del atractor para 8 = 0
esta relacionada con el hecho de que los atractores de Rossler fueran del tipo espi-
ral (es evidente que podiamos haber hecho este razonamiento en sentido inverso:
la estructura del atractor de Shil’nikov en cada caso fuerza el tipo de atractor
de Rossler que nos vamos a encontrar). Sera, por tanto, una tarea interesante

determinar la curva del plano de parametros en la que se da el cambio de espiral

a tornillo.

Para finalizar este estudio de los atractores extrafios, que habra de ser con-
tinuado en un futuro préximo, estudiamos nuevamente el atractor de Shil’nikov
para 3 = 0 (vid. figura 4.5.28) tomando como seccién de Poincaré, en este caso,

al plano & = 0. La aplicacién obtenida (vid. figura 4.5.30 y compérese con la de
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la figura 4.5.26) presenta una tnica isla para z' > 0 —situada en y > 0— junto
con algunos puntos aislados mas. La aplicacién préximo retorno para dicha isla,
con la coordenada z de cada punto como parametro, aparece también en la figura
4.5.30 en la que junto con un gran nimero de discontinuidades aparecen algunas

curvas con un extremo.

4.5.4 Orbitas de Pequena Amplitud de Periodo Triple

Tras los resultados obtenidos en el apartado anterior al estudiar los atractores
cadticos y motivados también por los resultados experimentales obtenidos en
[33], [32], referentes al circuito que modelamos en este capitulo, asi como por
los resultados numéricos obtenidos por Ponce [78] en su estudio de un sistema
propuesto por Coullet et alii [20], nos planteamos la blsqueda de dérbitas de
pequena amplitud de periodo triple. En lo que sigue describimos los resultados
obtenidos en relacién con este tipo de érbitas que no aparecen en el anélisis local,
ni en las simulaciones numéricas llevadas a cabo en sistemas con homoclinas tipo
Shil’nikov, de Glendinning y Sparrow [47], [45], y de Gaspard et alii [43], [44],
[76].

Nos hemos centrado en dos valores de 3 : 0.5 y 0.4. Para el primero de
ellos encontramos el diagrama de bifurcaciones que aparece en la figura 4.5.31
que corresponde a una isla de érbitas de pequena amplitud de périodo triple
cuya existencia se da alrededor de un par de valores para los que aparecen co-
nexiones homoclinas de triple pulso (indicados con dos rectas punteadas HT1
(v = —0.7100) y HT2 (v =~ —0.7169)). La rama inferior I de esta curva de érbitas
de periodo triple corresponde siempre a 6rbitas inestables. Si nos movemos por
ella hacia la derecha aparece una bifurcacién silla-nodo (v = —0.70514) de la que
surge una pareja de 6rbitas estables que muy ripidamente se hace inestable al
experimentar una bifurcacién de duplicacién de periodo (v ~ —0.70519). Dicha
pareja recupera la estabilidad mediante otra bifurcacién flip (v =~ —0.71137)
para afrontar asi una silla—nodo (v ~ —0.71138) de la que surge una pareja

inestable que continda acercdndose al valor de la homoclina HT'1. De forma
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Figura 4.5.31: Diagrama de bifurcaciones de las 6rbitas pequefias de periodo
triple para 8 = 0.5.

analoga, si nos movemos hacia la izquierda de la rama inferior I, la pareja
de 6rbitas pequefias de periodo triple experimenta otra bifurcacién silla—nodo
(v ® —0.72670) para nacer de ella dos 6rbitas estables que inmediatamente se
convierten en inestables por la presencia de una bifurcacién de duplicacién de
periodo (v &~ —0.72668). Tras ella, se mantienen inestables hasta que en otra
nueva bifurcacién flip (v & —0.71355) recuperan la estabilidad para desaparecer
rapidamente en una silla-nodo (v &~ —0.71356) del que surge una pareja inesta-
ble que continiia acercdndose al valor de la homoclina HT2. Si bien no hemos
continuado las ramas surgidas en las bifurcaciones flip, todo parece indicar que
estas orbitas de periodo triple experimentan una cascada de bifurcaciones de du-
plicacién de periodo, andloga a la experimentada por las 6rbitas principales de la
que surgiran orbitas de periodo 6T, 12T, ...

Asi mismo, en la figura 4.5.32, hemos dibujado dos érbitas pequeiias de pe-
riodo triple que coexisten con una homoclina pudiéndose observar c6mo a medida

que crece su periodo —Ila de periodo menor es la de arriba— van asemejéndose
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Figura 4.5.32: Dos 6rbitas pequenas de periodo triple v = —0.7100, 8 = 0.5 que
coexisten con una pareja de homoclinas.
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mas a dicha érbita homoclina.

Como ya indicamos antes, también hemos estudiado la evolucién de estas
orbitas para el caso 8 = 0.4. Hemos obtenido, como era de esperar, resultados
analogos al caso f = 0.5, pero con mayores dificultades para la continuacién
de dichas drbitas que son tan inestables que, en algunos momentos, uno de sus

multiplicadores caracteristicos llegaba a ser del orden del millar.

El diagrama de bifurcaciones de estas érbitas para este valor de § (vid. figura
4.5.33) hemos preferido situarlo en el contexto del diagrama que obtuvimos para
la orbita principal y las que de ella nacian tras sucesivas bifurcaciones flip. Asi
hemos repetido y ampliado la figura 4.5.3 situando la isla de érbitas de periodo
triple (hemos representado légicamente la tercera parte de su periodo para poder
comparar), que indicamos con un 3, y cuya existencia est4 relacionada con las
dos parejas de conexiones homoclinas que se dan para los valores indicados por
las rectas punteadas HT1 y HT2. En la misma ‘ﬁgura indicamos con un 1, un 2
o un 4 respectivamente, a las ramas de las érbitas pequefias principales (periodo
simple), de periodo doble o de periodo cuadruple. Asimismo, las rectas punteadas
HP y HS indican, respectivamente, los valores para los que se dan las conexiones

homoclinas principal y secundaria de doble pulso.

Representamos, en la figura 4.5.34, a una de las parejas de conexiones homo-
clinas de triple pulso —la correspondiente a v ~ —0.7252— junto con el conjunto
de bifurcaciones relacionado con las érbitas pequeiias de periodo triple y que nos .
da una visién global de la zona de existencia de estas islas de érbitas periédicas.
Hemos representado la curva de sillas—nodo SN de la rama principal que, dada
la forma de dichas ramas en los diagramas de bifurcaciones, parece ser una fron-
tera que nos delimita la zona de existencia de dichas érbitas. Asi mismo, hemos
dibujado la curva de conexiones homoclinas HT que son la columna vertebral
de estas islas. Por 1iltimo, la curva punteada OH, corresponde a las conexiones

homoclinas principales, y la D2 a la recta sobre la que § = 3

Conjeturamos que también existen érbitas periédicas de pequehia amplitud

de periodo quintuplo, séptuplo, ...que con sus correspondientes cascadas de du-
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Figura 4.5.33: Diagrama de bifurcaciones de las érbitas pequefias para § = 0.4.
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Figura 4.5.34: (a) Pareja de conexiones homoclinas de triple pulso para

v &~ —0.7252, B = 0.4. (b) Conjunto parcial de bifurcaciones de las 6rbitas
pequenas de periodo triple.
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plicacién de periodo hardn que alrededor de esta homoclina de tipo Shil’nikov
existan drbitas de cualquier nimero entero de veces (aproximadamente) el pe-
riodo de la orbita principal.

Finalizamos este apartado dedicado a las érbitas periédicas de pequena am-
plitud de periodo triple indicando una propiedad que las diferencia del resto de
las érbitas periédicas estudiadas en este capitulo: la rama principal —la que une
a las dos ramas que oscilan alrededor de los valores de las dos conexiones homo-
clinas que organizan su isla— esta formada por drbitas inestables, de manera que
las correspondientes bifurcaciones silla—nodo de esta rama principal son atacadas
por orbitas inestables que pasan a estables. En todos los demds casos de érbitas
periédicas analizadas (incluidas las que veremos en la préxima subseccién), la
primera silla—nodo de la rama principal corresponde a una érbita estable que

pasa a inestable.

4.5.5 Orbitas de Gran Amplitud de Periodo Impar

En este apartado, pasamos a describir el comportamiento de las érbitas periddicas
de gran amplitud —o simplemente érbitas grandes, en el sentido de que rodean
a los tres equilibrios— de periodo aproximadamente triple, quintuplo, séptuplo,
...de una 6rbita periédica principal de gran amplitud.

Vamos a comenzar, y serdn las que estudiemos con mas detalle, por las
6rbitas de periodo triple. Estas érbitas se caracterizan, como veremos, porque
—hablando sin precisién— ademas de dar una vuelta completa a los tres equili-
brios, le dan una vuelta més a cada uno de los equilibrios no triviales con lo que
invierten, aproximadamente, el triple de tiempo que una érbita principal grande.

Como también comprobaremos, al igual que sucedia con las érbitas pequeias
de periodo triple, existen en islas organizadas alrededor de dos parejas de conexio-
nes homoclinas en las proximidades de las cuales experimentan las bifurcaciones
tipicas de una érbita grande asociada a una homoclina tipo Shil’nikov: pitchfork,

flip y silla-nodo.

Empezamos nuestra descripcién en el caso § = 0.6. Hemos dibujado en la
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figura 4.5.35 el diagrama de bifurcaciones de tales érbitas que pasamos a describir.
Partimos de un punto a la izquierda de F' y nos movemos en ese mismo sentido. La
orbita, que comienza siendo estable, experimenta una silla—nodo (v &~ —0.7485)
de la que nace una érbita inestable cuyo periodo comienza a aumentar en las
proximidades de un cierto valor de v para el que sospechamos que habra una
conexién homoclina (una pareja, por la simetria del sistema). Efectivamente,
tal conexidn existe para (v &~ —0.7482), valor en el que hemos colocado la recta
punteada HT1. Representamos en la figura 4.5.36 dos 6rbitas grandes de periodo
triple que coexisten con la homoclina (dibujada en la figura 4.5.37). La de arriba,
de periodo menor, es estable y la otra inestable. Esta segunda, presenta ya

claramente la forma de la homoclina.

Destacamos dos hechos en lo que a esta conexién homoclina se refiere. En
primer lugar, excepto en las proximidades del origen, cada conexién es ya practi-
camente simétrica (vid. figura 4.5.37), con lo que se mantiene muy proxima a su
pareja.

En segundo lugar, nos llama la atencién su parecido con la conexién homoclina
de la figura 4.5.14 que aparecia para las érbitas asimétricas de la principal. En
el caso que nos ocupa, la érbita pasa muy préxima al origen pero no lo alcanza
hasta después de dar otra vuelta. Estamos, usando el lenguaje de Glendinning
y Sparrow [47], ante una homoclina subsidiaria (obsérvese que existen para dos

valores de v separados por 2 diezmilésimas).

Sigamos con la descripcién del diagrama de bifurcaciones de la figura 4.5.35. Si
en esta ocasién nos movemos hacia la derecha llegamos al punto F' (v = —0.7444)
en el que la érbita grande de periodo triple (estable hasta entonces) experimenta
una bifurcacién de ruptura de simetria de la que ella surge inestable y coexiste, a
partir de entonces, con dos érbitas asimétricas estables. Pero la érbita simétrica
recupera la estabilidad en otra bifurcacién pitchfork en el punto E (1/ ~ —0.7398)
en el que desaparece el par de érbitas asimétricas estables (que no han experi-
mentado ninguna otra bifurcacién). Mantiene su estabilidad hasta que en una

silla—nodo (v & —0.7265) colapsa con una érbita inestable. Esta va a desaparecer
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Figura 4.5.35: Diagrama de bifurcaciones de las érbitas grandes de periodo triple
para 8 = 0.6: (a) solo; (b) en el contexto del de las 6rbitas principales grandes.
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Figura 4.5.36: Dos 6rbitas grandes de periodo triple que coexisten con una pareja
de conexiones homoclinas para v = —0.7482, 8 = 0.6.
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Figura 4.5.37: Pareja de conexiones homoclinas, relacionadas con las érbitas

grandes de periodo triple, que se da para v ~ —0.7482, 8 = 0.6.
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en otra silla—nodo (v =~ —0.7383) y la érbita estable que surge experimenta en el
punto A otra bifurcacién pitchfork (v = —0.7377). Hemos continuado, a partir
de ahi, el par estable asimétrico que surge, el cual, tras experimentar una silla—
nodo (v &~ —0.7346), continda su acercamiento a la otra conexién homoclina
(v = —0.7349) indicada con la recta punteada HT2. Dibujamos precisamente,
en la figura 4.5.38, esta conexién homoclina junto con una 6rbita asimétrica que
coexiste con ella. En este caso, no son evidentes los comentarios que haciamos
sobre la otra conexién homoclina HT'1 (v &~ —0.7482), respecto a su simetria y a

ser subsidiaria.

Para finalizar con el estudio de estas drbitas grandes de periodo triple en
el caso f = 0.6 hemos dibujado también, en la figura 4.5.35, el diagrama de
bifurcaciones de la figura 4.5.11 —correspondiente a la érbita principal grande
y sus bifurcaciones— en el que hemos incluido a estas dérbitas de periodo triple:
las hemos denominado asi pues, al dividir su periodo por tres, éste practicamente

coincide con el de una 6rbita principal (inestable en este caso).

El diagrama de bifurcaciones para el caso 8 = 0.4 aparece en la figura 4.5.39.
En ella observamos una rama principal que comenzamos a describir de izquierda a
derecha desde el punto A en el que una érbita grande inestable de periodo triple
acaba de experimentar una silla-nodo tras la que, aunque sale estable, sufre
rapidamente una bifurcacién de ruptura de simetria que la convirti6 en inestable.
Comienza a disminuir su periodo y su estabilidad se ve recuperada por otra pitch-
fork (v ~ —0.7670) inmediatamente anterior a una silla-nodo B (v = —0.7644)
de la que surge una 6rbita inestable. A partir de ese momento el periodo de la
orbita comienza a crecer. Una nueva silla-nodo (v ~ —0.7919) le devuelve la
estabilidad hasta que en una pitchfork (v & —0.7898) vuelve a perderla. Es otra.
bifurcacién de ruptura de simetria (v & —0.7030) la que restaura la estabilidad
de la érbita, preparandola asi para afrontar otra silla-nodo (v ~ —0.7014) de la
que surge inestable y, de esta forma, continuar su aproximacién hacia la conexién
homoclina HT2 (v =~ —0.7536) para cuyo valor hemos dibujado una recta pun-

teada. De forma anéloga, la rama desde el punto A seguira su aproximacién hacia
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Figura 4.5.38: Orbita grande asimétrica de periodo triple que coexiste con una
conexién homoclina para v ~ —0.7349, 8 = 0.6.
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la otra homoclina HT'1 (v ~ —0.8126) (vid. figura 4.5.39), actuando ambas como

centro organizador de esta isla de 6rbitas periédicas grandes de periodo triple.

Nos fijamos ahora en dos de las ramas que surgen de las bifurcaciones de
ruptura de simetria. En una de ellas, en la C, la érbita asimétrica que surgié de
la bifurcacién pitchfork (v &~ —0.7898) experimenta una flip (v & —0.7890) que
la hace inestable hasta que otra nueva flip (v & —0.7511) le devuelve la estabi-
lidad para experimentar inmediatamente después una silla-nodo (v =~ —0.7510)
tras la que surge una drbita inestable que continuara, aumentando su periodo,
a la bisqueda de su correspondiente homoclina. En la otra rama de érbitas
asimétricas continuadas, la D, observamos cémo la estabilidad de estas 6rbitas se
pierde rapidamente pues experimentan una bifurcacién de duplicacién de periodo
(v = —0.7038).

Asimismo, en las ramas de dérbitas asimétricas de periodo doble continuadas
detectamos nuevamente nuevas duplicaciones de periodo para v =~ —0.7888, en la
rama F, y para v & —0.7040, en la F, lo que parece indicar que ya, para 8 = 0.4,
al contrario de lo que ocurria para B = 0.6, estas érbitas asimétricas de pe-
riodo triple experimentan una cascada de bifurcaciones de duplicacién de periodo
de forma anédloga a como sucedia en el caso de las érbitas grandes principales

asimétricas.

Dibujamos, en la figura 4.5.40, una érbita simétrica inestable (que coexiste
con otras dos 6rbitas, una estable y otra inestable, como se ve en el diagrama de
bifurcaciones de la figura 4.5.39) y una érbita asimétrica inestable de la rama D.

En la figura 4.5.41 hemos representado el espectro de frecuencias de una 6rbita
asimétrica estable de la rama D y de una érbita asimétrica de periodo doble de
la rama F' poco después de su nacimiento y antes de que experimente una nueva
bifurcacién de duplicacién de periodo que la haga inestable.

Ya en la figura 4.5.42 aparecen dos érbitas asimétricas inestables de periodo
doble, cada una de ellas correspondiente a una de las ramas E y F' de la figura

4.5.39.

Para finalizar con la exposicién de los resultados numéricos relativos a las
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Figura 4.5.39: (a) Diagrama de bifurcaciones para las érbitas grandes de periodo
triple para 8 = 0.4. (b) Conexién homoclina para v =~ —0.8126, 3 = 0.4.
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Figura 4.5.40: (a) Orbita grande simétrica de periodo triple para v = —0.791,
B = 0.4; (b) érbita grande asimétrica de periodo triple para v = —0.7554, 3 = 0.4.
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Figura 4.5.41: Espectro de frecuencias correspondiente a: (a) una érbita grande
asimétrica de periodo triple para v = —0.7025, 3 = 0.4; (b) 6rbita grande
asimétrica de periodo doble de la anterior para v = —0.7040, 8 = 0.4.
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Figura 4.5.42: Orbitas de periodo doble de las asimétricas para: (a) v = —0.7811,
B =04; (b) v =—0.7098, 8 = 0.4.
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érbitas grandes de periodo triple hemos representado (vid. figura 4.5.43) el dia-
grama de bifurcaciones, para 3 = 0.4, de las 6rbitas grandes principales (ya
esquematizado en la figura 4.5.19) junto con el de las érbitas de periodo triple
de la figura 4.5.39 (dividiendo légicamente su periodo por 3) y también con el de
las érbitas grandes de periodo quintuplo que estudiaremos en lo que sigue (vid.
figura 4.5.44). Hemos indicado con un 1, un 3 6 un 5, respectivamente, a cada

una de las ramas de érbitas principales, de periodo triple o de periodo quintuplo
de la figura 4.5.43.

A continuacién vamos a ocuparnos de érbitas periédicas grandes de periodo
quintuplo, como la mostrada en la figura 4.5.44: la érbita, en lugar de dar una
sola vuelta alrededor de cada equilibrio no trivial —como sucedia en el caso de
las de periodo triple— da dos. Hemos continuado una rama de estas 6rbitas que
mostramos también en la misma figura. Si partimos del punto A nos encontramos
~ con una 6rbita simétrica inestable que experimenta una silla-nodo (v = —0.7155)
tras la que surge una 6rbita estable que rdpidamente experimenta una bifurcacién
de ruptura de simetria (v ~ —0.7160). Hemos seguido, a partir de ese punto
‘B, la rama de la pareja de 6rbitas asimétricas. Estas, pierden su estabilidad
tras experimentar una flip (v & —0.7163) y no la recuperan hasta otra nueva
flip (v & —0.7437) inmediatamente anterior a una silla—nodo (v ~ —0.7438)
de la que surge una pareja inestable que desaparece en otra silla-nodo (v =
—0.7379). La pareja estable que nace en esta iltima bifurcacion experimenta
inmediatamente una bifurcacién de duplicacién de periodo (v ~ —0.7380) que
la mantiene inestable hasta que en otra nueva flip (v &~ —0.7464) recupera su
estabilidad, para desaparecer finalmente en una pitchfork (v ~ —0.7468) en el

punto indicado con una C.

Aunque sera conveniente continuar determinando ramas de estas orbitas, todo
parece indicar que su conducta de bifurcaciones es similar a la exhibida por las
orbitas grandes de periodo triple. Mostramos, para finalizar, en la figura 4.5.45,
una orbita asimétrica de periodo 5T y una de periodo doble de una asimétrica

momentos después de su nacimiento.
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Figura 4.5.44: (a) Orbita simétrica de periodo quintuplo para v = —0.7265,

B = 0.4. (b) Diagrama de bifurcaciones de las érbitas de periodo quintuplo para
B =04.
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Figura 4.5.45: (a) Orbita asimétrica de periodo quintuplo para v = —0.71637,
B = 0.4. (b) Orbita asimétrica de periodo doble de la anterior para v = —0.7164,
g =0.4.
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Figura 4.5.46: (a) Orbita simétrica de periodo séptuplo para v = —0.711, 8 = 0.4.
(b) Orbita simétrica de periodo aproximadamente nueve veces el de una érbita
principal para v = —0.7235, 8 = 0.4.
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Figura 4.5.47: Espectro de frecuencias de: (a) una érbita simétrica de periodo
quintuplo para v = —0.716, 8 = 0.4; (b) una 6rbita simétrica de periodo séptuplo

para v = —0.711, 8 = 0.4.
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Figura 4.5.48: (a) Orbita de periodo cuadruple para v = —0.736, 8 = 0.4; (b)
conexién homoclina, organizadora de una isla de érbitas de periodo cuadruple,

para v =~ —0.7096, 8 = 0.4.
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También hemos localizado érbitas de periodo séptuplo y de, aproximadamente
nueve veces el de una érbita principal (vid. figura 4.5.46). En la primera de estas
érbitas simétricas los equilibrios no triviales son rodeados tres veces (cuatro en
la de periodo nueve) cada uno.

Hemos estudiado asimismo, mediante la transformada rapida de Fourier, el
espectro de frecuencias de una 6rbita de periodo quintuplo y otra de periodo
séptuplo (vid. figura 4.5.47).

Conjeturamos que todas estas érbitas de periodo triple, quintuplo, séptuplo,...
se presentan en islas organizadas alrededor de dos parejas de conexiones homo-
clinas. Asimismo, por la forma de esas 6rbitas periédicas, se puede pensar en
la posibilidad de existencia de conexiones heteroclinas entre los equilibrios no
triviales, situacién que esperamos poder confirmar en un futuro préximo.

Para finalizar la exposicién de la riqueza de érbitas periédicas y homoclinas
que el circuito presenta hemos dibujado, en la figura 4.5.48, una 6rbita grande de
periodo aproximadamente cuadruple (da dos vueltas alrededor de un equilibrio
no trivial y una alrededor del otro) junto con una de las conexiones homoclinas

que organizan su isla de existencia.



Capitulo V

UN CASO DE BIFURCACION
DE CODIMENSION TRES EN
SISTEMAS PLANOS CON
PARTE LINEAL
NILPOTENTE

5.1 Introduccién

Desde que hace unos quince afios se comenzara a estudiar [98], [11], lo que hoy
conocemos como la bifurcacién de Takens-Bogdanov, han aparecido muchos tra-
bajos en los que se analizan sistemas para los cuales, tal bifurcacién actia como
centro organizador de su conducta. Con la monografia de Carr [15] y algunos otros
trabajos (como [65]), se completé su estudio en el caso no degenerado, es decir,
cuando los coeficientes de z° y de z2y son distintos de cero. En esa situacién nos
encontrabamos al estudiar la presencia de tal bifurcacién en el circuito analizado
en el capitulo anterior para el caso 0 < r < 1. Como ya insinuamos entonces, el
permitir que sea r > 1 puede dar lugar a una degeneracioén en la bifurcacién de
Takens-Bogdanov, lo que conllevaria una conducta de bifurcaciones mas rica.
El motivo de este capitulo es pues realizar el estudio analitico de la degenera-
ciéon que de tal bifurcacién presenta el mencionado circuito para, de esta forma,

guiar la blsqueda de las correspondientes curvas de bifurcacién para los valores

203
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adecuados de los pardmetros.

Cuando comenzamos este estudio [85] conociamos la existencia del trabajo
de Dumortier et alii [27], donde se analiza la bifurcacién de Takens-Bogdanov
degenerada con términos cuadraticos. No sucedia lo mismo con los trabajos de
Dangelmayr et alii [21], [22] que estudian las ecuaciones de Lorenz para el laser
con absorbente. En el primero de ellos se ocupan de otro caso distinto al nuestro
y en el segundo, analizando un sistema con mayor degeneracion, engloban el
sistema (5.1.5) con el cual trabajaremos a lo largo de este capitulo. Sin embargo,
los resultados que presentan (vid. su figura 3 (I,J)), como veremos en nuestro
analisis, son incompletos y no darian cuenta correcta del comportamiento del

circuito, asociado a una bifurcacién degenerada de Takens-Bogdanov.

También hemos tenido conocimiento con posterioridad del trabajo de Her-
fort y Troger [55] en el que, estudiando un modelo mecanico para tuberias en
~ intercambiadores de calor, analizan el mismo sistema triparamétrico plano que
nosotros. Aqui también, como comentamos en la seccién 5.9, los resultados que
se obtienen son incompletos y no explicarian la conducta de bifurcaciones de tal

modelo mecanico.

Pasamos a continuacién a comentar el esquema de este capitulo. En la parte
final de esta seccidn explicitamos la conexién existente entre la forma normal de la
bifurcaciéon de Takens—Bogdanov que aparece en el estudio del circuito analizado

en el capitulo IV y el sistema triparamétrico plano que desplegara dicha conducta

de bifurcacién.

En la seccién 5.2 llevamos a cabo un analisis local de (5.1.5) que nos permite
caracterizar las bifurcaciones de Hopf del origen y de los equilibrios no triviales,

asi como la presencia de bifurcaciones de Takens-Bogdanov no degeneradas.

Sera en las secciones 5.3 y 5.5 donde, mediante un analisis semiglobal, ponga-
mos de manifiesto la existencia de conexiones homoclinas (a veces degeneradas)
y bifurcaciones silla—nodo (algunas de las cuales colapsan en una cispide). Para
ello sera necesario realizar un estudio en profundidad, en las secciones 5.4 y 5.6,

de dos funciones R(e) y R*(t), que aparecen definidas en términos de integrales
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elipticas.

Ya en la seccién 5.7, estamos en condiciones de representar los ricos conjuntos
y diagramas de bifurcaciones que hemos obtenido, tras el estudio analitico de
las secciones precedentes, para el sistema (5.1.5). Completamos esta seccién con
alguna simulacién numérica que concuerda plenamente con los resultados tedricos
obtenidos.

Estamos entonces en condiciones de, en la seccién 5.8, encontrar en el circuito
esta conducta de bifurcaciones. Para ello nos centraremos en tres configuraciones
distintas de pardmetros y los resultados numéricos que obtengamos vendran guia-
dos por el analisis tedrico previo.

Para finalizar, en la seccién 5.9, se da cuenta de cémo nuestro analisis tedrico
permite explicar satisfactoriamente la conducta de bifurcaciones del modelo me-
cénico analizado en [103] y [55].

Comenzamos pues analizando la posible degeneracién en la forma normal de
la bifurcacién de Takens-Bogdanov que presenta el circuito (4.2.3). Dicha forma

normal (vid. seccién 4.4) adopta la expresién:

T _ 0 1 z + 0
y /) \00 y Y322 + 832%y + y52° + Gty + -

donde:
73 = —(az+b3)/r

N

65 = 3(—ras + b3+ az + b3)/r®

s = (3v/rriazbs + 34/rrib: + 6+/rrasbs + 6+/rrbk + 3+/ra’
+6+v/rasbs + 3/rb — rias — 7'365)/7'12_3

85 = (=5v/rrlas + 5y/rribs + 5v/rrlag + 5/rribs — 150302
+6r°a3b; — 54r2b% + 15ra2 — 48rasbs — 63rb2 — 24a2 — 48a3bs
—24b2)/r%

Como ya indicamos entonces, al ser as, b3 > 0, el coeficiente 75 resulta ser nega-

tivo. Sin embargo, si r > 1 —situacién no considerada en el capitulo anterior— &3



5.1 INTRODUCCION 206

puede cambiar de signo dando origen, al anularse, a una bifurcacién degenerada.

Eligiendo a3 como tercer parametro, sus valores criticos resultan ser

1
ch'_\/"-', ﬁc:\/;a a3c::i1b3

Para valores cercanos a los criticos es posible transformar el sistema reducido

(4.4.1) en:

T =y

§ = mz+ poy + 1z + pazly + vs2° + Sty

siendo
- c+ - Mc
M = LT - i
_ (v=w)(l-r)+(B=B)1+r)
3(—rag+ rb3 + az + b3)
B3 = 3

Ahora es posible verificar la condicién de transversalidad:

Op1, p2 p8) _ 6(L— )

r
a(”)ﬂa (13) - 7.6\/;

siempre que r # 1, y es por ello por lo que nos limitamos a estudiar el sistema

£0

anterior para los valores criticos. Para dichos valores, obtenemos como forma

normal

T =y

g = x>+ 52’ + Sty +- - (5.1.1)

donde los puntos indican términos en z*, z¥~!y de grado mayor que cinco, siendo
Y3 # 0, 65 ;é 0.

Veamos en primer lugar que la presencia del término en z® no es esencial:
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Lema 5.1.1 FI sistema (5.1.1) es C*®-equivalente a un sistema que, cortado a

quinto orden, es

X =Y
73 X3 + 6 XY (5.1.2)

.
Il

con v3 # 0, 65 # 0.
DEMOSTRACION:

Al.igual que en los trabajos de Dumortier et alii [27] y Roussarie [90}, asocia-

mos al sistema (5.1.1) la 1-forma dual correspondiente
ydy — (132° + 152° + 652y + O(|z, yI°)) dz (5.1.3)

En este nuevo contexto, el concepto de sistemas C*—equivalentes se traslada
- al de 1-formas diferenciales C*-equivalentes. Consideremos una serie formal

X(z) =z +--- tal que
73 X* _ Yz n v5x°
4 4 6
Diferenciando la igualdad anterior obtenemos

13 X3dX = y3xidz + v52°dz
Ademas, se tiene
(6s2*y + O(l2,y[")) dz = (& X*y + O(X,y[)) dX

donde 6é; depende polinomialmente de §;s. De este modo, si llamamos Y = y,

deducimos que las 1-formas (5.1.3) y la
YdY — (y:X° + 8, X*Y + ) dX
son C*—equivalentes y, en consecuencia, el sistema (5.1.1) es C*®—equivalente a

X =Y
Y = 1:X34+6XY +---
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Pasamos a continuacién a estudiar la deformacién del sistema (5.1.2) dada

por
X =Y
Y = X +eaY +7X+ XY +6XYY (5.1.4)
En primer lugar, reescalamos mediante X = z%,Y = yo¥J, T = wt, eligiendo
y 1/6
ZTo = (ﬁ) , Yo = To|f5|, w = |85
5

Llegamos de este modo, suprimiendo las barras en las variables de estado, al

sistema,
T =y
¥ = &z +eqy — x> +eqz’y + Kty (5.1.5)
donde
To€q € zies
GG =— &= — &= —
WYo w

y K = %1 (su signo coincide con el de &).
En el estudio de este sistema bidimensional triparamétrico bastara considerar

el caso K = +1, pues el sistema es invariante al cambio
(iL', Y, t7 €1,€2,€3, K) — (5(3, -Y, "'ta €1y —E&2, —E€3, —I{)

con lo que el conjunto de bifurcaciones sera similar en el caso K = —1 (si bien

habra un cambio en la estabilidad).

5.2 Analisis Local

Nos planteamos, en primer lugar, hacer un analisis local de (5.1.5). El origen es
siempre un equilibrio. Ademds, tras experimentar una bifurcacién pitchfork para

€1 = 0, aparecen dos nuevos equilibrios situados en (£,/27,0).
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Vamos a analizar las posibles bifurcaciones de Hopf que estos equilibrios vayan

a experimentar. Para ello escribimos la matriz de la linealizacion:

0 1
— 5.2.1
Sz, y) ( g1 — 3z% + 2e3zy + 4K2%y ey +e32® + Kot ) ( )

Empecemos estudiando la bifurcacién de Hopf del origen. En su caso, la

J(0,0) = (501 512 )

El polinomio caracteristico A2 — g;A — €; = 0 nos da los autovalores que nos

matriz (5.2.1) toma la forma

indican la estabilidad del origen:

A= egi\/e§f451

2

La bifurcacién de Hopf aparecerd para €5 = 0, —e; > 0. Para analizarla
tomamos como parametro de bifurcacién a €,, comprobando previamente que se

satisface la condicién de transversalidad, es decir,

d oT Al
re [3'6'2'(6220)] = re { ] 740

uTv
I d . . .
donde Ay = ZZ——J(O, 0) ¥ u,v son respectivamente un autovector izquierdo
€2 e2=0
y uno derecho de la matriz de la linealizacién J(0,0)|,,—o correspondientes al
: 0 ) .
autovalor A = wot (en nuestro caso w2 = —¢;). Como A = g 1 )s elegimos,
. 1 wo? dA 1
por ejemplo, v = ( woi ), U= ( f ), obtenemos d—62(52 =0)= 5 # 0.

Una vez verificada la condicién de transversalidad podemos suponer en nues-

tros calculos que e toma el valor critico, o sea, e, = 0. Asi (5.1.5) puede escribirse

T\ 0 1 A 0
y/) \—-wio Y —z2 + e3z?y + Kzty

que escalado con z = T,y = —wo se convierte en

como
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/) \w O 7 —T3 + &3y + KT

Wo

al que podemos aplicarle el algoritmo desarrollado en [35] para el calculo de la
forma normal de la bifurcacién de Hopf, obteniendo en este caso, hasta orden
cinco:

. )

2 8 16

Puesto que el primer coeficiente de la forma normal se anula para €3 = 0,
concluimos que la bifurcacién de Hopf del origen, que se da como ya indicamos
para €, = 0 (&; < 0), es supercritica cuando €3 < 0, subcritica para e3 > 0y
degenerada para €3 = 0, apareciendo una bifurcacién de silla—nodo de érbitas

periddicas en una superficie que, en primera aproximacién, viene dada por
€3
6§=8K€2, (E <0) .

En la figura 5.2.1 esquematizamos los resultados obtenidos mediante nues-
tro analisis local de la bifurcacién de Hopf del origen, tanto en el espacio de
pardmetros como en los planos que, como veremos a lo largo del capitulo, pre-
sentan un conjunto de bifurcaciones mds rico: el e;—¢2 y el es3—¢€2. En el espacio
de parametros aparece a trazos la porcién del plano ¢; = 0 en la que dicha
bifurcacién de Hopf es subcritica y con trazo continuo la parte en la que es su-
percritica. La superficie de silla-nodo es el cilindro parabdlico sefialado con SN.
En el plano &;—¢; (¢35 < 0) aparecen dos rectas paralelas, la HOP correspondiente
a la bifurcacién de Hopf supercritica y la SN a la silla—nodo. En el plano e3—¢,
(€1 < 0) observamos la recta HOP de Hopf supercritica y la pardbola SN de la
silla~nodo.

Vamos a analizar la bifurcacién que ocurre al intersectar la curva de Hopf del
origen con la de pitchfork, es decir, para €; = €, = 0. Nos encontramos entonces,

para el origen de coordenadas, con una matriz de la forma

J(0,0)=<g é)
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2 €2
) // 4444/
1717
1777777777
-
&
€3
(a)
€, fZ
SN
SN
—€4 . —€3
HOP HOP
(b) (c)

Figura 5.2.1: Bifurcacién de Hopf del origen y su silla-nodo asociada (K = +1)
en: (a) el espacio de parametros; (b) en el plano ¢,-¢; (¢3 < 0); (c) en el plano
€s—€, (61 < 0).
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dando lugar a una bifurcacién de Takens—Bogdanov no degenerada si €5 # 0. Asi,

de cada semieje €3 (g3 # 0) en el espacio de parametros arrancan tres superficies

dadas, en primera aproximacién, por: €, = —éaé1 (€1 > 0) para la bifurcacién
de Hopf de los otros equilibrios; €, = —%6361 (e; > 0) para las conexiones homo-
clinas; e, = —cese; (61 > 0) donde ¢ = 0.752 (valor minimo de la funcién R(e)

que estudiamos en la seccién 5.4), para la de silla-nodo de érbitas periddicas.
De esta forma, si consideramos la interseccién de dichas superficies con un plano
€3 = cte # 0 apareceran las curvas de la figura 5.2.2, tipicas de una bifurcacién
de Takens-Bogdanov no degenerada. En el caso €3 < 0, una bifurcacién de Hopf
subcritica HOP, una conexién homoclina repulsiva HOM y una silla-nodo de
orbitas periédicas SN. En el supuesto en el que €3 > 0, la bifurcacién de Hopf
es supercritica HOP y la homoclina atractiva HOM. Hacemos notar el cambio
de posicién relativa entre las curvas al pasar de e3 < 0 a e3> 0.

En lo que sigue caracterizaremos con mas detalle estas tres bifurcaciones que
aparecen como consecuencia de la degeneracién doble de la matriz de la lineali-
zacion en el origen.

El estudio de la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales dara por
finalizada esta seccién dedicada al analisis local local del sistema (5.1.5) mientras
que el objetivo del analisis semiglobal que comienza en la seccién 5.3 sera estudiar
en detalle las conexiones homoclinas asi como las bifurcaciones silla—nodo de
orbitas periddicas.

A continuacidn, analizamos la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no trivia-
les, es decir, los situados en (4,/€7,0). Para ellos, la matriz de la linealizacién

(5.2.1) adopta la forma:
HevE0 = S :
’ —251 €9+ €13+ KS%
con lo que el polinomio caracteristico es en nuestro caso:
AZ - (52 + &163 + KS%)A + 251 =0

La bifurcacién se dara para &; + €163 + Ke2 = 0 (¢; > 0). Para su estudio

elegimos nuevamente a €, como pardmetro de bifurcacién, 5 = €3 — €3, = €9 —
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(a)
A€2
SN
HOP
HOM
(b)

Figura 5.2.2: Bifurcacién de Takens-Bogdanov no degenerada en el plano &1-¢5:
(a) €3 < 0; (b) €3 > 0.
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(—e163 — Ke?), tras comprobar, de forma anéloga a como hicimos para el origen,

que se verifica la condicién de transversalidad:
d\ 1
_ = = - 0

En lo que resta, nos limitamos a analizar el equilibrio (—./€7,0), siendo

analogo el estudio para (+,/€1,0). Comenzamos trasladando dicho equilibrio
2

w,
al origen mediante T = z + /,,7 = y. Teniendo en cuenta que ¢; = ?o y que

podemos suponer 7 = 0, nos basta escalar con T = z*,7 = —woy* para llegar a

. -3
( z* ) _ ( 0 —wo ) ( a:: ) + —\/—5313*2 — V2uwo(es + WEK)z*y* +
+—1*3 + (€3 + 3wi K)z**y*—
w

0
\ —2\/2-KWO$*3y*+K$*4y* /

Tenemos ya el sistema en la forma estdndar para poder aplicar nuevamente
el algoritmo que calcula la forma normal de la bifurcacién de Hopf [35]. En este

caso obtenemos, hasta orden cinco:

.0 € K
=T = 237«3 - -3—2(41(251{’ + 17)r® (5.2.3)

Por tanto, la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales, que se da para
Ear+ €163 + KS% = 0, (61 > 0) (524)

es supercritica para €3 > 0 y subcritica para €3 < 0. La degeneracién que aparece
para €3 = 0 trae consigo la aparicién de una bifurcacién de silla-nodo de érbitas

periddicas sobre la superficie definida, en primera aproximacién, mediante

_5§
K (4K%¢3 + 17)

en la zona en que se verifica

€2 = —~ €163 — Ké? (5.2.5)
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+1). (b) Curva de Hopf degenerada (g3 =

Figura 5.2.3: (a) Bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales en el espacio
de parametros (K
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€2 €2
=< »€4 €4
N\
\
\
(a) (b)
A€2
~
~
~ - c
=~ >C 3
SN
HOP2
(c)

Figura 5.2:4: Bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales y su silla-nodo
asociada (K = +1) en: (a) el plano ¢;—¢3 (63 < 0); (b) el plano e1—¢2 (e3 > 0);
(c) el plano e3-¢; (g1 > 0).
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€3
K (41{26? + 17)

o sea, para €3 < 0 (63 > 0) si K =41 (K = —1).

<0

En la figura 5.2.3 aparece la superficie (5.2.4) en el espacio de parametros para
K = +1. La flecha indica la curva que separa la zona en la que la bifurcacion
de Hopf de los equilibrios no triviales es subcritica I[N de la zona en la que es
supercritica £S. Asimismo hemos dibujado la curva de Hopf degenerada que
corresponde a €3 = 0.

Ya en la figura 5.2.4 esquematizamos la interseccién de dicha superficie con
los planos €5 = cte , que resulta ser una porcién de parabola: e, = —K Ef — €361
(e1 > 0) que cortard al eje ¢; en €5 = _763 (si € > 0). El extremo absoluto

de esta semipardbola (médximo si K = +1 y minimo si K = —1) aparecera en
el . . ) :
€1 = = (si&§ > 0) oen &; = 0. También en la figura 5.2.4 aparece esquematizada
2
" esta situacion en el plano €,-¢5 en el caso K = +1.
Dado que la bifurcacién de Hopf no cambia de cardcter en los planos €3 = cte ,
en ellos la bifurcacidn silla-nodo de 6rbitas periddicas no parece ser consecuencia

de la degeneracién antes mencionada.

La interseccién de la superficie (5.2.4) con los planos € = cte > 0 da como
resultado lineas rectas: &3 = —e163 — Ke? en las que se aprecia el cambio de
estabilidad de las érbitas que nacen en la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no
triviales HOP2 y, por tanto, la curva de silla-nodo de 6rbitas peridédicas SN que
viene aproximada por la semiparabola definida en (5.2.5) junto cone; = cte > 0,
en la zona €3 < 0 (e3 > 0) si K = +1 (K = —1). Esta situacion, en el caso

K = 41 esta indicada en la figura 5.2.4.

5.3 Analisis Semiglobal

Hasta ahora hemos determinado mediante el analisis local la existencia de una
bifurcacién pitchfork, de dos bifurcaciones de Hopf (del origen y de los equili-

brios no triviales respectivamente) y de las bifurcaciones silla-nodo de érbitas
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periddicas asociadas con la degeneracién que presentan las de Hopf. Asimismo
hemos obtenido informacién de una bifurcacién de codimensién dos: la de Takens—
Bogdanov. Vamos, a partir de ahora, a investigar mediante un analisis semiglobal
la complejidad del conjunto de bifurcaciones del sistema (5.1.5). Para ello usamos

el siguiente escalado:

&1 = 65/11, Eq = Eglllz, €3 = 65[13 (531)

o . . 1 .
reescalando asimismo el tiempo mediante ¢ — €3¢. De esta manera el sistema

(5.1.5) se convierte en

X =Y
Y = mX—X°+e (Y +psX?Y + KX'Y) (5.3.2)

es decir, consta de un campo vectorial hamiltoniano y de una pequena pertur-
bacién. Comenzaremos nuestro analisis semiglobal con la bisqueda de conexiones

homoclinas. Para ello, hacemos u; = 1, con lo que vamos a perturbar el sistema

hamiltoniano

X =Y
Y = X-X° (5.3.3)

Este sistema procede de la funcién de Hamilton

Las curvas H(X,Y) = cte = e determinan las érbitas de (5.3.3) donde
e € [—%,+00) especifica el nivel de energia del sistema hamiltoniano. Es facil
comprobar que (5.3.3) presenta tres equilibrios: un punto de silla en el origen
y dos centros en (£1,0). Dependiendo de los valores de e tenemos una érbita

cerrada rodeando a los tres equilibrios (e > 0) o un par de érbitas cerradas
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Figura 5.3.1: Retrato de fases del sistema hamiltoniano.

rodeando cada una a uno de los equilibrios no triviales (—3 < e < 0). Para
e = —i obtenemos dichos equilibrios y para e = 0 el punto de silla del origen

y una Srbita homoclina doble que conecta dicho punto consigo mismo y que se

puede parametrizar mediante:

X(t) = +V2secht
Y(t) = +v2sechttht (5.3.4)

El retrato de fases de (5.3.3) aparece en la figura 5.3.1.
El método de Melnikov nos lleva, usando (5.3.4), a:

Mus,) = [~ YO 1Y () + s X>@Y () + KX OV (1) dt =

= 2u, /oo sech %t th %t dt + 4us /'oo sech *¢ th %t dt +
oo 4 4 32
+8K[mm&%m%ﬁ=§@ﬁ€%+£K)
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donde hemos tenido en cuenta que sech ¢t =1 — th % y que

o0 th ™1™ 2
/ sech tth™t dt= ——| =—r
—00 m+1 o m+1

Anulando M( g, u3) obtenemos la siguiente curva de conexiones homoclinas
en el plano ps—ps (py = 1):
32

4
x K=
#2+5#3+35 0

Usando el escalado definido en (5.3.1) llegamos a la siguiente superficie en el

espacio de parametros:

4 2
g+ 36153 + %1{63 = 0, (61 > 0) (535)

que aparece dibujada en la figura 5.3.2 para K = +1.

Observamos la gran similitud entre la ecuacién (5.2.4) que nos determina la
bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales y la primera aproximacién que el
método de Melnikov nos da para la superficie en la que existen érbitas homoclinas.

Dado que la traza de la matriz de la linealizacién en el origen vale €, la ho-
moclina pasara de ser repulsiva (si ¢, > 0) a atractiva (si &, < 0) apareciendo
Junto con la homoclina degenerada (e, = 0) —indicada con la flecha en la su-
perficie de la figura 5.3.2— dos superficies de bifurcaciones silla~-nodo de érbitas
periddicas (vid. [60], [61]) que determinaremos también gracias a nuestro analisis
semiglobal.

La curva de conexiones homoclinas degeneradas aparece también en la figura

95.3.2. Su ecuacién, en primera aproximacién, la obtenemos haciendo en (5.3.5)

Eg9 = 0:
8
€3+ 7K€1 = 0, Eq = 0 (61 > 0) (536)
Si dibujamos en un plano €3 = cte (vid. figura 5.3.3), la curva de conexiones
: ] o C 1 7
homoclinas vendra dada por una semiparabola que cortaré al eje €, en & = _5%3
(si €f > 0). Su extremo absoluto (maximo si K = +1, minimo si K = —1) se

€ .
alcanza en eJ* = —2i (sief >0)oene =0.
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Figura 5.3.2: (a) Superficie de conexiones homoclinas en primera aproximacién
(K = +1). (b) Curva de homoclinas degeneradas (¢, = 0).
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En la figura 5.3.3 observamos, para K = +1, la semiparabola en los casos
€3 <0y e3> 0. En la primera de ellas si aparece su cambio de estabilidad.

Si consideramos la interseccién de (5.3.5) con un plano €; = cte > 0 nos
encontramos con una recta como la de la figura 5.3.3.

Pasamos a continuacién a determinar las bifurcaciones silla—nodo mediante la
aplicacion del método de Melnikov. Nos centramos en primer lugar en el plano
f3—f2 con uy = 1, considerando nuevamente el sistema (5.3.2) como perturbacién

del (5.3.3). La funcién de Melnikov es, en este caso:
T(e) T(e)
Mie,paips) = pa [ Y2y dt+pa [ X*OYD) dt+
0 0
T(e)
+ K / X4()Y2(¢) dt (5.3.7)
0

donde T'(e) es el periodo de la érbita correspondiente al nivel de energia e. Si

en vez de parametrizar las integrales de linea por el tiempo t lo hacemos con las

- variables espaciales, usando dt = v podemos escribir (5.3.7) como:
M(e,payus) = o }( Do - d& + i3 f Gr-da3+ K ¢ 3.-dd (5.3.8)

¥(e) ¥(e) ¥(e)

donde las funciones vectoriales cuyas integrales de linea calculamos a lo largo de

las 6rbitas cerradas 4(e) vienen definidas por &;(X,Y) = (X'Y,0),: = 0,2,4. El

vector da representa a (dX,dY).

Si introducimos los campos:

grad (XY®) = (Y3,3XY?) y
grad (H(X,Y)) = (-X + X°,Y)

es facil comprobar que

- 4 . 8. 2
By(X,Y) = 7H(X,Y)w0(X, Y)+ —7—w2(X, Y) - = grad (XY?) +

6
+ XY grad (H(X,Y)).

Si integramos esta ecuacién a lo largo de y(e) obtenemos

4 8
— .d—»= = f = - hed - - 3.
Wy di = e ’Y(e)wo da + - ’Y(e)wg da (5.3.9)

v(e)
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Figura 5.3.3: Orbitas homoclinas, para K = +1, en: (a) el plano e1-¢; (e3 < 0);
(b) el plano €1—€2 (83 > 0), (C) el plano €3—E€2 (61 > 0)
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ya que H(X,Y) = e sobre la érbita (e) y
XY grad (H(X,Y)) = grad (XYH(X,Y)) - H(X,Y) grad (X,Y).

De esta forma, la funcién de Melnikov (5.3.8) se convierte en

4Ke 8K
Mie, pa, i) = (2 + =) Iofe) + (s + =) Fa(e) (5.3.10)
donde
L(e)=¢ &-dd, i=0,2. 5.3.11
(V=4 3 (5:3.11)
Introducimos ahora la funcién
Ix(e)
R(e) = 5.3.12
©= 2 (53,12
con lo que (5.3.10) se puede escribir, puesto que Iy(e) # 0, como
4K : 8K
Me, 2, 0) = Tofe) | (a + =22) + (s + =) Ree) (5.3.13)

De esta forma, la curva de bifurcaciones silla-nodo viene determinada por

G(e, p2,p3) = (uz + 4—Ke) + (us + %) R(e) =0

7 7
0G 4K 8K
g(ea p2,p3) = -+t (ﬂs + —7"‘> R(e)=0 (5.3.14)
junto con la condicién
0°G 8K 4K R"(e)
- = — ) R"e) = —— 3.1
e o arti9) = (o 4 =) B() = = S 0 (5:3.15)

Por medio de (5.3.14) llegamos a la siguiente parametrizacién, e € [—1, +00):

4K (2R'(e)+1)

bs(e) TR/(e)
m(e) = & (R%(—e)e}z (c)) (5.3.16)

valida siempre que se verifique (5.3.15).
Hacemos notar que la(s) curva(s) de bifurcaciones silla-nodo que aparezca(n)
tendré(n) una interpretacién geométrica sencilla: ser la envolvente de la familia

de rectas en el plano p3—p, definida por G(e, g, p3) = 0.
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Es evidente que para usar (5.3.16), junto con (5.3.15), necesitamos conocer en
profundidad el comportamiento de la funcién R(e), definida en (5.3.12), y de sus
dos primeras derivadas. Prestaremos especial atencién a los valores de e para los
que R'(e) se anule o no esté acotada y para los que R”(e) se anule, puesto que

ello indicara que se viola la condicién (5.3.15) o que se anula el denominador en

(5.3.16).

5.4 Estudio de la Funcién R(e)

Puesto que los niveles de energfa e del sistema hamiltoniano (5.3.3) varian en
el intervalo e € [—3,+00) éste serd el dominio de definicién de la funcién R(e).
Pero tenemos que considerar dos subintervalos por separado, [—1,0) y (0, +00),
ya que el nivel e = 0, como ya dijimos, separa las 6rbitas de gran amplitud que
rodean a los tres equilibrios y el par de érbitas de pequena amplitud cada una de
las cuales rodea a uno de los equilibrios no triviales situados en (41,0). Y, como
veremos a continuacién, las integrales de linea que aparecen en la definicién de
R(e) (5.3.12) toman forma distinta dependiendo del signo de e.
Consideraremos, en primer lugar, el caso de e > 0. Recordando las definiciones
de Ip(e) e Ir(e) (5.3.11) y teniendo en cuenta que la integral de linea esta calculada

a lo largo de una 6rbita grande 4(e), podemos escribir:

Ii(e) = 4/c z'y(z,e) dz, i=0,2 (5.4.1)
0
donde
!
y(z,e) =1/2e + z? — ) (5.4.2)

y ¢ es la 1nica raiz real positiva de y(z, ¢) = 0. Factorizando y*(z, e):

v(@,6) = 5(& — e + ) (543)

con

c-pF=2, p*=4e (5.4.4)
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llegamos a

Ih(e) = 4[%:3‘1;(:1: e)| +

Cc ¢ c 2d i
4e dz 1 zédzx ] (5.4.5)

3 Jo y(z,€) +§ o y(z,e);
_ l 4 2) ¢ 4e ¢ dz 4( l)cx%lx
b(e) = 4“5‘” 55V T 5 ) Jme T5 TS /oy(w,e)

Puesto que y(c,e) = 0, debemos calcular las dos integrales que aparecen en

(5.4.5). La primera de ellas, usando z = ¢ cos ¢, se conviérte en

_ 5
oy(we c2+ﬂ2/ ¢m2—sen— =\arzfh (646

donde F'(k) es la integral eliptica completa de primera especie y su mdédulo £,

que debe verificar 0 < k < 1, vale en este caso

k= \/02—C_+B_; (5.4.7)

Para la otra integral de (5.4.5), haciendo también uso de x = c cos ¢, obte-

nemos:

/: mzdm) = \/c2+ﬂ2/0%\/1—k2 sen 2pdp —

y(z,e
. [ 2 z dy _
b c2+,32./ \/1—k7sen7 -
= V2:/c® + B2E(k) — ,/ P ﬂZF(k) (5.4.8)

siendo E(k) la integral eliptica completa de segunda especie.
De esta forma, introduciendo (5.4.6) y (5.4.8) en (5.4.5) llegamos a

_ WA= WITE
W) = Sz P+

b(e) = f5\/ag e - 38 - 4] PO o+ 82 (o4 1) v mp

donde ¢, B y k dependen de e de la siguiente forma, teniendo en cuenta (5.4.4) y
(5.4.7):

ER (5.4.9)

14+4/1+44e
=1 1+ 4e, 2 - \/1+4e—~1 = — 5.4.10
+V1itde, p=+v1+4e-1, Wit ( )
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Es inmediato comprobar que k(e) es una funcién mondtona estrictamente

, 2
decreciente en e € (0,400) y que tiende, respectivamente, a 1 y a 5 en los

extremos de dicho intervalo.

Como de (5.4.10) deducimos que la energia e, en térnﬁﬁos del médulo k, puede

escribirse como

KL k)

donde k € ( 5?, 1), podemos expresar I e I, como funciones de k, sustituyendo
(5.4.11) en (5.4.10) y (5.4.9):

8[(1— k*)F(k) + (2k* — 1) E(k)]
3(2k% — 1)2
16 [(1 — k2)(k? — 2)F(k) + 2(k* — k2 + 1) E(k)]

Lk) = 32k~ 1) (5.4.12)

Estas expresiones de I e I, resultan ttiles para determinar el comportamiento

de R(e) en los extremos del intervalo (0, +o0). Asi:

AT (\/Ti) |

lim = lim —_— = —

=% e o [o(k)yJe(k) O —;(%57_

3 .o B 4872
5 V2\  spa (l)
F2 (T) 5I 1

donde hemos tenido en cuenta la relacién de Legendre:

~ 0.548336 (5.4.13)

NN

E(k)F (k') + E(K)F(k) — F(k)F(K') = (5.4.14)

(siendo k' = v/1 — k2 el llamado médulo complementario) y que
1
2 (-

(42 ")
2 )] 47

en la que aparece la funcién T( - ) de Euler.



5.4 ESTUDIO DE LA FUNCION R(e) 228

Comprobemos ahora que
4 !
lim R(e) = = : (5.4.15)

e—0t 9

Para ello, y a partir de (5.4.12), es inmediato que

. . 8
Al = fmhi =35
. . 32 .
eli%}'. 12(6) = }:liri Ig(k) = Tg (5416)
donde hemos usado que |
. 4
lim [F(k) —log 75] =0 (5.4.17)

De (5.4.16) se deduce inmediatamente (5.4.15).
Para el caso —; < e < 0, las integrales de linea que aparecen en (5.3.11) estan

evaluadas a lo largo de una 6rbita cerrada pequena v(e). Asi:

Ii(e) = Z/bc c'y(z,e) dz, ©=0,2 (5.4.18)
donde y(z, e) aparece en (5.4.2) y, en este caso, al factorizar
y*(z,e) = %(c2 — 2%)(2? - b?) (5.4.19)

las raices reales y positivas by ¢ (b < c) de y(z,e) = 0 satisfacen:
¥+ct=2, b*=—4de (5.4.20)

Procediendo de forma idéntica a como hicimos en el caso e > 0 para obtener
(5.4.5) llegamos a:

© de [0 do 1 [ oPds ]
=) = 4= 5.4.21
b+ 3 /b y(z, €) T 3 J y(w,e)] ( )

1 2 ¢ 4e fc dz 4 1\ [c z%dz
o = (b~ e+ [
2(¢) [ 55 "5V, Y5, sme T5T3 /b y(z,e)

Como y(b,e) = y(c,e) = 0, basta calcular las dos integrales que aparecen en
2

Iy(e) = 2[%.’173/(:1:,6)

(5.4.21). Ambas se convierten, haciendo ¢ =

y después t = sen ¢, en

c2—-b
¢ dzx _ﬁ c ridx B g
/b y(z,e) ¢ F(k), /b y(z, €) - \/i E(k) (5.4.22)
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donde el médulo k en este caso, viene dado por (0 < k <1)

c2 _ b2
b= (5.4.23)
Asi, introduciendo (5.4.22) en (5.4.21) obtenemos
8 2
e = 32 pay + 2 2mn
8
ne) = 25w+ l‘f (-4 1 () (4.2

donde la dependencia de ¢,b y k con respecto a e se obtiene de manera inmediata

a partir de (5.4.20) y (5.4.23):

2v/1 4 4e
2 = Vv =1+ A ep— A 5.4.25
c=14+V1+4e, b =1 1 + 4e, /it ( )

Usando varias de las expresiones ya enunciadas comprobamos que

lim R(e) =1, lim R(e) =

e—r— I e—0—

SIS

con lo que constatamos la continuidad de R(e) para e = 0.
Nos proponemos ahora comprobar que Iy(e) e I(e) verifican el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias [15], [16], [27]:
3lo(e) = 4elj(e) + Iy(e)
151,(e) = dely(e) + (4 + 12¢e)I5(e) (5.4.26)

Nos centraremos en el caso e > 0. Si e < 0 el mismo procedimiento nos

conducird también a (5.4.26). Partiendo de (5.4.1) y (5.4.2):

¢zt 2e+:c ——4)

I(e)—4/xyme da:—4/ de, 1=0,2 (5.4.27)

y(z,e)
Derivando la anterior expresién obtenemos

c gt dz
0 y(xve)

I(e) =
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con lo que ‘:
(6) = 2¢1}(6) + Liyy(e) = 5 Tipale) (5.4.28)

Por otro lado, integrando por partes en (5.4.27):
(€)= =7 (Faae) = @) (5.4.29)

Eliminando I] ,(e) entre (5.4.28) y (5.4.29) obtenemois:

4ell(e) + 1! 5(e)
Ii(e) — (3+3+2

Déndole los valores ¢ = 0,2 y sustituyendo I}(e) por su valor obtenido al hacer

¢ = 0 en (5.4.28), obtenemos (5.4.26).

El sistema (5.4.26), valido tanto para e > 0 como para e < 0, nos permite

deducir que la funcién R(e) verifica la siguiente ecuacién diferencial de Riccati:
4e(1 + 4e)R'(e) = 8eR(e) — 4& — 4R(e) + 5R*(e) (5.4.30)

Para ello, basta escribir

0~ 3

deduciendo, a partir de (5.4.26), que
Ii(e) 5R(e)—1 Ij(e) 44 12e —5R(e)

Io(e) 1+4e ° (e 4e(1 + 4e)

Usando los valores de R(e) en los extremos de los intervalos (—%,0) y (0, +o0),
junto con algunas relaciones verificadas por las integrales elipticas [13], como por
ejemplo: :

dE(K) _ E(k) — F(k)

dk - k
dF (k) _ E(k) — (1 - k*)?F(k)
dk k(1 — k2%)?
calculamos los siguientes limites para R'(e):
lim R'(e) = _1 lim R'(e) - —x
e—»—% 2 e—0—
: / _ : ! —
elg(r)gr R'(e) = —o0 el}glw R'(e) = 0 (5.4.31)
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Nos proponemos a continuacién enunciar cuatro lemas que determinan el
comportamiento de R(e) y sus dos primeras derivadas en todo su intervalo de
definicién (los correspondientes a la primera derivada de R(e) son enunciados

—y demostrados de forma distinta— por Carr [15]).

Lema 5.4.1 Eziste un valor e; > 0 tal que R'(€) < 0 par@ 0<e<e yR(e) >0

para e > ey.

DEMOSTRACION:

Como lim,_o+ R'(e) = —00 y lim,_, 4o R(e) = 400 basta demostrar que si
R'(e1) = 0, entonces R"(e;) > 0, es decir, que el minimo —que debe existir por
la continuidad de R(e)— es tnico.

Sabemos que R(e) verifica la ecuacién diferencial (5.4.30). Derivandola llega-

2e(1 +4e)R"(e) = (5R(e) —4 — 12¢)R'(e) + 4R(e) — 2 (5.4.32)

Si R'(e;) = 0 las ecuaciones (5.4.30) y (5.4.32) se convierten respectivamente

€n

5R%(e1) — 4R(e1) — 4e1 + 8e R(e1) =0 (5.4.33)
261(1 -+ 461)R”(61) = 4R(61) -2 (5434)
Combinando (5.4.33) y (5.4.34) obtenemos

R(e;)(4 —5R(ey))

€1

sig [R"(e1)] = sig [4R(e;) — 2] = sig

Luego R"(e1) > 0si 3 < R(e1) < 2. Pero esto es evidente al despejar e; de
(5.4.33):
_ R(e1)(5R(e1) — 4)
4(1 — 2R(e1))

y tener en cuenta que tanto e; como R(e;) son positivos. [ ]
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Acabamos de demostrar que en e; la funcién R(e),e € (0,+00), alcanza su

minimo absoluto obteniendo ademés analiticamente una:cota para dicho valor:

1 4
§<R(el) <z

Lema 5.4.2 Si —1 < e <0, entonces R'(e) < 0.

DEMOSTRACION:

Probaremos que R'(e) no se puede anular pues se llegaria a una contradiccién.
Como también en el caso —1 < e < 0 son validas (5.4.30) y (5.4.32), al suponer
en ellas R'(eg) = 0, —3 < eg < 0, deben verificarse simultdneamente:

o — R(eo)[5R(eg) — 4]
® 7 T 4(1 - 2R(eq))

(5.4.35)

_ R(eo)[4 - 5R(60)]

€0

460(]. + 460)R”(60) = 8R(€0) —4

(5.4.36)

De (5.4.35) obtenemos que, o bien 0 < R(eo) < 3, o bien % < R(eo) < 1.

Si se diera la primera posibilidad, de (5.4.36) deduciriamos que R"(eo) > 0,
con lo que R(e) alcanzaria un minimo local en €. Pero esta situacién (ausencia
de maximos locales y existencia de un minimo en el que la funcién verifica 0 <

R(eo) < ) serfa incompatible con que

lim R(e) = 4 lim R'(e) = —%0

e—0~ 5 ’ e—0—

Asimismo, si se verificara § < R(ep) < 1, de (5.4.36) deducirfamos que

R"(eq) < 0, es decir, R(e) alcanzarfa un méximo local en ey. Pero nuevamente
esta situacién (ausencia de minimos locales y existencia de un maximo en el que

la funcién verifica £ < R(eg) < 1) serfa incompatible con que

lim R(e) = 1, lim R(e) = 2

e——x e—0— 5
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Por tanto, R/(e) no se anula en —1 < e < 0y, al ser continua, mantiene

. . . .. 1
siempre el signo que tiene en las proximidades de —3:

1
lim R'(e) = -5 < 0

Como consecuencia inmediata del lema 5.4.2, sabiendp que

4{
lim R(e) =1, lim R(e) = -

e_,_i_ e—0— 5

deducimos que £ < R(e) < 1 para —1<e<0.

Lema 5.4.3 Eziste un valor e; > 0 tal que B"(e) >0 si0 <e <ey y R"(e) <0

st e > ey. Ademds, ey > ey.

DEMOSTRACION:

La existencia de e, estd garantizada por el hecho de que R'(e) >0sie> e y
que lim._ ;. R'(e) = 0; por tanto, existe e; > e; tal que R"(ez) = 0.

Veamos que existe un nico valor de e € (0,+00) en el que se anula la derivada
segunda de R(e).

Derivando (5.4.32), obtenemos

2e(1 +4e)R"(e) = R"(e) [5R(e) — 6 — 28¢] + R'(e) [5R'(e) — 8] (5.4.37)
que se convierte, al suponer R’(e;) =0, en:
282(1 + 4:62)Rm(€2) = RI(62) [5R,(62) - 8] (5438)

Si en (5.4.32) también suponemos R”(e;) = 0 llegamos a

4R(62) -2
12e, + 4 — 5R(e3)

R(ey) = (5.4.39)
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Al sustituir (5.4.39) en (5.4.38) obtenemos:

R (ey) = S[2R(ez) = 1)[10R(ey) — 16¢; — 7]
@)= ea(l + de2) [12e2 + 4 — 5R(6§Q)]2

(5.4.40)

Como R(e;) > 1 (acotacién obtenida en la demost%acién del lema 5.4.1),
e2 > 0y 12e; + 4 — 5R(e2) # 0 (de (5.4.39) y del lema 5.4.1), de (5.4.40)

deducimos que

sig [R"(e2)] = sig [LOR(es) — 1662—%7] (5.4.41)

En lo que resta de demostracién, probaremos que
sig [L0R(ez) — 165 — 7] = —1 (5.4.42)

¥, por tanto, no pueden existir minimos relativos de R'(e),e € (0,+00), lo que
implica que sélo puede existir un maximo local para R'(e): el que alcanza en
€ = €9q.

Probar (5.4.42) es demostrar que cuando

" _ R’(Cg) [5R(62) —4 - 1262] + 4R(82) -2 _
R"(e;) = ST i) =0 (5.4.43)

—expresién que obtenemos de (5.4.32)— se verifica

Usando la expresién de R'(e;) que nos da (5.4.30) y sustituyéndola en (5.4.43)

obtenemos:

R'(e;) = {[8e2R(ez) — des — 4R(es) + 5R%(e2)] [SR(e2) — 4 — 12e5] +
+8e5(1 + 4€2) [2R(e2) — 1]}/ {8[e2(1 + 4e2)’} =0  (5.4.45)

Al ser ez > 0, queremos demostrar que cuando el numerador de (5.4.45) se

anula, se verifica (5.4.44). Desarrollando dicho numerador, obtenemos:

25R>(e;y) — 20e, R%(e2) — 32e2R(e2) — 40R%(e3) +
+12e2R(ez) + 16€3 + 16R(e3) + 8¢y = 0
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que se puede escribir como
p1(R)e] + o R)es + ps(R) = 0 (5.4.46)
donde
1
ei1(R) = 32 (R - 5) »
¢2(R) = 4(5R*-3R-2) (5.4.47)

os(R) = —25R (R _ %)2
(5.4.48)

estan evaluadas en R(e,).

Se trata de demostrar que e; — ¥(R) > 0 cuando se verifica (5.4.46), siendo

U(R) = 10 — 7 (5.4.49)
16
- evaluada en R(es).
Manipulando vemos que (5.4.46) se puede escribir como
¢1(R) [ea — U(R)] €2 + [01(R)¥(R) + ¢2(R)] €2 + p3(R) = 0
que usando (5.4.47) se convierte en
412
o1(R) [e2 — U(R)] e3 = 25R(e3) [R(e2) _ g] — pa(R)es (5.4.50)

siendo
@4(R) = 40R* —36R — 1
evaluada en R(e,).
Pero, asi mismo, (5.4.46) equivale a:
[pr(R)ez + p1(R)U(R) + 2(R)] [e — U(R)] + 1 (R)T*(R) +
+p2( R)U(R) + p3(R) =0

que usando nuevamente (5.4.47) lleva a:

(r(B)es + pu(R)] fer ~ W(R)] = £ (R(es) - 3) (5.4.51)
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Veamos que, por un simple anélisis de los signos de le factores que aparecen
en (5.4.50) y (5.4.51), podemos concluir que e; — ¥(R) > 0. Para ello sabemos
que ez > 0, R(e2) > %, ¢1(R) > 0. Ademis, es innilediato comprobar que
sig [pa(R)] = —1,0,41 si respectivamente R € (%,R.,.),R =R,,Re(Ry,+00)
donde R, = g—tzo—@

Asi, de (5.4.50) deducimos que sig [e; — U(R)] = +1 si R(e2) < Ry y de
(5.4.51) que sig [e; — U(R)] = +1 cuando R(es) > R4.

Por tanto, al verificarse (5.4.44), sig [R"(e2)] = —1 lo que conduce a que

existe un tnico valor e; > 0,e; > ey, tal que R"(ez) = 0. n

Puesto que R"(e2) < 0, de (5.4.38) deducimos que 10R’(e3) —16 < 0 de donde
obtenemos una cota para el maximo absoluto de R'(e):

8
R,(eg) < "5"

Lema 5.4.4 Si —1 < e <0, entonces R"(e) < 0.

DEMOSTRACION:

Vamos a demostrar que no existe ningan valor eg, —i < e < 0, tal que
R"(eg) = 0. Si evaluamos (5.4.37) para e = e, usando el lema 5.4.2, llegamos
a que R"(eg) < 0, con lo que R'(e) tendria un maximo relativo en e (R'(e) no
puede tener minimos relativos).

Si demostramos que R'(ep) < —-;—, no podra haber tal }néximo, dado que

lim R'(e) = —%, lim R'(e) = —o0

e——1% e—0—

Probemos, por tanto, para concluir la demostracién, que R'(eg) < —3.

Evaluando (5.4.32) en e = eg, obtenemos que la desigualdad

4R(eo) — 2 1
R'(eo) = _
(%) = {5es 72 —BR(eg) < 2.
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es equivalente a

8R(80) +12e6—5>0

cuando R"(eg) = 0. Es decir, queremos demostrar que e& —¢(R) > 0 cuando se

verifica (vid. (5.4.46) en la demostracién del lema 5.4.3):
1(R)E2 + pa(R)eo + 3(R) =0 (5.4.52)

donde ¢,(R), p2(R),3(R) son las funciones introducidas en (5.4.47) evaluadas

en esta ocasion en e = eq, y

evaluada también en e = .

Es facil comprobar que (5.4.52) se puede escribir como

21(B) leo — E(R) + (201 (R)E(R) + wa(B)] leo — E(R)] +
(21 (R)E(R) + o2 RIEX(R) + pa(B)| =0

que se convierte, usando las expresiones de (5.4.47), en

¢s(R) [eo — é(R)] = ¢1(R) [eo — E(R)]? + ¢o(R) (5:4.53)
donde |
os(R) = % [17R? - 2TR+16] (5.4.54)
eo(R) = 5(R~1)[-217R? + 66R +55]

estan evaluadas en R(ep).

Vamos a ver que analizando los signos de los factores que aparecen en (5.4.53)
se concluye que sig [eo — &(R)] = +1, o sea, 8R(eg) + 12¢0 — 5 > 0 y, por tanto,
R'(eo) < —%.

En el analisis de signos basta tener en cuenta que 505(R) > 0 para cualquier
R(e), p6(R) > 0 para 2 < R(e) < 1 (rango de valores en los que se mueve R para
e negativo) y ¢1(R) > 0 puesto que R(e) > 1.
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R(e)

Figura 5.4.1: Gréfica de la funcién R(e).

Puesto que hemos probado que el signo de R"(e) es constante para —;11- <e<0,
teniendo en cuenta los valores de los limites de R(e) y R'(e) en los extremos del

intervalo, concluimos que R"(e) < 0 si —% <e<0. _ |

Aunque la funcién R(e) ha sido ampliamente estudiada y utilizada ([15], [65],
[51]), como consecuencia de su aparicién en el analisis de la bifurcacion de Takens—
Bogdanov no degenerada, en ninguno de los trabajos coﬁsultados se evidencian
las propiedades de su derivada segunda (vid., por ejemplo, la figura 7.3.8 de [51]
en la que no aparece reflejada ni la pendiente infinita en el origen ni el cambio
de curvatura para e = e;). Si bien dichas propiedades no influyen en el caso no
degenerado, si juegan un papel fundamental, como veremos en la seccién siguiente,

en el caso degenerado que estamos analizando.

Una vez que hemos determinado analiticamente el comportamiento de R(e) y

sus dos primeras derivadas, pasamos a obtener su representacién grafica evaluando
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Figura 5.4.2: Derivadas primera y segunda de la funcién R(e).
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numéricamente las integrales elipticas completas de prin'j.era y segunda especie
que aparecen en su definicién mediante las correspondieﬁtes funciones DELK y
DELE de la biblioteca de subrutinas matematicas IMSL. Eos resultados obtenidos
aparecen en las figuras 5.4.1 y 5.4.2. i

5.5 Continuacién del Anilisis Semiglobal

En el estudio de la funcién R(e) y sus dos primeras derivé,das han aparecido tres
valores importantes de e que dividen el dominio de definicién de R(e) en cuatro

subintervalos. Estos tres valores son:
(i) e = 0, en el que R’'(e) no esta acotada;
(i) e = ey, en el que se anula R'(e);
(ili) e = ey, en el que se anula R"(e).

Al usar la parametrizacién dada en (5.3.16) obtenemos cuatro curvas distintas
(vid. figura 5.5.1) al movernos a lo largo de esos cuatro subintervalos. Asi, cuando
—% < e < 0, la bifurcacién silla-nodo es de dérbitas pequefias. Comienza dicha
curva SNH2 en el punto en el que la bifurcacién de Hopf cambia de estabilidad
(3 = 0) —curva aproximada, segin el anélisis local, por "(5.2.5)— y se une con
la curva de silla—nodo de 6rbitas pequefias SN1 que aparece como consecuencia
del cambio de estabilidad de la 6rbita homoclina (u; = 0). Cuando e € (0,€)
la parametrizacién (5.3.16) nos proporciona la curva SN2 que corresponde a
una bifurcacién silla-nodo de érbitas grandes y que surge,; junto con SN1, como
consecuencia del cambio de estabilidad de la homoclina.

Si e € (e1,e2), entonces obtenemos otra curva SN3 correspondiente —al igual
que SN2— a drbitas grandes que colapsa en una cispide (obtenida para e = e;)
con otra curva SN4 de silla-nodo de érbitas grandes.

Cuando estudiemos a continuacién el plano de pardmetros ¢1-¢; tendremos
una vision mas global de las superficies de silla-nodo y, en particular, aparecerd

bajo otra perspectiva la cispide en la que colapsan SN3 y SN4.
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Figura 5.5.1: Curvas de bifurcaciones silla—nodo (K = +1) en: (a) el plano pz—po;
(b) el plano e3¢, (¢; = 0.1).
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Para estudiar las curvas de bifurcacién silla-nodo de érbitas periddicas en el

plano py—us, consideramos el sistema (5.3.2) haciendo p3'= —K, es decir:
X =Y !
Y = mX-X3+e(uY - KXY + KX*Y) (5.5.1)

El sistema hamiltoniano que vamos a perturbar (coincide con (5.3.3) para p = 1)

es, por tanto:
X =Y ‘
Y = mX-X° (5.5.2)

que proviene de la funciéon de Hamilton
Y2 X2 X4
Hﬂl(va) - _5— - /Ll—é— + T
Las curvas H,,(X,Y) = cte = e determinan las 6rbitas de (5.5.2) donde el

~nivel de energia del sistema hamiltoniano queda especificado por el valor de e, de
2

tal forma que e € [%,+oo) sipuy >0ye€[0,+00)sip L0

Es inmediato verificar que (5.5.2) presenta un equilibrio (tipo centro) en el
origen para valores de g, < 0y que tras experimentar para g, = 0 una bifurcacién
pitchfork se convierte en tipo silla apareciendo ademés dos equilibrios (centros)
situados en (+,/p1,0). v

De esta manera, para valores de y; < 0 existirdn érbitas periédicas rodeando
al origen, mientras que para valores de y; > 0 existirdn tanto drbitas grandes
(rodeando a los tres equilibrios) correspondientes a e > 0: como pares ;ie orbitas
pequeiias (cada una rodea a uno de los equilibrios no triviales) para —%1— <e<0.
Para e = 0 (u; > 0) aparecen el punto de silla del origen y una érbita homoclina

doble que conecta dicho equilibrio, mientras que para e = ——l-jf- aparecen los

equilibrios no triviales.

El método de Melnikov nos conduce a la funcién
T(e,m1) . T(e,m1) . 9
Mie, ) = wa [ Y)dt—K [ X0Vt dt+

T(e,m1)
+ K /0 XA YR dt (5.5.3)
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donde T'(e, ;) es el periodo de la 6rbita correspondiente al nivel de energia e.
Parametrizando las integrales de linea con las variables espaciales en lugar de con
el tiempo t, (5.5.3) se convierte en:

ao-d&-f{}é @, da+

v(en1)

+ K 5y dé (5.5.4)

¥(e,u1)

M(Caﬂlaﬂz) = llzf

v(ep1)

donde las funciones vectoriales cuyas integrales de linea éalculamos a lo largo de
las érbitas cerradas (e, u1) vienen definidas por &;(X,Y) = (X'Y,0),i =0,2,4.
Al igual que en (5.3.8), el vector d&@ = (dX,dY). En este caso se puede

comprobar que

~ 4 - 8 2
B4(X,Y) = 7Hu1 (X, Y)&o(X,Y) + ‘7‘ﬂ1w2(X, Y) - 7 grad (XY?) +

6
+ —7—XY grad (H,,(X,Y))

y al integrarla sobre la érbita (e, uy) obtenemos

4—' 8 - -
}{ &54-dc'i=—e?{ wo-da+-]§ 5y - da
v(ep1) T Jy(ew) T Jy(ewn)

con lo que
4K 8
Me, p1, p2) = (#2 + Te) I'(e) + K (7#1 - 1> Iy (e) (5.5.5)
donde
1M (e) = f Si-d&, i=0,2. (5.5.6)
v(en1) ;

Nos planteamos ahora conocer la forma de I (e) dependiendo de los valores

de ;. En este caso, para e > 0:
IM(e) =4 / “wiy(z, e 1) de, i=0,2 (5.5.7)
0
y para e < 0 (sélo si gy > 0):

Iiul (6) = 2/b :Ei‘y(l', €, ﬂl) d.’l?, 1= 0,2 (558)



5.5 CONTINUACION DEL ANALISIS SEMIGLOBAL ’ 244

donde '
zt

y(z, e, 1) = \/26 + uz? — 5 (5.5.9)

y by c son las raices reales positivas de y(z,e,u;) = 0. ;’Mediante el cambio de

variable z = y/|u1| T e introduciendo ¢ = /|u1| €, b = \/ lu1] B, e = p3t, es

inmediato comprobar que

mI(t) si 1 > 0

() =4 1% : 5.5.10

% (6) { (‘—Hl)mI?(t) siopg <0 ( )

3+

donde m = ;(t) son las que aparecén en (5.4.1) parat >0

y en (5.4.18) para ¢t < 0. Las funciones I*(¢) las estudiaremos més adelante, al
considerar (5.5.5) para p1 < 0.

Pasamos a continuacién a analizar las curvas de silla-nodo que aparecen al
desarrollar la funcién de Melnikov (5.5.5) en el caso g; > 0. Dicha funcién puede

escribirse, pues Io(t) # 0, como

M(t, pa, o) = :U‘I%IO(t) [(Hz + 41(;“%1‘) + K <§7ﬂ - > ﬂlR(t)]

donde R(t) se introdujo en (5.3.12). Asi, la curva de bifurcaciones silla-nodo de

orbitas periddicas viene determinada por

4 g
Gt p, p2) = (ﬂz + 7Kﬂ§t) + K ('7'#1 - 1> mR(t) =0

G 4 8 o
E(t, f1, p2) = }‘Kﬂf + K (7#1 — 1) mRE(t)=0 (5.5.11)

junto con la condicién:

82

ot2 (t 1, M2) = (%pl - 1) ,ulR”(t) _ _w

rspap?? 4512

Por medio de (5.5.11) llegamos a la siguiente parametrizacién, ¢ € [—3, +00):

TR(t)
ml) = R
ey TEROIRG — R 5:513)

4[1 4+ 2R'(t)]?
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valida siempre que se verifique (5.5.12), es decir, cuando ;no se anule ni R'(¢) ni
R"(t) y R'(t) esté acotada. |

Como en la seccién 5.4 ya analizamos el comportamieﬁto de R(t), estamos en
condiciones de representar las curvas obtenidas que, en esée caso, corresponden a
envolventes de la familia de parabolas dada por G(t, u1, pi2) = 0.

Las cuatro curvas que se obtienen (vid. figura 5.5.2) al usar la parametrizacién
(5.5.13) corresponden a los cuatro subintervalos en que lés valores t = 0, t = ¢;
y t = ey dividen al intervalo [—-%,—i—oo). Al mover t eﬁ sentido creciente nos
van apareciendo las curvas que a continuacién mencionamos. La curva SN1
corresponde a érbitas pequefias y estd relacionada con el cambio de estabilidad de
la homoclina (g2 = 0,1 = g) De este mismo punto parte SN2 que corresponde
a orbitas grandes y que junto con SN1 envuelve a la homoclina aisldndola de la
bifurcacién de Hopf puesto que tienen estabilidades distintas. Pero esta curva
- ~ aparece para valores ¢ € (0,{.) donde £, < e; es tal que R'(t.) = —3 (vid. lema
5.4.1), puesto que para ese valor el denominador que aparece en (5.5.13) se anula
y para valores t € (., €;) (vid. lema 5.4.2), obtendriamos valores negativos de
pa(t), cuando en esta parte de nuestro analisis estamos sﬁponiendo w1 > 0.

La curva SN3 corresponde a la silla—nodo que nos habia dado el analisis local
de una bifurcacién de Takens-Bogdanov no degenerada pero que colapsa en una
caspide de silla-nodo de drbitas periédicas, con SN4.

De esta iltima s6lo obtenemos una porcién con el anélisis de (5.5.5) para pq >
0. Veamos ahora que la otra parte de SNV4, la correspondiente a gy < 0, también
aparece al estudiar (5.5.5). Para ello, volvamos a esta ecuacién, asumiendo y; < 0

y usando (5.5.10) con lo que obtenemos, pues I3(t) # 0:
T S 4 8 .
M (t, 1, p2) = (—p) I3 () [(uz + 7Ku§t) -K (7u1 - 1) mR (t)]
donde hemos introducido, de forma anéloga a como hicimos en (5.3.12), la funcién:

R*(t) = 2?3 (5.5.14)

definida para t € (0, 4+00).
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Figura 5.5.2: Curvas de bifurcaciones silla—nodo (K = +1) en: (a) el plano p;—p2;
(b) el plano e1-¢; (€3 = —0.1).
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De esta forma, la curva de bifurcaciones silla-nodo vendra determinada por

4 /8 5 .
G*(t, p, p2) = (Hz + 7Kﬂft> - K (7#1 - 1) p R (t) =0
0G* 4 8 o
) = gKut= K (g —1) (0 =0

junto con la condicién:

e 3 .
S (b pe) = —K (7#1 - 1) mBR(t) =

KR ()R (1)
“I2ROP

40 (5.5.15)

que nos lleva a la parametrizacién:

—TR*(t)
Nl(t) 4[1 . QR*'(t)]
i® TKR*(t)[R*(t) — tR*(1)] (5.5.16)

4[1 — 2R (t)]?
siempre que se verifique la condicién (5.5.15).

En este caso, para poder usar esta parametrizacién necesitamos conocer en
detalle el comportamiento de la funcién R*(t), en especial los ceros de sus dos

primeras derivadas, asi como los puntos en que se anule el denominador que

aparece en (5.5.16).

5.6 Estudio de la Funcién R*(t)

Para t € (0, 400) definimos en (5.5.14) la funcién

La forma de I(t) la determinamos de la siguiente manera.

Particularizando (5.5.7) al caso y; < 0 obtenemos

c . i [€ T4
I (e) = 4/ 'y(z, e, ) do = 4(——/11)3%_/ 2t — 7% — %— dz
0 0
que comparando con (5.5.10) nos lleva a definir (sélo para t > 0)

(1) =4 /O “riy*(a,1) dz, i= 0,2 (5.6.1)
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donde
z? ;
Yy (z,t) = /2t — 2?2 — e 5 (5.6.2)
y ¢ es la tinica raiz real positiva de y*(z,¢) = 0. Factorizando y*?(z,t) obtenemos:
1
V) = 2 =) 4 B (563)

verificindose —a diferencia de lo que ocurria en (544)——
BF-ct=2 =4 (5.6.4)

Aprovechando los calculos hechos en (5.4.5)—(5.4.8) es facil llegar a

WAL B L WAET
3v/c? + 32 3

L) = —% ﬁ—L;;[t(H?)ﬂ?)w?] F(k)+Eg—/_g<t+%) & + B2E(k)

donde el médulo & de las integrales elipticas completas vale nuevamente

N0 E(k) (5.6.5)

VAT

y ¢, B,k dependen de t de la siguiente forma:

2 _ 2 _ p_V1it4at—1 5.6.6
F=Vitat—1, PB=vVitat+1, k= T (5.6.6)

Es inmediato comprobar que k(t) es una funcién monétona estrictamente

k=

creciente para t € (0,400) y que tiende, respectivamente, a 0 y a 5@ en los

extremos de dicho intervalo.

Deduciendo de (5.6.6) que ¢ como funcién de k vale

k2(1 — k)

k) = T 2my

donde k € (0, 5@), podemos expresar I e I3 como funciones del médulo £ —que
resulta ser el complementario del introducido en (5.4.7)—
8[(1 — K*)F(k) + (2k* — 1)E(k)]
3(1 — 2k?)2
16 [(1 — k?)(k® — 2)F (k) + 2(k* — k? + 1) E(k)]

Lk) = 51— 20%) | (5.6.7)

(k) =
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Indicamos que estas expresiones coinciden formalmente con las obtenidas en
(5.4.12), considerando el denominador |1 — 2k?|.
Este resultado est4 relacionado con la continuidad de I '(e) en p1 = 0. Dicha
continuidad la comprobamos calculando
1 4 /2
'(O)mo = 2V34e)} [ V=2t do = S(4e)iF (—Qf—)
o :

B(@lyeo = 2V20)F [ 2VIT3 da = S(10)} [E (_2\/?_> Lr (_{z)]

y verificando que estas expresiones coinciden, respectivarriente, con los valores de
los limites de I{*(e) e Iy (e) cuando g1 — 0 tanto por la izquierda como por la
derecha.

Usando los desarrollos en serie de potencias del médulo & de las integrales

elipticas completas [13]:

B9
F(k) = 14—+ —k*+--

4 64

k? 9 . '

E(k) = 1—-1-—-1—95]6—"'

se demuestra facilmente que
%i_l)%R (t) = E—I»I(IJR (k) =0 (5.6.8)

* ™ 2.

lim R*(t) — lim R*(k) _ 48w
oo/t -2 \ft(k) 5T (3)

De forma anéloga a como obtuvimos para Iy(e) e I(e) el sistema (5.4.26),
comprobamos que I(t) e I3(t) verifican
() = 4 - ')
151;(¢) = —4tI3'(t) + (4 + 120)13'(¢) (5.6.9)

(basta derivar (5.6.1), integrar por partes la misma ecuacién y combinar ambos

resultados).

Este sistema nos permite deducir que la funcién R*(t) verifica la siguiente

ecuacion diferencial de Riccati:

44(1 + 41)R™'(t) = 8tR*(t) + 4t — 4R"(t) + 5R**(1) (5.6.10)
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expresion que nos ayuda a deducir

lim R¥(t) = = | lim R*(t) =0 (5.6.11)

t—0 2 t—+00

Enunciamos, a continuacién, dos lemas que nos indican el comportamiento de
R*(t) y sus dos primeras derivadas (el primero de ellos aparece demostrado en

[15] en una forma alternativa).

Lema 5.6.1 R*(t) > 0 para todo t > 0.
DEMOSTRACION:

Vamos a suponer que existe un valor ¢, > 0 tal que R*(¢,) = 0 y llegaremos

a una contradiccién. Derivando (5.6.10) obtenemos:
2t(1 + 4t)R*"(t) = —R*'(t)[12t + 5R*(7;) + 4] + 4R*(t) + 2 (5.6.12)
que particularizada para t = t; se convierte en
t1(1+4¢)RY'(t) = 2R*(t,) + 1

Puesto que t; > 0, R*(t;) > 0 es evidente que R*"(¢1) > 0 con lo que R*(t)
tendria un minimo relativo en ¢ = #;. Pero esta situacién no es compatible con

lim R*(¢) =0, t]j+moo R*(t) = 40

t—0

pues requeriria la presencia de algiin méximo relativo (prohibido por R*"(t;) > 0).
Por tanto, R*(t) no se anula para ¢t > 0 y, al ser continua, mantiene siempre
el signo que tiene en las proximidades del origen:

lim R*'(t) = % >0

t—0
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Lema 5.6.2 R*(t) < 0 para todo t > 0.

DEMOSTRACION:

Probaremos que no existe t; > 0 tal que R*"(¢;) = 0. Derivando (5.6.12)

obtenemos:
2t(1 + 4t)R*"(t) = —R*"(¢)[28t + 5R*(t) + 6] — R*'(t)§[8 +5R(t)] (5.6.13)
que evaluada en t = ¢, aparece como |
2t5(1 + 4¢5) R*"(t) = —R*'(£5)[8 + 5R™'(t3)]

con lo que sig [R*(t;)] = —1 pues ¢, > 0, R*(t2) > 0 y R*(¢3) > 0 (vid.
lema 5.6.1). Asi, R*'(t) tendrfa un méximo relativo en ¢ = ¢; (y no podra tener
minimos relativos). Si conseguimos demostrar ahora que R*(t;) < 1 no podra
- existir tal maximo sin la presencia de algun minimo, ya que

lim R*'(t) =

t—0

, lim R*(t) =0.

t—+400

N —

En lo que sigue probaremos pues que R*'(t;) < 7. Particularizando (5.6.12)
para t = t,: ARt 0
B (1) = 12t5 + 5(123(:;) 4
vemos que R*'(t;) < % ity > R*it2) cuando R*"(t;) = 0.
Para determinar R*“(t;) = 0 combinamos (5.6.10) y (5.6.12) para t = ¢,
llegando a »

(R + 72(R*)ty + 13(R*) = 0 (5.6.14)
donde

n(R) = 2 (8 +3)

7(R) = 4(-5R”-3R"+2) (5.6.15)

4

2
vs(R") = —25R* (R* + —)

I

)
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estan evaluadas en R*(t,).

Es decir, queremos demostrar que t; — ((R*) > 0 cuando se verifican (5.6.14)

y (5.6.15) siendo ;
C(R") = — (5.6.16)
evaluada también en R*(t,). |

Por una parte, (5.6.14) se puede escribir como
71 (B [tz = (B t2 + b (ROR) + 12(B)] 2 + 13(RT) = 0

que teniendo en cuenta (5.6.15) y (5.6.16) se convierte en

(R [tz — C(BR*)]t; = va(R*)ts + 25R*(t2) [R*(tg) + %]2 (5.6.17)

donde
v4(R*) = 4(3R** + 2R* - 2)
~ estd evaluada en R*(t,).

Pero ademds, (5.6.14) equivale también a:

(Rt + M(ROR") +7v2(B) [tz — (B + m(B)C(R) +
+72(R7)(R”) + 73(R) = 0

que mediante (5.6.15) y (5.6.16) puede escribirse como
[ (B2 — 7a(B)] [t2 =~ ((B*)] = 14R"(t2) (2R (t2) + 3R*(82) +1)  (5.6.18)

Al igual que en los lemas 5.4.3 y 5.4.4, por un simple analisis de los signos de los
factores que aparecen en (5.6.17) y (5.6.18), podemos concluir que t, —((R*) > 0.
Para ello sabemos que t; > 0, R*(¢;) > 0, v1(R*) > 0. Ademads, es evidente que

sig [v4(R*)] = —1,0,+1 si respectivamente R* € (%,R*_,.),R* = R*,,R* €
(R*;,+00) donde R*, = ‘/73— L

Asi, de (5.6.17) deducimos que sig [t, — {(R*)] = +1 si R*(t;) > R*y y de
(5.6.18) que sig [to — ((R*)] = -1 si R*(t) < R*;. Por tanto, acabamos de
"\t , es decir, R*(t;) < 3.

demostrar que ¢, >
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Figura 5.6.1: Gréfica de la funcién R*(t).

Finalmente, puesto que el signo de R*" es constante, teniendo en cuenta los
valores de los limites de R*(t) y R*'(t) dados en (5.6.8) y (5.6.11) deducimos que
R*(t) < 0sit>0. : N

Los resultados analiticos se ven reflejados en la representacién grafica, al igual
que hicimos para R(e), tanto de la funcién R*(t) como de sus dos primeras

derivadas (vid. figuras 5.6.1 y 5.6.2).

Tras el estudio que hemos realizado de la funcién R*(t) estamos ya en condi-
ciones de usar la parametrizacién dada en (5.5.16). Vamos a comprobar previa-
mente que la curva que obtenemos con esta parametrizacién se une en el eje y,

(del plano py—p3) con la curva obtenida mediante (5.5.13). Para ello, calculamos

i e = lim RO~ tR()
a0t e T 2R )
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Figura 5.6.2: Derivadas primera y segunda de la funcién R*(t).
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TR (e) [R(e) — eR'(%)]

i - =
oot BT ST 4 (14 2R (e))
2 ]2 |
L BT k ~0.131544K
16 |51 (1) f_

donde hemos usado ecuaciones y valores de limites de R(e) y R*(t) mencionados

a lo largo de este capitulo. :

Es pues, mediante la parametrizacion dada en (5.5.16), como se completa la
curva SN4 de la figura 5.5.2 en la zona u; < 0. Dicha%porcién de SN4 ya la
obteniamos mediante el analisis local de la bifurcacién de ﬁopf del origen, aunque
para dicho analisis la curva —linea recta en aquel caso— acababa bruscamente

en g; =0 (vid. figura 5.2.1).

5.7 Conjuntos de Bifurcaciones

Se trata de recopilar, a partir de los resultados de las secciones precedentes, las
curvas de las bifurcaciones que van a aparecer en cada pléno de parametros del
sistema (5.1.5). Nos centraremos en el caso K = +1.

Comenzamos con el plano e3—¢, (¢; > 0). En este plano puede apreciarse
(vid. figura 5.7.1) la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales HO P2,
una recta dada por la ecuacién (5.2.4), que cambia de estabilidad en ez = 0.
A raiz de este cambio en el caricter de la bifurcacién aparece una curva de

silla-nodo SNH2 de érbitas periddicas (vid. figura 5.5.1), que corresponde, en

primera aproximacion, a la semipardbola dada por (5.2.5). Asimismo, la curva
de conexiones homoclinas HOM, en este caso una recta determinada por (5.3.5),
cambia de atractiva (¢; < 0) a repulsiva (¢, > 0) haciendo que aparezcan dos
curvas de silla—nodo de 6rbitas periédicas. La primera de ellas SN1 corresponde a
érbitas pequefias y colapsa con SN H2; la segunda SN2 es de érbitas grandes. Por
ultimo aparecen, en este plano de parametros, otras dos curvas de silla-nodo, SN3
y SN4, que colapsan en una cispide. La primera de ellas est3 relacionada con la

bifurcacién de Takens-Bogdanov mientras que la segunda lo est4 con el cambio

de caracter de la bifurcacién de Hopf del origen. Destacamos que en este corte del
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Figura 5.7.1: Conjunto de bifurcaciones en el plano e3—¢; (€1 > 0), (K = +1).
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Figura 5.7.2: Configuraciones de equilibrios y érbitas periédicas que aparecen en
el plano de pardmetros ez—; (¢; > 0), (K = +1).
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espacio de parametros no aparece esta ultima bifurcacién de Hopf y que siempre
hay tres equilibrios. Nos encontramos ante 9 regiones en el plano e3—¢; que
originan 8 configuraciones distintas, esquematizadas en la figura 5.7.2. En estos
esquemas de configuraciones nos limitamos a indicar el nimero de equilibrios, sin
indicar su estabilidad. En lo referente a las érbitas periddicas, el trazo continuo
indica drbita estable y el discontinuo inestable.

Vamos ahora a comentar el conjunto de bifurcaciones obtenido en el plano
€1-€2 (€3 < 0) (vid. figura 5.7.3). En primer lugar observamos la bifurcacién de
Hopf del origen HOP1 que resulta ser siempre supercritica. Al intersectar dicha
recta con la correspondiente a la bifurcacién pitchfork PI aparece un punto de
codimensién dos, el correspondiente a una bifurcacién de Takens-Bogdanov no
degenerada. De este punto, el origen en el plano de paridmetros, parten tres

curvas:

(i) la correspondiente a la bifurcacién de Hopf de los equilibrios no triviales

HOP2 que se mantiene siempre subcritica;

(ii) la de conexiones homoclinas HOM que al atravesar el eje €, = 0 pasan de
repulsivas a atractivas apareciendo, relacionadas con este cambio de esta-
bilidad, dos curvas de silla-nodo de érbitas periédicas: SN1 corresponde a

érbitas pequeias y SN2 a grandes;

(iii) la de silla-nodo de érbitas periédicas SN4 que colapsa en una cispide
con otra curva de silla-nodo de érbitas grandes SN3 que aparece como
consecuencia del cambio de estabilidad de la bifurcacién de Hopf del origen

(vid. figura 5.2.1).

En resumen, el conjunto de bifurcaciones en este plano de parametros presenta,
11 regiones que dan lugar a 10 configuraciones distintas (vid. figura 5.7.4).

En la figura 5.7.5 mostramos el mismo esquema que en la figura 5.7.3 en el caso
€3 = —0.1 (K = +1). Observamos la proximidad a la que se encuentran varias

curvas, lo que justifica que en algunos conjuntos de bifurcaciones nos conformemos
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Figura 5.7.3: Conjunto de bifurcaciones en el plano &;—¢; (e3 < 0), (K = +1).
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Figura 5.7.5: Conjunto de bifurcaciones en el plano €,~¢; (€3 = —0.1), (K = +1).
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con los detalles cualitativos para que queden claras todas las zonas presentes en
los mismos.

Como acabamos de ver, al cortar las superficies de bifurcaciones en el espacio
de pardmetros por planos paralelos a los planos coordenados algunas curvas pare-
cen desconectadas de su origen; estdn ahi pero no aparece de forma evidente el
motivo de su existencia. Si en su lugar cortamos las superficies por una semiesfera
y proyectamos dichas curvas en el plano coordenado correspondiente obtenemos
conjuntos de bifurcaciones con mas informacién y que ademas se asemejaran més
a los que nos vamos a encontrar cuando estudiemos sistemas reales, pues las rela-
ciones entre los parametros de dichos sistemas y los pardametros de (5.1.5) van a
ser, en general, no lineales.

De esta forma, si buscamos la interseccién de la semiesfera €2 + €2 + €2 = R?
(61 > 0) con las superficies de bifurcaciones y proyectamos las curvas obtenidas
~en el plano e3—¢; el conjunto de bifurcaciones es como el indicado en la figura

5.7.6. Comparando con el obtenido en la figura 5.7.1 vemos que:

(i) la curva de silla-nodo SN4 aparece conectada con un punto de Takens—
Bogdanov T B1 con lo que la cispide en la que colapsa con SN3 no se

presenta aislada;

(ii) las curvas HOP2 y HOM que surgen del mismo punto T'Bl aparecen conec-

tadas con las correspondientes curvas que surgen del otro punto de Takens-
Bogdanov T B2;

(iii) la curva de silla-nodo SN2 que surge por el cambio estabilidad de la homo-
clina (¢; = 0,e3 < 0) aparece conectada con la correspondiente silla-nodo

que nace en TB2 (g3 > 0).

Nos encontramos pues, en este caso, con 10 regiones y 8 configuraciones dis-
tintas (vid. figura 5.7.2).
Si el corte lo damos en esta ocasidn con la semiesfera €2 +e2+¢2 = R? (e3 < 0)

y proyectamos en el plano €,—¢, obtenemos un conjunto de bifurcaciones como el
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Figura 5.7.6: Conjunto de bifurcaciones en el plano e3—¢; (K = +1) obtenido al
intersectar con la semiesfera en la que ; > 0.
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SN3

HOP1

Figura 5.7.7: Conjunto de bifurcaciones en el plano &;-¢; (K = +1) obtenido al
intersectar con la semiesfera en la que &3 < 0.
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indicado en la figura 5.7.7. Si bien este conjunto es muy parecido al representado

en la figura 5.7.3 destacamos tres nuevos aspectos:

(i) se hace patente la relacién entre la curva de silla—nodo SN3 y la bifurcacién

de Hopf del origen HOP1, pues ésta es degenerada en el punto DH1;

(ii) la curva SN1 conecta al punto DHM en el que la conexién homoclina
es degenerada con el punto DH2 en el que la bifurcacién de Hopf de los

equilibrios no triviales cambia de estabilidad;

(ii1) aparece una nueva configuracién, la 11 de la figura 5.7.4, con lo que el
conjunto de bifurcaciones queda dividido en 13 regiones dando lugar a 11

configuraciones distintas (vid. figura 5.7.4).

Si bien es verdad que la riqueza de comportamientos que la degeneracién de la
- bifurcaciéon de Takens-Bogdanov trae consigo se concentra en una zona concreta
del espacio de pardmetros —justamente la comentada hasta ahora— no debemos
olvidar, con el fin de completar el estudio del sistema (5.1.5), su conducta de
bifurcaciones en las zonas de menor variedad de configuraciones, como es el caso
del conjunto de bifurcaciones presente para €3 > 0 (K = +1). En este supuesto,
las bifurcaciones que aparecen en el plano £,—¢; estdn esquematizadas en la figura
5.7.8. En ella observamos como la interseccién de la bifurcacion de Hopf del
origen HO —subcritica en este caso— con la recta en la que se da la bifurcacién
pitchfork de equilibrios PI produce en el origen un punto de Takens-Bogdanov no
degenerado del que parten, como es habitual, una curva de Hopf (supercritica) de
los equilibrios no triviales H2, una curva de conexiones homoclinas (atractivas)
HOM y una de silla—nodo de 6rbitas periédicas SN. La situacién es similar a la
de una bifurcacién de Takens-Bogdanov no degenerada (vid. figura 5.2.2) si bien
en este caso las curvas H2, HOM y SN tienen forma parabdlica (la expresién
analitica de SN se puede obtener a partir de (5.3.16) y del escalado introducido
en (5.3.1)). En la propia figura 5.7.8 hemos indicado las 6 configuraciones de

equilibrios y érbitas periddicas presentes en esta situacién.
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Figura 5.7.8: Conjunto de bifurcaciones en el plano ¢;—¢; (€3 > 0), (K = +1).
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Como breve resumen podemos indicar que hemos obtenido, mediante el analisis
teodrico del sistema (5.1.5), seis curvas de codimensién dos que parten todas del

origen del espacio de parametros. Estas curvas corresponden a:

(i) una bifurcacién de Hopf degenerada del origen, situada en g, = 3 = 0,

€1 < 0;

(i) una bifurcacién de Hopf degenerada de los equilibrios no triviales, que

aparece para €3 = 0, ¢, = —Ke3, ¢; > 0;

(ili) una conexién homoclina degenerada, dada, en primera aproximacién, por

&3 = —(8/7)K€1, Eg = 0, &1 > 0,

(iv) una bifurcacién de Takens-Bogdanov no degenerada con los dos coeficientes

de los términos cibicos negativos, determinada por &, = €5 = 0, €3 < 0;

(v) otra bifurcacién de Takens-Bogdanov no degenerada con un coeficiente

cbico positivo, que aparece para €; = g3 = 0, €3 > 0;

(vi) una cispide de silla—nodo de érbitas periédicas, cuya ecuacién, en primera

aproximacién, deducimos en lo que sigue.

Teniendo en cuenta que dicha cispide aparece para e = e;, mediante la
parametrizaciéon dada en (5.3.16) —también se podria utilizar la de (5.5.13)—
y usando las relaciones entre p; y ¢; del escalado introducido en (5.3.1) llegamos

a la siguiente parametrizacién para la ctispide:
e1(s) = s, €2(8) = aps?, €3(8) = a3s, s> 0

donde

4K (R(e3) — e3R'(€3))
TR'(es)
4K (2R'(e3) + 1)
T TR'(ey)

Qg = #2(62)

o3 = pa(e2) =

(5.7.1)
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Figura 5.7.9: (a) Cuspide de silla-nodo de 6rbitas periédicas en el espacio de
parametros (K = +1). (b) Curvas de silla-nodo que colapsan en una cispide
para distintos valores de e5: (1) —0.05; (2) —0.2; (3) —0.3; (4) —0.4; (5) —0.5.
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Mediante dicha parametrizacién obtenemos la curva de la figura 5.7.9 en la
que también aparecen las proyecciones en los planos coordenados de dicha cispide
de silla-nodo.

En lo que resta de seccién vamos a exponer resultados de estudios numéricos,
realizados con los algoritmos expuestos en los capitulos II y III, que concuerdan
con los resultados tedricos obtenidos.

Comenzamos dando los valores aproximados de e; y e; donde R(e) y R'(e)

alcanzan respectivamente su minimo y su maximo absolutos:
e1 ~ 0.088987, R(er) =~ 0.752256

ey & 0.423807, R(ey) ~ 0.822213, R'(e;) ~ 0.259085

Con estos tltimos valores podemos evaluar oy y a3 de (5.7.1) obteniendo
ag & 1.571268K, a3 ~ —3.348421K

Hemos obtenido, para diversos valores negativos de &3, secciones de la cispide
cuya aproximacién tedrica también dibujamos en la figura 5.7.9. Asimismo, hemos
comparado dicha aproximacién tedrica con los resultados numéricos proyectando
en el plano €;-¢; la curva tedrica y obteniendo numéricamente varios puntos de
la curva exacta, con valores de £3 comprendidos entre 0 y —1 (vid. figura 5.7.10).

La otra curva sobre la que se produce una bifurcacién de codimensién dos de
la que tenemos una expresién analitica aproximada es la de conexiones homo-
clinas degeneradas. Mediante el algoritmo desarrollado en el capitulo 3 hemos
continuado dicha curva HD (vid. figura 5.7.10). La recta punteada HT corres-
ponde a la aproximacién obtenida por el método de Melnikov que se ajusta muy
bien, en este caso, a la curva continuada hasta valores del orden de la unidad. Al
seguir aumentando ¢; la curva de homoclinas degeneradas se va separando de la
punteada y se acerca a la de Hopf HOP?2 de los equilibrios no triviales.

Si fijamos €; = 0.5 (K = +1), el conjunto de bifurcaciones que aparece en
el plano e3—¢, es el de la figura 5.7.11, analogo al de la figura 5.7.1 y con las

configuraciones esquematizadas en la figura 5.7.2.
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(K = +1).

(b) Curva de homoclinas degeneradas (e, = 0),
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Figura 5.7.11: Conjunto de bifurcaciones en el plano e3—€2, obtenido
numéricamente para ; = 0.5, K = +1.
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Figura 5.7.12: Conjunto de bifurcaciones en el plano ¢;—¢;, obtenido
numéricamente para €3 = —0.5, K = +1.
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Nos planteamos ahora obtener numéricamente las curvas de bifurcaciones que
aparecen en las figuras 5.7.3 y 5.7.5. Fijamos para ello ¢ = —0.5, K = +1.
Usando los algoritmos desarrollados en los capitulos 2 y 3 hemos obtenido los
resultados que aparecen en la figura 5.7.12, que presentara las configuraciones
indicadas en la figura 5.7.4.

Si ademas fijamos £, = —0.5 obtenemos el diagrama de bifurcaciones de la
figura 5.7.13 en el que se observa como el par de dérbitas peridédicas inestables
que nacen en una bifurcacién de Hopf subcritica de los equilibrios no trivia-
les desaparece en una bifurcacién silla-nodo con un par de drbitas estables que
provienen de la homoclina atractiva. Esta se ha formado a partir de una 6rbita
estable grande que colapsa en otra bifurcacién silla—nodo con otra 6rbita inestable
grande. En este caso concreto nos hemos movido por las configuraciones 4, 10, 8,
5y 2 de la figura 5.7.4. ]

Para finalizar la presente seccién hemos centrado nuestra atencién en el caso
€3 = 0.1 (K = +1) para el que hemos encontrado las tres curvas mostradas en
la figura 5.7.13: la de Hopf de los equilibrios no triviales H2, la de conexiones
homoclinas (en medio) y la de silla-nodo de érbitas periédicas SN. Este conjunto

de bifurcaciones corresponde al que aparece en el cuadrante inferior derecho de
la figura 5.7.8.

5.8 Aplicaciéon a un Sistema Electronico Auté-
nomo

Nos planteamos, en esta seccién, determinar el comportamiento tan rico de bifur-
caciones —predicho por el anélisis anterior— que presenta el circuito estudiado
en el capitulo IV, como consecuencia de una degeneracién en la bifurcacién de

Takens-Bogdanov (vid. seccién 5.1). Vamos a centrarnos en tres situaciones:
(i) ausencia de diodos, es decir, az # 0, bs = a5 = bs = 0;

(ii) a3 #0, bs # 0, a5 = b5 = 0;
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(iii)0,37£0,b3§é0,a5740,b5740.

En el primer caso fijamos as = 0.1 con lo que la bifurcacién de Takens-
Bogdanov resulta ser degenerada para r. = 1. Evaluando los coeficientes de
la forma normal para los valores criticos de los pardmetros obtenemos 5 < 0.
Parece pues que el conjunto de bifurcaciones que esperamos encontrar sera el
correspondiente a K = —1. Para valores de r < r. el conjunto de bifurcaciones
es el de la figura 5.8.1 en el que aparecen las siguientes curvas. La bifurcacion de
Hopf del origen HOP cambia de supercritica a subcritica en A apareciendo como
consecuencia de esta degeneracién una curva de silla—nodo de 6rbitas periédicas
SN1. La intersecciéon de HOP con la recta de pitchfork de equilibrios PI da
lugar a un punto de Takens—Bogdanov B del que parten tres curvas: la de Hopf
de los equilibrios no triviales HOP2, la de conexiones homoclinas HOM y la de
silla-nodo SN2 de érbitas periédicas. Esta tltima, tal como sucedia en el sistema
- (5.1.5), colapsa en una cispide C' con SN1.

Por otra parte, el cambio de caracter de HOP2 en D conlleva la aparicién de
otra curva de silla-nodo de érbitas periddicas pequenias SN3 que finaliza, igual
que en el caso del sistema plano analizado, en el punto E en el que la curva
HOM cambia de atractiva a repulsiva. De este punto F también nace otra curva
de silla-nodo de drbitas periédicas grandes SN4. Esta colapsa en una cispide
F' con otra curva de silla-nodo SN5 que nuestro analisis semiglobal no predijo.
Destacamos el hecho de que las ciispides F' y C colapsan para algin valor de r
comprendido entre 0.5 y 0.7: parece que estamos ante una bifurcacién pico a pico
(beak—to-beak singularity) (vid. figura 5.10 de [99]) cuyo estudio dejamos para
trabajos posteriores.

Incluimos, en la figura 5.8.2, un detalle muy ampliado de una zona del conjunto
de bifurcaciones de la figura 5.8.1 en el que se observa la pequefiez de algunas
regiones de dicho conjunto lo que imposibilita que se pueda reproducir, en un
tamano razonable, el conjunto completo obtenido numéricamente. De ahi que
recurramos a los esquemas cualitativos para tener una visién global de la riqueza

de comportamientos del circuito en estudio.
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Figura 5.8.2: Detalle del conjunto de bifurcaciones que se obtiene numéricamente
parar =0.7,a3 =0.1, b3 = a5 = b5 = 0.
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Figura 5.8.3: Distintas configuraciones de equilibrios y érbitas periédicas corres-
pondientes al caso r = 0.7, a3 = 0.1, b3 = a5 = b5 = 0.
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Para los valores de los parametros indicados, las 13 configuraciones que pre-
senta el conjunto de bifurcaciones de la figura 5.8.1 han sido esquematizadas en la
figura 5.8.3, en la que no indicamos la estabilidad de los equilibrios y si la de las
orbitas periédicas. La existencia de la cispide F' hace que haya configuraciones,

la 12 y 13, en las que coexisten hasta 4 érbitas periddicas.

Resumiendo, podemos indicar que el comportamiento en las proximidades de
., para r < rc, es rico —el indicado hasta ahora— mientras que para r > r. sélo
aparece una bifurcacién de Hopf del origen no degenerada (siempre supercritica)
que al intersectar con la recta de pitchfork de equilibrios origina un punto de
Takens—-Bogdanov del que parten tres curvas y ninguna de las cuales va a cambiar
su estabilidad (la de Hopf de los equilibrios no triviales se mantiene subcritica y

la homoclina repulsiva).

En el segundo caso que analizamos tomamos r = 2, b3 = 0.3, a5 = b5 = 0,
- con lo que la degeneracién en la bifurcacién de Takens-Bogdanov se da para el
valor critico de a3, a3, = 0.9. Nuevamente la evaluacién de 85 nos hace pensar, al
ser negativa, que nos encontramos en el caso K = —1 como asi sucede y el com-
portamiento de bifurcaciones rico aparece aqui, en las proximidades de az., para
asz < as.. En la figura 5.8.4, que comentamos a continuacién, aparece el conjunto
de bifurcaciones, relacionado con la degeneracién de la Takens-Bogdanov, para
az = 0.1. Observamos, en primer lugar, que la curva de Hopf del origen HOP
pasa de supercritica a subcritica en A de donde surge, como consecuencia de esa
degeneracién, una curva de silla—nodo de érbitas periédicas SN1. Al intersectar
HOP con la recta de pitchfork de equilibrios PI aparece un punto de Takens—
Bogdanov B del que surgen una curva de Hopf HO P2 de los equilibrios surgidos
en PI, una curva de conexiones homoclinas HOM y una curva de silla-nodo de
orbitas periddicas SN2. Tal como predijo nuestro analisis de (5.1.5), esta tltima
colapsa con SN1 originando la cispide C. Mientras que HOP2 se mantiene
supercritica, la homoclina HOM atraviesa la curva punteada RI, que separa la
zona del plano de parametros RE en la que los tres autovalores de la matriz de la

linealizacién del origen son reales de la zona en la que dicha matriz tiene un par
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a5=b5=0.
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de autovalores complejos conjugados, con lo que la homoclina pasa a ser del tipo
silla~foco. Después HOM atraviesa la otra curva punteada D1 que indica que el
autovalor real positivo coincide con el médulo de la parte real de los autovalores
complejos. Por tanto, por debajo de D1, la homoclina pasa a ser repulsiva, con lo
que el comportamiento del sistema presentara la misma riqueza que la analizada

en el capitulo anterior, alrededor de esa homoclina tipo Shil’nikov.

Finalizamos este segundo caso indicando que, si a3 > az, = 0.9, el conjunto
de bifurcaciones se simplifica notablemente puesto que la bifurcacién de Hopf del
origen se mantiene siempre supercritica y, por tanto, la curva de silla-nodo que
surge del punto Takens-Bogdanov no colapasara en ninguna ciispide consecuencia

de la degeneracion de la bifurcacién de Takens-Bogdanov analizada.

En el dltimo supuesto que analizamos del circuito, para intentar encontrar
en él el comportamiento predicho tedricamente por el andlisis que hicimos del
- sistema plano (5.1.5), mantenemos los valores dados en el caso anterior a r y bs:
r =2, by = 0.3 —con lo que el valor critico de a3 sigue siendo a3, = 0.9— pero
consideramos valores no nulos de as y bs, a saber, as = bs = 5. De esta manera, el
coeficiente de la forma normal 85 seria positivo, con lo que esperariamos encontrar
un comportamiento, en este caso, analogo al correspondiente a K = +1. Sin
embargo, la situacién no es ésa, puesto que el correspondiente 65 de (5.1.4) no es
conocido y, en este caso, parece ser que tiene signo distinto a §5. La situacién
nuevamente se corresponde con el caso K = —1 de (5.1.5). Pasamos a comentar la
situacién con que nos encontramos en el caso a3 < as., que aparece esquematizada
en la figura 5.8.5. La simulacién numérica la hicimos para a3z = 0.1, pero debido
a que algunas de las curvas permanecen muy juntas y, por tanto, algunas de las
configuraciones aparecen en regiones muy pequefias, hemos preferido presentar

solamente la informacidn cualitativa.

Al igual que en los dos casos anteriormente analizados, aparece una curva de
silla-nodo de 6rbitas periédicas SN1 como consecuencia del cambio de caracter
que la bifurcacién de Hopf del origen HOP experimenta en el punto A. El

punto de Takens-Bogdanov B, que aparece al intersectar HOP con la recta de
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Figura 5.8.6: Distintas configuraciones de equilibrios y érbitas periédicas exis-
tentes cuando r = 2, a3 = 0.1, b3 = 0.3, a5 = bs = 5.
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pitchfork de los equilibrios no triviales PI, es el origen de una curva de Hopf de
los equilibrios no triviales HO P2, de una curva de conexiones homoclinas HOM
y de una de silla-nodo de érbitas periédicas SN2 que colapsa en la cispide C
con SN1. Mientras que HOP2 se mantiene siempre supercritica, la homoclina
HOM pasa de atractiva a repulsiva en D y como consecuencia de este cambio en
su estabilidad surgen dos curvas de silla-nodo, una de érbitas pequeiias SN3 y
otra de grandes SN4.

En la figura 5.8.6 esquematizamos las 11 configuraciones distintas de equili-

brios y 6rbitas periédicas que presenta este tltimo caso estudiado.

5.9 Aplicaciéon a un Sistema Mecénico

Al estudiar oscilaciones de tuberias en intercambiadores de calor [103], si se hace
un modelo mecéanico sencillo de una tuberia [55], [75], se llega a la siguiente

" ecuacién de movimiento
o . 3 .3 _
T+azt+az+z°+1°=0

Estamos interesados en obtener su conjunto de bifurcaciones. Para ello, conver-

timos la ecuacién anterior en el sistema

T =y
§ = —r—ony—z°—y° (5:81)

que tiene por equilibrios al (0,0) y a (£1/~a3,0) y su matriz de la linealizacién

vale

0 1
J(a:,y) - ( —0g — 33;2 -y — 3y2 )

Esta adopta la siguiente expresién en el origen de coordenadas:

J(0,0) = ( . )

Si le calculamos la forma normal con pardmetros a (5.9.1) obtenemos

r =y
Y = —aT — ayy— 3a2:1:2y —z3 - 3zty
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que se corresponde con el sistema (5.1.5) para el caso
€1 = —Qg, €2 = —(q, €3 = —302, K =-3.

Es decir, su conjunto de bifurcaciones resultard de intersectar el espacio de
parametros de (5.1.5), para K = —3, con el plano €3 = 3¢;. De esta forma
obtenemos la interseccién esquematizada en la figura 5.9.1 en la que observamos,
ademas de un bifurcacién pitchfork de equilibrios y dos bifurcaciones de Hopf
supercriticas (una correspondiente al origen y otra a los equilibrios no triviales),
un par de bifurcaciones silla-nodo de érbitas periédicas (una de érbitas grandes y
otra de pequefias) que rodean desde el origen a la homoclina la cual se mantiene
siempre repulsiva. Para obtener las aproximaciones correspondientes a las curvas
de silla-nodo y de conexiones homoclinas basta hacer en (5.3.7) s = 3, K = -3,

con lo que la funcién de Melnikov (5.3.13) se convierte en

M, iz) = Io(e) |12 ~ e — = R(e)]

Al anular M(e, u2) obtenemos
3
p2 = 7 [de + R(e)] = g(e).

Por el estudio analitico que hicimos en la seccién 5.4 de la funcién R(e) es facil
comprobar que el comportamiento cualitativo de g(e) es el de la figura 5.9.2. La
funcién g(e) presenta dos extremos locales: un méaximo para e = e_ < 0 (ya
que R'(e_) = —4, R"(e-) < 0, segtin nos garantizan los lemas 5.4.2 y 5.4.4) y un
minimo local para e = e; > 0 (puesto que R'(e;) = —4,R"(ey) > 0, para un
cierto valor de e que verifica 0 < e, < e;, cuya existencia deducimos de los lemas

5.4.1 y 5.4.3). Ademas, podemos asegurar que

1 1N 3 12
- :O) I(—_>=_7 = 3F
g( 4) 9(~7)=35 90 =z

i . e 12
limg'(0) = —co, g¢"(e2)=0, lim g(e—) =+

Teniendo en cuenta el escalado (5.3.1) es facil obtener las aproximaciones a las

curvas de silla—nodo y a la de homoclinas. Estas son:
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Figura 5.9.1: Interseccién del plano 3 = 3¢; con las superficies de bifurcaciones
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Figura 5.9.2: Representacién grifica cualitativa de la funcién g(e) junto con las
configuraciones de 6rbitas periédicas que de ella se deducen.
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(i) e2 = gle_)e}, e3 = 3ey, €, > 0 para la curva de silla-nodo de Srbitas

pequenas SNP;

(ii) €2 = g(0)e?, €3 = 31, &1 > 0 para la de conexiones homoclinas HOM (este

resultado sale también de (5.3.5);

(ili) €2 = g(e4)ed, €3 = 3e1, €1 > 0 para la de silla-nodo de érbitas grandes
SNG.

Por dltimo, el conjunto de bifurcaciones en el plano de parametros de (5.9.1)
(vid. figura 5.9.3) se obtiene, a partir de los resultados antes mencionados, susti-
tuyendo &; por —a, y €5 por —a;. Vemos, por tanto, que la degeneracién en la
bifurcacién de Takens-Bogdanov trae consigo, en este caso, un conjunto de bifur-
caciones bien distinto al caso no degenerado o al caso degenerado que aparece en
el circuito analizado en el capitulo anterior: las dos bifurcaciones de Hopf tienen
~ la misma estabilidad y la homoclina siempre presenta caracter opuesto a la de
Hopf de los equilibrios no triviales, por lo que se necesita la presencia de dos
curvas de silla-nodo de érbitas periédicas.

Con el estudio llevado a cabo sobre el sistema (5.9.1) hemos puesto de mani-
fiesto dos errores presentes en la literatura consultada. El primero corresponde
al conjunto de bifurcaciones obtenido en [103] (vid. su figura 24), en el que al
no detectar que la homoclina es inestable, faltan ademds las dos curvas de silla—
nodo que la rodean. El segundo aparece en [55] en el que se plantean encontrar
un unfolding tridimensional que dé cuenta del comportamiento preseﬁtado por
(5.9.1). El sistema que analizan es justamente el (5.1.5), (con K < 0), pero
la tnica riqueza de comportamiento que obtienen es la presencia de una érbita
periédica extra con respecto al caso de Takens-Bogdanov no degenerado. Es
decir, en sus resultados no aparece ni la silla~nodo relacionada con la Hopf del
origen, ni la cispide que ésta forma con la silla-nodo que parte del origen, ni
el cambio de caricter que experimenta la homoclina ni la pareja de silla—nodo
que aparece como consecuencia de este cambio de estabilidad. Por tanto, con su

estudio no son capaces de justificar ni el comportamiento erréneo que aparecia
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Figura 5.9.3: Conjunto de bifurcaciones del sistema (5.9.1) junto con las configu-
raciones de equilibrios y érbitas periédicas existentes.
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en [103] ni el correcto con la homoclina repulsiva.
Para finalizar evaluamos los coeficientes de los parametros que aproximan a

la curva de homoclinas y a las de silla—nodo, para los que obtenemos:
12
g(e-) =~ 0.342893, ¢(0) = 3~ 0.342857, g(e4) ~ 0.342822

pues
e~ ~ —1.396-107%, ey ~ 1.349-107*, R(e_) ~ 0.799379, R(e;) ~ 0.800642

La conclusién inmediata que sacamos es que las tres curvas estdn muy juntas.
Este hecho puede justificar el error cometido en [103] en el que considera a la
homoclina atractiva; a efectos practicos, todo sucede como si la homoclina lo

fuera.



Capitulo VI

CONCLUSIONES

Procedemos, a continuacién, a destacar los principales resultados obtenidos
en esta memoria respetando, en lo posible, el orden de los temas tratados.

En el capitulo II hemos hecho un repaso, necesariamente breve, de la biblio-
~ grafia consultada relativa a los métodos de continuacién aplicados al estudio de
equilibrios y érbitas periédicas de sistemas dindmicos.

Desarrollamos entonces, con un marcado enfoque geométrico, un algoritmo
de continuacién de 6rbitas periédicas y sus bifurcaciones. Hemos detallado, a
partir de la introduccién de la aplicacién de Poincaré, una formulacién de dicho
algoritmo que nos permite tanto la continuacién de érbitas periédicas sobre una
curva del plano de pardmetros, como la deteccién y continuacién de algunas
bifurcaciones de codimensién uno experimentadas por aquéllas.

Tras exponer el procedimiento seguido en el célculo de las derivadas de la
aplicacién de Poincaré —necesarias para el cémputo de los multiplicadores carac-
teristicos-— y después de interpretar geométricamente el algoritmo, hemos enu-
merado las herramientas informaticas utilizadas para su implementacién entre las

que destaca el cédigo de propésito general PITCON.

Como primera aplicacién del método numérico expuesto estudiamos la pre-
sencia de drbitas periédicas canards en el oscilador de Van der Pol. Tras obtener
analiticamente, mediante la perturbacién de un sistema hamiltoniano, el valor

en el que, en primera aproximacién, se da la explosién canard, mostramos la

291



VI. CONCLUSIONES 292

bondad del algoritmo desarrollado que es capaz de proporcionarnos diagramas de
bifurcaciones en los que la variacién de la amplitud con el parametro se hace muy

abrupta.

Para finalizar el capitulo proponemos un oscilador de Van der Pol modificado
tridimensional. El estudio analitico que de él realizamos nos permite determinar
la existencia de diversos puntos de degeneracién en la bifurcacién de Hopf de su
tnico equilibrio, lo que traerd consigo riqueza de comportamientos periédicos.
Asi, con el algoritmo propuesto se continian dos curvas de bifurcaciones silla—
nodo de orbitas periddicas que colapsan en una ctispide. Dejamos para posteriores
trabajos un estudio numérico mas exhaustivo de este sistema que consideramos
de gran interés, especialmente en la zona de las oscilaciones de relajacion, pues

nos proporcionara un ejemplo de 6rbitas periédicas canards tridimensionales.

En el capitulo ITI, y también con un marcado caracter geométrico, planteamos
un algoritmo numérico que nos permite detectar y continuar érbitas homoclinas

y heteroclinas, asociadas a equilibrios, en sistemas bi- y tridimensionales.

Después de dar condiciones suficientes que aseguran la regularidad del pro-
blema de continuacién formulado y de dar detalles sobre su implementacién
practica, se ha aplicado el algoritmo planteado a varios sistemas, tanto planos
como tridimensionales, quedando patente su utilidad para la detecciéon y conti-

nuacién tanto de conexiones homoclinas como heteroclinas.

De entre los sistemas planos analizados destacamos el circuito que proponemos
con homoclinas canards, el modelo presa—depredador y el sistema de reaccién—
difusién con ondas viajeras en los que hemos encontrado curvas de bifurcaciones
globales no mencionadas en la literatura.

En el capitulo IV hemos llevado a cabo un estudio del comportamiento di-
namico y de bifurcaciones de un oscilador electrénico auténomo. Ademés de
realizar algin andlisis tedrico previo —como el de la bifurcacién de Hopf de
los equilibrios no triviales en el caso de ausencia de diodos— hemos llevado a
cabo, con las herramientas numéricas disefadas en los capitulos anteriores —y

guiados en lo posible por resultados analiticos obtenidos en trabajos previos—,
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un estudio numeérico que nos ha permitido detectar, en primer lugar, una ctspide
de bifurcaciones silla-nodo de drbitas periédicas originada por una degeneracion

de segundo orden en la bifurcacién de Hopf del equilibrio en el origen.

Nos hemos centrado, ademas, en el estudio de las curvas que nacen en una
bifurcacion de Takens-Bogdanov no degenerada. El resultado principal que obte-
nemos es que la conexién homoclina pasa por casi todas las situaciones posibles:
comienza siendo del tipo nodo-silla atractiva, pasa a silla~foco atractiva, después
a silla—foco repulsiva y termina desapareciendo en un punto de Hopf-Shil’nikov

—nace y desaparece, por tanto, en dos puntos de codimensiéon dos—.

Sera esta conexién homoclina la que actie como centro organizador de los
comportamientos periddicos y aperiddicos del sistema. Hemos prestado especial
atencion a la zona en la que la homoclina es tipo Shil’nikov obteniendo los re-
sultados predichos para las 6rbitas periédicas principales por el anélisis local de
- Glendinning y Sparrow [47] y el de Gaspard, Kapral y Nicolis [43]. Asimismo,
hemos encontrado comportamientos periédicos no recogidos en los citados tra-
bajos: se trata de drbitas periédicas, tanto de pequefia como de gran amplitud,
cuyo periodo es, aproximadamente, un nimero impar de veces el de una 6rbita
periédica principal. Por ultimo, también hemos analizado los atractores caéticos
tipo Rossler y tipo Shil’nikov que aparecen en la compleja dindmica exhibida por

el circuito en estudio.

En el capitulo V, motivados por una posible degeneracién en la bifurcacién de
Takens-Bogdanov del circuito anterior, hemos llevado a cabo un analisis teérico
de un sistema triparamétrico plano que despliega el comportamiento asociado
con dicha degeneracién. Para poner de manifiesto la riqueza de bifurcaciones de
dicho sistema plano, hemos tenido que llevar a cabo un estudio en profundidad de
dos funciones definidas en términos de integrales elipticas, ya que dicho estudio
solo aparece de forma parcial en la literatura consultada. Tras caracterizar a
estas funciones estamos en condiciones de comprobar que el sistema presenta seis
curvas de bifurcaciones de codimensién dos: bifurcaciones que corresponden a dos

de Hopf degeneradas (tanto la del origen como la de los equilibrios no triviales),
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a una homoclina degenerada, a una ctspide de silla-nodo de érbitas periddicas y
a dos de Takens-Bogdanov no degeneradas. "

Este estudio analitico nos ha permitido encontrar, en tres configuraciones
distintas del circuito, la riqueza en la conducta de bifurcaciones asociada a la
degeneracién en la bifurcacién de Takens-Bogdanov, entre las que destacamos la
presencia de homoclinas degeneradas.

Conseguimos, por dltimo, poner de manifiesto dos errores que aparecen en la
literatura en relacién al anélisis de un modelo mecanico que, como consecuen-
cia de la degeneracién que presenta su forma normal, exhibe un conjunto de
bifurcaciones novedoso en lo que se refiere a bifurcaciones de Takens-Bogdanov:
una homoclina cuyo cardcter es siempre opuesto al de las dos bifurcaciones de
Hopf presentes, y que obliga a la aparicién de dos curvas de silla-nodo de érbitas
peri6dicas envolviendo desde el origen a dicha homoclina.

Para finalizar, senalemos que el conjunto de algoritmos numéricos diseniados
se revela de gran utilidad en el estudio cualitativo de sistemas dindmicos de
dimensién dos y tres, acompahado, siempre que sea posible, de los estudios

analiticos previos que guien las correspondientes simulaciones.
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