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Notaciones

RTL

}/’

Espacio euclideo de dimensién n = 2, 3.

Abierto acotado de R* (dominio que ocupa el fluido).
Frontera de €.

Intervalo de tiempo de observacién, T' > 0.

Variable espacial para las macro-estructuras.
Variable espacial para las micro-estructuras.

Variable temporal.

Cubo [—m, 7.

Dadas ¢ y 1 dos variables vectoriales:

w1

P XY

K
Producto escalar euclideo de ¢ por ¥: @ - = Zcpi ;.

i=1

Producto vectorial de ¢ por 1 paran = 3: (¢ x ), Z €kl Pk Y1

k=1
1 < i < 3, donde €4 es el tensor alternante de tercer orden, es decir,

13
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Notaciones

Vy X ¢

(p- V)9

ikl estd en 12312
1kl estd en 13213

1 si
€kl = —1 si

0 si si dos subindices estan repetidos

Matriz de elementos (¢ ® ¥);; = w105, 1 <14, < n.

0
Derivada de ¢ respecto de t: 5(’;
Derivada de ¢; respecto de z;: .
L

Gradiente de ¢ respecto de la variable z: matriz de elementos

(Ve)ij = 1<4,7<n.

9p;
Bxi ’
Gradiente de ¢ respecto de la variable y.

dp
8$i -

Divergencia de ¢ respecto de la variable z: V- ¢ =
=1

Divergencia de ¢ respecto de la variable y.

Rotacional de ¢ respecto de la variable z, para n = 3: vector de

E Ezu

k=1

componentes (V X ¢); , 1 <1< 3.
Rotacional de ¢ respecto de la variable y, para n = 3.

n

Vector de componentes [(¢ - V)v); = Z ©; gdj 1<i<n.

i=1

Dadas A y B dos matrices cuadradas de tamafio n:

At
Adj(4)

tr(A)

Matriz traspuesta de A: (A%);; = aj, 1 < 4,7 < n.
Matriz adjunta de A.

n
= E Q.-
1=1

Traza A: tr(A
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det(A) Determinante de A.
A: B Producto escalar de A por B: A: B =tr(B'A) = Z ai; bij.
1,j=1
(AV,)e Matriz de elementos [(AV,)¢ iazk (?;D 1<14,7<n.
Yj
3
(AV,) x ¢ Vector de componentes [(AV,) x = Z €ikl O g%, 1<1<3.
eyl j=1
a(z,t) Coordenadas lagrangianas inversas: la posicién en el instante inicial
de la particula que estd en el punto z en el instante ¢.
G Matriz VaVa'.
C Matriz G'G.
¢ Matriz GG,
p(z,t) Densidad (en el punto z € R™ y en el instante ¢ € [0,T7).
p(z,t) Densidad media.
p*)(y;z,t) Fluctuacién turbulenta de la densidad de orden k.
v(z,t) Campo de velocidades.
v(z,t) Campo medio de velocidades.
(y;z,t) Fluctuacién turbulenta principal del campo de velocidades.
(y;x,t) Fluctuacién canénica del campo de velocidades: @ = G*w
(y;z,t) Fluctuacién candnica normalizada del campo de velocidades.
®)(y; z,t) Fluctuacién turbulenta de orden k del campo de velocidades.

Energia interna.
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Notaciones

I llo.o
|- flo.r=

I Tla

[+ floo

F-l—

Energia interna media.

Fluctuacién turbulenta de orden k de la energia interna.
Fluctuacién canénica de la energia interna.

Energia total.

Energia total media.

Fluctuaciéon turbulenta de orden k de la energia total.
Presién dindmica.

Presién dindmica media.

Fluctuacién turbulenta principal de la presién.
Fluctuacién turbulenta de orden k de la presién.
Energia cinética turbulenta media.

Helicidad turbulenta media.

Tasa de disipacién de la energia cinética turbulenta media.

Norma en L*(Q).

Norma en L?('¥F),

Norma en H(Q).

Norma en L*((Q).

Vector normal, exterior y unitario en T.
{z €T, v(z) n(z) <0}

{z €T, v(z) n(z) > 0}.
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L3 (%)

(., ')I‘i,'v

[l lles 0

Espacio de las funciones definidas sobre I'* que tienen cuadrado

sumable en I'*, respecto de la medida dv con peso |v - n|.

Producto escalar en L2 (I'%): (a, B)pzp = /
Jr

aflv-nldy.
=+
1/2
Norma en L} (I'%): |la|lrz v = (/ o? v - n| dfy> :
T+
Espacio funcional {¢ € L*(Q): v-Vp € L*(Q)}.
Producto escalar en H(v,Q): (¢,%)g = (p,%)a + (v-Ve,v-Vih)q.

i/2
Norma en H(v,Q): oz = [ol2a + v Velda]"™



Capitulo 1

Introduccién

Este trabajo trata sobre el estudio de los flujos compresibles que se desarro-
llan en régimen turbulento. Més concretamente, constituye una contribucién al

modelado y la simulacién numérica de este tipo de flujos.

En este sentido, se construye un modelo de turbulencia, utilizando técnicas
mateméticas de homogeneizacién. Este modelo se estudia desde un punto de
vista tedrico, analizando matemdticamente algunas cuestiones relacionadas con
el mismo. Asi también, como desde un punto de vista numérico, mediante la

realizacién de diferentes ensayos numéricos.

Puesto que nuestro estudio se centra en los fluidos compresibles, comen-
zamos presentando las ecuaciones que determinan el comportamiento de estos

flujos.

Particularmente interesante resulta conocer los mecanismos que generan la
turbulencia y cémo son modelados los flujos que transcurren de forma turbulen-
ta. Dedicamos los siguientes apartados de esta introduccion a describir algunos

aspectos fundamentales relacionados con estas cuestiones.

19



20 Capitulo 1: Introduccién

A continuacién presentamos el modelo de turbulencia k—e. Este modelo es
uno de los mas conocidos y utilizados por la ingenieria. Constituye una referencia
basica en este trabajo, ya que podemos decir que el nuevo modelo que proponemos

aqui es un modelo hibrido engendrado a partir del modelo & — ¢.

Seguidamente, introducimos la técnica general de modelado M PP, cuya
herramienta bésica es la teorfa de la homogeneizacién. Este es otro pilar de refe-
rencia para nuestro trabajo, puesto que el nuevo modelado se hace utilizando esta
técnica. Resefiamos las cualidades caracteristicas de los modelos pertenecientes
a esta familia y algunos de los resultados m4s importantes que en relacién a ellos

se han obtenido hasta el momento.

Finalmente, describimos con més detalle el contenido de esta memoria y

las principales aportaciones del trabajo que en ella se resume.

1.1 Las Ecuaciones de Navier-Stokes Compresi-

bles

El movimiento de un fluido se formula en términos mateméticos mediante ecua-
ciones en derivadas parciales, que son la expresién de leyes fisicas: las leyes de con-
servacion, de cardcter universal, y las leyes de comportamiento, proporcionadas

por la naturaleza del flujo.

Consideremos un flujo de un fluido que ocupa un dominio Q c R* (n=2,3),
durante un intervalo de tiempo [0, 7). El comportamiento del flujo en cada punto
z y en cada instante de tiempo ¢t queda determinado por las variables: densidad

de masa p(z,1), campo de velocidades v(z,t) y energia interna e(z, t).

En esta memoria, consideramos flujos de fluidos newtonianos en el caso
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mas general: fluidos viscosos perfectos y compresibles. Estos flujos estdn go-
bernados por las llamadas ecuaciones de Navier-Stokes compresibles ([39],
[1):

dp

5 TV (w) =0 (1.1)
ov

plgy + (- V)ol + Vp — V- T = pf (1.2)

p[%;+v-Ve]+pV-v—,uT:Vv-V-(cﬁVe):pf-'v (1.3)

p=(y-1)pe (1.4)

La ecuacién (1.1) es la llamada ecuacién de continuidad que expresa la ley

de conservaciéon de la masa.

La ecuacién (1.2) expresa la ley de conservacién de la cantidad de movi-
miento. En ella, p representa la presién dindmica del fluido, la constante positiva
u es el primer coeficiente de viscosidad del fluido y T es el tensor de esfuerzos

viscosos. Es decir, se estd suponiendo que el tensor de esfuerzos es de la forma:
o= —pl + uT, (1.5)

donde I denota el tensor identidad. Finalmente, f es una densidad de fuerzas

exteriores.

Esta ley de conservacién se obtiene a partir de la segunda ley de Newton
dv
que nos dice que el producto de la masa por la aceleracion p[% + (v - V)v] que

sufren las particulas por unidad de volumen es igual a la resultante de fuerzas

que actiian sobre ellas. Se supone que estas fuerzas son de tres tipos:

o Fuerzas de presién —Vp debidas a la accién directa del resto del medio.

e Fuerzas de viscosidad puV - 7 debidas al rozamiento con el resto de las

particulas.
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e Fuerzas exteriores pf debidas eventualmente a la accién de un campo gravi-

tatorio, magnético, etc.

Para un fluido newtoniano el tensor 7 se expresa en funcién de Vv segin

la ley:
T = (Vo + V') - %(V ~v)l. (1.6)
Esta ley no es en absoluto arbitraria. Una vez efectuada la hipétesis de que el
tensor T, por su naturaleza, debe depender del tensor Vv, la expresién (1.6) viene
determinada por la suposicién de que el medio sea isétropo y por los invariantes
de dicho tensor: debe ser invariante bajo traslaciones y rotaciones del sistema

coordenado, puesto que las leyes fisicas deben ser independientes de la posicién

del observador [20].

La ecuacién (1.3) expresa la ley de conservacién de la energia. Aqui « es

el coeficiente de difusién del calor y ¢, el calor espécifico a volumen constante.

Esta ley de conservacién se obtiene a partir del primer principio de la ter-
modinamica segun el cual, la variacién de la energia total por unidad de volumen
en una determinada regién es igual al trabajo realizado por las fuerzas ejercidas
sobre dicha regién. La energia total es la suma de la energia cinética y de la
energia interna:

E = -;—pI'UIQ—I-pe. (1.7)
Y el trabajo efectuado proviene de las fuerzas exteriores pf - v, de las fuerzas

interiores pV - v — uT : Vo y del flujo de calor —V - (;Ve).

El flujo de calor g(z, t) viene modelado por la ley de Fourier, segin la cual

g debe ser proporcional al gradiente de la temperatura 6:
g = —kV4. (1.8)
Como la temperatura se relaciona con la energia interna segun la ley:

e = ¢,0, (1.9)
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el flujo de calor se expresa en funcién de la energia interna como:

K

g=-—Ve (1.10)

Cy
Finalmente, la ecuacién (1.4) es la llamada ley de estado de los gases

perfectos que expresa la presién en términos de la densidad y la energia interna:

p=(y—1)pe, (1.11)

h c 7z Vs s 7
siendo v = £ la razén de calores especificos a presién y volumen constantes.
U

Tedricamente, el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (1.1)-(1.4),
junto con condiciones iniciales y de contorno apropiadas, constituye un problema

cerrado ya que comprende n + 3 ecuaciones con igual nimero de incognitas.

Flujos incompresibles

Se dice que un flujo es incompresible cuando el volumen de fluido en cualquier

subdominio D C () se mantiene constante en el tiempo. Es decir

0
5%.( D, dLE) — 07

donde D; es el transformado por la funcién de flujo del subdominio D en el
instante ¢. Aplicando el teorema del transporte, esto equivale a que se verifique
la condicién V - v = 0. Mirando la ecuacién de continuidad (1.1), escrita en

funcién del operador derivada total respecto del campo wv:

Dp

D : .
se deduce que si el flujo es incompresible entonces —5’? = 0. Es decir, la densi-
dad es constante a lo largo de las curvas caracteristicas. Si ademés el fluido es
homogéneo, es decir, la densidad es constante en espacio, la incompresibilidad es

equivalente a una densidad constante, p = pg.



24 Capitulo 1: Introduccidén

En este caso, las ecuaciones (1.1)-(1.4) se reducen a las llamadas Ecua-

ciones de Navier-Stokes Incompresibles:

V-v=0
. (1.12)
E—G-(v‘V)v—kVp—z/Av:f
donde v = pﬂ es la viscosidad cinemética y p y f denotan en realidad p£ y ;Ji
0 0 0

Formulacion conservativa

En general, decimos que una ecuacién en derivadas parciales, satisfecha por la
variable a, estd escrita en forma conservativa, si el operador diferencial es una
divergencia en espacio — tiempo de la forma:

%+VF(Q) :f en QX[O;T])

donde F' se llama flujo de a. Decimos que esta forma es conservativa porque si

/ = 0, en un subdominio D C Q en el que el flujo de @ sea nulo a través de la

frontera, entonces a se conserva en dicho subdominio:

0
E/Dadx—o.

Si expresamos las ecuaciones (1.1)-(1.4) en funcién de las variables con-
servativas, momento cinético pv y energia total E, se obtienen las ecuaciones de

Navier-Stokes compresibles escritas en forma conservativa:

( Op B
-(;)—g—i—V-(pv) =0
a(g;;) + V- (pv@v+pl) — uV-T = pf
\ om (1.13)

o * VB +p)e] — uV - (Tv) - V- (ZVe) = pf v

p = (v~ 1)(E - splof)

\
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Adimensionalizacién de las ecuaciones

Cada una de las variables que intervienen las ecuaciones (1.13) estd escrita con su
correspondiente magnitud. En la prictica es conveniente escribir estas ecuaciones

de forma adimensionalizada. Para ello, se consideran magnitudes caracteristicas

del flyjo:

e Lg: longitud de referencia

e po, Vo: densidad de masa y velocidad de referencia

y se definen las siguientes variables normalizadas:

* & t* t‘/O * P ’U* v
T = -, = -, = —, = —
7 L " Vo 110
._ € . _ D ._ E
€ =3, P = " B = .
V? po V¢ po Vg

Las ecuaciones (1.13) escritas en términos de estas nuevas variables tienen la

siguiente expresion:

( Op” b ey
a(p*v*) * * % * * % 1 * * __ % px
G + V(v @ut) + VI - VT = o
2 1 Y .
* * *\ 0% * *, %\ * v*: « )
5 + V* - [(E* + p*)v] Rev (T*0*) =V (PrRe e)=p v
1* *
| 7= (- DE - )
(1.15)
t 2 * % % LO
donde 7" = (Vo™ + V*v™) — 2 (V' o)y £ = 15
0

La estructura de estas ecuaciones sigue siendo la misma que la del sistema

original. Sin embargo, en ellas aparecen dos nuevos nimeros adimensionales:

- El nimero de Reynolds, que mide la relacién entre fuerzas de inercia y
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fuerzas de viscosidad y viene dado por

_ po Vo Lo
L

Re (1.16)

- El ntimero de Prandtl que mide la relacién entre los coeficientes de viscosi-

dad y de difusién de la energfa interna. Se define como

HCp
K

Pr= (1.17)

La ventaja de considerar estas ecuaciones adimensionales radica en lo si-
guiente: si consideremos dos problemas con geometrias homotéticas y valores
de referencia tales que se mantengan iguales los nimeros adimensionales (flu-
jos similares), entonces se verifica un principio de similitud. En virtud de este
principio, las variables normalizadas correspondientes, verifican exactamente las
mismas ecuaciones en el mismo dominio. En consecuencia, podemos resolver un
problema y obtener la solucién del otro mediante un simple cambio de variables.
En la préctica, ésto permite realizar experimentos a pequefia escala y simular

numéricamente toda una familia de problemas correspondientes a flujos similares.

1.2 La generacion de la turbulencia

Desde el punto de vista fisico, el valor del nimero de Reynolds determina en gran
medida el comportamiento cualitativo del flujo. En efecto, si Re es pequefo,
el flujo se desarrolla de forma regular, describiendo capas paralelas que no se
entremezclan, no se producen variaciones bruscas de las variables que determinan
el movimiento y ademds las pequefias perturbaciones son amortiguadas por el
efecto de la viscosidad. En este caso, se dice que el flujo se desarrolla en régimen

laminar. Conforme Re crece, los efectos de transporte van predominando sobre
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los de difusién y va aumentando la inestabilidad del flujo. Para valores de He
suficientemente grandes el flujo evoluciona de forma completamente irregular,
tanto en espacio como en tiempo. La observacién de las magnitudes asociadas al
flujo muestran un comportamiento totalmente caético, a la vez que las pequeiias
perturbaciones son ripidamente amplificadas, generdndose estructuras de gran
complejidad tanto a pequefia como a gran escala que interaccionan entre si. En
este caso, se dice que el flujo se desarrolla en régimen turbulento. Es ficil

imaginarse un flujo turbulento pensando en el humo de un cigarrillo.

Evidentemente, ésta no es una definicién muy precisa de la turbulencia. La
mayorfa de los autores en su lugar, optan por explicitar una serie de propiedades

que caracterizan los flujos turbulentos [59, 65].

La mayorfa de los flujos de interés practico se desarrollan en régimen tur-
bulento. Muchos de ellos juegan un papel importante en la vida del hombre.
As{ ocurre, por ejemplo, con las circulaciones atmosféricas y ocednicas que de-
terminan el clima y en consecuencia aspectos tan fundamentales para nosotros.
También se desarrollan en régimen turbulento los flujos de fluidos en torno a
obstaculos. Si pensamos en obstdculos tan imprescindibles para nosotros como
automéviles, aviones o barcos, es clara la necesidad de estudiar estos flujos cuando

pretendemos aumentar la seguridad, reducir costes, etc.

Existe un cierto paralelismo entre el comportamiento cualitativo del flujo
en funcién del nimero de Reynolds y la dificultad del andlisis matematico, tanto

teérico como numérico, de las ecuaciones que lo describen.

En efecto, desde el punto de vista tedrico, podemos decir en términos
intuitivos, que la inestabilidad crece con el niimero de Reynolds debido a que los
efectos regularizadores de los términos viscosos no son suficientes para controlar la
no linealidad de los términos de conveccién. Este cardcter inestable hace que estos

flujos sean muy sensibles a pequenas perturbaciones de las condiciones iniciales
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y de contorno.

Por otro lado, la turbulencia es esencialmente tridimensional y en este
caso el estudio tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles es todavia
un problema abierto. En concreto, sabemos que completando las ecuaciones
con condiciones iniciales y de contorno adecuadas y suficientemente regulares
existe una solucién global en tiempo, que depende de forma continua de los datos
[44]. Sin embargo, demostrar la unicidad de solucién global sigue siendo atin un

problema, abierto.

Desde el punto de vista numérico, la simulacién de flujos en régimen turbu-
lento se enfrenta también con grandes dificultades. Entre ellas, podemos resaltar

fundamentalmente dos:

- Los esquemas numéricos de resolucién heredan la inestabilidad de las ecua-
ciones. Esto produce la amplificacién de los errores de discretizacién, dando
lugar a soluciones numéricas bien distintas de las reales. Se hace necesario

pues desarrollar métodos numéricos con excelentes propiedades de estabili-

dad.

- Es necesario utilizar un elevado ntimero de nodos de discretizacién para
simular el flujo correctamente, teniendo en cuenta la talla de las pequefias
estructuras que se generan en él. En la mayoria de los casos de interés,
donde se trabaja con dominios tridimensionales de geometria compleja, es-
to supondria un volumen de célculo que adn resulta inabordable para la

capacidad y rapidez de los ordenadores actuales.

Todas estas dificultades ponen de manifiesto la imposibilidad de calcular
directamente los flujos turbulentos de interés practico. Esto conduce a afrontar

el problema desde otra estrategia: el modelado de la turbulencia.
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1.3 El modelado de la turbulencia

Una caracteristica sobresaliente de los flujos turbulentos es su cardcter cuasi-
aleatorio en tiempo y en espacio. Mediciones experimentales muestran que las
fluctuaciones de las diferentes magnitudes tienden a alcanzar todos los valores de
un intervalo dado. Aunque este cardcter aleatorio implique que deba existir una

cierta ley de probabilidad, ésta no se conoce a priori.

Afortunadamente no estamos interesados en conocer todos los detalles del
flujo, sino que en general el interés se centra en conocer ciertas cantidades de
cardcter macroscépico. De esta manera, el objetivo pasa a ser el de estudiar el
comportamiento promediado, en algin sentido, del flujo. Se espera asi conseguir
un doble efecto: Por un lado, que desaparezcan las estructuras de talla menor y
que el flujo promediado tenga, en general, estructuras de talla mucho mayor que
el flujo original. Por otro lado, que disminuya la inestabilidad de las ecuaciones
satisfechas por el flujo promediado. Podemos decir, por tanto, que el modelado
de 1a turbulencia tiene un doble objetivo: definir el flujo promediado y obtener

las ecuaciones satisfechas por éste.

1.3.1 Las ecuaciones de Reynolds

La mayorfa de los modelos de turbulencia existentes se basan en la misma idea
inicial: las variables que determinan el comportamiento del flujo se descomponen
en una parte media, que describe el comportamiento de las grandes estructuras,

y una parte fluctuante, que describe las pequenas estructuras.

La parte media se define mediante un operador de promediado que sera

en cada caso el que mejor se adapte a la naturaleza del problema.

Una vez definido el flujo medio, una de las técnicas mas extendidas para
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obtener las ecuaciones que satisfacen las variables medias, consiste en introducir
esta descomposicién en las ecuaciones de Navier-Stokes, y a su vez promediar
estas ecuaciones. Se obtienen asi las llamadas ecuaciones de Reynolds, que las

introdujo por primera vez, para flujos incompresibles [52].

Para deducir estas ecuaciones, es interesante tener en cuenta la siguiente
observacién. Consideremos la descomposicién de la variable p en una parte media
p y una parte fluctuante g/, lo que habitualmente se llama descomposicién de

Reynolds:
p=p+/p, con p =0.

Y lo mismo para cualquier otra variable que interviene en las ecuaciones ¢:
o=@+, con ¢ =0.

Para un término de las ecuaciones de la forma pyp se tiene que
po = pp+pyp +p o+ 0y

Al introducir esta descomposicién en las ecuaciones y promediarlas queda

pp = pp+ .

Entonces se observa que el uso de la descomposicién de Reynolds en las
ecuaciones compresibles no elimina los términos de la forma p'¢’. Para solventar
esta dificultad, Favre propuso en [26] utilizar, en el caso compresible, un nuevo
operador de promediado ponderado por la densidad de masa, que da lugar a las

llamadas medias de Favre:

- _ P
p=—.
p

La parte fluctuante de Favre se define como ¢” = ¢ — ¢ y por tanto se tiene la

descomposicion

o=0+¢" con " = 0.
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Ahora, por la propia definicién de ¢, se tiene p

Para obtener las ecuaciones de Reynolds compresibles, se descomponen en
funcién de la media de Favre el campo de velocidades y la energia interna y para

el resto de variables se mantiene la descomposicién de Reynolds:

p=p+p, v="0+v", p=p+p,
E=FE+F, e=¢é+e¢"

Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles (1.13), en ausen-
cia de fuerzas exteriores. Si introducimos en ellas esta descomposicién y prome-
diamos las ecuaciones en el sentido de Reynolds, obtenemos el siguiente sistema

(puede consultarse [48] para més detalles):

o TV (09) =0 (1.18)

W) 4 v (poes) + V5 - uv T = -V GuTEv)  (119)

08 v (B) + V- (p8) - V- (SvE) = (120
V(BT 9o - uV - (79)

5= (v—1)(E - 5a(af + [o']) (1.21)

con T = (Vo + Vo) — -z—(v o)1

Desafortunadamente, como es habitual en el modelado de la turbulencia,
el sistema de ecuaciones obtenido no esté cerrado, en el sentido de que las varia-
bles medias aparecen acopladas con las variables fluctuantes. Por ejemplo, en la
ecuacién para la cantidad de movimiento (1.19), aparece el término V- (pv" @ v"),
donde

R=pu"®v" (1.22)
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es el llamado tensor de Reynolds. Este término pone en evidencia el acoplamiento
entre las variables de diferente naturaleza y representa, en particular, la accién

promediada del campo fluctuante sobre el campo medio.

Este hecho plantea el problema fundamental del modelado de la turbulen-
cia, llamado problema del cierre: expresar todos los términos de las ecuaciones
de Reynolds en funcién de las variables promediadas. Desgraciadamente, no pode-
mos esperar que el problema del cierre se resuelva exactamente. El motivo radica
en los términos no lineales que intervienen en las ecuaciones de Navier-Stokes.
Un andlisis de Fourier pone de manifiesto que estos términos no lineales provocan
la interaccién entre modos de Fourier de distintas frecuencias, lo cual estd rela-
cionado con transferencia de energia entre las grandes y las pequefias estructuras
que se generan en el flujo. En consecuencia, desde un punto de vista fisico, no
serd posible descomponer las variables totales en otras elementales, sin que éstas
reaccionen unas sobre otras. En términos mateméticos, no es posible una descom-
posicién de este tipo, de manera que las variables elementales estén gobernadas

por problemas desacoplados.

Existen pocos resultados matemadticos que contribuyan a resolver el pro-
blema del cierre. La mayoria de los modelos de turbulencia resuelven este pro-
blema considerando aproximaciones que se basan en hipétesis fisicas. Por ejemplo,
desde un punto de vista fisico, parece razonable que el tensor de Reynolds dependa
del tensor de deformaciones (Vo + Vo!) ya que la turbulencia estd asociada a
fuertes gradientes de velocidad. Esta es la llamada hipé6tesis de Reynolds. En
esta misma linea, Boussinesq [11] postulé la hipétesis de que la interaccién entre
las pequefias estructuras que se desarrollan en el flujo turbulento producen una
disipacién de energia, de forma semejante a la que se produce por la interaccién
entre las moléculas del flujo. Esta es la llamada hipétesis de Boussinesq.

En consecuencia, el tensor de Reynolds se puede expresar de forma semejante al
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tensor de esfuerzos (1.5):
2 -

——

introduciendo los conceptos de energia cinética turbulenta media, k = %i'v”|2 y

viscosidad turbulenta p;.

La hipétesis de Boussinesq puede ser demostrada matematicamente, una
vez aceptada la hipétesis de Reynolds, y sobre la suposicién razonable de que
las ecuaciones de Reynolds deben ser invariantes bajo cambios del sistema de
referencia, para ser admisibles fisicamente. En estas condiciones, en [48] se de-
muestra que {1.23) es la tnica expresién posible para el tensor de Reynolds, en

dos dimensiones de espacio.

Si se acepta la hip6tesis de Boussinesq, el tensor de Reynolds atin no queda,
cerrado, ya que a diferencia de la viscosidad, la viscosidad turbulenta no es un
parametro caracteristico del flujo sino que su valor varia en espacio y tiempo. Asi
pues, resta todavia expresar la viscosidad turbulenta en términos de las variables

promediadas.

Existe una amplia variedad de modelos, que resuelven este problema uti-
lizando diferentes hipétesis. Son los llamados modelos algebraicos o modelos a
una o dos ecuaciones. Algunas referencias fundamentales de este tipo de modelos

son los de Cebeci-Smith [12], Baldwin-Lomax [3] y Spalard-Almaras [56].

En la siguiente seccién presentamos uno de los modelos a dos ecuaciones
mias conocidos, que es el llamado modelo k — ¢ y que serd el modelo de referencia

en esta memorisa.
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1.4 El modelo k£ — ¢ de turbulencia

Este modelo fue propuesto por Launder y Spalding en 1972 [41]. Inicialmente fue
desarrollado para flujos incompresibles pero posteriormente ha sido extendido
también al caso compresible, fundamentalmente por Jones [36] y Vandromme
[64]. Se trata de uno de los llamados modelos a dos ecuaciones. Esto es debido a
que resuelve el cierre del tensor de Reynolds a partir de la hipétesis de Boussinesq
(1.23):

2 -

Y a su vez, la viscosidad turbulenta se expresa como funcién de dos magnitudes
propias de la turbulencia: la energia cinética turbulenta media & y su tasa de

disipacién viscosa ¢, definidas como

—

k= %wp (1.24)

2
pe = g]Vv” + Vo2 — g,u]V - v"|? (1.25)

Observemos que pe > 0 y, obviamente, & > 0.

Mas concretamente, y; se expresa segun la relacién:

kz
Mg = c}.bﬁ?) (126)

siendo ¢, una constante universal que se determina experimentalmente.

Una vez cerrado el tensor de Reynolds, identificando las medias de Reynolds
y de Favre del campo de velocidades, la ecuacién de la cantidad de movimien-
to en las ecuaciones de Reynolds (1.19) queda modelizada mediante la siguiente
ecuacion:

9(pv)
ot

2
+V-(ﬁf:®ﬁ+p[+§pkf):V-[(u+ut) ], (1.27)

con T = (V& + VD) — %(V -0)1.
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Para modelizar la ecuacién de la energia (1.20) los términos (E + p)v" y
T v se sustituyen por una aproximacién propuesta por Vandromme [64], obteniéndose

la siguiente ecuacién (véase [48] para mas detalles):

OF _ 2
= + V-A(E+p + =pkDd =
ot 3
(1.28)

~ K .
= V- [(u+m)T8] + V- [(= + V) + V- (£ V),
Cy Cy Ok
donde x; es el coeficiente de difusién turbulenta de calor y o) una constante que

se determina experimentalmente.

Para cerrar el sistema, se obtienen finalmente dos ecuaciones de transporte

para las variables k& y £, que a su vez han de ser modelizadas. La ecuacién obtenida

para k es:

S 4V (k) = V- [(ut —Z—:)Vk] _ RV — pe. (1.29)

Seglin esta ecuacién, los factores que intervienen en la variacién de la e-
nergia cinética turbulenta son difusién V - [(u + S—Z)Vk], produccién —R : Vv y
disipacién —pe. Los términos que aparecen en la ecuacién exacta para k debidos
a los efectos de la compresibilidad han sido despreciados en esta modelizacion.
De esta manera, la ecuacién modelizada es similar a la obtenida para flujos in-

compresibles.

Para turbulencia isétropa (cuyos estadisticos son invariantes bajo trasla-

ciones y rotaciones) la ecuacién (1.29) se reduce a

o(pk)

—-at— + V(ﬁk'v) = —pE.

Usando la ecuacién que verifica p, esta ecuacién se reduce a su vez a
— +v:-Vk = —¢.
ot

De aqui que a ¢ se le de el nombre de tasa de disipacién viscosa de k.
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La ecuacién que se propone para ¢ es:

0(pe) oy i € p . wn _ . PE)
Tl V-(pet) =V [(,LH—;;)V&] - cglkR.Vv Ce, o (1.30)

donde o, ¢, ¥ ¢, son constantes que se determinan experimentalmente. Como
vemos, la estructura de esta ecuacién es semejante a la de la ecuacién para k, es

decir,

Variacién Total de pe = Difusién + Produccién + Disipacidn.

En resumen, el modelo k—¢ de turbulencia estd constituido por el siguiente

sistema de ecuaciones:

f

v () =0

ot
o(pv 2 -
%}2 + V(@O +pI+3pkT) = V- [(ut ) T]
OF 2
‘8‘? +V-(E+pI+§ka)v =
~ K Kt o Mot
q = V- [(u+m)T0] + V- [(=+ Ve + V- (=Vk) (1.31)
v v k
pk
O(pk) + V. (pkd) = V.[(u+ﬂ)Vk] - R:V® — pe
ot O
d(pe) _ 27 €. o (pe)?
5 + V-(pev) =V [(,u+aE)V5] cslkR.Vv Ce, o
_ 1. B
= (v = 1D(E = 578" - pk)
\

Las diferentes constantes que aparecen en el modelo han sido evaluadas
mediante numerosas mediciones experimentales y ensayos numéricos [48]. Los

valores que habitualmente se les asignan son los siguientes:

¢, =009, ¢, =144, ¢,=192, or=1, o0.=13. (1.32)

Al igual que las ecuaciones de Navier-Stokes, en la practica, es habitual

considerar estas ecuaciones en forma adimensionalizada. Para ello, se sigue un
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procedimiento andlogo al caso laminar. Es decir, se fijan las magnitudes ca-
racteristicas del flujo y se definen, ademas de las variables fisicas normalizadas
(1.14), las variables turbulentas normalizadas:
k* = %, "= EL—B?.
Vo |4
Introduciendo este cambio de variables en el sistema de ecuaciones anterior, se

obtiene este otro (en el que hemos omitido los superindices por simplificar la

notacién):
( %? + V- (pp) =0
@ \Y (pf;®f)+ﬁ1+§ﬁk1)=v [(—];—6+E162) ]
68_1;? + V- (E +;§I+§ﬁk1)'fj =V [(R}—e R—let-)””]+
ﬁ v [(P:Re * Pr;yRet)Vé] Vv (Reltak Vk)
WY | v (ko) = v-[(-}%+R;ak)w] _R:Vo - pe
agf) +V - (ped)=V- [(% + Reltas)vg] - e 2R Vo~ cez%‘j—z
ERGREICEE LD
(1.33)

Este sistema de ecuaciones mantiene la misma estructura que el original,

incorporando dos nuevos nimeros sin dimensién asociados a la turbulencia:

- El nimero de Reynolds turbulento

_ poVolo
Mt

Ret (134-)

- El niimero de Prandtl turbulento

pr, = 2% (1.35)
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En la mayoria de las aplicaciones el niimero de Prandtl turbulento se toma igual

al laminar, Pr =0.72, Pr,= Pr.

Desde el punto de vista tedrico, existen resultados relativos a la existen-
cia de solucién de las ecuaciones de k y & para un campo de velocidades dado
suficientemente regular. En esta linea, podemos citar el trabajo de Mohammadi
[46]. Més recientemente, este mismo autor ha obtenido resultados més completos

para otro modelo alternativo obtenido a partir del modelo & — ¢, [47].

También existen resultados mateméticos que avalan la consistencia fisica
de este modelo. Se trata de resultados de los que se deducen propiedades mateméticas,
que expresan propiedades fisicas, imprescindibles para que el modelo sea fisicamente
aceptable. Asi por ejemplo, en [46] se demuestra también la positividad de las

variables k y ¢.

También, desde un punto de vista numérico, el modelo ha sido validado
en numerosas aplicaciones. Los resultados obtenidos en la mayoria de los casos
son bastante precisos, incluso en geometrias complejas. Por ello es uno de los
modelos mds utilizados en la ingenierfa. Una buena muestra de diferentes métodos
numéricos utilizados en la resolucién de este modelo y los resultados obtenidos
con éstos, puede verse en [48]. Sin embargo, es también conocido que no resulta
adecuado para simular la capa limite. En esta misma referencia, se recogen

algunas de las ideas que han sido utilizadas para resolver esta dificultad.

Otro tratamiento bien distinto del modelado de la turbulencia es el que

desarrollan los modelos que llamamos M PP, que presentamos a continuacién.
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1.5 El modelado M PP de la turbulencia

La homogeneizacién constituye una técnica que permite estudiar matematicamente
el comportamiento limite de las soluciones de ecuaciones en derivadas parciales

con datos o coeficientes altamente oscilantes [7, 25].

En 1985 McLaughlin, Papanicolaou y Pironneau aplicaron esta técnica
al andlisis del comportamiento asintético de las soluciones de las ecuaciones de
Euler para flujos de fluidos incompresibles e ideales con condiciones iniciales al-
tamente oscilantes [45]. Este trabajo constituye un intento riguroso de cierre del
problema de Reynolds. En él se consigue demostrar que el comportamiento de
un flujo de tales caracteristicas estd gobernado por un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales, que se enmarca en los llamados modelos de turbulencia a una
ecuacién. El modelo obtenido, llamado M PP de forma abreviada, contiene las
ecuaciones promediadas que describen la evolucién de las variables medias del
flujo, como es comin a otros modelos de turbulencia. Sin embargo, su distin-
cién principal consiste en obtener al mismo tiempo un conjunto de ecuaciones
en derivadas parciales que determina el comportamiento del campo fluctuante.
Inevitablemente, existen términos de interaccién entre ambos sistemas que los
hacen ser esencialmente acoplados. En particular, en las ecuaciones promediadas
aparecen los llamamos términos de cierre, representando la accién promediada

del campo fluctuante sobre el flujo medio.

Asi pues, el modelo M PP introduce una nueva técnica de modelado de la
turbulencia que utiliza exclusivamente herramientas mateméaticas y que por ello,
difiere sustancialmente de otros modelos de turbulencia clasicos. Efectivamente,
el modelo M PP se deduce mediante una derivacién matemética formal. Ademas
en él los términos de cierre se obtienen a partir de la solucién de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales. En otros modelos, como hemos comentado, las

técnicas utilizadas siguen argumentos mas o menos heuristicos y los términos de
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cierre se modelizan a partir de hipdtesis fisicas y mediciones experimentales.

Posteriormente, se han obtenido otras versiones del modelo M PP aplican-
do la misma metodologia para estudiar diferentes tipos de flujos: flujos incom-
presibles débilmente viscosos [14, 50, 17]; flujos compresibles isentrépicos ideales
[13, 19] y débilmente viscosos [15]; flujos compresibles perfectos ideales [18] y

flujos compresibles perfectos con difusién en temperatura [27, 16].

Formalmente, las ecuaciones en macro-estructura de los modelos M PP
presentan muchas semejanzas estructurales con los modelos estandar de turbu-
lencia “a una o dos ecuaciones”: Incorporan los mismos términos que modelan el
transporte por el campo medio de velocidades, la produccién debida a la interac-
cién con el flujo medio y la disipacién viscosa. Esta semejanza es particularmente
notable con el modelo k-epsilon, con el cual coincide completamente en el caso

de turbulencia localmente homogénea e isGtropa [27].

Sin embargo, su mayor inconveniente es que no incorporan efectos de di-
fusién turbulenta, caracteristica de la turbulencia plenamente desarrollada. In-
corporan en su lugar términos que modelan ciertos efectos transitorios de la inter-
accién entre grandes y pequefias estructuras, que en ciertos casos podrian ser de
naturaleza ondulatoria [6, 14]. Se trata de efectos novedosos en el modelado de
la turbulencia, aunque poco interesantes desde el punto de vista de la ingenieria.
Este fenémeno parece ligado a la separacién de escalas entre grandes y pequenas

estructuras, hipétesis de la que parten los modelos M PP.

Recientemente, T. Hou y su equipo de colaboradores ha dado una prueba
rigurosa de la validez de los modelos M PP para flujos incompresibles, como
modelos de efectos esencialmente transitorios [33, 34, 35]. Hou desarrolla mo-
delos en los que la perturbacién turbulenta es transportada por todo el campo
de velocidades, y no solamente por la velocidad media. Esto plantea notables

dificultades técnicas, que son resueltas con brillantez. Pero permite desarrollar
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un modelo en el que se reduce enormemente el nimero de grados de libertad en la
simulacién de detalles finos de la evolucién de flujos en dos escalas. Mas atin, este
modelo es combinado con anélisis multiescala para incorporar efectos de difusién

turbulenta en el marco de un modelo M PP.

Nuestro trabajo se ha centrado en el estudio de flujos compresibles, para
los que nuestra contribucién parte de la extensién de la técnicas M PP anteriores
al modelo obtenido por Hou. Este trabajo se describe en esta memoria, cuyo

contenido hemos organizado como exponemos a continuacién.

1.6 Contenido de la memoria

El objetivo de este trabajo ha sido: En primer lugar, construir un nuevo modelo
de turbulencia para flujos compresibles. Un modelo hibrido entre el modelo k —¢
y el modelo MPP, que incorpore los efectos que cada uno de los modelos por
separado toma en cuenta de forma mas adecuada. En segundo lugar, desarrollar
un método numérico de resolucién de este modelo que permita implementarlo y

validarlo numéricamente.

Este trabajo ha sido realizado en diferentes etapas, que hemos tratamos de
describir en cada uno de los capitulos de esta memoria. Un resumen del contenido

de cada uno de estos capitulos es el siguiente:

En el capitulo 2 desarrollamos una nueva versién del modelo M PP para

flujos compresibles perfectos débilmente viscosos.

El modelado M PP permite caracterizar mateméaticamente el compor-
tamiento de ciertos tipos de flujos turbulentos “cldsicos”: la turbulencia ho-
mogénea y la turbulencia isétropa. Esta caracterizacién viene dada por la clase
de funciones en la que se buscan las perturbaciones turbulentas. En concreto,

las funciones casi-periédicas dan lugar a turbulencia localmente homogénea e



42 Capitulo 1: Introduccién

is6tropa. Este es el caso del modelo obtenido por D. Franco en [27]. En cambio,
para las funciones periddicas, cuya célula de periodicidad puede transformarse
por homotecia, se modela turbulencia homogénea. Este es el caso, del modelo
que nosotros hemos desarrollado. En cualquier caso, las propiedades de homo-
geneidad e isotropia a las que nos referimos han de entenderse localmente, ya que

se cumplen respecto de las variables en micro-estructura.

Es claro, que las funciones periédicas son un caso particular de las casi-
periédicas. Sin embargo, como decimos, el modelo obtenido para las primeras es
mas general, es decir, valido para una clase de flujos mds amplia, que el modelo

obtenido a partir de las segundas.

El hecho de que las perturbaciones verifiquen un problema en micro-
estructura incompresible, condiciona a que el modelo sea vélido sélo para la simu-

lacién de flujos a bajos nimeros de Mach, como también es el caso del modelo

k—e.

Al igual que en anteriores modelos M PP, también en nuestro modelo, es
posible explicitar la dependencia de la perturbacién respecto del campo medio.
Esto se hace a través de la solucién de un problema en micro-estructura canénico
para las ecuaciones de Euler generalizadas; en el sentido de que dependen de las

coordenadas lagrangianas inversas relativas al campo medio de velocidades.

Este hecho tiene una importante repercusién sobre la estructura de los
términos de cierre, ya que permite que también éstos puedan ser expresados en

funcién del campo medio a través de unos términos de cierre canénicos.
La consistencia fisica del modelo ha sido analizada a través de dos vias:

Por una parte, comprobamos que si se repite el mismo procedimiento de
deduccién del modelo, partiendo de las ecuaciones escritas en forma conservati-

va, el modelo obtenido resulta ser justamente la forma conservativa del modelo
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obtenido anteriormente. Este hecho refuerza la consistencia de la técnica emplea-
da. Ademaés la forma conservativa del modelo pone claramente de manifiesto que
se conserva la energia total. M4s adn, nos indica que ello ocurre porque toda la

energia cinética turbulenta que se disipa se transforma en energia interna.

Por otra parte, al igual que en modelos anteriores, nuestro modelo puede
englobarse en la familia de modelos a dos ecuaciones. En nuestro caso, para la
energia cinética media y la helicidad media. Al estudiar la analogia de nuestro
modelo con el modelo de referencia en esta familia, el modelo k£ — e, comprobamos
que el primero se reduce a éste segundo, para turbulencia homogénea, en algunas

situaciones particulares.

A partir de este primer modelo, somos capaces de obtener un modelo
reducido a una ecuacién. Ello es posible si la perturbacién inicial de la velocidad
verifica determinadas propiedades de simetria. Evidentemente, se trata de un
modelo més simple, ya que elimina la ecuacién para la helicidad media, pero a

cambio modela un tipo de turbulencia més restrictivo.

En el capitulo 3, construimos un nuevo modelo de turbulencia compresible
que constituye un modelo hibrido entre el modelo k — ¢ y el modelo MPP,
desarrollado en el capftulo anterior. La construccién de este modelo se basa en
un nuevo modelado del tensor de Reynolds, que incorpora términos procedentes
de ambos modelos. Se trata de una extensién al caso compresible del trabajo
de Begue et al. [6] para flujos incompresibles. Fundamentalmente, los nuevos
términos que aporta este modelo, respecto del k — &, modelan efectos transitorios
y de cizalladura entre las estructuras de diferente talla que se desarrollan en el

flujo.

El modelo obtenido resulta ser de gran complejidad ya que en el interviene
un nuevo término de cierre, que depende de la perturbacién de la velocidad v,

a través de ésta, de la energia cinética turbulenta media y de las coordenadas

P
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lagrangianas inversas.

Hemos estudiado la estructura de este término, cuando el sistema de ecua-
ciones del modelo es invariante bajo cambios de referencia. Esto nos ha llevado
a considerar flujos medios bidimensionales, en cuyo caso, esta estructura se sim-
plifica. Para este caso, hemos conseguido reformular la estructura del término de
cierre, de manera que sus componentes sean funciones que queden determinadas

de forma tnica y continua por el campo medio.

En el capitulo 4, desarrollamos un método numérico de resolucién del
modelo M PP k — ¢ bidimensional. En relacién a la discretizacién espacial, cabe
destacar el acoplamiento de diferentes métodos adecuados a la diferente natu-
raleza de cada uno de los términos de las ecuaciones. Asi como para los difer-
entes tipos de variables que intervienen en ellas. Esto se ha hecho adaptando el
método numérico desarrollado por Le Ribault [42], para el modelo k—¢. Se trata
de un método mixto de tipo Elementos Finitos-Voldmenes Finitos con extensién

a segundo orden mediante un método de tipo M.U.S.C.L.

Para ello, ha sido necesario realizar un cambio de variables en las ecua-
ciones del modelo, de manera que la ley de estado siga teniendo la misma estruc-
tura que la ley de los gases perfectos, para flujos laminares. Sin embargo, esto

supone la aparicion de dos nuevos coeficientes de cierre en el modelo.

Por otra parte, también ha sido necesario reformular la ecuacién satisfecha
por las coordenadas lagrangianas inversas, escribiéndolas en forma conservativa,
e incorporarla a las ecuaciones del modelo. De esta manera, han sido resueltas

de forma andloga al resto de las variables y no de forma independiente.

Las condiciones de contorno se imponen de una forma no estdndar, uti-
lizando una funcién de flujo numeérico. Este procedimiento tiene la ventaja de ser

capaz de filtrar autométicamente las condiciones de contorno adecuadas, depen-
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diendo de si el flujo es subsénico o supersénico.

Hemos realizado un estudio en detalle de las condiciones de contorno que
realmente se imponen de esta forma, para cada tipo de flujo y en cada parte
de la frontera. Como conclusién, obtenemos que estas condiciones son sélo una
aproximacion de las que fijamos a priori. Este hecho ha motivado el andlisis
tedrico que se realiza en el capitulo 6, con el objetivo de verificar la validez de esta
forma de imponer numéricamente las condiciones de contorno. Este estudio ha
permitido dar una respuesta afirmativa a esta cuestién, al menos para el modelo

lineal considerado.

En el capitulo 5, aplicamos el modelo M PPk —¢ al cdlculo de una capa de
mezcla compresible. Consideramos que éste constituye un buen test para nuestro

modelo por sus caracteristicas fisicas.

Hemos realizado diferentes ensayos numeéricos, tanto para flujos subsénicos
como supersénicos. Se aprecian buenas cualidades en los resultados obtenidos,
tales como la independencia de la malla, la estabilidad, la autosimilitud y el

comportamiento de la tasa de expansién de la capa de mezcla.

A nivel macroscépico, los resultados son similares a los obtenidos con el
modelo k — €, en coherencia con el hecho de que estamos simulando turbulencia
que alcanza un estado cuasi-estacionario. Por tanto, no podemos decir que en

este sentido nuestro modelo proporcione ninguna mejora sustancial con respecto

al k — €.

Sin embargo, comprobamos que los nuevos términos que aporta el modelo
MPP k — ¢ frente al k — ¢, estdn modelando la interaccién entre las grandes y
pequefas estructuras existentes en el flujo. Asf el tiempo que se tarda en alcanzar
el estado cuasi-estacionario es mucho mayor que para el modelo kK —e. Por otra

parte, estos términos también aportan informacién relevante sobre la estructura
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de la capa de mezcla, y en particular sobre sus caracteristicas anisétropas.

Finalmente, en el capitulo 6 nos planteamos el estudio de un problema
tedrico, que como comentamos anteriormente, viene motivado por el interés de
garantizar que la imposiciéon numérica de las condiciones de contorno se hace de

forma correcta.

En concreto, consideramos un modelo lineal compuesto por una ecuacién
de conveccién-difusién estacionaria junto con condiciones de contorno andlogas
a las que imponemos numéricamente (en el modelo MPP k — ¢). El problema
que nos planteamos consiste en demostrar que cuando el coeficiente de difusién
tiende a cero (conveccién dominante), la solucién de este problema de conveccién-
difusién converge a la solucién del problema de conveccién pura con condiciones

de Direchlet homogéneas en la frontera de entrada.

Como respuesta a este problema demostramos un primer resultado de
convergencia débil en un espacio de Hilbert asociado a la derivada convectiva.
En un segundo resultado, demostramos convergencia fuerte en L%*(f2), asi como

de las trazas convectivas.

La clave para demostrar ambos resultados radica en la eleccién de una
funcién test, que nos permite obtener estimaciones a priori adecuadas. La exis-
tencia de esta funcién es posible si el flujo tiene la propiedad de ser rellenante, es

decir, si las trayectorias entrantes en el domino lo rellenan en un tiempo finito.

El estudio de paso al limite en la ecuacién de conveccién-difusién ha sido
realizado anteriormente por otros autores, entre los que podemos citar a Bardds
[4] y Lions [43]. Sin embargo, en estos trabajos se consideran condiciones de
contorno de tipo Dirichlet homogéneas y por ello, efectivamente su estudio se ha
centrado en el paso al limite en la ecuacién y no en las condiciones de contorno,

como es lo relevante en nuestro caso.



Capitulo 2

Un modelo M PP para flujos

compresibles

En este capitulo desarrollamos una versién del modelo M PP para flujos compre-
sibles perfectos débilmente viscosos. Este tipo de flujos ha sido también estudiado
en el modelo M PP desarrollado en [27]. En este caso, el marco funcional con-
siderado para las fluctuaciones turbulentas da lugar a un modelo de turbulencia
localmente homogénea e isétropa. Nuestro modelo es vélido para un tipo de tur-

bulencia més general, localmente homogénea pero no necesariamente isdtropa.

Realizamos algunas pruebas de analisis de la consistencia de la técnica

M PP empleada en la deduccién del mismo.

Por una parte, si partimos de las mismas ecuaciones, en ausencia de efectos
viscosos para la velocidad, pero escritas en forma conservativa, entonces al aplicar
la técnica desarrollada obtenemos un modelo que resulta ser exactamente la forma

conservativa del modelo obtenido en primer lugar.

Por otra parte, nuestro modelo se enmarca dentro de los modelos de tur-

47
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bulencia a dos ecuaciones, en este caso, para la energia cinética turbulenta media
y la helicidad media. Su estructura es similar a otros modelos de este tipo. Con-
cretamente, vemos que nuestro modelo se reduce al modelo k& — € estandar, para

turbulencia homogénea, en algunas situaciones particulares.

Finalmente, obtenemos un modelo reducido a una ecuacién en el caso
de que la perturbacién turbulenta de la velocidad verifique una determinada

propiedad de simetria.

2.1 Descripcion del modelo

Pretendemos estudiar la evolucién de un flujo de un fluido compresible que se
desarrolla en R* durante un intervalo de tiempo [0, T, usando para ello la técnica

de modelado M PP. Esta técnica se basa en dos hipétesis de partida:

(H1) Se supone que en el momento inicial la turbulencia ya ha sido generada.

(H2) Se supone que las escalas de longitud en las que se desarrolla el campo
medio (L) y el campo fluctuante (1) estdn netamente diferenciadas. Esta es

la llamada hipétesis de separacién de escalas.

Formalizamos estas hipdtesis como sigue. El comportamiento del flujo
puede describirse mediante las variables densidad, velocidad y energia interna,
que denotamos por p°, v° y €°, respectivamente, siendo § = /L. Suponemos que

estas variables verifican las siguientes ecuaciones:
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{ ap5

‘%'FV' (pa’UJ) =90 en R?’X(O,T)
5100’ g g 5.6 4 A6

p[ﬁ—l—(v V)l + (v - 1) V(p°e®) — vé*Av® =0 en R3 x (0,7)
Oe? § g ) § 4/3 A 0 3
\8—t—|-v-Ve +(’Y—1)€V-’U "‘P"(S Ae® =0 en RX(O,T)

(2.1)

Estas son las ecuaciones de Euler para flujos compresibles perfectos, con la
incorporacion de términos de difusién pequefios en las ecuaciones para la velocidad

y la energia interna. La ley de estado de los gases perfectos (1.11),
P’ =(y-1)p',

se ha escrito incorporada a las ecuaciones. Aqui v es una constante que mide la
razon entre el calor especifico a presién constante y a volumen constante. Ademds

V' 'y i son constantes positivas.

La inclusién de los términos difusivos en las ecuaciones de conservacién del
momento y de la energia interna garantiza que este sistema junto con condiciones

iniciales y de contorno adecuadas esté bien planteado.

Suponer que en el momento inicial la turbulencia ya ha sido generada se

formaliza imponiendo al sistema (2.1) condiciones iniciales altamente oscilantes,

de la forma:
( T
PP (x,0) = po(z) + 6*3p (g;o:) en R3
§ v (2,0) = g (x) + 673wy <%,$> en R? (2.2)
e (z,0) = & () + 03 (%,x) en R?
\

Estas son condiciones iniciales con dos escalas de espacio. Con respecto a

estos datos suponemos que po(x), Do(z) y &(z) son funciones regulares en R3. Por
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otra parte, suponemos que pg (¥; ), wo (y; ) y € (y; z) son funciones regulares
en R® x R y peridicas respecto de la variable y, con célula de periodicidad
Y = [-n,7]® (Y —periddicas). Suponemos ademss que tienen media nula respecto

de esta variable.

Para una funcién ¢(y;x) Y —periédica se considera el operador de prome-

diado
/ ely;z)dy
(p) = = (2.3)
dy
)/'
Entonces, estamos suponiendo que
(po) =0, (wo) =0, (€g) =0, Vo € R, (2.4)

Esta condicién permite identificar a gy, ¥ y € como las variables medias iniciales

y a 6%3py, 813w,y y 62/3ey como las perturbaciones “turbulentas”iniciales.

Finalmente, es necesario suponer también que la perturbacién inicial de
velocidad es incompresible en micro-escala. Esto se formaliza imponiendo que
verifique la siguiente relacién de compatibilidad con la perturbacién inicial de
presién:

(wo - Vy)wo +Vymy=0; V, -wy=0 enR (2.5)

-1
donde 71y = (fyﬁ )(poéo + Doeo)-
0

La ecuacién (2.5) posee por ejemplo soluciones analiticas de tipo Beltrami:

a sen(Ays) + bcos(Ays)
wo(y) = | csen(\yy) +a cos(Ays)
bsen(Ayz) + ccos(My1)

con a, b, ¢, A € R Sin embargo, se trata de funciones que tienen un espec-
tro finito, de hecho contienen un wnico modo de Fourier con amplitud no nula.

Suponemos que existen también soluciones de (2.5) con espectro no finito.
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Nuestro objetivo serd describir el comportamiento de la solucién (p?, v, ef)
del problema (2.1)-(2.2), cuando § — 0. Desde el punto de vista fisico, este
problema equivale a analizar la interaccién entre una perturbacién en pequena
escala y el flujo medio. Suponemos que la perturbacién existe en el instante inicial

y pretendemos conocer el comportamiento del flujo en instantes posteriores.

Desde el punto de vista teérico, el problema (2.1)-(2.2) posee una tnica
soluci6n local en tiempo, si los datos son suficientemente regulares. Los términos

de difusién incluidos en las ecuaciones garantizan que este resultado sea cierto

[44].

Hipédtesis asintdticas

Siguiendo las técnicas de homogeneizacién utilizadas en los modelos M PP, suponemos

que las variables p°, v° y e/ admiten desarrollos asintéticos de la siguiente forma:

Pz,t) = plz,t) + /30 (a(?t);w,t> + 63 (a(zg’t);m,t) +

t
v (z,t) = w(z,t) + V3w (a(?t);x,t) + 523 (a—(?—);x,t) +

e(z,t) = e(z,t) + 6730 (9—(12—’752;3:,0 + 6273 (tz(—?g;x,t> +
(2.6)
donde a(z,t) son las coordenadas lagrangianas inversas relativas al campo de

velocidades v.

Respecto a los diferentes términos de estos desarrollos suponemos que p,
v y e son funciones regulares en R® x (0,7). Por otra parte, suponemos que
Vk > 1, p®(y; 2, 1), w(y;z,t), v¥(y;z,t) v e®)(y; z,t) son funciones regulares

en R® x R3 x [0,T] y oY —periédicas, para algin a > 0, a determinar.
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En la técnica de modelado M PP, el espacio funcional en el que se definen
las perturbaciones y el operador de promediado que se considera determina en

gran medida la clase de turbulencia que se estd modelando.

En nuestro caso, estamos considerando perturbaciones periddicas en una
célula de periodicidad oY, es decir, permitimos que la célula de periodicidad ini-
cial se transforme por homotecia. El operador de promediado que estamos con-
siderando para este tipo de funciones, definido en (2.3), resulta ser invariante bajo
traslaciones de la variable y. Es decir, para una funcién ¢ que sea aY —periédica,

se verifica que:
(pz) = (0}, con .(y) = vy +2).

Asi pues, nuestro modelo serd vélido para un tipo de turbulencia localmente

homogénea, segin la definicién fisica de la misma [24].

Otras versiones del modelo M PP [17, 27] han sido desarrolladas en un
marco més general, el de las funciones casi-periddicas [22, 8]. El operador de
promediado definido para estas funciones se caracteriza por ser invariante bajo
traslaciones y rotaciones. Por tanto, este otro marco funcional determina un tipo
de turbulencia localmente homogénea y también localmente isétropa, en términos

fisicos.

La estructura compleja de los desarrollos (2.6) estd motivada por hipétesis
fisicas. Asi por ejemplo, la hipdtesis de Taylor, segin la cual la perturbacién
turbulenta es transportada por el campo medio de velocidades, sugiere la inclusién

de la funcién a(z,t) como argumento de estas perturbaciones.

En los modelos M PP para flujos incompresibles, las perturbaciones tur-
2
52/3°
Es razonable esperar que las oscilaciones en espacio generadas por la perturbacién

bulentas se hacen depender también de una variable rdpida de tiempo 7 =

inicial produzcan oscilaciones en tiempo, las cuales tienen una talla caracteristica

del orden de %3, segtin an4lisis dimensional. Sin embargo, D. Franco demues-
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tra en [27], que en el caso compresible, la dependencia de la variable rdpida en
tiempo en estos desarrollos asint6ticos provocaria la aparicién de problemas en

micro-estructura mal planteados, y por ello, no se ha incluido en este trabajo.

Segiin la teoria de homogeneizacién, los desarrollos asintdéticos anteriores
han de ser entendidos en el sentido de que, por ejemplo, en el desarrollo para la
velocidad, para cada m > 0 existe una constante ¢,,, positiva e independiente de

4, tal que

H,U(S = an” < Cmégm+1)/3,

siendo

St = v (z,t) + 6w <a(x’t);x,t) + 613y 6 ®) (——-——a(m’t);a:,t>
¢ k=1 0

vy || - || la norma en algin espacio funcional en espacio-tiempo adecuado.

Cascada de ecuaciones

Para obtener las ecuaciones satisfechas por los diferentes términos de los desa-
rrollos asintéticos (2.6), éstos se incorporan a las ecuaciones (2.1), expresdndolas
como desarrollos en potencias de §. Se aplica entonces el principio de perturba-
ciones singulares, que obliga a que el coeficiente de cada potencia de d se anule, y
la hipétesis de separacién de escalas. Se obtiene asf una ecuacién para cada po-
tencia de 62/3, de las que vamos a deducir ecuaciones en micro y macro-estructura,
satisfechas por los diferentes términos de los desarrollos (2.6). Aunque el tipo de
“turbulencia” que consideramos es distinto, las ecuaciones que se obtienen aqui
son las mismas que las obtenidas por D. Franco en [27]. Por ello, solamente

describiremos las ecuaciones que resultan a los diferentes érdenes de 61/3.
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Se obtiene, en primer lugar, la ecuacién que satisface a(z, 1):

da 3

et . = T

5 (v-Va) =0 en R®x(0,T) .7
a(z,0) ==z en R

Por tanto, a(z,t) son las llamadas coordenadas lagrangianas inversas asociadas al
campo de velocidades v. Es decir, a(z,t) es la posicién inicial de la particula que
siguiendo las trayectorias definidas por el campo v, se encuentra en la posicién z
en el instante de tiempo ¢. Se justifica, en este momento, la formalizacién de la

hipétesis de Taylor en los desarrollos asintéticos (2.6).

Recientemente, el trabajo de Hou [33] sobre flujos incompresibles justifica
rigurosamente la inclusién de las coordenadas lagrangianas inversas como argu-
mento de las perturbaciones, cuando todo el campo de velocidades (no sélo el
campo medio) transporta la perturbacién turbulenta. En nuestro caso, somos ca-
paces de tratar formalmente flujos compresibles, pero cuando las perturbaciones

son transportadas por el campo medio.

En segundo lugar, se obtienen las ecuaciones que verifican las fluctuaciones
de diferente orden. De estas ecuaciones se deduce primeramente que p(® y e no
dependen de la variable en micro-estructura y. Por otra parte, es posible reformu-
lar las ecuaciones obtenidas, de manera que formen lo que llamamos “cascada de
ecuaciones”. Es decir, de manera que las perturbaciones de cada orden se obten-
gan a partir de las perturbaciones de érdenes inferiores. Para ello, se definen las
fluctuaciones de presién:

R T (2.8

8 = 7_21( e+D) 4 ¢ D) g > 1. (2.9)

Entonces estas variables pasan a ser consideradas variables primarias en susti-

tucion de las fluctuaciones de densidad, que pueden obtenerse a partir de las
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fluctuaciones de presién, mediante las relaciones anteriores. Finalmente, la es-

tructura de estas ecuaciones en micro-estructura es la siguiente:

(- V)@ +CVyr =0 V,- @ =0 enR’ (2.10)
Vk>1:

®® . V)@ + (@ - V) oW + OVyp* = f®  enR? 2.11)
2.11
vy . ﬁ(k) = g(k) en R?’

W - Vel — f—y%Ac e®) = pk)  en R3 (2.12)

En estas ecuaciones, las fluctuaciones de la velocidad vienen dadas a partir de las

fluctuaciones canoénicas w y ?®) definidas como
w=Gw, % =Gw®, con G=Va. (2.13)

3 2
En ellas, denotamos por C = G'G y A¢ = Z Cij . Los segundos miem-

ij=1 9y:0y;
bros de las ecuaciones, f*), ¢} y b(®) son funciones que dependen de las fluc-

tuaciones de diferente orden. Concretamente,
f(k) - f(k)(p7’v7 e’ p(O)? MR p(k), w7v(1)7 A ’v(k—1)7 6(0)7 L 7e(k))

9% = g®(p,v,p,. .., p* D, aw, ..., vY)

y .

1 .
bk = 5 w - Vyp(’””l) +b(p,v,e, p9, ..., P kD) o0 elk))

Asi pues, se trata efectivamente de ecuaciones en cascada, debiéndose
resolver en el orden siguiente:
(@, 7) de (2.10) = e de (2.12) = p® de (2.8) — (8™, pM) de (2.11) —
de (2.12) — p® de (2.9) — (8®),p®) de (2.11) — ...

Las ecuaciones (2.10) que verifica el par (@, 7) son una generalizacién de

las ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles, dependiendo de la matriz
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simétrica y definida positiva C. Esto indica que la fluctuacién principal de la ve-
locidad w es incompresible respecto de la variable y, en micro-estructura. Como
consecuencia, el modelo obtenido s6lo serd valido en casos en los que los efectos
de la compresibilidad de la perturbacién no sean relevantes. Esta es una hipétesis
habitual en la derivacién de los modelos de turbulencia para flujos compresibles
a bajo nimero de Mach, situacién en la que las fluctuaciones de densidad son
despreciadas [37, 55]. Los rangos del nimero de Mach para los que esta aproxi-
macion es vélida varian segiin el tipo de flujo considerado. Por ejemplo, en el caso
de una capa de mezcla (caso test que consideramos en el capitulo 5), el nimero
de Mach convectivo ha de ser no superior a 0.5, segtin [5]. En el caso de un flujo
en torno a un avién, las micro-fluctuaciones de la densidad sélo son relevantes
para flujos hipersénicos, es decir con nimeros de Mach por encima de 4, o para
flujos supersénicos con nimeros con nimeros de Mach cercanos a 1, en zonas

muy localizadas.

2.1.1 Ecuaciones en micro-estructura

Veamos ahora c6mo se determinan las perturbaciones de diferente orden a partir

de las ecuaciones obtenidas (2.10)-(2.12).

Perturbacién principal de la velocidad

La perturbacién principal de la velocidad w viene dada a partir de la perturbacién
canénica @ = G* w, con G = Va, que junto con la perturbacién principal de Ia
presién m verifican las ecuaciones de Euler generalizadas (2.10). Estas ecuaciones
no determinan al par (@,7) de forma tinica. De hecho, cada solucién de esta
ecuacion lleva asociada una familia biparamétrica de soluciones. Concretamente,

se verifica el siguiente resultado:
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Proposicién 2.1 Si (w*,7*) es una solucidn oY —peridédica de las ecuaciones

de Euler generalizadas (2.10), entonces el par (w, ) dado por:

w(y) = A" (By), 7(y) = N7 (By), (2.14)

*
. g . o )
es una solucién oY —periddica de las ecuaciones (2.10), con a = F’ cualesquiera

que sean A y 5 € R.
Demostracidon:

Por la propia definicién de (w,7) es inmediata la periodicidad. Ademas

(@ - V)i + CVym = A2 B[(@" - V,)@* + CV,m*] = 0.

En otras palabras, este resultado afirma que las ecuaciones estacionarias de Euler

(2.10) son invariantes bajo homotecias y re-escalamiento.

Asf pues, teniendo en cuenta que las ecuaciones (2.10) tienen infinitas
soluciones, es necesario dar condiciones adicionales que determinen una solucién

que sea fisicamente consistente.

En el caso incompresible, las fluctuaciones dependen de la variable rédpida

en tiempo 7, como comentamos anteriormente, y el par (, ) verifica las ecua-
ciones de Euler evolutivas. En esta situacién, se verifica la invariancia galileana,

ademads de la invariancia bajo homotecia y re-escalamiento:
By, 7) = B Ay — ar), BAr) + @&,  7(y,7) = Bn"(My — &r), BA7),

VaeR, VA B eR Esdecir, cada solucién lleva asociada una familia penta-

paramétrica de soluciones.

El procedimiento para aislar una solucién de esta familia se basa en el

hecho de que toda solucién regular verifica las siguientes leyes de conservacion
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[27]):
ow - - 3
5 +V, w®w + Cr]=0 en R (2.15)
o1 .. 1 )
—8T(§w -CT ) + V, - [w (—2~w C7'w + 7)) =0 en R (2.16)

%(@-C*lf) + Vy - [@ (- C7IF) + 7(m — %{U-C’"l{v)] =0 en R* (2.17)

con 7 =V, x (C~1 ).

De aqui se deduce que existen tres estadisticos de 1 que son invariantes

temporales. Concretamente:

- La media
m = (W) = G" (w). (2.18)
- La energia cinética media
| 1,
¢= 5w C7w) = {jwf). (2.19)
- La helicidad media
1, .1
h:—2—(w-C’ r)z—é(w-r), (2.20)

conr = (GV,)xwyf=Gr=V,x (Clw).

Segtin este resultado, parece conveniente considerar estos estadisticos como

pardmetros para determinar (w, 7).

En el caso compresible, no hay dependencia de la variable tiempo en micro-

estructura y el par (@, 7) verifica las mismas ecuaciones, en este caso, estaciona-
rias. Asi pues, lo razonable es seguir considerando los estadisticos 7, ¢ y h como
pardmetros para determinar una solucién de (2.10). Cuando el flujo es compresi-

ble, estos estadisticos se definen como en el caso incompresible, por (2.18)-(2.20),
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con la salvedad de que
7 = Det(C)? Vv, x (C™' ).

puesto que Det(G) # 1 cuando el flujo no es incompresible. Aunque no tiene
sentido hablar ahora de la invariancia temporal de m, ¢ y h, sin embargo, se
siguen verificando leyes de conservacién asociadas a estos pardmetros andlogas a

las obtenidas en el caso incompresible [27]:

V, [@®w + Cr]=0 en R’ (2.21)
V- [w (%fv O™ + 7)) =0 en R (2.22)
V- [@ (- C7'F) + 7(m — %'w C'w)] =0 en R (2.23)

Por tanto, trataremos de obtener una solucién de las ecuaciones (2.10)
para cada valor dado de los pardmetros m, ¢ y h. Veamos si ello es posible,

teniendo en cuenta los invariantes de la ecuacién de Euler, dados por (2.14):

Proposicién 2.2 Si (", 7*) es una solucién o*Y —periddica de las ecuaciones

a*

de Euler generalizadas (2.10) y (@, ) es la solucion oY —periddica, con o = 5
dada por (2.14), para algin A y B € R, se verifica que:

1) (W) = Mw")
& %W’ T w) = AZ%(zb* -C7H ")

3) %(m O = ﬂv-;—(zb* .C7V#Y, con 7 = Det(C)Y/2V, x (C1 @).

La demostracién de este resultado puede consultarse en [27]. Como conse-
cuencia inmediata, no es posible obtener una solucién de (2.10), fijando al mismo

tiempo la media y la energfa turbulenta. Como las ecuaciones verificadas por
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w son estacionarias y w, tiene media nula, parece razonable imponer que w
también tenga media nula. En este caso, podemos modular la energia cinética,
fijando el pardmetro A. Por otra parte, tampoco se pueden fijar al mismo tiempo
la helicidad media y la célula de periodicidad. Asi pues, podemos modular la
helicidad media de @ fijando el pardmetro 3, aunque para ello debemos dejar

libre su periodo y determinarlo en funcién de este pardmetro.

Entonces formulamos el siguiente problema para determinar la pertur-

bacién canédnica de la velocidad:
4

Obtener (@, 7) «Y — periddicas, para algin o > 0,

tales que:

S ~ 3 ] (2.24)
(w-Vy)w+CVyr=0, V,-w=0 enR

~ 1 ~ -1 ~N\ 1 ~ =1 =\
(w) =0, —§<w-0 w) = g, 5( -CF)y=h

\
con 7 = Det(C)/2V, x (C~1 ).

En lo que sigue, consideraremos que la helicidad media del flujo & es no

nula. El caso en el que ésta sea nula serd tratado en una seccién posterior.

Gracias a los invariantes de las ecuaciones de Euler (2.14) y a la proposicién
2.2, es posible obtener la solucién del problema (2.24) a partir de la solucién de
un problema canénico normalizado, con media nula y energia cinética y helicidad

unitarias:
(
Obtener (@w*,7*) «*Y — periddicas, para algin o* > 0,

tales que:

2.25
(@ - V,)@* +CVyr* =0, V,-®*=0 enR (2:25)

(@) =0, (@ 07 =1, (@07 F) =1

con 7 = Det(C)Y2V, x (C~t@*).
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En concreto, se verifica el siguiente resultado:

Teorema 2.3 Dados los pardmetros ¢ > 0 y h € R\{0}. Si el par (@, 7*) es

una solucion o*Y —periddica del problema (2.25), entonces el par (W, ) definido

por

v), (2.26)

La demostracién de este resultado es inmediata a partir de la proposicién 2.1,

h
tomando A =,/ y 8 = —, y la proposicion 2.2.
q

Puesto que sélo se conocen resultados que aseguren la existencia de solu-
cién de las ecuaciones evolutivas de Euler, y esto en un intervalo de tiempo

suficientemente pequefio, resulta necesario asumir lo siguiente:

(H) El problema (2.25) admite una tnica solucién, que depende de forma con-

tinua de la matriz C.

Si admitimos la hipétesis (H), puesto que hemos supuesto que el dato wo
es una solucién de las ecuaciones de Euler (2.5), cuando C' = I la fluctuacion

canénica debe venir dada por:

’lb*(y) = —wo(—Y), ™(y) = _“770("_’!/)7 (227)

h 1

y con periodo a*Y, con o* = = Aquigq = §(|w0]2> v ho = {wq - (Vy X wp))
9o

son, respectivamente, la energia cinética y la helicidad medias de wo. De nuevo

hemos usado las proposiciones 2.1 y 2.2.
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Perturbacién principal de la energia interna

Hemos obtenido que la perturbacién principal de la energia interna e(?) verifica

la ecuacién de conveccién-difusién (2.12) para k = 1:

- Vye® — EAge® =pM con pD = Lo V7 + b, (2.28)

P Y
donde la velocidad de conveccién w viene dada por (2.26). Aunque b es una
funcién que en principio depende de (p, v, e, o0, 1, e(?), gracias a que p(® y ®
son funciones independientes de la variable v, se comprueba que b realmente sélo

depende de (p, v, e).

Gracias a los invariantes de la ecuaciones de Euler generalizadas dadas en
(2.14), es posible obtener la solucién de la ecuacién (2.28) a partir de la solucién de
un problema canénico, de forma andloga a como hemos obtenido la perturbacién

principal de velocidad. Este problema es el siguiente:

w* - V,eM — Age) = h1)  en R

(2.29)
(V) = 0
donde
_#h ey 1o o oL
=R b —7w Vym +hq1/2b

y (W*,7*) es la solucién del problema (2.25).

Observemos que el periodo de la perturbacién canénica de la energia in-

terna queda determinado por el de la perturbacién canénica de la velocidad.

El siguiente resultado nos garantiza que este problema est4 bien planteado.

Proposicion 2.4 Bajo la hipdtesis (H), el problema (2.29) tiene una tnica solu-

cion o*Y —periddica si y sdlo si se verifica la condicidén:

(M = 0. (2.30)
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La demostracién de este resultado se basa en la aplicacién del teorema de

Lax-Milgram a la formulacién variacional

a'C((p)d)) =< L7'¢ >
donde
wolot) = [ @ Vovay+¢ [ (©Ve) CV8)d,
Ly>= b o dy.
<Ly> /w ¢ dy

La forma ac estd bien definida, es bilineal y continua en el espacio Hp(a*Y),
definido como el subespacio de Hlloc(RB) de las funciones periédicas en R® con
célula de periodicidad o*Y'.

Sin embargo, para que sea coercitiva es necesario considerar el espacio
cociente X = HL(a*Y)/R, lo cual provoca que la perturbacién canénica se de-

termine de forma tnica, sélo si se fija su media. Por otra parte, la condicién

(2.30) es necesaria para que L € X'.

Para maés detalles, puede consultarse [27], donde se hace esta demostracién

completa.

- 1 1
Como V,-w* = 0, podemos escribir bW = =V, (@* 7r*)+m b. Puesto

que b no depende de la variable y, la condicién (2.30) es equivalente a:
b=0. ‘ (2.31)

Entonces é) es la tnica solucién del problema:
1
@ Vel — EAge® = Z@* - Vyr* en R
g (2.32)

(€M) =0

La perturbacién principal de la energia interna e(l) ge obtiene a partir de

la canénica é1), de la manera que establece el siguiente resultado:
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Teorema 2.5 Bajo la hipdtesis (H) y dados los pardmetros § € R, ¢ > 0y
h € R\{0}. SiéW esla solucidn del problema (2.82), entonces la funcién definida
por

eV (y) = qém(fq‘-y) 8, (2.33)

es una solucion aY —periddica, con o = %a*, de la ecuacidn (2.28), tal que

() = 6.

Demostracion:
Es evidente que si éV) es una funcién o*Y —periddica, entonces e!) es oY —periédica.
Para probar que e verifica la ecuacién (2.28) basta hacer el cambio de variables

h
z = —y en la ecuacién (2.29) y tener en cuenta que
q

W(y) = aw'(z), 7(y)=qr*(z) v eV(y)=qeM(z)+ 8.

Finalmente, se tiene que (eV)) = ¢(é(")) + 3, haciendo el mismo cambio de varia-
bles en la integral que define la media. Por tanto, si (¢()=0, entonces (e} = 4.

®

Perturbaciones de orden superior

Las perturbaciones de orden superior verifican las ecuaciones (2.11) y (2.12). Para
que estas ecuaciones puedan tener solucién es necesario que se verifiquen ciertas

condiciones de compatibilidad, que se obtienen de igual modo que en [27]:
Vk>1:
(f®) + @wg®) = 0 (2.34)
w-Clw+7)g®) =0 (2.35)

(g") =0 (2.36)
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(F-CHf®) =0 (2.37)

"y =0 (2.38)

Las condiciones (2.34)-(2.37) estdn ligadas a leyes de conservacién que
verifican las ecuaciones de Euler linealizadas (2.11), derivadas de las leyes de
conservacién obtenidas para las ecuaciones de Euler (2.21)-(2.23). Por otra parte,
la condicién (2.38) es necesaria para que la ecuacién de conveccién-difusién (2.12)

tenga solucién, como hemos visto en el apartado anterior para & = 1.

2.1.2 Ecuaciones promediadas

La imposicién de las condiciones de compatibilidad (2.34)-(2.38), para cada valor
de k, nos permite deducir las ecuaciones promediadas satisfechas por las medias
de cada uno de los términos de los desarrollos asintéticos (2.6), asi como las
ecuaciones verificadas por la energia cinética media ¢ y la helicidad media h. Si

consideramos hasta las perturbaciones de orden 62/3 y denotamos por
PR = (p%)), @ = (w), o = (v®)) y e®) = (e®)),

estas ecuaciones, junto con las condiciones iniciales, que de manera natural se

deducen de las condiciones iniciales (2.2), son las siguientes:

Las variables p, v y e verifican las ecuaciones de Euler compresibles:

( % + V. (pv) =0

s /;[%% + (v-V)o] + (y— 1)V(pe) = 0 en B3 x (0,7) 230)
a—j tv Vet (y—1)eV-v =0
p(z,0) = po(x), v(z,0) = Bo(z), e(z,0) = E(z) enR®
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Las variables p(@, @, y ¢ satisfacen el problema de valores iniciales:

o\
V(0O + pw) = 0
ot
o ~ ~ (0
plgr + (@ V)o+ (0 V)@] = o (r = 1) V(pe)+
+(y=1)V(pe® +p0¢) = 0 enR® x (0,7)
<
(0)
agt +v-Ve + (y-1)eO V. v+
+w-Ve+ (y—1DeV-w =0
p0(z,0) = 0, w(z,0) = (we) =0, e (z,0) =0 en R3
(2.40)

Como p@ y e® son funciones independientes de la variable y, se tiene
que PO = p® y e® = & y por ello este sistema determina a las variables

(p, ,e®). Como consecuencia, si (2.40) tiene una tnica solucién acotada,
ésta debe ser
(0)

I

V=0, w=0 Y=o (2.41)

Por su parte, ¢ y h verifican el problema de Cauchy:

( %%—f—v-Vq—kR:V’u—l—ﬁwq:O
o P en R? x (0,7)
\ §+vwm+%w=o (2.42)
L 9(z,0) = qo(z), h(z,0) = ho(z) en R

En estas ecuaciones, aparecen como términos de cierre el tensor de Reynolds

R y las funciones escalares 1, y ¢, definidos por:

R={(w®w) (2.43)
Yy = —i- (Vy ell) . CVy e(l)> (2.44)
b = —_—1—<Vy (w-r) - CV, ey, con r= (GV,) x w. (2.45)
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Por tltimo, las variables gV, oY) y &) satisfacen el problema de Cauchy:

r a—g—(t}z + V- (Yo + ppM) = 0
p[ag::) + (v- V)oY + (8% . V)v] + V- (pR) +
+(y =1V (pe® + epM)) - (y - )E;—)V(pe) =0 enR x(0,T)
ﬁ ag(tl) +v-vel) + (v -1V . v+

150 . Ve + (y—1)eV- 2D — %wq =0

| 79(,0) = () =0, 9V(2,0)=0, &W(z,0)=(eo) =0 enF
(2.46)

En este sistema también aparece el efecto de la perturbacién sobre las

variables medias a través de los términos de cierre Ry tq.

No continuamos escribiendo las ecuaciones verificadas por los términos de
orden superior, entendiendo que en las ecuaciones deducidas hasta ahora ya estan
presentes las principales caracteristicas de la interaccion entre grandes y pequeiias

estructuras.

Obsérvese que el orden ¢* del término de difusién en la ecuacién para la
velocidad no introduce efectos sobre las principales ecuaciones promediadas del
modelo. El estudio con términos de difusién de orden inferior ha sido realizado

en otros trabajos [13, 15] y se ha obviado aqui por simplicidad.

Los términos de cierre vienen dados a partir de las perturbaciones princi-
pales w y eV segiin las relaciones (2.43)-(2.45), y éstas se determinan a través de
las perturbaciones canénicas w* y &), Por ello, es posible expresar también los
términos de cierre en funcién de unos términos de cierre candnicos y explicitar su
dependencia con respecto a los pardmetros g y h, tal y como se establece en el

siguiente resultado:
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Teorema 2.6 Bajo la hipdtesis (H) y dados los pardmetros ¢ > 0 y h € R\{0},

se verifica que:

R = QR, wq = hz dq) "/’h = '—-Q/)ih (247)

con

1
Yy = g(Vyé“) NOAN-O) (2.48)

donde w* y é1) son la solucién de los problemas (2.25) y (2.32), respectivamente,

y 7 = Det(C)Y2V, x (C~1@*).

Demostracion:
Veamos en primer lugar que si f(y) es una funcién o*Y —periédica entonces para

*

cualquier 8 > 0, fg(y) = f(By) es una funcién oY —peridédica, con o = —, y

5
(f) = (fs) (2.49)

La relacién entre los periodos de estas funciones es inmediata. Por otra parte,
para comprobar que las medias siguen siendo iguales, basta hacer un cambio de

variables en las integrales que las definen:

d d
Uy ayf(ﬁy)y“ e=8y | a*Yf(Z) Y

/Y dy - dz = fdy - / dz =
a a*Y

Probamos ahora cada una de las identidades que afirma el teorema:

R = (wy)®w) = 6 (@) 8 b)) G =
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teniendo en cuenta (2.49) con f = —

ii) Como eM(y) = qé(l)(—]}y) + f3, entonces V, e (y) = hV e(l)( y). Por
q

tanto,

1 h? b N

Yy = z (Vye(l) (v) - vae(l)(y)) = (Vye(l)(g'y) : C’Vye(l)(;]—y)) =
h2
= P (9,e00) - v,e),
de nuevo por (2.49).
iii) ¢, = 2f>—,1 (Vy(w-r) - CV,eM).
Expresando w en funcién de w", se tiene que
h _,h
r=(GV,) xw = —7(=y)

Entonces
2

V,(wr) = TV, (@*-0*%*)(% ).

h
Por otra parte, C V,e®(y) = hCVyé(l)(y)(a y). Por tanto,

-1 h3 h h
— v V ~ % C - . CV é(l) — =
Q,[)h ————2’)/6 q < (w )(qy) Yy (qy)>
h3 - 1 ~ % —1 ~% A(1)
- P et - 0ve),

de nuevo por (2.49).
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En consecuencia, las ecuaciones promediadas del modelo M PP son las

siguientes:
4 ( 8
55 + V.- (pv) =0
Jv
Pl + (w-V)ol + (v = 1)V(pe) = 0
5 enR® x (0,T)
< 8_: +v-Ve+ (y=1)eV:-v =0
%(:—' + (v -Va) =0
p(z,0) = po(z), wv(z,0)=0o(z),
en R®
| e(z,0) =&(z), a(z,0)==z
( aq ~ W, o~
5;+U~Vq+qR:Vv+~h Py = 0
o o en B x (0,7)
¢ 9 () ER g =0
5 + V- (hv) + pqwh
L q(2,0) = qo(z), h(z,0) = he(x) en R?
( z(1)
agt +v-Vel) + (y-1)eVV . v+
+30 . Ve + (y=1)eV-50 - %h%/?q =0
5(1)
6gt + V- (Mo + ppM) =0 enR® x (0,7)
<
oo ~
Pl + (v-V)o + (80 . V)] + V- (pgR)+
21 4 50 P
+(y =1V (pe? + epV) ~ (v -1)=—V(pe) = 0
LU AP(@0)=0, 8W(z,0)=0, &V(z,0)=0 en R?

(2.50)

donde los términos de cierre R, iq v 1 estdn definidos en (2.47).

Este sistema de ecuaciones proporciona una aproximacién de las medias
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de las variables p°, v° y €® de orden &, dadas respectivamente por p + 62351,

v+ 62350 y e+ 6230,

Podemos decir, que se trata de un modelo matemético formal de turbu-
lencia localmente homogénea para flujos compresibles a bajos nimeros de Mach

y con dos escalas de espacio bien separadas.

A diferencia de otros modelos de turbulencia, éste queda descrito por un
sistema formalmente cerrado, en el sentido de que todos los términos de cierre
que aparecen en las ecuaciones promediadas son, en tltima instancia, funciones
de v, q v h, a través de la ecuacién para las coordenadas lagrangianas (2.7), y de

los problemas en micro-estructura canénicos (2.25) y (2.29).

Desde un punto de vista practico, las ecuaciones del modelo han de ser
resueltas en cascada: En primer lugar, se obtiene (p,v,e), para luego calcu-
lar las coordenadas lagrangianas a. A continuacién se resuelven las ecuaciones
acopladas para ¢, h y las perturbaciones canénicas @* y é(1). para finalmente

obtener (51, o), &),

Observemos que en la ecuacién para ¢ el término £ = th @Q representa la
disipacién viscosa de la energia cinética de la perturbacion, qp(é juega el papel de
la variable ¢ en el modelo k —¢). En efecto, € >0y € > 0sblosi p >0, es decir,
s6lo si existen efectos de disipacién viscosa. Ademds si v y ¢ sélo dependen del

tiempo, entonces la ecuacién para g se reduce a

o _ .
ot

Lo relevante en nuestro modelo es que toda la energia cinética disipada
por efectos viscosos es transformada en energia interna, tal y como se manifiesta
en la ecuacién para la perturbacién de la energfa interna ). En esta ecuacién

aparece el término —¢, de manera que si v, 9, e y &) s6lo dependen del tiempo,
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ésta ecuacidn se reduce a

eV
ot

= E.

2.2 Forma conservativa del modelo

En esta seccidén, analizamos la consistencia de la técnica de modelado M PP
que hemos utilizado para obtener el modelo (2.50). Para ello, consideramos las
ecuaciones (2.1), en ausencia del término de difusién en las ecuaciones para la
velocidad (v = 0), escritas en forma conservativa. Partiendo de estas ecuaciones,
comprobamos que el modelo obtenido en este caso es justamente la forma con-

servativa del modelo (2.50).

Consideramos las variables conservativas momento cinético y energia total,
§ 5.8 s 506 . L 5
m’ =’ B = pie + 5P, (2.51)

y la formulacién conservativa de las ecuaciones (2.1) en términos de estas va-

riables:

( apé s 2
—5?+V-m =0 en R X(O,T)
—é?——i—v-[ﬁm ®m’ + Vp°] =0 en R® x (0,T)
OB | G (B +p°)07] — i AL (B — L i) = 0 en O x (0,7

(Ot 0° 2p° ’

(2.52)
donde p° = (y — 1)(E® — = |m’|?) es la presién dada por la ley de estado de los

20°
gases perfectos.

Suponemos que las variables p?, m? y E¢ admiten desarrollos asintéticos

de la siguiente forma:
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p‘s(z,t) — p(a:,t) + 51/3,0(0) (a(x’t),m,t> + 52/3p(1) (a(x’t),m,t) +
md(z,t) = miz,t) + §1/317,(0) (a(::;’t),x,t> + §2/3m® (a(:;’t),:c,t> +

Eé(%t) — E(:z,t) + 51/3E(0) (a(x’t);m,t> + 52/3E(1) (a(w’t);x,t> +

Teniendo en cuenta la relacién entre las variables (o, v%, €%) y (p°, m’,
E¥) dada por (2.51), estos desarrollos asintéticos son equivalentes a los desarrollos

(2.6). La relacién entre los primeros términos de ambos desarrollos es la siguiente:

m = p'v’ m(o) - pw + p(o)v7 m(l) — pfv(l) + p(o)w + p(l)v7
1 1
E=ple+5l*), E®=pOe+l)+ p(e® + v - w),

1 1
EW = pM(e+ §|v|2) + p®(e® + v - w) + pleV) + -Z—kw|2 +v - o),
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El mismo andlisis desarrollado en la seccidn anterior nos conduce al si-

guiente sistema de ecuaciones promediadas:

¢ ( 8p
Fn +V-m=0
%;+vﬂm®m+p”=°
< 2 P en R3 X (07T)
5 T V- (E+pp] =0
dpa) -
| 5 T V- lea)e] =0
¢ 0 P y
gf) + V- [(pg)v] + (pq)R: Vo + ph®i, = 0
8(ph) hs en® x (0.7)
{ ot + V- [(ph)v] + (ph)V - v + N"’q‘wh =0
4 aﬁ(l)
) =
or TV =0
A0
67(7;7; V- meo®W +m e v+
VY- [FOT+ (pg)R) = 0 o ® X0
oE®) -
—— V- [(BY + g0 + (B +p)alV]+
L | +V [(p9)Rv] = 0
(2.54)

donde
p=(y—1pe, PV =(y-1)("Y e+ peW),

_ 3 1 _ _
E® = pW(e+ Slvf’) + p(e + vo) + (g)

Este sistema de ecuaciones resulta ser justamente la forma conservativa
del sistema (2.50). Este hecho refuerza la consistencia de la técnica que hemos

empleado.

Es importante observar que la energia total media F y su perturbacién
de primer orden E( se conservan. Ello ocurre porque, como comentdbamos tras
obtener el modelo (2.50), toda la energia cinética que se disipa por los efectos

viscosos (pé = ph? 1, en la ecuacién para pq) es transformada en energia interna.
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2.3 Analogia con el modelo k£ —¢

El modelo M PP descrito en las secciones anteriores se encuadra dentro de los
modelos de turbulencia a dos ecuaciones, es este caso, para la energia cinética
turbulenta media g y la helicidad media h. En esta seccién, analizamos la analogia
de nuestro modelo con un modelo de referencia de este tipo como es el modelo
k — e. Veremos que a partir de las ecuaciones de nuestro modelo M PP, es
posible obtener un modelo de tipo k£ — ¢ que coincide formalmente con el modelo
estandar, para turbulencia homogénea, si no se consideran efectos difusivos. De
hecho, como ya hemos comentado, el tensor de Reynolds en los modelos M PP

-~ 2
no modela estos efectos. En concreto, esto ocurre, cuando el tensor B = 3 1.

Como describifamos en la introduccién, el modelo k& — ¢ para turbulencia
compresible (1.31) estd constituido por un sistema de ecuaciones para las medias
de las variables que gobiernan el flujo, densidad 7, velocidad © y energia total E.
A éstas afiaden dos ecuaciones mas para dos magnitudes propias de la turbulencia:

la energia cinética turbulenta media k y su tasa de disipacion viscosa .

En ausencia de efectos difusivos, el modelo k — € estd formado por el

siguiente sistema de ecuaciones:

E"FV(,@D) =10
8(p 2
(P9) G (oeb+pI+2pkI) =0
ot 3
) _ 2
OB G .(B +pl + 2pkD)o = 0
Bt 3 |
\ a(pk 2 (2:55)
%—FV-(ﬁkfz)—’rgﬁkVﬂD—kﬁe:»O
0(pe) . 2 . (pe)?
: d . =l =0
Y + V- (ped) + 3c51p5V V + Ce o

| 7= (- DB - 5ol — 7#)
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Recordamos que en el modelo k—¢, el campo de velocidades se descompone
mediante el operador de promediado de Favre como v = @ +v" y k se define por
k= Lo

2

Si en el modelo M PP consideramos una aproximacién de v de orden §2/3,

v’ = v+ 63w, podemos considerar que las perturbaciones v" y §/3w son simi-
1 .

lares. Entonces, como ¢ = 5([w|2>, si identificamos el operador de promediado

respecto de la variable y, ( - ), y el operador de Favre, las variables k y §%/3¢

pueden identificarse.

Por otra parte, en la ecuacién para g de nuestro modelo (2.50), su tasa de

disipacién por viscosidad esté representada por thiﬁq, por tanto ¢ se identifica
P

con 62/3% h2 1h,.

En nuestro modelo M PP, consideremos como variables medias del flujo

las aproximaciones de orden ¢ de las variables p°, p°v? y E¢, dadas por:
5= p+ 8350, PPvf = pu + 83 (o™ 4 Vo), E=FE+§/EW.

Entonces a partir de las ecuaciones (2.54), es posible obtener las ecuaciones que

satisfacen estas variables:

s
%, v. (pB) = O(84%)
ot
i{;’;ﬂl + V- (5@ + pl) + 6&**V - (BgR) = O(5*/?)

< o5 (2.56)

5tV [(E + pI)D] + 6**V - (pgRD) = O(6*?)

_ _ 1_,_ _
p=(=1)(E - Splof — 6%°pq)

\

Ademas, teniendo en cuenta que
pk ~ 6213 pg + O(5%3),

pe ~ 8213 pap,h? + O(843),
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si multiplicamos por 6%3 la ecuacién para pg en (2.54) se obtiene una ecuacion
para pk:
a(pk
'"(apt_) + V- (ko) + p6*PR: Vo + pe = O(6*/?). (2.57)
También es posible obtener una ecuacién para pe a partir de la ecuacién
para h en (2.50):

9(pe)
ot

n ~ \2
+ V- (pev) + peV- v + Zﬁ(—pf)— = O(6*%). (2.58)
by Pk

Para obtener esta ecuacién para pe hemos considerado que

Py = é(Vyé(l) NOANCON

es constante respecto de las variables en macro-estructura. En realidad, depende
de ellas a través de la presencia de g y h en el coeficiente de difusién & de la
ecuacién para la perturbacién candnica de la energfa interna (2.29). Sin embar-
go, parece natural despreciar esta dependencia para recuperar el modelo k — ¢
estandar, ya Que este no tiene en cuenta las interacciones del flujo medio con la

energia interna, como en cambio si ocurre en nuestro modelo.

En consecuencia, a partir de las ecuaciones de nuestro modelo MPP,

hemos deducido el modelo de tipo k — € siguiente:

(0P N 4/3

5 + V- (po) = 0(6*7)
a—(gf—) + V- (pp®® + pl + pkR) = O(6*°)
o8 + V- [(E + pI + pkR)5]) = 0(6"?)

(2.59)

8%@ + V- (pkv) + pkR: Vo + pe = O(6*?)

_ ARy
9pe) + V- (pev) +ﬁ5V-v+2%{}~—z(—/§3— = 0(8*?)
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Comparando los sistemas de ecuaciones (2.55) y (2.59), podemos concluir
que, en el caso particular en el que el tensor R = %I , las ecuaciones (2.59)
obtenidas a partir del modelo M PP constituyen un modelo de tipo k — ¢ que
coincide formalmente con el modelo k£ — € estdndar para turbulencia homogénea,

si no se consideran efectos difusivos.

A pesar de la similitud existente entre ambos modelos, existen sin embargo,
dos diferencias fundamentales: En primer lugar, el modelo k — ¢ est4 desarrollado
basicamente a partir de hipétesis fisicas y andlisis dimensional. Por su parte, el
modelo M PP se obtiene mediante un anélisis matemdtico formal. En segundo
lugar, en el modelo k — € las constantes c., y c., son constantes universales que

se calculan experimentalmente. Habitualmente toman los valores:
¢, = 1.44 ce, = 1.92.

De las ecuaciones obtenidas aqui y previamente en [27], se deduce que

h
Ce, =15 Cey = 2 2—
bq
Por tanto, en nuestro modelo, estas constantes se obtienen teéricamente, a partir
de la solucién de los problemas que rigen el comportamiento en pequeia escala

de la perturbacién turbulenta.

2.4 Modelo a una ecuacion

Los términos de cierre del modelo (2.50) R, zﬁq y 9» dependen de v, ¢y h a
través de las fluctuaciones canénicas y las coordenadas lagrangianas. Asf pues, el
célculo efectivo de estos términos exige la evaluacién de w*(C, q, h) y é(C, q, h)
para todos los valores de los pardmetros C, ¢ y h. Evidentemente, se trata de

una tarea bien costosa, practicamente imposible. Para salvar esta contrariedad,
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diferentes autores [14, 50] han estudiado propiedades de simetria de las fluctua-
ciones canénicas que permiten reducir la dependencia con respecto a algunos de

sus parametros, si la perturbacién inicial verifica ciertas simetrias.

En esta seccidn, siguiendo esta misma estrategia, conseguimos obtener un
modelo reducido de (2.50), suprimiendo la ecuacién para la helicidad media h, y
que por tanto resulta ser un modelo de turbulencia a una ecuacion. A cambio,

limitamos el tipo de turbulencia que estamos modelando.

Consideramos el subgrupo de las matrices ortogonales que dejan invariante

al cubo Y (e igualmente al cubo oY, Va > 0):
My={QeMss: QQ=I, QyeY, VyeY}

Sea w(y, C,q,h) v 7(y,C, g, h) una solucién del problema (2.24). Para @ € My,
a partir de w y , construimos la fluctuacion W v la presién P de la siguiente

forma:
W(y) = Qw(Qy), Ply)=m(Qy).

Entonces el par (W, P) verifica el problema siguiente:

;

(W, P) oY — periédicas
(W V)W + (Q'CQ)V,P=0, V, W=0 enR

! (W) =Q" (@) =0 (2.60)
1

L (QOQ)) = (@0 b) = g

L dei(@) (W (Q'CQ)™ B) = @ C ' 7) = h

donde R = Det(C)Y2V, x [(Q*CQ)~'W].

[N R

En consecuencia, si el problema (2.60) admite una tGnica solucién, se tiene

que V@ € My :

W(y) = @(y, QCQ,q,h), sidet(Q)=1; (2.61)
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W(y) = w(y,Q°CQ,q,—h), sidet(Q)=—1. (2.62)
Esto significa que:

Si Q € My tal que Q*CQ = C' y det(Q) = 1, entonces @ verifica la simetria
Qw(Qy,¢,h) = w(y,q,h). (2.63)
Si Q € My tal que Q*CQ = C y det(Q) = —~1, entonces @ verifica la simetria

Q'w(Qy,q,h) = w(y,q,~h). (2.64)

Las matrices @ € My tales que det(Q) = 1 determinan una rotacién en
el espacio. En cambio, aquellas tales que det(Q) = —1 se corresponden con la
composicién de una rotacién y una simetria respecto de un plano que pasa por el

origen.

Para buscar perturbaciones que verifiquen las dos simetrias al mismo tiem-

po, damos la siguiente definicién:

Definicién 2.7 Diremos que una solucién (w, ) del problema, (2.24) es Q—invariante

si (i, 7) = (W, P), para cualquier matriz Q € My tal que Q'CQ = C.

Si (w, ) es una solucién de (2.24) Q—invariante, entonces en particular @
es una funcién impar. Para ello, basta tomar ¢ = ~I en (2.64). La consecuencia

inmediata de esto es que su media y helicidad son nulas:

(w) =0, (w- -C7'F)=0.

En este hecho radica la ventaja de considerar fluctuaciones canénicas que
verifiquen este nuevo tipo de simetrias, ya que en este caso, podemos simplificar

el modelo obtenido (2.50), eliminando la ecuacién para h.

En [50], Ortegén demuestra que la helicidad no puede crearse si inicial-
mente no existia. Este resultado justifica que tenga sentido considerar un modelo

para el que la helicidad es nula.
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Antes de proseguir con la deduccién del modelo reducido, observemos que
la definicién de invariante por una transformacién ortogonal que estamos dando
en la definicién 2.7 no es artificial. En efecto, si denotamos por y = y(t) a la

trayectoria de un punto que se mueve con un flujo de velocidad v, es decir:

S0 =0 (0),)

entonces la velocidad del flujo en el punto transformado z = Qy es

v(s) = £2(t) = Q,

o lo que es lo mismo v(Qy) = Qu(y).

Para obtener el modelo reducido, consideremos que la perturbacién canénica
de la velocidad verifica el siguiente problema:

)
Obtener (w,n) Y — periédicas y () — invariantes

tales que:

" 3 ; ; (2.65)
(w-V,)w+CVyr=0, V,~w=0 enR

1,. 1~
Flw-C fw) = ¢

Siguiendo la misma argumentacién que en la deduccién del modelo general,
las fluctuaciones canénicas (i, 7) se determinan a partir de las fluctuaciones

candnicas normalizadas (", 7*), que en este caso se definen como solucién del

problema:

)
Obtener (w*,#*) Y — periédicas y () — invariantes

tales que:

(2.66)

—~

w* V)" +CV,m* =0, V, - ®*=0 enR

(w*-Cto*) =1

no| =

L
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Notemos que ahora no es necesario dejar indeterminado el periodo, ya que

no necesitamos modular la helicidad media, y por tanto podemos tomar o = 1.

En relacién a este problema es necesario también asumir una hipétesis
andloga a la hipétesis (H):
(H’) El problema (2.66) admite una tnica solucién, que depende de forma con-

tinua de la matriz C.

En este caso, los datos (wy, 7p) debe ser funciones Y —periédicas y también

(Q—invariantes que verifican las ecuaciones de Euler (2.5).

Las soluciones @)—invariantes de las ecuaciones de Euler admiten tinicamente

el invariante por homotecia:

Si (w*,7*) es una solucién del problema (2.66), entonces el par dado por

es otra solucién de este problema tal que

1 1

(- Cl) = N (w* - Cro").

2 2

Entonces se verifica el siguiente resultado andlogo al teorema 2.3:

Teorema 2.8 Bajo la hipétesis (H’) y dado el pardmetro ¢ > 0. Si el par (w*, 7*)

es la solucidn del problema (2.66) entonces el par (w, ) definido por

w(y) = ew'(y),  7(y) = ¢r'(y), (2.67)
es una solucion del problema (2.65).
Por otra parte, la perturbacién principal de la energia interna debe ser

una solucién Y —periddica de la ecuacién (2.28). De nuevo, de manera anédloga

a como se argumento en el modelo general, la perturbacién principal de energia
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interna e(!) se determina a partir de la perturbacién canénica é), definida como

solucién del problema:

W - Ve — €ApeM =dV  enR

(2.68)
donde
RN S YRR SRR v S I
f—quw, d —7'w Vym +q3/2b

y (w*,7*) es la solucién del problema (2.66).

Puesto que se trata de un problema de la misma naturaleza que el problema
(2.29), la proposicién 2.4 asegura que, bajo la hipétesis (H'), este problema tiene

una tnica solucién si y sélo si se verifica la condicién

(dy =o0. (2.69)

Aligual que en el modelo general, esta condicién es equivalente a la condi-

cién (2.31). Por ello, &%) es la tinica solucién del problema:

1

w* - Vel — ¢AgE = "V, enR’,
v (2.70)

(€M) =0

Formalmente éste es el mismo problema satisfecho por la perturbacién candnica

de la energia interna en el modelo anterior (2.32).

Entonces se verifica el siguiente resultado andlogo al teorema 2.5:

Teorema 2.9 Bajo la hipdtesis (H’) y dados los pardmetros § € R y g > 0. 50

e es la solucién del problema (2.70) entonces la funcién definida por

eM(y) = geM(y) + B, (2.71)

es una solucion Y —periddica de la ecuacion (2.28), tal que (eM) = B.
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Finalmente, al igual que en el teorema 2.6, los términos de cierre se ex-
presan en funcién de las perturbaciones canémicas w* y éW), explicitando su

dependencia con respecto a g:

Teorema 2.10 Bajo la hipdtesis (H’) y dado el pardmetro ¢ > 0, se verifica

que:
R=qR, =1, (2.72)
con
R =GYo @w")G, ¢, = %(Vyé(l) L OV,eM), (2.73)

Aqui w* y e son la solucién de los problemas (2.66) y (2.68), respectivamente.

Como consecuencia inmediata de (2.61), el tensor R verifica la siguiente

propiedad de simetria:
R(Q'CQ) = Q'R(C)Q, YQe My, talque det(Q)=1. (2.74)

En particular,

R(C) = Q'R(C)Q, YQ € My, tal que det(Q) =1y Q'CQ=C. (2.75)

Wi

Esta propiedad nos permite deducir que R(I) = = I, [50].

Observemos, ademds, que esta Gltima identidad es también cierta para
el tensor R del modelo general, ya que se deduce utilizando sélo las simetrias

respecto de matrices de rotacién que dejan invariante al cubo Y.
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Introduciendo estas modificaciones en la ecuaciones promediadas del mo-

delo general, obtenemos las ecuaciones promediadas del modelo reducido, que son

las siguientes:

(

\

’

\

4

1

2

L

g—’;+v-(pv)=o

A2 4 (- V)] + (7= DV (pe) = 0

5 en R x (0,7)
B—t—}—v Ve+ (y—1)eV-v =0

da

-a—t+(v-Va):

p(@,0) = po(z), v(z,0) = Do(z), on B

e(z,0) = &(z), a(z,0)=z

dq

8t+v Vg + ¢R: Vv + pq 240, = 0 enR® x (0,T)

q(z,0) = qo(z), h{z,0) = ho(z) en R3

oeV)
ot

+v-Ved) 4+ (y=1)eV- v+

+30 . Ve+ (y—1eV- -2 - /—;—q21/~)q =0

agt + V- (pDv + pp) =0 en R® x (0,T)
oo @) 1 (50 5
pl g + (v-V)8W + (@ V)v] + V- (pgR)+

50
+(y =1V (pe) +epM) = (v - 1)—p—V(pe) =0

70 (x,0) =0, oWV (z,0)=0, eW(z,0) =0 en R?
(2.76)

donde los términos de cierre R y J)q estdn definidos en (2.72).

A diferencia del modelo general (2.50), este modelo se engloba en los lla-

mados modelos a una ecuacién, en este caso, para la energia cinética media g.



Capitulo 3

Un modelo hibrido MPP k — ¢

para flujos compresibles

En este capitulo presentamos un modelo de turbulencia para flujos compresibles
que constituye un modelo hibrido entre el modelo k—¢ y el modelo M PP descrito
en el capitulo anterior. El objetivo es incorporar los efectos que cada uno de los
modelos por separado toma en cuenta de forma més apropiada. El nuevo modelo
se construye a partir de las ecuaciones del modelo k —¢, sustituyendo el modelado
usual del tensor de Reynolds por un nuevo modelado, que incorpora términos
procedentes de ambos modelos. Se trata de una extension al caso compresible del

modelado realizado por Begue et al., para flujos incompresibles [6].

El nuevo modelo tiene una complejidad mayor que el modelo k — ¢ de
partida, debido a la aparicién de un nuevo término de cierre. En las siguientes
secciones se estudia la estructura de este término y una situacién particular donde

es posible simplificarla, como es el caso de un flujo medio bidimensional.

En el modelo bidimensional obtenido, con el objetivo de poder tratar

numéricamente los flujos convectivos de forma similar a como se hace en el caso

87
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laminar, realizamos un cambio de variables de manera que se siga conservando
la ley de estado de los gases perfectos. También reescribimos las ecuaciones en

forma adimensionalizada y compacta, para el posterior tratamiento numérico.

Finalmente, proponemos dos estrategias diferentes para obtener tabula-
ciones de los coeficientes de cierre, a partir de la resolucién numérica del problema
canénico normalizado. Esto da lugar a dos posibles tipos de tabulaciones, que

serd necesario validar numéricamente.

3.1 Modelado del tensor de Reynolds

En la seccién 2.3 hemos analizado la analogia de nuestro modelo M PP (2.50)
con el modelo de turbulencia & — ¢. Sin embargo, existen también diferencias de
relevancia fisica entre ellos. El modelo (2.50) toma en cuenta algunos de los prin-
cipales efectos que gobiernan el comportamiento estadistico de la perturbacion
turbulenta, tales como el transporte por el campo medio de velocidades, la pro-
duccién debida a la interaccién con el flujo medio y la disipacién viscosa. Sin
embargo, no modela ningtn efecto de difusién turbulenta, como cabria esperar
por parte del tensor de Reynolds. Este hecho contradice en parte el modelado
clasico de este tensor mediante la hipétesis de Reynolds y de Boussinesq, segtin
las cuales el tensor de Reynolds se comporta bésicamente como un tensor de

difusién.

En el caso incompresible, diferentes experimentos numéricos han puesto
de manifiesto que el tensor de Reynolds obtenido por homogeneizacién modela
efectos transitorios de la interaccién entre las grandes y pequefias estructuras que
se desarrollan en el flujo turbulento, y que otros modelos usuales no son capaces
de reproducir. Concretamente, en [14, 17] ha sido observado un comportamiento

oscilatorio de las interacciones entre estructuras de diferente talla, en simulaciones
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numéricas de turbulencia homogénea tridimensional para flujos Poiseuille (entre
placas planas). También en [6], un estudio comparativo entre el modelo k—¢e y un
modelo M PP para flujos bidimensionales, pone de manifiesto que los términos de
produccién del modelo M PP podrian ser relevantes en las regiones donde tienen
lugar fuertes efectos transitorios. Sin embargo, el modelo k£ —¢ no toma en cuenta
de forma apropiada estos efectos, sino que més bien modela efectos de equilibrio

entre la produccién y la difusién mds la disipacién de la turbulencia.

Ahora bien, la ausencia de difusién turbulenta en el modelo M PP es
s6lo aparente. Para encontrarla, basta extender el proceso de promediado hasta.
términos de los desarrollos asintéticos de orden més altos. Concretamente en [14],
se considera un modelo M PP para flujos incompresibles débilmente viscosos y
se demuestra que este modelo contiene términos de difusién turbulenta, exten-
diendo el proceso de promediado hasta el cuarto orden. En este caso, el tensor

de Reynolds toma la expresién:
R = & (wew) — 6*° u/q (Vo + V'), (3.1)

donde p; es un coeficiente de difusién turbulenta obtenido numéricamente y ¥ es

la aproximacién del campo medio de velocidades dada por

b = v+ 6350 4 53@ + §4/°00).

Este resultado indicaria que la hipétesis de Reynolds es sélo parcialmente
correcta, en presencia de fuertes efectos transitorios. En efecto, el tensor de
Reynolds depende del tensor de esfuerzos Vv + V!, pero el modelado M PP
muestra que también existe una dependencia respecto de la matriz G = Va. En
situaciones en las que Va = 0, como puede ser el caso de un flujo que se desarrolla
en régimen estacionario, o cuando Va es aproximadamente la identidad, como
ocurre en aquellas zonas donde el flujo transcurre de forma més regular, puede
admitirse la hip6tesis de Reynolds. En cambio, debe ser completada cuando el

flujo medio es fuertemente transitorio o deformante.
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Por otra parte, la modelizacién de la viscosidad turbulenta u; en el mo-
delo M PP es bastante grosera (debido a la imposibilidad de modelar mediante
homogeneizacién viscosidades de orden menor que ¢%/% [14]). Ademés diversos
ensayos numéricos llevados a cabo en [6] ponen de manifiesto que el nivel de
difusi6n turbulenta que aporta (3.1) es demasiado bajo. Sin embargo, es conocido
que el modelo k£ — € toma en cuenta més adecuadamente los efectos de difusién

turbulenta.

Teniendo en cuenta todo ello, en [6] se construye un modelo hibrido
MPP k — ¢ para flujos incompresibles, incorporando los efectos que cada uno
de los modelos toma en cuenta de forma més apropiada. Para ello, se propone
un nuevo modelado del tensor de Reynolds en el que los efectos transitorios son
descritos por homogeneizacién y los efectos de viscosidad turbulenta mediante la
hipétesis de Boussinesq, como en el modelo k — . Concretamente, se modela el
tensor de Reynolds utilizando la estructura (3.1) y con la viscosidad turbulenta

dada por el modelo k — &:

R =v®v~"wew) — mVk(Vo + V), (3.2)

k.2

con Ly = ¢, -
Este modelo hibrido ha sido validado en diferentes ensayos numéricos.
En concreto, para un flujo Poiseuille el modelo reproduce los resultados expe-
rimentales. Como cabia esperar, en el caso de un flujo estacionario, la influencia
del término aportado por el modelo M PP a la estructura del tensor de Reynolds,
es practicamente nula. No ocurre asi al aplicar el modelo hibrido a la simulacién
numeérica, de flujos turbulentos no estacionarios. En particular, para un flujo
alrededor de un obstéculo no aerodindmico como un cilindro, el nuevo término
derivado del modelo M PP toma efecto. Sobre todo tras el cilindro o en zonas de

fuerte vorticidad, siendo despreciable frente a la viscosidad turbulenta en el resto

del flujo.
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Nuestro propdsito en esta memoria es extender estas mismas ideas a flujos

compresibles y analizar su validez.

Como hemos visto en la seccién 1.4, en el modelo de turbulencia k — €

para flujos compresibles (1.31), el tensor de Reynolds es modelado mediante la

hipétesis de Boussinesq, seglin la expresién:

R=pv"®@v ~ —g-ﬁkf — T (D), (3.3)

Pt = Cup—- (3.4)
Recordamos también que el tensor de esfuerzos viscosos 7 (D) es:

fnmzqva+VWy—%v-aL (3.5)

Siguiendo las ideas desarrolladas en [6] para flujos incompresibles, pro-

ponemos un nuevo modelado del tensor de Reynolds para flujos compresibles:
R~ §*Pp(w ® w) — pT (), (3.6)

donde w es la perturbacién principal de la velocidad en el modelo MPP y p: 'y

T (®) definidos como anteriormente para el modelo k — €.

3.2 Descripcién del modelo

Presentamos un nuevo modelo de turbulencia para flujos compresibles que consti-
tuye un modelo hibrido entre el modelo clésico k — € y el modelo M PP descrito
en el capitulo anterior. Este modelo se construye a partir de las ecuaciones del
modelo k — ¢, sustituyendo el modelado usual del tensor de Reynolds por el nuevo

modelado propuesto en la seccidén anterior.
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Asi pues, para obtener las ecuaciones del nuevo modelo, consideremos el
modelo k — £ para flujos viscosos perfectos y compresibles, descrito en la seccién
1.4. Como vimos, este modelo consiste en un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales para las medias de las variables que determinan el comportamiento del
flujo: la densidad media p, el campo medio de velocidades ¥ y la energia total por
unidad de masa media F (recuérdese que las barras indican medias de Reynolds y
las tildes medias de Favre). A estas ecuaciones se afiaden otras dos que describen
la variacién de dos magnitudes propias de la turbulencia: la energia cinética

turbulenta media k y su tasa de disipacién viscosa €.

Modelo k — ¢:
4 8ﬁ o
5 V-(pt) =0
3(5%
—(g;z V-(po®@0+pl) =uvV-T(®) - V-R
oOF N o\ s
i V- (E+pHo=uV-[T(®)0 - V- -(RD)+
TV (= + Ve + V- (k)
| ak) P Nk (8.7)
—== 4+ V- (pkd) = V- [(u+ 2)Vk] — R: Vo — pe
ot Ok
d(pe) SN M € on (pe)?
5 T V. (ped) =V [(u-I-JE)Vd celkR.V'v Cey i
p = (y=1)(E - 5plo]* — pk)
2 . k2
\ R = gﬁkf—ut’r(’v), Ht = Cup—

Modelo hibrido:
El modelo hibrido que proponemos esta formado por el sistema (3.7) con el tensor

de Reynolds modelado por (3.6):

R~ p(w @ w) — T (D).
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w es la perturbacién principal de la velocidad, definida por:

w(y) = GTV/q®"(y), (3.8)
donde:
e G = Va, con a las coordenadas lagrangianas inversas que verifican la

ecuacién (2.7). Esta ecuacién puede ser reescrita en forma conservativa

comao:

+V-(pa®®d) = 0. (3.9)

e ¢ = 6?3k, con & la razén entre las escalas de espacio que suponemos se

desarrollan en el flujo.

e w* la perturbacién canénica normalizada de la velocidad, definida como la

solucién del problema en micro-estructura (2.66):

)
Obtener (w*,7*) Y — periddicas y @) — invariantes,

tales que:
(@* - V,)w* +CV,yr* =0, V, - w*=0 enR

%(ﬁ)*-C‘l w*) =1

Por tanto, R se expresa como

R = pkG~H{@* @ w*)G™ — wT(0). (3.10)

En definitiva, nuestro modelo M PP k — ¢ esta constituido por el sistema
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de ecuaciones (3.7), junto con (3.9), (3.10) y (2.66):

{ 8[) oy
E + V-( ) =0
5(5%
(gz’) V- (pp®® + pl) = uV-T(®) — V-R
oF o N _
\ 5+ VAEA+pND = V- [T(D)8] — V- (RD)+
Ko Rty Hi
+V [(Cv + CU)Ve] +V (aka)
8(pa) B
ST + V- (pa®@d) =0
( 0(pk
) —(;L;—l + V- (pk®) =V [(u+§i)w] ~ R:Vd — pe
<
Ape) e 5) = i . (e
W + V- (pev) = V- [( +E—6-)Va] cElkR Vo — ¢, >
N ~
P = (v=1)(E - gloP - o)
k2
R = ﬁkG_t<'(b* ®'&J*>G—1 - /LtT(’{]), He = Cuﬁ?
( (@, 7*) Y — periédicas y @ — invariantes, tales que:
{ (W™ Vy)w*+CVyr* =0, V,-%*=0 enR?
1 ~ % -1 ~.*
(- Cw*) =1
L2
(3.11)

Este nuevo modelo tiene obviamente una complejidad mayor que el modelo

k — ¢ de partida. En efecto, en él interviene un nuevo término de cierre
Ry = pkG~Ho* @ w* )G, (3.12)

que llamamos asf por ser la componente del tensor de Reynolds que modelamos

mediante homogeneizacion.

Este tensor depende de k, de las coordenadas lagrangianas inversas a y

de la perturbacién canénica de la velocidad w*. Sin embargo, a verifica una
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ecuacién de transporte puro que ha sido incorporada a las ecuaciones del modelo
y " es solucién del problema candénico normalizado. Asi pues, teéricamente se
trata de un sistema cerrado. En la practica, el nuevo término Ry serd tabulado en
funcién de la matriz C, a partir de la resolucién numeérica del problema canénico

normalizado y dado al sistema (3.11) como dato.

En las siguientes secciones estudiamos la estructura del nuevo término de
cierre Ry. As{ como una situacién particular en la que es posible simplificar esta

estructura.

3.3 Estructura del término de cierre Ry

Tenemos que

Ry = pkG'R*G™!, con R* = (" @ w*).

En la seccién 2.4, obtuvimos la identidad (2.74) que relaciona al tensor
R(C) con R(Q*CQ) (e igualmente para el tensor R*). Esta relacidn es cierta sélo
para matrices ) de rotacién que dejan invariante al cubo Y. En esta seccion,
suponiendo que el modelo (3.11) es invariante bajo cambios del sistema de refe-
rencia, conseguimos generalizar esta relacién para cualquier matriz Q de rotacién.
En tal caso, el teorema de representacién de Rivlin-Eriksen [21] puede ser aplicado
al tensor R* y como consecuencia deducir una estructura mas simple del término

de cierre Ry.

As{ pues, supongamos que el modelo (3.11) es invariante bajo cambios del
sistema de referencia. Esta suposicién no es demasiado exigente. En efecto, las
magnitudes que describen un fenémeno fisico, regido por un sistema, de ecuaciones
diferenciales, deben ser independientes del punto en el que se sitiia y del sistema

cartesiano que adopta el observador de dicho fenémeno. En este caso, el tensor
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R* es invariante bajo rotaciones [50]:

R (Q'CQ) = Q'R (0)Q, VQe{QeMss: QQi =1, det(Q) =1} (3.13)

Esta propiedad nos dice que el tensor R* verifica las hip6tesis del teorema
de Rivlin-Eriksen [21] y por tanto, segin este resultado, podemos asegurar que

R* es de la forma:

R* = &I + &,C + 6,0%, con C =G'G, (3.14)

donde &;, | = 1,2, 3, son funciones escalares que dependen de los invariantes de
la matriz C:

A partir de esta estructura para R*, en el siguiente resultado deducimos

la estructura del tensor Ry.

Proposicién 3.1 Suponiendo que se verifica la propiedad (8.13), el tensor Ry

tiene la siguiente estructura:
Ry = pk (aOI + o C + Olzéz) ,  con C = GG, (3.16)

donde oy, [ = 1,2,3, son funciones escalares que dependen de los invariantes de

la matriz C, definidos en (3.15).

Demostracién:
Si se verifica la propiedad (3.13), hemos visto que R* se expresa como en (3.14).
Ry = pkG R G = pkG™t (Gl + 61C + G,C?) G =
(3.17)
— ok (aoc-l ol + azé) . O =Gat
Ahora bien, por el teorema de Cayley-Hamilton, C' verifica su ecuacién carac-
teristica:

C3 — 1C* 4+ 1,0 — i3] = 0, (3.18)
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siendo 21, 7o e 23 los invariantes de la matriz C. Estos invariantes coinciden con

los de la matriz C:

e i = Zgw = {r é 51,
. b = r(AG(C) = - [ir(C)? - wr(c?)] =
_ %[tr(é) ~ r(C?)] = tr(4dj(C)) = i,

o i3 = det(C) = det(G*)det(G) = det(G)?

= det(G) det(GY) = det(C) = 7.
Entonces de (3.18), se tiene que

~

& ((52 — 0+ 7;21) = g,

de donde

C—l - (CAQ — Zlé —+ ’1/2.[) .
Sustituimos ahora esta expresién de C~! en (3.17):
— 5{0 A2 LA . ~ ~ A
RH = pk |:—’I,— (C - 110 + 7,2]) + 041[ -+ QQC] =
3

= pk li(O!()——-I-O_’l)I + (az - ao )C + ’—L‘-CYQC}
%3 3

Y por tanto, se tiene el resultado (3.16), con la siguiente relacién entre las fun-

ciones o v Qy:

7;2 ~ . 7/1 1

oy = Qg — + Qq, ap = Gy — Gg—, Gy = —Qp.- (319)
3 3 3
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3.4 El término de cierre Ry para flujos medios
bidimensionales
En esta seccién vamos a ver c6mo se simplifica la estructura del tensor Ry en

el caso particular en el que el campo medio de velocidades v sea bidimensional.

Para ello, supongamos que v es de la forma:

'b(l',t) = ('01(371,1'2,‘&), ’1)2(11’,'1,£C2,t), 0) (320)

En este caso, teniendo en cuenta (2.7), las coordenadas lagrangianas a son

de la forma:
a(z,t) = (al(mlyl‘?)t)y a2($1,$2,t), (1’)3).
Por tanto
0 0 . 0
H D
G=Va= 0 |,C=0GG= 0 |,C=GG= 0
0 0] 1 0 01 0 0] 1

(3.21)
donde H € Myyy, D = H'Hy D = HH?, con lo que D y D son matrices

simétricas y definidas positivas.

Teorema 3.2 Supongamos que se verifica la propiedad (3.18) y que el campo
medio de velocidades v es de la forma (3.20). Entonces el tensor Ry tiene la

siquiente estructura:

Ry = pk 0 | (3.22)

donde D estd definida en (8.21) y B, | = 0,1,2, son funciones escalares que

dependen de los invariantes de la matriz D:
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Demostracién:
A partir de la estructura general que hemos obtenido para el tensor R*, dada
por (3.14), y teniendo en cuenta la estructura que en el caso particular de flujos

medios bidimensionales tienen la matrices C'y C? (3.21), en este caso R* es de

la forma:
_ 0
- ol + 61D + ayD?
R = 0 . (3.24)
0 0 \ Gg + G + Qo

Por el teorema de Cayley-Hamilton, la matriz D? verifica su ecuacién

caracteristica:

D* — 51D + jo I =0,
siendo 7, = tr(D) y j» = det(D) los invariantes de la matriz D. De aqui
D=5 D — j 1.

Sustituyendo esta expresién de D? en (3.24) se obtiene que

. | BI+ 5D
R

o O

: (3.25)

<o

o
ot
(3]

con

Bo = @ — Ja26, Bi = & + ji6, Pa = &g + G4 + Go. (3.26)

Siguiendo la misma argumentacién para el tensor Ry, dado por (3.16), y
teniendo en cuenta que los invariantes de las matrices D y D coinciden, se obtiene

(3.22) con una expresién andloga para las funciones §;:

Bo = ag — Joaug, Bi = ar + jiog, B2 = ap + a1 + Q. (3.27)

Ademss, es facil obtener la relacién existente entre las funciones §; y 8.

Para ello, basta tener en cuenta las relaciones existentes entre las funciones a; y
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&y, dadas por (3.19), y cémo se relacionan los invariantes de las matrices C'y D:
iip = tr(C) =tr(D)+1 = ji +1,
ia = tr(A4dj(C)) = tr(D)+det(D) = j1 + ja, (3.28)
is = det(C) = det(D) = jo.

Entonces es posible expresar las funciones f3; en funcién de las &;:

- ) ) 1 ) ) )
Bo = ;,—1040 + ay, pr = g — j—Oéo, B2 = Go + G + Qo (3.29)
2 2

De aquf junto con (3.26) se obtiene la siguiente relacién entre las funciones f; y

B
Bo = —h25, By = By + 7181, B2 = Bs. (3.30)

&

Como conclusién, en el caso de un flujo medio bidimensional el tensor Ry

toma la expresion:

Ry ~pk®D), ®D)=pFI+ D (en2D). (3.31)

De esta manera, la tabulacién del tensor Ry queda reducida a la evaluacién
de las funciones escalares By y 8:. Dedicamos la siguiente seccién a determinar

estas funciones.

3.4.1 Definicién regular de los coeficientes de cierre

En este apartado, determinamos los coeficientes Sy y f1 como la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales. Sin embargo, el hecho de que este sistema no

siempre tenga solucién tnica nos obliga a redefinir el tensor ®(D) considerando

su descomposicién en una base ortogonal del subespacio generado por {I , lA)} .
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El tensor R* es conocido una vez resuelto el problema candnico norma-

lizado (2.66), lo cual nos permite determinar las funciones 8. En concreto, si

AJT

tomamos como datos las trazas parciales del tensor R*:

b=y T 8= T, (3.32)

segun (3.25), las funciones §; han de verificar las siguientes ecuaciones:

260 + 1B = &
(3.33)
Bo = 02
Ahora bien, las relaciones (3.30) nos permiten escribir estas ecuaciones en términos

de las funciones f;:

7180 + (72 —242)Br = &

(3.34)
Br = 02
Por otra parte, de (3.22) se tiene que
tr(Ry) = 2pk = pk(2f0 + 711 + f2)- (3.35)
Es decir, las funciones 3, han de verificar el sistema de ecuaciones:
7160 + (Ji —242)B1 = 61
: B = & (3.36)

L 260+ B+ B = 2

Efectivamente, (3.36) constituye un sistema de ecuaciones lineales que
nos permite determinar las funciones j; en funcién de los datos 61 v 02. Esta
determinacién sers tnica cuando el determinante de este sistema A = j7 — 47
sea no nulo. En caso contrario, A = 0, habra infinitas soluciones si se verifica la
condicién:

5y = %(2 ~ &), (3.37)
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Estudiemos el caso singular A = 0. Los autovalores de la matriz D son las

soluciones de su ecuacién caracteristica:
N — (A +ja=0, ji=tr(D), jo=det(D).

Como D es una matriz simétrica sus autovalores son reales y por tanto, el discri-
minante de esta ecuacién de segundo grado es no negativo, j2 — 4jo = A > 0.
Ademas, por ser D una matriz definida positiva, 71 v jp son positivos. Asi pues,

j1yY Jo toman valores en la regién:

{(1,52) eR*: 47 —452>0, ji >0, j»>0}. (3.38)
Cuando A = 0, la matriz D tiene dos autovalores iguales Ay = Ay = A = ‘% y

por tanto, es proporcional a la matriz identidad, D = A 1. Es evidente, que el
reciproco también es cierto. Por tanto, el caso singular A = 0, se identifica con
D = )\ I. Geométricamente se corresponde con la frontera parabdlica de la region

de valores admisibles de los invariantes de la matriz D.

Cuando D = A I, la matriz C7! es:

/A 0 0
Cl'=1] 0 1/A 0
0 0 1
v se tiene que:
~ % —1 % 1 ~ ~ % ~ %
2 = (w-C'o") = (X[(w1)2+(w2)2]+(w3)2> =

1 % ~% ok 1
= X(Tn + T5y) + T35 = B\ 01 + 0.

Es decir, §; = A (2= 62) = ‘72—1 (2 — d3) vy se verifica la condicién (3.37).

En resumen, si A s 0, o equivalentemente D # A1, los coeficientes By y
B1 quedan determinados de forma unica a partir de los invariantes de la matriz

D, j1 ¥ jo, y de los datos d; y d9, como la tnica solucién del sistema (3.36). En
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caso contrario, A = 0, o equivalentemente D = ) I, estos coeficientes no estan

definidos de forma tinica. Para resolver este problema, vamos a redefinir el tensor

(D).

El tensor @(13) pertenece al subespacio de las matrices de orden 2 X 2
generado por B = {I , 15} Cuando D = M\, este subespacio tiene dimensién

uno y no dos, como en €l caso general y por ello, en este caso, los coeficientes [y

y 1 no estan determinados de forma tnica.

Para salvar esta dificultad, expresamos el tensor ®(D) respecto de una

base ortogonal de este subespacio:

B'={I, D;} con Dc:f)—% .

Los coeficientes de ®(D) en esta base son:

(D) =l +mDe; =5+ %ﬁl, 7 = b (3.39)

Nétese que la ortogonalidad de la base B’ es equivalente a que la matriz D, tenga
traza nula y por ello esta descomposicién es tnica. Ademas, el caso A = 0 es

ahora equivalente a D, = 0.

Del sistema (3.36) se deduce que

1

Yo = ‘2‘(2 ) (3.40)
2 . .

M1 = —A—'((Sl e jl’)/o), S1 A ?—L- 0 (341)

Entonces, si A s 0 los coeficientes o y 71 estén determinados de forma
Yinica a partir de los invariantes de la matriz D, ji y Jj2, y de los datos 01 y 02,
mediante (3.40)-(3.41). Cuando A = 0, (3.41) no define a 7, pero en este caso

su valor es irrelevante puesto que D, es la matriz nula.

~

Asf pues, en lo sucesivo, consideraremos la representacién del tensor ®(D)
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dada en (3.39). Para simplificar la notacién, seguiremos llamando a sus coefi-

cientes By y 51, es decir:

&(D) = BoI + D, D.=D — %I,

2 . : . ,
1 Z(él —Jibo) si A=ji—4j#0 (3.42)
0 si A=0.

Esta representacién del tensor @(ﬁ) tiene ademaés la propiedad de dar

continuidad a los sumandos de la descomposicién, segiin el siguiente resultado:

Proposicién 3.3 Bajo la hipdtesis (H'), los dos sumandos de la descomposicidn

de ®(D) en (3.42) son funciones continuas de D.

Demostracién:
Por la hipétesis (H'), w* depende de forma continua de C' y por tanto, también
1

los tensores R*(C), Ry(C) y ®(D). Entonces B = Bo(C) = 5(2 — J2) es una

funcién continua de C, ya que &, = 73,.

Igualmente, por su propia definicién, B; es una funcién continua de D,

para toda D # A .

Sea ahora Dy = A I, entonces D,(Dy) = 0y ®(Dy) = Bo(Dy)I. En un

entorno de f)o se tiene:
B1(D)De = ®(D) — Bo(D)I = [®(D) ~ &(Dy)] + [Bo(Do)I — Bo(D)I],

de donde lim £ (D)D, = 0. ®
D—)Do

Desde el punto de vista fisico, en la descomposicién de @(D) dada por

(3.42) la componente diagonal representa la contribucién del modelado M PP a

los términos de presién. A su vez, la componente proporcional a D, est4 formada,

tnicamente por términos de cizalladura. De aqui la notacién usada D,.
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3.5 Modelo bidimensional

En esta seccién, reescribimos las ecuaciones del modelo (3.11) para flujos medios
bidimensionales. Para ello, incorporamos la estructura particular que, en este
caso, tiene el tensor de Reynolds, tal y como hemos determinado en la seccion
anterior:

R = pk®(D) — 4T (9),

con ®(D) definido en (3.42).

Estas ecuaciones (obviando las barras y tildes para denotar variables pro-

mediadas) son:

,

0
55— + V- (pv) =0
%tv) + V- -[pv®v + pl + Bopkl] =
= V- [(p+u)T ()] — V- (bipk D)
86_1;7 + V- [(E+p+ Bopk)v] = V- [(p+ p)T(v) v] -
—V  (Bipk D) + V- [(Z + 2yve) + V- (E2vk) (3.43)
Cy Cy Ok
8(5:) + V-(pa®v) =0
6—(8[)—@ + V- (pkv) = V'[(M—I-—@)Vk] + P — pe
t Ok
%, ' 2
W) V- pew) = V- [t BVl + o 2P = o L
1, K2
| p= (= D(E = el - pk),  pe = Cub—

donde

P = —R:Vv = [-fypkV v+ uT(v) : Vo] — fy pk(D. : Vv). (3.44)

En la préctica, es util considerar el sistema de ecuaciones (3.43) de forma

adimensionalizada. Ello se consigue, escribiendo las ecuaciones del sistema en
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funcién de nuevas variables, normalizadas por magnitudes caracteristicas del flujo.

Si seguimos denotando igual a estas variables normalizadas, para simplificar la

notacién, y procedemos de forma similar a cémo se hizo en la seccién 1.4 para

el modelo k — ¢, tras este cambio de variables se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones:
( Op _
0
=V [( + )T (v)] ~ V- (Bipk Dy)
= Be Ret v 1P c
OF 1 1
5 TV [(E +p+ Bopk)v] = V- [(E + E)T(”) v] -
. . Y Y .
$ \% (ﬂlkac'U) +V [(PTRG + P’l”tRet)ve] v (Retalc
B(Pa) +V-(pa®’v):0
d(pk) 1 1
. =V [(— P -
s V- (pkv) = V [(Re + Retak)Vk] + pe
d(pe) - 1 1 2 (pe)?
5 + V. (pev) = V [(Re + Rer UE)V&] + Ce, kP Cey
1
| P = (= 1(E - 5plvl - pk)

(3.45)

Como en el proceso de adimensionalizacién de las ecuaciones del modelo

k — ¢, el sistema obtenido mantiene la misma estructura del sistema de partida.

Solo difiere de éste en la aparicién de los nimeros adimensionales Re,, el nimero

de Reynolds turbulento, y Pr;, el nimero de Prandtl turbulento, ambos definidos

en (1.34) y (1.35).
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3.5.1 Cambio de variables

La influencia de las variables turbulentas pk y pe sobre las variables del fluido
p, pv v E se pone de manifiesto a través de la viscosidad turbulenta y;. Pero
hay ademés un acoplamiento entre los dos conjuntos de variables, debido a que
la energia cinética turbulenta media k interviene en la ley de estado. Este hecho
dificulta el tratamiento numérico de los términos convectivos de forma similar
a como se hace en el caso laminar. Para resolver esta dificultad, hacemos una
reformulacién de las ecuaciones del modelo de manera que se siga conservando la
ley de estado de los gases perfectos, como en el caso laminar. Esta reformulacion

se hace introduciendo un cambio de variables adecuado:

Como el término Bypk, procedente del modelado M PP, es un término
de esfuerzos normales, puede reagruparse con la presién p, definiendo la presién
modificada ¢:

q = p+ Bopk- (3.46)
En este caso, la ley de estado (iltima ecuacién de (3.43)) puede ser reescrita en

términos de g como:

1 Bo
g=(y=1)(E - =plv> + Bpk), p=-1+ : 3.47)
(v=D( sPlvl" + Bk) —1) (
Luego si definimos la energia modificada:
F = E + Bpk, (3.48)

g v F quedan efectivamente relacionadas por la ley de estado de los gases perfec-

tos:

0= (v = 1)(F ~ 3olvl?).

A partir de la ecuacién para E en (3.45) y una ecuacién de transporte

para fBpk, se obtiene una ecuacién de conservacién para la energia reducida F:

L v lFran={T v (Bl + { TG + V- (8ko) |
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El primer sumando se corresponde con el primer término de la ecuacién

de la energfa total en (3.45). Calculamos a continuacién el segundo sumando:

Llamamos

O(Bok) |

Y=—5

V- (Bpkv) =

. [ 8(pk) op
—ﬁ{7+v (p k'v)} +pk{8t +v-Vj
El primer término viene dado por la ecuacién para pk en (3.45). Como
Bo
= 1
p= (v—-1)

segundo término se obtiene a partir de las ecuaciones de transporte verificadas

y Bo es funcién de los invariantes de la matriz D, j; y Jo, €l

por estos invariantes:

o8 1 006
b?—%-'u VIB_(’Y )(8t+v Vﬂo)

_ 1[5 (0 o (0 , o
‘w-l)[aﬁ(aﬁ W)*%(@t ”V”)]

Las derivadas totales de j; y 75 se calculan en el siguiente resultado:

Lema 3.4 Sean 71 y jo los invariantes de la matriz D = Va'Va, j; = tr(D) y

jo = det(D). Entonces j1 y jo verifican la siguientes ecuaciones de transporte:

%—I-U-le - —2D:Vv
5 (3.49)
%—FU'VJ'Q = 2§,V v

Demostracién:
Las coordenadas lagrangianas inversas a estan definidas como la solucién del

problema:

a; + (v-V)a=0, a(z,0) =z
que escrito por componentes es:

aiy + v-Va; =0, a;(z,0) = z;, i=1,2.
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Si derivamos estas ecuaciones con respecto a z;, obtenemos las ecuaciones de

transporte que verifican las derivadas de las componentes de a:

D
E(ai’j) = Q4. + v Vai,j =V, Vai, 1= 1,2, j = 1,2. (350)

Va es la matriz de componentes (Va); ; = a;;, entonces

2 2
aj; +ajs a1,102,1 + 01,2022
D =Va'Va =
2 2
a1,102,1 + 012022 Az, + a3
2 2
. aiy +az; ai1012 + 02,1022
D =VaVal =
2 2
a1,101,2 + 021022 ajp + 30
° t (D) = 2
1 =1r = a;
1,7

DDt ]1 =2 Zam Dt am -2 Zau -Va; =

-2 ZU’W Qif Gij = —2D: Vo,

1,5,k

utilizando (3.50).
o j, = det(D) = det(Va)?. Sillamamos
a = det(Va) = a1,1022 — 01,2021,

entonces
D D

E(Jz) = 20 ”D—t(a)-

D
Operando y utilizando (3.50), como antes, se obtiene que Dt( a)=—aV-v,
luego
D

E(jz):—2a2V~v:—2j2V-v.
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En definitiva,

o8 —2 [5/3(“ 0B . }
— +v-VS = —D: Vv + — 4, V- 3.51
a1 =551 Lok R D
y por tanto, ¥ = ¥; + ¥,, con:
1
\Ifl = ,B{V[(E—é“*-RetOk)Vk] + P—pa}
2 ok (98 93 (3.52)
—ap [ 0 .
: (7“1){3,71 TR ”}

Finalmente, la formulacién definitiva del modelo (3.43) es la siguiente:

( dp B
s + V-(pv) =0
d(pv) _ 1 1
o T Vilvev+al=V-[(5+ Re )T = V- (Bipk D)
oF 1 1
5 TV (F+gu =V (5 + R—Q)T(v) v] = V- (Bi1pk Dcv)
+V - [( L )Ve] + V- ( = VEk) + ¥, + 0,
PrRe = Pr;Re, Re; oy
S
0(pa) _
5 T V-(pa®@wv) =0
(k) ol .
5 T V. (pkv) = V [(Re + Retak)Vk] + P — pe
(pe) _ 1 1 € (0e)®
57+ V- {(pev) = V [(Re + Retorg)vg] + ¢, kP — Cey o
1
¢ = (1= 1)(F ~ Lolvf)
\
(3.53)

donde P estd definido en (3.44) y ¥; y ¥; en (3.52).

Como conclusién, gracias al cambio de variables que hemos introducido, los
términos convectivos de las ecuaciones de conservacién para las variables fisicas,
densidad, momento y energia reducida, tienen exactamente la misma estructura
que en las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles para flujos laminares. Esto

supone una gran ventaja para la adaptacién de un modelo numérico de resolucién
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de las ecuaciones laminares, como haremos en el préximo capitulo. Sin embar-
go, provoca la aparicién de términos difusivos en k como términos fuente en la
ecuacién para la energia F. Esta situacion requerird tratar adecuadamente estos

términos para que no sean causa de inestabilidad numérica.

Con respecto al modelo k — ¢, esta formulacién presenta variantes en las
ecuaciones de la conservacién del momento y de la energia. Estas variaciones
toman especial relevancia en zonas de fuerte cizalladura (debido al término D,)
y allf donde los efectos de compresién varien fuertemente en espacio (debido al

término Ws).

3.5.2 Escritura compacta del modelo bidimensional

En este dltimo apartado, por aligerar la notacién, escribimos el modelo (3.53) en

forma compacta de la siguiente manera:

ow 1 1
ar +V - F(W)=V_ [—RE R(W,VW)|+ V- [—R?t RT(W,VW)]+ S(W) (3.54)
donde:

o IV:R® i RS es la funcién vectorial compuesta por las variables del modelo:

pUL

pPU2

W = (3.55)

PE

pay

Pa2
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o IR — RE x R®, F(W) = (F1(W), F5(W)) es la funcién de flujos convectivos:

pU1 PU2
pvi + q pULV2
ULV pv3 + ¢
AW = (F + 9w  Bw) = (F + q)vs
pkvy pkvs
PEVL PEV2
PA1V1 pa1vs
\ pazvy \  pasv

(3.56)

o R:RE s R® x R, R(W,VW) = (R;(W, VW), Ro(W, VW) es la funcién de

flujos difusivos laminares:

0
Tn

T12

v Oe
7-11’1)1 + 7-12'02 + —_—

P,« 8.’13'1
Ry(W, VW) = ok

07,
Os

Er

0

0

(3.57)
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0
T12

T a2

~v Oe
TV + TooUs + 55—
Pr 6.’1}2
Ry (W, VW) = ok (3.58)
(‘3902
Oe

Oz,

0

0

Aqui T11, T12 v T2o son las componentes del tensor de esfuerzos viscosos T (v):

ov ov 2, 0v ov
Tn=2027"+—%72), Te=-—+ 2 2 :

) = 2% 2Ny (359
9z, Oz, oz, | 0z 7 3230, 6:61) (3.59)
o RT:R® > R® x R®, RT(W, VW) = (RTy(W, VW), RTo(W, VW)) es la funcién

de flujos difusivos turbulentos:

RTy (VV, VW) =

0 )
Tu— BlPchu

Ti2 — BlPchm
(T11 — PrpkDery) v1 + (T2 — P1pkDerz) va + l_t’:yr—t % + aik %
1 Ok
0% Oz
1 Oe
0. 01

0

\ 0 /
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RL;(W, VW) =
( 0
T2 — Blkaclfz

Tas — B1pkDeyy
(T12 = B19kDera) vy + (T 2z — B1pkDegg) va + PL” 5852- + —0-1; 88_31
1 0k
o Omy
1 O
0. 97,

0

0
(3.61)

donde /Bl = ﬂlRet.

e S:R® — R® es el término fuente:

S(W) = (3.62)

donde P estd definido en (3.44) y ¥; y ¥, en (3.52).
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3.6 Calculo de los términos de cierre

En modelo M PP k — ¢ bidimensional (3.53) intervienen como términos de cierre

las funciones
O | 0
01 042

que dependen de los invariantes de la matriz D = VaVa* j; = tr(D) y j2 =

BOa ﬂla

det(D). Como vimos anteriormente, estas funciones quedan definidas por las

relaciones (3.42), que recordamos aqui:
2

1 A(51—j1ﬂ0) si A=j7—4j#0
/60:-2'(2_52)7 161:
0

si A=0

Es decir, se calculan a partir de las trazas parciales é; y 0o del tensor R =
(w*®w*), donde ©* es la solucion del problema canénico normalizado (2.66). Asi
pues, el célculo de estos términos de cierre pasa necesariamente por la resolucién

numeérica de este problema.

3.6.1 Resolucién numérica del problema canénico norma-

lizado

Recordamos que el problema en micro-estructura (2.66) trata de

)
Hallar (@*,7*) Y — periédicas y () — invariantes

tales que:

j (@* - V)" + CVyr* =0, V, @ =0 enR

L -12—(@*-0—111:*>=1

En adelante obviaremos las estrellas para aligerar la notacion.
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Este problema ya ha sido resuelto en [18], siguiendo las técnicas desarro-
lladas por Chacén y Ortegén en [13, 50]. Por ello, nos limitamos aqui a describir
brevemente el método numérico utilizado. Este método se basa en una formu-
lacién minimos cuadrados del problema (2.66): si la perturbacién canénica nor-
malizada w es suficientemente regular, entonces puede ser caracterizada como la

solucién de un problema de optimizacidn.

Para definir este problema, denotamos por Hz’f(Y ), £ > 0, al subespacio
de Hf . (R?) de las funciones periédicas en R® con célula de periodicidad V. Se

consideran los subespacios
Vo = {veH,(Y)’|V-v=0,{v)=0}, L,(Y)={qgeL(Y)|(g) =0},
en los que buscamos la solucién (@, 7) del problema (2.66).

A cada par (w, ) € Vi x L2, le asociamos el “error”e(w) definido como
p ’ p,0?

la solucién del problema
Hallar e € H,(Y)? tal que
~Aye = V- [o@w+Cp], (e) =0

donde a su vez p() es el “error®sociado a 7, definido como la solucién del pro-

blema
Hallar p € L2(Y') tal que

~Vy - (CVyp) =V, (0-Vyd), (p) =0
Ademas, llamamos @ a @ normalizada por su energia cinética:

u =

w
1 ~ ok =1~k
§(w C™w")

Entonces definimos el funcional de error como

J(@) = /Y Ve(@) dy, (3.63)
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y buscamos la solucién del problema (2.66) como la del siguiente problema de
optimizacién
Hallar w € V} tal que

(3.64)
J(w) = min J(o)
wewvy
La equivalencia entre este problema y el de partida se tiene bajo ciertas restric-

ciones de W, como puede verse en [50].

El problema de optimizacién (3.64) es discretizado mediante el método
de los Elementos Finitos, aproximando (@, ) por el elemento P;—isoP; sobre
tetraedros. El problema discreto resultante se resuelve mediante un algoritmo de
Gradiente Conjugado con proyeccién en el conjunto de las funciones con ener-
gia cinética uno. Para calcular el gradiente del funcional discreto se utiliza la

Transformada Répida de Fourier discreta.

El funcional J posee infinitos minimos como consecuencia de que las ecua-
ciones generalizadas de Euler tienen infinitas soluciones. Para aislar una solu-
cién se buscan soluciones discretas que verifiquen las simetrias que nos interesan
((w, ) Q—invariantes). Ello se consigue construyendo triangulaciones simétricas
respecto a los planos coordenados y dando al algoritmo del Gradiente Conjugado

una inicializacién también (J—invariante.

3.6.2 Tabulaciones de los términos de cierre

El calculo de los términos de cierre exige resolver el problema en micro-estructura
para cada matriz C, obtenida a partir de las coordenadas lagrangianas. Sin em-
bargo, el apartado anterior, deja bien patente que esto seria una tarea practica-
mente imposible dada la envergadura de célculo que necesita la resolucién numérica
de este problema. Por ello, hemos optado por considerar s6lo matrices C' con una

estructura simple, a partir de las cuales obtendremos tabulaciones de los términos



118 Capitulo 3: Un modelo hibrido MPP k — ¢ para flujos compresibles

de clerre.

Hemos seguido dos estrategias para elegir la estructura de las matrices
C para las que resolveremos el problema (2.66). Ello da lugar a dos tipos de

tabulaciones de los términos de cierre.
Tabulaciones I

La identidad (3.25) muestra que el tensor R* sélo depende de los inva-
riantes de la matriz D, j; y jo. De aqui parte una primera idea, que nos sugiere
considerar matrices C diagonales:

D A1
C = : con D = . (3.65)
1 Ay
En este caso, j1 = A1 + A2 ¥ Jo = A1 Ag. Por tanto, debemos considerar valores

de A1 y Xp tales que j; y jo se encuentren en la regién de sus valores admisibles

(3.38).

Resolviendo el problema candnico normalizado mediante el método des-
crito en el apartado anterior, podemos calcular é; y 8, para valores de j; y 7,
relativamente cercanos a éstos para la matriz identidad. Sin embargo, los valores
de j1 ¥ J2, obtenidos en la préctica a partir de las coordenadas lagrangianas, estén
bastante alejados de éstos. Por ello, estudiamos el comportamiento asintético del

tensor R* respecto de j; ¥ Jo.

Para un valor fijo de 7, suponemos que las componentes de w* admiten

M ’ . Ve . 1
desarrollos asintéticos en términos de 0 = ——= de la forma:

Vi
W = w§°) + awgl) + O (d?),
iy = B + owl) + O (c?), (3.66)

W = B + i) + O (0?).
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Segtn [50], los tnicos desarrollos de este tipo compatibles con las ecua-

ciones de Euler generalizadas del problema (2.66) corresponden a

3" = @) = o = 0.

C s 1 ~ 1 .
En consecuencia, W* = O { —= |, y por tanto B* = O | — cuando j; — 0.

\/j-l J1

Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran que las trazas parciales del tensor R*, &
y &, calculadas para matrices diagonales (3.65) siguen este comportamiento, a

groso modo.

jz\jl 2.00 | 2.10 | 2.40 | 2.60 | 3.00 | 4.00 | 5.00 | 8.00 | 20.00 | 102.00

0.9 2.16 | 3.02
1.0 8/3 | 5.69 | 8.55 | 11.45 | 0.21 | 0.74 2.07 1222 2.39 2.39
1.1 2.62 3.19

Tabla 3.1: Valores del pardmetro ¢; =~ 01 Ji.

3‘2\]'1 2.00 | 2.10 | 2.40 | 2.60 | 3.00 | 4.00 | 5.00 | 8.00 | 20.00 | 102.00

0.9 1.76 1.81
1.0 4/3 | 0.015 | 0.033 | 0.034 | 5.89 | 7.25 2.32 1190 1.95 2.02
1.1 2.14 2.20

Tabla 3.2: Valores del parametro c; > 03 j1-

Qe observa un comportamiento muy irregular cerca de la matriz identidad
(j1 = 2,72 = 1). Posiblemente esto se debe a una multiplicidad de minimos del
funcional J, definido en (3.63), no aislados por la simetrias y normalizaciones

realizadas.

060 _ 9B

Los términos de cierre fy, B, 5 y — han sido calculados como fun-
1 J2
ciones de j; mediante las relaciones dadas en (3.42), a partir de las tabulaciones




120 Capitulo 3: Un modelo hibrido M PP k — ¢ para flujos compresibles

de 0, y 4, para jo = 1, recogidas en las tablas 3.1 y 3.2. Cuando j; — oo se ha

considerado el comportamiento asintético que se deduce de estas tablas:

, cuando j; — o0.

La Figura 3.1 representa los términos de cierre 8y y 31 obtenidos de esta

forma. Se observan grandes oscilaciones para valores cercanos a los de la matriz

identidad.

3.5

‘

0 20 40 60 80 100 120
J1

Figura 3.1: Términos de cierre 8y y f; en funcién de j; para matrices (3.65).

Tabulaciones IT

Para aquellos flujos cuyo campo medio de velocidades es unidimensional,

de la forma
v(z,t) = (vi(z2),0,0),

las matrices C correspondientes son de la forma

1+ «
C = a 1 . (3.67)
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Este es el tipo de matrices que consideramos en segundo lugar para resolver el

problema canénico normalizado, como ya se ha hecho que en trabajos anteriores

[13, 14].

En este caso, j1 = 2+ a? y j» = 1. Para estas matrices se obtienen los
valores de 8; v 82 que recogemos en la Tabla 3.3. Observando los valores obtenidos
para j; grande, consideraremos que en este caso, el comportamiento asintético de

61 v 62 es como sigue:

6y~ 1.7, 6, ~1.7, cuando j; — oo.

La Figura 3.2 representa los términos de clerre By v By obtenidos a partir
de estos valores de §; y 6. Como podemos observar, las oscilaciones de estas
tabulaciones para valores cercanos a los de la matriz identidad son menos pro-

nunciados.

il 2 2.01 |8.25| 18 | 102

5,1 4/3] 19 |102)25| 17

6, || 2/310.0001 | 0.67 | 14| 1.7

Tabla 3.3: Tabulaciones de &; y &, para matrices (3.67).

El comportamiento de estos dos tipos de tabulaciones en la simulacién de
flujos test serd analizado en el capitulo 5. Como veremos alli, las tabulaciones
II resultan ser méas estables y por ello seran las utilizadas en ensayos poste-
riores. Esto parece bastante razonable, a la vista del comportamiento fuertemente

oscilatorio del las tabulaciones I cerca del origen.
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0 20 40 60 80 100 120
J1

Figura 3.2: Términos de cierre 8y y 8, en funcién de j; para matrices (3.67).



Capitulo 4

Método numérico de resolucion

El objetivo de este capitulo es desarrollar un esquema numérico estable para

discretizar el modelo bidimensional que hemos introducido en el capitulo anterior.

Como método de discretizacién en espacio utilizamos una adaptacién a
nuestro modelo del método introducido por Le Ribault en [42] para el modelo
L —e. Se trata de un método mixto de tipo Elementos Finitos-Volimenes Finitos

basado en una versién laminar propuesta por Rostand en [54].

Este esquema tiene precisién de orden uno. Para extenderlo a segundo
orden se sigue una técnica de tipo M.U.S.C.L. (Monotone Upwind Schemes for

Conservation Laws) introducida por Van Leer [62, 63].

Las condiciones de contorno se imponen de una forma no estandar. Esta
resulta ser particularmente til para filtrar las condiciones de contorno adecuadas,
segtin si el flujo es subsénico o supersénico. Como contrapartida, las condiciones
que realmente se imponen son sélo una aproximacion a las condiciones fijadas a
priori. La validez de esta forma de tratar las condiciones de contorno se analiza

en el capitulo 6 de esta memoria, en un marco simplificado.

123
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Finalmente, para la discretizacién en tiempo se utiliza un método explicito

de Runge-Kutta de segundo orden.

4.1 Planteamiento del problema

Consideramos el sistema de ecuaciones que constituye el modelo M PP k —¢ para

flujos bidimensionales (3.53), escrito como en el capitulo precedente, de la forma:

ow 1 1

— FW)=V . | RW,VW)]|+V - [=— RT(W,VW)] + S(W) (4.1

5V F(W) =V [ ROV,YW)]+ V - [ RT(W, VW)] + S(V) (4.1
En primer lugar, introducimos alguna notacién que utilizaremos a lo largo

del capitulo. Si no consideramos los efectos viscosos (1/Re = 1/Re; = 0), las

ecuaciones (4.1) constituyen un sistema de leyes de conservacién de naturaleza

hiperbdlica, es decir, para todo W, las matrices jacobianas de los flujos convec-

tivos:
_OR(W)
W

son matrices diagonalizables con autovalores reales.

_ OFR,(W)
oW

A (W) Az (W)

Para cada vector n unitario, denotamos por F(W,n) al flujo convectivo

en la direccién n y A(WW, n) a su matriz jacobiana:
FW,n) = FW) - n = FW)n, + F(W)n, (4.2)

A(VV, ’I’L) - A(VV) n = Al(W)’l’Ll + Ag(VV)nz (43)

La diagonalizacién de la matriz A(W, n) se escribe como:
AW, n) = T(W,n)AW,n)TH(W,n),

donde A(W,n) es la matriz diagonal de los autovalores y T(W, n) es la matriz

de paso cuyas columnas son los autovectores asociados a los autovalores. Estos
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autovalores son:

A =v-n-+ec Ao = A3 =1v-n, M =v-m—C¢,
(4.4)
)\5:)\6:>‘7:)\8 =v-n,
donde c = % es la velocidad local del sonido. Nétese que los autovalores Ay, Ag,

A3 ¥ A4 son los correspondientes a las ecuaciones de Euler para flujos laminares.

Denotaremos también por A* y |.A| a las matrices siguientes:

AE(W n) = T(W,n) AX(W,n)T~H(W,n) (4.5)
AW, n)| = T(W,n) |A(W, n)| T~Y(W,n) (4.6)
donde
A%(W, n) = diagonal(\F, A5, ..., AF) v |A(W.n)| = diagonal(|X], Al - 1As]),

con A\ = max(Ag, 0) y Ay = min(Ag, 0).

En lo sucesivo, denotaremos por F(W,n) y A(W,n) a lo bloques supe-
riores de las matrices F(W,n) y A(W,n), respectivamente, correspondientes a

las variables fisicas (p, pv1, pvo, F).

Como dominio de calculo, consideramos un dominio acotado poligonal de
R? que llamamos 2, cuya frontera denotamos por . Sea n el vector normal exte-
rior vy unitario definido c.p.d. en I'. Suponemos que la frontera I' se descompone

de la siguiente forma: [' = '~ UTT UT?, donde
I ={z €T, v(z) n(z) <0},
It ={z €T, v(z) n(z) >0},
I ={zcT, v(z) n(z) =0}

Es decir, I~ representa la frontera de entrada de flujo, T'* la frontera de salida y

0 la frontera por la que el flujo se desliza.
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Pretendemos resolver numéricamente el sistema de ecuaciones (4.1) en
el dominio {2 durante un intervalo de tiempo [0,7). Se trata de un problema
de evolucidn planteado en un abierto acotado, asi pues es necesario completarlo
con condiciones iniciales y condiciones de contorno adecuadas, para que sea un

problema bien planteado.

La condicién inicial es de la forma:
W(z,0) = Wo(z) en Q, (4.7)
con Wy una funcién dada.

Teniendo en cuenta que consideramos flujos turbulentos, tiene sentido ele-
gir el dominio computacional {2 de modo que la conveccién sea dominante en las
zonas de la frontera donde hay entrada y salida de flujo, es decir en I'" y T'*.
En este caso, consideramos condiciones de tipo Dirichlet alli donde hay entrada
de flujo y condiciones de tipo Newman homogéneas en el resto de la frontera.
Esta dltima condicién significa que suponemos que el tnico flujo relevante en las

fronteras I't y IT'? es el convectivo.

El nimero de condiciones Dirichlet que es necesario imponer no es un
problema trivial ya que estd determinado por las direcciones en las que se propaga
la informacién a través de la frontera; es decir, por las curvas caracteristicas
entrantes y salientes, que arrastran la informacién desde el exterior al interior del

dominio o al revés.

En este sentido, la matriz jacobiana A(W, n) juega un papel fundamental,
va que la naturaleza de las caracteristicas estd regida por el signo de sus autova-
lores. Asi, los autovalores negativos estan asociados a caracteristicas entrantes y

los positivos a caracteristicas salientes.

Para las variables fisicas (p, pv1, pvo, F') el signo de los autovalores (4.4) en

cada parte de la frontera, depende de si el flujo es subsénico o supersénico:
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En la frontera de entrada I'~

- Si el flujo es supersénico todos los autovalores son negativos y por
tanto es necesario dar condiciones Dirichlet para las cuatro variables.
Normalmente, la densidad, el campo de velocidades y la presién (a

partir de la que se determina la energia total).

- Si el flujo es subsénico Az, A3 y A4 son negativos, pero A; es positivo.

En este caso, sélo es necesario dar tres condiciones Dirichlet.

En la frontera de salida I'*

- Si el flujo es supersénico todos los autovalores son positivos y por

tanto no es necesario dar ninguna condicién Dirichlet.

_ Si el flujo es subsénico \;, Ay, A3 son positivos, pero A4 es negativo
1y N25 A3 Iy 3
y por ello es necesario dar una condicién Dirichlet. Normalmente la

presion, que es necesario CONOCer en ese caso.

Para el resto de variables (pas, pas, pk, pe), los autovalores (4.4) son nega-
tivos en la frontera de entrada '~ y positivos en la frontera de salida I't, indepen-
dientemente de si el flujo es subsénico o supersénico. En este caso, es necesario

dar condiciones de Dirichlet para las cuatro variables en la frontera de entrada.

Asi pues, las condiciones de contorno que consideramos son las siguientes:

Si el flujo es supersénico

P = Poos V=V, § = ooy @ = Ooo, k= Kooy E=Ec0 €0 1™

Oe ok Oe
- 2= = 2 = = rtur’
T -n=0, o 0, n 0, T 0 en
(4.8)
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Si el flujo es subsénico
P=Pooy, V=V =0, k=Fko, €=&x en I'”

_ _ de ok Ot + 0
¢ =qw, T -n=0J0, Bn_o’ _Bn_o’ an-O en I'TUrl
(4.9)

donde @, = T — Voof.

En resumen, nos planteamos la resolucién numérica del problema consti-
tuido por el sistema (4.1) junto con la condicién inicial (4.7) y las condiciones de

contorno (4.8) o (4.9), dependiendo de si el flujo es supersénico o subsénico.

4.2 Discretizacién en espacio

El método de discretizacién en espacio que aplicamos es una adaptacién a nuestro
modelo del método introducido por Le Ribault en [42] para el modelo k& — ¢. Se
trata de un método mixto de tipo Elementos Finitos — Volimenes Finitos basado

en una versién laminar propuesta por Rostand en [54].

La discretizacién del término convectivo se hace por el método de Volime-
nes Finitos [60, 28]. Este método estd especialmente adaptado al tratamien-
to de leyes de conservacién. Se basa en considerar subdominios, denominados
volimenes de control, que recubren todo el dominio ) y sobre los que se formu-
la la ley conservativa. La aplicacién del teorema de la divergencia transforma
las integrales sobre cada volumen de control en integrales de los flujos a través
de las fronteras de éstas. Esto permite pasar a una formulacién unidimensional
donde las técnicas de aproximacién son mas sencillas y més faciles de implemen-
tar. La conveccién es un fenémeno fisico claramente direccional, en la direccién
de la velocidad del fluido, y por ello el tratamiento numeérico de los términos de

este tipo es més eficaz si se hace utilizando métodos no centrados. En nuestro
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caso, el descentramiento se realiza mediante un resolutor aproximado de Rie-
mann, que tiene en cuenta las direcciones de propagacién de las ondas fisicas.
Para aumentar la precisién de este esquema a segundo orden, la funcién de flujo
numérico utilizada se combina con una técnica de interpolacién que preserva la
monotonia, perteneciente a los llamados “Monotonic Upwind Schemes for Con-

servation Laws” (M.U.S.C.L.).

Por su parte, los términos difusivos y el término fuente se aproximan de
forma centrada por el método de Elementos Finitos cldsico, que como es sabido,
estd especialmente adaptado a la aproximacién de términos de este tipo, en do-

minios con geometrias complejas y mallados no estructurados.

Sea 7T;, una triangulacién de Q, es decir, una familia finita de tridngulos
que recubren Q y tal que sus-intersecciones por parejas tienen medida nula:
Nt
Th={T}1y, Q={JT, med(l;NT;) =0 sii#j.
=1

Llamamos n; al nimero de tridngulos de 7, y n; al ndmero total de vértices de

los tridngulos de 7y, que constituyen los nodos del mallado.

A cada vértice de la triangulacién s;, le asociamos un volumen de control
C;, que se construye de la siguiente manera: cada uno de los tridngulos que
contienen al vértice s; se divide en seis subtridngulos, trazando las medianas de
éstos. Entonces C; ests formado por la unién de los subtridngulos que contienen

al vértices s; (Figura 4.1).

De esta manera, hemos definido una familia finita de subdominios que

constituyen otro recubrimiento de € asociado a 7j:

Ch={Ci}ey, Q=JC;, med(C;NC)) =0 sii#j.

i=1

Asociados a estos dos recubrimientos de 2, consideramos dos espacios

funcionales de aproximacién de dimensién finita:
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Figura 4.1: Volumen de control C;.

oV, = {yn€C'(): wynlresafin, VT € 75}

Es decir, Y}, es el espacio de Elementos Finitos P,—Lagrange. Llamamos
{¢i}i=, a las funciones de base canénicas de este espacio:
@i(sj) = 6ij, Vi,i=1,...,n, sop(gi)= U T.
T/s; €T
De esta manera, cada funcién y, € Y}, estd determinada por su valor en los

vértice de la triangulacién:
X
Yo = th(si) ¥s-
i=1

Zn = {2 € L®(Q) :  z|c, es constante, Vi=1,...,n,}
Una base de Z;, estd formada por las funciones caracteristicas de cada vo-

lumen de control:

. 1 enC;
{itiey, i =x(C) =
0 fuera de C;

De esta manera, cada funcién z, € Z, estd determinada por su valor en los

volumenes de control:

Ng
=Y zlc v
i=1
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Los espacios Y}, v Zj, se relacionan mediante la siguiente transformacién:
Ohp Yh = Zh7 O—h(yh)ici = yh(si)v Vi= 17 <oy Tl
Entonces o}, es un operador biyectivo. Las funciones yy y on(yn) verifican:

(yhawi) = (Uh(yh)7¢i>a Vi= 17 ey g

Es decir, realmente o, es la proyeccién ortogonal (entendida como transforma-

cién) de Y}, sobre Zj, en L*(€).

La formulacién variacional discreta que consideramos para nuestro pro-

blema es la siguiente:

Hallar W, : [0,T] — Y} tal que

oW,

73—-; O’h((ph) dz -+ / A F(Wh) O'h((ph) dz =
Q Q
1

~ Re
k +/S(Vvh)(,0hd$, V(,Oh & Yf?
Q

1
(V- R(Wy, VW4), ¢ria + (V- [“RE RT (W, VW), ¢n)a+

(4.10)

Teniendo en cuenta que {p;}™, es la base canénica de Yj, la formulacion

anterior es equivalente a esta otra:

)
Hallar W, : [0, 7] — Y} tal que

W e ds + /V-F(Wh)gbidx -
o Ot Q
1 1
= (V- [7{— R(Wy, VW), wi)e + (V- [5— RT (W, VW3)], @i)a+
e Re;

L —i—/S(Wh)cpidx, Vi=1,...,Ns.
" (4.11)

ya que ¥; = op(@s), Vi=1,...,7ns.
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Caélculo de integrales

Aplicamos la férmula de Green a las integrales de los términos convectivos y

difusivos:

dz. (4.12)

. /QV-F(Wh)w,.dx - /C.V-F(Wh)dx - —/60 FOW,) - mids =  (4.13)

=- >y /aCijF(Wh)-nids —/ F(Wy) - nds.

donde n; es el vector normal exterior y unitario en la frontera de C;,

K (%) es el conjunto de vértices vecinos del vértice s; y 0C;; = 0C; N aC;.

o (V- R(Wy, VIWp), wi)a = (V- R(W,, VIW4), @i )sope:) = (4.14)

- / R(W,, VW)V, dz + / R(Wy, VW) - np; ds.
SOD(ws)

Ty

(V[ RT(W,, VWA, i) = (4.15)
= (V- [Ele—t RT (W, VW), @i )sop(es) = (4.16)

1 1
— / —— RT (W, VW) Vo, dz + / —— RT(W,,, VW) - ny; ds.
80P(w:) r; 1t

€ i €t

donde T; = sop(p;) N T

. / S(Wh) o do = / S(W,) ;s dz. (417)
Q S0D{p:)
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Esta dltima igualdad no es rigurosamente cierta. Efectivamente, los términos
fuente se tratan asi, pero no los términos difusivos en k que incluimos en S(W),
como consecuencia del cambio de variables que realizamos en el capitulo anterior.
Estos términos, se tratan de la misma forma que el resto de términos difusivos

que aparecen en la formulacién (4.11).

Calculo de los flujos convectivos internos

La integral de los flujos convectivos internos, a través de la frontera de cada
volumen de control C; en (4.13), se descompone en la suma de las integrales de

los flujos a través de la frontera con cada uno de sus volimenes vecinos:

> / F(Wp,n) ds.
jek (i)Y 9

Cada una de estas integrales representa la evaluacion del flujo que atraviesa la
frontera 8C;;. Esta frontera estd formada por la unién de dos segmentos de
medianas pertenecientes a los tridngulos T'y T' cuya interseccién es el segmento

5iSy-
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Asi pues, se trata de integrales unidimensionales que aproximamos me-

diante una funcién de flujo numérico ® con descentramiento.

Debido a la estructura de la frontera 0C;;, el vector normal n; se sustituye

por su promedio en ella, que denotamos como n;:
n; = / n; ds = ;T med(]MBT) -+ N med(.MBT/),
9C;;

donde M es el punto medio del segmento 5;5; y By y B son los baricentros de

los tridngulos T' y 7" comunes a los vértices s; y s; (ver Figura 4.2).

Entonces la funcién de flujo numérico ® depende de los estados a cada

lado de la frontera 0C;;, W; = Wi (s;) y W; = Wi(s;), v del vector normal n;;:

/ F(VV]“’I’Lij)dS = CI)(WZ',I/V]',TLU). (418)
305_7‘

Definicién de la funcién de flujo ®

e Para las variables fisicas (p, pv1, pva, F'), la funcién de flujo ® se toma igual

a la funcién de flujo de Roe [53] definida por:

FWi; 27 F /'7 ¥ 1
(Wi, Wi, myy) = (Wi, ) + F(W,m5) §R<%%nﬁ)<wj—%,

2
(4.19)

donde R(W;, W;, n;;) es la llamada matriz de Roe, que debe verificar determi-

nadas propiedades [53].

Para las ecuaciones de Euler, Roe propone como matriz R la matriz si-

guiente:
R(W;, Wy, ny) = |A(Wiy, mg)],
donde A(W,n) es la matriz jacobiana del flujo F(W,n) definida en (4.3). El

significado de |A(W, n)| est4 dado en (4.6) y W;; es una media, ponderada por la

densidad, de los estados W; y W}, que definimos a continuacién:
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Si
/ Pi \ Pj \
W, = PiVti v W= Piv1j ,
PiV2i P3U25
F; \ F}
entonces
( Pij
Wij B PijU1sj
PijVoij
.
Aqui

G = /Pi Pi T \/PiPj

; P+ PP
I pivi + /05 Vs

D = (D45, Bgij) = v \/7 J;
NN

VP Hi + /i H;

VRN

Hfij ==

con H la entalpia total, a partir de la que se calcula la energia total mediante la

H 1y—-1
relacion F = 22 + —l—p|v|2.

2 7
La eleccién del esquema de Roe se hace en base a diferentes ensayos
numéricos realizados para las ecuaciones de Euler en [58]. Aqui se estudia la
eficacia de diferentes esquemas descentrados segin el nimero de Mach del flujo
y se concluye que para nimeros de Mach menores que 3, el esquema de Roe es

adecuado.

Una de las propiedades que verifica la matriz de Roe R(W;,W;, n;;) es la
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siguiente:
R(WZ, I/Vj, ’I’IIW)(VVZ — VV]) = F(Wi, ’I’Lij) — F(I/V], nij).

Esta propiedad tiene algunas consecuencias sobre el esquema obtenido. Por una
parte, el esquema resuelve exactamente discontinuidades estacionarias [32]. Por

otra parte, permite reescribir la funcién de flujo, simplificando su implementacién:
(W, Wy i) = F(Wi,mig) — R™(Wi, Wy, mag) (W — W), (4.20)
o bien
EWy, Wy, miyg) = F(Wj,ny) — RN Wi, Wy, m) (W = W), (4.21)

donde la notacién R~ y R™ tiene el significado fijado en (4.5).

e Para las variables turbulentas (pk, ps), la funcién de flujo numérico ® se
toma igual a la funcién de flujo propuesta por Larrouturou en [40] para el mo-
delo k — . Este flujo numérico se define como una extensién de la funcién de
flujo de Roe, definido para las variables fisicas, a las variables turbulentas % y &,

preservando la positividad de estas variables.

Llamamos <I>f;c y @£ a las componentes de la funcién de flujo ® para las

variables pk y pe:
<I>ff = / pkv - n;ds, L = / pPEV - N ds
9C;; aC;;

El célculo de estos flujos se hace mediante un esquema totalmente descen-
trado en funcién del signo de la velocidad normal en la frontera 0C;;. Concreta-
mente, si denotamos por @fj a la componente del flujo numérico de Roe relativa

a la densidad:

P
@5, —/ pv-M;ds,
acij
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k
entonces @ y @ se definen como:

. k(s;) @ si @ >0 e(s;) @ si @F >0
o = oy = (4.22)
k(sj) ®p si @f <0 e(s;) @ si @F <0

e Para las coordenadas lagrangianas inversas (pai, paz), la funcién de flujo
numérico ® se construye de la misma forma que para las variables pk y pe.
Teniendo en cuenta que estas variables verifican una ecuacién de transporte puro,
el calculo de sus flujos se hace igualmente utilizando un esquema totalmente
descentrado en funcién del signo de la velocidad normal en la frontera 9Ci;.
Concretamente, si llamamos CIDQ’;L1 y @f;“ a las componentes de la funcién de flujo

® para las variables pa; y pas:

ot = / pa1 v - 1y ds, Pr = / pag v - M; ds,
0C;; aC;;

entonces éstas se definen como:

a1(s;) @ si @ >0 az(s;) ®f si ¥ >0
o = oy =
ay(s:)) @ si @5 <0 as(s;) ®f; si @f; <0
(4.23)

En resumen, podemos escribir que la funcién de flujo numérico & en (4.18)
es:

Wy, Wi, ny) = (9F, PrE pre. P PP, (4.24)

donde ®F ests definida como en (4.20) o (4.21), ®*F y @ estdn definidas en
(4.22) y &% y &P estdn definidas en (4.23).

Extension a un esquema de segundo orden

El esquema numérico descrito para calcular las integrales de los flujos convec-

tivos internos tiene precisién de orden uno. Sin embargo, es posible extenderlo
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a un esquema de orden dos mediante una técnica de tipo M.U.S.C.L (Monotone

Upwind Schemes for Conservation Laws) introducida por Van Leer [62, 63].

La idea de este método consiste en aumentar la precisién del esquema,
aumentando el orden de interpolacién de W, en la frontera 0C;;. Concretamente,
los valores W; y W}, como argumentos de la funcién de flujo, se reemplazan por
interpolados de W, de primer orden, W;; y Wj;, respectivamente. Estos estados

“se definen de la siguiente manera:

1= 1~
Wi = Wi+ 5Gi-5755, Wy = W; — 5G; 55, (4.25)

donde G, y G; son una aproximacién del gradiente de W}, en los volimenes de

control C; y C}, respectivamente:

Gi = med(C;) /Ci VWidz = med(C;) Z

T/s;€T

drea(T)

VWh (T)v

con VW, (T) el valor constante de VW, en el tridngulo 7T

Para preservar la monotonia del esquema es necesario aplicar una técnica
de limitacién de la pendiente. Esta se basa en la modificacién de los argumentos
de la funcién de flujo. Concretamente, se sustituye W;; y W;; definidos en (4.25)

por:

1
2

= 1 - ~
Wi; = W, + ~Lim(G, 5.8, W, = W), Wi = W, —

. Lim(G; 575}, Wi = W)

(4.26)
donde Lim es una funcién adecuada que garantiza la propiedad TVD (Total

Variation Disminishing) del esquema.

Nosotros utilizamos aqui el limitador de Albada-Van Leer [61], que se

define como:

2 2
GRR LR LR
Lim(a,b) = @’ +b* +e (4.27)
0 si ab<0
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donde € es un nimero pequeno positivo.
El esquema, definitivo tiene como funcién de flujo
Wiy, Wji, nij), (4.28)

con @ definida en (4.24) y Wi; v Wj; definidos en (4.26). Este esquema es TVD

y de orden dos donde el flujo sea regular.

Cilculo de los flujos difusivos laminares internos

La integral de los flujos difusivos laminares internos sobre el soporte de cada
funcién de base ¢; en (4.14), se calcula como la suma de las integrales sobre cada

uno de los tridngulos que soportan al nodo s;:

/ R(W,, VW3) Vipidz = Y / R(Wh, VW,) Ve, dz.
SOP(«:) T

T/s;€T

Cada una de estas integrales se calcula de forma exacta, utilizando la

férmula de cuadratura del baricentro:

/Tf(as) dz ~ 4rea(T) f(Br), (4.29)

donde Br es el baricentro del tridngulo T'. Esta férmula es exacta para funciones

afines.

Como W), es afin sobre cada tridngulo, su gradiente V¥, es constante
sobre cada tridgngulo y evidentemente, V; también lo es. Asf pues, la integral
sobre cada tridngulo se reduce a integrar la velocidad del término de frotamiento
T, que se calcula, como decimos, de forma exacta por la férmula (4.29). Por

tanto,

/ R(Wy, VW3) Vi dz = > area(T) R(T) - Vu(T), (4.30)
SOp(‘Pi) T/s;€T
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donde V;(T') es el valor constante de V; en el tridngulo T v R(T) es el valor

constante del tensor R en el tridngulo 7"

BT = ™ k(s) 25 ()

L )25
T12(T) vi(T) + Too(T) + 35 ZE: 83:2

Ry (T) = Z ]ﬁ) 8g0]

s; €T

s;eT
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Aqui (0(T), (1)) = o(T) = o(Br) = 5 >_0(s) ¥

D) = 53 [ie) G — o) 2D
Tl = Y [ulo) 220 + wale) Z21)]

) = 33 [ous) 220) - w320

Calculo de los flujos difusivos turbulentos internos

La integral de los flujos difusivos turbulentos internos sobre el soporte de cada
funcién de base ; en (4.15), se calcula de la misma forma que la integral de los

flujos difusivos laminares internos:

1
/ — RT(Wh, VW3) Vs da =
sop(

i) 106t

= > érea(T) = [RT(T) - Vi(T)],
o Rey(T)

(4.31)

donde RT(T) es el valor constante del tensor RT en el tridngulo T, que se ob-

tiene de la misma forma que R(T). Igualmente, Re,(T) es el valor constante
k(T)?

. Los
e(T)
valores constantes de las variables en cada tridngulo se obtienen al aproximar Wy

1
por Wy (T) = 3 Z Wi(s;) en el tridngulo T. En relacién al término B1 pkD.,
SjET

observemos que 1 y D, son contantes por tridngulos puesto que Va lo es.

de Re, en el tridngulo T. Este valor corresponde a u(T") = c.p(T)

A diferencia de la integral de los flujos difusivos laminares, esta integral
1no se calcula de forma exacta al aplicar la férmula de cuadratura del baricentro,

ya que el término pk no es lineal sobre cada tridngulo.
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Calculo de la integral del término fuente

La integral de las componentes no difusivas del término fuente sobre el soporte
de cada funcién de base ¢; en (4.17), se calcula utilizando de nuevo la frmula

de cuadratura del baricentro:

1 ?
/sop(w)s(wh)%dx - Z /TS(WIL)‘Pid.T =3 E drea(T") S(T),

T/SiET T/s.€T

1
teniendo en cuenta que ¢(Br) = 3 Aqui S(T) es el valor constante de S(W,) en

1
el tridangulo T obtenido aproximando W;, por Wi,(T) = = Whi(s;). Observe-
3 J
s;€T

9B 0B

mos que los términos — y —— que intervienen en ¥, son constantes es espacio
I Jjo
en cada tridngulo, puesto que Sy lo es.

Calculo de las integrales de frontera: Imposiciéon de las

condiciones de contorno

Las condiciones de contorno se imponen en sentido débil, es decir, mediante la
evaluacién de las integrales de los flujos a través de la frontera, que resultan al

aplicar la férmula de Green en la formulacién variacional (4.11).

La integral de los flujos convectivos en la frontera se calcula, al igual que la
integral de los flujos convectivos internos, mediante una funcién de flujo numérico.
Sin embargo, como las integrales de los flujos difusivos en la frontera no se calculan

explicitamente, esto supone que realmente se hace el siguiente cédlculo:

/ F(W) - nds —
ac;nr
1

1
- = R ‘ny;ds — = by ‘N ds =
o /1‘@ (W, VIW},) - n; ds /F, R, R(Wy,, VW) - ng;ds
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= / Op(W;, Weo, m) ds, (4.32)
oCc; NI

donde ®r es la funcién de flujo numérico y W, es el vector de datos en el exterior

del dominio.

Figura 4.3: Interseccién de la frontera del volumen de control C;yT.

La funcién de flujo ®r se define de forma diferente para cada tipo de
variable, lo que permite imponer condiciones de contorno especificas para cada

una de ellas.

Definicién de la funcién de flujo &r

e Para las variables fisicas (p, pv, pvg, F'), como hemos visto al principio del
capitulo, el nimero de condiciones de contorno de tipo Dirichlet que es necesario
imponer depende del signo de los autovalores de la matriz jacobiana y en definitiva
de si el flujo es subsoénico o supersénico. Por ello, para estas variables, la funcién
de flujo @r se toma igual a la funcién de flujo de Steger-Warming [57] definida

comao:

@SW (W’ia WOO) n) = A+(Wi) n) Wi + A7 (Wooa n) Woo (433)

Entonces, la propia estructura de esta funcién actiia como un filtro que seleccciona

el nimero de condiciones de contorno apropiadas segin el signo de los autovalores.



144 Capitulo 4: Método numérico de resolucion

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno fijadas en el planteamiento
de nuestro problema, (4.8) y (4.9), tomamos como estado WL, para este primer

bloque de variables, el siguiente:

1 -
Wolo,_ = (pom PooVloos PocV200, Foo)t, Foo = ;—7% + §poolv<>0’2 en I (434)

1
Wooi = (pi, pivis, pivas, Foo)f,  Foo = m+§ﬂi|’vz‘|2 en T'* (4.35)

e Para el resto de las variables (pk, pe, pay, paz), teniendo en cuenta (4.8)
y (4.9), ha de imponerse en cualquier caso (tanto si el flujo es subsénico como
supersénico) su valor en I'" y no es necesario dar ninguna condicién Dirichlet en
I'". Asi pues, para estas variables, la funcién de fiujo ®r se define con la siguiente

estructura:

FWx)-m en I'”
Or(W;, Weo,n) = (4.36)
FW,)-n en I'*

tomando como estado W2, para este segundo bloque de variables, el siguiente:

Wc?o = (poo kooypoo €001 Poo Bloos Poo a'200)t; (437)
CON Qoo = & — Vol

Hemos definido la funcién de flujo @1 para cualquier vértice s; € T~ UTT.

Finalmente, si s; € I'', ®r se define de la siguiente forma:

Or(W;, Woo,m) = (0,¢: 11, ¢: m2,0,0,0,0,0). (4.38)

En resumen, podemos decir que en forma condensada estamos imponiendo

las condiciones de contorno:

1

1
[F(Wh) - *; R(Wh, VVV/-L) - = RT(Wh, V‘/Vh)] ‘n = @p(Wh, I/Voo, 'I’L),

Ret
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con la funcién de flujo numérico ®r definida como:
r (@SW(Wha Wolo,-—v n)7 F(Wozo) . ’I’L) en I~

@T(Wha Wom 'I’L) = 4 ((I)SW(Wh, Wolo,-l—v TL), F(Wh) . n) en I't

L (0,(]7’11,(]’”;2,0,0,0,0, 0) en FO

(4.39)

donde W} _ y W, , estan definidas en (4.34) y (4.35), respectivamente, y W2

en (4.37).

Es interesante analizar con detalle las condiciones de contorno que real-

mente estamos imponiendo de esta forma sobre cada variable:
En la frontera de entrada I'”
— Si el flujo es supersénico
AT (W, n) =0, A=Wy _,n) = AW, _,n)
@SW(Wh,Wgo’_,n) = A(W;o’_,n) W;o,_ = F(Wc}o’_) ‘n

(1,07) pv -1 = peoVeo - N

1 1
(2,T7) v +gn — {(———k—)T + ﬂlkach N = Vg + Joo M.

Re ' Re;
1 1
(3,I7) (F+q)v-n — vt l;(——RTe—i——RE)T + )Blkac:I n +
v 0 Oe 1 0k

(

- a = Foo oo oo " T
RePr+RetPrt 6n+ Re; o On (Foo + Goo) Voo - 10
— Si el flujo es subsdnico
AT (W, n) = diagonal(};, 0, 0, 0)
A=(W} _,n) = diagonal(0, Az, As, Ag)

y se imponen sélo las condiciones (2,T7) y (3,I'") anteriores.

— En ambos casos (flujo subsénico o supersénico)
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1 1 Ok
4,I'7) pkv-n — (— A T Poofloo Voo * TN
(4.T7) phv-n (Re+Retok on Pockioo Voo -
1 1 Oe

5,07) pev-m — (— o
(5,I7) pev-m (Re_}—Reta6 on

= Poooo Voo * T
(6,77) a = ay.
En la frontera de salida 't
— Si el flujo es supersénico
AT (Wy,n) = AWy, n), A" (Wg, ,m) =0

SV (Wy, WL ., m) = AWy, n)W,, = F(W,) -n

00,4+
(LT%) (= + =) T + Bipk Dm = 0.
’ Re Ret ¢
1 k
S Y A A L A,

RePr ' Re,Pr,’ On ' Re,op On

— Si el flujo es subsénico
AT (W, n) = diagonal(\;, Ay, A3, 0)
A=(W, ,,n) = diagonal(0, 0, 0, \y)
y se imponen las condiciones (1,I'*) y (2,I'") anteriores y ademas
3,17) ¢ = geo-

— En ambos casos (flujo subsénico o supersénico)

Ok Oe
+ —_— = + — =
(4,T%) £ 0 = (2,7 )Bn 0.
Os
+ ——
(5,T'%) o 0.

En la frontera de deslizamiento I'°

QF(Wh; Wom n) = (07 gmni, qgng, 07 0: 07 07 0)
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1 1 Oe

0 e _— et 0 — =
(1,79 [(Re + Ret)T + Bpk D]n = 0. (2,19) F 0.
ok Oe
0 —_— = 0 —_— ==
(31 - =0 (4T% 5= =0.

Este anélisis pone de manifiesto que en la frontera de entrada realmente
estamos imponiendo el flujo total normal y no el flujo convectivo normal, como
seria adecuado. Es decir, no estamos imponiendo verdaderas condiciones de tipo
Dirichlet, debido a que implicitamente estamos despreciando las integrales de
frontera de los flujos difusivos. Sin embargo, cuando consideramos flujos turbu-
lentos, es razonable esperar que el flujo dominante en la frontera de entrada sea el
convectivo. Por esta razén, imponer condiciones de tipo Dirichlet en la frontera
T, de la forma cémo se hace en (2,I'7), (3,I7), (4,T7), y (5,I'7), producira
errores pequefios. El estudio que realizamos en el capitulo 6 de esta memoria,

refuerza esta afirmacion.

4.3 Discretizacién en tiempo

La discretizacién espacial realizada en la seccién anterior nos ha conducido a la

siguiente formulacién semidiscreta:

/C‘ 8%’;(’5) dx = GOWi(t)), Vi=1,...,n,, (4.40)
donde 1
GWi) = D ®Wy, Wy, nyy) -
FEK()
~ S drea(T) {é R(T) - Veu(T) + R%RT(T) V(T — %S(T)}

T/ieT
+ / Or(W;, Wy, n) dz.
8C; M

Para discretizar este problema en tiempo adaptamos un método de Runge-

Kutta de cuatro pasos y segundo orden, usado en [42] para el modelo k£ — €.
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Sea el problema de Cauchy
y'(t) = f(y(®) en [0,T]

y(to) = wo

Consideramos una particién del intervalo [0,77], {t,}, v denotamos v, = y(tn).
Entonces el método de Runge-Kutta que consideramos calcula y,,1 a partir de
Yn Segun el siguiente esquemas:

’

yn,O = Yn
\ Ynk = Un + AL F(Yng-), k=1,...4 (4.41)
\ yn+1 = yn,4

donde At, = t,1; —t, es el paso de tiempo en la etapa n y los coeficientes Qlk,
k=1,...4, valen: a; =0.11, ap = 0.2766, a3 = 0.5 y ay = 1. Estos valores han
sido obtenidos en [38], como coeficientes éptimos para acelerar la convergencia,

teniendo en cuenta el tipo de discretizacién espacial utilizada.

Se trata de un esquema explicito de cuatro pasos, de segundo orden de
precision y condicionalmente estable, limitando el paso de tiempo mediante una
condicién de tipo CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Los esquemas implicitos con-
ducen a métodos més eficaces de resolucién, aunque su implementacién es mas
costosa. Por ejemplo en [49] se ha desarrollado un esquema implicito linealiza-
do para el problema (4.40), reducido al modelo k£ — ¢. FEste ha sido validado
para flujos de diferente tipo (subsénico y supersénico) y también en diferentes
aplicaciones, mostrando esta ventaja del esquema implicito respecto al esquema
explicito de Euler. Nosotros hemos optado aqui por un esquema explicito por

motivos de sencillez y economfa.
Para aplicar el esquema, (4.41) al problema (4.40), denotamos

Win = I/Vh(siy tn)

El
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Entonces la discretizacién de nuestro modelo es:

4

Wn,O - Wi,n
8§ Wop = Wm+ak_Alg(W pet), k=1,...4 (4.42)
! ' med(C@) o ’ ’
| Winst = Wag

La aplicacién de este esquema se hace descomponiendo el vector de varia-

bles W}, en dos bloques:

p )

PYL

v a
ngl) _ pPY2 , W,&Z) _ pai

F paz

pk

\

Entonces nuestra estrategia de paso de tiempo ha sido la siguiente:

Dado W, g = W,,, calcular recursivamente Wox para k = 1,2, 3, 4, segun el

esquema (4.42), en las siguientes etapas:

1. Actualizar VVT(L? a ng 410

2. A partir de a, 41, calcular todos los términos de cierre

960 On,

. ' Dc: ’ IRV .
(715 J2, Bo, Br 95, 9%

3. Actualizar WT(L’I,Z a Wéllz 41

Y finalmente, tomar W pi1 = Wy



Capitulo 5

Aplicacién al calculo de una capa

de mezcla compresible

En este capitulo aplicamos el modelo de turbulencia que hemos desarrollado en
el capitulo 3, al calculo de una capa de mezcla compresible. Para ello, hemos
construido un cédigo numérico que implanta el método numérico de resolucién
descrito en el capitulo 4. Este cédigo es una adaptacién del codigo desarrollado

por el INRIA para el modelo k — &.

Primeramente, se describen las caracteristicas fisicas de este caso test y se
fijan los pardmetros que determinan su comportamiento. En consistencia con la
construccién de nuestro modelo, a partir del k — e, hemos utilizado los resultados

obtenidos con este modelo como referencia para valorar nuestros resultados.

En un primer momento, hemos realizado una serie de ensayos subsoénicos
con el objetivo de validar el cdlculo de las coordenadas lagrangianas y los posibles

tipos de tabulaciones obtenidos para calcular los términos de cierre.

En segundo lugar, hemos llevado a cabo diferentes ensayos supersénicos

151
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para analizar las propiedades de nuestro modelo. Los resultados obtenidos en este
caso difieren poco de los obtenidos con el modelo k—¢, en consistencia con el hecho
de que estamos simulando turbulencia que alcanza el estado estacionario. Las
mayores diferencias se dan alli donde los efectos transitorios son més relevantes,
en el sentido de que el flujo toma mayor tiempo en alcanzar el estado estacionario,

en concordancia con la naturaleza de nuestro modelo.

5.1 Descripcioén fisica de la capa de mezcla com-

presible

Se llama capa de mezcla compresible al flujo que se desarrolla a partir de dos
flujos compresibles con velocidades constantes, paralelas y de distinto médulo que
entran en contacto. En este momento, las diferentes velocidades de ambos flujos
generan grandes fuerzas de cizalladura en la zona intermedia de mezcla o interfaz,
que tienden a arrastrar a un flujo sobre otro. Cuando el tiempo transcurre, se
va desarrollando una capa alrededor de esta interfaz caracterizada por fuertes
gradientes de todas las variables fisicas implicadas y la generacién de torbellinos
de diferente talla. Ademds su grosor se va incrementando en la direccién de la

corriente.

El estudio de las capas de mezcla compresibles tiene una gran aplicacién en
el sector de la aeronautica, entre otros. Por ejemplo, para el disefio de aviones a
gran velocidad, es necesario conocer el desarrollo de la mezcla que se produce entre
el chorro de gases que sale del motor y el medio exterior. Esto permite controlar
el ruido y otros fendmenos que afectan a la aerodindmica exterior. También,
tiene una gran aplicacién en el estudio de la combustidn, siendo fundamental, en

particular, para el diseno de los carburadores de los motores.
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Figura 5.1: Esquema de la generacién de una capa de mezcla.

Por otra parte, las capas de mezcla compresibles constituyen flujos particu-
larmente interesantes desde el punto de vista de la modelizacién de la turbulencia
compresible. En este caso, no existen paredes sélidas y los efectos difusivos son

practicamente despreciables, por lo que predominan los efectos de la compresibi-

lidad.

Asi pues, la capa de mezcla turbulenta compresible es un buen test para
verificar la eficacia con la que un modelo de turbulencia modela los efectos de la

compresibilidad.

Como test para nuestro modelo, también resulta especialmente interesante
la presencia de efectos de anisotropia, ya que el comportamiento del flujo segin
la direccién longitudinal y transversal es bien distinto. Esto permite testar los
nuevos términos que introduce nuestro modelo, respecto del k — ¢. Por la misma
razén, también son de interés las diferentes tasas con las que distintas partes del

flujo alcanzan el estado estacionario.
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Parametros que determinan el comportamiento de la capa

de mezcla compresible

El nimero de Mach convectivo

La estructura turbulenta de una capa de mezcla a gran velocidad se ve afectada
en gran medida por la compresibilidad. Ahora bien, la eleccién de un criterio para
medir la compresibilidad intrinseca de una capa de mezcla no es trivial ya que
depende de diferentes factores. Fundamentalmente, el nlimero de Mach, la razén
de velocidades y la razén de densidades de los flujos que se mezclan, de manera
que cada uno de estos factores no es determinante por si sélo. Por ejemplo, aunque
en principio el numero de Mach parece el pardmetro més influyente, es claro que
no es determinante, puesto que aunque los flujos iniciales sean supersénicos la

velocidad relativa de uno respecto del otro puede ser subsénica.

En este sentido, Bogdanoff en [10] y més tarde Papamoschou y Roshko en
[561] proponen considerar un nuevo pardmetro para medir la compresibilidad de
una capa de mezcla, que se define haciendo intervenir todos estos factores. Se
trata del nimero de Mach convectivo M,.. En el caso, en el que los dos flujos
sean perfectos y las presiones estéticas de ambos tomen valores iguales, el nimero

de Mach convectivo se define por:

Uy — Uz

M. = ’
1 + €2

donde u; y us son las velocidades horizontales de los flujos exteriores a la capa
de mezcla, considerando u; > us, y donde ¢; y ¢, son las respectivas velocidades

del sonido.
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La tasa de expansién

La compresiblidad afecta de forma destacada a la expansién de la capa de mezcla.
En 1972, Birch y Eggers [9] constataron experimentalmente que la tasa de expan-
sién de una capa de mezcla compresible es muy sensible al nimero de Mach. Y
en particular, que la tasa de expansién es menor para una capa supersonica que

para una subsénica.

Si denotamos por ¢ al espesor de la capa de mezcla y 2 a la variable
longitudinal a lo largo de la capa, entonces la tasa de expansidn, en un punto

z¢ de la linea de separacién entre las dos capas, se define como:

§'(20) = ——(zo). (5.2)

Para calcular este pardmetro es necesario fijar previamente una definicion
precisa del espesor de la capa §. En la literatura existen varias propuestas, de
las cuales la méas usual es la aceptada en la Conferencia de Stanford, que es la
considerada en este trabajo. Segin esta definicién, si para cada zp, denotamos

por ¥, e 1y, a las ordenadas de los puntos tales que:
w(wo, 1) = ug + V0.9 (uy —ug) vy ul(zo,y2) = ue + V0.1 (w —uy), (5.3)

donde u es la velocidad horizontal del flujo y u; y ug son, respectivamente, los

valores maximo y minimo de ésta, entonces

6(z0) = 1 — Y2 (5.4)

Papamoschou y Roskho en [51] realizan una serie de experimentos so-
bre capas de mezclas supersénicas con el objetivo de comprender el efecto de la
compresibilidad sobre la tasa de expansién. Considerando que para nimeros de

Reynolds suficientemente grandes, los efectos de la viscosidad son practicamente
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despreciables, obtienen, mediante analisis dimensional, que la tasa de expansién
se puede expresar como una funcién de pardmetros adimensionales:
&' = f(r, s, M), (5.5)
donde 7 = % es la razén de velocidades y s = % la razén de densidades.
1 1

Ademds comprueban experimentalmente que si la tasa de expansién es
normalizada por la tasa de expansién de un capa de mezcla incompresible, con
las mismas razones de velocidad y de densidad, entonces los efectos de estas
razones, 7 y s, aparecen desacoplados de los del niimero de Mach convectivo M,.
Asi pues, si se considera la tasa de expansién normalizada:

p_ 0 f(r s, M)
o = s f(r, s, M, ~0)’ (5-6)

ésta depende tnicamente del niimero de Mach convectivo,
8, = ®(M,).

Esto parece indicar que la dependencia de la funcién f respecto de 7 y s es
multiplicativa:

& = ®(M,)¥(r,s).

En la Figura 5.2,a) se representa la curva ®(M,) que expresa la dependen-
cia de ¢, respecto de M., a partir de los resultados obtenidos en [51]. Otras curvas
similares provienen de diferentes resultados experimentales, como la obtenida por
Bogdanoff (Figura 5.2,b) o Langley (Figura 5.2,c). En cualquier caso, se constata
que la tasa de expansién normalizada se mantiene practicamente constante hasta
M. < 0.5, es decreciente para valores M, € [0.5, 1] y a partir de M, > 1 se va

aproximando a un valor limite.

Es de destacar, que a diferencia de la tasa de expansién de la capa, el

comportamiento de otros estadisticos de la turbulencia es mucho menos sensible
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Figura 5.2: Tasa de expansién normalizada en funcion de M..

al ndmero de Mach convectivo. Por ejemplo, el perfil de la velocidad media es

casi independiente de M., hasta valores de M. < 4.

5.2 Ensayos subsénicos

Inicialmente hemos realizado diferentes pruebas de nuestro cédigo numérico para
capas de mezcla subsénicas estacionarias. Puesto que nuestro modelo puede ser
considerado como una perturbacién del modelo k — ¢, es razonable utilizar los

resultados obtenidos con este modelo como referencia para valorar nuestros resul-
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tados. Ademés los resultados obtenidos con el modelo k& — € son bien conocidos
y tienen una precisién aceptable con respecto a las medidas experimentales. Por
otra parte, es adecuado analizar la consistencia de nuestro modelo con el k& — ¢
para flujos estacionarios. En efecto, nuestro modelo aporta nuevos términos “con
memoria”, que esencialmente tienen en cuentan efectos transitorios entre las es-
tructuras de diferente talla. Asi pues, para este tipo de flujos que alcanzan un
estado estacionario, las diferencias entre los resultados obtenidos con ambos mod-

elos deberian ser pequeiias.

Condiciones de calculo

Para realizar estos ensayos, hemos considerado como dominio de calculo el rectdngulo
2= (0,1) x (0.1, 0.1), de manera que la frontera artificial I'° se corresponde con
los lados horizontales del rectdngulo y la fronteras de entrada de flujo '~ y de

salida I't coinciden con los lados verticales.

Sobre este dominio consideramos un mallado no uniforme simétrico res-

pecto del eje OX y con 240 nodos, que se representa en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Malla de 290 nodos y 504 elementos.

Como condiciones iniciales tomamos una densidad y una presién cons-
tantes:
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Consideramos un campo de velocidades inicial con la estructura:

vo(z) = (u(z3),0), con wu>0.

que detallaremos més adelante. Para k y ¢ se consideran los perfiles iniciales

siguientes:
104 si —0.1 <zy < —-0.01
210722, +3- 107 si 001 <2,<0
ko(mz) = 9
—2.10722,+3-107* si 0<z,<0.01
\ 10~ si 0.01 <z <0.1
(5.8)
( 9.10-° si —0.1<zy < —0.01
7210742, +81-107% si  —0.01<z3<0
go(z2) = <

—72-107% 2, +81-107% si 0<zy <0.01

9.10° si 0.01<2,<0.1

Estas curvas estdn representadas en la Figura 5.4. Por tdltimo, sabemos que

inicialmente las coordenadas lagrangianas valen

ao(z) = (21, 29). (5.9)

Las condiciones de contorno que se consideran estén fijadas en (4.9),
tomando como valores Pog, Voo; Poos Goo, Koos ¥ Eco 18 restricciones de las condi-

ciones iniciales a la frontera.
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Figura 5.4: Perfiles iniciales de la velocidad horizontal, & y ¢ utilizados en los

ensayos subsoénicos.

5.2.1 Validacién del cdlculo de las coordenadas lagrangianas

Para calcular las coordenadas lagrangianas, la ecuacién verificada por éstas (2.7),

ha sido reformulada en términos de la variable conservativa pa:

d(pa)
ot

+ V- (pa®wv) = 0.

Esta ecuacién aparece incorporada con el resto de las ecuaciones del modelo.
Como describimos en el capitulo 4, para resolverla numéricamente se utiliza un
esquema que extiende a estas variables el esquema numérico desarrollado para el

resto de variables del modelo. Es decir, para la discretizacién en espacio se utiliza
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un esquema descentrado de orden uno que utiliza la funcién de flujo numérico
(4.23). Esta discretizacién en espacio se combina con una discretizacién en tiempo
mediante el esquema de segundo orden de Runge-Kutta de cuatro pasos (4.41).

El esquema resultante tiene una precisién teérica de primer orden.

Con el objetivo de validar numéricamente el método numérico de re-

solucién de las coordenadas lagrangianas, hemos realizado dos ensayos numeéricos:

Ensayo 1
En un primer ensayo, hemos confirmado la precisién tedrica del esquema. Junto
con las condiciones iniciales detalladas en el apartado anterior, tomamos como

velocidad horizontal inicial el siguiente perfil parabdlico:
u(z2) = (0.1 + z2)(0.1 — z2). (5.10)

La tabla 5.1 muestra los 6rdenes de convergencia p estimados en varios tiempos
hasta t = 1, calculados con errores en norma L!. Estos 6rdenes de convergencia
han sido obtenidos utilizando la siguiente férmula que depende de dos parametros

de discretizacién consecutivos:

_ 1Og[e(h27t) /6(h1,t)]
p(t) = oglhs /]

con e(h,t) = || a(,t) —ax(-,t) ||z2. Estos cdlculos confirman la estimacién tedrica

de orden de convergencia uno.

t | A=At=01|h=At=0.05 D h = At = 0.025 P

0.2 || 0.8029E — 03 | 0.4653E — 03 | 0.7870 | 0.2447E —03 | 0.9272

0.5 || 0.1996F — 02 | 0.1153F — 02 | 0.7922 | 0.6014E —03 | 0.9391

1 1| 0.3959F — 02 | 0.2273F —02 | 0.8004 | 0.1178E — 02 | 0.9479

Tabla 5.1: Orden de convergencia.
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Ensayo II
En un segundo ensayo, junto con las condiciones iniciales detalladas en el aparta-
do anterior, tomamos como velocidad horizontal inicial un perfil con un fuerte

gradiente alrededor del origen (Figura 5.4):

2 si 0.1 <zy<-0.01
u(zy) = ¢ 1—50(z —0.01) si —0.01 < z, < 0.01 (5.11)
1 si 001 <z,<0.1

Con estas condiciones iniciales, se desarrolla una capa de mezcla subsénica
con numeros de Mach M; = 0.2, en el lado inferior de la capa, M, = 0.1, en el

lado superior de la capa, y pardmetros r = 0.5, s =1y M, = 0.2.

La Figura 5.5,a) muestra los isovalores de a1, cuando el flujo ha alcanzado
el estado estacionario. Se obtiene una precisién razonable para un esquema de

orden uno.

Para aumentar la precision de la solucién calculada hemos modificado la
discretizacién en espacio, utilizando una técnica de tipo M.U.S.C.L. que modifica
los argumentos de la funcién de flujo (4.26). En la Figura 5.5,b) podemos ver de
nuevo los isovalores de a;p, calculados ahora con este nuevo método. Se aprecia

una notable mejora de la precisién.

Obsérvese que si Vay, es no singular, entonces los valores calculados por el
cédigo numérico para (ji,jo) se mantienen siempre dentro de la regién admisible
(3.38). En efecto, Va,, toma un valor constante en cada tridngulo Gr. Entonces,
Cr = GL Gr es siempre una matriz semidefinida positiva. Si ademss, Va, es
no singular entonces Cr es definida positiva y en tal caso sus invariantes 7; y 7o

estan en dicha region.
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Figura 5.5: Comparacién del estado estacionario de la primera componente de

las coordenadas lagrangianas calculado con diferente precision en espacio.

5.2.2 Validacién de los términos de cierre

Para validar los dos posibles tipos de tabulaciones de los términos de cierre,
obtenidas en la seccién 3.6, hemos realizado dos ensayos numéricos. Para ello,

seguimos considerando las condiciones iniciales (5.7), (5.8), (5.9) y (5.11).

Ensayo I

En un primer ensayo, hemos utilizado las tabulaciones I, que dan lugar a los
términos de cierre By y f1 representados en la Figura 5.6. En este caso, el cédigo
presenta cierta inestabilidad y se aprecian algunos comportamientos no fisicos
en los resultados obtenidos. En particular, la inestabilidad del cédigo puede

observarse claramente en el perfil de la velocidad horizontal media: aparecen
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Figura 5.6: Términos de cierre calculados con las tabulaciones I.

algunas oscilaciones de la solucién en la zona superior de la capa correspondiente
al flujo con velocidad menor. También en esta misma zona, en la frontera superior,
no se satisface de forma adecuada la condicién de libre deslizamiento (ver Figura,
5.7,a). Por otra parte, se obtiene una expansién progresiva no fisica de la capa de
mezcla, tal y como puede apreciarse en la Figura 5.7,b) en la que se representa el
espesor de la capa J. Esta expansién produce una disminucién de los niveles de k
¥y €, como se observa en los perfiles de las Figuras 5.7,c) y 5.7,d), en comparacién

con los obtenidos para el modelo k& — ¢.

Estos resultados no fisicos pueden ser debidos, al menos parcialmente, a
las inestabilidades numéricas producidas por los términos de cierre que hemos
utilizado. Efectivamente, estos fenémenos se localizan en la zona superior de
la capa correspondiente al flujo con velocidad menor que coincide con la regién
donde los términos de cierre son altamente oscilantes. Hemos comprobado que
las oscilaciones se corrigen cuando la malla es refinada. Sin embargo, parece
mds dificil poder eliminar el resto de comportamientos no fisicos. Para ello,

probablemente necesitariamos mejorar el célculo de los términos de cierre.
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Figura 5.7: Comparacién de la solucién estacionaria obtenida con el modelo k—e

y el modelo M PP k — ¢, usando las tabulaciones I.

Ensayo II

En un segundo ensayo, hemos utilizado las tabulaciones II, que dan lugar a los
términos de cierre By y 51 representados en la Figura 5.8. Los resultados obtenidos
en este caso, difieren muy poco de los obtenidos con el modelo k£ —e&. Por ejemplo,
los estados estacionarios obtenidos para la velocidad horizontal y k& en ambos
modelos son casi indistinguibles, como muestran las graficas de isovalores (Figuras
5.9y 5.10). Sin embargo, esto no sucede porque los términos debidos al modelado

M PP sean despreciables frente a los términos propios del modelado k — &, como

0.1
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Figura 5.8: Términos de cierre calculados con las tabulaciones II.

veremos en la seccién 5.4. Los resultados obtenidos para estas tabulaciones son
consistentes con el hecho de que esencialmente estamos modelando turbulencia

estacionaria.

Como conclusién, desechamos las tabulaciones I y en los sucesivos ensayos

que llevamos a cabo utilizamos las tabulaciones II.

5.3 Ensayos supersonicos

En esta seccién presentamos varios ensayos de capas de mezcla supersénicas con
nimeros de Mach convectivo M, = 0.45, M, = 0.65 y M, = 1. Estos expe-
rimentos estan basados en las medidas experimentales obtenidas por Goebel et
al. [29]. La eleccién de estos datos como base de célculo se ha hecho en base a que
también han sido utilizados por Le Ribault [42] y Guezengar [30] para validar sus
c6digos numéricos del modelo k£ — . Puesto que ademés el método numérico con
el que resolvemos nuestro modelo es una adaptacién del utilizado en estos cédigos,
tenemos de esta forma la mejor referencia para comparar nuestros resultados. Es

cierto que para nimeros de Mach elevados, como es el caso, el modelo k& — ¢ es
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b) Isovalores de u con el modelo k — ¢.

Figura 5.9: Comparacién del estado estacionario de la velocidad horizontal u

obtenido con el modelo MPPk — ¢, usando las tabulaciones II, y el modelo k—e.

menos preciso, debido a que no tiene en cuenta algunos efectos relevantes de la
compresibilidad en pequefla escala. Sin embargo, esta referencia nos va a permitir

comprobar algunas propiedades importantes de nuestro cédigo.

Condiciones de calculo

El experimento de Goebel consiste en una capa de mezcla que se desarrolla en

un tanel de dimensiones 0.384 mm.x 0.048 mm., a partir de dos flujos con las
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Figura 5.10: Comparacién del estado estacionario de k& obtenido con el modelo

MPP k — €, usando las tabulaciones II, y el modelo k — «.

caracteristicas siguientes:

p1 =0.295 Kg/s? pe = 0.46 Kg/s?
uy = 700 m/s ug = 406 m/s
p1 = 28302.4 Pa Do =~ Py

M,y =191 My, =137

Se trata pues de una capa de mezcla supersénica. Los pardmetros que la carac-

terizan valen:

r=-2-05, s=2=156 M =045

Uy o1

Para adimensionalizar las ecuaciones se consideran las siguientes magni-
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tudes de referencia:
Lo =48-10"%m, po = 0.295 Kg/s?, Vi = 700 m/s.

Es decir, como longitud de referencia se toma la altura del tinel de experi-
mentacién y como densidad y velocidad de referencia las del flujo superior. Esto

da lugar a un nimero de Reynolds Re = 8.64 - 105.
Las nuevas variables normalizadas toman valores en el rectdngulo
Q= (0,8) x (—0.5, 0.5),

que serd nuestro dominio computacional. Guezengar en [30], realiza una inves-
tigacién numérica de la independencia respecto de la malla de la solucién esta-
cionaria obtenida a partir de este mismo flujo para el modelo k — €. Utilizando
un mallado con 570 nodos, los resultados obtenidos ponen en evidencia que esta
malla no es suficiente fina para simular los fenémenos que se producen en pequena
escala, sobre todo en la interfaz entre los dos fluidos, donde los gradientes son
més fuertes. Sin embargo, la variacién de los resultados obtenidos con diferentes
mallas de unos 2.000 nodos en adelante es muy pequefia. Teniendo en cuenta
estos resultados, por economia de cdlculo, en nuestros ensayos hemos optado por
utilizar generalmente una malla de 2.183 nodos, de caracteristicas similares a la

malla de 290 nodos utilizada en los ensayos subsoénicos.

Para el primer ensayo con M, = 0.45, las condiciones iniciales que hemos
utilizado provienen directamente de los datos del experimento de Goebel et al.
tras la adimensionalizacién. Estos perfiles estan representados en la Figura 5.11.
Para los siguientes ensayos con M, = 0.65 y M, = 1, se han mantenido las mismas
condiciones iniciales, excepto el campo de velocidades que ha sido reescalado para
modificar el nimero de Mach convectivo. Teniendo en cuenta la definicién de M,
(5.1), si a partir del campo de velocidades con valores u; definimos otro campo

de velocidades con valores u/ tal que u, = Au;, entonces el nimero de Mach
k2 7 b
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convectivo del flujo correspondiente vale M/ = AM,. Por tanto, los pardmetros r

y s se han mantenido constantes en los tres ensayos
r = (.58, § = 1.56,

y hemos modificado sélo los nimeros de Mach:

M,=045| M; =191 | My =1.37 | Re = 8.64- 10°

M,=0.65| M; =2.76 | My = 1.98 | Re = 12.48 - 10°

M.=1 M, =424 | M, =3.04| Re =19.2-10°

1.3 J 0.8

0.7

0.6

0;5.5 ~04 -03 -02 -0 ¢ 0.1 0.2 0.3 a4 0.5 05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 a5

0.5

-0.5 -~04 03 -02 0.1 [ 0.1 0.2 03 0.4 0.5 05 -04 -03 -0.2 =0.1 o 0.1 02 0.3 0.4 0.5

Figura 5.11: Perfiles iniciales de la densidad, la velocidad horizontal, k y ¢ uti-

lizados en los ensayos supersénicos.
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Como condiciones de contorno, al igual que en los ensayos subsénicos,
hemos considerado las condiciones fijadas en (4.8), tomando como valores puo,

Voos Poo, Goos Koo, ¥ Eco las Testricciones de las condiciones iniciales a la frontera.

Finalmente, como concluimos en la seccién anterior, para calcular los

términos de cierre hemos utilizado el tipo de tabulaciones II.

Resultados

En todos estos ensayos, los resultados obtenidos con nuestro modelo son similares
a los obtenidos con el modelo k — . En cada etapa de tiempo, hemos medido los
residuos normalizados de las variables p y pe para determinar el estado final del
flujo. Para M, = 0.45 el flujo alcanza el estado estacionario. Para los ensayos con
nimeros de Mach convectivo superiores, el flujo limite es cuasi-estacionario, con
residuos del orden de 1073 que oscilan débilmente. Este comportamiento coincide

con el del cédigo k — €, que usamos como referencia.

Por otra parte, los ensayos realizados nos han permitido conferir algunas
buenas propiedades a nuestro cédigo. Asi los resultados obtenidos son totalmente
independientes de la malla y las condiciones de contorno se imponen de forma
adecuada. También hemos comprobado una buena estabilidad, aunque para ello
sea necesario acortar los pasos de tiempo, en funcién del nimero CFL, conforme

el nimero de Mach es més elevado, como es de esperar.

En las Figuras 5.12 y 5.13 podemos apreciar la regularidad de los estados

de k y ¢ calculados, para cada uno de los diferentes valores de M.

Segtn [5], puesto que los ensayos realizados corresponden a una capa de
mezcla que alcanza el estado estacionario o cuasi-estacionario, los estadisticos del

flujo limite que deben ser testados son principalmente los perfiles similares de la
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Figura 5.12: Estado estacionario de k para M, = 0.45, M, = 0.65y M, = 1.

velocidad horizontal y de la energia cinética turbulenta y la tasa de expansién.

La autosimilitud constituye un buen test para analizar si la solucién numérica
estacionaria obtenida es aceptable fisicamente. Si denotamos por z a la variable
longitudinal a lo largo de la capa de mezcla e y a la variable transversal, para

definir los perfiles similares consideramos la variable

Yy = Y—y
y2—y1’
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Figura 5.13: Estado estacionario de ¢ para M, = 0.45, M, =065y M,=1.

donde y; e y, son las ordenadas definidas en (5.3). Entonces, para cada valor de
z, los perfiles similares de la velocidad horizontal y la energia cinética turbulenta

se construyen como las curvas:

s s ’U,.Z',s-—u s s kCL',s
o) = SEVLT0 e ey = FEYD

Ug — Uq max, k(z,y)’
en funcién de la variable y°. Diremos que una solucién es autosimilar cuando sus
perfiles similares son independientes de la variable Jongitudinal z. Como puede

observarse en la Figura 5.14, nuestros resultados producen perfiles autosimilares
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para la velocidad media horizontal y la energia cinética turbulenta, aunque para,

esta variable la autosimilitud es mds débil que para la velocidad.

Rl
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Figura 5.14: Perfiles similares para la velocidad horizontal y k¥ para M, = 0.45.

También hemos analizado en nuestros experimentos el comportamiento
de la expansién de la capa de mezcla. Los resultados obtenidos constatan que
el espesor de la capa de mezcla tiene un crecimiento cuasi-lineal, tal y como se

deduce de las mediciones experimentales (Figura 5.15).

La tabla 5.2 nos permite comparar los valores de la tasa de expansién de
la capa ¢' con M, = 0.45, la tasa de expansién de la capa incompresible §) con
M, ~ 0 y la tasa de expansién normalizada ¢}, obtenidos a partir de nuestro
modelo hibrido y el modelo £ — € en los ensayos de C. Le Ribault (CLR) y D.
Guezengar (DQG), asi como los calculados a partir de las medidas experimentales

de Goebel et al.

Como se deduce de estos datos, la variacién entre las tasas de expansién 6’
y &y calculadas con los diferentes c6digos es bien pequefia. Sin embargo, existen
diferencias notables con la obtenida a partir de las medidas experimentales. Por

ello, para calcular la tasa de expansién normalizada ¢, se ha utilizado el valor
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Figura 5.15: Espesor de la capa de mezcla para M, = 0.45.

CLR | DG | Hibrido | Goebel

o |1 0.034 | 0.034 | 0.027 0.042

6’ 1 0.031 | 0.032 | 0.028 0.045

o, || 091 | 0.94 | 1.031 1.071

Tabla 5.2: Tasa de expansién de la capa para M, = 0.45.

de &} calculado numéricamente con el mismo cédigo considerando un flujo con

M. =0.05.

En el ensayo con M, = 0.45, el valor obtenido con nuestro modelo para
6! = 1.031 mejora los resultados del modelo k — ¢, teniendo en cuenta los valores
medidos experimentalmente por Goebel et al. &, = 1.071 y Langley 6, = 1
(Figura 5.2). Sin embargo, en los ensayos con M, = 0.65 y M. = 1 hemos
seguido obteniendo el mismo valor para &), en discrepancia con los resultados
experimentales, segin los cuales los efectos de la compresibilidad producen un

decrecimiento de ¢], para valores de M, por encima de 0.5.

Realmente este hecho no es sorprendente, puesto que nuestro modelo, al
igual que el modelo k — ¢ estdndar, no tiene en cuenta los efectos de la compre-

sibilidad en micro-estructura.

Los efectos de la compresibilidad son tenidos en cuenta por modelos es-
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pecificos como el de Zeman [66] o el de Sarkar [55]. Ambos modelos introducen
un incremento de la tasa de disipacién turbulenta. En el primer caso, basdndose
en la dilatacién producida por la formacién de choques. En el segundo caso,
basdndose en un anélisis asintético de los diferentes términos que intervienen en
la expresién de la variable pe. Los experimentos de Guezengar [31] con el modelo

de Sarkar confirman las predicciones experimentales sobre el valor de &,

5.4 Analisis sobre los términos en D,

La diferencia fundamental que presenta nuestro modelo hibrido frente al modelo
k —¢, es la aportacién de los términos en D, (tanto en la ecuacién de conservacién

del momento como de la energfa interna).

Un primer efecto relevante de estos términos es que su estado cuasi-
estacionario tarda notablemente més tiempo en alcanzarse que el del modelo
k —e. En concreto, para obtener un residuo normalizado

HWn-H - VVnHoo

<1073
W WO, — ’

nuestro modelo requiere un tiempo de cédlculo mucho mayor que el k£ — «.

Podemos entender bien este efecto si observamos los resultados represen-
tados en las Figuras 5.16 y 5.17. En 5.16 representamos la norma de la matriz
D, para la solucién cuasi-estacionaria. Su talla es del orden de 10%, lo cual es
coherente con el hecho de que corresponde a valores transitorios del gradiente de

las coordenadas lagrangianas para tiempos muy grandes.

En la Figura 5.17 representamos la primera y segunda componentes del
término adicional que aparece en la ecuacién de conservacién del momento en
nuestro modelo, V - (5; pkD,.). Como vemos la talla de ambas componentes es

del orden de 1073, similar a la talla del residuo de la solucién cuasi-estacionaria.
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Figura 5.17: Isovalores del término V - (81 pk D,.) con M, = 0.45.

Por otra parte, las componentes del nuevo término contienen informacién
sobre la estructura anisétropa de la capa de mezcla. Observemos como la primera
componente es no nula Unicamente en la capa inferior, mientras que la segunda
lo es en las dos. Ademds, ambas alcanzan sus méximos lejos del eje intermedio
(donde se alcanzan los mayores gradiente de velocidad y efectos de mezcla), en el

interior de las zonas superior e inferior.
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Hemos de decir, adema&s, que este anslisis es valido independientemente
de las tabulaciones de los términos de cierre que hayamos elegido, ya que dada la
talla de la matriz D,, nos encontramos en un régimen para el cual el coeficiente

B1 es muy pequeno.

En suma, los nuevos términos aportados por nuestro modelo en relacién

al modelo &k — ¢:

a) Proporcionan resultados similares al modelo k —¢ en lo concerniente al com-
porta miento autosimilar y macroscépico de la solucién cuasi-estacionaria

de la capa de mezcla turbulenta.

b) Aportan informacién relevante sobre la estructura de la capa de mezcla, y

en particular sobre sus caracteristicas anisétropas.



Capitulo 6

Andlisis de paso al limite singular

en las condiciones de contorno

En el capitulo 4, veiamos que en el método desarrollado para resolver numeéricamente
el modelo hibrido las condiciones de contorno se imponen de una forma no
estandar. Concretamente, comprobamos que esta forma equivale a imponer en la
frontera de entrada de flujo el flujo total normal en vez del flujo convectivo normal,
como seria lo adecuado. En este capitulo, nos planteamos el problema de analizar
si esta forma de imponer numéricamente las condiciones de contorno es correcta,

cuando el flujo en la frontera de entrada es predominantemente convectivo.

Con el objetivo de dar respuesta a la cuestién planteada, consideramos un
modelo lineal compuesto por una ecuacién de conveccién-difusién con condiciones
de contorno andlogas a las que imponemos en nuestro esquema numérico. Sobre
este modelo, nos planteamos el problema de demostrar que cuando el coeficiente
de difusién tiende a cero, su solucién converge a la del problema de conveccién
pura con condiciones de tipo Dirichlet en la frontera de entrada. Como conse-

cuencia del analisis desarrollado, somos capacer de dar una respuesta afirmativa

179
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a la cuestién planteada.

Concretamente, demostramos convergencia débil en un espacio de Hilbert
adecuado (cuya norma incluye la derivada convectiva) y convergencia fuerte en
L*(Q2), asi como de las trazas “convectivas”. La clave para ello, reside en obte-
ner estimaciones a priori adecuadas, utilizando funciones test convenientemente

elegidas.

Todo ello es posible si el flujo posee la propiedad de ser “rellenante”. Esto
es, que las trayectorias que parten de la frontera de entrada rellenan el dominio,
salvo un conjunto de medida nula, en un tiempo finito. Esencialmente, esto per-
mite reescribir la ecuacién de conveccién como un ecuacién diferencial ordinaria
mediante la transformacién dada por la aplicacién de flujo. Trataremos esta

ecuacion usando la formulacién variacional y la teoria desarrollada por Azérad en

[2].

Algunas referencias relacionadas con el problema que aqui tratamos son
los trabajos de Bardés [4] y Lions [43]. Las diferencias fundamentales de estos
trabajos respecto al nuestro son dos: por una parte, afiaden un término lineal a
la ecuacién de conveccién-difusién que permite controlar el término convectivo.
Por otra parte, consideran condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas.
De esta manera, sus estudios se centran en el paso al limite en la ecuacién de
conveccioén-difusién y no en las condiciones de contorno, como es lo relevante en

nuestro caso.

6.1 Planteamiento del problema

Sea © un dominio acotado de R" de clase C' y frontera I'. Denotamos por dry

a la medida de Lebesgue en I y n al vector normal unitario y exterior que esté
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definido c.p.d. en la frontera I'.

Consideramos un campo de velocidades definido en un abierto V' que con-
tiene a ), v : V — R*, que supondremos con divergencia nula, y en funcién del

cual, descomponemos la frontera de la forma I' =T~ UT* U I'° donde
I~ ={z €09, v(z) n(z) <0},
I't = {z € 89, v(z) - n(z) > 0},
I = {z € 89, v(z) - n(zx) = 0}.

Es decir, I'™ representa la frontera de entrada de flujo, 't la frontera de salida y

I la frontera por la que el flujo se desliza.

Consideramos también una funcién f definida en €2, una funcién g definida
en la frontera '™ y un pardmetro p positivo destinado a tender a cero. Con todos

estos datos, planteamos el siguiente problema de conveccién-difusion:
4
Hallar w tal que

v-Vw — pAw = f en

(Pcd) Ow _ (61)
wvn — u— =gv-n en [
an
ow R
\ u—a—E—O en I'TUIl™.

Notemos que como V - v = 0 en , la ecuacién de este problema se
puede escribir de la forma V-L = f,con L =vw - uVw (como una ley de
conservacion). Por tanto, lo que estamos imponiendo en la frontera de entrada I'”
es el flujo total normal, L -n. En cambio, en la frontera de salida I't imponemos
que el flujo normal sea nulo, con lo que implicitamente suponemos que el flujo

dominante es el convectivo.

Nuestro objetivo es comprobar que cuando en el problema de convec-

cién-difusién (P,) el término convectivo es dominante, el comportamiento de su
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solucién se aproxima al de la solucién del problema de conveccién pura:

( Hallar w tal que

(Pe){ v-Vw=/f en O (6.2)

| w=g en I
En concreto, tratamos de demostrar que cuando el pardmetro p tiende a
cero, la sucesién formada por la soluciones de los problemas (P,,), converge a una

funcién que resulta ser solucién en algin sentido del problema (P,).

Antes de abordar el estudio de la convergencia, presentamos algunos re-
sultados tedricos que nos garantizan que ambos problemas, el problema de con-
veccion-difusién y el problema de conveccién, estdn bien definidos. Para ello,

necesitamos fijar la regularidad de los datos que vamos a considerar.

Definimos el espacio L3,(I'") de las funciones o definidas sobre '™ que
tienen cuadrado sumable en I'", respecto de la medida dvy con peso |v - n|. Este

espacio es un espacio de Hilbert dotado del producto escalar

(@B)r-w = [ adlv-nldy

1/2

y la norma ||la|p- ¢ = (/ o?lv-n|dy) . Y andlogamente definimos tam-
-
bién el espacio L3,(I'"), dotado del producto escalar (-, -)r+p ¥ la norma || - ||p+ 4.

Suponemos que los datos tienen la siguiente regularidad:
velCY(V), V-v=0 en V,

f e L), (6.3)

g € Ly(I™).
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6.2 Estudio del problema de conveccion-difusion

El problema (P,;) es un problema de ecuaciones en derivadas parciales de tipo
eliptico con condiciones de contorno de tipo Robin y Newmann. Gracias a la
regularidad de los datos que hemos supuesto, este problema se puede englobar en
el marco hilbertiano habitual. En concreto, consideramos la siguiente formulacién

variacional del problema (Peq):

Hallar w, € H'(Q2) tal que
(PVea) (6.4)

av(wu, ) = wip), Yee H(Q)

donde las formas aq y lp se definen como:

av(w,9) = (v Vw, @) + (w, )r-v + KV, Ve)a
(6.5)

() = (f,e)a + (9, 0)r-w

denotando por (-, -)q el producto escalar usual en L?(02).

Es inmediato comprobar que, con la regularidad de los datos que hemos
supuesto, este problema estd bien planteado y verifica el siguiente resultado de

existencia y unicidad de solucién.

Teorema 6.1 Bajo las hipdtesis (6.3), el problema (PVeq) admite una dnica solu-
cidn w, € HY(Q). Ademds esta solucidn depende de forma continua de los datos,
es decir, eriste una constante positiva c(Q, 4, cv) (dependiente de Q, pyco) tal
que

lwallie < (€, pcv) (Iflloa + Nglle-v),

siendo cy = mgxlv(:c)[.

Demostracion:

Consideramos en H'(Q) la norma

Nwll| = UleH%,n + HWH%—,U + HWH%+,U]1/2

?
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que es equivalente a la norma usual en H'(Q).

Es evidente que aq es una forma bilineal en H'({2). También es inmediato

comprobar que es continua:
av(w,¢) = (v-Vw,¢)a + (W, @)r-p + #(Vw, Ve)a
< cv [[Vulloallelon + cvlwllor- [lellor- + ufVulloalVellos
< (2, py cv) lwllie llelle,
siendo ¢y = mgx]v(:v)].

Por tltimo veamos que ay es coercitiva en H!(Q):

1
ay(w,w) = 5 /U-V(wz) dz + / w’ [v-nldy + pl|Vullj, =
a _

1
= = / wz'v'nd’y -+ / w? [v~n]dfy + M”VU’“(Z),Q =
2 Jr+ur- -

1 1
= 5llwlt-p + Slwlfp + wlVellie 2 ulllwl? > pe@) wlf o
Para estas ultimas desigualdades se ha tenido en cuenta que y es un pardmetro

que tiende a cero y la equivalencia entre las normas.

Por otra parte, [y es una forma lineal y continua en H*(Q):

w(p) = (f,9)a + (9, 0)r-w

< |Ifl

o llellon + collellor- 19lr- v

< (lIFl

0,2 + cv (D) |glle- w) llelle-

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el teorema de Lax-Milgram
que nos garantiza que el problema variacional (PV,;) tiene una unica solucién

w,. Ademés como

pe(@ llwallfo < av(wywi) = lo(w,) < ([flloa+cv (@) llgl-w) llwlha,



6.3. Estudio del problema de conveccién 185

se tiene que

AB0) (| flon+ o), ol per) = o).

I

lwallLe <

Es decir, la solucién depende de forma continua de los datos. ®

Nota 6.2 El resultado anterior sigue siendo cierto si v es menos regular. Por

ejemplo si n < 3, es suficiente que v € H*(Q), en cuyo caso cy = ||v]| g1 (a)-

Nota 6.3 Observemos que en el teorema anterior, la constante c(§2, p, cy) que
acota la norma de w, en H'(2) respecto de los datos es O(i) Ello supone una
primera dificultad para el estudio de la convergencia, ya que cuando x4 — 0 no
se puede obtener acotacién independiente de 4 de la solucién wy, en H 1(Q). En
realidad, es natural que sea as{ pues no hay razones para que la solucion de la
ecuacién de conveccién esté en H'() (las derivadas en la direccién ortogonal a

v no tienen por qué estar acotadas).

6.3 Estudio del problema de convecciéon

El problema (P.) es un problema de ecuaciones en derivadas parciales de tipo
hiperbélico con condiciones de contorno de tipo Dirichlet. Sin embargo, es posible
darle un tratamiento variacional anglogo al habitual para un problema eliptico,

siguiendo las ideas de Azérad en [2].

Para ello, empezamos presentando el marco funcional en el que se formula

el problema de conveccidn.
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6.3.1 Espacio funcional

Se considera. el espacio funcional
Hv,Q) = {pe L*(Q): v Ve L}(Q)},
dotado del producto escalar

(Qov w)H - (9071/))9 + (’U ' VQO, v V'I/))Q

y de la norma
2 2 71/2
lellz = [llellsa + llv-Velga] .
Describimos ahora algunas propiedades importantes de este espacio y otros
relacionados con él, que necesitaremos utilizar en nuestro an4lisis posterior. Para

ver las demostraciones de estos resultados pueden consultarse las referencias [4]

y [23].
Lema 6.4 El espacio H(v,Q) es un espacio de Hilbert y D(Q) es denso en él.

La demostracién de que H(v,2) es un espacio de Hilbert, es inmediata.
En concreto mediante la técnica estdndar se prueba que es un espacio completo.
La demostracion de la densidad se prueba en [4] bajo condiciones de regularidad

para la frontera més débiles que las que nosotros suponemos.

Los resultados y definiciones que presentamos a continuacién, los enun-
ciamos sblo para la frontera I'", por no complicar la notacién, pero se tienen los

andlogos para la frontera I't,

Para poder tratar la condicién de contorno de tipo Dirichlet necesitamos
definir las trazas de las funciones de H(v,{)). En relacién a ello, tenemos el

siguiente resultado.
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Teorema 6.5 Sea K un subconjunto compacto de I'™. La aplicacidn traza ¢ —

o|x definida sobre D(Q) se prolonga por continuidad a una aplicacién continua
de H(v,Q) en L*(K).

Este resultado nos permite definir las trazas de las funciones de H (v, Q):

Definicién 6.6 Definimos la aplicacién traza sobre I'”

v~ H{v,Q) — Lfoc(l“")
e = 7 (9
como la prolongacién por continuidad de la aplicacién traza en D(Q2). Es decir,

dada ¢ € H(v, ) consideramos una sucesién ¢, € D(£2) tal que lim ¢, = @ en
n—o0

H(v,Q), entonces definimos 7~ (¢) = ¢|p- = lim @p|p-.
n—00

Como es habitual, consideramos los espacios que engloban la condicién

Dirichlet homogénea. Para ello:

Definicién 6.7 Se define el espacio

DO, T7) = {p € D) : plp- =0}
y se designa por Hp(v,$,T7) a la clausura de D(Q,T7) en H(v, Q).

Teorema 6.8 Ho(v,Q,T7) es el nicleo de y~, la aplicacion traza sobre I'™ de
H(v,9Q) en L%OC(I‘_). FEs decir,

Ho(v,,T7) = {9 € H(v,9) : ¢lp- =0},

entendiendo que @|pr- = 0, si lo es sobre cada compacto contenido en r—.
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Como hemos visto las trazas de las funciones de H (v, ) estdn en LfOC(Fi).
Sin embargo, no estin necesariamente en los espacios L2, (I'*). En [4] puede en-
contrarse un ejemplo de que esto no ocurre. En consecuencia, la férmula de
Green
/wv-Vgodm + / vv-Vidz = / Yolv-n|dy — Yolv-n|dy, (6.6)
0 Q r+ r-

que se verifica V ¢, ¥ € D({2), no puede ser extendida directamente al espacio

H(v,Q). Para salvar este inconveniente, se considera el subespacio de H (v, ):
H©v,Q) = {p e H(v,Q): olr- € LH(T) vy ol € L3(TH)},

sobre el que se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.9
i) La férmula de Green (6.6) es cierta ¥V, ¢ € H(v,Q).
it) El espacio ﬁ('v, Q) puede ser identificado con

{p € H(v,Q): ¢|p- € Ly(T7)}

0 con

{p € H(v,Q) : ¢lr+ € Ly(T)}.

De nuevo la demostracién de este teorema se encuentra en [4].

Una consecuencia inmediata de ii) es que los espacios Hy(v, 2, %) estdan
contenidos en H (v,Q), y por tanto es posible aplicar en ellos la férmula de Green

(6.6).

Por similitud con los problemas con condiciones de tipo Dirichlet ho-
mogéneas, parece natural plantear la formulacién variacional del problema de
conveccién (F.) en el espacio Ho(v, 2, T'~). Recordemos, que en el espacio HE(£2)

se dispone de una potente herramienta como es la desigualdad de Poincaré. En
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este caso, vamos a disponer de una desigualdad del mismo tipo sobre el espacio
Hy(v,Q,T7), que se conoce como desigualdad de Poincaré curva (DPC). Esta

desigualdad afirma que existe una constante ¢ = c(v,§2) > 0 positiva tal que

lllon < cllv - Volloa Ve € Ho(v,Q,T%). (6.7)

Una de las consecuencias méas importantes de esta desigualdad en el desa-

rrollo de nuestro andlisis, es el hecho de que permite probar el siguiente resultado

de densidad.

Lema 6.10 Si se verifica la (DPC) (6.7), los conjuntos {v-V; ¢ € D(Q,T)}
y {v -V, p € D(Q,I')} son densos en L*(12).

La demostracién de este lema estd hecha en [2].

Debido a su importancia, nos preocupamos en primer lugar de conocer
cuando es cierta la desigualdad de Poincaré curva, y encontramos que una condi-
cién suficiente para que se verifique, es que el flujo tenga la propiedad de ser

‘rellenante”, que describimos a continuacion.

6.3.2 Flujo rellenante

Para definir exactamente esta propiedad, consideramos las trayectorias del flujo,
es decir, para cada z € V, los conjuntos {¢,(t), t € I}, donde ¢, : Iy — V es la

nica solucién maximal del problema de Cauchy

29
L) = v(ot)

¢(0) =

(6.8)
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A partir de las trayectorias, definimos la funcién de flujo
¢:Ix ViV, tal que ¢(t,z) = ¢.(t) (6.9)

conI:UIm.

eV

Definicién 6.11 [Flujo rellenante] Diremos que el flujo gobernado por el campo
de velocidades v es rellenante si existe una constante T' > 0, tal que p.c.t.
r € Q, existe un punto en la frontera de entrada, z= € I'~, y un tiempo t,, de
manera que 0 < t, < Ty ¢(t,,27) = z. Es decir, las trayectorias que parten de
la frontera de entrada rellenan todo 2, salvo un conjunto de medida nula, y en

un tiempo finito y acotado uniformemente por la constante 7.

Como consecuencia de que el flujo sea rellenante se verifica el siguiente

resultado:

Teorema 6.12 Un flujo gobernado por un campo de velocidades v con divergen-

cia nula, que es rellenante verifica la (DPC) (6.7).

La demostracién de este resultado puede leerse en [2]. La idea de la prueba
consiste en redireccionar globalmente el campo de velocidades que gobierna el

flujo y aplicar la desigualdad de Poincaré clésica.
Azérad en [2] da también una condicién suficiente para que el flujo sea

rellenante:

Proposicién 6.13 Si el campo de velocidades v € C*(V) y eziste una direccion

dada por un vector unitario fijo k y un nimero o > 0 tales que:
v(z) k>a, Vzel,

entonces el flujo es rellenante.
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6.3.3 El problema de conveccién homogéneo

Una vez presentado el espacio funcional natural para estudiar el problema de
conveccién, estamos ya en condiciones de plantear su formulacién variacional.
Comenzamos estudiando el caso en el que la condicién de contorno de tipo Diri-

chlet es homogénea. En este caso, el problema se escribe como:

Hallar w € Hy(v,Q,['") tal que
(PVe)o (6.10)

(v-Vw,@)a = (f,9)a, V€ L*Q)

Teorema 6.14 Bajo las hipdtesis (6.3), si el flujo verifica la (DPC) (6.7) en-
tonces el problema (PV,)o admite una dnica solucion w € Ho(v,Q,T'7). Ademds
esta solucidn depende de forma continua de los datos, es decir, eziste una cons-

tante ¢ = c(v, Q) > 0 tal que

lwlla < cllflloe:

Demostracion:

Damos aqui un esbozo de la demostracién, que con detalle puede encontrarse en

2].

En primer lugar se prueba que la formulacién variacional (6.10) es equiva-
lente a la formulacién variacional del problema (P;) en el sentido de los minimos

cuadrados:
Hallar w € Hp(v,Q,T7) tal que

(’U'V’w, UV(P)Q = (f7 ’U'V(,D)Q, VSO € Ho('U,Q,P‘)-

Esta equivalencia se tiene gracias al resultado de densidad (Lema 6.10)

por el que las funciones v - Vi, V¢ € D({, '), son densas en L2(Q).
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En segundo lugar, la (DPC) permite demostrar que la forma bilineal que
interviene en esta nueva formulacién variacional sea coercitiva. En consecuen-
cia, se puede utilizar el teorema de Lax-Milgram para garantizar la existencia y

unicidad de solucién. &®

Nota 6.15 A partir de la férmula de Green (6.6), se verifica que
(U'VQZ% Tﬁ)ﬂ = (()05 —‘U‘V'l,b)g, VQOE HO('U7Q>F_)7 V¢€HO(U797F+)'

Teniendo esto en cuenta, el problema dual del problema de transporte (PV,), se
escribe como

Hallar w* € Hy(v,Q,I'") tal que
(PVe)s (6.11)

(—v-Vuw*, p)a = (f,9)a, Ve L2Q).

El problema (PV.); satisface las mismas hipétesis que el problema, (PV,),.
En efecto, si denotamos simbélicamente al problema (PV,); por P(v,Q,T7),
entonces su problema dual es P(—v,Q,T'*). Y si el flujo con velocidad v es
rellenante, entonces el flujo con velocidad —v también lo es. Por tanto, podemos

asegurar que el problema dual también tiene solucién y es tnica.

Nota 6.16 El teorema 6.14 nos dice que existe un isomorfismo entre Hy(v, 2, T'7)
y L*(Q), que se desarrolla mediante la conveccién por v. (El resultado anélogo

se tiene para I'*).

6.3.4 El problema de conveccién no homogéneo

Abordamos ahora la formulacién variacional del problema de transporte (P,)

cuando el dato de contorno en la frontera de entrada '™ es no nulo. Es decir,
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dada una funcién g € L,(I'"), nos planteamos el problema de

Hallar we H(v,Q) con w|p- =g, talque
(PVe) (6.12)

(v - Vw,p)a = (f,9)a, Y€ L*(Q),

También en este caso, es posible demostrar la existencia y unicidad de
solucién como hacemos a continuacién. Recordamos las hipdtesis sobre los datos

que planteamos en (6.3):
veC(V), V-v=0 en V,
fe LX),
g€ I3 ().

Teorema 6.17 Bajo las hipdtesis (6.8), si el flujo verifica la (DPC) (6.7) en-
tonces el problema (PV,) admite una tdnica solucidn. Ademds esta solucidn de-
pende de forma continua de los datos, es decir, existe una constante c = ¢(v,Q) >0

tal que

lulle < c(Ifllog + lglie-w)-

Demostracion:
Unicidad
Supongamos que existen dos soluciones wy y wa. Entonces la funcion w = wy — w2

pertenece a Ho(v,Q,I'") y verifica que
(v-Vuw, p)g = 0, ¥V € L*(Q).

Esto significa que w es solucién del problema homogéneo (PV.), con término

fuente nulo. Por el teorema 6.14 tenemos ||w||x < ¢||flloo = 0, luego w1 = wa.

Existencia
Procedemos por regularizacién de la condicién de contorno, reduccién al caso

homogéneo y uso de un argumento de compacidad.
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Teniendo en cuenta la regularidad de la frontera que estamos suponiendo,
es posible construir una sucesién de funciones G, € D(Q) tal que Gplp- —

gen Ly (T7) [4].

Para cada funcién G, planteamos el problema de conveccién con término

fuente modificado y condicién de contorno homogénea siguiente:

Hallar u, € Ho(v,Q, ") tal que

(V- Vg, p)a = (f —v-VGy, v)a, Yeel?Q)

Sabemos que este problema tiene una tnica solucién u, por el teorema

6.14. Sea wp, = u, + Gy, entonces para cada n se tiene que w, € ﬁ(v, Q) y
Wplp- =g en L3 (7).

Ademis

(v Vwn, ©)a = (f, ©)a, Ve e L*(Q). (6.13)

Veamos en primer lugar que {w,} es una sucesién acotada en H(v, ).
Para ello, aplicamos la férmula de Green (6.6) en la igualdad anterior. Obtenemos

entonces que

—(Wy, v-V)a+ /

+wn<p\v-nl dv—/ wa o lvnl dy = (f, o)a Ve € H(v, Q).
T

(6.14)
Para acotar la norma de w, en L*(), tomamos como funcién test la tinica solu-

cién del problema dual siguiente:

Hallar ¢, € Ho(v,Q,T") tal que

(=v -V, ©)a = (wn, p)a, Ve L*}Q).

El teorema 6.14 para el problema dual (PV,); garantiza la existencia de esta

funcién ¢,,, y ademas nos proporciona la acotacién

llenlla < cllwnlloq,
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y por tanto
lenllog < cllwnlloa- (6.15)

Por otra parte, como @, € Hy(v,Q,T't), a partir de la férmula de Green (6.6),

se tiene que
l@nlle- v < llonll,

asi que igualmente

lénllr- v < cllwnllo,a- (6.16)
Usando entonces ¢,, como funcién test en la expresién (6.14), se obtiene

lualZa = (£, on)a + / n n [0+ 12| dy (6.17)

< [If]

o0 llenllon + llwnllr-v [l@nllr-o-

Y teniendo en cuenta las acotaciones (6.15) y (6.16), llegamos a:

lwnllog < c(lfllog + llwnllr-v)-

Ahora bien, como wy|p- converge en L3 (I'"), esta acotacién implica que {wn}
estd uniformemente acotada en L?(02). Esta acotacién junto con el hecho de
que v - Vw, = f en L2(Q), segin (6.13), nos dice que {wn} estd uniformemente

acotada en H (v, ().

Utilizando que H(v,Q) es un espacio de Hilbert, deducimos que existe al
menos una subsucesién (que seguimos denotando igual) que converge débil en

H(v,Q) a una funcién w € H(v,Q).
Por la continuidad de la aplicacién traza, obtenemos que
’wn|p-— — T,U\F— en LTOC(P_)’

pero por construccién,

Wy|p- — gen L3, (T7).
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Luego wip- = g y por tanto, w € H(v, Q).
Finalmente tomando limite en (6.13) se tiene que
(v-Vuw, pla = (f,0)a, Ve L) (6.18)
Es decir, w es la solucién del problema (PV,).

Dependencia continua de la solucién respecto de los datos

Observemos en primer lugar, que como

lv-Vuwlloa = [[flloe ¥ llwalloe <c(lfllog + lwnlir-v),

entonces

lwaller < eI fllog + llwnlle-v)- (6.19)

En segundo lugar, vemos que realmente w,, converge a w fuerte en H (v, ).

Utilizando (6.18) en la igualdad (6.17), tenemos que
lunllf = (0 Vo, ) + [ waonloonldy
= —(’U),’U : v‘ﬁn) - /

:(w,wn)—/ wgan[v-nfd7+/ Wy, @n, |V - 1| d7.

Wy |v-n| dy +/ Wy, @ |V - M| dry
-

Entonces, por la convergencia débil en L%(2) de w, y la convergencia fuerte de
su traza sobre I'™ en L%, (I'"), se tiene que |lwnllon — |lwlloq (Nétese que {p,}

estd uniformemente acotada por (6.16)).
Por otra parte, por (6.13) y (6.18), v-Vw, = v-Vw, luego |lw, ||z — ||w]| &

Por tanto, tomando limite en la acotacién (6.19) y teniendo en cuenta de

nuevo que wy|p- — g en L% (™), se tiene

lwlla < c(Ifllog + llgllr-v)-
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6.3.5 Solucién por transposicién del problema convectivo

Para poder interpretar el limite de las soluciones de los problemas (PVc4) como
la solucién del problema (PV,), vamos a considerar la solucién por transposicién
de este problema. Esta definicién requerird funciones test mds regulares. A
cambio, permitird en general considerar datos menos regulares, aunque nosotros

mantendremos la regularidad dada en (6.3).

En concreto, consideramos la formulacién variacional:

Hallar w € L*(Q?) tal que
(PVT,)

_(w) v- V(P)Q = (fa (P)Q + (ga Qp)r",’l] v S Ho('U, Q’ F+)
(6.20)

La ventaja de esta formulacién es que se buscan soluciones menos regu-
lares que en la formulacién (PV,). Sin embargo, el siguiente resultado demuestra
que, gracias a la (DPC), las dos formulaciones del problema convectivo (£) son

equivalentes, para los mismos datos.

Teorema 6.18 Bajo las hipdtesis (6.8), si el flujo verifica la (DPC) (6.7) en-
tonces los problemas (PV.) y (PVT,) son equivalentes.

Demostracién: Es evidente que una solucién del problema (PV;) es también
solucién del problema (PVT,). Para comprobarlo, basta aplicar la férmula de

Green (6.6) en la formulacién variacional (6.12) y posteriormente tomar funciones

test en Hop(v,,T'Y).

Reciprocamente, como el problema (PV,) tiene una tnica solucién, bas-
ta demostrar que el problema (PVT,) también tiene solucién dnica. Para ello,

supongamos que existen dos soluciones wy y wy de (PVT,). Entonces la funcién
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w = w; — wy pertenece a L?(Q) y verifica que
(w,v-Vg) =0, VpeDQTI).

Ahora bien, el lema de densidad 6.10 asegura que las funciones v - Vi para
¢ € D(Q, ') son densas en L*(Q), y por consiguiente la igualdad anterior implica

que w = 0 y por tanto, w; = ws. &

Nota 6.19 La formulacién variacional (PVT,) no se ha presentado con el forma-
to habitual de la formulacién por transposicién, por comodidad para el trabajo

técnico posterior. Sin embargo, es la misma. En efecto: definimos la aplicacién
L:L*Q) — Hy(v,Q,T')

(6.21)
o = Lo (~v-V(Lp),¥)a = (@, ¥)a, V¢ € L2(Q).

Si se verifica la (DPC) esta aplicacién estd bien definida, por el teore-
ma 6.14 para el problema de conveccién adjunto, y ademds es una isometria,
considerando en Hy(v, {2, T't) la norma convectiva [|¢|lc = ||v - Volloq, que es

equivalente a la norma usual en H (v, 2),

1£ellec = llv- V(Lo)lloa = llelloa-

En términos de esta aplicacién, el problema (PVT,) se expresa equivalen-

temente como:

Hallar w € L?(Q) tal que
(FVT,) (6.22)

(w, ¥)a = (f, Le)a + (9, Lo)r-v Ve € L*(Q),

que es la formulacién por transposicién estandar del problema de transporte (P,).

Dado que £ es un isomorfismo, las formulaciones (6.20) y (6.22) son equi-

valentes. En efecto, si usamos (6.21) en (6.22) tenemos

(w, —v - V(Lp))a = (f, Le)a + (9, LO)r-v

y Lo recorre Hy(v,Q,TT) siy sélo si ¢ recorre L(Q).
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6.4 Convergencia

En esta seccién abordamos finalmente el estudio de la convergencia de las solu-

ciones de los problemas (PV,4) a la solucién del problema (PV.), cuando p — 0.

En un primer resultado, demostramos la convergencia débil en H(v,Q).
Para ello, probamos la convergencia débil en L?(S2), siguiendo un argumento
clésico de compacidad. Posteriormente, es posible demostrar la convergencia

débil en H (v, Q) gracias a la caracterizacion de la solucién limite obtenida.

En segundo lugar, probamos un resultado de convergencia fuerte en un

subespacio de L?(Q), cuya norma engloba la norma convectiva en la frontera

r-~ur-.

Las demostraciones de estos resultados de convergencia se apoyan en la
existencia, cuando el flujo es rellenante, de una funcién con las propiedades ade-

cuadas para poder obtener estimaciones de la solucién del problema (PVea)-

Empezamos pues obteniendo esta funcién en el resultado técnico, que pre-

sentamos a continuacion.

Lema 6.20 Bajo las hipdtesis que hemos supuesto sobre la regularidad del do-
minio y el campo de velocidades v. Si el flujo es rellenante entonces el problema
v-Vh = 1 en

(6.23)
h = 0 en I'”
tiene una Unica solucion h € Hy(v,Q,T7) NWH(Q). Ademds 0 < h < T e.c.t.
Q, con T la cota dada en la definicion de flujo rellenante (6.11).

Demostracion:

Por el teorema 6.14, sabemos que este problema tiene una tnica solucién h €
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Hy(v,Q,T7). Vamos a ver que ademés es posible calcular explicitamente esta
solucién y comprobar que tiene mayor regularidad. Més concretamente, veremos
que e.c.t. £ € Q, h(z) coincide con el tiempo que tarda en llegar el flujo desde la

frontera de entrada hasta este punto.

Hacemos la demostracién en dos etapas: una primera, en la que recons-
truimos la funcién de flujo para que sea un difeomorfismo de clase C', y una

segunda, en la que resolvemos el problema por el método de las caracteristicas.

1) Construccién de un difeomorfismo de clase C':
Parametrizamos las trayectorias del flujo por su punto de impacto sobre la fron-

tera de entrada. Para ello, sea o una parametrizacién de I'":
a:0— R,

tal que © es un abierto de R*™! y a(0) = I'". Ademds, por la regularidad del

dominio que hemos fijado, podemos suponer que « es de clase C1(©).

Entonces definimos la funcién de flujo
P IxOCRXxR" s VCRY, talque w(t,y) = ¢t ay)),

donde ¢ es la funcién de flujo definida en (6.9). Es decir, t — 9(t,y) es la
trayectoria del flujo que parte de a(y) € I'". Pues bien, veamos que % es un

difeomorfismo de clase C':

i) 1 es de clase C'(I x ©), por la regularidad de la solucién de un problema

de Cauchy con dato y condicién inicial de clase C'.

ii) Si llamamos J(t,y) al determinante de la matriz jacobiana de v, J(t,y) =
det [J(9(t,y))], se verifica que J(¢,y) # 0, V (¢,y) € I x ©. Esto se demues-

tra, mediante un argumento estdndar, comprobando que J(¢,y) es solucién
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del siguiente problema de Cauchy:

aJ
5 —(t,y) =0

J(0,y) = Joly)

con Jo(y) # 0,Vy € O.

En efecto:
oy o o
ot 8y1 8'yn—l
J(t,y) = det :
Mo On O
ot 0Oy OYn—1
on W O
at 8y1 ayn—l
8J - Py Oy 0%
E(t,y) = ;Di, con D; = det Sz T . 10t
P
ot 8y1 8yn_1 )
o, . 08, o
Plny) = Staly) = uldtow) =
824, avz - 0o, ~ ng
5z = a0 Za” . Zaj v
0%, 8@ '
LI 2 i 81 v Vk=1,...n— 1.
Oyt 3% Zav Z ! "
Entonces
o0 oh o
ot oy OYn_1
D; = det iavzawj Zaj Ui Zavz = az'U'LJ(tay>a
¢ 5y =1 8yn 1
o o . O

-8_t 8y1 ' 6yn—l
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y por tanto,

BJ n n
a(t,y) = ZDz‘ =Y i J(t,y) = (V-v) J(t,y) = 0.
i=1 i=1
Por otra parte,

H60) = wl6a) = 20,9) = w(6(0,00)) = ulal)

De la condicién inicial para ¢ tenemos que:

$(0,y) = ¢(0,a(y)) = aly),

de donde

Oy _ Oaly)
ayk (O>y) - 8yk .

Por tanto,

J(a(y))

Oay . . L
donde J(a(y)) = ( aaz) es la matriz jacobiana de la parametrizacién
Y5/ nxn—1

a de I'". Este determinante es siempre no nulo. En efecto, los vectores

{(?ﬂ a_%)}n—1
ay]) ,61/]

i=1
constituyen una base del hiperplano tangente a I'”™ en cada punto. Si J(0, )

fuese cero, esto significarfa que la velocidad v estarfa en este hiperplano
tangente, y no es asi.

iii) ¢ es inyectiva en I x ©:

(t, y1) # (t2, v2) = (b1, alyr)) # (b2, (1)) = @(t1, ay1)) # (ta, (i),

por ser o una parametrizaciéon de I'” y ¢ la funcién de flujo.
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En estas condiciones, el teorema de la funcién inversa global garantiza que 1 es
un difeomorfismo de clase C*, es decir, existe )™ y es también de clase cH(V).

En otras palabras, podemos decir que 7 define un cambio de variable en Q:

z = (t,y) = z=9(,y).

Si para cualquier funcién v llamamos 4 = u o 9 se verifica que

i,
5{(9;) = v - Vu(z). (6.24)

2) Resolucién del problema (6.23) por el método de las caracteristicas:
Como el flujo es rellenante, p.c.t z € Q existe t;, 0 < t, < T, ey, € O tal que
¥(tg,yz) = 7. Teniendo en cuenta (6.24), integrar la ecuacion v - Vh=1lalo
largo de la caracteristica ¢(-, y,) entre 0 y t, es equivalente a

tma]':b te
Tt y) dt = dt
) Bt /0

y de aqui A(ts, ¥s) — (0, yz) = ta

h’(tm’ yx) = h’(ﬂ’(tm ym)) = h(x)
R0, y2) = h(9(0, v:)) = 0, yaque 9(0, ys) = a(y;) € I'", donde h se anula.

Entonces h(z) = tz, ect z € Q. La funcién z € Q — t, € I es la primera
componente de la funcién inversa de v, asf que, tal y como hemos probado en la
etapa anterior, se trata de una funcién de clase C*(Q) y por tanto, h € Whee(Q).

Ademis, si el flujo es rellenante, 0 < t, <T,ectz € Q, luego h también. ®

Lema 6.21 Bajo las hipdtesis que hemos supuesto sobre la reqularidad del do-
minio y el campo de velocidades v. Si el flujo es rellenante entonces existe una
funcién h € Wb (Q) que verificav-Vh=-1enQyl < h < T+1 ect Q,
con T la cota dada en la definicidn de flujo rellenante (6.11).
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Demostracién: Sea A la funcién dada por el lema (6.20). Entonces la funcién

h=T+1— h es la funcién buscada:

i) Evidentemente, h tiene la misma regularidad que h y por tanto h € Whee(Q).
ii) v-Vh=—v Vh=—1en .

iii) Como 0 < h < T,ect. Q,entonces T+1 > h=T+1-h < 1, e.c.t.
Q.

6.4.1 Andlisis de convergencia débil

Teorema 6.22 Bajo las hipdtesis (6.8), si ademds el flujo es rellenante entonces
la sucesidn de soluciones de los problemas (PVey) converge débil en H(v,Q) a la

solucion del problema (PV}).

Demostracién:

En primer lugar, demostramos la convergencia débil en L?(f2) mediante el argu-
mento cldsico de compacidad. Es decir, obtenemos estimaciones a priori de la
sucesion formada por las soluciones w,, de los problemas (PV,4), las cuales nos
permiten extraer subsucesiones convergentes y pasar al limite. Seguidamente,
caracterizamos dicho limite como la solucién del problema (PV,). Por tltimo,

esto nos permite demostrar también la convergencia débil en H (v, Q).

(I) Estimaciones a priori
En la formulacién variacional (PV,4), consideramos una funcién test de la forma
¢ = hw,, con w, € H(Q) la tnica solucién de este problema y k una funcién

que elegiremos de forma adecuada. De esta manera, tenemos que

av(wy, hw,) = lp(hw,), (6.25)
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con ay v lp definidos en (6.5). Desarrollamos el primer miembro:

av (wm hwu) -

1
:§/h'v-wade+/ h\w“|zlv-n[dfy+u/VwMV(hw“)dx:
Q r- Q

1
——/|w#|2'v-Vhdac + 1/h{wulzlfv-nld’y

-%—u/hle,L]Z dr + /,L/w#Vw“Vh dz.
o )

Entonces para poder estimar la norma de w, en L%(Q), necesitamos una funcién
h que verifique v - Vh = —1 en . Tomamos pues la funcién h dada por el lema

6.21 y al sustituirla en la igualdad (6.25) obtenemos

1 1
Swia + 3 [hhollo-nidr+ [ 1w de =
g (6.26)

= ly(hw,) — u/wquth dz.
0

Como h > 1 e.c.t , el primer miembro estd acotado inferiormente por
O P N R N e \ g
Acotamos también el segundo miembro:

lv(hw,) - u/ﬂu”Vuth dr =

= (f, hw,)a + (g, hwu)r-w — ;u/QwMunVh dz

< ||Blloo 1 fllo0 lwullog + [Alleo llgllr=v lwallr-v +

+ 1| Vhlleo lwullog [[Vwulloa <
<& Nl + Tl + Elaliop + 7 lualbv+

Cz 2 U v 2
+ 5 #lullon + 5 Veuloa



206 Capitulo 6: Andlisis de paso al limite singular en las condiciones de contorno

siendo ¢ = ||A||w1.(q). Entonces, obtenemos que

1 2 1 1 7
(G = 5 lwallso + 7 lwalB- o + SllwallBr o+ 5 IVwullR g < & (1F12.0 + [lgll2- o)-
42 4 2 2

Como consecuencia, podemos concluir que tenemos la siguientes acota-

ciones uniformes (independientes de 4) para la sucesién {w,}:

{w,} estd uniformemente acotada en L?(Q) (6.27)
{13Vw,} estd uniformemente acotada en L*(Q) (6.28)
{wulr+} estd uniformemente acotada en L2 (I't) (6.29)
{wylp-} estd uniformemente acotada en L2 (7). (6.30)

(II) Extraccién de subsucesiones convergentes
Teniendo en cuenta las acotaciones uniformes anteriores, podemos extraer una
subsucesién de {w,}, que seguiremos denotando igual, verificando las siguientes

convergencias cuando p — 0:

wy, — w débil en L*(Q), conw € L*(Q) (6.31)
urVw, — u débil en L2(Q), conu € L2(1) (6.32)
wy|p+ — o débil en L (I'), con ot € L3, (') (6.33)
wy|p- — o~ débil en L3,(I'"7), con a™ € L3, (I'7). (6.34)

(IIT) Paso al limite

Como w,, es solucién del problema (PV,y), verifica la formulacién variacional

CL'U(’U)“,, ()0) = lv(@), V¢EH1(Q)7

donde recordamos que

ap (w;u QO) = (’U ' V'U),_“ QD)Q + (w,ua (p)l"‘,’U + N(vwm V(P)Qa (635)
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lw(p) = (f, ©)a + (g, ©)r-v-

Teniendo en cuenta las convergencias que hemos obtenido en el apartado
anterior, para poder calcular el limite del término convectivo de ay, aplicamos la

férmula de Green en este término y consideramos esta otra expresion equivalente

para la forma ay:

a’U(w/.L: (10) - _(wua v VSO)Q + (wm(p)’v,-{— + W (vwlh VQO)Q (636)

Ahora tomamos limite en cada uno de los términos de ayp en (6.36):

Por la convergencia (6.31),
ii_r)rg)—(ww v V) = —(w, v- V) si v Ve e L*(Q). (6.37)
Por la convergencia (6.32),
lim 4 (Vi Vi)o = limy (4} Vo, 1#Ve)q = 0 si Ve L*(Q).  (6.38)
Por tanto,
}zi—rf(l) av(w,, ©) = —(w,v-V)a, V&€ D(Q,TT),
y por densidad,
llgr(l) av(w,, p) = —(w, v-Vp)a, Vo€ Hy(v,Q,T7). (6.39)

Entonces, en el limite se verifica que

"(’LU, v - VQO)Q = (fa SD)Q =+ (gago)f‘_,'vv v 2 € HO(U797F+)' (640)

(IV) Caracterizacién del limite
Hemos demostrado que la sucesién de soluciones de los problemas (PV,q) converge
débil en L2() a una funcién w € L%(2) que verifica (6.40). Esto es, w es la

tinica solucién del problema (PVT,). Pero gracias a la (DPC), segiin el teorema
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de equivalencia 6.18, w es igualmente la solucién del problema (PV.). Como
consecuencia, w tiene mas regularidad, w € H(v,(Q), y verifica wlp- = g vy la

igualdad variacional:

(v-Vw, 0l = (f,9)a, Ve L. (6.41)

(V) Convergencia débil en H(v,Q)
Partimos de nuevo de la formulacién variacional que verifica la solucién w, del

problema (PV,,)
av(wy, 9) = lu(p), Ve H(Q).

Calculamos el limite de cada uno de los términos de la forma ayp utilizando

ahora la expresién (6.35):

lim av(w,, p) = lim (v Vuy,, ¢)a + (a7, ©)r-v, Yo e HY(Q),

teniendo en cuenta (6.38) y la convergencia (6.34). Por tanto, en el limite se

verifica que

lin% (v Vwy, @la + (@7, 0o~ = (f9)a + (g,0)v-, VoeE HY(). (6.42)

=

Por otra parte, por (6.41), (f, v)o = (v Vw, @)a, ¥ ¢ € L2(Q). Luego

si en particular tomamos una funcién test ¢ € D(R), se verifica que

lim (v - Vw,, p)g = (v-Vuw, p)g, Y€ DQ),

u—0

y por densidad, también ¥ ¢ € L*(Q). Esto es, v - Vw, — v - Vw débil en L? (0
y en consecuencia, la solucién del problema (PV,4) converge débil en H (v, ) a

la solucién w del problema (PV,).

Ademas, volviendo ahora a (6.42), obtenemos que

(Q{_, ‘P)r-,'v = (ga (10)1“,’05 V(P € D(Q)v
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luego o~ = g. Es decir, la traza en T~ de la solucién del problema (PVq) converge

débil en L (') a la traza en I'~ de solucién w del problema (PV¢):

wylr- — wlp- = g débil en L3, (I'7). (6.43)

6.4.2 Analisis de convergencia fuerte

Teorema 6.23 Bajo las hipdtesis (6.5), si ademds el flujo es rellenante entonces
la sucesidn de soluciones de los problemas (PVeq) converge fuerte en L*(Q) ala
solucién del problema (PV,). Igualmente las trazas convectivas sobre I'™ y I'*de

esta sucesidn convergen fuerte en los espacios L% (I'™) y L3, (T'™), respectivamente:
w, = w, fuerte en L*(Q)
wyulp- — g fuerte en Ly (T7)
wylp+ = w|l™  fuerte en L (TF).
Demostracién:

Definimos un subespacio auxiliar de L?(Q2) de la siguiente forma:

Dada A la funcién determinada por el lema 6.21,

12(9) = {p€ I¥Q) /  Hloflo-nldy < oo,

Sobre este espacio consideramos el producto escalar

(0,%), = (0, %) + (b, Y)rev + (ho, ¥)r- v,

y la norma asociada

o= [l [ o mian]
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La funcién h que interviene en la definicién de este espacio estd determina-
da por el campo de velocidades y el dominio £2. Asi pues, tanto el espacio como el
producto escalar y la norma definidos en él, dependen del campo de velocidades,

a través de la funcidn k.

Observemos también que el espacio L2(2) es un espacio intermedio entre
H(v,Q) y L*(Q2). Por tanto la sucesién de soluciones {w,} asf como su limite w

estdn en este espacio.

Vamos a demostrar que la sucesién {w,} converge fuerte en el espacio

L2(Q).

*

La convergencia débil es cierta, gracias a la regularidad de la funcién A y
las convergencias débiles ya obtenidas. En concreto, la convergencia débil de w,,

aw en L*(Q) y la de las trazas en " y I'™:
w, — w, débilen L%(Q)
wylp- =g débilen L3(T7)
wylr- = o débilen L (I'H).
Para obtener la convergencia fuerte basta con demostrar la semicontinuidad

inferior de la norma. Para ello, tomamos limite en (6.26), con w), la Gnica solucién

del problema (PV,4). Recordamos aqui esta expresion:

1 1
slodia +5 [ hlwlloenldy«u [ h(Vu,pds -
r+ur Q

= ly(hw,) — u/u“Vw“Vh dz.
Q

Teniendo en cuenta que & [ 2 [Vw,|* dz > 0, obtenemos la desigualdad

1
2

1

IlwullSnJr—/ hlwa? lv-m| dy < lu(hw,) —u/uquu Vhdz. (6.44)
’ 2 Jr+ur- Q
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Calculamos el limite de cada uno de los términos del segundo miembro de

la desigualdad:

o Iy(hw,) = (f, hwy) + (g, hwy)v,- entonces

;1}—% lw(h,w,) = (f, hw)a + (w, hw)v - por las convergencias (6.31) y (6.43)
= (v-Vw, hw)g + (w, hw)y,~  por (6.41)
1 2 1 2
= —— [ |lwfv-Vhdz+ - hlw|*|v - n|dy.
2 Ja 2 Jr+ur-
Ahora bien, como v - Vh = —1 en {2, llegamos a:
lim Iy (hw,) = = [[w|2, + 1/ Blw? o - n dy (6.45)
B0 . 2 02 "2 Jrrur- . .

. . 1 1
o limp [ 0.V, Vhde < lim ut fulon s Vuloa [V = 0
(6.46)
por las acotaciones (6.27) y (6.28).

Entonces pasando al limite en la desigualdad (6.44) obtenemos,

iy (ol [ bwnlo-nl) < i+ [ pluo-nl
#=0 r+ur- r+ul-
Esto es,
i ] < ]
Por tanto, concluimos que la sucesiéon {w,} converge fuerte en L?(Q) a w.

Ahora bien, esta convergencia implica, en particular, la convergencia fuerte
en L*(Q2):

lim [y, — wlloo = 0, (6.47)
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asi como,

lim hlw, —wl*|lv-n|dy = 0. (6.48)

#=0 Jr+ur-

Maés ain, (6.48) nos dice que

u—0

lim [ hlw,—wPlv-nldy =0 y Iim/ hlw, —w/v-n|dy = 0.
T+ u—0 T
Pero como h es una funcién acotada inferiormente por 1, se tiene que

lim [lw, — wle-p = 0y limflw, —wlirep = 0 (6.49)

Tras el andlisis que hemos realizado en este capitulo obtenemos la siguiente
conclusién: Para flujos gobernados por ecuaciones de conveccién-difusién, pero
predominantemente convectivos en la frontera de entrada de flujo, imponer el
flujo total normal es una buena aproximacién a imponer condiciones de contorno

de tipo Dirichlet en la frontera de entrada.

De esta manera justificamos la forma en la que el método numérico de
resolucion de nuestro modelo de turbulencia impone las condiciones de contorno.
Sabemos que al menos para modelos mas sencillos, se estd haciendo una aproxi-

macion valida.
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El desarrollo de este trabajo y el analisis de los resultados obtenidos nos permiten

llegar a las siguientes conclusiones generales:

Hemos desarrollado una nueva versién del modelo M PP para flujos com-
presibles perfectos débilmente viscosos, que constituye un modelo para turbulen-
cia localmente homogénea pero no necesariamente isétropa, como es el caso del

modelo M PP existente para este tipo de flujos.

El modelo M PP obtenido es consistente desde el punto de vista fisico, en

los siguientes sentidos:

La formulacién conservativa del modelo coincide con el modelo que se ob-
tiene desarrollando la misma técnica a partir de las mismas ecuaciones es-

critas en forma conservativa.

El modelo se enmarca dentro de la familia de modelos de turbulencia a dos
ecuaciones, para la energia cinética turbulenta media y la helicidad tur-
bulenta media. Ademds, en determinadas condiciones, el modelo coincide

formalmente con el modelo k — & para turbulencia localmente homogénea.

El modelo es capaz de controlar la variacién total de la energia. Es decir,
no sélo muestra que se conserva la energfa total, sino también que la e-

nergia cinética debida a la turbulenta que se disipa se transforma en energia

213
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interna.

Hemos construido un modelo de turbulencia compresible, que constituye
un modelo hibrido M PP k — ¢, en el sentido, de que los efectos transitorios de
interaccién entre el campo medio y el campo fluctuante son modelados mediante
homogeneizacién mientras que los efectos de difusién turbulenta son modelados
mediante la hipétesis de Boussinesq, como en el modelo k — ¢. Este modelo es
vélido para el tratamiento de la turbulencia localmente homogénea y a bajos

nimeros de Mach.

Hemos obtenido una versién bidimensional del modelo hibrido, para la
cual los términos de cierre tienen una estructura particularmente simple. Para
este caso, hemos conseguido reformular los términos de cierre de manera que sean

funciones determinadas de forma tnica y continua a partir del campo medio.

Hemos desarrollado una técnica de resolucién numérica del modelo
MPP k — ¢, bien compleja, que acopla diferentes métodos adaptados a la difer-
ente naturaleza de cada uno de los términos de las ecuaciones, asi como a los
diferentes tipos de variables que intervienen en el modelo. Esto se hace mediante
una técnica de descomposicion de estas variables en variables fisicas, variables

turbulentas y variables auxiliares.

Hemos validado numéricamente el modelo M PPk—¢ resolviendo una capa
de mezcla compresible supersénica que alcanza un estado cuasi-estacionario. Los
resultados obtenidos confirman la expectativas tedricas, en el sentido de que el
modelo predice de forma adecuada las cantidades medias més relevantes del flujo,

de forma similar al modelo k£ — ¢.

A la vista de los resultados obtenidos, no podemos afirmar que este modelo
proporcione una mejora sustancial con respecto al modelo k£ — e. Sin embargo, el

modelo si aporta una informacién cualitativa relevante sobre la estructura transi-
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toria de la turbulencia. Los ensayos realizados, hasta el momento, no constituyen
una validacién cualitativa ni cuantitativa del modelo. Para ello, seria necesario
encontrar mejores estrategias de resolucién del problema en micro-estructura que

nos permitan obtener tabulaciones de los términos de cierre més regulares.

Aun asi, estos resultados refuerzan el interés de extender a flujos compre-
sibles el andlisis tedrico de modelos de tipo M PP realizado por T. Hou [33] para

flujos incompresibles.

Por tltimo, hemos realizado un anélisis de paso al limite singular sobre el

problema de conveccién difusion:

( Hallar w tal que

v-Vw — pAw = f en €

ow -
wv-n-—,u%-:gv-n en ['7;
| u%%:o en I'Tul?

Como conclusién de este estudio, hemos demostrado que cuando el pardmetro
de difusién u tiendo a cero, la sucesién de soluciones de estos problemas converge

a la solucién del problema de conveccién:

( Hallar w tal que

v-Vw=f en £

w=g en I,

\

Esta convergencia se verifica en el sentido de la convergencia débil en el
espacio

Hv,Q) = {pe L*(Q): wv-Vp¢€ L*(Q)},

la convergencia fuerte en L?(Q) y la de las trazas sobre ['* y I'" en los espacios

de trazas convectivas
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Li(T%) = {oz: /Fioz2|v-n]d”y<+oo}

En particular, este anélisis tedrico nos permite justificar que para flujos
gobernados por ecuaciones de conveccién-difusién, pero predominantemente con-
vectivos en la frontera de entrada flujo, imponer, en esta parte de la frontera,

el flujo total normal es una buena aproximacién a imponer condiciones de tipo

Dirichlet.
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