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Resumen

Para introducir este trabajo es necesario hablar de TOPOLOGIA. La topologia es
la rama de las matematicas que estudia las propiedades de los objetos que no cambian
bajo homeomorfismos (aplicaciones biyectivas y bicontinuas). Un problema fundamental
en Topologia es la clasificacién de objetos salvo homeomorfismos. Dada la dificultad que
supone abordar esta cuestién, se definen los llamados invariantes topologicos, es decir,
propiedades de los objetos que nos dan respuesta negativa ante resultados distintos. De
forma andloga, la TOPOLOGIA DIGITAL estudia las propiedades y caracteristicas to-
polégicas de los objetos digitales. Una vez fijada una relacién de adyacencia entre los
elementos estructurales del objeto digital (pixel en 2D y voxel en 3D), la computacién de
invariantes topoldgicos en este campo tiene una gran importante en algunas dreas como
Procesamiento de Imagenes Digitales y Modelado Geométrico de objetos. En Topologia
Digital, hay dos formas de computar invariantes topolégicos: (1). directamente a partir
del objeto digital 6 (2). asociando al objeto digital un “andlogo continuo” (un complejo
celular) que refleje la misma topologia que el objeto digital inicial. Trabajando direc-
tamente con el objeto digital, s6lo es posible el uso de técnicas combinatoriales lo que
supone que el nimero de invariantes topoldgicos computados sea muy limitado. Si por el
contrario trabajamos con el complejo celular asociado, podemos recurrir a las herramien-
tas que nos aporta la Topologia Algebraica y el Algebra Homolégica. En aqui donde se
enmarca este trabajo.

En primer lugar, presentamos un modelo de representaciéon algebro topoldgico para
objetos digitales tridimensionales sobre un mallado BCC, asociando a dicho objeto un
complejo simplicial. Dicho modelo nos va a permitir obtener informacién homoldgica del
objeto digital asi como la computacion de nuevos invariantes topoldgicos en este area. En
particular, aqui computamos un invariante derivado del dlgebra de cohomologia.

En segundo lugar, nos planteamos el problema de trabajar con objetos digitales en
cualquier dimensién. Para ello, presentamos dos nuevos modelos de representacién tra-
bajando en el dominio de los enteros y desarrollamos algoritmos que nos van a permitir

obtener caracteristicas topologicas de dichos objetos n-dimensionales.






Introduccion

El Andlisis de Imégenes Digitales tiene multiples y bien conocidas aplicaciones tan-
to en la industria (control automaético de calidad, lectura automdtica de documentos,
etc) como en otras dreas cientificas (medicina, radiologia, meteorologia, geologia, etc).
Si nos centramos en imdagenes digitales 3D, tratadas en la forma cldsica bidimensional
secuencia-a-secuencia (es decir, en formato video) o en forma volumétrica directa 3D, los
avances en el procesamiento y andlisis de estas imdgenes hacen mejorar a ritmo vertigino-
so la investigacién en muchos campos actuales como, por ejemplo, en medicina. Algunas
de las operaciones de andlisis de imagenes requeridas en las aplicaciones nombradas an-
teriormente, deben tener en cuenta propiedades de tipo geométrico o topoldgico de los
objetos continuos representados en dicha imagenes. Aunque existen diversas técnicas, la
tendencia a considerar las puramente discretas es cada vez mayor. Esto se debe a que
son las méas apropiadas para realizar el tipo de tratamiento que las aplicaciones necesitan,
por ser mas acordes con la naturaleza de las imagenes digitales. Cuando se consideran
estas técnicas, no es posible utilizar directamente, en el diseno de los algoritmos o en
la verificacion de su correccion, los resultados geométrico-topolégicos desarrollados en la
matematica continua. Asi, se plantea a mediados del siglo XX, la necesidad de desarrollar
una teoria topoldgica bien fundada sobre la clase de las imagenes digitales que sea reflejo
de la topologia de los objetos continuos en ellas representados, recibiendo el nombre de
Topologia Digital. Desde el inicio de esta teoria, obtener una completa caracterizacién
topolégica de las imégenes digitales es un problema sobre el que muchos investigadores
estan trabajando.

Para hablar de topologia en un universo discreto es necesario determinar de princi-
pio los vecinos de cada uno de los elementos fundamentales (en nuestro caso, véxeles o
pequenos cubos) que constituyen el objeto. Una vez especificada la vecindad entre los
véxeles, los conceptos de camino digital, componente conexa y cavidad son claros en el
ambito discreto de los volimenes digitales binarios. Un camino digital de un voxel v a
otro voxel w es una secuencia de véxeles P, = {u;, ¢ = 0,...,n} tal que (1). up =vy
u, = w, (2). para cada i =1,...,n — 1, u; tiene exactamente dos vecinos en Py, y (3).
Uug Y Uy tienen exactamente un vecino en P,,. Por componente conexa entenderemos el
conjunto de véxeles, tales que dos voxeles cualesquiera del mismo estdn conectados por
un camino digital en dicha componente [KR89]. Una cavidad no es mas que una com-
ponente conexa blanca “rodeada”’de alguna componente conexa negra. Sin embargo, un

concepto que queda difuso en la mayoria de los libros sobre Procesamiento de Imégenes



Digitales es la nocién topolégica de tunel o agujero 3D. Un tunel se describe informal e
intuitivamente en continuo, como el asa de una taza de café, formada por el torcimiento de
un cilindro sélido para conectar ambas caras entre si o con otro objeto conexo. Es decir,
un tuinel es un objeto que puede elasticamente deformarse en una curva cerrada simple.
En un entorno discreto, mientras que existen algoritmos combinatoriales que trabajan
véxel a voxel y calculan nociones topoldgicas como componentes conexas, cavidades o la
caracteristica de Euler-Poincaré, los tuneles son caracteristicas globales del objeto maés
dificilmente identificables [KR89, PLB04, AB94, ABP02, SAS03a, SAS03b]. No obstante,
el nimero de tuneles de un objeto si se puede calcular facilmente a partir del nimero de
componentes conexas, cavidades y la caracteristica de Euler-Poincaré.

En el marco de la Topologia Digital, pocos son los invariantes topoldgicos que han
sido algoritmizados con éxito, siendo los mas conocidos los anteriormente nombrados: el
numero de componentes conexas, agujeros y cavidades en la imagen digital, el niimero de
Euler digital o el grupo fundamental digital [Ros81, Kon89, Box99, ADFQ00]. El grupo
fundamental digital, muy estudiado en el campo de la imagen digital, es un invariante que
nos aporta mucha informacién topoldgica. Sin embargo, la comparacién de tales grupos
estd fuertemente relacionada con problemas indecidibles. El principal inconveniente es que
todos estos invariantes no son, en absoluto, suficientes para caracterizar la complejidad
topoldgica de una imagen digital tridimensional o de dimension superior y necesitamos
de nuevos nimeros topoldgicos para poder disfrutar de una clasificacién mas precisa y
exhaustiva. Por ejemplo, las dos imagenes de los tres toros dadas en la figura 1 tienen
el mismo numero de componentes conexas, tuneles y cavidades. Sin embargo, no son

topoldgicamente isomorfas. Es por tanto éste el principal objetivo de nuestro trabajo.

Figura 1: Imégenes con los mismos nimeros de Betti y no topoldgicamente isomorfas.

La mayoria de las técnicas empleadas con éxito para el andlisis de la topologia de una
imagen digital se basan exclusivamente en el andlisis combinatorio. Para avanzar en el
calculo de nuevos invariantes topoldgicos, la solucién por la que hemos optado es recurrir a
un campo de las mateméticas, la Topologia Algebraica, usando las herramientas que ésta

nos aporta, y no cerrandonos en el entorno puramente combinatorio que nos proporciona



la Topologia Digital. La Topologia Algebraica constituye una de las dreas de la ma-
temdtica pura con mayor crecimiento en el siglo XX y surge a raiz del problema de buscar
invariantes mas sofisticados para clasificar los objetos. Para ello, se vale de instrumentos
algebraicos, fundamentalmente la Teoria de Grupos y el Algebra Homolégica, hasta tal
punto de que su desarrollo es totalmente algebraico. Es decir, pretende dar solucién a
problemas topoldgicos reduciéndolos a formas mas simples por medio de grupos invarian-
tes por homeomorfismos. Poincaré (1894) fue indudablemente el primer matemético que,
de forma efectiva, logré asociar objetos algebraicos a objetos geométricos: los llamados
grupos de homologia. Estos grupos permiten distinguir espacios como por ejemplo una
esfera y un toro. En particular, nos dan informacién acerca del nimero de componentes
conexas, tuneles y cavidades del objeto.

Asi, en esta memoria proponemos un marco matemético de modelizacién topolégica
algebraica de estructuras tridimensionales. A esta teoria la llamamos Teoria de Mode-
los de Representacion de Imdgenes Digitales Binarias 3D. El dato fundamental
en este esquema de representacion de la imagen es fundamentalmente algebraico lo que
nos permite considerar las caracteristicas topoldgicas globales de las imagenes digitales,
no como conjuntos de véxeles, sino como cldsicamente se hace en el area de la Topologia
Algebraica, mediante clases de homologia. Con este modelo de representacién conse-
guiremos, no sélo obtener el nimero de tuineles de un objeto, sino también calcularlos
e identificarlos. Daremos asi una solucién al problema de visualizacién y manipulacién
geométrica y topoldgica de ciclos representativos de generadores de homologia.

Para trabajar con imagenes digitales, es necesario fijar un mallado sobre el que se
defina la imagen asi como la relacién de vecindad entre los voxeles de la misma. En esta
memoria, trabajamos con el mallado BCC' (body centered cubic grid), cuyos puntos son de
la forma (2,5, 2) € Z3 tal que 2 = y = 2z (mod 2). La tinica relacién de vecindad (también
llamada relacién de adyacencia) que se define sobre él es la 14-adyacencia. El motivo
fundamental de utilizar este mallado es que es muy usado en aplicaciones de imégenes
médicas debido a sus caracteristicas topoldgicas excepcionales y a su alto contenido en
simetrias.

Varias estructuras combinatoriales pueden representar una subdivisién celular que
modele una imagen digital 3D dada, tales como complejos simpliciales, cibicos y simploi-
dales. Nosotros trabajamos aqui con complejos simpliciales donde las celdas son simplices
(vértices, aristas, tridngulos y tetraedros, en dimensiones 0, 1, 2 y 3, respectivamente).
Veremos que dada una imagen digital 3D Z en el mallado BCC con la 14-adyacencia, es
posible asociar a Z un complejo simplicial tridimensional, llamado representacion simpli-
cial de T y denotado por K (I). Dicho complejo simplicial va a reflejar la misma topologia

que la imagen. Canénicamente asociado a un complejo simplicial K, se puede siempre



Figura 2: 14-adyacencia sobre el mallado BCC.

definir una estructura algebraica (conjunto de grupos abelianos junto con un operador di-
ferencial) , llamada complejo de cadenas y denotada por C(K). Pues bien, nuestro modelo
de representacion consiste en calcular lo que se llama una contraccion de cadenas que nos
va a permitir “ligar” un complejo de cadenas general con otro complejo de cadenas mini-
mal, cuya definicién daremos més adelante, a partir del cual vamos a poder obtener los
grupos de homologia. Sin dejar de restar importancia a las multiples ventajas y aplicacio-
nes que presenta este modelo de representacion y que veremos a lo largo de esta memoria,
destacar que constituye una herramienta muy t1til para el calculo de un nuevo invariante
topolégico, HB1(I), de cardcter cohomolégico, més fino que los ya computados hasta el
momento. Ademaés, nos permitird ampliar en un futuro dicha lista, con invariantes més
finos incluso que el HB1([).

La idea fundamental que subyace en nuestra teoria es muy simple y conocida, desde
hace bastante tiempo, en Topologia Algebraica Computacional. En este campo, muchos
son los autores que han desarrollado algoritmos para computar los grupos de homologia (o
ntmeros de Betti); en Agoston [AGT6] se propone un método para computar generadores
de homologia basado en la reduccién de ciertas matrices a su forma normal de Smith
(SNF). Un algoritmo similar puede encontrarse en [Munk84], conocido como el matricial
de Munkres. El problema de los algoritmos que incluyen la reduccién de matrices a su
SNF es el elevado coste computacional que ello supone y la posibilidad de que aparezcan
matrices de enteros muy grandes durante el proceso. Diversos algoritmos, algunos de
ellos deterministicos y estocdticos, han sido propuestos para salvar esta dificultad [DSV,
G95, PAFL]. En [KMM98], Kaczynski propone un método para computar los grupos
de homologia mediante una secuencia de reducciones que derivan a un nuevo objeto,
con menos celdas y con la misma homologia que el objeto inicial. Este proceso lo hace
trabajando en un cuerpo y no sobre Z. Por otro lado, Edelsbrunner desarrolla otro

algoritmo para computar los nimeros de Betti de complejos simpliciales finitos [DE95],



basado en la idea incremental de anadir un nuevo simplice del complejo en cada paso. La
idea clave es que siempre que se anade un simplice, se crea o se destruye un tnico elemento
de la homologia. Esto permite realizar un control topolégico del objeto, trabajando de
nuevo en un cuerpo y no sobre Z.

Tanto el algoritmo matricial de reduccién de matrices a su SNF, como este ultimo
incremental, seran tratados en detalle a lo largo de la tesis, ya que constituyen pilares
fundamentales de nuestro trabajo.

El método de célculo de invariantes topolégicos (y en particular de la homologia) que
nosotros usamos aqui es determinado en su mayor parte por la Teoria de la Homologia
Efectiva (ver [FS94]) en la que se da una solucién al problema de la computabilidad en
Topologia Algebraica, en términos de encontrar a partir de un complejo de cadenas uno
libre de tipo finito (en general, con menor nimero de elementos) que tenga el mismo
“tipo de homologia” que el original. Finalmente, el calculo homolégico se realiza sobre
este complejo de cadenas més pequeno.

Destaquemos también que nuestro modelo de representacién puede ser tratado desde
el punto de vista de la Teoria de Perturbacién Homoldgica, la cual esta constituida por
un conjunto de técnicas basadas esencialmente en los conceptos de perturbacién y con-
traccién de cadenas [GL89, GLS91, HK91]. El Lema Bésica de Perturbacién constituye
la piedra angular de esta teoria: se trata de un verdadero algoritmo en el que el dato de
entrada es una contraccién entre dos complejos de cadenas junto con una perturbacién de
la diferencial y el dato de salida es una nueva contraccién de cadenas entre los complejos
de cadenas perturbados. De hecho, el Algoritmo Incremental, punto de partido de nues-

tro trabajo, se puede ver como un caso particular del Primer Lema Bésico de Perturbacion.

A continuacién, pasamos a definir el contenido de esta memoria que desglosamos en

tres partes perfectamente diferenciadas:

e PARTE I: MODELOS DE REPRESENTACION DE LA HOMOLOGIA DE COMPLEJOS DE
CADENAS.
Esta primera parte se podria enmarcar en el area del Algebra Homolégica. En ella
vamos a desarrollar toda la teoria acerca de nuestro modelo de representacién de
la homologia de complejos de cadenas en general. Concretamente, explicaremos el
dato algebraico involucrado en dicho modelo, es decir, la contraccién de cadenas
que va a ligar un complejo de cadenas en general con otro complejo de cadenas
“més pequenlo” (con menor nimero de generadores), a partir del cudl, obtendremos
informacién de la homologia del objeto inicial (Homologia Efectiva). Al trabajar
con herramientas de la Topologia Algebraica, es indispensable fijar un anillo base.

Este hecho es el que nos hace dividir esta parte en varios capitulos. Un vez dado los
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preliminares necesarios para el buen entendimiento de este trabajo, en el capitulo 2,
definimos nuestro modelo de representaciéon cuando el anillo base es el anillo de los
enteros Z, dandole el nombre de Modelo Algebro Minimal o Modelo AM. Veremos
que en este caso, el complejo de cadenas de llegada de la contraccién no tiene
necesariamente diferencial nula. No obstante, a partir de él vamos a poder obtener
toda la informacién homolégica en Z. Sin embargo, la complejidad para computar
dicho modelo es exponencial ya que incluye el célculo de la forma normal de Smith
de ciertas matrices. Asi, en el capitulo 3, un nuevo modelo de representacién es
definido, trabajando con coeficientes en un cuerpo Z,, con p primo, obteniendo una
contraccién de cadenas cuyo complejo de llegada va a ser isomorfo a la homologia
del objeto inicial. A este tltimo lo llamamos Modelo Algebro Topoldgico o Modelo
AT. La complejidad en este caso en menor, concretamente complejidad ctbica, pero
veremos que se pierde informacion homolégica cuando el objeto inicial presenta
torsiéon. Por tanto, en el capitulo 4 introducimos un concepto totalmente nuevo,
las A-contracciones de cadenas, que nos van a permitir definir un dltimo modelo de
representacién, llamado A-modelo AT. Dicho modelo nos va a dar informacién de
la parte de torsién de la homologia sin necesidad de calcular la forma normal de

Smith, reduciendo asi la complejidad.

Para terminar, en el capitulo 5 veremos que la teoria explicada en los anteriores
capitulos puede verse de forma mas eficiente, calculando y almacenando sélo una de

las aplicaciones de la contraccién: un operador de homotopia ¢).

PARTE II: MODELOS DE REPRESENTACION DE IMAGENES DIGITALES BINARIAS 3D.
En esta segunda parte vamos a aplicar las herramientas tedricas desarrolladas en la
primera a las imagenes digitales binarias 3D. Para ello, trabajamos con una simpli-
cializacién adecuada de la imagen, usando la 14-adyacencia para los voxeles negros
de la misma. Asi, como ya hemos mencionado anteriormente, asociamos a la imagen
digital un complejo simplicial tridimensional con la misma informacién topolégica
que la propia imagen. Por una parte, veremos que nuestros modelos de representa-
cién se comportan bien ante la realizacién de operaciones conjuntistas en la imagen,
asi como antes cambios locales de la superficie. Por otra parte, avanzaremos en el

calculo de nuevos invariantes topolégicos mas finos que los ya computados.

PARTE III: APLICACIONES.

Para terminar, introducimos dos importantes aplicaciones de nuestra teoria. Una
primera aplicacién relacionada con los Grafos de Reeb. Concretamente, construi-
remos un nuevo grafo asociado a una imagen digital binaria tridimensional, con

mejores propiedades que el anterior. Y una segunda aplicacién, la cual se enmar-
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ca en el campo de la medicina, concretamente, en el problema de la osteoporosis.
Veremos que, nuestros modelos de representaciéon van a constituir una herramienta
util para medir el grado de “porosidad”de ciertas imagenes médicas en términos,
fundamentalmente, del ndmero, posicién, tamano y orientacién de tuneles existentes

en la misma.

Para terminar con esta introduccién, destacar que este trabajo tiene sus raices en el
ano 2003 con los primeros resultados obtenidos por los investigadores Gonzalez-Diaz R. y
Real P., publicados concretamente en dos de sus articulos. A lo largo de la tesis, iremos
poniendo de manifiesto cudl es la teoria que ya estaba desarrollada y cudles son los nuevos

resultados obtenidos tras mi incorporacién al grupo.
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Introduccion:

Recordemos que, partiendo de un complejo de cadenas en general C, nuestro objetivo
es construir una contracciéon de cadenas ligando C con otro complejo de cadenas, con
menor nimero de generadores que el inicial. El motivo de computar dicha contraccién es
que vamos a obtener informacién homolégica de C y, en particular, vamos a poder calcular
y visualizar ciclos representativos de generadores de homologia de C.

Como ya hemos dicho en la introduccién, al trabajar con herramientas de la Topologia
Algebraica, es necesario fijar un anillo base. Pues bien, dependiendo del anillo base
con el que estemos trabajando y de si el objeto inicial presenta torsién o no, se pueden
definir diferentes modelos de representacién. En el capitulo 1 daremos un breve repaso
por las nociones mas importantes de la Topologia Algebraica. Los capitulos 2, 3 y 4
estaran dedicados a exponer los modelos de representacién, siendo la estructura de ellos
la siguiente: definimos el modelo, damos un algoritmo para computarlo estudiando su
complejidad, vemos la informacion homoldgica que podemos obtener en cada caso y por
ultimo, nos planteamos el problema de reutilizar la informacién homolégica tras anadir o
eliminar un elemento de la base del complejo de cadenas inicial. Al final de cada capitulo,
dejaremos claro cuéles son las ventajas y los inconvenientes de cada uno de los modelos de
representacion, asi como los trabajos futuros que pretendemos abordar en cada caso. Por
dltimo, en el capitulo 5 estudiaremos una forma mas eficiente de ver nuestros modelos de

representacion.
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Capitulo 1

Preliminares de Topologia

Algebraica

En este capitulo introductorio, vamos a definir los conceptos propios de la Topologia Al-
gebraica, necesarios para el buen entendimiento de esta memoria. La terminologia que

usaremos se puede encontrar en [Munk84].

1.1 Complejos simpliciales:

Varias estructuras combinatoriales pueden representar una subdivisién celular que modele
un objeto dado. En particular, nosotros trabajamos con complejos simpliciales, los cuales

constituyen una herramienta muy util para el modelado geométrico de dichos objetos.

Simplices: Sea {vo, ..., v,} un conjunto de puntos de RY linealmente independientes.
Se define el g—simplice o generado por vy, ...,v, como el conjunto de todos los puntos

x € RN tal que

q q
T = Ztivi, donde Zti =1.
i=0 i=0

Se denota 0 = (vg,...,vq). El ntimero ¢ define la dimensién de o; los puntos
v, . . ., Vg se llaman vértices de o; cada simplice generado por un subconjunto del conjun-
to {vo,..., v} se llama cara de o. Nosotros consideramos una ordenacién lexicogréfica

en el conjunto de vértices tal que v; < v; si 4 < j. Entonces, un simplice pude tener
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dos orientaciones, llamadas orientacién positiva y orientacién negativa. En nuestro caso,

denotaremos la orientacién negativa con un signo menos delante.

Ejemplo 1.1 Un 0-simplice es un punto. El 1-simplice generado por dos vértices vy y v1

consiste en todos los puntos de la forma

x=tvg+ (1 —t)vy

con 0 <t < 1. Luego, el 1-simplice o = (vg,v1) es el segmento que une ambos puntos
(una arista). Es fdcil probar que un 2-sémplice generado por vg, v1 y va es el tridngulo

de vértices vy, v1 Y vo; y un 3—simplice es un tetraedro.

v a3
1 3 v
JD 1

U vy L

Figura 1.1: Arista, tridngulo y tetraedro.

Segin la orientacion mostrada en la figura 1.1, {vg,v1) denota a la arista conside-
rando dicha orientacion. Si consideramos la orientacion contrario, lo denotariamos por

—(vo,v1). Lo mismo ocurre con el tridngulo y el tetraedro.

Complejos simpliciales: Un complejo simplicial finito K en RY es una coleccién

finita de simplices de RY verificando:
e Sioce Kyt <o,entonces 7 € K.
e Sioy,09 € K, entonces 01 Nog = 0 01 N0y es cara comun de o1 y 0s.

Llamamos dimension de un complejo simplicial K a la maxima dimension de todos los
simplices de K. Denotamos por K@ al conjunto de todos los ¢-simplices de K. Sea |K|
el subconjunto de RN formado por la unién de todos los simplices del complejo simplicial
K. Déndole a cada sfmplice o su topologia natural como subespacio de R, podemos
definir una topologia sobre | K| de forma que un subconjunto A de |K| es cerrado si y sélo
si ANo es cerrado en o, para todo o € K. El espacio |K| es llamado el espacio subyacente
de K.
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Complejos simpliciales abstractos: Un complejo simplicial abstracto es una colec-
cién ¥ de conjuntos finitos no vacios tal que si A es un elemento de X, todo subconjunto
no vacio de A estd en X. Al elemento A de ¥ se le llama simplice; su dimension es el
nimero de elementos que contiene menos 1; cada subconjunto no vacio de A se llama cara
de A. La dimensién del complejo ¥ se define como la méxima dimensién de cada uno de
los simplices de ¥ (dicha dimensién puede ser infinita). El conjunto de vértices V de ¥

es la union de los elementos unitarios de X.

Ejemplo 1.2 Sea K un complejo simplicial. Entonces, podemos asociar a K un complejo

simplicial abstracto (K) donde:

e El conjunto de vértices V de 3(K) es el conjunto de vértices del complejo simplicial
K;

o Los simplices de X(K) son los subconjuntos {vo,...,vq} de V, tales que vy, ..., v,

generan un simplice de K.

Una realizacion geométrica de un complejo simplicial abstracto ¥ es un complejo

simplicial K cuyo complejo simplicial abstracto asociado X(K) es X.

Ejemplo 1.3 Consideramos el complejo simplicial abstracto %, dado por:
. V = {(I/?b?C?d’e?f}
o Simplices de X: los conjuntos {a, f,d}, {a,b,d}, {b,c,d}, {c,d, e}, {a,c,e} y{a,e, f}.

Entonces, el complejo simplicial K de la figura 1.2 es una realizacion geométrica de
3.

Figura 1.2: Realizacién geométrica de X.
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1.2 Complejos de cadenas

En la teoria de médulos, es indispensable fijar un anillo base; suele ser costumbre traba-
jar con un anillo conmutativo con elemento unidad distinto del elemento neutro (es decir
1 #0). En general, notamos por A a un anillo conmutativo con elemento unidad no nulo.
A lo largo de esta memoria, el anillo A sera el anillo de los enteros Z 6 cuerpo Zj, siendo

P un primo.

Un complejo de cadenas C es una secuencia

R N B . N AN
de grupos abelianos C, (llamados grupos de q-cadenas) y homomorfismos dg : Cq — Cq—1
(lamado diferencial de C en dimensién g¢), tal que dqdg41 = 0, para todo ¢ > 0. Cada
grupo C, es un grupo libre y de rango finito. Un complejo de cadenas C puede ser codificado
como un par (C,d) donde: (1). C = {C,} y para cada ¢, C, es una base de C, (decimos
entonces que C' es una base de C); (2). d = {d,} y para cada ¢, d; es la diferencial de
C en dimension ¢ con respecto a las bases Cyq y Cy—1. Asi, una g—cadenas a € C; es una
suma formal de elementos de la base Cy, es decir, a = Y~ A\ja;, A € Ay a; € Cy. Dado un
complejo de cadenas C = (C,d) y una g—cadenas a € C,, se dice que la dimension de a es
q. La dimension de un complejo de cadenas se define como la maxima dimensién de todos
sus elementos. Se dice que la base C' = {C;} de C es un filtro si dado a € Cy, d4(a) se

puede expresar como combinacién lineal de elementos de la base Cy_1, para todo ¢ > 0.

Ejemplo 1.4 Sean CO = {a3557}) Ol = {a’a b7 C}, dO = Oz dl (a) = 7a+/8} dl (b) = 75"»7

y di(c) = —a+. Se verifica que dody = 0. Entonces, la secuencia

¢ -5 cp 0.
define un complejo de cadenas de dimension 1.

Sea C = (C,d) un complejo de cadenas y M = {M,} tal que para cada ¢, M, es un
subconjunto de C, y tal que si m € Mj, se verifica que dq(m) es combinacién lineal de ele-
mentos de M,_1. Entonces, es posible definir un nuevo complejo de cadenas M = (M, d’),
donde M = {M,} y d' = {(dg)|m,}, es decir, para cada ¢ (dj es la diferencial de C en
dimensién ¢, dg4, restringida a los elementos de M,. Se dice que M es el complejo de

cadenas generado por M.
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Un complejo de cadenas C = (C,d) es minimal si, en cada dimensién ¢, la forma
normal de Smith A’ de la matriz de la diferencial d, verifica que el primer elemento no

nulo de la diagonal es distinto de 1.

Ejemplo 1.5 El complejo de cadenas del ejemplo 1.4 no es un complejo de cadenas mi-

nimal. La matriz de la diferencial dy es la siguiente:

Haciendo operaciones por filas y columnas, cambiando ast las bases iniciales C;, para

1=20,1, la forma normal de Smith de dicha matriz viene dada por

dy ‘a b a+b—c
6—~v11 0 0
y=010 1 0

y 0 0 0

La nueva base de C es C" = {C;} donde Cy = {—~,7— 3,7} y C1 = {a,b,a+b—c}.
Como el primer no elemento nulo de la diagonal es 1, dicho complejo de cadenas no es

minimal.

Complejos de cadenas asociados a complejos simpliciales: Dado un complejo
simplicial K, es posible asociar canénicamente a K un complejo de cadenas que denotamos

por C(K) = (C(K),0), donde

o El grupo de g—cadenas Cy(K) es el conjunto de sumas finitas de g-simplices de K
con coeficientes en A, es decir, si a € Cy(K), a =Y Aoy, donde \; e Ay o; € K@,
Luego, la base C(K) de C(K) viene dada por: C(K) = {K@}.

e Ladiferencial es 9 = {9,}, donde 9, : K9 — K(9=1 se define como: 9, ({vo, .. .,v,)) =
gzo(—l)l(vo, 3 Uis1,Vigd, - - ., Vg). Por linealidad, podemos extender 0, al grupo
de las g—cadenas C,(K). Dicho operador diferencial recibe el nombre de operador

borde (ver figura 1.3).

1.3 Homologia de complejos de cadenas en general

La Topologia Algebraica fue originada fundamentalmente por mateméticos como Poin-

caré y Betti, construyendo ciertos invariantes topoldgicos. Poincaré introdujo un cierto
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i, 8o, 1)) = (o1) — (vo)

B (v, v1,v2)) = U1, v2) — (v, v2) + (v, v1)

03 (("f--‘{h 1,02, "U:i)} — {"“11 Ua, "U:;> - <"f-‘th -'r_Jg,-'u;i)

+ {T-Jl'l 2 V1,3 ) - (1-'10 ; V1, V2 )
Yo v,

Figura 1.3: Operador borde sobre una arista, un tridngulo y un tetraedro.

grupo, llamado el grupo fundamental de un espacio topolégico X, denotado por m(X).
Demostré que espacios topolégicos como la esfera, el toro y la botella de Klein tienen gru-
pos fundamentales distintos con lo cual, prueba que no son espacios homeomorfos. Pero
dichos grupos son esencialmente 1tiles cuando se trabaja con espacios de baja dimensién.
Esta limitacion es salvada considerando los grupos andlogos al grupo fundamental para
dimensiones mayores, los grupos de homotopia, denotados m,(X). Sin embargo, los gru-
pos de homotopia tienen una importante desventaja en cuanto a que son extremadamente
dificiles de computar en general. Incluso para espacios tan simples como la esfera, la com-
putacién de 7;(S™), para ¢ > n, resulta ser un problema enorme. Por ello, se introducen
los grupos de homologia, denotados por H,(X). Es cierto que, por ejemplo, para el caso
de la esfera los grupos de homologia H;(S™) son isomorfos a los grupos de homotopia
m;(S™), cuando 1 < ¢ < n. Sin embargo, la ventaja de los grupos de homologia es que se
anulan para ¢ > n. La dificultad que presenta la computaciéon de los grupos de homotopia
en dimensiones grandes es que no se pueden computar directamente a partir de estructu-
ras celulares como ocurre con el grupo fundamental 7;. Los grupos de homologia, por el
contrario, estan fuertemente relacionados con estructuras celulares.

En esta seccién vamos a definir el concepto de grupos de homologia de complejos de

cadenas en general.

Sea C = (C, d) un complejo de cadenas. Una g—cadena a € C, es un g—ciclo si dqy(a) = 0.
Si a = dy11(a’) para alguna (¢ + 1)—cadena a’ € Cy41, decimos entonces que a es un g-
borde. Los grupos de g—ciclos y g-bordes se denotan por Z, y B, respectivamente. Como

dgdy+1 = 0, es obvio que B, C Z,, para todo g > 0. Entonces, se define el g-ésimo grupo
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de homologia con coeficientes en el anillo A como el grupo cociente Z, /By,

Hq(c§ A) = Zq/Bq-

Para cada ¢, existe un ntimero finito de elementos de H,(C; A) tal que todos los elemen-
tos de Hy(C; A) pueden deducirse a partir de ellos. Dichos elementos se llaman generadores
de homologia de dimensién gq. Decimos que a € Z; es un g-ciclo representativo de un
generador de homologia a de dimensién ¢ si & = a + B,. Esto se denota por a = [a].
Un conjunto de g—ciclos representativos {c1,...,c,} es una base de ciclos representativos
en dimensién ¢ si el conjunto {[c1],...,[cn]} es un conjunto de generadores del g-ésimo

grupo de homologia.

Para cada ¢, el g-ésimo grupo de homologia H,(C;Z) es un grupo abeliano finita-
mente generado y por tanto, el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente

Generados ([Munk84], p.24) implica que,

H,(C,Z)~F,& T,

) QLy Ty =1ZL/og1)® DL/ son el subgrupo libre y el subgrupo

B
donde Fy; = Z® -
de torsién de H,(C;Z), respectivamente. El rango de F es el g-ésimo ndmero de Betti,
Bq. Estos nimeros tienen una interpretacién geométrica en dimensiones 0, 1 y 2: Gy

representa el nimero de componentes conexas, 31 el nimero de agujeros independientes

y [z el ntimero de cavidades. Cada «q ;) es potencia de un primo p;, o g = p:(”) y son
llamados los factores invariantes o coeficientes de torsion de Hy(C;Z). Los nimeros (B y

Q(q,i) estan univocamente determinados por H,(C;Z).

Por otra parte, si el anillo base es un cuerpo Z,, con p un primo, el g-ésimo gru-
po de homologia H,(C;Zy) es un espacio vectorial y por tanto su rango, denotado por
B(q,p) depende del primo p. Por el Teorema de Coeficientes Universales para Homologia

([Munk84], p. 332), se tiene que para cada primo p,

Tio,p) = Bop) —Po ¥ Tigp) = Biaw) = Ba — Lg-1,p)

siendo T(; ) el ntimero de factores invariantes de H;(C;Z) que son potencia de p.

Ejemplo 1.6 Sea T el complejo simplicial obtenido a partir de una triangulacion del toro

(ver figura 1.4). Los grupos de homologia con coeficientes en Z son:

Hy(T;Z) =17, H\(T;Z)=7&7Z, HyT;Z)="71.
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Vg U1 Uy Vg
U3 )
Us Ug vs
v j
4 vy Ug V4
Yo V1 Vs v

Figura 1.4: A la izquierda el toro, a la derecha el complejo simplicial 7.

Los ciclos representativos son (vg) en dimension 0, (vo,v1) + (v1,v2) — (vo,v2) ¥
(vo,v3) + (vs,v4) — (vo,vsa) en dimension 1 y B =suma de todos los triangulos de S
(teniendo en cuenta la orientacion) en dimension 2. Por tanto, los nimeros de Betti son:
Go=1, 61 =2y B =1, de donde se deduce que el toro tiene una componente conezxa,

dos agujeros independientes y una cavidad.

Ejemplo 1.7 Sea S el complejo simplicial obtenido a partir de una triangulacion de la
botella de Klein (ver figura 1.5). Los grupos de homologia en este caso, con coeficientes

en 7, son:

g (0 Vg Vg

U4 - Uz

] m vy To

Figura 1.5: A la izquierda la botella de Klein, a la derecha el complejo simplicial S.

Ho(S:Z) =17, Hy(S;Z)=7®ZL)Zs.

Los ciclos representativos son (vg) en dimensién 0, {vg,v1) + (v1,v2) — (vg,ve) ciclo
representativo de la parte libre en dimension 1 y (vg,vs) — (v3,v4) — (vo,v3) ciclo repre-
sentativo de la parte de torsion en dimension 1. En este caso, Bg =1, f1 =1y B2 =0,

indicando una componente conexa, un agujero y ninguna cavidad. Por otra parte, para
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p=2,Toz2 =0yTuz2 =1, lo que implica que efectivamente hay un factor invariante

potencia de 2 en el primer grupo de homologia de la botella de Klein.

1.4 Cohomologia de complejos de cadenas

Posteriormente a los grupos de homologia, surgié otra secuencia de grupos abelianos
asociada a un espacio topoldgico, llamada grupos de cohomologia. El hecho de que estos
ultimos apareciesen con posterioridad no es dificil de entender. Se debe fundamentalmente
a que los grupos de cohomologia son, geométricamente hablando, menos naturales que los
grupos de homologia. Sus origenes provienen del dlgebra, més que de la geometria; en un
sentido algebraico (para ser mds precisos), son “duales” a los grupos de homologia. Los
teoremas de dualidad para superficies, la conexién entre topologia y geometria diferencial
y entre topologia y analisis, son resultados que han sido formulados en términos de la
cohomologia. Incluso para problemas puramente topoldgicos como la clasificaciéon de
espacios salvo homeomorfismos, la cohomologia constituye una herramienta muy ttil.

Es bien sabido que si los grupos de homologia no son capaces de distinguir entre dos
espacios, los grupos de cohomologia tampoco lo serdn. Surge por tanto una pregunta
natural: ;Por qué trabajar con la cohomologia? La respuesta mas concluyente a esta
pregunta es que los grupos de cohomologia poseen una estructura algebraica adicional: la
de anillo. Este anillo permite distinguir dos espacios cuando los grupos de homologia no

lo hagan.
Pasamos a definir la cohomologia de complejos de cadenas:

Complejos de cocadenas: Sea C = (C,d) un complejo de cadenas. Un complejo de
cocadenas C* es una secuencia

4 4 1
Ot e

donde C? :=Hom(C,; A) (llamados grupos de cocadenas) y &, : C¢ — C9T! es un homo-
morfismo dado por §,(c) = cdgy1, para ¢ € C? (llamado codiferencial del complejo de
cocadenas en dimensién ¢). Un complejo de cocadenas C* puede ser codificado como un
par (C*,§) donde: (1). C* = {C?} y para cada ¢, C? es una base del grupo de g—cocadenas
C% (2). 6 = {04} y para cada ¢, d, es la codiferencial de C* en dimensién ¢ respecto a las
bases C9y CIt1,

Sea C = (C,d) un complejo de cadenas y C* = (C*,6) el complejo de cocadenas aso-

ciado. Si Cy = {a1,...,a,} es una base del grupo de g—cadenas C,, entonces una base
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del grupo de g—cocadenas C? viene dada por C? = {a},...,a)}, donde a} : C;, — A
es definido como a}(a;) = 1y af(a;) = 0paral < i< j<1lyj# i,y extendido
linealmente al resto de elementos de C,. Vedmoslo: sea c¢* una g-cocadena de C?; tenemos
que ver que c¢* se puede expresar como combinacién lineal de af,...,a. Por definicién,
¢* € Hom(C4, A). Luego, el homomorfismo ¢* queda definido dando las imédgenes de los
elementos de la base Cy: ¢*(a1) = A1,...,¢"(an) = A,. Ahora bien, definimos el homo-
morfismo d* := Aaj + ...+ A,a;. Dicho homomorfismo aplicado a la base C, verifica:
d*(a;) =N, i=1,...,n. Luego, ¢* =d* = \al + ...+ \pal.

Ejemplo 1.8 Consideramos el complejo simplicial K de la figura 1.6. El complejo de

cocadenas asociado a dicho complejo simplicial viene dado por C*(K) = (C*(K), ), donde

1

Figura 1.6: Complejo simplicial K

® C*(K) = {CQ(K)}, siendo CO(K) = {<O>*7 <1>*7 <2>*}7 Cl(K) = {<07 1>*7 <172>*7 <0,2>*}

y C*(K) = {(0,1,2)*};
e §={0,}: 6p:C"—=C' 6 :C—C
Veamos algunos ejemplos de la codiferencial:

* 50((0))(0,1)) = (0)*9:((0, 1)) = (0)*((1)) = (0)*((0)) =0 -1 =—1,

e 31((1,2)7)((0,1,2)) = (1,2)82((0,1,2)) = (1,2)*((1,2))=(1,2)*((0,2))+(1,2)*((0, 1))

1-0+0=1.

Una g—cocadena a* € C? es un g—cociclo si §4(a*). Si a* = 64—1(b*), decimos que a*
es un g—coborde. Los grupos de g—cociclos y g—cobordes se denotan por Z9 y BY, respec-
tivamente. Entonces, se define el g—€ésimo grupo de cohomologia, ¢ > 0, con coeficientes

en el anillo A como

HY(C;A) = Z9/BA.
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Para cada ¢, existe un nimero finito de elementos de H?(C; A) que generan el resto de
elementos de H?(C; A). Dichos elementos reciben el nombre de generadores de cohomo-
logia de dimension g. Decimos que a* € Z? es un g-cociclo representativo de un generador
de cohomologia a* en dimensién ¢ si o* = a* + B,. Esto se denota por a* = [a*]. Un con-
junto de g—cociclos representativos {c}, ..., c,x} es una base de cociclos representativos en

dimensién q si el conjunto {[c1#], ..., [c,*]} es una base del g-ésimo grupo de cohomologia.

Para cada dimensién ¢, el g—ésimo grupo de cohomologia H9(C; Z) es un grupo abeliano
finitamente generado isomorfo a F4 & T9, donde F'¢ y T? son el subgrupo libre y el
subgrupo de torsién de H?(C;Z), respectivamente. El rango de Fj, (rango del subgrupo
libre de H,(C;Z)) coincide con el rango de F'9, para cada q.

Vg o, U2 o g i U o

U4 = U4 g f 0 = U4

L 3

Yo vy 2 to Up ) U vy

Figura 1.7: En rojo w; y en verde ws.

Ejemplo 1.9 Consideramos el toro y el complejo simplicial asociado T' dado en el ejemplo
1.6. Entonces, los grupos de cohomologia de T son:
HYT;7) ~7, HY(T;Z) ~ Z & Z, H*(T;Z) ~ 7.

Las 1-cocadenas wy y wo son 1-cociclos representativos de generadores de cohomologia

en dimensidn 1 (ver figura 1.7), siendo:

wr = (01, v)* — (02, v5)* + (05, v6)* — (v, vr)* + (7, vs)* + (v1, vs)* + (01, v2)*

wa = (vs,v4)" — (va,v5)" + (5, v7)" + (v6,v7)" + (v6,v8)" + (v3,v8)" + (v3,v4)"

Para ver que efectivamente wy y we son cociclos, tendriamos que probar primero que
01(w;) =0, ¢ = 1,2. Para ello, tenemos que ver que §1(w;)(t) = w;02(t) = 0, para todo

tridngulo t. Veamos algunos ejemplos:

b 51(W1)(<b, G, f>) = w182(<b, &) f>) = w1(<c, f>)7w1(<ba f>)+w1(<ba C>) =-1-0+1=0,
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d 61(w2)(<dvgai>) = W2a2(<dvg>i>) = w2(<g’i>) _w2(<d’ l>) +w2(<dvg>) =1-140=0

Por otra parte, para probar que ambos 1-cociclos no son cobordes, es decir que wy,ws ¢
Im by, tenemos que ver que d2(t) # wi,wsa, siendo t una 2-cadena. Esto dltimo supone
una tarea bastante dificil, en cuanto a la cantidad de operaciones que hay que realizar.
Una vez probado, podemos garantizar que w1 y wy son cociclos representativos generadores
de cohomologia, en el caso del toro. Por otra parte, si o es cualquier 2-simplice de T, o*

es un cociclo representativo en dimension 2.

1.4.1 Cup producto sobre la cohomologia de complejos simplicia-

les

Como hemos mencionado en la introduccién, los grupos de cohomologia presentan una
estructura algebraica adicional, la de anillo con el cup producto. Una férmula para di-
cho producto es bien conocida en complejos simpliciales. Sea K un complejo simplicial
de cualquier dimensién y C*(K) = (C*(K),d) el complejo de cocadenas candnicamente
asociado a K. Se define el cup producto como —: CP(K) x C1(K) — CPT4(K) dado por,

(C ~ C/)(<UO7 CER Up+q>) = C(<1}0, cey vp>) ’ CI(<UP7 ERR vp+q>)7

donde ¢ € CP(K) =Hom(Cp; A), ¢ € CU(K) =Hom(Cy4; A), (vo,...,VUptq) €s un (p + q)-
simplice de K y - es el producto natural de A. El cup producto induce una operacién
—: HP(K) x H1(K) — HP™(K) dada por [c] — [¢/] = [¢ — /], la cual es bilineal,
asociativa, conmutativa salvo signo, independiente de la ordenacién de los vértices de K

e invariante de tipo homotépico ([Munk84], p. 289).

Ejemplo 1.10 Consideramos el complejo simplicial T asociado al toro. En el ejemplo 1.9
hemos estudiado su cohomologia. En dimension 1, tenemos dos cociclos wy y wa. Vamos
ahora a calcular el cup producto de dichos cociclos, wi — wo € C3(T). Por definicién de
complejo de cocadenas, w1 — ws es un homomorfismo de Co(K) en Z. Entonces, tenemos

que aplicar wy — wsy a todos los tridngulos de T'. Veamos algunos ejemplos:

o wi — wa((vs,v6,v7)) = w1({vs,v6)) - w2({v5,v7)) =1-1=1;
o w1 — wa({ve,v7,v8)) = w1({ve,v7)) - wa((v7,v8)) = (=1) -0 =0.

Si procedemos de forma andloga con todos los tridngulos de T', obtenemos que

wi — wa = (vs, Vg, U7)"
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siendo (vs, vg, v7)* el homomorfismo tal que (vs, v, v7)*({vs, v, 7)) = 1 y (vs, Ve, v7)*(t) =

0 para el resto de tridngulos t de T distintos de (vs,vg, v7).

1.5 Contracciones de cadenas

En esta secciéon vamos a dar una serie de definiciones y propiedades importantes.

Sean C = (C,d) y C' = (C’,d’) dos complejos de cadenas. Una aplicacion de cadenas
de C en C’ es una familia de aplicaciones, f = {f; : Cq — C('I}, tal que en cada dimensién
q, dyfq = fq—1dq. Para dar la definicién de un homomorfismo f;, basta dar la imagen
de f, sobre los elementos de la base C; de C; y luego extenderlo linealmente al resto de

elementos de C,.

Ejemplo 1.11 Sea C = (C,d) el complejo de cadenas del ejemplo 1.4 y sea C' = (C',d")
tal que Cy = {/, 0,7} y O = {d",V'}; di(d)) = 0 — & y d| (V) = & —+, extendida
linealmente al resto de elementos de Cfy y Ci. Definimos fy : Co — C{, como: fo(a) = o,
folB) = B’y foln) = 5 y definimos fi : Co — C, como: fula) = ', fi(b) = —a' — b y
fi(c) = =b'. Entonces, es facil ver que f = {fo, f1} define una aplicacion de cadenas de

Cen(C.

Sean f : C — C' y g : C' — C dos aplicaciones de cadenas. Una homotopia de
cadenas de f a g es una familia de aplicaciones, ¢ = {¢, : C; — C; 1}, tal que en cada

dimension ¢, se verifica la siguiente igualdad:

d:;+1¢q + ¢g-1dq = fq— 94

Lo denotamos por ¢ : C — C'.

Una contraccion de cadenas de C = (C,d) en C' = (C’,d’) se define como un conjunto
de tres aplicaciones f = {f, : Cq — Ci}, 9 = {94 : C;, — Cy} y ¢ = {¢g : Cg — Cyy1}

tales que para todo ¢:
(i). fy g son aplicaciones de cadenas, es decir, fo_1d, = d;fq y dqgq = gq,ld;;
(#3). fg es la aplicacién identidad en C’, es decir, f,g, = ide,;

(ii1). ¢ es una homotopia de cadenas de la identidad en C en gf, es decir, ide, — gqfq =
Pg—1dg + dg41¢q.

A continuacién, vamos a aclarar algunas notaciones que usaremos a lo largo de la tesis.

Denotamos las contracciones de cadenas por ¢ = (f,g,¢). Si tenemos una contraccién
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¢ = (f,g,¢) entre dos complejos de cadenas C = (C,d) y ¢’ = (C’,d’), para mostrar las
imégenes de dichas aplicaciones usaremos tablas de forma que, en la primera y segunda
columna se mostrardn los elementos de las bases de C y C’, respectivamente; y en el resto
de columnas las imagenes de las aplicaciones f, g y ¢ (omitiendo los subindices, es decir,
f(a) denotard f,(a) si a € Cy).

Ejemplo 1.12 Sea C = (C,d) el complejo de cadenas del ejemplo 1.4 y sea C' = (C',d’)
tal que Cy = {a} y C1 = {b}; d1 = 0. Definimos las siguientes aplicaciones:

c|c¢ | f| g |9¢
a| ala a 0
J6] « a
~y Q@ c
a 0 0
b | b |b|atbc|O
c 0 0

Por ejemplo, si nos fijamos en la fila del elemento b (peniltima fila), f(b) = f1(b) = b,
gb) = 1(b) =a+b—cy db) = ¢$1(b) = 0. Es facil probar que ¢ = (f,g,p) es una

contraccion de cadenas de C en C'. Vedmoslo, por ejemplo, para el elemento b:

(i). dif1(b) =di(b) =0=—a+a= fo(=F+7) = fodi(b);
dig1(b) =di(a+b—c)=—-a+8-0B+7+a—v=0=god; (D).

(%). f191(b) = fila+b—c) =b;

(iii). b—gi1fi(b) =b—a—-b+c=c—a= ¢o(y) — do(B) = po(=B+7) = ¢odi1(b) =
Pod1(b) + dadp1 (D).

Aparte de las tres propiedades dadas en la definicién de contraccién de cadenas, éstas
también pueden verificar lo que se conoce como propiedades de anulacion: (iv). ¢qg4 =0,
(v). for10q =0y (vi). dgr164 = 0, para todo ¢q. De hecho, si existe una contraccién
¢ = (f,g,¢) tal que no verifica dichas propiedades, basta definir la familia de aplicacio-
nes ¢ = {¢, : C; — Cq41}, tal que para cada q, ¢, = (dgr10q + ¢g—1dg)dg(dgs10q +
Gq—1dq)dq(dg+10q + Pg—1dq)Pq(dgt10q + $g—1dq). Entonces, la nueva contraccién de ca-
denas ¢ = (f, g, ') si verifica las propiedades (iv), (v)y (vi).

Todas las definiciones dadas hasta ahora se basan en complejos de cadenas. De forma
andaloga se pueden dar definiciones para complejos de cocadenas. Una de las propiedades

mas importantes es la siguiente:
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Propiedad 1.1 Dada una contraccion de cadenas ¢ = (f,g,¢) de C = (C,d) en C' =
(C',d"), se puede definir a partir de ¢ una contraccion de cocadenas de C* = (C*,0) en
C'* = (C', "), denotada por c* = (f*,g*,¢*), donde:

friCl—Cl, griClh Y, g Cl—

fila) =agq, g5(8)=8f y ¢z(e) =age,
para cada q, donde o € Hom(Cy; A) y B € Hom(Cy; A).

Demostracién: Tenemos que probar las siguientes propiedades, para todo g¢: (5; i =
Jq+10q, 0q95 = g;Hé('], 1395 = idcra y idea — gy fy = ¢44104 + 0q—16;. Sea entonces,
acClycdec

* 5:1fq*(0‘) = 5;104gq = Oéqu;-i-l = adg+19¢+1 = f;+105dq+1 = f;+15q(04)5

4 6q9$<6) = 6qﬁfq = ﬁfqdq+1 = ﬁd;+1fq+1 = g;+1ﬁd;+1 = g;+16¢/1(5)§

o [*g*(B) = f*(Bfq) = Bfagq = B;

o o— géfﬁ(a) =a—agqfy = adg_1dg + adgr194 = 5q71¢;(a) + ¢Z+15q<a)-

O

Para terminar esta secciéon de preliminares, veamos algunos resultados que seran de

gran utilidad a lo largo de esta tesis. Sea ¢ = (f, g, ¢) una contraccién de cadenas de C

en C’. Entonces, se verifica:
1. El complejo de cadenas C’ tiene un menor nimero de generadores que el complejo
¢

2. Hy(C;A) ~ H,(C'; A), para todo ¢ > 0 ([Munk84], p.73). El isomorfismo, en cada

dimension ¢, es el siguiente:

Hy(C'sA)  «——  Hy(C;A)
[¢] —  94(N]
[fale)]  — [c]
3. HY(C;A) ~ HI(C'; A), para todo ¢ > 0. El isomorfismo, en cada dimensién g, es el

siguiente:

HY(C';A) — HIC;A)

] — o]
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Este isomorfismo estd bien definido ya que o* € Z'7 C C'Y, luego o* : C'; —
A. Por otra parte, f, : C; — C’,. Entonces, por composicién de aplicaciones,
o* fy, €Hom(Cy; A). Ademas, se tiene que verificar que a* f, sea un g—cociclo de C9.
En efecto, d,(a* fy) = a* fydg11 = a*dj,; fo41 = 0 ya que a* es una g—cociclo de C;,

! *\ * g/ —
y consecuentemente, 6q(a )=« dyy1 =0.



Capitulo 2

Modelo Algebro Minimal

Recordemos que dado un complejo de cadenas C, queremos computar una contraccién
de cadenas “ligando” el complejo de cadenas C con un complejo de cadenas minimal. El
interés de computar dicha contraccién es obtener informacién homolégica de C asi como
una base de ciclos representativos de generadores de homologia. Concretamente, en este
capitulo trabajamos con coeficientes en Z, computando un modelo de representacién que
llamamos Modelo /flgebro Minimal (més brevemente, modelo AM).

Los comienzos de este modelo se sitiian en el afio 2003 con el trabajo realizado por P.
Real y R. Gonzdlez-Diaz [GR03]. En dicho trabajo, los autores se basan en el algoritmo
matricial de Munkres ([Munk84], p. 53) para computar la homologia de complejos simpli-
ciales finitos K. Concretamente, trasladan los resultados de este algoritmo en términos de
contracciones de cadenas, con el objetivo de computar, no sélo la homologia del complejo
K, sino ciclos representativos de generadores de homologia. En la secciéon 2.1 presenta-
mos la definicién de modelo AM y el algoritmo para computarlo dados en [GR03] pero
basdndonos en complejos de cadenas en general dando una versién mas algoritmica. El
resto de secciones son una versién extendida del articulo [GMRS06b], del cual soy coau-

tora.

Antes de comenzar con el estudio del modelo AM, veamos brevemente en qué consiste
el algoritmo matricial de Munkres. Recordemos primero que, dado un complejo simplicial
K, es posible asociar a K un complejo de cadenas C(K) = (C(K),d), donde una base
de Cy(K) de C4(K) viene dada por los g—simplices de K, K@ La idea del algoritmo es
reducir las matrices del operador borde 9, : C;(K) — C4—1(K), en cada dimensién ¢, a
su forma normal de Smith. Este proceso de reduccién conlleva la realizacién de ciertas

operaciones elementales en las filas y las columnas de dichas matrices, modificando las

40
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bases Cy(K) y Cy—1(K). Dichas operaciones son:

1. Cambiar la fila ¢ de la matriz por la fila j, lo que supone intercambiar en la base

Cy—1(K) la cadena i-ésima por la j-ésima;

2. Multiplicar la fila ¢ por (-1), lo cual supone cambiar de signo la cadena i-ésima de

la base Cy—1(K') (cambiar la orientacién de la cadena i-ésima);

3. Reemplazar la fila ¢ por la fila ¢ mas n veces la fila k, siendo n € Z y k # i,
cambiando asi la cadena k-ésima de la base C,_1(K) por dicha cadena menos n

veces la cadena i-ésima).

De la misma forma, existen operaciones andlogas por columna, modificando la base
Cy(K). Dichas operaciones son similares a las anteriores asi como las modificaciones en
las correspondientes bases, excepto la operacién 3. En este caso, al reemplazar la columna
i por la columna ¢ mas n veces la columna k, cambia la cadena i-ésima de Cy(K) por

dicha cadena maés n veces la cadena k-ésima.

Antes de continuar, veamos en ejemplo sencillo:

Ejemplo 2.1 Sea K el complejo simplicial formado por tres aristas constituyendo un

triangulo hueco.

Figura 2.1: Complejo simplicial K.

Las bases iniciales de C(K) son Co(K) = {(0), (1), (2)} y C1(K) = {(0,1),(1,2),(0,2)},.

El tinico operador borde no nulo es 01 cuya matriz A viene dada por:

o | (0.1) (0,2) (1,2)

o -1 o -1
1| 1 -1 0
@ o 1 1

Realizamos las correspondientes operaciones por fila y por columna, para reducir la

matriz A a su forma normal de Smith, A’:



PArTE I: MODELO AM 42
) 0,1) (1,2) (0,2) o |0y 1,2 02
) —(1) | -1 0 -1 =) 1 0 -1
(1) -1 -1 (1) — (2) -1 -1
2) 1 1 (2) 0 0
) 0,1) (1,2)  (0,2) — (0,1) o o1 (12 0201
) - (1) | -1 0 0 o= | -1 0 0
(1) — (2) 1 -1 1) — (2) -1 1
(2) 0 0 (2) 0 0
o [0 (12 (02-01-012)
—(0)+ (1) | 1 0 0
—(+@2) | o 1 0
(2) 0 0 0

En el dltimo paso, obtenemos la forma normal de Smith de la matriz A y las nuevas
bases de Co(K) y C1(K), dadas por: {—(0) + (1),—(1) + (2), (2)} v {(0,1),(1,2),(0,2) —

(0,1) — (1,2)}, respectivamente.

Continuamos explicando en qué consiste el algoritmo matricial de Munkres. Supon-

gamos que, de forma general, obtenemos la forma normal de Smith de la matriz de g,

relativa a bases {a1,...,a,} vy {e1,...,es} de Cq(K) y Cq—1(K), respectivamente:
Jy | @ a; | a1 a,
€1 )\1
@)
€] )\l
€l+1
@) o
es
siendo \; € Z,i=1,...,1, A\1|A2|...|\;. Entonces, se verifica lo siguiente:

o {aj+1,...,a,} es una base de Z,(K) = Ker d,,

e {Xie1,..., \e} es una base de By_1(K) = Imd,.

Consecuentemente, calculando la forma normal de Smith en dimensién ¢, se obtiene el

rango de Z, y los factores invariantes para dimensién ¢ — 1 (concretamente, los elementos

A; de la diagonal tal que Ay > 1). Por otra parte, calculando la forma normal de Smith
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de 0441 obtenemos el rango de B,. La diferencia entre el rango de Z, y el rango de B,

nos da el g—ésimo numero de Betti.

Ejemplo 2.2 En el ejemplo 2.1 calculamos la forma normal de Smith del operador borde
en dimension 1 del complejo simplicial K de la figura 2.1. Obtenemos que el rango de
Z1(K) es 1. Como 03 =0, el rango de B1(K) es 0 y se deduce, por tanto, que 1 =1 y
que el grupo de homologia en dimension 1 no tiene parte de torsion. Por otra parte, el
rango de Zy(K) es 3 y el rango de By(K) es 2, luego By = 1 y el grupo de homologia en
dimension O tampoco presenta parte de torsion. Ast, la homologia del complejo K sobre
Z es:

Ho(K;Z) =7, H(K:Z)="1T.

siendo {[(2)]} y {[(0,2)—(0,1)—(1,2)]} bases de generadores de homologia en dimensiones

0 y 1, respectivamente.

Una vez visto brevemente en qué consiste el algoritmo matricial de Munkres, en el

resto de secciones vamos a estudiar nuestro modelo de representacién, modelo AM.

2.1 Modelo AM: definicion y algoritmo

Definicién 2.1 Dado un complejo de cadenas C = (C,d), un modelo dlgebro minimal o
modelo AM se define como el conjunto (B, M, f,g,¢), donde

1. B={By,} y para cada q, B, es una de C,.
2. M ={M,}, donde M, es un subconjunto de elementos de B, para todo q.

3. ¢=(f,g,9) es una contraccion de cadenas de C en un complejo de cadenas minimal
M = (M,d'), generado por M y con diferencial d, = dy|nr,, es decir, dj(m) = dg(m)
para todo m € M, y para todo q. Ademds, la matriz de la diferencial d' en cada
dimension q, Aq, coincide con su forma normal de Smith satisfaciendo que todo

entero no nulo de A, es mayor estricto que 1.

El algoritmo para computar dicho modelo va a recibir como entrada un complejo de
cadenas C = (C,d). Entonces, para cada dimensién ¢, se reduce la matriz del operador
diferencial d, respecto a las bases C'; y Cy—1 a su forma normal de Smith, relativa a ciertas

bases {a1,...,a,} y {e1,...,es}.
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d(] ai a¢ at+1 a; al+1 ap,

€1 1

€t 1

€t+1 At41 @

e Al

€l+1

(@) (@)

€s

Se define M, como aquellos elementos que pertenecen al kerd, y aquellos tales que

dq(a;) = Niej, con A; > 1, es decir, My = {ay41,...,a,} y Mg—1 = {€e141,...,es}. En

el siguiente paso, reducimos la matriz de la diferencial en dimensién ¢ + 1, dy+;. Basta

considerar dicha matriz de Cy41 en M, ya que, por construccién de M, y por verificarse
dgdg+1 = 0, se tiene que Imdg1 C Kerd, C M,.

Asi sucesivamente, vamos construyendo el complejo de cadenas minimal M. Ademas,

a lo largo del algoritmo se van definiendo adecuadamente aplicaciones f, g y ¢, que final-

mente van a definir la contraccién de cadenas de C en M.

Veamos un pseudocddigo:

Algoritmo 1 Modelo AM para un complejo de cadenas C.

ENTRADA: Complejo de cadenas C = (C,d) de dimension n.
Inicialmente: By :=C,, My;:=Cy, Dy={}
fala) :=a, gq(a) :=a, @¢a):=0
para todo a € C; y 0< g < n.
Para ¢ =1 hasta ¢ =n hacer
Reduce la matriz A, de la diferencial d, respecto a las bases
By y My 1 a su forma normal de Smith Aj, relativa a ciertas
bases {ai,...,a.} y {e1,...,es} donde:
de(a;) =e;, para 1 <i<t; dy(a;) = Nie;, A\ €Z para t+1<i</;
y dg(a;) =0 para {+1<¢<7 donde 1 <¢t</{< min (r,s).
Entonces,
By_1:=Dy_1U{e1,...,es}, My—1 :={ew+1,.-., €5},
By :=A{a1,...,ar}, Dy :={a1,...,ar}, My :={aw41,...,a:},
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fqlai) =0, fo—1(es) =0y ¢q—1(e;) := a; para 1 <i < t,
SALIDA: E1 conjunto (B, M, f,q,90).

Antes de demostrar que efectivamente la salida del algoritmo 1 es un modelo AM,

veamos un ejemplo paso a paso que deje clara cudl es la idea:

L (5 U o

To m Vg vo

Figura 2.2: Complejo simplicial S asociado a la botella de Klein.

Ejemplo 2.3 Sea S el complejo simplicial dado en la figura 2.2, obtenido a partir de
una triangulacion de la botella de Klein. Vamos a aplicar el algoritmo 1 al complejo de
cadenas C(S) candnicamente asociado a S. Las bases iniciales de dicho complejo vienen
dadas por: Co(S) el conjunto de vértices de S; C1(S) el conjunto de aristas de S; y Ca(S)
el conjunto de tridngulos de S. Es obvio que C4(S) =0 para ¢ > 3 (al ser S un complejo
simplicial tridimensional). Para no hacer muy engorrosa la lectura de este ejemplo, va-
mos a denotar por vy ...v, al p-simplice de vértices vo,...,v, (en pdginas anteriores la

notacidn que hemos usado ha sido (vy,...,vp)).

Paso 1: Para q = 1, reducimos la matriz del operador borde 01 respecto a las bases C1(S)

y Co(S), obteniendo la siguiente forma normal de Smith:

o X1 ... wg | az Oa(ty) - Oatir)
O1(x1) | 1
: : @
O1(zs) 1
i) @ @
donde x; para i = 1,...,8 denota las aristas marcadas en azul en la figura 2.2, oy =
VU1 + V1V — Vg2, Qo = Vo¥3+VU3V4—VoUyg, t; parai =1,...,17 denota todos los tridngulos
de S excepto el vsvgvr y O denota la matriz nula. Entonces, By = {01(x1),...,01(xs),vo},

MQ = {Uo}, Bl = {331,...,],‘&041,042,62(251),...,62(t17)}, DO = {.131,...,]}8} Yy M1 =
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{al,a2782(t1)7 - ,82(t17)}.

Paso 2: Para q = 2, reducimos la matriz del operador borde Oy respecto a las bases Ca(S)

y My, obteniendo la siguiente forma normal de Smith:

02 t1 - tir | B
Oo(ty) | 1 0
0a(t17) 1
Qo
o o --- 0
donde ﬁ = —UgV1V5 — V1V2V5 + VgU2Vg — VoU4Vg + V4VgVs + V3V4V8 + VgU3Vg — VgU2vVs +

V1V208 + VoU1V7 — UpU4V7 + VU3V4U5 + VpU3VU5 + V2U5V6 — UsVgVU7 + VU7V — V1VU7V8 + VU708,
es decir, la suma de todos los tridngulos de S considerando la orientacion contraria a las
agugjas del reloj. Entonces, By = {x1,...,x8,02(t1),...,02(t17), 1, a2) }, M1 = {a1, a2},
BQ = {th e 71517,ﬁ} Yy M2 = {ﬁ}

Resumiendo, el modelo AM para C(S) obtenido con el algoritmo 1 es (Bgs, Mg, fs,9s,ds),
donde

e Bg = {B,}, siendo

BQ = {61(:171), .. .,31(258),1)0}
By ={z1,...,18,02(t1),...,02(t17), a1, 2) }
B2 = {t17~ .. 7t1776}

o Mg = {M,}, siendo My = {vo}, M1 = {a1,0} y My = {B8}. Ademds, las matriz

de la diferencial dy (diferencial del complejo de cadenas generado M), es:
dll (%) (651
16} 2 0

Y las diferenciales df, y dby son nulas.

e Por altimo, las imdgenes de las aplicaciones fs, gs y ¢s se dan en la siguiente
tabla. Denotamos por x las aristas marcadas en azul en la figura 2.2 y por t los

triangulos, excepto el vsvgur:
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Bs | Ms | fs | g5 | ¢s
Vo Vo vy | vo 0
O (33) T
T 0
Oo(t) t
fo%1 o | o | on 0
(63 ag | az | ag | 0

t 0 0

B B BB |0

Pasamos ahora a probar la validez del teorema 1:

Teorema 2.1 Dado un complejo de cadenas C = (C,d), la salida del algoritmo 1 aplicado
a dicho complejo define un modelo AM de C = (C,d).

Demostracién: En primer lugar veamos que la matriz de la diferencial del complejo de
cadenas M (generado por el conjunto M dado como dato de salida) en cada dimensién
q, coincide con su forma normal de Smith tal que los enteros no nulos de la diagonal son
mayores estrictos que 1. Recordemos que dicha diferencial ha sido notada por d’, definida

como dy(m) = d,(m), si m € M,. Entonces, para cada g,

d; : {aHl,...,ar} — {6t+1,...765}

tal que d;(a;) = N\ie;, \i > 1,4 =t +1,...,1 (considerando los cambios de bases) y

dy(a;) =0,i=10+1,...,r. Luego, la matriz es de la forma
dy | arr 0 a1 oo ay
€t41 | Ait1
: . @)
e Al
€l+1
@) @)
es
verificindose asi lo que querfamos probar, ya que A\; > 1, parai=t+1,...,7.

Por induccién, supongamos que una vez computado hasta el paso ¢ — 1, obtenemos

como salida (D, M, f, g, ¢), siendo ¢ = (f, g, ¢) una contraccién de cadenas de C en M.
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Tenemos que probar que en el paso g, el nuevo conjunto que obtenemos, denotado por
abuso de notacién por (D, M, f, g, ¢), es tal que ¢ = (f, g, $) es una nueva contraccién de
cadenas de C en M. Concretamente, tenemos que probar: f;_1d; = d.f;, gi—1d; = d;g;,
figi = idm, y ide, — gifi = ¢i—1d; + diy1¢i, para todo ¢ > 0. En realidad, sélo lo vamos

a probar para ¢ = q ya que para el resto de dimensiones las aplicaciones no cambian.
L4 fq—ldq = d;ftﬁ
— Parai=1,...,t fo1dy(a;) = fy—1(e;) = 0= d fy(a;)
—Parai=t+1,....[; fy_1dg(a;) = Nifg-1(ei) = Nie; = di, fy(ai)
— Parai=1+1,...,7r; fy_1dy(a;) = dy(a;) = d;, fy(a;)

° gq_ld; = dq94; Se tiene por induccién ya que el morfismo g no cambia en el paso ¢
L4 fng = idMq§

—Parai=t+1,....1; fy94(a;) = fy(a;) = a;
—Parai=1+1,...,7; fe9q(a;) = fgla;) = a;

o idcq = 9qfq = Pq—1dq + dg1104;

— Parai=1,...,t a; — gqfq(a;) = a; = ¢q—1(ei) = pq—1dq(a;) + dgs1Pq(as)
— Parai=t+1,...,01; a; — ggfq(a:i) =0 = Npg_1(e;) = pg—1dg(a;) + dgr104(a;)
— Parai=1+1,...,7 ai — gqfq(ai) = 0= ¢g-1dq(ai) + dgs104(as)

O

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO 1: La complejidad en tiempo de este algoritmo es
exponencial en n, siendo n la dimensién del complejo de cadenas de entrada. El motivo
de esta alta complejidad es debido a la operacién de reduccién de las matrices a su
forma normal de Smith. El niimero de operaciones filas y columnas que hay que realizar
depende, no sélo del niimero de elementos que tenga una base del complejo, sino también
del tamano de los coeficientes enteros involucrados en las g-cadenas que intervienen en

la descripcion del algoritmo. Diversos métodos han sido propuestos para salvar esta
dificultad [DSV, G95, PAFL].

2.2 Computando informacién homolégica a partir de
un modelo AM

En esta seccién, vamos a estudiar qué informacién homolégica podemos obtener a partir

del modelo AM de un complejo de cadenas C dado. Para ello, veamos el siguiente teorema:
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Teorema 2.2 Dado un complejo de cadenas C = (C,d) y un modelo AM (B, M, f,g, )
de C, la homologia en Z de C y ciclos representativos de generadores de homologia en Z

pueden ser obtenidos directamente a partir de M.

Demostracién: Por definiciéon de modelo AM, el conjunto ¢ = (f,g,¢) define una con-
traccién de cadenas de C en M. Por las propiedades de contracciones de cadenas, las
homologias de ambos complejos de cadenas coinciden, es decir, H(C;Z) ~ H(M;Z). Pa-
ra cada ¢, sea {x1,...,z,} el conjunto de generadores de M de dimensién gq. Entonces,
existen t y I, 1 <t <1 <, tales que dj(x;) = N\iyi, \i > 1, y; € Mg para 1 <i <t
dy(w;) = 0y existen z; € Mgy tales que dyq(2;) = Nizi, A > 1, parat < i < [
d;(mi) = 0 y no existen A; > 1 ni z; € Mgy tales que d;+1(zi) = Nxz; paral < i <r.

Graficamente, tenemos lo siguiente:

Zg11 ez
Lt Lat1
Aef1Tep1 oo N
My :={z1 ... x4 Tpt1 B 7 M P
lq lq lq la g Lq
AMY1 - MY 0 0 0 ... 0
Se tiene que los elementos {z1,...,z:} no son ciclos ya que su diferencial no es nula.
Los elementos {xt11,...,2,} si son g—ciclos de M. Por una parte, {z;41,...,z,} son
g-ciclos de la parte libre de la homologia. Mientras que {z;y1,...,2;} son g—ciclos de la
parte de torsion.
Entonces, los conjuntos {[x;i1],...,[zr]} v {[xes1],---, ][]} son generadores de la

parte libre y la parte de torsién de la homologia de M en dimensioén ¢, respectivamente.

Consecuentemente, tenemos

r—I
H/(CZ)~Z& - ®LBL/ A1 B --- DL/ N
Fq T,
siendo {[g(zi11)],- -, [g(z)]} v {lg(zt41)],- - -, [9(z1)]} generadores de la parte libre y la
parte de torsién de la homologia de C en dimensién ¢, respectivamente. Como en este

caso, g es la inclusién (considerando los cambios de base), tenemos que {Zj41,...,2Z,} y
{®t41,...,2;} son bases de g—ciclos representativos de generadores de homologia de C en
dimensioén gq.

(I

Ejemplo 2.4 Consideramos el modelo AM del ejemplo 2.3. El complejo de cadenas M
venia dado por: My = {vo}, My = {1, a2} y Ma = {B8}. Y la diferencial: djy(vo) = 0,
di(a1) =0, dj(az) =0 y d5(3) = 2a2. Entonces,
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Ho(C(8);Z) ~ 7, H\(C(S);Z)~TZ&Z/2

y los ciclos representativos de generadores de homologia son vy en dimension 0, oy para

la parte libre en dimension 1 y as para la parte de torsion en dimension 1.

2.3 Reutilizando informacion homolégica sobre 7Z

Esta seccién es una ampliacién del problema tratado en [GMRSO06b], el cual es calcular la
homologia sobre Z de un complejo de cadenas tras anadir o eliminar un elemento de la ba-
se, aprovechando informacién ya computada. Para ello, usamos el modelo AM estudiado
en las secciones anteriores. Ya hemos visto que la computacién de modelos AM requiere
el calculo de la forma normal de Smith de las matrices de las diferenciales asociadas al
complejo. Sabemos que en dichas matrices pueden aparecer enteros mayores que 1 cuando
la homologia del complejo presenta torsién [Munk84]. Esto nos supuso un inconveniente
para poder desarrollar algoritmos que nos diesen una solucién positiva al problema que
planteamos, por el hecho de trabajar con coeficientes en el anillo Z. No obstante, si nos
restringimos a complejos de cadenas sin torsion, los enteros no nulos de la forma normal

de Smith son siempre 1 [Munk84], lo cual soluciona nuestro problema.

Sea por tanto C = (C,d) un complejo de cadenas sin torsién. Definimos dos nuevos

complejos de cadenas, a partir de C, de la siguiente forma:
1. ¢Ytel .= (C¥,d"), donde
e a es un nuevo elemento (de dimensién n) tal que a ¢ Cy, y d3(a) € Cp—1;
o CY ={C}}, siendo C}) = C,, U {a} y Cf := C, para todo q # n.
e d/(c) := dy(c), siendo ¢ € C,, para todo g.
2. cMal = (C\,d\), donde
e a € (), (suponiendo que la dimensién de a es n) tal que a ¢ I'md,41;
« O\ = {G}} siendo C = Ch\{a}y CQ} := Cy para todo ¢ # n.
. d,}(c) = dg(c) siendo ¢ € Cy, para todo g.
Supongamos que conocemos un modelo AM para el complejo de cadenas C, obtenido
aplicando el algoritmo 1. Los algoritmos que presentamos a continuacién computan mode-

los AM para los complejos CY{e} y ¢Ma} a partir del modelo AM inicial. Por comodidad,

denotaremos a las diferenciales de C¥{%} y ¢\Me} por d.
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2.3.1 Calculo del modelo AM tras anadir un elemento a la base

Sea C = (C,d) un complejo de cadenas de cadenas sin torsién, sea (B = {B,}, M =
{M,}, f, 9, ) un modelo AM para C obtenido aplicando el algoritmo 1, y sea a el elemento
que vamos a anadir a la base de C. Recordamos que la matriz de la diferencial de C
en cada dimensién g, respecto a las bases B, y B;—1, coincide con su forma normal de
Smith. Supongamos que a es de dimension n. Entonces, la idea del algoritmo que damos a
continuacion es la siguiente: nos fijamos en la matriz del operador diferencial en dimensién

n relativa a las bases B, = {a1,...,a,} y Bp—1 ={e1,...,es}:

dn ai ag A¢41 Gy
€1 1
O
(7 1
€t+1
@ @
€s

Al anadir el elemento a, como por hipétesis d,,(a) € C,—1, la nueva matriz de la

diferencial en dimensién n viene dada por:

dn | a1 ay a gy a,
€1 1 A1
@)
ey 1 At
ert1 Att1
@ @)
es As

Se define un nuevo elemento ¢ de dimensién n,

de forma que dicha matriz sea:

dn ay at A1 ar
e1 1 0
@)
et 1 0
€41 At+1
@ @)
es As
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Se pueden dar dos casos: (1). Si A; = 0, para todo ¢ > ¢, la nueva columna es nula

y, por tanto, se anade ¢ a M,; (2). en caso contrario, se calcula de nuevo la forma

normal de Smith de la diferencial d,,. Entonces, se cambian las bases B,_1 v M,_1;

—— / / U !
Bu_i:={e1,...,e, € 1, €y Mp_1:={e} o,...
Caso 1:
dy, ai ag | ¢ apy1 a,
€1 1
€t 1
€t+1
O
€s
Caso 2:
dy, | a1 ar € | Q41 a,
(] 1
€t 1
!
€411 1
/
€t+1
O
€

Veamos un pseudocddigo del algoritmo:

Algoritmo 2 Computar un modelo AM para CY1%} a partir de un modelo AM de C.

ENTRADA: Un modelo AM de C = (C,d), (B,M, f,g,¢), y un elemento a
de dimension n tal que a ¢ C, y dy(a) € Cp_q.

Sea B, ={a1,...,ar}, M, ={aty1,...,ar}, Bn_1={e,..

'768}’ M, 1= {et-‘rla s

tales que dy(aj) =e; para 1 <j <t y dy(a;) =0 para t < j <min(r,s);

Sea d,(a) := ) ;_, \ie; donde \, € Z.

Define c:=a — Zle ANa; y By i={a1,...,a.,c}.

Si \; =0 para [ >t, entonces

s€s}
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fule) :=c, gnlc):=c, ¢n(c) =0y M, :={aty1,...,ar,c}.

En caso contrario, obtener la forma normal de Smith de la matriz d,

respecto a alguna base {e,...,eq € q,...,e,} de Cpo1.
Entonces,

—— / / P / /.

By_y:=A{e1,...,enef g, e}, My_1:={e\o,... e };

fn(c) =0, én(c) =0, ¢n,1(6;+1) =c.
SALIDA: E1 conjunto (B, M, f,qg,¢).

Antes de demostrar la validez del algoritmo 2, veamos un sencillo ejemplo:

Ejemplo 2.5 Sea K el complejo simplicial dado en la figura 2.3. Como K es un complejo
simplicial embebido en R3, el complejo de cadenas candnicamente asociado a K wverifica
que su homologia no tiene torsion. Anadimos la arista (2,3) a K y denotamos por L al
complejo simplicial resultante. Vamos a aplicar el algoritmo 2 para obtener un modelo
AM del complejo de cadenas asociado al complejo simplicial L, a partir de un modelo AM

de C(K).

Figura 2.3: A la izquierda, complejo simplicial K; a la derecha, L := K U {(2,3)}.

Calculemos en primer lugar un modelo AM para C(K) aplicando el algoritmo 1. Las
bases iniciales de dicho complejo de cadenas son K© = {(0),(1),(2),(3)} y KV =
{(0,1),(0,2),(1,2),(1,2)}, en dimensiones 0 y 1, respectivamente. Inicialmente, f,(c) =
0, gq(0) = 0 y ¢q(0) =0, para todo o € K@, ¢=0,1. En este caso, el inico operador

borde no nulo es 01 cuya matriz es:

81 | (0,1) (0,2) (1,2) (1,3)
| -1 -1 0 0
@ 1 0 -1 -1
@ o 1 1 0
3 o 0 0

Reduciendo dicha matriz a su forma normal de Smith obtenemos lo siguiente:
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0 0,1) (0,1)—(0,2) (1,3) (1,2)+(0,1) — (0,2)
1y —() | 1 0 0 0
M -@ | o 1 0 0
By—(1 | o 0 1 0

(3) 0 0 0 0

Entonces, un modelo AM para C(K) es (Bx, Mk, fx,9x, 0K ), donde

® B = {(Bk)q},

siendo (Bi)o = {(1) = (0),(1) = (2),(3) = (1), (3)} y (Bx)1 =

{<07 1>’ <0’ 1> - <072>7 <1’3>a <172> + <07 1> - <072>};

o Mg ={(Mk)q},

siendo (Mi)o ={(3)} y (Mk)1 = {(1,2) +(0,1) — (0,2)}.

e Por dltimo, las imdgenes de las aplicaciones fx, gk y ¢k se muestran en la siguiente

tabla:
Bg Mgk s 9K P
(1) = (0) 0 (0,1)
(1) —(2) 0 (0,1) — (0,2)
(3) — (1) 0 (1,3)
(3) (3) (3) (3) 0
(0,1) 0 0
(0,1) —(0,2) 0
(1,3) 0
(1,2) + (0, 1)— | (1,2) +(0,1)— | (1,2) +(0,1)— | (1,2) +(0,1)— 0
—(0,2) —(0,2) —(0,2) —(0,2) 0

Recordemos que el elemento que queremos ariadir a K es la arista a = (2,3). Podemos

expresar 01((2,3))

(2,3) —(0,1) + (0, 2) —

Entonces, se define el elemento ¢ =

(3) = (1) + (1) = (2)).

(1,3) y se anade a la base (Bg)1. En este caso, 01(c) = 0. Por

tanto, un modelo AM de C(L) es (Br, My, fr,gL,%1), donde

e Br, ={(BL)q}, donde (Br)o = (Bk)o y (Br)1 = (Bx)1U{c};

o My ={(MLp)y}, donde (Mr)o = (Mk)o y (Mr)1 = (Mk)1 U{c};

o f1(0) = fr(o),

gr(0) = gk (o), ¢r(0) = ¢K (o), para todo o € K; fr((2,3)) =
(2,3), 90.({2,3)) =

(2,3), ¢0((2,3)) = 0.
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Observar que el complejo simplicial K tiene una componente conexa y un tunel y al
anadir la nueva arista, se crea un nuevo tunel, como bien se refleja el nuevo modelo AM

computado.

Una vez visto el ejemplo, pasamos a demostrar que efectivamente el algoritmo 2 compu-
ta un modelo AM:

Teorema 2.3 La salida del algoritmo 2 aplicado al modelo AM de un complejo de cadenas
sin torsion C y a un elemento a de dimension n tal que a ¢ Cy, y dy,(a) € Cp—1, define un

modelo AM para el complejo de cadenas CV1e}.

Demostracién: Vamos a denotar por (B, M, f,g,¢) al modelo AM que recibe como en-
trada el algoritmo y por (B'M’, f',4’,¢') al conjunto de la salida. Tenemos que probar
que (B'M’, ', ¢',¢') define un modelo AM de CY{%}. En primer lugar, el conjunto B’
es una base de CY1%}, por construccién. En segundo lugar, observar que en ambos ca-
sos el complejo de cadenas M’ generado por el conjunto M’ tiene diferencial nula y por
tanto, la matriz asociada a esta diferencial es la matriz nula. Por tltimo, veamos que

¢ = (f",¢,¢') definen una contraccién de cadenas. En concreto, tenemos que probar:

fo—1dq =0, dgg, =0, fog, =idye, y ide, — 9o fy = ¢4_1dq + dgi18, para todo ¢ > 0:

Caso 1: En este caso, basta probar las propiedades para el elemento ¢. Como d,,(c) =

0, se tiene:
o fho1dn(c) = fu-1dn(c) = 0; dngp(c) = du(c) = 0;
o frgn(c) = fr(c) =¢
o c—gnfulc)=c—c=0=¢,_1dn(c) + dnt19)(0).

Caso 2: En este caso, dy,(c) = e;, ;. Ademds, observar que los elementos e} ; son
combinaciones lineales de los e;4;, para j = 1,...,s —t. Por tanto, las imagenes de las
aplicaciones f,,_1, gn_1 ¥ ¢n_1 no cambian para dichos elementos. Entonces, los tnicos

casos no triviales se demuestran a continuacion:

o fr_1dn(c) = 1/171(e£+1) = fnfl(eéJrl) =0

® ¢ 1dn(0) + dn19(c) = ¢ 1(€y1) = ¢ = c— g, fr(c).
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2.3.2 Calculo del modelo AM tras la eliminacién de un elemento

de la base

Sea C = (C,d) un complejo de cadenas sin torsién, (B = {B,}, M = {My}, f,9,¢) un
modelo AM de C obtenido aplicando el algoritmo 1 y sea a un elemento de la base de C
de dimensién n y maximal (es decir, a ¢ Imd,11). Entonces, recordemos que nuestro
objetivo es computar un modelo AM para el complejo de cadenas C\M®} a partir del modelo
AM de C. La idea es sencilla: nos fijamos en la matriz de la diferencial en dimensién n
respecto a las bases B, = {a1,...,a,} y Bn-1 = {e1,...,es}. Entonces, se busca un
elemento ay, € B,, tal que B,\{ay} sea una base de C,,. Dos casos pueden ocurrir: (1). si

1 <k <t, se anade ej a la base M,,_1; (2). en caso contrario, se anade aj, a la base M,.

Caso 1:

dn a1 - ag at at+1 e ar

€1 1

€L 1 O

€ 1

€t+1

€s

Caso 2:

dn aq ¢ at_,’_l Qg Qy

€t 1

€t+1

CL @) @)

es

Veamos el pseudocddigo del algoritmo:
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Algoritmo 3 Computando un modelo AM para C\% a partir de un modelo AM de C.

ENTRADA: Un modelo AM de C = (C,d), (B,M, f,9,¢), y un elemento a € C,

tal que a ¢ Imdy41.
Sea B, ={a1,...,ar}, My, ={at11,...,a,}, Bp_1 ={e1,...,es}s Mu_1={etsr1,...,6s}
tales que dn(aj) =e; para 1 <j <t y dy(a;) =0 para t < j <min(r,s);

Encuentra el elemento aj, € B, tal que B, :={ai,...,0%,...,ar}

es una base de CT\L{G}.

Si 1<k<t, entonces
M1 :={ek,et41,---s€s11}s fno1(ek) =ek, gn_1(er) :=er v ¢dn_1(er):=0.
En caso contrario, M, :={att1,.-.,qk,.--,Gr}.
SALIDA: E1 conjunto (B, M, f,q,¢).

Veamos primero un ejemplo:

Ejemplo 2.6 Sea K el complejo simplicial del ejemplo 2.5, cuyo modelo AM fue deno-
tado por (B, Mk, fx,9K, 0K ). Ya sabemos que el complejo de cadenas asociado a K,
C(K) no tiene torsion luego podemos aplicar el algoritmo 8. Sea a = (1,2) el elemento
que queremos eliminar (es obvio que a ¢ Im O, ver figura 2.4) y denotamos por J a
K\{(1,2)}. Recordemos la forma normal de Smith del operador 01 obtenida en el ejemplo
2.5:

Figura 2.4: Complejo simplicial J := K\{(1,2)}.

o 0,1y (0,1) —(0,2) (1
-] 1

3) (1,2)+(0,1) —(0,2)
0

S = O O

0

0 1 0

@By —1 | o 0 0
0 0 0
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Tenemos que buscar un elemento ¢ de (Bx)1 = {(0,1),(0,1) — (0,2), (1, 3),(1,2) +
(0,1) — (0,2)} tal que (Bk)1\{c} sea una base de C1(J). Basta considerar ¢ = (1,2) +
(0,1) — (0,2). Entonces, un modelo AM de C(J) es (Byj, My, f1,97,05), donde

o By ={(By)q}, siendo (By)o = (Bx)o y (Bs)1 = (Bx)1\{(1,2) +(0,1) — (0,2)};

o My ={(Mj)q}, siendo (My)o = (Mx)o y (My)1 = (Mx)1\{(1,2) +(0,1) — (0,2)};
o fi(0) = fx(0), 9;(0) = gr(0) y ¢s(0) = ¢x (), para todo o € J.

Observar que al eliminar la. arista (1,2), el tinel del complejo K se destruye.

Ahora, pasamos a demostrar la validez del algoritmo 3:

Teorema 2.4 La salida del algoritmo 3 aplicado al modelo AM de un complejo de cadenas
sin torsion C = (C,d) y a un elemento mazimal a de la base en dimensidn n, define un

modelo AM para el complejo de cadenas C M},

Demostracién: Vamos a denotar por (B, M, f, g, ¢) al modelo AM que recibe como entrada
el algoritmo y por (B'M’, f’,¢’,¢') al conjunto de la salida. Tenemos que probar que
(B'M', f',¢',¢') define un modelo AM de C\¢}. En primer lugar, el conjunto B’ es
una base de C\M¢}, por construccién. En segundo lugar, observar que en ambos casos
el complejo de cadenas M’ generado por el conjunto M’ tiene diferencial nula y por
tanto, la matriz asociada a esta diferencial es la matriz nula. Por ltimo, veamos que
¢ = (f",¢',¢') definen una contraccién de cadenas. En concreto, tenemos que probar:
fa-1dq =0, dggy =0, fogq = idp, v ide, — gofy = Py—1dq + dgr18, para todo ¢ > 0.En
este caso probaremos las propiedades sélo para el caso 1 ya que en el caso 2, las aplicaciones

no cambian:

o dy_19),_1(ex) =dn_1(ex) =0, ya que d,(ar) = ex luego d,,—1(ex) = dn—1d,(ar),
o fr19n_1(ex) = ex,
o e —gn1fh1lex) =0= ¢, _odn_1(ex) + dndy,_(ex).

O
En conclusion, hemos visto que dado un modelo AM de un complejo de cadenas sin
torsién, es posible reutilizar la informacién tras anadir o eliminar un elemento de la base

del complejo.
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Modelo AM: ventajas e inconvenientes:

VENTAJAS:

- Dado un complejo de cadenas C y un modelo AM de C, (B, M, f, g, $), podemos obtener
la homologia en Z de C asi como ciclos representativos sobre Z del subgrupo libre y el
subgrupo de torsion, a partir del complejo de cadenas M generado por M.

- Mas adelante veremos que podemos computar caracteristicas cohomolégicas a partir

de un modelo AM.

INCONVENIENTES:

- El problema de la computacién de modelos AM es que la complejidad del algoritmo es

exponencial ya que se necesita el calculo de la forma normal de Smith.




Capitulo 3

Modelo Algebro Topolégico

En al capitulo 2, hemos estudiado un modelo de representacién trabajando en el anillo
de los enteros. Hemos visto que la computacion de un modelo AM para un complejo
de cadenas necesita el cdlculo de la forma normal de Smith de las matrices diferenciales
de dicho complejo, lo cual requiere un elevado coste computacional. Para solventar este
problema, en este capitulo damos como posible solucién trabajar con coeficientes en un
cuerpo Zj, siendo p un primo. Para ello, definimos un nuevo modelo de representacién
llamado Modelo Algebro Topolégico o Modelo AT.

La raiz a partir de la cudl surgié este nuevo modelo de representacion fue el algoritmo
incremental de Edelsbrunner [DE95] para computar los ntimeros de Betti de complejos
simpliciales finitos. Dicho algoritmo parte de una ordenacién de los simplices o1, ...,0p,
de un complejo simplicial K tal que cada subconjunto K;_; = {o1,...,0;—1} es un sub-
complejo de K; = {o1,...,0;}, para todo i = 1,...,n (esta ordenacién recibe el nombre
del filtro). Entonces, los nimeros de Betti del complejo K; pueden ser obtenidos a partir
del simplice o; y de los nimeros de Betti de K;_1. Sea k la dimensién de o;. Si o; perte-
nece a un k-ciclo de K, es decir, existe ¢ un k-ciclo de K; tal que ¢ = Ao; + Z;: Ajoj,
entonces, O (K;) = Bk—1(K;-1) + 1. En caso contrario, ;1 (K;) = Br—1(K;—1) — 1.

En cuanto a la complejidad del algoritmo incremental de Edelsbrunner, en [DE95] los
autores prueban que si el complejo simplicial K est4 embebido en R?, existen algoritmos
réapidos que distinguen entre los dos casos posibles, concretamente, en tiempo O(na(n)),
siendo n el nimero de elementos del filtro de partida y «a(n) la inversa de la funcién de
Ackermann (ver [CLR90]). El problema es que para dimensiones mayores que 3 no estd
claro cémo decidir, de forma eficiente, cuando un simplice o; pertenece a un ciclo o no.

Por otra parte, dicho algoritmo sdlo calcula los niimeros de Betti y no ciclos representa-

60
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tivos de generadores de homologia.

En [GR03b, GDRO05], los autores ya dan una primera definicién de modelo AT (aun-
que aun no dan nombre a este modelo). En estos trabajos se presenta un algoritmo para
computarlo, trabajando con coeficientes en el cuerpo Zy. En [GMRSO05] nosotros forma-
lizamos dicha definicién y en [GMRS06a] generalizamos los algoritmos anteriores para

cualquier cuerpo Z,, siendo p un primo.

En este capitulo vamos a proceder de la misma forma que hicimos en el capitulo ante-
rior. En la primera seccién, damos la definicién de modelo AT, mostramos un algoritmo
para computarlo y estudiamos su complejidad. En la siguiente seccién, estudiamos la
informacién homoldgica que podemos obtener a partir de él. Posteriormente, nos plan-
teamos el problema de reutilizar la informacién tras anadir o eliminar un elemento de la
base del complejo de cadenas inicial. Y por ultimo, incluimos una seccién de Teoria de
Perturbaciéon Homolégica. El motivo de introducir esta seccién aqui, como veremos luego

detalladamente, es demostrar que nuestra teoria emerge de la citada anteriormente.

3.1 Modelo AT: definicién y algoritmo

Como ya se ha dicho en la introduccién, en [GR03b, GDRO5], los autores ya dan una
primera definicién de modelo AT, desarrollando un algoritmo para computarlo sobre Zs.
Esta seccién es una extensién de los trabajos anteriores a cualquier cuerpo Z,, para p un

primo ([GMRS05, GMRS064a]).

Definicién 3.1 Dado un complejo de cadenas C, un modelo dlgebro-topolégico 6 modelo

AT de C se define como el conjunto (C, H, f,g,®), donde

1. C={Cy} es una base de C, es decir, Cy es una base de C4, para todo gq.
2. H ={H,}, siendo H, un subconjunto de elementos de Cy, para todo q.

3. ¢ = (f,9,0) es una contraccion de cadenas de C en un complejo de cadenas H,

generado por H y con diferencial nula.

El algoritmo para computar modelos AT que presentamos aqui se basa, como ya se
ha dicho, en la idea incremental de Edelsbrunner. En primer lugar, dado un complejo de
cadenas C y un elemento de dimensién n a ¢ C, tal que d,(a) € C,—1, vamos a dar un
algoritmo que computa un modelo AT para CY1%} a partir de un modelo AT de C. Supon-

gamos que (C, H, f,g,¢) es el modelo AT de C. La idea es que si f,—1d,(a) = 0, se crea
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una clase de homologia representada por el elemento a, mientras que si f,_1d,(a) # 0,
se destruye una clase de homologia envuelta en la expresién de f,,_1d,(a), siendo d la

diferencial de C.

En lo que sigue, si a es un elemento de una base de C; y b es una g—cadena de C,
expresada como combinacién lineal de los elementos de la base, el nimero \ := c¢4(b)

denotaré el coeficiente de a en la expresién de b. En este caso A € Zy,.

Algoritmo 4 Algoritmo Incremental en Zj,.

ENTRADA: Un modelo AT (C,H, f,g,¢) del complejo de cadenas C, la matriz
de la diferencial d de C respecto a la base C' y un elemento
de dimension n tal que a ¢ C, y dy(a) € Cp1.

Si fp—1dn(a) =0, entonces H, := H, U {a}

fnla) :=a, gn(a) :=a—¢n_1dn(a), én(a):=0.
En caso contrario, sea € H,_1 tal que \:=cg(fn_1dn(a)) # 0, entonces
Hooy o= Ho \{B}, ful@) =0, éu(a) =0,
Para cada c€ C,_1,
A = calfa1(€),
fa—1(€) = fam1(c) = A e fuo1dn(a),
bu-1(0) = bu1(6) + A Nel@ — f-1dn(a)),
Cp :=C,U{a}
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,¢).

Teorema 3.1 La salida del algoritmo 4 aplicado al modelo AT de un complejo de cadenas
C y a un elemento de dimension n tal que a ¢ Cy, y dp(a) € Cn—1, define un modelo AT

para el complejo de cadenas CV1e}.

Demostracién: Denotamos por (C, H, f, g, ) al modelo AT que recibe el algoritmo como
entrada y denotamos por (C',H', f',¢’,¢') al conjunto de la salida de dicho algoritmo.
Tenemos que probar que (C', H', f',¢’,¢') es un modelo AT para C“{*} (que denotamos
por C'). Por una parte, C' = CU{a} y dy(a) € Cp—1, luego C’ es una base de C’. Por otra
parte, H' es un subconjunto de elementos de C’ y el complejo de cadenas H’ generado
por H’ tiene diferencial nula. Queda probar que ¢’ = (f’,¢’,¢’) define una contraccién
de cadenas de C" en H', es decir, que se verifica: f, 1d, = 0, dgg, = 0, fog, = idy,,
/

ider, — gofy = Py_1dq + dgr10y, para todo ¢ > 0. En realidad, sélo probaremos los casos

no triviales:
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Caso 1: Si f,,_1d,(a) = 0, basta probar las propiedades para el nuevo elemento a,
o fI_1dy(a) = fn_1dn(a) = 0, por hipdtesis;

e dngl (a) =dn(a)—dndn-_1d,(a) = 0 ya que como d,(a) € C,_1, se tiene que d,(a) —
In—1fn—1dn(a) = ¢p_odn_1dy,(a) + dpdn—_1d,(a). Por una parte, f,_1d,(a) =0y
por otra parte, d,,—1d,(a) = 0, luego d,(a) = dpdn-1d,(a);

o frgn(a) = fi(a) = frén-1dn(a) = a — frdn-_1ds(a) = a, ya que podemos suponer
que una contraccién de cadenas verifica las llamadas propiedades de anulacién, en

particular, f,¢,—1 = 0;
° a—gpfula) =a—a+ ¢n1dn(a) = ¢, _1dn(a) + dny19,(a).

Caso 2: Si f,_1d,(a) # 0, existe § € H,,_1 tal que A := cg(fn—1dn(a)) # 0. En este caso,

basta probar las propiedades para las dimensiones que abajo se van indicando. Entonces,
o fl_1d,=0:

— fhoidn(a) = faoidn(a) = XA, (@) fr—1dn(a) = fa—1dn(a) = fa—1dn(a) = 0,
ya que Ay, (a) = cg(fa—1dn(a)) = A;

— Parax € C)\{a}, f},_1dn(z) = fn—ldn(1’)_/\_1/\dn(m)fn—1dn(a) = fo—1dn(z) =
0, ya que Mg, (z) = ca(fn-1dn(2)) ¥y frn_1dn(z) = 0.

L4 fr/klg;zfl = idyr, , ¢ f’lflflg;l*l(h) = fnflgnfl(h) - )‘_1>‘gn_1(h)fn71dn(a> =
Jn—19n-1(h) = h, ya que h € H, 1\{B} y por tanto Ay, (n) = cs(fn-19n-1(h)) =
Cg(h) = 0

° ¢/n—1dn + ¢;z+1dn =ider, — g’;Lf’I{L :
- ¢{n—1dn(a)+dn+l¢/n(a) = ¢n—1dn(a)+/\71/\dn(a) (a=¢n_1dn(a)) = ¢n_1dn(a)+
a—pp_1dn(a) = a =a—g, f(a), yaque Ay, (o) = A, como vimos anteriormente;
— Para © € C)\{a}, ¢;,_1dn(2) + dns10),(x) = bn_1dn(@) + A" Ny, () (@ —
¢n71dn(a))+dn+1¢n(x) = ¢n71dn(x)+dn+l¢n(x) = x_gnfn(x) = w—géfé(l‘)
ya que )‘dn(z) = cg(fn—1dn(x)) = 0.
® ¢ _odn_1+ ¢hdn1 =ider, , —gp_1fry 1 Parac e Oy, c—g, 1 frq(c) =
c_gnflfnfl (C) + Ail}\cgnflfnfldn (a) = ¢n72dn71 (C) +dn¢)n71 (C) + Ail)\c(dn (a) -
dngbnfldn(a)) = 4172dn71(c) + d’ﬂ(bilfl(c)'

O
El algoritmo para computar modelos AT va a recibir como entrada un filtro C del

complejo de cadenas C y la matriz de la diferencial d de C respecto a C'. La idea es
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simplemente anadir en cada paso un elemento del filtro C' y aplicar el algoritmo 4 al

modelo AT computado en el paso anterior y al nuevo elemento que se ha anadido.

Algoritmo 5 Modelo AT para un complejo de cadenas C.

ENTRADA: Un filtro C = {ay,...,a;} del complejo de cadenas C
y la matriz de la diferencial d respecto a la base C.
Inicialmente, C:={a1}, H:={a1}, f(a1):=a1, g(a1) :=a1 y ¢(a1) =0
Para ¢ =2 hasta ¢ =m, hacer
(C,H, f,g,¢) := Salida del algoritmo 4 aplicado al modelo AT
(C,H, f,g,¢) v al elemento a;.
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,¢).

Observacién 3.1 Es obvio que el algoritmo 5 computa un modelo AT para el complejo
de cadenas C ya que en cada paso lo que vamos obteniendo son modelos AT por el teorema
3.1.

Veamos un ejemplo sencillo realizado paso a paso:

Ejemplo 3.1 Sea K el complejo simplicial formado por tres vértices y tres aristas cons-
tituyendo un tridngulo hueco. Sea C(K) el complejo de cadenas candnicamente asociado
a K. Vamos a aplicar el algoritmo 5 para computar un modelo AT de C(K). Un filtro C
de C(K) viene dado por

C = {(0),(1),(2),{0,1),(0,2), (1,2)}

Veamos detalladamente cada uno de los pasos del algoritmo:

1. Paso 1: C={(0)} y H={(0)};

2. Paso 2:  Aplicamos el algoritmo 4 al modelo AT (C,H, f,g,¢) y al vértice (1).
Entonces, C = {(0),(1)}. Como f10o((1)) =0, entonces H = {(0), (1)};

—
=

- =

o~~~

—

- =
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Figura 3.1: Pasos del algoritmo 5.

3. Paso 3:  Aplicamos el algoritmo 4 al modelo AT (C,H, f,qg,$) y al vértice (2).
Entonces, C = {(0),(1),(2)}. Como f200((2)) =0, entonces H = {(0),(1),(2)};

clalslgle
DIEICICIE
ay| o
@@ | @@ o

4. Paso 4: Aplicamos el algoritmo 4 o (C,H, f,g,¢) y a la arista (0,1). Entonces,
C = {{0),(1),(2),(0,1)}. En este caso, f301({0,1)) = f3((1)) = f3({0)) = (1) —(0) #
0, luego, H = {(0), (2)};

C H | f g

(0) 1(0) | (0) |0y | O

(1) (0) (0,1)

2 @@ @) o
(0,1) 0 0

5. Paso 5:  Aplicamos el algoritmo 4 al modelo AT (C, H, f,g,9) y a la arista (0,2).
Entonces, C = {(0),(1),(2),(0,1),(0,2)}. Como en el caso anterior, f401({0,2)) =

f1((2)) = f2((0)) = (2) = (0) # O, luego, H = {{0)};
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C H | f g
(0) | 0) | (0) | (0)
(1) (0) (0,1)
(2) (0) (0,2
(0,1) 0
(0,2) 0

6. Paso 6: Por dltimo, aplicamos el algoritmo 4 al modelo AT (C,H, f,g9,¢) y a la
arista (1,2), obteniendo ya el modelo AT del complejo de cadenas C(K). Por una
parte, C = {{(0), (1), (2),(0,1),(0,2),(1,2)}. Y por otra parte, como fs01((1,2)) =
f5((2)) — f5((1)) = (0) — (0) = 0, entonces, H = {(0), (1,2)}. Las imdgenes de las
aplicaciones que definen la contraccion de cadenas del modelo AT final se muestran

en la siguiente tabla:

C H / g ¢
©) | © | {0 (0)
(1) (0) (0,1)
(2) (0) (0,2)
(0,1) 0
(0,2) 0
(1,2) | (1,2) | (1,2) | (1,2) —(0,2) + (0, 1)

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO INCREMENTAL 4: La complejidad de este algoritmo
es O(m?), donde m es el nimero de elementos de la base C' de C que recibe como en-
trada. Supongamos que f,_1d,(a) # 0. En la expresién de f,,_1d,(a) hay, a lo mds, m
sumandos (ya que d,,(a) € C,,—1). En el peor de los casos, para cada 1 < k < m, tenemos
que sustituir f,,_1(ax) por una expresién con, a lo mds, m sumandos. Luego, tenemos
que realizar m operaciones para simplificar f,,_1(ag). Como 1 < k < m, el nimero total

de operaciones en m y por tanto, la complejidad es O(m?).

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO PARA COMPUTAR MODELOS AT 5: O(m?), donde m
es el numero de elementos que hay en el filtro que recibe dicho algoritmo como entrada,

como consecuencia de la complejidad del algoritmo anterior.
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3.2 Computando informacién homolégica a partir de
un modelo AT

En esta seccién vamos a estudiar la informacién homolégica que podemos obtener a partir

de los modelos AT. Recordemos en primer lugar algunas definiciones y propiedades:

e Sea C un complejo de cadenas. Dos ciclos ¢ y ¢’ se dice que son homdlogos si

pertenecen a la misma clase de homologia, es decir, [c] = [¢].

e Un conjunto {c1,...,c,} de ciclos de C, es una base de ciclos representativos si

{le1],- -, [cn]} es una base de generadores de homologia de C en dimensién g.

e Se dice que una g—cadena de C es un borde si existe una ¢ + l-cadena tal que
dgr1(b) = a.

Propiedad 3.1 Sea C un complejo de cadenas con diferencial d y (C, H, f, g, ®) un mo-

delo AT de dicho complejo, computado con el algoritmo 5, entonces se verifica:

1. Sic,cd son dos g-ciclos de C tales que fy(c) = fq(c'), entonces ¢ y ¢ son ciclos

homdlogos.
2. Sia € C es un g-borde, entonces a’ = ¢q(a) es tal que dgi1(a’) = a.
Demostracion:
1. Si fy(c) = f4(), entonces [gqfy(c)] = [g94f4(c')], aplicando g, y tomando clases.
Luego [c — dg+104(c)] = [ — dg+104(c')], de donde se tiene que [¢] = [¢/].

2. Por las propiedades de contraccién de cadenas, a — gq f4(a) = ¢q—1d4(a)+dgt1¢4(a).
Como a es un g-borde, por una parte a es un g-—ciclo (ya que dq—1dy = 0) y por

otra parte, f,(a) =0 (va que f,—1d, = 0), luego a = dgy1¢4(a).

O

Ejemplo 3.2 Consideramos el modelo AT computado en el ejemplo 3.1. Los vértices
(0), (1) y (2) son Ociclos tales que fo((0)) = fo({1)) = fo((2)) = (0). Bntonces, [(0)] =
[(1)] = [(2)] ya que, (1) = (0) = 0:1({0,1)), (2) = (0) = 01((0,2)) y (2) — (1) = 61 ((1,2)).

Por otra parte, a = (2) — (1) es un O-borde ya que existe b = (1,2) tal que 01({1,2)) =
(2) — (1). Entonces, a’ = ¢o({2) — (1)) = (0,2) — (0,1) es tal que 01(a’) = 01((0,2) —
0,1)) = (2) = (1) = a.
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El teorema que damos a continuacién demuestra que, dado un modelo AT (C, H, f, g, @)
para un complejo de cadenas C, obtenemos la homologia de C sobre Z,, asi como una base

de ciclos representativos de generadores de homologia de C, directamente a partir de H.

Teorema 3.2 Dado un complejo de cadenas C y un modelo AT de dicho complejo (C, H, f, g, @)

computado con el algoritmo 5, se verifica lo siguiente:

1. H(C;Zy) ~H, siendo p un primo y H el complejo de cadenas generado por H, con
diferencial nula (es decir, para todo ¢ > 0, Hy(C;Z,) ~ H,).

2. Gqg ={g4(h1),...,9q(hv), hy € Hy, i =1,...,7} es una base de g—ciclos represen-
tativos de generadores de Hy(C;Zy).

Demostracién:

1. Por definicién de modelo AT, ¢ = (f,g,¢) define una contraccién de cadenas del
complejo C en H. Entonces, se verifica que las homologias de ambos complejos son
isomorfas, H,(C,Z,) ~ Hy(H;Z,), para todo g. Por otra parte, como la diferencial
del complejo H es nula, es ficil probar que su homologia coincide con el propio

complejo y por tanto, se tiene que, para todo ¢

Hy(C;Zp) ~ Hy(H;Zp) = Hy.

2. Sea H, = {h1,...,h,}. Entonces, {[h1],...,[h]} es una base de Hy(H;Z,) (en
realidad no es necesario considerar clases ya que H tiene diferencial nula). Por el
isomorfismo de H,(H;Z,) en Hy(C; Zy,) visto en el capitulo 1, {[gq(h1)],. .., [94(hr)]}
es una base de Hy(C;Z,). Entonces, por definicién de base de ciclos representati-
vos, se tiene que efectivamente Gq = {g4(h1),...,94(hy)} es una base de g—ciclos

representativos de generadores de homologia de C, en dimensién q.

Veamos como ejemplo el caso de la botella de Klein:

Ejemplo 3.3 Consideramos el complejo simplicial S obtenido de la triangulacion de la
botella de Klein dada en la figura 3.2. Denotamos por vy ...v, al p-simplice de vértices

Vo, -5 Up, (Vo,...,0p). Sea C(S) el siguiente conjunto:

{Uo, VU3, VoV3, U5, UoUs, V3VUs5, UgU3Vs5, V1, VoV1, V1VUs5, VoV1 Vs, V2, V1 V2, V2Vs5, V1V2Vs5, Vg, U2V6, UsU6,
V2U5V¢, VoV2, VoVe, VoV2V6, V4, UVoU4, V4V6, VoU4Vg, U3V4, V4Us5, U3V4 V5, UT, U5V7, UsUT, V4U5V7, VgUT,
U5V6V7, Vg, UgUs, U7V, VgU7V8, U4V8, U4V6Vs, U3Vs, V3VU4V8, UoU7, VoU4V7, V1 V7, VoV1V7, U1V8, V1U7VS,

V28, V1V2Vs, UoUg, VoU2Vs, UOUSWS}
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Vo V1 Vs Uo

Figura 3.2: Complejo simplicial S asociado a la botella de Klein.

Entonces, C(S) es un filtro del complejo de cadenas. Aplicando el algoritmo 5 a dicho
filtro y trabajando con coeficientes en Za, obtenemos un modelo AT (C(S), Hg, fs,gs, ¢s),
donde Hs = {(Hg)q} siendo (Hg)o = {vo}, (Hs)1 = {vova,vsvs} y (Hs)2 = {vovsvs};
GO = {go(vo) = vo}, G1 = {g1(vov2) = a1, g1(v3v4) = a2} siendo oy = vova + V1V + VoU1
Y Qg = V3V + Vovg + vou3, G2 = {g2(vovsvg) = B} siendo B la 2-cadena formada por la

suma de todos los tridngulos de S. Entonces,

Ho(C(S),ZQ) ~ ZQ
Hl(C(S),ZQ) ~ ZQ b ZQ
HQ(C(S),ZQ) ~ ZQ

donde vy es el ciclo representativo en dimension 0, ay y ao los ciclos representativos
en dimension 1 y 3 el ciclo representativo en dimension 2. Ademds, obtenemos que los
nimeros de Betti, para p = 2, son B2 = 1, B2y = 2 ¥ B2,2) = 1 (una componente

conezxa, dos tineles y una cavidad).

3.3 Algoritmo Decremental para computar un modelo
AT

En esta seccién nos planteamos de nuevo reutilizar la informacién homoldgica de un com-
plejo de cadenas tras anadir o eliminar un elemento de la base. Concretamente, nuestro
objetivo es obtener modelos AT para CY{%} y M@} a partir de un modelo AT de C. Para
obtener un modelo AT de CY{%}, basta aplicar el algoritmo incremental 4 al modelo AT

de C y al elemento {a}.
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Para el caso C\{%}, hemos desarrollado un algoritmo que, por analogfa al anterior,
llamamos Algoritmo Decremental. Aqui presentamos una extensién del algoritmo dado
en [GMRS06a]. La idea es la siguiente: sea (C, H, f, g, $) el modelo AT ya computado de
C y n la dimensién del elemento a. Entonces, se comprueba si a pertenece a I'm g,. En
caso afirmativo, eliminamos la clase de homologia correspondiente, y en caso contrario,

se crea una nueva clase de homologia envuelta en la expresién de d,,(a).

Recordar que si a € Cy y b es una cadena expresada como combinacién lineal de los
elementos de la base, el nimero ¢, (b) indica el coeficiente del elemento a en al expresién

de b. Se dice que un elemento a € C;; es maximal si a ¢ Imdg1.

Algoritmo 6 Algoritmo Decremental en Z,.

ENTRADA: Un modelo AT (C,H, f,g,¢) del complejo de cadenas C,
la matriz de la diferencial d de C respecto a la base C
y un elemento a € C,, maximal.
Cp :=Cy\{a}.
Si existe O € H,, tal que X:=c,(g,(8)) #0, entonces H, := H,\{3}
Para cada € C,, ceC,_1 vy he H,,
fn(@) i= fu(x) = AaBs e = ca(fu(2)),
gn(h) = gn(h) = MA"1gn(B), A = ca(gn(h)).
Pr—1(c) = dpn-1(c) = XAT1gu(B), A = calPn-1(c)),
En caso contrario, sea b€ (C,_; tal que b¢ H, 1,
entonces, H, 1 :=H,_1U{b}, gn_1(b) :=dy(a).
Para cada c€ C,,_1,
Ac := Ca(Pn-1(c))
Fa1(€) == far(6) + Acb,
Pn—1(c) = ¢pn-1(c) = Achn-1dn(a).
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,¢).

Ejemplo 3.4 Consideramos el modelo AT del complejo de cadenas asociado al complejo

simplicial K de la figura 3.3, dado en la siguiente tabla (trabajando en Zs):
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Figura 3.3: Complejo simplicial K (a la izquierda), L = K\{(0,1,2)} (en el centro) y
I\{{0,2)} (a la derecha).

C H | f g

(0) | {0) | {0) | (0)

(1) (0) (0,1)

(2) (0) :
(0,1) 0
(0,2) 0 0
(1,2) 0 (0,1,2)

(0,1,2) 0 0

En primer lugar, eliminamos el 2-simplice a = {0,1,2). Como a ¢ Imga, sea b =
(1,2) € 09(a), tal que b ¢ Hy. Entonces, se crea una clase de homologia de dimension 1
representada por la arista (1,2), cuyo ciclo representativo es (1,2) + (0,2) + (0,1). Las

imdgenes de las nuevas aplicaciones vienen dadas en la siguiente tabla:

C H f g

) | © | (0) (0)

(1) (0) (0,1)

(2) (0) ;
(0,1) 0
(0,2) 0
(1,2) | (1,2) | (1,2) | (1,2)+(0,2) +(0,1)

En segundo lugar, eliminamos el 1-simplice a = (0,2). En este caso, existe § =

(1,2) € H tal que a € g1(B). Se tiene que c(2)(9(1,2)) = 1. Luego, se destruye la
clase de homologia representada por la arista (1,2). En las siguiente tabla se muestran

las imdgenes de las aplicaciones que definen el modelo AT final:



PARTE I: MODELO AT 72

¢ | H f g ¢
(0) | {0) (0) (0) 0
(1) (0) (0,1)
(2) (0) (0,2) +(1,2) +(0,2) + (0, 1) =
=(1,2) +(0,1)
(0,1) 0
(1,2) (1,2) +(1,2) = 0

Observar que, al eliminar el simplice (0,1,2), el tridngulo que constituye el complejo
simplicial K, queda “hueco”, es decir, se crea una nueva clase de homologia en dimension
1. De la misma forma, en el seqgundo caso, al eliminar la arista (1,2), el hueco se destruye,

y consecuentemente, se destruye la clase de homologia correspondiente.
Veamos que, efectivamente, el algoritmo 6 computa un modelo AT:

Teorema 3.3 La salida obtenida al aplicar el algoritmo 6 a un modelo AT de un complejo
de cadenas C y a un elemento a € C,, mazximal define un modelo AT para el complejo de

cadenas C\*.

Demostracién: Denotamos por (C', H', f, ¢’, ¢') ala salida del algoritmo y por (C, H, f, g, ¢)
al modelo AT de C que recibe como entrada. Es obvio que el conjunto C’ es una base
de C\{a} (que denotamos por C'). Ademds, por construccion, el conjunto H' es un sub-
conjunto de elementos de C’. Falta probar que ¢’ = (f’,g’,¢’) define una contraccién
de cadenas de C' en H’, siendo H' el complejo de cadenas generado por H' y con di-
ferencial nula. Es decir, tenemos que probar: f; jd, = 0, dyg, = 0, frg, = idy,,
ider, — 9o fq = Py—1dq + dgr16y, para todo ¢ > 0. En realidad, sélo probaremos los casos

no triviales, es decir, para las dimensiones en las que las aplicaciones no cambien.

Caso 1: Si existe § € H,, tal que X := ¢,(g9,(5)) # 0, entonces,

o frdni1=0: fidni1(t) = fadni1(t) =Aa, ()8 = fudn+1(t) =0, yaque Ay, (1) =
Cﬁ(fndn-i-l(t)) =0.

° dng; =0: dngé(h) = dngn(h) - /\h)‘_ldngn(ﬁ) =0.

o frgn = idw, = frgn(h) = flan(h) = MAT 1.90(B) = fugn(h) — Ag, ()8 —
/\h)\il(fngn(ﬁ) - /\gn(ﬁ)ﬁ) = fngn(h) = h, ya que Agn(h) = Cﬁ(fngn(h) =h)=0al
ser h € H,\{}. Por otra parte, Ay, (g) = cg(fugn(B8) = 5) =1
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o ider, — gnfh, = bp_1dn +dy 100 0 T — g, f1 () = 2 — g5 fu(2) + Aagn(B) = v —
gnfn(x)"‘/\fn(z))‘_lgn(ﬂ) = ¢n—1dn($)+dn+1¢n(x)"‘/\fn(z))‘_lgn(ﬁ) = ¢h_1dn(T)+
dpt19,,(x), ya que, por las propiedades de contraccién de cadenas, x — g, fn(z) =

¢n71dn(1’) + dn+1¢n(x) Por una parte, S Cn\{a} Yy por Otra, a ¢ dn+1¢n(m) por

ser maximal, entonces, ¢, (gn fn(2)) = —co(dn—1dn(x)).

e ider,  —Gn_1fn-1= Op_odn_1+dnd, 1 &, _odn_1(c)+dnd),_1(c) = dn_2dn_1(c)+
dn¢n—1(c) - Xc)‘ildngn(ﬂ) =Cc— g;—lf;z—l(c)v ya que dpgn = 0.

Caso 2: Si ¢,(gn(h)) = 0 para todo h € H,, es decir, a ¢ I'm g,, entonces,

o flidy =0 fl 1dy(x) = fa1dn(x) + A4y ()0 = fno1dn(x) = 0, ya que por
las propiedades de contraccién de cadenas x — g, frn (%) = ¢n_1dn(2) + dpir10n ().

Entonces, como z € C,\{a}, a ¢ d,+1¢,(x) por ser maximal y por hipdtesis,

a & gnfn(z), se tiene que Ay, (z) = ca(Pn—1dn(z)) = 0.
e dy 19, _1=0: dy_1g,,_1(b) =dn_1d,(a) = 0.

® fr19n_1=idy, ¢ fr_10n_1(b) = fn1dn(a) = fo1dn(a) + /\dn(a)b = b, ya que
fnfldn =0y Ca((bnfldn(a)) =1 ya que a — gnfn(a) = (anfldn(a) + dn+1¢n(a)v
ag¢Img,yad¢Imd.

o ider,_y — gp_1fn1 = nsdn-1+tdndy_1 0 c— g1 fr1(c) =c— gn-1fa-1(c) -
AeGn-1(b) = ¢ = gn_1fn-1(c) — Aedn(a) = pn_adn_1(c) + dpdn_1(c) — Aedn(a) =
& _odn_1(c) + dndl,_1(c), ya que d,(a) = dpdn_1d,(a), por verificarse d,(a) —
In—1fn-1dn(a) = ¢n_2dn_1dn(a) + dpndn_1d,(a) y ser fr_1d, =0y dp_1d, = 0.

e ider, —gy fr, = bp_1dntdni1y, 0 ¢ _1dn(T)+dni19,(7) = ¢)n—1dn(x)_/\dn(z)d)n—ldn(a)‘F
dn—&-l(ybn(x) - ¢7L—1dn(x)+dn+1¢n(z) = l‘fg;,f:v,(x)v Yya que )‘dn(z) = Ca(¢n—1dn($)) =

0, como vimos anteriormente.

O
COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO DECREMENTAL: O(m?), donde m es el nimero de
elementos de la base del complejo C. La idea es la misma que explicamos para el caso del

algoritmo incremental.

3.4 Modelos AT desde el punto de vista de la Teoria

de Perturbacién Homolégica

La Teoria de Perturbacién Homoldgica estd constituida por un conjunto de técnicas ba-

sadas esencialmente en los conceptos de perturbacion y contraccién de cadenas. El Lema
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Bésico de Perturbacion constituye la piedra angular de esta teoria: se trata de un ver-
dadero algoritmo en el que el dato de entrada es una contraccién entre dos complejos de
cadenas, C y €/, junto con una perturbacién § de la diferencial d de C (aplicacién de C en
C verificando cierta propiedad) y el dato de salida es una nueva contraccién de cadenas

entre los complejos de cadenas perturbados, Cs y C5. Veamos formalmente dicho lema:

Teorema 3.4 Teorema Bdsico de Perturbacion Homoldgica Sea (f,g,d) una con-
traccidn entre dos complejos de cadenas C y C', con diferenciales d y d’, respectivamente.
Sea 0 : C — C wuna aplicacion (6, : C; — Cqy—1, para todo q), llamada perturba-
cion, tal que @6 es puntualmente nilpotente (para cada ¢ € C4, existe n. € Z tal que
(pg—104)"<(c) = 0, para todo q) y (d+ 6)*> = 0, para todo q. Entonces, cs = (fs,9s,bs),
donde

fo=Ff—féAg
g9s = Ag
s = A¢

define una nueva contraccion de cadenas de C Yy 5’, siendo d + § la diferencial de 5,
d' + ds la diferencial de C', ds = f6A¢ y A =322 (—1)(¢d)".

En realidad, nuestra teoria puede ser vista de forma andloga, concretamente el algo-
ritmo incremental: dada una contracciéon de cadenas entre dos complejos de cadenas, C
y C’, y una perturbacién del complejo C, jes posible obtener una contraccién de cadenas
entre los complejos de cadenas perturbados, C y C'? En [GMRS06a], vimos que la res-
puesta es positiva. En dicho trabajo, demostramos la validez del algoritmo incremental
(algoritmo 4) usando el Teorema Bésico de Perturbacién Homoldgica. Recordemos que en
dicho algoritmo el dato de entrada es una contraccién de cadenas (modelo AT) (f, g, ),
de un complejo de cadenas C en ‘H y realizamos una perturbacién al complejo de cade-
nas C (afiadir un elemento {a}), obteniendo una nueva contraccién de cadenas entre los
complejos perturbados CY1%} y H’. Pues bien, a continuacién vamos a demostrar que la
contraccién de cadenas computada con el algoritmo 4, que denotamos por (f’, ¢’, ¢'), coin-
cide con la obtenida al aplicar el Lema Bésico de Perturbacién, denotada por (fs, gs, ds),

para cierta perturbacién §. Por comodidad, omitiremos los subindices.

Caso 1: Si fd(a) = 0:

Sea C el complejo de cadenas generado por C'U{a} con diferencial d, dada por g(c) =
d(c)sic e Cyd(a) =0. Sea H el complejo de cadenas generado por HU{a} con diferencial
d =0. Y sea (f,j,) una contraccién de cadenas de C en H dada por: f(c) := f(c) v
d(c) := ¢(c) si c € C; G(h) := g(h) si h € H; f(a) :=a, §a) == ay d(a) := 0. Bs facil
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demostrar que, efectivamente, ( f q[)) es una contraccién de cadenas al serlo (f,g,®).
Definimos 6 : C — C como: §(c) := 0si ¢ € C'y §(a) := d(a). Veamos que se verifican

las dos propiedades:

e 606 =0: 8¢6(c) =0sice Cydpdla) =dpd(a) = Spd(a) =

e (d+8)2=0: (d+0)2(c) = (d+0)(d+d)(c) = (d+5)d():dd(c):OSiceCy

(d+6)2(a) = (d + 6)(d + 6)(a) = (d + 6)d(a) = dd(a) =

Luego, aplicando el Teorema Bésico de Perturbaciéon Homoldgica a la perturbacién §

y a la contraccién (f, g, ¢) de C en H, obtenemos una nueva contraccién de cadenas

(f5.95,05) : Cs = (CU{a},d+ 6 = d”) — Hs = (HU {a},d +ds = 0)

Ahora, vamos a probar que dicha contraccién coincide con (f,g’, ¢') :

o Jse) = Fle) = F3o(e) = £(0) = fa6() = f(e) = () si c € Cy fila) = Fla) -
f6d(a) = a = f().

o Gs(h) = g(h) — ¢6g(h) = g(h) st h € H y gs(a) = §(a) — ¢6g(a) = a— ¢d(a) = ¢'(a).
o d5(c) = dc) — $0o(c) = d(c) = ¢/ (c) sic € C'y ps(a) = d(a) — ¢dp(a) = 0 = &' (a).

Luego, tenemos demostrado el primer caso.

Caso 2: Si existe § € H tal que A := cg(fd(a)) # 0:

Sea C el complejo de cadenas generado por C U {a,e}, donde e es un elemento de
dimensién ¢ — 1 (siendo ¢ la dimensién de a) que eliminaremos al final. La diferencial d
de C viene dada por: d(c) := d(c) si ¢ € C; d(a) := e y d(e) := 0. Sea H el complejo de
cadenas generado por H y con diferencial nula. Y sea (f, g, 5) una contraccion de cadenas
de C en H dada por: f(e) := 0, f(a) := 0, f(c) := f(c), si c € C; G(B) := g(B) — A le
y §(h) = g(8) si h € H; ¢(e) := a, d(a) := 0, d(c) := d(c) + AeALa, si ¢ € C siendo
Ae = cg(f(c)). Es facil demostrar que, efectivamente, (]7, g, 5) es una contracciéon de
cadenas al serlo (f,g,¢). Definimos 6 : C — C como: 6(c) :== 0sic e C, d(e) :=0y

0(a) := d(a) — e. Veamos que se verifican las dos propiedades:

° 006 = 0:  8gd(c) = 0sic e C, 6¢d(e) = 0y 66d(a) = 6p(d(a)) — dp(e) =
d¢d(a) 4+ 6(a) —6(a) =0,
e (d+6)2=0 (d+06)>2c)=(d+08)(d+6)(c)=(d+6)d(c) = dd(c) =0sice C;

(d+06)2(e) = (d+06)(d+68)(e) =0y (d+6)2(a) = (d+6)(d+6)(a) = (d + 6)d(a) =
dd(a) =0

—~
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Aplicando el Teorema Bésico de Perturbacion Homolégica a la perturbacion § y a la

contraccién (f,q,¢) de C en H, obtenemos una nueva contraccién de cadenas

(f5:95,%5) : Cs = (CU{a,e},d + 6 = d”) — Hs = (H,d' +ds = 0)

Ahora, vamos a probar que dicha contraccién coincide con (f,¢’, ¢') :

o fs(c) = F(e) = 6d(c) = f(c) = [S6(c) = XA f3(a) = f(e) = AA"" fd(a) = f'(c)

siceCy fs(a) = fla) — fod(a) = 0= f'(a).
o Gs(h) = g(h) — ¢0g(h) = g(h) — ¢6g(h) = g(h) si h € H\{B}.

o Bs(c) = d(c) — ddd(c) = d(c) + AcA"1a — ddd(c) — AA"10(a) = d(c) + AeX"La —
AATLG(d(a) — €) = ¢(c) + AcA"ta — AA"2pd(a) — AeA"2a + A A"la = ¢(c) +
AeA"Y(a — ¢d(a)) = ¢/(c) si c € C'y ¢5(a) = d(a) — ¢dg(a) =0 = ¢/(a).

Podemos eliminar el elemento e sin problemas, obteniendo la contraccién de cadenas
deseada.

O

Consecuentemente, queda demostrado que nuestra teoria se puede ver desde el punto

de vista de la Teoria de Perturbacién Homoldgica.
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Modelo AT: ventajas e inconvenientes

VENTAJAS:

- Dado un complejo de cadenas C y un modelo AT de C, (C, H, f, g, ¢), podemos obtener
la homologia en Z, de C asi como ciclos representativos sobre Z, de los generadores de
homologia. Concretamente, el complejo de cadenas H, generado por H, es isomorfo a.
H(C;Zy).

- Otra ventaja importante es que los algoritmos para computar modelos AT

tienen complejidad ciibica.

- A partir de un modelo AT, también vamos a poder computar caracteristicas cohomolégicas.

INCONVENIENTES:

- El problema de la computaciéon de modelos AT es perdemos mucha informacién cuando la
homologia del complejo inicial presenta torsién. En este caso, los niimeros de Betti pueden
variar al variar el primo p. Por ejemplo, la siguiente tabla muestra cémo varian los niimeros

de Betti de la botella de Klein, cuando p = 2, 3,29:

Bo | B | B2
z2 | 1] 21
Z/3 [ 1]1
Z/29 | 1] 1




Capitulo 4

A-Modelo AT

Como ya hemos mencionado en varias ocasiones, computar modelos AT sobre cuerpos Z,,
para p primo, supone un gran inconveniente si la homologia del complejo que estamos
estudiando presenta torsion. En este caso, los niimeros de Betti pueden variar al variar el
primo p (Munkres, p.332). Antes esta situacién, nuestro interés en este capitulo se centra
en obtener un nuevo modelo de representacion, trabajando en el anillo de los enteros,
evitando el calculo de la forma normal de Smith. Si trabajamos en Z y hay torsion, es
claro que no podemos obtener una contraccién de cadenas hacia un complejo isomorfo a
la homologia del complejo inicial (ya que en ese caso, el complejo de cadenas de llegada
tendria que tener diferencial nula). De ahi la necesidad de definir este nuevo modelo
que llamamos A-modelo AT, siendo A € Z. Dicho modelo fue definido [GIMRO07]. Aqui,

presentamos una versién extendida y un andlisis méas detallado del mismo.

En primer lugar, introducimos un nuevo concepto, A-contracciones de cadenas.

4.1 M-Contracciones de cadenas

Definicién 4.1 Sean C = (C,d) y C' = (C’,d’) dos complejos de cadenas y A un entero
no nulo. Se define una \-contraccion de cadenas como un conjunto de tres aplicaciones
f=1f0:C—C}, 9=19,:C — Cy} y ¢ ={pg : Cq — Cyy1}, tales que para todo
q:

1. f y g son aplicaciones de cadenas, es decir, fq_1dq = d;fq Y gq_ldfl =dq9q;

2. fng = )\idcé;

78
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3. ¢ es una homotopia de cadenas de Nidc en gf, es decir, Nide, — gqfq = ¢q—1dq +
dgt10q-

Notaremos las A-contracciones de cadenas por ¢y = (f, g, ¢, A). Observar que si A =1,
lo que tenemos en realidad es una contraccién de cadenas. Ademas, si cx = (f,g,®, A) es
una contraccién de cadenas con A = —1, entonces ¢ = (—f, g, —¢) es una contraccién de

cadenas.

A continuacién, exponemos un resultado en el que se ve el comportamiento de las
contracciones de cadenas con respecto a algunas operaciones elementales del Algebra

Homoldgica: composicién, suma directa y producto tensorial.

Lema 4.1 Dada dos contracciones de cadenas, ¢ := (f,g,$) deC enD, yc' = (f",q',¢)

de C' en D', se pueden construir las siguientes contracciones de cadenas:
1. §i D =C', la contraccién composicién de ambas dada por:
coc = (ff,99',¢+9¢'f)

del complejo de cadenas C en D’.

2. La contraccion suma directa dada por:
cad=(fef . ged 009¢)

del complejo de cadenas C®C' en D@ D'.

3. La contraccion producto tensorial, dada por:
cod =(fef,.geg id@¢ +o24f)
del complejo de cadenas CRC' en D D'.

Ahora bien, es facil probar que las A-contracciones de cadenas también se comportan
“bien” con respecto a las operaciones elementales del Algebra Homoldgica definidas en el

lema 4.1. El siguiente teorema nos lo muestra:

Teorema 4.1 Sea ¢y = (f,g,6,\) una A—contraccion de cadenas de C = (C,d°) en
D = (D,dP) y sea cx = (f',g', ¢/, N) una N —contraccion de cadenas de C' = (C',d°")
en D' = (D',dP"). Entonces, se pueden construir las siguientes A\ -contracciones de

cadenas:
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1. Si D =", la composicién de ambas dada por:

C)\OCy 1= (f/fv gg/a )‘I¢ + g¢lf, )‘>‘/)
del complejo de cadenas C en D’.

2. La suma directa dada por:
ey Doy = ()‘/f 2 Aflvg S2) g/a )‘/¢ S A¢/7 /\>‘/)
del complejo de cadenas C HC' en D D'

3. FEl producto tensorial, dado por:
ex®@en =N, g@g AN @A + X0 @ Ng' f/,AN)
del complejo de cadenas C@C' en DR D'.

En el capitulo 1 vimos que si tenemos una contraccién de cadenas entre dos comple-
jos de cadenas C y C’, las homologias de ambos complejos sobre cualquier anillo A son
isomorfas, es decir, H(C;A) ~ H(C;A). El siguiente resultado nos muestra un resultado

similar para las A-contracciones de cadenas:

Proposicion 4.1 Si existe una A-contraccion de cadenas cx = (f, g,6,A) (con A #0) de
un complejo de cadenas C en otro complejo de cadenas C', el subgrupo libre de H(C;Z) es
isomorfo al subgrupo libre de H(C';Z). Como consecuencia, los nimeros de Betti de C y

C’ coinciden.

Demostracién: Sean d y d’' las diferenciales de C y C’, respectivamente. Sea a un g-ciclo
representativo de un generador del subgrupo libre de H,(C;Z). Entonces, f,(a) es un
g-ciclo de C' ya que d; f,(a) = fy—1d4(a) = 0. Por reduccién al absurdo, supongamos
que fy(a) es un ciclo del subgrupo de torsién de Hy(C';Z). Entonces, existe p # 0y
existe V' € C,,; tal que d; (V') = pfy(a). Por las propiedades de A-contraccién de
cadenas se tiene que Apa — gqfy(1a) = ¢q—1dq(pa) + dgt104(pa), de donde se deduce que
Apa = dgy1(pdg(a) + ggr1(b')). Esto dltimo es una contradiccién ya que a es un g-ciclo
de la parte libre de la homologia de C.

Ahora, sean a y b g-ciclos representativos de dos generadores distintos de la parte libre
de la homologia de C. Por reduccién al absurdo, suponemos que fq(a) y fq(b) son g-ciclos
representativos del mismo generador de la parte libre de la homologfa de C’. Entonces,
fqla) = fq(b) € Imd,, es decir, existe b’ € Cj tal que fy(a) — fu(b) = di; ().

Entonces, A(a — b) = dy+1(gq+1(b") + ¢4(a — b)), lo cual es una contradiccion.
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Andlogamente, podemos probar que si a’ y b’ son g-ciclos representativos de dos ge-
neradores distintos de la parte libre de la homologia de C’, g4(a’) v g4(b’) son g-ciclos
representativos de dos generadores distintos de la parte libre de la homologia de C.

Por tanto, podemos concluir que la parte libre de H(C;Z) es isomorfa a la parte libre
de H(C';Z).

|

4.2 A-modelo AT: Definicién y algoritmo

El problema que supone computar modelos AT en Z es que no podemos obtener en
general una contraccién de cadenas hacia un complejo de cadenas con diferencial nula.
En concreto, si intentamos aplicar el algoritmo 5 con coeficientes en Z, llegamos a un
paso en el que no podemos continuar ya que tenemos que “despejar”. Con esto nos
referimos a lo siguiente: cuando anadimos un elemento a; de dimensién n a la base C' del
complejo de cadenas C, en el paso i-ésimo del algoritmo, se comprueba si f,—1dy,(a;) =0
0 fn—1dn(a;) # 0 (siendo f, el morfismo involucrado en la contraccién de cadenas del paso
i — 1). Sabemos que, para obtener un modelo AT, como queremos llegar a un complejo
de cadenas con diferencial nula, debe verificarse que f,_1d, = 0, para todo ¢q. Entonces,
si fno1dn(a;) # 0, la idea es definir las nuevas aplicaciones de forma que f,—1d,(a;) se
anule y para ello, necesitamos despejar y dividir por enteros. Obviamente, ésto no supone
ningun problema cuando los coeficientes pertenecen a un cuerpo.

A raiz de esta cuestion surge la idea de definir los A-modelos AT.

Definicién 4.2 Sea C un complejo de cadenas y A un entero no nulo. Se define un
A-modelo AT de C como el conjunto (C, H, f,qg,$,\), donde:

o C ={Cy} es una base de C, es decir, Cy es una base de Cy, para todo q;
o H ={H,}, tal que para todo q, H, es un subconjunto de elementos de Cy,

e ¢y = (f,9,0,\) es una A-contraccion de cadenas de C en un complejo de cadenas

H, generado por H y con diferencial nula.

De la misma forma que hicimos con el modelo AT, vamos a mostrar en primer lugar
un algoritmo que va a recibir como entrada un A-modelo AT para un complejo de cadenas
C y un elemento a de dimensién n tal que a ¢ C,, y dy,(a) € C,,—1. Como dato de salida,
vamos a obtener un X-modelo AT para el complejo de cadenas CV{%}. La idea es la
misma que la aplicada para el algoritmo incremental en modelos AT (algoritmo 4), es

decir, evaluar la expresién f,_1d,(a). Entonces, si f,_1d,(a) = 0, se crea una clase de
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homologia representada por el elemento a y, en caso contrario, se destruye una clase de

homologia envuelta en la expresién de f,—1d,(a).

Algoritmo 7 Algoritmo Incremental para A\-modelos AT.

ENTRADA: Un A-modelo AT (C,H,f,g,¢,\) de C, la matriz de la diferencial
d de C respecto a la base C' y un elemento a de dimension n
tal que a ¢ C,, y dp(a) € Cp_q.

Si fn-1dn(a) =0, entonces H, := H,U{a},

fa(@) = a4, $n(a) =0, gu(@) = Aa— bn1dn(a).
En caso contrario, sea € H,_1 tal que p:=cg(fn_1dn(a)) #0,
siendo p =min{|cy(fn—1dn(a))|, h € H,—1}. Entonces,
o= Ho \B}, fula) =0, éu(a) = 0.
Para cada ¢ y cada c€ (g,
A :=ca(fq(c)
fale) = pfe(c) = Acfn-1dn(a),
bq(c) = pg(c) + Ac(Aa — ¢n_1dn(a)),
A= A
C, :=C,U{a}.
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,0,\).

A partir de este algoritmo, mostramos otro para computar un A-modelo AT de un

complejo de cadenas en general:

Algoritmo 8 Algoritmo para computar un A\-modelo AT para un complejo de cadenas C.

ENTRADA: Un filtro C = {ay,...,a,} del complejo de cadenas C
y la matriz diferencial d para la base C.
Inicialmente, C:={a1}, H :={a1},
flar) :==a1, g(a) :=a1 y ¢(a1) =0, A:=1.
Para ¢ = 2 hasta ¢ =m, hacer
(C,H, f,g,¢,\):=Salida del algoritmo 7 aplicado al A-modelo AT
(C,H, f,g,0,\) y al elemento a;.
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,0,)).

Ejemplo 4.1 Sea C un complejo de cadenas tal que los conjuntos {a,b}, {c,e} y {g} son
bases de Cy, C1 y Co, respectivamente. Sea d la diferencial de C dada por: do(a) = 0,
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do(b) = 0, di(c) = 2b, d1(e) = 0 y da(g) = —3e. Un filtro C de Ces C = {a,b,c,e,g}.

Entonces, aplicamos el algoritmo 8 al filtro C de C:

Inicialmente: Paso 1: f_1dy(b) =0,
ClH|flgl|o]| A
clu|slsle]|n | \ 9|9
a | a al 01
a‘a‘a‘a‘()‘l
blb|b|lb|0]|1
Paso 3: fodi(c) =20#0, | Paso 4: fodi(e) =0,
ClH| flg|lol|lA
C| H A
‘ ‘ / ‘g ‘ ¢ a | a | 2a 01
al|lal|2a|a|0]1
b 0 c |1
b 0 c |1
c 0 012
c 0 0|2
e | e e | e 2
Paso 5: fids(g) = —3e # 0,
ClH| f|lg| ¢ |A
a| a | bala 0 1
b 0 3¢ |1
c 0 0 2
e 0 —2g | 2
g 0 0 6

Obtenemos un 6-modelo AT para el complejo de cadenas C, siendo H = {a} (obvia-

mente, con diferencial nula).

Teorema 4.2 Dado un complejo de cadenas C, un A-modelo AT para dicho complejo de
cadenas y un elemento a de dimension n tal que a ¢ C,, y dp(a) € Cph—1, el algoritmo 7
aplicado a dicho modelo AT y al elemento a computa un N -modelo AT para el complejo

de cadenas CV1a},

Demostracién: Denotamos por (C, H, f, g, ¢, \) al A-modelo AT que recibe el algoritmo
como entrada y denotamos por (C', H', f',¢',¢’, \') al conjunto en la salida de dicho algo-
ritmo. Tenemos que probar que (C', H', f',¢',¢', \') es un N-modelo AT para CY{} (que
denotamos por C’). Por una parte, C' = C U {a} y d,(a) € C,—1, luego C’ es una base
de C’. Por otra parte, H' es un subconjunto de elementos de C’ y el complejo de cadenas
H' generado por H' tiene diferencial nula. Queda probar que ¢y = (f’,¢',¢’, ') define
una contraccién de cadenas de C’ en H'. Es decir, tenemos que probar que: féfldq =0,
dqgq =0, fogq = Nidy, Nide, — g4 fq = ¢y—1dq + dg+165, para todo ¢ > 0.
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Caso 1: Si f,,_1d,(a) = 0, basta probarlo para el elemento a,
o fr1dn(a) = fr-1dn(a) =0;

e dng(a) = Mdp(a) — dpon—1ds(a) = 0, ya que como d,(a) € C,_1, se verifica
que /\dn(a') - gn—lfn—ldn(a) - ¢n—2dn—1dn(a) + dn¢n—1d7z(af)~ POI‘ una partev
frn—1dn(a) = 0y por otra parte, d,,_1d,(a) = 0, luego Ad,(a) = dpdn—_1d,(a);

o flgl(a)=Afl(a)— fldn_1dn(a) = Xa— fnodn_1d,(a) = Aa = Na, ya que podemos

suponer que se verifican las propiedades de anulacién, en particular f,¢,—1 = 0;

® \a— gnfn(a) = Aa — Aa + (bnfldn(a) = ¢n71dn(a) + dn+1¢n(a)'

Caso 2: Siexiste f € Hp_1 tal que p:= cg(fn_1dn(a)) # 0, entonces sélo lo probaremos

para las dimensiones no triviales,
!/ — .
o fl_1d,=0:

- ;zfldn(a) = an—ldn(a') - /’Lfn—ldn(a’) =0, ya que cﬁ(fn_ldn(a)) K
. Para = C/, ;Lfldn(c) — /anfldn(c) — )\dn(x)fn,ldn(a) = /sznfldn(x) = 07
ya que )\dn(z) = Cﬁ(fnfldn@j)) =0

° dqg; = 0: trivial ya que g, no cambia,para todo g.

® frnaGn1 =Nidy 0 fri19n1(h) = pfn-1gn-1(R)=Ag,  (n)fa—1dn(a) = pAh =
Nh, ya que Ay, () = ca(fu—19n—1(h)) = cg(Ah) = 0 por ser h € H,,_1\{B}.

o ¢p_1dn + dnia1dy, = Nider, — gy, fy,

— Na—gpfn(a) = Na=Apa = pdy-1dn(a) + Apa — pdn-1dn(a) = ¢, _1dy(a) +
dnt1¢7,(a)

— Parace C, ¢, 1dn(c) +dni10,(c) = ppdn_1dn(c) + g, () (Aa — pp_1dy(a)) +
pdn1¢n(€) = pipn—1dn(x) + pdp116n(x) = pAc — pgn fu(c) = Ne — g;, f,(c)

® O _odn—1+dnd),_y = Nider,_,—gn_1fr1 0 Ne—gn_1fr1(c) = Auc—pgn—1fn-1(c)+
AcGn—1fn—1dn(a) = pon_2dn-1(c) + pdndn-1(c) — Ae(Adn(a) — dndp-1dn(a)) =
Pr—2dn-1(c) + dnd,_;(c).
O
COMPLEJIDAD, EN TIEMPO, DEL ALGORITMO 7: O((m?)), donde m es la dimensién
del complejo de cadenas inicial. La complejidad en espacio pude ser mayor ya que pueden

aparecer enteros muy grandes.

COMPLEJIDAD, EN TIEMPO, DEL ALGORITMO 8: O((m?)), donde m es el ntimero de

elementos del filtro que recibe como entrada.
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4.3 Computando informacion homoldégica a partir de
A-modelos AT

En esta seccién vamos a ver que, computando un A-modelo AT, (C, H, f, g, ¢, \), para un
complejo de cadenas C, obtenemos informacién homolégica en Z. En concreto, obtenemos
los ntimeros de Betti asi como los primos p candidatos a aparecer en los coeficientes de

torsion de la homologia. Veamos los siguientes resultados:

Teorema 4.3 Dado un A-modelo AT para un complejo de cadenas C, (C,H, f,qg,d, A),
el complejo de cadenas H (generado por H y con diferencial nula) es isomorfo a la parte
libre de H(C;Z).

La demostracién del teorema anterior es una consecuencia directa de la proposicion

4.1 y de ser ‘H un complejo de cadenas con diferencial nula.

Veamos més propiedades de los A-modelos AT:

Proposicién 4.2 Dado un A-modelo AT para un complejo de cadenasC, (C, H, f, g, d, \),
es posible obtener un modelo AT racional (es decir, un modelo AT sobre Q) dado por
(C,H,\"1f,g,\"1¢). Ademds, el conjunto {g(h) : h € H} es un conjunto de ciclos

representativos de generadores de H(C; Q).

Demostracién: Veamos que, efectivamente, ¢ = (A7 f, g, \"1¢) define una contraccién de
cadenas de C en H. Es decir, tenemos que probar: A= f,_1d, =0, dyg, = 0, \7' f 9, =
idy,, ide, — AN lgofs = A pg—1dy + A1y 10, para todo q.

e \lf,1d; =0y dyg, =0, por ser fy g aplicaciones de cadena;
° /\_1fng = A_l)\iqu = iqu;
o AN pg_1dy + AN Vdgp1dg = AN (Nide, — gqfq) = ide, — A gqfq-

La demostracién de que el conjunto{g(h) : h € H} es un conjunto de ciclos represen-
tativos de generadores de H(C; Q) es ya conocida al tener un modelo AT sobre un cuerpo
Q.

|

El Teorema de Coeficientes Universales para Homologia ([Munk84], pag. 332) nos
dice que el g-ésimo nimero de Betti 3, (rango de H,(C;Z)) coincide con la dimensién del
espacio vectorial Hy(C; Q). Ademds, trabajando en el dominio de los enteros, podemos
obtener un conjunto de 3, ciclos no bordes independientes de C sobre Z, para cada ¢, a
partir de un A-modelo AT de C.
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Corolario 4.1 Dado un A-modelo AT para un complejo de cadenas C, (C,H, f,g, ¢, \),

el conjunto {g(h) : h € H} es un conjunto de ciclos no bordes independientes de C sobre
7.

De la misma forma que hemos construido un modelo AT racional a partir de un \-

modelo AT (proposicién 4.2), podemos obtener un modelo AT sobre Z,,, para p un primo.

Proposicion 4.3 Dado un A\-modelo AT para un complejo de cadenas C con diferencial d,
(C,H, f,g9,9,\), y un primo q tal que p no divide a X, el conjunto (C,Hz_, fz,,9z2,,9z,)
es un modelo AT sobre Z, para el complejo de cadenas C con diferencial dz,, siendo
dz, = d mod p, fz, = AL mod p, 9z, = g mod p y ¢z, = A"Yo mod p. Ademds,
{92,(h) : h € H} es un conjunto de ciclos representativos de H(C;Zy).

Demostracién: Veamos que cz, = (fz,,9z,,¢z,) define una contracciéon de cadenas del

complejo de cadenas C con diferencial dz, en H. Para cada ¢:

° (pr)qfl(de)q = )‘_lquldq mod p = 0;
° (de)q(gZp)q = dyg94 mod p = 0;
° (pr)q(QZp)q = )‘_lfng mod p = )\)\idcq mod p = id;

® ((pr)qfl(de)q"‘ (de)q+1(¢Zp)q = )‘_1¢q71dq+)‘_1dq+1¢q mod p = idc, _/\_lgqfq
mod p = idcq - (gZp)q(pr)q-

Por ser (C, Hz,, fz,,9z,, ¢z,) un modelo AT sobre Z,, ya sabemos que {gz,(h) : h €
H} es un conjunto de ciclos representativos de H(C;Zy).

O

Hemos visto que, obteniendo un A-modelo AT para un complejo de cadenas C, conoce-

mos los nimeros de Betti de C. Veamos ahora la informacién que obtenemos de la parte

de torsién:

Proposicién 4.4 Sea (C,H, f,g,¢,\) un A-modelo AT para un complejo de cadenas C.
Si a € Cq tal que dg(a) = 0 y existe b € Cqq1 tal que dgi1(b) = aa cona € Z, a #0 y
ademds, para cada 0 < 8 < o, Ba ¢ Imd,11. Entonces, a divide a A.

Demostracién: Veamos primero que fy(a) = 0. Por reduccién al absurdo, supongamos
que fq(a) # 0, luego afy(a) # 0 ya que a # 0 y estamos trabajando con el anillo Z. Por
otra parte, af,(a) = fo(aa) = fodg+1(b) =0, lo cual es una contradiccién.

Por otra parte, por definicién de A-contraccién de cadenas, Aa—gqfq(a) = ¢pq—1dq(a)+

dgr1¢94(a), entonces Aa = dyr1¢4(a), ya que por hipétesis dy(a) = 0 y se tiene que
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fq(a) = 0. Por reduccién al absurdo, supongamos que « no divide a A. Entonces,
existen ¢,r € Z tales que 0 < r < @ y A = caw + r. Por una parte, ra ¢ Imdgy41, por
hipdtesis, ya que r < «, y por otra parte, ra = Aa — caa = dgy194(a) — cdg41(b) =
dgr104(a) — dgq1(cb) = dg—1(dq(a) — cb) € Imdg41, lo cual es una contradiccién.

O

t

Corolario 4.2 Si a = p' es un factor invariante de H,(C;Z), entonces p divide a A.

Demostracién: Si o = pt

« es un factor invariante de H,(C;Z), entonces sea a € C, tal que
dg(a) =0y b€ Cypq tal que dyt1(b) = aa y tal que, para cada 0 < 8 < «, Ba ¢ Imdg41.
Por el corolario 4.2, o divide a A. Como a = p'¢ y p es primo, se tiene que p divide a \.
O

De los resultados anteriores se deduce que los primos candidatos a aparecer en los

coeficientes de torsién son aquellos primos p tales que p|A (p divide a A).

Veamos como ejemplo el caso de la botella de Klein:

Vo U1 Vo Yo

Ejemplo 4.2 Consideramos el complejo simplicial S derivado de la triangulacion de la
botella de Klein. Sea C(S) el complejo de cadenas asociado y C(S) el filtro de dicho
complejo de cadenas, dado en el ejemplo 3.3. Aplicando el algoritmo 8, obtenemos un
2-modelo AT, (C(S), Hs, fs,gs, ¢s,2), donde Hg = {a,ac}. Las imdgenes de las aplica-

ciones vienen dadas en la siguiente tabla:

f g ¢

vértice v # a 2a 2%(v,q)
a 2a a 0

arista Toja | # ac | 2ac 27,a0)
ac 2ac | ab+ bc— ac 0

r, resto de aristas | 0 2%(r,ac)
t, triangulo 0 0
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donde 7(y,a) €5 un camino del vértice v al vértice a Y Y(,ac)y de la arista | a la aris-
ta ac (andlogamente se define Yy ac)); por ejemplo vy = ab + bc+ cg Y Vighac) =
fhg —cfg+bef +abf.

La informacion homoldgica que obtenemos es la siguiente:

Parte libre: Como Hg = {a,ac}, entonces By =1 y 1 = 1.

Parte de torsion: Como A\ =2, entonces los candidatos a ser coeficientes de torsion de

la homologia son de la forma 2t, es decir, potencias del primo p = 2.

Observar que si A es muy “grande”, hay muchos candidatos a aparecer en los coefi-
cientes de torsién de la homologia de C, en concreto, todos los primos que dividen a A.
Por tanto, la cuestién que nos planteamos ahora es conseguir el minimo A > 0 tal que

exista un A-modelo AT para C.

Proposicion 4.5 Sea C un complejo de cadenas tal que en cada dimension q, la matriz
de la diferencial dy de C respecto a las bases Cq y Cy—1 de Cq y Cq—1, respectivamente,
coincide con su forma normal de Smith. Sea p el minimo comin multiplo de todos los
enteros no nulos que aparecen en dichas matrices. Entonces, (C = {Cy}, H, f, 9,9, p)
define un p-modelo AT de C, donde

o Six € Cy tal que dy(z) = py, paray € Cy—1 y p > 0, entonces fy(x) = 0,
fq—l(y) =0, ¢q(x) =0y ¢q—1(y) = ﬁl‘

o Siz e Cy tal que dy(x) =0 y no existe z € Cyq1 tal que dgy1(2) = px, para p > 0,
entonces fq(x) =z, gq(x) = pr y ¢4(z) = 0.

o H ={H,} tal que para cada g,

H, ={x € C, tal que dy(z) =0 y no existe z € Cyy1 tal que dgy1(2) = px, p > 0}

Demostracién: Sea Cy = {z1,...,%T¢, Tip1,. ., 21, Ti41, .-, T} tal que dy(z:) = iy,
w; > 0 paral <i<t; dy(z;) =0y no existe z; € Cyy1 tal que dgy1(2;) = 0;25, 6; > 0,
para t < i < I; dy(x;) = 0y existe z; € Cyy1 tal que dyt1(z) = vizy, v > 0, para
! < i < r. Entonces, H; = {Z441,...,2;}. Obviamente, la diferencial del complejo de
cadenas H generado por H,, en cada dimensién ¢, es nula, por construccién. Veamos

entonces que el conjunto ¢, = (f, g, d, p) define una p-contraccién de cadenas C en H:

o fo1d,=0:
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— Para 1 <i <t, fyadg(w:) = fo1(pavi) = pifa1(yi) = 0.
— Parat <i<r, fy_1dg(x;) =0.

o dygq(z;) = dy(pz;) = pdy(z;) =0, para t < i <I.
o fo94(x:) = pfy(x;) = px;, para t < i <.
* pide, = 9qfy = ¢q-1dq + dg160q :

— Para 1l < i < t, ¢g1dq(2:) + dg10q(wi) = dg—1(piyi) = Lpavi = pri =
pxi — gqfq(Ti).

— Parat <i <, pg_1dy(z;) + dgr1Pq(x;) = 0 = px;i — gqfe(zi)-

— Para | < i <1, ¢g_1dg(x;) + dg104(z;) = dq+1(%xi) = %%xi = px; =
pxi — gqfq(Ti).

|

El p-modelo AT definido en la proposicién 4.5 satisface que un primo p divide a p siy

s6lo si p forma parte del subgrupo de torsién de H(C;Z). Por una parte, si p forma parte

de un factor invariante, por el corolario 4.2, sabemos que p divide a p. Reciprocamente,

si p es un primo que divide a p, por la forma de definir p en la proposiciéon 4.5, p forma
parte de un factor invariante.

Observar que para obtener un A-modelo AT para un complejo de cadenas C con A

minimo, necesitamos calcular la forma normal de Smith de las matriz diferencial de C.

4.4 Ampliando la informacién homolégica usando mo-

delos AT

En la seccién anterior hemos visto que computando un A-modelo AT para un complejo
de cadenas C obtenemos informacién del subgrupo libre de H(C;Z) asi como los primos
candidatos a aparecer en los coeficientes de torsion correspondientes al subgrupo de torsién

de H(C;Z). Entonces, surgen de forma natural dos cuestiones:

1. ;Coémo sabemos si un primo p que divide a A forma realmente parte de un factor

invariante?

2. Si tenemos la seguridad de que un primo p forma parte de un factor invariante p?,

Jpodemos conocer el exponente 7

En esta seccién, vamos a dar una respuesta a dichas cuestiones recurriendo a la compu-
tacion de modelos AT sobre Z,,, para p un primo. En primer lugar, la siguiente proposicién

nos muestra que podemos obtener un modelo AT sobre Z,, aplicando el algoritmo 8:
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Proposicién 4.6 Sea C un complejo de cadenas, C un filtro de C y dz, la diferencial
de C respecto a C. Trabajando con coeficientes en un cuerpo Z,, siendo p un primo,
sea (C,Hy,, fz,,92,,¢z,) la salida obtenida al aplicar el algoritmo 8 al filtro C' de C.

Entonces,

(07 Hva A_lep’gZp7 A_1¢Zp)

es un modelo AT para C sobre Z,. Ademds, {gz,(h) : h € Hz,} es un conjunto de ciclos

representativos de generadores de H(C;Zy).

Dado un complejo de cadenas C y un A-modelo AT de C, computando modelos AT en
Zy, para los primos p que dividen a X, podemos obtener informacién acerca de la parte
de torsién. En concreto, podemos conocer la cantidad de factores invariantes que son
potencia del primo p. Ademas, obtenemos una base de ciclos representativos médulo p de
generadores del subgrupo libre y el subgrupo de torsiéon de H(C;Z). Veamos el siguiente

algoritmo:

Algoritmo 9 Computando informacion homoldgica en Z de C.

ENTRADA: Un complejo de cadenas C = (C,d) de dimension n

Aplica algoritmo 8 sobre Z para obtener un A-modelo AT para
C:(C7d): (CaHaf7ga¢a)‘)'
Para ¢ =0 hasta ¢ =n hacer
Bq:=numero de elementos de H,;
G ={g(h) : he H}.
Para cada primo p que divida a A,
Aplica algoritmo 8 sobre Z, para obtener un modelo AT
para C = (C,dg,) sobre Z,: (C,Hz,, fz,,9z2,,9z,);
Para ¢ =0 hasta ¢ =n, hacer
ﬁ(q’p):=numero de elementos de HZP en dimension g¢;
To.p) = Beo.p) = Pos
Para ¢ =1 hasta ¢ =n, hacer
Ttqp) = Blap) = Ba = T(g-1,p)5
GZP = {gzp<h), : h S HZP};
SALIDA: Los conjuntos G, {fi,...,0n}, {Gz,: p primo que divide a A}
v {Tqp): 0<q¢<n y p primo que divide a A}.
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Resumiendo, después de computar un A-modelo AT y modelos AT sobre Z,,, para cada

primo p que divide a A, para un complejo de cadenas C, obtenemos:

e Los ntimeros de Betti 3;, 0 < ¢ <n, y un conjunto G de ciclos no bordes indepen-
dientes de C sobre Z (en realidad, G es también un conjunto de ciclos representativos
de generadores de H(C;Q));

e Los primos envueltos en los factores invariantes correspondientes al subgrupo de
torsion de H(C;Z), la cantidad de factores invariantes en cada dimensién ¢ que
son potencia de un primo p, T(4 ), ¥y un conjunto Gz, de ciclos representativos de

generadores de H(C;Z,), para cada p primo que divida a A.

Ejemplo 4.3 En el ejemplo 4.2 obtuvimos un 2-modelo AT, (C(S), Hg, fs,9s, ¢s,2), pa-
ra el complejo de cadenas asociado a la botella de Klien, siendo Hg = {a,ac}. Deducimos

que

Como X = 2, sélo tenemos que computar un modelo AT con coeficientes en Zy. Dicho
modelo fue obtenido en el ejemplo 3.5, (C, Hyz,, f7,, 97, $7,), donde Hz, = {a, ac,de, adi}.
Entonces, Bo,2) =1, 1,2 =2, B2 =1 y Gz, = {a,a1,a9,3}. Por lo tanto, T(g2) = 0,

T2y =1y T2 =0. Finalmente, concluimos que:

Ho(C(S;;Z)=Z y Hi(C(S);Z) =Z& Z/Zs,

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO 9: O(m3i(\)), siendo ¢ la funcién de Euler y m el
numero de elementos del filtro de C que recibe como entrada. Por una parte, la comple-
jidad de los algoritmos para computar modelos AT y A-modelos AT es O(m?) y por otra
parte, tenemos que aplicar el algoritmo para computar modelos AT tantas veces como

primos p dividan a A. Dicho niimero de primos nos lo da la conocida funcién de Euler.

Ahora bien, una cuestién importante es limitar el coeficiente A para asi, disminuir la
complejidad del algoritmo 9. Para ello, la solucién que proponemos es realizar un pre-
procesado antes de aplicar el algoritmo 9. Dicho preprocesado va a consistir en computar
una contraccién de cadenas del complejo de cadenas C a otro complejo de cadenas C’, con
la misma homologia en Z que C, pero con menor niimero de generadores. Posteriormente,
se aplica el algoritmo 9 al complejo de cadenas “adelgazado”, lo cual no supone ningin
problema ya que sabemos que la composicién de A-contracciones de cadenas es una -

contraccién de cadenas.
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El algoritmo de preprocesamiento recibe como entrada un filtro del complejo de cade-
nas C y en cada paso, se anade un nuevo elemento a de dicho filtro. La idea es quedarnos
s6lo con aquellos elementos ¢ € C tales que fd(c) = 0 y aquellos tales que el minimo de
los coeficientes de la expresién fd(c) en valor absoluto es mayor que 1, siendo (f, g, ¢) la

contraccién obtenida antes de anadir el elemento c.

Algoritmo 10 Preprocesamiento: Contraccion de cadenas de C en un complejo de cade-

nas mds pequeno C’.

ENTRADA: Un filtro C ={ag,...,a,} del complejo C de dimension n,
y la matriz de la diferencial d para la base C.
Cy =1}, d;:=0, f,:=0, ¢,:=0, g,:=0, para todo q.
Para 7 =0 hasta m hacer
Sea n la dimension de a;;
Si fn—1dn(a;) =0, entonces
cl =l U{a;}, d,(a;):=0,
folai) == a;s dnla;) =0, gnla;) :=a; — dp-_1dn(a;).
En caso contrario
Si min {|cq;(frn-1dn(a;))|, a; € C},_;} =1, entonces
k:= max {j tal que [cq,(fn_1dn(as))|=1, a; € C}_;}.
M= o (Furdn(@))(= £1), = Ch\an},
fnlai) =0, ¢n(a;):=0.
Para c€ C,,—1 y x € CJ, hacer
Ac = Ca, (fn-1(0)), Ay = cay (dy (7)),
Jn—1(c) == fno1(c) = MeAefr—1dn(as),
Pn—1(c) = Pp_1(c) + ApAc(a; — dn_1dy(as)),
d) (z) :=d(x) = M AL foo1dn(ay) .
en caso contrario
Cl=CLU{a;}, d(a;) = fa—1dn(a;),
fula;) = a;, dn(a;) =0, gnla;) :=a; — dp—1dn(a;).
SALIDA: E1 conjunto ((C,d),(C",d'), f,q,9).

Veamos en primer lugar un ejemplo:

Ejemplo 4.4 Aplicamos el algoritmo 10 al complejo de cadenas C(S) asociado a la botella
de Klein. Entonces, el complejo de cadenas “adelgazado” que obtenemos es C'(S) =
(C'(S),d"), donde:

o C'(S) ={a,ac,de, adi},
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e di(a) =0, dj(ac) =0, d|(de) =0 y di(adi) = 2de

Teorema 4.4 La salida del algoritmo 10 aplicado a un filtro C' de un complejo de cadenas
C nos devuelve una contraccion de cadenas de C en un complejo de cadenas C' con menor

numero de generadores que C.

Demostracién: Supongamos que, una vez computado el algoritmo hasta el paso (i — 1),
obtenemos ((C,d), (C’,d"), f,g,¢), siendo ¢ = (f,g,$) una contraccién de cadenas de
C=(C,d) en C' = (C",d"). Vamos a probar que al anadir el elemento a; de dimensién n,
el nuevo conjunto que obtenemos, que denotamos por ((C,d), (6"7 J’), f'yg',¢") es tal que

¢ =(f",¢',¢') define una nueva contraccién de cadenas. Para ello, tenemos que probar:
féfldq = d;fé7 dqgfz = ggfldfp f(;gtlz = idé{;a idcq - g;fé = ¢$]71dq + dq-i—l(b:p para todo g.

Caso 1: Si f,_1d,(a;) = 0, probamos las propiedades sélo para a; ya que para el

resto de elementos las aplicaciones no cambian,
o froadn(a) = faoadn(ai) = 0 =d},(a;) = d}, f},(a:);
o dngl(a;) = dn(a;) — dptpn—1dn(a;) =0 = ggflcﬁl"n(ai), por ser (f,g,®) una contrac-

cion de cadenas;

o frngnlai) = fr(ai) — frén—1dn(a;) = ai — fapn-1d,(a;) = a;, ya que podemos
suponer que se verifican las propiedades de anulacién, en particular que f,,¢,—1 = 0;

o a; — g fl(a;) = a; — a; + dn_1dn(a;) = ¢, _1dn(a;) + dny19),(a;).

Caso 2: Si min {[cg,; (fn_1dn(as))|, a; € C;,_,} = 1, siendo k := max {j tal que
ca; (fn—1d(ai))] = 1, aj € C},_1} ¥ M := ca, (fu—1dn(a;))(= £1), probamos las propie-
dades sélo para las dimensiones no triviales. Entonces, sea ¢ € C,,_1, 2z € Cp, € 5; y
teCpy,

o fo1dg = szfé :
— fho1dn(@i) = Fac1dn(a)=Medd, @) fao1dn(a;) = 0 = d}, f1(a;) yaque Mg, (a,) =
Ak y como Ay = 1, AdgAp = 1;

- Cﬂilnfl 7IL71(C) = CFi/nflf’ﬂfl(C)_)‘k)‘ccfilnflfnfld’ﬂ(a’i) = fn*Qdﬂfl(C)_)‘k)‘cfn72dnfldn(ai) =
fn—2dn—l(c) = fé72dn_1(0), Ya que dn—ldn = 07

— di, f1(2) =} fa(2) = d fu(2) =X} (o P (a3) = Fa1dn(2) =Mk Aa, (o) fom1dn(ai) =
ﬂz—ldn(z)a Yya que )\}n(z) = Cq,, (d;zfn(z)) = Ca, (fn,ldn(Z)) = )\dn(z)

® Gg-1dg = dagy :
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° fég; = id@:] : f’;l,flg;lfl(t) = fnflgnfl(t) - )‘k)‘gn_l(t)fnfldn(ai) = fnflgnfl(t) =
t, ya que Ay t) = Cap(fu-19n-1(t)) = cq(t) = 0 puesto que ar € C)_; =
Cr—1\{ax}-

e idc, — géfé = ﬁb:;—ldq + dq-‘rl(b:; :

= bp_1dn(ai)tdni195,(ai) = ¢, _1dn(a;) = ¢n-1dn(ai)+ i Aa, () (@i —Pn-1dn(a;)) =
Pn—1dn(ai) + AeAr(ai — dn-1dn(a;)) = a; = a; — g, fr,(a;), ya que A, = £1y
por tanto, Ag A = 1;

= ¢—=gn1fn-1(6) = ¢ = gn—1fu-1(c) + MeAcgn-1fn-1dn(a;) = dp_2dn_1(c) +
dpdn-1(c)+AeA(dn(a;)—dndn—1dn(a;)) = op—odn—1(c)+dn(dn-1(c)+ApAc(a;—
Pn-1dn(a;))) = ¢, _gdn—1(c) + dndy,_1 (c).

Caso 3: Si min {|cg, (fi—1d(a;))|, 7 = 0,...,4 — 1} > 1, como en el caso 1, probamos las

propiedades sélo para a; ya que para el resto de elementos los morfismos no cambian,
o d,fi(a;) = dl(a;) = fu-1dn(a;) = fi_ydn(as);
o dngy,(ai) = dn(a;) = dndn_1dn(a;) = gn1 fr-1(a:) = g1}, (as);

b 7/19;(@1) = frlz(al) - féd)nfldn(ai) = a; — fudn-1dn(ai) = ai, ya que frdn_1 =0
(podemos suponer que se verifican las propiedades de anulacién),

o a; — g, fl(a;) = a; — a; + pn_1dn(a;) = dp_1dn(a;) + dps10n(a;) = ¢, _1dn(a;) +
dn+1¢:z(ai)-

O

Hemos probado que podemos computar una contraccién de cadenas de un complejo

de cadenas en otro complejo de cadenas con menor nimero de generadores que el inicial.
Entonces, las homologias de ambos complejos son isomorfas. Aplicando el algoritmo
9 al complejo de cadenas “adelgazado” podemos disminuir el A y consecuentemente la

complejidad de dicho algoritmo.

4.5 Algoritmo decremental para computar A\-modelos
AT

Para terminar con el estudio de este modelo de representacion, como hemos venido ha-
ciendo para el resto de modelos, nos planteamos el problema de obtener un A’-modelo AT

para los complejos de cadenas CY{%} y CMa} | a partir de un A-modelo AT para el complejo
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de cadenas C.

El caso de la adicién ya lo tenemos resuelto, basta aplicar el algoritmo 7 tantas veces

como elementos haya en la base C de C.

Para solucionar el caso de la eliminaciéon, hemos desarrollado un nuevo algoritmo.
La idea es la misma que para modelos AT. Supongamos que el elemento a que vamos a
eliminar es de dimensién n. Se trata de ver si a € I'mg,. Si a € Im g,, se destruye una
clase de homologia mientras que, en caso contrario, se crea una nueva clase de homologia

envuelta en la expresién de d,(a).

Algoritmo 11 Algoritmo Decremental para computar A-modelos AT.

ENTRADA: Un A-AT-model (C,H, f,g,¢,)\) de C, la matriz de la diferencial d
respecto a la base C' y un elemento de dimension n, a € (),
tal que a es maximal.
Cp :=Cy\{a}.
Si existe € H, tal que p:=c.(gn(8)) # 0, entonces
Hy, := H,\ {8}, \i=Mu.
Para cada ¢, cada c€ C, y h € Hy,
1a(€) 1= Fo(0) = Aoy Ao = ca(£4(0)).
bq(c) = pdg(c) = Aegn(B), A = caldq(c)),
9q(h) := pgq(h) = Angn(B), An := calgq(h)).
En caso contrario, sea 7y € C,_1 tal que ¢y (dy(a)) #0 y v¢ H,—1 , entonces
Hy 1 :=Hy 1 U{7}, gn-1(7) = du(a).
Para cada ¢ y cada c € (g,
A = Ca(Pq(0)),
fa(€) == fole) + Ay,
$q(c) := Pg(¢) = Achn—1dn(a)
SALIDA: E1 conjunto (C,H, f,g,¢,A).

Teorema 4.5 Dado un complejo de cadenas C, (C,H, f,g,d,\) un A-modelo AT para
dicho complejo de cadenas y un elemento a € C,, maximal, el algoritmo 11 aplicado a

dicho \-modelo AT y al elemento a computa un X -modelo AT para el complejo de cadenas
c\Ma}

Demostracién: Denotamos por (C, H, f, g, ¢, A) al A-modelo AT que recibe el algoritmo
como entrada y denotamos por (C',H', f',¢’,¢’,\') al conjunto en la salida de dicho al-

goritmo. Tenemos que probar que (C', H', f'.¢',¢',\') es un N-modelo AT para C\{*}
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(que denotamos por C’). Por una parte, C' = C\{a}, luego C’ es una base de C’. Por
otra parte, H' es un subconjunto de elementos de C’ y el complejo de cadenas H' ge-
nerado por H’ tiene diferencial nula. Queda probar que ¢y = (f’,¢',¢’,\') define una
A'-contraccién de cadenas de C’ en H'. Es decir, tenemos que probar que: f, d, = 0,
degy = 0, fag, = Nidyy, Nide, — gofq = ¢4—1dg + dg16y, para todo ¢ > 0. Como
hemos venido haciendo con el resto de algoritmos, sélo las demostraremos para aquellas

dimensiones no triviales.

Caso 1: Si existe § € H, tal que p := ¢,(gn(8)) # 0, entonces,

o frdny1=0: frduii(c) = fndnJrl(c)_)‘dnH(C)ﬁ = 0yaque )‘dn+1(0) = Cﬁ(fndnJrl(C)) =
0.

e dng,, =0: dngl,(h) = pudngn(h) — Apdngn(8) = 0.
® ’;Lg’lrl = )‘/idH'n : ég;(h) = /J'fngn(h) - ,u)‘g"(h)/g - )‘hfngn(ﬂ) + >\h/\gn ﬁ =

pAL — ApAB + A AB = pAh = Nh, ya que Ay, ) = ca(fugn(h)) = cg(AR) =0y
Agu() = 8(fagn(B)) = ca(AB) = A

o Nider, =gy fr, = @_1dn+dny19), o Ne—gyfr(e) = Mic— pugn fr () + Ay, () 9n(8) +
Acugn(ﬁ) _)‘c>\,6’gn<ﬁ) = )‘,U/c_//fgnfn(c) _A&n(c)gn(ﬁ) = M¢n71dn(c>+ﬂdn+1¢n(0)_
/\, c)gn(ﬂ) = dn+19,(c)+¢),_1dn(c), ya que /\fn(t:) = Calgnfn(c)) = —ca(Pn-1dn(c)) =

)\dn(c), por ser ¢ # a 'y a maximal.

o Nider, ,=gn_1fh1 = On_gdn1+dnd), 10 & odn_1(c)+dnd,_1(c) = ppn—2dn_1(c)+

/ldn(bnfl(c) - )‘chngn(ﬁ) = N¢n72dn71(c) + Ndnd)nfl(c) = /‘)\C - /ignflfnfl(c) =
N = gn_1fna(o).

Caso 2: Sia ¢ g,(h) para ningin h € H,, entonces

n1dn =01 fi_1dn(c) = fuo1dn(c) + Xy ()7 = fa—1dn(c) =0, ya que A () =
ca(Pn-1d,(c)) = 0 por ser ¢ # a, a maximal y a ¢ gy, fr(c) por hipStesis.

e dy 19, 1=0: dp_19,_1(7) =dpn_1dn(a) =0.

o fr1Gno =Nidy, + fi_19,-1(7) = fi_idn(a) = fardn(a) + )‘d O =Ay =
N, ya que Ay () = Ca(dn-1dn(a)) = A.

o Nider, \—gn_1fro1 = bp_odn—1+dn@),_1: Ne—gy_1f,_1(c) = Ae=gn-1fn-1(c)+

A/gn 1( ) = ¢n—2dn—1(c) + dn¢n—1(c) + Aédn(a) = ¢n—2dn—1(c) + dn¢n—1(c> -
Xc n(bnfldn(a) = ;72dn71(0) + dnqs;kl(c)'
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o Nider, — gnfr, = $n_1dn + dnta1dy, - n—1dn(c) + dnt19y,(c) = dn-1dn(c) —
/\:in(c)(ﬁ"—ldn(a) + dpt10n(c) = dn-1dn(c) + dnt19n(c) = Ne — gy, f1,(c) =

O
Por tanto, para este ultimo modelo de representacion también hemos presentado algo-
ritmos que nos permiten reutilizar informacién computada para un complejo de cadenas

tras anadir o eliminar un elemento a la base de dicho complejo.
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A-modelo AT: ventajas, inconvenientes y trabajos futu-

ros

VENTAIJAS:
Dado un complejo de cadenas C y un A-modelo AT de C, (C, H, f, g, $, A), podemos obtener
informacién de la homologia en Z de C sin calcular la forma normal de Smith.
Concretamente, obtenemos:
- los ntmeros de Betti de C y un conjunto de ciclos no bordes independientes de C
sobre Z.
- los primos envueltos en los factores invariantes del subgrupo de torsién de H(C;Z)
- la cantidad de factores invariantes que son potencia de un primo p
- un conjunto de ciclos representativos de generadores de homologia H(C;Z,) para
cada primo p que divide a A.

Otra ventaja importante es que la complejidad de los algoritmos que computan A\-modelos

AT es cubica.

INCONVENIENTES:

No obtenemos toda la informacién del subgrupo de torsién de H(C;Z).

TRABAJOS FUTUROS:
- Obtener generadores del subgrupo de torsién de H(C;Z) con coeficientes en Z.

- Estudiar la computacién de caracteristicas cohomoldgicas sobre Z a partir de un

A-modelo AT.







Capitulo 5

Computando modelos de
representacion a partir de un

operador de homotopia

En este ultimo capitulo de la primera parte de la tesis, vamos a mostrar que la teoria
de modelos de representacién vista en términos de contracciones de cadenas se puede ver
desde un punto de vista mas eficiente ya que bastaria computar y almacenar el operador de
homotopia ¢ de la contracciéon de cadenas. Este capitulo estard divido en tres secciones
en las que veremos el operador de homotopia que genera cada uno de los modelos de

representacion estudiados: modelo AM, modelo AT y A-modelo AT.

5.1 Operador de homotopia que genera un modelo

AM

Parte de lo que explicaremos en esta seccién se puede encontrar en [GJMRO7b].

Definicién 5.1 Sea C un complejo de cadenas. Un modelo AM para C se puede establecer

a partir de un par (C, @), donde:
1. C={Cy} es una base de C, siendo Cy una base de Cy, para cada g > 0.

2. ¢ : Cqg — Cyqq1 una aplicacion tal que, para todo q > 0, ¢pqpg—1 = 0 y Pgdgt104 =
Pq-

100
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3. El complejo de cadenas M, generado por M = {M,} (donde M, = Imm,, siendo
mq = ide, — ¢g—1dg — dgy194, para todo q) y diferencial d' = {d;} (siendo d;(m) =
dq(m)), satisface que todo entero no nulo de A, es mayor estricto que 1, siendo A,

la forma normal de Smith (SNF) de la matriz de la diferencial dy,.

Teorema 5.1 Dado un par (C,¢) para un complejo de cadenas C verificando las condi-
ciones de la definicion 5.1, se pude definir una contraccién de cadenas (f,g,¢) de C en

M.

Demostracién: Basta definir f := {f, : C; — M}, tal que f, = 7y = idc, — ¢q—1dq —
dgt10q v 9 := {94 : My — Cy}, tal que g, es la inclusién, para todo q. Veamos que
(f,g,) es una contraccién de cadenas (por comodidad, notaremos por d a la diferencial
de M también):

e Paraa € Cy, fg—1dq(a) = (ide,_, —Pq—2dg—1—dgdq—1)dg(a) = dg(a)—Pg—2dq—1dq(a)—
dqq-1dg(a) = dg(a) — dgdg—1dg(a) = dqfe(a);

e Sim € Mg, sabemos que dy(m) € Mg_1, entonces dqgq(m) = gq—1dq(m);

o Sim € M,, existe a € C; tal que m = a — ¢q_1dg(a) — dgt104(a). Enton-
ces, fqgq(m) = fo(m) = (ide, — ¢g—1dg — dgs10q)(a — ¢g-1dq(a) — dgi104(a)) =
a — @g-1dg(a) — dg18¢(a) — ¢g-1dg(a) + dg—1dgPq-1dq(a) + dg—1dgdg+104(a) —
dg194(a) + dg1040g-1dg(a) + dg10dq1104(a) = a— dg-1d4(a) — dg10q(a) = m;

e Paraa € Cy, a—gqfy(a) = a—(a—pg—1dq(a) —dg11¢4(a)) = dg—1dg(a) +dg+194(a);

|
A continuacién, damos un algoritmo para computar un par (C, ¢) asociado a un com-

plejo de cadenas C.

Algoritmo 12 Computar un par (C,¢) para un complejo de cadenas C.

ENTRADA: E1 complejo de cadenas C de dimension n y la matriz
de la diferencial d de C.

Para ¢ =0 hasta ¢ =n hacer
Reduce la matriz de d; a su forma normal de Smith relativa
a ciertas bases {ai,...,a,} de C; y {e1,...,es} de Cy—q tal
que para t y I, 1 <t <! <min(r,s), dy(a;) =e; para 1 <i<t;
dq(a;) = Nie;, A\ €Z, para t<i <l y dy(a;) =0 para [ <i<r.
Define Cy_1:={e1,...,es}, Cy={a1,...,ar},

¢g—1(e;) :==a; para 1 <i<t, ¢,_1(e;):=0 para t <i<s
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¥ ¢q(a;) =0 para 1 <i<r.
SALIDA: E1 par (C,¢).

Teorema 5.2 La salida del algoritmo 12 satisface las propiedades de la definicion 5.1.

Demostracién:  Denotamos por (C,¢) al par obtenido al aplicar el algoritmo 12. Por
construccién, se tiene que C' es una base de C. Veamos que la aplicacién ¢ verifica la

propiedad 2. de la definicién 5.1 (sélo lo veremos para los casos no triviales):

o Ogpg—1(ei) = ¢g(a;) =0paral <i<t; Pgdg—1(e;) =0 parat <i<s;
bgr104(a;) =0 para 1 <i <r.

b ¢q71dq¢q71(ei) = qufldq(ai) = (bqfl(ei) para 1 < i < & qbqfldq(bqfl(ei) =0=
¢g—1(e;) parat <i<s;
bgdg+1Pq(ai) = 0= ¢q(a;) para 1 <i <.

Y por iltimo queda probar la condicién 3. Sea 7y = ide, — ¢q—1dq — dg1¢4, entonces,
mg(a;)) = 0 para 1 < i < ¢; mg(a;) = a; parat+1 < 4 < r. Luego M, = Imm, =
{ai41,...,a,}. Como dy(a;) = Neg, Ai > 1, parat+1 < i <[y dsa;) = 0 para

4+ 1 <i<r, se tiene que la matriz de la diferencial de M es la siguiente:

g1 o oap | appr o ay
eyl | Asg1
@
€] /\l
€1+1
@ @
€s

y por tanto, coincide con su forma normal de Smith satisfaciendo que todo entero no nulo

es mayor estricto que 1.
(]

Teorema 5.3 Sea C un complejo de cadenas de dimension n y (C,¢) el par obtenido
aplicando el algoritmo 12 a dicho complejo de cadenas. Entonces, se pueden obtener
generadores de homologia en Z y ciclos representativos de dichos generadores de homologia
a partir de M.

Demostracién: Por el teorema 5.7 podemos definir una contraccién de cadenas de C en

M. Consecuentemente, las homologias de ambos complejos son isomorfas. Veamos que
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una base de M es M = {M,}, siendo M, = {c € C,tal quemy(c) = ¢}. Como el par
(C, ¢) ha sido obtenido aplicando el algoritmo 12, la matriz de la diferencial de C en cada

dimensién ¢ coincide con su forma normal de Smith. Entonces, para cada c € Cy:

o Sidy(c) =y para x € Cy_q, se verifica que ¢q—1(y) = ¢y ¢q(c) = 0, luego my(c) =
¢ = ¢g-1dq(c) — dgr14(c) = 0;

o Sidy(c) =Ayparay € Cy_1 y A € Z, X > 2, se verifica que ¢4—1(y) =0y ¢q(c) =0,
luego my(c) = ¢ = ¢g—1dq(c) — dgt1¢4(c) = ¢;

o Sidy(c) =0y existe z € Cgy1 tal que dgy1(2) = ¢, se verifica que ¢4(c) = z, luego
7q(c) = ¢ = Pg—1dq(c) — dg4194(c) = 0;

e Sidy(c) =0y existe z € Cyqq tal que dg+1(2) = Ac para A € Z, X > 2, se verifica
que ¢4(c) =0, luego my(c) = ¢ — Ppg—1dy4(c) — dgr104(c) = c;

o Sidg(c) =0y noexiste A # 0 ni z € Cyyq tal que dg+1(2) = Ac, se verifica que
¢q(c) =0, luego my(c) = ¢ — Pg—1dqy(c) — dgr104(c) = ¢;

Por lo tanto, queda demostrado que el conjunto M, = {c € C,tal quem,(c) = ¢} es
una base de M en dimensién ¢q. Sea M, = {c1,...,¢m,} vy Myg—1 = {21,...,Tpm,_, }.
Entonces, existe 1 < s < mg_1 tal que dg—1(y;) # 0 para 1 < i < sy dg—1(y;) # 0 para

s < i <mg_1. Ademds, existe 1 <! < min(my, s) tal que
o dy(z;) =Ny, donde A€ Zy A > 2, paral <i<I;
o dy(z;) =0paral <i<m,.

Consecuentemente, la homologia de C en dimensién ¢ es Hy(C;Z) = F, & T,, donde

Fo1=Z0 " @ y Tyo1=Z/M& - ®L/N

siendo {yi41,-.-,Ys} v {v1,-..,ys} ciclos representativos de generadores de homologia en
dimensién 1 (por ser la aplicacién g de la contraccién de cadenas la inclusion).

O

Consecuentemente, dado un complejo de cadenas C y aplicando el algoritmo 12 a C,

obtenemos un par (C, ¢) a partir del cual podemos generar un modelo AM. La ventaja,

como mencionamos al principio, es que sélo calculamos y almacenamos una aplicacion: ¢.
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5.2 Operador de homotopia que genera un modelo AT

En esta seccién nos planteamos la misma cuestién que en la seccién anterior pero para
modelos AT.

Definicién 5.2 Sea C un complejo de cadenas. Un modelo AT de C se puede establecer

a partir de un par (C, @), donde
1. C={C,} es una base de C, siendo C,; una base de Cq,para cada q > 0.
2. ¢ : Cq — Cyqq1 una aplicacion tal que, para todo q,

(a) Pgr104 =10
(b) ¢qdq+1¢q = ¢q
(c) dgpg—1dq = dg

Teorema 5.4 Dado un par (C,¢) para un complejo de cadenas C verificando las condi-
ciones de la definicion 5.2, se puede definir una contraccion de cadenas (f,g,¢) de C en

un complejo de cadenas con diferencial nula.

Demostracién:  Sea M el complejo de cadenas generado por Imm, siendo 7 = {m,}
tal que para cada ¢, 7, = idc, — ¢g-1dy — dgy1¢ y con diferencial d' = {d;} tal que
para cada g, di(m) = dq(m) (siendo d la diferencial de C). Veamos en primer lugar
que dicha diferencial es nula. Sea m € M,, entonces existe a € C, tal que m = a —
$g-1dq(a) = dgr194(a). Luego, dy(m) = dq(m) = dg(a) — dgpq—1dq(a) — dgdg+194(a) =
dq(a) — dgdg—1dg(a) = 0, por la propiedad (c) de la definicién 5.2.

En segundo lugar, vamos a demostrar que ¢ = (m,g,¢) define una contraccién de
cadenas del complejo de cadenas C en el complejo M, siendo g = {g,} tal que para cada

q, gq es la inclusién de M, en Cy:

e Paraa € Cy, my_1dy(a) = (ide, , —dq—2dg—1—dqpg—1)dg(a) = dg(a)—¢q—2dq_1d4(a)—
dqpg—1d4(a) = 0 por la propiedad (c)de la definicién 5.2;

e Sim € Mg, sabemos que dy(m) € My, luego dggq(m) = 0;

o Sim € Mg, existe a € C4 tal que m = a — ¢g_1dg(a) — dg+104(a). Entonces,
Tqgq(m) = mg(m) = m — g_1dg(m) — dgy104(m) = a — ¢q-1dq(a) — dg194(a) —
Pg—1dg(a — dg—1dq(a) — dgr104(a)) — dgr194(a — dg—1dq(a) — dg+1d4(a)) = m —
Gg-1dq(a) + pg—1dgPq—1dq(a) + ¢g—2dq—1dq(a) — dgr10q(a) + dg10q¢q—1dq(a) +
dg+10¢dg+104(a) = m, por las propiedades de la aplicacién ¢;

e Paraa € Cy, a—gymy(a) = a—(a—¢4-1d4(a) —dgi104(a)) = ¢g-1dq(a) +dg+104(a).
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Damos un algoritmo para computar el par (C, ¢):
Algoritmo 13 Computar un par (C, ) para un complejo de cadenas C.

ENTRADA: Un filtro C' ={ay,...,an} de un complejo de cadenas C.
y la matriz de la diferencial d para la base C.
Para ¢ =1 hasta ¢ =m hacer
Sea n la dimension de a;.
Si dy(a;) = dpon-1dn(a;), entonces ¢,(a;) :=0.
Si dy(a;) # dpdn—1dn(a;), entonces
A =min{c,, (dn(a;) — dppn—_1d,(a;)), j =0,...,i—1}
k :=max{j tal que c,,(dn(a;) — dndn_1dn(a;)) =X, j=0,...,i—1}
Pn(ai) =0
Para c € C,,_1 hacer
Ac = Cap (€ = Pn—2dn—1(c) — dndn-1(c)),
bn-1(6) = Bn-1(6) + A No(i — dn_1n(a).-
SALIDA: E1 conjunto (C,¢).

Teorema 5.5 La salida del algoritmo 13 satisface las propiedades de la definicion 5.2.

Demostracién: Supongamos que en los ¢ — 1 primeros pasos obtenemos un par (C, ¢) que
verifica las propiedades de la definiciéon 5.2. Tenemos que probar que en el paso i-ésimo,

al anadir el elemento a;, el par que obtenemos sigue verificando dichas propiedades. De-

notamos a dicho par por (C’,¢').
Caso 1: Sid,(a;) = dpdn—1dn(a;), es trivial ya que ¢!, (a;) = 0.

Caso 2: Sid,(a;) # dpdn—1d,(a;), probamos las propiedades sélo para dimensién n — 1

ya que para el resto no cambia la aplicacién. Sea ce C/,_, yxz € C!,

® ¢,b,_1(c) = pnn—1(c) + )‘_1)‘C(¢n(ai) — Pndn—1(a;)) =0;

n—1
hd ¢$z—1dn¢;z—1(c) = (b;L—ldn(bn—l(c) + A_lAc(b;L—ldn(ai) - A_l)‘c(b/n—ldn(bn—ldn(ai) =
¢n—1dn¢n—1(C)‘F)\il)\c(bn—ldn(ai)‘k)‘i1)\c)\71>\(ai_¢n—1dn(ai))_>\71>\c¢n—1dn¢n—ldn(ai) =
¢n71(0) + /\71)\c¢n71dn(ai) + Ail)\cai = d);L—l(C);
L4 dnqs;lfldn(az) = dn(ﬁnfldn(ai) + dn(az) - dn(ﬁnfldn(ai) = dn(ai)7
dn(bnfldn(x) = dnqj);zfldn(x)+)‘_1)‘dn(m)(dn(az) _dnd)nfldn(ai)) = dn(bnfldn(aj) =
dp ().



PARTE I: OPERADOR DE HOMOTOPIA ¢ 106

O
Sea C un complejo de cadenas y (C,¢) un par verificando las propiedades de la de-
finicién 5.2. A continuacién, vamos a estudiar la informacién homolégica que podemos

obtener a partir del par (C, ¢).

Teorema 5.6 Dado un complejo de cadenas C y un par (C,¢) obtenido aplicando el
algoritmo 13 al filtro C' de C, se pueden obtener generadores de homologia de C sobre Z,

asi como ciclos representativos de generadores de homologia.

Demostracién: Por el teorema 5.4, se puede definir una contraccién de cadenas de C en
M. Por las propiedades de contracciones de cadenas, las homologias de ambos complejos
son isomorfas. Ahora bien, como el complejo de cadenas M tiene diferencial nula, su ho-
mologia coincide con el propio complejo. Si tenemos una base de M, obtenemos una base
de generadores de homologia de C y consecuentemente, una base de ciclos representativos
de generadores de homologia. Como el par (C, ¢) es obtenido aplicando el algoritmo 13, es
posible ir construyendo una base M de M a medida que se va aplicando dicho algoritmo.
La idea es la siguiente (omitimos los subindices por comodidad): en el paso i—ésimo, al

anadir el elemento a; del filtro C' de C, se distinguen dos casos. Entonces:
e Si7d(a;) = d(a;) — dod(a;) = 0, aniadimos a la base el elemento 7w (a;) = a; — ¢d(a;)
(va que ¢(a;)=0);
e Si wd(a;) = d(a;) — ded(a;) # 0, siendo A = ¢,, (7d(a;)) # 0, entonces eliminamos

el elemento m(ay) de la base.

Veamos que efectivamente obtenemos una base M de M. En primer lugar, observar

algunas propiedades:

o 1w = (ide — ¢d — do)(ide — ¢d — dop) = ide — ¢d — dop — pd + dpddd + pdde — dop +
dpopd + dpdp = 7, por las propiedades de la definicién 5.2;

o wdod = (ide — ¢pd — do)dopd = dpd — ¢pdddd — dpded = 0, por las propiedades de la

definicién 5.2;

Supongamos que antes de llegar al paso i-ésimo tenemos construida una base M de

M. Sea a; el elemento que anadimos en dicho paso. Entonces,

Caso 1: Si wd(a;) = 0, tenemos que probar que M’ := M U {n(a;)} es de nuevo
una base. M’ es sistema generador ya que para todo m € M, existe b € C
tal que w(b) = m. Sia; ¢ b, 7(m) = ijeM Ajm; y siocq, (b)) = A # 0,
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m(m) = >, enm Ajm; + Am(a;). Tenemos que probar que M’ es linealmente in-
dependiente. Por reduccién al absurdo, suponemos que w(a;) = ij en Ajm.
Entonces, a;¢pd(a;) = ijeM Aj(bj — @d(b;)) (siendo b; tal que m; = w(b;)), de
donde se deduce que a; = > ; A\jbj +¢(d(a;) — 3= ; Ajd(bj)), lo cual es una contradic-
cién ya que a; es un elemento nuevo que acabamos de anadir y no se puede expresar

como combinacion de los anteriores.

Caso 2: Supongamos ahora que wd(a;) # 0. Sea

M = {n(a1),...,m(a.), m(ag)}

Veamos que M’ := M\{r(ax)}, sigue siendo una base de M. Es obvio que son
linealmente independientes ya que simplemente hemos quitado un elemento de la
base. Tenemos que probar que es sistema generador. Para ello, probamos que
m(ar) = 35_y Ajm(a;). Por una parte, como wd(a;) € M, wd(a;) = Apm(ay) +
Z;:1 Aim(e;), para un cierto A\x. Ahora bien, por hipétesis, A = ¢, (7d(a;)) =
Cr(an)(wd(as)) (por verificarse 7w = m). Entonces, A\ = A. Por otra parte, \,, =
Cay, (m(ar) = ar, — ¢pd(ay)) = 1 # 0, la definicién de ¢(ay) en el paso i-ésimo cambia
y consecuentemente la de 7(ay), siendo ahora 7(ay) = 7(ar) — A~ (d(a;) — déd(a;)).
De nuevo, como 7w = 7 se tiene que 7w(ay) = 7(ax) — A\~ 'nd(a;). Luego, m(ax) =

m(ax) — X" tAm(ay) — > i1 A INm(ag) = = _ A (ay).

j=1

Entonces, conocida una base M de M, conocemos los generadores de H(C;Z,) y

consecuentemente una base de ciclos representativos de dichos generadores de homologia.
|

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 5.1 Consideramos el complejo simplicial K formado por tres vértices y tres

aristas constituyendo un tridngulo hueco.

Sea C(K) el complejo de cadenas asociado y C(K) = {(0), (1), (2),(0,1),(0,2),(1,2)}

un filtro de C(K). Aplicamos el algoritmo 13 trabajando con coeficientes en Zs:
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o i=1;m((0)) =0, luego ¢o((0)) =0 y M = {{0)}.
o i=2;m((1)) =0, luego ¢o((1)) = 0 y M = {7 ((0)) = (0), 7({1)) = (1)}

0= 3; m0((2)) = 0, luego ¢o((2)) = 0 y M = {r((0)) = (0),7((1)) = (1), =({(2)) =

(0,1) +(0,2) + (1,2)}.

Entonces, una base M de M es M = {(0),(1,2) +(0,2) + (0,1)} y por tanto,

Ho(C(K),ZQ) ZZQ, Hl(C(K),Zg) :ZQ

siendo (0) y (1,2) 4+ (0,2) + (0,1) ciclos representativos de los generadores de homologia

en dimensiones 0 y 1, respectivamente.

Resumiendo, dado un complejo de cadenas C y aplicando el algoritmo 13 a un filtro
C de C, obtenemos un par (C,¢) a partir del cual podemos generar un modelo AT.
La ventaja, como mencionamos al principio, es que solo calculamos y almacenamos una

aplicacion: ¢.

5.3 Operador de homotopia que genera un A-modelo
AT
Finalmente, nos planteamos la misma cuestién para este ltimo modelo de representacién.

Definicién 5.3 Sea C un complejo de cadenas y A € Z. Un A-modelo AT de C se puede

establecer a partir de un conjunto (C, ¢, \), donde

1. C ={C,} es una base de C, siendo Cy una base de Cq4,para cada g > 0.
2. ¢ : Cq — Cyq1 una aplicacion tal que, para todo q,

(a) ¢q+194 =0
(b) ¢qdq+1¢q = )‘qu
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(c) dgg—1dg = Adg

Teorema 5.7 Dado un conjunto (C, ¢, ) para un complejo de cadenas C verificando las
condiciones de la definicion 5.3, se puede definir una \-contraccion de cadenas cy =

(f,9,0,)\) de C en un complejo de cadenas con diferencial nula.

Demostracién:  Sea M el complejo de cadenas generado por Imm, siendo m = {m,}
tal que para cada g, m; = Nide, — ¢q—1dq — dgr164 y con diferencial d' = {d;} tal que
para cada ¢, di(m) = d,(m) (siendo d la diferencial de C). Veamos en primer lugar
que dicha diferencial es nula. Sea m € M,, entonces existe a € C; tal que m = Aa —
$q—1dg(a) — dg104(a). Luego, dy(m) = dg(m) = Adq(a) — dgdg-1dq(a) — dgdgi1¢q(a) =
Mg (a) — dgpg—1d4(a) = 0, por la propiedad (c) de la definicién 5.3.

En segundo lugar, vamos a demostrar que ¢y = (m, g, ¢, \) define una contraccién de
cadenas del complejo de cadenas C en el complejo M, siendo g = {g,4} tal que para cada

q, gq €s la inclusién de M, en Cy:

e Paraa € Cg, mq—1dg(a) = (Nide,_, —¢q—2dg—1—dqpg—1)dg(a) = Adg(a)—dg—2dq—1dq(a)—
dqpq—1d4(a) = 0 por la propiedad (c)de la definicién 5.3;

e Sim € Mg, sabemos que dg(m) € My_1, luego dggq(m) = 0;

e Sim € M,, existe a € C, tal que m = Aa — ¢4_1d4(a) — dgy1¢4(a). Entonces,
Tqgq(m) = mg(m) = (Nide, — dg-1dg — dgr10¢)(Aa — dq—1dg(a) — dg1104(a)) =
N2a—Apg—1dg(a) —Adg1104(a) —Apg—1dg(a)+dg—1dgPg—1dg(a)+dg—1dgdgr10(a)—
Adg1104(a)+dg11999q-1dg(a)+dg119qdg1104(a) = A(Aa—g-1dg(a)—dgt104(a)) =
Am, por las propiedades de la aplicacién ¢;

e Para a € Cg, Aa — gqmg(a) = Aa — (Aa — ¢g_1dq(a) — dgt104(a)) = dg-1dq(a) +
dg+10¢(a).
O

El algoritmo para computar un conjunto (C,$,A) que genere un A-modelo AT es

similar al algoritmo 13.
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Introduccion:

En esta segunda parte vamos a aplicar las herramientas teéricas desarrolladas en la
primera a las imagenes digitales binarias 3D. Para ello, trabajamos con una simplicia-
lizacién adecuada de la imagen, usando la 14-adyacencia para los voxeles negros de la
misma. Como ya hemos mencionado anteriormente, asociamos a la imagen digital un
complejo simplicial tridimensional con la misma informacién topolégica que la propia
imagen. Nuestro objetivo aqui es aplicar los modelos de representacién ya conocidos al
complejo de cadenas canénicamente asociado a dicho complejo simplicial. Todo esto sera
detallado en el capitulo 6. En el resto de capitulos estudiaremos cémo se comportan los
modelos de representacién asi como la forma de obtener un nuevo invariante topolégico
a partir de ellos. Por una parte, en el capitulo 7 veremos nos van a permitir realizar
un control topolégico de la imagen ante cambios locales de la superficie. En el capitulo
8, demostraremos que se comportan bien ante la realizacién de operaciones conjuntistas.
Por ultimo, en el capitulo 9 es donde pondremos de manifiesto que constituyen una po-
tente herramienta para el cdlculo de nuevos invariantes topoldgicos mas finos que los ya
computados, concretamente, obtendremos un invariante de caracter cohomolégico, que
denotaremos por HB1(I).



Capitulo 6

Modelos de representacion de

imagenes digitales binarias 3D

En los dltimos anos el Procesamiento Digital de Iméagenes ha sido ampliamente utilizado
por diversas disciplinas tales como: Medicina, Biologia, Fisica e Ingenieria. Mediante el
Procesamiento Digital de Imagenes es posible manipular imagenes digitales en un com-
putador con el fin de obtener informacion objetiva de la escena captada por una camara.
Como aplicaciones tipicas se puede mencionar: deteccién de presencia de objetos, ins-
peccién visual automatica, medicién de caracteristicas geométricas y de color de objetos
y restauracion y mejoramiento de la calidad de las imégenes. Nosotros trabajamos aqui
con imagenes digitales binarias 3D, concepto que definiremos mas adelante de manera
formal y nos centramos, a grandes rasgos, en el estudio de propiedades topoldgicas de
dichas imdgenes. Hablar de propiedades topolégicas en el marco de las imagenes digita-
les, nos lleva a adentrarnos en el campo de la Topologia Digital. Esta teoria surge por
la necesidad de desarrollar una teoria topoldgica bien fundada sobre el espacio discreto,
concretamente, sobre la clase de las imédgenes digitales. La idea fundamental que sustenta
este trabajo es la de mostrar un correcto modelo matemdtico para una imagen digital
binaria tridimensional que permita darnos informacién acerca de la topologia de la misma
y que, por tanto, nos permita una clasificacion més precisa y exhaustiva. Para llevar
a cabo esta idea, nuestro objetivo es algoritmizar procesos de la Topologia Algebraica
y no cerrarnos en el analisis puramente combinatorio que nos proporciona la Topologia
Digital. Por ejemplo, cuando hablamos de informacién topolégica, no sélo nos referimos a
la obtencién de la caracteristica de Euler o los niimeros de componentes conexas, tiineles
y cavidades de la imagen, sino a una completa descripcién de dichas componentes cone-

xas, tuneles y cavidades, que facilite el tratamiento de problemas que requieran analizar
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parametros topoldgicos. Ademads, se pretende que a partir de este modelo matemético
podamos enriquecer la listas de invariantes topolégicos computados hasta el momento,

obteniendo nuevos invariantes maés finos que los grupos de homologia.

Los objetos son clasicamente modelados con subdivisiones celulares. Los complejos
simpliciales constituyen una herramienta muy ttil para el modelado geométrico de tales
objetos. Esta estructura algebraica sera la que utilicemos para estudiar las imagenes di-
gitales binarias 3D. Sin embargo, existen otras representaciones combinatoriales, como
complejos ciibicos o complejos simploidales. Los complejos ctibicos provienen de un malla-
do ciibico, el cual subdivide el espacio en cubos con vértices en los puntos de coordenadas
enteras. Por otra parte, los conjuntos simploidales [DM82] incluyen complejos simploidales
y complejos ciibicos como casos particulares. Tanto para complejos simpliciales y ctibicos
como para conjuntos simploidales, se define la homologia de tales estructuras como la
homologia de los complejos de cadenas canénicamente asociados a ellos [Mass91, PFLO06].
Por ello, aunque trabajemos con complejos simpliciales, no hay ningiin problema en adap-
tar nuestra teoria a otro tipo de representacién de la imagen como complejos ctibicos o
complejos simpliodales. Sin embargo, para la computacién del invariante H B1 necesi-
tarfamos conocer cémo se define el producto en cohomologia para dichos casos. Esta

cuestion forma parte de los trabajos que pretendemos abordar en un futuro.

En la seccién 6.1 definiremos el concepto de imagen digital binaria 3D. Explicaremos
cémo construir el complejo simplicial asociado a la imagen demostrando que un isomorfis-
mo de iméagenes digitales es equivalente a un homeomorfismo simplicial entre los comple-
jos simpliciales asociados. Estos resultados fueron publicados en [GR03b, GDRO05]. En la
seccién 6.2, explicaremos en qué consiste nuestro modelo dlegebro-topolégico de represen-

tacién de la imagen y mostramos, de forma breve, el software informdtico desarrollado(ver
[Vox]).

6.1 Imagenes Digitales Binarias 3D

Un espacio digital binario 3D (més brevemente, un DPS) es una 3-upla (V, 8,w), donde
V es un conjunto de puntos en un mallado tridimensional, 8 y w son conjuntos de seg-
mentos que unen puntos de V. Una imagen digital binaria 3D se define como una 4-upla,
= W,I1,06,w), donde (V,[,w) es un DPS e I es un subconjunto finito de puntos de
V, que llamamos puntos negros de la imagen digital (el resto de puntos de V se llaman
puntos blancos). El conjunto 5 (respectivamente, el conjunto w) determina las relacio-

nes de vecindad, también llamadas relaciones de adyacencia, entre los puntos negros de la
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imagen digital (respectivamente, puntos blancos). Un isomorfismo de un DPS (Vy, 51, w1)
en otro DPS (Va, B2,ws), es un homeomorfismo h del espacio euclideo tridimensional en
s{ mismo tal que aplica V; sobre Vs, cada 1-adyacencia sobre una fs-adyacencia y cada
wi-adyacencia sobre una wo-adyacencia. Ademds, h~! aplica cada Bs-adyacencia sobre
una (-adyacencia y cada we-adyacencia sobre una wi-adyacencia. Un isomorfismo entre
dos imagenes digitales Ty = V1, I1, B1,w1) € Zo = (Va, Iz, B2,w2), es un isomorfismo del
DPS (V1, B1,w1) en (Va, B2,ws), tal que aplica I; sobre Is.

Nosotros trabajamos aqui con el mallado BCC, donde

V = {(a,b,c) € Z3 tal que a = b = ¢ (mod 2)}.

La tnica relacién de adyacencia posible es la 14-adyacencia. Dado un punto p =
(a,b,c) € V, los 14-vecinos de p son: (a%2,b,¢), (a,b£2,¢), (a,b,c+2)y (a+1,b£1,c+1).
Una de los motivos por los que trabajamos con dicho mallado es que es muy usado en
aplicaciones de imagenes médicas debido a sus caracteristicas topolégicas excepcionales y

a su alto contenido en simetrias.

Figura 6.1: 14-adyacencia en el mallado BCC.

El DPS (V,14,14), donde V son los puntos del mallado BCC, es isomorfo a un DPS
(V',14,14), donde V' son los puntos de un mallado ctibico, es decir, puntos de la forma
{(x,y,z) € Z*}. Dado un punto p = (x,y, z) del mallado ctibico, los 14-vecinos de p son
(rx1,y,2), (z,y £ 1,2), (x,y,2£1), (z+Ly—1,2), (- Ly+1,2), (x+ 1,y,2 — 1),
(x—1,y,2+1), (x,y+1,2-1), (z,y—1,24+1), (z+1,y+1,2z-1), (@ -1,y —1,2+1)
(ver figura 6.2).

Para probar que ambos DPS son isomorfos, se define el homeomorfismo h del es-
pacio euclideo tridimensional en s{ mismo tal que, para cada punto p = (z,y,2) € V',
h(p) = (x +y + 2z,—x + y,—x — y). Dicho homeomorfismo estd bien definido ya que

r4+y+22=—-x+y=—x—y (mod 2). Ademds, es ficil demostrar que h aplica puntos
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Figura 6.2: 14-adyacencia en el mallado ctibico (a la izquierda) y en el mallado BCC (a

la derecha).

14-adyacentes del mallado ctibico sobre puntos 14-adyacentes del mallado BCC. El inverso
de h se define como h~!(a,b,c) = %(—b —¢,b—c,a+c¢). Como (a,b,c) es un punto del
mallado BCC, © = y = z (mod 2) y por tanto %(fb —¢,b—c,a+c) € Z3 También
es facil demostrar que h~! aplica puntos 14-adyacentes del mallado BCC sobre puntos

14-adyacentes del mallado cibico.

Otro de los motivos de trabajar con estos mallados y la 14-adyacencia se debe a que,
dada una imagen digital binaria 3D, Z = (V, 1, 3,w), es posible construir un complejo
simplicial finito tridimensional topolégicamente equivalente a Z, denotado por K(I) y

llamado representacion simplicial de 1.

A continuacion, detallamos céomo construir dicho complejo simplicial.

Figura 6.3: Descomposicién de un cubo en 6 tetraedros.
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En primer lugar, consideramos un cubo del mallado 3D. Descomponemos el cubo en 6
tetraedros como muestra la figura 6.3. Podemos construir una lista con dichos tetraedros,

usando la notacién de los vértices:

{(1,2,4,6), (4,5,6,8), (3,5,7,8), (1,3,4,5), (3,4,5,8), (1,4,5,6)}

De esta forma, podemos ver el cubo como un complejo simplicial, tal que dos cubos
adyacentes comparten vértices, aristas y triangulos. Asi, el mallado cibico inicial es visto
como un complejo simplicial 3D infinito. Entonces, la representacién simplicial K (I)
es un subcomplejo finito de dicho complejo simplicial infinito, construido de la siguiente
forma: por cada punto del subconjunto I, tenemos un vértice de complejo simplicial K (I)
y los é-simplices de K (I) se construyen a partir de los distintos conjuntos ordenados de
i-puntos de I 14-adyacentes dos a dos; es decir, dos puntos de I adyacentes forman una

arista, tres puntos un tridngulo y cuatro puntos, un tetraedro.

Ejemplo 6.1 Consideramos la imagen digital T = (V,1,14,14), donde

I={vg=(=1,-1,1),v1 = (—=1,1,1),v5 = (0,0,0),v3 = (0,0,2),v4 = (0,2,0)}.

Entonces, K(I) es el complejo simplicial cuyo conjunto de simplices mazimales es

{<’UO7’01,1)2,’03>, <U17027U4>}~

v3
H
1z 71 | L
¥
Ed
v2 v4 v2

Figura 6.4: Imagen digital Z y su representacién simplicial K(I): en azul, el tetraedro y

en amarillo el triangulo.

Esta representacion simplicial de la imagen es la que nos va a permitir estudiar to-
polégicamente la misma y avanzar en el calculo de nuevos invariantes, gracias al resultado

que damos a continuacién:

Teorema 6.1 Dos imdgenes digitales Iy e Is son isomorfas si y solo si sus representa-

ciones simpliciales asociadas K(I1) y K(Is) son simplicialmente homeomorfas.
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Demostracién: En efecto, si Z; e Zs son imagenes isomorfas, entonces, existe un homeo-
morfismo h de Z3 en Z? que aplica I; en I y puntos negros adyacentes de Z; en puntos
negros adyacentes de Z;. Entonces, tendriamos que probar que existe un homeomorfismo
simplicial de K(I;) en K(I3). En efecto, el homeomorfismo h lleva puntos negros de Z;
en puntos negros de Zs, por tanto, por la definiciéon de representacién simplicial asociada
a una imagen, h aplica K (1)) en K (1) (es decir, es una aplicacién entre los vértices
de ambos complejos) y es biyectiva. Ademds, si (vo,...,v,) es un simplice de K(Iy),
por definicién se tiene que los vértices v;, 0 < i < ¢, son adyacentes dos a dos. Por el
homeomorfismo h, se verifica que h(v;), 0 < i < g, son vértices de K(I3) adyacentes dos
a dos, de donde se deduce que (h(vp),...,h(vy)) es un simplice de K(I3). Por tanto,
hemos probado que h define un homeomorfismo simplicial entre K(I;) y K(I2). El caso
reciproco es analogo.

O

Consecuentemente, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién 6.1 Dada una imagen digital binaria 3D I, se puede definir la (co)homologia
de I como la (co)homologia del complejo de cadenas C(K (I)) asociado a la representacion
simplicial K(I) de T.

Para terminar, es conveniente insistir en el hecho de que toda la teoria de nuestros
modelos de representacién aplicados a imégenes digitales, es una teoria en desarrollo
con mucho potencial. Sin embargo, somos conscientes de que queda mucho por hacer en
relacién con este tema. Una de las cuestiones mas importantes es que nosotros trabajamos
con los véxeles blancos y negros de la imagen por separado, sin tener en cuenta la relacién
existente entre ellos. Por tanto, tenemos en mente plantearnos la posibilidad de abordar
la relacién entre véxeles negros y blancos, asi como la relacion entre las representaciones

simpliciales.

6.2 Modelos de representacion de imagenes digitales

binarias 3D

En esta secciéon vamos a mostrar el modelo matemadtico que asociamos a una imagen di-

gital.

En la primera parte, se han definido tres modelos de representacién para complejos de
cadenas en general: modelo AM, modelo AT y A-modelo AT, siendo A € Z. Esta distincién
se hacia dependiendo del anillo base con el que estemos trabajando y de si el objeto ini-

cial presenta torsién o no. Nuestro objetivo ahora es asociar a una imagen digital binaria
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3D T un objeto algebraico consistiendo en un modelo de representacién del complejo de
cadenas C(K (I)). Al trabajar con imdgenes digitales 3D, las representaciones simpliciales
asociadas a dichas imagenes son complejos simpliciales embebidos en R? y por tanto, la
homologia del complejo de cadenas C(K(I)) no presenta torsién. Este hecho hace que,
tanto un modelo AT como un modelo AM de C(K (1)), nos de una contraccién de cadenas
hacia un complejo de cadenas con diferencial nula. Sin embargo, para imagenes digitales,
los A-modelos AT no aportan informacién nueva al no haber torsién. Este tltimo modelo
s constituird una herramienta muy util en un futuro, cuando trabajemos con imégenes

digitales de cualquier dimensién mayor que 3, ya que en este caso puede existir torsiéon.

Damos a continuacién una definiciéon formal de modelo de representacion de una ima-

gen digital:

Definicién 6.2 Sea T una imagen digital binaria 3D, K(I) la representacidn simplicial
asociada a los vozeles negros de T yC(K (I)) el complejo de cadenas candnicamente asocia-
do a K(I). Un modelo de representacion deZ se define como el conjunto (Cr, Hy, fr, g1, 1),
donde

o C1 es una base de C(K(I)).
o Hp es un subconjunto de elementos de C(K(I)),

o ¢ = (f1,91,¢1) es una contraccion de cadenas de C(K(I)) en Hz, siendo Hz el

complejo generado por Hy y con diferencial nula.

Para obtener un modelo de representaciéon de una imagen digital Z, basta aplicar el
algoritmo 1 6 el algoritmo 5 (dependiendo del anillo base con el que estemos trabajando)

al complejo de cadenas C(K (I)).

Antes de continuar, aclaramos algunas notaciones que usaremos posteriormente. Dada
una imagen digital Z, denotamos por AT M; al modelo de representaciéon de Z. Ahora
bien, dado K un complejo simplicial embebido en R3, denotamos por AT Mg al modelo
de representacién del complejo de cadenas C(K). Por tanto, observar que el modelo de re-

presentacion de representacién de una imagen Z también se puede denotar por AT M (r).

El resultado que damos a continuacién ya se ha visto para un caso general. Sin
embargo, es importante recordarlo dada la importancia que supone en el caso de las

imagenes digitales.
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Teorema 6.2 Sea ATM; = (Cr, Hy, f1,91,%1) un modelo de representacion para una
imagen digital binaria 3D Z. Entonces, podemos obtener la homologia de T asi como
una base de ciclos representativos de generadores de homologia. En concreto, si Hy =

{a1,...,a,}, una base de ciclos representativos viene dada por {gr(a1),...,gr(c.)}.

Este teorema nos permite dar solucién a uno de los problemas que nos planteamos al
principio. Computando un modelo de representacién para una imagen digital Z podemos
conocer, no sélo el nimero de componentes conexas, tineles y cavidades de Z (ndmeros
de Betti), sino también ciclos representativos, dando as{ una solucién al problema de una
completa descripcién y visualizacién de las componentes conexas, tuneles y cavidades de
la imagen digital. En el tltimo capitulo veremos que dichos modelos van a constituir
una potente herramienta para computar nuevos invariantes topologicos. Concretamente,
explicaremos como obtener un nuevo invariante de caracter cohomolégico que denotaremos
por HBI(I).

6.2.1 Software: Voxelo

Para visualizar los modelos de representacién asociados a imagenes digitales binarias 3D,
se ha desarrollado un software informético (ver [Vox]) llamado VOXELO con la ayuda
del ingeniero informatico Sanchez-Peldez. Veamos brevemente en qué consiste dicho pro-

grama.

Un objeto 3D en VOXELO es un conjunto de voxeles a partir de una teselacion del
espacio continuo. Dichos objetos son creados por el propio usuario anadiendo o eliminan-
do voxeles, con la ayuda del ratén a partir de posiciones 2D sobre la pantalla. Para el
desarrollo de este software, se ha usado la 14-adyacencia sobre un mallado ctibico uni-
forme y Zs como anillo base. En primer lugar, se calcula la representacion simplicial de
la imagen creada y posteriormente la homologia (concretamente, los nimeros de Betti),
permitiéndonos visualizar ciclos representativos de generadores de homologia. Ademds,
se calcula también la contraccién de cadenas (fr, gr, ¢r) envuelta en el modelo de repre-
sentacion asociado a la imagen, guardando en un archivo de texto las imagenes de las
aplicaciones fr, g1 v ¢5. La cuestiéon mas importante es que con VOXELO también se
pueden visualizar cociclos representativos de generadores de cohomologia, asi como la ta-

bla de multiplicacién del cup producto, obteniendo el nuevo invariante topolégico HB1([).

A continuacién, mostramos tres imdgenes creadas con VOXELO (figura 6.5), sus re-
presentaciones simpliciales asociadas (figura 6.6) y los ciclos representativos de cada una

de ellas (figuras 6.7 y 6.8). Damos una tabla comparativa en la que se puede observar el
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tiempo que tarda VOXELO, en segundos, en computar los grupos de homologia de las

imégenes, usando el programa en un Pentium 4, 3.2 GHz, 1Gb RAM:

Imagen | Numero de voxeles | Componentes conexas ‘ Tineles ‘ Cavidades | Tiempo

A 1184 1 4 3 2
B 6840 2 179 4 8
C 11540 1 23 24 18

En cuanto a la implementacién, VOXELO ha sido desarrollado usando las librerias
MFC y OpenGL de MS Visual C++ 6.0 y MS Visual C++ 2003.

Para terminar, destacar que futuros desarrollos pueden transformar este software en
una potente herramienta para el andlisis topoldgico de imagenes digitales 3D. Para ello,
algunas de las posibles mejoras son: (1). implementar el proceso de asociar a la imagen
un complejo simplicial, utilizando otros mallados; (2). incluir operaciones geométricas y
morfolégicas sobre los volimenes digitales; (3). implementar un algoritmo de adelgaza-
miento que nos permita obtener un correcto esqueleto de la imagen inicial; (4). trabajar
con coeficientes en cualquier anillo conmutativo (y no sélo en el cuerpo Zs) al tratar
las cuestiones algebraicas; (5). obtener “buenos” ciclos representativos (geométricamente
hablando) de generadores de homologia; (6). computar nuevos “nimeros cohomolégicos”
derivados de la tabla de multiplicacién del cup producto y (7). tratar otros esquemas de

representacién de los volimenes digitales, como el octree.

oz
oe
=

Figura 6.5: Voxelo: Imégenes digitales binarias A, By C.
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Figura 6.6: Voxelo: Representaciones simpliciales asociadas a A, By C.
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Figura 6.7: Voxelo: 1-ciclos representativos (agujeros o tineles) de A, By C.
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Figura 6.8: Voxelo: 2-ciclos representativos (cavidades) de A, By C.



Capitulo 7

Control topoldégico de imagenes

digitales binarias 3D

Una vez definido el modelo matemético que asociamos a una imagen digital binaria 3D,
comenzamos a estudiar las ventajas que estos nos aportan. En [GMRS06a], nos plan-
teamos el problema de controlar topolégicamente una imagen ante cambios locales de la
superficie. Cuando hablamos de cambios locales, nos referimos a la adicién o eliminacién
de un voxel negro a la imagen, es decir, cambiar el color del voxel: de blanco a negro en
el caso de la adicién y de negro a blanco en el caso de la eliminacién. Dada una imagen
digital Z = (V,1,14,14) y un voxel v tal que v ¢ I, denotamos por Z9{"} a la imagen
resultante de afiadir el voxel v a I, es decir, Z°1"} = (V, T U {v},14,14). De la misma
forma, si v es un voxel tal que v € I, denotamos por Z\{¥} a la imagen resultante de
eliminar v de I, es decir, Z\{"} = (V, I\{v}, 14, 14).

Al realizar un cambio local de este tipo, es obvio que las caracteristicas topoldgicas de
la imagen pueden cambiar. Veamos un ejemplo en el que dichas caracteristicas cambian.
Consideremos la imagen digital Z de la figura 7.1. Dicha imagen tiene una componente
conexa, cuatro tuneles y tres cavidades. En la misma figura mostramos cada una de
sus cavidades en un color distinto. Si anadimos el voxel v a Z (ver figura 7.2), la nueva
imagen digital tiene una componente conexa mas, es decir, dos componentes conexas,
cuatro tineles y tres cavidades. Si por el contrario, se elimina el voxel v’ (ver figura 7.2),
destruimos una de las tres cavidades de 7.

Insistimos en el hecho de que nuestro objetivo va méas alla de saber cémo cambia el
nimero de componentes conexas, tuneles y cavidades. Nosotros pretendemos estudiar

como obtener los nuevos ciclos representativos que se crean, asi como saber cudles son
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Figura 7.1: Imagen digital Z (a la izquierda) y cavidades de Z (a la derecha).

Figura 7.2: A la izquierda 791"} y a la derecha LR

aquellos que se destruyen, a partir de la informacién ya computada previamente. Con-
cretamente, dado un modelo de representacién de una imagen digital Z, en este capitulo
mostraremos como obtener un modelo de representaciéon para la imagen resultante de

anadir o eliminar un voxel, a partir del modelo de representacién de la imagen inicial.

7.1 Representacion simplicial de un imagen tras la adi-

cion y eliminacion de un voxel

Para computar un modelo de representacién de una imagen Z, ya sabemos que el primer
paso que tenemos que realizar es obtener la representacién simplicial asociada a los puntos
negros de dicha imagen, K(I). En esta seccién vamos a estudiar cémo afecta la adicién
y eliminacién de un voxel al complejo simplicial K (7). En principio, podemos pensar
que basta anadir o eliminar un vértice a K(I) ya que, si recordamos c6mo se construye
la representaciéon simplicial asociada a una imagen, cada voxel negro se corresponde con
un vértice del complejo simplicial. Si sélo anadimos o eliminamos un vértice, es facil ver
que el complejo simplicial resultante no se corresponde con la representacién simplicial
de 791} o T\ ya que dicho voxel puede ser adyacente al resto de véxeles negros de la

imagen.
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Por tanto, afiadir un voxel v a Z consiste en anadir a K (I) un vértice junto con el resto
de simplices (aristas, tridngulos y tetraedros) que provienen de las adyacencias de dicho
voxel con el resto de véxeles negros de la imagen. De forma andloga, eliminar un voxel
v de Z, consiste en eliminar de K (I) el vértice correspondiente a dicho voxel y todos los
simplices que provienen de las adyacencias de dicho voxel con el resto de véxeles negros

de la imagen.

Ejemplo 7.1 Consideramos la imagen digital Z, con cuatro vozeles vi, va, V3, Vg4 Y SU

representacion simplicial K(I), dadas en la figura 7.3.

Figura 7.3: Imagen digital Z y su representacién simplicial K (I).

Si aniadimos el vozel vs a I, se aniade el vértice (5) y la arista (2,5) al complejo
simplicial K(I). Por el contrario, si eliminamos el vozel ve, tenemos que eliminar de
K(I) el vértice (2), las aristas (1,2) y (2,4) y el tridngulo (1,2,4) (ver figura 7.4).

Figura 7.4: Representacién simplicial tras la adicién y eliminacién de un voxel.

Una cuestién importante es “controlar” el niimero méximo de simplices que se pueden
eliminar o anadir. Dicho ntimero es siempre finito. En particular, para el caso del mallado

cubico con la 14-adyacencia, veamos que la cota es 74. Enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 7.1 Sea p un punto del mallado cibico tridimensional. FEl nimero mdximo
de stmplices (aristas, tridngulos y tetraedros) que contienen al punto p, considerando la

14-adyacencia en dicho mallado, es T4.
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Demostracién: En la figura 7.5, recordamos la 14-adyacencia en el mallado cibico y la

descomposicién de un cubo en los 6 tetraedros:

. T
(N
i i
x ¥y ! vt
A,

Figura 7.5: 14-adyacentes de un punto en la mallado cibico y descomposicién de un cubo

en tetraedros.

Por una parte, es obvio que hay 14 aristas que contienen al punto p. Enumeramos

los cubos que contienen a p como muestra la figura 7.6.

8 v
6 5

4 P 3
1| LAR2r

Figura 7.6: Enumeracién de los 8 cubos adyacentes a p.

En primer lugar, contamos el nimero de tetraedros. Para ello, nos fijamos en cada
uno de los cubos y vemos, en cada caso, cudntos tetraedros contienen a p. Obtenemos
lo siguiente: los cubos 1 y 8 contienen cinco tetraedros con vértice p; los cubos 2, 3, 6
y 7 contienen tres tetraedros con vértice p y los cubos 2 y 7 contienen un tetraedro con

vértice p. Luego, en total, tenemos 24 tetraedros con vértice p.

Pasamos ahora a contar el niimero de tridangulos con vértice p. Esta cuestion es la que
presenta un poco mas de dificultad ya que hay que tener en cuenta que hay triangulos
que se pueden contar dos veces, al ser caras compartidas por dos tetraedros. Para ello,
procedemos de la siguiente forma: en primer lugar, vemos cudntos tridngulos contienen
a p en cada uno de los cubos. Simplemente, la idea es multiplicar por 3 el nimero de

tetraedros que contiene cada cubo ya que de las cuatro caras que forman un tetraedro,
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sblo tres pueden contener a p. Asi, en principio contamos 75 tridngulos. Ahora bien,
quitando aquellos que hemos contados dos veces, el numero total de triangulos es 36

(dejamos al lector comprobar en detalles esta parte ya que no presenta dificultad).

Resumiendo, tenemos: 14 aristas 4+ 24 tetraedros + 36 tridngulos = 74 simplices.
|

7.2 Algoritmos para control topolégicamente una ima-
gen digital

Una vez visto como afecta la adicién o eliminacién de un voxel v a la representacién
simplicial de la imagen Z, en esta seccién vamos a dar los algoritmos correspondientes
que nos van a permitir el control topolégico de la imagen antes dichos cambios. Veremos
que asi, usando nuestros modelos de representacion, no sélo vamos a saber cémo varia
el nimero de componentes conexas, tuneles y cavidades, antes dichos cambios, sino que
vamos a poder controlar los ciclos representativos que se crean o se destruyen en cada
caso. Todo ello, “aprovechando” la informacién topolégica de la imagen digital inicial,

que suponemos conocida.

En concreto, los algoritmos que vamos a usar para resolver nuestro problema son los
algoritmos incremental (algoritmos 2 y 4) y decremental (algoritmos 3 y 6) desarrollados
en la primera parte de la tesis. Recordemos que, cuando trabajamos con coeficientes en
Z (concretamente, para el modelo AM), dichos algoritmos fueron definidos sélo para el
caso particular de complejos de cadenas que no presenten torsién. Este hecho no supone
ningin problema ya que aqui, estamos trabajando con complejos simpliciales asociados
a imagenes digitales tridimensionales y, consecuentemente, los complejos de cadenas aso-

ciados no tiene torsion.

La idea a seguir es la siguiente: partiendo del modelo de representacién de la imagen
inicial Z y del conjunto L de simplices que tenemos que afiadir o eliminar a K(I), el
proceso consiste en aplicar el algoritmo incremental (respectivamente, el algoritmo decre-

mental) tantas veces como simplices haya en el conjunto L.

MODELO DE REPRESENTACION DE Z9{}:

Algoritmo 14 Modelo de representacion de T91V}.

ENTRADA: Un modelo de representacion de Z, ATMj, un voxel v¢ 1 y
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L:={o1,...,0m} conjunto de simplices de K(IU{v})\K(I),
tal que dim (0;) < dim (0j), si i <}j.
Para ¢ =1 hasta ¢ =m, hacer
Aplica el algoritmo incremental® a AT Mg 1)ufoy, .00 1}
y al simplice o;.
AT Mpygey == AT Mg (1yoL
SALIDA: AT Mpygyy -

* Nos referimos a los algoritmos 2 y 4.

Observar que en el paso i-ésimo, al aplicar el algoritmo incremental a AT Mg (1yu{o,,....0;_1}
y al simplice o;, obtenemos un modelo de representacién de C(K(I) U {o1,...,0;}). Por
tanto en el 1iltimo paso, AT Mg (ryur define un modelo de representacién de C(K (1) U L),

es decir, un modelo de la imagen Z U {v}.

Ejemplo 7.2 Consideramos la imagen digital Z de la figura 7.3 a la que le aniadimos el
vozel vs. En la siguiente tabla mostramos un modelo de representacion de dicha imagen

trabajando con coeficientes en el cuerpo Zso:

Cr Hr | fr | gr b1
(1) (1) | (1) | 1) 0
(2) (1) (1,2)
(3) (1) L3
() () (1,4
(1,2) 0 0
(1,3) 0 0
(1,4) 0 0
(1,3) 0 (1,2, 4)
(2,4) 0 (1,3,4)
(1,2,4) 0 0
(1,3,4) 0 0

Sea L = {(5),(2,5)}. Entonces, tenemos que aplicar el algoritmo incremental dos

veces (ver figura 7.7):

Etapa 1: Se ariade el vértice (5) y se aplica el algoritmo incremental al modelo de re-

presentacion ATM; = (Cy, Hy, f1,91,¢1) y a dicho vértice. Entonces, se crea una nueva
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componente conexa, representada por (5).
Etapa 2: Se anade la arista (2,5) y se aplica el algoritmo incremental al modelo de
representacion obtenido en el paso anterior y a dicha arista. FEntonces, la componente

conexa creada en el paso anterior se destruye.

El modelo de representacion resultante, se muestra en la siguiente tabla:

Crofwsy | Hiogesy | f1o{wsy | 910105} Prufws}

(1 (1) (1) (1) 0

(2) (1) (1,2)

(3) 1) (1.3)

(4) (1) (1,4)

(5) (1) (1,2) +(2,5)
(1,2) 0 0
(1,3) 0 0
(1,4) 0 0
(2, 4) 0 (1,2, 4)
(3,4) 0 (1,3,4)
(2,5) 0 0

1,2,4) 0 0
(1,3,4) 0 0
Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2

3 4 3 4

e
[
o
i

Figura 7.7: Pasos para obtener modelo de Z9{vs},

MODELO DE REPRESENTACION DE Z\¥}:

Algoritmo 15 Modelo de representacion de T\1V}.
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ENTRADA: Un modelo de representacion de Z, ATM;, un voxel vel y
:={01,...,0m} conjunto de simplices de K(I\{v})\K(I),
tal que dim (o;) > dim (0j), si ¢ <}j.

Para 7 =1 hasta ¢ =m, hacer
Aplica el algoritmo decremental® a AT Mg ()\{oy,...0. 1}
y al simplice o;.

ATMp\ vy == ATMg )\

SALIDA: AT M\ {0 -

* Nos referimos a los algoritmo 3 y 6.

Ejemplo 7.3 Consideramos de nuevo la imagen digital T de la figura 7.3 a la que le eli-
minamos el vozel vo. En el ejemplo 7.2, mostramos un modelo de representacion de dicha
imagen. Sea L = {(1,2,4),(2,4),(1,2),(2)}. Entonces, tenemos que aplicar el algoritmo

decremental cuatro veces (ver figura 7.8):

Etapa 1: Se elimina el tridngulo (1,2,4). Entonces, se crea una clase de homologia

de dimension 1, cuyo ciclo representativo es (1,2) + (1,4) + (2,4).

Etapa 2: Se elimina la arista (2,4). Entonces, el ciclo creado en el paso anterior de

destruye.

Etapa 3: Se elimina la arista (1,2). Entonces, se crea una nueva componente conexa,

representada por el vértice (2).

Etapa 4: Por dltimo, se elimina el vértice (2), destruyendo asi la componente conexa

creada en el paso anterior.

El modelo de representacion resultante se muestra en la siguiente tabla:
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Cnuey | Aoy | Fiv{oey | 90\{ws} | @1\{va}
(1) (1) (1) (1) 0
(3) (1) (1,3)

(1,3) 0 0
(1,4) 0 0
(3,4) 0 (1,3,4)
(1,3,4) 0 0
‘Etapa 0 ‘Etapa 1 ‘Etapa 2
3 4 3 4 3 4
1 2

Figura 7.8: Pasos para obtener modelo de Z\{v2},

COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS: Como ya sabemos, la complejidad en tiempo de
los algoritmos incremental y decremental es O(m?), donde m es el ntimero de simplices del
complejo inicial. Sabemos que por cada voxel que anadimos o eliminamos de la imagen Z,
el niimero méaximo de simplices que se anaden o se eliminan a la representacién simplicial
K(I) es 74. Luego, en términos del nimero de véxeles negros de Z, n,, podemos decir

que la complejidad de estos algoritmos es O(n3).

Resumiendo, en este capitulo hemos probado que nuestros modelos de representacion
constituyen una herramienta 1util para realizar un control topoldgico de una imagen ante

cambios locales de la superficie. No sélo controlamos la variacion de los nimeros de Betti
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sino que calculamos y visualizamos los ciclos representativos que se crean 6 se destruyen

en cada paso.



Capitulo 8

Operaciones conjuntistas

Hasta ahora, hemos definido un modelo de representaciéon para imagenes digitales bina-
rias 3D, basdndonos en los puntos negros de dichas imégenes. Posteriormente, hemos
desarrollado algoritmos que nos permiten obtener dichos modelos de representacién ante
un cambio local en las mismas (adicién o eliminacién de un voxel), aprovechando infor-
macién ya computada. El problema que nos planteamos ahora es ver si nuestros modelos
de representacién se comportan bien antes operaciones conjuntistas de imagenes digita-
les binarias 3D: unidn, intersecciéon y diferencia de dos imagenes digitales, asi como la
imagen complementaria de una dada. Es decir, nuestro objetivo en este capitulo es dar
algoritmos que computen modelos de representacion de imégenes binarias digitales 3D,
resultantes de la unidn, interseccién y diferencia de dos imagenes digitales, a partir de los
modelos de representacion de las imagenes iniciales. Ademds, estudiaremos cémo hacer
lo mismo con el complementario de una imagen dada. Este ultimo caso presenta algunos
inconvenientes anadidos que detallaremos en su momento.

Este problema ha sido tratado en [GIJMRO07b] trabajando en el dominio de los enteros.

En este capitulo presentamos una versiéon més extendida de dicho trabajo.

Dada dos iméagenes digitales, Z = (V,I,5,w) vy J = (V, J, 3,w), recordemos que V
constituyen los puntos del mallado, los conjuntos I y J estdn constituidos por los véxeles
negros de Z y J y 8 y w definen las relaciones de adyacencia entre véxeles negros y

blancos, respectivamente. A partir de dichas imégenes, se definen las siguientes:
e Imagen unién: ZU J = (W, I U J, B, w).
e Imagen intersecciéon: ZNJ = (V,INJ,B,w).

e Imagen diferencia: Z\J = (V,I\J, 3,w).

132
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e Imagen complementaria: Z¢ = (V,I¢, B, w).

La notacién TUJ, INJ e I\J, se refiere a la unidn, interseccién y diferencia de véxeles
negros de Z y J, en un sentido conjuntista. En cuanto a I¢, veremos en detalle cémo se

define cuando estudiemos esta operacién.

8.1 Preprocesamiento

Antes de comenzar a estudiar las distintas operaciones conjuntistas, vamos a dar un al-

goritmo de preprocesamiento comin a todas ellas.

Sea £ = (V, L, ,w) una imagen digital binaria 3D y F = {v;,...,v} un conjunto

de véxeles tal que F C L 6 F N L =. Denotamos por £ a la siguiente imagen digital:

e Si FCL, LY = (V,L\F,B,w), es decir, la imagen digital resultante de eliminar de

L el conjunto de voxeles F;

e Si FNL =, LF := (V,LUF,B,w), es decir, la imagen digital resultante de afiadir

a L el conjunto de véxeles F;

El algoritmo de preprocesamiento que damos a continuacién consiste en lo siguiente:
recibe como entrada un modelo de representacién de la imagen digital £, que denotamos
por ATMy, := (Cr,Hy, fr,91,¢L), y devuelve como salida un modelo de representacién
de la imagen digital £F. Para ello, se distinguen dos casos: F C L 6 FNL = (.
Por ejemplo, si F C L, en cada paso del algoritmo se considera un voxel v; de F'y
se aplica el algoritmo decremental tantas veces como simplices haya que eliminar de la
representacion simplicial de £\{v1,...,v;_1} para obtener la representacién simplicial de
la imagen resultante de eliminar el voxel v;, £L\{v1,...,v;}. De forma anédloga procedemos

si FNL = ), aplicando el algoritmo incremental en cada paso.

Algoritmo 16 Preprocesamiento Comin.

ENTRADA: E1 modelo ATMj :=(CL,Hy, fr,91,¢1) para £ y un conjunto de
puntos F = {vy,...,v,,} CZ? verificando que F C L
Si FFC L, entonces
Para ¢ =1 hasta ¢ =m hacer
Aplica algoritmo decremental 15 a v; y al modelo AT M .
ATMy, == AMTy\ fo,,... 0.} -
En caso contrario,

Para 7 =1 hasta ¢ = m hacer
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Aplica algoritmo incremental 14 a v; y al modelo AMTT,.
ATML = ATMLU{vh...,vi} .
ATMLF = ATML

SALIDA: Un modelo de representacion ATMr para L.

Una vez visto este algoritmo, pasamos a estudiar las diferentes operaciones conjuntis-

tas.

8.2 Unidén de imagenes digitales

Para computar un modelo de representacién de la unién de dos imagenes digitales 7 y 7,

T U J, a partir de los modelos de representacién de las mismas, se distinguen dos casos:

(1). SiInJ =0,sea L :={o1,...,0m} el conjunto de simplices que tenemos que anadir a
K(I)UK(J) para obtener la representacion simplicial de ZU 7, K (I UJ), ordenados
de forma que la dimensién de o; es menor que la dimensién de o, si i < j. Veamos
un pseudocddigo del algoritmo que computa un modelo de representacion de Z U J

en este caso:
Algoritmo 17 ZU J, si INJ = 0.

ENTRADA: Los modelos de representacion ATM; := (Cr, Hy, f1,91,¢1) ¥
ATMy:=(Cy,Hy, f1,95,¢5), para T y J, respectivamente
y el conjunto de simplices L.
Define C:=C;r UC ;r y H = Hr UHr.
Para cada ce C y he H,
fle):= fir(c) si c€ Crr, flc):= fsr(c) si c€ Cyr,
d(c) == drr(c) si c€ Crr, @(c):=¢yr(c) si c€ Cyr,
g(h) :=grr(h) si he€ Hir, g(h):=gyr(h) si he Hyr.
ATMe :=(C,H, f,g,90).

Para ¢ =1 hasta ¢ = m hacer

Aplica algoritmo incremental* al modelo AT M y al simplice o;.
ATMC = ATMCU{al,..
ATM[UJ = ATMC .

SALIDA: Un modelo de representacion, AT M,y para ZUJ.

503}

* Obviamente, nos referimos a los algoritmos 4 y 2 ya que lo que vamos afiadiendo

son simplices y no voxeles.
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(2). Si INnJ # 0, el algoritmo no es tan sencillo. Antes de mostrar el pseudocédigo,

veamos cudles son los pasos a realizar.

E 3 9

Figura 8.1: Imagen 7 a la izquierda, imagen J en el centro, Z U J a la derecha.

Paso 1: Aplicamos el prepocesamiento, algoritmo 16, dos veces: por una parte, al
modelo de representacion de 7 y al conjunto F' := I NJ y por otra parte, al modelo
de representacion de J y al conjunto F' := I N J. Obtenemos asi modelos de repre-

sentacién de ZF y de JF.

P =B

Figura 8.2: Imagen Z% a la izquierda, voxeles de F en el centro, imagen J % a la derecha.

Paso 2: Calculamos un modelo de representacién de (ZF) U (JF), aplicando el al-

goritmo 17.

Paso 3: Aplicamos de nuevo el preprocesamiento, algoritmo 16, al modelo de repre-
sentacion obtenido en el paso anterior y al conjunto F', computando asi el modelo

de representacién de ZU J.

Una vez visto los pasos a realizar, damos un pseudocoédigo del algoritmo:

Algoritmo 18 ZU J tal que INJ # (.
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Figura 8.3: Imagen (Z¥) U (J7F).

ENTRADA: Los modelos de representacion ATM; := (Ci, Hy, fr,91,¢1) ¥
ATM;:=(Cy,Hy, f1,95,05), para T y J, respectivamente.

Aplica algoritmo 16 a ATMy y F:=I1INJ para L=1,J.

Aplica algoritmo 17 a ATM;r y ATM;r.

Aplica algoritmo 16 al modelo AT M;r yr y a F.

ATMyy == AT M gryrye

SALIDA: Un modelo de representacion, ATMj,; para ZUJ.

8.2.1 Secuencia de imagenes digitales 2D

En [GMRSO05] nos planteamos el problema de analizar topolégicamente una secuencia
de imagenes digitales binarias 2D variando en el tiempo, usando como herramienta los
modelos AT de dichas imdgenes. Aqui presentamos una extensién de dicho trabajo a los
modelos de representacién en general. Introducimos esta seccién en este momento de la
tesis ya que podemos ver la secuencia de imégenes digitales binarias 2D como una unién,

en sentido conjuntista, de dichas imagenes y por tanto aplicar los algoritmos anteriores.

Sea (Z1,Zs,...,Zs) una secuencia de imégenes digitales 2D. Sea V,, para 1 < r <
s, la imagen digital 3D resultante de concatenar las sucesivas iméagenes digitales 2D
T1,Zs,...,Z,. Este hecho lo denotamos como V, =71 +Zo + ...+ Z,. Y sean ATMj,,
ATMjy,, ..., AT M, los modelos de representacién de cada una de las imédgenes que cons-
tituyen la secuancia. Suponemos que tenemos computado un modelo de representacién
para la imagen digital 3D V,., ATMy,, con r < s. Sea L := {01,...,0m,} el conjunto de
simplices que tenemos que afiadir a K (V,.) U K(I4+1) para obtener el complejo simplicial
K (V,41). Entonces, es posible computar un modelo de representacién para la imagen di-

gital 3D V.1 = V. +Z,41, aplicando el algoritmo 17 a AT My, , AT My, ., y al conjunto L.
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El algoritmo que damos a continuacién computa un modelo de representacién para
una secuencia de imdgenes digitales 2D (es decir, para la imagen digital 3D resultante
de concatenar las sucesivas imdgenes 2D de la secuencia) a partir de los modelos de

representacién de cada una de dichas imégenes:

Algoritmo 19 Secuencia de imdgenes digitales 2D.

ENTRADA: Una secuencia de imagenes 2D (Zj,...,Zs) y los modelos
de representacion {ATMjy,,...,ATM;,}.
Para 7 =1 hasta ¢ =s — 1 hacer
L; := simplices de K(Vi31)\(K(Vi) UK (L;11)).
Aplica el algoritmo 17 a los modelos ATMy, y ATMjy,,,
AT My, := AT My,
SALIDA: Un modelo de representacion AT My, .

i4+1°

Lo

Figura 8.4: Volumen V5 y representacion simplicial K (V3).

f ] h

5 6 7
3D4 ' d e
v
0 1 2 a b [=

Figura 8.5: De izquierda a derecha: K (I1), K(I2) y K(I3).

Ejemplo 8.1 Consideramos una secuencia de tres imdgenes digitales 2D, {I1,T5,73},
constituyendo el volumen digital V5 = I1 + Io + I3, dado en la figura 8.4. Sean K(I),
K(I5) y K(I3) las representaciones simpliciales de dichas imdgenes (ver figura 8.5). Su-

pongamos que tenemos computado modelos de representacion {ATMy,, AT My,, AT M, }
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para 1y, Iy e I, respectivamente. Veamos los pasos que tendriamos que realizar al aplicar

el algoritmo 19 para obtener un modelo de representacion de Vs.

En primer lugar, tendriamos que aplicar el algoritmo 17 a los modelos de representa-

cion ATMy, y AT My, y al conjunto de simplices

Ly = {(v, 1), (v,2), (v,4), (v,1,2), (v,2,4), (v,1,4), (v,1,2,4) },

obteniendo un modelo de representacion AT My, para Vo =11 +Is. Y en segundo lugar,
volveriamos a aplicar el algoritmo 18 con datos de entrada, el modelo de representacion

obtenido en el paso anterior AT My,, AT My, y el conjunto de simplices

Ly = {<vad>? <U,f>v <vag>v <U,d, f>7 <vavg>7 <Uvd7 g>7 <U7d7 fv g>}

La salida de este ultimo paso ya nos da el modelo de representacion del volumen Vs.

8.3 Interseccion y diferencia de imagenes digitales

Para la interseccion de dos imagenes, es decir, la imagen formada por los voxeles negros
comunes a Z y a J, sélo necesitamos realizar un paso. Basta aplicar el preprocesamiento,
algoritmo 16, al modelo de representacién de la imagen Z y al conjunto de véxeles F' :=
nJ.

g9

Figura 8.6: Imagen 7 a la izquierda, imagen J en el centro, imagen Z N J a la derecha.

Veamos un pseudocddigo del algoritmo:

Algoritmo 20 7N J.

ENTRADA: El modelo de representacion ATM; para 7
y el conjunto F =1I\J.
Aplica algoritmo 16 a ATM; y a F.
ATMiny = AT M;r .
SALIDA: Un modelo de representacion ATMjn; para ZNJ.
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Figura 8.7: Conjunto de véxeles F' = I\J.

El algoritmo para computar la diferencia de dos imdgenes digitales Z y J, Z\J, es

similar al anterior. Para este caso, FF = 1N .J.

Algoritmo 21 7\J.

ENTRADA: E1 modelo de representacion AT M; para 7
y el conjunto FF=1NJ.
Aplica algoritmo 16 a ATM; y a F.
ATMp\ y := ATM;r .
SALIDA: Un modelo de representacion ATMjn; para Z\J.

Observar que para computar un modelo de representacién de la interseccién o diferen-

cia de dos imégenes, basta conocer el modelo de representacién de una de ellas.

8.4 Complementario de una imagen digital

La ultima operacién que vamos a estudiar es el complementario. Es decir, dada una ima-
gen digital Z y un modelo de representacién de dicha imagen, el objetivo es obtener un
modelo de representacién de la imagen complementaria, que denotamos por Z¢, a partir

del modelo de representacién inicial.

En primer lugar, vamos a explicar cémo se define el complementario de una ima-
gen digital Z = (V,1,14,14). Para cada p = (x1,y1,21) punto del mallado V, sea
X, = max {|z;| : i =1,2,3} y sea X; = max {X,, : p € I}. Entonces, definimos la ima-
gen digital Gy, donde Gy = {p : d, < X; + 1}. En realidad, el objetivo de definir esta

imagen es enmarcar la imagen inicial Z. Entonces, el complementario de 7 se define como

I°€:= g[\I
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En la siguiente figura mostramos un ejemplo sencillo en 2D de cémo se construye el

complementario de una imagen digital.

Figura 8.8: Imagen 7 a la izquierda, imagen Gy en el centro, imagen complementaria Z¢

a la derecha.

Para obtener un modelo de representacion de Z¢, suponemos computado un modelo
de representacién para la imagen Gy (es obvio que la homologia de Gy es nula en todas las
dimensiones, excepto en dimensién 0, que es A, siendo A el anillo base con el que estemos
trabajando). La idea es aplicar el algoritmo de preprocesamiento al modelo de G; y al

conjunto de voxeles F' := [.

Algoritmo 22 7°.

ENTRADA: E1 modelo de representacion AT Mg, para Gr
y el conjunto F=1.

Aplica algoritmo 16 a ATMg, vy a F.

ATM;pe := ATMgr

SALIDA: Un modelo de representacion AT Mj. para Z°€.

Observar que el algoritmo 22 no reutiliza la informacién conocida, es decir, el modelo
de representacién de Z. Este hecho fue el que nos hizo replantearnos la forma del ver
nuestros modelos de representacion considerando, no sélo los véxeles negros de la imagen

digital, sino también los vixeles blancos. Veamos la siguiente definicién:

Definicién 8.1 Dada una imagen digital binaria 3D, T = (V,I,5,w), un modelo de
representacion de I se define como el par (AT My, AT Mj.), donde

o ATM; = (Cr,Hy, fr,91,%1) es un modelo de representacion de I (en el sentido

que ya conocemos) y

o ATMye := (Cre, Hre, fre, gre, ¢1c) es un modelo de representacion de Z¢ (en el sen-

tido que ya conocemos), siendo I¢ = Gy la imagen digital vista anteriormente.
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Si partimos de una imagen digital Z = (V,I,14,14), el problema del complemen-
tario desaparece considerando la definiciéon 8.1. Supongamos que conocemos el modelo
de representacién de T, (AT M, AT M;.), donde AT M; es el modelo de representacion
considerando los puntos negros de Z (modelo de C(K(I))) y AT M. es el modelo de re-
presentacién considerando los puntos blancos de Z (modelo de C(K(I¢))). Un modelo de
representacién de Z¢ vendrd dado por (AT Mje, AT My), donde AT M. serd el modelo de
representacion asociado a los puntos negros de Z¢ y AT M| serd el modelo de representa-
cién asociado a los puntos blancos de Z¢. Como usamos la misma adyacencia para puntos
blancos y puntos negros, es posible reutilizar la informacién conocida. En la figura 8.9
mostramos las representaciones simpliciales de las imégenes Z e Z¢, dadas en 8.8, usando
la (14, 14)-adyacencia. Si por el contrario, usamos por ejemplo la (26, 6)-adyacencia, no
sabemos si es posible reutilizar dicha informacién. Esta cuestiéon es un trabajamos que

pretendemos abordar en un futuro.

Figura 8.9: En negro K (I¢) y en rojo K(I).

Considerando la definicién 8.1, los anteriores algoritmos de célculo de modelo de re-

presentacién de la unién, interseccién y diferencia puede reescribirse sin problemas.

Veamos, por ejemplo, el caso de la unién de dos imdgenes 7 = (V,1,14,14) y J =
(V, J,14,14) tales que INJ # (). Sean (AT M, ATMic) y (AT My, AT M ) modelos de re-
presentacién de 7 y J, respectivamente. El algoritmo que damos a continuacién computa

un modelo de representaciéon de Z U J denotado por el par (AT My s, AT M1y ) ).

Algoritmo 23 ZU J tal que INJ # (.

ENTRADA: Los modelos de representacion (ATM;, ATM;.) v (ATM;, AT M)
de 7 y J, respectivamente.

Aplica el algoritmo 18 a ATM; y ATM;.

Aplica el algoritmo 20 a ATMj y ATMj..
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ATM(IUJ)C = ATM[chc .
SALIDA: E1 par (ATMIUJ, ATM(IUJ)C) .

El par obtenido en el algoritmo 23 es efectivamente un modelo de representacién de
ZUJ (en el sentido de la definicién 8.1). Por una parte, al aplicar el algoritmo 18 a
ATM; y AT My, ya hemos visto que obtenemos un modelo de representacién de Z U 7,
en el sentido inicial de modelo de representacién. Por otra parte, cuando aplicamos el
algoritmo 20 a AT Mjc y AT M jc, obtenemos un modelo de representaciéon de la imagen
Z¢Nn J¢. Ahora bien, una propiedad bien conocida en Teoria de Conjuntos nos dice que
dado dos conjuntos A y B no vacios, (A°N B¢) = (AU B)°. Como nosotros estamos tra-
bajando con la unién e interseccién de véxeles en un sentido conjuntista, se verifica que
I°nJe = (IUJ)¢ y por tanto, Z°NJ°¢ = (V,I°NJ, 14,14) = (V, (IUJ), 14,14) = (ZUT)°.
Consecuentemente, al aplicar el algoritmo 20 a AT Myc y AT M jc, obtenemos un modelo
de representacién de (Z U J)°.

Veamos ahora un algoritmo para la intersecciéon de dos imagenes digitales. Sean Z =
(V,1,14,14) v J = (V,J,14,14) dos imédgenes digitales binarias 3D, (AT My, AT Mj.)
y (AT My, AT M jc) modelos de representacién de Z y J, respectivamente. El siguiente
algoritmo computa un modelo de representacién de Z N 7, en el sentido de la definicién
8.1, denotado por el par (AT Min s, AT Min.1ye):

Algoritmo 24 7U J.

ENTRADA: Los modelos de representacion (ATM;, ATM.) y (ATM;, ATM ;)
de 7 y J, respectivamente.

Aplicar el algoritmo 20 aplicado a ATM; y ATM;.

Aplicar el algoritmo 18 a ATMjc y AT Mj..

ATM1ngye := AT Myeyge SALIDA: E1 par (ATMing, AT Mngye)-

Como para el caso de la union, el par obtenido en el algoritmo 24 es efectivamente un
modelo de representacién de Z N J (en el sentido de la definicién 8.1). Por una parte,
al aplicar el algoritmo 20 a ATM; y AT M, ya hemos visto que obtenemos un modelo
de representacion de Z N J, en el sentido inicial de modelo de representacion. Por otra
parte, cuando aplicamos el algoritmo 18 a AT M. y AT M jc, obtenemos un modelo de
representacién de la imagen Z¢ U J¢. En este caso, por otra de propiedad de Teoria de
Conjuntos tenemos que I¢U J¢ = (I NJ)° y por tanto, Z°U J¢ = (V,I°U J, 14,14) =
(V,(INJ)¢14,14) = (ZN J)°. Consecuentemente, al aplicar el algoritmo 18, obtenemos

un modelo de representacién de (Z N J)°.
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Resumiendo, en este capitulo hemos probado que nuestros modelos de representacion
se comportan bien ante la realizacién de operaciones conjuntistas disenando algoritmos
que nos permiten reutilizar los modelos de representaciéon de las imagenes ante dichas
operaciones. Hemos visto que el caso del complementario presenta algunos inconvenientes
anadidos que nos hacen plantearnos, en un futuro, el hecho de considerar los véxeles
blancos de la imagen asi como estudiar la relacién existente entre las representaciones

simpliciales asociadas.



Capitulo 9

Calculo de informacion
cohomolégica en imagenes
digitales: computacion de un

nuevo invariante topologico

Como se ha puesto de manifiesto en repetidas ocasiones, son muchos los investigadores
que han tratado el problema de computar los grupos de homologia en el campo digital.
Posteriormente a los grupos de homologia, surgié otra secuencia de grupos abelianos
asociada a un espacio topolégico, llamada grupos de cohomologia. El hecho de que estos
ultimos apareciesen con posterioridad no es dificil de entender. Se debe fundamentalmente
a que los grupos de cohomologia son, geométricamente hablando, menos naturales que los
grupos de homologia. Sus origenes provienen del dlgebra, més que de la geometria; en un
sentido algebraico (para ser mds precisos), son “duales” a los grupos de homologia.

Los teoremas de dualidad para superficies, la conexién entre topologia y geometria
diferencial y entre topologia y anélisis, son resultados que han sido formulados en términos
de la cohomologia. Incluso para problemas puramente topoldgicos, como la clasificacién
de espacios salvo homeomorfismos, la cohomologia constituye una herramienta muy util.

La importancia de los grupos de cohomologia es que poseen una estructura algebraica
adicional: la de anillo. Asi, el anillo de cohomologia constituye un invariante topolégico
de especial importancia. Aunque en la actualidad existen muchos programas para calcular
los grupos de (co)homologia de complejos simpliciales finitos, no existe ningtin software

para computar invariantes cohomoldgicos como el cup producto (producto que se define

144
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en el anillo de cohomologia) y operaciones cohomoldgicas.

Hablar de cohomologia en el campo de la Imagen Digital es algo que puede resultar,
en principio, un poco extrano. De hecho, en la literatura es dificil encontrar trabajos re-
lacionados con este aspecto. No obstante, son los investigadores Gonzéalez-Diaz R. y Real
P. los que comienzan a introducir el término cohomologia digital. En [GR03b, GDRO5]
proponen un método para computar el Zs-anillo de cohomologia (ficilmente ampliable
a cualquier cuerpo) de imdgenes digitales binarias tridimensionales. Para ello, la herra-
mienta que usan son los modelos AT ya conocidos. El hecho fundamental que les permite
realizar este trabajo es que, como ya sabemos, un isomorfismo de iméagenes digitales es
equivalente a un homeomorfismo entre las correspondientes representaciones simpliciales
y, por tanto, es coherente definir el anillo de cohomologia de una imagen digital como
el anillo de cohomologia de su representaciéon simplicial asociada. La gran importancia
de estos trabajos es que, a partir de la computacion del anillo de cohomologia, definen
un nuevo invariante cohomolégico en imdgenes digitales, denotado por HB1(I), més fino
que grupos de homologia. Este hecho nos va a permitir disfrutar de una clasificacién
mas precisa y exhaustiva de las imagenes digitales y asi, solucionar uno de los problemas
fundamentales que planteamos en esta tesis. Posterior a los trabajos mencionados ante-
riormente, en [GIJMRO7b], procedemos de forma andloga, computando dicho invariante

con coeficientes enteros.

En este capitulo, vamos a mostrar detalladamente cémo computar informacién coho-
moldgica a partir de nuestros modelos de representacién (seccién 9.1), asi como la forma de
obtener el invariante HB1(I) (seccién 9.2). Para una buena comprensién de este capitulo,
remitimos al lector al capitulo 1 donde se dieron los preliminares de Topologia Algebraica

necesarios.

9.1 Informacion cohomoldgica a partir de los modelos

de representacion

Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar cémo obtener informacion cohomolégica de

7 a partir de un modelo de representacion de dicha imagen.

Teorema 9.1 Sea ATM; = (Cr, Hy, f1, 91, ¢1) un modelo de representacion de una ima-

gen digital T, siendo Hy = {a1,...,a.}. Entonces, el conjunto

G* = {aIf17 ey a:f]}

es una base de cociclos representativos de generadores de cohomologia.
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Demostracién: Por definicién de modelo de representacién, el conjunto ¢; = (f1, g1, ¢r)
define una contraccién de cadenas de C(K(I)) en Hj, siendo Hz el complejo de cadenas
generado por Hy y con diferencial nula. A partir de c¢;, una contraccién de cocadenas
de C*(K(I)) :=Hom(C(K(I); A) en H} :=Hom(H; A) puede ser construida. Entonces, el
g-ésimo grupo de cohomologia de Z es isomorfo al ¢g-ésimo grupo de cohomologia de H;,

es decir, para cada g > 0 se tiene que:

HY(C(K(I)),A) ~ HI(H,A).

Por otra parte, como H; es un complejo de cadenas con diferencial nula, es facil ver
que Hj es un complejo de cocadenas con codiferencial nula, luego el g-ésimo grupo de

cohomologia de H; coincide con el grupo de g-cocadenas de Hj, es decir, para todo ¢ > 0

HYC(K (D)), A) ~H]

Como H; = {ay,...,a -}, una base de Hj es Hf = {a7,...,a}} (donde af (o)) =1y
af(aj) =0, para j # 4, 1 < i <r). Por el isomorfismo anterior (cuya definicién puede
verse en el capitulo 1), una base de H*(C(K (1)), A) es {[affi1],-..,[e;f1]}, de donde se
deduce que el conjunto G* = {af fr,...,a’ fr} es una base de cociclos representativos de
generadores de cohomologia de 7.

O

Ejemplo 9.1 Consideramos la imagen digital T dada en la figura 9.1 y su representacion
simplicial K(I).

Figura 9.1: Imagen Z y K (I).

Computamos un modelo de representacion de I sobre Zo. En la siguiente tabla mos-

tramos los resultados obtenidos:
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v (1 Y((1),v)
(5,7 | 57| (57| B
(6,7) (3,6,7)
(3,6,7)

donde v es un vértice distinto del vértice (1), y((1),0) €s un camino entre los vértices (1) y
v, por ejemplo Y1y, = <1= 2>+<2a 3>+<37 7>7 p= <17 2>+<27 3>+<37 7>+<57 7>+<4a 5>+<17 4>
y a es una arista distinta de (5,7) y (6,7).

Figura 9.2: En verde el O-ciclo y en rojo el 1-ciclo.
Como Hy = {(1),(5,7)}, por el teorema 9.1, una base de cociclos representativos de
generadores de cohomologia es G* = {(1)* fr,(5,7)* fr}:

o (1)*fr(v) = (1)*((1)) = 1 para todo v vértice de K(I) y (1)*fr = 0 para el resto de

simplices. Luego,

o (5, 1V fr((5,7)) =1y (5,7)*fr = 0 para el resto de simplices. Luego,

(5,7 fr=(5,7)".

Por tanto G* = {(1)* + (2)* + 3)* + (4)* + (5)* + (6)* + (7)*, (5, 7)*}. En la figura 9.3

se muestran dichos cociclos.
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Figura 9.3: Cociclos representativos.

9.2 Computacion de un nuevo invariante topoldégico:
HB1

Una vez visto cémo obtener informacion cohomolégica a partir de un modelo de represen-
tacion, nuestro objetivo en esta seccion es computar el invariante topoldgico, de caracter
cohomolégico, HB1(I).

Sea 7 una imagen digital, K(I) su representacién simplicial asociada y ATM; =

(Cr,Hy, f1,91,%r) un modelo de representacién de Z. Ya sabemos que

HYT,A) == HY(C(K(I)),A) ~ H%, q > 0.

En primer lugar, vamos a dotar al complejo de cocadenas H7 de estructura de algebra.
Recordemos que HJ es un complejo de cocadenas con codiferencial nula y el grupo de g-
cocadenas de H7 es el conjunto de homomorfismos de H, en A, para cada g > 0. Definimos
en Hj} un producto que, por abuso de notacién, lo denotamos de la misma forma que el
cup producto definido sobre H*(Z; A):

—: HixH] —  H}™

(@) — ot

(@ — B7)(7) := (" fr — B"f1)(917),

siendo a* € HY (base del grupo de p-cocadenas HY), 3* € H} (base del grupo de g¢-
cocadenas HY) y v € (Hy)p+q, €s decir, un elemento de H; de dimensién p + ¢. Dicho
producto se puede extender linealmente al resto de elementos de HY, H} y Hp41. Veamos
que estd bien definido: o* € HY, luego o* es un homomorfismo de (Hj), en A. Por

otra parte, f; en dimensién ¢ es un homomorfismo de C,(K(I)) en (Hy),, luego o* fr
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es un homomorfismo de C,(K(I)) en A, es decir, o*f; € CI(K(I))). Ademds, sabe-
mos que como a* es un g-cociclo de Hj, a* f; es un g-cociclo de C*(K(I)). Por tanto,
[a*fr] € HP(Z,A). De la misma forma se prueba que [3*f;] € HY(Z,A). Aplicando el
cup producto sobre la cohomologia de Z, se tiene que [a* f1] — [6* f1] = [a* f1 — B f1]
y por tanto, a*fr — B*fr € Hom(Cpirq(K(I)),A). Por otra parte, como v € Hy,,,
g1(7y) € Cppq(K(I)), con lo cual queda demostrado que el producto anterior estd bien
definido.

Una vez definido el producto en H}, damos un algoritmo que lo computa:

Algoritmo 25 Producto en H*.

ENTRADA: Los conjuntos {ai,...,a.} v {61,...,0s} de elementos de H;
de dimensiones 1 y 2, respectivamente.
Inicialmente CUP :={}.
Para ¢ =1 hasta ¢ =r hacer,
Para j = ¢ hasta j =r, hacer

cupij =Y p_i(af fr — o fr)(910k) -

CUP :=CUP U {cup; ;}.
SALIDA: E1 conjunto CUP.

COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO: O(r3sm?), donde r y s son los ntimeros de 1-ciclos

y 2-ciclos, respectivamente y m es el numero de simplices de K(I).

Una vez dado este algoritmo, pasamos a explicar como definimos el nuevo invariante

HB1(I).

Sean Zy J dos imagenes digitales binarias 3D con la misma homologia y K (I) y K(J)
las representaciones simpliciales asociadas a Z y J, respectivamente. Computamos mo-
delos de representacion ATM; = (Cr, Hy, f1,91,¢1) y ATM; = (Cy,Hy, f7,95,¢5) de

dichas imégenes. Denotamos por Hy, = {aq,...,a.} y Hy, = {f1,..., 0k} los elementos
de H; de dimensiones 1 y 2, respectivamente. Y denotamos por Hy, = {v1,...,%} ¥
Hj, ={61,...,0;} los elementos de S; de dimensiones 1 y 2, respectivamente. Observar

que, como hemos supuesto que ambas imagenes tienen la misma homologia, el nimero de
elementos de Hy, y H;, coinciden, asi como el nimero de elementos de Hy, y H,. A partir

de dichos conjuntos, construimos las bases correspondientes de los grupos de cohomologia.

La pregunta que nos hacemos ahora es la siguiente:
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(Existe un isomrfismo 1 : H} — H’ que respete el producto?

Es decir, un isomorfismo 1 entre los grupos de cohomologia de Z y J tal que,

U(af —af) =v(a)) —d(aj), i,j=1,....7.

La idea es la siguiente:

e Si no existe tal isomorfismo, K(I) y K(J) no son homotdpicos (en particular, no
homeomorfos), lo cual implica que Z y J no son imdgenes isomorfas (a pesar de

tener los mismos grupos de homologia).

e Si existe tal isomorfismo, puede que K(I) y K(J) sean homotdpicos y que, por

tanto, Z y J sean imdagenes isomorfas.

Ahora bien, probar si existe o no dicho isomorfismo, como es ya sabido, es una tarea
bastante dificil. Entonces, nosotros procedemos de la siguiente forma. En primer lugar,
aplicamos el algoritmo 25 a los conjuntos Hy, v Hy,, « = 1,2 y ponemos la informacién

obtenida en forma matricial:

Mplaf—ay - af—al -+ af—oar - af—ar
BF Al1,1 e Alr1 T A2r.1 T Arr1
*
ﬁk )\11,19 T )\lr,k T A2'r,k e >\r'r,k
* * * * * * * *
My = - = "2~ T~
* / / li !
91 )‘11,1 o 1r,1 e 27,1 o rr,1
* / / I /
91@ 11,k e Alr,k T 2r,k T rr.k

donde \;;; denota al coeficiente de 3; en la expresion del producto af — «j. Andlogamente,
bV

17,t
es diagonalizar las matrices anteriores M; y M y calcular sus rangos, que denotamos

denota el coeficiente de 67 en la expresion del producto 77 — ~7. El siguiente paso

por Ry y Ry, respectivamente.

Como o — af = X187 + ...+ Nij kB, aplicando ¢ en ambos miembros se tiene
que P(af — af) = X\ij1¥(BF) + ... + Xijx¥(B;). Entonces, el rango de My, Ry, coincide
con el rango de la siguiente matriz M’, que denotamos por R}, siendo M’ la siguiente

matriz:
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M1 [ of—ap) o Wi —ap) o wleg—ap) o w(af—ap)
D (BY) Al1,1 ax Alr,1 ax A2r 1 e Arr1
V(BF) A1k e Alrk e A2r e Arr.k

Entonces, si el isomorfismo 9 respeta el producto, se debe dar la siguiente igualdad:

R =R, =R,

En conclusidn,

| Si Ry # Ry, Ty J no son isomorfas.

Damos por tanto la siguiente definicion:

Definicién 9.1 Dado una imagen digital binaria 3D T cuyo modelo de representacion

es ATM; = (Cr, Hy, f1,91,¢1), €l rango de la matriz del producto — definido sobre HJ,

define un invariante topoldgico de I, que denotamos por HB1(I).

A continuacién, recopilamos todas la informacién explicada hasta el momento, mos-

trando un algoritmo para computar dicho invariante:
Algoritmo 26 HBI1(Z).

ENTRADA: Una imagen digital binaria 3D T.
Paso 1: Computar un modelo de representacion ATM; = (Cy, Hy, f1,91,¢1) d
Paso 2: Hj, := elementos de H; de dimension 7, ¢=1,2.
Paso 3: Aplicar algoritmo 25 a Hy,, i=1,2.
Paso 4: Poner la informacion obtenida en el paso anterior.
en forma matricial, M;j.
Paso 5: Diagonalizar M.
Paso 6: HBI(I):= rango de la matriz del paso anterior.
SALIDA: HBI(I).

Para la realizacion del siguiente ejemplo, recurrimos al software VOXELO. Por tanto,

los resultados que obtenemos son trabajando en el cuerpo Zs.

Ejemplo 9.2 Consideramos las imagenes digitales binarias 3D T y J dadas en la figu-

ra 4.4. Ambas imdgenes tienen 1 componente conexa, 4 tuneles y 3 cavidades, es decir,
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Figura 9.4: Iméagenes 7 y J.
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Figura 9.5: Representaciones simpliciales K(I) y K(J).
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Figura 9.6: Tablas de multiplicacién para Zy J.
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tienen grupos de homologia isomorfos. Denotamos por {a1, as, as,aq} y {y1,72, 73, Y4}
los cuatro tineles de T y J, respectivamente. Denotamos por {01, Bz, 03} {01, 602,03} las
tres cavidades de T y J, respectivamente. Las tablas de multiplicacion del cup producto

obtenidas con VOXELO son:

Mrp|af—a5 aj—af of —oaf ab—af o —a) af—aj
+ 0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 1 0 0

My | M=% M—" M=% %—7 B—7 V-

or 0 0 1 0 0 0
03 0 0 0 0 1 0
03 0 0 0 0 0 1

Entonces, el rango de My es Ry =2 y el rango de My es Ry = 3. Luego, HB1(I) = 2

y HB1(J) = 3 y consecuentemente, podemos asequrar que Z y J no son isomorfas.

Terminamos este capitulo confirmando que, en realidad, invariantes topolégicos méas
complicados que el HB1(I) se pueden derivar del anillo de cohomologfa. El invariante
HBI1(I) puede ser obtenido a partir del primer grupo de homologia de la construccién
bar reducida [MacL] asociada a un complejo de cocadenas. Entonces, nosotros intuimos
que el resto de grupos de homologia de este ultimo objeto algebraico nos puede llevar a
obtener invariantes cohomolégicos mas complicados en imagenes digitales. En un futuro,

pretendemos abordar esta cuestion.



Parte 111

Aplicaciones
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Introduccion:

En esta ultima parte queremos mostrar dos aplicaciones de nuestros modelos de repre-
sentacién. Una primera aplicacion relacionada con los conocidos Grafo de Reeb, constru-
yendo un nuevo grafo asociado a una imagen digital binaria 3D, con mejores propiedades
que los anteriores. Y una segunda aplicacién al campo de la medicina, concretamente al
problema de la osteoporosis, viendo que nuestros modelos constituyen una herramienta
muy util para medir el grado de “porosidad” de ciertas imagenes médicas, en términos

del nimero, posicién, tamano y orientaciéon de los tineles existentes en las mismas.



Capitulo 10

Estructura de grafo de Reeb

con lazos

Los grafos de Reeb [R46] han sido muy usados en el pasado para modelar y visualizar
ciertas aplicaciones. Sea X un espacio topolégico y h : X — R una aplicacién continua.
Un conjunto nivel es la preimagen de un valor constante, h=1(¢), t € R. A una compo-
nente conexa de un conjunto nivel se le llamamos contorno. Dos puntos x,y € X son
equivalentes, x ~ y, si pertenecen al mismo contorno, es decir, h(z) = h(y) y estdn conec-
tados por un camino en X. El grafo de Reeb, Ry (X), se define como el espacio cociente
con esta relacién de equivalencia. Observar que, por construccién, el grafo de Reeb tiene
un punto por cada contorno y la conexién entre los puntos viene dada por la aplicacién
¥ X — Ry (X), que asocia cada punto = con su clase de equivalencia. Se verifican dos
importantes propiedades: (1). un agujero en X que se aplica (por ) a un agujero en
Rp(X) no es contréictil y (2). dos agujeros en X que se aplican a diferentes agujeros en
R}, (X) no son homologos. El nimero de componentes conexas de X se preserva, mientras

que el nimero de agujeros no puede aumentar. Es decir

Bo(X) = Bo(Rr(X)) y B1(X) < B1(Rr(X))

En [?], los autores adaptan los conceptos desarrollados para superficies continuas al
caso discreto, introduciendo una representacion de grafo de Reeb extendido, basada en la
computacién de un nimero suficientemente denso de lineas de contorno y en la definicién
de grafo de Reeb a partir de conjuntos contorno. Tal construcciéon no es, actualmente,
una extensién del grafo de Reeb, sino més bien una aplicacién del grafo de Reeb al domi-
nio discreto. En [CEHNPO04], los autores dan cotas superiores e inferiores del nimero de

tuneles en el grafo de Reeb, los cuales dependen del género, del nimero de componentes

156
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borde y de si la superficie es orientable o no.

En [GIMRO7c], nosotros presentamos un trabajo relacionando la teoria de grafos de
Reeb con nuestros modelos de representacién, en concreto, con el modelo AT. Partiendo
de una imagen digital binaria 3D, Z, K(I) su representacién simplicial asociada, |K (I)]
una realizacién geométrica de dicho complejo simplicial y h : |K(I)] — R una funcién
continua tal que a cada punto de |K(I)| le asocia su elevaciéon. Nuestro objetivo en dicho
trabajo es computar un grafo Gy (K (I)) y una funcién ¢ : G (K (I)) — K(I) verificando

las siguientes propiedades:

1. GRp(K(I)) tiene el mismo nimero de componentes conexas y tiuneles que K (7).

2. Cada lazo en G (K(I)) (arista tal que sus vértices finales coinciden) se aplica en un
ciclo ¢ no contractil de K (I) tal que |c| (realizacién geométrica de c¢) se encuentra

en el contorno de K (I).
3. Dos lazos en G, (K (I)) se aplican a dos ciclos no homélogos de K (I).
4. Cada arista en Gp(K(I)) se aplica a un camino de K (I).

5. Si no consideramos los lazos en Gy, (K (I)), entonces dicho grafo es una subdivisién
del grafo de Reeb Ry (K (I)).

REX) (G

Figura 10.1: De izquierda de derecha; el toro T, ciclos representativos de los dos tiineles
de T, una realizacién geométrica del grafo de Reeb Ry, (T) y una realizaciéon geométrica

del grafo con lazos G (T).

Asi, GR(K(I)) puede ser visto como una extensién de Ry (K (I)) tal que, no sélo el
ntimero de componentes conexas y tuneles de K (I) y G (K(I)) coinciden (hecho que no
ocurre, en general, para Ry, (K (I))), sino que existe una identificacién biunivoca entre los

tineles de Gy (K (I)) y de K(I). Dicha identificacién se tiene en el sentido de que, si e es
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un lazo de Gp(K(I)), ¥(e) es un ciclo de K(I) tal que todos los puntos de |i)(e)| tienen

la misma altura.

Antes de pasar a ver cémo computar nuestro grafo G, (K), damos algunas definiciones

y propiedades:

Definicién 10.1 Dado K un complejo simplicial, un drbol recubridor T sobre K es un
complejo simplicial de dimension 1 sin ciclos tal que los vértices de T son todos los vértices
de K y las aristas de T son un subconjunto de aristas de K. Ademds, dos vértices
cualesquiera de K estdn conectados por un unico camino en T si y solo si ellos estdn
en la misma componente conexa de K. Denotaremos a un drbol recubridor de K por

T = (V,E), donde V denota el conjunto de vértices y E el conjunto de aristas.

Definicién 10.2 Sea T = (V, E) un drbol recubridor sobre K. Un conjunto de simplices

de K, Sk ={01,...,0m}, es un T-filtro de K si es una ordenacion de todos los simplices
de K tal que:
e para cada j (1 <j<m), {o1,...,0;} es un subcomplejo de K ;

e sii < j, la dimension de o; es menor o igual que la dimension de o;;
e 511 <j,0; y0o; son aristas y o; € Tk, entonces o; € Tk .

Ejemplo 10.1 Consideramos el complejo simplicial K de la figura 10.2. Sea T = (V, E),
donde E = {(0,1),(0,2),(1,3)}, un drbol recubridor para K.

2 3

Figura 10.2: En rojo, aristas de un arbol recubridor T'.

Entonces, es facil probar que el conjunto

S ={(0),(1),(2), (3),(0,1),{0,2), (1,3), (2,3), (0,3)}

es un T-filtro de K. Sin embargo, el conjunto

S = {<0>7 <1>v <2>7 <3>v <07 1>7 <052>7 <0’3>a <173>v <2a3>}
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no es un T-filtro ya que (1,3) € T y (0,3) ¢ T. Sin embargo, S’ si en un filtro de K.

Las diferencias entre un 7' filtro de un complejo simplicial K y un filtro de K son:
(1). en el T filtro de K los simplices tienen que ir ordenados por dimensiones de menor
a mayor (vértices, aristas, tridngulos, etc) mientras que en un filtro no es necesario y (2).
el orden de aparicién de las aristas en un 7T filtro es importante mientras que un filtro no.
Recordemos que la tnica condicién que debe verificar un filtro S = {o1,...,0.,} de un
complejo simplicial K es que para todo i, K;—1 = {01,...,0;_1} sea un subcomplejo de
K;={o1,...,0:}.

La forma mas facil de construir un 7T-filtro para un complejo simplicial K, es conside-
rar primero los vértices de K, segundo las aristas de T', posteriormente las aristas de K

que no estén en Ty por ultimo el resto de simplices de K ordenados por dimension.

Ahora bien, dada una imagen digital binaria 3D, Z, un arbol recubridor T' de K(I)
y un T-filtro asociado Sy, computamos un modelo AT de Z, ATy := (S;, Hy, f1,91,%1),

considerando la ordenacién S de los simplices. Damos la siguiente proposicion:

Proposicién 10.1 Sea I una imagen digital binaria 3D, T un drbol recubridor de K (I),
Sr un T-filtro de K(I) y ATy = (St, Hy, f1,91,61) un modelo AT de . FEntonces, se

verifican las siguientes propiedades:
1. Hy es un subconjunto de St tal que ninguna arista de T estd en Hy.

2. Siv es un vértice de K(I), ¢r(v) es un camino simple en T conectando v con el
vértice en Hy que pertenece a la misma componente conexa en K(I) que v. En

realidad, gr(a)\{a} es un camino simple en T conectando los vértices finales de a.

Antes de demostrar la proposicién anterior, recordemos algunas propiedades de los
modelos AT:

e El ntiimero de vértices, aristas y tridangulos de Hy es igual al nimero de componentes

conexas, agujeros y cavidades de |K(I)].

e Si ¢y ¢ son dos ciclos de K(I) tales que fr(c) = fr(c’), entonces, ¢ y ¢ son
homélogos.
e {gr(h1),...,9r(h), h; € Hr} es una base de ciclos representativos de generadores

de homologia. Si h, h' € Hr, h # I/, entonces, gr(h) y gr(h') no son homdlogos.

e Si v es un vértice de K (I), entonces ¢r(v) es un camino simple en K(I) conectando

v con el vértice de H; que pertenece a la misma componente conexa en K (I) que v.
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Ademsds, recordemos que la idea del algoritmo para computar un modelo AT era,
partiendo de una ordenacién de todos los simplices, anadir en cada paso un simplice o.
Entonces, si f;0(c) = 0, se crea una clase de homologia representada por o y se anadia
dicho simplice al conjunto H. En caso contrario se destruye una clase de homologia en-

vuelta en la expresién de f;0(o), eliminando de H; el simplice correspondiente.

Demostracién de la proposicién 10.1:

1. Por reduccién al absurdo, sea a = (u,v) € T tal que a € H;. Entonces, por una
parte, recordemos que gr(a) = a — ¢1(v) + ¢r(u). Por otra parte, ¢;(v) nos da
un camino en K (I) conectando el vértice v con el vértice de H; que representa la
componente conexa a la que pertenece a. De la misma forma se define ¢r(u). Sea
x € Hj el vértice que representa dicha componente conexa. Entonces, notamos
G1(u) = Yuz) ¥ ¢1(V) = Vw,z). Luego, gr(a) = @ — Y(v,z) + V(u,z) € un ciclo en
K(I) que contiene a la arista a (ver figura 10.3).

Ahora bien, todas las aristas que pertenecen a dicho ciclo, aparecen antes que la
arista a en la ordenacion S; que recibe como entrada. Como a € T y S; es un
T-filtro, entonces, todas las aristas de gy(a) estdn en T, luego g;(a) es un ciclo en
T. Esto tultimo es una contradiccién ya que T es un arbol y por tanto, no puede

contener ciclos.

Figura 10.3: En rojo, y(u,z) ¥ en verde, Y(y,4)-

2. Denotamos el T-filtro por T = (V, E). Entonces,

Sy ={V, E, K(I))\E, K(I)9 ¢ > 1},

donde K(I)® denota el conjunto de t-simplices de K (I), t > 1. Al aplicar el
algoritmo para computar modelos AT, los primeros simplices que se anaden son los

vértices de K (I) y las aristas de T. Una vez aniadidos dichos simplices, se tiene que
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para todo vértice v € K(I), ¢7(v) es un camino en T conectando v con el vértice
de H; que representa la componente conexa de K (I) a la que pertenece v (ya que por
construccién, ¢y (v) es un camino en K (I) pero hasta dicho paso, sélo tenemos aristas
de T'). Ademds, f;(w) = z para todo w vértice de dicha componente conexa. Ahora
bien, ¢r(v) sélo puede cambiar si se afiade una arista a = (u, v) tal que f;9(a) # 0.
Esto tltimo no puede ocurrir ya que frd(a) = fr(v) — fr(u) =  —x = 0. Luego, se

cumple que ¢;(v) es un camino en T conectando v con x.

Por otra parte, si a = (w1, w2) € Hy, gr(a) = a—¢r(wz)+¢r(w1). Luego, gr(a)\a =
¢r(wy) — ¢r(ws). Como ¢r(w;) son caminos en T' conectando w; con z (siendo de
nuevo z el vértice de H; representado la componente conexa a la que pertenecen wq

y wa), gr(a)\a es un camino en T' conectando los vértices finales de a.

10.1 Construccion del grafo de Reeb con lazos

En esta secciéon vamos a mostrar detalladamente la forma de construir nuestro grafo de

Reeb con lazos, dada en [GIMRO7c].

Sea K un complejo simplicial de dimensién 3, |K| su realizacién geométrica en R? y
h : |K| — R una funcién continua. Denotamos por e,, a la arista de vértices uu e v.
Decimos que la altura de un punto p € |K| es t si h(p) = t y la altura de un simplice

o € K se define como la minima altura de todos los puntos de |o].
Definiciéon 10.3 Sea K un complejo simplicial. Decimos que K es un h-complejo si:

e ¢l conjunto de vértices de K, V', se puede partir en un nimero finito de subconjuntos
en término de sus alturas, es decir, V. = J;_, Vi, donde V; = {v € V : h(v) = ;}
Yyt <...<tp.

® Sieyy €s una arista en K, entonces v y w pertenecen a V; 6 v € V; yw € Vi1 para

algun i =1,...,r.

Los h-complejos aparecen de forma natural cuando se definen a partir de las relaciones
de vecindad entre los voxeles de la imagen digital y h es la funcién real que asocia a cada

punto de | K| su elevacién.

Sea K un h-complejo y o un simplice de K. Decimos que o es un simplice horizontal
si la altura de todos los puntos de |o| coinciden. En caso contrario, decimos que es un

simplice vertical.



PARTE III: GRAFOS DE REEB CON LAZOS 162

Figura 10.4: Imagen digital Z y un h-complejo asociado considerando la 14-adyacencia.

Pasamos a dar detalladamente los pasos previos a realizar para construir el grafo:

Paso 1: Parai=1,...,r, construimos el subcomplejo de K, K;, formado por todas los
stmplices horizontales de K con la misma altura ¢;. Si una celda no esta en K;, para

ningun ¢, entonces dicha celda es vertical.

Paso 2: Construimos drboles recubridores T; = (V;, E;) para cada uno de los complejos

obtenidos en el paso anterior y T;-filtros Sk,, para cada K;, i =1,...,r.

Paso 3: Computamos modelos AT AT Mg, := (Sk,, Hk,, fk,, 9k,, Px,) para cada Kj,

1=1,...,7.

Paso 4: Construimos un drbol recubridor T' = (V, E) para el complejo K, anadiendo
aristas verticales de K, en orden creciente respecto a la altura, al grafo (V,{J;_, E;).
Y Sk, un T-filtro de K.

Paso 5: Computamos un modelo AT para K, ATk := (Sk, Hk, fK, 9K, DK )-

Ahora, explicamos cémo construir el grafo G, (K) y la funcién ¢ : Gp(K) — K

usando los modelos AT (Sk,, Hk,, fx;, 9k, Pk,)s @ = 1,...,r v (Sk, Hk, fx, 9K, PK)
computados en los pasos anteriores.

1. Los vértices de G, (K) en cada nivel i son los vértices de Hg,, i =1,...,7. Sives

un vértice de G (K), entonces ¢(v) = v.

2. Para cada nivel ¢, por cada arista (horizontal) a € Hg, N Hy, anadimos un lazo o a
Gr(K), cuyo vértice es el vértice del nivel i de G, (K) que se encuentra en la misma

componente conexa que |a| en |K;|. Se define ¢(a) = g;(a) = g(a).

3. Por cada arista vertical e, en Hg, afiadimos a G, (K) una arista b. Como e,

es vertical, v € Hg, y w € Hg para algin 4. Los vértices finales de b son los

i1
vértices de G (K) que pertenecen a la misma componente conexa que v en K; y w

en K1, respectivamente. Definimos 1(b) := e,y + ¢ (V) + diq1(w).
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4. Anadimos una arista e, entre dos vértices x e y de G (K) siz € Hi, ey € Hg, .,
para algun i, f(x) = f(y) = z € H y no existe ninguna arista conectando dichos
vértices (es decir, x e y pertenecen a la misma componente conexa en K). Se define

Y(ezy) = ¢(z) + ¢(y) (el camino simple en T' conectando los vértices x e y).
Entonces, se verifica el siguiente teorema:

Teorema 10.1 Dado un complejo simplicial K y una funcion elevacion de |K|, h. Si K

es un h-complejo, entonces:

1. FEl grafo Gp(K) y K tienen el mismo nimero de agujeros y componentes conexas.

2. Para cada lazo o de Gp(K), () es un ciclo representativo de un generador de ho-
mologia de K. Si oy y ag son dos lazos distintos en Gy (K), entonces (1) y ¥(asg)

son dos ciclos representativos de dos generadores de homologia no equivalentes.

3. Para cada arista vertical ezyen Gp(K), procedente de una arista vertical ey, € H,
entonces ) (eqzy) + d(x) + ¢(y) = glewy) es un ciclo representativo de un generador

de homologia de K.

4. El grafo Gp(K) sin lazos es una subdivision del grafo de Reeb Ry(K) asociado a la

funcidn elevacion h de |K]|.

5. El grafo G,(K) y la funcién 1) pueden ser computadas en O(m3), siendo m el

numero de simplices de K.

Demostracién: El niimero de agujeros de K es el ntimero de aristas de H. Por cons-
truccién, por cada arista horizontal en H tenemos un lazo en G}, (K) (es decir, un agujero
en Gp(K)). Por otra parte, cada arista vertical e,,, € H produce una arista vertical b
en Gp(K). Seav € K; y w € K;y1 y denotamos por V' y W los vértices de G, (K) que
pertenecen a la misma componente conexa que v y w, respectivamente. Como e, € H,
la arista e,,, creé un ciclo cuando ésta fue anadida en el algoritmo (recordar la idea del
algoritmo para computar un modelo de representacién). Por lo tanto, v y w pertenecen
a la misma componente conexa en K. Entonces, existe un camino p entre V y W en
Gr(K), aparte de la arista b, que produce e, por construccién. Entonces, p + b es un

ciclo en Gy (K). Ademas, ¥ (p + b) = g(b) es un ciclo representativo en K. O

Ejemplo 10.2 Consideramos la imagen digital 3D, T, de la figura 10.4 y su representa-
cion simplicial asociada. En este caso, tenemos tres subcomplejos de K(I): K1, Ko y Ks.
y denotamos por T;, i = 1,2,3, los drboles recubridores para cada subcomplejo. Denota-

mos por T el drbol recubridor de K(I), construido como se explicé anteriormente (ver
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figura ?). Entonces, definimos los T;-filtros S;, i = 1,2,3 y el T-filtro S, de la siguiente
forma:

o Sy = { vértices de Ky, aristas de Ty, (5,6), (4,7), (1,2,4), (3,5,6)}.

o 53 ={({a), ()}

e S3 =5 (cambiando la notacion de los vértices).

o S ={ aristas de Ty, aristas de T3, {(a,0), (a’,0), resto de aristas, tridngulos y tetraedros}.

5 6 7
3( o 4 * L]
r l a b

Figura 10.5: De izquierda a derecha, K1, K5 y K3. En verde, las aristas de T3, ¢ = 1,2, 3.

Figura 10.6: Representacién simplicial K (I). En verde, las aristas de T

El siguiente paso es, computar modelos de representacion para K;, i =1,2,3 y K(I)
(trabajamos en Zs ). Para entender mejor el ejemplo, en las tablas que se dan a continua-
cion, solo se van a mostrar las imdgenes de los morfismos g;, i = 1,2,3 y del morfismo
g y las imdgenes de ¢;, i = 1,2,3 y ¢ para los vértices (en realidad, el morfismo [ no

interviene en la construccion del grafo).
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S ‘ H,y ‘ [ ‘ 1

0) | (o) |0 0

(w) V.00
4,7) | (4,7) | 8 0

donde w es cualquier vértice distinto de (0), 'y(jzlm (0)) €5 un camino en Ty uniendo los
vértices (w) y (0), por ejemplo 7516%@)) = (0,3) + (3,6) y 3 = (0,3) + (3,6) + (6,7) +
(4,7) +(1,4) +(0,1).

So ‘ Hy ‘ g2 | 92
(@) | (@) | (@) | O
(o) | b) | (b)
S3 ‘ Hj3 ‘ g3 ®3
(0) () | (0) 0
{w’) V(G o)
@, | @,y | g 0

donde w' es cualquier vértice distinto de (0'), ’y(jgiu,> (ory) €S un camino en T3 uniendo

los vértices (w') y (0'), por ejemplo fy(jg%/),w,)) =(0,3)+(3,6") y B =

(6", 7) + (@, 7) + (1", 4) + (0, 1').

(07,3 + (3,6") +

S H g 1)
(0) 0y | (0) 0
{w) Y, (0))
wn | wn | s 0
@, | @ | g 0
®,2) | w2y | 6 0

donde w es cualquier vértice distinto de (0), VawMO)) es un camino en T wuniendo
los vértices (w) y (0), por ejemplo 7(726,>7<0>) = (a,0) + {(a,0'+)(0,3") + (3',6") y 0 =
(0,2) 4+ (b,2) + (1,2) + (0,1) + (a,0) + {(a,0") + (0',1") + (1',2).

Una vez computado los modelos de representacion, pasamos a construir el grafo Gy (K (I)) (ver

figura 10.8):

e Por cada vértice de H;, i = 1,2,3, anadimos un vértice al grafo, luego tenemos
y (0') (los

que anadir cuatro vértices, correspondientes a los vértices (0), {(a), (b)
denotamos por A, B, C y D).



PARTE III: GRAFOS DE REEB CON LAZOS 166

5 g 7
3, 7
1
2 b
g s 7
3
/

Figura 10.7: En rojo, ciclos horizontales 3 y (3'; en azul, ciclo vertical 6.

e Por cada arista horizontal de H;NH, i = 1,2,3, anadimos un lazo, luego anadimos
un lazo « con vértice A y un lazo o' con vértice B, correspondientes a las aristas
4,7y y (4,7 de Hy y Hs, respectivamente.

o Anadimos una arista vertical, uniendo los vértices C' y D, correspondiente a la
arista vertical de H, (b,2').

e Por altimo, anadimos aristas verticales eap, eac Y €BD-

Figura 10.8: Grafo de Reeb.

En la siguiente tabla, mostramos las imdgenes de la aplicacion ¢ : Gp(K(I) — K(I):
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Gp(K(I)) Y
A (0)
B (a)
C (0)
D (0)
AB (0a)
BD (0'a)
cD (2'0) + ¢k, (b) + 9k, (2) = 0
o B
o o4

Luego, hemos construido un grafo Gn(K(I)) y una aplicacion v identificando los agu-

jeros en dicho grafo con los agujeros en K(I).



Capitulo 11

Una aplicacién a la medicina:

osteoporosis

Multitud de imégenes digitales 3D de estructuras internas humanas, generadas por un
elenco variado de instrumentacién de imagen, se usan rutinariamente en el dia a dia en
el cuidado al paciente. Sin lugar a dudas, los avances en el procesamiento y andlisis de
estas imagenes, tanto en la forma clasica bidimensional secuencia-a-secuencia como en
forma volumétrica directa 3D hacen mejorar a ritmo vertiginoso la investigacién médica
actual. Un area del andlisis de volumenes digitales ain no completamente desarrollada
todavia es el de la Topologia. Obtener una completa caracterizacién topolégica de estruc-
turas 3D y 4D es un problema mayor en Imagen Médica actualmente. Por complejidad
topoldgica se entiende el niimero, tamano, posicién y posiciéon relativa de las distintas
caracteristicas topoldgicas globales (fundamentalmente en 3D, hablamos de componentes
conexas, tiuneles y cavidades) existentes en el volumen. Multitud de trabajos médico-
matematicos se han realizado para cuantificar aspectos topolégicos de imagenes 3D de
vasos sanguineos o partes 6seas trabeculares, sin que haya todavia consenso, no ya sobre
la mejor forma de representar lo que debe ser la complejidad topoldgica de la imagen en
cuestion, sino fundamentalmente sobre como definir geométricamente sin ambigiiedades
algunos descriptores topoldgicos globales de la misma como, por ejemplo, el caso de los
tuneles. Tanto es asi, que la mayoria de las técnicas empleadas con éxito para el analisis
de la “topologia”’de la imagen 3D médica (adecuadamente binarizada) se basan exclusi-
vamente en el andlisis combinatorio y clasificacién topoldgica local a nivel de voxel en
imégenes adelgazadas [IM04], [IM00].

El motivo de introducir un capitulo relacionado con el campo de la medicina en esta

168
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tesis se debe a que, nuestros modelos representaciéon pueden constituir una herramien-
ta tutil para la realizaciéon de tareas de analisis, reconocimiento y reconstrucciéon de las
imégenes, permitiendo, por ejemplo, medir el grado de “porosidad”de ciertas imégenes
médicas en términos fundamentalmente del nimero, posicién, tamano y orientaciéon de
tuneles existentes en la misma. Ya sabemos que el dato fundamental en nuestro esquema
de representacién es un dato fundamentalmente algebraico y no puramente combinatorio.
Desde una perspectiva algebraica, las componentes conexas, tuneles y cavidades se des-
criben formalmente como los elementos de los primeros grupos de homologia del volumen
(clases representando los diferentes ciclos cero, uno y dos dimensionales del volumen).
Los algoritmos de céalculo de estos grupos para objetos topolégicos genéricos, basados
fundamentalmente en técnicas del Algebra Lineal, no parecen adecuados para dar una
respuesta positiva al problema del célculo topoldgico en el Volumen Digital. La dificultad
estd en que en el area grafica no nos es suficiente calcular el objeto algebraico, sino que
necesitamos visualizarlo y manipularlo también geométricamente. Ademds, el concepto
algebraico no se corresponde exactamente con nuestra primera apreciacion intuitiva de lo
que deberia ser un tinel. Para dar una idea de la problematica del concepto de tinel en
3D, mostramos las siguientes imdgenes (las dos primeras de volimenes continuos 3D y

las tres dltimas sobre volimenes digitales 3D):

Figura 11.1: Dos asas unidas presentan dos tuneles claramente diferenciados. A la derecha,

aparecen representados ciclos que definen los respectivos tineles.

Asi, para dar una solucién a estas cuestiones asi como otras mas complejas relacio-
nadas con la topologia de los volimenes 3D, proponemos el uso de nuestros modelos de
representaciéon. Guardando el dato algebraico de dicho modelo, es decir, la contraccién
de cadenas envuelta en él, ya sabemos que podemos dar respuestas automaéticas a los

siguientes problemas:
e cuindo un ciclo representard a una componente conexa, tinel o cavidad;
e cuindo un ciclo serd topolégicamente nulo;

e cuindo dos ciclos pertenecerdn a la misma caracteristica topolégica.
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Figura 11.2: Un cuadrado hueco por todas sus caras presentara 5 tuneles. A la derecha,

se plasman los ciclos que representan (no-univocamente) a dichos tiineles.

o

Figura 11.3: En este volumen digital, los 1-ciclos pintados en rojo y verde representan al

mismo tunel en el cilindro.

Concretamente, vamos a aplicar nuestra teoria al andlisis de estructuras 6seas tridi-

mensionales.

La osteoporosis se debe principalmente a una pérdida de masa désea y deterioro del
tejido 6seo que, por supuesto, tiene efectos adversos en la resistencia del hueso. Las in-
vestigaciones actuales prueban que, aparte de la densidad mineral del hueso, el grado de
osteoporosis viene también determinado por las propiedades de la microestructura ésea.
El hueso trabecular es un tipo de hueso altamente poroso y contiene una red de hebras lla-
madas trabéculas. Hay trabéculas tipo-palo y tipo-plato, siendo el cociente entre estos dos
tipos el que nos proporciona ya una primera informacién bésica sobre las propiedades es-
tructurales del hueso trabecular. La resistencia del hueso y otras propiedades mecénicas
se encuentran fuertemente correladas con propiedades topoldgicas y geométricas de la
trabécula [IM72]. Es frecuente la construccién de modelos de elementos finitos de hueso
trabecular para estudiar estas propiedades [IM04b]. Los datos tridimensionales de hueso

trabecular se obtienen fundamentalmente usando escaners micro-CT. Antes de realizar
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/

Figura 11.4: El 1-ciclo verde pintado sobre la esfera digital roja no representa ningun

tunel ya que puede “deformarse” paso a paso y reducirse a un solo véxel.

Figura 11.5: En este volumen digital, también llamado Y-tunel, si nos atenemos a la
definicién algebraica en términos de clases de 1-ciclos, deducimos que hay dos tuneles.
Uno, por ejemplo, pudiendo estar representado por la curva cerrada simple del borde de

arriba y el otro por la curva cerrada simple del borde de abajo a la izquierda.

cualquier andlisis profundo de los volimenes digitales, se requiere hacer uso de varias
técnicas de mejora de la imagen, de cara a eliminar ruidos e imperfecciones. Si vamos
a estudiar las propiedades topoldgicas del volumen digital, es evidente que esas técnicas
deben preservar en el mayor grado posible la topologia de dicho volumen. Ahora bien,
el cajon de técnicas usuales de segmentacion en Imagen Médica 3D es grande (binariza-
cién, Morfologia Matemaética, crecimiento de regiones, isosuperficies, contornos activos de
minimizacién de energfa) [IM85], [IM88], [IM91]. Pero lo cierto es que para el problema
de analizar el hueso trabecular, las métodos que se han mostrado mas ttiles hasta la
fecha han sido los derivados de la Topologia Digital. Usando esas técnicas y a partir de
un volumen digital ya binarizado y realzado, hay métodos de caracterizaciéon topoldgica
3D para clasificar cada véxel-hueso como perteneciente a una curva, superficie u otros
tipos de elementos. A partir de esta clasificacién, se calculan pardmetros tales como la

porosidad, superficie-curva o el indice de erosién, que nos proporcionan una informacién
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relevante sobre las propiedades estructurales del hueso. En cualquier caso, todos estos
algoritmos se centran mas en cuantas trabéculas de cada tipo hay, en su localizacién y su

orientacién que en conocer realmente cual es la verdadera topologia de la red.

Nuestro objetivo es plantear una solucién tedrica en términos de nuestros modelos
de representacion, que completaria el estudio realizado por los algoritmos anteriormente
citados sobre el andlisis de la topologia de redes 6seas trabeculares, siendo nuestra moti-
vacién la de poder considerar nuestro modelo matemético como base fiable para el andlisis
topolégico de imagenes médicas 3D.

En primer lugar, visualicemos una microestructura désea trabecular y comparémosla
con un mallado test regular a base de cuadrados huecos por algunas caras y rellenos
por otras. A simple vista, parece que sus caracteristicas topoldgicas son similares: una
componente conexa, ninguna cavidad, partes de superficie (trabéculas tipo plato-caras
rellenas de los cuadrados) y partes de curvas (trabéculas tipo palo-aristas de caras huecas
de los cuadrados). Nada nos atrevemos a decir a la hora de comparar sus respectivas
geometrias. Lo cierto es que la definicién algebraica de tinel como clase de homologia
de dimensién 1, resulta adecuada para tratar el problema de medir el niimero de tiineles
o agujeros en nuestro mallado test, asi como en el que determinan las trabéculas en el

hueso.

Figura 11.6: Fotografia proyeccién de puMR de zona ésea trabecular.

A continuacion, detallamos los pasos a realizar:

Paso 0: Preprocesamiento de la imagen (mejora, eliminacién de ruidos y artefactos, bi-

narizacién coloreando de negro la parte ésea y de blanca la parte de tuétano).
Paso 1: Modelo de representacién del volumen binario de hueso V.

Paso 1.1: Crear la representacién simplicial K (V'), asociada al hueso V.
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Paso 1.2: Adelgazamiento topoldgico: crear el complejo simplicial adelgazado K (V)

usando nuestros algoritmos decrementales.
Paso 1.3: Computar un modelo de representaciéon AT My := (Cv, Hy, fv,gv, dv).

Paso 1.4: Tomar todos los 1-ciclos representativos de tineles ({g,(h) : h € Hy }),
determinar cudntas curvas cerradas simples se pueden extraer de este conjun-
to y establecer una nueva contraccién de cadenas de cadenas de C(K(V)) a
su homologia tal que los ciclos representativos de las clases de homologia de
dimensién 1 sean todos curvas cerradas simples. Abusando de la notacién, a

esta nueva contraccién de cadenas la nombraremos (fv, gv, dv).

Paso 1.5: Para cada curva cerrada simple ¢ representativa de un tinel, aplicar en el
volumen digital V' un algoritmo de biisqueda de contorno (usando, por ejemplo,
contornos activos de minimizacién de energia) que permita deformarla en otra
d tal que fg(c) = fu () (es decir, tal que pertenezcan a la misma clase de
homologia), que se encuentre en el borde de V' y que fuera lo mds convexa

posible.

Paso 1.6: Para cada curva ¢’ resultante del paso anterior, calcular el centroide, su
radio mayor y menor, cédigo de cadenas y diferencia [KR&9], las dimensiones

del menor cubo que la contenga y su orientacion.

Si posponemos la creacién del complejo simplicial para después del Paso 1.2, dicho
paso podria hacerse también con un algoritmo cualquiera de adelgazamiento topolégico
completo [AB94]. En particular podria usarse la reciente técnica desarrollada por Pot-
huaud et al. llamada 3D-LSGA (Anélisis del Grafo Esqueleto de linea 3D)[IM04].

El Paso 1.4 es necesario ya que nuestro método puede devolver un 1-ciclo representativo

de tuneles que no sea conexo 0 que no sea una curva cerrada simple.

El Paso 1.5 permitira solventar problemas como el que muestra la siguiente figura,

donde tenemos una curva cerrada simple en color verde (usando 26-adyacencia), que
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podria representar a un tunel, pero que no es adecuada para medir las dimensiones de

dicho agujero o tunel.

Finalmente, decir que el problema de detectar curvas ¢’ (resultado del Paso 1.6) que
estén asociadas a fracturas parece abordable si partimos de la informaciéon que nos da el

codigo diferencia de la misma.
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En esta memoria hemos presentado un modelo de representacién para iméagenes di-
gitales binarias 3D basado en un objeto algebraico, concretamente una contracciéon de
cadenas. Dada una imagen digital binaria tridimensional Z en un mallado BCC con
la 14-adyacencia, hemos asociado a dicha imagen un complejo simplicial tridimensional,
denotado por K(I), con la misma informacién topolégica que Z. Este hecho nos per-
mite definir la (co)homologia de Z como la (co)homologia (en un sentido algebraico) del
complejo de cadenas candénicamente asociado a K(I). Nuestro modelo de representa-
cién consiste en asociar a la imagen una contracciéon de cadenas conectando el complejo

de cadenas C(K (I)) con su homologia y consecuentemente, con la homologia de la imagen.

Esta representacién matemaética de la imagen constituye una potente herramienta para
la realizacion de un completo estudio topoldgico de la misma. En primer lugar, a partir de
un modelo de representacién de una imagen digital Z vamos a poder, no sélo calcular los
ntmeros de Betti (en términos del nimero de componentes conexas, tineles y cavidades)
sino visualizar ciclos representativos de dichas componentes conexas, tuneles y cavidades,
facilitando asi el tratamiento de problemas que requieran analizar parametros topoldgicos.
En segundo lugar, nuestro modelo de representacién nos va a permitir realizar un control
topoldgico de las imédgenes ante cambios locales de la superficie (concretamente, adicién
o eliminacién de un voxel negro) y permiten reutilizar informacién tras la realizacién de
operaciones conjuntistas. En particular, partiendo de los modelos de representacion de
dos imagenes digitales, hemos desarrollado algoritmos para computar un modelo de re-
presentacion de la unién, interseccion y diferencia de ambas imagenes. Dichos algoritmos
nos permiten controlar topolégicamente una imagen digital 3D vista como una secuencia
de imdgenes digitales 2D variando en el tiempo (lo que se conoce como formato video), a
partir de los modelos de representacién de las imégenes 2D que constituyen la secuencia.
De la misma forma que hemos hecho con las operaciones anteriores, hemos resuelto el
problema de obtener un modelo de representaciéon del complementario de una imagen a
partir del modelo de la imagen inicial. Para ello, hemos propuesto una nueva definicién de
modelo de representacién la cual tiene en cuenta tanto los véxeles negros como blancos.
Esta nueva definicién es vélida sélo si trabajamos con la (14, 14)-adyacencia. Si por el

contrario trabajamos con otras adyacencias, la puede presentar problemas.

En cuanto a la obtencion de una clasificacién mas precisa y exhaustiva de las imagenes
digitales binarias 3D, el modelo de representacién mostrado en esta memoria constituye
una herramienta muy potente. Un nuevo invariante topolégico, denotado por HB1(I) y de
caracter cohomolodgico, ha sido definido a partir de él, permitiéndonos distinguir imégenes

con los mismos nimeros de Betti. Ademads, nosotros intuimos que nuevos nimeros coho-



molégicos pueden derivarse de los grupos de homologia de la construccion bar del algebra
de cohomologia de K (I).

Nuestros modelos de representacién han sido estudiados trabajando con coeficientes
en un cuerpo Z,, siendo p un primo, y con coeficientes en el anillo de los enteros Z. En
realidad, estos modelos son vélidos también para imagenes digitales binarias en cualquier
dimension n > 3. Para dichas imégenes, el problema de trabajar con coeficientes en un
cuerpo Z, (modelo AT) es que perdemos mucha informacién cuando hay torsién. Por
otra parte, si trabajamos en Z, los algoritmos que actualmente se conocen para computar
grupos de homologia incluyen el calculo de la forma normal de Smith de ciertas matrices.
En esta memoria se ha presentado un modelo de representacién (modelo AM) trasladando
los algoritmos anteriores en términos de contracciones de cadenas. Sin embargo, es bien
conocido que los algoritmos que incluyen el célculo de la forma normal de Smith tienen
un elevado coste computacional. Por ello, hemos estudiado un nuevo modelo de represen-
tacién sobre Z (A-modelo AT), a partir del cual podemos obtener informacién homoldgica
de la imagen evitando el cédlculo de la forma normal de Smith. Aunque en esta memoria,
los A-modelos AT no nos aportan informacién nueva, ya que trabajamos con imagenes 3D,

si constituira una herramienta muy ttil cuando nos centremos en dimensiones superiores.

Finalmente, en la parte de aplicaciones se ha construido un grafo asociado a una
imagen digital binaria 3D con mejores propiedades que los conocidos grafos de Reeb, en
cuanto a que se conserva no solo el nimero de componentes conexas, sino también el
numero de tuneles. Por otra parte, se ha presentado una aplicacion de nuestros modelos
de representacién a la medicina, mostrando que constituyen una herramienta 1util para
medir el grado de porosidad de ciertas imagenes médicas, en términos del niimero, posi-

ci6én, tamano y orientacion de los tuneles existentes en las mismas.

Trabajos futuros

Aunque a lo largo de la tesis hemos ido expresando los trabajos que tenemos en mente

abordar en un futuro, es importante hacer una recopilacién de ellos al finalizar.

e Ampliar la teoria relacionada con los A-modelos AT, concretamente, obtener gene-
radores de homologia, con coeficientes enteros, de la parte de torsiéon y computar

caracteristicas cohomolégicas sobre Z a partir de ellos;



Trabajar con imagenes digitales binarias nD, n > 3, considerandolas como secuen-

cias de imdgenes digitales (n — 1)D;

Construir complejos simpliciales asociados a las imagenes considerando otro mallado

asi como otra adyacencia entre los véxeles;

Estudiar la relacién existente entre los complejos simpliciales asociados a los pun-
tos negros y blancos de una imagen, usando cualquier adyacencia (por ejemplo, la

(26, 6)-adyacencia);

Computar nuevos niimeros cohomoldgicos més finos que el HB1(I), enriqueciendo

asi la lista de invariantes topoldgicos computados hasta el momento;

Ampliar el grafo de Reeb con lazos a imégenes digitales que presenten torsion,

usando los A-modelos AT;

Construir un complejo discreto de Morse My, (K) asociado a un complejo celular de
cualquier dimensién tal que no sélo exista una identificacién entre los generadores

de homologia, sino también un isomorfismo entre los anillos de cohomologia.
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