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Resumen

Se presentan en esta memoria algunos resultados algebraicos sobre clasificacién de
familias de algebras de Lie nilpotentes en dimensién cualquiera, junto a algunas
aplicaciones geométricas.

Cuando se considera la filtracién natural que produce la sucesién central descen-
dente de un &lgebra de Lie nilpotente g, se obtiene un dlgebra graduada finita que,
en cierto modo, constituye la estructura bdsica del dlgebra que se considera y que,
cuando es isomorfa a g, se dice que estd graduada naturalmente.

Un algebra de Lie de dimensién n se dice p-filiforme si su invariante de Goze
es (n —p,1,...,1). La clasificacién de las algebras de Lie graduadas naturalmente
en dimensién arbitraria se conoce en los casos filiforme y casifiliforme (esto es, las
1-filiformes y 2-filiformes respectivamente).

En este trabajo se obtiene la clasificacién completa de las dlgebras de Lie 3-fili-
formes graduadas naturalmente en dimensidn arbitraria y se estudian algunas apli-
caciones geométricas. En concreto, via el dlgebra de derivaciones, se describe el
primer espacio de cohomologia y se halla la dimensién de las érbitas para cada
algebra 3-filiforme graduada naturalmente.
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Introduccion

El primer problema que se plantea al estudiar cualquier ente algebraico es, quizas,
la descripcién de sus elementos, es decir, su clasificacién. Cuando se trata de es-
tructuras algebraicas esta clasificacion se suele dar salvo isomorfismo.

A pesar de haber sido planteado hace méds de un siglo, la clasificacién de las
algebras de Lie es un problema abierto. Desde luego, se conoce la clasificacién de
importantes familias de dlgebras de Lie. Desde fines del siglo pasado (1894), Cartan
y Killing obtienen la clasificacién de las dlgebras de Lie simples complejas y Cartan
en 1914 las reales. Esencialmente, las dlgebras de Lie simples complejas se reducen a
cuatro familias bien conocidas y ficilmente descriptibles como algebras de matrices.
Asi, en cada dimensién sélo hay cuatro dlgebras de Lie simples no isomorfas entre
si (excepcién hecha de las dimensiones 1, 2 y 3 para las que sélo hay una, dos y tres
4lgebras, respectivamente, y de las dimensiones 14, 52, 78, 133 y 248 en las que hay
cinco 4lgebras de Lie simples, pues aparece una de las llamadas exéticas en cada
una de dichas dimensiones).

Dado que toda algebra de Lie semisimple se puede expresar como suma directa de
algebras de Lie simples, es un problema resuelto la clasificacién de las semisimples.
Como el teorema de Lévi asegura que toda dlgebra de Lie se puede descomponer
en suma semidirecta de una subélgebra semisimple y un ideal resoluble (su radical)
s6lo restarfa, en un cierto sentido poco estricto, la clasificacién de las resolubles.

Este problema, sin embargo, es de una extraordinaria complejidad. Ya la clasifi-
cacién de un tipo particular de algebras de Lie resolubles, las nilpotentes, se antoja
imposible. Sirva como botén de muestra el hecho de que, aun cuando ya en 1891
Umlauf [53] encuentra (bien que incompletas y con errores) listas de familias de
adlgebras de Lie nilpotentes hasta dimensién 9, en la actualidad sélo se conoce la
clasificacién completa de las dlgebras de Lie nilpotentes hasta dimensién 7.

Aunque era un resultado bien conocido, el primero en publicar listas completas
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de élgebras de Lie nilpotentes de dimensiones menores o iguales a 5 fue Dixmier en
1958 [25]. Atn antes, en 1950, Vranceanu [57] obtiene resultados relevantes sobre
4dlgebras de Lie filiformes (bien que él no las denominaba asi). En 1958 Morosov
[47] da la primera lista completa de algebras de Lie nilpotentes reales y complejas
de dimensién 6. De manera independiente, Vergne en 1966 [55] vuelve a obtener
los resultados de Morosov y Vranceanu aunque desde un punto de vista distinto.
Es a ella a la que debemos la denominacién de algebras de Lie filiformes. Otras
listas completas de dimensién 6 las proporciona en 1983 Nielsen [48] y Cerezo [23],
haciendo uso de métodos distintos.

En 1989 Ancochea y Goze [3] y Romdhani [51] dan, independientemente, las
primeras listas completas de las algebras de Lie nilpotentes de dimensién 7 reales
y complejas. Ademds, Seeley [52] obtiene, por distinto procedimiento la misma
clasificacién. Llegados a este punto, es facil ver la mucho mayor complejidad de la
clasificacién de &lgebras de Lie nilpotentes (y, por ende, de las resolubles) respecto
a las semisimples, pues ya en dimension 7 aparecen familias uni-paramétricas de
dlgebras no isomorfas.

El trabajo citado de Ancochea y Goze tiene una enorme importancia pues intro-
duce un nuevo invariante mucho mas fino que el nilindice, la sucesiéon caracteristica
o invariante de Goze, que ha permitido abordar de una manera mas sencilla el pro-
blema. Asi, estos mismos autores obtienen en 1988 [2] la clasificacion de las algebras
de Lie filiformes de dimensién 8 y Gémez y Echarte en 1991 [26] la de dimensidn 9.

La descomposicién que da Khakimdjanov en [42] y [43] de la ley de un dlgebra de
Lie filiforme a partir de la del dlgebra modelo y de una serie de cociclos ha permitido
dar otro importante avance a la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes. Asi,
Gémez, Jiménez-Merchan y Khakimdjanov en 1998 [33] obtienen la clasificacién de
las algebras de Lie filiformes de dimension menor o igual a 11, haciendo uso también
de computacién simbdlica.

La gran dificultad del problema de la clasificacién de algebras de Lie nilpotentes
obliga a seleccionar subfamilias relevantes cuyo estudio pueda ser abordado. El
invariante de Goze es ahora de gran ayuda. Asi, Cabezas y Gémez llaman p-filiformes
a las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién n e invariante de Goze (n — p,1,...,1)
y, solos o junto a Camacho y Navarro estudian en [14],[12],[9],[11],{19], [16],[20] la
clasificacién de diversas familias de algebras de Lie p-filiformes, obteniendo algunas
de ellas en dimensién arbitraria.

Otra posible linea de investigacion es el estudio de las algebras de Lie filiformes
que Gémez, Goze y Khakimdjanov [28] denominan k-abelianas (aquéllas cuyo ideal
C*(g) de la sucesién central descendente es abeliano). Bratzlavsky en 1974 [8] estudia
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el caso k = 1 (aunque él no usa esta denominacién) y Gémez, Goze y Khakimdjanov
en 1997 [28] el caso k = 2 en dimensién arbitraria.

La enorme dificultad de la clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes se pone
de manifiesto ya al estudiar el caso, aparentemente sencillo, de las metabelianas o
2-nilpotentes. Algunos autores conjeturan [40] la imposibilidad practica de obtener
la clasificacién completa; en cualquier caso, Gémez y Rodriguez [37],(38],[39],[50] han
“comprobado” la extraordinaria dificultad de la clasificacién para nilindices pequefios.

De cualquier forma, la clasificacién exhaustiva de las dlgebras de Lie nilpotentes
pierde interés. Una posible solucién consiste en descubrir y estudiar propiedades de
la variedad de leyes de &lgebras de Lie nilpotentes. Asi lo hacen Ancochea, Gémez,
Goze, Khakimdjanov, Jiménez-Merchan y Valeiras, entre otros muchos autores, en
[1],[4],]5],[32],[54]. Surge la necesidad de seleccionar subfamilias relevantes que sean
susceptibles de ser clasificadas y que proporcionen aportaciones en el estudio de las
propiedades y la variedad de élgebras de Lie nilpotentes.

Una familia de 4lgebras de Lie especialmente interesantes es la de las graduadas
naturalmente. La sucesién central descendente de un dlgebra de Lie nilpotente g
produce una filtracién de g que le asocia, de forma natural, un dlgebra de Lie gradua-
da gr g. En general, g y gr g no son isomorfas, pero el conocimiento de las algebras
filiformes para las que g ~gr g ha permitido obtener resultados relevantes sobre
las dimensiones de las componentes irreducibles de la variedad de algebras de Lie
nilpotentes o en la descripcién del conjunto de dlgebras filiformes caracteristicamente
nilpotentes.

Vergne obtiene en [56], entre otros resultados, que cada componente irreducible
del conjunto algebraico de algebras de Lie nilpotentes que corta al abierto de las
filiformes, contiene siempre una de las 4lgebras filiformes graduadas naturalmente y
proporciona, ademés, una mayoracién de la dimensién de la componente irreducible
en funcién de la dimension del espacio vectorial subyacente.

Una posible linea a seguir a partir de aqui consiste en estudiar familias de al-
gebras de Lie nilpotentes de “longitud grande”, tal como hacen Gémez, Jiménez-
Merchéan y Reyes en [29],[30],[35],[49], en algunos casos haciendo uso de técnicas
computacionales, como en [34] o [36].

En [22] Ancochea y Campoamor enumeran las élgebras de Lie graduadas natu-
ralmente, (m —1)-abelianas de sucesién caracteristica (2m—1,2+4¢, 1), no escindidas
que se obtienen por extensiones centrales graduadas de los modelos graduados (no
escindidos) de sucesién carateristica (2m — 1,2, 1).
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Sin embargo, el planteamiento del problema que origina la busqueda de nuevas
algebras nilpotentes graduadas surgié cuando se intentaba extender la caracteri-
zacion de las algebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes obtenida por
Goze y Khakimdjanov [41] a otro tipo de élgebras de Lie nilpotentes distintas de las
filiformes.

Aunque en un principio se pensé que el numero de algebras de Lie caracteristi-
camente nilpotentes era muy pequeno, en realidad se ha probado que “casi todas”
las algebras de Lie nilpotentes son caracteristicamente nilpotentes. Asi, Khakimd-
janov en [44] prueba la existencia de un subconjunto de Zariski no vacio formado
por algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes para dimensién mayor o igual a
12 y construye extensas familias de algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes
de dimensién arbitraria mayor o igual que 7.

En [27] Echarte, Gémez y Niflez dan una caracterizacién de las dlgebras de Lie
filiformes caracteristicamente nilpotentes que, desafortunadamente, no es posible
generalizar para algebras de Lie nilpotentes no filiformes. En [41] Goze y Khakimd-
janov prueban que para dimensién mayor o igual a 8 cualquier componente irre-
ducible de la variedad de leyes de algebras de Lie filiformes complejas contienen un
subconjunto abierto cuyos elementos son todos leyes caracteristicamente nilpotentes.
Eso lo hacen probando que a partir de dimensiéon 8 un algebra de Lie filiforme es
caracteristicamente nilpotente si y sdlo si no es isomorfa a su (o sus) dlgebra(s) de
apoyo. Estas dlgebras estan fuertemente relacionadas con las graduadas natural-
mente.

Lo sefialado anteriormente justifica el interés intrinseco del estudio de las algebras
de Lie nilpotentes graduadas naturalmente.

Asi, Vergne en [56] obtuvo que para n > 5 sdlo existia un algebra de Lie filiforme
graduada naturalmente si la dimensién n es impar (el dlgebra modelo, también
designada por £,) y dos si la dimensién n es par (£, y otra designada Q,). La
expresién de las leyes de estas dlgebras en una base adaptada {Xo, Xi1,..., Xn-1}
es la siguiente

Lo {[ X0, Xi]=Xis1 1<i<n—2.
>3

Q [Xo,Xi]ZXH_l 1§i§n—2,
T X Xl = ()7 X 1<i<g -1
n > 6, n par

Las algebras filiformes pueden ser caracterizadas por tener invariante de Goze
(n—1,1), y cabe entonces interesarse por las dlgebras graduadas de otras sucesiones
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caracteristicas para ver si es posible obtener resultados que aporten nuevos datos en
el estudio de la variedad de las dlgebras de Lie nilpotentes.

Gémez y Jiménez-Merchan estudian el caso de las dlgebras de Lie casifiliformes
(invariante de Goze (n — 2,1,1)) en dimensién arbitraria en [31]. Estos autores
encuentran, a partir de dimensién 10, que si la dimensién n es par existe una fa-
milia localmente finita de 4lgebras de Lie casifiliformes graduadas naturalmente no
escindidas (que generalizan, en cierto sentido, a £, y designan por £(n,r)) y un
algebra (que denominan terminal y designan por 7(n,n — 3)); cuando la dimensién
n es impar encuentran dos familias localmente finitas (que generalizan, en cierto
sentido, a £, y Q. y designan por L(n,r) y Q(n,r), respectivamente) y un algebra
(que denominan terminal y designan por 7(n,n — 4)). Los casos de dimensiones
pequefias (menores o iguales a 9) requieren un estudio aparte. Las algebras o fami-
lias de 4lgebras indicadas anteriormente se expresan, respecto de una base adaptada
{Xo, X1,...,Xn-2,Y} y cuando tenga sentido, mediante

L(n,r) (nZE), 3<r<2 {EE—IJ -1, rimpar):

[X07Xi]:Xz'+1 1 SZ §n—3,

. ~1
(X, Xo_i] = (=1)'Y 1<i<? >

Q(n,r) (n>7, nimpar; 3 <r <n—4, rimpar):

[Xo,Xi}:Xi+1 1 SZSTL—?’,

. -1
[Xi, X = (-1)'Y 1<i<—,
X Xocamd = (<) Koy 1<i< B2

7(n,n —4) (n impar, n > 7):

[(Xo, Xi] = Xipn
[Xiy Xnoami] = (1)1 (Xn-a +Y)
(X, Xnoami] = (-1t 222 X, g

[Xi, Xnmzmi] = (=1 (i — 1) C==0 X,y
[Xi7Y] = §_15;n Xn—ayi
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7(n,n —3) (n par,n > 6):

[Xo, Xi] = Xip 1<i1<n-3
[Xi, Xnsi] = (=1)""! (X3 +Y) 1 <7< 258,
(X, Xnogi] = (-1)7 222 X, 1<ignt

[(X,Y] =X, .

2

Resultan un total de 2—2——2 algebras no escindidas si la dimension n es par, n > 6,
y n—3 sin es impar, n > 7 (una sola si n = 5). Ademads, existen trivialmente
las dlgebras escindidas £L(n — 1)®C sin > 4y Q(n — 1)®C si n > 7, n impar.
Finalmente, en dimension 7 existe un algebra mas y en dimensiéon 9 otras dos.

Si a las algebras de Lie filiformes y a las casifiliformes las identificamos por 1-fili-
forme y 2-filiforme respectivamente, esta notacion deja mas compacta la expresion
de los resultados obtenidos. Asi, se resalta aun mas el paralelismo de los casos
1-filiforme y 2-filiforme si en lugar de considerar la paridad de la dimensién n de un
dlgebra de Lie p-filiforme (p = 1 6 2) se considera la paridad de n — p en cada caso.

En esta memoria se aborda la clasificacion de las algebras de Lie 3-filiformes
graduadas naturalmente, en dimensién cualquiera. La situaciéon que se presenta
ahora generaliza los resultados de los casos 1-filiforme y 2-filiforme. Se ha obtenido
que, a partir de dimensién 11, si n — 3 es par existe una familia localmente finita de
dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente no escindidas (que generalizan,
en cierto sentido, a £(n,r) y se designan por £(n,r1,re)) y una familia localmente
finita de algebras terminales que se designan por 7(n,r;,n — 4); cuando n — 3 es
impar existen dos familias localmente finitas (que generalizan, en cierto sentido, a
L(n,r)y Q(n,r)y se designan por L(n,ry,r2) y Q(n,r1,72), respectivamente) y una
familia localmente finita de dlgebras terminales que se designan por 7(n,r;,n — 5).
Los casos de dimensiones pequefias (menores o iguales a 10) precisan un estudio
particular.

Las algebras o familias de algebras indicadas anteriormente se expresan, respecto

de una base adaptada {Xo, Xi,...,Xn_3,Y1, Y2}, mediante

L(n,ri,r2) (n>8, ry,ry impar, 3<r <r; <n-3):

1

[Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-4
[Xi, X,;i] = (=171 1<i<i=, 1<5<2
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Q(n,r1,ry) (npar, n>10, ry,ry impar, 3 <7 <r; <n—35):

[XO)Xi] = Xi+1 1 S'Lgn_4
[Xi, Xomi] = (FDFY 1<i<EE 1<5<2
[Xiy Xn—a—i] = (=1)71X,53 1<i< 24

r(n,r,n—5) (n par, n>12, rimpar, 3<r<n-—7):

([ [Xo, Xi] = Xin 1<:<n—-4
X, X,w] = (-1)n 1<i<st
[Xz'axn—S—i] = (—l)i_l(Xn_s + Y2) 1< < ?12;6
Koo Xoo] = (—l)1l=tzly |, 1<ignss
(Xi, Xpoai] = (F1)iG-1)C=2=x, 5, 1<i<zt
[Xi, V2] = @;_nlxn—E-H 1<:1<2

7(n,r,n —4) (n impar, n > 9, r impar, 3<r <n —6):

([ [Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-—4
(X, X,i] = (=1)7'y 1<i<st

(X, Xpoaoi] = (F1)7T (Xnma +Y2) 1< <253
[Xi, Xn-3—i] = (—l)i‘lﬁ‘li_—ﬁan_S 1<i< n_;fi
Xy = G,

El capitulo 0 sélo pretende resaltar algunos conceptos y propiedades bien cono-
cidos pero que son prerrequisitos necesarios para el desarrollo de la memoria.

Se comienza el capitulo 1 obteniendo una primera aproximacion a la estructura
de la ley de cualquier élgebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente. Luego se
estudian todas las situaciones admisibles que den lugar a dlgebras de este tipo, ya
sean escindidas o no y se finalizaré la primera seccién del capitulo con el teorema
de estructura de las citadas algebras.

En la seccién 2, se presentan algunas algebras de Lie o familias de dlgebras de
Lie 3-filiformes graduadas naturalmente no escindidas y no isomorfas dos a dos,
que como se verd a lo largo del desarrollo del capitulo son, todas las graduadas
naturalmente no escindidas que existen para cada dimensién.

Asi, en la seccién 3 se hace un estudio de las citadas algebras de dimensién menor
o igual a 12. Si bien los resultados en dimensiones 11 y 12 quedaran dentro de lo
" que més tarde denominaremos caso general, se ha hecho un estudio aparte de ellas
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por razones técnicas. Se obtiene que en dimensién 5 existe un algebra no escindida
(la de Heisenberg); en dimensidn 8 existe otra dlgebra aparte de la £(8,3,5); en di-
mensién 9 hay un algebra excepcional ademas de las algebras £(9,3,5) y 7(9,3,5);
finalmente en dimensién 10 existen tres algebras excepcionales y una familia in-
finita uniparamétrica ademds de las éalgebras £(10,3,5), £(10,3,7), £(10,5,7) y
(10, 3,5).

En la seccién siguiente se estudian las algebras de Lie 3-filiformes graduadas
naturalmente de dimensién mayor o igual a 11 y leyes u(n,r;,72) cuando ry es
préximo a n — 3. Estos casos especiales ocurren solamente cuandon—6 <r; <n—3
y se estudian separadamente porque el método que se utiliza consiste en cocientar
por el ideal C"™*(g). Se obtienen, segin la paridad de n, la familia de 4lgebras
terminales resenadas anteriormente.

En la dltima seccién del capitulo se enuncian y demuestran los resultados que se
adelantaban anteriormente y que son una generalizacién de los que se obtenian en
el caso de algebras de Lie 2-filiformes y 1-filiformes graduadas naturalmente. Asi se
prueba que si la dimensién n > 11 es impar cualquier algebra de Lie 3-filiforme gra-
duada naturalmente es isomorfa bien a una de la familia uniparamétrica 7(n, r,n—4),
bien a una de la familia biparamétrica £(n,r1,72). Si n > 12 es par es isomorfa
bien a una de la familia uniparamétrica 7(n,r,n — 5), bien a una de las familias
biparamétricas L(n,r1,72) o Q(n,r1,ry). La demostracién de este resultado se ha
probado usando induccién sobre cada pareja de valores consecutivos de n.

Resultan un total de ﬁf—gﬁﬂ

algebras no escindidas si la dimension n es impar y

L'l%’ﬁtzg si n es par. Ademas, existen trivialmente las algebras escindidas g(,_1)®C
Y B(n—2)DC?, siendo g(,_1) un algebra filiforme graduada naturalmente de dimensién
n — 1Y gm-2) un algebra casifiliforme graduada naturalmente de dimensién n — 2.
Finalmente, en dimension 8 y 9 existe un dlgebra mas en cada caso mientras que en
dimensién 10 aparecen tres algebras mas y una familia infinita uniparamétrica de
algebras.

En el capitulo 2 se estudian propiedades geométricas de las algebras encontradas.
Es fundamental determinar las correspondientes algebras de derivaciones, Der(g),
para, a partir de ellas, describir el primer espacio de cohomologia, H'(g, g), de cada
dlgebra. También se calculan las dimensiones del espacio de 2-cobordes, B*(g, g), v,
por tanto, de las drbitas, O(g).

Dado que se tiene que H'(g,g) = Z'(g,9)/B"(g,9), con Z'(g,g) y B'(g,9),

respectivamente, los correspondientes espacios de l-cociclos y 1-cobordes y dado
que se pueden identificar Z1(g,g) ~ Der(g) y B'(g,9) ~ Ad(g) resulta que H'(g, g)
no es mas que el dlgebra de Lie cociente Der(g)/Ad(g) y que la dimensién de H'(g, g)
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no es otra que la de su 4lgebra de derivaciones asociada menos la del algebra de las
derivaciones interiores. Analogamente,

dim(O(g)) = dim(B*(g,8)) = (dim(g))* — dim(Der(g)),

con lo que la mayor parte del capitulo se reduce al cdlculo de las derivaciones de
todas las algebras 3-filiformes graduadas naturalmente.

La determinacién del dlgebra Der(g) es, en general, muy laboriosa pero en nues-
tro caso se simplifica hasta hacerse abordable a mano para g de dimensién arbitraria,
por admitir las 4lgebras aqui consideradas una graduacién conexa con un nimero
relativamente alto (dim(g) — 3) de subespacios homogéneos (la propia graduacién
natural). En esta linea hay trabajos realizados, [13], [21], [18]. De todas formas,
parece razonable abordar el problema del calculo de Der(g) con técnicas computa-
cionales como se hace, por ejemplo, en [17] y [36].
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Capitulo 0

Preliminares

En este capitulo se recuerdan algunas definiciones y resultados bien conocidos que
seran necesarios para el desarrollo del trabajo de investigacién que se presenta.

Para aclarar dudas que puedan suscitarse en la lectura de esta memoria, pueden
ser referencias cldsicas de interés, entre otras, los textos de Chow [24], Jacobson [46],
Humphreys [45], Belifante y Kolman [7] y Bauerle y Kerf [6]. Un excelente texto
especifico sobre dlgebras de Lie nilpotentes es el de Goze y Khakimdjanov [40].

0.1 Notaciones y terminologia

e Un dlgebra de Lie (g,p) sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre K
provisto de una aplicacién bilineal, llamada producto o ley del dlgebra p: gxg — @
que verifica, Vz,y, z € g, las condiciones

D) (z,z)=0
2) (e, ply, ) + p(y> wl2,2)) + =, p(e,y) = 0 (identidad de Jacobi).

Habitualmente se denotard u(z,y) por [z,y] y se le designard el producto corchete de
z e y. Por g se denota indistintamente el algebra o el espacio vectorial subyacente.
La dimensidn del dlgebra g es la dimensién del espacio vectorial g. En este trabajo
se van a considerar algebras de Lie sobre C de dimensién finita.

o Si B%*(C™) es el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales de C"x C™ en
C" y {e1,€3,...,€,} una base de C*, cualquier elemento o € B*(C") puede deter-
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minarse mediante unos escalares C¥. llamados constantes de estructura y definidos

1,7?
por
k
61,6] Z C{'jek

De esta forma se consigue dotar a B*(C"™) de estructura de espacio afin. Por tanto,
se puede considerar un algebra de Lie g como un elemento de B*(C") y el conjunto
de leyes de dlgebras de Lie sobre C™ es un conjunto algebraico definido por las
relaciones polinomiales

k. _ k
Ciy=—Ch

n

> (G Ckl+ Csl+0kz ') =0

=1

3

y parametrizado por las * ;”2 constantes de estructura C’i’fj.

e Un élgebra de Lie g se dice simple si es no abeliana y sus dnicos ideales son
g y {0}. Un algebra de Lie g se dice semisimple si no posee ideales abelianos no
triviales, excluyéndose el dlgebra nula. Toda dlgebra de Lie simple es semisimple.
Toda algebra semisimple se puede expresar como suma directa de algebras simples
y éstas han sido clasificadas por Killing y Cartan [40],[45].

o La sucesion derivada del algebra de Lie g se define por

{D‘?(g) =g ,
Di(g) = [D"'(9),D'"'(g)], i €N

Si existe k € N tal que D*~1(g) # {0} y D*(g) = {0}, el dlgebra de Lie g se dice
que es resoluble de indice de resolubilidad k.

o La sucesion central descendente del algebra de Lie g, se define por

{C‘?(g) =g
C(g) = [8,C"g)], ieN

Si existe k €N tal que C*~1(g) # {0} y C*(g) = {0}, el dlgebra de Lie g se dice que
es nilpotente de indice de nilpotencia (o nilindice) k. Un &dlgebra de Lie nilpotente
g, con dim g = n, se dice filiforme si es de nilindice n — 1, casifiliforme si es de
nilindice n — 2 y abeliana si es de nilindice 1.

e Sigesun élgebra de Liey X € g, se denota por ad(X) el endomorfismo de g
definido por
ad(X): g — g
Y — ad(X)(Y)=[X,Y].
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y se le llama aplicacion adjunta de X.

La aplicacion
ad: g — gl(g)

es una representacién de g, denominada representacion adjunta del algebra. El
teorema de Engel dice que “un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sdlo si ad(X) es
nilpotente para todo elemento X de g”.

e Un endomorfismo & del dlgebra de Lie g se dice que es una derivacion del
algebra si

o([X,Y]) = [6(X), Y]+ [X,6(Y)] VX,V €g.

El conjunto de todas las derivaciones de g, denotado por Der(g), es un algebra de
Lie definiendo
(6,67 ] =608 —¢6"0d.

Si todas las derivaciones son nilpotentes, el dlgebra se dice caracteristicamente nilpo-
tente. Se tiene que, VX € g, el endomorfismo ad(X) es una derivacién que se dice
interior del dlgebra. El conjunto de las derivaciones interiores, Ad(g), es un ideal

de Der(g).

e El dlgebra de Lie de las derivaciones de una suma directa de algebras general-
mente no coincide con la suma directa de las dlgebras de derivaciones. Sin embargo,

P
existe un teorema que si las relaciona en el sentido de que si g = @gi, donde los g;
=1

son ideales del algebra de Lie g, se cumple que

p

Der( @gi ) =( @Der(gi) ) GB ( @D(Giagj) )

=1 i#j

D(g:,g;) es el conjunto de derivaciones d de g tales que

d(gk) =0 si k?éi
d(g:) C Z(g;)) vy
d([gi,8]) = 0.

¢ El teorema de Lévi [40],[46] afirma que toda dlgebra de Lie se puede descom-
poner en suma semidirecta de su radical (el ideal resoluble maximal del algebra) y
una subélgebra semisimple. Médulo las derivaciones, la clasificacién de las algebras
de Lie resolubles se reduce, en cierto sentido, a la de las nilpotentes [40]. Esto
justifica la enorme importancia de la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes.
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0.2 Algebras de Lie p-filiformes

e El teorema de Engel justifica que toda algebra de Lie nilpotente g de dimensién
n admite una base, {X;, 0 <i <n —1}, tal que

Xo ¢ [g,9]
[Xo, Xi] = €pXiy1, 1<i<n—2, cone €{0,1},2<5j<n—-1
[Xo,Xn~1] - O

Estas bases se llaman adaptadasy al correspondiente vector Xj se le denomina vector
caracteristico de g.

e Si g es un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita n, para todo X € g
se denota ¢(X) a la sucesién, ordenada decrecientemente, de las dimensiones de los
bloques de Jordan del operador nilpotente ad(X). Se denomina invariante de Goze
o sucesion caracteristica de g a

c(g) = Maz{c(X): Xeg-[g 0]}

Las algebras de Lie filiformes, casifiliformes y abelianas, de dimension n, tienen por
sucesién caracteristica (n —1,1),(n —2,1,1) y (1,1,...,1), respectivamente.

e Un algebra de Lie nilpotente g, de dimension n, se denomina p-filiforme si
su invariante de Goze es (n — p,1,...,1). Las algebras de Lie filiformes, casifili-
formes y abelianas son las 1-filiformes, 2-filiformes y (n — 1)-filiformes, respecti-
vamente. De la definicion se sigue que todo algebra de Lie p-filiforme g, de di-
mensién n, tiene indice de nilpotencia n — p (pero el reciproco no es cierto), que
1 <p<n-=1 y quesiempre podra hallarse una base adaptada de g, que se deno-
tard {Xo, X1,..., Xn—p, Y1,.--, Yp_1}, siendo Xy € g— [g, g] un vector caracteristico
y verificandose que

[Xo, Xi] = Xin 1<i<n—-p-1
(X0, Xn—p] = 0
[Xo, Yj] =0 1<;<p—-1

En esta memoria se clasifica una familia de dlgebras de Lie 3-filiformes en dimensién
arbitraria.
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0.3 Graduaciones de algebras de Lie

e Un &lgebra de Lie g se dice Z-graduada si admite la descomposicién

QZEBEH

i€l

donde los subespacios g; verifican que [g;, g;] C gi+; para todo ¢,7 €Z. Se dice que
@gi es una Z-graduacién del dlgebra y en lo que resta de la memoria se usa el
i€z

término graduacién como sinénimo de Z-graduacién. Si el conjunto de indices 1
para los que g; es no nulo es finito, la graduacién se dice finita.

e Un algebra de Lie g se llama filtrada si se cumple que g = U S;, con S;
i€
subespacio de g para todo i verificindose que [S;,S;] C Sit; t,7 € Z. Si S; C Sj,
para ¢ > j la filtracién se dice descendente. Una filtracién (S5;);cz de g se dice finita
si existen ni,ny € Z tal que

e Si un dlgebra de Lie es graduada, g = @gi, se puede definir una filtracién
asociada a la graduacién tomando Sx = @;Z Si un algebra de Lie es filtrada,
g= U S;, se puede definir un algebra de LizeZ kgraduada, con espacio vectorial subya-

ieZ,
cente isomorfo a g, considerando gr g = @ g; donde g; =-S—;Si—1 y definiendo en gr g
el producto [X,Y] = [X,Y] donde ﬁzes la clase del elemento [X,Y] € Sit;,

cuando X e Y son representantes en S; y S; de las clases X e Y respectivamente.

e Es evidente que una misma &lgebra puede tener distintas graduaciones. Por
mostrar un ejemplo, se citan a continuacién cuatro graduaciones diferentes del al-
gebra modelo £,, siendo {Xo, X1, X2,...,X,} una base adaptada:

1.90:,611.
2. gi=< Xi1 > 1<i<n-—1.

3. g1 =< Xo, X1 > gi=<Xi>,2§i§n—1.



6 0. Preliminares

4 gk =< Xipn-1 >, =1 <k <5 —n; go =< Xnog >; g1 =< Xo, Xn-3 >;
g2 =< Xn—2 >; 893 =< Xp1 >.

Si g es un 4lgebra de Lie de nilindice k, la sucesién central descendente (C*(g))o<i<k
define una filtracion finita (.S;);cz, denominada filtracién natural, considerando

g sii <0
Siq1 =14 Cig) sil<i<k-1
{0} sii>k

Dicha filtracion natural asocia a g un algebra de Lie graduada de igual indice de
nilpotencia, dada por

gro=Pa, @=C""(9)/C(a)
1€Z

Por nilpotencia, la anterior graduacién es finita; es decir
gr =100 D - Dok

con [gi; 8] C Givj, para i +j < k.

Un algebra de Lie g se dice que esta graduada naturalmente si gr g es isomorfa
a g, y se denotara por gr g=g. En el ejemplo dado anteriormente de graduaciones
del dlgebra £, , la tercera corresponde a su graduacion natural.

0.4 Algebras de Lie filiformes graduadas natu-
ralmente

Las algebras de Lie filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia
méximo en cada dimensién (n — 1 si la dimension es n).

Si g es un algebra de Lie filiforme graduada naturalmente de dimensién n, se

cumple que

dim(Ci(g) = n—2

dim(Ci(g)) = n—i—1 2<i<n-1
yqueg=g1 DgPD---Dgn_1 donde

dimg =2; dmg =1 2<1<n-1



0.5. Algebras de Lie 2-filiformes graduadas naturalmente 7

Siendo {Xo, X1, X2, ..., Xn—1} una base adaptada de g, se obtiene que
g =< X0, X1> 8=x<X;> 2<:1<n-1

Las &lgebras de Lie g filiformes graduadas naturalmente de dimensién n han sido
determinadas por Vergne [56], resultando que g = £, sin es impar o g = L, 0 Qn
cuando n es par, siendo

Ln:{[Xo,Xi]ZXZ'+1 1§z§n—2

n>3

0 [Xo, Xi] = Xina 1<i1<n-2
Tl X Xeo] = ()T X 1< 51

n > 6, n par

0.5 Algebras de Lie 2-filiformes graduadas natu-
ralmente

Las algebras de Lie 2-filiformes se caracterizan por tener el indice de nilpotencia
n — 2 si la dimensién es n.

Si g es un algebra de Lie 2-filiforme graduada naturalmente de dimensién n,
admite una descomposicién de la forma g = g, ® g2 @ -+ @ gn-2, cumpliéndose
alguna de las siguientes condiciones:

l.dimg, =3, dimg,=1,2<:<n-2
2.dimgi =2, Irdimg, =2, dimg;=1,2<1<n—-2,t#r

Las élgebras de Lie g 2-filiformes graduadas naturalmente de dimensién n han
sido determinadas por Gémez y Jiménez Merchan [31]. Dichos autores demues-
tran que no todas las situaciones anteriores son admisibles, que otras dan lugar
a un algebra escindida (£,—; ® C o Q,—1 ® C) y que las dimensiones pequefias
(n < 9) requieren un estudio particular por su excepcionalidad. Obtienen que,
siendo {Xo, X1, .., Xn_2,Y} una base adaptada, el algebra g es isomorfa a una
de las siguientes
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L(n,r) (n25, 3<r<2 [%} -1, rimpar):

[X07Xi]:Xi+1 1 SZSTL—3,

[Xi, X,—i] = (-=1)""'Y 1<i< ; L

Q(n,r) (n>7, nimpar; 3 <r <n—4, rimpar):

[Xo, Xi] = Xita 1<i<n-3,
-1

(X, X,_i] = (=1)"'Y 1§i§r2 :
: -3

[Xi, Xnami] = (=1)"" Xpog 1<i<——.

7(n,n —4) (n impar,n > 7):

[Xo, Xi] = Xis1 1<1<n -3,
[Xi, Xnoai] = (=1)"71 (Xnog +Y) 1<i<ng,
[Xi Xn-ai] = (=1)7 £52 X, 1<4 <232,
[Xi, Xnozmi] = (=1) (i — )ﬁ"—“lX 2<i< s
[X:, Y] = 58 X,y 1<i<2.

[Xo, Xi] = Xiy 1<i<n-3
[Xi, Xn-a-i] = (=1)'"! (Xn-3 +Y) 1 <<t
[(Xi, Xnai] = (=1)7H 2L X <<t

(X, Y] =82 X, ,

0.6 Cohomologia

Dados un édlgebra de Lie g sobre el cuerpo K y un g-médulo V, se llama cocadena de
grado j, 7 > 1, a cada aplicacién multilineal alternada de @’ g en V. Si Ci(g, V)
es el espacio de las j-cocadenas, se tiene que

C’(g,V) = Hom(Ng,V) j>1.

Una cocadena de g es un elemento de C*(g,V @ CJ (g,V
i€l
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Si el endomorfismo d : C*(g, V) — C*(g, V) es el operador coborde, se designa
por d; a la restriccién de d a C¥(g, V), d; : C¥(g, V) — C'*1(g, V).

Los subespacios de C?(g, V') definidos por
Zi(g, V)= Ker d; y B (g,V)=Imdj_;

se denominan, respectivamente, espacio de los cociclos de grado j y espacio de los
cobordes de grado j. Como B’(g,V) resulta ser un subespacio de Z/(g, V'), tiene
sentido hablar del espacio cociente H’(g,V) = Z%(g,V)/B’(g,V), al que se conoce
como espacio de cohomologia de grado j o j-ésimo espacio de cohomologia (de g con
valores en V).

Si se considera g como el g-médulo V anterior, se puede identificar Z'(g,g) con
el espacio de las derivaciones de g, Der(g), y B'(g,8) con el de las derivaciones
interiores de g, Ad(g), de donde surge una fécil interpretacion de H'(g, g).

Si se denota mediante O(g) la drbita correspondiente a la ley de g en la variedad
de leyes de 4lgebras de Lie de dimensién n, £, inducida por la accién de GL(n, C),
resulta que O(g) puede ser provista de una estructura de variedad diferenciable, y
que

dim(O(g)) = n? — dim(Der(g)) = dim(B*(g,g))-



Capitulo 1

Algebras de Lie 3-filiformes
graduadas naturalmente

Se aborda en este capitulo la clasificacién, en dimensién cualquiera, de las 4lgebras
de Lie nilpotentes g de dimensién n e invariante de Goze (n — 3,1,1,1), que sean
graduadas naturalmente; es decir, aquellas algebras que, siendo graduadas, con la
graduacién inducida por la sucesién central descendente, son isomorfas al algebra
de partida.

El caso filiforme, caracterizado por ser el nilindice médximo en cada dimension,
fue abordado por Vergne. En el estudio que realiza de la cohomologia de las dlge-
bras de Lie nilpotentes y que aplica al estudio de la variedad de leyes de élgebras
de Lie nilpotentes, la clasificacién de las dlgebras filiformes graduadas naturalmente
desempena un papel importante al permitir expresar un algebra filiforme de una
forma simplificada. Vergne obtiene su clasificacién probando que, salvo isomorfis-
mos, s6lo existe un algebra filiforme graduada naturalmente cuando la dimensién es
impar (designada por £,) y existen dos 4lgebras para dimensiones pares (£, y otra
designada por Q).

Goze y Khakimdjanov demuestran que cada dlgebra de Lie filiforme es una defor-
macién de £, o @,. Ellos han obtenido la descripcién geométrica de las algebras de
Lie filiformes utilizando las algebras de Lie filiformes y graduadas naturalmente. Su
conocimiento ha permitido, también, obtener resultados relevantes sobre las dimen-
siones de las componentes irreducibles de la variedad de algebras de Lie nilpotentes
o en la descripcién de algebras filiformes caracteristicamente nilpotentes.

Resulta claro que la determinacién de las dlgebras graduadas naturalmente de

11
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una familia de dlgebras de Lie nilpotentes, aporta informacién relevante al estudio
de la misma.

El caso casifiliforme es bastante mas complicado. Gémez y Jiménez-Merchan lo
resuelven y obtienen la clasificacion de las dlgebras de Lie de dimension n y nilindice
n—2. Obtienen que solamente existe una familia de algebras casifiliformes graduadas
naturalmente cuando la dimensién es par (designada por L(n,r)) y existen dos
familias de dlgebras cuando n es impar (£(n,r) y otra designada por Q(n,r)). Estas
algebras desempefian un papel analogo al de las dlgebras £, y Q, en la familia de
las filiformes.

También encuentran un algebra mas (terminal), distinta segin la paridad de la
dimensién n.

En esta memoria se continda trabajando con algebras de Lie de indice de nilpo-
tencia elevado. Se aborda la clasificacién de las dlgebras de Lie 3-filiformes y gra-
duadas naturalmente en dimension cualquiera.

La estructura del capitulo que se presenta, con un desarrollo que sugiere una
“forma natural” de obtener los resultados es, sin duda, una consecuencia que produce
el conocimiento completo de la solucion del problema y que permite presentarlo de
una forma tan elaborada que puede dejar oculta la dificultad que presentd encontrar
pautas para su resolucion.

1.1 Estructura de las AL3FGN

En esta seccién, en primer lugar, se obtendra una primera aproximacion a la es-
tructura de las algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente [15]. Luego se
estudiardn todas las situaciones admisibles que den lugar a dlgebras de este tipo,
ya sean escindidas o no. Se finalizard con el teorema de estructura de las citadas
algebras.

En toda la seccién g designard un dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada natural-
mente de dimensién n.

Siempre sera posible encontrar un vector (caracteristico) Xo € g — [g,8] v una

base adaptada {Xo, X1, X2, X3, ..., Xn—-3, Y1, Y2} tales que
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[Xo, Xi] = Xipp 1<1<n—4
[X07Xn~—3] =0
[Xo, Y1] = 0
(X0, Y] = 0

por lo que la sucesién central descendente verificara que
Cl(g) o< Xi+1,Xi+2,...,Xn_3 >, 1 SZSTL—4

Se tiene, ademas, el siguiente resultado técnico pero de gran importancia practica.

Lema 1.1.1. Sea {Xo, X1, ..., Xn-3, Y1, Y2} una base adaptada del dlgebra de Lie g,
3-filiforme y de dimension n. Entonces

X1 ¢Clg) e Yi,Y2¢C"(g)

Demostraciéon. Las condiciones de Jacobi aplicadas a los vectores Xo, X;,Yj,
1 <1< j<n -3, permiten escribir

[XO’ [Xian]] = [Xi+1’Xj] + [Xian-H]: 1<i<j<n—4
[XOa [X’i)Xn—3]] = [Xi+17Xn~3]7 1 S ’L S n— 4

Se deduce que los diferentes productos corchete entre vectores de la base, [X;, X;],
pueden obtenerse con la ayuda del siguiente proceso recurrente:

[(Xn—a, Xncs), [ Xnos, Xnal, [Xn-s, Xn-als- ., [Xe, Xns]y oy [ Xe, Xewa], - -

Vamos a demostrar, primeramente, que X; ¢ C'(g) y lo vamos a hacer en dis-
tintos pasos.

o X1 ¢ [V1,Y3].
Si X, € [V1, Y2, la relacién de Jacobi Jac(Xo, Y1, Y2) muestra que
0 # [Xo, [Y1, Ya]] = [[Xo, V1], Ya] + Y1, [Xo, Y2l = 0
lo cual es una contradiccién.
¢« Xi ¢ [X, Y], 1<i<n-3 1<j<2
SiX; €[X;,Y;], 2<i<n-3,1<j <2, larelacién de Jacobi Jac(Xo, Xi-1,Y;)

implica que [Xo, [Xi1,Y;]] = [X:,Y;] y se deduce que X; € Im(adXo), lo cual es

una contradiccion.
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Que X; ¢ [X1,Y;], 1 < j <2 es ahora evidente por nilpotencia de Y.

e X;1 ¢ [X,, X)), 1<i<ji<n-3

Si X1 € [X;, Xn-3], 2 <1< n—4,sesigue de Jac(Xo, Xi—1, Xn_3) que
[Xo, [Xi-1, Xn-s]] = [Xi, Xn_3]

y se deduce que X; € Im(adXp), lo cual es una contradiccién.
Que X; ¢ [X1, X.—3] es evidente por nilpotencia.

Sea ahora (r,s) con 2 < r < s tal que [X,,X;] es el primer producto que
contiene X; como sumando, con coeficiente no nulo, en la combinacién lineal en que
se expresa. Entonces,

JQC(Xo,Xr,XS_l) = [Xo, [Xr,Xs—l]] = [Xr+1,Xs-1] -+ [XT,XS] =X, € Im(adXO)

lo cual es una contradiccion.
Que X; ¢ [X1,Xk], 2 <k < n — 3 es evidente por nilpotencia

Para finalizar la demostracion del lema hay que comprobar que los vectores
Y1, Y, no pertenecen a C"~3(g). Basta observar que si fuese Y; € C*™3(g) para algin
J € {1,2}, el indice de nilpotencia de g serfa n —2 o n — 1, con lo que g seria
casifiliforme o filiforme, contra lo supuesto. a

Obsérvese que si se identifica cada vector a su clase se obtienen las relaciones

C%g)/CH(g) D < Xo,X1>
C'Y(g)/Ci(g) D < X:>, 2<i1<n-—3

y se deduce el siguiente corolario
Corolario 1.1.2. Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme de dimension n, graduada

naturalmente grg = @;cz i, ¥ sea {Xo, X1,...,Xn-3, Y1, Y2} una base adaptada
de g. Se tiene entonces que

g1 D < Xo, X >
g D < X; > 2<1<n-3
g = {0} si 1<0 o 1>n—2
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Demostracién. Los subespacios que constituyen la graduacién natural son
g:=C"(g)/C'(g) , 1<i<n-3

y de lo visto anteriormente son evidentes las citadas relaciones de contenido. i

Los vectores Y; e Y; deben pertenecer a alguno de los cocientes y ello va a motivar
la consideracién de notaciones distintas relacionadas con el o los subespacios a los
que pertenezcan dichos vectores.

Se acaba de probar que las élgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente
son graduaciones finitas con exactamente, n — 3 subespacios no nulos, es decir, que

n—-3
g= @gzv < XOaXI >C o, < Xz >C i, 2 < i S n— 3a [giagj] C Giyj VZ,]

1=1

verificindose que

n—3
2 <dim(g) <4, 1<dim(g)<3, 2<i<n-—3, y Y dim(g)=n.
=1

Se va a representar por u(n,ri,r2) a la familia de leyes de dlgebras de Lie 3-fili-
formes, donde n es la dimensién y r; y r; las posiciones de los subespacios de
la graduacién natural donde aparecen los vectores Y; e Yy, 1 < ry,rg < 0 — 3,
respectivamente. Ademads, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que r; < rs.
En lo sucesivo, siempre que no haya lugar a confusién, se hablard del caso (n,r1,72).

1.1.1 Valores admisibles de r{ y

Se va a probar en esta seccién que si el dlgebra correspondiente es no escindida r; y
ro tienen que ser impares y distintos y ambos mayores que 1. Se abordardn también
los casos en los que se obtienen algebras escindidas.

I) Caso (n,1,1)
I.1) Subcaso (4,1,1)

Las algebras 3-filiformes tienen por invariante de Goze (1,1,1,1) y es evidente
que s6lo hay una, la abeliana.
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I.2) Subcaso (5,1,1)

Proposicién 1.1.3. Las dlgebras de ley p(5,1,1) son isomorfas o bien a una suma

directa L3 ® C? o bien a Hs.

Demostracién. Las élgebras £3® C? y H, son, obviamente, no isomorfas. Tienen,
por ejemplo, diferente dimensién del centro.

Los subespacios de la graduaciéon natural son ahora

o = <X07X17Y'la)/2>
g = <Xp>

La ley de g vendra determinada por

[X0>X1] - X2

[Xla)/l] - d1X2
[leYZ] = fiXo
M, Ya = hX

Se puede suponer d; = 0 = f;, sin mds que aplicar el cambio de base definido por

Y, = Yi+diXo

{X{ = X 0<i<?2
Y, = Y2+ fiXo

y se obtiene la familia de leyes expresada mediante

[XO)X1] = X2
[}/17Y2] = hX?

Se puede suponer h = ¢ € {0,1} porque, si h # 0, el cambio de base dado por

Y = %

X = X; 0<i<?
Y, = Y

permite suponer A = 1. En consecuencia, resulta el dlgebra de ley

[Xo,Xl] = X2
[YlaY2] = X, S {Oal}

que se corresponde con un 4lgebra L3 @ C? si e = 0 y con el algebra de Heisenberg
H, sl e=1. a
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I.3) Subcaso (n,1,1), n > 6

Proposicién 1.1.4. Las dlgebras de leyes p(n,1,1), n > 6, son isomorfas a una
suma directa g(—2) ® C?, donde g(n_y) representa un dlgebra filiforme graduada
naturalmente de dimension n — 2.

Demostracién. Los subespacios de la graduacién natural son ahora

g = < Xo,X1,V1,Ye>

g = <X;> 2<1<n—-3
La ley de g vendra determinada por

[Xo, Xi] = Xipa 1<:<n-4

[X,',X]'] = aini_H' ].SZ(]ST&—Z—g

[X,‘, Yl] = d{XH.I 1 S 7 S n—4

(X, Y2] = fiXin 1<:1<n—-4

[}/17)/2] = h’X2

Al aplicar la identidad de Jacobi se obtienen las siguientes restricciones

JaC(XQ,)/l,Y'z) = [XQ,[K,Y'Q]] =0= hX3 =0=>h=0

Jac(Xo, Xi,Y;), 1 <i<n—5,1<j<2= [Xo,[ Xy, Y]] = [Xitr, Vi] =
= d;=diy1, fi=fiy1, 1 <i<n—-5=>di=dy, fi=fH,1<i1<n—-4

y la ley de g se convierte en

[Xo, Xi] = Xipa 1<:<n—4
[Xi,XJ'] = aini+]‘ 1_<_i<j§n—i-—3
[Xi, }/1] = dIXi-}-l 1 S 1 S n—4
[Xi,Y2] = leH-l 1<:<n—4

Ademas, se puede suponer d; = 0 = fi, sin mds que efectuar el cambio de base dado
por

X: = Xi 031§n—3
Y/ = Yi+diXo
Y, = Yo+ fiXo

por lo que g es isomorfa a un algebra de ley dada por
[Xo, Xi] = Xipa 1<i<n—4
[Xi,Xj] = (lz'jXH_j 1§i<j§n—i—3

que se corresponde con un algebra g(,—2) ® C?, siendo g(n—y) filiforme de dimension
n — 2 y graduada naturalmente. 0o
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IT) Caso (n,r1,71), 2<r;<n-—3

Proposicién 1.1.5. No eziste ningin dlgebra de ley p(n,r1,71), 2 <r; <n —3,
cualquiera que sea la dimension n € N.

Demostracién. Los subespacios de la graduacion natural resultan ser

451 = <X(),X1>
g = <X;> 2<i1<n—-3,1#mn
9, = <Xr17}/i,}/2>

La ley de g vendra determinada por

[ [Xo, Xs] = Xina 1<i1<n-4
(X, X;] = ayXigy 1<i<j<n—i=3,i+j#n
(X, Xp—i] = @in-iX,, +0YV1+caYe 1<i<T
[Xi, Y] = diXiyr, 1<i<n-3-r
[X'hl/?] = fiXH-n 1 S"' Sn_?"—rl
L [Y1,Y2] = hXy, h=0 si r>22

Al aplicar la identidad de Jacobi se obtienen las siguientes restricciones

Ja‘c(XO;Xi,Xrl—l—i)a 1 S 1 < £2L - 17 ™1 Z 5= [X07 [Xi;Xrl—l—i]] = [Xinrl—i]+

H[Xip1, Xrj—1-i] = bi = =bip1, ¢ = —ciy1 = b = (_1)1'—161’ ci = (=1)"1ey,
1<i<, rm>5

29
Sir; = 3,4 sdlo existen by y ¢;, luego

bi = (—=1)"1by, ¢ = (1) ey, 1<i < 3 >3

Como la ley de g ha quedado determinada por

([ Xo, Xi] = Xy 1<i<n-—-4
[Xi,Xj] = ainiﬂ- 1<i<j3<n—1-3,
i+ 7 F#1r
[(Xi, Xri=i] = @ip-iXe + (-1)7H Y1+ aYy) 1<i<Z
[X:, Y1 = diXiyr, 1<i:<n-3-n
[Xi, Ya) = fiXiqr, 1<i:<n—-3-n
(Y1, Yo = hXs, h=0 s r > 2—53

se deduce que g,, =< X,,,b1Y1 + a1Ya >= dim(g,,) < 2, lo que es imposible. O
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IIT) Caso (n,1,r2), 2<r; <n—3

IT1.1) Subcaso (n,1,2)

Proposicién 1.1.6. No eziste ningin dlgebra de ley u(n,1,2) cualquiera que sea la
dimension n € N.

Demostracién. Los subespacios de la graduacién natural son ahora

g = <X0,X1,Yi>
g = <Xp,Y¥p>
g = < X;> 3§i§n—3

La ley de g vendra determinada por

(X0, Xi] = Xiqa 1<i:<n—-4
[Xt‘,Xj] = ainiH 1§i<j§n—i—3
) [X1,Y1] = diXs+e),
[X:, Y] = diXip 2<1<n—-4
[(Xi,Y2] = [fiXise 1<i1<n-=5
[ Y1,Y2] = hX; h=0 si n<6

VA € C se cumple que AXy + X; € [g, g, siendo su matriz adjunta

/ 0 0 0 0 0 0 0\
0 0 0 0 00 0
-1 A 0 0 0 d 0
0 0 A+a 0 00 fi
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ...A+a1,n_4000
0 0 0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 0 e 0

En dicha matriz no puede haber ningin menor de orden n — 3 no nulo por ser
(n —3,1,1,1) el invariante de Goze de g. En particular, debe ser cero el menor
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A 0 0 0 dy

0 A+a12 0 0 0

0 0 A—I—a13 0 0

0 0 0 ... 0 0 | =eATlS (A +au)
0 0 0 0 0

O O O A+(117n_4 0

0 0 0 0

Siempre se puede elegir A tal que

A£0 y T[(A+a) £0

=2

por lo que se deduce que e = 0. Luego, Y, ¢ C!(g), lo que corresponderia al caso
(n,1,1) ya estudiado. O

IT1.2) Subcaso (n,1,73), 3<r; <n-—3

Los subespacios de la graduacion natural son ahora

91 = <XO7X17)/1>
g = <X;> 2<i1<n-—-3,1#mr
g, = <X,,Y2>

La ley de g vendra determinada por

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<n-—4
[Xi,Xj] = ainH.j 1§Z<_]Sn-l~—3,l+j7£7‘2
[(Xi, Xrp—i] = @ip—iXo, +cYs  1<i< 2
[Xz}}/l] = diX{+1 1§z§n—4,z+175r2
(Xry1,Yi] = drpo1Xs, + €Y
[X:, Y3 = [fiXitr 1<i1<n—-3-r;

| Y1, Y] = hXi14r h=0 si r;=n-3

Al aplicar la identidad de Jacobi se obtienen las siguientes restricciones

JaC(X07Xr‘2—27}/1) = [X07 [XT2—27}/1]] = [Xf'z—l))/l] = drg—l = dr2—2 Yy e= 0
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Jac(Xo, X, Vi), 1<i<n—5, i £ 1 —2= [Xo, [Xo, Vil = [Xip1, Yi] =
=di=diy, 1<i<n—5, 1#r,—2
De ambas, se sigue que d; =d;, 1 <1 <n—4
Jae(Xo, Xi,Ya), 1< <n—rs—4 = [Xo,[Xi, Ya]] = [Xigr, Vo] =
= fi=fiq, 1<i<n—-rn—-4=fi=fi 1<i<n-r-3
Jac(Xo, Xiy Xrpm1-i), L <1< 2—1, 13 > 5 = [Xo, [Xi, Xrpo1-i]] = [Xiy Xrpi]+
H[Xis1, Xrpo12i] D 6= —ciy1, = ci=(—1)"1e, 1<i< B, 125
Si ry = 3,4 sélo existe ¢y, luego ¢; = (—1)"tey, 1 <i< 2, 1323

Ademis, el cambio de base definido por las relaciones

X! = X; 0<i1<n-3
Y/ = 1 +diXo
Y, = Y

demuestra que d; se puede suponer nulo.

La familia de leyes resultante se expresa mediante

[Xo, Xi] = Xin 1<i<n—4

(X, Xj] = aijXiy 1<i<j<n—i—3,i+j#£r
(Xiy Xrpmi] = GigpaiXey +(—1)TeYe 1<0< 7

(X, Yo = fiXitr, 1<i<n—3-r,

(Y1, Y] = hXitr, h=0 si ro=n-—3

Se van a estudiar ahora, separadamente, cuando r, es par y cuando es impar.

I11.2.1) Subcaso (n,1,73), 3<r; <n -3, ry par

Proposicién 1.1.7. No eziste ningin dlgebra de ley pu(n,1,r3), 3 <ry <n —3,
ro par, cualquiera que sea la dimension n € N.

Demostracidn. Se tiene que

Jac(Xo, Xro=2, Xz2) = [Xo, [Xnz2, X} = [Xn2, Xpa] = 1 = 0= Y5 € Cl(g),

lo que corresponderia, de nuevo, al caso (n,1,1) ya estudiado. 0
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I11.2.2) Subcaso (n,1,72), 3 <r; <n—235, r, impar

Proposicién 1.1.8. Las dlgebras de ley p(n,1,ry), 3 < ro < n —35, ry impar,
son isomorfas a una suma directa gum-1) ® C, donde g(,_1) representa un dlgebra
2-filiforme graduada naturalmente de dimension n — 1.

Demostracion. Se cumple que

Jac(Xo,Y1,Y2) = h =0 con lo que la ley de g vendrd determinada por

Xo, X:] = Xim 1<i<n—4

[XQ,X]] = ai; Xy . 1Si<j§n—i—3,i+j§£7‘2
[Xanz z] = ai,rQ—inz + (—1)1_1C1}/2 1 S 1 < %2'

[Xza%] = leH-rz ISZSTL—3—‘I"2

Se ha de cumplir que ¢; # 0, porque de lo contrario, Y ¢ C'(g) y se tratarfa del
caso (n,1,1).

Como Y] € Z(g) e Y1 ¢ [g, 9], se deduce que la ley de g corresponde a la de una

suma directa g(,—1) ® C, donde g(,_1) es un dlgebra casifiliforme de dimensién n — 1
graduada naturalmente. i

I11.2.3) Subcaso (n,1,n —4), n —4 impar

Proposicién 1.1.9. Las dlgebras de ley pu(n,1,n—4), n—4 impar, son isomorfas a
una suma directa g(,—1)®C, donde g(,_1) representa un dlgebra 2-filiforme graduada
naturalmente de dimension n — 1.

Demostracidon. Se verifica que g es isomorfa a un édlgebra de ley

[Xg,Xi] - Xz'—}-l 1 S 1 S n—4

[Xi, X = aijXiy; 1<i<j<n—i=3,
< . i+7#n—4

(Xi, Xneaei] = @ipea—iXnoa+ (1), 1<i<22

(X1, Y] = fiXn_
\ [)/17}/2] = th——B

JaC(X{,Xn_4_i,}/1), 1< 1 < % = [le, [Xi7Xn~—4—i” =0= Clh = 0.

Se debe cumplir que ¢; # 0 porque, si ¢; = 0, entonces Y, ¢ C!(g). Por tanto,
se deduce que h =0y como Y; € Z(g) e Y1 ¢ [g,4], la ley de g corresponde a la
de una suma directa g(,—1) @ C, donde g(,_1) representa un algebra casifiliforme de
dimensién n — 1 graduada naturalmente. a
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I11.2.4) Subcaso (n,1,n —3), n — 3 impar

Proposicién 1.1.10. Las dlgebras de ley p(n,1,n—3), n—3 impar, son isomorfas
o bien a una suma directa g(n_z) D C?, donde g(n_2) Tepresenta un dlgebra filiforme
graduada naturalmente de dimension n —2 o bien a g(n—1) ® C, donde g(,_1) repre-
senta a un dlgebra 2-filiforme graduada naturalmente de dimension n — 1.

Demostracién. La ley de g estd determinada ahora por

[Xo, Xi] = Xin 1<i<n-—4
(X, X;] = aijXiy; 1<i<j<n—1i-3,
1+7#n—3

[(Xi, Xn_si] = @Gin-s-iXna+ (=1, 1<i<23?

Si ¢; = 0 el dlgebra se puede expresar como g(n—2) @ C?, donde g(n_y) es filiforme
graduada naturalmente de dimensién n — 2 y si ¢; # 0 corresponde a un algebra
g(n-1)DC, donde g(,_) es casifiliforme graduada naturalmente de dimensiéon n—1.0

IV) Caso (n,ry,r2), 1 par, 2<r;<n—4, ry<r,<n-3

IV.1) Subcaso (n,2,73), 3<r; <n-—3

Proposicién 1.1.11. No eziste ningin dlgebra de ley p(n,2,72), 3 <ry <n —3,
cualquiera que sea la dimension n € N.

Demostracién. Los subespacios de la graduacion natural son ahora

g = <Xo,Xi>
g2 = <X27}/1>
g, = <X, Y2>
g = < X;> 2§i§n—3,i#2,r2

Al ser g, = C'(g)/C?(g), se deduce que Y; € C*(g) y, por tanto, dicho vector ¥; debe
aparecer en [Xp, X1], lo que es imposible. O

IV.2) Subcaso (n,ry,r3), ry par, 4<r;<n—4, rn<ry<n-—3

Proposicién 1.1.12. No eziste ningin dlgebra de ley p(n,ry,r2), 4 <rp <n—4,
r <1y <n—3,r par, cualquiera que sea la dimension n € N.
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Demostracion. Los subespacios de la graduacién natural son ahora

g = < Xo, X1 >
g, = <X,,Y1>
g, = <X,,¥2>
g = <X;> 2<i<n=3, 1# 71,1

La ley de g vendra determinada por

'[XO ] = XZ'+1 1SZSTL“4
[Xi, X;] = aijXiy; 1<i<j<n—i-3,i4+j#r,m
[XHXH z] = ai,rl—inl + szi 1 S 1 < 12]'

) [Xz;sz z] - ai,rg—ing + CiYé 1 S 1 < 522'
[X,,Y] = din'-I-n 1SZ.STI—3—T'1,?:#T2—T'1
[Xr‘g—‘f'17 ] = df'g—f'erg + e}/Z
[X“Y] = fiXi_an 1 S’LST?,—3—'I"2

| [Y1,Y5] = hX; 4r, h=0 si ra>n—3—n;

Al aplicar la identidad de Jacobi se obtienen las siguientes restricciones
JGC(Xo,Xi,X,-I_l_,’), 1 Sl < %—1, 8] Z 6= bi = —bi+1, 1 S ) < 12]‘—1/ IS 2 6=

= b, =(— )’1b1,1<2< ry > 6

2
Si r; = 4 sdlo existe by = b; = (— )‘ 1, 1<1<Z 2, >4

Jac(Xo, Xn_1, Xn ) =>b=0=Y ¢ C'(g) lo que corresponderia al caso (n,1,73)
ya estudiado. O

V) Caso (n,r;,r2), r; impar, r; par, 3<r;<n—4, rn+1<rmn<n-3

Proposicién 1.1.13. No existe ningin dlgebra de ley p(n,ry,72), m1 impar, ry par,
3<r<n—4, r1+1<ry <n—3, cualquiera que sea la dimension n € N.

Demostracién. Los subespacios de la graduacion natural son ahora

g = < Xo, X1 >
g, = <Xr17Y1 >
g, = <X, V2>

g = <X;> 2<i<n-—38, 1#£r,nr
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La ley de g vendrd determinada por

[ [Xo, Xi] = Xip 1<i:<n-14
[Xi,Xj] = aini_}_j 1Si<j§n—i—3,i+j§£7‘l,7'2
[(Xi, Xp—i] = aip-i X 401 1<0<T

| X Xepi]l = aipiXoy +aYe 1<1<7

[ X, Y1 = d;Xitr 1<i<n—-3-ry,1#r;—m
[XT'z—Tl 3 Yi] = dr2~r1 Xrg +eYs
[X:, Y] = fiXitr, 1<i<n—-3-r;

\ [Y13Y2] = th1+7‘2 h:0 s Ty > 7’L"‘3—7‘1

Jac(Xo, Xiy Xppm1-i), 1 <i< 2 =12 ca=—c¢p, 1 <1< Z-1=
=>c=(-1)""e, 1 <1< 2

Se verifican dichas ignaldades, independientemente de que sean ry # ry —1 6
ri =ry— 1 ya que [Xo,Y1] =0

JClC(X(),XLZz_l,X%z) = €1 = 0

JClC(Xo, Xr2—r1—17}/1) = e=10

Se deduce que Y; ¢ C'(g) lo que es imposible, pues seria r; = 1. 0
Nota 1.1.14. Se acaba de demostrar lo que se indicaba al principio de la subseccién,
es decir, que los casos (n,r1,73) con r; o 7, par no son admisibles y que no puede
ocurrir que los vectores Y] e Y; estén en el mismo subespacio de la graduacion natu-
ral excepto en el primero (cuando esto dltimo sucede, es decir, en los casos (n, 1, 1)

aparecen algebras escindidas trivialmente esperables, salvo cuando n = 5 que surge
también el algebra de Heisenberg).

1.1.2 Teorema de estructura de las AL3FGN

Vamos a obtener, a continuacion, la estructura general de la ley de un algebra de
Lie 3-filiforme graduada naturalmente de dimensién arbitraria n.

Teorema 1.1.15. (de estructura de las AL3FGN) Cualquier dlgebra de Lie g,
con dim(g) = n, n > 8, 3-filiforme graduada naturalmente es isomorfa a una
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de la familia de leyes siguiente, que puede ser expresada, en una base adaptada

{Xo, le-'-7XH—37 Yi? Y2}; por

[Xo, Xi] = Xina 1<i1<n—-4

[Xi, Xj] = ai; Xiy; 1<i<j<n—-3-—1i 1+j5¢{r,r}
[X“Xrl—z] = Qr—iXr, +( 1)i_1}/1 1<:< 512_—1

[Xi, Xrpmi] = Gipgmi Xy + (=171, 1<i< 252
[
[
[

X, V1] = dXigr, 1<i<n—-3-—-mn
X‘L;}/'z] fX‘t'+f'2 ISZSn_3_T2
[ [Y1,Y2] = hXnos h=0siri+rys#n—3

stendo 3<ry <ry<n-—3, r; y ry impares.

Demostracién. Sea g un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente de
dimensién n y sea {Xo, X1,...,Xn-3, Y1, Y2} una base adaptada de g.

Analizados todos los casos anteriores, podemos suponer que la ley de g corres-
ponde al tipo u(n,ry,re), con 3 <ry <ry; <n—3, r; y rp impares.

n-3
Se cumple que g = € gi, donde

=1

g = <Xo,X;>
i = <X1> QSZ.STL—?),Z‘#TDT'Q
grl - <XT‘17}/1>

gr, = < XrZ’)/Z >

y, en consecuencia, la ley de g, vendrd determinada, salvo antisimetria, por los
siguientes productos corchete:

[Xo, Xi] = Xipa 1<:<n—-4

[Xi, X;] = ai;j Xiy; 1<i<j<n—-3-1 i+j¢{r,r}
[Xi, Xry—i] = @ip—iXp, +0Y7 1 <i< izt

[Xiy, Xrpi] = @QipeiXp, +aiYa 1<i< 2L

[Xi, V1] = di Xitr, 1<i<n=3-r; 1#£rm—n
(Xry—ry, V1] = dryer, X, + €Ya
[Xi, Yo] = fiXitr, 1<i<n—-3-r;

\ [Yl,yz]:than siri+rg<n-—3

De Jac(Xo, X;,—r, -1, Y1) se sigue que d,,—,, = dry—r—1 y € =0.
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De Jac(Xo, Xi, Y1), 1 <i<n—4—ry, i #ry—r; junto a dry—yr, = dpy—ry-1 s€
sigueque d; =d, 1 <1 <n—-3—-ry.

De Jac(Xo, X;,Y2), 1 <i<n—4—rysesigueque fi=f, 1<i1<n—-3-ra.

Siry 41y #n —3, de Jac(Xo, Y1, Y2) se sigue que h = 0 (Obsérvese que para
ry + 7, = n — 3 la identidad de Jacobi anterior resulta trivialmente).

Si r; = 3 sélo existe b, = b.
Siry >5,de Jac(Xo, Xi, X —ic1), 1 << 112_—3, se sigue que
[Xo, @i py—ic1 Xpy—1) + [Xiy =Xy mi] + [ Xy i1, Xin] = 0 =
= Qi —ic1 Xy — Qi —iXr, — 0iY1 — Gig10 i1 Xy —bi1Y1 =0
(Obsérvesequelgigﬂg—:"@i<1%'2<=>2i<r1—2(:>i+1<r1—i—1)
En consecuencia, se cumple que —b; — b;4; =0, 1 < < 515_—3 =

= bipr = —bi, 1 <i< B2 = b= (-1)71, 1 << Bt

Anélogamente, de Jac(Xo, X;, Xry—i-1), 1 <1< 522_—3, se sigue que

7'2—1

2

¢ = (=1)""¢, 1<i<
Es evidente que b # 0 y ¢ # 0 porque de lo contrario Y; ¢ C'(g) o Y2 ¢ C'(g) ¥
se tratarfa de una situacién inadmisible ya que Y; € C"'71(g) e Y2 € C™7'(g).

El cambio de base definido por las relaciones X! = X;, 0 <1 <n -3, Y] =bY,
Y, = cYa, permite suponer que b = 1 = c y, por tanto,

b = (=1)7, 1<i<nd
¢ = (=1)7, 1§i§£25__1

En consecuencia, se ha demostrado el teorema de estructura de las algebras
3-filiformes graduadas naturalmente. a

Nota 1.1.16. En el caso (4,1,1) sélo hay un algebra de Lie 3-filiforme graduada
naturalmente, la abeliana.
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Nota 1.1.17. En el caso (5,1,1) solamente hay un dlgebra de Lie 3-filiforme gra-
duada naturalmente escindida £3 @ C?, y una no escindida, H, (dlgebra de Lie de
Heisenberg de dimensién 5).

Nota 1.1.18. En el caso (n,1,1), n > 6, todas las algebras de Lie 3-filiformes gra-
duadas naturalmente posibles son de la forma g,_s) @ C?, donde g(,_2) representa
un algebra de Lie filiforme y graduada naturalmente de dimensién n — 2.

Nota 1.1.19. El caso (n,1,72) , 3 < ry < n —4, r; impar, se reduce a una suma
directa g(,_1)@® C, donde g(,_;) representa un algebra de Lie casifiliforme y graduada
naturalmente de dimensién n — 1.

Nota 1.1.20. El case (n,1,n — 3), n par, se reduce o bien a una suma directa
g(n-2) ® C?, donde g(,_5) representa un dlgebra de Lie filiforme y graduada natu-
ralmente de dimensién n —2 o bien a g(,_1) ® C, donde g(,_) representa un algebra
de Lie casifiliforme y graduada naturalmente de dimensién n — 1.

1.2 Ejemplos

Se presentan aqui algunas algebras de Lie o familias de algebras de Lie 3-filiformes
graduadas naturalmente no escindidas y no isomorfas dos a dos. Aunque se pre-
senten como ejemplos, se vera a lo largo del desarrollo de todo el capitulo que son,
precisamente, todas las graduadas naturalmente no escindidas existentes para cada
dimension n.

Para cada valor de n > 11 habra que considerar dos familias bi-paramétricas
y localmente finitas de dlgebras dos a dos no isomorfas que generalizan, en cierto
sentido, a las dlgebras filiformes £, y Q. (de manera andloga a lo que ocurre con
éstas, la primera sera valida para todas las dimensiones y la segunda solamente para
dimensiones pares). Por analogia, se designaran mediante £(n,ry,r2) y Q(n,r1,72),
respectivamente. También hay que considerar dos familias uni-paramétricas y lo-
calmente finitas de algebras dos a dos no isomorfas, que llamaremos “terminales”
y de las cuales, una de ellas sera vélida solamente para dimensiones impares y
la otra sera valida solamente para dimensiones pares. Por razones que quedaran
claras mas adelante, se designaran mediante 7(n,r;,n — 5) la familia correspon-
diente a las dimensiones pares y 7(n,r;,n — 4) la correspondiente a las impares.
Demostraremos en las dos siguientes secciones que estas algebras mencionadas son
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las dlgebras 3-filiformes graduadas naturalmente y no escindidas en el caso general
para dimension n > 11.

Las dimensiones menores a 11 precisan un estudio singular [10]. Asi, en di-
mensién 5 existe un dlgebra no escindida (la de Heisenberg); en dimensién 8 existe
otra algebra aparte de la £(8,3,5); en dimensién 9 la situacién es parecida, con un
algebra excepcional y las lgebras £(9,3,5) y 7(9,3,5); finalmente, en dimensién
10 existen tres excepcionales y una familia infinita uni-paramétrica ademas de las

algebras £(10,3,5), £(10,3,7), £(10,5,7) y 2(10,3,5).

Todos los ejemplos estan expresados por leyes referidas a una base adaptada
{Xo, X1, X2, ..., Xn_3,Y1,Ya}, siendo n la dimensién del dlgebra y Xo un vector
caracteristico.

Ejemplo 1.- Se va a denotar mediante £(n,71,73), Q(n,71,72),7(n,7r1,n = 5) ¥
7(n,r1,n — 4), respectivamente, a las familias localmente finitas de algebras de Lie
de dimensién n cuyas leyes vienen definidas por

L(n,ri,ry) (n>8, ry, roimpar, 3<r <ry <n—23):

1

[XOaXi] = Xip 1<i<n—4
[XthJ—‘i] = (_l)i_l}/} 1 S i S :12;3 1 S] S 2

Q(n,ry,m) (npar, n>10, ry, rp impar, 3 <7y <7y <n—35):
[X07Xi] = X‘i+1 1§z§n—4
[Xi, Xo,md] = (FD)FY; 1<i<iE, 1<j<2
[(Xi, Xnoai] = (=1)7'X,5 1<i<22

r(n,r,n—5) (n par, n > 12, r impar, 3<r<n—7):
[XOaXi] = XH—] 1 _<_z§n—4
(X, X,—] = (-)'7'N 1<i<gt
[XiaXn—S—i] = ( ) ( n—5 + }/2) 1 S 1 S 2_2_—6
[Xi, Xnoami] = (-1)1=22X, 0 1<a<ng?
[Xi, Xnoami] = (=1 - )@—MX 1<i<st
L [Xi, Y7 = iG_Tann-swri 1<:<2
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T(n,r,n—4) (n impar, n > 9,

( XOaXi]

[

[Xiv Xr—i]
(X, Xn—a—]
[

[

Xiy Xn—s—i]
Xla }/2]

\

Nota 1.2.1. El algebra de Heisenberg de dimensiéon 5 se denota mediante H, y

viene dada por

Ha

Ejemplo 2.- Se van a denotar mediante ¢(8, 3,5), €(9, 3,5) €17(10,3,5) y €27(10, 3, 5),
respectivamente, a las algebras de Lie o familias de algebras de Lie (de dimensiones

r impar, 3 <r<n—6):

Xin 1<i<n-—
(=)™ 1< < gt
(m1)(Xnoa 4+ Yy) 1<0<258

| o
ot

() e, o 1< <
5;71 Xn—S

|

[XOaXI] = X2
Y1, Y2] = X,

:{

respectivas 8, 9, 10 y 10) tales que sus leyes vienen dadas por

€(8,3,5) :
[Xo, Xi] = Xipn 1<i<4
[X1, X2 =Y
(X1, X4] =Y,
(X2, X3] = =Y,
[X1,Y1] = X4
| [Xe M) = X5
€47(10,3, 5)
([ X0, Xi]=Xiz1 1<:<6
(X1, X2 =1
(X1, X4] =Y,
[X1, Xe] = X7
! [Xe, Xa] = —Ya
[X2, X5] = —v X7
[X37X4] = 7X7
X Yi]=Xips 1<i<d
[Xi, Y] = Xips  1<i<2

4

€(9,3,5) :
[ ([ X0, Xi] = Xipy 1<i<5
(X1, Xl =Y
[Xl,X4] =Y,
(X2, Xs] = =Y,
(X, V1] =Xips 1<4<3
\ [XI’Y2] - XG
€27(10,3,5) :
([ Xo, Xi] = Xiga 1<i<6
(X1, Xa] =Y
(X1, X4 = X5+ Y,
(X1, X5] = 2X6
[X1, Xe] = (3 —7) X7

[X2, X5] = = X5 - Y3
[Xa, X4] = — X6
(X2, X5] = (-1 +9)X7
[X37X4] = —’YX7
[X;, Ya] = —2Xiys

v €40,1,3}

1<:<2
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Teorema 1.2.2. Las dlgebras L(n,r1,73), Q(n,71,72), T(n,r1,n=5) y 7(n,r1,n —4),
descritas anteriormente en el ejemplo 1 (con las correspondientes restricciones para
n, r1 y ry indicadas en cada caso), son todas dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas
naturalmente y dos a dos no isomorfas.

Demostracién. Es evidente que todas las dlgebras citadas son 3-filiformes y
graduadas naturalmente.

Si gy g son algebras de Lie cuyas leyes son, respectivamente, de tipos pu(n,r1,72)
y p(n,rl,rh) con (r1,r9) # (rf,r}), se tiene que g y @ son no isomorfas pues, en tal
caso, no son iguales las dimensiones de alguna de las parejas de ideales C"'(g) y

€ (), C(g) ¥ C(8), C"i(g) ¥ CT1(8), C"2(g) y C"2(2)-

En efecto, si g es dlgebra de Lie de tipo u(n,r1,72) y {Xo, X1, X2,. .., Xn-3, Y1, Y2}
una base adaptada, entonces, los subespacios r; y r2-ésimos de la graduacién natural
son

9 :Crl_l(g)/crl(g) = <Xr17}/1>
Gr, :Crz_l(g)/crz(g) = <Xr27Y2>

Andlogamente, si la ley de g es del tipo u(n,r|,r5) v {Uo, U1, Uz, ..., Un_s, Vi, Va}
una base adaptada, se cumple que

gy = CiT@/Ci(E) = <UypVi>
gy, = C27i(g)/C=(a) = <Uy, V2>

Caso 1: ry #14
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer ry < 75,

Si g es del tipo p(n,r1,79) y como se verifica que 1y < 1o, 7y <715y
c%(g) :)<Xi+laXi+2)"'aXn—3 >, 1SZS’R—4
se cumple que

Y, eC M g) AY; ¢ C(q)
YieCn Y g)AYL ¢ C(g) DC(g) = Y1 ¢ C(9)

Se deduce que C™2(g) =< Xyp41, Xrp42, -« -y Xn-g >=> dim(C?(g)) =n —rz — 3.
Si @ es del tipo u(n,r;,r5) y como ry < vy = ry < 1y, — 1 se cumple que
Vel l(g) =V, €C(g) =

= Cr2(§l) o< Ur2+1, Ur2+2, ceey Un_3, Vo >= dzm(C” (g)) >n—rg— 2
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Maids concretamente, se verifica que

‘ =y ) m—Ta—2 si Vi ¢ C(g)
dim(C™(g)) = { n—rs—1 si Vi €C(g)

y, en consecuencia, la dimensién del subespacio ry-ésimo de la sucesion central des-

cendente es diferente y queda demostrado en este caso que cualquier algebra de tipo

p(n,ry,r2) es no isomorfa a cualquiera de tipo u(n,ri,r5).

Caso 2: ry =71y
Como (ry,re) # (r},r3) se deduce que r; # r{ y, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que r; < rj.

Si g es del tipo pu(n,ry,re) y como r; < rp = r; < ry — 1, se cumple que
YieCni(g)AY: ¢ C(g)
Y; €C=7l(g) = Y2 €C(g)

Se deduce que C"'(g) =< Xy 41, X5 42, - . -, Xn-3, Y2 >= dim(C"(g))

Si g es del tipo p(n,ry,rh) ycomor; <rji =>r <rj—1,r <rg
= r; < ry, —1, se cumple que
VieCiTi(g) = Vi el (g)
VaeC(@) = V2 €CT(g)

= CT1 (fj) =< Ur1+17 Ur1+2) ey Un_g, ‘/1, ‘/2 >= dzm(C”(g)) =n-—-—r — 1
y, en consecuencia, la dimension del subespacio ri-ésimo de la sucesién central des-

cendente es diferente y queda demostrado en este caso que cualquier dlgebra de tipo
p(n,r1,7r2) y cualquier dlgebra de tipo u(n,r},r}) son no isomorfas.

A continuacion, veamos que dos algebras cualesquiera, aunque sean del mismo

tipo u(n,ri,r2), pero pertenecientes a dos familias distintas, son no isomorfas.

[ E(n, r1, 7"2) ¢ Q(na TI)TQ)

Se cumple que, por ejemplo, el invariante [C*(g),C!(g)] tiene dimensién distinta,

ya que 1 s
dim([C(L(n,r1,72)),C (L(n,r1,72))]) = { 2 :1 :i ; g
dim([Cl(Q(naThr2))’cl(g(n’rl’m))]) { g : :1 ;g
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e L(n,r1,r2) £ 7(n,r1,7r2), o =1 —4, n—35

Se cumple que, por ejemplo, el centro de g tiene dimensién distinta, ya que

dim(Z(L(n,r1,72))) = 3
dim(Z(7(n,r1,72)))

!
)

o Q(n,r1,m2) £ 7(n,r1,72), ro=n—4, n—>5

Se cumple también que, por ejemplo, el centro de g tiene dimensién distinta, ya
que

dim(Z(Q(n,r1,m2))) = 3
dim(Z(7(n,71,72)))

Il
ro

Teorema 1.2.3. Las dlgebras Ha, €(8,3,5), €(9,3,5) ¢7(10,3,5) (y € C,vy = re®,
r>0,0 € (—%,%]) y 7(10,3,5) (v € {0,1,3}), descritas anteriormente en el
ejemplo 2, son todas dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente y dos a
dos no isomorfas.

Demostracién. Es inmediato que todas las algebras citadas son 3-filiformes y
graduadas naturalmente.

Es evidente que dos 4lgebras cualesquiera que tengan dimensién diferente son
no isomorfas dos a dos. En consecuencia, habrd que demostrarlo solamente para las
4lgebras €1™(10,3,5) y €2(10,3,5), donde 7, € C, 71 =re?, r >0, 0 € (7,5
v 72 € {0,1,3}, que son todas de dimensién 10. Habra que intentar buscar al menos
un invariante que permita distinguir que se trata de dos familias no isomorfas. Para
las 4lgebras de cada una de estas dos familias habrd que efectuar cambios de base

genéricos.
o ¢1M(10,3,5) # 27(10,3,5)

Se cumple que, por ejemplo, tienen el centro de dimensién distinta, ya que

dim(Z(e1™(10,3,5))) = 1
dim(Z(¢*7(10,3,5))) =

El problema de la clasificacién de las dlgebras de Lie de una determinada familia
consiste en la determinacién de todas las dlgebras de la familia anterior que no sean
isomorfas entre si. Estos isomorfismos deberdn corresponder, bien a cambios de base
de Jordan de adX, (manteniéndose invariante el propio vector caracteristico Xo),
bien a transformaciones que cambien el vector caracteristico o a composiciones de
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ambas. Es debido a que cualquier cambio de base genérico puede expresarse como
combinacién lineal de los dos mencionados. Vamos a analizar las dos posibilidades
en cada una de los dos familias.

o ¢17(10,3,5) % €17(10,3,5), ¥ #7v, —v

Recordamos que, siendo {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y1, Y2} una base adap-
tada, la ley de ¢'7(10, 3, 5), salvo antisimetria, viene determinada por los siguientes
productos corchete:

[ [Xo, Xi] =Xipn 1<:<6
(X1, Xo] =1
[X1, X4] = Yo
[X1,X6] =Xy

¢ [Xs, X3] ==Y,
[X2, Xs] = —v X7
[Xs,X4] =Xy
(X, Y1] = Xiys 1<:i<4
[X;, Y] = Xigs 1<1 <2
5

e €17(10,3,5) % €17'(10,3,

Una nueva base de Jordan del operador ad Xy se puede escribir en la forma

X(I) = Xo
Xy = AoXo+ A1 Xy + A2 Xo + AsXs + As Xy + As Xs + AeXe + A7 X7 + BiY 1+
+B,Y,

X; = A Xo+ A X+ AsXy + AuXs + AsXe + As X7

X, = A1 Xs+ A Xy + AsXs + AsXe + As X7
Xy = AiXa+ A X5 + AsXs + As Xy

X, = A1 Xs + A Xe + AsXy

Xé == A1X6 -|- A2X7

X; = AXy

Y/ = AcAiXs+ AoA Xy + (AoAs — A1B1)Xs + (AoAs — A2By) X6+
+[AoAs — AsB1 — A1 By + (2A1A5 — 24:A4 + A7) X7 + AY 1+
+(24;:4;5 — A2)Y;

Y, = AoAiXs + AoA2Xe + [AoAs — A1B1 + (24143 — A2 X7 + A3Y,

\

donde se han elegido los coeficientes de manera que no cambie el vector caracteristico
en la nueva base, es decir, se ha de cumplir que

(X5, Xi] = Xy,  1<1<6
Y = [X], X5
Y; = [X1, Xi]
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El determinante de la matriz de paso de la inicial a la nueva base es Aj! y para
que constituya isomorfismo necesariamente ha de ser A; # 0.
También se debe cumplir que

0 = [X{, Y]] = (AoA1) X4 + (ApA2) X5 + (AoAs — A1By) X6 + (AoAs — AB1) X7 =

ApA, = 0 =>Ap=0alser Ay #0
N ApA, = 0 evidentemente
A(]Ag—-AlBl = 0 = AB =0= B; =0
ApAs — A2B; = 0 evidentemente
0= [X(’h Yﬂ
0= [X{’Xé]
0= [X{’Xé]

(X1, Xg] = APy X7 = Ay X7 =+ X7; & Ayy =1

Se observa que se puede simplificar la expresién de los vectores Y] e Y5:
Y/ = [—A1By + (24145 — 2A,A4 + A7) X7 + ATY) + (24143 — ADY2
Y, = (241 A3 — A2)y X7 + A%Y,

+(24, A543 — A3 4+ A2A4) X4

AQAf:}AQ—_—Ag
A4 = 2A1A2A3—A3+A§A4¢>A4:A4

o
Il

Se verifican también las siguientes igualdades:

(X1, Y] = Xg

(X5, X3l = =Y

(X3, Xa] = 0

(X5, Xt = —AlXy = (—A)AiXr = —'X;
(X5, Xe] = [X3,X7]=0

(X5, Y] = X

(X5, Y] = X7

(X5, X4 = AWXe=v'X;

(X5 Xkl = 0, 5<k<T

R
« 1'1‘,".',"/
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[X3,Yi] = Xg

[XéaY?,] =0

(X5, Xi] = 0, 5<k<T
[(XLY] = X7

(X, Y] =0

[Xs, Y] = 0, 1<i<2
[Xe, X7] = 0

[Xs, Y] = 0, 1<i<2
(X7, Y]] =0, 1<i<2

En consecuencia, se ha demostrado que resultan validos los cambios de base de
Jordan que cumplan:

Ao = 0
Al = ]. é A1 = —1
Aa = %AlAg
Bl = 0
A, B, ¢ C 2<1 <7
Al ser ' = Ajy = v =~ 6 ¥ = —+, se deduce que con estos cambios de base sélo

se puede transformar un algebra ¢'7(10,3,5) en otra ¢'7'(10,3,5) si v/ = +~.
o ¢7(10,3,5) 2 €17'(10,3,5) (Cambios de vector caracteristico)

Para que un vector del algebra pueda ser vector caracteristico, no tiene que estar
en la derivada y, por tanto, sera de la forma

Xo=CoXo+ Ci1 X1+ CoXs + C3X3 4+ Ca Xy + Cs X5 + Ce Xo + Cr X7 + D1Ys + DY,
COHCO#—O(SCl?éO.

Considerando X| = Xj, se tendran que cumplir las siguientes igualdades

[X(I),X{] = Xé = C()Xz - D1X4 - D2X6 - Cs"/X7 - 02}/1 - 041/2

[ X5, X5 = X5 = C2X3 — C1Co Xy — (2CoDy + C2) X5 — (C1C4 + CoC3) X +
+[D} — 2Co D,y — 2C2C4 4 (CoCs — D,C3 — C1D2)y] X7 4+ CoChYi +
+(COC3 - ClDl)Y2

(X5, X3] = X} = Co(C2 + CH Xy + (=3C2D, — CoC2 — C2D, + 2CoC1C3) X +
+(_Cl204 — 03C4 et 2010203 + QC()Cle + Cg)")/X'r - 02(002 + 01_2)}/2

(X0, Xa] = X5 = C3(C3 + CF) X5 — C1C3(Cf + CF) X + [(Co + C1)(=3C3 Dy +
—CoC2—C2D142C,C1C3)—(CE+C?)(C2+Co Dy )+C3Co(CE+CH) ]| X7+
+COC1(C§ + Cf)yz
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(X5, Xi] = X{ = Co(C8 + CF)? Xe — Co(CF + CF)*v X7
(X6, Xg] = X7 = (C3 4 C1)*Co(Co + C1v) X7
(X[, X5 =Y = —C: Xy — C4Xe — Dpy X7 + CoY1 — DiY5

(X, Xi]=Y, = —Cy(CE+CH X + (—=3C¢Dy — CoC%—C?D; +2C,C1C3)y X7+
+Co(C2 + CR)Y,

El determinante del cambio de base resulta valer Ci}(CE + CF)7(Co + C1y) con
lo que, para que sea un cambio de base admisible hay que exigir que

Co £ 0
C24+C? £ 0
Co+01'7 75 0

A continuacién consideramos el resto de productos corchete e igualamos cada uno
de ellos al vector correspondiente para que la ley del dlgebra siga siendo de la familia
considerada:

(X!, X}] = 0 = CoCi X4 + (CoC3 — C1D1) X — (C1C4 + C2C3)y X7 — C1CYs =

C()Cl = 0= 01 =0
0003—011)1 = 0:>C()C3:0$C3‘—‘0
(0104 + 0203)’}’ = 0&0=0

0102 = 00=0

Se observa que con las condiciones anteriores se simplifica la expresién de los
vectores de la nueva base en funcién de la antigua:

X, = CoXo+ CoXy + C3X3 4 Cs Xy + Cs X5 + CeXe + C7 X7 + D1Y1 + Do Ys

X = X

X; = CoXz— D1Xy— Dy Xe — CoYy — CuYs

Xé = C’gX;g — (2COD1 + C%)X5 + [Df — 2COD2 — 20204 + CoCs’)’]X'{

Xlli = CSX4 + (—3CgD1 — CoC%)XG + (—0304 + 2CQO2D1 + C§)7X7 - Cgcg)/g
X! = CiXs— (4C3D; +2C2C2) X+

Xé = CSXG - 02061’)’)(7

X! = C%X,

Y/ = —C2X4— CsXe— Dy X7 + CoY1 — D1Ys

Y] = —CaC2Xs+ (=3C2D, — CoC2)v X7 + C3Y;

Se verifican también las siguientes igualdades:

(X0, Y] =0
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[X(,J,}/ZI] =0= (—0302 + COCZ)X? = Cng(l — Cg) =0

(X1, X5] =0

X1, X0) = v/ X} = CorXr = v/ Xy = BoXy = ZX) = o/ = &
[X{,}/ll] = X‘; = C()X4 — D1X6 — C4"}’X7 — C2)/2 =

N Co = C3=>C¢=1lalserCo#0=>Co=16Co= -1
3002D1+Coc22 = DléDlz—%C'oC’f

(X1, V3] = CoXe — Cay X7 = C§ X — C2C3v X7 = Xg

(X3, X3] = C2 X6 + (2C5 D1 + CoC3 + D1)y X7 — CoYa =
— CQCgXﬁ + (3CO2D1 + 00022)7)(7 - Cg)}/z — _}/21

(X, X4] = —CyC3 X7 + CLC3X7 =0
(X3, X5] = —CovXr = —'X7

(X! X1]=0, 6<k<7

(X, Y] = C2X5 — (2CoDy + C2) X7 = C4X5 — (4C3D; + 2C2C2) X7 = X,
(X3, V3] = CoXr = Co X7 = X7

(X3, Xi] = Cov X7 = & X7 =v'X;
(X!, X1]=0, 5<k<7

[X3,Y{] = —Coy X7 + CoXe = X}
(X5, Y] =0

(X!, X1]=0, 5<k<7

(X5, Y] = C3X7 = Xo = X5

[Xi, YZ,] =0
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(X5, Y] =X, Y] = [X7, Y] =0, 1<:<2

(X5, X7] =0

Y, ¥;]=0

En consecuencia, se ha demostrado que resultan vélidos los cambios de base
(variando el vector caracteristico) que cumplan

Co =1 6 Co=-1
C] = 0

Cg - 0

D1 = —%00022

Y =79 6 v'=—v

siendo la expresién més simplificada de cada vector de la nueva base respecto a la
inicial la siguiente:

X) =

Xi
Xy

X3
Xy

Xy

Xe
X7

}/1,
}/’21

CoXo + CoXa + C3 X5 + Cy Xy + Cs X5 + Ce Xe + Cr X7 — %00022}/1 + D2 Y,
X1

CoX2 + %00022){4 — Dy X — CrY: — C4Ys

X3+ [4103 —2Co Dy — 2C,Cy + CoCs7] X7

CoXs + 3CoC3Xe — Cay X7 — C:Y2

Xs

CoXe — C2’)’X7

X

—C2 X4 — C4Xe — Doy X7 + CoY1 + 5000221/2

—C2 X6 + %COC227X7 + CoYs

Por tanto, se deduce de nuevo que con estos cambios de base s6lo se puede
transformar un algebra €7(10,3,5) en otra €' (10,3,5) si v/ = %7.

e ¢27(10,3,5) % €27'(10,3,5), v #7', 7,7 € {0,1,3}

A continuacién, vamos a abordar la otra familia de dlgebras de Lie 3-filiformes,
€27(10,3,5), graduadas naturalmente y de dimensién 10.

Recordamos que, siendo {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y1, Y2} una base adap-

tada, su ley, salvo antisimetria, viene determinada por los siguientes productos

corchete:
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[ [Xo, Xi] = Xipa 1<:1<6
[X1, X2l =11
(X1, X4 = X5+ Y,
[Xl,X5] == 2X6
[X1, Xe] = (3 —7)X7
(X2, X3 = -X5 - Y,
(X2, X4] = — X6
[X2, X5] = (=1 +7) X7
[Xa, X4] = =y X7
(X, Y2] = —2X45 1<:<2

o ¢27(10,3,5) 2 €27'(10,3,5) (Cambios de base de Jordan)

Una nueva base de Jordan del operador ad X, se puede escribir en la forma

X} = X,

X! = AoXo+ A1 X1+ Ay X+ AsXa+ As Xy + As X5+ A Xo+ A7 X7+ B, Y: + B, Y;

X5 = A1 Xy + Ay X3+ AsXy + AsXs + As X + Ae X7

Xj = A1 X3 + Ay Xy + Az Xs + Ay Xe + As X7

X} = A Xy + A Xs + AsXe + As X7

X! = A1 Xs + Ay X6 + AsXs

X, = A Xe + Ay X7

X! = A1 Xy

V! = (AgA1) X3 + (AoA2) Xy + (AoAs + 2A1 A3 — AZ) X5 +
+(AoAs + 3A1 A4 — A2 A3) X + [AoAs + 4A 1 As — AyAg+ 2A; B, +
+(242A4 — 2A; A5 — A2 X7 + AZY; + (24,45 — AD)Y,

Y; e< XO,X17X27X37X4)X5’X6aX7;}/17Y2 >

donde se han elegido los coeficientes de manera que no cambie el vector caracteristico
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en la nueva base, es decir, se ha de cumplir que

(X5, X! = X, 1<i<6
(X1, X3] = Y/

Ademas

Xi4Y] =[X], X = (A0A1+Af)X5+(A0A2+A1A2)X6+[A0A3+3A1A3—A§+
+(24145 + AD] X7 + ATV,

—Xé - }/2, = [Xé, Xé] = —A%Xs - A1A2X6 + [—A1A3 + (2A1A3 - A%)’Y]X'z - A%Y'g

con lo que aparecen las siguientes condiciones:

ApA, + A2 = A’ & AgA; =06 Ag =0 al ser A; # 0, ya que X; = A Xy
AOA2 '+- A1A2 = A1A2 = AOA2 == 0
AoAg + 3A1A3 - A% + (A% - 2A1A3)’)’ = A1A3 — (2A1A3 - A%)’}’ =~

& ApgAs +2A1A3 — A% =0= 2A1A3 - A% =0

Por tanto, la expresién del vector Y es

Y] = (A — A Xs + (A1Ag — A3)Xe + (A1 A5 — A3) X7 + A}Y,

Comprobamos que es un isomorfismo, hallando el determinante de la matriz de
paso de la inicial a la nueva base. Su valor es A}! # 0.

También se debe cumplir que

(X1, Xi] = 2X} & 2A2 Xe + 2A1 Ax X7 = 2A1 X6 + 2A2 X7 =
=242 =24, => A; =1 alser Ay #0

Se deduce que, entonces, ha de ser
Y! = (3A4 — A2A3) X6 + [4As — A2As + 2By + (24244 — 2A5 — AZ)y]| X7 + 11
Y=Y,

y se verifica que

[X(’), Yi’] = (3A4 — A2A3)X7 =0=>34;,— AA3=0=> Ay = %AQA:} =
= Ay = éAg = }/1’ = [4A5 — AyA4 + 2B, + (2A2A4 — 245 — A§)7]X7 +Y
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(X!, X1] = (243 — A2) X6 + (3As — Ay A3) X7 = 0

(X1, Xsl =B =7)Xe =B -9)X;=>v=7

(X!, Y]] = —2Xs — 24, X7 = —2X],

X’,X, = —X6 - A2X7 = —X,
2 4 6

(X3, X5l = (=1 +7)X7 = (-1+7)X7

(X5, Y] = —2X; = —2X;

(X3, X4] = — X7 = —v' X}

El resto de productos corchete entre vectores de la base se verifica trivialmente
que son igual a cero y en consecuencia, se ha demostrado que sélo resultan validos
los cambios de base de Jordan que cumplan

Ao = 0
Al = 1
Ay = Lal
A4 = éA%

resultando, ademds, 4’ = v y siendo la expresién mas simplificada de cada vector
de la nueva base respecto a la inicial la siguiente:

Xo
Xi
X5
X3
X
Xy
Xe
X7
)/ll
}/QI

Il

|

Xo

X1+ A Xo + As Xz + AsXy + AsXs + As Xe + A7 X7 + B1Y1 + ByY,
Xo+ A X3 + AsXy + AsXs + As Xe + As X7

X3+ Ay Xy + Az Xy + Ay X + As X7

X+ A X5 + AsXe + As X7

Xs + A X6 + As X7

Xe + A X7

X7

[4A5 — A2A4 + 2B2 + (2A2A4 — 2A5 - A§)7]X7 + Yi
Y,

En consecuencia, no hay ningun cambio de base de este tipo que transforme un
algebra €%7(10,3,5) en otra ¢27'(10,3,5), salvo si y = /.

* ¢27(10,3,5) ¢ €»7(10,3,5) (Cambios de vector caracteristico)

Para que un vector del algebra pueda ser vector caracteristico, no tiene que estar
en la derivada y, por tanto, serd de la forma
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X = CoXo+C1X14+C2 X+ C3 X5+ Cy X4+ Cs X5+ Ce X + Cr X7+ D1Y1+ D,Y,
con Co #06 Cy #0.

Considerando X| = X}, se tendrdn que cumplir las siguientes igualdades
[X(I), X{] = Xé = Cng — C4X5 + (—205 + 2D2)X6 — 06(3 ot ’)’)X7 - CQYi - 04)/2

[X(I), Xé] = Xé - CgX;g + C()C3X5 + [—CoC5 + 4COD2 —_ 60105 + 601D2 +
+3C3C4 + (2C1C5 — 201Dy — CyCy — CoCs)y] X7 + CoCr Y + CoCsYe

[X(’),Xé] = X‘Ii = C3X4—0302X5+0303X6+[—30002C3+(000203+C4002)’)’]X7+
—C2C,Y;

[ X5, X4] = XL = C3(Co + C1)Xs — 2C3C3 X6 + C§[CoCs + 3C1C5 + 3C? +
—(C1C3 + C3 4+ CoC3)7]) X7 + C1C3Y;

(X!, X!] = X} = CA(Co+3C1) X6 + C3[—3CoCs — 9C1Cy + (CoCa + 3C1C2)7] X
(X4, X4) = X4 = C4(Co + 3C1)(Co + 3C1 — C17) X7

(X!, X!] = Y! = [6D; — 6Cs + (2C5 — 2D,)7] X7 + CoYs

(X!, X! = C3Xs + C2C5(3 — v) X7 + C3Ya

Como Y] = [X!, X!] — X1, su expresién resulta ser

Y] = C3(1 — Co — C1) X5 4+ 2C3C, X + CE[3C5 — CoCs — 3C1Cs — 3C3 +
+(C1Cs + C + CoCs — Cs)7] X7 4 C5(1 — C1)Y,

El determinante del cambio de base resulta valer C23(Co+3C1)*(Co+3Cy —Ch7)

con lo que, para que sea un cambio de base admisible hay que exigir que
Co # 0
Co + 3C # 0
Co + 301 — 01’7 75 0

A continuacién consideramos el resto de productos corchete e igualamos cada uno
de ellos al vector correspondiente para que la ley del dlgebra siga siendo de la familia
considerada:

[X{,Xé] = QXé = QCgXS — 20802(3 — ’Y)X’z = Co + 301 =1
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Coy
(X3, Xi] = —C3v X7 = =y X7 = Coy =7 (1= Cry) = 7' =12¢5

(X1, Xg] = Co(Co +3C1)(3 — 1) X7 = G383 — 1) Xr = 3 —7)X7 &
&S3—7=03-9)1-Ciy)alser Co #0

. C 3—(Co+3C 3—
Esta condicién no es nueva ya que 3 — ' = 3— 1_87 = (13017 )y — 1__07”

Entonces, las expresiones mas simplificadas de los vectores X§ y X7 son

[X5, X1] = CAl=1 + (Co + Ci))Xr = Ci~1 + /(1 — C17) + Ciy) X7 =
= (—147)C3(1 - Cim)Xr = (=1 +7)X;

(X3, Xi] = —CoXe + CoCa(3 — 7) X7 = —Xg

(X1, Y] = =205 X6 + 2C3C5(3 — v) X7 = —2X;

(X2, ¥{] = —2C4(1 — Ciy) X7 = —2X]

Se cumple que X7 e Y] son elementos centrales del dlgebra y teniendo en cuenta
las condiciones obtenidas, a continuacién se comprueba facilmente que son cero el

resto de productos corchete.

Resumiendo, se puede afirmar que resultan validos todos los cambios de base
(variando el vector caracteristico) que cumplan

Co £ 0
Co+3C; =1
1-— Cl’)’ 7é 0
Covy = (1-Cur)Y

siendo la expresion mas simplificada de cada vector de la nueva base respecto a la
inicial la siguiente:

Xy = CoXo+Cr1 X1+ Co Xy 4+ Cs X3+ Cu Xy +C5 X5+ Ce X+ Cr X7+ D1Y1+ D, Y,
X{ = Xl

X} = CoXy — Cy X5 4+ (—2C5 4+ 2D2) Xe — Ce(3 — v) X7 — CrY1 — CyYs
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X5 = ngs + CoC3 X5 + [-CoCs + 4Co Dy — 6C1C5 4 6C1 Dy +
+30,C4s + (2C1C5 — 2C1 Dy — C3Cy — CoCs)v] X7 + CoCr Y + CoC3Y2

X!l = CgX4 — 0302X5 + C3C3X6 + [—-3000203 + (000203 + O4C§)7]X7 +
—C2C,Y,

XL = C3(Co+ C1) X5 —2C3C, X + CE[CoCs + 3C1C5 + 3C3 +
—(C1C5 + CF + CoC3)y] X7 + C1C3Y,

Xé = Cng - 0802(3 - ’}/)X7
X‘; = Cg(l — Cl")’)X'r
)/1’ - [6D2 — 605 + (205 - 2D2)’}’]X7 + C(]Yi

Y] = C3(1 — Co — C1) X5 + 2C3C, X6 + C2[3C3 — CoC3 — 3C1C3 — 3CF +
H(C1Cs + C2 + CoCs — Ca)n) X + C3(1 — C1)Ya
o Las condiciones siguientes son equivalentes:

y=0&4+=0
y=3&+=3

En efecto,

!

* Siy =0, entonces 0 = (1 — C1y)y =7

* Si 4" = 0, entonces Coy = 0 y como Cp # 0, se deduce que v = 0.

* Si vy =3, entonces v’ :lig‘él = % = 3.

* Si~" =3, entonces Coy = (1 —C17)3=3-3C1y=3—-(1—-Co)y =
=2>0=3—-vy=>v=3

o Siy #0y~y # 3, se pueden elegir Cy y C tales que ¥ = 1. En concreto,

Co =32;77- y Cy =% cumplen las restricciones requeridas y v/ :1%23’717: 1.

Por consiguiente, todas las algebras €>7(10,3,5), con v €C—{0,3} son isomor-
fas entre si y no existe cambio de vector caracteristico que pueda convertirlas en

€2°(10,3,5) ni en €-3(10, 3, 5).

Como cualquier cambio de base de Jordan sélo transforma €*7(10,3,5) en si
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misma se sigue el resultado; es decir, las dlgebras €27(10,3,5), v € {0,1,3} son no
isomorfas dos a dos. a

Teorema 1.2.4. Las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente, expre-
sadas en los dos teoremas precedentes, son no isomorfas dos a dos.

Demostracién. Si las algebras son de dimensiones distintas, es evidente que son
no isomorfas. Luego, habra que considerar los casos en que la dimensién del algebra
g sea 8,9 6 10. Van a diferir, por ejemplo, en la dimension del centro.

Para mayor claridad, los datos los resumimos en las siguientes tablas, una para
cada dimensién.

| | dim(Z(g)) |
Z(8,3.5) 3
<(3,3,5) 2

| | dim(Z(g)) |
£(9,3,5) 3
7(9,3,5) 3
€(9,3,5) 1

| [ dim(Z(g)) |
£(10,3,5) 3
Q(10,3,5) 3
<77(10,3, 5) 1
€*7(10,3,5) 2

Queda demostrado el teorema y para finalizar solamente recordar que las alge-
bras £(10,3,5) y Q(10,3,5) difieren, por ejemplo, en la dimensién del invariante

[C(9),C (a)]- 0

1.3 Dimensiones menores o iguales a 12

En esta secciéon vamos a dar la clasificacion explicita de todas las algebras de Lie
3-filiformes y graduadas naturalmente de dimension n pequefia y que sean no escindi-
das. Concretamente, abordaremos hasta los casos n = 11 y n = 12, porque como
ya quedara demostrado al final del capitulo, se trata del primer par de dimensiones
en el cual la situacion general se estabiliza.
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Partimos del teorema de estructura dado en la seccién 1.1. Se van a considerar
las dlgebras de leyes u(n,r;,72) en todos los posibles valores de (ry,7;), exceptuando
los que den lugar a casos no admisibles o bien correspondan a sumas directas. Al
iniciar el estudio correspondiente a cada dimensién, dichos valores se mostraran
en un lema que no necesitard demostracién por ser, en realidad, un corolario del
teorema de estructura.

En toda la seccién, se representara por {Xo, X1, X2, .., Xn-3, Y1, Y2} una base
adaptada del algebra g.

La graduacién natural asociada a g va a ser

g=<X0, X1 >0<X;>®..0< X, 1>0<X,,Y1>0< X, 11 >0
B..0<X, 1>0<X,,250<X,41>0..0< X0y >B< X3 >

n—3
es decir, g = @gi donde
=1
g = < Xo,Xl >
g = <X;>, 2<i1<n-—=3, 1#rnr,m
grj = <Xr]’}/j>7 j:]‘72

cumpliéndose que [g;, g;] C @i+;j, para cualesquiera ¢, j tales que s + 5 < n —3.

Esta dltima propiedad se tendra en cuenta para obtener una expresion inicial de
la ley de g.

1.3.1 Clasificaciéon de las AL3FGN hasta dimension 8

Vamos a demostrar que solamente hay tres algebras no escindidas de dimension
menor o igual a 8. Una solamente en dimensién 5, el dlgebra de Heisenberg H,, y
dos en dimensién 8. Estas tltimas son £(8,3,5) y otra excepcional ¢(8,3,5), que
sélo surge en esta dimension.

En primer lugar, se fijaran el tipo de las leyes donde apareceran dichas algebras
para posteriormente, obtenerlas. Resulta evidente el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Si g es un dlgebra de Lie 3-filiforme, no escindida, de dimension
menor o igual a 8, entonces la graduacidn natural solamente puede cumplir

(n,r1,m2) € {(5,1, 1),(8,3,5)}
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A continuacién, es facil probar que, en dimension 5, el inico dlgebra de Lie g, no
escindida, y que sea 3-filiforme y graduada naturalmente es ‘H,. La ley de g, al ser
de tipo u(5,1,1), podra expresarse, salvo antisimetria, por los siguientes productos
corchete:
{ [Xo, X1] = X2
[¥i,Ys] = hXo.

Entonces, si h = 0 se obtiene una escindida, £3® C?, y si h # 0 se obtiene el algebra
de Heisenberg mediante un sencillo cambio de escala.

Proposicién 1.3.2. (Familia de AL3FGN de dimensién 8) FEn dimension 8,
toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida, es isomorfa
a una cuya ley, respecto de una base adaptada {Xo, X1,...,Xs,Y1,Ya}, estd deter-
minada por

[([Xo, Xi] = Xipn 1<4i<4
[X1, Xzl = 1)
[X1, X4l =Y,
[X2, X5] = =Y;
[(X1,Y1] =dX,
(X2, V1] = dX5

Demostracién. Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, de
dimension 8.

No considerando élgebras escindidas, la ley de g sélo puede ser del tipo 1(8,3,5)
y se puede expresar mediante

([ Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
(X1, X3] = a12X5 + b}
[X1,X3] = a13X4
(X1, X4] = a1s X5 + a1 Y
(X2, X3] = a3 X5 + Y5
(X1, V1] =di X4
([ X2, Y1) = o X5 + €Y}

De Jac(Xo, X1, X2) se obtiene que

[X07 [X1,X2]] = [Xl,X:s] = a12X4 =a13X4 > a2=a13=a
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De Jac(Xo, X1, X3) se obtiene que
[Xo, [X1, X3]] = [ X2, X5] + (X1, X4] = a13X5 = a3 X5 + oY + 014 X5 + 1Y

. d14 = a — Q23
Por tanto, se verifica que
Cy = —C1

De Jac(Xo, X1,Y1) , se consigue que dy = d; = d , y ademas e = 0.

El cambio de base dado por

X =X, 0<1<5,1#1
X{=X1—aXo
v/ =Y, 1<j<2
hace que podamos suponer a = 0 y, en consecuencia, se satisface que asz3 = —aiq,
resultando estar definida la ley de g por
[ [Xo, Xi] = Xip1 1<i<4

[X1, Xa] = b

(X1, X4] = —a23 X5 + cYa
[X2,X3] = a3 X5 — cYs
[X1,Y1] =dX4

{ [X2,Y1] = dX5

Se puede suponer que b # 0y ¢ # 0, porque de lo contrario Y; ¢ C*(g) 6 Y2 ¢ C'(g)
lo cual es absurdo.

Un nuevo cambio de base dado por las relaciones
X! =X 0<:<5
Y = bY;
Y) = —ay3Xs + ¢Ys

permite hacer b = ¢ = 1y az3 = 0, con lo que queda demostrada la proposicién. O

Teorema 1.3.3. (de clasificacién de las AL3FGN hasta dimensién 8) Salvo
isomorfismo, las tnicas dlgebras g de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente de
dimension menor o igual a 8, son:

{ [Xo, X1] = X
Hz:
[S/la}/&] = X2
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correspondiendo la ley de g al tipo u(5,1,1) y
[ [Xo, Xi]=Xipn 1<i<4

[X17X2] :Yi
£(8,3,5) : 3
( ) [Xl,X4] =Y,
| [X2, X53] =Y,

([ Xo, Xi]=Xip1 1<i<A4

[X17X2]:Y1

X1, X =Y

€(8,3,5): 1 X3, Xa] = 1
[X27X3]=—}/2
[X17Y1]2X4

L [X27}/1]:X5

correspondiendo en ambas dlgebras su ley al tipo u(8,3,5).

Demostracion. De lo obtenido hasta ahora, solamente falta hallar, en dimensién 8,
las algebras g que cumplan las hipdtesis del teorema.
Se ha demostrado que ley de g viene determinada por

[ [Xo, Xi]=Xipy 1<i<4
(X1, Xp] =Y
(X1, X4] = Ys
[X2, X3] = =Y,
(X1, Y] = dX,
(X2, Y1) = dX;s

e Sid=0, laley de g corresponde a £(8,3,5).

o Si d # 0, mediante el siguiente cambio de escala:

[ X! =dz X,
X! =X,
X!'=d7FX;, 2<i<5
Y! = d?Y;

| Yy =d3Y,

se obtiene que la ley de g corresponde a (8,3, 5).

En el teorema 1.2.4 queda demostrado que las dlgebras halladas son no isomorfas
dos a dos. O
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1.3.2 Clasificaciéon de las AL3FGN de dimension 9

Vamos a demostrar que solamente hay tres algebras no escindidas de dimensién 9.
En concreto, £(9,3,5); otra excepcional, €(9,3,5); y otra “terminal”, 7(9,3,5).

La denominacién de “terminal” es debido a que el vector Y; va a estar en un
subespacio graduante situado muy cerca del final de la graduacién natural. En
concreto, en el pentdltimo, g,_4, y se trata de la primera dimensién donde aparece
dicha 4lgebra. Ya demostraremos mas adelante que, en realidad, van a existir dos
familias de algebras terminales, una cuando las dimensiones sean impares y otra
cuando sean pares.

A continuacién, en el siguiente lema fijamos el tipo de las leyes admisibles para
estas dlgebras y, posteriormente, las obtendremos.

Lema 1.3.4. Si g es un dlgebra de Lie 3-filiforme, no escindida, de dimension 9,
entonces la tunica graduacion natural admisible es del tipo

(n, 1, 7'2) = (9, 3, 5)

Proposicién 1.3.5. (Familia de AL3FGN de dimensién 9) En dimension 9,
toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida, es isomorfa
a una cuya ley, respecto de una base adaptada {Xo, X1,...,Xe, Y1, Y2}, estd deter-
minada por

([ Xo, Xi] = Xin1 1<1<5
(X1, X2] =11
[X1, X4] = —a23Xs + Y
< [X1, X5] = —2a23X6
[X2,X3] =apXs - Y,
[Xz,X4] = a3Xs
[X:, Y] = dX544 1<:<3
[ [X1, Y2] = fXe

cumpliéndose las restricciones
(lggd = 0
2a3; = d— f

Demostracién. Sea g un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente, de
dimension 9, no escindida.
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La ley de g sélo puede ser del tipo u(9,3,5) e inicialmente estd definida por
Xo, Xi] = Ximn 1<i<5

X, X;] = aij Xiy; 1<i1<j<6—1 1+75#3,5
X, V1] = di Xy 1<1<3 1#£2

X2, Y1] = dy X5 + €Y

X1,Y2] = fXe

De Jac(Xo, X1, X3) se sigue que a3 = aj2

De Jac(Xo, X1, X3) se obtiene que
[Xo, [X1, X3]] = [Xy, Xa] + [ X1, Xu] = a13X5 = 023 X5 + 2V + 014 X5 + a1 Y2

luego
Q14 = Q12 — 423
Ci = —Cy = ¢

Anélogamente, de Jac(Xo, X1, X4) y Jac(Xo, X2, X3) v, teniendo en cuenta restric-
ciones anteriores, se cumple que

a5 = Q12 — 2a23
Q24 = Q23

De Jac(Xo, X1,Y1) y Jac(Xo, X2,Y1) se obtiene que

d1:d2:d3:d
e=10

De Jac( X1, X2, X3) se deduce que

[ X1, [Xa, Xs]] = [ X1, Xa], Xa] + [ X2, [X1, Xa]] = [X1, 023 X5 + c2Yo] =
= [a12X3 + bY1, Xa] + [ X2, a13X4] = agzass — arzazs + cof +0d =0

y, aplicando las condiciones ya obtenidas, resulta que

202, = bd — cf

De forma andloga al paso anterior, Jac(X;, X2, Y1) nos proporciona la restriccién

a23d =0
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Por tanto, la ley de g viene determinada por

([ Xo, Xi] = Xig1 1<:1<5H

(X1, X2] = a12 X5 + Y,

[Xl,X3] = a12X4

[X1, X4] = (a12 — a23) X5 + cYs

[X1, X5] = (a12 — 2a23) X6

[Xz,Xs] = ay3X5 — cYs

[X27X4] = a23Xs

[(X:, Y] = dX344 1<:<3
( [X1, V2] = f X6

cumpliéndose las siguientes restricciones:

a23d = 0

2a%, = bd—cf
Se puede suponer que b # 0 y ¢ # 0 porque de lo contrario Y; ¢ C'(g) 6 Y2 ¢ C'(g),
lo cual es absurdo.

El cambio de base dado por
Xl= X; 0<:Z6
Y= oY,
V= o

permite suponer b = ¢ = 1.

Un nuevo cambio de base definido por

X = X; 0<i<6 1#1
X{ = X1 —_ a12X0
Yi= Y 1<j<2
hace que podamos considerar a;; = 0. a

Teorema 1.3.6. (de clasificacién de las AL3FGN de dimensién 9) Salvo iso-
morfismo, las unicas dlgebras g de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente de
dimension 9, son:

[Xo0, Xi] = Xipzn 1<:1<5

i [X17X2} = }/1
£(9,3,5) : (X1, X:] = Vs
[X27X3] = _YYZ
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[ [Xo, Xi] = Xis1 1< <5
[XlaX2] - le
[ X1, X4 Xs+Y,

] =

7(9,3,5) : ¢ [X1, Xs] = 2Xs

(X2, X3] = —Xs Y,
=

[X21X4
[X1,Y2] = —2Xs
([ [Xo, Xi]=Xiy1 1<1<5
[Xh ]: }/1
[Xl7 ]:}/2
€(9,3,5) :
( ) [X27 3] =
[XHYH z+3 1§Z§3
[X17)/2] "XG

Demostracién. La ley de g esta expresada por

(X1, X;] = Y

(X1, X4] = —a23 X5 + Y2
[X1, X5] = —2a23X6
[Xz,X3] =apXs —Y,
[X2,X4] = a3 Xe

\ [Xl,Y2] = fXs

cumpliéndose que azsd =0y 2a3;, =d — f.
Hay que distinguir dos casos, seglin sea a3 nulo o no.
e Caso 1: a3 =0

( [Xo, Xi] = Xips 1<i<5

[X:, Y1) = dX544 1<:1<3

Por las restricciones anteriores si as3 = 0, se verifica que d = f.

* Sid=0laley de g viene dada por
[Xo0, Xi] = Xiy1 1<i<5

[X17X2] = 1/1
[X17X4] = }/2
[X23X3] = -

que se corresponde con £(9,3,5).
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* Si d # 0, se puede suponer d = 1, sin mds que aplicar el siguiente cambio de
base

X(’): ng
X!'= d=1X; 1<i<6
Yi= d¥Y; 1<j<2

y la ley de g queda expresada por

[ [Xo, Xi]=Xipz1 1<i<5
(X1, Xa] =Y
[X1, Xa4] = Y2
[X2, X3] = -V,
[Xi,Y1] = X34 1 <0< 3
L [Xla}/Z] = X6

que corresponde a €(9, 3, 5).
e Caso 2: a3 #0

De la restriccién azsd = 0, se sigue que d = 0 y, como ademas 2a%; = d — f, se
tiene que f = —2a2,.

La ley de g estd determinada por

[Xo, Xi] = Xit1 1<:<5
X0, X2] = Y,
(X1, X4] = —a23 X5 + Y,
¢ [ X1, Xs5] = —2a23X6
[Xz,Xs] = a3Xs — Y,
[Xz,X4] = a3Xs
\ [X1,Y2] = "‘2(1%3)(6
y el cambio de base dado por
X§ = a3Xo
Xi= —ap'Xi 1<i1<6
Y = axh
Y; = aYs

permite suponer az3 = —1.
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La ley de g resultante es la expresada por

([ Xo, Xi] = Xita 1<1<5
[X1,Xa] =Y}
(X1, X4] = X5 + Y,
(X1, X5) = 2X6
[X2, X3] = —(X5 + Y2)
[X2, X4] = — X6
( [X1,Y2] = —2XG6

que se corresponde con 7(n,r1,n—4), para los valores particularesden =9y ry = 3.

En el teorema 1.2.4 queda demostrado que las algebras halladas son no isomorfas
dos a dos. O

1.3.3 Clasificacién de las AL3FGN de dimension 10

Esta dimensidén va ser la 1ltima donde aparecen algebras excepcionales. Es también
peculiar porque es la tnica dimensién donde aparece una familia infinita de alge-
bras; en concreto, una uni-paramétrica, ¢"7(10,3,5). Asimismo, se encuentran las
algebras £(10,r1,77), 3 <7y <1y <7, r; y rp impares.

La dimensién 10 es también novedosa porque es en la primera dimension par
(en las impares no existe) donde surgen algebras del tipo Q(n,r,r;), aunque sélo
cuando (ry,r2) = (3,5).

Ademads, en esta dimensién no se halla ninguna &lgebra de las denominadas
“terminales”.

A continuacion, en el siguiente lema y como consecuencia del teorema de estruc-
tura, se fija el tipo de las leyes donde aparecen todas estas dlgebras y posteriormente,
se obtienen.

Lema 1.3.7. Si g es un dlgebra de Lie 3-filiforme, no escindida, de dimension 10,
entonces la graduacion natural solamente puede cumplir

(n,r1,72) € {(10,3,5),(10,3,7),(10,5,7)}

Proposicién 1.3.8. (Familia de AL3FGN de leyes 1(10,3,5)) En dimension 10,
toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindide y de ley
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1(10,3,5), es isomorfa a una cuya ley, respecto de {Xo, X1, ..., X7, Y1, Y2} una base
adaptada, esta determinada por

[ [Xo, Xi] = Xipa 1<:<6
[X1,Xe] =Y
[X1, X4] = —a23X5 + Y,
[Xl, 5] = —2a33Xs
[X1, Xq] = (—3a2s + 7) X7
§ [ X2, X5] = a3 X5 — Y,
[Xz, ] = az3Xs
[X2, Xs] = (023 —7)X7
(X3, X4] =
[X:,Y1] = dX3+, 1<i<4
(X, V3] = fXs54i 1<:1<2

cumpliéndose las siguientes restricciones
{ a23d =0
2
2a33 = d— f

Demostracién. Sea g un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente, de
dimensién 10, no escindida, y de ley 1(10,3,5).

La ley de g estd definida por

[Xo, X:i] = Xit1 1<:<6
[ X1, X2] = a12X3 + b}

[X1, X4] = a14X5 + a1 Yo

[X2, X3] = a3 X5 + oY

[Xi, X;] = aij Xy 1<i<j<T—i i+j#3,5
[Xi, Y1) = di X34 1<i<4 i#2

[X2, V1] = do X5 + Y

( [X;, Ye] = fiXs4i 1<:1<2

De JCLC(X(), Xl, Xg), JaC(Xo, Xl, X3), JaC(Xo, Xl, X4),J(J,C(X0, Xl, Xs),
Jac(Xo, X2, X3) y Jac(Xo, Xa, X4) se obtienen las siguientes restricciones entre los
parametros:

a3 = apz, 14 = G312 — G23, G15 = G132 — 2a23, a16 = a1z — 3ag3 + azs, a24 = Q23,
dgs = A3 —A34 Y ademés Cip = C, Cp = —C.



58 1. Algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente

De Jac(Xo, X1,Y1), Jac(Xo, X2,Y1) v Jac(Xo, X3,Y1) se obtiene que
dy = dy = d3 = d4y = d y también que e = 0.
De Jac(Xo, X1,Y2) se llega a que f; = fo = f.
Se cumple que b # 0 y ¢ # 0 porque, de lo contrario, Y; ¢ C!(g) é Y2 ¢ C'(g) lo
que es una contradiccion.
Se puede considerar b = ¢ = 1 sin mds que aplicar el cambio de base:
X=X, 0<:<7
Y=
= o

De Jac(X;, X2, X3) y Jac(X1, X2,Y1) se obtiene que 2a3; = d — f y azd = 0,
respectivamente.
Un nuevo cambio de base definido por

X' = X; 0<i<7 i#1
X{: Xl—ang()
Y/ = Y, 1<j<2

hace que podamos considerar a5 = 0.
Como consecuencia de todo lo anterior y llamando az4 = 7, resulta como ley de
g la que figura en el enunciado de la proposicion. a

Proposicién 1.3.9. (Clasificacién de AL3FGN de leyes p(10,3,5)) Salvo iso-
morfismo, las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente, no escindidas y
de leyes 11(10,3,5), son £(10,3,5), Q(10,3,5), 17(10,3,5), v € C, v =re®, r > 0,
S (_ga %]; ) 62'7(107 375); v € {07 1,3}'

Demostracion. Se sabe que la ley de g estd expresada por
[Xo, Xi] = Xina 1<:1<6
[X1,X2] =Y}

(X1, X4] = —ass X5 + Y

[Xl,Xs] = —2a23Xs

[X1, Xe] = (—3azs + v) X7

¢ [ X2, Xs] = ags X5 — Y

[X2,X4] = ay3Xs

(X2, X5] = (a23 - 7)X7

[X3,X4] =vX7

(X, V1] = dXs4 1<:<4
[

Xi,Y5] = f X544 1< <2

\
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cumpliéndose que
(123d = 0
{ 205, = d— f

Hay que distinguir dos casos segiin sea ag3 nulo 6 no.

l

o Caso 1: ay3=0
Por las restricciones anteriores, si as3 = 0, se verifica que d = f.

* Sid=0y~y=0,laley de g estd determinada por

[Xo, Xi] = Xiy1 1<:<6

[X17X2] = }/1
(X1, X4] = Y2
(X2, X3] = =Y,

que corresponde a £(10,3,5).

* Sid=0y~v#0, el cambio de base de ecuaciones

( X(’) = ’}’Xg
X{ e Xl

¢ X! = 7i‘1Xi 2<:1 <7
Y/ =
Y= 7Y,

permite hacer v = 1. En consecuencia, la ley de g resulta ser

([Xo, Xi]=Xiqn 1<:1<6
(X1, Xo] =11
[X1, X4 =Y,
[X1, Xe] = X7
[X2, X3] = -1,
[X2,X5] = —-Xz
([ X3, X4] = X7

y se observa que corresponde a Q(10,3,5).
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* Si d # 0, efectuando el cambio de base dado por

X(’J: XQ

— 1 v ;
X = i/EX’ 1<:1<7
Yi= 3Y; 1<;<2

se obtiene que la ley de g corresponde a €'7(10, 3, 5).
e Caso 2: a3 #0

Por las restricciones agsd = 0y 2a§3 = d — f obtenidas anteriormente, si as3 # 0,
se verifica que d = 0y f = —2aZ%,. En este caso, la ley de g estd definida por

( [Xo, Xi] = Xipa 1<:1<6
(X1, Xo] =11
[X1, X4] = —a23 X5 + Y2
[XhXS] = —2a33 X6
(X1, Xe] = (—=3as + 7) X7
[X2, X3] = aXs — Y,
[X27X4] = a3 Xs
(X2, X5] = (a2s — 7) X7
(X3, Xa] = v X7
[ [Xi, Y] = =203 X5 1<1<2

Al ser az3 # 0, se puede suponer az3 = 1, sin mas que hacer el cambio de base dado
por las relaciones

X, = asXo
X!'= a3'X; 1<i<7
Yl' = axY;
Y, = a3,Y>

Efectuando un nuevo cambio de base, el expresado por

X(l): X()
Xl= —-X; 1<i<7
Y=Y, 1<i<2

se observa que la ley de g corresponde a €27(10, 3, 5).

En la demostracion del Teorema 1.2.3 se ha comprobado que para cualquier
v €C—{0,3} el dlgebra correspondiente es isomorfa a ¢2(10, 3, 5). O
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Proposicién 1.3.10. (Familia de AL3FGN de leyes 1(10,3,7)) En dimension
10, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
1(10,3,7), es isomorfa a una cuya ley, respecto de {Xo, X1, ..., X7,Y1,Y2} una base
adaptada, estd determinada por

[Xo, Xi] = Xita 1<:1<6
(X1, Xa] = a1 X3+ 1)
[Xl;XS] = 6112X4
) [X1,X4] = a12Xs
[Xth] = a12Xe
(X1, X6] = (a12 + a34) X7 + Y2
[X2, X5] = —a4 X7 - Y3
[ X3, X4] = aze X7 + Y5

Demostracién. Sea g un algebra de Lie 3-filiforme de dimensién 10, no escindida,

y de ley p(10,3,7).

La ley de g estd determinada por

( [XO,Xi] = Xiy1 1<:1<6
(Xi, X;] = ai; Xiy, 1<i<j<T—1 i+35#3,7
[X1, X2] = a12X3 + bY;
(X1, Xe] = a16 X7 + a1Ya
[X2, X5] = ass X7 + oY
(X3, X4] = azaX7 + c3Y3
[X:, Y1) = di X544 1<2<3
L [ X4, Y1) = dy X7 + €Yo

De JCZC(X(), Xl, Xg), JCLC(X(), Xl, Xg), JCLC(XO, Xl, X4), J(ZC(XQ, Xl, )(5)7
Jac(Xo, X2, X3) y Jac(Xo, X2, X4), se obtienen las siguientes igualdades

a3 = a2

a14 = Qy2 —Aa23

a5 = a2 — 2093

ajp = a3 — 3az3 + asg
a4 = Q323

G5 = Q23 — A34

1 = —Cy =C3 =¢C
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Se ha de verificar que b # 0 y ¢ # 0 porque de lo contrario Y; ¢ C!(g) 6 Y> ¢ C'(g).

Se puede suponer que b = ¢ = 1 sin mas que efectuar el siguiente cambio de base

Xl= X; 0<i<7
Y= %
Y; = cY,

Ademais, Jac(Xo, X1,Y1), Jac(Xo, X2,Y1) y Jac(Xo, X3,Y1) nos proporcionan
que dy = d3 = d3 = dy = d y también que e = 0.

De Jac( X1, X2, X3) se obtiene que d = 2a3, y de Jac(X1, X2,Y1) que azsd = 0.

En consecuencia, se verifica que d = az3 = 0.

La ley de g resultante es la indicada en el enunciado de la proposicion. 0O

Proposicién 1.3.11. (Clasificacién de AL3FGN de leyes 1(10,3,7)) Salvo iso-
morfismo, la inica dlgebras de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida

y de ley 11(10,3,7), es £(10,3,7).

Demostracién. Se sabe que la ley de g esta expresada por

[Xo, Xi] = Xia 1<:1<6
(X1, X3] = a1a X5 + 1)
[X1, XB] = a1 Xy
[X ] = a12Xs
[X 5] = a12Xe
[X1, Xe| = (@12 + a34) X7 + Y2
[X2,X5] = —a3 X7 - Y;
[ [X3, X4] = a4 X7 + 1)

Realizando el siguiente cambio de base

X! = X 0<i<7 i#1
X{: Xl—a12X0
Yi= Y

Y] = anuX:+Y,
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obtenemos que la ley de g es

[ [ X0, Xi] = Xiy1 1<i<6
X, X,] = Y
[X1,Xe] = Y2
(X2, X5] = Y2
(X3, X4 = Y2
que corresponde a £(10,3,7). 0

Para terminar con la dimensién 10, solamente falta considerar la ley u(10,5,7).
Al ser éste un caso totalmente andlogo al analizado anteriormente, a continuacién
nos limitamos a enunciar las dos proposiciones con la familia y la clasificacién co-
rrespondientes.

Proposicién 1.3.12. (Familia de AL3FGN de leyes 1(10,5,7)) En dimension
10, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
1(10,5,7), es isomorfa a una cuya ley puede expresarse, respecto de una base adap-

tada {Xo, X1,...,X7, Y1,Y2}, mediante

[Xo, Xi] = Xit1 1<:<6

[X:, Xj] = a12Xi4; 1<i<j<T—1 i+j#5,7
[X1, X4] = a1 X5 + Y1

(X1, Xe]) = (a12 + az4) X7 + Y2

[X2, X3] = -1

[X2, X5] = —a34 X7 — Y2

[ X3, X4] = asa X7 + Y,

Proposicién 1.3.13. (Clasificacién de AL3FGN de leyes 1(10,5,7)) Salvo iso-
morfismo, la unica dlgebras de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida

y de ley u(10,5,7), es £(10,5,7).

Para finalizar esta dimensién, se va a resumir todo lo obtenido y se va a enunciar
un teorema de clasificacién de todas las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas
naturalmente, de dimension 10.

Teorema 1.3.14. (de clasificacién de las AL3FGN de dimensién 10) Salvo
isomorfismo, las inicas dlgebras g de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente de
dimension 10, son:
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[Xo, Xi] = Xita 1<:<6

[Xi:er—i] = (_1)i—1Y} 1< < :'72__1 _7 = 1,2

£(10,71,72) : {

(T17T2) € {(37 5)5 (3: 7)’ (5’ 7)}

( [XO,Xi]:X,'+1 1SZS6

(X1, X] =1
(X1, X4) =Y,
Q(10,3,5) : (X2, X5] = =Y,
[XI,XG] = X7
[Xz,Xs] =—Xy
L [ X3, Xy] = X7
[ [Xo, Xi] = Xipa 1<:<6
[X1,X2] =11
[X1, X4 = Y2
[leXG] = v X7
€(10,3,5) : § [Xz, Xa] = =Y,
[X2>X5] = —y X7
[X3, Xa] = v X7
[Xza Yl] = Xiy3 1< <
[X:,Y2] = Xiys 1< <2 y=re¥, 0 ¢ (_72_'7%]
( [XOaXt]—XiH 1<2<6
(X1, X2] =1}
(X1, X4] = X5+ Y,
[ X1, X5] = 2X6
[X1, Xe] = (3 — 1) X7
62’7(10,3,5) S [Xe, Xl = —X5- Y,
[X2, X4] = — X6
[X2, X5] = (=1 +7) X7
(X3, X4] = =7 X7
[X1,Y2] = —2X6
[Xa, Vo] = —2X7 v €{0,1,3}

En el Teorema 1.2.4 queda demostrado que las algebras halladas son no iso-
morfas dos a dos.
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1.3.4 Clasificacion de las AL3FGN de dimension 11

Como se vera al final del presente capitulo, 11 es la primera dimensién impar en la
cual la situacién general se va a estabilizar, no encontrdndose algebras excepcionales.

Después de fijar en un lema el tipo de las leyes de las citadas dlgebras, vamos
a demostrar que aparece la familia £(n,r;,72), que va a estar presente en todas las
dimensiones. Asimismo, cuando el vector Y, pertenece al pentltimo subespacio de
la graduacién natural, aparece la familia de dlgebras “terminales”, 7(11,7,,7).

Lema 1.3.15. Si g es un dlgebra de Lie 3-filiforme, no escindida, de dimension 11,
entonces la graduacion natural solamente puede cumplir

(n,r1,m2) € {(11,3,5),(11,3,7),(11,5,7)}

Ahora, en cada uno de los tres tipos, vamos a determinar la correspondiente familia
de leyes y su clasificacién.

Proposicién 1.3.16. (Familia de AL3FGN de leyes p(11,3,5)) En dimension
11, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
©(11,3,5), es isomorfa a una cuya ley puede ser expresada, en una base adaptada
{Xo, X1,...,Xs,Y1,Y2}, mediante
([ Xo, Xi] = Xig1 1<i<7
(X1, Xo] = a1 X3+ 11
¢ (X1, Xa] = a12 X5 + Y2
[Xa, Xg] ~Y,

[

\

Demostracién. La ley de g puede ser expresada por

([ Xo, Xi] = Xipa 1<: <7

(X, X;] = aij Xy 1<i<j<8—i i+j#3,5
[ X1, Xa] = a12 X3 + bY;

(X1, X4] = 014 X5 + a1 Y2

[X2, X3] = ags X5 + 2Y2

[Xi, Yi] = di Xay. 1<i<b i#2
(X2, Yi] = do X5 + Y5
[X:, Ya] = fiXsq 1<i<3

(Y1, Y2] = hXs
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De Jac(Xo, X1,X:), 2 <1 <6, Jac(Xo, X2, Xi), 3 <1 <35,y Jac(Xo, X3, X4) se

obtienen las restricciones siguientes

aisz =

a14 =

a15
a6
a7
A24 =
a2s
a2 =

Ci =

aig
a12 — Q23
a1z — 2033

a1y — 3023 + Q34

a12 — 4az3 + 3as4

a23

a23 — G34
a3 — 2a34
—Cy = C

Se cumple que b # 0 y ¢ # 0, porque de lo contrario Y; ¢ C!(g) ¢ Ya ¢ C'(g), lo que

es absurdo.

Se puede considerar b = ¢ = 1 sin més que aplicar el siguiente cambio de base

X! =
Y =
vi=

X; 0L:1<8
oY1
¥y

De Jac(Xo, Xi,Y1),1 <1< 4,setienequed; =d; =ds=ds=ds =dye=0.

De Jac(Xo, X1,Y2) y Jac(Xo, X3,Y2) se deduce que f1 = fo = fs = f.

De las restantes identidades de Jacobi, se consiguen mas restricciones entre los

parametros.

J(LC(Xl,Xz,Xg,) = 2(1%3 =d-— f

JGC(XI,Xg, X5) =d= 20,%3 - 3(123034 + 3a§4

J(ZC(Xl,X3,X4) = f = 3(1:2;_’4 — 3@23&34

J(ZC(Xl,Xz,}/l) = aggd =0

Jac(Xl,X4,}/i) = 3asd + h=0

Jac(X1,X2,Y2) = 5f(—aas +azs) =h
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Resolviendo el sistema formado por todas las ecuaciones anteriores, se obtiene
que
G12 = @13 = G14 = Q15 = d18 = Q17

a23=024=a25=6126=034=a35=0

y queda demostrada la proposicion. .

Proposicién 1.3.17. (Clasificacién de AL3FGN de leyes p(11,3,5)) Salvo iso-
morfismo, la unica dlgebras de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida

y de ley p(11,3,5), es £(11,3,5).

Demostracidén. Se sabe que la ley de g se reduce a

[ [Xo, Xi] = Xipa 1<e<7

(X1, X2] = a1 X5+ 1

¢ X1, Xy = an X5+ Y2

[X2, Xs] = Y,

L [X1,Xi] = a12 X144 1=3,5<:1<7

Se puede considerar a;; = 0, sin mas que realizar el siguiente cambio de base

X' = X; 0<:<8,1#1
X; = X1 —aXo
Y= v, =12
obteniéndose la ley
[Xo, Xi] = Xiy1 1< <7
(X1, X2l =1
(X1, X4 =Y
(X2, X3] = =Y,
que corresponde a £(11,3,5). O

Proposicién 1.3.18. (Familia de AL3FGN de leyes ;(11,3,7)) En dimension
11, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
©(11,3,7), es isomorfa a una cuya ley puede ser expresada, en una base adaptada

{Xo, X1,...,Xs, Y1, Y2}, mediante
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([ Xo, Xi] = Xin1 1<: <7
[X1, X2] =1

(X1, Xe] = a34 X7 + Y2

[X1, X7] = 3a34 X3

[X2, Xs] = —auX7 — Y,

[X2, ] = —2a34Xs

(X3, X4] = a34 X7 + Y,

[Xa,Xs] = a34 X3

[ X1, Y] = —3d2, X5

Demostracién. Inicialmente la ley de g se pude expresar mediante

[Xo, X:] = Xis1 1<:<7
(X, X;] = a5 Xipj 1<i<j<8—i i+j#3,7
[X1, X2] = a12X3 + bY)
[X1, Xe] = a16X7 + &1 Y2
[X2, X5] = a2 X7 + 22
[X3, X4] = a3 X7 + c3Y5
[Xi, V1] = di Xay 1<1<5 1#4
[X4,Y1] = daX7 + €Y
[ [X1,Y2] = fXs

De forma similar que con la familia de ley u(11,3,5) se obtienen las siguientes
restricciones, algunas diferentes:

a13 = Q12

a4 = Q12 — Q23

ais = ajp — 2ag3

a1 = a3 — 3as3+ azy
ay; = a3 — 4az3 + 3az4
G4 = Q33

G25 = (A23 — (434

Qe = Q23— 2a34

g = —cg=c3=c=1
b =1

dl = d2:d3:d4:d5:d
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€

2
2a3,

d—f

f
a23d

a34d

=0

= d

= 2a2, — 3ag3azs + 3a3,
= —3a}, + 3az3a34
=0

=0

Resolviendo el sistema formado por todas las ecuaciones anteriores, se obtiene que

ai2
Gig
ayr
G23
azs
a26

ass

d
f

a13 = Q14 = Q415
a12 + a34

a1z + 3azq

Ag4 — 0

—0a34

—2(134

a34
0

2
—3a3,

Se puede considerar a;; = 0, sin mds que realizar un sencillo cambio de base y

resulta la ley de g pretendida.

a

Proposicién 1.3.19. (Clasificacién de AL3FGN de leyes (11,3,7)) Salvo iso-
morfismo, las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente, no escindidas

y de ley u(11,3,7), son £(11,3,7) y 7(11,3,7).

Demostracién. Hay que distinguir dos casos, segun sea nulo o no ass.

e Caso 1: a3 =0

En este supuesto la ley de g esta definida por

que corresponde a £(11,3,7).

=Xy 1<2<7
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e Caso 2: a3z #0
El cambio de base dado por las relaciones

( X(') = a34Xo
X = X;
X!= a7'X; 2<i<8
Y/ = aa?)
Yy = a},Y;
hace que la ley de g pueda escribirse de la forma
[ [Xo, Xi] = Xin 1<: <7
[X1,X2] =Y}
[X1,Xe] = X7+ 1,
[X1, X7] = 3Xs
[X2, X5] = = X7 = Y,
[X3, Xe] = —2X5
[X3, X4] = X7 4+ Y,
[X3, X5] = X
( [X1,Y2] = —3Xs
la cual corresponde a 7(11,3,7). 0

En el tipo de leyes que falta considerar, x(11,5,7), nos limitamos a enunciar las
proposiciones con la familia y la clasificacion correspondiente, por ser analogo al
anterior tipo, al pertenecer, en ambos, €l vector Y, a g,_4.

Proposicién 1.3.20. (Familia de AL3FGN de leyes p(11,5,7)) En dimensién
11, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
u(11,3,7), es isomorfa a una cuya ley puede ser ezpresada, en una base adaptada

{Xo, X1,...,Xs, Y1,Y2}, mediante

[ [Xo, Xi] = Xipa 1<i<7
(X1, 4]—Y1
(X2, X3] =

(X1, Xe] = Cl34X7 +Y;
(X1, X7] = 3a34Xs
[X2,X5] = —a3 X7 — Y;
[Xz,Xs] = —2a34X3
[X3, X4] = a34 X7+ Y,
[Xa,X5] = a34Xs

| [ X1, V2] = —3a2, X5
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Proposicién 1.3.21. (Clasificacién de AL3FGN de leyes u(11,5,7)) Salvo iso-
morfismo, las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente, no escindidas

y de ley u(11,5,7), son £(11,5,7) y 7(11,5,7).

Para finalizar, todas las dlgebras halladas las reuniremos en un tdnico teorema, el de
la clasificacién de todas las dlgebras de Lie 3-filiformes, graduadas naturalmente y
de dimension 11.

Teorema 1.3.22. (Clasificacién de AL3FGN de dimensién 11) Salvo isomor-
fismo, las unicas dlgebras g de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente de dimen-
ston 11, son:

XOa 1]:Xi+1 1<:<7
1

1
E(”’“’”)'{[ X Xo] = (D7 1Si<aR =
(TI’TQ)G{(355)7( 9 )a ) )}

([ Xo, Xi] = Xip 1<e<7
[X:, X, —i] = (=1)'71Y; 1<i< st

T(11,r,7) 0 § [Xy, Xel] = (D)7 (X7 +Y,) 1<i<3
[Xi, Xs_i] = (=1)"14-9)Xs 1<i<3

| [X1, Ye] = —3X5

rL = 3, )
En el teorema 1.2.2 queda demostrado que las élgebras halladas son no isomorfas
dos a dos.

1.3.5 Clasificacién de las AL3FGN de dimension 12

Como se ver4 al final del presente capitulo, 12 es la primera dimensién par en la cual
la situacién general se va a estabilizar, no encontrandose dlgebras excepcionales.

La estabilizacién general, para cualquiera que sea la dimensién n > 11, sera
distinta segin sea la paridad de n y requerird de un proceso inductivo. En él, sera
necesario comprobar los resultados que se pretenden demostrar, en los primeros
casos; en concreto, n = 11 y n = 12, dependiendo de que la dimensién del algebra
sea impar o par. El primero de ellos se ha abordado anteriormente.

Sin = 12 y como consecuencia del teorema de estructura, se enuncia mediante
un lema los tipos admisibles de las leyes de dlgebras de Lie 3-filiformes, graduadas
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naturalmente y no escindidas.

Lema 1.3.23. Si g es un dlgebra de Lie 3-filiforme, no escindida, de dimension 12,
entonces la graduacion natural solamente puede cumplir

(n,r1,72) € {(12,3,5),(12,3,7),(12,3,9),(12,5,7),(12,5,9), (12,7,9)}

En esta subseccién sélo se va a abordar la clasificacién de las algebras de leyes

©(12,3,5). Los tipos del resto de dlgebras son de la forma p(12,71,7) y p(12,71,9),

y son considerados posteriormente en la seccién siguiente, dedicada a los casos en que

el vector Y, esta “cerca” del final de la graduacién natural (n — 6 <r, <n —3, n > 12).
En dimensién 12 van a aparecer las familias £(12,71,7r2) y Q(12,71,72). Asimismo,

cuando el vector Y, pertenece al antepeniltimo subespacio de la graduacion natural,

aparece la familia de 4lgebras “terminales”, 7(12,7, 7).

Proposicién 1.3.24. (Familia de AL3FGN de leyes 1(12,3,5)) En dimension
12, toda dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, no escindida y de ley
1(11,3,5), es isomorfa a una cuya ley puede expresarse, siendo {Xo, X1,..., X, Y1, Y2}
una base adaptada, mediante

([ Xo, Xi] = Xipa 1<:1<8
(X1, Xe] =11
[X1, X4 = Y2
[Xl, 8] —ags X
[X2, X5] =
[Xz, 7] a45X9
[Xa, 6] = —a45Xy
[X4, 5] = a45Xo

Demostracién. El dlgebra g es isomorfa a una de ley

([ Xo, Xi] = Xina 1<1<8

[Xi, Xj] = ai; Xiy; 1<i<j<9—13 14+5#3,5
[ X1, X3] = a12 X35 + b}

(X1, X4] = a14X5 + a1 Y2

§ [X2, X3] = a2 Xs + 22
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De JCLC(XQ,Xl,Xi)7 2 S ? S 7, JGC(X(),XQ,XZ’), 3 S 2 S 6 y JO,C(Xo,X;g,XZ‘),

1 = 4,5, se obtienen las restricciones

a13 = 0412

a14 = Q12 — a3

aj;s = ajz — 2as3

a6 = Q12 — 3a23 + a34
a7 = ay2 — 4az3 + 3az,
a1 = a1z — dag3 + 6azq — ags
Q24 = Q23

Q25 = Q23 — @34

Q6 = Q23 — 2a34

a7 = @93 — 3a3q4 + aus
azs = da34

a3 = Qa34 — Q45

Cp = —Cy = C

Se cumple que b # 0 y ¢ # 0 porque, de lo contrario, Y; ¢ C'(g) 6 Y2 ¢ C'(g).

Se puede considerar b = ¢ = 1, sin mds que aplicar el cambio de base definido
por

X= Xi 0<i<9
Y/ = b
Y= ¥

Jac(Xo, Xi, V1), 1 <i<b=>di=dy=ds=di=ds =ds =dye=0.
Jac(X0,Xi,Y2),1<i<3=> fi=fa=fa=fa= /.

Jac(X1, X, Xs) = d — [ = 2a2,

Jac(X1, X3, X4) = [ = —3azsazs + 3ai,

Jac(X1, X3, X5) = a12(ass — ass) =0

Jac(X1, X2,Y1) = aad =0

Jac(X1,X4,Y1) = 3assd +h =0
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JaC(Xl,Xs,Yl) = a34d = 0
Jac(Xg,X4,Y1) = a45d =0
Jac(X1, X2,Ys) = (azq — azs)f =0

Resolviendo el sistema formado por todas las ecuaciones obtenidas anteriormente
se obtiene que

Q12 = 413 = 414 = A15 = A1 = A17
a18 = a1z — (45

@3 = Qg4 = Qg5 = Gz6 = 0

Q7 = Q45

a3y = azs =0

a3 = —Aa4s
d:f:h:e:o
aiza45 = 0

Se puede suponer a;; = 0, sin mas que realizar el siguiente cambio de base

X = X 1<1<9,1#1
X = X1 —a12Xo
v =Y j=1,2
obteniéndose la ley enunciada en la proposicién. O

Proposicién 1.3.25. (Clasificacién de AL3FGN de leyes p(12,3,5)) Salvo iso-
morfismo, las dlgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente, no escindidas

y de ley u(12,3,5), son £(12,3,5) y Q(12,3,5).

Demostraciéon. Hay que distinguir dos casos, segun sea a4s nulo o no.
e Caso 1: ay5 =0

El algebra g es isomorfa a una de ley

(X0, Xi]=Xip1 1<0<8

(X1, Xl =T
(X1, X4) =Y,
(X2, Xs3] = =Y,

la cual corresponde a £(12,3,5).
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e Caso 2: a45 #0

Con el cambio de base

X, = —assXo
X!'= (—a4s)71X; 1<:1<9
Yl’ = —agY)
Y;./ - —CLstQ
se obtiene la ley

[Xo, Xi] = Xit1 1<i<8
(X1, Xo] =1

§ [X1, X4 = Y2
[X2,X3] = -Y,

| [Xi, Xooi] = (—=1)7'Xe 1<4i<4

que corresponde a Q(12,3,5). a

Nota 1.3.26. Resta considerar las leyes de tipos u(12,3,7), x(12,3,9), p(12,5,7),
1(12,5,9) y 1(12,7,9). Su estudio se va a incluir en la seccién 1.4 por ser casos par-
ticulares de los que en esta memoria denominamos casos terminales. Apareceran las
algebras £(12,71,73), Q(12,71,73), donde (r1,72) € {(3,7),(3,9),(5,7),(5,9), (7,9)},
y 7(12,71,7), m € {3,5}.

1.4 Casos terminales

Vamos a estudiar en esta seccién las dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas natural-
mente de dimensién n y leyes p(n,ry, ;) cuando 72 es “terminal”; es decir, cuando
ry es “préximo” a n —3 o lo que es lo mismo, cuando el vector Y; pertenece a uno de
los subespacios préximos al dltimo (g,_3) de la graduacién natural (Y, esta “cerca”

de Xn_3).

Estos casos especiales ocurren solamente cuando n—6 < r; < n—3 y se estudian
separadamente porque el método que se utiliza consiste en cocientar por el ideal
gn_3 = C""*(g). Los resultados obtenidos son diferentes a los del caso general, que
se analiza con todo detalle en la proxima seccién.

Hemos abordado anteriormente las dimensiones pequefias. A partir de ahora
suponemos siempre que el dlgebra de Lie g cumple que n > 11, porque como ya
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quedard demostrado después de la seccién siguiente, los primeros valores para n,
donde la situacién general se estabiliza, son 11 y 12. También supondremos que
3 <r; < ryyambosryy ry deben ser impares, como ya se ha demostrado en el teo-
rema de estructura. Ademads, los otros casos ya han sido analizados y recordamos que
o bien eran inadmisibles o bien aparecian algebras escindidas. Vamos a referir siem-
pre la ley de g en una base adaptada que denotamos por {Xo, X1, .., Xn-3, Y1, Y2}
Para no complicar la notacién, vamos a utilizar la misma notacion para la base de
¢ = g/C"*(g), aun siendo conscientes de que un vector de esta base es, en realidad,
una “clase” de vectores.

14.1 Elcasors=n-3

Como r, es impar se deduce que n es par y se cumple que r; es impar, 3 < r; < n—35.
Ahora el vector Y, acompaiia a X,_3 en una base del dltimo de los subespacios
graduantes.

Teorema 1.4.1. (de clasificacién de las AL3FGN de ley p(n,r;,n — 3), n par)
(3<rn<n-5)

Cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, de dimension n y
de ley u(n,r1,n — 3), con n par, n > 12, ry impar, 3 <y < n— 35, es isomorfa a
L(n,r1,n—3), cuya ley respecto de una cierta base adaptada {Xo, X1, ..., Xn_3,Y1,Y2}
viene ezpresada por

[Xo, Xi] = Xip 1<i1<n—-4
L(n,ry,n—3): ¢ [Xi, Xro] = (-1)-y; 1<i< 12L1
[Xiy Xnoai] = (1)1, 1<q< 2t

Demostracidn. Sea, pues, g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente
de ley p(n,ri,n —3), con dim(g) = n par,n > 12, 7y impary 3 <r, <n —5. La
graduacion natural asociada a g es

=< X0, Xi>9<Xo>8..0< X, 01>0<X,,\1>D..0< X, 51 > D
... O< Xng >0 < Xps, Y2 >

es decir,

n-3
g= @ o5
=1
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donde
[+ 1 = <XQ,X1>
g; = <X;> 2<i<n—4,1#n
Ory = <X,,Y1>

gn-3 = <Xn—37}/2>

Como C"*(g) =< X,—3,Y2 >= Z(g) es un ideal de g, se sigue que el algebra
cociente g’ = g/C" *(g) es un algebra de Lie 2-filiforme graduada también natural-
mente y de dimensién n — 2. Por [31] sabemos que g’ es isomorfa a

Ln—=2,r)(n—-2>5&n>7) 6 a t(n—2,n—-5)(n—-2>6cn2>8)

Aunque cada vector de g’ es una clase de vectores al tratarse de un algebra co-
ciente, seguimos representando por {Xo, X, ..., Xn-4, Y1} una base suya adaptada.

Analicemos, a continuacién, cada uno de los dos casos posibles:
e Caso : g~ L(n—-2,r) (n—=2>5&n>T)

La correspondiente expresién de la ley de @', salvo antisimetria, viene determi-
nada por

, [Xo, Xil = Xip 1<i<n-35
- { (X, Xr—] = (-DFY; 1<t
y, en consecuencia, la ley de g, extensién central de g’ por < X,,_3,Y2 >y teniendo
en cuenta que
[9,8;] Cgir; VI<4,5<n-3
se puede escribir en la forma

;

[Xo, Xi] = Xip 1<i<n-5
[Xo, Xn—d] = aX,_3+0Y:
g:< [ X, Xr -] = (_1)1'—1}/1 1<i< £2L1
[Xi, Xnos—i] = aXpz+caYs 1<i<24
. [Xn—S——rl ) Yl] = dX,_3+¢€eY,

A continuacién, hay que exigir que se verifique la identidad de Jacobi para cua-
lesquiera tres vectores. Para algunos se satisface trivialmente y para otros surgen
restricciones.

De Jac(Xo, Xiy Xn-4-i), 1 <1 < 252, se sigue que

[X07 [Xia Xn—4—i” = [Xi+17Xn—4—i] + [Xi, Xn—S—i] =
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& 0= (G,,H_l + az’)Xn—S + (CH—I + Ci)}/2 =

.

IA A
3 |3

|t~>||

L Lo

N div1+a;,=0= a = (—1)i‘1a
cip1tea=0= ¢ = (=1)"lc

— =
IA A
|

De Jac(Xo, Xn—4-r,, Y1) se deduce que d = 0 = e y la ley de g queda expresada

por
[Xo, Xi] = Xin 1<i<n-5
) [Xo,Xn-4] = aX,3+pBYs
T XaXen] = (cDT 1<i<ng
[Xi, Xnoa—i] = (=1)"HaXn3+cY) 1<i< 4

Vamos a considerar todas las posibilidades resultantes de los distintos valores que

puede tomar s = rango ( Z f ) € {0,1,2}.

Sis = 0, entonces el centro de g, Z(g) =< Xp—4, Xn-3, Y1, Y2 >= dim(Z(g)) = 4,

y se observa que g no es un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente.

Si s =1 existe t € C tal que aX,_3+cY2 = t(aX,_3 + 8Y2) y el cambio de base
definido por

X =X 0<i<n—4
Xy = aXes+0Y

Y/ =Y

Y, ="

prueba que Y/ € Z(g) AY! ¢ [g,g]. Se deduce que el dlgebra g es isomorfa a una
de las &lgebras de Lie escindidas de leyes p(n,1,7) (rj = 1 y ry = r1) y esto,
evidentemente, es una contradiccién, porque no estariamos en el caso que se esta
considerando.

Si s = 2 el cambio de base determinado por las relaciones

X! = X 0<:<n-—4
Xy = aXas+ 0%
v o= %
Y; = aXas+clhy
prueba que la ley de g se puede expresar por
[Xo,Xi] = Xi-}-l 1 SZSTL—4
[Xth‘l-—i] = (_1)1_1)/1 1 S 7’ S 112:1
[Xi, Xn—s—s] = (—1)71Y, 1<i< 2t

N|
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y, en consecuencia, g ~ L(n,r;,n — 3).
e Caso 2: g'~7(n—2,n-5) (n—-2>6<n>8)

Ahora la correspondiente expresién de la ley de g’ es

[Xo,Xi] = Xip 1<i1<n-5
o X Xasi] = ()7 (Xa-s = 1) 1<:< 838
) X Xamar] = (b)TEERY, L, 1<ignge
[Xl,Yl] = gnT—an_4

Extendemos por < X,_s,Y, > para obtener g y exigiéndole que sea dlgebra de
Lie 3-filiforme y graduada naturalmente. Su ley, en principio, vendra determinada
por

[Xo, Xi] = Xin1 1<i:<n-5

[Xo, Xn—4] = aX,_3+0Y,

[X;, Xns—i] = (=) (Xps—Y)  1<i<t
g:y [Xi Xnoani] = (e, 1<t

[Xi, Xn_3-i] = a;Xn_3+¢Y, 1< < 712;4

[X1, Y] = 8%, ,

[Xns—r, Yi] = [X0, V1] = dX._3 +eYs

De Jac(Xo, Xi, Xpn-a-i), 1 <1< 95—6, se deduce que

[Xo, [Xiy Xn—a—i]] = [Xit1, Xnai] + [Xi, Xna_i] &

- (n—4—2
& (—1)1_1(—2"—)(C¥Xn—3 + 8Y2) = (ait1 + a;) Xn-3 + (cit1 + ¢)Y: =
L) i +a; = (—1)5_11#10 1<i< s N
crite = ()TEEFREE 1K<

o = (-1)"Yay - 200G -1)a) 1<i< 22
- ¢ = (1) a-C=00-1)p) 1<i<2?

De Jac(Xo, X1, Y1) se obtiene que

[Xo, [X1, V1]l = [Xo, V1] = 5 (aXnos + BY2) = dXns + €Yz =

_(n—6) _(n—6)
:>d—Ta, €= "5 Ié;
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De Jac(X1, Xz, Xn—6) se obtiene que
[Xh [X27Xn—6” = [X27 [X17Xn—6” = [X17 "'nT_SXn—ti] = [X2’Xn—5] - [X2aY1] =

——a = a —d
= =201 Xz + 1Y) = (62— d) Xn-3 + (2 — €)Ys = { et 1 2

—5=c = c3—¢€

y por las igualdades obtenidas antes para d y e se deduce que
(10 — n) (10 — n)
2 2

pero n > 12, por lo que resulta que a; = 0 = ¢; y se simplifican mas las expresiones
dea;yc, 1 <2< ”2;4, concretamente

CLI—_—O,

C1:0

>

a = (-G -1)a  1<ig< e
@ = (-)EgE-1)8  1<i<
La ley de g queda determinada por
([ [Xo, Xi] = Xip 1<:<n-5
[Xo, Xn—d] = aX,-3+ 0>
[Xi, Xn_5_:] = (=1)"Y(Xn_s — V1) 1<i< s
g9 [Xi, Xnoami] = (—l)i‘lg#l)(n% 1<i< 28
(X, Xn_3_i] = (~1)i£"—_;—_il(i —1)(aXn3 +8Y;) 1<i<24
[leyl] = ﬁ“—len_z;
[Xn-s—ri, Y] = [X2, V1] = 25%(aXn-s + fY2)

Si (e, 3) = (0,0) el cambio de base definido por

X = X; 0<:<n-3

v, = Y,

v, =
prueba que Y/ € Z(g) AY] ¢ [g,9]. Se deduce que el algebra g es isomorfa a una
de las algebras de Lie escindidas de leyes u(n,1,7) (rj = 1 y ry, = r1) y esto,

evidentemente, es una contradiccién, porque no estariamos en el caso que se esta
considerando.

Si a # 0 el cambio de base determinado por las igualdades

X =X 0<i<n—4
Xy = aXes+pYs
Y =Y

Y, =Y
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prueba que volvemos a estar en la misma situacién anteriormente resenada, lo cual
es una contradiccién. Lo mismo ocurre si @ = 0 y 8 # 0 al realizar el cambio de
base definido por

X! = X; 0<:i<n-4
7,1—3 = BY;

Y, =T

Y; = Xn—3

Queda asi demostrado el teorema de clasificacién de las algebras de Lie 3-filiformes
graduadas naturalmente y de ley y(n,ry,n — 3), n par. O

1.4.2 Elcasors=n-—4

Como r, es impar se deduce que n es impar y se cumple que ry es impar, 3 <r, <n — 6.
Ahora el vector Y; acompaiia a X,,_4 en el pentltimo de los subespacios graduantes.

Teorema 1.4.2. (de clasificacién de las AL3FGN de ley u(n,r;,n—4), n im-
par) (3<r; <n—6)

Cualguier dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, de dimension n y
de ley u(n,ry,n —4), con n impar, n > 11, vy impar, 3 <r; <n—6, es isomorfa a
L(n,r1,n—4) o bien a 7(n,r,n—4), cuyas leyes respecto de una cierta base adaptada
{Xo, X1, .., Xn-3,Y1, Y2} vienen ezxpresadas por

[Xo, Xi] = Xin 1<:<n-—4
E(nvrlan - 4) : [Xierl—i] = (_1)i_1}/'1 1 S 7 S g_:)—_l
[(Xi, Xpoai] = (1)1, 1<i< 28
[XOaXi] = Xi-l—l 1 S 7 S n—4
(X, Xri—i] = (—1)"‘1}/1 1<i< ﬂ_zzl
r(nyri,n—4): { [XoXnoasi] = (F1)71(Xaoa+Y2) 1<6i< ns
[Xi, Xn-3-i] = (—1)i‘1£"'—?;'2ﬂXn_3 1<iges
[‘Xl’}/Z] = gs_Tann_:a

Demostracién. El caso n = 11 se ha estudiado aparte en la subseccién 1.3.4. Si
se ha incluido en el enunciado del teorema es debido a que el resultado es idéntico
en ese caso y asi se presenta todo de forma mas compacta.
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Sea, pues, g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de ley
p(n,r1,n —4), con dim(g) = n impar, n > 13, ry impar y 3 < r; < n —6. La
graduacion natural asociada a g es

=< X0, X1 >0<X2>h...0< X, 21>0<X,, 1 >0..8<X;11>D
EB...GB<Xn_4,Y2>€B<Xn_3>

n—3
es decir, g = @gi, donde

=1

o1 = <X0,X1>
[of = <X;> 2<i1<n-3,1#mrm,n—4
g, = <X,,,Y1>

Onoa = < Xnp_4,Y2 >

Como C"*(g) =< X,—3 > es un ideal de g, se sigue que el algebra cociente
g = g/C"*(g) es un &lgebra de Lie 3-filiforme graduada también naturalmente y
de dimensién una unidad menos; es decir, n — 1. Dicha dlgebra g’ serd de ley
p(n — 1,71, (n — 1) — 3), con dimensién (n — 1) par, que ya fue estudiada en la sub-
seccion 1.4.1.

Si se sigue representando por {Xo, X1, ..., Xnu—4, Y1, Y2} una base suya adaptada,
se deduce, entonces, que g’ ~ L(n —1,r1,(n — 1) — 3) y, en consecuencia, podemos
escribir la ley de g’ de la siguiente forma

[X()’X'i] = Xi-}-l 1 S 7 S n—>5
g X Xe—] = (D)77YY 1<i<nA
[Xi, Xn—a—i] = (—1)"‘1}/2 1< < %

Por extensién de g’ por < X,_3 > y teniendo en cuenta que se ha de verificar que
[gi,8;] C gitj, V1 <12,7 <n -3, laley de g queda determinada por

([ Xo, Xi] = Xiu 1<2<n—-5
[Xo,Xn—4] = aX,_s3
[Xo, Ya] = BXns

g ) KeXosd = (CUTY 1gigag

(X, Xn-a—i] = (=1)7'Y; 1< <52
[Xi,Xn—a—i] = a;X,3 1<:< n—;§
(Xnsri, Y] = dXnis

| (X1, Ya] = [Xn-s

A continuacién verificamos que se cumple la identidad de Jacobi para cualesquiera
tres vectores. Para ello se deben anular algunos parametros y, ademas, aparecen
mas restricciones.
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De Jac(Xo, Xn—1-r1, Y1) ¥ Jac(X1, Xs, X,_6) se deduce que d =0 = f.

De Jac(Xo, Xiy, Xn-4-i), 1 <1< "—;7, se deduce que
[Xo, [Xiy Xn-a-il] = [Xig1, Xnoami] + [Xi, Xnosi] &
& (=1)"18X, 3 = (aiy1 + )Xoz = aip1 +a; = (=1)718, 1<i<%l=
= a;=(-1)"Ya, — (1 —-1)8), 1<:<232
De JGC(XQ,Xn_;é_,an;S) se obtiene que [Xo,[an;s,X%;s]] = [XnT—S,Xn_;—_l] =

= (_1)'17_7/6)(71—3 = anT—5 n—3 = an?;s = (—l)ﬁzzlﬂ
Como a; = (=1)""!(a; — (i = 1)8), 1<i< 232, se deduce que
B = a = a; = (—1)ite=2220g 0 < <ns8

En consecuencia, la ley de g queda definida, salvo antisimetria, por

( [Xo, Xi] = X 1<i<n—5
[Xo, n— 4] = oX,_3
] [X07Y2] = /an—B
Y X, X, 2] = (=1)7Y 1<i<nst
[Xan—4 1] = (_1)1'_1)/2 1 S 1 S 712;5
| (X Xnas] = (-1)E3EX s 1<

Es necesario que (a,3) # (0,0) porque, si (e, 3) = (0,0) g no es un algebra de
Lie 3-filiforme y graduada naturalmente. Se trataria de un dlgebra de Lie con las
mismas caracteristicas, pero 4-filiforme, y ademés, escindida, ya que dim(Z(g)) = 4,

al ser Z(g) =< Xn_4, Xn_3,Y1,Y2 >
e Caso 1l: 3 #0

Ahora se puede suponer 3 = 1, sin més que realizar el siguiente cambio de base:

X(I) - XO
X! = %X,- 1<i<n-3
Y, = éYj 1<;5<2

Vamos a distinguir dos subcasos segin sea o # 0 0 o = 0.
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e Subcaso 1.1: a # 0

El cambio de base definido por las relaciones

{ Xé
X!
X3
}/ll
Y;

permite suponer o = 1.

1
aXO

1
o1 Xz'
—l_x
an—>5 n—3

1
al—2 }/1
1
an—6 }/2

Un nuevo cambio de base dado por

X!
}/1/
}/21

Xi
Yi
}/2 - Xn—4

permite obtener la ley de g siguiente

[ [Xo, Xi]
(X, Xy ]
(X, Xn—a—i]
[Xi, Xn—3]

[ [X1, Y]

Xit1

(_1)1'—1}/1
(=1)"1(Xp-1 + Y2)
(-1t x
By, s

la cual demuestra que g ~ 7(n,r;,n —4).

e Subcaso 1.2: a =0

1<:1<n—-4

— e
IA A IA A
IA A IA IA
3 3 3
S[L L efi

M~

Recordamos que la ley de g estd, en este caso, determinada por

1<:<n-5

i

2
-5
2

3

— = =

IN NN

IN IN A
3

-5

2
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Se aplica el cambio de base dado por

X(’) = XO -} X1
X! _ !”;32)(2- 1<i<n-—5,1#mn
){'I‘1 = LTL_;EZ(XH + }/1)

{ Xiea = =) (Xog + V)

2
! _ !n—3!2
Xn-—3 - 4 Xn—3
/ n—3)2
v, = b3y

{ }/'2I — (n—314(n—§l}/2 _ (n;3)Xn_4

y teniendo en cuenta que se satisface la siguiente expresién vectorial deducida de Y53:

2 X _ =Xna+ YYo= Xou=

o) Xia— Y2 =

2
n-3)

= !n—34!(n—5[yv2 — n;3)(( 2

n—B)XT,L—4 - Y2) + YZ’ =

= !n—34!!n—5!}/2 + (n;S}Yz :X:L_4 +}/2/ = (n—43)2}/2 X, » +YI
se obtienen los siguientes productos corchete:

(X0, X1 = (Xo+ X1, 82X, = 0K = X[, i<i<n—6, i#m—1n
(X5, X! _)) = [Xo + X0, 553X, 4] = B2(X,, + 1) = X],

(X8, X0, = [Xo + X1, B2 X, + V1)) = B2 X000 = X, 4y

(X4, X! _s] = [Xo + X1, 53X, 5] = B Xa + V2) = X[,

[X(,]7XTIL—4] = [XO + X17 £712;3)_(Xn 4 + )/2)] MX + £nT_glgnT_sl)(n—E} =
232
- in_fLXn_S =X _,

(X5, Y]] = [X0+X1, M”_sly 3Xn—4] = ﬁ”_*z”a(”_*lxn_:a_ﬂn__%(”_*lxn_s =

(X1 X2, = (52X, 553X

ri—1 7‘1—1] -

)y =Y, 1 <i < gt

XX, ami] = (5780, B30 X ) = B2 = (C) (X + X)),
1 <1<
=" =2
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X1, X0) = (252X, 50 (X a4+ V)] = B3 [X, Xp] = 058X, o =

— (n—3)2 (n=5) 4 Xn _ !n;S!X,,.L_g

4 2 (n—3)2*n=3 —

X0, X)) = (50X, 050X, ] = Gy 0ototly,  o

— !n—43!2(_1)1-_1 gn—22i—3! 4 X;—S — (__l)i_l !n—22i—3!X/

(n—3)2 n—3»

2<i<

X1, Y] = (52, ey, 3y g _L";f*f_nzi)(n_:, =Gl .

4
X0, x0] = 1252, 253X, + 1)) = B2 X, X, =0, 1<i <y,
itn—4—r,n—3—r
[(X,Y]]=0,2<i<n-—4
(X, X! ,]=0,2<i<n-5

Los productos corchete en los cuales interviene X _, e Y/ son, evidentemente nulos,
al ser dichos vectores combinacién lineal de X,_3 e Y] respectivamente, que son
centrales. Queda demostrado que g es isomorfa a un algebra de ley definida por

X%, X] = X l<ign—14
(X, X =] = (-1)7'Y 1<i<nst

[(Xi, Xn-azi] = (F1)7'(Xpos+Y2) 1<i< S
[Xth—S—i] = (_l)i_l gn_—-32—_2ian_3 1< < n=5

T2
| [X1, Y] = Gy, 4

que corresponde a g ~ 7(n,r;,n — 4).
e Caso 2: =0

Como (o, 8) # (0,0), se deduce que @ # 0 y la ley de g viene expresada por

[Xo,Xz'] = Xi+1 1 S ? S n—>95
. [X07 Xn—4] = aX,-3
) Ko Xl] = ()Pt 1<i<nst
[(Xi, Xnai] = (=1)71Y, 1<i<2?
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Con el cambio de base definido por

X(,) = X()
X, = 1X; 1<i<n-4
Xn3 = Xas
Y; = Y, 1<j<2
se obtiene la ley
(X0, Xi] = Xin 1<i1<n—4
X, Xes] = (1) 1<i<ns
(X Xooani] = (<)Y, 1<i< g8

que corresponde a g ~ £(n,r;,n—4) y queda demostrado el teorema de clasificaciéon
de las 4lgebras de Lie 3-filiformes y graduadas naturalmente de leyes u(n,ry,n —4),
n impar. O

1.4.3 Elcasorg=n-95

Como r, es impar se deduce que n es par y se cumple que ry es impar, 3 <r; <n —7.
Ahora el vector Y; acompana a X,,_s en una base del antepenultimo de los subespa-
cios graduantes.

Teorema 1.4.3. (de clasificacién de las AL3FGN de ley u(n,ri,n —5), n par)
(3 S T S n— 7)

Cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, de dimension n y
de ley p(n,r1,n—35), conn par, n > 12, ry impar, 3 < r; < n—7, es isomorfa a una
de las familias L(n,r1,n —5), Q(n,r1,n — 5) o 7(n,r,n — 5), cuyas leyes respecto
de una cierta base adaptada {Xo, X1,...,Xn-3,Y1, Y2} vienen expresadas por

[XOaXi] = XH—I 1 S s S n—4
‘C(n’ ry,n — 5) : [XiaXrl—i] = (—1)i_1)/1 1 S i S 512:_1_
[(Xi, Xpnos—i] = (=1)71Y, 1<i< 88
[X07Xi] = Xin 1<i:<n—-4
(X, Xri] = (1)1 1<i<nst
s I'1y —95): ) ‘ 2
Q(n T, n ) [Xi’Xn—S—i] — (__1)2—1}/2 1<i< %
[Xi, Xnoss]) = ()7 X3 1<:< n_;4
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([ [Xo, Xi] = Xip1 1<i<n-4
X, Xew] = (-1)7'n L<i<ng
[Xi, Xn-s-i] = (=1)71(Xuzs + Ya2) I<i<eg®
(n,r,n —5): —1 (n—2i—4 o n—
[Xi, Xn-a-i] = (-1) lngXn—‘l 1< < %
[Xi, Xnoami] = (=1)(i—1)C0X, 5 1<i< ot
[X:, Y] = ElX, 1<i<2

Demostracién. Sea, pues, g un dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente
de ley p(n,ri,n —5), con dim(g) = n par,n > 12, ry impary 3 <7 <n—7. La
graduacién natural asociada a g es

=< X0, Xi >9<X2>8..0< X021 >0<X,,Y1>D.. < X, 1>
B...0<Xn5,Y2>0 < Xna > < Xng >

n—3
es decir, g = @gi donde

=1

o = <X0aX1>
g = <X;> 2<i1<n-3,1#r,n—35
g, = <X, ,h>

Gn-s5 = <Xn—57}/2>

Como C"*(g) =< X,—3 > es un ideal de g, se sigue que el algebra cociente
g =g/C"*(g) es un dlgebra de Lie 3-filiforme graduada también naturalmente y
de dimensién una unidad menos; es decir, n — 1. Dicha dlgebra g’ serd de ley
u(n —1,7r,(n —1) —4), con dimensién (n — 1) impar, que ya fue estudiada en la
subseccion 1.4.2.

Si se sigue representando por {Xo, X1, ..., Xn-4, Y1, Y2} una base suya adaptada,
se deduce, entonces, que

g~Ln-—1,r,(n=-1)—-4) 6 gd~r(n—1,r,(n—1)—4)

y, en consecuencia, habra que distinguir estos dos casos.

Vamos a demostrar que si g’ ~ L(n — 1,r;,n —5) es g ~ L(n,r,n — 35) 6
g~ Q(n,r;,n—5)ysig ~7(n—1,r,n—"5)es g~7(n,r,n—2>5).

e Caso 1: g~ L(n—1,r;,n—25)

Ahora, la ley de g’ esta determinada por

[XO)Xi] = Xi+1 1 S Z S n — 5
[(Xi, Xri—i) = (~1)i‘1Y1 1<i< m2;1
[Xi;Xn—S-—i] = (—1)”‘1}/2 1<:< 712;6
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y extendiendo g’ por < X,_3 > y exigiendo que [g;, @;] C gi+j, V1 <2,7 <n —3se
obtiene la ley de g siguiente:

([ Xo, X:] = Xip1 1<:<n-5
[X n— 4] = aXn_s
D A S ) e A N
VX Xaso] = (1), 1<i<Rge
(Xi, Xnos—i] = a:Xn-3 1< < 55=
[Xn-3—r, V1] = dXp3
[X ] = fXn-s

De Jac(Xo, Xi; Xn-a—i), 1 <i <28 se deduce que
(Xit1, Xn—ami] + [ Xi, Xn32i] =0 &
& (a1 +0i)Xn3=0=2a41+a=0=a; = (—l)i‘lal, 1< < "2;4
De Jac(Xo, Xn_4—r;, Y1) ¥ Jac(Xo, X1, Y2) se deduce que d =0 = f.

En consecuencia, la ley de g queda definida por

[ [Xo, Xi] = Xip1 1<:<n-95
[Xo, Xn-4] = aXp_s3
¢ XX = (D' 1<i< 112—_1
[Xi, Xnos-i] = (=1)7'Y; 1<i< st
| [(Xi, Xnosmi] = (—=1)"tay Xn-3 1<i< .”;_4

Vamos a distinguir cuatro subcasos segiin sea nulo o no a; y por cada posibilidad
analizaremos si a es nulo o no.

e Subcaso 1.1: ¢ =a=10

Este subcaso no es admisible, ya que la ley de g estd expresada por

[Xo,Xi] = X 1<:1<n—-35
(X, Xood] = (-1)7'v,  1<i<nst
(Xi, Xnos—i] = (=1)7'Y; 1 <ig et
y se observa que corresponde a un algebra de Lie 4-filiforme y graduada natural-

mente. Se cumple que dim(Z(g)) = 4, al ser Z(g) =< Xn-4, Xn-3,Y1,Y2 >, lo que

es una contradiccién.
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e Subcaso 1.2: a; =0 y a#0

Ahora g es isomorfa a un élgebra de ley

[X07Xi] = Xi—}-l 1 S 7 S n—2>5
[X07 Xn—4] = aXn__3

(X0 Xro] = ()7 1<i<nt
[Xi, Xnos—i] = (1)1, 1<i<28

Se puede suponer a = 1, sin mas que efectuar el cambio de base dado por

X = X 0<i<n-—4
‘XT{L—3 - Oan_.g
v, =Y 1<j<2

y queda demostrado que la ley de g corresponde a L(n,r;,n —5).
e Subcaso 1.3: a; #0 y a=0

Ahora g es isomorfa a un algebra de ley

([ Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-5
[Xi, Xl = (=1)7'1 1<i< ozl
(Xi, Xns—] = (=1)7Y, 1<i< 28

| [Xs, Xnms—i] = (—1)i_laan—3 1< < 712;4

Con el cambio de base definido por las relaciones

(X, = Xo+ X,
X! = X; 1<:1<n-—-4, 1#r,n—35
X, = X, +N

Xyll_5 = Xn—5 + Yé
X;L—S = G,IXn_3
Y, =Y 1<j<2

se obtienen los siguientes productos corchete no nulos, salvo antisimetria:

[ X0, Xi] = Xin 1<:<n-4
(X, Xroi]l = (-1)7'1 1<i< ozt
[Xi, Xnos—i) = (=1)7'Y, 1<t

[X,,',Xn_g_z'] (—1)i_1Xn__3 1 S Z < 2

Il

y dicha ley se observa que corresponde a Q(n,ry,n — ).
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e Subcaso 1.4: a; #0 y a#0

Recordamos que g es isomorfa a un algebra de ley

[Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-35
[Xo, Xn-4] = aXpo3
(X X = (DY ;< =l

| w

[XiaXn—S—i] = (—1)1.-1}/2
| [ Xiy Xnos] = (1) 'a1Xn-s

| &

S
-

—_— = =
(VAN VAN VAN
IAIN A
|3
o

o .
l\:|

Se puede suponer a = 1 = a;, sin més que efectuar el cambio de escala determinado
por

X, = X

X, = £X, 1<i<n—4
o2

X:L_3 = ;;g n-3

v, =2y, 1<j<e
1

y, entonces, la ley se observa que corresponde a Q(n,ry,n — 5).
e Caso 2: g ~7(n—1,r;,n—23)

Ahora, la ley de g’ esta determinada por

[ [Xo, Xi] = Xin 1<:<n-35
(X, X,oi] = (1)1 1<i<nst
g: 9 [(Xi, Xnos—i] = (1) (Xpos + Y2) 1<i<ns
(Xe, Xpoasi] = (—1)e=22x 0 1<i<s
| XY = GEX.

Por extensién de g’ por < X,_s > y teniendo en cuenta que [g;,g;] C git+; para
cualesquiera 1 < 7,7 < n — 3, la ley de g se expresa mediante

([ Xo, Xi] = Xip 1<i<n-5
[Xo, Xn-4] = aX,_3
[Xi, Xr—] = (1)1 1<i<nst
[Xi, Xns—i] = (=1)7H(Xns +Y2) 1<i< 2t

g1 (X Xna] = (mD)tely 0 1<i<n®

[Xiy Xn-s—i] = aiXn-3 1<r<2A
[Xn-3-r, Yi] = dXns
(X1, Ya) = Enx,

\ [X27Y2] = an—S
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De Jac(Xo, Xi, Xn-a-i), 1 <1< %, se deduce que

[Xo, [Xi, Xn—a—i]] = [Xig1, Xn—a—i] + [ Xiy Xn3-i] &

& (1)1t o X, o = (aig + @) Xnos = (—l)i_lg—ln_‘;_zi a=ai4 +ai =

2

“l(n—4-2 — 4
= a; = ( 1)‘_1((11—2(” )a), 1<i<’ =
k=1 2 2
o1 (n—4—1) n—4
=a;=(-1)"" (a1 — 5 (it—1a), 1<:i< 5

De Jac(Xo, Xn—4-r,, Y1) ¥y Jac(Xo, X1, Y2) se obtiene que
d =0

De Jac( Xy, Xs, Xn—g) se deduce que
(X1, [ X2, Xnzs]] = [ X2, [X1, Xn-e]] = [X1, 252 Xna] = [X2, Xns] + [ X2, Y] =
= 280, Xn_3 = (a2 + f)Xn_s = Lot a+ f=0=> @lal =0

Como n > 10, se deduce que a; = 0 y, entonces, se obtiene la expresion mas
simplificada para a;:

: —4— -4
gi=(—1)-nPTATD, D
2 2
Por tanto, g es isomorfa a un dlgebra de ley
[Xo,Xi] = Xz‘+1 1 S 7 S n—2>y5
[Xo; Xn—4] = aXn_3
[Xz';Xrl—i] = (_1)i——1Y1 1 S i S lQLl
[XiaXn—S—i] = (_1)i_1(Xn—5 + YQ) 1 S i S 712;6
(X, Xn_a_i] = (=1)-te=t=2ly 1<i< e
(X, Xpos—i] = (1) -1)C2=aX, , 1<i<nt
[Xb )/2] = 6—2-n Xn—4
\ {X27Y'2] = LG_TnlaXn—B
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A continuacién, habrd que distinguir si a es nulo o no.

Si a =0, la ley de g queda determinada por

[ [Xo, X] Xit1 1<i<n-—5
[(Xi, X,mi] = (-1)7'1 1< < :1_2—_1
Xy Xnos—i] = (1) Xn-s + Y2) 1<:i < &;_6
[Xi, Xnoai] = (1), 1<i<zg®
L [Xl,Y’E] = gG—E_n)‘)(n—cl

Se observa que g es escindida porque g es suma directa de un algebra de Lie
3-filiforme, graduada naturalmente y de dimensién n — 1 y C. En consecuencia,
dicha ley es la de un algebra 4-filiforme, lo que es una contradiccion.

Si o # 0, se puede suponer « = 1, sin més que hacer el cambio de base dado por

Xi X; 0<i<n—4
lel—3 = aX, 3
Yy =Y 1<;7<2
y queda que la ley de g estd definida por
( [Xo, Xi] Xiy1 1<i1<n—-4
[Xi, Xr—] = (-1)"'v; 1<i< r;l
) Ko Xasd] = (= 1)~ (Xpos + Y2) ] <i< ot
[Xi, Xnoami] = (1) lg———l” X, 1<i<s
[XiaXn—3—i] == ( ) ( )MX 1 S Z S ’(142_:i
. [X“)/Z] = £6_Tnl)(n—S+i 1 S ? S 2

la cual corresponde a 7(n,r1,n — 5).

Queda demostrado que en este caso terminal r, = n — 5, el dlgebra g es isomorfa

a una de las familias £L(n,r,n —

5), Q(n,ri,n —

1.4.4 Elcasory=n-—=6

5) 6 7(n —1,r,n —5). O

Este es el dltimo caso que es necesario estudiar como terminal. En realidad, para
ro = n—6 se obtiene la “estabilizacién”. Como ry es impar se deduce que n es impar
y se cumple que r; es impar, 3 < r; < n—8. Ahora los vectores Y} e Yz acomparian a
X,, y Xn_s, respectivamente, en una base del correspondiente subespacio graduante.
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Teorema 1.4.4. (de clasificacién de las AL3FGN de ley u(n,r,n—6), n im-
par) (3<r; <n-238)

Cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente, de dimension n
y de ley pu(n,r1,n—06), conn impar, n > 11, ry impar, 3 <ry < n—_8, es isomorfa a
L(n,r1,n—6), cuya ley respecto de una cierta base adaptada {Xo, X1,..., Xn-3,Y1, Y2}
viene expresada por

X0, X] = Xew  1<i<n—4
‘C(narhn — 6) : {Xierl—i] = (_1)1’—13/1 1< i < 112__1
[Xi, Xnoe-i] = (=1)7'Yp 1<i <2t

Demostracidn. El caso n = 11 ya se estudid en la subsecciéon 1.3.4. Se incluye en
el enunciado del teorema dado que el resultado es, en este caso, idéntico.

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente de ley u(n,r;,n —6),
con dim(g) = n impar, n > 13, r; impar y 3 <r; < n —8. La graduacién natural
asociada a g es:

0=< X0, X1 >0<X2>..0< X, ,1>0< X, 11 >D... ]
< Xn6,Y2>D< X5 >0 < Xy > < X3 >

Como C"*(g) =< X,—3 > es un ideal de g, se sigue que el dlgebra cociente
g =g/C"*(g) es un dlgebra de Lie 3-filiforme graduada también naturalmente y
de dimensién una unidad menos; es decir, n — 1. Dicha algebra g’ sera de ley
p(n—1,7r1,(n —1) —5), con dimensién (n — 1) par, que ya fue estudiada en la
subseccién 1.4.3.

Si se sigue representando por { Xo, X1, ..., Xn_4, Y1, Y2} una base suya adaptada,
se deduce, entonces, por lo demostrado en la subseccién mencionada, que

g ~L(n—1,r;,n—6)obieng' ~ Q(n—1,r;,n—6)obieng ~7(n—1,r,n—6)
y, en consecuencia, habra que distinguir estos tres casos.

Vamos a demostrar que el dnico caso admisible es g’ ~ L(n — 1,7;,n — 6) vy,
entonces, g ~ L(n,r1,n — 6).

Tanto sig’' ~ Q(n—1,r,n—6) comosi g ~ 7(n — 1,7r,n — 6), resulta ser g un
algebra de Lie graduada naturalmente, pero 4-filiforme.
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e Caso 1: g~ L(n—1,r,n —6)

La ley de g’ esta determinada por

[Xo, Xi] = Xina 1<:<n-5
g4 Xy, Xrmi]l = (-1 1<
[Xi, Xpoe—i] = (-1)71Y; 1< < E_E_Z

y extendiendo g’ por < X,_3 > y exigiendo que
[9i,9,] C @iyj, V1 <4, <n—3

se sigue que la ley de g se puede expresar por

( [Xo, Xi] = Xit1 1<i1<n—=35
[Xo, Xn-4] = aX,-3
[Xi, Xo—i] = (-1 1<i< Bt

a: [Xz n—6— t] = (_1)1_1}/2 1< Z < ’n;_7

[Xi, Xno3i] = a: X3 1<i<es
[Xn- 3~mY1] = dXn-3
[X3,Y2] = fXns

[ [V1,Y2] = hX,s sir; =3 (h=0sir #3)

Jac(Xo, Xiy Xp_azi), 1 <i <0 =g = (=1)"tay, 1 <1 <252
Jac(Xo,an;s,X%g), = Gnos =0 =a =0 :>ai:01§i§"—;—5
Jae(Xo, Xn—sry, Vi), = d = 0

Jac(Xo, X2,Y2), = f=0

Jac(Xy,X2,Ys), (r1=3) = h =0 (Sir #3, se verifica trivialmente)

La ley de g queda simplificada de la forma siguiente:

[Xo, Xi] = Xin1 1<i<n-5
) [XO n4]—aXn3
89) Xo X = (-D)7'y; 1<i<nst
[

<
XzaXn 6— 1] = (_1)1_1}/2 1 S ? S 712_7

Estudiemos, a continuacién, esta ley, distinguiendo dos subcasos: a =06 a # 0.



96 1. Algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente

e Subcaso 1.1: a =0

Es evidente que, entonces, Z(g) D< X,_4, Xn-3, Y1, Y2 > y que él dlgebra dada
g es, en realidad, igual a L(n —1,71,(n —1) —5) @ C. Se trata de un algebra de Lie
4-filiforme graduada naturalmente.

e Subcaso 1.2: a #0

Se puede suponer a = 1, sin mas que efectuar el siguiente cambio de base:

X,:L_3=O!Xn_3
}/;,:)/;' ’L:1’2

por lo que g es isomorfa a un algebra de ley
[XO’Xi]:XiH 1<i<n-4
g:? XX nl=(-1)"y 1<i<ndd
[Xi, Xn—6—i] = (—1)"‘1}@ 1< < nT—7

y, por tanto, g ~ L(n,r;,n — 6).
e Caso 2: g ~Q(n—1,r,n—6)

Ahora, la ley de g’ esta definida por

[Xo, Xi] = Xina 1<1<n-5
, ) Xa X L] = (1) 1<i<
[Xi, Xn—6—i] = (—1)"1Ys 1<i< 2t
(X, Xp—ami] = (=1) 7T Xy 1< <252
] C

y extendiendo g’ por < X,_3 > y exigiendo que [g;,g;] C gi+; V1 <4, <n—3, se

sigue que la ley de g se puede expresar por

( [Xo, Xi] = Xit1 1<21<n-5
[Xo, Xn-a] = aXn_3
[Xi, X —i] = (=1)7'Y 1<i< gt
[Xi, Xno6—i] = (—1)"'Y; 1<i<ed
g: 1 [XoXomas] = (1) 7 Xy 1< <250
[(Xi, Xn_ai] = a: X3 1<i< 22
[Xn-3-r, V1] = dX, 3
[X3, Y] = fXu-s
[Y1,Y2] = hX,3 siry=3(h=0sir; #3)
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De Jac(Xo, Xi, X_a—i), 1 <i < %7, se deduce que
[Xo, [Xi, Xn_a—i]]l = [Xiy1, Xn-ai] + [Xi, Xnsi] &
& (=1)raX, 3 = (@it + @) Xpo3 = aiy1 +a; = (-1)"la, 1<i< "—;7 =
=a; = (-1)"Y a1 — (1 —1a), 1<i<25
De Jac(X1, X2, Xn—6) se obtiene que a; =0 = a; = (=) —1Dea, 1<t < ”2;5
De Jac(Xo,an;s,an;s) se obtiene que [Xj, [an;s,an;s]] = [XnT—S,Xﬁ;_l] =

n—="7 n—=7

= (-1)7 aXp-3 = al;_an_3 = an=s = (-1)7 a

Como a; = (—1)i(i — 1)a, 1 <i < 252, se deduce para i = %3* que

2% — () & n =25 (imposible ya que n > 13)

a=20 = aq; =0 1_<_i§”2;5

De Jac(Xo, Xn_s4-r,, Y1) ¥ Jac(Xo, X2, Y2) se obtiene, respectivamente, que d = 0
y f=0.

De Jac(X;, Xz, Y2) cuando 71 = 3, se deduce que h = 0.

Considerando las restricciones obtenidas, la ley de g, salvo antisimetria, queda

definida por

[Xo, Xi] = Xip1 1<i<n-5
[Xi7Xr1—i] = (___1)1——11/1 1 S 7 < rp—1
g (X, Xn_6—i] = (—1)"1Y; 1<i< n;_7
[Xiy Xnoaei] = (F1)1 X,y 1< <25

[

Se observa que X,_3 € Z(g) y Xn-3 ¢ [g, 9], luego Z(g) =< Xpn_4, Xn_3,11, Y2 >,
por lo que g es escindida porque es suma directa de un algebra de Lie 3-filiforme,
graduada naturalmente y de dimensién n— 1, concretamente Q(n—1,ry, (n—1)=5),
y C. En consecuencia, dicha ley es la de un élgebra 4-filiforme, lo que es una con-

tradiccién.
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e Caso 3: ¢ ~7(n—1,r1,n—6)

En este caso, el algebra g' es isomorfa a una de ley

([ [Xo, Xi] = Xina

[Xi, X -] = (1)1

[Xi, Xn—e—i] = (=1) " (Xn-s + Y2)

) (X0, Xossi] = (—1)ite=s=20 x
[Xi, Xnoami] = (—1)i(i — 1) == X,

L [Xo, Ya) = G5 X 64

o
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y extendiendo g’ por < X,_3 > y exigiendo que
[i,0]] Coiy; V1<i,j<n-3

se sigue que la ley de g se puede expresar por

( [Xo, Xi] = Xit1 1<i<n—5

[Xo, Xn—sa] = aXn_3

[Xi, X —i] = (1)1
[Xi, Xn—6-i] = (=1)'7 (Xn-6 + Y2)
[Xi, Xnos—i] = (—1) 1222,

811 (X Xomand = (~1(6 = )E3=0x,
|
[
[
[
[
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3 ~
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X, Xn—a—i] = aiXn_3
Xnos—r, Y1] = d X3
X, Yo = X, 6 i=1,2

X3, Y2] = fXn-3

Yl,Yz]—thg, sir; =3 (h=0sir #3)

t°|

\

De Jac(Xo, Xn—a—r,, Y1) ¥ Jac(Xo, X2, Ys) se deduce, respectivamente, que

(7 n)
2
De Jac(Xo, Xi, Xn-4-i), 1 <1 < ﬁg—z, se deduce que

[Xo, [Xi, Xn—a—i]] = [Xit1, Xn—a—i] + [Xi, Xn-3—i] &

«

d=0y f=

& (-1)i6 - )20 X, 5 = (aips + ai) Xnog =

5= k) (6 _1)a), 1gz'g";0

= a; = (=1)"(a; + Zz_: (n
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Se observa, por ejemplo, que a; = —a; y de Jac(Xo, Xn=s,Xns) se obtiene que
2 2

[Xo, [Xnzs, Xacs]] = [Xuzs, Xans] = anzs = (-1)"F 0o
De Jac(X;, Xz, Ys) se obtiene que [ X, [ X3, Y2]] = [[X1, Xa], Ya]+ [ X2, [ X1, Yol =

= £7;_nlaan—s = [V1,Y2] + U—;ﬂaan_;;

sir1=3:>h=7_7"(a1—a2)

ap = az

Luego
h = 0 (desde el principio)

sifrl#3:>z;—"(a1——a2)=0,comon213:>{
Es necesario, en el resto, estudiar por separado los subcasos ry =3 y r1 # 3

e Subcaso 3.1: r;, =3

De Jac(X1, X,_7,Y)1) se obtiene que [X,_¢+Y3,Y1] =0= [¥},Y2] = 0= h =0.

Como h = 52(ay — a3) y por otra parte se sabe que a; = —a; y que n > 13, en
consecuencia, resulta ser a; = 0.

Se han obtenido, anteriormente, para a»-s dos expresiones:
2

An-5 = (—1)12:‘5‘L".1__7M”__5_)_a

2

0o

= n—5—k)

aAn=5 E

(k—1)

Igualdndolas entre si se obtiene que

(n —»7 (n —7!

Zk—2k2

= (n® - 1802+ 107n —210=0= (n—5)(n —6)(n = T)a =0 =

—n)n —9)
2

= (n-5)(n—6)(n—T)a=0

Como n > 13, resulta a = 0.
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Sustituyendo en las correspondientes expresiones resulta

f =20
a; = 0 1<;<28

2

Se obtiene que g es isomorfa a un algebra de ley expresada por

[XO,X-i]ZXi+1 1<1<n-5
[Xi, Xr—i] = (1)1 1<ignrt
[X:, Xn—6—i] = (=1)"H(Xn—s + Y2) 1< =L
[Xiy Xnogoi) = (-1 x, o 1<
[Xi, Xnai) = (1)1 = 1)2=220 X, 4 1<
| (X, Ya] = 552 X ey /

se]
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y como X,,_3 € Z(g) y Xn-3 ¢ [g,g], corresponde a la de un dlgebra de Lie 4-filiforme
graduada naturalmente, lo que nos lleva a una contradiccion.

¢ Subcaso 3.2: r; #3

Se verifica simultaneamente que a; = —a; y a; = a3, por lo que se anulan ambos
parametros, a3 = a; = 0.

Realizando los mismos pasos que en el caso de 7y = 3 , se obtiene el mismo
resultado anterior.

Queda demostrado que en este ultimo caso terminal r, = n — 6, el algebra g es
isomorfa a una de la familia £(n,r;,n — 6). O

1.5 El caso general

Hemos demostrado que las posiciones r; y r, donde se encuentran los vectores Y] e
Y, en la graduacion natural de un algebra de Lie 3-filiforme, de dimensién finita n,
n > 6, deben ser impares, distintas y mayores o iguales a 3 para que resulte ser g
no escindida.

Sir; = ry = 1, se trata de una extension trivial de un algebra de Lie filiforme y
graduada naturalmente, salvo para el caso evidente n = 4 (sélo hay una, la abeliana)
y para n = 5, que también puede ser isomorfa al algebra de Heisenberg.
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En los casos r; = 1 < ry, se trata también de extensiones triviales, bien de una
filiforme o bien de una casifiliforme graduada naturalmente.

En dimensiones pequefias, (n < 10), aparecen &lgebras excepcionales e incluso,
en n = 10, surge una familia infinita uni-paramétrica de algebras de Lie 3-filiformes
y graduadas naturalmente.

En el caso general (n > 11) la situacién se estabiliza. Si la dimensién es impar,
hay dos familias localmente finitas: una bi-paramétrica, £(n,r1,72) (r1 y 2 son los
pardmetros), y otra uni-paramétrica, 7(n,r;,n —4), (r es el parametro). Si la di-
mensién es par hay, en cambio, tres familias localmente finitas: dos bi-paramétricas,
L(n,r1,m9) y Q(n,r1,72), y otra uni-paramétrica, 7(n,r1,7 — 5). La demostracién,
como vamos a ver a continuacién, utiliza un proceso de induccién finita.

Teorema 1.5.1. (de clasificacién de las AL3FGN de ley p(n,r,r2))

(3 < < ry < n—6) Cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada natural-
mente, de dimension n y de ley u(n,r1,ry), con n > 11, ry y vy ambos impares,
3<r;<r,<n-—=6, es isomorfa a una de la familia L(n,r1,7r2) st n es impar, y a
un dlgebra de las familias L(n,r1,7m2) 0 Q(n,r1,72) sin es par. Sus leyes, respecto
de una cierta base adaptada {Xo, X1,...,Xn-3,Y1, Y2}, vienen expresadas por

[Xo, Xi] = Xin 1<i1<n—4
L(n,ri,ra): 3 [Xi, Xy i) (—1)1y; 1<4<onst

[Xi, Xrpmi] = (—1)"‘1}/2 1< < £22—_1

[Xo, Xi] = Xip 1<:1<n—-4

[(Xi, X.,—] = (-D)"7yp  1<i<ot
Q(n) 71, 7'2) : - . 2

[XiaXrg—i] = (—1)1' }/1 1 S 2 S _22_

[(Xi, Xns—i] = (=1)"1X,3 1<1< 22

Demostracién. Este teorema se va a demostrar mediante un procedimiento induc-
tivo para la dimensién n del dlgebra g, distinguiendo su paridad.

Para los primeros casos que tiene sentido considerar, n = 11 y n = 12, se ha
comprobado (en las secciones 1.3 y 1.4) que se verifica el teorema.

El caso 7, = n — 6 se ha estudiado en la subseccién 1.4.4.

Sea, pues, g, un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de ley
p(n,ry,7m3), con dim(g) =n,n > 13, ry y rp imparesy 3 <ry <r; <n—7.
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Sea {Xo, X1, X2,...,Xn-3,Y1, Y2} una base adaptada de g.
La graduacion natural asociada a g es

=< X0, Xi>0<Xe>P..08< X1 >0<X,,Y1>0< X, 11 >
B..0<X,.1>8<X,,Y2>0< X, 11 >D..0< X3 >

es decir,
n—3
9:@91'
1=1
donde
o5 = <X07X1>
o = <X{> 2§i§n—3,i7ér1,7*2
g, = <X;,V1>

97‘2 = < XT'27Y'1 >

Como C"*(g) =< X,—3 > es un ideal de g, se sigue que el algebra cociente
g =g/C"*(g) es un algebra de Lie 3-filiforme graduada naturalmente y de dimen-
sién una unidad menos, es decir, n — 1. Dicha &lgebra g’ sera de ley pu(n — 1,71, 7r2),
con dimensién de paridad diferente a la de n. Ademads, como ry < n — 7 se cumple
ry < (n—1)—6,y es claro que g’ cumple la hipétesis de induccién, es decir, verifica
las hipotesis del teorema.

Aunque cada vector de g’ es una clase de vectores al tratarse de un algebra co-
ciente, seguiremos representando por {Xo, X1, ..., Xn_4,Y1, Y2} una base adaptada
de dicha algebra.

Habra que distinguir dos casos, dependiendo de que n sea par o impar.

¢ Caso 1: n par

Como n — 1 es impar, por hipdtesis de induccidn, se verificara que
!
g ~L(n—1,r,79)

es decir, su ley vendra determinada por

[Xo, Xi] = Xin 1<:1<n-5
[(X:, Xrmi] = (-1)7'Y; 1<i<n=d
[Xi, Xrpmi] = (--1)"‘1}/2 1< < 525—1

Al extender g’ por < X,_3 > y teniendo en cuenta que

(gi,0]] Cgiy; V1<4,7<n—3
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la ley de g se expresa mediante

( [Xo, Xi] = Xip 1<i<n-5
[Xo, Xn_4] = aX.3
Xo Xl = (-D)7'h 1<ag<npt
g:% (X, Xpmi] = (D7, 1<i< Al
(Xi, Xpn_3-i] = aiXn-3 1<i< 2
[(Xn_3- rl,Yl] = dX,3
\ { n—3— rz,Yz] = fX-n—s

Se observa que [Y},Y2] = 0 ya que en otro caso deberfa ser 7y 4+ 7, = n — 3, lo que
es imposible al ser ry,ry y n — 3 impares.

De Jac(Xo, Xn—a-r,, Y1) y Jac(Xo, Xpn_4—r,, Y2) se deduce que d = 0 = f.

De Jac(Xo, Xiy Xn—a—i), 1 <i < 28, se deduce que
[Xz'-}-l’ Xn—4—i] + [Xth——L’:—i] =0«

n—

& (aip1 4 a)Xn3 = 0= ay1 +a; = 0= a; = (—1)"tay, 1 <i <257

En consecuencia, la ley de g queda definida por

[Xo, Xi] = Xip 1<i<n-—5
[XOvXn—4] = aX,_3

g:¢ [Xi, X ] = (-1)7'Y 1 <<zt
(X, Xrpmi] = (1)7'Y, 1<i<nst
[Xi, Xn-s—i] = (=)l X,y 1<0< 22

Habra que distinguir, a continuacién, si a; = 0 6 a; # 0. En cada situacion,
habra que considerar la nulidad o no del pardmetro a. Vamos a obtener que so-
lamente podemos encontrar algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente si
(a1,@) # (0,0). Sia, = 0serd g ~ L(n,r1,72) y si a; # 0 serd g ~ Q(n,r1,72).

e Subcaso 1.1: ¢; =0y a=0

Este caso no es admisible por resultar el 4lgebra g de caracteristicas diferentes a
las que tratamos de encontrar. Al anularse los dos parametros, su ley se convierte

€1

[X(])Xi] = X.i+1 1 Szgn_S
g:¢ [Xi, X, ] = (D)7 1<e< s
[(Xi, Xry—i] = (—1)"‘1}/2 1<:i< 122—_1
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Se cumple que X,,_3 € Z(g) y Xn-3 ¢ [g, 9], luego Z(g) =< Xn_4, Xn-3,Y1,Y2 >,
por lo que g es escindida porque es suma directa de un dlgebra de Lie 3-filiforme,
graduada naturalmente y de dimensién n — 1, concretamente £(n —1,71,72), con C.
En consecuencia, dicha ley es la de un dlgebra 4-filiforme, lo que es una contradiccion.

e Subcaso 1.2: a; =0y a#0

Ahora la ley de g esta determinada por

(Xo, X = Xim 1<i<n—5
[X07Xn—4] = aXp_3

) XXon) = (- 1<i<ongt
[(Xi, Xpp—i] = (F1)7'Y, 1<i< A

Se puede suponer o = 1, sin més que aplicar el cambio de base definido por las
relaciones

X = X 1<t<n-—4
X’I’l—3 = Oan..g
Y/ =Y,  i=12

por lo que g es isomorfa a £L(n,r,r2).

e Subcaso 1.3: a; #0y a=0

En este caso, la ley de g esta expresada por

[Xo, Xi] = Xin 1<i<n-5
 XaXal] = (-7 1 <i<nst
) X X,m] = (DY 1<i< ot
[Xi, Xnoz—i] = (=1)7larXe-s 1<i< 24

Al realizar el cambio de base dado por

,

X6 = Xo+ X

X! = X; 1<i<n—4, 1#£r,m
< X, = X, +"

X, = X,+Y,

X! 2 = a1 X,-3

Y/ =Y 1=1,2
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se convierte en

[Xo, Xi] = Xit1 1<1<n—-4
(X, Xr-] = (D)7 1<i<RE
(X Xr] = (-D7H 1<i<a
[XiaXn——El—i] = ('—1)1_1Xn—3 1 S ? S E'Ei
que corresponde a Q(n,ry,r2).
e Subcaso 1.4: a; #0y a #0
En este 1dltimo caso, el cambio de base expresado por
X[/) - (11X0
X! = dlaX; 1<i<n-—4
¢ X!, = ata?X, 3
Yll — aql—ZQZ}/l
Vo= @,

demuestra que g es isomorfa también a Q(n,ry,r2).
Por tanto, queda demostrado el teorema cuando la dimensién de g es par.

Se aborda, a continuacién, el caso en que la dimensién de g es impar.

e Caso 2: n impar

Como n — 1 es par, por hipdtesis de induccién, se verificara que
g ~L(n—1,r,r2) 6 g ~Q(n—1,r,717)

Se va a demostrar que la segunda posibilidad es inadmisible y que en la primera se
va a obtener el adlgebra de ley L(n,r1,72).

e Subcaso 2.1: g’ ~ L(n — 1,71,72)

Al extender g’ de ley

[Xo, Xi] = Xip 1<:<n-5
(X, Xrwi] = (F1)7' 1<i<ngt
(Xi, Xr,i] = (1), 1< <2t
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por < X,_3 > y teniendo en cuenta que
l9i,85] C Givj, V1 <4, <n—3

es, entonces, posible expresar la ley de g por

[Xo, Xi] = X 1<i<n—5
[Xo, Xn-4] = aX,_3
(X, X =] = (1)1 1<i<nzl
a: 4 [Xiasz)—l] = (_l)i_IYQ 1< Z < 522—_1
[Xi, Xn-3-i] = aiXn-3 1<i< 22
(Xn-3—r, Y1] = dXyn_3
(Xn-3-r,,Y2) = fXn_s
[ [Y1,Y2] = hXn._3 siry+ry=n-—3

De Jac(Xo, Xn—4—r,, Y1) y Jac(Xo, Xn—4-r,,Y2) se deduce que d = f = 0.
Cuando r; + r, = n — 3, de Jac(Xy, X, -1, Y2) se obtiene que A = 0.

De Jac(Xo, Xiy Xn-a-i), 1 <1< "2;7, se expresan todos los a; en funcién de uno
de ellos; en concreto, a; = (—1)"1a;, 1 <1 < ”2;5

De Jac(Xo, Xn=s,Xn=s), se deduce que ar-s = 0y, en consecuencia, a; = 0 =
2 2 2

= q; =0, 195”2;5

Se simplifica la ley de g, la cual queda determinada, salvo antisimetria y pro-
ductos corchete nulos, por

[Xo, Xi] = Xin 1<21<n-35
[XOa Xn—4] = aXn—3

[(Xi, Xrmi] = (D)7 1<i<nst
[Xthz—i] = (_1)1’—1}/2 1<:< ;2_2—_1_

Sia = 0, el vector X,,_3 es central y no esta en el dlgebra derivada y la dimension
del centro de g es 4 por lo que g es suma directa de £L(n —1,r;,73) y C. Se trataria
de un dlgebra 4-filiforme graduada naturalmente, lo que es una contradiccion.

Si a # 0, se puede hacer o = 1, sin mas que hacer el cambio de base
Y/ = Y 1 =1,2
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y el algebra g resulta ser isomorfa a L(n,ry,rs).
e Subcaso 2.2: g’ ~ Q(n—1,r1,72)

Al extender g’ de ley

[Xo, Xi] = Xip 1<:<n-5
(Xo Xl = (-D7'vh 1<i<aA
(X Xepm] = (D)7 1<i<EE
[Xan 4— ] = (—1)i—1Xn_4 1< ) < nT—S

por < X,_3 > y teniendo en cuenta que
lgi, ;] C @igj V1< 1,5 <n—3

es, entonces, posible expresar la ley de g por

( [Xo, Xi] = Xip 1<i<n—5
[X07X'n—4] = aX,_3
(Xi, X, ] = (-1)'n 1<i<nzt
[Xi, Xrpmi] = (-1)7'Y; 1<i<2rt
g:4 (X, Xnoasi] = (m1)7 1 Xy 1<i<22
[Xi, Xn—3—i] = aiXn_3 1<y< s
[Xn-s—r;, Y1] = dXn_3
[Xn_3-r,, Y2] = fXn-s
L Y1, Y2 = hX,_3 sir,+ra=n—3

De Jac(Xo, Xn-a-r,, Y1) y Jac(Xo, Xn—4—r,, Y2) se deduce que d = f = 0.
Cuando 7| + 713 = n — 3, de Jac(X1, X, -1, Y2) se obtiene que h = 0.

De Jac(Xo, Xi, Xn-a—i), 1 <i < 2L se deduce que
[Xo, [Xiy Xn-a-il] = [Xitr, Xnoai] + [Xiy Xnos-i] &
& (=1 'aXuis = (aips + @) Xn-s = aip1 +a; = (-1)7la, 1<i< 2=
= a; = (-1)"Y a1 — (- 1Da), 1<i<22

De Jac(Xo, Xns, Xns ) se obtiene que [Xo, [Xnzs, Xnzs]] = [Xns, Xnaa] =
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n—"7

= (—1)'12;7aXn_3 = s Xn 3= ans = (-1)7 «

Como a; = (—=1)"1(a; — (1 — 1)a), 1<:< 22 se deduce que

a(n;5) =a = a; =(-1)

De Jac(X1, X2, Xn—6) se obtiene que

io1(n—20-3) .<n—5

(n = 5)

[Xl,Xn_4] =0= (Zan..3 =0= 2

a=10

Como n > 13 se deduce que a =0 = q; =0, 1§i§"2;5.

En consecuencia, g es isomorfa a un algebra de ley

X0, X:] = Xin 1<i<n—5
e Xsl = ()7 1<i< ozt
) (XXl = (<)Y 1<i< ozt
[(Xi, Xn-a—i] = (_1)1;_1Xn—4 1<:< %

la cual corresponde a un dlgebra 4-filiforme (Q(n — 1,r1,72) @ C) lo que es una
contradiccion.

Queda demostrado el teorema en la situacion que faltaba, la correspondiente al
caso en que la dimension de g sea un numero impar. a

Nota 1.5.2. Obsérvese que se han encontrado O(n?) dlgebras de Lie 3-filiformes,

« . 2_ . .
no escindidas, y graduadas naturalmente; exactamente, "%ﬂ si n es impar, y

n?—10n+20

y si n es par.

Nota 1.5.3. Algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente escindidas hay
tantas como 1-filiformes y 2-filiformes graduadas naturalmente no escindidas, es
decir, n — 2 si n es impar y ”Zﬁ si n es par.

Para mayor claridad, se resumen todas las algebras obtenidas en la siguiente tabla,
donde g(,—2) ¥ §(n—1) representan, respectivamente, un élgebra de Lie filiforme gra-
duada naturalmente de dimensién n — 2 y un éalgebra de Lie 2-filiforme graduada
naturalmente de dimensién n — 1.
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| Dimensién || Ley AL3FGN
5 5,5 1) Ha, Ls® C?
n # 5 (na 1? 1) 9(n-2) D C?
(n,1,r), r impar gn-1) ®C
n
3<r<n—-5%5o0or=n-3 g(n_2)6902
n
n impar (n,1,n —4) gin-1y @ C
5 .3.5) 16,5,5),<(5,3,5)
9 (9,3,5) £(9,3,5), 7(9,3,5), €(9,3,5)
L£(10,7y,7), r1,72 impar, 3 <ry <1y <7
(10,3,5)
Q(10,3,5)
10 (10,3,7)
€7(10,3,5), v =re?, r >0, 0 € (=53]
(10,5,7)
€7(10,3,5), v € {0,1,3}
n>11 (n,r1,72), r1,72 impares
n impar 3<r<r<n—=6 L(n,r1,72)
n>11 (n,r1,72), 1,72 iIMpares
n par 3<r<r,<n-7 L(n,r1,72), Q(n,r1,72)
n>11 (n,r,n —5), r impar
n par 3<r<n-T L(n,r,n—5), Q(n,r,n—>5), 7(n,r,n—35)
n> 11 (n,r,n —4), r impar
n impar 3<r<n-=6 L(n,r,n—4), 7(n,r,n —4)
n>11 (n,r,n —3), r impar
n par 3<r<n-5 L(n,r,n —3)

La situacién que se presenta en el caso 3-filiforme generaliza los resultados
obtenidos en los casos 1-filiforme y 2-filiforme, aunque tiene una complejidad mucho
mayor. El caso filiforme es bien simple pues sélo hay un élgebra, £,, o dos, £, y
Q,., segin la paridad de la dimensién. En el caso casifiliforme aparecen familias lo-
calmente finitas de algebras no isomorfas dependientes de un parametro (una o dos
en funcién de la paridad de la dimensién) que son, en realidad, una generalizacion
de £, y Q,, aparte de un &lgebra terminal maés; aparecen también un algebra mas
en dimensién 7 y dos en dimension 9.

En el caso 3-filiforme se encuentran una o dos familias localmente finitas (en
funcién, de nuevo, de la paridad de la dimensién) que dependen de dos parametros
y que son una generalizacién clara de las familias que aparecen en el caso 2-filiforme.
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El élgebra terminal que aparecia en el caso 2-filiforme (de expresion diferente segin la
dimensién fuera, otra vez, par o impar) se generaliza a una familia localmente finita,
dependiente de un parametro (y, de nuevo, con expresién distinta segin la paridad
de la dimensién), de algebras terminales. Finalmente, también surgen dificultades
adicionales en dimensiones pequefias; la diferencia, otra vez, es una mucho mayor
complejidad en estos casos excepcionales.

La situacién en el caso p-filiforme, p > 4, parece que va a complicarse extraor-
dinariamente. Lo unico que parece claro es que van a aparecer una o dos familias
de élgebras (segin la dimensién de n — p sea par o impar, respectivamente) que
generalizan a las conocidas £, y Q.

Si designamos por L(n, 71,72, ...,Tp1), 3 <11 <7re < ...<rp_y <n—p,r;im-
par,y Q(n,ry,r2,...,7p_1), n—pimpar,3 <7 <ry <...<rp,_; <n—p,r; impar,
a las 4lgebras p-filiformes tales que, siendo {Xo, X1,..., Xn-p-1,Y1,Y2,...,Yp_1}
una cierta base adaptada, sus leyes se expresen mediante

[Xo, Xi] = Xita 1<i<n-p-1

L(n,r1,72,. .. Tp-1) : : | < Lz '
(mar172: 7o) {[xi,xr,--A:(—l)l-% I<i<i, 1<j<p-1

(X0, Xi] = Xipa 1<i:<n-p-1
Q(n1r17r27"-7rp—l) . [Xth‘J—i] :(—1)1._1}/; 1 SZS Ld, 1§]Sp—1
[Xiaxn—p—i] = (‘"1)i_1Xn—p 1 S i S nop-l

es facil probar que todas son graduadas naturalmente y no isomorfas dos a dos.

En cualquier caso, el estudio del caso general se antoja extraordinariamente
complejo.



Capitulo 2

Algebras de derivaciones y
aplicaciones

Se aborda en este capitulo el estudio de algunas propiedades geométricas de las
algebras encontradas en el capitulo precedente. Se va a proceder a encontrar una
base y la dimensién del primer espacio de cohomologia y las dimensiones del espacio
de cobordes de grado 2 y del espacio de las drbitas de cada una de las algebras de
Lie 3-filiformes graduadas naturalmente en dimensién cualquiera. Todo ello se hara
via la determinacién del dlgebra de derivaciones correspondiente.

Tal como se indicé en el capitulo sobre Preliminares, el primer espacio de coho-
mologfa de un dlgebra g con valores en el g-médulo g, H'(g,g) , se define como

H'(g,9) = Z'(9,9)/B'(g,9)

donde Z'(g,g) y B'(g,g) son, respectivamente, el espacio de los 1-cociclos y el de
los 1-cobordes.

Como Z!(g,g) se identifica con el espacio de las derivaciones de g, Der(g), y
B'(g,g) con el de las derivaciones interiores, Ad(g), se puede interpretar el primer
espacio de cohomologia H'(g,g) como el espacio de las derivaciones “exteriores”
del 4lgebra de Lie g médulo las derivaciones interiores. Por tanto, si se pretende
encontrar el primer espacio de cohomologia H!(g,g), bastard calcular Der(g) y

Ad(g).

La 6rbita de una ley de algebra de Lie g de dimensién n, O(g), se identifica con
GL(n,C) | Aut(g) y como el dlgebra de Lie Aut(g) no es sino Der(g), resulta

dim(O(g)) = n* — dim(Der(g))

111
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con lo que se puede obtener directamente la dimension de la orbita de g sin mas que
conocer dim(Der(g)).

Finalmente, dado que el espacio de los 2-cobordes B*(g, g) coincide con el espacio
tangente a la ley de g (considerada como punto de la variedad £" de las algebras
de Lie de dimensidn n) en la érbita O(g), se ha encontrado también, en realidad, la
dimensién de B%(g, g).

El célculo de Der(g) se simplifica bastante dado que, por construccién, las &l-
gebras que se consideran admiten graduaciones “relativamente largas”, esto es, con
un nimero de subespacios homogéneos préximo a la dimensién (de hecho, la mayor
parte de los subespacios homogéneos son unidimensionales). Cuando las algebras
resultan escindidas (las extensiones triviales de las algebras 1-filiformes o 2-filiformes
graduadas naturalmente) es 1til aplicar el teorema que da las derivaciones de una
suma directa.

Se estructura el capitulo en 6 secciones. Las cuatro primeras se dedican al estudio
de las cuatro familias de algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente y no
escindidas (las principales, L(n,r1,r2) y Q(n,71,72), y las terminales, 7(n,r1,n — 5)
y 7(n,r1,mn —4). En la seccién quinta se estudian las algebras excepcionales que
aparecen en dimensiones pequefias y en la ultima seccién se abordan las familias
escindidas.

En todo el capitulo se designa por g a un algebra de Lie 3-filiforme y graduada
naturalmente de dimensién n, y por {Xo, X1, Xa,..., Xu_3, Y1, Y2} una base adap-
tada de g, siendo Xy el vector caracteristico.

La graduacién natural asociada a g resulta ser

g=< X0, X1 >8<X2>9..0<X,m1>80<X,,Y1>8<X, 11>
B..0<X,-1>28<X,,2>0<X,11>@..0< X3 >

es decir,
n—3
9:@91'
=1
donde
g = <Xo,X1>
g = <Xi>, 2<i<n=3,i#r,r
grl = <XT17}/1>

g, = <X,,Y1>
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Para calcular el espacio de derivaciones, Der(g), se tendra en cuenta que si

d € Der(g), entonces )
i=YSd;
Y/
donde d; € Der(g) y dj(g:) C @it;, siendo gx = {0} para k <1 o k>n—3. En

otras palabras, cada d; pertenece al subespacio de las derivaciones homogéneas de
orden j.

Como dp_4(g1) C gn-3 Y d—n+a(gn-3) C @1, se deduce que d; = 0 para j > n—4

n—4

yj < —n+4y, por tanto d = Z d;.
j=-n+4

Se expresara cada d;, —n +4 < j < n — 4, como una combinacién lineal de un
cierto conjunto, B;, —n+4 < j < n—4, de derivaciones linealmente independientes
de g cumpliéndose que

n—4
U »
j=—-n+4
es una base de Der(g) con lo que, evidentemente,
n—4

dim(Der(g) = Y. dim < B;>.

j=—-n+4

En los célculos se tendra en cuenta que los ideales de la sucesién central descen-
dente, C'(g), 0 < 7 < n — 3, son caracteristicos, es decir, estables para cualquier
derivacién.

2.1 Estudio de la familia L£(n,r;,m2)

Se considera g = L(n,r1,72), n >8, 3<r; <ry<n-—3,ry,r; impares, esto es, la
familia de dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente cuyas leyes, referidas
a una base adaptada, {Xo, X1, X2,...,Xn-3, Y1, Y2}, vienen dadas por

1

[Xo, Xi] = Xit1, l<isn-—4
[(Xi, Xojui] = (217, 1<i<ie, 1<5 <2

Se va a proceder, en primer lugar, al cdlculo del espacio de derivaciones.
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Nota 2.1.1. Es trivial probar que los endomorfismos de £(n,r1,r;) denotados me-

: 1 42 43 r1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1,2
diante tg,t5, 1o, /7,15 Jri -5 Frimt frim 1 Grg i Gy i Py 15 B 10 By a5 By s g 0,

1<j<n-4, j#r —1,r—ry,r; — 1,y definidos por

4(Xo) = Xo, th(Xe) = (k= 1)Xy 2<k<n—3, (¥ = (-2 155 <2
t5(Xo) = X1, $§(X,,) =Y; 1<5 <2

to(Xe)=Xi 1<k<n=3, 13(Y;) =2Y; 1<) <2

Fa(Xa) = Xy £y (Xeyorrsn) = Vi

Po(Xk) = Xiprym1 1<k <n—2—ry, ff_ (Y1) =2Yzsi2r —1=ry;
F1(Xo) = W;

fiaX) =Y

Grgmr (X0) = Xeperitts G,y (X)) = Y2, 07, (Xoryory) = V55

932—”(Xk) = XT"2—T1+k 1 S k S n—3 + ry — Ty, gzz—rl(}/l) = 2}/2’

hrp-1(Xo) = Xo;

RZ1(Xk) = Xpgr,-1 1<k <n—2—ry
h2,-1(Xo) = Y2;

hi,—1(X1) = Yy

qu(XO) = XH-J" ul'(Xrl—j) = (_1)jYi 1 < J <r -2 ul'(Xm—j) = (_1)j}/2

J J
1<j<rm—-2, (1<j<n—-4,j#rn—-1r—r,r-1)

uj(Xk) = Xk+j 1 S k < n_3_] k 7é 1 _jvr2—j7 u?(Xrl—j) = Xr1 1 SJ < 7"1_27
u?(sz—j):sz 1< <r -2, (1 <j7<n—4, ]'3‘-‘7"1—1,7"2—7‘1,7"2—1);

son derivaciones de L£(n,r1,r2). El teorema siguiente prueba que constituyen una

base de Der(L(n,r1,72)).
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Teorema 2.1.2. Con las notaciones del comentario precedente, se tiene que,

1 42 43 r1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1,2
{t07t07t07 ri—Jri=1>Jr-1» r1—1agr2—rlagr2—r1ahr2—17hr2—17hr2—17hr2-—17uj7uj

1<y<n—4, j%‘m—l,rz—n,m—l

constituyen una base de Der(L(n,r1,72)), n > 8, 3 <1 < ry < n—3, 1,7
impares, con lo que

dim(Der(L(n,r1,72))) =2n —1

Demostracién. Se va a demostrar que los endomorfismos citados constituyen una
base del espacio de derivaciones.

n—4
Si d € Der(g), entonces d = > d;.

j=-n+4

Como los ideales de la sucesion central descendente

Co(g) = <X(]’X1,X2’...’Xn_3,}/1’}/2>

Cl(g) = <Xi+laXi+27"'aXn—3a)/la)/§ >, ]-SZSTI_l
Cl(g) = <Xi+17Xi+2a'--7Xn—3;YvZ >, 1 Si_<_7’2—1
Cl(g) = <Xi+17Xi+27"'7X'n—3 >, T2 SZ§N—4

C"3(g) = <0>

son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones d;, 4 —n < j < —1.
* Cilculo de d,

Como dy(g:) C g; Vi, se puede suponer que

[ Xo — oSXo+alXy
X, = X+ aj Xy
X, — Oszk, 2§k§n—3,k7ér1,r2
dg R )(,—1 — arlX,nl + d”Yi
X, = an, X, t0,Ys
i = BX, +06N
[ Y2 = X, + 5:Y2

Al exigir que dy sea derivacion, se obtiene que
o do([Xo, Y1]) = [do(Xo), Y1] + [Xo,do(Y1)] = B1 = 0.

o do([Xo, Ya]) = [do(Xo), Ya] + [Xo, do(Y2)] = B2 = 0.
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o do([Xo, Xr,-1]) = [do(Xo), Xry—1] + [Xo, do(Xr-1)] = @y = 0§ + 21, &, = 0.

o do([Xo, Xr,-1]) = [do(Xo), Xrp—1] + [Xo, do(Xrp—1)] = @, = 0§ + @rye1, Gr, = Q.

o do([Xo, Xi]) = [do(X0), Xk] + [Xo,do(Xk)], 1 <k<n—-4, k#r—1,r;—1=
S ay=af+al, gy =+, 2<k<n—4, k#r—1,r;—1.

Por las restricciones hasta ahora obtenidas y mediante un proceso de induccién
finita se tiene que ax = o} + (k—1)al, 2<k <n-3.

o do([X1, Xr, —1]) = [do(X1), Xy 1]+ [X1, do( X, 1)) = @} = 0, 1 = 207 +(r1—2)ag.
o do([ X1, Xrp—1]) = [do(X1), Xrpm1] + [ X1, do(Xrp—1)] = B2 = 2at + (ra — 2)08-

En consecuencia, se verifica que

( Xo — CISX() + aéXl
X = OZ%XI
Xy — (Oéi-|-(k—1)a8)Xk, 2<k<n-3, k%Tl,TQ
do: 4 X,, — (a4 (r1—1)ad)X,, +atYh
Xr, = (o +(r2 —1)ag) X, + Y2
Vo (2004 (n - 2)eQ)Y,
[ vi o ol + (- 2ads

No hay mads restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se pueden tomar
como parametros libres los aJ, o, @}. Una base de < By > vendrd dada por

B():{t(l],t?],tg}
* Célculode d;, 1<j<n—4, j#r —1,ry—r,r—1

Ahora se ha de verificar que

Xo — O[6X1+j
Xk — aiXk_H-, . lgkgn—S—j,k#rl—j,rz—j
d - X = o) X +a Y, 1<j<rm~-2
T Xy o o, X, 6, Y, 1< i< —2
Yi - /B{Xr1+j7 1§j§ﬂ-3—7’1
| Y, = B3 X445 1<j<n—-3-r,

Al exigir que d; sea derivacién, se obtiene que
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o d;([Xo, Y1]) = [d;(Xo0), 1] + [Xo, d;(Y1)] = Bf =0,7<n—-4-—rn.

(El tnico B8] que puede ser no nulo, por ahora, es Br3m)

o d;([Xo, Ya]) = [d;(Xo), Ya] + [Xo,d;(Y2)] = B} =0, j Sn—4—ra.

e 1 An—3—
(El tnico 85 que puede ser no nulo, por ahora, es 337" "%)

o d;([Xo, Xr,—j-1]) = [dj(X0), Xry—jm1] + [Xo, dj(Xr,—j1)], 1 <G < -2 =

Sl =al i, @ =(-1d, 1<j<n-2

ri—J ri—j—1? ri—J
4 dj([Xf)erz—j—l]) = [dj(XO)’sz—j—l] + [Xovdj(sz—-j—l)L 1<3<r—-2=

:}a‘j :aj dj = (_I)Jaé, 1 _<_j STQ_Q.

ra—j ra—i-10  Qr,—j
o d;([Xo, Xe]) = [d5(Xo), Xi] + [Xo, (X)), 1 Sk <n—d—j,k #ri—j—1,i=1,2
Sal,,=al, 1<k<n-4—j, k#rn—j—Lrn—j—1
De las restricciones obtenidas se deduce que ozi = a{, 2<k<n-3-3.
Sij =n—3—r; se tiene que
0 (X2, Xeyi]) = [d5(X0), Xryot] + (X1, 05 (KXo 1)) = B = 0
Sij =n—3—r, se tiene que
o di([ X1, Xrpmi]) = [di(X1), Xey o] + [X1,d5(Xr, 1)) = B =

En consecuencia, se verifica que

Xo — a(J)X1+j

Xk - a{Xk+j’ ) ISkSn—:}——j,k‘%Tl—j,Tg—j
Xr-j = X, +(-1YeY;, 1<j<rm -2

Xy = oA X, +(-1)adYs, 1<j<rp—2

No hay més restricciones respecto a los parametros y, por tanto, af,,a{ pueden
tomarse como parametros libres. Una base de < B; >, 1< j<n—4, j#r —1,
j #ro—ry,re — 1 vendra dada por

B; = {u},u?

R
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* Calculo de dr -1

Andlogamente a lo visto anteriormente, sea

[ Xo — oX,, + aoYh
X1 -+ a X, + o
Xk = apXppr -1, 2<k<n—-2-ry,
d ) k#tro—r+1
e . Qry—ry 41 Xr, + Oryri+1Y2
ﬁlX2r1—la ry < Zz—:2727'1 -1 # )
h - { BiX,, + B1Ys, 11 < E%Z,Qﬁ —1l=r
Y, = B X 4r-1, ri+rz—1<n-3

Al exigir que d,,_; sea derivacidn, se obtiene que
o dry—1([Xo, V1)) = [dry-1(Xo), Yi] + [Xo, dry 1 (Y1)] = Br = 0.
o d,_1([Xo,Y2)) = [dr,-1(X0), Y] + [Xo,dr,—1(Y2)] = B2 =0, si i + 12 <n — 2.
Cuando ry + r, = n — 2, como se debe cumplir que
dyy 1 ([X1, Xr-1]) = [dry1(X1), Xy ] + [ Xy, dry 2 (X -1)),
también se deduce que B, = 0.
o dr,—1([Xo, Xr,—r,]) = [dr,-1(Xo), Xy, ] + [Xo, dry 1 (Xr—r) )] =
= Qryrj41 = Oryryy  Qryri41 = Qo.
o dr,1([Xo, Xk]) = [dry-1(Xo0), Xi] + [ Xo, dry—1(Xk)], 1 Lk <n—=3—r1, kFra—14
S ap =g, 1<k<n—-3-r, k#ro—r =
Saqp=a, 1<k<n—2-r.
o dr, 1 ([ X, X —i]) = [dry—1(X0), Xy o] + [Xiy dry 1 (X5, —i)), 1 <8 < B

Esta condicién se verifica trivialmente si 2ry — 1 # ry y cuando 2r; — 1 = ry
implica que 81 = 20;.
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En consecuencia, se verifica que

[ Xo —  0pX,, + oY1
X1 - a X, + Y,
d o Xk — ale+r1—1a 2§]€STL—2-—T‘1,
not k#ro—ri+1
sz—r1+1 — aer2 + O~’0Yv2
(1 — 20Y3, 2ri—1=mr

No hay més restricciones respecto a los parametros y, por tanto, ag, o1, &g, @, pueden
tomarse como pardmetros libres. Una base de < B,,_; > vendra dada por

1 2 3 4
Bf‘l—l = {fr1—17frl—lafrl—lafrl—l}

* Célculo de dryryy T2 —T1 #1T1 — 1

Sea, ahora
( XO - aOXr'z—f'1+1
Xk — aer2_r1+k, 1 SkSn—3+r1——r2,
k‘ 7é 27’1 —Te, T
dr‘z—rl . X2r1—r2 _) a27‘1—f‘2X7‘1 + a{21‘1—7‘2}/1
Xr1 _) ar1XT‘2 + &rl}/Z
i o BiXe, + 6%
l/2 - /82X2f'2—7‘17 27.2 - Tl S n— 3

Al exigir que d,,_,, sea derivacién, se obtiene que
. d7'2"r1([X0’ X2r1—f”2—1]) = [dr2—r1(X0)’X2r1—r2-1] + [XOa drz—ﬁ(X?ﬂ—rz—l)]

Comory—r;+1# 2ry —ry—1 & 2ry +2 # 3ry, por ser 2ry + 2 par y 3r; impar,
se obtiene que

Q2ry—ry—1 = Q2p —ryy Q2p —r, = Qp.

o dry—ry ([Xo, Xry-1]) = [dry—r) (Xo), Xry 1] + [Xo, drp sy (X 1)) =
= Q-1 = Qp, @ = Qg.

o dry—r, ([Xo, Xi]) = [dr,—r, (Xo), Xi] + [Xo, dr, 1, (Xi)];
1<k<n—-44ri—ry, k#£r—-1,2ri—r—1=

Soappr =0, 1<k<n—4+4r—ry, k#r —-12r—rp—1.
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De las restricciones halladas se obtiene que ay = a3, 1 < k<n—-34+r; —rs.
4 drz—n([XiﬂXﬁ—i]) = [drz—n (Xi)aXrl—i] + [Xﬁ drz—m(Xrl—i)]: 1<:< LQLI

Como ry # 2ry — 21, por ser ry impar y 2ry — 2t par, se obtiene que

Bi=0, Bi=2x

independientemente de que o < 2r; — 21 0 o > 21y — 21,
i drz—rl([Xﬁsz—iD = [drz—m(Xi)’sz—i] + [Xi’ drz—rl (sz—i)]a 1<:< D;_l =
= B2 =0.

En consecuencia, se verifica que

( XO — aOsz—rl-H
Xk — aerz—rl-Hca 1 S k S 7’1—3+7‘1 — Ty,
d . k #2r —ry,ry
T2 X2r1—r2 — aerl + 040}/1
X = a1 Xy, + aY?
\ Yi — 2@1)/2

No hay mads restricciones respecto a los pardmetros y, en consecuencia, pueden ser
considerados libres los parametros ag, ;. Una base de < B,,_,, > vendra dada por

_ 1 2
BT2—T‘1 - {gr2 -ry? gr2 —-r1 }

* Calculo de dry—1

Como siempre se cumple que r; — 1 # ro — 1 # ry — 11, se puede suponer que

Xo = aoX,, + aYs
X1 = aX,+aY;

drz—l : X — aka+r2—l, 2<k<n—-2-mr
Yi = BGiXetr-1, ro+ri—1<n-3
Y, — B2X2r2—1; 2rp —1<n-3

Al exigir que d,,_; sea derivacién, se obtiene que
o dp,—1([Xo, Xi]) = [dry1(Xo), Xi] + [Xo,dry—1(Xk)], 1 <k<n—3-ry =

S o1 =0, 1 <k<n-3—-rm=>agq=0,1<k<n-2-r,.
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o dry 1 ([Xi, Xr,—i]) = [drye1(X3), Xoy—i] + [ Xiydrpmt (X)), 1 <1 < 5L
= () =0 sélo cuando r; +7, — 1 <n —3.

o d,_1([Xi, Xri]) = [dryo1(X3), Xpyoi] + [Xiydrpo1 (Xpp—i)], 1 i< 22 =
= B, = 0 sdlo cuando 2r; — 1 < n —3.

En consecuencia, se verifica que

Xo — aoX,, + @Y
drg—l : Xl — aerg + &1Y2
X = a1 Xeyro—1, 2<k<n-2-r

No hay més restricciones respecto a los pardametros y ap, &o, @1, ¢ pueden conside-
rarse parametros libres. Una base de < B,,_; > vendra dada por
B,,_y ={h: _ h: | h3 | K}

ro—13"rp—12"r;—19"9ry—1

Esto termina la demostracién del teorema. a

Nota 2.1.3. Se puede comprobar facilmente que cuando r, = 2ry — 1 el célculo de
la dimensién del espacio de derivaciones no da lugar a un caso excepcional ya que
sigue siendo 2n — 1.

Las derivaciones interiores son

ad(Xo) = uf

ad(X;) = -ul, 1<i<n—-4
ad(Xn-3) =

ad(Y;) = 0, 1<j<2

En consecuencia, se deducen del teorema anterior los siguientes corolarios, donde
se dan las dimensiones del espacio de los 1-cobordes, del primer espacio de co-
homologfa, del espacio de las érbitas y de los cobordes de grado 2, del algebra
g=L(n,r,ry), n 28, 3<r <ry <n-—3, r;,r; impares.

Corolario 2.1.4. Se verifica que

dim(B'(g,9)) = n—3,
dim(H'(g,9)) = n+2.
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Demostracién. Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin mas que tener
en cuenta, al ser ad(X,_3) = ad(Y1) = ad(Y2) =0, que
B'(g,9) = Ad(g) =< ad(Xo),ad(X1),ad(Xz),...,ad(Xn—4) >y que
dim(H(g,9)) = dim(Der(g)) — dim(B'(g, 9))- 0

Nota 2.1.5. Obsérvese que, en realidad, se podria dar facilmente la descripcién de
HY(L(n,r1,72),L(n,r1,72)) puesto que conocemos explicitamente Der(L(n,ry,72))
y Ad(L(n,r1,T2)).

Corolario 2.1.6. Se verifica que

dim(O(g)) = dim(B*(g,g)) = n® — 2n + 1.

Demostracién. Basta recordar que se cumple que

dim(0(g)) = n? — dim(Der(g)) = dim(B?*(g,g)). 0

2.2 Estudio de la familia Q(n,r, )

Se considera g = Q(n,ry,72), n par, n > 10, 3 < ry < ry < n — 35, r,r; impares,
esto es, la familia de 4lgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente cuyas leyes,
referidas a una base adaptada, {Xo, X1, Xo,...,Xn-3,Y1, Y2}, vienen dadas por

[Xo, Xi] = X1, 1<i<n-4
(Xi, X,m] = (D)7, 1<i<is, 1<5<2
[Xi)Xn—?)—i] = (_1)i_1Xn—37 1 S ? S %4

Se va a proceder, en primer lugar, al cdlculo del espacio de derivaciones.

Nota 2.2.1. Es trivial probar que los endomorfismos de Q(n,r;,r2) denotados me-

: 1 42 43 r1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1,2
dlante t03t03t07 ri—1Jri-12Jr; -1 rl—lzgrg—rlagrz—rlah'rg—l)hrz—lah’rg—l:hrz—l)ujauja

1<j<n-—4, j#r —1,r—r1,79 — 1, y definidos por

5(Xo) = Xo, th(Xi) = (k= 1)Xe 2<k<n—3, 3(¥;) =(; —2)¥; 1< <2

to(Xp) =Xy 1<k<n—3, t5(¥;)=2Y; 1<;<2;
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ff'l— ( ) = XTU frll—l(Xﬂ—2—r1) = Xn—37 frll_1(Xr2—r1+1) = }/23

( ) Xk+r1—1 1<k‘<7’l—2—7‘1, f7.21_ (}/1)—2}/2 81 2?"1—1—7‘2,
(Y2) =2X, _3sirg+r —1=n-—23; (Ha de cumplirse que r; # *5 n-2)

fA-
£
fro1(Xo) =Yy
f11(X1) Yi;

g71'2"‘7'1 (XO) = Xr2_r1+17 g:z—rl (X27‘1—7'2) = }/17 g71‘2—r‘1 (Xrl) = )/2’
g:;—rl(Xﬂ—3+T1 —72) = Xn—3;

932_7.1(Xk) = Xr2_rl+k 1 S k § n—3 + ry — T2, 932
gfz_rl(Yg) =2X,_3812rp —r; =n—3;

(V1) = 2Y3,

—-ry

hrg I(XO) X"za h12—1(Xn—2—r2) - Xn—3;

hrz 1(Xk:) Xk+r2—1 1§k§n—2—r2, hr2 1(}/1)—2)( -3 s T'2+7'1:Tl—2,
hzz_l(yvg) = 2Xn_3 si 27‘2 —1l=n-— 3,

h?,—1(Xo) = Yz;
hfz—1(X1) =Yz;

u;(XO) = X1+ja u;(Xrl—J) = ( 1)]')/1 1 S .7 S T = 2’ u;(sz—j) = (_1)j)6

1<7<r -2 ujl(Xn 3-3) = (— )JXH 3y
1S]<TL—4]#T1—IT‘2 T17T2_1)1

~—~~

U’?(X ) = X’H—j 1< k < n_3_j k ?é Tl—j,TQ—j, UJZ'(XTI—j) = XTl 1 S] <r - 2)
W (Xppmj) =Xp, 1< <=2, ud(Y1)=2Xo3sij=n—-3—m,
ut(Yz) = 2Xp_3sij=n—3—ry,

1<j<n—-4 j#r —1,ry—ry,re—1);

son derivaciones de Q(n,ry,r2). El teorema siguiente prueba que constituyen una

base de Der(Q(n,ry,132)).

Teorema 2.2.2. Con las notaciones del comentario precedente, se tiene que,

1 42 43 r1 2 1 2 3 1,2
{t03t07t0’ ri—=1vJr=1» r1 17fr1—17gr2—r17gr2—r17hr2 17hr2—1’hr2 17h’r2 l’u]’u‘

1<j<n—4, j#r—1r—r,rn—-1
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constituyen una base de Der(Q(n,r1,72)), n par,n > 10,3 <1 <r; <n—35,7r, ry
impares, si ry # %

Sir = ”2;2, la derivacidn f}._; no aparece y el resto de endomorfismos consti-

r

tuyen una base del citado espacio de derivaciones, con lo que

2n —1 s r # 252

2
2n —2 st rlz%

dim(Der(Q(n,r1,12))) = {

Demostracién. Se va a demostrar que los endomorfismos citados constituyen una
base del espacio de derivaciones.

n—4
Si d € Der(g), entoncesd =Y dj.

j=—n+4

Como los ideales de la sucesion central descendente

Co(g) = <X07X1’X27"'7Xn—37}/1;}/2>

Cl(g) = <Xi+13Xi+27---7Xn—37}/1,}/2 >, 1Si§7‘1—1
cz(g) = < X‘.+1’X7:+27" . JXn—3>}/2 >7 ™ S 1 S Ty — 1
Cl(g) = < Xip1, Xiga, ..., Xno3 >, rp<i<n-—4

C"3(g) = <0>

son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones d;, 4 —n < j < —1.
* Cdlculo de d,

Como do(g;) C g Vi, se puede suponer que

,

Xo — odXo+ Xy
X1 = Xo+ o1 X;
Xy — apXy, 2<k<n-3, k#r,nr
do: ¢ X;, — o, X, +a N
Xy = X, + 8,
i — @1Xr1 + 61
L Y2 = B X, + (Y2

Al exigir que dy sea derivacion, se obtiene que
o do([Xo, Y1]) = [do(Xo), Yi] + [Xo, do(Y1)] = B = 0.

o do([Xo, Y2]) = [do(Xo), V2] + [Xo, do(Y2)] = B2 = 0.
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e do([Xo, X1]) = [do(Xo), X1] + [Xo, do(X1)] = a2 = af + ;.
o do([Xo, X1, -1]) = [do(X0), Xr,-1] + [Xo, do(Xr,-1)] =
= a, =ad+ a1, G, =g
o do([Xo, Xr,-1]) = [do(Xo), Xry-1] + [Xo, do(Xr,-1)] =
=y, =00+ Aryo1, G, = Q.
o do([Xo, Xn—4]) = [do(Xo), Xn-a] + [Xo, do(Xu-4)] = -3 = g + a5 + 0n—s.
o do([Xo, Xi]) = [do(Xo), Xe] + [Xo,do(X)], 2<k<n—5, k#r —1,m—1=

S ap=ad+taog, 2<k<n-5k#r —1r,—1L

Por las restricciones hasta ahora obtenidas y mediante un proceso de induccién
finita se tiene que

ap=al+(k-1)a3, 2<k<n—4yo,s=0oj+a]+(n—4)ag.
o do([X1, Xr,-1]) = [do(X1), Xr ] + [Xi, do( X -1)] =

= a2 =0, 61 = 2a} + (r1 — 2)ay.
o do([X1, Xrp-1]) = [do(X1), Xrpm1] + [ X1, do(Xry—1)] = B2 = 207 + (r2 — 2)0

En consecuencia, se verifica que

( Xo — agXo -+ O!(I)Xl
X1 — CY}XI
Xk — (al + (k= 1)ad) Xk, 2<k<n-—4, k#ry,r
da Xrl - (ai + (Tl - 1)a8)XT1 + a(l)Yi
) X = (o) + (2= Dag) X, +agYs
Xz = (el +al+(n—4)ed)Xnos
Y, o (2004 (n - 2)ad)%
i = (201 +(r2 —2)ag)Ya

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se pueden tomar
como pardmetros libres los af, af, a}. Una base de < By > vendra dada por

By = {t(ll’ tgv tg}
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* Célculo de dij, 1<3<n—-4, j#r—1rg—r,r2—1

Ahora se puede suponer que

( Xo — aéXHj
Xk = aq Xiyj, , 1<k<n-=-3-j5, k#ri—jro—7J
d - X = o ;X a0, Y, 1<5<r =2
T X o, i X, 0, Ye, 1K<y -2
Y - ﬁ{Xm%-ja 1<j<n—-3-n
Y, - B%sz'}-j: 1<j<n—-3-mr

Al exigir que d; sea derivacion, se obtiene que

o &;([Xo, Yi]) = [;(Xo), Yi] + [Xo, &;(Y1)] = B =0, j Sn—4 -1y

(El tnico B! que puede ser no nulo, por ahora, es G77°""™)

o d;([Xo, Yz]) = [d;(Xo), Y] + [Xo,dj(V2)] = B} =0, j <n—4—r,

, . =4 “n—3—
(El tnico 3} que puede ser no nulo, por ahora, es 35 7°7"2)

o di([Xo, Xpi—j-1]) = [di(Xo), Xr,—jm1] + [Xo, di(Xp—jr)), 1 << =2
= ail—j = Ofil—j—n C_Yil—j = (=1Ya}, 1<j<r—2.

o d;([Xo, Xr,—j-1]) = [di(Xo), Xrp—ju1] + [Xo, dj(Xr,—j—1)], 1 <j <2 — 2=
= aig—j = O—’ig—j—la aig—j = (_1);'0%, 1<7<r;-2.

o di([Xo, Xn-4-;]) = [d;(Xo0), Xn-s—;] + [Xo, d;(Xn-4-;)] =
= ai_s—j = (—l)jaé + 01_4_j-

o d;([Xo, Xi]) = [d;(Xo), Xi] + [Xo, d;(X})],
l<k<n—5-7j ktr—j—1i=12=
>al,=a, 1<k<n—5—j, k#r—j—1rp—j—1

De las restricciones obtenidas se observa que

ol =af, 2<k<n-—4-7; aj_3_j:(—1)jaé+a{.

n
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Si j =n— 3 —r; se tiene que
o d;([ X1, Xr,-1]) = [d;(X2), Xoyoa] + (X1, d5(Xr, 1)) = B] = 201
Si j = n — 3 — ry se tiene que

o d;([X1, X)) = [di(X1), Xopot] + [ X1, di(Xrp 1)) = B3 = 20

En consecuencia, se verifica que

[ Xo - ) X1y
Xk — aJIXk+j, l§k§n~4—j,
. o k#ri—jra—j3n—3—7
- Xrj = X, + (=1 V), 1<j<r—2
) Xepmy  — aler2.+A(—1)‘ja6Y2, 1<j<ry—2
Xn-3-j = ((=1)0p + 01)Xn s
Y; — 201an_3, sij=n—3-—rm
| Y, — 201 Xp-3, sij=n—3—ry

No hay mds restricciones respecto a los parametros y, por tanto, aj,caj pueden
tomarse como parametros libres.

Una base de < B; >, 1 <y <n-—4,j#r —1,rp —r;,r, — 1 vendra dada por

BJ' = {u]l,uf
* Célculo de d,,_,
Se ha de verificar ahora que
([ Xo — X, + oY)
X1 - o X, + o Y;
Xk — aka+r1—17 QSkSn_Q_Th
d . k 7é o — T + 1
noh Xf‘z—?‘1+1 - arz_—f"1+1Xr2 + arz—rl-HYF? )
ﬁ1X2r -1 ™ < == 27‘1 -1 7é 9
Y] — = e — .2,
! { 81X, + B1Ya, ri <222 —1=r,
}/’2 — 132Xr1+r2—17 7'1+T'2—1 S n—3

Al exigir que d,,-; sea derivacion, se obtiene que

i dn—l([XOaYlD = [drl—l(XO)aYl] + [XOadrl—l(Yl)] = 51 = 0.
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o d,_1([X0,Y3)) = [dr,-1(X0), Yo) 4 [Xo,dr, -1 (Y2)] = B2 =0siry + 715 <n — 2.
Cuando r; + r, = n — 2, como se debe cumplir que
dry 1 ([X1, Xrya]) = [dry -1 (X1), Xyt ] + [ X0, dry 2 ( Xy 1),
también se deduce que 52 =0+ 0pyg.
o dr,—1([Xo, Xr,-r,]) = [dr1(Xo), Xp ] + [Xo, dry -1 (X)) =
= Qryer 41 = Opypyy Qrypip1 = Q.
o d,—1([Xo, Xn-3-r,]) = [dr,-1(Xo0), Xn—3-r,] + [Xo, dr, -1 (Xn—3-r, )] =
= Qp_2—r;, = Qp + Op_3_r,.
o d,,1([Xo, Xi]) = [dr,~1(Xo0), Xk] + [Xo,dr—1(Xk)], 1 <k <n—4—ry, k#r2—1
S o =0k, 1<k<n—4-r, k#r—r =
S>ar=o0, 2<k<n—-3—-r1; oap2, =0ap+a.
o dp1([X1, Xri—1]) = [dry1(X1), Xryoa] 4 [X1, dry 1 (X5 1)
Esta condicién se verifica trivialmente si 2r; — 1 # r3,n — 3. En cambio, si

2r; — 1 = rq, debe satisfacerse que 3; = 2a;. Y si 2r; — 1 = n — 3, debe ser a; = 0.
En consecuencia, si 2r; —1#n—3 & r) # "—;3 se verifica que

[ Xo —  agXy, + aoY]
Xl — aerl + &1)/1
Xk = a1 Xegr -1, 2<k<n-3-r,
d . J k # o — 71+ 1
note Xrg—r1+1 — aerg + aO}/Z
X"—2—T1 — (aD + al)Xn—?,
Yi - 201Y5, si2r; —1=mr,
. )/2 — 2(11X,~2+r1._1, s ro+r;—1 =n-—3
siendonuloa; si2ry —1=n—-3&r = “2;2

No hay mads restricciones respecto a los parametros y, por tanto, ag, a1, &o, &
pueden ser considerados pardmetros libressi 2ry — 1 # n — 3. Unabase de < B,,_; >
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vendra dada por

1 2 3 4
Bm—-l = { rl—])frl—l7fr1—17fr1—1}

desapareciendo el pardmetro a; y la derivacién f7 _; si 2r; —1=n—3.

* Calculo de d,,_,,, o —7r #71 — 1

Sea, ahora

( Xo = 0 Xry—r 41

Xk T, GRS 1<k<n—-3+4+r —rq,
k' # 27"1 — Tz,
drg—rl : X2r1—r2 — a?rl—rngl + aZrl—rg}/l

Xm — O_lanz + éfrleZ
Y - BiX,, + 612

L ng g ﬁ2X2r2—r17 si 27‘2 - S n—3

Al exigir que d,,_,, sea derivacion, se obtiene que
o dr2—'"1([X0’ }/1]) = [drz—h(XO), YI] + [X07 drz—rl (Yi)] = IBI =0.

* d"z—f'l ([X0> )/2]) = [drz-—rl (Xo), YQ] + [XO’ d"z_'f'l (YV2)]

Si2ry—7r; <n—4= Py =0.Si2r, —r; =n—3 no se obtiene condicién alguna

para [3,.

b drz—rl([Xl’sz—l]) = [drz—rl (X1)7X72—1] + [X17d7'2_7'1 (XT2—1)]

Esta condicién se verifica trivialmente si 2ry — 7y <n —4. Si2ro —r; =n—3

se deduce que By = a1 + Qry—1.

o drz—rl([XO’ X27‘1—7”2—1]) = [dm—H(XO)a X2T1—r2—1] + [X(Ja dr2—r1 (X2r1—T2—1)] y al veri-
ficarse siempre que r; — 1+ 1 #2r; —rp — 1 & 2ry + 2 # 3ry ya que 27 + 2 es par

y 3r; es impar, se deduce de la anterior condiciéon que

Aop —ry—1 = Q2r)—ry, &2r1—r2 = Qo.
g dr‘2—"1([X07XT1—1]> = [dr2—T1(XO)7X7'1—1] + [XO’ drz—rl (Xrl—l)] =

= Op -1 = Oy, ar, = Q.

. drz—rl([X07Xn—4~rz+r1]) = [drz—rx(XO)aXn—4—rz+r1] + [XO,drz—n (Xn—4—rz+r1)] =

= Qn-3—r,4r; = Q0 + On—g—ro4r;-
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o dry_r, ([Xo, Xk]) = [dry—r, (X0), Xi] + [Xo, dry—ry (X)),
1<k<n—-5+4+ri—ry, k#rn-12ri—rm—-1=
S o =0ax, 1<k<n—-5+r—ry k#r —1,2r; —ry — 1.
De las restricciones obtenidas se deduce que
ap=ay, 1<k<n—44r—ryy 0n_s_r4r, = @+ ;.
También, se cumple que By =204 81 2ry —ry =n — 3.
o dp,—r ([ X1, Xry21]) = [dry—ry (X1), Xry 1] + [X1, dryery (X -1)] =
= 01 =201 s8i2r) —rg #r; — 1.

En consecuencia, se verifica que

[ Xo — X, 41
Xk — a1 Xr,—r, 4k 1<k<n—4+4r —rg
k#2r —ry,m
d ) Xoror, = o X + oY)
T X, - X, + ),

Xn—3+r1 ) — (aﬂ + al)X'n—S
Y1 - 2o,Y,
Y, — 20 X,_3, si2ry —r;=n—3

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, pueden tomarse
libres los ap, @;. Una base de < B,,_,, > vendra dada por

Brz—f‘l = {grlz —ry? gr22 —r1 }

* Cdlculo de dry—1

Como siempre se cumple que r; — 1 # ry — 1 # ry — ry, se puede suponer que

Xo = aoX,, +aYs
X1 = aX, +aY;

dr2_1 : Xk — aka+r2_1, 2 S k S n—2— )
i = BiXep4m-1, m2trmi—1<n-3
Yo = BaXor,a, 2r—1<n-3

Al exigir que d,,_; sea derivacidn, se obtiene que
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o d;,—1([Xo, Xi1]) = [dr,-1(Xo), X1] + [Xo, dry-1(X1)] = 2 = .
o dry—1([Xo, Xn-3-r,]) = [dry-1(Xo0), Xn-3-r,] + [Xo, drp-1(Xn-3-r, )] =
= Qp_2—r, = Qg+ Qp_3-r,.
o dr,_1([Xo, Xi]) = [dr;—1(Xo), Xi] + [Xoydrp-1(Xi)], 2<k<n—4—ry =
S =g, 2<k<n—d-raap=a, 1<k<n—3—r.
o drp—1 ([ X1, X 1)) = [dry =1 (X1), Xoy ] + [X1y drpma (X 21)] =

N @1:Osir2+r1#n—2,
ﬂ1:20.’1 SiT2+T1:TL—2.

o dr, 1 ([X1, Xrpea]) = [dry 1 (X1), Xy ma] + [X1, drp -1 (X 1)) =

B2 =20y 81T = ";2.

:>{ﬁ:2:03i’"27énz;2’

Por tanto, se verifica que

Xo — X, + oY
X - X, + oY,
d ) X]c — 01Xk+r2..1, 2 < k STL—3—*T2
r2-le Xn—2—r2 — (ao + al)Xn—B
Y: — 201 X,_3, ro+ri=n-—2
. }/2 — ZOlen_g, 2ry — l=n-3

No hay maés restricciones respecto a los pardmetros y, en consecuencia, pueden ser
considerados libres los pardmetros ag, &g, a1, @;. Una base de < B,,_; > vendra
dada por

1 2 3 4
B"Z_l = {hr2—17 hf‘2—1 ? hrg—-l’ hr2—l}
Esto termina la demostracién del teorema. O

Nota 2.2.3. Se observa que para que se dé la igualdad entre r —r; y rp — 1 se
debe cumplir que r; # %, porque de lo contrario ro deberfa ser n — 3, lo cual es
imposible ya que en la familia Q(n,ry,r;) se verifica que r; <n — 3.

En dicho supuesto ry = 2r; — 1, el cdlculo de la dimensién del espacio de deriva-
ciones no da lugar a un caso excepcional ya que sigue siendo 2n — 1.
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Las derivaciones interiores de Q(n,ry,72) son

ad(Xo) = u?

ad(X;) = —u}, 1<i<n-—-14
(ld(Xn_g) =

ad(Y;) = 0, 1<y5<2

En consecuencia, se deducen del teorema anterior los siguientes corolarios, donde
se dan las dimensiones del espacio de los 1-cobordes, del primer espacio de co-
homologia, del espacio de las oérbitas y de los cobordes de grado 2, del algebra
g=Q(n,r,m2), 3<r <r;<n-—2>5, npar,n > 10, 7y y r; impares.

Corolario 2.2.4. Se verifica que
dim(B'(g,g)) = n—3
(i @a) = {13007

n+l st rp=

(8]

|

Ml
~N

Demostracién. Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin mds que tener
en cuenta, al ser ad(X,_3) = ad(Y1) = ad(Y2) =0, que
B'(g,9) = Ad(g) =< ad(Xy),ad(X1),ad(Xz),...,ad(Xn-4) > y que
dim(H'(g,8)) = dim(Der(g)) — dim(B'(g, g))- O

Nota 2.2.5. De nuevo, de manera implicita, se ha descrito H'(Q(n,ry,r2), Q(n,r1,72)).

Corolario 2.2.6. Se verifica que

»

n?—2n+1 si r #2232

2

nt—2n+2 sz 7"1:“2—2

dim(0(@)) = dim(B*(a,g)) = {

Demostracion. Basta recordar que
dim(0(g)) = n? — dim(Der(g)) = dim(B*(g,9)). O

2.3 Estudio de la familia 7(n,r,n — 5)

Se considera g = 7(n,r1,n—5), npar, n > 12, 3 <r; <n—7, r; impar, esto es, la
familia de algebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente cuyas leyes, referidas
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a una base adaptada, {Xo, X1, Xa,..., Xn-3, Y1, Y2}, vienen dadas por

[Xo, Xi] = Xip, 1<i1<n-4
(X, Xr—i] = (2171, 1<i<nst
| KoXosi] = (FU7(Xus +¥), LS
[Xth—4—t] = (—l)i'—lg#l)(n—‘i; 1 S l S %
[Xi, Xn_a—i] = (1) —1)=0X, 5, 1<i< 25t
[ [X;, Yo = EnX, o, 1<i<2

Se va a proceder, en primer lugar, al calculo del espacio de derivaciones.

Nota 2.3.1. Es trivial probar que los endomorfismos de 7(n,r;,n — 5) denotados

mediante

£ 885 fr 1 FAis £ 215 Ghms ey B B B B
w(1<j<n—-4,j#rn—-1,n-5-r,n-6),
ut (j=1,n—4—r,n-=3),

y definidos por

ttl)(Xo) = XO—XI, t(l)(Xk) = (k—l)Xk 2 S k S Tl—6, té(Xn_s) = (TL - 7)Xn_5

5(Xnmt) = (0= T)Xomty t)(Xnma) = (n — 6)Xnma, GY(¥2) = (r1 = DWA,
3(¥a) = (n - 6)Ys;

tg(Xo) = X, tS(Xk) =X, 1<k<n—6, 1§(Xns) =2Xas5 + 12,
t%(Xn—‘I) = 3Xn——47 t(2)(Xn—3) = 3X’n—3, tg(}/l) = 2)/17 t(%(}/Z) = )/2;

! (XO) = Xr17 ! (Xn—4—r1) = Xn—Sa rll_l(Xn—S—rl) = Ln—_?;?r_]an_Ll’

ri—1 ri—1

o1 Xn—2ory) = ((Z_rl)n”f—&ﬁz]Xn—s, r11—1(Y2) = g Xn-gsity =3;

ri—1 2 2

fr21—1(X0) =Y;

f?l_l(Xl) = }/1;

Ihs—r, (X0) = Xn—aerysy sy (X2rimnts) = Y1, Gns_y, (Xry) = Xns + 12,

—n+2r —r1)n+r24+7r1 46
g}L—5—T1(Xr1+1) = L__i%lxn_% 971@—5—;«1(er+2) _ (=) s 1 )Xn—37
g5, (Y2) = =3X, 3sir =n—T;

_)/27
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hi_o(Xo) = Xn-s, hi_o(X2) = EF X0y, hl_g(Xa) = (6 — n)Xaos;

2

hi_e(Xg) - )/2’ hi—G(X2) = £”2;6an_4, h121—6(X3) = (Tl - 6)X71—3;
he_o(X1) = Xnos + Yasiry #3, h3_g(X1) = Xuos siry =3,
B _o(Xa) = Xnoa, h3_o(Xa) = Xna, B o(V1) = 52X, gsi m =3

hA _o(X1) =Ya, hi (V1) = £nT—GlXﬂ_g,; (Ha de cumplirse que r; = 3)

ul(Xo) = Xuaj, uj(Xe—j) = (=1)V1 1 < j <=2, uf(Xnos—j) = (1) (Xo-s + Y2)
1<j<n—7, ul(Xnoaey) = (1752 X, , 1<j<n—7,
H(Xp_aj) = (_1)j£w§:@mz_lxn_3 1<j<n—T1,

J
ul(Ye) = B8 X, 5y; 1< <2
1<j<n—-4,j#rn—-1,n—-5—-r,n—06)

<

~—~

u]z(Xk)ZXk_H' 1§k§n—3—j;
j=1,n—4—r,n->5)

son derivaciones de 7(n,r;,n —5). El teorema siguiente prueba que constituyen una

base de Der(r(n,ri,n —5)).

Teorema 2.3.2. Con las notaciones del comentario precedente, se tiene que,

{t(l)at(z}a rll—-la 1»21—17 31—179711—5—r17h:z—67h$1—6:h?}.—Gahi—Gﬂ
ui(1<j<n—4, j#Fm—Ln=5—r,n—-6),ui(j=1n—-4—-r,n-5)}
constituyen una base de Der(t(n,r1,n —5)), n par, n > 12, siry = 3.

Siry es impar y y verificindose que 5 < r; < n — 7, la derivacidn hi_g no aparece
y el resto de endomorfismos constituyen una base del citado espacio de deriaciones,
con lo que

n+5 st r #3

dim(Der(r(n,ri,n —5))) = { Rt 6 it =3

Demostracién. Se va a demostrar que los endomorfismos citados constituyen una
base del espacio de derivaciones.
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n—4
Sid € Der(g), entonces d = > d;.

j=—n+4

Como los ideales de la sucesién central descendente

Co(g) = < Xg,Xl,XQ,...,Xn_.:g,}/l,YE), >

Clg) = <Xy, Xz, Xaa,Y1,Y2 >, 1<i<m—1
C’(g) = <X.i+1,Xz’_|_2,...,Xn._3,}/2 >, 1 SZSTL—6
Cn_5(g) = < Xﬂ—47Xn—3 >

Cn_4(£|) = <Xn_3 >
C"3(g) = <0>

son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones d;, 4 —n <7 < —1.
* Célculo de do

Se puede suponer que

( X() — Ong() + a(l)Xl
X1 - X+ a1 X1
X - Xk, 2<k<n-3,k#r;,n—-5
do:d X, = onXe 6V
Xnos = ap5Xnos + ansY
)/1 - ﬂ_erl + ﬁl}/l
. YVZ — /62Xn—5 + ﬂ2}/2

Al exigir que dp sea derivacion, se obtiene que
o do([Xo, Y1]) = [do(Xo), V1] + [Xo, do(Y)] = B1 = 0.
o do([Xo, Ya]) = [do(Xo), Ya] + [Xo, do(V2)] = B; = 52
o do([Xo, X1]) = [do(Xo), Xu] + [Xo, do(X1)] = a3 = 0l + al.
o do([Xo, Xr,-1]) = [do(Xo), Xr,-1] + [Xo, do(Xr,-1)] =
= o, =ad+ a1, G = 0.
o do([Xo, Xn-6]) = [do(X0), Xn-6] + [Xo, do(Xn-6)] =
= aps =0+ o} +ans, Gnos = .

¢ do([Xo, Xn—s]) = [do(X0), Xn-5] + [Xo, do(Xn-5)] = an_a = ad + af + aps.
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o do([Xo, Xn-4]) = [do(X0), Xn—a] + [Xo, do(Xn-a)] = @n_3 = 0 + apn_g.

o do([Xo, Xi]) = [do(Xo), Xi] + [X0,do(Xi)], 2<k<n—-T7, k#r —-1=
=S ap=0)tag, 2<k<n-T7, k#r —1.

o do([X1, Xr,—1]) = [do(X1), Xr, 1] + [ X1, do(Xr,-1)] =
=a! =0, 81 =20 + (r; — 2)a).
o do([X1, Xn—6]) = [do(X1), Xn—s] + [X1, do(Xn-s6)] =
ap =al —af, B2 =a] +(n—6)al.
Por las restricciones hasta ahora obtenidas y mediante un proceso de induccién
finita se tiene que

ap = al+(k—1)), 2<k<n-6
Qn-s = 201+ (n—"7)ad
Qn_g = 301 +(n—7)af
an-3 = 3a;j+ (n—6)ad

En consecuencia, se verifica que

( Xo — ofXo+ (a7 —ad)X,
X, — a}Xl
Xk = (o + (k= 1)ag) Xk, 2<k<n-6

] X o (2004 (0= 1o)X + (ol — 0DV,
) Xoot = Bal+(n—7)ad) X4

Xn—z — (Baj +(n—6)ad)Xn-s
Yy = (201 + (r1 — 2)ag)Vy

(v: = (alt (- 6)a)Y;

No hay mads restricciones respecto a los parametros y, por tanto, pueden ser
considerados libres los pardmetros af, a}. Una base de < By > vendra dada por

BO—{thto}
¥ Célculode d;, 1<j<n—4, j#rn—1,n—-5-r,n—6

Se ha de verificar ahora que

Xo — X1y
Xk — aiXkﬂ-, 1§k§n——3——j,
k#r—jn—-5-—7
di: 8 Xp—j = ,1 JXr1 —I-er1 JYI, 1<3<r -2
Xnos—j — o) s ;Xn5+05_5_;Ys, 1<j<n—-"7
Y = B X5, 1<j<n—3-r
Y, — B3 Xn 515, 1<j<2
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Al exigir que d; sea derivacion, se obtiene que

o d;([Xo, V1)) = [d;(Xo), Yi] + [Xo,d;(V1)] = B{ =0, j <n—d —r1_
(El dnico B3] que puede ser no nulo, por ahora, es Br=3m)

. dj([XlaXﬂ—l]) = [dj(X1)7Xf‘1—1] + [Xladj(Xrl—l)] =

2 (r1=2)(n=3-r1) _j :
= fB] = —A=—=2="Tlof, para j =n — 3 — 1.

° dj([Xov Y2]) = [dj(XOLYZ] + [XOadj(n)]

Esta condicién se verifica trivialmente si j # 1. En cambio si j = 1, se deduce
que debe cumplirse que 3] = ";6 ap.

Se observa que para j = 2 no se obtiene restriccién alguna para ﬁg.
o d;([X1, Xn-6]) = [dj(X1), Xn—s] + [ X1, d;(Xns)] =
= 3] = g"T—Glaé —(n— 6)04{, para j = 2.
o d;([Xo, Xr,—j-1]) = [dj(Xo), Xry—j-1] + [Xo,dj(Xr,—j1)], 1 <G <=2 =
ol _j=al ., & _j=(-1)Ya), 1<j<r -2
o d;([Xo, Xn-6-;]) = [dj(X0), Xn-6-;] + [Xo,dj(Xn-6-j)], 1 <j<n—-T7=
S oo =+ (~1)iod, &y =(-1)a), 1<j<n—T.
o d;([Xo, Xn—s-5]) = [d;(Xo), Xn-s—;] + [Xo,dj(Xn—5-5), 1 <y <n—-T=
= a‘;"l_4_j = ai_s*j + (—l)jg%_%laé. 1<j<n-T.
o d;([Xo, Xn-a-5]) = [dj(Xo), Xn-a—j] + [Xo,dj(Xn-4-;)], 1 <j<n—=T=
= o)y =ah ;- (-1)je5 e 1< <n—T.
o d;([Xo, Xi]) = [dj(Xo), Xi] + [Xo,dj(Xp)], 1 <k<n—T—g, k#Frn—-yj-1=

>al,, =0}, 1<k<n—T—j, k#rn—j—1



138

2. Algebras de derivaciones y aplicaciones

De las restricciones obtenidas se deduce que

Q

3

S,

J
k
J
n—=5—
J
n—4—
'7 .
n—3-3

a{, 2<k<n—-6-—7

ol + (—=1)ied
o + (—1)ilami=il o

0
j i (n—4+(3=n)j+52) j
aq + (_1)J 2 ap

o d;([X1, Xns-;]) = [d;(X1), Xn-s—j] + [X1,d;(Xn-5-5)},
1<j<n—-T,j#1l,n—-4-r=>a=0,2<j<n-7,j#n—4—r.

_ Por las condiciones obtenidas, se cumple que ﬂ_f =0 paraj=n—3—r; y que
B = g”T_Glaé para j = 2.

Sededucequesij, 2<j3<n—4, j#r—-1,n—-5—-ri,n—4—r;,n—6,n—23,
entonces, se verifica que

Xo
Xﬁ—j
Xn—s5-;j
Xn—a—j
Xn-3—j
( Y5

oo X14j.

(_1)]a€)}/13

(=1 g (Xn-s + Y2),

(_1)j n_42_2j aéXn—‘u
e 1Y
=8 o X s,

2

A A A

1<7<r—2
1<j<n—1
1<j<n—1
1<j<n—1
j=2

En los citados casos se puede tomar como parametro libre aé. Una base de < B; >,
2<j<n—-4,3#r—-1,n—=5—-r;,n—4—r;,n— 6 vendrd dada por

Bj = {uj}

En cambiosi j=1,7=n—4—r; 0 7 =n—>5, la derivacién d; actia de la siguiente

forma
4 XO
Xk

VN

Xn—j
Xoo_j
Xn—4—j
Xn-3—j
Y,

Ld Ll

+ (—1)ajYs,

(o + (1) 0d) Xns + (~1)0dV3,
(o + (-1 =22 o) X,

(of + (—1) =it oy X, g,

1<k<n—6-j,

k#r—j
1<yj<m—-2
1<;j<n-7
1<j<n—1
1<7<n-7
1<5<2

En los citados casos se pueden considerar como libres los parametros ozf,, a{. Una
basede < B; >, j=1,j=n—4—r; 6 j =n —5, vendra dada por

gl 2
B; = {u;,u;
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Para terminar este apartado, sdlo citar que el cédlculo de estas derivaciones
di,1<j<n-4,j7+#r —1n—-5—r;,n—6 van a proporcionar n — 4 vec-
tores a la base pretendida de Der(7(n,r;,n — 5)).

* Calculo de d,,_;

Sea, ahora
[ Xo — 0o X, + oY)
X1 - X, + Y]
Xk = 0 Xkgr -1, 2<k<n—-2-r,
A k£n—4—nr
note < Xn—4—r1 — O5?‘L—4—r1)(n~—5 + dn—4—r1Yé
B1Xar, -1, r <A # 24
h ” { 1 Xns + 1Y, 1= %
[ Y2 — B2 Xn-3, ry =3

Al exigir que d,,_; sea derivacién, se obtiene que
o dr,-1([X0, Yi)) = [dry-1(Xo0), V1] + [Xo,dr, -1(V1)] = 1 = 0.
o dr, _1([Xo, X1]) = [dr,-1(Xo), X1] + [Xo, dr,—1(X1)] = @2 = 0.
o dr,1([Xo, Xn—5-r,]) = [dr;-1(X0), Xns-r, ] + [Xo, dry 1 (X5, )] =
= Qp—g—r, = 00+ Qn_5_r;, Qpn_g—r; = Qo.
o dr,1([Xos Xn-sa-r,)) = [dr,-1(X0), Xnosr, ] + [Xo, dry 1 (Xnmsry)] =

n—4-2r;
= 0p_3-r, = ngao + an—g—r; -

o dr,1([Xo, Xn-3-r,]) = [dr,-1(X0); Xn-3-r,] + [Xo, dr,-1(Xn3-r, )] =
= Qp_g—p, = —ﬁr—l‘—lﬂgi_—rﬁao + 03—y
o d.._1([Xo, Xi]) = [dr,—1(Xo0), Xi] + [Xo,dri—1(Xk)], 2<k<n—6—r1 =
S ap=ak, 2<k<n—6-—r;.
De las restricciones obtenidas se deduce que

o7 = ai, 2<k<n-5-ry,
Op_4-r, = Qo + ai,




140 2. Algebras de derivaciones y aplicaciones

n—2-2r;
= £Tl(lo + ai,

_ (2-r1)n+r2-3r;42
Ap_g-py = B Qo + 0.

an—B—rl

L] drl—l([Xl,Xn—4—r1]) = [drl——l(Xl)aXn-4—r1] + [Xl,dr,—l(xn—4-r1)] = a; = 0.

o dp1([X1, Xri—1]) = [dr 1 (K1), Xoy 1] + [X, dry 1 (X721
Esta condicidn se verifica trivialmente si r; # ”;4. En cambio, si r; = ﬂ%, debe
satisfacerse que 3 = 0.

L4 dn—l([XlaXn—G]) = [drl—l(Xl)an—G] + [Xladrl—l(Xn—S)]
Esta condicién se cumple evidentemente si r; # 3. En cambio, si r; = 3, debe

. -2
verificarse que (3 = £"Tlozo.

En consecuencia, se obtiene que
{

Xo = oX;, + oY)
X1 — 5[1)/1
Xn-s—r, — 0gXn_s
dn—l 19 Xn—3—r1 - !n—22—2r1!a0Xn_4
Xn—2—r1 N (2—r1)n+2rf—3r1+2a0X s
L )/2 — ganlaoX -3, ry = 3

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, pueden tomarse
como parametros libres los ag, &g, @;. Una base de < B,,_; > vendra dada por

B’”l_l = {frll—lafr21-17fr31-—1}
* Célculo de dn_s_,,, r # 25*

Se ha de cumplir que n — 5 —r; # 1y — 1 & ry # 24,
Se puede suponer ahora que
4

Xo — oo Xn_4—r,
Xk = ok Xno5_r 4k, 1<k<r+2,
k+#2ri—n+5r
dn—5—r1 : X2r1—n+5 — a2r1~n+5Xr1 + C_Y2r1—’n+5}/1
Xm — C_leXn—S + C_(mY'?
Yi = Bi1Xn-s + Y2
\ YY2 - /BZXn—(Sa rn=n-— 7

Al exigir que d,_s_,, sea derivacion, se obtiene que

o dr 5, ([Xo,Y1]) = [dn—5-r, (X0), Y1] + [Xo, dn—s—r, (Y1)] = Bl =0.
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o dns_r,([Xo, Xors—nta]) = [dnos—r, (X0), Xor, -n44] + [Xo, dn-s—r, (Xor, —nt4)] =
= 02 —n+5 = O2r)—ntd, Q2r;—nt5 = Qp.

o dns—r, ([Xo, Xr,-1]) = [dn-s-r (X0), Xy -1] + [Xo, dnsr, (Xry-1)] =
= Op, = OQr,—1+ Qo, G = Qg.

¢ dps—r, ([Xo, X, ]) = [dn-s5-r,(X0), Xr,] + [Xo, dn-s—r, (Xr,)] =

_ n—4-2r;
= Qp41 = Q) — L———la

2 0-
o duos—r, ([Xos Xry41]) = [dn—s—r, (Xo), Xri 1] + [Xo; dns—r, (X7, 1)) =

— T n—5—r1
= Qry42 = Orj41 — a

2 0-

b dn—S—r;([Xka]) = [dn—S—m (Xo),Xk] + [X07dn-5—r1 (Xk)])
1 SkST‘l-{-Q, k%rl—l,rl,r1+l,2r1—n+4=>

S app =0, 1 <k<r =2, k#2r;—n+4.
De las restricciones obtenidas se deduce que

ag = 01, 2 _<_ k S ™ — 1
o, = a+ta
(=n+2r146
Qri41 - 2 : )] + ay
2
_ (—rl)n+rl +7r1+46
aT‘1+2 - P) Qap + (831

0 dosr ([X0,Yi]) = [dnsors (X0), Yi] + [Xi, ducsor, (Y2)] = B1 = .
L d’n—s—rl([Xerl—l]) = [dn—E—rl(Xl),Xrl—l} + [ledn—f)—rl (Xrl—l)] = o) = 0.
o dn—-S——rl ([Xla X'n—G]) = [dn—S—rl (X1)7 X‘n—G] + [Xh dn——S—rl (X'n—G)]
Esta condicién se verifica trivialmente si r; < n — 7. Para ry = n — 7, el iltimo

de sus posibles valores, se debe cumplir que 8, = —3aq.

En consecuencia, si r; # n — 7, se verifica que

Xo — 00 Xpn—g-r,
Xori—nts — oY)
dnosry 14 X = ao(Xn-s + Y2)
Xri41 — wao)@%
Xt N mﬂ;ﬂﬂaoxn_3
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y si r; =n — 7, entonces

Xo — apXn_3
Xn-n1 = apYj
d = do : 4 Xn—? — Olo(Xn-s-l-Yz)
noson 2 Xn-s — LnT_leloX —4
Xn-s — 3aoXn-3
1/2 — _3a0Xn—3

No hay mads restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, independien-
temente del valor de ry, puede considerarse libre el pardmetro ap. Una base de
< Bp_5-,, > vendra dada por

B'ﬂ—5—f‘1 = {9711—5—7'1}
* Célculo de d,_g

Sea, ahora
Xo — 0pXn_s5 + Yo
d ) X1 = o Xns +arYs
") Xp = axXkgnos, 2<k<3
Vi = BiXns, ry=3

Al exigir que d,,_g sea derivacion, se obtiene que

o dn_o([Xo, X1]) = [dn_s(Xo0), X1] + [Xo, dn-s(X1)] = a2 = E5(—ag + Go) + au.
o d,_6([Xo, X2)) = [dn-6(X0), X2] + [Xo, dn-6(X2)] = a3 = (n — 6)(—a0 + &) + o1.
o dn_6([X1, X2]) = [dns(X1), Xo] + [ X1, dns(X2)] =

{r1=3=>ﬁ1=£n7_62(—011+@1)’
= _
T1#3:>051:O£1.

En consecuencia, se verifica que

Xo = X5+ apYs

X1 = aX,._5+aYs, ay =apsir; #3
dns:§ X2 — (L”—QQ(—ao + ag) + 1) Xn-4,

Xz = ((n—=6)(—ao+ ao) + a1)Xn-3

Vi = (521 + @) Xas, =3

No hay mas restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, ahora pueden
tomarse como parametros libres los ag, &g, a1, si 1 = 3. Una base de < B,,_¢ >
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vendra dada por

B,_¢ = {hi—s, h?z—(iv h731—-6a hz—s}

no existiendo el pardmetro &, y la derivacién h_gsi 5 <r; <n—7.
Esto termina la demostracion del teorema. a

Las derivaciones interiores de 7(n,r;,n — 5) son

(Ld(X(]) = ’U,?

ad(X;) = —u}, 1<i<n-4
ad(Xn_:-;) =

ad(Y7) = 0,

ad(Y>) = Ln_;elui—s

En consecuencia, se deducen del teorema anterior los siguientes corolarios, donde se
dan las dimensiones del espacio de los 1-cobordes, del primer espacio de cohomologia,
del espacio de las 6rbitas y de los cobordes de grado 2, del dlgebra g = 7(n, 71,7 — 5),
n par, n > 12, 3 <ry <n—7, r impar.

Corolario 2.3.3. Se verifica que
dim(B'(g,g)) = n—2
am(ew) = {§ 307

8§ st r =3

Demostracién. Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin mas que tener
en cuenta, al ser ad(X,-3) = ad(Y;) = 0, que
Bl(gag) = Ad(g) =< ad(X0)7ad(X1)a ad(X2)7 RS ad(Xn—‘i)a a’d(}@) > Yy que
dim(H'(g,g)) = dim(Der(g)) — dim(B'(g, g))- O

Nota 2.3.4. De manera implicita se ha descrito el primer espacio de cohomologia

HY(r(n,r1,n —5),7(n,r1,n — 5)).

Corolario 2.3.5. Se verifica que

dim(O(g)) = dim(B*(g,g)) = { nz —n—5 s r#3

n“—n—6 st rp =3

Demostracion. Basta recordar que

dim(O(g)) = n? — dim(Der(g)) = dim(B(g, 9)). 0
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2.4 Estudio de la familia 7(n,r,n — 4)

Se considera g = 7(n,r;,n —4), n impar, n > 9, 3 <r, < n —6, r impar, esto
es, la familia de dlgebras de Lie 3-filiformes graduadas naturalmente cuyas leyes,
referida a una base adaptada, {Xo, X1, X2, ..., Xn-3, Y1, Y2}, vienen dadas por

( [Xo, Xi] = Xit1, 1<:<n—-—4
[Xi, Xrmi] = (1)1, 1<i<nst
[Xi, Xnoami] = (F1)7'(Xnoa +Ya), 1<
[Xi, Xnoaei] = (17138, 50 1<i<ns®

[ [X1, Y] = £15—;—ann—3

Se va a proceder, en primer lugar, al calculo del espacio de derivaciones.

Nota 2.4.1. Es trivial probar que los endomorfismos de 7(n,r;,n — 4) denotados

1 2 3 2 3 4 1
mediante ¢g, 3, f; ri—1Jr =10 Jr - _11 G4 rlahn 51 M—ss Py Pin s, U5 J(1<J<n—4

j#ri—1,n—4—r;,n—>5),y definidos por

t3(Xo) = Xo, t5(Xx) = kX 1<k <n-—3, (Y1) =rY1, t5(Y2) = (n —4)Yy;
2(Xo) = Xy, 23(Xp) = X, 1<k<n—5 k#r, 3(X,)=52X, +1,
12(Xnoa) = U5 X g + Vs, t3(Xazs) = (n — 3)Xnos, t3(V1) = (n — 3V,

tz()/Z '("TL——’_)'Xn—A + (TL - )Y'Q,

i i(Xo) = Xoy, fh(Xncar) = Xooa + Yo, fLy(Xnary) = B7200X
fr21—1(X0) = Y;

f31_1(X1) =Y

Gt —geri (X0) = Xnosors 024 py(Xorynpa) = Yo siry # 223,
grlb—zl—-rl (Xrl) = Xﬂ—4 + Y27 g:L—4——r1 (Xr1+1) = ﬁﬁ?ﬁﬁlxﬂ_:;

h711—5(X0) = Xpn-4, h7lz—5(X2) = LS_Tann—:a

h?z—s(XO) = }67 hZ

n—>5

(Xz) = gﬂ;—s)Xn—%

h?z—-S(Xl) = Xn-4, hi_s(Xz) = X,-_3;
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hz-s(xl) =Y

ul(Xo) = Xij, wd(Xruey) = (~1)7Y; 1€ j <=2, wl(Xnoany) = (1) (Xums + Y2)

J

1<j<n=6, ul(Xnmay) = (172X, 5 1<j<n—6,

7

ul(YZ) = Ll;—5an—3 sig =1;

j
1<j<n-4,j#rn—-1,n—4—r;,n-35)

u?(Xk)szﬂ- 1<k<n-3-j, u?(Yl):(n—3—r1)Xn_3 sig=1;
1<j<n—-4, j#rn—-1n—4—r,n—-2>5)

son derivaciones de 7(n,r;,n —4). El teorema siguiente prueba que constituyen una

base de Der(7(n,ry,n — 4)).

Teorema 2.4.2. Con las notaciones del comentario precedente, se tiene que,

{té,t%, 7'11—17 31—1afr31—17971z~4—r1:h}z—5ahi—s:hi—mhi—s’“;au?
1<j<n-4,3#rn—-1n—-4—-r,n->5
forman una base de Der(r(n,r;,n—4)), n impar, n > 9,3 <r; <n —6, r; impar,

con lo que
dim(Der(r(n,r1,n —4))) =2n —4

Demostracién. Se va a demostrar que los endomorfismos citados constituyen una
base del espacio de derivaciones.

n—4
Si d € Der(g), entonces d = > d;.

j=—n+4

Como los ideales de la sucesion central descendente

Co(g) = < XO’XlaX27-"7XTL—3a}/1a)/2 >

Cl(g) = <Xi+17Xi+2a"'7Xn—37}/17}/2 >, 1SZST1—'1
C(g) = < Xij1, Xig2,..., Xno3, Y2 >, rn<i<n-—35
Cg) = <Xu-3>

C" 3@ = <0>
son caracteristicos, resultan ser nulas las derivaciones
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* Célculo de d

Se ha de verificar ahora que

{

Xo — O£8X0 + aéXl

X1 — Q?XQ + ain

Xk — Oszk, QSkSTL—S,k#Tl,n—4
dO Xr1 — ar1Xr1 + 6-’7'1}/1

Xnog = an g Xn g+ a@n4Y3

Y - BiX,, + 6N

) - BeXn_a + B2Y2

Al exigir que dy sea derivacion, se obtiene que
o do([Xo, Y1]) = [do(Xo), Y] + [Xo, do(Y1)] = B1 = 0.
o do([Xo, Ya]) = [do(Xo), Ya] + [Xo, do(Y2)] = B = £52ad.
o dol[Xo, X1]) = [do(Xo), X1] + [Xo, do(X1)] = 0z = 0 + .
o do([Xo, Xr,-1]) = [do(Xo), Xr,—1] + [Xo, do(Xr,-1)] =
= o, = o)+ a1, G, = Q.
o do([Xo, Xu—s]) = [do(Xo), Xn—s] + [Xo, do(Xn—s)] =
= Qp_g = 0 + ) + An_s, Gy = 0.
o do([Xo, Xn-a]) = [do(X0), Xns] + [Xo, do(Xn_s)] =
= ap_3 = af + ";5 ag + an_g.
o do([Xo, Xi]) = [do(Xo), Xi] + [Xoy do(Xe)], 2<k<n—6, k#r —1=

S =S+, 2<k<n—6, k#r —1.

Por las restricciones hasta ahora obtenidas y mediante un proceso de induccién
finita se tiene que

ar = al+(k-1)ad, 2<k<n-5
an_qg = al+(n—>5)ag+ o

Qps 1+ (n—4)ad + ﬁ”T—E'laé

Il
8
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o do([ X1, Xri—1]) = [do(X1), Xr, 1] + [ X1, do(Xr,—1)] =
= o) =0, fi =201 + (11 — 2)ag.
o do([X1, Xn—s]) = [do(X1), Xn-s] + [X1, do(Xns)] =
= o} = a3 + 580d, By = (n — 4)(af + o).

En consecuencia, se deduce que

o = ka8+£"7~32a(1,, 2<k<n-5
an_qg = (n—4)a + (“—;Qaé

an-3 = (n—3)(ap + o)

By = rad+(n—3)a}

y se verifica que

(X0 — oSXo+ b Xy
X = (kad+ 2al) X, 1<k<n-—5k#mr
X, = (mag+ "Pag) X, + g
do:q Xy — ((n—4)ag + @a}))Xn_‘; + alYs
Xos — (n—3)(ed + ad) X, s
Yi = (nagt(n—3)ag)Vs
L Ys = BaiX g+ (n—4)(ad + b)Y,

No hay maés restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, pueden tomarse
como parametros libres los af, of. Una base de < By > vendréd dada por

BO:{t(lJvt(z)}
*¥ Célculode dj, 1<j<n—4,j#rn—-ln—4—r,n—5

Sea, ahora

( X() — aéXH-j

X = 4 Xkt 1<k<n-3-j
‘ ‘ k#ri—gn—4—
dj:{ Xr—j 2 o X Fop, N, 1<j<r—2

Xncaj = ap_y i Xpat ay_y_; Yo, 1<j<n—6
Y = B X4 1<j<n—3-n

N }/2 — ﬁ%X’n—Sa ] = 1

Al exigir que d; sea derivacion, se obtiene que

o dj([Xo, Vi) = [d;(Xo), Yi] + [Xo, (V1)) = B =0, j Sn—4—11.
(El tinico 3] que puede ser no nulo, por ahora, es 7 7>7")
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o d;([Xo, Xr,—j-1]) = [dj(Xo), Xr,—j1] + [Xo,dj(Xr 1), 1 <y < = 2=
= ail—j = aﬁl_j_l, @il—j = (-1)Yad, 1 <j<r—2
o d;([Xo, Xn—s-;]) = [dj(Xo), Xn-5-;] + [Xo,dj(Xn-5-;)], 1 <j<n—-6=
= ai—-zi—j = ai—S—j + (_1)1%, 5‘1—4—;‘ = (_1)1‘%’ 1<73<n—6.
o d;([Xo, Xn-4-;]) = [d;(X0), Xn-a-;] + [Xo,dj(Xn-4-;)], 1 <j<n—-6=
= al s i=al .+ (-1 1<j<n—6.
o d;([Xo, Xx]) = [d;(Xo), Xk] + [Xo,d;(Xk)], 1 <k<n—-6—-J, k#Frn—j—-1=

=>a£+l:ai, 1<k<n—-6-3, k#r—j—1.

De las restricciones obtenidas se deduce que

ai = a{, 2<k<n-5-—7
gy = o1+ (-1 ].aé o
@y = al+(—1)E=2

o d;([X1, Xs,-1]) = [d;(X1), Xr -1] + [X1,dj(X-1)] =n=3—11) =

=>ﬁf=(n——3—r1)a{,paraj:n—3_r1_
o d;([X1, Xn-s]) = [d;(X1), Xn-s] + [X1,d;(Xns5)] (j = 1) =

= /3’5 = gnT_slaé, para j = 1.

En consecuencia, se deduce quesij, 1 < j<n—4, j#r —1,n—4—r;,n-25,
entonces, se verifica que

Xo — CV%XH_J‘
X - o Xy, 1<k<n-5-7,
‘ o k#ri—j
. X’"l"j — aJIXﬁ + (—1)'16!6}/1, _ 1<7<r -2
G Xy o (@4 (—1)ad) X, s+ (“1)iadYs, 1<j<n—6
Xnosy = (of+ (=17 =520ad) X, s, 1<j<n—6
Y; = (n=3-r)a X3, 1=n—-3—nr
[ V2 - 8alX, s, j=1
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En los citados casos pueden considerarse libres los parametros af, . Una base de
< B;j > vendra dada por
_ g1 2
B; = {u;j,u;

%
Para terminar este apartado, sélo citar que el cdlculo de estas derivaciones

dj, 1< j<n-4,j#r —1n—4—r;,n—>5 van a proporcionar 2n — 14
vectores a la base pretendida de Der(r(n,r;,n —4)).

* Calculo de d,,_;

Se puede suponer ahora que

([ Xo — ooX;, + @Y
X1 - o X, +aY;
Xk = g Xggr, -1, 2<k<n—-2-m,
dr-1 k#n—-3—-mr
Xn-3—r, — an—_B—ran—4 + apn-3-r, Y2 ,
B1X2r, -1, r < 5=
{ h - { BiXn-s+ BiY2, T =252

Al exigir que d,,-; sea derivacion, se obtiene que
o d,_1([Xo,Y1]) = [dr,-1(X0), Yi] + [Xo, dry -1 (Y1)] = B1 = 0.
o d 1 ([X1, 1)) = [dry -1 (X0), 1] + X1, dry (V1)) = 51 = 0.
o dr, 1 ([Xo, Xn-a-r,]) = [dr,-1(Xo0), Xntr,] + [Xo, dry 1 (Xmar, )] =
= Qp_3-r; = 00 + Apn_g—r;, Qp_3-r; = Q.
o dr,_1([Xo, Xn_3_r,]) = [dry—1(X0)s Xn-3-r] + [Xo, dr,—1(Xn-3-r,)] =
= onoaer, = " ag +ap sy,
e doy_1([Xo, Xu]) = [do—1(Xo), Xe] + [Xoydry—1(Xe)], L <k <n—5—r =
S o =0k 1<kE<n—-5-r.
De las restricciones obtenidas se deduce que

g = a, 2<k<n—4-n
Qn_3-r, = Qg + o

n—1-2ry)
= 0o + a1

an—2—r1 -
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o drl—l([XlaXn—I]) = [drl—l(Xl))Xn—l] + [Xladrl—l(xh-l)]

Esta condicién se verifica trivialmente si ry # "7‘3 En cambio, sir; = %, debe

satisfacerse que a; = 0.

o dv _1([ X1, Xncs—ri]) = [dri=1(X1), Xnz—r, ] + [ X1, dry =1 (Xn—3—r, )]

Esta condicién se verifica trivialmente si r; = ”—;—g En cambio, si r; # %é, debe

satisfacerse que a; = 0.

Se ha demostrado, en consecuencia, que independientemente del valor de ry,

siempre es nulo el parametro a;. Luego

873
Qn_3—r;

an—-2—rl

Se obtiene que

drl—l .

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, pueden tomarse

0, 2<k<n—-4-mr;
0]
!n—l;Zrl ap
Xo —  apX,, + oY)
X1 — 5[1}/1
Xn—3—r1 — aO(Xn—4 + 1/2)
X.'n_z_r1 _) MQOXH—Ev

2

libres los parametros ag, &g, @;. Una base de < B,,_; > vendra dada por

Br1—1 = {frl]—l,frgl—liffl—l}

* Célculo de dy_y_,,, 71 # 252

Se ha de cumplir quen —4 —r; #ry — 1 & rp # 252,

Se verifica ahora que

( XO
Xk

dp_spr, :
nmdmn Xor —n+t4

X,
[ Yi

Se observa que se tiene directamente que d,—4—,,(Y2) = 0 por ser r; < n —6 y no

—
—
—

__.)
_)

aOXn—S—r1
aan——zl—rl +k»

a2r1~n+4Xr1 + @2r1~n+4Yi
er Xn—4 + &rli/Z
B1Xn-4 + B1Y2

].Sk‘STl‘*-l,
k+#2ri—n+4,r

verificarse la condicién 2(n —4) —m <n -3 & n -5 <r.
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Al exigir que d,_4_,, sea derivacion, se obtiene que
o dusry ([ X0, Yi]) = [dn-aer, (Xo), V1] + [Xo, dnar, (Y1)] = 51 = 0.
o dn—ger, ([X1,Y1]) = [dneamr, (X2), V1] + [Xiy drs o (V)] =
#is_T”lﬁI:0:>ﬂ1=0alsern29.
® dp_g-r, ([XOaX2r1—n+3]) = [dn—4—r1(XO)1X2r1—-'n,+3] + [Xo, dn-—4—r1(X2r1—n+3)] =

ag sl rp # 4—12";3
2(n-3

= O2r)—nt4 = Q2r—n+3, C_127'1—'n,+4 = {
3

0 sl 1 =

o dnsr, ([Xo, Xr,-1]) = [dn—s=r, (Xo), Xr, 1] + [Xo, dnosry (Xry 1) =
= 0y, = Q-1+ Qo, O = Qp

o dn—s—r, ([Xo, X1 ]) = [dn-s-r, (Xo), Xi,] + [Xo, dnosry (Xr,)] =

_ (n—=3-2r)
= Q41 = Oy —

—ag.
o dnser, ([Xo, Xk]) = [dn-s-r, (Xo), Xi] + [Xo, dn-s—r, (X)),
1<k<r+1, k#ri—-1,r,2ri—n+3=
= oap=ag, 1<k<r -2, k#2r; —n+3.

De las restricciones obtenidas se deduce que

g = Oy, 2 S k S r — 1
am = Op + (03]

—n+2r1+5
i1 = L—“gl—lao + o

4 d‘n—‘l—"x ([Xthx]) = [dﬂ—4—r1 (Xl)’Xf'l] + [Xl: dﬂ—4—r1(X71 )] =
= (2r1—2)a;=0=>0; =0, al ser r; #1 =

Qg = 0, 2<k<r -1
:>a1"1 = a()

_ {=nt2ri1+5) o

ar1+1 - 2
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En consecuencia, se verifica que

XO - aOXn—S—rl
d . X2r1—n+4 — aol/l, 8 # 2_(713_—31
n—4—-ry - Xf‘l — aO(Xn—4 + Yé)

!—n+2r +5!
Xri+1 — 500 Xn-3

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se puede tomar
libre el pardmetro ag. Una base de < B,,_4_,, > vendra dada por

Bn-—4—r1 = {9717,—4—7‘1}

* Calculo de d,_s

Se puede suponer ahora que

Xo = aoXnoa+ @Y
dns 18 Xi = oX4+aY,
X2 — aan_g

Al exigir que d,_5 sea derivacion, se obtiene que

o d,5([Xo, X1]) = [dn-S(XO):Xl] + [Xo,dn—s5(X1)] = a2 = Lﬁ;—51(—&0 + ao) + a.
Las demas condiciones se verifican trivialmente y, en consecuencia, se verifica
que
Xo — aoXuost+ aoY>
dos: {4 Xi = aXp—a+a1Y2
X; = (5% (—a0 + ao) + 1) Xn_s

2
No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se pueden considerar
libres los parametros ag, &g, @1, @;. Una base de < B,_s > vendra dada por

Bn—s = {h:m-—s’ h72'z—57 hz—S) hi_5}

Esto termina la demostracién del teorema. O

Las derivaciones interiores de 7(n,r;,n — 4) son

ad(Xo) = u}

ad(X;) = —u}, 1<i<n-4
(ld(Xn_g) = 0

wd¥)) = 0

ad(Y2) n;E‘ Up 4
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En consecuencia, se deducen del teorema anterior los siguientes corolarios, donde se
dan las dimensiones del espacio de los 1-cobordes, del primer espacio de cohomologia,
del espacio de las érbitas y de los cobordes de grado 2, del dlgebra g = 7(n,ry,n — 4),
n impar, n > 9, 3 <r; <n —6, r; impar.

Corolario 2.4.3. Se verifica que

dim(B'(g,g)) = n—2
dim(H'(g,g)) = n—2

Demostracién. Se obtienen estos dos resultados trivialmente, sin mas que tener
en cuenta, al ser ad(X,—3) = ad(Y;) =0, que
Bl(gag) = Ad(g) =< ad(XO)a a'd(Xl)a ad(X2)a SRR ad(Xn—‘i)? ad(}/?) >y que
dim(H'(g,g)) = dim(Der(g)) — dim(B'(g, 9))- D

Nota 2.4.4. De manera implicita se ha descrito el primer espacio de cohomologia
HY(7(n,r1,n —4),7(n,r1,n — 4)).

Corolario 2.4.5. Se verifica que

dim(O(g)) = dim(B*(g,9)) = n* — 2n + 4.

Demostraciéon. Basta recordar que

dim(0O(g)) = n? — dim(Der(g)) = dim(B*(g, g))- O

2.5 Algebras excepcionales

En dimensiones menores a 11 aparecen otras algebras no escindidas y graduadas
naturalmente y tales que no se presentan homdlogas a ellas en dimensiones mayores.
Estas algebras se han denominado en el capitulo 1 como excepcionales. Esta secciéon
se va a dedicar a estudiarlas.

Se van a estudiar para cada 4lgebra las mismas aplicaciones geométricas que en
la seccién anterior y también mediante la determinacién del algebra de derivaciones
correspondiente. Dichas algebras tienen una coincidencia y es que en su graduacién
natural el vector Y; pertenece a gs (r; = 3) y el vector Yz pertenece a gs (r; = 5),
por lo que ry = 2r; — 1.
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Para una mayor claridad se van a considerar cuatro subsecciones, la primera
dedicada a las dimensiones menores a 8 y las restantes, respectivamente, a las di-
mensiones 8, 9 y 10. Las demostraciones son similares a las de la seccién anterior,
pero mas sencillas al tratarse de dimensiones concretas. Por dicha razon se van a
omitir y se van a enunciar solamente los resultados correspondientes.

2.5.1 Dimensiones menores a 8

Solamente hay un algebra excepcional, no escindida y graduada naturalmente, de
dimensién menor o igual a 8. Aparece en dimensién 5 y se trata del algebra de
Heisenberg H;. Su ley, siendo {Xo, X1, X2, Y1, Y2} una base adaptada, estéd deter-

minada por

{ [XO’XI] = X2
7‘[2 .
D/l:Yé] X2

Nota 2.5.1. Los endomorfismos de H; denotados mediante é;, 1 < 7z < 15, y
definidos por

51(Y1) = Yz;

6(Xo) = Yo, (V1) = Xi;

53(Xo) = Xi;

54(Y1) = Xz;

55(X0) = Xy;

56(X1) = Y, 56()/1):—)(07

67(Xo) = Xo, 62(X2) = Xa,  7(Y2) = Yo;
6(X1) = X1, &(X2) =Xy,  ds(Y2) = Y5
do(Y1) Y1, do(Y2) = =Yy

610(Xo) = Y1, bio(Ye) = —Xy;

511(X1) = Xy;

512(X1) = Xo;

513(Y2) = Xy;

614(X1) = Y1, 41a(Y2) = Xo;

oi5(Y2) = Yi;

son derivaciones de Hs.

Teorema 2.5.2. Se verifica que {6;}1<i<15 forman una base de Der(H;), con lo que

dim(Der(Hz)) =15
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Las derivaciones interiores de Hj son

ad(Xg) = 511
ad(Xl) = —(55
ad(Xg) = 0
ad(yl) = i3
G,d(}/z) = —54

Corolario 2.5.3. Se verifica que

dlm(Bl(%2%2)) = 4
dlm(Hl(Hz,%z)) 11
dim(O(H,)) 10

I

2.5.2 Dimension 8

Sélo hay un algebra excepcional, no escindida y graduada naturalmente, de di-
mensién 8. Se trata de €(8,3,5) cuya ley, siendo {Xo, X1,...,Xs,Y1, Y2} una base
adaptada, esta determinada por

' [XOaXi] = X’i+17 1 S i S 4
[X17X2]:)/1
[XI’X‘l] =Y,
=€(8,3,95) : «
8=835 1x, X, = -v,
[Xh}/l] :X4
L [X2,Y1] = Xs

Nota 2.5.4. Los endomorfismos de €(8,3,5) denotados mediante
to, b, a0 f1, f3 f2 by b, B, B g, v
y definidos por
ti(Xo) = Xo, t3(Xi) = kXx 1<k <5, t3(Y1) =3V, t5(Y2) = 5Y5;

t(%(XO) = Xla tg(Xl) = _X07 tg(X3) = lea tg(XFJ) = Y27 tCQ)(Y'l) = _X37
t5(Y2) = = Xs;

le(Xo) = Xa, f%(Xs) =Y;
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(X)) = Xira 1<k <3, f2(Y)) =2V
F(Xo) = Y, F3(Xs) = —Xa, f3(Xs) = —2Xs, f3(Y1) = —Y5;

f;(Xl) =", f;(yl) = —Xs;

h}x(XO) = Xs;
hz(Xl) = Xs;
h3(Xo) = Ya;
h3(X1) = Yo

ui(Xo) = Xa, u1(X2) = =i, uj(Xy) = —Y2, uj(V1) = =Xy
W(Xe) = Xens 1<k <4:

uz(Xo) = X4, u3(X2) = ~Y5;

ud(Xi) = Xkps 1 <k <2

son derivaciones de €(8,3,5).

Teorema 2.5.5. Se verifica que
142 g1 (2 03 £4 31 32 33 p4 1,2 1 2
{to, 10, fas fo5 f5s fo s By By iy, gy uy, ud, g, ugh

forman una base de Der(e(8,3,5)), con lo que

dim(Der(€(8,3,5))) = 14

Las derivaciones interiores de €(8,3,5) son

¢

ad(Xo) = uf
ad(X;) = —ul
ad(Xs) = —f3-1;
ad(X;3) = —ul
ad(X4) = —hi—-h§
ad(X5) = 0
WVi) = -
[ ad(Y2) = 0
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Corolario 2.5.6. Para g = €(8,3,5), se verifica que

dim(B'(g,g)) = 6
dim(H'(g,8)) = 8
dim(O(g)) = 50

2.5.3 Dimension 9

Solamente hay un élgebra excepcional, no escindida y graduada naturalmente, de
dimensién 9. Se trata de €(9,3,5) cuya ley, siendo {Xo, X1, ..., Xe, Y1, Y2} una base

adaptada, estd determinada por

{

g=1¢09,3,5):

\

[Xo, Xi] = Xit1, 1 <1<5

[X1, X =11

(X1, X4] =Y,

[ X2, X3] = =Y,

[Xi, V1] = Xiys, 1<4<3
(X1, Y2] = X6

Nota 2.5.7. Los endomorfismos de €(9,3,5) denotados mediante

1,2 71 £2 71 122 13 74 1 .2 .1
tosto, for fo> hay by By Py uy, ug, v, us, us,

y definidos por

2 1.2
Us

t(Xo) = Xo, t4(Xe) = kXx 1<k <6, ti(V1) = 3Yi, t§(Ys) = 5Y5;

t(z)(XU) = Xl) tg(Xl) = -X07 t(z)(X3) = Y17 t(%(X5) = )/27 tfz)(Yi) = _X3’

t3(Yz) = = Xs;

R(Xo) = =Y1, f3(X1) = X5, f3(Xx) = kX2 2< k<4, f;(V1) =3Y5;

hi(Xo) = Xs;

RI(X1) = X5, hi(X2) = X;

h3(Xo) = Y;, h3(X2)

—Xs;
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hy(X1) = Ya;

W(Xo) = Xa, ul(Xs) = —Y4, ul(Xs) = = Y3, ul(¥y) = =X,
u%(YZ) = —Xg;

ul(Xy) = Xpp1 1<k <5
uz(Xo) = Xa, u3(X2) = =Y2, u3(V1) = —Xe;
ud(Xe) = Xpys 1 <k <35
us(Xo) = Xe;
ug(X1) = Xe;
son derivaciones de €(9, 3, 5).
Teorema 2.5.8. Se verifica que
{t0,40, f20 f2s ha b, i, by, gy ui, g, ug, g, ug)

forman una base de Der(e(9,3,5)), con lo que

dim(Der(e(9,3,5))) = 14

Las derivaciones interiores de €(9,3,5) son

(ad(X,) = u?
ad(X;) = —u}
ad(X3) = -
ad(X3) = —ul

{ ad(Xy) = —hl—h}
ad(X5) = —u}
ad(Xs) = 0
ad(Yy) = —uj

LadVy) = —ud

Corolario 2.5.9. Para g = €(9,3,5), se vertfica que
dim(B'(g,g)) = 8
dim(H'(a,9)) = 6
dim(O(g)) = 67
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2.5.4 Dimension 10

Esta dimensién es la tltima donde aparecen algebras excepcionales, no escindidas
y graduadas naturalmente. En concreto, una familia infinita y uniparamétrica de

algebras, €17(10,3,5), y tres algebras mas, ¢°(10,3,5),
cuyas leyes, respecto de una base adaptada {Xo, Xi, ...

€21(10,3,5), €2%(10,3,5),
, X7,Y1,Y,}, estan definidas

salvo antisimetria mediante

6L'Y(10,3,5) : (10,3, 5) :
[Xo, Xi] = Xip1, 1<¢<6 [Xo, Xi] = Xiq1, 1<:1<6
[XI,X2]=Y1 T (X1, Xo] =Y
X0, X1 = i X0, X0 = X5 + Y,
[XI’XG] = "}’X'f [X17X5] = 2X6
< [Xz,Xa] = Y, ﬁ (X1, Xs] = (3 — ) X7
[X2,X5] = ——’)/X-T [X27X3] = “Xs — 1/2
| X5, X4 = - X,
[X3)X4] = ’)’X‘r [ 2 4] 6
[Xi, Y1) = +3 1<i<4 [X2, X5] = (-1 +7) X~
1y z ) <1< o oy
| [Xov] = Ko, 1550 (X Xu] = 2 |
7=ref,r 20, 0€(-54] 7€ {0,1,3}

Nota 2.5.10. Los endomorfismos de €'7(10,3,5) denotados mediante

y definidos por
t5(Xo)

t5(Xo)

f2(Xo)

= le t(%(Xl) =
to(Y1) =

= X37 fZI(Xl)
fi(Ya) =

1,2 1 £2 71 22 33 34 1.2 1.2 1 2 1 2
to,to,fz,fz,h4,h4,h4,h4,u1,u1,u3,u3,u5,u5,u6,u6

= Xo, t3(Xx) = kXp 1<k <7, th(Y1) = 3Yi, th(Ya) = 5Y;

_XO) t(Z)(X?)) = }/1, t(2)(X5) =
—X5; (Ha de cumplirse que v =

Y, t(z](X7) = 7X7a
_XS') t?](}/Z) - \/—1)

=Y, fLJl(X5) = vX7, f21(Yl) = —Xs,

=Y, f3(Xs)
—X7;

FA(Xo) = =Yi, fA(Xi) = kXpya 1 <k <3, f2(Vh) = 3Ya, f2(Ya) = 59X7;

hy(Xo)

= X, h};(Xs) = vX7;
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hi(X1) = X5, hi(X2) = Xe, hi(Xs) = X7, RY(V1) = 27 X7;
hi(Xo) = Y2, h3(X2) = = Xe, hi(Xs) = —2X7, R3(V1) = —vX7;
hy(X1) = Y2, hy(V1) = — Xz,

ui(Xo) = X2, ui(X2) = =i, uj(Xs) = -Yz, uj(Xg) = —y X7,
ui(V1) = =Xy, ui(¥2) = —Xe;

ui(Xy) = Xey1 1 <k <6

u3(Xo) = Xy, u3(X2) = —Y2, u3(Xy) = -7 X7, w3(¥1) = —Xs;
ui(Xg) = Xiys 1 <k < 4

ug(Xo) = Xo, ug(X2) = —vXr;

ug(X1) = Xe, us(X2) = Xr;

ug(Xo) = Xr;

ug(X1) = Xr;

son derivaciones de €'7(10, 3, 5).

Teorema 2.5.11. Se verifica que
{to, 16, fo f3> hay hidy by, By it wg, wg, s, ug, ug, g}
constituyen una base de Der(c'7(10,3,5)), si v = /1.

SiyeC, y=re?, r>0, 0 ¢ (=%,%], v # V-1, la derivacidn t3 no aparece y
el resto de endomorfismos constituyen una base del citado espacio de derivaciones,

con lo que
dim(Der(c*(10,3,5))) = { V=,

Las derivaciones interiores de ¢'7(10,3,5) son
ad(Xo) =  u?
ad(X,) = —ul
ad(Xz) = —f;
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Corolario 2.5.12. Para g = ¢'7(10,

se verifica que

dim(B'(g,9))

dim(H'(g,8))

dim(O(g))

nnm
|
N I
o >
| -
< |
Oc’:’: cn: .ﬂ
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|
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Nota 2.5.13. Los endomorfismos de €%7(10, 3, 5), v € {0,1,3}, denotados mediante

y definidos por

1 42 1 2 3 1 2 3 4 1 2 1 1 2 1 2
to,to,fQ,f2,f2,h4,h4,h4,h4,u1,ul,u3,u5,us,u6,u6

8(Xo) = Xo, th(Xi) = kXe 1< k<7, h(Yi) = 3%h, t3(¥s) = 5Y3;

B(Xs) = 4X5 4 Ya, 13(Xe) = 6X, 12(Xy) = 9Xr, 3(V1) = 6¥3,
t2(Y;) = 2X5 + 5Y2; (Ha de cumplirse que y = 0)

fH(Xo) = X3, f3(X3) = Xs + Y2, f3(Xs) = Xe, f2(Xs) =(1—7)Xn,
f1(Yy) = 2X7;

f3(Xo) = Yi;

f;?(Xl) =Y

hi(Xo) = X5, hi(X2) = —2X6, hy(Xs) = (=1 —7) X7,
hy(Y1) = (=6 + 29) X7;

hi(X1) = Xs, hi(X2) = Xe, h3(Xs) = X7, hi(Y1) = (4 — 27)Xr;
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hi(Xo) = Yz, hy(Xz) = 2Xe, h3(Xs) = 4Xr, hy(V1) = (6 — 27)X7;
hi(X1) = Y2, hi(V1) = 2X7;

ui(Xo) = Xz, uj(X2) = =Y, ui(Xq) = = X5 — Y3, uj(Xs) = —2XG,
ui(Xe) = (=3 +7)X7, ui(Y2) = 2Xs;

W2(Xp) = Xpp1 1<k <6

u3(Xo) = X, u3(X2) = —Xs — Y2, uz(Xy) = vXr;
us(Xo) = Xo, uz(X2) = (=3 +7)Xr;

ug(X1) = Xe, uz(X2) = Xr;

ug(Xo) = Xr;

ug(X1) = X7

son derivaciones de €*7(10, 3, 5).

Teorema 2.5.14. Se verifica que
1 ;2 g1 p2 3 321 32 33 34 1,2 1 1,2 1 2
{t07t07f27f27f27h4ah47h47h47ulau17u3=u57u57u63u6}

forman una base de Der(e*(10,3,5)) si v =0.

Siy =10~ =3, la derivacién t% no aparece y el resto de endomorfismos
constituyen una base del citado espacio de derivaciones, con lo que

15 si v € {1,3}

dim(Der(¢*7(10,3,5))) = { 16 si v=0

Las derivaciones interiores de €¢27(10,3,5) son

ad(Xo) = u?
a,d(Xl) = —U,i
ad(Xz) = i1
ad(Xg) = —ué
ad(Xy) = —hi—hi—h]
ad(Xs) = —ui — 2u?
wd(Xe) = —ub—(347)ud
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(Zd(X7) = 0
adYy) = 0
ad(Yy) = —2u?

Corolario 2.5.15. Para g = ¢27(10,3,5)), v € {0,1,3}, se verifica que

dim(B'(g,g)) = 8

amii'ae) = {§ o 1S58
dim(0(g)) = {ZZ Z 13)1’3}

2.6 Algebras escindidas

Resta por estudiar las dlgebras escindidas; éstas son del tipo g(n—1)® C 6 g(n-2)® C?,
donde g(n-1) ¥ g(n—2) son, respectivamente, algebras de Lie 2-filiforme y 1-filiforme
graduadas naturalmente de dimensionesn —1y n — 2.

Por el teorema que da las derivaciones de una suma directa queda reducido
el problema a la determinacién de los espacios de derivaciones Der(g’), D(g' ,Ch),
D(C*,g") y Der(CF), donde g’ = g(n—1) 6 @ = g(n—2) ¥ k = 1,2 segin los casos.

En realidad, estén estudiados por diversos autores [40],[18],[13], salvo D(g’,C*),
y D(C*,g'), por lo que nos vamos a limitar en esta seccién a estudiar con algin
detalle un caso y dar los resultados en los restantes.

2.6.1 Estudio de £(n —1,7)®C

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién n y sea

{Xo, X1, .., Xn_3,Y1, Y2} una base adaptada.

Se va a analizar ahora, con detalle, el caso de ser el dlgebra g suma directa de
g =< Xo,X1,...,Xn_3,Ys >y C< Y; >, donde ¢ es el algebra de Lie 2-filiforme
y graduada naturalmente £(n —1,7), de dimensién n —1, cuya ley esta determinada
por
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Ln—1,r) (n>6,3<r<n-3, rimpar):

N
|
N

?
7

=
|
b

{[Xo,Xi] = Xit,

1
[XiaXr—i] (_1)i_1}/1) 1

ININA
IAINA

T2
Teorema 2.6.1. Sean los endomorfismos

(Zd(XZ) 0 S 2 S n_4, h3, hS’ ey hr—4a hr—27 hr—la ey hfn—5) hn—47t07t17 t2)gr—1)fr—1;
8; 1<5<5, (yts sdlo paran = 6)
de L(n — 1,7)®C definidos por

hk(Xl) = ch+i (1 §z§n—3—k)
st (r—=3<k<n-—4)6(k<r—3yk impar);

to(Xo) = X, (X)) =0-1)X; 1<i<n=3, to(Y1) = (r — 2)Yi;
ti(Xo) = Xi, (X)) =Yg

t2(X5) = X; 1 <i<n =3, tp(V1) = 2Y);

t3(X1) = Xo, t3(Y1) = X5; (Ha de cumplirse que n = 6)
gr—1(Xo) = X;;

frm1(Xo) = Y

a(Ya) = Y

52(X0) = Y27

03(X1) = Yy

0a(Y2) = Xaos;

() =Y

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(L(n — 1,r) @ C),

con lo que

4n+T7—r .
5 si n>~6

dim(Der(L(n —1,r)® C)) = { 15 si n=6

Demostracién. Por ser g = L(n — 1,7)@®C se tiene que
Der(g) = Der(L(n —1,7)) & Der(C) @ D(L(n —1,7),C) ® D(C,L(n — 1,1)).
Si d € Der(g), entonces

3@ € Der(L(n —1,r)), Jgﬁ Der(C) y
Ad,2 € D(L(n —1,r),C), d2; € D(C,L(n — 1,7))

tales que d = d; + dy + (Zl,z + Jz,l, verificandose que
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( J1,2(£(Tl - l,T‘)) C Z(C)

diy € D(L(n —1,7),C) = { dia([L(n—1,r),L(n—1,7)]) = {0}

[ d1,2(C) = {0}
[ dy1(C) C Z(L(n—-1,r))
dyy € D(C,L(n —1,7)) = { d1([C,C]) = {0}

[ d21(L(n—1,7)) = {0}

Calculo de Der(L(n —1,r))

En [18] se ha obtenido que una base de Der(L(n — 1,r)) esta formada por los
endomorfismos de £(n — 1,r) siguientes:

ad(Xz) 0 S ? S n— 43 hs,hs, ey hr—4’ hr—2a hr—-la s 7hn—57 hn—4at07t17t2agr—17 fr——l
(y t3 sélo para n = 6).

Por consiguiente

dim(Der(L(n —1,r))) =

Cilculo de Der(C)

Es evidente, que una base de Der(C) estd formada por el endomorfismo de C,
denotado por §; = Id¢. Por tanto, dim(Der(C)) = 1.

Cilculo de D(L(n —1,r),C)

Sidiq € D(L(n —1,r),C), entonces se ha de cumplir que

di2([L(n—1,7),L(n—1,7)]) = {0} = d2(X:)=0,2<i<n-3, dy2(Y1) = 0.
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di2(C) = {0} = d12(Y2) = 0.
leg(ﬁ(n - 1,7')) C Z(C) =< }/2 >= Jl’g(Xo) - &OYQ, CZI’Q(XI) = C_Yly'g.

Se pueden tomar como libres los parametros &g y @; y se deduce que una base
de D(L(n — 1,r),C) estd formada por los endomorfismos d; y é3. Por consiguiente

dim(D(L(n —1,7),C)) =2

Calculo de D(C,L(n —1,7))

Si dy1 € D(C,L(n — 1,7)), entonces se ha de cumplir que
dy1(L(n—1,7)) = {0} = d21(X:) =0, 0< i <n—3; da1(Y1) = 0.
d21(C) C Z(L(n —1,7)) =< Xp3,Y) >= dy1 (Y2) = @2 X3 + B2Y1.
Se verifica, evidentemente, que d, ;([C, C]) = {0} y se pueden tomar como libres

los pardmetros @, y (. Se deduce que una base de D(C,L(n — 1,r)) estd formada
por los endomorfismos 84 y d5. Por consiguiente

dim(D(C,L(n —1,r))) =2
Esto termina la demostracion del teorema. O

Corolario 2.6.2. Parag= L(n —1,7)®C se verifica que

dim(B'(g,g)) = n—-3 n>6
2n+13—r .

. = >6

am(@a) = {,7 47

2 si n>6

. on2—4n—T7+4r
dim(Ofg) = { 21 sin="6

2.6.2 Estudio de Q(n —1,7)®C

Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién n y sea
{Xo, X1,-..,Xn_3, Y1, Yo} una base adaptada.
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Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo,Xi1,...,Xn-3,Y1 > ¥y
C~< Y, >, donde ¢ es el algebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente
Q(n — 1,7), de dimensién n — 1, cuya ley esta determinada por

Q(n—1,r) (n>8, npar; 3<r<n-—25, rimpar):

[Xo,X,‘] - Xi+17 1 S ) S n—4
[XiaXr—i] = (_1)1’—1}/1) 1 S i S %
[Xiaxn—S—i] = (_l)i_lxn—lh 1 S i S ﬁg_‘l_
Teorema 2.6.3. Sean los endomorfismos
ad(Xl) 0 S ) S n —4, h3, hs, ey hn—Sy hn_4, to, tl, gr—1, f,-_l, 6j 1 S ] _<_ 5,

(y hrq sir:% 0 hp_z_, sir < ”2;4)

de Q(n-1,)®C, definidos por

hi(X5) = Xiqs 1<i<n-3-k 3<k<n-5, k impar,
y k=n—4

to(Xo) = X, to(X;) =1X; 1<i<n-=3, to(Y1) = rYi;

t1(Xo) = X, H(X)=X; 1<i<n—4, tH(X,)=X,+Y,

t1(Xn-3) = 2X,_3, t1(Y7) = 2Y5;

gr—l(XO) = X, gr—l(Xn——2—r) = Xn_3;

fr——l(XO) = Y1;

hr—l(Xz') = Xr 144, 1<i<n—-2-r, hr~1(Y1) = 2Xn_3;

(Ha de ser r = %52)
hn—S—r(Xi) = Xi+n—3-—r7 1 S v < r, hn—S—T(}/l) = 2Xn—3;

(Ha de ser r < 24

51(}/2) - }/27
52(Xo) = Yy
3(X1) = Yy
54(}/2) = Xn-—3a
55(}/2) = Y

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de
Der(Q(n —1,7) @ C)
con lo que paran > 8

IA
off

2
3n+8
2

dim(Der(Q(n —1,r) ® C))

Il

{ 3n+10 Si r

L&)

si > 2o

%
‘
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Corolario 2.6.4. Parag= Q(n—1,r)&C, n > 8, se verifica que
dim(B'(g,g)) = n—3

dim(H'(g,9)) s
im(H'(g,9)) =
, H_EM si r> %

2 s >

2—— . -
2n 23n8 g r>"2

2n?—3n-10 i o< n=2
dim(O(g)) = {

2.6.3 Estudio de 7(n —1,n—5)®C

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién n y sea

{Xo, X1,...,Xn_3, Y1, Y2} una base adaptada.

Se va a considerar ahora g suma directa de g =< X, X1,...,Xn-3, Y1 >y
C~< Y, >, donde g’ es el algebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente
7(n — 1,n — 5), de dimensién n — 1, cuya ley esta determinada por

7(n—1,n —5) (n par, n > 8):

[Xo, Xi] = Xij, 1<:1<n-—4
[Xi, Y] = @;_nl‘ n—5+i 1<:1<L2
Xy Xosi] = (<17 (X 41), 1282258
[Xi, Xpas] = (=112 x 1<i<nst
[XhX'n—3—i] = (_1)1(7, - l)Lr#an—Sa 2< S %

Teorema 2.6.5. Sean los endomorfismos
ad(Xz) 0 SZ S n _47 ad()/l)) hn—4a tO; tl) ln—67 fn—S) 5] 1 S,] S 4;

de 1(n — 1,n — 5)BC definidos por
hn—4(X1) = Xn—B;

to(Xo) = X, to(Xi)=1X; 1<i<n-3,
tO(YI) = (n - 5)Y1;

t1(Xo) = X, 1(X5) = ”—gin 1<i<n-6,
t1(Xn-5) = "2;2Xn_5 + Y1, t1(Xn-a) = (n—4)Xn-a,
t1(Xn-3) = (n—4)X,—3, t(Y1)= nz;GXn—s + (n — 5)Yi;
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lh-6(X1) = Xnuos+Yi, lh6(X2) = Xp-a, lh—6(X3) = Xn-s;

fa-e(Xo) = Y, face(X2) = 252 X4, fr-6(X3) = (n —6)Xn_;
61(Y2) = Yy

52(X0) = YZ;

53(X1) = Yy

34(Y2) = Xp-3.

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de
Der(t(n—1,n—5) @ C)
con lo que paran > 8, n par,

dim(Der(r(n—1,n=5)®C)) =n+7

Corolario 2.6.6. Parag=7(n—1,n—5)®C, n > 8, n par, se verifica que

dim(B'(g,9)) = n—2
dim(H'(g,9)) = 9

dim(O(g)) = nt-n-7

2.6.4 Estudio de 7(n —1,n —4)@C

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién n y sea

{Xo,X1,...,Xn-3,Y1, Y2} una base adaptada.
Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X1,...,Xn-3,Y1 > ¥
C~< Y, >, donde ¢ es el algebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente

7(n — 1,n — 4), de dimensién n — 1, cuya ley esta determinada por

7(n —1,n —4) (nimpar,n > 7):

[Xo, Xi] = Xit1, 1<i<n-—-4
[Xl’yl] = gs—Tan”

[Xi, Xn-ai] = (—1)i_1(Xn 4+ V), 1<i<g®
[Xi, Xnogmi] = ()X, 1<i< 2
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Teorema 2.6.7. Sean los endomorfismos
a’d(X’L) 0 S Z S n _47 ad()/l)a hn—-57 tO'; tla gn—5 fn—5; 5] 1 SJ S 4)

de 7(n — 1,n — 4)®C definidos por

hn—S(Xi) = Xi+n—5 1<1<2;

to(Xo) = Xo, to(X,) = ’LXt 1 _<_ 1 S n— 3,
to(Y)) = (n—4)Yy;

tl(Xo) = Xl, tl(Xz) = Bg—sz 1 S ) S n— 5,
t1(Xnoa) = E;IXn—z; + Y, t1(Xn=3) = (n — 3) X,_3,
ti(Y) = 223X, 4+ (n—-4)Y;

gn—5(X0) - Xn—4a gn—B(X2) = _%Xn—S;
fn—S(XO) = Y, fn—s(Xz) = %SXn—a;

51(}/2) = Y%y

52(X0) = }/2’

5(X1) = Y

54()/2) = Xn—S

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de
Der(t(n—1,n—4) & C)
con lo que para n > 7, n impar,

dim(Der(tr(n—1,n—4)®C)) =n+7

Corolario 2.6.8. Parag=17(n—1,n —4)®C, n > 7, n impar, se verifica que
dim(B'(g,g)) = n—2
dim(H'(g,9)) = 9

dim(O(g)) = nt-n-7

2.6.5 Estudio de £,_,®C?

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimension n y sea

{Xo, X1,...,Xn_3,Y1,Ys} una base adaptada.
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Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X1,...,Xn-3 > y de
C? ~< Y;,Y; >, donde g’ es el algebra de Lie filiforme y graduada naturalmente
L,_o, de dimensién n — 2, cuya ley esta determinada por

Loz, n>5: {[Xo,X]=Xiy, 1<i<n—4
Teorema 2.6.9. Sean los endomorfismos
ad(Xz) 0 Szgn—ll, to, tl, tg, hg,..., hn..4, (S]' 1 S] S 10,

de L,_o ® C? definidos por

tl(XO) = Xy

(X)) = X; 1<i:<n-3;
he(Xi) = Xepi 1<10<n=3-k 2<k<n—4
51()/1) = Y

52(Y1) = Yy

53(}/2) = Y1;

04(Y2) = Y

0(Xo) = Yi;

d(Xo) = Yo

57(X1) = Y1;

53(X1) = Yy

59(}/1) = Xn_3;

510(}/2) = Xn—S-

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(L,—2 & C?),
con lo que paran >3,

dim(Der(Ln,_o ® C*)) =2n +5

Corolario 2.6.10. Parag= L,_, ® C?, n > 5, se verifica que
dim(B\(g.g)) = n—3

dim(H(g,g) = n+8

dim(O(g)) = n*—2n-5
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2.6.6 Estudio de Q,,_,®C?

Sea g un &dlgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimension n y sea
{Xo, X1, ..., Xn_3,Y1, Y2} una base adaptada.

Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X1,...,Xn_3 > y de
C? ~< Y},Y,; >, donde ¢’ es el dlgebra de Lie filiforme y graduada naturalmente
Q,_a, de dimensién n — 2, cuya ley estd determinada por

Qn_2,n>8, npar:

(Xo, Xi] = Xita, . 1
[Xi’Xﬂ—3—i] = (_1)1_1Xn—37 1

Teorema 2.6.11. Sean los endomorfismos
a,d(Xl) 0 S 1 S n —4, to, tl, hg, h5, h7,. cey hn_5, hn_4, (51 1 S] S 10,

de Qn_o2 & C? definidos por

to(Xo) = Xo, to(Xi)=1X; 1<i<n-3;

t(Xo) = X1, t(X)=Xi 1<i<n—4, t;(Xn-3)=2X,_3;

h(X:) = Xipi 1<0<n—-3-%k, 3<k<n—-5 k wmpar, y k=n—4

a(Y1) = Yy
oY1) = Yy
53(}/2) = Y
uY2) = Yy
55(X0) Yi;
56(X0) = Yy
o(X1) = Yy
0g(X1) = Yy
S(1) = Xpo3;

610(1/2) = Xn—3-

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(Q,,_, & C?),
con lo que paran > 8, n par,

dim(Der(Qn_s & C2)) = 2 ;“ 1
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Corolario 2.6.12. Parag = Q,_, ® C?, n > 8, n par, se verifica que

dim(B'(g,g)) = n—3
dim(H'(g,g)) = 32

dim(0(g) = =t

Entre las 4lgebras de Lie filiformes graduadas naturalmente no surgen algebras
excepcionales pero si entre las casiﬁliformes en concreto una en dimensioén 7, €73),
y dos élgebras en dimensién 9, €/ (95) Y 6(9 5)- Por dicha razdn, resta estudiar los casos

en que g = gn-1) ® C, donde g(,_1) es alguna de las algebras citadas.

2.6.7 Estudio de €73®C

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimension 8 y sea

{Xo, X1,...,X5,Y1, Y2} una base adaptada.

Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X, ...

aXSa}/l >y de

C ~< Y; >, donde g’ es el dlgebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente €7 3),

de dimensién 7, cuya ley estd determinada por

Xo, X = Xir, 1<i<4

) N, Xi] = Xay, 1<1<2
“(r.3) * [X1,X2] = X5+ Y,

(X1, Xi] = Xiqa, 3<1<4

Teorema 2.6.13. Sean los endomorfismos

ad(Xl) 0< z < 47 ad(}/l)’ to, h27 h4: 92, f2) 51' 1 < ] < 4;

de €(73) ® C definidos por

to(Xo) = X(), to(Xi) = ZXZ 1 S 7 S 5, tO(}/l) = 3Yi,

= Xpp 1<i<5—k ke{24};

Y,) = Y3

)
Xo) = X, 92(X2) = —Xy, 92(X3) = —Xs;
) = Y, [fo(Xa) = Xy, fo(X3) =2Xs, 2(1) —
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8(Xo) = Yy
83(X1) = Yy
54(}/2) = X5.

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(er3) @ C),
con lo que dim(Der(ez 3 ® C)) = 15.

Corolario 2.6.14. Para g = €73 ® C, se verifica que
dim(B'(g,9)) = 6
dim(H'(g,9)) = 9
dim(0O(g)) = 49

2.6.8 Estudio de 639)5)@0

Sea g un &lgebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién 10 y sea

{Xo, X1,...,X7, Y1, Y2} una base adaptada.

Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X1,..., X7, Y] > y de
C ~< Y, >, donde ¢’ es el dlgebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente 6%9’5),
de dimensién 9, cuya ley esta determinada por

([ X0, Xi] = Xip, 1<:<6
Y, Xi] = 2Xs4, 1<2<2
(X1,X4) = X5+ Y1
R [X1,Xs5] = 2X6
(9:5) [Xl,XG] = 3X7
(X2, X3] = -X5-Y
[X2, X4] = —Xe
(X2, X5] = —Xq7

Teorema 2.6.15. Sean los endomorfismos
ad(Xz) 0 < ? < 67 Gd(Yi), to, h47 hﬁa; f4; 5] i S] < 4;
de 6%9’5) @ C definidos por

to(Xo) = Xo, to(Xi) =1X; 1 <1< 7, to(Y1) = 5Yi;



2.6. A]gebras escindidas 175

ha(X1) = X5 —2Y1, ha(Xi) = Xypi 250 <3

he(X1) = X

fi(Xo) = Y, fa(X1) = =3Y4, fa(X2) = 2X6, fa(X3) =4X7;
51(1/2) = Ys;

62(Xo) = Y

63(X1) = Vi

54(Yy) = X

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(e%g,s) o C),

con lo que dim(Der(cfy5 @ C)) = 16.

Corolario 2.6.16. Para g = 6%9,5) @ C, se verifica que
dim(B'(g,g)) = 8
' g

? )) = 8
dim(O(g)) = 84

2.6.9 Estudio de 6%9)5)@(:

Sea g un algebra de Lie 3-filiforme y graduada naturalmente de dimensién 10 y sea
{Xo, X1,...,X7,Y1,Y2} una base adaptada.

Se va a considerar ahora g suma directa de g’ =< Xo, X1,...,X7, Y1 >y de
C ~< Y, >, donde ¢’ es el dlgebra de Lie 2-filiforme y graduada naturalmente 6%9’5),
de dimensién 9, cuya ley estd determinada por

([ Xo, Xi] = Xip 1<i1<6
[Y1, Xi] = 2 X544 1<:1<2
(X1, X4] = X5+ 11
(X1, X5] = 2X6

€los) + | [X1, Xe] = X7

[Xz,Xa] = —Xs - Yl
(X2, X4] = —Xo
[X2, X5] = X7

([ X3, Xy] = —2X7
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Teorema 2.6.17. Sean los endomorfismos
ad(Xl) 0 < z < 67 a’d(}/l)ﬂ tO: h47 h67; f4J 5j i S] < 4;

de 6?915) & C definidos por

to(Xo) = Xo, to(Xi) =1X; 1 <1<, to(Y1) =5Y7;
ha(X1) = Xs5—2Y1, ha(X;) = X4y 1<10<3;

he(X1) = Xz

fi(Xo) = Y, fu(Xy) = -1, fa(X2) = 2Xe, fa(X3) = 4X7;
51(}/2) = Ya;

52(X0) = Yz;

03(X1) = Yy

da(Y2) = Xs.

Entonces los endomorfismos anteriores constituyen una base de Der(eﬁg‘s) 8 C),

con lo que dim(Der(e(zg’s) ®C)) =16.

Corolario 2.6.18. Para g = €45 ® C, se verifica que



Problemas abiertos

Entre otros, se pueden proponer los siguientes problemas abiertos:

e Una continuacién natural de este trabajo puede ser el estudio de las gra-
duaciones naturales en la familia de dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién n y
nilindice n — 3. Puesto que hemos estudiado ya las 3-filiformes, sélo restarian las de
invariante de Goze (n —3,2,1).

e Otra continuacién natural puede ser la clasificacién de las algebras de Lie
graduadas naturalmente 4-filiformes en dimensién arbitraria.

o Un problema més general que el anterior es el de la clasificacién de las algebras
de Lie graduadas naturalmente p-filiformes para p > 4. En este caso, es muy
probable que el estudio deba limitarse a las familias que aparezcan en el caso general
(que, quizas, serdn generalizaciones de las £(n, r1,72), @Q(n,7r1,72) y las terminales),
pues las dificultades que probablemente surgirén en las dimensiones pequenas ("
deben ser considerables.

o En [41] Goze y Khakimdjanov hacen notar el relevante papel que juegan L,
y Q, en el estudio de las dlgebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes.
Tiene sentido, por tanto, plantearse si las dlgebras de Lie graduadas naturalmente
2-filiformes y 3-filiformes juegan un papel analogo.

e Caso de que la respuesta fuese afirmativa se podria extender este estudio al
caso de las 4lgebras de Lie graduadas naturalmente p-filiformes con p > 4 o al caso
de las de nilindice n — 3 que no sean 3-filiformes.

e Puesto que todas las graduaciones naturales de un élgebra 3-filiforme poseen
n — 3 subespacios homogéneos, surge la conveniencia de determinar las algebras
3-filiformes que admitan graduaciones con mayor nimero de subespacios, lo que
facilita enormemente el calculo de las correspondientes dlgebras de derivaciones. De
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forma mds general, se plantea el problema de determinar dlgebras p-filiformes de
longitud mayor que el nilindice.

e Otro problema que puede ser considerado es el de la determinacién de los
correspondientes espacios de derivaciones y, a partir de ellos, el estudio de algunas
propiedades geométricas (cobordes, cociclos, dimensién de las érbitas, etc.) de las
dlgebras o familias de algebras que resulten al resolver cualquiera de los problemas
anteriores.

o Para todos los problemas abiertos propuestos puede ser muy conveniente (o,
acaso, resultar imprescindible) realizar un tratamiento computacional de los mismos.
Asi, en la clasificacién de las diferentes familias de dlgebras puede ser muy grande
la ayuda proporcionada al estudiar las dimensiones “pequenas” o también para
determinar a partir de qué dimensiones y en qué familias se estabiliza la situacién.
La ayuda que puede proporcionar el tratamiento computacional en la determinacién
de los espacios de derivaciones es también grande.
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FE DE ERRATAS

| P4gina || Linea | Dice | Debe decir ]

xii 4 1<i<q-1 1<i< B2

xvi -14 siendo g(n—1) un dlgebra filiforme siendo g(n—1) un algebra casifiliforme

xvi -13 Y g(n—2) un algebra casifiliforme Y §(n—2) un algebra filiforme

b} -2 gi=<Xi_1>,1§i_§n—1 gi=<Xi_1>,1§i§n

13 11 los vectores Xo, X;, Yj, los vectores Xy, X;, Xj,

23 3y4 |l son isomorfas o bien a una suma | son isomorfas a gp—1) ® C, donde ...
directa gpn-2) @ C2, donde 9(n-2)
representa un 4dlgebra filiforme
graduada naturalmente de dimen-
sién n-2 o bien a g,—1) @ C, donde

23 11 Sic, = 0 el dlgebra se puede expre- || Si ¢; = 0, entonces Y2 ¢cl(g) y
sar como gm-2) P C2, donde gn-2) || se trataria del caso (n,1,1), luego
es filiforme graduada naturalmen- | ¢; #0y corresponde a un ...
te de dimensién n-2 y si ¢; # 0 co-
rresponde a un ...

28 7 El caso (n,1,72), 3 < ra < n-4, 7y || El caso (n,1,79), 3 < rg < 1-3, 12
impar impar

28 10 Nota 1.1.20 Quitar toda la Nota 1.1.20

46 -9 Afadir después de la tltima tabla: Las

lgebras £(10,3,7) y £(10,5,7) son
no isomorfas a ninguna otra de di-
mensién 10 porque al tener dis-
tinto valor del par (ry,r2) las di-
mensiones de los ideales de las res-
pectivas sucesiones caracteristicas
serian distintas (en dos o cuatro
de los valores).

49 -4 4lgebras g de Lie 3-filiformes y gradua- || dlgebras g de Lie 3-filiformes y gradua-
das naturalmente de dimensién menor | das naturalmente, no escindidas, de
oiguala8 ... dimensién menor o igual a 8 ...

53 -6 algebras g de Lie 3-filiformes y gradua- || dlgebras g de Lie 3-filiformes y gradua-
das naturalmente de dimensién 9 ... das naturalmente, no escindidas, de

dimensién 9 ...

63 -2 algebras g de Lie 3-filiformes y gradua- || dlgebras g de Lie 3-filiformes y gradua-
das naturalmente de dimensién 10 ... || das naturalmente, no escindidas, de

dimensién 10 ...




| Pdgina | Linea | Dice | Debe decir
66 10y 11 || aze = ag3 —2a34, c1=—Cp=¢ Gz = G23 — 2a3, ag4=ags,
cp=-—C=c
68 -4y-3 Qg = A3—2034, CL = —Cp=c3=C=1 | ax = a3 — 2a3, azg=ass,
co=—-Cc=c3=c=1
71 8 dlgebras g de Lie 3-filiformes y gradua- | algebras g de Lie 3-filiformes y gra-
das naturalmente de dimensién 11 ... || duadas naturalmente, no escindi-
das, de dimensién 11 ...
85 -3 2 (-1 = VY e )=y =(-1) 1y
101 ly2 extensiones triviales, bien de una fi- || extensiones triviales de una casifili-
liforme o bien de una casifiliforme || forme graduada naturalmente.
graduada naturalmente.
109 Tercera In-1)®C -1 ©C
linea
de la tabla
(derecha)

Im-2) P Cc? Nota.- Las lineas tercera y cuarta de
la tabla pueden ahora escribirse jun-
tas en una sola.

111 -2 el algebra de Lie Aut(g) el dlgebra de Lie del grupo de Lie
Aut(g)
n—4 n—4
113 12 U B U B
j=—n+4 j=—nt4
138 -15 j#Fri—1,n—-5—r, n—4—-r, n—6|j#mn—-1, n—5—r, n—4—-rq,
n— 6, n-5




