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Resumen

En los casi treinta anos de historia de la Geometria Computacional, sélo re-
cientemente se han comenzado a estudiar problemas en superficies distintas del
plano. Estudio que es necesario desde el momento en que surgen problemas para
cuya modelizacion se requiere el uso de otros espacios. En esta memoria se abor-
da la extension de las estructuras clasicas de la Geometria Computacional a las
superficies de érbitas euclideas (Euclidean 2-orbifolds) o caleidoscopios.

Para ello es necesario en primer lugar distinguir cudando un conjunto sobre
una superficie esta lo suficientemente agrupado como para presentar un compor-
tamiento plano. Se dice que un conjunto esta en posicion euclidea cuando sobre él
pueden aplicarse algoritmos planos para construir estructuras tipicas de la Geome-
tria Computacional. En esta memoria se presenta una definicién del término para
las superficies de érbitas euclideas que generaliza la existente para el cilindro, el
cono y el toro, junto con algoritmos que permiten su determinacion.

Se estudia también la construccion de la envolvente métricamente convexa sobre
estas superficies, comprobandose que, si el conjunto estd en posicién euclidea, la
forma de su envolvente es la que tendria de estar sobre el plano. En caso contrario
la envolvente convexa es demasiado grande, perdiendo gran parte de su utilidad.

En el caso de que un conjunto no esté en posicion euclidea, se presentan méto-
dos para la busqueda de sus subconjuntos con mayor cardinal que si cumplan la
propiedad, llamados subconjuntos maximos para la posicion euclidea o SMPE.

También se establece la relacién entre la conexion del grafo de triangulaciones
de un poligono o una nube de puntos en una superficie cerrada y conexa y la métrica
de la superficie, probandose que siempre puede construirse una métrica para la que
aparecen grafos de triangulaciones no conexos. Para su métrica habitual se estudia
la conexién del grafo en las superficies localmente euclideas (cilindro, toro, cilindro
retorcido y botella de Klein).
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Introduccion

Podria decirse que la Geometria Computacional nace del encuentro entre la
Geometria y los ordenadores. Las nuevas tecnologias presentaban nuevas exigen-
cias, ante las que ya no resultaban validas las respuestas del tipo “existencia y
unicidad”. La aparicién de las maquinas de calculo hacia que cuestiones como “en-
contrar el punto mas cercano a uno dado” no pudieran responderse sélo con “me-
dimos todas las distancias y escogemos la mas pequena”. Este método, que habria
sido considerado vélido hasta entonces, resultaba demasiado costoso en tiempo
de computacion si el conjunto de partida era muy grande y habia que repetir la
buisqueda a menudo, lo que era facil que ocurriera en las nuevas aplicaciones.

Junto a preguntas relativas a necesidades nuevas, o que hasta entonces no
habian recibido bastante atencién, aparecian otras relativas a construcciones clasi-
cas, como la envolvente convexa. No era suficiente con caracterizarla, ahora habia
que construirla realmente; y no solo eso, habia que “explicarle” a un ordenador
como debia hacerlo. Y todo esto en el menor tiempo posible.

Estas nuevas necesidades tal vez no habrian requerido la atencion debida de
no ser porque no se referian sélo a problemas geométricos de interés tedrico. Los
puntos con los que se trataba eran datos, y la pregunta que habia detras de ellos
a menudo se media en costes de tiempo y dinero.

Fue necesaria entonces una aproximacion a la Geometria centrada en el diseno
de algoritmos como modo de resolver los problemas. Este enfoque no esta basado
solo en su gran nimero de aplicaciones, sino que se justifica también por la belleza
y el interés de los problemas y soluciones a los que da lugar.

La gran aplicabilidad de sus resultados es una de las razones de la gran ex-
pansién de la Geometria Computacional. Tal y como se menciona en [20, 64] se
pueden distinguir tres tipos de aplicaciones de los ordenadores segiin los objetos
que presentan. Una primera centrada en los cdlculos numéricos aplicados funda-
mentalmente a problemas cientificos y técnicos. La segunda incorpora largas listas
de datos que surgen de necesidades comerciales y administrativas. Pero es en la
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tercera generacion de aplicaciones, dedicada al procesamiento de informacién ge-
ométrica y grafica donde surge la necesidad de desarrollar una disciplina que haga
de puente entre las técnicas geométricas y algoritmicas. Podemos encontrar aplica-
ciones de la Geometria Computacional en campos tan diversos como el tratamien-
to de imdgenes [53, 99|, reconocimiento de objetos basado en modelos [8, 12],
localizacién [98], Robdtica [109, 110], Cristalografia [107], Meteorologia [66, 117],
Biologia, Geografia y Ecologia [26, 78, 54], Quimica [125], Ciencias Sociales [22],
procesos industriales [65, 122, 123, 126, 128], etc. Sobre posibles futuros campos
de aplicacién de la Geometria Computacional se recomienda la lectura de [11].

Como en todos los inicios, no hay unanimidad a la hora de situar el comienzo de
la relacion entre Geometria y Algoritmica que dio lugar a la Geometria Computa-
cional. Podemos retroceder hasta el ano 1972 para encontrar uno de los primeros
trabajos reconocidos en este drea, en el que Graham [59] presenta uno de los al-
goritmos clasicos para el calculo de la envolvente convexa en el plano en tiempo
6ptimo. Mas lejos se remonta Toussaint [119], hasta 1967, indicando que varias de
las ideas para el calculo de la envolvente pueden encontrarse en el trabajo de Bass
y Schubert [16]. Sin embargo, es comun situar el nacimiento de la disciplina en
1978 con la tesis de Shamos [111]. Apenas 25 anos de vida, un tiempo que puede
parecer escaso teniendo en cuenta que hace mas de 2600 que en la Grecia Clasica
se abordaba de manera constructiva (es decir, mediante algoritmos) los proble-
mas geométricos [51]. Sin embargo, en estos anos la Geometria Computacional ha
vivido una gran eclosién, multiplicindose las revistas especializadas, congresos e
investigadores dedicados a ella.

El lector que quiera dar sus primeros pasos en la disciplina puede recurrir a
libros que se han convertido ya en clasicos, como los de Preparata y Shamos [94],
O’Rourke [91] o Edelsbrunner [42]. También merece la pena mencionar otros mas
recientes como los de Goodman y O’Rourke [58], Sack y Urrutia [104], Berg et al.
[17] o Boissonnat e Yvinec [23]. En cuanto a los recursos disponibles en la red, hay
que destacar la pagina Geometry in Action de David Eppstein

http://www.ics.uci.edu/~eppstein/geom.html,

dedicada a las aplicaciones de la Geometria Computacional y el directorio de pagi-
nas sobre Geometria Computacional mantenido por Jeff Erickson

http://compgeom.cs.uiuc.edu/~jeffe/compgeom /index.html.
También de Jeff Erickson, junto con Bill Jones y Otfried Schwarzkopf es la pagina

http://compgeom.cs.uiuc.edu/~jeffe /compgeom /geombib/geombib_1.html,
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desde donde se accede una extensa base bibliografica. Mas bibliografia puede en-
contrarse en

http://www.cs.uu.nl/usr/cgi-bin /bib-search /geom.

Por otra parte, si lo que se busca es una introducciéon a un nivel muy basico a los
conceptos se puede recurrir a

http://geometryalgorithms.com /overview.htm.

Existen multitud de péaginas con software para implementar algoritmos ge-
omeétricos relativos a conceptos tales como envolvente convexa, diagramas de Vo-
ronoi, triangulaciones, etc. Entre estas hay que destacar la de Nina Amenta,

http://www.geom.umn.edu/software /cglist/wellcome.html.

Es posible encontrar paquetes de Geometria Computacional para el programa de
calculo simbdlico Mahtematica buscando “geometry”en MathSource,

http://library.wolfram.com /infocenter.
Por su parte, en
http://www.dma.fi.upm.es/docencia/segundociclo/geomcomp/aplicaciones.html

se puede acceder a una serie de programas en Java realizados por alumnos del
Dpto. de Matematica Aplicada de la Univ. Politécnica de Madrid.

Sin embargo, a pesar del gran desarrollo que ha vivido la Geometria Computa-
cional, son pocos los trabajos que la extienden a superficies distintas del plano. Este
estudio es, a nuestro entender, importante en el sentido de que hay ocasiones en
que no es posible dar una modelizacién apropiada de un problema en los espacios
euclideos. Puede suceder que los datos aparezcan sobre una superficie distinta del
plano. En este sentido es clasica la referencia al movimiento de robots consistentes
en brazos articulados que recorren una cierta variedad algebraica. También resul-
ta interesante distribuir los datos sobre el cilindro cuando se trata de modelizar
situaciones periédicas en el tiempo.

Aunque existen varios trabajos anteriores centrados en el estudio de diferentes
estructuras de la Geometria Computacional en superficies (como, por ejemplo, la
construccién de diagramas de Voronoi [77, 88]), el primer trabajo en afrontar esto
desde una perspectiva més general aparece con la tesis de Grima [60], en 1998. En
ella se abordaba el estudio de estructuras clasicas, como la envolvente convexa o
las triangulaciones, en superficies tan habituales como la esfera, el cilindro, el cono
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y el toro. Este trabajo se completé dando lugar en el ano 2001 al libro de Grima y
Marquez [61], que resulta el trabajo més completo sobre Geometria Computacional
en superficies hasta el momento.

Nuestra eleccion como objeto de estudio de las superficies de érbitas euclideas
no ha sido arbitraria. Por un lado generaliza el trabajo realizado hasta el momento
en superficies. La mayorfa de las construcciones que aparecen en [61] hacen refe-
rencia a la esfera, el cilindro, el cono y el toro, siendo estas tres ultimas superficies
de 6rbitas, al igual que otras tan conocidas como la banda de Moebius, la botella
de Klein o el plano proyectivo. Ademds, estas superficies admiten un desarrollo
plano por medio de drbitas que simplifica el trabajo sobre las mismas.

Aunque, ante la gran variedad de temas que tienen cabida dentro de la Ge-
ometria Computacional, el titulo de esta memoria puede parecer demasiado ambi-
cioso, creemos que esta justificado. Existen tres estructuras, envolvente convexa,
diagramas de Voronoi y triangulaciones, que son sin duda las bases que deben
tratarse con vistas a un desarrollo de la Geometria Computacional en superficies.
Ademas, al abandonar el plano, surge un nuevo concepto que se complementa con
los anteriores: el de posicion euclidea. Un conjunto sobre una superficie estd en
posicion euclidea cuando presenta un comportamiento plano. Dicho de otra forma,
cuando pueden aplicarse sobre €l los algoritmos planos destinados a la construc-
cion de las estructuras basicas de la Geometria Computacional. La necesidad del
estudio de la posicién euclidea no se debe tan sélo a que los conjuntos con esta
propiedad admitan el uso de algoritmos conocidos. Al estudiar la envolvente con-
vexa en el Capitulo 3, veremos que existen construcciones que pierden gran parte
de las buenas propiedades que poseen en el plano si el conjunto no esta en posicién
euclidea.

De las tres estructuras a las que haciamos referencia anteriormente, necesarias
para llevar la Geometria Computacional a las superficies de 6rbitas, una ya ha sido
tratado. En [77] Mazén y Recio abordan la construccién del diagrama de Voronoi
en estas superficies, aportando algoritmos que permiten su construccién con coste
O(nlogn). Quedaban entonces pendientes de estudio la envolvente convexa y las
triangulaciones, a las que debe anadirse, como hemos mencionado, la posicién
euclidea.

En lo referente a la posicién euclidea es comtn que se asuma un comportamiento
plano cuando los datos aparecen muy agrupados sobre una superficie o si ésta es
lo bastante regular. Nos preguntamos entonces hasta donde se puede forzar esto:
qué marca la diferencia entre una aproximacion plana correcta y el cometer errores
por no tener en cuenta las peculiaridades de la superficie. Dicho de otro modo, cémo
determinar cuando un conjunto estd o no en posicién euclidea.
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Este término aparece por primera vez en [60, 61] al estudiar el comportamiento
de nubes de puntos sobre el cilindro, el toro, el cono o la esfera. Buscando de-
sarrollar algoritmos para el calculo de la envolvente convexa, el diametro de un
conjunto, etc., se comprobo que determinadas configuraciones de puntos presentan
un comportamiento plano: los algoritmos conocidos en el plano son validos sobre
ellos, con ligeras modificaciones. Sin embargo, no se dio una definicién general del
término, sino que dependia de la superficie, por lo que existia una definicion de
posicion euclidea para el cilindro, otra para el toro, e igualmente para el cono y
la esfera. En este trabajo se extienden las definiciones de posicién euclidea dadas
anteriormente a las superficies de dérbitas euclideas, generalizando y unificando las
definiciones existentes para el cilindro, el toro y el cono.

Continuando en esta linea estudiaremos la envolvente convexa en superficies
de érbitas. Aunque existen diversas formas de generalizar la envolvente, en este
trabajo se ha optado por la envolvente métricamente convexa, que surge de manera
natural al considerar como convexos a los conjuntos que contienen el menor arco
de geodésica (segmento) uniendo cualesquiera dos de sus puntos [80]. No creemos
que sea necesario mencionar la importancia de la envolvente convexa, tanto en
Geometria Computacional como en otras areas de las matematicas. Basta conside-
rar, por ejemplo, que la gran mayoria de los métodos desarrollados en Geometria
Computacional tienen lugar dentro de la envolvente.

En esta memoria nos centraremos en el estudio de la envolvente convexa de
conjuntos en posicién euclidea. Veremos como podemos construir dicha envolvente
a partir de una copia plana del conjunto, sin necesidad de desarrollar nuevos méto-
dos sobre la superficie. El centrarnos en los conjuntos en posicion euclidea tiene su
explicacion ya que, como veremos, en los conjuntos que no cumplen esta propiedad
la envolvente pierde las buenas propiedades que posee en el plano. Por ejemplo,
la envolvente convexa de tres puntos en posicién no euclidea en el toro es toda la
superficie [61], lo que le resta toda posible utilidad a la estructura.

Esta falta de utilidad de la envolvente convexa en conjuntos en posicién no
euclidea nos lleva a pensar que la construccién de otras estructuras sobre estos
conjuntos va a tener un interés limitado. Sin embargo, tal y como se muestra en
[61], la probabilidad de que un conjunto distribuido de manera aleatoria sobre
la superficie esté en posicion euclidea es muy baja. Se hace necesario entonces
realizar un estudio de los conjuntos en posicion no euclidea, surgiendo de manera
natural la idea de estudiarlos a partir de sus subconjuntos de mayor cardinal que

si cumplan tal propiedad, que son los subconjuntos madximos en posicion euclidea
(SMPE, para abreviar).

El tamano de un SMPE es un indicador de la dispersion del conjunto sobre la
superficie. Si el cardinal de sus SMPE es cercano al del conjunto, entonces éste
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se encuentra agrupado sobre la superficie. A pesar de la baja probabilidad de que
un conjunto cualquiera esté en posicion euclidea, hay que senalar que el cardinal
de los SMPE es bastante grande, oscilando entre la cuarta parte y la mitad del
cardinal del conjunto de partida.

Uno de los aspectos que otorga gran interés a la busqueda de los SMPE es su
relacion con otros problemas de la Geometria Computacional. Asi, se encuentran
conexiones con la localizacion éptima de un convexo, el calculo de la profundidad
maxima en arreglos de convexos, la iluminacion mediante focos o la profundidad
por subespacios. En este tltimo caso, la bisqueda de SMPE en la esfera nos permite
mejorar el tiempo necesario para el calculo de la profundidad por subespacios en
R* dado por Rousseeuw y Struyf [102]. Ademds, veremos que los SMPE est4n
relacionados con una clase de grafos geométricos que surgen de manera natural al
considerar las relaciones de cercania entre puntos en una superficie de 6rbitas. En
la mayoria de estos grafos, precisamente por su relaciéon con los SMPE, es posible
encontrar subgrafos completos (cliques) maximales en tiempo polindmico.

En el cédlculo de los SMPE encontramos otra diferencia entre las superficies
de orbitas euclideas orientables y la no orientables. Asi, mientras la bisqueda de
SMPE en las primeras requiere tiempo polinémico, que varia segiin la superficie,
en las no orientables pueden encontrarse conjuntos con un nimero exponencial
de SMPE, no habiendo sido posible determinar hasta el momento si es posible
encontrar sélo uno de ellos en tiempo polinémico.

En lo referente a triangulaciones, estudiaremos la conexion del grafo de trian-
gulaciones métricas de poligonos y nubes de puntos. Las triangulaciones métricas
son aquellas cuyas diagonales son arcos de geodésica minimizantes. A partir de
aqui se define el grafo de triangulaciones métricas como el grafo que tiene como
vértices las distintas triangulaciones del poligono o de la nube de puntos, siendo
dos de ellas adyacentes si puede transformarse una en la otra realizando la conocida
operacién local de flip diagonal (Figura 1).

Determinar si el grafo de triangulaciones es conexo es entonces equivalente a de-
mostrar que dadas dos triangulaciones arbitrarias de un mismo conjunto, siempre
es posible pasar de una a otra mediante flips diagonales. Esto resulta de importan-
cia ya que indica si es posible o no alcanzar ciertas triangulaciones con propiedades
6ptimas (en el sentido de maximizar el minimo angulo, la valencia de los vértices,
etc.) a partir de una arbitraria. También tiene relevancia desde el punto de vista
de la generacién aleatoria de triangulaciones, ya que, si el grafo de triangulaciones
es conexo, es posible construir facilmente conjuntos aleatorios de triangulaciones
mediante flips, que pueden utilizarse a la hora de estimar el tiempo medio de
computacién de algoritmos que tengan triangulaciones como entrada.
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Figura 1: Grafo de triangulaciones de un poligono.

Hasta ahora, los trabajos al respecto se limitaban a tratar la conexion del
grafo con la métrica habitual de la superficie [32, 61]. Sin embargo, existe una
fuerte relacion entre la conexion del grafo y la métrica considerada, siendo posible
construir una métrica que permite la existencia de poligonos y nubes de puntos
con grafo de triangulaciones no conexo en toda superficie cerrada y conexa.

Nos dedicaremos también a estudiar la conexion del grafo de triangulaciones
para las superficies localmente euclideas. Estas superficies son un caso particular
de superficies de érbitas euclideas, existiendo cuatro de ellas: el cilindro, el toro, el
cilindro retorcido y la botella de Klein. En la tesis de Cortés [32] se demuestra la
conexion del grafo en el cilindro para poligonos y para nubes de puntos cumpliendo
ciertas condiciones. Nosotros probaremos que, para el caso de poligonos, el grafo de
triangulaciones es siempre conexo en el toro generado a partir de traslaciones or-
togonales (toro plano). No ocurre asi para el toro torcido (traslaciones arbitrarias)
ni para las superficies que incluyen simetrias con deslizamiento entre sus genera-
dores (cilindro retorcido y botella de Klein). Ademds, en estas superficies pueden
encontrarse también nubes de puntos con grafo de triangulaciones no conexo.

El esquema que sigue esta memoria es el siguiente: empezaremos fijando, en
el Capitulo 1, las definiciones y notacion que nos permitiran trabajar en las su-
perficies de érbitas euclideas. Tras esto nos centraremos, en el Capitulo 2, en el
estudio de la posicién euclidea en estas superficies. Definiremos el término para las
superficies de drbitas, comprobéndose que esta definicién generaliza la dada en [61]
para el cilindro, el cono y el toro. También se presentan algoritmos que permiten
determinar si un conjunto se encuentra en posicion euclidea en tiempo lineal para
todas las superficies salvo aquellas que contengan una simetria con deslizamiento
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entre sus generadores (las no orientables), que requeriran coste O(nlogn).

El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de la envolvente convexa. Veremos que
es posible dibujarla a partir de una copia plana del conjunto, demostrando que
existe una isometria entre la envolvente convexa sobre la superficie y la envolvente
convexa de toda copia plana del conjunto. Esto permite su cdlculo recurriendo a
los algoritmos planos ya conocidos. Ademas, esta identificacion entre la envolvente
convexa sobre la superficie con la envolvente convexa en el plano para los conjuntos
en posicion euclidea constituye la primera, e importante, prueba de la bondad de
la definicién de posicién euclidea dada en el Capitulo 2. La envolvente convexa
se convierte entonces en una muestra del comportamiento plano que motiva la
definicion del término.

Con el calculo de los SMPE en el Capitulo 4 se cierra el estudio de la posicién
euclidea. Se daran métodos para encontrar tanto uno como todos los SMPE de un
conjunto en una SOE o la esfera, asi como su ntimero y cardinal minimo. También
se dedicard una seccién a estudiar su relacion con otros problemas de la Geometria
Computacional.

Aunque el concepto de posicién euclidea se haya extendido a una importante
familia de superficies, el trabajo que aqui se presenta no debe ser visto sino como
un paso intermedio para extender el concepto a las superficies en general. Al final
del Capitulo 2 se presentan varias ideas (algunas de las cuales ya aparecen en [61])
en este sentido.

El ultimo capitulo de esta memoria estéd dedicado al estudio de la conexion del
grafo de triangulaciones de poligonos y nubes de puntos. Se establece la relacion
entre la conexion del grafo y la métrica de la superficie en las superficies cerradas
y conexas. También se estudia la conexion del grafo en las superficies localmente
euclideas con su métrica habitual, que heredan del plano al tomar el cociente.

A la hora de estudiar la eficiencia de los métodos presentados, se entendera que
trabajamos con el modelo RAM Real [7]. Con respecto a la complejidad de un al-
goritmo, esto supone que las operaciones aritméticas, comparaciones y funciones
como la exponencial, logaritmica o la extraccién de raices tienen un coste unitario.
No haremos un estudio del coste en memoria de los métodos expuestos, enten-
diéndose que éste viene determinado por el tamano de las listas que se manejan,
considerando que cada nimero real ocupa una posiciéon de memoria.

Los resultados que aparecen en esta memoria han sido presentados en diversos
foros especializados. Aquellos referentes a posicion euclidea han dado lugar a la
préxima aparicién de la publicacién [36] de la bibliografia, ademés de aparecer en
los trabajos [1, 2, 3, 34]. Por su parte, los temas referentes a la conexién del grafo
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de triangulaciones han aparecido en [33, 35].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

En este capitulo se veran las definiciones y se fijara la notacion basica que se
usard a lo largo de esta memoria. El objetivo principal serd resumir los conceptos
referentes a las superficies de orbitas euclideas, también conocidas como Fuclidean
2-orbifolds o caleidoscopios. Para ello se introducen los conceptos de movimiento
en el plano, érbita, segmento, dominio fundamental y dominio de Dirichlet, que
constituiran la base a partir de la cual se iran desgranando los distintos resultados
que se presentan en este trabajo. Al lector interesado en profundizar mas en estas
superficies se le recomienda el libro de Nikulin y Shafarevich [87]. En lo referente a
dominios de Dirichlet, puede encontrarse un estudio mas detallado de los mismos
en la tesis doctoral de Bochig [21].

Como ya mencionamos en la Introduccién, este trabajo se enmarca dentro
de la Geometria Computacional, buscando generalizar algunos de sus principales
conceptos a las superficies de orbitas euclideas. Aunque se definen los conceptos
utilizados, para el lector que se introduzca en este campo se recomienda la lectura
de algunos de los libros considerados como clasicos, como son los de Preparata y
Shamos [94], O’Rourke [91], Berg et al. [17] o Edelsbrunner [42], donde podra en-
contrar una vision general junto con las definiciones y procedimientos basicos. En
lo referente a la extension de los conceptos de Geometria Computacional a super-
ficies distintas del plano, resulta fundamental el libro de Grima y Mérquez [61],
estando este trabajo dedicado a la continuacion de varias de las vias abiertas en
éste.
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1.2. Movimientos

Un movimiento o isometria en R? es una aplicacién que conserva las distancias.
Es decir, f es un movimiento en R? si para todo P,Q € R?,

d(P,Q) = d(f(P), f(Q)).

La composicion de movimientos es también un movimiento. Ademas, todo mo-
vimiento es invertible, siendo su inversa también un movimiento. Los movimientos
en el plano forman un grupo, que notaremos por Mo(IR?). El elemento unitario
de este grupo recibe el nombre de identidad, que es el movimiento que lleva todo
punto sobre si mismo, y que denotaremos por /d.

Como es sabido, existen cuatro tipos de movimientos en el plano: traslaciones,
giros, simetrias y simetrias con deslizamiento, que aparecen representados en la
Figura 1.1. Curiosamente, esta clasificacién, obra de Chasles en 1871, es posterior
a la de los movimientos en el espacio, que fue dada por Euler en 1776.

3 O'%
bV

(a)

y

r r

(c) (d)

Figura 1.1: Ejemplo de (a) una traslacién de vector @, (b) un giro de centro O, (c)
una simetria de eje r y (d) una simetria con deslizamiento de eje r y vector a.
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Los movimientos que dejan puntos fijos son los giros y las simetrias. En el
primer caso permanece fijo su centro, mientras que en el segundo lo hacen todos
los puntos de su eje. Es importante conocer los puntos fijos ya que, como veremos
en el Capitulo 2, no existe ningin conjunto en posicién euclidea (salvo los unitarios)
que los contenga.

La drbita de un punto P € IR? bajo la accién de un subgrupo I' C Mo(IR?) es
el conjunto I'P = {f(P): f eI}

Un subgrupo I' € Mo(IR?) se denomina grupo discreto si VP € IR* existe una
constante positiva ¢(P) tal que Vf € I" con f(P) # X, se cumple que d(P, f(P)) >
¢(P). Equivalentemente, un grupo es discreto si toda 6rbita suya es un conjunto
discreto. Una clasificacién de los grupos discretos puede encontrarse en [75, 87].

Los grupos discretos pueden clasificarse segiin contengan ninguno, uno o dos
subgrupos de traslaciones linealmente independientes. Los grupos sin traslaciones
son los grupos ciclicos o dihedrales, que son los tnicos finitos. Los grupos ciclicos

C,, son los generados por un giro de dngulo 2% grados, mientras los dihedrales D,,

m
son los generados por dos simetrias cuyos ejes forman un angulo de %0 grados.
Los grupos finitos se caracterizan ademas por ser los tinicos que dejan algin punto
fijo. Estos grupos eran ya conocidos por Leonardo da Vinci (1452-1519), que los

utiliz6 para el diseno de capillas dentro de las iglesias [68, 76, 97].

En cuanto a los grupos discretos infinitos, se dividen en aquellos que contienen
uno o dos grupos de traslaciones linealmente independientes. Existen siete gru-
pos del primer tipo, que reciben el nombre de grupos de friso. Histéricamente
han recibido mas interés los grupos cristalograficos, que son los que contienen dos
grupos de traslaciones. Existen diecisiete de estos grupos, que fueron clasificados
por Fedorov en 1891 en lo que se conoce como el teorema de Fedorov (para una
demostracién pueden consultarse [72, 75, 87]). Este teorema fue redescubierto por
Fricke y Klein en 1897, y por Polya y Niggli en 1924. Sin embargo, estos grupos
pueden rastrearse més atras en el tiempo, apareciendo algunos de ellos en los mo-
saicos de la Alhambra [83]. Existe una notacién internacional o cristalogréfica para
estos grupos que puede consultarse en [75, 106]. En este trabajo no haremos uso
de ella, sino que nos referiremos a los grupos segun la clasificacién en familias de
superficies que haremos mas adelante, por considerarla mas intuitiva y adecuada
al estudio que vamos a realizar sobre ellas.
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1.3. Superficies de Orbitas Euclideas

Las superficies de orbitas euclideas (SOEs), también llamadas caleidoscopios o
Fuclidean 2-orbifolds, se obtienen como el espacio cociente del plano a partir de
la acciéon de un subgrupo discreto de movimientos. Las agruparemos en distintas
familias en funcién de su comportamiento a la hora de buscar en ellas conjuntos
en posicion euclidea, tal y como se verd reflejado en el Capitulo 4.

Dentro de las SOEs se encuentran superficies tan conocidas como las local-
mente euclideas (cilindro, toro, cilindro retorcido y botella de Klein), la banda
de Moebius, el cono o el plano proyectivo. Ademas, estas superficies presentan la
ventaja de admitir, por construccion, un desarrollo plano que permite trabajar con
ellas de manera sencilla sin necesidad de recurrir directamente a la superficie, que
en algunas ocasiones no es representable en IR®.

A partir de las 6rbitas puede definirse una relaciéon de equivalencia. Dados dos
puntos P,Q € R? y un grupo discreto de movimientos I, diremos que P y @ son
equivalentes si pertenecen a la misma 6rbita. Es decir,

P~Q&TP=TQ.

Los espacios cocientes obtenidos a partir de esta relaciéon de equivalencia son su-
perficies que reciben el nombre de superficies de drbitas euclideas (en adelante
SOEs), caleidoscopios o Fuclidean 2-orbifolds (Figura 1.2).

C

N

Figura 1.2: Orbita de un punto P en el plano con respecto al grupo generado por
una traslacién de vector a. Identificando los puntos de una misma orbita se obtiene
la superficie de érbitas representada por el cilindro.

A la hora de trabajar sobre una SOE suele hacerse uso de los dominios funda-
mentales, que son regiones cerradas tales que

a) contienen un elemento de cada drbita y
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b) no existen pares de puntos equivalentes en su interior; es decir, los puntos
equivalentes s6lo pueden estar en su frontera.

Si un dominio contiene puntos equivalentes en su frontera, se suelen colocar
flechas en ésta para indicar las identificaciones entre puntos de una misma 6rbita.
En la Figura 1.3 podemos ver un dominio fundamental para la superficie obtenida
a partir de un grupo ciclico Cjy.

Figura 1.3: Dominio fundamental para el grupo discreto C. Identificando los pun-
tos equivalentes de su frontera obtenemos una representacién de la superficie, en
este caso un cono.

Denotaremos por ¢ a la aplicacion cociente
o:R*— R’ ~8

que asociada a cada orbita un punto sobre la superficie. Utilizaremos letras minuscu-
las (p, q,...) para referirnos a los puntos sobre una SOE y maytsculas (P, @, ...)
para los puntos del plano. Dado un punto p sobre la superficie, denotaremos a los
elementos de su orbita con la misma letra anadiéndole tildes si se hace referencia
a mds de uno: ¢~ '(p) = {P, P, P",...}.

Vamos a construir un tipo importante de dominio fundamental que mas ade-
lante nos ayudara a decidir qué elementos de las érbitas debemos escoger para
obtener una representacion plana, con buenas propiedades, de un conjunto. La
region de dominancia estricta de un punto P sobre otro punto () es el conjunto de
puntos del plano mds cercanos a P que a @) (Figura 1.4,(a)),

D(P,Q)={X cR*:d(P,X) <d(Q,X)}.

Dado un conjunto discreto C = {Py,..., P,}, la region de Voronoi Vp(P;) de un
punto P; con respecto a C esta formada por los puntos més cercanos a P; que al
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resto de los puntos de C (Figura 1.4,(b)):
Ve(P) = () D(P..P).
i#]

Equivalentemente,

Ve(P) ={Q e R*:d(Q,P,) <d(Q,P;), Vj=1,....n, j#i}.

A partir de las regiones de Voronoi se obtiene un tipo importante de dominios
fundamentales que usaremos ampliamente en este trabajo. Se dice que un punto
P € R? tiene estabilizador trivial si el inico movimiento f que verifica f(P) = P,
es la identidad. Dado un grupo discreto I', se denomina dominio o estereoedro de
Dirichlet asociado a un punto P con estabilizador trivial a la clausura de la region
de Voronoi de P con respecto a los puntos de su érbita:

Dp =Vrp(P)={Q € R*: d(Q. P) < d(Q, f(P)), Vf €T, f # Id}.

Los dominios de Dirichlet son dominios fundamentales (para un demostracién ver
[45, 75]).

[ ) [ ]
[ ) [ ]

P

@ [ ) [ ] [ ) [ ]

.Q [ ]

[ ) [ ]

[ ] [ ]
() (b)

Figura 1.4: (a) Regién de dominancia estricta de P sobre @ y (b) regién de Voronoi
de P.

A lo largo de este trabajo se usara fundamentalmente el interior de los dominios
de Dirichlet, por motivos que quedaran claros en el Capitulo 2. Por ello, y para
abreviar la notacién, al referirnos a un dominio de Dirichlet, y salvo que se indique
expresamente lo contrario, entenderemos que nos estamos refiriendo a su interior.
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Las SOEs son espacios métricos con la métrica cociente, donde la distancia
entre dos puntos en la superficie viene dada por la distancia entre sus érbitas en
el plano:

Vp.qgeS, dp.q) =min{d(P,Q):Pey'(p), Qe '(q)}.

Una ventaja de esta métrica es que identifica las geodésicas sobre la superficie con
las rectas de su desarrollo plano. De este modo, los arcos de geodésica uniendo
dos puntos en una SOE se corresponden con los segmentos de recta que unen un
elemento de la érbita de uno de los puntos con todos los elementos de la orbita
del otro (Figura 1.5). Se denomina segmento al menor arco de geodésica unien-
do dos puntos en la superficie. Por lo anterior, un segmento sera la imagen del
segmento de recta que da la menor distancia entre las orbitas en el plano, que
llamaremos segmento minimo (o simplemente segmento cuando no haya posibili-
dad de confusién con el segmento en la superficie). Diremos que dos puntos son
diametralmente opuestos si existe mas de un segmento que los une.

° ) °
X .
\ . -
\ .
S
il
.//’ NNSREE
Y O e
A ° °
AY
AY
8 >
7 AY
f \
1 AY
\
II A
N AY
°® ° )

Figura 1.5: Representacion plana de las geodésicas uniendo dos puntos en el toro
(generado por dos traslaciones ortogonales). La linea continua representa la menor
distancia entre las 6rbitas (segmento minimo), que se corresponde con el segmento
entre los puntos sobre la superficie.

Un entorno esférico centrado en un punto p € S de radio » > 0 es el conjunto

E(p,r)={qe S:dp,q) <r}.

Una superficie se denomina localmente euclidea si existe un r > 0 tal que para todo
punto p de la superficie, el entorno esférico E(p,r) es isométrico, por la aplicacién
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cociente, a un disco en el plano. Solo pueden ser localmente euclideas aquellas
superficies que no contengan en su grupo discreto asociado giros ni simetrias, que
son el cilindro (generado por una traslacién), el toro (dos traslaciones), el cilindro
retorcido (una simetria con deslizamiento) y la botella de Klein (una traslacién y
una simetria con deslizamiento). Esto se debe a que no existen entornos isométricos
al plano centrados en los centros de giro ni en los puntos sobre un eje de simetria.
En ambos casos todo entorno del punto contiene mas de un elemento de la misma
orbita, por lo que no es posible la isometria.

Sea S una SOE tal que su grupo discreto asociado contenga giros y O el centro
de uno de ellos. Entonces existe un entorno esférico de o = ¢(0) € § isométrico
a un entorno del centro de giro de un grupo ciclico C,,. Se dice entonces que o
es localmente C,,. Del mismo modo, los puntos sobre un eje de simetria se de-
nominan localmente D,, (punto @ en la Figura 1.6). Al conjunto de los puntos
localmente D,, lo denominaremos en adelante borde de la superficie. Como vemos
en la Figura 1.6, las simetrias “doblan”el plano sobre su eje: el efecto para la
superficie resultante es como si se recortase el plano siguiendo dicho eje.

- @
[

Figura 1.6: Al identificar los puntos equivalentes a ambos lados de un eje de
simetria “doblamos”el plano sobre dicho eje. Los puntos sobre el eje en el plano
forman el borde de la superficie. Estos puntos son localmente D,,.

A efectos de su comportamiento al trabajar sobre ellas en el Capitulo 4 dividi-
remos las SOEs en varias familias. Asi, por ejemplo, llamaremos cilindros tanto al
cilindro en si como a los semicilindros o cilindros acotados que se obtienen anadien-
do una o dos simetrias a los movimientos que generan la superficie, que provocan la

aparicién de uno o dos bordes en esta. Las distintas familias en las que dividiremos
las SOEs son:

a) Recortes de plano: Sus grupos discretos estédn generados a partir de simetrias.
Se representan como la porcién de plano comprendida entre los ejes de
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simetria. Es como si se recortase el plano a partir de estos ejes. Tienen
bordes pero no puntos localmente C,, (Figura 1.7).

b) Cilindros: Sus grupos discretos estan generados a partir de una traslacion y
entre cero y dos simetrias. Si anadimos las simetrias, el efecto es recortar el
cilindro obteniendo, bien un semicilindro (una simetria) o un cilindro acotado
(dos simetrias). Pueden presentar bordes (Figura 1.8).

¢) Conos: Sus grupos discretos estan generados a partir de un giro con posibili-
dad de incluir también una simetria. Tienen un tnico punto localmente C,,
y pueden presentar borde (Figura 1.9).

d) Toros: Sus grupos discretos estan generados a partir de dos traslaciones. Si
estas son ortogonales, la superficie recibe el nombre de toro plano. En otro
caso se denomina toro torcido. Son localmente euclideas (Figura 1.10).

e) Almohadas: Sus grupos discretos admiten varios giros y entre cero y dos
simetrias, y no contienen simetrias con deslizamiento. Tienen entre dos y
cuatro puntos localmente C,, y pueden presentar borde (Figura 1.11).

) Superficies con simetrias con deslizamiento. Pueden presentar tanto puntos
localmente C,, como borde, e incluso ambos al tiempo. Son no orientables
(Figura 1.12).

En las Figuras 1.7 a 1.12, que aparecen al final de este capitulo, se muestra
para cada superficie un dominio fundamental, un conjunto generador del grupo
discreto y, en las superficies en las que esto es posible, una representacién de la
misma en IR*® (para una descripcién mas completa se recomienda acudir a [87]).
En las figuras hemos denotado por tz a la traslacién de vector @, por g4, al giro
de centro A y dngulo a, por s; a la simetrfa de eje la recta [ y por s¢ a la simetria
con deslizamiento con eje la recta [ y vector a.

Aunque no influya en el estudio que vamos a hacer de ellas, cabe destacar que
una SOE es no orientable si y s6lo si contiene en su grupo discreto asociado una
simetria con deslizamiento. A lo largo de este trabajo veremos que estas superficies
presentan un comportamiento diferenciado del resto de las SOEs.
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Figura 1.7: Recortes de plano. Las superficies estdn generadas por simetrias con
ejes sobre los bordes.

3 | | 3 | |

A A A A

W, W,

| |

| | <t-+,s,>

<tz> a’™l
r C
a
A A

<tz,S,,S.>

Figura 1.8: Cilindros.
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Figura 1.10: Toros.
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Figura 1.11: Almohadas. En la representacion de cada superficie aparecen senala-
dos los puntos localmente C,,.
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Figura 1.12: Superficies con simetrias con deslizamiento. La tnica que admite una
inmersién en R? es la banda de Moebius. Son no orientables.
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Capitulo 2

Posicion Euclidea

A la hora de estudiar ciertas propiedades geométricas de un conjunto de puntos
sobre una superficie, resulta interesante distinguir ciertas configuraciones para las
cuales, al estar los puntos préximos entre si, es posible utilizar con leves modifica-
ciones los algoritmos desarrollados para el plano. El que un conjunto cumpla esta
propiedad, denominada posicion euclidea, puede suponer una simplificacion del
proceso o una reduccion del tiempo de computacién a la hora de calcular estruc-
turas como la envolvente convexa, el diagrama de Voronoi o triangulaciones con
ciertas propiedades 6ptimas. En este capitulo formalizaremos la definicion para las
superficies de érbitas euclideas, desarrollando a continuacién algoritmos que nos
permitan estudiar cudndo un conjunto de puntos sobre una de estas superficies
verifica dicha propiedad.

2.1. Introduccion

Durante siglos una gran parte de la humanidad estuvo convencida de vivir
sobre un plano (Figura 2.1). Desde su perspectiva limitada tenfan motivos para
pensar que no estaban equivocados: ninguna de las situaciones a las que se en-
frentaban en su (nuestra) vida cotidiana podia hacerles pensar que se encontraban
sobre una esfera. Podian realizar sus actividades habituales razonando como si
se encontraran sobre el plano a pesar de hallarse sobre otra superficie. Atin para
nosotros, al consultar el plano de una ciudad no pensamos que estamos trabajando
con una representacion plana de una realidad sobre la esfera. A ese nivel, la ciudad,
podemos trabajar con una ficcién de planaridad sin temor a cometer errores que
resulten apreciables.

15
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Figura 2.1: Mapamundi del Beatus, copia de Osma, 1203 (orientado con el Este
arriba y con retratos de los 12 apdstoles).

Consideremos ahora un area mayor, como puede ser la comprendida entre los
dos trépicos. jPuede seguir manteniéndose la impresion de planaridad? Eviden-
temente, la respuesta es no. Una sencilla comprobacién podria ser el disenar una
ruta que nos llevase por el camino mas corto de Sevilla a Manila, de alli a México
D.C., y de nuevo a Sevilla. De estar sobre el plano, el dibujo resultante seria un
triangulo con vértices en cada una de las ciudades. Sin embargo, el dibujo que
resulta sobre la esfera terrestre es muy distinto: una cadena que da la vuelta al
mundo (Figura 2.2).

J,En qué momento se pierde la sensacién de planaridad? ; Hasta donde podemos
seguir aumentando nuestra area de trabajo sin perder sus “buenas propiedades”?
O, pensando ya en términos de Geometria Computacional, jcudl es la mayor region
sobre una superficie dada en la que pueden emplearse algoritmos planos?

Hasta el momento, la inica respuesta a esta pregunta ha sido la dada en [61]
al introducir el término posicion euclidea. Estudiando la generalizacién de varios
conceptos de la Geometria Computacional a la esfera, el toro, el cilindro o el cono,
Grima y Mérquez encontraron que, para determinadas configuraciones de puntos
proximos entre si, se podia calcular su envolvente convexa o su didmetro usando
las mismas estrategias que en el plano.

En [61] se presentan diferentes definiciones del término en funcién de la super-
ficie tratada. Basandonos en ellas, diremos que un conjunto de puntos verifica la
propiedad posicion euclidea local (PEL) cuando se encuentra
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Figura 2.2: Si visitamos las tres ciudades tomando el camino mas corto damos una
vuelta al mundo.

a) entre dos generatrices diametralmente opuestas en el cilindro o el cono;

b) contenido en un cuadrante (regién limitada por dos meridianos y dos para-
lelos diametralmente opuestos) en el toro;

¢) en un hemisferio de la esfera.

Aunque puede parecer que el verdadero interés al trabajar en superficies no
planas consiste en desarrollar estrategias para conjuntos de puntos en posicion no
euclidea (que suelen ser las configuraciones mas probables), no podemos dejar de
lado el estudio de cémo determinar si un conjunto cumple o no esta propiedad.
Los puntos en posicion euclidea tienen un comportamiento sencillo, por conocido.
Asi, el desarrollo de algoritmos que permitan determinar rdpidamente si se cumple
esta propiedad puede facilitarnos el trabajar con estos conjuntos. Ademas hay
que tener en cuenta que, por ejemplo, la envolvente convexa (como se verd en el
Capitulo 3) pierde las buenas propiedades que posee en el plano cuando se parte
de un conjunto en posicion no euclidea.

En este capitulo se presenta una definicion de posicién euclidea extendida a las
superficies de drbitas euclideas (SOEs) que generaliza a la de PEL. Tras ello nos
centraremos en la busqueda de algoritmos que nos permitan decidir en el menor
tiempo posible si un conjunto de puntos presenta dicha configuracién. Veremos
que es posible determinar si un conjunto de n puntos esta en posicion euclidea
sobre una SOE en tiempo lineal para la mayoria de estas superficies, salvo para
aquellas generadas por un grupo de movimientos que contiene una simetria con
deslizamiento, las cuales requerirdn tiempo O(nlogn).
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2.2. Definiciones

El ejemplo de las tres ciudades al que nos referiamos en la introduccién puede
trasladarse facilmente al cilindro. Considerando las poblaciones como puntos sobre
esta superficie, pueden presentarse dos posibilidades: o bien los segmentos que las
unen dibujan una curva homotdépicamente no nula (una curva que da la vuelta al
cilindro), o bien obtenemos un tridngulo, tal y como puede verse en la Figura 2.3.

/\
¥/}/
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Y

Figura 2.3: En la figura de la izquierda los segmentos que unen los tres puntos
dibujan una curva homotdépicamente no nula.

En el primer caso nos encontramos con una curva que corta a cualquier gene-
ratriz del cilindro. Son los segmentos del dibujo de la derecha los que presentan
una disposicion similar al caso plano. Si anadimos un nuevo punto, su situacién
determinara que se siga formando una figura plana (cuando todos los ciclos sean
homotdpicamente nulos) o no. Mientras que podamos encontrar una generatriz que
no interseque a ninguno de los segmentos que unen los puntos de nuestro conjunto,
estos dibujaran una figura plana.

Llamaremos desarrollo fundamental sobre una SOE a la imagen por la apli-
cacién cociente de un dominio fundamental menos sus puntos dobles. Los puntos
dobles de los dominios fundamentales en el cilindro se corresponden con una de sus
generatrices, mientras que en el toro, como vemos en la Figura 2.4, pasan a formar
un meridiano y un paralelo. Diremos que un conjunto 4 de puntos sobre una SOE
estd en posicion euclidea si existe un desarrollo fundamental que contenga a todos
los segmentos que unen puntos del conjunto. Si éste es el caso, df(A) denotard a
uno de tales desarrollos fundamentales.

Como hemos comentado anteriormente, si 4 se encuentra en posicion euclidea
podremos aplicar sobre él algoritmos planos. De hecho, en el caso de trabajar
sobre SOEs podremos servirnos de subconjuntos de la antiimagen -mediante la
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Figura 2.4: Un dominio fundamental en el toro es toda la superficie salvo las
curvas correspondientes a la imagen de la frontera (formada por puntos dobles) de
un dominio fundamental.

aplicacion cociente- de A en el plano, sobre los que podremos trabajar para llevar
luego el resultado de vuelta a la superficie (tal y como haremos con la envolvente
convexa en el Capitulo 3). Ahora bien, dicho conjunto deberd escogerse de ma-
nera que represente adecuadamente las propiedades métricas de 4. No podremos
limitarnos a escoger un representante cualquiera de cada orbita ni, en el caso de
conjuntos conexos, elegir una de las componentes conexas de la antiimagen, ya que
éstas pueden contener a mas de un elemento de cada drbita (Figura 2.5).

Figura 2.5: Las componentes conexas de la antiimagen del conjunto sombreado en
la banda de Moebius estan formadas por dos elementos de su érbita.

Llamaremos copia plana de A a cualquiera de los conjuntos ¢~'(4)N D, siendo
D el dominio de Dirichlet de uno de los puntos de la 6rbita de A. En caso de que
A se encuentre en posicion euclidea, no tendra relevancia el punto a partir del cual
se construya la copia plana, tal y como se deduce a partir del siguiente teorema.
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Teorema 2.1 Sea A un conjunto sobre una SOE; entonces, las siquientes condi-
ciones son equivalentes:

a) A estd en posicion euclidea,

b) para todo p € A y para cualesquiera P, P € ¢~1(A), no existen poligonales
formadas por segmentos minimos que unan P y P’ con vértices en puntos de
la orbita de A,

¢) toda copia plana B de A estd contenida en la interseccion de los interiores
de los dominios de Dirichlet de sus puntos.

Demostracion: a) = b): Razonamos por reduccién al absurdo: sean p, ¢, ... pun-
tos de S 'y P,P,Q, R, ... representantes de sus respectivas érbitas de manera
que la poligonal PQR - -- P’ esté formada por segmentos minimos. Como P y P’
pertenecen a la misma orbita, la cadena no puede estar contenida en el interior
de ningin dominio fundamental, y su imagen es un conjunto de segmentos en-
tre puntos de A4 que no esta contenido en ningiin desarrollo fundamental, lo que
contradice la hipotesis de que A esta en posicion euclidea.

b) = c¢): Sea ahora P un punto de una copia plana de A; P podrad unirse
mediante segmentos minimos a un elemento de la dérbita de cada punto de A.
Todos estos puntos perteneceran entonces al dominio de Dirichlet Dp de Py
forman una copia plana B del conjunto. Ningiin punto de esta copia puede caer
sobre la frontera de Dp, ya que de existir un punto R con estas caracteristicas,
éste se encontraria sobre la mediatriz entre P y otro elemento de su érbita P’ y
podriamos trazar la poligonal de segmentos minimos PRP’.

Si consideramos ahora los segmentos minimos entre un punto ) de B y las
orbitas asociadas a los puntos de A, por hipdtesis () deberd quedar unido sélo
a puntos de B, luego B estd contenido en Dg. Ademds, y por un razonamiento
anterior, B no interseca a la frontera de Dg,.

¢) = a): Si todos los puntos de una copia plana estan contenidos en la intersec-
cion de los interiores de sus dominios de Dirichlet, los segmentos que los unen son
minimos. La imagen de uno de dichos dominos es entonces un desarrollo funda-
mental que contiene todos los segmentos entre puntos de A4, que estara en posicién
euclidea. 0

La tercera condicion del teorema nos va a permitir determinar si un conjunto
se encuentra o no en posicion euclidea a partir de los dominios de Dirichlet de los
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puntos de una de sus copias planas. Recordemos que dichos dominios se definieron
en el Capitulo 1 a partir de puntos con estabilizador trivial; es decir, puntos que no
se encuentran sobre el eje de una simetria ni centros de giro. Uno de estos puntos,
P, se encuentra siempre en la frontera de los dominios de Dirichlet de cualquier
punto con estabilizador trivial, ya que d(P, Q) = d(P, f(Q)) con f la simetria o
giro para la que P es punto doble. Luego, por el teorema anterior, ningin conjunto
en posicion euclidea, salvo los unitarios, puede contener puntos con estabilizador
no trivial.

Proposicion 2.1 Si un conjunto de puntos no unitario contiene un punto con
estabilizador no trivial entonces no estd en posicion euclidea.

Es necesario hacer notar también que, tal y como senalamos en el Capitu-
lo 1, estamos considerando los interiores de los dominios de Dirichlet. Este hecho
adquiere relevancia cuando se consideran conjuntos con pares de puntos degene-
rados. Recordemos que esto sucede cuando existe méas de un segmento uniendo
los puntos, como puede verse, por ejemplo, en la Figura 2.6. En una SOE esta
situacion tiene lugar cuando la 6rbita de un punto se encuentra en la frontera de
los dominios de Dirichlet asociados a la érbita del otro. Segtin nuestra definicion,
y por el Teorema 2.1, un par de puntos en posicion degenerada no puede estar en
posicién euclidea. Otro tratamiento para esta situacién es el que aparece en [61],
donde en estas configuraciones se aplica la técnica S.0.S. (Simulation of Simplicity)
de Edelsbrunner [42].
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Figura 2.6: Los desarrollos fundamentales en el cilindro se corresponden con toda
la superficie menos una generatriz. Es imposible encontrar una generatriz que no
interseque a los segmentos uniendo p y ¢, luego no estan en posicion euclidea.
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2.3. Determinacién de la posicion euclidea

Una vez hemos extendido la definiciéon de posicién euclidea de manera que abar-
que al conjunto de todas las SOEs, la siguiente cuestion es determinar cudando un
conjunto de puntos sobre una de estas superficies cumple esta propiedad. El Teo-
rema 2.1 traslada esta cuestion a la de comprobar si las copias planas del conjunto
se encuentran contenidas en el interior de los dominios de Dirichlet de sus puntos,
lo que nos llevara a desarrollar algoritmos que decidan sobre la posicién euclidea
en tiempo O(n) u O(nlogn) dependiendo de los movimientos que compongan el
grupo que genera la superficie.

En el Capitulo 1 se definia la region de dominancia estricta de un punto P sobre
otro punto Q como el conjunto D(P,Q) = {X € R? : d(P,X) < d(Q, X)}. Esta
regién nos interesara especialmente cuando los puntos pertenezcan a una misma
orbita, de manera que el interior del dominio de Dirichlet de un punto P venga
dado por la interseccién de las regiones D(P, f(P)) cuando f recorre los elementos
del grupo generador I' de la superficie, salvo la identidad. Asi, por el Teorema 2.1,
un conjunto A4 sobre una SOE estd en posicién euclidea si puede encontrarse una
de sus copias planas, B, tal que

BC () Vrr= ) ( N D(P,f(P)))-

pPep Pep \ fer'\{Id}

De este modo, para comprobar si B esta contenida en el interior de la regién
de Voronoi de un punto P, tendriamos que ver que estda dentro de cada una de
las regiones D(P, f(P)) para cada f € I, lo que supondria, en general, realizar un
nimero infinito de comprobaciones. Sin embargo, esto no serd necesario gracias al
resultado que enunciamos a continuacion y que fue demostrado por Mazon y Recio
en [77], segtn el cual los puntos que pueden afectar métricamente a un punto dado
se encuentran confinados en el interior de una region determinada por un nimero
finito de copias de un dominio de Dirichlet. Segin esto, para ver si un conjunto
estd en el interior del dominio de Dirichlet de un punto P sélo seria necesario
comprobar si estd dentro de un ntimero finito de regiones de dominancia.

Lema 2.1 [77] Dado un grupo discreto de movimientos I" y un dominio de Dirich-
let D, existe un subconjunto finito I’ = {fy = Id, f, ..., f} deT tal que para todo
punto P € D y todo punto Q € R*—UJ-, f;(D), existe otro punto Q* € U, f;(D)
tal que Q* pertenece a la misma orbita que Q y d(P,Q*) < d(P,Q).
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Como consecuencia se tiene

Ver(R) € U £(D) 2.)

En [77] también se afirma que m estd acotado, y se establece m = 37 como su
valor maximo tras examinar todos los posibles casos en cada uno de los grupos,
nimero que se corresponde con todas las copias de primer y segundo orden de
adyacencia (las adyacentes y las adyacentes a éstas) al dominio fundamental.

De este modo, la contencién (2.1) podria reescribirse como

BC (ﬂ D(P,f(P))> = (ﬂ D(P,f(P)))-

Pep \ fer* fer* \PeB

Para simplificar, diremos que B cumple la propiedad D(B, f(B)) si dado cual-
quier movimiento f, B estd contenido en la intersecciéon de los D(P, f(P)) para
todo P de B. De este modo, un conjunto se encuentra en posiciéon euclidea si existe
una copia plana B tal que, para todo f de I'*, se cumple D(B, f(B)).

Geométricamente, la propiedad D(B, f(B)) nos dice que, para todo P en B3, el
conjunto se encuentra en su totalidad a uno de los lados de la mediatriz r;(P) de
los puntos Py f(P).

A continuacién vamos a buscar procedimientos que nos permitan determi-
nar eficientemente si un conjunto de puntos sobre el plano cumple la propiedad
D(B, f(B)) para cada uno de los cuatro posibles movimientos. Una vez hecho esto,
cerraremos la seccion con el teorema principal de este capitulo, que resume los
tiempos necesarios para determinar cuando un conjunto de puntos sobre una SOE
esta en posicion euclidea.

Simetrias

Los movimientos con un comportamiento méas sencillo son las simetrias. La
mediatriz de un punto y su imagen mediante uno de estos movimientos es, pre-
cisamente, el eje de la simetria. Como esta mediatriz es la misma para todos los
puntos del conjunto, basta con efectuar una tnica comprobacién y se requerira,
por tanto, tiempo O(n).
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Traslaciones y giros

Estos dos movimientos presentan un comportamiento bastante similar. Em-
pecemos considerando una traslacién ¢ que podemos suponer de vector horizontal,
sentido hacia la parte positiva del eje de abscisas y médulo la unidad. La mediatriz
de un punto y su imagen es una recta vertical a distancia un medio de ambos, lo
que nos lleva al siguiente resultado:

Lema 2.2 La propiedad D(B,t(B)) se cumple si y sdlo si los puntos de B se
encuentran comprendidos en una banda vertical de anchura menor que un medio.

Demostracién: Empecemos suponiendo que se cumple D(B,t(B)). Sean Py @,
respectivamente, los puntos de menor y mayor abscisa de B. Si la distancia entre
las proyecciones de estos puntos sobre el eje OX fuese mayor que un medio, ()
estarfa al mismo lado de r4(P) que t(P), luego d(Q,t(P)) < d(Q, P), lo que nos
lleva a una contradiccion.

Supongamos ahora que la distancia horizontal entre P y () es menor que un
medio. En este caso las rectas r; separaran siempre los conjuntos By t(B). Si esto
no fuese asi, tendriamos que t(P) estaria en el mismo semiplano que @) para (@),
por lo que

d(Q,t(P)) < d(t(Q),t(P)) = d(Q, P) <

Ahora bien, en este caso se verificaria

DO =

1= d(P(P)) < d(P,Q) + d(Q.t(P)) =2 d(P.Q) < 1,

de lo que se deduce que B debe cumplir la propiedad D(B,t(B)). 0

Los mismos argumentos sirven para probar el enunciado equivalente cuando
consideramos un giro g de centro O y angulo 6. Sélo hace falta tener en cuenta
que las bisectrices r,(P) son rectas pasando por O y que forman un dngulo g con
la recta OP.

Lema 2.3 La propiedad D(B,g(B)) se cumple si y sdlo si los puntos de B se
encuentran comprendidos en un sector angular con vértice en O y dangulo g.

Evidentemente, si B cumple D(B,t(B)) (resp., D(B,9(B))), también cumpli-
rd D(B,t7Y(B)) (resp., D(B,g'(B))). A partir de aqui es f4cil probar que la posi-
cion euclidea coincide con la propiedad PFEL definida por Grima y Marquez en
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[61] sobre el cilindro y el cono. Para ello vamos a estudiar previamente la forma
de los dominios de Dirichlet para puntos sobre estas superficies.

Los dominios de Dirichlet de un punto en el cilindro o el cono son bandas
verticales de anchura la unidad en la primera superficie o sectores angulares de
vértice el centro de giro y mismo angulo, tal y como puede verse en la Figura 2.7.
Estas bandas o sectores angulares estdn definidos por las rectas r; y ry-1, siendo
f la traslacion o giro que da lugar a la superficie.

r(P)  r(P) r(P)
P.
P P |t (P ¥ 9(P)
/| . (0]
g'(P)

() (b)

Figura 2.7: Dominios de Dirichlet de un punto en (a) el cilindro y (b) el cono.

Teorema 2.2 Sea A un conjunto sobre el cilindro (resp. el cono); entonces A
estd en posicion euclidea si y solo si cumple la propiedad PEL.

Demostracion: Sea B una copia plana de A; entonces, en virtud del Teorema 2.1,
A esta en posicion euclidea si y sélo si B esta contenida en la interseccion de los
dominios de Dirichlet de sus puntos. Ahora bien, por la forma de estos dominios,
un punto solo se ve afectado métricamente por sus dos imagenes adyacentes. Luego
A estard en posicion euclidea si y sélo si se cumplen las propiedades D(B,t(B))
y D(B,t71(B)) (resp., D(B,9(B)) y D(B,971(B))). O, lo que es equivalente, si B
estd contenido en una banda horizontal de anchura menor que un medio (resp.,
en un sector angular de vértice en el centro de giro y dngulo la mitad de éste).
Y la imagen de dicha banda es precisamente la region comprendida entre dos
generatrices diametralmente opuestas en el cilindro (resp., el cono).

De este modo, A esta en posicion euclidea si y solo si esta contenido entre dos
generatrices diametralmente opuestas, tal y como establece la PEL. O
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En [61] se demostraba que el tiempo necesario para determinar la posicién
euclidea en el cilindro o el cono es de O(n) trabajando directamente sobre la
superficie. Es facil ver que este tiempo se mantiene cuando trabajamos a partir
de una copia plana del conjunto, comprobando si ésta cumple las propiedades

D(B, f(B))-

Para terminar de demostrar la correspondencia entre posicion euclidea y posi-
ciéon euclidea local en lo que se refiere a las SOEs, solo nos faltaria estudiar
qué ocurre en el toro. Si consideramos, de la manera habitual, un toro plano gene-
rado a partir de dos traslaciones de vectores ortogonales y unitarios, los dominios
de Dirichlet de un punto sobre el toro seran cuadrados de lado la unidad como el
que se ve en la Figura 2.8

t(P)
° ° ° Iﬂt tgl( P)
B | E— S T
t'(P) P t(PY
[ ] o
Q;lcp)"" """"""""""" : ,,,,,,,,,,,,,,
t{l(P) , tit_zl(P)
® o |

Figura 2.8: Dominio de Dirichlet de un punto sobre un toro generado a partir de
dos traslaciones t; y ty de vectores ortogonales y unitarios.

A partir de la forma de los dominios de Dirichlet, y aplicando el Lema 2.1, se
deduce que los puntos de uno de estos dominios solo van a estar afectados métri-
camente por los pertenecientes a sus ocho dominios adyacentes. Esto da lugar a un
conjunto I'* de nueve elementos formado por la identidad, las dos traslaciones, sus
inversas y las composiciones de los movimientos anteriores. Para ver si un conjunto
B esta contenido en la interseccién de los interiores de los dominios de Dirichlet
de sus puntos habria que realizar, entonces, ocho comprobaciones de la propiedad
D(B, f(B)), una para cada f € I'*, salvo la identidad. Ahora bien, como se ilus-
tra en la Figura 2.8, si las traslaciones son ortogonales y unitarias es suficiente
con realizar cuatro, ya que si el conjunto cumple la propiedad D(B, f(B)) para
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t, v ty!, inmediatamente lo cumplird para t; o t;'. Esto no ocurre, sin embar-
go, cuando se considera el toro generado a partir de dos traslaciones arbitrarias
(Figura 2.9); en esta situacion es necesario realizar dos comprobaciones més. Este
especial comportamiento del toro torcido se reflejara también en los Capitulos 4 y
5, cuando se estudien los mayores subconjuntos en posicién euclidea y el grafo de
triangulaciones en esta superficie.

Figura 2.9: Si no imponemos restricciones a las traslaciones que lo generan, los
dominios de Dirichlet en el toro pasan a ser hexagonos.

Si nos mantenemos sobre el toro plano vemos que de nuevo coinciden las defini-
ciones de posicion euclidea y la propiedad de posicién euclidea local.

Teorema 2.3 Sea A un conjunto sobre el toro plano, entonces A estd en posicion
euclidea si y solo st cumple la propiedad PEL.

Demostracion: Tal y como vimos cuando estudiamos el caso de una tinica traslacion,
para que un conjunto cumpla la propiedad D(B, f(B)) para los pares formado por
una traslacion y su inversa, sélo es necesario que los puntos estén en un banda
ortogonal a la direccion de la traslacién y de anchura un medio. En este caso, al
trabajar con dos de estos movimientos, serd necesario que el conjunto esté con-
tenido en la interseccién de dos bandas ortogonales de este tipo, lo que da lugar a
un cuadrado cuya imagen es un cuadrante sobre el toro. Luego un conjunto sobre
el toro plano esta en posicion euclidea si y sélo si estd contenido en un cuadrante,
tal y como afirma la propiedad PEL. O
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Simetrias con deslizamiento

Llegados a este punto hemos estudiado como determinar si un conjunto B
cumple con la propiedad de cercania D(B, f(B)) cuando f es una simetria, una
traslacion o un giro y, por extension, comprobado la correspondencia entre posicién
euclidea y posicion euclidea local en el cilindro, cono y toro. Ademds, se comprue-
ba que verificar esta propiedad supone sélo un coste de tiempo lineal (6ptimo,
ya que deben comprobarse todos los puntos). Para cerrar este estudio sélo resta
desarrollar un método que nos permita decidir si un conjunto se encuentra o no
en posicién euclidea sobre una superficie entre cuyos generadores se encuentre una
simetria con deslizamiento. Estas superficies presentan peculiaridades que van a
dificultar esta determinacién, obligdndonos a desarrollar un algoritmo mas costoso,
que requerira tiempo O(nlogn).

Tanto para ilustrar las diferencias entre estas superficies y las tratadas ante-
riormente, como para apoyarnos en un modelo sencillo a la hora de buscar repre-
sentaciones gréaficas que ilustren nuestro trabajo, vamos a detenernos en la més
sencilla de estas superficies, el cilindro retorcido, que resulta de la accién sobre el
plano del grupo generado a partir de una simetria con deslizamiento.

La primera caracteristica que distingue a las superficies generadas a partir de
simetrias con deslizamiento es la forma de los dominios de Dirichlet. Vamos a
considerar un sistema de referencia ortonormal cuyo eje OX esté sobre el eje de la
simetria y una simetria con deslizamiento s cuya traslacion asociada tenga méodulo
unitario. Dado un punto P = (a, b) su imagen tiene coordenadas s(P) = (a+1, —b)
y la recta mediatriz de ambos tendra como ecuaciéon

rs(P) : y:%<x—<a+%)>, b+#0.

Del mismo modo la recta mediatriz de Py s™'(P) = (a — 1, —b) es

re-1(P) : y:—;b <x—<a—%>), b # 0.

Si b =0 tendremos las rectas ry(P):y =a+ 35 y re1(P):y =a— 3.

De las ecuaciones de r4(P) y rs-1(P) se deduce que sus pendientes dependen
sélo de la altura del punto, cortando al eje de simetria en los puntos (a + %, 0)y
(a— %, 0), respectivamente.

A la hora de dibujar los dominios de Dirichlet para puntos con ordenada no
negativa habrd que tener en cuenta también los puntos de la forma s o s(P) y
s~ o s7!1(P). Como la composicién de dos simetrias con deslizamiento da lugar
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a una traslacion con la misma direccion y sentido y modulo el doble del de la
simetria, las bisectrices entre P y los puntos anteriores son las rectas x =a+ 1y
T = a — 1 respectivamente.

A partir de aqui podemos dibujar los dominios de Dirichlet asociados a un punto
sobre el cilindro retorcido, algunos de los cuales se muestran en la Figura 2.10. A
diferencia de lo que ocurre para superficies sin simetrias con deslizamiento entre sus
generadores (como el cilindro, el cono o el toro vistos anteriormente) la forma de
los dominos depende de la altura del punto. Para puntos sobre el eje de la simetria
estos dominios son bandas verticales (suponemos el eje de simetria sobre el eje OX)
infinitas, de anchura igual al médulo de la traslacion asociada al movimiento. Pero
si nos separamos del eje, la banda pasa a tener anchura dos, al tiempo que se cierra
por uno de sus lados, presentando el dominio de Dirichlet dos nuevos segmentos en
forma de cuna en su frontera, que van aproximandose al eje de abscisas a medida
que aumenta la altura del punto. En el limite se tendria una semi-banda de anchura
el doble del mdédulo de la traslacién y acotada en uno de sus lados por el eje OX.

Ty T

Figura 2.10: Dominios de Dirichlet de puntos en el cilindro retorcido.

De la observacion de los dominios de Dirichlet se deduce también que sus
puntos estan afectados métricamente sélo por aquellos que se encuentran en los
cuatro dominios adyacentes, a diferencia de lo que ocurre para las otras superficies
generadas a partir de un tnico movimiento (cilindro y cono), en las que estén
afectados inicamente por dos.

A la hora de determinar si un conjunto sobre el cilindro retorcido (u otras su-
perficies con simetrias con deslizamiento) se encuentra o no en posiciéon euclidea,
la primera tentativa se orienté a generalizar el trabajo desarrollado en [61] para
el cilindro, el cono y el toro. Este se basa en la existencia de conjuntos mazimales
para la posicién euclidea, en el sentido de que cumplen la propiedad y ademas no
estan contenidos en ningiin otro que esté en posicion euclidea: la region compren-
dida entre dos generatrices diametralmente opuestas en el cilindro y el cono y los
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cuadrantes en el toro. Ademas dichos conjuntos maximales son unicos. Luego, a
la hora de determinar si un conjunto estd o no en posiciéon euclidea, basta con
comprobar si estd o no contenido en uno de ellos.

Sin embargo esto no resulta apropiado en el cilindro retorcido, donde es posible
construir de manera sencilla familias infinitas de conjuntos con esta propiedad y
seguir encontrando conjuntos en posicion euclidea que no pertenezcan a ninguna
de ellas. Para ilustrar esto, y con vistas a profundizar en el comportamiento de los
conjuntos en posicién euclidea en esta superficie, vamos a presentar las familias
Fi1,Fo v F3 de conjuntos maximales para la posicion euclidea:

= Construccién de la familia Fi: Partimos de los arcos de las curvas u; : =
1

1 Y2y uy x = % + y? contenidas en la banda vertical D limitada por
las rectas © = 0y # = 1 (que es un dominio fundamental para el cilindro
retorcido [87]). Para cada par de puntos P € u;ND, Q € usND con la misma
coordenada y, denotamos por m; (resp. my) al segmento de recta tangente
a up (resp. ug) en P (resp. @), con extremos en P (resp. ()) y sobre el eje
OX (Figura 2.11.(a)). La regién abierta limitada por las dos semirrectas
verticales de extremo P y @), los segmentos m; y mso y la porcién del eje OX
que determinan (las regiones sombreadas en la Figura 2.11) es un conjunto
que coincide con la interseccién de los dominios de Dirichlet de sus puntos.
Variando la posicion de P y () sobre las curvas u; y uq, respectivamente, se

construye el resto de conjuntos de la familia.

(a) (b

Figura 2.11: (a) Construccién de la familia F; y (b) sus dos casos extremos.
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= Construccién de la familia Fy: Sean Py () como antes, y ny y ny los segmentos
de ambas rectas tangentes a u; y up por P y @, respectivamente, que van
desde dichos puntos hasta el punto de corte entre las tangentes. Nos fijamos
ahora en las rectas que unen el origen de coordenadas con Py el punto (0, 1)
con . Llamaremos [; y Iy a los segmentos de dichas rectas comprendidos
entre su punto de corte y los puntos P y (@ respectivamente. La familia
estd formada por los interiores de los conjuntos limitados por los segmentos
l1, lz, ny y ny al variar P y @ (Figura 2.12).

x=1

...... > y=0

() (b)

Figura 2.12: (a) Construccién de la familia F» y (b) sus dos casos extremos.

= Construcciéon de la familia F3: Formada por los trasladados de la regién
limitada por las curvas u; y la resultante de desplazar una unidad hacia la
izquierda uy (Figura 2.13).

La construccién de los conjuntos de Fi, Fo v F3 se ha hecho de forma que estén
contenidos en el interior de los dominios de Dirichlet de cualquiera de sus puntos.
De este modo se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.2 La imagen sobre el cilindro retorcido de todo conjunto de las
familias Fi, Fo y F3 es un conjunto mazimal para la posicion euclidea.

Demostracion: Los argumentos usados para probar la proposicion son los mismos
independientemente de la familia a la que pertenezca el conjunto, por lo que sélo
lo probaremos para los conjuntos de F.
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Figura 2.13: Conjunto Fs3.

Sea B un conjunto de JFi. Las curvas u; y us son tales que si consideramos un
punto X sobre la primera, entonces la recta r4(X) es tangente a la segunda en
un punto Y con la misma ordenada que X y a la inversa (para la recta r,—1(Y)).
Segun esto, si P y @) son, respectivamente, los puntos sobre u; y us a partir de
los cuales construimos B, entonces los segmentos m; y msy estan contenidos en
las rectas r5(P) y rs-1(Q), respectivamente. De este modo B estd contenido en el
interior de Dp, tal y como se ve en la Figura 2.14.

Figura 2.14: B esta contenido en el dominio de Dirichlet de P.

Como su forma depende sélo de la altura del punto, si consideramos puntos
de B con la misma ordenada que P, sus dominios de Dirichlet son iguales que Dp
pero trasladados hacia la derecha. Si nos movemos en esta direccion manteniendo
el punto a la misma altura, su dominio de Dirichlet seguird conteniendo en su
interior a B hasta que alcancemos el punto (), donde las fronteras de Dg y B
coincidiran sobre el segmento my (Figura 2.15).
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Figura 2.15: Si nos desplazamos por puntos de B con la misma ordenada que P,
sus dominios de Dirichlet siguen conteniendo el conjunto.

Si consideramos ahora un punto H sobre la vertical de P pero a mayor altura, la
recta r5(H) seguird cortando al eje de abscisas en el mismo punto, ya que el punto
de corte s6lo depende de la primera coordenada. Ahora bien, como la segunda
coordenada de H es mayor que la de P, la pendiente de rs(H) es menor que la
de rs(P) (Figura 2.16). De este modo, B seguira contenido en Dy y, siguiendo el
razonamiento anterior, en el dominio de Dirichlet de cualquier otro de sus puntos
con la misma altura que H. Con esto queda probada la contencién para todos los
puntos cuya segunda coordenada sea mayor o igual que P. Sélo falta hacer notar
que si seguimos aumentando la altura de H, la recta rs(H) se confundirfa con el
eje OX en el limite.

Figura 2.16: Conforme aumenta la altura del punto, la recta ry se acerca al eje.

Quedan por estudiar los puntos situados en el trapecio limitado por los seg-
mentos PQ, my, mo v el eje OX. Sea ahora H un punto sobre el segmento mq;
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como my estd contenido en r,-1(Q),

d(Ha Q) = d(Hv 871(@)) < d(Hv 3n(Q)): ne’— {07 _1}'

Como los movimientos preservan las distancias,
d(H,Q) =d(s(H),Q) <d(s™(H),Q), meZ—{0,1},

luego @ pertenece a la recta ry(H). Ademéds, como H tiene mayor abscisa que
P, la recta rs(H) cortard al eje OX mads a la derecha que r4(P), con lo que B
estara contenido dentro de Dp 7y, siguiendo el razonamiento anterior, también
dentro de los dominios de Dirichlet de los puntos con su misma altura.

De este modo se prueba que B coincide con la interseccion de los interiores de
los dominios de Dirichlet de sus puntos, luego, por el Teorema 2.1, esta en posi-
cion euclidea y no puede existir ningtin otro conjunto con esta propiedad que lo
contenga. =

La Proposicién 2.2 demuestra la existencia de infinitos conjuntos maximales
para la posicién euclidea en el cilindro retorcido, hecho que complica bastante el
problema de decidir cuando un conjunto esta en posicién euclidea en esta super-
ficie. Més atn, esta coleccion de conjuntos no es exhaustiva: pueden encontrarse
conjuntos en posicién euclidea que no estan contenidos en ninguna de las familias
anteriores.

Para ello basta considerar Py @) dos puntos de igual ordenada (positiva) situa-
dos sobre las curvas u; y us restringidas a la banda limitada por las rectas © = 0 y
x = 1. Denotemos por R; y Ry a dos puntos sobre las verticales de P y ), respecti-
vamente, tal y como se ve en la Figura 2.17. Como P y R; tienen la misma abscisa,
las rectas rs(P) y rs(R;) cortan al eje OX en el mismo punto, pero la segunda
tiene menor pendiente. Podemos entonces escoger un tercer punto Rj3 situado en-
tre las rectas r4(P) y rs(Ry) (Figura 2.17) que, por construccion, estard dentro de
los dominios de Dirichlet de R; y Rs. Entonces, el conjunto {R;, Ry, R3} estd en
posicion euclidea y no hay ningun conjunto de Fi, Fo 0 F3 que lo contenga.

Todo esto hace que no parezca viable la idea de buscar una lista exhaustiva
de conjuntos maximales para la posicién euclidea que nos permita adaptar las
estrategias desarrolladas en el cilindro, el cono o el toro, por lo que trataremos
de desarrollar un procedimiento nuevo para abordar el problema. Recurriremos a
las propiedades D(B, f(B)), con f una simetria con deslizamiento, y veremos que
es posible disenar un algoritmo que decida en tiempo O(nlogn) si un conjunto
de puntos cumple esta propiedad. De esta manera habremos desarrollado técnicas
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r(P)

r(R)

Figura 2.17: {Ry, Ry, R3} estd en posicién euclidea.

que comprueban las propiedades D(B, f(B)) de un conjunto para un movimiento
cualquiera, ultimo paso para poder determinar cuando un conjunto se encuentra
en posicion euclidea en una SOFE.

Buscamos entonces un método que nos permita decidir cuando un conjunto
B = {Pi,...,P,} sobre el plano cumple la propiedad D(B,s(B)), siendo s una
simetria con deslizamiento.

Vamos a suponer el caso general en que 3 es un conjunto con puntos a ambos
lados del eje OX. En primer lugar construimos la envolvente convexa C' Hgz2(B)
de vértices {P;,,..., P, }, que a partir de ahora supondremos ordenados en el
sentido de las agujas del reloj. Dividimos la envolvente en hasta seis poligonales
de la siguiente forma: llamamos ¢r a la poligonal que va desde el vértice de mayor
ordenada hasta el de mayor abscisa o, si se alcanza antes, hasta el tltimo con
ordenada positiva. De igual forma, pero en sentido contrario a las agujas del reloj
construimos la poligonal t/. Repitiendo este argumento partiendo del vértice de
menor abscisa obtenemos las poligonales br y bl. Si encontramos vértices de la
envolvente entre los vértices de menor o mayor ordenada y el eje O X, estos forman
la poligonal mr o ml, segin aparezcan al dirigirnos hacia el vértice de mayor o
menor abscisa, respectivamente. Un ejemplo de esta division en poligonales se
muestra en la Figura 2.18.

En adelante, en aras de una mayor simplicidad y claridad, vamos a trabajar
sobre la poligonal tr, en la seguridad de que el razonamiento empleado puede
trasladarse facilmente al resto de poligonales.

Vamos a asociar a la poligonal ¢r una particién del eje OX en intervalos cuyos
extremos sean los puntos de corte con dicho eje de las rectas resultantes de prolon-
gar los segmentos de la poligonal. En caso de que exista, también incluiremos entre
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0X

bl

b1 br
br

Figura 2.18: Un ejemplo de envolvente convexa dividida en cinco poligonales.

los intervalos de la particién al segmento de eje contenido en la envolvente, que
denotaremos por se. Estos intervalos seran cerrados en su extremo mas proximo
a la envolvente y abierto en el otro, por lo que 3¢ es un intervalo abierto. En la
Figura 2.19 puede verse la particiéon asociada a la poligonal ¢r del ejemplo anterior.

> OX

N
N7

Figura 2.19: Particion del eje OX a partir de la poligonal ¢r.

Una vez hemos construido la particion, recorremos los vértices de la envolvente
convexa procediendo de la siguiente forma: dado un vértice ) de la envolvente,
calculamos el punto de corte, R, entre la recta r¢(Q) y el eje OX. Este punto
pertenecerd a uno y sélo un intervalo de la particién. Si esta en Se, entonces 7,(Q)
divide a C'Hgz(B) y, por extensién a B, en dos subconjuntos y no se cumple la
propiedad D(B,s(B)). En otro caso, R estard sobre uno de los intervalos cuyo
extremo cerrado se ha hallado a partir de la prolongaciéon de un cierto segmento
P;P; 1. De los dos vértices que definen el segmento, tomamos el més alejado del
eje OX, en este caso P;, y trazamos la recta que lo une a R. Comparamos ahora
las pendientes de 74(Q) y RP;. Si la pendiente de r4(Q) es mayor o igual, entonces
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rs(Q) corta a C' Hg2(B) por lo que existird algin punto de la envolvente que no se
encuentre en el mismo semiplano abierto que @), y no puede cumplirse la propiedad
D(CHg2(B),s(CHg2(B))). En el caso en que la pendiente de 75(Q) sea menor que
la de RP; continuamos con el siguiente vértice.

Tras agotar todos los vértices de cada una de las poligonales, si no se ha pro-
ducido ningun corte con la envolvente concluimos que se cumple D(CHgz2(B),
s(CHg2(B))). Y, si la propiedad se cumple para su envolvente, también lo hara para
B, va que, en caso contrario, podriamos encontrar un punto ) € B para el que
existiria algun otro vértice del conjunto al que r¢(Q) dejaria en distinto semiplano
(o bien perteneceria a la recta). Por convexidad, ésto también deberia ocurrir para
alguno de los vértices de la poligonal, digamos P (Figura 2.20). Esto implicaria
que

d(s(Q), P) < d(Q, P) = d(s(Q), s(P)),

por lo que la recta r4(P) dividiria en dos la envolvente convexa de s(B). En par-
ticular, existiria un vértice s(R) € CHgz(s(B)) tal que

d(s(R),P) < d(R,s(P))=d(R,P),

lo que contradice que se cumpla la propiedad D(CHgz(B), s(C Hgz2(B))).

r(Q
R s irdP)

(0).4

Figura 2.20: P estd mds proximo a rg(R) que a R.

El razonamiento anterior nos proporciona un algoritmo que decide en tiempo
O(nlogn) si un conjunto B de n puntos cumple la propiedad D(B, s(B)), cuando
s es una simetria con deslizamiento.

Algoritmo D-SIMDES
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Entrada: B={P,...,P,} un conjunto de puntos sobre el plano.

Salida: B cumple o no la propiedad D(B, s(B)), siendo s una simetria con desliza-
miento.

1. Calculo de la envolvente convexa de B: CHg2(B) = {P;,,.... P, }.

2. Calculo de las poligonales tr, tl, br, bl, mr y ml, de sus particiones del eje
OX asociadas y del intervalo Se.

3. Desde j = 1 hasta h calculamos el punto de corte, R(F;,), entre la recta
rs(P;.) v el eje OX.

a) (Estédn sobre se?
SI — No se cumple D(B, s(B)).
NO — Paso 3b.

b) Para cada poligonal localizamos sobre qué intervalo de sus particiones
asociadas se encuentra R(F;;) y comparamos la pendiente de la recta
rs(P;,) con la recta que une el punto con el correspondiente vértice de
la envolvente. ;Corta la recta a la envolvente?

SI — No se cumple D(B, s(B)).
NO — [j — j+1].

4. Sise cumple D(B,s(B)).

El Paso 1 requiere tiempo O(nlogn), frente al tiempo lineal del Paso 2. Cada
iteracion del Paso 3 tiene un coste logaritmico, siendo necesarias n en el peor de
los casos, por lo que el coste total del algoritmo es O(nlogn), tal y como se recoge
en el siguiente resultado:

Proposicién 2.3 Sean B C R? un conjunto de n puntos y s € Mo(R*) una
simetria con deslizamiento. Entonces, es posible decidir st B cumple la propiedad

D(B,s(B)) en tiempo O(nlogn).

Segin la posicion del vértice, puede que algunas de las comprobaciones del
Paso 3 no sean necesarias. Ademads, si todos los puntos de B se encuentran al
mismo lado del eje de simetria, basta considerar sélo las cadenas tl y tr si los
puntos tienen ordenada negativa, y bl y br en caso contrario.

Con el resultado anterior cerramos la relacién de métodos que nos permiten de-
cidir si un conjunto cumple las propiedades D(B, f(B)) para cualquier movimiento
f, 1o que nos deja en disposicién de enunciar el teorema principal de este capitulo.
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Teorema 2.4 Dado un conjunto A de n puntos sobre una superficie de orbitas
euclidea S = R*/T, es posible determinar si A estd en posicion euclidea en tiempo

a) ©(n), si I' no contiene ninguna simetria con deslizamiento,

b) O(nlogn), en otro caso.

Demostracion: Sea B una copia plana de A. Por el Teorema 2.1 es suficiente com-
probar si B esta contenido en la interseccién de los interiores de los dominios de
Dirichlet de sus puntos. Esto sucederd si y sélo si se cumple D(B, f(B)) para
todo movimiento f de I'. Ahora bien, en virtud del Lema 2.1 es suficiente com-
probarlo para un nimero finito de movimientos. El tiempo requerido para ello es
lineal (6ptimo, ya que debemos visitar todos los puntos de B) si los movimientos
son simetrias, traslaciones o giros, y O(nlogn) si son simetrias con deslizamiento
(Proposicién 2.3). 0

2.4. Conclusiones y problemas abiertos

Una vez que hemos desarrollado técnicas que permiten determinar cuando un
conjunto se encuentra en posicion euclidea, podemos preguntarnos céomo es de
probable que un conjunto de n puntos escogidos uniforme e independientemente
de forma aleatoria sobre una SOE cumpla esta propiedad. De nuevo volvemos la
vista a [61], donde dicha probabilidad se calcula para conjuntos sobre el cilindro,
el cono y el toro. Asi, para un conjunto de n puntos sobre el cilindro o el cono, la
probabilidad de que se encuentre en posicién euclidea es de n/2"~!. Esto significa,
que para un conjunto de n = 7 puntos, esta probabilidad es es aproximadamente
del 10 %, mientras que para n = 15 puntos es menor del 0’1 %. Para el el toro
dicha probabilidad es n?/22"V=2,

Dicho calculo se basa en la definicién de posicién euclidea local; lo que se
calcula es la probabilidad que los conjuntos se encuentre entre dos generatrices
diametralmente opuestas (o entre dos paralelos y dos meridianos diametralmente
opuestos en el toro). Desgraciadamente, y debido a la falta de caracterizaciones
sencillas para estas superficies, estos calculos no pueden exportarse directamente
a superficies que contengan simetrias con deslizamiento entre sus generadores.
Queda entonces pendiente la busqueda de alguna expresién que nos determine
la probabilidad de que un conjunto sobre una SOE cualquiera se encuentre en
posicion euclidea.
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El siguiente paso logico, tras dar una definicion y métodos para su determi-
nacién en las SOEs, seria extender el concepto posicion euclidea a otras superficies.
De nuevo volvemos a encontrar ideas en este sentido en [61], donde se presenta una
definicién mas general basandose en términos de la Topologia Algebraica. Dado
un conjunto A4 de puntos sobre una superficie cualquiera, se considera el conjunto
G(A) formado por todos los segmentos uniendo puntos de 4. Del mismo modo, se
define el conjunto T'(A4) como el formado por todos los segmentos uniendo puntos
de G(A). Se dird que A esta en posicién euclidea si T'(A) es simplemente conexo.

Asi, el hecho de que un conjunto no estuviese en posicién euclidea podria
deberse a

= la existencia de una curva cerrada esencial (homotépicamente no nula);

= que T'(P) tenga un agujero (Figura 2.21);

lo que coincide con nuestra idea intuitiva de un conjunto no plano.

Figura 2.21: Los altos valores de la curvatura en una region de la superficie provo-
can que T'(P) (en gris) tenga un agujero, luego no estd en posicién euclidea.

Otra posible generalizacién puede hacerse a partir del concepto de punto de
corte perteneciente a la Geometria Diferencial. Un punto de corte de un punto
p es un punto g tal que si prolongamos la geodésica minimizante uniendo p y g,
esta deja de serlo [19, 28]. El conjunto de todos los puntos de corte asociados a un
punto se denomina conjunto de corte. A partir de aqui podriamos definir la posi-
ci6én euclidea de la siguiente forma: sea 4 un conjunto de puntos y H(A) la region
acotada por segmentos que unen puntos de A4; diremos que A esta en posicion eu-
clidea cuando H(4) no contenga ningtin elemento de los conjuntos de corte de sus
puntos. Esta definicion recuerda a la caracterizacién dada a partir de dominios de
Dirichlet en el Teorema 2.1. Si consideramos, por ejemplo, superficies homeomorfas
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al cilindro, bajo ciertas condiciones el conjunto de corte de un punto es precisa-
mente su meridiano diametralmente opuesto [115], situacién muy similar a la que
se da en el cilindro. Pueden encontrarse mas resultados sobre la determinacion de
los puntos y conjuntos de corte en superficies en [9, 46, 84, 85, 73].

Faltaria comprobar si estas dos posibles generalizaciones son consistentes con
la que se presenta en este trabajo para las superficies de 6rbitas euclideas, asi como
encontrar métodos que nos permitan decidir, basandonos en ellas, si un conjunto
se encuentra en posicién euclidea.
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Capitulo 3

Envolvente métricamente convexa

La envolvente convexa es una de las estructuras basicas en Geometria Com-
putacional, siendo un paso intermedio en muchos algoritmos. En superficies de
orbitas esta construccion mantiene su importancia sélo si el conjunto de partida
estd en posicion euclidea. En este caso la envolvente sobre la superficie coincide
con la imagen de la envolvente convexa de una de sus copias planas, lo que permite
trazarla usando los algoritmos planos conocidos. Si no, la envolvente convexa pasa
a ser demasiado grande como para ser de utilidad.

3.1. Introduccion

La envolvente convexa es una estructura en la que van de la mano simplicidad
y belleza. Parte de una idea intuitiva y facilmente comprensible, presenta la ar-
monia que uno suele asociar a los conjuntos convexos y puede construirse mediante
algoritmos sencillos y faciles de entender.

Y ademads es util.

Basta con hacer la prueba de introducir convezr hull en un buscador cualquiera.
El niimero de entradas resultantes serd, seguro, bastante alto. Entre ellas, las pocas
que se refieran a la estructura en si estaran en su mayor parte relacionadas con la
docencia o divulgacién. El resto harén referencia a trabajos o articulos en las que
la envolvente toma parte como herramienta o paso intermedio en algoritmos.

Podemos encontrar la envolvente dentro de trabajos dedicados al reconocimien-
to de patrones [8, 12, 41], procesamiento de imdgenes [53, 99], cdlculo del didmetro
de un conjunto [48, 127], cdlculo de una transversal [43, 89, 96|, profundidad de

43
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un punto en un conjunto [30], etc. Ademés, hay que destacar que la mayorfa de las
construcciones de interés en Geometria Computacional se desarrollan dentro de la
envolvente.

La envolvente convexa es también una de las primeras estructuras estudiadas
en la Geometria Computacional. Segin Toussaint podemos rastrear los intentos
de célculo de la envolvente hasta 1967 [16], aunque es comun retrasar esta fecha a
1972 [59].

Todo esto hace de la envolvente convexa un paso obligado a la hora de extender
la Geometria Computacional a las SOEs. En la literatura existen distintas formas
de generalizar el concepto de convexidad en el plano a otras superficies [62, 74];
continuando en la linea de este trabajo, nos basaremos en el concepto de conjuntos
métricamente convexos dado en [80]. De este modo, diremos que un conjunto sobre
una SOE es métricamente convexo si contiene a cualquier segmento que una pares
de puntos del conjunto. La envolvente métricamente convezra (en adelante envol-
vente conveza) de un conjunto A de puntos en una superficie es el menor conjunto
métricamente convexo que contiene a A, que denotaremos por CHg(A).

Al igual que en el plano, es facil ver que la intersecciéon de conjuntos convexos
en una SOE es también convexo, y que la envolvente convexa C'Hg(A) puede
obtenerse como la interseccion de los conjuntos convexos que contienen a A.

Un primer estudio de la envolvente convexa en SOEs puede encontrarse en
el trabajo de Grima y Mérquez [61] para los casos particulares del cilindro, el
cono y el toro. Ahi se distinguia si el conjunto se encontraba en posicién euclidea
local (PEL), en cuyo caso presentaban un comportamiento similar al que tendria
de estar en el plano. En cambio, si el conjunto no verificaba esta propiedad su
envolvente resulta un conjunto demasiado grande como para poder aprovechar
alguna de las propiedades que la caracterizan en el plano. Un ejemplo lo podemos
ver en la Figura 3.1, donde se muestra la envolvente convexa de tres puntos que
no estan en posicién euclidea sobre el cilindro. En este caso, la envolvente es una
banda alrededor de la superficie, mientras que en el cono da lugar a un conjunto
conteniendo el vértice o incluso puede llegar a ser toda la superficie en el toro.
Esto impide usar la envolvente convexa como paso previo de otros algoritmos. Un
ejemplo de esto lo podemos encontrar en [61] referido al calculo del didmetro de
un conjunto (Figura 3.2).

Esto sigue siendo cierto en las SOEs en general. Veremos que existe una iso-
metria entre un conjunto en posicion euclidea y cualquiera de sus copias planas,
isometria que se mantiene cuando se considera la aplicacion cociente restringida a
las envolventes. Luego, a la hora de construir la envolvente convexa de un conjunto
en posicion euclidea en una SOE, serd suficiente trazar la envolvente de una de sus
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Figura 3.1: La envolvente convexa en el cilindro de tres puntos que no estan en
posicion euclidea es una banda.

Figura 3.2: El didmetro de este conjunto en el cilindro es la distancia entre a y
b, pero los puntos no pertenecen a la frontera de la envolvente convexa (regién
sombreada).

copias planas y tomar su imagen mediante dicha aplicacion. Esto permite construir
la envolvente convexa de conjuntos en posicion euclidea utilizando los algoritmos
clasicos del plano.

Ademas, esta identidad entre la envolvente convexa sobre la superficie y en el
plano se convierte en la primera muestra de la correspondencia entre la definicién
de posicién euclidea que dimos en el Capitulo 2 y su idea intuitiva: si un conjunto
estd en posicion euclidea, su envolvente tendrd un aspecto plano sobre la superficie.
El que sea la envolvente convexa la primera estructura en probar la bondad de la
definicién de posicion euclidea no es casual. No en vano este término aparecié por
primera vez al estudiar la forma de la envolvente convexa en la esfera, el cilindro,
el cono y el toro [61].
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No sucede lo mismo para conjuntos en posicion no euclidea donde, como ya se
apunté en [61], la envolvente convexa es demasiado grande (toda la superficie en
algunas ocasiones) como para resultar de utilidad.

Este capitulo se divide en dos partes bien diferenciadas, en las que se estudia-
ra la envolvente convexa de un conjunto sobre una SOE segun éste se encuentre
o no en posicion euclidea. El principal resultado se encuentra en la Seccién 3.2,
donde se demuestra que existe una isometria entre un conjunto en posicion eucli-
dea y cada una de sus copias planas. A partir de aqui se prueba que la envolvente
convexa C'Hg(A) de un conjunto A sobre una SOE se corresponde con la imagen
mediante la aplicacién cociente de la envolvente convexa ¢(CHg2(B)) de una de
sus copias planas B. Posteriormente, en la Seccion 3.3 se vera que para conjuntos
en posicion no euclidea la envolvente convexa resulta demasiado grande, restandole
interés a su construccion, por lo que nos limitamos a dar algunas indicaciones sobre
su forma.

3.2. Envolvente convexa y posicién euclidea

Tal y como hemos indicado en la introduccion, vamos a comenzar estudiando
la envolvente convexa de conjuntos en posicion euclidea. En estos conjuntos la
envolvente convexa sobre la superficie puede construirse tomando la imagen de
la envolvente de una de sus copias planas. Ademas de facilitar el cédlculo de la
envolvente, pues nos permite recurrir a los algoritmos conocidos en el plano, esto
también sirve para ilustrar cémo la definicién dada en el Capitulo 2 para posicién
euclidea en SOESs se corresponde con la idea intuitiva de comportamiento plano. Sin
embargo, no es necesario llegar a la construccién de la envolvente para encontrar
pruebas de la planaridad de los conjuntos en posicion euclidea. Esto es ya evidente
a partir del siguiente resultado, en el que se muestra que existe una isometria entre
un conjunto en posicion euclidea y cada una de sus copias planas.

Proposicion 3.1 Sea S una SOE, A C S y B una de sus copias planas. Entonces,
A estd en posicion euclidea si y sélo si ¢ restringida a B, ¢|g, es una isometria.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que 4 estd en posicion euclidea y
veamos que |z es una isometria. Por el Teorema 2.1, B esté contenida en el interior
del dominio de Dirichlet de cualquiera de sus puntos, luego todo par de puntos
P, @ € B, estan unidos por un segmento minimo y d(P, Q) = d(¢(P), »(Q)), que
es lo que queriamos probar.
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Reciprocamente, si |z es una isometria, para todo P € BB el segmento uniendo
P con cualquier otro punto de B debe ser minimo, por lo que B esta contenida en
los dominios de Dirichlet de sus puntos. O

Noétese que para que el hecho de que ¢|g sea una isometria implique que A
esté en posicién euclidea es necesario que B sea una de sus copias planas y, por
tanto, se haya obtenido a partir de la interseccién de la érbita de 4 con un dominio
de Dirichlet (abierto). En caso contrario, se podrian construir contraejemplos como
el que se muestra en la Figura 3.3; aqui A = ¢(B) = {p,q} vy B = {P,Q} son
isométricos, pero 4 no esta en posicion euclidea.

Y
N
a Q Q'
P P
N~

Figura 3.3: {p,q} no estd en posicién euclidea aunque d(P,Q') = d(P,Q) =
d(e(P),(Q)) = d(p,q).

Esto se debe a que, como ya discutimos en el Capitulo 2, los puntos Q) y ¢,
que pertenecen a la misma O6rbita, se encuentran en la frontera del dominio de
Dirichlet de P (P y @ son diametralmente opuestos). A partir de aqui podemos
dar una versiéon mas restringida de la Proposicién 3.1.

Corolario 3.1 Sea B un conjunto de R* y A = p(B). Si A estd en posicion
euclidea, entonces ¢|p es una isometria.

El reciproco, como hemos visto, no es cierto en general, sin embargo, si se
mantiene la siguiente propiedad:

Proposicién 3.2 Sea B un conjunto de R*. Entonces, si @| es una isometria,
B esta contenido en la clausura de los dominios de Dirichlet de sus puntos.

Demostracion: Para todo punto P € B, como la aplicacion cociente es un isometria
sobre B, el segmento uniendo P con cualquier otro punto ) € B debe ser minimo,
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y @ esta en la clausura del dominio de Dirichlet de P. 0

A partir de la Proposicion 3.1 se deduce de manera inmediata el siguiente
resultado.

Corolario 3.2 Si A estd en posicion euclidea y B es una de sus copias planas,
entonces A es convexro si y solo si B es convexo.

Demostracion: Si A esta en posicién euclidea, por la Proposicién 3.1 la aplicacién
cociente restringida a B es una isometria, llevando segmentos minimos en segmen-
tos sobre la superficie. Luego si el segmento minimo uniendo dos puntos de B
estd en su interior, el segmento que une sus imagenes esta en A4 y viceversa. 0

Podria pensarse en otra versién del Corolario 3.2, que afirmase que para to-
do conjunto conexo A en una SOE, se tiene que A es convexo si y soélo si las
componentes conexas de ¢~ !(_4) son convexas. Sin embargo es facil encontrar con-
traejemplos a este enunciado, tal y como ya vimos en la Figura 2.5 (pag. 19).

Antes de enunciar el resultado que relaciona la envolvente convexa de un con-
junto en posicién euclidea con la de sus copias planas, necesitaremos de un lema
previo.

Lema 3.1 Sea & una SOE y A C S un conjunto en posicion euclidea. Entonces
su envolvente convera CHg(A) estd en posicion euclidea.

Demostracion: En virtud del Teorema 2.1, el desarrollo fundamental df (4) puede
escogerse como la imagen, salvo puntos dobles, del dominio de Dirichlet Dy cons-
truido a partir de un punto R de ¢~!(4). Denotamos por B a la copia plana de A
asi obtenida. Como Dp es convexo, contiene a C' Hgz2(B).

C'Hgz2(B) debe estar contenida en los dominios de Dirichlet de cualquiera de sus
puntos. En caso contrario, existiria un punto P € C'Hg2(B) tal que Dp deja fuera
parte de la envolvente. Como tanto C'Hg2(B) como Dp son convexos, podremos
encontrar uno de los vértices de la envolvente, U, fuera de Dp. Reciprocamente, P
no estaria en Dy y, haciendo uso de nuevo de la convexidad, podemos encontrar
otro vértice de la envolvente, V| fuera de Dy (Figura 3.4). Pero como los vértices
de C'Hg2(B) son puntos de B, hemos encontrado dos puntos U, V € B tal que el
segmento que los une no es minimo, lo que contradice la hipdtesis de que B es la
copia plana de un conjunto en posicion euclidea.
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Figura 3.4: Si U no estd en Dp, entonces Dy no contiene a P ni, por convexidad,
a algun vértice V' de C' Hgz2(B).

Como C'Hgz(B) estd contenida en los dominios de Dirichlet de sus puntos,
aplicando la Proposicion 3.1 obtenemos que su imagen esta en posicion euclidea.
Como ademas, por el Corolario 3.2, C' Hgz(B) es convexa, contiene a C Hg(A), que
esta en posicion euclidea. O

Llegados a este punto, estamos en condiciones de enunciar el teorema que
identifica la envolvente convexa de un conjunto en posicién euclidea en una SOE
con la imagen, mediante la aplicacién cociente, de la envolvente de cualquiera de
sus copias planas.

Teorema 3.1 Sea S una SOE, A C S un conjunto de puntos en posicion euclidea
y df (A) un dominio fundamental obtenido a partir del dominio de Dirichlet D de
un punto de o~'(A). Entonces

CHs(A) = o(CHg (¢ (A) N D)).
Demostracién: En la prueba del Lema 3.1 se demuestra que o (CHgz(¢ ' (A) N D))

estd en posicién euclidea y contiene a C'Hg(A), asi que sélo es necesario probar la
otra inclusion.

Por el Corolario 3.2, ¢~ (CHg(A)) N D es convexa, ya que es la copia plana de
un conjunto, C'Hg(A), convexo y, por el Lema 3.1, en posicién euclidea. Ademaés,
0 1 (CHg(A)) N D contiene a ¢~ *(A) N D, por lo que

CHg: (¢ (A)N D) C ¢~ (CHs(A)) N D,
y por tanto
¢ (CHgz (¢7(A) N D)) C o (97" (CHs(A)) N D) = CHs(A),
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de donde se obtiene la igualdad. O

El Teorema 3.1 proporciona una manera sencilla de construir la envolvente con-
vexa de un conjunto en posicion euclidea. Cuando queramos calcularla bastard con
considerar una copia plana del conjunto, construir sobre ella la envolvente y llevar
la estructura de vuelta a la superficie mediante la aplicacién cociente (Figura 3.5).
No va a ser necesario desarrollar nuevos procedimientos sobre la superficie, sino
que basta con recurrir a los bien conocidos algoritmos sobre el plano. Se mantiene
entonces en las SOEs la complejidad O(nlogn) necesaria para construir la envol-
vente en el plano. El hecho de que previamente haya sido necesario determinar
que el conjunto se encuentra en posicién euclidea no supone ningin incremento
en el tiempo de computacion ya que, como vimos en el Teorema 2.4, esto también
supone, a lo sumo, O(nlogn).

Figura 3.5: La envolvente convexa de un conjunto en posicion euclidea sobre una
SOE puede obtenerse a partir de una de sus copias planas.

La identidad entre las envolventes sobre la superficie y en el plano que muestra
el teorema cobra importancia también si tenemos en cuenta que la mayoria de
los métodos usados en Geometria Computacional tienen lugar en el interior de la
envolvente. Cuando el conjunto esté en posicién euclidea esto nos va a permitir
operar dentro de la envolvente de una de sus copias planas, lo que apunta hacia una
simplificacion en los procedimientos con respecto a trabajar directamente sobre la
superficie.
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Ademas, el Teorema 3.1 refleja el comportamiento plano que se pretendia es-
tablecer en el Capitulo 2 al definir el concepto de posicion euclidea, pudiendo
entenderse una prueba de la bondad de la definiciéon dada entonces.

3.3. E. C. de conjuntos en posicion no euclidea

En la seccion anterior quedaba establecida la isometria que existe entre la
envolvente convexa de un conjunto en posicion euclidea y la envolvente de sus
copias planas, lo que nos permite construir la envolvente convexa en la superficie
de manera sencilla. Ademas, ésta va a seguir manteniendo las buenas propiedades
que la distinguen en el plano y que nos permiten usarla, por ejemplo, para encontrar
el didmetro de un conjunto.

No va a suceder lo mismo si el conjunto de partida no esta en posicion euclidea.
En este caso la envolvente convexa va a ser demasiado grande, perdiéndose casi
toda la informacién que pudiese resultar de ayuda para otras construcciones. Esto
refuerza el caracter plano que motivé la definicién de posicion euclidea y acentia
la importancia de distinguir cuando un conjunto cumple esta propiedad.

Como en el Capitulo 2, partimos del trabajo desarrollado en [61] para el cilindro,
el cono y el toro. Recordamos que dado un conjunto en posicién no euclidea sobre
estas superficies, su envolvente convexa es

a) una banda en el cilindro;
b) un conjunto que contiene al vértice en el cono;

¢) una banda contenida entre dos generatrices del toro si los puntos estédn en
posicién cilindrica (entre dos generatrices diametralmente opuestas); o

d) toda la superficie para puntos en posicién no cilindrica en el toro.

Estos resultados pueden interpretarse también, de una manera mas general,
para conjuntos en posiciéon no euclidea con respecto a una traslaciéon, un giro, o
dos traslaciones con distintas direcciones respectivamente. Asi, podriamos enunciar
el siguiente teorema:

Teorema 3.2 Sea S = ]RQ/F una SOE, A C S y B una copia plana de A. Si
no se cumple la propiedad D(B, f(B)) para f € T, entonces la envolvente convezxa

CHg(A)
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a) contiene a la imagen de una banda si f es una traslacion, una simetria o
una simetria con deslizamiento; o

b) incluye un punto localmente C,, si f es un giro.

Demostracion: Vamos a empezar la demostracion para el caso en que f sea una
traslacion. Si no se cumple D(B, f(B)), siguiendo un desarrollo similar al realizado
en la demostracion del Teorema 2.1, podemos obtener una poligonal formada por
segmentos minimos P, P, ... P, f(P;) uniendo un punto P, € B con su imagen
mediante f.

Para cada tres puntos consecutivos no alineados de la poligonal, el interior del
tridngulo que definen esté contenido en C'Hg(A). Esto es evidente si los puntos
estdn en posiciéon euclidea. En caso contrario razonamos como en [61]. Suponga-
mos que P, P, y P; no estan en posiciéon euclidea. Entonces P; queda fuera del
dominio de Dirichlet de P;. Sea ) el punto de corte entre Dp, v el segmento PPy
(Figura 3.6); P;, P> y @ forman un tridngulo de segmentos minimos, y la imagen
de su interior esta contenida en C'Hg(A).

Dp,
A

)

\

Figura 3.6: Los puntos P, P, y () estan unidos por segmentos minimos.

Repetimos el mismo argumento para el punto de corte entre el segmento P;Q)
y la frontera de Dp,, obteniendo un nuevo tridngulo. Continuando de esta forma,
asintéticamente se tiene que el interior del triangulo de vértices Py, P, P3 esta con-
tenido en C'Hg( A). Reiterando el proceso con el resto de tridngulos de la poligonal,
e incluyendo en ella los nuevos segmentos (como el P, P;) se completa, tal y como
muestra la Figura 3.7, una banda en la direccién de la traslacion f.

El mismo proceso se sigue cuando f es una simetria o simetria con deslizamien-
to. Sélo hay que tener en cuenta que la composicién de dos de estos movimientos
es una traslacion.
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Figura 3.7: La envolvente convexa de A4 contiene la imagen de una banda definida
por los puntos de B.

Finalmente, consideremos el caso en que f es un giro y veamos que la envol-
vente contiene a su centro, 0. Razonamos por reduccién al absurdo: supongamos
que la imagen de O no estd contenida en C'Hg(A). Sea entonces P el punto de
B mas cercano a O; podemos trazar una circunferencia centrada en O que pase
por P y que no contiene ningtin otro punto de la envolvente. Ahora bien, utilizan-
do los mismos argumentos que antes se demuestra que la envolvente contiene al
segmento uniendo Py g(P), lo que contradice que P sea el punto mds cercano a
O (Figura 3.8). Luego la imagen de O, que es un punto singular, estd en C Hg(A). o

Figura 3.8: El segmento uniendo P y g(P) debe pertenecer a la envolvente, lo que
contradice que P sea el punto mas cercano al centro del giro O.

Hemos de hacer notar que el Teorema 3.2 indica que la envolvente convexa
contiene una banda o al vértice de giro, sin afirmar cudl es su forma final. Esto es
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asi porque la forma de CHg(A) va a depender también del resto de movimientos
que constituyan I'. Asi, en el toro, si el conjunto no esté en posicién euclidea pero se
encuentra entre dos generatrices diametralmente opuestas (posicion cilindrica), su
envolvente es una banda, pero si tampoco esta en posicion cilindrica la envolvente
es toda la superficie (en general esto se cumple para cualquier I" que contenga dos
traslaciones).

Sin embargo, entrar a detallar las posibles casuisticas en cada una de las SOEs
no forma parte de los objetivos de este trabajo. Los casos reflejados en el Teore-
ma 3.2 son suficientes como para hacernos ver que el estudio de la envolvente de
conjuntos en posicion no euclidea no presenta el mismo interés que cuando nos
reduciamos a los conjuntos que si cumplian dicha propiedad. Una envolvente tan
grande no resulta de utilidad a la hora de usarla como parte del preprocesamiento
para otros algoritmos. Como vimos al iniciar este capitulo, ya no tiene sentido
apoyarse en la envolvente convexa de un conjunto en posiciéon no euclidea para
encontrar su didmetro (mayor distancia entre dos puntos del conjunto), ya que
ésta puede ser toda la superficie o, como ya se vio en la Figura 3.2, una banda que
la rodea. En cambio, en el plano este cdlculo puede hacerse en tiempo O(nlogn)
usando la envolvente convexa del conjunto. La perdida de utilidad de la envol-
vente se refleja también al llevar a las SOEs otros problemas como el calculo de la
anchura de un conjunto [61].

Surge entonces la pregunta de si es posible encontrar una construcciéon que
aporte la informacién que da la envolvente convexa en el plano para conjuntos en
posicién no euclidea. En [61] se apunta la idea del poligono contenedor minimo.
Si llamamos poligono euclideo a toda regiéon de una superficie homeomorfa a un
disco cerrado cuya frontera estda formada por un conjunto finito de segmentos,
el poligono contenedor minimo asociado a un conjunto de puntos es el poligono
euclideo de menor perimetro que lo contiene. Podria ser interesante, entonces,
estudiar la construccion de dichos poligonos y ver si la informaciéon que aportan
sobre el conjunto puede suplir de alguna forma la que, para conjuntos en el plano,
proporciona la envolvente.

3.4. Conclusiones y problemas abiertos

Los resultados expuestos en este capitulo, junto con los del Capitulo 2, nos
permiten detectar si un conjunto se encuentra en posiciéon euclidea y, en el caso
de que asf sea, trazar su envolvente en tiempo O(nlogn). Esto es importante, ya
que supone que se puede calcular la envolvente sin que se incremente el tiempo
necesario para el plano.
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También se ha visto que, si el conjunto no esta en posicion euclidea, su en-
volvente convexa resulta demasiado grande como para resultar de utilidad, por lo
que habria que disenar algoritmos alternativos para aquellas construcciones que se
apoyan en ella en el plano (ver [61] para ejemplos en el cilindro, el cono y el toro).
Todo ello refuerza la idea de comportamiento plano que se encuentra detras de la
posicion euclidea.

La naturaleza de este capitulo no deja mucho margen para futuros desarrollos.
Como lineas abiertas podriamos plantearnos extender el estudio de la relaciéon
entre posicion euclidea y otros ambitos de la Geometria Computacional. También
puede plantearse el célculo detallado de las posibles configuraciones de puntos en
las SOEs y las distintas envolventes a las que dan lugar si los puntos no estan
en posicién euclidea, aunque en ese caso la construccion de la envolvente puede
no resultar ya de ayuda si se piensa en ella como paso intermedio de algin otro
algoritmo.

Finalmente estd pendiente la busqueda de estructuras que suplan la falta de
utilidad de la envolvente para conjuntos en posicién no euclidea. Tal y como se
apuntaba en la seccion anterior, una de las ideas al respecto pasa por el estudio
de los poligonos contenedores minimos. Seria necesario comprobar si estos pueden
llegar jugar el papel de la envolvente convexa como paso previo en algoritmos sobre
la superficie.
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Capitulo 4

Subconjuntos maximos en
posicion euclidea

En el capitulo anterior vimos que la envolvente convexa perdia su utilidad
en conjuntos en posiciéon no euclidea. En estos casos puede resultar de ayuda
trabajar con los subconjuntos de mayor cardinal que si tengan esta propiedad: los
subconjuntos mdximos en posicion euclidea (SMPE). El cardinal de sus SMPE es
una medida de la dispersion del conjunto sobre la superficie. Los SMPE presentan
ademas un interés anadido debido a que en su estudio surgen abundantes relaciones
con otros problemas de la Geometria Computacional para los que se aportan nuevos
o se mejoran antiguos resultados, como en el calculo de la profundidad maxima de
un arreglo, la profundidad por subespacios de un punto, la iluminacién por focos
de un conjunto o los subgrafos completos maximales en una cierta clase de grafos
geométricos. En este capitulo se estudia la complejidad necesaria para encontrar
tanto uno como todos los SMPE de un conjunto, su nimero y cardinal minimo,
tanto para las SOEs como para la esfera. Estos tiempos son polinémicos en general,
salvo para las SOEs con simetrias con deslizamiento, donde aparecen conjuntos con
un nimero exponencial de SMPE.

4.1. Introduccion

En capitulos anteriores se ha presentado una definicién de posicién euclidea en
SOEs que generaliza la dada por Grima y Mérquez en [61] para el cilindro, el cono
y el toro. La importancia de esta propiedad proviene de que en los conjuntos que
la cumplen pueden adaptarse facilmente los algoritmos planos conocidos.

o7
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Sin embargo es dificil que un conjunto tomado al azar sobre una SOE esté en
posicién euclidea. Esto hace que para completar nuestro estudio sea necesario
volvernos hacia los conjuntos que no cumplen esta propiedad. En el capitulo ante-
rior, al asomarnos al calculo de su envolvente convexa, hemos visto cuanto se alejan
estos conjuntos del comportamiento plano que habia motivado nuestro estudio, lo
que traia como consecuencia la pérdida de utilidad de la envolvente.

Como modo de aproximarse al estudio de estos conjuntos surge de manera
natural la posibilidad de trabajar sobre sus subconjuntos de mayor cardinal en
posicién euclidea: los subconjuntos mdximos en posicion euclidea (SMPE). Vere-
mos mas adelante que, aunque estadisticamente sea muy dificil que un conjunto
cualquiera sobre una SOE tenga esta propiedad (ver [61] para un célculo sobre el
cilindro, el cono y el toro), siempre vamos a encontrar subconjuntos suyos bastante
grandes que si la cumplen.

El uso de los SMPE se asocia a la medida de la planaridad del conjunto. Da-
do un conjunto de 30 puntos sobre una SOE, si el cardinal de sus SMPE es,
por ejemplo, 15, nos indica que éste se haya muy disperso sobre la superficie.
En cambio, un cardinal de 28 o 29, se traduce en un conjunto bastante agrupa-
do, con un comportamiento cercano a la planaridad. Esto puede hacer que nos
planteemos trabajar en algunos casos con los subconjuntos en posicion euclidea
para aprovechar sus buenas propiedades atin a costa de despreciar algunos datos.
Incluso podriamos plantearnos dar una aproximacién rapida a un problema pres-
cindiendo de un numero reducido de puntos si a cambio conseguimos la planari-
dad. Este no va a ser el objetivo de este capitulo, sino que nos centraremos en la
buisqueda de los SMPE. Veremos que los conjuntos en las SOEs orientables tienen
un nimero polinémico de SMPE (a lo sumo O(n?)), y proporcionaremos algorit-
mos que los encuentran en tiempo 6ptimo. Esto no es asi en aquellas superficies
con simetrias con deslizamiento entre sus generadores, en las que pueden aparecer
conjuntos con un numero exponencial de SMPE.

Si lo que buscamos es medir la planaridad del conjunto sélo es necesario calcular
el cardinal de los SMPE, para lo que basta encontrar uno de ellos. Veremos la
manera de hacerlo en las SOEs orientables,lo que disminuye, en la mayor parte
de los casos, el tiempo de computacién necesario para encontrarlos todos. Estos
algoritmos seran, en general, éptimos. Sin embargo no hemos sido capaces hasta
el momento de determinar si es posible encontrar algin algoritmo polinémico que
encuentre un SMPE en una SOE no orientable, ni de probar que este problema
sea, NP-duro.

Hemos mencionado a lo largo de esta memoria que nuestro trabajo continua el
desarrollado por Grima y Marquez [61], que presentaron por primera vez la posicion
euclidea para el cilindro, el cono, el toro y la esfera. Los capitulos anteriores han
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buscado generalizar el trabajo en las tres primeras superficies extendiéndolo a la
clase de las SOEs, a la que pertenecen. Tras hacer esto vemos como paso logico,
al introducir el nuevo concepto de SMPE, que nuestro estudio englobe también la
otra superficie sobre la que surgié la posicion euclidea, esto es, la esfera. Veremos
asi como encontrar tanto uno como todos los SMPE en esta superficie, asi como
su numero y cardinal minimo.

Ademas de lo dicho hasta ahora, una de las principales motivaciones para
trabajar con SMPE, y que podria por si sola justificar su estudio, son las numerosas
relaciones con otros problemas de la Geometria Computacional y la Teoria de
Grafos que surgen al trabajar con ellos.

El primero de ellos es el del emplazamiento 6ptimo de un conjunto: dénde
colocarlo de manera que cubra el mayor nimero de puntos de una nube [5, 14, 31,
47]. Veremos que encontrar un SMPE en las SOEs orientables se convierte en un
problema de emplazamiento éptimo para poligonos convexos en el plano o cubos

en R2.

También hay una relacién entre los SMPE y el célculo de la profundidad por
semiespacios de un punto, que es el cardinal del menor subconjunto de una nube
de entre todos los que se forman al intersecarla con los hiperespacios conteniendo
a un punto fijo [10, 102]. A partir de resultados conocidos para la profundidad por
semiplanos podemos establecer que los algoritmos que presentamos para encontrar
un SMPE en varias superficies son 6ptimos. Y la relacion entre la busqueda de
SMPE en la esfera con la profundidad por semiespacios en R® nos conduciré a
mejorar el tiempo necesario para el calculo de dicha profundidad.

Ademas, la busqueda de SMPE en las almohadas puede relacionarse con un
problema de iluminacién por focos fijos: dados varios focos en el plano, como
situarlos de manera que iluminen simultdaneamente el mayor nimero posible de
puntos de un conjunto [25, 39, 49, 92, 114].

Finalmente veremos que es posible asociar un grafo geométrico a todo conjunto
sobre una SOE, asignando un vértice a cada elemento de su oérbita y siendo dos
de ellos adyacentes cuando los una un segmento minimo. En esta clase de grafos,
encontrar un subgrafo completo maximal es equivalente a dar con un SMPE del
conjunto original. Este problema, que es NP-duro en general [24, 56], resulta tener
asi solucion en tiempo polindomico para los grafos de segmentos obtenidos a partir
de conjuntos sobre una SOE orientable.

Este capitulo se organiza como sigue: en primer lugar, en la Seccion 4.2, for-
malizaremos la definicién de SMPE y desarrollaremos métodos para encontrarlos,
va sea a todos o a sélo uno, estudiaremos su ntimero y cudl es su cardinal minimo.
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La Seccién 4.3 lleva el estudio de estos problemas a la esfera. En la Seccién 4.4 se
hara un repaso a los problemas de otros campos de la Geometria Computacional
o la Teoria de Grafos que intervienen en el estudio de los SMPE, y cerraremos el
capitulo con una seccion dedicada a conclusiones y problemas abiertos.

4.2. Subconjuntos maximos en posicion euclidea

Dado un conjunto 4 sobre una superficie, diremos que B C A es un subconjunto
mdzimo en posicion euclidea (SMPE) de A si:

a) B estd en posicion euclidea, y

b) para todo C C A en posicién euclidea, |C| < |B|.

La relacién entre el cardinal de un conjunto y el de sus SMPE es un indicador de
la dispersién del conjunto sobre la superficie.

A partir de la definicién surgen de manera natural varias preguntas, como

a) cudntos SMPE puede tener un conjunto en una SOE y cudnto tiempo se
requiere para encontrarlos todos;

b) si es posible reducir este tiempo cuando unicamente se pretenda encontrar
un unico SMPE y, de este modo, determinar su cardinal; y

c¢) cudl es el tamano minimo de los SMPE.

La respuesta a estas cuestiones marcara el desarrollo de esta seccion.

El estudio de los SMPE no puede abordarse desde la misma perspectiva que
la determinacién de la posicién euclidea. En el Capitulo 2 nos basabamos en las
relaciones de cercania entre un conjunto y sus copias respecto a cada tipo de
movimiento para dar un resultado general. Se partia de un conjunto finito de
movimientos del grupo que generaba la superficie y se comprobaba que el conjunto
estuviese en posicion euclidea para cada uno de ellos. El procedimiento era el mismo
para todas las superficies, dependiendo el tiempo de computacion de si entre los
generadores se encontraban o no simetrias con deslizamiento. Sin embargo, a la
hora de estudiar los SMPE no puede razonarse movimiento a movimiento, sino
que hay que considerarlos en su conjunto. Como veremos al buscar los SMPE de
conjuntos sobre el toro, considerar por separado las dos traslaciones que generan
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el grupo discreto lleva a resultados erréneos, siendo necesario trabajar con las dos
al tiempo.

Frente al criterio seguido en el Capitulo 2, en éste trabajaremos superficie a
superficie, que es la razon que subyace tras la division de las SOEs en familias
dada en el Capitulo 1. Cada una de ellas (recortes de plano, cilindros, conos, toros,
almohadas y SOEs con simetrias con deslizamiento) presenta un comportamiento
similar en lo que a la btsqueda de SMPE se refiere.

4.2.1. Buscando todos los SMPE

Nuestro primer paso va a ser elaborar métodos que nos permitan encontrar
todos los SMPE de un conjunto en una SOE y, como consecuencia, calcular el
nimero de los que puede llegar a tener. En ambos casos va a jugar un papel
importante la familia a la que pertenezca la superficie, obteniéndose el siguiente
resultado:

Teorema 4.1 El nimero de SMPE de un conjunto de puntos sobre una SOE S
es

a) uno, si S es un recorte de plano y es posible encontrarlo en tiempo ©O(n);

b) O(n), si S es un cilindro o un cono, siendo necesario tiempo ©(nlogn) para
encontrarlos todos;

c) O(n?), si S es un toro o una almohada con 2 o 3 puntos localmente C,,,
requiriéndose tiempo ©(n?) para encontrarlos;

d) O(n?), si S es una almohada con J puntos localmente Cy, que se encuentran
en tiempo O(n?), v,

e) O(22), si S es una superficie con simetrias con deslizamiento, pudiendo en-
contrarse en tiempo O(2").

Destaca en la lista anterior el salto a un nimero exponencial de SMPE en
las superficies con simetrias con deslizamiento, salto que remarca aiun mas el di-
ferente comportamiento de estas superficies que ya empezé a vislumbrarse en el
Capitulo 2.

Para demostrar el Teorema 4.1 necesitaremos trabajar en cada una de las fami-
lias de superficies por separado. Con el objeto de facilitar la discusién en aquellas
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superficies generadas a partir de traslaciones y giros, introduciremos un nuevo
término basado en el estudio de la posicién euclidea local realizado en [61]. Lla-
maremos region euclidea asociada a un movimiento f a:

a) la banda limitada por dos rectas paralelas, perpendiculares a la direccién de
la traslacion y de anchura la mitad de su médulo, si f es una traslacién;

b) la regién angular de amplitud la mitad del dngulo de giro y vértice en su
centro, si f es un giro.

Las regiones euclideas estan muy relacionadas con las propiedades D(B, f(B))
que utilizamos en el Capitulo 2. Es facil comprobar que un conjunto B esta en
la region euclidea de una traslacién o giro f si y sélo si cumple las propiedades
D(B, f(B)) y D(B, f~'(B)). La razén para introducir el nuevo término es que a
partir de ahora no partiremos de un conjunto para comprobar si esta en posi-
cion euclidea, sino que moveremos la region euclidea buscando conjuntos con esta
propiedad. Partiendo de esta relacion y teniendo en cuenta los resultados vistos en
el Capitulo 2 se demuestra de manera inmediata la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1 Sea S = R?/I" una SOE, A C S y B una de sus copias planas.
Si A estd en posicion euclidea, entonces B estd contenida en la region euclidea de
toda traslacion o giro de I'.

El reciproco es cierto si I' solo contiene giros y traslaciones.

A la hora de determinar si un conjunto en el plano esta en el interior de las
regiones euclideas asociadas a las traslaciones y giros de I', no sera necesario con-
siderarlos todos. Asi, para un conjunto de traslaciones de vectores paralelos, es facil
darse cuenta que basta probarlo para la regién euclidea de la traslacion de menor
modulo. Andlogamente, si tenemos varios giros con el mismo centro, un conjunto
estard dentro de sus regiones euclideas si y so6lo si esta en el interior de la region
correspondiente al de menor angulo de giro. De este modo, cuando trabajemos con
un grupo discreto con traslaciones paralelas o giros con centro en un mismo punto
nos referiremos solamente a la traslacion o el giro, dando por sobreentendido que
se trata de la de menor modulo o angulo respectivamente.

A partir de aqui vamos a desarrollar la demostracién del Teorema 4.1 por medio
de varios resultados parciales, cada uno de ellos referido a una familia de SOEs.
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Recortes de plano

Como vimos en el Capitulo 1, estas superficies son las generadas a partir de un
conjunto de simetrias, y su nombre se debe a que son isométricas a poligonos en
el plano. Esto hace de ellas las superficies mas sencillas de estudiar, pero también
las que menos interés presentan. Tanto para estudiar estas superficies como, en
general, aquellas en las que interviene alguna simetria, nos van a resultar de gran
ayuda varios de los resultados que aparecen en [21]. En el trabajo citado se define
la celda de reflexion de un grupo discreto como la menor regién (abierta) de R que
tiene todas las caras contenidas en hiperplanos de reflexion. En nuestro caso, las
celdas de reflexién son las menores regiones acotadas por los ejes de las simetrias
del grupo. Las celdas de reflexion cumplen dos importantes propiedades:

Proposicién 4.2 [21] Sea R una celda de reflexion y P € R. Sea B=TPNR el
subconjunto de la orbita I'P de P dentro de R. Entonces:

Vorrp(P) = RN Vorg(P)

En particular, si el grupo esté generado a partir de simetrias, como es el caso
que nos ocupa ahora, se tiene:

Corolario 4.1 [21] Si existe un dominio fundamental D para I tal que D es una
celda de reflexion, (es decir, si G esta generado por simetrias) entonces:

VOT’FP(P) = DP = D, VP ebD

donde Dp representa el dominio de Dirichlet de P.

A partir de estos resultados puede deducirse el comportamiento de los SMPE
en estas superficies:

Proposicion 4.3 Un conjunto de n puntos sobre un recorte de plano tienen un
unico SMPE que puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Un conjunto esta en posicién euclidea si y sélo si estd contenido en
la interseccién de los interiores de los dominios de Dirichlet de sus puntos, lo que,
segun el Corolario 4.1, en estas superficies sucede si y sélo si esta contenido en una
celda de reflexién. Luego todo conjunto sobre un recorte de plano tiene un tnico
SMPE, que es el resultante de eliminar del conjunto inicial todos los puntos en la
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frontera de la celda de reflexion, que son precisamente los puntos localmente D,,
(aquellos cuya orbita se encuentra sobre los ejes de las simetrias).

Para construir el SMPE basta eliminar los puntos sobre los ejes de simetria, lo
que supone tiempo O(n), que es 6ptimo ya que debemos recorrer todos los puntos.

O

A partir de la Corolario 4.1 se deduce que el efecto de las simetrias puede
observarse como si plegasen o recortasen la superficie sobre el eje de éstas, tal
y como se vefa en la Figura 1.6 (pag. 8). Cuando mds adelante estudiemos los
SMPE en otras familias de superficies, desarrollaremos métodos que se apoyan en
las copias planas de los conjuntos. Al dar los algoritmos para buscar SMPE nos
limitaremos a aquellas SOEs cuyo grupo discreto asociado no contenga simetrias.
En el caso de que el grupo contuviese alguna, los métodos no varian; simplemente
habria que reducir el conjunto de datos de partida a aquellos que estén contenidos
en una misma celda de reflexion.

Cilindros y conos

Tras los recortes de plano, las SOEs con un comportamiento mas sencillo son
los cilindros y conos. Los cilindros son superficies generadas a partir de grupos
formados por traslaciones de vectores paralelos (lo que da lugar a la superficie que
da nombre a la familia), donde puede aparecer también una o dos simetrias (de
donde resultan el cilindro semiacotado y el acotado, respectivamente, que tienen
uno o dos conjuntos conexos de puntos localmente D,, o bordes). En la Figura 1.8
(pag. 10) se mostraba una representacion de estas superficies.

La superficie que da nombre a la familia de los conos es la generada a partir
de un grupo ciclico C,,, formado por giros con centro comin que puede generarse
a partir de un tnico giro de %0 grados. Pueden anadirse una o dos simetrias, de
donde resultan las superficies que aparecian en la Figura 1.9 (pag. 11). En este
caso el plano queda dividido en celdas de reflexion conteniendo cada una de ellas
un centro de giro, que dan lugar al inico punto localmente ), de la superficie.

En estas superficies podemos encontrar los SMPE haciendo uso del algoritmo
que se usaba en [61] para determinar la posicién euclidea local (PEL; ver Capitu-
lo 2). Recordamos que un conjunto sobre el cilindro o el cono cumplia la propiedad
PEL si y sélo si estaba contenido entre dos generatrices diametralmente opuestas.
Ademas, vimos que sobre el cilindro y el cono la PEL y la posicién euclidea son
equivalentes. A partir de estas ideas llegamos al siguiente resultado:
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Proposicion 4.4 Un conjunto de n puntos en una superficie cilindrica o conica
tiene O(n) SMPE que pueden hallarse en tiempo O(nlogn).

Demostracion: Vamos a adaptar el algoritmo dado en [100] para calcular la pro-
fundidad por subespacios de un punto (haremos referencia a este problema més
adelante) de manera que nos permita encontrar todos los SMPE.

Sea 4 un conjunto de puntos en un cilindro o cono. Vamos a proyectar los
puntos de A sobre una circunferencia ¢ tal y como se hacfa en [61]. En dicho
trabajo se construia c intersecando la superficie con un plano ortogonal a su eje de
simetria. Como esta definicién puede llevar a confusién en algunos conos, tomamos
¢ como la imagen sobre la superficie de una recta en direcciéon de la traslacién en
el cilindro, o de una circunferencia centrada en un centro de giro (y de radio lo
suficientemente pequeno como para no contener a ningin otro centro ni intersecar
a los ejes de simetria, de haberlas) en el cono.

Proyectamos los puntos de 4 sobre ¢, ortogonalmente en el caso de los cilindros,
o siguiendo el segmento que los une con el vértice para los conos. Esto convierte
la busqueda de los SMPE en la de encontrar los mayores conjuntos contenidos en
un arco de 180 grados. Para ello tomamos una recta que pase por el centro de ¢ y
contamos los puntos en cada una de las semicircunferencias resultantes. Llamare-
mos a estos conjuntos I y D, y ambos estédn en posicién euclidea (Figura 4.1). Si
hacemos girar r dejando fijo el centro de la circunferencia llegard un momento en
que uno de los dos perdera un punto que ganara el otro. Continuamos el barrido
de la circunferencia actualizando los cardinales hasta que r complete un giro de
180 grados, momento en el que volveremos a tener los conjuntos [ y D de parti-
da. Los conjuntos de mayor cardinal que hayamos encontrado por el camino son
precisamente los SMPE.

-—+-e

S
~_

Figura 4.1: Construccién de los conjuntos I y D.
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El tiempo de computacién viene dominado por el O(nlogn) necesario para la
ordenacién radial de los puntos, ya que tanto la construccion de I y D como su
actualizacién requieren tiempo lineal.

Ademas, en el desarrollo anterior queda claro que un conjunto de n puntos
puede tener a lo sumo n SMPE, para el caso en que el conjunto estuviese repar-
tido uniformemente sobre c. O

En la Proposicién 4.4 aparece implicita la cota inferior €2(n), dada por el
nimero de SMPE, en el niimero de operaciones para encontrarlos todos. Pode-
mos plantearnos entonces si es posible reducir la complejidad O(nlogn) que da
la proposicion hasta un orden lineal o si, por el contrario, ésta es éptima. En la
busqueda de problemas relacionados que puedan dar indicaciones al respecto, es
interesante senalar la semejanza del problema anterior y la bisqueda del menor
arco de circunferencia cubriendo un conjunto n puntos. En [105] se demuestra
que esto requiere coste (nlogn), aunque si s6lo se quiere conocer si este arco
es menor que 180 grados, el tiempo puede reducirse a O(n) utilizando distintos
procedimientos [61, 105]. Aunque en nuestro caso no buscamos el menor arco que
cubra a un nuimero fijo de puntos, sino la posicién de un arco de amplitud fija
que cubra un mayor nimero de puntos, los resultados anteriores parecen apuntar
a que el tiempo dado en la Proposicién 4.4 es 6ptimo. Sin embargo, para probar
esto es necesario recurrir a un nuevo problema: el cdlculo de la profundidad por
semiplanos en R

Dada 4 una nube de puntos de RY, la profundidad por semiespacios de un
punto P € IR con respecto a A es el menor niimero de puntos de 4 contenidos en
cualquier subespacio que incluya a P. En [10] se prueba que el célculo de la profun-
didad por semiplanos en IR? requiere un tiempo de computacién de ©(nlogn). La
relacién entre éste problema y la buisqueda de SMPE en cilindros y conos prueba
la optimalidad del tiempo dado en la Proposicién 4.4.

Proposicién 4.5 Hallar los O(n) SMPE de un conjunto de n puntos en cilindros
y conos requiere tiempo O(nlogn).

Demostracion: Por la Proposicion 4.4 sabemos que los SMPE pueden hallarse en
O(nlogn) operaciones en el peor de los casos. Vamos a ver que este tiempo es
6ptimo a partir del célculo de la profundidad por semiplanos en IR?. Partimos de
una nube de n puntos A4 y sea P el punto al que queremos calcular su profundidad
con respecto a 4. Trazamos una circunferencia con centro en P y proyectamos los
puntos de A4 sobre ella siguiendo la recta que los une con P. Identificamos entonces
esta circunferencia con una curva en la superficie de un cilindro o un cono como la
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que construimos al demostrar la Proposicion 4.4 y buscamos sus SMPE haciendo
girar una recta r tal y como hacfamos entonces (Figura 4.2). Cada posicién de r
que dé lugar a un SMPE determina también, de vuelta al plano, dos semiplanos
con P en su frontera, que dan lugar a dos subconjuntos de 4, uno de ellos con
cardinal minimo que da la profundidad por subespacios de P, cuyo valor es n
menos el cardinal de uno de los SMPE de A.

Como calcular la profundidad por subespacios en el plano requiere O(nlogn)
operaciones [10], encontrar un SMPE requerird al menos Q(nlogn), lo que prueba
la proposicién. 0O

() (b)

Figura 4.2: La profundidad por semiplanos puede hallarse proyectando los puntos
sobre una circunferencia, (a), y buscando el arco de 180 grados que contenga el
menor nimero de ellos, (b).

Toros

Los toros son SOEs cuyo grupo discreto estd generado por dos traslaciones con
distintas direcciones. Si el angulo que forman es de 90 grados, entonces la superficie
resultante recibe el nombre de toro plano. Caso contrario hablaremos de un toro
torcido. Esta diferencia entre ambos toros, que podria parecer poco importante,
origina un cambio en la métrica de la superficie que da lugar a diferencias de
comportamiento que veremos mas adelante, en especial cuando estudiemos el grafo
de triangulaciones en el Capitulo 5.

A la hora de buscar los SMPE en el toro, se puede estar tentado de, al estar ge-
nerado por dos traslaciones, aplicar por veces los métodos vistos en el cilindro. Asi,
podriamos buscar en primer lugar los SMPE con respecto a una de las traslaciones
y, dentro de ellos, repetir la busqueda en la direccién de la otra traslacion. Sin
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embargo este procedimiento no es valido, pues pueden encontrarse configuraciones
de puntos como la que se muestra en la Figura 4.3, donde el método anterior da
lugar a conjuntos con cardinal menor que el de un SMPE. En la Figura 4.3, (a), se
han buscado en primer lugar los SMPE como si se tratara de un cilindro generado
por la traslacion horizontal, lo que da lugar al conjunto de 17 puntos dentro de la
banda vertical. Se considera entonces esta banda como un cilindro generado por
la traslacion vertical y se repite la busqueda, lo que da lugar al conjunto de 13
puntos que aparece en el cuadrante sombreado. Sin embargo, en la Figura 4.3, (b),
vemos un conjunto en posicién euclidea con 16 puntos.

() (b)

Figura 4.3: Si se trabaja sobre cada traslacién por separado, (a), se obtiene un
subconjunto en posicién euclidea con menor cardinal que el de un SMPE, (b).

Nos vemos obligados entonces a desarrollar nuevos procedimientos a partir de
los cuales obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.6 Un conjunto de n puntos sobre un toro tiene O(n*) SMPE que
pueden hallarse en tiempo ©(n?).

Demostracion: A diferencia de los cilindros y conos, en el caso de los toros traba-
jaremos a partir de una copia plana del conjunto. Dado un conjunto 4 en un toro,
llamaremos B a una de sus copias planas. Aunque el resultado final es el mismo, la
demostracion presenta ligeras diferencias dependiendo de si A4 esta sobre un toro
plano o torcido, asi que distinguiremos los dos casos.

Supongamos en primer lugar 4 sobre un toro plano. Recordamos que el dominio
de Dirichlet de todo punto en esta superficie es un rectangulo de lados paralelos a la
direccion de las traslaciones que generan la superficie y longitud la del médulo de la
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traslacion correspondiente. El Teorema 2.3 establecia la identidad entre posicién
euclidea y PEL en el toro plano, de donde se deducia que un conjunto en esta
superficie esta en posicion euclidea si y sélo si esta contenido en un cuadrante, que
es la regiéon limitada entre dos meridianos y dos paralelos diametralmente opuestos
de la superficie. En el plano, un cuadrante es el rectdngulo de medidas la mitad
de un dominio de Dirichlet, resultante de la interseccion de las regiones euclideas
de las dos traslaciones que generan el toro.

Para buscar todos los SMPE a partir de B, necesitamos tener en cuenta los
elementos de la érbita de 4 que se encuentren en el mismo cuadrante que un punto
de B. Sea D el dominio de Dirichlet a partir del cual se obtiene B; llamaremos B+
al subconjunto de I'B contenido en el rectangulo resultante de tomar todos los
cuadrantes con puntos en D (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Los puntos de BT son los de la drbita de B que estén dentro de un
cuadrante con un punto en el dominio de Dirichlet D (sombreado).

Ordenamos los puntos de B tanto por abscisas como por ordenadas. Sea P el
punto de menor abscisa (si hubiese méds de uno escogemos el de menor ordenada).
Situamos la regién euclidea asociada a la traslacion horizontal, que es una banda
vertical, de manera que la recta de menor abscisa de las que forman su frontera,
que notaremos por ¢, pase por P. Partiendo del punto de mayor ordenada de los
que estén en su interior, vamos desplazando dentro de la banda un cuadrante
hasta llegar al punto de menor ordenada (Figura 4.5). Cada vez que el cuadrante
pierda o gane un punto actualizamos el cardinal de los puntos de B en su interior.
De aqui resulta una lista de n conjuntos, entre los que seleccionamos aquellos de
cardinal maximo.

Una vez recorrida la banda en su totalidad, la desplazamos hacia la derecha
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e
e
R R

Figura 4.5: Una vez fijada la regién euclidea realizamos un barrido en su interior.
Cada conjunto dentro del cuadrante sombreado esta en posicion euclidea. Cuando
acabamos con una banda, la desplazamos hasta el siguiente punto de menor abscisa.

hasta que la recta de menor abscisa de su frontera alcance al siguiente punto con
abscisa mayor estricta que P y repetimos el razonamiento hasta agotar los puntos
de BT. Los conjuntos de mayor cardinal entre los hallados son todos los SMPE de

A.

BT contiene 4n puntos, por lo que es necesario tiempo O(nlogn) para or-
denarlos. El barrido en cada una de las O(n) bandas requiere O(n) operaciones, de
donde resulta un tiempo O(n?). Por construccién hemos hallado a lo sumo O(n?)
candidatos a SMPE, que habra que recorrer seleccionando aquellos con mayor
cardinal. El proceso en su totalidad requiere entonces un tiempo de computacién
cuadratico.

Igual complejidad se obtiene en el toro torcido, aunque en esta superficie hay
que tener en cuenta que los dominios de Dirichlet de sus puntos son hexagonos
de tamano fijo [21]. Con los mismos argumentos usados en el toro plano es facil
comprobar que un conjunto en el toro torcido se encuentra en posicion euclidea
si y so6lo si una de sus copias planas estd contenida en un hexagono de lados
paralelos a los de un dominio de Dirichlet pero cuya longitud es la mitad de la de
éstos. Estos hexdgonos, que llamaremos hexdgonos euclideos, son precisamente la
interseccion de las regiones euclideas de las traslaciones del grupo discreto asociado
a la superficie.

El proceso para hallar los SMPE es el mismo del toro plano, salvo que B* se
construye recubriendo por hexagonos euclideos el dominio de Dirichlet hexagonal
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que da lugar a B, y que son estos hexdgonos los que se utilizan para encontrar
los SMPE. Si probamos que el barrido mediante hexagonos euclideos dentro de
la banda (que se corresponde con una regién euclidea asociada a la traslacién
horizontal) tiene coste lineal, obtendremos que el tiempo total necesario es, al
igual que en el toro plano, cuadrético.

Veamos como realizar este barrido. Los hexdgonos euclideos estdn formado
por dos rectas paralelas verticales unidas por dos poligonales, que denotaremos
por p. (a la superior) y por ps (la inferior). A cada punto @ € B* dentro de la
region euclidea donde queremos realizar el barrido le asociamos los puntos ). y
Qs que resultan del corte de la recta ¢ con las poligonales p. y ps pasando por
@, que llamaremos, respectivamente, punto de entrada y punto de salida de @)
(Figura 4.6). Si @ esta esta sobre i, sera su propio punto de entrada y de salida.

Figura 4.6: A cada punto le asignamos un punto de entrada y otro de salida a
partir de ps y p;. Estos puntos son los que vamos a tener en cuenta a la hora de
realizar el barrido.

Para hacer el barrido recorremos ¢ de arriba a abajo con un segmento r de
longitud la de los segmentos verticales que definen un hexagono euclideo. En cada
paso, r llevara asociado un conjunto en posicion euclidea formado por los puntos
cuyos punto de entrada y de salida estén sobre él. Cada vez que r encuentra
un nuevo punto de entrada, anadimos el punto correspondiente al conjunto y lo
eliminamos cuando su punto de salida deje r. Los subconjuntos de mayor cardinal
hallados de esta forma son candidatos a SMPE.

El proceso supone O(n) operaciones en cada una de las O(n) bandas, mas un
tiempo O(n?) para recorrer los O(n?) candidatos a SMPE.
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Tanto en el toro plano como en el torcido podemos encontrar todos los SMPE
en tiempo cuadratico, lo cual es también una cota para su niimero. Veamos que
existen conjuntos con O(n?) SMPE, con lo que se probard que el tiempo necesario
para encontrarlos es éptimo.

Para ello basta considerar los conjuntos que aparecen en la Figura 4.7. En (a)
vemos un conjunto sobre el toro plano. La region sombreada representa un cua-
drante, y los puntos de su interior forman un SMPE. Si desplazamos el cuadrante
horizontal o verticalmente el conjunto gana y pierde al tiempo un elemento, por
lo que su cardinal se mantiene. Existen % posiciones horizontales para situar el

n

cuadrante de manera que de lugar a un SMPE, y cada una de ellas permite 7

posiciones verticales, lo que da un total de 71’—2 SMPE. En (b) sucede lo mismo para
el toro torcido.

() (b)

Figura 4.7: Conjuntos en el toro plano, (a), y torcido, (b), con un nimero
cuadratico de SMPE.

De este modo hemos construido conjuntos en ambos toros con un nimero
cuadratico de SMPE, lo que finaliza la demostracion. O

Almohadas

Como se dijo en el Capitulo 1, las almohadas son SOEs con entre dos y cua-
tro puntos localmente C,, en las que no intervienen simetrias con deslizamiento.
Ademas, el grupo discreto asociado a una almohada puede generarse siempre a
partir de giros y, en algunas de ellas, simetrias. A diferencia de las superficies
vistas anteriormente, la forma de los dominios de Dirichlet de un punto en estas
superficies no es fija, sino que depende de la posicion de éste, como se ve en la
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Figura 4.8 para la almohada generada a partir de dos giros de 180 grados (para una
descripcion detallada de las formas de los dominios de Dirichlet asociados a grupos
cristalograficos se recomienda el trabajo de Bochig [21]). Podria parecer que esto
anade una complicacion extra que nos obligaria a disenar nuevos métodos para
buscar los SMPE. Afortunadamente no es asi, ya que los dominios de Dirichlet
siguen siendo regulares si pensamos en ellos a partir de los angulos que forman los
puntos con respecto a los centros de giro.

.%////// V(

e
(@) (@)
e

Figura 4.8: A la izquierda vemos dos puntos (en gris y en negro) y sus correspon-
dientes dominios de Dirichlet (en gris y rallado resp.), ademés de la érbita de uno
de ellos. A la derecha, una representaciéon en R® de la superficie. Los centros de
giro (circulos blancos) se corresponden con los puntos localmente Cy (picos) de la
superficie.

Al no tener los dominios de Dirichlet una forma fija en estas superficies tampoco
existen, a priori, regiones que cumplan el papel de los cuadrantes o los hexagonos
euclideos en el toro. Esto nos fuerza a cambiar los métodos de busqueda de los
SMPE, debiendo en primer lugar delimitar las regiones del plano donde podemos
encontrarlos (sus copias planas). Se define una zona de bisqueda como la region
limitada por el eje OX y dos rectas verticales pasando por centros de giro con-
secutivos. Puede comprobarse facilmente que las zonas de busqueda cumplen las
siguientes propiedades que nos ayudaran en la determinacion de los SMPE.

Proposicién 4.7

a) Siempre es posible situar las regiones euclideas de todos los giros de T' de
manera que cubran un zona de busqueda dada.

b) Un conjunto en posicion euclidea puede estar en, a lo sumo, dos zonas de
biusqueda adyacentes.
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La demostracion de ambas propiedades es inmediata a partir de la forma de
las regiones euclideas en esta superficie.

Las zonas de busqueda van a ayudarnos a encontrar los SMPE en las almohadas.
Empezaremos por la almohada con dos puntos localmente C'; que veiamos en la
Figura 4.8.

Proposicion 4.8 Un conjunto de n puntos sobre una almohada con dos puntos
localmente Cy tiene O(n?) SMPE que pueden hallarse en tiempo ©(n?).

Demostracion: Estas superficies estan generadas bien a partir de dos giros de 180
grados (Figura 4.8), bien a partir de dos giros mds una simetria paralela a la
linea que une sus centros. La composicion de los giros da lugar a un conjunto
infinito de ellos, cuyos centros se disponen sobre una recta que fijaremos como eje
OX. Para que un conjunto esté en posicion euclidea sus copias planas deberan
estar contenidas en las regiones euclideas de todos los giros (y en una celda de
reflexion, caso de que aparezcan simetrias), que son sectores angulares de amplitud
90 grados con vértice en los centros de giro. Ademas, hay que tener en cuenta que
la composicién de dos giros de centros consecutivos da lugar a una traslacion de
modulo dos veces la distancia entre éstos (que a partir de ahora fijaremos como
la unidad), que también habra de considerarse a la hora de determinar cudndo un
conjunto esta en posicion euclidea.

La Proposicion 4.7 nos dice que debemos buscar las SMPE en zonas de busque-
da adyacentes. Si las dos zonas comparten un segmento del eje O X, entonces para
que un conjunto esté en posicion euclidea es suficiente con que esté en el interior de
las regiones euclideas de los dos giros cuyos centros comparten. Para que las demas
regiones también lo contengan basta con que el resto de las regiones formen con el
eje OX el mismo angulo que la regiéon mas cercana de entre las dos originales. No
es necesario preocuparse de la regién euclidea de la traslacion, ya que las zonas de
bisqueda estan ya dentro de ella (Figura 4.9).

Si, en cambio, las dos zonas comparten una semirrecta vertical, para que un
conjunto esté en posicion euclidea debe estar contenido en la region euclidea del
giro cuyo centro comparten y la asociada a la traslacion. Basta con fijar las regiones
del resto de los giros con uno de sus lados sobre el eje OX para que también
contengan al conjunto (Figura 4.10).

En cualquiera de los dos casos, para determinar si un conjunto se encuentra
en posicion euclidea solo es necesario considerar dos movimientos. En funcién de
esto, veamos como podemos encontrar los SMPE en estas superficies.

Partimos en primer lugar de un dominio fundamental D formado por dos zonas



4.2. SUBCONJUNTOS MAXIMOS EN POSICION EUCLIDEA 75

Figura 4.9: Si M estd en la regién euclidea de los giros centrales, también lo
estard de los del resto.

Figura 4.10: A cada punto le hacemos corresponder los angulos que forman con la
horizontal los segmentos que le unen a los centros de giro.

de busqueda adyacentes que comparten un segmento sobre el eje OX. En este
caso deberemos buscar conjuntos de cardinal maximo contenidos en las regiones
euclideas de los dos giros que se encuentran en la frontera de D, y a cuyos centros
denotaremos por a y b. Para ello vamos a realizar un cambio de coordenadas que
va a convertir la situacién en una similar a la que se daba en el toro plano.

A cada punto de la érbita de A contenido en D le vamos a asignar la dupla
formada por los angulos que forman con el eje OX los segmentos que lo unen a a y
b. Considerando los angulos en los sentidos adecuados, tenemos que a todo punto
en el interior de D le corresponde un punto del cuadrado (—90,90) x (—90,90).
Obsérvese que, tal y como se ve en la Figura 4.11, los puntos solo pueden ir sobre
el primer y tercer cuadrante en el plano, y que todos los puntos sobre la recta
uniendo los centros de giro van a parar sobre el origen de coordenadas.
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Figura 4.11: En este caso s6lo hemos de tener en cuenta uno de los giros y la
traslacion.

Realizando este cambio de coordenadas hemos conseguido que las regiones eu-
clideas, originalmente sectores angulares de 45 grados con vértices en a o b, se
conviertan en bandas verticales u horizontales, respectivamente, de anchura 45.
Los conjuntos en posicion euclidea en el interior de D son aquellos cuyos transfor-
mados estan en el interior de un cuadrado de 45 x 45. Esto nos permite, utilizando
las técnicas vistas en el toro plano, encontrar todos los candidatos a SMPE con-
tenidos en D en tiempo O(n?).

Pasemos ahora a estudiar la otra busqueda que puede darse en esta superfi-
cie, la que implica a un giro y a una traslacion. En este caso trabajamos sobre
dos zonas de busqueda que comparten una semirrecta vertical, formando un do-
minio fundamental que denotaremos por D’. Llamaremos a al centro de giro que
comparten las dos zonas de busqueda que dan lugar a D'

A cada punto de D’ le hacemos corresponder el par dado por el angulo que
forma con el eje OX el segmento que lo une a a, y por la distancia del punto
a la recta vertical pasando por a. De este modo, los puntos de D’ van a parar
sobre un rectangulo de medidas (0, 180) x (—1,1). Ahora los conjuntos en posiciéon
euclidea son los contenidos en un rectangulo de 90 x 1 y volvemos a aplicar los
razonamientos vistos en el toro plano.

Queda probado entonces que el problema de encontrar todos los SMPE de una
almohada con dos puntos localmente Cy puede convertirse en el de realizar varias
bisquedas de O(n?) operaciones cada una. Falta estudiar, para finalizar, cudntas
de estas busquedas son necesarias.
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Supongamos que partimos de un dominio fundamental D formado por una
banda vertical limitada por dos centros de giro consecutivos sobre el eje OX. Dado
un conjunto en posicion euclidea, podemos tomar uno de sus transformados por los
movimientos del grupo de tal forma que tenga al menos un punto en D, por lo que
podemos restringirnos a estos conjuntos para hallar los SMPE. Como un conjunto
en posicion euclidea solo puede estar en dos zonas de busqueda adyacentes, las
opciones vienen dadas bien por buscar en las dos zonas que forman D, bien por
tomar una de ellas junto con otra con la que comparta una semirrecta vertical. Esto
nos darfa una busqueda de dos giros (la que tiene lugar dentro de D) y cuatro de
un giro y una traslacién. Ahora bien, es facil darse cuenta que estas cuatro tltimas
en realidad son dos que se repiten sobre los mismos puntos, tal y como se muestra
en la Figura 4.12. Tenemos que realizar entonces tres buisquedas, cada una con un
numero cuadratico de operaciones.

Figura 4.12: El conjunto M aparecera en las dos buisquedas realizadas a partir de
la traslacion y el giro de centro a.

Una vez realizadas las busquedas, se compara el cardinal de los conjuntos ha-
llados. Por construccién esto supone estudiar, a lo sumo, un niimero cuadratico de
conjuntos. Aquellos de mayor cardinal son los SMPE buscados.

Sélo resta ver que el nimero cuadratico de operaciones necesario es también
una cota inferior, pero esto se obtiene facilmente al adaptar el ejemplo de conjunto
con O(n?) SMPE visto en el toro. Basta con repartir el conjunto en dos mitades,
que se distribuyen alrededor de los centros de giro como se en la Figura 4.13. Cada
region euclidea contiene un niimero fijo de puntos de los que estan alrededor de
su centro y a todos los agrupados junto al otro, dando lugar a un SMPE. Pode-
mos rotar las regiones euclideas de manera que se obtengan nuevos conjuntos en
posicion euclidea con el mismo cardinal. Como cada regién puede situarse de O(n)
formas distintas, obtenemos un ntimero cuadratico de SMPE. 0
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Figura 4.13: Ejemplo de conjunto con O(n?) SMPE.

Argumentos similares nos van a permitir encontrar los SMPE en las tres almo-
hadas con tres puntos localmente C,,.

Proposicion 4.9 Un conjunto de n puntos sobre una almohada con tres puntos
localmente C,, tiene O(n*) SMPE que pueden encontrarse en tiempo ©(n?).

Demostracion: Desarrollaremos la demostraciéon para la almohada con un punto
localmente C5 y dos puntos localmente Cjy. El grupo discreto de movimientos que
da lugar a esta superficie puede generarse a partir de dos giros, de 180 y 90 grados.
Como dominio fundamental en estas superficies suele presentarse un triangulo con
vértices en centros de giro de 90 grados (sefialados por a y b en la Figura 4.14, (a)),
y con el centro de un giro de 180 grados en el punto medio de uno de sus lados
(punto ¢ en la Figura 4.14, (b)). Dividimos estos dominios en zonas de busqueda,
tal y como haciamos en la demostracién de la Proposicion 4.8, uniendo los centros
de giro que forman uno de estos dominios fundamentales. Al igual que sucedia en
la proposicion anterior, los giros que constituyen I' pueden situarse de manera que
recubran una zona de busqueda, y un conjunto en posiciéon euclidea sélo puede
estar en, a lo sumo, dos zonas de busqueda que compartan un lado.

Si partimos de los puntos de la érbita del conjunto dentro de un dominio
fundamental (sombreado en oscuro en la Figura 4.14, (b)), los SMPE que tengan
un punto sobre el dominio podran estar entonces, a lo sumo, en las zonas de
bisqueda adyacentes (sombreado claro en la Figura 4.14, (b)). Esto supone realizar
cinco busquedas envolviendo a los giros ab, ab’, ac, bc y b'c segin la notaciéon
que aparece en la Figura 4.14. En este caso no es necesario tener en cuenta las
traslaciones del grupo, ya que dos zonas de busqueda adyacentes estan siempre
dentro de sus regiones euclideas. Repitiendo los argumentos de la Proposicién 4.8
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el ntimero de operaciones necesario para hallar los SMPE es O(n?). Ademés, como
el ejemplo dado en la Figura 4.13 es también valido para esta superficie, concluimos
que este tiempo es 6ptimo.

Figura 4.14: En (a) vemos alguna de las posibles buisquedas que hay que realizar
en esta superficie junto con la divisién en zonas de busqueda . En (b) aparece
sombreado un dominio fundamental y la region a su alrededor donde debemos
buscar los SMPE.

Los razonamientos anteriores pueden aplicarse también a las otras dos SOEs
con tres puntos localmente C),; la almohada con dos puntos localmente Cs y uno
localmente Cgs (que puede generarse a partir de dos giros de 180 y 60 grados,
Figura 4.15, (a)), y la que tiene tres puntos localmente Cj (generada a partir de
dos giros de 120 grados, Figura 4.15, (b)). En la Figura 4.15 aparece un dominio
fundamental de cada una de ellas y la division en zonas de busqueda. O

La ultima de estas superficies a considerar es la que presenta un comportamien-
to mas complicado de entre todas las SOEs orientables. Ademas es la que, por su
forma, da nombre a la familia de las almohadas. Es la tinica SOE con cuatro puntos
localmente C,, (concretamente Cy), y cuyo grupo discreto puede generarse a partir
de dos giros de 180 grados y una traslaciéon de médulo el doble de la distancia entre
los centros de giro (Figura 4.16), distancia que a partir de ahora consideraremos
la unidad. Ademaés es la superficie, de las estudiadas hasta ahora, con un mayor
nimero de SMPE.

Proposicion 4.10 Un conjunto de n puntos sobre una almohada con cuatro pun-
tos localmente Cy tiene O(n®) SMPE que pueden encontrarse en tiempo O(n?).
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Figura 4.15: Regiones donde hay que realizar la buisqueda en almohadas con tres
puntos localmente C,,. Las lineas continuas indican la frontera entre dominios
fundamentales, mientras que las discontinuas senalan las zonas de bisqueda.

Figura 4.16: Almohada con cuatro puntos localmente Cy generada a partir de dos
giros de centros a y b y una traslacién vertical de médulo el doble de la distancia
entre ellos.

Demostracion: Empezamos, como en el resto de las almohadas, dividiendo el plano
en zonas de busqueda, esta vez uniendo los centros de giro, de lo que resulta una
malla ortogonal. De nuevo, un conjunto en posicion euclidea puede estar en, a lo
sumo, dos zonas que compartan uno de sus lados. El procedimiento para buscar
los SMPE es el mismo que el que vimos en las Proposiciones 4.8 y 4.9, con la
diferencia de que aqui van a verse envueltos tres movimientos al mismo tiempo.

Esto es asi debido a la existencia de traslaciones en direccion vertical y hori-
zontal de mdédulo dos, luego al buscar los SMPE tendremos que tener en cuenta
sus regiones euclideas. Las posibles situaciones con las que podemos encontrarnos
aparecen reflejadas en la Figura 4.17, (a), donde vemos la divisién en zonas de
buisqueda y dos ejemplos de conjuntos en posicion euclidea, contenidos dentro de
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las regiones euclideas de dos giros y una traslacién. No es necesario considerar més
regiones para probar que un conjunto esté en posicién euclidea, ya que las regiones
del resto de los movimientos pueden disponerse de manera que recubran las zonas
donde se esté trabajando en cada momento. En la Figura 4.17, (b), se muestra,
como hemos hecho hasta ahora, un dominio fundamental junto con las zonas que
hemos de considerar para encontrar todos los SMPE de un conjunto.

(a)

Figura 4.17: (a) Ejemplos de bisqueda en una almohada con cuatro puntos local-
mente Cy y, (b), regién donde deben realizarse.

Con vistas a encontrar los SMPE realizamos un nimero fijo de bisquedas, cada
una de ellas envolviendo dos giros y una traslacion. Para ello realizamos un cam-
bio de coordenadas similar al realizado en la demostracion de la Proposicion 4.8,
asignando a cada punto una terna formada por dos dngulos (los que forman los
segmentos que lo unen con cada centro de giro con la recta que une éstos), més
una tercera coordenada dada por la distancia del punto a una recta horizontal fija,
si la traslacién tiene direccién vertical y viceversa. Este cambio lleva a los puntos
del interior de un dominio fundamental a un cubo de medidas 180 x 180 x 2, de
manera que un conjunto estd en posicion euclidea si y sélo si su transformado
estd contenido en un cubo de medidas 90 x 90 x 1.

Consideramos los puntos de IR® contenidos en el cubo y ordenamos los puntos
de menor a mayor con respecto a cada una de sus tres coordenadas. Tomamos un
par de planos paralelos a distancia uno, de manera que el superior pase por el punto
de menor coordenada z. Proyectamos los puntos entre ambos planos sobre uno de
ellos y en este plano realizamos el barrido visto en la Proposicion 4.6 para el toro.
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Una vez terminado, pasamos al siguiente punto con coordenada z estrictamente
mayor y repetimos el proceso. Tras recorrer el conjunto habremos encontrado, a

lo sumo, O(n?*) SMPE en tiempo O(n?).

Para ver que este tiempo es 6ptimo veamos que existen conjuntos en la almoha-
da con un nimero cibico de SMPE. Para ello consideremos un par de giros cuyos
centros sean consecutivos en la recta que los une, que llamaremos m. Ademé&s no-
taremos por r a la recta mediatriz entre ambos centros de giro. Si colocamos las
regiones euclideas de ambos giros formando el mismo angulo con r y de manera
que ésta no sea su bisectriz, el segmento de m que cae en el interior de ambas tiene
un longitud mayor que uno. Esto quiere decir que no puede estar contenido en su
totalidad dentro de la region euclidea de la traslacion vertical, que es una banda
horizontal de anchura la unidad.

De este modo podemos repartir un conjunto a partes iguales en los alrededores
de los centros de giro y sobre la recta m, de manera que cada regién euclidea con-
tenga siempre a dos de los tercios del conjunto y a un ntimero fijo del otro tercio,
tal y como puede verse en la Figura 4.18, formando distintos SMPE. Como vemos
en la regiéon ampliada, si la regién euclidea de uno de los giros (linea continua)
se mueve entre los limites marcados por las lineas discontinuas, entonces contiene
siempre a todos los puntos alrededor del otro centro de giro y sobre la recta m,
pero solo a un numero fijo de los que estéan a su alrededor. Ademds, si movemos la
region euclidea, el conjunto de puntos que contiene mantiene su cardinal, dando
lugar a nuevos SMPE. Cada una de las regiones euclideas tiene un ntmero lineal
de posiciones, lo que conduce a un total de O(n?) posibles SMPE. Esto supone que
un algoritmo que busque todos los SMPE en esta superficie debe realizar €(n?)
operaciones, con lo que se prueba el resultado buscado. O

Con este resultado terminamos con las SOEs orientables y queda sélo por
considerar aquellas donde intervengan simetrias con deslizamiento, que veremos
que tienen un comportamiento muy distinto a las estudiadas hasta ahora.

Superficies con simetrias con deslizamiento

Hasta ahora todas las superficies que hemos examinado han presentado un
nimero de SMPE de, a lo sumo, orden ctibico. La situacién es distinta en las
SOEs con simetrias con deslizamiento donde, como veremos a continuacién, pueden
construirse conjuntos con un nimero exponencial de SMPE. Esto supone una radi-
cal diferencia de comportamiento entre las SOEs orientables y las no orientables.
Aunque esta diferencia habia aparecido anteriormente en cuanto a los tiempos
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O S

Figura 4.18: Un ejemplo de conjunto con un niimero ctibico de SMPE. El conjunto
esta distribuido alrededor de ambos centros de giro y en la mediatriz entre ambos.

necesarios para determinar la posicién euclidea (ver Teorema 2.4), ésta se reducia a
un factor de orden logaritmico. Ahora nos encontramos, sin embargo, que mientras
que en las SOEs orientables podemos encontrar todos los SMPE de un conjunto
en tiempo 6ptimo de a lo sumo ©(n?), para las no orientables va a ser necesario
un tiempo exponencial.

Este comportamiento cobra mayor importancia cuando observamos como entre
estas superficies (cilindro retorcido, banda de Moebius, botella de Klein y plano
proyectivo) se incluyen algunas de las SOEs més conocidas.

Como vimos en el Capitulo 2, los dominios de Dirichlet para las simetrias
con deslizamiento son los responsables de esta situacién, ya que no presentan una
forma regular, sino que ésta depende fuertemente de la posicién del punto a partir
del cual se generan. Esto, al tiempo que complica la determinaciéon de la posicion
euclidea, permite mas libertad a la hora de colocar los dominios y jugar con sus
intersecciones.

Para estas superficies se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.11 Sea S ~ R?/T" una SOE tal que T incluye una simetria con
deslizamiento. Entonces pueden construirse conjuntos en S con O(23) SMPE.
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Demostracion: Partimos de la superficie mas sencilla, el cilindro retorcido, cuyo
grupo discreto esta generado a partir de una tnica simetria con deslizamiento.
Sobre €l consideramos, de la manera habitual, un sistema de referencia ortogonal
con el eje OX sobre el eje de simetria y asumimos la traslaciéon de médulo unidad.
Denotamos por u; al arco de la curva z = y* + 1 restringido a [1,3) x {y > 0} y
por us al arco de x = % — % restringido a (%, %] x {y < 0}. Dado un punto P sobre
uy (resp., uz), mediante célculos sencillos se prueba que su dominio de Dirichlet

Dp contiene a uj y ug y que es tangente a uy (resp., u1) en un punto Q.

Sean {P,.. .,P%} puntos de u;. Para cada P;, denotamos por (); al punto
donde Dp, interseca a ug; de esta forma obtenemos un conjunto 4 = {Py,..., P,
Q1,..., Q%}. Para todo P; € A su dominio de Dirichlet contiene a todo A4 salvo
al punto @; y a la inversa (Figura 4.19). Luego, por el Teorema 2.1, cualquier
subconjunto de A4 en posicion euclidea solo puede contener a uno de los miembros
de cada par (P, Q), i = 1,..., % Los SMPE deben contener a un elemento de
cada pareja, y como existen 2"/2 formas de escogerlos, tenemos 22 SMPE.

Figura 4.19: El dominio de Dirichlet de P; es tangente a uy en @);, siendo el tinico
punto de A que no esta en su interior.

Este ejemplo puede adaptarse facilmente al resto de SOEs generadas a partir
de simetrias con deslizamiento, por lo que en todas estas superficies el niimero de
SMPE de un conjunto es de orden exponencial. 0

Una vez que nos encontramos con un nimero exponencial de SMPE, una forma
de encontrarlos todos seria examinar los 2" posibles subconjuntos y comprobar si
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estdn en posicién euclidea, lo que, por el Teorema 2.4, requiere tiempo O(nlogn)
por conjunto. El nimero total de operaciones serfa entonces O(2").

El tiempo exponencial al buscar los SMPE viene forzado por el gran ntimero de
estos conjuntos que pueden aparecer. La pregunta que surge de manera natural es si
podemos reducir este tiempo hasta orden polinémico si solo estamos interesados en
encontrar un SMPE. Sin embargo no ha sido posible hasta el momento responder

a esta pregunta, aunque nos inclinamos a conjeturar que se trata de un problema
NP-duro.

Es destacable la gran diferencia entre los O(n*) SMPE que puede tener un
conjunto en una SOE orientable frente al nimero exponencial en las no orientables.
Esta diferencia no puede estar relacionada con el tamano de los SMPE, ya que en
la Seccion 4.2.3 veremos que el cardinal minimo de estos conjuntos es el mismo
para, por ejemplo el toro, que para el cilindro retorcido. Una explicacién puede
proceder de la forma de los dominios de Dirichlet, que varia fuertemente segtn la
posicion del punto en las SOEs no orientables de manera que, como ya comentamos
en el Capitulo 2, no es posible encontrar regiones euclideas para las simetrias con
deslizamiento.

4.2.2. Buscando un SMPE

Como comentamos al principio de este capitulo, podemos considerar el cardi-
nal de un SMPE como una magnitud que mide la planaridad de un conjunto. El
interés pasa entonces de buscar los SMPE a medir su cardinal, para lo que basta
encontrar uno de ellos. Una forma de hacerlo seria usar los algoritmos desarrolla-
dos en la seccién anterior, basados en buscar los conjuntos maximales en posicién
euclidea e ir comparando sus cardinales. Nos preguntamos entonces si no existe
una forma de encontrar un unico SMPE directamente, sin necesidad de todo este
proceso. Esto supone ser capaces de detectar cuando un conjunto es un SMPE sin
necesidad de comparar su cardinal con el del resto de conjuntos en posicion eu-
clidea. Para la mayoria de las SOEs, la respuesta es afirmativa, lo que va a suponer
una disminucién del tiempo de computacion frente a los vistos en la Seccion 4.2.1.
Sin embargo no ha sido posible determinar si va a ser posible encontrar un SMPE
en conjuntos sobre SOEs no orientables en tiempo polinémico.

Al igual que en la seccién anterior, daremos un resultado general que probare-
mos a partir de resultados especificos para cada familia de superficies.

Teorema 4.2 Sean S ~ R?/T" una SOE tal que ' no incluye simetrias con desliza-
miento y A C S un conjunto den puntos. Entonces, es posible encontrar un SMPE
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de A en tiempo:

a) ©(n) si S es un recorte de plano;
b) O(nlogn) si S es un cilindro o un cono;

c) O(nlogn) si S es un toro plano o una almohada con dos o tres puntos local-
mente C,,;

d) O(n*5logn) u O(nklogn), con k el cardinal de un SMPE, si S es un toro
torcido; y

e) O(n'®logn) si S es una almohada con cuatro puntos localmente Cs.

En los dos primeros casos el nimero de operaciones necesarias para encontrar
tanto uno como todos los SMPE es el mismo. Esto es evidente en los recortes
de plano, donde existe un tnico SMPE. Por su parte, al relacionar la busqueda
de SMPE con la de la profundidad por semiplanos en cilindros y conos, quedaba
establecido que el tiempo necesario para encontrar un SMPE debia ser Q(nlogn),
por lo que el algoritmo que se presentaba en la Proposicién 4.4 es éptimo tanto
para encontrar uno como todos los SMPE. Esto nos lleva a enunciar el siguiente
resultado:

Proposicion 4.12 El tiempo necesario para encontrar un SMPE es

a) ©(n), para recortes de plano y

b) ©(nlogn), para cilindros y conos.

En el toro plano y en la mayoria de las almohadas va a mantenerse el tiempo
O(nlogn) de los cilindros y conos, mientras que para el toro torcido y la almohada
con cuatro puntos localmente C5 daremos algoritmos que permiten encontrar un
SMPE con un ntimero de operaciones O(n'®logn). Estos tiempos se consiguen
relacionando la busqueda de SMPE con el problema del emplazamiento optimo
(optimal placement) de un conjunto, que consiste en, dada una nube de puntos
A y un conjunto C, encontrar el punto P € R? tal que el trasladado P + C de C
contenga el mayor nimero de puntos de A.

La relacion entre ambos problemas es evidente en el caso del toro plano, donde
un conjunto esta en posicion euclidea si y sélo si sus copias planas estan contenidas
en un cuadrante. Se conocen resultados para este problema cuando C es un disco
[31], un recténgulo [47], un poligono convexo [14] o un conjunto compacto [5].
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Un método habitual para resolver el problema del emplazamiento 6ptimo es
construir un arreglo de copias de C a partir de la nube de partida 4 y buscar la
region de profundidad maxima. En el caso de los rectangulos, que es el que mayor
interés presenta para nosotros, se coloca un rectangulo con centro en todos los
puntos de 4 de manera que un punto ) pertenece al rectdangulo centrado en P
si y sélo si P esta en el interior del rectangulo centrado en (). Esto convierte el
problema del emplazamiento éptimo en el de calcular la region de profundidad
maxima (la que estd recubierta por un mayor ntimero de rectangulos) del arreglo.
Un nuevo rectangulo centrado en un punto de dicha regién contendra el mayor
ntumero posible de puntos del conjunto A (Figura 4.20). La regién de profundidad
méxima en un arreglo de hipercubos en R? puede hallarse, como se indica en
[47], en tiempo O(n%?logn) adaptando un algoritmo dado en [93] para calcular la
medida de Klee.
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Figura 4.20: Un rectangulo centrado en la regiéon de profundidad maxima del arre-
glo (sombreada) contiene el mayor nimero de puntos posible de la nube de partida.

A partir de aqui podemos enunciar los siguientes resultados referidos a la
busqueda de un SMPE:

Proposicion 4.13 FEl coste necesario para encontrar un SMPE de un conjunto de
n puntos en el toro plano es ©(nlogn).

Demostracion: Dado un conjunto A sobre el toro plano, construimos B a partir
de la orbita de 4 tal y como haciamos en la demostraciéon de la Proposicién 4.6.
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Emplazamos un cuadrante centrado en cada punto de B' y buscamos la regién de
profundidad méxima del arreglo resultante. Por [47], esto puede hacerse en tiempo
O(nlogn). La imagen de los puntos dentro de un cuadrante centrado en esta region

es un SMPE de A.

Resta ver que el tiempo obtenido es 6ptimo, pero como los puntos situados en-
tre dos generatrices diametralmente opuestas en el toro tienen un comportamiento
cilindrico [61], la cota £2(nlogn) dada en la Proposicién 4.4 sigue siendo valida en
el toro. 0O

Si el conjunto esta sobre el toro torcido, no podemos mantener la complejidad
dada para el toro plano.

Proposicion 4.14 FEs posible encontrar un SMPE de un conjunto de n puntos en
el toro torcido en tiempo de computacion O(n*®logn) u O(nklogn), siendo k el
cardinal de un SMPE.

Demostracion: El tiempo O(nklogn) surge de manera inmediata a partir de los
resultados que aparecen en [14] relacionados con el emplazamiento Gptimo de
poligonos convexos. Ahora bien, veremos en la Seccién 4.2.3 que el cardinal mini-
mo de un SMPE en el toro torcido es %, por lo que para n > 16, k es mayor de
v/n. Podemos reducir el tiempo de computacién en estos casos transformando el
problema en el del emplazamiento éptimo de un cubo en R?.

Nos basaremos en que, como vimos en la seccion anterior, un conjunto en el
toro torcido esta en posicion euclidea si y sélo si estéa contenido en un hexagono
euclideo, que es la interseccién de tres regiones euclideas correspondientes a tres
traslaciones de I'. Consideramos tres rectas arbitrarias pero fijas, en las direcciones
de las regiones euclideas. Vamos a llevar cada punto del conjunto a R?® asignandole
como coordenadas las distancias a estas rectas. Un conjunto estara entonces en
posicion euclidea si y sélo si esta contenido en un prisma rectangular de medidas
las anchuras de las regiones euclideas. Utilizando el razonamiento hecho en [47], el
emplazamiento éptimo de uno de estos prismas se calcula en tiempo O(n'®logn). o

Como consecuencia de la demostracién anterior obtenemos una mejora parcial
en el problema del emplazamiento éptimo.

Corolario 4.2 FEl emplazamiento optimo de un hexdgono de lados paralelos dos a
dos en una nube de n puntos puede calcularse en tiempo O(n'°logn).
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Los resultados obtenidos para el toro pueden extenderse a las almohadas de
manera similar a como haciamos cuando buscabamos todos los SMPE.

Proposicion 4.15 FEl coste necesario para encontrar un SMPE de un conjunto de
n puntos en una almohada es:

a) ©(nlogn), para almohadas con dos y tres puntos localmente C,, y

b) O(n'?logn), para almohadas con cuatro puntos localmente Cs.

Demostracion: Para almohadas con dos y tres puntos localmente C,, vimos en
las demostraciones de las Proposiciones 4.8 y 4.9 como, mediante un cambio de
coordenadas, pasabamos a la situacién del toro, que en este caso requiere tiempo
©(nlogn).

Del mismo modo, el cambio de coordenadas que se presentaba en la demostra-
cion de la Proposicion 4.10 convierte el problema en el del emplazamiento 6ptimo
de un prisma rectangular en R?, lo que puede hacerse en tiempo O(n'®logn) si-
guiendo el razonamiento que aparece en [47]. m

Con este 1ltimo resultado termina la demostracién del Teorema 4.2 enunciado
al inicio de esta seccion. Como ya hemos comentado, queda abierto el problema de
determinar si es posible bajar la complejidad necesaria para encontrar todos los
SMPE de un conjunto en las SOEs no orientables si s6lo pretendemos hallar uno
de ellos. Aunque hasta el momento no hemos encontrado ningin problema NP-
duro con el que pueda relacionarse, nuestra conjetura es que no va a ser posible su
resolucién en tiempo polinomial.

4.2.3. Cardinal minimo de un SMPE

Al comenzar este capitulo hemos comentado que el cardinal de los SMPE de
un conjunto da una medida de la dispersién del conjunto sobre la superficie. Asi,
mientras mas agrupado se encuentre el conjunto, menor sera la diferencia entre
su cardinal y el de sus SMPE. Por contra, ésta aumentard cuanto mas repartido
se encuentre sobre la superficie. A partir de aqui puede parecer que el cardinal
de un SMPE puede llegar a ser muy bajo cuando el conjunto esté repartido por
toda la superficie, lo que no es cierto. En realidad los SMPE de un conjunto de

n

n puntos tienen un cardinal minimo de % o % segun la SOE considerada, lo que

supone un tamano relativamente grande teniendo en cuenta la baja probabilidad
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de encontrar un conjunto en posicién euclidea [61]. Estas magnitudes se resumen
en el siguiente teorema:

Teorema 4.3 El cardinal minimo de un SMPE de un conjunto de n puntos en
una SOE S es ’} si S es un toro o una superficie con simetrias con deslizamiento;
Y 5 €en otro caso.

Demostracion: En la mayoria de las SOEs el cardinal minimo de un SMPE se
calcula de manera inmediata tras comprobar como puede recubrirse un dominio
fundamental a partir de las regiones euclideas de los movimientos que forman I'.

La region euclidea de una traslaciéon es una banda de anchura la mitad del
modulo de ésta. En el cilindro, se traduce en que podemos recubrir (un dominio
fundamental de) la superficie con dos de estas regiones. Llevado al problema que
nos ocupa, esto implica que al menos la mitad de los puntos de todo conjunto
esta en posicion euclidea. Dicho de otro modo, por mucho que repartamos el con-
junto sobre la superficie al menos la mitad de sus puntos van a comportarse como
en el plano. Podemos pensar que esto se debe a que se trata de una superficie
localmente euclidea, pero el mismo razonamiento puede aplicarse también al cono
a pesar de tener un punto singular.

Por su parte, cualquier SMPE en el toro contiene siempre al menos una cuarta
parte de los puntos del conjunto original. Esto es facil de ver tanto en el toro
plano, donde cuatro cuadrantes recubren un dominio fundamental, como en el
torcido, donde también podemos recubrir un dominio fundamental a partir de
cuatro hexdgonos euclideos (Figura 4.21, (a)).

Cuando en la Seccién 4.2.1 estudiamos las almohadas, dividiamos el plano en
zonas de busqueda, de manera tal que un conjunto en posicion euclidea sélo podia
estar contenido, a lo sumo, en dos de ellas adyacentes. Estas regiones cubrian la
mitad de un dominio fundamental y, por construccién, siempre podemos situar las
regiones euclideas de manera que contengan a una de ellas. De este modo se tiene
que en estas superficies al menos la mitad de los puntos de todo el conjunto esta en
posicion euclidea. Vemos varios ejemplos en la Figura 4.21, (b), (¢) y (d).

Para terminar nos queda comprobar qué sucede en las superficies con simetrias
con deslizamiento. En el Capitulo 2, al estudiar el cilindro retorcido, presentamos
una familia F; de conjuntos en posicién euclidea. Uno de ellos consistia en una
banda infinita, perpendicular al eje de la simetria, limitada por éste y de anchura
la mitad del modulo de la traslacion asociada a la simetria con deslizamiento. Cua-
tro de estos conjuntos recubren el cilindro retorcido, por lo que en esta superficie
siempre estan en posicién euclidea un cuarto de los puntos de todo conjunto. Lo
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mismo sucede para la banda de Moebius o la botella de Klein, donde la region eu-
clidea de la traslacion contiene por completo a la region en posicion euclidea para
la simetria con deslizamiento, tal y como se muestra en la Figura 4.21, (e). En el
plano proyectivo basta situar las regiones euclideas de los giros cubriendo medio
dominio fundamental, dentro del cual se considera la regién asociada a la simetria
con deslizamiento, que vuelve a cubrir un cuarto de la superficie (Figura 4.21, (f)).
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Figura 4.21: Formas de situar las regiones euclideas en algunas superficies de ma-
nera que cubran la mayor parte de éstas.

4.3. SMPE en la esfera

Como hemos repetido varias veces a lo largo de esta memoria, este trabajo
puede considerarse continuacion de alguno de los aspectos abordados en el libro
de Grima y Mdarquez [61] y la tesis de Grima [60]. Es en estos trabajos donde
aparece por primera vez el término posicion euclidea, referido a conjuntos sobre
el cilindro, el cono, el toro y la esfera. En los Capitulos 2 y 3 hemos extendido el
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estudio generalizando el término a las SOEs, englobando asi a las tres primeras
superficies.

En este capitulo hemos introducido un nuevo concepto, el de los subconjuntos
maximos en posicion euclidea, que no aparecia en los trabajos anteriormente cita-
dos. Las secciones anteriores han estado dedicadas a la busqueda de estos conjuntos
en las SOEs, pero entendemos que este trabajo queda incompleto si no se extiende
a la otra superficie en la que se definié originalmente la posicién euclidea: la esfera.
A este deseo de completar el estudio original se suma también el hecho de que la
busqueda de SMPE en esta superficie nos va a permitir mejorar la complejidad de
los algoritmos hasta ahora conocidos para calcular la profundidad por subespacios
de un punto en R?.

Recordemos que un conjunto en la esfera estd en posicion euclidea si y soélo
si estd dentro de un hemisferio. Esto nos dice que al menos la mitad de todo
conjunto en esta superficie esta siempre en posiciéon euclidea. Encontrar un SMPE
en la esfera es equivalente a buscar el hemisferio que contenga un mayor ntimero
de puntos del conjunto. Para ello podemos usar las técnicas vistas anteriormente
para las SOEs.

Teorema 4.4 Los O(n?) SMPE de un conjunto de n puntos en la esfera, pueden
encontrarse en tiempo O(n?).

Demostracion: Partimos de un conjunto 4 de n puntos sobre la esfera. Para cada
uno de sus puntos consideramos el hemisferio que lo tiene como polo, construyendo
asi un arreglo sobre la superficie. Si se escoge un punto en la regiéon de maxima
profundidad del arreglo y el hemisferio que lo tiene como polo, los puntos de A4
que estén en su interior formaran un SMPE.

Tanto para buscar uno como todos los SMPE procedemos mediante un algorit-
mo incremental que registre en cada paso las regiones de profundidad méaxima, lo
que supone n inserciones, cada con un coste lineal, de donde resulta tiempo O(n?).
Este tiempo es éptimo si buscamos todos los SMPE, ya que pueden encontrarse
conjuntos en la esfera con un nimero cuadratico de ellos, como el que se muestra
en la Figura 4.22. En ella se considera un conjunto de n puntos repartido uniforme-
mente sobre dos circulos maximos ortogonales. Los puntos sobre cada uno de ellos
determinan 7 intervalos. Para cada par de intervalos diametralmente opuestos se
toma una recta r uniéndolos y un circulo maximo pasando por ella. Este circulo
define dos hemisferios, conteniendo cada uno de ellos la mitad de los puntos del
conjunto. Si rotamos el circulo recién construido sobre r, y el conjunto esta bien
distribuido, por cada punto que pierde un hemisferio, se gana uno nuevo, por lo
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que el nimero de puntos en su interior permanece constante. De este modo obte-
nemos n/4 diferentes SMPE para cada una de las n/4 posibles posiciones iniciales
de r. O

Figura 4.22: Conjunto con O(n?) SMPE en la esfera.

Si s6lo buscamos un SMPE, no estd garantizado que el tiempo O(n?) sea 6pti-
mo. A diferencia de las SOEs, no hemos encontrado ningtin algoritmo que dismi-
nuya el tiempo de computacion en este caso. Sin embargo, es nuestra opiniéon que a
partir de una estructura de datos adecuada como la que se encontré para el toro, el
tiempo necesario para encontrar un inico SMPE (y, por tanto, para el célculo de la
profundidad por semiespacios en IR?) pueda reducirse hasta O(nlogn). A pesar de
ello, el tiempo obtenido nos va a permitir, de manera indirecta, mejorar las cotas
obtenidas para otro importante problema; el de la bisqueda de la profundidad por
subespacios en R?.

Este problema es analogo al de la biisqueda por semiplanos que utilizamos para
probar la optimalidad de los tiempos de busqueda de un SMPE en algunas SOEs.
En este caso, dada una nube de puntos 4 C IR?, la profundidad por semiespacios
de un punto P € RR? con respecto a A es el menor nimero de puntos de A
contenidos en cualquier subespacio que incluya a P. El mejor resultado conocido
para su calculo hasta el momento es debido a Rousseeuw y Struyf [102] y requiere
un tiempo de computacién O(n?logn), coste que puede reducirse en un factor
log n relacionando este problema con la bisqueda de SMPE en la esfera de manera
similar a como haciamos en el cilindro para la profundidad por semiplanos.

Corolario 4.3 La profundidad por subespacios de un punto con respecto a una
nube de n puntos en R® puede calcularse en tiempo O(n?).
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Demostracion: Partimos de una nube de n puntos 4 y queremos calcular la pro-
fundidad por subespacios de un punto P. Para ello consideramos P como centro
de una esfera, sobre la que proyectamos los puntos de 4 segin las rectas que los
unen con P. Buscamos un SMPE en el conjunto resultante sobre la esfera, que
estard contenido en un hemisferio. Uno de los semiespacios definidos por el plano
que define este hemisferio (el opuesto al que da lugar el SMPE) es el que da la pro-
fundidad por subespacios, cuyo valor serd el cardinal de 4 menos el de sus SMPE.

Para finalizar esta seccion, sélo hacer notar que la bisqueda de un SMPE en
la esfera puede relacionarse con otro problema: dada una nube de puntos en R? y
un punto P, determinar cudl es el mayor subconjunto de la nube cuya envolvente
convexa deja fuera P. Esto da lugar al tltimo resultado de esta seccion, que surge
también como corolario del Teorema 4.4.

Corolario 4.4 Dado un conjunto A de n puntos en el espacio y un punto P € R?,
es posible encontrar el mayor subconjunto de A cuya envolvente convexa no con-
tiene a P en tiempo O(n?).

Demostracion: Es facil comprobar que, dado un subconjunto B C A, se cumple
que P no pertenece a la envolvente de B si y solo si existe un semiplano que con-
tiene a P y no corta a dicha envolvente. Luego nuestro problema es equivalente a
la busqueda de la profundidad por subespacios de P con respecto a 4 que, por el
Corolario 4.3, sabemos que puede calcularse en tiempo O(n?) 0

4.4. Problemas relacionados

Una de las razones que hacen interesante el estudio de los SMPE es la gran
variedad de problemas con los que esta relacionado. A lo largo de este capitulo han
aparecido varios, relativos a otros campos de la Geometria Computacional, algunos
aportando metodologia que permitiese resolver cuestiones sobre la busqueda de
SMPE, otros para los que esta bisqueda ha aportado nuevas soluciones, y algunos
que se encuentran a caballo entre los dos casos. A todos ellos hay que sumar otros
que surgen por primera vez al calor de este estudio. Antes de finalizar este capitulo
creemos que es interesante dedicar una seccién a recopilar todos estos problemas.
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Emplazamiento 6ptimo de un conjunto / Profundidad méaxima en
arreglos

Un problema ampliamente estudiado dentro de la Geometria Computacional
es el de situar determinada regién en el plano de manera que recubra todo o parte
de una nube de puntos cumpliendo ciertas condiciones prefijadas. En este sentido
es clasico el problema de buscar el menor circulo que contenga un conjunto de
puntos [94], problema que se ha generalizado para el menor tridngulo [29, 69, 6],
cuadrado o rectdngulo [118]. Incluso podriamos considerar el célculo de la envol-
vente convexa como una derivacion de este problema cuando se busca el menor
convexo conteniendo el conjunto.

Este problema ha admitido multiples variaciones, imponiendo condiciones bien
a la region continente, bien al conjunto contenido. Por ejemplo, buscar la region
que minimice cierta caracteristica (drea, perimetro, radio, etc.) de entre todas las
que contienen k puntos del conjunto original [44, 47] (Figura 4.23, (a)). O, por el
contrario, fijar la forma de la regién y maximizar niimero de puntos en su interior
(Figura 4.23, (b)). Este ultimo problema se conoce como el del emplazamiento
optimo de un conjunto, y su relacion con la bisqueda de SMPE nos ha permiti-
do desarrollar algoritmos para encontrar un tnico SMPE en tiempo éptimo (ver
Seccion 4.2.2).

() (b)

Figura 4.23: (a) Menor circulo conteniendo tres puntos y (b) emplazamiento 6ptimo
de un rectangulo.

El problema del emplazamiento éptimo consiste en, dada una nube de puntos
A v un conjunto C, buscar el emplazamiento de C de manera que contenga el
mayor numero de puntos de 4. Si solo se permiten traslaciones de C, el problema
ha sido resuelto en tiempo O(n?) cuando C es un circulo [31], en O(nlogn) si es
un rectangulo [47] o en O(nlogn + nklog(mk) 4+ m) para poligonos convexos [14]
(donde k es el numero de puntos de la solucién y m el numero de vértices del
poligono). Para este tltimo caso en [5] se presenta un algoritmo de complejidad
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O((n**° +n/e)logm) (con § una constante arbitraria positiva), ddndose también
un algoritmo de Monte Carlo casi lineal para calcular el emplazamiento 6ptimo de
un compacto. Existen también algoritmos para el caso en que se permita girar C
[40], aunque esto se aleja de nuestro problema.

Un método habitual a la hora de afrontar este problema es construir un arreglo
asociando un conjunto C a cada punto de la nube, de manera que un punto P
pertenezca al conjunto asociado a otro punto @ si y sélo si el conjunto asociado a
P contiene a su vez a (). De este modo el problema del emplazamiento 6ptimo se
convierte en el de encontrar la profundidad méxima de un arreglo (como se veia
en la Figura 4.20, pag. 87).

En el Capitulo 2 vimos que un conjunto en el toro esta en posicién euclidea
si y solo si estd contenido en un cuadrante. Esto convertia la busqueda de un
SMPE en el problema de emplazamiento éptimo de un rectangulo, de manera que
contuviese el mayor nimero de puntos de la 6rbita del conjunto. Este enfoque nos
permitia bajar del tiempo cuadritico (6ptimo) que se requeria para dar una lista
de todos los SMPE al tiempo ©(nlogn) dado en la Seccién 4.2.2 para encontrar un
tunico SMPE. Lo mismo ocurria para la busqueda de un SMPE en las almohadas
con dos y tres puntos localmente C), gracias al cambio de coordenadas visto en
la Proposicion 4.8. Para las almohadas con cuatro puntos localmente Cs y el toro
torcido ha sido necesario, en cambio, convertir el problema en el del emplazamiento
6ptimo de un cubo en R?, problema que Eppstein y Erickson [47] indican que es
posible resolver en O(n'?logn) adaptando un algoritmo de Overmars y Yap [93].

Aunque este problema es el que mas ha aportado a la bisqueda de SMPE,
ésta también le ha devuelto algin resultado parcial. Como ejemplo encontramos
el Corolario 4.2, que reduce el tiempo de computacién de la regién de profundidad
maxima en un arreglo de hexagonos de lados paralelos cuando el tamano de éste
es mayor de dieciséis. El resto de resultados hacen referencia a arreglos periédicos
y los trataremos en el siguiente punto.

Profundidad maxima en arreglos periodicos

Los arreglos de conjuntos convexos con los que hemos trabajado en este capitulo
presentan la particularidad de ser periddicos, al proceder de las orbitas de un
conjunto en una SOE. Al redactar este trabajo no hemos encontrado en la literatura
ninguna referencia a estos arreglos periddicos, por lo que los introduciremos ahora.

Llamaremos a un arreglo de conjuntos convexos periodico si existe una traslacién
que lo deje fijo, cuyo vector recibe en nombre de periodo del arreglo. El tamano de
un arreglo periédico es el nimero minimo de conjuntos necesarios para generar el
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arreglo.

A partir de los resultados vistos para el cilindro obtenemos el siguiente resul-
tado:

Proposicion 4.16 La profundidad mdzima de un arreglo periodico de tamano n
formado por bandas perpendiculares al vector periodo y anchura la mitad de su
mddulo es 5. Ademds, la region de profundidad mdzima del arreglo puede hallarse
en tiempo O(nlogn).

Por su parte, a partir de las propiedades de los arreglos asociados al toro
tenemos, para el toro plano:

Proposicion 4.17 La profundidad mdzima de un arreglo de tamano n periodico
en dos direcciones ortogonales, formado por rectingulos de lados paralelos a los
n

vectores periodo y longitud la mitad de sus mddulos es . Ademds, la region de

profundidad mdxima del arreglo puede hallarse en tiempo ©(nlogn).
Y para el toro torcido:

Proposicion 4.18 La profundidad mdzima de un arreglo de tamano n periddico
en dos direcciones no ortogonales, formado por hexdgonos de lados paralelos dos a
dos y paralelos a los vectores periodo y al vector composicion de ellos y longitud la

mitad de sus mddulos es . Ademds, la region de profundidad mdxima del arreglo
puede hallarse en tiempo O(n*°logn).

Profundidad por subespacios

El calculo de la profundidad de un punto dentro de un conjunto de datos es un
problema gran de interés en el campo de la Estadistica [82, 100, 101]. De entre las
diversas definiciones de profundidad, nuestro interés se centra en la profundidad
por semiespacios de un punto P € R? con respecto a una nube de puntos 4 C R?,
que es el menor nimero de puntos de 4 contenidos en cualquier subespacio que
incluya a P (Figura 4.24).

Para d = 2, el problema se relaciona con el de la btusqueda de SMPE en el
cilindro y el cono, lo que proporciona una cota inferior de Q(nlogn) [10] que nos
ha permitido probar que los tiempos dados en cilindros, conos, toro plano y algunas
almohadas son éptimos.
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Figura 4.24: La profundidad por semiplanos de P es dos.

Si d = 3, Rousseeuw y Struyf [102] calculan la profundidad por subespacios
en O(n?logn). Ahora bien, en la Seccién 4.3 hemos visto como, proyectando el
conjunto de datos sobre una esfera centrada en el punto para el que se quiere
calcular la profundidad, el problema se convierte en el de buscar un SMPE en la
esfera. Esto nos ha permitido enunciar el Corolario 4.3, que mejora la cota anterior
dando un tiempo de computacion cuadratico.

Mayor envolvente convexa excluyente

Al estudiar la bisqueda de SMPE en la esfera surgié un nuevo problema, rela-
cionado con el cdlculo de la profundidad por semiespacios, y que hemos bautizado
como la busqueda de la mayor envolvente convexra excluyente: dada una nube de
puntos 4 y un punto P, encontrar el mayor subconjunto de A cuya envolvente
convexa no contenga a P.

En la Seccién 4.3 hemos visto que este problema es equivalente al calculo de
la profundidad por semiplanos (Figura 4.25) o, lo que es lo mismo, a la bisqueda
de SMPE en el cilindro o el cono. Esto nos permite resolver el problema en O(n?)
operaciones, siendo n el tamano de la nube.

Iluminaciéon maxima por focos

En términos generales, un problema de iluminacion consiste en determinar el
menor nimero y / o la posicién de varias fuentes de luz necesarias para iluminar
ciertos objetos o recintos prefijados. Por ejemplo, es bien sabido que para iluminar
la frontera de un convexo en el plano son suficientes, y a veces necesarias, tres
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Figura 4.25: Dos conjuntos de cardinal méximo (cuatro) cuya envolvente no con-
tiene a P junto a las rectas que definen un semiplano de profundidad minima.

fuentes de luz.

Normalmente el problema se plantea en el plano, donde la regiéon a iluminar
es un poligono y la luz procede de una bombilla que emite luz en 360 grados. Los
problemas de iluminacién han dado origen a multitud de resultados en Geometria
Computacional relacionados, por ejemplo, con el problema de la galeria de arte
[90, 112]. Otros resultados en este sentido pueden encontrarse en [37, 38].

Una variacién del problema surge al considerar como fuentes de luz reflectores
o focos que emiten un cono de luz (un sector angular en el plano), cuyo angulo
de apertura recibe el nombre de tamano del foco. En este caso el problema pasa
de determinar la posicién de las fuentes de luz a, fijada la posicion de los focos,
determinar el angulo de rotacion que deben adoptar para iluminar uno o varios
objetivos. Existen diversas variaciones de este problema agrupadas bajo el nombre
genérico de iluminacion por focos (Floodlight Illumination problem) [25, 39, 50, 92,
113, 114].

El primer problema de iluminacién por focos fue propuesto en el ano 1992 por
Urrutia [25] y consiste en decidir si es posible rotar los reflectores de un teatro de
manera que iluminen todo el escenario (Stage Illumination problem). Su formu-
lacién matemadtica seria la siguiente: dado un segmento de recta L y un conjunto
de focos fi,..., fn, situados al mismo lado de la recta que define L y que ilumi-
nan cada uno un sector angular de tamano «aq, ..., a, respectivamente, ;es posible
rotar los focos de manera que L quede completamente iluminado? (Figura 4.26).
Este problema permanece abierto hasta el momento (para una lista con este y
otros problemas abiertos relacionados con la iluminacién por focos puede visitarse
la pagina web http://www.site.uottawa.ca/~jorge/openprob/Floodlights).
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N
V%m

Figura 4.26: Problema de iluminaciéon de un escenario.

También se ha estudiado el problema de iluminar mediante focos poligonos
simples y ortogonales (de lados paralelos a los ejes de coordenadas), utilizando
focos de tamano menor que 7 en el caso de poligonos simples y menores de 3
en los ortogonales (Figura 4.27). Si el foco se coloca sobre un vértice del poligono
recibe el nombre v-foco (o v-reflector). Para un resumen de los resultados obtenidos
en estos problemas se recomienda consultar [4, 49, 121].

W

Figura 4.27: Poligono iluminado por focos en los vértices u,v y w.

Existen més variaciones del problema de iluminacién por focos [25, 113] ademés
de las que hemos referido anteriormente, pero no hemos encontrado nada similar
a lo que hemos bautizado como el problema de la iluminacion mdxima por focos:
dada una nube de puntos y k focos, dar el angulo de giro de cada foco de man-
era que iluminen conjuntamente el mayor niimero posible de puntos de la nube
(Figura 4.28). El problema admite varias modificaciones, como puede ser la deter-
minacién del menor niimero de focos que iluminen un subconjunto de tamano fijo,
o los derivados de la adiciéon de obstaculos que oscurezcan zonas del plano.
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Figura 4.28: Mayor subconjunto iluminado por dos focos.

Este problema surge al buscar SMPE en las almohadas, donde se ven envueltas
las regiones euclideas de varios giros, situandose los focos sobre los centros de
giro y siendo el tamano de los focos el de las regiones euclideas correspondientes.
Utilizando las técnicas que se apuntaban al estudiar estas superficies obtenemos el
siguiente resultado del problema de iluminacién maxima por focos:

Proposicién 4.19 Sea A un conjunto den puntos en el plano y fi,..., fx (k> 2)
focos fijos de tamano aq,...,ar. Entonces, encontrar el dngulo de rotacion en
el que deben situarse los focos para iluminar simultaineamente el mayor nimero
posible de puntos de A requiere tiempo O(ng logn).

Demostracion: Empezaremos probandolo para k£ = 2 usando el mismo esquema
que seguimos de la demostracién de la Proposicién 4.8. Si denotamos por «;(P)
con 7 = 1,2, al angulo que debe de formar el foco f; para que la bisectriz del cono
de luz «; pase por P, entonces es inmediato comprobar que para todo () iluminado
para «;(P), se tiene que P estd iluminado cuando f; estd en a;(Q). Esto nos lleva
a un problema de profundidad en un arreglo como los que vimos al estudiar las
almohadas.

Realizamos el cambio de coordenadas descrito en la demostracién de la Proposi-
cién 4.8, asignando a cada punto la dupla formada por los angulos que forma con la
recta uniendo ambos focos. Los puntos de 4 pasan entonces a estar distribuidos en
el interior de los cuadrados, [0, 180] x [0, 180]U[180, 360] x [180, 360]. Esto harfa que
se perdiese la relaciéon de cercania entre los puntos a ambos lados de la recta que
une los focos, por lo que ampliamos el segundo cuadrado contando dos veces los
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puntos con un angulo menor que «;. De este modo tenemos un conjunto de O(n)
puntos dentro de [0, 180] x [0, 180] U [180, 360 + a4] x [180, 360 + c]. Ademds, un
punto estéd en a;(P) siy sélo si su transformado estd en el interior de un rectangulo
de medidas oy X a9 centrado en el transformado de P.

Nuestro problema se ha convertido entonces en el del calculo de la profundidad
de un arreglo de rectdngulos en IR?>. Una vez hallado, en tiempo O(nlogn), un
punto R en la regién de profundidad maxima, deshacemos el cambio y situamos
los focos con dngulos «;(R), i« = 1,2. El subconjunto de A en la interseccion de
ambos es el mayor que podemos iluminar simultaneamente.

Si k > 2, anadimos una nueva coordenada por cada foco extra. Deberemos
buscar entonces la profundidad maxima de un arreglo de O(n) hipercubos en RF,
lo que puede hacerse en tiempo O(ng log n) modificando, tal y como se indica en
[47], en algoritmo de Overmars y Yap [93]. 0

Podemos plantearnos seguir haciendo uso de los métodos desarrollados en las
almohadas para buscar todos los conjuntos de cardinal méaximo iluminados por
los focos, o ver si es posible aplicarlos a nuevas situaciones como las que men-
cionabamos anteriormente, lo que puede ser un punto de partida para futuros
trabajos.

Grafos de segmentos

De entre todos los problemas relacionados con la busqueda del SMPE este es
el inico que no ha aparecido hasta ahora. Los grafos de segmentos son una clase
de grafos geométricos que aparece de manera natural al estudiar la relacién entre
los puntos de la érbita de un conjunto.

Al trabajar con un conjunto sobre una SOE o, mas concretamente, con su de-
sarrollo plano, resulta de especial importancia conocer qué puntos estan mas cerca
unos de otros. En los capitulos anteriores esto venia reflejado por la pertenencia o
no a los dominios de Dirichlet y resultaba fundamental a la hora de determinar si
el conjunto estaba o no en posicion euclidea.

Estas relaciones de cercania entre los puntos pueden modelizarse también me-
diante un grafo que asocie cada punto con los elementos mas cercanos del resto
de las orbitas. Dado un conjunto 4 sobre una SOE, llamamos grafo de segmentos
de A, y lo denotaremos por gs(A), al grafo geométrico que tiene como vértices los
elementos de la érbita de A, siendo dos vértices adyacentes si el segmento que une
sus puntos asociados es minimo.
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Es evidente que para un conjunto A de m puntos, cada vértice de gs(A)
estd unido a exactamente n — 1 vértices. El grafo de segmentos es infinito, sal-
vo para las SOEs obtenidas a partir de los grupos ciclicos y diédricos, ademas de
periddico. Una representacién inmediata del grafo de segmentos de un conjunto
viene dada por la imagen inversa, mediante la aplicacién cociente, del grafo comple-
to con vértices en A y cuyas aristas son segmentos sobre la superficie (Figura 4.29).

Figura 4.29: La imagen inversa del grafo completo de un conjunto de cinco puntos
sobre el cilindro proporciona una representacion del grafo de segmentos asociado.

Veamos la relacién entre estos grafos y la posicién euclidea. Un vértice de
9s(A) estd unido a los vértices cuyos puntos asociados pertenezcan al dominio de
Dirichlet del primero. Luego si un conjunto de vértices forma un grafo completo K,
el conjunto de puntos asociado constituye una copia plana que esta contenida en
la interseccion de los dominios de Dirichlet de sus elementos, por lo que su imagen
esta en posicion euclidea. De este modo podemos enunciar el siguiente resultado
que complementa la caracterizacion de posicién euclidea dada en el Teorema 2.1.

Teorema 4.5 Un conjunto de n puntos sobre una SOFE estd en posicion euclidea
sty solo si su grafo de segmentos es no conexo y todas sus componentes coneras
son K,,.

Demostracion: Por el razonamiento anterior es inmediato que si un conjunto de
puntos se encuentra en posicion euclidea su grafo de segmentos consiste en una
coleccion de K,,. Vamos a probar la implicaciéon contraria.

Supongamos que todas las componentes conexas de gs(A4) son K,. Ninguna
de tales componentes conexas puede contener a mas de un elemento de la misma
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orbita, ya que estos no pueden estar unidos por segmentos. Tenemos entonces un
subconjunto de = !(A4) con un elemento de cada 6rbita y que estd contenido en
la interseccion de los dominios de Dirichlet de sus puntos, lo que implica, por el
Teorema 2.1, que A esta en posicion euclidea. 0

Este resultado puede extenderse facilmente a los SMPE.

Corolario 4.5 Un subconjunto B de m puntos de un conjunto en posicion euclidea
A sobre una SOE es un SMPE si sdlo si gs(B) es no conexo y sus componentes
conezxas son subgrafos completos K, mazimales de gs(A).

Demostracion: Si B es un SMPE de A, por el Teorema 4.5 las componentes conexas
de gs(B) son K,,. Ademés, no puede existir ningtin K,,» C gs(A) con m’ > m, ya
que en ese caso sus vértices se corresponderian con un SMPE de cardinal mayor
que B.

Reciprocamente, si las componentes conexas de ¢gs(3) son subgrafos completos
K,, maximales de gs(A), por el Teorema 4.5 es inmediato que B es un SMPE de

A. O

Esto convierte el problema de encontrar SMPE en el de buscar subgrafos com-
pletos maximales en grafos de segmentos. Por ejemplo, el grafo de segmentos de
los cuatro puntos de la cara visible del cilindro en la Figura 4.29 esta formado por
copias de Ky, luego los puntos asociados a sus vértices estdn en posicion euclidea
sobre la superficie. Ademads, como K4 es el mayor subgrafo completo del grafo de
segmentos, dichos puntos forman un SMPE.

Como es sabido, la bisqueda de subgrafos completos (cligues) méximos es un
problema NP-duro para grafos en general [24, 56]. Sin embargo, a partir de los
resultados obtenidos para SMPE se comprueba que los grafos de segmentos aso-
ciados a conjuntos sobre SOEs orientables forman una clase de grafos geométricos
en los que puede encontrarse subgrafos completos maximales en tiempo polinomial.
Ademas, estos grafos de segmentos tienen, a lo sumo, un niimero polinomial de
subgrafos completos maximos, pudiendo darse una lista exhaustiva de ellos en
tiempo 6ptimo. No ocurre lo mismo con los grafos de segmentos obtenidos a partir
de conjuntos sobre SOEs no orientables.

A partir del Teorema 4.1 obtenemos el siguiente corolario relacionado con la
buisqueda de todos los subgrafos completos maximales de un grafo de segmentos.

Corolario 4.6 El niumero de subgrafos completos maximales del grafo de segmen-
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tos asociado a un conjunto de n puntos sobre una SOE S es

a) uno, si S es un recorte de plano, que se encuentra en tiempo ©(n);
b) O(n), si S es un cilindro o un cono, que se encuentran en tiempo ©(nlogn);

c) O(n?), si S es un toro o una almohada con 2 o 3 puntos localmente C,,,
requiriéndose tiempo ©(n?) para encontrarlos;

d) O(n?), si S es una almohada con 4 puntos localmente Cs, que se encuentran
en tiempo O(n3) y

e) O(22), si S es una superficie con simetrias con deslizamiento, pudiendo en-
contrarse en tiempo O(2").

Si sélo se pretende encontrar un tnico subgrafo completo maximal, a partir del
Teorema 4.2 obtenemos:

Corolario 4.7 FEl tiempo necesario para encontrar un subgrafo completo maximal
del grafo de segmentos asociado a un conjunto sobre una SOE orientable es

a) ©(n) si S es un recorte de plano;
b) O(nlogn) si S es un cilindro o un cono;

c) ©(nlogn) si S es un toro plano o una almohada con dos o tres puntos local-
mente C,,;

d) O(n*5logn) u O(nklogn), siendo k el cardinal de un SMPE, si S es un toro
torcido, y

e) O(n'?logn) si S es una almohada con cuatro puntos localmente Cs.

En este caso, y al igual que ocurre en la busqueda de un SMPE, no ha sido posi-
ble determinar si es posible encontrar en tiempo polinémico un subgrafo completo
maximal en grafos de segmentos asociados a conjuntos sobre SOEs no orientables.
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4.5. Conclusiones y problemas abiertos

Durante este capitulo se han abordado diferentes problemas, cuyos resultados
aparecen resumidos en la Tabla 4.1. Hemos empezado calculando el niimero de
SMPE que puede tener un conjunto sobre una SOE. Este niimero es de un orden
muy reducido para las SOEs orientables, O(n?) a lo sumo, comparado con los 2"
posibles subconjuntos en las no orientables. El caso més extremo en este sentido
se da en el cilindro y el cono, con un ntmero lineal de SMPE.

Distinto comportamiento presenta la superficie cuando esta generada a partir de
una simetria con deslizamiento. En este caso encontramos conjuntos con un nimero
exponencial de SMPE. Esta diferencia de comportamiento en las SOEs cuando
aparece este movimiento se volverd a ver en el Capitulo 5 referido a triangulaciones.

Determ. Encontrar | Num. de | Enc. todos | Card.

la P. E. un SMPE SMPE | los SMPE | min.
Cilindro y cono ©(n) O(nlogn) O(n) ©(nlogn) | n/2
Toro ©(n) O(nlogn) O(n?) O(n?) n/4
Toro torcido ©(n) O(n'?logn) | O(n?) O(n?) n/4
2 y 3-Almohadas O(n) O(nlogn) O(n?) O(n?) n/2
4-Almohada O(n) O(n'®logn) | O(n?) O(n?) n/2
Superficies con
sim. con desl. O(nlogn) ? 0(22) 0(2") n/4
Esfera ©(n) O(n?) O(n?) O(n?) n/2

Cuadro 4.1: Esquema de los problemas tratados y tiempso de computacion
obtenidos.

Al mismo tiempo que calculdbamos el nimero de SMPE de un conjunto, de-
sarrollamos algoritmos que nos permiten encontrarlos todos en tiempo 6ptimo.
Ahora bien, para conocer el cardinal de un SMPE basta con encontrar uno de e-
llos. En este caso el tiempo de computacion se reduce, lo que se logra relacionando
el problema con el del emplazamiento éptimo. Ademas se prueba que los tiempos
logrados de esta forma son 6ptimos, gracias a la relacién que se establece con un
nuevo problema, el del calculo de la profundidad por semiplanos.

Atn asi, el uso de los algoritmos dados para el problema del emplazamiento
6ptimo / profundidad méaxima de un arreglo, aumenta la complejidad a O(n'5 logn)
para el toro torcido y la almohada. La razon es que hay que tener en cuenta tres
movimientos simultaneamente, en lugar de los dos necesarios en el resto de las
superficies. A pesar de ello no hay que descartar que este tiempo pueda reducirse
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también a O(nlogn). Esto parece méas evidente en el toro torcido, donde la ter-
cera traslacion que interviene a la hora de dibujar un dominio de Dirichlet es
composicion de las otras dos. Esta relacion entre las traslaciones nos hace pensar
que es posible, disenando una estructura adecuada, incluir la informacion de la
tercera traslacion mientras que se trabaja con las otras dos, reduciendo el tiempo
de computacién.

Mas dificil parece esto en la almohada, donde los tres movimientos son inde-
pendientes. Atin asi, hay que tener en cuenta que en el cambio de variable que se
presenta, la tercera coordenada (que mide la distancia horizontal o vertical a una
recta) puede obtenerse también a partir de las dos primeras (las dadas en funcién
de los centros de giro), por lo que no es descartable que la informacién que aporta
pueda incluirse de algin modo en las otras dos.

Siguiendo con la buisqueda de un tinico SMPE, probablemente el problema mas
importante de los que quedan abiertos tiene que ver con las SOEs no orientables.
La diferencia de comportamiento de estas superficies se debe a que la introduccién
de la simetria con deslizamiento permite relaciones entre érbitas mas amplias que
en el resto de superficies. Nuestra hipotesis es que encontrar un SMPE en una
superficie con simetrias con deslizamiento es un problema NP-duro. Aun asi, el
comportamiento de estas SOEs sigue siendo muy regular, lo que complica buscar
configuraciones que reflejen alguno de los problemas NP-duros conocidos.

Otro problema que queda pendiente es estudiar si es posible reducir atin mas el
tiempo de computacién necesario para encontrar un SMPE en la esfera. A primera
vista el problema parece presentar similitudes con el que tiene lugar en el toro.
Esto nos hace pensar que, desarrollando la estructura de datos adecuada, el tiem-
po podria reducirse hasta O(nlogn). No olvidemos que esto supondria también
mejorar el tiempo necesario para calcular la profundidad por subespacios de un
punto en R?, o el mayor conjunto en el espacio cuya envolvente convexa deja fuera
un punto dado.

Uno de los datos que puede resultar mas llamativo en este estudio es el del
tamano minimo de los subconjuntos en posicion euclidea. Es dificil que un conjunto
elegido al azar sobre una superficie esté en posicién euclidea [61], lo que podria
hacernos pensar que los SMPE son, en general, pequenos. Sin embargo hemos
visto que en muchas superficies suponen la mitad del cardinal del conjunto de
partida. A partir de aqui podemos plantearnos algo que ya se apuntaba al principio
del capitulo: jpueden servir los SMPE como paso intermedio en la construcciéon
de estructuras en las SOEs para conjuntos en posiciéon no euclidea? Habria que
estudiar si su utilizacién supone una simplificacién en los calculos o una reduccién
en el tiempo de computacion y si va a ser posible pasar facilmente de una conclusiéon
parcial en estos subconjuntos a una general en el conjunto de partida, lo que apunta
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a una futura linea de investigacion.

Para finalizar, queremos destacar de nuevo uno de los aspectos que creemos que
prestan a los SMPE gran parte de su interés: su vinculaciéon con una gran variedad
de problemas en Matematica Discreta. Problemas que van desde el célculo de
la profundidad maxima en un arreglo hasta la bisqueda de subgrafos completos
maximales, y que han aportado soluciones al estudio de los SMPE en la misma
medida que éste ha aportado nuevos resultados a estos campos.



Capitulo 5

Conexion del grafo de
triangulaciones

Las triangulaciones son una estructura ampliamente estudiada en distintas
areas. Uno de los aspectos en los que suele incidirse es en las transformaciones
locales, que permiten ir de unas triangulaciones a otras, y que se reducen al estu-
dio de la conexion del grafo de triangulaciones. Este estudio se ha extendido hasta
ahora a triangulaciones y nubes de puntos en la esfera, el cilindro y el cono con
sus métricas habituales. En este capitulo mostraremos la relacién entre la métrica
de la superficie y la conexion del grafo de triangulaciones mediante la operacion
de flip diagonal, construyendo una métrica que permite la existencia de poligonos
y nubes de puntos con grafo de triangulaciones no conexo en toda superficie cerra-
da y conexa. También se estudiara el grafo de triangulaciones de poligonos sobre
superficies localmente euclideas, viendo que es conexo en el cilindro y el toro, pero
no en el toro torcido, cilindro retorcido y botella de Klein. En estas ultimas su-
perficies también se dan ejemplos de nubes de puntos con grafo de triangulaciones
disconexo.

5.1. Introduccion. Flips

Este capitulo esta dedicado a la dltima de las estructuras claves de la Geometria
Computacional a las que haciamos referencia en la Introduccién: las triangula-
ciones. Son comunes los algoritmos que, como parte del preprocesamiento, trian-
gulan una regién o conjunto [17, 42, 91, 94]; esta estrategia no es exclusiva de la
Geometria Computacional, sino que aparece en otras ramas de las matemaéticas
como, por ejemplo, en el método de los elementos finitos [15, 81, 116] o en la
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interpolacién de datos [95]. También se recurre a las triangulaciones en otras dis-
ciplinas, como en la informatica grafica, el modelado de sélidos o los sistemas de
informacién geografica [13, 18, 55, 88, 103, 108, 120, 124, 129].

En estas aplicaciones no suele ser suficiente construir una triangulacion, sino
que esta debe ser buena en algiin sentido, como que se maximice el minimo angulo
[52] o la valencia maxima de los vértices [18]. Esto nos lleva al problema de, dada
una triangulacién, modificarla mediante alguna operacién local hasta alcanzar otra
con mejores propiedades. Una de las operaciones de este tipo mas conocidas es el
flip diagonal.

Dados {v;, vj, vr} y {vs, v;, v} dos tridngulos de una triangulacién compartiendo
la diagonal v;v;, el flip diagonal (o simplemente flip) de la arista v;v; consiste en
reemplazarla por la otra diagonal viv; del cuadrilatero v;upv;v; (Figura 5.1).

Figura 5.1: Flip diagonal de la arista v;v;.

Podemos plantearnos entonces si dadas dos triangulaciones es posible ir de una
a otra realizando flips. Se define el grafo de triangulaciones de una nube de puntos o
de un poligono P como el grafo GT'(P) que tiene como vértices las triangulaciones
de P, siendo dos de ellas adyacentes si puede pasarse de una a otra mediante
un flip (Figura 5.2). Nuestra pregunta se convierte entonces en la cuestion de si
dicho grafo es conexo. En este trabajo nos hemos centrado en la conexion del grafo
para poligonos, dando también algunos ejemplos de nubes de puntos con grafo no
conexo para ciertas superficies.

Si se prueba la conexion del grafo de triangulaciones, entonces puede asegurarse
que podemos llegar a alguna de las triangulaciones buenas a las que haciamos re-
ferencia anteriormente desde cualquier otra triangulacion de partida. Ademéds, un
grafo de triangulaciones conexo permite crear facilmente triangulaciones aleatorias.
Mientras que es sencillo generar un punto, una nube o un poligono al azar, esto
no es tan facil para el caso de triangulaciones, méas atin, como veremos en la
Seccién 5.3, en algunas superficies en las que no es posible generar triangulaciones
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Figura 5.2: Grafo de triangulaciones de un poligono.

simplemente anadiendo diagonales hasta que no se pueda incluir ninguna més. En
cambio, si el grafo es conexo, partiendo de una triangulacién y generando las deméas
realizando flips al azar puede construirse un conjunto aleatorio de triangulaciones,
que pueden usarse para probar el comportamiento de algoritmos que las tengan
como entrada.

Es conocido que el grafo de triangulaciones de cualquier poligono en el plano
es siempre conexo [18, 52, 71, 88|, lo que permite desarrollar métodos que nece-
sitan como parte de su proceso construir triangulaciones cumpliendo condiciones
6ptimas [57, 70], y de didmetro a lo sumo cuadratico. Lo mismo ocurre para nubes
de puntos, para las que existe un algoritmo voraz que transforma cualquier trian-
gulacién en la triangulacion de Delaunay [52].

El estudio del grafo de triangulaciones no se ha restringido al plano. Se ha
probado que es conexo para poligonos y nubes de puntos sobre la esfera y para
poligonos en el cilindro [32]. En esta tltima superficie nos encontramos con que la
region triangulada a partir de una nube de puntos no es tnica, pudiendo variar para
el mismo conjunto de partida. Esto hace que, en general, el grafo de triangulaciones
no sea conexo, salvo que nos restrinjamos a las triangulaciones de una misma
region, donde si puede establecerse la conexion.

El estudio en estas superficies ha estado siempre restringido a la métrica habi-
tual en ellas. Parece logico, no obstante, que al tratarse de triangulaciones métricas,
una variaciéon en la distancia considerada pueda alterar los resultados anteriores.
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Esto se muestra en la Seccién 5.2, donde se modifica la métrica natural en la
esfera de tal manera que aparecen poligonos y nubes de puntos cuyo grafo de
triangulaciones es no conexo. Haciendo uso de un conocido teorema de topologia
de superficies, este resultado se extiende al conjunto de las superficies cerradas y
conexas.

Posteriormente, en la Seccién 5.3 nos centraremos en una clase particular de las
SOEs: las superficies localmente euclideas. Estas son el cilindro, el toro, el cilindro
retorcido y la botella de Klein. Estudiaremos la conexién del grafo bajo la métrica
cociente, que es la que se considera de manera habitual en estas superficies. En
particular, nos centraremos en triangulaciones de poligonos.

Como ya hemos senalado, es conocida la conexion del grafo para poligonos y,
si la regién a triangular es fija, para nubes de puntos en el cilindro [32]. Ademas,
al igual que ocurre en el plano, cualquier poligono es triangulable. Esta impor-
tante propiedad se pierde en el toro, donde es facil encontrar poligonos que no
admiten triangulaciones en el sentido de division en caras triangulares. Incluso en
los poligonos triangulables no es posible actuar como en otras superficies, donde es
posible construir una triangulacion simplemente anadiendo diagonales. De hecho,
puede ocurrir que al fijar una determinada diagonal no sea posible completar la
triangulacién de un poligono que si sea triangulable eligiendo otras diagonales. A
pesar de ello veremos, si el poligono es triangulable, que su grafo de triangulaciones
es conexo.

Esta propiedad no es robusta en el toro, en el sentido de que basta un ligero
cambio en la métrica cociente para que deje que cumplirse. Asi, pueden encon-
trarse ejemplos de poligonos con grafo de triangulaciones no conexo en el toro
torcido. Esto también sucede en las superficies generadas a partir de simetrias con
deslizamiento.

Ademas, en las superficies en las que se encuentran ejemplos de poligonos con
grafo de triangulaciones no conexo (toro torcido, cilindro retorcido y botella de
Klein), veremos que anadiendo algunos puntos extra es posible construir nubes
de puntos con la misma propiedad. Aunque el objetivo original de este capitulo se
restringia a estudiar la conexion del grafo para poligonos, hemos creido conveniente
incluir estos ejemplos que dan una idea del comportamiento de las superficies y
que pueden servir de partida para un estudio mas completo de triangulaciones de
nubes de puntos en el resto de las SOEs.

Antes de proseguir vamos a formalizar algunos de los conceptos que usaremos
mas adelante. Una triangulacion de una nube de puntos A en una superficie local-
mente euclidea es una particion de su envolvente convexa en regiones triangulares
por medio de segmentos (que reciben el nombre de diagonales de la triangulacion)
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que no se cortan salvo en sus extremos, que son los puntos de A. De las dos posibles
formas de definir una triangulacién, como una subdivision en caras triangulares de
una cierta region o como un conjunto maximal de segmentos, hemos escogido la
primera. Esta eleccién esté condicionada por el comportamiento de los poligonos
en el toro, tal y como veremos en la Seccién 5.3.

Un poligono euclideo en una superficie localmente euclidea es una regiéon homeo-
morfa a un disco cerrado cuya frontera estd formada por un conjunto finito de
segmentos. Una triangulacion de un poligono euclideo es una particion en regiones
triangulares del interior del poligono por medio de segmentos que no se cortan
salvo en sus extremos.

Hay que tener en cuenta que, segun la definicién, si hablamos de triangula-
ciones de poligonos no es posible trazar una diagonal entre cualesquiera dos de sus
vértices. Puede ocurrir que, como se ve en la Figura 5.3, el segmento uniendo dos
vértices del poligono sea exterior a éste, por lo que no podemos trazar la diagonal.
En este caso se hablara de diagonales no admaisibles.

Notese que el desarrollo plano de un poligono euclideo en una superficie local-
mente euclidea es un poligono simple y acotado, aunque puede no estar contenido
en un unico dominio fundamental. Las triangulaciones de un poligono euclideo son
las mismas que las triangulaciones en un poligono simple, salvo que no podemos
usar diagonales que no sean segmentos minimos.

Figura 5.3: En este ejemplo en el cilindro, el segmento que une u y v es exterior
al poligono, por lo que la diagonal uv no es admisible.
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5.2. Superficies cerradas y conexas

Como su propio nombre indica, es de esperar que el comportamiento de las
triangulaciones métricas en una superficie vaya a depender fuertemente de la métri-
ca considerada: una leve modificacién puede hacer pasar una diagonal de admisible
a no admisible, o a la inversa, determinando cuando un flip es posible o no. A pesar
de ello, los estudios realizados hasta el momento para triangulaciones métricas en
la esfera, el cilindro o el toro [32, 61] se limitaban a tratar el problema para las
métricas que suelen darse por defecto para estas superficies, sin plantearse cémo
su modificacion podia afectar a la conexién del grafo de triangulaciones. A con-
tinuaciéon daremos una métrica en la esfera que permite la existencia de conjuntos
con grafo de triangulaciones disconexo. Posteriormente extenderemos esta métrica
a todas las superficies cerradas y conexas.

La definicién de poligono euclideo dada para superficies localmente euclideas
se extiende de manera inmediata a la esfera, pero hay que remarcar que en este
caso una poligonal cerrada de segmentos define dos posibles interiores. Las trian-
gulaciones en la esfera han sido ampliamente estudiadas en diferentes contextos
[27, 86, 88]; en lo que concierne a nuestro estudio, es conocido que el grafo de
triangulaciones tanto de una nube de puntos como de un poligono es conexo [32].
Nosotros vamos a perturbar la métrica natural de la esfera para que estos resulta-
dos dejen de ser ciertos.

Consideremos seis puntos sobre un circulo maximo de la esfera, que desplazamos
ligeramente hacia uno de sus polos. Si tomamos la poligonal formada por segmen-
tos que unen estos vértices (Figura 5.4, (a)), la esfera queda divida en dos regiones.
Segun la practica habitual, se tomaria como poligono el de menor area, que es el
que admite triangulaciones métricas. En lugar de eso vamos a denotar por P al
poligono determinado por la regién de mayor area. En un primer momento P no
admite ninguna diagonal interior, por lo que no seria triangulable. Para cambiar
esto, vamos a deformar continuamente la esfera elevando pequenas regiones hasta
que la distancia entre dos vértices no adyacentes, salvo para ad, be y cf, aumente
lo suficiente como para que las diagonales en el complementario de P dejen de ser
admisibles (Figura 5.4, (b)).

P admite ahora cualquier diagonal salvo las ya citadas ad, be y cf. Esto permite
dos triangulaciones diferentes, cuyo esquema se muestra en la Figura 5.5, pero no
es posible realizar ningtun flip ya que el resto de las diagonales no son admisibles.
Hemos construido entonces una métrica sobre la esfera que permite la existencia
de un poligono con grafo de triangulaciones disconexo.

Este ejemplo puede extenderse facilmente a triangulaciones de nubes de puntos.
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Figura 5.4: Construccién de un poligono con dos triangulaciones disjuntas.

Figura 5.5: Con las diagonales admisibles es posible construir dos triangulaciones,
pero no puede realizarse ningiin flip para pasar de una a otra.

Para ello basta anadir un nuevo punto, que denotaremos como g, tal y como se
muestra en la Figura 5.6, uniéndolo mediante segmentos al resto. Las deformaciones
que hemos realizado en la esfera impiden realizar ningin flip en ninguno de los
cuadrilateros que tienen a g como vértice. De este modo, se mantienen las dos
posibles triangulaciones del poligono original P sin que de nuevo sea posible realizar
flip alguno.

Vemos entonces que la métrica que hemos construido permite la existencia tanto
de nubes de puntos como de poligonos cuyo grafo de triangulaciones es no conexo.
Esto puede extenderse al resto de las superficies cerradas y conexas utilizando un
conocido teorema de la teoria topoldgica de superficies:

Teorema 5.1 Toda superficie cerrada y conexa es topologicamente equivalente a
una esfera, o a la suma conexa de toros, o a la suma conexa de planos proyectivos.
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d

Figura 5.6: Anadiendo un nuevo punto a la construcciéon anterior obtenemos un
conjunto con dos triangulaciones disjuntas.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [63], junto con una
definicion del término suma conexa. Brevemente, la suma conexa de dos superficies
es la nueva superficie obtenida cortando un disco de cada una de ellas y uniéndolas
por el borde de los discos (Figura 5.7).

0
8@0

Figura 5.7: Suma conexa de dos toros.

A partir del Teorema 5.1 y repitiendo el razonamiento seguido en la esfera, es
posible encontrar una métrica en toda superficie cerrada y conexa que permita la
existencia de conjuntos y poligonos con grafo de triangulaciones no conexo. En la
Figura 5.8 vemos el poligono anterior en la esfera con dos asas. Esto nos lleva al
resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.2 Toda superficie cerrada y conexa admite una métrica que permite
nubes de puntos y poligonos cuyo grafo de triangulaciones (métricas) es no conezo.
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Figura 5.8: Anadiendo toros o planos proyectivos al ejemplo anterior obtenemos
poligonos o conjuntos con grafo de triangulaciones no conexo en el resto de super-
ficies cerradas y conexas.

5.3. Superficies localmente euclideas

Entre las superficies mas usadas y conocidas se encuentran las superficies de
érbitas euclideas (SOEs), debido a la gran ventaja que supone poder representar-
las en el plano. Sin embargo, entre las mismas SOEs hay algunas que destacan
especialmente por su importancia y buenas propiedades. Estas son las cuatro su-
perficies localmente euclideas, que se dividen en dos orientables (cilindro y toro)
y dos no orientables (cilindro retorcido y botella de Klein). En estas superficies
vamos a llevar a cabo un estudio sobre la conexion del grafo de triangulaciones
cuando se considera la métrica que heredan del plano a partir de la aplicacién
cociente (ver Capitulo 1).

Como ya comentamos en la Secciéon 5.1, nuestro trabajo se ha centrado en
estudiar la conexion del grafo de triangulaciones de poligonos. En este sentido
es interesante destacar las diferencias de comportamiento entre unas superficies
localmente euclideas y otras. Asi, mientras cualquier poligono tiene un grafo de
triangulaciones conexo en el cilindro y el toro plano, esto deja de ser cierto en las
no orientables, donde pueden encontrarse facilmente poligonos con grafo de trian-
gulaciones disconexo. Esto sucede incluso si modificamos ligeramente la métrica
del toro, pasando a considerar como generadores dos traslaciones no ortogonales.

Esta seccion se divide en cuatro partes. En primer lugar repasaremos los resul-
tados ya conocidos para el cilindro [32, 61], que resultan significativos a la hora de
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mostrar el contraste entre el comportamiento de esta superficie y el toro. A esta
ultima superficie estara dedicada la segunda parte, donde veremos que es posible
construir en ella poligonos que no admiten triangulaciones, aunque también se
probard que si el poligono es triangulable, su grafo es conexo. Esta propiedad se
pierde si la superficie viene generada por traslaciones no ortogonales (toro torcido).
La Secciéon 5.3.3 esta dedicada a mostrar ejemplos de poligono con grafo de trian-
gulaciones disconexo que pueden construirse siempre que entre los movimientos
que generen la superficie se encuentre una simetria con deslizamiento. Finalmente
repasaremos los resultados conocidos sobre la conexién del grafo de triangula-
ciones para nubes de puntos en el cilindro y veremos que en aquellas superficies
donde aparecen poligonos con grafos disconexos, este comportamiento también se
extiende a nubes de puntos.

5.3.1. Cilindro

En [32, 61] puede encontrarse un estudio de las triangulaciones para conjuntos
y poligonos en el cilindro, en el que se hace uso del siguiente resultado:

Lema 5.1 [61] Cualquier poligono euclideo en el cilindro con cuatro o mds vértices
admite una diagonal. De hecho, cualquier poligono euclideo en el cilindro es trian-
gulable.

A partir de esta propiedad se demuestra la conexién del grafo de triangula-
ciones:

Teorema 5.3 [32] El grafo de triangulaciones de cualquier poligono en el cilindro
es conexo.

La prueba es inductiva [32] y se basa en el Lema 5.1 y en el hecho que to-
da triangulacién de un poligono en el cilindro tiene dos orejas (una oreja es un
tridngulo de la triangulacién con sélo una diagonal interna) [79, 91]. Dadas dos
triangulaciones T} y 15 de un poligono, se escoge una oreja en cada una de ellas,
e1 'y eg; se elimina e; de 717 y, sobre el poligono de n — 1 vértices resultante, se
fija es y se completa hasta formar una nueva triangulacién. Si volvemos a anadir
e; obtenemos una triangulaciéon 7" que coincide en una oreja tanto con 77 como
con T5. Por induccién, podemos llevar tanto 77 como 15 hasta T” realizando flips
(Figura 5.9).
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Figura 5.9: Por induccién podemos llegar a T” tanto desde T} como desde T5.

5.3.2. Toro

A la hora de trabajar con triangulaciones métricas, el estudio en el toro es mas
complicado que el del cilindro. En primer lugar, aparece de nuevo la diferencia de
comportamiento ya vista en el Capitulo 4 dependiendo de si el toro esta generado
o no por traslaciones ortogonales. Mientras que en el toro plano se prueba que
todo poligono tiene un grafo de triangulaciones conexo, basta con modificar algo
la métrica para que esto deje de ser cierto, tal y como veremos al final de esta
seccion. Hasta entonces nos centraremos en el toro plano, que es el que presenta
mayor interés.

Si suponemos el toro generado a partir de una traslacién horizontal de médulo
h y otra vertical con modulo v, es facil ver que para que en su desarrollo plano
una diagonal sea admisible (un segmento minimo) basta con que sus proyecciones
sobre los ejes OX y OY sean menores, respectivamente, que % y 3. Por comodi-
dad, y sabiendo que esto no va a significar ningin cambio en los resultados, en
adelante supondremos ambas traslaciones unitarias. De este modo una diagonal
sera admisible cuando las distancias horizontales y verticales entre los vértices que
la definan sean menores que %

Las demostraciones de la conectividad del grafo de triangulaciones en el plano
o el cilindro se basan, de alguna forma, en que cualquier poligono es triangulable.
O, como se enunciaba en el Lema 5.1, en que cualquier poligono con cuatro o mas
vértices admite una diagonal. Esto ya no es cierto en el toro [32], en el que pueden
encontrarse ejemplos como el de la Figura 5.10, donde aparece un poligono que no
admite una triangulacién en términos de caras triangulares, lo que ocurre cuando
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el poligono contiene un cuadrante sin vértices en su interior. Este es el motivo de
que la definicion de triangulacion dada en la Seccién 5.1 se estableciese a partir de
regiones triangulares en lugar de conjuntos maximales de diagonales.

b' | - b | _-e
e d -

Figura 5.10: El segmento minimo que une a con un elemento de la dérbita de c es
exterior al poligono. Lo mismo ocurre con b y d, por lo que el poligono no tiene
ninguna diagonal admisible.

Ademas, aunque el poligono admitiese una triangulacion hay diagonales que,
pese a ser admisibles, no pueden formar parte de ninguna de ellas. En la Figu-
ra 5.11, (a), se observa una triangulacién de un poligono, pero si en el mismo
poligono imponemos la existencia de la diagonal be (Figura 5.11, (b)), ya no puede
anadirse ninguna otra diagonal admisible y no es posible completar hasta obtener
una triangulacion.

€Y) (b

Figura 5.11: Fijar una diagonal puede hacer imposible completar una triangulacion,
aunque el poligono sea triangulable.
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Este comportamiento anémalo en el toro complica el estudio del grafo de trian-
gulaciones. En primer lugar supone la aparicién de poligonos no triangulables, y
ademads obliga a desarrollar nuevas técnicas a la hora de trabajar con aquellos que
si lo sean. Ya no es valido el método usado en el cilindro, ya que, como se ve en
la Figura 5.12, el hecho de fijar una diagonal puede suponer que el poligono no
pueda triangularse.

Figura 5.12: En el cilindro se fijaba una oreja de cada triangulacién (tridngulos
sombreados en la figura) y se construia una triangulacién que contuviera ambas
diagonales. Sin embargo a partir de los ejemplos anteriores se deduce que fijar
ambas al mismo tiempo hace que la triangulacién no pueda completarse.

Son estas aristas prohibidas, en el sentido de que su inclusion hace que no pueda
completarse una triangulacion, las que complican el trabajo en el toro. Una forma
de evitar este problema es encontrar diagonales o, mas concretamente, orejas, que
podamos asegurar que forman parte de alguna triangulaciéon. Llamaremos orejable
a todo vértice tal que la diagonal que une sus vértices adyacentes sea admisible. Que
un vértice sea orejable no nos asegura que exista alguna triangulacién conteniendo
dicha oreja. Ahora bien, existe una clase de vértices donde es seguro que siempre
podremos encontrar una oreja.

Dado un poligono P sobre una superficie, se dice que un vértice de P es convexo
si su angulo interior es menor de 180 grados. Diremos que un vértice es superior
(resp., inferior) si es convexo y sus dos vértices adyacentes tienen menor (resp.,
mayor) ordenada que él (Figura 5.13). De igual forma, se dice que un vértice
es derecho (resp., izquierdo) si es convexo y sus dos vértices adyacentes tienen
menor (resp., mayor) abscisa que él. Llamaremos vértice extremo a los vértices
que pertenezcan a cualquiera de las categorias anteriores. La importancia de estos
vértices viene dada por el siguiente lema:



122 CAPITULO 5. CONEXION DEL GRAFO DE TRIANGULACIONES
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Figura 5.13: Poligono donde se han marcado los vértices superiores.

Lema 5.2 Todo poligono triangulable con n > 4 wvértices en el toro admite una
triangulacion con una oreja en uno de sus vértices extremos.

Demostracion: Empezaremos por el caso base n = 4. Las dos orejas de un cuadrila-
tero triangulable son vértices opuestos, y como todo poligono debe tener al menos
dos vértices extremos, el inico caso no trivial es aquel donde los dos vértices no
extremos son opuestos y estan unidos por una diagonal. Este cuadrilatero debe
estar contenido en el rectangulo isotético que tiene a los vértices extremos como
vértices (Figura 5.14). Como la diagonal que los une es admisible, las medidas de
los lados del rectangulo son menores que %, y como los dos vértices no extremos
estan en su interior, la diagonal que los une debe ser admisible y podemos realizar
un flip que deje a los extremos como orejas.

Figura 5.14: Las distancias horizontal y vertical de la diagonal que une los vértices
no extremos deben ser menores que las distancias de la que une a los extremos,
luego ésta es admisible.

Supongamos ahora un poligono triangulable P, 1 con n+ 1 lados, n >4,y T
una triangulacion de P,;1. Sea v una oreja de P,1 y a 'y b sus vértices adyacentes.
Si v es un vértice extremo de P,.;, hemos terminado. En otro caso, eliminamos
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v del poligono, obteniendo un nuevo poligono P, con n lados. Por hipétesis de
induccién, P, admite una triangulacién 77 con una oreja en un vértice extremo w.

Si w no es a ni b, entonces también es un vértice extremo de P, y T" =
T"U {Aavb} es una triangulacién de P, con un vértice extremo en w, que es lo
que queriamos probar.

Supongamos entonces que 7" tiene una oreja extrema Aabc en a. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que a es un vértice derecho. Sea R el tridngu-
lo, exterior a P,, definido por la diagonal ab y dos segmentos paralelos a los ejes
de coordenadas (drea sombreada en la Figura 5.15). Como v no es extremo, de-

bera estar contenido en R, lo que implica que a también es un vértice derecho en
Piq.

Figura 5.15: Si v estuviera fuera de R, seria un vértice extremo. En caso contrario
podemos realizar un flip para obtener una oreja extrema en a.

La distancia horizontal (resp., vertical) entre v y ¢ es menor, por ser a extremo,
que la distancia horizontal entre a y ¢ (resp., a y b), y como tanto ac como ab son
diagonales admisibles, también lo es vc. Podemos entonces hacer un flip en la arista
abde T" = T"U{Aavb}, obteniendo una triangulacién de P,; con una oreja Acav
en un vértice extremo a. 0

Acabamos de probar que cualquier poligono admite una triangulacién con una
oreja en un vértice extremo. Nuestro siguiente paso para demostrar la conexion del
grafo de triangulaciones serd ver que es posible llevar una triangulacién cualquiera
a una que contenga dichas orejas.

Lema 5.3 Sea P un poligono triangulable en el toro plano y v un vértice extremo
orejable. Entonces, toda triangulacion de P puede llevarse, mediante flips, hasta
otra triangulacion con una oreja en v.

Demostracion: Por simplicidad, supongamos que v es un vértice derecho. Sea T una
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triangulacién de P de forma que v no sea una oreja. Sea P’ el subpoligono formado
por los tridngulos de T" que tienen a v como vértice (Figura 5.16). Claramente v es
el vértice mas a la derecha de este subpoligono, y todas las diagonales que parten
de v son admisibles. Esto implica que la distancia horizontal entre cualesquiera
dos vértices de P es menor que %

Figura 5.16: P’ (drea sombreada) se construye a partir de los tridngulos que tienen
a v como vértice.

De este modo las diagonales admisibles de P’ son exactamente las mismas que
tendria de estar sobre el cilindro. En particular, a partir de [32], se prueba que P’
admite una triangulacién con una oreja en v, y que esta triangulacion esta conec-
tada mediante flips a la restriccién de 7" a P’, lo que finaliza la demostracién.

A partir de los dos lemas anteriores se deduce de manera inmediata la conexién
del grafo de triangulaciones.

Teorema 5.4 El grafo de triangulaciones (métricas) de un poligono en el toro es
vacio o conexo.

Demostracion: Sean Ty y T, dos triangulaciones de un poligono P en el toro
plano. Por el Lema 5.2, sabemos que existe un vértice extremo v orejable. Y
por el Lema 5.3, tanto 7T} como T, pueden llevarse mediante una serie de flips
hasta sendas triangulaciones 77 y T3, respectivamente, con una oreja en v. Por
hipétesis de induccidén, si fijamos una oreja en v podemos llevar 7| hasta T}
mediante flips, obteniéndose la secuencia de transformacién de triangulaciones
T, — T — T) — Ty, lo que demuestra el resultado. 0

De este modo queda probado que dadas dos triangulaciones cualesquiera en el
toro, es posible ir de una a otra realizando flips, pero ;cuantos flips son, a lo sumo,
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necesarios para ello? Esta cuestién, es equivalente a calcular el diametro del grafo
de triangulaciones. En la demostracion del teorema anterior, hemos procedido por
induccion en el nimero de vértices y en cada uno de los pasos hay que llevar la
triangulacién hasta una que tenga una oreja en un vértice extremo. En el peor de
los casos, que el vértice escogido esté unido a todos los demas, haréan falta n — 1
flips, lo que nos conduce a un niimero de operaciones cuadratico, que es el didmetro
del grafo. Ademads, es una cota ajustada al serlo también en el plano [67], ya que
basta con sumergir en el toro, convenientemente reducido para que los vertices
estén en posicion euclidea, algin poligono plano con esa caracteristica.

Sin embargo, como dijimos al principio de esta seccién, la conexién del grafo
de triangulaciones se pierde si efectuamos un ligero cambio en la métrica del toro.
Basta con que las traslaciones que lo generan dejen de ser ortogonales para que
la forma de los dominios de Dirichlet pase de ser un rectangulo a un hexagono,
por lo que ya no son sélo los puntos de los dominios adyacentes horizontal y
verticalmente los que influyen métricamente a la hora de determinar si una diagonal
es 0 no admisible. Esto nos permite construir poligonos con un mayor nimero de
diagonales no admisibles.

Consideremos el toro torcido generado a partir de dos traslaciones cuyos vec-
tores forman un dngulo de arc cos /5 grados. Para simplificar las coordenadas de
los vértices, se fija una traslacion horizontal de médulo la unidad, siendo la otra
de médulo 2v/5, por lo que un dominio fundamental tiene altura uno. Usando un
sistema de coordenadas ortogonal de la manera habitual, construimos un hexagono
de vértices a(3 +¢,2), b(1—¢,2), c(14+5,3), d(1—¢,1), e(3 +e, 1) vy f(3—5.3),
con € < %. En la Figura 5.17 aparece representada de un mismo color la érbita de
cada vértice.

Unos sencillos célculos permiten comprobar que las diagonales ad, be y cf
no son admisibles, luego sélo pueden construirse las dos triangulaciones que se
muestran en la Figura 5.17 y no es posible realizar ningun flip.

5.3.3. Superficies localmente euclideas no orientables

Veamos ahora qué sucede en las superficies localmente euclideas no orienta-
bles. Como hemos visto en capitulos anteriores, la aparicién de una simetria con
deslizamiento entre los generadores de una superficie suele traer consigo cambios
en el comportamiento de la misma. En este caso, el cilindro retorcido y la botella
de Klein se diferencian del cilindro y el toro plano en que, al igual que ocurre en el
toro torcido, pueden encontrarse poligonos con grafo de triangulaciones no conexo.
Estos poligonos son ademas mas sencillos de encontrar que en el toro torcido, y son
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Figura 5.17: Hexdgono en el toro torcido donde estdn marcados todos los posibles
segmentos entre sus vértices.

exportables al resto de SOEs generadas a partir de simetrias con deslizamiento.

Partimos del cilindro retorcido con un sistema de referencia ortogonal, fijando
OX sobre el eje de la simetria con deslizamiento, que supondremos con moédulo

unitario. El hexdgono de vértices a(; +¢, 1), b(2 —¢,1), c(3 +£,0), d(3 —e,—1),
e(% + e, —i) y f(i —%,0), con e < 1—16, que puede verse en la Figura 5.18, admite

dos posibles triangulaciones y no es posible realizar ningun flip para pasar de una
a otra.

Figura 5.18: Hexdagono con grafo de triangulaciones no conexo en el cilindro retor-
cido.

Este mismo hexagono puede sumergirse en cualquier otra SOE que tenga una
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simetria con deslizamiento entre sus generadores, como la botella de Klein o el
plano proyectivo con la métrica cociente. Con respecto a esta ultima superficie,
hay que hacer notar que esta métrica no es la que se usa habitualmente sobre ella,
lo que deja la puerta abierta a una revision del resultado para dicha métrica.

5.3.4. Triangulaciones de nubes de puntos

Al realizar este trabajo nuestro objetivo era estudiar la conexién del grafo de
triangulaciones de poligonos en superficies localmente euclideas. Sin embargo, al
presentar los ejemplos de poligonos con grafo no conexo vimos que, incluyendo
algunos puntos extra, se obtenia una nube de puntos con grafo de triangulaciones
no conexo. En esta seccion presentamos algunos de estos ejemplos.

Cilindro

Empezaremos recordando los resultados conocidos sobre la conexién del grafo
de triangulaciones de una nube de puntos en el cilindro. Evidentemente, si los
puntos se encuentran en posiciéon euclidea el comportamiento es el mismo que en
el plano y el grafo es conexo. En caso contrario, la region que se triangula esta aco-
tada por dos poligonales homotépicamente no nulas que no estan univocamente
determinadas por la nube de puntos. Si nos restringimos al conjunto de triangula-
ciones de una nube fijando dichas poligonales, entonces su grafo de triangulaciones
es conexo. Sin embargo, si las poligonales no coinciden es imposible realizar flips
que pasen de una a otra, por lo que el grafo es disconexo. Un ejemplo de esto
ultimo, extraido de [32], lo podemos ver en la Figura 5.19.

Figura 5.19: A pesar de partir de la misma nube de puntos, la region triangulada
es distinta. Al no poder realizarse ningtin flip sobre las diagonales de la frontera el
grafo es disconexo.
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En el toro también se presentan distintos casos segin se halle de repartida
por la superficie la nube de puntos a triangular. Si los puntos estan en posicién
euclidea, su comportamiento es plano y el grafo es conexo. Si, por el contrario, no
estan en posicion euclidea, pero si entre dos generatrices diametralmente opuestas,
su comportamiento es el mismo que en el cilindro. El ultimo caso es que los puntos
se encuentren repartidos por toda la superficie; sin embargo, hasta ahora no se
conoce ningun resultado sobre la conexion del grafo en el toro plano para esta
situacion, aunque nos inclinamos a conjeturar que el grafo seguira siendo conexo.

Distinto es lo que sucede en el toro torcido, donde el ejemplo que se presentaba
en la Seccién 5.3.2 de un poligono con grafo de triangulaciones no conexo puede
generalizarse, anadiendo nuevos puntos, a una nube con la misma propiedad. Con-
sideremos el ejemplo ya mencionado al que le anadimos los puntos g(0, 3), (3, %),
z(%, i) y 7(0, i), tal y como se ve en la Figura 5.20. El hexdgono central (en rojo en
el dibujo) sigue admitiendo dos triangulaciones diferentes (en azul y verde), y las
diagonales que lo delimitan no pueden reemplazarse mediante flips. Veamos esto

ultimo.

Supongamos que hemos elegido una triangulacién que incluye las diagonales
azules, y fijémonos en la diagonal bc, que divide el cuadrilatero de vértices bhed.
Como éste no es convexo, no podemos realizar el flip. Esto sigue siendo asi aunque
cambiemos el vértice h por otro. Si ponemos en su lugar la copia del vértice g
que esta sobre ellos, el flip no puede realizarse ya que d esta mas cerca de g.
Estos mismos argumentos pueden usarse para descartar cualquier otro vértice del
conjunto y son aplicables al resto de diagonales rojas.

El grafo de triangulaciones de este conjunto tiene entonces al menos dos com-
ponentes conexas, y la pertenencia a una u otra componente depende de la triangu-

lacién que aparezca en el hexdgono central, que podra ser la dada por el tridangulo
Aace o Abdf.

Superficies localmente euclideas no orientables

En el cilindro retorcido ocurre como en el cilindro; las triangulaciones de un
conjunto se reducen a una region del mismo. La diferencia es que esta region
estd acotada por una unica poligonal que da “dos vueltas” a la superficie. Co-
mo ocurria en el cilindro, si el conjunto da lugar a dos poligonales distintas no
serd posible convertir una triangulacién en otra, al no poder realizar flips sobre las
diagonales que la forman.
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Figura 5.20: No es posible realizar ningtn flip que elimine cualquiera de las diago-
nales rojas, por lo que no va a ser posible pasar de una triangulaciéon que contenga
las diagonales azules a otra que contenga a las verdes.

Pero, al contrario que en el cilindro, aqui si pueden darse dos triangulaciones
de una misma region sin que sea posible pasar de una a otra. Esta situacion es la
que se muestra en la Figura 5.21. Los seis puntos centrales son los que formaban
el poligono del ejemplo anterior (Figura 5.17, pag. 126), a los que hemos anadido
dos nuevos puntos. Al igual que ocurria para el toro torcido, las diagonales que
dibujan el hexdgono central estan fijas en todas las triangulaciones, aunque si es
posible realizar flips con las diagonales dentro del area sombreada.

El mismo ejemplo puede llevarse a la botella de Klein, aunque también es
posible construir un nuevo conjunto con las mismas caracteristicas que triangule
toda la superficie, como el que aparece en la Figura 5.22.

Al contrario de lo que ocurria con los poligonos, estos ejemplos no son directa-
mente trasladables al resto de las SOEs con simetrias con deslizamiento. Pudiera
ocurrir que, al incluir nuevos movimientos e incrementar las érbitas, aparecieran
nuevas diagonales admisibles. En cualquier caso, a partir de los ejemplos vistos
parece que va a ser posible construir uno de tales conjuntos en las demés SOEs
con simetrias con deslizamiento.
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Figura 5.21: Sélo es posible realizar flips en el area sombreada; el resto de diagona-
les estan fijas. Cambiando el tridngulo Aace por el Abdf obtendriamos una nueva
triangulacién a la que no es posible llegar realizando flips.

5.4. Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo ha quedado establecida la relacion entre la conexién del grafo
de triangulaciones (métricas) y la métrica de la superficie. Asi, mientras que los
resultados dados hasta ahora en la esfera establecian la conexion del grafo con la
métrica habitual, basta con deformarla un poco para que este hecho deje de ser
cierto. Esto nos ha permitido construir una métrica que permite la existencia de
poligonos y nubes de puntos cuyo grafo de triangulaciones es no conexo en toda
superficie cerrada y conexa. Queda pendiente comprobar si se cumple también lo
contrario, es decir, si para toda superficie cerrada y conexa es posible construir una
métrica tal que todo poligono y/o nube de puntos tenga grafo de triangulaciones
conexo.

Posteriormente, hemos visto el diferente comportamiento de las superficies lo-
calmente euclideas segtn estén generadas o no a partir de una simetria con desliza-
miento (y por tanto, segin sean o no orientables). Para sus métricas naturales, el
grafo es conexo en el cilindro y el toro, mientras que es facil encontrar ejemplos de
lo contrario en el cilindro retorcido y la botella de Klein. Atn asi, basta una ligera
modificacién en la métrica del toro para aparezcan poligonos con grafo no conexo.

El siguiente paso que se apunta es el problema equivalente para triangulaciones
de nubes de puntos. En [32] se ve que para el cilindro, la conexién del grafo depende
de que la regién triangulada sea la misma, en cuyo caso el grafo es conexo. Y hemos
visto que para las no orientables y el toro torcido los ejemplos de grafo no conexo
dados para poligonos admiten una transformacion sencilla a nubes de puntos.
Quedaria entonces por estudiar qué ocurre en el toro plano. Nuestra conjetura es
que el grafo de triangulaciones va a ser conexo, aunque para probarlo (caso de
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Figura 5.22: No puede realizarse ningun flip sobre las aristas rojas. Esto divide a las
triangulaciones del conjunto en dos componentes conexas, segin la triangulacién
que aparezca en el hexdagono central.

que sea cierto) hard falta desarrollar nuevas herramientas, ya que las que hemos
usado aqui se basan siempre en la existencia de aristas (las que forman el poligono)
comunes a todas las triangulaciones.

También puede plantearse la extension de estos estudios al resto de las SOEs
o, en las superficies anteriormente tratadas, comprobar qué sucede si se considera
la métrica que heredan del espacio euclideo IR? en lugar de la cociente.
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