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Se analiza la relacién entre el teorema de Nernst y el enunciado de Kelvin-Planck del segundo

principio de la termodindmica.

Senalamos el hecho de que el cambio de entropia tiende

uniformemente a cero cuando la temperatura tiende a cero. El andlisis de esta hipétesis muestra
que es equivalente al hecho de que la compensacién de una maquina de Carnot escala con el calor
absorbido del foco caliente de forma que el teorema de Nernst puede derivarse del enunciado del

segundo principio.
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I. INTRODUCCION

La formulacion clasica del enunciado de Kelvin-Planck
establece que:[29, pag. 89]

es imposible construir una maéaquina que
trabaje de forma ciclica y no produzca otros
efectos mas que la elevacién de un cuerpo y
el enfriamiento de una fuente

Existen otras formulaciones que son esencialmente equiv-
alentes a ésta — enunciados de Kelvin[30], Clausius[31]
y Carathéodory[32]— pero, para nuestro anéglisis, nos
referiremos a la formulacién senalada arriba. Esencial-
mente el enunciado requiere “otra” fuente para realizar
el proceso senalado.

El desarrollo del principio necesita del concepto de
“fluido de trabajo”, la sustancia que realiza el ciclo. Sus
propiedades se eliminan normalmente del andlisis puesto
que el estado inicial y final del fluido coinciden y “sélo
ha servido como agente para llevar a cabo cambios en sus
alrededores”[29, pdg. 68]. Sin embargo, el fluido debe ser
capaz de realizar el proceso que se desea.

Mostraremos en este trabajo que una propiedad
general de la materia restringe la habilidad de los fluidos
de trabajo para realizar ciclos termodindmicos y, por
tanto, restringe lo que el enunciado de Kelvin-Planck
permite. Mostraremos que esta restriccién proviene,
realmente, de una interpretacién adecuada del enunciado
resenado arriba.

La propiedad general de la que estamos hablando
se conoce hoy en dia como la tercera ley de la ter-
modindmica. La necesidad y caracter de tal ley ha
sido objeto de discusion desde el principio del siglo
pasado. El estudio de algunos problemas quimicos llevo
a Nernst[33, 34] a descubrir su teorema del calor el cual
establece que[34, pdg. 85]:

* Correo electrénico: olallaQus.es

Typeset by REVTEX

en las proximidades del cero absoluto todo
proceso transcurre sin alteracién de entropia

El teorema —que clasicamente no proviene del enunciado
de Kelvin-Planck[35, 36]— estd avalado por una ingente
cantidad de datos experimentales. Hemos elegido esta
antigua —aunque meritoria— versién del teorema por
las razones que se veran en la seccién III pero no vemos
otra razon para que se haya olvidado este enunciado mas
que el hecho de que se refiere a propiedades de “procesos”
en vez de propiedades de “sistemas” tal y como hoy en
dia se recoge en la literatura cientifica[37-41].

Nernst derivé su teorema de dos observaciones de
caracter general. La primera es el llamado principio de
inaccesibilidad del cero absoluto que senala que ningin
proceso puede disminuir la temperatura de un sistema
hasta el cero absoluto. El segundo es el hecho de
que los calores especificos tienden a cero conforme la
temperatura tiende a cero.

Debe reconocerse que Planck[29] senalé que estas ob-
servaciones debieron haber llevado a una conclusiéon mas
restrictiva: “cuando la temperatura de disminuye in-
definidamente, la entropia de un cuerpo quimicamente
homogéneo de densidad finita se aproxima indefinida-
mente a un valor que es independiente de la presién,
estado de agregacién y de las modificaciones quimicas.”
La formulaciéon de Planck evita que AS — 0 mientras
S — —oo cuanto T — 0 y expresa que el valor absoluto
de la entropia estd acotado en el cero absoluto.

Sin embargo, nuestro trabajo se relaciona tnicamente
con el andlisis de AS puesto que sélo trata con el
problema de la conversion del calor en trabajo. Este
problema es invariante frente a una traslacién del valor
de la entropia y, por eso, la formulacién de Planck estd
fuera de nuestro ambito de trabajo. Lo mismo puede
decirse de la anulacién de los calores especificos.

La presentaciones actuales del tercer principio normal-
mente lo relacionan con las propiedades microscopicas
de los sistemas objeto de estudio[42-46]. También se
han hecho algunos esfuerzos para clarificar su significado
macroscépico[47-53].
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El objetivo de este trabajo es una revisién de
la descripcién matemadtica del enunciado del teo-
rema de Nernst senalado anteriormente asi como de
sus consecuencias fisicas. Analizaremos observaciones
macroscopicas en el rango de la fisica de muy bajas tem-
peraturas. Al hacer esto no estableceremos hipdtesis al-
guna sobre la constituciéon de los sistemas objeto de es-
tudio.

Es también un objetivo de este trabajo un analisis
energético de las consecuencias del teorema de Nernst.
Brevemente, el motor més simple y eficiente contiene dos
procesos en los que se intercambia entropia. Este tipo
de procesos estd restringido por el teorema de Nernst
en las cercanias del cero absoluto. Probaremos que
tal restriccion lleva a una condicién adicional que toda
maquina debe satisfacer.

LIMITACIONES A LA DESCRIPCION DEL
TEOREMA DE NERNST

II.

La formulacion clasica del teorema de Nernst establece
que:[37] “el cambio de entropia asociado con cualquier
proceso isotermo entre dos estados de un sistema en
equilibrio interno tiende a cero cuando la temperatura
tiende a cero,” que se expresa matematicamente como::
(1)

Vaeizo € D lim [S(T,z1) — S(T,z2)] =0

T—0+

donde x representa a cualquier variable mecanica como
el volumen, presiéon , campo magnético y D C R es su
dominio de definicién.[? ]

Landau y Lifshitz[38] mostraron la importancia de
mantener x1,x9 fijas en (1). De otra forma, dicen, si,
por ejemplo, z; tiende a infinito el teorema puede no ser
valido. En general puede decirse que la descripcion del
teorema funciona bien mientras que los valores de = estan
fijos pero entra en contradicciones si se analizan limites
dobles como T'— 0 y £ — oo.

Un ejemplo académico de este problema lo proporciona
el siguiente modelo:

S(T,z) = So+xTx? = S(T,21)—S(T,z2) = XT (z{—2}

(2)
con x € RT. En esta expresién X €S una constante pos-
itiva que provee las dimensiones apropiadas. Obsérvese
que (2) satisface (1) pero el limite doble T' — 0,2 — oo
depende del camino por el que se recorre. La figura 1
muestra un diagrama 7T — S para este modelo.

El modelo no satisface el principio de inaccesibilidad
del cero absoluto. Primero, es cierto que para unos val-
ores fijos de 1 y 2 el cero absoluto si es inaccesible[41];
esta proposicién es equivalente a (1). Sin embargo no hay
necesidad de hacer esto si lo que se desea es acceder al
cero absoluto; y no es menos cierto que un cualquier pro-
ceso isentrépico no tiene fin puesto que —si g > 0— al
aumentar indefinidamente el pardmetro mecanico se dis-
minuye indefinidamente la temperatura del sistema en

)
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FIG. 1. Diagrama T — S para el modelo (2). Se muestran
lineas de iso-z. La inaccesibilidad del cero absoluto y (1)
se satisfacen para valores dados de z1 y x2. Sin embargo,
un proceso isentrépico —flecha horizontal— disminuye la
temperatura del sistema en forma arbitraria. Cualquier
alteracién de entropia es también posible en las proximidades
de T' = 0 —flecha vertical— con tal que x cambie de forma
apropiada.

un dnico paso a través de Tx9 = cte. La “inaccesibil-
idad” de la isoterma cero seria una cuestién de limita-
ciones précticas —cémo conseguir un z infinito— en vez
de una restricciéon expuesta por una ley de la naturaleza
—estrictamente, el cero absoluto es accesible de forma
asintética.—

Finalmente, el modelo tampoco satisface la palabras
de Nernst —véase la seccion I.— No importa cuan cerca
estemos del cero absoluto, cualquier alteracion de la
entropia es posible con tal que la variable mecéanica
aumente suficientemente.

El gas ideal se comporta de forma similar a este
modelo. Una descripcion clésica de las particulas lleva
a una entropia que sin limite inferior y que no satisface
el teorema de Nernst. Por el contrario, una descripcion
cuéntica del problema lleva[38, 43, 46] a (2) donde x es el
volumen y g = 2/3 para fermiones. Un andlisis profundo
del modelo muestra que la eleccién de una descripcion
cudntica o cldsica estd regida por la condicién|[38, 42]:

V (mkT 3/2
N \ 27h2 >1

conocida como “limite cldsico.” Aqui N es el nimero
de particulas, h es la constante de Dirac, m es la
masa de las particulas y k la constante de Boltzmann.
Asi, la competencia entre T — 0y V — oo es, de
nuevo, crucial. Probablemente estas contradicciones
s6lo reflejan el hecho de que las interacciones son



necesarias en las cercanias del cero absoluto y modelos
microscépicos ideales pueden no representar fielmente los
datos experimentales sobre sistemas macroscépicos[42].

Hemos mostrado que un modelo que satisfaga (1) —la
descripcién clasica del teorema de Nernst— no conduce
a la inaccesibilidad del cero absoluto. Aun peor no se
ajusta a las palabras de Nernst. Nuevas hipdtesis son
necesarias para una descripcién matematica precisa y
completa de las leyes empiricas observadas a muy bajas
temperaturas.

III. EL TEOREMA DE NERNST COMO UN
LIMITE UNIFORME

La descripcién matematica del teorema de Nernst ex-
puesta en la seccion I mejora notablemente considerando
la siguiente hipdtesis I: el cambio isotermo de entropia
tiende uniformemente a cero cuando la temperatura
tiende a cero:

Ye>0 3d(e) >0: T<d=|S(T,z1)— S(T,z2)| < ¢
3)
La clave de la “convergencia uniforme” es[54, 55] que el
mismo 6(€) sirve para cualquier x1,T que pertenezcan
a D. Es inmediato que (3) satisface el enunciado puesto
en la seccién I. Mostraremos que es la mejor forma de
expresar matematicamente la proposicién de Nernst.
Noétese que, clasicamente, el teorema de Nernst re-
stringe la dependencia funcional del cambio isotermo de
entropia AS = S(T,x2) — S(T,z1) en T de forma que
converge a cero en el cero absoluto. La condicién de
“uniformidad” que aqui introducimos, significa esencial-
mente que ninguna valor de x puede comprometer esta
convergencia. Es decir, no es posible una divergencia ac-
cidental debida a un valor particular de x en las cercanias
del cero absoluto. En este sentido, el teorema de Nernst
también restringe la dependencia funcional de AS(T, z)
en .
111.0.0.1. El papel de x: Si la hipotesis se toma
en consideracion la variable mecédnica no desempena
ningin papel en la descripcién de problema. Esta es
una consecuencia primaria de la convergencia uniforme
puesto que dado € entonces d es s6lo una propiedad del
sistema objeto de estudio sin considerar los valores de x.
El lector debe notar que éste es uno de los puntos claves
de la formulacion del teorema como ley natural que no
dependa de la configuracion de sistema objeto de estudio.
En la descripcién cldsica del teorema (1) 6 es una
funcién €, x1, o de forma que la variable mecédnica si
desempena un papel. Este papel normalmente no se
considera en el problema pero es de gran importancia
a la hora de considerar, por ejemplo, limites dobles.
1I1.0.0.2. Existencia de regiones inaccesibles en un
diagrama T—S: La ecuacién (3) asegura que S(T, x1) —
S(T,x2) estd acotada en las cercanfas del cero absoluto
de forma que tiene un supremo:

La funcién o existe y es mondtona creciente por lo menos
en las cercanias de T' = 0. La funcién depende de las
propiedades termofisicas del sistema objeto de estudio.
Lo que sigue describe las propiedades mas relevantes de
esta funcién en estas cercanias.

Consideremos un sistema que satisface la hipétesis
I cuyo estado de equilibrio esté definido por una
temperatura y un valor del pardmetro mecanico. La
entropia del sistema vale S(T, ). Auméntese la entropia
del sistema de forma isoterma; la existencia de o asegura
que la entropia final no puede exceder de S(T,x) + o.
El mismo argumento sirve para una disminucién de
entropia. Por lo tanto, S(T,x) es una funcién de z con
cota superior en inferior para una temperatura dada, y
existen las siguientes funciones:

Srmax(T) = sup{S(T,2)}; Spmin(T) = inf {S(T,x)}
€D z€D
()

Como la condicién de estabilidad (95/9T), > 0 es
valida en las cercanias de T = 0 —excepto quiza en
T = 0— las funciones anteriores son crecientes en T
de forma que estados del tipo {T,S > S,..(T)} y
{T,S < S,...(T)} no pueden existir. Asi, los estados
de equilibrio no llenan el plano T'— S y dos fronteras
aparecen si se cumple el teorema de Nernst como una
condicién uniforme.

Con mas detalle podria decirse que uno de los grandes
objetivos del tercer principio de la termodindmica es
asegurar que la entropfa tiene un tunico valor en la
isoterma cero[37]. En la formulacién clésica del teorema,
se excluyen los puntos del tipo {T" = 0,5 # Sp}[37,
Figura 23.5] en un diagrama T — S (estos puntos se
representan por el sfmbolo x en la figura 2). Desde
un punto de vista fisico “cuando un punto es excluido
debemos demandar lo mismo en una pequena regién
alrededor del punto”[32][56, pag. 236].[7 | Por el
contrario si una cercania de {T" = 0,5 # Sp} pudiera
alcanzarse la exclusion de estos puntos —aislados— seria
enteramente ficticia.

Asi, el diagrama T — S (véase la figura 2) consiste
en una regién I de valores permitidos de {T,S}, y
la region II, prohibida. La existencia de esta region
prohibida es una consecuencia de la hipdtesis 1. Las
fronteras —que pueden o no ser accesibles— no coinciden
con el eje T = 0. En la figura 2 y en la discusion
precedente hemos hecho uso de la hipdtesis de Planck
por claridad. El argumento también vale si la entropia Sy
tiende a —oo mientras que, simultdneamente, AS tiende
a cero.

El siguiente punto es conocido, sin embargo la
hipotesis I enriquece y clarifica su significado.

II1.0.0.3. Procesos que terminan (enunciado de inac-
cesibilidad): Consideremos un proceso isentrépico S =
Yo que empieza a una temperatura tal que S,,;, < 3o <
S.nas- Bl proceso continua hasta una temperatura T3
definida por S,,,.(T1) = 3. Esta temperatura no es
cero.

Aqui, podemos disminuir la entropia del sistema
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FIG. 2. El diagrama T — S y el teorema de Nernst.
El simbolo X representa los puntos excluido cldsicamente
por el teoremal[37, Figura 23.5]. Un andlisis mds pausado
del teorema revela que existe una regién I cuyos puntos
representan estados de equilibrio, y una regién II que no lo
hace. El ciclo 1-2-3-4-1 es una méquina constituida por dos
isotermas 1-2 y 3-4 y dos procesos 2-3 y 4-1 que difieren en un
transporte paralelo de entropfa S’ = S + A. El 4rea 1-2-3-4-1
es igual a A[T — o~ '(A)] como en una méquina de Carnot.
La figura sirve incluso si Sy — —oo mientras que AS — 0

isotérmicamente hasta que la condicién ¥; = Xy —
o(Ty) = S,...(T1) se alcance. En este punto, un nuevo
proceso isentrépico enfria el sistema hasta T5 definida por
Sas(T2) = 1.

El proceso en escalera sin fin que lleva al cero absoluto
ha quedado definido.

I111.0.0.4. Anulacion de los coeficientes de expansion
térmica Los coeficientes de expansién térmica se rela-
cionan con la derivada (95/0x)r a través de relaciones
de Maxwell[37]. De (3) se deriva la anulacién de estas
derivadas puesto que:

lim (3S> — m tim 2 EF) ST g
T

ox T—0x'—x -

Si el limite doble existe, puede calcularse en el orden que
se desee. Tomando primero el limite en T e invocando
(3) se tiene, necesariamente que[37]:

lim <85> =0 Vo € D (6)
T—0\ 0r )

Debe destacarse que las propiedades ¢ y d son hechos
fisicos ampliamente confirmados por la experiencia[34,
37], al contrario que las proposiciones a y b que son de
caracter matematico. Estos hechos fisicos son los que dan
soporte a la hipdtesis. Sin embargo, la mas importante
de las consecuencias de esta hipdtesis tiene que ver con
el problema de la conversién del calor en trabajo y sera
explicada con detalle en la siguiente seccion.

IV. EL TEOREMA DE NERNST Y LA
PRODUCCION DE TRABAJO

En la seccién precedente hemos mostrado que el
teorema de Nernst fuerza la existencia de regiones
prohibidas en el plano T — S. Ahora derivaremos
consecuencias teniendo en cuenta que la condiciéon de
uniformidad introducida en la seccién anterior hace que
x no desempene papel en el problema.

Consideramos la siguiente cuestién: queremos con-
struir un motor que produzca un trabajo mecanico W
usando un fluido de trabajo dado y que extraiga una can-
tidad de calor dada de un foco térmico de temperatura
también dada; ;cudl es la minima cantidad de calor que
ha de depositarse en el foco frio?[? |

La lectura cléasica del enunciado de Kelvin-Planck sélo
precisa que el calor cedido al foco frio —en adelante
“compensacién”— debe ser no nulo Q' # 0. Parece
que en lo que se refiere a este enunciado un valor
de @’ despreciable es vdlido. Asi, Q' . = 0T —i.e.
arbitrariamente préximo a cero pero mayor que cero.—
Esta respuesta es independiente de @, T y del fluido de
trabajo y proviene del hecho de que se tiene la impresion
de que un ciclo de Carnot puede situarse libremente
dentro de un diagrama T — S puesto que no hay mas
restriccién més que Q' # 0.

Una mdquina que tuviera @’ . = 07 darfa un
rendimiento n = W/Q tan préximo a la unidad como
se quiera. Nunca se ha construido una méaquina tan efi-
ciente, ahora mostraremos que esto se debe a limitaciones
fundamentales de la materia, con independencia de las
limitaciones de indole practico que pudieran surgir.

Como regla general, o (4) es no nula para temperaturas
no nulas y de (3) y (4) se obtiene:

Ve>0 3d(e) >0: T<d=oT)<e (7)

Es decir, limgp_,o+ o(T) = 0.

En (7) no hay ninguna necesidad de colocar los
simbolos de valores absolutos puesto que T y o son
cantidades positivas. De (7) y del argumento precedente
se deduce inmediatamente la existencia de la funcién
inversa 0~ !(A). De hecho, la funcién inversa no es
més que una representaciéon adecuada del pardametro
d(e). La funcién inversa senala la temperatura a la
que la anchura en entropia de los estados accesibles
es, justamente, A. Esta temperatura depende de las
propiedades termofisicas del sistema objeto de estudio.

Consideremos entonces la pregunta senalada al princi-
pio de esta seccidon pero consideremos ahora se cumplen
el enunciado de Kelvin-Planck y el teorema de Nernst
tal y como se expuso en la seccion 1. Por tanto, las re-
stricciones expuestas en la seccion 111, y mostradas en la
figura 2, son vélidas. El fluido de trabajo realiza un ciclo
en el que extrae una cantidad de entropfa A = Q/T de
la fuente caliente. Para ello es necesario que A < o(T).

Esta entropia debe devolverse en el foco frio que
recibiria una cantidad de calor @’. Para alcanzar el
méaximo rendimiento, la temperatura de este foco debe
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FIG. 3. Diagrama A — Q' para una sustancia de trabajo.
Un punto de la regién I, pro ejemplo a, representa un
conjunto de maquinas que depositan todas ellas la misma
cantidad de calor Q' en el foco frio, e intercambian la misma
cantidad de entropia entre el foco caliente y el frio. La linea
gruesa —que depende del fluido de trabajo— representa (8)
y tiende a {0,0} con pendiente cero. Para un fluido de
trabajo, es imposible construir una maquina que se sitie en
la regién II. El simbolo X representa la restriccién expuesta
por el enunciado de Kelvin-Planck en su lectura clésica.

ser la menor de las posibles capaces de intercambiar
esta cantidad de entropia con este fluido de trabajo.
Siguiendo los argumentos expuestos en los péarrafos
anteriores se deduce que esta temperatura minima viene
dada por o ~1(A) que es una propiedad del fluido objeto
de estudio. Por tanto,

VQ #0,T#0: %:A<U(T)
= 30_1(A) Q' > Ax 0'_1(/\) =Q .. (8)

Esta méaquina se representa en la figura 2 por el ciclo
1—2—-3—-4—1 constituido por dos isotermas y dos
procesos en los que se produce un transporte paralelo de
entropia; los intercambios de energia y entropia en 2 — 3
se cancelan con los de 4 — 1 de forma que las fuentes
involucradas en estos procesos no desempenan ningin
papel en el problema.[? | El trabajo producido es igual
a W =Ax [T —o"1(A)].

El valor de @’ ,, es una funcién de los pardmetros del
problema: @, T y el fluido de trabajo que entra a través
de o~1. Ademsés la compensacién minima es sélo funcién
del intercambio de entropia A.

Aunque el valor de @’ . depende, para cada situacion,
de las propiedades del fluido de trabajo, es un hecho
muy destacable que, como regla general, @’ . no puede
ser una cantidad arbitrariamente préxima a cero para
un A dado puesto que, segtn el teorema de Nernst, o1
tampoco lo es (véase la figura 2).

El cardcter universal de (8) permite dibujar un
diagrama A — Q' (véase la figura 3). Obsérvese que
en el contexto de la lectura clasica del enunciado de

Kelvin-Planck este diagrama no tendria mas restriccion
que la exclusién de los puntos {A # 0,Q" = 0}, que son
destacados en la figura por el simbolo x. Pero si ahora
tenemos en cuenta el teorema de Nernst es evidente que
puntos del tipo {A, Q" < Q' . (A)} tampoco son posibles.
Estos puntos definen una regién cuya frontera viene dada
por (8); la analogfa entre las regiones I y I y la frontera
dibujadas en la figura 2 con aquellas de la figura 3 es
inmediata. Del teorema de Nernst se deduce facilmente
que @' . tiende a cero con pendiente cero cuando A
tiende a cero. Resumiendo el significado de la figura 3
debe destacarse que el teorema de Nernst excluye una
regién alrededor de los puntos realmente excluidos por la
lectura clasica del enunciado de Kelvin-Planck. Esto esta
de acuerdo con las palabras de Carathéodory expuestas
en la seccién III.

El limite A — 0% es la tnica forma de conseguir
Q... — 0T. En este caso, y tomando T como una
constante acotada, es claro que ) también tiende a cero
y, como consecuencia, también el trabajo. Por tanto:

Q - 0" =W 0" (9)

Esta proposicién contiene la esencia del teorema de
Nernst. Su significado mdas dramético se observa mejor
si se nota que @' — 0T y n — 1~ son equivalentes.
Senala por tanto que conforme se consigue la mdquina
mas eficiente, la produccion de trabajo va disminuyendo
hasta cero.

Debe destacarse una vez mas que en la discusién
precedente x no desempena ningin papel y en este
sentido las restricciones de la figura 3 y (9) son
universales. Este hecho proviene de la uniformidad. Si,
al contrario, el teorema de Nernst se lee como un simple
limite —sin el requerimiento de uniformidad— entonces
(9) v la figura 3 son sélo vélidas para transiciones entre
dos valores dados de x —véase [37, Figura 23.9][51].—
Por lo tanto, (1) no conduce a ninguna restriccién real
yva que la frontera de la figura 3 puede situarse tan
préxima a la restriccién expuesta por la lectura clasica del
enunciado de Kelvin-Planck con tal de que se consideren
valores apropiados de z1 y xo. Asi, la mejora del
rendimiento de cualquier maquina seria una cuestiéon de
limitaciones précticas si (1) fuera valida.[? ]

V. EL TEOREMA DE NERNST Y EL
ENUNCIADO DEL SEGUNDO PRINCIPIO

La seccién IV muestra claramente que el teorema de
Nernst restringe la conversién del calor en trabajo en una
forma que es independiente de la configuracién mecéanica
del sistema. Es deseable un enlace entre el enunciado del
segundo principio y el teorema.

Uno de los resultados méas importantes de la seccién IV
es el importante papel que desempena ', la compen-
sacion, en el problema de la conversién del calor en tra-
bajo. Su importancia proviene del hecho de que su valor
minimo viene dado por una expresién universal (8).



Q>0 Q=0
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FIG. 4. La secuencia de enunciados del segundo principio. El
lector debe reconocer las restricciones sobre la compensacién
que provienen de la violacién de los diferentes enunciados. De
izquierda a derecha, una violacion del enunciado de Kelvin,
una violacién de la lectura clasica del enunciado de Kelvin-
Planck, y una violacién de una lectura més razonada de este
enunciado y que incluye el teorema de Nernst. En este ultimo
caso Q.,;, viene dado por (8).

Desde un punto de vista estrictamente histérico el
papel del foco frio has sido la clave de los enunciados
del segundo principio. Asi, el primer enunciado —debido
a Kelvin[30],— expresa que es imposible construir una
maquina que, a la vez, produzca trabajo y enfrie la mas
fria de las fuentes disponibles, sin importar qué ocurra
con otras fuentes —mds calientes— (véase la figura 4).

Planck simplificé el enunciado al notar que es imposible
construir una méquina que produzca trabajo enfriando
s6lo una fuente[29]. En este sentido, una fuente més fria
debe calentarse en una cierta cantidad —compensacién—
(véase la figura 4). Sin embargo, como no incluyé
ninguna condicién sobre el “tamano” de la compensacion,
se espera que pueda ser tan pequena como sea posible:
esta es la lectura “clasica” del enunciado de Kelvin-
Planck que se ha mantenido desde su formulacién por
Planck.

Pero ademds, si el teorema de Nernst entra en
consideracion a través de la hipdtesis I, se obtiene
la tdltima restriccién del problema: una compensacion
minima queda determinada por las propiedades de la
sustancia de trabajo y el intercambio de entropia (véase
(8) v la figura 4): si se quiere transformar una cantidad
finita de calor en trabajo hay que pagar, efectivamente, un
impuesto —una compensacion— es decir el impuesto no
puede hacerse indefinidamente pequerio por voluntad del
experimentador.[? | El texto con énfasis es un enunciado
informal de (9).

El lector debe notar que, de hecho, (9) es algo més que
el simple enunciado del teorema de Nernst puesto que
incide sobre el problema del enunciado de Kelvin-Planck.
Es el dintel que corona el leitmotiv de los principios de
la termodinamica al senalar la tltima restriccién sobre la
compensacion. Si esta relacién se describiera en forma
negativa nos encontrarfamos con algo muy parecido a un
enunciado del segundo principio: prohibe la produccion

de un trabajo finito sin una compensacion finita.

VI. DEL ENUNCIADO DE KELVIN-PLANCK
AL TEOREMA DE NERNST

Las secciones anteriores han analizado el teorema de
Nernst a través de la hipétesis I poniendo de manifiesto
su relacién con el problema de la conversion del calor
en trabajo. Ahora deseamos realizar el viaje contrario:
comenzando por el enunciado de Kelvin-Planck, ;bajo
qué circunstancias se obtiene la hipétesis 17

En nuestra opinién puede decirse que la lectura clésica
del enunciado de Kelvin-Planck es “cruda” en el sen-
tido de que la causa —el calor absorbido por de la
fuente caliente— y el efecto inevitable —la compen-
saciéon minima— se han considerado desacopladas desde
los comienzos de la termodindamica. Una lectura més ra-
zonada del enunciado del segundo principio debié haber
concluido que debe existir un cierto acoplamiento entre
Winaw 0 @min ¥ @ puesto que sélo una cantidad inifinites-
imalmente pequena de Q puede dar lugar a una compen-
sacién infinitesimalmente pequena. Ahora senalaremos
que esta hipétesis —hipdtesis II— es suficiente para el
teorema de Nernst:

la compensacion de una mdquina de Carnot
tiende a cero solo si el calor absorbido del foco
caliente tiende a cero

La importancia de la hipétesis vendra dada por las
conclusiones que se deriven de ella pero, antes de nada
el lector no debe tomarla como una hipdtesis adicional
al enunciado de Kelvin-Planck puesto que esta incluida,
implicitamente, en las palabras del enunciado. La clave
de la cuestién es la palabra “efectos” que aparece en
el enunciado. Se puede conseguir explicitamente la
hipotesis II si se sustituye esta palabra por “efectos
finitos” de forma que todo calor absorbido “finito”
conduzca, necesariamente, a una compensacién “finita”.
Sin embargo ha de entenderse que todo “efecto” es, por
definicion, “finito” y por tanto estd modificacion es un
pleonasmo incompatible con la descripcién en palabras
de una ley de la naturaleza.

El hecho de que la hipdtesis IT conduzca el teorema
de Nernst es, sorprendentemente, elemental. Téngase en
cuenta que la compensacién de una maquina equivale a
Q' =T x A donde T’ es la temperatura del foco frio y A
la entropia intercambiada. Esta expresién puede hacerse
cero (1) si T’ tiende a cero, con independencia de lo que
haga A, o (2) si A tiende a cero con independencia de lo
que haga T”. La hipétesis excluye la opcién (1), es decir
excluye cualquier cambio de entropia en las cercanias
del cero absoluto. Por tanto, el teorema de Nernst, tal
y como se enunci6é en la seccién I y se analizé en la
seccién IIT queda demostrado.

Se concluye entonces que las hipétesis I y II son
proposiciones equivalentes de forma que el teorema de
Nernst proviene, en iltima instancia, de una lectura



razonada del enunciado de Kelvin-Planck a través de la
hipétesis I1.[? ] Esta proposicién es vélida, al menos en
tanto que nos refiramos a sistemas capaces de convertir
calor en trabajo.

VII. DISCUSION Y CONCLUSION

En 1909 Carathéodory|[32], siguiendo una sugerencia
de Born, consiguié traducir los enunciados clasicos
del segundo principio —que hablan del problema de
la conversion del calor en trabajo— en un enunciado
que habla de las propiedades de un sistema aislado.
Este trabajo presenta el camino contrario para el
teorema de Nernst. Se ha supuesto que el teorema
expresa propiedades de los sistemas en las cercanias
de T" — 0; el estudio que aqui presentamos (véase la
seccién IV, especialmente (8) y (9)) relaciona el teorema
con el problema de la produccién de trabajo. Estaria
expresando una propiedad universal que debe satisfacer
toda motor térmico.

El lector puede preguntarse qué hipétesis hacen al
teorema de Nernst independiente del enunciado de
Kelvin-Planck y cuéles no. El objetivo del segundo
principio es restringir la producciéon continua de trabajo
senalando una asimetria fundamental: el trabajo puede
disiparse en forma de calor pero lo contrario no. Este
objetivo se manifiesta en un enunciado que expresa, en
palabras, una restriccion. Lo que hemos mostrado en
este trabajo es que el grado de restriccién importa y
tiene influencia en las propiedades de los sistemas. La
lectura clasica del enunciado de Kelvin-Planck asume
sélo que la compensacién es non nula. Con esta lectura,
las propiedades de los sistemas en las cercanias de T =
0 tiene que venir expresadas por una ley adicional e
independiente. Sin embargo, una lectura més razonada,
a través de la hipétesis II presentada en la seccién VI
conduce a alguna de estas propiedades: la inaccesibilidad
del cero absoluto y la anulacién de los coeficientes de
expansién térmicos. Sin embargo, sefialamos de nuevo
que la formulacién es insensible a la cuestién de si los
calores especificos se anulan o no en el cero absoluto.

La nueva lectura del enunciado evita el embarazoso
hecho de que W debe diferir de () —la cuestién es jen qué
cantidad deben diferir?— senalando que deben hacerlo
en una cantidad mensurable que depende de la sustancia
de trabajo la cual también desempena un papel en el
problema. Las palabras de Carathéodory citadas en la
seccion III vuelven a dar en el clavo: si la condicién
W = @ ha de excluirse, W = Q~ también debié haberse
excluido.[? |

Una excepcién a las hipotesis aqui presentadas resul-
taria en un fallo de las consecuencias b y ¢ expuestas en
la seccién la seccién IIT es decir: (i) una experiencia que
permitiera aumentar 1/7 indefinidamente, (ii) una ex-
periencia que permitiera disminuir la entropia de forma

indefinida, o (iii) una sustancia cuyos coeficientes de ex-
pansién térmica no se anulasen en el cero absoluto.[? |

Esta fuera del ambito de este trabajo describir las
relevancia microscopica de nuestras hipdtesis, es decir
determinar qué tipo de hamiltonianos —interacciones—
conducen a una entropia que se desvanece uniformemente
en T' = 0 asi como las propiedades de simetrias de estos
hamiltonianos. Modelos reconocidos —especialmente
gases ideales— no satisfacen estas hipdtesis. Sin
embargo, el lector no debe concluir que esto sea una
“excepcién” a las hipotesis puesto que éstas sélo se
fundamentan en datos experimentales macroscépicos y
no en el andlisis de modelos.

La relacién entre modelos no interaccionantes y el
teorema de Nernst ha sido sugerida recientemente[42, 45]
y parece inevitable la presencia de interacciones en las
cercanias del cero absoluto. Esta sugerencia proviene
del analisis del modelos de espines independientes que
no satisface el teorema de Nernst puesto que su estado
fundamental es degenerado. Sin embargo, este tipo de
sistemas no se presenta en la naturaleza puesto que los
solidos reales exhiben ordenacion y correlacién de espines
a temperaturas suficientemente bajas. La ordenacién
resultante —usualmente una nueva fase ferromagnética
o antiferromagnética— si satisface el teorema.

Un andlisis similar vale para sistemas de particulas. El
lector debe notar que el gas ideal clasico permite imaginar
procesos del tipo (i) y (ii), ademds no satisface (iii) en
contradiccion con el teorema de Nernst. Por su parte,
el gas ideal cudntico[38] dan coeficientes de expansién
térmica nulos en el cero absoluto, y excluyen experiencias
del tipo (ii) puesto que la entropia estd acotada. Sin
embargo ain permiten experiencias del tipo (i) que no
ocurren en la naturaleza y que violan en significado del
teorema de Nernst. Por supuesto en sistemas reales la
“ordenacion” estd siempre presente y la formacién de
fases condensadas parece inevitable.

Es muy posible por tanto que modelos no interaccio-
nantes —sean cinéticos, magnéticos o de cualquier otra
indole— no describen de forma precisa las propiedades de
los sistemas reales a temperaturas suficientemente bajas
puesto que las interacciones no pueden ser despreciadas
en este caso.
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