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Capitulo 1

Introduccion

Cuando el ingeniero disefia un sistema mecénico y quiere estimar los esfuerzos
a los que estard sometido durante su funcionamiento no le suele ser complicado
encontrar situaciones de carga sencillas similares a la que sufrira el sistema. Estas
estimaciones son muy valiosas, pues la falta de exactitud se suple con creces con

el hecho de que mentalmente puede comprender cémo se comporta el sistema.

El primer paso es hacer un modelo sencillo del sistema. Suponer que un rasca-
cielos es una viga en voladizo puede parecer muy atrevido, sin embargo, se puede
comprender que le ocurre cuando se llena de gente y muebles, cuando le sopla el
viento o cuando hay un terremoto, gracias a ese modelo tan simple. No suele ser
complicado hacer hipétesis sencillas, de nuevo, de estos estados de carga. Cargas

axiales o transversales distribuidas o un movimiento arménico de la base.

Después vendré la ingenieria de detalle, con sus calculos realizados en inter-
minables horas de computacién por poderosos ordenadores. Sin embargo, el inge-
niero no dormirfa tranquilo si estos resultados no guardan similitud con los que se
obtienen con sus modelos sencillos. El problema es que estos modelos complicados
estan fuera de su control, dificilmente podria repasarle las cuentas a la maquina o

detectar a ojo un error de entre la multitud de resultados.



2 Introduccion

Cuando el ingeniero se encuentra ante cargas de impacto en su sistema mecénico
no sabe que hacer. No sabe modelar el sistema pues no sabe como afecta, el impacto
al sistema. No sabe modelar la carga pues no conoce las fuerzas que aparecen,

como se distribuyen ni cuanto tiempo actdan.

Newton descifré como cambian la velocidades de los cuerpos cuando chocan y
dio un rango dentro del que se debe mantener el impulso asociado a la fuerza de
contacto, que es el producto de la fuerza por el tiempo en que acttia. Asf se puede

calcular el impulso maximo que se puede dar, pero jqué se puede hacer con 617

Seria bastante facil estimar como se comporta una estructura en reposo cuan-
do un objeto mucho mayor que ésta choca con ella. Sin embargo, de poco sirven
cuando se sabe que en realidad la estructura probablemente se destruya. Tam-
bién es sencilla la situacién en la que el objeto es mucho menor que la estructura,
en cuyo caso el problema tampoco es muy grande. Y ;qué pasa con las situa-
ciones intermedias, las importantes, las que suponen un problema de disefio en la

realidad?

El impacto es un problema muy particular. Lo que antes o después gobierna
el comportamiento de los cuerpos parece no tener ninguna importancia cuando
ocurre el impacto. Se sabe que es rdpido y violento. La violencia es el resultado
del horror que siente la naturaleza al simple intento de los cuerpos de violar una
de sus leyes principales: dos objetos no pueden estar en el mismo lugar al mismo
tiempo.

Dos sélidos viajan con ciertas velocidades y entran en contacto. Inicialmente
el contacto ocurre entre dos puntos, pero la deformacién hace que el contacto
se amplie a dos superficies, las colindantes a los puntos iniciales. Entre estas
superficies aparecen tensiones de compresién y tensiones tangenciales debidas a la
friccién, que se propagan a través de los sélidos en forma de ondas. Estas ondas
se reflejan en los contornos de los sélidos. Las ondas reflejadas pueden alcanzar de
nuevo la zona de contacto. Esta situacién se mantiene mientras entre las superficies

de contacto haya compresién. Cuando la fuerza de contacto se hace nula los sélidos



se separan, aunque puede que no definitivamente, cabe la posibilidad de que entren

de nuevo en contacto antes de continuar sus viajes independientemente.

Durante el periodo -o periodos- de contacto los sélidos intercambian energia y
cantidad de movimiento. Tras el proceso parte de la energia cinética que inicial-
mente tenian los sélidos se transforma en energia térmica, debido a los procesos
irreversibles de friccién y posiblemente de deformacién plastica. Cuando termina
el contacto, las ondas de tensién-deformacién permanecen viajando en el interior
de los sélidos, se dice que los sélidos quedan vibrando. Las energias cinética y po-
tencial de deformacién asociadas a la vibracién también se habran substraido de la
energia, cinética del movimiento inicial de los sélidos. Aunque el fenémeno es ajeno
al impacto, se sabe que esta vibracién acabard por amortiguarse, por disiparse de
nuevo en energia térmica debido a los procesos de histéresis del material o friccion
interna. La energfa que ha dejado de transformarse por friccién o plasticidad en
energia térmica o en vibracién permanecers en forma de energia cinética de los
movimientos de sélido rigido de los cuerpos implicados. Si los cuerpos inicialmente
tuvieran algtin tipo de energfa potencial, como la gravitatoria, ésta no entraria en
el juego del intercambio, pues la posicién de los sdlidos practicamente no varfa

durante el proceso de contacto.

Aungque se sabe que asi ocurre el proceso, no existe ninguna solucién analitica
exacta, con hipétesis simplificativas razonables en la prictica, que nos muestre

como ocurre cuantitativamente el impacto con cierta generalidad.

La soluciones analiticas que se conocen ignoran siempre alguno de los efectos
principales. Por efectos principales se entiende los que ocurren con toda seguridad,
esto es, los procesos de deformacién de las superficies de contacto y de propagacion
de ondas elasticas. Podrian ocurrir impactos en los que no hubiera plasticidad o
friccién. Aun asi, se han planteado soluciones en las que se ignoran efectos princi-
pales, y los que no se ignoran se simplifican en gran medida mediante suposiciones
cuasiestaticas. Esta soluciones son bastante intuitivas y pueden ayudar a com-

prender el proceso en determinadas situaciones. Sin embargo, también pueden
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confundir cuando se extrapolan sin conocer su rango de validez.

Los modernos célculos numéricos abren grandes posibilidades para simular im-
pactos entre sélidos flexibles. Hay detalles técnicos importantes que no estdn del
todo resueltos, y que han dado lugar a diferentes métodos para simular el proceso.
El resolver al mismo tiempo el contacto entre los sélidos, que puede ocurrir en
zonas de tamafio casi microscépico, y la propagacién de las ondas inducidas en
sélidos de dimensiones muchisimo mayores, es uno de estos detalles. La propa-
gacién de ondas eldsticas es también un proceso complejo dificil de simular, més
aun cuando las técnicas numéricas estdn en muchos casos pensadas para realizar
cdlculos en estructuras, a veces estiticos, y luego ampliadas a sistemas de cuer-
pos flexibles interconectados que experimentan grandes rotaciones. Hay grandes

diferencias de comportamiento entre las primeras y los tltimos.

La complejidad del proceso de propagacién de ondas eldsticas en medios conti-
nuos hace que en cualquiera de las soluciones propuestas al problema del impacto se
haga algtin tipo de aproximacién cuasiestitica. Las aproximaciones cuasiestaticas
suponen que en los sélidos, o en parte de éstos, se alcanza el equilibrio estatico de
fuerzas instantdneamente. La relativa validez de las aproximaciones cuasiestiticas
depende de las relaciones entre el tiempo caracteristico de evolucién del proceso
del impacto y el de propagacién de las ondas eldsticas a lo largo de los espacios en

los que se realizan dichas aproximaciones.

Existe una idea muy extendida sobre impactos de sélidos que hay que recha-
zar totalmente. En mecdnica de sélidos rigidos se supone que los impactos tienen
una duracién tan corta que se puede suponer infinitesimal y que las fuerzas de
contacto y de reaccién vincular son tan grandes que el resto de las que actian en
los sélidos durante el contacto son despreciables. Estas hip6tesis han dado lugar
a la dindmica impulsiva. En mecanica de sélidos flexibles la duracién del impacto
no es pequefa. En general las fuerzas de contacto no se pueden aproximar por
una delta de Dirac de duracién nula. Si bien estas aproximaciones son razonables

en mecdnica de sdlidos rigidos al ser la duracién del impacto mucho menor que el



tiempo caracteristico de evolucién del estado de los sélidos, no es asi cuando se
modela la flexibilidad. La explicacién es que el impacto, y por tanto su duracién,
estd en gran medida gobernado por la propagacién de ondas en los sélidos, que es
lo que se pretende modelar con la flexibilidad. La duracién del impacto puede ser
o del mismo orden o bastante superior al tiempo de propagacién de estas ondas en
dimensiones caracteristicas de los sélidos implicados. Por tanto se podria incluso

decir en muchos casos que el impacto tiene una larga duracién.

Este trabajo est4 dedicado al impacto entre sélidos flexibles. Se tratardn im-
pactos normales en los que los sélidos implicados tienen velocidad relativa normal,
pero no tangencial, evitando as{ el problema de friccién. Los sélidos pueden ser
libres, estructuras sin movimientos de sélido rigido o pertenecientes a mecanismos
flexibles. Esta tesis estd dividida en nueve bloques. En el primer capitulo se hace
una revisién bibliografica del tema que se va a tratar, recordando los trabajos
clasicos y recientes mds relevantes. Los tres siguientes muestran aproximaciones
analiticas, muchas de ellas bien conocidas y otras no tanto. En estos capitulos se
han aportado sobre todo nuevos ejemplos, nuevos puntos de vista y consecuen-
cias. En el capitulo segundo se parte de la teorfa cldsica del impacto entre sélidos
rigidos y luego se muestran los dos tipos fundamentales de aproximaciones cuasi-
estaticas clésicas, la locales y las estructurales. En el tercero se introducen los
conceptos de propagacién de ondas eldsticas. Para esto se recurre a las ondas
elasticas monodimensionales, que sirven para describir el impacto longitudinal de
barras eldsticas. En varios ejemplos se ilustra la propagacién de ondas inducidas
por los impactos y el fendmeno de los impactos multiples. El capitulo 4 muestra
los mismos fenémenos, pero desde el punto de vista de la teoria de vibraciones y
la, superposicién modal, lo que nos permite introducir impactos transversales en

barras.

Los siguientes capitulos de esta tesis se dedican a la simulaciéon de impactos
mediante integracién numérica. En el capitulo 5 se analiza el método del balance

del impulso y cantidad de movimiento para impactos en mecanismos flexibles.
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Para ello se introduce la formulacién en sistemas de referencia flotantes, que es el
método mas extendido en la actualidad para el anélisis de este tipo de sistemas
mecanicos. A través de una serie de problemas de impacto en barras eldsticas,
se discute la forma de aplicacién de este método, la seleccién del coeficiente de
restitucién y se comparan los resultados. En el capitulo 6 se introducen distintos
tipos de modelos continuos de fuerza de contacto para su aplicacién a problemas
de impacto. Ademds, se introducen dos nuevos modelos elastoplésticos, basados
en resultados analiticos, numéricos y experimentales. Estos modelos, junto con
el modelo eldstico lineal de fuerza de contacto, son aplicados en el capitulo 7 a
impactos axiales y transversales de sélidos rigidos en barras elésticas. Los ejemplos
utilizados en este capitulos usan sélidos flexibles sin posibilidades de movimiento de
solido rigido. En este capitulo se utilizan elementos finitos, usando coordenadas
nodales o modales si se usa sintesis modal de componentes, y modos definidos
analiticamente para describir la elasticidad de los sélidos.

Los capitulos 8 y 9 tratan también el impacto en barras eldsticas, pero teniendo
éstas posibilidad de movimiento de sélido rigido. Para plantear las ecuaciones del
movimiento se usa de nuevo el método de los sistemas de referencia flotantes y
modos de vibracién definidos analiticamente para describir las deformaciones. Los
resultados, que usan modelos continuos de fuerza de contacto para la simulacién
de impactos, se comparan con resultados experimentales. En el capitulo 9 se hace
un estudio de la influencia de las condiciones de referencia, que marcan el tipo de
conexién entre el sistema de referencia local en el que se define la deformacién con
el sélido deformable al que estd ligado, en el andlisis de ondas inducidas por el
impacto.

Finalmente, en el capitulo 10 se hace un resumen de esta tesis, se sacan con-
clusiones y se enumeran una serie de trabajos futuros para completar los estudios

que se presentan.



Capitulo 2
Revision Bibliografica

2.1 Antecedentes

El estudio del impacto de sélidos en la mecénica como ciencia se remonta a los
origenes de ésta. En el siglo XVII Newton (1686) observa que el impacto entre
sélidos rigidos es un problema particular que necesita hipdtesis adicionales para
determinar el movimiento de los cuerpos. La primera, hip6tesis es que la duracién
del contacto es tan corta que se puede considerar el proceso instantdneo. Es-
ta hipétesis se plantea por una limitacién humana asi como por una restriccién
técnica. Observando el choque entre dos sélidos que se pueden considerar rigidos,
nuestros sentidos no son capaces de apreciar el tiempo en que se mantienen en
contacto, los vemos aproximarse y de repente separarse. La restriccion técnica se
observa al comprobar que no se puede mantener la hipétesis de que los sélidos
son rigidos y al mismo tiempo permanecer un tiempo finito en contacto cuando
se han aproximado con cierta velocidad no nula. Si asi fuera, durante ese periodo
no se cumpliria la conservacién de la energia mecédnica. La segunda hipétesis es
que la magnitud de las fuerzas de contacto -y de reaccién vincular, si los sélidos

tuvieran restringido su movimiento- es tan alta que el resto de las fuerzas que

7



8 Revisién Bibliografica

actian en los sélidos son despreciables durante el tiempo infinitesimal en el que
actian éstas, que se denominan fuerzas impulsivas. Estas dos hipétesis fueron
necesarias para plantear la ecuaciones de la mecénica impulsiva y sin embargo aiin
es indeterminado el movimiento de los sélidos tras el choque; se requiere un dato

adicional.

Dos evidencias fisicas limitan el movimiento posterior al impacto de los cuerpos,
la impenetrabilidad de los sélidos y la conservacién de la energia. Newton relaciona
estas dos evidencias para afiadir como dato el concepto cinemético del coeficiente
de restitucion. El coeficiente de restitucién cinematico es la relacién entre las
velocidades normales de separacién de los sélidos y las de aproximacién y es una
magnitud que se mantiene entre ceroy uno. Sien el proceso se conservara la energia
mecanica estas velocidades relativas serfan iguales y el coeficiente serfa igual a la
unidad. Sin embargo, durante el contacto aparecen fenémenos disipativos que
hacen que se pierda cierta energia mecédnica y que el coeficiente de restitucién
sea menor que la unidad. La condicién de impenetrabilidad de los sélidos indica.
que la velocidad relativa normal de separacién debe ser de signo contrario a la de
aproximacién. El caso limite es aquel en el que la velocidad relativa de separacién
es nula, los sélidos permanecen unidos tras el impacto, y por tanto el coeficiente
de restitucién cinemdtico es igual a cero. Si los sélidos permanecen unidos tras el
impacto, el sistema formado por ambos perderfa el miximo de energia mecénica
posible que permite satisfacer la conservacién de la cantidad de movimiento. Por
tanto, el coeficiente de restitucién cinemético es un niimero que debe ser menor
que la unidad, pues de lo contrario se crearia energia en el sistema, y mayor que
cero, pues de lo contrario los sélidos penetrarian. Para determinar el movimiento
de los sélidos tras el impacto se necesita conocer su valor, que debe determinarse
experimentalmente. La inclusién de este dato en las ecuaciones de la dindmica
impulsiva determinard el movimiento posterior al impacto de los sélidos. Con
estas ecuaciones no se obtienen las fuerzas de contacto ni las reacciones vinculares

durante el impacto sino los impulsos asociados a estas fuerzas.
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Posteriormente, en el siglo XIX, Poisson (1833) introduce la definicién dindmica
del coeficiente de restitucién. Poisson estudia el problema del contacto durante
el choque y plantea una teoria sobre cémo deberfa ocurrir el proceso. Para ello
supone que los sélidos, aunque rigidos en la mayoria de su volumen, se deforman en
una pequefia zona adyacente a las superficies de contacto. El proceso de contacto
se divide en dos fases, la fase de compresién y la de expansién o restitucién. El fin
de la fase de compresién y el inicio de la de restitucién se denomina instante de
mdzima compresidn. Tres fenémenos se supone que ocurren en dicho instante: el
méximo de la fuerza de contacto, la maxima aproximacién de los centros de masas
de los sélidos -indentacién- y la igualdad de la velocidad normal a las superficies de
contacto de los s6lidos. El impulso de la fuerza de contacto -la integral en el tiempo
de ésta- durante el periodo de expansién dividido por el impulso de la fuerza de
contacto durante el periodo de restitucién es la definicién dindmica del coeficiente
de restitucién. Poisson comprové que ambas definiciones del coeficiente, la suya, la
dindmica, y la cinemética de Newton coinciden. Actualmente se conoce (Stronge,
1990) que la coincidencia entre las definiciones y su limite superior no es cierta en

caso de que haya friccién entre las superficies de contacto.

Un impacto eldstico es aquel en el que no existen pérdidas de energia mecanica.
En este caso, ambos coeficientes de restitucién son iguales a la unidad . De la
definicién cinemética del coeficiente de restitucién se deduce que la velocidad re-
lativa normal de aproximacién de los sélidos es igual a la de separacién, y de la
dindmica, que el impulso de la fuerza de contacto en el periodo de expansion es
igual a éste en el periodo de compresién. Un impacto perfectamente pldstico es
aquel en el que ambos coeficientes son iguales a cero. De la definicién cinemética se
deduce que tras el impacto ambos sélidos tienen una velocidad comin en direccién
normal a las superficies de contacto. La definicién dindmica indica que el impulso
de la fuerza de contacto durante el periodo de expansién es igual a cero, o lo que
es lo mismo, que no existe periodo de expansion. Estas dos situaciones extremas

son ideales y nunca se dan en la préctica; la realidad es siempre intermedia.
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Tras este primer estudio sobre la influencia de la flexibilidad de los sélidos en
su comportamiento durante el choque, a finales del siglo XIX se presentan dos
teorias que permiten comprender de forma mucho mds concreta el impacto entre
sélidos flexibles: La teoria de Hertz del contacto (1881) y la teoria de impactos

axiales en barras eldsticas de Saint Venant (1883, 1889).

Hertz resolvié bajo la teoria de la elasticidad el problema del contacto estatico
entre sélidos de geometria suave en la zona de contacto. Cuando dos sélidos
eldsticos son presionados por una fuerza externa, la teoria de Hertz permite conocer
la distribucién de tensiones y desplazamientos en el interior y la superficie de los
cuerpos. La hipétesis de que durante el impacto el comportamiento eldstico de los
sélidos es igual al que aparece durante el contacto estatico es la base de la teoria de
Hertz del impacto. Esta suposicién representa lo que se denomina en este trabajo
una aproximacién cuasiestatica local. En la teoria de Hertz del impacto, las fuerzas
externas que mantienen comprimidos a los cuerpos en el problema estdtico de Hertz
se sustituyen por las fuerzas de inercia generadas durante el impacto. Esta teoria es
aplicable a impactos elasticos, pues no incluye efectos disipativos. Los resultados
corroboran la hipétesis de Poisson sobre el proceso del impacto. En el caso de
impactos de baja velocidad de sélidos eldsticos de geometria masiva, las soluciones

que aporta son muy buenas aproximaciones al proceso (Goldsmith, 1960).

La teoria de Hertz del impacto no considera el fenémeno de propagacién de on-
das eldsticas en el interior de los s6lidos. Como se verd en posteriores capitulos no
es posible comprender los impactos de sélidos eldsticos de geometria dispersa sin
considerar la propagacién de ondas eldsticas. Saint Venant (1883, 1889) encontré
las primeras soluciones analiticas al impacto resolviendo la ecuacién de propa-
gacidn de ondas axiales. Dedic6 su trabajo al impacto axial en barras eldsticas,
que tienen la peculiaridad de que las ondas elasticas inducidas en ellas son monodi-
mensionales y no dispersivas, lo que hace que las ecuaciones sean particularmente
sencillas de resolver. Para poder encontrar soluciones analiticas al impacto, no

se considera el proceso de deformacién local en la vecindad de las superficies de
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contacto. Estas soluciones muestran que, en este tipo de sélidos, el proceso del
impacto poco tiene que ver con el descrito por Poisson en lo referente a las fases
de compresién y expansién.

Para estimar el comportamiento en el impacto de sélidos flexibles de geometria
dispersa -vigas, laminas, placas...- se puede asumir (Juvinall, 1967) un compor-
tamiento cuasiestatico global. Para ello se supone que estos sélidos se deforman
durante el impacto de igual forma que lo hacen estdticamente ante cargas puntuales
aplicadas en la zona de contacto. De esta forma es relativamente sencillo obte-
ner la evolucién de la fuerza de contacto y las deformaciones durante el proceso,
aungue para ello no se consideran las fuerzas de inercia debidas a la deformacién.
Las soluciones que aportan estas aproximaciones son suficientemente vélidas tan
sélo cuando la duracién del impacto es mucho mayor que la frecuencia natural del

sélido flexible.

2.2 Estado actual del tema

Las teorfas hasta aqui comentadas suponen la mayoria del conocimiento tedrico
del impacto entre sélidos. Ellas aparecen en muchos textos tanto teéricos como
de disefio mecanico en capitulos mds o menos breves dedicados a las colisiones.
Un libro completamente dedicado al impacto es el de Goldsmith (1960). Este
texto recoge ampliamente el conocimiento existente hasta la fecha sobre el impacto
entre sélidos. Cabe destacar en él el planteamiento y las soluciones numéricas del
problema que combina los efectos locales y la propagacién de ondas en el impacto
de sélidos flexibles y el estudio del comportamiento pldstico de los materiales
durante el impacto. También aporta gran cantidad de resultados experimentales.

En la actualidad, el impacto entre sélidos flexibles es un tema muy activo de in-
vestigacién en ingenieria mecanica. Sus aplicaciones son el impacto de vehiculos,
el comportamiento de robots que colisionan con objetos externos o entre si, el

funcionamiento de herramientas o maquinas herramientas, los mecanismos con
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movimiento intermitente con topes mecdnicos, mecanismos con holguras en sus
pares cinematicos, biomecdnica del deporte, impacto de proyectiles... Las teorias
clasicas son aplicables en general a sélidos con movimiento libre o completamente
restringido. En la actualidad, y tal como se aprecia en las aplicaciones comentadas,
los problemas de interés se extienden al impacto de sélidos flexibles interconecta-
dos con grandes rotaciones y traslaciones. Por ello los problemas de impactos mds
generales que se estudian se engloban dentro de la teorfa de mecanismos flexi-
bles. Las peculiaridades del problema del impacto hacen que, para su analisis, las
formulaciones generalmente utilizadas en mecanismos flexibles se lleven al limite
de sus posibilidades de descripcién del comportamiento de este tipo de sistemas

mecanicos.

Tres son los métodos fundamentales que se han desarrollado para el andlisis de
impactos en mecanismos flexibles: las ecuaciones generalizadas de conservacién de
la cantidad de movimiento, la adicién-eliminacién de restricciones cinemaéticas y
los modelos continuos de fuerza de contacto-indentacién. El primer método es una,
extension de la dindmica impulsiva a las ecuaciones de mecanismos flexibles, por
tanto los impactos se consideran instantdneos, se incluye el concepto de coeficiente
de restitucién y no se obtienen fuerzas de contacto ni reacciones vinculares sino
los impulsos asociados a estas fuerzas. El segundo método consiste en garantizar
la impenetrabilidad de los sélidos durante el impacto mediante ecuaciones alge-
braicas de restriccién del movimiento de los sélidos. Estas ecuaciones imponen un
movimiento comin de las superficies de contacto mientras exista compresién entre
ellas, eliminando la restriccién cuando la fuerza entre ellas pasa a ser de traccién.
Los modelos continuos de fuerza de contacto-indentacién permiten la penetracién
numérica entre los sélidos que representa la indentacién durante el impacto y cal-
culan la fuerza de contacto como funcién de esta penetracién y de la velocidad de
penetracién. A continuacién se comentan los trabajos més destacados sobre estos

tres métodos de anélisis.

Wehage y Haug (1982) plantean las ecuaciones generalizadas de conservacién
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de la cantidad de movimiento aplicadas al impacto de mecanismos rigidos usando
el concepto del coeficiente de restitucién cinemdtico. Afirman que no es correcto
plantear las ecuaciones aislando los sélidos directamente implicados en impacto,
pues pueden aparecer reacciones vinculares en todos los pares cineméaticos de los
mecanismos. Utilizan para ello la formulacién en coordenadas absolutas indepen-
dientes. Posteriormente, Haug et al. (1985) desarrollan més ampliamente este
método en mecanismos rigidos concretando su aplicacién en dos y tres dimen-
siones. A principios de los noventa Gau y Shabana (1991, 1992, 1995) publican
una serie de articulos en los que extienden las ecuaciones generalizadas de conser-
vacién de la cantidad de movimiento al impacto de mecanismos flexibles utilizando
la formulacién en sistemas de referencia flotantes y la sintesis modal de compo-
nentes para la descripcién de la flexibilidad de los sélidos. Lo aplican a impactos
axiales en barras eldsticas y estudian la evolucién de las soluciones en funcién
del tipo y ntiimero de coordenadas eldsticas utilizadas. Posteriormente Hwang y
Shabana (1995) amplian el an4lisis a impactos transversales en barras elasticas de
mecanismos flexibles. Lankarani y Nikravesh (1992) plantean las ecuaciones de
conservacién del impulso y la cantidad de movimiento para mecanismos rigidos
usando ecuaciones canénicas derivadas del principio de Hamilton en vez de las
usuales ecuaciones en términos de la aceleraciones, derivadas de las ecuaciones
de Lagrange. Los autores justifican el planteamiento de las ecuaciones mediante
este procedimiento por una mayor estabilidad de las soluciones numéricas que se
obtienen. Yigit et al. (1990) comparan las soluciones tedricas derivadas de la
aplicacién de las ecuaciones de conservacién con resultados experimentales. En
su trabajo advierten que pueden ser necesarios varios balances para resolver el
impacto, lo cual interpretan como la aparicién de impactos muiltiples. Yigit y
Christoforou (1995) vuelven a usar esta técnica en impactos transversales en vi-
gas. Reconocen que el coeficiente de restitucién que se incluye en las ecuaciones
con sélidos flexibles no se puede interpretar de igual manera que el que se define

para el impacto de sélidos rigidos. Proponen calcular el coeficiente de restitucién
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que incluyen en sus ecuaciones como funcién de la velocidad relativa del impacto.
Comparan las soluciones con las que se obtienen usando modelos continuos de

fuerza-indentacién elastoplasticas.

Hughes et al. (1976) publican un amplio articulo en el que muestran el método
de la adicién-eliminacién de restricciones cinemaéticas para su aplicacién a impactos
usando el método de los elementos finitos. Como se indica en este articulo, el pun-
to mds complejo de la aplicacién de éste método es el calculo de la velocidades
comunes de los nodos en contacto inmediatamente después de que entren en con-
tacto. Esta velocidad comiin es desconocida y debe ser estimada de alguna manera
ya que no es automdticamente satisfecha al imponer la restriccién, como ocurre
con los desplazamientos. En este articulo se resuelve el problema con estimaciones
basadas en la propagacién de ondas en el entorno inmediato de las superficies de
contacto. Se presentan muchos ejemplos de aplicacién numérica, algunos de ellos
con sorprendentes resultados. Wu y Haug (1990) presentan su trabajo sobre im-
pactos en mecanismos flexibles utilizando el método de la restriccién cinemdtica y
elementos finitos para la descripcién de la flexibilidad. En este caso, el problema
del cdlculo de la velocidad comin tras el primer contacto se resuelve planteando
las ecuaciones generalizadas de conservacién de la cantidad de movimiento usando
un coeficiente de restitucién igual a cero. Este método del célculo de la velocidad
comin, aunque més técnico que el de Hughes et al., hace que instantdneamente
se pierda cierta energia en el sistema. Shao et al. (1993) vuelven a usar este
método aplicado a mecanismos flexibles usando elementos finitos y un procedi-
miento similar al de Hughes et al. para el célculo de la velocidad comiin tras el
primer contacto. Estos autores asimilan la condiciones de separacién de los nodos
con las de unién haciendo el tiempo correr hacia atrds. Se considera por tanto la
posibilidad de que los puntos de contacto se separen con velocidad relativa normal
a la superficies de contacto no nula. Hacen una comparacién de los resultados

numeéricos con datos experimentales.

Los modelos continuos de fuerza de contacto-indentacién pueden ser eldsticos
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o anelasticos. Los eldsticos no pueden describir pérdidas locales de energia. Los
anelasticos pueden ser viscoeldsticos, que incluyen fuerzas disipativas proporcionales
a al velocidad de penetracién y describen un lazo de histéresis, o elastopldsticos,
que modelan la plasticidad local y dan lugar a indentaciones permanentes tras
el contacto. Dubowsky y Freudenstein (1971) hacen un modelo sencillo de una
conexién con holgura entre sélidos rigidos. Resuelven el problema del movimien-
to de los sélidos incluyendo los impactos que se producen debido a las holguras
usando modelos eldsticos de Hertz y otros derivados de éste. Dubowsky y Gardner
(1977) amplian el problema al caso de sélidos flexibles y fuerzas de contacto que
incluyen ademés fuerzas proporcionales a la velocidad de penetracién. Lee et al.
(1983) publican su trabajo sobre el impacto en sélidos flexibles usando modelos
de masas concentradas y un modelo continuo de fuerzas de contacto de Hertz.
El problema de los impactos debidos a las holguras en mecanismos es retomado
por Lee y Wang (1983) usando un modelo viscoeldstico de las fuerzas de contac-
to. En este trabajo se indica que la componente de la fuerza de contacto que
es funcién de la velocidad de penetracién debe cumplir ciertas propiedades que
llaman ”condiciones de contorno del ciclo de histéresis”. Estas se expondrén en
posteriores capitulos de esta tesis. Para el calculo de las constantes asociadas a la
fuerza de contacto propone utilizar coeficientes de restitucién medidos experimen-
talmente. Khulief y Shabana (1987) proponen un nuevo modelo viscoeldstico de
fuerza de contacto que es capaz de describir un ciclo de histéresis. Esta expresion
de la fuerza de contacto tiene una componente lineal con la penetracién y otra no
lineal con la velocidad de penetracién. Las constantes necesarias para el célculo
de ambas fuerzas se obtendrian experimentalmente basindose en el coeficiente de
restitucién y en la penetracién maxima. Lee y Yoon (1994) utilizan en su trabajo
un modelo de fuerza de contacto viscoeldstico previamente definido por Lankarani
y Nikravesh (1994). Este consta de una componente de fuerza de Hertz mas un
término funcién de la velocidad de penetracién, cuya constante asociada depende

del coeficiente de restitucién. Sin embargo, ésta tltima componente de la fuerza
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de contacto no respeta las condiciones de contorno del ciclo de histéresis previa-
mente definidas por Lee y Wang (1983). Yigit y Christoforou (1997) proponen
un modelo de fuerza de contacto elastoplastica que es hertziana al principio del
periodo de carga, lineal con la penetracién en el periodo plastico y pretende ser
de nuevo hertziana en la descarga. Como se explicard en el contenido de la tesis
esta fuerza en la descarga no es realmente hertziana. Thornton (1997) propone
un nuevo modelo elastopldstico para materiales eldsticos-perfectamente plasticos
que justifica teéricamente mediante un elemental modelo de las tensiones locales.
Posteriormente en 1999, y de acuerdo con las observaciones del contacto estatico
de Johnson, Lim y Stronge (1999) presentan un modelo de fuerza de contacto que
divide el proceso de carga en tres periodos en vez de dos, el eléstico, el plastico

con plasticidad contenida y el completamente pléstico.

Los tres métodos de anélisis de impactos que se han presentado pueden ser
utilizados con diferentes modelos de la flexibilidad de los sélidos. Estos modelos
pueden ser discretos o continuos. Los discretos mas utilizados son modelos de
masas concentradas unidas por elementos eldsticos. Los continuos pueden usar
funciones de forma obtenidas analiticamente o bien funciones definidas mediante
métodos numéricos, el mas popular de los cuales es el de elementos finitos. Tanto
si se usan modelos discretos o de elementos finitos, se puede reducir el niimero de
coordenadas eldsticas mediante la sintesis modal de componentes. Los modelos,
asf como el tipo de coordenadas méas adecuados para. ser usados en el analisis de
problemas de impacto, han sido un tema importante de discusién entre los investi-
gadores. La discusién se centra esencialmente en la capacidad de las funciones de
forma asumidas para representar los desplazamientos eldsticos de describir las on-
das elasticas inducidas por el impacto. El articulo de Khulief y Shabana (1987), en
el que se usan modos obtenidos numéricamente para describir la ondas elésticas in-
ducidas por el impacto, es criticado en el trabajo de Wu y Haug (1990) al destacar
que las funciones de forma que afectan a toda la geometria del sélido no son ade-

cuadas, pues el proceso de propagacién de ondas se caracteriza porque parte del
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sélido puede encontrarse en movimiento mientras otras partes permanecen en re-
poso. Por este motivo, Wu y Haug usan el método de las subestructuras y usan
también modos como funciones de forma, advirtiendo qu;a al principio del im-
pacto solo seran excitadas aquellas coordenadas modales de la subestructura que
contiene el punto de contacto. Posteriormente Gau y Shabana (1991) hacen un
estudio analitico en el que demuestran, usando modos continuos, que sf es posible
la representacién de estas ondas sin necesidad de recurrir al método de las sub-
estructuras cuando se utiliza un nimero suficientemente elevado de funciones de
forma modales. Lee y Yoon (1994) desarrollan un tipo de funciones de forma que
llaman ”vectores de Ritz dependientes de la carga”, que se obtienen considerando
cargas puntuales en la zona de contacto de los sélidos. Dicen que estos vectores son
mucho maés eficientes que los modos dinamicos para describir las ondas inducidas
por el impacto. En el articulo de Shao et al. (1993), que usa elementos finitos
para modelar la flexibilidad de los sélidos, se dice que la sintesis modal de com-
ponentes no es apropiada para problemas de impacto, pues no se puede estimar
el nimero de modos que seran excitados por el impacto. Daniel y Doyle (1995)
muestran cémo, usando modos de vibracién obtenidos analiticamente como fun-
ciones de forma o bien elementos finitos, se pueden describir las ondas inducidas
por el impacto. Utilizan como ejemplo el impacto en placas flexibles. Tal como
se describe en el texto de Goldmith (1960), Hwang y Shabana (1995) proponen
el cambio del juego de modos para el andlisis de impactos. Asi, usan modos con-
tinuos que consideran el objeto impactor unido al sélido flexible para describir los
movimientos eldsticos durante el periodo de contacto. Estas funciones de forma
solo se usarfan en dicho periodo, teniendo que cambiar el juego de modos en otros
periodos. En el caso particular de impactos en vigas, Bark (1997) indica que los
modos que se obtienen usando el modelo de Euler-Bernouilli no son apropiados
para problemas de impacto. Sf lo serfan, sin embargo, los obtenidos mediante el

modelo de Timoshenko.

El fenémeno de la sucesidn de impactos o impactos miltiples es caracteristico
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de los impactos en sélidos flexibles de geometria dispersa. El impacto no ocurre
durante un unico periodo de contacto, por en contrario, antes de que los sélidos
implicados en el choque se separen definitivamente, ocurren varios periodos de
contacto interrumpidos por periodos de separacién. Este fenémeno hace que el
proceso sea bastante diferente al que supuso Poisson en su teoria sobre los perio-
dos de compresién-expansién y que estd muy arraigado. Por tanto, la sucesién
de impactos invalida muchos de los conceptos cldsicos del impacto entre sélidos
y hace el andlisis del proceso mucho mds complejo. Mason (1935) fue el primero
que observé en sus estudios experimentales la sucesién de impactos. En el libro
de Goldsmith (1960) aparecen resultados numéricos que indican la aparicién del
fendmeno. Lee et al. (1983) desarrollan un método para estimar el nimero de
modos necesarios para la simulacién de problemas de impacto, sin embargo, el
método falla cuando aparecen impactos miltiples. En los trabajos de Yigit (1990,
1995, 1997) se hace referencia constante a la sucesién de impactos. Como resultado
de la parametrizacién de las ecuaciones adimensionalizadas para ciertos tipos de
impactos, se dan rangos de estos pardmetros para los que los impactos multiples
aparecen. En el articulo de Stoianovici y Hurmuzlu (1996) se encuentran numérica
y experimentalmente impactos multiples en el caso del choque de una barra contra
un plano fijo. Se muestra como la aparicién de periodos de contacto adicionales no
necesariamente hace que aumente la energia perdida de los movimientos de sélido

rigido, al contrario, suelen disminuir estas pérdidas.



Capitulo 3

Métodos Clasicos

Aproximados

3.1 Introduccion

En este capitulo se muestra brevemente la teoria de impactos de sélidos rigidos
y las hipétesis basicas de la dindmica impulsiva. Se introduce el concepto de
coeficiente de restitucién en sus versiones cinematica y dindmica, y se discute su
equivalencia. A continuacién se presentan las aproximaciones basicas que existen
en la literatura para el andlisis de impactos de sélidos flexibles, que se han llamado
aproximaciones cuasiestaticas local y estructural. La aproximacién cuasiestética
estructural es aplicable al choque en que intervienen sélidos flexibles, de geometria
dispersa, en los que se puede asumir que las deformaciones durante el impacto
son equivalentes a aquellas que sufrirfa si se le aplicaran cargas equivalentes de
forma estatica. La aproximacién cuasiestdtica local aproxima el comportamiento
de sdlidos que en el impacto se mantienen practicamente indeformados, excepto
en una pequefia zona cercana a la superficie de contacto. Ambas aproximaciones

proporcionan una visién intuitiva de cémo se comportan determinados tipos de
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4t

Ejemplo A

Ejemplo C

Figura 3.1: Impactos normales

sélidos cuando chocan. A lo largo de este trabajo se hardn diversas referencias a

estas dos aproximaciones de partida y en especial al coeficiente de restitucién.

3.2 Impactos de sélidos rigidos. El coeficiente de

restitucion

A continuacién se resume la teorfa clisica del impacto de sélidos rigidos. No
se pretende ser riguroso sino aclarar lo que se entiende por impacto de sélidos
rigidos en el resto de este estudio. Por simplicidad y de acuerdo con el resto de
los estudios de esta tesis, se refiere al caso en que los sélidos que intervienen en
el impacto tienen tan sélo velocidad relativa normal y no tangencial, asi se evita
plantear el problema de friccién entre las superficies. Para esto hay que suponer
ademds que el vector normal a las superficies que entran en contacto es paralelo a

la direccién del movimiento relativo de los sélidos.
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Supdngase que un sélido, el sélido 1, viaja con velocidad vi antes de chocar
con el sélido 2, que estd en reposo. Esta situacién puede ser cualquiera de las
ilustradas en la figura 3.1. En el ejemplo A de dicha figura ambos sélidos estdn
libres, en el ejemplo B el sélido 2 es un subespacio infinito, por lo que su velocidad
de referencia siempre es nula, en el ejemplo 3 el sélido 2 estd unido a un semiespacio
infinito por medio de un elemento eldstico sin masa. No hay pérdida de generalidad
por el hecho de que tan sélo uno de los sélidos tenga velocidad inicial, pues en
caso contrario siempre se puede poner el sistema de referencia en el sélido 2 para
conseguirlo. Tras el impacto el sélido 1 adquiere una velocidad v; y el sélido 2

una velocidad vy .

Elintervalo de tiempo en que los sélidos estan en contacto se supone muy corto.
En este periodo, que se llamar4 periodo o tiempo de contacto ., aparece un fuerza
de compresién entre las superficies de contacto, que en este caso tan sélo tiene
componente normal a éstas. En el primer instante del proceso la fuerza de contacto
es nula y aumenta de forma continua hasta alcanzar un valor maximo. Si se admite
que los sélidos se deforman al menos durante el periodo de contacto en una zona
pequefia préxima. a las superficies de contacto, entonces los centros de masas de
los cuerpos experimentardn una aproximacién durante el impacto. A la diferencia
entre la distancia de los centros de masas de los sélidos en el instante inicial del
contacto -cuando atin la deformacién y la fuerza de contacto son nulas- y esa
misma distancia durante el impacto se le llama indentacién relativa de los sélidos
-normalmente se le llamard simplemente indentacién- y se denomina aqui a. Esta
magnitud viene ilustrada en la figura 3.2. Al alcanzar la fuerza de contacto dicho
valor méaximo se supone que también alcanza su méaximo la indentacién relativa,
que era cero en el instante inicial y aumenta monotonamente hasta este instante.
Este momento se llama instante de mdaxima compresién fpo, y al intervalo de
tiempo transcurrido desde el instante inicial en el que los sélidos entraron en
contacto se le llama periodo de compresién. A partir de ese instante comienza. el

periodo de expansién o restitucién. Este periodo comprende el intervalo de tiempo
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o (Indentacion)

Figura 3.2: Indentacién durante el impacto

desde el instante de médxima compresién hasta el instante en que se separan los
sélidos, t., que coincide con el instante en que se hace nula la fuerza de contacto.
La indentacién relativa se supone que ird disminuyendo hasta hacerse de nuevo
nula en el instante de la separacién. La evolucién de la fuerza de contacto se

muestra en la figura 3.3.

Al alcanzar la aproximacién de los centros de gravedad de los sélidos un méaximo
relativo -y absoluto- en el instante de méxima compresién, se hace nula la velocidad
de aproximacién de los centros de gravedad. Por lo tanto, en ese momento los
sé6lidos tienen una velocidad relativa nula. A la velocidad comiin de ambos sélidos

en ese instante se le llama aqui 7.

La dindmica impulsiva de sélidos rigidos supone que la magnitud de la fuerza de
contacto es tan alta que el resto de las fuerzas que actdan en los sélidos se pueden
despreciar durante el periodo de contacto, todas ellas excepto las de reaccién

vincular, si las hubiera, y las de inercia, naturalmente. Se dice que las fuerzas de
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Figura 3.3: Periodos durante el impacto. Evolucién de la fuerza de contacto

contacto y las de reaccién vincular son de naturaleza impulsiva, por las magnitudes
tan altas que alcanzan durante un pequefio periodo de tiempo. En las ecuaciones
del movimiento de los sélidos, se pueden modelar estas fuerzas como la funcién
mateméatica Delta de Dirac, que tienen la propiedad de tener valor nulo en todo
el dominio del tiempo excepto en un punto ¢9. Una Delta de Dirac en to se define
como
to+e

§(t—to)=0 sit#0, 31_% . §(t—to)dt =1 (3.1)

La ecuacién del movimiento durante el contacto de unos de los sélidos se podria

escribir como

m;E; = Fopy + F. + R, (3.2)

donde m; es la masa de uno de los sélidos, #; su aceleracién, Fey las fuerzas

externas que actian sobre él, F, la fuerza de contacto y R las reacciones vinculares.
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Integrado esta ecuacién durante el periodo de contacto queda

te te
/ m;Z;dt = / (Fewt + F. + R)dt, (33)
0 0
Si ahora hacemos tender a cero la duracién del contacto, At = {0,t.} — 0,

resulta

mi(vi —v7) =1 + I, (3.4)
donde I, es el impulso de la fuerza de contacto e I, el impulso de las fuerzas de
reaccién. La ecuacién (3.4) indica que 1 cambio de cantidad de movimiento de los
sélidos durante el impacto es igual al impulso de la fuerza de contacto y de las
reacciones vinculares. El impulso asociado al resto de las fuerzas que actian sobre
el sélido durante el impacto es nulo, pues no son de naturaleza impulsiva, lo que
indica que su integral en un periodo infinitesimal de tiempo debe tender a cero.

Supéngase que los sélidos implicados en el impacto no estan rigidamente vin-
culados, como les ocurre a todos los sélidos de la figura 3.1. La integracién ante-
rior se puede dividir en dos partes, dividiendo el tiempo de contacto de la forma

At = {0,t.} = {0,tmc} + {tmc,tc} resultando

tymc tMmc
/ mEdt = m;(T — Ul—) = / F.dt = I,
. . (3.5)
mE;dt = mi(vj' - 7) = / F.dt = I,

tme tymeo

donde I¢ es el impulso de la fuerza de contacto en el periodo de compresién e I
es el impulso de la fuerza de contacto en el periodo de expansién. Estos impulsos
vienen ilustrados en la figura 3.3 como las dreas encerradas por curva de la fuerza
de contacto. Por el principio de accién y reaccién se sabe que la fuerza de contacto
que actiia en cualquiera de los sélidos 1 es en cualquier instante igual en médulo
y direccién y de sentido opuesto a la que actia en cualquiera de los sélidos 2. Por
esto se pueden escribir las ecuaciones

Ic =myi(v; =0) =ma(D), Ig=mi(0~vl)=ma(v] ~7), (3.6)
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Si se dividen las ecuaciones anteriores queda

:{E:(E"Uf_):(v;_ﬁ):_vi}_—v;:_i (37)
Ic ~ (v] —70) v vy vy

donde v, y v} son las velocidades relativas de los sélidos antes y después del
impacto, respectivamente. A este cociente, que se ha llamado e, se le conoce
como coeficiente de restitucién. La ecuacién anterior indica que el cociente de
los impulsos de la fuerza normal de contacto durante los periodos de restitucién
y compresién, que se conoce como coeficiente de restitucién dindmico o regla de
Poisson, es igual al cociente de las velocidades relativas normales después y antes
del impacto de los sélidos cambiado de signo, que se conoce como coeficiente de
restitucién cinemadtico o regla de Newton. En general la igualdad de los coeficientes
de restitucién cinematico y dindmico ocurre siempre que no halla friccién entre las
superficies o si aun habiéndola no hay deslizamiento relativo entre las superficies
en contacto (Stronge, 1990).

La velocidad relativa inicial de los sélidos v, , de aproximacién, debe ser de
signo contrario a la final v}, de separacién. Por lo tanto, observando la tltima
fraccién de la definicién del coeficiente de restitucién, se deduce que este valor
debe ser siempre positivo.

La suma de las cantidades de movimiento de los sélidos representados en la
figura 3.1 debe conservarse durante el choque, puesto que la tnica fuerza que
podria modificarla es la fuerza de contacto. Sin embargo, por ser ésta fuerza
interna respecto al sistema formado por cualquiera de las tres parejas de sélidos,
no la modifica. Haciendo uso de esta conservacién y de la definicién cinemética

del coeficiente de restitucién se puede escribir el siguiente sistema de ecuaciones

miv; = muof +movy, ev] = vy —of, (3.8)

cuya solucién es

=57 a2%: (39)
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donde B = T2 es la relacién de masas de los sélidos. Las energias cinéticas de los

sélidos antes y después del impacto serdn entonces

T = sm D), T+=gml(vn:’m((lwxwe“’ﬂ»- (3.10)

Como ya de dijo en la introduccién, durante el impacto, parte de la energia
cinética inicial se transforma en energia térmica por los mecanismos de friccién,
plasticidad, amortiguamiento u otro comportamiento ineldstico de los sélidos. Por
lo tanto la diferencia entre la energia cinética inicial de los sélidos y la final deber

se positiva. Entonces se obtiene

T — T+ = %ml(vl—)zr%(l - 82) Z 0 =€ S 1. (311)

Asi queda demostrado que el coeficiente de restitucién es un niimero entre cero
y uno,

0<e<l (3.12)

Cuando el coeficiente de restitucién es igual a la unidad no hay pérdida de
energia cinética en el sistema y se dice que el impacto es completamente eldstico.
En este caso, la velocidad de aproximacién de los sélidos es igual a la de separacién.
Cuando el coeficiente de restitucién es igual a cero la energia cinética perdida es
maxima y los sélidos permanecen unidos tras el impacto, al ser su velocidad re-
lativa final nula. En este caso se dice que el impacto es completamente pléstico.
Ademss, utilizando la definicién dindmica del coeficiente de restitucién se deduce
que en impactos completamente elasticos el impulso de la fuerza de contacto en el
periodo de compresién es igual al impulso de la fuerza de contacto en el periodo
de restitucién. A su vez, en impactos completamente pléasticos el impulso en el pe-
riodo de restitucién es cero. Como la fuerza de contacto es siempre de compresién
-no cambia el signo- esto indica que no hay periodo de restitucién. Por tanto, en
impactos completamente plésticos las deformaciones durante el periodo de com-
presién son permanentes, no existe recuperacion eldstica de dichas deformaciones.
Esto indica que nada de la energfa invertida en deformacién se recupera en forma

energia cinética.



3.3 Aproximacién cuasiestdtica estructural 27

En realidad estos valores extremos del coeficiente de restitucién son ideales.
En impactos reales la curva de la fuerza de contacto debe ser asimétrica, como
se muestra en la figura 3.3, pues deber ser el impulso en el periodo de restitucién
menor que el impulso en el periodo de compresién. Igualmente la velocidad de

separacion es siempre menor que la de aproximacién de los sélidos.

Resumiendo, se podria decir que el coeficiente de restitucién deber ser menor
que la unidad, pues de lo contrario se crearia energia cinética durante el impacto,
lo cual no es posible, y debe ser mayor que cero pues de lo contrario los sélidos

penetrarian uno en el otro.

3.3 Aproximacién cuasiestatica estructural

Existen sélidos muy flexibles que se deforman en gran medida durante los impactos.
Ademas, esta deformacién no tiene por qué estar localizada en la zona préxima a la
zona de contacto, sino que puede afectar a la geometria completa de estos sélidos.
En determinadas circunstancias, que luego se aclarardn, se puede admitir que el
estado de tensiones y deformaciones en el sélido durante el impacto es equivalente
a aquel que sufre si la fuerza de contacto que aparece en cada instante se aplica
de forma estatica. Un ejemplo de esta situacién se muestra en la figura 3.4 en
la que un cuerpo rigido choca axialmente contra una barra flexible de seccién
constante. Se puede aproximar la deformacién de la barra durante el impacto
mediante aquella que sufre cuando se le aplica una carga puntual P de variacién

pseudoestdtica en el extremo.

Como se dijo en el apartado anterior, en el instante de maxima compresién los
cuerpos alcanzan una velocidad comin, que en este ejemplo seria nula. Por tanto,
toda la energia cinética que llevaba inicialmente el sélido 1 se habria transformado
en energia de deformacién de la barra flexible 2 en dicho instante. Un simple

balance de energia permite conocer, por tanto, las deformaciones y fuerzas de
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u(x)=u(L)(x/L) o (x)=P/A

Figura 3.4: Impacto axial en voladizo. Aproximacién cuasiesttica estructural

contacto maximas durante el impacto:

-1 - 1EA
T~ = smi(v)’ =Unmc = 57:‘95%1\/10

mlL - EA
= TiMC = ﬁvl = Fopue = TleC’

donde U es la energia de deformacién de la barra flexible, E su médulo de elas-

(3.13)

ticidad, A el drea de su seccién transversal, L su longitud, =, el desplazamiento
del sélido 1 durante el impacto, que coincide con el desplazamiento de la seccién
de contacto de la barra empotrada, y el subindice MC se refiere al instante de
méxima compresién tprc. Se puede conocer ademds el proceso completo del im-
pacto planteando las ecuaciones del movimiento en cualquier instante durante el

choque usando las ecuaciones de Lagrange, como sigue

1 9 1EA s d, oT oUu
= = t) = —— —(— —_— = .
T = gm@®), U0 =5 @m0), ZG)+5-=0 (14
y resulta la siguiente ecuacién del movimiento
A
I+ 21 =0, z:(0)=0, #(0)=—vg, (3.15)

Lm1
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Figura 3.5: Impacto axial en barra fija. Fuerza de contacto y desplazamientos

cuya solucién es

. EAvT EA
z1(t) = —Uisenwt, = F.(t) = ————gl——senwt, w= .
w w Lmy

(3.16)

Esta ecuacién es valida mientras la fuerza de contacto sea de compresién. El

tiempo de contacto y el instante de méxima compresion resultan asi:

T Lmy T 7 [Lmy

Fe(tc) =0 c= == —, [t =Fomaz >t = — =—
(te)=0=te=2=m/F2 (tme) = Femae = tue = 55 = 54 77
(3.17)

La fuerza de contacto y los desplazamientos del sélido rigido 1 y de la seccién de
contacto de la barra flexible se muestran en la figura 3.5. Como se ha supuesto un
estado de deformacién eldstico, no hay pérdida de energia mecénica en el sistema
y resulta ser v = —v; . La curva de la fuerza de contacto es simétrica. Obsérvese
que al escribir las energfas cinética y potencial de deformacién del sistema en la
ecuacién (3.14) no se ha incluido la energia cinética que poseen las secciones de

la barra flexible al deformarse. Por tanto, se ha tratado a la barra flexible como

un elemento elastico sin masa. Si efectivamente no tuviera masa al terminar el
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impacto la viga no vibraria, pues careceria de fuerzas de inercia, y por tanto toda
la energia mecédnica quedaria de nuevo en forma de energia cinética del sélido 1.
Por este motivo, esta aproximacién es razonable siempre que el sélido rigido tenga
una masa muy superior a la barra flexible, pues la energia cinética que posee haria
despreciable la contribucién de la energia cinética de las secciones de la barra
flexible.

Se podria intentar incluir el efecto de la masa de la barra flexible teniendo en
cuenta su energia cinética en el calculo de la energia del sistema. Esta energia

resulta
1 mo

L
Ty(t) = / SPACG 8 () de = 12 (6 (), (3.18)

donde p es la densidad de la barra flexible.
Si se afiade este término a la energia cinética del sistema la ecuacién del movi-

miento queda,

EA . my _
L(TI’L1 + m2/3)x1 rn (0) o (0) my + 7712/301 ’

La velocidad inicial ya no es igual a la que trafa el sélido rigido, pues instantdneamente

B+ (3.19)

aparece un perfil triangular de velocidades en la barra. La velocidad inicial se ob-
tiene de aplicar la dindmica impulsiva a ambos sélidos. Al incluir de esta forma, el
efecto de la masa de la estructura, la fuerza de contacto y la deflexién disminuyen

con respecto a la solucién que no la considera en un factor

PR (3.20)

V1+8/3

donde de nuevo § = % El tiempo de contacto, inversamente proporcional a la
frecuencia natural de vibracién del sistema, aumenta a su vez en un factor 1/x.
No es necesario que los sélidos flexibles estén rigidamente vinculados como
estructuras para poder realizar este tipo de aproximaciones cuasiestdticas. A con-
tinuacién se resuelve con esta técnica el impacto axial entre dos barras flexibles
iguales que se aproximan con la misma velocidad, como se ilustra en la figura 3.6.
Por simetria, este ejemplo es completamente equivalente al impacto de una

de las barras con un cuerpo rigido e inmévil. La seccién de contacto no tendri
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o=qx/A

u=(12- x? )g/EA

Figura 3.6: Impacto axial de barras flexibles. Aproximacién cuasiesttica estruc-

tural

movimiento alguno durante el impacto. Supdngase que las barras flexibles se
deforman como lo haria una barra flexible empotrada en un extremo ante una
carga distribuida uniforme. Esta carga distribuida representa las fuerzas de inercia
de las secciones durante el contacto. El campo de tensiones y desplazamientos que
apareceria en la barra se muestra en la figura 3.6. Queda la siguiente ecuacién del

movimiento

128 64 EA . -
T3—5m1$1 + ﬁ—L—ml =0, . (0) =0, (O) =V, (3.21)

donde z; representa el desplazamiento de la seccién media de la barra. La solucién

v 135 EA
z1(t) = w—zsenwgt, w3 =4/ 51 Iy’ (3.22)

de esta ecuacion es
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y por tanto se obtiene la siguiente fuerza de contacto

F.(t) = &:?.E—LA%;SC’I’LWgt (3.23)

Al hacer las aproximaciones cuasiestdticas estructurales se estd asumiendo que
los cuerpos reaccionan instantdneamente en toda su geometria a las cargas y acele-
raciones que impone el choque en la zona de contacto. Sin embargo, las excitaciones
se transmiten en el interior de los sélidos al ritmo que marca la propagacién de
ondas eldsticas, que ocurre a velocidad finita. Por ejemplo, en el caso ilustrado en
la figura 3.4 la seccién empotrada de la barra flexible no estarfa sometida a estado
de tensién alguno durante los primeros instantes del contacto, hasta que se viera
alcanzada por los efectos de una onda eléstica de compresién. En el ejemplo de la
figura 3.6 las secciones alejadas de las de contacto contintian con la velocidad que
trajan antes del choque durante los primeros instantes y serd cuando les alcance la
onda de compresién cuando modificardn su velocidad. Esto ocurrira algo después
del primer contacto entre las secciones extremas. Para estudiar la propagacién
de ondas eldsticas es necesario asumir que cada punto de los cuerpos tiene unas
posibilidades de movimiento independiente del resto, es decir, que el sélido flexi-
ble se deforma con infinitos grados de libertad. Son pocos los impactos que se
saben resolver considerando infinitos grados de libertad y en general habra que
conformarse con incluir en las ecuaciones un nimero suficiente de ellos.

En el siguiente capitulo se mostrar la teoria de propagacién de ondas eldsticas
axiales en barras flexibles, pues son particularmente sencillas de estudiar. Serd
entonces cuando se comprobard la bondad de las aproximaciones cuasiestéticas

que aqui se han analizado.

3.4 Aproximacién cuasiestatica local

En este apartado se aproxima el comportamiento durante el impacto de sélidos
que se deforman apreciablemente tan solo en una pequefia zona préxima a la su-

perficie de contacto, manteniéndose practicamente indeformados en el resto de sus
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4P

Figura 3.7: Sélidos comprimidos en contacto

geometrias. Para esto se hace uso de la teoria de Hertz del contacto (Hertz, 1881).
Esta teoria resuelve el problema elastico de dos sélidos en contacto presionados
por una fuerza. Para que sea aplicable la teoria del contacto de Hertz las superfi-
cies de los sélidos en la zona préxima al drea de contacto deben ser no conformes
-no encajan la una en la otra- y de geometria suave -sin picos o aristas. Esta
solucién estatica se usara para aproximar el proceso de deformacién local en el im-
pacto -proceso dindmico. La fuerza que presiona los sélidos en la teoria de Hertz

representa en este caso la resultante de las fuerzas de inercia durante el choque.

3.4.1 Teoria de Hertz del Contacto

Supdngase dos sélidos que estdn presionados entre si bajo la accién de dos fuerzas
de magnitud P, como se muestra en la figura 3.7. La hipdtesis geométrica necesaria
para que sea aplicable la teoria que a continuacién se expone es que la superficie
de los sélidos alrededor de la zona de contacto debe estar bien aproximada por un

paraboloide, definido por la ecuacién

z = Az® + By* + Czy (3.24)
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donde z,y, z son las coordenadas de los puntos de las superficies definidas en el sis-
tema local de referencia que se muestra en la figura 3.7. Cumplen estas condiciones
multitud de parejas de superficies de aplicacién practica, como cilindros cuyos ejes
se cruzan en cualquier angulo, esfera-plano, esfera-esfera, cilindro-esfera, cilindro-
plano, etc. La teoria de Hertz del contacto predice que la superficie de contacto
entre los sélidos resulta ser una elipse dentro de la cual la presién se distribuye
como un semielipsoide, tal como se muestra en la figura 3.8. Los semiejes a y b
de la superficie de contacto son funcién de la geometria local -radios de curvatura
de las superficies en dos planos perpendiculares-, de las propiedades de los ma-
teriales -mddulo de elasticidad y coeficiente de Poisson, y de la carga aplicada P
(Goldsmith, 1960; Timoskenko, 1970; Johnson, 1985; Hills et al., 1993).

Las compresiones se distribuyen de tal forma que la presién méxima se da en
el centro de la elipse de contacto y es 1.5 veces la presién media en dicha elipse

3 P

Do

La relacién fundamental que se obtiene de la teorfa de Hertz del contacto para
su aplicacién al impacto de sélidos es la relacién fuerza de contacto-indentacién.
Si bien se ha definido en apartados anteriores la indentacién como la aproximacién
que experimentan los centros de masas de los s6lidos, una definicién més correc-
ta es la aproximacién que experimentan dos puntos pertenecientes a los sélidos
suficientemente alejados de la zona de contacto de manera que no se vean afecta-
dos por la deformacién. Para que la teoria de Hertz del contacto sea vélida, las
dimensiones de la elipse de contacto tienen que ser mucho menores que las dimen-
siones caracteristicas de los sélidos en contacto. Por lo tanto, los centros de masas
pueden considerarse suficientemente alejados coma para ser usados en la medida

de la indentacién. La relacién entre fuerza de contacto e indentacién es
P = Kpa? (3.26)

donde K}, es una constante que depende de las geometrias locales de los cuerpos en

la zona de contacto y de las propiedades eldsticas de los materiales y « representa
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p(x.y)

%
/

Figura 3.8: Elipsoide de presiones

de nuevo la indentacién. En el caso de esferas en contacto esta constante vale

4 1 R1R2 1—1/-2 .
Ky =~ A/ k; = S =1,2 3.27
h 3ki+ ke R1+R2, E; ¢ ( )

donde R; es el radio de la esfera i, F; su médulo de elasticidad y v; su coeficiente

de Poisson.

3.4.2 Aproximacién Cuasiestdtica al Impacto usando la Teoria

de Hertz del Contacto

Supongamos dos sélidos esféricos que chocan, como lo hacen los sélidos del ejemplo
A de la figura 3.1. En realidad no tienen por qué ser esféricos sino que en la zona
cercana a la de contacto se puedan aproximar sus superficies por casquetes esféricos
y sus centros de masas deben estar situados en la recta normal a la superficie de
contacto. Durante el periodo de contacto las ecuaciones del movimiento de los

sélidos 1 y 2, suponiendo sentido positivo de las coordenadas el inicial de avance
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del sélido 1, son

mlr}il = —Fc, mzig = Fc (328)

donde z; y z representan la posicién de los centros de gravedad de los sélidos 1
¥ 2, respectivamente. Por tanto, se podra definir la indentacién entre los sélidos

como a = r; — 2. Restando las dos ecuaciones anteriores se tendra,

g=_Mtmp (3.29)
mims

Si se supone que la indentacién local debido a las fuerzas de inercia se comporta

de la forma propuesta por Hertz para el caso de contacto estético, se tiene
F. = Kpat. (3.30)

Sustituyendo (3.30) en (3.29) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para

la indentacién
mi+m
&=-ra}, p=0ETM2p (3.31)
mimso

La solucidén de esta ecuacién diferencial describirfa completamente el problema.
Aunque la ecuacién no es integrable se pueden obtener algunos datos exactos de

ella. Multiplicando ambos lados de la ecuacién por da e integrando se obtiene

2 2

%d(d)z = —ra¥da = %(a“‘ —v] ) = ——gra%. (3.32)

Como se ha mostrado en el primer apartado, en el momento de méaxima in-
dentacién la velocidad de aproximacién de los sélidos es nula. Asi, haciendo en la
ecuacion anterior & = 0, se obtendra la méxima indentacién durante el impacto y

con ello la méaxima, fuerza de contacto. La maxima indentacién resulta

2
5vy
apmc = (=%

Ll (3.33)

Una aproximacién razonable para la funcién indentacién y fuerza de contacto

es (Goldsmith, 1960)

2
1. “t 1.14v7 . Tt
a= aMcsen—(@—, F, = Y1 Maih sen1 068v; , O<t< Tame

amc (m2 —mi)amc amc 1.068v]
(3.34)
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Estos valores guardan un buen acuerdo con resultados experimentales (Goldsmith,
1960). De nuevo se ha asumido una deformacién elastica de los cuerpos implicados
y ademas no se consideran fuerzas de inercia asociadas a dichas deformaciones. Por
tanto se asume que cuando cesa la fuerza de contacto cesa la deformacién, no hay
vibracién de los sélidos tras el impacto. Con estas hipétesis no se puede representar
ninguna pérdida de energia cinética durante el impacto, por lo que el coeficiente

de restitucién asociado a este tipo de problemas es siempre la unidad.

3.5 Impacto de sélidos masivos y de sélidos dis-

persos

Para que una aproximacién cuasiestitica sea vélida es necesario que el proceso
dindmico que trata de describir ocurra lentamente. Hablar del impacto como un
proceso lento puede parecer absurdo, a no ser que se compare con un fenémeno
mucho mas répido que él. En efecto, el equilibrio estdtico en cualquier proceso
de carga se alcanza cuando las ondas eldsticas generadas recorren los sélidos un
niimero importante de veces, proceso que estd provocado por sucesivas reflexiones
de las ondas en los contornos del sélido. Una medida del tiempo que tardan las
ondas en atravesar los cuerpos es el periodo fundamental de vibracién. Por esto,
las aproximaciones cuasiestiticas en los impactos son en general suficientemente
aproximadas cuando la duracién del impacto es mucho mayor que el periodo na-
tural de vibracién de los sélidos.

Se distinguen, a efectos de su comportamiento en el impacto, dos tipos de
sélidos, los de geometria masiva y los de geometria dispersa. Se consideran sélidos
de geometria masiva aquellos que tienen dimensiones caracteristicas del mismo
orden en las tres direcciones del espacio. Una esfera, un cubo, un cilindro o prisma
de base y altura proporcionadas -ni disco ni varilla- son ejemplos de formas que
podrian tener estos sélidos masivos. Sélidos de geometria dispersa son aquellos

con dimensiones mucho mayores en una o dos de las direcciones del espacio que
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en las otras. Barras, placas y laminas son cuerpos de geometria dispersa.

La velocidad de propagacién de ondas en materiales eldsticos es constante y fun-
cién de las propiedades eldsticas del material -médulo de elasticidad y coeficiente
de Poisson- y de su densidad. Si se toman dos porciones idénticas de un material
eldstico y moldeamos dos cuerpos, uno de geometria masiva y otro de geometria
dispersa, el periodo natural de vibracién del masivo serd mucho mas corto que el
periodo del disperso. La razén es que las ondas eldsticas emplean més tiempo en
recorrer las dimensiones ”largas”del sélido disperso. Por tanto para considerar un
proceso de carga como cuasiestético debe ser mucho mas lento cuando ocurre en
el sélido de geometria dispersa que cuando ocurre en el de geometria masiva. En
la literatura sobre impactos y en esta tesis en muchas ocasiones se llaman sélidos
rigidos a los de geometria masiva y sélidos flexibles a los de geometria dispersa. El
sélido disperso que antes se habia moldeado con la misma porcién de material que
el masivo se deforma en general en mayor medida que éste dltimo ante la misma

solicitacién.

Las aproximaciones cuasiestédticas locales funcionan bastante bien al describir
el impacto entre dos sdlidos masivos (Goldsmith, 1960). Si la geometria de las
superficies que entran en contacto no responden a las que son necesarias para usar
la teorfa de Hertz del contacto, se podria usar otra ley fuerza-indentacién apro-
piada y probablemente se obtendrian buenos resultados. La duracién del contacto
en este tipo de impactos es mucho mayor que el periodo natural de vibracién de
los sélidos implicados. En este caso el impacto puede ser considerado como un
proceso lento. Las consecuencias que se pueden obtener de la bondad de esta
aproximacién es que la energia que queda en forma de vibracién interna en estos
sélidos tras el impacto es despreciable frente a la que se conserva en forma de
energia cinética de los movimientos de sélido rigido. Por tanto, no es necesario
estudiar el proceso de propagacién de ondas eldsticas en estos sélidos para saber
con suficiente aproximacién como se comportaran en la colisién. Sin embargo, esto

no significa que se comprenda por qué esto es asi, es decir, no se comprende del
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todo cémo, tras repetirse numerosas veces el proceso de propagacién y reflexién de
ondas en el cuerpo, éste queda en un estado similar al que tiene cuando se carga
estaticamente.

Cuando un sélido masivo choca con uno de geometria dispersa pueden darse
varias situaciones (Yigit y Christoforou, 1997):

1. Si el sélido masivo tiene una masa mucho menor que el disperso se podria
hacer una aproximacién cuasiestatica local y obtener una buena representacion del
proceso. En este caso no seria importante la forma de los cuerpos, tan sélo la zona

proxima a las superficies de contacto.

2. Si el sélido masivo fuera mucho mayor que el disperso se usaria la aproxi-
macién cuasiestitica estructural en el sélido disperso para analizar el proceso. En
estos casos el proceso local tiene poca importancia en el impacto y por tanto no
es esencial conocer la forma de las superficies de contacto. Del sélido masivo tan
s6lo se necesitarfa conocer su masa y velocidad inicial. Los errores que se cometen
al usar esta aproximacién, que se han descrito anteriormente, no tendrian gran
importancia en esta situacion.

3. Cuando ambos sélidos tienen masas similares, ninguna de las dos aproxi-
maciones cuasiestaticas posibles son validas y es necesario estudiar el proceso de
propagacién de ondas eldsticas para representar el impacto. En estos casos no es
razonable separar el proceso de deformacién local del de propagacién de ondas
elasticas, y ademads, las ondas no actian un tiempo suficientemente largo como
para que las leyes de deformacién estatica sean validas. La duracién del impacto
en estos casos es del mismo orden y algo superior al periodo natural de vibracién
del sélido disperso.

El caso del impacto entre dos sélidos de geometria dispersa depende de la
orientacion de estos en el choque. En general, en este caso tampoco son validas la

aproximaciones cuasiestaticas.

En lo anterior no se ha mencionado nada respecto a las velocidades relativas del

impacto. En general lo indicado es vélido para velocidades moderadas de impacto.
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Son velocidades moderadas de impacto aquellas que no destruyen los sélidos tras
el choque, es decir, que las deformaciones que experimentan son elésticas, excepto,
quizds, en una pequefia zona préxima a las superficies de contacto. Estas afirma-
ciones son consecuencia de evidencias tedricas y experimentales que aparecen en

la literatura, parte de las cuales serdn analizadas en el resto de este trabajo.



Capitulo 4

Impactos Axiales en Barras

4.1 Introduccion

En este capitulo se estudian analiticamente las ondas eldsticas inducidas por el
impacto. Como ya se ha indicado en el capitulo anterior, el proceso de propagacién
de ondas en medios continuos es muy complejo, por lo que es dificil encontrar
soluciones analiticas para este problema. Las ondas eldsticas longitudinales en
barras son especialmente sencillas de analizar. Son las que aparecen en barras
prismaticas cuando son cargadas axialmente si es despreciable la inercia lateral de

las secciones por efecto Poisson.

El estudio de las ondas longitudinales inducidas por el impacto es fundamental
para comprender lo que ocurre dentro del material durante el choque, lo que ocurre
cuando entran en contacto y por qué se separan. En el capitulo anterior se han
mostrado una serie de técnicas que se pueden usar para analizar algunos tipos
de impactos. Sin embargo, no se ha mostrado nada de lo que realmente ocurre
dentro de los cuerpos. Las soluciones que aqui se presentan, aunque restringidas
a sélidos y condiciones de impactc muy particulares, son las tnicas soluciones

analiticas exactas conocidas al problema del impacto. Adem4s, en este capitulo se

41



42 Impactos Axiales en Barras

va a mostrar un fenémeno muy importante y bastante desconocido en impactos

de sélidos flexibles: la sucesién de impactos.

4.2 Propagacion de ondas longitudinales en ba-

rras flexibles

La ecuacién del movimiento longitudinal libre de las secciones de una barra flexible
se obtiene de plantear la ecuacién de equilibrio de fuerzas eldsticas y de inercia en
una seccién de la barra, tal como se indica en la figura 4.1, y resulta la ecuacién:

Pu 0%

72 =€ a2 (4.1)
donde ¢ = \/E_/p es la velocidad de propagacién de ondas axiales en la barra,
u(z,t) es el desplazamiento de la seccién en cualquier instante, z es la coordenada
longitudinal a lo largo de la linea neutra de la barra y t el tiempo. Esta ecuacién
es la ecuacién monodimensional de ondas. Se puede probar por sustitucién que
cualquier funcién del tipo f(z —ct) o g(z+ct) es solucién particular de ésta. Estas
funciones representan ondas eldsticas que se propagan en la barra en el sentido del

eje de la barra y en el opuesto, respectivamente. Las variables asociadas a cada

seccién de la barra vendran dadas por funciones de onda, como sigue

u= flz —ct) + glz+ct),
_ou _
-

(4.2)

7 ' _ ?ﬂ__ ! I
C(—f +g)7 G—an—‘E(f +g)7

donde v es la velocidad de la seccién y o la tensién axial y el simbolo ' significa
derivada con respecto a = — ct en la funcién f y derivada con respecto a z + ct en
el caso de la funcién g. De esta expresién se deduce que los valores de tensién y
velocidad de las secciones asociadas a cada una de las ondas son proporcionales,

de forma que

lol = VEp|v|. (4.3)
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Figura 4.1: Equilibrio de fuerzas en barra flexible
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Figura 4.2: Ondas elasticas axiales

Cuando la velocidad de las secciones tiene el mismo sentido que la velocidad de
propagacidn de la onda las secciones estdn sometidas a compresidn, si la velocidad
de las secciones es de sentido contrario a la de propagacién de ondas la tensién es
de traccién. Esta relacién viene ilustrada en la figura 4.2. En esta figura, y en las
que siguen ilustrando la propagacién de ondas, la flecha sobre las funciones de onda
representan la direccién de propagacion; las rebanadas en su interior muestran la
velocidad material de las éstas, las que tienen una sola flecha y la tensién que
experimentan -de traccién o compresién-, las que tienen dos flechas.

Cuando una onda eldstica alcanza una seccién en la que se produce una dis-
continuidad, ya sea un cambio de drea de la seccién transversal o un cambio de
material, da lugar a dos nuevas ondas eldsticas, una que se transmite a la parte
de la barra con distintas propiedades -onda trasmitida- y otra que se refleja en

la misma zona de la barra y que viajard en sentido opuesto a la incidente -onda
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reflejada. La reflexién y trasmisién de ondas viene gobernado por el equilibrio de
fuerzas y la compatibilidad en desplazamientos en la seccién donde se encuentra
la discontinuidad. A continuacién se muestran dos casos de particular interés para
el problema del impacto, la reflexién de ondas en un extremo libre y la reflexién

en un extremo empotrado de una barra flexible.

Cuando una onda eléstica que recorre una barra alcanza un extremo libre ésta
se refleja, apareciendo otra onda que viaja en sentido contrario. La condicién de
contorno en la seccién libre indica que la tensién debe ser nula en todo momen-
to, por tanto la onda reflejada debe tener una tensién asociada igual y de signo
contrario a la incidente. Por la relacién entre tensién y velocidad de las secciones
anteriormente explicada, la onda reflejada llevard asociada una velocidad de las
secciones igual a la incidente. Por el principio de superposicién que se deduce de
las ecuaciones lineales de la elasticidad, como la ecuacién (4.1), la seccién libre
tiene en todo instante tensién nula y velocidad igual al doble de la velocidad aso-
ciada a la onda incidente. Este proceso de reflexién viene ilustrado en la figura

4.3.

Una onda eléstica, que recorriendo una barra flexible alcanza un extremo em-
potrado de ésta, se refleja dando lugar a otra onda que recorre la barra en sentido
contrario. En este caso la condicién de contorno es de desplazamiento nulo de la
seccién fija en todo instante. Por tanto, la velocidad de dicha seccién debe ser
también nula. La onda reflejada tendra velocidad material asociada igual y de
sentido contrario a la incidente, para que se anule por superposicién la velocidad
de la seccién fija, y, por la proporcionalidad entre tensién y velocidad, la misma
tensién que la incidente. Asi, la seccién empotrada tendra velocidad nula en todo
instante y soportard una tensién igual al doble de la que lleva asociada la onda

incidente. La figura 4.4 muestra este proceso.
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Figura 4.3: Reflexién en extremo libre

Figura 4.4: Reflexién en extremo empotrado
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Figura 4.5: Impacto axial de barras flexibles iguales

4.3 Impacto axial de barras flexibles

En este y los dos siguientes apartados se resuelven, usando la teorfa de propagacién
de ondas elasticas longitudinales, varios problemas de impactos axiales en barras
flexibles. Para ello, aparte de las hipétesis usadas para deducir la ecuacién de
ondas, se hacen las siguientes hipdtesis sobre las condiciones del contacto:

1. Las superficies de contacto son planas, el contacto se produce en la totalidad
de dichas superficies y la tensién de compresién debida al impacto es uniforme en
ellas.

2. No existe friccién por microdeslizamiento entre las superficies.

Se resuelve ahora de nuevo el problema de las dos barras iguales que se despla-
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zan con velocidades idénticas pero de signo contrario que se resolvié en el capitulo
anterior usando la aproximacién cuasiestitica. El problema se muestra en la figura

4.5.

En general, con barras de cualesquiera longitudes y velocidades, en el primer
instante del impacto las secciones extremas de las barras deben adquirir una veloci-
dad comun, para mantenerse en contacto durante un periodo de tiempo. Dicha
velocidad comun serd aquella que conserve la cantidad de movimiento de dicha
pareja de secciones. En el caso de barras iguales con velocidades idénticas pero
opuestas, es obvio que dicha velocidad comun es nula por las razones de simetria
que ya se indicaron en el capitulo anterior. Asi, en cada barra aparece una onda
eldstica que la recorre hacia sus extremos libres. Esta onda eldstica tendra una
velocidad asociada tal que a su paso la velocidad de las secciones quede nula. La
condicién impuesta en las superficies de contacto se transmite a través del material
por medio de esta onda eldstica. Al cabo de un cierto tiempo ¢t = %, donde L es
la longitud de las barras, estas ondas habran alcanzado el extremo libre. En ese
instante, en toda la longitud se superpone la velocidad de sélido rigido previa de
cada barra con la impuesta por la onda eldstica generada en el impacto, resultando
que todas las secciones de ambas barras estdn en reposo. En ese instante existe
una tensién de compresién entre ellas a lo largo de toda la longitud de la barra
uniforme de valor ¢ = v=+/Ep. Esta tensién se ha calculado usando la relacién
de proporcionalidad entre tensién y velocidad que se ha descrito en el apartado

anterior.

Un instante después la ondas se reflejan en los contornos libres como indican las
leyes de reflexién. La onda reflejada hace que las secciones adquieran una velocidad
igual y de sentido sentido opuesto a la que tenian antes del impacto. Ademas, co-
mo la onda reflejada tiene asociada una tensién de igual magnitud que la incidente,
pero de traccién, las secciones quedan sin tensién. Cuando las ondas reflejadas
llegan a las secciones de contacto hacen que desaparezca instantdneamente la ten-

sién entre ellas y se separen. La duracién del impacto seria de t, = —f— El proceso
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Figura 4.6: Fuerzas de contacto en impacto de barras

de propagacién de ondas viene ilustrado en la figura 4.5.

En la figura 4.6 se comparan las fuerzas de contacto obtenidas en este pro-
blema con la aproximacién cuasiestatica realizada en el capitulo anterior -aquella
que no considera la masa de la estructura- y la obtenida usando la propagacién de
ondas elasticas. En el primer caso, la curva es un arco de seno, mientras que en
el segundo es constante durante el periodo de contacto. Obsérvese que al resultar
las velocidades finales de las barras iguales en ambos problemas, los impulsos de
ambas fuerzas de contacto -el drea bajo las curvas- son iguales. Si bien no se ha
usado ningidn concepto ondulatorio en el anterior capitulo, se observa que las curvas
que representan ambas fuerzas de contacto se pueden adimensionalizar usando los
mismos factores, entre los que se incluye la velocidad de propagacién de ondas o
el tiempo empleado por ellas en recorrer las longitudes de las barras. Se observa
en la figura 4.6 que el pico de fuerza de contacto es idéntico en ambos casos y el
tiempo de contacto 1.82 veces mayor en la aproximacién cuasiestatica que en la

solucién ondulatoria.
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Figura 4.7: Impacto axial de barras flexibles desiguales
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En la solucidn al impacto axial de barras iguales, éstas quedan tras el impacto
con la misma velocidad en todas sus secciones y sin tensién entre ellas. Es decir,
no hay vibracién superpuesta al movimiento de solido rigido. No es éste el caso
general. Se plantea ahora el impacto axial de dos barras desiguales en longitud,
pero iguales en seccién y propiedades del material. Se supone también que la barra
2 tiene una longitud mayor que el doble de la longitud de la barra 1. El proceso
viene ilustrado en la figura 4.7. La conservacién de la cantidad de movimiento de
la secciones que entran en contacto indica que la velocidad comin que alcanzan

ambas secciones en el instante del impacto es igual a

— o
pAv] + pAvy = pAlv+v) > wv= %, (4.4)

por tanto el salto de velocidades que deben experimentar dichas secciones es
Avlzv—vfz—%, Av2=v—v;:¥ (4.5)

De nuevo tras el contacto parten dos frentes de onda desde las superficies de
contacto, con saltos de velocidad asociadas Av; y Aws, que dejan a su paso las
secciones de ambas barra con velocidad v y comprimidas una cantidad ¢ = v/Ep.
El frente de onda de la barra corta llega al extremo libre y se refleja para alcanzar
de nuevo la seccién de contacto y dar fin al periodo de contacto. Mientras tanto la
onda en la barra larga sigue avanzando a lo largo de ella. A partir de este instante
la barra corta adquiere una velocidad igual a la velocidad inicial de la barra larga,
vf” = v, , que se obtiene por superposicién de la velocidad de sélido rigido inicial
mas la que resulta de la onda incidente y reflejada. Ademds no existe tensién
en esta barra. Por el contrario, la barra larga no tiene una velocidad comin
para todas sus secciones, pues la onda eldstica generada durante el impacto, e
interrumpida por la repentina separacién, continiia propagandose y reflejandose
en su interior indefinidamente. Por esto se dice que la barra larga, tras el impacto,
tiene superpuesto un movimiento de sélido rigido con la vibracién de sus secciones.
Justo en el instante en el que termina el impacto, la zona més préxima a las

secciones de contacto de la barra larga tiene una velocidad modificada respecto
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a la inicial de la barra, mientras que la zona més alejada continta imperturbada
con su velocidad de antes del impacto. En la seccién en que se unen las dos zonas
se encuentra el frente de ondas eldsticas. La velocidad de las secciones de la barra

larga en el instante de la separacién se puede escribir como

2, Ut o<z <2

C

)= (4.6)

va(x,t
Uy si2ly <z <ly

En la figura 4.8 se muestran los desplazamientos reales de la seccién z = 2{; de
la barra larga en el caso en que Iy = 3.5!;. Su velocidad es una funcién periédica,
de periodo 23 /c. Cada ciclo se divide en dos partes, en cada una de ellas la seccién
tiene una velocidad constante pero diferente una de otra. Todas las secciones de
la barra experimentan un movimiento similar a éste, pero con cierto desfase.

Si las barras estan hechas de un material relativamente rigido, a un observador
externo le pareceria que ambas se mueven tras el impacto con velocidad uniforme
en todas sus secciones, aunque eso no seria cierto para la barra larga. A esta
velocidad aparente se le llama aqui velocidad equivalente de sélido rigido o ve-
locidad de sélido rigido del cuerpo flexible. Si se considera la barra flexible como
un conjunto de infinitas secciones, esta velocidad equivalente coincidiria con la
velocidad del centro de masas del conjunto de secciones y se calcularia como tal.
Este concepto se usara en varias ocasiones a lo largo de este trabajo. La velocidad
equivalente de sélido rigido es una magnitud constante incluso para la barra larga
tras el impacto, pues no actian fuerzas externas al conjunto de secciones, por
tanto puede calcularse en cualquier instante tras el impacto. Usando la ecuacién
(4.6) la evaluamos justo en el momento en el que termina el impacto y se obtiene

féz pAvs(z,t)dx N _h

U;=—mz*=(v1 —u)y T (4.7)

En la figura 4.8 viene representado el desplazamiento de la seccién en el caso
de que tuviera dicha velocidad de sélido rigido constante. Obsérvese que ninguna
seccién de la barra larga en ningiin instante tiene esta velocidad de sélido rigido.

En realidad, tras un cierto periodo de tiempo tras el impacto el amortiguamiento
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Figura 4.8: Desplazamientos de la seccién z = 2{; de la barra larga

hard que las velocidades de las secciones se uniformicen y adquieran todas esta

velocidad de sélido rigido.

4.4 Impacto axial de un sélido rigido en una barra

flexible libre

En este apartado se estudia el impacto axial de un sélido libre sobre un extremo
de una barra flexible libre (Love, 1944; Goldsmith, 1960; Timoshenko y Goodier,
1970). El sélido rigido -sélido 1- tiene una velocidad inicial vy y la barra flexible
-s6lido 2- estd inicialmente en reposo. La situacién antes del choque se muestra
en la figura 4.9.

En el instante inicial del impacto se supone que la seccién de contacto de la
barra flexible adquiere instantdneamente la misma velocidad que el sélido rigido.
La razén para asumir esta condicién inicial es que los desplazamientos entre del

sélido rigido y de la seccién de contacto de la barra flexible deben ser compatibles,
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Figura 4.9: Impacto axial de un sélido rigido en una barra flexible libre

ambos deben adquirir la misma velocidad. No es posible que el sélido rigido cambie
instantdneamente su velocidad, pues esto requeriria una fuerza infinita. Sin embar-
go, la seccién de contacto de la barra flexible si puede cambiar instantdneamente
su velocidad por la accién de fuerzas finitas, pues tiene masa infinitesimal. La

ecuacién del movimiento del sélido rigido tras el contacto es

dv
mld_tl + Ao =0, (4.8)

que indica que la fuerza de inercia en el sélido rigido es igual a la fuerza de
contacto. En esta ecuacidén A es el area de la seccidn transversal de la barra y
o la tensién que soporta. La tensién de contacto o se supone positiva cuando es
de compresién. Esta ecuacién es valida también para la seccién de contacto de la
barra flexible mientras ambos sélidos estén en contacto. Sustituyendo la ecuacién
de proporcionalidad entre tensién y velocidad de las secciones dada por la ecuacién
(4.3) se obtiene

m_do +o=0=0(t) = aoe_ﬂ'"l@t (4.9)

AVEp dt

donde la tensién inicial de contacto es g9 = wvo/Ep. Esta ecuacién se puede

expresar también de la forma

_2ﬂt

o(t) = ogeT °, (4.10)

donde 8 = %’;’L es la relacién de masas de los sélidos y T = 2_iz es el tiempo
empleado por el frente de ondas eldsticas en recorrer la longitud de la barra dos

veces. La velocidad del sélido rigido durante el contacto serd

v (t) :vfezﬂg—t, (4.11)
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Figura 4.10: Propagacion y reflexién de ondas eldsticas durante el impacto

Esta tensién y esta velocidad se propagan de nuevo a lo largo de la barra
mediante ondas eldsticas que se reflejan en el extremo libre ésta. Dos instantes
del proceso de propagacién se muestran en la figura 4.10. En este caso las ondas
elasticas no tienen perfil de tensién y velocidad constante, como en el ejemplo
del impacto axial de barras, sino exponencial. En el instante en que el frente
de ondas elésticas llega de nuevo a la seccién de contacto de la barra, ésta se
acelera, sufriendo un salto de velocidad igual al que sufrié en el instante inicial del
impacto. Este salto de velocidad no puede ser acompanado por el sélido rigido,
pues la tensién que apareceria entre la superficies de contacto seria de traccién,
que no puede ser soportada por esta unién. Por tanto, las superficies se separan,
terminando el impacto. La duracién del impacto es por tanto t, = T y la fuerza

de contacto viene dada por
F.(t) = vy AVEpe™*t 0<t<T, (4.12)

La figura 4.11 muestra la fuerza de contacto adimensionalizada en el caso de
B = 1, esto es, cuando ambos sélidos tienen la misma masa. El maximo de la

fuerza de contacto aparece en el primer instante del contacto. En el instante final,
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Figura 4.11: Fuerza de contacto en impacto de sélido rigido en barra libre

la fuerza de contacto baja instantdneamente desde un valor finito hasta un valor
nulo. En la figura 4.12 se representan los desplazamientos del sélido rigido y de la
seccién de contacto durante y tras el impacto. Se aprecia que la separacién ocurre
con una cierta velocidad relativa.

La velocidad del sélido rigido tras el impacto es
v = v e 28 (4.13)
y la velocidad de la seccién de contacto es
v1(0,T) = vy (1 + e~ ). (4.14)

Obsérvese que en el instante posterior al choque la velocidad relativa entre €l
soélido rigido y la seccién de contacto es igual a la que tenian antes de impacto.
Otro dato importante es que la velocidad final del sélido rigido es siempre positiva,

es decir, que el sélido rigido no cambia el sentido de su movimiento tras el impacto.
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Figura 4.12: Desplazamientos del sélido rigido y seccién de contacto

La teoria clasica del impacto si permite inversién del sentido del movimiento del
sélido 1. Si se asimila este problema al ejemplo A de la figura 3.1 se puede obtener
que la velocidad final del sélido 1, ecuacién 3.9, puede ser positiva o negativa tras

el impacto, dependiendo del valor de S y del coeficiente de restitucién.

El movimiento posterior de la seccién de contacto, y de cualquier otra de la
barra flexible, es periddico, pues es debido al efecto de la onda generada durante
el impacto, que continia propagandose en el seno de la barra indefinidamente. El
periodo de dicho movimiento serd T. La velocidad de sélido rigido de la barra
flexible durante el impacto se puede calcular de nuevo como la media ponderada

por la masa de las velocidades de las secciones. Durante el impacto la velocidad
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Figura 4.13: Impacto axial de un sélido rigido en una barra flexible empotrada

de la secciones de definen por la ecuacién

v et §0<z<ct

'U2(:Eat) =
0 sict <z <y
para0 <t < ch
s (4.15)
vye T (t=%) si0<z<2ly—ct

vz(m’t) = —28

vl [e_Tw(t_f) +e7T “‘TJF%)] si2ly —ct <z <ly

iy

! 21
para Z <t < 2.

La velocidad de sélido rigido de la barra flexible durante el impacto resulta de

integrar estas expresiones, como sigue

fé2 vo(z,t)dm _ v

284
ma B )

va(t) = (I1-e 7Y 0<t<T. (4.16)

4.5 Impacto axial de un sélido rigido en una barra

flexible empotrada

El problema que se plantea en esta seccién (Love, 1944; Goldsmith, 1960; Timo-
shenko y Goodier, 1970) se muestra en su situacién inicial en la figura 4.13. Este
impacto tiene como particularidad respecto a los anteriores estudiados la aparicién
de reacciones vinculares, que al ser fuerzas externas hardn que no se conserve la

cantidad de movimiento del par de sélidos.
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Figura 4.14: Propagacién de ondas eldsticas en barra empotrada

Es facil comprender que el comportamiento de los sélidos en los primeros ins-
tantes del impacto serd idéntico al que tienen los sélidos en el problema anterior
en el que la barra flexible estaba libre. Serd cuando vuelva la onda reflejada del
extremo empotrado de la barra cuando las secciones de ésta experimentaran el
efecto del empotramiento. La seccién de contacto es la ltima que siente este efec-
to. Por tanto, las expresiones de tensién y velocidad obtenidas para el sélido rigido
y la seccién de contacto en el apartado anterior son vélidas para este problema
hasta el instante ¢ = T en el que llega la onda reflejada. La onda reflejada es en
este caso de compresién y por tanto no produce la separacién de las superficies
de contacto, sino que incrementa sibitamente la que existia en ese instante . El
proceso de propagacién de ondas en un cierto instante —72: < t < T viene ilustrado

en la figura 4.14.

Al llegar la onda reflejada al extremo de contacto se refleja de nuevo como si
el extremo estuviera empotrado. Esto es asi de nuevo porque el sélido rigido no

puede cambiar instantidneamente su velocidad. Por tanto, como el frente de ondas
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reflejadas tiene una tensién de compresién igual a la que hubo en el primer instante
del impacto, la compresién aumentara bruscamente un valor 20¢. Este fenémeno
de aumento brusco de la compresién de contacto ocurrird periédicamente cada
intervalo At = T hasta terminar el impacto. A partir del instante t = T y en cada.
intervalo de tiempo nT < ¢ < (n+1)T la compresién en las superficies de contacto

sera

7(0,t) = 8, (t) + sy (t ~ T) (4.17)

y la velocidad del sélido rigido y la seccién de contacto serén

v(0,t) = t—1T)) (4.18)

1
E(Sn(t) — 8n—1(

donde so(t) = ooe**. El resto de las funciones de ondas generadas s;(t) en las
superficies de contacto deben calcularse incluyendo las ecuaciones (4.17) y (4.18)

en la ecuacién (4.8) de equilibrio de fuerzas en el sélido rigido. Queda entonces

d

%[sn(t) —sp1(t=T)] + %[sn(t) + 8p-1(t=T)] =0. (4.19)

Multiplicando la ecuacién por eFte integrando se obtiene
4
Sn(t) = sp1(t—~T) — —ﬁ — [/e T8y 1(t —T)dt+C (4.20)

donde C es una constante de integracién. Sustituyendo en esta dltima ecuacién

Sp—1 POr Sg se obtiene

_48

T t) — C%e"%ﬂt.

- (4.21)

Sl(t) = 006—2ﬂ(%—1)(1

Para el célculo de la constante de integracién se usa la condicién de que la velocidad
del sélido rigido debe ser continua en el instante ¢ = T', pues éste no puede cambiar

instantdneamente su velocidad, como ya se ha mencionado. Queda entonces:

1 1
\/FZ [51 (T) - SO(t - T)] = —\/?P [SO(T)] ’ (4'22)
y resulta la expresién
s1(t) = so(t) + ope2P(r 1) [1 +48(1 - %)] . (4.23)
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Figura 4.15: Propagacién de ondas eldsticas en el instante de separacién

Este mismo procedimiento se usa para obtener las expresiones de s»(t), s3(t),
etc. El impacto finaliza cuando en cualquier intervalo se anule la tensién de con-

tacto. Esto es

Sp(te) + sp-1(tc = T) = 0. (4.24)

Se usa como ejemplo el problema particular en el que ambos sélidos tienen la
misma masa, es decir § = 1. La ecuacién anterior tiene en este caso solucién para

el intervalo T < t, < 2T, resultando
s1(te) + so(te = T) =0 = t, = 1.5347T. (4.25)

Las ondas eldsticas en la barra flexible en el instante de la separacién se repre-
sentan en la figura 4.15. Se observa como la tensién asociada a la onda generada
es igual y de signo contrario a la tensién de la onda incidente en la seccién de

contacto.
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La velocidad final del sélido rigido serd
1

t=1.534T) = —— 1.534T) — 50(0.534T)) = —0.688v; . 4.26
’U1( ) \/E_p(51( ) 30( )) Uy ( )
La ecuacién de la fuerza de contacto resulta ser
Asp(t O<t<T
F.(t) = o(®) (4.27)

Alsi(®) +s0(t = T)] T <t <1.534T.

A partir de este instante, el movimiento de las secciones de la barra vendrd
dictado por la propagacién y reflexién en su seno de las ondas generadas durante
el impacto. La reflexién de estas ondas en el extremo que antes era el de contacto
se produce ahora de forma diferente a como ocurria durante el contacto. Tras la
separacion, se reflejaran la ondas como lo hacen en un extremo libre, naturalmente,
¥ no se comporta como un extremo fijo, como ocurria durante el contacto con el
sélido rigido.

La velocidad del sélido rigido en cualquier instante durante el impacto viene
dada por
vy so(t) O<t<T
vy [s1(t) —so(t —T)] T <t<1.534T.

Como se comprobaré a continuacién, la barra flexible, aunque empotrada, tiene

v (t) = (4.28)

una velocidad equivalente de sélido rigido no nula. No obstante, ésta debe ser
oscilante con media nula, pues su movimiento estd restringido. El célculo de la
velocidad equivalente de sélido rigido de la barra flexible se hace de nuevo como
la velocidad del centro de gravedad de sus secciones, y resulta durante el periodo

de contacto:
(

7B Jo solt — £)dz 0<t<I
B [ o solt — 2)dz — [iir_, SO(t_T'f'%)d.’l?:l Tct<T
ity < | 785 [y sot = £)de =[5 s0(t =T+ )z
+ [ sl - %)dw] T<t<?
‘\/ﬁ [— Olz so(t =T + %)dz + fé2 s1(t — Z)dz
L fcl(22T-—t) s1(t = %)dz] 3T <t < 1.534T

(4.29)
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Figura 4.16: Desplazamientos tras el primer contacto para f = 1

Los desplazamientos del sélido rigido y de la seccién de contacto tras el impacto

vienen dados por

di(t) = da(tc) — va(te)(t —tc),

t
2
o (0, 1) = dy (¢ +/ 2 _so(t—T)dt, 1.534T <t<2T
2(0,8) = da(tc) s \/E_PO( ) (4.30)
t

2
d3(0,¢) = dy(0, 2T +/ -
(00 = R0 TR

La figura 4.16 muestra la representacién grafica de estos desplazamientos. Se

si(t—T)dt, 2T <t < 3.534T.

observa que tras una fase de desaceleracién la seccién de contacto vuelve a acele-
rarse por la llegada de un frente de ondas eldsticas, de tal forma que alcanza de
nuevo al sélido rigido. Este serd el comienzo de un nuevo periodo de contacto, por

tanto, el impacto no habia terminado tras la primera separacién de las superficies.
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El inicio del segundo periodo de contacto es
dy (tg) = dz(o,tz) =ty = 2.125T. (431)

Por tanto la parte de las curvas de la figura 4.16 donde ¢ > t; no tiene realidad
fisica. Para conocer como evoluciona el sistema a partir de ese instante hay que
analizar la reflexién y generacién de ondas en el segundo periodo de contacto. La
onda incidente en la seccién de contacto en el instante ¢t = 2.125T es s;(t — T).
Para calcular la generada en este segundo periodo de contacto, sa(t), se procede
como se hizo anteriormente. La ecuacién del movimiento del sélido rigido y la

seccién de contacto de la barra flexible sigue siendo 4.8, por tanto

so(t) = s1(t = T) — %—ée"¥t [/ eFts (¢t — T)dt + C] . (4.32)

Para el calculo de la constante de integraciéon C se impone como condicién
inicial de nuevo la continuidad de la velocidad del sélido rigido en el instante

inicial del segundo contacto y queda
_284 t t
s2(t) = 436.78500e” T ' | —2.979 + T —2.089 + 7| (4.33)
La tensién en el instante inicial del segundo periodo de contacto serd
Og2 = 52(2.125T) +51(2.125T — T)= 0.299v; v/ Ep. (4.34)

El segundo periodo de contacto acabard cuando la presién de contacto sea nula,

esto es

Sz(tsz) + Sl(tsg - T) =0 =ty = 2.163T, (435)

y por tanto la duracién del segundo periodoe de contacto serd
tcg = tsg - tg = 0.037T. (436)

La velocidad tras el segundo periodo de contacto del sélido rigido seria

1

v = (s2(ts2) — s1(ts2 — T)) = —0.698v, (4.37)

$
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Figura 4.17: Desplazamientos del sélido rigido y la seccién de contacto

En la figura 4.17 se representan los desplazamientos del sélido rigido y de la
seccién de contacto de la barra flexible durante el proceso completo. En la figura
4.18 se muestran la fuerzas de contacto durante ambos periodos de contacto. En el
segundo periodo, las fuerzas de contacto y su duracién son mucho menores que en el
primero, por lo que el cambio de velocidad del sélido rigido es mucho menor. Este
fenémeno, comprobado analiticamente en un caso particular, es conocido como el
fenémeno de impactos miiltiples o sucesién de impactos. En el segundo periodo de
contacto el sélido rigido recupera parte de la energia cinética que habia perdido
en el primero, pues aumenta su velocidad. Por tanto, la existencia de periodos
de contacto adicionales no significa necesariamente un aumento de pérdidas de

energfa mecanica, como cabria esperar.



4.6 Comparacién con la teorfa de impactos de sdlidos rigidos 65

2,0

1.5

1,0

Fuerza de Contacto (F /v, A(Ep)'"”)

05
0,0 L 1 " 1 1 i 1 [\
0,0 05 1,0 1,5 2,0
Tiempo (t/T)

Figura 4.18: Fuerza de contacto

4.6 Comparacién con la teoria de impactos de

solidos rigidos

Aunque las deformaciones durante el impacto de los sélidos flexibles que se han
mostrado en este capitulo no son tan sélo significativas en el entorno de la zona de
contacto, como se suponia en el capitulo anterior, algunas de las hipétesis sobre
el proceso del contacto pueden ser verificadas con los andlisis realizados en este

capitulo. Se realiza este estudio en los dos tltimos ejemplos desarrollados.

El problema del impacto axial de un sélido rigido en una barra flexible libre se
plantearia, en mecénica de sélidos rigidos, como el ejemplo A de la figura 3.1. Se
calcula ahora el coeficiente de restitucién que deberia usarse en este problema para
representar las pérdidas energéticas debidas a las ondas eldsticas inducidas. En

este sentido, se usa como velocidad del sélido rigido 2 de la figura 3.1 la velocidad
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equivalente de sélido rigido de la barra flexible 2 de la figura 4.9, que hemos
calculado. En el caso de que la barra flexible esté empotrada se proponen dos
opciones para modelar el sistema con sélidos rigidos, los mostrados en el ejemplo
B y C de la figura 3.1. Si se usa el modelo B se asume que la barra empotrada no
tiene posibilidad de movimiento de sélido rigido y por tanto su velocidad equiva-
lente serfa nula, la energfa de las ondas eldsticas inducidas se consideraria energia
perdida. En cambio, usando el modelo C se podria representar de una forma muy
simplista dicha energia de vibracién y en este caso al sélido 2, que representa
a la barra flexible empotrada, si se le asignaria posibilidad de movimiento. Por
tanto, los coeficientes de restitucién que se usarian el los problemas B y C para
representar el problema del impacto axial en una barra empotrada serian distintos,
aunque pretendan modelar el mismo problema real. M4s adelante se discutirin
sus valores.

Se calcula ahora el coeficiente de restitucién apropiado para que el ejemplo A
de la figura 3.1 represente el impacto de un sélido rigido en una barra flexible
libre. Se usa para calcular el instante de maxima compresién la condicién de que
en ese instante ambos sélidos alcanzan la misma velocidad. Por tanto, igualando

las ecuaciones (4.11) y (4.16) queda

log(1
=B o) =wliwo) = por. (439

El coeficiente de restitucién dindmico serd entonces

g md vp YEEAT (; - e—w)

177¢e;

tac 1 28 1+8 1 —28
ep = & = — == [1-(1+pBe %], (4.39)
JiMC Fo(t)dt v % B

y el cinemético

_ v aM w1 28
ec = e o 0) =3 [1-(1+B)e?]. (4.40)

Por tanto, efectivamente ambos coeficientes coinciden ep = ec. Si se utiliza

este coeficiente de restitucién en las ecuaciones de conservacién de la cantidad

de movimiento de la dindmica impulsiva, se obtendrian las mismas velocidades



4.6 Comparacidn con la teoria de impactos de sélidos rigidos 67

de sélido rigido que las que se obtienen en el problema que considera sdlidos

deformables.

Es importante resaltar que lo que se ha definido como la velocidad de sélido
rigido de los sélidos flexibles no coincide con la velocidad real de ninguna de sus
secciones, como ocurria en el tipo de sélidos deformables que se asumian en la
teoria cldsica del impacto de sélidos rigidos. Por esto, y porque en estos casos la
deformacién no estéd localizada, no tiene sentido hablar de indentacién como se
hizo en el capitulo anterior. Por otro lado, se observa que el instante de maxima
compresién no coincide con el maximo de la fuerza de contacto, puesto que éste
ocurre en el instante inicial del contacto -el nombre instante de mdzima compresion

no es muy afortunado en este caso.

En el caso del impacto de un sélido rigido en una barra flexible empotrada
con masas iguales, se supone ahora por simplicidad que sélo existe un periodo de
contacto, el primero, lo que se puede imaginar como si tras el primer periodo de
contacto el sélido es artificialmente extraido de la zona préxima a la barra flexible.
Las velocidades de sélido rigido dadas por las ecuaciones (4.28) y (4.29) vienen

representadas en la figura 4.19.

Se observa en la figura cémo las velocidades de sélido rigido de ambos cuerpos
coinciden en tres ocasiones durante el primer periodo de contacto. Estos resultados
no concuerdan con el proceso explicado en el capitulo anterior sobre el impacto
de sélidos rigidos por la aparicién de reacciones vinculares en el empotramiento
de la barra durante el contacto, que son de naturaleza impulsiva. Sin embargo,
podria razonablemente pensarse que si el sélido rigido tiene una velocidad después
del impacto -0.688 veces la inicial y la barra empotrada no tiene posibilidad de
movimiento, el coeficiente de restitucién deberia ser 0.688. Si no existe ningilin
interés en modelar la flexibilidad de la barra el problema se puede asimilar al
ejemplo B de la figura 3.1 en el que un sélido 1 impacta en un subespacio infinito.
Asi, a la barra flexible, como al subespacio infinito, se le asigna una velocidad nula

de sélido rigido en todo instante. Por tanto, en este caso el instante de maxima
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Figura 4.19: Velocidades durante el impacto

compresién seria aquel en el que se anula la velocidad del sélido 1, por tanto se

obtiene de igualar a cero la ecuacién 4.28, como sigue
vi(t) = 0 = th,o = 1.034T, (4.41)

donde el superindice b se refiere al ejemplo B del capitulo anterior. El coeficiente

de restitucién dindmico seria

te

) ® F.(t)dt
ep = ——— = 0.688, (4.42)
fOMC F.(t)dt
y el cinemaético
b v1(1.534T)
ec = ————— = (0.688. 4.43
C Ul (0) ( )

Por tanto, ambos coinciden. El modelo més sencillo que podria usarse para si-
mular el comportamiento de la barra flexible serfa una masa concentrada unida

mediante un elemento eldstico sin masa al extremo empotrado, como el ejemplo
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C del capitulo anterior. Para el célculo de las constantes equivalentes se asume la
deformada estética de la barra comprimida con una carga puntual en un extremo
como deformada supuesta. Asi se obtiene una rigidez equivalente del elemento
elastico K = ELA y una masa equivalente de la masa concentrada me, = 5%, que
se llama sélido 2b. No conocemos el coeficiente de restitucién que deberia ser usa-
do en este problema para obtener resultados concordantes con el problema en el
que se analiza la propagacién de ondas. Se comienza suponiendo un coeficiente
de restitucién igual a la unidad. Resolviendo las ecuaciones de conservacién de la

dindmica impulsiva, resulta:

1 .3
ot = cop, vt = 201 (4.44)

donde el superindice +,% indica que no son realmente velocidades finales tras el
impacto, pues atin no ha concluido el proceso. Efectivamente, como las velocidades
resultantes son positivas, ambos sélidos continian moviéndose en direccién del
extremo empotrado. Inevitablemente volverdn a chocar tras un cierto periodo
de separacién. Cuando se usa un coeficiente de restitucién igual a la unidad,
son necesarios tres balances distintos para describir el proceso completo. En los
periodos intermedios de separacién se resuelven las ecuaciones de movimiento libre
de ambos sélidos. Los desplazamientos vienen ilustrados en la figura 4.20. Tras la
separacién definitiva el sélido rigido adquiere una velocidad final Uf“ = —0.89v; .
Por tanto, y como cabia esperar, el coeficiente de restitucién unidad no es el
correcto. Es importante observar que los diferentes balances que son necesarios
para describir el impacto en esta simplificacién del problema no guardan relacién
con los distintos periodos de contacto que podrian tener lugar en el fenémeno
real, que ha sido descrito en el andlisis de las ondas inducidas en el impacto.
En esta simplificacién, el sélido rigido pierde menos energia cinética que en el
problema descrito con propagacién de ondas elasticas. Esto se puede explicar
observando que el modelo masa-muelle que representa el sélido flexible tan sélo
puede describir vibraciones de baja frecuencia y por tanto tiene menos capacidad

de absorber energia que el sélido flexible real. Este efecto se podria compensar
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Figura 4.20: Desplazamientos de los sélidos con e=1

usando un coeficiente de restitucién menor que la unidad, quedando asi como
energia perdida en el problema aquella que no se puede representar. Sin embargo,
el proceso necesario para evaluar dicho coeficiente seria complejo, en caso de ser
posible. Obsérvese que el nimerc e intensidad -velocidad relativa inicial- de los
balances necesarios para concluir el proceso son desconocidos a priori. La solucién
al problema usando diferentes coeficientes de restitucién puede evolucionar de

forma inesperada debida a esta incertidumbre, como se explica a continuacién.

El problema equivalente con el modelo masa-muelle se ha resuelto usando los
coeficientes de restitucién e = 0.9 y e = 0.8. La evolucién de los desplazamientos

se representan en las figuras 4.21 y 4.22.

Las velocidades de salida del sélido rigido son v}t = —0.67v] para e = 0.9
yuf = —0.74v; para e = 0.8. Esta situacién seria imposible si el problema se

resolviera con un tnico balance, pues mayores coeficientes de restitucién deben
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Figura 4.21: Desplazamientos de los sélidos con e=0.9

dar lugar a un médulo mayor de la velocidad final de sélido 1. Existe un cambio
cualitativo en la evolucién de la respuesta que da lugar a estos resultados, pues
son necesarios tres balances para resolver el problema con e = 0.9 y cuatro en el
problema con e = 0.8, como se observa en las figuras 4.21 y 4.22. Las pérdidas
de energia mecanica en los dos problemas son el 20% de la energia inicial para
e = 0.9y el 35% para e = 0.8. En el sentido de medida de energia perdida durante
el impacto, estos problemas dan los resultados congruentes, sin embargo, nada nos
garantiza que al disminuir el coeficiente de restitucién aumente monétonamente la
energia mecanica perdida en el proceso. El motivo es, de nuevo, el desconocimiento

a priori del ndmero e intensidad de los balances intermedios.

En estos cdlculos se ha supuesto un coeficiente de restitucién constante en
todos los balances. Algunos autores (Yigit y Christoforou, 1995) han propuesto

usar un coeficiente de restitucién variable dependiente de la velocidad relativa
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Figura 4.22: Desplazamientos de los sélidos con e=0.8

inicial de los cuerpos. Una mayor velocidad relativa necesitaria un coeficiente
de restitucion menor, pues se conoce que son mayores las pérdidas de energia
mecédnica en estos casos. Sin embargo, como se ha probado, los balances no se
corresponden con impactos reales ni tan siquiera con periodos de contacto distintos.
El proceso intermedio es completamente ficticio, por tanto parece no tener sentido

el argumento de coeficiente de restitucién dependiente de la velocidad relativa.

En cualquier caso, resulta obvio del anélisis previo que el coeficiente de resti-
tucién asociado al problema del impacto axial de un sélido rigido en una barra
flexible dependeria del modelo que se utilice. Cuando no existe interés alguno en
modelar la flexibilidad de la barra, y ésta se sustituye por un subespacio infinito
la energfa absorbida en forma de vibraci6n en la barra seria energia mecanica per-
dida en el modelo. Sin embargo, no lo seria del todo cuando de alguna manera se

modela la flexibilidad de la barra, pues, con mayor o menor precisién, el modelo
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es capaz de describir dichas vibraciones. Asi, queda claro que cuando se aplica la
dindmica impulsiva al impacto con sélidos flexibles el coeficiente de restitucién, en
caso de existir o de ser capaz de evaluarlo, no es una magnitud fisica asociada al
impacto en si, sino al modelo matemético que se usa para describir la flexibilidad
de los sélidos. No habria manera de medir el valor del coeficiente asociado a uno

de los balances intermedios cuando no ocurre en la realidad.

4.7 Procesos de separacién

En las figuras 4.12 y 4.17 se han mostrado los desplazamientos del sélido rigido
y de la seccién de contacto en los ejemplos de la barra eldstica libre y la barra
eldstica en voladizo, respectivamente, durante y tras el impacto. En ellas se puede
observar que, en el caso de la barra libre, el sélido rigido y la seccién de contacto
se separan con velocidad relativa no nula, mientras que en el caso de la barra en
voladizo se separan con velocidad relativa nula.

En posteriores capitulos se plantearan las ecuaciones generalizadas de con-
servacidn del impulso y la cantidad de movimiento, que son la extensién de la
dindmica impulsiva al impacto entre sélidos rigidos y flexibles interconectados. En
estas ecuaciones generalizadas no se define el coeficiente de restitucién en funcién
de las velocidades de sélido rigido de los sélidos implicados en el impacto, sino
en funcién de las velocidades reales de las superficies o puntos de contacto. En
el caso de los problemas de impacto de un sélido rigido en una barra flexible, li-
bre o empotrada, la definicién cinematica del coeficiente de restitucién quedaria
modificada, resultando

+ _
oo = - = 220t) (4.45)

Uy

En el caso del impacto de un sélido rigido en una barra flexible libre resulta

v ~»0T) _ ve® v (1+ e ) _ 1. (4.46)

ec = —
U1 Uy
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Mientras que en el caso de una barra flexible empotrada, tras el segundo periodo

de contacto, resulta

vf —v2(0,1534T) _  0.688v] — 0.688v]
vr v

Ec = — = 0 (447)

También resulta cero al evaluarlo tras el primer periodo de contacto.

Las dos situaciones dan lugar a coeficientes de restitucién, definidos localmente,
completamente opuestos. Esto nos hace pensar que el coeficiente de restitucién
as{ definido no guarda relacién con las pérdidas de energia mecénica durante el
proceso del impacto, pues los procesos locales son idénticos en ambos casos: sin
pérdida de energia por friccién o plasticidad.

Se observa en el anlisis de propagacién de ondas elasticas que en el impacto en
una barra libre las superficies de contacto se separan con motivo de la llegada del
frente de ondas cuando t = T'. La seccién de contacto de la barra flexible se acelera
instantdneamente. Esta no puede ser acompanada por el sélido rigido, pues eso
requeriria que el contacto soportara tensiones de traccién. Por eso, la tensién de
contacto cae stibitamente a cero y los s6lidos se separan con una velocidad relativa
finita igual a la que tenian inicialmente. En el caso del impacto en una barra
flexible empotrada el proceso de separacién es diferente. Al final de cualquiera
de los dos periodos de contacto la separacién ocurre tras la disminucién gradual
de la presién de contacto. Cuando ésta se hace cero, las superficies de contacto
se separan con velocidad relativa nula. Los valores obtenidos de los coeficientes
de restitucién cinematicos locales son diferentes porque resultan de dos procesos
de separacién de las superficies de contacto diferentes. Por tanto, queda claro
que estos coeficientes no guardan relacién con la energia mecénica perdida en el

proceso.



Capitulo 5

Analisis de Impactos como

Vibraciones Libres

5.1 Introduccion

En este capitulo se analizaran impactos de sélidos rigidos en barras eldsticas, tanto
axiales como transversales. Para ello se resolveran, usando superposicién modal,
las ecuaciones de vibracién libre de los sélidos. Si bien la propagacién de ondas
elésticas y las vibraciones en medios continuos representan el mismo fenémeno y
por tanto estan gobernadas por las mismas ecuaciones, en la literatura se sue-
len tratar por separado. Ademds, las técnicas matematicas que se utilizan para
su estudio son diferentes. Tras hacer un ligero apunte sobre cémo los modos de
vibracién representan ondas que se propagan en el seno de los sélidos, se va a
analizar en este capitulo impactos en sélidos flexibles usando la teoria de vibra-
ciones libres. Esto permitiria obtener teéricamente soluciones exactas en el caso
de impactos transversales, que generan ondas elasticas dispersivas. Los resultados
en el caso de impactos axiales deben coincidir con los obtenidos en el capitulo

anterior. De nuevo va a tratarse el problema de las deformaciones locales durante

75
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el impacto de forma bastante simplista, lo que restringe el rango de aplicabilidad
practica de estas ecuaciones.

Al final de éste capitulo se analiza la propagacién de ondas eldsticas en barras
giratorias. Con esto se observa que la propagacién de ondas eldsticas en barras
flexibles se ve afectada por los movimientos de sélido rigido que pueda experimen-

tar.

5.2 Representacion de ondas eldsticas mediante
superposiciéon modal

En mecénica de medios continuos con comportamiento lineal las ecuaciones de
vibracién de sélidos flexibles se suelen resolver mediante superposicién modal. Por
ejemplo, para resolver la ecuacién de ondas eldsticas axiales en barras flexibles,
ecuacién (4.1) del capitulo anterior, se usa la técnica de separacién de variables.

Asi, el desplazamiento de las secciones se supone una funcién del tipo

u(z,t) = ¢(z)q(t). (5.1)

Tras ensayar esta solucién en la ecuacién diferencial del movimiento, se deduce
que existen infinitas parejas de funciones del tiempo y de la coordenada longitu-
dinal que la satisfacen, debiendo ser la solucién real a un problema concreto una
combinacién lineal de ellas. Ademads, tanto las funciones del tiempo como las de la
coordenada longitudinal, llamadas modos de vibracién, son funciones arménicas.
Asi se llega al conocido resultado
o0
w(z,t) = Y _[Aisin(k;z) + B; cos(k;z)][C; sin(w;t) + D; cos(wit)], (5.2)
i=1
donde A;, B;, C; y D; son constantes que se obtienen de las condiciones de contorno
y condiciones iniciales del problema particular que se quiere resolver, w; son las
frecuencias naturales del sistema, dependientes de las condiciones de contorno, y

k; = “i son los niimeros de onda, siendo c la velocidad de propagacién de ondas
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axiales. Alternativamente, esta funcién se puede poner de la forma

t) = i E; Sin(ki.’t + ;) sin(w;t + 0;), (53)

i=1
siendo de nuevo E;, @; v 1; constantes a determinar.

En el capitulo anterior, cuando se resolvia la ecuacién del movimiento desde el
punto de vista de la propagacién de ondas eldsticas, se indicé que las soluciones
eran funciones del tipo f(z —ct) 6 g(x+ct), que representan funciones de onda que
se trasladan en una y otra direccién de la barra a una velocidad c¢. Puede parecer
que las ecuaciones 5.2 y 5.3 no son funciones de este tipo, sin embargo, una simple
manipulacién trigonométrica de la ecuacién (5.3), por ejemplo, nos muestra esta

dependencia funcional. Asf la ecuacién (5.3) es equivalente a

_et4 £ Yy i Vi
Z ~E;[cos(z ct—i—kz kz) cos(:c+ct+kl+k1)] (5.4)

Esto demuestra que la separacién de variables supuesta para obtener la solucién
al problema mediante superposicién modal no contradice a la solucién obtenida
mediante funciones de onda. Como se ha visto, la velocidad de propagacién de
ondas se obtiene dividiendo la frecuencia natural asociada a cada modo por su
niimero de onda. En este caso es la constante ¢ para todos los modos. Cada una
de las funciones sumando de la ecuacién 5.4 representan funciones de onda que se
propagan a la misma velocidad. Por esto las ondas eldsticas axiales se denominan
no dispersivas. Este no es el caso de las ondas eldsticas transversales o de flexién,
que se denominan dispersivas. La ecuacién de vibraciones transversales libres en
vigas eldsticas uniformes, segiin la teoria de vigas de Euler-Bernouilli es

v , 0%

Froh —(et) Fy (5.5)

donde v(z,t) es el desplazamiento transversal de las secciones de la viga, z es la

coordenada longitudinal a lo largo de la viga y ¢; es una constante definida como

(5.6)
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donde F es el médulo de elasticidad del material, I es el segundo momento del 4rea
de la seccién transversal, p es la densidad del material y A el 4rea de la seccién
transversal de la viga. Tras aplicar separacién de variables, como se ha hecho en
el caso de la vibraciones axiales, se obtiene la solucién general de la ecuacién, que
resulta

oo

v(z,t) = Z[A" sin(k;x)+B; cos(k;z) + C; sinh(k;z) + D; cosh(k;)]
i=1 (5.7)
[E; sin(w;t) + F; cos(w;t)],

donde los simbolos son equivalentes a los dados para la solucién de ondas axiales.
En este caso el nimero de onda se relaciona con la frecuencia natural de cada

modo mediante la expresién

Wy = Ct(ki)z. (58)

Como se observa en esta ecuacién la funciones modales constan de términos que
son funciones arménicas y términos que son funciones hiperbélicas. Efectuando
una manipulacién trigonométrica de la ecuacién (5.7), como la realizada para
la expresién (5.3) de la solucién a la vibraciones axiales, se obtienen también

funciones de onda. La velocidad de propagacién de estas viene dada por
Wi
6= = Vwict. (5.9)
Por tanto, las respuestas asociadas diferentes modos de vibracién representaran
ondas elasticas que se propagan con distintas velocidades. La velocidad de propa-
gacién seria proporcional a la raiz cuadrada de la frecuencia natural de vibracién de
cada modo. La parte de la ecuacién (5.7) que contiene a las funciones hiperbélicas
se denomina componente evanescente y no representa ondas propagantes (Graff,
1975).
De la ecuacién (5.5) resultan infinitas frecuencias naturales e infinitos modos
que la satisfacen. Las frecuencias naturales tienden a infinito al aumentar el orden
del modo, por tanto, la velocidad de propagacién también seria tendente a infinito,

como se deduce de la ecuacién (5.9). Este resultado es fisicamente incorrecto. No
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Figura 5.1: Vibracién en el primer modo

se pueden propagar ondas eldsticas en los materiales a una velocidad superior a
la velocidad de propagacién de ondas volumétricas, que es ligeramente superior
a la velocidad de propagacién de ondas axiales ¢ (Graff, 1975). De hecho esto
representa una limitacién de la teoria de vigas de Euler-Bernouilli. Sin embargo,
en la practica, se usan series finitas de modos para aproximar las respuestas, que
constan de un niimero méas o menos pequefio de modos, cuyas velocidades de
propagacién se suelen mantener por debajo de este valor limite. No es usual usar
el criterio de maxima velocidad de propagacién para truncar la serie de modos,
suele ser mds restrictiva la condicién de que la longitud de onda A; = i—” del
modo, que es tendente a cero, sea siempre superior al canto de la viga. Para la
solucién de problemas de impacto, el uso de modos con velocidades de propagacién
superiores a las fisicamente posibles introducirfa errores, pues las ondas inducidas
por el impacto se reflejarfan y alcanzarian la de nuevo la zona de contacto antes
que en la realidad. Si se usa la teorfa de vigas de Timoshenko, que considera la
deformacién por cortante y la inercia al giro de las secciones, se obtienen modos
de vibracién con velocidades de propagacién acotadas cuando su orden tiende a

infinito, esto se mostrard en posteriores capitulos.

La solucién al problema de vibraciones mediante separacién de variables es
facil de visualizar fisicamente. En la figura 5.1 se representa una viga biapo-
yada vibrando en el primer modo. Una funcién de forma, en este caso "medio
seno”, representa la deformada de la viga en cualquier instante. Al multiplicar su

amplitud por una funcién arménica del tiempo, se representa mateméaticamente
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las vibraciones que se aprecian de forma cotidiana. Sin embargo, aunque se ha
demostrado matematicamente, no es inmediato visualizar que esta vibracién es de-
bida a la propagacién de ondas eldsticas. La figura ?? puede ayudar a comprender
este proceso. En ella se representan tres instantédneas del proceso mostrado en la
figura 5.1. De nuevo las flechas fuera de las funciones de onda indican el sentido
de la velocidad de propagacién y las flechas sobre las rebanadas la direccién de la
velocidad material de éstas. En el instante de méxima amplitud del movimiento,
dos ondas, con forma de medio seno y cada una con una amplitud asociada igual
a la mitad del maximo de la amplitud total, se propagan a lo largo de la viga, una
en cada direccién. La reflexién de éstas en los extremos articulados se produce
como se indicé en el capitulo anterior, de forma que la onda reflejada tiene valores
de amplitud asociada igual y de sentido contrario que la incidente para garantizar
la condicién de contorno de desplazamiento nulo. Representando esta reflexién
y usando el principio de superposicién de la elasticidad lineal, asignando a cada
seccién de la barra un estado igual al que produce la suma de las ondas que la
recorren, se puede apreciar que estas ondas propagantes dan lugar al estado de
vibracién representado en la figura 5.1. En la dltima instantdnea de la figura 5.2
se muestra la posicién de las ondas que dan lugar a una amplitud nula en toda la

barra.

5.3 Impacto axial en barras elasticas mediante su-
perposiciéon modal

En este apartado se muestra la solucién al impacto axial de sélidos rigidos en
barras eldsticas mediante superposicién modal. Las soluciones deben coincidir con
las dadas en el capitulo anterior mediante el an4lisis de la propagacién de las ondas
inducidas. Para ello se calculan los modos de vibracién del sélido compuesto por
la barra eldstica y el sélido rigido unido a un extremo de ésta imponiendo las

condiciones de contorno apropiadas. Se comienza por el caso del impacto en una
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Figura 5.2: Vibracién en el primer modo generada por ondas eldsticas
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barra fija en un extremo.

Por comodidad, en este apartado se invierte el sentido de la coordenada lon-
gitudinal de la barra, estando el origen £ = 0 en el extremo fijo, siendo z = L
la coordenada del extremo de contacto. La condicién de contorno en el extremo
empotrado es desplazamiento nulo. En el extremo de contacto la condicién de
contorno indica que el esfuerzo axil es igual a la fuerza de inercia que aparece en
el sdlido rigido. Partiendo de la solucién general dada en la ecuacién (5.2), estas
condiciones de contorno se escriben matematicamente de la forma:

Extremo empotrado:

w0,)=0 = ¢0)=0 = B;=0 (5.10)

Extremo de contacto:

?u(L,t) Ou(L,t)

—_— L = AT - 20:(L = —EAé,(L
m o2 oz = miw; ¢ ( ) E ¢z( ) (5 11)
wiL wi L msa )
5 Uiz = T2
C C my

La iltima de las expresiones de la ecuacién (5.11) es la ecuacién de frecuencias,

que habrd que resolver numéricamente. Los modos de vibracién quedan de la forma,
¢i(x) = A; sin(k;z). (5.12)

Estos modos de vibracién cumplen las siguientes condiciones de ortogonalidad

(Shabana, 1991)

L L
| @ @an =0, [ Bas@é@i=0 v iz; 51

En este caso particular, considerando que la masa del sélido rigido est4 concentrada

en el extremo de contacto, estas condiciones quedan

L L
my¢;(L)¢p; (L) + pA/0 $i(z)¢;(z)dz = 0, /0 ¢;(z)d(x)dz =0, Vi#j
(5.14)
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Figura 5.3: Condicién de contorno en velocidad

La condicién inicial para el problema del impacto axial indica que el desplaza-
miento eldstico de las secciones de la barra es nulo, entonces, de acuerdo con la

ecuacién (5.2) se obtiene
u(z,00=0 = ¢{0)=0 = D;=0. (5.15)

La condicién inicial en velocidad es de velocidad nula de todas las secciones de
la barra excepto la de contacto, que instantineamente adquiere la misma veloci-
dad que el sélido rigido, como se concluyé en el capitulo anterior. Esta funcién
discontinua estd representada en la figura 5.3 y mateméticamente se escribe de la

forma

i(z.0) = Flz), Fa)=4 0 S0se<t (5.16)

vy siz=1L

Imponiendo esta condicién de contorno se obtiene
Z Ciw;gi(z) = F(z). (5.17)
i

Multiplicando ambos lados de esta ecuacién por pA¢;(z) e integrando en la longi-

tud de la barra resulta

L L
zi:Ciw,-pA /0 6:(2)d; (z)dz = pA /0 F(a);(z)de. (5.18)
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Por otro lado, evaluando la ecuacidén (5.17) en £ = L y multiplicando ambos lados

por my¢;(L) se obtiene
> Ciwimi¢i(L)$;(L) = miF(L)¢;(L). (5.19)
Sumando las ecuaciones (5.18) y (5.19) se obtiene

L
S Cuslpd | ¢u(a)ts (@)ds + (L5 (D) =
i 0 (5.20)

L
pA/O F(.’I))(ﬁ] (x)dz + mlF(L)qu (L).

Obviamente, el primer término del segundo miembro de la ecuacién es cero, pues
solo la seccién de contacto tiene velocidad no nula. Usando las condiciones de
ortogonalidad definidas en la ecuacién (9.20) se obtienen los siguientes valores
para las constantes C;
C: = . mivy ¢i(L)
wilpA [§ (¢i(2))2dz + ma(¢i(L))?]

Evaluando las integrales que aparecen en esta ecuacién se obtiene la siguiente

(5.21)

solucién al problema del impacto axial:
u(z,t) = z C; sin(k;z) sin(w;t)
i

Ecuacién de Frecuencias: k;Ltan(k;L) = ma (5.22)

mi

Coeficientes: C; = Y ys ”1. sin(k; L)
wil 22 (& — 7 sin(2k;L)) + (sin(k;L))?]

Estas ecuaciones sélo son validas mientras exista contacto entre el sélido rigido
y el extremo de contacto de la barra flexible. A partir de ese instante debera
cambiarse el juego de modos de vibracién por los modos de vibracién libre de una
viga empotrada en un extremo y libre en el otro, tomando por condiciones iniciales
de posicién y velocidad de las secciones las del instante de separacién.

El instante de separacién ocurrird cuando se haga nula la tensién en la seccién

de contacto, instante que se calcula al resolver numéricamente la ecuacién

EAY (z,t.) = 0. (5.23)
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La solucién general de vibracién libre de una barra elastica fija en un extremo
se obtiene de imponer en la ecuacién (5.2) las condiciones de desplazamiento nulo

en el extremo empotrado y tensién nula en el extremo libre, y resulta

ur({z,t) = Zsin(kL,im)[CL,i sin{wy, ;t) + Dp; cos(wi,it)], (5.24)

i=1

donde el subindice L atiende al extremo libre, que sustituye al extremo de contacto

durante el impacto. Los nimeros de onda kr ; = f—ﬁ—-— y las frecuencias naturales
vienen dadas por la expresién
2t — 1)me )
WL = ( 2L) , i=1,2,.. (5.25)

Las constantes de la ecuacién (5.24) se obtienen de imponer las condiciones iniciales
up(z,0) = u(z,tc), ur(z,0) = 4z, tc), (5.26)

donde se ha cambiado el origen del tiempo tras el cambio de juego de modos por
comodidad en los cdlculos. Los modos de vibracién de la barra fija en un extremo
y libre en el otro también cumplen las condiciones de ortogonalidad dadas por la
ecuacién (5.13). Es necesario su uso para imponer las condiciones iniciales dadas,
de manera similar a como se ha hecho para imponer la condicién de velocidad al

inicio del impacto. Quedan entonces los siguientes valores para las constantes

Dp;=

fOL u(z,t.)sin(kp ;z)dz o = fOL u(z, t.) sin{kr ;x)dz (5.27)
JFsin(ky, 2)]2de U wp [ [sin(kp 2)2dr '

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, es posible que el impacto ocurra
en varios periodos de contacto. Si se detectara la ocurrencia de otros periodos de
contacto habria que volver a cambiar el juego de modos. El proceso se repetiria
hasta la separacién definitiva de los sélidos. El calculo de las constantes en los
subsecuentes periodos de contacto se hace imponiendo la igualdad de condiciones
de posicién y velocidad de las secciones en el instante del inicio de cada contacto.

Todas excepto la seccidén de contacto, que tendra en el primer instante del contacto

la misma posicién, pero habra adquirido instantdneamente la misma velocidad que
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Figura 5.4: Velocidades en el inicio del contacto

el sélido rigido. Usando el mismo proceso que en el instante del primer contacto,

queda la siguiente solucién para los contactos subsecuentes

u(z,t) = Z(Ci sin(k;x) + D; cos(k;z)) sin(w;t)

i

e foL ur(T,tc,n) sin(k;z)dz + v} sin(k; L)

Ci =
wilZ5(E = L sin(2kiL)) + (sin(ki L) (5.28)
D ;nL‘? fOL ur (2, te,n) sin(kiz)dz + ur (L, t.p,) sin(k; L)

[62(L - L sin(2k;L)) + (sin(kiL)?]

my
donde t., indica el instante del inicio del enésimo periodo de contacto, uz, (@yten y
ur(2,tc,n) son las posiciones y velocidades de las secciones justo antes del contacto,
expresadas en términos de los modos de extremo libre y v} es la velocidad del s6lido
rigido en dicho instante.

El proceso descrito para evaluar la solucién al impacto mediante superposicién
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Figura 5.5: Compresiones en t = 2e — 5s

modal es muy costoso numéricamente. Si se usan n modos en la respuesta del
sistema. es necesario calcular numéricamente 2n? integrales para obtener las cons-
tantes cada vez que se cambia el juego de modos. El problema en el que la masa
del sélido rigido y la barra flexible son iguales, cuya solucién se ha obtenido usando
la teoria de ondas en capitulo anterior, se ha resuelto usando superposicién modal.
Se ha supuesto una masa comun de 2.133 kg,longitud de la barra L = 0.3 m que
se supone de acero, con un médulo de Young E = 210 G Pa, densidad p = 7.9e3
kg/m?, seccién transversal cuadrada de 3 cm de lado, y una velocidad inicial del

sélido rigido de 1 m/s.

Como se mostré en el capitulo anterior este choque consta de dos periodos de
contacto. Esto supone que hay que hacer tres cambios del juego de modos para
obtener las cuatro soluciones analiticas de las que consta la solucién. Se han usado

en este ejemplo 20 modos para representar la respuesta. En la figura 5.4 se muestra
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Figura 5.6: Velocidades antes y después del inicio del segundo contacto

el campo de velocidades en la barra en el primer instante tras el impacto, que debe
coincidir con el mostrado en la figura 5.3, si se usa un conjunto infinito de modos.
Naturalmente la velocidad no es exactamente cero en las secciones interiores de la
barra, aunque bastante menores que la que se obtiene en el extremo de contacto.
En la figura 5.5 se muestra el estado de tensién en el interior de la barra flexible
en el instante £ = 20 us, en el cual el frente de onda de compresién atin no ha
llegado al extremo empotrado. De la comparacién de la solucién exacta, como se
obtuvo en el capitulo anterior, con la solucién mediante superposicién modal se

deduce lo mismo que en el estado de velocidad en el instante del contacto.

La figura 5.6 muestra la velocidad de las secciones de la barra inmediatamente
antes y después del inicio del segundo contacto. Las funciones representadas son
pues series de dos familias de modos distintas. Las velocidades deben coincidir

en todos los puntos excepto en la seccién de contacto, ya que ésta adquiere ins-
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Figura 5.7: Fuerza de contacto con § =1

tantaneamente la velocidad del sélido rigido, como consecuencia del contacto. En
la figura 5.7 se compara la fuerza de contacto evaluada mediante superposicién
modal y la que se obtiene de la teoria de ondas. Los tiempos y fuerzas de contacto

estan bastante bien evaluados con 20 modos de vibracién.

5.4 Impacto en estructuras ligeras

Como se mencioné en el capitulo anterior, el impacto de sélidos rigidos libres en
estructuras flexibles se puede resolver haciendo una aproximacién cuasiestatica es-
tructural. En este caso, las fuerzas de inercia debidas a la masa de la estructura no
son tenidas en cuenta y se hace un modelo de un grado de libertad para describir
la deformacién de la estructura durante el impacto. Se obtienen resultados ad-
misibles con esta aproximacion siempre que la masa del impactor libre sea mucho

mayor que la masa de la estructura, pues en ese caso serdn mucho mds importantes
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Figura 5.8: Desplazamientos durante el contacto con 8 = 1

las fuerzas de inercia del impactor. Para comprobar esto, ademas del ejemplo del
apartado anterior, se ha resuelto el impacto axial de un sélido rigido en una barra
eldstica en voladizo de masa diez veces menor usando superposicién modal y la
aproximacion cuasiestatica. Las propiedades de la barra son las mismas que las del
apartado anterior. Por tanto, el sélido rigido tiene masa 21.33 Kg. La velocidad
inicial coincide también con la del capitulo anterior. Para realizar la aproximacién
cuasiestética se ha supuesto que la barra en voladizo se deforma, como lo harfa al

ser cargada estiticamente mediante una fuerza puntual en su extremo de contacto.

En la figura 5.8 se muestran los desplazamientos durante el impacto del sélido
libre y la seccién de contacto, usando superposicién modal y la aproximacién cuasi-
estatica, del ejemplo en que las masas del impactor y la estructura coinciden. En
este caso no se ha representado el segundo periodo de contacto. Cuando se usa

la aproximacién cuasiestatica, el impacto termina en el instante en que la estruc-
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Figura 5.9: Fuerzas de contacto con § =1

tura tiene deflexién nula, pues en ese caso se anula la fuerza de contacto al ser
evaluada cuasiestaticamente. No resulta asi cuando se analiza el problema con
propagacién de ondas. Sin embargo, se aprecia en la figura 5.8 que de la aproxi-
macién cuasiestética resulta una buena estimacién del tiempo de contacto y los
desplazamientos maximos. En la figura 5.9 se comparan las fuerzas de contacto
obtenidas. De nuevo no se ha representado el segundo periodo que aparece en el
problema con propagacién de ondas. En la figura se observa que la evolucién de
la fuerza de contacto en ambos problemas no guarda relacién, y que el méximo
obtenido con la aproximacién cuasiestatica es la mitad que el obtenido con propa-

gacién de ondas.

Las figuras 5.10 y 5.11 muestran las comparaciones de desplazamientos y fuerzas
de contacto, respectivamente, de los problemas resueltos con propagacién de ondas

y aproximacién cuasiestatica para el caso en que el impactor tiene diez veces mds
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Figura 5.10: Desplazamientos durante el contacto con 8 = 0.1

masa que la estructura. Se observa que en este caso los desplazamientos dados
por ambas aproximaciones coinciden en gran medida y que en este caso si hay
relacién entre las evoluciones de las fuerzas de contacto. El haber obtenido un
mejor acuerdo en este segundo caso es debido a que el impactor tiene mas masa y
por tanto dejan de tener tanta importancia las fuerzas de inercia de las secciones
de la barra eldstica. Si se aumentase aiin mds la masa del impactor, los picos
en la fuerza de contacto, debidos a las sucesivas reflexiones del frente de onda,
disminuiran su valor con respecto al maximo absoluto de la fuerza de contacto.
En este caso, la fuerza de contacto dada con la aproximacién cuasiestética, que no
muestra estos saltos debidos a las reflexiones de onda, se asimilaria atin més a la

fuerza de contacto dada con propagacién de ondas.
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Impacto transversal en barras elasticas medi-

ante superposicion modal

En este apartado se va a analizar el impacto transversal de un sélido rigido en

una barra flexible en voladizo. Como ya se ha mostrado, las ondas eldsticas de

flexién son dispersivas. Esta propiedad hace inviable el andlisis de la propagacién

y reflexién de las ondas inducidas por el impacto, como se hizo con las ondas

axiales en el capitulo anterior. Sin embargo, una vez comprobado que el método

de superposicién modal aporta soluciones aceptables en el caso axial, se puede

tener confianza en la calidad de la solucién para el caso transversal. El proceso de

solucién mediante superposicién modal para el impacto transversal es equivalente

al mostrado para el caso axial. El problema que se va a resolver se ilustra en la

figura 5.12.
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Figura 5.12: Impacto transversal en barra elastica

Los modos de vibracién que se usan en el cdlculo de la respuesta de la barra
durante el contacto son los de una viga empotrada en un extremo y unida a un
solido rigido puntual en el extremo opuesto. Se supone que el sélido carece de
inercia a la rotacién. Esta simplificacién se podria relajar sin aumentar la comple-
jidad conceptual del problema, aunque sf de la evaluacién numérica de la solucién;
por tanto, por simplicidad, se mantiene en este apartado. Las condiciones iniciales
y de contorno se imponen en la solucién general dada en (5.7). Se llaman aqui
@c(x) alos modos de vibracién dados en dicha ecuacién, que se denominan modos
de contacto. En lo que sigue se usa el subindice ¢ también para las constantes
asociadas a la solucién con estos modos. Quedan las siguientes condiciones de
contorno:

Extremo empotrado:

v(0,) =0 = (Pc,i(o) =0 = B,i+D. ;=0 (5.29)

V(0,)=0 = ¢L(0)=0 = A;+Cei=0 (5.30)
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Extremo de contacto:

v"(0,8) =0 = ¢ ;(0)=0 (5.31)
8%v(L,t) 0*u(L,t)

La segunda condicién de contorno en el extremo de contacto indica que el
esfuerzo cortante en dicha seccién es igual a la inercia del sélido rigido. Si se hubiera
supuesto inercia a la rotacién del sélido rigido, la primera condicién de contorno en
el extremo de contacto deberfa indicar que el flector es igual al momento producido
por dicha inercia, en vez de nulo como en este caso. Imponiendo las condiciones de
contorno del extremo empotrado y la primera del extremo de contacto y eliminando
una de las constantes que no es necesaria, quedan los modos

(z) = sin(keix) — sinh(kc,iz)  cos(ke,iz) — cosh(k. ;x)
$eil\®) = in(kesL) + sinh(ke ;L)  cos(kesL) + cosh(ke:L)

(5.33)

Queda por imponer la segunda condicién de contorno en el extremo de contacto,
que dard lugar a la ecuacién de frecuencias. Las condiciones iniciales para el
problema del impacto son

Desplazamientos:

v(z,00)=0 = F,=0 (5.34)
Velocidad:

. 0 si0<Lz<L
v(z,0) = F(z); F(z)= (5.35)
vy siz=1L

La condicién inicial de velocidad es igual que en el caso del impacto axial, aunque
con velocidad transversal, y por tanto representada en la figura 5.3. De la segunda

condicién de contorno en el extremo de contacto resulta
sin(ke,iL)cosh(kc L) — sinh(k.iL)cos(kc:L) _ ma
1 + cos(k.,iL)cosh(kc:L) T om

kc,iL (536)

que es la ecuacién de frecuencias de una viga empotrada en un extremo y unida a

un sélido rigido en el otro.
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Las condiciones de ortogonalidad para estos modos son (Shabana, 1991)

L L
ml(Pc,i(L)ro,j(L)+pA/ ©c,i(T)pe,j(z)dz =0, / Qolcl,i(m)‘plc,,j(x)dz =0, Vi#j
‘ ° (5.37)
Condiciones que son necesarias para imponer la condicién inicial de velocidad de
las secciones de la barra. El proceso es idéntico al empleado en el caso del impacto
axial. En este caso, quedan los siguientes valores para las constantes que quedan

por evaluar

m1v; @c,i(L)

E.;= - =
we,il fo PAQZ j(x)dx + mig2 (L)) (5.38)
2v; R; + sinh(kc;L))(cos(kc,iL) + cosh(k. ;L))
Wei  RY + 22(sin(ke,iL) + sinh(kciL))?
donde
R; = sin(k. iL)cosh(k.;L) — sinh(kc;L)cos(kc L) (5.39)
Queda entonces la solucién
v(z,t) = Y Eipe,i(x)sin(we,it) (5.40)

i=1
donde los modos vienen dados por la ecuacién (5.33), las constantes por la ecuacién
(5.38) y las frecuencias son la soluciones de la ecuacién (5.36). Recuérdese que los
numeros de onda estdn relacionados con las frecuencias de vibracién mediante la
expresién (5.8).

La validez de esta solucién est4 limitada al periodo de contacto. Dicho periodo
termina cuando la fuerza de contacto se hace nula, lo que se detecta numéricamente
por un cambio de signo del esfuerzo cortante en el extremo de la barra empotrada.
La solucién en el periodo o periodos en que no hay contacto hay que evaluarla,
usando los modos de vibracién de una barra empotrada-libre. De nuevo hay que
alternar las dos familias de modos durante los periodos de contacto y separacién.
Las constantes de las distintas soluciones se evaliian de forma idéntica al caso axial,

sustituyendo los modos por sus equivalentes modos transversales. Los modos de
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vibracién de una barra en voladizo -con extremo libre- tienen expresién idéntica
a los modos que se han denominado de contacto, dada en la ecuacién (5.33). Sin
embargo, de imponer la condicién de cortante nulo en el extremo libre resulta la

ecuacién de frecuencias
cos(ky ;L)cosh{ki ;L) = -1, (5.41)

cuyas distintas soluciones dan lugar a los nimeros de onda de estos modos de
extremo libre. En lo que sigue se usa el subindice ! para distinguir los modos de
extremo libre y sus constantes asociadas.

Cada vez que, estando en situacién de contacto, se detecta que se hace nulo es
esfuerzo cortante en el extremo de contacto, se cambia el juego de modos, pasando
de modos de contacto a modos de extremo libre. Para ello se impone la igualdad
en desplazamientos y velocidades de todas las secciones de la barra, haciendo uso
de las propiedades de ortogonalidad de los modos. Las constantes E; y F; que

aparecen en la solucién general (5.7) se obtienen de

[ eria)v(z, ty)de 5 JF ori(@)ila,ty)de
- L s 4= T y
Jo #ii(z)de E%’"(fo ¢},i(z)dz)

donde t; es el instante en el que se anula el cortante y v(z,ty) y 0(z,ts) son el

Fi (5.42)

desplazamiento y velocidad de las secciones en ese instante, respectivamente, que
se obtienen por superposicién de modos de contacto. Andlogamente, cada vez que
estando el sélido rigido separado de la seccién extrema se detecta que vuelven a
entrar en contacto, las constantes E; y F; se calculan mediante las expresiones
F, = PAU @es(u(e, ty)dn) b mage (Dol )
’ pA(fy ¢} i(z)dz) +ma? (L)

_ PAUy @ei@)d(Lty)dz) + mape (L)1 (ty)

oAy ¢2,(@)de) +mip? (D)

donde t, es el instante en que se cruzan las trayectorias del sélido rigido y la seccién

b

(5.43)

Ec,i

de contacto, v(z,t,) y v(z,t,) son el desplazamiento y velocidad de las secciones

en ese instante, respectivamente, que se obtienen por superposicién de modos de
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Figura 5.13: Fuerza de contacto en impacto transversal

extremo libre, y %1(t,) es la velocidad del sélido rigido en dicho instante que, en

caso de que no actien fuerzas sobre él cuando no hay contacto, coincide con el de
la seccién de contacto cuando terminé el periodo de contacto anterior.

Estas ecuaciones se han resuelto usando los mismos s6lidos que en el caso axial,
tan sélo cambiando la direccién del movimiento inicial del sélido rigido. Se han
usado 10 modos de vibracién para el cdlculo de la solucién. En la figura 5.13
se muestra el esfuerzo cortante -igual a la fuerza de contacto- durante el primer
periodo de contacto. En el instante t = 67 us, éste cambia de signo, lo que significa
que termina el primer periodo de contacto. En este instante se cambia el juego de
modos pasando a la solucién con modos de extremo libre. En las figuras 5.14 y
5.15 se muestran las posiciones y velocidades de las secciones con ambas familias
de modos en el instante de la separacién. La aproximacién es excelente en el caso

de los desplazamientos y muy buena en el caso de las velocidades, excepto en el
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Figura 5.14: Desplazamientos en la barra en instante de separacién

entorno de la zona de contacto donde se aprecia una diferencia sustancial en las
velocidades. En concreto la velocidad del sélido rigido y por tanto de la seccién de
contacto es de 0.87 m/s en el instante de la separacién, pero la aproximada con
los modos de extremo libre es de 0.92 m/s. Por tanto, tras este primer periodo de
contacto el sélido rigido continiia moviéndose en la direccién inicial y ha perdido
muy poca velocidad. Se podria decir que el proceso del impacto no ha hecho més

que empezar.

En la figura 5.16 se muestran los desplazamientos de la seccién de contacto
y del sélido rigido tras este primer periodo de contacto. En el instante t = 77.8
ps vuelven a entrar en contacto. De nuevo hay que cambiar el juego de modos.
En las figuras 5.17 y 5.18 se representan el desplazamiento y la velocidad de las
secciones de la barra en el instante del inicio del segundo periodo de contacto.

En estas graficas, las curvas obtenidas con modos de extremo libre representan
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Figura 5.15: Velocidades en la barra en instante de separacién

un instante antes del segundo contacto y las curvas con modos de contacto un
instante después. Como se ha indicado, las curvas de desplazamiento debieran ser
idénticas, y las de velocidad deben serlo en todas las secciones excepto en la de
contacto. Se observa que la aproximacién obtenida es excelente en desplazamientos
y aceptable en velocidades. La exigencia de representar una funcién discontinua
en velocidades hace que la aproximacién obtenida al hacer el cambio de modos no

sea tan buena como lo es en desplazamientos.

Tras analizar la evolucién del esfuerzo cortante en el segundo periodo de con-
tacto se vuelve a cambiar el juego de modos cuando éste se anula. Tras esta
separacién aparece un nuevo periodo de contacto. En el ejemplo analizado, el pro-
ceso contintia un total de 66 periodos de contacto hasta la separacién definitiva.
Por tanto, ha sido necesario realizar la operacién de cambio de juego de modos 122

veces, 66 cambios de modos de extremo libre a modos de contacto y 66 cambios
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Figura 5.18: Velocidades en el instante del segundo contacto

de modos de contacto a modos de extremo libre. Para efectuar cada una de estas
operaciones hay que evaluar numéricamente 2 x n? integrales, siendo n el niimero
de modos utilizados.

En la figura 5.19 estdn representados los desplazamientos durante y tras el
contacto del sélido rigido y de la seccién de contacto de la barra en voladizo,
ademds del esfuerzo cortante en dicho extremo cambiado de signo. Cada una
de estas tres curvas representan funciones definidas a trozos, en 122 intervalos
diferentes en este caso. Se observa que el proceso de contacto y separacién dura
aproximadamente 4 ms, que coincide con la mitad del periodo fundamental de
vibracién de la barra con el sélido unido en su extremo.

El esfuerzo cortante sélo es no nulo cuando se usan modos de contacto, es
decir, cuando barra y sélido rigido estdn unidos. En este caso debe coincidir en
valor absoluto con la fuerza de contacto. Sin embargo, se aprecia en la figura

que en determinados instantes la fuerza de contacto es negativa, de traccién, lo
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cual es fisicamente imposible. Este error es debido a imprecisiones numéricas.
Cuando se comienza un nuevo periodo de contacto se igualan los desplazamientos
de todas las secciones. Si el cambio fuera perfecto, y la curva de desplazamientos
fuera idéntica con ambos juegos de modos, también lo seria su derivada tercera
con respecto a la coordenada longitudinal, a la que est4 asociada el cortante de
las secciones. Asf, como el cortante es siempre nulo con modos de extremo libre,
deberfa también serlo al comienzo de cualquiera de los periodos de contacto. Sin
embargo, en la evaluacién numérica que se ha realizado, aunque las curvas de
desplazamiento aparentemente resultan idénticas con ambos juegos de modos, no
lo son tanto pues al comienzo de los distintos periodos de contacto el cortante no
es nulo en la seccién de contacto. En la figura 5.20 se muestra el esfuerzo cortante
en el periodo de contacto nimero 11. La primera parte de la curva, en la que
el esfuerzo es positivo, carece de sentido fisico. En este caso se ha tomado como
instante de separacién el segundo corte de la curva con el eje de abscisas. La
integral del esfuerzo cortante representa el impulso de la fuerza de contacto, que
coincide con el salto de velocidad que experimenta el sélido rigido. Para el célculo
de los instantes de separacién se ha tomado como criterio que dicha integral sea
negativa en dicho instante, para que de ningin modo el sélido rigido pueda ganar

velocidad en la direccién que trafa inicialmente.

5.6 Propagacion de ondas en barras eldsticas gi-

ratorias

Las ecuaciones diferenciales de vibraciones axiales y transversales, (4.1) y (5.5)
respectivamente, son vélidas para barras que no experimentan grandes rotaciones.
En caso de que asi fuera, la expresién de las fuerzas de inercia incluiria las cen-
trifugas y de Coriolis, que hacen que el proceso de propagacién de ondas elésticas
se modifique. Supéngase el caso de una barra eldstica que gira en un plano alrede-

dor de uno de sus extremos con velocidad angular §) constante, como se ilustra en
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A

Y

Figura 5.21: Barra eléstica giratoria

la figura 5.21. Para plantear las ecuaciones de vibracién en esta barra giratoria se
usan dos sistemas de referencia, cuyo origen coincide con el eje de giro de la barra,
como se muestra en la figura 5.22. El sistema de referencia OXY estd fijo en el
espacio mientras que el sistema Ozy gira con la barra eldstica, de tal forma que
el eje Oz es siempre tangente a la linea neutra de la barra eldstica en su seccion
unida al par de rotacién. Los desplazamientos axiales u y transversales v de las
secciones estan definidos en el sistema local de referencia Ozy.

Las ecuaciones del movimiento quedan

Pu 0%, ov

Be o A =0 (549
v 0 ou

i T (@) ggr ~ v A MG =0 (543

Los dos 1ltimos términos de ambas ecuaciones las diferencian de las ecuaciones

(4.1) y (5.5), vélidas para barras que no experimentan movimientos de sélido
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Figura 5.22: Deformaciones de barra eléstica giratoria

rigido. Estos términos son las fuerzas centrifugas y de Coriolis.

Supdngase ahora una barra tal que sea infinitamente rigida transversalmente
pero flexible axialmente, o bien, como este tipo de sélidos no existen, que la barra
eldstica estd dentro de un tubo muy rigido de tal forma que éste permite los
desplazamientos eldsticos axiales pero no los transversales. En este caso la ecuacién

diferencial para los desplazamientos axiales queda

Pu _ 0%

2, —
W C 6:1,‘2 — Qfu = 92.’15 (546)

Se trata de una ecuacién diferencial en derivadas parciales con coeficientes cons-
tantes. La solucién general de esta ecuacién es igual a la ecuacién general de la
homogénea mds una solucién particular de la completa. Por tanto, se ensaya una

solucién como la de la ecuacién (5.3) en la ecuacién anterior y resulta la siguiente
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ecuacién general de la homogénea

un(z,t) =Y Aisin(k;z)[Ci sin(wit) + D; cos(wit)], (5.47)
i=1
donde
‘_(2i—1)7r . 2 ‘_Q
ki = 57 w; = kicy/1 =03, N = e (5.48)

y los siguientes valores para las velocidades de propagacién asociadas a los modos

de vibracion

¢ = :— =c/1-n? (5.49)

La velocidad de propagacién deja de ser independiente del nimero de onda y
por tanto las ondas eldsticas pasan a ser dispersivas. Hay que tener en cuenta
que el factor 7; es un nimero que suele ser muy pequefio y tanto mds pequefio
cuanto mayor es el nimero de onda. Si el factor 1 — n? pasara a ser negativo, la
ecuacién anterior darfa un valor imaginario para la velocidad de propagacién, y
por tanto también seria imaginaria la frecuencia de vibracién. El significado fisico
de esto es que el sistema no es estable por encima de una cierta velocidad angu-
lar, pues los desplazamientos eldsticos crecen exponencialmente en vez de variar
arménicamente. Efectivamente, la velocidad angular que haria que la frecuencia

fundamental del sistema fuera cero seria

CcT

5T (5.50)

Wer,1 = Ckl =

Calculando la solucién particular de la completa, que resulta exponencial posi-
tiva en vez de oscilatoria, se observa que no se puede superar esta velocidad angular
pues las fuerzas de inercia que se generarian no podrian ser soportadas por el ma-
terial. Como solucién particular de la completa se busca el estado permanente, con
desplazamientos el4sticos constantes. Para ello se busca la solucién de la ecuacién

(5.46) eliminando el término de aceleracién, que queda

2
cz% Q%= -2 (5.51)
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Figura 5.23: Desplazamientos por fuerza centrifuga en estado permanente

El primer término de la ecuacién, el de fuerzas centrifugas constantes, se puede

poner en forma de serie, resolviendo

-0°¢ =) B;sin(k;z) (5.52)

i=1
Usando las condiciones de ortogonalidad resultan las constantes
L.
B = "Qszo z sin(k;z)dz (5.53)
Jy (sin(k;z))?dz

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (5.51) y asumiendo el campo perma-

nente de desplazamientos u.(z) también en forma de serie resulta

sl i1
Z a 2(_1) 1577 sin(k;x) (5.54)
=1 _?—

Los desplazamientos eldsticos axiales en el estado permanente para una barra

con la misma geometria y material que la usada en los ejemplos anteriores estan
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Figura 5.24: Deflexi6én en funcién de velocidad angular

representados en la figura 5.23. La forma de esta funcién de la coordenada a-
xial z es la misma para cualquier velocidad angular 2, variando la amplitud de
ésta. Representando el desplazamiento de la seccién en z = L en los estados
permanentes en funcién de ) se obtiene la grafica 5.24. En ella se observa que
los desplazamientos divergen en torno a la velocidad angular wer; = cki, como
también divergen en torno a las velocidades w.,; = ck;, aunque estas no vienen
representadas en la figura. Por tanto, la velocidad angular necesaria para que el
primer modo de vibracién sea no-oscilatorio no se puede alcanzar, pues el sistema

es inestable, al ser excesiva la fuerza centrifuga.

Para el caso de barra eldsticas que son muy rigidas axialmente las ecuaciones
(5.44) y (5.45) se pueden simplificar y desacoplar suponiendo que el desplazamiento

axial u es nulo. Asi queda la siguiente ecuacién para los desplazamientos eldsticos
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transversales
&?v 5 0%
— + R
e (@) 5

Ensayando una solucién como la definida en la ecuacién 5.7 se obtiene la siguiente

-Q% =0 (5.55)

relacién entre las frecuencias y los nimeros de onda de los modos

w; = 1/cik} — Q2 (5.56)

y por tanto la siguiente velocidad de propagacién para los modos

=Y k1 - 2
cz-—ki—ctk, 1— p? (5.57)

Q

MZW

donde
(5.58)

Por tanto la relacién de dispersién de las ondas eldsticas transversales también

varia entre barras giratorias y no-giratorias.



Capitulo 6

Balance de Impulso y

Cantidad de Movimiento

6.1 Introduccion

Existen diferentes métodos numéricos que se aplican para analizar impactos de
sélidos flexibles. Estos métodos son el método del balance de impulso y cantidad
de movimiento, los modelos continuos de fuerza de contacto y la adicién de restric-
ciones cineméticas. El primero de ellos es una extensién de lo que en mecénica
de sélidos rigidos se llama dindmica impulsiva. Se supone que los impactos son
instantdneos y que las fuerzas externas que actian en los cuerpos en el instante
del choque, excepto las de reaccién vincular, son despreciables frente a las fuerzas
de contacto. Al usar este método se introduce en las ecuaciones el coeficiente
de restitucién, que debe ser conocido. Los resultados de los balances no aportan
los valores de las fuerzas de contacto, sino los impulsos asociados a éstas. El se-
gundo método consiste en permitir que los volimenes de los sélidos en contacto
penetren una cierta cantidad pequefia y evaluar la fuerza de contacto en funcién

de esta penetracién y de la velocidad de penetracién. Existen diferentes tipos de

111
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funciones para evaluar las fuerzas de contacto, que se basan en aproximaciones
cuasiestdticas locales. El tercer método consiste en restringir los desplazamien-
tos asociados a las superficies de contacto, mediante ecuaciones algebraicas en las
coordenadas que describen su posicién. Estas restricciones igualan los desplaza-
mientos normales a las superficies, y relacionan los transversales en caso de que
exista friccién, mientras exista compresién entre los sélidos. Cuando la fuerza
de contacto, que se evalia como una reaccién vincular, pasa a ser de traccién se
eliminan las restricciones, terminando el periodo de contacto.

En éste capitulo se va a analizar el método del balance de impulso y cantidad
de movimiento. Los sistemas mecdnicos cuyo comportamiento se van a estudiar
son sélidos interconectados rigidos o flexibles que pueden experimentar grandes
rotaciones y traslaciones. Por tanto, se comienza por el planteamiento de las ecua-
ciones del movimiento de este tipo de sistemas usando el método de los sistemas
de referencia flotantes, que es actualmente el més popular de los métodos posibles

para ello.

6.2 Ecuaciones del movimiento de mecanismos fle-

xibles

Existen diversas formulaciones para plantear las ecuaciones del movimiento de
mecanismos flexibles. Los movimientos de los puntos de los sélidos se pueden
dividir en movimientos de referencia y desplazamientos eldsticos, en cuyo caso
estos 1ltimos son evaluados en un sistema local de referencia, o no. En caso de
no hacerlo, las coordenadas de los puntos se obtendran usando un tinico sistema
global de referencia. Si se separan los dos tipos de movimientos, como se hard
a continuacién, la posicién de referencia de los sélidos se puede evaluar usando
coordenadas cartesianas y dngulos de orientacién (Shabana, 1989), coordenadas
naturales o de punto (Garcia de Jalén y Bayo, 1993), o bien coordenadas relativas

(Hartemberg y Denavit, 1964). En la formulacién que se resume en este apartado
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se usa la primera opcion .

Para describir la posicién de un punto cualquiera de un sélido flexible en la
formulacién con sistemas de referencia flotantes se requieren dos tipos de sistemas
de referencia. En un sistema inercial se definen la posicién y orientacién de un
conjunto de sistemas de referencia locales, asociados a los sélidos rigidos o flexibles.
Estos sistemas de referencia locales no tienen por qué estar rigidamente conectados
a un punto material de los sélidos flexibles. Para modelar la elasticidad de los
cuerpos se usan modos de deformacién supuestos, lo que se conoce en esta disciplina
como sintesis modal de componentes (Shabana, 1989). Los modos de deformacién
pueden obtenerse analiticamente, experimentalmente o a través del método de los
elementos finitos.

Asi, la posicién de un punto cualquiera P de un sélido flexible se escribe (figura
6.1)

rp(To,t) = R(t) + A(t)Fp(To, t), Fp = Fo(t) + rs(To,t), (6.1)

donde R es la posicién del origen del sistema local en el sistema inercial de referen-
cia, A es la matriz de giro del sistema local al inercial, Tp es la posicién del punto
en el sistema local de coordenadas, que es la suma de Fo, que indica su posicién en
el estado indeformado del sélido flexible, y ry, que es el vector de desplazamientos
elasticos. Estos vectores vienen ilustrados en la figura 6.1 para un sistema plano.

El vector de desplazamientos eldsticos se representa como el producto de unas
funciones de forma por el vector de amplitudes de estas funciones, que se les
llama coordenadas eldsticas o, en este caso, coordenadas modales. Esto se expresa

matricialmente
rs(To,t) = 87 (To)qs(t) (6.2)

donde ST es un vector que contiene las funciones de forma y qy es el vector de
coordenadas modales.

Para conectar diferentes sélidos mediante pares cineméticos se usan ecuaciones
algebraicas de restriccién. Se usa como ejemplo los sélidos planos de la figura

6.2. La restriccién al movimiento relativo que supone el par de rotacién se impone
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Figura 6.1: Posicién de un punto perteneciente a un sélido flexible

mediante una ecuacién que iguala los desplazamientos del punto donde est4 el par

cinemético para uno y otro sélido. En este caso se escribe
1 2 1 1=1 2 229
rQ=rQ=>R +AI'Q—R —AI'Q-'_—O (6.3)

donde los superindices indican el sélido al que se refieren los vectores. Estas
ecuaciones de restriccién son en general no lineales, como en este caso, al ser los
elementos de las matrices de giro A; funciones trigonométricas de las coordenadas
de orientacion del sistema local de referencia. Estas ecuaciones se resolveran junto
a las ecuaciones diferenciales del movimiento. Para ello se puede usar el método

de los multiplicadores de Lagrange

Las ecuaciones del movimiento se plantean, por ejemplo, usando las ecuaciones
de Lagrange. Para ello se calcula la expresién de la velocidad derivando respecto
al tiempo la expresién (6.1) y la energia cinética de los sélidos integrando en el
volumen de éstos la energfa cinética de todos sus puntos. Tras evaluar la energia

de deformacién y las fuerzas generalizadas externas se obtienen las ecuaciones del
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Y ]

\ 4

X

Figura 6.2: Sélidos conectados por un par de revolucién

movimiento, que planteadas para todas las coordenadas del sistema quedan

M(q)da+Kq+CIA=Q, + Q.
C(q,t) =0

(6.4)

donde M es la matriz de masa, que depende no linealmente de las coordenadas
del sistema y es simétrica, q es el vector de coordenadas del sistema, tanto de
referencia como eldsticas, K es la matriz de rigidez, también simétrica pero cons-
tante, C, es el jacobiano del sistema de ecuaciones de restriccién y A es el vector
de multiplicadores de Lagrange. Del producto del jacobiano de las restricciones
por el vector de multiplicadores de Lagrange resultan las fuerzas generalizadas de
reaccién. El vector Q,, conocido como vector de fuerzas cuadrdticas en velocidad,
contiene las fuerzas centrifugas y de Coriolis. Q. contiene las fuerzas generalizadas
externas aplicadas en el sistema y C(q,t) = 0 representa el conjunto de ecuaciones
algebraicas no lineales de restriccién.

El sistema de ecuaciones (6.4) se puede resolver directamente, como sistema

de ecuaciones algebraicas y diferenciales , o bien manipularlo previamente para
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una resolucién mas facil de realizar. Si se derivan respecto al tiempo dos veces
las ecuaciones de restriccidn todas las ecuaciones pasan a ser diferenciales ordina-
rias, por lo que se pueden tratar todas las ecuaciones por el mismo procedimiento
aunque se pierde precisién. Otra alternativa es manipular el sistema (6.4) para
integrar sélo las coordenadas independientes. En este caso desaparecen las ecua-
ciones algebraicas del sistema y las fuerzas de reaccién vincular, y se llega a un

sistema con menos ecuaciones e incégnitas pero més dificil de integrar.

6.3 Ecuaciones de conservacién de impulso y can-

tidad de movimiento

Las ecuaciones de conservacién de impulso y cantidad de movimiento ya se han
mostrado para el caso del impacto central de sélidos rigidos en el capitulo 2. En
este apartado, para dar mayor generalidad al método, se plantean las ecuaciones
de balance para el caso del impacto de cuerpos que forman parte de mecanismos
que conectan sélidos rigidos y flexibles (Gau y Shabana, 1991, 1992a y 1992b,
Lankarani y Nikravesh, 1992, Yigit et al., 1995).

Supongamos que en un instante o entran en contacto dos sélidos que forman
parte de cierto mecanismo flexible. Como se hizo en el capitulo 2 se supone que
la duracién del impacto ¢, es tan corta que se puede considerar que no cambia la
configuracién del sistema en dicho periodo. De nuevo, se integran las ecuaciones
del movimiento durante el periodo de contacto y se hace tender éste a cero. En
este caso se incluye en el segundo miembro de la ecuacién {6.4) el vector Qp., que
contiene el vector de fuerzas de contacto generalizadas. Para evaluarlo, se calcula
el trabajo virtual de la fuerza de contacto en direccién de la normal comtn a las

superficies de contacto, que queda
Oa, T
W = Fu(t)de = Fu(t)(52) 50 = QF.dq (6.5)

donde « es la indentacién entre los sélidos. Los impulsos de las fuerzas eldsticas,
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las fuerzas externas y los términos cuadréticos en velocidad son nulos pues estas
son fuerzas acotadas, no impulsivas. Tan sélo son no nulos los impulsos de la
fuerza de contacto y de las reacciones vinculares, que son fuerzas impulsivas. Estos
impulsos deben ser iguales al incremento de cantidad de movimiento generalizada

del sistema. Matemaéticamente se escribe

to+tc to+ic
lim (M(q)§+Kq + C] \)dt = lim (Qv + Qe + QFc)dt =
te—0 /4 tc.—0 to (6.6)
MAG + CTH* = (S%)TH

donde Aq es el salto de velocidades de todas las coordenadas, tanto de referencia
como elasticas, H* son los impulsos de las fuerzas de reaccién y H es el impulso
de la fuerza de contacto.

Las ecuaciones de restriccién, asi como sus derivadas sucesivas respecto al tiem-

po, deben ser satisfechas en cualquier instante, por tanto
C(q,t)=0=>C,q+C; =0 (6.7)

donde C; son es el vector de derivadas parciales de las ecuaciones de restriccién
respecto al tiempo. Este término es no nulo sélo en caso de que el tiempo aparezca
explicitamente en las ecuaciones de restriccién, lo cual no suele ocurrir. Particu-
larizando esta expresién en los instantes to y to + ¢, substrayendo las expresiones

y haciendo t. — 0 resulta

C,A4=0 (6.8)

La segunda ecuacién matricial en (6.6) junto con (6.8) es un sistema de ecua-
ciones algebraicas lineales cuyas incégnitas son los saltos de velocidad, los impulsos
de reaccién y el impulso de la fuerza de contacto. En total ng +n,. + 1 incégnitas,
siendo n, el nimero de coordenadas y n. el nimero de ecuaciones de restriccion.
Como sélo hay n, + n, ecuaciones, el sistema es indeterminado. Se necesita una
ecuacién adicional para poder resolver el sistema: la relacién de restitucién. Como

se hace en la dindmica impulsiva de sélidos rigidos, se va a suponer conocido el



118 Balance de Impulso y Cantidad de Movimiento

coeficiente de restitucién cinemético, cuyo valor se podria obtener experimental-
mente o por alglin procedimiento analitico, dependiendo de algunos pardmetros
que caractericen al choque. La relacién cinemdtica de restitucién se escribiria en
nuestro sistema

at = —ed” (6.9)

donde de nuevo los superindices + y — indican el instante posterior y anterior al
impacto, respectivamente, y e es el coeficiente de restitucién cinemético. Desarro-

llando esta ecuacién se obtiene

<g—g>q+ - -e<g-g>q— (6.10)

Si ahora se resta de ambos lados de esta ecuacién el término g—gq— resulta

Oa o
Z2)AG = —(1+e)()g™ :
(GoAa=-(1+9(G0a (611)
El conjunto de ecuaciones (6.6), (6.8) y (6.11) se escriben en forma matricial
de la forma
M ci - %%)T Aq 0
Cq O 0 H |=]|0], (6.12)
(%%) 0 0 H v
donde
v= —(1+e)(g—g-)<i‘ (6.13)

El sistema de ecuaciones lineales (6.12) se denomina ecuaciones generalizadas
de conservacién de impulso y cantidad de movimiento. Para analizar problemas
de impacto usando estas ecuaciones, se debe contar con un algoritmo de deteccién
de contacto entre los sélidos, que indicaria en qué instante puede tener lugar un
impacto. Este algoritmo evalia la distancia entre las superficies de los sélidos. En
caso de que se detectara penetracién pueden ocurrir dos cosas, que esta penetracién
sea excesiva o que no lo sea. En cualquier caso las ecuaciones del movimiento no se

han evaluado correctamente pues no ha habido fuerza de contacto y los sélidos han
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penetrado. Sin embargo, como normalmente no es posible conocer exactamente
el instante del contacto, se puede admitir un cierto valor pequefio de penetracién
admisible. Si la penetracién alcanzada supera este valor admisible se volveria
atras en la integracién de las ecuaciones del movimiento y se disminuiria el paso
de tiempo para asi disminuir la penetracién alcanzada. A continuacién se plantea
y resuelve el sistema de ecuaciones (6.12) para obtener los impulsos de las fuerzas
de contacto y reaccién y los saltos de velocidad. Para ello hay que conocer el
valor del coeficiente de restitucién. Seguidamente, se actualizan las velocidades
sumandoles los saltos calculados y se continda el proceso de integracién de las

ecuaciones, hasta que una pareja de sélidos vuelva a entrar en contacto.

Uno de los atractivos de esta técnica es su simplicidad. La matriz de coeficientes
del sistema de ecuaciones (6.12) es igual a las matriz de masa més una fila y
una columna adicionales. Por tanto, el planteamiento y solucién del sistema es
computacionalmente muy eficiente. Sin embargo, la informacién que proporciona
sobre el proceso es limitada. No se obtienen fuerzas de contacto, ni fuerzas elasticas
durante el contacto, ni siquiera la duracién de éste. Este método es apropiado, por
tanto, para un andlisis en el que el proceso del impacto no es realmente de interés
sino lo que ocurre tras éste: la evolucion del sistema tras el choque. Sin embargo,
la aplicacién practica del método cuando hay sélidos flexibles involucrados en el
choque puede no resultar como cabria esperar. Ademds, al comparar la solucién
que se obtiene con este método con la obtenida con otros procedimientos se plantea

el significado y aplicabilidad de algunas de la hipétesis realizadas.

6.4 Aplicaciéon de las ecuaciones de conservacion

Para ilustrar la aplicacién préctica de las ecuaciones de conservacién con sélidos
flexibles, se va a volver a resolver el problema del impacto axial en la barra em-
potrada en un extremo. No es necesario plantear las ecuaciones de conservacién

en este caso como se muestran en (6.12) pues la restriccién en el empotramiento



120 Balance de Impulso y Cantidad de Movimiento

se introduce eliminando los grados de libertad asociados al nodo correspondiente.
El conjunto completo de ecuaciones mostrado en (6.12) se emplea para el anilisis
del impacto transversal de un sélido rigido en una barra rotativa y el también
transversal de un sélido rigido una barra elastica de un mecanismo flexible de

cuatro barras.

6.4.1 Impacto axial de un sélido rigido en una barra eldstica

empotrada en un extremo

Para resolver este problema se emplea en este caso el método de los elementos
finitos para modelar el comportamiento de la barra elastica. Como sélo existen
deformaciones axiales se usan elementos que sélo permiten este tipo de deforma-
cién. Se supone que los desplazamientos elasticos dentro de cada elemento varfan
de forma lineal. Las coordenadas nodales del problema son los desplazamientos
axiales de los nodos.

Las ecuaciones dindmicas se pueden obtener usando las coordenadas nodales
como variables del sistema o, alternativamente, se pueden usar otro tipo de co-
ordenadas del sistema: las coordenadas modales. Para ello, antes de resolver el
problema dindmico se resuelve el problema de autovalores de la barra en voladizo
y se evalian los autovectores del problema. Tras esto, se supone que la posicién
de la barra eldstica en cada instante es una combinacién lineal de los autovectores.
Los coeficientes de esta combinacién son las coordenadas modales. Las ecuaciones
diferenciales del movimiento se escriben en este caso en funcién de estas coorde-
nadas.

La primera cuestién que surge al resolver este problema es qué coeficiente de
restitucién debe usarse para la correcta simulacién del problema. Las hipétesis
para este caso son las mismas que las que se hicieron en el capitulo 3 al resolver el
problema analiticamente, no hay pérdida local de energia, ni plasticidad ni friccién,
ni ningiin comportamiento aneldstico del material y la inercia transversal de las

secciones por el efecto Poisson es despreciable. De la solucién analitica se sabe que
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el sélido rigido termina adquiriendo una velocidad que es vj = —0.692v; y como

la barra eldstica no tiene posibilidad de movimiento de sélido rigido el coeficiente
cinemético de restituciéon deberia ser 0.692. Sin embargo, este valor no puede ser
un dato del problema sino un resultado, es precisamente lo que se pretende obtener
de la simulacién dindmica. Si se usa este valor no se obtienen los resultados que
cabe esperar. Téngase en cuenta el concepto energético del coeficiente de resti-
tucién. Cuando este se define en mecdnica de sélidos rigidos, indica la cantidad
de energia transformada en formas que la mecdnica de sélidos rigidos no puede
representar, como la energia de vibracién interna. Si en mecénica de sélidos de-
formables esta energia si se puede representar no tiene sentido considerarlo una
pérdida de energia. Los saltos de velocidad de las coordenadas elésticas debieran
introducir las vibraciones mecdnicas debidas al impacto. Como en el problema
analitico se conserva la energia, el coeficiente de restitucién debiera ser la unidad.
Por tanto, se deduce que el coeficiente de restitucién que se debe usar cuando hay
sélidos flexibles es conceptualmente distinto al definido para el impacto de sélidos

rigidos.

Existe atin una tercera interpretacién posible para el coeficiente de restitucion.
Si se quiere modelar el periodo de contacto como se hizo en el capitulo anterior,
modelando el sélido compuesto por la barra elastica y el sélido rigido durante
el periodo de contacto, se pueden utilizar las ecuaciones de conservacién con un
coeficiente de restitucion nulo en el primer instante del impacto y a continuacién
usar el modelo de sélido compuesto. El uso de un coeficiente de restitucién nulo es
apropiado pues en el primer instante tras el contacto el sélido rigido y la seccién
de contacto adquieren la misma velocidad. Sin embargo, eso no deberia supo-
ner pérdida de energia del sistema. Esto seria una versién discreta del problema
analizado en el capitulo anterior, usando autovectores como base en vez de modos

definidos analiticamente.

Para resolver el problema del impacto axial mediante elementos finitos se di-

vide la barra en elementos que sélo se deforman axialmente, cuyos nodos estin
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uniformemente distribuidos. Para integrar las ecuaciones del movimiento se usa el
método de Newmark (Bathe, 1982) con los pardmetros § = 0.5 y a = 0.25. Los
valores supuestos para los pardmetros geométricos, masas y propiedades eldsticas
de los materiales de la barra deformable y el sélido rigido son los mismos que los
dados en los capitulo 3 y 4 para el impacto con masas iguales de la barra y el
impactor. La velocidad inicial del sélido rigido es de nuevo 1 m/s.

Las ecuaciones del movimiento antes y después del impacto para el sistema

formado por el sélido rigido y la barra elédstica se reducen a,

Mg+ Kq =0, (6.14)
donde
1
q= Y251 ’ M= m; 0T , K - 0 of , (6.15)
: 0 My 0 K;
Pfn

donde z; es la coordenada que indica la posicién del sélido rigido, py; representa

las coordenadas nodales, m; es la masa del sélido rigido y

mom 0 K -K 0 - 0

i dpa 0 -K 2K -K -~ 0
My=|0 22 2Zmu 0|, Ke=| 0 -K 2k - 0 [,
2 -K

0 0 0 %2 Zm 0 0 0 -K 2K
(6.16)

son las matrices de masa y rigidez de las coordenadas elésticas, siendo my la masa
total de la barra eldstica, n el nimero de elementos en que se divide la barra y
K= E—‘L“ﬂ la rigidez axial de cada elemento. Para reducir el mimero de coordenadas
eldsticas del sistema se calcula la matriz de autovectores B cuyas n columnas B;

son solucién de la ecuacién

(K; — AM{)B; = 0 (6.17)
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De la matriz de autovectores B se selecciona una submatriz B que contiene
un subconjunto de m autovectores, normalmente los de menor frecuencia natural
asociada, y se asume que las coordenadas nodales py son una combinacién lineal

de los autovectores, cuyos coeficientes qy son las coordenadas modales, esto es

pPs = Bqy (6.18)

El sistema de ecuaciones del movimientos pasa a ser

Mg+ Kgq = 0, (6.19)
donde
I
g5 . my 0T . 0 of
a=| ", w™m=™ . K= , (6.20)
0 mf 0 kf
qfm

donde my = BTMB y k; = BTK ;B son las matrices de masa y rigidez modales,
respectivamente, ambas diagonales.

Para ilustrar el progreso del sistema mecdnico, se muestra a continuacién la
solucién al balance de cantidad de movimiento cuando la barra se divide en tres
elementos y se usa un coeficiente de restitucién igual a la unidad. En la tabla 6.1
se indican las velocidades iniciales, los saltos de velocidad y las velocidades finales
del sélido rigido y de los tres nodos con movimiento de que consta el modelo
de la barra. Se han usado las siglas NC para el nodo de contacto y NI1 y NI2
para los nodos interiores de la barra, siendo el 1ltimo el mas préximo al extremo
empotrado. Para obtener estos resultados se han usado coordenadas nodales. Los
resultados son idénticos a los que se obtendrian con coordenadas modales si se usa
un conjunto completo de autovectores. Se ha considerado como sentido positivo
de las velocidades el del eje que va desde la seccién libre de la barra a la seccién
empotrada.

De la tabla 6.1 se deduce que tras el balance el sentido del movimiento del

sélido rigido continda inalterado, que tan sélo ha perdido cierta velocidad y que
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Sélido rigido | NC NIl NI2

Velocidad inicial 1 0 0 0
Salto de velocidad -0.175 1.825 | -0.487 | 0.122
Velocidad final 0.825 1.825 | -0.487 | 0.122

Tabla 6.1: Impacto axial. Balance con tres elementos finitos

inevitablemente volvera a chocar con la barra el4stica en breves instantes. Por otro
lado, todos los nodos de la barra han adquirido cierta velocidad, observandose
una velocidad final mayor en los nodos més préximos al area de contacto. En
la solucién analitica se observé que en el instante inicial tan sélo la seccién de
contacto adquiere cierta velocidad. Palas et al. (1992) demostraron analiticamente
que cuando el nimero de grados de libertad de la barra flexible tiende a infinito,
el impulso de la fuerza de contacto tiende a cero y tan sélo adquiere velocidad
no nula tras el impacto el nodo asociado a la superficie de contacto. Ademads,
la reaccién en el empotramiento tiende a cero. Se observa que estas condiciones
coinciden con las que ocurren en el primer instante del periodo finito de contacto,
tal como se describe en la solucién analitica, y no con las condiciones al final del
periodo de contacto.

Para resolver numéricamente el impacto axial, se necesita implementar la légica,
del impacto, que son las condiciones que deben cumplirse para que se esté en
condiciones de contacto y se resuelva un balance de cantidad de movimiento. Estas

condiciones son

up —uj >0, vy — s >0, (6.21)

donde u indica posicién y v velocidad, el subindice 1 indica el sélido rigido, 2 la
barra, flexible y el superindice 1 indica el nodo de contacto. La primera condicién
indica que hay penetracién numérica entre los sélidos y es condicién necesaria

pero no suficiente, como se explicard a continuacién. La segunda indica que la
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velocidad relativa de las superficies de contacto es de aproximacién y no de sepa-
racién. Si existe penetracién pero no se cumple la segunda condicién, no se esté
en condiciones de plantear un balance, pues los sélidos tienden a separarse. En
general, durante la integracién numérica, no se conoce exactamente el instante en
que los sélidos entraréan en contacto, aunque se puede determinar con bastante
precisién, por tanto se puede definir una tolerancia de penetracién, que seria la
distancia entre los nodos de contacto que se puede asumir nula. Durante la inte-
gracién numérica de las ecuaciones se detecta en cierto instante penetracién entre
los sélidos, que normalmente serd excesiva. Entonces se invalida el instante actual
y se retrocede al estado en el dltimo paso de integracién, disminuyendo el valor

del incremento de tiempo. La operacién se repite hasta conseguir que

up — ul| < tol, 6.22
2

siendo tol un numero suficientemente pequeno.

Cuando se usa un nimero relativamente elevado de grados de libertad se ob-
tiene muy buen acuerdo entre los resultados analiticos y los numéricos. En la
figura 6.3 se muestra la comparacién entre los resultados cuando se usan 20 ele-
mentos para discretizar la geometria de la barra. Sin embargo, aunque no es facil
de observar en la figura, no se detecta el segundo periodo de contacto. La figura
6.4 muestra los resultados numéricos comparados con los analiticos cuando se usan
20 modos de vibracién como coordenadas modales, que se obtienen usando 100 e-
lementos para discretizar la barra. En este caso si se detecta el segundo periodo de
contacto. Por tanto, en este sentido, en el caso que se ha resuelto, se puede decir
que para un mismo ndmero de coordenadas dan mejor resultado la coordenadas
modales que las nodales. Sin embargo, hay que tener en cuenta las operaciones
adicionales que hay que realizar para usar las coordenadas modales.

En la figura 6.5 se muestra por un lado la fuerza de contacto de la solucién
analitica. Por otro lado, los impulsos de la fuerza de contacto de los distintos

balances divididos por el paso de tiempo estdan representados por circulos. Estos
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Figura 6.5: Fuerzas de contacto vs. impulsos

impulsos son los obtenidos en el problema modal. Aunque estos valores no pueden
ser interpretados como fuerzas, se observa en la figura que existe una relacién
entre el valor de estos impulsos y el valor instantdneo de la fuerza en el problema
analitico. Como se ve en la figura se han resuelto dos balances en el periodo
correspondiente al segundo periodo de contacto.

De estos resultados queda claro que para simular numéricamente el impacto a-
xial mediante la aplicacién de la dindmica impulsiva es necesario plantear y resolver
varias veces el sistema de ecuaciones algebraicas. Ademaés, no existe relacién entre
los diferentes balances con el fenémeno de los impactos miltiples. Un balance
no representa un periodo de contacto entre los sélidos que chocan. Los balances
por tanto no resumen el periodo de contacto a un instante sino que los resuelven
en varios procesos discretos. Como se verd en el andlisis posterior el nimero de
balances necesarios depende de las discretizaciones espaciales y temporales del
proceso.

En la tabla 6.2 se muestra la evolucién del impacto simulado cuando el ndmero
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N° Nodos | Duracién (x107%s) | Velocidad final | N° Balances
5 1.56 -0.702 12
10 1.78 -0.715 30
20 (1.82) 2.54 (-0.687) -0.695 63
Analitico (1.78) 2.52 (-0.688) -0.692

Tabla 6.2: Impacto axial. Evolucién con el nimero de modos

de grados de libertad varia. En esta tabla y en las que siguen se indica entre
paréntesis el fin del primer periodo real de contacto y la velocidad del sélido rigido
tras éste en caso de que se detecte el segundo periodo de contacto. Se observa la
convergencia de la solucién a la solucién analitica cuando aumenta el ndmero de
grados de libertad del sistema y un aumento del nimero de balances necesarios
para simular el problema. La sucesién de balances es debida a que el sélido rigido
entra en contacto con una masa equivalente que, debido a la discretizacién espacial
de la barra eléstica, es mucho menor que la suya propia. Por tanto, son necesarios
muchos balances para invertir el sentido del movimiento del sélido rigido, pues la
masa con la directamente choca, al ser relativamente pequeiia, le roba poca canti-
dad de movimiento en cada balance. Al aumentar el nimero de grados de libertad
de la barra eldstica, usando coordenadas nodales o modales, se est4 refinando la
discretizacién espacial de la barra, por lo que se disminuye la masa equivalente
con la que impacta directamente el sélido rigido y es por tanto mayor el nimero

de balances necesarios para simular el impacto.

En la tabla 6.3 se muestra la evolucién de la solucién cuando varia el coeficiente
de restitucion si se usan veinte coordenadas modales para representar el sistema.
La duracién del impacto es bastante similar para todos los coeficientes. Cabria es-
perar una disminucién monétona de la velocidad de salida del sélido rigido cuando
disminuye el coeficiente de restitucién, sin embargo no queda clara esta evolucién.

Por otro lado, aumenta el nimero de balances realizados cuando disminuye el coe-
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e Duracién (x107%s) | Velocidad final | N° Balances

1 (1.71) 2.49 -0.712 49

0.7 (1.80) 2.46 -0.741 296

0.3 (1.86) 2.47 -0.712 338

0 (1.94) 2.46 -0.615 352
Analitico (1.78) 2.52 -0.692

Tabla 6.3: Impacto axial. Evolucién con el coeficiente de restituciéon

Paso (x1078s) | Duracién (x107%s) | v | N° balances | Energia perdida
58.9 2.47 -0.42 400 74%
29.5 2.48 -0.58 731 52%
5.89 2.51 -0.75 1954 24%
2.95 2.51 -0.73 3117 16%

Tabla 6.4: Impacto axial con e=0. Evolucién con paso de tiempo

ficiente de restitucién. Esto se puede explicar por la menor velocidad de separacién
entre los nodos de contacto para bajos coeficientes de restitucion.

En las tablas 6.4 y 6.5 se muestran soluciones al problema con distintos pasos
de integracién y coeficientes de restitucién 0 y 0.3, respectivamente. En ambas,
tan sélo se observa un buen acuerdo en la duracién de los impactos. El nimero
de balances y la velocidad de salida aumentan al disminuir el paso de tiempo y la
energia perdida disminuye enormemente. Los cambios son més bruscos con e = 0
que con e = 0.3. Se ha comprobado que con e = 1 no aparece tal desacuerdo
cuando cambia el paso de tiempo. Podemos decir que los resultados no son con-
sistentes cuando se usan coeficientes de restitucién menores que la unidad y son
tanto mds inconsistentes cuanto menor es el valor del coeficiente de restitucién.

El hecho de que ocurra un balance no indica un proceso de contacto entre los

sélidos. Esto hace que el coeficiente de restitucién pierda su significado fisico.
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Paso (x1078s) | Duracién (x107%s) | v | N° balances | Energia perdida
58.9 2.47 -0.57 365 54%
29.5 2.48 -0.69 680 34%
5.89 2.51 -0.73 1849 14%
2.95 2.51 -0.72 2907 9%

Tabla 6.5: Impacto axial con e=0.3. Evolucién con paso de tiempo

Si se pudiera controlar el proceso numérico se podria repartir la energia total
perdida localmente entre los coeficientes de los distintos balances. Pero no existe
control a priori del nimero e intensidad de los impactos instantaneos, por lo que
no es posible este reparto. Algunos autores (Yigit, 1990) han propuesto para los
distintos balances usar un coeficiente de restitucién dependiente de la velocidad
relativa inicial de los puntos de contacto. Esta alternativa carece de sentido fisico

cuando los balances no representan impactos o al menos periodos de contacto.

6.4.2 Impacto transversal de un sélido rigido en una barra

elastica giratoria

El sistema estudiado en este apartado se representa en la figura 6.6. Se trata
una barra giratoria con la que choca transversalmente un sélido rigido. En la
barra se impone como restriccién que tenga velocidad angular constante wg. El
planteamiento y solucién de las ecuaciones se realiza usando el programa DAMS
(Shabana, 1986) de propdsito general. La velocidad angular de la barra es wp =
3.142 rad/s y la velocidad del sélido rigido 0.0574 m/s, la longitud de la barra es
0.3 m, por tanto la velocidad de aproximacién antes del impacto es v, =1 m/s.
La masa de ambos sélidos es 1.138 kg. La barra eldstica se supone de acero con
médulo de Young E = 207 G Pa, seccién transversal rectangular de 6 cmx 0.8 cm
y momento de inercia I = 2.56e — 9 m*. Para modelar la flexibilidad de la barra

se divide ésta en 15 elementos finitos de igual longitud y se usa un sistema local
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0.3m

Figura 6.6: Impacto transversal en una barra giratoria

de coordenadas rigidamente unido a la seccién de la barra donde se encuentra
la articulacién. Por tanto, para obtener el modelo de elementos finitos se usan
las condiciones de contorno de una viga en voladizo y se resuelve el problema de
autovalores. En este caso, se usaron sdlo coordenadas modales para resolver el

problema, siendo 5, 10 y 15 el ntimero de modos utilizados.

En el problema que se simula se supondra que no hay pérdidas locales de energia
mecénica y se usard un coeficiente de restitucién igual a la unidad. La solucién al
problema, en el que la barra giratoria se considera rigida nos da un limite superior
para la velocidad final del sélido rigido en el caso de considerar la flexibilidad de
la barra. Para calcular esta velocidad, el impulso de la reaccién vertical en la
rétula y el impulso angular del momento de reaccidn en la rétula, se resuelven
simultdneamente las ecuaciones de conservacién de cantidad de movimiento, de
momento cinético y de conservacién de la energia. Esta dltima ecuacién es equi-
valente a asumir un coeficiente de restitucién igual a la unidad. Las ecuaciones

quedan
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miv; + P = mlvf

mivy L— M = myof L (6.23)

%ml(vff + Mwy = %ml(vff
donde m; es la masa del sélido rigido, v; su velocidad, P es el impulso de la
reaccién vertical en la rétula y M es el impulso angular del par que se debe aplicar
en la rétula para mantener la velocidad angular de la barra constante. Obsérvese

que si bien P no realiza ningin trabajo M sf lo hace y es necesario incluirlo en la

ecuacién de conservacién de la energia. La solucién de este sistema lineal resulta:
2

vt = 1.943?, M= 0.68314ng, P= 2.276kg? (6.24)
En la tabla 6.6 se muestran los resultados de las simulaciones numéricas. Las
tres ultimas columnas indican el salto de velocidad medio del sélido rigido que
ocurre en los distintos balances, la suma de los impulsos angulares en la rétula
y la suma de los impulsos debidos a la reaccién vertical. De los resultados se
aprecia que la velocidad del sélido rigido disminuye cuando aumenta el niimero de
modos. Se podria interpretar que al aumentar el niimero de coordenadas eldsticas
aumenta la capacidad del modelo eldstico de absorber energia de vibracién, sin
embargo se mostrara en el préximo ejemplo que esta regla puede fallar. El tiempo
de contacto se ha estimado como la diferencia entre los instantes en que ocurrieron
el dltimo y el primer balance. Se aprecia que el resultado es muy similar en los tres
casos. Se confirma que al aumentar el nimero de grados de libertad del modelo
eldstico aumenta el nimero de balances necesarios para simular el impacto y que
en cada uno de ellos es menor el salto de velocidad resultante y las reacciones en
los vinculos.
En las figuras 6.7 y 6.8 se muestran los desplazamientos del sélido rigido y del
nodo de contacto de la barra elastica giratoria durante y tras el impacto. Ambas
graficas resultan muy similares y no se aprecian los saltos finitos de velocidad ni

penetraciones excesivas. De acuerdo a las posiciones relativas de ambos sélidos
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Figura 6.7: Desplazamientos durante el periodo de contacto, 10 modos

N° modos | vy te N° balances | Salto medio | > M; | X B
5 1.874 | 1.53e-2 15 0.129 8.43e-3 | 0.278
10 1.786 | 1.32¢-2 34 0.054 1.17e-2 | 0.168
15 1.736 | 1.31e-2 51 0.035 2.2e-3 | 0.109
S. Rigidos | 1.943 0 1 2 0.342 | 2.276

Tabla 6.6: Impacto en barra giratoria. Evolucién con el nimero de modos
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Figura 6.8: Desplazamientos durante el periodo de contacto, 15 modos

durante el impacto, el proceso parece simulado de forma continua en lugar de una
sucesién discreta de eventos.

En las figuras 6.9 y 6.10 est4n representadas las reacciones verticales en el eje de
giro durante el impacto, en las soluciones usando 10 y 15 modos respectivamente.
En ellas se puede apreciar un cierto retraso en entre el inicio del proceso del
impacto y la aparicién de reacciones verticales, lo cual es congruente con el proceso
de propagacién de ondas eldsticas. Sin embargo también se aprecia un nivel de
reacciones mucho mayor cuando se usan 15 modos que cuando se usan 10 modos.
Las reacciones has sido obtenidas evaluando el esfuerzo cortante en el extremo de

la barra.

6.4.3 Impacto transversal de un sélido rigido en un meca-

nismo de cuatro barras

Un ejemplo més complejo ha sido simulado usando el programa DAMS. Se trata

del impacto transversal de un sélido rigido en una barra flexible que forma parte
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Figura 6.9: Reacciones verticales en articulacién, 10 modos
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Figura 6.10: Reacciones verticales en articulacién, 15 modos
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0.3

Figura 6.11: Impacto en un mecanismo de cuatro barras

de un mecanismo de cuatro barras. El sistema esté representado en la figura 6.11.
Se supone que la manivela rigida del cuatro barras se mueve con velocidad angular
constante de valor —5.236 rad/s. El acoplador también se supone rigido. De nuevo
se resuelve el problema mediante un coeficiente de restitucién igual a la unidad.
Se han considerado los siguientes datos que aparecen en la tabla 6.7.

La barra elastica se supone de acero con médulo de Young 207 G Pa, seccién
rectangular de 0.6 cm x 0.8 cm y momento de inercia 2.56e —9 m*. La simulacién
numérica del comportamiento de la barra eldstica se hace de nuevo mediante dis-
cretizacién por elementos finitos y posterior reduccién de coordenadas mediante
sintesis modal de componentes. Para ello se usa un sistema local de coordenadas
cuyo origen se encuentra en el par fijo y el eje = siempre pasa por el par mévil.
Esto significa usar como condiciones de referencia las de una viga biapoyada. Para

la discretizacién de la barra se usan 15 elementos viga 2D. Se han resuelto tres
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Velocidad angular de la barra eldstica durante el choque: | 3.142 rad/s
Velocidad inicial del sélido rigido: -1.513 m/s
Velocidad de aproximacién en el impacto: 1m/s
Masa de la barra flexible: 3.034 kg
Masa del sélido rigido: 2.133 kg
Masa de la biela: 2.133 kg
Masa del acoplador: 3.178 kg

Tabla 6.7: Datos del impacto en mecanismo de cuatro-barras

Modos | Velocidad final (m/s) | Duracién (s)

5 3.2712 3.18e-2
10 3.2865 3.11e-2
15 3.3175 3.54e-2

Tabla 6.8: Impacto en mecanismo de cuatro-barras. Evolucién con ndimero de

modos

casos, usando de nuevo 5, 10 y 15 modos de vibracién como funciones de forma.

El problema equivalente en el que todas las barras son rigidas se ha resuelto
también, dando como resultado una velocidad final del sélido rigido vf = 3.511
m/s. De nuevo ésta debe ser una cota superior de las velocidades finales de sdlido
rigido de los problemas resueltos con coordenadas elasticas. Algunos datos de los
problemas resueltos se dan en la tabla 6.8.

De nuevo se observa un buen acuerdo en la duracién del impacto. En este
caso, al contrario del ejemplo de la barra giratoria, al aumentar el nimero de
coordenadas eldsticas aumenta también la velocidad final del sélido rigido. Esta
velocidad se mantiene siempre bajo la cota dada por el problema en el que todas
las barras son rigidas.

En lo relativo a desplazamientos durante el impacto y esfuerzos eldsticos se
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han obtenido las mismas conclusiones en este ejemplo que en el anterior, esto es,

los resultados son consistentes para los primeros pero no para los segundos.

6.4.4 Cambio de juego de modos

Como ya se ha mencionado existe una forma alternativa de simular los impactos
usando las ecuaciones de conservacién. Este procedimiento es equivalente al usado
en el capitulo anterior cuando se usaban los modos del sélido compuesto por los
dos que chocan durante el periodo en que permanecen en contacto. De antemano
se sabe que debido a los impactos multiples puede que deban cambiarse varias
veces las coordenadas y modos del problema -modos libres y modos de contacto-
antes de simular el proceso completo del impacto.

En el problema del impacto axial en una barra empotrada que se resolvié
analiticamente en el capitulo anterior mediante superposicién modal, se imponia
como condicién inicial para el cambio de juego de modos que la seccién de contacto
adquiriera la misma velocidad que el sélido rigido inmediatamente después de
entrar en contacto. Si se emplea el método de los elementos finitos para discretizar
la geometria de los sélidos y se asigna un nodo al punto de contacto del sélido
flexible, se podria asignar de forma analoga la misma velocidad a este nodo que
al sélido rigido al comenzar el periodo de contacto. En la solucién analitica,
esta condicién de contorno no supone incremento alguno en la energia mecénica
del sistema porque la seccién de contacto tiene masa nula. Por el contrario, en el
método de los elementos finitos, debido a la discretizacién espacial, los nodos tienen
asignada una masa. finita y este procedimiento incrementaria de forma ficticia la
energia mecédnica del sistema. Para evitar esto, se puede recurrir a las ecuaciones
de balance de impulso y cantidad de movimiento con un coeficiente de restitucién
igual a cero para evaluar las nuevas velocidades de los nodos cada vez que cambia el
juego de modos -contacto o separacién. El uso de un coeficiente de restitucién nulo
hace que, tras plantear las ecuaciones de balance y afiadir los saltos de velocidad,

los nodos de contacto no sélo coinciden aproximadamente en posicién sino también
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Figura 6.12: Distribucién de nodos para barra elastica giratoria

en velocidad. Con esto no se garantiza la conservacién de la energia mecdnica, al
contrario, se pierde cierta energia por el uso del coeficiente nulo. Esta energia es
tanto menor cuanto més fina es la discretizacién espacial de la barra, pues el nodo
de contacto tendria asignada una masa menor. Por otro lado, si se garantiza la

conservacién de la cantidad de movimiento.

Al evaluar las condiciones iniciales mediante las ecuaciones de conservacién
de cantidad de movimiento, ya no es sélo la seccién de contacto la que modifica
su velocidad por entrar en contacto o separacidn, sino que, inicialmente, todos
los nodos definidos en el elemento flexible experimentan un cambio de velocidad.
Sin embargo, como estd demostrado (Gau y Shabana, 1991) y comprobado en
este capitulo, cuando se incrementa el nimero de grados de libertad existe una
tendencia a quedar localizado este salto de velocidad en la zona de contacto y ser
cada vez menor el salto de velocidad cuanto més lejano es el nodo al punto de

contacto.

El procedimiento descrito se ha aplicado al caso del impacto transversal de un
sélido rigido en una barra giratoria representado en la figura 6.6. En este caso

la barra se ha discretizado usando 5 elementos tipo viga 2D. El espaciado de los

.
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elementos se muestra en la figura 6.12. Se ha supuesto que el impacto no ocurre
exactamente en el extremo libre de la barra sino ligeramente en el interior de ésta:
en el nodo 4. El motivo es que si se supone que el impactor contacta exactamente
en la seccién extrema de la barra, debido a la vibracién que experimenta la barra
por la rotacién impuesta y al ser considerado el sélido rigido como puntual, podia
ocurrir que el sélido rigido pasara de largo sin llegar a chocar.

Usando esta discretizacidn se ha resuelto el problema de autovectores y toman-
do un subconjunto de ellos -los de menor frecuencia asociada- se forman las colum-
nas de la matriz B;. Asi, las coordenadas nodales p se asumen como una combi-
nacién lineal de los autovectores elegidos, cuyos coeficientes son las coordenadas
modales q;. Simplemente, afiadiendo la masa del sélido rigido a la masa asignada
al nodo de contacto se modifica la matriz de masa del sistema y se obtiene el se-
gundo conjunto de autovectores. Estos representan los modos de vibracién de una
barra eldstica con un sélido rigido unido a su extremo. Para este modelo eldstico
se llaman q a las coordenadas modales y Bs a la matriz de modos.

Se comienza la integraciéon numérica de las ecuaciones usando el primer modelo
elastico y cuando se detecta el contacto entre el sélido rigido y la barra eldstica se
resuelven las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento con e = 0. Tras su
aplicacién, el sélido rigido y el nodo de contacto adquieren instantineamente la
misma velocidad. Este instante es entonces aprovechado para cambiar el modelo
elastico usando el segundo conjunto de modos. Para dicho cambio se usan las

siguientes ecuaciones

p = Biq: = Baqg, (6.25)

que indican que las coordenadas nodales deben coincidir cuando se usa uno u otro
juego de modos. Un sistema de ecuaciones con la mismas matrices de coeficientes -
las matrices modales- se obtienen al hacer coincidir las velocidades nodales. Ambos
sistemas de ecuaciones deben ser resueltos cuando se cambia el juego de modos para

obtener las g2 y o a partir de las ¢y y 1, o viceversa. Como en general se usa un
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juego incompleto de autovectores, las matrices modales B; no son cuadradas y por
tanto no invertibles y la solucién de estos sistemas de ecuaciones no es inmediata.
Para resolver los sistemas, se hace uso de las propiedades de ortogonalidad de las

matrices modales, que se escriben
B’M;B; =m;, BJK;B;=k; (6.26)

donde m; y k; son las matrices de masa y rigidez modales, diagonales y definidas
positivas y M; y K; las matrices de masa y rigidez nodales, todas ellas correspon-
dientes a juego de modos i. En nuestro ejemplo K; = K, pero M; # M. Si se
quiere, por ejemplo, obtener las coordenadas y velocidades modales del juego de
modos 2 a partir de las correspondientes del juego 1 se procede como sigue. Se

multiplican ambos lados de la dltima igualdad (6.25) por BI M y queda
BIM;B:q; = B M;Bq;, (6.27)

y haciendo uso de la ortogonalidad de los autovectores a través de la matriz de
masa se obtiene

q2 = m; 'BfM;Biq;, (6.28)

De forma idéntica resulta
42 = m; 'B]M:Bi1 41, (6.29)

El procedimiento a seguir para resolver el problema del impacto transversal de
un sélido rigido en una barra eldstica giratoria es el que sigue. Inicialmente se usan
los autovectores de una barra en voladizo -juego 1- para describir la deformacién
de la barra. Una vez que se detecta el contacto se resuelven las ecuaciones de
conservacién de impulso y cantidad de movimiento con un coeficiente de restitucién
igual a cero. A continuacién se actualizan las velocidades nodales y se procede al
cambio de juego de modos, al mismo tiempo que se abandonan las coordenadas
de referencia del sélido rigido. El nuevo juego de modos -juego 2- se obtiene

anadiendo una masa concentrada en el nodo 4. Estos autovectores de contacto se
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Nodo Uy Ua vy Vg 0, 0,

1 -0.432e-8 | -0.221e-12 | -0.237e-11 | -0.28%e-11 | -0.054e-9 | 0.121e-7
-0.465e-8 | -0.338e-12 | -0.112e-10 | -0.154e-11 | -0.174e-9 | -0.097e-9
-0.616e-8 | -0.386e-12 | -0.245e-10 | -0.132e-10 | -0.186e-9 | -0.290e-9
-0.516e-8 | -0.440e-12 | -0.410e-10 | -0.392e-10 | -0.239e-9 | -0.376e-9
-0.516e-8 | -0.441e-12 | -0.413e-10 | -0.395e-10 | -0.181e-8 | -0.376e-9

(2 BN LU

Tabla 6.9: Coordenadas nodales con dos juegos de autovectores

usan mientras dure el periodo de contacto, el cual termina cuando cambia de signo
el esfuerzo cortante en el nodo de contacto. En ese instante se deberd volver al
juego de modos inicial y recuperar las coordenadas de referencia del sélido rigido

que vuelve a tener un movimiento independiente.

En las tablas 6.9 y 6.10 se muestran los valores de las coordenadas nodales p;
y sus correspondientes velocidades p; para todos los nodos obtenidos de los dos
juegos de 12 modos cada uno. Los valores estdn dados en el instante del cambio
de coordenadas y tras la actualizacién de las velocidades mediante la suma de los
saltos de velocidad obtenidos de la solucién de las ecuaciones de conservacién. En
estas tablas se indican por u;, v; y 6; a las coordenadas nodales axiales, transver-
sales y de giro correspondientes al juego de modos ¢. Se advierte que, en contra
de los establecido en (6.25), los valores de las coordenadas nodales y sus derivadas
no coinciden, y que ademas los valores correspondientes no son en muchos casos ni
siquiera parecidos. También se observa que tras el primer instante el impactor ha
perdido cierta velocidad, pasando de —17% a —0.9817*, por el efecto del impulso
va calculado. Como ya se ha explicado este salto de velocidad, que hace que el
proceso aqui propuesto no sea del todo continuo, es tanto menor cuanto mas fina

es la discretizacién geométrica del sélido eldstico.

La diferencia entre los valores de las coordenadas nodales y sus derivadas con los

dos juegos de modos es explicable mediante el 4lgebra de espacios vectoriales. Por
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du du dv dv dé dé
avy aug av] ave avy avg
Nodo i dt di di di i

1 0.116e-3 | -0.826e-3 | -0.649¢-2 | -0.611e-2 | -0.761 0.730e-1
2 -0.148e-3 | -0.161e-2 | -0.201e-1 | -0.222e-1 | -3.197 -0.263
3 0.364e-3 | -0.232e-2 | -0.805e-1 | -0.449e-1 | -12.045 -0.333
4 -0.486e-3 | -0.293e-2 | -0.981 -84.458 | -0.239e-9 | -0.355
5 -0.486e-3 | -0.293e-2 | -1.065 | -0.712e-1 | -87.532 -0.355

Tabla 6.10: Velocidades nodales con dos juegos de autovectores

ejemplo, en un espacio de tres dimensiones una pareja de vectores definen una base.
Todos los vectores generados con esta base estaran contenidos en planos paralelos
y no se podr representar un vector que forme un cierto dngulo con dichos planos.
Légicamente con una base de dos vectores no se puede representar cualquier vector
de un espacio de tres dimensiones. Otra pareja distinta de vectores formardn una
base que engendren vectores contenidos en planos paralelos diferentes. Por tanto,
los vectores generados con una base no podrdn ser generados en la otra base
pues pertenecen a planos distintos. Asi, las coordenadas nodales y las derivadas,
resultantes de usar como base un determinado juego incompleto de autovectores,
no puede ser representado en general con otro juego incompleto de modos. Esto
explica el resultado obtenido que aparece en las tablas anteriores. Realmente el
error cometido en las ecuaciones (6.25) es la hipétesis inicial, pues en general no es
posible la igualdad del vector obtenido en el espacio de las coordenadas nodales.
La hipétesis inicial es tan sélo cierta en general si se usan juegos completos de
autovectores como base, en cuyo caso se obtiene una aproximacién perfecta. Sin
embargo, el uso de juegos completos de modos va en contra del objeto fundamental

de la sintesis modal de componentes, que es la reduccién de coordenadas elasticas.

Sin embargo se demuestra (Strang, 1980) que de la solucién del sistema de
ecuaciones (6.25) resulta la mejor aproximacién de un vector definido en una base

al ser representado en otra segun el criterio de los minimos cuadrados. Por otro
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Nodo U1 U2 U1 Vg 01 02

1 -0.432¢-8 | -0.432¢-8 | -0.237e-11 | -0.109e-8 | -0.5445e-10 | 0.263e-6
-0.465¢-8 | -0.465e-8 | -0.112e-10 | -0.378e-8 | -0.174e-9 | 0.426e-7
-0.616e-8 | -0.616e-8 | -0.245e-10 ; -0.727e-8 | -0.186e-9 | 0.493e-7
-0.516e-8 | -0.516e-8 | -0.410e-10 | -0.110e-7 | -0.239e-9 | 0.508e-7
-0.516e-8 | -0.515e-8 | -0.413e-10 | -0.111e-7 | -0.181e-8 | 0.508e-7

[ S L 7 )

Tabla 6.11: Coordenadas nodales con dos juegos de autovectores

lado mejor es la aproximacién obtenida cuanto mas préximo es el nimero de
vectores usados como base respecto a la dimensién del espacio. Se han usado
12 autovectores de entre los 15 posibles -dimensién del espacio: cinco nodos con
tres grados de libertad cada uno-, un nimero que parece elevado y en cambio el
resultado da una aproximacién muy mala, tanto que no se puede trabajar con ella.

Existe un procedimiento alternativo para evaluar las coordenadas modales du-
rante un cambio de juego de modos. Consiste en usar la propiedad de ortogonali-
dad de los autovectores a través de la matriz de rigidez que aparece en la ecuacién
(9.20). Mediante un procedimiento similar al hecho con las matrices de masa se
obtiene

q = k;'BIK»Biqu, (6.30)

Usando este procedimiento no se consigue mejora alguna en el cambio de coor-
denadas como se aprecia en los resultados mostrados en las tablas 6.11 y 6.12.
Por tanto, no ha sido posible usar el método del cambio del modelo eldstico para
analizar el impacto por no poder expresar el estado de deformacién con ambos

juegos de modos en el mismo instante.



duy dug duy dvy 4oy dfy
Nodo dt i i dt dt dt

1 0.116e-3 | 0.116e-3 | -0.649%e-2 | 3.640 -0.761 | -26076.523
-0.148e-3 | -0.148e-3 | -0.201e-1 | 32.627 -3.197 642.785
0.364e-3 | 0.363e-3 | -0.805e-1 | 101.429 | -12.045 1153.055
-0.486e-3 | -0.482¢-3 | -0.981 | 198.577 | -0.239e-9 | 1294.099
-0.486e-3 | -0.490e-3 | -1.065 199.870 | -87.532 1294.039

[ I N U V)

Tabla 6.12: Velocidades nodales con dos juegos de autovectores




Capitulo 7

Modelos Continuos de

Fuerza de Contacto

7.1 Introduccién y clasificacion

En este capitulo se muestran distintos modelos continuos de fuerza de contacto.
Dicha fuerza se calcula en funcién de la indentacién entre los sélidos y de la
velocidad de indentacién. Para ello, en la simulacién numérica de problemas de
impacto, se permite que los voltimenes de los sélidos que chocan se solapen durante
el tiempo que se considera que dura el contacto. Los modelos eldsticos de fuerza de
contacto consideran reversible el proceso del contacto, por lo que no representan la
posibles pérdidas de energfa, mientras que otros modelos si pueden evaluar dichas
pérdidas, aproximadamente. Estos tltimos modelos pueden ser elastoplésticos, que
asume el proceso de carga elastico hasta un limite en el que aparece plasticidad,
o viscoeldsticos, que modelan la energia perdida mediante una componente de la
fuerza proporcional a la velocidad de indentacién.

Estos modelos se pueden usar tanto en sélidos considerados rigidos como en

los flexibles. Cuando se usa en sélidos flexibles se asume que el modelo eldstico

147
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Figura 7.1: Impacto en un sélido elastico

utilizado no es capaz de representar adecuadamente las deformaciones locales de-
bidas al impacto. Esta situacién se muestra el la figura 7.1, donde § representa
el desplazamiento transversal que el modelo de vigas si puede representar, y « la
indentacién local, que no puede. La fuerza de contacto se evalia en este caso en
funcién sélo de «, incluyendo también su derivada con respecto al tiempo en caso
de usar un modelo viscoelédstico. El valor de é no afecta a la fuerza de contacto.
Se comprende de esta figura que la indentacién admisible tiene unos limites en

funcién, en este caso, del canto de la barra.

En este capitulo se clasifican y comentan estos modelos y se aportan dos alter-
nativas de fuerza elastopléstica. Para ello se van a usar resultados experimentales

de procesos cuasietéticos de carga.
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7.2 Modelo elastico lineal

La alternativa mds sencilla para representar el proceso de contacto es suponer que
la fuerza de contacto en proporcional a la indentacién de los sélidos. Por tanto,
la, constante de rigidez es el pardmetro que caracteriza las deformaciones locales

durante el impacto. La fuerza de contacto se obtiene entonces de la expresién

Kia sia>0
F. = , (7.1)

0 sia<0
si la indentacién se define de tal forma que resulte positiva cuando hay penetracién
entre los sélidos. Este tipo de fuerza puede ser modelada en los cédigos de ele-
mentos finitos comerciales mediante la inclusién de lo que se llama un elemento de
contacto, que en general puede incluir también un elemento amortiguador. Entre
sélidos reales no es comin que la fuerza de contacto sea proporcional a la in-
dentacién. Sin embargo, si el impacto que se pretende analizar no est4 gobernado
por el comportamiento local de los sélidos, sino por el proceso de propagacion de

ondas, se pueden obtener buenas aproximaciones de la fuerza de contacto.

7.3 Fuerzas anelasticas de contacto

Los modelos continuos de fuerza de contacto pueden representar pérdidas de ener-
gia del sistema por dos mecanismos distintos, la plasticidad o la inclusién de una
componente equivalente a una fuerza de amortiguamiento viscosa. A las fuerzas
que consideran estos mecanismos se llaman en este trabajo fuerzas elastoplasticas
y viscoeldsticas, respectivamente. No se tiene noticia de modelos que combinen

ambos mecanismos disipativos.

7.3.1 Fuerzas viscoelasticas

Las fuerzas viscoelasticas de contacto constan de dos términos: el asociado a la

indentacién o componente eldstico y el asociado a la velocidad de indentacién o
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Am o

Figura 7.2: Ciclo de carga viscoelastico

componente viscosa. Este ultimo es el responsable de la disipacién de energia

durante el impacto. En general estas fuerzas tienen por expresién

F, = F.(a) + F,(a, &), (7.2)

donde F es la componente eldstica y F,, la viscosa. Ambas dependen también de
propiedades geométricas y contantes eldsticas de los sélidos. La evolucién de esta
fuerza durante un periodo de contacto tiene forma de lazo de histéresis, como se
observa en el esquema de la figura 7.2. El 4rea encerrada por este lazo representa
la energia disipada durante el ciclo de carga. Se observa en la figura que con estos
modelos la fuerza méxima de contacto no coincidirfa en general con el instante de
maxima indentacidn.

La componente de la fuerza de contacto proporcional a la velocidad de in-
dentacién puede ser debida a que el material es efectivamente viscoeldstico. Por
tanto la tensién que experimenta tiene una componente lineal con la deformacién
y otra lineal con la velocidad de deformacién -modelo de Kelvin-Voigt (Goldsmith,
1960). Sin embargo, la componente viscosa de la fuerza no puede ser sélo funcién
lineal de la velocidad de indentacién, como se explicard a continuacién.

La energia radiada hacia el interior de los sélidos en forma de ondas eldsticas
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puede ser modelada con este tipo de fuerzas de contacto. En el libro de Jonhson
(1985), se muestra que cuando una carga puntual se aplica normalmente a un
subespacio infinito, y se hace variar arménicamente el médulo de la fuerza, el punto
de aplicacién de la carga se desplaza con un retraso en su respuesta respecto de la
oscilacién de la fuerza. El sistema reacciona como si la carga estuviera aplicada
sobre un muelle en paralelo con un amortiguador -modelo de Kelvin-Voigt. Asi, el
muelle tendria una rigidez igual a la rigidez estatica del semiespacio -independiente
de la frecuencia de la carga- y el amortiguador disiparfa una energia igual a la
radiada en el semiespacio en forma de ondas eldsticas. Obsérvese que, como el
subespacio es infinito, carece de contornos donde se puedan reflejar las ondas
elasticas y volver al punto de contacto.

La componente viscosa de la fuerza de contacto debe cumplir ciertas condi-
ciones para ser fisicamente posible (Lee y Wang, 1983). En el primer instante del
contacto, cuando es tan solo una pareja de puntos la que entra en contacto, la
fuerza de contacto debe ser nula: debe partir de cero. En ese instante la velocidad
de indentacién es maxima y, por tanto, también lo seria la fuerza viscosa en caso
de ser lineal con la velocidad de indentacién y en ese caso el modelo daria una
fuerza de contacto que no partirfa de cero. Por otro lado, como la velocidad de
indentacién cambia de signo en el periodo de restitucién, la fuerza viscosa, de ser
lineal con esta velocidad, seria negativa en este periodo. Como la fuerza total de
contacto no puede ser negativa, se interrumpiria el contacto antes de hacerse nula
la indentacién, lo cual no tiene sentido. Para evitar estas situaciones, se puede
usar una componente viscosa que también depende de la indentacién, de la forma

(Lee y Wang, 1983)
F, = Cyasgn(é)a (7.3)

donde C,, es una constante, y la funcién sgn() indica el signo de la velocidad de
indentacién.
Si la componente viscosa de la fuerza representa la pérdida de energia por

propagacién de ondas eldsticas, no serfa razonable utilizar este tipo de fuerza de
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contacto cuando se trabaja con modelos de sélidos flexibles. De hacerlo, como
el modelo del sélido puede de alguna manera representar estas ondas, se estaria

representando dos veces el mismo efecto.

7.3.2 Fuerzas elastoplasticas

El proceso fisico representado por los modelos elastoplasticos es sencillo. El proceso
de carga y descarga local se divide en tres periodos. La carga comienza siendo
eldstica hasta que la indentacién alcanza un valor critico al partir del cual cambia
la ley fuerza-indentacién. La plasticidad local generada es responsable de este
cambio. El periodo pléstico, si se alcanza, se mantiene hasta que comience la
descarga, que vuelve-a ser eldstica. Cuando la fuerza de contacto se anula queda
una indentacién permanente, que corresponde al criter que queda en los sélidos
tras el choque. Por tanto, en estos modelos la fuerza de contacto es funcién de la
indentacién, de pardmetros geométricos locales de los sélidos y de sus constantes
elastoplasticas. La fuerza no depende de la velocidad de indentacién.

Si los sélidos que entran en contacto tienen geometrias no conformes y re-
dondeadas en el entorno de los puntos de contacto es aplicable la teoria de Hertz
(Johnson, 1985) y durante el periodo de carga eléstica la fuerza de contacto vendra
dada por la expresién (3.29). En otros casos se suele poder definir una relacién

fuerza indentacién del tipo (Goldsmith, 1960)

F, = Ko™ (7.4)

donde K| es una constante que depende de los mismos factores que la K, de Hertz
y el exponente n es una constante. Ambos factores se pueden determinar analitica
o experimentalmente. Este tipo de fuerza es aplicable a periodos eldsticos con
sélidos que no cumplen las condiciones de Hertz y también a periodos plasticos en
solidos que pueden o no cumplirlas (Goldsmith, 1960). No obstante, es bastante
comin (Yigit y Christoforou, 1997; Thorton, 1997) suponer que en el periodo

plastico la fuerza es lineal con la indentacién.
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En el proceso de descarga, aunque elastico, la relacién fuerza indentacién cam-
bia con respecto a la carga elastica si ha habido periodo plastico. Como las super-
ficies han modificado sus curvaturas con respecto a las que tenfan al principio por
plastificacién local, la constante de rigidez, que denominaremos Kj2, seria distinta
de la inicial K. Sin embargo, a veces este efecto puede ser insignificante y en
estos casos se suelen considerar las cargas y descargas elasticas gobernadas por

leyes con las mismas constantes asociadas.

7.3.3 Modelo elastoplastico de Yigit y Christoforou

En este apartado se presenta el modelo de fuerza de contacto elastoplastico pro-
puesto por Yigit y Christoforou (1997). Este modelo es aplicable a sélidos que
cumplen las condiciones de la teoria de Hertz. Se presenta aqui el caso del contacto
de una esfera rigida en un semiespacio plano. Durante el periodo de carga elastico

se supone la siguiente relacién fuerza-indentacién:
F,=F,=Kpa'® 0<a<oay, (7.5)

donde ay es la indentacién critica a partir de la cual cambia la rigidez local. La

constante de Hertz, para el caso esfera rigida-plano es

Ky = %E’\/ﬁ (7.6)

Para calcular la indentacién critica, Yigit y Christoforou usan el criterio de

plastificacién de tensiones tangenciales maximas, resultando entonces
_ 2.72726% R
aY - (EI)2 3

donde oy es la tensién de plastificacién y E' = I%g, siendo E el médulo de Young

(7.7)

y v el coeficiente de Poisson, todos ellos relativos al material del semiespacio. La
carga pléstica se supone lineal con la indentacién y la rigidez se supone igual a la
pendiente de la curva eldstica cuando se alcanza la indentacién critica. Por tanto

la constante de rigidez durante el periodo plastico es

OF, 3
9 (a = ay) = S Knoy® (7.8)

Ky = 5
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v

Figura 7.3: Ciclo de carga elastopléstico

La relacién fuerza indentacién durante el periodo plastico resulta entonces
F.=F., =Ky(a-ay) + Kxal® ay < a < O, (7.9)

donde a,, el la indentacién maxima que se alcanza al final del periodo de carga.

La fuerza de contacto en la descarga elastica propuesta por estos autores es

F, = Fyo = Kp(a'® — ol + o}®) + Ky (am — ay), (7.10)

En la figura 7.3 se muestra un ciclo de carga con esta ley de contacto. El 4rea
encerrada entre la curva de carga y el eje de abscisas representa la energia disipada
durante el ciclo de carga.

Este modelo presenta dudas en dos aspectos. La eleccién de la constante de
rigidez durante el periodo plastico no estd justificada. Ademas, debido al cardcter
potencial de la relacién fuerza indentacién durante el periodo de carga eldstico,
ligeros errores en la determinacién de la indentacién critica induciria diferencias
importantes en la rigidez adoptada durante el periodo pldstico. Si el proceso de

descarga se supone eldstico, parece 16gico que debiera ser de Hertz, como el de
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carga, sin embargo esta ley no lo es. En el caso de contacto entre esfera y plano,
la, constante de Hertz para la descarga K2, siendo rigurosos, se calcularia como el
de una esfera en un casquete esférico -curvatura negativa- que es el criter residual
que queda tras la carga pldstica. Atin asumiendo que las constantes Kpo = Kj, se
comprueba que la ley de descarga propuesta por Yigit y Christoforou, Fye, no es

de la forma,

Fy =Kh(a—ozr)1'5, Fde ;éFd, (7.11)

que es la forma que deberfan tener para que la descarga, y por tanto una posible
carga posterior, sigan la curva de Hertz. Para comprobarlo basta observar que la

indentacién permanente a, que se obtiene usando la férmula de descarga resulta

K
Fie=0 =a, = [K—z(a ~ o) + ak® - k)3 (7.12)

7.3.4 Modelo plastico lineal

El modelo fuerza-indentacién plastico lineal que se propone es idéntico al de Yigit
y Christoforou, pero modificando la descarga para que sea eldstica y siga el proceso
de Hertz. Por tanto, la ley de descarga eldstica que aqui se propone sera la dada
por la ecuacién (7.11). Falta por concretar el valor de la indentacién residual a.
Usando el modelo de carga de Yigit y Christoforou, en el instante de maxima
indentacién, suponiendo que se ha superado la indentacién critica, la fuerza tiene
por valor

F, = Kha%/'f’ + Ky(am - ay) (7.13)

La ley de descarga debe cumplir Fy(a,,) = Fp,. Al imponer esta condicién
resulta

Khz(am - ar)l's = Kha§;5 + Ky(am - ay) =
2 (7.14)

3

1
Qp = Oy, — —I—{-;(Kha%/s + Ky(am - ay))

Asumiendo que las deformaciones permanentes son pequeiias, puede ser sufi-

cientemente aproximado asumir Krs = K} y entonces la indentacién permanente
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Figura 7.4: Periodos eldstico y plastico durante un impacto

resulta
2
K H
ar = am — |ay® + ——Y(am - ay))] (7.15)
K,

El modelo fuerza-indentacién plastico lineal se resume como sigue

Carga Elsstica: F,=F.,, = Kpa!® 0<a<ay

Carga Plastica: Fe = Fep = Kpay® + Ky (a — ay) oy < o< ay

Descarga Elsstica: F, = F4e = Kp(a - a,)15 ay < o < an
(7.16)

donde la indentacién residual o, viene dada por la expresion (7.15) y la rigidez en
el periodo pléstico por la expresién (7.8).

En los problemas de impacto en los que se que se va aplicar esta ley de contac-
to la indentacién alcanzada puede ser cientos de veces superior a la indentacién
critica, como se indica en la figura 7.4. Por tanto, lo que ocurrié durante la carga,
elastica es irrelevante, tanto que se podria dejar de representar este periodo y casi
no se notarfa la diferencia. Este hecho hace que sea muy importante la eleccién

de la rigidez en el periodo pldstico.
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7.3.5 Modelo plastico potencial

En este apartado se propone un nuevo modelo de fuerza de contacto elastopléstica.
Se plantea de nuevo para el problema del contacto de una esfera rigida en un
semiespacio infinito. Se supone de nuevo que durante la carga eldstica la relacién
fuerza-indentacién es la dada por Hertz, expresada en la ecuacién (7.5). También
se usa el mismo criterio que usan Yigit y Christoforou para el inicio del periodo
pléstico, siendo por tanto la indentacién critica la dada por (7.7). Para aproximar
la relacién fuerza-indentacién durante el periodo plastico, se van a utilizar datos

experimentales que se presentan a continuacién.

En la literatura de mecénica del contacto (Johnson, 1985) se divide el proce-
so de carga en tres periodos y no en dos, como hemos venido haciendo. Tras el
periodo de carga elastico comienza la carga elastopldstica. Esta comienza con la
plastificacién de un sélo punto que se encuentra, no en la superficie, sino en el
interior del sélido con menor tensién de plastificacién. Durante todo el periodo
elastopldstico aumenta la zona plastica alrededor de este punto. En la literatura
se suele denominar este periodo como periodo de plasticidad contenida. Cuan-
do la zona plastificada alcanza la superficie de los sélidos comienza el periodo
completamente pldstico. Para materiales cuyo comportamiento es préximo al per-
fectamente plastico, este periodo se caracteriza porque la presién de contacto se
mantiene aproximadamente constante e igual a 2.8, siendo o la tensién de fluen-
cia del material (Tabor, 1951; Jonhson, 1985; Sinclair et al., 1985). Los conocidos
ensayos de Tabor dan lugar a la grafica mostrada en la figura 7.5 que representa la
evolucién de la presién media de contacto, p,, de diversos metales endurecidos por
deformacién en los tres periodos. En la magnitud mostrada en el eje de abcisas,
que tiene escala logaritmica, aparece el término a, que es el radio de la superficie

de contacto.

La evolucién de la presién media en el periodo elastopléstico se puede aproximar

como una parabola en la escala logaritmica, de forma
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Figura 7.5: Resultados de los ensayos de Tabor

y = A(logz)* + Blogz + C, (7.17)
donde
Dm aFE'
=== = . 1
Y=o 7 Roy (7.18)

Las constantes A, B y C se obtienen de resolver las siguientes ecuaciones algebraicas

no lineales:
y[log(5)] = 1.1, y[log(80)] = 2.8, y'[log(80)] = 0. (7.19)

Esta ultima ecuacién indica que la pardbola presenta su maximo al inicio del
periodo completamente plastico. La solucién de este sistema de ecuaciones no

lineales da lugar a los siguientes valores para las constantes de la ecuacién (7.17)
A=-118, B=449, (C=-14T7. (7.20)

Quedaria entonces la ecuacién empirica

! ! !

aB
—-147, 5<
oy ) Roy

aE

2
Pm
4.4
)] + QZog(R

al
— =-1.18 I
of [Og(Ray

< 80. (7.21)
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Para transformar esta ecuacién en una ley fuerza-indentacién hay que hacer
varias aproximaciones. En primer lugar, a falta de conocimiento del flujo plastico
del material, se supone que es perfectamente plastico, por lo que la tensién de
fluencia se supone constante e igual a la de primera plastificacién, oy = oy. Si se
tuviesen datos sobre el material se podria relacionar la tensién de fluencia con la
de plastificacién a través del coeficiente n de endurecimiento (Dowling, 1993).

En la ecuacién (7.21), la deformacién estd caracterizada por el radio de las
superficies deformadas a. Es necesario conocer la ecuacién que relaciona la in-
dentacién y el radio de la superficie de contacto para poder escribir la expresién
(7.21) en términos de la indentacién. En el periodo eléstico se tiene (Jonhson,

1985)
a? = aR. (7.22)

Esta situacién se muestra en la figura 7.6. Cuando la plasticidad es importante,
la relacién a—a es més parecida a la indicada en la figura 7.7 (Goldsmith, 1960). En
este caso se relacionan indentacién y radio de contacto geométricamente mediante

RcosB=R-a, Rsenf=a, (senf~f, cosf=~1-(8)?

(7.23)
= a® = 2aR.

Se va a suponer que la relacién dada por (7.23) tiene lugar cuando se alcanza el
periodo completamente pldstico, y que durante el periodo elastoplastico la relacién
entre el cuadrado del radio del 4rea de contacto y la indentacién varia linealmente,

de tal forma que se cumple
a% = ayR, aﬁp = Otpr. (7.24)

donde el subindice fp indica el comienzo del periodo completamente pléstico,
dado por la curva de Tabor. Queda entonces la siguiente relacién para el periodo

elastopldstico:

a%a)=(1+-fiiﬁL)aR, (7.25)
Gfp — @y
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Figura 7.6: Radio de contacto e indentacién en el periodo elastico

donde
_ (Léoyr 2 ~ oy \2 _ (80oyn 2 B oy \?
ay = <_E‘/_—) R =25.27R (E‘) »  Qfp = \/EE' R = 3200R (ﬁ)
(7.26)

La fuerza de contacto se relaciona con la presién media mediante la expresién
F. = na’p, (7.27)

Sustituyendo las ecuaciones (7.25) y (7.27) en la ecuacién (7.21) se obtiene la

siguiente ley de fuerza de contacto en el periodo elastopléstico

1\ 2 !
F, = noy [a(a)]® | -1.18 (log[%]) + 4.4910g[[g§%] — 147
(7.28)
a(a)E'
5 < —RF < 80

Esta tltima ecuacién viene representada en la figura 7.8. La curva anterior

podria ser aproximada por una curva potencial del tipo

Fc = Khy(a)". (7.29)

Interpolando esta curva haciendo coincidir los valores para la fuerza de la in-

dentacién critica y el comienzo del periodo completamente plastico, resultan las
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Figura 7.7: Radio de contacto e indentacién en el periodo pléstico
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Figura 7.8: Fuerza de contacto dada por la férmula



162 Modelos Continuos de Fuerza de Contacto

constantes

n= %, logKpy = logFy — nlogay. (7.30)
También se puede hacer un ajuste por minimos cuadrados en coordenadas loga-
ritmicas, que da lugar a constantes muy parecidas.

Para comprobar la validez de la ley potencial propuesta, se compara esta
relacién con datos que aparecen en la literatura. De resultados numéricos y ex-

perimentales (Johnson, 1985), se conoce que en el periodo completamente plastico

existe una relacién lineal entre fuerza e indentacién dada por

F, ; F
Z¢ =552 o Ky =55-% (7.31)
Fy ay ay

Al valor de esta rigidez se llamara criterio de Johnson (Cr.J.).
La rigidez tangente que aparece en el instante de la carga critica Fy, usando
la expresién (7.29), vendra dada por

OF,

Ky =
Yt 5o

(@ =ay) =nKpyal ™, 7.32)
Y

Segiin la ley propuesta por Yigit y Christoforou, esta rigidez debe coincidir con
la pendiente de la curva elastica de Hertz, dada por (7.8). Este valor se llamara
criterio de Yigit (Cr.Y.).

En la tabla 7.1 se muestran los valores de las constantes de las leyes poten-
ciales de carga asi como la rigidez tangente en el momento de la fuerza critica y
la rigidez secante entre los puntos de primera plastificacién y de carga completa-
mente pldstica -pendiente de la recta que une ambos puntos en la curva fuerza-
indentacién. Estos tltimos se comparan con los criterios de Yigit y de Johnson,
respectivamente.

Se observa que las interpolaciones de la ecuacién (7.8), aparte de ajustarla muy
bien, cumplen con razonable exactitud ambos criterios. Por tanto una alternativa
sencilla para el cdlculo de las constantes de la ley potencial (7.29) es imponer

ambos criterios, para lo cual es necesario afiadir una constante, y queda
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Int. 2 puntos | Min. Cuad. | Cr.Y. | Cr.J. | Nueva Ec.
Ky 3.97e9 3.31e9 3.78e9
n 1.34 1.32 1.33
Ky 7.4e7 7.4e7 8eT 8e7
Ky secante 2.67e8 2.83e8 2.95e8 2.95e8
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Tabla 7.1: Comparacién de modelos fuerza-indentacién

F, = Khy(a” - 047;/) + Fy. (7.33)

Las constantes Ky y n se obtienen de resolver la siguiente pareja de ecuaciones
algebraicas

Ky (oy — a;}p) 3 _I__)Y_

ay — Ofp oy

nKpyay ! = gKha(});‘r’, (7.34)

que representan lo que se ha llamado criterios de Yigit y Johnson. En el caso del
ejemplo que se viene mostrando se obtienen los valores Kpy = 3.78¢9 y n = 1.33.

La ecuacién asi obtenida aproxima muy bien la curva (7.8). Los coeficientes
obtenidos son muy parecidos a los que se obtienen con la interpolacién con dos
puntos y la interpolacién con minimos cuadrados, ademas, en este caso, ambas
constantes son intermedias. Por sencillez de cédlculo, parece lo més acertado usar
la ecuacién (7.33) para la carga plastica.

En el modelo de fuerza de contacto que se propone se va a suponer también que
la. descarga es eldstica y sigue el comportamiento descrito por Hertz. Sin embargo,
al contrario de lo asumido para el modelo plastico lineal, se va a suponer que si se
ha alcanzado el periodo pldstico la constante de la ley de Hertz en la descarga Kp
no es igual a dicha contante en la carga previa, K2 # Kj. Esto es debido a que
las deformaciones permanentes tras la plastificacién hacen que la curvatura de la
superficie de contacto se halla modificado. Se procede ahora al cdlculo aproximado

de Kh2.
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Figura 7.9: Deformaciones en carga mixima y tras contacto plastico

En la figura 7.9 se muestran los estados de deformacién durante la carga
maxima pldstica y al término de la descarga eldstica. La constante de Hertz

asociada al estado de descarga mostrado en la figura resulta

2, — 1 1
K ='-EI * —_ = - —
ne=gEVE, po=g

donde p es el radio de curvatura del crater residual.

1
-. (7.35)
p
Durante un nuevo proceso de carga eldstica entre las superficies deformadas,
la relacién entre el radio de la superficie de contacto y la carga vendra dada por
1
3F,R*\ 3
a=|———| . 7.36
(3 ) (7.36)
Particularizando el radio de la superficie de contacto en el instante de maxima

indentacién «,, mediante su expresién dada por (7.25) resulta

. _ 2E'(a®(am))'S
- 3F,

Usando este radio equivalente, se obtiene la siguiente expresién para la constante

R (7.37)

de Hertz en descarga

(7.38)

12 15705
K = 2 [ 21

3,
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La indentacién permanente se obtiene ahora de la férmula

2
3

1
Qp = Qi — K_w(Kha§/'5 + KY(am - OZY)) H (7'39)

y la durante la descarga elastica se cumple la ecuacién

F, = Kpay(a — a,)'®. (7.40)

La relacién definitiva propuesta entre la fuerza de contacto y la indentacién

queda
Carga Eléstica: F.=F,, = Kpa!?® 0<a<ay
Carga Pléstica: F,=Fp=Kpy(a" —oy) + Fy ay <a < oy
Descarga Eléstica: F, = Fyge = Kpa(a — a,)' ay < a < oy,

(7.41)
donde las constantes de la carga plastica se obtienen de resolver el sistema de

ecuaciones (7.34). Para obtener la indentacién residual o, se resuelve

Kny (ol — o%) + Fy = Kpa(om — ay)'?, (7.42)
y se obtiene
2
3
Qp = Oy, — —1— (KhY[aZl - a’{‘,] -+ Fy) . (7.43)
Kpo

Para obtener Ko se usa la aproximacién (7.38).



Capitulo 8

Impactos en Estructuras

8.1 Introduccion

En este capitulo se aplican los modelos continuos de fuerza de contacto descritos
en el capitulo anterior al impacto de sélidos rigidos en barras flexibles. Las barras
flexibles que se modelan en este capitulo no tienen posibilidad de movimiento de
sélido rigido, por tanto, sélo se utilizan coordenadas eldsticas para describir el

movimiento de sus secciones.

En la primera parte de este capitulo se usa el modelo eldstico lineal para los
impactos axial y transversal en el extremo libre de una barra en voladizo. Para
modelar la deformacién de las barras se usa el método de los elementos finitos.
Ademaés de resolver estos problemas de impacto con coordenadas nodales, se usa
el método de la sintesis modal de componentes, que usa un conjunto incompleto
de autovectores como base para describir la deformacién de las barras. A los
coeficientes de estos autovectores se les llama coordenadas modales. Las soluciones
con coordenadas nodales y modales se comparan con soluciones analfticas en el
caso del impacto axial. Se va a analizar la influencia de la rigidez del contacto

local en la respuesta del sistema.

167
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Los modelos elastoplésticos lineal y potencial, descritos en el capitulo anterior,
se van a aplicar al impacto transversal en una barra en voladizo. En este caso, se
usardn modos con expresién analitica como funciones de forma para describir la
deformacién de la barra. Se van a usar dos grupos distintos de modos: los que se
obtienen usando la teoria de vigas de Euler-Bernouilli y los que se obtienen usando
la teorfa de vigas de Timoshenko. Se va a realizar un estudio de cémo se reparte
la energia del sistema durante y tras el impacto. Por Wltimo, se va a estudiar la
validez de las aproximaciones cuasiestaticas local y estructural para este tipo de

impactos.

8.2 Impacto axial con fuerza de contacto eldstica

lineal

El problema del impacto axial de un sélido rigido en una barra empotrada en un
extremo se ha resuelto utilizando este tipo de fuerza de contacto. La barra y el
sélido rigido tienen de nuevo la misma masa y las propiedades de ambos son las
mismas que las dadas en los capitulos previos. La barra eldstica se ha discretizado
mediante el método de los elementos finitos tal como se hizo en el capitulo 6
cuando se usaron las ecuaciones de balance. De nuevo se han resuelto los problemas
usando coordenadas nodales y modales, siendo estas dltimas los coeficientes de los
autovectores de la barra empotrada en un extremo que se usan como funciones de
forma. Para integrar las ecuaciones del movimiento se ha usado en este caso el
método de Newmark (Bathe, 1982) o de la aceleracién media constante. A usarlo
se han elegido los pardmetros § = 0.5 y @ = 0.25 pues conducen a un esquema
incondicionalmente estable.

En algunos c6digos comerciales de elementos finitos (Ansys, 1992) se recomien-
da que al usar estos elementos de contacto se les asigne una rigidez que sea uno o
dos ordenes de magnitud superior a la de los elementos adyacentes. Con esto se

supone que los nodos de contacto se comportan de forma més parecida a como lo
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Figura 8.1: Fuerza de contacto con rigidez local K; = 10K,

hacen los puntos de contacto en la realidad - acomparnidéndose durante el contacto.
También se recomienda que esta rigidez no sea excesivamente grande pues podria
dar problemas de convergencia de la solucién. En nuestro caso, cuando se usa una
rigidez del elemento de contacto 100 veces superior a la rigidez del elemento ad-
yacente la solucién diverge. Cuando se usa una rigidez diez veces superior a la del
elemento adyacente, la fuerza de contacto viene dada por una sucesién de golpes
interrumpidos. En la figura 8.1 se presenta la fuerza de contacto obtenida con esta
rigidez del elemento de contacto frente a la analitica que se obtuvo sin considerar
efectos locales. Se han usando 20 elementos finitos y coordenadas nodales para
obtener esta solucién. Como consecuencia de estos golpes, en la respuesta vibrato-

ria del sistema, se introducen artificialmente altas frecuencias, como se muestra en
la figura 8.2, donde est4 representado el desplazamiento de la seccién de contacto

durante y tras el impacto y comparado con la solucién analitica.
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Figura 8.2: Desplazamiento de seccién de contacto con rigidez local K; = 10K,

Es posible que en problemas de contacto pseudoestaticos pueda ser acertada
la recomendacién de usar rigideces del elemento de contacto mucho més altas que
las de los elementos adyacentes, pero parece claro que en el caso que nos ocupa
este criterio no es apropiado. Por eso en las simulaciones siguientes se ha optado
por usar la misma rigidez para la fuerza de contacto que la que presentan los
elementos que forman la barra. En las tablas 8.1 y 8.2 vienen algunos datos de
los problemas resueltos con coordenadas nodales y modales. Los autovectores
usados en los problemas con coordenadas modales estdn obtenidos de un modelo
con 100 elementos. Las columnas indican el nimero de elementos finitos en que se
divide la barra, la fuerza méxima de contacto expresada en Newton y el instante
en que ocurre en milisegundos desde que comenzd el contacto, la duracién del
impacto en milisegundos, la velocidad de salida del sélido rigido en metros por

segundo y el tiempo de computacién empleado en segundos. El segundo periodo
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Elementos | Fmax (t) | Duracién | V* | CPU
10 51484 (13.8) | 189 |-0.781| 1
30 63961 (12.6) 18.0 -0.717 )
50 85683 (12.4) 18.2 -0.704 13
)
)

80* 88085 (12.4 185 | -0.696 | 33
100% | 91804 (12.4 184 | -0.690 | 52
Analitica | 89960 (11.6) | 17.8 | -0.692 | -

Tabla 8.1: Impacto axial con coordenadas nodales

de contacto se detecta en las simulaciones con 80 y 100 coordenadas nodales y
con 50 coordenadas modales. De las tablas se deduce una buena aproximacién en
general de los instantes durante el contacto. La fuerza méaxima de contacto estd
muy bien aproximada cuando se usan mas de 50 coordenadas nodales o més de
30 modales. Respecto a la velocidad de salida del sélido rigido, se observa que
ésta disminuye en médulo cuando aumenta el nimero de coordenadas elasticas.
Esto significa que los modelos de flexibilidad que cuentan con un mayor nimero
de grados de libertad absorben mds energia en forma de vibracién. Atendiendo al
tipo de coordenadas usadas, las tablas indican una ligera ventaja en precisién a
las simulaciones con coordenadas modales, si bien es necesario un mayor nimero

de célculos para integrar el sistema y por tanto mayores tiempos de computacion.

En las figuras 8.3 y 8.4 estén representadas las fuerzas de contacto de los pro-
blemas con 30 nodos y 30 modos, respectivamente, mientras que en las figuras 8.5
y 8.6 se muestran los desplazamientos de la seccién de contacto en estas mismas
simulaciones. En estas gréficas se representa también los resultados analiticos. En
ambos casos se aprecia que la fuerza de contacto obtenida numéricamente oscila
con una frecuencia que no aparece en la solucién analitica. La amplitud de esta
oscilacién es tan alta en el problema modal que hace que el contacto entre los

s6lidos se interrumpa numerosas veces. En lo relativo a desplazamientos eldsticos
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Modos Fmax (t) | Duracién | V* | CPU
5 41950 (13.2) 16.3 -0.848 1
10 41615 (16.4) 17.9 -0.714 3
20 56397 (4.3) 18.1 -0.705 13
30 85535 (11.9) 18.7 -0.703 | 30
50% | 85006 (12.0) | 180 | -0.698 | 102
Tedrico | 89960 (11.6) 17.8 -0.692 -

Tabla 8.2: Impacto axial con coordenadas modales
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Figura 8.3: Fuerza de contacto. 30 nodos
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Figura 8.4: Fuerza de contacto. 30 modos

también se aprecia esta alta frecuencia en la solucién modal, pero no en la nodal.
Por otro lado, la curva de desplazamientos en el problema nodal presenta un cierto
retraso con respecto a la solucién analitica que no aparece en la solucién con coor-
denadas modales. La introduccién de altas frecuencias es atribuible a la reflexién
de las ondas eldsticas en los limites de los elementos. Debido a que la frecuencia
natural de los elementos aumenta al disminuir su tamafio, o dicho de otra forma,
que las ondas eldsticas tardan menos tiempo en recorrer la longitud de elemen-
tos més cortos, estas altas oscilaciones introducidas artificialmente aumentan su

frecuencia cuando se hace una discretizacién maés fina de la barra.

Las figuras 8.7 y 8.8 representan la onda eldstica de compresién a los 20 us
del inicio del impacto, en los problemas con 30 nodos y 30 modos, respectiva-
mente. En ambas gréficas se aprecia c6mo en dicho instante sélo parte de la barra

estd afectada por la onda eldstica, permaneciendo en reposo la zona de ésta mas
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Figura 8.5: Desplazamiento de seccién de contacto. 30 nodos

préxima al empotramiento. El estado de reposo es practicamente absoluto en el
problema nodal y no tanto, aunque bastante aproximado, en el problema modal.
Hay que tener en cuenta que los autovectores usados como funciones de forma en
el problema modal afectan a la barra completa, por lo que los nodos no tienen
un movimiento totalmente independiente, como en el problema nodal. En ambas
representaciones se aprecia un rizado artificial de la curva, que es méas suave en el

problema modal, porque usa 100 elementos frente a los 30 del problema nodal.

8.3 Impacto transversal con fuerza de contacto

elastica lineal

El problema del impacto transversal de un sélido rigido en el extremo de una

barra eldstica en voladizo ha sido también resuelto usando elementos finitos y
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Figura 8.6: Desplazamiento de seccién de contacto. 30 modos

fuerza de contacto lineal con la indentacién. De nuevo, el problema es idéntico en
propiedades y geometria al caso del impacto axial. En este caso sélo se han usado

coordenadas nodales.

En las figuras 8.9 y 8.10 se representan al mismo tiempo los desplazamientos
del sélido rigido y de la seccién de contacto y la fuerza de contacto. La diferencia
entre ambas gréficas es que en la primera se ha usado una rigidez local k; = k. =
%, donde [, es la longitud de cada elemento y k. una rigidez representativa del
elemento, y en la segunda la rigidez local es diez veces esta cantidad. Ambos
problemas se han resuelto discretizando la barra en 15 elementos finitos de igual
longitud. Cuando la linea discontinua, que representa los desplazamientos del
sélido rigido, queda por debajo de la continua, que representa los desplazamientos
de la seccién de contacto, hay penetracién y por lo tanto fuerza de contacto.

Tras la separacién definitiva el sélido rigido queda con velocidad constante y la
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Figura 8.7: Compresiones en la barra cuando t=2e-5s. 30 nodos

seccion de contacto con movimiento arménico. Lo primero que se aprecia es que
el choque consiste en una sucesién de impactos cortos. Este fenémeno, que se ha
demostrado analfticamente en el caso del impacto axial, aparece de esta forma en
impactos transversales, siempre que las masas de los sélidos que chocan sean del
mismo orden. Se llama aqui periodo aparente de contacto al periodo transcurrido
desde que comienza el primer periodo de contacto hasta que termina el tdltimo
y periodo real de contacto a la suma de los intervalos de tiempo en los que los
solidos permanecen en contacto. Se observa en ambas figuras que los periodos
reales de contacto son bastante menores que los aparentes. En general se puede
decir que cuando los impactos no estdn gobernados por el proceso local -solo lo
estaria si la masa del impactor fuese mucho menor que la de la barra eldstica- el
periodo aparente de contacto es invariablemente del mismo orden que el periodo

natural de vibracién de la barra eldstica. Sin embargo el periodo real de contacto
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Figura 8.8: Compresiones en la barra cuando t=2e-5s. 30 modos

si depende del proceso local. En las figuras 8.9 y 8.10 se aprecia que una mayor
rigidez local da lugar a picos mayores de fuerza de contacto y menores tiempos
reales de contacto para cada uno de los periodos. El hecho de que el problema no
esté gobernado por el proceso local se aprecia en que los desplazamientos son muy
parecidos en ambos ejemplos. Los procesos locales son bastante diferentes, pero el

intercambio final de energia y cantidad de movimiento es bastante similar.

8.4 Impactos transversales en barras flexibles con

fuerzas elastoplasticas

En este apartado se aplica el modelo de fuerza de contacto descrito al impacto
transversal de un sélido rigido en una barra elastica en voladizo. En este caso

no se usard el método de los elementos finitos para discretizar la geometria de la
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Figura 8.9: Desplazamientos y fuerzas de contacto. k; = k.

barra, sino que se usaran como funciones de forma las expresiones analiticas de los
modos de vibracién de la barra eldstica. Se comienza planteando el problema de
un sélido rigido y libre que impacta en una estructura eldstica de la que se conocen
sus modos de vibracién.

Considérese un sélido rigido con coordenadas R;(t) que impacta en un pun-
to del sélido flexible con coordenadas locales ry. Los desplazamientos eldsticos
de cualquier punto de la barra flexible en cualquier instante puede aproximarse

mediante una combinacién de los modos de vibracién de ésta, como sigue

uy(r,t) = Z ¢i(r)a(t) (8.1)

donde ¢;(r) son los modos de vibracién del sélido eléstico y q;(t) las coordenadas

modales.

La ecuacién del movimiento de este sdlido eldstico en coordenadas modales
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Figura 8.10: Desplazamientos y fuerzas de contacto. k; = 10 x k,

queda

md + kq = / ¢TFdV (8.2)
\'4

donde las matrices de masa modal m y rigidez modal k son diagonales por ser los
modos ortogonales. El término de la derecha de la ecuacién representa las fuerzas
modales. En el caso del contacto esfera-plano que se va a tratar en este capitulo,
se suponen las fuerzas de contacto como puntuales, lo que simplifica la evaluacién
de las integrales necesarias para calcular las fuerzas modales. Haciendo uso de la

funcién delta de Dirac, la fuerza de contacto puntual puede expresarse como

F.(r,t) = F.()3(r — o), (8.3)

donde h{r—rg) es la funcién delta de Dirac aplicada en el punto de contacto ro.

Teniendo en cuenta las propiedades de la delta de Dirac, las componentes modales
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de la fuerza de contacto quedan

/V ¢TFdV = F,¢(ro) (8.4)

Para calcular la fuerza de contacto hay que evaluar la indentacién entre los
s6lidos. Es precisamente este término el que acopla las ecuaciones del movimiento
del sélido rigido y del elastico. La indentacién es funcién de las coordenadas del

sélido rigido y del punto de contacto del flexible, como sigue
F.=Fc(a), §=4(Ri,ro) =Ry, Y ¢i(ro)a). (8.5)

Para el caso particular del impacto en el extremo libre de una barra eldstica
en voladizo, mostrado en la figura 7.1 del capitulo anterior, en el que la geometria
del sélido elastico se describe mediante una sola coordenada axial, quedan las
siguientes n + 1 ecuaciones con sus correspondientes condiciones iniciales para el

impacto:
migi + kigs = ¢s(L)Fo(a), i=1,..,n
mi# = —F,(a)

5 - Fe(a) si.a >0 o) =) - S Da) 6)
0 sia<0 p

T (0) = 0, T (O) = Ul—,

2:(0)=0, ¢=0, i=1,...n

donde la expresién de F,(a) serd alguna del tipo propuesto en el apartado anterior.

8.4.1 Modelos de vigas de Euler-Bernouilli y Timoshenko

Se pueden usar dos tipos de modos de vibracién con expresién analitica para
describir el comportamiento de la viga en voladizo, los que se obtienen de asumir el
modelo de Euler-Bernouilli y los que se obtienen con el modelo de Timoshenko. La
diferencia entre estos dos modelos es que el primero considera nula la deformacién

debida al esfuerzo cortante y la inercia de las secciones a la rotacién, al contrario
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que el segundo. Geométricamente, ambos modelos consideran que las secciones
transversales planas de la viga se mantienen planas tras la deformacién, pero el
modelo de Euler-Bernouilli ademas considera que se mantienen perpendiculares a

la linea neutra, hipétesis que no hace la teoria de Timoshenko.

Los modos de vibracién que se obtienen de usar la teoria de Euler-Bernouilli
ya se obtuvieron en el capitulo 4. Como ya se indicé mediante la ecuacién (5.9),
con esta teoria se obtienen modos cuya velocidad de propagacién asociada tiende
a infinito al aumentar el orden del modo. A partir de un cierto orden, aquel que
hace que la velocidad de propagacién sea mayor que las de las ondas elasticas
volumétricas, que son las que se propagan mds rapidamente en el material, los
modos dejan de tener sentido fisico. Si se usan estos modos en el problema del
impacto, al hacer tender el nimero de modos a infinito, e incluir por tanto modos
con velocidades de propagacién ficticias, las ondas eldsticas generadas en el punto
de contacto volverian instantdneamente a éste tras reflejarse en los contornos del
solido. Por tanto, no se representaria bien el proceso de propagacién de ondas.
Ademads, existen otras limitaciones al nimero de modos a usar. Cuando la longitud
de onda es aproximadamente igual o menor que el canto de la viga no es admisible
no considerar la deformacién por cortante. Para vigas esbeltas esta limitacién

suele ser mas restrictiva que la de la velocidad de propagacién asociada.

La diferencia entre los modos y frecuencias naturales obtenidas mediante una
u otra teorfa es mucho més acusada para los modos de alta frecuencia que para los
de baja. Los efectos que no considera la teoria de Euler-Bernouilli -deformacién
por cortante e inercia a la rotacidn- se hacen comparativamente més importantes
cuando la longitud de onda del modo disminuye y se aproxima al canto de la vi-
ga, esto es, al aumentar el orden del modo y por tanto su frecuencia natural de
vibracién. Por esto, es particularmente interesante trabajar con modos de Timo-
shenko, més complejos en expresién y propiedades, en problemas donde aparecen

altas frecuencias de vibracién, como en el caso de los impactos.

En lo que sigue, se usa el superindice eb para indicar las funciones y constantes
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Figura 8.11: Variables de la teoria de vigas de Timoshenko

asociadas al modelo de Euler-Bernouilli y el superindice ¢ para éstas asociadas
al modelo de Timoshenko. Los modos de vibracién transversal de una barra en

voladizo, usando la teorfa de Euler-Bernouilli, resultan (Meirovitch, 1967)

sen(€;x) — senh(&;x) cos(§;x) — cosh(&;x)

eb _ _ <
wrle) = senh(&L) + senh(§L)  cos(&L) — cosh(€;L)’ i=123,.. (87)

donde los valores &; son las soluciones de la ecuacién
cos(& L)cosh(&;L) = 1. (8.8)

Las masas y rigideces modales que aparecen en la ecuacién (8.6) se obtienen

de las siguientes integrales

L L 2 .eb
meb = / pAlp (2))%dz, kb= / 12 D g, (8.9)
0 0 O

Si se usa la teorfa de Timoshenko se consideran tres variables para definir la

deformacién transversal de la barra, que se muestran en la figura 8.11. Estas son
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el desplazamiento transversal de las secciones y, el dngulo girado por flexién
y el dngulo debido a la deformacién por cortante 5. Estas tres variables estan

relacionadas mediante (Timoshenko, 1955)

dy

A 8.10

ek s (8.10)
por tanto, no son independientes. Eligiendo y y 9 como variables independientes
y representando la deformada en cada instante como combinacién lineal de unas

funciones de forma, puede escribirse
y(@,t) = Y 0i@)a(®), Wlat) =) eh@alt), (8.11)

donde las funciones de forma 6:(z) y ¢!(x) son combinaciones de funciones tri-
gonomeétricas e hiperbdlicas (Huang, 1961). Las condiciones de ortogonalidad de
estas funciones de forma también son diferentes a las de los modos de vibracién
de Euler-Bernouilli. Usandolas, resultan las siguientes masas y rigideces modales

para el caso de una viga en voladizo (Huang, 1961):
L L
mt =l [ lt@Pdo+pd | i) d,
0 0

i=mi PSR / " [t +1

di(z)
dx -2

dbi(z)

(8.12)

donde A, es el drea a cortante (Timoshenko, 1955) y G el médulo de rigidez del
material. La velocidad de propagacién de los modos de Timoshenko, en contra de
lo que ocurre con la teoria de Euler-Bernouilli, permanece finita cuando tiende a
infinito la frecuencia de vibracién (Huang, 1961).

Los modos de vibracién y frecuencias naturales de la viga en voladizo de 0.3m
que se ha venido usando en apartados anteriores se han evaluado usando los mo-
delos de Euler-Bernouilli y Timoshenko. Las seis primeras frecuencias naturales,
expresadas en radianes por segundo, se muestran en la tabla 8.3 y los modos en
la figura 8.12. Se observa como al aumentar el orden del modo aumentan las

diferencias en frecuencia y forma del modo.
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Figura 8.12: Modos de Euler-Bernouilli y modos de Timoshenko
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E-B Timoshenko

1736 1747
10423 10959
27480 30687
49979 60134
76266 99406
105040 148495

Tabla 8.3: Primeras frecuencias naturales de viga en voladizo

8.4.2 Resultados numéricos

Se han resuelto numéricamente cuatro problemas distintos, resultado de combinar
modos de Euler-Bernouilli o modos de Timoshenko y la fuerza de contacto plastica
lineal o plastica potencial dadas en el capitulo anterior.

La barra eldstica empotrada con la que se viene trabajando se ha usado también
en estas simulaciones. La barra tiene por longitud 0.3 m y masa 2.133 Kg, igual
que el impactor rigido. El impactor tiene una velocidad inicial de 1 m/s. La barra
elstica se supone localmente plana alrededor de la zona de contacto y el sélido
rigido tiene un radio de curvatura en el punto de contacto de 25 mm. Todas las
simulaciones se han hecho usando 5 modos de vibracién como funciones de forma.
Para integrar las ecuaciones se usé el método de Runge Kutta con un paso de
tiempo de 1079 s.

En la tabla 8.4 aparecen los valores de velocidad de sélido rigido tras el impacto
y la energia mecanica perdida en plasticidad local. Para identificar los problemas
se han usado los cédigos EB para los modos de Euler-Bernouilli y T para los de
Timoshenko; L para la fuerza pléstica lineal y P para la fuerza plédstica potencial.
El acuerdo en velocidades de estos cuatro problemas es aceptable, siendo superiores
cuando se usa la fuerza de contacto plastica potencial, pues da lugar a menores

pérdidas de energia mecdnica. También es mayor la absorcién de energia en forma
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Energfa Perdida | Velocidad Final
EB-L 0.2047 J 0.8611 m/s
T-L 0.1917J 0.8448 m/s
EB-P 0.0975 J 0.7620 m/s
T-P 0.0815 J 0.8203 m/s

Tabla 8.4: Impacto transversal con contacto elastoplastico

de vibracién interna cuando se usan modos de Timoshenko que cuando se usan

modos de Euler-Bernouilli.

En las figuras 8.13 y 8.14 se muestran las evoluciones de las fuerzas de contacto
frente al tiempo y frente a la indentacién. Se observa que de nuevo aparece el
fenémeno de los impactos miiltiples, uniéndose y separdndose numerosas veces
los sélidos antes de separarse definitivamente. Sin embargo, para las condiciones
geométricas locales y propiedades mecénicas supuestas para los materiales, no son
tantos los periodos de contacto y bastante mayores los tiempos reales de contacto,
comparados con los de las figuras 8.9 y 8.10, obtenidas con el método del muelle
lineal y elementos finitos. El motivo es que las rigideces locales que ahora aparecen
con estos dos modelos, que en este caso tienen sentido fisico, son inferiores a las

que se supusieron en el apartado previo, que no tenfa sentido fisico.

Se observa que el modelo plastico potencial da lugar a mayores rigideces locales,
lo que trae por consecuencia valores mayores de la fuerza de contacto y tiempos
més cortos de contacto. Los procesos de carga parecen muy similares usando

modos de Timoshenko o de Euler-Bernouilli.

En la figura 8.15 estdn representados los desplazamientos de la seccién de
contacto durante y tras el impacto para la fuerza de contacto pléstica potencial
usando las dos familias de modos. Una grafica muy similar se obtiene para la fuerza
de contacto pléstica lineal. El periodo aparente de contacto es en ambos casos

ligeramente inferior a 4 ms. El periodo aparente de contacto suele ser ligeramente
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Figura 8.15: Desplazamientos de la seccién de contacto

superior a la mitad del periodo fundamental de vibracién libre de la barra. En la
grafica 8.15 se observa que la vibracién libre de la barra tras el impacto tiene una
mayor amplitud cuando se usan modos de Euler-Bernouilli y su contenido en altas

frecuencias es mayor cuando se usan modos de Timoshenko.

Se ha realizado un estudio de la evolucién de la solucién al cambiar el nimero
de modos. En las figuras 8.16 y 8.17 se representa la evolucién del desplazamiento
de la seccién de contacto con fuerza de contacto plastica potencial y modos de
Euler-Bernouilli y Timoshenko, respectivamente. Se han resuelto los problemas
con 3, 5 y 10 modos en ambos casos. Se observa que cuando se usan modos
de Euler-Bernouilli, la solucién varia muy ligeramente al aumentar el niimero de
modos. Sin embargo, cuando se usan modos de Timoshenko, la solucién se modifica
sustancialmente, disminuyendo la amplitud del primer modo de vibracién. Mucho

mds significativa es la evolucién con el niimero de modos de las tensiones obtenidas
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Figura 8.16: Desplazamiento de la seccién de contacto. Modos de Euler-Bernouilli

por superposiciéon modal. En las figuras 8.17 y 8.18 se representa la evolucién del
esfuerzo cortante de reaccién en el extremo empotrado usando las dos familias de
modos. La solucién numérica con modos de Euler-Bernouilli es casi invariante,
mientras que la solucién con modos de Timoshenko varia de forma importante:
los esfuerzos eldsticos aumentan mucho al aumentar el nimero de modos. Cuando
se usan 3 modos los esfuerzos evaluados con los dos juegos de modos se parecen
bastante. No se excitan los modos de alta frecuencia cuando se usan modos de
Euler-Bernouilli, pero si cuando se usan modos de Timoshenko. Ademaés la in-
fluencia de estos altos modos de Timoshenko es muy grande en las fuerzas eldsticas

evaluadas numéricamente.

Otra forma de analizar el comportamiento del sistema en el impacto es con-
siderar el intercambio de distintas formas de energia durante el proceso. Las

graficas 8.20 y 8.21 muestran este intercambio, donde se consideran: la energia
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Figura 8.19: Cortante de reaccién en el extremo empotrado. Modos de Timoshenko

por deformacién local, la energia cinética del impactor rigido y la energia de las
ondas eldsticas, que se divide en energia cinética por deformacién y energia de
deformacién de las secciones. Ademds se representa en cada instante la energia
total del sistema y la perdida por plastificacién local. Al principio toda la energia
mecanica es cinética del impactor. Al entrar en contacto, parte de esa energia se
transforma en energia de deformacién local. A su vez, parte de esta energia de
deformacién local se traspasa al interior de la barra mediante ondas eldsticas y
otra parte se pierde por plasticidad local. A partir de cierto instante, que en la
teoria cldsica de impactos se llamaria instante de maxima compresién, el proceso
se invierte y es la barra elastica la que devuelve parte de su energfa mecédnica al
impactor, el cual aumente su energia cinética e invierte el sentido de su movimiento.
Esta devolucién de energia mecdnica vuelve a realizarse pasando por energia local

de deformacién y perdiéndose en el proceso, por tanto, parte de ella por plasticidad.
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8.4.3 Comparacién con la aproximacién cuasiestdtica estruc-

tural

Aunque el proceso de contacto entre los sélidos poco tiene que ver con el descrito
por la teorfa clésica -descrito en el capitulo 2- por ser esencialmente disconti-
nuo, existen otros aspectos coincidentes con ésta. En los impactos transversales
simulados, y en otros casos estudiados, existe un instante en el cual el sélido
rigido tiene velocidad nula y casi toda la energia de vibracién en la barra est4 en
forma de energia de deformacién, siendo practicamente nula la energia cinética
de vibracién. Este instante no se puede determinar exactamente aunque ocurre
aproximadamente para ¢t = 2ms en este caso. Supéngase que la barra en voladizo
se deforma como lo harfa est4ticamente ante una carga puntual P transversal en
su extremo. La ley de desplazamientos y la energia de deformacién en funcién del

desplazamiento de la seccién extrema yr quedan:

2 28 _ 3EIy?

L
Vo) =3om — g U= | Suere=2200 gy

Suponiendo que en el instante de maxima, compresion el sélido rigido est4 en reposo
y toda su energia se ha convertido en energia de deformacién de la barra, queda

el siguiente valor de la deflexién del extremo en dicho instante:

1. 3EIy _ fmieryre .
2m1(v1) == = y,= T—I.IM*IO m. (8.14)

Se observa que este valor es muy parecido al valor de la deflexién méxima en
el extremo de la barra en los problemas simulados. En la, figura 8.22 se representa
la deformacién de la barra en el instante de maxima deflexién del extremo para
la solucién con modos de Euler-Bernouilli y fuerza de contacto pléstica potencial
y para la solucién de la aproximacién cuasiestética estructural. Se aprecia que el
acuerdo es bastante razonable, mas aiin si se piensa en la simplicidad conceptual
y préctica utilizada para obtener la aproximacién cuasiestatica, estructural. Sin

embargo, en lo que a fuerzas de contacto se refiere, el acuerdo no es tan bueno.
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Si se evalta ahora la fuerza de contacto como aquella carga que estaticamente

provocaria la flecha maxima obtenida, resulta:

_ 3EIyL

75— = 1833N, (8.15)

P

valor que es muy inferior al de las fuerzas de contacto obtenidas. El error obtenido
en la fuerza de contacto al usar la aproximacién cuasiestética estructural es expli-
cable por la discontinuidad del proceso real. En la aproximacién cuasiestatica se
supone que durante todo el proceso los sélidos estan en contacto. Para llevar al
solido rigido al reposo hay que transferir una cantidad de movimiento determina-
da mediante el impulso de la fuerza de contacto. Si el periodo real de contacto
en el problema numérico es menor que en el de la aproximacién cuasiestatica, las
fuerzas de contacto deben ser mayores para que se transfiera la misma cantidad

de movimiento.
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8.4.4 Impacto transversal con pequeiios impactores

El impacto transversal que se ha comentado hasta ahora, en el que la masa de
ambos sdlidos es la misma, necesita ser analizado acoplando los efectos locales y
la propagacién de ondas. Sin embargo, como ya se ha comentado en este trabajo,
cuando la masa del impactor se hace muy pequefia con respecto a la barra elastica,
el problema local y la propagacién de ondas se pueden estudiar separadamente
(Yigit y Christoforou, 1997). Asi, se podria resolver el problema del impacto del
pequeiio sélido rigido en un semiespacio infinito, obtener la fuerza de contacto e
incluirla como fuerza externa para estudiar el problema de vibraciones de la barra.
Fisicamente, la disminucién de la masa del impactor se aprecia en que no aparecen
miiltiples contactos, en que los periodos real y aparente de contacto coinciden y
que, al menos para las rigideces locales que se vienen manejando, el periodo de
contacto pasa a ser mucho menor que la mitad del periodo natural de vibracién de
la barra eldstica. Cuando la velocidad inicial del impactor sigue siendo de 1m/s,
el impacto tiene lugar en un sélo periodo de contacto cuando la masa del impactor
es aproximadamente de 50 g o menor. La relacién de masas entre el impactor y la
estructura es 0.023 en este caso.

En la figura 8.23 se muestran las fuerzas de contacto para el caso del impactor
de 50 g cuando se usan los dos juegos de modos y los dos modelos de fuerza.
Como cabe esperar, las diferencias dependientes del juego de modos que se use
son minimas en este caso y la influencia del modelo de fuerza de contacto es muy
grande. De nuevo la fuerza de contacto pléstica potencial da lugar a mayores
fuerzas de contacto, menores tiempos de contacto y menos energia perdida por
plasticidad. En el caso de usar modos de Timoshenko la energia perdida por
plasticidad local es de 0.0083 J con fuerza pléstica potencial frente a 0.013 J con
fuerza plastica lineal.

En la figura 8.24 se representan los desplazamientos de la seccién de contacto
y del sélido rigido obtenidos mediante modos de Timoshenko con ambas leyes de

fuerza de contacto. La mayor energfa perdida por plasticidad con la fuerza, plastica



8.4 Impactos transversales en barras flexibles con fuerzas elastopldsticas 197

Fza Plastica Lineal. E-B

1800 | Fza Plastica Lineal. Timoshenko
L - Fza Plastica Potencial. E-B
1600 | Fza Pléstica Potencial. Timoshenko
1400 - K
L UV
‘Y
1200 Fi
= r 7 ) N
=~ 1000 |- 7 ¥
@ 800 [ / A
3 L / \
w / Y
600 - 7 \
! Y
F s by .
400 - ! %, \
/ b \
- / "T. \\
200 - 7 N N
L R N
0 . 1 N 1 . 1 N 1 NS
0.00000 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010
Tiempo (s)
Figura 8.23: Fuerzas de contacto para m; = 50g
0.00010
0.00005
E
[}
L2
c
@ 0.00000
E
S
N
[}
o
8
[a} -0.00005 Fza. Plastica Lineal
----- Fza. Plastica Potencial
-0.00010 s L L . L L
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
Tiempo (s)

Figura 8.24: Desplazamientos de seccién de contacto e impactor para my = 50g



198 Impactos en Estructuras

2200 — Impacto en barra. Plastica Lineal
e Impacto semiespacio. Plastica Linez
2000 r P A Impacto en barra. Plastica Potencial
1800 | e A Impacto semiespacio. Plastica Potet
~~ 1600
< L
o 1400 -
E 1200
S 1000
O L
o 800
el L
@® 600
GE’ L
u:_ 400 i
200
0
-200 [ 1 1 1 L
0.00000 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010

Tiempo (s)

Figura 8.25: Fuerzas de Contacto en barra y en subespacio

lineal se traduce en una menor velocidad de salida del sélido rigido.

En la figura 8.25 se muestran, para el caso del impactor de 50 g, las fuerzas
de contacto que aparecen con los dos modelos cuando el sélido rigido impacta
en la barra flexible frente a las que aparecerian si lo hiciera en un semiespacio
infinito. Como se ha observado antes, deben ser similares. El parecido es razona-
ble, manteniéndose siempre la fuerza de contacto en el caso del impacto con la barra
con valores menores y por tanto se perderd menos energia por plasticidad. Esto
vuelve a mostrar que la flexibilidad siempre disminuye la violencia del impacto.
Recuérdese que la masa de 50 g es aproximadamente el limite superior de las
masas que dan lugar a impactos tinicos, en este caso. Si se disminuye la masa del
impactor, aumenta el parecido entre las fuerzas que aparecen cuando el choque

ocurre con la barra elastica o con el subespacio infinito.



Capitulo 9

Experimentos de Impactos

en Barras

9.1 Introduccion

En este capitulo se aplican diferentes aproximaciones al impacto tratadas en esta
tesis al caso del axial en barras libres. Los resultados, numéricos y analiticos,
se comparan con unos experimentos desarrollados en el Institdt B fir Mechanik
de la Universidad de Stuttgart. El montaje experimental consistia en una barra
cilindrica de bronce de 1.5 m de longitud y 1 em de radio de la seccién transversal
que estaba suspendida horizontalmente de una estructura por unos hilos de nylon.
La barra recibfa un impacto axial en uno de sus extremos libres y, mediante parejas
de galgas extensométricas dispuestas en dos secciones distintas, se adquirfan las
deformaciones inducidas. El montaje estd esquematizado en la figura 9.1. El
impacto se hacia mediante un péndulo. En principio el péndulo era una barra rigida
de aluminio con seccién transversal en forma de I y con varios orificios alargados
para aligerarla, como se muestra en la figura 9.2. Este péndulo se sustituyé por

otro que consistia en una esfera de acero colgada de un hilo. En este capitulo se

199
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mostrard la influencia del uso de uno u otro impactor.

De la teoria clésica de impactos de sélidos rigidos se sabe que cuando un sélido
libre 1 de masa m;, moviéndose con velocidad inicial v, , experimenta un choque
central con un sélido 2, en reposo, las velocidades finales de ambos resultan
mi(l+e)

- + —
. v = Ty 9.1
1 2 m1+m2 1 ( )

+ my — ems
v = ———v
mi + Mo

donde e es el coeficiente de restitucién. Supéngase que el sélido 1 es un péndulo
rigido como el representado en las figuras 9.1 y 9.2, con longitud L;, masa m,,
momento de inercia con respecto a su eje de rotacién Iy, con el punto de contacto
a una distancia L, del eje de giro y con velocidad angular inicial w™. En este
caso, para obtener las velocidades tras el impacto mediante la dinamica impulsiva,
se plantean las ecuaciones de conservacién del momento cinético y la definicién

cinemadtica del coeficiente de restitucién, como sigue:

Iow™ = Lwt + mz'U;_Lp, U; ~ Lyw" = —eLyw™, (9.2)
y resulta
I —emyL? I(l+e€)
+_ 2 - + - 20 i - 9.3
YT TAm2” 0 2 T Lm0 (93)

Comparando los resultados obtenidos con ambos impactores se observa que el
estado final del sélido 2 es el mismo siempre que se cumpla

I

my = —
L2
p

(9.4)

Usando esta ultima expresién se puede calcular la masa equivalente del péndulo
rigido con respecto al sélido libre a efectos del impacto axial. Esta equivalencia
es importante para poder comparar los resultados obtenidos con el impactor de
aluminio con los obtenidos con la bola de acero.

En el capitulo 3 se analizd este problema mediante el andlisis de generacién
y reflexién de ondas eldsticas. La velocidad final del sélido libre y la velocidad

equivalente de sélido rigido final de la barra eldstica son:

1—e28
+ =28 + o
v =vye P, vy == 3 ,

(9.5)
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Figura 9.1: Esquema del montaje experimental

Figura 9.2: Péndulo rigido de aluminio
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y por tanto el coeficiente de restitucién resulta

e = %W, (9.6)

donde 8 = % Obsérvese que usando este procedimiento, en el que no se conside-
ran pérdidas locales de energia, la velocidad final del sélido 1 es siempre positiva,
es decir, que al final el impactor mantiene su velocidad en el mismo sentido que la
inicial. Sin embargo, la teoria cldsica del impacto de Newton predice velocidades
del sélido 1 tanto positivas como negativas, como se deduce de la ecuacién (9.1),

dependiendo tanto de la relacién de masas como del coeficiente de restitucién.

El objetivo de este capitulo es la simulacién y comparacién con resultados ex-
perimentales del impacto, considerando el comportamiento local de las superficies
de contacto y las ondas eldsticas inducidas. Sin embargo, se comienza planteando
y resolviendo el problema del impacto axial de un sélido rigido en una barra flexi-
ble libre, sin considerar efectos locales, con superposicién modal. Este problema
es idéntico al resuelto en el capitulo 3 mediante el andlisis de la propagacién de
ondas. Aqui se resuelve usando el método de los sistemas de referencia flotantes,
pues la existencia de modos de sdlido rigido hace que no sea posible su solucion
mediante la teoria de vibraciones, como se hizo para otros problemas de impacto
en el capitulo 4. También se va a resolver este problema mediante integracion
numérica considerando las deformaciones locales. No se consideraran pérdidas lo-
cales de energia por plasticidad porque las masas y velocidades de los impactores
eran relativamente pequeias y se observé experimentalmente que este efecto era
pequefio. Se simulard numéricamente el problema del impacto axial con un sélido
rigido libre y con un péndulo que se deforma por flexién. De la comparacién con
los resultados experimentales se deduce la influencia de las deformaciones locales

y de la elasticidad del impactor.
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9.2 Impacto axial en barra elastica libre mediante

superposicion modal

Para resolver este problema sin considerar efectos locales se puede proceder de
dos maneras. Se pueden considerar los sélidos independientes y, tras detectar
el contacto, anadir una restriccion que imponga la igualdad en desplazamientos
del sélido rigido y de la seccién de contacto mientras dure el impacto. Para ello
se usa el método de los multiplicadores de Lagrange y se evaliia continuamente
la fuerza de contacto, que aparece como una fuerza de reaccién. Cuando esta
fuerza cambie de signo se da por terminado el impacto y se elimina la restriccién
cinemética. El otro procedimiento, totalmente andlogo, considera el sélido rigido
y la barra eldstica como un inico cuerpo mientras dura el impacto, lo que implica
automaticamente la restriccién al movimiento que se debe imponer en el otro
procedimiento. Esta situacién se mantiene mientras exista compresién entre el
sélido rigido y el flexible. Cuando el nimero de coordenadas eldsticas que se usa
con uno u otro método tiende a infinito, las soluciones deben coincidir. Se describe
y resuelve ahora el segundo procedimiento, que presenta la ventaja de dar lugar
s6lo a ecuaciones diferenciales, no a ecuaciones diferenciales y algebraicas, y no
necesita de multiplicadores de Lagrange. Ademds, no es necesaria la integracion

numérica para resolver el problema por este procedimiento.

Se usan dos sistemas de referencia para resolver el problema. La coordenada
de referencia X;(t) indicard la posicién de un origen de referencia local y mévil
con respecto a un sistema de referencia fijo. Los modos de vibracién definen la
posicién de las secciones de la barra eldstica con respecto al sistema de referencia
mévil. Por tanto la posicién del sélido rigido respecto al sistema de referencia
mévil también viene dado por la coordenadas modales, pues éste se mueve igual
que la seccién de contacto mientras dura el impacto. Por comodidad en el calculo
de modos, se ha elegido el eje local z en sentido opuesto al global X, como se

muestra en la figura 9.3. El origen del sistema de referencia local inicialmente
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X1(0) |

Figura 9.3: Sistemas de referencia fijo y mévil

coincide con la seccién libre de la barra eldstica, pero no esta rigidamente unida
a ésta, pues los modos de vibracién permiten el desplazamiento elastico de dicha
seccién.

La posicién de cualquier seccién de la barra elastica viene dada por la expresién

T(.Z‘, t) = Xl(t) - IVZ ¢i(x)qi(t) +z, (97)

donde la funciones ¢;(z) son los modos de una barra eldstica libre con un sélido
rigido unido a una de sus secciones extremas y z es la coordenada longitudinal de

la seccién a lo largo de la linea neutra de la barra indeformada. La velocidad de
las secciones se obtienen de derivar la expresién de la posicién, resultando:

o0

Fa,t) = Xa(t) = Y ¢il@)di(D)- (9-8)

i=1

Esta ecuacién se puede escribir de forma matricial como:

Mz, t)=[1 — @7 () — Bp, (9.9)

q(t)
donde q es el vector de coordenadas eldsticas, ® es el vector de funciones de forma

y p es un vector que incluye las coordenadas eldsticas y la de referencia. La energia
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cinética del sélido compuesto resulta:
1 1
T = 5 / ppTBTBpdV = 51‘)TM;‘>, (9.10)
1

donde M es la matriz de masas definida como

my +ma Mgy

M = , (9.11)
mpyr my ¢
donde
(PA fo ¢1(z)dz + mig1(L ))
ms, =m); = : , (9.12)
(pAfO n(2)dz + m1n(L ))
y

L
(myp)i; = pA / 6:(2)6;(@)dz + my i (D)é;(L) 5 =1,...,m,  (9.13)

La energia de deformacién en la barra viene dada por la expresién

1
o / P4 (@)7(®) drq = Sa"Ka, (9.14)

donde K es la matriz de rigidez modal, cuyos coeficientes son:

EA .
Kij :/ ¢ ($)¢]( ) (2 =1,...,n, (915)
0
Usando las ecuaciones de Lagrange resultan las siguientes ecuaciones del movimien-
to:

m;+my m X 0 of X 0
1 2 rf Uy L ’ (9.16)

my, myy q 0 K q 0

donde no existen fuerza externas, pues las fuerzas de contacto son planteadas como
fuerzas internas al sélido compuesto.

El célculo de los modos de vibracién de una barra libre con una masa concen-
trada unida a uno de sus extremos es completamente andlogo al calculo de dichos

modos para una barra fija en un extremo y una masa concentrada unida al otro
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extremo, que se mostré en el capitulo 3. Tan s6lo hay que sustituir la condicién de
contorno de empotramiento en el extremo opuesto por la condicién de contorno de
seccién libre. Usando estos modos, resultan los siguientes desplazamientos eldsticos

para las secciones de la barra:

u(z,t) = i C; cos (%m) sin(w;t), (9.17)

por tanto
W
i(z) = cos (—c—x) . qi(t) = C;sin(wit), (9.18)
son las funciones de forma y coordenadas eldsticas, respectivamente, y las frecuen-

cias w; son las distintas soluciones de la ecuacién

c w;iL\  ma
“ol tan( - > = (9.19)

Usando la funciones de forma dadas en (9.18) es facil mostrar que cumplen la

siguiente propiedad (Shabana, 1991)

L
PA/ $1(z)dz +maigi (L) = 0. (9.20)
0
Por tanto los términos cruzados en la matriz de masa son nulos:
m;, =m}; =0, (9.21)

Esto significa que la evolucién de las coordenadas de referencia estd totalmente
desacoplada de la de las coordenadas elasticas.

La propiedad de ortogonalidad de los modos dada por (9.20) se utiliza para
poder imponer la condicién inicial de velocidad, como se hizo en el capitulo 3.
Esta condicién inicial, junto con la condicién de desplazamientos eldsticos nulos
de todas las secciones, se usan para obtener los coeficientes C;, que en este caso
resultan:

= S— Ul. cos(k;L) (9.22)
wil 225 + g3 sin(2k; L)) + (cos(k;L))?]

Se plantea ahora el problema de las condiciones iniciales para la coordenada de

referencia. Su valor inicial se toma X;(0) = L, como se muestra en la figura 9.3.



9.2 Impacto axial en barra eldstica libre mediante superposicion modal 207

La derivada respecto al tiempo de esta variable representa la velocidad inicial del
s6lido compuesto, pero jcual es dicha velocidad, cuando el sélido que se describe
estd compuesto por uno rigido con una velocidad inicial no nula unido a uno
elastico cuyas secciones estdn todas en reposo? La respuesta la encontramos al
observar que debido a la ausencia de fuerzas externas y desacoplamiento de las
ecuaciones, esta velocidad se mantendrd constante durante el tiempo que dura el
impacto, al ser X; = 0. Por tanto, mientras dura el contacto, la derivada con
respecto al tiempo de la coordenada de referencia es constante. Por el principio
de conservacién de la cantidad de movimiento, esta velocidad puede calcularse

mediante la ecuacién:

. . m
X1(0) = X1 (t) = E-Jrl—mzu;. (9.23)

Para analizar el movimiento del sistema una vez finalizado el periodo de contacto
se debe dividir el sélido compuesto en dos independientes, el rigido y el flexible y,

tal como se describié en el capitulo 3, se deber cambiar el juego de modos de la

barra elédstica.

En la figura 9.4 se muestra la evolucién de la fuerza de contacto para el caso
del impacto axial de un sélido rigido en una barra eldstica libre de igual masa. Se
muestran la solucién analitica dada en el apartado capitulo 3 y la solucién a las
ecuaciones (9.16) con 20 modos. Como se observa, la curva dada por superposicién
modal muestra unas oscilaciones cuyos picos difieren mas de la solucién analitica
al principio y final del contacto. En ambos instantes se producen discontinuidades
en la fuerza de contacto. Se trata de un fenémeno similar al fenémeno de Gibbs
(Oppenheim y Schafer, 1975) que aparece cuando se aproxima una funcién discon-
tinua con superposicién de funciones arménicas. La fuerza de contacto dada por
superposicién modal no comienza por un valor finito no nulo como en la solucién
analftica. Sin embargo, al tender el nimero de modos a infinito, el tiempo que

tarda la fuerza de contacto en alcanzar el primer maximo tiende a cero.
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Figura 9.4: Fuerza de contacto en el impacto axial en una barra libre

9.3 Impacto en una barra elastica libre con con-

tacto de Hertz

En este apartado se va a usar una ley continua indentacién-fuerza de contacto
para introducir estas fuerzas durante el choque y con ello los efectos locales en el
impacto. En este caso, los s6lidos se modelan independientemente y las fuerzas
de contacto no se presentan como fuerzas internas al sistema sino externas. Se
necesitan por tanto dos coordenadas de referencia, una para el sélido eldstico y
otra para el rigido, y un conjunto de coordenadas eldsticas para describir el sistema.
Se eligen los sistemas locales de referencia de tal forma que inicialmente ambos
coinciden con la superficie de contacto, como se indica en la figura 9.5. Para
describir los desplazamientos eldsticos de las secciones se toman como funciones

de forma los modos de vibraciéon de una barra libre en ambos extremos. Por
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YA

Y=Y,

X1(0)= X2(0)

Figura 9.5: Sistemas de referencia fijo y mévil

209

tanto el sistema de referencia local asociado al sélido eldstico no estd rigidamente

unido a ninguna seccién de la barra, aunque inicialmente coincida con la seccién

de contacto. Las ecuaciones del movimiento resultan ahora:

m,, m;f %, o oT Xr | | Fer
mfr mff q 0 K q L Fcf
donde
Xl my 0
X, = y Mgy = s
X2 0 ma

(9.25)

vy F.¢ y F., son las fuerzas generalizadas de contacto asociadas a las coordenadas

eldsticas y de referencia, respectivamente. Los modos de vibracién de una barra

libre-libre son

¢i(x) = cos (n_gx) i=1,...,n,

que dan lugar a las siguientes masas y rigideces modales

(9.26)

(9.27)

Debido a las propiedades de ortogonalidad de estos modos, sélo los términos
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de la diagonal son no nulos, como sigue:

ma .. . L. .
(myp)ij = = sii=j, (my)ig =0 sii#j,

9.28)
EAn?7% . | L (
(Kff)ij = T st11 =7, (Kff)ij =0 si1t 75]
Los terminos cruzados en la matriz de masa resultan:
L
(my)e = (mfy)i = pd [ (a)da =0 i=1,.m, (9.29)
0

Por tanto, la evolucién de las coordenadas elasticas y de referencia es independien-
te, con la diferencia con respecto a la solucién anterior de este problema de que
ahora si hay fuerzas externas, las de contacto.

La fuerza de contacto se supone que sigue el comportamiento de la teoria de
Hertz, donde la indentacién se define como la diferencia entre la coordenada de

referencia del sélido 1 y la posicién de la seccién de contacto, como sigue:

a:Xl—

X+ ¢i(0)qz-] : (9.30)
i=1
El trabajo virtual de la fuerza de contacto viene dado entonces por la expresién:

§X2+ ) ¢i(0)6q1} ) ,

Fcéa = Fc <(5X1 -

=1 (931)
Fc:Kha% st a>0, F,=0 si a<0
Por tanto, los vectores de fuerzas externas generalizas son:
—~F
Fer = ‘1, (9.32)
F.
$1(0)
F.=F. : . (9.33)
¢n(0)

A continuacién se plantean las ecuaciones del movimiento para el caso de que el

impactor no sea un sélido rigido libre sino un péndulo rigido. En este caso, el origen



9.3 Impacto en una barra eldstica libre con contacto de Hertz 211

Punto de

/ contacto

Figura 9.6: Péndulo impactor

del sistema de referencia asociado al péndulo rigido se sitia en la articulacién de
éste, haciendo coincidir el gje x local con el eje del péndulo. Utilizaremos el 4ngulo
de referencia @ para describir la posicién del péndulo, como se muestra en la figura
9.6. La expresién de la indentacién en funcién de las coordenadas del sistema
queda ahora:

a = Lysing —

Xo + Z ¢z‘(0)‘h] (9.34)

i=1

y la fuerza de contacto generalizada aplicada en el péndulo resulta:
(Fe)o = —FcLpcosb. (9.35)
La ecuacién del movimiento del péndulo viene dada por:
Iof = —F,.Lycos®. (9.36)

Alternativamente, se podria usar la traslacién del punto de contacto como
coordenada para describir la posicién del péndulo. La expresién del cambio de

variable seria

zp = Lyf. (9.37)
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Al estar el péndulo en el instante del choque en posicién aproximadamente

vertical, se pueden linealizar la ecuaciones haciendo las siguientes aproximaciones
8~0, cosf~1 (9.38)

Al hacer el cambio de variable y aplicar estas simplificaciones en la ecuacién
del movimiento del péndulo queda

Iy ..
:‘L-Ell?p = -‘Fc (939)
P
Comparando esta ecuacién con la ecuacién del movimiento del sélido rigido
libre se comprueba de nuevo la equivalencia entre ambos sélidos en el impacto,

como se mostré en la ecuacién (9.4).

9.4 Importancia de las deformaciones locales para
pequenos impactores

Habiendo analizado el proceso del impacto axial en una barra libre, considerando
y sin considerar las deformaciones locales, se va a analizar en este apartado el caso
en el que el sélido rigido tenga mucho menos masa que la barra eldstica en la que
impacta.

Como se mostré en el capitulo 3, la solucién de St. Venant, que analiza el
proceso de propagacién de ondas eldsticas y que no considera las deformaciones
locales, predice una velocidad final del sélido rigido siempre positiva, siendo vf =
vie” 8. La ley de desplazamientos de la seccién de contacto durante y tras el
impacto se obtiene de integrar las velocidades, que se obtuvieron en el capitulo 3,

resultando
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Figura 9.7: Desplazamientos en el impacto. Teoria de St. Venant

donde la primera expresién es valida durante e} periodo de contacto y la segunda
es la expresién periddica valida en cualquier instante tras el impacto. Estas ex-
presiones, junto con los desplazamientos del sélido impactor, estdn representados
adimensionalmente en la figura 9.7 para el caso de que la masa del impactor sea
un cuarto de la masa de la barra elastica. Por otro lado, una solucién tipica de la
ecuacién (9.24) que considera efectos locales, correspondiente a la misma relacién
de masas, se muestra en la figura 9.8. En la figura 9.9 se representa la fuerza de
contacto frente al tiempo en los dos problemas mencionados.

De la solucién de St. Venant a este problema, y tal como se observa en las
figuras 9.7 y 9.9, la duracién del contacto sin considerar efectos locales es siempre
T = %, que es el tiempo que emplean las ondas elasticas axiales en recorrer dos
veces la longitud de la barra. Sin embargo, cuando se tienen en cuenta dichas
deformaciones locales, como se observa en las figuras 9.8 y 9.9, la duracién del
impacto es menor que T'. Esto ocurre siempre que las rigideces locales del problema

de Hertz sean suficientemente grandes. La seccién de contacto en el problema
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Figura 9.8: Desplazamientos en el impacto. Contacto de Hertz

que considera las deformaciones locales queda en reposo desde que termina el
contacto hasta que vuelve desde el extremo opuesto la onda eldstica generada.
Debido a esto, el sélido rigido debe terminar con velocidad negativa pues no puede
penetrar en la barra. Esto se aprecia gréficamente en la representacién 9.8: el
desplazamiento de sdlido rigido tras el impacto viene representada por una recta
cuya pendiente debe ser siempre negativa, pues el desplazamiento de la seccién de
contacto es nulo, por lo que éste viene representado por una recta horizontal. Por
tanto, el efecto de considerar o no deformaciones locales en este tipo de impactos
da lugar a resultados opuestos en cuanto al movimiento final del impactor. Para
pequeiios impactores, si no se consideran deformaciones locales, sélo velocidades
finales positivas del impactor son posibles, mientras que si se consideran estas
deformaciones sélo velocidades negativas del impactor son posibles. Por tanto,
para los problemas con deformaciones locales se puede dar un limite inferior al

impulso de la fuerza de contacto, aquel que deja al impactor con velocidad nula,
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Figura 9.9: Fuerza de contacto en impacto axial

esto es:

teont
Imp = / F.(t)dt > myv; . (9.42)
0

En las fuerzas de contacto de la figura 9.9 se observa que la fuerza de contacto
de St. Venant comienza con un valor no nulo que ademas es el méximo absoluto,
mientras que la solucién con contacto de Hertz, comienza con un valor nulo. Esto
es debido a que la solucién de St. Venant supone inicialmente contacto entre caras
planas, al contrario de lo que ocurre con la solucién con contacto de Hertz, que
inicialmente asume que el contacto ocurre entre dos puntos. La pareja inicial de
puntos de contacto no pueden soportar cargas finitas hasta que se deformen y
pasen a ser superficies las que se mantengan en contacto. El maximo de la fuerza
de contacto cuando se considera contacto de Hertz ocurre instantes después y es
menor que el maximo de la solucién de St. Venant. Por otro lado se observa

que aunque la fuerza de contacto de la solucién de St. Venant actia durante un
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Figura 9.10: Sistemas de referencia para el péndulo eldstico

periodo de tiempo T, la fuerza es practicamente nula desde casi la mitad de este

periodo.

9.5 Impacto de un péndulo eldstico en una barra

con contacto de Hertz

En apartados previos se ha comprobado que el impacto de un péndulo rigido en una
barra eldstica producia los mismos efectos que el impacto de un sélido rigido libre
con una cierta masa equivalente. Cuando el péndulo es flexible esta equivalencia
no es valida. Ademds, la flexibilidad del péndulo tiene efectos importantes en
el impacto, como se muestra en este apartado y se comprobarsd con resultados
experimentales.

Las ecuaciones del movimiento del péndulo eldstico se obtienen de nuevo me-
diante el método de los sistemas de referencia flotantes. Se supone que el péndulo
sélo se deforma transversalmente y para describir dichas deformaciones se usan

modos continuos de vibracién obtenidos usando la teoria de Euler-Bernouilli.
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La coordenada de referencia del péndulo serd de nuevo el angulo 8 y el sistema
de referencia local se supone rigidamente unido a la seccién del péndulo que queda
junto a la rétula fija. En la figura 9.10 se muestra el péndulo eldstico y los sistemas
de referencia utilizados. Para describir los movimientos eldsticos de las secciones
de la barra libre se usa el mismo sistema local, que inicialmente coincide con la
seccién de contacto, y las mismas funciones de forma que el apartado anterior.
Los modos de vibracién de una viga en voladizo son apropiados para describir
los desplazamientos eldsticos del péndulo cuando se usan estas condiciones de
referencia.

La posicion de cualquier seccién del péndulo se obtiene como:

r, = Au, (9.43)
donde
cosf —sind
A= (9.44)
sinf  cosf
es la matriz de giro y
u(z,t) = up(z) + us(z,t) = up + Spy (9.45)

es la posicién de cualquier seccién del péndulo relativa al sistema de referencia
flotante. Los vectores ug y uy contienen las coordenadas de las seccién en estado
indeformado y los desplazamientos debidos a la deformacién, respectivamente. La
matriz S contiene las funciones de forma y py las coordenadas modales eldsticas
para el péndulo. Estas matrices y vectores se definen como:

Y4

Ug 3

0 &i(z) - alo)

(9.46)

I
wn
I
)
-
|

donde &;(x) son las funciones de forma.
Las ecuaciones del movimiento se pueden obtener usando las ecuaciones de

Lagrange. La matriz de masa resulta:
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Mgy Mgy

(9.47)
mysg myy
donde
L
(mys)is = pA /0 E(2)E;(@)ds ij=1,.,m (9.48)
meg = Io + p;myspy, (9.49)

siendo Iy el momento de inercia del péndulo indeformado respecto del punto donde

se encuentra la rétula, y

L
(mye)i = (mL}); :pA/ sb(@)ds i=1,..n (9.50)
0

Los términos de la matriz de rigidez vienen dados por

L I} li
)y = BI [ @@ 15 =1,m (9.51)

donde I es el segundo momento del drea de la seccién del péndulo.
Los términos cuadréticos en velocidad, debidos a la inercia centrifuga y la

aceleracién de Coriolis resultan:

Q. = @ | _ _?ép’zm”pf (9.52)
(Qu)s 0 (myspy)

Las funciones de forma para el péndulo, no normalizadas, tienen por expresién

(Goldsmith, 1960)

cosh p,x — cos p;x sinh p;x — sin p;x

_ 9.53
cosh i Ly + cos p; Ly sinh p; Ly + sin p; Ly ( )

£ (z) =

donde las frecuencias adimensionales son las soluciones de la ecuacién

cosh p; Ly cos u; Ly = —1 (9.54)
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En este problema se usan funciones de forma normalizadas de la forma:

1 *
&i(z) = mfi (z) (9.55)

Como se explicd en el capitulo anterior estas funciones de forma presentan las

siguientes propiedades de ortogonalidad.

L
pA | G(@)E(e)dr =0 sii#j (9.56)
0

L
EI[ ¢&(a)¢(z)de =0 sii#j (9.57)
0

Por tanto sélo son no nulos los términos diagonales de las matrices de masa y

rigidez modales, que vienen dados por:

(mp)a = —F i=1.,n (9.58)
EI (p\* mp . .
=] 4 4i=1,., .
(K) A (Lt> YRR n (9.59)

donde my, es la masa del péndulo y los otros términos tienen su significado habitual.

La expresion de la indentacién entre él péndulo y la barra elastica resulta:

a=Lysind+cos® > &(Ly)pi — X2~ Y ¢i(0)gi (9.60)
i=1

i=1

El trabajo virtual de la fuerza de contacto se obtiene como:

F.ba=F,[ (Lp cosf —sinfy fi(Lp)pi) 56
=1

) ) (9.61)
+ cosd Z &i(Lp)op; — 00X, — Z ¢:(0)dg; ]
i=1

i=1
Por tanto, la expresién de las fuerzas generalizadas de contacto aplicadas en
la barra no varfan respecto del problema en el que el impactor era considerado

rigido. Son por tanto F,. para la coordenada de referencia y las dadas por (9.33)
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para las coordenadas eldsticas. Las aplicadas en el péndulo resultan:

Lycos —sin@y " &(L,)pi
Q=% 2z &Ly (9.62)
cos6&;(Ly)

Las ecuaciones del movimiento del péndulo son entonces:

mo oy || 0| 1O 0T 6 | @ | | @io | g o

mysg myy 4 0 K q (Qre)s (Qu)s

La simulacién numérica realizada para representar el montaje experimental usa
un médulo de Young para la barra de 9.8 x 101° Pa, densidad 8600 kg/m?, seccién
transversal 3.142 x 10~% m? y longitud 1.48 m. Como el péndulo, que se muestra en
la figura 9.2, tiene una geometria compleja se han usado unas propiedades ficticias
para asimilarlo a una viga de seccién transversal constante, usando las técnicas
de célculo de estructuras de vigas de celosia (Norma espaiiola de estructuras de
acero, 1975). Las propiedades asumidas son un médulo de Young de 7.1 x 1010 Pq,
densidad 4100 m?, seccién transversal 1.92 x 10~ m?, longitud 0.25 m y distancia
desde el punto de contacto al par de rotacién de 0.19 m. La velocidad de la seccién
del péndulo que choca con la barra antes del impacto es de 1.93 m/s.

En la figura 9.11 estdn comparadas las fuerzas de contacto de péndulo supuesto
rigido y de éste supuesto eldstico. En las simulaciones numéricas se usan 5 coor-
denadas elasticas para el péndulo y 30 para la barra eldstica. Como se observa
en la figura el efecto de la flexibilidad del péndulo es disminuir la fuerza maxima
de contacto y aumentar la duracién del periodo de contacto e interrumpirlo. A
su vez, la fuerza de contacto presenta varios maximos relativos. Estos efectos se
producen porque las ondas eldsticas generadas durante el contacto alcanzan el par
de revolucién y regresan, alcanzando de nuevo la seccién de contacto antes de
finalizar el choque. Cuando se simula un péndulo rigido, al igual que si se usa
un solido libre rigido, el periodo de contacto es siempre tinico y tiene un tnico

maximo.
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Figura 9.11: Fuerza de contacto con péndulo impactor

9.6 Comparacién con resultados experimentales

Como se dijo al comenzar este capitulo, se han usado dos tipos de impactores
para el choque axial en la barra libre de bronce. El primer impactor consiste
en una esfera de acero colgada de un hilo. Como la rigidez a flexién del hilo es
insignificante, este impactor estd bien representado por un sélido libre. En realidad
en el instante del choque la bola tiene cierta velocidad angular y el punto de
contacto tiene una componente de velocidad vertical, por no coincidir su posicién
con la prolongacién de la linea del hilo. Sin embargo por ser el radio de la bola
mucho menor que la longitud del hilo estos efectos son poco significativos. El
segundo impactor es el péndulo de aluminio representado en la figura 9.2.

Al ser las ondas eldsticas axiales no dispersivas, la tensién, y por tanto la
deformacién, medida en cualquiera de las secciones de la barra, es directamente
proporcional a la fuerza de contacto unos instantes antes. Por tanto, la deforma-

cién medida experimentalmente nos da una réplica de la fuerza de contacto. Este
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fenémeno es bien conocido y ha dado lugar a la barra de Hopkinson (Goldsmith,

1960) que se puede usar, por ejemplo, para calibrar acelerémetros.

En la figura 9.12 se muestra la tensién medida experimentalmente frente a la
obtenida numéricamente para el impacto con la bola de acero en una seccién de la,
barra situada a 1 m del extremo de contacto. La bola tiene radio 15 mm, masa 0.11
kg y una velocidad antes del impacto de 2.03 ™. Se observa un excelente acuerdo
entre la simulacién y los resultados experimentales. En la figura 9.13 se explica
el proceso de propagacién de ondas para este impacto. La onda elastica generada
en el impacto se propaga a través de la barra como un pulso de compresién que
tiene la misma forma que la curva de la fuerza de contacto frente al tiempo. Al
alcanzar este pulso el extremo opuesto de la barra se refleja cambiando el signo de
la tensién que lo acompaiia. Este proceso se repite indefinidamente, hasta que el
amortiguamiento estructural, que no ha sido modelado en la simulacién, ni parece

ser importante en los rangos de tiempo que se muestran, lo disipa.

Comparando con resultados experimentales las soluciones de St. Venant, que
no considera efectos locales, y la solucién obtenida asumiendo la relacién fuerza-
indentacién de Hertz, se observara que la realidad es mucho més parecida al pro-
blema resuelto con contacto de Hertz. Como ocurria con los impactos transver-
sales del capftulo anterior para pequefios impactores, el impacto que se analizé
experimentalmente estd dominado por las deformaciones locales, por lo que este
problema estd casi desacoplado de la propagacién de ondas elisticas. En estas
circunstancias no se puede dejar de considerar deformaciones locales como lo hace
la solucién de St. Venant, pues los resultados son muy incorrectos. Este no serfa el
caso si la masa del impactor fuera igual o mayor que la de la barra eldstica, en cuyo
caso el impacto estaria dominado por la propagacién de ondas eldsticas y por tanto
la solucién de St. Venant darfa resultados razonables. Lo dicho para la solucién
de St. Venant es extensible a aquellos métodos que no consideran deformaciones

locales, como los de adicién y eliminacién de restricciones cinematicas.

La figura 9.13 representa la tensién medida experimentalmente en una seccién
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Figura 9.14: Fuerza de contacto con péndulo impactor

situada a 0.5 m de la seccién de contacto para el caso del impacto con el péndulo
de aluminio. El pulso de tensién en este caso tiene un aspecto muy diferente. El
acuerdo no es tan bueno como en el caso del impacto con la bola, sin embargo, con-
siderando la complejidad de la geometria del péndulo y el modelo tan simple que se
ha usado, resulta bastante satisfactorio. La fuerza de contacto medida experimen-
talmente presenta un mayor tiempo de contacto. Se confirma experimentalmente
la existencia de tres maximos relativos y unos niveles de fuerza muy similares. A
la vista de los resultados no es posible asegurar que se ha interrumpido el contacto
entre el segundo y el tercer maximo relativo, pero puede haber ocurrido. Queda
claro que es esencial incluir la flexibilidad del péndulo para modelar este problema.
En caso de no hacerlo, como se muestra en la figura 9.11, el pulso hubiera sido

muy similar al inducido por el impacto con la bola, rigida.



Capitulo 10

Influencia de las Condiciones

de Referencia

10.1 Introduccion

En este capitulo se analiza la influencia de las condiciones de referencia en pro-
blemas de impacto en mecanismos flexibles. Como se mostré en el capitulo 5, las
condiciones de referencia marcan el tipo de conexién que existe entre los sistemas
de referencia locales y los sélidos eldsticos a los que estdn ligados. Las condiciones
de referencia indican las condiciones de contorno que deben cumplir las funciones
de forma que se pueden emplear para describir la flexibilidad del sélido. Las
condiciones de referencia que cumplen las llamadas mean azis conditions (Agrawal,
1984), que se traduce aqui por condiciones de eje medio, tienen la propiedad de
minimizar la energia cinética del movimiento asociado a las coordenadas elasticas.
Ademsds, si se cumplen estas condiciones se hace minimo el acoplamiento entre las
coordenadas elasticas y de referencia, lo que facilita la solucién de las ecuaciones

del movimiento.

Se van a analizar dos problemas de impacto en los que aparecen movimientos

225



226 Influencia de las Condiciones de Referencia

de sdlido rigido para estudiar la influencia de las condiciones de referencia: el
impacto axial en una barra libre y el transversal en una barra articulada. Ambos
problemas ya se han planteado en el capitulo anterior. En el impacto en la barra
libre resuelto en el capitulo anterior, para el calculo de las funciones de forma, se
ha usado como condicién de contorno en el extremo de contacto la condicién de
tensién nula. Por tanto, el sistema de referencia flotante no esté ligado rigidamente
a ninguna seccion de la barra. En este capitulo se va a volver a plantear el mismo
problema pero ligando rigidamente el sistema de referencia flotante a la seccién de
contacto. En este caso, se van a usar los modos de una barra fija en un extremo
y libre en el otro como funciones de forma para describir la deformacién. Para el
caso del impacto transversal de una barra articulada, se va a usar el mismo ejemplo
del capitulo anterior, cuando se simulaba el efecto del péndulo impactor, pero para
simplificar el problema se supondréd que éste choca en un tope fijo. En el capitulo
anterior se suponia que el sistema de referencia flotante estaba rigidamente ligado
a la seccién de la barra unida a la rétula, lo que permitia el uso de los modos de
una barra en voladizo. En este capitulo, ademas de ésta condicién de referencia, se
usara un sistema de referencia flotante que no gire igual que dicha seccién extrema.
Esto nos permitird usar los modos de una barra articulada-libre como funciones
de forma. En ambos problemas, cuando el sistema de referencia flotante no esté
ligado rigidamente a ninguna seccién, se cumplen las condiciones de eje medio. En
estos casos, las condiciones de contorno usadas para el cilculo de las funciones de
forma coinciden con las reales del problema a resolver, al menos cuando no hay

contacto.

El significado fisico de las coordenadas de referencia cambia segin el tipo de
conexién del sistema de referencia flotante. En este apartado se va a investigar en
qué casos la derivada temporal de dichas coordenadas representa las velocidades
equivalentes de sélido rigido de los cuerpos. Se llama aqui velocidad equivalente de
so6lido rigido a la velocidad del centro de gravedad del sélido eldstico considerado

como un sistema de particulas con movimiento independiente -un conjunto infinito
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de secciones en el caso de barras. Si las derivadas de las coordenadas de referen-
cia coinciden con estas velocidades equivalentes, en ausencia de fuerzas externas,
deben mantenerse constantes, como debe ocurrir tras el impacto. El cdlculo de
estas velocidades equivalentes es importante, por ejemplo, para conocer el valor

del coeficiente de restitucién cinematico del impacto que ha tenido lugar.

10.2 Impacto axial en barra libre. Conexién rigida
y conexioén libre

En el capitulo anterior se planted y resolvié el impacto axial de un sélido rigido
en una barra eldstica libre con contacto de Hertz. Para ello se usé un sistema
local de referencia que no estaba ligado a ninguna seccién particular de la barra,
lo que permitia el uso de modos de vibracién de una barra libre como funciones de
forma. Aqui se plantea el mismo problema usando un sistema de referencia local
rigidamente unido a la seccién de contacto de la barra eldstica. En este caso, el
desplazamiento eldstico de esta seccién serd siempre nulo y, por tanto, los modos
de vibracién de una barra fija en un extremo son apropiados para describir la
deformacién del sélido. En la figura 10.1 se muestran ambas configuraciones.
Existe una diferencia conceptual importante entre ambos planteamientos del
problema. En el método de los sistemas de referencia flotantes, para encontrar
funciones de forma apropiadas para describir la deformacién de los sélidos, se re-
curre al cdlculo de los autovalores de un problema eléstico lineal cuyas condiciones
de contorno coinciden con las condiciones de referencia del sistema local de coorde-
nadas. En general, estas funciones de forma son autovalores del problema ficticio
eldstico lineal, pero tan sélo funciones admisibles (Meirovitch, 1967) para el prob-
lema con grandes traslaciones y rotaciones del sélido flexible. Esto ocurre, por
ejemplo, cuando se usan los modos de una barra fija en un extremo para represen-
tar la deformacién de una libre en ambos extremos. Sin embargo, en circunstancias

particulares, las condiciones de referencia y las condiciones de contorno necesarias
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Conexidn Libre. Modos de Bara Libre

Figura 10.1: Sistemas locales de referencia para la barra elastica

para el cdlculo de los autovalores coinciden. Este es el caso cuando se usan modos
de vibracién de una barra libre. Estas funciones de forma son los autovalores del
problema, no sélo funciones admisibles, al menos cuando la barra deja de estar
en contacto. Para vigas y barras eldsticas esto ocurre cuando las condiciones de
referencia cumplen las condiciones de eje medio (Agrawal, 1984).

El uso de estas dos familias diferentes de funciones de forma tiene otras conse-
cuencias en problemas de impacto. Con modos de barra libre siempre se obtiene
tension nula en las seccién de contacto por condicién de contorno, lo cual no es
cierto mientras dura el impacto. Esta incongruencia no trae grandes consecuencias
porque la tensién de contacto se puede obtener facilmente a través de la fuerza
de contacto, evaluada a través de la indentacién mediante la expresién de Hertz,
por ejemplo. Con modos de voladizo se obtienen tensiones no nulas en la seccién
de contacto, tanto cuando hay contacto como cuando no lo hay. Obviamente la
tension es siempre nula cuando no hay contacto, por tanto la tensién que se pueda

obtener tras el contacto es siempre ficticia.
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En este apartado se usa el superindice f para indicar las funciones de forma,
constantes y coordenadas asociadas a los modos de barra libre -conexién libre- y
el superindice ¢ para indicar las asociadas a los modos de barra fija en un extremo
-conexioén rigida.

El planteamiento de las ecuaciones del movimiento cuando se usan modos de
voladizo es idéntico al usado en el capitulo anterior con modos de barra libre. Las
ecuaciones con modos de voladizo son formalmente idénticas a las dadas por la
expresion (23) del capitulo anterior, tan sélo habra que cambiar las constantes
asociadas a las integrales de las funciones de forma. Los modos de voladizo tienen

por expresién

2t -1
¢¢(z) = sin <(—’—2L—l7—rx> , i=1,2,. (10.1)
Las masas modales, rigideces modales e integrales de las funciones de forma resul-
tan:
c L c 2 ma
mi = (my )i = pd | (i@ e = 2,
2 .
EA(2i — 1)%n?
kS = (K)i _EA/ d‘p’ dp = EAZ -V (10.2)
8L
2m2
S _ o A

Las matrices de masa y rigidez modales vuelven a ser diagonales siendo m{ y kf
los términos de la diagonal. Las integrales de las funciones de forma dan lugar
a los términos cruzados de masas m$, que acoplan la coordenadas de referencia
con las coordenadas eldsticas de la barra en las ecuaciones del movimiento. Estos
términos eran siempre nulos cuando se usaban modos de barra libre, pero no lo
son ahora que se usan modos de barra en voladizo.

La cantidad de movimiento asociada a las coordenadas elsticas de la barra en

un instante dado, tanto si se usan unos modos u otros, resulta de la expresion:

=pa3% ( / dm) (10.3)

La integral de las funciones de forma que aparece en esta expresién es siempre nula
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en caso de usar modos de barra libre, como se mostré en el capitulo anterior. No
son nulas estas integrales cuando se usan modos de barra fija, sus valores vienen
dados en la ecuacién (10.2). Por tanto, la cantidad de movimiento asociada a las
coordenadas eldsticas es siempre nula cuando se usan modos de barra libre y en
general no nula cuando se usan modos de voladizo. Puede resultar curioso observar
que los autovalores de una barra libre, con posibilidad de grandes traslaciones,
tienen cantidad de movimiento asociada siempre nula y que los autovalores de una
barra en voladizo, que no tiene posibilidad de grandes traslaciones, dan lugar en
general a cantidad de movimiento no nula.

Cuando se usan modos de barra en voladizo, los desplazamientos elasticos de la,
seccién de contacto resultan siempre nulos, por tanto la expresién de la indentacién

entre los sélidos resulta ahora
a=X; — X, (10.4)
El trabajo vitual de la fuera de contacto resulta:
Foa=F.(6X; - 6X,), (10.5)

y por tanto el vector de fuerzas generalizadas carece de términos asociados a las

coordenadas eldsticas, siendo su expresién:

Qrc=| 0 (10.6)

0

Asi, en el problema con modos de barra libre, los términos cruzados de masa en-
tre la coordenada de referencia y las coordenadas eldsticas son nulos y los términos
de fuerza generalizada de contacto asociados a las coordenadas elasticas no nulos;
en el problema con modos de voladizo los términos de masa cruzados son no nu-

los y las fuerzas generalizadas de contacto asociados a las coordenadas elasticas
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nulos. Estos valores tienen una clara interpretacién fisica. Cuando se usan mo-
dos de barra libre la ecuacién diferencial para la coordenada de referencia estd
desacoplada de las ecuaciones para las coordenadas eldsticas. Durante el periodo
de contacto la fuerza de contacto excita ambos movimientos, los elasticos y el de
referencia. Cuando termina el periodo de contacto el vector de fuerzas general-
izadas tiene todos los términos nulos. Por tanto, la solucién serd de velocidad
constante para la coordenada de referencia y movimiento arménico simple para
las elasticas. Sin embargo, en el problema con modos de barra en voladizo, al
ser nula la fuerza generalizada asociada a las coordenadas eldsticas, la fuerza de
contacto no puede excitar el movimiento asociado a las coordenadas elasticas. Es
a través de los términos cruzados de masa como se inducen los desplazamientos
eldsticos, por tanto, éstos no podrian ser nulos. Como las ecuaciones diferenciales
no estian desacopladas en este caso, tras el contacto, la solucién no es de veloci-
dad constante para la coordenada de referencia ni movimiento arménico para las
elasticas. Aunque las coordenadas de referencia que se usan en el método de los
sistemas de referencia flotantes describen grandes rotaciones y traslaciones del
sistema local de coordenadas, no se deben interpretar éstos en general como los
movimientos equivalentes de sélido rigido. El problema que nos ocupa es un buen
ejemplo para ilustrar la diferencia. Tras el contacto no existen fuerzas externas
aplicadas en la barra eldstica y sin embargo la velocidad de referencia cuando se
usa la conexién rigida no es constante, por tanto, esa velocidad no coincide con la
velocidad equivalente de sélido rigido, que si es constante por el primer principio
de la mecénica. En cambio, cuando se usan modos de barra libre la velocidad de
referencia es constante tras el impacto y coincide con la velocidad equivalente de
sélido rigido de la barra eldstica. Como se hizo en el capitulo 3, se ha definido
esta velocidad equivalente de sélido rigido de la barra eldstica como la cantidad
de movimiento de todas las secciones dividido por la masa total de la barra. Por

tanto, estas velocidades resultan
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Por tanto, para el problema con modos de barra fija, esta combinacién lineal de
las coordenadas del problema debe mantenerse constante. Si cualquiera de las
dos expresiones de la cantidad de movimiento del sistema dadas por (10.7) se
iguala a una constante arbitraria y se deriva la ecuacién resultante con respecto
al tiempo, se obtiene la ecuacién diferencial del movimiento para la coordenada
de referencia en ausencia de fuerzas externas. Esto prueba que la cantidad de
movimiento estd bien definida, al ser una integral primera de las ecuaciones del
movimiento. El motivo de la definicién de las velocidades equivalentes es el calculo
del coeficiente de restitucién del impacto. Si en el problema con modos de voladizo
se confundiera velocidad de referencia con velocidad equivalente de sélido rigido,
se podrian obtener coeficientes de restitucién absurdos, negativos o mayores que
la unidad.

Un problema idéntico al del experimento con la bola de acero se ha resuelto
usando ambas formulaciones, tan sélo se ha modificado la masa de la bola, que en

este caso es de 0.2 kg. Cuando se usan 30 modos de vibracién en ambos problemas,

las velocidades de la bola tras el impacto son v = —1.009 m/s con modos de barra
libre y vt = ~1.018 m/s con modos de voladizo. Las velocidades equivalentes de
+

sélido rigido definidas por las ecuaciones (10.7) para la barra eldstica son v =
0.1519 m/s con modos de barra libre y v = 0.1524 m/s con modos de voladizo.
Por tanto los coeficientes de restitucién respectivos son e/ = 0.580 y e¢ = 0.585. Se
ha confirmado numéricamente que la magnitud que se ha definido como velocidad
equivalente de sélido rigido de la barra para el problema con modos de voladizo
se mantiene constante tras el impacto. En la figura 10.2 se muestra la fuerza de
contacto obtenida en ambos problemas, aprecidndose un muy buen acuerdo. En

la figura 10.3 se muestran los desplazamientos de las coordenadas de referencia
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Figura 10.2: Fuerza de contacto en impacto axial con esfera libre

cuando se usan modos de voladizo. La coordenada de referencia de la barra se
mueve como lo hace la seccién de contacto, que se mostré en la figura 10.5 del
capitulo anterior, pues el sistema local de referencia esta rigidamente unido a
ésta. Presenta, por tanto, periodos de reposo, miestras la seccién no esta siendo
alcanzada por la onda generada, y periodos de movimiento, cuando si estd siendo

alcanzada.

Se analiza ahora la representacién del proceso de propagacién de ondas me-
diante ambos juegos de modos. En este anélisis se usan los resultados de las
simulaciones que usan 30 funciones de forma en cada caso. En la figura 10.4 se
muestra la evolucién con el tiempo del esfuerzo de compresién en la seccién media
de la barra, cuando se usan ambos juegos de modos. Se observa que, mientras
la solucién con modos de barra libre presenta el comportamiento explicado por la

propagacion del pulso de tensidn, ilustrada en la figura 12 del capitulo anterior, no
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Figura 10.3: Evolucién de las coordenadas de referencia

es asf cuando se usan modos de barra fija. En efecto, la compresién representada
con modos de voladizo no muestra los periodos de tensién nula que debieran apare-
cer. En la figura 10.5 se muestra la compresién en la seccién de contacto en funcién
del tiempo con modos de voladizo. En los instantes iniciales coincide con la fuerza
de contacto, como debe ser. Tras el impacto presenta periédicamente un pico y
un valle de tensién durante el periodo en el que el pulso se refleja en la seccién de
contacto, que en esos instantes es una seccién libre. Por tanto esas tensiones son
ficticias. Como los modos de voladizo no tienen por condicién de contorno tensién
nula en el extremo empotrado, no estd garantizado el cumplimiento de la condicién
de contorno en tensién en el problema en el que se estdn usando. Si se hubiera
representado la tensién de contacto en el problema con modos de barra libre, ésta
seria nula en todo instante, incluso en el periodo de contacto, lo cual tampoco es

correcto. La solucién para representar correctamente ambos periodos podria estar
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Figura 10.4: Compresién en la seccién media de la barra

en el cambio de juego de modos dependiendo de las condiciones de contorno, el

cual ya se ha intentado en capitulos anteriores, presentando dificultades.

En las figuras 10.6 y 10.7 se muestra la evolucién de las compresiones evaluadas
en las secciones media y de contacto de la barra, respectivamente, cuando cambia
el nimero de modos de voladizo usados. Se observa que si bien los picos y valles
que aparecen peridédicamente en la seccion de contacto disminuyen, no se aprecia
ninguna mejora en la evolucién de la tensién en la seccién media cuando aumenta

el niimero de modos.
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Figura 10.5: Compresién en la seccién de contacto

10.3 Impacto transversal. Conexiones rigida y ar-

ticulada

En este apartado se estudia el efecto de las condiciones de referencia en el estudio
del impacto transversal en una barra eldstica giratoria en un tope fijo. Para esto
se ha aprovechado la situacién estudiada en el capitulo anterior, pero en este caso
el péndulo no impacta axialmente en una barra libre sino en un tope fijo, para

poder asi aislar efectos.

En el capitulo anterior se planteé este problema situando el sistema local de
referencia rigidamente unido a la seccién del péndulo unida al par de rotacién.
Ahora se compara este planteamiento con el que se obtiene de situar el origen del
sistema local de referencia en la misma seccién pero no unido rigidamente a ella.

En este caso, las condiciones de referencia permiten el uso de las autofunciones
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Figura 10.6: Evolucién con el niimero de modos de la compresién en seccién media

de una barra libre en un extremo y articulada en el otro -las llamaremos modos
articulado-libre- como funciones de forma para describir la deformacién transversal
del péndulo. De nuevo, este tipo de condiciones de referencia cumplen las condi-
ciones de eje medio que se mencionaron previamente. Ambos sistemas locales de
referencia vienen ilustrados en la figura 10.9. Los modos de voladizo que se usaron
en el capitulo anterior son funciones admisibles para el problema que nos ocupa,

mientras que los modos articulado-libre son autofunciones de éste.

En este apartado se usa el superindice ¢ para indicar las funciones de forma,
coordenadas y constantes asociadas a los modos de voladizo -conexién rigida- y el

superindice a para las asociadas a los modos articulado-libre -conexién articulada.

Las ecuaciones del movimiento usando modos de voladizo son las dadas en
el capitulo anterior en la ecuacién (62). Lo unico que varia respecto al proble-

ma del impacto con la barra libre es la expresién de la indentacién, en la que
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Figura 10.7: Evolucién con el nimero de modos de la compresién en seccién de

contacto

Figura 10.8: Impacto transversal de un péndulo elastico
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Figura 10.9: Condiciones de referencia para barra elastica articulada

desaparecen los términos asociados a las coordenadas elasticas y de referencia
de la barra, légicamente. Recuérdese que los términos de masa cruzados entre
la coordenada de referencia 8¢ y las coordenadas eldsticas habia que evaluarlos
numéricamente y eran no nulos. Las ecuaciones cuando se usan modos articulado-
libre son completamente equivalentes, basta sustituir unas funciones por otras.

La expresién de los modos de vibracién de una barra articulada-libre es:

o = sen(%x) + %senh(%x) (10.8)

donde las constantes 7; son las soluciones de la ecuacién

senh(n;)cos(n;) = cosh(n;)sen(n;) (10.9)

Las propiedades de ortogonalidad de esta familia de modos son las mismas
que las de los modos transversales de voladizo. Ademas estos modos cumplen la

siguiente propiedad:

(10.10)

&SRR DE INGENIEROS

EVILLA. BEIRLIOTECA
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El momento cinético asociado a las coordenadas eldsticas usando cualquiera de

los dos juegos de modos resulta:

L
L) = pAY. /0 264(x)da. (10.11)

Anélogamente a lo que ocurrfa con la cantidad de movimiento asociada a las
coordenadas eldsticas de traslacién en el problema de la barra, en este caso el
momento cinético es nulo cuando se usan modos articulado-libre y en general no
nulo cuando se usan modos de voladizo. Por otro lado, los términos cruzados de
masa entre coordenadas eldsticas y de referencia, que son miltiplos de las integrales
en esta ultima ecuacién, son por tanto no nulos con modos de voladizo y nulos con
modos articulado-libre.

El momento cinético del péndulo flexible respecto al par de revolucién sers la
suma del momento cinético de cada una de sus secciones respecto a dicho par. En

nuestros casos queda:

L
L¢ = (I + Q5 mysqS)6° + pA z¢¢(z)d > (4%)s
o Ty g Z</0 e (10.12)

L% = (Iy + q;Tmffq‘})éa
donde el término q?mf 795 de ambas expresiones representa el incremento del
momento de inercia respecto de la articulacién que experimenta la barra, por de-
formacién. Cuando se usan modos articulado-libre la expresién carece de términos
dependientes de las velocidades modales, pues el momento angular asociado a estos
modos de vibracién son nulos, como se ha demostrado mediante la ecuacién (10.10).
No es asi en el caso de usar modos de voladizo. Tras el impacto, el momento de
las fuerzas externas en el par de rotacién es nulo, por tanto el momento cinético
respecto a dicho punto debe mantenerse constante. Analogamente a lo que ocurria
en el apartado anterior con la expresién de la cantidad de movimiento, si iguala-
mos las expresiones anteriores del momento cinético a una constante y se deriva la

ecuacion resultante respecto al tiempo se obtiene la ecuacién del movimiento de
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la coordenada de referencia para momento externo nulo. Sin embargo, no se ha
encontrado una analogia para la velocidad de sélido rigido equivalente, angular en
este caso. Aunque cuando se usan modos articulado-libre las velocidades modales
no aportan momento angular, el momento de inercia de la barra se modifica por
la deformacién. El incremento en el valor del momento de inercia de la barra por
deformacién lo aporta el término q?T mysq} y éste no es constante tras el im-
pacto. Por tanto, si la expresién completa del momento cinético debe mantenerse
constante, la velocidad % no puede ser constante.

Cuando los desplazamientos eldsticos se mantienen pequefios, la modificacién
que sufre el momento de inercia de la barra por deformacién es muy pequeiia. Asi

las velocidades angulares definidas como
L
wf == (10.13)
Io

se mantienen casi constantes tras el impacto. Esta definicién coincide con la deriva-
da de la coordenada de referencia solo en el caso de usar modos articulado-libre,
que cumplen las condiciones de eje medio. En las simulaciones que se han hecho
con una barra idéntica al impactor rigido del capitulo anterior, en ambos casos,
el valor de esta velocidad angular tras el impacto no se modificaba méas que en
la séptima cifra decimal y siguientes. Por tanto, a efectos practicos y en caso de
pequefios desplazamientos eldsticos, se pueden interpretar estos valores como las
velocidades angulares equivalentes de sélido rigido de la barra deformable, y usar
asi los valores obtenidos para evaluar el coeficiente de restitucién.

En el caso del péndulo que choca con un tope fijo con una velocidad angular
inicial w; = —10.6 rad/s las simulaciones con modos articulado-libre y con modos
de voladizo dan lugar a unas velocidades finales tras el impacto de 6.282 rad/s y
6.302 rad/s, respectivamente. Por tanto los respectivos coeficientes de restitucién
serian e* = 0.593 y €° = 0.595. La evolucién de las fuerzas de contacto en ambos
problemas estd comparada en la figura 10.10. La coincidencia es tan buena que
las graficas son casi indistinguibles.

La condicién de contorno usada en el extremo unido a la rétula de la barra
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Figura 10.10: Fuerza de contacto en el impacto transversal de un péndulo
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Figura 10.11: Momento flector en par de revolucién
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Figura 10.12: Momento flector en varias secciones

garantiza que el momento flector es nulo en caso de usar modos articulado-libre,
pero no cuando se usan modos de voladizo. En la figura 10.11 se muestra la
evolucién del momento flector en dicha seccién como consecuencia del impacto
evaluado con diferente nimero de modos. Evidentemente estos valores son ficticios.
En la figura 10.12 estd representado la evolucién frente al tiempo del momento
flector en la seccién unida a la rétula, en la seccién de contacto y en la equidistante
a éstas, de la solucién que usa 3 modos para la flexién del péndulo. Se observa

que los valores ficticios del flector en la rétula para bajo nimero de modos no son

nada despreciables frente a los que aparecen en otras secciones.



Capitulo 11

Resumen, Conclusiones y

Trabajos Futuros

11.1 Resumen

Esta tesis presenta diversos aspectos de la dindmica de impactos de sélidos. Se cen-
tran en impactos de baja o moderada velocidad, tras los que los sélidos permanecen
integros excepto, quizds, en una pequefia zona alrededor de donde se produce el
choque. Se ha considerado el caso de contacto entre superficies que tienen veloci-
dad relativa normal, pero no tangencial, evitindose asi el problema de friccién.
Los estudios se centran en el proceso de contacto y especialmente la propagacién
de ondas elésticas. Se han estudiado estos procesos de forma analitica, numérica y
experimental. Los modelos de sélidos méas generales que se han analizado son ba-
rras eldsticas, interconectadas con otros sélidos, que pueden experimentar grandes
rotaciones y traslaciones.

Tras la introduccién y revisién bibliografica de los trabajos clasicos y recientes
mas relevantes sobre este tema, se comienza por desarrollar en el capitulo 3 las

teorias clasicas de Newton y Poisson y con ellas los conceptos de coeficientes de

245
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restitucién cinemdtico y dindmico. Para plantear estas teorias es necesario hacer
hipétesis sobre el proceso de contacto -las fases de compresién y restitucién. En
el capitulo 3 también se recuerdan otros procedimientos clasicos simplificados que
aparecen en los libros de disefio mecénico, que se han llamado aproximaciones
cuasiestaticas. La aproximacién cuasiestdtica estructural es aplicable, fundamen-
talmente, cuando chocan sélidos rigidos en estructuras flexibles. La aproximacion
cuasiestdtica local, sin embargo, se usa para evaluar el proceso de contacto en
s6lidos de geometria masiva, que se supone que se deforman apreciablemente tan
s6lo en una pequefia zona adyacente a las superficies de contacto. Se ha usado la

teorfa de Hertz del contacto como ejemplo para obtener una ley fuerza-indentacién.

En el capitulo 4 se desarrolla analiticamente el proceso que se ha dejado atrés
en el capitulo anterior: la propagacién de ondas elésticas inducidas por el impacto.
Para ello se recurre al impacto axial de barras eldsticas, entre ellas o con sélidos
rigidos, pues las ondas que se inducen son no dispersivas, particularmente sencillas
de analizar. Se demuestra analiticamente la interrupcién y reaparicién del con-
tacto -impactos miltiples- que no parece estar previsto por las teorias clasicas, ni
se puede concebir sin analizar el proceso de propagacién de ondas. Al final del
capitulo 4, se presentan dos alternativas a lo que podria definirse como coeficientes
de restitucién en estos problemas analiticos. Los que resultan de definir el coefi-
ciente de restitucién cinemético con las velocidades de los centros de masas de los
solidos eldsticos o bien las velocidades de las superficies de contacto. En este caso
tltimo caso el coeficiente pierde su significado fisico, pues deja de caracterizar las

pérdidas energéticas durante el impacto.

El capitulo 5 analiza el mismo tipo de impactos que el capitulo 4 -en sélidos
elésticos, de geometria dispersa, con proceso local simplificado- pero con un tratamien-
to formal distinto. En este caso se desarrolla bajo la teoria de vibraciones en medios
continuos con superposicién modal. Este método matemético nos permite estu-
diar la propagacién de ondas eldsticas en otro tipo de impactos: los transversales

en barras, que dan lugar a ondas eldsticas dispersivas. La solucién aproximada



11.1 Resumen 247

en los casos de impactos axiales en barras tiene un buen acuerdo con las solu-
ciones exactas del capitulo 4. Sin embargo, el proceso no es eficiente en el caso de
impactos transversales, debido a la inexactitud de las aproximaciones cuando se
usa un ntmero razonablemente alto de modos. Al final del capitulo 5, se mues-
tra, usando como ejemplo una barra elastica giratoria, que las grandes rotaciones
afectan al proceso de propagacién de ondas eldsticas en las barras, dindoles una

componente adicional de dispersividad.

El capitulo 6 se dedica al primero de los métodos numéricos que se decriben
para el estudio de impactos en mecanismos flexibles: las ecuaciones generaliza-
das de conservacién del impulso y cantidad de movimiento. Para plantearlas, se
comienza por describir las ecuaciones del movimiento de estos sistemas mecanicos
mediante la formulacién en sistemas de referencia flotantes, que es la més popular
hoy en dia. Se comprueba que para completar el proceso del impacto es necesario
plantear y resolver estos sistemas de ecuaciones algebraicas no una sino multitud
de veces. Ademas, esta sucesién de balances no guarda relacién con el proceso de
fisico de los impactos miiltiples. Respecto al coeficiente de restitucién, se observa
que no puede ser interpretado de la misma forma que el que se define para el
impacto de sélidos rigidos, pues no puede incluir pérdidas de energia por vibracién
de los sélidos. Cuando se usan coeficientes de restitucién menores que la unidad,
se obtienen resultados no congruentes al modificar la discretizacién espacial y

temporal del problema.

En el capitulo 7 se clasifican los distintos tipos de relaciones fuerza-indentacién
que se pueden usar para analizar impactos con el método de los modelos continuos
de fuerza de contacto. Se comienza por usar una fuerza lineal con la indentacién,
que carece de interpretacién fisica. También se analizan modelos de fuerza de con-
tacto que pueden representar pérdidas de energia se han dividido en viscoeldsticos
y elastoplasticos. Se han comentado los primeros, observindose que no parecen
apropiados cuando se usan con sélidos flexibles. Se han introducido dos nuevos

modelos de fuerza elastopldstica de contacto, basada en consideraciones analiticas
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y experimentales, que se han llamado modelo pléstico lineal y modelo plastico

potencial.

En el capitulo 8 se aplican estos modelos a los impactos en barras eldsticas.
Se ha aplicado el modelo lineal usando elementos finitos para describir la elastici-
dad de las barras, obteniéndose resultados aceptables cuando los impactos estdn
dominados por la propagacién de ondas eldsticas. Los modelos elastoplésticos de-
sarrollados en el capitulo 7 se han aplicado al impacto transversal en una barra
en voladizo. En este caso se han usado modos continuos como funciones de forma
para describir la deformacién de las barras, usando dos modelos: el de Euler-
Bernouilli y el de Timoshenko. En este aspecto, se comprueba que los modos de
Timoshenko dan lugar a respuestas con mayor contenido en altas frecuencias. Las
simulaciones numéricas muestran que, para masas del impactor rigido del mismo
orden que la de la barra flexible, aparecen multiples periodos de contacto. Por
ultimo, se ha hecho un estudio sobre la evolucién en el reparto de energfa en el

proceso del impacto.

En el capftulo 9 se comparan los resultados numéricos con datos experimen-
tales de impactos axiales en barras flexibles libres. Los experimentos realizados
usan dos tipos de impactores: una bola de acero y un péndulo de aluminio. Ini-
cialmente, se plantea el problema del impacto de un sélido rigido en una barra
elastica con superposicién modal, sin considerar efectos locales. A continuacién
se resuelve el mismo problema, pero independizando ambos cuerpos e incluyen-
do un modelo continuo de fuerza de contacto, para considerar los efectos locales.
Los resultados analiticos y experimentales demuestran que no se puede dejar de
considerar los efectos locales cuando la masa del sélido impactor es relativamente
pequena. Mediante la simulacién de la deformaciones por flexién del péndulo de
aluminio, se explica la evolucién de la fuerza de contacto cuanto se usa este im-
pactor. Se demuestra numérica y experimentalmente que en este caso la fuerza de
contacto presenta varios maximos relativos. Sin embargo, no queda del todo claro

de los resultados experimentales que se llegue a interrumpir el contacto durante el
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impacto.

En el capitulo 10 se hace un estudio sobre la influencia de las condiciones de
referencia en la simulacién numérica de los problemas de impacto. Se distinguen
dos tipos de condiciones de referencia: la conexién rigida y las que cumplen condi-
ciones de eje medio. Se han estudiado dos situaciones para analizar este problema:
el impacto de un sélido rigido en una barra libre y el de un péndulo eldstico en
un tope fijo. Se muestra numéricamente que cuando se usan conexiones rigidas
el proceso de propagacién de ondas no estd bien representado, y que se obtienen

esfuerzos ficticios en los contornos libres de los cuerpos flexibles.

11.2 Conclusiones

1. El impacto entre sélidos flexibles, particularmente cuando alguno de ellos tiene
geometria dispersa, puede ocurrir en una sucesién de periodos de contacto. La
fuerza de contacto puede presentar varios mdximos relativos en cada uno de los
periodos de contacto. Es necesario analizar la propagacién de ondas eldsticas
inducidas por el impacto para comprender este fenémeno. Se ha comprobado que
periodos adicionales de contacto no tienen porqué incrementar la energia disipada
en el proceso.

2. Para el caso del impacto entre sélidos eldsticos, el coeficiente de restitucion
cinemadtico puede ser definido usando las velocidades de sus centros de masas
o bien las velocidades de los puntos de contacto. Si se usa la primera opcidn,
éste coincide con el coeficiente de restitucién dindmico y puede representar las
pérdidas de energia por irradiacién de ondas elasticas. Sin embargo, no tiene
sentido pretender incluirlo como dato en problemas donde se modele la elasticidad
de los sélidos, y por tanto dichas ondas. Si se usan las velocidades de los puntos
de contacto, el coeficiente de restitucién que se obtiene no representa pérdidas
energéticas en el impacto.

3. Se pueden obtener soluciones analiticas, sin considerar efectos locales, al
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impacto de cuerpos rigidos en sélidos eldsticos mediante superposicién modal. Para,
ello es necesario utilizar dos juegos de modos de vibracién: los correspondientes a
los dos sélidos unidos y los correspondientes al sélido elastico. Un ndmero reducido
de dichos modos pueden describir con bastante exactitud el proceso de propagacién
de ondas para el caso del impacto axial. En el caso del impacto transversal estas
soluciones son muy costosas de evaluar numéricamente y el grado de exactitud
obtenido no es del todo satisfactorio. Los impactos miltiples son en gran medida,

responsables de la complejidad de evaluar estas soluciones.

4. Cuando se usan las ecuaciones generalizadas de conservacién del impulso y
cantidad de movimiento para la simulacién de impactos, en general, es necesario
plantear y resolver balances varias veces durante la integracién numérica. Esta
sucesién de balances no guarda relacién con el fenémeno de los impactos multiples
y su nimero e intensidad son desconocidos a priori. Estos aspectos varfan mucho
para un mismo problema cuando se modifica la discretizacién temporal y espacial,
dando lugar a resultados incongruentes cuando el coeficiente de restitucién que
se usa es menor que la unidad. El coeficiente de restitucién es conceptualmente
distinto al definido para el impacto de sélidos rigidos. El coeficiente que se incluye
en estas ecuaciones deberia representar sélo pérdidas de energia en el proceso local,

no la invertida en ondas eldsticas.

5. Si no se tiene por objeto introducir pérdidas locales de energia, se puede usar
un modelo lineal fuerza-indentacién para simular impactos en sélidos eldsticos y
obtener una buena representacién del proceso de propagacién de ondas. Para esto,
y en caso de usar el método de los elementos finitos, la rigidez del contacto local

debe ser del mismo orden que la del elemento adyacente al punto de contacto.

6. Si las fuerzas de contacto viscoeldsticas modelan las pérdidas de energia
durante el impacto por radiacién de ondas elasticas, no tiene sentido usarlas cuando
se trabaja con modelos de sélidos flexibles. Si se hiciera, se estaria considerando

dos veces el mismo proceso.

7. Se han desarrollado dos modelos de fuerza de contacto elastopléstica, que
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se han llamado pléstica lineal y plastica potencial, basados en consideraciones
analiticas y experimentales. Al simular impactos con la fuerza de contacto plastica
potencial aparecen menores pérdidas de energia, menores periodos de contacto y

mayores picos de fuerza que cuando se usa el modelo plastico lineal.

8. Cuando se usa el modelo de vigas de Timoshenko para problemas de impacto,
aparecen vibraciones de mayor frecuencia en la respuesta que cuando se usa el
modelo de Euler-Bernouilli. Esto no significa grandes diferencias en los desplaza-
mientos eldsticos que resultan, pero si en los esfuerzos internos en el sélido flexible.

Estos esfuerzos son bastante mayores cuando se usa el modelo de Timoshenko.

9. En el caso del impacto de sélidos rigidos en estructuras flexibles, cuando
las masas de ambos sélidos es del mismo orden, la aproximacién cuasiestéitica
estructural puede dar una buena aproximacién en lo que a desplazamientos y
deformaciones elésticas se refiere. Sin embargo, debido a la aparicién de impactos
multiples, las fuerzas de contacto que se obtienen con la aproximacién cuasiestatica
pueden ser bastante menores que las reales. Se ha observado numéricamente que
existe un instante en el que toda la energfa de la estructura elastica estd en forma
de energia de deformacién y casi nada en forma de energfa cinética de vibracién.

Este instante coincide aproximadamente con el instante de maxima compresién.

10. En el impacto transversal de un sélido rigido en una barra eldstica, el
periodo aparente de contacto -que es el tiempo transcurrido desde el inicio del
primer periodo de contacto hasta el final del ultimo- es aproximadamente igual a
la mitad del periodo fundamental de vibracién de la barra eldstica cuando tiene
unido el sélido rigido en su extremo. Sin embargo, el tiempo real de contacto -
suma de los periodos de tiempo en que ambos cuerpos estin realmente en contacto-
puede ser bastante menor. El tiempo real de contacto es tanto mayor cuanto menor
es la rigidez local de las superficies de contacto. Los picos de fuerza de contacto

son tanto mayores cuanto mayores son dichas rigideces locales.

11. En el impacto axial de sélidos rigidos en barras elasticas libres, cuando

la masa del impactor es mucho menor que la de la barra, es necesario considerar



252 Resumen, Conclusiones y Trabajos Futuros

efectos locales para analizar el impacto. Si no se consideran, se sobreestiman las
fuerzas de contacto y la duracién del impacto, que en este caso siempre coincide
con el tiempo que tardan las ondas eldsticas en recorrer dos veces la longitud
de la barra. Ademd4s, el impactor no cambia el sentido del movimiento tras el
impacto. Modelos que consideran efectos locales presentan un excelente acuerdo
con resultados experimentales. Se observa que el impacto concluye en un periodo
mucho menor de tiempo y que no es necesario que vuelvan a la zona de contacto
las ondas elasticas generadas para terminar el proceso. Ademds, el impactor rigido

siempre cambia el sentido de su movimiento tras el impacto.

12. En el impacto axial en barras elésticas libres, si se sustituye el impactor
rigido y libre por un péndulo eldstico, se modifica en gran medida la evolucién de
la fuerza de contacto. Debido a la flexién del péndulo, disminuye el méximo de la
fuerza de contacto y aumenta la duracién del periodo de contacto. Cuando se usa,
el péndulo, la fuerza presenta varios maximos relativos y se puede interrumpir el

contacto durante el choque.

13. Se han analizado dos tipos condiciones de referencia, para simular el im-
pacto de sélidos eldsticos con posibilidad de movimientos de sélido rigido. Se han
usado conexiones rigidas y conexiones no rigidas que cumplen las condiciones de
eje medio. Cuando se usan estas iltimas, se obtienen modos de vibracién para
describir la deformacién que son autofunciones del problema a resolver cuando el
s6lido que impacta queda libre. En este caso, la derivada temporal de la coordena-
da de referencia coincide con la velocidad equivalente de sélido rigido del cuerpo
eldstico. Las ecuaciones del movimiento asociadas a las coordenadas eldsticas y
de referencia resultan totalmente desacopladas, excepto a efectos del cilculo de
la indentacién. Usando condiciones de eje medio, se describe adecuadamente la
propagacién de ondas inducidas por el impacto. En cambio, cuando se usan conex-
lones rigidas, se obtienen modos de vibracién para describir la deformacién del
cuerpo eldstico que son tan sélo funciones admisibles para este fin. Las conexiones

rigidas dan lugar a coordenadas de referencia, cuyas derivadas no indican la veloci-
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dad equivalente de sélido rigido. En este caso, las ecuaciones del movimiento estdn
totalmente acopladas. La propagacion de ondas eldsticas no estd bien descrita con
estas funciones de forma y aparecen esfuerzos ficticios en el contorno libre al que
se une el sistema local de referencia. Sin embargo, excepto en este tltimo aspecto,
se obtienen buenos acuerdos entre los resultados de usar unas u otras condiciones

de referencia.

11.3 Trabajos futuros

1. Encontrar los parametros que controlen la validez de las aproximaciones cuasi-
estdticas, locales o estructurales, en casos generales. En los ejemplos sencillos que
se han resuelto se observa que la relacién de masas entre los sélidos implicados y
su geometria -compacta o dispersa- son los pardmetros fundamentales. Cuando
no se consideran no linealidades en el comportamiento de los materiales y se con-
sideran pequenos desplazamientos eldsticos, la velocidad relativa del impacto no
influye en el tipo de respuesta. Esta velocidad relativa serd uno de los pardmetros
fundamentales cuando se consideren dichas no linealidades.

2. Estudiar la friccién en el contacto para analizar impactos oblicuos. La
friccién en un proceso disipativo que afecta al proceso de deformacién local y a la
propagacién de ondas. Puede darse con adherencia o deslizamiento, condiciones
que pueden cambiar durante el impacto. Los aspectos geométricos en la zona de
contacto se complican mucho cuando hay velocidad relativa transversal.

3. Estudiar el efecto de grandes desplazamientos eldsticos en el impacto. Cuan-
do se consideran, deja de tener un sentido claro los que son impactos normales u
oblicuos. En estos casos, la hipdtesis de que la configuracién de los sélidos no
cambia durante el impacto deja de tener sentido, al cambiar la orientacién relativa
de la superficies de contacto por deformacién.

4. Comprobar experimentalmente la existencia del fenémeno de los impactos

miltiples. Este fenémeno es caracteristico de los impactos en que intervienen
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sélidos eldsticos de geometria dispersa. Parece complicado evaluar con exactitud
los distintos periodos de contacto y separacién durante el impacto. Debido a los
impactos multiples, pequefias variaciones en las condiciones del impacto dan lugar
a grandes diferencias en las respuestas.

5. Obtener experimentalmente los esfuerzos internos inducidos por el impacto
en los sélidos flexibles. En esta tesis se han obtenido resultados muy dispares
en este sentido, dependiendo del mimero o tipo de modos que se incluyen en las
simulaciones.

6. Estudiar experimentalmente el proceso de deformacién local durante el
impacto. En esta tesis se ha trabajado con dos modelos distintos. Los impactos
axiales en barras libres se pueden usar para determinar la validez de estos modelos.
En esta tesis se ha comprobado que se puede simular con bastante exactitud este
tipo de impactos. De los datos que se obtienen de la deformacién de la barra
eldstica se puede obtener abundante informacién sobre cémo ha sido el proceso
local en el impacto.

7. Estudiar la transmisién y reflexién de ondas eldsticas entre las barras de
mecanismos flexibles, y la influencia en el proceso de las grandes rotaciones y
traslaciones. En esta tesis se ha encontrado que puede ser inapropiado el an4lisis

con sintesis modal de componentes de las ondas inducidas por el impacto.
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