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Introducción

La noción de inmersión isotrópica Riemanniana fue introducida por B.

O’Neill [O’N1] quien estudió propiedades generales de esta clase de inmersio-

nes. Estas inmersiones pueden ser consideradas como una generalización del

concepto de inmersión totalmente umbilical, y constituyen una familia distin-

guida en la teoría de subvariedades. La clase de inmersiones isotrópicas ha sido

estudiada detalladamente por diversos autores en el caso Riemanniano (véase,

por ejemplo, [Bo, BM, ChL, IO1, Ma, MU, Na1, Sak2]).

El concepto de inmersión isotrópica puede extenderse de forma natural

al caso generalizado pseudo-Riemanniano [Kim]. El presente trabajo pretende

fundamentalmente estudiar aquellas propiedades que verifica toda inmersión

isotrópica pseudo-Riemanniana, y la obtención de resultados que generalicen

los Riemannianos correspondientes y otros resultados que permitan obtener di-

ferencias significativas entre el caso definido e indefinido. Posibles aplicaciones

a la Teoría General de la Relatividad podrían deducirse de este estudio.

Intuitivamente hablando, una inmersión pseudo-Riemanniana isotrópica

está caracterizada por la propiedad extrínseca de mantener constante la

longitud de la segunda forma fundamental. Formalmente, una inmersión pseudo-

Riemanniana se dice isotrópica en un punto p si el valor de

g(h(u, u), h(u, u)) = λ(p) (1)

es independiente de la dirección tangente unitaria u tomada, donde h es la

segunda forma fundamental de la inmersión. Una inmersión se dice isotrópica

si es isotrópica en cada punto; y constantemente isotrópica si es isotrópica y la

función λ definida por (1) es constante. En este sentido, puede decirse que las
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direcciones normales determinadas por la segunda forma fundamental de una

inmersión isotrópica son equivalentes.

Es importante observar, como peculiaridad del caso indefinido, que es su-

ficiente comprobar la condición (1) sólo para vectores tangentes unitarios es-

paciales o temporales para deducir la isotropía de la inmersión (Observación

2.2). Por otra parte, se deduce por continuidad de la expresión (1) que

g(h(x, x), h(x, x)) = 0 (2)

para todo vector tangente luminoso x. Sin embargo, esta última propiedad

isotrópica luminosa no es suficiente para deducir la isotropía de la inmersión,

ya que por ejemplo, la inmersión isométrica φ : R2
1 → R4

2 definida por

√
2 φ(x, y) = (sen(x), cos(x), sen(x), cos(x))

+y(cos(x),− sen(x),− cos(x), sen(x)),

no es isotrópica en ningún punto y satisface esta propiedad isotrópica luminosa

(2) como se establece en la Observación 2.4.

Nuestro principal interés se centrará en el estudio de las inmersiones iso-

trópicas pseudo-Riemannianas de codimensión d > 1, ya que toda hipersuper-

ficie isotrópica es totalmente umbilical (Observación 2.5). Como precedente,

notemos que en el caso Riemanniano son conocidos diversos ejemplos de sub-

variedades isotrópicas no totalmente umbilicales. Construcciones explícitas de

este tipo de inmersiones (de un espacio simétrico de rango uno en un espa-

cio ambiente homogéneo) son dadas en [Ts]. En nuestro caso, las inmersiones

de Veronese indefinidas, las expansiones y cierto tipo de inmersiones entre

pseudo-esferas, nos proporcionan ejemplos propios de inmersiones isotrópicas

pseudo-Riemannianas. No obstante, dependiendo de los índices de las varieda-

des involucradas, este tipo de construcción no siempre será posible. Por ejem-

plo, toda subvariedad de Lorentz isotrópica del espacio de Lorentz-Minkowski

es totalmente umbilical (Observación 2.5).
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Hemos estructurado el presente trabajo en cuatro capítulos cuyos conteni-

dos fundamentales indicamos esquemáticamente a continuación:

En el primer Capítulo damos una recopilación acerca de los resultados y

conceptos básicos necesarios para el posterior desarrollo de este trabajo. Tra-

tamos, tanto la teoría de los espacios vectoriales métricos, como la geometría

diferencial de las variedades e inmersiones pseudo-Riemannianas.

A continuación, en el Capítulo 2, pasamos a definir formalmente el con-

cepto de inmersión isotrópica pseudo-Riemanniana dando, en primer lugar,

distintas definiciones equivalentes, propiedades elementales y ejemplos crucia-

les para la motivación y el desarrollo de nuestro estudio. En contraste con el

caso Riemanniano, algunas diferencias y peculiaridades respecto a la isotropía

de una inmersión son mostradas. Por otra parte, apoyándonos en la propiedad

isotrópica luminosa (2), demostramos la siguiente caracterización tensorial del

concepto de inmersión isotrópica:

Proposición 2.14 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica.

2. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g(h(X,X), h(X,X)) = g(X,X)2λ

para todo campo tangente X ∈ X(Mn
s ).

3. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g(h(X,X), h(X,Y )) = g(X,X)g(X, Y )λ

para cada X, Y ∈ X(Mn
s ).

4. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g (h(X, Y ), h(Z,W )) + g(h(Y, Z), h(X,W )) + g(h(X,Z), h(Y,W ))

= λ{g(X,Y )g(Z,W ) + g(Y, Z)g(X,W ) + g(X,Z)g(Y,W )}
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para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Además, se verifica la condición 2, 3 o 4 con λ constante si y sólo

si φ es constantemente isotrópica.

Especial interés por sus aplicaciones tienen las anteriores condiciones equi-

valentes de isotropía cuando los campos de vectores se reemplazan por vec-

tores tangentes ortonormales en un punto, ya que se obtienen las denomina-

das fórmulas de O’Neill generalizadas al caso pseudo-Riemanniano (Corolario

2.16).

El tercer parágrafo del Capítulo 2 está dedicado fundamentalmente a la

importante Condición de Isotropía por sus consecuencias:

Teorema 2.16 (Condición de Isotropía) Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+`

una inmersión isométrica. Dado un punto p ∈ Mn
s , las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica en p.

2. Para cada par de vectores tangentes ortonormales u, v ∈ TpMn
s

se verifica

g(h(u, u), h(u, v)) = 0. (3)

3. Para cada par de vectores tangentes luminosos x, y en p se

verifica

g(h(x, x), h(x, y)) = 0. (4)

Esta condición generalizada de la isotropía de una inmersión pseudo-

Riemanniana (3) nos permitirá realizar estrategias similares a las del caso Eu-

clídeo para obtener resultados que extiendan los Riemannianos que involucran

dicha condición. Cabe destacar que la prueba de esta condición difiere de la

versión definida positiva [O’N1] precisando una mayor elaboración, pues en el

caso indefinido el conjunto de vectores tangentes unitarios en un punto no es
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necesariamente conexo. Obtenemos también una curiosa condición necesaria y

suficiente (4) para determinar la isotropía de una inmersión indefinida a partir

de vectores tangentes luminosos.

Como primera consecuencia de la Condición de Isotropía (3) y de forma si-

milar al caso Riemanniano [ChL], obtenemos una caracterización de la noción

de inmersión constantemente isotrópica atendiendo a la derivada covariante de

la segunda forma fundamental (Corolario 2.18). En particular, toda inmersión

isotrópica con segunda forma fundamental paralela es constantemente isotró-

pica (Corolario 2.22).

En el caso definido, J. A. Little [L] y K. Sakamoto [Sak2] clasificaron aque-

llas subvariedades del espacio Euclídeo con la propiedad de que todas sus

geodésicas son circunferencias del ambiente. La Condición de Isotropía nos

permite relacionar esta propiedad geométrica extrínseca de las geodésicas con

la isotropía y el paralelismo de la segunda forma fundamental de la subvarie-

dad:

Teorema 2.23 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isométrica.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es una inmersión isotrópica con segunda forma fundamental

paralela y constante de isotropía λ 6= 0.

2. φ transforma cada geodésica unitaria γ de Mn
s en una circun-

ferencia propia φ ◦ γ del ambiente.

Notemos que, cuando el índice 0 < s < n, es suficiente comprobar la condición

2 de este Teorema únicamente para geodésicas espaciales o temporales para

obtener la misma conclusión (Observación 2.24).

La Condición de Isotropía (3) nos conduce también a interpretar geométri-

camente la noción de inmersión constantemente isotrópica mediante el com-

portamiento extrínseco de las circunferencias de la subvariedad inmersa:
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Teorema 2.26 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica.

Dado κ > 0, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es constantemente isotrópica.

2. φ transforma cada circunferencia propia γ de curvatura κ de

Mn
s en una curva β = φ ◦ γ de la variedad ambiente M̃n+d

s+`

con curvatura constante κ̃ = ||∇̃β′β
′||.

El resultado anterior, aparte de proporcionarnos una extensión de un resul-

tado debido a S. Maeda [Ma], nos permite caracterizar la noción de inmersión

0-isotrópica mediante circunferencias (Corolario 2.28). Obviamente los concep-

tos de subvariedad totalmente geodésica y subvariedad 0-isotrópica son equi-

valentes en el caso definido positivo. Deducimos entonces en el Corolario 2.29

una caracterización de las inmersiones Riemannianas totalmente geodésicas

mediante circunferencias. Como particularidad del caso indefinido 0 < s < n,

notemos que es suficiente comprobar la condición 2 en el Teorema 2.26 para

circunferencias espaciales o temporales para deducir la isotropía de la inmer-

sión.

En el cuarto parágrafo del Capítulo 2, motivados por el trabajo de B.

O’Neill [O’N1], estudiamos algunas de las propiedades que presenta toda in-

mersión isotrópica cuando exigimos restricciones sobre la “curvatura” de la sub-

variedad inmersa o del ambiente. En particular, cuando la diferencia ∆p(Π) =

K(x, y)−K̃(x, y) entre la curvatura seccional de la subvariedad inmersa K(x, y)

y la del ambiente K̃(x, y) no depende de la sección plana no degenerada Π ele-

gida en un punto p, demostramos en el Teorema 2.31 la invariancia del valor

de g(h(x, y), h(z, w)) por permutaciones de vectores ortogonales x, y, z, w ∈

TpM
n
s . Consecuentemente:

Proposición 2.32 Toda inmersión isotrópica pseudo-Riemanniana

con discriminante constante es pseudo-umbilical y satisface la igual-
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dad:

3ng(H,H) = (n+ 2)λ+ 2(n− 1)∆,

donde H es el campo curvatura media y λ es la función de isotropía

asociados.

Además, se cumplen las siguientes propiedades:

(1) g(H,H) = 0 si y sólo si ∆ = −{(n+ 2)/2(n− 1)}λ.

(2) g(H,H) = λ si y sólo si ∆ = λ.

Esto nos permite obtener algunas consecuencias aplicando resultados co-

nocidos que involucran condiciones sobre las curvaturas y el carácter pseudo-

umbilical de la subvariedad (Corolarios 2.33—2.36). También obtenemos:

Corolario 2.37 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica y

λ ∈ C∞(Mn
s ) una función diferenciable. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. Para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ) se verifica

g(h(X, Y ), h(Z,W )) = λg(X, Y )g(Z,W ). (5)

2. La inmersión φ es λ-isotrópica y en cada punto p de Mn
s , el

discriminante es constantemente igual a ∆p = λ(p).

Es interesante observar que, a diferencia del caso definido positivo, una

inmersión isotrópica indefinida verificando la ecuación (5) no es necesariamente

totalmente umbilical. Por ejemplo, dada una función diferenciable f : Rn
s → R,

la inmersión isométrica

φ : Rn
s → Rn+2

s+1 , φ(x) = (f(x), x, f(x)),
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satisface la condición (5) con λ = 0. Se comprueba que φ es totalmente umbi-

lical si y sólo si f es de la forma

f(x1, . . . , xn) = a

(
−

s∑
i=1

x2
i +

n∑
i=s+1

x2
i

)
+

n∑
i=1

bixi + c,

para a, b1, . . . , bn, c ∈ R (Ejemplo 2.7).

Por otra parte, en el cuarto parágrafo del Capítulo 2, estudiamos el tensor

de Ricci asociado a una inmersión isotrópica demostrando:

Teorema 2.40 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión λ-isotrópica.

Entonces, el tensor de Ricci de Mn
s viene dado por

Ric(x, y) = {(n− 1)c̃− λ(n+ 2)/2}g(x, y)

+3ng(h(x, y),H)/2, (6)

donde h es la segunda forma fundamental de la inmersión y H es

el campo curvatura media asociado.

Deducimos que si una inmersión es pseudo-umbilical o minimal satisfacien-

do la condición (6), entonces la inmersión es Einstein. Por tanto, si la dimensión

es n ≥ 3, la inmersión es constantemente isotrópica si y sólo si tiene función

curvatura media g(H,H) constante (Corolarios 2.41, 2.42 y 2.44). Además,

como aplicación del Teorema de Bonnet-Myers, de la técnica de Bochner y

usando el significado de ciertas fórmulas integrales introducidas por L. J. Alías

y A. Romero en [AR], obtenemos como consecuencia de la expresión del tensor

de Ricci (6) anterior algunos resultados de obstrucción sobre la topología de la

subvariedad isotrópica inmersa y la función de isotropía asociada (véanse los

Corolarios 2.46 —2.57).

En el quinto y último parágrafo del Capítulo 2, estudiamos la isotropía de

una inmersión desde el punto de vista de la geometría compleja. Cuando en una

inmersión isométrica las variedades involucradas son de Kaehler y la inmersión
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es holomorfa, la noción de inmersión isotrópica tiene una sencilla interpreta-

ción en términos de la diferencia entre las curvaturas seccionales holomorfas

(Teorema 2.60). Esto permite obtener nuevos ejemplos de inmersiones pseudo-

Riemannianas isotrópicas y estudiar algunas de las propiedades que presenta

toda inmersión isotrópica holomorfa (Teoremas 2.62 y 2.64). En particular,

toda curva holomorfa γ = γ(z) de una variedad de Kaehler puede verse como

una inmersión isotrópica. Además, como aplicación de una extensión [R1] del

conocido Teorema de Calabi de rigidez de inmersiones holomorfas, obtenemos:

Teorema 2.66 Sea φ : Mn
s → CPNS (c̃) una inmersión isotrópica

holomorfa y sustancial con dimensión compleja n ≥ 2. Entonces, φ

es localmente congruente a un k-ésimo embebimiento de Veronese

de CPns (c̃/k) en CPN(n,k)
S(n,s,k)(c̃) para algún entero positivo k.

Otros resultados son deducidos en relación a inmersiones isotrópicas holomor-

fas y circunferencias (Teoremas 2.70, 2.71 y 2.72).

El tercer Capítulo de esta memoria está dedicado al estudio de la rigidez de

la clase de inmersiones isotrópicas. En general, la obtención de resultados de

rigidez o unicidad para cierta clase de inmersiones isométricas resulta impres-

cindible cuando queremos obtener una clasificación exhaustiva de dicha clase.

Por ejemplo, T. Itoh y K. Ogiue [IO1] demostraron la rigidez de cierto tipo de

inmersiones isotrópicas entre espacios Riemannianos de curvatura constante.

Sus resultados fueron extendidos por K. Sakamoto [Sak2] demostrando que

toda subvariedad isotrópica y paralela de un espacio Riemanniano de curva-

tura constante es rígida, lo que permitió obtener resultados de clasificación

para esta clase. Se pretende estudiar la rigidez de las inmersiones isotrópicas

que nos permita, por una parte, obtener resultados de rigidez que extienden

a otros conocidos más débiles [IO1, Sak2] y, por otra parte, la determinación

consecuente de resultados de clasificación.
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Empezamos el Capítulo 3 dando una nueva caracterización de la isotropía

de una inmersión en términos de los tensores de curvatura de la subvariedad

inmersa y del ambiente:

Teorema 3.1 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica.

Sean R y R̃ los tensores curvatura de Riemann de Mn
s y M̃n+d

s+` ,

respectivamente. Entonces, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. φ es isotrópica.

2. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

3g (h(X, Y ), h(Z,W ))

= λ{g(X, Y )g(Z,W ) + g(Y, Z)g(X,W ) + g(X,Z)g(Y,W )}

+g(R̃(Y, Z)X,W )− g(R(Y, Z)X,W )

+g(R̃(X,Z)Y,W )− g(R(X,Z)Y,W ) (7)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Además, se verifica la condición 2 con λ constante si y sólo si φ es

constantemente isotrópica.

La condición necesaria y suficiente de isotropía (7), que denominamos Ecua-

ción Fundamental de Isotropía, resulta imprescindible para las pruebas de al-

gunos de los resultados de rigidez que tratamos en esta memoria. Así, dada la

invariancia del tensor de curvatura de Riemann por isometrías, la condición

(7) nos permite establecer una nueva interpretación extrínseca de la noción de

inmersión isotrópica y determinar resultados de unicidad relacionados con la

isotropía de una inmersión. Cabe destacar que técnica que presentamos para el

estudio de la rigidez de inmersiones isotrópicas es esencialmente nueva, lo que

nos permite obtener interesantes consecuencias. Muchas demostraciones rela-

cionadas con la isotropía de una inmersión Riemanniana podrán ser reducidas

y simplificadas a partir de nuestro estudio.
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Damos en el segundo parágrafo del Capítulo 3, como primera consecuencia

de la Ecuación Fundamental de Isotropía (7), una extensión de un resultado

Riemanniano [BM] debido a N. Boumuki y S. Maeda que relaciona la isotropía

y el paralelismo de la segunda forma fundamental de una inmersión isométrica:

Lema 3.2 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión constantemen-

te isotrópica. Entonces, si Mn
s es localmente simétrica y φ tiene

segunda forma fundamental sobreyectiva, φ tiene segunda forma

fundamental paralela.

Notemos que existen otras dos nociones de isotropía que están estrecha-

mente relacionadas con la noción de isotropía tratada en esta memoria: el

concepto de variedad isotrópica intrínseca de J. A. Wolf [Wo] y su versión

extrínseca natural en términos de inmersiones. Recordemos que una variedad

pseudo-Riemanniana Mn
s se dice isotrópica intrínseca si para todo r ∈ R el

subgrupo de isotropía Isop(M
n
s ) actúa transitivamente sobre el conjunto de

vectores tangentes (no nulos) de longitud r en cada punto p. Si una subva-

riedad es isotrópica intrínseca y las isometrías de transitividad provienen de

movimientos rígidos del ambiente, la subvariedad se dice isotrópica extrínse-

ca. Las hipercuádricas del espacio pseudo-Euclídeo satisfacen esta propiedad

isotrópica extrínseca [O’N2, Proposición 4.30]. Por otra parte, notemos que

la noción de isotropía de J. A. Wolf está relacionada con la noción física de

isotropía espacial para un espaciotiempo temporalmente orientable [SW].

Probamos en la Proposición 3.6 que toda variedad subvariedad isotrópica

extrínseca es isotrópica intrínseca como variedad e isotrópica en el sentido

de la definición (1). Esto hecho nos motiva el planteamiento de la siguiente

conjetura:

Conjetura: Toda inmersión isotrópica, con variedad inmersa iso-

trópica intrínseca, es isotrópica extrínseca.
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Bajo ciertas condiciones adicionales, damos respuesta afirmativa si el espa-

cio ambiente es pseudo-Euclídeo. Explícitamente, apoyándonos en la Ecuación

Fundamental de Isotropía y el Teorema de Congruencia de B. O’Neill (Teorema

1.10), obtenemos en el tercer parágrafo del Capítulo 3:

Teorema 3.10 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión constantemente

isotrópica con segunda forma fundamental h sobreyectiva. Enton-

ces, si Mn
s es isotrópica intrínseca, h es paralela y φ es isotrópica

extrínseca.

También damos una versión del Teorema 3.10 en términos de referencias

ortonormales (Teorema 3.12). Concretamente, si la variedad Mn
s del Teorema

3.10 tiene curvatura seccional constante c, entonces el grupo de movimientos

rígidos Iso(Rn+d
s+` ) actúa transitivamente sobre el conjunto de referencias orto-

normales de Mn
s . Como aplicación, al igual que ocurre con las hipercuádricas,

las inmersiones de Veronese indefinidas satisfacen esta interesante propiedad

de homogeneidad.

Seguidamente, en el cuarto parágrafo del Capítulo 3, demostramos una

serie de resultados que nos permiten determinar la rigidez de las subvarieda-

des pseudo-Riemannianas isotrópicas del espacio pseudo-Euclídeo con segunda

forma fundamental sobreyectiva:

Teorema 3.21 Dos inmersiones isotrópicas φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` con

segundas formas fundamentales sobreyectivas y la misma función λ

de isotropía son congruentes, es decir, existe un movimiento rígido

A de Rn+d
s+` tal que A ◦ φ = φ′.

Teorema 3.22 Sean φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` dos inmersiones constan-

temente isotrópicas con segundas formas fundamentales sobreyecti-

vas y la misma constante λ de isotropía. Entonces, toda isometría
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f : Mn
s → Mn

s proviene de un movimiento rígido A de Rn+d
s+` , es

decir, A ◦ φ = φ′ ◦ f.

Es imprescindible en las pruebas de los resultados de rigidez anteriores la

Ecuación Fundamental de Isotropía (7) y una versión indefinida del Teorema

Fundamental de Unicidad (Lema 3.17), del que presentamos una nueva demos-

tración reducida a partir del Teorema de Congruencia de O’Neill. Además, la

técnica desarrollada nos permite deducir otros resultados de rigidez obtenién-

dose, en particular, la rigidez de las inmersiones isotrópicas Riemannianas con

segunda forma fundamental paralela de una manera diferente a la establecida

por K. Sakamoto [Sak2] (Corolario 3.24, Teorema 3.25 y Corolario 3.26).

Los dos últimos parágrafos del Capítulo 3 están dedicados básicamente al

estudio de las inmersiones 0-isotrópicas. Observemos que, en general, las in-

mersiones 0-isotrópicas no tienen segunda forma fundamental sobreyectiva y

no es aplicable el Teorema 3.21. No obstante, deducimos la rigidez de cierto

tipo de inmersiones 0-isotrópicas usando para ello una técnica diferente a la de-

sarrollada en el cuarto parágrafo del Capítulo 3. Cuando las inmersiones tienen

segunda forma fundamental paralela probamos, bajo ciertas condiciones adi-

cionales naturales, que las únicas inmersiones 0-isotrópicas son las expansiones

(Teoremas 3.30 y 3.31).

A continuación, estudiamos las subvariedades de codimensión dos demos-

trando una serie de resultados, tales como el Lema 3.33, Teorema 3.34 y el

Lema 3.35, que nos permiten comprobar y deducir de forma gradual los si-

guientes resultados de clasificación:

Teorema 3.36 Sea φ una inmersión isotrópica y no totalmente

umbilical de una variedad Riemanniana completa Mn en el espacio

de Lorentz-Minkowski Ln+2 (n ≥ 2). Entonces, φ es congruente a

una expansión de Rn en Rn+1
0,1 (Ejemplo 2.7).
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Teorema 3.39 Sea φ una inmersión isotrópica y no totalmente

umbilical de una variedad pseudo-Riemanniana completa Mn
s en el

espacio pseudo-Euclídeo Rn+2
s+1 con n ≥ 3. Entonces, φ es congruente

a una expansión de Rn
s en Rn+1

s,1 .

Teorema 3.42 Sea φ : M2
1 → R4

ν una inmersión constantemente

isotrópica y no totalmente umbilical. Entonces, φ es 0-isotrópica.

Además, si M2
1 es completa, φ es congruente a una expansión de

R2
1 en R3

1,1.

Además, un resultado de rigidez es probado para el interesante caso de su-

perficies de Lorentz M2
1 isotrópicas y no constantemente isotrópicas del espacio

pseudo-Euclídeo R4
2:

Teorema 3.47 Sean φ, φ′ : M2
1 → R4

2 dos inmersiones isotrópi-

cas no totalmente umbilicales. Supongamos que M2
1 tiene curvatura

Gaussiana K 6= 0 en todo punto. Entonces, φ y φ′ son congruentes.

Como consecuencia de las propiedades isotrópicas luminosas (2) y (4), una

inmersión en las condiciones de este Teorema 3.47 es necesariamente minimal,

sin puntos umbilicales y con segunda forma fundamental sobreyectiva en cada

punto (Proposición 3.46). Notemos que una inmersión de este tipo no es 0-

isotrópica porque M2
1 no es llana.

Señalemos que la noción de subvariedad 0-isotrópica de codimensión dos

está estrechamente relacionada con la noción de superficie (marginalmente)

atrapada [MaS], ya que el campo curvatura media de tales subvariedades sa-

tisface 〈H,H〉 = 0. En esta dirección, cuando el campo curvatura media es no

nulo probamos:

Teorema 3.48 Sea φ : M2
1 → R4

2 una inmersión isotrópica no

totalmente umbilical con campo curvatura media H 6= 0 en todo

punto. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:
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(1) φ es marginalmente atrapada, es decir, en cada punto el campo

curvatura media H es luminoso.

(2) φ es 0-isotrópica.

Si además M2
1 es completa, entonces φ es (bajo un movimiento

rígido) una expansión de R2
1 en R3

1,1.

Por otra parte, motivados por el trabajo de M. Dajczer, L. Rodriguez [DR]

y S. M. B. Kashani [Ka], terminamos el Capítulo 3 demostrando dos resultados

de rigidez de inmersiones entre pseudo-esferas (Teoremas 3.49 y 3.50).

Finalmente, en el cuarto y último Capítulo estudiamos la isotropía de las

subvariedades del espacio pseudo-Euclídeo dando otras interpretaciones geo-

métricas de la noción de subvariedad isotrópica. Empezamos el Capítulo 4

relacionando la isotropía de una subvariedad inmersa en el espacio pseudo-

Euclídeo con la propiedad geométrica extrínseca de que la subvariedad tenga

geodésicas planas, es decir, si la imagen de cada geodésica de la subvariedad está

contenida (localmente) en un 2-plano del ambiente. En virtud de la Condición

de Isotropía (3) y de forma similar al caso Riemanniano [Ho] demostramos:

Lema 4.1 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isométrica con

geodésicas planas. Entonces, φ es constantemente isotrópica.

Cuando la constante de isotropía de una inmersión pseudo-Riemanniana

con geodésicas planas es no nula, λ 6= 0, entonces la inmersión tiene segunda

forma fundamental paralela [B1]. Recíprocamente, demostramos en Teorema

4.4 que toda inmersión isotrópica φ : Mn
s → Rn+d

s+` con segunda forma funda-

mental paralela y constante de isotropía λ 6= 0 tiene geodésicas planas. Obser-

vemos que, a diferencia del caso definido, una inmersión indefinida 0-isotrópica

con geodésicas planas no tiene por qué tener segunda forma fundamental pa-

ralela. En efecto, la inmersión isométrica

φ : Rn
s → Rn+2

s+1 , φ(x) = (f(x), x, f(x)),



xviii Introducción

es 0-isotrópica con geodésicas planas, y tiene segunda forma fundamental

paralela si y sólo si la función f es un polinomio cuadrático (Ejemplo 2.7).

Otra interpretación geométrica de la noción de subvariedad isotrópica vie-

ne dada por el número de contacto. El concepto de número de contacto fue

introducido recientemente por B.- Y. Chen y S.- J. Li [ChL] para subvarieda-

des del espacio Euclídeo. Generalizamos en el Capítulo 4 la noción de número

de contacto al caso indefinido, estudiando algunas de las propiedades que pre-

senta toda subvariedad con número de contacto determinado. En particular,

demostramos la estrecha relación existente entre las nociones de número de

contacto e isotropía de una subvariedad. Esta relación, que nos permite inter-

pretar geométricamente la isotropía de una subvariedad mediante el contacto

ordinario existente entre ciertas curvas (geodésicas y secciones normales), la

obtenemos utilizando la importante Condición de Isotropía (3):

Teorema 4.11 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana.

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

(1) El número de contacto c](M
n
s ) de Mn

s satisface c](M
n
s ) ≥ 2.

(2) Mn
s es isotrópica si y sólo si c](M

n
s ) ≥ 3.

(3) Mn
s es constantemente isotrópica si y sólo si c](M

n
s ) ≥ 4.

Para una subvariedad pseudo-Riemanniana del espacio pseudo-Euclídeo

con métrica inducida indefinida podemos definir las nociones de número de

contacto espacial y número de contacto temporal de forma similar a la defini-

ción de número de contacto pero sólo usando direcciones unitarias espaciales o

temporales, respectivamente. Después de mostrar algunas importantes propie-

dades técnicas por sus aplicaciones relacionadas con el contacto de una sub-

variedad, tales como los Teoremas 4.12 y 4.22, demostramos la sorprendente

relación entre las tres nociones de orden de contacto:
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Teorema 4.27 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad con métrica indu-

cida indefinida. Dado un natural k ≥ 2, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. Mn
s tiene contacto de orden k.

2. Mn
s tiene contacto espacial de orden k.

3. Mn
s tiene contacto temporal de orden k.

En particular, los números de contacto c](M
n
s ) = c+

] (Mn
s ) = c−] (Mn

s ).

A continuación, y siguiendo la misma linea de resultados de Chen-Li [ChL],

obtenemos dos destacables consecuencias que vislumbran el peculiar comporta-

miento que tienen las subvariedades del espacio de Lorentz-Minkowski respecto

al número de contacto:

Corolario 4.29 Sea Mn
1 una subvariedad de Lorentz del espacio de

Lorentz-Minkowski Ln+d. Entonces, se verifica una de las siguientes

situaciones excluyentes:

(1) c](M
n
1 ) = 2.

(2) c](M
n
1 ) = ∞ y Mn

1 es un trozo abierto de un n-plano de Lo-

rentz.

(3) c](M
n
1 ) = ∞ y Mn

1 es un trozo abierto de un espaciotiempo de

De Sitter Sn1 (r, c) contenido en un (n+1)− plano de Lorentz.

Corolario 4.30 Sea Mn ⊆ Ln+2 una subvariedad espacial comple-

ta. Entonces, se verifica una de las siguientes situaciones excluyen-

tes:

(1) c](M
n) = 2.

(2) c](M
n) = ∞ y Mn es un n-plano Rn de Ln+2.
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(3) c](M
n) = ∞ y Mn es una n-esfera Sn(r, c) ⊆ Rn+1 de centro

y radio determinados.

(4) c](M
n) = ∞ y Mn es un espacio hiperbólico Hn(r, c) ⊆ Ln+1

de centro y radio determinados.

(5) c](M
n) = ∞ y Mn es congruente a una expansión de Rn en

Rn+1
0,1 totalmente umbilical y no totalmente geodésica.

(6) c](M
n) = ∞ y Mn es congruente a una expansión de Rn en

Rn+1
0,1 no totalmente umbilical.

Finalmente, analizamos en los dos últimos parágrafos de esta memoria

las subvariedades con secciones normales geodésicas y las subvariedades he-

licoidales. Demostramos en el Teorema 4.33 que toda subvariedad pseudo-

Riemanniana del espacio pseudo-Euclídeo con secciones normales geodésicas

es constantemente isotrópica y tiene número de contacto infinito, verificándo-

se la implicación recíproca cuando la subvariedad es localmente simétrica o

analítica (Teorema 4.34 y Observación 4.35). Además, toda subvariedad con

geodésicas planas tiene secciones normales geodésicas como establecemos en

el Teorema 4.38. Por último, para las subvariedades Riemannianas del espacio

Euclídeo, demostramos como novedad el siguiente resultado de caracterización:

Teorema 4.41 Sea Mn ⊆ Rm una subvariedad Riemanniana. En-

tonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. c](M
n) = ∞.

2. Mn es helicoidal.

3. Mn tiene secciones normales geodésicas.

Para terminar sólo resta señalar que el estudio de la noción de inmersión

isotrópica pseudo-Riemanniana presenta interesantes novedades con respecto
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al caso Euclídeo. Este trabajo supone una primera presentación de éstas dife-

rencias, quedando abiertas líneas de investigación referentes a la isotropía de

una inmersión pseudo-Riemanniana.

Quisiera aprovechar esta Introducción para manifestar mi más sincero agra-

decimiento al Profesor Dr. D. José Luis Cabrerizo Jaraíz y al Profesor Dr. D.

Manuel Fernández Andrés por sus valiosos consejos, aportaciones y ayuda en

la elaboración de este trabajo, y al Profesor Dr. D. Alfonso Romero Sarabia

por sus sugerencias y comentarios.
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Capítulo 1

Preliminares y resultados básicos

Para fijar conceptos, notación y exponer los resultados básicos para el de-

sarrollo posterior de nuestro estudio, vamos a tomar como referencias básicas

B. O’Neill [O’N2] y J. A. Wolf [Wo]. Las demostraciones de los resultados ex-

puestos en este capítulo preliminar podrán consultarse en las referencias que

se citen en cada caso.

1.1. Preliminares lineales

Sea V un espacio vectorial real de dimensión n. Una métrica sobre V es

una aplicación g : V × V → R bilineal y simétrica. Al par (V, g) se le llama

espacio vectorial métrico. Dada una métrica g sobre V , dos vectores u y v de

V se dicen ortogonales, denotado por u ⊥ v, si g(u, v) = 0. Así, el vector v = 0

es ortogonal a todos los demás.

Las métricas sobre un espacio vectorial se clasifican de la siguiente forma:

g es no degenerada si el único vector ortogonal a todos los demás es el vector

cero, es decir, si se verifica g(v, w) = 0 para todo vector w de V entonces

necesariamente v = 0. La métrica g es definida positiva si g(v, v) > 0 para

todo vector v 6= 0 de V y definida negativa si −g es definida positiva. Se

dice que g es semidefinida positiva (respectivamente, semidefinida negativa) si

g(v, v) ≥ 0 (respectivamente, g(v, v) ≤ 0) para cada vector v de V , e indefinida,

si no es semidefinida.
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Un vector v de un espacio vectorial métrico (V, g) se dice espacial si se

verifica g(v, v) > 0 o v = 0, luminoso si g(v, v) = 0 y v 6= 0, y temporal si

g(v, v) < 0. El carácter causal de un vector v es el tipo de vector que es v

según la anterior clasificación.

Dada una base {e1, . . . , en} de (V, g), la matriz n× n de coeficientes reales

gij = g(ei, ej) se llama matriz de la métrica g asociada a la base {e1, . . . , en}.

Como g es simétrica, la matriz (gij) es simétrica. Observemos que esta matriz

determina unívocamente a la métrica g pues

g

(
n∑
i=1

viei,

n∑
j=1

wjej

)
=

n∑
i,j=1

gijviwj.

Además, g es no degenerada si y sólo si la matriz de la métrica asociada a una

base (y por tanto para toda base) es regular.

Es importante notar que para un subespacio vectorial W de un espacio vec-

torial métrico (V, g) no degenerado, la restricción de la métrica g|W×W puede

ser degenerada. Por ejemplo, para un subespacio generado por un vector lumi-

noso g|W×W es degenerada. Diremos entonces que un subespacio vectorial W

de un espacio vectorial métrico (V, g) es no degenerado si la métrica restricción

g|W×W no es degenerada.

El índice de un espacio vectorial métrico (V, g) se define como la mayor

dimensión ind(W ) del subespacio W de V de forma que la métrica restricción

g|W×W es definida negativa. Es claro que el índice s de un espacio vectorial

métrico n-dimensional satisface 0 ≤ s ≤ n, y s = 0 o s = n si y sólo si la

métrica es definida.

Un espacio vectorial métrico (V, g) es de Lorentz si la métrica g no es

degenerada, el espacio vectorial tiene dimensión n ≥ 2 e índice s = 1.

Sean (V, g) y (V ′, g′) dos espacios vectoriales métricos. Un isomorfismo

lineal f : V → V ′ se dice isometría si g′(f(x), f(y)) = g(x, y) para cada par de

vectores x e y de V . Dos espacios vectoriales métricos se dicen isométricos si
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existe una isometría entre ellos. Es bien conocido que dos espacios vectoriales

métricos (no degenerados) son isométricos si y sólo si tienen la misma dimen-

sión y mismos índices. En particular, dos espacios vectoriales de Lorentz son

isométricos si tienen la misma dimensión.

Ejemplo 1.1 Sobre Rn se considera la métrica definida por

bn
s (x, y) = −

s∑
i=1

xiyi +
n∑

i=s+1

xiyi,

donde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) y s ≤ n. Entonces Rn
s = (Rn,bns ) es

un espacio vectorial métrico no degenerado de índice s, denominado espacio

pseudo-Euclídeo. Si la dimensión n ≥ 2, el espacio pseudo-Euclídeo Rn
1 es un

espacio vectorial de Lorentz llamado espacio de Lorentz-Minkowski y denotado

por Ln. Todo espacio vectorial métrico (V, g) no degenerado es isométrico al

espacio pseudo-Euclídeo Rn
s donde n = dim V y s = ind V . En particular,

todo espacio vectorial n-dimensional de Lorentz es isométrico al espacio de

Lorentz-Minkowski Ln. †

Ejemplo 1.2 Sean n, s y ν enteros tales que 0 ≤ s ≤ n, 0 ≤ ν ≤ n y

0 ≤ s+ν ≤ n. Denotemos por Rn
s,ν al espacio vectorial Rn junto con la métrica

dada por la matriz (en la base usual de Rn)
−Is

In−s−ν

0ν

 ,

donde Im y 0m denotan, respectivamente, las matrices cuadradas identidad y

nula de orden m. Entonces Rn
s,ν es un espacio vectorial métrico de índice s,

que es degenerado si ν 6= 0. Cuando ν = 0, el espacio vectorial métrico Rn
s,0

coincide con el espacio pseudo-Euclídeo Rn
s . Puede probarse que todo espacio

vectorial métrico (V, g) es isométrico al espacio Rn
s,ν , siendo n − ν es el valor

del rango de la matriz (gij) (asociada a cualquier base de V ), n = dim V y

s = ind V . †
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Para un subespacio vectorial W de un espacio vectorial métrico (V, g), el

complemento ortogonal de W , denotado por W⊥, es el subespacio vectorial de

V definido por

W⊥ = {v ∈ V : g(v, w) = 0,∀w ∈ W}.

En relación al complemento ortogonal de un subespacio vectorial se tienen las

siguientes propiedades [O’N2]:

Lema 1.3 Si W es un subespacio vectorial de un espacio vectorial métrico

(V, g) no degenerado, entonces se verifican:

(1) dim W + dim W⊥ = dim V ;

(2) (W⊥)⊥ = W ;

(3) W⊥ es no degenerado, si y sólo si, V puede descomponerse como suma

directa V = W ⊕W⊥.

Observemos que, en virtud de estas propiedades, W es no degenerado si

W⊥ también lo es.

La norma ||v|| de un vector se define como |g(v, v)|1/2. Un vector v se

dice unitario si g(v, v) = ±1. Un conjunto de vectores unitarios mutuamente

ortogonales se dice ortonormal. El siguiente resultado es bien conocido:

Lema 1.4 Para un espacio vectorial métrico no degenerado (V, g) se tienen

las siguientes propiedades:

(1) Existe una base ortonormal {e1, . . . , en} de V , esto es, g(ei, ej) = εiδij,

donde εi = g(ei, ei) = ±1.

(2) Cada vector v de V admite una única expresión de la forma

v =
n∑
i=1

εig(v, ei)ei.
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(3) Para cada base ortonormal {e1, . . . , en} de V , el número de signos nega-

tivos en la signatura (ε1, . . . , εn) es igual al índice de V .

(4) Si W es un subespacio no degenerado, entonces

ind V = ind W + ind W⊥ .

Observación 1.5 Dado un espacio vectorial métrico (V, g), el conjunto Λ de

todos los vectores luminosos se llama cono de luz. Si (V, g) es indefinido, no

degenerado y de índice s, podemos obtener todos los vectores luminosos como

límite de una sucesión de vectores espaciales o temporales. Explícitamente,

para una base ortonormal B = {e1, . . . , es, es+1, . . . , en} de V , definimos la

siguiente isometría entre espacios vectoriales métricos

ΦB : V → Rn
s , v 7→ (v1, . . . , vn),

donde v =
∑n

i=1 viei. Consideramos sobre Rn
s la topología usual de Rn y

dotamos a V de la única topología que hace a ΦB homeomorfismo1. Así, una

sucesión {vk}k∈N de vectores de V converge a un vector v ∈ V si la sucesión

de coordenadas en la base B de {vk}k∈N converge a las coordenadas de v en la

misma base. Para la convergencia escribiremos vk −→ v y ĺımk v
k = v como

es usual. Como el cono de luz Λ de (V, g) se transforma mediante la isometría

ΦB en el conjunto

Λ ∼= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn − {0} : −x2
1 − · · · − x2

s + x2
s+1 + · · ·+ x2

n = 0},

y éste es frontera del conjunto de las coordenadas de los vectores espaciales,

cada vector luminoso admite una sucesión de vectores espaciales que converge

hacia él. De la misma forma, cada vector luminoso puede ser obtenido como

límite de una sucesión de vectores temporales. ♦

El siguiente resultado nos informa sobre la proporcionalidad de dos métricas

mediante la propiedad de conservación de los vectores luminosos [DN]:
1Observemos que esta topología sobre V así construida no depende de la base B elegida.
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Lema 1.6 Sea (V, g) un espacio vectorial métrico no degenerado e indefinido.

Si b es una métrica arbitraria sobre V , entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. b = c g con c ∈ R.

2. b(x, x) = 0 para todo vector luminoso x ∈ V .

Dicho de otra forma, el cono de luz determina la métrica salvo un factor

conforme. La idea básica de la prueba es, siguiendo la argumentación de S. W.

Hawking y G. F. R. Ellis [HE, p. 61], construir el polinomio

P (t) = g(u+ tv, u+ tv) = g(u, u) + 2tg(u, v) + t2g(v, v),

para ciertos vectores u, v de determinado carácter causal, y estudiar su com-

portamiento. Esta técnica es especialmente fructífera en el desarrollo de este

trabajo y la denominamos Argumentación del Polinomio de Hawking-Ellis.

1.2. Variedades pseudo-Riemannianas

Todos los objetos geométricos de nuestro interés se supondrán de clase

infinito. Salvo mención explícita de lo contrario, las variedades diferenciables

se tomarán sin borde, verificando el segundo axioma de numerabilidad, conexas

y de dimensión n ≥ 2. Para una variedad diferenciable M de dimensión n

denotaremos por C∞(M) al álgebra de las funciones diferenciables sobre M ,

por X(M) al álgebra de Lie de sus campos de vectores tangentes, por TpM al

espacio tangente a M en el punto p de M y por TM =
⋃
p∈M TpM al fibrado

tangente.

Un campo tensorial tipo (0, 2) simétrico g : X(M) × X(M) → C∞(M) se

dice tensor métrico sobre M si para cada punto p de M el espacio vectorial

métrico inducido (TpM, gp) es no degenerado y de índice constante s. El par
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(M, g) se dirá una variedad pseudo-Riemanniana y al valor de s se le llama

el índice de la variedad pseudo-Riemanniana (M, g). Si s = 0 entonces (M, g)

es una variedad Riemanniana, y si s = 1, se dice que (M, g) es de Lorentz.

Por simplicidad, denotaremos por Mn
s a una variedad pseudo-Riemanniana

n-dimensional con tensor métrico g de índice s.

Toda variedad diferenciable (en la terminología de [KN], es decir, sin la

suposición de que su topología verifique el segundo axioma de numerabili-

dad) que admita un tensor métrico es paracompacta. Más concretamente,

una variedad diferenciable es paracompacta si admite la existencia de una

conexión afín sobre la variedad [Sp, Vol. 2, Cor. 8.25]. Por otro lado, es bien

conocido que una variedad diferenciable paracompacta admite un tensor mé-

trico Riemanniano. Pero en general, el mismo procedimiento de construcción

no es válido para concluir la existencia de tensores métrico de índice s 6= 0.

De hecho, una variedad diferenciable paracompacta admite un tensor métrico

de índice s si y sólo si admite una distribución diferenciable s-dimensional [St,

Teorema 40.11].

Como caso particular [PR] tenemos que toda variedad no compacta admite

una distribución 1-dimensional y, en consecuencia, admite un tensor métrico

de Lorentz. Por otra parte, una variedad compacta M admite una distribución

diferenciable 1-dimensional si y sólo si la característica de Euler χ(M) = 0,

o lo que es lo mismo, admite un campo global X ∈ X(M) tal que Xp 6= 0

para cada punto p de M . En una variedad simplemente conexa (compacta o

no), toda distribución 1-dimensional proviene de un campo tangente global

sin ceros. Por tanto, una variedad simplemente conexa M admite un tensor

métrico de Lorentz si y sólo si admite un campo global que no se anula en

ningún punto.

Dadas dos variedades pseudo-Riemannianas (M, g) y (M ′, g′), un difeomor-

fismo φ : M → M ′ que cumpla φ∗g′ = fg para alguna función diferenciable
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f > 0 o f < 0, se dirá conforme. Si f es una función constante c no nula se

dice que φ es una homotecia de razón c. Si además c = 1 diremos que φ es una

isometría, y si c = −1, φ se dice anti-isometría.

Una aplicación diferenciable φ entre dos variedades pseudo-Riemannianas

(M, g) y (M̃, g̃) se dice inmersión isométrica si φ∗g̃ = g. Un embebimiento

isométrico es una inmersión isométrica tal que la aplicación φ : M → φ(M)

es un homeomorfismo, considerando sobre la imagen φ(M) ⊆ M̃ la topología

relativa. Toda inmersión isométrica define localmente un embebimiento isomé-

trico. Si la inclusión ı : M ↪→ M̃ es un embebimiento isométrico entonces M

se dice subvariedad pseudo-Riemanniana de M̃ .

Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana y ∇ la conexión de Levi-Civita

asociada a su tensor métrico g, esto es, la única conexión definida sobre el

fibrado vectorial tangente TMn
s compatible con el tensor métrico g y libre de

torsión. Escribiremos R para su tensor de curvatura de Riemann:

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Si γ es una curva en Mn
s y X(γ) denota conjunto de campos diferenciables

sobre γ, la conexión ∇ proporciona una aplicación V 7−→ DV
dt

, de X(γ) sobre

sí mismo, llamada la derivada covariante inducida. Un campo de vectores V

de X(γ) se dice paralelo si DV
dt

= 0, y una curva γ se dice geodésica si el campo

γ′ es paralelo. Dado un punto p ∈ Mn
s y un vector tangente v ∈ TpM

n
s , la

única geodésica que pasa por p con velocidad inicial v se escribe γv, es decir, la

curva γv es la única geodésica de Mn
s satisfaciendo γv(0) = p y γ′v(0) = v. Una

variedad pseudo-Riemanniana se dice completa si toda geodésica maximal está

definida en toda la recta real R.

Puesto que, para cada geodésica γ se tiene que g(γ′, γ′) = cte, podremos

hablar de geodésicas temporales, luminosas o espaciales.

La derivada covariante inducida permite además definir un transporte

paralelo a lo largo de una curva arbitraria γ del siguiente modo: para cada
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a, b ∈ Dom(γ), a < b,

P : Tγ(a)M
n
s −→ Tγ(b)M

n
s , v 7−→ V (b),

donde V es el único campo de vectores a lo largo de γ que es paralelo y cumple

V (a) = v. Se tiene que P es una isometría lineal.

Un subespacio vectorial bidimensional Π del espacio tangente TpM
n
s se

denomina sección plana en p. Si Π es una sección plana no degenerada en p y

{x, y} es una base de Π, la curvatura seccional de la sección Π viene dada por

K(p,Π) =
g(R(x, y)y, x)

g(x, x) g(y, y)− g(x, y)2
. (1.1)

No obstante, es posible definir una adaptación de este concepto para planos

degenerados en variedades de Lorentz [PR]. Una variedad pseudo-Riemanniana

se dice de curvatura seccional constante si la función K(p,Π) es constante para

cada sección plana no degenerada Π y cada punto p. Una variedad pseudo-

Riemanniana Mn
s con curvatura seccional constante c la designaremos por

Mn
s (c). Si en cada punto p ∈ Mn

s las curvaturas seccionales K(p,Π) tienen el

mismo valor K(p) entonces, el tensor curvatura de Riemann R de Mn
s puede

escribirse

R(X, Y )Z = K(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ). (1.2)

Cuando n ≥ 3 y K(p,Π) = K(p) para cada sección plana Π no degenerada,

el Teorema de Schur nos asegura que Mn
s tiene curvatura seccional constante

([Wo, p. 57]). Recordemos también que una variedad pseudo-Riemanniana en

la cual el tensor de curvatura R es nulo se dice llana.

Señalemos que para variedades pseudo-Riemannianas indefinidas de dimen-

sión n ≥ 3, R. Kulkarni [Ku] demostró que si la curvatura seccional está

acotada superior o inferiormente, entonces debe ser constante. Esto contrasta

notablemente con resultados Riemannianos que involucran la acotación de la

curvatura seccional. Por ejemplo, es bien conocido que la curvatura seccional

de una variedad Riemanniana compacta está siempre acotada.
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Una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice localmente simétrica si su

tensor curvatura de Riemann R es paralelo, es decir, si su diferencial covarian-

te ∇R = 0. En particular, toda variedad pseudo-Riemanniana de curvatura

seccional constante es localmente simétrica. Puede probarse que una variedad

pseudo-Riemanniana es localmente simétrica si y sólo si la curvatura seccional

es invariante bajo el transporte paralelo [Wo, Corolario 2.3.9].

Observemos que la diferencial de una isometría conserva la curvatura. Para

variedades localmente simétricas se verifica también el recíproco [O’N2], ya

que se demuestra que toda isometría lineal que conserva la curvatura es la

diferencial de una isometría local. Se deduce sin dificultad de este hecho la

siguiente interpretación geométrica de la simetría local: una variedad pseudo-

RiemannianaMn
s es localmente simétrica si y sólo si todo punto p ∈Mn

s admite

un entorno abierto U ⊆ Mn
s y una isometría local σp : U → U con diferencial

dσp(v) = −v. La aplicación σp se llama simetría local en p.

Si en cada punto p la simetría σp está definida en toda la variedad, Mn
s

se dice simétrica. Una variedad localmente simétrica no es necesariamente

completa, ya que toda subvariedad abierta de una variedad localmente si-

métrica también es localmente simétrica. No obstante, un espacio pseudo-

Riemanniano simétrico es completo. Es también conocido que toda variedad

pseudo-Riemanniana localmente simétrica, simplemente conexa y completa es

simétrica.

El tensor de curvatura de Ricci o tensor de Ricci, Ric, es el tensor tipo

(0, 2) dado por Ric(X, Y ) = trazag{Z 7→ R(Z,X)Y } donde hemos escrito

trazag para la traza. Respecto a un campo de referencias ortonormal, es decir,

una base de campos tangentes locales {e1, · · · , en} verificando g(ei, ej) = εiδij

donde εi = g(ei, ei), el tensor de Ricci se escribe

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

εig(R(ei, X)Y, ei), (1.3)

de donde se deduce que Ric es un tensor simétrico.
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Una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice Einstein si su tensor de

Ricci satisface Ric(X,Y ) = ρ · g(X, Y ) para ρ constante real. Toda variedad

pseudo-Riemanniana con curvatura seccional constante c es Einstein, pues de

las expresiones (1.2) y (1.3) se deduce fácilmente que Ric = c(n − 1)g. Las

superficies pseudo-Riemannianas satisfacen Ric = Kg. Por tanto, una super-

ficie pseudo-Riemanniana es Einstein si y sólo si tiene curvatura Gaussiana

constante. Una variedad pseudo-Riemanniana de dimensión n = 3 es Einstein

si y sólo si tiene curvatura seccional constante. Además, toda variedad pseudo-

Riemanniana de dimensión n ≥ 3 satisfaciendo Ric = ρ ·g, para alguna función

diferenciable ρ ∈ C∞(Mn
s ), es Einstein [Be1].

Ya que las homotecias conservan la conexión de Levi-Civita también con-

servan las nociones geométricas que derivan sólo de∇. Por ejemplo, la derivada

covariante inducida sobre una curva, el transporte paralelo, las geodésicas, la

curvatura de Riemann y la curvatura de Ricci son invariantes homotéticos. Sin

embargo, la curvatura seccional no es invariante por homotecias. De hecho,

para una homotecia φ de razón c es fácil probar que

K(dφ(Π)) =
1

c
K(Π),

siendo Π una sección plana no degenerada en un punto del dominio de φ.

1.2.1. Espacios modelos pseudo-Riemannianos

Un espacio modelo de la geometría pseudo-Riemanniana es una variedad

pseudo-Riemanniana de curvatura seccional constante, simplemente conexa y

completa. Una condición necesaria y suficiente para que dos espacios modelos

pseudo-Riemannianos sean isométricos es que tengan la misma dimensión, ín-

dice y curvatura c [O’N2, p. 227]. Por tanto, salvo isometrías, existe a lo sumo

un espacio modelo Mn
s (c) de dimensión n, índice s y curvatura c.

Damos a continuación ejemplos de espacios modelos pseudo-Riemannianos

Mn
s (c) para todos los posibles valores de n, s y c:



12 Preliminares y resultados básicos

1. Consideremos el espacio Rn con el sistema coordenado global habitual

(x1, . . . , xn), 0 ≤ s ≤ n y el tensor métrico

gns = −
s∑
i=1

dx2
i +

n∑
i=s+1

dx2
i .

Por convenio, si s = 0 definimos gns como el tensor métrico Riemannia-

no usual de Rn. Entonces (Rn,gns ) es una variedad pseudo-Riemanniana

n-dimensional de índice s conocida con el nombre de espacio pseudo-

Euclídeo. El espacio pseudo-Euclídeo n-dimensional de índice s, denota-

do por Rn
s , es una variedad pseudo-Riemanniana de curvatura seccional

constante c = 0, simplemente conexa y completa.

En el caso particular s = 1 y n ≥ 2, el espacio pseudo-Euclídeo Rn
1 ,

designado por Ln, es una variedad de Lorentz denominada espacio de

Lorentz-Minkowski.

2. Sea c un punto de Rn+1 y r > 0. La pseudo-esfera de radio r y centro c

de Rn+1
s es la hipercuádrica

Sns (r, c) = {x ∈ Rn+1
s : bn+1

s (x− c, x− c) = r2}.

Llamamos espacio pseudo-hiperbólico de radio r > 0 y centro c de Rn+1
s+1

a la hipercuádrica

Hn
s (r, c) = {x ∈ Rn+1

s+1 : bn+1
s+1 (x− c, x− c) = −r2}.

La pseudo-esfera y el espacio pseudo-hiperbólico de radio r y centro c = 0

son denotados, respectivamente, por Sns (r) y Hn
s (r). Si r = 1 y c = 0

entonces designamos por Sns y Hn
s a la pseudo-esfera y espacio pseudo-

hiperbólico correspondiente. Observemos que la pseudo-esfera Sn0 (c, r) es

la esfera ordinaria Sn(r, c) en el espacio Euclídeo Rn+1. La pseudo-esfera

Sn1 se denomina espaciotiempo de De Sitter .
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Es conocido que Sns (r, c) y Hn
s (r, c) son variedades pseudo-Riemannianas

completas de dimensión n e índice s que, respectivamente, tienen cur-

vatura seccional contante r−2 y −r−2. Si n ≥ 2, Sns (r, c) es simplemente

conexa para 0 ≤ s ≤ n − 2; la pseudo-esfera Snn−1(r, c) es conexa y con

grupo fundamental cíclico infinito; y Snn(r, c) tiene dos componentes sim-

plemente conexas.

Nótese que la aplicación

φ : Rn+1
s → Rn+1

n−s+1

(x1, . . . , xn+1) 7→ (xs+1, . . . , xn+1, x1, . . . , xs)

es una anti-isometría, que transforma la pseudo-esfera Sns en el espacio

pseudo-hiperbólico Hn
n−s. En consecuencia, Hn

s (r, c) es simplemente co-

nexa para valores del índice 2 ≤ s ≤ n; el espacio pseudo-hiperbólico

Hn
1 (r, c) es conexo y con grupo fundamental cíclico infinito; y Hn

0 (r, c)

tiene dos componentes simplemente conexas difeomorfas. El espacio hi-

perbólico Hn(r) se define por

Hn(r) = {x ∈ Ln+1 : 〈x, x〉 = −r2, t > 0},

donde t = x1 es la primera coordenada en Ln+1 y 〈·, ·〉 denota la métrica

usual bn1 del espacio vectorial métrico Ln. Entonces Hn(r) es una varie-

dad Riemanniana completa y simplemente conexa de curvatura seccional

constante c = −1/r2. †

El Teorema de Riemann nos asegura que toda variedad pseudo-Riemanniana

Mn
s (c) de curvatura seccional constante c es localmente conforme a un trozo

abierto de Sns si c > 0, Rn
s si c = 0, o Hn

s si c < 0.

Las únicas variedades pseudo-Riemannianas 1-dimensionales simplemente

conexas, completas y de curvatura constante son R1 y R1
1. Todo espacio modelo
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pseudo-Riemanniano Mn
s (c) de dimensión n ≥ 2 es isométrico a

Mn
s (c) =


Sns (r) si c = 1/r2 y 0 ≤ s ≤ n− 2,

Rn
s si c = 0,

Hn
s (r) si c = −1/r2 y 2 ≤ s ≤ n.

El espacio modelo Mn
n(1/r

2) es isométrico a una componente conexa c(Snn(r))

de Snn(r); Mn
0 (−1/r2) es isométrico al espacio hiperbólico Hn(r); Mn

n−1(1/r
2)

es isométrico al recubrimiento simplemente conexo S̃nn−1(r) de Snn−1(r); y el

espacio Mn
1 (−1/r2) es isométrico a H̃n

1 (r), el recubrimiento simplemente conexo

de Hn
n−1(r).

El espacio Hn
1 puede ser considerado como una hipersuperficie de revolución

en Rn+1
2 = R2

2×Rn−1. Desarrollando los círculos de revolución obtenemos una

aplicación recubridora

π : R× Rn−1 → Hn
1 , π(t, x) = (

√
1 + 〈x, x〉 cos t,

√
1 + 〈x, x〉 sin t, x).

Dotado con la métrica “pull-back”, Rn se convierte en un espacio recubridor

pseudo-Riemanniano simplemente conexo de Hn
1 , obteniéndose un modelo ex-

plícito para el recubridor universal H̃n
1 .

Si escribimos S̃ns = Sns para s 6= n− 1, n y H̃n
s = Hn

s para s 6= 0, 1, entonces

toda variedad pseudo-RiemannianaMn
s de dimensión n ≥ 2 e índice 0 ≤ s ≤ n,

que sea completa, conexa y de curvatura seccional constante c, es isométrica a

un cociente [Wo, Teorema 2.4.9]
S̃ns (r)/Γ si c > 0,

Rn
s/Γ si c = 0,

H̃n
s (r)/Γ si c < 0,

donde Γ es un grupo de isometrías que define una acción libre y propiamente

discontinua sobre el recubridor universal del espacio Mn
s (c) en cada caso.
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1.2.2. Variedades homogéneas e isotrópicas

En 1922 A. Friedmann encontró por primera vez las soluciones cosmológicas

adecuadas para las ecuaciones de Einstein que pueden utilizarse para aproximar

una distribución de galaxias uniforme a gran escala. Los modelos cosmológicos

que estudió Friedmann son conocidos como modelos de Friedmann-Robertson-

Walker, debido a las contribuciones y generalizaciones de estos otros. Básica-

mente un modelo cosmológico de Friedmann-Robertson-Walker se caracteriza

por el hecho de ser espacialmente homogéneo e isotrópico. En general, isotró-

pico significa que el universo parece igual en todas las direcciones. Del mismo

modo, espacialmente homogéneo significa que el universo parece igual en cada

punto del espacio y en cualquier instante. Este par de hipótesis está en buen

acuerdo con las observaciones de la distribución de materia a muy gran escala

y con la naturaleza del fondo de partículas, por lo que los modelos cosmoló-

gicos homogéneos e isotrópicos son excelentes aproximaciones a la estructura

del universo real [Pe].

SiMn
s es una variedad pseudo-Riemanniana, una isometría deMn

s en si mis-

mo se dice isometría de Mn
s . Como la composición de isometrías y la inversa

de una isometría son isometrías de la variedad, el conjunto Iso(Mn
s ) de isome-

trías de Mn
s es un grupo, llamado grupo de isometrías de Mn

s . El Teorema de

Myers-Steenrod [MS] nos asegura que:

Teorema 1.7 Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana. Entonces, se veri-

fican las siguientes propiedades:

(1) El grupo de las isometrías Iso(Mn
s ) es un grupo de Lie que actúa (dife-

renciablemente) sobre Mn
s .

(2) Para cada punto p de Mn
s , el subgrupo de isotropía

Isop(M
n
s ) = {φ ∈ Iso(Mn

s ) : φ(p) = p}



16 Preliminares y resultados básicos

es un subgrupo cerrado de Iso(Mn
s ). Además, si denotamos por

ρ : Isop(M
n
s ) → GL(n,R), φ 7→ ρ(φ) = dφp

la representación isotrópica, entonces ρ define un isomorfismo de Isop(M
n
s )

en un subgrupo cerrado de Os(n) ⊆ GL(n,R), donde Os(n) es el conjunto

formado por todas las isometrías vectoriales de Rn
s .

Puede comprobarse que dim(Iso(Mn
s )) ≤ n(n + 1)/2 dándose la igualdad

sólo si Mn
s tiene curvatura seccional constante [Be1, p. 40].

Una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice homogénea si el grupo de

isometrías Iso(Mn
s ) actúa transitivamente sobre Mn

s , es decir, para cada par

de puntos p y q de Mn
s existe una isometría φ de Mn

s tal que φ(p) = q. En

un espacio pseudo-Riemanniano homogéneo Mn
s toda propiedad geométrica

en un punto de Mn
s se verifica en todo punto. Toda variedad simétrica es ho-

mogénea, pero un espacio homogéneo no es necesariamente simétrico [O’N2,

Ejemplo 7.14]. Por otra parte, es conocido que toda variedad Riemanniana

homogénea o compacta es completa; pero ninguna de estas condiciones en soli-

tario son suficientes para el caso general de métricas indefinidas. Sin embargo,

el resultado de Marsden [Mar] nos determina que toda variedad compacta y

homogénea es completa.

Una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice isotrópica intrínseca en un

punto p ∈ Mn
s si, dado un número real r ∈ R arbitrario, el subgrupo de

isotropía Isop(M
n
s ) actúa transitivamente sobre el conjunto de vectores tan-

gentes Σ∗
p(r) = {v ∈ TpM

n
s : g(v, v) = r, v 6= 0}, es decir, si para cada

u, v ∈ TpM
n
s no nulos con g(u, u) = g(v, v) existe una isometría φ de Mn

s tal

que φ(p) = p y dφ(u) = v. Una variedad pseudo-Riemanniana se dice isotrópi-

ca intrínseca si es isotrópica intrínseca en todo punto. La noción de variedad

pseudo-Riemanniana localmente isotrópica intrínseca es clara. Intuitivamente

hablando, una variedad isotrópica intrínseca es geométricamente la misma en

cada una de sus direcciones tangentes.
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Las variedades pseudo-Riemannianas isotrópicas intrínsecas fueron estu-

diadas y clasificadas por J. A. Wolf en [Wo]. En este libro se demuestra que

toda variedad pseudo-Riemanniana localmente isotrópica intrínseca es local-

mente simétrica y localmente homogénea. Asimismo, una variedad isotrópica

intrínseca es simétrica y homogénea. En el caso Riemanniano toda variedad iso-

trópica intrínseca es un espacio Euclídeo o un espacio simétrico de rango uno.

Nótese que el espacio proyectivo complejo CPn nos proporciona un ejemplo

de variedad isotrópica intrínseca sin curvatura seccional constante. Sin embar-

go, una variedad Mn
s localmente isotrópica intrínseca tiene curvatura seccional

constante si tiene índice s impar, o n− s impar.

Una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice fuertemente isotrópica in-

trínseca si, para todo punto p de Mn
s , el subgrupo de isotropía Isop(M

n
s ) actúa

transitivamente sobre el conjunto de referencias ortonormales en p, es decir,

para cada par de bases ortonormales ordenadas {e1, . . . , en} y {e′1, . . . , e′n}

de TpM
n
s existe una isometría φ de Mn

s tal que φ(p) = p y dφ(ei) = e′i

para cada i = 1, . . . , n. Una variedad pseudo-Riemanniana es fuertemente

isotrópica intrínseca si y sólo si es isotrópica intrínseca con curvatura sec-

cional constante. Para una de tales variedades Mn
s el subgrupo de isotropía

Isop(M
n
s ) ∼= Os(n), que es el de mayor amplitud posible. Además, una varie-

dad pseudo-Riemanniana completa Mn
s es fuertemente isotrópica intrínseca si

y sólo si dim(Iso(Mn
s )) = n(n+1)/2 [O’N2, p. 260]. Nótese que en el caso Rie-

manniano toda variedad Mn fuertemente isotrópica intrínseca es homotética a

Rn, Sn, Hn o RPn. En el caso general indefinido la situación es sustancialmente

más complicada [Wo]:

Teorema 1.8 Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana de curvatura sec-

cional constante c 6= 0. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Mn
s es fuertemente isotrópica intrínseca.

2. Mn
s es isotrópica intrínseca.
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3. Mn
s es simétrica.

4. Mn
s es un recubridor pseudo-Riemanniano del espacio RPns = Sns/{±1}

si c > 0, o de RHn
s = Hn

s/{±1} si c < 0.

5. Mn
s es completa, y el grupo de automorfismos del recubridor universal

pseudo-Riemanniano π : S̃ns →Mn
s (resp. π : H̃n

s →Mn
s ) es un subgrupo

normal de Iso(S̃ns ) (resp. Iso(H̃n
s )).

Teorema 1.9 Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana llana. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. Mn
s es isométrica a Rn

s .

2. Mn
s es fuertemente isotrópica intrínseca.

3. Mn
s es isotrópica intrínseca.

Además, Mn
s es simétrica si y sólo si es isométrica a un cociente Rn

s/Γ de Rn
s

por un subgrupo discreto de traslaciones.

1.2.3. Curvas en una variedad pseudo-Riemanniana

Una curva γ = γ(t) en una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice para-

metrizada naturalmente o parametrizada por el arco si el campo de velocidades

T = γ′ ∈ X(γ) es unitario, es decir, si se cumple

g(γ′(t), γ′(t)) = ε = ±1

para cada t ∈ Dom(γ). Una curva γ = γ(t) parametrizada naturalmente se

llama curva de Frenet de orden propio d ≥ 1 si, para cada t ∈ Dom(γ), el

conjunto

{T (t),∇TT (t), . . . ,∇d−1
T T (t)}

es linealmente independiente en Tγ(t)Mn
s , mientras que el conjunto

{T (t),∇TT (t), . . . ,∇d
TT (t)}
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es linealmente dependiente en Tγ(t)Mn
s , donde hemos escrito ∇0

TT = T , ∇1
TT =

∇TT , ∇2
TT = ∇T (∇TT ), ∇3

TT = ∇T (∇2
TT ), etc, indicando a las derivadas

covariantes sucesivas a lo largo de γ respecto a la conexión de Levi-Civita ∇

de Mn
s . Una curva γ = γ(t) es una curva de Frenet de orden d si es una curva

de Frenet de orden propio d′ ≤ d. Observemos que las curvas de Frenet de

orden d = 1 son precisamente las geodésicas de velocidad unitaria.

Supongamos que para una curva de Frenet γ = γ(t) de orden propio d ≥ 2

el conjunto {T (t),∇TT (t), . . . ,∇d−1
T T (t)} está constituido únicamente por vec-

tores tangentes independientes y no luminosos de Tγ(t)Mn
s . Entonces, a partir

del procedimiento de ortonormalización de Gram-Schmidt, existe un campo

de referencias ortonormal {V1 = T, . . . , Vd} a lo largo de γ y unas funcio-

nes diferenciables positivas κ1(t), . . . , κd−1(t) satisfaciendo el siguiente sistema

ordinario de ecuaciones diferenciales [Sp, Vol. 4, p. 29]:
∇TV1 = κ1V2,

∇TVj = −εjεj−1κj−1Vj−1 + κjVj+1, j = 2, . . . , d− 1,

∇TVd = −εdεd−1κd−1Vd−1,

(1.4)

si el orden propio d ≥ 3, y el sistema de ecuaciones diferenciales (d = 2) ∇TV1 = κV2,

∇TV2 = −ε2ε1κV1,
(1.5)

donde εj = g(Vj, Vj) = ±1 para j = 1, . . . , d. Las funciones κ1(t), . . . , κd−1(t)

y el campo de referencias ortonormal {V1, . . . , Vd} se llaman curvaturas y

referencia de Frenet de γ, respectivamente. Si las curvaturas κ1(t), . . . , κd−1(t)

de una curva de Frenet γ son funciones constantes, entonces la curva γ se lla-

ma hélice propia de orden d. Una circunferencia propia es una hélice propia γ

de orden d = 2, y la constante κ definida por (1.5) se llama curvatura de la

circunferencia.

La unicidad local de las curvas de Frenet está asegurada. En efecto,

a partir de la unicidad determinada por el sistema de ecuaciones diferenciales
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(1.4) y (1.5), se deduce que para cada punto p ∈ Mn
s , cada referencia orto-

normal {v1, . . . , vd} de vectores tangentes en p y cada colección κ1, . . . , κd−1 ∈

C∞(Mn
s ) de funciones diferenciables positivas, existe una única curva de Frenet

γ definida en algún intervalo abierto (−δ, δ) tal que γ(0) = p, sus curvaturas de

Frenet son κ1, . . . , κd−1 y tiene referencia de Frenet {V1, . . . , Vd} satisfaciendo

las condiciones iniciales Vj(0) = vj para cada j = 1, . . . , d.

A título de ejemplo, describimos las circunferencias propias del plano pseudo-

Euclídeo:

1. En el plano Euclídeo R2, las circunferencias (propias) son de la forma

γ(t) = (c1 + r cos(t/r), c2 + r sen(t/r)),

que parametrizan las circunferencias de centro c = (c1, c2) y radio r

usuales de R2.

2. Las circunferencias propias γ en el plano de Lorentz-Minkowski L2 son

ramas conexas de hipérbolas, esencialmente del tipo:

t 7→ (c1 + r cosh(t/r), c2 + r senh(t/r)) ∈ H1(c, r) ⊆ R2
1,

t 7→ (c1 + r senh(t/r), c2 + r cosh(t/r)) ∈ S1
1(c, r) ⊆ R2

1,

donde c = (c1, c2) y r es el radio de γ.

1.3. Inmersiones isométricas

Sea φ : M → M̃ una inmersión isométrica entre dos variedades pseudo-

Riemannianas. Denotamos de la misma forma al tensor métrico g de M y M̃ .

Para todas las fórmulas y cálculos locales podemos asumir que la inmersión φ

es un embebimiento, por lo que podemos identificar un punto p de M con su

imagen φ(p). El espacio tangente TpM se identifica con el subespacio dφ(TpM)

de Tφ(p)M̃ .
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Como para cada punto p ∈ M el espacio tangente TpM es un subespacio

vectorial métrico no degenerado de TpM̃ , se verifica la siguiente descomposición

en suma ortogonal:

TpM̃ = TpM ⊕ T⊥p M.

El espacio T⊥p M se llama espacio normal a φ en p. La dimensión d y el índice

` de T⊥p M se llaman codimensión y coíndice de φ, respectivamente. Es claro

que si M tiene dimensión n e índice s, la variedad ambiente M̃ tiene dimensión

n+ d e índice s+ `.

Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Entonces, si ∇ y ∇̃ son

las respectivas conexiones de Levi-Civita de Mn
s y M̃n+d

s+` , la fórmula de Gauss

viene dada por

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ), (1.6)

donde h denota la segunda forma fundamental de la inmersión φ. Para un

campo normal ξ ∈ X⊥(Mn
s ) se tiene la siguiente descomposición ortogonal,

denominada fórmula de Weingarten:

∇̃Xξ = −AξX +DXξ, (1.7)

donde Aξ es un tensor tipo (1, 1) denominado endomorfismo de Weingarten

asociado a ξ, y D es la conexión normal asociada al fibrado vectorial nor-

mal T⊥Mn
s . El endomorfismo de Weingarten y la segunda forma fundamental

verifican

g(AξX, Y ) = g(h(X,Y ), ξ). (1.8)

Como la segunda forma fundamental h es simétrica, se sigue de la ecuación

(1.8) que el endomorfismo de Weingarten Aξ es autoadjunto.

La ecuación de Gauss relaciona los tensores de curvatura de Riemann R

de Mn
s y R̃ de M̃n+d

s+` de la siguiente forma:

g(R̃(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

+ g(h(X,Z), h(Y,W ))− g(h(X,W ), h(Y, Z)). (1.9)
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Puesto que (1.9) es una ecuación tensorial, la ecuación de Gauss sigue siendo

válida si sus campos de vectores se reemplazan por vectores tangentes en un

punto. Así se tiene la siguiente relación entre la curvatura seccional K de Mn
s

y K̃ de M̃n+d
s+` :

K(x, y) = K̃(x, y) +
g(h(x, x), h(y, y))− g(h(x, y), h(x, y))

g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2
, (1.10)

si los vectores {x, y} forman una base de una sección plana no degenerada de

Mn
s .

La derivada covariante ∇̄h de h se define por

(∇̄h)(X, Y, Z) = DZ(h(X, Y ))− h(∇ZX,Y )− h(X,∇ZY ) (1.11)

= (∇̄Zh)(X,Y ).

Pongamos ∇̄0h = h y ∇̄1h = ∇̄h. Inductivamente, definimos la k-ésima deri-

vada covariante ∇̄kh de h como el tensor tipo (0, k+2) con valores en X⊥(Mn
s )

dado por

(∇̄kh)(X1, . . . , Xk+2) = DXk+2
((∇̄k−1h)(X1, . . . , Xk+1))

−
k+1∑
i=1

(∇̄k−1h)(X1, . . . ,∇Xk+2
Xi, . . . , Xk+1).

(1.12)

Para simplificar la notación pondremos (∇̄kh)(X, . . . , X) = (∇̄kh)(Xk+2) y

(∇̄kh)(X, . . . , X, Y, . . . , Y, Z, . . . , Z) = (∇̄kh)(X i, Y j, Z`) si i+ j + ` = k+ 2 y

los argumentos X, Y y Z se repiten i, j y ` veces, respectivamente. Por conve-

nio escribiremos (∇̄kh)(X0, Y j, Z`) = (∇̄kh)(Y j, Z`) y análogamente para los

argumentos Y y Z.

La ecuación de Codazzi relaciona el tensor de curvatura R̃ de M̃n+d
s+` y la

derivada covariante de la segunda forma fundamental:

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇̄h)(Z, Y,X)− (∇̄h)(Z,X, Y ), (1.13)



1.3 Inmersiones isométricas 23

donde (R̃(X,Y )Z)⊥ denota la componente normal de R̃(X,Y )Z. Si la variedad

ambiente tiene curvatura seccional constante deducimos de la ecuación (1.2)

que R̃(X, Y )Z es tangente y, en consecuencia, la ecuación de Codazzi (1.13)

se reduce a

(∇̄h)(Z, Y,X) = (∇̄h)(Z,X, Y ). (1.14)

Deducimos de la definición (1.11) y de la ecuación (1.14) anterior que la deri-

vada covariante ∇̄h es un tensor simétrico siempre que M̃n+d
s+` tenga curvatura

seccional constante.

La ecuación de Ricci viene dada por

g(R̃(X, Y )ξ, η) = g(R⊥(X, Y )ξ, η)− g([Aξ, Aη]X,Y ), (1.15)

donde X,Y ∈ X(Mn
s ), η, ξ ∈ X⊥(Mn

s ), R⊥ es el tensor de curvatura del fibrado

normal definido por R⊥(X, Y ) = DXDY − DYDX − D[X,Y ], y el producto

corchete [Aξ, Aη] = Aξ ◦ Aη − Aη ◦ Aξ. También necesitaremos la denominada

identidad de Ricci dada para cada natural i ≥ 3:

(∇̄i−1h)(Zi−1, Y,X)− (∇̄i−1h)(Zi−1, X, Y )

= R⊥(X, Y )(∇̄i−3h)(Zi−1)−
i−2∑
t=0

(∇̄i−3h)
(
Zt, R(X, Y )Z,Zi−2−t) ,

(1.16)

donde X,Y, Z ∈ X(Mn
s ).

1.3.1. Teorema de Congruencia

Si M es una variedad pseudo-Riemanniana isométricamente inmersa en

una variedad pseudo-Riemanniana ambiente M̃ , la geometría usual de M se

llama geometría intrínseca, para resaltar la independencia del hecho de que esté

inmersa en M̃ . Hablando sin rigor, la geometría extrínseca de M es la que vería

un observador en M̃ . Formalmente, los rasgos de M que se conservan por todos

los pares isométricos y que no pertenecen a la geometría intrínseca constituyen
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la geometría extrínseca de M . Notemos que si M y N son variedades pseudo-

Riemannianas isométricamente inmersas respectivamente en M̃ y Ñ , un par

isométrico es una isometría A : M̃ → Ñ tal que la restricción A|M es una

isometría de M en N . Por ejemplo, la segunda forma fundamental de una

subvariedad pseudo-Riemanniana es un invariante extrínseco.

Se dice que dos subvariedades pseudo-Riemannianas M1 y M2 de M̃ son

congruentes si existe una isometría A : M̃ → M̃ tal que la restricción A|M1 es

una isometría de M1 sobre M2. Se dice entonces que M1 y M2 tienen la misma

geometría intrínseca y extrínseca.

Cuando el espacio ambiente M̃ = Rm
ν , puede comprobarse que dos sub-

variedades isométricas son congruentes si y sólo si tienen “ la misma segunda

forma fundamental ” [O’N2, Teorema 4.41], más precisamente:

Teorema 1.10 (de Congruencia) Sea f : M1 → M2 una isometría entre

dos subvariedades pseudo-Riemannianas del espacio pseudo-Euclídeo Rm
ν . Sean

h1 y h2 la segunda forma fundamental de M1 y M2, respectivamente. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe una isometría (movimiento rígido) A de Rn
ν tal que A|M1 = f .

2. En un punto p de M1, existe una isometría lineal Fp : T⊥p M1 → T⊥f(p)M2

tal que, para toda curva γ de M1 que pase por p, la isometría lineal

Fγ(t) = P⊥
f◦γ ◦ Fp ◦ (P⊥

γ )−1 : T⊥γ(t)M1 → T⊥f(γ(t))M2

(donde P⊥ denota el transporte paralelo normal) preserva las segundas

formas fundamentales, esto es,

Fγ(t)(h1(v, w)) = h2(df(v), df(w)) para todo v, w ∈ Tγ(t)M1.

Observemos que la conexión normal D se adapta a campos normales a

lo largo de una curva γ. En efecto, si V es un campo de vectores normal a
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lo largo de γ, entonces la derivada covariante normal inducida está definida

por la componente normal de su derivada covariante inducida. La derivada

covariante normal permite definir un transporte paralelo normal a lo largo de

una curva arbitraria γ del siguiente modo: para cada a, b ∈ Dom(γ), a < b,

P⊥ : T⊥γ(a)M −→ T⊥γ(b)M, ξ 7−→ V (b),

donde V es el único campo de vectores a lo largo de γ que es D-paralelo y

cumple V (a) = ξ. Se tiene que P⊥ es una isometría lineal.

1.3.2. Algunos tipos de inmersiones isométricas

Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Como la segunda forma

fundamental de la inmersión h : X(Mn
s ) × X(Mn

s ) → X⊥(Mn
s ) es una aplica-

ción C∞(Mn
s )-bilineal, su traza está unívocamente determinada y tiene sentido

considerar la función diferenciable sobre Mn
s dada por

H =
1

n
trazag(h) =

1

n

n∑
i=1

εi h(ei, ei), (1.17)

donde {e1, . . . , en} es un campo de referencias ortonormal de Mn
s y εi =

g(ei, ei). A H se le llama campo curvatura media de φ. Una inmersión iso-

métrica se dice minimal si el campo curvatura media es idénticamente nulo,

H = 0, o equivalentemente, si la traza trazag(Aξ) = 0 para todo campo normal

ξ ∈ X⊥(Mn
s ).

Un punto p ∈ Mn
s se dice umbilical si existe un vector normal ξp ∈ T⊥p Mn

s

tal que h(x, y) = g(x, y)ξp para cada x, y ∈ TpMn
s . Una inmersión isométrica se

dice totalmente umbilical si todo punto es umbilical. Para una inmersiones to-

talmente umbilical se verifica h(X, Y ) = g(X, Y )H para cada X, Y ∈ X(Mn
s ).

Teniendo en cuenta la relación (1.8), una inmersión es totalmente umbi-

lical si y sólo si para cada campo normal ξ ∈ X⊥(Mn
s ) el endomorfismo de

Weingarten Aξ asociado a ξ es proporcional a la identidad. Se comprueba fá-

cilmente que:
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Lema 1.11 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Dado un punto

p ∈Mn
s , las siguientes condiciones (cuando tengan sentido) son equivalentes:

1. φ es umbilical en p.

2. h(x, x) = 0 para todo vector luminoso x ∈ TpMn
s .

3. h(u, v) = 0 para cada par de vectores ortonormales u, v ∈ TpM
n
s del

mismo carácter causal.

4. h(u, v) = 0 para cada par de vectores ortonormales u, v ∈ TpM
n
s de

carácter causal opuesto.

Una inmersión isométrica se dice totalmente geodésica si tiene segunda for-

ma fundamental h = 0. Toda inmersión totalmente geodésica es totalmente

umbilical. Además, una inmersión totalmente umbilical es totalmente geodé-

sica si y sólo si es minimal. Puede probarse sin dificultad que una inmersión

isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` es totalmente geodésica si y sólo si φ transforma

cada geodésica de la variedad Mn
s en una geodésica del ambiente M̃n+d

s+` .

Una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` se dice pseudo-umbilical si

existe una función diferenciable ρ sobre Mn
s tal que g(h(X,Y ),H) = ρg(X, Y ),

o lo que es lo mismo, el endomorfismo de Weingarten AH es proporcional a

la identidad. Para una inmersión pseudo-umbilical necesariamente se verifica

ρ = g(H,H). Evidentemente toda inmersión totalmente umbilical es pseudo-

umbilical.

Un campo normal ξ se dice paralelo si DXξ = 0 para cada X ∈ X(Mn
s ).

Así, todo campo normal paralelo ξ satisface g(ξ, ξ) = cte. Diremos que una

inmersión isométrica tiene curvatura media constante si el campo curvatura

media H satisface g(H,H) = cte.

La segunda forma fundamental h de una inmersión isométrica se dice

paralela si ∇̄h = 0. Las subvariedades Riemannianas con segunda forma pa-

ralela del espacio Euclídeo fueron clasificadas por Ferus [F1]. Sus resultados
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fueron extendidos al caso pseudo-Riemanniano por Blomstrom [B2] y Naitoh

[Na3], quienes independientemente clasificaron algunos tipos importantes de

subvariedades pseudo-Riemannianas con segunda forma fundamental paralela

en ambientes de curvatura constante. Otros tipos especiales de subvariedades

fueron descritos por Magid [M] en ambientes pseudo-Euclídeos Rn
1 y Rn

2 .

Lema 1.12 Toda inmersión isométrica totalmente umbilical de una variedad

pseudo-Riemanniana Mn
s en un espacio de curvatura constante M̃n+d

s+` (c̃) tiene

segunda forma fundamental paralela, curvatura seccional constante y curvatura

media constante.

1.3.3. Inmersiones umbilicales de Rm
ν

Si W es un subespacio k-dimensional no degenerado del espacio pseudo-

Euclídeo Rm
ν , a cada conjunto trasladado p + W se le denomina k-plano (no

degenerado) en Rm
ν . A los k-planos de codimensión uno lo llamaremos hiperpla-

nos. Es fácil ver que los k-planos no degenerados son subvariedades totalmente

geodésicas del espacio pseudo-Euclídeo Rm
ν . El siguiente resultado demuestra

que éstas son las únicas (véase [O’N2, p. 105]):

Proposición 1.13 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión totalmente geodésica.

Entonces, φ(Mn
s ) es un trozo abierto de un n-plano no degenerado Π de Rn+d

s+` .

Como toda subvariedad totalmente geodésica conexa del espacio pseudo-

Euclídeo es un conjunto abierto de un k-plano, para clasificar las subvariedades

pseudo-Riemannianas conexas y totalmente umbilicales, basta con determinar

aquellas que no son totalmente geodésicas.

Teorema 1.14 [M] Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isométrica totalmen-

te umbilical y no totalmente geodésica. Entonces ocurre, salvo una isometría,

alguna de las siguientes situaciones excluyentes:
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1. 〈H,H〉 > 0 y φ(Mn
s ) es un trozo abierto de una pseudo-esfera Sns ⊆ Rn+1

s ,

de centro y radio determinados.

2. 〈H,H〉 < 0 y φ(Mn
s ) es un trozo abierto de un espacio pseudo-hiperbólico

Hn
s ⊆ Rn+1

s+1 , de centro y radio determinados.

3. 〈H,H〉 = 0, φ(Mn
s ) es un trozo abierto de una subvariedad pseudo-

Riemanniana Un
s = φ̂(Rn

s ) contenida en Rn+1
s,1 , determinada por una in-

mersión del tipo

φ̂(x1, . . . , xn) =

(
x1, . . . , xn, a

(
−

s∑
i=1

x2
i +

n∑
i=s+1

x2
i

)
+

n∑
i=1

bixi + c

)
,

para a, b1, . . . , bn, c ∈ R. El espacio Rn+1
s,1 se embebe canónicamente en

Rn+2
s+1 mediante (y1, . . . , yn+1) ↪→ (yn+1, y1, . . . , yn+1).

Observación 1.15 En el Teorema anterior, y como denotaremos normalmen-

te a lo largo de este trabajo, hemos escrito 〈·, ·〉 indicando al tensor métrico

usual del espacio pseudo-Euclídeo. Además, en el apartado 3, es requerida la

completitud de la subvariedad inmersa. ♦

1.3.4. Reducción de la codimensión

Dada una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` , se define el primer espacio

norma de φ en p ∈ Mn
s como el subespacio N1(p) ⊆ T⊥p M

n
s generado por la

segunda forma fundamental h de φ en p, es decir,

N1(p) = Span{h(x, y) : x, y ∈ TpMn
s } = Im(h).

Se demuestra sin dificultad que

Im(h) = {ξ ∈ T⊥p Mn
s : Aξ = 0}⊥.

Una inmersión isométrica φ : Mn
s → Mn+d

s+` (c) admite una reducción de la

codimensión a k, k < d, si existe una subvariedad totalmente geodésica Π en
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Mn+d
s+` (c) de dimensión n + k tal que φ(Mn

s ) ⊆ Π. Recordemos que la noción

de subvariedad totalmente geodésica es una noción afín (sólo depende de la

conexión de Levi-Civita del ambiente), por lo que la subvariedad totalmente

geodésica Π puede ser degenerada. Siguiendo la terminología de M. Dajczer

[D2], la inmersión φ es sustancial si la codimensión de φ no puede ser reducida.

El siguiente resultado es una generalización del conocido Teorema de

Allendoerfer-Erbacher [E] de reducción de la codimensión de una inmersión.

La demostración de esta extensión puede consultarse en [M] (véase también

[B1]).

Teorema 1.16 (Allendoerfer-Erbacher) Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmer-

sión isométrica, y supongamos que existe un subfibrado normal paralelo N

de rango k tal que Im(h) ⊆ N(p) para cada p ∈ Mn
s . Entonces, para cada

p ∈Mn
s , φ(Mn

s ) está contenida en el (n+ k)-plano (posiblemente degenerado)

dφ(TpM
n
s )⊕N(p) de Rn+d

s+` .

Recordemos que un subfibrado normal N de rango k es una elección de un

subespacio N(p) de T⊥p Mn
s de la misma dimensión k para cada p ∈ Mn

s , con

la siguiente propiedad: para cada q ∈ Mn
s , existe un entorno abierto U de q y

k campos diferenciables ξ1, . . . , ξk ∈ X⊥(U) tales que ξ1(p), . . . , ξk(p) genera a

N(p) para cada p ∈ U . Notemos que, si la dimensión del primer espacio normal

Im(h) es constante en cada punto, la familia Im(h) es un subfibrado normal.

Un campo normal ξ ∈ X⊥(Mn
s ) pertenece a un subfibrado normal N , de-

notado por ξ ∈ N , si ξp ∈ N(p) para cada p ∈ Mn
s . Un subfibrado normal N

se dice paralelo si para cada campo normal ξ ∈ N se verifica DXξ ∈ N para

cada X ∈ X(Mn
s ). Esto significa que el subfibrado normal N es invariante bajo

el transporte paralelo normal, es decir, para cada p, q ∈ Mn
s y cada curva γ

uniendo p y q en Mn
s se verifica: P⊥

γ (N(p)) = N(q).

Observemos que, si la inmersión φ tiene segunda forma fundamental parale-

la, podemos aplicar el anterior resultado con N = Im(h), ya que la dimensión
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del primer espacio normal es constante en cada punto y el subfibrado normal

Im(h) es paralelo. En efecto, de forma similar al caso Riemanniano [Sak2],

el siguiente Lema garantiza la reducción de codimensión para una inmersión

pseudo-Riemanniana con segunda forma fundamental paralela:

Lema 1.17 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica con segunda forma

fundamental paralela. Entonces, la dimensión, el índice y el rango del primer

espacio normal son constantes.

Demostración: Sean p y q dos puntos arbitrarios de Mn
s y γ una curva unien-

do p y q en Mn
s . Consideremos una base ortonormal {e1, . . . , en} de TpMn

s y

transportemos paralelamente este referencial a lo largo de la curva γ respecto

a la conexión de Levi-Civita de Mn
s . Obtenemos de esta forma un campo de

referencias ortonormal {E1, . . . , En} a lo largo de γ. Entonces h(Ei, Ej) es un

campo normal D-paralelo a lo largo de γ para cada i, j = 1, . . . , n, porque

Dγ′(h(Ei, Ej)) = (∇̄γ′h)(Ei, Ej) + h(∇γ′Ei, Ej) + h(Ei,∇γ′Ej) = 0.

Como {h(Ei(q), Ej(q)) : i, j = 1, . . . , n} genera al primer espacio normal en

q, entonces el transporte paralelo a lo largo γ de p a q respecto a la conexión

normal D nos proporciona un isomorfismo entre el primer espacio normal en

p y q. Esto demuestra el resultado. �



Capítulo 2

Inmersiones pseudo-Riemannianas
isotrópicas

La noción de subvariedad isotrópica de una variedad Riemanniana fue in-

troducida por B. O’Neill [O’N1] quién estudió propiedades generales de este

tipo de subvariedades.

Estas subvariedades, que pueden ser consideradas como una generalización

de la noción de subvariedad totalmente umbilical, han sido estudiadas detalla-

damente por diversos autores en el caso Riemanniano.

De forma natural el concepto de subvariedad isotrópica puede ser genera-

lizado al caso pseudo-Riemanniano. Se pretende estudiar aquellas propiedades

que presenta toda subvariedad pseudo-Riemanniana isotrópica.

2.1. Definición, primeras propiedades y ejemplos

Sea φ una inmersión isométrica de una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s

en otra variedad pseudo-Riemanniana M̃n+d
s+` . La inmersión φ se dice isotrópica

en un punto p de Mn
s si para cada vector tangente unitario u ∈ TpMn

s el valor

g (h(u, u), h(u, u)) = λ(p) ∈ R (2.1)

no depende de la dirección unitaria u tomada, donde h denota la segunda forma

fundamental de la inmersión. Una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` se

dice inmersión isotrópica si φ es isotrópica en todo punto p de Mn
s .
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Para una inmersión isotrópica, la función diferenciable λ : Mn
s → R definida

por (2.1) se llama función de isotropía. Una inmersión se dice λ-isotrópica si

es isotrópica con función de isotropía igual a λ, y constantemente isotrópica si

la inmersión es isotrópica con función de isotropía λ constante real.

Los anteriores conceptos se particularizan al caso de subvariedades pseudo-

Riemannianas. Así, una subvariedad pseudo-Riemanniana Mn
s ⊆ M̃n+d

s+` se dice

subvariedad isotrópica (resp. subvariedad constantemente isotrópica) si la in-

clusión canónica ı : Mn
s ↪→ M̃n+d

s+` es una inmersión isotrópica (resp. inmersión

constantemente isotrópica).

La Observación 1.5 nos permite dar una definición equivalente de inmersión

isotrópica en los siguientes términos:

Lema 2.1 (Definición alternativa de isotropía) Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+`

una inmersión isométrica. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica.

2. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g (h(X,X), h(X,X)) = g(X,X)2λ (2.2)

para todo campo tangente X ∈ X(Mn
s ).

Además, se verifica la condición 2 con λ constante si y sólo si φ es constante-

mente isotrópica.

Demostración: Supongamos que φ es isotrópica. Fijemos un punto p ∈ Mn
s

y un vector tangente v ∈ TpM
n
s con g(v, v) 6= 0. Entonces, desarrollando la

ecuación (2.1) para el vector normalizado u = v/||v||, obtenemos

g(h(v, v), h(v, v)) = λ(p)g(v, v)2. (2.3)

Si x ∈ TpMn
s es un vector tangente luminoso y {vk}k∈N es una sucesión vectores

tangentes temporales tal que ĺımk v
k = x, de la ecuación (2.3) se sigue

g(h(vk, vk), h(vk, vk)) = λ(p)g(vk, vk)2 (2.4)
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para cada k ∈ N. Tomando límite k →∞ en la expresión (2.4) deducimos por

continuidad que

g(h(x, x), h(x, x)) = 0. (2.5)

Entonces, se verifica la ecuación (2.3) para todo vector tangente v ∈ TpM
n
s

independientemente de su carácter causal. El resto es claro. �

Observación 2.2 La noción de inmersión isotrópica para una inmersión con

métrica inducida indefinida puede ser mejorada. En efecto, para deducir la

isotropía, es suficiente que la aplicación (definida sólo para vectores unitarios

espaciales o temporales)

f(u) = g(h(u, u), h(u, u))

sea constante como la siguiente argumentación demuestra. Supongamos que,

dado un punto p ∈Mn
s , la igualdad

g(h(u, u), h(u, u)) = λ(p)g(u, u)2

es cierta para de cada vector temporal u ∈ TpM
n
s . Sea v un vector tangente

arbitrario (de cualquier carácter causal) de TpMn
s y consideremos la curva ut,

ut = u + tv, donde u es un vector temporal fijo de TpMn
s . Por continuidad,

existe δ > 0 tal que g(ut, ut) < 0 para todo t ∈ (−δ, δ), y consecuentemente

g(h(ut, ut), h(ut, ut)) = λ(p)g(ut, ut)
2,

que es una igualdad entre dos polinomios de grado 4. Por tanto, sus coeficientes

del mismo grado coinciden y, en particular, obtenemos que

g(h(v, v), h(v, v)) = λ(p)g(v, v)2

para todo v ∈ TpM
n
s . Concluimos similarmente que una inmersión indefinida

es isotrópica si se verifica g(h(u, u), h(u, u)) = λ(p)g(u, u)2 para cada vector

tangente espacial u en cada punto p ∈Mn
s . ♦
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Tenemos de esta forma la siguiente caracterización de la isotropía de una

inmersión pseudo-Riemanniana indefinida:

Lema 2.3 (Isotropía para inmersiones indefinidas) Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+`

una inmersión isométrica tal que el índice 0 < s < n. Dado ε = 1 o −1, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica.

2. Para cada punto p de Mn
s el valor g(h(u, u), h(u, u)) = λ(p) es indepen-

diente de cada vector tangente u ∈ TpMn
s con g(u, u) = ε.

Además, se verifica la condición 2 con λ independiente de cada punto si y sólo

si φ es constantemente isotrópica.

Observación 2.4 No existe un resultado general análogo al Lema 2.3 para

vectores luminosos. Notemos que toda inmersión isotrópica indefinida necesa-

riamente cumple la propiedad isotrópica luminosa (2.5)

g(h(x, x), h(x, x)) = 0

para cada vector tangente luminoso x en cada punto. Sin embargo, la inmersión

isométrica φ : R2
1 → R4

2 definida por

√
2 φ(x, y) = (sen(x), cos(x), sen(x), cos(x))

+y(cos(x),− sen(x),− cos(x), sen(x)),

no es isotrópica en ningún punto y satisface esta propiedad isotrópica lu-

minosa. En efecto, {∂/∂x, ∂/∂y} es una base pseudo-ortonormal; es decir,

〈∂/∂x, ∂/∂x〉 = 0, 〈∂/∂y, ∂/∂y〉 = 0 y 〈∂/∂x, ∂/∂y〉 = −1. Esta aplicación
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tiene segunda forma fundamental h,

h

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
= −φ(x, y),

h

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)
= 0,

h

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= (− sen(x),− cos(x), sen(x), cos(x))/

√
2.

Observemos que h(∂/∂x, ∂/∂x) y h(∂/∂x, ∂/∂y) son dos vectores normales

luminosos verificando〈
h

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
, h

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)〉
= −1.

Entonces, la inmersión φ no es isotrópica (como consecuencia del Teorema 2.16

que veremos más adelante) y satisface la propiedad 〈h(z, z), h(z, z)〉 = 0 para

todo vector tangente luminoso z en cada punto. ♦

Observación 2.5 Destaquemos los siguientes hechos elementales:

1. Toda inmersión totalmente umbilical es isotrópica. En efecto, como la

segunda forma fundamental h de una inmersión totalmente umbilical

φ : Mn
s → M̃n+d

s+` satisface h(X, Y ) = g(X, Y )H, entonces

g(h(X,X), h(X,X)) = g(X,X)2g(H,H)

para cada campo tangente X ∈ X(Mn
s ), y φ es g(H,H)-isotrópica como

consecuencia del Lema 2.1.

2. Toda inmersión isotrópica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` con índice 0 < s < n y

coíndice ` = 0 o ` = d es totalmente umbilical, porque en este caso cada

espacio normal T⊥p Mn
s es un espacio métrico definido y de la condición

necesaria y suficiente de isotropía (2.2) se sigue que h(x, x) = 0 para cada

vector tangente luminoso x en cada punto p de Mn
s (ver Lema 1.11).

En particular, toda inmersión isotrópica de una variedad de Lorentz Mn
1

en el espacio de Lorentz-Minkowski Ln+d es totalmente umbilical.
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3. Toda inmersión isotrópica φ : Mn
s → M̃n+1

s+` de codimensión d = 1 es

totalmente umbilical. Observemos en primer lugar que los únicos valores

posibles para el coíndice de la inmersión son ` = 0 o ` = 1. Por tanto,

si el índice s de Mn
s satisface 0 < s < n, la inmersión es totalmente

umbilical, como en la justificación precedente. El caso definido s = 0, n

se prueba también sin dificultad [ChL].

4. La composición de inmersiones isotrópicas es isotrópica. Puesto que la

noción de isotropía es un concepto local, podemos trabajar con subva-

riedades y obtener la misma conclusión. Sea M una subvariedad pseudo-

Riemanniana isotrópica de M̃ que a su vez es subvariedad isotrópica de

otra variedad pseudo-Riemanniana M̂ . Sean ∇,∇̃ y ∇̂ las conexiones de

Levi-Civita respectivas de M , M̃ y M̂ . Si h′ denotan las segunda forma

fundamental de M en M̃ y h′′ la de M̃ en M̂ , entonces aplicando dos

veces la fórmula de Gauss (1.6):

∇̂XY = ∇̃XY + h′′(X, Y ) = ∇XY + h′(X, Y ) + h′′(X,Y ),

para cada X, Y campos tangente sobre M . Entonces, la segunda forma

fundamental h de M en M̂ está dada por

h(X, Y ) = h′(X, Y ) + h′′(X, Y ),

siendo h′(X, Y ) y h′′(X, Y ) vectores ortogonales. Por tanto, para cada

campo X ∈ X(M),

g(h(X,X), h(X,X)) = g(h′(X,X), h′(X,X)) + g(h′′(X,X), h′′(X,X))

= g(X,X)2(λ′ + λ′′),

donde λ′ y λ′′ son las funciones de isotropía de M ⊆ M̃ y M̃ ⊆ M̂ ,

respectivamente.
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5. La noción de inmersión isotrópica es un concepto geométrico extrínse-

co que es preservado por pares isométricos, pues los pares isométricos

conservan la segunda forma fundamental y por tanto sus longitudes.

6. El concepto de inmersión isotrópica es invariante por homotecias y, en

general, no es invariante por transformaciones conformes. En efecto, sean

φ1 : M → (M̃, g1) y φ2 : M → (M̃, g2) dos inmersiones isométricas tales

que φ1(p) = φ2(p) para todo p ∈M . Supongamos que existe una función

diferenciable f : M̃ → R tal que g1 = fg2, f > 0 o f < 0. Entonces, si

h1 y h2 denotan las respectivas segundas formas fundamentales de φ1 y

φ2, se comprueba fácilmente que

h1(X,Y ) = h2(X,Y )− 1

2f
g2(X, Y )(grad2 f)⊥,

donde ξ = (grad2 f)⊥ denota la parte normal del gradiente de f asocia-

do al tensor métrico g2. Entonces, cuando f es constante, las segundas

formas fundamentales h1 = h2. En otro caso, tomando producto en la

expresión anterior, resulta

g1(h1(X,X), h1(X,X)) = fg2(h2(X,X), h2(X,X))

+
1

4f
g2(ξ, ξ)g2(X,X)2

−1

2
g2(h2(X,X), ξ)g2(X,X),

para cada campo X ∈ X(M). Por lo que, si la inmersión φ1 es isotrópi-

ca, φ2 es isotrópica si y sólo si la dirección ξ = (grad2 f)⊥ es umbilical

para φ2, es decir, el endomorfismo de Weingarten Aξ respecto al tensor

métrico g2 es proporcional a la identidad (para deducir esta última afir-

mación, téngase en cuenta la condición 2 del Teorema 2.16 que veremos

más adelante). Observemos, por curiosidad, que la propiedad isotrópica

luminosa (2.5) si es en cambio invariante por transformaciones conformes

cualesquiera. ♦
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Damos a continuación ejemplos explícitos de inmersiones isotrópicas pseudo-

Riemannianas:

Ejemplo 2.6 Como toda inmersión totalmente umbilical es isotrópica, los

k-planos no degenerados, las pseudo-esferas Sns (r, c) y los espacios pseudo-

hiperbólicos Hn
s (r, c) son subvariedades constantemente isotrópicas del espacio

pseudo-Euclídeo. †

Ejemplo 2.7 Expansiones de Rn
s en Rn+1

s,1 [B1]. Dada f : Rn
s → R función

diferenciable, la inmersión isométrica

φ : Rn
s → Rn+2

s+1 , φ(x) = (f(x), x, f(x)).

es 0-isotrópica. En efecto, si (x1, . . . , xn) son las coordenadas canónicas de Rn,

la segunda forma fundamental h viene dada por

h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

(
∂2f

∂xi∂xj
, 0, . . . , 0,

∂2f

∂xi∂xj

)
, i, j = 1, ..., n,

siendo {∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn} un campo (global) de referencias ortonormal a φ.

Consecuentemente, todo campo tangente X ∈ X(Rn
s ) satisface

〈h(X,X), h(X,X)〉 = 0.

Observemos que la imagen φ(Rn
s ) está contenida en el subespacio vectorial

Π = {(x1, . . . , xn+2) : x1 = xn+2} de Rn+2
s+1 , que es isométrico al espacio vectorial

métrico degenerado Rn+1
s,1 . Identifiquemos en lo que sigue los espacios Π y Rn+1

s,1 .

Si la función f no es afín, entonces la inmersión φ es sustancial en Rn+1
s,1 , es

decir, la imagen φ(Rn
s ) no está contenida en ningún n-plano de Rn+1

s,1 .

Si φ es una inmersión con segunda forma fundamental paralela, las geo-

désicas son trasformadas en parábolas (o segmentos de rectas), así que f

debe ser un polinomio cuadrático. Entonces, salvo una isometría de Rn+1
s,1 ,

f =
∑n

i=1 aix
2
i , por lo que la imagen φ(Rn

s ) (vista en Rn+1) es un paraboloide
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elíptico, un paraboloide hiperbólico o un cilindro ortogonal sobre uno de estos

dos paraboloides.

Nótese que φ es totalmente geodésica si y sólo si f es una función afín, y

es totalmente umbilical si y sólo si f es de la forma (véase el Teorema 1.14)

f(x1, . . . , xn) = a

(
−

s∑
i=1

x2
i +

n∑
i=s+1

x2
i

)
+

n∑
i=1

bixi + c,

para a, b1, . . . , bn, c ∈ R. Además, si φ no es totalmente geodésica el primer

espacio normal Im(h) está constituido únicamente por vectores luminosos y

dim(Im(h)) = 1. En particular, el campo curvatura media H de φ satisface

〈H,H〉 = 0. †

Ejemplo 2.8 Expansiones de Rn
s en Rn+`

s,` . Sean f1, . . . , f` funciones diferen-

ciables sobre el espacio pseudo-Euclídeo Rn
s . Entonces la inmersión isométrica

φ : Rn
s → Rn+2`

s+` definida por

φ(x) = (f1(x), . . . , f`(x), x, f1(x), . . . , f`(x))

es 0-isotrópica, ya que la segunda forma fundamental h viene dada por

h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

(
∂2f1

∂xi∂xj
, . . . ,

∂2f`
∂xi∂xj

, 0, . . . , 0,
∂2f1

∂xi∂xj
, . . . ,

∂2f`
∂xi∂xj

)
,

i, j = 1, ..., n, siendo (x1, . . . , xn) las coordenadas usuales de Rn
s . Observemos

que la imagen φ(Rn
s ) está contenida en un (n + `)-plano de Rn+2`

s+` isométrico

al espacio Rn+`
s,` . Es fácil verificar que el campo curvatura media de φ satisface

〈H,H〉 = 0, y H = 0 si y sólo si

∂2fj
∂x2

1

+ · · ·+ ∂2fj
∂x2

s

=
∂2fj
∂x2

s+1

+ · · ·+ ∂2fj
∂x2

n

para todo j = 1, . . . , `. Además, φ es totalmente umbilical si y sólo si fj viene

dado por

fj(x1, . . . , xn) = aj

(
−

s∑
i=1

x2
i +

n∑
i=s+1

x2
i

)
+

n∑
i=1

bijxi + cj,

con aj, b1j , . . . , bnj , cj ∈ R, j = 1, . . . , `. Observemos que, en general, dos expan-

siones de Rn
s en Rn+`

s,` no son congruentes. †
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Ejemplo 2.9 Inmersiones de Veronese indefinidas [Kim]. Si In denota

la matriz identidad de orden n, entonces definimos para los enteros p, q ≥ 1 la

matriz

Ip,q =

−Ip 0

0 Iq

 .

Sea sl(n,R) el conjunto formado por todas las matrices reales n×n de traza 0.

Vamos a considerar los elementos del espacio pseudo-Euclídeo como vectores

columnas. Las inmersiones de Veronese de signatura (s, n− s) están dadas por

x ∈ Sns
(√2(n+ 1)

n

)
⊆ Rn+1

s

ψ17−→ 1

2

√
n

n+ 1

(
x∗x− 2

n
In+1

)
∈ s0(s, n+ 1− s)

donde ∗x = xT Is,n+1−s, y

x ∈ Hn
s

(√2(n+ 1)

n

)
⊆ Rn+1

s+1

ψ27−→ 1

2

√
n

n+ 1

(
x∗x+

2

n
In+1

)
∈ s0(s+1, n−s),

donde ∗x = xT Is+1,n−s, y

s0(p, q) = {A ∈ sl(p+ q,R) : Ip,qA
T Ip,q = A}.

En el primer caso, tomando sobre s0(s, n+1−s) la métrica 〈A,B〉 = traza(AB),

se tiene que s0(s, n+1− s) es isométrico al espacio pseudo-Euclídeo RN
s(n+1−s),

con N = n(n + 3)/2. La imagen de Sns (
√

2(n+ 1)/n) está contenida en la

pseudo-esfera SN−1
s(n+1−s) como una subvariedad minimal. En el segundo caso,

considerando la métrica 〈A,B〉 = −traza(AB), s0(s + 1, n − s) es isométrico

al espacio RN
N−(s+1)(n−s), y la imagen de Hn

s (
√

2(n+ 1)/n) está contenida en

el espacio pseudo-hiperbólico HN−1
N−(s+1)(n−s)−1 también como subvariedad mini-

mal. Ambas inmersiones gozan de la propiedad de transformar cada geodésica

unitaria en una circunferencia propia del ambiente [B1]; lo que implica, como

veremos en el Teorema 2.23, que ambas inmersiones son isotrópicas con segun-

da forma fundamental paralela y constante de isotropía λ 6= 0. Nótese que una

inmersión de Veronese tiene segunda forma fundamental h sobreyectiva. †
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Ejemplo 2.10 Inmersión de Sn en Sn+2
1 [DF]. Consideremos la inmersión

isométrica φ : Sn → Sn+2
1 definida por

φ(x) = (f(x), f(x), ı(x)),

donde f : Sn → R es una función diferenciable y ı : Sn ↪→ Rn+1 denota la

inclusión canónica. Se comprueba fácilmente que la segunda forma fundamental

asociada h viene dada por

h(X, Y ) = (Hf (X, Y ) + 〈X, Y 〉φ) (1, 1, 0, . . . , 0),

donde Hf denota el Hessiano de f en Sn. Entonces, al ser (1, 1, 0, . . . , 0) un

vector normal luminoso, la inmersión φ es 0-isotrópica. Obviamente, existe una

función diferenciable f ∈ C∞(Sn) tal que h 6= 0 en todo punto. En tal caso,

la inmersión φ no es totalmente geodésica con primer espacio normal Im(h)

formado únicamente por vectores luminosos y dim(Im(h)) = 1. Notemos que

M. Dajczer y S. Fornari demostraron en [DF] que toda inmersión isométrica

φ : Sns → Sn+d
s con 1 ≤ d ≤ n− s− 1 es totalmente geodésica. †

Ejemplo 2.11 Inmersión de Sn en Sn+d
` . Sea f : Sn → R una función

diferenciable. Consideremos la inmersión isométrica φ : Sn → Sn+d
` (0 < ` < d)

definida por [Ka]

φ(x) =
( √d− `√

`
f(x), . . . ,

√
d− `√
`

f(x)︸ ︷︷ ︸
`

, f(x), . . . , f(x)︸ ︷︷ ︸
d−`

, ı(x)
)
,

donde ı : Sn ↪→ Rn+1 es la inclusión canónica. Entonces, φ es una inmersión

0-isotrópica, ya que su segunda forma fundamental h viene dada por

h(X, Y ) = (Hf (X,Y ) + 〈X, Y 〉φ)
( √d− `√

`
, . . . ,

√
d− `√
`︸ ︷︷ ︸

`

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d−`

, 0
)
,

donde Hf denota el Hessiano de f en Sn. Notemos que, tomando una función

f ∈ C∞(Sn) tal que h 6= 0 en todo punto, el primer espacio normal Im(h) está

constituido únicamente por vectores luminosos y dim(Im(h)) = 1. †
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Ejemplo 2.12 Inmersión 0-isotrópica de Sns en Sn+2
s+1 . Sea la inmersión

isométrica ψ : Sns → Sn+2
s+1 definida por

ψ(x) = (f(x), ı1(x), . . . , ıs(x), f(x), ıs+1(x), . . . , ın+1(x)),

donde f : Sns → R es una función diferenciable y ı : Sns ↪→ Rn+1
s denota la

inclusión canónica, ı(x) = (ı1(x), . . . , ın+1(x)). Entonces, ψ es 0-isotrópica ya

que su segunda forma fundamental h viene dada por

h(X, Y ) = (Hf (X, Y ) + 〈X,Y 〉ψ)
(
1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s+1

)
.

Observemos que una inmersión isométrica φ : Sns → Sn+2
s+1 (n − s ≥ 4) tal

que el conjunto de puntos totalmente geodésicos no desconecte a Sns es 0-

isotrópica, puesto que M. Dajczer y L. Rodriguez demostraron en [DR] que,

en estas circunstancias, la inmersión φ es congruente a una inmersión ψ del

tipo anterior para alguna función diferenciable f : Sns → R. †

2.2. Tensor de isotropía. Fórmulas de O’Neill

Sea Mn
s variedad pseudo-Riemanniana isométricamente inmersa en una

variedad pseudo-Riemanniana M̃n+d
s+` y λ ∈ C∞(Mn

s ) una función diferenciable.

Definimos sobre Mn
s el campo tensorial Tλ tipo (0, 4), que llamamos tensor de

λ-isotropía, como

Tλ(X, Y, Z,W ) = g(h(X,Y ), h(Z,W ))− g(X, Y )g(Z,W )λ

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ). Por construcción, dada la bilinealidad del

tensor métrico g y de la segunda forma fundamental h de la inmersión, el

tensor Tλ de λ-isotropía satisface las dos siguientes propiedades de simetría:

S1. Tλ(X, Y, Z,W ) = Tλ(Z,W,X, Y ),

S2. Tλ(Y,X,Z,W ) = Tλ(X,Y, Z,W ),
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para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Necesitamos el siguiente lema algebraico para caracterizar la isotropía de

una inmersión mediante el tensor Tλ:

Lema 2.13 Sea V un espacio vectorial real y T un tensor tipo (0, 4) sobre V

cumpliendo las dos siguientes propiedades de simetría:

S1. T (x, y, z, w) = T (z, w, x, y) para cada x, y, z, w ∈ V .

S2. T (y, x, z, w) = T (x, y, z, w) para cada x, y, z, w ∈ V .

Entonces, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) T (x, x, x, x) = 0 para todo vector x ∈ V .

(b) T (x, x, x, y) = 0 para cada x, y ∈ V .

(c) T (x, y, z, w) + T (y, z, x, w) + T (z, x, y, w) = 0 para cada x, y, z, w ∈ V .

Demostración: En primer lugar, de las propiedades de simetría S1 y S2 se

deduce S3 : T (x, y, w, z) = T (x, y, z, w) para cada x, y, z, w ∈ V .

La implicaciones (c) ⇒ (b) y (b) ⇒ (a) son evidentes. Supongamos que

T (x, x, x, x) = 0 para todo vector x ∈ V . Si denotamos B(x) = T (x, x, x, x),

desarrollando la igualdad B(x+ y) +B(x− y) = 0 obtenemos que

T (x, x, y, y) + 2 T (x, y, x, y) = 0 (2.6)

para cada x, y ∈ V . Sustituyendo y + z por y en la ecuación (2.6) se tiene que

T (x, x, y, z) + 2T (x, y, x, z) = 0 (2.7)

para todo x, y, z ∈ V . De esta manera, tomando en (2.7) x + w en lugar de x

se obtiene la propiedad (c), quedando así demostrado el resultado. �

Como consecuencia directa de la definición del tensor de λ-isotropía aso-

ciado a una inmersión λ-isotrópica, del Lema 2.1 y del resultado algebraico

anterior, tenemos:
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Proposición 2.14 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica.

2. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g(h(X,X), h(X,X)) = g(X,X)2λ (2.8)

para todo campo tangente X ∈ X(Mn
s ).

3. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g(h(X,X), h(X,Y )) = g(X,X)g(X, Y )λ (2.9)

para cada X, Y ∈ X(Mn
s ).

4. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

g (h(X, Y ), h(Z,W )) + g(h(Y, Z), h(X,W )) + g(h(X,Z), h(Y,W ))

= λ{g(X, Y )g(Z,W ) + g(Y, Z)g(X,W ) + g(X,Z)g(Y,W )}

(2.10)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Además, se verifica la condición 2, 3 o 4 con λ constante si y sólo si φ es

constantemente isotrópica.

Corolario 2.15 (Fórmulas de O’Neill) Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmer-

sión isotrópica. Entonces, se verifican las siguientes igualdades:

g(h(u, u), h(u, v)) = 0, (2.11)

g(h(u, u), h(v, v)) + 2g(h(u, v), h(u, v)) = λ(p)g(u, u)g(v, v), (2.12)

g(h(u, u), h(v, w)) + 2g(h(u, v), h(u,w)) = 0, (2.13)

para cada u, v, w vectores tangentes ortogonales en un punto.
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2.3. Condición de Isotropía. Consecuencias

Para seguir estudiando la isotropía necesitamos el siguiente resultado que

generaliza la versión Riemanniana dada por O’Neill [O’N1]. Esta condición ge-

neralizada de la isotropía de una inmersión pseudo-Riemanniana nos permitirá

realizar estrategias similares a las del caso Euclídeo para obtener resultados

que generalicen los Riemannianos que involucran dicha condición. Cabe des-

tacar que la prueba de esta condición difiere de la versión definida, pues en el

caso indefinido el conjunto de vectores tangentes unitarios en un punto no es

necesariamente conexo.

Teorema 2.16 (Condición de Isotropía) Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una in-

mersión isométrica. Dado un punto p ∈ Mn
s , las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. φ es isotrópica en p.

2. Para cada par de vectores tangentes ortonormales u, v ∈ TpMn
s se verifica

g(h(u, u), h(u, v)) = 0. (2.14)

3. Para cada par de vectores tangentes luminosos x, y en p se verifica

g(h(x, x), h(x, y)) = 0. (2.15)

Demostración: Las implicaciones 1 ⇒ 2 y 1 ⇒ 3 son consecuencia directa

de la fórmula (2.9). Vamos a considerar en el resto de la prueba sólo el caso

indefinido 0 < s < n, ya que en el caso definido —donde evidentemente no

tiene sentido la propiedad (2.15)— se sigue la equivalencia 1 ⇔ 2 de [O’N1].

3 ⇒ 2. Sean u y v dos vectores tangentes ortonormales de carácter causal

opuesto. Entonces, x = u + v e y = u− v son dos vectores luminosos y, desa-

rrollando la igualdad g(h(x, x), h(x, x)) = g(h(y, y), h(y, y)) = 0, obtenemos

g(h(u, u), h(u, v)) + g(h(v, v), h(v, u)) = 0. (2.16)
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Por otra parte, como g(h(x, x), h(x, y)) = g(h(y, y), h(y, x)) = 0, tenemos

g(h(u, u), h(u, v))− g(h(v, v), h(v, u)) = 0. (2.17)

Así, las ecuaciones (2.16) y (2.17) implican que g(h(u, u), h(u, v)) = 0. Si n = 2

hemos acabado. Supongamos que n ≥ 3 y consideremos la curva ut = u + tv.

Entonces, por continuidad, existe δ > 0 tal que g(ut, ut) ·g(u, u) > 0 para todo

t ∈ (−δ, δ) y, por tanto,

P (t) = g(h(ut, ut), h(ut, w)) = 0 para todo t ∈ (−δ, δ),

donde w es un vector ortogonal a u y v que podemos suponer sin pérdida de

generalidad del mismo carácter causal que v. Como P (t) es un polinomio de

grado tres y P (t) = 0, su coeficiente g(h(v, v), h(v, w)) = 0, obteniéndose el

resultado buscado.

2 ⇒ 1. Dado ε = ±1, definimos el conjunto Σp(ε) por

Σp(ε) = {u ∈ TpMn
s : g(u, u) = ε},

que es una subvariedad de TpMn
s
∼= Rn

s con espacio tangente en cada u ∈ Σp(ε)

Tu(Σp(ε)) = {v ∈ TpMn
s : g(u, v) = 0}.

Consideremos la función diferenciable f : Σp(ε) → R definida por

f(w) = g(h(w,w), h(w,w))

para cada w ∈ Σp(ε). Entonces, en virtud del Lema 2.3, para deducir la iso-

tropía de φ en p bastará con demostrar que f es constante en Σp(ε).

Tomemos un vector tangente v ∈ Tu(Σp(ε)) y una curva diferenciable

α : (−δ, δ) → Σp(ε) tal que α(0) = u y α′(0) = v. Entonces, la derivada

direccional

v(f) =
d(f ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 4g(h(u, u), h(u, v)) = 0, (2.18)
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y la función f es constante en cada componente conexa de Σp(ε).

Es importante observar que Σp(ε) puede ser no conexa, formada exacta-

mente por dos componentes conexas. En efecto, si ε = 1 entonces la variedad

Σp(1) es difeomorfa a la pseudo-esfera Sn−1
s , que no es conexa cuando s = n−1;

y si ε = −1 entonces Σp(−1) es difeomorfa al espacio pseudo-hiperbólico Hn−1
s−1 ,

que no es conexo cuando s = 1. En todos los demás casos la variedad Σp(ε) es

conexa. Distinguimos dos casos:

Caso (a): Si la dimensión n ≥ 3, entonces o bien la variedad Σp(ε) o bien

Σp(−ε) es conexa. Se sigue pues de (2.18) la isotropía de φ en p.

Caso (b): Si n = 2 entonces tanto Σp(ε) como Σp(−ε) tienen exactamente dos

componentes conexas y no es válida la argumentación anterior. Sean Σ+ y Σ−

una componente conexa de Σp(ε) y Σp(−ε), respectivamente. Denotemos por

λ+ y λ− ∈ R las correspondientes constantes definidas por f en Σ+ y Σ−.

Entonces, para cada v ∈ TpMn
s tal que g(v, v) · ε > 0 tenemos la igualdad

g(h(v, v), h(v, v)) = g(v, v)2 λ+.

Denotemos por T + al conjunto de vectores tangentes tales que g(v, v) · ε > 0.

Notemos que T + es una subvariedad abierta de TpM
n
s con plano tangente

en v ∈ T + el propio TpM
n
s . Entonces, si w ∈ TpM

n
s es un vector tangente,

derivando

w[g(h(v, v), h(v, v))] = 4λ+g(v, v)g(v, w)

para cada v ∈ T +. Como también se tiene la igualdad

w[g(h(v, v), h(v, v))] = 4g(h(v, v), h(v, w)),

deducimos que

g(h(v, v), h(v, w)) = λ+g(v, v)g(v, w) (2.19)

para cada v ∈ T + y w ∈ TpMn
s . Similarmente se obtiene que

g(h(v, v), h(v, w)) = λ−g(v, v)g(v, w) (2.20)
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para cada v ∈ T − y w ∈ TpM
n
s , siendo T − el conjunto de vectores tangentes

tales que g(v, v) ·ε < 0. Entonces, por continuidad, se deduce de las ecuaciones

(2.19) y (2.20) que g(h(x, x), h(x,w)) = 0 para cada x luminoso y w ∈ TpMn
s .

En particular, g(h(x, x), h(x, y)) = 0 para cada x, y ∈ TpMn
s luminosos. Por lo

que tomando dos vectores ortonormales u, v ∈ TpM
n
s , que claramente tienen

carácter causal opuesto, resulta

0 = g(h(u+ v, u+ v), h(u+ v, u− v)) = ±(λ+ − λ−),

obteniéndose finalmente la isotropía de φ en p. �

Observación 2.17 De la demostración de Teorema 2.16 anterior se desprende

que, cuando tenga sentido, es suficiente comprobar la condición 2 sólo para

vectores tangentes ortonormales del mismo carácter causal. Lo mismo ocurre

para vectores tangentes ortonormales de carácter causal opuesto. ♦

Como consecuencia del resultado anterior y de forma similar al caso Rie-

manniano [ChL], se tiene la siguiente caracterización de la noción de inmersión

constantemente isotrópica atendiendo a la derivada covariante de la segunda

forma fundamental:

Corolario 2.18 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isotrópica. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La inmersión es constantemente isotrópica.

2. g((∇̄h)(u, u, u), h(u, v)) = 0 para cada par de vectores tangentes ortonor-

males u, v en cada punto.

3. A(∇̄h)(v,v,v)v = 0 para cada vector tangente v en cada punto.

Demostración: Sea p ∈ Mn
s y u, v dos vectores tangentes ortonormales en

p. Es conocido que existen dos campos diferenciables ortonormales definidos
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sobre un cierto entorno Op de p ∈Mn
s verificado que Xp = u, Yp = v y ∇wX =

∇wY = 0 para cada w ∈ TpM
n
s . Si la inmersión es λ-isotrópica, entonces la

función de isotropía se puede escribir como λ = g (h(X,X), h(X,X)) en Op.

Entonces, teniendo en cuenta la fórmula de Weingarten (1.7), las ecuaciones

(1.8) y (1.11), la ecuación de Codazzi (1.14) y la Condición de Isotropía (2.14):

v(λ) = v {g(h(X,X), h(X,X))} = 2g (Dvh(X,X), h(u, u))

= 2g((∇̄h)(u, u, v), h(u, u)) = 2g((∇̄h)(u, v, u), h(u, u))

= 2g(Duh(X, Y ), h(u, u)) = −2g(Duh(X,X), h(u, v))

= −2g((∇̄h)(u3), h(u, v)) = −2g(A(∇̄h)(u3)u, v). (2.21)

1 ⇒ 2. Es evidente a partir de la ecuación (2.21) anterior.

2 ⇒ 1. De la ecuación (2.21), v(λ) = 0 para cada vector tangente unitario

v y, en consecuencia, la función de isotropía λ es localmente constante. Resulta

pues de la conexión de Mn
s que λ es globalmente constante.

1 ⇒ 3. Si la inmersión es constantemente isotrópica resulta de la equi-

valencia 1 ⇔ 2 que g((∇̄h)(u3), h(u, v)) = 0. Como también se verifica

u(λ) = −2g((∇̄h)(u3), h(u, u)) = 0 para cada vector tangente unitario u, ob-

tenemos, considerando un referencial local ortonormal {e1, . . . , en},

A(∇̄h)(e3j )ej =
n∑
i=1

εig((∇̄h)(e3j), h(ej, ei))ei = 0,

siendo εi = g(ei, ei), i = 1, . . . , n. Luego A(∇̄h)(u3)u = 0 para cada vector

u unitario y, por continuidad, A(∇̄h)(x3)x = 0 para todo vector luminoso x.

En consecuencia, A(∇̄h)(v3)v = 0 para todo vector tangente v como queríamos

probar.

3 ⇒ 1. Si se verifica A(∇̄h)(u3)u = 0 para todo vector tangente u entonces

g((∇̄uh)(u, u), h(u, v)) = 0 para cada par de vectores tangentes ortonormales

u, v en cada punto. �
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Observación 2.19 Para deducir que una inmersión isotrópica de índice

0 < s < n es constantemente isotrópica es suficiente que, fijada la signatu-

ra ε = ±1, se cumpla

g((∇̄h)(u3), h(u, v)) = 0

para u, v vectores tangentes ortonormales con g(u, u) = ε (véase la demostra-

ción del Corolario 2.18). ♦

Sin exigir que la curvatura seccional del espacio ambiente sea constante,

obtenemos de forma similar al resultado anterior que:

Corolario 2.20 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isotrópica. Entonces, φ

es constantemente isotrópica si y sólo si g((∇̄h)(u3), h(u, u)) = 0 para cada

vector tangente unitario u en cada punto.

Observación 2.21 El resultado anterior puede ser mejorado si la inmersión

isotrópica tiene métrica inducida indefinida. En efecto, es suficiente que

g((∇̄h)(u3), h(u, u)) = 0

para cada vector tangente unitario u espacial (o temporal) para deducir que

la función de isotropía asociada es constante como la siguiente argumentación

general, basada en la Argumentación del Polinomio de Hawking-Ellis, demues-

tra. Sea (V, g) un espacio vectorial métrico indefinido y ε = ±1. Supongamos

que un tensor T : V × · · · × V → R de tipo (0, r) verifica T (u, . . . , u) = 0

para todo vector u con g(u, u) = ε. Consideremos la curva ut = u + tv don-

de u, v son dos vectores fijos con g(u, u) = ε. Entonces, por continuidad,

existe δ > 0 tal que g(ut, ut) · g(u, u) > 0 para todo t ∈ (−δ, δ). En conse-

cuencia, el polinomio P (t) = T (ut, . . . , ut) = 0 y su coeficiente de grado r es

T (v, . . . , v) = 0. ♦

Corolario 2.22 Toda inmersión isotrópica pseudo-Riemanniana con segunda

forma fundamental paralela es constantemente isotrópica.
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2.3.1. Inmersiones isotrópicas y circunferencias

En el caso definido J. A. Little [L] clasificó aquellas subvariedades del espa-

cio Euclídeo con la propiedad de que todas sus geodésicas son circunferencias

del ambiente. Sus resultados fueron extendidos por K. Sakamoto [Sak2] para

ambientes Riemannianos de curvatura constante, relacionando, en particular,

esta propiedad geométrica extrínseca de las geodésicas con la isotropía y el

paralelismo de la segunda forma fundamental de la subvariedad; relación que

puede generalizarse al caso pseudo-Riemanniano como sigue:

Teorema 2.23 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isométrica. Las si-

guientes condiciones son equivalentes:

1. φ es una inmersión isotrópica con segunda forma fundamental paralela

y constante de isotropía λ 6= 0.

2. φ transforma cada geodésica unitaria γ de Mn
s en una circunferencia

propia φ ◦ γ del ambiente.

Demostración: Fijemos un punto p ∈ Mn
s y un vector tangente unitario

u ∈ TpM
n
s . Sea γ = γ(t) la única geodésica parametrizada por el arco de Mn

s

tal que γ(0) = p y γ′(0) = u. Para simplificar notación, vamos a designar por T

tanto al campo de velocidades de γ como al de su transformada φ◦γ. Entonces,

teniendo en cuenta la fórmula de Gauss (1.6), la fórmula de Weingarten (1.7)

y la ecuación (1.11),

∇̃TT = h(T, T ), (2.22)

∇̃2
TT = −Ah(T,T )T + (∇̄h)(T, T, T ). (2.23)

Supongamos que la condición 2 anterior es cierta. Si {V1 = T, V2} es el

referencial de Frenet de la circunferencia propia φ ◦ γ, entonces se verifica el

sistema de ecuaciones diferenciales ∇̃TV1 = κV2,

∇̃TV2 = −ε2ε1κV1,
(2.24)
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donde ε1 = g(V1, V1) = ±1, ε2 = g(V2, V2) = ±1 y κ es la curvatura de la

circunferencia φ ◦ γ que viene dada por κ = ||∇̃TT || > 0. De las ecuaciones

(2.23) y (2.24) se sigue que

Ah(u,u)u = κ2ε1ε2u, (2.25)

(∇̄h)(u, u, u) = 0. (2.26)

Como la variedad ambiente tiene curvatura seccional constante, la ecuación

de Codazzi (1.14) junto con (2.26) implican que la inmersión tiene segunda

forma fundamental paralela. Sea v un vector tangente unitario en p tal que

g(u, v) = 0. Tomando producto con v, la ecuación (2.25) se reduce a

g(h(u, u), h(u, v)) = 0.

Entonces, el Teorema 2.16 y el Corolario 2.22 nos dicen que φ es constantemente

isotrópica. Además, la constante de isotropía λ 6= 0 ya que, por la ecuación

(2.22), κ = |λ|1/2 > 0.

Recíprocamente, si φ es una inmersión λ(6= 0)-isotrópica con segunda forma

fundamental paralela, las ecuaciones (2.22) y (2.23) quedan

∇̃TT = h(T, T ),

∇̃2
TT = −Ah(T,T )T = −λg(T, T )T.

De donde se sigue claramente que la curva transformada φ ◦ γ en una circun-

ferencia propia del ambiente de curvatura κ = ||h(T, T )||. �

Observación 2.24 Cuando el índice 0 < s < n, es suficiente comprobar la

condición 2 del Teorema 2.23 anterior sólo para geodésicas espaciales (resp.

temporales) para obtener las mismas conclusiones. ♦

Observación 2.25 A diferencia del caso definido, una inmersión no total-

mente geodésica con segunda forma fundamental paralela no satisface nece-

sariamente la condición 2 del Teorema anterior. Por ejemplo, la inmersión
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isométrica φ : R2 → L4 definida por

φ(x, y) = (x2, x, y, x2)

no es totalmente geodésica, tiene segunda forma fundamental paralela y no

cumple la condición 2 del Teorema, ya que la curva transformada (φ ◦ γ)(t) =

φ(t, 0) = (t2, t, 0, t2) no es una circunferencia del espacio de Lorentz-Minkowski

L4. Nótese que la inmersión φ es 0-isotrópica. ♦

Recientemente S. Maeda [Ma] caracterizó las inmersiones Riemannianas

constantemente isotrópicas mediante el comportamiento extrínseco de las cir-

cunferencias de la subvariedad inmersa. Es importante observar que resulta

imprescindible en la prueba de esta caracterización la versión definida positiva

de la Condición de Isotropía (2.14). Por tanto, de forma similar al caso definido

se tiene:

Teorema 2.26 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Dado κ > 0,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es constantemente isotrópica.

2. φ transforma cada circunferencia propia γ de curvatura κ de Mn
s en una

curva β = φ ◦ γ de la variedad ambiente M̃n+d
s+` con curvatura constante

κ̃ = ||∇̃β′β
′||.

Demostración: En lo que sigue vamos a denotar por simplicidad de la misma

forma las curvas γ y φ ◦ γ. Sea {u, v} un referencial ortonormal de vectores

tangentes en p ∈ Mn
s y γ = γ(t) la circunferencia propia con condiciones

iniciales γ(0) = p, γ′(0) = u y ∇TT (0) = κv, siendo T el campo de velocidades

de γ. Entonces, se verifica el sistema de ecuaciones diferenciales ∇TT = κV,

∇TV = −ε2ε1κT,
(2.27)
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donde ε1 = g(T, T ) = ±1, ε2 = g(V, V ) = ±1 y {T, V } es el referencial de

Frenet de γ con condiciones iniciales T (0) = u, V (0) = v. De la fórmula de

Gauss (1.6) y (2.27) resulta

g(∇̃TT, ∇̃TT ) = κ2ε2 + g(h(T, T ), h(T, T )). (2.28)

1 ⇒ 2. Si φ es constantemente λ-isotrópica, de la ecuación (2.28) obtenemos

que

g(∇̃TT, ∇̃TT ) = κ2ε2 + λ,

y, en consecuencia, la curva φ ◦ γ tiene curvatura κ̃ = |κ2ε2 + λ|1/2, que es

constante en el dominio de φ ◦ γ.

2 ⇒ 1. La condición 2 y la ecuación (2.28) implican que g(h(T, T ), h(T, T )) es

constante en el dominio de la curva γ. Consecuentemente, teniendo en cuenta

las ecuaciones (1.6), (1.7), (1.11) y (2.27)

0 =
d

dt
g(h(T, T ), h(T, T )) = 2g(DT (h(T, T )), h(T, T )) (2.29)

= 2g((∇̄h)(T, T, T ), h(T, T )) + 4κg(h(T, T ), h(T, V )).

Evaluando la ecuación (2.29) en t = 0 obtenemos que

g((∇̄h)(u, u, u), h(u, u)) + 2κg(h(u, u), h(u, v)) = 0. (2.30)

De forma análoga, para la circunferencia ρ determinada por las condiciones

iniciales ρ(0) = p, ρ′(0) = u y ∇TρTρ(0) = −κv, siendo Tρ = ρ′(t) el campo

tangente de velocidades de ρ,

g((∇̄h)(u, u, u), h(u, u))− 2κg(h(u, u), h(u, v)) = 0. (2.31)

Usando las ecuaciones (2.30) y (2.31), llegamos a que

0 = g(h(u, u), h(u, v)),

0 = g((∇̄h)(u, u, u), h(u, u)),
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para cada punto p ∈ Mn
s y cada par de vectores tangentes ortonormales u, v

en p. Entonces, el Teorema 2.16 y el Corolario 2.20 nos aseguran que φ es

constantemente isotrópica. �

Observación 2.27 Cuando el índice 0 < s < n, es suficiente comprobar

la condición 2 del Teorema 2.26 anterior sólo para circunferencias espaciales

(resp. temporales) para obtener las mismas conclusiones. ♦

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos la siguiente caracte-

rización de inmersiones indefinidas 0-isotrópicas mediante circunferencias:

Corolario 2.28 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica indefinida.

Dado κ > 0, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es 0-isotrópica.

2. φ transforma cada circunferencia propia γ de curvatura κ de Mn
s en una

curva β = φ ◦ γ con curvatura constante κ̃ = κ.

Demostración: La implicación 1 ⇒ 2 es evidente a partir de la prueba del

Teorema 2.26. Recíprocamente, supongamos que la condición 2 es cierta. En-

tonces, el Teorema 2.26 nos asegura que la inmersión φ es constantemente

isotrópica. Sea λ es la constante de isotropía de φ. De la demostración del

resultado anterior deducimos que, dados un vector tangente unitario v en un

punto p, se satisface la igualdad

κ2 = |κ2ε2 + λ|,

donde ε2 = g(v, v). Como la inmersión es indefinida, eligiendo conveniente-

mente la signatura ε2 del vector v, tenemos que |λ + κ2| = |λ − κ2| y, en

consecuencia, la constante de isotropía λ = 0 puesto que κ > 0. �

Como toda inmersión Riemanniana 0-isotrópica es totalmente geodésica,

deducimos el siguiente:
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Corolario 2.29 Sea φ : Mn → M̃n+d una inmersión isométrica entre dos

variedades Riemannianas. Dado κ > 0, son equivalentes las siguientes condi-

ciones:

1. φ es totalmente geodésica.

2. φ transforma cada circunferencia propia γ de curvatura κ de Mn en una

curva β = φ ◦ γ con curvatura extrínseca constante κ̃1 = κ.

Demostración: Bastará comprobar la implicación 2 ⇒ 1. Supongamos que la

condición 2 es cierta. A partir del Teorema (2.26) (y su prueba), la inmersión φ

es constantemente λ-isotrópica y se verifica la igualdad κ2 = |κ2 +λ| = κ2 +λ.

En consecuencia, λ = 0 como queríamos probar. �

2.4. Curvatura e isotropía

Motivados por el trabajo de B. O’Neill [O’N1], estudiamos a continua-

ción algunas de las propiedades que presenta toda inmersión isotrópica cuando

exigimos restricciones sobre la “curvatura” de la subvariedad inmersa o del

ambiente. Esto nos permitirá obtener algunas consecuencias aplicando resul-

tados conocidos que involucran condiciones sobre las curvaturas y el carácter

pseudo-umbilical de la subvariedad.

2.4.1. El discriminante de una inmersión isotrópica

Sea φ una inmersión isométrica de una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s

en una variedad pseudo-Riemanniana M̃n+d
s+` . El discriminante ∆p de φ en un

punto p ∈Mn
s se define como

∆p(Π) = K(x, y)− K̃(x, y)

donde K(x, y) y K̃(x, y) representan, respectivamente, la curvatura seccional

de Mn
s y M̃n+d

s+` asociada a una sección plana no degenerada Π de base x, y ∈

TpM
n
s . De la ecuación de Gauss (1.9) se sigue que
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∆p(Π) =
g(h(x, x), h(y, y))− g(h(x, y), h(x, y))

g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2
. (2.32)

Notemos que una sección plana Π es no degenerada si y sólo si existe una

base {x, y} de Π (y por tanto para toda base de Π) tal que

Q(x, y) = g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2 6= 0.

El discriminante ∆p(Π) no depende de la base {x, y} de Π elegida porque las

curvaturas seccionales tampoco dependen de la elección de dicha base. Si el

valor ∆p(Π) no depende de la sección plana no degenerada Π, entonces se dice

que el discriminante ∆p es constante en p ∈Mn
s .

El principal efecto del hecho de ser constante ∆p sobre la segunda forma

fundamental es la invariancia del valor de g(h(x, y), h(z, w)) por permutaciones

de vectores ortogonales x, y, z, w ∈ TpM
n
s . En efecto, de forma similar al caso

Riemanniano [O’N4] tenemos:

Lema 2.30 Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana isométricamente in-

mersa en otra variedad pseudo-Riemanniana M̃n+d
s+` . Dado un punto p ∈ Mn

s ,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El discriminante ∆p es constante en p.

2. Para todo x, y, z, w ∈ TpMn
s se verifica

g(h(x, y), h(z, w))− g(h(x, z), h(y, w)) =

∆p {g(x, y)g(z, w)− g(x, z)g(y, w)} . (2.33)

Demostración: Supongamos que el discriminante ∆p es constante en p. De-

finimos el tensor 4-covariantes sobre TpMn
s

T (x, y, z, w) = g(h(x,w), h(y, z))− g(h(x, z), h(y, w))

−∆p {g(x,w)g(z, y)− g(x, z)g(y, w)} (2.34)



58 Inmersiones pseudo-Riemannianas isotrópicas

para cada x, y, z, w ∈ TpMn
s . Entonces T es un tensor de curvatura sobre TpMn

s ,

es decir, T verifica las siguientes propiedades:

(i) T (x, y, z, w) + T (y, z, x, w) + T (z, x, y, w) = 0,

(ii) T (y, x, z, w) = −T (x, y, z, w),

(iii) T (x, y, w, z) = −T (x, y, z, w),

(iv) T (z, w, x, y) = T (x, y, z, w),

para cada x, y, z, w ∈ TpM
n
s . De la ecuación (2.32) se sigue inmediatamente

que T (x, y, y, x) = 0 para todo par de vectores tangentes x, y ∈ TpM
n
s tales

que Q(x, y) = g(x, x)g(y, y) − g(x, y)2 6= 0. Esto implica [O’N2, p. 79] que el

tensor T = 0, obteniéndose la expresión (2.33) buscada. El recíproco se verifica

claramente. �

Teorema 2.31 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión λ-isotrópica. Si la in-

mersión φ tiene discriminate ∆p constante en un punto p ∈ Mn
s , entonces se

satisface la siguiente ecuación:

3g(h(x, y), h(z, w)) = (λ(p)−∆p) {g(x,w)g(y, z) + g(x, z)g(y, w)}

+ (λ(p) + 2∆p) g(x, y)g(z, w), (2.35)

para cada x, y, z, w ∈ TpMn
s .

Demostración: Sean x, y, z ∈ TpM
n
s . Del hecho de ser constante el discrimi-

nante obtenemos como en (2.33) la siguiente expresión

g(h(x, x), h(y, z))− g(h(x, y), h(x, z)) =

∆p {g(x, x)g(y, z)− g(x, y)g(x, z)} . (2.36)

Por otra parte, de la condición de isotropía (2.10)

g(h(x, x), h(y, z)) + 2g(h(x, y), h(x, z)) =

λ(p) {g(x, x)g(y, z) + 2g(x, y)g(x, z)} . (2.37)
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Por tanto, restando las ecuaciones (2.37) y (2.36), llegamos a que

3g(h(x, y), h(x, z)) = (λ(p)−∆p) g(x, x)g(y, z)

+ (2λ(p) + ∆p) g(x, y)g(x, z) (2.38)

para cada x, y, z ∈ TpMn
s . Ahora, sustituyendo el valor de x por x+w en (2.38),

desarrollando y teniendo en cuenta (2.33), obtenemos finalmente la expresión

buscada. �

Proposición 2.32 Toda inmersión isotrópica pseudo-Riemanniana con dis-

criminante constante es pseudo-umbilical y satisface la igualdad:

3ng(H,H) = (n+ 2)λ+ 2(n− 1)∆, (2.39)

donde λ es la función de isotropía y H es el campo curvatura media asociado.

Además, se cumplen las siguientes propiedades:

(1) g(H,H) = 0 si y sólo si ∆ = −{(n+ 2)/2(n− 1)}λ.

(2) g(H,H) = λ si y sólo si ∆ = λ.

Demostración: Considerando un campo local de referencias ortonormal

{e1, . . . , en} de la variedad inmersa, de la expresión (2.35) resulta

g(H, h(ei, ej)) =

εiρ si i = j,

0 si i 6= j,

donde ρ = ((n + 2)λ + (2n − 2)∆)/3n, lo que implica que la inmersión es

pseudo-umbilical con 3ng(H,H) = (n+ 2)λ+ 2(n− 1)∆. El resto es claro. �

Cuando la dimensión de la variedad pseudo-Riemanniana inmersa es n = 2

entonces sólo cabe una única posibilidad de elección de la sección plana no

degenerada en cada espacio tangente: el propio espacio tangente. Por tanto,

el discriminante es trivialmente constante en cada punto de una superficie
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y se verifica (2.35) para toda superficie M2
s isotrópicamente inmersa en una

variedad pseudo-Riemanniana ambiente M̃2+d
s+` . Así se concluye fácilmente de

la Proposición 2.32 anterior que:

Corolario 2.33 Sea φ : M2
s → M̃2+d

s+` una inmersión λ-isotrópica. Entonces,

φ es pseudo-umbilical y se cumple

g(h(X, Y ), h(Z,W )) = (λ− g(H,H)) {g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )}

+ (2g(H,H)− λ) g(X, Y )g(Z,W ), (2.40)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(M2
s ).

Por otra parte, toda inmersión isotrópica φ : Mn
s (c) → M̃n+d

s+` (c̃) entre

espacios de curvatura constante verifica la ecuación (2.35), pues en este caso

el discriminante es constantemente igual a c− c̃. Tenemos de esta forma:

Corolario 2.34 Sea φ : Mn
s (c) → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión λ-isotrópica. En-

tonces, se verifica

g(h(X, Y ), h(Z,W )) =
λ− (c− c̃)

3
{g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )}

+
λ+ 2(c− c̃)

3
g(X, Y )g(Z,W ), (2.41)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

En 1995 H. Sun [Sun] demostró que cualquier subvariedad Riemanniana

pseudo-umbilical Mn de un ambiente pseudo-Riemanniano M̃n+d
d (c̃) tiene cur-

vatura media constante. Notemos que el coíndice ` y la codimensión d coin-

ciden. Por tanto, de la Proposición 2.32 se deducen inmediatamente los dos

siguientes resultados:

Corolario 2.35 Sea φ una inmersión isotrópica de una variedad Riemannia-

na Mn(c) de curvatura seccional constante en un espacio ambiente pseudo-

Riemanniano de curvatura constante M̃n+d
d (c̃). Entonces, φ es constantemente

isotrópica.
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Corolario 2.36 Sea φ una inmersión isotrópica de una superficie Riemannia-

na M2 en un espacio ambiente pseudo-Riemanniano de curvatura constante

M̃2+d
d (c̃). Entonces, φ es constantemente isotrópica si y sólo si φ tiene curva-

tura Gaussiana constante.

El siguiente resultado generaliza el equivalente Riemanniano [O’N1]. A

diferencia del caso Euclídeo, una inmersión isotrópica indefinida verificando

∆p = λ(p) para todo punto no es necesariamente totalmente umbilical.

Corolario 2.37 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica y λ ∈ C∞(Mn
s )

una función diferenciable. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ) se verifica

g(h(X, Y ), h(Z,W )) = λg(X, Y )g(Z,W ).

2. La inmersión es λ-isotrópica y, en cada punto p de Mn
s , el discriminante

es constantemente igual a ∆p = λ(p).

Demostración: Supongamos que la condición 1 es cierta. Fijado un punto p

de Mn
s , entonces resulta de la ecuación (2.32) que

∆p(Π) =
g(h(x, x), h(y, y))− g(h(x, y), h(x, y))

g(x, x)g(y, y)− g(x, y)2
= λ(p),

donde Π es una sección plana no degenerada de base x, y ∈ TpM
n
s como que-

ríamos probar. El recíproco es consecuencia directa del Teorema 2.31. �

Observación 2.38 La condición 1 del resultado anterior equivale a que el ten-

sor de λ-isotropía sea idénticamente nulo Tλ = 0. Observemos que, a diferencia

del caso definido, existen inmersiones pseudo-Riemannianas no totalmente um-

bilicales satisfaciendo Tλ = 0 (Ejemplo 2.7). ♦

De forma similar al resultado anterior obtenemos:
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Corolario 2.39 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica y λ ∈ C∞(Mn
s )

una función diferenciable. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ) se verifica

g(h(X, Y ), h(Z,W )) = λ/2 · {g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )}.

2. La inmersión es λ-isotrópica y, en cada punto p de Mn
s , el discriminante

es constantemente igual a λ(p) = −2∆p(Π).

2.4.2. El tensor de Ricci

Teorema 2.40 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión λ-isotrópica. Entonces

el tensor de Ricci de Mn
s viene dado por

Ric(x, y) = {(n− 1)c̃− λ(n+ 2)/2}g(x, y)

+3ng(h(x, y),H)/2, (2.42)

donde h es la segunda forma fundamental de la inmersión y H es el campo

curvatura media asociado.

Demostración: Dado un campo de referencias ortonormal {e1, · · · , en} de

Mn
s el tensor de Ricci se escribe

Ric(x, y) =
n∑
i=1

εig(R(ei, x)y, ei), (2.43)

donde εi = g(ei, ei). Por otra parte, de la ecuación de Gauss (1.9) y la expresión

(1.2) del tensor de curvatura se tiene

g(R(ei, x)y, ei) = c̃{εig(x, y)− g(x, ei)g(y, ei)}

+ g(h(ei, ei), h(x, y))− g(h(x, ei), h(y, ei)). (2.44)

Y de la ecuación (2.10),

g(h(ei, ei), h(x, y)) + 2g(h(x, ei), h(y, ei))

= λεig(x, y) + 2λg(x, ei)g(y, ei). (2.45)
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Por tanto, sustituyendo las expresiones (2.44) y (2.45) en (2.43) se obtiene el

resultado buscado. �

Corolario 2.41 Si φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) es una inmersión isotrópica y pseudo-

umbilical con n ≥ 3, entonces φ es constantemente isotrópica si y sólo si φ

tiene curvatura media constante.

Demostración: Ya que φ es pseudo-umbilical, se sigue de la ecuación (2.42)

Ric(x, y) = {(n− 1)c̃− λ(n+ 2)/2}g(x, y)

+3ng(h(x, y),H)/2,

= {(n− 1)c̃− λ(n+ 2)/2 + 3ng(H,H)/2}g(x, y). (2.46)

Ahora, como la dimensión n ≥ 3 entonces φ es Einstein [Be1], es decir, la

función ρ = (n − 1)c̃ − λ(n + 2)/2 + 3ng(H,H)/2 es constante, de donde se

sigue el resultado. �

Como consecuencia directa del Corolario anterior obtenemos la siguiente

extensión al caso indefinido de un resultado Riemanniano debido a T. Itoh y

K. Ogiue [IO2]:

Corolario 2.42 Si φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) es una inmersión isotrópica minimal

con n ≥ 3, entonces φ es constantemente isotrópica.

Observación 2.43 El resultado anterior no se verifica para n = 2, ya que

existen inmersiones Riemannianas de superficies en el espacio Euclídeo mini-

males y no constantemente isotrópicas. En efecto, se puede comprobar [ChL]

que toda curva holomorfa no plana en el espacio complejo C2 determina una

inmersión isotrópica, no constantemente isotrópica y minimal. ♦

Teniendo en cuenta que en el caso n = 3 una inmersión es Einstein si y

sólo si la variedad inmersa tiene curvatura seccional constante, similarmente

al Corolario 2.42 obtenemos:
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Corolario 2.44 Toda variedad pseudo-Riemanniana 3-dimensional minimal

e isotrópicamente inmersa en un espacio pseudo-Riemanniano de curvatura

constante tiene curvatura seccional constante.

2.4.3. Consecuencias

El Teorema de Bonnet afirma que toda variedad Riemanniana completa

con todas sus curvaturas seccionales acotadas inferiormente por una constante

positiva, es compacta y tiene grupo fundamental finito. Como una generali-

zación, el Teorema de Myers [O’N2] permite obtener las misma conclusiones

topológicas sobre la variedad si su tensor de Ricci es estrictamente positivo:

Lema 2.45 (Teorema de Myers) Sea Mn una variedad Riemanniana com-

pleta con tensor de Ricci satisfaciendo la siguiente desigualdad para cada campo

X ∈ X(Mn) y cierta constante positiva r > 0:

Ric(X,X) ≥ n− 1

r2
g(X,X).

Entonces, Mn es compacta con grupo fundamental finito y diámetro al menos

πr.

Observemos que el Teorema de Myers es aplicable sólo a variedades Rie-

mannianas, ya que en su demostración se utilizan propiedades que dependen

directamente del carácter definido positivo de la métrica.

Corolario 2.46 Sea φ : Mn → M̃n+d
` (c̃) una inmersión isotrópica y pseudo-

umbilical con n ≥ 3 y Mn variedad Riemanniana completa. Supongamos que

la función λ de isotropía satisface (en cada punto) la desigualdad estricta

λ <
2(n− 1)

n+ 2
c̃+

3n

n+ 2
g(H,H). (2.47)

Entonces, Mn es compacta (con grupo fundamental finito).
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Demostración: Como en la prueba del Corolario 2.41, se tiene que la función

ρ = (n−1)c̃−λ(n+2)/2+3ng(H,H)/2 es constante (positiva por la desigualdad

(2.47)) y

Ric(X,X) = ρg(X,X)

para cada X ∈ X(Mn). Basta aplicar el Teorema de Myers para obtener el

resultado buscado. �

Corolario 2.47 Sea M2 una superficie Riemanniana completa que admite

una inmersión constantemente isotrópica con curvatura media constante en

un espacio M̃2+d
` (c̃). Entonces, si la constante λ de isotropía asociada satisfa-

ce la desigualdad estricta

2λ < c̃+ 3g(H,H), (2.48)

M2 es compacta (con grupo fundamental finito).

Demostración: Por la ecuación (2.39), la curvatura Gaussiana K de M2 viene

dada por

K = c̃− 2λ+ 3g(H,H), (2.49)

que es una constante positiva por la desigualdad (2.48). El Teorema de Bonnet

nos asegura entonces que M2 es compacta. �

Es conocido [Ch1, O’N2] que no existen subvariedades compactas minimales

en el espacio pseudo-Euclídeo Rm
ν , ni en el espacio pseudo-hiperbólico Hm

ν .

Obtenemos como consecuencia de este hecho y de los dos resultados anteriores,

las siguientes obstrucciones para la constante de isotropía:

Corolario 2.48 Sea Mn una subvariedad Riemanniana completa, minimal

y constantemente isotrópica del espacio pseudo-Euclídeo Rn+d
` . Entonces, la

constante λ de isotropía satisface λ ≥ 0.
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Corolario 2.49 Sea Mn una subvariedad Riemanniana completa, minimal y

constantemente isotrópica del espacio pseudo-hiperbólico Hn+d
` . Entonces, la

constante λ de isotropía satisface λ ≥ 2(1− n)/(n+ 2).

Usando el significado de ciertas fórmulas integrales introducidas por L. J.

Alías y A. Romero en [AR], véase también [AER], fue probado el siguiente

resultado:

Lema 2.50 Sea Mn una subvariedad Riemanniana completa y minimal de la

pseudo-esfera Sn+d
` de coíndice 1 ≤ ` ≤ d. Si el tensor de Ricci de Mn satisface

Ric(v, v) ≥ (n− 1)g(v, v)

para todo vector tangente v, entonces Mn es totalmente geodésica.

Como consecuencia tenemos:

Corolario 2.51 Sea Mn, n ≥ 3, una subvariedad Riemanniana completa,

minimal e isotrópica de la pseudo-esfera Sn+d
` de coíndice 1 ≤ ` ≤ d. Entonces,

o bien Mn es una subvariedad totalmente geodésica de Sn+d
` , o bien Mn es

una subvariedad constantemente isotrópica de Sn+d
` con constante de isotropía

λ > 0.

Demostración: Como la dimensión n ≥ 3, del Corolario 2.42 resulta que la

subvariedad es constantemente isotrópica. Supongamos que la constante de

isotropía satisface λ ≤ 0. De la ecuación (2.42) se sigue que el tensor de Ricci

de Mn cumple

Ric(v, v) = ((n− 1)− λ(n+ 2)/2)g(v, v) ≥ (n− 1)g(v, v),

para cada vector tangente v en cada punto. Del Lema 2.50 se deduce entonces

el resultado buscado. �
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Observación 2.52 Cuando ` = d entonces se sigue del conocido resultado de

T. Ishihara [Ish] que toda subvariedad RiemannianaMn completa y minimal de

la pseudo-esfera Sn+d
d (o del espacio Rn+d

d ) es totalmente geodésica. Por tanto,

no tiene sentido estudiar las subvariedades Riemannianas Mn ⊆ Sn+d
d ,Rn+d

d

completas, minimales e isotrópicas ya que éstas son totalmente geodésicas. ♦

Corolario 2.53 Sea M2 una superficie Riemanniana completa, minimal e iso-

trópicamente inmersa en la pseudo-esfera S2+d
` (1 ≤ ` ≤ d). Supongamos que

la función de isotropía λ(p) ≤ 0 para todo punto p de M2. Entonces, M2 es

totalmente geodésica.

Demostración: De forma análoga al Corolario anterior. �

Recordemos que un campo de vectores tangentes X definido sobre una

variedad pseudo-Riemanniana Mn
s se dice conforme si el tensor métrico g de

Mn
s satisface

LXg = ρg,

donde ρ es una función diferenciable sobre Mn
s y LX denota la derivada de Lie

en la dirección de X. Equivalentemente, esta condición puede ser escrita

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = ρg(Y, Z),

para cada Y, Z ∈ X(Mn
s ). Un campo de vectores conforme se dice campo de

Killing si ρ = 0. Un campo de vectores es conforme (resp. de Killing) si y

sólo si su subgrupo uniparamétrico local de transformaciones está formado por

difeomorfismos conformes (resp. isometrías).

Observemos que en una variedad pseudo-Riemanniana completa Mn
s todo

campo de Killing está generado por un subgrupo uniparamétrico de isometrías

[Be1]. Consecuentemente, el álgebra de Lie de los campos de Killing es el

álgebra de Lie iso(Mn
s ) del grupo de isometrías Iso(Mn

s ).
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Lema 2.54 (Teorema de Bochner) Sea Mn una variedad Riemanniana

compacta con tensor de Ricci semi-definido negativo. Entonces, si existe un

punto p ∈ Mn tal que Ricp es definido negativo, todo campo de Killing es

idénticamente nulo y el grupo de isometrías Iso(Mn) es finito.

Corolario 2.55 Sea φ : Mn → M̃n+d
` (c̃) una inmersión isotrópica y pseudo-

umbilical con Mn variedad Riemanniana compacta, n ≥ 3 y verificando alguna

de las dos siguientes condiciones:

1. Mn admite un campo de Killing X ∈ X(Mn) no trivial (es decir, existe

un punto p ∈Mn tal que Xp 6= 0).

2. El grupo de isometrías Iso(Mn) es infinito.

Entonces, la función λ de isotropía satisface la desigualdad

λ ≤ 2(n− 1)

n+ 2
c̃+

3n

n+ 2
g(H,H) (2.50)

en cada punto.

Demostración: Basta aplicar el Teorema de Bochner teniendo en cuenta que

Ric = ρg con ρ = (n− 1)c̃− λ(n+ 2)/2 + 3ng(H,H)/2 constante real. �

Observación 2.56 En este Corolario la hipótesis inicial de que la subvarie-

dad inmersa Mn sea pseudo-umbilical puede ser sustituida por la propiedad

de que la subvariedad sea minimal (ver la ecuación 2.42). Por otra parte, si

en un punto p se alcanza la igualdad en (2.50), entonces ρ = 0 y el tensor de

Ricci es idénticamente nulo. Consecuentemente [Be1, p. 41], todo campo de

Killing X ∈ X(Mn) es paralelo y el espacio de campos de Killing tiene dimen-

sión exactamente el primer número de Betti b1(Mn,R) (que es distinto de 0

si imponemos la condición 1 ). Nótese que la condición 1 siempre es cierta

para una variedad homogénea Mn. Recordemos también que toda variedad
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Riemanniana homogénea con Ric = 0 es llana, y es isométrica al producto de

un toro por un espacio Euclídeo [Be1, Teorema 7.61]. ♦

La Técnica de Bochner para variedades de Lorentz ha sido detalladamente

estudiada por A. Romero y M. Sánchez (véase [PR, R2] y referencias citadas).

Ambos autores demuestran que si una variedad de Lorentz de dimensión n ≥ 3

admite un campo de vectores conforme temporal y satisface Ric = ρg para

cierta constante real ρ ∈ R, entonces ρ ≤ 0. Analizan también el caso particular

ρ = 0. Obtenemos como consecuencia de este estudio:

Corolario 2.57 Sea φ : Mn
1 → M̃n+d

1+` (c̃) una inmersión isotrópica y pseudo-

umbilical con Mn
1 variedad de Lorentz compacta, n ≥ 3 y admitiendo un campo

de vectores conforme temporal X ∈ X(Mn
1 ). Entonces, la función λ de isotropía

satisface la desigualdad

λ ≥ 2(n− 1)

n+ 2
c̃+

3n

n+ 2
g(H,H) (2.51)

en cada punto.

Si la igualdad se alcanza en un punto, entonces X es paralelo, el primer

número de Betti de Mn
1 es distinto de 0 y la conexión de Levi-Civita de Mn

1 es

Riemanniana. Además, si alguna de las siguientes condiciones es cierta:

(1) Mn
1 es homogénea,

(2) Mn
1 es llana (en particular si n = 3),

(3) n = 4,

entonces, Mn
1 es isométrica (salvo un recubridor finito) a un n-toro de Lorentz

llano.

Demostración: Similar al resultado anterior, teniendo en cuenta [PR]. �
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Observación 2.58 Como en el Corolario 2.55, la hipótesis de que la subva-

riedad de Lorentz Mn
1 sea pseudo-umbilical puede ser sustituida por el hecho

de que la subvariedad sea minimal. Notemos, por curiosidad, que las desigual-

dades de obstrucción (2.50) y (2.51) tienen sentido opuesto. ♦

2.5. Geometría compleja e isotropía

Cuando en una inmersión isométrica las variedades involucradas son de

Kaehler y la inmersión es holomorfa, la noción de inmersión isotrópica tiene

una sencilla interpretación en términos de la diferencia entre las curvaturas

seccionales holomorfas. Esto nos permite obtener nuevos ejemplos de inmer-

siones pseudo-Riemannianas isotrópicas y estudiar algunas de las propiedades

que presenta toda inmersión isotrópica holomorfa.

2.5.1. Variedades de Kaehler no degeneradas

En esta sección vamos a recordar algunas nociones básicas sobre variedades

complejas y de Kaehler. Para una exposición más detallada puede consultarse

[KN] y [RS].

Una estructura casi-compleja en una variedad diferenciable real M es un

campo tensorial J : X(M) → X(M) satisfaciendo J2 = −I, donde I deno-

ta el campo tensorial identidad. Una variedad diferenciable dotada de una

estructura casi-compleja fija se llama variedad casi-compleja. Toda variedad

casi-compleja tiene dimensión par y es orientable.

El espacio Cn = {(z1, . . . , zn) : zk = xk + iyk, xk, yk ∈ R} tiene una

estructura casi-compleja J natural definida por

J

(
∂

∂xk

)
=

∂

∂yk
, y J

(
∂

∂yk

)
= − ∂

∂xk
, k = 1, . . . , n.

Es fácil comprobar que una aplicación f : U ⊆ Cn → Cn es holomorfa si y sólo

si f∗ ◦J = J ◦ f∗, que es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann para

cada función coordenada.
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Una variedad compleja M de dimensión n, es una variedad real de dimen-

sional 2n que admite un atlas A = {(Uα, ϕα)}α∈A con funciones de transición

holomorfas. Una variedad compleja admite una estructura casi-compleja natu-

ral JM : Para cada entorno coordenado (Uα, ϕα) se define

JM = (dϕα)
−1 ◦ J ◦ dϕα,

donde J es la estructura casi-compleja canónica de Cn. Esta definición es in-

dependiente del entorno coordenado (Uα, ϕα) elegido, por lo que JM está glo-

balmente definida.

Una estructura casi-compleja J sobre una variedad diferenciable M se dice

estructura compleja si la estructura de variedad diferenciable de M proviene

de una estructura de variedad compleja con estructura casi-compleja asociada

JM = J .

Una variedad de Kaehler (no degenerada) es una variedad casi-compleja

(M,J) junto con una métrica no degenerada g tal que:

(i) g es hermítica, es decir, g(JX, JY ) = g(X, Y ) para cada X, Y ∈ X(M).

(ii) La estructura casi-compleja J es paralela, es decir, ∇XJY = J(∇XY )

para cada X,Y ∈ X(M), siendo ∇ la conexión de Levi-Civita asociada

a g.

En virtud del conocido Teorema de Newlander-Nirenberg [KN], la estruc-

tura casi-compleja de una variedad de Kaehler es una estructura compleja. Por

otra parte, para una variedad de Kaehler 2n-dimensional (M,J, g) el índice de

g es un número par 2s, 0 ≤ 2s ≤ 2n, puesto que J preserva el carácter cau-

sal. Al valor de s le llamamos índice complejo y denotamos por Mn
s (C) para

designar a una variedad de Kaehler de dimensión compleja n e índice com-

plejo s. Cuando no exista posibilidad de confusión pondremos simplemente

Mn
s = Mn

s (C).
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Sea (M,J, g) una variedad de Kaehler. Una sección plana holomorfa Π

del espacio tangente TpM es una sección plana generada por {u, Ju}. Una

sección plana holomorfa Π es no degenerada si y sólo si existe un vector v ∈ Π

tal que g(v, v) 6= 0. La curvatura seccional asociada a una sección plana no

degenerada Π se llama curvatura seccional holomorfa, denotada por H(p,Π).

Una variedad de Kaehler se dice de curvatura seccional holomorfa constante

si la función H(p,Π) es constante para cada sección plana holomorfa y cada

punto. Si en cada punto p ∈M las curvaturas seccionales holomorfas H(p,Π)

tienen el mismo valor H(p) entonces, el tensor curvatura de Riemann R de M

puede escribirse [BR]

R(X, Y )Z =
H
4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX

−g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ}. (2.52)

Además, si la dimensión compleja de M es n ≥ 2, el Teorema de Schur nos

asegura que H es una función constante [KN], es decir, M es una variedad de

Kaehler de curvatura seccional holomorfa constante. Denotamos por Mn
s (c; C)

para designar a una variedad de Kaehler de curvatura seccional holomorfa

constante c, dimensión compleja n e índice complejo s.

Un espacio modelo de la geometría pseudo-Riemanniana compleja es una

variedad de Kaehler completa, simplemente conexa y de curvatura seccional

holomorfa constante. Denotamos por CMn
s (c) para un espacio modelo comple-

jo de dimensión compleja n, índice complejo s y curvatura seccional holomorfa

c. Se prueba que dos modelos pseudo-Riemannianos complejos son holomorfi-

camente isométricos si y sólo si tienen la misma dimensión compleja n, índice

complejo s y curvatura c. Modelos estándares de variedades de Kaehler de

curvatura seccional constante fueron construidos independientemente por M.

Barros, A. Romero [BR] y J. A. Wolf [Wo]:
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1. La variedad compleja Cn dotada con la parte real de la métrica hermítica

bns (z, w) = −
s∑

k=1

z̄kwk +
n∑

k=s+1

z̄kwk para z, w ∈ Cn

define una variedad de Kaehler completa, simplemente conexa, de índice

complejo s y curvatura seccional constante c = 0, que se denota por

Cn
s . El grupo unitario indefinido U s(n) es el grupo de automorfismos

de Cn que deja invariante la métrica hermítica bns . El grupo unitario

especial indefinido SU s(n) está constituido por los elementos de U s(n)

con determinante igual a uno. Observemos que Cn
s = R2n

2s como variedad

pseudo-Riemanniana real.

2. El espacio proyectivo complejo indefinido CPns (c) (c > 0) se define de la

siguiente forma [BR]: Como variedad compleja es la subvariedad abierta

Ω = {z ∈ Cn+1 : bn+1
s (z, z) > 0}/C∗

del espacio proyectivo complejo ordinario CPn = (Cn+1 − {0})/C∗. Para

definir su métrica, consideramos el “Fibrado de Hopf”

π : S2n+1
2s

(√
4/c
)
→ Ω, z 7→ z · C∗,

que es una sumersión diferenciable. Entonces, existe una única métri-

ca pseudo-Riemanniana de índice 2s en Ω tal que π es una sumer-

sión Riemanniana en el sentido de O’Neill [O’N3]. La variedad pseudo-

Riemanniana CPns (c) es una variedad de Kaehler simplemente conexa

que tiene dimensión compleja n, índice complejo s y curvatura seccional

holomorfa constante c. Observemos que el espacio proyectivo complejo

CPns = CPns (1) puede verse como la variedad pseudo-Riemanniana ho-

mogénea

CPns = SU s(n+ 1)/U s(n),

que coincide con la definición de espacio proyectivo indefinido complejo

dada por J. A. Wolf [Wo, p. 382].
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3. Para c < 0, el espacio hiperbólico indefinido complejo CHn
s (c) se define

de forma similar al caso anterior, considerando esta vez el abierto Ω =

{z ∈ Cn+1 : bn+1
s+1 (z, z) < 0}/C∗ y la sumersión

π : H2n+1
2s

(√
−4/c

)
→ Ω, z 7→ z · C∗.

La variedad pseudo-Riemanniana CHn
s (c) es una variedad de Kaehler

indefinida simplemente conexa que tiene dimensión compleja n, índice

2s y curvatura seccional holomorfa constante c. El espacio hiperbólico

indefinido complejo CHn
s = CHn

s (1) puede verse como la variedad pseudo-

Riemanniana homogénea

CHn
s = SU s+1(n+ 1)/U s(n).

†

En [BR] se demuestra, extendiendo el Teorema de Hawley-Igusa [KN], que

toda variedad de Kaehler simplemente conexa, completa, de dimensión com-

pleja n, índice complejo s y curvatura seccional holomorfa constante c, es

isométricamente holomorfa a Cn
s , CPns (c) o CHn

s (c) según sea c = 0, c > 0 o

c < 0, respectivamente. Localmente, toda variedad de Kaehler Mn
s de curvatu-

ra seccional holomorfa constante c es isométricamente holomorfa a Cn
s , CPns (c)

o CHn
s (c) si c = 0, c > 0 o c < 0.

2.5.2. Inmersiones isotrópicas holomorfas

Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa de una variedad

de Kaehler Mn
s en una variedad ambiente de Kaehler M̃n+d

s+` . Las dimensiones

y los índices correspondientes se consideran todos complejos. Denotamos de la

misma forma al tensor métrico g de Mn
s y M̃n+d

s+` . Asimismo, escribimos por J

para designar tanto la estructura casi-compleja de la variedad inmersa como

la del ambiente. Para todas las fórmulas y cálculos locales podemos asumir

que las inmersiones isométricas son embebimientos y así podemos identificar
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un punto p de Mn
s con su imagen φ(p) y el espacio tangente TpM

n
s con el

subespacio dφ(TpM
n
s ) de Tφ(p)M̃

n+d
s+` , etc.

Como en el caso definido tenemos:

Lema 2.59 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa. En-

tonces, la segunda forma fundamental h asociada verifica

h(X, JY ) = h(JX, Y ) = Jh(X, Y ) (2.53)

para cada X, Y ∈ X(Mn
s ).

Demostración: Como ∇̃XJY = J(∇̃XY ), aplicando la fórmula de Gauss

(1.6) se obtiene ∇XJY + h(X, JY ) − J∇XY − Jh(X, Y ) = 0, de donde se

deduce inmediatamente el resultado. �

Observemos que la propiedad (2.53) implica que h(JX, JY ) = −h(X, Y )

para todo X,Y ∈ X(Mn
s ). Consecuentemente, el campo curvatura media aso-

ciado verifica H = 0 y la inmersión es minimal.

Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa de una variedad

de Kaehler Mn
s en una variedad ambiente de Kaehler M̃n+d

s+` . Como una inmer-

sión isométrica holomorfa preserva los planos holomorfos, podemos definir el

discriminante holomorfo de φ en p ∈Mn
s como

∆hol
p (Π) = H(x)− H̃(x),

donde H(x) y H̃(x) representan, respectivamente, la curvatura seccional holo-

morfa de Mn
s y M̃n+d

s+` asociada a una sección plana holomorfa no degenerada

Π de base {x, Jx} ⊆ TpM
n
s . Si el valor ∆hol

p (Π) no depende de la sección plana

holomorfa no degenerada Π, entonces se dice que el discriminante holomorfo

∆hol
p es constante en p ∈Mn

s .

Teorema 2.60 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. φ es λ-isotrópica.

2. φ tiene discriminante holomorfo constantemente igual a ∆hol
p = −2λ(p)

en cada punto p ∈Mn
s .

Demostración: Sean R y R̃ los tensores curvatura de Riemann de Mn
s y

M̃n+d
s+` , respectivamente. Entonces, aplicando la ecuación de Gauss (1.9) y la

propiedad (2.53) resulta

R(X, JX, JX,X)− R̃(X, JX, JX,X) = −2g(h(X,X), h(X,X)), (2.54)

de donde se deduce el resultado claramente. �

Cuando la dimensión compleja n = 1 el discriminante holomorfo es trivial-

mente constante. Por tanto, dado que toda inmersión isométrica holomorfa es

minimal, obtenemos como consecuencia del Corolario 2.33:

Corolario 2.61 Toda inmersión isométrica holomorfa φ : Mn
s → M̃n+d

s+` con

dimensión compleja n = 1 es isotrópica y, si λ es la función de isotropía

asociada, se cumple

g(h(X, Y ), h(Z,W )) = λ{g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )

−g(X, Y )g(Z,W )}, (2.55)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Como generalización de un resultado Riemanniano debido a H. Naitoh

[Na1] tenemos:

Teorema 2.62 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión λ-isotrópica holomorfa.

Entonces, se satisface la siguiente ecuación:

g(h(X,Y ), h(Z,W ))

=
λ

2
{g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )

+g(JX,W )g(Y, JZ) + g(JX,Z)g(Y, JW )} , (2.56)

para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).
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Demostración: Consideremos el campo tensorial sobre Mn
s

T (X, Y, Z,W ) = g(h(X,W ), h(Y, Z))− g(h(X,Z), h(Y,W ))

+
λ

2
{g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )

+g(JY, Z)g(JX,W )− g(JX,Z)g(JY,W )

+2g(X, JY )g(JZ,W )}. (2.57)

Entonces, T es un tensor de tipo curvatura verificando, por la condición de

Isotropía (2.8), la propiedad de J invariancia de h (2.53) y (2.54), que

T (JX, JY, Z,W ) = T (X, Y, Z,W )

y

T (X, JX, JX,X) = 0

para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ). Esto implica [KN, Proposición IX.7.2] que el

tensor T = 0. Basta considerar la Condición de Isotropía (2.10) de permutación

circular para obtener el resultado buscado. �

Observación 2.63 Como consecuencia directa del Teorema 2.60 obtenemos

que toda inmersión isométrica holomorfa φ : Mn
s (c) → M̃n+d

s+` (c̃) entre dos

variedades de Kaehler de curvatura seccional holomorfa constante es constan-

temente isotrópica con λ = (c̃− c)/2. ♦

Teorema 2.64 Si una variedad de Kaehler Mn
s (n ≥ 2) admite una inmer-

sión isotrópica holomorfa en una variedad de Kaehler M̃n+d
s+` (c̃) de curvatura

seccional holomorfa constante, entonces se verifican:

(1) Mn
s tiene curvatura seccional holomorfa constante c ∈ R.

(2) La inmersión es constantemente isotrópica con constante de isotropía

dada por λ = (c̃− c)/2.
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Demostración: Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión λ-isotrópica. Apli-

cando el Teorema 2.60 obtenemos que la curvatura seccional holomorfa H de

Mn
s satisface H = −2λ + c̃. Como la dimensión compleja n ≥ 2, el Teorema

de Schur nos asegura que la función H es constante, y el resultado se sigue

claramente teniendo en cuenta la Observación anterior. �

Una inmersión isométrica holomorfa φ : Mn
s → CMn+d

s+` (c) es sustancial si

la imagen φ(Mn
s ) no está contenida en ninguna subvariedad compleja propia

y totalmente geodésica (degenerada o no) de CMn+d
s+` (c). Recordemos que la

noción de inmersión holomorfa sustancial es afín, es decir, sólo depende de la

conexión de Levi-Civita del espacio ambiente.

Ejemplo 2.65 Embebimientos de Veronese indefinidos complejos.

Se demostró en [R1] que CPns (c) admite una inmersión isométrica holomor-

fa sustancial en CPNS (c̃) si y sólo si se verifican:

(i) c̃ = kc para algún entero positivo k,

(ii) N =

(
n+ k

k

)
− 1,

(iii) S =

[(k+1)/2]−1∑
j=0

(
s+ 2j

2j + 1

)(
n− s+ k − 2j − 1

k − 2j − 1

)
si s > 0,

donde [(k+1)/2] denota el mayor entero menor o igual que (k+1)/2, y S = 0

si s = 0. Por tanto, dado un entero positivo k, existe una inmersión isométrica

holomorfa sustancial ψn,s,k : CPns (c) → CPN(n,k)
S(n,s,k)(kc) siendo

N(n, k) =

(
n+ k

k

)
− 1

y

S(n, s, k) =


[(k+1)/2]−1∑

j=0

(
s+ 2j

2j + 1

)(
n− s+ k − 2j − 1

k − 2j − 1

)
si s > 0

0 si s = 0.
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La inmersión ψn,s,k es constantemente isotrópica con constante de isotropía

dada por λ = c(k − 1)/2. Una construcción explícita de este tipo de inmersio-

nes podemos encontrarla en [R1], los denominados k-ésimos embebimientos de

Veronese de CPns (c) en CPN(n,k)
S(n,s,k)(kc). †

Teorema 2.66 Sea φ : Mn
s → CPNS (c̃) una inmersión isotrópica holomorfa y

sustancial con dimensión compleja n ≥ 2. Entonces, φ es localmente congruen-

te a un k-ésimo embebimiento de Veronese de CPns (c̃/k) en CPN(n,k)
S(n,s,k)(c̃) para

algún entero positivo k.

Demostración: El resultado se sigue de las observaciones de [R1] ya que,

por el Teorema 2.64, la variedad de Kaehler Mn
s tiene curvatura seccional

holomorfa constante y la inmersión es sustancial. �

Observación 2.67 Es conocido [ANS] que, para una inmersión isométrica

holomorfa φ : Mn
s (c) → M̃n+d

s+` (c̃) entre dos variedades de Kaehler de curvatura

seccional holomorfa constante, se verifican las siguientes propiedades:

(a) c = 0 si y sólo si c̃ = 0.

(b) Si c̃ 6= 0, entonces c̃ = kc y n+ d ≥
(
n+k
k

)
− 1 para cierto entero positivo

k. ♦

Como consecuencia directa del Teorema 2.64 y las anteriores propiedades

tenemos:

Corolario 2.68 Sea φ : Mn
s → Cn+d

s+` una inmersión isotrópica holomorfa con

n ≥ 2. Entonces, Mn
s tiene curvatura seccional holomorfa constante c = 0 y la

inmersión φ es 0-isotrópica.

Corolario 2.69 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isotrópica holomorfa

con n ≥ 2 y c̃ 6= 0. Entonces, Mn
s tiene curvatura seccional holomorfa constante

c y la inmersión φ es constantemente c(k − 1)/2-isotrópica para cierto entero

positivo k tal que c̃ = kc y n+ d ≥
(
n+k
k

)
− 1.
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2.5.3. Inmersiones holomorfas y circunferencias

Recientemente K. Suizu [Sui] caracterizó, en el caso definido positivo, las

inmersiones isométricas holomorfas totalmente geodésicas mediante el com-

portamiento extrínseco de las circunferencias de Kaehler de la subvariedad

inmersa. Generalizando la noción equivalente Riemanniana, decimos que una

circunferencia propia γ de curvatura κ > 0 de una variedad de Kaehler Mn
s es

una circunferencia de Kaehler si

∇γ′γ
′ = κJγ′ o ∇γ′γ

′ = −κJγ′,

siendo ∇ la conexión de Levi-Civita y J la estructura casi-compleja de Mn
s .

Observemos que dado un punto p ∈ Mn
s , un vector unitario u ∈ TpM

n
s y una

constante positiva κ > 0, existen justamente dos circunferencias de Kaehler

γ1, γ2 de curvatura κ con ∇γ′1
γ′1 = κJγ′1, ∇γ′2

γ′2 = −κJγ′2 satisfaciendo las

condiciones iniciales γi(0) = p y γ′i(0) = u, para i = 1, 2.

Teorema 2.70 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa.

Dado κ > 0, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es totalmente geodésica.

2. φ transforma cada circunferencia de Kaehler γ de curvatura κ de Mn
s en

una circunferencia propia φ ◦ γ del ambiente.

Demostración: Bastará comprobar la implicación 2 ⇒ 1. Denotemos por

simplicidad de la misma forma las curvas γ y φ ◦ γ. Sea u un vector unitario

en un punto p ∈Mn
s y γ = γ(t) la circunferencia de Kaehler con ∇TT = κJT

y condiciones iniciales γ(0) = p, γ′(0) = u, siendo T el campo de velocidades

de γ. Entonces, teniendo en cuenta la Fórmula de Gauss (1.6), la Fórmula

de Weingarten (1.7), el paralelismo de la estructura casi-compleja J y la J-

invariancia de la segunda forma fundamental (2.53), resulta

∇̃TT = kJT + h(T, T ), (2.58)

∇̃2
TT = −κ2T − Ah(T,T )T + 3κJh(T, T ) + (∇̄h)(T, T, T ). (2.59)



2.5 Geometría compleja e isotropía 81

Como por hipótesis, la curva transformada es una circunferencia del ambiente,

tenemos

∇̃2
TT + g(∇̃TT, ∇̃TT )g(T, T )T = 0. (2.60)

Por tanto, de las expresiones (2.58)—(2.60), obtenemos que

0 = −κ2T − Ah(T,T )T + 3κJh(T, T ) + (∇̄h)(T, T, T )

+κ2g(T, T )2T + g(T, T )g(h(T, T ), h(T, T ))T. (2.61)

En particular, la parte normal del segundo término de (2.61) es nula y, eva-

luando en t = 0, resulta

3κJh(u, u) + (∇̄h)(u, u, u) = 0. (2.62)

De forma análoga, para la circunferencia de Kaehler ρ determinada por la

ecuación ∇TρTρ = −κJTρ y las condiciones iniciales ρ(0) = p, ρ′(0) = u,

siendo Tρ el campo tangente de velocidades de ρ, tenemos

− 3κJh(u, u) + (∇̄h)(u, u, u) = 0. (2.63)

El resultado se sigue finalmente de (2.62) y (2.63). �

Cuando el espacio ambiente tiene curvatura seccional holomorfa constante

deducimos de la ecuación de Codazzi (1.13) y la relación (2.52) que la derivada

covariante ∇̄h es un tensor simétrico. Por tanto, como en el Teorema 2.23

tenemos:

Teorema 2.71 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isométrica holomorfa.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es una inmersión isotrópica con segunda forma fundamental paralela

y constante de isotropía λ 6= 0.

2. φ transforma cada geodésica unitaria γ de Mn
s en una circunferencia

propia φ ◦ γ del ambiente.
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Como consecuencia del Corolario 2.28 y del Teorema 2.60 obtenemos la

siguiente caracterización de inmersiones holomorfas indefinidas 0-isotrópicas

mediante circunferencias:

Teorema 2.72 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica holomorfa con

0 < s < n. Dado κ > 0, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es 0-isotrópica.

2. H(v) = H̃(v) para todo vector tangente no luminoso v en cada punto.

3. φ transforma cada circunferencia propia γ de curvatura κ de Mn
s en una

curva β = φ ◦ γ con curvatura constante κ̃ = κ.



Capítulo 3

Rigidez de inmersiones isotrópicas

En el caso definido, T. Itoh y K. Ogiue [IO1] demostraron la rigidez de

ciertas inmersiones isotrópicas entre espacios de curvatura constante. Sus re-

sultados fueron extendidos por K. Sakamoto [Sak2] demostrando que toda

variedad Riemanniana isotrópicamente inmersa en un espacio de curvatura

constante con segunda forma fundamental paralela, es localmente isométrica a

un espacio Euclídeo o a un espacio simétrico de rango uno y la inmersión es rí-

gida. En el presente capítulo, se pretende estudiar la rigidez de las inmersiones

pseudo-Riemannianas isotrópicas. Es importante observar que si bien algunos

de los resultados que presentamos son de naturaleza definida, los procedimien-

tos seguidos para sus pruebas son esencialmente nuevos. Esto nos permite

obtener como consecuencia resultados de rigidez para inmersiones isotrópicas

Riemannianas que extienden a otros conocidos más débiles [IO1, Sak2].

3.1. Ecuación Fundamental de Isotropía

Damos en el presente parágrafo una nueva caracterización de la isotropía

de una inmersión en términos de los tensores de curvatura de Riemann de la

variedad inmersa y del ambiente. Esta caracterización resulta imprescindible

para el estudio de la rigidez de las inmersiones isotrópicas que, por una parte,

nos permite establecer una nueva interpretación extrínseca de la noción de

inmersión isotrópica y, por otra parte, nos proporciona resultados de unicidad

relacionados con la isotropía de una inmersión.
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Teorema 3.1 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isométrica. Sean R y R̃

los tensores curvatura de Riemann de Mn
s y M̃n+d

s+` , respectivamente. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es isotrópica.

2. Existe una función diferenciable λ ∈ C∞(Mn
s ) tal que

3g (h(X, Y ), h(Z,W ))

= λ{g(X, Y )g(Z,W ) + g(Y, Z)g(X,W ) + g(X,Z)g(Y,W )}

+g(R̃(Y, Z)X,W )− g(R(Y, Z)X,W )

+g(R̃(X,Z)Y,W )− g(R(X,Z)Y,W ) (3.1)

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Además, se verifica la condición 2 con λ constante si y sólo si φ es constante-

mente isotrópica.

Demostración: La implicación 2 ⇒ 1 es clara. Veamos que 1 ⇒ 2. De la

ecuación de Gauss (1.9) se tiene que

g(h(X,W ), h(Y, Z))− g(h(X,Z), h(Y,W ))

= g(R(X, Y )Z,W )− g(R̃(X, Y )Z,W ) (3.2)

para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ). Entonces, teniendo en cuenta la propiedad

isotrópica de permutación circular (2.10), la igualdad (3.2) anterior y las pro-

piedades elementales del tensor de curvatura de Riemann R y R̃, obtenemos

fácilmente el resultado buscado. �

Dicho de otra forma, la segunda forma fundamental h de una inmersión

isotrópica está completamente determinada por la primera forma fundamen-

tal g. La expresión (3.1) anterior la denominamos Ecuación Fundamental de

Isotropía.
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3.2. Isotropía y simetría

Observemos que si una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` con ambien-

te localmente simétrico tiene segunda forma fundamental paralela entonces,

por la ecuación de Gauss (1.9), Mn
s es localmente simétrica. Para inmersio-

nes constantemente isotrópicas demostramos a continuación que, bajo ciertas

condiciones, el recíproco también se cumple (obteniéndose de esta forma la

extensión indefinida del resultado Riemanniano [BM] correspondiente):

Lema 3.2 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión constantemente isotrópica

con segunda forma fundamental sobreyectiva. Entonces, si Mn
s es localmente

simétrica, φ tiene segunda forma fundamental paralela.

Demostración: Como la segunda forma fundamental h es sobreyectiva, en-

tonces en cada punto p el primer espacio normal satisface

Im(h) = {h(u, v) : u, v ∈ TpMn
s } = T⊥p M

n
s
∼= Rd

` .

Por otra parte, de la Ecuación Fundamental de Isotropía (3.1) y de la expresión

(1.2), deducimos que

3g(h(X, Y ), h(Z,W )) = −g(R(X,Z)Y,W )− g(R(Y, Z)X,W )

+(λ+ c̃){g(X,W )g(Y, Z) + g(X,Z)g(Y,W )}

+(λ− 2c̃)g(X, Y )g(Z,W ). (3.3)

Como λ es constante y Mn
s es localmente simétrica, derivando (3.3) con res-

pecto a cualquier campo tangente T de Mn
s , resulta

g
(
(∇̄Th)(X,Y ), h(Z,W )

)
= −g

(
h(X, Y ), (∇̄Th)(Z,W )

)
. (3.4)

Usando la expresión (3.4) y la ecuación de Codazzi (1.14) repetidamente, en-

contramos que

g
(
(∇̄Th)(X, Y ), h(Z,W )

)
= −g

(
h(X, Y ), (∇̄Zh)(T,W )

)
= g

(
(∇̄Xh)(Y, Z), h(T,W )

)
= −g

(
h(Z, Y ), (∇̄Wh)(X,T )

)
= g

(
(∇̄Y h)(Z,W ), h(X,T )

)
= −g

(
h(Z,W ), (∇̄Th)(X, Y )

)
.
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Así que g
(
(∇̄Th)(X, Y ), h(Z,W )

)
= 0, lo que implica, junto con la hipótesis

de que el primer espacio normal genera a todo el espacio normal de la inmersión

en cada punto, que la segunda forma fundamental es paralela. �

Observación 3.3 El resultado anterior es igualmente cierto si la hipótesis de

que el espacio ambiente sea de curvatura seccional constante la sustituimos por

la hipótesis de que el espacio ambiente sea localmente simétrico y la derivada

covariante ∇̄h sea un tensor simétrico. ♦

El siguiente resultado [B2] nos viene a decir que la noción de inmersión

con segunda forma fundamental paralela es la versión natural en términos de

inmersiones del concepto de variedad simétrica:

Lema 3.4 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isométrica. Entonces, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. φ tiene segunda forma fundamental paralela.

2. Cada punto p de Mn
s admite un entorno abierto U ⊆Mn

s y una isometría

σp del ambiente tal que σp(φ(p)) = φ(p), σp(φ(U)) = φ(U), dσp(dφ(v)) =

−dφ(v) para cada v ∈ TpMn
s y dσp(ξ) = ξ para cada ξ ∈ T⊥φ(p)M

n
s .

Además, si se cumple la condición 1 o 2 con Mn
s completa, σp(φ(Mn

s )) =

φ(Mn
s ) en todo punto p de Mn

s .

3.3. Inmersiones isotrópicas extrínsecas

La noción de variedad pseudo-Riemanniana isotrópica intrínseca de J. A.

Wolf motiva la siguiente definición natural dada en términos de inmersiones:

Una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` se dice isotrópica extrínseca en

un punto p ∈ Mn
s si para cada u, v ∈ TpM

n
s no nulos con g(u, u) = g(v, v)

existe una isometría A de M̃n+d
s+` tal que:
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(i) A(φ(Mn
s )) = φ(Mn

s ),

(ii) A(φ(p)) = φ(p) y d(A ◦ φ)(u) = dφ(v).

Una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` se dice isotrópica extrínseca si

es isotrópica extrínseca en todo punto. La noción de subvariedad isotrópica

extrínseca es clara.

Asimismo, diremos que una inmersión isométrica φ : Mn
s → M̃n+d

s+` es fuer-

temente isotrópica extrínseca si, para todo punto p de Mn
s , el subgrupo de

isotropía Isop(M̃
n+d
s+` ) actúa transitivamente sobre el conjunto de referencias

ortonormales en p, es decir, para cada par de bases ortonormales ordenadas

{e1, . . . , en} y {e′1, . . . , e′n} de TpMn
s existe una isometría A de M̃n+d

s+` tal que:

(i) A(φ(Mn
s )) = φ(Mn

s ),

(ii) A(φ(p)) = φ(p) y d(A ◦ φ)(ei) = dφ(e′i), i = 1, . . . , n.

Claramente, una inmersión fuertemente isotrópica extrínseca es isotrópica ex-

trínseca.

Ejemplo 3.5 Las hipercuádricas del espacio pseudo-Euclídeo son subvarieda-

des fuertemente isotrópicas extrínsecas [O’N2, Proposición 4.30]. Notemos que

una hipercuádrica es una subvariedad constantemente isotrópica, cumpliendo

la propiedad isotrópica intrínseca como variedad. †

Proposición 3.6 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isotrópica extrínseca.

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

(1) Mn
s es una variedad localmente isotrópica intrínseca y, en particular,

localmente simétrica y localmente homogénea.

(2) φ es una inmersión isotrópica (en el sentido de la definición (2.1)).
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Demostración: Sea p ∈ Mn
s y u, v ∈ TpM

n
s dos vectores tangentes no nulos

con g(u, u) = g(v, v). Por hipótesis, existe una isometría del ambiente A tal que

A(φ(Mn
s )) = φ(Mn

s ), A(φ(p)) = φ(p) y d(A ◦ φ)(u) = dφ(v). Sea U un entorno

abierto de p en Mn
s tal que la restricción φ|U sea un embebimiento isométrico.

Entonces, la aplicación f = φ−1 ◦ A ◦ φ|U es una isometría local en p tal

que f(p) = p y df(u) = v. Esto significa que la variedad Mn
s es localmente

isotrópica intrínseca. En particular [Wo, Teorema 12.3.1], Mn
s es localmente

simétrica y localmente homogénea, quedando probada la propiedad (1). La

propiedad (2) se deduce fácilmente teniendo en cuenta que la segunda forma

fundamental es un invariante extrínseco [O’N2, Lema 4.7] y aplicando el Lema

2.3. �

Por la clasificación de J. A. Wolf [Wo] de las variedades localmente isotró-

picas intrínsecas, deducimos de la Proposición anterior:

Corolario 3.7 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` una inmersión isotrópica extrínseca.

Entonces, si el índice s es impar o n−s es impar, φ es una inmersión isotrópica

y Mn
s es localmente isométrica a Rn

s , RPns o RHn
s . Si además Mn

s es completa,

el recubridor universal de Mn
s es isométrico a Rn

s , S̃ns o H̃n
s .

Observación 3.8 Deducimos de la prueba de la Proposición 3.6 que, para un

embebimiento isotrópico extrínseco φ : Mn
s → M̃n+d

s+` , la subvariedad inmersa

Mn
s es globalmente isotrópica intrínseca. Nótese que las variedades isotrópi-

cas intrínsecas fueron clasificadas por J. A. Wolf [Wo, Teorema 12.4.5]. Por

otra parte, el resultado anterior nos motiva el planteamiento de la siguiente

conjetura:

Conjetura: Toda inmersión isotrópica, con variedad inmersa iso-

trópica intrínseca, es isotrópica extrínseca.

Bajo ciertas condiciones adicionales, damos respuesta afirmativa si el espacio

ambiente es pseudo-Euclídeo. Nótese que toda variedad isotrópica intrínseca
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es localmente simétrica. Además, para deducir el carácter isotrópico extrínseco

de la inmersión, basta demostrar que toda isometría de la subvariedad inmersa

proviene de una isometría del ambiente. ♦

Apoyándonos en la Ecuación Fundamental de Isotropía (3.1) y en el Teo-

rema 1.10 de Congruencia, obtenemos:

Teorema 3.9 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad constantemente isotrópica con

segunda forma fundamental h sobreyectiva. Entonces, si Mn
s es localmente si-

métrica, h es paralela y toda isometría f de Mn
s proviene de un movimiento

rígido A de Rn+d
s+` , es decir, A|Mn

s
= f .

Demostración: Fijemos una isometría f : Mn
s → Mn

s , un punto p ∈ Mn
s

y una curva γ de Mn
s tal que γ(0) = p. Observemos que, por el Lema 3.2

anterior, la segunda forma fundamental h es paralela. Sea {E1, . . . , En} ⊆ X(γ)

un campo local (entorno al punto p) de referencias ortonormal de campos

paralelos a lo largo de γ. Como el primer espacio normal Im(h) genera a todo

el espacio normal en cada punto, podemos elegir (entorno al punto p) una base

{ξ1, . . . , ξd} ⊆ X⊥(γ) formada por campos normales a lo largo de γ de la forma:

ξα = h(Eiα , Ejα), α = 1, . . . , d.

Cada campo ξα es paralelo ya que de la ecuación (1.11) se sigue que

DT ξα = DT (h(Eiα , Ejα)) = h(∇TEiα , Ejα) + h(Eiα ,∇TEjα) = 0,

donde T denota el campo tangente de velocidades de la curva γ. Consideremos

los campos normales a lo largo de f ◦ γ:

ηα = h(f∗Eiα , f∗Ejα), α = 1, . . . , d.

Como f es una isometría, conserva el paralelismo y, de forma similar al ra-

zonamiento anterior, los campos ηα son paralelos para cada α = 1, . . . , d. Por
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otra parte, de la Ecuación Fundamental de Isotropía (3.1) se sigue que

g(ηα, ηα) = g (h(f∗Eiα , f∗Ejα), h(f∗Eiα , f∗Ejα))

= g(h(Eiα , Ejα), h(Eiα , Ejα))

= g(ξα, ξα),

porque la subvariedad es constantemente isotrópica y la curvatura es invariante

por isometrías. Por tanto, para cada t ∈ Dom(γ), obtenemos la isometría lineal

Fγ(t) : T⊥γ(t)M
n
s −→ T⊥f(γ(t))M

n
s , ξα 7−→ ηα.

Por construcción, se satisface la igualdad Fγ(t) ◦ P⊥
γ = P⊥

f◦γ ◦ Fp (donde P⊥

denota el transporte paralelo normal). Además, se conserva la segunda forma

fundamental, esto es,

Fγ(t)(h(v, w)) = h(df(v), df(w)) para todo v, w ∈ Tγ(t)Mn
s .

En efecto, sean los campos paralelos ξij = h(Ei, Ej) y ηij = h(f∗Ei, f∗Ej)

para cada i, j = 1, . . . , n. Entonces, existen dos grupos escalares aij1 , . . . , a
ij
d ,

bij1 , . . . , b
ij
d ∈ R tales que

ξij = aij1 ξ1 + · · ·+ aijd ξd,

ηij = bij1 η1 + · · ·+ bijd ηd,

para cada i, j = 1, . . . , n, que están unívocamente determinados, en virtud de

(3.1), por el mismo sistema de ecuaciones lineal. Entonces, el Teorema 1.10

de Congruencia nos asegura finalmente la existencia de un movimiento rígido

A de Rn+d
s+` tal que A|Mn

s
= f . Observemos que, por construcción [O’N2], el

movimiento rígido A verifica A∗p|T⊥p Mn
s

= Fp. �

Teorema 3.10 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión constantemente isotrópica

con segunda forma fundamental h sobreyectiva. Entonces, si Mn
s es isotrópica

intrínseca, h es paralela y φ es isotrópica extrínseca.
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Demostración: Sea p ∈ Mn
s y u, v ∈ TpM

n
s dos vectores tangentes no nulos

con g(u, u) = g(v, v). Por hipótesis existe una isometría f : Mn
s →Mn

s tal que

f(p) = p y df(u) = v. Sea {Uα} un recubrimiento por abiertos de Mn
s tal que

la restricción φ|Uα sea un embebimiento. Entonces, como en el Teorema 3.9, la

isometría φ◦f ◦φ−1 : φ(Uα) → φ(f(Uα)) proviene un movimiento rígido Bα de

Rn+d
s+` , es decir, Bα|φ(Uα) = φ ◦ f ◦ φ−1. Ahora, en cada intersección no vacía de

dos elementos del recubrimiento {Uα} los correspondientes movimientos rígidos

{Bα} coinciden, porque en un punto coinciden y tienen la misma diferencial.

Entonces, de la conexión de Mn
s , tenemos definido un movimiento rígido A de

Rn+d
s+` tal que A(φ(Mn

s )) = φ(Mn
s ), A(φ(p)) = φ(p) y d(A ◦φ)(u) = dφ(v). Esto

demuestra el resultado. �

Observación 3.11 En el siguiente parágrafo obtenemos este mismo resultado

como consecuencia de la rigidez de las inmersiones isotrópicas. ♦

Teorema 3.12 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión constantemente isotrópica

con segunda forma fundamental h sobreyectiva. Entonces, si Mn
s es fuertemen-

te isotrópica intrínseca, h es paralela y φ es fuertemente isotrópica extrínseca.

Demostración: Similar al Teorema anterior: �

Ejemplo 3.13 Las inmersiones de Veronese indefinidas son inmersiones fuer-

temente isotrópicas extrínsecas, ya que este tipo de inmersiones está en las

condiciones del Teorema 3.12. †

Corolario 3.14 Sea φ : Mn
s (c) → Rn+d

s+` una inmersión constantemente iso-

trópica con segunda forma fundamental h sobreyectiva. Entonces, h es paralela

y toda isometría f de Mn
s (c) proviene de un movimiento rígido A de Rn+d

s+` , es

decir, A ◦ φ = φ ◦ f .

Demostración: Basta observar que Mn
s (c) es localmente simétrica y aplicar

el Teorema 3.9. �
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Observación 3.15 En las mismas condiciones del Corolario 3.14, si exigimos

que Mn
s (c) sea completa, resulta que Mn

s (c) es simétrica (Lema 3.4). Entonces,

en virtud de los Teoremas 1.8 y 1.9, el espacio Mn
s (c) es isométrico a:

(1) Un recubridor pseudo-Riemanniano del espacio RPns = Sns/{±1} si c > 0.

(2) Un recubridor pseudo-Riemanniano de RHn
s = Hn

s/{±1} si c < 0.

(3) Un cociente Rn
s/Γ de Rn

s por un subgrupo discreto Γ de traslaciones si

c = 0.

En los casos (1) y (2) anteriores la variedad Mn
s (c) es fuertemente isotrópi-

ca intrínseca. En el caso (3) se da la isotropía intrínseca si y sólo si Mn
s es

isométrica a Rn
s . ♦

Cuando la segunda forma fundamental es paralela:

Corolario 3.16 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isotrópica con segunda

forma fundamental h paralela. Supongamos que, en un punto, el primer es-

pacio normal Im(h) es un subespacio no degenerado de Rn+d
s+` . Entonces, toda

isometría de f de Mn
s proviene de un movimiento rígido A de Rn+d

s+` , es decir,

A ◦ φ = φ ◦ f .

Demostración: Ya que h es paralela, el primer espacio normal Im(h) tiene

dimensión k e índice ν constantes. Luego, por hipótesis, Im(h) es isométri-

co a Rk
ν en cada punto. Entonces, aplicando el Teorema 1.16 de reducción de

la codimensión, la imagen φ(Mn
s ) está contenida en el espacio Rn+k

s+ν . Obtene-

mos de esta forma inmersión isotrópica φ : Mn
s → Rn+k

s+ν con segunda forma

fundamental sobreyectiva. El resultado se sigue del Teorema 3.9. �
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3.4. Rigidez de inmersiones isotrópicas con se-
gunda forma fundamental sobreyectiva

Sea C una clase de inmersiones isométricas, es decir, un conjunto de inmer-

siones isométricas definidas entre un par de variedades pseudo-Riemannianas

fijas y cumpliendo cierta propiedad común. La clase C se dice rígida si dos in-

mersiones cualesquiera de la clase φ, φ′ ∈ C son congruentes, es decir, si existe

una isometría A de la variedad ambiente asociada tal que A ◦ φ = φ′.

En este parágrafo estudiamos la rigidez de la clase C de inmersiones isotró-

picas con segunda forma fundamental sobreyectiva, demostrando la rigidez de

C cuando el ambiente es pseudo-Euclídeo. Resulta imprescindible para la prue-

ba de este resultado la Ecuación Fundamental de Isotropía (3.1) y la versión

indefinida del Teorema Fundamental de Unicidad, que viene dado en términos

de la teoría de fibrados vectoriales.

3.4.1. Fibrados vectoriales

Vamos a recordar algunos conceptos y resultados básicos sobre fibrados

vectoriales. Para ello tomaremos como referencia básica [Sp, Vol.1].

Sea E y M dos variedades diferenciables, y sea π : E →M una aplicación

diferenciable. Recordemos que π : E →M es un fibrado vectorial diferenciable

de rango k, o simplemente un fibrado vectorial, si se satisfacen las siguientes

condiciones:

(i) Cada preimagen Ep := π−1(p) (llamada fibra de π en p) es un espacio

vectorial real de dimensión k.

(ii) Para cada punto p ∈ M , existe un entorno abierto U de p en M , y un

difeomorfismo ϕ : π−1(U) → U ×Rk tal que la restricción a π−1(q) es un

isomorfismo sobre {q} × Rk para cada q ∈ U .
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Un ejemplo simple de fibrado vectorial es justamente M × Rn con la pro-

yección π1 : M × Rn → M del primer factor, y la obvia estructura de espacio

vectorial en cada fibra. Este fibrado se denomina fibrado vectorial trivial n-

plano sobre M . El fibrado tangente TRn es justamente el fibrado vectorial

trivial n-plano de Rn.

Sea π : E → M un fibrado vectorial. Una sección local de π es una apli-

cación diferenciable ξ : U → E definida sobre un abierto U ⊆ M y tal que

π ◦ ξ = IdU . Una sección (global) de π es una sección local con U = M . Se

comprueba que el conjunto de secciones de π, Γ(E), no es vacío.

Observemos que el fibrado tangente TM =
⋃
p∈M TpM de una variedad

diferenciable M y el fibrado normal T⊥M =
⋃
p∈M T⊥p M de una inmersión

isométrica φ : M → M̃ son fibrados vectoriales con secciones X(M) y X⊥(M),

respectivamente.

Dados dos fibrados vectoriales π1 : E1 → M1 y π2 : E2 → M2, y un

difeomorfismo φ : M1 →M2, se dice que una aplicación diferenciable φ̃ : E1 →

E2 es un isomorfismo fibrado a lo largo de φ si, para cada p ∈M1, se verifican

las siguientes propiedades:

(i) π2 ◦ φ̃ = φ ◦ π1 y φ̃(π−1
1 (p)) = π−1

2 (φ(p)).

(ii) La restricción φ̃p : π−1
1 (p) → π−1

2 (φ(p)) de φ̃ a la fibra π−1
1 (p) es un

isomorfismo vectorial.

Se deduce de la definición anterior que φ̃ es un difeomorfismo. Además, para

cada sección ξ de π1 obtenemos una sección φ̃(ξ) de π2 definida por φ̃(ξ) =

φ̃ ◦ ξ ◦ φ−1.

Sea π : E →M un fibrado vectorial. Una conexión lineal es una aplicación

R-bilineal

∇ : X(M)× Γ(E) → Γ(E); (X, ξ) 7→ ∇Xξ

verificando las propiedades:
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(i) ∇fXξ = f∇Xξ,

(ii) ∇X(fξ) = X(f)ξ + f∇Xξ,

para cada f ∈ C∞(M), X ∈ X(M) y ξ ∈ Γ(E).

De la propiedad (i) anterior se sigue que la aplicaciónX 7→ ∇Xξ es C∞(M)-

lineal y, consecuentemente, el valor de ∇Xξ en p ∈ M depende sólo del valor

de X en p. Es fácil verificar que el operador ∇X : Γ(E) → Γ(E) es un operador

local en el sentido de que el valor de ∇Xξ en p ∈M depende sólo de los valores

de ξ en un entorno de p.

El tensor de curvatura de un fibrado vectorial π : E → M con conexión

lineal ∇ es la aplicación C∞(M)-trilineal

R : X(M)× X(M)× Γ(E) → Γ(E)

definida por

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ.

Una métrica pseudo-Riemanniana g sobre un fibrado vectorial π : E →M

es una aplicación bilineal, simétrica y no degenerada

g : Γ(E)× Γ(E) → C∞(M)

sobre el álgebra C∞(M) de las funciones diferenciables sobre M . Un fibrado

vectorial dotado de una métrica pseudo-Riemanniana se llama fibrado vectorial

pseudo-Riemanniano.

Sea π : E → M un fibrado vectorial pseudo-Riemanniano con métrica g.

Una conexión lineal ∇ se dice compatible con g si

Xg(ξ, η) = g(∇Xξ, η) + g(ξ,∇Xη)

para cada X ∈ X(M) y ξ, η ∈ Γ(E).



96 Rigidez de inmersiones isotrópicas

3.4.2. Teorema Fundamental de Unicidad

Estamos en las condiciones idóneas de enunciar y demostrar el Teorema

Fundamental de Unicidad:

Lema 3.17 (Teorema Fundamental de Unicidad) Consideremos dos in-

mersiones isométricas φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` . Sean E, h y D (resp., E ′, h′ y D′)

el fibrado normal, la segunda forma fundamental y la conexión normal de φ

(resp., φ′). Supongamos que existe una isometría f : Mn
s → Mn

s que puede

recubrirse por un isomorfismo fibrado f̃ : E → E ′ de forma que f̃ preserva las

métricas fibradas, las conexiones normales y las segundas formas fundamenta-

les, es decir, se verifica

〈f̃(ξ), f̃(η)〉 = 〈ξ, η〉 para todo ξ, η ∈ E, (3.5)

f̃(DXξ) = D′
f∗X(f̃(ξ)) para todo X ∈ X(Mn

s ), ξ ∈ Γ(E), (3.6)

f̃(h(X, Y )) = h′(f∗X, f∗Y ) para todo X,Y ∈ X(Mn
s ). (3.7)

Entonces, existe un único movimiento rígido A de Rn+d
s+` tal que A ◦ φ = φ′ ◦ f

y A∗|E = f̃

Demostración: Observemos previamente que si el requerido movimiento rí-

gido A existe, es único (ya que, en este caso, conocemos completamente la

diferencial de A y su imagen en un punto [O’N2, Proposición 3.62]). Por tanto,

será suficiente probar la existencia de A localmente y podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que las inmersiones son embebimientos y trabajar con

subvariedades. Ahora, de las hipótesis (3.5)—(3.7), basta aplicar el Teorema

1.10 de Congruencia para deducir la existencia de un movimiento rígido A de

Rn+d
s+` tal que A ◦ φ = φ′ ◦ f y A∗|E = f̃ , como mostramos a continuación:

Denotemos por M1 la subvariedad φ(Mn
s ) y por M2 la subvariedad φ′(Mn

s ).

Entonces, usando las usuales identificaciones, tenemos definida una isometría

f : M1 → M2. Sea p ∈ M1 un punto fijo y γ una curva pasando por p de

M1. Denotemos por Fp a la aplicación Fp = f̃p : T⊥p M1 → T⊥f(p)M2. Como
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por (3.5), f̃ preserva las métricas fibradas, Fp es un isomorfismo lineal. Sea

Fγ(t) = P⊥
f◦γ ◦ Fp ◦ (P⊥

γ )−1 : T⊥γ(t)M1 → T⊥f(γ(t))M2 la isometría lineal inducida

por los transportes paralelos normales a lo largo de γ. De la hipótesis (3.6)

se tiene que f̃ preserva las conexiones normales y, por tanto, el paralelismo

normal. Esto significa que

f̃γ(t) ◦ P⊥
γ = P⊥

f◦γ ◦ Fp para todo t ∈ Dom(γ),

y, consecuentemente, F = f̃ a lo largo de γ. Además, como por la hipótesis

(3.7) se preservan las segundas formas fundamentales, resulta que

Fγ(t)(h(v, w)) = h′(df(v), df(w))

para todo v, w ∈ Tγ(t)M1. El Teorema 1.10 de Congruencia nos asegura enton-

ces la existencia de una isometría A de Rn+d
s+` tal que A|M1 = f . Lo que significa,

por las usuales identificaciones anteriormente establecidas, que A ◦ φ = φ′ ◦ f .

Para terminar, basta observar que de la prueba del Teorema de Congruencia

[O’N2, Teorema 4.41] se desprende que A∗p|T⊥p M1
= Fp = f̃p, por lo que

A∗γ(t)
∣∣
T⊥

γ(t)
M1

= P⊥
f◦γ ◦ A∗p ◦ (P⊥

γ )−1 = f̃γ(t).

Esto demuestra, dada la arbitrariedad de la curva γ inicialmente elegida, que

A∗|E = f̃ , quedando el resultado demostrado. �

Observación 3.18 La demostración del Teorema Fundamental de Unicidad

que hemos expuesto está basada en el Teorema de Congruencia de B. O’Neill.

También se podría haber deducido este resultado de unicidad usando la ver-

sión indefinida del Teorema Fundamental de Existencia, cuya demostración

puede basarse en la prueba del resultado Riemanniano correspondiente dado

por H. Jacobowitz [J] (véase también [D2]). Otras demostraciones de la versión

definida positiva del mismo resultado pueden encontrarse en [Sp, Sz]. ♦
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3.4.3. Resultados

Para una variedad pseudo-Riemanniana Mn
s es bien conocido el “Teore-

ma Fundamental de la Geometría pseudo-Riemanniana”, que nos determina la

existencia y unicidad de una conexión sobre el fibrado tangente compatible con

la métrica y libre de torsión. El siguiente Lema nos proporciona, bajo ciertas

condiciones, una caracterización análoga de la conexión normal D asociada a

una inmersión isométrica pseudo-Riemanniana. Su demostración es similar al

caso definido [N].

Lema 3.19 Sea φ : Mn
s → M̃n+d

s+` (c̃) una inmersión isométrica con segunda

forma fundamental sobreyectiva. Entonces, la conexión normal D es la única

conexión en el fibrado normal de φ tal que:

(1) D es compatible con el tensor métrico g, es decir, para cada X ∈ X(Mn
s )

y cada ξ, η ∈ X⊥(Mn
s ) se verifica

X(g(ξ, η)) = g(DXξ, η) + g(ξ,DXη).

(2) D satisface la ecuación de Codazzi, es decir, para cada X,Y, Z ∈ X(Mn
s )

se verifica

(∇̄h)(Z, Y,X) = (∇̄h)(Z,X, Y ).

Demostración: Sea D′ una conexión en T⊥Mn
s compatible con la métrica

y satisfaciendo la ecuación de Codazzi. Para cada X ∈ X(Mn
s ) definimos la

aplicación T (X) : X⊥(Mn
s ) → X⊥(Mn

s ) por

T (X)ξ = DXξ −D′
Xξ.

Claramente T (X) es lineal sobre el anillo C∞(Mn
s ). Además, T (X) es anti-

simétrico porque, para cada ξ, η ∈ X⊥(Mn
s ), se cumple

g(T (X)ξ, η) = g(DXξ −D′
Xξ, η)

= X(g(ξ, η))− g(ξ,DXη)−X(g(ξ, η)) + g(ξ,D′
Xη)

= −g(ξ, T (X)η).
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Como D y D′ satisfacen la ecuación de Codazzi, tenemos que

T (X)h(Y, Z) = T (Y )h(X,Z) (3.8)

para todoX, Y, Z ∈ X(Mn
s ). Por tanto, para cadaX1, X2, X3, X4, X5 ∈ X(Mn

s ),

tenemos las igualdades

g(T (X1)h(X2, X3), h(X4, X5)) + g(T (X1)h(X4, X5), h(X2, X3)) = 0,

g(T (X2)h(X3, X4), h(X1, X5)) + g(T (X2)h(X1, X5), h(X3, X4)) = 0,

g(T (X3)h(X1, X2), h(X4, X5)) + g(T (X3)h(X4, X5), h(X1, X2)) = 0,

−g(T (X4)h(X5, X1), h(X2, X3))− g(T (X4)h(X2, X3), h(X5, X1)) = 0,

−g(T (X5)h(X1, X2), h(X3, X4))− g(T (X5)h(X3, X4), h(X1, X2)) = 0,


que siendo sumadas y teniendo en cuenta (3.8) nos da

2g(T (X1)h(X2, X3), h(X4, X5)) = 0.

De donde resulta que T = 0 por ser Im(h) todo el espacio normal en cada

punto. �

A partir de los Lemas 3.17 y 3.19 anteriores se demuestra, extendiendo el

resultado análogo Riemanniano [Sp, Proposición 7.66, Vol. 4], lo siguiente:

Lema 3.20 Sean φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` dos inmersiones isométricas con respec-

tivas segundas formas fundamentales h y h′ sobreyectivas. Sea f una isometría

de Mn
s tal que

〈h(X, Y ), h(Z,W )〉 = 〈h′(f∗X, f∗Y ), h′(f∗Z, f∗W )〉 ◦ f

para todo X,Y, Z,W ∈ X(Mn
s ). Entonces, existe un movimiento rígido A de

Rn+d
s+` tal que A ◦ φ = φ′ ◦ f .

Demostración: Como f es una isometría entonces

f∗(∇XY ) = ∇f∗Xf∗Y (3.9)
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para todo X,Y campos tangentes a Mn
s . Sea p un punto de Mn

s , {v1, . . . , vn}

una base de TpMn
s y tomemos los vectores tangentes v′i = df(vi) para cada

i = 1, . . . , n. Por hipótesis, tenemos

〈h(vi, vj), h(vk, v`)〉 =
〈
h′(v′i, v

′
j), h

′(v′k, v
′
`)
〉
.

Como las segundas formas fundamentales son sobreyectivas, entonces podemos

considerar la isometría lineal definida por

h(vi, vj) 7−→ h′(v′i, v
′
j)

entre los espacios normales asociados a las inmersiones φ y φ′ en el punto p y

f(p), respectivamente. Repitiendo esta construcción para todo punto, obtene-

mos un isomorfismo fibrado f̃ : E → E ′ entre los fibrados normales E y E ′ de

φ y φ′, respectivamente. Claramente f̃ recubre a f conservando las métricas

fibradas y las segundas formas fundamentales:

〈f̃(ξ), f̃(η)〉 = 〈ξ, η〉, (3.10)

f̃(h(X, Y )) = h′(f∗X, f∗Y ), (3.11)

para cada ξ, η ∈ E, X,Y ∈ X(Mn
s ). Veamos que f̃ también conserva las

conexiones normales D de φ y D′ de φ′, esto es, para cada campo tangente

X ∈ X(Mn
s ) y cada campo normal ξ a lo largo de φ se satisface la igualdad

f̃(DXξ) = D′
f∗X(f̃(ξ)). (3.12)

Como cada campo normal a φ′ es de la forma f̃(ξ) y cada campo tangente a

Mn
s es de la forma f∗X, podemos definir una conexión δ sobre E ′

δf∗X(f̃(ξ)) := f̃(DXξ).

Ahora, la conexión D es compatible con la métrica y satisface la ecuación de

Codazzi; y por las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11), δ también es compatible con

la métrica y satisface la ecuación de Codazzi. Del Lema 3.19 resulta que δ = D′.
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Esto demuestra (3.12). Finalmente basta aplicar el Teorema Fundamental de

Unicidad (Lema 3.17) para concluir el resultado buscado. �

Estamos en las condiciones idóneas para probar los dos siguientes resultados

de rigidez de inmersiones isotrópicas pseudo-Riemannianas.

Teorema 3.21 Dos inmersiones isotrópicas φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` con segundas

formas fundamentales sobreyectivas y la misma función λ de isotropía son

congruentes, es decir, existe un movimiento rígido A de Rn+d
s+` tal que A◦φ = φ′.

Demostración: Por la Ecuación Fundamental de Isotropía (3.1) se satisface

la relación

〈h(X, Y ), h(Z,W )〉 = 〈h′(X, Y ), h′(Z,W )〉,

donde h y h′ denotan la segunda forma fundamental de φ y φ′, respectivamente.

El resultado se sigue del Lema 3.20 anterior. �

Teorema 3.22 Sean φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` dos inmersiones constantemente iso-

trópicas con segundas formas fundamentales sobreyectivas y la misma cons-

tante λ de isotropía. Entonces, toda isometría f : Mn
s → Mn

s proviene de un

movimiento rígido A de Rn+d
s+` , es decir, A ◦ φ = φ′ ◦ f.

Demostración: Basta aplicar el Lema 3.20 ya que, por la ecuación (3.1), se

satisface la relación

〈h(X, Y ), h(Z,W )〉 = 〈h′(f∗X, f∗Y ), h′(f∗Z, f∗W )〉 ◦ f

para cada X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ). �

Corolario 3.23 Sean φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión constantemente iso-

trópica con segunda forma fundamental h sobreyectiva. Entonces, si Mn
s es

isotrópica intrínseca, h es paralela y φ es isotrópica extrínseca.
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Demostración: El paralelismo de la segunda forma fundamental h se sigue

del Lema 3.2. Sea p ∈ Mn
s y u, v ∈ TpM

n
s no nulos con g(u, u) = g(v, v).

Entonces, como Mn
s es isotrópica intrínseca, existe una isometría f de Mn

s

tal que f(p) = p y df(u) = v. Ahora, aplicando el Teorema 3.22, existe un

movimiento rígido A de Rn+d
s+` tal que A◦φ = φ◦f. Es claro que el movimiento

rígido A satisface A(φ(Mn
s )) = φ(Mn

s ), A(φ(p)) = φ(p) y d(A ◦ φ)(u) = dφ(v),

como queríamos probar. �

Corolario 3.24 Sean φ, φ′ : Mn
s → Rn+d

s+` dos inmersiones λ-isotrópicas con

segundas formas fundamentales paralelas. Supongamos que existe un punto tal

que el primer espacio normal Im(h) de φ e Im(h′) de φ′ son subespacios no

degenerados de la misma dimensión k e índice ν. Entonces, las inmersiones φ

y φ′ son congruentes.

Demostración: Como las inmersiones tienen segundas formas fundamenta-

les paralelas, del Lema 1.17 resulta que el primer espacio normal Im(h) de

φ e Im(h′) de φ′ son isométricos a un mismo espacio pseudo-Euclídeo Rk
ν en

todo punto. Reduciendo la codimensión (Teorema 1.16) obtenemos dos inmer-

siones φ, φ′ : Mn
s → Rn+k

s+ν λ-isotrópicas con segundas formas fundamentales

sobreyectivas, y el resultado se sigue del Teorema 3.21. �

Ya que es conocido un resultado Fundamental de Unicidad [Ch2, p. 49] para

inmersiones definidas positivas con espacio ambiente un modelo Riemanniano,

deducimos (siguiendo un procedimiento análogo al establecido a lo largo de

este parágrafo):

Teorema 3.25 Sean φ, φ′ : Mn → Mn+d(c) dos inmersiones isotrópicas con

segundas formas fundamentales sobreyectivas y la misma función λ de iso-

tropía. Entonces, las inmersiones φ y φ′ son congruentes, es decir, existe un

movimiento rígido A de Mn+d(c) tal que A ◦ φ = φ′.
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Corolario 3.26 Sea φ : Mn → Mn+d(c) una inmersión isotrópica con segunda

forma fundamental paralela. Entonces, φ es rígida.

Observación 3.27 Obtenemos la rigidez de las inmersiones isotrópicas Rie-

mannianas con segunda forma fundamental paralela de una manera diferente

a la establecida por K. Sakamoto [Sak2]. Localmente, este tipo de inmersiones

está completamente determinado salvo congruencias. ♦

3.5. Rigidez de inmersiones 0-isotrópicas

En el Teorema 3.21 de rigidez de inmersiones isotrópicas es necesario que la

segunda forma fundamental de las inmersiones involucradas sean sobreyectivas.

Así, este resultado de rigidez no es aplicable a las expansiones (Ejemplos 2.7

y 2.8) ya que, en general, este tipo de inmersiones no tienen segunda forma

fundamental sobreyectiva. No obstante, podemos deducir la rigidez de cierto

tipo de inmersiones 0-isotrópicas usando para ello una técnica diferente a la

desarrollada en el parágrafo anterior.

Proposición 3.28 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión λ-isotrópica. Enton-

ces, son equivalentes las siguientes condiciones:

1. φ es 0-isotrópica y Mn
s es llana.

2. En los puntos no totalmente geodésicos, el primer espacio normal Im(h)

está constituido únicamente por vectores luminosos.

3. 〈h(X, Y ), h(Z,W )〉 = 0 para todo X, Y, Z,W ∈ X(Mn
s ).

Además, si n = 2, las condiciones 1, 2 y 3 anteriores equivalen a que 〈H,H〉 =

λ = 0.

Demostración: La equivalencia 1 ⇔ 3 se sigue directamente del Corolario

2.37. Por otra parte, de la Ecuación de Gauss (1.9) y la condición de isotropía
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(2.10) de permutación circular resulta

〈R(X, Y )Y,X〉 = 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 − 〈h(X, Y ), h(X, Y )〉

= −3〈h(X,Y ), h(X, Y )〉,

de donde se sigue claramente la equivalencia 1 ⇔ 2. Supongamos que n = 2 y

〈H,H〉 = λ = 0. Del Corolario 2.33 resulta

〈h(X, Y ), h(Z,W )〉 = (λ− 〈H,H〉) {〈X,W 〉〈Y, Z〉+ 〈X,Z〉〈Y,W 〉}

+ (2〈H,H〉 − λ) 〈X, Y 〉〈Z,W 〉

para cada X, Y, Z,W ∈ X(M2
s ), y el resultado se sigue sin dificultad. �

En [M] podemos encontrarnos el siguiente:

Lema 3.29 Sea Mn
s una variedad pseudo-Riemanniana y φ : Mn

s → Rn+d+ν
s+`,ν

una inmersión isométrica. Entonces, si π : Rn+d+ν
s+`,ν → Rn+d

s+` es la proyección

de las primeras n + d coordenadas, π ◦ φ : Mn
s → Rn+d

s+` es una inmersión

isométrica.

Demostración: Sea p ∈Mn
s y U un entorno coordenado de p con coordenadas

(x1, . . . , xn). Entonces, si g es el tensor métrico de Mn
s , tenemos que

g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

〈
φ∗

∂

∂xi
, φ∗

∂

∂xj

〉
=

〈
(π ◦ φ)∗

∂

∂xi
, (π ◦ φ)∗

∂

∂xj

〉
para cada i, j = 1, . . . , n+ d. �

Teorema 3.30 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isotrópica con segunda

forma fundamental paralela. Supongamos que Mn
s es completa y, en un pun-

to, el primer espacio normal Im(h) está constituido únicamente por vectores

luminosos. Entonces, φ es congruente a una expansión de Rn
s (Ejemplos 2.7 y

2.8).
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Demostración: Como la inmersión φ tienen segunda forma fundamental

paralela, del Lema 1.17, el primer espacio normal Im(h) tienen dimensión

constante k en todo punto. Por el Teorema 1.16 de reducción de la codi-

mensión, la imagen φ(Mn
s ) está contenida en un (n + k)-plano de Rn+d

s+` iso-

métrico al espacio Rn+k
s,k . Sea π : Rn+k

s,k → Rn
s la proyección de las prime-

ras n coordenadas. Entonces, π(φ(Mn
s )) es un subconjunto abierto del es-

pacio pseudo-Euclídeo Rn
s por el Lema 3.29. En consecuencia, por comple-

titud, existen k funciones diferenciables f1, . . . , fk : Rn
s → R tal que φ (vista

en Rn+k
s,k ) es de la forma (x, f1(x), . . . , fk(x)). Finalmente, es suficiente obser-

var que la aplicación Rn+k
s,k ↪→ Rn+2k

s+k dada por (y1, . . . , yn, yn+1, . . . , yn+k) 7→

(yn+1, . . . , yn+k, y1, . . . , yn, yn+1, . . . , yn+k) es un embebimiento isométrico. �

Teniendo en cuenta Proposición 3.28, se tiene como consecuencia directa

del Teorema 3.30 anterior:

Teorema 3.31 Sea φ : M2
s → Rm

ν una inmersión 0-isotrópica con segunda

forma fundamental paralela. Supongamos que M2
s es completa y el campo cur-

vatura media satisface 〈H,H〉 = 0. Entonces, φ es congruente a una expansión

de R2
s (Ejemplos 2.7 y 2.8).

Observación 3.32 De forma similar a la prueba del Teorema 3.30, una in-

mersión isotrópica φ : Mn
s → Rn+d

s+` es congruente a una expansión cuando

tenemos la siguiente situación general:

(1) Mn
s es completa.

(2) En los puntos no totalmente geodésicos, el primer espacio normal Im(h)

está constituido únicamente por vectores luminosos.

(3) En los puntos no totalmente geodésicos, Im(h) tiene dimensión constan-

te.

(4) Im(h) es D-paralelo.
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Nótese que cuando Im(h) tienen dimensión constante [D1], en los casos s = 0

o s = 1 la hipótesis (4) equivale a que DR⊥|Im(h)⊥ = 0 y DH ∈ Im(h). ♦

3.6. Inmersiones isotrópicas de codimensión dos

Lema 3.33 Sea φ : Mn
s → M̃n+2

s+1 una inmersión 0-isotrópica. Entonces, en

cada punto no totalmente geodésico, el primer espacio normal Im(h) está cons-

tituido únicamente por vectores luminosos y tiene dimensión dim(Im(h)) = 1.

Demostración: Como la inmersión tiene codimensión d = 2 y coíndice ` = 1,

cada espacio normal es isométrico al espacio de Lorentz-Minkowski L2. Sea p

un punto no totalmente geodésico y tomemos un vector tangente unitario e1

en p tal que h(e1, e1) 6= 0. Como g(h(e1, e1), h(e1, e1)) = 0, entonces h(e1, e1)

es un vector luminoso. Tomando e2, . . . , en vectores tangentes en p tales que

{e1, e2, . . . , en} es una base ortonormal, de las Fórmulas de O’Neill (2.11),

(2.12) y (2.13) se sigue sin dificultad que g(h(ei, ej), h(e1, e1)) = 0. Entonces,

como h(e1, e1) es un vector luminoso y cada espacio normal es un plano de Lo-

rentz, se sigue de [O’N2] que h(ei, ej) y h(e1, e1) son linealmente dependientes,

como queríamos probar. �

Teorema 3.34 Sea φ una inmersión 0-isotrópica de una variedad completa

Mn
s en el espacio pseudo-Euclídeo Rn+2

s+1 . Entonces, φ es congruente a una

expansión de Rn
s en Rn+1

s,1 (Ejemplo 2.7).

Demostración: Ya que cualquier vector ortogonal a uno luminoso en un pla-

no de Lorentz son proporcionales, de la Proposición 3.28 y del Lema 3.33

obtenemos que para cada vector unitario tangente u ∈ TpM
n
s los vectores

(∇̄h)(u3) ∈ Im(h) y h(u, u) son linealmente dependientes. Esto junto a la ecua-

ción de Codazzi (1.14) puede ser usado para probar que (∇̄h)(u, v, w) ∈ Im(h)

para cada u, v, w vectores tangentes. Así, la codimensión puede ser reducida
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de forma que φ(Mn
s ) este contenida en un hiperplano degenerado de Rn+2

s+1 (iso-

métrico a Rn+1
s,1 ). El resultado se sigue finalmente de forma similar a la prueba

del Teorema 3.30. �

Lema 3.35 Sea Mn una variedad Riemanniana isotrópicamente inmersa en el

espacio de Lorentz-Minkowski Ln+2. Entonces, si la inmersión no es totalmente

umbilical, es 0-isotrópica.

Demostración: Consideremos el conjunto

U = {p ∈Mn : h(u, v) 6= 0 para ciertos u, v ∈ TpMn ortonormales}.

Claramente, U ⊆Mn es un subconjunto abierto no vacío formado por todos los

puntos no umbilicales de la inmersión (ver Lema 1.11). Tomemos u, v ∈ TpMn

ortonormales tales que h(u, v) 6= 0 y sean e1 = u, en = v. Extendemos e1, en a

un referencial ortonormal {e1, e2, . . . , en} en p. Como la inmersión es isotrópica

existe λ = λ(p) ∈ R tal que

〈h(u, u), h(u, u)〉 = λ (3.13)

para todo vector tangente unitario u ∈ TpMn. Veamos que λ = 0.

Caso (i). Supongamos que λ > 0. Como 〈h(e1, e1), h(e1, e1)〉 = λ, y de la

Condición de Isotropía (2.14) tenemos 〈h(e1, e1), h(e1, en)〉 = 0, resulta que

h(e1, e1) 6= 0 es espacial y h(e1, en) es temporal. Podemos escribir entonces

h(e1, e1) = δ en+1, (3.14)

h(e1, en) = µ en+2, (3.15)

donde {e1, e2, . . . , en, en+1, en+2} es un referencial ortonormal de Ln+2 (en+2 es

un vector unitario temporal), y δ =
√
λ > 0, µ =

√
−〈h(e1, en), h(e1, en)〉 > 0.

Por otra parte, de la ecuación (2.14) tenemos que 〈h(e1, en), h(en, en)〉 = 0.

Entonces, las ecuaciones (3.13) y (3.15) implican que h(en, en) = ±δ en+1. Si

h(en, en) = δ en+1, entonces de la ecuación (2.12) obtenemos

〈h(e1, e1), h(en, en)〉+ 2〈h(e1, en), h(e1, en)〉 = λ. (3.16)
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Por tanto, las ecuaciones (3.14) y (3.15) implican que 〈h(e1, en), h(e1, en)〉 = 0,

que es una contradicción porque µ > 0. El caso h(en, en) = −δ en+1 también

es contradictorio porque de la ecuación (3.16) se deduce que µ2 = −λ.

Caso (ii). Asumamos que λ < 0. De forma similar al Caso (i), llegamos a una

contradicción tomando esta vez h(e1, e1) = δ en+2, h(e1, en) = µ en+1, donde

ahora δ =
√
−λ, µ =

√
〈h(e1, en), h(e1, en)〉.

Ahora, sea p ∈ U un punto umbilical de la frontera de U y tomemos una

sucesión {pN}N∈N en Mn convergente a p de forma que cada punto pN no sea

umbilical. Sea X un campo tangente unitario definido en un entorno de p y

consideremos la función 〈h(X,X), h(X,X)〉. Por continuidad resulta

λ(p) = ĺım
N
〈h(X(pN), X(pN)), h(X(pN), X(pN))〉 = ĺım

N
λ(pN) = 0.

Si U es denso acabamos la demostración. Si U no es denso, el conjunto V =

Mn − U es una subvariedad abierta de Mn totalmente umbilical, y así cons-

tantemente isotrópica. Sea λ ∈ R la constante de isotropía. Ahora, tomando

una sucesión de puntos umbilicales convergente a un punto de la frontera de

U , obtenemos finalmente que λ = 0. �

Como consecuencia directa del Teorema 3.34 y del Lema 3.35:

Teorema 3.36 Sea φ una inmersión isotrópica y no totalmente umbilical de

una variedad Riemanniana completa Mn en el espacio de Lorentz-Minkowski

Ln+2 (n ≥ 2). Entonces, φ es congruente a una expansión de Rn en Rn+1
0,1 .

Observación 3.37 La hipótesis de que la subvariedad sea completa es nece-

saria en el Teorema 3.36 anterior como se pone de manifiesto en el siguiente

ejemplo: Sean (x1, x2, x3, x4) las coordenadas canónicas de L4 y u1, u2 las coor-

denadas luminosas u1 = x1 + x2 y u2 = x1 − x2. Se define

A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ L4 : 1 < x2
3 + x2

4 < 4, u1 = u2 = 0}.
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Sea f : A→ R una función diferenciable tal que f > 0 en

U = {(x3, x4) ∈ A : 2−
√

1− x2
3 < x4 <

√
4− x2

3}

y en

V = {(x3, x4) ∈ A : −
√

4− x2
3 < x4 < −2 +

√
1− x2

3},

mientras que f = 0 en A − (U ∪ V ). Sea la inmersión isométrica φ : A → L4

dada por

φ(x3, x4) =

(0, f(x3, x4), x3, x4) si x4 ≥ 0

(f(x3, x4), 0, x3, x4) si x4 < 0

en (u1, u2, x3, x4)-coordenadas. Entonces, φ es 0-isotrópica pero no es ni com-

pleta ni totalmente umbilical [B1]. Además, como la superficie φ(A) no está

contenida en ningún hiperplano de L4, la inmersión no puede ser congruente

a una expansión. ♦

Observación 3.38 El Lema 3.35 también es cierto si tomamos una variedad

pseudo-Riemanniana Mn
s de dimensión n ≥ 3 isotrópicamente inmersa en el

espacio pseudo-Euclídeo Rn+2
s+1 y no totalmente umbilical. En efecto, basta elegir

dos vectores tangentes ortonormales u, v en un punto no umbilical del mismo

carácter causal tales que h(u, v) 6= 0 (que existen por el Lema 1.11 y porque

n ≥ 3) y proceder de forma análoga a la prueba del Lema 3.35. No obstante,

este procedimiento no es válido para superficies de Lorentz M2
1 isotrópicamente

inmersas en el espacio pseudo-Euclídeo R4
2. ♦

Teorema 3.39 Sea φ una inmersión isotrópica y no totalmente umbilical de

una variedad pseudo-Riemanniana completa Mn
s en el espacio pseudo-Euclídeo

Rn+2
s+1 con n ≥ 3. Entonces, φ es congruente a una expansión de Rn

s en Rn+1
s,1 .

3.6.1. Superficies de Lorentz

En esta sección vamos a estudiar la rigidez de las superficies de Lorentz

M2
1 isotrópicas y de codimensión dos en el espacio pseudo-Euclídeo. En primer
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lugar, tenemos el siguiente simple criterio para determinar la isotropía de M2
1 .

Lema 3.40 Sea φ : M2
1 → Rm

ν una inmersión isométrica. Entonces, φ es

isotrópica en un punto p si y sólo si existe una base pseudo-ortonormal {x, y}

de TpM2
1 tal que

〈h(x, x), h(x, x)〉 = 0,

〈h(y, y), h(y, y)〉 = 0,

〈h(x, x),H〉 = 0,

〈h(y, y),H〉 = 0,

donde H denota el campo curvatura media de φ.

Demostración: Una base pseudo-ortonormal {x, y} de TpM2
1 satisface 〈x, x〉 =

〈y, y〉 = 0 y 〈x, y〉 = −1. Si u = (x − y)/
√

2 y v = (x + y)/
√

2, entonces

{u, v} es una base ortonormal en p, y el campo curvatura media viene dado

por H = (h(u, u)− h(v, v))/2 = −h(x, y). El resultado se sigue claramente del

apartado 3 del Teorema 2.16, ya que todo vector luminoso en p es proporcional

a x o y. �

Corolario 3.41 Sea φ : M2
1 → R4

2 inmersión λ-isotropica no totalmente um-

bilical. Entonces, 〈H,H〉 = 0 y K = −2λ.

Demostración: Observemos que, si p es un punto no umbilical, existe un

vector luminoso x ∈ TpM2
1 tal que h(x, x) 6= 0. Ahora, como el espacio normal

es un plano de Lorentz, 〈H,H〉 = 0 en p por el Lema 3.40. Entonces, por

continuidad, el campo curvatura media H satisface 〈H,H〉 = 0 en cada punto

y, por la ecuación (2.39), K = −2λ. �

Para inmersiones constantemente isotrópicas tenemos el siguiente:

Teorema 3.42 Sea φ : M2
1 → R4

ν una inmersión constantemente isotrópi-

ca y no totalmente umbilical. Entonces, φ es 0-isotrópica. Además, si M2
1 es

completa, φ es congruente a una expansión de R2
1 en R3

1,1.
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Demostración: Observemos que el índice ν = 2. En efecto, si ν = 1 o 3, para

cada vector luminoso x ∈ TpM2
1 la condición isotrópica luminosa (2.5) implica

que h(x, x) = 0 porque cada espacio normal tiene métrica inducida definida

(positiva o negativa). Esto significa [DN] que φ es totalmente umbilical, lo

que resulta contradictorio. Sea λ la constante de isotropía de la inmersión

φ y consideremos el subconjunto U ⊆ M2
1 formado por todos los puntos no

umbilicales de φ. Supongamos por reducción al absurdo que λ 6= 0. Dado un

punto p ∈ U podemos elegir, en virtud del Lema 1.11, un par de vectores

tangentes ortonormales u, v en p tales que h(u, v) 6= 0. Por otra parte, de la

definición de isotropía (2.1), la Condición de Isotropía (2.14) y del Corolario

2.18 resulta

〈h(u, u), h(u, u)〉 = 〈h(v, v), h(v, v)〉 = λ 6= 0 (3.17)

〈h(u, u), h(u, v)〉 = 〈h(v, v), h(u, v)〉 = 0, (3.18)

〈(∇̄h)(u3), h(u, v)〉 = 0, (3.19)

〈(∇̄h)(u3), h(u, u)〉 = 0. (3.20)

Como cada espacio normal a φ es isométrico al plano de Lorentz-Minkowski

L2, se deduce de las ecuaciones (3.17)—(3.20), que (∇̄h)(u3) = 0. Por tanto,

del Lema 1.12 y de la ecuación de Codazzi (1.14), la inmersión φ tiene segunda

forma fundamental paralela y, como veremos en el Teorema 4.4, la inmersión

φ tiene geodésicas planas. Teniendo en cuenta el trabajo de C. Blomstrom

[B1], llegamos a una situación contradictoria con la suposición de que λ 6= 0.

Entonces, la inmersión φ es 0-isotrópica y el resultado se sigue finalmente como

consecuencia del Teorema 3.34. �

Observación 3.43 Toda superficie de Lorentz M2
1 del espacio de Lorentz-

Minkowski L4 (o del espacio R4
3) es totalmente umbilical. Así, para determinar

completamente la rigidez de las superficies de Lorentz isotrópicas de codimen-

sión dos, es suficiente estudiar la rigidez de las superficies isotrópicas y no
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constantemente isotrópicas del espacio R4
2. ♦

Corolario 3.44 Sea φ : M2
1 → R4

2 una inmersión isotrópica y no totalmente

umbilical. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ es constantemente isotrópica.

2. La curvatura de Gauss K de M2
1 es constante.

3. φ es 0-isotrópica.

4. M2
1 es llana.

5. En cada punto no totalmente geodésico el primer espacio normal Im(h)

está constituido por vectores luminosos.

Además, si la superficie M2
1 es completa, φ es (bajo un movimiento rígido) una

expansión de R2
1 en R3

1,1.

Corolario 3.45 Sea φ una inmersión isotrópica de una superficie de Lorentz

M2
1 con curvatura constante c 6= 0 en el espacio pseudo-Euclídeo R4

2. Entonces,

φ es totalmente umbilical. En particular, φ(M2
1 ) es un trozo abierto de un

espacio de De Sitter S2
1 o un espacio pseudo-hiperbólico H2

1.

Para el caso de curvatura no constante tenemos los dos siguientes resulta-

dos.

Proposición 3.46 Sea φ : M2
1 → R4

2 una inmersión isotrópica y no totalmen-

te umbilical. Supongamos que M2
1 tiene curvatura Gaussiana K 6= 0 en todo

punto. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

(1) φ no tiene puntos umbilicales.

(2) La segunda forma fundamental h es sobreyectiva en todo punto.

(3) φ es minimal.
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Demostración: Observemos en primer lugar que, como λ 6= 0 en todo punto

por el Corolario 3.41, φ no tiene puntos umbilicales. En efecto, si p ∈ M2
1

es un punto umbilical, el Corolario 3.41 nos dice que λ(p) = 〈H,H〉(p) = 0,

que es una contradicción. Ahora, sea (x, y) una parametrización local lumi-

nosa, es decir, tal que la métrica de Lorentz g de la superficie viene dada

localmente por g = 2Bdxdy para alguna función real B > 0 (ver [W, p.13]).

Como los campos coordenados ∂/∂x, ∂/∂y son luminosos, podemos suponer

que h(∂/∂x, ∂/∂x) 6= 0. Por otra parte, por la propiedad isotrópica (2.10) de

permutación circular,〈
h

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
, h

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)〉
+ 2

〈
h

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
, h

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)〉
= 2λB2.

Como 〈h(∂/∂x, ∂/∂y), h(∂/∂x, ∂/∂y)〉 = 0 por el Teorema 2.16, resulta〈
h

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
, h

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)〉
= 2λB2. (3.21)

Así, de la propiedad isotrópica luminosa (2.5), h(∂/∂x, ∂/∂x) y h(∂/∂y, ∂/∂y)

son dos campos normales linealmente independientes [O’N2], y la segunda

forma fundamental h es sobreyectiva. Ahora, de la propiedad 3 del Teorema

2.16 y la ecuación (3.21), obtenemos que h(∂/∂x, ∂/∂y) = 0. Pero esto significa

que nuestra inmersión φ es minimal. �

Teorema 3.47 Sean φ, φ′ : M2
1 → R4

2 dos inmersiones isotrópicas no total-

mente umbilicales. Supongamos que M2
1 tiene curvatura Gaussiana K 6= 0 en

todo punto. Entonces, φ y φ′ son congruentes.

Demostración: Esto es consecuencia del Teorema 3.21 de rigidez para inmer-

siones isotrópicas, pues las inmersiones tienen la misma función de isotropía

λ = −K/2 y, de la Proposición 3.46, segundas formas fundamentales sobreyec-

tivas. �

Cuando el campo curvatura media es no nulo, tenemos:
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Teorema 3.48 Sea φ : M2
1 → R4

2 una inmersión isotrópica no totalmente um-

bilical con campo curvatura media H 6= 0 en todo punto. Entonces, se verifican

las siguientes propiedades:

(1) φ es marginalmente atrapada, es decir, en cada punto el campo curvatura

media H es luminoso.

(2) φ es 0-isotrópica.

Si además M2
1 es completa, entonces φ es (bajo un movimiento rígido) una

expansión de R2
1 en R3

1,1.

Demostración: (1) Se sigue inmediatamente del Corolario 3.41. (2) Por

un procedimiento similar al establecido en la prueba de la Proposición 3.46,

deducimos que λ(p) = 0 en todo punto no umbilical p de M2
1 . Ahora, si p ∈M2

1

es un punto umbilical, por el Corolario 3.41, λ(p) = 0. Así, φ es 0-isotropica.

Si M2
1 es completa, el Teorema 3.42 nos asegura que φ es congruente a una

expansion. �

3.6.2. Inmersiones entre pseudo-esferas

Respecto a inmersiones isotrópicas entre pseudo-esferas tenemos, motivados

por los trabajos de M. Dajczer, L. Rodriguez [DR] y S. M. B. Kashani [Ka],

los siguientes resultados de rigidez:

Teorema 3.49 Sea φ : Sn → Sn+2
1 una inmersión isotrópica. Entonces, φ es

congruente a una inmersión del siguiente tipo:

ψ(x) = (f(x), f(x), ı(x)),

donde f : Sn → R es una función diferenciable y ı : Sn ↪→ Rn+1 denota la

inclusión canónica.
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Demostración: Supongamos que φ no es totalmente geodésica. Sea V ⊆ Sn

el conjunto de puntos no totalmente geodésicos de φ. Entonces, en virtud del

estudio realizado en la presente parágrafo, resulta que φ es 0-isotrópica e Im(h)

es una recta luminosa D-paralela en V . Usando el transporte paralelo normal,

construimos un subfibrado normal luminoso N sobre la esfera Sn de dimensión

uno y D-paralelo. En consecuencia, ya que Sn es simplemente conexa, existe

un campo normal η luminoso que genera al subfibrado N . Se prueba fácilmente

que η es un vector constante de Rn+3
1 que, bajo un movimiento rígido de Rn+3

1 ,

puede suponerse de la forma eo+e1 donde {eo, e1, . . . , en+2} es la base canónica

de Rn+3
1 . Como η es tangente a Sn+2

1 , 0 = 〈η, φ〉 = −φo + φ1. Sea f = φo = φ1.

Finalmente, como 1 = 〈φ, φ〉 = −φ2
o+φ

2
1+· · ·+φ2

n+2 = φ2
2+· · ·+φ2

n+2, tenemos

que ı(x) = (φ2(x), . . . , φn+2(x)) es la inclusión canónica de Sn en Rn+1. Esto

concluye la demostración. �

Teorema 3.50 Sea φ : Sns → Sn+2
s+1 una inmersión isotrópica con n − s ≥ 2.

Entonces, φ es congruente a una inmersión del siguiente tipo:

ψ(x) = (f(x), ı1(x), . . . , ıs(x), f(x), ıs+1(x), . . . , ın+1(x)),

donde f : Sns → R es una función diferenciable y ı : Sns ↪→ Rn+1
s denota la

inclusión canónica, ı(x) = (ı1(x), . . . , ın+1(x)).

Demostración: Basta observar que al exigir n − s ≥ 2 la pseudo-esfera Sns
es simplemente conexa y podemos proceder de forma similar a la prueba del

resultado anterior. �



116 Rigidez de inmersiones isotrópicas



Capítulo 4

Subvariedades isotrópicas del
espacio pseudo-Euclídeo

Estudiamos a continuación las inmersiones isotrópicas del espacio pseudo-

Euclídeo. La intención fundamental es obtener otras interpretaciones geomé-

tricas de la noción de subvariedad isotrópica. Algunos de los resultados que

obtenemos son consecuencia del estudio realizado en los Capítulos anteriores.

4.1. Inmersiones con geodésicas planas

Las geodésicas de una subvariedad del espacio pseudo-Euclídeo pueden ser

vistas como un espacio de curvas. Mientras más simples sean las geodésicas de

la subvariedad, más simple es la forma de dicha subvariedad. Consecuencias

importantes sobre la geometría de una subvariedad son deducidas imponiendo

condiciones naturales sobre sus geodésicas. Por ejemplo, si las geodésicas de

la subvariedad son geodésicas (respectivamente, circunferencias) del ambiente,

entonces la subvariedad es totalmente geodésica (respectivamente, isotrópica

con segunda forma fundamental paralela).

En 1973 S. L. Hong [Ho] estudió aquellas subvariedades del espacio Eu-

clídeo verificando que todas sus geodésicas son curvas planas del ambiente,

demostrando en particular que tales subvariedades son isotrópicas. Sus re-

sultados fueron extendidos por J.A. Little [L] y K. Sakamoto [Sak2] quienes

independientemente estudiaron y clasificaron este tipo de subvariedades en

el caso Riemanniano. En el caso indefinido Blomstrom [B1] determinó todas
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las superficies completas del espacio pseudo-Euclídeo con geodésicas planas y

segunda forma fundamental paralela.

Una inmersión isométrica φ : Mn
s → Rn+d

s+` tiene geodésicas planas si, local-

mente, la imagen de cada geodésica de Mn
s está contenida en un 2-plano de

Rn+d
s+` , esto es, si γ : (a, b) →Mn

s es una geodésica, entonces para cada t ∈ (a, b),

existe un intervalo abierto I de (a, b) entorno de t tal que la imagen φ ◦ γ(I)

está contenida en un 2-plano Πt de Rn+d
s+` . Observemos que si las geodésicas

espaciales y temporales son planas, entonces las geodésicas luminosas también

serán planas por continuidad.

En virtud de la Condición de Isotropía (2.14) y de forma similar al caso

Riemanniano [Ho], se tiene:

Lema 4.1 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isométrica con geodésicas pla-

nas. Entonces, φ es constantemente isotrópica.

Demostración: Como las nociones de inmersión isotrópica e inmersión con

geodésicas planas son conceptos locales, podemos trabajar con subvariedades

y obtener la misma conclusión. Sea u, v dos vectores ortonormales en un pun-

to p de una subvariedad Mn
s del espacio pseudo-Euclídeo Rn+d

s+` . Veamos que

〈h(u, u), h(u, v)〉 = 0. Podemos suponer que h(u, u) 6= 0. Sea γ : (−δ, δ) →Mn
s

una geodésica tal que γ(0) = p, γ′(0) = u y γ(t) ∈ Π para cada t ∈ (−δ, δ),

donde Π es un 2-plano de Rn+d
s+` . Ya que γ es una geodésica, ∇TT = 0. En

consecuencia, por la fórmula de Gauss (1.6), la fórmula de Weingarten (1.7) y

la ecuación (1.11)

γ′′(t) = h(T, T ), (4.1)

γ′′′(t) = ∇̃T (h(T, T )) = −Ah(T,T )T + (∇̄h)(T, T, T ), (4.2)

donde T es el campo de velocidades de la curva γ, y γ′′, γ′′′ denotan, res-

pectivamente, la segunda y tercera derivada covariante inducida respecto a

la conexión de Levi-Civita ∇̃ de Rn+d
s+` . Por otra parte, viendo a γ como una
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curva en Π, se sigue que γ′′(t) ∈ Tγ(t)Π para cada t ∈ (−δ, δ). Ahora, como

h(u, u) 6= 0 entonces, por continuidad y refinando el intervalo (−δ, δ) si es

necesario, resulta que h(T (t), T (t)) 6= 0 para cada t ∈ (−δ, δ). Por tanto el

conjunto {T (t), h(T (t), T (t))} forma una base del espacio tangente Tγ(t)Π. Así

podemos escribir unívocamente la derivada covariante

γ′′′(t) = aT + bh(T, T ) (4.3)

para algunas funciones diferenciables a = a(t) y b = b(t) en el intervalo (−δ, δ).

Extendamos el vector v a un campo tangente V a lo largo de γ. Entonces, por

la fórmula de Gauss (1.6) y las ecuaciones (4.2) y (4.3)

〈h(u, u), h(u, v)〉 = 〈h(T, T ), h(T, V )〉(p) = 〈h(T, T ), ∇̃TV 〉(p)

= −〈∇̃T (h(T, T )), V 〉(p) = 0. (4.4)

El Teorema 2.16 nos asegura entonces que la inmerssión φ es isotrópica. Sea λ

la función de isotropía de φ. El hecho de ser constante λ resulta finalmente de

las ecuaciones (2.21), (4.2) y (4.3). �

Cuando la constante de isotropía de una inmersión pseudo-Riemanniana

con geodésicas planas es λ 6= 0, entonces la inmersión tiene segunda forma

fundamental paralela. En efecto:

Lema 4.2 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isométrica con geodésicas pla-

nas. Supongamos que la constante de isotropía de φ tiene valor λ 6= 0. Enton-

ces, φ tiene segunda forma fundamental paralela.

Demostración: Sea u un vector tangente unitario en un punto p de Mn
s y γ

la única geodésica parametrizada naturalmente tal que γ(0) = p y γ′(0) = u.

Denotemos por T al campo γ′. Del Lema 4.1 anterior resulta que φ es cons-

tantemente isotrópica. Por tanto, como 〈h(T, T ), h(T, T )〉 = λ es constante, se

verifica la igualdad

〈(∇̄h)(T, T, T ), h(T, T )〉 = 0. (4.5)
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Por otro lado, como la inmersión tiene geodésicas planas, se sigue de (4.2) y

(4.3) que

aT + bh(T, T ) = −Ah(T,T )T + (∇̄h)(T, T, T ), (4.6)

por lo que, igualando las partes normales, (∇̄h)(T, T, T ) = bh(T, T ). Con-

secuentemente, como λ 6= 0, la ecuación (4.5) implica que b = 0. Entonces

(∇̄h)(u, u, u) = 0 y, de la ecuación de Codazzi (1.14), φ tiene segunda forma

fundamental paralela. �

Observación 4.3 A diferencia del caso definido, una inmersión indefinida 0-

isotrópica con geodésicas planas no tiene por qué tener segunda forma funda-

mental paralela (ver el Ejemplo 2.7). ♦

Como en el caso Riemanniano [Sp, Vol. 4, Teorema 7.5] tenemos que toda

circunferencia propia del espacio pseudo-Euclídeo es una curva plana. Por tan-

to, en virtud del Teorema 2.23, la implicación recíproca del Lema 4.2 también

se verifica en el siguiente sentido:

Teorema 4.4 Sea φ : Mn
s → Rn+d

s+` una inmersión isométrica. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. φ tiene geodésicas planas y constante de isotropía λ 6= 0.

2. φ es una inmersión isotrópica con segunda forma fundamental paralela

y constante de isotropía λ 6= 0.

3. φ transforma cada geodésica unitaria γ de Mn
s en una circunferencia

propia φ ◦ γ del ambiente.

Como consecuencia del Teorema anterior y del trabajo de C. Blomstrom

[B1] sobre inmersiones de superficies con geodésicas planas, deducimos:

Corolario 4.5 Sea φ : M2
s → Rm

ν una inmersión isométrica de una superficie

completa M2
s en el espacio pseudo-Euclídeo Rm

ν . Supongamos que φ es una
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inmersión isotrópica con segunda forma fundamental paralela y constante de

isotropía λ 6= 0. Entonces, si φ no es totalmente umbilical, φ es congruente a

una superficie de Veronese en R5
s(3−s) o R5

5−(s+1)(2−s) (Ejemplo 2.9).

Corolario 4.6 Sea φ : M2
s → Rm

ν una inmersión isométrica de una superficie

completa M2
s en el espacio pseudo-Euclídeo Rm

ν . Supongamos que φ transforma

cada geodésica unitaria γ de M2
s en una circunferencia propia del ambiente.

Entonces, si φ no es totalmente umbilical, φ es congruente a una superficie de

Veronese en R5
s(3−s) o R5

5−(s+1)(2−s).

4.2. Número de contacto

El concepto de número de contacto fue introducido recientemente por B.- Y.

Chen y S.- J. Li [ChL] para subvariedades del espacio Euclídeo. Generalizamos

a continuación la noción de número de contacto al caso indefinido, estudian-

do algunas de las propiedades que presenta toda subvariedad con número de

contacto determinado.

Las nociones de número de contacto e isotropía de una subvariedad están

estrechamente relacionadas. Esta relación, que nos permite interpretar geo-

métricamente la isotropía de una subvariedad mediante el contacto extrínseco

existente entre ciertas curvas, la obtenemos utilizando técnicas similares a las

del caso Euclídeo [ChL], gracias fundamentalmente a la importante Condición

de Isotropía (2.14).

4.2.1. Definición de número de contacto

Sea Mn
s una subvariedad pseudo-Riemanniana del espacio pseudo-Euclídeo

Rn+d
s+` . Para cada punto p de Mn

s y cada vector tangente unitario u ∈ TpM
n
s

existe una única geodésica maximal γu parametrizada naturalmente (espacial

o temporal) tal que γu(0) = p y γ′u(0) = u.
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Para el mismo par (p, u), definimos la sección normal βu en (p, u) como

sigue: Sea Eδ(p, u) el (d+ 1)-plano no degenerado de Rn+d
s+` definido por

Eδ(p, u) = p+ (Span(u)⊕ T⊥p M
n
s ),

donde δ denota el índice de Eδ(p, u) que viene dado por δ = ` si u es espacial

o δ = ` + 1 si u es temporal. La intersección de Mn
s con Eδ(p, u) da lugar a

una curva βu definida en un intervalo que contiene a 0, que podemos tomar

parametrizada naturalmente y verificando βu(0) = p, β′u(0) = u. El carácter

causal de βu está completamente determinado por el carácter causal de u.

La geodésica γu y la sección normal βu en (p, u) tienen contacto de orden

k ∈ N si las derivadas covariantes sucesivas en Rm
ν verifican:

γ(i)
u (0) = β(i)

u (0) para i = 1, . . . , k.

Una subvariedad pseudo-RiemannianaMn
s del espacio pseudo-Euclídeo Rn+d

s+`

se dice que tiene contacto de orden k si, para cada punto p de Mn
s y cada vector

tangente unitario u en p, la geodésica γu y la sección normal βu en (p, u) tienen

contacto de orden k. Si una subvariedad Mn
s tiene contacto de orden k para

todo número natural k, el número de contacto c](M
n
s ) de Mn

s se define por ∞.

En otro caso, el número de contacto c](M
n
s ) de Mn

s se define como el mayor

natural k tal que Mn
s tiene contacto de orden k y no tiene contacto de orden

k + 1:

c](M
n
s ) = max{k ∈ N : Mn

s tiene contacto de orden k}.

Veamos a continuación algunos ejemplos de cálculo directo del número de

contacto de una subvariedad:

Ejemplo 4.7 Un k-plano no degenerado Π de Rm
ν verifica c](Π) = ∞, ya que

cada sección normal es una recta de Π y, por tanto, geodésica. †

Ejemplo 4.8 Consideremos la pseudo-esfera Sns ⊆ Rn+1
s . Sea p ∈ Sns y u ∈

TpSns tal que 〈u, u〉 = ±1. Como N(p) = p define un campo normal unitario
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de Sns entonces, el espacio afín Eδ(p, u) = Span(p, u). Por tanto, la curva

βu(t) =

cos(t) p+ sen(t) u si 〈u, u〉 = 1,

cosh(t) p+ sinh(t) u si 〈u, u〉 = −1.

es la sección normal en (p, u), que coincide precisamente con la geodésica ma-

ximal γu con condiciones iniciales γu(0) = p y γ′u(0) = u y, en consecuencia,

c](Sn1 ) = ∞. Análogamente, el espacio pseudo-hiperbólico Hn
s ⊆ Rn+1

s+1 tiene

número de contacto infinito. †

Ejemplo 4.9 Consideremos la superficie de Lorentz definida por el cilindro

recto

M2
1 = L× S1 = {(x, y, z) ∈ L3 : y2 + z2 = 1}.

Como (0, 0, 1) es un vector normal unitario en el punto p = (0, 0, 1) ∈ M2
1 ,

el espacio tangente TpM2
1 = {(v1, v2, v3) ∈ L3 : v3 = 0}. Tomemos el vector

tangente unitario espacial u = (
√

3, 2, 0) ∈ TpM
2
1 . Resulta entonces que el 2-

plano Eδ(p, u) = {(x, y, z) ∈ L3 : 2x−
√

3y = 0}, y la sección normal βu es de

la forma:

βu(t) = (
√

3/2 sen(ϕ(t)), sen(ϕ(t)), cos(ϕ(t))) ∈M2
1 ∩ Eδ(p, u),

donde ϕ es la inversa (en un entorno de cero) de la aplicación

ψ(τ) =

∫ τ

0

√
1− 3

4
sen2 u du.

Por otra parte, la hélice γu(t) = (
√

3t, sen(2t), cos(2t)) es la geodésica maximal

de M2
1 con condiciones iniciales γu(0) = p y γ′u(0) = u. Es rutinario comprobar

que γ′′′u (0) 6= β′′′u (0); lo que implica, como veremos en el próximo Teorema 4.11,

que el número de contacto c](M
2
1 ) = 2. Nótese que M2

1 tiene segunda forma

fundamental paralela. †

Observación 4.10 Sea γ = γ(t) una curva arbitraria de una subvariedad Mn
s

del espacio pseudo-Euclídeo Rn+d
s+` . Denotemos por T al campo de velocidades
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de la curva γ. Entonces, teniendo en cuenta la Fórmula de Gauss (1.6), la

Fórmula de Weingarten (1.7), (1.11) y (1.12), resulta

γ′′(t) = ∇TT + h(T, T ), (4.7)

γ′′′(t) = ∇2
TT + 3h(T,∇TT )− Ah(T,T )T + (∇̄h)(T, T, T ), (4.8)

γiv(t) = ∇3
TT − 3Ah(T,∇TT )T −∇T (Ah(T,T )T )− A(∇̄h)(T,T,T )T

+(∇̄2h)(T, T, T, T ) + 6(∇̄h)(T, T,∇TT )− h(T,Ah(T,T )T )

+4h(T,∇2
TT ) + 3h(∇TT,∇TT ), (4.9)

donde∇2
TT = ∇T (∇TT ) y∇3

TT = ∇T (∇2
TT ) denotan las derivadas covariantes

sucesivas a lo largo de γ respecto a la conexión de Levi-Civita ∇ de Mn
s . ♦

4.2.2. Isotropía y número de contacto

Las nociones de número de contacto e isotropía de una subvariedad del

espacio pseudo-Euclídeo están estrechamente relacionadas. En efecto, como en

el caso Riemanniano [ChL] se tiene:

Teorema 4.11 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana. En-

tonces, se verifican las siguientes propiedades:

(1) El número de contacto c](M
n
s ) de Mn

s satisface c](M
n
s ) ≥ 2.

(2) Mn
s es isotrópica si y sólo si c](M

n
s ) ≥ 3.

(3) Mn
s es constantemente isotrópica si y sólo si c](M

n
s ) ≥ 4.

Demostración: Fijemos un punto p ∈ Mn
s y un vector tangente unitario u

en p. Consideremos la geodésica maximal γu y la sección normal βu en (p, u).

Obviamente γu(0) = βu(0) y γ′u(0) = β′u(0).

Veamos en primer lugar la propiedad (1). Como γu es geodésica entonces

γ′′u(0) = h(u, u). Por otro lado, como βu(t) ∈ Eδ(p, u) para cada t ∈ Dom(βu),

entonces

β′u(t) ∈ Span(u)⊕ T⊥p M
n
s .
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Ya que βu está parametrizada naturalmente, 〈β′′u(t), β′u(t)〉 = 0 y β′′u(0) es

normal. Por tanto, β′′u(0) = h(u, u) por la ecuación (4.7), quedando demostrada

la propiedad (1).

Comprobemos la propiedad (2). Supongamos que el número de contacto es

al menos tres. Al ser γu geodésica se verifica

γ′′′u (0) = −Ah(u,u)u+ (∇̄h)(u, u, u) (4.10)

por la ecuación (4.8). Como γ′′′u (0) ∈ Span(u) ⊕ T⊥p M
n
s y Ah(u,u)u ∈ TpM

n
s ,

Ah(u,u)u ∈ Span(u). Por tanto, si tomamos un vector v ortonormal a u, de la

ecuación (4.10) anterior

0 = 〈Ah(u,u)u, v〉 = 〈h(u, u), h(u, v)〉,

por lo que Mn
s es isotrópica como consecuencia de la Condición de Isotro-

pía (2.14). Recíprocamente, si Mn
s es λ-isotrópica entonces del Teorema 2.16

deducimos que

Ah(u,u)u = ελ u (4.11)

donde ε = 〈u, u〉 = ±1. De las ecuaciones (4.8) y (4.11) obtenemos que

γ′′′u (0) = −ελ u+ (∇̄h)(u, u, u). (4.12)

Por otra parte, para la sección normal βu obtenemos de la igualdad β′′u(0) =

h(u, u) que ∇uTβ = 0, siendo Tβ el campo de velocidades de la curva βu. Luego

de (4.8) y (4.11) deducimos

β′′′u (0) = ∇u∇Tβ
Tβ − ελu+ (∇̄h)(u, u, u) (4.13)

y, en consecuencia,

〈∇u∇Tβ
Tβ, v〉 = 0 (4.14)

para cada vector v ortonormal a u. Como Tβ〈Tβ, Tβ〉 = 2〈∇Tβ
Tβ, Tβ〉 y ∇uTβ =

0, resulta

2〈∇u∇Tβ
Tβ, u〉 = u(Tβ〈Tβ, Tβ〉)− 2〈∇uTβ,∇uTβ〉 = 0. (4.15)
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Combinando (4.14) y (4.15) llegamos a que

∇u∇Tβ
Tβ = 0. (4.16)

Finalmente, de las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.16) se deduce que β′′′u (0) =

γ′′′u (0), quedando demostrada la propiedad (2).

Comprobemos por último la propiedad (3). Supongamos que el número de

contacto es al menos cuatro. Entonces, Mn
s es isotrópica por la propiedad (2)

anterior y se obtiene de (4.9) y (4.11) la igualdad

γivu (0) = εu(λ) u− A(∇̄h)(u,u,u)u− ελh(u, u) + (∇̄2h)(u, u, u, u), (4.17)

donde λ es la función de isotropía. Como βiv(0) ∈ Span(u)⊕ T⊥p M
n
s entonces

A(∇̄h)(u,u,u)u ∈ Span(u) y

〈(∇̄h)(u, u, u), h(u, v)〉 = 0

para cada vector tangente v ortonormal a u, lo que implica que Mn
s es cons-

tantemente isotrópica por Corolario 2.18. Recíprocamente, si Mn
s es constan-

temente isotrópica, por el Corolario 2.18,

A(∇̄h)(u,u,u)u = 0. (4.18)

Entonces, como λ es constante y ∇uTβ = 0, de las ecuaciones (4.9), (4.11),

(4.16) y (4.18) se deduce que

βivu (0) = ∇u∇2
Tβ
Tβ − ελ h(u, u) + (∇̄2h)(u, u, u, u). (4.19)

Como βu es una curva de Eδ(p, u) entonces ∇u∇2
Tβ
Tβ es proporcional a u y

u(〈∇2
Tβ
Tβ, Tβ〉) = u

(
Tβ〈∇Tβ

Tβ, Tβ〉 − 〈∇Tβ
Tβ,∇Tβ

Tβ〉
)

= 0.

Entonces,

〈∇u∇2
Tβ
Tβ, u〉 = u(〈∇2

Tβ
Tβ, Tβ〉)− 〈∇2

Tβ
Tβ,∇uTβ〉 = 0,

de donde ∇u∇2
Tβ
Tβ = 0. De las ecuaciones (4.17) y (4.19) concluimos final-

mente que βivu (0) = γivu (0) como queríamos probar. �
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4.2.3. Número de contacto espacial y temporal

Para una subvariedad pseudo-Riemanniana Mn
s del espacio Rn+d

s+` con métri-

ca inducida indefinida (0 < s < n) podemos definir los conceptos de número de

contacto espacial y número de contacto temporal de forma similar a la defini-

ción de número de contacto pero sólo utilizando direcciones unitarias espaciales

o temporales, respectivamente.

Diremos que una subvariedad pseudo-Riemanniana Mn
s del espacio pseudo-

Euclídeo Rn+d
s+` tiene contacto espacial de orden k si para cada punto p de Mn

s

y cada vector tangente unitario espacial u en p, la geodésica γu y la sección

normal βu en (p, u) tienen contacto de orden k. Si Mn
s tiene contacto espacial

de orden k para todo natural k ∈ N definimos el número de contacto espacial

c+
] (Mn

s ) de Mn
s por ∞. En otro caso, llamaremos número de contacto espacial

de la subvariedad Mn
s al mayor natural k tal que Mn

s tiene contacto espacial

de orden k y no tiene contacto de orden k + 1:

c+
] (Mn

s ) = max{k ∈ N : Mn
s tiene contacto espacial de orden k}.

Las nociones de orden de contacto temporal y número de contacto tem-

poral c−] (Mn
s ) son obvias si intercambiamos el carácter causal espacial por el

temporal en las definiciones correspondientes anteriores. Obsérvese que, por

definición, se cumple:

c](M
n
s ) = min

{
c+
] (Mn

s ), c−] (Mn
s )
}
.

4.2.4. Caracterización del orden de contacto

Tenemos el siguiente criterio algebraico para determinar cuando una sub-

variedad pseudo-Riemanniana tiene contacto de orden k ≥ 3. Su demostración

es similar a la prueba del resultado Riemanniano correspondiente [ChL].

Teorema 4.12 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana. Dado

un natural k ≥ 3, se verifican las siguientes propiedades:
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(1) Mn
s tiene contacto espacial de orden k si y sólo si cada u ∈ UMn

s espacial

es autovector de A(∇̄jh)(uj+2) para cada j = 0, 1, . . . , k − 3.

(2) Mn
s tiene contacto temporal de orden k si y sólo si cada u ∈ UMn

s tem-

poral es autovector de A(∇̄jh)(uj+2) para cada j = 0, 1, . . . , k − 3

Demostración: Los casos k = 3 y k = 4 se siguen de la demostración del

Teorema 4.11. Para la prueba del caso general k ≥ 5, consideraremos los

siguientes dos Lemas. �

Lema 4.13 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana. Sea k ≥ 3

y ε = 1 o −1. Supongamos que, para cada punto p de Mn
s y cada vector

unitario u ∈ UpM
n
s tal que 〈u, u〉 = ε, la geodésica γu y la sección normal βu

en (p, u) tienen contacto de orden k. Entonces, cada vector tangente unitario

u con 〈u, u〉 = ε es autovector de A(∇̄jh)(uj+2) para cada j = 0, 1, . . . , k − 3.

Demostración: Estudiemos previamente el caso k = 5 y razonemos por in-

ducción sobre el orden de contacto.

Caso k = 5. Sea u un vector tangente unitario en un punto p ∈ Mn
s con

〈u, u〉 = ε. Como por hipótesis la geodésica γu y la sección normal βu en (p, u)

tienen contacto de orden k = 5 se verifica

Ah(u,u)u = µ0 u, µ0 = ελ, (4.20)

A(∇̄h)(u3)u = 0, (4.21)

siendo λ la constante de isotropía asociada (véanse las Observaciones 2.17 y

2.19). Notemos que, al ser γu geodésica unitaria del mismo carácter causal que

u, de las ecuaciones (4.9), (4.20) y (4.21) resulta

γiv
u (t) = −µo h(T, T ) + (∇̄2h)(T 4) (4.22)

donde T denota el campo de velocidades de la curva γu = γu(t). Derivando

covariantemente la ecuación (4.22) y aplicando la fórmula de Gauss (1.6), la
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formula de Weingarten (1.7), la ecuación (4.20) y que µ0 = ελ es constante a

lo largo de γu,

γv
u(t) = µ2

o T − A(∇̄2h)(T 4)T − µo (∇̄h)(T 3) + (∇̄3h)(T 5). (4.23)

Como γv
u(0) = βv

u(0) ∈ Span(u) ⊕ T⊥p M
n
s entonces 〈A(∇̄2h)(u4)u, v〉 = 0 para

cada v ortonormal a u y, por tanto,

A(∇̄2h)(u4)u = µ2 u

siendo µ2 = ε〈A(∇̄2h)(u4)u, u〉 el autovalor asociado a u que depende del punto

p y la dirección unitaria u.

Caso k > 5. Supongamos, por hipótesis de inducción, que para cada punto

p ∈Mn
s y cada vector unitario u ∈ UpMn

s tal que 〈u, u〉 = ε se verifica

Ah(u,u)u = µ0 u, A(∇̄h)(u3)u = 0, (4.24)

A(∇̄jh)(uj+2)u = µj u, para j = 2, . . . , k − 4, (4.25)

γ(k)
u (0) = β(k)

u (0). (4.26)

Sea p un punto de Mn
s y u un vector tangente unitario tal que 〈u, u〉 = ε.

Veamos que A(∇̄k−3h)(uk−1)u = µk−3 u para cierto µk−3 ∈ R. Por (4.25) se

satisface A(∇̄2h)(T 4)T = µ2 T siendo µ2(t) = µ2(γ
′
u(t)) la restricción de µ2 al

campo unitario T = γ′u a lo largo de γu. Así, la ecuación (4.23) la podemos

expresar

γv
u(t) = (µ2

o − µ2) T − µo (∇̄h)(T 3) + (∇̄3h)(T 5).

Derivando covariantemente esta última expresión, resulta:

γvi
u (t) = −T (µ2)T − A(∇̄3h)(T 5)T + (µ2

o − µ2)h(T, T )− µ0(∇̄2h)(T 4)

+(∇̄4h)(T 6).

Denotando f6 = −µ′2 = T (µ2) y g0,6 = µ2
o − µ2 llegamos a que

γvi
u (t) = f6T − A(∇̄3h)(T 5)T + g0,6h(T, T )− µ0(∇̄2h)(T 4) + (∇̄4h)(T 6).
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Continuando el proceso k − 6 veces y aplicando (4.25) obtenemos

γ(k−1)
u (t) = (fk−1 − µk−4)T + g0,k−1h(T, T ) + · · ·+ gk−7,k−1(∇̄k−7h)(T k−5)

−µ0(∇̄k−5h)(T k−3) + (∇̄k−3h)(T k−1), (4.27)

donde

fk−1 = fk(µ0, µ2, . . . , µk−5),

gr,k−1 = gr,k−1(µ0, µ2, . . . , µk−5−r), r = 0, . . . , k − 7,

son funciones que dependen de µ′j = T (µj) y sus derivadas con respecto a T .

Entonces de (4.24), (4.25) y (4.27) deducimos que

γ(k)
u (t) = fkT − A(∇̄k−3h)(Tk−1)T + g0,k−1h(T, T ) + · · ·+ gk−6,k(∇̄k−6h)(T k−4)

−µ0(∇̄k−4h)(T k−2) + (∇̄k−2h)(T k), (4.28)

donde

fk = (fk−1 − µk−4)
′ + µ0µk−5 −

k−7∑
t=0

µt gt,k−1,

g0,k = fk−1 − µk−4 + g′0,k−1,

gr,k = gt−1,k−1 + g′t,k−1, r = 1, . . . , k − 7,

gk−6,k = gk−7,k−1.



(4.29)

Por tanto, teniendo en cuenta (4.28), (4.29) y que β(k)
u (0) ∈ Span(u)⊕ T⊥p Mn

s ,

se concluye que u es autovector (∇̄k−3h)(uk−1), quedando demostrado lo que

queríamos por inducción. �

Lema 4.14 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana. Sea k ≥

3 y ε = 1 o −1. Supongamos que, cada vector tangente unitario u tal que

〈u, u〉 = ε es autovector de A(∇̄jh)(uj+2) para cada j = 0, 1, . . . , k− 3. Entonces,

para cada punto p de Mn
s y cada vector tangente unitario u en p con 〈u, u〉 = ε,

la geodésica γu y la sección normal βu en (p, u) tienen contacto de orden k.
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Demostración: Los casos k = 3 y k = 4 se siguen de la demostración del

Teorema 4.11. Vamos a razonar de nuevo por inducción sobre el orden de

contacto k estudiando previamente el caso k = 5.

Caso k = 5. Sea u un vector tangente unitario en un punto p ∈ Mn
s con

〈u, u〉 = ε. Por hipótesis, tenemos que

Ah(u,u)u = µ0 u, A(∇̄h)(u3)u = 0, A(∇̄2h)(u4)u = µ2 u, (4.30)

donde µo es constante. Entonces considerando (4.9) y (4.30) llegamos a que la

sección normal βu satisface

βiv
u (t) = ∇3

TT − 3Ah(T,∇TT )T − µ0∇TT − µ0h(T, T ) + (∇̄2h)(T 4)

+3h(∇TT,∇TT ) + 6(∇̄h)(T, T,∇TT ) + 4h(T,∇2
TT ), (4.31)

donde T = Tβ = β′u. Derivando (4.31) y teniendo en cuenta (4.30) obtenemos

βv
u(t) = ∇4

TT + h(T,∇3
TT )− 3∇T (Ah(T,∇TT )T )− 3h(T,Ah(T,∇TT )T )

−µ0∇2
TT − µ0h(T,∇TT ) + µ2

0T − µ0DTh(T, T )− µ2T

+DT ((∇̄2h)(T 4))− 3Ah(∇TT,∇TT )T + 3DT (h(∇TT,∇TT ))

−6A(∇̄h)(T,T,∇TT )T + 6DT ((∇̄h)(T, T,∇TT ))

−4Ah(T,∇2
TT )T + 4DT (h(T,∇2

TT )). (4.32)

Usando (1.11) y (1.12), la ecuación (4.32) podemos reescribirla

βv
u(t) = ∇4

TT + (µ2
0 − µ2)T − µ0(∇̄h)(T 3) + (∇̄3h)(T 5) + φ5, (4.33)

siendo φ5 = φ5(T ) un campo tensorial que tiene cada uno de sus términos

dependientes de algunos de los campos ∇TT ,∇2
TT y ∇3

TT , e independientes de

∇4
TT :

φ5 = h(T,∇3
TT )− 3∇T (Ah(T,∇TT )T )− 3h(T,Ah(T,∇TT )T )

−µ0∇2
TT − µ0h(T,∇TT ) + 2µ0h(∇TT, T ) + · · · .

Además, de la demostración del Teorema 4.11, tenemos
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(i) ∇uTβ = ∇u∇Tβ
Tβ = 0,

(ii) ∇u∇2
Tβ
Tβ = 0.

De donde φ5(0) = 0 y la expresión (4.33) queda

βv
u(0) = ∇u∇3

Tβ
Tβ + (µ2

0 − µ2)u− µ0(∇̄h)(u3) + (∇̄3h)(u5). (4.34)

Como la sección normal βu verifica βvu(0) ∈ Span(u) ⊕ T⊥p M
n
s , (4.34) implica

que

〈∇u∇3
Tβ
Tβ, v〉 = 0

para cada vector v ortogonal a u. Por otra parte, de (i) y (ii):

〈∇u∇3
Tβ
Tβ, u〉 = u(〈∇3

Tβ
Tβ, Tβ〉)

= u{Tβ〈∇2
Tβ
Tβ, Tβ〉 − 〈∇2

Tβ
Tβ,∇Tβ

Tβ〉}

=
1

2
u{T 3

β 〈Tβ, Tβ〉 − 3Tβ〈∇Tβ
Tβ,∇Tβ

Tβ〉}

= −3〈∇u∇2
Tβ
Tβ,∇uTβ〉 − 3〈∇u∇Tβ

Tβ,∇u∇Tβ
Tβ〉 = 0.

Entonces∇u∇3
Tβ
Tβ = 0 y, usando las expresiones (4.23) y (4.34), γv

u(0) = βv
u(0)

como queríamos probar.

Caso k > 5. Supongamos que para cada punto p ∈Mn
s y cada vector unitario

u ∈ UpMn
s tal que 〈u, u〉 = ε se verifica

A(∇̄h)j(uj+2)u = µj u, para j = 0, . . . , k − 3, (4.35)

y, por hipótesis de inducción, γ(j)
u (0) = β

(j)
u (0) para j = 1, . . . , k − 1. Veamos

que γ(k)
u (0) = β

(k)
u (0). Derivando (4.33) respecto a T = Tβ encontramos

βvi
u (t) = ∇5

TT − (f6 + µ3)T + g0,6h(T, T )− µ0(∇̄2h)(T 4) + (∇̄4h)(T 6) + φ6,

donde f6 = −µ′2 = T (µ2), g0,6 = µ2
o − µ2 y φ6 tiene cada uno de sus términos

dependientes de algunos de los campos ∇TT ,∇2
TT , ∇3

TT y ∇4
TT , e indepen-

dientes de ∇5
TT . Reiterando el proceso k − 6 veces:

β(k)
u (t) = ∇k−1

T T + (fk − µk−3)T + g0,k−1h(T, T ) + · · ·+ gk−6,k (∇̄k−6h)(T k−4)

−µ0(∇̄k−4h)(T k−2) + (∇̄k−2h)(T k) + φk, (4.36)
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donde f`, g0,k,. . . , gk−6,k están definidas de igual forma que en (4.29).

Ya que cada uno de los términos de φk depende de al menos uno de los

campos ∇TT,∇2
TT, . . . ,∇k−2

T T y no de ∇k−1
T T tenemos que φk(0) = 0. Enton-

ces, de (4.28) y (4.36), bastará comprobar que ∇u∇k−2
Tβ

Tβ = 0. Ahora, esto

último es cierto pues β(k)
u (0) ∈ Span(u)⊕ T⊥p M

n
s y

〈∇u∇k−2
Tβ

Tβ, u〉 = u(〈∇k−2
Tβ

Tβ, Tβ〉)

= u{Tβ〈∇k−3
Tβ

Tβ, Tβ〉 − 〈∇k−3
Tβ

Tβ,∇Tβ
Tβ〉}

= u(Tβ〈∇k−3
Tβ

Tβ, Tβ〉) = u(T 2
β 〈∇k−4

Tβ
Tβ, Tβ〉)

...

= u(T k−2
β 〈Tβ, Tβ〉) = 0,

quedando finalmente demostrado el resultado. �

Como consecuencias inmediatas del Teorema 4.12 obtenemos:

Corolario 4.15 Una subvariedad pseudo-Riemanniana Mn
s ⊆ Rn+d

s+` tiene con-

tacto de orden k (k ≥ 3) si y sólo si cada u ∈ UMn
s es autovector de A(∇̄jh)(uj+2)

para cada j = 0, 1, . . . , k − 3.

Corolario 4.16 Toda subvariedad isotrópica del espacio pseudo-Euclídeo con

segunda forma fundamental paralela tiene número de contacto infinito.

Observación 4.17 La hipótesis de isotropía es necesaria en el Corolario 4.16

anterior ya que, por ejemplo, el cilindro recto del espacio de Lorentz-Minkowski

L3

M2
1 = L× S1 = {(x, y, z) ∈ L3 : y2 + z2 = 1}

es una superficie de Lorentz con segunda forma fundamental paralela y número

de contacto c](M
2
1 ) = 2. ♦

Corolario 4.18 Toda subvariedad totalmente umbilical del espacio pseudo-

Euclídeo tiene número de contacto infinito.
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Observación 4.19 La implicación recíproca en el Corolario 4.18 no es cierta

como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo. Consideremos la inmersión

isométrica dada por

φ : R2 → L4 : (x, y) 7→ (ax2 + by2, x, y, ax2 + by2),

donde a, b ∈ R tales que a 6= b. La segunda forma fundamental h de φ verifica

h

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
= (2a, 0, 0, 2a), h

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)
= (2b, 0, 0, 2b) y h

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= 0.

Entonces, φ(R3) ⊆ L4 es una subvariedad 0-isotrópica con segunda forma

fundamental paralela y número de contacto infinito, sin ser una subvariedad

totalmente umbilical. ♦

Como aplicación del Teorema 4.12 tenemos:

Ejemplo 4.20 Las expansiones tienen número de contacto infinito. En efecto,

consideremos la inmersión isométrica φ : Rn
s → Rn+2`

s+` definida por

φ(x) = (f1(x), . . . , f`(x), x, f1(x), . . . , f`(x)),

donde f1, . . . , f` son funciones diferenciables reales sobre el espacio pseudo-

Euclídeo Rn
s . Se comprueba sin dificultad que la derivada covariante de cual-

quier orden de segunda forma fundamental h asociada verifica

(∇̄jh)

(
∂

∂xα
, . . . ,

∂

∂xβ

)
=

(
∂j+2f1

∂xα · · · ∂xβ
, . . . ,

∂j+2f`
∂xα · · · ∂xβ

, 0, . . . , 0,
∂j+2f1

∂xα · · · ∂xβ
, . . . ,

∂j+2f`
∂xα · · · ∂xβ

)
para cada α, β = 1, . . . , n, siendo (x1, . . . , xn) las coordenadas usuales de Rn

s .

Entonces, para cada i, j ∈ N ∪ {0} se verifica

〈
(∇̄ih)(X1, . . . , Xi+2), (∇̄jh)(Y1, . . . , Yj+2)

〉
= 0

para todo campo X1, . . . , Xi+1, Y1, . . . , Yj+2 ∈ X(Rn
s ). Esto implica, junto al

Teorema 4.12, que φ(Rn
s ) ⊆ Rn+2`

s+` tiene número de contacto infinito. †
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Ejemplo 4.21 Consideremos la inmersión isométrica φ : R2 → R8 definida

por

φ(x, y) =
1

2

(
cos(ax+ by), cos(ax− by), sen(ax+ by), sen(ax− by)

cos(bx+ ay), cos(bx− ay), sen(bx+ ay), sen(bx− ay)
)
,

donde a =
√

1
2
(2 +

√
2) y b =

√
1
2
(2−

√
2). Se comprueba [ChL] que la segun-

da forma fundamental asociada h verifica

Ah(eθ,eθ)eθ =
3

2
eθ, A(∇̄h)(e3θ)eθ = 0, A(∇̄2h)(e4θ)eθ = −1

4
eθ,

A(∇̄3h)(e5θ)eθ = 0, A(∇̄4h)(e6θ)eθ =
1

4
eθ −

1

8
((cos 7θ)e1 − (sen 7θ)e2),

para cada vector unitario eθ = cos θ ∂
∂x

+ sen θ ∂
∂y

. El Teorema 4.12 nos asegura

entonces que φ(R2) ⊆ R8 tiene número de contacto igual a k = 6 . Notemos que

el autovalor µj de A(∇̄jh)(ej
θ) es constante siempre que el orden de derivación j

no exceda a k − 3. Además, µj = 0 cuando j es impar. †

4.2.5. Propiedades

Estudiamos a continuación algunas de las propiedades que presenta toda

subvariedad con orden de contacto determinado. En la prueba que damos de

dichas propiedades, juega un papel fundamental la Argumentación del Polino-

mio de Hawking-Ellis.

Teorema 4.22 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana. Sea

k ≥ 3 y ε = 1 o −1. Supongamos que, para cada punto p de Mn
s y cada vector

unitario u ∈ UpM
n
s tal que 〈u, u〉 = ε, la geodésica γu y la sección normal

βu en (p, u) tienen contacto de orden k. Entonces, se verifican las siguientes

propiedades:

(1) Para cada i, j, a ∈ N∪ {0} tales que i+ j ≤ k− 3 y 0 ≤ a ≤ j se cumple〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= 0

siendo u, v vectores tangentes ortonormales en un punto con 〈u, u〉 = ε.
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(2) Para cada i, j ∈ N ∪ {0} tales que i+ j ≤ k − 3, el valor de

〈(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(uj+2)〉 = λij(p)

no depende de la dirección unitaria u (espacial o temporal) tomada en

cada punto p ∈Mn
s .

Además, si el natural i + j es impar, la función λij = 0; y si k ≥ 4 y

i+ j ≤ k− 4, la función λij es constante (independiente de cada punto).

Demostración: Veamos que en primer lugar que se verifica la propiedad (1).

Probemos por inducción la siguiente propiedad Pr para 3 ≤ r ≤ k:

“ Para cada i, j ∈ N∪{0} tales que i+j ≤ r−3, cada punto p ∈Mn
s

y cada par de vectores ortonormales u, v en p tales 〈u, u〉 = ε se

cumple 〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= 0

donde 0 ≤ a ≤ j. ”

Observemos que la propiedad Pr es cierta para r = 3 ya que, por el Teorema

4.12 se verifica

0 = 〈Ah(u,u)u, v〉 = 〈h(u, u), h(u, v)〉

para u, v vectores tangentes ortonormales en un punto p tales que 〈u, u〉 = ε.

Supongamos, por hipótesis de inducción, que la propiedad Pr es cierta para

cada r = 3, . . . , k−1. Comprobamos que Pk es cierta. Sean i, j ∈ N∪{0} tales

que i+j ≤ k−3 y u, v dos vectores ortonormales en un punto p con 〈u, u〉 = ε.

Para 0 < a ≤ j tenemos〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= u

(〈
(∇̄ih)(X i+2), (∇̄j−1h)(Xa, Y,Xj−a)

〉)
−
〈
(∇̄i+1h)(ui+3), (∇̄j−1h)(ua, v, uj−a)

〉
, (4.37)

dondeX, Y son dos extensiones locales ortonormales de u y v, respectivamente,

tales que ∇wX = ∇wY = 0 para cada w ∈ TpM
n
s . El primer sumando del
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segundo miembro de igualdad (4.37) es cero por hipótesis de inducción pues

i + j − 1 ≤ k − 4. Por tanto, realizando el procedimiento anterior j − a + 1

veces resulta〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= (−1)j−a+1

〈
(∇̄i+j−a+1h)(ui+j−a+3), (∇̄a−1h)(ua, v)

〉
. (4.38)

Si a = 1, la ecuación (4.38) se reduce a〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(u, v, uj)

〉
= (−1)j

〈
(∇̄i+jh)(ui+j+2), h(u, v)

〉
= 0

por el Teorema 4.12. Cuando a = 2, de la ecuación de Codazzi (1.14), el

Teorema 4.12 y la ecuación (4.38), resulta〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(u2, v, uj−1)

〉
= (−1)j−1

〈
(∇̄i+j−1h)(ui+j+1), (∇̄h)(u2, v)

〉
= (−1)j−1

〈
(∇̄i+j−1h)(ui+j+1), (∇̄h)(u, v, u)

〉
= (−1)j

〈
(∇̄i+jh)(ui+j+2), h(u, v)

〉
= 0. (4.39)

Supongamos que a ≥ 3. De la identidad de Ricci (1.16)

(∇̄a−1h)(ua, v)− (∇̄a−1h)(ua−1, v, u)

= R⊥(v, u)(∇̄a−3h)(ua−1)−
a−2∑
t=0

(∇̄a−3h)(ut, R(v, u)u, ua−2−t).

Entonces, de la ecuación de Ricci (1.15) y del hecho de que 〈R(v, u)u, u〉 = 0,

llegamos a que

〈(∇̄a−1h)(ua, v)− (∇̄a−1h)(ua−1, v, u), (∇̄i+j−a+1h)(ui+j−a+3)〉

= 〈[A(∇̄a−3h)(ua−1), A(∇̄i+j−a+1h)(ui+j−a+3)]u, v〉 = 0

de nuevo por el Teorema 4.12. Entonces, siguiendo el procedimiento en (4.37),

obtenemos que 〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= (−1)j

〈
(∇̄i+jh)(ui+j+2), h(u, v)

〉
= 0. (4.40)
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Igualmente, la propiedad (4.40) también se verifica para a = 0 como puede

comprobarse sin dificultad. Hemos demostrado que la propiedad Pr es cierta

para 3 ≤ r ≤ k, quedando demostrada la propiedad (1) buscada.

Comprobemos la propiedad (2). Dado un punto p deMn
s y ciertos naturales

i, j ∈ N ∪ {0} tales que i+ j ≤ k − 3 definimos la aplicación

fij : Σp → R : w 7→ 〈(∇̄ih)(wi+2), (∇̄jh)(wj+2)〉,

donde Σp denota el conjunto de vectores tangentes unitarios en p. Bastará

comprobar que la aplicación fij es constante. Consideremos el conjunto

Σp(ε) = {u ∈ TpMn
s : 〈u, u〉 = ε} ⊆ Σp.

Sea u ∈ Σp(ε), v ∈ Tu(Σp(ε)) = {v ∈ TpM
n
s : 〈u, v〉 = 0} unitario y α una

curva diferenciable α : (−δ, δ) → Σp(ε) tal que α(0) = u y α′(0) = v. Entonces,

la derivada direccional

v(fij) =
d(fij ◦ α)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
i+1∑
a=0

〈
(∇̄ih)(ua, v, ui−a+1), (∇̄jh)(uj+2)

〉
+

j+1∑
a=0

〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(ua, v, uj−a+1)

〉
= 0 (4.41)

por la propiedad (1). Esto significa que la aplicación fij es contante en cada

componente conexa de Σp(ε). Sea A una componente conexa de Σp(ε) y λij

la constante definida por fij en A. Veamos que fij es contante en todo Σp.

Distinguimos dos casos:

Caso (a): Supongamos que el natural i+ j es par. Entonces, normalizando, la

igualdad

〈(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(uj+2)〉 = λij〈u, u〉
i+j
2

+2

es cierta para todo vector u tangente no luminoso tal que u/||u|| ∈ A. Conside-

remos la curva ut = u+ tv donde u es un vector tangente fijo (no luminoso) tal
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que u/||u|| ∈ A y v es un vector tangente de carácter causal arbitrario. Enton-

ces, por continuidad, existe δ > 0 tal que g(ut, ut) · g(u, u) > 0 y ut/||ut|| ∈ A

para todo t ∈ (−δ, δ). Por tanto,

〈(∇̄ih)(ui+2
t ), (∇̄jh)(uj+2

t )〉 = λij〈ut, ut〉
i+j
2

+2.

Como tenemos una igualdad entre dos polinomios de grado i + j + 4, sus

coeficientes del mismo grado coinciden y, en particular, se satisface

〈(∇̄ih)(vi+2), (∇̄jh)(vj+2)〉 = λij〈v, v〉
i+j
2

+2.

Esto último implica, junto a la arbitrariedad del carácter causal de v, que la

función fij es constantemente igual a λij en Σp.

Caso (b): Supongamos que el natural i + j es impar. Consideremos la curva

ut = u + tv donde u es un vector tangente (no luminoso) tal que u/||u|| ∈ A

y v es un vector tangente de carácter causal arbitrario. De forma análoga al

caso (a) anterior, existe δ > 0 tal que para todo t ∈ (−δ, δ) se verifica

P (t) = λij

(√
Q(t)

)i+j
Q2(t), (4.42)

donde P (t) = 〈(∇̄ih)(ui+2
t ), (∇̄jh)(uj+2

t )〉 y Q(t) = ε〈ut, ut〉. Elijamos el carác-

ter causal de v de forma que Span{u, v} sea un plano no degenerado de TpMn
s .

Entonces, el polinomio

Q(t) = ε(〈u, u〉+ 2〈u, v〉t+ 〈v, v〉t2)

no tiene raíces reales dobles, ya que tiene discriminante

4(〈u, v〉2 − 〈u, u〉〈v, v〉) 6= 0.

En particular, si tomamos u, v ortonormales, Q(t) es un polinomio de grado

dos sin raíces reales dobles. Esto último, junto al hecho de que i+ j es impar y

se verifica la ecuación (4.42), puede ser usado para deducir que necesariamente
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λij = 0 y, en consecuencia, el polinomio P (t) = 0. Por tanto, su coeficiente de

grado i+ j + 4 es

〈(∇̄ih)(vi+2), (∇̄jh)(vj+2)〉 = 0.

Esto, junto a la arbitrariedad de elección del vector v, demuestra finalmente

que λij es constante en Σp.

Supongamos que k ≥ 4 y i+ j ≤ k−4. Sean u, v dos vectores ortonormales

en un punto p. Entonces, si X es un campo tangente unitario tal que Xp = u

y ∇wX = 0 para todo w ∈ TpMn
s , tenemos

v(λij) = v
(〈

(∇̄ih)(X i+2), (∇̄jh)(Xj+2)
〉)

=
〈
(∇̄i+1h)(ui+2, v), (∇̄jh)(uj+2)

〉
+
〈
(∇̄ih)(ui+2), (∇̄j+1h)(uj+2, v)

〉
= 0

por la propiedad (1) y, en consecuencia, la función λij es constante al ser Mn
s

conexa. �

Como consecuencias inmediatas obtenemos:

Corolario 4.23 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana con

número de contacto c](M
n
s ) ≥ k (k ≥ 3). Entonces, existen λo, . . . , λk−3 ∈

C∞(Mn
s ) verificando las siguientes propiedades:

(1) A(∇̄jh)(Xj+2)X = λj〈X,X〉X para cada campo unitario X ∈ X(Mn
s ) y

cada j = 0, . . . , k − 3.

(2) Para cada j impar, la función λj = 0 donde j = 0, . . . , k − 3.

(3) Si k ≥ 4 y j ≤ k − 4, la función λj es constante.

Corolario 4.24 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad pseudo-Riemanniana con

número de contacto c](M
n
s ) ≥ k (k ≥ 3). Entonces, para todo vector tangente

v ∈ TMn
s y cada j = 0, . . . , k − 3 impar, A(∇̄jh)(vj+2)v = 0.
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Corolario 4.25 Para una subvariedad del espacio pseudo-Euclídeo con núme-

ro de contacto infinito, el valor de 〈(∇̄ih)(ui+2), (∇̄jh)(uj+2)〉 = λij es inde-

pendiente tanto de la dirección unitaria u como del punto elegidos para cada

i, j ≥ 0. Además, si el natural i+ j es impar, la función λij = 0.

Observación 4.26 Los tres Corolarios anteriores son igualmente ciertos si en

la hipótesis intercambiamos el número de contacto por el número de contacto

espacial (resp. temporal). ♦

4.2.6. Invariancia causal del número de contacto

El siguiente resultado establece la estrecha relación existente entre las no-

ciones de orden de contacto, orden de contacto espacial y temporal, obteniéndo-

se como consecuencia inmediata que los tres conceptos de número de contacto

coinciden.

Teorema 4.27 Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad con métrica inducida inde-

finida. Dado un natural k ≥ 2, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Mn
s tiene contacto de orden k.

2. Mn
s tiene contacto espacial de orden k.

3. Mn
s tiene contacto temporal de orden k.

En particular, los números de contacto c](M
n
s ) = c+

] (Mn
s ) = c−] (Mn

s ).

Demostración: Es evidente que se cumple c+
] (Mn

s ) ≥ k y c−] (Mn
s ) ≥ k cuando

el número de contacto c](M
n
s ) ≥ k. Comprobemos la implicación 2 ⇒ 1. La

implicación 3 ⇒ 1 se demuestra análogamente.

Razonemos por inducción sobre el orden de contacto k. Observemos que el

resultado es cierto para k = 3. En efecto, por la propiedad (2) del Teorema

4.22, el valor de 〈h(u, u), h(u, u)〉 = λ(p) es independiente del vector unitario u

elegido en cada punto p. Esto equivale, por el Teorema 4.11, a que c](M
n
s ) ≥ 3.
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Sea k > 3. Supongamos que c+
] (Mn

s ) ≥ k y, por hipótesis de inducción,

c](M
n
s ) ≥ k−1. Dado un punto p de Mn

s definimos para cada j = 0, 1, . . . , k−3

la aplicación

fj : Σp → R : w 7→ 〈(∇̄jh)(wj+2), h(w,w))〉,

donde Σp denota el conjunto de vectores tangentes unitarios en p. Sean u, v dos

vectores tangentes ortonormales en p. Como fj es constante por el Teorema

4.22, la derivada direccional

v(fj) =

j+1∑
a=0

〈
(∇̄jh)(ua, v, uj−a+1), h(u, u)

〉
+2
〈
(∇̄jh)(uj+2), h(u, v)

〉
= 0. (4.43)

Sean X e Y son dos extensiones locales ortonormales de u y v tales que∇wX =

∇wY = 0 para cada w ∈ TpMn
s . Teniendo en cuenta la hipótesis de inducción

resulta

〈
(∇̄jh)(ua, v, uj−a+1), h(u, u)

〉
= u

(〈
(∇̄j−1h)(Xa, Y,Xj−a), h(X,X)

〉)
−
〈
(∇̄j−1h)(ua, v, uj−a), (∇̄h)(u3)

〉
= −

〈
(∇̄j−1h)(ua, v, uj−a), (∇̄h)(u3)

〉
.

Procediendo de forma análoga a la prueba del Teorema 4.22, deducimos que

〈
(∇̄jh)(ua, v, uj−a+1), h(u, u)

〉
= (−1)j

〈
(∇̄jh)(uj+2), h(u, v)

〉
. (4.44)

Entonces, las ecuaciones (4.43) y (4.44) implican que
〈
(∇̄jh)(uj+2), h(u, v)

〉
=

0; lo que significa, por el Corolario 4.15, que el número de contacto c](M
n
s ) ≥ k

como queríamos probar. �

Dicho de otra forma, para determinar el contacto de una subvariedad basta-

rá con estudiar su comportamiento solamente respecto a direcciones espaciales
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o temporales. La curiosidad de este resultado radica en que, en general, la

geometría pseudo-Riemanniana no conserva las mismas propiedades espacia-

les y temporales. Por ejemplo, véase [O’N2, p. 154], existen variedades de

Lorentz con todas sus geodésicas espaciales completas y con geodésicas tem-

porales incompletas. El número de contacto es, en este sentido, un invariante

causal.

4.2.7. Resultados

Para hipersuperficies del espacio pseudo-Euclídeo tenemos, como una ge-

neralización de un resultado de B.- Y. Chen y S.- J. Li [ChL, Corolario 5.2]:

Corolario 4.28 Sea Mn
s ⊆ Rn+1

s+` una hipersuperficie pseudo-Riemanniana.

Entonces, se verifica una de las siguientes situaciones excluyentes:

(1) c](M
n
s ) = 2.

(2) c](M
n
s ) = ∞, 〈H,H〉 = 0 y Mn

s es un trozo abierto de un n-plano no

degenerado Π de Rn+1
s+` .

(3) c](M
n
s ) = ∞, 〈H,H〉 > 0 y Mn

s es un trozo abierto de una pseudo-esfera

Sns ⊆ Rn+1
s de centro y radio determinados.

(4) c](M
n
s ) = ∞, 〈H,H〉 < 0 y Mn

s es un trozo abierto de un espacio pseudo-

hiperbólico Hn
s ⊆ Rn+1

s+1 de centro y radio determinados.

Demostración: Supongamos que c](M
n
s ) ≥ 3. Entonces, por el Teorema 4.11,

Mn
s es una hipersuperficie isotrópica y, en consecuencia, totalmente umbilical

(ver el apartado 3 de la Observación 2.5). Teniendo en cuenta la Proposición

1.13, el Teorema 1.14 y el Corolario 4.18 anterior, obtenemos finalmente el

resultado buscado. �

El comportamiento con respecto al número de contacto de una subvariedad

de Lorentz en el espacio de Lorentz-Minkowski de cualquier codimensión es
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similar al comportamiento de las hipersuperficies del espacio pseudo-Euclídeo,

como el siguiente resultado establece:

Corolario 4.29 Sea Mn
1 una subvariedad de Lorentz del espacio de Lorentz-

Minkowski Ln+d. Entonces, se verifica una de las siguientes situaciones exclu-

yentes:

(1) c](M
n
1 ) = 2.

(2) c](M
n
1 ) = ∞ y Mn

1 es un trozo abierto de un n-plano de Lorentz.

(3) c](M
n
1 ) = ∞ y Mn

1 es un trozo abierto de un espaciotiempo de De Sitter

Sn1 (r, c) contenido en un (n+ 1)− plano de Lorentz.

Demostración: De forma similar a la prueba del resultado anterior teniendo

en cuenta esta vez el apartado 2 de la Observación 2.5. �

Recordemos que una subvariedad del espacio de Lorentz-Minkowski se dice

espacial si con la métrica inducida la subvariedad es Riemanniana. Siguiendo

la misma linea de resultados, para las subvariedades espaciales de codimensión

dos del espacio de Lorentz-Minkowski tenemos:

Corolario 4.30 Sea Mn ⊆ Ln+2 una subvariedad espacial completa. Enton-

ces, se verifica una de las siguientes situaciones excluyentes:

(1) c](M
n) = 2.

(2) c](M
n) = ∞ y Mn es un n-plano Rn de Ln+2.

(3) c](M
n) = ∞ y Mn es una n-esfera Sn(r, c) ⊆ Rn+1 de centro y radio

determinados.

(4) c](M
n) = ∞ y Mn es un espacio hiperbólico Hn(r, c) ⊆ Ln+1 de centro

y radio determinados.
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(5) c](M
n) = ∞ y Mn es congruente a una expansión de Rn en Rn+1

0,1 total-

mente umbilical y no totalmente geodésica.

(6) c](M
n) = ∞ y Mn es congruente a una expansión de Rn en Rn+1

0,1 no

totalmente umbilical.

Demostración: De forma similar a la prueba de los dos resultados anteriores,

teniendo en cuenta el Teorema 3.36 y el Ejemplo 4.20. �

Si exigir completitud tenemos:

Lema 4.31 Sea Mn
s ⊆ Rn+2

s+1 una subvariedad 0-isotrópica. Entonces, Mn
s tiene

número de contacto c](M
n
s ) = ∞.

Demostración: Sea p ∈ Mn
s un punto no totalmente geodésico. Por el Le-

ma 3.33, el primer espacio normal Im(h) es una recta luminosa. Veamos

que (∇̄jh)(uj+2) ∈ Im(h) siendo u un vector tangente unitario u en p. Si

h(u, u) 6= 0, por el Corolario 2.18 tenemos

〈(∇̄h)(u3), h(u, u)〉 = 0

y, consecuentemente, (∇̄h)(u3) ∈ Im(h). Si h(u, u) = 0, elegimos un vector

unitario v tal que h(v, v) 6= 0. Sean X, Y extensiones locales ortonormales

respectivas de u, v satisfaciendo ∇wX = ∇wY = 0 para todo w ∈ TpM
n
s .

Como 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 = 0, entonces

0 = u(〈h(X,X), h(Y, Y )〉)

= 〈(∇̄h)(u3), h(v, v)〉+ 〈h(u, u), (∇̄h)(v, v, u)〉

= 〈(∇̄h)(u3), h(v, v)〉,

y (∇̄h)(u3) ∈ Im(h).

Por el método de inducción, supongamos que (∇̄rh)(ur+2) ∈ Im(h) para

cada punto p no totalmente geodésico, cada u ∈ UpMn
s y r = 0, 1, 2, . . . , j − 1.

Tomemos un par de vectores ortonormales u, v ∈ UpMn
s tales que h(v, v) 6= 0.
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Sea V el conjunto de los punto no totalmente geodésicos de la subvariedad

Mn
s ⊆ Rn+2

s+1 . Claramente V es un abierto no vacio de Mn
s . Eligiendo convenien-

temente para u y v dos extensiones locales ortonormales X e Y definidas en

un cierto entorno abierto de V , obtenemos de la igualdad (cierta por hipótesis

de inducción)

〈(∇̄j−1h)(Xj+1), h(Y, Y )〉 = 0

que

0 = u(〈(∇̄j−1h)(Xj+1), h(Y, Y )〉)

= 〈(∇̄jh)(uj+2), h(v, v)〉+ 〈(∇̄j−1h)(uj+1), (∇̄h)(v2, u)〉

= 〈(∇̄jh)(uj+2), h(v, v)〉.

Entonces (∇̄jh)(uj+2) ∈ Im(h), y en particular 〈(∇̄jh)(uj+2), h(u, v)〉 = 0.

Finalmente, el Teorema 4.12 nos asegura que c](M
n
s ) = ∞. �

Ejemplo 4.32 Consideremos la inmersión isométrica φ : A→ L4 dada por

φ(x3, x4) =

(0, f(x3, x4), x3, x4) si x4 ≥ 0

(f(x3, x4), 0, x3, x4) si x4 < 0,

,

como en la Observación 3.37. Entonces, φ define una subvariedad de L4 con

número de contacto infinito (sin ser congruente a una expansión). ♦

4.3. Subvariedades con secciones normales geo-
désicas

En [ChV] B.- Y. Chen y P. Verheyen estudiaron la geometría diferencial

de aquellas subvariedades del espacio Euclídeo con secciones normales geo-

désicas probando, en particular, que tales subvariedades son constantemente

isotrópicas.
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Generalizando la noción equivalente Riemanniana, diremos que una subva-

riedad pseudo-Riemanniana Mn
s del espacio pseudo-Euclídeo Rn+d

s+` tiene sec-

ciones normales geodésicas cuando, para cada punto p de Mn
s y cada vector

tangente unitario u ∈ TpM
n
s , la geodésica γu y la sección normal βu en (p, u)

coinciden en todo un entorno de 0.

Obviamente tenemos que cada subvariedad Mn
s de Rn+d

s+` con secciones nor-

males geodésicas tiene número de contacto infinito. En particular, teniendo en

cuenta la relación entre la isotropía y el número de contacto de una subvariedad

(Teorema 4.11):

Teorema 4.33 Cada subvariedad Mn
s de Rn+d

s+` con secciones normales geodé-

sicas es constantemente isotrópica y tiene número de contacto c](M
n
s ) = ∞.

Cuando la subvariedad es localmente simétrica se verifica el recíproco:

Teorema 4.34 Sea Mn
s una subvariedad de Rn+d

s+` localmente simétrica con

número de contacto c](M
n
s ) = ∞. Entonces, Mn

s tiene secciones normales

geodésicas.

Demostración: Sea ∇ la conexión de Levi-Civita de Mn
s . Como Mn

s es lo-

calmente simétrica y ∇ es libre de torsión entonces, respecto al atlas formado

por los sistemas de entornos normales [KN, Teorema VI.7.7], Mn
s es una va-

riedad analítica y la conexión ∇ es analítica. En particular, cada geodésica y

cada sección normal de Mn
s es una curva analítica. Sea p ∈ Mn

s y u ∈ TpM
n
s

unitario. Como c](M
n
s ) = ∞ resulta que, de la analiticidad y desarrollando en

serie de Taylor, la geodésica γu y sección normal βu en (p, u) coinciden en todo

un entorno de 0, quedando de esta forma demostrado el resultado. �

Observación 4.35 En el resultado anterior la hipótesis de que la subvariedad

sea localmente simétrica podemos sustituirla por el hecho de que la subvariedad

sea analítica, obteniéndose la misma conclusión. ♦
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Ejemplo 4.36 Toda subvariedad totalmente umbilical del espacio pseudo-

Euclídeo tiene secciones normales geodésicas, ya que tales subvariedades son

localmente simétricas y tienen número de contacto infinito por el Corolario

4.18. †

Ejemplo 4.37 Expansiones analíticas. Consideremos la inmersión isomé-

trica φ : Rn
s → Rn+2`

s+` definida por

φ(x) = (f1(x), . . . , f`(x), x, f1(x), . . . , f`(x)),

donde f1, . . . , f` son funciones analíticas reales sobre el espacio pseudo-Euclídeo

Rn
s . Entonces, φ(Rn

s ) ⊆ Rn+2`
s+` tiene secciones normales geodésicas, pues tiene

número de contacto infinito. †

Teorema 4.38 Cada subvariedad del espacio pseudo-Euclídeo con geodésicas

planas tiene secciones normales geodésicas.

Demostración: Sea Mn
s ⊆ Rn+d

s+` una subvariedad con geodésicas planas. Del

Lema 4.1 se tiene que la subvariedad es constantemente isotrópica y, si u es

un vector unitario tangente en un punto p, la geodésica γu en (p, u) es una

curva que está contenida en el 2-plano p + Span{u, h(u, u)}. En particular,

esto demuestra que la curva γu está contenida en Eδ(p, u) y γu es sección

normal en (p, u). �

Ejemplo 4.39 Las inmersiones de Veronese indefinidas tienen secciones nor-

males geodésicas, ya que este tipo de subvariedades tienen geodésicas planas

(Ejemplo 2.9 y Teorema 4.4). †

Como en el caso definido [ChV], tenemos el siguiente resultado de caracte-

rización:

Teorema 4.40 Sea Mn
s una subvariedad de Rn+d

s+` . Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes:
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1. Mn
s tiene secciones normales geodésicas.

2. Para cada punto p de Mn
s y cada vector tangente unitario u en p, la

sección normal βu en (p, u) satisface βu(t) ∈ Eδ(βu(t), β
′
u(t)) para cada

t ∈ Dom(βu), donde el índice δ viene dado por δ = ` si u es espacial o

δ = `+ 1 si u es temporal

Demostración: La implicación 1 ⇒ 2 se sigue de la unicidad de las geodési-

cas. Recíprocamente, supongamos que la condición 2 es cierta. Sea u un vector

tangente unitario en p ∈Mn
s . Consideremos la sección normal βu en (p, u). En-

tonces, para t ∈ Dom(βu) fijo, tenemos por hipótesis que la curva βu está conte-

nida en Eδ(βu(t), β′u(t)). Así, de la igualdad β′′u(t) = ∇βu(t)β
′
u+h (β′u(t), β

′
u(t)),

se deduce que ∇βu(t)β
′
u = 0 porque ∇βu(t)β

′
u es ortogonal a Eδ(βu(t), β

′
u(t)).

Dada la arbitrariedad de elección de t ∈ Dom(βu), la sección normal βu es

geodésica. �

Dicho de otra forma, para que una subvariedad tenga secciones normales

geodésicas es necesario y suficiente que cualquier curva de la subvariedad γ que

sea sección normal en (γ(0), γ′(0)) sea también sección normal en (γ(t), γ′(t))

para cada t ∈ Dom(γ).

4.4. Subvariedades helicoidales

Una subvariedad Riemanniana Mn del espacio Euclídeo Rn+d se dice he-

licoidal si cada geodésica unitaria γ de Mn, considerada como una curva de

Rn+d, tiene todas sus curvaturas constantes e independientes de la geodésica

elegida. O equivalentemente, si cada geodésica unitaria γ de Mn es una hélice

de Rn+d con curvaturas independientes de la geodésica γ elegida. Observemos

que es posible definir una adaptación de este concepto para subvariedades del

espacio pseudo-Euclídeo [Fu]. No obstante, para lograr los objetivos propios de

este parágrafo, nos restringimos el caso definido.



150 Subvariedades isotrópicas del espacio pseudo-Euclídeo

El concepto de subvariedad helicoidal es debido a A. Besse [Be2]. En es-

te libro, se demuestra que toda variedad fuertemente armónica admite una

inmersión isométrica minimal en una esfera satisfaciendo la propiedad helicoi-

dal. En efecto, recordemos que una variedad Riemanniana compacta Mn se

dice fuertemente armónica si existe una función Ψ : R+ × R+
0 → R tal que

K(p, q, t) = Ψ(δ(p, q), t) para cada p, q ∈ Mn y t ∈ R+
0 , donde δ denota la

función distancia en Mn y K : Mn ×Mn × R+
0 → R es la ecuación del calor.

Los espacios simétricos de rango uno son ejemplos conocidos de variedades

fuertemente armónicas [Be2, p. 158]. Sea λk el k-ésimo autovalor no nulo del

Laplaciano ∆. Denotemos por Vk al subespacio propio asociado al autovalor λk.

En Vk se define la métrica 〈〈f, h〉〉 =
∫
Mn fh∗1. Entonces, Vk dotado con 〈〈·, ·〉〉

es un espacio vectorial métrico Euclídeo finito-dimensional. Sea φ1
k, . . . , φ

m
k una

base ortonormal de Vk. Entonces, la aplicación

φk : Vk → Rm : p 7→ ck(φ
1
k(p), . . . , φ

m
k (p))

define una inmersión isométrica helicoidal para una constante real conveniente

ck, que es minimal en una hiperesfera de Rm ([ChL, ChV, Sak1, V]).

Por otra parte, en el año 1984 B.-Y. Chen y P. Verheyen [ChV] demostraron,

apoyándose en el estudio realizado por K. Sakamoto [Sak1] sobre subvariedades

helicoidales, que toda subvariedad helicoidal tiene secciones normales geodési-

cas. Un año después P. Verheyen [V] demostró la implicación recíproca, que

no resultaba ser tan inmediata.

El objetivo básico de este parágrafo es dar una nueva interpretación geo-

métrica de la noción de subvariedad helicoidal a partir del número de contacto,

y obtener una nueva demostración del resultado de P. Verheyen como conse-

cuencia:
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Teorema 4.41 Sea Mn ⊆ Rm una subvariedad Riemanniana. Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. c](M
n) = ∞.

2. Mn es helicoidal.

3. Mn tiene secciones normales geodésicas.

Demostración: La implicación 3 ⇒ 1 es obvia. Veamos que 2 ⇒ 3 y 1 ⇒ 2.

2 ⇒ 3. Sea u un vector tangente unitario en un punto p ∈Mn. Supongamos

que la geodésica γ = γu es una hélice de orden propio d en Rm. Sea T el campo

de velocidades de γ. Entonces [Sak1], el referencial de Frenet de γ viene dado

por

V1 = T,

Vj =
∑
i

bji(∇̄i−2h)(T i),

donde j ∈ {1, . . . , d} y donde i toma sus valores en {2, 4, . . . , j} si j es par y

valores en {3, 5, . . . , j} si j es impar. Por convenio ponemos (∇̄−1h)(T ) = T .

Los coeficientes bji son funciones de las curvaturas de Frenet κ1, . . . , κj−1 de

γ (que son constantes). Esto demuestra, junto al hecho conocido de que la

curva γ está contenida en un d-plano de Rm [Sp, Vol. 4, Teorema 7.5], que

la geodésica γ está contenida en el d-plano p + Span{V1(0), . . . , Vd−1(0)}. En

particular, γ está contenida en E0(p, u) y γ es sección normal, como queríamos

probar.

1 ⇒ 2. Sea u un vector tangente unitario en un punto p ∈ Mn. Supon-

gamos que la geodésica γ = γu es una curva de Frenet de orden propio d en

Rm. Veamos que las curvaturas de Frenet κ1, . . . , κd−1 de γ son constantes e

independientes tanto del punto p como del vector tangente unitario u elegidos.

Como por hipótesis el número de contacto c](M
n) = ∞, de la ecuación (4.28)
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podemos escribir

γ(k)(t) =
k∑
j=1

akj (∇̄j−2h)(T j) (4.45)

para cada natural k. Además, los valores de akj determinados por (4.45) son in-

dependientes de p y u por los Corolarios 4.23 y 4.25. Para terminar basta obser-

var que el referencial de Frenet {V1, . . . , Vd} de γ se obtiene de {γ(1), . . . , γ(d)}

realizando el procedimiento de ortonormalización de Gram-Schmidt y tener en

cuenta de nuevo el Corolario 4.25. �

Como ejemplo de aplicación del Teorema 4.41 anterior y en virtud de la

clasificación [HH] de las superficies helicoidales de R6 tenemos:

Corolario 4.42 Sea M2 una superficie isométricamente inmersa en el espacio

Euclídeo R6. Entonces, c](M
2) = ∞ si y sólo si M2 es un trozo abierto de una

de las siguientes tres superficies:

(1) Un 2-plano de R6.

(2) Una 2-esfera ordinaria contenida en un 3-plano de R6.

(3) Una superficie de Veronese contenida en un hiperplano de R6 determi-

nada por una inmersión φ : S2(
√

3/a) → S4(1/a) del tipo

φ(x, y, z) = a

(
1√
3
yz,

1√
3
xz,

1√
3
xy,

1

2
√

3
(x2 − y2),

1

6
(x2 + y2 − 2z2)

)
,

donde x2 + y2 + z2 = 3.

Observación 4.43 Terminemos señalando que el Corolario 4.42 puede ser

también deducido del Teorema 7.1 de [ChL]. Nosotros lo hemos obtenido de

una forma diferente y directa a través del Teorema 4.41 de caracterización de

las subvariedades con secciones normales geodésicas o helicoidales mediante el

número de contacto. ♦
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