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INTRODUCCION

Antes de comentar la estructura que seguiremos en esta Memoria, nos ha parecido
conveniente exponer algunas pinceladas sobre el desarrollo histérico del estudio de
las algebras de Lie nilpotentes y, por tanto, de las causas que motivan la presente
Memoria. Este estudio esta siendo muy desarrollado en la actualidad y, en concreto,
son dos las tematicas que suelen existir en el trasfondo de estos trabajos: la clasifi-
cacion de las algebras de Lie nilpotentes y la obtencion del grupo de Lie simplemente
conexo asociado a cada una de ellas.

En primer lugar, no se conoce todavia, pese a los numerosos intentos realizados,
la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes de dimension mayor o igual que
8, por lo que éste es un problema que continda abierto actualmente. El interés de
conseguir esta clasificacion estriba en que como ahora veremos, las algebras de Lie
nilpotentes desempenan un papel muy importante dentro de las 4dlgebras de Lie en
general.

Como ya es sabido, existen varias clases distintas de algebras de Lie: las semisim-
ples, las resolubles y aquellas dlgebras de Lie que no son ni semisimples ni resolubles.
Para estudiar y clasificar entonces las algebras de Lie en general, bastaria hacerlo
con cada uno de estos tres subconjuntos disjuntos.

No obstante, el Teorema de descomposicion de E. E. Levi, enunciado a finales
de los anos 50, establece que toda algebra de Lie puede descomponerse como suma
semidirecta de su radical (que es resoluble) y una subalgebra semisimple (la subal-
gebra de Levi del algebra de Lie inicial).

Por lo que respecta a las primeras, las semisimples, su clasificaciéon ya es to-
talmente conocida, dado que toda algebra de Lie semisimple es suma directa de
algebras de Lie simples y la clasificacion de estas algebras de Lie simples ya fue
obtenida en 1890 por Killing y Cartan, entre otros. Estos autores encontraron que
existen 4 tipos distintos de algebras de Lie simples: las del conjunto especial lineal,
las ortogonales impares, las simplécticas y las ortogonales pares, mas otras 5 algebras
de Lie simples, no pertenecientes a ninguno de estos cuatro grupos anteriores y que
ellos denominaron algebras excepcionales.

Con respecto a las algebras de Lie resolubles, s6lo es conocida hasta el momento
la clasificacion de estas algebras para dimensiones menores o iguales que 5. No
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obstante, Malcev, en 1945 (véase [20]), probo que la determinacion de las algebras de
Lie resolubles se podia reducir a la obtencion de las dlgebras de Lie nilpotentes, que
constituyen un subconjunto suyo. En su trabajo, Malcev utiliza ideales nilpotentes
maximales para definir un tipo particular de algebras resolubles, que él denomina
dlgebras separadas, y prueba que toda algebra de Lie resoluble est4 contenida en una
algebra separada minimal univocamente determinada. La relaciéon entre un algebra
de Lie resoluble y sus separadas permite construir todas las dlgebras de Lie resolubles
que tienen algebras separadas dadas, lo cual le permite reducir la clasificacion de las
algebras de Lie resolubles a la de las nilpotentes.

Respecto a las algebras de Lie nilpotentes, ya en 1891, K. A. Umlauf (véase
[26]), discipulo de Engel, clasifico todas las algebras de Lie nilpotentes complejas
hasta dimension 6, viendo que existian un ntmero finito de ellas. También estudio
estas algebras en dimensiones 7, 8 y 9, encontrando que aparecian varias familias
infinitas de algebras de Lie nilpotentes de estas dimensiones.

Posteriormente, varios autores realizaron diferentes intentos para obtener estas
clasificaciones. Asi, en la década de los 50 del siglo pasado, se encuentran entre
otros algunos trabajos de Morosov, Dixmier y Vranceanu. En particular, Dixmier,
en 1957 (véase [11]), clasifica las algebras de Lie nilpotentes sobre un cuerpo con-
mutativo hasta dimension 5. En ese mismo afio, Morosov ([21]) publica un primer
intento de clasificar las dlgebras de Lie nilpotentes reales de dimension 6 y clasifica
correctamente las complejas de esa dimension. Previamente, Vranceanu en 1950 y
Chevalley en 1957 habian trabajado sobre estas algebras de Lie nilpotentes (véanse
[27] v [9], respectivamente).

Vergne y Safiullina son principalmente los que en la década de los 60 (siempre
del siglo pasado) realizaron diversos intentos de clasificacion de estas dlgebras, consi-
guiendo en muchos casos notables resultados. Asi, Safiullina, en 1964, aporta nuevos
resultados al estudio de la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes de dimen-
sion 7 (véase [23]), pero es realmente M. Vergne, en 1966, en su tesis doctoral (véase
[28]), posteriormente publicada en [29], la que da un fuerte impulso al tratamiento
de estas algebras. En realidad, Vergne realiza una labor doblemente importante:
por un lado, da la clasificacion completa de las dlgebras de Lie nilpotentes reales y
complejas de dimensiéon menor o igual que 6 y por otra parte, define las élgebras
de Lie filiformes, tal y como las conocemos actualmente. Estas algebras de Lie fili-
formes constituyen un subconjunto de las algebras de Lie nilpotentes. Chong Yun
Chao fue otro de los autores de esta década que también trabajaron en el tema de
las algebras de Lie nilpotentes (véase [10]), asi como el colectivo Bourbaki [5].

En la década de los 70 del mismo siglo son también varios los autores que con-
tintian trabajando en esta clasificacion, entre ellos P. de la Harpe (véase [19]) en
1972, Favre y Gauger (véanse [14] y [15], respectivamente) en 1973, y Skjelbred y
Sund, en 1977 (véase [25]).
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No obstante, no es hasta la década siguiente cuando se produce un avance sus-
tancial en la clasificacion de algebras de Lie nilpotentes. Asi, en 1988, Ancochea y
Goze realizan una clasificacion de las algebras de Lie filiformes complejas de dimen-
sion 8 (véase [1]), mediante la introduccién de un invariante para estas algebras,
llamado por ellos sucesion caracteristica, que definen como la dimensiéon maximal
de las cajas de Jordan de una cierta matriz nilpotente (véanse [1] y [2]). Este mis-
mo invariante les posibilitdo dar una clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes
de dimension 7 (véase [2]). De esos trabajos se deduce que las algebras de Lie fili-
formes son las que, dentro de las nilpotentes, tienen la mayor sucesion caracteristica
(n—1,1) en un orden natural dado por ellos. Pese a todo, la lista dada en [1] no es-
taba completa y presentaba algunos defectos. Posteriormente, los mismos autores la
rectificaron en [3], casi al mismo tiempo que Seeley (véase [24]), aunque de manera
independiente. Sin embargo, los intentos de estos dos autores de continuar con su
método en dimensiones mayores no fructificaron, debido a la aparicién de numerosas
dificultades.

No obstante, y como ya dijimos anteriormente, no se ha llegado a clasificar el
conjunto de las algebras de Lie nilpotentes de dimensién 8 ni los de dimensiones
superiores, pese a los numerosos intentos realizados desde entonces, por lo que éste
es un problema que contintia abierto en la actualidad.

Al objeto de ir avanzando algo en la resolucion del mismo, Gémez y Echarte, en
1991, utilizaron una técnica similar a la ideada por Goze para clasificar las dlgebras
de Lie filiformes complejas de dimension 9 (véase [13]). En esta clasificacion apare-
cen por primera vez familias biparamétricas de algebras de Lie filiformes. Ademas,
en varias familias, los pardmetros no recorren el cuerpo complejo, sino un conjunto
cociente de este cuerpo por una relacion de equivalencia dada.

Posteriormente, en 1994, Boza, Echarte y Nunez clasifican las &lgebras de Lie
filiformes complejas de dimension 10 (véase [6]). Para ello, introducen un nuevo
invariante, que ellos denominan el par (i, h). En esta clasificacion aparecen por
primera vez familias triparamétricas de algebras de Lie filiformes.

Mas tarde, Gémez, Jiménez y Khakimdjanov, en 1996, aprovechan las ideas de
Vergne e introducen los cambios de base elementales para clasificar las algebras de Lie
filiformes complejas de dimension 11 y para dar algunas correcciones a clasificaciones
anteriores (véase [16]).

Finalmente, mediante una nueva técnica de clasificacion de algebras de Lie fili-
formes, basada en el isomorfismo de algebras, Boza, Fedriani y Nunez obtuvieron
en 1998 la clasificacion de las algebras de Lie filiformes complejas de dimensiéon 12
(véanse [7] v [8]).

No obstante, llegados a este punto, surgieron de nuevo las dificultades, sobre
todo de tipo computacional, que se habian detectado ya antes en el tratamiento de
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este problema de la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes en dimensiones
mayores, por lo que de nuevo aparecié con fuerza la idea de reducir este problema
considerando nuevos subconjuntos de algebras de Lie nilpotentes, cuya clasificacion
fuese mas sencilla de conseguir. Al mismo tiempo, también se estaban considerando
problemas que se dirigian mas a la biisqueda de nuevos resultados relativos a estas
algebras de Lie que a la clasificacion en si de las mismas. Nos referimos a problemas
tales como la obtencién de nuevos invariantes para estas algebras o la descripcion
de los conjuntos algebraicos de leyes de édlgebras de Lie filiformes y de sus compo-
nentes irreducibles. Desde luego, este estudio requiere también de calculos largos y
complicados, para cuya realizacion es necesario el uso de programas de computacion
simbolica.

Otra razon para continuar con el estudio de las algebras de Lie nilpotentes obe-
dece a la no muy abundante informacion que se posee actualmente sobre los grupos
de Lie asociados a algebras de Lie en general, y a algebras de Lie nilpotentes, en
particular.

Como ya es sabido, todo grupo de Lie G tiene asociada un algebra de Lie L(G).
En esta Memoria nos planteamos entonces el problema reciproco: dada un algebra de
Lie £, determinar cuéales son los grupos de Lie cuya algebra de Lie es £. Todos estos
posibles grupos deben tener la misma dimension, que coincidira con la de £. Ademés,
los grupos de Lie no conexos tienen la misma &algebra de Lie que sus respectivas
componentes conexas de su unidad, mientras que, por otro lado, si Gy,...,G,,...
son grupos de Lie conexos con L(G;) = L, existe entonces uno de ellos, simplemente
conexo, que es recubrimiento de los demas.

Vemos por tanto que existe una estrecha relacion entre todos los grupos de Lie
que tienen la misma algebra de Lie. EIl objetivo fundamental de esta Memoria
consiste entonces en introducir mecanismos adecuados para hallar un grupo de Lie
simplemente conexo asociado a un algebra de Lie y calcular explicitamente dichos
grupos de Lie en algebras de Lie nilpotentes, de dimensiones menores o iguales que
6.

El contenido de esta Memoria se ha estructurado en tres Capitulos y un Apéndice
final. En el Capitulo 0 se indican los conceptos y resultados previos relativos a grupos
y algebras de Lie, ya conocidos, que creemos indispensables para una adecuada
comprension del resto del trabajo. Aunque estos conceptos han sido ya definidos
anteriormente, hacemos especial énfasis en aquellos que, a pesar de haber sido ya
estudiados, no suelen ser de uso frecuente debido a su especificidad. Entre estos
ultimos se recuerdan de forma algo méas exhaustiva los distintos tipos de grupos de
Lie, asi como los subgrupos uniparamétricos y las representaciones de éstos.

En el Capitulo 1 se estudian, en una primera secciéon, los grupos de Lie G,
nilpotentes de dimension (g) mediante su representacién por matrices triangulares
unipotentes de orden n, asi como el algebra de Lie g, asociada a éstos. Puesto
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que la correspondencia de Lie entre los subgrupos de Lie de G,, y las subalgebras
de Lie de g, es biunivoca, el Teorema de Frobenius nos permite hallar el grupo
de Lie simplemente conexo asociado a cada una de las subalgebras nilpotentes de
dimension menor que 6 de g,, dando una representacion matricial de dichos grupos
como subgrupos de G,,. Este seré el objetivo de este primer capitulo.

Como consecuencia de este estudio se obtiene un resultado que garantiza que el
grupo de Lie correspondiente a las algebras de Lie nilpotentes filiformes de dimension
n no puede ser representado por un subgrupo de del grupo G,, ;.

La razon de haber considerado este tipo particular de adlgebras de Lie nilpotentes
en este capitulo estriba en el hecho de que estas algebras filiformes, introducidas
por M. Vergné en 1966, en su Tesis Doctoral, son las més estructuradas de las
nilpotentes, lo cual facilita en cierta forma su estudio y tratamiento.

Se tratan en este capitulo las dlgebras de Lie nilpotentes de hasta dimensiéon 5. Se
obtienen los grupos de Lie correspondientes a estas dlgebras mediante la utilizacion
de matrices del menor orden posible. Este estudio lo dividiremos en dos secciones,
tratando en una las algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor que 5 y en la
otra las algebras de dimension 5.

En el Capitulo 2 se aplica el proceso anterior a todas las dlgebras de Lie nilpo-
tentes de dimension 6, obteniéndose, para todas ellas, los grupos de Lie asociados
correspondientes.

El principal resultado de este capitulo es la representacion de los grupos de Lie
simplementes conexos asociados a las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension 6 por
matrices unipotentes de dimension 5.

Se concluye esta Memoria con un Apéndice final y con la Bibliografia consultada.
En el Apéndice se muestran, de forma ordenada y sistematica, todos los resultados
obtenidos en los anteriores capitulos, a fin de que pueda disponerse de una vision
global y de conjunto de los mismos. En la Bibliografia aparecen todos los articulos,
monografias y textos que se referencian en la Memoria.
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Capitulo O

Grupos y Algebras de Lie:
Generalidades

En este capitulo se introducen los conceptos y propiedades mas importantes ya
conocidos de la teoria de grupos y algebras de Lie, que van a ser usados en la
presente Memoria. Por razones obvias, se omiten todas las demostraciones de estas
propiedades, si bien se referencian aquellos textos mas generales y los articulos més
especificos en los que pueden ser consultadas.

0.1 Grupos de Lie

Definicién 0.1.1.  Se denomina grupo de Lie a un conjunto de puntos, G, que
cumplen las siguientes condiciones:

1.- Constituyen una variedad C* diferenciable.

2.- Entre ellos estd definida una operacion interna respecto de la cual G tiene
estructura de grupo.

3.- La aplicacion ¢ : G x G — G, tal que ¢ : (p,q) — pg~ ! es C*.

Notese que un grupo de Lie es una variedad diferenciable que ademés tiene
definida una estructura de grupo, donde ¢ relaciona ambas estructuras.

Por ser grupo, existe el elemento unidad e. Ademéas para cada p € G, existe
pl € G tal que ppt = plp = e; de aqui se deduce que la aplicacion
(e,p) — ep™t = p !, es C> diferenciable. En consecuencia, la correspondencia

p — p~! lo es y, por tanto, lo es también (p,q) — (p,¢™") — pq.

Traslaciones a izquierda y derecha

Definicion 0.1.2.  Si fijamos a y hacemos variar x en G, la aplicacion (a, ) — ax
que a cada x le hace corresponder ax la denominamos traslaciéon a izquierda de
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a, y la representaremos por l, : © — ax.
Andlogamente, denominamos traslacion a derecha de a a la aplicacion
Ta T — Ta.

Lema 0.1.3.  El producto de dos traslaciones a izquierda (resp. derecha) es otra
traslacion a izquierda (resp. derecha).

Lema 0.1.4. La inversa de una traslacion a izquierda (resp. derecha) es otra
traslacion a izquierda (resp. derecha).

Corolario 0.1.5.  El conjunto de traslaciones a izquierda (resp. derecha) forman
grupo.

De esta forma, las traslaciones a izquierda (resp. derecha) constituyen un sub-
grupo del grupo de difeomorfismos de G en si mismo.

Representaciéon adjunta

Definicién 0.1.6.  Se define representacién adjunta de un elemento p € G
como el automorfismo interno de G definido por:

Ad,: G—=G

T —r pl‘p71

Notese entonces que se verifican estas propiedades:
1) Si G es conmutativo, Ad, es la identidad para cada p € G.
2) Notemos que Ad,, es la composicion de una traslacion a izquierda y otra a derecha,
y por ser éstas difeomorfismos, se cumple que Ad, es automorfismo y ademéas forman
subgrupo del grupo de los automorfismos de G en G.

Proposicién 0.1.7.  Si G es un grupo de Lie, la componente conexa que contiene
al elemento unidad G, es un subgrupo de G.

Se prueba ademas que todas las componentes conexas de (G, son difeomorfas
entre si.

Campos invariantes de un grupo de Lie

Un grupo de Lie, como variedad diferenciable que es, tiene definido sobre él campos
de vectores. Las traslaciones a izquierda [, como difeomorfismos de G en GG, definen
isomorfismos entre Ty,(G) vy Ty (G) mediante:

dla : Tb(G) — Tab(G)

y también por ser difeomorfismos transforman campos en campos a través de la
aplicacion:

dl, : X € X(G) = dl.(X) € v(G)
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verificando:

dla Xy — (dla(X))ab.
Lo mismo tenemos considerando traslaciones a derecha.

Definicién 0.1.8.  Un campo X se dice invariante a izquierda si se verifica:
dl,: X — X

para todo a € G y por tanto:
dla : Xb — Xab-

Graficamente se interpreta como que la familia de trayectorias de X se trans-
forman por los [, en la misma familia, transforméandose las trayectorias unas en
otras.

Es inmediato que de forma analoga a como se han definido los campos invariantes
a izquierda, se pueden definir los campos invariantes a derecha, sin més que
considerar las traslaciones a derecha.

Teorema 0.1.9.  Cada campo invariante a izquierda (resp. derecha) define un
vector tangente en cada punto, y reciprocamente, cada vector tangente en un punto
define un campo invariante a izquierda (resp. derecha) y sélo uno que defina a dicho
vector tangente.

En lo que sigue, utilizaremos s6lo campos invariantes a izquierda con los que
quedan univocamente determinados todos los vectores tangentes.

Proposicién 0.1.10.  Se verifican:

1) La suma de dos campos invariantes a izquierda (resp. derecha) es otro campo
invariante a izquierda (resp. derecha).

2) El producto de un nimero a € C por un campo X invariante a izquierda (resp.
derecha) es otro campo aX invariante a izquierda (resp. derecha).

3) El producto corchete [X,Y] de dos campos invariantes a izquierda (resp. derecha)
es otro campo invariante a izquierda (resp. derecha). FEste producto satisface la
propiedades (AL1) y (AL2) de la Definicion 0.2.1.

El concepto de dlgebra de Lie se tratara en la siguiente seccion de este capitulo.
Damos asi la siguiente:

Definicién 0.1.11.  Se denomina algebra de Lie asociada a G al conjunto de
todos los campos invariantes a izquierda de G con la suma usual, el producto por
escalares y el producto corchete. La denotamos por L(G) o simplemente g.

Teorema 0.1.12.  Considerado como espacio vectorial, L(G) es isomorfo al es-
pacio tangente T,(G) en el elemento unidad.
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Definicién 0.1.13.  Sea {X1,..., X, } una base de L(G) y
X, X Zchxh , dec

as constantes c . se las denominan :
Al tantes c}; se las d constantes de estructura
2,

0.2 Algebras de Lie

Definicién 0.2.1. Un algebra de Lie L es un espacio vectorial sobre el que
se define una sequnda operacion interna y bilineal (denotada por | , ]), llamada
producto corchete o ley del algebra, que satisface las siguientes propiedades:

X, X]=0 VXeL (AL1)

X, Y], Z]+ [V, 2], X]+ [[Z,X],Y] =0 VX,Y,Z€eL (AL2)

La igualdad (AL2) se denomina identidad de Jacobi. En adelante, la repre-
sentaremos por J(X,Y,Z) = 0.

Definiciéon 0.2.2.  Un dlgebra de Lie se dice real (resp. compleja) si su cuerpo
base, considerada como espacio vectorial, es R (resp. C).

En adelante, todas las 4dlgebras de Lie que aparezcan en esta Memoria las supon-
dremos complejas.

Definicién 0.2.3.  Se denomina dimensidn del dlgebra a la que tiene como es-
pacio vectorial.

De (AL1) se deduce que [X,Y] = —[Y, X], aplicando la bilinealidad al producto
X +Y, X +Y]=0.

Definicién 0.2.4.  Se denomina subalgebra de Lie de L a todo subespacio vec-
torial J C L tal que [X,Y] € J para todo X,Y € J.

Definicién 0.2.5.  Un dlgebra de Lie L se dice conmutativa o abeliana si
[X,Y] =0 para todo X, Y € L.

Definiciéon 0.2.6. Se dice que I es un ideal de L si I es una subdlgebra de L
verificando que [X,Y] € I para todo X € I, Y € L.

Definicion 0.2.7.  Se denomina centro del dlgebra de Lie L al conjunto Z(L)
de elementos X € L tales que [X,Y] =0 para todo Y € L. El centralizador en L
de un ideal I C L es el ideal Z(I) de todos los elementos de L que conmutan con
todos los de 1.

Definicion 0.2.8.  Sea £ un dlgebra de Lie. Se denomina algebra derivada
de L y se denota por [L, L] al conjunto de elementos de la forma [X,Y], para todo
X,V € L.
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Formas invariantes a izquierda

Sea G un grupo de Lie, w € A(G) una s-forma sobre G y [, la traslacion a izquierda
por a. El difeomorfismo [, subordina entre las formas la aplicacion dl, : 0l,(w) + w
tal que:

Sla(w) (X1, s X,) = w(dla(X1), ..., dla(X,)) 0 L.

Si z € (G, la ecuacion anterior puede escribirse como:
0o (W) (X1, ooy Xs)z = w(dlo(X1), ooy dlo(X5)) az-
Definicién 0.2.9.  Se dice que w es invariante a izquierda si:
8l (w) =w
para todo a € G.

Si w es invariante a izquierda, entonces tenemos:
W(X7, ooy Xg)z = 0l (W) (X1, ooy X))o = w(dly(X7), ..., dlo(Xs)) az
y si ademés son invariantes a izquierda todos los campos X; € L(G), tenemos:
Olo (W) (X1, ooy Xo)o = w( X7, ooy Xg)az

La relacion entre campos y formas invariantes a izquierda viene dada fundamen-
talmente por el siguiente teorema:

Teorema 0.2.10.  Una s-forma w es invariante a izquierda si y solo si los valores
de w(Xy, ..., Xs) sobre campos invariantes a izquierda son constantes.

Puede probarse a partir de esta definicién que las formas invariantes a izquierda
constituyen una subalgebra de A(G).

Teorema 0.2.11. Si X eY € L(G) yw € A(G) son invariantes a izquierda,
entonces:

dw(X,Y) = —w([X,Y]).

El siguiente resultado permite expresar dw; en funcién de las constantes de es-
tructura:

Teorema 0.2.12. Si Xq,..., X,, es una base de campos invariantes a izquierda y
Wi,y .oy Wy €8 la base dual, se verifica:

1 ) .
dw; = ) Zcﬁ'k(%’ Awp) = — Zc;k(“f A )

J.k j<k

para i=1,...;n siendo ¢} las constantes de estructura.
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Homomorfismos de grupos de Lie

Definiciéon 0.2.13.  Sean H y G dos grupos de Lie. Una aplicacion ¢ : H - G
se dice que es un homomorfismo de grupos de Lie si verifica:

1.- ¢ es aplicacion diferenciable.

2.- ¢ es un homomorfismo de grupos, es decir, ¢p(e) = € y ¢p(hh') = ¢(h)p(h')
(donde e y € son los elementos unidad de G y G', respectivamente,

y h,h' € G).

Si este dltimo homomorfismo es un isomorfismo, se dice que es un isomorfismo de
grupos de Lie. Y si el isomorfismo es de un grupo en si mismo, se dice automor-
fismo.

Definicion 0.2.14.  Sean H y G dos grupos de Lie y L(G) y L(H) sus respectivas
dlgebras de Lie. Una aplicacion & : L(H) — L(G) se dice homomorfismo de
algebras de Lie si es lineal y tal que para todo par X, Y € L(H) se verifica:

X Y] = [€(X), €(Y)].

St ademads £ es biyectiva, se dice isomorfismo de algebras de Lie, y st H = G
se dice que el isomorfismo es automorfismo de algebras de Lie .

Teorema 0.2.15. 57 H y G son dos grupos de Lie y ¢ : H — G es un homomor-
fismo entre ellos, la aplicacion d¢ es un homomorfismo entre sus dlgebras L(H) y

L(G).

En general, puede definirse el concepto de homomorfismo de algebras de Lie a

partir del dado en la Definicion 0.2.14 para las dlgebras asociadas a dos grupos de
Lie:

Definicién 0.2.16. Un homomorfismo de algebras de Lie es una aplicacion
lineal & : L — L' que conserva el producto corchete:

XY =E(X),e(M),, ,  VvX. Vel

Si L =Ly & es un isomorfismo se dird que es un automorfismo de algebras
de Lie. El grupo Aut(L) de todos los automorfismos de dlgebras de Lie de L es un
subgrupo del grupo general lineal de L.

Un automorfismo & de dlgebras de Lie se dice unipotente si £ — 1 es nilpotente,
es decir, si existe un n € N tal que (€ —1)" = 0.
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0.3 Representaciones de grupos de Lie

Definicién 0.3.1.  Se denomina representacion de un grupo de Lie G de di-
mension n a todo homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — GL(n,C). Si el homo-
morfismo es inyectivo, G se representa isomorficamente sobre ¢(G), lo que permite
expresar el grupo G matricialmente.

En adelante, cuando hablemos de representacion nos referiremos a representa-
ciones en la que el homomorfismo ¢ es inyectivo.

Un ejemplo particularmente importante resulta el siguiente. Sea a € G y 7, el
automorfismo interno definido por:

To: 2 €G = ara™' €G

automorfismo que se descompone como 7, = r; ' ol,, por lo que se trata de un
difeomorfismo y, en consecuencia, de un automorfismo de grupos de Lie. 7, subordina
entre las algebras la aplicacion:

dr, : L(G) — L(G) : X — d7,(X)
que, en el elemento unidad, permite expresar:
dry : X = (d7,(X))e = My (Xe)
siendo M, una matriz regular n x n.
Definiciéon 0.3.2. A la aplicacion:
Ad:a€ G — M, € GL(n,C)
se la denomina representacién adjunta.

Ad es realmente una representacion de G, puesto que Ad : G — GL(n,C) es un
homomorfismo, al ser:

Ty = TaTy == drg =d7dny, = d7ap(Xe) = My (Xe)
Ademés,
A7 (Xe) = drp(dmy(Xe)) = dro (My(Xe)) = M My(Xe)

y comparando,
My, = Mo M,
La representacion adjunta Ad : G — G L(n, C) induce una aplicacion d(Ad) entre
las correspondientes dlgebras de Lie. Esto lleva a la siguiente:

Definiciéon 0.3.3.  Se denomina representaciéon adjunta de las dlgebras de Lie
a la aplicacion:

d(Ad) : £(G) = GL(n,C)

inducida por la representacion Ad. Se denota por ad a la aplicacion d(Ad).
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0.4 Subgrupos de Lie.

Definicién 0.4.1.  Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es un par (H, ¢)
que verifica:

1.- H es un grupo de Lie.

2.- ¢(H) es una subvariedad de G, es decir, ¢ : H — G es una inmersion,
inyectiva y diferenciable.

3.- ¢ : H— G es un homomorfismo de grupos de Lie.

Definicién 0.4.2.  Se dice que (H, ¢) es un subgrupo cerrado de G, si el subcon-
Junto ¢(H) es cerrado en G.

Definicion 0.4.3.  Un subespacio J C L(G) se dice subalgebra de Lie de L(G)
si verifica:

1.- Es subespacio vectorial de L(G).
2.- Para todo X,Y € J se sigue que [X,Y] € J.

Teorema 0.4.4.  Si H es subgrupo de Lie de G, entonces L(H) es subdlgebra de
Lie de L(G). Ademds d¢ transforma L(H) en L(¢(H)) y do es isomorfismo.

Teorema 0.4.5.  Sea G un grupo de Lie y L(G) su dlgebra. Para cada subdlgebra
J de L(G) existe un unico subgrupo de Lie conexo cuya dlgebra coincide con [J,
salvo isomorfismo.

Obsérvese que como consecuencia de los dos tltimos teoremas, hay una corres-
pondencia biyectiva entre los subgrupos de Lie conexos de un grupo G y las subal-
gebras del algebra L(G).

Subgrupos uniparamétricos y aplicacién exponencial

Definicién 0.4.6. Un subgrupo uniparamétrico de G es un homomorfismo
v : C — G, entre el grupo aditivo C de los niumeros complejos y G.

A cada t € C le corresponde un ¢(t) € G. El subgrupo ¢(t) depende de un solo
parametro y ademads, por ser ¢ homomorfismo, se verifican:

L- ot +5) = p(t)p(s)
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Por ser ¢(t) un subgrupo conexo de G de dimension 1, se correspondera biyec-
tivamente con un algebra de dimension 1 subélgebra de £(G), que vendra definida
por un elemento X y todos los de la forma aX con a € C.

Parece natural entonces plantearse los siguientes problemas:
- Conocido ¢(t), hallar la subdlgebra aX correspondiente
- Conocido X, calcular ¢x(t) (donde a partir de ahora designamos por px(t) al
subgrupo uniparamétrico correspondiente al campo X).

Para su resolucion, se tiene en cuenta el siguiente teorema:

Teorema 0.4.7.  Las curvas g - p(t) para todo g € G, son las trayectorias de un
campo tnvariante a izquierda.

Este campo en el origen resulta ser:

()
X = o)

lo que también permite obtener px a partir de X:
ox(t) = exp(tXe)
Definiciéon 0.4.8. A la aplicacion
exp: L(G) = G 1 tX, — ox(t)

la denominamos aplicacién exponencial.
Teorema 0.4.9.  La aplicacion exponencial tiene las siguientes propiedades:

1.- exp((t; + t2) Xe) = exp(ti X, )exp(ta Xe)

2.- exp(—tX,) = exp(tX,.)~".

Teorema 0.4.10. Si¢: H — G es un homomorfismo de grupos de Lie, se verifica
que el siguiente diagrama es conmutativo:

HLG

exp T T exp (1)
L(H) T L(G)

Dicho de otro modo, si X € L(H), se verifica que ¢(ox(t)) = Pagx) (1)

En el caso particular que ¢ sea el automorfismo interno 7, (¢ € @), podemos
escribir (1) como sigue:
H 5 @
exp T T exp
L(H) — L(G)
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o lo que es lo mismo, si X € L(H), entonces 7,(¢x (t)) = Par,(x)(t)-
Si el homomorfismo ¢ es la representacion adjunta, podemos escribir:

H L G
exp T T exp
L(H) —d> L(G)

lo que equivale a que si X € L(H), se verifica Ad(px(t)) = Yad(x)(t).

Una condicion necesaria y suficiente para la conmutatividad en £(G) de un
campo invariante a izquierda X viene dada por la siguiente:

Proposiciéon 0.4.11.  El campo X invariante a izquierda asociado al subgrupo
uniparamétrico px(t) es conmutativo en L(G) si y solo si:

g-ox(t) =px(t) g

0.5 Tipos de algebras de Lie

Definicién 0.5.1.  Un dlgebra de Lie L se dice simple si no es conmutativa ni
contiene ideales no triviales (los ideales triviales son la propia dlgebra L y el dlgebra

nula {0} ).

Las élgebras simples verifican [£, L] = L, ya que [£, L] es un ideal de £ no nulo
(pues £ no es conmutativa) y no existe otro ideal.

Definicién 0.5.2.
Un dlgebra de Lie se dice semisimple cuando no contiene ideales abelianos
(conmutativos) no triviales.

Es claro que toda algebra de Lie simple es semisimple, pero el reciproco no es
cierto. Se prueba que las algebras de Lie semisimples verifican [£, L] = £ y que toda
algebra semisimple es suma directa de algebras simples.

Ademas de las algebras de Lie simples y semisimples, hay otros dos tipos de
algebras de Lie muy importantes: las resolubles y las nilpotentes.

Definiciéon 0.5.3.  Sea L un dlgebra de Lie y consideremos la siguiente sucesion,
denominada sucesioén de resolubilidad:

Ci(L) =L, Co(L) =[L, L], C3(L) = [Ca(L),C2(L)], - - -,
Ch(L) = [Cor (L), Chr(L)], ...

Se dice que L es resoluble cuando existe un numero natural m tal que
Cn(L) = {0}. Al menor m verificando dicha propiedad se le denomina indice
de resolubilidad del dlgebra.
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Definiciéon 0.5.4.  Consideremos, a partir de L, otra sucesion, denominada suce-
siéon de nilpotencia:

CH(L) = £,C2(L) = [£, £],C3(L) = [C2(L), L], ..., CE (L) = [C*1 (L), L], ...

Se dice que L es nilpotente cuando existe un numero natural m tal que
C™(L) = {0}. Al menor m verificando dicha propiedad se le denomina indice
de nilpotencia del dlgebra.

Se prueba facilmente que Cp,(L£) C C¥(L), de donde se deduce que toda algebra
nilpotente es resoluble. Sin embargo, el reciproco no es cierto.

Hasta ahora, se han visto dos grandes tipos de algebras de Lie: las semisimples
y las resolubles, de las que las simples y las nilpotentes son casos particulares res-
pectivos. Sin embargo, no todas las algebras pertenecen a alguno de estos tipos.
Esto ocurre porque si derivamos un algebra de Lie £ y formamos la sucesion C; (L),
Co(L), ..., Cx(L),. .., puede ocurrir que las algebras de esta sucesion vayan disminu-
yendo de dimension hasta que se llega a una Ci(L£) tal que
Cr(L) = Cxy1(L) y a partir de ella ya se repiten todas. Por tanto, en este caso,
el dlgebra de Lie inicial £ no serfa ni semisimple ni resoluble.

Algebras de Lie resolubles

Se acaba de recordar que un élgebra de Lie £ se dice resoluble si existe un término
de la sucesion £ D Co(L) D C5(L) D ... D Cp(L) D ... tal que C,(L) = {0}.
Obviamente entonces, C,(£) = {0} Vp > m.

Algunas propiedades de estas algebras son las siguientes:

Teorema 0.5.5.  Toda subdlgebra (y como consecuencia, todo ideal) de un dlgebra

de Lie resoluble L es resoluble. Mds aiun, C,(L) es ideal de L y de Cx_1(L).

Proposicion 0.5.6.  Si dos dlgebras de Lie £ y L' son resolubles y L es subdlgebra
de L', entonces se verifica:

Ch(L) C Cu(L)), VkeN.

Se prueba también que la interseccion, la suma y el producto de dos ideales
resolubles de un élgebra de Lie (no necesariamente resoluble) son también ideales
resolubles.

Consecuencia de lo anterior es la siguiente:

Proposicién 0.5.7.  La suma de todos los ideales resolubles de un dlgebra de Lie
L es otro ideal resoluble del dlgebra, que se denota por rad L, denominado radical

de L.
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Notese que si L es resoluble, entonces £ = rad L. Por otra parte, también se
prueba que si S es un algebra de Lie semisimple, entonces rad S = 0. A partir de
esta propiedad, se prueba el siguiente:

Teorema 0.5.8 (Teorema de descomposiciéon de Levi).  Toda dlgebra de Lie
L puede descomponerse en suma de su radical y de un dlgebra semisimple.

Algebras de Lie nilpotentes

Recordamos que un algebra de Lie £ es nilpotente cuando algin término de la
sucesion:

CH(L) = L£,C3(L) = L, L], C3(L) = [C2(L), L], ...,CH(L) = [C* (L), £],. ..

es nulo. Se van a ver a continuacion aquellas propiedades de estas algebras, de las
que nos valdremos en la presente Memoria.

Se prueba que toda algebra nilpotente no nula tiene un centro no nulo y también
que si £ es un algebra de Lie nilpotente y C™ (L) = {0}, entonces todo = € L es tal
que (ad,)™ ' =

En las algebras de Lie nilpotentes, se verifican los dos siguientes resultados:

Proposicion 0.5.9.  Si dos dlgebras de Lie £ y L' son nilpotentes y L es subdlgebra
de L', entonces se verifica:

ck(L) cck(L), VkeN.

Teorema 0.5.10.  En toda dlgebra de Lie nilpotente L, de dimension n, existen
un elemento X, ¢ C?(L) y una base que lo contiene, { X1, Xo, ..., X, }, tales que:

[Xl,XQ] :0
(X1, Xe] =er1 Xom1, k=3,...,n, &-1=0,1

Algebras de Lie filiformes

Un caso particular importante de algebras de Lie lo constituyen aquellas algebras
de Lie nilpotentes para las que €, = 1, Vk, en el Teorema 0.5.10. Estas algebras
fueron introducidas por Vergne (véase [28]) en 1966 y se denominan filiformes.
Hay otra forma, muy usual, de definir las algebras de Lie filiformes; se puede
probar (ver [29], [13], [18]) que la definicion anterior es equivalente a la siguiente:

Definicién 0.5.11.  Un dlgebra de Lie nilpotente de dimension n, L se denomina
filiforme si las dimensiones de los ideales C*(L),...,C*(L),..., C"(L) son, respec-
tivamente, n —2,...,n—k,...,0.



0.5 Tipos de algebras de Lie 13

Sea {Xi,...,X,} una base de L tal que [X;, Xs] = 0y [X1,X;] = X1, con
h = 3,...,n, donde X; es un vector de £, no perteneciente a C%(L), que viene
definido por el Teorema 0.5.10. Por tanto, se verificaran:

C*(L)
C3( ) = <X2,...,Xn72>7

[
|
z
2

L) = (Xy),
cr(L) = {0}.

Entonces, para un h > 2, se deduce que:
(X, Xo] = X0+ 46, X

pudiendo algunos coeficientes o todos ser nulos.

De dicha igualdad se tiene que [X3, X,,] = o X5. Si o # 0, el cambio de base
dado por X] = X,, +« X, nos permite conseguir que [ X3, X/ ] = 0, sin que cambien
los demés elementos de la base ya que [ X1, X!] = [X1, X, + @ X;] = X,, 1 y anélogo
para los siguientes.

Por esta razén puede suponerse entonces que todas las bases que utilizamos
verifican:

[XlaXZ] =0 3 [XlaXh] :thl (h: 3,,71), [Xg,Xh] =0 (h: 2,...,71)
Se tiene asi la siguiente:

Definicion 0.5.12.  Una base {Xy,...,X,} del dlgebra de Lie L se denomina
base adaptada s: verifica:

[Xl,XQ]:O, [XlaXh]:thl (h:3,...,n), [Xg,Xh]:O (hZQ,,N)

Definicién 0.5.13.  Un dlgebra de Lie filiforme L, de dimension n, se deno-

mina modelo si sus unicos productos no nulos, respecto de una base adaptada
{X1,..., X} sonlos [ X1, Xp]| = X1 (Bh=3,...,n).

Se prueba que hay un algebra de Lie filiforme modelo en cada dimension.

Tipos de grupos de Lie

Los grupos de Lie reciben el mismo nombre que sus respectivas algebras de Lie.
De este modo, hay grupos de Lie simples, semisimple, resolubles, nilpotentes,
filiformes, ...

Respecto a las representaciones de grupos de Lie se tienen los dos siguientes
teoremas:
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Teorema 0.5.14.  Los elementos de un grupo de Lie resoluble simplemente conexo
pueden representarse por matrices cuadradas triangulares superiores que sean reqgu-
lares.

Teorema 0.5.15.  Los elementos de un grupo de Lie nilpotente simplemente
conezo pueden representarse por matrices cuadradas triangulares superiores unipo-
tentes (elementos de la diagonal principal iguales a 1).

En virtud del teorema anterior, los grupos de Lie nilpotentes son subgrupos de
los grupos de Lie GG, de la forma:

1 Ti2 T13 *°° Tip—1 Tin

0 1 To3 *° Toan—1 T2n
Gpo=1: : " : :

0 O o --- 1 Tpn—1n

0 O o --- 0 1

y cuya dimension resulta ser:

: n n(n—1)
dim(G,) = =—.
im(G,,) <2> 5
Estos grupos serdn estudiados en profundidad en la Seccion 1.1, obteniéndose
un algoritmo para determinar la ley de su algebra de Lie asociada. Como es bien
sabido, los elementos del algebra g, asociada al grupo de Lie (G, vienen dados por

las matrices:

0 T12 T13 " Tin-1 Tin

0 0 To3 -+ Top-1 Ton

Do : . : : (2)
0 O o .- 0 Tn_1n

0 O o - 0 0

También queremos recordar las dos representaciones tradicionales del grupo de
Lie conmutativo simplemente conexo de dimensién n. La primera de ella viene dada
por matrices (n + 1) X (n + 1) siguientes:

1 00 --- 0 x4
01 0 --- 0 zy
S (3)
000 ---1 =z,
o000 ---0 1

que es el grupo de traslaciones de C". La segunda representacion viene dada por las
matrices diagonales n X n siguientes:
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et 0 0
0 e* 0
: (4)
0 0 ern

En los capitulos de esta Memoria vamos a dar representaciones de los grupos
conmutativos de dimensiéon n mediante matrices de orden no superior a n X n, para
n = 5,6. En concreto, se representaran estos dos grupos de Lie conmutativos por
matrices de orden 5 x 5.



16

Capitulo 0.

Grupos y Algebras de Lie: Generalidades



Capitulo 1

ALGEBRAS DE LIE
NILPOTENTES DE DIMENSION
MENOR QUE 6.

En este capitulo se va a obtener una representacion de los grupos de Lie asociados
a cada una de las algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon menor que 6 y que no
se descompongan en suma directa de otras. La propiedad fundamental de dichas
representaciones es que seran minimas, en el sentido de que no se podra obtener una
representacion con matrices de menor orden que el obtenido en cada caso.

La pauta que seguiremos serd hallar subalgebras de Lie de las algebras de Lie
g, asociadas a los grupos de Lie G, con n € N. Para cada n € N, el grupo G,
estd constituido por las matrices cuadradas triangulares superiores de orden n, con
diagonal principal formada por "1".

El motivo por el que se van a utilizar los grupos de Lie (,, para obtener los
grupos de Lie asociados a las dlgebras de Lie nilpotentes reside en que estos grupos
de Lie son nilpotentes y, en virtud del Teorema 0.5.15, los grupos de Lie nilpotentes
son representables por subgrupos de G,.

Para ello, la primera seccion de este capitulo se dedicara al estudio de las dlgebras
de Lie nilpotentes g, asociadas a los grupos de Lie GG,,. Daremos un procedimien-
to para deducir la ley del algebra g, sin necesidad de realizar cilculo alguno, una
vez establezcamos el procedimiento antes mencionado y que se apoyara en el Teo-
rema 1.1.7. Igualmente daremos una obstruccion a la integrabilidad de las algebras
de Lie filiformes de dimension n en el grupo G,,_;.

Una vez hecho esto, veremos cuél sera el orden minimo en el que podremos hallar
el grupo de Lie simplemente conexo asociado a cada algebra de Lie nilpotente que
estemos tratando en cada momento. Seguidamente buscaremos un ejemplo de cada
uno de los casos que no hayamos descartado en el (G,, con menor n posible.

Queremos aclarar que las dimensiones que nos ocupan en este capitulo (dimen-

17
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siones 1, 2, 3, 4 y 5) s6lo requeriran de los grupos:

1 I3 XTo
GQZ <(1) l‘11> G3: 0 1 T
0 0 1
1 Ty T4 T3 T9
é l]‘_4 ia i2 0 1 Try Tg T7
G4: 0 0 11 l’5 G5: 0 0 1 rs X9
00 o0 1 00 0 1 ap
0o 0 0 0 1

1.1 Estudio general de los grupos de Lie G,,.

En esta seccion estudiamos de forma general los grupos G, y tendremos como ob-
jetivo principal el de representar, respecto de cierta base, la ley del algebra de Lie
asociada a dicho grupo, que resulta ser nilpotente de dimension (g) Como conse-
cuencia podremos establecer el siguiente resultado:

Teorema. FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado a un dlgebra de Lie
filiforme de dimension n no puede representarse como un subgrupo del grupo de
matrices Gp_1.

Antes de dar la demostracion de este teorema, necesitaremos algunos resultados
previos.

Para disponer de una notaciéon apropiada, denotaremos a las matrices del grupo
G, con n € N\ {1}, del siguiente modo:

1 T12 T13 Ti14 " Tin-1 Tin
0 1 Ta3 T4 - Topn—1 T2n
0 0 1 w34 - X3p_1 A3
gn(xl,% T1,3y-++yTpn-2n, xn—l,n) = 0 0 0 1 T Tan— Lan (11)
0 0 0 o --- 1 Tn-1n
0 O 0 o --- 0 1

Con la notacion usada en (1.1), podemos observar facilmente como G,_; esta
contenido en G, sin mas que eliminar la dltima fila y la dltima columna, como
puede verse a continuacion:

xl,n
xZ,n
anl x?),n
G, = T (1.2)
Tn—-1,n
00 0 0 0 1
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La dimension del grupo G, es:

dim(G,) = <Z> - @

En virtud de (1.1), la columna j-ésima (j = 1,...,n) de los elementos del grupo
G, es de la forma:

t

T1,j X245 «+v y Tj—1,5, 1 ,0,...,0
J

El siguiente paso que daremos sera la obtencién de un conjunto de campos de
vectores invariantes a izquierda que formen una base del algebra de Lie asociada al
grupo G,. Para ello vamos a considerar los subgrupos uniparamétricos del grupo
GG, que aparecen a continuacion:

j=2,...,n,
(Pi,j(t) :gn((),...,(),xiyj :t,O,...,O), EZ: 1. j—)l) (13)

que consisten en considerar el grupo formado por las matrices cuadradas de orden
n con diagonal principal s6lo de "1" y todos sus elementos nulos salvo z; j, que es
igual a t.

Dichos grupos son subgrupos uniparamétricos, ya que se verifica de forma inme-
diata:

2. @i i(t+5) = pij(t)pi;(s).
3. @ig(—t) = pii(t) "

Una vez tenemos los (g) subgrupos uniparamétricos, vamos a hallar los campos
asociados a éstos. Para ello, recordemos que el campo Xj;; asociado al subgrupo
uniparamétrico ¢; ;(t) se obtiene como la componente en el origen de las tangentes
a las trayectorias g, - ¢; j(t) que pasan por un punto genérico de G,,. Para ello, basta

calcular:
d

%(Qn - i (1)) |i=o0-

El resultado de ese proceso es el campo invariante a izquierda asociado a ; (1),
expresado como una matriz triangular superior de orden n con diagonal principal

de HOH‘
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Recuérdese que el subindice (7,7) de los términos x;; de la matriz G,, estaba
determinado por la fila y la columna en la que se encontraban, respectivamente. Por
tanto, los subindices correspondientes a la columna j-ésima de GG, son los siguientes:

{G,§) :i=1,...,j—1}.

Volviendo al estudio del producto g,,-¢; (), el término a; de la matriz resultante
se obtiene multiplicando la fila h-ésima de g, por la columna [-ésima de ¢; ;(?).

De este modo, para hallar el campo X, ; asociado al subgrupo uniparamétrico
¢r,j(t), vamos a ver que los tinicos términos en g, - ¢y ;(t) que contienen la variable
t son los obtenidos al multiplicar por la columna j-ésima de ¢y, ;(¢) las filas h-ésimas
de g,, con h < j. Llegamos, por tanto, a la siguiente:

Proposicion 1.1.1.  En las condiciones anteriores, sean j € {2,....n} y
ke {l,...,5 —1}. La columna i-ésima del producto g, - vi; tiene la siguiente
erpresion:
(Zb'l’i,...,a?i,l’i, 1 ,0,...,0)t, 8227’&]
i
t T A 14,1 i a1 t 7= 1.
(tz1p + 21yt f + Tpo gy b+ Thgs Thpr g, 5 Tiorg, 1, 0...,0)0  sii=j

J

Demostracidn.  El subgrupo uniparamétrico ¢y j(t) tiene diagonal principal de "1"
y los restantes elementos nulos, salvo el que ocupa el lugar (k,j), cuyo valor es t.
Recuérdese que la coordenada zy, ; de g, es la correspondiente a la situada en la fila
k-ésima y en la columna j-ésima. Por tanto, la columna s-ésima de ¢y, ;(t) tiene una
de las dos siguientes expresiones:

(07" 707\ 1 ,707 70)t7 si 87&]
s (1.4)
0,...,0, ¢ ,0,...,0, 1 ,0,...,0), si 5=
j

Si la matriz M = (a,s),s es la obtenida con el producto g, - ¢ j(t), entonces M
tiene por término a,s al producto de la fila r-ésima de g, con la columna s-ésima de

Pr,j (t)-
Como la fila r-ésima de g, tiene por expresion:

(0,...,0, 1  Zpsitye-ey Trm)s
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el termino a,, de la matriz M se obtiene con el producto:

0
0 0, si s<r,
1
(07---707‘ 1 ,7‘Z.T‘,T‘+17"'71‘7‘,n) \s/'/ = 1, si s=r, (15)
' 0 Tr.s, si s>,
0
si s # j; v con el producto:
0
0
t 4
~— 0, si k,j<r,
k
0 1, si k<r=yj,
0,...,0, 1  Zpyitye-ey Trp) : =9z si k<r<j, (L16)
' (1) t+ ., si k=r<jy,
; | Trg + Ty, ST <K, 7,
0
0

sis = 7.

En consecuencia, la columna i-ésima de g, - ¢, ;(¢) es la formada por los términos
ar; con v = 1,...,n. Las expresiones de los términos a,; dadas en (1.5) y (1.6)
permiten concluir la prueba. O

A continuacion, obtendremos los campos diferenciables de vectores tangentes
asociados a los subgrupos uniparamétricos ; ;(¢) que hemos indicado en (1.3). Esto
es lo que hacemos en la siguiente:

Proposicion 1.1.2.  Sean € N\ {1}. El subgrupo uniparamétrico de G,, definido
como:

2,...,n)
1,.

gokyj(t):gn(O,...,O,ka:t,O,...,O), E‘ij B ]_1)

tiene asociado el siquiente campo invariante a izquierda:

k-1
Xkj = €y + Z Thk€h,j- (1.7)
h=1
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Demostracion.  Sea el subgrupo uniparamétrico ¢y ;(t) del grupo de Lie G,,. En
virtud de la Proposicion 1.1.1, tenemos las expresiones de las columnas del producto
Gn-¢k,;(t). De las n columnas que componen dicho producto, solo la j-ésima contiene
términos en los que aparece la variable . Por lo tanto, al derivar respecto de ¢ los
términos de gy, - ¢y j(t), en las restantes columnas obtenemos 0.

Estudiemos detenidamente la columna j-ésima de g, - ¢y ;(t). La expresion de
esta columna, segtin la Proposiciéon 1.1.1, es:

(txl,k + L1y -- ,txk,l,k + Tk—1,5, t+ Thjy Tk41,4," " s Tj—1,5, 1 ) 0... R O)t
J
Al derivar cada uno de los términos, nos queda la columna siguiente:
(xl,ka-"axk)—l,ka\ 1 ,707"' 70)t' (18)
k
Como el elemento unidad se obtiene en el subgrupo uniparamétrico gy, ;(¢) cuan-
do se considera ¢t = 0, entonces la columna dada en (1.8) resulta ser la correspon-

diente columna j-ésima del campo X}, ; diferenciable invariante a izquierda asociado
al subgrupo uniparamétrico ¢y ;(t). Esto concluye la demostracion. O

Nota 1.1.3.  Los puntos de G,, se corresponden biyectivamente con los de (C(g)
Por tanto, los campos de vectores invariantes a izquierda podemos expresarlos como

n
combinacion de la base candnica de (C(2):

B
=2, m i=1,...,5—1),

Cj; = —— ]
2,J axl’] ? (

donde (x;;)i; son las coordenadas cartesianas globales de c(5) dadas en (1.1).

Nota 1.1.4.  La Proposicion 1.1.2 viene a decir que el campo Xy, ; proveniente de
la coordenada ., situada en la columna j-ésima y en la fila k-ésima, se obtiene
multiplicando la traspuesta de la columna k-ésima de g, por la columna dada por:

(617]', ceey ej,l,j, O, caeey O)t,

esto es, se obtiene mediante el siguiente producto:

€1,
6_1 .
J—1
(xl,ka <y Tk—1,k; 1 ,70 70) 0
k .
0
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Seguidamente demostraremos que el conjunto { Xy ;}5; de campos diferenciables
invariantes a izquierda obtenido anteriormente forman una base del algebra de Lie
g, asociada al grupo G,.

Corolario 1.1.5.  El conjunto {Xy ;}r; de campos diferenciables invariantes a
izquierda obtenido en la Proposicion 1.1.2 es una base del dlgebra de Lie g, asociada
al grupo G,,.

Demostracion.  En virtud de la Proposicion 1.1.2, los campos X}, ; correspondien-
tes a la columna j-ésima del grupo G, pertenecen al submédulo de x(Gy,) generado
por el conjunto {ey ; }{C;ll En consecuencia, todo campo que provenga de una colum-
na distinta a la que pertenecen {Xk,j}i;ll es linealmente independiente de éstos.

Por tanto, quedaria por probar que el conjunto {Xk,j}f;;ll de los campos corres-
pondientes a la columna j-ésima es linealmente independiente. Pero esto es in-
mediato, ya que si fijamos el par (k, j), el campo X}, ; es combinacién funcional del
conjunto {e; ;}¥_,. Luego el campo X} ; es linealmente independiente de { X ;}7_],
ya que en los campos que aparecen en este tltimo conjunto no aparece el campo
€k,j-

En consecuencia, tenemos (g) campos diferenciables invariantes a izquierda line-
almente independientes, por lo que forman una base del dlgebra de Lie g,. O

Nota 1.1.6.  Obsérvese que la base de campos {Xy j}k; que se obtiene en la
Proposicion 1.1.2 para el dlgebra de Lie g,, estd contenida en la base que se ob-
tiene al cortar por los hiperplanos x1 41 =0, ..., Tppr1 = 0 en guy1, en virtud de
la expresion que tienen estos campos en (1.7).

A continuacién, daremos un resultado que permitiré establecer la ley del 4lgebra
respecto de la base {Xj ;}r ;. Para ello, calculamos los productos corchete en los
que interviene un campo cualquiera proveniente de la columna n-ésima de G,,. Esto
no es un impedimento para el calculo de los restantes productos, ya que si k < n,
la columna k-ésima de GG, puede verse como la columna k-ésima de G sin mas que
eliminar las n — k ultimas columnas y filas de G,,.

Teorema 1.1.7.  Sea Xi, el campo diferenciable invariante a izquierda asocia-
do al subgrupo uniparamétrico pi,(t). Entonces los productos corchetes con los
restantes campos de {X; ;}i; son todos nulos, a excepcion de los que se obtienen
multiplicando por los campos correspondientes a la columna k-ésima de Gy, :

(Xik, Xin] = Xims Vi=1,...,k—1. (1.9)

Demostracion.  En virtud de (1.7), la expresion del campo Xy, es:

k—1
Xk,n = €kn + E Ty kCin-
=1

Para que un campo X;; no conmute con X}, debe cumplirse una de las dos
siguientes condiciones:
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1. Debe tener como coeficiente a alguna funcion de xp,,, (h=1,...,k).
2. Debe haber algin e, (h =1,...,k — 1) entre los campos que lo generan.

Para ver cuales son los campos que verifican alguna de estas dos condiciones
vamos a recurrir a la expresion de los campos dada en (1.7). De este modo, podemos
afirmar que la condicién 1 no es satisfecha por ninguno de los campos X j, mientras
que la condicion 2 sélo la verifican los campos X;; que provienen de la columna
k-ésima. En consecuencia, todos los campos X;; conmutan con Xy ,, excepto los
que provienen de la columna k-ésima.

Unicamente resta hallar el resultado de estos productos no nulos. Para ello,
debemos recordar cuél era la expresion de los campos X, (h =1,...,k — 1), que
son los que provienen de la columna k-ésima. Dicha expresion se obtiene por (1.7)

y resulta ser:
h—1

Xh,kzeh,k‘i‘Zin’hej’k, h = 1,...,]{)—1.
j=1

Recuérdese que el producto corchete entre dos campos viene dado por :
Xk Xiwn] = Xnp X — Xen Xng-

Por tanto, calcular el corchete consiste en calcular Xy, Xy, v Xp n Xp g

Es evidente que X, X, es 0, ya que X, no posee ningln coeficiente que sea
funcion de algin z;, (i =1,...,k).

Por otro lado, X, X}, tiene la siguiente expresion:

XpwXew = (eng+ Z?;ll Tinein) €nn + o) Tigein)
= S enk(@in)ein + 30y S0t inejk(Tin)ein

= e+ 2ot TinCin
En virtud de (1.7), se tiene que:
XnkXen = X,
con lo que se concluye la prueba. O

Nota 1.1.8.  El Teorema 1.1.7 se resume de la siguiente forma: en la columna
n-ésima, el campo Xy, asociado al término de la fila k-ésima solo posee productos
no nulos al multiplicarlo por los campos correspondientes a la columna k-ésima.

Ademds, el resultado del producto del campo Xy, (perteneciente a la fila h-ésima
en la columna k-ésima) por el campo Xy ,, es el campo Xy, ,, correspondiente a la fila
h-ésima en la columna n-ésima. Por tanto, se obtienen todos los campos de la
columna n-ésima que tienen por subindice al par (h,n) con h < k, y sdlo esos
campos.
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Consecuencia directa del Teorema 1.1.7 es el siguiente:

Teorema 1.1.9 (Ley del algebra de Lie g,). Seak € N con 1 < k < n.
Entonces se verifica:

| e (h=1,...,k—1)
[Xz,haXh,k] _lek’ (7,: ]_,...,h_ ]-)

O

Los Teoremas 1.1.7 y 1.1.9 permiten, como dijimos antes, calcular la ley del
algebra de Lie respecto de la base {X; ;}; ; de g, dada en la Proposiciéon 1.1.2. Esta
ley se puede obtener hallando los productos siguiendo el siguiente proceso:

1. Hallar los productos de cada campo Xj,, proveniente de la columna
n-ésima, por los campos provenientes de la columna k-ésima, para
k=1,...,n—1.

2. Hallar los productos de cada campo X, ;, proveniente de la columna
(n — 1)-ésima, por los campos provenientes de la columna k-ésima, para
k=1,...,n—2.

3. Repetir este proceso columna por columna hasta llegar al campo X o, el tinico
de la columna 2-ésima. Con este campo ya no se puede continuar y se concluye,
por tanto, el proceso.

Nuestro siguiente proposito es calcular la sucesion central de nilpotencia del
algebra de Lie g,,. Para ello, se requiere previamente el siguiente:

Lema 1.1.10.  El ideal C*(g,) de g, estd generado por los campos X ; cuyos sub-
indices corresponden a los que estdin por encima de la diagonal superior
(k —1)-ésima de G,, , para k =2,...,n — 1.

Demostracion.  Se hard por induccion sobre el orden n del grupo G,,. Para ello,
debe tenerse en cuenta que el resultado se probara, mas adelante, para los grupos
Go y G5 (véanse Proposiciones 1.2.1 y 1.2.4).

Supongamos el resultado cierto para n y probémoslo para n+1. De nuevo usare-
mos induccién, pero en este caso sobre el superindice k de la sucesiéon de nilpotencia.

Para k = 2, se verifica el enunciado del lema si no contamos con los campos
provenientes de la columna (n + 1)-ésima, en virtud de la hipotesis de induccion
sobre n.

Con los productos en los que interviene algiin campo proveniente de la columna
(n + 1)-ésima, solo se obtienen los campos de esa misma columna cuyo subindice es
un par (h,n + 1) tal que h < n. Por lo tanto, se verifica el enunciado para el caso
k=2.

Supongamos el resultado cierto para k y probémoslo para el caso k + 1.
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Si no consideramos los campos provenientes de la columna (n + 1)-ésima, se
verifica el enunciado del lema, por la hipotesis de induccion en n. Considerando los
campos provenientes de la columna (n + 1)-ésima y la hipotesis de induccion en k,
se tiene que los campos de dicha columna que estan en C*(g, 1) son:

Xhnt1 conh=1,...,n+1—k. (1.10)

Como hicimos para calcular C?(g, 1), lo que haremos ser4 multiplicar los cam-
pos que aparecen en (1.10) por todos los de la base de g,. En virtud de la Proposi-
cion 1.1.7, los campos que se obtienen a partir de productos por los campos de (1.10)
son los campos:

Xhnt1 conh=1,....,n—k,

por lo que se verifica también el enunciado para el caso k + 1. O

Ahora estamos preparados para demostrar la siguiente:

Proposicién 1.1.11.  FEl dlgebra de Lie g, es nilpotente y su sucesion central de
nilpotencia viene dada por:

(ks nzh) =,

dimC*(g,) = dimgn_(x—1) = 2 ;

(1.11)
dimC"(g,) = 0.

Demostracion.  Para el caso k = 1, basta recordar que la dimensiéon de g, es (g),
que es igual a "("2_1).

Por otro lado, en virtud del Lema 1.1.10, el ideal C¥(g,) (k =2,...,n — 1) est4
generado por los campos provenientes de los términos que estan por encima de la
diagonal superior (k — 1)-ésima.

Si llamamos A; al nimero de términos en la diagonal superior i-ésima, entonces
la dimension de C*(g,) es:

dimC*(g,) = ———-2% — E A;.
Como la diagonal superior 7-ésima posee n — ¢ términos, entonces se verifica:

. -1 k—1 . n—1 - n—1 .
dimC*(g,) = % =Y im (n—i) = 23:1 J = Z]’:n—k+1]
-k - n—k n—k .
== e +§)( ) = dim g, 5—1).-

Para el caso k = n, partimos de que C" !(g,) estd generado por el campo
Xi,. Pero este campo conmuta con todos los campos de g,, por lo que se veri-
fica dimC"(g,) = {0}. Este hecho implica ademéas que g, es un algebra de Lie
nilpotente. O
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Nota 1.1.12.  Si consideramos la notacion matricial vista en (2) para los ele-
mentos de las dlgebras de Lie g,, podemos escribir los elementos de la subdlgebra
C*(g,) de su sucesion central de nilpotencia haciendo 0 los elementos por debajo
de la k-ésima diagonal superior. Veamos pues como quedarian dichos elementos
matriciales:

000 0 Zigt1 ZTigg2 0 Tipod Tin
000 0 0 Tok+2 ' Ton—1 Ton
k — 000 -0 0 0 Tpn—k-1;n—1 TLn—k—1,n
Ce)=1900 ...0 o 0 .- 0 .
0O 00 ---0 0 0 - 0 0
0O 00 ---0 0 0 - 0 0

Una vez que conocemos la sucesion central de nilpotencia de las algebras de
Lie g,, vamos a demostrar la imposibilidad de representar mediante un subgrupo
de G, _1 a los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras de Lie
filiformes de dimension n. Este teorema fue el que enunciamos al principio de la
seccion.

Teorema 1.1.13.  Los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las dlgebras
de Lie filiformes de dimension n no admiten como representacion a un subgrupo del
grupo de Lie Gp,_.

Demostracion.  La demostraciéon se basara en probar la imposibilidad de que las
algebras de Lie filiformes de dimensioén n sean subéalgebras de g, ;. Esto lo haremos
fijAindonos en las sucesiones centrales de nilpotencia tanto de las &lgebras de Lie
filiformes como del élgebra g,_;.

Por un lado, sabemos que la sucesion de nilpotencia de cualquier dlgebra de Lie
filiforme n de dimensién n es:

(n—2,n-23,...,1,0).

En particular, se verifica:
dimC"'(n) = 1. (1.12)

Por otro lado, en virtud de la Proposicion 1.1.11, se tiene:
dim C"*(g,_1) = 0. (1.13)
Por tanto, se tiene la siguiente desigualdad estricta:
dim " (n) > dimC" ! (g,_1),

que entra en contradiccion con que n sea subalgebra de g,,_1, en virtud de la Proposi-
cion 0.5.9. O
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Concluimos esta seccion aplicando los resultados generales que hemos obtenido
a los casos particulares en que n recorre los naturales entre 2 y 6, ambos inclusive.
Para ello, damos la expresion del grupo Gg, que contiene como subgrupos a los
grupos G, (n = 2,3,4,5), sin mas que considerar que G, estd formado por las
primeras n filas y n columnas de la matriz que representa a Gg.

Ti2 T13 Ti14 T15 Tip
Ta3 T4 T25 T26
1 T34 T35 T36

[l lololNoll S

1
0
0
0
0

0 1 x5 46
0 0 1 Ts5,6
0 0 0 1

Asi, el algebra g, estd generado por el campo X, no habiendo productos
corchetes no nulos.

Para obtener una base del dlgebra gz nos basta ampliar la base que tenemos para
g2 con los campos {X 3, X33}, obteniéndose un tnico producto no nulo:

[X1,27 X2,3] - X1,37
por lo que se verifica:
C2(g3) =< X1,3 > — dlm(CQ(gg)) =1.

Consideremos ahora el algebra g,. Una base suya se obtiene ampliando la que
ya tenemos para gs con los campos { X 4, Xo4, X34}, Por tanto, la ley de g4 consiste
en anadir los siguientes productos no nulos a los que ya teniamos en gs:

[Xl,?n X3,4] - X1,47
[X2,37 X3,4] - X2,47
[(Xi12, Xo4] = Xia

Por tanto, se verifica la siguiente sucesion de nilpotencia:

C*(gs) =< X135, X14,X04> — dim(C*(g4))
1))
Seguimos con el dlgebra g5, para el cual obtenemos una base ampliando la dada

para g4 mediante los campos {X5, Xo5, X35, X45}. Sus productos corchetes no
nulos resultan ser los que ya se tenian en g4 v los que se anaden a continuacion:

3,
1.

Ca(g4) =< X174 > — d1m(C3(g

[Xl,Za X2,5] - X1,57 [X1,47 X4,5] = X1,57
(X3, X355 =X, (Xou, Xus] = Xop,
(Xo3, X355 = Xap, (X34, Xu5] = X35,
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obteniéndose la sucesion de nilpotencia siguiente:

02(35) =< Xy, Xi4, Xoy, X5, Xo5, X35> — dim(CQ(gg,)) =6,
C3(g5) =< X174,X1,5, X275 > — d1m(C3(g5)) = 3,
C4(g5) =< X175 > — d1m(C4(g5)) =1.

Se concluye con el dlgebra gg, para la que obtenemos una base al ampliar la base
de g5 con los campos { X6, Xo6, X356, X146, X56}. Asi, los productos corchetes no
nulos de gg son los que provienen de g5 y estos otros que siguen:

(X129, Xog] = Xig, (X4, Xu6] = Xig,
(X135, X36] = Xig, [(Xou, Xag] = Xog,
[Xo3, X36] = Xog, (X34, Xag] = X3,

C*(gs) =< Xu3, X145 Xou, X155, Xos, X35, X156, Xo6, X36, Xag >,
C*(gs) =< X14,X15, Xog, X16, Xog, X35>,

C'gs) =< X5, X1, X2 >,

Co(gs) =< X >,

cuyas dimensiones son las que siguen:

dim(C*(gs)) = 10, dim(C*(gs)) = 3,
dim(C?*(gs)) = 6, dim(C®(gs)) = 1.

1.2 Algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor
que 5.

En esta seccion se va a dar una representacion de los grupos de Lie simplemente
conexos asociados a las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensiéon menor que 5. Es
conveniente notar que todas las algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor o
igual que 4 son filiformes o abelianas. Una representacion de las algebras de Lie
filiformes de dimension menor o igual que 6 fue dada en [4]. Nosotros vamos a
demostrar que para estas dimensiones esa representacion no es mejorable desde el
punto de vista de obtener otra cuyos ordenes sean menores.

Antes de comenzar con la obtencion de los grupos, creemos oportuno dar una
relacion con las leyes de las dlgebras de Lie nilpotentes que vamos a estudiar. Dicha
clasificacion es la que dan Goze y Khakimdjanov en [17].
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1. Dimensién 1:

n;: abeliana.
2. Dimensién 2:
ny: abeliana.
3. Dimensién 3:
ni: [Y1,Y3] =Y, (Heissenberg).
n3: abeliana.
4. Dimensién 4:
ng: MYi=Ys , Y=Y
n:: abeliana.

Obsérvese que las algebras de Lie ni y n} son las filiformes modelos de dimension
3 v 4, respectivamente. Ademas, cada una en su respectiva dimension, es la tnica
algebra de Lie no abeliana existente, siempre que no consideremos las algebras de Lie
nilpotentes que se puedan descomponer en suma directa, ya que en ese caso existiria
un algebra méas en dimension 4: la que se obtiene por la suma directa ni @ nj.

Para la obtencion de los grupos de Lie simplemente conexos asociados a dichas
algebras, vamos a empezar por el grupo GG, de menor dimension, esto es, con el
grupo G,. El algebra de Lie asociada al grupo G5 es la que se indica en la siguiente:

Proposicién 1.2.1.  El dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie G5 es la abeliana
de dimension 1.

Demostracion. El grupo G5 tiene dimension 1, por lo que su algebra de Lie asociada
debe poseer esa misma dimension. De hecho, un campo invariante a izquierda se
obtiene con el subgrupo uniparamétrico ¢1(¢) definido como:

pi(t) = <(1) i) :

El campo asociado a ¢;(t) es X7 = ey, que es la base del algebra de Lie abeliana de
dimension 1. O

Es conocido que la tnica algebra de Lie de dimensién 1 es precisamente la
abeliana, por lo que podemos pasar al estudio de las algebras de dimension 2.
Ademas el grupo G, al ser de dimension 1, no puede contener subgrupos de Lie
que tengan asociadas algebras de Lie nilpotentes de dimensién mayor o igual que 2.

En vista de esto, pasamos a estudiar el grupo 3. Para ello, vamos a ver cuél es
la ley del 4lgebra de Lie asociada a (3, con el fin de ver ctiales son las algebras que
podemos hallar a partir de este grupo. Por tanto, necesitamos la siguiente:
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Proposicion 1.2.2.  FEl dlgebra de Lie asociada a G3 es el dlgebra de Heissenberg
1
n3-

Demostracion.  Como se vié al comienzo del capitulo, el grupo G es de la forma:

1 T3 To
G3 = 0 1 T
0 0 1

Por lo tanto, el dlgebra de Lie asociada es de dimension 3, que es la dimensién de
Gs.

Una base del algebra la hallamos considerando los subgrupos uniparamétricos
definidos por:

o o
=)

1
ei(t) = [0
0

o = O

1
@a(t) =[O
0

_— o O

t 1 ¢
0 p3(t)=1(0 1
1 0 0

Los campos asociados a cada uno de los subgrupos uniparameétricos vienen dados,
respectivamente, por:

X1 =e1 + T3€9, X2 =€ Yy X3 = €3. (]_]_4)
La ley de este algebra es la que sigue:

X1, X3) = —Xo. (1.15)

Con el cambio de base definido por:

Yi= Xy
Vo= —X, (1.16)
Ys= X3

obtenemos la ley del dlgebra de Heissenberg ni. O

Nota 1.2.3.  La Proposicion 1.2.2 puede demostrarse mediante la representacion
matricial de los elementos del dlgebra g3 que se vio en (2). De este modo, tomamos
como base de gz los siquientes elementos:

000 001 010
X;=(0 01 Xo=10 0 O X3=10 0 0
000 000 000
y realizamos los correspondientes corchetes:
000 001 0 01 000 000
(X1, X3]=10 0 1 00 0]—1000 00 1]=1(000)]=0
000 000 000 000 000
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0 00 010 010 000 0 01
(X1, X3]=10 0 1 00O0)]—=(0 0O 001]=—=1000]=-X,
0 00 000 000 000 000
0 01 010 010 0 01 0 00
(X2, X3]=10 0 0 000]—-1000O0 000)]=10020)=0
000 0 00 0 00 0 00 0 00

Obsérvese que la ley obtenida de este modo para gz es la misma que la obtenida
en la proposicion anteriormente citada.

Como el grupo Gj tiene dimension 3, so6lo podriamos hallar algebras de Lie a
lo sumo de dimensiéon 3. Vamos a ver a continuacion que el algebra abeliana de
dimension 2 se puede representar por un subgrupo del grupo Gj.

Proposicién 1.2.4.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie n} abeliana de dimension 2 es:

10 T

0 1 T

0 0 1

Demostracidn.  Si observamos la expresion (1.15) que da la ley del dlgebra ni,
observamos que la subélgebra suya generada por {X; , X,} es precisamente el
dlgebra de Lie n} abeliana de dimension 2.

La base dual de ni viene dada por {wy, ws,w3}. El Teorema de Frébenius afirma
que integrando la ecuacion wz = 0 se obtienen las ecuaciones del grupo asociado a
nl.

Como buscamos el grupo de Lie consistente en la componente conexa de la
unidad (esto es, la matriz identidad), tomaremos z; = 0 para todo i € {1,2,3}
como condiciones iniciales en la integracion de ws = 0.

La expresion de w3 es:

w3 = dx?n
y su integracion da la ecuacion
T3 = 0,
con lo que se obtiene el grupo buscado. O

En adelante, cada vez que se vaya a obtener el grupo de Lie asociado al 4lgebra
de Lie con la que estemos tratando en ese momento, actuaremos de manera analoga
a la que hemos usado en la proposicion anterior. Esto es, obtener en el algebra
de Lie asociada a algiin (G, una subdlgebra suya isomorfa al algebra que estemos
estudiando y hacer uso del Teorema de Frobenius para obtener el subgrupo de Lie
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de GG, que tiene asociada. Ademads, la integracion de las formas que conlleva este
ultimo resultado se hard siempre buscando la componente de la matriz identidad,
por lo que las condiciones iniciales seran z; = 0, para todo i.

Cabe preguntarse si el grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie n2, la abeliana de dimension 3, puede representarse por un subgrupo de Gs. La
respuesta es que no es posible hallar tal representacion porque el dlgebra asociada
a G'3 es ni y no contiene subalgebras propias de dimension 3. Por lo tanto, tenemos
la siguiente:

Proposiciéon 1.2.5.  El grupo de Lie simplemente conexo del dlgebra de Lie abe-
liana de dimension & no puede representarse en Gs.
O

Una vez obtenidas todas las algebras de Lie posibles a partir de la asociada a G,
comenzaremos el estudio de las que se obtienen a partir de GG4. Para ello, debemos
ver primero cudl es la ley del algebra de Lie asociada al grupo G4, que es lo que se
obtiene en la siguiente:

Proposiciéon 1.2.6.  El dlgebra de Lie g4 asociada a Gy es el dlgebra de Lie de
dimension 6 cuya ley es:

[XlaXG] = X57 [X37X6] = X27
[X17X4] = _X37 [X47X5] = XZ-

(1.17)

Demostracion.  El grupo G4 posee dimension 6, por lo que su algebra asociada
posee esa misma dimension.

En virtud de los Teoremas 1.1.7 y 1.1.9, se obtuvo al final de la Seccién 1.1 la ley
del élgebra g4, que coincide con (1.17), con la ordenacion de las coordenadas dada
en esta proposicion. [

Considerando la sucesion central de nilpotencia del dlgebra de Lie g4, obtenemos
el siguiente:

Corolario 1.2.7.  El dlgebra de Lie g4 asociada al grupo G4 es nilpotente y tiene
sucesion de nilpotencia (3,1,0). 0

Recordemos que en dimension 3 nos quedaba por hallar el algebra abeliana.
Veamos que si podemos obtenerla a partir de (G4, como hacemos en la siguiente:

Proposiciéon 1.2.8.  Fl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de

Lie n? abeliana de dimension 3 puede representarse por:

o O O =
o O = O
—
&
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Demostracion.  En la expresion de la ley de g4 que aparece en (1.17), se puede
observar que los campos X3, X5 y Xg conmutan entre si. En consecuencia, la sub-
algebra de g4 generada por { X, X5, Xg} es el algebra de Lie abeliana de dimension
3, esto es, el algebra n2.

La base dual de la base de g4 obtenida en la Proposicion 1.2.6 es {w;}? ;. De
nuevo, utilizando el Teorema de Frobenius, tenemos que las ecuaciones del grupo
de Lie simplemente conexo asociado a n3 se obtienen integrando las ecuaciones del
siguiente sistema:

wp = 0
wy =0 (1.18)
Wy = 0

Las expresiones de wy, w3 v wy son:
{wi =dzy , w3 = —x4dry +das , wy =dzs}, (1.19)
con lo que la integracion del sistema aparecido en (1.18) da la siguiente solucion:
{r1 =0, 23=0, 4 =0}.

Todo lo anterior lleva a obtener la representacion del grupo de Lie simplemente
conexo asociado a n? que dimos en el enunciado. O

Esta tltima proposicion concluye la obtencion de una representacion de los gru-
pos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras de Lie nilpotentes de di-
mension 3.

Pasamos, a continuacion, al estudio de las algebras de Lie de dimension 4. Como
necesitamos que el grupo posea dimension 4, estudiaremos la posibilidad de obte-
nerlas como subalgebras del dlgebra asociada a G/.

Vamos a obtener el algebra de Lie abeliana n? de dimension 4 a partir del grupo
G,. Para ello damos la siguiente:

Proposicién 1.2.9.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie abeliana n? es:

T3 T9

1 Ty

1 0
0 1

o O O =
O O = O

Demostracion.  La ley del algebra g4, que aparece en (1.17), permite afirmar que
los campos X, X, X3 v X5 conmutan entre si. Por tanto, estos cuatro campos
generan al algebra de Lie n3.

Si {w;}%_, esla base dual de la base obtenida en la Proposicion 1.2.6 para el dlge-
bra g4, las ecuaciones del grupo de Lie simplemente conexo asociado a n7 proceden
de integrar el sistema formado por las siguientes dos ecuaciones:

wy =0 y wg = 0. (1.20)
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Las expresiones de wy y de wg son, respectivamente:
wy = dxy y we = dxg.

Si las sustituimos en las ecuaciones de (1.20) y las integramos posteriormente,
obtenemos las ecuaciones:

z, =0 y ze = 0.

En consecuencia, llegamos a la representacion indicada del grupo de Lie simple-
mente conexo asociado. O

Quedaria, por tanto, encontrar una representacion del algebra de Lie filiforme
modelo n} de dimension 4. Esto es lo que haremos a continuacion.

Proposiciéon 1.2.10.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme modelo n} es:

1 T4 T3 T2
0 1 = %x%
0 0 1 =
0 0 0 1

Demostracion.  Consideremos la base {X;}¢_; de g4 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.2.6, y tomemos la siguiente subalgebra de dicha algebra:

e =< —(X1 +X6),X4,X3,X2 > .
En virtud de (1.17), la ley de esta subalgebra es la que sigue:
[—(X1+X6),X4] :X3 ; [—(X1+X6),X3] :XQ, (121)

con el resto de los productos nulos. Entonces si realizamos el siguiente cambio de
variable:

Yi= —(Xi+Xg)
Yo= Xo
Y= Xj
Yo= Xy

la ley del algebra €, expresada en (1.21), se transforma en:
Y1,Yy =Y ; [Y1,Y3] = Y5,

que es la ley de la algebra de Lie filiforme modelo de dimension 4.
Por tanto, si ampliamos la base de € a la de g4 con los elementos

{Vs = X5, Y5 = X¢}
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y consideramos la base dual {w;}%_, de {V;}¢_,, obtenemos una representacion del
grupo de Lie asociado a € resolviendo el sistema que se obtiene al integrar:

{(,L)5 =0 , Wg = 0} (122)
Como las expresiones de (1.22) son:
{(,L)5 = d!L’5 — l‘ldl'g, Wg = —de'l + dl’g},

la resolucion del sistema que se obtiene al integrarlo es:

2

Ty

Te = I1 ) T5 = 9
con lo que se obtiene la representacién dada en el enunciado. O
Nota 1.2.11.  Esta misma representacion ya fue obtenida en [4], pero partiendo

del sugbrupo de Lie de G4 dado por las matrices cuya expresion es:

1 Ty T3 T2
0 1 =z =z
0 0 1 =x
0 0 0 1

En esta Memoria, hemos dado una subdlgebra de g, que es isomorfa al dlgebra de
Lie nilpotente n} y sequidamente la hemos integrado para obtener la representacion
del grupo de Lie asociado a la misma.

Por tanto, en esta seccion hemos dado representaciones mediante matrices de
orden minimo para los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras
de Lie de dimensién menor que 5. De hecho, la siguiente tabla sistematiza los grupos
G, en el que podemos representar los grupos asociados.

Algebra G,
ni Go
ny G
ns G
n3 Gy
ni Gy
n G4

De ahora en adelante, no utilizaremos élgebras que puedan descomponerse en
suma directa de otras (a excepcion del algebra de Lie abeliana).
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1.3 Algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon 5.

En esta seccion se hara para dimension 5 lo llevado a cabo en la seccion anterior
para dimensiones inferiores. Esto es, se hallaran representaciones para cada uno de
los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras de Lie nilpotentes
de dimension 5. Para ello, utilizaremos el método aplicado en la secciéon anterior y
buscaremos dichas algebras de Lie nilpotentes como subgrupos de G,,.

Observemos que no podemos buscar tales representaciones en GG3 ya que el alge-
bra de Lie que tiene asociada, n}, es de dimension 3 y no puede contener subalgebras
de dimension 5. Por tanto, habra que comenzar el estudio con el grupo G4 y con-
tinuar a partir de éste. De hecho, nos bastaré usar los grupos G4 y G5 para obtener
una representacion de cada uno de los grupos de Lie simplemente conexos asociados
a las algebras de Lie nilpotentes en dimension 5.

Antes de comenzar creemos conveniente dar la lista de las algebras de Lie nilpo-
tentes de dimension 5. Esta clasificacion es la indicada en [17] siguiendo el orden
de las sucesiones de nilpotencia. Es por ello que, en primer lugar, aparecen las dos
algebras de Lie filiformes, que son las que poseen mayor sucesion de nilpotencia entre
todas las nilpotentes.

ns: [Y1,Y5] =Yy, [V,Yy] =Y;, [V1,Y3] =Y, (Filiforme modelo).

ng: V,Y5]=Ys, V1,V =Y;3, [V1,Y3] =Yy ;  (Filiforme)
Y4, V5] =Y> .

nd: [V1,Y5] =Y, V.Y =Y;, [V, Y5 =Y.
nd: Y3 =Y, [V, Y5 =Y, 15,13 =Y, .
nt: [V3,Y5] =Yy, [V1,Y3]=Y;,  (Heissenberg)
nd: [V1,Y5] =Yy, [V2,Y3] =Y,

ni:  abeliana.

Esta clasificacion esta hecha en funcion de la sucesion de nilpotencia de cada una
de las algebras de Lie nilpotentes y en sentido decreciente. De hecho, calculando

la sucesion central de nilpotencia de cada algebra de Lie nilpotente no filiforme de
dimension 5 se llega a la siguiente:
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Proposicion 1.3.1. La sucesion de nilpotencia de las dlgebras de Lie nilpotentes de
dimension 5 son las que se dan a continuacion:

i. n} y n2: sucesion de nilpotencia (3,2,1,0).
ii. ny: sucesion de nilpotencia (3,2,0).
iii. ng: sucesion de nilpotencia (2,1,0).

. n2: sucesidn de nilpotencia (2,0).

v. ng: sucesion de nilpotencia (1,0). O

Vistas las sucesiones de nilpotencia de las algebras de Lie nilpotentes de dimen-
sion 5, podemos descartar aquellas que no van a poder representarse en el grupo Gjy.
Esto es lo que afirmamos en la siguiente:

Proposicién 1.3.2.  Los grupos de Lie simplemente conezos asociados a cada una
de las dlgebras de Lie filiformes, nt y n%, no pueden representarse como subgrupo de

Gy.

Demostracion. Lo probaremos por reduccion al absurdo. Para ello, supondremos
que nf C g, para k =1,2.
Segtn la Proposicion 0.5.9, para cada j € N, se verifica:

C7(n3) C C'(ga).
En particular, se tiene para j = 3 que C3(nf) C C3(g4) y, por tanto:
Gim(C () < dm(C(@y)  (k=1,2) (1.23)

Pero la sucesion de nilpotencia de n%, para k = 1,2, es (3,2,1,0) mientras que la
de g4 es (3,1,0). Por lo tanto, la dimensién de C3(nf) es 2 y la de C3(g4) es 1; lo cual
entra en contradiccion con (1.23).

En consecuencia, los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras
de Lie filiformes de dimensiéon 5 no pueden representarse en Gjy. 0

Pero ademés de las algebras de Lie filiformes, existe otra dlgebra de Lie nilpotente
de dimension 5 cuyo grupo de Lie simplemente conexo no admite una representacion

como subgrupo de G4. Dicha algebra es n como se observa a continuacion.

Proposicion 1.3.3.  El grupo de Lie simplemente conezo asociado a n no admite
representacion como subgrupo del grupo Gy.

Demostracion.  El argumento que usaremos sera analogo al de la Proposicion 1.3.2.
Por tanto, realizaremos de nuevo una reduccioén al absurdo.

La Proposicion 0.5.9 asegura que C?(n3) es subespacio de C*(g,). Por tanto, debe
verificarse:

dim(C*(n3)) < dim(C?(g4)). (1.24)
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Por otro lado, la sucesion de nilpotencia de n3 es (3,2,0), con lo que se tiene:
dim(C*(nd)) = 2.
Ademas, la sucesion de nilpotencia de g4 es (3,1,0), con lo que se tiene:
dim(C?(g4)) = 1.
Por tanto,
dim(C*(g4)) < dim(C*(n3));
lo que entra en contradiccion con (1.24). En consecuencia, el grupo de Lie simple-

mente conexo asociado al algebra de Lie n? no es representable como subgrupo de
Gy. O

Segun lo visto en las Proposiciones 1.3.2 y 1.3.3, s6lo podriamos hallar repre-
sentaciones de los grupos de Lie simplemente conexos de las dlgebras de Lie nilpo-
tentes ni, n2 y nS. Por lo tanto, nuestro siguiente paso consistird en obtener dichas
representaciones en (.

Comenzaremos hallando la representacion del grupo de Lie asociado al algebra
de Lie nj, mediante la siguiente:

Proposiciéon 1.3.4.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de

Lie nilpotente n3 admite la siguiente representacion:

1 21 x5 29
0 1 =z =z
0 0 1 x4
0 0 0 1

Demostracidn.  Consideremos la base {X;}¢_, de g4 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.2.6. Tomemos la siguiente subalgebra suya:

o:=< X7+ Xy, Xo, X3, X5, Xg > .
En virtud de (1.17), la ley de la subélgebra anterior viene dada por:

(X, 4+ X4, Xe] = X5, [X3, Xg] = X, (1.25)

(X1 + Xy, X5] = Xo,

Sin mas que realizar el cambio de base definido por:

;

Yi= X,
o= X5,
1YVs= —(X1+Xy),
Yi= Xy,
Y5 = —Xj,
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la ley de la subalgebra o se transforma en:

Y71, Y5] = Y4,
I:}/vl?-i/})] — -}/'27 [‘5/57-5/73] - -}/'47

que es la ley de n3.

Por tanto, para obtener una representacion del grupo de Lie simplemente conexo
asociado al algebra de Lie nilpotente n3, nos basta obtener la del grupo asociado a
la subalgebra o.

Calculemos la representacion del grupo asociado a 0. Para ampliar la subalgebra
o al algebra g4 necesitamos el campo Ys = X;.

Si consideramos la base dual {w;}_; de la base {Y;}¢_,, la ecuacion del grupo
asociado a o se obtiene integrando la ecuaciéon wg = 0, en virtud del Teorema de
Frobenius.

La expresion de wg es wg = dry — dxy. Por tanto, el resultado de integrarla es:

Ty = 21,

obteniéndose la representacion indicada para el grupo de Lie asociado a n?. O

Seguimos con el estudio del grupo de Lie simplemente conexo asociado al algebra
nZ, mediante la siguiente:

Proposiciéon 1.3.5.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n2 admite la siguiente representacion:

1 x4 35 29
0 1 21 x5
0 0 1 0
0 0 0 1

Demostracién.  Consideremos la base {X;}%_, de g4 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.2.6, y la siguiente subalgebra suya:

T =< XI,XZ,Xg,X4,X5 > .

Basandonos en la ley (1.17) del algebra gg, la ley de la subalgebra 7 esta definida
como:

(X, Xyl =-X5 , [Xy, X5] =X, (1.26)
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Si hacemos uso del cambio de base definido por:

)/1 = X4 )
Y'Q - X3 )
)/3 = Xl )
Yzl - X2 )
\}/5 = X5 )
la ley de la subélgebra 7 resulta ser:
[leayvf)]:Y:l ) [}/1,}/2,)]:}/'2,

es decir, la ley de n2.

Por tanto, una representacion del grupo de Lie simplemente conexo asociado
al &lgebra de Lie nilpotente nZ es la que se obtiene para el grupo asociado a la
subalgebra 7.

Calculemos la representacion de este ultimo grupo. Para ello, hemos de ampliar
la subalgebra 7 al algebra g4; lo cual hacemos anadiendo el campo Xg a la base de
T.

Sea {w;}?_, la base dual de la base {X;}¢_,. Entonces la ecuacion del grupo
asociado a 7 la obtendremos integrando la ecuacion wg = 0.

Como se verifica que:

We — d!L’G,

el resultado de integrar wg = 0 es:
Te = 07
concluyéndose la prueba. O

Ahora, solo resta obtener una representaciéon del grupo de Lie simplemente
conexo asociado al algebra de Lie nilpotente né. Para ello, consideremos la siguiente:

Proposiciéon 1.3.6.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n admite como representacion a:

1 x4 3 29
0 1 0 =z
0 0 1 =z
0 0 0 1



42 Capitulo 1. Algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor que 6.

Demostracién.  Consideremos la base {X;}¢_, de g4 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.2.6 y tomemos la siguiente subalgebra suya:

n =< XQ,Xg,X4,X5,X6 > .

Basandonos en la ley (1.17) del algebra g4, la ley de la subalgebra n esta definida
como:
[Xg, Xﬁ] - X2 y [X4, X5] - XQ. (127)

Si realizamos el siguiente cambio de base definido por:

Yi= Xj,
Yo= X4,
Y= X,
Yi= Xo,
(Y5 = X,

la ley de la subalgebra 7 se transforma en:
Y1,Y5]=Y1 , [Yo, V3] =Yi,

que es la ley de nS.

En consecuencia, una representacion del grupo de Lie simplemente conexo aso-
ciado al algebra de Lie nilpotente nf la obtenemos representando el grupo asociado
al subalgebra 7.

Para representar este tltimo grupo, ampliamos el subalgebra n al algebra gy,
anadiendo el campo X; a la base de 7.

Sea {w;}¢_, la base dual de la base {X;}¢_ ;. Entonces la ecuaciéon del grupo
asociado a 7 la obtendremos integrando la ecuacion w; = 0, en virtud del Teorema
de Frobenius. Como se verifica que:

wy =dzy ,
el resultado de integrar w; = 0 es:
1 =0,
obteniéndose la representacion indicada del grupo de Lie asociado a nf. O

Tras esta tltima proposicion, hemos encontrado una representacion en G4 para
las algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon 5 que no fueron descartadas en las
Proposiciones 1.3.2 y 1.3.3, esto es, las algebras n2, n y nf. Por consiguiente, aiin

queda hallar una representacion de los grupos de Lie simplemente conexos asociados
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a las dos algebras de Lie filiformes, n} y nZ, y a la nilpotente n3. Dichas representa-
ciones hemos de buscarlas, en principio, en G5. Esto es lo que vamos a hacer en esta
ultima parte de la seccion.

Para ello, lo primero que se necesita es tener la ley del algebra de Lie asociada
al grupo de Lie GG5. Esto se muestra en la siguiente:

Proposicién 1.3.7.  El dlgebra de Lie g5 asociada a G5 es el dlgebra de Lie de
dimension 10 cuya ley es:

(X1, X5 = =Xy, [X1, Xg] = X6, [Xi, Xo] = X7,

(X3, X10] = Xo,  [Xy, Xg] = X3, [Xy, Xo] = X, (1.28)
(X5, Xo| = X3,  [X5, X7] = Xy,

[ X6, X10] = X7, [Xg, X10] = Xo.

Demostracion.  El grupo G5 posee dimension 10 y, por tanto, su adlgebra asociada
también posee esa dimension.

En virtud de los Teoremas 1.1.7 y 1.1.9, se dio la expresion de la ley del dlgebra
gs al final de la Seccion 1.1. Con la ordenacion de las coordenadas dada en esta
proposicion, la ley anterior resulta ser (1.28). O

Una vez disponemos de la ley del algebra de Lie g5 se calcula la sucesion central
de nilpotencia, la cual nos lleva al siguiente:

Corolario 1.3.8.  El dlgebra de Lie g5 asociada al grupo G es nilpotente y tiene
sucesion de nilpotencia (6,3,1,0). -

Una vez tenemos la ley del algebra de Lie g5, podemos buscar las representaciones
de los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras de Lie nilpotentes
que nos quedaban. En primer lugar, hallaremos una representacion correspondiente
al algebra n} en la siguiente:

Proposiciéon 1.3.9.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n admite como representacion a:

1 x5 x4 23 To

0 1 x4 %% T4 — X1T5
0 0 Ty —s

0 0 0 1 0

0 0 0 O 1

Demostracién.  Consideremos la base {X;}12, de g5 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.3.7. Sea la subalgebra suya definida como :

C::< Xl +X87X5 _X97X4+X77X37X2 > .
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En base a la ley (1.28) del algebra g5, la ley de la subalgebra ( esta definida
como:

(X + Xg, X5 — Xo] = — Xy — Xy, (X4 + X7, X5 — Xo] = —2X,,
(X1 + Xs, Xy + X7] = — X,

(1.29)

En virtud del siguiente cambio de base definido por:

(vi= X, +X,
Yo = 2X,,
1vi= Xy,

V= —(Xy+ X7),
V= Xo- X,

la ley de la subdlgebra ¢ resulta ser:

I:}/vl)}/:(')] :}/217 [}/17}/;1] :}/E;)
[Ya,Y5] = Yo,

que es precisamente la ley del dlgebra n?.

Por tanto, una representacion del grupo de Lie simplemente conexo asociado al
subalgebra ( es isomorfa a la del asociado al dlgebra de Lie nilpotente n?. Hallemos,
pues, una representacion del grupo asociado a (.

Para ello ampliamos la base del algebra ¢ a la del algebra gs, anadiendo los
siguientes campos a la base de (:

YVG — X17 Y7 — X47 Yé - X57
Yo = X, Yio = Xyo.

Sea {w;};2, la base dual de la base {Y;}!°, de g5. La ecuacion del grupo asociado a
( se obtiene integrando, en virtud del Teorema de Frébenius, el sistema de ecuaciones
dado por:
{wg=0, wr=0, wsg=0, wg=0, wyp=0}.

Como la expresion de estos elementos en la base dual es:
Wg = dlUl — dafg s Wg = dZUB — ZUld.iUg 5

Wy = —IL'5dIL'1 + de'4 - dl‘7 + l'ldl'g + (.'L'G - 1'11'8)611'10 s Wip = dl‘lg s

wg = d!L‘5 + dl‘g - l‘gdl‘lg s
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el resultado de integrar y resolver este sistema es:

;

Tg = %IL’%,
Ty = T4 — T1Ts,
Trg = T,
Zo9 — —Ts,

( T10 = 0,

resultando la representacion indicada para el grupo de Lie asociado al algebra ni. O

Pasamos a indicar los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las dlgebras
de Lie filiformes de dimension 5, esto es, las algebras n} y n2. Las representaciones
que vamos a exponer en esta Memoria ya fueron obtenidas por Benjumea en [4].
Sin embargo, nosotros lo que haremos en las dos proximas proposiciones es obtener
dichas representaciones a partir del grupo G, ya que en [4] Benjumea las obtenia
a partir de cierto grupo de automorfismos unipotentes de orden 5.

Estamos ya en condiciones de ver las algebras de Lie filiformes n! y nZ como
subalgebras del adlgebra de Lie gs.

Proposiciéon 1.3.10.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme nl admite como representacion a:

1 x5 4 x3 29
0 1 =z sz o}
00 1 x s3a7
00 0 1 =
0 0 0 1

Demostracién.  Consideremos la base {X;}1°, de g5 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.3.7 y la subdlgebra suya generada por los campos:

i = —(Xi+ Xs+ Xyp), Yo = X,
Y3 = Xj, Yo = X, Y; = Xs.

En base a la ley (1.28) del algebra gs, la ley de la subalgebra anterior resulta ser
la del algebra de Lie filiforme modelo n}.

Luego para ampliar la base de esta subalgebra a la base de g5, necesitamos los
campos:

)/6 = Xla YV7 = XG’
Ys = Xy, Yo = X, Yio = Xg+ Xo.
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Por tanto, si {w;}12, es la base dual de la base {Y;}!°, de g5, para obtener
la representacion del grupo de Lie asociado a nl, debemos resolver el sistema de
ecuaciones que obtenemos al integrar este otro sistema:

{w6:0,w7:0,w8:0,w9:0,w10:0}, (130)

cuya expresion es la siguiente:

;

we = dry — dr,
wy  =dxrg — xidrg — drg + x3dT)),

Yws = dx; — x1dxg + (1128 — T6)dT10, (1.31)
wg = drg — dxy,

(w10 = dxg — xgdxyp.

En consecuencia, tenemos la siguiente solucion:

Ty = Tg = o0,
Tg — Tg = %l‘%,
T = gai,
que es la representacion que aparece en el enunciado. O

Nota 1.3.11.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de Lie
filiforme n} es el mismo que obtuvo Benjumea en la Proposicion 1.2.2 de [4].

Del mismo modo, se puede dar el siguiente resultado para el algebra de Lie nZ.

Proposicién 1.3.12.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme n2 admite como representacion a:

1 x5 x4 T3 Ty

0 1 =z saidazs 28+ aa;
0 0 T 113 + 35
0 0 T

0 0 0 1

Demostracidn.  Consideremos la base {X;}1%, de g5 que se obtiene en la Proposi-
cion 1.3.7 y la subdlgebra suya generada por los campos:

Vi = —(Xi + Xs+ Xio), Yo = X, Y3 = Xj,
Ys = X5+ Xe+ Xy, Y, = X
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En base a la ley (1.28) del algebra gs, la ley de la subélgebra anterior resulta ser
la del algebra de Lie filiforme nZ.
Ampliamos asi la base de esta subalgebra a la base de g5 anadiendo los elementos:

{Ysle, Y, = X, Y = X,
YE):X% le(]:XS-

Resolvemos, por tanto, el sistema de ecuaciones obtenido al integrar el sistema

dado por:
{(,UG:O,C{)7:0,WSZO,MQZO,WU):O}, (132)

cuya expresion resulta ser:

e

we = dxy — dwyy,
wr  =dxs — dxg + xgdxyp,

{ws = drg — r1drs — drg + T3d21)), (1.33)
wg = dx7; — x1dxg + (1128 — X6)dX10,

(w10 = dzg — dx,

La solucion al sistema que se obtiene al integrar (1.32) es:

Ty = Tg = o0,
Te = Tg = %% + s,
Tr = %? + T1s,
que es la representacion indicada. O

Nota 1.3.13.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de Lie
filiforme nZ es el mismo que obtuvo Benjumea en la Seccion 2.3 de [4].

Para concluir el estudio de las 4lgebras de Lie nilpotentes de dimensién 5, nos
resta estudiar el algebra de Lie abeliana n. Lo primero que haremos serd demostrar
que no podemos representar el grupo de Lie simplemente conexo como un grupo de
matrices cuadradas de orden 4.

Pero previamente debemos realizar algunas aclaraciones. Recordemos la base
{X;}¢_, del dlgebra de Lie g4 obtenida en la Proposicion 1.2.6 y consideremos un
conjunto {Y;}?_; de campos arbitrarios en esta algebra. Por tanto, la expresion de
cada uno de estos campos Y; es:

6
Y=Y a;X;, (a;€0), (i=1,...5). (1.34)
=1

J
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Si exigimos que el conjunto {Y;}2_, sea linealmente independiente, entonces la
matriz formada por los coeficientes de los campos Y; debe tener rango 5, es decir:

1,1 Q12 A13 Ar4 Q15 Q16
Q21 G292 0G23 A24 Q25 Q26
rango | a3, azs a3z aza Gz G3p | = O (1.35)

4,1 Q42 Q43 Q44 Q45 G446

as,1 G52 0G53 G54 055 G546

En consecuencia, la matriz que aparece en (1.35) es equivalente a una matriz de
la forma siguiente:

by 0 0 0 0 by
0 beo 0 0 0 bog
0 0 bss 0 0 byg|- (1.36)
0 0 0 byy O byg
0 0 0 0 bss bsg

En virtud de (1.36), podemos enunciar el siguiente:

Lema 1.3.14.  Toda subdlgebra de g4 con dimension 5 posee una base cuyos ele-
mentos vienen dados por la combinacion lineal de dos campos de la base {X;}5_,,

siendo uno de estos sumandos comin a todos los campos Y; (i=1,...,5).

O

En consecuencia, se esta en condiciones de probar la siguiente:

Proposicion 1.3.15.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de

Lie abeliana nf no admite representacion como subgrupo del grupo de Lie Gy.

Demostracion.  En virtud del Lema 1.3.14, todas las subalgebras de dimension 5
en g4 deben tener una base de alguno de los siguientes seis tipos:

El primer tipo de base es aquella en la que el campo comin a los cinco campos
de la base es Xg. Esto es, una base de la forma:

”

i =MX1+ X,

Yo = XXo + X,

1Ys = XXy + 113X, (1.37)
Yo = MXy+ 14X,

Ys = As X5 + s X,
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Al hacer los diez productos posibles entre los campos de {Y;}?_, e igualarlos a
cero, resulta un sistema de ecuaciones entre las que tenemos:

.
Ape =0,
Aps =0,

<)\3111 =Y
MAs =0,
(A1ps =0,

que es incompatible, como puede verse si lo resolvemos siguiendo el orden en que
damos las ecuaciones y teniendo en cuenta que {Y;}?_; es linealmente independiente.

El segundo tipo de base se obtiene considerando a X5 como campo comun a los
cinco campos de {Y;}2_,, por lo que éstos poseen la expresion:

”

i =MXi+mXs,

Yo =X+ X5,

1Y = A X+ 11 X5, (1.38)
Yi =Xy + muXs,

(Y5 = A5 Xg + s Xs.

Realizando nuevamente los diez productos posibles obtenemos un sistema en el
que aparecen las siguientes ecuaciones:

AtAg = 0,
)‘3>\5 = 07
que es de nuevo incompatible por ser {Y;}2_, linealmente independiente.

Como tercero de los casos, tenemos que el campo comun sea Xy, con lo que los
campos Y; son:

;

i =X+ mXy,
Yo = XX+ mXy,
1Ys = A X+ pa Xy, (1.39)
Yi = MX5+ Xy,
Y5 = As X6 + s Xy
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Al realizar los respectivos productos obtenemos un sistema de ecuaciones en el
que aparecen:

.
Aipg =0,
Aps =0,

) Ay =0,
pidy =0,
AMAs =0,

\)\1/L5 = 0.

Este sistema es de nuevo es incompatible, como puede verse tal como se hizo en
el primer tipo.

El siguiente caso es que el campo comin en los cinco campos Y; sea el X3, con
lo que quedaria:

”

i =MX1 + X,

Yo =XXo+ X3,

1Ys = A Xy + 113X, (1.40)
Yi = MXs+ mXs,

Ys = As X6 + s X3.

Por tanto, el sistema que se obtiene a partir de los productos de estos cinco
campos contiene:

)\1)\3 - 0,
)\1)\5 = 0,
)\3)\4 - 0,

y el sistema vuelve a ser incompatible, por ser {Y;}?_, linealmente independiente.
El quinto de los casos resulta al considerar a X, como sumando comiin de los Y;.
En este caso, tendriamos la siguiente expresion:

”

i =X+ Xo,
Yo = XX5+ 10X,
1Ys = A Xy + 11 Xo, (1.41)
Yi = MX5+ paXo,
Ys = As X6 + s Xo.
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Como parte del sistema de ecuaciones que se obtiene de los productos correspon-
dientes, tenemos:

)\1)\3 - 0,
)\2)\5 = 0,

y ello produce nuevamente incompatibilidad debido a la independencia lineal de
(Vi

El altimo de los casos se obtiene al considerar a X; como el sumando comun.
De este modo, la expresion de los campos Y; es la que sigue:

e

i =MXo+ Xy,

Yo =XX3+ Xy,

VY5 = A Xy + Xy, (1.42)
Yi = MX5+ paXy,

(Y5 = A5 X + pus X

Al hacer nulos los productos correspondientes se obtienen la siguientes condi-
ciones:

)\2)\5 = 0,
A3y =0,

con la misma consecuencia de incompatibilidad.
Como los seis casos anteriores abarcan todas las posibles subalgebras, podemos

afirmar que el algebra de Lie abeliana n! no es subélgebra de la algebra de Lie g;.

En consecuencia, el grupo de Lie simplemente conexo asociado a nf no admite como

representacion a un subgrupo del grupo Gj. O

Vista la imposibilidad de hallar una representacion en (G4, cabe preguntarse si
seria posible hacerlo en GG5. La respuesta a dicha pregunta es afirmativa, como puede
verse en la siguiente:

Proposiciéon 1.3.16.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie abeliana nf admite como representacion a:

1 0 x4 35 29
0 1 zy 2z¢ O
00 1 0 O
00 0 1 0
00 0 0 1
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Demostracién.  Consideramos la base {X;}12, del élgebra de Lie g5 que dimos en
la Proposicion 1.3.7. Se verifica que la subalgebra suya dada por:

v =< X17X27X37X47X6 >

es el algebra de Lie abeliana de dimension 5.
Para ampliar la base dada para v a la que tenemos para gs, debemos utilizar el
conjunto:
{ X5, X7, Xg, Xo, X190}

En consecuencia, si {w;}!%, es la base dual de {X;}!°,, para hallar las ecua-
ciones en G5 del grupo de Lie simplemente conexo asociado a v hemos de resolver
el siguiente sistema de ecuaciones:

{w5:0,w7:0,w8:0,w9:0,w10:0}. (143)

Como las expresiones de estos w; son:

.
ws = dxs,
wy  =dx; — xydrg + (r128 — 26)dT10,

(ws = dug, (1.44)
wg = drg — xgdxyp,

(w10 = dz1o,

el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar las ecuaciones de (1.43), segin
las expresiones dadas en (1.44), resulta ser:

p
X5 =Y,

X7 =Y,
<x8 =Y,

X9 =Y,

L L0 = 0.

En consecuencia se obtiene la representacion pedida para el grupo de Lie asociado

al algebra de Lie abeliana n’. O



Capitulo 2

ALGEBRAS DE LIE
NILPOTENTES DE DIMENSION 6.

En este segundo capitulo proseguiremos el estudio comenzado en el anterior pero
aumentando una unidad en la dimensiéon de las algebras de Lie que trataremos.
Es decir, vamos a hallar una representacion como grupo de matrices cuadradas del
menor orden posible para los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las
algebras de Lie nilpotentes de dimension 6.

El resultado principal que vamos a ver es que todas las dlgebras de Lie nilpotentes
de esta dimension que no son filiformes verifican que los grupos de Lie simplemente
conexos asociados admiten como representaciéon a un subgrupo del grupo Gs de
matrices cuadradas de orden 5 cuyos elementos son de la forma siguiente:

1 x5 x4 3 o9
0 1 x; x¢ 27
0 O Ty X9 (%)2121 e C".
0 O T
0 0 0 0 1

Ademas, como se vio en la Seccion 1.1, para las algebras de Lie filiformes de esta
misma dimension no basta el grupo G5 para hallar una representacion de sus grupos
de Lie simplemente conexos asociados, sino que dicha representacion se encontrara
en el grupo de Lie G de las matrices cuadradas de orden 6 cuyos elementos tienen
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como expresion:

o O O o O =

8

6

o O O o =

Capitulo 2. Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6.

Ty T4 I3 i)
rT Ty g Tg
Iz 211 Tp2 (%)il c .
0 1 x13 x4
0 O 1 x5
0 0 0 1

Como los grupos de Lie que buscamos son nilpotentes, por ser los asociados
a algebras de Lie nilpotentes, tenemos la certeza de que representaciones de tales
grupos pueden hallarse en los grupos G, en virtud del Teorema 0.5.15. Este hecho
ya fue advertido en el capitulo anterior pero creemos que no debe perderse de vista
el por qué se consideran estos grupos de Lie genéricos y no otros.

2.1 Algebras de Lie filiformes de dimension 6.

En esta primera secciéon daremos una representacion de los grupos de Lie asociados
a las algebras de Lie filiformes de dimension 6. Como ya dijimos anteriormente
buscaremos la que se obtenga por matrices del menor orden posible.

Antes de exponer el camino que seguiremos, indicamos las cinco algebras de
Lie filiformes existentes en esta dimension, segin la clasificacion dada en [22] por

Osuna:

i DY =Y

ng: [V1,Ys] =Y5

)

Y

[Y5,Ys] = Y> .

ng: [Y1,Y5] = Y5
[V, Ys] = Y3

ng: [¥3,Ys] =Y;
[V, V3] = Y,

ng: [V1,Ys] =Y5
Y., Y5 =Y,

Y

)

)

)

Y

Y

Y1,V5] =Yy, V1,Ya] =Y3, [V1,Y3] =Y, (Modelo).
Y1,Y5] =Yy, W1,Ya] =Ys, V1,Y3] =Y

Y1,Y5] =Yy, W1,Ya] =Ys, V1,Y3] =Y
Y5, Ys] = Vs

Y1,V5] =Yy, W1,Ya] =Ys, V1, V3] =Y5
Yo, Yo] = Y3, [¥5,¥5] =Y.

Y1, Y5]=Y,, M, Yal =Y, 11,Y3] =Y5
Y, Y] =Ys+ Yo, [V5,Ye]=Yi+1Y5.
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Esta clasificacion es equivalente a la dada por Goze y Khakimdjanov en [17].

El camino que seguiremos serd ver, en primer lugar, que es imposible hallar una
representacion de sus grupos asociados en subgrupos del grupo G5 y, en consecuencia,
de los grupos G4, G3 6 G5. La imposibilidad de dicha representacion serd debida a
la imposibilidad de que el dlgebra de Lie g5 asociada al grupo G5 pueda contener a
las 4lgebras de Lie filiformes de dimension 6.

Posteriormente veremos que en el grupo Gg podemos hallar una representacion
para cada uno de los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras
de Lie filiformes en dimension 6. Obsérvese que con ello rebajamos el orden de las
matrices utilizadas por Benjumea en [4], ya que se recurre a una representacion por
un grupo de matrices cuadradas de orden 7 para las dlgebras ng y n (en [4] son,
respectivamente, p2 y pi).

Comenzaremos, pues, exponiendo la imposibilidad de hallar una representacion
en G5 de los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las algebras de Lie
filiformes de dimension 6. Para ello, enunciamos la siguiente:

Proposiciéon 2.1.1.  Los grupos de Lie simplemente conexos asociados a las dlge-
bras de Lie filiformes de dimension 6 no admiten como representacion a un subgrupo
del grupo Gj.

Demostracion.  Consecuencia inmediata del Teorema 1.1.13 para el caso n = 6.
O

Pasaremos a estudiar las representaciones en el grupo Gg de los grupos de Lie
simplemente conexos asociados a las algebras de Lie filiformes. Recordemos que
representaciones de los grupos asociados a las algebras nl, n2 y n en G ya han sido
obtenidas en [4] mediante un grupo de automorfismos unipotentes. En la presente
seccion, vamos a dar explicitamente la subéalgebra del algebra gg que da cada una de
estas tres algebras de Lie filiformes. Por lo tanto, es necesario establecer previamente
la ley del algebra gg asociada al grupo de Lie G§, que es lo que hacemos en la
siguiente:

Proposicién 2.1.2.  FEl dlgebra de Lie gg asociada al grupo de Lie G es el dlgebra
de Lie de dimension 15 cuya ley es:

;

(X1, Xg] = — X5, [X5, Xio) = Xy, [X7, Xi3] = X,
(X1, X10] = X7, [X5,X11] = Xa, [X7, X1g] = X,
[XI;XII] - XS; [X5;X12] — X?; [X87X15] - X97
§ (X0, X=Xy, [X, X7] =Xy, [Xio, Xiz] = Xu1, (2.1)
[X37X15] - X?; [XG;XS] — X3; [X107X14] - X127
[X4;X13] - XS; [XG;XQ] — XZ; [X117X15] - X127
\ [X4;X14] - XZ; [X13,X15] - X14
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Demostracion.  Como el grupo de Lie G4 posee dimension 15, entonces su algebra
de Lie asociada, gg, también posee esa misma dimension.

En virtud del Teorema 1.1.7 y del Corolario 1.1.9, se obtiene una expresion de
la ley de gg al término de la Secciéon 1.1. Dicha expresion con la ordenacion dada en
esta proposicion resulta ser (2.1) O

Como consecuencia de esta tltima proposicion, tenemos que el algebra gg tiene
como sucesion de nilpotencia la que se indica en el siguiente:

Corolario 2.1.3.  El dlgebra de Lie gg asociada al grupo Gg es nilpotente y tiene
sucesion de nilpotencia (10,6,3,1,0). .

Una vez tenemos la ley del dlgebra gz podemos buscar las subalgebras suyas que
son isomorfas a las filiformes de dimensién 6.

Comenzaremos por las representaciones que ya fueron dadas en [4] para las
dlgebras de Lie filiformes ng, nZ y n3. Dichas representaciones fueron obtenidas como
subgrupos de un grupo de automorfismos unipotentes, formado por determinadas
matrices unipotentes de orden 6.

Pasamos pues a representar los grupos asociados a las dlgebras de Lie filiformes

1 2 3 ; 1.
ng, Ng y ng. Comenzaremos con el algebra ng:

Proposiciéon 2.1.4.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de

Lie filiforme modelo n} admite como representacion:

Te X5 T4 T3 X2
1,2 1,3 1,4

2 1,.3
1 2 i3

1
0
0 0 1 T
0 0 1

X

o O O o O =
o O O O =

Demostracidn.  Consideremos la base {X;}}?; de g¢ dada en la Proposicion 2.1.2
y su subélgebra g generada por los campos:

Vi = —(Xi+ Xy + Xus + Xis), Yo = Xy,
}/2 — X27 }/:5 - X57
YE,) = )(37 YVG - X6.

Ampliamos a una base de gg la base dada de g mediante los campos:

}/TT = X17 }/10 - X97 }/13 - X127
}/8 = X77 }/11 - X107 }/14 - X137
}/E) = X87 }/12 - X117 }/15 - X14-
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Consideremos la base {w;}/2, dual de la base de g¢ dada por {Z;}}5,, siendo
éstos definidos como:

{Zi — X, i=1,....14,
Zl5 - X15+X13+X10+X1.

Para hallar el grupo de Lie asociado al dlgebra de Lie filiforme modelo n}, debe
resolverse el sistema de ecuaciones obtenido con la integracion del sistema siguiente:

wp, = 0, wry = 0, wg = 0,
Wo = 0, Wig = 0, w11 = 0, (22)
wiz = 0, wiz = 0, wi = 0.

Como las expresiones de los w; involucrados son las que siguen:

(

w1 = dlUl — d£U15,
wy = dx; — x1dTq,
ws = dZUg — afldib'u + (xlxm — $7)d$13,
Wy = diUg — $1d$12 + (xlxm — $7)dl’14
— (28 — T1211 + T1210T13 — T7T13)dT 15, (2.3)
wi = drig — dzys,
win = dry — z10d713,
wig = dxig — 19dT14 + (10213 — T11)dT15,
wig = driz —dxys,
wig = dryy — v13d715,

\

al integrar las ecuaciones (2.2) con las expresiones dadas en (2.3), obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones:

Tis = 13 = T = i,
Ty = 11 = 7 = %x%a
Tz = I3 = él"?a

Ty = o5,

obteniéndose como representacion del grupo asociado al dlgebra n} la que indica-
bamos. n

Nota 2.1.5.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de Lie fili-
forme n} es el mismo que obtuvo Benjumea en la Proposicion 1.2.2 de [4].

Seguimos con las dlgebras de Lie nZ y n3, cuyos grupos admiten las representa-
ciones dadas en los dos siguientes resultados.
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Proposiciéon 2.1.6.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme n2 admite como representacion:

1 z6 x5 x4 T3 T2

0 1 =z a1 gat4was 52!+ 176
0 0 1 mxm i sx} 4 2
00 0 1 ) 1}

0O 0 0 O 1 T

0 0 0 0 1

Demostracién.  Consideremos la base {X;}1?, de gs dada en la Proposicion 2.1.2
y su subélgebra g generada por los campos:

Vi = —(Xi+ Xy + Xus + Xis), Yo = Xy,
YZ — X27 YB - X57
Y3 = X, Yo = Xg+ Xg+ Xpo.

Esta base de g podemos ampliarla a una base de gg sin mas que considerar los
campos:

Y: = Xy, Yio = Xg, Yis = Xy,
Yo = X, Yii = Xo, Yiu = Xis,
Yo = Xy, Yie = Xjo, Yis = Xy

Denotemos por {w;}!3, a la base dual de la base de g definida por:

7 = X i=1,...,11,13,14,
Ziz = Xe+ Xg+ X,

N
I

El grupo de Lie asociado al é&lgebra nZ se obtiene con las ecuaciones que se

obtienen al integrar el sistema siguiente:

ws = 0, Wy = 0, Wig = 0, (24)

wn = 0, wig = 0, wiy = 0.
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Las expresiones de las formas w; involucradas son las que siguen:

;

W1 = dxl — d£U15,

we = dxg — drio + T19dT14 + (X171 — T10T13)d215,

Wy == dl‘7 - l‘ldl'lg,

wsg = dl‘g — l‘ldl‘n - dIL'12 + (1'11'10 - 1‘7)d1'13 + IL'10d!L'14

+(z11 — w10213)d 15,
S Wo = dl‘g — 1‘1dl‘12 + (1‘11’10 - IL‘7)dIL'14 (25)

+(x7m13 + 12011 — Ty — T1T10T13)dT15,

wip = dzip — dris,
wip = dzy — T10dTy3,
wiz = dzi3 — drs,

( wig = driy — 113dT35.

El sistema de ecuaciones que queda al integrar (2.4) con las expresiones dadas
en (2.5) es:

Tis5 = T3 = T = I,
_ _ _ 1,2
Ty = ZTi1 = 7 = 37,
_ 1.3
T2 = g = &7 T Ts,
_ 1.4
Tg = + x176,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Nota 2.1.7.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de Lie fili-

forme nZ es el mismo que obtuvo Benjumea en la Proposicion 2.4.2 de [4].

Proposiciéon 2.1.8.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme n3 admite como representacion:

1 x5 x5 Ty T3 Ty

0 1 =z saidws g2} +mas 5ot + saize + Sad
0 0 1 T %m% + g émi’ + 7176
00 0 1 T 57 + T

0 0 O 0 1 T

0 0 0 0 0 1

Demostracidn.  Consideremos la base {X;}1?, de g¢ dada en la Proposicion 2.1.2
y su subélgebra g generada por los campos:

Vi = —(Xi+ Xy + Xus + Xus), Yo = Xy,
}/2 — X27 }/:5 - X57
Y5 = Xj, Yo = Xe+ X7+ X+ X
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La anterior base de g se amplia a una base de gg mediante los campos:

}/TT = X17 }/10 - X87 }/13 X117
}/8 = X67 }/11 - X97 }/14 - X127
}/E) = X77 }/12 - X107 }/15 - X13-

Sea {w;}15, la base dual de la base de gg dada por:

7, = X, i=1,...,13,
iy = X+ X+ Xq 4+ X,
Zis = X5+ Xz + X + X

Las ecuaciones del grupo de Lie asociado al algebra n} se obtienen integrando el

sistema siguiente:

W1 = 0, We = 0, Wr = 0,
wg = 0, wyg = 0, wip = 0,
wip = 0, wip = 0, wig = 0.

Las expresiones de las formas w; que aparecen en (2.6) son las siguientes:

”

w1 = dxl — d£U15,

We = da?(; — d£U14 + £U13d3715,

Wr = dx7 — xldxm — d£U14 + £U13d3715,
ws = dl‘g — l‘ldl'n + (1'11'10 — .'L'7)d.’L'13,
wg = dvg— x1dris + (11710 — T7)dT14

+(x7m13 + L1211 — Ty — T1X10T13)dT 15,

wig = dxig — drys,

wir = dry — z10dTi3 — dris + T13d715,
wig = dzip — T10dT14 + (5U105U13 - 5U11)dl"15,
wiz = dxiz — dxis.

\

(2.6)

(2.7)

El sistema de ecuaciones obtenido al integrar (2.4) con las expresiones dadas en

(2.5) es:

Tis = T13 = T10 = T,
_ _ 1,2

Ty = 11 = X7 = 3] + Ts,
_ _ 1.3

T19 = s = 63714—.1'11'6,
1,4 1,2 1,.2

Tg = ﬂxl + 51'1376 + 5376,

con lo que se concluye la prueba.
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Nota 2.1.9.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de Lie fili-
forme ng es el mismo que obtuvo Benjumea en la Proposicion 2.4.1 de [4].

La ultima parte de esta seccion tiene por objetivo dar representaciones de los gru-
pos de Lie asociados a las algebras de Lie filiforme n§ y ng. Dichas representaciones
seran como subgrupo del grupo Gg. Este resultado mejora el ya obtenido en [4], en
el que se daban representaciones de dichos grupos de Lie pero como subgrupos del
grupo de matrices Gy, cuyos elementos son de la forma:

Damos primero la representacion del grupo de Lie asociado a ng,

observarse en la siguiente:

Proposicién 2.1.10.

1 x5 x5
0 1 x
0 0 1
0 0 O
0 0 O
0 0 O

1 z; zg
0 1 x4
0 0 1
0 0 O
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Ts

Ts

T12

o O O =

T4 I3
Tg T1o
T13 T4
Tie Ti7
1 T19
0 1
0 0

o)
T11
T15
Tis
T20

T2y

(z;)7, € CL.

4

El grupo de Lie simplemente conexo asociado
Lie filiforme ng admite como representacion:

Ty

1

2

2

Ty

o

1
0

1
24

4 1,.3
5401 + g.'L'lIL'G —

)
1

Ex%% + 2124 — T3

1 1
gl‘i’ + 51‘%1.6 — X105 + T4

1,.2
5T] + X176 — T5

T+ Tg
1

como puede

al dlgebra de

Demostracion.  Consideremos la subélgebra g de gg engendrada por los campos:

;

Z
Zy
Z3
Zy
Zs
Zs

X1 — Xe + Xy + X3,

— X5 + Xy,

X6 + X15.

(2.8)
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La ley del algebra g, respecto de la base dada en (2.8), es la siguiente:

[Zl, ZG] — Z5, [Zg, ZG] — 222,

[Zl, Z5] = Z, [Z4, Z5] = =27, (2_9)
[Zh Z4] Z37

[Zl, Zg] — Zg.

Vemos que esta ley es isomorfa a la del algebra de Lie filiforme ng, ya que el
cambio de base:

)/1 == Zl) )/4 - _%Zﬁla
)/2 = _5227 )/5 = _%Z57
Ys = —37s, Yo = —3Zs— 7,
transforma (2.9) en:
Y1,Ys] = Y5, [¥5 Y] = Vi,
Yi,Y5] = Vi,  [Ya,¥5] = Y3,
Y, Ya) = V3, [Vi,Y5] = Yy,
[}/17)/;%] = Yv?a

que es la ley de ng.

Ampliamos la base {Y;}%_, de n} con los campos:

Y: = Xy, Yio = Xio,
Ys = X3, Yz = Xy,

Yo = Xe, Y = Xy, (2.10)
Yio = Xy, Yis = Xu.
}/11 - X87

Sea {w;} 12, la base dual de {Y;}15,. Las ecuaciones del grupo de Lie simplemente
conexo asociado a ng se obtienen integrando el sistema:

w;=0, i=71,...,15,
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cuyas expresiones son las siguientes:

.
wy = dzry — dwis,

ws = dafg — deafg + dafg + (371.1'5 — $5)d$11 — £U1d£U12
+(.'L'6!L'7 + TsT190 — T1Tel19 — IL'4)d.'L'13 -+ (1'11'10 — IL'7)d.’L'14

+(x7r13 + T 111 — Ty — T1X19T13)d 5,

Wo = dl‘lg + d!L’G - dl‘15,

wi = dxy— x1dayy,

win = drg — xidz + (w1219 — 27)d2s,

wipg = drig — dys,

wiz = driy — T10dT13,

Wig = —d£U4 + l’6d1’7 + (1'5 — ZL‘ll‘G)dl’m + d£U12 — l‘mdl‘u

+(x10213 — x11)dT 15,

( W15 = —l'(;dl'l + dl‘g) + d£U14 — $13dl‘15.

La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.10) es:

;

Ty = T = T13,
7 = a1 = 323,
rg = él‘i’,
T = 31+ 0w — a5 + 2104 — 3,
T2 — él‘i’ + %l‘%l'g — T1T5 + T4,
Ty = %xf + 2126 — Ts,
[ T15 = T1+ T,
obteniéndose la representacion indicada. O

Continuaremos dando una representacion del grupo de Lie asociado al algebra
ng como subgrupo del grupo Gg. Pero antes vamos a expresar la ley de esta dlgebra

de una forma mas manejable.

Lema 2.1.11.  La ley del dlgebra de Lie filiforme n} puede expresarse como:

(Z1,7Z,] = Zs, (Z1,Z5] = Zi, 71,7y = Zs,
(Z1,Zs) = Zs, |Zo,Z3] = Zs, [Za,Z4] = Zs,
[ZQ, Z5] — _Z67 [Zg, Z4] — Zﬁ,

Demostracion.  Sea {Y;}S_, la base del algebra n} que nos da la expresion de la
ley del algebra que aparece en la clasificacion expuesta al comienzo de esta seccion.
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El cambio de base definido por:

Zl = }/17 Z4 = _)/;17
Z2 - _()/6 + Yi)) Z5 = _Y:%
Z3 = _)/57 ZG = _na
convierte la ley del algebra en la del enunciado. O

La expresion de la ley del algebra de Lie filiforme n] dada en el lema anterior va
a ser el punto de partida que vamos a tomar para la obtencion de una representacion
del grupo de Lie asociado a dicha algebra mediante un subgrupo de Gg.

Proposicién 2.1.12.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie filiforme n3 admite como representacion:

1 Tg Ty Ty T3 i)
1,..2 1 1.3 1 2 1 4 4 5 ,.2 2,2
0 1 = gx7+3m 527 — 371T6 + 525 3T3 + 3T4 + g5 — 13T — 5T
1 1 5 1
+§£U6 +§x1x4 — 515 — 1T + 9T5%6

1,..2 1,4 1,3
—gl’l.l"g, + 1—8331 + 1—8371376

0 0 1 T 10} —toy — fwg  —x1 + twy — ju5 — w6 — 225 — Fa
—él’lx(; — %xlxg, + %ZC% + %ZU%JZG

00 0 1 xl 203 + 51106 — 375

0 0 0 0 1 36 + 521

0 0 O 0 0 1

Demostracion.  Consideremos la subélgebra g de gg generada por la base:

;

Zy = —Xi+ X — Xy — Xuz — Xis,
Zy = X6+%X7— %Xu —X12+%X15,
Zz = X5+ %X4 + %Xs + Xg — %Xu - %XM,
Zy = X2+X3+X4+X9+%X12,
Zs = 2Xo+ X5 — 35X,
( Zs = 32Xo.

(2.11)
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La ley de g respecto de la base dada en (2.11) resulta ser:

[Zlazk] = Zk+17 k= 27374757
[227 Z3] — Z57 [Z27 Z4] = Zﬁ)
[227 Z5] — —Zﬁ, [Zg, Z4] — Zﬁ,

que es la ley del algebra n}, en virtud del Lema 2.1.11.

Para integrar el algebra g con el fin de obtener el grupo de Lie simplemente
conexo asociado, vamos a realizar algunos cambios en la base dada en (2.11). Con-
sideraremos la siguiente base de g:

Yi = —%X1+12X3+3X4+§X6+%X7—%Xm—%Xu— %Xl?n
Y, = 12X3—|—3X4+X6+%X7— %X11+§X15,

Y = TX3+ 35X+ X5+ 2Xs — 1 Xy,

Vi = 4X5+ X4+ 31X,

i = X3—3X,,

[ Y5 = Xy,

que se amplia a G con los siguientes campos:

Y? = X17 1/10 - X57 1/13 = X87
Y'S = XS; 1/11 - X67 1/14 = X107
Y'Q = X47 1/12 - X77 1/15 = Xll-

Si {w;}?, es la base dual de {Y;}!°,, entonces debemos integrar el sistema
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definido por la formas diferenciales:

(

wy = dx; —dxis = 0,
wsg = drz — wedrg + 3drg + (126 — T5)dT1]

—(12 + 3xy)dz1s + (36 — x126710 + T5T10

+rex7 — x4)dri3 + (21 + 12219 + 321210 — 327)dT14

+(—36 — 21213 — 12219713 — 3T 210213 + 37213

+12211 + 321211 — 328)dxy5 = 0,
wg = drg— zedrr + (x1206 — T5)dr19 — 3dT12 + 9dX13 (2.12)

+(4 + 3x1g)drg + (=9 — 413 — 3x10213 + 3211)d2rs = 0,
wio = —xsdxry +drs + 3dria — 3x13d215 0,
w11 = dxg+ 4dxi3 — 3dxs 0,
wi2 = dxy; — x1drio + dxis — dys 0,
wis = drg — x1dey + (r1210 — T7)dwys + 2dwy — 2213d25 0,
wig = dwy — drgs 0,

[ wis = dry; — (14 x10)dz13 + dogs = 0.

La solucion del sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar (2.12) es:

(

Ty = T = T13,
Ti5 = %% + §$1,
T4 = %l‘% + %1'11'6 %IL’5,
Ty = %1‘% + %1‘1 + %1‘6,
11 = %xf - %xl - %3«"6,
Ty = X3 — 31126+ 505,
Trg = —T14 3Ty — §T5 — Tg — 2T — §TE — $T1T5 — $T1T6 + 245 + 3T,
Tg = T3+ 534+ 505 — T — 20 + 11Ty — JT1T5 — T1T6 + $T586
\ —s0iws + 5ot + FwiTe,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Los resultados que hemos obtenido en la presente seccion permiten llegar a la
conclusiéon que enunciamos en el siguiente:

Teorema 2.1.13.  Todo grupo de Lie simplemente conexo asociado a un dlgebra
de Lie filiforme de dimension 6 admite como representacion a un subgrupo del grupo

de Lie G.
O



2.2 Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6 no filiformes. 67

2.2 Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6 no
filiformes.

Como objetivo de esta segunda seccidon, perseguimos obtener representaciones de
los grupos de Lie simplemente conexos asociados a cada una de las dlgebras de Lie
nilpotentes que no son filiformes en dimension 6.

El niimero de 4lgebras de Lie nilpotentes no filiformes en dimension 6 es signi-
ficativo, pues encontramos 16 de estas algebras. Recuérdese que en dimension 5 sélo
habia 4 y en dimensiones inferiores solo existia la abeliana.

Las leyes de estas 16 adlgebras son las que indicamos a continuacién, que coinciden,
salvo ordenacion, con las dadas por Goze y Khakimdjanov en [17]:

nd: [V, Ye]=Ys, [V, Y5 =Yi, V,Yil=Ys, V5, Y5 =Ys.

ng: [Y,Y5]=Ys, Vi, ¥5]=Y,, 11, V3] =Ys, V3, Vg =Yo, [¥5,Y5] = Y5
ng: [Yi,Ys]=Ys, Vi,Y5] =Yy, V1,V =Y3, 15, V6] =V3.

nd: (VY] =Ys, [Vi,Y5]=Yi, [V,Yi]=Ys, 15, ¥5] =Y5, [V3,Y5] =V;.
n: [V, Y] =Ys, [Vi,Y5]=Y1, [V,Yi]=Y;, Yo, Y5]=Y5, [Vo,Y5] =Y).
ngt s [V, Y6l =Y, [V, V5] =Yy, (Vs Y5 =Y5, [V5, Y =Ya .

ni2: [V, Y] =Ys, [Y,Y5]=Yi, [¥3,Y5]=Ya, [¥5, Y5 =Ys.

ni: [V, Y] =5, V5,6 =Y;, [¥4,Y5] = Y5

nit s [V, Y] =Y5, [V, Y] =Y;, [¥5,Y5] =Y.

ng®: V1,Y5] =Y;5, [V, Y] =Ys, V3,V =Yz, [Vi,Y5]=Y;.

ng® [V, Y6l =Y5, [V, Y =Ys, [V5, Y5 =Y;, [Vi, Y] =Y2.

ng' o [Y1,Ye]=Ys, V1, Y5] =Y, [V1,Y5]=Y5, [V, V3] =Y.
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ng®: [Y1,Y5|=Ys, [V1,Yi =Y;, [V, Y5 =Y5.
ng’ : [Y1,Y5|=Ys, [V1,Y5] =Yy, 12, Y3 =V].
ng’: [Y1,Y5|=Ys, [V1,Yi =Y;, [12,Y5] =Y5.
ng : abeliana.

Esta ordenacion, al igual que se hizo en dimensiéon 5, estd hecha en base a la
sucesion central de nilpotencia de dichas dlgebras. Esto se muestra en la siguiente:

Proposicién 2.2.1. La sucesion de nilpotencia de las dlgebras de Lie nilpotentes
no filiformes de dimension 6 son las siquientes:

i. nS yn&: sucesion de nilpotencia (4,3,1,0).

i. ng, ng y ni’: sucesion de nilpotencia (3,2,1,0).

. ng' y ni?: sucesion de nilpotencia (3,2,0).

w. ngd, ngt, ng®, ng® yng": sucesion de nilpotencia (3,1,0).

v. ngd: sucesion de nilpotencia (3,0).

vi. ng%: sucesion de nilpotencia (2,1,0).

vii. n2%: sucesion de nilpotencia (2,0).

viii. n3l: sucesion de nilpotencia (0). O

El resultado principal de esta seccién va a ser obtener representaciones en el
grupo de Lie G5 de cada uno de los grupos de Lie simplemente conexo asociados
a las algebras de Lie nilpotentes no filiformes en dimensién 6. Estas se obtendran
buscando en el algebra de Lie g5, asociada al grupo G5, una subalgebra suya que
sea isomorfa al adlgebra de Lie nilpotente que estemos estudiando.

Recordemos que en la Proposicion 1.3.7 se obtenia una base {X;}12, del dlgebra
de Lie g5 asociada al grupo de Lie G5 para la que la ley del algebra tenia la siguiente
expresion:

[X17X5] — _X47 [XlaXS] - X67 [X17X9] - X77
[X?);XIU] - X27 [X47X8] = X37 [X47X9] - X27 (2 13)
(X5, X6] = X3, [X5,X7] = X,

[X67X10] = X?) [X87X10] = X9-
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Partiremos entonces de esta base para obtener las algebras de Lie nilpotentes no
filiformes de dimension 6.

Por otro lado, el orden que seguiremos en la seccion para dar las representaciones
de los grupos sera empezar por el algebra n2! hasta llegar a la n$, esto es, en orden
descendente. Asi pues, comenzaremos nuestro estudio con el dlgebra de Lie abeliana

21
ng .

Proposicién 2.2.2.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ngl admite como representacion:

1 0 x4 x5 m9
0 1 =z x¢ z7
00 1 0 0
00 0 1 0
00 0 0 1

Demostracion.  La subalgebra g del dlgebra de Lie g5 obtenida al considerar como
base al conjunto dado por:

{X17 X27 X37 X47 X67 X7}

tiene todos sus productos corchetes nulos. Por lo tanto, g es el algebra de Lie
abeliana de dimension 6.

Si ampliamos la base de g a la que teniamos en g, esto es, {X;}12,, las ecuaciones
que determinan la representacion del grupo asociado al algebra de Lie vienen dadas
por la integraciéon de las ecuaciones:

{ws =0, wg =0, wg =0, wio = 0}. (2.14)
Al tener las formas diferenciales w; (i = 5,8,9,10) las expresiones siguientes:
ws = dxs , wg = dxg, wg = drg — xg3dr), wig = dxp .
el resultado de la integracion de (2.14) es:
T5 =1rg = Tg = T19 = 0,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposiciéon 2.2.3.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n2° admite como representacion:

1 x5 24 23 29
0 1 0 x5 z7
0 0 1 0 wz
00 0 1 O
0 0 0 O
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Demostracion.  Consideremos la base {X;}1%, de g5 y la subalgebra g de g5 en-
gendrada por la siguiente base:

Zl - X57 Z4 - X77
Zy = Xoy  Zy = Xy (2.15)
Z3 — XQ, Z6 — X6—|—X9.

Esta subalgebra resulta tener como ley la del algebra de Lie nilpotente nZ.
La base dada en (2.15) se amplia a una base de g5 mediante los siguientes campos:

{27 = X\, Zy = Xs
ZS - Xﬁ; ZIO - XIU-

Si {w;}19, es la base dual de {Z;}1°,, para hallar una representacion del grupo de
Lie asociado a n2’ basta resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar:

Wy = 0, wg = 0, Wg = 0, Wip = 0. (216)

La expresion de los w;, con 1 = 7,8,9, 10, es la que damos a continuacion:

{ wy = dxy, wg = duxg,
wg = drg— r1drg — drg + 13dT10, wig = dxg.
La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.16) es la siguiente:
{ r1 = 0, zg = 0,
Te — T9, ryp = 0,
con lo que se llega a la representacion indicada. O

Proposiciéon 2.2.4.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente nég admite como representacion:

1z i x5 x
0O 1 =z 0 =z
0 0 1 0 x9
0 0 O 1 x
o 0 0 0 1

Demostracion.  Consideremos la subalgebra g del algebra de Lie g5 engendrada
por la base {Y;}%_,, cuyos elementos tienen como expresion:

}/1 = X1+X5, }/zl = X27

Y2 = X37 Y:‘i = X?a
YE’, == X107 YVG = X9‘
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De este modo, la ley de la subélgebra g resulta ser la del dlgebra ni°.
Consideremos la base dual {w;}!°; de la base {Y;}°, de g5 que se obtiene am-
pliando la base de nl” con los campos:

Y? = Xl) )/9 = X67
Yé = X47 )/10 = X8'

Para obtener el grupo de Lie simplemente conexo asociado al algebra de Lie
ng’ debemos resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar este otro
sistema:

Wy = 0, wg = 0, W9 = 0, Wip = 0. (217)
La expresion de los w;, con ¢ = 7,8,9, 10, es la que damos a continuacion:
Wy = dl‘l - dl‘5, W9 = dl‘G - Ildl'g,
wg = d!L’4 - I5dl‘1, wig — dl‘g.
La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.17) es la siguiente:
Ty = Ts, rg = 0,
_ 1.2 _
Ty = 59, g = 0.
En consecuencia, llegamos a la representacion indicada. O

Proposicién 2.2.5.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ni® admite como representacion:

1 0 24 3 123
0 1 =z 2 z7
0 0 1 zg x4
00 0 1 0
0 0 0 1

0

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

}/1 = X17 }/zl = X9+X47

i = X7 Y5 = Xs.

La ley de g resulta ser la del algebra de Lie n}®.
Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}12, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de n{® con los campos:

Y? - X?) )/9 = X97
Ys = X, Yio = X
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Hemos de integrar el siguiente sistema:
Wy = 0, wg = 0, Wg = 0, Wi = 0, (218)

cuyas expresiones vienen dadas por:

wry = dib'g — £U5d£U7 + (£U1375 — £U4)d£U9 + (£U5376 — T3 + X4Tg — £U1375£U8)d$10,
wg = d£U5,

Wg = diUg — ZUgdZUlO — dZU4 + x5da:1

wip = dzxio.

El resultado de integrar (2.18) es el que sigue:

1
2
To = 53«"4, x5 =0, T9g = T4, z10 = 0,

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposiciéon 2.2.6.  Fl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente nfl; admite como representacion:

1 x5 x4 3 29
0 1 0 x5 a7
0 0 1 =z a3
0 0 0 1 g
0 0 0 0 1

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

Yi = Xg+ X, Yo = Xy,
}/2 — _X77 )/5 = _X3’
Y; = X5+ X, Yo = Xu

La ley de g resulta ser la del algebra de Lie n}".
Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}12, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de ni” con los campos:

}/TT = X17 Y'Q - X97
Ys = X, Yio = Xio.

Hemos de integrar el siguiente sistema:

Wy = 0, wg = 0, Wg = 0, Wi = 0, (219)
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cuyas expresiones vienen dadas por:

wy = dwy,

wg = —dl‘5 +dl‘6 —l‘ldl‘g,
Wg = diUg — ZUgd.ﬁUl(),

Wi = dlUl() — dZUg.

El resultado de integrar (2.19) es el que sigue:

1
2
x1 =0, Tg = Ts, Tg = 5%7 T10 = T8,

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposicion 2.2.7.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ni® admite como representacion:

1 0 24 23 o9
01 z 3z} a7
0 0 1 =z x
00 0 1 =
00 0 0 1

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

le = X4, Yv4 = X97
Y'Q - _X77 Yv5 - X37
Y = Xy, Yo = Xi+ Xg+ Xy

La ley de g resulta ser la del algebra de Lie ng®.
Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}}°, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de ni% con los campos:

Y: = Xy, Yo = X,
Ys = Xj, Yio = Xs.
Hemos de integrar el siguiente sistema:
wr =0, wg=0, wg=0, wyp=0, (2.20)
cuyas expresiones vienen dadas por:

wg = d!L’5, Wig — dl‘g-dl’lo.

{ Wy = d.’L’l —de'lo, W9 — dl‘G —l'ldl'g,
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El resultado de integrar (2.20) es el que sigue:
1

_ _ _ _ 2
1 = Tg = T1o0, x5 =0, Te = 5%;

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposiciéon 2.2.8.  Fl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ni® admite como representacion al grupo de Lie G.

Demostracion.  Segin se vio en la Proposicion 1.2.6, la ley del algebra de Lie
asociada al grupo G4 puede escribirse como:

(X1, Xe] = X, (X3, X6] = Xo
[X1,X4] = _X37 [X47X5] = X,

Sin mas que considerar el siguiente cambio de base:

i = Xla Y; = _X?n Ys = X57
YZ = X27 )/4 = X47 YVG = X67
se obtiene la expresion de la ley del algebra de Lie nilpotente n. O

Proposiciéon 2.2.9.  FEl grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de

Lie nilpotente ni* admite como representacion:

1 x5 x4 x3 29
0 1 = %x% 7
0 0 1 =z O
0 0 0 1 0
0o 0 0 0 1

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

Yi = X57 Yzl = X7’

Y = X35 Y5 = X4,

Y; = Xy, Yo = X1+ Xs.
La ley de g resulta ser la del algebra de Lie ng*.

Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}1°, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de ni! con los campos:

Y? - X17 )/9 = X97
Y = X, Yio = Xio.
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Hemos de integrar el siguiente sistema:
Wy = 0, wg = 0, Wg = 0, Wig = 0, (221)

cuyas expresiones vienen dadas por:

{ Wy = dxl —d.ib'g, Wg = dafg —Jfgda?m,

wg = dl‘G - l‘ldl'g, Wig — dl‘lg.
El resultado de integrar (2.21) es el que sigue:

1
Ty = I, T = §$?, rg =0, z10 = 0,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O
Proposiciéon 2.2.10.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ni> admite como representacion:

1 0 0 23 9
0 1 =z ¢ z7
00 1 xzg ia?
00 0 1 a3

0 0 0 1

0
Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:
}/1 = X17 }/zl = X37

}/2 — X27 }/:5 — X67
Y3 = Xy, Yo = Xg+ Xio.

La ley de g resulta ser la del algebra de Lie ng3.

Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}}°, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de ni% con los campos:

Y7 = Xy Yo = X,
Ys = X, Yio = X
Hemos de integrar el siguiente sistema:
wr =0, wg=0, wg=0, wyp=0, (2.22)
cuyas expresiones vienen dadas por:

{ wy = —l'5dl'1 +dl‘4, W9 = dl‘g —l'gdl'm,

wg = dl‘5, Wip = —dl'8+dl'10.
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El resultado de integrar (2.22) es el que sigue:

1
2
xy =0, r5 =0, Ty = 5Tg) T = Tg,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposicion 2.2.11.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ni? admite como representacion:

1 x5 x4 3 29
0 1 =z = %x%
0 0 1 =z =z
0 0 0 1 O
0 0 0 0 1

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

}/1 = X5+X8; Y;l = X37
}/2 = X27 Y:ﬁ = XG’
Y; = Xy, Yo = X1+ X,

Sea el siguiente cambio de bases:

Zl == )/1, Z4 = _2)/47
Zy = Yo, Zs = Y3V,
Z3 = Y3+Ys;, Zg = Ys.

La ley de g que se obtiene respecto de la base {Z;}¢_, resulta ser la del &lgebra
de Lie n{?.

Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}12, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de ni? con los campos:

Y- = X, Yo = Xy,
Ys = X, Yio = Xio.
Hemos de integrar el siguiente sistema:
wr =0, wg=0, wg=0, wyp=0, (2.23)
cuyas expresiones vienen dadas por:

{ wy = dl‘l — dl‘g — l‘gdl‘lg, Wg = d!L’7 - l‘ldl'g + (1'11'8 - l‘ﬁ)dl‘lg,

wg = dl‘5-dl‘8, w1 — d!L’lo.
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El resultado de integrar (2.23) es el que sigue:

1
_ _ 2 _
Tg = T, Irg = Ty, Ty = 51'1, 1‘10—0,

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposicion 2.2.12.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente nit admite como representacion:

1 x5 x4 T3 To
0 1 = —x4+mas 27
0 0 1 T 1
0 0 0 1 0
0 0 0

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

)/1 == X1+X97 )/4 — X27
Y, = X3, Y = Xy — X,
Y; = X, Yo = X5+ Xs.

Sea el siguiente cambio de bases:

ZI = )/17 Z4 = Y;b
Z2 = _2}/27 Z5 = _Y:‘37
Zy = Y5, Zs = Y

La ley de g que se obtiene respecto de la base {Z;}¢_, resulta ser la del &lgebra
de Lie nil.

Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}12, de g5 que se obtiene al ampliar la

base de ni' con los campos:

Y: = Xy, Yo = X,
Ys = Xy Yio = X
Hemos de integrar el siguiente sistema:
wr =0, wg=0, wg=0, wyp=0, (2.24)
cuyas expresiones vienen dadas por:

{ Wy = d.’L’l - dl‘g - l'gdl‘lg, Wg — d!L’5 - dl‘g,

wg = —IL'5dIL'1 + d!L’4 + d!L’G - l’ldl'g, Wi = d!L’lo.
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El resultado de integrar (2.24) es el que sigue:
Ty =11,  Tg=2T5,  Tg=—Ta+T1Ts5, Ty =0,
con lo que se obtiene la representacion indicada. O

Proposicién 2.2.13.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente néo admite como representacion:

1 x5 x4 z3 To
0 1 =z zg 7176 — %xi’
0 0 T Tg
0 0 Ty
0 0 0 O 1

Demostracidn.  Consideremos nuevamente la base {X;}12, de g5 y tomemos ahora
la subalgebra de g5 engendrada por:

Zy = —(Xi+ Xs+ Xy), Zy = X,
Zy = —(Xs+ Xy), Zs = Xy, (2.25)
Zy = Xy, Zs = Xs.

La ley de este dlgebra es precisamente la del algebra de Lie nilpotente n".
La base dada en (2.25) se amplia a una base de g5 mediante los siguientes campos:

{27 - X, 4 = Xi (2.26

ZS = XG; ZIO = X8-

Si {w;}19, es la base dual de {Z;}12,, para hallar una representacion del grupo de
Lie asociado a n}” basta resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar:

{(.U7 = 0, wg = 0, Wg = 0, W19 — 0}
La expresion de los w;, con ¢ = 7,8,9, 10, es la que damos a continuacion:
Wy = diUl — dib'l(), Wg = dx7 — £U1d£U9 + (Zleg — LUB)dLUl(),
wg = d.ﬁUﬁ — l’ldxg - d.ﬁUg + l’gd.ﬁ()lo, Wi = dl‘g — dl’lg.

La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.26) es la siguiente:

r1 = Tg = T,
Te = Ty,

_ 1,.3
Ty = T1Tg — §£U1.

En consecuencia, llegamos a la representacion indicada. O
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Proposicion 2.2.14.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente nd admite como representacion:

1 x5 x4 T3 T2
0 1 =z sxf+4uas T7
0 0 1 T %35% + T5
0 0 O 1 1
0 0 0 1

Demostracidn.  Seguimos considerando la base {X;}12, de gs. Sea la subalgebra
de g5 generada por los siguientes campos:

Zy = —(Xi+Xg+Xw), Zy = X3,
ZZ = —X7, Z5 — X4, (227)
Zg - XQ, Zﬁ - X5—|—X6+X9.

Se verifica que la ley de esta subdlgebra es precisamente la del algebra de Lie nilpo-
tente ng.
La base dada en (2.27) se amplia a una base de g5 mediante los siguientes campos:

{27 = X1, Zy = X
s = Xs, Zyp = Xs.

Si {w;}19, es la base dual de {Z;}1°,, para hallar una representacion del grupo de
Lie asociado a nJ basta resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar:

Wy = 0, wg = 0, W9 = 0, Wi1p = 0. (228)
La expresion de los w;, con ¢ = 7,8,9, 10, es la que damos a continuacion:

{ Wy = dxl — diUl(), Wg = dZUB — ZUld.iUg — dafg + ZUgd.ZUl(),

wg = d.ﬁU5 - d.ﬁUg + .ZUgd.ZUl(), Wi = d.ﬁUg — d.ﬁUlo.

La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.28) es la siguiente:

Ty = Tg = 10,
1
Tg = X9 = Tyt E‘T%

En consecuencia, llegamos a la representacion indicada. O
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Proposicion 2.2.15.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n admite como representacion:

Ts T4 T3 X2
1,2

1

0 1 = gz7 a7
00 1 = %x%
0 0 1 Ty
0 0 0 1

Demostracidn.  Continuamos trabajando con la base {X;}1°, del dlgebra gs. Sea
la subalgebra de g5 engendrada por los siguientes campos:

Z; = —(Xi+Xs+Xn), Zi = X,
Zy = —X, Zs = Xy, (2.29)
Zg - XQ, Zﬁ - X5.

Esta subélgebra resulta tener como ley la del algebra n$, siendo por tanto la misma.
La base dada en (2.29) se amplia a una base de g5 mediante los siguientes campos:

{27 - Xl, Zg — Xg,
ZS = XG; ZlO = X9-

Si {w;}19, es la base dual de {Z;}19,, para hallar una representacion del grupo de
Lie asociado a n® basta resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar:

Wy = 0, wg = 0, W9 = 0, Wip = 0. (230)

La expresion de los w;, con ¢ = 7,8,9, 10, es la que damos a continuacion:

{ wry = dxy — dzy, wg = drg— dry,

wg = dl‘G - l‘ldl'g, Wig — dl‘g - l‘gdl‘lg.
La solucion del sistema que se obtiene al integrar (2.30) es la siguiente:

xry = Tg = Ti0,
Tg — T9 = ll’%

2

En consecuencia, llegamos a la representacion indicada. O
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Proposiciéon 2.2.16.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente ng admite como representacion:

1 oy %x% T3 o
0 1 =z x5 x7
00 1 =5 a3
0 0 0 1 =g
0 0 0 1

Demostracion.  Consideramos la subalgebra g de g5 que genera la siguiente base:

Yi == X1+X5, Y;l = X37
}/2 - X27 }/:5 — X67
Y; = X7, Yo = Xg+ Xy

La ley de g que se obtiene respecto a esta base resulta ser la del algebra de Lie
ng.
Sea {w;}12, la base dual de la base {Y;}12, de g5 que se obtiene al ampliar la
base de nl con los campos:
}/TT - X17 Y'Q = X97
Yo = Xy, Yio = Xio.

Hemos de integrar el siguiente sistema:
Wy = 0, wg = 0, W9 = 0, Wi1p = 0, (231)
cuyas expresiones vienen dadas por:

wy = dl‘l - d!L’5, W9 = dl‘g - l‘gdl‘lg,
wg = —1‘5d1'1 + dl‘4, Wi = —d!L’g + d!L‘lo.
El resultado de integrar (2.31) es el que sigue:

_ _ 2 _ 1 2 _
Ts = X1, Ty = §5U1, Tg = 5%7 T10 = T8,

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

2.2.1 Grupo de Lie asociado a n{.

Llegados hasta aqui en esta Memoria, nos queda por obtener una representacion
del grupo de Lie simplemente conexo asociado al algebra de Lie nilpotente nS. Este
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grupo ha sido el mas costoso de encontrar, por lo que expondremos exhaustivamente
el procedimiento que se ha seguido para obtenerlo.

Como punto de partida para la obtencion de esta algebra haremos algunas con-
sideraciones acerca de su sucesion central de nilpotencia y su relaciéon con la del
algebra gs.

Asi, segiin la Proposicion 2.2.1, la sucesion central de nilpotencia del dlgebra nd
es (4,3,1,0). Ademas, de la expresion de la ley de este algebra dada al comienzo
de la Seccion 2.2, se deduce que este algebra posee centro de dimension 2. Dicho
centro estd constituido por el campo que genera C*(nl) y por un segundo campo
perteneciente a C3(ng) y distinto del anterior.

Al ser (6,3,1,0) la sucesion central de nilpotencia de g5 segin el Corolario 1.3.8,
pueden verificarse las inclusiones:

Ck(nd) c C*(g5), Vi € {1,2,3,4,5}.

Por lo tanto, se cumple la condicion necesaria (pero no suficiente) para que n§ pueda
ser subalgebra de gs.

Lo que haremos en la presenta subseccion es precisamente eso: demostrar que ng
es subalgebra de g5 y obtener a partir de este hecho una representacion del grupo de
Lie simplemente conexo asociado al algebra n. Para ello, vamos a suponer que
el resultado es cierto y vamos a ir exigiendole al grupo de Lie G5 las condiciones
que nos vayan siendo necesarias hasta obtener al algebra n§ como subélgebra de gs.

En adelante, consideraremos la base {X;}12, de g5 con su expresion en la base
canonica {e;}12, de campos diferenciables de G5 que se obtuvo al término de la
Seccion 1.1.

Calculemos ahora los términos de la sucesion central de nilpotencia de g5 para
k =3y k=4, esto es, los ideales C3(gs5) y C*(gs). Ambos ideales verifican:

C}(ng) C C%(gs) = <Xy, X3, X7 >

(2.32)
Ci(nd) C Clgs) = < Xy >

Como la dimension tanto de C3(ng) como de C3(gs) es 3, entonces, en virtud
de (2.32), se verifica la igualdad entre ambas y, por tanto, se tiene que:

< XQ,Xg,X7 >C ng.

La expresion de la ley del algebra g5 dada en (2.13), implica que el campo X, es
un elemento del centro de g5 y, en consecuencia, del centro de ng.

Como el segundo campo de n¢ que serfa necesario para generar el centro debe
pertenecer a C3(n$), tiene que ser una combinacion lineal de X3 y de X7, ya que X,
es un elemento del centro.

Sea pues el campo Y = AX3 + pX; el segundo generador del centro de nd. Su
expresion en la base canonica {e; }12, es la siguiente:

Y = Xe3 + per + pxses. (2.33)



2.2 Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6 no filiformes. 83

y su expresion matricial es la que sigue:

0

0
0
0 (2.34)
0

o o o o O
o O O O >

0
0
0
0

o O O T

0

Sea e = Ids el elemento unidad del grupo G5 (esto es, la matriz identidad de
dimension 5), entonces se verifica que:

G5(0)zlgl =6,

con lo que las coordenadas de e en G5 son (0,0,0,0,0). En consecuencia, el vector
tangente Y, es el que sigue:

000 X\ O
0000 u
Yo=10 00 0 0
0000 O
0000 0

Nuestro siguiente paso consistird en obtener el subgrupo uniparamétrico de
G5 que estd asociado al campo diferenciable Y. La existencia del subgrupo uni-
paramétrico viene dada por ser Y un campo perteneciente a gs. Segun la Defini-
cion 0.4.8, el subgrupo uniparamétrico asociado a este campo es el obtenido en la
siguiente expresion:

100 thA 0
010 0 tu
ey()=e"=]o001 0 0]- (2.35)
000 1
000 0

Para que el campo Y esté en el centro de una subalgebra del algebra gs, el
subgrupo uniparamétrico asociado debe verificar la siguiente condicion:

1 x5 x4 23 @9 1 0 0 tA O 1 0 0 tA O 1 x5 x4 23
0 1 x; x¢ x7 01 0 0 tu 01 0 0 tu 0 1 x; x4
0 0 1 x5 wm 001 0 =10 0 1 O 0 0 xg
0 0 0 1 =z 000 1 0 000 1 0 0 0

0 0 0 0 1 000 0 1 000 0 1 0 0 0 O

T2
X7
Ty

Z10
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Realizando los productos, esta condicién se convierte en:

1 x5 oy tA+23 tuzs + a9 1 x5 x4 x34+1tA 29+ tATy

0 1 x4 Tg tu + x7 0 1 =z Tg T +tu

0 0 1 Ty Tg =10 0 1 Ty Tg . (2.36)
0 0 O 1 T10 0 0 O 1 T10

0 0 0 0 1 0 0 O 0 1

Igualando elemento a elemento en la igualdad (2.36), obtenemos la condicion:
t/Ll‘g) = t)\l’l[), vt € C.

En consecuencia, nos quedaria:
M5 = )\.’L’lo. (237)
Para cualquier par (A, ;) de nimeros reales tal que (A, u) # 0, el dlgebra de Lie
nS seria subalgebra de la asociada al subgrupo de G5 determinado por (2.37).
Si A =006 u =0, obtenemos los subgrupos de G5 cuyos elementos son, respecti-

vamente, de la forma:

1 x5 x4 3 29 1 0 x4 3 o9
0 1 x1 x5 z7 0 1 z2; x¢ 27
0 0 1 x5 y 00 1 x5 2 | (2.38)
0 0 0 1 0 00 0 1 xp
0 0 0 0 1 00 0 0 1

Ambos grupos tienen asociados algebras de Lie nilpotentes cuya sucesion central de
nilpotencia es (5,2,0), que es incompatible con la sucesion (4,3,1,0) del algebra ng.
Por lo tanto, A y p deben ser distintos de 0.

No hemos realizado los calculos correspondientes para obtener las algebras de
Lie nilpotentes asociadas a estos grupos y sus respectivas sucesiones de nilpotencia,
ya que esta obtencion es anédloga a la de los grupos G, que hemos visto a lo largo
de la Memoria.

Al verificarse A # 0 # p, la condicion (2.37) se convierte en:

_ M
10 = —Ts.

A

Por tanto, el subgrupo de G5 que estudiaremos para la obtencion del dlgebra nd
resulta ser:

1 x5 x4 23 29
0 1 21 x5 x7
Gs=10 0 1 Ty X9
00 0 1 £
0 0 0 1
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Lema 2.2.17.  El dlgebra de Lie g5 asociado al grupo de Lie G5 es el dlgebra de
dimension 9 que tiene por ley:

[Xl,Xg)] — —X4, [Xl,Xg] — XG; [Xl,Xg] — X7,
[Xg,Xg,] — %XQ, [X4,X8] — Xg, [X4,X9] — Xz,
[X5,X6] = X3-— %X% [X57X7] = Xy, [X57X8] = —§X9-

Demostracion. Al ser G5 un grupo de Lie de dimensiéon 9, su algebra de Lie
asociada, g5 posee dimension 9. Vamos a hallar una base para gs.
Vamos a denotar a los elementos de G5 por:

1 x5 x4 T3 X9
0 1 x; x¢ x7
G5($1,$2,---,$8,$9) =10 0 1 xg x9
00 0 1 £
0O 0 0 0 1

Los campos de la base del dlgebra g5, se obtienen considerando los siguientes:

Los respectivos campos invariantes a izquierda obtenidos por estos subgrupos
uniparameétricos son los que siguen:

;

X1 = €1+ Ts€q4, X6 = Zsez + €,
Xy = e, X7 = xs5ey + ey,

y X3 = e, Xg = m4e3 + 2166 + €3, (2.39)
Xy= ey, Xg = z463 + 167 + €9,

L X5 = %1'362 +e5 + %1‘667 + %1‘869.

En esta base, la ley del algebra g5 es precisamente:

[X17X5] — —X4, [Xl,Xg] — Xﬁ, [Xl,Xg] — X7,
[X3, X5] = Xy, [XoXs] = Xa [Xo, X = X,, (240
[X5, Xe] = X5 —8X7, [X5,X7] = Xo, [X5,X5] = —£X,.

Corolario 2.2.18.  FEl centro del dlgebra de Lie g5 tiene dimension 2 y consiste
en < X9, X3+ %X"{ >
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Demostracion.  Tanto el campo Xy como el X3 + §X7 son elementos del algebra
como puede comprobarse al realizar los productos corchetes por la base {X;}9_, de
g5 obtenida en la Proposicion 2.2.17. De hecho, el grupo G5 se obtuvo al imponer
la condicion de que los dos campos perteneciesen al centro.

Solo resta probar que no hay més elementos en el centro. Para ello, sea Y un
campo arbitrario que pertenezca a gs. Entonces este campo es de la forma:

9
Y = Z aiXi,
=1

con a; € C, paratodoi=1,...,9.
Multiplicando el campo Y por los de la base {X;}}_, obtenemos el siguiente
sistema;:

[Xl, Y] = —a5X4 + agXG + a9X7 = 0,
(X5, Y] 0,
[Xg, Y] = G@%XQ 0,
[X4, Y] = CLng + CLQXQ 0,
[X5, Y] = a1X4 — §a3X2 + aﬁ(Xg — §X7) + Cl7X2 — agﬁXg 0,
[Xﬁa Y] = —a5(X3 — %X7) 0,
[X'Ta Y] = _a5X2 07
[Xg, Y] = —Clng — a4X3 + a5§X9 0,
\ [Xg, Y] = —a1 X7 — a4 Xo = 0,
cuya solucion resulta ser:
o K
a1 =a4=0a5 =ag = ag = ag = 0, a7—Xa3.
En consecuencia, la expresion del campo Y es:
Y = GZXQ + Clg(Xg + §X7),
de donde se deduce que Y pertenece a < X, X3 + £X7 >, lo que concluye la
prueba. O

Anteriormente se comento que los dos subgrupos de G5 dados en (2.38) no podian
contener un subgrupo que fuese representacion del grupo de Lie asociado a nS. Este
hecho obligaba a buscar el grupo de Lie en G5, que es el mayor subgrupo de G
cuya algebra asociada tiene centro de dimension 2 formado por los dos vectores X,
y X3+ £X7 (como se vio en el Corolario 2.2.18). En consecuencia, antes de seguir
seria conveniente comprobar si es un candidato factible, esto es, si la sucesion de
nilpotencia de g5 es compatible con el hecho de que nf fuese subalgebra suya. El
calculo de tal sucesion de nilpotencia permite dar la siguiente:
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Proposiciéon 2.2.19.  El dlgebra de Lie g5 es nilpotente y su sucesion de nilpo-
tencia es (6,3,1,0).
O
Al ser (4,3,1,0) la sucesion de nilpotencia de ng, no se entra en contradicciéon con
la Proposicion 0.5.9 si se supone que es subélgebra de gs. Obsérvese ademéas que
han de verificarse las siguientes dos condiciones:

C*(nd) = C*(gs) =< X9, X3, X7 > vy CHnd) =Cg5) =< X >, (2.41)

en virtud de la Proposicion 0.5.9 y poseer la misma dimension. Por lo tanto, tenemos
al menos tres campos que tendrian que estar en la subalgebra nS, a saber: X,, X3y
X7. Ademas, estos tres campos deben encontrarse en C*(nf).

En base a lo visto hasta el momento en esta seccion, buscaremos a ng como
subdlgebra del algebra gs.

Consideremos el conjunto de campos formado por { X5, X3+ £ X7, X7}. Los tres
campos sabemos que deben estar en la subélgebra de g5 que sea isomorfa a nS y
ademéas sabemos cuéles son los generadores del centro de nS y que los tres campos
estan en C*(nl). Para obtener el algebra buscada vamos a considerar tres campos
Y1, Ys e Y5 que posean las siguientes expresiones:

Yi = a1X1+ CL4X4+ a5X5+ aGXG+ ang+ ang,
Yo = X1+ bXyt bsXs+ beXot+ bsXs+ boXo, (2.42)
YE; == CLX4+ bX6+ CXg.

donde a, b, ¢, a;, b; € C.

Explicamos a continuacion por qué poseen estos tres campos las expresiones que
hemos indicado.

En primer lugar, dos de los campos que generen a n deben pertenecer a
nd \ C*(n§), que esta contenido en gs. Esos dos campos deben ser una combinacion
lineal arbitraria de la base {X;}}_, de gs. Pero recordemos que hemos supuesto
que Xo, X3y X7 estdn en ng, por lo que pueden eliminarse estos tres campos de la
expresion de Y7 e Yg.

En segundo lugar, necesitamos ademés un campo que esté en C*(ng) \ C?(nf)
y que estd contenido en C?*(g;). Entonces este campo debe ser combinacion lineal
de los campos de la base {X;}?_, que generan a C?(gs), esto es, combinacion lineal
de { Xy, X3, Xy, Xg, X7, Xo}. De nuevo, pueden eliminarse los sumandos correspon-
dientes a X5, X3y X7, con lo que se obtiene la expresion dada para Y.

Por lo tanto, consideraremos el conjunto definido por:

A=1{Xo, X5+ §X7,X7,YI,Y6,Y5}, (2.43)

como candidato de la base del algebra de Lie ng. Para ello, escribiremos los corchetes



88 Capitulo 2. Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6.

no nulos que surgen al realizar los productos entre ellos. Dichos productos son:

[Yl, X?] = a5Xo,

Y5, X7] = bs Xy,

Ys,Y5] = (bsc— bga) Xy + (bsh — bga) X3 + (brc — b5b§)X7,

Y1, Ys] = (asc— aga)Xy + (asb — aga) X3 + (arc — Fasb) Xy, (2.44)
[Y1,Ys] = (asby — agbs) Xy + (asbs + asbs — agbs — aghy) X

+(—a1b5 + a5b1)X4 + (a1b8 - agbl)XG
+(a1b9 — a5b6§ + 06b5§ — agbl)X7 + %(a8b5 — a5b8)X9

Para obtener una sucesion de nilpotencia (4,3,1,0), debemos tener al menos 4
productos no nulos que no sean linealmente independientes. Como poseemos cinco
productos y dos de ellos son proporcionales a X5, los productos no nulos han de ser:

Vi, Ye], [Ye, Y5, v [11,Y5],

ademés de alguno de los dos productos restantes: [Y7, X7] 6 [Y5, X7].

Obsérvese que también Y5 debe obtenerse del producto [Y7, Ys], ya que es el inico
de los productos que contiene los sumandos necesarios para obtener el campo Y.
En consecuencia, existe un escalar k; € C que verifica:

—a1b5 + Cl5b1 = kla,
Cllbg — Clgbl = klb, (245)
%(agb5 - a5b8) = klc.

Supondremos en adelante que , por lo que (2.45) quedaria:

a = —a1b5 + Cl5b1,
= albg — Clgbl, (246)
c = %(agbg) — a5b8).

Sustituyendo en (2.44) las expresiones de a, by ¢ obtenidas en (2.46), tenemos
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la siguiente expresion para los productos:

[lea X?] = a5X27
[Yv67 X?] = b5X27
Ye,Y5] = (%5461855 - %bwsbs — byasby + boa1bs) X

+(bsa1bs — bsaghy — bgasby + bgabs) X3
+(bragbs 5 — brasbg§ — bsaibs§ + bsagh §) X7,
[Y1,Y5] = (asagbsy — asasbss — agasby + agaibs) Xy (2.47)
+(asa1bg — asagh + aga by — agasby ) X3
+(a1agbs 5 — arasbs§ — asaibs + asash, §) X7,
Y1,Ys] = (a4by — aghs) Xy + (asbs + asbs — agbs — agby) X3
+(—a1bs + asb1) Xy + (a1bs — aghy) X
+(a1bg — asbs’ + ashs§ — aghy) X7 + §(ashs — asbs) X
A partir de ahora vamos a ir dando valores a las familias de parametros {a;}; y
{b;}; para obtener una base del algebra n{.
Como se necesita que el producto [Y7, X7] 6 [Vs, X7] fuese no nulo, exigiremos

que:
Y1, X7 =Xy [Y6, X7 =0. (2.48)
Esto se debe a que necesitamos que el vector Y; 6 Yy tenga productos no nulos
con al menos tres campos. Ademés nos da igual hacer la suposicion sobre Y; que
sobre Ys por que el comportamiento de ambos, en este punto, es simétrico. La
condicion [Ys, X7] = 0 la exigimos para eliminar uno de los productos por X;.
Las condiciones exigidas en (2.48) son equivalentes a:

(=1 v [6=0]

con lo que (2.46) y (2.47) se convierten, respectivamente, en:

a = b1,
= aibg — agby, (2.49)
c = — 4 bs,
(VX = X,
[V, Ys] = —(5babs + bgb1) Xo — b1bg X3 — b1 X7
= —(Lbybg + boby) Xy — bybs (X3 + LX7),
V1, V5] = —(asbs’ + agh)) Xy + (a1bs — 2aghy) X (2.50)
+(—2a,bs + aghy) 5 X7,
[Y1,Ys] = (asby — aghy)Xs + (bg + asbs — aghs) X3 + b1 Xy
+(a1bs — aghy) X + (a1by — be’ — aghi) X7 — £bs Xy,
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Obsérvese que, hasta el momento, tenemos como resultados de productos corche-
tes tanto a Xy como a X3+ £ X7, por mediacion de los productos [Y1, X7] y [Y5, Ys],
respectivamente.

El producto [Y7, Y5] es combinacion lineal de los campos Xo, X3 y X7. Para ob-
tener un campo linealmente independiente a los dos que ya tenemos como resultado
de productos, los coeficientes de X3y de X7 en [Y], V5] deben ser distintos. Exigimos
entonces que:

a1b8—2a8b1 = ]_,
a8b1—2a1b8 = 2,

de donde:
5) 4
bg = —— by = ——1|. 2.51
a10g 3 y agoy 3 ( )
En consecuencia, (2.50) se convierte en:

Y1, X7] = Xy,
[Y5,Y5] = —bibg( X35 + §X7) — (5babg + byb1) X,
V1, Y5] = &X7+ (X34 5X7) — (asbsh + aght) X, (2.:52)
Y1,Ys] = Y5+ (bs + asbs — aghs) X3 + (asby — agbs) X

+(Cl1b9 — bﬁ% — agbl)X7.

\

Obsérvese que obtenemos como resultados de los productos corchetes a Xo,
X3 + §X7, X7 e Y. Para simplificar los resultados de los productos exigiremos
que se anulen los restantes sumandos, es decir, exigiremos:

‘b4:b6:b9:0 y ‘CL4:CL6:CL9:0‘.

Los productos no nulos que aparecian en (2.52) se quedan en:

{ VX = X, Yo, Ya] = —bibs(Xs+ £X7),
V,Ys] = §Xo+ (X3 +5Xy),  [V1,Y6] = Y5,
Exigiendo ademas que se verifique b;bg = —1 y considerando las condiciones de

(2.51), obtenemos el sistema dado por las ecuaciones:
by = by = 1 bibs = —1
a — = a —— —1.
108 3’ 801 3’ 108

Una soluciéon para este sistema es la dada por:

(2.53)

‘blzl‘ ‘bgz—l‘ alzg ag = —

Q| v~
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En virtud de (2.53), el sistema dado en (2.49) tiene la siguiente solucion:

1 7
< 3] [T
De este modo, los campos Y7, Y5 e Yg tienen las siguientes expresiones:
5 4
Yi=-X1+ X5 — =X,
1= 34 57 g8
1 %
Vs =Xy— =Xg+ =X
5 17 3% + P
}/6 == X1 - Xg.

Estamos ya en condiciones de obtener a n como subalgebra de gs. Para ello

damos el siguiente:

Lema 2.2.20. Fl subdlgebra de g5 definida como:
g =< K,XQ,X?) + %X'T;X%va)a }/6 >

es isomorfa al dlgebra de Lie nilpotente nd.

Demostracion.  Si consideramos el cambio de base dado por:

Zy = Y1 — Y5, Zy = Xy,
Zy = —(Xs+8X7), Zy = Y,
Z3 = %X% ZB - }/67

la ley del algebra de Lie g se convierte en:
(21, Zs) = Zs, [Z),Z5| = Zy, |Z1,24) = Z3, [Zs,Zs] = Zo.
Pero esta ley es la de ng, con lo que se concluye la prueba. O

Por lo tanto, hemos obtenido el dlgebra de Lie nilpotente n como subélgebra de
Lie de g5 y, en consecuencia, de g5. Por tanto podemos obtener como representacion
del grupo de Lie simplemente conexo asociado a n8 a un subgrupo del grupo Gs.
Esto es lo que veremos en la siguiente:

Proposicion 2.2.21.  El grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra de
Lie nilpotente n admite como representacion:

1 x5 x4 T3 T2
0 1 =z —gaf+3m05 — 514 7
0 0 1 $T5 — T Ty — T1T5 + §O3
0 0 0 1 Ts
0 0 0 1
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Demostracidn.  Considerando la expresion del algebra n® que se obtiene en el
Lema 2.2.20 para £ = 1, podemos ampliar a una base de (5 sin mis que considerar
los siguientes campos:

Z7 = X, Zg = X3 y Zy = Xy,

donde {X;}]_, es la base de g5 obtenida en el Lema 2.2.17.

Para obtener el grupo de Lie asociado a ng, haremos uso del Teorema de Fribe-
nius. Por tanto, resolveremos el sistema de ecuaciones que se obtiene al integrar
este otro sistema:

w7:0, (.UgZO y WQZO,

donde las formas w; (i = 7,8,9) tienen por expresion:

wr = —3xs5day + 3dzy + drg — 21dws,
wg = dl‘l — %dl} + d!L’g,
Wg = l‘5dl‘1 — .'L'gdl‘5 - dl‘4 + d!L’g.

La resolucion del sistema resultante de la integracion de estas formas diferenciales

es:
1 1, 1 1 +1 9
T = —T1T5 — =T] — =T Ty = —T5 — X Tg =Ty — T1T5 + =X
631521347 835 1Y 29 4 15657

con lo que se obtiene la representacion indicada. O

En la Seccion 2.1 se demostré que los grupos de Lie simplemente conexos aso-
ciados a las algebras de Lie filiformes de dimension 6 son subgrupos de G pero no
de G5. A la vista de lo demostrado en la presente seccion tenemos el siguiente:

Teorema 2.2.22.  Todo grupo de Lie simplemente conexo asociado a un dlgebra
de Lie nilpotente no filiforme de dimension 6 que no se descomponga como suma
directa de otras, admite como representacion a un subgrupo del grupo de Lie Gf.

O

Nota 2.2.23.  Recuérdese que, en virtud de la Proposicion 2.2.8, G4 representa el
grupo de Lie simplemente conezo asociado al dlgebra de Lie nl°, por lo que el orden
de las matrices de esta representacion mejora en una unidad al caso general.



Apéndice

A modo de resumen incluimos en esta Memoria un cuadro general en el que aparecen
todas las algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor o igual que 6 que no se
descomponen en suma directas de otras, junto con la ley que define al dlgebra y con
la representacion obtenida del grupo de Lie simplemente conexo asociado.

Dimension 1

Algebra n! (abeliana)

Grupo de Lie asociado:
1 T
0 1
Dimensi6on 2

Algebra nl (abeliana)

Grupo de Lie asociado:

1 T2
0 T
1

Dimensiéon 3
Algebra nzl,) (filiforme modelo, Algebra de Heissenberg)
Ley del algebra respecto de {X;, Xy, X3}:

[Xla XS] - X27

93
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Grupo de Lie asociado:

1 x3 x4
1 x
0 1
Algebra n2 (abeliana)
Grupo de Lie asociado:
1 0 0 x5
0 1 0 my
0 0 1 =,
000 1

Dimension 4

Algebra nl (filiforme modelo)

Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4}:

{ X5, Xy = X,
(X1, X3] = Xo

Grupo de Lie asociado:

1 x4 23 29
0 T %x%
0 1
0 0 1

Algebra n2 (abeliana)
Grupo de Lie asociado:

T3 T2

Ty Ta
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Dimensioén 5

Algebra n! (filiforme modelo)
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4, X5}:
[Xlan] - kal ) k= 3747 5

Grupo de Lie asociado:

1 Ty T4 T3 X9
0 1 T %% :v_g’

2
0 0 1 T %
0 0 1 T
0 0 0 1

Algebra n? (filiforme)
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4, X5}:
{ (X1 Xd = Xp, k=345
[X47X5] - X2

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 T3 T2

0 1 x4 % + x5 %? + 125
0O 0 1 Ty % + x5
0 0 1 Ty

0 0 0 1

A 3
Algebra ng
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4, X5}:
{ X1, Xy = X, k=45
[X47X5] - X2

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 23 Ty

0 1 x4 %% T4 — X1T5
0 0 Ty —s

0 0 0 1 0

0 0 0 O 1
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A 4
Algebra ng
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, Xy, X5}:

[X17X5] = X4
[X17X3] = X2
[X27X3] = X4

Grupo de Lie asociado:
L T3 T2
1 x x4

Ts

o o O =
—_

A 5
Algebra n;
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4, X5}:

(X1, X5] = Xy
(X1, X3 = X

Grupo de Lie asociado:

1 x4 35 29
0 1 21 x5
0 0 1 0
0 0 0 1

A 6
Algebra n;
Ley del algebra respecto de {X;, X, X3, X4, X5}:

{ (X1, Xs] = X,
X5, X3] = X,

Grupo de Lie asociado:
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Algebra n? (abeliana)

Grupo de Lie asociado:

1 0 x4 x5 m9
0 1 =z z5 O
00 1 0 0
00 0 1 0
00 0 0 1

Dimensién 6

Algebra n} (filiforme modelo)

Ley del élgebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:
[Xlan] - kal ) k= 3747 57 6

Grupo de Lie asociado:

1 x5 5 x4 3 To
0 1 =z sz} gat 5o
00 1 x gz §af
0 0 0 T iad
0 0 0 T
00 0 O 0 1

Algebra n2 (filiforme)
Ley del algebra respecto de { X7, X», X3, X4, X5, X¢}:

{ (X1, Xy = Xeot, k=3,4,5,6
[XE);XS] — X2

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x5 x4 T3 T2

0 1 =z 32 gat4as 2!+ 0176
00 1 = sz so} 4 2
0 0 0 1 T i}

0 0 0 1 1

0 0 O 0 1
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Algebra n? (filiforme)

Ley del algebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

[Xlan] - kala k:3747576

[X47 Xﬁ] = X2
(X5, Xs] = X3
Grupo de Lie asociado:
1 x5 z5 Ty T3 T2
0 1 a ¥4z gat +aiwe 501 + §aimg + 523
0 0 1 T 11} + g §03 + 217
0 0 0 1 a1 507 + 26
0 0 O 0 1 T
0 0 O 0 1

Algebra n} (filiforme)

Ley del algebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

Xlan] = kala k:3747576

[
[Xy, X5] = Xy
(X4, Xg] = X3
(X5, Xs] = X4
Grupo de Lie asociado:
1 x x5 x4 T3 T2
0 1 x 32 ga} o)+ s2dee — saies + o2y — a3
00 1 z 3a? sx} 4 3aire — Txs + 24
00 0 1 x 57T+ 2126 — X
0 0 0 O 1 1+ Tg
0 0 O 0 1
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Algebra n (filiforme)
Ley del élgebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

[Xlan] = kala k :3747576
[X47X5] - X2
(X4, Xs] = X3+ X,
(X5, Xs] = Xu+ X5
Grupo de Lie asociado:
1 x5 z5 T4 T3 To
1,2 1 1.3 _ 1 2 1 4 4 5.2 2,2
0 1 =z Z27+3%1 5% — 301%6 + 525 3T3 + 3%4 + g5 — 1301 — 5T
1 1 5 1
+§.’L'6 +§l'1.’L'4 — §.’L‘1l’5 — X1Tg + §l’5.’L'6
1.2 1,4, 1.3
—5T1Ts + 7T + 15T %6
1.2 1 1 1 4 2.2 1,2
0 0 1 T 3T — 3% — 3% —T1+ 3T4 — GT5 — Tg — X7 — 55
1 1 2.3, 1,2
—§IL'1IL'6 — §$1I5 + 51'1 + g.'L'lIL'G
0 0 0 1 xl 207 + 33176 — 375
00 0 0 1 $T6 + 301
0 0 O 0 0 1

A 6
Algebra ng
Ley del élgebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:
{ X1 Xi] = X, k=456
(X5, Xs] = Xp

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 T3 T2
0 1 =z —gaf+3m05 — 514 T
0 0 1 $T5 — T Ty — T1T5 + §O3
0 0 0 1 Ts
0 0 0 1
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Algebra nj

Ley del algebra respecto de { X1, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

(X7, Xk] Xp_1, k=3,5,6
Xy, Xs] = X
(X5, Xs] = X3
Grupo de Lie asociado:
1 2 2] 23 2
0 1 =z x4 x5
0 0 1 = %x%
0 0 0 1
0 0 0 1

Algebra ng

Ley del algebra respecto de { X7, X», X3, X4, X5, X¢}:

{ (X1, Xi] = Xeu, k=4,56
[Xp, Xo] = X3
Grupo de Lie asociado:

1 x5 4 x3 29

0 1 x 327 6

0 0 T i

0 0 T

00 0 O 1

Algebra n

Ley del algebra respecto de { X1, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

[Xth]
[ X2, X
[X5, X

Xk:fl )
X3
X3

k=4,5,6
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Grupo de Lie asociado:

Algebra néo

o O O O =

Ty T4 I3 i)
1z 1ot +a; Tg
0 1 T 11} + 35
0 1 T
0 0 1

Ley del algebra respecto de { X7, X», X3, X4, X5, X¢}:

Grupo de Lie asociado:

Algebra nél

[Xlan] = Xk:—l ) k= 47 57 6
(X0, X5] = X
[X27X6] - X4

Ty T4 T3 i)
1z x5 x26 — 327
0 1 T Tg
0 1 T
0 0 1

Ley del algebra respecto de { Xy, X», X3, X4, X5, X¢}:

Grupo de Lie asociado:

o O o o =

[Xlan] - Xk:—l ) k = 57 6
(X5, Xe] = Xy
(X5, Xe] = Xo

T5 T4 I3 T
1 x —x4+ 1175 T
0 1 Tx T
0 O 1 0
0 0

101
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Algebra n}?

Ley del algebra respecto de { X1, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

Grupo de Lie asociado:

Algebra né?’

(X1, Xk] = Xp1, k=5,6
[ X3, X] Xo
(X5, Xe] = Xp

1 x5 x4 3 29

0 1 =z x5 3a3

0 0 1 =z =z

0 0 0 1 0

0 0 0

Ley del algebra respecto de { X7, X», X3, X4, X5, X¢}:

Grupo de Lie asociado:

Algebra ntlf

(X1, Xe] = X5
(X5, Xe] = X
(X4, Xo] = X
1 0 0 23 x9
0 1 x4 x5 x4
0 0 T %x%
0 0 1 x
00 0 1

Ley del algebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

{

(X1, Xik] = Xio1,

[X5, X

- X,

k=46

Apéndice
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Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 x3 29
0 1 = %x% T
0 0 1 =z O
0 0 0 1 0
0o 0 0 0 1

A 15
Algebra ng
Ley del algebra respecto de { X7, X», X3, X4, X5, X¢}:

[Xlan] = Xk:fla k:476

(X3, Xe] = —Xp
[(Xy, X5] = Xy
Grupo de Lie asociado:
1 x4 x3 m9
0 1 =z =z
0 1 g
0 0 1

Algebra nlS

Ley del élgebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

[Xlan] = Xk:—l ) k= 47 6
(X5, Xs] = X3
[X47X6] - X2

Grupo de Lie asociado:

Ty T3z T2

1,..2
T 5.1'1 Ty

o O O O =
o O O = O
—_

T T
1 T
0 1
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Algebra n}”

Ley del algebra respecto de { X1, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

{ (X1, Xe] = Xo1, k=356
[X27X3] — X4

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 23 29
0 1 0 x5 xq
00 1 = %x%
0 0 0 1 =x
0 0 0 0 1

Algebra n}8

Ley del algebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

(X1, Xo] = X5
[Xla X4] - X3
[X47 Xﬁ] - X2
Grupo de Lie asociado:
T3 Ty 33

Ty T4 Ts

o o o O =
o o o = O
—_

Tg T3
0 1 0
0

Algebra n}®

Ley del algebra respecto de { X7, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

{ (X1, X4 = Xeot, k=56
[X27X3] — X4
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Grupo de Lie asociado:

1 2 a1 @3 29
0 1 =z 0 =z4
0 0 1 0 xzj
0 0 1 g
0 0 0 1

A 20
Algebra ng
Ley del élgebra respecto de { X1, Xy, X3, X4, X5, X¢}:

[XlaXﬁ] = X5
[X17X4] = XS
[X27X6] = X3

Grupo de Lie asociado:

1 x5 x4 73 29
0 1 0 =z =
0 0 1 0 =
0 0 0 0
0 0 0 0 1

Algebra n2! (abeliana)
Grupo de Lie asociado:
Ty T3 T2

Ty Ts Te

o O O O =
o o O = O
—

o
o
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También se ha querido ofrecer un esquema de cuéales son los grupos de Lie sim-
plemente conexos que se obtienen de cada uno de los GG, de los que hemos hecho

uso en esta Memoria:

Gy
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