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RESUMEN

Los procesos de fractura son una de las principales causas de fallo en diferentes materiales y estructuras en diferentes
aplicaciones en Ingenieria. Por ello, a lo largo de las udltimas décadas, su estudio ha estado enfocado en tareas como
el desarrollo de criterios de prevencién en fase de proyeccién de estructuras o la modelizacion del comportamiento de
materiales ante situaciones (estados de carga) que conlleven la iniciacién y el desarrollo de grietas. En el caso concreto
de la Ingenieria Civil, los materiales de naturaleza geomecdnica (suelos y rocas) sufren a su vez este tipo de procesos
de cardcter ineldstico. En el contexto de la Mecadnica Computacional, se han propuesto diversas metodologias de andlisis
de procesos de fractura basadas en la Mecdnica de la Fractura Eléstica Lineal, modelos de grieta cohesiva, entre otros
muchos. Recientemente, una de las técnicas con mayor impacto en la comunidad cientifica ha sido la denominada Phase
Field Approach of Fracture (PFAF), basada en la visidn energética originalmente propuesta por Griffith incluida en un
enfoque variacional desde el punto de vista matemdtico. En este trabajo, se desarrolla la extension de la PFAF para la
modelizacién de la fractura conjuntamente con leyes materiales no lineales siguiendo diversas formulaciones propuestas
en la literatura y aplicadas a modelos de fractura con flujo asociativo y no asociativo. El trabajo concierne un profundo
analisis de las diferentes opciones de modelizacién de fuerzas precursoras de fractura en el contexto de PFAF asi como su
correspondiente implementaciéon numérica empleando el método de los elementos finitos.

PALABRAS CLAVE: mecanica computacional, plasticidad, phase field, elementos finitos, mecanica de la fractura

ABSTRACT

Fracture events are one of the most common causes of failure that occur in different materials used in different engineering
applications. Therefore, over the last decades, the comprehensive understanding of these phenomena has been received
a great deal of attention with focus on the prevention criteria development in the designing and dimesnioning stages
of structures or the modelling of the material behaviour in situations (related to load states) that lead the development
of cracks. In Civil Engineering applications, geomaterials (soils and rock) are prone to develop this type of inelastic
process. Within the context of Computational Mechanics, several fracture methodologies based on Linear Elastic Fracture
Mechanics, cohesive crack models, among many others, have been proposed so far. Recently, one of the techniques with
the greatest impact on the scientific community has been the so-called Phase Field Approach of Fracture (PFAF), based
on the energetic vision originally proposed by Griffith included in a variational approach from a mathematical point of
view. In this work, the extension of the PFAF for material nonlineal effects prior fracture occurence is developed following
several formulations proposed in the literature and applied to fracture models with associative and non-associative flow.
The work concerns with an in-depth analysis of the different options for modelling fracture driving forces in the context
of PFAF as well as their corresponding numerical implementation using the finite element method.

KEYWORDS: computational mechanics, plasticity, phase field, finite element method, fracture mechanics

La motivacion que persigue este trabajo desde el punto La mayoria de modelos ideados para modelar procesos de
de vista computacional se basa en desarrollar un modelo fractura segun la aproximacion de tipo variacional PFAF
para la aplicacién de diversas formulaciones de fractu- siguen el modelo candnico propuesto por Francfort y Ma-
ra siguiendo la metodologia PFAF acoplada con una ley rigo [1], para obtener una versién regularizada. Dicho
constitutiva de caracter elastopldstico. procedimiento se conoce como la formulacién tipo phase-
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Figura 1: Situacion de grieta discreta y grieta regularizada segiin PFAF.

field. Esta formulacion se basa en regularizar la superficie
discontinua de la grieta a través de una variable auxiliar
de tipo difuso, por la que se obtiene un campo continuo
de la variable dafio evaluable en cada punto del domi-
nio, vedse [2]. En la Figura 1 se puede observar como la
grieta (representada por el campo discreto I') se aproxima
a través de la variable phase-field, que actda en la zona
delimitada por la longitud caracteristica /. (pardmetro de
control).

La variable de phase-field se define como d : Q X [0,7] —
[0, 1]. Es decir, b interpola entre el estado intacto del ma-
terial (0 = 0) y el estado totalmente dafiado (b = 1),
donde los estados intermedios suponen una pérdida pro-
gresiva de rigidez.

Por otro lado, los fendmenos no lineales de tipo material
se tienen en cuenta en este trabajo a partir de un modelo
elasto-pldstico [3] definido por: (i) criterio de plastifica-
cién, (ii) regla de flujo y (iii) la correspondiente ley de
endurecimiento. En este trabajo se ha implementado el
modelo de Mohr-Coulomb con una ley de endurecimien-
to afectando a la variable de cohesion, siguiendo las di-
rectrices de [4]. El caracter asociativo o no asociativo del
modelo pléstico reside en la diferencia entre los valores
del dngulo de rozamiento ¢ y el dngulo de dilatancia ¢,
pardmetros de la funcidn de plastificacion y el potencial
plastico respectivamente.

Por tanto, las variables independientes del problema son
el campo de desplazamientos u, el campo de deformacio-
nes plésticas &” y la variable phase-field d.Estas variables
entran dentro del montaje del modelo de caracter acopla-
do a través de la formulacién de la densidad de energia
interna total, propia de formulaciones de tipo variacional.
La densidad de energia presenta la siguiente forma [5]:

Win(g, 7,0, VD, a, Va) := y(e, €°,0,a, Va) + A, VD, )

= | gOW.(e - €") |+ ’h(b)lﬂp(a,Va') + ’Af(b,Vb) \+
E H
+ | p()A (@)
P
(D
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En la que «a es la variable de endurecimiento. En un pri-
mer desarrollo la energia se divide en dos términos: la
energia libre ¢ y el trabajo disipativo A, que puede ser lo-
cal o no local para el campo de fractura en funcién de si
se considera el término de Vb. Pasando a un segundo ni-
vel contamos con cuatro términos, cuyo desarrollo puede
consultarse en [5], enfocandonos en este documento en el
término de fractura F:

= E: Término correspondiente a la energia eldstica
degradada. Dicha energia se degrada a partir de una
funcién g(d) cuyo valor disminuye desde 1 a 0 a
medida que el valor de d aumenta.

» H: Término correspondiente a la energia plastica
degradada. De nuevo existe una funcién A(d) que
cumple el mismo propésito y condiciones que g(d).

» F:Término correspondiente al trabajo disipativo de
dafio. En el contexto que se trata toma la forma:

w(d)
l

c

G.
As(d, Vb) 1= =<

w

+ lc|Vb|2) )
Donde G, es la tenacidad a fractura del material, y
w(d) y ¢, son los coeficientes propios del funcio-
nal de Ambrosio-Tortorelli. En el caso mas comiin
(conocido como AT-2) se considera la funcion de
densidad de superficie de grieta definida en [2]:

- (d?
Af(d, VD) := % (l— + lC|Vb|2) (3)

c

Puede comprobarse que utilizando este tipo de for-
mulacién se da la I'-Convergencia al modelo de
fractura fragil de Griffith llevando a 0 la longitud
caracteristica [, véase [2, 6]. Sin embargo, tiene el
inconveniente de que el dafio empieza a entrar en
juego desde que se inicia el estado de carga. Esta
desventaja se suele suplir mediante el uso de th-
resholds, por los que se impone un umbral para el
comienzo del desarrollo del dafio [7, 8]. También
existen otros autores que emplean un funcional tipo
AT-1, que desarrolla un tramo lineal previo al dafio,
aunque es necesario realizar ajustes para mantener
la condicién de irreversibilidad [9].
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= P: Término correspondiente al trabajo disipativo
plastico, degradado a partir de la funcién p(d).

Con estos términos, se ensambla la densidad de energia
y se integra en el dominio de estudio para después ob-
tener la formulacién energética propia del método de los
elementos finitos. La organizacién del articulo se estruc-
tura como sigue: En primer lugar, se describe y se detalla
el modelo computacional desarrollado (Secs. 1y 2), para
posteriormente extraer una serie de resultados de caracter
cualitativo a través de un ejemplo sencillo para una se-
rie de metodologias reconocidas (Sec. 3). Finalmente se
resumen las principales conclusiones en la Sec. 4.

1. MODELO COMPUTACIONAL

El modelo computacional desarrollado se basa en el méto-
do de los elementos finitos y fue desarrollado en ABAQUS.
La forma de resolver el problema acoplado pasa por im-
plementar un procedimiento tipo Staggered Algorithm [10].
En ABAQUS, se trabajard con los entornos personaliza-
bles tipo UEL y UMAT. Una UEL (User Element) es
un tipo de interfaz que permite implementar elementos
finitos segiin una metodologia propuesta por el usuario.
Las aportaciones de este entorno son las contribuciones
al vector de residuos y a la matriz de rigidez del siste-
ma de ecuaciones del MEF. Por otro lado, la UMAT se
encarga de definir el modelo de comportamiento del ma-
terial a través de la actualizacion del estado de tensiones
y de la matriz de rigidez en base al modelo plastico im-
plementado. Como variables generales de entrada se de-
talla el valor estimado del campo de desplazamientos y
de dafio, que deben converger en cada paso de tiempo por
el caracter desacoplado del algoritmo empleado.

Dentro del procedimiento, uno de los aspectos mas desta-
cables es el cdlculo de las energias. Para la energia elasti-
ca (término E sin degradar) la formulacién en materiales
isétropos toma la forma [11]:
A e\2 e\2

W, = S(re?) + utr[(6°)?] 4)
Se puede observar que la Ec.(4) es combinacioén lineal de
los invariantes del tensor de deformaciones elastico. En
este trabajo se utilizard la descomposicién de Miehe [7],
que se basa en la diferenciacion de la parte positiva (trac-
cién) y negativa (compresion) haciendo uso de las defor-

maciones eldsticas del sistema principal, que son los au-
tovalores del tensor de deformaciones eldstico (&7, 5, £5):

A
We, = S(e] + s + e (DD + (e + (e52) 9)

El operador (z). son los paréntesis de Macaulay, que re-
presentan la funcién a trozos (2)+ := (z = z])/2.

Por otro lado, la energia disipativa pldstica ¥4 (término
H + P sin degradar) se calcula a través de la obtencién
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del drea bajo la curva de tensién-deformacion plastica, de
forma que:

1 0';’” +o!

5 (Sn—l — g )

Wpa = Vpa + i pi

(6)

i=1

Siendo n el nimero de componentes del pseudovector de
deformaciones plasticas. Tal y como se muestra en la fi-
gura 2 para una componente genérica, la energia se cal-
cula mediante la discretizacion de la integral o suma dis-
creta de 4reas sucesivas, afiadiendo en cada paso la ence-
rrada entre los valores de deformacion plastica del paso
anterior y del actual.

0;

n+1
g

L
[
n

0;

n L €n+1

Pi Pi 510‘
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Figura 2: Obtencion de la energia disipativa pldstica.

Se observa que este tipo de disipacion se calcula en fun-
cién de las tensiones efectivas, que no estdn afectadas
del campo dafio. Se emplean este tipo de tensiones, y no
las nominales (afectadas del campo de dafio), ya que la
energia se degrada posteriormente a través de la funcién
de degradacion.

Tras la obtencidon de todas las variables necesarias, se
afiaden como contribuciones a los vectores de residuos y
matrices de rigidez, a través de las expresiones definidas
del procedimiento tipo Staggered Algorithm en [10].

2. ANALISIS DE METODOLOGIAS

En esta seccidn se hard especial enfésis en el cdlculo del
residuo y parte de la matriz de rigidez dependiente del
campo de dafio b, r} y K. Estas variables dependen,
ademas de la discretizacion del MEF realizada, del término
de Driving Force. Dicho término tiene su origen en la
ecuacion de evolucién local del daio [8]:

- [ oA

Driving Force

%[b — 2Ad]

c

(N

R. Geométrica

Donde el crecimiento de grieta se basa en un equilibrio,
a modo de competicion, entre el término de la resistencia
geométrica y la Driving Force, gobernada por la variable
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histdrica H, responsable de la condicién de irreversibili-
dad del dafio en modelos AT-2.

Diferentes autores, en aras de desarrollar un modelo de
fractura ddctil que acople los campos de plasticidad y
dafio, han propuesto y desarrollado diversas formulacio-
nes para el término de Driving Force. En este trabajo se
estudiard la derivacién de las metodologias de Borden
[12] y Miehe [13], que son los que mds versatilidad ofre-
cen a la hora de modelar este tipo de comportamiento en
materiales.

En ambos casos, se parte de la ecuacion de evolucién de
la superficie de grieta (7) realizando una serie de modi-
ficaciones a través de pardmetros y thresholds. A conti-
nuacién, se muestra como obtener las componentes del
vector de residuos y matriz de rigidez asociados al dafio
para cada metodologia.

= Metodologia propuesta por Borden et al.: En este
caso, la ecuacion de evolucion sufre cambios en la
definicion de H y g(b), partiendo de la Ec. (3), que-
dando de la siguiente forma:

G, ’
< (= £280) = =g/ ) [Be H + B,(¥pa = Wo)- ]
(3
Donde:
H = gl[g)z(] [\Pe(s )] ©)

g® =(1-2*(1+d2-m)), m>0

Por facilitar la comprensién en el desarrollo, se ha
obviado intencionadamente la descomposicién en
parte positiva y negativa de la energia eldstica en
ambas metodologias, teniendo solo que afectar la
funcién de degradacion a la parte positiva.

En base a la discusién ofrecida en [5], Borden y co-
autores utilizan una funcién de degradacién cibica
con AT-2 para poder generar un tramo lineal pre-
vio a alcanzar la deformacién correspondiente a la
tensién pico (como comparacién al comportamien-
to de la de cardcter cuadratico consultar [12]) y asi
suplir el defecto del comienzo inmediato del dafio
con la puesta en carga propia de la combinacion
{g(d) cuadratica+AT-2}. Para conseguir mantener
el mismo nivel de deformaciones al alcanzar la ten-
sién pico que en el caso cuadritico y mantener la
semejanza con un modelo AT-2, el pardmetro m se
debe ajustar. Dicho ajuste se corresponde a un va-
lor mucho menor que la unidad, pero sin alcanzar
su nulidad ya que no se podria producir la nuclea-
cion de defectos para el estado intacto del material.
En [12], siguiendo diversas modelizaciones, se op-
ta por un valor de m = 107*. Por otro lado, Borden
separa la Driving Force en dos términos afectados
por unos coeficientes de ponderacion B, y ,. El
primer término afecta a la energia elastica y el se-
gundo a la disipacién plastica controlada ademas
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por un threshold Wy. Los coeficientes de ponde-
racién modelan la contribucion de cada término al
crecimiento de grieta, que es el fin dltimo de la Dri-
ving Force.

Para obtener la componente asociada al dafio del
vector de residuos y matriz de rigidez es necesario
utilizar la discretizacién propia del MEF:

DZNibi

10
Vb =B, b, (10)

Por la cual, sustituyendo en (8) y derivando se ob-
tiene:

G..
r = f {[l—b+g ) (Be H + Bp( P pu—
B c
— Wo))IN; + Gele (BI'Vd)} dv
or’ G.
K =a—b’j = L { T rE® (Be H + Bp(¥ pa—

— Wo)INiN; + G L.B] B}V

(1)

Metodologia propuesta Miehe y coautores: Por su
parte, Miehe et al. [8] realizan la modificacién del
término F de (1). En dicho término establece una
extension del modelo AT-2:

2
As(d,Vd) := 2% (b— + lc.|Vb|2) +(1 - g®)w.

e
12)
En el que aflade un término adicional controlado
por la energia critica de fractura w, que actda a mo-
do de threshold. Desarrollando la energia total del
sistema y derivando con respecto a la variable dafio
para obtener la ecuacién de evolucion queda:

w,
2= (b - PAd) = g’ OH 13
7 (2 Le80) = —g'(®) (13)
Donde:
H :srne[%i?;t] [(‘Pe + ¥ —wc)] 04
g =(1-1)°

Como puede observarse, esta formulacion introdu-
ce el threshold de manera natural en el término de
energia de fractura, que deriva en la ecuacién de
evolucidn, a diferencia de otros autores que optan
por establecerlo en los términos de energia eldstica
o plastica. De esta forma, consigue asemejarse a un
modelo AT-1 con un tramo previo lineal sin dafio
apreciable, pero con las ventajas propias de un mo-
delo AT-2. Ademds, emplea un pardmetro & para
controlar la caida de la fase postcritica de dafio.

De forma andloga al proceso realizado en Borden
et al. [12], se obtienen las contribuciones al sistema
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Borden: Comparativa I
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Figura 3: Resultados de las curvas de comportamiento (linea continua) y evolucion del daiio (linea discontinua).

del MEF:

I

20,2
3
o}
ov;
12

C

b
r;

2%1; + g’(b)ﬂ] Ni+

+ (B,.TVD)} dv

f {[2“’— + g"(b)‘H} NiNj+
B 3

B,.TB,} dv

(15)
2
ij

2w,

+

3. RESULTADOS

Para verificar las metodologias presentadas en la seccién
anterior con el modelo computacional desarrollado, se
comprobard de forma cualitativa su efectividad a través
de un ejemplo sencillo. Dicho ejemplo supone la mode-
lizacién de un elemento sometido a traccién en condicio-
nes de deformacion plana. El elemento utilizado es de ti-
po bilineal de 4 nodos, con 4 puntos de integracién. Den-
tro de la modelizacién de la plasticidad a partir del mode-
lo de Mohr-Coulomb se propone la siguiente ley de endu-
recimiento de cardcter lineal para la cohesion, en funcién
de la deformacién plédstica acumulada &” (variable de en-
durecimiento):

c(8") = co + HE" (16)

Las propiedades empleadas en la modelizacién son las
recogidas en la Tabla 1. Estas propiedades modelizan de
forma cualitativa un suelo tipo arcilloso en condiciones
no drenadas (simulacién a corto plazo), material carac-
teristico de aplicaciéon del modelo Mohr-Coloumb, con
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un médulo de endurecimiento H negativo ya que la trac-
cidén va asociada a una pérdida de resistencia en suelos.

Material FE [kPa] v G, [kPam] [, [m]
Arcilla  8.0-10° 0.2 0.5 0.2
Material c¢o [kPa] H[kPa] ¢[°] v [°]

Arcilla 15.0 -10.0 1.0 1.0

Tabla 1: Propiedades y pardmetros utilizados para las
metodologias de Borden y Miehe.

A continuacion, a la vista de los resultados ilustrados en
la Figura 3 puede concluirse:

= En la comparativa I de Borden se denota la dife-
rencia entre la aproximacién de Borden et al. (m =
10™#) y un AT-2 (m = 2) sin threshold, con refe-
rencia al estado no dafiado. Se observa que mien-
tras que la aproximacién de Borden et al. conserva
una fase no dafiada antes de darse la caida sibita de
resistencia, en AT-2 la degradacidon comienza des-
de la fase elastica. Ademads, gracias al zoom en la
gréfica se puede apreciar una transicion mds suave
a la caida en Borden et al. que en AT-2.

En la comparativa II de Borden se observa el efec-
to del threshold en la parte pléstica de la Driving
Force. Como era de esperar, a mayor valor del A-
reshold mas se retrasa el inicio de la fase de dafo
en el elemento.

De forma andloga al caso anterior, en la comparati-
va I de Miehe se comprueba el efecto de la energia
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critica w.. A mayor valor de este pardmetro mayor
es la energia necesaria para desencadenar el proce-
so de dafio.

= Por dltimo, en la comparativa II de Miehe obser-
vamos las diferentes formas de caida propias de la
fase post-critica debido al pardmetro £. A medida
que aumenta el valor de este parametro la pendien-
te va creciendo, asemejandose a una fase de dafio
sin mucho recorrido en deformaciones propia de la
fractura de tipo fragil.

4. CONCLUSIONES

El presente trabajo muestra la capacidad de las distin-
tas metodologias descritas empleando el modelo compu-
tacional desarrollado. En este caso, el caracter asociado o
no asociado de la plasticidad viene dada por una aplica-
cion sencilla del modelo de Mohr-Coulomb.

Gracias al problema planteado, se ha podido comprobar
como cada parametro influye en la solucién. Con este co-
nocimiento se podria trabajar con el ajuste de resultados
experimentales. Sin embargo, cabe destacar que detras
de cada metodologia y de la obtencién del valor de cada
pardmetro deberia existir un trasfondo fisico que le aporte
rigor cientifico a la modelizacién efectuada.

Finalmente, se denota la versatilidad del modelo compu-
tacional para incluir otro tipo de leyes de comportamiento
distintas a través del desarrollo de UMAT especificas, que
pueden acoplarse facilmente al entorno de la UEL imple-
mentado en ABAQUS.Ademads, una vez verificado los re-
sultados para un elemento, los problemas planteados pue-
den asemejarse a geometrias y condiciones mds realistas.
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