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Prélogo

En esta tesis se presentan los resultados del trabajo realizado durante los tltimos cuatro
afos en el Instituto de Ciencias Nucleares de la Universidad Nacional Auténoma de México
y el Departamento de Fisica Atémica, Molecular y Nuclear de la Universidad de Sevilla.
Podemos distinguir en ella dos partes; en la primera, mds extensa, se presenta el modelo
AOSM (Modelo de Osciladores Anarmdnicos Simetrizados) para el estudio de la estructura
vibracional de moléculas poliatémicas, la segunda aborda el problema de la dispersién de
electrones por moléculas polares.

El modelo AOSM utiliza los llamados métodos algebraicos, tomando como punto de
partida el l[imite monodimensional del Modelo Vibrénico. Este tltimo modelo es el trabajo
pionero en la aplicacién de la teoria de grupos al estudio de la estructura molecular. En
el primer capitulo se presentan la aproximacién tradicional al problema de las vibraciones
moleculares y los principales aspectos del Modelo Vibrénico y su limite monodimensional.
El modelo AOSM facilita la conexidn con el limite arménico y establece la relacién entre
la aproximacién algebraica y los célculos en el espacio de configuracién.

La simplicidad del algebra u(2), que constituye la base del modelo, permite que éste
sea lo bastante flexible para tratar situaciones muy dispares, como se pondra de relieve
en las aplicaciones presentadas. Siguiendo la metodologia algebraica, a través de un
modelo relativamente simple se intenta obtener aproximaciones adecuadas a problemas
cuya resolucién implicaria calculos complicados en el marco del tratamiento tradicional.
En ocasiones, este tipo de modelos son las 1nicas aproximaciones viables, y permiten
alcanzar resultados, cualitativos al menos, que dan una primera idea de la naturaleza del
problema.

Se pueden destacar dos aspectos de especial interés en el AOSM. El primero es la
combinacién que hace de técnicas ligadas al tratamiento tanto de grupos continuos como
de grupos discretos; la dinamica del problema se describe mediante el dlgebra de Lie
u(2), asociada al grupo continuo U(2) y la simetria puntual molecular mediante grupos
discretos. El segundo aspecto a destacar, de indole mds practica que el anterior, es la facil

y sistematica aplicacién del modelo a diferentes situaciones. Estas dos caracteristicas,
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unidas a unas escasas exigencias de cdlculo, pueden hacer del AOSM un instrumento
valioso para tratar nuevos datos experimentales.

Como complemento al estudio de las energias vibracionales presentamos célculos de
intensidades de transicién. Los resultados obtenidos son interesantes a pesar de que el
acuerdo con los datos experimentales resulta peor que en el caso de las energias.

En la segunda parte del trabajo se presentan expresiones analiticas para el calculo
de secciones eficaces diferenciales y otros observables relevantes en un problema de gran
interés fisico: la dispersion de electrones por moléculas polares. El tratamiento realizado,
aunque obtenga resultados analiticos, es diferente de un tratamiento algebraico de la dis-
persién. Sin embargo, el cardcter de los métodos utilizados lo conecta con el tratamiento
algebraico dado que evitan la resolucién directa del problema siguiendo modelos complic-
ados, lo que en esta ocasién implicaria la resolucién de la ecuacién de Schrodinger en
canales acoplados. Se presenta el formalismo necesario para incluir, dentro las aproxi-
maciones formuladas, la estructura vibracional molecular en el problema de la dispersién
electrénica. Esta parte del problema puede ser tratada con el AOSM abriendo la posibi-
lidad de desarrollos futuros en esta direccion.

A lo largo de esta tesis, tanto para el AOSM como para la dispersion electrénica, se
presenta la comparacién de los calculos realizados con diferentes resultados experimenta-
les, obteniéndose un buen acuerdo en los casos estudiados.

Los programas informaticos necesarios para la realizaciéon de todos los calculos
presentados se han llevado a cabo en lenguaje FORTRAN o en el entorno de programacion
MATHEMATICA, segin las exigencias del problema tratado, y estan disponibles para su

utilizacién.
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Capitulo 1

Introduccion

Los capitulos I a IV de esta tesis estudian el problema del estudio de la estructura vi-
bracional molecular desde una aproximacién algebraica. El interés por el estudio de la
estructura molecular ha crecido recientemente debido a que la espectroscopia vibracional
molecular se ha convertido durante los ltimos afios en un campo especialmente activo. La
aparicién de ldseres potentes y estables, que pueden ser sintonizados y permiten estudiar
esquemas de excitacién complejos, nuevas técnicas de deteccién con creciente sensibilidad
y la posibilidad de seleccionar entre una gran variedad de moléculas en muestras extrema-
damente puras y en estados iniciales determinados han dado un fuerte impulso a este
campo de investigacién [1, 2]. Esto no sélo ha permitido la acumulacién de nuevos datos,
sino que también ha dado lugar a situaciones cualitativamente diferentes a las hasta ahora
conocidas. En estos casos se ha cuestionado la validez de la formulacién clasica en funcién
de modos normales [3, 4] y, recientemente, ha tomado auge una formulacién alternativa
del problema en funcién de modos locales [5, 6, 7]. Por otra parte, han aparecido nue-
vos e interesantes problemas dindmicos y estructurales que antes no habian podido ser
tratados [8, 9, 10, 11] y, ademads, la medicién de niveles altamente excitados abre nuevas
perspectivas en este campo [2, 12, 13].

Esto ha planteado una serie de excitantes problemas adn no resueltos y ha conducido
al desarrollo de modelos diferentes a los ya conocidos. Un modelo para tratar de forma

alternativa estos problemas es la llamada aproximacién algebraica. Iniciada por el profesor

5



6 Capitulo I. Introduccién

F. Tachello [14, 15, 16, 17], permite atacar problemas que de la forma tradicional serian
inabordables o acarrearfan grandes dificultades. A raiz de su trabajo han surgido toda

una serie de aproximaciones algebraicas en este campo [18, 19, 20, 21, 22].

El objetivo de esta tesis es aclarar algunos aspectos del problema y mostrar la valia de
los métodos algebraicos en sistemas moleculares, ampliamente comprobada en otros cam-
pos de la fisica como la fisica nuclear [23] y de altas energias [24]. Veremos también como
las peculiaridades inherentes a un sistema molecular hacen que la aproximacién algebraica
discurra por caminos muy diferentes a los marcados en el caso nuclear o hadrénico, si se
quiere alcanzar un modelo general que sea aplicable a la mayor cantidad de situaciones
posibles. Presentaremos el llamado AOSM, modelo de osciladores anarménico simetriza-

dos y su aplicacién a diferentes sistemas.

Los métodos algebraicos pueden ser de gran ayuda a la hora de tratar nuevos pro-
blemas: su facil aplicacién y versatilidad los hacen una herramienta ideal para el experi-
mentador que necesite de un modelo sencillo que a la vez pueda tomar en consideracién

las nuevas situaciones a las que se enfrenta.

El 4mbito de aplicacién del modelo presentado a lo largo de esta tesis se encuadra den-
tro de la aproximacién de Born-Oppenheimer [25] para un estado electrénico totalmente
simétrico. Ademds, nos centramos en moléculas lo suficientemente rigidas para poder
separar, en primera aproximacion, los grados de libertad rotacionales de los vibracionales
[3, 4]. Esta separacién no se realiza en el caso del modelo de vibrones, que presentamos
brevemente en el capitulo I, pero si en el limite u(2) de éste, al que se dedica el resto
del trabajo. Atn en este caso pueden incluirse en el Hamiltoniano términos de inter-
accién vibracién-rotacién que tuviesen en cuenta cierto grado de no rigidez. También se
mencionan brevemente los resultados de la aplicacién a la estructura vibracional de ciertos
ctimulos o agregados metalicos simples [19]. Las aplicaciones del modelo no se limitaran al
célculo de espectros vibracionales (Capitulo III) sino que también presentaremos calculos

de intensidades de transicién (Capitulo IV).

Ademiés del estudio de la estructura molecular en el capitulo V presentaremos algunos

resultados analiticos que permiten mejorar sensiblemente los obtenidos con la aproxima-



cion de Born para la dispersién de electrones por moléculas polares.

La estructura de la tesis es la siguiente:

e Cap.

e Cap.

e Cap.

I Introducciéon
Incluye una breve presentacién del problema de las vibraciones moleculares y
los métodos tradicionales utilizados para su solucién.

Revisién de la aplicaciéon de métodos algebraicos en el problema de las vibra-
ciones moleculares. Se presenta el modelo de vibrones, por ser el precursor de
estas aproximaciones y por su riqueza algebraica. Se hace especial hincapié
en el limite u(2) del modelo de vibrones por ser la base a partir de la cual se

desarrolla todo el trabajo presentado a continuacion.
IT Modelo AOSM o de osciladores anarménicos simetrizados.
Introduccién de la base adaptada por simetria. Ventajas que conlleva y dife-

rentes métodos de construccién.

Formulaciéon tensorial del modelo. Construccién sistematica de nuevas inte-

racciones. Ventajas respecto a la formulacion tradicional.
Conexién con el método tradicional.

Procedimiento a seguir en el modelo para la eliminacién de los grados esptireos

de libertad.

Tratamiento de algunas situaciones de interés como el caso de moléculas planas

o no rigidas.

IIT Aplicaciones del AOSM. Explicacién de los calculos realizados. Aplicacion

del modelo AOSM a diferentes sistemas, mostrando la versatilidad y potencia del

mismo. Los casos estudiados son

Triatéomicas C;: 5,0

Triatémicas Co,: Oz, SO4, HyO
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— Triatémicas Day: HY, Bes, Nat
— Tetratémicas 7: Cimulo o agregado (“cluster”) Bey

— Pentatomicas Tg: CHy

o Cap. IV Estudio de intensidades. Estudio de las posibilidades del modelo en cuanto
al cdlculo de intensidades de transicién como observable complementario a la energfa.

Presentamos los resultados con dos ejemplos caracteristicos:

— Intensidades IR en el caso del agua. Seguimos una proximacién simple a la

obtencién de intensidades de transicidn.

— Célculo de factores de Franck-Condon (FFC) para el S;0. El procedimiento
descrito es especialmente ilustrativo, tanto por ser una buena aproximacién
al calculo de factores de Franck-Condon como por permitir la reconstruccién
aproximada de la funcién de onda a partir de datos experimentales de intensidad
de transiciones. De este modo se evitan algunas ambigiiedades que pueden

presentarse en el caso de calcular inicamente el espectro de energias.

e Cap. V Dispersién de electrones por moléculas. Presentacion de algunos nuevos

resultados analiticos relativos a la dispersién de electrones por moléculas polares.

e Cap. VI Conclusiones

I.1 El problema de las vibraciones moleculares

En esta seccién trataremos de dar una visién del problema que se plantea al estudiar la
estructura vibracional de una molécula poliatémica. Vamos a dar un resumen, necesaria-
mente breve, de la aproximacién tradicional a este problema. El porqué de este resumen se
centra en dos aspectos, el primero de ellos es plantear el problema del que nos ocuparemos
a lo largo de la tesis: el célculo de espectros vibracionales. El segundo y principal motivo

es que nos proporcionard una base a partir de la cual conectar la aproximacion algebraica
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a la tradicional. Este es un punto de gran importancia, pues permite eludir la tradicional
abstraccién de las aproximaciones algebraicas.

Aplicaremos la teoria que vayamos desarrollando a algin ejemplo sencillo, como son
las moléculas triatémicas As (simetria Ds;) y ABA no lineales (simetria Cy,). En [3] y
especialmente en [4] puede encontrarse una descripcién completa de este tema, asi como
informacion complementaria en las referencias citadas a lo largo de esta seccion.

Partimos de una molécula con N dtomos, y nos centramos en los grados de libertad
vibracionales. El nimero de grados de libertad vibracionales es 3N — 6, donde hemos
eliminado tres grados de libertad correspodientes a la rotacién de la molécula como un
todo y otros tres de traslacién del centro de masa. Esto es equivalente a utilizar un
sistema de referencia fijo en la molécula, con origen en el centro de masa y que gira con
ella’. Nuestro problema, por tanto, se reduce a N nicleos que vibran en un potencial

3N — 6 dimensional que viene dado por la configuracién electrénica de la molécula [25].

I.1.1 Coordenadas cartesianas

El tratamiento de este problema admite el uso de diferentes sistemas de coordenadas,
analizaremos los mas importantes y nos centraremos en aquellos que permitan facilitar
la conexién con el modelo algebraico. Comenzamos asociando a cada nicleo un sistema
cartesiano centrado en su posicién de equilibrio. Si llamamos (;, y;, 2;) a las componentes
del vector que nos da la diferencia entre la posicién actual del i-ésimo nucleo y su posicién
de equilibrio ( o lo que es equivalente, su posicién respecto al sistema cartesiano que le

hemos asignado) podemos escribir la energfa cinética del sistema como?

N N CN2
27 =Y my (82 + g2+ 28) = S mi (7)) (L1)
i=1 1=1

!La relacién entre las coordenadas cartesianas de la molécula y el sistema de referencia utilizado viene
dada por las condiciones de Eckart [4]. En el caso de una molécula lineal el nimero de grados de libertad

vibracionales es 3N — 5 al no tener sentido fisico la rotacién respecto al eje molecular.
%La validez de las expresiones (I.1), (I.2) y (I.3) para las energias cinética y potencial no es inmediata,

al no ser independientes las coordenadas cartesianas que estan ligadas por las relaciones de Eckart. Para

una discusién acerca de la validez de estas expresiones ver [4].
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donde m; es la masa del i-ésimo nicleo y f = %. En general el potencial V(7) es
una funciéon complicada de las coordenadas cartesianas, que en el limite de pequefias
oscilaciones puede desarrollarse en serie de Taylor alrededor de la posicién de equilibrio

como

4 oV, LoV V()
— 0 . .
2V = )+ 2 E ( bz, B yi + oz zZi+

O v o oV

* Z (am Ba; 1 +3 R P P
32VTF3 V() 02V (7) 3

2 o) . 12

8$18y] xzy] + 837182] zZ] + ayzazj y Z] (Fz?o) + (T' ) ( )

Al ser 7 la configuracién de equilibrio, el potencial serd minimo en este punto, y haciendo

coincidir este minimo con el origen de potencial tendremos

V(F°)=(a‘a/#) =0; a=zy2 , (1.3)
i/ (p=r0)

por lo que el potencial nos queda en funcién de potencias cuadraticas y superiores de 7.
Podemos definir un nuevo conjunto de coordenadas cartesianas pesadas por la masa

que nos simplificaran (I.1) y (I.2). Definimos

g1 = A/M1T1,q2 = /TM1Y2,q43 = /M1 Y3,...,43N~-1 = VMNYN, @3N = \/TMNZN , (1-4)

con lo que las expresiones para la energia cinética y potencial se convierten en

3N

2T = > ¢ (1.5)
=1
3N

2V o= Y fhag+0O(¢) (1.6)
1,7=1

donde los términos f;; son las segundas derivadas del potencial V(q) respecto ¢; y ¢; ¥
reciben el nombre de constantes de fuerza del potencial. Si despreciamos los términos de
orden superior a dos en g en el potencial y resolvemos las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el sistema, obtendremos los llamados modos normales de vibracion del sistema. Re-

solver este problema implica solucionar el problema de autovalores

(F-wl)A=0 , (1.7)
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donde F' es la matriz de las constantes de fuerza del potencial y A la matriz formada
por los desplazamientos de cada nicleo. Para solucionar el problema (I.7) es necesario

previamente tratar la ecuacién secular implicita
IF_QPI‘:() . (L.8)

Al resolver la ecuacién secular se obtienen 3NN valores posibles para w? que son las fre-
cuencias asociadas a cada modo normal. Para cada frecuencia puede resolverse el sistema
de ecuaciones lineales (I.7), lo que proporciona las combinaciones de las coordenadas
cartesianas que constituyen los modos normales [4]. Hasta ahora no hemos eliminado los
grados de libertad de traslacién y rotacién. Esto hace que seis de las frecuencias calculadas
sean nulas y las combinaciones de coordenadas cartesianas obtenidas a partir de ellas en
(1.7) correspondan a las tres traslaciones y tres rotaciones de la molécula como un todo®.

Podemos entonces escribir los 3N —6 modos normales () en funcién de las coordenadas

q como
3N

Qi =D aijq; — Q= Ag, (1.9)
7=1
y el Hamiltoniano para estos modos resulta separable en 3N — 6 problemas de oscilador

armonico, al no existir términos cruzados en el potencial
13N—6 .
2 2.2
H= 5 E} Qj +ijj . (1'10)
]=

En esta aproximacién las energias solucién del problema son las energias de oscilador
armoénico y las funciones de onda son el producto de funciones de onda de oscilador
armonico.

Podriamos decir que los modos normales son aquellas vibraciones en las que todos
los atomos se mueven de forma que las coordenadas cartesianas de sus desplazamientos
varian de forma sinusoidal con el tiempo con una fase comin [3].

La principal ventaja del uso de coordenadas cartesianas, pesadas por la masa o no, es la

sencillez con que se expresa la energia cinética del sistema (1.1, I.5). Si se desea eliminar la

3De hecho estas combinaciones coinciden con las condiciones de Eckart.
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contribucién de los seis modos con w = 0 pueden emplearse las relaciones de Eckart para
eliminar seis coordenadas de (I.5) y (I.6). El problema es que esta eleccién de seis coor-
denadas resulta arbitraria y, en general, no facilita los calculos. A continuacién veremos

una forma mas adecuada de conseguir esta eliminacién de rotaciones y traslaciones.

[.1.2 Coordenadas internas

Una forma apropiada de eliminar los grados de libertad de rotacién y traslacién la pro-
porcionan las llamadas coordenadas internas. Estas se definen de forma que describen
la configuracién interna de la molécula sin ocuparse de su posicién en el espacio. La
conexién con nuestro modelo resulta més simple en términos de estas coordenadas que de
las cartesianas. Una ventaja anadida es que la interpretacion fisica de las constantes de
fuerza es mas clara al escribir el potencial en funcién de estas coordenadas que en el caso
cartesiano. La principal desventaja que acarrean estas coordenadas es que la expresién de
la energia cinética resulta més complicada. Existen cinco tipos diferentes de coordenadas
internas: longitudes de enlace, 4ngulos de flexién, 4ngulos de flexién en moléculas lineales,
dngulos de flexién fuera del plano y dngulos de torsién. En esta seccién sélo trataremos
ejemplos de los dos primeros casos.

Es importante distinguir entre las coordenadas internas y las coordenadas internas
curvilineas [26]. En el primero de los casos, si llamamos {r; 3N=6 a las coordenadas
internas, las definimos imponiendo que la relacién que existe entre estas coordenadas y

las coordenadas cartesianas es lineal y viene dada por

3N
ri=>» Bjw; —r=Bw |, (I1.11)

=1
donde wy = z1,wy = Y1, w3 = 21, Wq = Tg,..., w3y = zy. La matriz B tiene dimensiones

(3N —6) x 3N, y para su obtencién se sigue el procedimiento descrito en [4]. Los elementos
de matriz de B son constantes y dependen de la geometria de equilibrio de la molécula.
Estas coordenadas, a diferencia de las que describiremos a continuacién son rectilineas
pues la variacién de una de ellas, r;, manteniendo al resto constante da como resultado

un movimiento rectilineo de algunos (o todos) los nicleos que forman la molécula. Esto
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implica que la variaciéon de la coordenadas de flexion conlleva cambios en coordenadas

internas de tensién (Ver figura I1.1).

b)

Figura I.1: Diferencia entre coordenadas de flexidn cartesianas (a) y curvilineas (b) en moléculas

ABA lineales.

Las coordenadas curvilineas, { R;}3, 7%, se definen como las puras tensiones o flexiones

y, a diferencia de las anteriores, la variacién de dngulos no implica la de longitudes. A cada
coordenada interna corresponde una coordenada interna curvilinea, pero los desplazamien-
tos de los niicleos, si variamos una de las coordenadas, en general dejan de ser rectilineos.
Esto permite que no se mezclen variaciones de tension y de flexién, como puede apreciarse
en la figura 1.1, pero implica que la relacion de estas coordenadas con las cartesianas, a

diferencia de (I.11), sea no lineal

3N 1 3N 1 3N
R, = Z Bijwj + 5 Z Bijkijk + 6 Z Bijklewkwl ..o>R=B-w , (112)
J=1 gk Ik,

donde B - w indica el correspondiente producto tensorial. En la definicion de ambos tipos
de coordenadas seguimos la convencién de Hoy et al. [26]. Es facil ver que si escribimos

las coordenadas curvilineas en funcién de las r; obtendremos

3N-6 3N -6
R,=r;,+ Z tijkTiTE + Z Lijur;TeTi + ... =1+ O(T‘2) , (113)
7,k=1 1.k, l=1

por lo que en primer orden, para desplazamientos infinitesimales, ambos tipos de coordena-
das coinciden. Se demuestra que si nos mantenemos en el limite de potenciales arménicos
el uso de unas u otras coordenadas es indiferente [26]. Vamos a considerar las coordena-
das r;, pues nos interesa en principio describir un Hamiltoniano arménico. Cuando sea
necesario sefialaremos cémo generalizar los resultados obtenidos al caso de coordenadas

curvilineas.
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La energfa cinetica molecular se puede expresar ficilmente en términos de {r;} y resulta
ser?
3N—-6 3N-6

2T = Y gi'riri = Y. gupip; (I.14)
%

Y]
donde p; = 2’_3; es el momento conjugado a la coordenada i-ésima y la matriz G viene dada
13

por
3N 1
gi; = Z —-—B,'kBjk . (1.15)
k=1 m;

De acuerdo con la definicion (I.11) la matriz G es constante y depende de la geometria de
la configuracién de equilibrio y de las masas de los N nicleos que forman la molécula.

También podemos desarrollar el potencial en términos de las coordenadas internas y

obtendremos
3N—-6

2V = Z fi]'TiTj + 0(7‘3) , (116)

i
donde al igual que en (I.6) los valores de f;; son las segundas derivadas del potencial,
esta vez respecto a las nuevas coordenadas r;. Finalmente el Hamiltoniano en términos de

las coordenadas internas, desarrollando hasta segundo orden el potencial, puede escribirse

como
3N-6

H =Y (gipipj + firir;) = H =

ij

(FGp+riFr) . (117)

N | —

Para ilustrar lo dicho hasta ahora estudiaremos los dos ejemplos antes citados, escogiendo

A r, A A A

Figura 1.2: Eleccién de coordenadas internas para moléculas Az y ABA.

4En general, el uso de coordenadas generalizadas complica la expresién (I.5). En este caso para llegar

a (I.14) basta con sustituir en (I.5) la definicién (I.11) y aplicar la regla de la cadena.
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como coordenadas internas las sefialadas en la figura 1.2. En ambos casos, al no sacarnos
el movimiento vibratorio del plano molecular ignoraremos las coordenadas cartesianas z.
Para la molécula ABA identificamos ry y r, como las tensiones de los enlaces entre los
&tomos (12) y (23), respectivamente, mientras que 3 es la flexién del 4ngulo 6 = (ABA).

Obtenemos la siguiente matriz B

—sinf/2 —cosf/2 sinf/2  cosf/2 0 0
B(ABA) = 0 0 —sinf/2 cosf/2 sin@/2 —cosf/2 . (L.18)
__cosf/2 sin /2 0 _25in0/2 cos §/2 sin 8/2
7 L L i i

En el otro caso las coordenadas internas son las tres distancias interatémicas: ry, ro y r3

(correspondientes a (12), (23) y (31)). La matriz B es entonces

~1/2 =/3/2 1/2 +/3/2 0 0
B(A4)=| 0 0 —1/2 V3/2 1/2 —3/2 | - (1.19)
—1 0 0 0 1 0

A partir de estas matrices B podemos construir las matrices G para ambos casos y resultan

ser
pa+pB  ppcosl — e sing 3 L1
G(ABA) = | ppcost ps+up  —toged ; G(As)=pa|l 3 11|,
__ppsind _ ppsinf  2(patpp(l—cosb)) 11 3
L L L2 2 2
(1.20)

donde y; = 1/m;. Las matrices de constantes de fuerza mas generales permitidas por la

simetria en estos dos casos son

Jiu fiz fis fu fiz fi2
F(ABA) = fiz fu1 fis ; F(As) = fiz fu e . (I.21)
fis fis fa3 fiz fiz fu

I.1.3 Coordenadas internas simetrizadas

A continuacién introducimos las llamadas coordenadas internas simetrizadas que deno-

taremos como p. Estas coordenadas, mds préximas a los modos normales, consisten en
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combinaciones lineales de las coordenadas internas tales que porten representaciones irre-
ducibles del grupo de simetria puntual de la molécula. Si llamamos M a la matriz que

simetriza las coordenadas internas se cumple
3N—6
pi= Y Mjr; —p=Mr ,n=Mp . (1.22)
j=1
La etiqueta de las coordenadas simetrizadas 7 es una abreviatura para {['y,z}, donde I' es
la representacién irreducible portada por la coordenada en cuestién mientras que v varia
entre 1 y la dimensién de la representacién irreducible I' (v = 1,...,nr) e indica de qué
componente se trata en representaciones irreducibles de dimensién mayor que uno®. Por
iltimo, z es un parametro de multiplicidad que distingue entre representaciones irredu-
cibles que se repitan (no confundir con la coordenada cartesiana). Si una determinada
representacién irreducible aparece una sola vez, entonces la coordenada interna simetriz-
ada coincide con la coordenada normal. Por ejemplo, en el caso de la molécula ABA,
sy corresponde al modo simétrico de tensién y equivale a escribir s4,, s2 corresponde al
modo simétrico de flexién y seria s4 2 mientras que s seria sg y corresponde al modo de
tensién antisimétrico. En la molécula A3 no se repite ninguna representacién irreducible
por lo que tendriamos 81 = s4,, S2 = Sg1 y 83 = SE2-
La propiedad mas importante de estas coordenadas internas es que poseen etiquetas
de simetria. Al ser el Hamiltoniano un operador totalmente simétrico no puede conectar
estados con diferente I' 6 v (Véase II.1) y ésto hace que el Hamiltoniano (1.17) adopte la

forma de una matriz de bloques, pues

H= (ﬂ'tgw + ptf'p> , (1.23)

DO

donde

g = MGMt ) Qii/:ggz,éppéw,
F = M'FM ; Fu=Fr brribpy . (1.24)

5Como veremos més adelante, en el caso que exista redundancia en las coordenadas internas, las
coordenadas simetrizadas dejan de ser una combinacién lineal y pasan a depender de una forma mas

compleja de las coordenadas internas dejando de ser unitaria la matriz M.
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En nuestros ejemplos obtenemos las siguientes matrices M

11 g U T
V2 V2 V3 V3 VB

MABA)=| 0 0 1| ; MA)=| % -& & (1.25)
1 _1 g 0 LI _1
V2 V2 V2 V2

Si aplicamos el cambio (1.24) a las matrices (1.20) y (I1.21) obtenemos los siguientes resul-

tados. Para la molécula ABA llegamos a

pa+ pp(l+ cosf) ——ﬁi‘fsme 0
G(ABA) = _V2upsing 2(;4A+u12(21——cosﬁn 0
i 0 0 pa+ pus(l — cosb)
S i 0
FABA) = | fi f 0 | (1.26)
00 3

mientras que para el caso Az tenemos

4 00 fin+ 211, 0 0
G(As)=pa| 0 2 0| ; F(Ay)= 0 f-fn 0 . (L27)
00 3 0 0 fi—fh

A la vista de estas matrices es facil apreciar que el Hamiltoniano en el caso Aj resulta
directamente diagonal una vez que se ha realizado el cambio a coordenadas simetrizadas.
Esto es debido a que no se repite ninguna representacién irreducible y, como dijimos, las
coordenadas simetrizadas coinciden con las normales. Por definicién estas coordenadas
normales llevan el Hamiltoniano arménico a una forma libre de productos cruzados como
es (1.27). En el caso ABA esto sdlo ocurre para el modo antisimétrico, al haber dos modos
con simetria A, éstos se mezclan y el Hamiltoniano no resulta diagonal.

Es posible hallar la expresién de los modos normales en términos de coordenadas
internas simetrizadas diagonalizando los bloques para una misma I', lo que es equivalente

a resolver la ecuacién (1.8) para cada bloque

g"F — Wt =0 . (1.28)
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Los autovectores resultantes son los modos normales en funcién de combinaciones de las

coordenadas internas simetrizadas.

I1.1.4 Segunda cuantizacién

Para realizar el paso del problema planteado a segunda cuantizacién definimos los ope-
radores de creacién y aniquilacién: af a n funciéon de coordenadas y momentos
y q on. Ty,z ¥ Olyz € y

internos adaptados por simetria

)

alty,x = WrzShy,z — ﬂpm,x (1.29)
1

Ty = WD eSTy,z + Mpf'y,x . (130)

Estos operadores cumplen las relaciones de conmutacién bosénicas [arvma}w,’x,]

drrvdyy 055 y hemos introducido las frecuencias wr . definidas como

1 | FL

A partir de (1.29) podemos despejar coordenadas y momentos simetrizados en funcién de

los operadores bosénicos

Proye = (ah o + ar0)/20re 5 Trye = thwre(ah, , — arye) - (1.32)

Si sustituimos (1.32) en el Hamiltoniano (1.23) teniendo en cuenta (1.24) obtenemos

h
H = 5 Z ngggx Z (aF'y 20T,z + al"’y,xalt‘,y x)

+ ZF: ; (fh + gm/) ; () pary e + ary cals, 1)
+ Z ;( T — ) ; (al ol o + arycare) (L33)
donde hemos definido
e = 2 o , gh . =2Rhwrpwre ey (1.34)

hwr‘,x Wr
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Si no existen representaciones repetidas sélo sobrevive el primer término del Hamilto-
niano, siendo este directamente diagonal. Este Hamiltoniano en segunda cuantizacién,

equivalente al construido en el espacio de coordenadas con (1.26) y (1.27), es

A B [.2
Hipa = 3 Za (aAlaAz-l—aAlaLz) + a3 (aLaB—}—aBajB)] (1.35)
+ B (aima,m +aa 1GT4 2) + 52 (CLA 1GA s tasia4 2)
. A 1
Hy, = 5 | (aA a4, +aA1aA1) + oy (aE1a51-I—aElaEl+aE2aE2-|—aE2aE2)](I 36)

donde los coeficientes «; pueden calcularse en funcién de la geometria, masas y constantes
de fuerza de la molécula utilizando (1.26), (1.27), (1.33) y (1.34).

El Hamiltoniano (1.33) es equivalente al obtenido si se construye el Hamiltoniano mds
general posible acoplando los operadores de creacién, aniquilacién hasta segundo orden y
exigiendo que el resultado sea totalmente simétrico bajo las operaciones del grupo puntual
de simetria. Este procedimiento nos permite tanto traducir interacciones anarmdnicas
anadidas a (I1.33) como conseguir nuevas interacciones acoplando los operadores bosdnicos.
Ademas, esto nos permite construir un Hamiltoniano que reproduzca mejor el espectro
molecular experimental afladiendo interacciones anarmonicas a (1.33). El formalismo en
términos de operadores bosénicos facilita este proceso. Los operadores bosénicos actian

sobre una base arménica®

iava . von-o)y = N [[ah,0]" @ [o,])? © - ® [hyy w10 L (137)

donde N es una constante de normalizacién.

Pueden anadirse a (1.33) dos tipos de interacciones anarmdnicas, ya sean diagonales o
no en la base (1.37). Entre las diagonales estén las potencias de los operadores de niimero
que aparecen en el Hamiltoniano, cuyo efecto es igual al de las anarmonicidades z;; en
un desarrollo de Dunham [27]. También resultan diagonales los momentos angulares
vibracionales asociados a representaciones irreducibles bi o tridimensionales. Para las

representaciones £ y F; (en una molécula tetrédrica) se definen como [28]

= —iv2lahoas]” ; In=ivE[eh @an]" . (138)

®En la seccién siguiente se encuentra la definicién de producto tensorial (Ver férmula (1.49)).
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Entre las no diagonales, las etiquetas de simetria nos permiten construir cualquier inter-
accion definida en forma tensorial, como las tipo Oxy definidas en [28] o las interacciones
de Fermi [29, 30].

Al utilizar coordenadas internas es necesario incluir conjuntos completos de coordena-
das simétricamente equivalentes. En ocasiones esto implica que el mimero de coordenadas
internas sea mayor que el nimero de grados de libertad vibracionales. Esto conlleva la
aparicion de coordenadas internas redundantes. Tendremos que hacer frente a este pro-
blema en el modelo algebraico (seccién I1.4 y al tratar el caso del metano en la seccién
I11.4).

Si existe redundancia en las coordenadas internas simetrizadas debe ser eliminada
antes de construir el Hamiltoniano en funcién de las coordenadas internas. Un ejem-
plo de redundancia lo encontramos si intentamos describir la molécula de metano (C Hy,
véanse las secciones 11.4 y I11.4) en términos de coordenadas internas. Las coordenadas in-
ternas simétricamente equivalentes son diez: las cuatro distancias (CH) y los seis angulos
(H/C'\H )- Sin embargo existen tan sélo nueve grados de libertad vibracionales, por lo que
el problema estd sobredeterminado. Esto se debe a que los seis dngulos no son independi-
entes: cinco de ellos automaticamente fijan el sexto. Si usamos coordenadas curvilineas la

condicién de redundancia es no lineal

3N-6 3N-6 3N-6
Z 0:8; + Z 0ijSi8; + Z QijkSiSjSk+ ... = 0 . (139)
=1 iy=1 ijk=1

En el caso de coordenadas rectilineas la condicién se reduce a su parte lineal [26, 30]. En
principio podriamos despejar una de las coordenadas (al menos en primer orden) y ponerla
en funcidén de las cinco restantes. Esta solucién no es demasiado efectiva ni elegante, pues
obliga a escoger entre las coordenadas, siendo éstas equivalentes.

Una consecuencia de la existencia de redundancia, que afecta por igual a ambos tipos
de coordenadas, es que la relacién (1.22) deja de ser lineal y unitaria [26]. La eliminacién
de la redundancia se lleva a cabo en (1.22) mediante la definicién de una matriz M en la
que sélo tengan cabida las coordenadas simetrizadas fisicas. Sin embargo, la relacién entre

coordenadas internas no simetrizadas y simetrizadas deja de ser invertible y tendremos
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que
3N—-6 1 3N-6
si= 2 Vipitg X0 Vapipet oo, (L.40)

donde los coeficientes de esta relacién pueden hallarse sustituyendo (1.40) en (1.22) e
igualando potencias de p; [26]. De este modo las coordenadas internas pueden expresarse
en funcién de las coordenadas internas simetrizadas sin involucrar las simetrias no fisicas.
En primer orden la solucién coincide con lo hallado en coordenadas arménicas o rectilineas,
mientras que si trabajamos con coordenadas curvilineas podemos ir hasta més alto orden
en (1.39), normalmente hasta segundo orden [30].

Hay que tener en cuenta que en general las coordenadas p;, a pesar de llevar etiquetas de
simetria, no son coordenadas normales sino internas simetrizadas. Es posible reescribirlas
en términos de operadores bosénicos con etiquetas locales b}, b; asociados a la i-ésima
coordenada interna [7]. Podemos escribir entonces

ATy gz = Z mg'y,wl_)i , (141)

=1
donde n es el nimero de coordenadas internas simétricamente equivalentes, y los

’, K .
parametros m; "’* son los mismos que en (1.22).

Sin embargo resulta interesante trabajar en una aproximacién realmente local al pro-
blema, con los operadores bosénicos b}, b; tales que su relacién con las coordenadas internas

y sus momentos asociados sea

(1.42)

7
bj =wjrj = 5——=p;i
2

1| fi;
2 | 1.43
YT N g (143)

Es preciso sefialar que los operadores locales introducidos en (I.41) no corresponden a los

y donde

operadores (1.42), aunque existe una relacién entre ellos por medio de una transformacién
(no lineal en el caso que existan redundancias) que involucra b;’s y bl’s.
Esta aproximacion local se ha demostrado muy interesante, en especial al tratar niveles

excitados, donde la anarmonicidad (y con ella el cardcter local) juegan un importante papel

[6, 7, 31].
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Si deseamos utilizar los modos locales para modelar las vibraciones moleculares po-
demos realizar el paso a segunda cuantizacién de una forma diferente. Los resultados
seran equivalentes a los presentados hasta ahora pero, a diferencia de (I1.41), los opera-
dores adaptados por simetria son funcién de los operadores (1.42). Para ello utilizamos

(I.42) para despejar las coordenadas locales con lo que obtenemos

r; = 2173 (b}L + bJ> 'y Pj = ihwj (b; - bj) . (144)

A continuacién, en lugar de introducir los operadores de creacién aniquilacién en el Ha-
miltoniano (I.23) se hace en (I.17). Una vez sustituidas coordenadas y momentos por
operadores b! y b se construyen operadores bosénicos con etiquetas de simetria siguiendo
(L.41), pero utilizando los auténticos operadores locales. Estos se llevan al Hamiltoniano
¥, finalmente, obtenemos una expresién equivalente a (1.33). Por ejemplo, en el caso ABA

los operadores adaptados por simetria ar son

_b1+bz ] by — b, _
g = 7 ap = ) aq = b3 ’
V2 V2

donde utilizamos mintsculas para los modos de flexién y maytsculas para los de tensién.

Si escribimos el Hamiltoniano (1.17) usando las matrices G(ABA) y F(ABA) de (1.20)

(1.45)

y (L.21) y sustituimos coordenadas y momentos internos por su expresién en funcién de

(I.45) obtenemos

Hipa = Eo+ on(aaa, +alial) + ag(asaa + alyal) + as(agap + alal)
+  ag(agal + ala,) (1.46)
+ fudhas + Brabap + Bsata, . (L.47)

En la tabla 1.1 puede verse la dependencia en los elementos de las matrices F' 'y G de
los parametros del Hamiltoniano (1.46). Gracias a las etiquetas de simetria de los opera-
dores ar, este Hamiltoniano puede construirse, igual que (1.33), mediante los diferentes
acoplamientos a la representacién totalmente simétrica de productos de operadores de
creacién—aniquilacién. En este caso se emplea una base arménica similar a (1.37), con la

diferencia de que en vez de los operadores simetrizados se construye con los operadores
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fis 2 fl2 %2 2
o NI V2R giwiws o) b h wigiz
2,20, — J12 13 2
Q3 h wigis o, oy N +V2h2wwsg1s

B 2R/ fiigin + 2R%w2grq + é%"% Bz 2h+/fiign — 2h*w?g1s — 2"17%
B3 24/ f33gssh Ey (2v/ fr1911 + V/ f33gs3)h

Tabla I.1: Ezpresién de los pardmetros del Hamiltoniano de una molécula ABA en términos de

matrices F' y G.

locales. De nuevo es posible incluir anarmonicidad en el sistema mediante la inclusién
(igual que en el desarrollo de Dunham) de operadores que impliquen el producto de mas
de dos operadores de creacién aniquilacién (operadores de tres, cuatro cuerpos etc.) que
pueden ser diagonales o no en la base armdénica. Volveremos a comentar este aspecto en

la seccion II.3, cuando tratemos la conexién del modelo algebraico con otros calculos.

Por 4ltimo, antes de terminar esta seccién, es obligado mencionar una de las herramien-
tas mas utilizadas en el estudio de la estructura molecular: los célculos ab initio. Estos
calculos se diferencian de nuestra aproximacién al problema en que carecen del caracter
fenomenolégico de los modelos algebraicos. Tratan de resolver la ecuacién de Schrodinger
completa, calculando los potenciales internucleares que originan las diferentes configu-
raciones electrénicas [32]. Por tanto no necesitan de ninguna medida experimental para
llevar a cabo sus célculos. Este campo de la quimica cuantica ha experimentado un enorme
desarrollo en los dltimos aflos aparejado al incremento del poder de célculo de las computa-
doras. Existen algunos sistemas sencillos como el Hi donde estos métodos son la mejor
y casi inica aproximacion al problema [33], pero al analizar moléculas mds complejas los
calculos se vuelven intratables siendo necesario recurrir a otros métodos, y ain en el caso
que fuesen factibles las aproximaciones implicadas hacen que los resultados se hallen muy
lejos de la precisién requerida por las medidas experimentales. Por tanto, es necesario
observar calculos ab initio y algebraicos como dos aproximaciones complementarias mas

que competitivas, que siguen filosofias y fines completamente diferentes.
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I.2 Modelos Algebraicos

Son dos las caracteristicas principales de los que se denominan modelos algebraicos. La
primera de ellas es el importante papel que juegan en ellos las simetrias del sistema, la

otra es su formulacién matricial.

El concepto de simetria es extremadamente importante en todos los campos de la
Fisica. Esto hace que la rama de las matematicas que estudia la simetria, llamada Teoria de
Grupos, tenga una gran importancia en todos los campos de la ciencia y sea la base de los
llamados modelos algebraicos. Es bien sabido que la existencia de simetrias en un sistema
clasico da lugar a la aparicién de magnitudes conservadas. El equivalente cuéntico de estas
magnitudes conservadas corresponde a los nimeros cudnticos que permiten etiquetar de

forma sistemdtica los estados del sistema.

La simetria tiene un caracter intuitivo cuando nos referimos a las simetrias geométricas
de un sistema. En el caso de las moléculas esta simetria estaria dada por el grupo puntual
de simetria de la molécula, que permite predecir la aparicién de niveles degenerados en
el espectro vibracional asi como reglas de seleccién para las posibles transiciones. Estas
simetrias geométricas han sido ampliamente estudiadas desde los comienzos de la espec-
troscopia molecular y juegan un papel principal en la formulacién de cualquier modelo
de vibraciones moleculares [3, 4]. Los grupos de simetria se caracterizan por ser grupos

discretos finitos [34] (salvo en el caso de moléculas lineales).

Los grupos continuos, con infinitos elementos y que pueden ser etiquetados por pa-
rametros que varian de forma continua, han pasado a adquirir una enorme importancia.
La utilizaciéon de estos grupos continuos se debe a que el concepto de simetria es mas
profundo que la pura simetria geométrica. Existen gran cantidad de simetrias diferentes a
la geométrica, tales como la permutacional, de norma (“gauge”), de espin o de isoespin. Al
tomar en cuenta estas tres ultimas simetrias los grupos continuos juegan un papel esencial,
en especial los grupos y dlgebras de Lie [35]. Dentro de estos tltimos, los grupos unitarios
han adquirido un gran peso en Fisica Nuclear y de Particulas. Ha aparecido el concepto

de dlgebra dindmica o SGA (Spectrum Generating Algebra), con el que la simetria pasa
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de jugar un papel estdtico a uno dindmico. Esto amplia enormemente la importancia
de la simetria en la descripcién del sistema. La descripcién se hace sensiblemente maés
completa y se complementa el conocimiento de la degeneracién espectral con el de las
posibles transiciones entre estados. El Hamiltoniano y todos los operadores del sistema
se expresan en términos de los generadores del dlgebra dinamica. Esto permite calcular
de manera facil, e incluso analitica en ciertos limites, las propiedades del sistema.

La formulacién matricial de la mecénica cuantica esta menos extendida que la ondula-
toria aunque presenta una importante ventaja: la facilidad de las operaciones que implica,
de caracter algebraico, frente a las integro—diferenciales que conlleva la formulacién ondu-

latoria.

Como ejemplo mas caracteristico y con mayor éxito dentro de los modelos algebraicos
podemos destacar el Modelo de Bosones en Interaccién ( IBM, Interacting Bosons Model)
[23]. Este se introdujo inicialmente para el estudio de la estructura de los nicleos par-par
y fue luego amplidndose a sistemas nucleares més complejos, dando cuenta de una gran
variedad de situaciones experimentales. En la siguiente seccién presentaremos brevemente
los principios de la aproximacion algebraica y examinaremos de forma sucinta el modelo

de vibrones o modelo u(4). A continuacién nos centraremos en el limite monodimensional

del modelo u(4), el llamado modelo u(2).

1.2.1 El modelo de vibrones

En esta seccion explicamos la filosofia de la aproximacién algebraica a través de un pro-
blema fisico, usando como ejemplo la descripcién mediante el dlgebra u(4) de la estructura
vibro-rotacional de una molécula diatémica. Brevemente comentaremos cémo se puede lle-

var a cabo la ampliacién de esta descripcién a moléculas mas complejas.

El modelo de vibrones resulta un ejemplo adecuado por ser el trabajo que abrié el
campo de la aplicacion de modelos algebraicos a la descripcién de la estructura molecular
[14]. Aunque las matemadticas del modelo son méas complejas que las del modelo u(2)

pueden ser descritas de manera sencilla, al menos en el caso diatémico, a la vez que
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permiten tratar simultdneamente las espectroscopias vibracional y rotacional. Por tltimo,
presentando en primer lugar el modelo de vibrones y a continuacién el u(2) seguimos el
orden cronolégico en el que estos modelos fueron enunciados.

Los pasos a seguir para la descripcidn algebraica de un sistema son los siguientes

17, 36]

e Asignacion de un dlgebra dindmica al sistema, G. La principal caracteristica de
este algebra es que el conjunto de todos los estados del sistema portan una repre-
sentacién irreducible de la misma. Es importante no confundir con el dlgebra de
simetria del Hamiltoniano. Esta abarca las transformaciones que dejan invariante el

Hamiltoniano del sistema y debe estar contenida en la anterior.

e Expresién de todos los operadores del sistema (entre ellos el Hamiltoniano) en
términos de los generadores del algebra dindmica. Es sabido que conociendo las
constantes de estructura del dlgebra (o lo que es lo mismo, las relaciones de con-
mutacién de los generadores) pueden calcularse los elementos de matriz de los ge-
neradores de forma algebraica. Por tanto, podemos calcular algebraicamente todas

las magnitudes de interés.

o Iistudio de las diferentes simetrias dindmicas posibles. Las simetrias dindmicas son
diferentes descomposiciones del dlgebra dindmica en cadenas de subalgebras. El
algebra de simetria del Hamiltoniano debe formar parte de estas subalgebras. Cada
simetria dindmica nos provee de posibles etiquetas para los estados y pueden estar

asociadas a situaciones fisicas de interés.

o Iistudio de las reglas de bifurcacién (branching rules) para las diferentes simetrias
dindmicas asi como de los autovalores de los operadores de Casimir (u operadores
invariantes) de las subdlgebras que aparecen en las diferentes descomposiciones del
algebra dindmica. Estos autovalores nos proporcionan etiquetas para los estados

(buenos ndmeros cudnticos).

e Si el Hamiltoniano sélo posee operadores de una determinada simetria dinamica (de
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una sola cadena de grupos) entonces se pueden expresar sus autovalores, las energias,
de forma analitica. En el caso que existan diferentes cadenas, y el Hamiltoniano
sea funciéon de operadores provenientes de varias de ellas, entonces se procede a la
diagonalizacién numérica del mismo. En cualquier caso ésta es una aproximacién
fenomenoldgica al problema, y es necesario buscar mediante un método adecuado
los parametros que mejor reproduzcan la informacidn experimental. Una vez fijados
estos parametros se puede tratar de predecir valores no medidos de las magnitudes
parametrizadas o buscar una interpretacién a dichos parametros en el marco de

alguna teoria microscépica.

El algebra dinamica que empleamos para la descripcién del espectro vibro-rotacional
de una molécula diatémica es el dlgebra u(4). Permite describir la molécula como un rotor,
rigido o no, aportando los tres grados de libertad necesarios. La eleccién de este algebra
viene dictada por razones fisicas, pues la naturaleza dipolar de la estructura molecular
hace que sean tres los grados de libertad relevantes. Para un sistema con n grados de
libertad el algebra dinamica apropiada es u(n + 1) [37]. En el caso nuclear la naturaleza
cuadrupolar del problema hace que el dlgebra empleada sea u(6) = u(5 + 1) [23].

Vamos a extendernos un poco en el porqué de este grado de libertad “anadido”.
Supongamos que nos limitamos a los tres grados de libertad originales que llamaremos
{z;}2_, y ademds consideramos que la molécula vibra como un oscilador arménico. La
aproximacion algebraica al problema serfa la siguiente: Si tenemos en cuenta los mo-
mentos conjugados p; y pasamos a segunda cuantizacién [38], obtenemos tres operadores
bosénicos de creacién (aniquilacién) b (b;). Los productos bilineales Gi; = bib; generan el
algebra u(3), y el Hamiltoniano quedaria en funcién del operador de ndmero de u(3)

3
T e 1
v=1

Simplemente hemos constatado el hecho conocido de que u(3) es el dlgebra de simetria del
oscilador arménico tridimensional.
Siendo una buena primera aproximacién, el considerar la molécula en términos de

vibracién como un oscilador arménico no es completamente satisfactorio. A diferencia de
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lo que ocurre en el caso arménico, el nimero maximo de cuantos de vibracién debe ser
finito, pues existe un limite de disociacién a partir del cual la molécula se rompe. Ademads
los niveles experimentales no estdn equiespaciados como en el caso arménico; a medida
que aumenta el nimero de cuantos de excitacién, la distancia entre un nivel y el siguiente
va disminuyendo, sefial clara de la anarmonicidad del problema. Por tltimo, a cada nivel
vibracional puede asignarse una banda rotacional. En el caso del oscilador arménico los

niveles con diferente momento angular ({) son degenerados.

Buscamos pues una estructura espectral que sea similar a la obtenida con el desarrollo
de Dunham [27]. En primera aproximacién resultaria que la energfa del nivel con v cuantos
de excitaciéon y momento angular ! es E,; = FEo + wv — w,v? + Bl(l + 1).

La introduccién de un cuarto bosén, ampliando el dlgebra de u(3) a u(4), permite
modelar este tipo de espectros. Aparecen as{ de forma natural el limite de disociacién
y la anarmonicidad en el problema. El potencial descrito por este algebra u(4) seria un

potencial de Morse tridimensional (Véase Apéndice A).

Si consideramos cuatro operadores bosénicos de creacién-aniquilacién tenemos dieci-
seis productos bilineales G;; que generan u(4) [35]. Esta serd nuestra algebra dinamica,
y es importante tener en cuenta que el Hamiltoniano de la molécula es invariante bajo
rotaciones. Esto quiere decir que so(3) es el dlgebra de simetria de nuestro problema
por lo que debemos conservar el momento angular en las transformaciones que sigan a
continuacién. La conservacién del momento angular indica que es ventajoso utilizar ope-
radores bosénicos con cardcter tensorial bajo so(3). Si pasamos a estos operadores (lo que
es equivalente a pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas) [35] obtenemos
un operador bosénico escalar sf(s) y otro vectorial pf(p,) ; v = 1,2,3. El operador
escalar lleva asociado momento angular cero y paridad positiva (07) y el vectorial mo-
mento angular uno y paridad negativa (17). A diferencia de los operadores de creacién
p', los operadores p de aniquilacién no se transforman bajo rotaciones como operadores
tensoriales, pero esto se soluciona definiendo unos nuevos operadores p, = (—1)”p_, que

si se transforman tensorialmente.

Una vez que contamos con operadores que se transforman adecuadamente bajo so(3)
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podemos construir nuevos operadores mediante su producto tensorial. El producto
tensorial esférico de dos operadores T;S;\l), 5‘*}(&\2), i = —Xiy..., A (1 = 1,2) se define
como

) 2 0) &

# H1 442

siendo (ApaAzpte | Ap) los coeficientes de Clebsch-Gordan de so(3).

WO = [700) x 509

Redefinimos entonces los generadores de u(4) mediante el producto tensorial de los

operadores de creacién y aniquilacién esféricos. Los nuevos operadores son

f o [at o ~100)
Ng = {ST s]
0 ©) escalar (1 componente, [ = 0) ;
np = — 3 pT ﬁ]o )
ju =2 [ﬁT X ﬁ] il), pseudo-vector (3 componentes, { = 1) ;

(1.50)

fj(l) vector (3 componentes, { = 1) :

] (2)

Qu = [ﬁf X p L tensor de orden dos (5 componentes, | =2) .

Es importante el uso de estos generadores tensoriales, mds adecuados a la naturaleza del
problema que los CA?U cartesianos. Al construir el Hamiltoniano el uso de estos operadores
reduce el ndmero de pardmetros arbitrarios, dando un sentido fisico a las interacciones.
En el préximo capitulo, al introducir el modelo AOSM, observaremos que de nuevo el
acoplamiento tensorial juega un importante papel, pero en esta ocasién seré respecto a G,
el grupo puntual de simetria, y no respecto a so(3).

El Hamiltoniano més general, tomando en cuenta interacciones de hasta dos cuerpos,

hermitico y escalar bajo so(3) puede escribirse como

b = e e o]

\ @ . o]
+ m“ﬁXﬂ} XbXMmL

)
+ us “ﬁT X ST](l) X [p x 3](1)]
0

()

+ ug [[ﬁT X pT](O) X [§ x 3](0) + h.c.}
(0)
+ uyg [[§T X ST](O) X [s % s](o)] .

0

0

Pasamos a continuacién a examinar las posibles subdlgebras de u(4) que contengan a

su vez a s50(3), lo que es equivalente a buscar las posibles simetrias dindmicas.
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A A A A

u(4) {ﬁs’ﬁp7 Jl“ DM) D:u QM} N = 'ﬁs + 'ﬁp

u(3) {7, Jur Qu} fip; Calu(3)] = L, + 112
(4) {J.,Du(o D)} | Colso(4)] = D? + J2

s0(3) {7} Cyls0(3)
(2) {Jo} Cils0(2)] = Jo; Calso(2)] = J2

Tabla 1.2: Generadores y operadores de Casimir de las subdlgebras de u(4).

Existen tunicamente dos casos que contengan a so(3)7 y son los siguientes:

(L51)

En la tabla 1.2 pueden encontrarse los generadores y operadores de Casimir (hasta
segundo orden en los generadores) de cada subédlgebra. Una vez que conocemos las di-
ferentes simetrias dindmicas, éstas nos proporcionan posibles bases para proceder a la

diagonalizacion del Hamiltoniano. En este caso obtenemos dos bases que son:

u(4) DO u(3) D s0(3) D s0(2)
| [V] Ty J m; )
(1.52)
u(4) D so(4) D so(3) D so(2)
| [V] w J m; )

“Existen dos realizaciones posibles de so(4) a partir de los generadores de u(4) [36]. En ambas se
utilizan como generadores los tres operadores de momento angular, pero una afiade a éstos los operadores
D, y la otra los D!,. Ambas se conectan mediante una transformacién canénica y sus propiedades son

muy similares.
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Las reglas de bifurcacién en estos casos son bien conocidas [14, 17}

(a) n,=N,N-1,...,1,0 ;
Jj=npn,—2,...,160 (n, impar o par) ;
my=—j—j 41, j—1,7 ;

J Jy—J J J (153)

() w=N,N-2,...,160 (N impar o par) ;
j=ww—1,...,1,0 ;

mj:_ja_j+17"'7j_17j

Nos ocuparemos a continuacién de examinar brevemente las dos simetrias dinamicas ha-
lladas. Es comun a ambas la etiqueta NV en u(4). El que sea necesaria una sola etiqueta en
vez de las cuatro que denotan una representacién general de u(4) se debe a que al trabajar
con bosones la representacién irreducible de u(4) que empleamos es la totalmente simétrica
[N] = [N0O] = [N000]. Esta corresponde a un tablero de Young con una sola fila de N
piezas. Fijar el nimero cuantico N equivale a seleccionar el nimero de estados ligados de
que va a constar nuestro potencial anarménico (Ver apéndice A) y es una constante para
todos ellos. Quedan pues en ambos casos otros tres nimeros cuanticos para identificar los
estados vibro-rotacionales de la molécula, lo que es de esperar al tratar con un oscilador
(anarmonico o no) tridimensional: un ndmero serd el llamado numero cuantico radial y los
otros dos los nimeros cudnticos angulares. En este caso no existen problemas de etiquetas

perdidas o nimeros cudnticos ocultos (missing labels) por lo que la tarea se ve facilitada.

Simetria dindmica u(3)

El paso de u(4) a u(3) resulta trivial por formar parte de la cadena canénica [36]. Partiendo
de representaciones totalmente simétricas de u(4) se llega a representaciones también
totalmente simétricas de u(3) etiquetadas por n,.

Al estudiar qué representaciones irreducibles de so(3) estan contenidas en una repres-
entacién n, de u(3) llegamos al resultado que estados con paridad positiva (nimero par
de bosones p) tienen momento angular par y, al contrario, los estados de paridad negativa

tendrdn momento angular impar yendo de n, a 0 en el primer caso y a 1 en el segundo
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[36, 39]. Finalmente el paso de so(3) a so(2) es conocido por ser el usual en el dlgebra de
momento angular, siendo j el numero cudntico asociado al médulo del momento y m; el
asociado a una de sus componentes. La base asociada a esta simetria dindmica tiene la
forma |[N]n,jm;).

S1 suponemos que el sistema no se encuentra sometido a campo externo alguno que
defina una direccién privilegiada en el espacio, no es necesario incluir los operadores de

Casimir de so(2) y el Hamiltoniano asociado a esta simetria dinamica es el siguiente
H® = Ey+ ¢, + afip(fy 4 3) + 8 J° (1.54)
= Fy+ eCi[u(3)] + aClu(3)] + bCa[s0(3)] (1.55)
donde hemos usado los operadores de la tabla 1.2 que estan asociados a las subélgebras de
esta cadena concreta. La conexién entre los parametros {e, a,b} y {¢, a, 8} es simple. Los
Casimires de u(4) no se incluyen pues no darfan mds que una contribucién a la constante

Eq. Este Hamiltoniano es diagonal en la base asociada a la simetria dindmica, y los valores

que toma la energia vienen dados por
E®) = E(a)(Na Ny, J) = Eo+ enp + any(np, +3) + B5(G+ 1) (1.56)

donde las reglas (1.53) nos dan los valores que toman n, y j una vez fijado N.

120

—_12,12
—_20
100 | — e 126 124 122 120
—_ —_ = 1
80 - —
—_ —_— = 100
uF _ = = 91
i 60 - — —_
w — — 80
- — —7,1
40 b = = = 80
T e 51
—_— e e 4D
20 + — — 3,1
—_— =20
— 1,1
0 . . , . .
Tm (n-2) (n4) (n-6) (1n-8) (nn-10) (nn-12)
n.j
P

Figura 1.3: Espectro de energias (1.56) con valores N =12, e =5, a= .2y =.1.

Puede verse que si « = # = 0 entonces tenemos el espectro de un oscilador arménico

tridimensional truncado. En la figura (I.3) se muestra la forma de este espectro de energias
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para el caso en el que a, 3 << e. Se rompen las degeneraciones del espectro arménico
y obtenemos como resultado el espectro tipico de un oscilador anarménico no rigido.
Este limite resulta apropiado al estudio de moléculas débilmente ligadas; por ejemplo las

llamadas moléculas de Van der Waals [11].

Simetria dindmica so(4)

En esta simetria dindmica el paso de u(4) a so(4) viene dado como antes por [36, 39]
siendo el resto de relaciones necesarias triviales por tratarse de la cadena canénica de
so(4). Puede demostrarse que si partimos de una representacién totalmente simétrica de
u(4), ésta solo contiene representaciones completamente simétricas de so(4), con lo que
podemos prescindir de la segunda etiqueta asociada a este dlgebra. La base para el limite
so(4) tiene la forma |[N]wjim;).

El Hamiltoniano so(4), diagonal en esta base, es
H® = Eo+ A(D* + J%) + BJ? = Ey + AC*[s0(4)] + BC?[s0(3)] (157)
tomando las energias los siguientes valores
E® = EO(N,w,j) = Eo+ Aw(w+2)+ Bj(i+1) . (1.58)

Este caso resulta particularmente interesante, pues su limite monodimensional sera utili-
zado ampliamente a lo largo de este trabajo. Si definimos un nimero cuantico vibracional
v = ¥=2 y hacemos cero la energfa del estado fundamental (eliminando el término cons-

tante en el Hamiltoniano) entonces (1.58) se transforma en
E® = EO(N,v,j) =4Av(N+1—v) = Bj(G+1) . (1.59)

Mas adelante veremos que la diferencia fundamental entre este caso y el monodimensional
es la presencia de la contribucién rotacional. Puede demostrarse (Ver Apéndice A) que
la simetria dindmica so(4) corresponde estrechamente al espectro vibro-rotacional de un
oscilador de Morse tridimensional. Este caso corresponde a una molécula anarménica
rigida, a diferencia del caso anterior. El nimero N estd relacionado con la profundidad

del oscilador de Morse, fijando el nimero maximo de estados ligados que éste soporta.
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Si comparamos el espectro (1.59) con el espectro de un Morse [40, 41] tenemos que

we = 4A(N+1) (1.60)
weT, = —4A . (1.61)

Este caso se puede identificar como un caso particular del desarrollo de Dunham [27],
de gran importancia al analizar los niveles vibro-rotacionales moleculares. Por tanto, es
posible estudiar diferentes moléculas fijando N si se conocen w, y wez.. Una vez fijado N
pueden ajustarse A y B para reproducir lo mas fielmente posible el espectro en cuestion.

Es de esperar que una molécula real no se ajuste de forma exacta a ninguno de los dos
casos anteriores. Entonces puede ser necesario acudir a un Hamiltoniano general, que no

es diagonal en ninguna de las dos bases asociadas a simetrias dinamicas
H = By + ehy + afy(ii, +3) + A (D* + J2) + 87 . (1.62)

Este Hamiltoniano puede diagonalizarse numéricamente o tratarse con teoria de pertur-
baciones [42] (siempre que se pudicra suponer que los parametros asociados a una de las
simetrias dinamicas son més pequefios que los asociados a la otra, p. e. €,a << A). En
ambos casos se buscarian los pardmetros que permitieran un mejor acuerdo con los datos
experimentales y sirvieran para predecir niveles atin desconocidos.

Para llegar a un buen acuerdo con los datos experimentales a veces no es necesario
recurrir a interacciones de las dos simetrias dindmicas, basta con utilizar una de ellas, pero
anadiendo al Hamiltoniano operadores de Casimir de orden superior®. Por ejemplo, para

la simetria dindmica so(4) tendriamos el Hamiltoniano

[®

i

2

E() + Aloég[80(4)] + A(nég [80(3)]
+ Au [Calso(@)]] + Asz [Calso(3)]]
£ oot Au [Calso(@))] [Calso(3)] + ...

+ A11Ca[s0(4)]Cals0(3)]

8También pueden afiadirse estos casimires al Hamiltoniano m4s general formado con los Casimires de

ambas simetrias dindmicas.
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Este Hamiltoniano equivale al uso de un desarrollo en los mimeros cudnticos v y j para la
energia. Haciendo cero la energia del estado fundamental la energia viene dada por
E*(v,j) = Y A4 (N +1-0) i+ 1" . (1.63)
ik
El desarrollo cldsico de Dunham [27] tiene la forma
. IR k
E(v,j) = Eo+ 3 ya(v+1/2) [i(G + D", (1.64)
ik
y de forma trivial se demuestra que, para un mismo nimero de términos, en el desarrollo
algebraico se obtienen mayores potencias de v (o de los términos rotacionales) que en el
Dunham cldsico. En [37] puede encontrarse la relacién entre los parametros y;x y Aig.
La mayor potencia del método algebraico se basa en que el desarrollo se hace en funcién
de osciladores de Morse en lugar de osciladores arménicos, estando los primeros mas
cercanos al caracter anarmonico de las vibraciones moleculares. Esto hace que, para un
mismo nudmero de parametros, el desarrollo algebraico sea mas cercano al experimental

que el arménico.

Intensidades de transicidén

Como ya sefialamos anteriormente una de las ventajas del método algebraico es que no
s6lo proporciona un Hamiltoniano adecuado con el que es posible calcular el espectro
vibracional sino que también, al diagonalizar el Hamiltoniano, obtenemos funciones de
onda con las que se pueden calcular valores esperados de magnitudes de interés. Asi, por
ejemplo, pueden calcularse las intensidades de transicién Raman e Infrarroja para una
molécula, obteniéndose, como veremos en el capitulo IV, una evaluacion sensible de la
bondad del modelo.

Para ello es necesario expresar el operador de transicion T en términos de los ge-
neradores del &lgebra dindmica [16, 17, 36]. Si suponemos que trabajamos en la base
proporcionada por la simetria dindmica so(4), nos interesa calcular el médulo al cuadrado

de la amplitud de transicién, S(w,j — W', j'), siendo

S(w,j = ', 3") = [((INWFITNN W) (1.65)
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pues la intensidad es proporcional a esta magnitud

I(w,7 2w j') « Z ‘(w'j'mj/ TT(,L’\)|wjmj)|2 (1.66)
mj,mjilym
= (51 +1)S(w,j o, f) (L67)

Si nos centramos en las transiciones infrarrojas, nos interesa el operador de transicion
dipolar eléctrica (F1, A = 1). Una buena aproximacién es tomar el operador dipolar
previamente definido en (1.50). Asi tendriamos que TV = tOD,, y T tendria el caracter

tensorial requerido (17). Sus elementos de matriz vendrian dados por {16, 17]

([NJvj + L|D||[Nlvj) = /(G + (N =20+ j +2)(N =20 —5) ,  (L68)

donde v es &2_1

Este operador conduce a las reglas de seleccion Av = 0y Ay = £1. Estas reglas nos
limitan a transiciones dentro de una misma banda vibracional, pero la presencia de efectos
anarmoénicos lleva experimentalmente a transiciones entre diferentes bandas vibracionales
con lo que Av = £1,£2....

Para conectar diferentes bandas vibracionales podemos adoptar formas mas realistas

para el operador T' como podrian ser

T = % [(to+ tafiy + t202 +...) D + D (to + taiv + tai2 + .. | (1.69)
T = teD+t [15 exp(—an,) + exp(—aﬁp)b] (1.70)

y otras [17]. Al introducir estas formas més complejas no se pueden calcular los elementos
de matriz de T' de forma analitica, pero puede buscarse un desarrollo apropiado en el
limite de N grande, muy comin en situaciones experimentales. Para una descripcién mas
extensa véase [17]. En el capitulo IV se dard una descripcién del calculo algebraico de

intensidades de vibracién para el modelo u(2).

Aplicacién a moléculas poliatémicas

Al aplicar el modelo de vibrones a moléculas mas complejas que las diatémicas nos encon-

tramos en una situacién delicada. En primer lugar hay que considerar que esperamos que
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los modelos algebraicos aporten ventajas sustanciales en la descripcién de estas moléculas
mas complicadas. En el caso de las moléculas diatémicas el planteamiento algebraico
del problema no aporta ventajas sustanciales frente a un planteamiento tradicional en el
que se resuelva la ecuacion de Schrodinger para un potencial determinado, como hemos
descrito en la seccién 1.1. Esta forma de afrontar el problema se complica enormemente
al ir mas alla de moléculas diatémicas, creciendo de forma espectacular los requerimien-
tos de calculo. Esto hace muy utiles los modelos algebraicos para el caso de moléculas
triatémicas y mas alla. Sin embargo, como veremos en el resto de esta seccién, donde
describiremos a grandes rasgos el proceso a seguir, el tratamiento algebraico también se di-
ficulta. Esta complicacién, que no acarrea problemas de cémputo, es debida a lo complejo

de las estructuras algebraicas implicadas.

Esta dificultad ha hecho que el modelo de vibrones sélo se haya ampliado a moléculas
triatémicas [15, 43] (lineales o no) y tetratémicas [44] lineales. Mas alld de estos casos
el algebra dinamica implicada hace dificil el tratamiento del problema. Es interesante
hacer notar la diferencia que existe en este aspecto entre nucleos y moléculas. Al ir de
nicleos més sencillos a nicleos mds complejos, se pueden distinguir ciertas “familias”,
con comportamientos homogéneos dentro de ellas. Esto facilita el tratamiento algebraico
del problema y explica el éxito del modelo IBM. Sin embargo, en el caso de las moléculas,
el paso de un caso a otro resulta més dificultoso, siendo dificil (o imposible) encontrar
una solucién general al problema. Ademas, la simetria geométrica del problema juega un
importante papel que cuesta reflejar de forma adecuada en el modelo vibrénico, lo que

complica sobremanera toda la tarea.

Podemos considerar una molécula triatémica como dos osciladores tridimensionales
acoplados. La mayor o menor intensidad de este acoplamiento dara lugar a que el caracter
de la molécula sea mds o menos normal. Hay dos casos a considerar: molécula lineal y
no lineal. Ademas, dentro de cada caso puede ocurrir que la molécula sea del tipo ABC
o ABA con lo que la simetria puntual del problema es diferente. Los grados de libertad
vibro-rotacionales del problema son 3> —3 = 6 (Ver I.1). Veremos c6mo se asignan estos

grados de libertad a etiquetas espectroscépicas [3].
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En ambos casos existen dos etiquetas que llamaremos 14 y v3 que corresponden a los
modos de tensién AB y BC. También son comunes a los dos casos las etiquetas 7 y m; de
momento angular. La diferencia entre los dos casos se encuentra en el modo v, de flexion.
En el caso de la molécula lineal este modo es doblemente degenerado y lleva aparejado
una etiqueta de momento angular vibracional | = v, +(v — 2),...,4+1 6 0. El modo de
flexién en la molécula no lineal tiene la etiqueta v; pero es no degenerado. En este caso
el sexto nimero cuéntico es K, la proyeccién del momento angular sobre el eje principal

de simetria de la molécula. Se cumple j = |K|,|K + 1|, |K +2]....

Una de las caracteristicas que hace mas interesante al modelo de vibrones es la posi-
bilidad que tiene de tratar, sin mds suposiciones, los grados de libertad vibro-rotacionales
de forma simultdnea. Sin embargo, y como veremos a continuacién, la situacién se hace
mucho més complicada que en la molécula diatémica a la hora de escoger el algebra

dindmica y extraer de ella la informacién espectroscopica.

Al tratar la molécula como la unién de dos moléculas diatémicas el algebra dinamica

empleada es

Gg=u'(4) ®v*(4) . (L.71)

Esta dlgebra dindmica es mucho més rica en posibles subalgebras que en el caso diatémico
por ser su estructura mas compleja. Por ello en vez de construir un Hamiltoniano ge-
neral pasamos directamente a seleccionar las simetrias dindmicas de interés fisico para
centrarnos en ellas. Como antes, exigimos a las posibles simetrias dindmicas que con-
tengan al dlgebra so(3) pues el momento angular total continda siendo un buen nimero
cudntico. En [36] se estudia este problema, llegdndose al resultado de veintitrés posibles
simetrias dindmicas no equivalentes. Afortunadamente no todas ellas son de interés fisico.

Las siguientes son algunas de las mds interesantes, lo que da una idea de la amplitud del
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problema planteado al pasar a tratar moléculas triatémicas,

u'(4) ® w(4) | wi(4) ® u(4)
u'(3) u'?(4) u*(3) | so'(4) u?(4) 50%(4)
N A T I VR A VA
50*(3) u?(3) 50*(3) | so'(3) s0'2(4) 50%(3)
s0'%(3) ] s0'%(3) :
(1.72)

Como ocurria en el caso diatémico las tipo a son adecuadas a enlaces muy débiles y
anarmoénicos y las b a enlaces mas rigidos. Dentro de éstas los dos casos mas import-
antes son b.1 y b.2, pues en b.3 el acoplamiento se hace demasiado tarde para que dé
resultados de interés fisico. La cadena b.1 corresponde al limite normal y la 4.2 al limite
local, esto es, en la primera los osciladores se acoplan fuertemente desde un principio
(u'?(4)), mientras que en la segunda se acoplan mas débilmente (so'?(4)), y en un princi-
pio permanecen desacoplados (so'(4) @ so*(4)). Nos centramos pues en las siguientes dos

simetrias dindmicas

50" (4) & s0*(4)

u'(4) ®u*(4) D {
u12(4)

} D s0'%(4) D s0'%(3) D s0'?(2) . (1.73)

Expresaremos el Hamiltoniano de la molécula triatémica como
H=H +H,+H,, (1.74)

donde H, y H, son los Hamiltonianos de cada enlace por separado mientras que Hiy
corresponde a la interaccion entre ellos.
La base utilizada es la base local asociada a la cadena local (b.2), con los siguientes

ndmeros cuanticos

ut(4) ® ul4) D so'(4) ®@ so*(4) D so'’(4) D s0'%(3) D so'3(2)

[M0] [Na0] (@1,0)  (@,0)  (m1,m) j m;)
(L.75)
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La base asociada a la cadena normal posee un menor interés practico, ademds de resultar
algo mas compleja en su tratamiento al aparecer etiquetas perdidas en el paso no canénico
ul(4) ® u?(4) D u'?(4).

Las etiquetas Ny y N, son constantes para una molécula dada y tienen la misma
interpretacién que en el caso diatomico. Para los demds numeros cuanticos las reglas de

bifurcacién son las siguientes [17]

wi:Ni,Ni—Z,...,loO(i:1,2) )

=l —wta+pB, m=a—-pF o B=01,..., min(w,w) ; (1.76)

j: |7-2|7|T2l+17"'77.1_177-1

La correlaciéon que existe entre la flexién en los casos lineal y no lineal es bien conocida

[3] v resulta venir determinada por

[ = K (1.77)
V%lneal — I

Jo lineal _ 5 ) (1.78)

Esta correlacién tiene que verse reflejada en el Hamiltoniano de forma que reproduzca a
través de la variacién de un pardmetro los dos limites: lineal y no lineal. El Hamiltoniano

construido con los operadores invariantes de las dlgebras (1.73) es

H, = Eo+ 4,0%s0'(4)] + A2C?[s0*(4)] + AraC?[s0™(4)] + A, |C?[s0'2(4)]
+ )\12M12 + Bj2 . (1.79)

Salvo el término de Majorana, M12, que acopla los dos osciladores y estd relacionado con
el dlgebra su'?(4), el resto de los operadores es diagonal en la base (1.75). El dlgebra
so(4), como toda dlgebra so(2n), posee dos operadores invariantes de orden n. Ademas,
las etiquetas relacionadas con este segundo operador pueden tomar valores negativos, a
diferencia del resto de las etiquetas. Este segundo operador es el que hemos llamado aqui
C?(s0'%(4)), y no aparecia en el caso de la molécula diatémica porque su autovalor es cero
para estados simétricos (w,0). Ahora, al pasar de so'(4) @ s0%(4) a so'*(4) obtenemos

representaciones generales (wy,ws) y el autovalor de este operador de Casimir ya no se
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anula. Los elementos de matriz de estos dos operadores para estados (wq,ws) de so(4) son

< C*(s0(4)) >=wi(wy +2) + w2 < C%(s0(4)) >=wy(wy +1) . (1.80)
Buscamos ahora la relacion entre las seis etiquetas algebraicas y los seis nimeros cuanticos
espectroscopicos. Andlogamente al caso diatémico, las etiquetas v; y v5 de tensién pueden

definirse como

v =Mse =01, Mo Ml (N par o impar); (181)
V3:E2;_Wz:0,1’“,,—]\%loﬂlzi(]\72 par o impar)

El momento angular j y su proyeccién m; también podemos identificarlos con las etiquetas
anteriores, nos resta pues hallar la expresién en términos de las etiquetas algebraicas de
vy y K (v2 y 1) en el caso no lineal (lineal).

Para el caso no lineal se demuestra [15]

Vg = “ F W 2_ Tz TQ, K=mr |, (182)

de forma que, si ignoramos el operador de Majorana, utilizando las relaciones (1.80), (1.82)

y (1.81), la energia en la simetria dindmica asociada con la base local resulta ser

E = E(n,vvs, K) = Ej—4A11 (N1 + 1 —1y) — 4A03(N2 + 1 — v3) +
— 4Anpntvs+ ) (Ni+ N+ 11— —vz—1) +
— 241K [Ni+ No+1—-2(v +vs+12) — k] +
+ AL|K(Ni+ Ne+1-2( +vs+1a)— K)| (1.83)

haciendo nula la contribucién del momento angular total. El espectro puramente vibra-
cional se consigue haciendo A}, = 2A,,, y se pueden buscar las analogias con un desarrollo
clasico de Dunham.

El caso lineal, a la vista de (I1.76) requiere que
Vy = Wy +LU2—T1 ; l:T2 5 (184)

lo que unido a (1.82) proporciona la correlacién (1.77).
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La energia vibracional se consigue anulando en (1.79) el pardmetro B, resultando

E = E(I/l,l/:lz,l/:g) = E(/) - 4A1V1(N1 + 1-— 1/1) — 4A21/3(N2 + 1-— I/3)-|-
—A(2vy 4+ 1y + 203) [2(N1 + Ny + 1) — (201 + vy + 2v3) — P] + (1.85)
Al L[Ny + N2 + 1 — (21 + va + 213)]|

El limite lineal exacto se obtiene al hacer cero el parametro Aj,. Normalmente este
parametro se incluye para ajustes menores que conciernan el momento angular vibracional,
pues en caso contrario el parametro A;, determina tanto la dependencia en 1, como en
[. En el caso lineal es mds frecuente la inclusién de [02[3012(4)]]2 en vez de ’62[3012(4)]|
para reproducir el término [? que aparece en el desarrollo de Dunham. Como en el caso
de la molécula diatémica, es posible afiadir casimires de orden superior a los de (1.79)
para conseguir un mejor acuerdo con los datos experimentales. Mayor interés tiene que
hagamos una breve descripcién de los efectos del operador de Majorana, no diagonal en

la base local. Sus elementos de matriz en esta base son [37]

<N1N2 w{wé (7'17 7’2) IM12‘ N1 Ny wyw; (Tl, T2)

@ nem w w2 Tt
(=) e+ D +1)9 2 2 o2
wp o owl wiowroq
2 2 2 2
<N1W1 1N1w1> <N2w2 ‘N2w2> Ot ,w1i25w' w2 F2 (1'86)
—L{r(n +2) + 7 —wi(wi +2) —wawz +2)} — 2N N,
N N1 NitNe
Ni1+Ny 2 2 2
+(=) + +1(N1+1)(N2+1) N, N X 5w{,w15w§,wz ,
2 2

donde los elementos de matriz reducidos del operador dipolar de so(4) D son

N —
42 , W=w
< No “ DH Nw,> _ \/(N w+2)gju)z+2)(w+Q W =w—2 (1.87)
N—-w){(N+w+4)(wt+1 _
\/( (w+3 Jetl) =49

Es patente la mayor complejidad de las manipulaciones algebraicas necesarias para resolver
este problema, frente a la sencillez del caso diatémico. Veamos qué implica afladir este

operador al Hamiltoniano en los dos casos antes citados. Como es obvio a la vista de (1.86),
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el Hamiltoniano ya no es diagonal, pero esperamos que posea estructura de bloques. Esta
viene dada porque so'?(4) es la primera &lgebra comin a las dos simetrias dindmicas,
de modo que el Hamiltoniano es diagonal en las etiquetas (m,7;). Esto produce una
estructura en multipletes o poliadas, que para el espectro vibracional de las moléculas
no lineales viene dada por la condicién V,; = v + v, 4+ v3 = cte y para las lineales por
Vi=un+uvs+ E%’,l). En el caso no lineal se conserva el ndimero total de cuantos de
vibracién mientras que en el lineal el operador de Majorana no mezcla estados con distinta
[, pero dentro de una [ dada da lugar a interacciones anarménicas entre estados, algunos

con el mismo y otros con diferente nimero de cuantos (resonancias de Fermi).

Un punto mas a tener en cuenta es el efecto de pasar de una molécula ABC aotra ABA.
En el caso lineal se pasa de la simetria G = Co, @ G = Dop y €n €l no lineal de G =C; a
G = Cy,. Los estados pueden etiquetarse ahora en el caso lineal con etiquetas g y « y en el
caso no lineal con etiquetas A y B (que marcan cardcter simétrico o antisimétrico frente
a la inversién ¢ o la rotacién C; respectivamente). Esta simetria hace que los parametros
A; y Aj sean iguales en el Hamiltoniano. De este modo se consigue que sea invariante
bajo las operaciones de (G. Por tanto, a menos que se incluya el término de Majorana, los
niveles de tension resultan degenerados, y la magnitud del desdoblamiento que existe entre
ellos da idea de la importancia del término \5. Es interesante hacer notar que el papel de
la simetria discreta en este modelo no va més alld de esta relacion entre los parametros.
Como veremos en el capitulo préximo, el modelo AOSM posee una mayor implicacién de

la simetria discreta en el problema, lo que redunda en una mayor facilidad de uso.

Como en el caso diatémico, se llega a expresiones algebraicas para el calculo de inten-
sidades de transicién para moléculas triatémicas [16]. Hay que hacer notar que se puede
estudiar de forma completa la espectroscopia molecular, incluyendo los grados de liber-
tad rotacionales y los términos de interaccién rotacién-vibraciéon. A pesar de la mayor
complejidad de las 4lgebras implicadas, lo que da lugar a expresiones como (1.86), estas
expresiones no plantean especiales dificultades de programacion, y no son exigentes en
cuanto a requerimientos de cdlculo [45]. En este sentido la aproximacién algebraica es

cualitativamente mds simple que la integro-diferencial.
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El problema que hallamos al tratar moléculas con mas de tres atomos es la falta de
correlacion entre las diferentes geometrias. Un aspecto muy atractivo del caso triatémico
es que con un sdlo Hamiltoniano se tratan los dos casos de interés, existiendo una conexion
entre ambos a través del parametro Aj,. En todas las demas situaciones la correlacién
entre la geometria lineal y las geometrias no lineales, incluso para moléculas de cuatro
atomos, es desconocida. Esto hace que resulte necesario tratar cada caso por separado,
sin poderse establecer un modelo de forma general. También tratar de modelar moléculas
no planas acarrea nuevos inconvenientes. Por tanto, para estudiar moléculas mas comple-
jas, a pesar de su potencia, el modelo de vibrones es dificil de aplicar por los problemas
matematicos que plantea. Esto hace que en estos casos se prefiera su limite monodimen-

sional, que presentamos a continuacion.

1.2.2 FEl limite monodimensional del modelo de vibrones

A diferencia del modelo vibrénico, que trata simultdncamente la estructura molecular
rotacional y vibracional, su limite monodimensional, que llamaremos “modelo u(2)”, sep-
ara vibraciones de rotaciones centrandose en las primeras. Esto permite simplificar el
tratamiento, explotar de forma exhaustiva la simetria puntual de la molécula y atacar
problemas complicados que serfan inabordables usando el modelo de vibrones como el
benceno [10] o moléculas octaédricas [48]. En este sentido podemos considerar al modelo
u(2) como el limite monodimensional del modelo de vibrones. También se ha estudiado el
limite bidimensional, que corresponderia a las vibraciones en un plano, y lleva aparejada
un algebra dindmica u(3) [49].

Aprovechamos el isomorfismo existente entre el algebra de Lie u(2) y el oscilador de
Morse monodimensional (Véase Apéndice A y referencias [17, 36, 40]) que nos permite

reescribir el Hamiltoniano de un oscilador monodimensional de Morse [40]

H = h—2£ + D(e7%** — 2¢7%) (1.88)
2 da? ¢ ’ '
en términos de los generadores del dlgebra u(2). Los generadores de u(2) en términos de

operadores de momento angular son j+, J_, Jo, N. La realizacién algebraica del Hamilto-
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niano (1.88) es la siguiente [46, 47]

I:[ — a2h2
2p

El Hamiltoniano (1.89) puede reescribirse de una forma més conveniente

JE=—-AJF . (1.89)

A N A . . A A N
H=AHY = -2—[(J+J_ +J_Jy)— N, (1.90)

donde hemos usado la relacién J2 = J2? — %(L.j_ + J_J,) y hemos afiadido un término

. )
constante % para hacer cero la energia del estado fundamental.

Las autofunciones del Hamiltoniano (I1.90) pueden etiquetarse mediante la cadena

u(2) D 0(2), y son de la forma

IN] , v>
V], 0) = R L0 (191)

donde N es el nimero total de bosones fijado por la profundidad del potencial (Apéndice
A) y v corresponde al nimero de cuantos de excitacién. La relaciéon de N y v con las
etiquetas cldsicas de las dlgebras u(2) y so(2), j y m, es la siguiente
N = 2 (1.92)
v = j—m . (1.93)
Los pardmetros N y A pueden relacionarse con las constantes usuales w. y z.w. de la
siguiente manera. Sustituimos el operador Jo por su autovalor en (1.90). La energia nos
queda como
A
Ey = —E(N +1/2) 4+ AN +1)(v +1/2) — A(v +1/2)* (1.94)

y entonces por comparacién con el desarrollo de Dunham [27] obtenemos

we = AN+1) , (1.95)
Twe = A . (1.96)
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Por tanto en moléculas diatémicas, y de forma similar al caso de u(4), los parametros A
y N pueden determinarse utilizando las constantes espectroscopicas w. y Zewe.

El oscilador de Morse resulta muy adecuado a la hora de modelar vibraciones en
moléculas diatémicas [41]. A diferencia del oscilador arménico, introduce cierto grado de
anarmonicidad en el espectro y la aparicién del continuo, o sea, de la disociacién. Es por
tanto un potencial mucho mas realista, aunque también mas complicado que el potencial
armonico, como sefialamos anteriormente.

Parece entonces que el algebra u(2) es un buen punto de partida a la hora de estudiar
la vibraciones en moléculas poliatémicas. El modelo u(2) asigna un oscilador monodimen-
sional de Morse (0 mds precisamente, un algebra u(2)) a cada interacciéon interatémica
relevante. Es importante resaltar que no se asignan algebras solamente a los enlaces
quimicos; mas conveniente resulta la asignacién de un oscilador anarménico a cada co-
ordenada interna [20]. Esto plantea ciertos problemas como el tratamiento de moléculas
lineales y planas o la eliminacién de grados de libertad espiireos, aspectos que aclararemos
en el siguiente capitulo.

Si asignamos un algebra u(2) a cada grado de libertad en un problema con 7 grados

de libertad, el dlgebra dinamica del problema vendra dada por el producto
u'(2)®u*(2) & B u(2) . (1.97)

Una realizacién simple de los generadores de este dlgebra se obtiene en términos del

operador de nimero N; y los operadores de momento angular J,, ;,

~

{Nia jx,ia jy,i> jz,i}a 1= 1727 e, (198)

En términos de operadores bosénicos y con la realizaciéon de Schwinger tendrian la forma

~

N; = S:[Si + t}ti (199)

A 1 A ) ~ ].
Jpi = E(t}si +sit), J,i = %(t;fs,- ~sit), Jui= E(s;rsi — it (1.100)

donde s!(s;) and t](t;) satisfacen las relaciones de conmutacién para bosones

[Si,S}] = [tz‘,tt] =dij , (1.101)

7
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siendo nulos el resto de conmutadores posibles.

Si calculamos J? = JZ 4+ J% + JZ, encontramos que

z1)

A A

s~ N; [ N;
L L | [.102
Ji=5 (2 + ) , (1.102)
de donde resulta inmediato que
Ji=N/2 . (1.103)

Es trivial comprobar que [J,;, N;] = 0, luego los operadores (1.100) definen la subalgebra
su(2) C u(2). El pardmetro N permanece constante en nuestro modelo asi que podemos
referirnos tanto a u(2) como su(2) indistintamente.

Continuando con la filosofia propia de las aproximaciones algebraicas se desarrolla el
Hamiltoniano del problema en funcién de los generadores del algebra dinamica. Si nos
restringimos a operadores de dos cuerpos y a interacciones que preserven el numero total
de quanta, V = Y, v; , entonces tenemos las siguientes cadenas de algebras de interés

fisico
suD(2) @ su®(2) @ - @ su D 50V(2) ®s0@(2) B - B so™ Dso(2) , (1.104)

suM(2) @ suP (@) @ - @ sul™ D su(2) Dso(2) (1.105)

donde los acoplamientos se realizan a través de los pasos intermedios
sud(2) @ sul?(2) D 50 (2) ® 5019(2) D sl (2) (1.106)

sul(2) @ sul?(2) D sul@(2) D s0(2) . (1.107)

La cadena (1.104) es la llamada cadena local, en ella los osciladores anarménicos in-
troducidos no se acoplan mas que de forma débil en el dltimo paso. Conservan su in-
dividualidad y corresponde al 1imite de vibraciones locales. Sin embargo (1.105) implica
un fuerte acoplamiento de los osciladores locales y conlleva la aparicién de modos nor-
males. En general una molécula real se hallara en algtin punto entre estos dos limites. En
el capitulo tercero examinaremos diferentes casos, y comprobaremos la versatilidad del

modelo algebraico que permite una aproximacién comun a diferentes situaciones fisicas.
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Subalgebra Casimir
50'(2) C*(s0'(2)) = 4J2% — N?
s0(2) | C*(s0¥(2)) = 4J%, — (N; + N;)?
su'(2) My = IN;N; — 23,3;

Tabla I.3: Operadores de Casimir de las dlgebras del modelo u(2).

En la tabla 1.3 se encuentran los operadores invariantes o de Casimir de las algebras
que forman parte de las cadenas (1.106,1.107)°, donde M,’j es el operador de Majorana,
unico operador no diagonal en la base local (asociada a la cadena local) y que lleva a cabo

un acoplamiento anarmdnico entre los osciladores de Morse.

Nos interesa mas reparametrizar el Hamiltoniano en funcién de los operadores

A

A 1 A A ) A N
Mo - Ji+ J_idy) — = 1.108
Hz 2N; [(JHJ it+J zJ—H) 2] ’ ( 0 )
. 1 . s NN
H;; = 2JoiJo; — — ’) , 1.109
J \/m( 0:0y 2 ( )
N 1 A a A A
Vi, = Jod_s+JJe) 1.110
J NZ'NJ'( +1v =7 +.7) ( )

El operador HM corresponde al i-ésimo oscilador local anarménico, H;; implica un aco-
plamiento débil (y diagonal) entre los osciladores i-ésimo y j-ésimo mientras que Vj;
conlleva un acoplamiento fuerte similar al inducido por el término de Majorana definido

en (I.3). La relacién entre estos dos conjuntos de operadores es la siguiente

oM = 4Nic2(5<ﬂ(2)), (L.111)
a 1 20 o0 2f o i 2(and

b, = m(c (507(2)) + C*(s0'(2)) + C¥(s0 (2))) (1.112)
C -1 Y 1 2 ij 2 7 2 i

v = TJ\Q[M“JFZ{O (507(2)) + C¥(s0 (2))+C(30](2))}] . (L113)

9Al igual que en el caso u(4) el operador de Casimir de primer orden de so(2) (Jo) sélo se incluye en

el caso de existir interacciones con un campo externo que definan una direccién privilegiada en el espacio.
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El Hamiltoniano mas general con interaccione hasta dos cuerpos resulta ser

n .
H= ZA i + Z b i + 2 —2—3 T (1.114)

La base mas simple para proceder a diagonalizar el Hamiltoniano es la base local

uM2) @ «®@2)® - Pu?2) O 02 B sD2) @ - D soM(2) D s0(2)
+ + + + + u +

| [V] [Na] - [Nnl; vy vy Un V.
(I.115)

Los indices N; y v; son los descritos en (1.93), siendo v; el nimero de cuantos en el i-ésimo
oscilador. El indice V' corresponde a la suma de todos los v; y es el numero total de
quanta, conservado en este limite. Mds adelante, en el capitulo III, veremos como mezclar
estados de diferente V, introduciendo asi resonancias de Fermi, una de las interacciones
anarmoénicas mas importantes en algunas moléculas.

Como era de esperar los operadores procedentes de la cadena (1.104) son diagonales

en esta base y sus elementos de matriz son los siguientes

([N1]...[Ng;v1...vp; VI Hi |[N] ... [Na]; 01 .00 V) = —v24+ Novi
(IN]... [Ny);01. o0 VI Hi |[Nh] ... [N 01 o0 V) = 20505 — (0:Nj + v; N(JL116)

mientras que para V;;, por construccion, solo no son nulos elementos de matriz no diag-

onales

([N1] ... [Nyls 01 ..o V| Vii I[N ... [NoJsor.. .o V) = (1.117)
Vs (v + DN = 03)(Nj = 0 + 1) S 0t a1
‘|‘\/Ui(Uj + 1)(Nj - Uj)(Nz' — v+ 1) 5ug,v,~—1 5v§-,u,-+1 .

Hasta ahora G, el grupo puntual de simetria de la molécula que estemos tratando, no ha
sido tomado en cuenta. Naturalmente el Hamiltoniano (1.114) ha de ser invariante bajo
la aplicacién de las transformacions de G. Esto quiere decir que se debe transformar de

acuerdo a la representacién irreducible totalmente simétrica lo que implica que no todos
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los parametros A;, B;; y A;; son independientes. Existe un procedimiento sencillo basado
en el isomorfismo existente entre G y un subgrupo del grupo de las permutaciones de
n elementos (S,) que permite deducir de forma sistemdtica los pardmetros que resultan

equivalentes [50].

Sin embargo, la simplificacién que la simetria discreta puede aportar al problema va
mucho mas alla de esta reduccién en el numero de parametros. En el préoximo capitulo,
al describir el modelo AOSM veremos como sacar el maximo partido a la informacién
aportada por G. Los cambios implicaran tanto a la definicién de la base, que portara
representaciones irreducibles de GG, como a la de los operadores, que tendran caracter
tensorial en G. Esta profunda implicacién de la simetria discreta en el modelo es una de
las principales ventajas del presente trabajo. En el modelo de vibrones, al estar incluidos
de la misma forma rotaciones y traslaciones no resulta sencilla la introduccién de la si-
metria puntual, especialmente a la hora de asignar los nimeros cuanticos a los estados.
Esto, unido a la filosoffa del mismo, hace que se complique bastante resultando dificil
modelar moléculas mas alld de las lineales tetratémicas o triatémicas no lineales. Sin
embargo, el modelo u(2) permite estudiar moléculas mas complejas. E1 AOSM, al tomar
en consideracion todas las implicaciones de la simetria puntual del problema permite un
acceso mas facil a estas moléculas complejas simplificando los calculos necesarios. En
moléculas complicadas la eliminacién de los grados de libertad rotacionales viene justi-
ficada porque generalmente la interaccién rotacién-vibraciéon es menor que en moléculas

mas ligeras.

Como ejemplo de aplicacion del modelo u(2) podemos considerar el caso de la molécula
520, disulfuro de oxigeno, tratada en la seccién III.1. Su grupo de simetria puntual es
Cs, pero al ser una molécula triatémica plana basta con considerar Cy, pudiendo ignorarse

el plano de simetria. Por tanto en esta molécula no existe diferencia alguna entre la
aplicacién del AOSM o el modelo u(2).
Otra situacién de gran importancia y en la que resulta de utilidad el modelo %(2) en

la forma que hemos presentado es el estudio de la ruptura de la simetria en la molécula.

La conservacién de una formulacién no simetrizada del problema permite distinguir unos
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enlaces de otros mds facilmente y, por tanto, romper la simetria del modo que sea mas

conveniente [9].
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Capitulo 11

Modelo de osciladores anarmonicos

simetrizados (AOSM)

Este capitulo contiene una presentacién general del modelo AOSM. Para desarrollar el
modelo AOSM partimos del limite monodimensional del modelo de vibrones, que hemos
llamado modelo u(2) (Véase seccién 1.2.2), por tanto ignoramos los grados de libertad
rotacionales e intentamos obtener una descripcién completa del espectro vibracional mo-
lecular. El modelo AOSM aporta importantes ventajas respecto al modelo u(2) presentado
en el capitulo I. Las novedades principales son el diferente enfoque dado a la asignacién de
las dlgebras u(2) y el importante papel que juega la simetria puntual de la molécula. En
el modelo u(2) el grupo G de simetria solamente se toma en cuenta al construir el Hamil-
toniano, exigiendo que éste sea invariante bajo las operaciones de simetria del grupo. El
modelo AOSM, ademds de tomar esto en cuenta, introduce la simetria puntual al construir
la base e interacciones. Esto conlleva importantes ventajas.

En primer lugar hay una mayor sistematizacién en el modelo. La formulacion en
términos de operadores tensoriales en GG permite construir de forma sistematica todas las
interacciones posibles. En especial, se obtienen interacciones que no se pueden formular
en términos de los casimires o sus potencias.

En segundo lugar, el modelo aporta ventajas de tipo conceptual. La simetrizacién de

la base y los operadores permite calcular con facilidad el limite arménico asi como una

53
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clara conexion con los cédlculos tradicionales en el espacio de fase. Esta conexién evita
el cardcter abstracto y falto de interpretacion fisica que muchos investigadores achacan a
los modelos algebraicos. Por anadidura esta conexién permite una mejor comprension del
modelo, facilitando su encuadre dentro de las técnicas tradicionales. Por otra parte, el
uso de base y operadores tensoriales es fundamental a la hora de eliminar grados esptireos
de libertad. Esta eliminacién se puede llevar a cabo de forma exacta, lo que no es cierto

en general para un modelo anarmoénico.

Por 1ltimo, el modelo simetrizado conlleva simplificaciones de orden practico. Al
trabajar con la base local adaptada por simetria se reduce la dimensién del espacio donde
se llevan a cabo los calculos y se obtiene una mejor convergencia en el algoritmo de
ajuste. La interpretacién de los pardmetros involucrados en funcién de los utilizados en

los métodos tradicionales permite realizar una mejor seleccién de parametros iniciales.

Nos centraremos en la descripcién de estos aspectos a lo largo de este capitulo.
En primer lugar analizamos la base adaptada por simetria, su definicién, diferentes
métodos que pueden seguirse para construirla y las ventajas que aporta. A continuacién
presentamos una redefinicién de los generadores del dlgebra dindmica G (1.98) para que
tengan caracter tensorial en (. Estos dos puntos suponen la base del AOSM y lo hacen
apropiado al tratamiento de vibraciones moleculares. La tercera seccién de este capitulo
se dedica a explorar la conexién entre el AOSM y los célculos en el espacio de fase y a
dar una interpretacién fisica al modelo. Las dos secciones siguientes, mas que presentar
el modelo, contienen aspectos que resultaban oscuros en el marco del modelo u(2) y que
el AOSM permite tratar con facilidad. La primera de estas dos secciones se dedica al
procedimiento a seguir para eliminar grados de libertad espireos. Este es un problema
que en el modelo u(2) no se resuelve de forma completamente satisfactoria y que la sime-
trizacién consigue eliminar. En la segunda, y para terminar, presentamos una propuesta
para tratar moléculas planas con modos de vibracién fuera del plano. Estos casos revisten
bastante importancia, y la propuesta que se presenta es especialmente interesante por su

posible aplicacién a sistemas no rigidos.

A lo largo de este capitulo tratamos de realizar una presentacién general del modelo,
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dejando para los dos capitulos siguientes su aplicacién a diversos casos particulares. En
cada secciéon hemos incluido ejemplos concretos que pensamos resultaran de ayuda para

comprender los conceptos presentados.
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II.1 Base adaptada por simetria

De acuerdo con el teorema de Wigner [51], los autovectores asociados a un autovalor dado
de un operador hermitico (o normal) H invariante bajo un grupo finito o compacto G,
portan una representacién irreducible! T' de (G. Este es un teorema de crucial relevancia
pues nos indica que podemos asignar a los autoestados de nuestro problema etiquetas
{T',7}, siendo I' una representacién irreducible del grupo G 'y v = 1,2,...,nr donde nr
es la dimensién de la representacion irreducible I'. Este punto es de gran importancia, y
nos permite prever, con el mero conocimiento de la simetria puntual de la molécula, la
existencia de niveles de energia degenerados y la dimensién de esa degeneracion.

Si suponemos que nuestro problema posee n grados de libertad vibracionales, el modelo
u(2) empleard la base local definida en (1.115). En principio esta base con nimeros
cuanticos {| [N1][Nz] - - [Ny];v1vs ... vy; V )} carece de las etiquetas {I', v} asociadas a la
simetria puntual de la molécula. De forma trivial se demuestra que para V cuantos la
dimensién de la base local es dloc = L(% Esto significa que al construir la matriz del
Hamiltoniano de nuestro problema en la base u(2) no simetrizada hemos de diagonalizar
una matriz de dimensién dloc para obtener las energias y funciones de onda asociadas
a las energias. A estas funciones de onda resultado de la diagonalizacién pueden serles
asignadas etiquetas [, y. Esta asignacién, aunque no dificil, puede resultar laboriosa. Hay
que examinar las propiedades de transformacién de las autofunciones bajo las operaciones
de G y segun los resultados obtenidos asignar la correspondiente I'.

Todo este procedimiento puede simplificarse mediante el uso de una base adaptada por
simetria en vez de la base local (I.115). Esta base se construye mediante combinaciones
lineales de elementos de la base local tales que porten representaciones irreducibles de
G, o sea, poseen etiquetas {I',v}. Hay diferentes maneras de lograr una base adaptada

por simetria , no existiendo en general una base tinica. Su forma depende del proceso de

!Esta es la conocida como degeneracién normal. Si la representacién fuese reducible tendriamos un
caso de degeneracién accidental, donde normalmente existen simetrias ocultas que hacen que el grupo
de simetria G sea mds amplio que el tomado en un principio. Al ampliar el grupo las representaciones

portadas por los autovectores pasan a ser todas irreducibles.
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construccion seguido.

La base adaptada por simetria posee una importante propiedad: el Hamiltoniano, al ser
invariante bajo las operaciones del grupo puntual GG, no conecta estados que pertenezcan
a diferentes representaciones irreducibles [34]. Por tanto, si utilizamos una base con
etiquetas de simetria bien definidas, la matriz del operador Hamiltoniano, que en principio
era de dimension dloc, pasa a tomar una estructura de bloques. En cada bloque se
encuentran los estados asociados a una misma representacion irreducible I' (Ver figura

I1.1) lo que facilita en gran medida la labor de célculo.

A V=5
i 21x21
5x5 :
LAy
a2y
+ E 77

Figura II.1: Reduccién en bloques del Hamiltoniano de una molécula As para V.= 5 (Ver

secciones I1.2 y I11.3).

Pero, como hemos mencionado al principio de este capitulo, no es ésta la unica ventaja
que conlleva el uso de una base adaptada por simetria. Su papel es crucial a la hora
de eliminar los estados espireos y de conseguir el adecuado limite arménico del modelo.
La importancia de utilizar una base adaptada por simetria ha sido enfatizada en otros

modelos diferentes [52].

Analizamos dos formas de construir la base adaptada por simetria: el método de

acoplamiento y el método de autofunciones.
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I1.1.1 Meétodo de acoplamiento

En este método el procedimiento a seguir para obtener la base adaptada por simetria para
V' cuantos es el siguiente. En primer lugar, y una vez conocido el grupo puntual G de
simetria de la molécula, se calculan las representaciones irreducibles, los operadores de
proyeccién y los coeficientes de Clebsch-Gordan (CCG) del grupo G [34]. Describiremos
este proceso con cierto detalle, pues es importante evitar los problemas que derivan de
una falta de consistencia en la eleccién de fases que es necesario efectuar a lo largo del
proceso. También es posible encontrar esta informacién convenientemente tabulada [53].
A continuacién, usando los proyectores, se construyen las funciones adaptadas por simetria
para los estados de un cuanto. Por dltimo, una vez construidas estas funciones, se acoplan
usando los CCG para obtener las funciones de dos cuantos, a continuacion se acoplan a
estas para formar las de tres cuantos y asi sucesivamente hasta llegar a V cuantos.

Para el desarrollo de este método es importante hallar la forma en que se transforma
la base local frente a las operaciones de simetria del grupo G. Si asignamos etiquetas a
cada una de las coordenadas internas que nos interesan, la accién de las operaciones de
simetria B € (G sobre la molécula se reduce a una permutacién de estas etiquetas. Esto
define un isomorfismo entre G, el grupo puntual de simetria, y un subgrupo de S,, siendo
S, el grupo formado por las permutaciones de i elementos. En general no es necesario
conocer mas que las permutaciones correspondientes a un conjunto de generadores del
grupo?. Operando con las permutaciones asociadas a los generadores podemos construir
la permutacién asociada a cualquier elemento del grupo.

La asignacién de u(2) (o lo que es equivalente, la eleccién de coordenadas internas)
que hayamos realizado porta una representacién reducible A de dimension dloc del grupo
G, representacion que coincide con la portada por las funciones de la base local para un
cuanto {|7)}¢% donde |i) es el elemento de la base local para un cuanto con v; = 1.

dloc

Orli) = ;Aji(R)l i) - (IL1)

2Se llaman generadores del grupo puntual un conjunto (generalmente minimo) de elementos, operando

con los cuales es posible construir todas las operaciones del grupo [55].
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Mediante el andlisis de las representaciones irreducibles contenidas en A obtenemos la
simetria de los modos de vibracién, lo que resulta equivalente al estudio de modos normales

[3, 4]. A continuacién se construyen los operadores de proyeccién para el grupo puntual

[34]

=>"DL.(R)Or (11.2)
R
cuya accion sobre los elementos de la base local para un cuanto viene dada por
r r « dloc
Puli) =2 D, (R) > Au(R)j) (1L.3)
R =1

y asi podemos asignar etiquetas {I',v} a las funciones de onda de un cuanto. Por tanto,
las podemos escribir como
dloc
') = Lok 1) (1L.4)
i=
Por ultimo es necesario calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo G. Esto se
hace usando la relacién [34]
(Ty| 171, Tay2 (LT v, Davg) = Z DL, (R)DL, (R)D22,(R) (IL5)
ReG
donde (I'y|T'1v1,T'272) es el CCG que relaciona las componentes v; y 7, de las represen-
taciones irreducibles I'y y I'y con la componente v de la representacion producto I'; nr es
la dimensién de la representacién irreducible I' y g es el orden del grupo G® . Ademds de
la ecuacién (I1.5) es necesario tener en cuenta ciertas relaciones de simetria en los CCG

para determinar sin ambigiiedad las fases entre ellos. Las relaciones utilizadas son [34]

Iy £ Ty #T
(CyCiy1,Taye)  (Toyellima, I'y)
Ve - nr, 7
[y =T3 £T

(IL.6)

3En general serfa necesario afiadir un indice extra r, que serviria para distinguir los casos en que
apareciera alguna representacién irreducible repetida al reducir el producto directo de dos representaciones
irreducibles. En nuestro caso no es necesarto incluirlo pues esta situacién, que complicaria el tratamiento

presentado, no tiene lugar en los grupos con que trabajamos (Ver apéndice C).
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Ty, Toyt) B D D) — T Fayss Ty) (IL7)
\/nr nr, nr, ’ ’

_ 5F<F’Y|F1’Y{,F1’Yl> sty D) 5F(F1’Y,{|F1’71,F’7>
N L, nr, ’

donde ér = 1 si I' estd contenida en la parte simétrica del producto directo I'y ® I'y,

(11.8)

I' € [I'y ® T'y]. Si pertenece a la parte antisimétrica, I' € {I'; @ '; } entonces ép = —1.

Es muy importante que las representaciones irreducibles utilizadas en los proyectores
sean las mismas que se utilicen a la hora de construir los CCG, para evitar que surjan
inconsistencias.

Una vez obtenidos los CCG y las funciones simetrizadas de un cuanto, podemos cons-
truir las funciones de onda para cualquier niimero de cuantos acoplando sucesivamente las
de un cuanto. Por ejemplo, si acoplamos una funcién de onda de simetria I'; y V4 cuantos
a otra de simetria I'; y V4 cuantos, para obtener la funcién de simetria I' y V; + V, cuantos

haremos
yy Ty

) = 3550l i

"2

Ryl [eelz) (1.9)

La funcién

" \Ilgll> es una combinacién lineal de los elementos de la base local para V;

cuantos y se puede escribir como

Mpl) = ZAFl VN [N {wi b V) (I1.10)
donde {v;} = {v1vs...v,}. El producto | \Ilsll> V2 \11522> toma pues la forma
Wi \1;511> V2\11522> Z Z VlAFh’Yl V2Al€3’,?2
{vit {vj}
AN IV (o Vi lINL - [Nl ol Va) 5 (ILI)
y donde
[N NG v s VDLV [N {ohs V) = (IL.12)

[[NA]. . [Va)s {os + i Vi + V)

El factor que aparece en el término derecho de la ecuacién anterior es el utilizado para

obtener la normalizacién adecuada en el caso arménico, y resulta necesario incorporarlo
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para llegar al limite arménico adecuado. Ademés, la base definida de esta manera permite
una eliminacién muy limpia de los estados espireos si los hubiera (Véase la seccién I1.4).
En el apéndice C se incluyen las tablas de caracteres, representaciones irreducibles y CCG
de los grupos puntuales utilizados a lo largo de la tesis.

Vamos a ilustrar este método con dos ejemplos, el primero corresponde a una molécula
triatémica no lineal tipo ABA (Ej: H20) y el segundo es una molécula tetraédrica formada
por cuatro atomos (Ej: cimulo Bey).

En el primer caso la asignacién de etiquetas locales es la mostrada en la figura II1.2.
El grupo de simetria es G = C3,. Como podemos ver en la tabla de caracteres C.2
todas las representaciones irreducibles de este grupo son monodimensionales y por tanto
no es necesario calcularlas al venir dadas directamente por la tabla de caracteres. Al
ser la molécula plana, podemos ceflirnos al subgrupo C, C Cy, y segiun C.1 etiquetar las
funciones de onda con A (B) si son simétricas (antisimétricas) bajo la reflexién en el plano
de simetria molecular*. Los productos directos entre representaciones irreducibles en este

caso son muy simples, cumpliéndose
ARA=A; AQB=B; B®B=A . (I1.13)
Segin I11.2, el isomorfismo de C; con S3 se establece como
E«—— () ; o+ (12) . (I1.14)

Los grados de libertad vibracionales son tres, lo que equivale al nimero de osciladores
anarmonicos introducidos. Un anélisis en modos normales nos indica que esta molécula
posee dos modos simétricos, uno de tensién (A;) y otro de flexién (As), y un modo
antisimétrico de tensién (B;) [4]. Si las representaciones irreducibles contenidas en la
representacién reducible portada por la base local para un cuanto son éstas no habra
modos espuireos y estaremos trabajando con los grados de libertad correctos para generar

el espectro vibracional completo. Hay que tener en cuenta, como veremos en IL.5, que

4En C; la notacién adecuada seria A’, A", pero usaremos la notacién A, B por hallarse ms cercana

a la de Csyy que seria Ay, B;.
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no basta con que el nimero de u(2) incluidos sea igual al nimero de grados de libertad
para asegurar que no existen modos espireos. Es necesario comprobar también que las
representaciones irreducibles portadas por la asignacion de u(2) realizada coincide con las
que resultan del andlisis de modos normales.

La base local para un cuanto es {|1),]2),|3)}, donde |¢) = |[N1][N1][N2];vi = 1;1). La

representacion reducible A que porta esta base es

100 010
AEy=1010| , Ale)=}10 0| . (11.15)
001 00 1

Si se analizan las representaciones irreducibles que aparecen en esta representacion redu-
cible [34], llegamos a
A=2A6B , (I1.16)

como esperabamos. La accién de los proyectores sobre la base local para un cuanto
segun (II.3) nos proporciona la base adaptada por simetria para un cuanto (IL.4), que

convenientemente normalizada resulta ser

oty = 7<|1>+|2>>
R —}—(lw 2) (IL17)
fudry = 13)

La ausencia de representaciones irreducibles de dimensién dos o superior hace este caso
especialmente sencillo. Teniendo en cuenta (I1.9,11.11,I1.12) y las relaciones (IL.13) se
puede construir directamente la funcién de onda adaptada por simetria para cualquier
nimero de cuantos. La férmula (11.9) se escribe en este caso como

diml

ViglD 1 1 1 .
I\II 1> = (VAHVBt?VAf): ZOLL {'U }"/1>
=1
dimg
VoI _ 2
2\ 2> = (VAt’VBt’VAf ,2>
Vi+Vouq 1
1 2\11 > (VAt+I/At7VBt+VBt’VAf+VAf)
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va, | vB, | Va; Simetria
2 | 0| 0 | 5(1200)+ [110) + [020)) A
0 | 2 0 %([200) — |110) + |020)) A
0 | 0 | 2 |]002) A
1| 1| 0 | 7(]200)—[020)) B
1| 0 | 1 | J5(j101)+]011)) A
0| 1 1 | J5(]101) —[011)) B

Tabla II.1: Base local simetrizada con V = 2 para moléculas ABA no lineales .

(IL18)

v 12
= (I|ry,T —
(T[T, ) [I;I (A T L)

{v' + v’} Vi + Va)

< Sas [l

kv

donde la notacién (v4,,vs,,v4,) indica que la funcién se ha construido acoplando v,
veces |'p4t), vp, veces |1pPt) y va, veces ['¢pA7). Al ser monodimensionales las tres
representaciones irreducibles hemos eliminado las referencias a las componentes v. Los
factores de normalizacién incluidos tienen el mismo origen que los de la ecuacién (11.12).
Como ejemplo, en la tabla II.1 se incluyen las funciones de onda simetrizadas de dos
cuantos.

El segundo caso que vamos a mostrar, al incluir representaciones irreducibles bidi-
mensionales y tridimensionales, conlleva un tratamiento mds complejo. Suponemos una
molécula (o cimulo) de cuatro dtomos con simetria tetraédrica, G = T3. Podemos escoger
como generadores del grupo a dos ejes diferentes de rotacién de orden tres y a un plano
de reflexién diagonal, {CZ,CI o,} (Ver seccién I11.4). La tabla de caracteres C.4 nos
permite construir las representaciones irreducibles E, Fy y F, de T; que, con la asig-
nacién de ejes de la figura I11.4, resultan ser las dadas en la tabla C.6. La asignacién
de etiquetas locales es la mostrada en la figura I1I11.4. No existen grados de libertad
espiireos pues coinciden el nimero de u(2) asignados al de grados de libertad vibracionales
(4-3—6 =06) y al reducir la representacién A a las representaciones irreducibles que la

integran obtenemos como resultado A = A; @ E @ F;, que son las simetrias esperadas
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A(CH) A(C3h Alaa)
(0o01000| [o0o0o0o010] [o1000o0]
10000 0 10000 0 100000
010000 000100 001000
00000 1 000001 000001
000100 01000 0 000010
00001 0] [001000] [000100]

Tabla 11.2: Generadores de Ty en la representacion A.

si realizamos un andlisis de modos normales. En la tabla I1.2 se encuentra la forma de
los generadores del grupo en la representacién A. Si proyectamos la base local para un
cuanto {]7)}5_; = {|100000),]010000),...,|000001)} como hicimos para el ejemplo an-

terior llegamos a

ruh) = 7(|1>+|2> +18) 4 14) + I5) + 16))

1OE) = (1) 12— 23) + ) — 25 +16)

uf) = —§-<|> 2)— 14) +16))

rup) = 7<|1> 6)

pup) = 7(|2> )

R = () - (1L.19)

Sl

El acoplamiento sucesivo de estas funciones siguiendo (I1.9) nos proporciona las funciones
para V > 1. En este caso surgen algunos problemas. El primero es que, debido a la
naturaleza bosénica de nuestras funciones de onda, al efectuar el producto directo de dos
representaciones irreducibles portadas por idénticas funciones de onda sélo sobrevive la
parte simétrica del producto [34]. Por ejemplo, el producto F2 @ F, = A @ E® F1 @ I se
descompone en [F2Q Fy] = A1QEQFyy {F,®@F,} = Fi. Asi, si se acopla la representacion
irreducible portada por |1\Ilf"‘) consigo misma, se obtendran tres diferentes funciones de

onda de dos cuantos, con simetria A;, E y F,, pero no se obtendra ninguna de simetria
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va, | V2 1/?2 Simetria || v4, | V2 V?2 Simetria
2 0° | 0° | A 31 0% | 0° | A
0 22| 0° | A E 0 |34 0° | E; Ay, Ay
0 [ 0° | 292 A EFy || 0 | 00 | 313 | Fy; Ay Py, By
1 11 0 | FE 2 1t 0 | E
1 00| 1| B 2 100 |11 | R
0 |1 | 1' | F, B, 1 (292 0° | A E
1 | 0° | 292 | Ay; B F;
0 |202| 1Y | Fy; Py, By
0 | 1* | 2% | E; A1,A0 B, Fy, Fy
1| 1* |1 | R, R

Tabla I1.3: Descomposicién en representaciones irreducibles para moléculas tipo Ay tetraédricas

yV = 2,3 cuantos.

Fi. Esto obliga a analizar cuidadosamente el resultado de los diferentes acoplamientos
para cada numero de cuantos. En [4] se encuentran férmulas que permiten calcular las
representaciones irreducibles contenidasen [EQ F®...Q E] 6 [Fo,®@ F2,® ... @ F3). Enla
tabla I1.3 se encuentran las representaciones irreducibles resultado de los acoplamientos
de las funciones (II.19) para dos y tres cuantos. Se utiliza la misma notaciéon que en la
tabla 1.1, de manera que v4, es el nimero de veces que se ha acoplado la funciéon de un
cuanto de simetria A; para llegar a la indicada, y asi para el resto de simetrias. Hemos
anadido también las etiquetas de momento angular interno o vibracional (Véase I1.2). En

la préxima seccién quedara claro el porqué de esta asignacion.

Ademas de esta dificultad a la hora de construir los acoplamientos nos encontramos
con otro problema. Para V > 3 cuantos aparecen ambigiiedades a la hora de calcular los
acoplamientos. Si tomamos por ejemplo [E Q@ E Q E] = A; @ A; ® E es facil apreciar

que no existe una Unica manera de acoplar tres representaciones E para obtener otra
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representacion E. En el caso de A; y A; no existe esta ambigtiedad

Al A2
[E@EFeE]" | [E®EF0E]” , (11.20)
son la dnica forma de llegar a estas representaciones irreducibles. Pero en el caso E existen

dos esquemas posibles de acoplamiento
B E 4 E
[EoEfeE] |, [[E®E*®E] (IL.21)

y cualquier combinacién de estos dos esquemas produce una funcién con la simetria de-
seada. Pero esto nos plantea dos problemas: no necesariamente obtendremos una base
ortonormal y en el limite armdnico de nuestro modelo no podremos hacer la identificacién
con etiquetas armoénicas (Véase 11.3).

La resolucién del primer problema se puede conseguir de diferentes maneras. Una de
ellas es la construccién de todos los posibles esquemas de acoplamiento y la posterior se-
leccién de determinadas combinaciones lineales independientes o la simple ortogonalizacién
de las funciones que resulten, pero esto no resuelve el segundo problema y, ademas, en el
caso de la ortogonalizacién directa, pueden aparecer problemas si existen modos espureos.
Para resolver completamente estos dos problemas puede llevarse a cabo la diagonaliza-
cién en la base resultante de los acoplamientos de un operador funcién de los operadores
de nimero arménicos (Véase 1.1 y I1.3), pero ésta cae dentro del marco del método de
autofunciones.

Una posibilidad diferente al acoplamiento sucesivo de funciones es utilizar el operador
de proyeccién (I11.3) no sélo en la base local para V = 1 sino también para cualquier
ntmero de cuantos. De esta forma se consigue una base adaptada por simetria, aunque el

procedimiento resulta engorroso de llevar a cabo y no se tiene el limite arménico deseado.

I11.1.2 Método de autofunciones

El Método de autofunciones (“Eigenfunction Method” EFM) [54, 55] sustituye el pro-
cedimiento clasico de estudio de la teoria de representaciones, a partir de las tablas de

caracteres, por un procedimiento basado en los métodos empleados para el andlisis de



I.1. Base adaptada por simetria 67

grupos continuos y la mecéanica cudntica. Proporciona una forma alternativa a la tradi-

cional para calcular caracteres simples, representaciones irreducibles y CCG.

Al basarse en el concepto de conjunto completo de operadores que conmutan (CCOC)
y en la diagonalizacién de estos operadores es especialmente indicado a la hora de realizar

calculos numéricos y es muy fécilmente programable.

Por razones de espacio no daremos mds que algunas nociones de este interesante
método, necesarias para comprender la forma de construir la base adaptada por simetria
que hemos desarrollado. No incluiremos demostraciones que pueden encontrarse, junto
con la aplicacién del EFM a otros grupos (simétricos, de Lie y espaciales), en [55]. Usare-

mos como ejemplo la molécula A, tetraédrica que ya analizamos con el método anterior.

Para definir un CCOC el EFM utiliza, al igual que la Mecédnica Cudntica, una serie
de operadores que conmutan los cuales al ser diagonalizados en una determinada base
proporcionan las etiquetas que identifican de manera inequivoca los estados del sistema. Si
suponemos, por ejemplo, un rotor rigido podemos etiquetar las autofunciones de este rotor
(los arménicos esféricos) como |Im). La etiqueta [ proviene de diagonalizar el operador
L2 y la etiqueta m estd asociada a L,. Estas etiquetas pueden explicarse desde la teoria
de grupos. Asi L? corresponde al operador de Casimir del algebra so(3) mientras que L,
es el de so(2). Sabemos que s0(3) es el dlgebra de simetria de nuestro rotor y por tanto
los estados con una misma j son degenerados. Usando la cadena so(3) D so(2) podemos
etiquetar los estados del rotor, y nuestro CCOC es entonces {J?,J,}. No es necesario
anadir mas operadores pues, al ser so(3) D so(2) una cadena canénica, fijada { a cada m

corresponde un unico estado.

El EFM traduce este lenguaje y métodos cudnticos al campo de la teoria de grupos.
No sdlo es aplicable a grupos de Lie, también abarca cualquier otro tipo de grupos. Nos

centraremos en su aplicacion a grupos puntuales.

En primer lugar necesitamos hallar el equivalente a los operadores de Casimir para

nuestro grupo puntual. Este papel lo van a jugar los operadores de clase K;. Dado un
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grupo puntual G con N clases diferentes definimos el operador K; como
A gl .
Ki=) R, i=1,...,.N (11.22)
=1

donde g; es el nimero de elementos que forman la i-ésima clase de equivalencia de G

mientras que R; son los elementos de esta clase. Estos operadores cumplen las siguientes

propiedades
[K,R] = 0; VReG (11.23)
(K, K] = 0; Vij=1...N (11.24)
N
KK, = Y CEK, . (I1.25)
k=1

Los coeficientes Cf; son llamados constantes de estructura del grupo y el EFM demuestra
que determinan la tabla de caracteres del mismo.
En nuestro ejemplo, al ser G = 73, tenemos cinco clases y los operadores K; seran

v

Ki=E , Ky=Y.Ci+C¥
=1
. ir R 1r 5
By=30C | ki=Y8i+8i (IL.26)
=1 =T

A VI .
1
1{5 = E O-d )
=1

donde los nimeros romanos identifican las etiquetas asignadas a los diferentes elementos
de simetria de 73 (Véase la seccién I11.4). Se puede comprobar ficilmente que estos
operadores cumplen las propiedades (I1.23). Sus constantes de estructura viene dadas por
la tabla de multiplicacién de las clases 11.4.

El conjunto de los operadores K; definen la llamada algebra de las clases Lg5. Todo

vector () € Lk puede escribirse como combinacién lineal de los K.

N
Q=>qKi , qeC . (11.27)
=1

®De igual modo puede definirse el dlgebra del grupo, Lg, a partir de los operadores R; € G.
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Ta | K, K, Ks K, Ks

K| K K, K K, Ks

K, 8K, + 4K, + 8K 3K, 4K, + 4K 4K, + 4K,

Ks 3K, + 2K Ky + 2Ks 2K + Ks

K, 6K, + 3K, + 2Ks 3K, + 4K,

Ky 6K, + 3K, + 2K

Tabla I1.4: Tabla de multiplicacion de clases del grupo Td.

Las propiedades de este dlgebra son las siguientes

N

QU 4Q® = Y (¢ + ) K (1L.28)
i=1

QWIQ®Y = g6, (I1.29)
N

QUQW = 3 (¢VqPCk) Ky . (I1.30)
1.,k

Podemos construir la representacion natural del dlgebra de las clases, de forma que
X N
[X’i[&"j = KZI{] = Z ij(fﬁri)l(k , (1131)
k=1

y si comparamos con (I1.25) resulta
Dii(K))=CF . (I1.32)

Esto nos permite, conocidas las constantes de estructura, calcular las matrices de la re-
presentacion natural del algebra de las clases. Asi, las matrices D(K3) y D(Ks) para el

grupo 7 en nuestro ejemplo son

0 8 000 000 0GEG

14300 00033
DK,)=108 00 0| , DIEs)=10 0 0 4 2 (11.33)

0 004 4 04200

_0 0 0 4 4_ _1 4 10 O_
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El teorema de Wigner [51], nos indica que los autovectores asociados a un mismo autovalor
A de un operador K; portardn una representaciéon de G, ya que [K;, R] = 0 para todo
R € G. Se demuestra que la representacién natural del dlgebra de las clases puede
reducirse a una suma directa de N representaciones irreducibles monodimensionales. Esto
nos permite definir un CCOC en Lk al que llamaremos CCOC de tipo I o CCOC-I. Si
consideramos que las combinaciones lineales de elementos K; que llevan la representacién

natural a su forma diagonal son Q) = ¥ ¢;K; de manera que
KQW =) . {v=1,...,N (11.34)

se demuestra que el conjunto de los operadores de clase {K;}Y, forman un CCOC-I que
llamaremos C.

No existe una forma dnica de definir un CCOC, pudiendo escogerse entre varias alter-
nativas. A veces un solo operador K; puede actuar como CCOC (si no se obtiene ningin
autovalor degenerado al diagonalizar D(Kj;)), si no es asi, puede construirse un CCOC
mediante una combinacién lineal adecuada de operadores de clase. En general el nimero
de operadores a tener en cuenta para construir el CCOC es menor que el nimero de clases
N. 5i suponemos que C es nuestro CCOC-I entonces al diagonalizarlo se obtendran N
autovalores diferentes A”.

Para construir el CCOC-I es de gran utilidad la relacién

M=y
ny

(11.35)

donde n, es la dimension de la v-ésima representacion irreducible de G y x¥ es el caracter
asociado a la i-ésima clase en la representacién irreducible v. Esto hace que sea trivial
hallar un CCOC si se dispone de la tabla de caracteres del grupo. Basta con hallar las
columnas de la tabla de caracteres cuya combinacién, pesada por los factores adecuados,
de como resultado un vector con todas sus componentes diferentes. En el caso 7 la
inspeccion de la tabla de caracteres C.4 permite asegurar que ningun operador de clase
por si solo actua como CCOC. Todas las columnas poseen al menos dos valores repetidos.

Sin embargo la combinacién — K, + 3K si es un CCOC-I, pues sus N = 5 autovalores
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son distintos

r nr ]X’Q(SC;),) K5(60'd) AP

2

A 1 1 1 10
Ay 1 1 -1 -2
(11.36)
E 2 -1 0 4
F 3 0 -1 -6
Fo3 0 1 6

y C =—-K; 4+ 3Ks.

El siguiente es un resultado de gran importancia: se demuestra que si se diagonaliza
el operador C' en un espacio £ cualquiera de representacién de G, los autovalores obteni-
dos son iguales a algun A” y cada autovalor estd asociado a una diferente representacion
irreducible de G. De esta manera, mediante la diagonalizacién de C, obtenemos tanto las
representaciones irreducibles contenidas en la representacion portada por los elementos
del espacio £ como las combinaciones de éstos que las portan. Asi, si diagonalizamos
C = —K; + 3K5 en el espacio de la base local de un cuanto obtenemos los autovalores
A = {10,4,4,6,6,6} lo que nos indica que, como ya habiamos visto en (I1.19), las re-
presentaciones irreducibles contenidas coinciden con los modos normales y son A;, £ y
F,. Los autovectores asociados con cada uno de los autovalores portaran la consiguiente
representacion irreducible.

Hay que resaltar que C' es un CCOC en el espacio de las clases, pero no en £. Existen
autovalores que se repiten, con lo que no podemos etiquetar de forma tinica nuestros
estados. La etiqueta aportada por la diagonalizacién de C coincide con I' en (IL.4), nos
falta pues determinar la etiqueta v para cada autofuncién. Es un problema equivalente a,
conocida la [ de nuestros estados de rotor rigido |lm), buscar m.

Un nuevo CCOC nos permite determinar esta etiqueta, es el llamado CCOC tipo 11
o CCOC-II®. Este CCOC-II juega el mismo papel que el conjunto {L2%, L,} en el rotor

rigido y, de forma equivalente a lo que ocurre en este problema, buscamos un operador C’

6 Atin existe un tercer tipo de CCOC, el CCOC-IIL. No lo analizaremos por no ser de interés para el

problema que nos concierne.
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que conmute con C' y que pertenezca al dlgebra de las clases de G, un subgrupo de G. Si
este operador no consigue eliminar toda la ambigiiedad se continta con otro operador C"
asociado a G, subgrupo de G’ y asi hasta que la cadena

G >G >G> - DG"

C c’ c” RN 01
sea canénica’ y {C,C',C" ...,C"} sea un CCOC. Los operadores C’,C" etc. hacen la

(I1.37)

funcién de L, en el rotor rigido. Una vez realizada la subduccion de las representaciones
irreducibles de (G se puede emplear de nuevo la relacién (I1.35) en cada subgrupo para
hallar los operadores que nos lleven a obtener un CCOC-II.

En nuestro ejemplo consideraremos la cadena
771 ) C3v D Cs
{03{7 O:{Ia 0[} {Cz’{a UI} {UI} )

donde afiadimos los generadores escogidos para cada grupo. Al realizar la subduccién de

(11.38)

las representaciones irreducibles de 7; obtenemos
Ta 1C Ta G |G LG
A A By AAGE| A A
Ay, Ay F, Ai®E| A A"
E FE E AgA”

(11.39)

Si hacemos C' = o! + o/ + ¢!V y C" = ¢! y tenemos en cuenta (I1.35) podemos calcular
y y

los autovalores resultado de considerar como CCOC-II a {C,C’, C"} resultando

(7)) v C C C" Cu| () v C C C" Cu
A 1 10 3 1 5 F, 2 -6 0 1 -8
A, 1 =26 -3 -1 -21 FF 3 -6 0 -1 —4 (11.40)
E 1 4 0 1 2 F 1 6 3 1 1
E 2 4 0 -1 6 Fr, 2 6 0 1 4
K 1 -6 -3 -1 -1 F 3 6 0 -1 8
"Una cadena de grupos G D G' 5 G D --- > G", con G" abeliano, se dice que es candnica si al

realizar la subduccién de cualquier representacién irreducible del grupo G* al grupo G**! no obtenemos

representaciones irreducibles de Git! repetidas.
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Autovalor | I' | 4 | Estado
5 Ap | 1|19 +12%) +3Y) + |41) + [5Y) + 16Y)) /6
2 E 1] (1Y) +[2") - 218") +]4") - 2/5%) +16")) /V12
6 E 12 (1) =20 - [41) + 16%)) /2
1 Fy | 1] (=[11) = 12") = [3') + |4") + [5") + [61)) /6
4 Fy | 2| (=[1) = [2") +2[3") + 141) — 2]5") +|6")) /v12
8 Fy | 3] (=1%) +]2') — [47) +16')) /2

Tabla I1.5: Estados resultado de diagonalizar el operador Cyy en la base local para un cuanto de

una molécula A4 tetraédrica.

donde hemos incluido el operador Cj; = C — €' — 2C" que actia como CCOC-II y nos
permite no tener que usar tres indices para cada autofuncion.

Si diagonalizamos el operador Cp; en la base local para V' cuantos obtendremos los
autovalores en la sexta columna de (I1.40) y podremos asignar a los autovectores sus
correspondientes etiquetas I',y.

Esta tarea es especialmente sencilla de llevar a cabo utilizando programas de calculo
simbdlico como Mathematica o Maple. Un punto a tener en cuenta es que generalmente
no sera necesario diagonalizar el CCOC-II en la base local completa, basta con tomar los
subconjuntos de ella conectados por las operaciones de simetria del grupo G (en la practica
por sus permutaciones equivalentes). Incluso para diferentes valores de V habré conjuntos
de estados de la base local que se comporten de la misma forma bajo las operaciones de
Gy no es necesario llevar a cabo la diagonalizacién. Aclaramos estos puntos calculando
la base adaptada por simetria para uno y dos cuantos en nuestro ejemplo.

Para denotar los estados de la base local vamos a emplear la notacién
|1¥12v23% 4% 5% 6% ) omitiendo la etiqueta correspondiente a los valores de v; = 0.

Si V =1 la dimensién de la base local es seis y todos los estados se conectan entre si
por alguna permutacién del grupo. Hay que diagonalizar el operador Cp; en esta base y
obtenemos los resultados de la tabla IL.5.

Para V = 2 podemos dividir la base, inicialmente de dimensién 21 en tres subconjuntos
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Subconjunto BZ (Ver texto)

Autovalor | I' | v | Estado

5| Ad| 1] (U6 +[214) +[3'51)) /3

2 E | 1] (—2|3'5") + |214') + |1'6')) /6
Subconjunto BZ (Ver texto)

Autovalor | I' | v | Estado

5 Ap | 1] (15'6Y) + [4161) + [4151) + [3161) + [314%) + [2t61)
+]215) 4+ [213) + [1151) + |1141) + [1131) 4 [1121)) /V/12
2 E | 1] (—|5%6") 4 2/4'6') — |4'5!) — |3161) — |3'41) + 2]2'61)

—[251) — |2131) — [1151) + 2[1141) — 1131 + 2|1'21)) /v/24
-1 Fi | 1| ([3'6") —[3'4") — [2'6") +[2'5") — [1'5%) + |114")) /V/6

1 Fy [ 1] (—[561) — |[4161) — [4151) 4 |2131) + [1131) + [112Y)) /v/6
1 Fy | 1] (—2[5'6") — 2]4'6') — 2]415") + |3'6") + |3'41) 4 |2'61)
+[2!51) + [115) + |1'4)) /V12

Tabla I1.6: Estados resultado de diagonalizar el operador Cry en B2 y B2, subconjuntos de la

base local para dos cuantos de una molécula Ay tetraédrica.

que llamaremos B}, BZ y BZ. El primero de ellos, B? tiene dimensién seis y estd formado
por los estados [¢?) con 7 = 1...6. Este subconjunto posee idéntico comportamiento bajo
las operaciones del grupo que la base local para un cuanto, por tanto no es necesario
llevar a cabo ningin célculo. Se obtendria el mismo resultado que en I1.5 substituyendo
los estados |i') por [i?). El segundo conjunto, B2 tiene dimensién tres y consta de los
estados {|3'5%), |2141),|116')}, mientras que el tercero, B2 contiene el resto de los estados
y es de dimension 12. El resultado de la diagonalizacién de Cry en estos dos subconjuntos
de la base local para V = 2 se incluyen en la tabla I11.6. Hay que destacar que, siendo
la dimensién original de la base 21, no hemos tenido que diagonalizar matriz alguna de
dimensién superior a 12

En principio ya tenemos una base adaptada por simetria en la que tratar nuestro pro-

blema. Sin embargo, nos interesa obtener la base equivalente a la construida mediante el
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método de acoplamiento, especialmente si existen estados esptireos. La forma llegar a esta
base, que no es mas que una base con buenos nimeros cudnticos vr en el limite arménico,
es diagonalizar los operadores de nimero fip = bltb[‘ introducidos en 1.1. El calculo pre-
vio de la base adaptada por simetria facilita este paso, pues los operadores de nimero
son invariantes bajo las operaciones de (G. Por tanto no mezclan estados en diferentes
representaciones irreducibles y podemos, al igual que haremos con el Hamiltoniano, dia-
gonalizarlos en la base formada por los estados con una misma I' y V. Ademéas podemos
eliminar componentes superfluas en el caso de representaciones irreducibles de dimensién
mayor que uno, incluyendo en la base un solo valor de 4. En nuestro ejemplo esto implica
que para un cuanto obtenemos automaticamente las funciones de onda buscadas. Para
dos cuantos la dimensién de las bases en que habra que diagonalizar los operadores de
ndimero (o una combinacién lineal adecuada de ellos) serd tres en los casos Ay, Ey Fp y
uno para Fj.

Una vez que contamos con la base adaptada por simetria que buscamos, pasamos
a ocuparnos de los generadores de nuestra simetria dindmica, haciendo que la simetria

puntual del sistema también juegue un papel importante en ellos.

I1.2 Operadores adaptados por simetria

En esta seccién trataremos de hacer que la simetria puntual del problema pase a jugar un
papel mas importante que el desempefiado en el modelo u(2) presentado en (1.2.2), donde
nos limitabamos a establecer las relaciones entre los pardmetros A;, B;; y A;; que hicieran
invariante al Hamiltoniano (I.114) frente a G.

Para conseguir esto seguiremos el esquema siguiente: En primer lugar estudiaremos
el limite arménico del modelo, lo que nos permitird relacionarlo con los resultados de la
seccion I.1. En segundo lugar redefiniremos los generadores de nuestra simetria dindmica
de forma que tengan caracter tensorial bajo G y estudiaremos la forma de los operadores
obtenidos. Por ultimo, analizaremos interacciones que juegan un importante papel y no se

pueden obtener a partir de los operadores invariantes y sus potencias como en el modelo
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u(2).

I11.2.1 Limite armédnico

A continuacién analizamos como llegar al limite arménico del Hamiltoniano algebraico de
Morse (Véase apéndice A)

A A A 4 4 A A N
HM = —AJ2 = —Sl(pJ-+ T Ty = N] . (11.41)

Sabemos que el dlgebra dinamica del potencial de Morse monodimensional es u(2), aunque
en nuestro caso podemos limitarnos a su(2), cuyos generadores {Jo, Jy,J_} cumplen las

relaciones de conmutacién del momento angular
o, Je| = £0e , [Jy, ] =2J0 . (11.42)

Los operadores J. conectan los estados del Morse [[N],v) (1.91, 1.93) asociados a diferentes

energias (diferente v) pues

JelINL0) = (o(N —v+1) |[N],o-1)

JLINL vy = (N =o)(o+D)|[Nv+1) . (I1.43)

Sabemos que el limite armdnico del oscilador de Morse algebraico se conseguird haciendo

N — oo (véase I.1 y apéndice A) por lo que definimos el cambio de escala

b

i

% bfzﬁ . (11.44)

Si tras este cambio hacemos N — oo en (11.43) obtenemos

lim B[N],v) = \Flimyoe|[No—1) =&l —1)

N—oo
A}l_t)riobTHN] v) =+/(v+ D) limyse |[[N,v+1) =/ (v+1)|v+1) , (11.45)

lo que indica que en el limite arménico del modelo los operadores {bf, b} se comportan como
operadores de creacién-aniquilacién arménicos. Sireescribimos la relacién de conmutacién
entre Jy y J_ en términos de los nuevos operadores obtenemos

[6,6'] =1 - QN” , (11.46)



I1.2. Operadores adaptados por simetria 7

donde 0 = N/2 — Jo. El operador © corresponde al operador de nimero para el Morse
algebraico definido en (1.93). En el limite N — oo los operadores b y b! pasan a ser los
arménicos bt y b, mientras que J; se reduce a la unidad y (I1.46) se reduce [b,bT] = 1. Este
limite corresponde a la contraccién del dlgebra su(2) al dlgebra de Weyl, con generadores
{b,b%,1} [56]. Si aplicamos el cambio de escala al Hamiltoniano (I1.41) (eliminando el
parametro A, que no aporta nada a la discusién) obtenemos

1 I A .
lim HY = lim m[(J+J_+J_J+)—N]

N—co N—oco

= %(bb* +otb—1) =0 , (11.47)

con lo que llegamos al Hamiltoniano de un oscilador armdnico en una dimensién. Este
procedimiento para llegar al limite armdnico mediante el cambio de escala (11.44) y el limite
de N grande permite conectar el modelo algebraico u(2) con los célculos en términos de

operadores armonicos.

I1.2.2 Redefinicién de los generadores

Los generadores del dlgebra dindmica (1.97) son {J,;}7_, con v = 0,+. Es trivial apreciar
que las operaciones de simetria de G conectan entre si operadores con una misma . Ante
el grupo puntual G, los generadores se comportan como los elementos de la base local
para un cuanto y, por tanto, podemos proyectarlos como hicimos en (IL.3) con los estados
de V = 1. Como resultado obtenemos las mismas combinaciones lineales
dloc
=S v=0,41 . (11.48)
i=1
Elsto representa un importante cambio, pues hemos llegado a unos generadores que poseen
caracter tensorial bajo las operaciones del grupo puntual G y a partir de ellos podemos
construir cualquier interaccién que nos interese. No tenemos mas que, conocidos los CCG
del grupo G, acoplar segin (1.49) los generadores (I1.48) de forma que el resultado del
acoplamiento sea totalmente simétrico bajo GG, y esto puede hacerse para operadores de

cualquier orden en el ndimero de generadores acoplados.
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Como ejemplo desarrollaremos los operadores para una molécula A3 [20], triatémica de
simetria Ds;, como en la figura I11.3. Al igual que ocurre en el ejemplo AB; de la seccién
anterior la molécula forma un plano y podemos limitarnos al grupo Cs, C D3, (Ver 111.3).
En este caso n = 3, N; = Ny = N3, la base local para un cuanto tiene dimensién tres y
porta las representaciones irreducibles A; y E. No existen grados de libertad esptireos.
En el apéndice C se encuentran las representaciones irreducibles (C.5) y CCG (C.11) para

el grupo C3,. Las combinaciones lineales (I1.48) en este caso son

1

juAl’l = 7 (ju,l + ju,z + ju,?,) )
juE’l = \/L(_S ( ju,l - ju,Z — ju,S) , (11.49)
jVE,Q = L (2ju,2 "' jl/,S)

V2

A continuacién construimos a partir de los operadores tensoriales (I11.48) operadores que

sean escalares en (7, tales como

A~ nr A A A A
Hr = %Z;(JEUE’WJE”JE”) : (11.50)
’y:
A nr A A
e = S (&B7iY) (11.51)
v=1

Al construir estos operadores es necesario que las etiquetas I' de los dos JAE ™ que se aco-
plan sean iguales, para conseguir que el estado final sea totalmente simétrico. Esto no
implica que tengan que acoplarse necesariamente los mismos tensores. Puede ocurrir,
como en ¢l caso analizado en (II.17), que existan diferentes JT7 asociados a la misma
representacién irreducible I'. Esto se puede tener en cuenta afiadiendo a la férmula an-
terior una etiqueta r que nos marque la multiplicidad. De este modo, si aparecen nr

representaciones irreducibles I' al proyectar los generadores {J,;}/_; podemos reescribir

(I1.50) como

,}:\tl“’rhrz = % zr: (j£7r117j51r21’y + jEyrly'Yj-'l—:v’?v'Y) , (11'52)
=1

A nr‘"’/ A A

Veme = 2 (B7700™") (IL53)

y=1
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En lo que resta de esta seccién nos remitiremos a (I1.50) sin pérdida de generalidad.
Siguiendo el procedimiento descrito se construyen 2n — 1 interacciones independientes,
siendo n el numero de representaciones irreducibles que resultan de reducir la representa-

cién A portada por la base local para un cuanto. Existe la ligadura

no no n
> JF? =" J? =) Ni(N; +2)/4 = constante . (I1.54)
=1 1=1 =1
En nuestro ejemplo
3
Ji +JE=> J = %N(N +2) . (11.55)
i=1

Antes de proceder a construir otras combinaciones diferentes vamos a analizar el com-
portamiento frente a la variacion de N de los operadores 7'2,41, Hp y )>A1 de nuestro
ejemplo, y a compararlos con los operadores (1.110) del modelo u(2).

Como puede verse en las figuras 11.2, I1.3 y 11.4 el comportamiento frente a N de los
operadores Hr y Vr es radicalmente diferente. A medida que N crece y nos acercamos
al limite armonico los operadores Hr tienden a comportarse como operadores de nimero
armonicos. Mientras mas pequefia sea N la anarmonicidad serd més importante. Los
operadores f/p, sin embargo, sélo tienen sentido fuera del limite armonico, son operadores
puramente anarmoénicos y caracteristicos del modelo. Mediante el cambio de escala (11.44)
estudiaremos el limite armonico de estos operadores Hr y Vr. Esto dejara claro el porqué

de sus diferentes comportamientos. Si tomamos el limite arménico del operador tensorial

J3 (I1.48) obtenemos

j]-—‘»'y dloc j R
lim = = Y of lim —E
N—oo /N = N=ooo /N
dloc
= Z Oz{’”ybi = bpy,y y (1156)

i=1
con un resultado equivalente para J.". Los operadores br,, son los mismos que defini-
mos en la seccién 1.1 como combinacién simetrizada de los operadores locales. Hay que
destacar que los operadores arménicos br, son operadores locales adaptados por simetria,
totalmente equivalentes a los definidos en (1.41), y no deben confundirse con los operado-

res ar, normales, pues en general no coinciden unos con los otros. Escribir un operador
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15 + 1
b 4 2 0 -
T ' @1)e
& T 1 15 -
s 7 an [
>
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0 L
(02);\1 (02), v (03)A1 (03)A2 (03);
-0.5 i - w05 ' '
5 25 45 65 5 25 45 65
N N

Figura I1.2: Autovalores del operador H 4, para dos y tres cuantos.

normal en funcién de los operadores locales simetrizados generalmente conllevara la com-
binacién de operadores de creacién y aniquilacién simultaneamente. Si ahora tomamos el

limite arménico de EL obtenemos

N
N wo ) ) )
]\lrl_l;]_go % = ]\;l_r)%o 1 Z: (JE:'YJ—I:"'Y _I_ JE,’YJ_E(‘/)
1 nr t t 1 nr ;
= 52 (brabh, +0bsbra) = 530 (26,000 +1) . (IL5T)
v=1 v=1

Esto explica el comportamiento observado en las figuras 11.2, I1.3 frente a la variacién de
N del operador Hr /N,T' = A;, E. Al crecer N el operador tiende al operador de nimero

[ . . $ o aT,
armoénico.  Para analizar el caso Vr reescribimos, usando (11.46), los operadores Jy™”

como
- dloc Loy s dloc Q/I."’y . . . .
J Y Zai ,’Y‘]Oﬂ- = Z ; (J+,i<]—,i - J_,,’J.hi) , (11.58)
=1 1=1
por lo que
jI‘,’y dioc T'yy dloc T'vy
]\Ll_r)r;o ]OV = ; a12 [b;, 1] = ; a12 = constante (I1.59)

)}F nr dloe 'y 2
Jim =5 = Z(Z : ) . (IL.60)
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Figura I1.3: Autovalores del operador Hg para dos y tres cuantos.

Este resultado aclara la naturaleza anarménica del operador Vr v que tienda a ser constante
en la figura I1.4 al crecer N.

El Hamiltoniano vibracional de esta molécula en el modelo u(2) construido segin

(I.114) seria

. 3. . B 2. . A SL -
Hyy =AY HM + 3 > Hij+ 5 S Vi (IL.61)
=1 4,71 1,j=1
i#j i#5

En el modelo u(2) las interacciones a mayor orden en los casimires se incluyen en (11.61)
como productos de los operadores I:LM , ﬁij y V,]
Los operadores Hr y Vr pueden escribirse en funcién de los operadores H M [A{ij y ‘A/ij

de (1.114), resultando en nuestro ejemplo

~ 3

13-
Hay = SN+ ZH%+§ >V (11.62)
1=1 3,7=1
1]
. 1 3. . 3. .
Heg = 2N+g 421{5‘4— Z Vi (11.63)
=1 ‘Yi];:jl
n 9 3. 3.
Vg = ZN2— SHM -3 H;| o, (11.64)
i=1 i,j=1
i#3
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Figura I1.4: Autovalores del operador Vg para dos y tres cuantos.
y el Hamiltoniano (I.114) es equivalente al Hamiltoniano del modelo AOSM

ﬁis = o Ha, + aHp + Vg (I1.65)

Como pondremos de relieve en el préximo apertado, esta conexién entre operadores
de Casimir y operadores del modelo AOSM no es siempre posible, y revela una de las
mas importantes ventajas del modelo AOSM frente al u(2): La obtencién de operadores

fisicamente relevantes que en un principio no estan incluidos en el modelo u(2).

I1.2.3 Nuevos operadores en AOSM

En este apartado pondremos de relieve una de las novedades mas ventajosas del mo-
delo AOSM. El hecho de permitir acoplar de forma sistematica unos operadores a otros,
permite la construccién de interacciones generales. Asi, como en el modelo u(2), podemos
costruir interacciones de orden superior mediante productos de los operadores H Ars He
y V4, (IL50). De este modo tendriamos los operadores que en el limite N — oo serfan

equivalentes a los términos anarmoénicos z;; de un desarrollo de Dunham

Hgll = (7:1,41)2 ) ﬁ%] = (7{13)2 ) ’HEﬂE = ﬂAlﬂE;ﬂEﬁAl

(11.66)
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Pero, ademas de a los operadores 7:lA1, He y )>A1, en nuestro ejemplo podriamos haber
acoplado los generadores (I11.48) de forma que el resultado no fuese totalmente simétrico,

como en los siguientes casos

PEA = [JE@ JE] = L(jEagEr_ jEAgEN) (IL67)
: e 2

52 = ([P JP]T = o (JEE 4 JEREY) (1L68)

A N 1A L /oA A - A

T = [JPe " = o (JENE - JENEY) (11.69)

A partir de estos Tr podemos construir nuevos operadores, como 0= [TE ® TE]AI. La
obtencién de estos nuevos oeradores como combinacién o producto de los operadores en
(I1.61) no es posible. Los operadores en el Hamiltoniano (11.61) tienen simetria A, y el
multiplicarlos implica que estamos acoplando siempre operadores asociados a la misma
simetria Ay, por lo que nunca llegaremos a un resultado equivalente al operador 0. Como
veremos en la siguiente seccién, al discutir la conexién con el tratamiento en el espacio
de fases, estos operadores pueden ser de vital importancia a la hora de describir apro-
piadamente el espectro vibracional. Asi, por ejemplo, los operadores (11.67) y (I1.68) se
comportan en el limite armdnico como las componentes z e y del momento angular vi-
bracional de la molécula, mientras que (I11.69) lo hace como la componente z de éste: L.
Esto nos va a permitir etiquetar nuestros estados vibracionales con numeros cuanticos
asociados al momento angular vibracional [3, 28]. Este momento angular aparece cuando

existen modos normales degenerados y en el caso que nos ocupa, un modo doblemente

degenerado F, se puede escribir, en términos de coordenadas internas simetrizadas, como

A

lz = SEATE2 — SE2TE 1 5 (H?O)
y si pasamos a operadores de creacion-aniquilacion
l. =i (bpably, — bpabl,) - (IL.71)

En la seccién I11.3 se comprobard cuan critica puede ser la inclusiéon de estos operadores

en el ajuste.
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Ademas esto abre una posibilidad que estaba vedada al modelo u(2): Analizar las
interacciones que son importantes en un modelo armdnico (ya sea normal [28] o no [30])
donde vienen expresadas en forma tensorial, y construir la contrapartida anarménica de
ellas con los operadores (11.48). Este procedimiento permite seleccionar las interacciones

que son de interés (Véase 111.4).

I1.3 Conexién con el espacio de configuracion

Con el material presentado en las secciones 1.1 y II.2 resulta muy sencillo conectar el Ha-
miltoniano y los operadores del AOSM con otras aproximaciones. Esto hace mas intuitiva
la aproximacion algebraica, generalmente tachada de demasiado abstracta.

La conexién més inmediata es con los trabajos realizados en una aproximacion local,
como la aproximacién HCAO o de osciladores anarménicos acoplados armoénicamente
presentada por Watson, Child y Lawton [57, 6]. A raiz de este trabajo se estableci-
eron conexiones entre las oproximaciones local y normal a los problemas de estructura
vibracional, y se descubrié que un Hamiltoniano normal sometido a ciertas ligaduras en
sus parametros llamadas relaciones z-K da el mismo espectro de energias que un Hamilto-
niano local [58]. Mds recientemente se ha tratado de evitar estas constricciones, yendo mas
alla de estas relaciones, en diferentes sistemas como son moléculas triatémicas X Hz [7] y
moléculas de simetriaCs, X Hz y Ty X Hy [59]. Para seguir este camino se ha aprovechado
el formalismo de Della Valle [60] donde se estable una conexién entre modos arménicos
locales y normales similar a la que empleamos a lo largo de esta tesis.

Esto nos permite conectar de forma directa el limite arménico de nuestro Hamilto-
niano algebraico con los tratamientos clasicos. Sin embargo, no hemos de olvidar una
ventaja inherente al modelo AOSM (y al modelo u(2) en general) y es que a través de los
parametros N incorporan de forma natural la anarmonicidad al problema. Al tomar N
valores finitos aparecen efectos anarménicos, como la ruptura de la degeneracion de los
estados con diferente simetria en la grafica 11.3.

Asi, segiin [60], se definen unos operadores arménicos de creacién—aniquilacién que
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actdan sobre los modos normales de manera que

Alw)) = Wi -1)
Al(w),) = VeF1(n+1)) . (I1.72)

A su vez se definen unos operadores arménicos locales que, al igual que los anteriores,

cumplen

arlor) = Vol(v, = 1))
&I|vr) = Vo+lv.+1) . (1I1.73)

Ambos operadores cumplen las consabidas relaciones de conmutacién bosénicas, y se rela-
cionan entre si por ser los primeros las combinaciones adaptadas por simetria de los
segundos. Como puede verse esta aproximacién es totalmente equivalente a la formulada
en (1.41) y (1.45). Estrictamente, si A, se considera un modo normal, entonces la equiva-
lencia se establece con (I.41). Sin embargo, como mencionamos en la seccién 1.1, la otra
aproximacion puede ser mas interesante pues, aunque se llegan a Hamiltonianos equiva-
lentes, la interpretacién en términos de operadores locales facilita la tarea de conectar con
las coordenadas.

A la luz de lo dicho hasta ahora es facil interpretar los resultados de la seccién anterior,
al menos en su limite arménico. Cuando N — oo la ecuacién (I11.48) para v = +,— se

puede reescribir como

dloc
Ar‘,7 = Za{”yﬁi ,
=1
. dloc
AL, = Y aial (I1.74)
=1
utilizando la notacién de [60]. En el caso de la molécula Az tendriamos que el limite

armonico de (I1.49), reescalando adecuadamente con N, serd

. T
Apgn = % (a1 + a2 + a3)
" 1
Agy = 7 (241 — G2 — as) (IL.75)
. 1
AF? — (2a2 — as)
V2
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Esto permite la conexién del limite arménico del AOSM con [7] y [59], pudiendo identifi-
carse los diferentes operadores y la manera de construirlos. Ademés pueden construirse,
mediante el acoplamiento tensorial de los operadores con etiquetas {I', v}, los operadores
de momento angular vibracional u otros operadores tensoriales que resulten adecuados
(Véase el capitulo III).

Como ventaja afadida del AOSM hemos de tener en cuenta no sélo la anarmonicidad
que implica el uso de valores de N finitos en los operadores anteriores, sino también la
posibilidad de emplear los operadores Vr, que solamente cobran importancia al decrecer
N.

Lo dicho hasta ahora no sélo permite establecer la conexién con las aproximaciones
citadas, sino que puede buscarse la conexién con cualquier otro modelo que esté formu-
lado en términos de modos locales, como puede ser el tratamiento para el metano de la
referencia [30]. Para ello se emplea la relaciéon (1.44) entre operadores, coordenadas y
momentos locales para escribir el Hamiltoniano en segunda cuantizacion, tras lo cual es

posible identificar las interacciones presentes y anarmonizarlas haciendo N finito.

II.4 Tratamiento de grados de libertad espiireos

Como mencionamos en el capitulo I, la utilizacién de coordenadas internas puede impli-
car en determinadas circunstancias la aparicién de modos espireos. Ya vimos que esto
se debia a que, al incluir todas las coordenadas simétricamente equivalentes, a veces se
sobredetermina el problema. Esta situacién es comin a otros campos de la fisica, inclu-
yendo la fisica nuclear [61]. Para su resolucién se han desarrollado una serie de métodos
que, basicamente, consisten en incluir ciertos operadores en el Hamiltoniano que envian a
energias muy altas los estados espireos. De esta manera se consigue minimizar su influen-
cia sobre los estados fisicos. Este método se ha aplicado al modelo u(2) de vibraciones
moleculares [10, 37]. En este capitulo veremos una forma alternativa de enfrentarnos al
problema de los estados espiireos, analizaremos sus ventajas y compararemos los resulta-

dos de ambas aproximaciones en un caso de interés como es el de una molécula tetraédrica
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AB,, con una eleccién de coordenadas internas que provoca un modo totalmente simétrico
de flexién espiireo.

Si se analiza este problema en coordenadas internas la eliminacién de los modos
espireos se lleva a cabo a través de la condicién de redundancia (1.39), incluso en el
caso de considerar interacciones anarmdénicas, aunque en la practica esto sélo se lleva a
cabo en la aproximacién de pequeiios desplazamientos [4, 30]. En el caso algebraico la
presencia de modos espureos hace que existan un conjunto de estados y operadores no
fisicos que se identifican como espireos y han de ser eliminados.

En primer lugar analizamos como se lleva a cabo esta eliminacién en el modelo AOSM

y a continuacién comparamos con el otro método empleado en estos casos.

I1.4.1 Eliminaciéon de modos espiireos en el modelo AOSM

Vamos a ilustrar este apartado con el ejemplo de una molécula tetraédrica tipo AB, (p.e.
Metano C Hy). Como vimos en 1.1 si utilizamos las cuatro longitudes AB y los seis angulos
BAB como coordenadas internas tenemos una coordenada més de las necesarias. Esto se
traduce, al pasar a un formalismo algebraico, en la aparicién de un modo espureo que se
puede identificar como el modo totalmente simétrico de flexién AS. Por supuesto, dentro

de la base local asociada con el algebra dindmica
W'(2) @i (2) @ uP(2) @ ... & u’(2) o u'?(2) (11.76)

existen estados espiireos. Para un cuanto existe un solo estado esptireo, pero la proporcién
de estados no fisicos aumenta rapidamente con el nimero V' de cuantos como V/(9 + V).
Asi, por ejemplo, si para un cuanto hay un estado espireo en diez, para V igual a nueve
cuantos la proporcién se hace del cincuenta por ciento, con sesenta estados espureos en
ciento veinte. La ventaja de tratar este problema en el AOSM es que podemos eliminar
simultaneamente los operadores tensoriales asociados al modo espiireo y la parte no fisica
de la base. Esto permite un tratamiento exacto, lo que en general no es posible en el

caso de modelos anarménicos. Aqui se pone de relieve una de las principales ventajas de
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definir la base adaptada por simetria de la forma como lo hicimos en la seccién I1.1, con
los coeficientes asociados al desarrollo arménico.

En nuestro ejemplo AB; vamos a suponer que no existe interaccion entre tensién y
flexiéon de forma que podemos analizar el problema teniendo en cuenta sélo los seis grados
de libertad de flexién. Esto no conlleva pérdida de generalidad alguna y hace que el ejemplo
sea mas claro y conciso. Si construimos los operadores tensoriales segin el procedimiento

presentado en I1.2 obtenemos

Jt = % (Joa + Juz + Juz + Joa + Jus + Jug) (IL.77)
Jpt = % (2dos = Joz = o = 2da + Jus + Jus) (IL78)
3P = (e et dus— s

Jit = % (Jos = Jus) (IL79)
I = (=)

S = % (oa—=dus) 5 v=40

siendo el tensor totalmente simétrico J41:! el correspondiente al modo espiireo. En el caso
de la base podemos realizar la proyeccién de los seis estados de la base local de un cuanto
y obtendriamos (I1.2) donde |'¥41) es el estado no fisico.

La eliminacién de los operadores no fisicos del Hamiltoniano se consigue excluyendo
(IL.77) de los acoplamientos entre generadores que se lleven a cabo para construirlo. Asi,
en el caso general de una molécula AB, tendriamos como Hamiltoniano fisico en primer

orden a

H = qu:iAl,t + w27:lE,f + wsrf{FQ,t + w47:lp2,f +
+ allA}E,f + Ozzf/pz,f + a3l>p2,t +
+ w347:£F2,tf + 04341>F2,tf , (11.80)

donde usamos los operadores Hr y Vr definidos en (IL.50), y las etiquetas t y f indican

si el operador involucra modos de tensién o flexién. Como vimos en 1.2 podemos afiadir
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operadores de orden superior acoplando los generadores simetrizados, pero siempre sin
incluir en estos acoplamientos a (I1.77).

Pero esto no es todo, ademas hemos de eliminar de la base donde llevaremos a cabo la
diagonalizacién del Hamiltoniano (I1.80) la fraccién de ella que sea espirea. La razén es
que al ser éste un modelo anarménico, si no eliminamos esa fraccién de la base se produce
mezcla entre los estados fisicos y los espiireos.

Para discutir la eliminacién de la parte no fisica de la base partiremos del caso
armonico, y a continuacién lo extenderemos anadiendo la anarmonicidad al estudio.

En el caso armoénico las etiquetas son ’(nonlng"n?m )> donde ng es el nimero de
cuantos espureos de flexién presentes en el estado y las [; son los momentos angulares
internos o vibracionales asociados a los modos degenerados bi y tridimensionales.

Para construir la base puede utilizarse cualquiera de los dos métodos analizados en la
seccion I1.1, aunque el mads eficiente es el método de autofunciones. En éste no sélo se
diagonalizarian los operadores de nimero sino que se haria lo mismo con los operadores de
momento angular vibracional y la diagonalizacién se llevaria a cabo en la base adaptada
por simetria que previamente hemos definido en II.1. Esta base se conseguiria adaptado
por simetria los vectores de la base local asociada a (I1.76) |{n:}) = |mmn2 ... n10) siendo
n; el nmimero de cuantos anarménicos locales excitados en el i-ésimo enlace.

De esta manera se llega a una base adaptada por simetria a la que se le asocian

etiquetas normales de modo que

[(ronsnnfnd)). =3 Azil{nd) (1L.81)

i

Por construccién, tanto las funciones |{n;}) como las ’(nonln?n?nff)>, forman sendos

conjuntos ortonormales.
Las funciones del espacio fisico £,, por lo visto hasta ahora, son aquellas que cumplen
vp = 0, mientras que aquellas con vy # 0 son espuireas y pertenecen a L.. Estos dos

espacios son ortogonales de manera que

(L,lL) =0 . (11.82)
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De este modo puede verse como en el limite arménico no existen mayores dificultades a
la hora de distinguir la parte fisica de la espirea en la base.

A continuacién, en lugar del limite arménico consideramos la aproximacién algebraica,
con la base local {|[V;]v;)}. En el limite arménico, cuando N; — oo, la base local tiende
a la base arménica |[{n;}). Esta base local anarménica es ortonormal, como corresponde
a osciladores anarménicos locales independientes, y esto permite definir a su vez una base
adaptada por simetria

1 1 ! T .
(omgvsvit)) =3 Au|INI{w)) (I1.83)

Vi

donde Ay = Api; 4 = 1l...n y el limite si N; — oo de 1(1/01/11/;21/;)31/1“» es

‘(n0n1n122nf33ni4)>. La propiedad mas importante de (I1.83) es que por construccién con-

tindia siendo ortonormal®. Al construir la base mediante la anarmonizacién de (I1.81)
obtenemos directamente un conjunto ortonormal. De este modo podemos seguir distin-

guiendo de nuevo entre estados esptireos y los que no lo son

Ly ={|(0=0mpgrfvi))} 5 Lo={|vo#0mrusvi))} (IL84)

que ademas son ortogonales entre si como en (11.82). Esto hace que nuestro método para
eliminar los espireos sea consistente, incluso siendo anarménico el modelo. El problema
que acarrean los modelos anarménicos es que tanto operadores fisicos actuando sobre
estados espiireos como operadores espireos actuando sobre estados fisicos no se anulan
y, en general, se conectan los espacios fisicos y espireos. En nuestro procedimiento
diagonalizamos el Hamiltoniano molecular en el espacio fisico construido de modo que
calculamos

(Lf1L,) (11.85)

Los autovectores |¢) obtenidos al diagonalizar el Hamiltoniano pertenecen al espacio fisico,

por lo que cumplen

(WILy=0 . (IL.86)

8 A diferencia del caso arménico este resultado no es trivial pues los operadores algebraicos #;, asociados

a los nimeros cudnticos ¥; no conmutan entre si {20].
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De esta manera podemos eliminar de manera exacta la contribucién del espacio espireo
en nuestros calculos, cualquier vector esptireo serd ortogonal a los fisicos y no afectard la
diagonalizacién de (I1.85). Insistimos en que para que esto suceda es imprescindible la

eliminacién simultdnea de los grados de libertad esptireos del Hamiltoniano y la base.

I1.4.2 Comparacion entre métodos de eliminacién del espacio
espureo

Para ilustrar lo comentado acerca de la eliminacién de grados de libertad esptireos anali-
zaremos el caso ya citado de la flexién de una molécula tetraédrica AB,. El Hamiltoniano

fisico, partiendo de (II1.80) y eliminando toda contribucién de tensién , es
I:If = wﬂflg,f + w47:[F2,f + Oél)A)E,f + azvp,‘,’f . (11.87)

Hemos eliminado toda contribucién del modo espireo (11.77), y separamos la base cons-
truida siguiendo el método de autofunciones explicado en II.1 en dos subespacios: el fisico
y el esptreo (I1.84). La diagonalizacién del Hamiltoniano se realiza en la base fisica,

sin que intervengan el resto de estados. Comparamos los resultados obtenidos con la

0120012y, > | 1 e A=20
10 4-1

-5 1o <, (300)/(300)’, >

1 L 1 1 '

-6
10 40 70 100 10 40 70 100
N N

Figura I1.5: Solapamiento entre autoestados equivalentes de los Hamiltonianos (11.87) y (I11.88).
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diagonalizacién en la base local completa del Hamiltoniano
ﬁ} = )\7:lA1,f + w27:lE,f + w47:[F2,f + 011)>E,f + 052]>F2,f ) (11.88)

donde daremos valores crecientes a A, de modo que la influencia de los estados no fisicos
vaya disminuyendo. En el limite A — oo se pueden discernir espacios fisico y esptireo,
aunque esto no es exacto mas que en el limite N — oo, donde se consigue que ambos
espacios resulten ortogonales. En la figura I1.5 se representa el solapamiento entre el
estado espireo de la base adaptado por simetria para tres cuantos |(300)) y el estado
equivalente que resulta de diagonalizar el Hamiltoniano (II.88) con w; = 8.5, wy = 4.3,
a1 = 4.1y a; = 6.6 para diferentes valores de A, al que llamamos |(300)’). Si fijamos A,
a medida que crece N el solapamiento aumenta. Del mismo modo, fijado N, a medida
que crece el parametro A también crece el solapamiento. Igual ocurre, en la misma figura
IL.5, para el solapamiento entre los estados {(012)) y [(012)"). Como dijimos, en el limite

A — 00, N — oo los dos estados coincidiran.

I1.5 Tratamiento de moléculas planas

En esta seccién trataremos una posible aplicacién al caso de moléculas planas del pro-
cedimiento descrito en II.4 para la climinacién de grados de libertad espireos. Este
procedimiento no sélo es aplicable a las moléculas planas sino que también es apropiado,
como veremos al final de esta seccién, para tratar un caso de gran interés: las moléculas

no rigidas.

I1.5.1 Moléculas planas: Formaldehido

A continuacién sentamos las bases para modelar el espectro vibracional completo del

formaldehido (C H,0), molécula tetratémica plana con simetria Ca, (Ver figura I1.6).
Esta molécula posee seis grados de libertad vibracionales, por lo que tiene seis modos

normales (el grupo de simetria C,, no permite modos degenerados segin la tabla C.2):

tres de tensién, dos de flexién y uno de torsién (“rocking”). Siguiendo [3], la notacién
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Figura 11.6: Molécula de formaldehido (CH>0).

empleada es la siguiente: vy, A} tensién C — H; vy, Al tensién C' — O; vs, A{ flexion C Ho;

V4, B{ flexién fuera del plano; vs, BE tensién C' — H y vg, B} torsién C H, (Figura I1.7).

N T

AEGY) V. (A) V. (A)

s

V. B) V. 8) V. (8)
Figura I1.7: Modos normales de vibracién del formaldehido (CH20).

Una posible asignacién de élgebras u(2) (o lo que es equivalente, coordenadas internas)

a la molécula serfa la indicada en la figura I1.6. El dlgebra dindmica seria
u'(2) ®u?(2) ®w3(2) ®u(2) D (2) ub(2) . (11.89)

En este caso el namero de grados de libertad, n = 6, coincide con el de dlgebras utilizadas.
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La base local es
A2 B w2 @ Q) & w2 & W2 & W) o
\J \J \J ) \J \J
| (V1] [N11] [N11] [Nr11] [Ni11] [Niv]
S50'(2) B s02(2) @ s0°(2) @ so'(2) @ s0°(2) @ sof(2) O so(2)
\J 3 \J \J \J \J \J

%1 U2 U3 V4 Us Vs 3 V)

(11.90)
Sin embargo, al estudiar las representaciones irreducibles portadas por la base local para
un cuanto con esta asignacion, descubrimos que las simetrias no coinciden con las asig-
nadas a las vibraciones fundamentales. Obtenemos tras la reduccién A = 44, @ 2B,, lo
que implica que existe una combinacién espiirea con simetria A; y nos falta un modo fisico
con simetria B;. Esto se debe a que es imposible proyectar la asignacion de algebras rea-
lizada a la simetria B;. Esto puede verse ficilmente, pues si nos mantenemos en el plano
la reflexién a través de o5 no juega papel alguno y, como en el caso de las triatdnicas
ABA, podemos tomar como grupo puntual G = C,. Ahora bien, al elegir este GG, nunca
obtendremos estados con comportamiento antisimétrico frente a oz, pues queda fuera del
grupo.

Una posible solucién al problema de la falta del fundamental con simetria B; es la
asignacién de los u(2) a coordenadas internas, lo que implicarfa una asignacién a coorde-
nadas con ciertas propiedades de simetria, y que las algebras adquieran las propiedades
de transformacién de las coordenadas que les correspondan [63].

Existe un planteamiento alternativo a éste, donde se usa ampliamente la maquinaria
descrita en la seccién anterior para la eliminacién de modos espireos. Este planteamiento
consiste en considerar la configuracién ficticia presente en la figura I1.8. En esta config-
uraciéon hemos doblado el niimero de dlgebras empleadas, de seis a doce, y hemos sacado

la molécula del plano que la contenfa. El dlgebra dindmica del problema se extiende a

u'(2) @ *(2)® ... dut(2) @ u'?(2) . (11.91)
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Solamente existen seis grados de libertad fisicos en el problema, mientras que el nimero

Figura I1.8: Configuracidén ficticia del formaldehido para estudio de su espectro vibracional.

de u(2) ha subido a doce. Si las simetrias obtenidas son correctas deber{amos eliminar seis

grados de libertad espiireos. La base local en este caso contard con las etiquetas siguientes
|[N1] e [le] y V1...012 3 V> , (]:[92)
donde los N; cumplen

Ni= Ny =N; ) Ny = N3 = Ng = Ng = Nyt
Ne=Ni3=Nrv ; Ny=Ns=Npw=Nuy=DNgy1 . (11-93)

Si reducimos la representacién A’ portada por la asignacién definida en la figura I1.8

obtenemos el siguiente resultado
A/ == 4A1 @ 2A2 @ 4B1 + 2B2 9 (1194)

con lo que nos encontramos con los siguientes modos espireos: Aésp =A ®24A, B 3B;.
A continuacién, para simplificar la notacién, eliminamos de los estados de la base (11.92)
las etiquetas N y V. Ademaés adoptamos la convencién explicada en la seccion II.1 para

el caso A4. Si proyectamos las funciones de onda de la base local (11.92) para V' = 1 sobre
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las diferentes simetrias del problema llegamos a

WpA) o [1)+7) D) o [2) 4 13) + [8) + 19)

M) o [4)+15) +[10) +11) ; |apt) o [6) +[12)

W) o [2) =3 =8 +19) ;) o< [4) - [5) —[10) + [11) (11.95)
WP o 1) —|7) D e o [2)+13) — 18) — 19)

pP) o [4)+18) = [10) = [11) ; |wB) o [6) - [12)

WP o 2)=[8)+8)—19) 5 [:P) o |4) = |5) +[10) — [11)

Dentro de este conjunto se pueden considerar como modos fisicos los siguientes

pptim) = M2 B I8 +19)  ; [wtim) = (1) +7)/V2
!3¢A1;1/3> = (I6) +11)/vV2 ; '4¢B15V4> = ?:1(li>_|i+6>)/2\/§
s97vs) = (12— 13)+18) = 19)/2 5 |swPrive) = (14) = [5) +]10) - |11)) /2

(1I1.96)

De igual modo podemos construir los operadores adaptados por simetria (11.48), y con-
siderar como tensores fisicos las combinaciones de generadores equivalentes a (11.96). Si
tenemos en cuenta lo comentado en la seccién anterior respecto la eliminacién de espureos,
al excluir las combinaciones asociadas con el espacio espireo tanto de la base como del
Hamiltoniano, hemos conseguido modelar nuestro problema con éxito. El Hamiltoniano
en primer orden, incluyendo unicamente los operadores Hr y Vr y despreciando los ope-
radores tipo (IL.52) sera

A 3 A A 5 ~

Hu,co = > aiMia, +aaHs + ) aHip,

i=1 =4
3 5 .

+ Y BVia +BuVis + Y BViB, - (11.97)
=1 1=4

La construccién de la base para V > 1 no plantea especial dificultad en este caso. Al
ser todas las representaciones irreducibles del grupo G = C3, monodimensionales no es
necesario el uso del método de autofunciones, basta con traducir las férmulas (II.19)
empleadas para la molécula ABA no lineal.

Hasta aqui queda perfectamente planteado nuestro problema. Surje un inconveniente

y es el aumento del nimero de algebras a tener en cuenta de seis a doce, lo que implica
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el uso del dlgebra dindmica (I1.91). Esto hace mdas engorroso el tratamiento numérico del
problema debido a las mayores dimensiones en juego.

Hemos desarrollado un procedimiento para resolver en parte ésto y que seré de impor-
tancia si se desea tratar moléculas no rigidas. Una cuidadosa inspeccién de (11.96) revela

que las funciones de onda de un cuanto pueden escribirse como

r¢r;1/i> = |Z1>

> al (1) + D)l +6)

z=61

Z; o (i) + f(D)ouls)) (11.98)
donde f(I') = 1 para todo I' # By y f(B)) = —1. El plano de simetria o es el
especificado en la figura I1.8, y juega un importante papel en este esquema. Aprovechando
esto, y teniendo en cuenta las propiedades de transformacion de los operadores tensoriales,

podemos escribir

6
oy = Zaf’r (ju,i + f(F)UIIju,iUII> . (1I1.99)

1=1

Esto permite reducir a seis el niimero de osciladores locales que realmente tenemos en
cuenta, con lo que se facilita la labor de calculo. Un estado general de la base adaptada
por simetria para este problema puede escribirse como (v4,...,vs) donde las etiquetas
v; tienen el mismo significado que en ejemplos anteriores y lo podemos desarrollar en

términos de los estados de un cuanto como

i)

6
vy, Vo, V3, Vg, Vs, Vg) = , (I1.100)
(1 293y V4, V5 6) z=]___[1\/1?

que teniendo en cuenta (I11.98) y (I1.19) y desarrollando los productos de acuerdo con la

férmula de Leibnitz® podemos escribir como

6 A AT
; X— — . —
(v1,v2, 3, vay 15, v6) = || ,/nj!Z&’jZ viﬂ' >0U ‘A’ — k> , (11.101)
=1 A E "k
donde A* = (Ai,...,A§) y los X! son nimeros naturales que cumplen Y-5_, A5 = v;. La

notacién k indica (k1,...,ke) donde k; varia de 0 a )\{ y |IA€> oI lAj — ]5> indica los estados

9 n o o__ 7 1 45 . .
(ar+az+azs+...4+a,)" = Divsizsnin M =1 7;a; ¥y donde {i1,...,1,} son todos los sistemas

posibles de valores naturales en que se descompone n.
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de la base local [1512k2 .6k6> o1 ll’\{”kl P~k | .6Aé‘k6>. Ademas hemos definido

& = ﬁ( )AJ : (11.102)

=1

) 6 .
Xy = 1’[ &) (11.103)
=1
_ 6
o = [IVEIO = k), (11.104)
=1
donde tomamos o} = o™, o? = ai"*? y asi sucesivamente hasta of = aP*?, siendo o "

los coeficientes de la base adaptada por simetria para un cuanto introducida en (11.98).
La definicién (I1.101), aunque a primera vista parezca complicada, permite efectuar

los célculos para cualquier niimero V' de cuantos teniendo en cuenta sélo la base local

para seis cuantos, como si el problema se tratara con el dlgebra dindmica (11.89), y no se

doblara el numero de grados de libertad.

I1.5.2 Moléculas no rigidas

Como veremos, el problema de las moléculas no rigidas es diferente del planteado para el
formaldehido, pero podemos aprovechar algunos de los conceptos introducidos. Llamamos
molécula no rigida a aquella molécula que posee diferentes configuraciones de equilibrio
y puede pasar de una a otra, generalmente mediante el mecanismo cuantico del efecto
tunel. El caso mas conocido es el de la inversién del 4tomo de nitrégeno en la molécula de
amoniaco N Hj [3]. Vamos a esbozar brevemente el procedimiento general para abordar
este tipo de problemas y lo ejemplificaremos con una aplicacién a una molécula ficticia
C' H,0 no rigida que nos permitiré conectar los resultados con los de la subseccién anterior.

En principio el tratamiento no difiere de lo expuesto para una molécula rigida. Vamos
a llamar Gy al grupo de simetria de la molécula no rigida en una de sus configuraciones de
equilibrio, que llamaremos configuracién I, y aplicamos el modelo AOSM tal como hemos
desarrollado a esta molécula, ignorando la existencia de otras configuraciones. Esto nos

provee de una base local, cuyos estados denotaremos como |V;), y de un Hamiltoniano

H.
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Si suponemos que existen s configuraciones de equilibrio, las operaciones que conec-
tan estas configuraciones de equilibrio entre si forman un grupo ciclico’® de orden s al
que llamaremos G.. La forma de pasar de una configuracién a otra es a través de las

operaciones de (7,

RVi)=Vi); Ri=E; RieG. . (11.105)

Las diferentes configuraciones son ortogonales entre sf: (V;|V/) = 6;;8pp:.

Al considerar las diferentes configuraciones de equilibrio introducimos una diferencia
esencial respecto al caso estudiado en la seccién anterior. Alli se eliminan, partiendo
de una configuracién fija, parte de los estados por su caracter espureo. Ahora, en cam-
bio, partimos de una configuracién y la ampliamos s veces con los estados del resto de
configuraciones.

La simetria total del problema viene dada por G = Gy ® G.. La relacién con el
caso anterior viene dada porque no es necesario tomar en cuenta de forma explicita las
s configuraciones, basta con una de ellas y escribir tanto la base como los operadores
en funcién de la configuracién elegida y de la accién sobre ella de los operadores de G..
La herramienta matematica que es necesario usar es la induccién de las representaciones
irreducibles de Gy en G: Gy T GG. En el Hamiltoniano incluiremos una serie de términos
que sean totalmente simétricos bajo GG pero que conecten unas configuraciones de equilibrio
con otras.

Vamos a presentar un ejemplo sencillo que permite visualizar lo anterior sin apenas
complicaciones matematicas. Si suponemos que el formaldehido fuera una molécula no
rigida con las configuraciones de equilibrio I y II sefaladas en la figura I1.9, entonces

tendriamos que Go = C! = {E,0r} y G. = CI! = {E, 011}. Por tanto
G=Clecll=C, . (11.106)

La operacién de simetria o;; permite el paso de los estados y operadores de una config-

108e llama grupo ciclico al grupo discreto formado por todas las potencias posibles R! de un elemento
R. Asi, siel orden de R es n entonces obtendremos el grupo ciclico de orden n: C, = {R, R%,...,R" = E}

[34].
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II)

Figura I1.9: Supuestas configuraciones de equilibrio de una molécula C HyO no rigida.

uracién a la otra, de manera que

onpr = Y5 (Yo =0 (I1.107)
U[[O[O‘[[ = O[I . (11108)

La configuracién [ tiene como base local {|v;...vs)}, eliminando la dependencia en N;.
Esta configuracién implica seis grados de libertad, no existiendo espureo alguno, y la

proyeccion de los estados de la base para un cuanto da como resultado

i =) 5 = () +18)/V2
v =16) 5 et =(4) - 15)/V2 (I1.109)
=2+ B)/V2 5 e =(2) - 13)/V2

Podemos construir los operadores tensoriales, las interacciones y el Hamiltoniano Hy para
el subsistema I siguiendo los pasos de la seccién 11.2.

Un estado general del sistema completo se puede escribir como
OF = i +eoppt? s T= Ay, Ay, B, By , I1=A A" , e=+1 .  (IL110)

Aqui radica otra diferencia con el caso anterior. En los estados de la base adaptada por

simetria (I1.100) esto sélo se cumple para los estados con V = 1. Esta es la razén por la
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que en ese caso el tratamiento para llegar a sustituir seis grados locales por las imagenes

de los otros seis resulte més enrevesado. La induccién C, 1 Cy, nos da como resultado

v = o+ ongf (IL.111)
U2 = " 4 oppd” (I1.112)
uB = g —oppf (IL.113)
P = g — o’ (11.114)

como puede comprobarse facilmente.
Para terminar, el Hamiltoniano del sistema total sera la suma de los Hamiltonianos de

cada configuracién mas el termino de interaccién V;

Hr+opHronr |«

H 5 +V (I1.115)
donde el término de interaccién tiene la forma
Vi = O'HVI + V[O’H . (11116)

El operador V7 es un operador construido con los generadores tensoriales de G acoplados
a A’. Generalmente estos operadores involucran en especial a alguno de los modos de
vibracién de la configuracién rigida cuya dinamica facilita el paso de una configuracién a

otra, como ocurre con el modo A; de flexién en el caso del N Hs.
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Capitulo 111

Aplicaciones AOSM (1)

En este capitulo analizamos los espectros vibracionales de diferentes moléculas utilizando
el modelo AOSM presentado. En de cada caso senalaremos el porqué de su consideracién
y aquellos puntos que encontremos de interés. Hay que destacar la flexibilidad del modelo,
aplicable a situaciones muy diferentes, tanto por su simetria como por el nimero de atomos
o el caracter de la molécula.

Todos los parametros que se presentan en este capitulo han sido calculados mediante
el uso de un método no lineal de minimos cuadrados que se describe en el apéndice B. A
lo largo de este capitulo mostramos la comparacién de los resultados de nuestro modelo
con energias experimentales (o en algunos casos con los resultados de calculos ab initio).
Para hacer mas legible este capitulo hemos trasladado al apéndice D las tablas con los es-

pectros vibracionales completos, incluyendo los estados no observados experimentalmente,

caculados con el AOSM.

III.1 Simetria C;

El grupo puntual de simetria C; posee un tinico elemento, la identidad (E). El interés de
analizar esta simetria (en realidad, ausencia de simetria) radica en que es el limite en el
que coinciden los modelos u(2) y AOSM. Por tanto, tenemos en este caso un ejemplo de

aplicacién del modelo u(2).

103
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En este caso la tabla de caracteres del grupo es trivial y sélo tenemos una representacién
irreducible monodimensional tipo A. Tomaremos como ejemplo la molécula S;0 (Figura

II1.1). El dlgebra dindmica y la base local (I.115) apropiadas para esta molécula triatémica

Q) S

Q 1.4594&
S (W)

118.08°

(3) 1.88458

Figura II1.1: Molécula S20 y asignacion de etiquetas.

no lineal de simetria C; es

uM(2)0 u@(2)® u®)(2) D 5059 (2)@ 5059 (2)® 501559)(2) D s0(2)
} Lo ! ! ! (I1L1)

| [Nso] [Nss] [Nssol; vso vss V5505 V)

Hemos empleado las etiquetas SO para la tensién S — O, SS para la tensién S —5 y SSO
para la flexion del angulo $S0. Esto nos permite enfatizar el cardcter puramente local de
la base.

La molécula triatémica S,O (Ver figura II1.1), que examinamos en este caso resulta in-
teresante por varias razones. En primer lugar, porque constituye un buen ejemplo de nueva
situacién a la que se ha llegado gracias al desarrollo de nuevas técnicas experimentales. Los
experimentos, que nos permiten contar con un elevado nimero de niveles vibracionales ex-
perimentales, se han sido realizados por el grupo del profesor P. Vaccaro en Yale [64]. Los
datos corresponden en su mayoria al nivel electrénico fundamental (X ! A") aunque también
se cuenta con algunos del primer estado electrénico excitado (C'A") (Véase seccién IV.2).

En segundo lugar, la razén que hace interesante esta molécula, ademas de su simetria y la
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disponibilidad de datos experimentales, es que resulta necesario introducir interacciones
de Fermi para el andlisis del estado electrénico fundamental. Estas interacciones hacen
que el numero total de cuantos vibracionales no sea un buen nimero cudntico y aparezca
una estructura en poliadas. Los operadores de Fermi conectan estados que no poseen el
mismo numero de cuantos total V' pero, dependiendo del tipo de interaccién de Fermi
empleada, se puede definir el ndmero de poliada, que cumple la misma funcién que V.
La resonancia de Fermi, estudiada por vez primera en el CO; [29] aparece cuando existen
niveles vibracionales con diferente V' pero con energias similares y la misma simetria.
Esto hace que puedan interaccionar entre ellos y sea necesario incluir este tipo de ope-
radores en la descripcién de la molécula [3]. En el caso que nos ocupa las energias de
los niveles fundamentales indican que existen dos posibles interacciones de Fermi al ser
2E o1y = 754.3cm™1 ~ Ei0) = 678.5cm™! y 2Eo10) = 1357em ™! o~ E@o0) = 1192cm™1.
La diferencia de energias es més pequeiia en el primer caso lo que indica que debe ser mas
importante que el segundo. El andlisis de intensidades realizado en el capitulo préximo
confirma este supuesto y hace que el operador F;33 sea el tinico operador de Fermi presente
en el Hamiltoniano del S0 [65]. La forma de construir operadores de Fermi en el mo-
delo AOSM resulta inmediata si se siguen las indicaciones de la seccién I1.2. La dnica
diferencia es que en estos operadores no habré igual numero de JI" que de Jo (con lo
que conseguimos conectar estados de diferente ndmero total de cuantos V'), siendo vélidas
todas las consideraciones que realizamos respecto a la forma de tener en cuenta la simetria
puntual del problema. Asi, un operador general correspondiente a una resonancia 2 : 1

entre estados de simetria I'y y I'y; puede construirse como
a SUREES | NV ary o sn T o ]t
Frioyr, = [[J+ ey eJ ] + [[J_ @] ®Jf ] , (I11.2)

y conecta los estados requeridos: (...vp, £2...v0, F1...) y (oo, F2..0p, £1..00).
Aunque existan estos operadores el Hamiltoniano sigue adoptando una estructura de
bloques, aunque ahora V' deja de ser la etiqueta adecuada. Como veremos a continuacion,
es necesario definir una etiqueta que tenga en cuenta las resonancias consideradas. Para

el 530, teniendo en cuenta el reescalado necesario para llegar apropiadamente al limite
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armonico, los operadores Fiz; y Fasz se escriben como

A

}—ij]' = (j+,jj+,jj—,i + j*:jj—,j'];,i) ; (Za]) = (172)7 (27 3) ’ (HI3)

1
NV N;
donde hemos tenido en cuenta que todas las representaciones irreducibles de C; pueden
considerarse totalmente simétricas. En este caso, la etiqueta que juega el papel de V mar-
cando los estados conectados entre si por los operadores del Hamiltoniano (suponiendo que
no introdujeramos operadores de Majorana, pues romperian este esquema de acoplami-
ento) es V' = 41 +2v5+v3. La inclusion de las interacciones de Fermi no mejora de manera
sustancial la calidad del ajuste, pero hace que varien las funciones de onda asignadas a
los niveles vibracionales. Al disponer de un amplio nimero de datos experimentales de
intensidades de transicion entre niveles vibracionales del estado electrénico excitado C* A’
y el fundamental X' A’, podremos calcular en el préximo capitulo, de forma algebraica,
los factores de Franck-Condon [41] para estas transiciones. En este calculo son de gran
importancia las funciones de onda implicadas y, como se pondra de relieve en la seccién
IV.2, los resultados al calcular las intensidades de transicién pueden variar mucho para
funciones de onda cuyos espectros poseen un ajuste similar a las energias experimentales.
Esto nos permite incluir el operador Fass en el Hamiltoniano y estimar su valor.

Esta relacién entre el ajuste de energias y de intensidades, como se vera en el proximo
capitulo, es muy importante. Permite, mediante el empleo de las funciones de onda alge-
braicas, elegir el mejor entre diferentes conjuntos de operadores que produzcan espectros
parecidos [65].

Al estudiar el estado excitado, su diferente comportamiento (Ver seccién 1V.2) hace
que no sea necesario incluir acoplamientos de Fermi. En este caso la escasez de datos
experimentales hace primordial la informacién provista por las intensidades para realizar
un ajuste aceptable.

El Hamiltoniano més general hasta dos cuerpos que conserva el nimero total de cuantos

para la molécula de S50 es
ﬁSQO == O(lﬁi]v! -+ Oézﬁéw + 043.E[515VI

+ O!llfim + a;ﬂlg + O!gf{23 (1114)
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+ /\1‘712 + )\2‘713 + )\3‘723

Etiquetamos las vibraciones como (v11413) y, segin la figura II1.1, 4 estd asociado a la
tension SO, v, a la tensidon SS y v3 al modo de flexién. En general, la funcién de onda
del estado (v11,13) serd una combinacién lineal de estados de la base |vsovssvsso).

Si en primer lugar analizamos el estado electrénico fundamental, los valores de los
pardmetros espectroscépicos w y w, para las moléculas diatémicas SO y O, permiten,
siguiendo (1.95) y (1.96), fijar N; = 184 y N; = 255. Una buena aproximacién para el modo
de flexién, generalmente mas arménico que los de tension, es tomar Nz ~ N; + N, = 439.

La diferencia de energia entre los modos fundamentales de esta molécula en el estado
electrénico fundamental (E(o0) ~ 1180cm™, Eio) = 674em™ y Eory = 370cm™1),
indica que la molécula en este estado electrénico posee un caracter fuertemente local y no
esperamos, como asi ocurre, contribuciones importantes por parte de los operadores de
Majorana.

Si afladimos potencias de los operadores HM, eliminamos los operadores H;; que no
mejoran la calidad del ajuste y tomamos en cuenta la resonancia de Fermi llegamos al

Hamiltoniano siguiente

T XtA 'rM rrM T M
HSgO = alHl + O[2H2 + Oé3H3
+ 0112H{V[H5M+0122H§4H£/[+0613H{MH§4

4+ a23ﬁ¥ﬁ§4+a33ﬁ§4ﬁé‘4+¢2337:’233 ) (I11.5)

donde no incluimos el pardmetro a;; y su operador asociado por la ausencia de niveles
experimentales que lo determinen.

Este Hamiltoniano, con los valores de los parametros de la primera columna de la
tabla III.1, permite llegar a un ajuste de los 108 niveles vibracionales observados del
estado XA’ observados con rms = 8.3 em™}, presentado en la tabla IT1.2.

En el caso del estado electrénico excitado, para asignar valores a los parametros N; se
parte de los del estado electrénico fundamental y se toma en cuenta la mayor anarmoni-

cidad del modo de tensién S — S disminuyendo el valor de N,. Lo mismo ocurre a N3,
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XA crA
Ny 187 a2 7.4 | Ny 187 A2 280
N» 255 w2 0.4 | Ny 158 A2 -39
N3 439 a3 -9.31 | N3 400
oy 1199 @93 ~-1.96 | oy 870
ay 677.0 ass -2.1 1 as 573.8
as  388.1 o33 05| a5 261.8

rms 8.3 rms 1.9

Tabla II1.1: Pardmetros y rms en cm™ obtenidos en los ajustes al espectro vibracional asociados

a los estados electrénicos X'A' y C1A’ del S,0.

cuyo valor también disminuye (Ver la tabla IIL.1). La consideracion de las intensidades
de transicién vibrénicas (Véase capitulo IV) permite evitar el problema planteado por la

escasez de datos experimentales y obtener, mediante el Hamiltoniano

ASC:;IOAI - alﬁf\l+a2ﬂé\l+a3ﬁé‘4
+ MV + Ve (111.6)

un buen ajuste a las energias experimentales y unas funciones de onda apropiadas. El
valor de la energia para los niveles fundamentales, al ser mucho mas préximos entre si
que para el estado X' A’, indica un caricter més normal. Esto hace necesaria la inclusién
de los operadores de Majorana en (II1.6). En este caso, si no hubieramos podido recurrir
al examen de las intensidades de transicién habria valores de los parametros de (IIL.6)
muy diferentes que, ante la escasez de datos experimentales, darian ajustes similares al
espectro vibracional, pero funciones de onda completamente diferentes. La consideracién
de las intensidades hace que no se incluya el operador Via y fija los valores de los parametros
A1 ¥y A2. El ajuste conseguido con los pardmetros de la segunda columna en la tabla III.1,
para los once valores experimentales conocidos, tiene una rms de 1.9 em™! y se presenta
en la tabla II1.3.

Resulta interesante el buen acuerdo con los numerosos datos experimentales que se

puede alcanzar con un Hamiltoniano sencillo como es (II1.5). Este resultado seria intere-
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sante por si solo, pues muestra que los modelos algebraicos son una opcién a considerar
para enfrentarse a problemas donde sean importantes el caracter local y la anarmoni-
cidad. Adun siendo muchas las energias medidas, casi todas corresponden a las bandas
(v1 ={0,1} vo v3 = {0,...,4}). ésto no facilita el ajuste. Aun asi, la informacién prove-
niente de las intensidades ayuda a conseguir un acuerdo aceptable para las energias vibra-
cionales del estado electrénico fundamental. En el caso del estado electrénico excitado,
esta informacién resulta imprescindible. Es interesante como dos situaciones muy diferen-
tes tienen cabida dentro del mismo modelo. Més adelante, en este mismo capitulo, veremos
otros ejemplos de la flexibilidad de los modelos algebraicos. En el capitulo préximo se
presentan los resultados para las intensidades junto con algunos resultados del modelo
para la estructura geométrica del estado C1A'.

Las tablas con el espectro vibracional completo hasta la poliada 41 en el caso del
estado electrénico fundamental y hasta cinco cuantos en el estado electrénico excitado se

encuentran en el apéndice D.
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(v1ravs) Eezp Ecqt  AE.q | (nivavs) Eexp Eca AEy
( 00 1) 377.15 385.14 -7.99 ( 07 0) 4629.33 4627.18 2.15
( 01 0) 678.54 674.70 3.85 ( 06 2) 4705.45 4721.18 -15.73
(002) 752.24 764.32 -12.07 ( 15 1) 4856.05 4850.73 5.32
( 01 1) 1056.57 1057.87 -1.30 ( 07 1) 4989.99 499891 -8.92
( 02 0) 1365.31 1344.87 20.44 ( 16 0) 5140.92 5129.35 11.57
( 01 2) 1439.46  1435.09 4.37 ( 15 2) 5224.79 5211.05 13.74
( 02 1) 1738.54 1726.09 12.45 ( 08 0) 5271.97 5269.81 2.16
( 01 3) 1824.99 1806.41 18.58 ( 07 2) 5358.79 5364.71 ~5.92
( 11 0) 1853.44 1859.91 -6.47 ( 16 1) 5500.52 5493.69 6.83
( 03 0) 2016.19  2010.49 5.70 ( 08 1) 5631.86 5639.69 —7.83
( 02 2) 2100.62  2101.37 -.75 ( 07 3) 5731.09 5724.62 6.47
( 11 1) 2230.85 2233.83 -2.98 ( 17 0) 5782.34 5769.63 12.71
(031) 2386.61  2389.79 -3.18 (09 0) 5904.21 5907.79 -3.58
( 12 0) 2515.03  2522.80 -7.77 ( 08 2) 6002.10 6003.64 -1.54
( 04 0) 2684.05 2671.55 12.50 ( 17 1) 6136.96 6132.10 4.86
( 03 2) 2773.79 2763.14 10.65 ( 09 1) 6273.32 6275.83 -2.51
( 12 1) 2876.98 2894.78 -17.80 ( 18 0) 6414.47 6405.33 9.14
( 04 1) 3056.42 3048.94 7.48 ( 0100) 6539.54 6541.09 -1.55
( 13 0) 3172.29 3181.22 -8.93 ( 09 2) 6630.76 6637.94 -7.18
( 05 0) 3344.78 3328.04 16.74 ( 18 l) 6775.16 6765.95 9.21
( 04 2) 3422.07 3420.37 1.70 ( 010 1) 6901.99 6907.31 -5.32
( 13 1) 3542.20 3551.26 -9.06 ( 09 3) 6986.54 6994.18 -7.64
( 05 1) 3709.66 3703.52 6.14 ( 19 0) 7047.34 7036.44 10.90

(140) 3839.28  3835.12 4.16 | (0110) 7170.03 7169.71 .32
(060) 3990.10 3979.92 10.18 | (0102) 7259.33 7267.61 ~8.28
(052) 4072.82  4073.06 —.24 (191) 7395.93 7395.22 .71

(141) 4206.97  4203.25 3.72 ;1 (0111) 7531.37 7534.12 -2.75
(061) 4355.65 4353.52 2.14 | (1100) 7664.74 7662.94 1.80
(150) 4493.37 4484.51 8.86 (192) 7750.23 7748.10 2.13

Tabla II1.2: Ajuste al espectro vibracional del SoO asociado al estado electrénico fundamental.

AFEcq = Eepp — Ecq. Energias y rms tienen unidades de em™ L.
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(v1v2u3) Eezp Ecai AEcq | (vivavs) Eezp Ecai AEcqy
( 012 0) 7791.57 7793.62 -2.05 ( 114 1) 10466.03 10472.26 -6.23
( 011 2) 7892.19 7892.62 -.43 ( 016 l) 10599.97 10597.49 2.48
( 110 1) 8016.13 8019.89 -3.76 ( 015 3) 10691.19 10691.36 -.17
( 012 1) 8156.17 8156.24 -.07 ( 115 0) 10716.42 10725.61 -9.19
( 111 0) 8283.47 8284.80 -1.33 ( 114 2) 10814.68 10816.21 -1.53
( 013 0) 8409.63 8412.81 -3.18 ( 017 0) 10840.74 10842.00 -1.26
( 012 2) 8508.04 8512.96 ~4.92 ( 016 2) 10939.36 10947.23 ~7.87
( 111 1) 8636.39 8639.95 -3.56 ( 115 1) 11083.02 11073.69 9.33
( 013 1) 8776.17 8773.66 2.51 ( 017 1) 11199.85 11195.91 3.94
( 112 0) 8898.16 8902.02 -3.86 ( 016 3) 11284.67 11291.12 —6.45
( 111 2) 8986.30 8989.21 -2.91 ( 116 0) 11316.96 11324.07 ~7.11
( 014 0) 9024.36 9027.26 -2.90 ( 018 0) 11427.58 11437.32 -9.74
( 013 2) 9131.57 9128.61 2.97 ( 017 2) 11534.41 11543.94 -9.53
( 112 1) 9248.49 9255.37 —6.88 ( 116 1) 11671.12 11670.41 71
( 014 1) 9391.82 9386.35 5.47 ( 018 1) 11796.76 11789.53 7.23
( 113 0) 9504.01 9514.57 -10.56 ( 06 26) 11918.80 11918.76 .04
( 015 0) 9621.65 9636.95 -15.30 ( 210 10) 12019.51 12019.83 -.32
( 014 2) 9742.58 9739.54 3.04 ( 114 6) 12132.61 12132.61 .00
(113 1) 9855.51 9866.15 -10.64 (1171) 12272.93 12262.43 10.50
( 015 1) 9999.80 9994.30 5.50 ( 019 1) 12379.45 12378.35 1.10
( 0 14 3) 10086.60 10086.88 —-.28 ( 118 0) 12510.11 12506.76 3.35
( 114 0) 10114.00 10122.44 -8.44 ( 020 0) 12610.18 12613.48 -3.30
( 113 2) 10204.43 10211.85 -7.42 ( 019 2) 12749.99 12723.02 26.97
(0160) 10243.67 10241.87  1.80 | (1181) 12857.20 12849.70  7.50
( 015 2) 10337.88 10345.76 ~7.88 ( 0 20 1) 12975.88 12962.35 13.53
rms 8.3

Tabla 111.2: Continuacidn.
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(v1vovs) Eexp Ecat  AEcy | (n1121s) Eezp Eca AE.q
(001) 25378 253.09 0.69 | (021) 1066.90 106692  —0.03
(010) 41056  408.74 1.82 | (030) 1220.23 1217.80 2.43
(100) 1033.88 103482 094 | (031) 1468.43 1469.58 -1.15
(011) 661.98 661.43 055 | (040) 1618.92 1618.09 0.83
(020) 817.33  814.68 265 | (050) 2012.44 201557 -3.13
(110) 143802 1437.21 0.80

rms 1.9

Tabla II1.3: Ajuste al espectro wibracional del S,0 asociado al estado electronico C1A’.

AFEc = Eepp — Egq1. Energias y rms tienen unidades de ecm™!.
II1.2 Simetria C,,

El grupo de simetria C,,, utilizado en los ejemplos presentados en 1.1 y II.1, consta de
cuatro elementos: la identidad (£), una rotacién de 180° (C3) y dos planos de simetria
perpendiculares entre si y que contienen al eje de rotacién (o1,02). En la figura I11.2 se
muestran la eleccion de coordenadas y los elementos de simetria en el caso de una molécula
triatomica no lineal.

Como ya vimos, el grupo Cs, sélo posee representaciones irreducibles monodimen-
sionales A; 6 B; con ¢ = 1,2. Por tanto no existe degeneracién en los niveles vibracionales.

Al ocuparnos de moléculas triatémicas, los tres nicleos definen un plano y las etiquetas

O,

Figura II1.2: Molécula O3 y asignacién de etiquetas para moléculas ABA no lineales.

que se muestran en II1.2) hacen corresponder a las operaciones de simetria de Cs, las
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siguientes permutaciones

E () ; C (12
o () ; o2 «— (12)

Para el grupo Cy, un posible conjunto de generadores es {a = Cy,b = ;}, pudiendo

escribirse todos los elementos del grupo en funcién de estos elementos

E +—a; 0O +—a

oy —b; oy +—ab |

aunque, como vimos en 1.1, en este caso basta con considerar al grupo Sz, y etiquetar las
representaciones irreducibles como A (B) si son simétricas (antisimétricas).

En estas moléculas los niveles vibracionales se etiquetan como (v44,v4,,VB,;:) donde
t indica tensién y f flexion [3].

El algebra dindmica y la base local (I.115) en este caso son

uM(2)0 u@(2)® u®(2) D 50 (2)® 502 (2) 50 (2) D s0(2)
i i ! ! i) ! ! (I1L.7)

[[M] [M] [Ns]y v v2 vs; V)
El Hamiltoniano lo construimos a partir de los operadores tensoriales
. 1/« .
At _ L
JI/ — \/—2— (JV,I + JI/,?) 9
N 1 A A
Bt _ _* _
‘]1/ = \/§ (Ju,l JI/,2) ’
JM o= s (ITL.8)

acoplandolos segun las indicaciones de la seccién 11.2. Veremos a continuacién algunos
ejemplos de ajustes a espectros de moléculas ABA. Los ejemplos presentados poseen dife-
rente naturaleza, observandose en el SO, un cardcter netamente normal mientras que H;O
es bastante mas local. En la referencia [66] se observd, estudiando los modos de tensién
de este tipo de moléculas, como desde la aproximacién algebraica existe la posibilidad de
modelar la transicién entre modos locales y normales. Esta transicién se ha estudiado

desde diferentes aproximaciones [6, 66, 67]
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IT1.2.1 Ozono (O3)

El ozono es una molécula de gran importancia geofisica y que ha sido profundamente
estudiada, por lo que su espectro vibracional es bien conocido [68, 69]. Proponemos el

siguiente Hamiltoniano, cudrtico en los generadores (I11.8),

7:103 = o 7'2At + o 7:lAf + a3 ﬂBt + 61 V1 + B2 Vs,
+yss He + v Hip s, - (IIL9)

Se ha tenido en cuenta que el comportamiento de los modos normales del O3 es casi
puro de flexién o tensién para eliminar la interaccién entre estos modos en el Hamilto-
niano. Ademés hemos afiadido 7—[%1 y 7:4:1 B, para tener en cuenta el caracter fuertemente
anarmoénico del modo antisimétrico.

En la tabla III.4 se encuentran los parametros de (II1.9) que proporcionan el mejor
ajuste a las energias experimentales. También hemos incluido los pardmetros que resultan
de ajustar las energias experimentales utilizando el limite armonico del Hamiltoniano
(IT1.9). La tabla IIL.5 presenta los niveles experimentales y las diferencias de éstos con el
mejor ajuste; en el apéndice D incluimos el espectro vibracional completo, con la prediccién
para energias atn no medidas, hasta diez cuantos. Como es de esperar, a medida que crece
la energia se va dificultando la tarea de asignar etiquetas (vy, v2,v3) a los niveles, por la
creciente mezcla entre estados.

En la tabla II1.5 se incluyen en las dos primeras columnas la asignacién de cada estado
en la base normal o adaptada por simetria y en la base local. Los datos experimentales
se han tomado de [68, 69]. Como hemos sefialado, al introducir el modelo acoplamientos
entre los osciladores anarménicos locales, etiquetar los estados se torna mds y mas dificil.
Al aumentar el nimero de cuantos aumenta también la mezcla entre los diferentes estados.
Como vimos en la seccién 1.2.2, las etiquetas locales v; nos dan el namero de cuantos de
excitacién del 1-ésimo modo local. El signo més o menos tras v, nos dice si en el estado
hallamos la combinacién simétrica |vivevs) + |vevivs) o la antisimétrica. Claramente, si
v; = vy el signo no puede ser més que positivo. Al diagonalizar el Hamiltoniano se obtienen

las autofunciones como mezcla de estados de la base local y se asignan a la componente
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AOSM Limite armonico
M 82 N 68 | Ny oo N3 o0
b1 1884 (B, 316 | — - - -
a; 1099.8 «; 7000 | w; 1071 w, 702
as 1046.6 753 —9.5| ws 1007 Xa3 3
Y3 —9.7 X33 -8

rms 2.3 rms 73

Tabla II1.4: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional de la molécula *¢0s.

Pardmetros y rms se dan en unidades de em™.

mayoritaria. La llamada base normal corresponde a la componente mayoritaria del estado
en la base adaptada por simetria (I[.17,I1.19), base que utilizamos para diagonalizarlo.

En otros célculos, tanto ab initio [70] como algebraicos [66, 71], se observa la impor-
tancia de un acoplamiento del tipo Darling-Dennison [72], cuartico en los generadores, y
que en nuestra aproximacion se escribiria como

Hop =7 21T12 [(JAD2(TEN2 + (2] (1I1.10)

Su ausencia es la que hace que el limite armdnico del modelo no logre un ajuste aceptable
de los datos experimentales. Si utilizaramos el desarrollo completo de Dunham (incluyendo
las seis anarmonicidades z;; posibles) mas el operador de Darling-Dennison llegariamos a
un ajuste de calidad similar al presentado (rms ~ 3¢m™'). En el Hamiltoniano algebraico
puede verse que el operador V, juega el papel de (II1.10) [73]. Este efecto ya fue observado
en [66], en el marco del modelo u(2). La sustitucién de un operador arménico de cuatro
cuerpos por uno algebraico de dos cuerpos es una sefial de la adaptacién del modelo
algebraico al problema en estudio.

Otro aspecto interesante del ozono es que existen datos experimentales del espectro
de la molécula '®03 [74]. ésto nos permite tratar de modelar esta molécula basandonos
en el ajuste de '*Q3. Para ello tenemos en cuenta que el nimero N que caracteriza el

Morse algebraico varia como la raiz cuadrada de la masa (Ver apéndice A) y las frecuen-
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Base Local Base Normal Eeep APFEcy | Base Local Base Normal Eeop AEcq
(v1,v2,v3)  (v1,v2,v3) (v1,v2,v3)  (v1,v2,v3)
(00+1) (010) 700.9 1.0} (30+1) (112) 3739.4 1.8
(01-0) {o001) 1042.1 -23 1 (12-1) (211 3849.9 2.0
(10+0) (100) 1103.1 02| (214 1) (310 3966.6 0.9
(00+ 2) (020) 1399.3 -0.3| (40+0) (004) 4001.4 1.1
(10-1) (011) 1726.5 00| (04-0) (103) 4021.8 4.3
(01+ 1) (110) 1796.3 16| (22+0) (202) 4139.0 -3.9
(02+0) (002) 2057.9 -3.8 | (30-2) (023) 4346.7 -1.3
(20-0) (101) 2110.8 20| (2240 (400) 4371.0 -1.8
(114 0) (200) 2201.2 -16| (30+2) (122) 4392.5 -2.3
(01-2) (021) 2407.9 -0.8| (50+0) (104) 4922.0 5.1
(104 2) (120) 2486.6 06| (414+0) (302) 5170.0 -0.8
(20+1) (012 2726.1 -0.7| (23+0) (500) 5443.0 -0.6
(02-1) (111) 2785.2 28| (60+0) (204) 5767.0 -7.1
(11+1) (210 2886.2 1.2 (244 0) (006) 5997.0 1.7
(03-0) (003) 3046.1 -29 | (33+0) (402) 6204.0 ~-1.6
(30+0) (102 3083.7 30| (334+0) (600) 6506.0 1.2
(12-0) (201) 3186.4 1.0| (61+0) (106) 6927.0 2.5
(12+0) (300) 3290.0 -221 (25+0) (502) 7227.0 -0.3
(20+ 2) (022) 3395.1 29| (4340 (700) 7555.0 -1.2
(02-2) (121) 3455.8 03| (44+0) (800) 8598.0 0.2
(114 2) (220 3563.5 -3.7| (45+0) (900) 9632.0 2.6
(30-1) (013) 3698.3 -0.1| (55+0) (1000) 10650.0 -1.1
rms 2.5

Tabla I11.5: Ajuste al espectro vibracional del *® Os. AFEyy) = Fegp — Eeqi. Energias y rms tienen

unidades de cm™1.

1
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cias armonicas como la inversa de la raiz cuadrada de la masa. Por tanto, en primera

aproximacién, podemos reescribir los pardmetros para 203 en funcién de los de 604

como

1/2
(ISN,' + 1) = (IG_M) (16Ni + 1) R

7
1/2
180, = (i:_#) 160;
7
18 16# 16
Vi = (@) Vi - (IIL.11)

Los dos parametros restantes, 3; y (2, se ajustan utilizando las dieciocho energias cono-
cidas, y se obtienen los resultados de la primera columna en la tabla I11.6. En la segunda
columna de esta tabla se encuentra, fijados ¥ N; a los resultados de (III.11), el ajuste
obtenido variando todos los parametros del Hamiltoniano. Las energias obtenidas se en-

cuentran en la tabla III.7.
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M 87 87| ap 660.0 661.1
N 72 72| a3 987.1 9875
B 1731 1676 | v23 —84 —=7.5
Bz =316 —292 | vs3 -5 -3.4
op 10379 10394 | rms 2.3 1.0

Tabla II1.6: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional de la molécula 803, Véase

en el texto el origen de los dos diferentes conjuntos de pardmetros. Pardmetros y rms se dan en

unidades de em™1.

Base local Base normal FEe.p [7T4] AE.q AFEca
(v1,v2,v3)  (v1,v2,v3)
(00+1) (010) 661.7 0.5 0.9
(01-0) (001) 984.6 -1.0 -0.5
(10+0) (100) 1041.9 0.4 -0.5
(01-1) (011) 1631.2 1.3 0.0
(10+1) (110) 1695.9 1.8 0.0
(02+0) (002) 1945.4 -3.1 -1.3
(20-0) (101 1995.1 0.7 -0.0
(114 0) (200) 2079.4 0.3 -0.7
(204 1) (012 2579.5 3.0 1.0
(02-1) (111) 2634.3 4.2 0.5
(30-0) (003) 2883.2 -3.5 0.0
(12-0) (201) 3012.6 1.4 1.6
(02-2) (121) 3271.0 2.5 -1.2
(30-1) (013) 3501.4 2.0 -0.1
(40-0) (103) 3814.1 -1.1 -0.1
rms 2.3 1.0

Tabla II1.7: Mejor ajuste al espectro vibracional de la molécula ¥05. AFE .y = Eerp — Ecal, los

dos cdlculos citados corresponden a los dos conjuntos de pardmetros en la tabla II1.6.



I11.2. Simetria Cq, 119

II1.2.2 Diéxido de azufre (SO,)

El espectro vibracional de esta molécula es muy bien conocido, especialmente en su estado
electrénico fundamental X' A, [75]. La diferencia de energfa entre los modos fundamentales
simétrico y antisimétrico de tensién indica que esta molécula posee un acentuado caricter
normal. ésto hace que los valores de los parametros N; y N3, respectivamente 140 y 240,
sean relativamente elevados. El Hamiltoniano que proporciona un mejor ajuste a energias

hasta veinte cuantos es

Hso, = onHa, +a 7:lAf + a3 Ha,
+711 7'1521 + Vo2 ﬁglf + 33 7:1[321 (I11.12)

+712 ﬁﬂﬂAf + M3 7:[513, T 723 ﬁFAﬂth )

con nueve parametros ajustables. Los parametros del mejor ajuste se encuentran en la
tabla IIL.8. En la tabla IIL.9 se incluye la comparacién entre energias experimentales
y calculadas, mientras que en el apéndice D incluimos el espectro calculado completo.
En este caso es destacable que, al ser muy normal la molécula, para efectuar un buen
ajuste basta con incluir los términos del Hamiltoniano que tienen contrapartida armoénica.
Esto nos permite comparar los resultados con los del Hamiltoniano armonico equivalente,
que corresponde a un desarrollo de Dunham con nueve pardametros, las tres frecuencias

fundamentales w; y las seis anarmonicidades z;;

E(vi,v9,v3) = wivr + wavs + w3vs
+ xllvf + 1201V + 130103 (11113)

2 2
T+ 299v5 + T23v9vU3 + 3303

Al disponerse de energias experimentales hasta un nimero muy alto de cuantos de ex-
citacion, es interesante no hacer simplemente una comparacion entre ajustes, sino intentar
un sondeo del poder predictivo del modelo AOSM del mismo modo que se hace en [13]
para el modelo de vibrones. Para ello procedemos como sigue: Ajustamos con ambos
procedimientos, el desarrollo de Dunham y el Hamiltoniano algebraico, las energias co-

rrespondientes a estados hasta diez cuantos. Llegados a este punto, como puede verse
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en la figura II1.2.2, los resultados son muy similares. A continuacién, con los pardmetros
obtenidos en ambos casos se calculan las predicciones respectivas hasta veinte cuantos,
que se incluyen en la figura I11.2.2 junto con los ajustes hasta este niimero de cuantos. Es
importante destacar que, usando el mismo nmimero de pardmetros en el método de minimos
cuadrados, el método algebraico resulta sensiblemente més predictivo que el simple de-
sarrollo de Dunham. En la figura II1.2.2 representamos la suma de residuales al cuadrado
Si(E; — E{*")? desde diez a veinte cuantos. Como hemos indicado, dos de las curvas
corresponden a las predicciones partiendo del ajuste hasta diez cuantos y las otras dos a
los ajustes. Esta figura muestra la ventaja que conlleva incorporar la anarmonicidad en
el modelo algebraico a la hora de tratar estados muy excitados. Adn asi, el SO, no es el
sistema mas apropiado para poner ésto de relieve por ser una molécula con un caracter
acusadamente normal. Es de esperar que en sistemas mds anarmonicos, con un caracter
mas local, el uso de un Hamiltoniano algebraico juegue un papel més importante.

Para obtener resultados de una calidad similar a los algebraicos habria que anadir inte-
racciones no diagonales al Hamiltoniano de Dunham, especialmente las del tipo Darling-
Dennison [3, 72]. En ese caso, el andlisis de intensidades permitirfa decidir cual de las

aproximaciones al problema es mas adecuada.
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Ny 140 N3
op 115312 oy 5185 a3 1366.94
"1 049 72 34 ms —149
Va2 1.79 3 —4.23 33 —1.05
rms 3.7

121

Tabla II1.8: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional de la molécula SO,.

Pardmetros y rms se dan en unidades de cm™!.

30000 | . - [ , . —
/
i — —- PREDICC. DUNHAM /
25000 | @ PREDICC. AOSM / .
I —-— AJUSTE DUNHAM /
—— AJUSTE AOSM /
20000 | / .
/
o /
w /
T 15000 | -
w I I
W i /T
10000 | S .
[ / ]
/ L /'/
/ o —/_/’
5000 L e ]
L - g
[ /// —.---/"'ﬂ‘/-
0 ! '—‘—_—'-1-—"“,—7 | . 1 !
10 12 14 16 18 20

No. de cuantos

Figura I11.3: Diferencia en las predicciones y ajustes de la suma de residuales al cuadrado entre

el modelo Dunham y el AOSM en el espectro vibracional del SO4 entre 10 y 20 cuantos.
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Base Normal Eezp E.u AE., | Base Normal Eezp Ecai AFE g
(vi,v2,v3) (vi,v2,v3)
(010) 517.35 518.13 -0.78 (302) 6064.40 6063.34 1.06
(100) 1151.24 1151.67 -0.43 (10 4) 6489.20 6488.34 0.86
(001) 1361.76 1365.81 -4.05 (240 4342.70 4336.46 6.24
(020) 1034.95 1035.44 -0.49 (330) 4958.00 4954.50 3.50
(110) 1665.40 1666.42 -1.02 (420) 5568.40 5570.70 -2.30
(200) 2295.88 2295.91 -0.03 (510) 6190.70 6185.11 5.59
(002) 2714.93  2719.98 -5.05 (312) 6560.65 6562.90 -2.25
(011) 1875.55 1879.69 -4.14 ( 600) 6797.60 6797.79 -0.19
(101) 2499.55 2502.58 -3.03 (402) 7161.60 7161.87 -0.27
(030) 1551.10 1551.83 -0.73 (340) 5465.60 5460.05 5.55
(120) 2179.51 2180.37 -0.86 (430) 6075.40 6073.91 1.49
(210) 2808.11 2807.30 0.81 (232) 6466.40 6463.29 3.11
(012) 3222.25 3229.62  -7.37 (520) 6688.07 6685.86  2.21
(300) 3433.33 3432.68 0.65 (322) 7062.15 7061.78 0.37
(102) 3837.06 3842.33 -5.27 (610) 7295.60  7295.97 -0.37
(111) 3011.25 3013.06 -1.81 (412) 7655.20 7658.12 -2.92
(201) 3629.61 3631.66 -2.05 (700) 7902.07 7904.27 -2.20
(003) 4054.26  4062.54 -8.28 (50 2) 8251.40 8252.31 -0.91
(040) 2066.87 2067.21 -0.34 (304) 8655.40 8653.56 1.84
(02 2) 3730.90 3738.50 -7.60 (440 6579.15 6576.23 2.92
(310) 3939.90 3940.73 -0.83 (242) 6960.07 6963.81 -3.74
(400 4560.10 4561.95 -1.85 (530) 7185.73 7185.84 -0.11
(301) 4751.23  4753.00 -1.77 (332) 7556.07  7559.90 -3.83
(103) 5165.64 5170.92 -5.28 (620) 7793.40 7793.49 -0.09
(032) 4241.50 4246.54 -5.04 (422) 8151.40 8153.72 -2.32
(320) 4446.90 4448.03 -1.13 (710) 8397.90 8399.21 -1.31
(122) 4848.14 4854.10  -5.96 (512) 8743.90 8745.28  -1.38
(410) 5070.30 5066.68 3.62 (800) 9000.23  9003.06 -2.83
(500) 5680.40 5683.67 -3.27 (60 2) 9335.23 9334.58 0.65

Tabla II1.9: Ajuste al espectro vibracional del SOy. AEcq = Eegp — Fecar. Energias y rms tienen

unidades de em™1.
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Base Normal Eesp Fe.qi AE.,; | Base Normal Eesp FEea AFEcq
(v1,v2,v3) (1, v2,v3)
(20 6) 10151.40 10150.34 1.06 (604) 11842.40 11839.23 3.17
(540) 7683.15 7684.95 -1.80 (740) 9878.40 9879.86 -1.46
(342) 8056.07 8057.17 -1.10 (542) 10221.20 10220.11 1.09
(630) 8289.80 8290.25 -0.45 (830) 10476.50 10476.30 0.20
(432) 8649.90 8648.59 1.31 (344) 10610.40 10614.30 -3.90
(720) 8892.23 8893.51 -1.28 (632) 10802.70 10801.84 0.86
(234) 9057.40 9056.60 0.80 (920) 11070.90 11070.55 0.35
(522) 9239.97 9237.62 2.35 (434) 11181.90 11185.62 -3.72
(810) 9493.02 9494.78 -1.76 (722) 11382.60 11380.97 1.63
(612) 9826.11 9824.29 1.82 (1010) 11659.40 11662.62 -3.22
(900) 10091.20 10094.09 -2.89 (524) 11754.60 11754.38 0.22
(414) 10208.40 10211.68 -3.28 (812) 11961.60 11957.51 4.09
(702) 10412.00 10408.59 3.41 (1100) 12247.00 12252.53 -5.53
(2186) 10636.40 10636.58 -0.18 (614) 12322.60 12320.59 2.01
(504) 10789.10 10785.72 3.38 (902) 12534.60 12531.45 3.15
(306) 11204.40 11202.61 1.79 (704) 12886.40 12884.28 2.12
(640) 8785.80 8786.18 -0.38 (840) 10965.40 10965.93 -0.53
(442) 9144.69 9142.63 2.06 (642) 11292.20 11289.51 2.69
(730) 9385.40 9387.09 -1.69 (930) 11559.50 11557.82 1.68
(532) 9727.73 9729.26 -1.53 (444) 11672.40 11671.50 0.90
(820) 9984.40 9985.89 -1.49 (732) 11867.50 11866.23 1.27
(622) 10313.50 10313.40 0.10 (1020) 12146.60 12147.42 -0.82
(910) 10581.20 10582.61 -1.41 (534) 12237.40 12237.80 -0.40
(424) 10702.40 10698.98 3.42 (822) 12440.40 12440.24 0.16
(712) 10897.60 10895.06 2.54 (1110) 12729.70 12734.72 -5.02
(1000) 11172.70 11177.27 -4.57 (624) 12803.40 12801.43 1.97
(514) 11272.10 11270.32 1.78 (912) 13016.00 13011.53 4.47
(802) 11477.40 11474.25 3.16 (1200) 13313.20 13319.73 -6.53
(316) 11689.40 11685.52 3.88 (714) 13362.60 13362.42 0.17

Tabla I11.9: Continuacion.

123
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Base Normal Eezp E.ui AE., | Base Normal Eexp Eca AFEcq
(v1,v2,v3) (v1,v2,v3)
(1002) 13582.90 13580.11 2.79 (1112) 15097.40 15093.92 3.49
(804) 13922.40 13920.80 1.60 (626) 15254.40 15254.57 -0.17
(940) 12045.90 12044.33 1.57 (914) 15422.70 15420.52 2.18
(742) 12352.40 12350.75 1.65 (1400) 15428.40 15429.31 -0.91
(1030) 12632.10 12631.56 0.54 (1202) 15651.10 15651.45 -0.35
(544) 12724.40 1272049  3.91 (716) 15804.40 15797.06  7.34
(832) 12924.90 12922.34 2.56 (1004) 15967.00 15968.01 -1.01
(1120) 13211.20 13216.39 -5.19 (1140 14174.40 14177.77 -3.37
(634) 13281.20 13281.66 -0.46 (942) 14451.10 14448.35 2.75
(922) 13496.10 13491.10 5.00 (1230) 14752.70 14755.31 -2.61
(1210) 13796.40 13798.79 -2.39 (744) 14793.60 14793.53 0.07
(7249 13840.00 13840.07 -0.07 (103 2) 15011.40 15009.32 2.08
(101 2) 14062.00 14057.03 4.97 (1320) 15328.40 15330.13 -1.73
(1300) 14373.40 14378.73 -5.33 (834) 15343.70 15344.17 -0.47
(814) 14398.60 14395.75 2.85 (1122) 15570.00 15567.24 2.77
(1102) 14622.40 14620.14 2.26 (636) 15729.40 15726.69 2.71
(616) 14782.40 14781.91 0.49 (924) 15887.70 15891.87 -4.17
(904) 14951.70 14948.72 2.98 (1410) 15902.70 15902.14 0.56
(70 6) 15325.40 15327.15 -1.75 (1212) 16122.70 16122.12 0.58
(104 0) 13115.60 13114.98 0.62 (726) 16272.40 16266.55 5.85
(842) 13402.40 13403.73 -1.33 (101 4) 16434.70 16436.67 -1.97
(1130) 13696.60 13697.43 -0.83 (1500) 16472.40 16471.18 1.22
(644) 13759.60 13761.19 -1.59 (528) 16677.70 16675.66 2.04
(932) 13975.00 13970.07 4.93 (101 4) 16808.40 16803.66 4.74
(1220) 14274.60 14277.35 -2.75 (1104) 16976.40 16978.61 -2.21
(734) 14317.40 14317.14 0.26 (1240) 15229.40 15232.59 -3.19
(1022) 14538.00 14533.46 4.54 (104 2) 15487.20 15484.52 2.68
( 131 0) 14852.00 14854.67 -2.67 (133 0) 15801.10 15805.02 -3.92
(824) 1487490 14870.24 4.66 (844) 15811.90 15817.46 -5.56

Tabla II1.9: Continuacidn.
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Base Normal Eesp E.qi AFE.. | Base Normal Eezp E.a AE .y
(v1,v2,vs) (v1,v2,v38)
(113 2) 16041.40 16040.01 1.39 (15072) 18966.40 18973.72 -7.32
(646) 16203.40 16198.18 5.22 (1440) 17313.40 17317.55 -4.15
(934) 16355.40 16362.70 -7.30 (124 2) 17537.40 17531.17 6.23
(14 20) 16373.40 16374.51 -1.11 (15 30) 17878.40 17878.97 -0.57
(1222) 16595.40 16592.35 3.05 (558) 18076.90 18075.63 1.27
(736) 16742.40 16735.52 6.88 (846) 18196.40 18201.15 -4.75
(102 4) 16901.40 16904.92 -3.52 (16 20) 18436.90 18436.71 0.19
(1510) 16937.40 16940.90 -3.50 (1422) 18616.40 18616.64 -0.24
(538) 17147.40 17142.93 4.47 (1134) 18721.40 18727.68 -6.28
(826) 17266.40 17270.01 -3.61 (1422) 18893.40 18905.14 -11.74
(0412) 17500.40 17501.23 -0.83 (1710) 18991.40 18990.31 1.09
(1402) 17694.40 17687.96 6.44 (1512) 19157.90 19154.94 2.96
(1402) 17972.40 17980.52 -8.12 (1224) 19248.40 19251.22 -2.82
(1340) 16275.10 16279.26 -4.16 (1512) 19429.40 19433.17 -3.77
(114 2) 16513.10 16512.15 0.95 (1602) 19950.40 19958.24 -7.84
(944) 16829.90 16832.91 -3.01 (15 40) 18341.90 18347.14 -5.24
(143 0) 16845.40 16846.35 -0.95 (56 8) 18540.40 18540.88 -0.48
(1232) 17065.90 17062.06 3.84 (16 30) 18906.40 18902.42 3.98
(74 6) 17207.40 17203.89 3.51 ( 14 3 2) 19078.40 19080.33 -1.93
(1034) 17369.40 17372.67 -3.27 (1144) 19187.40 19189.91 -2.51
(1520) 17409.40 17410.20 -0.79 | (1720) 19466.40 19453.39  13.01
(548) 17609.40 17609.62 -0.22 (1522) 19619.40 19616.12 3.28
(836) 17730.90 17735.87 -4.96 (152 2) 19889.40 19892.28 -2.88
(1610) 17972.40 17970.51 1.89 (161 2) 20407.40 20414.68 -7.28
(1412 18157.90 18152.49 5.41 (1640) 19368.40 19367.54 0.86
(1412) 18437.40 18443.01 -5.61 (1442) 19540.90 19543.46 -2.56
(1700) 18537.40 18526.86 10.55 (1730) 19926.40 19915.99 10.41
(1502) 18700.40 18693.41 6.99
rms 3.7

Tabla II1.9: Continuacién.
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I11.2.3 Agua (H50)

Al igual, o en mayor medida que en los casos anteriores, el agua es una molécula de vital
importancia en procesos biolégicos y geofisicos. Ha sido estudiada experimentalmente en
gran detalle y, aunque no se conoce el espectro vibracional hasta un nimero de cuantos tan
elevado como en el caso del 5,0, se posee un buen conocimiento experimental del mismo
[76]. Ademads se ha estudiado desde diferentes aproximaciones: algebraicas [43, 77, 78],
variacionales [79] o mediante el llamado modelo de osciladores anarménicos acoplados

arménicamente (HCAO) [6, 57, 79].

En este caso proponemos el Hamiltoniano algebraico

7:leo = ayHa, + 0y 73[Af +osHp, + b Vi+ B Vs
’ S (o 2 « 1\ (2]
+s3 (Hp,)? + 61, Wy (HAt + /HBt) +eéen (Vl) , (111.14)

con ocho parametros ajustables, que suman diez si anadimos N; y N3. El mejor ajuste para

el espectro del agua con este Hamiltoniano tiene una rms=4.6 cm™!

, con los parametros
de la tabla III.10. Como se aprecia por la magnitud de la diferencia de energia entre los
estados (100) y (001), la molécula de agua es més local que las moléculas SO, y Os, lo que
muestra de nuevo la flexibilidad del modelo. Por esta razoén, en la tabla de energias II1.11
resulta importante la mejor asignacién en la base local. En la seccién IV utilizaremos las
autofunciones del Hamiltoniano (III.14) con los valores para los pardmetros de la tabla
IT1.10 en el calculo de las intensidades de transicién dipolares del estado fundamental a los

estados hasta V = 5. En este caso, como en los anteriores, incluimos el espectro completo

en el apéndice D.

II1.3 Simetria D3,

En este caso, como dijimos en el capitulo II, al analizar exclusivamente moléculas
triatémicas podemos limitarnos al subgrupo Cz, C Ds;,. La figura I11.3 muestra la eleccién

de coordenadas realizada y la asignacién de etiquetas. El grupo Cs, consta de un eje de
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AOSM
N 44 | N3 80 | B1 —-94 | B —879.9
a; 3320.0 | a9 1152 | az  3422.1 | 733 -5
b1 6734 | en —19.38 rms 4.6

Tabla II1.10: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional del agua. (Unidades

em™1),

rotacion de orden tres y tres planos de simetria que contienen a este eje. En este caso, po-

demos tomar como generadores del grupo a Cs y o,. Las permutaciones que corresponden

+

Figura II1.4: Molécula HY y asignacion de etiquetas para moléculas Az no lineales.

a las operaciones de simetria y su forma en términos de los generadores son

E +— 0 +— () C3 +«= C3 +— (123)
C; +— C2 <— (132) o1 +— o1 +— (23) (IT1.15)

oy, +— Csoy «— (13) 03 «— 0103 +— (12)

Las etiquetas asociadas a las representaciones irreducibles del grupo son Ay, A y E siendo
la dltima bidimensional (Ver tabla C.3).

El estudio de modos normales indica que existen dos modos fundamentales, uno no
degenerado y totalmente simétrico (A;) y otro doblemente degenerado (E). Las etiquetas
espectroscépicas de estas moléculas son (v4,,v%5), donde [ es la etiqueta de momento

angular vibracional [3].



128 Capitulo IIl. Aplicaciones AOSM (I)

Base Local Base Normal Eezp AFE., | Base Local Base Normal Eezp AEcq
(v1,v2,v3) (v1,v2,v3) (v1,v2,v3) (v1,v2,v3)
(00+1) (010) 15948  -1.3 | (02-2) (121) 10328.7 2.0
(014 0) (100) 3657.1 2.0 (03-1) (211) 12151.3  -0.8
(01-0) (001) 3755.9 0.2 | (12-1) (013) 12565.0 4.5
(00+ 2) (020) 3151.6  -1.0 | (04-0) (301) 13830.9 0.8
(014 1) (110) 52350 0.3 | (13-0) (103) 14318.8 1.4
(02+0) (200) 7201.5 31} (03+42) (320) 13642.2 2.9
(114 0) (002) 7445.1 07| (1242 (122) 139109  -0.2
(01-1) (011) 5331.3  —1.2 | (04+ 1) (212) 15344.5  -3.1
(02-0) (101) 7249.8  -1.5 | (13+1) (410) 15742.8  -1.4
(00+3) (030) 4666.8 -3.0 | (054 0) (302) 16898.4 2.3
(01+2) (120) 6775.1 25 | (144 0) (500) 17458.4 4.6
(02+1) (210) 8761.6 00| (23+0) (104) 17748.1 0.0
(11+1) (012) 9000.1 26| (01-4) (041) 9833.6 6.2
(03+0) (300) 10599.7  -1.5 | (02-3) (131) 11813.2 6.5
(124 0) (102) 10868.9 41| (03-2) (221) 13652.7 0.6
(01-2) (021) 6871.5 17| (12-2) (023) 14066.2 3.3
(02-1) (111) 8807.0  -13 | (04-1) (311) 15348.0  -1.8
(03-0) (201) 106134 06 | (13-1) (113) 15832.8  -4.3
(12-0) (003) 11032.4 10| (05-0) (203) 16898.8 2.4
(004 4) (040) 61340 -13.4 | (14-0) (401) 17495.5 8.7
(014 3) (130) 8274.0 30| (01+4) (042) 13448.0 5.5
(02+2) (220) 10284.4 44 | (03+3) (330) 15107.0 5.8
(114 2) (022) 10524.3 3.1 | (04+2) (222) 16825.2  -4.4
(03+1) (310) 12139.2 1| (1342 (420) 17227.7 1.5
(124 1) (112) 12407.6 -3.4 (02-4) (141) 13256.0 8.0
(044 0) (202) 13828.3 03| (03-3) (231) 15119.0 5.0
(13+0) (400) 14221.2 34| (04-2) (321) 16821.6  -10.2
(224 0) (oo 4) 14536.9 2.5 (13-2) (123) 17312.4 -6.7
(01-3) (031) 8373.9 58 | (02-5) (151) 146400  -10.9
rms 4.6

Tabla III.11: Ajuste al espectro vibracional del HyO. AE.y = Eeyp — Ecai. Energias y rms

tienen unidades de ecm™1.
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El algebra dindamica y la base local (I1.115) en este caso coinciden con (IIL.7), aunque

ahora todas las etiquetas N son iguales, al ser los tres u(2) equivalentes:

u®(2)d u@(2)® u®(2) D s0W(2)® 50D (2)P 503 (2) D s0(2)
X} \J X} \J \J \J \J (111.16)
[[M] Id] [N w V2 vs; V)

El Hamiltoniano se construye a partir de los operadores tensoriales (I1.49). Analizaremos
tres casos diferentes: Nad, Bes y Hi [20]. En los tres casos comparamos nuestros
resultados con refinados cédlculos ab initio [80, 81]. Es importante aclarar el propdsito de
esta seccién. Al comparar con célculos ab initio nos apartamos de la metodologia usual,
consistente en trabajar con datos experimentales y no en comparar nuestros calculos
con otros célculos. En esta ocasién nos interesa examinar la capacidad del modelo para
enfrentarse con tres situaciones radicalmente diferentes y con una simetria que implica
la aparicién de niveles degenerados. La primera molécula, Nai, es muy arménica, la
segunda, Bes, es algo mds anarménica, mientras que el tdltimo caso, Hy, corresponde a
una molécula extremadamente anarménica en la que los débiles enlaces y pequeiias masas
dan lugar a una fuerte interaccién vibracién-rotacién. ésto hace muy complicado modelar
el espectro del Hy. Al analizar estos casos, tan diferentes entre si, veremos como pueden

llegar a ser fundamentales los nuevos operadores que introducimos (Ver seccién 11.2).

I11.3.1 Na3+

Al ser la molécula muy arménica, basta con el Hamiltoniano (I1.65) para obtener un ajuste
aceptable a las energias vibracionales. Para tener un Hamiltoniano més realista hemos de

afadir a 1, €l operador de momento angular vibracional [? definido en (I1.69), (IL.71)
Hi = Hj, +of
= onHa, + aHy + BV +41% . (II1.17)

En la tabla I11.12 se encuentran los pardmetros para los dos Hamiltonianos antes citados

y en la tabla III.13 la comparacién con las energias ab initio.
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n, | A

N 30| N 30
op 1426 | oy 142.4
ay 101.6 | o 100.3
B 4943 | 21.31
- -1y -0.187
rms 2.58 | tms 1.33

Tabla II1.12: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional de la molécula Nad.

Pardmetros y rms se dan en unidades de cm™1.

Base Normal Simetria FEapinie AFE!l, AE!, | Base Normal Simetria Eapiniz AEl, AE!L
(v, vE) r [81] (va,, vE) r [81]

(011) E 99.95 1.68 0.93 (031) E 297.67 0.26 -1.19
(100) Ay 140.45 2.16 1.95 (033) Ay 299.26 -1.25 -0.34
(02%) Ay 198.90  2.02 037 (033) As 297.67 -1.36  -0.33
(022) E 199.72 1.25 0.84 (120) Ay 337.19 -0.15  -0.01
(11%) E 239.29 1.70 1.68 (12%) E 337.94  -0.86 0.34
(209) Ay 280.35 1.66 1.26 (21%) E 378.06 -0.91 -0.19
(30°) Ay 41970 149 -2.06

Tabla II1.13: Ajuste al espectro vibracional ab initio del ién Naj . AE.q = Eepp— Ecq1. Energias

y rms tienen unidades de cm™*.

1
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IT1.3.2 Begy

131

Si realizamos para el cimulo Bej idénticos calculos a los llevados a cabo para Nas™

obtendremos resultados de calidad similar, pero con un marcado descenso en el valor de

la desviacion al incluir el momento angular vibracional. ésto indica la importancia de este

término, que no aparece en un modelo de simples casimires, y que permite ordenar de

forma apropiada los niveles con vg # 0. En la tabla I11.14 se encuentran los pardmetros

obtenidos en el ajuste de los dos Hamiltonianos & /Ixs y H g , mientras que en la tabla III.15

se comparan las energias calculadas con las energias ab initio.

1}, H
N 30 oy 4586 | N 30 oy 458.91
oy 4032 329 | 396.3 O 209.7
rms 6.5 v —0.953 rms 1.4

Tabla II1.14: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional de la molécula Bes.

Pardmetros y rms se dan en unidades de cm™!.

Base Normal Simetria FEgpinit AEgal AEg, Base Normal Simetria Eupinit AEgal AE{{({,
(vapvh) T 80] (vayvk) T [80]

(011) E 399.1 4.09 0.51 (03%) E 1161.9 391 -2.06
(109 Ay 458.4 0.25 0.02 (033) Ay 1185.9 -13.85 -1.23
(02°) Ay 782.4 8.33 -0.74 (033) Az 1185.9  -3.95 0.61
(022) E 794.4 1.31 0.17 (129 Ay 1216.0 9.71 1.90
(111) E 845.1 2.02 0.82 (122) E 1228.0  -3.37 -1.36
(209) Ay 9076  -0.04 -0.04 (211) E 12819  -0.72 0.79
(309 Az 13476  -1.04 -1.66

Tabla III.15: Ajuste al espectro vibracional ab initio del Bes. AFcy = Fegp — Ecal-

rms tienen unidades de em™1,

Energias y
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111.3.3 Hi

La molécula Hy resulta un ejemplo interesante, tiene implicaciones en la fisica de plasmas
y la astrofisica [33] y, en cierto modo, marca los limites de nuestro modelo en su actual
formulacién. Resulta ademds un sistema que, por su simplicidad, ha sido muy estudiado
mediante calculos ab initio lograndose en este caso un acuerdo excelente con los datos
experimentales [33, 81]. La interaccién rotacién vibracién y la fuerte anarmonicidad que
caracterizan a esta molécula hacen que los resultados obtenidos con los Hamiltonianos
(I1.65) y (II1.17) se alejen mucho de los niveles calculados ab initio, con rms de 78.55 y
30.15 em ™! respectivamente. Atn asi, se aprecia la importancia del operador de momento
angular vibracional, que en este caso no resulta suficiente para llegar a un ajuste de cierta
calidad. Hemos de afiadir al Hamiltoniano nuevas interacciones, lo que esta en acuerdo
con la referencia [81] donde se introduce el doble de términos en el desarrollo del potencial
de HY frente al de Naj.

En primer lugar, podemos aiiadir las potencias de los operadores #r, que en el limite
armonico se comportan como los términos de anarmonicidad z;; del desarrollo de Dunham

(I1.66). Estss potencias serian

A, A A= Rttt (1119

Ademas de estos operadores, es necesario un operador que consiga aumentar el desdo-
blamiento de los niveles (03%)4: y (03%)42. Este operador ha de conectar los estados de
un mismo multiplete (v4,v3), y para encontrarlo podemos aprovechar que los operado-
res (I1.67), (I1.68) y (I1.69) cumplen las relaciones de conmutacién del momento angular,

1

siendo (I1.69) proporcional al momento angular vibracional (I)!. Si tomamos el limite

armonico de estos operadores obtenemos

\ \ 1
lim 768! =L, =

N—co 9 (thabE,? - 5}5,1513,1) )

1La notacién [ para el momento angular vibracional puede llevar a confusidén en este caso, pues en
realidad corresponde a una proyeccién del momento angular sobre el eje perpendicular al plano de la

molécula [3].
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o .1
hm TE’2 = Ly = é- (bTE’leﬂ + bTE,2bE,1) I

N—=co

lim 742
N—=oo

i, =%(b}5’1bE,2—b}f3,2bE,1) . (I11.19)

Los operadores {ﬁx,ﬁy,ﬁz} cumplen las relaciones de conmutacién de su(2), y L? co-
rresponde a 2 /4. Si queremos conectar estados con diferente | podemos aprovechar que
[A/i = f)z + ii)y conecta estados con [ a estados con [ + 2. En funcién de productos
tensoriales podemos escribir el operador que conecta los estados dentro del multiplete que

nos interesa como

Ay

6 = (et or]
- (TE,2TE,2 _ TE,lTE,l) TEA 4 (TE,lTE,z _ TE'zTE’l) TE2 (111.20)

Si introducimos la contrapartida anarménica de los operadores Li: Ty = TE! £ ¢TF?2

podemos reescribir (II1.20) como

o= -é (13 +12) (I11.21)

donde el operador Ty puede escribirse en funcién de los operadores locales

A 1 PN A A A A
T+ == ——8 [QJ_1J+1 - J_2J+2 - J..3.]+3

— Ja(pa+ Jys) = (= 2J4s) = Toa(Jpa — 2j+2)]
l

2V3

Un Hamiltoniano mas completo que (II11.17) para moléculas Cs, serd

_|_

(o1 (e = Jya) + Ta(Jp = Jia) + Joa(Fas = Jia)] . (11122)

Tl = HiL + oG + oM AT + e+ (T3 +7°) (I11.23)

Como mostramos en la tabla II1.17, con este Hamiltoniano la rms desciende a 5.8 cm™!. En
la tabla III.16 incluimos los pardmetros obtenidos ajustando mediante los tres Hamiltoni-
anos presentados. El procedimiento seguido para la construccién de los operadores [ y Ti,
como vimos en la seccién 1.2, es general. En la seccién dedicada a moléculas tetraédricas
veremos mas ejemplos de operadores, que se construyen a partir de su expresion en el

limite arménico.
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A A

1 II rrIll
HA3 HA3 Az

ar 3149 | oy 3156 | @y 3194
ay 2521 | oy 2447 | @y 2517
B 3796 |3 3132| 3 2808
- - |y —129| 4 —1345

- - - - ) -15
N - e —1486
- - N S Y & &
- - - - ap —28.0
- - - - € -0.9
rms 79 | rms 30 rms 5.8

Tabla II1.16: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional del i6n HF . Pardmetros

y rms se dan en unidades de cm™1.

B.Nor.  Sim. Eapinie AE!, AEIL AEIIl | B.Nor. Sim. Eun: AE!, AE!, AE!
(va,,vy) T [81] (va,,vy) T [81]

(011) E  2521.27  -0.17 -37.18  -1.55 (03%) E 700349 10559 18.66  -4.46
{10%) Ay 317832 -29.32  -21.70 0.42 (03%) Ay 728252 -102.30  16.05 3.18
(02°) Ay 477702 10226 -16.32 7.48 (03%) Ar 749264 -105.84  -0.62 2.44
(022) E 499741 -4557 -33.84  -5.69 (129) Ay T769.09 11614  46.62 0.66
(111) E  5553.67 -14.97 -35.74  -0.61 (122) E 786864  -32.58 -12.83 -5.0
(20°) Ay 626192 -22.77 -1342  -0.11 (211) E  8486.90 1.37  -3.38 4.07
(30°) A1 9251.42 14.80  22.56 -1.23

Tabla II1.17: Ajuste al espectro vibracional ab initio del ién H:;" AEy = Eepp— Ecqi. Energias

y rms tienen unidades de ecm™".
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II1.4 Simetria 7}

Estudiaremos dos ejemplos diferentes con simetria 7;. El primero de ellos corresponde
a una molécula (o cimulo) tetratémico A, [19], mientras que el segundo es el caso
pentatémico AB, [82, 83, 84]. El grupo 7T posee veinticuatro elementos y en la seccién
II.1, al examinar el método de autofunciones, vimos su estructura. En la grafica I11.4
sefialamos los elementos de simetria que hemos escogido como generadores de este grupo
y la asignacién utilizada en el primer ejemplo (caso A4). Todas las operaciones del grupo
pueden escribirse en funcién de los generadores escogidos, como ocurre con los ejemplos

que damos a continuacién

cit o clcfciclr, oV o (Ch) (el)?, s oo ecicl,

S o clcle,, ST o cl(CH)er, Cf - ci(ciD)?,

cif —»  (chPcir, ot o clcHcl,  ou - Cloy, (111.24)
orrr = Cloy , orv  — (C§)20'1, oy — (03{1)20'1,

ovi — alCé-C’?{IC% .

Para construir la base adaptada por simetria en 73 empleamos el procedimiento analizado
en el capitulo 1T al explicar el método de autofunciones. El célculo para el primero de los
dos ejemplos antes mencionados esté relacionado con los fines de la secciéon II1.3, pues
se ajustan nuestros resultados a célculos ab initio [80] en lugar de a niveles experimen-
tales. El fin es similar al perseguido en la seccién anterior: estudiar las posibilidades
de nuestro modelo de reproducir una estructura compleja, donde aparecen, por ejemplo,
niveles triplemente degenerados y operadores tensoriales de 73 [28]. Sin embargo, en el
caso del metano ajustamos nuestros resultados a valores experimentales, por lo que esta
dentro del uso del modelo como aproximacién fenomenoldgica al problema de la estructura

vibracional?

?Algunos niveles del metano [85] son resultados del llamado modelo TDS [86, 87]. La precisién de

estos valores se halla dentro del error experimental por lo que pueden considerarse como experimentales.
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O,

jk:

Figura I11.5: Elementos de simetria escogidos como generadores de Ty, ejes cartesianos y asig-

nacion de etiquetas para moléculas Ay.

II1.4.1 Ctumulo Bey

En este caso, y segun la asignacion indicada en la figura I11.4, el isomorfismo entre los

generadores del grupo y un subgrupo de Sg se establece segin
Ci ¢ (123)(456) , CI «— (125)(364) , oy +— (12)(46) . (111.25)

El estudio de modos normales para este sistema indica que los diez grados de libertad vi-
bracionales se reparten en un modo totalmente simétrico (A; ), uno doblemente degenerado
(E) y un ultimo modo triplemente degenerado (F3). La notacién cominmente empleada
en este caso es (va,,vh, 1/5%2), donde [ y I3 corresponden a los numeros cuanticos de mo-
mento angular vibracional para los modos F y Fj, respectivamente {3, 28]. El algebra

dindmica empleada en este caso consta de seis dlgebras u(2) equivalentes

u(2) @ ... @ uO2) O Q) @& -+ @ 50O2) DO s0(2)
} } ! ! ! (111.26)
| [Nl] [Nl] N V1 Ve 3 V>

Las combinaciones lineales de los generadores para que estos adopten caracter tensorial

en 74 son las indicadas en (IL.77), (II.78) y (IL.79), aunque en esta ocasion no existe
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modo espireo alguno, coinciden el nimero de grados de libertad vibracionales con los
u(2) empleados y se obtienen las simetrias adecuadas para los niveles fundamentales.

En este caso el Hamiltoniano en primer orden es

1{[,{14 = 0417:[,41 + 0127:113 + 0é37:iF2 + ﬁlij + /5'21}1«“2 . (IIL.27)
A este Hamiltoniano pueden serle afiadidos términos que en el limite arménico equivalgan
a los introducidos por K. T. Hecht en [28]. Esta referencia nos indica como construir
el espectro vibracional a partir de los pardmetros calculados en [80]. En primer lugar
anadimos anarmonicidades del tipo ;;, formadas por el producto de operadores de nimero

(I1.66), con lo que obtenemos el Hamiltoniano

I = B+ o 1 oA

b o ol b oAy, only . (IL29

A estos operadores tenemos que afiadir los de momento angular vibracional [ y [5. Estos

pueden definirse como

[=—i

ﬁ [jiE@Jf]Az ) i3=i*\‘/—§[

SRy o $F|E1
2 2 . I11.29
M M e ] ( )

En el Hamiltoniano se incluyen los cuadrados de estos momentos angulares, o sea, su
acoplamiento a simetria A;. También incluimos los operadores Oz3 y O35 de [28], que en

nuestra notacién pueden escribirse como los siguientes productos tensoriales

O3 N?

. N A AT 5 s 1P 2 o
3|[72 0 2" [0 i8] —s[[if e iR]" [/ e 18]"] (3
R . s 1E T sm 1B R N A 1A
ON? = 6 [[Jf"’ ®© /5" [JR @ JF] ] 4 [[sz @ J7)" Ik e JP] ] (I11.31)
Empleando los parametros proporcionados por la ref. [80] calculamos el espectro hasta
cuatro cuantos para el cimulo Bey y construimos un Hamiltoniano con los parametros
antes citados para ajustar este espectro. Al utilizar osciladores anarmonicos, no es ne-
cesario tener en cuenta todos los parametros que tienen equivalente arménico, pudiéndose

eliminar algunos de ellos. Finalmente, el mejor ajuste se obtiene para los pardmetros de
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N 4 | o 636.0

17 455.0 | agz 532.0

ol 4428 | o, 45

a3 —2.5 | y33 —15.03

T3 —1.18 | 733 -1.7
rms 2.6

Tabla II1.18: Pardmetros usados en el cdlculo del espectro vibracional del agregado Bey.

Pardmetros y rms se dan en unidades de cm™t.

la tabla II1.18 y el Hamiltoniano

P R R R
4, = onHa, + axHE + osHp,

+ agﬂ?:l%] + CfmﬂEﬂE + i) p, + Yoals + 72013 + 753033

(111.32)

Las energias calculadas ab initio y usando el modelo AOSM se incluyen en la tabla II1.4.1.
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(I/AI,VIE,I/;%) r Ab initio [80] E . (VAl,I/lE,l/;-?z) r Ab initio E
(1,0°,0%) Ay 638.6 637.0 (1,0°,2%) Ay 2106.8  2105.6
(0,1%,0% E 453.6 455.0 (1,0°,2%) E 2000.1  1999.8
(0,0°,11) F 681.9 678.2 R 2056.8  2052.8
(2,0°,00) Ay 1271.0 1269.2 (0,31,0% E 1341.3  1343.7
(1,1%,09) E 1087.1 1087.0 (0,33%,00) Ay 1355.5  1352.5
(1,00,11) F, 1312.6 1308.3 A 1355.5  1354.4
(0,2°,0°) Ay 898.3 901.4 0,2021Yy R 1565.5  1565.7
(0,22,0% E 905.4 906.1 F, 1584.4  1583.1
(0,11,11) F 1126.7 1125.1 (0,22,11) F 1578.5 1578.0

F 1135.5 1134.1 (0,11,2%2) E 1821.4 1821.6
(0,0°,2%) Ay 1484.0 1483.0 E 19295  1929.0
(0,00, 22) E 1377.3 1373.9 (0,11,22) Az 1813.3 1813.1

F 1434.1 1429.6 Ay 1830.8  1831.7
(3,0°,0%) Ay 1897.0 1896.7 F 1874.4  1873.2
(2,1%,0%) E 1714.3 1714.3 R 1883.2  1883.0
(2,0°,11) Fy 1937.0 1933.7 | (0,0°,313) F 2136.5  2134.2
(1,29,09) Ay 1526.6 1529.2 F 2327.3 23269
(1,22,0%) E 1533.7 1532.8 (0,0°,3%) F 2199.8 2197.1
(1,1%,11) Fy 1752.2 1749.7 Ay 2256.5  2254.4

F 1761.0 1759.8

Tabla II1.19: Ajuste al espectro vibracional ab initio del Bes usando el Hamiltoniano algebraico

(II1.32) con los pardmetros de la tabla III.18. Todas las unidades en cm™!.
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(va, ,Vfg,ull;?z) r Ab initio[80] Eoa (VAl,VlE,ulF‘?z) r Ab instio FEql
(4,0°,0%) Ay 2516.8 2519.5 (0,4%,0% E 1803.8  1797.1
(3,11,0% E 2335.2 2336.9 | (0,3V3,11) F 1998.9  2000.1
(3,0°,1%) F 2555.1 2554.4 Fy 2013.3  2014.0
(2,2°,0% Ay 2148.7 2152.2 R 2026.4  2025.0
(2,22,00 E 2155.8 2154.8 P 2029.5  2024.7
(2,11,1Y) F 2371.5 2369.8 | (0,202,20?) E 2247.8  2251.0

F 2380.2 2380.7 A; 22621 2263.0
(2,0°,29) Ay 2723.2 2723.6 E 2273.9  2276.6
(2,00,22) E 2616.5 2620.8 Ay 2367.6  2367.0
Fy 2673.3 2671.4 E 23731 23711
(1,3,00 E 1964.4 1967.1 | (0,29%,22) P, 2308.8  2310.9
(1,3%,0% Ay 1978.7 1973.6 F 2327.7  2330.2
Az 1978.7 1975.2 (0,22,2%) A 2265.1  2268.2
(1,2%2,11) F 2185.8 2185.3 13 2321.8 23219
F 2204.8 2204.5 | (0,11,3%2) F 2567.1  2570.0
(1,22,11) F 2198.9 2197.7 F 2585.5  2588.3
(1,11,202) E 2438.9 2443.5 B 2639.9  2643.1
E 2547.1 2545.7 Fy 2640.1  2643.0
(1,1%,2%) Ay 2430.9 2431.8 31 2764.3  2764.9
Ay 2448.4 2455.1 F 2772.0  2779.7
F 2492.0 2491.0 (0,11,3%) E 2696.8  2700.3
I3} 2500.8 2501.5 (0,00,40:%) Ay 2909.1 2906.1
(1,00,3138) Fy 2751.2 2748.4 Ay 3290.9 32905
P 2942.1 2942.6 (0,0°,4%1) E 2956.1 2952.6
(1,00,3%) R 2814.5 2816.6 F 3067.3  3067.3
Ay 2871.3 2870.7 E 3137.2 31349
(0,4°,00) Ay 1775.3 1776.8 F 3253.0  3253.7
(0,42,00) E 1782.5 1781.6 (0,00,4%) R 2978.9  2978.0

Tabla I11.19: Continuacion.

IT11.4.2 Metano (CH,)

La molécula de metano posee interés desde el punto de vista geofisico, astrofisico y
biolégico. Es, por tanto, un sistema que ha sido estudiado extensivamente y del que
se posee un so6lido conocimiento experimental. Ademads, su elevada simetria hace a
esta molécula un caso de gran interés que ha sido estudiado con diferentes formalismos

[30, 85, 86, 88, 89]. En este caso, los resultados de cdlculos ab initio no reproducen
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fielmente el espectro experimental, ya que los masivos calculos implicados hacen dificil
conseguir la precisién adecuada [90].

En la figura II1.4.2 se muestra la asignacién escogida, donde las etiquetas uno a cuatro
corresponden a tensiones (C'H) y seis a diez a flexiones (H/CTH ). El isomorfismo con el

grupo simétrico se establece en esta ocasién con un subgrupo de Sig y se cumple

Ci +— (123)(567)(8910) , CI +— (243)(569)(7108) , o +— (23)(56)(810)

(111.33)
donde se asignan los generadores del mismo modo que en la figura I111.4. Una molécula
ADB, tetraédrica posee nueve grados de libertad vibracionales, uno no degenerado (A;)
de tensién, uno doblemente degenerado (F) de flexién y dos triplemente degenerados
(F32), uno de tensién y otro de flexién [3]. Los nimeros cudnticos arménicos para esta
molécula son (v, 4, 3%, Vi) que podemos reescribir como (v4,, v/, 1/}32 , 1/}42) donde usamos
la convencién de que las maytisculas indican modos de tensién y las minisculas de flexidn.

En este caso el dlgebra dindmica consta de diez u(2)

Figura I11.6: Molécula CH, y asignacion de etiquetas.

W)@ ... eu92) | (111.34)

donde los cuatro primeros, asignados a las tensiones C'H, tienen el mismo pardmetro

Ni, mientras que a los seis ultimos se les asocia Ny y corresponden a flexiones HC'H.

Los estados de la base local se escriben como |[Ny]...[N:][IVy]...[Ng];01...v10; V). Al
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introducir todas las coordenadas de flexién simétricamente equivalentes tenemos un grado
de libertad mas de los necesarios. En la seccién I1.4 se identificé el modo espiireo como un
modo totalmente simétrico de flexién y se estudié la forma de eliminarlo de los célculos.

Las combinaciones adaptadas por simetria para tensién son

i o= Ly

w1l 9 « it 9

1=1

~ 1 /4 a a ~
JEQI = 9 ( w1 = Ju2+ Juz — u,4) ;

. 1,. R R .
‘]5:22 = 5 ( w1l — Jy,,? - '];1,,3 + ;1,,4) )

. 1,. , . .
Iy = Gt Jua—Jua—Jua) (I1.35)

mientras que para los modos de flexién tienen la misma forma que (I1.77), (I11.78) y (11.79)

—
o

o= = > Jus

jz,l = % ( Au,5 + J 6 — Qj,m + ju,s - 2j;1,,9 + ju,10) )

jjg = % ( Au,s - ju,e - jp,s +J ,10) ;

W = 25 Uus=dua)

T = 25 (Fue=dua)

Il = % (Jur = Jus) (ITL36)

El Hamiltoniano en primer orden, una vez que eliminamos la contribucién espirea, es

If]f;&, = 0117:[A1 + 0427'26 + 037:[1?2 + Ot47:[f2 + a347:ZF2f2
+ BiVe+ Bk + BVy, + BsViy, (111.37)

formado por los operadores Hy y Vr definidos en (11.50) y (IL52).
Siguiendo la referencia [28] podemos construir un Hamiltoniano mds completo que
permita un ajuste fino al espectro experimental. Este Hamiltoniano es (tras efectuar las

pruebas que permiten descartar los pardmetros que no resulten relevantes en el ajuste)

flﬁ’& = m 7:[,41 + g 7:le + a3 7:1F2 + oy 7:[1'2 + 0 ]A/Fz
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vofl (RE)" 81+ o (A" + o8 (451
[21( ) + ofd (38,
S ICAREICARICS

+v22 (laz) + v33 Zlffl lfl + Y44 }:l,{; lf;l + Y34 ZZFI 21;1

~

+733 @tt + Tyq @ff + Tag @tf + To3 OZt + Toa Ozf . (I11.38)

Los operadores anarménicos afiadidos, aparte de los productos de operadores Hr, son los
relacionados con los momentos angulares vibracionales de los modos degenerados, que

podemos construir como

A 1 . A

* = —‘Z'\/iFf[TfXTi]az )

. ) 1 . .

= +z\/§E[Tf2foz]5l

- 1 . A

iho = +i\/§Ff[Tf2><Tf"]4l : (I11.39)

Siguiendo [28] podemos traducir los operadores (’jwy a acoplamientos de nuestros opera-

dores tensoriales como hicimos en (II1.30)

A 1 F: 5Py 1B APy o1 E
= 2@ 2y Foy 111.4
Oy NN, (6 > (T2 x T2*E [T < T 15 (111.40)

AR ) [ Tf“]?)
Y

A 1 Fe P F 2 1F) [rhe AF,a: F;
Oy = TN, (8;[1“_ x TI=|I [ x P10
— 8 [T x P12 (T2 x szvzﬁz) . (111.41)
Y

Este Hamiltoniano consta de veintitrés parametros asociados a interacciones y los
parametros Ny y Ny. El primero de estos dos se puede estimar utilizando en (1.95) y
(1.96) los pardmetros espectroscépicos de la molécula C H. De esta forma se obtiene que
Ni = 43. La flexién es mas armoénica, por lo que se toma Ny = 150. Se han ajustado
44 niveles de energia, de uno a cuatro cuantos, llevdndose a cabo diferentes célculos [84].

En la tabla II1.20 se encuentran los pardmetros que dan un mejor ajuste, con una rms de
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Parametros Ajuste 1 Ajuste 2 | Pardmetros Ajuste 1 Ajuste 2
N, 43 00 Ny 150 00
a 2977 2967 s 1554.8  1558.4
as 3076.5 3081 ay 1332.2 13375
Bs 582.9 - ol 3.7 -21.3
ol 1.30 -1.2 ol 54  -10.8
ol 347 -6.26 ot -3.60 3.4
ol - - ol 2.9 3.1
ol -11.1 -8 ol 1.00 5.4
ol 5.6 -3.5 Va2 0.5 0.4
Yas 0.2 4.4 Yaa 4.1 5.0
a4 -0.65  -0.74 Ta3 0.40 -1.2
Tag 1.0 0.6 T34 0.2 0.2
T23 -0.39 0.4 T24 0.1 0.9

rms 1.16 20.42

Tabla II1.20: Pardmetros en cm™" obtenidos en los ajustes al espectro vibracional del C H,.

1.16 em™!. También se incluyen en esta tabla el mejor ajuste que se puede llevar a cabo
utilizando el limite arménico del Hamiltoniano (I11.38), aumentando la rms a 20.4 ecm ™.
Esto demuestra lo adecuado de la anarmonicidad que conlleva la aproximacién algebraica
al problema. Es de especial importancia el operador asociado al pardmetro 3;; si se elim-
ina éste del Hamiltoniano al ajustar la rms aumenta a 4.49 cm™! [84]. En la tabla I11.21 se
incluye el espectro vibracional completo del metano hasta tres cuantos, comparando con
los niveles conocidos. Las energias experimentales se toman de [85, 86, 89, 91]. Resulta
destacable la calidad del ajuste frente a otras aproximaciones a esta molécula como [82]
y [88], que obtienen como rms 12.16 cm™ y 11.61 cm™! para diecinueve energias. El
trabajo presentado en [30] presenta resultados de calidad similar, ajustando 39 energias
con un nimero comparable de parametros. Lo similar de estos resultados es comprensible

si tenemos en cuenta la relacién que existe entre el modelo utilizado en [30] y el modelo

AOSM, analizadaen las secciones 1.1 y I1.3. Este punto se estudia detalladamente en [84].
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r (v1,v2,v3,v4)  FEew Eerp AE | T (v1,v2,vs,vs) Eea Eewp AE
Ay (1000) 2916.32 291648 -0.16 | E (0100) 1533.46 1533.33  0.13
Py (0001) 1309.86 1310.76 -0.90 (0010) 3018.09 3019.49 -1.40
Ay (0002) 2587.77 2587.04  0.73
(0200) 3063.66 3063.65 0.01 (0011) 4323.81 4322.72 1.09
(2000) 5790.13 5790 0.13 | A4 (0003) 3920.46 3920.50 -0.04
(0020) 5966.57 5968.1  -1.53 (0102) 4128.38 4128.57 -0.19
E (0002) 2624.14 2624.62 -0.48 (0201) 4364.39 4363.31 1.08
(0200) 3065.22 3065.14  0.08 (0011) 4323.09 4322.15 0.94
(1100) 4446.41 4446.41  0.00 (0020) 6045.03 6043.8 1.23
Fy (0101) 2845.35 2846.08 -0.73 (0011) 4323.15 4322.58 0.57
(0110) 4537.57 4537.57  0.00 | Fy (0002) 2612.93 2614.26 -1.33
(0101) 2830.61 2830.32 0.29 (1001) 4223.46 4223.46 0.00
(0011) 4321.02 4319.21 1.81 (0110) 4543.76  4543.76 0.00
(0030)  8947.65 8947.95 -0.30 | Fy (0003)  3871.29 3870.49  0.80
(0020) 6003.65 6004.65 -1.00 (0003) 3931.36 393092 0.44
(0102) 4143.09 414286 0.23
Ay (0003) 3909.20 3909.18  0.02 (06201) 4349.01 4348.77  0.24
(0102) 4131.92 4132.99 -1.07 (0201) 4378.38 4379.10 -0.72
{0300) 4595.26  4595.55 -0.29 (0012) 5594.92 5597.14 -2.22
(0030) 8975.64 8975.34 0.30 | A2 (0102) 4161.52 4161.87 -0.35
(0300) 4595.28 459532 -0.04 | E (0102) 4105.22 4105.15  0.07
(0102) 4152.15 4151.22  0.93 (0300) 4592.13 4592.03  0.10
(0030)  8907.91 8906.78  1.13 (0030)  9045.36 9045.92 -0.56

Tabla I11.21: Resultados del ajuste al espectro vibracional del CHy utilizando el Hamiltoniano

(I111.38) y los pardmetros de la tabla II1.20.
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Capitulo IV

Aplicaciones AOSM (1)

Resulta de gran interés estudiar aplicaciones en las que se utilizen las funciones de onda
resultantes de la diagonalizacién del Hamiltoniano algebraico. Estas autofunciones per-
miten el calculo de valores de expectacién de observables de interés. Analizaremos dos
ejemplos: las transiciones dipolares y el cdlculo de factores de Franck-Condon (FFC).
Las transiciones infrarrojas (IR) o dipolares y las Raman o cuadrupolares son las
transiciones mas frecuentemente medidas entre estados vibracionales que pertenecen a un
mismo estado electrénico. A diferencia de este caso, los factores FFC son de importancia
en experimentos de fluorescencia, donde se miden transiciones entre estados vibracionales
que pertenecen a diferentes estados electrénicos (transiciones vibrémicas). En los dos
ejemplos presentados utilizaremos modelos que simplifican mucho el problema, pues son
monodimensionales y excluyen las rotaciones. Sin embargo, las intensidades de transicién
vibracionales se miden sumando las diferentes contribuciones rotacionales dentro de una
banda vibracional. Esto hace necesario considerar la interaccién vibracién-rotacién, de
forma que la informacién obtenida a través de un modelo puramente vibracional es ne-
cesariamente incompleta. Aun asi puede resultar de ayuda en experimentos que no posean
una resolucién lo suficientemente elevada para distinguir la estructura rotacional. Y no
solo en estos casos, pues, a diferencia de las energias, las transiciones poseen un rango de
variacién de varios 6rdenes de magnitud que dificulta su calculo y hace necesarios modelos

sencillos que den una estimacién, al menos cualitativa, de las mismas.

147
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IV.1 Transiciones dipolares infrarrojas

En este caso tenemos que calcular la intensidad de transicién como

Tins o [(Ws| D), (IV.1)

donde D es el operador dipolar eléctrico [3]. En principio seria necesario, para una
molécula dada, buscar la forma en coordenadas del operador dipolar eléctrico y tradu-
cirla a operadores algebraicos. Esta tarea resulta muy compleja y para evitarla es posible
utilizar un método diferente y mas simple. En este método serd necesario ajustar un
determinado nimero de pardmetros a valores experimentales, como ocurrié en el Ha-
miltoniano, para obtener nuestros resultados. En los célculos de esta primera seccién
seguiremos el formalismo desarrollado por F. Tachello et al. [16, 17, 37] y lo aplicaremos
utilizando como funciones de onda las obtenidas para el agua en la seccién I11.2. Buscamos
un buen ajuste a las intensidades experimentales de la referencia [76].

La aproximaciéon de Born-Oppenheimer [25] implica que el operador momento di-
polar no venga dado directamente por la expresién en coordenadas del momento dipolar
eléctrico. Para tener en cuenta los efectos de la separacién de grados de libertad eléctricos
y nucleares se expresa a través de un desarrollo en potencias de las coordenadas internas.

En el caso de un molécula diatémica resultara

Zaz (r—r.) (IV.2)
=1
que puede desarrollarse también en funcién de la coordenada de Morse y = 1 —

exp [—a(r —r.)], mds apropiada por la naturaleza anarménica del problema. Una forma

funcional que resulta muy adecuada para el operador momento dipolar es
D(r) = Do(r — re)exp(—vy(r —re)) . (IV.3)

En el formalismo algebraico reescribimos el operador dipolar asociado a cada coordenada
interna de forma que sea sencillo calcular los elementos de matriz de este operador con las

autofunciones del Hamiltoniano, que son combinaciones lineales de la base local. Ademss,
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es necesario que este operador no sélo reproduzca la dependencia con la coordenada, sino
también las reglas de seleccién entre diferentes estados.

Una primera posibilidad, usando el dlgebra u(2), seria considerar los operadores ji,
que conectan estados v — v F 1. Sin embargo, estos operadores tienen reglas de seleccién
equivalentes a las armdnicas, y no permiten tener en cuenta el efecto de la anarmonicidad
en las intensidades [41].

Una aproximacién algo mejor seria utilizar el operador [37]
D(r) = Do (exp [-B(Jy + J2)] - 1) (IV.4)

cuyos elementos de matriz pueden calcularse de forma explicita. De hecho, el célculo de
los elementos de matriz del operador (IV.4) es trivial pues coincide con el de las matrices
de momento angular [92]. El operador (IV.4) implica una rotacién en el espacio u(2)
cuyo angulo estd relacionado con el valor del pardmetro 3. ésto permite que las reglas
de seleccién no sean tan estrictas como las arménicas y estados con Av = 0,+1, 42, ...

tengan elementos de matriz diferentes de cero, lo que resulta més cercano a los resultados
experimentales.

Una buena aproximacién a los elementos de matriz del potencial dipolar resulta ser
([N]; 0| D|[N];v') » Doexp [-B(v —v')] (Iv.5)

pues reproduce fielmente el decaimiento exponencial en la intensidad a medida que se
avanza en una banda [16]. Aplicaremos esta aproximacién a cada uno de los modos

locales (o dlgebras u(2)) de nuestro modelo con lo que tendremos
(N [N o0 oy i [N [Nl ) = exp [—Bi(oi — )] (IV.6)

donde hemos eliminado el factor Dy. Para el ejemplo que nos interesa y, en general, para
moléculas ABA no lineales tenemos que considerar tres diferentes operadores locales d:
dos de ellos equivalentes y relacionados con los modos locales de tensién y el tercero con
el modo de flexién.

Una vez que con (IV.6) tenemos la forma de los operadores dipolares locales hemos de

combinarlos de manera que obtengamos el momento dipolar total de la molécula. Al ser
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el momento dipolar un vector (tensor de rango uno), tiene propiedades de transformacién
bien definidas bajo el grupo de simetria molecular que permiten que pueda construirse

como combinacién lineal, en primera aproximacién, de los operadores locales (IV.6)
A n A
D.=) oid; ; e=z,y,2 . (IV.7)
1=1

En las tablas de caracteres (Ver apéndice C) se indican las representaciones irreducibles
portadas por las coordenadas cartesianas {z,y, 2z}, que son también las que porta el mo-
mento dipolar. Una vez construido el operador momento dipolar, las intensidades de

transicién se calculan segin (IV.1) como

Tivy o< 3 [(sl Delypi) P (IV.8)

donde los estados inicial y final se han obtenido como resultado de la diagonalizacién del
Hamiltoniano algebraico. Estas autofunciones se pueden expresar en funcién de la base
adaptada por simetria o de la base local
dloc
k) = Z}afl[Nl] Nl {ul VY (IV.9)
Al igual que ocurre en el Hamiltoniano, no todos los parametros 3; son independientes, la
simetria del problema impone ciertas condiciones sobre ellos.
Por ejemplo, en el caso del agua y en primera aproximacién, podemos construir las
componentes del operador momento dipolar combinando los operadores locales {czl, a?z, 623}

con el resultado

DE = g (621 - ciz) (IV.10)
D;l = K2 (621 + 622) -+ &3623 , (IVll)

donde podemos ignorar la componente perpendicular al plano molecular. Ademas, al ser
u'(2) y u%(2) equivalentes, 8 = f3;.

La expresién (IV.7) es una primera aproximacién al operador dipolar. En caso de que
no sea suficiente para reproducir el patrén de intensidades experimental, pueden anadirse

términos cuadréticos y de orden superior [37]. También puede ampliarse el método con
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la adicién de operadores que tengan en cuenta posible transiciones entre niveles excitados
( “combination bands”) o transiciones Raman {17, 37].

Este formalismo, presentado en [16], ha sido aplicado a diferentes casos en el modelo
u(2) como moléculas triatémicas [78] o benceno [10].

Para lograr un buen acuerdo con los datos experimentales es necesario afiadir a (IV.10)

y (IV.11) términos de segundo orden, con lo que tendremos

DE =k (di—do) (IV.12)
+ Kz (621 - sz) (CZ1 + Cz2> + K13 (621 - 622) 623
lA);l = Ky (0?1 + 622) 1 Kads (IV.13)

+ Kn (621 - 622) (621 - 622) + K22 (Cz1 + dAz) (621 + 622) + Kao3 (621 + 622) ds + +f<333¢23623

Las funciones de onda de V' cuantos y simetria I', |Y4}'), resultantes de diagonalizar el
Hamiltoniano algebraico del agua, se obtienen en la seccién II1.2 en la base adaptada por

simetria, que escribimos con etiquetas v; (I1.19)

nv,r

9E) = 3 e (avs)) (1v.14)

i=1
donde nyr es el numero estados de V' cuantos con simetria I'. Para calcular los elementos

de matriz del operador dipolar hemos de pasar a la base local,

dlocy

EOE ; Y n 1IN [VA)[Na]; (vaogvs); VY (IV.15)

siendo 7, la matriz producto de la matriz o;; por la matriz que relaciona la base local y
la base adaptada por simetria, calculada en (I1.19).

Nos interesan las transiciones del estado fundamental |(000)) a los diferentes estados
excitados, por lo que tendremos que calcular los elementos de matriz de las componentes

del operador dipolar

dlocy

((000)] DE V4T = 3= 7 ((000)] D} |(vivava)y) (IV.16)

=1
y finalmente

Toi = |((000)] D [V4F)[ + [((000)| DA [V 4T)[" (1v.17)
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Si tenemos en cuenta (IV.15) podemos reescribir la intensidad en funcién de los elementos

de la base local

2 2

dlocy

IO-—-M = Z 721 000 tD |(’U1’U2’U3

dlocy

Z ~i {(000 |D |(vivavs)r) , (IV.18)

donde sélo tenemos que calcular los elementos de matriz del operador dipolar en la base
local siguiendo (IV.6), (IV.12) y (IV.13). Los datos experimentales vienen dados en
forma adimensional, como intensidades de oscilador (“oscillator strengths”) que, para
una transicién del estado fundamental a un estado vibracional excitado dentro del mismo

estado electrénico, se definen como [93]

47rme

fosv = 75 3.2 o o] (IV.19)

donde v, es la energia del estado vibracional excitado. Si expresamos la energfa en ecm ™!

y €l momento dipolar en Debye (D) y damos valores a las constantes la expresion anterior

queda como
1
oo = 470181077 [—— ] o (IV.20)

Por tanto, ademas de las funciones de onda resultantes de la diagonalizacién del Hamilto-
niano hemos de incluir las energias vibracionales calculadas (w;).

Variando los pardmetros « de (IV.12) y (IV.13) obtenemos los valores de la tabla IV.1,
con los que se llega a las intensidades de la tabla IV.2. El nimero de cifras significativas
dadas en esta tabla puede no ser el mds apropiado pues hay que tener en cuenta que las
intensidades se extienden en unos diez érdenes de magnitud, lo que dificulta su calculo y
a veces se dispone de muy pocas lineas rotacionales que sumar para calcular la intensidad
vibracional. Esto hace que los datos experimentales también estén afectados de cierta
incertidumbre. En la tabla IV.2 hemos eliminado los datos experimentales para los que se
incluian en la suma menos de diez lineas rotacionales.

Al ser no lineal la dependencia en los pardmetros x, no puede emplearse el mismo
método de optimizacién que en el caso de las energias (Ver Apéndice B), y resulta mas
dificultoso su calculo. El procedimiento que se ha seguido para su estimacién ha sido

utilizar las intensidades de transicién a los primeros niveles excitados para dar a los
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B 1.29 | 05, 298 | G5 1.29
k1 0.1223 | k2 0.0380 | s 2.105
ki1 0.01034 | k12 0.1888 | K13 0.8100
koo  0.0201 | ko3 0.1760 | k33 0.000045

Tabla IV.1: Pardmetros usados en el cdlculo de las intensidades Tigoo)—(v,u,u,) del agua. Todos

expresados en Debye (Ver texto).

parametros un valor inicial que reproduzca aproximadamente estos datos y, luego, predecir
los restantes.

A pesar de la simplicidad del método usado para estimar los pardmetros los resultados
de la tabla IV.2 mejoran los conseguidos en [43, 78], donde se usa un menor nimero de
intensidades experimentales, y se reproducen cualitativamente los datos experimentales
correspondientes a los estados excitados. Seria necesario mejorar el procedimiento de
ajuste llevado a cabo antes de comparar con cédlculos mas complicados. Aun asi los
resultados obtenidos se aproximan a los de la referencia [79]. En este dltimo trabajo se
calculan las intensidades de transicién utilizando un operador momento dipolar obtenido
mediante célculos ab initio mientras que para la estructura vibracional se comparan dos
modelos diferentes. En el primero se utiliza un célculo variacional muy completo, donde
se incluye la forma exacta de la energia cinética y un muy buen potencial para la molécula
de agua. El segundo modelo utilizado es el ya citado HCAO (Ver seccién 11.3) [57].
Estos calculos, mas completos (y complejos) que los descritos en esta seccién, obtienen
mejores resultados. De cualquier forma es interesante apreciar que existe, como es de

esperar después de lo expuesto en la seccién 11.3, cierto paralelismo entre los resultados

del AOSM y del HCAO.
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(V1 va v3)  Iegp [76] Lcaic | (r1 vav3)  Legp[76] Late | (1 va v3)  legp[T76] Leate
(010)  12(5) 1205 | (100)  56(7) 56(7)| (001)  813(6) 8.13(6)
(020)  855(8) 856(8) | (110)  42(8) 42(8) | (2000 6.91(8) 6.98(8)
(002)  413(9) 7.27(10) | (011)  9.09(7) 9.00(7) | (101)  6.36(7) 7.31(7)
(030) 4.47(10) 4.58(10) | (120)  2.79(9) 1.94(10) | (210)  1.64(9) 4.37(9)
(012) 848(10) 9.42(10) | (300)  238(9) 7.91(9) | (102) 6.49(10)  2.10(9)
(021)  43(8) 4199) | (111  401(8) LI13(T)| (201)  1.93(8) 6.72(8)
(003)  215(9) 2.09(9)

(040) 203(11) 217(12) | (130) 4.67(10) 859(13) | (220) 1.41(10) 1.85(11)
(0292)  416(11) 3.98(12) | (310) 5.46(11) 5.04(10) | (112) 538(11) 5.21(11)
(202) 448(11) 7.50(10) | (400) 9.56(11) 1.15(10) | (004) 3.01(12) 6.82(12)
(031)  141(9) 1.84(11) | (121)  2.44(9) 477(10) | (211)  1.36(9) 1.14(8)
(013) 1.01(10) 3.55(10) | (301)  1.21(9) 6.34(9) | (103) 2.24(10) 1.90(10)
(050) ~ 9.69(15) | (140) ~ 3.65(15) | (230) — 7.65(14)
(032) ~ 1.64(14) | (320) 659(12) 2.05(12) | (122) 3.75(12) 2.11(13)
(212) 1.64(11) 512(11) | (410) 145(12) 1.95(12) | (014) ~ 1.33(13)
(302) 228(11) 6.68(11) | (500) 4.20(12) 1.68(11) | (104) ~479(12)
(041) 345(11) 7.80(14) | (131) 426(11) 1.97(12) | (221) 185(10) 4.64(11)
(023) 883(12) 143(12) | (311) 9.9811) 1.10(9) | (113) 1.76(11) 3.27(11)
(203) 1.97(11) 5.84(10) | (401) 9.89(11) 1.28(11) | (005) ~ 7.36(14)

Tabla IV.2: Ajuste a las intensidades experimentales Logo—sv,vyvs del H2O. (z(y) = z107Y)
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IV.2 Factores de Franck-Condon

En esta seccién haremos uso de las energias y funciones de onda vibracionales de los
estados electrénicos X'A’ (fundamental) y C'A’ de la molécula S0, obtenidas en el
capitulo III, para el célculo de los factores de Franck-Condon e intensidades de transicién
vibrénicas. El andlisis experimental [64] permite medir, mediante fluorescencia inducida
por ldser de alta resolucién (“High resolution Laser-Induced Fluorescency” (LIF)), la
excitacién de niveles vibracionales de las bandas 24(v = 0,1,2) del espectro de absorcién'
del 5,0 (C'A’ « X'A’). El tratamiento algebraico nos permite obtener, ademas del
espectro vibracional de ambos estados electrénicos (véase la seccién I11.1), los factores de
Franck-Condon (S, ) [93] de los que dependen las intensidades de transicién vibrénicas.
Por afiadidura, nuestros calculos nos permitiran estimar la configuracién geométrica de
equilibrio del estado C* A’ del S,0 y deducir si su estructura vibracional posee un caricter
local o normal. Resulta de especial interés la posibilidad de refinar el calculo del espectro
vibracional a través de los resultados para las intensidades. Como sefialdbamos en la
seccién I11.1, en el caso del estado excitado C1A’ el ndmero de datos experimentales resulta,
insuficiente para escoger sin ambigiiedad un Hamiltoniano vibracional. En esta seccién
veremos que el calculo de las intensidades permite estimar el acoplamiento existente entre
los modos locales del estado electrénico excitado y determinar los operadores que daran

lugar a las funciones de onda con un apropiado comportamiento fisico [65].

Como a lo largo de toda la tesis, en esta seccién suponemos valida la aproximacién de
Born-Oppenheimer. Esto nos permite separar grados de libertad electrénicos y nucleares.
Ademads supondremos, siguiendo la aproximacién de Condon, que el momento dipolar

electrénico depende débilmente de la distancia internuclear [93].

Se llaman factores de Franck-Condon, S, ,, al cuadrado de las integrales de solapa-

miento entre estados vibracionales pertenecientes a diferentes estados electrénicos. Es,

'La notacién 1712723 indica que se lleva a cabo una transicién vibrénica entre el nivel vibracional
1 2 3
(v1v2v3) del estado electrénico excitado al (v]vhv}) del estado electrénico fundamental. Si vf = v; = 0 se

omite el término correspondiente.
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por tanto, el caso mas simple de integral de dos centros y, en nuestro ejemplo, se reduce a

- - 2

Suvw = Ser pryr 140 = [ / o (R) XU, (R)dQ| (IV.21)

donde el subindice e indica coordenadas del estado excitado y v, v etiquetan estados
vibracionales del estado electrénico C1A’ y X' A’ respectivamente. El célculo de FFC
para moléculas diatémicas resulta relativamente simple [41] y existen aproximaciones al-
gebraicas al mismo [94]. La situacién se vuelve harto mds complicada para moléculas
poliatémicas. La naturaleza multidimensional del problema complica el tratamiento tradi-
cional. Esto hace que la aproximacién algebraica al problema resulte una alternativa espe-
cialmente interesante [65]. Todas las aproximaciones tradicionales al problema poliatémico
comienzan por asumir que la dindmica de los niicleos es arménica [95]. Sin embargo, en el
formalismo algebraico que presentamos se incorpora la anarmonicidad desde el principio
al considerar las dlgebras u(2) (y, por tanto, osciladores de Morse) como base del modelo.

El esquema de la aproximacién seguida seria el siguiente:

e Calculo algebraico mediante el formalismo presentado a lo largo de esta tesis del es-
pectro y autofunciones de los estados vibracionales asociados a los diferentes estados
electrénicos implicados en la transicién. Este punto ha sido examinado previamente

en la seccion II1.1.

e Aplicacién de las transformaciones geométricas pertinentes a los estados obtenidos.
Estas habrén de ser compatibles con las estructuras de equilibrio de los estados

electrénicos.

e Calculo de las intensidades de transicién y comparacién con las experimentales.

Como ya hemos sefalado, el iltimo paso es de especial interés ya que nos permite juzgar
de forma muy sensible si las funciones de onda calculadas en el primer punto son correctas.
Si no es asi, nos indica como modificar el Hamiltoniano para conseguir las funciones de
onda adecuadas.

Las autofunciones del S,0 en los dos estados electrénicos se obtienen mediante la
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diagonalizacién de los Hamiltonianos (II1.5) y (II1.6) y podemos escribirlas como
|E; (nva1s)) = ZEagl}yws) |E;vsovssvsso) ;3 E = XL (IV.22)
{v}
empleando la notacién del capitulo III. Podemos escribir los FFC definidos en (IV.21)

como
. N 2
Seravt 14y = <Cl; (vivous) ‘Xl; (I/1V21/3)> . (IV.23)

Teniendo en cuenta (IV.22) podemos escribir el solapamiento entre las autofunciones en

términos de la base local para los dos estados electrénicos implicados

~ ~ F1 (nwora) 1 (Vvhvi
(O Whwha) | X5 vl = 5 Fafiyr) @)
{v}{v7}
X <C~'1;Ufgovgsvgso ’Xl;vgovssvsso> . (IV.24)
Los pardmetros Eagl}”"’”s) (E = X',C") se obtienen mediante la diagonalizacién del

Hamiltoniano por lo que sélo nos resta calcular los solapamientos
A1, ../ ’ / vl - 7 / !
<C 1VsoVssVsso IX ;USO'USS'USSO> = (vgo |vso) (v |vss) (vsso lvsso) ,  (IV.25)

donde se hace patente la naturaleza tensorial de la base local. En este paso, resulta
importante haber conservado la naturaleza local de la base a través de su relaciéon con
las coordenadas internas (Véase seccién I.1, en especial 1.1.4). Si hubiéramos construido
el modelo basdndonos en coordenadas normales podriamos tener problemas a la hora de
conectar con las etiquetas locales, lo que en este caso se consigue de forma inmediata.
Unicamente nos queda por calcular el valor de los solapamientos monodimensionales
de cada uno de los osciladores anarmdnicos de la base local para los diferentes estados
electrénicos: (v’ |v). éstos se pueden evaluar numéricamente mediante el uso de las auto-
funciones del potencial de Morse o Pdschl-Teller (Véase Apéndice A) o mediante métodos
analiticos. Hemos escogido la ultima opcién pues, ademds de resultar muy sencilla de
implementar y ser mds elegante, se halla més préxima a la metofologia seguida a lo largo
de toda la tesis. Suponemos que los osciladores anarménicos locales del estado X'A' y

C'A’ vienen caracterizados respectivamente por los pardmetros w, wz, y W, wz! y la
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traslacion relativa Az = zo — zj siendo zo y z{ las posiciones de los minimos de cada

potencial.

El céalculo analitico del solapamiento de las autofunciones del potencial de Morse re-
sulta complicado, por lo que partiremos de la expresién analitica del solapamiento de dos
autofunciones de oscilador arménico, sobre la que realizaremos las correcciones perturba-
tivas apropiadas. Los altos valores de N; empleados en el ajuste del espectro vibracional

del S,0 (Véase tabla III.1) indican que esta aproximacién resulta razonable.

El calculo del solapamiento de autofunciones de potenciales armoénicos, caracterizados
por frecuencias w, y w. y sometidos a la traslacién relativa Az, ha sido estudiado deta-
lladamente por su implicacién en el andlisis de FFC para moléculas diatémicas. Existen
diferentes formas de resolver el problema que llevan a las llamadas relaciones de recurren-
cta de Ansbacher [96]. Una posibilidad es calcular de forma algebraica el solapamiento
[94] mediante la introduccién de los operadores de traslacién y dilatacién adecuados en
(IV.21), el paso a segunda cuantizacién y el cdlculo de la expresién resultante haciendo uso
de la relacion BCH (Baker-Campbell-Hausdorff) [56]. Existe otra posibilidad, paralela en
cierto modo a la anterior y que resulta de gran simplicidad. Consiste en partir de los ope-
radores en segunda cuantizacién para los dos osciladores arménicos diferentes, someterlos
a la traslacion requerida y calcular el solapamiento resultante. Esta aproximacion es muy
atractiva pues permite introducir la anarmonicidad de una forma similar a la expuesta en
el capitulo II para los operadores, mediante el paso de operadores armoénicos a operadores
de su(2).

Resulta de interés el tratamiento presentado en la referencia [97], siendo ademas el
primero que llega a una férmula cerrada para el solapamiento de dos autofunciones de
oscilador armoénico monodimensional de diferentes frecuencias y trasladados una respecto

de la otra

+00
W) = [ ilaz) (/e - A)
eﬁ% (aa’v!v'! 2 )1/2 ( 1 >ﬂ;—"—l

2v+v’ o2 + 01,2 ol + 01/2
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minv,v’ 1

X oy ——
=0 l‘ <—£O%,Zz2—)2

(o — o) (o — ot) 5 ada (o) (—a2) (200)+7

DY itd (v_—é—_l)g(i;i)!(j_l)y(jl_l)!

u>i>1 v > >l (az_[_aﬂ) 2

(IV.26)

Y

donde Z'I‘}ijl indica que v =v,v—2,v—4,...,l4+1 6 [. El parametro A es la traslaciéon
relativa, y los pardmetros o y o' estédn relacionados con las frecuencias de los osciladores.
Para tener en cuenta, en primer orden, la anarmonicidad podemos hacer en la expresién

anterior
a=ay(l—&v) ; & =ay(l—E&V) ; A=Ag—nv+nv | (Iv.27)

con parametros a, £ y n que a su vez pueden relacionarse con los parametros del potencial
de Morse V(z) = D.[l — exp[—a(r — r0)]}* siendo D, = w?/4wz,

!

an = a We O.’, _ al we
T Nowz., 7 "0 "V owa!
ST, ,  bwx!
= = e IV.28
2wz, ;2w
= awe T= a'w!

El solapamiento es especialmente sensible al valor del cociente entre las frecuencias w, /w.
y a la traslacién relativa Ag, pardametros que pueden determinarse mediante el analisis
de las intensidades experimentales. El cociente de las frecuencias esta relacionado con el
cociente ag/ oy, que es diferente de la unidad cuando los dos osciladores poseen diferentes
concavidades.

La intensidad se relaciona con los FFC a través de
Ié'lv'(—Alv &x V4SC'1A'U’,X1A’v ’ (IV29)

donde el factor v* engloba la dependencia en v de la probabilidad espontéanea de emisién
y un factor extra v relacionado con la respuesta del detector [65]. Las intensidades (IV.29)

resultan muy sensibles a la variacién de los parametros antes seflalados y a la forma de
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ASC(A) 003 ASSA)  025| ASSO(A) 0.07
(ao/af)®® 1.0 | (ao/ah)®® 1.093 | (ao/ah)5¢ 1.16

Tabla IV.3: Pardmetros usados en el cdlculo de los FFC del S;0.

las funciones de onda, lo que provechamos para fijar estos parametros y juzgar si las
autofunciones resultado de la diagonalizacién de los Hamiltonianos algebraicos (IIL.5) y
(IIL.6) resultan apropiadas.

En las graficas IV.1, IV.2 y IV.3 presentamos la comparaciéon de nuestros calculos
(senialados por una linea continua) con los datos experimentales (marcados por cuadrados).
En la figura IV.1 se presentan las progresiones 29, 2939 y 1920 de la banda 23, en la figura
IV.2 presentamos las progresiones 21, 2132 y 192! de la banda 2j y, finalmente, en la figura
IV.3 se incluyen las progresiones 2%, 2230 y 1922 de la banda 22.

Para el célculo de las intensidades hemos empleado los parametros de la tabla IV.3.

La asignacién de valores a estos pardmetros se ha realizado de diferentes formas. Los
valores de Ay y de los cocientes ag/af se han conseguido mediante la comparacién de
las intensidades calculadas con las experimentales, en especial para la banda 23 (Figura
IV.1). En concreto la posicién del maximo fija el pardmetro Ag y la forma de la curva
fija el cociente ap/ag. En este caso los pardmetros asociados con la tensién S — 5 estan
bien determinados por la abundancia de datos experimentales. Ocurre lo contrario con
los asociados con la tensién S — O, donde la escasez de datos experimentales (Ver seccién
ITL.1) no permite determinar el cociente g/ ar.

Los parametros ¢ y i sélo se han utilizado para la tensién S — .S, donde se concentran
la inmensa mayoria de datos experimentales y son mds importantes las correcciones in-
troducidas por la anarmonicidad. Sus valores se han estimado a partir de las relaciones
(IV.28) y los parametros del Morse local asociado a la tensién S — .S que pueden deducirse
de la tabla III.1. De esta forma se ha llegado a £55 = 0.0033 y %5 = 0.0049A.

Ademas de los pardmetros resenados en cada una de las bandas se ha introducido
la constante de proporcionalidad de (IV.29) normalizando los resultados teéricos a los

experimentales en el maximo de la progresion 2! ; 1 =0,1,2.
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Figura IV.1: Comparacidn entre los resultados experimentales (cuadrados) y tedricos para la

intensidad relativa de fluorescencia en tres diferentes progresiones de la banda 23 de la molécula

S20.

La forma de la progresiéon 192! de la banda 2} en la figura IV.2 permite determinar
de forma bastante clara la mezcla existente en el estado electrénico C' A’ entre la tensién
S — Sy la tensiéon S — O. ésto nos indica la necesidad de incluir el operador ‘712 en el
Hamiltoniano (II1.6), permitiéndonos incluso estimar el valor del parametro que le afecta.
Aprovechamos que la forma del patrén de intensidades es completamente diferente en este
caso si no existe la mezcla adecuada entre las funciones de onda del estado electrénico
excitado. De igual modo, el andlisis de los resultados de IV.2 y IV.3 hacen necesaria
la introduccién de un acoplamiento (menor que el anterior) entre al tensién S — S y la
flexién SSO que viene dada por el operador Va3 en (II1.6). Esto fundamenta lo comentado
en la seccién III.1: el espectro vibracional asociado al estado electrénico fundamental
es de tipo local, con una clara diferenciacién entre la tensién S — O, la tensién S — S
y la flexién SSO, manteniéndose este comportamiento en estados altamente excitados.

A diferencia del estado fundamental, ¢l estado electrénico excitado C'A’ presenta un
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Figura IV.2: Comparacién entre los resultados experimentales (cuadrados) y tedricos para la

intensidad relativa de fluorescencia en tres diferentes progresiones de la banda 2} de la molécula

S20.

espectro vibracional con un sensible acoplamiento entre las tensiones S — O y S — 5. Este
resultado no podria haberse deducido utilizando tnicamente los valores de las energias
experimentales del espectro vibracional, pues proporcionan una informacién insuficiente
(sélo once estados excitados). El andlisis presentado para las intensidades vibrénicas nos

permite compensar esta falta de datos experimentales.

Es importante destacar en los resultados presentados el maximo que aparece en la
progresién 192! en la figura IV.2, practicamente en el limite de precisién de las medidas
experimentales realizadas y seria un espaldarazo al modelo su deteccién en experimentos

mMas precisos.

Los parametros de la tabla IV.3 no sélo nos permiten predecir las intensidades de
transicion, sino también la estructura geométrica del estado electrénico excitado. De esta
manera, segun los valores de la tabla IV.3, se predice para la longitud de los enlaces S — O

y S — S unos incrementos respectivos de 0.03 A y 0.25 A, que estdn de acuerdo con los
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S20.

resultados la referencia [98]. En este trabajo se predice un enlace S — O inalterado y un
incremento de 0.26 A para el enlace S — S mediante el an4lisis de la estructura rotacional
de la molécula S;0. El caso del modo de flexién resulta algo mas delicado de tratar. Si lo
consideramos un Morse, en pie de igualdad con los modos de tensién y siguiendo la linea
presentada en la tesis, llegamos a que el angulo 5SSO disminuye en 9.8°. Este resultado
también estd en acuerdo con lo presentado en [98], donde se calcula una disminucién de
~ 9°. La separacién del comportamiento arménico del modo de flexiéon de una molécula
triatémica no lineal ha sido puesto de relieve en otras situaciones como en [99], donde un
potencial ab initio asociado a la flexién se aproxima al potencial de Morse, o la referencia
[79] donde, desde una aproximacién diferente a la algebraica, se destaca la importancia de

tratar los modos de flexién (en el caso del agua) como osciladores de Morse.

Para cerrar este capitulo, y a modo de conclusién, podemos decir que los resultados

del estudio de las intensidades mediante métodos algebraicos proporcionan una estimacion
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de estas magnitudes de gran valor experimental. En el caso de las transiciones dipolares,
tratado en la primera seccién los resultados son pobres, siendo ademds necesaria la in-
clusién de un elevado nimero de pardametros (doce) que no consiguen mas que un acuerdo
cualitativo con los datos experimentales. Una posible via de mejora es la optimizacién del
método de ajuste, pero més fundamental seria conseguir una mejor expresién del operador
momento dipolar en el marco del modelo algebraico presentado.

La situacion es mejor en el caso del célculo de FFC. Los resultados presentados per-
miten reproducir cualitativamente los espectros vibrénicos del S;0, proporcionando en
la mayoria de los casos informacién cuantuitativa. El nimero de pardmetros no es tan
elevado (6) y ademds existe una conexién entre estos parametros y la estructura del es-
tado excitado. Esto hace que el método presentado resulte de interés. Es de destacar el
buen acuerdo logrado medidas experimentales que cubren un rango de varias ordenes de
magnitud.

El modelo presentado para el célculo de FFC de moléculas poliatémicas es facilmente
generalizable para ser empleado en otras situaciones. Esto le permitiria enfrentarse, con
variaciones minimas a otras moléculas, y en especial a moléculas mas complejas que
pueden resultar inabordables siguiendo aproximaciones tradicionales. Esto marca una via
para el posible desarrollo de futuros trabajos..

El método presentado es poco exigente desde el punto de vista del cdlculo, por lo
que podria ser de ayuda al experimentador para analizar sus resultados. Esto plantea
otra interesante tarea, de tipo mds numeérico: tratar de implementar de forma conjunta y
sencilla de tratar a energias y FFC. Resaltando las conexiones entre estos dos aspectos se
conseguirfa una valiosa herramienta para el analisis de datos experimentales, que irfa més
alla de la simple aproximacién arménica y a la vez serfa sencilla y computacionalmente

poco costosa.



Capitulo V

Dispersion de electrones por moléculas

polares

En este capitulo vamos a pasar del estudio de la estructura molecular al de la dispersion
de electrones por moléculas polares. La dispersion de electrones resulta un proceso fun-
damental en campos muy diferentes como la fisica atmosférica y ambiental, la biofisica, la
astrofisica o la fisica de plasmas. Nos mantendremos sélo relativamente dentro del espiritu
de los tratamientos algebraicos. Los métodos presentados son diferentes a los empleados
en una formulacién puramente algebraica de la dispersién [46, 100]. En estos tratamientos
algebraicos se aprovecha la posibilidad de introducir grupos no compactos para etiquetar
los estados del continuo y construir la matriz de dispersién mediante las adecuadas rela-
ciones entre generadores del algebra asociada al problema. Sin embargo, coincidimos con
estos tratamientos al tratar de obtener aproximaciones analiticas a problemas complejos.

En el caso que nos ocupa, la dispersién inelastica de electrones, imponemos apro-
ximaciones razonables que nos eviten resolver las ecuaciones de Schrodinger en canales
acoplados. La resolucién de estas ecuaciones es complicada para moléculas polares debido
al largo alcance de la interaccién dipolar. ésto hace necesaria la inclusién de muchas ondas
parciales para obtener una solucién fiable, en especial para dngulos pequeds de dispersion.
Un primer paso hacia un tratamiento analitico del problema seria considerar la aprox-

imacién de Born de onda plana, suponiendo la molécula un dipolo puntual. Al ser un

165
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tratamiento a primer orden, los resultados obtenidos son relativamente pobres al tratar la
dispersion por un potencial de largo alcance. Los resultados del tratamiento presentado
conseguiran mejorar esta primera aproximacion, recuperandola en el limite de angulos
pequefios [101].

Este capitulo abre una interesante perspectiva en la tesis. El fin dltimo de la aprox-
imacién que describimos a continuacién seria conectar la descripcion de la estructura
molecular proporcionada por el modelo AOSM y los problemas de dispersién vibracional
inelastica. De esta forma conseguirfamos algo similar a lo realizado con el modelo de
vibrones en la referencia [102]. Seria interesante aprovechar las ventajas que proporciona
el AOSM a la hora de tratar moléculas poliatémicas, y al mismo tiempo evitar los in-
convenientes que acarrea la aproximacién de fase estacionaria asumida en [102}. Estos
inconvenientes se ven agravados por dejar fuera del rango de validez del modelo dos zonas
que revisten gran interés en estos problemas, la de dngulos de dispersién préximos a 0° y
a 180°.

La estructura de este capitulo es la siguiente: En una primera seccién presentamos el
problema de la dispersion y buscamos la base mas adecuada para llevar a cabo nuestros
calculos, en la segunda seccién estudiamos las aproximaciones que hemos de llevar a
cabo para obtener expresiones analiticas de los observables de interés y, por dltimo, en
la tercera secciéon mostramos los resultados de la aplicacién del trabajo presentado a

diferentes sistemas.

V.1 Planteamiento del problema y bases utilizadas

El tratamiento que presentamos en este capitulo es aplicable a la dispersion de electrones
por cualquier tipo de moléculas polares. Para simplificar la presentacion del problema
vamos a considerar, sin pérdida de generalidad, que estudiamos la dispersion de electrones
por una molécula polar diatémica. Esta vendr4 caracterizada por la distancia interatémica,
que llamaremos E Si suponemos que la interaccién entre grados de libertad vibracionales

y rotacionales es despreciable, la funcién de onda de la molécula es factorizable en una
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parte vibracional y otra angular

—

Urrm(€) = Ox(€) Yim(§) (V.1)

donde K es el nimero cuéntico vibracional, I es el momento angular de la molécula y M
su proyeccion sobre un eje.
Al ser polar la molécula, podemos escribir el potencial dipolar entre la molécula y el

electrén como

V(7,6 = — YY) Vi) (V.2)

-

dependiente de las coordenadas internas de la molécula a través de £ y de la posicién
relativa electrén—molécula mediante 7. Llamamos e a la carga efectiva molecular.

Si una molécula es polar, generalmente la interaccién dominante entre el electréon y la
molécula es la interaccién dipolar eléctrica. Podemos suponer que el potencial (V.2) es
el que describe la interaccién molécula—electrén, despreciando multipolaridades de orden
superior y otras contribuciones como términos de intercambio.

Una primera base donde es posible tratar este problema viene dada por los estados
{|K I LJ Mjy)}, siendo L el momento angular del electrén respecto la moléculay J, My
las etiquetas asociadas al momento angular total. Los elementos de matriz del potencial

(V.2) en esta base son

(KILJM;| VFE |K'I'L J My)= 4?” ejj;e W(ILI'L';J1) (L|YA||L)
x (I (~)P [ de @3(6) € 2ra(e) (V3)

A continuacién reescribimos la parte vibracional de (V.3). Para ello tenemos en cuenta
que la distancia promedio entre los niicleos en el estado fundamental vibracional se define

b= [ de 03(6) € 00(6) (V-4)

de manera que podemos reescribir integral de (V.3) como

[ e 0(e) € @role) = [ de 05(6) & Dr(€) + [ dE D€ (€ — &) Paer(€)
o Oxk' + Exrr (V.5)

il
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En general {xir << &, a menos que tratemos con estados vibracionales a muy alta energia.

Si suponemos que la molécula se comporta como un oscilador arménico se cumplria

é.KK’ = (SKK’:I:I Vmax(K, I(/) ao/\/§ 9 (V6)

donde ag = \/im es la amplitud del oscilador arménico.

Llamamos dy al momento dipolar estatico de la molécula, dy = &g €et, ¥ dxkr = kK €ef
a los elementos de matriz del operador momento dipolar entre diferentes estados vibra-
cionales. A partir de aqui podemos olvidar la suposicién de que la molécula es diatémica
y generalizar el tratamiento a una molécula cualquiera. Sélo tenemos que calcular estas
dos ultimas magnitudes teniendo en cuenta la estructura vibracional y el momento dipolar
de la molécula correspondiente.

A continuacién buscamos una base que haga diagonal la interaccién (V.2). Mas ade-
lante nos preocuparemos de la forma que toman la energia cinética y el resto de términos
de la ecuacién de Schrodinger en esta base. Una diagonalizacién parcial puede llevarse a

cabo usando la base de espin de marea (“Tidal Spin”) [103]
|K I NJ Mj;)= Z(—I)I_Né(l NLOJNY|KILJMy;) . (V.7)
L

El uso de esta base hace que (V.3) se diagonalice parcialmente, conviertiéndose en

e (doSxrr + drxk)

72

(KINJM;\VFEOIK I'N'JM;) = dyn (V.8)

A

i
x = (10 10" 0) (I N 10[I' N)

Ahora llevamos a cabo un nuevo cambio de base, substituyendo el numero cuantico discreto
I por otro continuo que llamaremos z. Este cambio permite diagonalizar totalmente al

potencial [104]. La nueva base se define como

A

Kz NJM)=> -\% dio(acos ) |[K I N J My) (V.9)
I

donde el dominio de la variable continua z es [—1,1]. Esta etiqueta z tiene una clara

interpretacién geométrica, pudiendo identificarse con el coseno del angulo que forman los
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vectores E y 7. Antes de continuar vamos a demostrar la ortogonalidad de los estados de

(V.9). Si llevamos (V.9) a la relacién de cierre o clausura de los arménicos esféricos

> Yim(0,0)Y(0,¢) =sin10 60— 0) §(¢—¢) (V.10)
IM
llegamos a
> i daro(0) €M &b (0)) e ™M? =sin~10 §(0 — 0') §(6—¢') . (V.11)
o Am

Al multiplicar esta expresién por exp [—i1N(¢ — ¢')] e integrarla respecto a (¢ — ¢') entre 0
y 2m, solamente sobrevive el término con M = N (utilizando las propiedades de la funcién

delta de Dirac) por lo que nos queda

72
> ~[2— dho(0) d5o(0)) =sin™'0 60 —0') = §(cosf —cosd') (V.12)
1
que, si usamos la relacion entre las variables z y 8, se reduce a
j2 1 1 ! /
> 5 dyolacos z) dyglacos ') = é6(z—2') (V.13)

I

con lo que hemos llegado a la condicién de ortogonalidad buscada
(KazNJMjKz'NJM;)= §(z—2z') . (V.14)

Una vez establecida la ortogonalidad de la base (V.9), podemos calcular los elementos de

matriz del potencial en la misma

(K2 N JMVESIK o N T My) = 0088+ )

(V.15)

r2

e ,
X ZE (I010]1'0) (I N10|I'N) dyo(acos z) dio(acos z')
r

Sumando con respecto a I’ en el tltimo factor y aprovechando las propiedades de las
matrices d [92] se obtiene
SHIO010I'0) (I N10|I'N) diy(acos z') = diy(acos z') dio(acos '), (V.16)
II
por lo que, finalmente, obtenemos

dodx k' + dr k)

72

(K & N JMJAVESIK 2 N' T My) = syt 2 8@—d) , (V.I7)
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donde hemos tenido en cuenta que d,(8) = cos 3. Los autovalores del potencial dipolar,
debido a la naturaleza del nimero cuéntico z, forman un continuo. Este comportamiento
difiere del mostrado en [102], lo que se debe a que en ese trabajo se partié de una base
finita, mientras que en (V.9) tomamos en cuenta todos los valores posibles de I.

Como habiamos comentado, al formular las ecuaciones en canales acoplados del sis-
tema es necesario calcular no sélo los elementos de matriz del potencial sino también los
de la energia cinética y el Hamiltoniano molecular. A diferencia del potencial, estos ope-
radores no resultan diagonales en la base (V.9). Vamos a realizar dos aproximaciones que
conseguiran hacerlos diagonales: la aprozimacion isocentrifuga y la rotacional repentina.

. . . . . ’ 2 T
La primera de estas dos aproximaciones substituye el potencial centrifugo, 227 L?, por su

L(L+1) donde L = L#“;—L—L De este modo hacemos que N siga siendo

valor promedio 2:1;2
un buen numero cuatico. Esta aproximacién requiere la inclusién en el potencial dipolar
de un factor 2/7 [105, 106].

La segunda aproximacién consiste en ignorar las energias de excitacién rotacionales de
lo molécula. ésto implica que el electrén es lo suficientemente rapido para “ver” estatica
a la molécula durante su paso por la zona de interaccion.

Teniendo en cuenta estas dos aproximaciones, las ecuaciones en canales acoplados

pueden reescribirse como

R & B L(L+1) 2 edo s
—_—— ——t — —— 4 - — — E| ¢kN= V.18
2u dr?  2u r? + e ex K ( )
2 edKK/ LNz
+ Y- — e (=0 ,
K’I

donde el numero de ecuaciones viene dado por los estados vibracionales que tengamos
en consideracién. Sin embargo, es de esperar que las excitaciones rotacionales tengan
una mayor importancia que las vibracionales pues dy >> dx g+, hecho que tomaremos en
cuenta més adelante. El comportamiento asintético de las soluciones de (V.18) viene dado

por
- _ _ k ,
Wer) = B (ke r) + 30 S B (ki 1) ﬁ : (V.19)
KI

Aprovechando la comin dependencia en r—2 del potencial dipolar y el centrifugo, podemos
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definir
ORI + 2edos = oD 41 (V.20)
con lo que (V.18) se puede reescribir como
hz d? sz F(F —+ 1) LNx 2 e digg LNz
2# ) +—2,LLTT—+ exk — F +Z’“‘ﬂ_—x K’ (T) =0 . (V'Ql)

Examinando el comportamiento asintético de las soluciones de (V.21) observamos que

k[{r
kx

War)y = b (kxer) + 2: ST B (kyerr) (V.22)

donde ST%. no depende més que del potencial. Si comparamos las expresiones (V.19) y

(V.22) podemos obtener la relacién entre 552, y Sk,
Sk = ew[2i (0-1) 2] SR50 (V.23)

donde podemos apreciar que los efectos rotacionales aparecen en la exponencial, mientras
que la dependencia vibracional se concentra en SL%.

El célculo de la matriz de dispersion g}:’%, resolviendo el sistema de ecuaciones aco-
pladas (V.21) con las condiciones de contorno (V.22) permite obtener la probabilidad de
excitacién a cualquier estado vibracional y, por consiguiente, la seccién eficaz vibracional
ineldstica. Para solucionar este problema es necesario introducir la estructura vibracional
de la molécula en dos términos: en ¢k, la energia del estado vibracional K y en dgk-, los
elementos de matriz del operador dipolar entre estados vibracionales. Estos ingredientes
son los que debemos calcular a partir de una correcta aproximacion a la estructura vibra-
cional como puede ser el AOSM. Si se ignoran las energias vibracionales, como se hizo en
[102], es posible diagonalizar el sistema de ecuaciones acopladas y encontrar una solucién
analitica. Sin embargo despreciar las energias vibracionales en el cdlculo de la dispersion
vibracional inelastica es una aproximacioén demasiado radical.

A continuacién vamos a restringirnos a la dispersién vibracional eldstica, aunque queda
planteado para futuros desarrollos el camino a seguir para la inclusién de la dindmicadmica
vibracional en el problema. Una vez incluida la estructura vibracional puede resolverse el

problema numéricamente o buscar una solucién analitica a las ecuaciones planteadas.
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Para eliminar los efectos de la estructura vibracional vamos a suponer que nuestra
molécula es rigida. ésto hace que dxx = 0y Sk&%: = dxx+ y equivale a que sélo estarfa
poblado el estado fundamental vibracional (K = 0). Si definimos el parametro adimen-
sional C' como

c=tcdy | (V.24)

entonces S&F = exp [in(I'— L)] y

(T—1L) = ¢(E+1/2)2+—2~g—:€-—

T

(L+1/2) (V.25)

de modo que llegamos a una expresién analitica para la matriz S en la base (V.9). En
la siguiente seccién buscaremos expresiones adecuadas para los observables de interés en

este problema.

V.2 Calculo de amplitudes de dispersién y secciones

eficaces

La amplitud de dispersién, una vez conocida la matriz S, viene dada por la serie
1
A(Cz,0) = ST > (2L +1) Pr(cosf) (S —1) . (V.26)
o

El célculo de la amplitud de dispersién sumando la serie (V.26) resulta dificultoso: la
serie es oscilante y converge lentamente con L, siendo necesario tener en cuenta un elevado

nimero de ondas parciales. Para evitar esto llevamos a cabo las siguientes aproximaciones

0/2

~ 2
Pr(cos 9) Jo(A 9) 002 (V.27)
St~ expli %} : (V.28)
T o~ / T (V.29)
L=0 0
donde A = L +1/2 es una variable continua. La aproximacién (V.27) difiere de la maés

familiar Pr(cos0) = Jo(A 6) [107], pero, como se puede observar en la figura V.1, (V.27)

resulta una buena aproximacién hasta valores relativamente altos del 4ngulo .
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Figura V.1: Resultado de la aprozimacién (V.27) para L = 16.

Las aproximaciones anteriores convierten a (V.26) en

1 oo 0/2 Cz
N — —]—1) dX V.30
A(Cz,0) 57T /0 2X Jo(A 9) 072 (exp [z )\ 1-1) , ( )
que podemos reescribir como
1 Cex
N — dt
A(Cw,0) 21k 6 sinf/2 o Jol?) (exp[ )
Cz

= — V.31
2 k sinf/2 1€=0) ( )

donde I(z) es una funcién que toma valor 1 en z = 0 y que cumple
(i = I(z —/ Jo(t) expi f ﬂ . (V.32)
Esta integral puede resolverse en términos de funciones de Bessel [108]
Gz 1(2))" = -2 Jo (\/27 exp [—i ;:-]) Ko(v2z exp[=i T)) . (V.33)

Empleando las relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel se llega a que la

forma de I(z) es

I(z) = 24, (\/2_2 exp [—1 g]) K, (\/2_2 exp [—1 %])
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= 23 [bery(v22) +i beiy(V22)] [keri(V22) ~ i keir(V22)] . (V.34)

Para comprobar la validez de las aproximaciones realizadas en (V.27-V.29) representamos
en la figura V.2 el cociente entre el médulo de la amplitud de dispersién calculada segiin
las expresiones (V.26) y (V.30). Se puede comprobar que las aproximaciones considera-

das dan un buen resultado, especialmente para angulos pequefios. Existen dos limites de

10 b
o8|
)
»
o
06} )
sy
=)
p
S o4t Cx = }
= Cx=3
< ——-Cx=5
0.2+ o Cx=8 1
0.0 " " 1 i N N ) n
0.0 45.0 90.0 135.0 180.0

0 (grados)
Figura V.2: Cociente entre el médulo de la amplitud de dispersidn calculada segin (V.26) y

segin la aprozimacion (V.30).

interés para I(z), el primero corresponde a la aproximacién de Born, que implica dngulos
¢ pequefios y se consigue para z << 1, mientras que el otro es el de fase estacionaria e
implica z >> 1. En el l{imite de Born tenemos I{4®)(z) = 1 mientras que en el de fase
estacionaria I(5P4)(z) = ~i1/L exp(2iy/Z). En la figura V.3 mostramos el comportami-
ento de ambos limites para Cz = 3, observandose un comportamiento similar para otros
valores de C'z. La amplitud de dispersién depende de la orientacién molecular respecto a
la trayectoria de electrén a través de z y del espin de marea N al usar la base (V.9). Para

obtener la amplitud de dispersién entre dos estados moleculares con momento angular,
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Figura V.3: Partes real e imaginaria de las funciones I(Cz6) (V.34), I“B)(Cz8) e

1(SPA)(Cz0).

I M)y |I' M') seguimos el procedimiento presentado en [103]. Segin esto tendremos

g
UML) IMY) = S5 (1N 1AO0) | TN ) () (V39
Podemos evaluar el elemento de matriz (I’ N | A(8) | I N ) que resulta ser
(I' N|A@)|IN) = ! I (acos z) dyy(acos z) A(Cz,0) .  (V.36)

Usando las propiedades de las matrices d de rotacién podemos reescribir el producto de

las matrices di(acos ) dy(acos ) como [92]
dLo(acos ) d,(acos z) = > dyolacos z) (=1)N (INI' —N[AO)(I0I'0[A0) . (V.37)
A

Si definimos

L,(C ) / dz P\(z) ¢ I(C 0 z) | (V.38)

podemos calcular la amplitud de dispersién (V.35) como

(I' M| AQ) [ IM ) = _z 5 din ™7

JUINT —N|X0) (=Y
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C
k sin(6/2)

0 . .
"0 i oo

X dign( L(C 6))(V;:39)

usando de nuevo que djy(acos ) = Py(x).

Aprovechando de nuevo las propiedades de las matrices de rotacién [92] obtenemos

(I' M' | AB) | I M) = Zd ”+9 (~)M' T I'(IorIo|xo0)

(I MT — M |)p) L(C ) . (V.40)

C
k sin(0/2)
Esta dltima expresién nos permite calcular la seccién eficaz entre estados no polarizados

promediando sobre las proyecciones del momento angular M y M'.

dorp . 1 1At 2
- - TQI——I-I%\;[,W M| A0) | I M)

1 C?
= I? ['2 I0I'0 X0 |L(C O .(V.4l
21+ 1 4 k? sin®*(0/2) Z 0 A 0)* |1 (C 0)] ( )

Como ya vimos, para angulos o momentos dipolares pequefios podemos aproximar la
funcién I(C 6 =) por la unidad, lo que implica en (V.38) que tinicamente no se anula
IN(C 0)para A =1. Asi [, =1/3si A =1y cerosi A # 1. En este caso la seccién eficaz
diferencial toma la forma

dorsr C?
dQ 7 36 k2 sin?(6/2)

™Iorojio? (V.42)

que corresponde a la aproximacién de Born de onda plana en el limite repentino.

V.3 Aplicaciones

En esta secciéon aplicaremos los resultados obtenidos a diferentes moléculas, tanto
diatémicas (LiF y KI) como poliatémicas (H;O y N Hs), con momentos dipolares que
van desde dy = 1.471D para el agua hasta dy = 10.82D para el yoduro de potasio.
La resolucién experimental no permite discriminar las transiciones en el interior de una
banda rotacional, por lo que la magnitud que se mide la seccién eficaz diferencial para

todos los estados dentro de una misma banda rotacional, o sea, la seccién eficaz diferencial
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s QE . .
cuasieldstica d‘;ﬂ . Esta magnitud puede calcularse sumando para toda I la seccién eficaz

diferencial (V.41)
dO'QE do'[_.)ll 02 R
= = = N LC o . 4
dQ ; A~ 1k sin’(0/2) 2 A ILE o) (V43)

A

QB . : o
dfm es independiente del momento angular inicial

Hay que destacar que la seccién eficaz

de la molécula /. Podemos definir
. 1
F(Co) = Y X |L(CO)? = / I(y2)[? ez | (V.44)
A 0

donde I(z) es la funcién definida en (V.34). Al ser z el coseno del dngulo formado por
la posicién del electrén y el momento dipolar de la molécula, (V.44) indica que la seccién
eficaz diferencial cuasielastica estd relacionada con el promedio de las secciones eficaces
diferenciales para las diferentes orientaciones moléculares. En la figura (V.4) puede ob-
servarse el peso de las contribuciones de diferente multipolaridad en F(C0) mientras que
en (V.5) se puede apreciar como para un nimero de términos relativamente pequefio la
serie (V.44) es una buena aproximacién al valor exacto de la integral, sobre todo para
dngulos pequefios. En las dos figuras, especialmente en (V.4), es patente que para valores
de C'0 pequenos son dominantes las contribuciones de baja multipolaridad y que, conforme
aumenta C'0, otras contribuciones de multipolaridad mas elevada adquieren importancia.
En [102] se obtiene un resultado similar desde la aproximacién de fase estacionaria. Si
calculamos la seccidn eficaz diferencial cuasieléstica a partir de la aproximaciéon de Born
(V.42) llegamos a que F(C0)=1/3 y
do%g _ Cc?
dQ 12 k? sin?(6/2)

La aproximacién presentada depende de forma muy simple de la energia de los electrones.

(V.45)

La seccion eficaz cuasielastica varia como 1/FE. Por otra parte, toda la dependencia del
momento dipolar molecular se encuentra en el pardmetro adimensional C' (V.24). La
aproximacién de Born se recupera para angulos pequenos, pero la diferencia entre las dos
aproximaciones se incrementa rapidamente a medida que crece 6.

En las figuras V.6, V.7 y V.8 se comparan los resultados de la aproximacién presentada

a resultados experimentales [109, 110] y tedricos [111] para las moléculas diatémicas LiF'y
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Figura V.4: Contribuciones relativas de diferente multipolaridad (A = 0,---,4) a la funcién

F(CH).

K. Los datos experimentales presentados en V.6.a, V.7.a y V.8.a han sido normalizados
a nuestros resultados a § = 40°, y se presentan junto a los resultados de este trabajo y de la
aproximacién de Born. En las figuras V.6.b, V.7.b y V.8.b junto a los datos experimentales
se presentan los resultados de diferentes célculos, manteniéndose la normalizacion de los
datos utilizada en [111]. Los célculos marcados como SE son célculos de canales acoplados
que incorporan una interaccién realista y un potencial de intercambio local que supone
que los electrones en la molécula forman un gas libre de Fermi [111]. La etiqueta DCO
indica célculos de canales acoplados con un factor de forma que depende de r como (1 —

exp(—(£)°%)), tomando ro = 0.5a0 para el LiF y ro = 0.9ao, 1.35a0 para el K1 [111].

Para ambas moléculas diatémicas se observa un buen acuerdo de los resultados con
los datos experimentales y con los cdlculos de canales acoplados. Salvo para éngulos
préximos a 0° y a 180°, para los que falla la aproximacién de fase estacionaria, también
existe un buen acuerdo con los resultados de Gémez—Camacho et al [102]. Los resultados
para moléculas poliatémicas (H,O y N H3) se presentan en la figura V.9. Al igual que

en el caso anterior aqui también existe un buen acuerdo con los datos experimentales,
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Figura V.5: Valor exacto de F(C9) frente a la suma de componentes de diversa multipolaridad

(hasta A =3) para C = 5.

siendo destacable el caso del amoniaco. Los datos experimentales [112, 113] no han sido

renormalizados y se incluyen los resultados de célculos variacionales [114, 115].

La aproximacion presentada coincide con la aproximacién de Born cuando 6 es muy
pequed, pero el calculo presentado corrige en parte la sobreestimacién que conlleva la
aproximacion de Born conforme el dngulo crece. Sin embargo, el acuerdo con los datos
experimentales es menor a medida que § toma valores elevados. ésto se debe a que en la
region de dngulos grandes es necesario tener en cuenta potenciales de intercambio y otras

interacciones diferentes del potencial dipolar que hemos considerado.

Un punto que hay que aclarar para las moléculas diatémicas y el amoniaco es que, para
valores pequeiios de 6, los calculos de canales acoplados se acercan mas a la aproximacién
de Born que a nuestros resultados. Esto entra en contradiccion con la supuesta mejoria que
presentan nuestros resultados frente a la aproximacién de Born. Esta situacién andémala
tiene lugar porque los calculos de canales acoplados se hacen muy dificultosos cuando
tratan con angulos de dispersién pequefios pues éstos obligan a introducir un gran nimero

de ondas parciales. Para evitar esta dificultad en [111] y [115] para valores de 8 pequiios
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Figura V.6: Resultados para la dispersién de electrones de 5.44eV por LiF (dy = 6.58D)

se substituye la matriz de dispersién por el resultado de la aproximacién de Born. De
ahi proviene la identificacién de ambos célculos en esta regién. En el caso del H,0 no se
incluyeron ondas parciales suficientes en [114] para calcular la seccién eficaz para angulos

pequefios (Véase la figura V.9).

Un punto interesante que podra plantearse a raiz de estos resultados seria substituir
la aproximacién de Born por nuestro cdlculo para modelar dngulos pequefios (o, lo que
es lo mismo, ondas parciales grandes) en los célculos de canales acoplados. Este modelo
hibrido deberia dar un mejor resultado para la regién de 6 pequefio que un modelo como

los presentados en [111] y [115].

Si tratamos de integrar (V.43) para hallar la seccién eficaz total llegamos a una in-
tegral divergente. Esto es consecuencia de la aproximacién repentina para los estados
rotacionales. Sin embargo existe otra magnitud experimental de interés para la que no se

plantea este problema: la seccion eficaz de momento transferido (o,,, “momentum transfer
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Figura V.7: Resultados para la dispersién de electrones de 20eV por LiF (dy = 6.58D)

cross section”), definida como

- / do°” (25in®6/2) dQ (V.46)
Om = 0 sin .
Si llevamos a cabo este cdlculo teniendo en cuenta (V.43) resulta
2rC?
o = 210 / 25in §F(C0) db (V.47)
4k? Jo
En cambio, si nos mantenemos en la aproximacién de Born (V.45), llegamos a
oAB — 2T o (V.48)
" 3k?

En ambos casos la dependencia con la energia contintia siendo E~!. El producto o,, F sdlo
depende del momento dipolar a través del parametro C. En la figura V.10 representamos
om0 frente al momento dipolar dy comparando datos experimentales, nuestros resultados
y los de la aproximacién de Born. Los datos experimentales marcados por tridngulos

y circulos huecos provienen de medidas de fluctuaciones de energia térmica [116]. Los
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Figura V.8: Resultados para la dispersién de electrones de 6.74eV por KI (dy = 10.82D)

circulos negros corresponden con medidas experimentales de la dispersion frente a las
moléculas tratadas, LiF', KI, NHy y H,0, para las energias presentadas en este trabajo
[109, 110, 112, 113].

Como puede apreciarse por la figura V.10, el acuerdo de nuestros cdlculos con los
datos experimentales para la seccién eficaz de momento transferido resulta razonable,
mejorando sensiblemente el resultado de la aproximaciéon de Born. En general, nuestro
calculo subestima los valores experimentales, al igual que ocurria con la seccién eficaz
diferencial para angulos grandes. La explicacién es la misma que en el caso de la seccién
eficaz diferencial: al tener en cuenta sélo la interaccién dipolar coulombiana despreciamos
la contribucién a la seccién eficaz de otras interacciones como podrian ser la de intercambio

o interacciones coulombianas de mas alta multipolaridad.
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Figura V.9: Resultados para la dispersién de electrones de (a) 2.2eV por HyO (do = 1.471D)
(b) 2¢V por NHs (do = 1.844D).
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Figura V.10: 0, F frente dy para: diferentes sistemas experimentales (Ver texto), la aprozima-

cién de Born (V.48) y nuestros resultados (V.47).
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Conclusiones

De la presente memoria de tesis doctoral podemos extraer las siguientes conclusiones:

o Se presenta el Modelo de Osciladores Anarménicos Simetrizados (AOSM) como una
alternativa a otros métodos para el estudio de la estructura vibracional molecular y

se desarrollan las diferentes técnicas necesarias para la aplicacion de este modelo.

e Se argumentan las ventajas que proporciona utilizar una base adaptada por simetria
frente a la base local no simetrizada y se describe un método de construccién de

esta base basado en el Método de Autofunciones.

e Se introducen generadores del dlgebra dindmica adaptados por simetria. Estos per-
miten establecer facilmente el limite arménico del modelo y realizar la conexién del
AOSM con otras aproximaciones, de diferente naturaleza, al estudio de la estructura
vibracional. Estos operadores permiten, mediante su acoplamiento tensorial, la gene-
racién sistematica de todas las interacciones posibles hasta un orden dado. También
facilitan la inclusién en el Hamiltoniano de operadores necesarios para lograr ajustes
de calidad espectroscépica, por ejemplo, los correspondientes al momento angular

vibracional.

e Se desarrolla un procedimiento para solucionar el problema de la aparicién de grados

de libertad espireos. El procedimiento se basa en la eliminacién de contribuciones

185
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esplreas de la base y de los generadores adaptados por simetria. Se ilustran los re-
sultados de este método aplicdndolo al modo espiireo totalmente simétrico de flexién
de una molécula AB, tetraédrica. Se comparan los resultados obtenidos con los de
otro método existente en la literatura. Méas adelante, el método desarrollado se

emplea en el calculo del espectro vibracional del metano.

Utilizando el modelo AOSM, se presenta un formalismo para el tratamiento de
moléculas planas con vibraciones fuera del plano y moléculas no rigidas. En ambos
casos el tratamiento se basa en la posibilidad de extraer la informacién fisica de
configuraciones a las que se ha aumentado artificialmente el numero de grados de
libertad. La consideracion de las simetrias puntuales del problema original y del

problema ampliado permite simplificar los cdlculos necesarios.

Se han llevado a cabo ajustes a los resultados de calculos ab initio para los sistemas
Nai, Bes, Hf (Simetria Da;) y Bes (Simetria T;). En los tres primeros casos
se ha demostrado la capacidad del modelo de enfrentarse a situaciones con niveles
muy diferentes de anarmonicidad y la adecuada inclusion en el tratamiento de los
operadores, como el momento vibracional angular, asociados a niveles doblememente
degenerados. El Hi marca el limite de aplicabilidad del modelo pues en este ién
la fuerte interaccién vibracién—rotacién hace que sea necesario incluir los grados de
libertad rotacionales para conseguir un ajuste fino. En el dltimo caso se ha estudiado
la aplicabilidad a un sistema con simetria tetraédrica, que conlleva degeneraciones
tridimensionales y una variada gama de operadores en el Hamiltoniano. La conexién

con el limite arménico es muy importante para el andlisis de estos nuevos operadores.

Se han ajustado los espectros vibracionales experimentales de las moléculas S;0
(Simetria Cy), O3, SO, HyO (Simetria Cy, ) y C Hy (Simetria 73), aplicando de este
modo el modelo a situaciones de cardcter y simetria diferentes. En todos los casos es
destacable la calidad de los ajustes presentados, similar o mejor a la de los ajustes

existentes en la literatura especializada.
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Se ha introducido el estudio de sustituciones isotépicas en el modelo mediante el
analisis de los espectros de las especies *03 y 03, obteniéndose como resultado la
posibilidad de predecir razonablemente el espectro de la segunda especie a partir de

los resultados para la primera.

Se ha aprovechado el gran nimero de datos experimentales existentes en el caso del
SO, para estudiar la capacidad predictiva del modelo frente a la que tendria un
desarrollo de Dunham que utilizara el mismo nidmero de parametros, obteniéndose

resultados satisfactorios.

Utilizando las autofunciones que resultan de la aplicaciéon del AOSM se han cal-
culado las intensidades de transicién dipolares del H;O. Los resultados muestran
un acuerdo cualitativo con los datos experimentales y son de mejor calidad a los

obtenidos con otras aproximaciones sencillas a este problema.

Se ha desarrollado un método que permite el cilculo de los factores de Franck-
Condon para moléculas poliatémicas. Se ha aplicado a la transicién ClA" X' A
del S30, obteniéndose un buen acuerdo con los datos experimentales. Con los
parametros resultantes del ajuste de intensidades se ha predicho la geometria del
estado electrénico excitado, con resultados compatibles a los obtenidos a través de
métodos diferentes. Ademads, se plantea la posibilidad de extraer informacién de las
intensidades para resolver posibles ambigliedades en la construccién del Hamilto-

niano, al ser éstas muy sensibles a la forma de las autofunciones de este operador.

Se han planteado las aproximaciones y ecuaciones necesarias para el estudio de
la dispersién vibracional inelastica de electrones por moléculas polares. Se han
obtenido expresiones analiticas para la seccion eficaz diferencial y otros observables
relevantes en el problema de la dispersién vibracional elastica de electrones por
moléculas polares. Se ha demostrado la limitada validez de la aproximacién de Born
y el mejor comportamiento de nuestros resultados en el rango angular en que la

interaccién dipolar eléctrica es dominante.



188 Capitulo VI. Conclusiones

e Se han realizado célculos de la seccidén eficaz diferencial cuasieldstica y de la
seccion eficaz de momento transferido para la dispersién de electrones lentos por
las moléculas LiF', KI, NH3 y H;O, que abarcan un amplio rango de valores del
momento dipolar estatico. Se obtiene un buen acuerdo con los datos experimenta-
les y un rango de validez para el método que amplia el rango de la aproximacion
de Born, recuperandose esta iltima para valores muy pequefios del angulo de dis-
persién. Se encuentran discrepancias con los datos experimentales y calculos mas
sofisticados para angulos crecientes que se explican por la apariciéon de canales de
interaccién diferentes al dipolar eléctrico que no han sido tenidos en cuenta en este

tratamiento.

Para terminar, como conclusiones generales a esta memoria de tesis, podemos decir
que se ha presentado un modelo algebraico para el estudio de la estructura vibracional
molecular que permite tratar una variada gama de situaciones experimentales de manera
sencilla a la vez que potente y una aproximacién analitica a la dispersién de moléculas por
electrones polares que mejora sensiblemente los resultados de la aproximacién de Born.

Existen diferentes continuaciones al trabajo presentado. Pasamos a citar las mas
inmediatas:

51 nos centramos en el campo de la estructura vibracional, una importante tarea es
finalizar el andlisis completo del espectro de fluorescencia del S50, incluyendo todas las
bandas observadas. En el caso de las intensidades IR es prioritario explorar la posibilidad
de realizaciones algebraicas del operador momento dipolar diferentes a la utilizada. El
analisis de intensidades es importante pues, una vez que las energias pueden ser reprodu-
cidas satisfactoriamente, constituyen el siguiente examen al modelo.

También podria realizarse el ajuste del espectro experimental del formaldehido, re-
cientemente medido de forma muy precisa, mediante el formalismo presentado para
moléculas planas.

Por 1ltimo, la realizacién de un cédigo informético que unificara los hasta ahora exis-

tentes facilitaria la tarea de ajuste y haria mds atractivo el uso del modelo.
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En el caso de la dispersion, la continuacién natural del trabajo presentado seria el
analisis de la dispersién vibracional ineldstica, utilizando los resultados del modelo AOSM
para introducir la estructura vibracional molecular en el problema.

Otro trabajo que podria llevar a resultados de cierta relevancia tendria como proposito
sustituir la aproximacién de Born por el tratamiento presentado en aquellos célculos de

canales acoplados que utilicen la aproximacién de Born para la regiéon de angulos pequenos.
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Apéndice A: Isomorfismo entre algebra
u(2) y osciladores de Morse y

Poschl-Teller monodimensionales

En este apéndice se estudia el isomorfismo existente entre los potenciales de Morse y
Poschl-Teller en una dimensién y el algebra de Lie u(2). En primer lugar daremos una
breve introduccién al algebra u(2), tras ella presentaremos las principales caracteristicas
de los potenciales que nos interesan y, por ultimo, estableceremos el isomorfismo entre
ambos potenciales y la aproximacion algebraica. Este apéndice es de especial interés al
conectar el tratamiento algebraico con el tratamiento en el espacio de coordenadas, lo que

no siempre es posible.
A.1 El algebra u(2)

Como pusimos de manifiesto en el prélogo, u(2) es el dlgebra de Lie naturalmente in-
dicada para actuar como algebra dindmica en problemas monodimensionales [37]. Posee
cuatro generadores y su realizacién de Jordan, en términos de productos bilineales de dos

operadores de creacién—aniquilacién bosénicos a y b, viene dada por [17, 36, 46, 47]
u(2) = {b'b,ata,d'd,bla} | (A.1)

donde a y b cumplen

[a,aq = [b, bT] =1, (A.2)

191
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siendo nulos el resto de conmutadores posibles. El dlgebra u(2) es isomérfica a su(2)du(1),

lo que se pone de manifiesto si reescribimos los generadores como

9 T T o T T
@ {N=ry+n, =blb+ala} . (A.3)

R T g . th — btag . Ya — bTh
su(2) Bu(l) = {Jag:ab—{—ba a'd 'baJ a'a—0b'b

El operador Nesel operador invariante de «(2) lineal en los generadores y los operadores J;
cumplen las relaciones de conmutacién del momento angular, formando la representacién
de Schwinger de su(2).

Las posibles subalgebras de u(2) son u(1) y so(2), pero al ser isomdrficas ambas cadenas

estan relacionadas entre si [36]. Trataremos brevemente los dos casos.

A.1.1 Limite u(1)

En este caso nos interesa la cadena u(2) D u(1). El algebra u(1) posee un solo generador,

fiy = ala. Por tanto este generador es también su tnico operador de Casimir y tenemos!

w(2) D u(l)
N P (A.4)
IN] 5 na)

donde podemos definir la base |[N],n,) como

V] ma) = ——b 5Ny (A5)

(N — ng)lng!

Los elementos de matriz de N y 7, en esta base son

A

N|[N],n,) = N|[N],n.) , (A.6)
AullVm) = mallVhng) (A7)

'En general son necesarios dos parametros para definir una representacién irreducible de u(2), pero
al tratar con operadores bosdnicos las representaciones irreducibles empleadas son totalmente simétricas.

Estas se denotan como [N0] y basta con un tdnico pardmetro N al ser el segundo siempre cero.
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A.1.2 Limite so(2)

Como hemos sefialado anteriormente u(2) ~ su(2) P u(l). En este caso la descomposicién
de u(2) que nos interesa es
u(2) = su(2) @ u(l) O so(2)

A

. . (A.8)
N J? Jy o,

donde incluimos los operadores de Casimir de las algebras de interés. Hemos escogido
la subélgebra so(2) con generador J,. Puede demostrarse de manera trivial que J? =
sz + jj +J2 = N(N + 2)/4 y, por tanto, se cumple que N = 2j. Si llamamos ¢ a la
etiqueta de so(2), entonces por las reglas de ramificacién de u(n) D so(n) se cumple que

o=+xN,£NF2,...,160 (yasea N impar o par). Si tenemos en cuenta que j = N/2y

llamamos m, = ¢/2 obtenemos para m los valores permitidos en el dlgebra de momento

angular: my = 7,7 —1,...,—7 4+ 1,—j. En este caso se cumple
N'[N]>my> = N|[N],my) (A.9)
jy”N]amy> = my|[N],my) . (A.10)

El desarrollo de la base |[N],m,) en términos de los operadores b! y a' es algo maés
complejo que (A.5). Para llegar a ello es suficiente tener en cuenta que la base |[N],m.)

es idéntica a la del limite u(1) por ser los operadores 7, y 7, diagonales en esta base. Asi

TNV ) = 500 = )|V, ma)
= (2n, — N)/2|[N], ) (A-11)
= m.fVna)

Segin esto m, = n, — J y, por tanto, teniendo en cuenta (A.5) los autoestados de J,

pueden escribirse como
|j, mz> _ ]. ij—’mzaf]"l'MZ |O> . (A12)
VG +ma)l(G = m.)!

Para hallar la expresiéon de los autoestados de jy, una vez conocidos los de J, basta

efectuar una rotacién en el espacio de los {a',b'} que transforme J, en J, [36]. Esto lleva
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1
2+l —my)!

A continuacién demostramos que u(2) es el dlgebra de simetria del oscilador arménico

ymy) (at — bty (af + bty +m2[0) . (A.13)

bidimensional?, esto es, que el Hamiltoniano del oscilador arménico bidimensional se puede
escribir en términos del operador de Casimir N de u(2). Escogiendo las unidades adecua-
das, con i = w = 1 el Hamiltoniano de un oscilador arménico en dos dimensiones resulta
ser

H=(Pr+P}+X*+Y?) /2 (A.14)

La conexién clasica entre operadores bosénicos de creacién y aniquilacién y el espacio de

coordenadas es la siguiente

a=(X+iPx)/V2 , at=(X —iPx)/V2 (A.15)
b= (Y +iPy)/V2 , o' = (Y —iPy)/V2 . (A.16)

Llevando esto a (A.14) de forma trivial se demuestra que el Hamiltoniano en funcién de

los operadores bosdnicos se escribe
H=dla+bb+1=N+1 . (A.17)

Hay que destacar la diferencia entre los conceptos de algebra dindmica y algebra de si-
metria. El dlgebra u(2) sera el dlgebra dindmica de potenciales monodimensionales como
los potenciales de Morse y Poschl-Teller que estudiaremos mas adelante. Sin embargo en
el caso del oscilador arménico bidimensional es su algebra de simetria. En este caso, si
fijamos una representacién irreducible de u(2) dando un valor al parametro N, la base
que generamos estd formada por estados degenerados, con un mismo valor de la energia
E = N +1. La accién de los generadores (A.1) permite pasar de un estado a otro dentro
de este conjunto de estados degenerados. Sin embargo, en el problema monodimensional,
la base construida a partir de un valor de N esta formada por estados no degenerados,

constituyendo sus integrantes todo el espacio de estados ligados del potencial. En este

2En general u(n) es el dlgebra de simetria de un oscilador arménico n-dimensional.
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caso los generadores del &lgebra conectan estados a diferentes energias. Esto es lo que
hace necesario tratar problemas monodimensionales con un algebra que en pricipio es
apropiada para problemas bidimensionales. Como veremos mas adelante, y es norma en

este tipo de problemas, al pasar a la aproximacidén algebraica es necesario afiadir un grado

extra de libertad a los fisicos [17, 23].

A.2 Potenciales de Morse y Poschl-Teller

Los potenciales que nos interesan son tales que permiten una solucién analitica de la
ecuacién de Schrodinger en una dimensién. Forman parte de lo que se ha dado en llamar
problemas exactamente solubles. La implicacién de las dlgebras de Lie en estos problemas
exactamente solubles es mucho mas profunda de lo que vamos a tratar aqui, permitiendo
una clasificacién sistematica y exhaustiva de estos problemas [118]. Los potenciales de
Morse y Poschl-Teller son isoespectrales, poseen el mismo espectro de energias. En la

figura A.2 se muestra la forma de ambos potenciales y las energias de los estados ligados
para +/2uVp/ah = 7.5.
117, 119].

El tratamiento cldsico de los mismos puede encontrarse en [40,

40

T
1
|
|
Morse]
20 F i
1
N’\ |
< 1
= |
S
x 0 l| =% ==
> | 5= Py
o | = //
& 4
P-Teller \ -
-20 l\ 4
7
\| /7 /0
\|/
_40 . . . ,
-3 -2 - 0 1 2 3

x=a(r-r,)

Figura A.1: Potenciales de Morse y Péschi-Teller y energias de los estados ligados.

El potencial de Morse es una buena aproximacion al potencial internuclear en una

molécula diatémica. A diferencia del oscilador arménico su valor asintético cuando la
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separacion de los nicleos tiende a infinito es constante. Esto permite la aparicién de
un continuo de estados no ligados. Estamos interesados tinicamente en la descripcién de
los estados ligados aunque utilizando &lgebras de Lie no compactas es posible tomar en
cuenta también los estados del continuo [46, 47]. En la figura A.2 se muestra la forma del

potencial de Morse

Vir(z) = Vo (e725 = 2¢72) (A.18)

donde para una molécula diatémica x = r — r,, siendo r la distancia entre los nicleos y

re la distancia de equilibrio. La ecuacién de Schrédinger en este caso es

d? 2u

L@ B (s =0 (A

siendo £ la masa reducida del sistema. Las funciones () soluciones de esta ecuacién

tienen la forma [119]

$a(z) = \2dN, e (2deme) 7T it g ety (A.20)

siendo d = +/2uVs/ah, LF polinomios asociados de Laguerre, N, la constante de normal-

izacion y n =0,1,2,...,n < d —1/2. El espectro asociado a este potencial es

22
En:—%—l-ahﬂzuﬁ(n—#lﬂ)—- GZz (n+1/2)* (A.21)

que tiene la forma de los primeros términos de la expansién de Dunham (Véase [27])

252 . ., .
con w = ah —Zjvl Yy wx = “22 . Es interesante tener en cuenta que esta solucion deja de

ser exacta para el problema tridimensional, incluso para los casos de momento angular
cero. En el caso monodimensional se cumplen exactamente las condiciones de contorno
¥(£o0) = 0, sin embargo para el caso tridimensional tendriamos que exigir que se anulara
z1p(z) para = 0. Pero z¢p(z) # 0 en z = 0 debido a que Vjs(0) # oo. De cualquier modo
para los pardmetros de interés Var(0) >> F con lo que la solucién (A.21) es una muy buena
aproximacién. Si el momento angular es diferente a cero, no existen soluciones analiticas
debido a la presencia del término centrifugo, incluso bajo la aproximacién anterior. En el
caso de suponer la molécula un rotor rigido (r = r. en término centrifugo) la correccién a

(A.21) resulta ser el término centrifugo 4%/(2ur?) (I + 1) = B I({ +1).
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El segundo potencial del que nos ocuparemos, el potencial de Poschl-Teller tiene la
forma funcional (Ver figura A.2)

Vo
cosh ax?

VP(SC) = (A.22)

Este potencial no ha sido tan profusamente empleado en el campo de las vibraciones mo-
leculares como el potencial de Morse. Ha cobrado importancia a la hora de modelar ciertos
fenémenos de flexién para los que es més adecuado un potencial con un comportamiento

simétrico [17]. En este caso la ecuacién de Schrodinger es

d? 2 [ Vo

(o) + [ ]¢(x)=o . (A.23)

cosh az?

Las funciones de onda solucién de este problema son
Pn(z) = NP (tanh az) (A.24)

donde P*(z) son las funciones asociadas de Legendre, que hacen ¥(z) nula si z — oo

[119]. La energia FE, asociada a la funcién 1, (z) tiene la misma forma que (A.21).

A.3 Conexién con el espacio de coordenadas

Para realizar la conexién de la aproximacién algebraica con el espacio de coordenadas
recurrimos a (A.15). Nos ocupamos en primer lugar del potencial de Morse. Si escribimos

en términos de las variables X e Y los operadores N y jy tenemos que

. L o o 0 &

- = A A A2
N =3 (X Y g%z T gy 2 (A.25)
. 7 J 3}

= [ X — Y — A2
Iy 2 (X Y YBX) ’ (4.26)

y si pasamos a variables polares
X = rcos¢g ; 0<r<o (A.27)

Y = rsing ; 0<éd<2r (A.28)
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entonces (A.25) y (A.26) se convierten en

N 1 10 0 1 02 9

N o= 5(75"5‘5“}355*’")“1 (A.29)
. —1 0

J, = _78_¢ . (A.30)

La ecuacion (A.29) es la parte radial de Hamiltoniano del ascilador arménico bidimen-
sional. La solucién en coordenadas polares del oscilador arménico bidimensional se rela-
ciona con el limite u(2) D so(2), mientras que la solucién en coordenadas cartesianas lo
hace con el limite u(2) D u(1). Si traducimos las ecuaciones (A.9) a coordenadas utili-
zando (A.29) podemos separar variables haciendo ¥nm(r, ¢) = Ry m(r)e?™? con lo que la

primera ecuacién en (A.9) se convierte en

1( 10 8 4m’
(o, 9 = (N4 1Ry . A.31
2 ( 29r or 2 T B m, (1) = (N + 1) Ryvm, (1) (A.31)
Si ahora hacemos 72 = (N 4 1)e™ en (A.31) llegamos a
d? N+1\?, _ B
it () (7= 2| R0 = i) - (A)

Esta es la ecuacién de Schrodinger para el potencial de Morse monodimensional. Para

pasar a la forma (A.19) basta con identificar

z = pla ,
[8uVo
N+1 = el (A.33)
_ R%a?
= 20

El parametro N, llamado anarmonicidad reducida del problema, esta directamente ligado
a Vg, la profundidad del potencial de Morse. A mayor N mayor V; y nos encontraremos
mas cerca del limite armoénico.

Incluyendo el problema monodimensional en uno bidimensional hemos logrado una
conexién entre las autofunciones del potencial de Morse y las representaciones del algebra
u(2). La tercera ecuacién de (A.33) nos indica que el Hamiltoniano algebraico del potencial

de Morse puede escribirse como

H=-AJ=-AC,[50(2)] (A.34)
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donde queda de manifiesto que la simetria dindmica del problema es u(2) D so(2). Si
definimos v = (N —m,)/2 y escogemos en (A.9) los estados con M > 0 para no reproducir
dos veces el espectro del oscilador de Morse, los autoestados del potencial de Morse pueden

escribirse como

N —v)!l .,

[[N],v) = —(——WU!)J_HN],O) ; v=0,1,...,N/2-1 | (A.35)
donde v es el nimero de cuantos de excitacién en el oscilador anarmoénico y J_ el operador
que cumple J_|[N], my) = |[N],m, — 1). Usando v la energia queda

A
Ey = —-AM® = —5(1\! +1/2) + AN +1)(v +1/2) — A(v +1/2)* | (A.36)

con lo que teniendo en cuenta (A.21) tenemos

w= AN+1) :an,/aﬁ , (A.37)

2+ 2
o= A =4 (A.38)
2p

La conexién en el caso del oscilador de Poschl-Teller se realiza de manera diferente.

En vez de (A.26) utilizamos la realizacién de los generadores de su(2), los operadores de

momento angular, en coordenadas esféricas [46]

A 0
Jo = —’La—¢ ,
R . 0 0
= e | += +1 — A.
Ji e (:i:89+zcot¢a¢) , (A.39)

c [0 (g2, L
= [smeaa sinfa5 )+ 5o 942

- . S
Buscamos =;,,, autofunciones de J* y J,.

PEim = J(G+1Em (A.40)
JoZjm = mMEjm . (A.41)

Separando de nuevo variables, las soluciones de (A.40) son de la forma =, = wjn(0)e™?,

con lo que nos queda

L0 (5062) 4 2 y0) = 3G 4+ Dugn(0) (A.42)
“sin600 \" " 58 +sint9 Uiml) = I tim ’ '
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y si hacemos el cambio cosf = tanhp , —oo < p < +0o llegamos a
& ji+1)*
[“d—pg ~ o, | Wmle) = —m ujm(p) - (A.43)

Hemos llegado a la ecuacién de Schrodinger para el potencial de Poschl-Teller en su forma

adimensional. Para relacionarla con (A.23) basta con hacer

p = az

o 2u Ve

iG+1) = 220 : (A.44)
m? = —?_L—'l;E

Como ocurrié antes el parametro j (o lo que es lo mismo N) se relaciona con Vg la
profundidad del potencial de modo que mientras mas profundo sea el potencial mayor es
el valor de N. El espectro viene dado por £ = am?, siendo o una constante, por lo que

el Hamiltoniano algebraico puede escribirse como
Hpr = ajg J (A.45)

y por tanto estamos en el mismo limite u(2) D so(2) que en el caso del Morse, y llegaremos
la misma expresién (A.36), con un término lineal y otro cuadratico en v = j — m.

Es interesante destacar que los potenciales de Morse y Poschl-Teller dejan de ser
isoespectrales para los estados del continuo y para el caso tridimensional. Adem4s, en el
caso tridimensional el dlgebra dindmica seria u(4), pero no se puede establecer la conexién

como hemos realizado a lo largo de este apéndice.



Apéndice B: El método de ajuste

B.1 Algoritmo de ajuste

Hemos de resolver el conocido como problema inverso de autovalores. Nuestro punto
de partida lo forman un Hamiltoniano que depende linealmente de n, parametros y un
conjunto de n. energias experimentales (n. > n,). Buscamos el conjunto de parametros

X en el Hamiltoniano

= x.C , (B.1)

k=1
que hagan minima la diferencia entre las energias experimentales y las que resulten de
diagonalizar H [120, 121]. A pesar de la dependencia lineal de H en X, el problema
es no lineal. Las energias tedricas se obtienen como resultado de la diagonalizacion del
Hamiltoniano y salvo los casos triviales en los que la base en la que se diagonalice H sea
monodimensional o el Hamiltoniano sea directamente diagonal, esto hace que las energias
dependan de manera no lineal de los parametros Xj. Es necesario, por tanto, llevar a cabo
un proceso de minimos cuadrados iterativo.

En este proceso seguimos el esquema de la figura B.1. En primer lugar se definen unos
parametros iniciales X°, normalmente por consideraciones fisicas. Una vez construido y
diagonalizado el Hamiltoniano asociado a los pardmetros X°, se comparan las energias
obtenidas y las experimentales. Segin los resultados de esta comparacion se calcula un
nuevo conjunto de parametros con los que llevar a cabo la diagonalizaciéon. Una vez que los

parametros calculados de esta forma converjan, el procedimiento termina y obtenemos la

201
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mejor aproximacion posible a las energias experimentales. A continuacién describimos con

detalle como se lleva a cabo este proceso de ajuste. Supongamos que la base ortonormal

1. SELECCION DE PARAMETROS INICIALES

i’ TERMINAR
2. CONSTRUCCION HAMILTONIANO

\ll No St

3. DIAGONALIZACION HAMILTONJIANO
¢/ 7. DIFERENCIA ENTRE PAR. < LIMITE FIJADO

4. COMPARACION CON ENERGIAS EXPERIMENTALES

/

5. CONSTRUCCION SISTEMA ECS. LINEALES

/

6. OBTENCION DE NUEVOS PARAMETROS
Figura B.1: Esquema del proceso iterativo de ajuste.

en la que se lleva a cabo la diagonalizacién de H es {l7), j = 1,...,D} siendo D su
dimensién para los pardmetros iniciales X°. Una vez resuelto el problema de autovalores

obtenemos las funciones propias |¥;) y valores propios E; de H tales que
H|W;) = E;|¥;) ;5 j=1,...,D (B.2)

donde
D
9,) =D a; i) . (B.3)
=1

Si reescribimos (B.2) esto en notacién matricial nos queda A"'HA = A'HA = E' donde

(Al = aij, [H)i; = G| H|j) y [E];; = E;é;;. Utilizando la forma del Hamiltoniano (B.1)

tenemos
(s = ;= X X0 (BA)
y entonces _
(U H |¥y) = Z;f:laip%p' éXk[Ck]ij = Epbpp . (B.5)
=iz -

1Suponemos que H es un operador hermitico y real, luego la matriz [H];; es simétrica y la matriz

cambio de base |j) a [¥;) es ortogonal (A~! = A?).
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Si definimos la matriz [B] de dimensién n, x D como

d
[Blit, = bit, = Y, aia;,(Chli; (B.6)

l!j:l

y la introducimos en (B.5) obtenemos
ZbkpXkZEp 3 le,...,D . (B7)
k=1

Si llamamos { £}, al conjunto de n. energfas experimentales y tenemos en cuenta que

D > n, > n,, entonces buscamos que se cumpla

EbkpXkZE; 3 l:l,...,ne . (B8)
k=1

Supondremos de ahora en adelante que la energia del estado fundamental es nula, lo que
es frecuente a la hora de trabajar con datos espectroscdpicos. Si no fuese asi y E§ # 0

entonces redefinirfamos (B.8) como

ip

S (bu—bro) Xy = Ef —E§ 5 1=1,...,n. . (B.9)
k=1

Hemos llegado a un sistema de n. ecuaciones lineales con n, incégnitas, por lo tanto es un
problema sobredeterminado. Llevamos a cabo un proceso de minimos cuadrados que nos

permita hacer minima la diferencia entre energias experimentales y calculadas. Definimos

¢ = FE; — Ef parat=1,...,n, y minimizamos la funcién
Q*( X1y, Xn,) =Y €8 =) (Ei— Ef)? . (B.10)
=1 =1

Esta forma de la funcién Q? implica que todos los datos experimentales estan afectados
del mismo error. En caso de que se tenga acceso a los errores experimentales éstos se
tienen en cuenta redefiniendo ¢; como ¢; = (E; — Ef)/af con lo que la funcién @Q* queda

como

Py X)) = 3 (E—"’i) | (B.11)

i=1 gy

A continuacién seguiremos analizando el caso (B.10) para simplificar la notacién, aunque

el proceso es exactamente el mismo para (B.11).
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La condicién de minimo % =0k=1,...,n, nos lleva a
2
an g Je "'p
= = b;iX; — Ef
0%, = ax =\ &b
=3 2|3 biX; ~Ef b = 0 5 k=1,...,n, , (B.12)
=1 j=1

donde limitamos la matriz B a tener dimensién n, X n. eliminando las columnas cuyos
autovalores correspondientes no tengan asociados niveles medidos experimentalmente.
Reescribiendo (B.12) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones lineales con n, ecua-

ciones y n, incégnitas, para determinar los nuevos valores para los parametros X;

ip ne Ne
ZzbkibﬂXj :ZEfbki ) k= 1,...,np ) (B13)

que en notacién matricial queda como
BBtX — BEe , (B14)

siendo X el vector de los pardmetros, de dimensién n,, y E° el vector de dimensién
n. de las energias experimentales. La solucién de este sistema nos proporciona un nuevo
conjunto de pardmetros, que llamaremos X, con los que construir un nuevo Hamiltoniano
supuestamente mejorado. Diagonalizamos este Hamiltoniano y el proceso recomienza de
nuevo hasta que los pardmetros converjan, o sea, |[X™ — X" !| < ¢ siendo ¢ un limite de
convergencia arbitrario (Ver figura B.1).

El nimero de iteraciones necesarias hasta llegar a la convergencia, incluso la exis-
tencia de convergencia, depende fuertemente de los pardmetros iniciales X°. Para unos
parametros iniciales alejados de los 6ptimos es probable que el método se pierda con faci-
lidad en minimos locales y adolece de convergencia. También puede ocurrir que la falta de
convergencia se deba a que el conjunto de datos experimentales suministrado no consiga
determinar el valor de ciertos pardmetros. Esto hace que estos parametros no determi-
nados varien sensiblemente a lo largo del proceso de ajuste. Asimismo podria ocurrir
que no fuese posible variar ciertos parametros simultdneamente por estar correlacionados

entre si. Una posible solucién a estas situaciones es hacer constantes durante el proceso
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de ajuste los pardmetros que sean probleméticos, generalmente en valores indicados por
la fisica del problema. Otra herramienta de gran ayuda y que es trivial incorporar al al-

goritmo presentado es la congelacion de pardmetros. Si suponemos que congelamos los n,

parametros Xy, n 41, Xn,—n.42;-- -, Xn, simplemente tenemos que reescribir (B.13) como
Np=Tc ne Ne p
Z Zbkzbng] = Z Eieb]m' — Z bkibjin 3 k = 1, ey Np — Ne 5 (B15)
=1 =1 =1 J=np—nc+1

resolviendo el sistema como lo hicimos en (B.13). Ademés de congelar los pardmetros se
puede restringir su variacién, buscando una mayor sensibilidad en el método y tratando
de evitar la oscilacién alrededor de valores extremos. Existen dos formas de llevar esto a
cabo. La primera consiste en reescalar la variacion del parametro que resulta del algoritmo
de ajuste. Si definimos 2 como factor de reescalado, y suponemos que el resultado de la
n-ésima iteracién es X™ — X"t! = X" + AX, se procede a reescalar AX a AX' = AX/Q
y se toma X! = X" + AX'.

La segunda opcién es mads til y resulta especialmente adecuada cuando el modelo
reproduce cualitativamente la estructura del espectro experimental, pero no sus detalles

mas finos. Consiste en afladir al sistema inicial de ecuaciones (B.8) las n, ecuaciones
Xi=Xr1 5 j=1,...,n, , (B.16)
y es trivial demostrar que finalmente se llega en vez de (B.14) al sistema
(BB'+1) X" =BE*+ X" . (B.17)

En (B.17) hemos supuesto que aplicamos (B.16) a todos los pardmetros, aunque en ge-
neral es posible restringirse sélo a algunos parametros. Si usando esta férmula, tras n
iteraciones, los pardmetros en (B.16) son cercanos a sus valores iniciales entonces es muy
probable que los valores iniciales sean muy cercanos a los 6ptimos o que los datos expe-
rimentales no determinen apropiadamente los parametros.

La calidad del ajuste se mide con dos parametros, la desviacién estandar y, espe-

cialmente, la desviacién estandar pesada con el nimero de parametros ajustados que se
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definen como

Ne . e 2
o = |3 BB (B.18)
t==1 Te
re (E; — E¢)’
= AN A A B.1
rms \ ; — (B.19)

B.2 Matriz de Correlacion

La matriz de correlacién nos proporciona el grado de correlaciéon entre diferentes
pardmetros. Permite conocer si existen pardmetros irrelevantes o conjuntos de parametros
que deberian aparecer como una determinada combinacion lineal.

Definimos la matriz de correlacién F' como
F = BBt ; [FLJ = Z bikbjk 5 (B.QO)
k=1

y, por tanto, es una matriz simétrica de dimensién n, x n,. Esta es la misma matriz
del sistema de ecuaciones lineales que tenemos que resolver en el método de minimos

cuadrados (B.14). Diagonalizamos F', obteniendo sus autovalores fi y autovectores V¥
FVE=fVE © k=1,...,n, . (B.21)

Los autovectores de F' cumplen

mp . . "p . . "y
S VEVEFlew, = fii; 5 D ViV =8 =2 ViV . (B.22)
ky k2 k k

Esto nos permite transformar la ecuacién (B.13) de la siguiente manera

YD bkbiX; = Y [FliX;

j=1:=1 J
S IFlG Y 85X = Y [Fld_ ViViX
j=1 7 j=1 7]

= Z[F]k]‘/;lv;le ) k=1,...,np

4,70
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Multiplicando los dos miembros de (B.13) por ¥, V;™ tenemos
3 VIV = [ DV = (B.23)
6ik, i
Hemos obtenido Y, ; m = 1,...,n,, donde cada Y,, es una combinacién de los
parametros Xj. Esto conlleva una reparametrizacién del Hamiltoniano, aunque resulta
trivial pasar de unos parametros a los otros. La matriz de correlacion de los parametros Y
es diagonal, es decir, son parametros no correlacionados. El parametro Y; que corresponde
al mayor autovalor f; es el pardmetro mejor determinado y asi hasta el que corresponde al
autovalor fir minimo que es el peor determinado por el conjunto de datos experimentales
disponibles.
A este respecto es importante procurar que el conjunto de datos experimentales sea lo
mas amplio posible, para evitar parametros indeterminados o que niveles sin cabida en el

modelo destruyan el ajuste.

B.3 Estimacion de errores de los parametros ajustables

Es importante contar con una estimacién de la incertidumbre aparejada a los diferentes
parametros hallados tras la convergencia del proceso de ajuste. Esto nos dara informacion
acerca de cudles parametros estan mejor determinados. Partiendo de la funcién Q? definida

en (B.10) y tras minimizarla llegamos al sistema (B.14) que podemos reescribir como
FX=T . (B.24)

siendo F' = BB! la matriz de correlacién lineal definida en la seccién anterior y T =
BE* el término independiente. Hemos llamado respectivamente f; y V* a autovalores y

autovectores de la matriz F'. Si ahora reescribimos (B.10) en funcién de F' y T' quedara

np Np Te
Q*=> XiX;[Fl; —2Y T:Xi+ > Ef* . (B.25)

i B i
Utilizamos la notacién introducida en la seccién anterior llamando Y, = Y, VikXi a

los parametros no correlacionados. Si reescribimos los pardmetros X en funcién de los
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parametros no correlacionados obtenemos

Y=VX=2VY=VV)X=X=X=VY , (B.26)
con
X, =Y Viy; . (B.27)

Expresando Q? en funcién de los pardmetros Y obtenemos
QNY Z VY VFVHE); -2 ZTV’“Yk + Z E?* . (B.28)
1,7,k t,k
Teniendo en cuenta (B.22) tenemos que
ip p e
=2 V-2 TV + B (B.29)
k i, i
donde no existen términos cruzados como era de esperar al ser Y; los pardmetros no

correlacionados. Los pardmetros Y son la solucidén del sistema (B.24) pues teniendo en

cuenta que V, la matriz de autovectores de F', es una matriz ortogonal tenemos que

FX=T - FVVIX=T — FVY =T

(B.30)
VIFVY = VIT —  fY =V'T — Y =f1V!T .

Substituyendo esta expresién para Y en (B.29) obtenemos el valor Q2.

Tp Np 2 Np Np Ne
2in = O f (Z Vj’“Tj) =23 TVEfTI Y VT + Y EF
k i,k 7

J J
N oo kN2 | S pe2
= =YY (Vi) + Y B2 (B.31)
k J 7
Si variamos los parametros no correlacionados en (B.29) haciendo Y; — Yj 4 0Y} entonces

QXY +6Y) = Z(YkMYk) fk—2ZTV’° Yi + 6Y%) +ZE€2
k i,k

= - z i () + Z fi (83) + Z E? (B.32)

= mm—l—z.fk 6Yk ’
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donde hemos utilizado la relacién (B.30). Para la estimacion de errores en los pardmetros
se impone la condicién Q% < (14 A)Q?%.., siendo A el pardmetro que fija la variacién re-
lativa de Q2. que permitiremos. Calculamos a continuacién la variacién en los pardametros

ajustados X que da lugar a una variacién en Q2. como la fijada por A. Asi, por ejemplo,

‘mzn
si se varia un parametro correlacionado X; en X; — X; + 6 X;, manteniéndose constantes

el resto, entonces

§Y; = VieY; (B.33)
y asi
AQH = QXY +8Y) = @ (V) = S0V fu= S5 (V) 6XF . (B3
k k

Ya podemos calcular § X;, la variaciéon maxima permitida del parametro X; siendo el resto

de pardmetros constantes sin que Q? salga del limite marcado por A. Resulta ser

rp —1/2
k

Definimos de esta forma el llamado error §, que implica una variacién independiente de
cada parametro. Otro tipo de error que nos interesa es el llamado error €. A diferencia

del error 4, en este caso se exige que

k
sea maximo bajo la ligadura
EZ (6Yi)? fi = AQA. . (B.37)

si imponemos esta ultima condicién bajo la forma de un multiplicador de Lagrange tendre-

mos que para ? = 1,...,n,, tiene que cumplirse

%{(iwm)—A<§(6Y2)2fz Qmm)} : (B.38)

l

Esto hace que ‘
g

2)\ fi

= 2\f;8Y; = §Y; = (B.39)
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Llevando este valor de 6Y; a (B.37) podemos calcular el valor de A

2 2
(V) 1 (v
f =AQ%, = 4\ =
Zk: Fanf ¢ AQrin zk: Jx
9 —1/2
v 1 ()
282,05 | ’
y llegamos a que el error ¢ asociado a cada parametro es
1/2
e ()
eXi = S VRV = (AQ2E,)Y? - . (B.40)
% k

Los unicos parametros para los que coinciden los errores € y ¢ son los no correlacionados,
Y. Generalmente el error ¢ es mayor que el error 4, al permitir el primero la variacién
simultanea de todos los pardmetros. Asi si X; varia en eX;, entonces el resto de los
parametros, X; variardn en [X; — e¢X;, X; + €X;] de forma que la variacién de (Q)* per-
manezca en los limites establecidos. La variacién del parametro X; bajo la condicién de
que X; cambie en eX; se llama corr(ij)eX; donde corr(ij) es el coeficiente de correlacién
entre X; y X;. Si usamos (B.36) y tenemos en cuenta que §Y; = V;*/(2)fx) entonces la
variacién en X; serd Y-, VFV/*/(2)f). Substituyendo el valor de A obtenido en (B.40) y

suponiendo que la variacién de X; toma la forma corr(ij)eX; llegamos a que
o [ VEVE
_ 2\ 1/2 _ 1/2
(e ()) " (zeser 097

Hay que apuntar que lo ideal seria conocer directamente los errores de las magnitudes

corr(zj) = (B.41)

1/2

experimentales, lo que permite una asignacion realista de errores. Atin cuando no sea asi,
los errores y magnitudes que hemos definido permiten asignar una incertidumbre a los
parametros calculados. Estos errores cumplen un importante papel al facilitar la tarea
de ajuste. Ademéds de dar una idea de la bondad del modelo, permiten discriminar los
parametros que afectan a operadores relevantes a la hora de construir el Hamiltoniano. En
los ajustes incluidos se proporcionan los pardmetros con el nimero de cifras significativas

que indica el error ¢ que tuvieran asignado. A la hora de descartar un parametro, o mejor
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dicho, su operador asociado, es més importante tener en cuenta el error ¢ y descartar un

parametro cuando el valor de este error es superior a su valor.



212 Apéndice B




Apéndice C: Tablas de los grupos de

simetria utilizados

En este apéndice se incluye informacién de interés acerca de los grupos de simetria em-

pleados a lo largo de la tesis.

C, | ¥ o
A1 1] y2Re | 2595 2% y2
A1 -1z,Ry,R, Y, T2

Tabla C.1: Tabla de caracteres del grupo de simetria Cs.
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Cow | E Cy ! o2

Al 1 1 1 z | x?,y? 22
Ay | 1 1 -1 -1} R, xy
By 1 -1 1 -1|z,Ry Tz
B, |1 -1 -1 1y, Re yz

Tabla C.2: Tabla de caracteres del grupo de simetria Co,,.

Csp | E 2C5 30,

Al 11 2 2? + 12, 22

Ay | 1 1 -1 R.

E|l2 -1 0](zy),(Re:Ry) | (22 —y? 2y),(22,y2)

Tabla C.3: Tabla de caracteres del grupo de simetria Cs,.

Ta | E 8Cs 3C; 6S; 604

A 1 1 1 1 1 2+ y?+ 22

Ay | 1 1 1 -1 -1

E|l2 -1 2 0 0 (—2% — y? + 222, 2% — y?)
Fi |3 0 -1 1 —-1|(RsRy,RS)

F | 3 0 -1 -1 1 (z,y,2) (zy,z2,y2)

Tabla C.4: Tabla de caracteres del grupo de simetria 7.

T DY(Cs) D™ (o)
P R
L ? _% i LO _1_

Tabla C.5: Forma explicita de la representacidn irreducible E del grupo Cs,.
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I D' (C3) D" (C5T) D" (04)

- {—1/2 \/§/2} [—1/2 \/?7/2} [1 0}

—/3/2 —1/2 —/3/2 -1/2 0 —1
(0 0 1] (0 0 —1] 0 -1 0
Fy 100 1 0 0 -1 0 0
010 0 -1 0 0 0 1

(00 1] (0 0 -1 010

Fy 100 1 0 0 100

010 0 -1 0 001

Tabla C.6: Forma explicita de las representaciones irreducibles de dimensién mayor que uno del

grupo Tq.

Cs

A/

AII

A/
AII

AI

A//
AI

Tabla C.7: Productos directos del grupo de simetria Cs.

C2v

Ay

Az

B, | B,

Ay
Az
B,
B,

Ay

Ay
Ay

B, | B,
B, | By
Ay | Ay

- A

Tabla C.8: Productos directos del grupo de simetria Ca,.

Caw | A1 | A E
Ay | Al | A E
Ay | - | A E
E|-1|-1A®E®{A}

Tabla C.9: Productos directos del grupo de simetria Cs,.
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Ta | AL | A E F Fy

Ay | Ay | Ay E F F,

Ayl - | A E F Fy
E|-1|- |Ad®Ea{A} FioF, FLoF,

| - - - AAdEDF ®{lR}| A9 EDFR O F
Fl - |- - - A E® F,o{F}

Tabla C.10: Productos directos del grupo de simetria Tg.

g Ay x B (11) (12)
S R
Ly (D pavg) g -1 0
ExE (11) (12) (21) (22)
A 55 00
Ay 0 & -5 0
E,. 5 0 0 -%
B, 0 - -5 0

Tabla C.11: Coeficientes de Clebsch-Gordan C(uvl';ijy) del grupo Cs,.
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ExE (11) (12) (21) (22)
ixr ) AgExE (101) (112) jl ? (1) o1 ?
Iy (Tv; pivj) E: 1o Ej 1 _‘f —075 o

vz vz

E, 0 % 5 0
ExF (11) (12) (13) (21) (22) (23)
Fi L 0 0o £ 0o o0
Ry 0 1 0 0o - o
FLs 0 0 -1 0 0 0
Py ¥ 0 0 -1 0o o0
Fop 0 =¥ o 0o -1 o
Fas o 0 0 0 1
ExF, (11) (12) (13) (21) (22) (23)
Ry 2 0 0 L 0 o0
Fig 0 =% 0 0 -1 0
Fis 0 0 0 0 0 1
By L 0 0 ¥ 0o 0
Fapy 0 L 0 0o £ o
F3 0 0 -1 0 0 0

Tabla C.12: Coeficientes de Clebsch-Gordan C(uvT;ijy) del grupo Tq.
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(33)

(32)

(31)

(1) (12) (13) (21) (22) (23)

Fiy x Fi
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_2
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S
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Al
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s
F1 X F2

(12) (13) (21) (22) (23) (31) (32) (33)

(11)

l_ﬁo ﬂ_S o O o ©o o o©

0

=) 1_ﬁ0 o 1_ﬁ0 =

o o 1__ﬁ0 o 8o

o 1_ﬂ =]
g 1_ﬁ 1_ﬁ o

o o © ©

 © o ©

S © o o

2 4 1_ﬁ o

Az

E,

E,

Fi,

o

S 1_ﬁ0 S)

o o o o

1_ﬁ o o 1_ﬁ
|

s e o

o 48 o

Fi

Fis

F

S o
I

o s

F»
s

(22) (23) (31) (32) (33)

(21)

(11) (12) (13)

F2)<F2

1_ﬁﬁ_.30000000

0

0

Lo o 8o o

=) 1_ﬂ0 =) 1_.W0
|

1_ﬁ0 =) 1_ﬁ0 o
|

1_ﬁ1_ﬁ1_ﬁ0 o ©o o o ©
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Tabla C.12: Coeficientes de Clebsch-Gordan C(uvT;ijy) del grupo Ty (Continuacion).



Apéndice D: Espectros vibracionales

calculados

En este apéndice se presentan los espectros vibracionales completos, calculados mediante
el modelo AOSM, de las moléculas analizadas a lo largo de la tesis. No se incluyen los
espectros de los casos en los que se ha comparado con calculos ab initio, pues la predicciéon
no resulta tan interesante como cuando el ajuste se basa en la informacién experimental.

El formato de las tablas es similar al de las presentadas en el capitulo III, con las
energias calculadas y la diferencia entre ellas. Ademads también se da la mejor asignacién
para cada energia en la base adaptada por simetria junto con el peso del estado en la
autofuncién correspondiente. Finalmente se proporcionan los pardmetros utilizados para

calcular el Hamiltoniano, el residual, la desviacién estdn ar y la rms.
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Molécula S,0 X1 A’

(D)

Apéndice D

255 N3

N1l = 187 N2
BENT A-B-B MOLECULE
Polyad # 1
1.000 ( 0 0 1
Polyad # 2
1.000 (0 1 O
1.000 { 0 0 2
Polyad # 3
1.000 ¢« 01 1
1.000 { 0 0 3
Polyad # 4
1.000 (1 0 O
1.000 0 2 0
9399 (0 1 2
.99¢9 (0 0 4
Polyad # 5
1.000 (1 0 1)
1.000 ( 6 2 1)
.998 ( 0 1 3
.999 { 0 0 5
Polyad # 6
1.000 (1 1 0
1.000 (1 0 2
1.000 (0 3 0
.999 (0 2 2
.996 0 1 4
.997 { 0 0 6
Polyad # 7
1.000 {1 1 1
1.000 (1L 0 3
.999 (0 3 L)
.997 « 0 2 3
.991 { 0 1 3
.994 { 0 0o 7
Polyad # 8
1.000 (2 0 0
1.0600 (1 2 O
.999 (1 1 2
.99¢9 « 1 0 4
1.000 { 0 4 0
-998 ¢ 0 3 2
.993 ( 0 2 4
.981 ( 0 1 6}
.987 ( 0 0 8}
Polyad # 9
1.000 { 2 0 1)
.999 {1 2 1
.997 {1 1 3
.998 1 0 5
.999 { 0 4 1)
.995 (0 3 3
.985 ( 0 2 5
.956 (0 1 7
.967 ( 0 0o 9
Polyad # 10
1.000 (2 1 o
1.000 2 0 2
1.000 ¥ 3 o
.998 « 1 2 2
.994 { 1 1 4
1.000 { 0 5 0)
.995 {1 0 6)
.997 (0 4 2
.990 (0 3 4
.967 { 0 2 6)
-877 { 0 1 8)
.901 { 0 010}
Polyad # 11
1.000 { 2 1 1
1.000 ( 2 0 3
.999 (1 3 1)
.995 (1 2 3)
.985 (1 1 5)
.989 {1 0 7)
.999 { 0 5 1)
.994 { 0 4 3)
.978 { 0 3 5)
.920 { 0 2 7
.582 ¢ 0 1 9
.368 { 0 011
.357 ( 0 1 9)
.630 ( 0 0 11}
Polyad # 12
1.000 ( 3 0 0
1.000 (2 2 0
.999 (2 1 2
.999 (2 0 4
1.000 (1 4 0)
.997 1 3 2
.989 (1 2 4
1.000 { 0 6 0O
.962 { 1 1 &)
.971 (1 0 8
.997 { 0 5 2)
.987 { 0 4 4
.953 { 0 3 6)
731 { 0 2 8)
.742 t 0 012)
.702 ( 0 110)
Polyad # 13
1.000 { 3 01
.999 (2 2 1
.996 ( 2 1 3)
.997 (2 0 5)
.999 (1 4 1)
.993 1 3 3
.973 {1 2 5)
.999 { 0 6 1)
.B82 1 1 7
.902 { 1 0 9)
.993 { 0 5 3

=439

Ecalc
385.14
Ecalc
674.70
764.32
Ecalc
1057.87
1137.59
Ecalc
1192.54
1344.87
1435.09
1505.03
Ecalc
1568.43
1726.09
1806.41
1866.69
Ecalc
1859.91
1938.40
2010.49
2101.37
2171.88
2222.64
Ecalc
2233.83
2302.52
2389%.79
2470.75
2531.57
2572.95
Ecalc
2372.26
2522.80
2601.84
2660.84
2671.55
2763.14
2834.27
2885.49
2917.71
Ecalc
2739.00
2894.78
2963.99
3013.44
3048.94
3130.59
31%2.00
3233.67
3257.07
Ecalc
3032.37
3099.87
3181.22
3260.84
3320.34
3328.04
3360.37
3420.37
3492.19
3543 .92
3575.94
3591.34
Ecalc
3397.15
3454.93
3551.26
3621.05
3670.91
3701.74
3703.52
3785.91
3847.96
3889.98
3911.41

3921.73

Ecalc
3539.15
3688.08
3756.05
3804.23
3835.12
3915.39
3975.43
3979.92
4015.72
4037.67
4073.06
4145.60
4197.91
4229.58
4238.36
4250.81

Ecalc
3896.84
4050.90
4109.12
4147 .86
4203.25
4273.66
4324.01
4353.52
4354.60
4368.51
4436.71

.972
.886
.791
.569
.313
.620
Polyad #
1.000
1.000
1.000
.997
.989

.991
.996
.984

.931
.544
.414
.402
.584
.996
.984
.941
.909
.670
.581
.613
.294
Polyad #
.999
.999
.999
.992
.969
.975
.999
.991
.962
999
.706
.759
.738
.991
.967
.950
.856
.270
.587
.544
.267
.279
.610
Polyad #
1.000
1.000
.998
.998
1.000
.996
.980
1.000
.889
.904
.996
1.000
.979
.899
.857
.557
.280
.351
.595
.996
.982
.965
.930
771
.640
L4770
.553
.348
Polyad #
1.000
.999
.992
.994
.998
.989
.942
.496
.470
.457
.528
.998
.989
.952
.934
.998
.648
.619
.655
.990
.973
.962
.872
.831
.335
.431
.518

coocoo

COOCOQCODORRREHOR KR NHNNNWW

COCNOOOOOORRHMREPREPHORNNMNNNWWWE 0000000000 RRECREFMNNNDNWW

VCOOOOOCORHFOHMREPENNNNNNNWWLWS

RNNO W

HNHWORUVOORORNJWAOURNWO -

NWNARUOCONFEFOMHENOWAROUOFRANWRORNDG NWHWHNOSQU AR ORNJWEUORNWO -

BNWN-NOINPWOORUTNOHORNWRORNG

-
wwowIn

4499

.45
4541.
4555.
4564.
4578.

88
05
91
54

Ecalc

4192.
4248.
.35
4407.
4456 .
4484 .
4485.
4565.
4626.
4627.
4666.
4686.

4339

4695.

4721.
4794.
4847 .
4867.
4879 .
4890.
4905.

09
71

Ecalc

4547.
4594.
4700.
4758.
4797.
4818.
4850.
4921.
4972.
4998.
5002.
5009.
5021.
5082.
5146.
5175.
5189.
5203 .

5214.

5230.

82
80
24
96
94

39

Ecalc

4693

4840.

4897

5346.

5364.
5438.
5476.
5492.
5515.
5524.
5538
5554.

.22

68

.70
4935.
4986 .
5055.
5104.
5129.
5133.
5145.
5211.
5269.
5272,
5313.
5322.
5334.

Ecalc

5041.
5194.
5241.
5269.
5345.
5404.
5443.
5461.

5469.

5493.
5565.
5616.
5631.
5639.
5647.
5656.
5670.
5724.
5773.
5788.
5821.
5832.
5848.

5860.

.598
Polyad #
1.000
1.000
1.000
.995
.976
.980
.999
-995
2971

.642
.733
L1770
.995

.975
.960
.870
.692
.553
.314
.597
.995
.978
.979
.908
.920
.615
.612
.382
.505
.387
Polyad #
.999
.999
.998
.986
.896
.908
.998
.986
.912
.900
-530
.348
.396
.560
.998
.988
.971
. 943
.836
.998
.627
.524
.597
.302
.982
.989
.928
.958
.790
.811
.371
.311
.495
.375
.586
Polyad #
1.000
1.000
.995
.996
.999
.993
. 954
.435
.539
.525
.460
.999
.994
.964
.951
.999
.603
.270
.631
.695
.994
.978
.999
.972
.897
.847
.284
.549
.542
.264
.984
.283
.594
.995
.940
.977
.851
.911

oo

COCOCOOODOOHRRRRFEOFNNNHNDNKNWWWWS S

COOO00OOCOOORKMHORRPRRERNINNOVDODONDNWWWWE S
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5877.57

Ecalc
5339.07
5384.92
5484.90
5542.37
5580.09
5599 .26
5628.54
5698.23
5747.75
5769.63
5776.32
5780.97
5793.30
5852.12
5907.79
5914.10
5935.45
5955.52
5966.49
5978.11
5992.64

6003 .64
6064.85
6078 .67
6121.19
6133.06
6158.34
6166.44
6181.75
6199.42

Ecalc
5685.84
5722.16
5836.72
5884 .47
5912.42
5923.460
5985.60
6045.48
6085.09
6090.82
6103.95

6115.04

6132.10
6204.69
6233.70
6256.81
6274 .15
6275.83
6287.32
6298.38
6313.96

6351.27
6361.70
6416 .03
6426 .86
6462.77
6470.98
6488.52

6501.48

6520.17

Ecalc
5834.47
5980.62
6026.79
6053.75
6124.72
6182.70
6220.70
6237.09

6244 .34

6266 .42
6336.79
6386.85
6396.33
6405.33
6415.36
6422.18

6435.92
6488.66
6526.75
6541.09
6551.40
6576.10
6593.34
6605.88

6617.95

6632.71
6634.12

6637.94
6705.74
6713.91
6761.25
6769.11




Apéndice D

Molécula S,0 XA’

(I1)

.266
.442
.566
.257
.306
.464
.418
Polyad #
1.000
.998
.982
.984
.997
.980
.466
.324
.413
.580
.798
.998
.983
.969%
.885
.774
.544
.253
.354
.575
.998
.982
.986
.924
L1935
.998
.986
.730
.619
. 446
.550
.345
.949
.988
.882
.954
.695
.789
.388
.473
.390
.571
Polyad #
1.000
1.000
.999
.991
.905
.913
.999
.992
.911
.916
.491
.418
.450
.515
.999
-993
.977
.956
.877
-999
.595
.260
.277
.560
.641
.256
.984
.994
.939
.999
.987
.968
-833
-829
.334
.428
.527
.317
.995
.955
.256
.589
.902
.976
.791
.904
.271
.279
.498
.281
.289
. 427
.443
Polyad #
.998
998
.997
965
.361
.621

B
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coooooo
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6796.

6803 .
6820.

6839.

63

99
88

75

Ecalc

6174.
6325.
6361.
6379.
6474.
6522.

37
42
96
82
62
83

6549.70

6552.

6564 .
6621.
6682 .
6696.
6722.

82

26
59
12
42
13

6729.42

6742
6755 .

6765.

30
46
95

6814.70
6839.37
6872.63

6892.
6907.
6909.
6912.
6923 .

19
31
22
03
41

6936.38
6953.16

6990.40

6994.
7054.

i8
39

7060.24
7100.03
7105.16
7124 .33
7138.44

7158.24
Ecalc
6473.30

6508 .

52

6617.85
6664.40

6691,

14

6700.70
6760.14
6818.67
6856.97
6859.00
6873.95

6883.79

6899.79

6970.

89

6991.21
7021.56
7033.35
7036.44
7050.35

7059.10

7074.

o1

7097.59

7120,
7163.

66
92

7169.71
7180.87
7184.20

7212.
7226.
7240.

7253.

7267.
7270.
7271.

7342.
7344.
7396.
7400.
7430.

7437.

7455.
7475.

46
74
92

59

61
08
09

36
56
37
63
i6

53

63
58

Ecalc

6811.
6837.
6960.
6997,
7012.

20

.608
.378
.997
.974
. 963
.504
.370
.583
.733
.997
.981
.981
.918
.863
.655
-986
.548
.320
.582
.998
.988
.949
.985
.876
.928
.998
. 959
.613
.611
.376
.510
.380
.988
.916
.836
.950
.510
.683
.389
.451
.388
.555
Polyad #
1.000
.999
.988
.989
.999
.987
.686
.723
.824
.999
.99%0
.975
.889
.826
.519
.329
.402
.543
.999
.984
.992
.938
.987
.950
.999
.800
.5399
.262
.274
.498
.596
-300
.989
.956
.993
.999
.901
.965
.963
.767
.815
.367
.324
.511
.352
.994
.925
.582
.974
.863
.878
.718
.425
.317
.318
.261
.393
.463
Polyad #
1.000
.996
.916
.920
.996
.939
.941
.438
. 497
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7018773

7108
7156
7161
7183
7188

7201

7253 .
7280.
7314.
7331.
7354.

7363

7375.
7376.
7391,

7395.
7447.
7450.
7469 .
7507.
7523 .
7534.
7544.
7545.

7555
7570
7587

7622
7625,
7688.
7689.
7732.
7735.
7755.
7771

7791.

.13
-85
.05
.69
.66

.95
09
82
32
74
82
.74
50
58
35

22
70
038
51
29
11
12
84
48
231
.03
.89

03
28
43
06
64
10
76
04

81

Ecalc

6962
7107
7143
7159
7250
7297
7322
7325
7336
7391
7450
7457
7488
7492
75086

7518

7528
7565
7600
7624
7648
7651
7662
7666
7681

7691
7707

7709
7731
7748
7793
7796
7812
7814
7844
7855
7871

7884

7892
7903
7903
7370
7974
8027
8028
8058
8067
8085

8106

.89
.89
231
.92
.75
.72
.31
.23
.60
.12
.26
.74
.94
.51

.92

64

.64

231
.52
.77
.47

.85
.94
.09
.18

.71

.65

.77
.21
.10
.62
.84
.50
.73
.50
.73
.59

.96

.62
.21
.58
.60
.69
.59
.35
.90
.03
.97

.91

Ecalc

7294.
7443 .
7469 .
7477
7591.
7627 .
7628 .
7643 .

04
82
43
59
68
0s
82
93

.517
.456
.996
.981
.969
.907
.531
.269
.344
.559
.683
.986
.997
.949
.988
.978
.867
.989
.847
.280
.546
.547
. 960
.997
.290
.585
.965
.916
.983
.828
.922
.998
.273
.484
.933
.594
.312
.472
.410
.987
.882
.947
.788
.589
.464
.377
. 429
.373
.536
.266
Polyad #
.999
.999
.999
.977
.276
.714
.703
.285
.999
.972
.984
.304
.444
.575
.406
.768
-999
.985
.988
.935
.874
.988
.738
.538
.254
.363
.561
.999
.989
.957
.990
.991
.898
.945
.964
.999
.718
.607
.254
.267
.439
.557
.337
.968
.927
.993
.99%
.861
.963
.938
.695
.804
.385
.492
371
.994
.571
.896
.972
.824
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7652.59

7737.22
7749.15
7786.51
7792.86
7813.62

7820.24

7834.50
7844.74
7880.09
7912.59
7916.57
7942.08
7962.82
7967.14
7983.13
7993.73

8006.69
8007.34
8019.89
8022.79

8079.82
8081.26
8095.12
8137.67
8149.53
8156.24
8174.40

8176.23
8183.06
8199.32
8218.15

8245.25
8255.88
8313.30
8318.13
8359.25
8362.09
8382.79
8399.24

8420.90

Ecalc
7594.79
7619.49
7738.22
7773.89
7786.94

7792.88

7879.30
7925.82
7926.74
7951.66

7955.51

7968.07
8017.66
8035.38
8077.46
8087.79
8116.58
8119.18
8121.77
8135.80

8149.05

8152.96
8179.84
8195.28
8219.85
8225.66
8254.11
8277.71
8278.54
8284.80
8294.51
8307.79

8320.00
8336.86

8340.16
8360.61
8370.95
8412.81
8425.50
8436.26
8444 .39
8472.17
8480.29
8497.88
8512.02

8512.96
8531.63
8532.09
8592.02
8602.70

221



222 Apéndice D

Molécula 5,0 X1 A’ (III)

.892 { 010 6) 8650.01 T98T 1 3 7 2) 8700.25 -271 (1 6 13
.670 ( 0 5 16) 8655.30 .991 { 0 0 28) 8711.51 .879 { 0 421 9426.27
-320 ( 0 9 8) 8682.92 -894 { 3 212) 8713.66 2311 ( 1 8 9) 9444.77
.278 { 0 8 10) .862 ( 3 6 4) 8739.90 .404 ( 1 8 9) 9465.37
.364 ( 0 9 8) 8692.35 .966 { 2 1 18) 8745.58 -455 (1 711
2311 { 0 6 14) .650 ( 3 3 10} 8746.76 .986 C 013 3 9477.69
.345 { 0 8 10) 8711.90 .550 (3 5 6) 8760.53 .814 { 0 5 19) 9504.18
.289 ( 0 6 14) -999 ( 210 0 8772.72 .943 ( 0112 5) 9547.93
.360 ( 0 810} 8733.75 .330 {( 3 5 6) 8775.06 .691 { 0 617) 9564.45
.478 { 0 712 .572 ( 3 ¢ 8) .728 ( 011 7 9596.18
Polyad # 27 Ecalc .969 { 1 122 8806.40 .319 { 0 8 13) 9605.27
.994 ( 6 1 1) 7923.91 .929 { 2 216) 8821.08 .381 C 0 715
.994 ( 6 0 3) 7935.33 .990 (2 9 2) 8846.29 2313 ( 010 9) 9623.61
.994 { 5 3 D 8072.19 .971 ( 0 1 26} 8846.78 .320 ( 0 9 11)
.885 ( 5 0 7T 8093.84 .858 (2 3 14) 8879.21 .385 { 0110 9 9642.39
.862 ( 5 2 3 8098.09 .940 { 2 8 4 8899.12 2313 { 0 8 13)
.848 (5 1 5) 8107.99 .999 (112 O 8302.02 .494 ( 0 911 9665.63
-995 { 4 5 1) 8218.31 -941 (1 220} 8904.44 .324 { 0 8 13)
.981 { 4 011 8219.20 .629 (2 412 8918.55 Polyad # 30 Ecalc
.257 ( 4 4 3 8255.25 .614 { 2 7 &) 8930.16 .998 {7 1 0 8703.52
.614 ( ¢ 1 9 .256 {2 7 &) 8943.95 .998 (7 0 2) 8717.84
.681 ( 4 4 3 8256.05 .382 ( 2 510} . 998 ( 6 3 0) 8845.99
L273 ( 4 1 9) .520 ( 2 6 8) 8961.68 .947 ( 6 0 6) 8864 .54
.481 { 4 3 35) 8271.67 .370 (2 510 .900 6 2 2) 8870.69
-409 {4 2 7 .947 (0 2 24) 8966.36 -874 { 6 1 4 8878.89
.460 ( 4 3 5 8281.97 898 { 1 3 18) 8985.79 .985 { 5 010 8980.60
.498 (4 2 7 .992 111 2) 8989.21 .998 5 5 0 8986.01
.987 { 3 015 8316.48 . 998 ( 014 O) 9027.26 .916 (5 1 8) 9018.32
.996 { 3 7 1 8361.89 .821 (1 4 186) 9049 .88 . 955 (5 4 2) 9022.37
.949 (3 113 8377.41 .960 110 4 9055.48 .427 {5 3 4 9036.31
.989 (2 019 8388.67 .914 { 0 3 22) 9069.82 . 497 ( 5 2 6)
.964 (3 6 33 8411.80 .608 { 1 5 14) 9095.42 .532 C 5 3 4 9045.24
.849 { 3 2101 8420.46 .787 ¢ 1 9 &) 2100.44 .437 (5 2 6}
.990 { 1 023 8438.35 .391 (1 710 9119.75 .989 ( 4 014 9068.02
.555 ( 3 5 5) 8439.38 .994 ( 013 2) 9128.61 .999 ( 4 7 0 9123.25
.275 « 3 ¢ 7 .472 (1 8 8) 9134.75 .990 ( 3 0 18) 9129.63
2323 ( 3 3 5) 8447.54 .376 {( 1 6 12} .959 ( 4 1 12) 9130.36
.526 { 3 3 9 .558 ¢ 1 7 10) 9155.24 .991 { 2 022 9168.05
. 642 {3 4 7 8462.67 -866 ¢ 0 420 9156.68 .977 ( 4 6 2) 9171.81
.253 { 3 3 9 L9711 ¢ 012 4) 9208.80 .886 ( 4 210 9174.99
.991 { 0 027 8467.96 . 784 (0 5 18) 9226.38 .992 (0 030 9185.18
.962 (2 117 8472.93 .888 ( 01l 6} 9267.84 .991 1 0 26) 9185.78
.997 2 9 1 8502.56 .606 { 0 6 16} 9277.84 -463 (4 5 4y 9197.66
.917 (2 2 15) 8540.16 .381 ( 010 8) 9302.28 -281 { 4 4 6)
. 967 (1 121 8544.88 -294 (0 9 10) .418 { 4 5 & 9203.72
.976 { 2 8 3 8565.36 -321 { 010 8) 9313.39 .502 ( 4 3 8
.814 (2 3 13) 8589.64 .275 (0 714 .967 ( 3 1 16) 9215.36
.970 { 0 125 8595.79 .368 { 0 39 10y 9333.41 .688 (4 4 6) 9217.99
.835 ( 2 7 5 8607.05 .310 { 0 714 .999 {3 9 O 9257.33
.324 ( 2 5 9 8619.38 .329 ( 0 910} 9356.12 2971 (2 120 9276.13
. 445 ( 2 411) .489 (0 8 12) .930 (3 214 9284.13
.541 (2 6 7) 8632.57 Polyad # 29 Ecalc 2973 { 1 124 9315.20
.293 { 2 411 1.000 7 0 L) 8400.99 .985 (3 8 2 9318.60
.935 { 1 219 8634.99 .987 { 6 2 1) 8549.60 .973 { 0 1 28) 9335.02
.997 ( 111 1) 8639.835 .810 { 6 0 35) 8560.96 .852 ( 3 3 12) 9335.31
-263 (2 6 7 8649.82 .802 { 6 1 33 8566.58 -855 « 3 7 4 9358.85
.585 (2 5 9 .980 ( 5 0 9} 8690.45 . 265 ¢t 3 5 8) 9367.45
.943 { 0 2 23) 8707.75 .992 { 5 4 1) 8696.29 .564 { 3 410
.883 {1 317 8708.18 .723 ¢ 5 1 7N 8718.70 .943 (2 218) 9367.83
.982 { 110 3) 8716.15 .789 { 5 3 8722.82 .556 ( 3 6 6) 9381.05
.778 ( 1 415 8763.74 .802 ( 5 2 5} 8734.06 .999 (211 O 9387.90
.917 (1 39 5 8771.45 .987 4 0 13) 8790.23 .300 { 3 6 #6) 9396.71
.998 ( 013 1) 8773.66 .994 ( 4 6 1} 8840.58 -580 { 3 5 8)
.290 { 1 611 8798.69 .949 (4 111 8844.06 .949 ( 1 2 22) 9428 .80
.348 (1 513} .990 (3 01Mm 8863.55 . 900 { 2 316 9442 .68
.906 t 0 321 8803.38 .183 {4 5 3) 8878.33 .989 ( 210 2) 9462.41
-556 {1 8 7) 8806.67 .720 { 4 2 9 8879.91 .952 ( 0 2 26) 9469.56
.279 {1 7 9 8824.24 .512 { 4 4 5) 8895.34 .817 (2 4149 9500.05
-252 ( 1 6 11) -335 { 4 3 7 .999 113 0) 9514.57
.438 (1 7 9 8843.98 .415 ( 4 4 5} 8906.39 .936 {2 9 4y 9516.07
-435 ( 1 6 11) .527 ( 4 3 7 .917 {1 320 9526.14
.986 ( 012 3) 8863.81 .991 (2 021 8913.06 .266 { 2 610 9538.18
.848 { 0 4 19) 8882.19 .963 { 3 115) 8941.13 .531 ( 2 5 12)
.945 { 011 5) 8932.92 .991 (1 025 8941.26 .615 ( 2 8 8) 9548.29
.740 ( 0 517) 8943.48 .991 { 0 029 8950.57 .326 (2 6 10) 9563.56
. 705 ( 010 7 8980.08 .996 { 3 8 1) 8982.10 .485 2 7 8) 9582.10
. 280 (0 713 8985.86 2917 ( 3 213 900%1.50 .399 { 2 6 10)
.453 {( 0 6 15) .969 (2 119) 9013.29 .925 { 0 3 248 9588.36
.280 (0 9 9) 9005.41 .960 ( 3 7 3 9032.69 .992 ( 112 2) 9602.85
-354 ( 0 811 .788 ( 3 311} 2043.84 . 863 <1 4 18) 9606.72
.407 { 0 9 9 9023.03 .577 3 b 5} 5060.91 .999 ( 015 0) 9636.95
.347 { 0 7 13) .272 { 3 5 7 .780 { 1 5 1e6) 9669.95
.516é { 0 811 w045 €0 .971 { 1 123 9063.16 .958 (111 4 9670.14
.20° £ 6 71y .304 { 3 6 5) 9070.56 .889 (6 4 22) 9691.00
Polyad # 28 Ecalc .487 { 3 4 9 .416 (1 614 9713.85
1.000 ( 7 0 0) 8078.49 .605 {3 5 7 9086.47 . 649 110 6) 9716.42
.998 6 2 0 8222.49 -290 {3 4 9 .385 { 1 810) 9737.20
-930 (6 1 2) 8247.06 .972 { 0 127 9093.17 .993 { 014 2) 9739.54
-931 ( 6 0 4 8253.87 .937 { 2 217 9096.95 .450 { 1 9 8) 9753.11
.998 {5 4 0 8364.27 -996 ( 210 1) 9120.50 .369 « 1 712)
-967 t 5 0 & 8394.95 .884 (2 315) 9163.51 .543 ¢ 1 8 10) 9774.41
.966 { 5 3 2) 8400.24 .945 (1 2 21} 9169.03 .256 (1 712)
.369 { 5 2 4 8413.62 .974 (2 9 3) 9184.16 .835 ( 0 5 20) 9776.98
.586 (5 1 6) .760 (2 413) 9212.17 .970 ( 013 4) 9820.92
.599 { 5 2 4 8421.23 .950 (0 2 25) 9220.28 .743 { 0 6 18) 9845.71
.380 ( 5 1 6) .827 { 2 8 5) 9226.57 -885 ( 012 8} 9881.06
- 999 ( 4 6 0 8503.47 .357 { 2 6 9 9240.66 .266 ( 0 8 14a) 9895.92
.985 ( 4 0 12) 8507.32 .353 { 2 511 .539 { 0 7 16)
.980 ( 4 5 2 8551.44 .530 { 2 7 7 9254.18 .429 ( 011 8) 9917.05
.929 ( 4 110 8552.49 .327 ( 2 511) .298 { 0 10 10}
.397 ( 4 4 a) 8576.77 .997 ( 112 1) 9255.37 -290 { 011 8) 9930:05
.267 { 4 3 6) -909 ( 1 319) 9258.42 .279 { 0 9 12)
.302 ( 4 2 8) -581 (2 6 9N 9272.44 .387 { 0 10 10} 9950.50
.481 { 4 24 4 8581.70 -849 ( 1 417 9330.83 .326 { 0 8 14)
.478 { 4 2 8 .920 ( 0 323 9331.46 .299 { 010 100 9974.02
.988 ( 3 0 1e) 8592.52 .981 ( 111 3} 9332.61 .496 ¢ 0 912y
.725 ( 4 3 6) 8595.19 .726 ( 1 5 15} 9385.47 Polyad # 31 Ecalc
-999 ( 3 8 0) 8639.74 .998 ( 014 1) 9386.35 .948 (7 1 1 5023.81
.990 (2 020 8653.28 .912 (110 95) 9388.85 .948 (7 0 3 9029.29
.958 3 119 8661.83 .277 (1 711 9418.25 .978 t 6 0 M 9162.37
0991 t 1 0 24) 8692.14 .496 {1 9 N 9426.21 .981 (6 3 1) 9171.10




Apéndice D

Molécula S,0 Xt A’

(V)

.283
.689
.698
.288
.988
. 947
.990
.557
.990
.697
.277
.766
.991
.965
.992
.992
.992
.993
.916
.970
-850
.716
.536
.270
377
.549
.973
. 940
.974
.974
.995
.884
.948
. 957
.724
.598
.262
.952
.286
.443
.570
.325
.954
.912
.996
.850
.924
.973
.702
.929
.822
379
.27
.997
.515
.350
.883
.575
.980
.815
.897
.998
.898
.667
.263
.255
.426
.293
.852
.341
.274
372
.473
.985
779
.941
.640
L7137
L343
.301
.342
.276
.3R72
.274
.470
.350
Polyad #
1.000
.995
.894
.890
. 985
.997
.871
.877
.836
.990
.960
.998
.991
.854

.992
-992
. 470
-423
.992
-992
. 480
. 478
.969
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9182.
9189.

9265.
9312.
9316.
9339.
9340.
9343.

9355.
9390.
9411.
9415.
9418.
9425.
9458.
9464.
9484.
9496.
9459.
9514.

9527.

78
53

48
03
11

72
56

86

45
38

73
48
78
59
78
87
84

.998
.972
.932
.974
.975
-840
.975
.975
.514
.283
.372
.500
. 946
.655
.999
.952
.903
.984
.954
.809
.956
.850
.306
.479
.921
.558
.264
-999
.272
.584
.929
.872
.989
.933
.775
-999
-932
.893
.293
.421
.603
.269
.272
.452
.425
.904
.991
-839
.999
.957
.739
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9738.

9748.

9749.
9787.
9787.

9793.
9805.
9805.
9814,

9821.

9834.
9836.
9870.
9894.
9902.
9932.
9934.
9952.
9954.
9973 .
9983.

9985.
9997.

9998.
10014.

10047.
10060.
10073.
10088.
10116.
10122.
10128.
10143,
10153.

10162.
10178.

10198.

10206.
10211,
10223 .
10241.
10280.
10285.
10307
10326.
10329.
10345.
10350.

10367.
10389.
10392.
10428.
10460.
10489.
10509.
10527.
10542
10563

10587.

.27
.15

43

Ecalc

9495.
9634.
9642.
9649.
9741.
9780.
9788.
9800.

9808.

9819.
9862.
9871.
9883.
9892.
9898.
9904.
9929.
9931.
9955.

9958.
9960.

9973.

10008.
10028.
10033.
10035.
10043 .
10071.

10081.
10101.

.864
. 662
.555
.343
.565
.955
.916
.957
.958
.995
.850
.927
.954
.656
.618
.933
.268
.397
.536
.357
.936
. 887
.996
.816
.902
.971
. 640
.818
.909
-390
.997
.497
.362
.856
.565
.980
.780
.874
.997
.905
.619
. 344
.281
.365
.281
.824
.367
.296
.985
.341
.486
.743
.939
.587
. 743
.352
.366
.338
.444
-375
Polyad #
.971
.971
.986
.993
.800
.808
.991
.961
.992
.996
.992
.782
. 848
.807
.992
.992
.992
.992
.971
.935
.998
.974
.721
.856
L9717
.976
.505
.359
.977
.976
.436
.510
.949
.998
.955
.906
.973
.957
.793
.958
.959
.556
.278
.336
.482
.925
.622
.278
.999
-932
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10110.
10115.
10130.
10144.

10151.
10177.
10179.
10190.
10209.
10237.
1025¢.
10261.
10277.
10291.
10300.
10303.

10321.

10331.
10332.
10342.
10397.
10404.
10408.
10444.
10452.
10456.
1047¢C.
10472.
10484.

10492.
10504.
10551.
10563.
10566.
10597.
10609.
108615.
10643.

10652.

10659.
10672.

10691

10694.

10735,
10764.
10793 .
10814.
10830.
10846.
10867.
10892.

Ecalc

9799.

9803.

9929.

9941.

9951.

9957.
10023.
10071.
10080.
10080.
10089.
10100.
16105.
10116.
10118.
10128.
10141.
10145.
10161.
10215.
10216.
10224.
10252.
10253.
10258.
10262.
10269.

10277.
10279.
10280.

10302.
10349.
10364.
10364.
10399.
10402.
10407.
10420.
10421.
10426.

10435.

10448.
10450.

10479,
10509.

65
69

01
43

223
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Molécula S,0 XA’

V)

Apéndice D

T—— .875
.983
.936
.764
.938
.847
.341
.397
.898
. 999
.553
.297
.584
.908
. 842
.988
.914
.999
.731
.929
.869
.298
.304
.568
.304
.419
.447
.991
.882
. 808
.999
.955
.696
.839
.729
.299
.410
.993
.306
.341
.403
.324
.505
.313
.773
.968
.658
.880
.317
.393
.498
.278
.252
.340
.410
.334
.499

Polyad #
.954
.954
.990
.933
.812
.874
.993
.992
.993
.992
.969
.993
.993
.993
-909
.970
.405
.525
.565
.408
.974
.977
.976
. 946
.977
.977
.977
.275
.633
.712
.379
.282
.294
.954
.514
.432
.705
.957
-920
.960
.95%
.960
-992
.849
.931
.B69
.596
.569
L312
.576
.937
.891
.939
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10516.19
10541.95
10548.95
10565.90
10569.65
10583.63
10595.81

10599.80
10604.48
10609.36

10626.96
10661.09
10673.19
10680.99
10702.58
10725.61
10728.89
10736.48
10756.86
10763.79

10771.92
10789.71
10809.76

10816.21
10819.69
10835.76
10842.00
10885.69
10897.09
10%20.54
10933.12
10939.36

10947.23
10958.81

10976.70
10999.44

11004.61
11031.13
11071.22
11093.64
11118.52

11132.%0
11150.01
11171.35

11196.36

Ecalc
10105.98
10111.82
10218.40
10249.74
10257.34
10264.72
10293.22
10299.96
10340.97
10353.56
10356.42
10373.20
10381.92
10387.64
10395.08
10401.48
1i0414.24

10422.76

10433.92
10477.91
10485.10
10497.21
10506.65
10512.62
10518.99
10542.79

10542.86
10567.53

10571.80
10572.84

10586.69
10621.66
10641.53
10648.18
10649.38
10657.44
10681.09
10693.71
10714.33
10720.63
10727.12
10741.25
10756.12

10763 .95
10790.16
10792.92

.941
.995
.816
.906
.951
.250
.581
.633
.914
.251
.348
.503
.386
.861
.918
.996
.781
.970
.879
.561
.803
. 889
.997
.391
.475
.363
. 829
.552
.979
.744
.851
.997
.904
.254
.562
.410
.23%0
.318
.795
.389
.314
.984
.311
.495
.706
.938
.264
.532
. 748
.344
.382
.314
.255
.417
-397
Polyad #
1.000
.986
.955
.543
.993
.992
.963
.990
.993
.251
.721
.740
.250
.993
.993
.993
.993
293
.974
.937
.996
.978
.976
.677
.804
.781
.978
.977
.978
.978
.953
.997
.909
.958
.613
.328
.541
.961
.960
.535
.300
.961
.961
.397
.536
.929
.998
.878
.936
.971
.940
.743
.942
.943
.591
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1080365 .267
10815.89 .306
10848.55 .453
10862.26 .903
10868.83 .591
10888.06 .309
. 999

10899.86 .913
10912.69 .846
10913.79 .982
.918

10931.80 L7717
.921

10943.83 -846
10943.91 .367
10946.88 .319
11008.07 .999
11013.44 .875
11016.29 .543
11053.68 .324
11058.58 .581
11068.54 .888
11073.69 .813
11078.03 .988
11093.22 .894
-939

11103.26 .685
11113.94 .927
11154.31 .845
11173.01 .276
11177.12 .505
11195.91 .258
11213.70 .337
11224.44 .257
.991

11248.49 .387
.466

11259.85 .860
11269.16 .999
11279.99 .777
1954

11291.12 .651
11302.92 .813
.755

11344.08 . 993
11365.03 .332
11400.83 .344
-303

11416.88 .379
11435.95 .290
11451.85 .483
11473.81 . 340
.741

11499.15 .968
.614

Ecalc 879
10271.23 327
10403.24 .309
10413.54 .516
10418.33 .350
10502.18 .413
10502.33 .327
10542.61 . 494
10553.70 Polyad #
10558.89 1.000
10564.13 .991
.993

10570.82 .901
. 910

10571.31 .993
10600.62 .993
10613.00 .993
10625.13 .972
10630.408 -993
10636.29 -993
10683.77 -890
10691.05 .993
10693.57 -905
10701.54 .993
10712.46 .851
10717.25 .978
10728.67 .977
10731.54 .978
10741.13 .978
10753.67 .950
10757.67 L9739
10773.22 .979
10825.29 .979
10827.52 .872
10835.88 .966
10862.70 .452
10863.93 .459
.514

10870.71 .450
10874.46 .958
10879.63 .962
.960

10889.49 .924
10891.51 .962
10891.61 .962
: .962
10913.89 .985
10956.08 . 845
10974.64 .458
10975.08 .285
11006.70 .936
11013.72 441
11017.26 . 465
11032.31 -677
11033.23 940
11034.74 .896
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11044.

11059.
11060.

11083.
11115.
11125,
11146.
11159.
11174.
11180.
11189,
11203,

11205.
11209.
11217.

11235.
11270.
11282.
11283.
11312,
11324.
11336.
11339.
11365.
11369.
11377.

11396.

11415.
11417,

11428.
11437.
11443.
11486.
11504.
11528.
11535.
11543.
11544.

11562.
11581.

11605

11611.

11629
11677
11692
11722

11734
11753
11775

11800

42

.29

91
.17
.35
.96
.86

.09
.25
.11

.81

Ecalc

10576
10694
10707
10718
10724
10772
10780
10823
10830
10837
10858
10861
10867
10867
10873
10876
10905
10910
10952
10964
10967
10983
10992
10998
1100S
11010
11023

11033

11044
11088
11095
11106
11117
11122
11129
11149
11151
11175

11181
11181

11195
11230
11250

.72
.97
.04
.37
.35
.55
.98
.63
.02
.57
.05
.01
.52
.97
.50
.22
.03
.95
.09
.14
.07
.85
.30
-04
.28
232
.79

.07

.10
.96
.02
.92
.09
.49
.04
.71
.97
.20

.20
.28

.73
.95
.36




Apéndice D

Molécula S,0 X1 A’

(VD)

.944
.943
-944
.992
.814
.912
.871
.281
.526
-578
.283
.584
.918
.867
.922
.924
.994
.780
.885
.949
.280
.496
.640
.259
.298
.894
.470
.413
. 996
.835
.899
.969
.744
.857
.367
.638
-997
.868
.256
.380
.452
.354
.802
.537
.272
.978
.707
.827
.997
-902
.281
.502
-463
. 289
.284
.297
.767
.407
.325
.984
.282
.501
.668
.937
.288
.475
.752
.254
.320
.388
.290
.276
-390

Polyad #
.987
.987
.993
.993
.993
. 965
.947
.922
.993
.994
.993
.994
977
.993
.978
.994
.940
.988
.979
.310
.649
.678
.307
.979
.979
.979
.979
.979
.957
.912
.995
. 963
.961
.558
.739
.758
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11258.44
11258.78
11267.16
11285.76
11301.88
11323.00
11326.02
11334.31

11348.11
11363.88

11372.66
11398.14
11401.88
11413.07
11418.14
11455.76
11470.23
11471.98
11494.07

11504.26
11519.55

11520.84
11538.21

11546.48
11551.00
11552.46
11614.10
11614.36
11623.59
11658.38
11660.70
11670.41
11676.18
11681.62

11697.56

11709.66
11718.97

11752.27
11778.41
11783.79
11789.53
11812.81
11828.58

11849.24
11862.45

11874.81
11882.92

11886.13
11906.55

11948.61
11961.37
12004.02

12014.54
12036.77

12052.53
12075.36

11173.05
11180.21

11180.46
11209.56
11221.76
11233.80
11238.69
11245.09
11292.16
11297.54
11302.97
11309.90
11320.00
11324.59
11336.86

.900
.668
.903
.846
.999
-385
.B851
.528
.343
.574
.867
.987
.782
.999
_875
.920
.637
.290
.255
.820
.430
.276
.367
.279
.991
.356
.482
.999
.838
.745
.9s3
.605
.767
.187
.993
L350
.271
.372
.257
.353
.252
.458
.365
.707
.967
.568
.879
.308
.505
.347
.411
S311
.485
.263
Polyad #
.993
.994
.994
.993
.993
.994
.976
.994
.979
.994
. 849
.865
.994
.994
.994
L9739
.980
.980
.955
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11340.31
11349.26
11362.01
11365.79
11381.13
11429.66
11434.90
11443.50
11467.87
11470.42
11479.32
11482.00
11485.69
11497.52
11498.55

11499.19
11520.95
11558.12
11581.07
11582.00
11609.53
11620.71
11622.86
11638.50

11639.58
11641.00
11649.46

11665.31
11666.17

11682.54
11726.11
11731.41
11747.36
11766.07
11779.37
11787.62
11790.75
11802.56
11806.64
11814.95
11820.57

11839.79
11876.55
11881.27
11886.67
11917.79
11918.76
11938.81
11540.43
11970.55

11970.57
11979.06

11998.37

12010.91
12019.83

12027.82
12034.00
12047.58
12082.78
12106.74
12132.61
12132.87
12135.85

12145.70
12162.70
12182.67
12206.71

12214.82
12222.49
12279.05
12287.61
12322.30
12330.99
12351.97
12374.41

124G0.77

Ecalc
11104.65
11170.87
11186.45
11187.30
11256.60
11262.21
11303.63
11310.35
11315.58
11322.64
11326.72
11332.82
11346.29
11355.00
11362.01
11380.33
11388.85
11430.87
11437.61

. 980
.980
.842
-897
.980
.980
.832
.964
.962
.964
.964
-930
.964
.964
.965
.829
.960
.493
.398
.468
.487
.941
-947
. 945
.902
.947
. 946
.947
. 985
.809
.525
.278
.381
.474
.917
.648
.256
2923
.873
.926
.928
.928
.991
L7717
.873
.892
.317
-454
.581
.262
.256
.588
.900
.841
-904
.994
.907
.743
.948
.864
.300
.400
.632
.297
.875
.438
.437
.996
.808
.881
.968
.707
-834
679
.254
-418
.997
.848
.298
.360
.426
.335
<773
.519
L300
.978
.997
.669
.803
.902
.305
.438
.506
.279
.259
.330
.737
.984
.419
.330
.254
.503
.629
.937
.306
.407
.747
.292
.280
.386
.265
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11444.
11464.
11468.
11474 .
11474,
11480.
11483.
11512,
11517.
11559.
11570.
11573.
11580.
11598.
11604.
11611.
11614.
11629.

11639.

11650.
11695.
11700.
11712.
11723.
11728.
11735.
11752.
11756.
11778.

11785.

11786.
11800.

11836.
11855.
11864.
11864.
11872.
11885.
11905.
11927.
11927.
11937.

11950.
11967.

11977.
12001.
12006.
12015.
12018.
12058.
12070.
12073.
12095.

12104.
12120,
12124.
12140.

12141.
12153.
12156.
12210.
12216.
12226,
12256.
12260.

12262.
122759.
12280.

12297.

12311.
12319.

12345.
12378.
12379.
12386.
12407.
12428.

12445.

87
98
17
47
48
33
58
81

18
69

48
66
43
33
92
17

20
93
86
52
46

[0D%
23

57

41

12460.6

12476.
12476
12481

12505
12548
12553.
12602.

12607.
12632.

12648.
12672.

10

.38
.42

.74

.73

01
63

61
81

85
43
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226 : -~ Apéndice D

Molécula S0 XA’ (VII)

1252 - —{—8—34 11) L3600 (2 13 6) 12576 .42 3BT T 4 8 9

.293 ( 012 15) .264 (2 10 12) 577 ( 410 5) 12549.04

.36 (0 14 11) 12699.07 L3922 12 8) 12596.12 .291 {4 8 9)

.434 ( 013 13) .298 (2 10 12) .589 (a4 9 7 12566.47
Polyad # 40 Ecalc L990 (117 2) 12601.21 .882 (2 621 12577.56

.993 (0 0 40) 11297.49 1999 ( 020 0) 12613 .48 .815 ( 3 7 15) 12601.44

1.000 (10 0 0) 11348.36 2325 (212 8) 12618.27 .887 {1 6 25} 12607.28

.993 (1 0 36) 11388.49 .494 (2 11 10) .994 (314 1) 12609.01

.995 9 0 4 11459.71 .8l6 (0 8 24) 12634.72 .8%0  { 0 6 29) 12619.39

.993 (2 032) 11466.66 L7130 (1 9 18) 12646.98 .705 (3 8 13) 12657.33

L96% (9 1 2) 11484.27 1953 (116 4) 12674.36 .947 (313 3) 12664 .80

.974 (9 2 0) 11490.53 L2510 (1 11 14) 12704.95 .842 (2 719 12673.51

.979 ( 0 1 38) 11514.77 .557 (110 16) L3010 (310 9) 12692.48

.994 ( 3 0 28) 11529.84 0993 ( 019 2) 12723.02 .292 (3 911

.995 ( 8 0 8) 11537.86 .775 (115 6) 12725.45 .595 (312 5) 12700.34

.994 ( 4 0 24) 11575.77 L7600 (0 9 22) 12732.53 .333 ¢ 311 7N 12718.03

.994 ¢ 7 012y 11585.78 .353 (112 12) 12741.99% .855 (1 7 23) 12724 .49

.981 ( 8 1 6) 11588.03 0395 (114 8) 12758.04 .995 ( 216 1} 12731.79

.980 (1 1 34) 11588.13 .328 (114 8) 12779.01 .405 (311 7 12737.95

.994 (5 0 20) 11602.08 .432 (113 10) 12803.67 .459 ( 310 9

.994 (6 0 16) 11606 .28 .389 (1 12 12) .781 (2 8 17) 12752.54

.943 (8 2 4 11620.32 .967 (018 4) 12811.07 .862 (0 7 27 12756.90

.943 (8 4 O 11629.50 .674 (0 10 20) 12813.34 .968 (215 3) 12801.70

.906 (8 3 2 11635.47 .263 ( 012 16) 12876.27 .668 (2 915 12813.95

.980 (2 130 11647 .82 .519 {0 11 18) .811 (1 821 12825.40

.981 (7 110) 11660.40 .876 ( 017 6) 12877.57 .771 ( 214 3) 12849.59

.980 (3 1 26) 11691.64 12916.44 1997 (118 1) 12849.70

.981 (6 1 14) 11704.25 .427 ( 016 8) 12923.96 .312 ( 211 11) 12856.22

.981 (4 1 22) 11717.29 L3300 (0 14 12) 12946.16 0391 (2 10 13}

.962 (7 2 8 11717.80 .403 (0 15 10) 12969.24 .339 (213 7) 12875.44

964 (0 2 36) 11718.50 .287 (0 13 14) .329 ( 212 9

.981 ¢ 5 118) 11722.33 .473 (014 12) 12996.24 .826 { 0 8 25) 12878.64

916 ¢ 7 3 6 11757.44 .290 (0 13 14) L399 (213 7} 12893.16

.987 (7 6 0) 11766.25 Polyad # 41 Ecalc .308 (211 11

.965 (1 232) 11773.77 -993 { 0 0 41) 11486.42 .745 {1 9 19) 12909.50

.364 (7 5 2) 11777.84 .993 (1 037 11585.62 .498 (212 9) 12915.83

.582 (7 4 4 1.000 (10 0 1) 11645.50 .327 (211 11

.622 ¢ 7 5 2) 11785.47 .994 (2 0 33) 11672.51 .978 ( 117 3 12934.16

.359 (7 & 4 .979 (0 1 39) 11709.96 .997 (020 L) 12962.35

.965 (6 212y 11785.59 .996 (9 0 5) 11743.11 L630 (110 17) 12976.08

.965 {2 228 11814.50 .994 (3 0 29) 11744.96 .778 (0 923 12984.19

.966 (5 2 16} 