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Resumen

Uno de los mas interesantes tipos de superficies estudiados en Geometria son
las superficies minimas o minimales, que son aquellas con curvatura media nula en
todos sus puntos. En este trabajo trataremos de formalizar algunas de las herra-
mientas empleadas en el estudio de estas superficies y daremos una visiéon global

de como esta teorfa matemética se ha ido desarrollando en su etapa "clasica" a
lo largo de los siglos XVIII y XIX.



Abstract

One of the most interesting kinds of surfaces studied in Geometry are the
minimal surfaces, which are those with zero mean curvature at all points. In
this study we will try to formalise some of the tools used in the research of these
surfaces and we will give a global view of the development of this mathematical
theory in its "classic" stage throughout the eighteenth and nineteenth centuries.



Introducciéon

Dada una curva cerrada en el espacio euclideo de tres dimensiones, jcual es la
superficie de menor area que tiene como frontera dicha curva? Esta es la pregun-
ta que, en 1762, Joseph Louis Lagrange quiso responder a modo de ejemplo para
ilustrar su recién creado método de calculo simbodlico para el Calculo de Varia-
ciones. Como analista acérrimo de la época, Lagrange no estaba interesando en
ejemplos concretos ni mucho menos en la geometria como disciplina, por ello su
respuesta a dicha cuestion fue, simplemente, que tal superficie debia satisfacer la
hoy conocida como ecuacion de Fuler-Lagrange. Sin embargo, con esta conclusion
dio origen a una de las cuestiones que més interés ha suscitado en los gedmetras
desde entonces y, que en gran medida, se basa en la busqueda de ejemplos de
este tipo de superficies. Anos después, en 1776, Meusnier dedujo que el hecho
de que una superficie cumpliera tal condicién era equivalente a que la superficie
tuviera curvatura media idénticamente nula, condicién que desde hace anos es
fundamental para la definicion de las superficies minimales o minimas. Meusnier
también hall6 los primeros ejemplos (propios) de superficies minimales: el helicoi-
de y el catenoide. En la segunda mitad del siglo XIX, tras anos sin la apariciéon de
nuevos ejemplos, algunos de los grandes matematicos de la época centraron sus
esfuerzos en el desarrollo de férmulas que permitieran descubrir nuevas superficies
minimales mediante la integracion de funciones de variable compleja. Estas son
las conocidas como formulas de representacion y las mas relevantes de este pe-
riodo se las debemos a Enneper y Weiestrass. Tras la aparicion de estas formulas
y la popularizacion del uso de la variable compleja, fueron encontradas muchas
otras superficies minimales y, al mismo tiempo, se hicieron nuevos avances en el
estudio de sus propiedades, como las caracterizaciones halladas por Beltrami o
las superficies asociadas definidas por Bonnet.

Nuestro objetivo es dar una vision general de como se desarrollo la teoria de
superficies minimas a lo largo de los siglos XVIII y XIX, resaltando los avances
mas significativos y empleando las mismas ideas y métodos seguidos por sus auto-



Indice general

res originales. Para la elaboracion de este texto nos hemos basado principalmente
en la primera parte del libro [3]. Las fuentes empleadas en cada capitulo y seccion
son mencionadas al comienzo de éstos.

Para comenzar, el Capitulo de Preliminares consta de dos partes: En la pri-
mera parte, compuesta por las Secciones 0.1 y 0.2, se recuerdan las nociones y
resultados de las asignaturas del grado que son empleadas posteriormente. Por
ello, los teoremas y proposiciones son expuestos sin demostraciones pero con refe-
rencias de los libros en las que pueden encontrarse. La Secciéon 0.1 versa sobre el
contenido de las asignaturas de Geometria Local de Curvas y Superficies, Geome-
tria Aplicada y Variedades Diferenciables. En la Seccion 0.2 se trata el contenido
de las asignaturas de Funciones de Variable Compleja y Variable Compleja. La
segunda parte esta constituida por la Seccion 0.3. En ella damos una definicién
alternativa de la derivada covariante estudiada en la asignatura de Geometria y
Topologia de Superficies. En base a ello, introducimos los Operadores de Beltra-
mi junto con resultados que no forman parte del itinerario del grado. Por ello,
los teoremas y proposiciones son presentados con sus correspondientes pruebas a
pesar de estar incluidos en el capitulo preliminar.

En el Capitulo 1 exponemos distintas definiciones y caracterizaciones de las
superficies minimales resaltando algunas de sus propiedades mas notables. Adap-
tamos las pruebas originales de los resultados sin perder la esencia e ideas seguidas
por sus autores, acompanando este contenido con notas histéricas sobre los inicios
de esta teoria. Para empezar, damos una primera definicion de las superficies mi-
nimales como superficies regulares con curvatura media nula en todos sus puntos,
que corresponden a los maximos o minimos del funcional drea de una superficie. A
continuaciéon, centramos nuestro interés en las superficies no paramétricas, con las
que comenzob el estudio de las superficies minimales y vemos como los resultados
obtenidos para este tipo de superficies nos permiten extraer conclusiones validas
para superficies regulares cualesquiera. Finalmente, obtenemos otras caracteriza-
ciones de las superficies minimales en términos de los Operadores de Beltrami.
Esto nos permite dar una definicion mas general de las superficies minimales
admitiendo superficies que no son regulares en todos sus puntos.

En el Capitulo 2 mostramos algunos de los avances que surgieron del uso de
la variable compleja en el estudio de las superficies minimales. En primer lugar,
definimos la superficie adjunta a una superficie minimal, probamos su minimali-
dad y mostramos su relacion con las curvas isotropicas. Seguidamente, definimos
las superficies asociadas a una superficie minimal y exponemos las nociones de
equivalencia entre todas ellas. Por ultimo, probamos algunas de las més impor-
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tantes formulas de representacion de superficies minimales, fundamentales para
la biisqueda de nuevas superficies.

En el Capitulo 3 se exponen distintos ejemplos clasicos de superficies minima-
les. En las explicaciones de los ejemplos se emplean las técnicas desarrolladas a lo
largo del trabajo y se complementan con graficas de elaboracién propia realizadas
en Python a través del entorno Spyder.

Garden of minimal surfaces

Fotografia de Johannes C. C. Nitsche y C. D. Nitsche



Preliminares

0.1 Geometria Diferencial

En esta seccion recordaremos los conceptos sobre curvas y superficies regu-
lares en el espacio euclideo R3 que nos harén falta en adelante. Los resultados
presentes en el itinerario de las asignaturas de Geometria Local de Curvas y Su-
perficies y Geometria Aplicada seran presentados sin demostraciones, éstas se
pueden consultar en [4] y [6].

En primer lugar veamos el tipo de curvas con las que vamos a trabajar.

Definiciéon 1. Una curva parametrizada es una aplicacion « : (a,b) C R — R3
diferenciable de clase C?:

a(t) = (z(t), y(t),2(t), t € (a,b).
Se dice que « es regular si verifica

_da

Oé/<t) = E

(t) #0, paratodot € (a,b).

Informalmente emplearemos curva regular para referirnos a las curvas para-
metrizadas regulares.

También nos interesara describir la imagen (o grafo) de una curva mediante
otras parametrizaciones, para ello se definen las reparametrizaciones de una curva:

Definicion 2. Sea a : (a,b) — R? una curva parametrizada regular. Un cambio
de pardmetro de a es una aplicacion h : (¢,d) C R — (a,b) biyectiva y de clase
C? que verifica h'(r) # 0 para todo r € (c,d). Se denomina reparametrizacion
regular de a a la curva regular = aoh: (¢,d) — R3.

A menudo trabajaremos con curvas regulares parametrizadas naturalmente:

6



Capitulo 0. Preliminares

Definicién 3. Sean « : (a,b) — R® una curva parametrizada regular y ty € (a, b).
Se define longitud de arco de o desde el punto ty como la funcién s : (a,b) — R3:

s(t) :/t |/ (r)|dr, con |&/(r)| = \/{a/(r),a(r)).

Ademas, si « estéd parametrizada por su longitud de arco se dice que es una curva
reqular parametrizada naturalmente, y a su parametro s se denomina pardmetro
natural (o pardmetro arco).

Usualmente los calculos se simplifican cuando una curva esta parametrizada
por su parametro arco, por lo que resultan de especial utilidad los siguientes
resultados.

Teorema 1. Toda curva parametrizada reqular admite una reparametrizacion
reqular mediante su longitud de arco.

Teorema 2. Sea « : (a,b) — R una curva parametrizada reqular. o estd para-

metrizada naturalmente si y solo si |a/(t)| =1, para todo t € (a,b).

Denotaremos por & a la derivada de la curva « respecto de su parametro
natural s. En adelante, solo consideraremos curvas regulares parametrizadas na-
turalmente.

Definicion 4. Sean « : (a,b) — R® una curva regular parametrizada natural-

mente y so € (a,b).

» Se define el vector tangente a a en a(sp) como el vector unitario
t(So) = d(SQ).

= Si |G&(sp)| > 0, se define el vector normal principal de a en a(sg) como el
vector unitario

d(So)
n( 0) = 7= .
|Gi(s0))
» Si |é(sg)] > 0, se define el wvector binormal de o en a(sg) como el vector
unitario

b(So) = t(SQ) A ’l’l(S()).

De esta forma, hemos construido en cada punto s € (a,b) con |&(s)| > 0 una
terna {t(s), n(s), b(s)}, conocida como Triedro de Frenet, que es base ortonormal
directa de R?.

En ocasiones trabajaremos con curvas regulares més generales, que no son
derivables en todos sus puntos:
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Definicion 5. Una curva reqular a trozos es una aplicacion « : [a,b] C R — R?
continua y tal que existe una particion del intervalo [a, b]:

a=1ty<t;<- <t <tgr1=0>b conkel,

de forma que, para todo 7 = 0,. .., k, la restriccion o; := o, 4, ,) es una curva pa-
rametrizada regular cuyas derivadas (hasta orden 2) se extienden por continuidad

a los extremos t; y t;11. Cada «; se denomina un arco regular de «.

A continuacion, vamos a definir las superficies con las que trabajaremos y
vamos a recordar elementos del estudio local de superficies.

Definicion 6. Una superficie reqular es un conjunto S C R3 tal que para cada
punto p € S existen un dominio (abierto y conexo) U C R?, un entorno U’ de p
en R3 y una aplicacion X : U — R? verificando:

(i) X(U)=U'NnSy X :U — R? es diferenciable de clase C?, es decir, sus
funciones componentes poseen derivadas parciales de orden 2 continuas en
U.
(i) X : U — X (U) es un homeomorfismo, es decir, admite una inversa X ! :
X(U) — U continua.
(iii) Condicién de regularidad: Si w = (u,v) = (u',u?) € U C R?, entonces

donde X;(w) = 2% (w) vy Xy(w) = 2% (w).

Oul — ou?
Se denomina parametrizacion local de S en un entorno de p a la aplicacion X.

Observacion. La condicién de regularidad (1) es equivalente a que la matriz
jacobiana
VX (w) = (Xi(w), Xo(w))

tenga rango maximo (con valor 2), ya que los vectores X;(w) y Xs(w) son lineal-
mente independientes en cada punto w € U.

Definimos entonces el plano tangente a X en w como el subespacio vectorial
generado por los vectores independientes X;(w) y Xo(w), y lo denotaremos por
T, X . Por otro lado, se define el vector normal a X en w como

X (w) A Xo(w)
M) = %) A Xa(w)]

8
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Asi mismo, se denomina campo normal, campo de Gauss o imagen esférica de X
a la aplicacion N : U — S§? C R? que a cada punto w € U le hace corresponder
el vector N(w). De esta forma el conjunto {X;(w), Xo(w), N(w)} constituye una
base del espacio vectorial R? para cada w € U. Por otro lado, se define el drea de
X como la integral

AU(X):/|X1/\X2|dUdU:/dA,
U X

donde dA = | X1 A Xo|dudv = ((X1 A X3), N) dudv es el elemento de area de X.

Observacion. Mas adelante extenderemos algunos conceptos de geometria dife-
rencial a superficies con un ntimero finito (e incluso numerable) de singularidades
aisladas (que no son puntos de acumulacion). Es decir, conjuntos S C R? tales
que para cada punto p € S existen un dominio U C R?, un entorno U’ de p en R?
y una aplicacion X : U — R? verificando las propiedades (i) y (ii) de la defini-
cion anterior pero no cumpliendo, en general, X;(w) A Xy(w) # 0 con w € U tal
que X (w) = p. En ocasiones nos referiremos a estas superficies como superficies
no regulares. Los puntos p € S para los cuales se tiene X;(w) A Xo(w) = 0 con
X(w) =py w € U (para toda parametrizacion local X : U — R3) se conocen
como puntos singulares de S.

Definicién 7. Un atlas de una superficie regular S C R? es una familia A4 =
{X.}ier de parametrizaciones locales X; : U; — S de S tales que

el

Si es posible encontrar un atlas de S formado por una sola parametrizacion local
X :U — S, se dice que X es una parametrizacion global de S.

Es necesario en este momento establecer, a fin de evitar posibles confusiones,
algunos convenios de notaciéon que emplearemos a lo largo de este texto. En primer
lugar, para indicar las derivadas parciales de una funcién de la forma f : R? — R
respecto de las variables u = u' y v = u?, emplearemos indistintamente las

siguientes notaciones:

af

uc (w) = Oua f(w) = Ouf(w) = fua(w) = folw) paraa=1,2,

en w = (u,v) = (u',u?) € R2 Por otro lado, tendremos a menudo que escribir
sumatorios respecto a miltiples subindices y superindices que toman los valores

9
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naturales 1 y 2. Para simplificar estas expresiones prescindiremos del signo de
sumatorio ) y de los limites de sumaciéon. Los indices en estas expresiones se
escribirdn con letras mintsculas griegas que, siempre que no se diga lo contrario
(especificando los valores de dichos indices) indicaran que cada indice toma los
valores 1 y 2 en los términos de la suma. Veamos un ejemplo de esta notacion
introducida por Einstein: Sea X : 2 C R? — R?® una parametrizacion local de
una superficie regular y sea U : 2 — R? un campo vectorial, se dice que U es un
campo vectorial tangente si U(w) € T,,X para todo w € (2. En tal caso, podemos
expresar el campo U en coordenadas respecto de la base {X;(w), Xo(w)} de T, X:

U(w) = U (w) Xy (w) + U(w) Xy (w) = > U*(w) Xya (w) = U*(w) Xy (w),

a=1

donde U': 2 -+ Ry U?: {2 — R son las funciones coordenadas de U.

En el estudio de superficies es de especial utilidad establecer equivalencias en-
tre superficies aparentemente distintas. En nuestro caso, sera de interés relacionar
superficies con el mismo campo normal, para ello veremos la siguiente definicion:

Definicion 8. Sean S y M superficies regulares y sean X : U — R? una parame-
trizacion local de S e Y : V — R3 una parametrizacion local de M. Se dice que
X e Y son equivalentes si existe un difeomorfismo h : V — U de clase C?, esto
es, un homeomorfismo diferenciable de clase C? con inversa diferenciable de clase
C?, tal que

Y(w) = X o h(w) = X(h(w)), paraw € V. (2)

Si la aplicacion h(w) viene dada por h(w) = (a(w),b(w)), denotamos por J, el
jacobiano de h:
oya Oya

Va
Jn = det Dh = det ( ) =lob o,

Vb

Entonces, si ademas se verifica la condiciéon
Jp > O,

se dice que X e Y son estrictamente equivalentes.

El difeomorfismo h se conoce como la aplicacion de cambio de coordenadas.
Por (2) podemos escribir

Y (u,v) = X o h(u,v) = X(a(u,v),b(u,v)),

10
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y mediante la regla de la cadena, obtenemos:

Y (u,v) = (X, 0 h)(u,v) - ay(u,v) + (Xp 0 h)(u,v) - by(u,v)
Yo (u,v) = (X4 0 h)(u,v) - ay(u,v) + (Xp 0 h)(u,v) - by(u, v).

Por tanto, se tiene

(Ya AYy) = [(Xa 0 h) - au] A[(Xs0R) - by] + [(Xs0h) - ba] A[(Xa 0 h) - ay]
= ayuby - (Xo AN Xp)oh+bya, - (Xy AN Xy)oh
= (aubv — buav) . (Xa A Xb) oh= Jh . (Xa N Xb) o h.

Entonces por el Teorema de Cambio de Variables para integrales se tiene Ay (Y) =
Ay (X), es decir, las parametrizaciones equivalentes tienen la misma area. Por otro
lado, si se cumple que J, > 0, se deduce de la expresion anterior que

(Yu A Y;}) (Xa A Xb)

- h.
Yo AY.  [XaAXG

Denotando por NX y NY los campos normales de X e Y respectivamente obte-
nemos

NY = N¥oh,

esto es, las parametrizaciones estrictamente equivalentes tienen campos normales
equivalentes. Veamos ahora la nocién de equivalencia entre superficies regulares.

Definicion 9. Sean S y M superficies regulares. Se dice que S es localmente
equivalente a M si para todo p € S existen una parametrizacion local X de S
y una parametrizacion local Y de M tales que X e Y son equivalentes. Se dice
que Sy M son localmente equivalentes si S es localmente equivalente a M y
M es localmente equivalente a S. Anélogamente, se dice que S es localmente
estrictamente equivalente a M si para todo p € S existen parametrizaciones
locales X de S e Y de M tales que X e Y son estrictamente equivalentes. Se
dice que S y M son localmente estrictamente equivalentes si S es localmente
estrictamente equivalente a M y M es localmente estrictamente equivalente a S.

Observacion. Si S es localmente equivalente a M, sabemos que, para todo p € S
existen parametrizaciones X : U - R3eY : V — R3 de S y M respectivamente
y un difeomorfismo h : V' — U de clase C? tal que Y = X o h en V. Por otro
lado, la aplicacién inversa h=! : U — V es también un difeomorfismo de clase C?
y verifica X =Y oh™! en U, para todo g =Y oh™'o X! (p) € M. Es decir, M es
localmente equivalente a S. Por tanto, si S es localmente equivalente a M o M lo

11
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es a S, entonces S y M son localmente equivalentes. Ademas, si S es localmente
estrictamente equivalente a M, el difeomorfismo h verifica J, > 0 y entonces se
tiene

1
Jp-1=—>0
h—1 Jh )

es decir, M es localmente estrictamente equivalente a S. Por tanto, si S es
localmente estrictamente equivalente a M o M lo es a S, entonces S y M son
localmente estrictamente equivalentes.

Recordaremos ahora algunos conceptos empleados en el estudio de la geome-
tria intrinseca de una superficie, comenzando por la primera forma fundamental,
que nos permite hacer mediciones sobre la superficie sin referencia a su espacio
ambiente R?. Dada X : 2 — R? una parametrizacion local de una superficie regu-
lar S C R? y dados dos vectores z,y € T, X, denotaremos por (z,y) su producto
escalar como vectores de T, X, que no es mas que su producto escalar usual como
vectores de R3.

Definicién 10. Sean S C R? una superficie regular y X : {2 — R? una parame-
trizacion local de S. Se define la primera forma fundamental de S en w € 2 C R?
como la forma cuadratica [, : T,, X — R dada por

L,(z) = (x,2) = |2[>, conz € T,X.

Como sabemos, podemos expresar cualquier vector tangente U € T,,X en
coordenadas respecto de X; = X;(w) y Xy = Xs(w) como U = U'X; + U?X,. Si
evaluamos la primera forma fundamental en U obtenemos:

L,(U) = (U' X, + U*X,, U' X, + U X))
= (U (X1, X1) + 20 U*(Xy, Xo) + (U?)* (X2, Xo)
= (U"2g11 +2U0'U?g15 + (U?)*ga,

donde
g = (X1, X1), g2 = (X1, Xo) = (Xo, X1) = g1, 922 = (X2, Xo),

son los conocidos como coeficientes métricos o coeficientes de la primera forma
fundamental. Mediante ellos se define la siguiente matriz de coeficientes métricos:

G::<911 912>.
g21 G22

12
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Podemos escribir el determinante de esta matriz como
g:=detG = gi1ga2 — 9%2 = ’X1’2‘X2‘2 - <X1,X2>2 = X1 A X2|2 >0,
se tiene, por tanto, la igualdad siguiente
| X1 A Xa| = /9.

Como la matriz de coeficientes métricos es regular, se puede calcular su matriz
inversa que denotaremos por G~! con coeficientes g** para o, 8 = 1, 2. Es sencillo

ol < g“ g12 ) _ 1 ( 922  —012 > (3)
921 922 g —d12 911

Por lo tanto se tiene que

comprobar que

92 =9y gusg” =07, (4)

donde 4] es la funcion delta de Kronecker:

5 — 1 sta=vy
“ 10 sia#y’

Pasamos ahora a definir la segunda forma fundamental. Primeramente ob-
servamos que la aplicaciéon de Gauss N : 2 — S? C R? es diferenciable y su
diferencial dN,, : T,,X — T,S* es de hecho un endomorfismo del plano tangente,
ya que los planos T, X y T,S? son paralelos.

Definicion 11. Sean S C R3 una superficie regular y X : 2 — R?® una parame-
trizacion local de S. Se define la sequnda forma fundamental de S en w € 2 C R?
como la forma cuadratica I1,, : T,,X — R dada por

I1,(z) = (Qu(z),x), conzeT,X,
donde @, = —dN,, : T,,X = T,X.

La aplicacion @), se denomina endomorfismo de Weingarten. Dado un vector
tangente U = U%* X, si evaluamos la segunda forma fundamental en U obtenemos:

[1,(U) = —(dNo(U),U) = —(U'Ny + U* Ny, U' X1 + U?X)
U (N1, X1) = U'UP[(N1, Xa) + (No, X1)] — (U%)*(No, Xo)

(UY2byy + 2UUb1g + (U?)?bay,

—
—(

13



0.1.  Geometria Diferencial

donde

bll - _<N17X1> - <N7 X11>7
bz = —(N1, Xo) = —(Na, Xi) = (N, X12) = (N, Xo1) = ba,
b22 == _<N27X2> = <N7 X22>7

son los conocidos como coeficientes de la sequnda forma fundamental. Con ellos
podemos definir la matriz de la sequnda forma fundamental:

bir bia >
B = .
( ba1  bao
Seran de especial utilidad las férmulas siguientes.

Proposicion 1. Se verifican las ecuaciones de Weingarten

ON

No=—
ou®

= —b2Xg, con —b° =bu,g"". (5)

Proposicion 2. Se verifican las ecuaciones de Gauss

0?X

Xop =~
A uedup

= I7X, + bas N, (6)

donde las componentes F(ZB, con a, B,y = 1,2, son funciones continuas determi-
nadas de forma unica.

Las funciones I, se denominan simbolos de Christoffel. Como X : 2 —
R3 es una parametrizacion local de una superficie regular es, en particular, una
aplicacion diferenciable de clase C?, por lo tanto se tiene que X5 = Xo; y en
consecuencia se tienen las relaciones de simetria:

1 1 2 2
F12:F21 y F12:F21-

Vamos ahora a deducir una expresion para las derivadas parciales de los coeficien-
tes métricos, que denotaremos por 0, gos con a, 5,7 = 1,2 (con valores arbitrarios
pero fijos).

0 0
Oy gap = 5= (9as) = 5= (Xa, Xp)) = (Xay, Xp) + (X, Xsy)

= <X57X04’Y> + <Xa7X5’Y>7
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aplicando las ecuaciones (6) y teniendo en cuenta que (Xi,N) = (X5, N) = 0
obtenemos

Oy gap = (X, [0, X7 + by N) + (Xa, T3, Xr + bgy N)
= gﬁTF;—'y + gaTFﬁTy- (7)
También podemos obtener una expresion para las derivadas parciales de los
coeficientes de la matriz inversa de G, a los que denotaremos por f%g"ﬁ con
o,B,7 = 1,2. Comenzamos derivando parcialmente respecto de u” la siguiente

igualdad
gochTﬁ = 55 = 516 + 557

y obtenemos

gTBa’Y gaT + gom—a'y gTB = N

Multiplicando la expresiéon anterior por ¢g®° = ¢'% + ¢*° escribimos
9°797°0, Gar + grag™0, 97" =0,
y teniendo en cuenta (4) se obtiene
620,97 = —g°797"0, gar-

Como o es fijo, los 07 se anulan excepto cuando 7 = o, quedando entonces la
igualdad:
0,97 = =9°79"70, gar.

Finalmente aplicando la féormula (7) se tiene

87 ga,B = _gaogTﬁ{gTEFaE»y + gasrf»y}
= g8l T, — PO,

y, como antes, 6° = 0 salvo si e = 8 y 67 = 0 salvo si € = o, entonces escribimos:
0,97 = —g*°I%, — g7°I7,. (8)

Por otro lado, si derivamos parcialmente g = g11g22 — ¢35 respecto de u? (con
v =1,2) y tenemos en cuenta (3), obtenemos

0
a_ugv = 0220, g11 + 91105922 — 29120, g12

= g{9"'0, g1 + 970,922 + 2920, 912} = 99°°0,, Gus-
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Sustituyendo los valores dados por (7) y teniendo en cuenta los valores de la
funcioén delta de Kronecker se tiene

ag (03 T T « T T [e3
% =499 6{967'['@7 + gOéTFﬁ'y} = g{aTFa'y + 5EFB7} = g{Fa'y + ng}
y, entonces
dg
— =291 .
ouy 9oar
Obtenemos finalmente la siguiente formula
1 9¢g 10 0
o =—-—=-—A1 =—/(1 . 9
“ = 20w 5 5y 108 9) = 5~ (log \/g) (9)

Queremos ahora definir las curvaturas principales, para ello necesitamos em-
plear el siguiente resultado:

Proposicion 3. El operador )., es lineal y autoadjunto, es decir, para cuales-
quiera z,y € T, X se tiene (Qux,y) = (x, Quy).

En consecuencia, los autovalores de (), son reales y se conocen como las
curvaturas principales en w, las denotaremos por k1 = Ki(w) y Ky = kKa(w).
Mediante las curvaturas principales podemos definir dos funciones de especial
importancia:

Definicién 12. Sean S C R3 una superficie regular y X : 2 — R?® una parame-
trizacion local de S. Sean k1 = k(w) y ke = Ko(w) las curvaturas principales de
w € §2. Se definen la curvatura media de S en w como

= ) (10)
2
y la curvatura de Gauss de S en w como
K= R1K2. (11)

Los autovalores del endomorfismo de Weingarten son aquellos valores k € R
tales verifican la ecuacion:

Qwv = /ﬁ‘/,

para algtin vector (autovector) V € T,,X. Equivalentemente se pueden obtener
como soluciones a la ecuacion

(Qu,V,U) = r(V,U), paratodoU € T,X,

16
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y, tomando coordenadas U = U*X, y V = V*X,, se puede reescribir la igualdad
como
bOC/BVO‘U’8 = /{gagVaUﬁ, para todo U',U? € R.

En particular se tiene
bogV® = KgagV®, para 8=1,2,
y, entonces tenemos que los autovalores x € R son las soluciones de

(VLV?) . B =xr(V', V.G,

VLV BG = k(V, V),

con V1, V2 € R. Acabamos de ver que los autovalores de Q,, coinciden con los
autovalores de la matriz BG™!, es decir, las curvaturas principales son las raices
del polinomio (en k):

det(BG™! — kld) = det(B — kG) = bin — kg1 b2 — kg2
bo1 — kga1  baz — Kgao

= rk2det G — K(b11g22 + baogi1 — bi2go1 — ba1g12) + det B
=det G (k — K1)(k — ko) = det G (k* — (K1 + K2)k + Kika).

Teniendo en cuenta la definicién de b2 que dimos en (5) se deducen las igualdades

K1+ Ky = traza(BG ™) = bapg™ = b} + b2,
det B

o = det(BGT) = bjb — biv}.

Riko =

Finalmente obtenemos las siguientes férmulas para curvatura media y la curvatura
de Gauss:

1 1
H = Sbapg™” = 5 (b1 +13), (12)
det B

Veamos ahora un resultado que relaciona equivalencia local de superficies con los
conceptos geométricos que acabamos de recordar. En la proposicion siguiente los
superindices X e ¥ indican que la funciones estan definidas en las parametrizacio-

nes X e Y respectivamente.
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Proposicion 4. Sean S y M superficies regulares. Entonces S es localmente
equivalente (localmente isométrica) a M si y solo si para todo punto p € S existen
parametrizaciones locales X : U - S CR3 eY :V - M CR? conpe X(U) y
un difeomorfismo h:V — U de clase C* tal que

kag(w) = gapo h(w), paraw eV yo,B=1,2,

donde gop Y kap son los coeficientes métricos de X e Y respectivamente'. Ademds,
S es localmente estrictamente equivalente a M si y solo si la aplicacion h verifica
Jn >0y, en tal caso, se tienen las equivalencias

TY = ThwX, NY=N*oh, Q)= QhX(w) oh paraweV.
En consecuencia, también se cumple

kY =Ky oh, ky=#kyoh, HY=HYoh, KY=KYoh.

En ocasiones tendremos que emplear el conocido como Lema Fundamental del
Cdlculo de Variaciones. Se puede encontrar una prueba de este resultado en el
Capitulo 1 del libro [7]. En primer lugar, sean n € N y el dominio 2 C R?, en
adelante emplearemos la siguiente notacion:

C°(£2) denota el conjunto de funciones continuas en (2.

C™(§2) denota el conjunto de funciones de clase C™ (derivables con continuidad
al menos n veces) en 2.

C™(£2,R?) es el conjunto de campos vectoriales de clase C™ de {2 en R3.

C(£2) es el conjunto de funciones de clase C! con soporte compacto en 2, es
decir, funciones que son nulas en todo {2 excepto en algin subconjunto
compacto de 2.

Lema 1 (Lema fundamental del calculo de variaciones). Si f € C°(§2) cumple
/ fu, v)\(u,v) dudv =0 para toda X € C1(£2),
0
entonces f =0 en §2.

Para terminar esta secciéon recordaremos algunos conceptos y resultados de la
asignatura de Variedades Diferenciables, las pruebas de los resultados se pueden
consultar en [8].

a aplicaciéon h se denomina isometria.
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Sea S C R? una superficie regular, en particular es una variedad diferenciable
de dimension 2. Todo atlas de S como superficie regular es un atlas de S co-
mo variedad diferenciable, y sus aplicaciones coordenadas son las inversas de las
parametrizaciones locales (cartas locales) de S como superficie regular. Trabaja-
remos entonces con I-formas diferenciables de clase C? en un abierto 2 C R2.
Emplearemos los términos 1-forma diferenciable y 1-forma indiferentemente. Re-
cordemos las definiciones de forma cerrada y exacta, ademas de propiedades ttiles
de la diferencial exterior:

Definicién 13. Se dice que una 1-forma w es cerrada si dw = 0. Se dice que w
es ezracta si existe una 1-forma 7 tal que w = dn.

Proposicion 5. FEl operador diferencial exterior, d, verifica las siguientes pro-
piedades para 1-formas w y n cualesquiera en 2 C R?:

1. d es lineal
2. dod=0
3. dwAn) =dwAn+ (=1)2wAdy=dwAn+wAdy

Es claro que, dada una 1-forma exacta w = dn se tiene dw = d (dn) = 0, por
tanto w es cerrada. El resultado reciproco también es cierto en nuestro contexto y
es conocido como Lema de Poincaré; nosotros emplearemos la siguiente version:

Lema 2 (Lema de Poincaré). Sea 2 C R? un abierto simplemente conexo. En-
tonces toda 1-forma cerrada sobre {2 es exacta.

Los resultados anteriores suelen enunciarse de forma general para p-formas
diferenciables en abiertos de R™ (con n,p € N), pero en nuestro caso no sera
necesaria tanta generalidad.

0.2 Variable Compleja

Maés adelante emplearemos técnicas y razonamientos propios del ambito del
Analisis de Variable Compleja. Por ello, en esta seccién se expondran algunas
definiciones y resultados de las asignaturas de Funciones de Variable Compleja
y Variable Compleja. Los resultados seran presentados sin demostraciones, éstas
pueden encontrarse en el libro [2].

Hablaremos en todo momento de funciones f : {2 — C definidas en un abierto
conexo (dominio) {2 C C del plano complejo. En ocasiones identificaremos C con
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el plano real R?, C ~ R?, de forma que cada punto w = u+iv € C se corresponde
con (u,v) € R?.

Definiciéon 14. Sea wqy € §2. Se dice f : 2 — C es derivable en wy si existe
w—rwo wW — Wy

Se dice que f es holomorfa en {2 si f es derivable en todo punto de {2.

Toda funcién de variable compleja es de la forma
f=a+ib 6 f(w)=alu,v)+ibu,v) enw=u+iv= (u,v) € 2,

donde a : 2 - Ry b: 2 — R son funciones de variable real (considerando {2
como un dominio de R? ~ C). Las funciones a y b son conocidas como las partes
real e imaginaria de f respectivamente y son denotadas por a = Re f y b =Im f.
Veamos ahora una de las més importantes consecuencias de la definiciéon anterior.

Teorema 3. Sean wy € 2 y f : 2 — C una funcion de la forma f = a + ib,
entonces [ es derivable en wy si y solo si verifican las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

Oua(wg) = Opb(wo), y 0Opa(wy) = —0ub(wy).

En ese caso se tiene que
[ (wo) = dya(wg) + i0,b(wy).

Observacion. Siuna funcion f : 2 — C holomorfa, en particular es diferenciable
(de hecho es analitica) vista como un campo vectorial f : 2 — R?. El reciproco
no es cierto en general.

Proposicion 6. Toda funcion holomorfa es analitica como campo vectorial en
R2, es decir, tiene derivadas parciales continuas de cualquier orden.

En ocasiones trabajaremos con funciones que no son holomorfas en todo C,
sino que tienen distintos tipos de singularidades aisladas en wy € §2, esto es, que
existe un entorno 2 C (2 de wy de forma que la funcion es holomorfa en 2\ {wy}
pero no es derivable en wy. Estas singularidades pueden ser de tres tipos:

Definicion 15. Sea f : {2 — C una funcién con una singularidad aislada en un
punto wy € (2. Se dice que f tiene una singularidad evitable en wy si existe

lim (w — wp) f(w) = 0.

w—wo
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Se dice que f tiene un polo en wy si

lim |f(w)] = lim /Re?2(w) + Im2(w) = oo.
w—rwo w—wo

Se dice que f tiene una singularidad esencial en wy si no tiene una singularidad
evitable ni un polo en wy.

Definicion 16. Se dice que f : 2 — C es una funciéon meromorfa si existe un
subconjunto P C (2 sin puntos de acumulaciéon en 2 tal que f es holomorfa en
(\P y f tiene un polo en cada punto de P.

A pesar de tener polos, podremos trabajar con funciones meromorfas "com-
pensando" sus polos, por ello en necesario recordar los conceptos de orden ceros
y polos.

Definicion 17. Sean wy € 2y f : {2 — C una funciéon holomorfa en 2\{wp}.
Si f tiene un cero en wy, se define el orden del cero wy como el menor nimero
natural m tal que la funcién holomorfa

h(w) = (w — wo)™ f(w)
verifica h(wgy) # 0. Si f tiene un polo en wy, se define el orden del polo wy como
el menor nimero natural m tal que existe

lim (w — wp)™ f(w) # 0.

w—rwo

Llegamos finalmente a uno de los resultados mas importantes del analisis
complejo, el Teorema del Isomorfismo de Riemann.

Teorema 4. Sea 2 C C un abierto simplemente conexo, con 2 # C y sea
wo € (2. Entonces existe una unica funcion holomorfa ¢ : 2 — C verificando

(i) ¢(wo) =0y ¢'(wo) >0,
(ii) ¢ es biyectiva,
(iii) ¢(2) ={w e C: |w| < 1}.

En otras palabras, siempre podemos encontrar un isomorfismo entre un abierto
simplemente conexo (que no sea todo C) y el disco unidad. El disco unidad,
denotado D, es la bola con centro el 0 y radio 1, D = B;(0) C R? y su frontera
0D es la circunferencia unidad.
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Observacion. La importancia de este teorema para nosotros reside en la si-
guiente idea: se puede parametrizar la circunferencia unidad mediante una curva
regular cerrada® o : [a,b] — 0D C R3. Dado un abierto (2 simplemente conexo
y un punto w € {2, el teorema anterior nos asegura que podemos encontrar un
difeomorfismo de clase arbitraria ¢ : 2 — . Su inversa, ¢!, es continua y por
tanto ¢ (AD) = 9. Ademés, como ¢'(wy) > 0 existe un entorno 2 C 2 tal
que ¢! es un difeomorfismo de clase C? en 0 (por el Teorema de la Funcion
Inversa). Por tanto la aplicacion 3 : [a,b] — 982 con = ¢p~! o a es una curva
regular a trozos que parametriza la frontera de (2. Acabamos de deducir que se
puede parametrizar la frontera de cualquier abierto simplemente conexo de R?
mediante una curva regular a trozos.

0.3 Operadores de Beltrami

En esta seccién veremos una generalizacion del concepto de derivada covarian-
te de un campo vectorial tangente prescindiendo de la “curva soporte". Esto nos
permitira definir los conocidos como primer y segundo operador de Beltrami, que
emplearemos posteriormente para caracterizar las superficies minimales. Habla-
remos en todo momento de campos vectoriales tangentes al menos de clase C?,
definidos sobre una parametrizacion local de una superficie regular X : 2 — R3.
Sea U(X) el conjunto de campos vectoriales tangentes U : 2 — R? de clase C*.
Cada U € U(X) se puede escribir como

Uw) =U%w)Xy(w), weR

con U, U? € C?(02). Consideramos también F(X) := C?(2), es decir, el conjunto
de funciones de {2 en R de clase C?. Por las propiedades bésicas de las funciones
continuas y derivables, es sencillo comprobar que F(X) es un anillo con la suma
y el producto de funciones. De hecho, podemos comprobar que:

Proposicion 7. U(X) es un §F(X)-mddulo de base {X1, Xa}.

Demostracion. Para probar que U(X) es un §(X)-modulo veamos en primer
lugar que, como X7 y X5 estan en U(X), éste es un conjunto no vacio. Entonces
por la caracterizacion de médulo (cuya prueba se puede encontrar en el Capitulo 3

2Esto es, una curva parametrizada regular « : (a,b) — R3 cuyas derivadas (hasta orden 2)
se extienden por continuidad a los extremos del invervalo y que verifica a(a) = «(b).
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del libro [1]) solo tenemos que comprobar que dados f,g € F(X)y V,W € Y(X)
se tiene que fV + gW € U(X) con

SV +gW)(w) = f(w)V(w) + g(w)W(w), we .

Como,

fV = f(ViXa) = (fV*)Xa € V(X),

gW = g(WX,) = (gW*) X, € V(X),

se tiene que
fV4+gW=(fV)Xy+ (W)X, = (fV+ gW) X, € B(X). (14)

Por otro lado, por la definicion de U(X), el conjunto { X7, X5} es sistema genera-
dor de U(X) y es linealmente independiente por la condicién de regularidad (1)
de X. Por tanto, { X1, Xa} es base de U (X) como §(X)-modulo. O

Para cada V = V*X, € B(X) podemos definir de forma tnica un operador
diferencial Ly := V*0, como

(Ly f)(w) = V*(w)0a(f(w)), para f € F(X)
y como,
(LvU)(w) = (V*0a (U’ X5))(w)
= V(w)UZ (w)Xp(w) + V (w) U (w) Xop(w),

para U = U’X; € U(X), usando las formulas de Gauss (6) de la Seccion 0.1,
podemos escribir

LyU = VU X5 + VU (I3 X, + bagN)

(15)
= VUL + I,VUPIX, + bogVUPN.

Observamos que, en general, Ly U no es un campo tangente. Pero si denotamos
por P = P(w), P(w) : R® — T,,X la funcién que para cada w € §2 le asocia a cada
punto su proyeccion ortogonal sobre el plano tangente 7, X a X en w, podemos
definir una aplicacion D : B(X) x V(X ) — V(X) como DyU := PLyU, es decir,

(DyU)(w) = P(w){LyU(w)} paraw € (2. (16)
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Gracias a la expresion (15) esto se reduce prescindir, en cada w € (2, de la
componente normal de Ly U, es decir,

DyU = VU] + I,VU"|X, (17)

para V = VX, U = UPXs € U(X). La aplicacion D que a cada par de
campos vectoriales tangentes (V, U) le asocia otro campo vectorial tangente Dy U
se denomina derivada covariante sobre X. Es facil comprobar que esta aplicacion
verifica la siguiente propiedad para U,V,W € U(X):

DiyvigmU = fDyvU + gDwU  para f,g € F(X). (18)

Para cada funcién f € §(X) podemos definir la 1-forma (diferenciable) wy :
Y(X) — F(X) como
wi(V) =Ly f =V?0.f,

para V = VX, € B(X). Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 8. Para cada [ € §(X) existe un unico campo vectorial tangente
U € B(X) verificando:

wr(V)=(V,U) para todo V € U(X).

Demostracion. Sean f!y f? las funciones dadas por la siguiente expresion:

of

fﬁzgﬂvf’ya con fa:aozf: ue

(19)
Sean U,V € BV(X) con U = fPXzy V = VX, cualesquiera, entonces
(V.U) = (V*X,, [PXg) = V[P (Xa, Xg) = gapV [’

Teniendo en cuenta la expresion (19) de las funciones coordenadas f! y f% de U
respecto a X; y Xo, se tiene

(VU) = gapg” VO fy =V, = VO foa = Ly f.

Por tanto acabamos de ver que existe un tunico U verificando la propiedad de la
proposicion?. 0

3La unicidad de la expresiéon de U viene dada por las propiedades del producto escalar; si
existiera otro campo W € U(X) tal que (V,U) = (V,W) con V # 0, entonces (V,U — W) =
0 = U-W=0< U=W.
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Denotaremos el campo U obtenido en la demostraciéon anterior por Vx f y lo
llamaremos X-gradiente de la funcion f € §F(X). Es decir, Vxf € U(X) es el
campo dado por la expresion

y cumple
Lyf=(V,Vxf), paratodoV € U(X).

Consideramos ahora el producto

(Vxf,Vxf) = gasf " = 9apg™ [ fy = 60" fr = [ fa- (20)
De (19) se tiene
VxfP =1 fa= 9" fufs: (21)
Esta tltima expresién es conocida como el primer operador de Beltrami. Este
puede ser expresado en funcion de los coeficientes métricos de X:

g11(f2)* — 2912112 + 922(f1)2.

IVxfP =
g

Fijamos ahora un campo U € (X)) y consideramos la aplicacion A : B(X) —
U(X) definida como

AV := DyU, paratodoV € U(X).
Por (18) se tiene
A(fV +gW) = FA(V) + gA(W),

para f,g € F(X)y V,W € B(X), es decir, A es un homomorfismo de F(X)-
modulos. Una base de 2U(X) como §(X)-modulo es { X7, Xo}, luego V(X)) tiene
dimension 2 como §(X)-moédulo y por tanto podemos asociar al homomorfismo
A la matriz 2x2

A = (a}), donde a, = U] + I,U”,

para U = U X3 € U(X) respecto de la base { X, X }. Para comprobarlo obser-
vamos que se cumple, para cada indice o con valores 1y 2,

(62,02) - A= (al,a2) = al X, =[U] + F(ZBUﬁ]XV.

o) o «

Por tanto, usando (17) se verifica en general

(Vlv V2) A= V1(17 O) A+ V2(07 1) A= Vl(ai a%) + Vz(aév CL%)
=V®alX, = VU] + I,V°U’|X, = DyU, paraV =V"X,.
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La traza a} + a3 de A se denomina X-divergencia del campo vectorial tangente

U:UﬁXﬂi

divyU = traza A = a} + a5 =U> + I 5U'B (22)
Usando la formula (9) de la Seccion 0.1 se tiene
= S = T3 23
luego
divyU =US + I'55U° = US + ii([)Uﬂ _ i(\/EUﬁ). (24)

Vg 0ub ﬁ ouP

Definimos ahora un homomorfismo Ay : F(X) — F(X) como

Axf:=divx(Vxf) paratodo f € F(X). (25)
Como sabemos por (19),
Vxf=(9"1)Xs, (26)
por (24) tenemos
Axf= (\/_gﬁva) (27)

V7w
Llamaremos a Ax el operador de Laplace-Beltrami en X. Por otra parte, Ay f
también es conocido como el sequndo operador de Beltrami. De nuevo podemos
expresarlo en funcion de los coeficientes métricos de X. Teniendo en cuenta (3)

=92 g 2 I0 (28)
g g g
escribimos:

1

Avf = 72 |G (VAT VA ) + o (Vg i+ Vi)

ou?
_L[ 0 (922f1—912f2> < g fo — gl2f1)1
N \/ﬁ oul \/E ou? )
(8

) de la Seccion 0.1 y de (22)

Empleando las expresiones de las derivadas
obtenemos otra formula para Ax f:

divy Vi f =divx {f° Xp} = fo+ T2 f7
= aoz( ava) argmfw
= 9" for + 1957 + T0:97"115
= 9 far + (0”15, — g7 I%%) + T g1,

= ga’yfa'y - Fgggaﬁf'y'
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Entonces si desarrollamos los valores de los pares de indices ay y af8 vemos que
se pueden agrupar de la siguiente forma:

Axf = 9" {fas = Isfa}- (29)

El X-gradiente empleado en la definicién del primer operador de Beltrami es
una generalizacion del gradiente V f de una funcion f € F(X) que nos asegura
que el campo vectorial resultante Vx f es tangente a X, algo que no cumple, en
general, el campo V f. El segundo operador de Beltrami generaliza a su vez el
laplaciano u operador de Laplace Af = div(Vf) mediante una definicion ané-
loga empleando el X-gradiente y la X-divergencia. En ocasiones tendremos que
integrar expresiones que involucran estos operadores generalizados, por ello ne-
cesitamos una expresion analoga a la conocida como formula de integracion por
partes en varias variables (también llamada Primera Identidad de Green), que
veremos a continuacion.

En primer lugar, vamos a aplicar integracién por partes a una integral de la
forma:

J = / (Vxp, Vyf)dA,
X|B

donde B C {2 es un dominio relativamente compacto en {2 (es decir, con clausura
B C {2 compacta) y cuya frontera OB se puede parametrizar mediante una curva
regular a trozos de clase C'! en cada arco regular, para ¢ € C'(2) y f € F(X).
Repitiendo el calculo de (20) y (21) obtenemos

0
<VX()07VXf> = gaﬁgpafﬁ, donde gpa = aa(p — a_/:;i

Por otro lado

Oa(0v/99° f5) = 0% 0afav/g + ©0a(v/39° f3),

y usando (27) tenemos

9% 0afov/g = 0al\/99°" f5) — @Ax f/9.

Por lo tanto

J:/gaﬂgpafg\/gdudv
B
:/8a(g0\/§gaﬂf5)dudv—/@Axf\/gdudv.
B B
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0.3.  Operadores de Beltrams

Desarrollamos el indice « de la primera expresion integral, notando que al
cambiar el orden de integracion cambia también el sentido (y por tanto el signo)
del vector normal exterior

/ Dalipn/G9" f3) du dv = / (/39" ) dudv + / Dl /357 f5) duduv
B B B
_ [0 18 [ 9 26
~ [ stevag ) dude [ Sova ) dvdu
= / /99" f5 dv — / /997 f5 du
0B 0B
= / ©\/99°° fael du?,
0B

donde €7 corresponde a la funcién
«

1 sta<n,
el=¢ -1 sia>r, (30)
0 sta=n1.
Obtenemos finalmente la expresion
J = / ©o\/99%° fae) du? — / ©Ax f/gdudv. (31)
OB B

Vamos ahora a parametrizar la curva frontera X |yp por su parametro natural
s, con orientacion positiva respecto a X |g y la denotamos por m(s) = X|sp(s) =
X (u'(s),u?(s)); entonces m = t = t*X, = %=X, es el vector tangente (unitario)
sobre la curva X|sp. Definimos v := I//BXg, VP = g%y, v v, = VeIt Asi, v

es un campo vectorial tangente a lo largo de la curva X|sp que verifica:

(t,1) = gapt®V? = gapg®? JgeLt™ T = 62\/gelttY = \/gelt*t,

por la propiedad (4) de la Seccion 0.1. Desarrollando los indices y teniendo en
cuenta (30) queda (t,v) = 0. Por otro lado escribimos

V] = /905717 = \/s(9°0 VGE10) (971/GEEY),
de nuevo desarrollando los indices y teniendo en cuenta (30) deducimos

v = gi1g(g"'t — g"*t")? + 2g129(g"t? — g2t (g7 — g*°t")
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Desarrollando los productos y agrupando obtenemos

|I/|2 — 9(911912912 4 2912922912 4 922922922)t1t1

4 g<g11gllgll + 2g12g2lgll 4 g22g21921>t2t2

2009119 9" + 9126" 67 + 619257 + garg® )2
= 9[(9119"% + g129")9"* + (9219 + 9229°%)g**]t't!
+ gl(g119" + 9126°) 9" + (9219"" + 92297 g* |21

—29[(9119" + 9129") 9" + (9219 + g2297) g7 |t 2.

Empleamos ahora la igualdad (4) de la Secciéon 0.1
v = g(079"% + 839°)t't" + g(d1g™ + 02971 )t%t% — 29(81g™ + 0597t

aplicando (28) y teniendo en cuenta que 6f = 65 = 1y 6 = 65 = 0, se tiene

V] = Vg1 (t)2 + gaa(t2)? + 2910182 = |t = 1.

Por tanto v es el normal principal de la curva m = X|gp y es tangente a X, es
decir, es colineal al normal intrinseco S en X|sp y tenemos

(Vxfov) = gasf v’ =07 f5 = /99°" foelt.

Por ello, definimos la derivada direccional de f en la direcciéon del vector normal
principal v como

0
@f = <va, I/>.

Teniendo esto en cuenta obtenemos de (31) la siguiente formula de integracion
por partes:

0
/X|B<ng0,vxf> dA/)an go%fds—/XlB 0Ax fdA. (32)

Consideramos ahora la siguiente generalizacion de la integral de energia de Diri-
chlet

Es(f) ::%/B|fo|2\/§dudv. (33)

Definimos su primera derivada en f en la direcciéon de ¢ como

d
0Ep(f,¢) == —Ep(f +ep)

d :/<ng0,va>\/§dudU.
€ e=0 B

Consideramos ahora el conjunto C}(B), es claro que toda funciéon ¢ € C}(B)
verifica en particular ¢|sp = 0. Veamos entonces el siguiente resultado:
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Proposicion 9. La ecuacion
0Ep(f.p) =0
se cumple para toda ¢ € CL(B) siy solo si
Axf=0en B. (34)

Demostracion. Sea ¢ € C1(B), como ¢|gp = 0 se tiene

0
p—fds=0.
/XBB v

Por tanto, teniendo en cuenta (32) escribimos:

Eslf9) = [ (Vo Vxh)idudo=— [ pAxfaa

|5

Como existe un compacto K C B tal que ¢ = 0 en los puntos de B\ K, se tiene
que dEB(f,p) =0 siy solo si

Axf=0en K.
Entonces, 6 Eg(f,p) = 0 para toda ¢ € C}(B) si y solo si

Axf=0en U K=B8B

KCB
K compacto

La ecuacion (34) es conocida como la ecuacion de Laplace-Beltrami.

Vamos a definir el homomorfismo de §(X)-modulos Hy : U(X) — V(X)
asociado a f € F(X) como

Hf(V) = Dv(VXf), para V € SU(X),
y lo llamaremos tensor hessiano de f*. Definimos también la forma bilineal

hy(V,U) = (Hy(V),U) = (DyVx f,U), para U,V € BD(X),  (35)

“Por la linealidad de la derivada covariante (18) se tiene que H es homomorfismo
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conocida como forma hessiana de f. La bilinealidad de la forma h(V, U) es inme-
diata a partir de la linealidad de la derivada covariante (18) y de la bilinealidad
del producto escalar. Para V = V*X, € U(X), se tiene por (17) y (19)

Hy(V) = Dv(Vx f) = Dv[f7X,] = [f + I fIVX;
= [0a(9" f2) + Lo (97 F)IV X5
=07 for + 927 fr + 97 T ]V X,
Aplicando, otra vez, la formula (8) de la Seccion 0.1 y teniendo en cuenta la
simetria de los simbolos de Christoffel obtenemos:
Hy(V) = [gmfcw + (_QTBF;/a - gﬂpfa)fv + g”[’(fo_fv]VO‘XB
=197 fory = 97T 1]V X
Finalmente desarrollando la expresion en los indices v y 7 podemos escribir:
Hy(V) = [¢" far = "' T 1 = 9 Tan
+ 92 far — ¢ T o — ¢ T o]V X
= 19" far = "' Lo fr = 97 T2 o
+ g'@faz - 9’82]22]”1 - gﬁngng]VaX,@
- [gﬁvfa'y - gﬁ’yl—gwﬁ]va}(ﬁ
= hV*Xs, (36)
con
hg = gﬁw{fav - Fo(j'yfd}' (37)
Gracias a estas formulas podemos comprobar facilmente que hy(V,U) es una
forma simétrica, es decir, que cumple h(V,U) = hy(U,V):
hy(V,U) = (Hp(V),U) = (h3V* X5, U X,) = g5 hgVoU?
= gﬁagﬁ’y{fow - Fo(f'yft;}van‘
Empleamos la igualdad (4) de la Secciéon 0.1
hy(V,U) = 80 {far = T, 5}VOU" = {far = Top f5}VU°
= {foa = Lpu 53UV = he(U, V).
Por tanto, h¢(V,U) es una forma bilineal y simétrica.

La traza del homomorfismo H  viene dada por h2 = ¢°7{ fo,—1 gw fs}, entonces

por (29) se tiene
Axf = trazaHf.
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Capitulo 1

Caracterizaciones de Superficies
Minimales

Desde el siglo pasado, el término superficie minimal se usa para referirse a
superficies con curvatura media nula,

H=0,

ya que las superficies que minimizan el area dentro de un recinto dado deben
cumplir necesariamente dicha condicion. Esto fue probado de forma implicita por
Lagrange para superficies no paramétricas en 1762 y posteriormente, en 1776,
por Meusnier, el cual usé la expresion analitica de la curvatura media (llamada
asi por sugerencia de Sophie Germain) y determiné dos superficies minimales, el
catenoide y el helicoide.

En este capitulo veremos caracterizaciones de las superficies minimales tan-
to paramétricas como no paramétricas. Ademés, usando estas caracterizaciones
redefiniremos el concepto de superficie minimal para incluir a superficies con sin-
gularidades aisladas.

Las fuentes utilizadas para esta seccion son principalmente los libros [3] y [4];
los resultados especificos extraidos de otras fuentes serdn nombrados junto con su
correspondiente referencia.

Las notas historicas sobre superficies minimales no paramétricas son tomadas
de [3] y [10].

32



Capitulo 1. Caracterizaciones de Superficies Minimales

1.1 Primera derivada del funcional area

Sea 2 C R? un dominio (abierto conexo), denotaremos por 2 su clausura
sobre R?. Sea X : {2 — R? una parametrizacion local de una superficie regular!
de clase C? y sea su imagen esférica N : 2 — R3 definida por

1 2
N = ﬁXl AXa,  g=g1g2 — Gia-
Denotamos por g.s ¥ bas los coeficientes de la primera y segunda forma fun-
damental respectivamente y por I’ 075 los simbolos de Christoffel de X. Denota-

mos ademas por H la curvatura media de X. Escribiremos w = (u,v), u! = u,

uw? =0y Xy = B%X . En general, usaremos indistintamente las notaciones
fa = fue = Oaf = Oupaf = % f para referirnos a la derivada con respecto a la
variable u® (a-ésima) de una funcion f.

Denotaremos por C!(§2,R3) al conjunto de campos vectoriales de 2 en R? de
clase C'' con soporte compacto en el dominio 2.

Consideramos ahora una wvariacion de X, es decir, una aplicacion
7 : 2 x (—e0,60) = R con gy >0,
de clase C?, cumpliendo que
Z(w,0) = X(w), paratodow € 2.
Podemos interpretar esta aplicacion como una familia de superficies Z(w, ¢), w €

2, que son deformaciones de X (la propia X esta en la familia).

Desarollando la serie de Taylor centrada en el punto cero en la variable ¢
escribimos:

Z(w,e) = X(w) +eY(w) + e*R(w,e) (1.1)

donde la funcién continua e? R(w, ) tiende a 0 con orden cuadrético cuando & — 0.
El campo vectorial
0

Y(w) = %Z(w,g) ) c C(2,R?)

'El hecho de que la parametrizacién esté definida sobre un conjunto compacto no supondra
ningin conflicto con nuestro desarrollo anterior: basta con tomar una parametrizacién local
cualquiera definida en un dominio {2’ y restringirnos a un subconjunto {2 C {2’ que también sea
dominio y tal que 2 C (2.
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1.1.  Primera derivada del funcional drea

es conocido como la primera derivada de la familia de superficies Z (-, ¢).

Con ello, definimos la primera derivada del funcional drea An(X) de X sobre
{2 en la direccion de un campo Y como

SA(X,Y) = d%AQ(Z(-,a)) R (1.2)

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado:

Teorema 5. La primera derivada, 6Ag(X,Y), del funcional drea Ag en X se
anula para todo campo vectorial Y € C(£2,R3) si y solo si la curvatura media H
de X es idénticamente nula.

Demostracion. Sea Z(w,e) una variacion de X y sea Y (w) la primera derivada
de la familia Z(-, ). Podemos expresar el campo Y de la siguiente forma:

Y (w) = 1’ (w)Xp(w) + A(w)N (w),

con n',n*, A € CH(£2). Por (1.1) se tiene

0
5l = Zo=Xa+ eMPXs +1n°Xop + AaN + AN, + %R,

Mediante las ecuaciones de Weingarten (5) y de Gauss (6) de la Secciéon 0.1
obtenemos

Zo = Xo+ i X+ 1" (I5Xy + bagN) + AaN + A(—bayg” Xj)] + €”Ro.

Agrupando los coefientes de X, Xo v N, v teniendo en cuenta que g% = ¢"% y
que los indices 5 y v recorren los mismos valores de 1 a 2, escribimos

Zo = Xo+el(n, + Fignﬁ —bar g TN X1+ (0 + Fsﬂnﬁ —bar g M) X5
+ (bagn” + Aa)N] + €°R,
= X, +e[€2 X, + vaN] + €*R,,

con

1=+ Ign” = bapg™ A,
Vo = bagnﬂ + Ao
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Teniendo en cuenta (X;, N) = (X5, N) = 0 expresamos

\21\2 =(Z1,2Z1) = g1 + 25(511911 + 53912) + -
| Zo|? = (Za, Zo) = goo + 26(&3012 + E5922) + -+
(Z1,Z5) = gio + €911 + (& + &) g1z + Egoa] + -+ -,

y, por tanto:

21| Za|* = (Z1, Z2)? = gu1gaz + 26[E3911012 + (€] + €7)911922 + &5 912922)]
— 912 — 2¢[& 911912 + (&1 + &3) 912 + §7 G12ga0] + -+
= g11922 — gra + 26(&1 + E){g11922 — gia} + -+
= g[l+2e( + &) +--]. (1.3)

Ademas, tenemos:

G+&=n+m+ I —basg™ A

Usando la formula de la curvatura media (12) de la Seccion 0.1 y (23) de la Seccion
0.3 obtenemos:

1 Q_L on' 1 9 i o’ 1 20
- | 5] Vit e i+ = | ] Vi o)
—2HA\
1 (0 a
-V + ) | 2 (14)

Por el desarrollo de Taylor centrado en el punto cero de la funcién /1 + x se
tiene, para un zr "suficientemente pequeno":

Vitr= 1—|—§+O(m2), (1.5)

donde O(z?) es un término cuyo moédulo esta acotado por |2?| multiplicado por
una constante positiva. Esto es, para todo r > 0 y para todo |z| < r, existe una
constante M > 0 tal que |O(z?)| < M|z?|.

Por (1.3) y (1.4) se tiene
20| Zo|* — (21, Z5)?
g

:1+25%{

entonces aplicando (1.5) sobre el segundo miembro de la igualdad obtenemos

¢|zl|2|22|;§—<zl,zz>2:ngg{ 01 G) + <nf>}—2m]+-~,
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1.1.  Primera derivada del funcional drea

y, por tanto:

0 0
VIGFZF =GB = Vi +e{ 501 Vi) + 5 (0PVa) ~ 2HVGA L+
(1.6)
Hemos calculado asi el funcional area A (Z(+, €)). Derivando bajo el signo integral
en la expresion (1.2) obtenemos que la primera derivada del funcional A, (X) de
X sobre {2 en la direccion de Y =1’ X5 + AN es:

d
5AQ(X, Y) = d_g </ \/|le2|22|2 - <Zl,ZQ>2 dudv)
9}
d
— _ 2 2 _ 2
- | & (VZPZr =15 Zp)

luego por (1.6) se tiene

e=0

du dv,
0

e=

0An(X,Y) = /Q [a%(nl@) - %(ﬁ/@) - 2H\/§A] du dv
:/Q%(nl\/g)dudv+/0%(n2\/§)dudv—Q/QAH\/gdudv
:/E)in\/ﬁdv—/(99772\/§du—2/ﬂ)\H\/§dudv. (1.7)

Como sabemos, para Y € C!(2,R3) se tiene que Y|yo = 0, es decir, n' = n? =
A = 0 sobre 942 y, en particular,

SAn(X,Y) = —2/ NH /G du d — —2/<Y, NYH Gduds  (1.8)

= —2/X<Y,N>HdA.

Como podemos tomar (Y, N) = X € C1(§2) arbitrario en la expresion anterior, se
tiene el resultado por el Lema Fundamental del Calculo de Variaciones. ]

Acabamos de probar que los puntos estacionarios regulares del funcional area
(sus minimos y méaximos) corresponden a las superficies con curvatura media nula,
por ello se tiene la siguiente definicion:

Definiciéon 18. Sea S C R? una superficie regular. Se dice que S es minimal (o
minima) si cada una de sus parametrizaciones locales es minimal, esto es, si cada
parametrizacion local X : 2 — R? de S verifica que su curvatura media H es
nula en todos los puntos de {2.
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Denominar estas superficies como "minimas" puede resultar confuso, sabemos
que correponden a puntos criticos del funcional area, asi que una interpretacion
geométrica de ellas seria la siguiente:

Dada una curva cerrada en el espacio euclideo R?, las superficies minimales son
aquellas superficies de mayor o menor drea cuya frontera coincide con dicha
curva.

Se trata de una interpretacion puramente intuitiva, no se esta especificando si la
curva cerrada es una curva de Jordan, si el problema tiene soluciéon o si dicha
solucion es una superficie regular o con area finita, si el méaximo o minimo es rela-
tivo o absoluto..., pero da una idea de a qué corresponden estas superficies. Para
evitar la idea de que estas superficies sean aquellas de area minima, emplearemos
para referirnos a ellas el anglicismo "minimal". Vamos ahora a dar un sentido
geométrico a la curvatura media. Como sabemos,

>\\/§ = <Y7 N>\/§ = <Y7X1 /\X2> = [Y7X17X2]7

donde [Y, X7, X5| denota al producto mixto de vectores, es decir, [V, X1, Xs] :=
det(Y, X1, X3). Para Y = 0! X| + n?X5 + AN se tiene

[V, N,dX] = [n' X1+ 1n*Xa + AN, N, X; du + X5 dv]
= 771[X17N7X2 dU] +772[X27N7 Xl dU],

y como /g = [N, X1, Xp] = [X5, N, X;] = —[X, N, X,] obtenemos
[Y,N,dX] = n*/gdu —n'\/gdv.

Por (1.7) escribimos:

—5A(X,Y) = /

Y, N, dX]+2/ HIY, X1, Xs] du dv. (1.9)
a1 2

Sea w(s) una curva regular a trozos que parametriza 02 respecto al parametro
natural s de X|gpn. Asi, ¢(s) := X (w(s)) es una curva regular a trozos parametri-
zada naturalmente (en cada arco regular) que recorre 0X := X|gp. Sean también
Y(s):=Y(w(s)) y N(s) :== N(w(s)). Notamos que

dX ow(s) =dX(w(s)) =d(c(s)) = ¢(s)ds = t(s) ds,
y, entonces se tiene

Y, N,dX]ow(s) = (Y(s), N(s) At(s))ds = (Y(s),S(s)) ds,
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donde S es el normal intrinseco de la curva frontera ¢ de X. Aplicando sobre (1.9)
el Teorema de Cambio de Variables se obtiene:

SAR(X,Y) = /

(V.S ds + 2/ (Y. NVH dA. (1.10)
0X

X
En particular para Y = AN tenemos
0AQ(X,AN) = —2/ AH dA,
X

y, si H es constante,
_ 0Ap(X,N)

—9H =

Ao (X)
Es decir, para superficies con curvatura media constante, la expresion —2H co-
rresponde a la razén de cambio del area de la superficie en la direcciéon normal a
ésta.

Gracias a este desarrollo es sencillo probar el siguiente resultado:

Proposicién 10. Si X : 2 — R? es una parametrizacion local de una superficie
minimal, entonces se cumple

SAR(X,Y) =0,

para todo campo Y € C(£2,R®) ortogonal al normal intrinseco S de la frontera

0X, es decir, (Y,S) =0 en 0X.

Demostracion. Como H = 0 en (2, particularizamos la expresion (1.10) como
sigue:
0AQ(X,Y) = —/ (Y, S) ds.
0X
Entonces como (Y, S) =0 en 0X se tiene el resultado. O

1.2 Superficies minimales no paramétricas

Vamos a limitarnos ahora a estudiar superficies regulares no paramétricas, es
decir, aquellas dadas por una parametrizacién global obtenida como el grafo de
una funcién diferenciable z = z(z,y) (o carta de Monge) en un dominio 2 C R
Dicha parametrizacion global vendra dada como

X(x,y) = (z,y,2(2,y)), con (z,y) € 12,
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y supondremos que la funcion z(z,y) es de clase C? al menos. Emplearemos para
estas superficies * e y como parametros en lugar de u y v. Denotaremos las
derivadas de primer orden y segundo orden de z como: 2z, 2y, 2z, Zay = Zyzs Zyy;
donde los subindices indican las variables con respecto a las que se ha derivado.

Teniendo en cuenta que
Xl = (170721)7 X2 = (0717211)7
podemos escribir:

gu=1+22, g=g1=22, go=1+z2, g=1+22+2z,

1 1
—X1 /\X2 ==

—(—2,, —2,, 1).
7 Srara o

N =

Por otro lado,
Zox Zay “yy

T bp=by=—— b=

Entonces mediante las formulas (12) para la curvatura media y (13) para la cur-
vatura de Gauss de la Seccion 0.1 obtenemos:

bll =

(1 + Z;)Zm; — 2szyzzy + (1 + Zi)zyy

1
H = —(b11g22 + ba2g11 — 2b12912) =

2g 2(1 +z§+z§)3/2 ’
(1.11)
1 Roxluy — 22
K = —(biibyy — b)) = —— ——¥ 1.12
g( 11922 12) (1-{-234‘25)2 ( )
Observacion. De la expresion (1.11) se deduce que H = 0 si y solo si
(14 20) 200 — 2202y 20y + (1 + 22) 2,y = 0. (1.13)

Esta ecuacion diferencial no lineal de segundo orden es conocida como la Ecua-
cion de Superficie Minimal y tiene su origen en la memoria «Essai d’une nouvelle
méthode pour déterminer les maxima et les minima des formules intégrales in-
définies» publicada en 1762 por Joseph Louis Lagrange. Esta memoria marco el
inicio del estudio de las superficies minimales. En ella, Lagrange no lleg6 a escribir
explicitamente la ecuacion anterior, pero se podia deducir facilmente del siguiente
resultado, que probaremos siguiendo la idea que presentd Lagrange y con la que
dedujo la conocida como Ecuacion de Euler-Lagrange.
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Proposicion 11. Si X(z,y) = (x,y, z(x,y)) es una superficie minimal no para-
métrica definida en un dominio 2 C R?, la funcion z € C?(§2) debe verificar la
ecuacion

0 2 0 z

B S ISR (RN 1.14

Ox <\/1+z§+z§> Ay (\/1+z§+z§> (1.14)
Demostracion. Por el Teorema 5 de la Seccion 1.1 se cumple que Ao (X,Y) =
0, para todo campo Y € C!(§2,R?) (pues X es minimal). En particular, tomando

Y de la forma Y = (0,0, ) con A = A(z,y) € C}(§2), y tomando la variacion de
X correspondiente

Z((xvy)7€) = X(‘T?y) + €Y<$,y) T = (m,y,z(x,y) +€>\(l’,y)) T
se cumple
5AQ@¥Jq::é%AQ@myg» — 0. (1.15)

Por otro lado, se tiene

Zv= (10,274 eh) 4oy Zo= (0,12 +eX) 4000
luego
1Z2 =1+ 22+ 2e2, M + -
| Zo]* = 1420 + 2e2, 0y + -+,
<Z17 Z2> = ZzZy + 6(Zm>\y + Zy)\m> 4.
Entonces,

21| 22 — (21, Zo)? = (1 + 22) (1 + 22) + 2e[(1 + 22) 2y Ay + (1 + 27) 20 Aa)
— 23z) — 2e(Zz Ay + 202 Ae) +

=14 22+ 22+ 2e(2he + 200+

71} Zs|* — (Zy, Z5)? A\ A
|1H2\g<17 2) :1+2€(2 ;{Lz'yy)Jr

Aplicando (1.5) sobre el segundo miembro de la igualdad anterior obtenemos

\/|Zl|2|ZQ|2 B <Zl’ZQ>2 =14+ €M +oe,

N{ g
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y, por tanto:

(22 Az + 2y A\y)
R
V9

Acabamos de calcular el funcional area A (Z(+,¢)); derivando bajo el signo inte-
gral en (1.15) tenemos

VIZ1 R 2o = (21, Z2)2 = g+ € (1.16)

d
5AQ(X,Y):/ - <\/|Zl|2|Z2|2—<Z1,ZQ>2> dudv = 0.
n ag

Finalmente, derivando con respecto a € en (1.16) y evaluando en £ = 0 obtenemos
la siguiente expresion para la primera derivada del area:

5AQ(X,Y):/ [7)\ +f ]dxdy.

Integrando por partes mediante la formula (32) de la Seccion 0.3 se tiene

sAa(x.Y) = [ \/_<(zx,zy) >ds—/ﬁ)\{% (\27) +;; <\Z/_>}dxdy,

donde X, g, Z,, 2, indican respectivamente la composicion de las funciones A, g, z,,
2z, con la curva regular a trozos w(s) que parametriza 02 respecto al parametro
natural s de 90X = X|pp. La funcion A € C}(£2) verifica A = 0 sobre 942, luego
se tiene que A = 0 sobre X y por lo tanto

== [{2(5) 5 () oo-o

Como hemos tomado la funcién A arbitrariamente en C!(£2) podemos aplicar el
Lema Fundamental del Célculo de Variaciones y, entonces debe cumplirse

255

Observacion. Para deducir la ecuacion de superficie minimal de (1.14) basta con
realizar las derivadas indicadas y comprobar que ésta tltima coincide con el doble

]

de la curvatura media. De hecho, gracias a esto se puede probar la proposicion
anterior de forma inmediata: Como X es una superficie (no paramétrica) minimal
se tiene que H = 0 en {2 y esto ocurre si y solo si se verifica (1.13) y esto a su
vez ocurre si y solo si se cumple (1.14).
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Podemos escribir la ecuacion (1.14) de la siguiente forma:

div——Y"__ _q, (1.17)

V1+|Vz? N
Esta se conoce como la Ecuacion de Superficie Minimal en Forma de Divergencia.
Realizando las derivadas en (1.14) y teniendo en cuenta que g = 1 + 22 + 25, se
obtiene

1 r~Trxr xT ]- TRx
le% = g <wa\/§ - szz—\—/i_gzyzy) + 5 <Zyy\/§ — Zy—z c y\—/i_gzyzyy)
_ (9 = 22) 220 — 2222y 2ay + (9 — ZZ)Zyy
99

(1+ 22) 200 — 2202y 2y + (14 22)2,

g3/2 ’
luego por (1.11) deducimos la expresion que anunciamos anteriomente:
\Y
div ~— = 21, (1.18)

V9

Lagrange dedujo la ecuacién de Euler-Lagrange tratando de resolver el pro-
blema siguiente:

Dada una curva cerrada en el espacio euclideo R3, encontrar la superficie con
menor drea cuya frontera coincide con dicha curva.

El interés de Lagrange por esta cuestion parecia residir en su utilidad como ejem-
plo para su mostrar su método de célculo de variaciones, pues no profunzé mas
en el problema y tan sélo obtuvo la solucién trivial a su ecuacion (el plano, que
verifica la ecuacion con z(z,y) = cte.). Hubo que esperar unos anos hasta que, en
1776, Jean Baptiste Meusnier proporcioné las dos primeras soluciones no triviales
a la ecuacion: el catenoide y el helicoide.

Saldremos ahora de nuestro recorrido histérico para dar caracterizaciones mas
modernas de superficie minimal, empezando por siguiente resultado, consecuencia
de la ecuacion (1.14):

Corolario 1. Sea X (z,y) = (x,y, z(z,y)) una superficie no paramétrica definida
en un abierto 2 C R? simplemente conexo. Entonces X es una superficie minimal
st y solo si la 1-forma diferencial

() ()
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es exacta en {2, es decir, si y solo si
V= —dC,
para alguna funcion ¢ € C%(2).

Demostracion. Por la Proposicion 11 sabemos que, como X es minimal, se

verifica:
)5 o

Vamos a comprobar que efectivamente la 1-forma v es exacta; gracias al Lema de
Poincaré (que podemos aplicar porque {2 es simplemente conexo) y su reciproco
sabemos que 7y es exacta si y solo si es cerrada, es decir, que dy = 0:

9(22//9) 22/ /9)

dy = — | =2V g+ 228NV gyl Ad
Y [ax iy y]/\y

i {a(zy/\/g) d & a<zy/\/§) dy} A da
ox oy
= — [8(%@/;/@) + a(zya/y\/g)] (dx N dy),

y por (1.19) se tiene

8(Zy/\/§) 0(Zy/\/§)
dv:_{_ oy oy }(

O

Podemos probar una version mas general que emplearemos posteriormente:

Teorema 6. Sea X (z,y) = (z,y, 2(z,y)) una superficie no paramétrica definida
en un abierto 2 C R? simplemente conexo. Sea N : 2 — R3 su campo de
Gauss. Entonces X es una superficie minimal si y solo si la aplicacion lineal

N N dX es una diferencial total, es decir, si y solo si existe un campo vectorial
X* e C*(2,R?) tal que
—dX* =N ANdX, (1.20)

con dX = Xydx + Xody. Si escribimos
X" =(a,b,¢), NANdX = (a,0,7),
la ecuacion (1.20) es equivalente a

—da=a, —db=p, —dc=r. (1.21)
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1.2.  Superficies minimales no paramétricas

Demostracion. Denotamos

—2y —2y 1
N = xa_y7_> = §7n7€7
(T 75) (e
entonces el producto N A dX se escribe:
1 7 k
NAdX =|¢ 5 ¢|=(dz—Cdy,Cde—EdzEdy —nda),
de dy dz

y, por tanto:
a=ndz—_(dy, p[=(Cdr—E&dz, ~v=~E&dy—ndx.

Sustituyendo &,7,( y dz = 2, dx + 2z, dy obtenemos

252y 1422

1
a:—i(zmdx—l—zydy)——dy:— dr — Y dy,

v v V9 V9

1 " 1 2 "
ﬁ:—dx—l—z—(zxd:c—l—zydy): T2 gy 4 B dy,

Y] VY VY

’y—ﬁdx—z—xdy.

Y V9

Notamos que probar que la aplicaciéon N A dX es una diferencial total es equiva-
lente a probar que es un campo conservativo, y la condicion necesaria para ello es
que su rotacional sea nulo (puede encontrarse en el Capitulo 5 del libro [5]). Esto,
a su vez, equivale a aplicar el Lema de Poincaré a cada componente y comprobar

que da = df = dy = 0. Vamos entonces a calcular do, df y dr:

S ot A IR dr dy = Adx dy,
( e\ "5 y y

con
ZyZay + ZyZyy }

|
? VG = 2,

ZoZaz + ZyZay }

V9

= 51 (—2yZey + 222yy) (1 + Z% + Z;) - Z?:Zyzxy - szzgzyy}

—22y 2550 /9 + (1 + zi)

+ W{(l + 222y 2y + (14 22) 20200 }

1

= W {(1 + 22)2p2yy — 222220 + (1 + zi)zxzm} =2Hz,.
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2.
0 (1+22 0 [ 242
- [ (152)& (53)
oy \ 9 ox \ /g
con
1 Zplay + ZyZ
- 2222 + (14 2z M}
B {2y 04D
1 ZpZer + zyzxy}
Z zmz + 2z g — 2pzy——m————
g { Y y)\/_ Y \/g
1
- 93_/ {(1+2 )Zyzyy + (1 + Zi)zxzxy}
1
t =5 3/2 {(2ea2y — 22Zay) (1 + Zi + 22) - zﬁzyzm — zxzzzxy}
1
3/2{(1 + z )zyzyy — Qszszy +(1+ zz)zyzm} =2Hz,.
3.
0 [z 0 2z
dy = [—— <—y> + = (——)} dr dy = Cdz dy,
dy \/E ox \/§
con
1 Zpley + 2y 1 ZoZww + 22
C:—{—z 9+2M}+—{—zm 7+ 2z, Y y}
g wV9 + 2y NG p V9 7
1
= P {—2yy (1 + 22) + 22,220y — 20u(1 + z;)} — _92H.
Por tanto

AN NdX) =2H(2z,, 2y, —1)drdy = —2HN/gdx dy = —2HN dA,

entonces como X es minimal, tiene curvatura media H idénticamente nula y se
tiene finalmente
d(N NdX) = 0.

[]

Lejos de limitarnos, establecer resultados para superficies no paramétricas es
de utilidad en el estudio de superficies regulares cualesquiera, pues toda parame-
trizacion local de una superficie regular es localmente estrictamente equivalente
a una superficie no paramétrica. Es decir:
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1.8.  Definicion general de superficie minimal

Lema 3. Dado un punto p de una superficie reqular S C R® y una parame-
trizacion local X : U C R* — X(U) C S con p € X(U), existe una para-
metrizacion local Y : V. C R* = Y(V) C S y un abierto W C S tales que
peW Cc X({U)NY((V), Y es carta de Monge y la aplicacion de cambio de
coordenadas

h=XtoY: Y 'W)CV = X '(W)cCU,

es un difeomorfismo con J, >0 en Y1 (W).

Figura 1.1: Representacion de la situacion descrita en el Lema 3.

Este resultado se abord6 en la asignatura de Geometria Local de Curvas y
Superficies y puede encontrarse una prueba del mismo en el Capitulo 2 de [6].

En consecuencia, todas aquellas expresiones y propiedades invariantes por
cambios de parametros que sean probadas para parametrizaciones locales de una
superficie regular en forma de cartas de Monge son ciertas (al menos localmente)
para cualquier parametrizacion local de la superficie.
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1.3 Definicién general de superficie minimal

En primer lugar vamos a formalizar algunos resultados inspirados en las expre-
siones (1.17) y (1.18) de la seccion anterior comenzando por el siguiente teorema,
probado por Eugenio Beltrami en 1867.

Teorema 7. Si X : 2 — R3 es una parametrizacion local de una superficie

reqular, entonces
AxX =2HN, (1.22)

donde Ax es el operador de Laplace-Beltrami en X.

Demostracion. Basta probar (1.22) en un entorno {2 de cada punto de (2 vy,
como ambos miembros de la igualdad son invariantes por cambios de parametros
estrictamente equivalentes, basta a su vez probarlo para una parametrizacion
local cualquiera expresada como carta de Monge. Este razonamiento es posible
ya que, como vimos en la Seccion 0.1, los cambios de pardametros estrictamente
equivalentes son isometrias que conservan la orientacion (la aplicacion de Gauss
N) y, por la Proposicion 4 sabemos que se conserva H; ademas, la expresion (29)
de la Secciéon 0.3 aplicada a Ax X solo depende de los coeficientes métricos y los
simbolos de Christoffel, por tanto se conserva por isometrias.

Sea X : 2 — R? una parametrizacion local de una superficie regular de la
forma

X(z,y) = (z,9,2(z,y)), con (z,y) € 2.

Denotando
21 = Zg, k2= Zy, 11 = Zzx, R12 = 221 = Zxy, 222 = Zyy,

podemos escribir las ecuaciones de Gauss (6) de la Seccion 0.1 como sigue

0 1 0 1 —Z1
Xeg=| 0 | =Tos [0 +1%% |1 | +bag—=|—2
ZaB 21 29 \/§ 1
Entonces, tenemos
1 <1 2 22
Faﬁ_baﬂﬁ’ I'ap = bag

Zaf = Fiﬂzl + FO%BZQ + bag

ﬁ,
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y, por tanto:
2

Zop = aﬁ\/— NG \/——baﬂ\/—

Por la formula (12) de la Seccion 0.1 para la curvatura media escribimos:

920 = 2H /3. (1.23)

+ baﬂ + baﬂ

gy =2H L gr? —oH X
a ﬂ

Usando la formula (29) de la Seccion 0.3, por (1.23) se tiene:

Z_’Y
Vi

Finalmente, particularizando esta expresion para las funciones x,y, z(x,y) €
C?(£2) obtenemos

AXf = gaﬂfoﬁ —2H

Axz = —2HZL Ayy= —2HZZ A4+ 1
\/_ \/_
g g

y, por tanto:
AxX =2HN.

Por la Definicion 18 de superficie minimal se tiene inmediatamente el siguiente
resultado:

Corolario 2. Sea S € R3 una superficie reqular. Entonces S es una superficie
minimal si y solo si cada una de sus parametrizaciones locales X wverifican

AxX =0. (1.24)

Esta propiedad nos permitird extender la definicion de superficie minimal a
superficies que no cumplen la condicion de regularidad (1) en todos sus puntos.
En primer lugar veamos:

Teorema 8. Sea X : 2 — R3 X = X (u,v) una parametrizacion local de una
superficie regular con pardmetros conformes u y v, es decir, tales que

1Xi[P = X2y (X1, X2) =0, (1.25)

Entonces la condicion suficiente y necesaria para que una funcion H : 2 — R,
H = H(u,v) represente los valores de la curvatura media de X en el punto
(u,v) € 2 es que verifique
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En particular, X es minimal st y solo st
AX =0.
Demostracion. Podemos expresar la hipotesis (1.25) como sigue
g1 =922 =+/9, G2 =gn =0,

y por (3) de la Seccion 0.1 obtenemos

En virtud del la formula (12) de la Seccion 0.1 escribimos:
_ bi1 + bao
25

Entonces, teniendo en cuenta by; = (X117, N) y bea = (Xa2, N) obtenemos

H

(AX,N) = (X117 + X9, N) = 2,/gH. (1.27)
Por otro lado, derivando en (1.25) respecto de u se tiene,
(X1, X11) = (Xo, Xi2),  (Xun, Xo) + (X1, Xi2) =0,
y con respecto a v
(X1, X12) = (Xo, Xo9),  (Xi2, Xo) + (X1, Xo2) =0,
luego

(AX, X1) = (X191, X1) + (Xa2, X1) = (X2, Xo) — (X2, Xo) =0,
(AX, Xo) = (X711, Xo) + (Xa2, Xo) = —(X12, X1) + (X12, X3) = 0.

Por tanto AX es proporcional (colineal) a N y, como N es unitario, deducimos
de (1.27) que
AX =2,/gHN.

Para concluir, como \/gN = X; A X, se tiene (1.26). O

A continuacién vamos a probar que toda superficie no paramétrica puede
reparametrizarse a una superficie con parametros conformes que cumplan (1.25).
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Teorema 9. Sea X(z,y) = (z,y, 2(x,y)) una superficie minimal no paramétri-
ca definida en un dominio convexo 2 C R2. Entonces existe un difeomorfismo
analitico ¢ : 2 — 2* de {2 en un abierto £2* simplemente conexo, con inversa
analitica ¥ : 2° — 2 tal que Z(u,v) = X (¢¥(u,v)) verifica

2, = |2, (21, Z2) = 0.
El difeomorfismo ¢ se puede tomar como
u=z, v=a(zr,vy)),
donde a es una funcion analitica en 2 que cumple

2
232y 1+ 2,

N

A, —

La inversa v viene dada por
:L':u7 y:f(u7v)7

siendo f una solucion a la ecuacion
v =a(u, f(u,v)).

Ademds, existe una superficie X* = (a,b,c) en 2 que verifica
dX* = —N AdX,

donde N denota la imagen esférica de X; y la aplicacion @ : 2* — C3 definida
por

D(u+ ) =Z(u,v) +iZ"(u,v)
= X (u, f(u,v)) +iX*(u, f(u,v))

es una funcion holomorfa en la variable compleja w = u + v, es decir, cada una
de sus funciones componentes es una funcion holomorfa de 2 C R? = C en C.

Demostracion. Vamos a probar que la funcion z(x,y) € C?(£2) es de hecho
analitica y que existe una aplicaciéon conforme de X en un abierto simplemente
conexo §2* C R?. Por el Teorema 6 de la Seccion 1.2 existe una funcion a € C?({2)

tal que
1+ 22
da = d,adv + Oyady = 22 dy + — Y dy,

V9 VY

20



Capitulo 1. Caracterizaciones de Superficies Minimales

Consideramos ahora la aplicacion ¢ : 2 — R? definida por ¢(z,y) = (z,a(z,y))
que podemos expresar como (x,y) — (u,v) = ¢(x,y) con

u=uz, v=a(z,vy).

1 0
Zazy 142

El Jacobiano de ¢ verifica
1+ 22
— = Y = 9,a >0,

A% o,u Oyu
J, = det =27 Y
? (Vv) NG NG

Ozv  Oyv
y, como {2 es convexo, ¢ es inyectiva sobre su imagen 2* = ¢({2) por el Teorema

1

de la Funcion Inversa. Entonces ¢ es un difeomorfismo de clase C? de 2 en un
dominio 2* C R2. Su inversa v : £2* — {2, que es también de clase C?, viene
dada por

r=u, y=f(u,v), con fe&C*2*), (1.28)

y tiene como matriz jacobiana D (u,v) = [Do(x,y)] ™. Por tanto

1 0 1o\ 1 0
Dy (u, v) = (8uf 0, f) - (@Ca aya) B (—c%a/c‘?ya 1/(%@)’

y teniendo en cuenta (1.28) podemos escribir:

Ry V9
= = Y7 1.2

Yy

Consideramos a continuacién las funciones:
h(u,v) = 2(u, f(u,v)),
Z(u,v) = X ((u,0)) = (u, f(u,v), h(u,v)).

Por (1.29) podemos escribir los diferenciales dx,dy,dz = z,dx + z,dy de las
funciones © = u,y = f(u,v), z = h(u,v) como sigue:

dx = du,
252 N{

d:d:ud vd:——yd d,
y=df = 0,fdu—+ 0,fdv 22 u+1+z§ v
dz = dh = 0,h du + O,h dv

= {2, Oux + 2, Oy} du + {2, Opx + 2, Oy} dv (1.30)

2
= Zr—ﬂ du+ zy\/g dU
1+ 22 1+ 22
== du—l—zy\/gdv
1+ 27 L+ 27
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Entonces, tenemos

Zr R V4
le (17_ = 9 - )7 Z2: (07 ’ )7
L+22" 1+ 27 L+22" 1+ 2]

y podemos calcular

ZP =14 Z3z; N 22 (L) +a(+z) 1+24+ 2
T a2 T (122 (1+22)? 1422
22g (1+22)g 1422+ 22
| Z,[? g + y y y
2 pu— pu— pu— 5
(14222 (14222 (1+22)? 1+ 2

ZeZy\/9 222y\/9
Z1,25) = -2 =0
< 1 2) (1+z§)2 + (1_'_25)2

Por tanto, la superficie Z = X o1 es estrictamente equivalente a X y verifica

1+ 224 2

71?2 = |2Z,|% =
4f =12P = =

. (21, Zy) = 0.

Para la segunda parte, vamos a emplear las otras dos ecuaciones de (1.21):
_db = /8a —dC =7,

de las que, observando la expresion de 5 y v en la demostracion del Teorema 6,
deducimos que

1+ 22 222
_ T dr — Mdy,
V9 V9 (1.31)

dc:—ﬁdx—i—z—xdy.

Vi Ve

db =

Definimos la superficie
Z*(u,v) = (v, f*(u,v), h*(u,v)), con (u,v) € 2%,

cuyas componentes son las funciones
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Por (1.29) y (1.31) se tiene

df* = db = 0, f*du + 0, f*dv
= {0,b0,x + 0yb Oyy }du + {0,b 0z + 0,0 0y }dv
14 22 2225 ZpZ
=q— z 4 = du — —-d
{ NG \/§(1+z§)} a2
V9 du i’ dv,

14 25 14+ zg
dh* = dc = J,h*du + O,h*dv
= {0,¢0yx + 0yc Oy} du + {0,c Oy + Oyc Oy} dv

(1.32)

2
B Zy z2z, }d Ze
=< -2 Y __Ldu+ dv
{ VI VIl +22) 1+ 22
Z xT
] du + dv
L+ 27 1+ 22

Comparando las expresiones (1.30) y (1.32) observamos que Z y Z* satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

B Z,
Zy= (1,22 = ) _ g
! ( 1+z§’1+z§> 2
ZQ=(0 v —Zy\/g> Z

’1+Z§71+Z§ = T4y,

en (2* o equivalentemente:

auf = avf*a av.f = _auf*;
Ouh = O,h™, Oyh = —0,h".

Luego f +if* y h+ ih* son funciones holomorfas (y por tanto analiticas) en la
variable w = u + v, con partes real f y h e imaginaria f* y h* respectivamente.
Entonces f, h, f* y h* son analiticas en (2*. También es analitico el difeomorfismo
Y 2 — 2y suinversa ¢ : 2 — §2*. Por otro lado, podemos expresar:

2(z,y) = hp(z,y)) = bz, alz,y)),
por lo que z(x,y) es analitica en 2. ]

Observacion. Notamos que en la demostraciéon anterior, como {2 es un abierto
convexo, en particular es simplemente conexo. Por tanto su imagen a través del
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difeomorfismo ¢ es también un abierto simplemente conexo (p(£2) = 2*). Por otro
lado, la hipotesis de que {2 sea convexo es necesaria para aplicar la version global
del Teorema de la Funcién Inversa pero nuestro teorema sigue siendo cierto si
suponemos unicamente que {2 es un abierto simplemente conexo: podemos aplicar
el razonamiento del teorema en bolas abiertas (convexas) B, (p) centradas en cada
punto p € 2 de radio r > 0 suficientemente pequetio de forma que B,(p) C (2.
Por ello, en el siguiente capitulo se empleara este teorema considerando que {2 es
un abierto simplemente conexo.

Corolario 3. Si z € C*(2) es solucion de la ecuacion de superficie minimal
(1.13) o (1.14) en el dominio 2 C R?, entonces z es analitica en 2.

El Teorema 9 que acabamos de probar unido al Lema 3 de la Seccién 1.2 nos
permiten probar que toda parametrizacion local de una superficie regular es lo-
calmente estrictamente equivalente a una superficie paramerizada por parametros
conformes?:

Proposicién 12. Sea S C R?® una superficie reqular. Sea un punto p € S y una
parametrizacion local X : U C R?* — X (U) C S con p € X(U). Entonces existen
una parametrizacion local Y : V C R* — Y(V) C S y un abierto W C S tales
quep e W C X(U)NY(V), Y esta parametrizada por pardmetros conformes y
X es estrictamente equivalente a Y en Y 1 (W).

Finalmente podemos extender el concepto de superficie minimal a superficies
con una cantidad finita de singularidades aisladas:

Definicion 19. Sea S C R?® una superficie (regular o no). Se dice que S es
minimal (o minima) si para cada punto p € S existe una parametrizacion local
X : 2 — R3 de S verificando las condiciones (conformes)

X1 = [Xa*, (X1, X5) =0 (1.33)

y la ecuacion
AX =0 (1.34)

en todos los puntos de 2.

2En realidad estos resultados solo nos permiten probar la proposicién para superficies regula-
res minimales, para demostrar la version general que enunciamos aqui habria que hacer uso del
Teorema de Uniformizacion de Koebe-Poincaré que se escapa del contenido al que apuntamos
en este texto.
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Capitulo 2

Formulas de Representacion de
Superficies Minimales

En el siglo XIX se desarrollo la teoria clésica de superficies minimales, con
aportaciones de grandes matematicos de la época, algunas de las cuales expon-
dremos en este capitulo.

Comenzaremos representando las superficies minimales como la parte real de
curvas holomorfas e isotropicas en C3, lo cual nos proporcionara ttiles formulas
para el estudio de estas superficies. Mediante este tipo de curvas describiremos
también las superficies minimales adjuntas y asociadas descubiertas por Bonnet.
Finalmente, introduciremos y probaremos las conocidas férmulas de representa-
cion de Enneper-Weierstrass para superficies minimales, que serdn de especial
importancia en el capitulo siguiente.

La principal fuente para este capitulo es el libro [3].

Las notas histoéricas sobre el desarrollo de las féormulas de representacion son
tomadas de [3] y [10].

2.1 Curvas isotropicas y superficies adjuntas

Emplearemos en esta seccion la definicion general de superficie minimal que
vimos al final de la Seccién 1.3. Es decir, asumiremos que las parametrizaciones
locales X : 2 — R?® de una superficie minimal S (regular o con un nimero
finito de singularidades aisladas) estan descritas por parametros conformes u y
v en todo punto de un abierto simplemente conexo 2 C R? = C. Sabemos que
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2.1.  Curvas isotropicas y superficies adjuntas

podemos suponer dichas hipotesis gracias al Teorema 9 de la Seccion 1.3. De

nuevo, escribiremos w = (u,v) = u + v, u! = u y u? = v para referirnos a los
_ 9

= %= X sus derivadas parciales respecto
ou

pardmetros de X y denotaremos por X,
au®cona=1,2.

Para empezar, definimos la superficie adjunta a una superficie minimal como
sigue.

Definicién 20. Sean S C R3? una superficie minimal y S* C R? una superficie
(regular o no). Sea X : 2 — R? una parametrizacion local de S. Se define una
parametrizacion adjunta a X en {2 como una aplicacion X* : 2 — R3 que verifica
las ecuaciones de Cauchy-Riemann

X;=X:, Xo=-XI, (2.1)

en (2. Se dice que S* es una superficie adjunta de S si el conjunto de parametri-
zaciones adjuntas a las parametrizaciones de un atlas de .S constituye un atlas de

S*.

Es claro, por la condicion (2.1), que todas las parametrizaciones adjuntas a
X difieren en un vector de constantes. Hablaremos, entonces, de la parametri-
zacion adjunta X* como aquella para la que se toma el vector de constantes
nulo y podremos, a su vez, definir la superficie adjunta S* aplicando este criterio
a todas sus parametrizaciones locales. Notamos ademas que la existencia de la
parametrizacion adjunta esté asegurada por el Teorema 9 citado anteriormente.

Observacion. Teniendo en cuenta (1.33) y (1.34) de la Seccion 1.3, por (2.1) se
verifican
X7 = X3P, (X7,X5) =0

AX* =0,

para toda parametrizacion local X y su adjunta X*. Luego la superficie adjunta
S* de una superficie minimal S es también una superficie minimal.

A continuaciéon vamos a obtener una expresion de una parametrizacion local
X y su adjunta X* como las partes real e imaginaria, respectivamente, de una
funcion de £2 en C? con componentes holomorfas. Entonces, para evitar el caso
trivial en el que esta funcién sea constante, supondremos en todo momento que
X # cte. € R3. Esta suposicion tinicamente excluye al plano (caso trivial) de la
definicion de superficie minimal. Ademés, por (2.1) se tiene también que X* £ cte.
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Capitulo 2. Formulas de Representacion de Superficies Minimales

Consideramos ahora una parametrizacion local X : 2 — R? de una superficie
minimal y su adjunta X* : 2 — R3 definidas, como sabemos, en un abierto
(2 C R? = C simplemente conexo. Escribimos las componentes de X y X* como

X(u,v) = (2(u, ), y(u,v), 2(u, v)),
X*(u,v) = (x*(u,v),y" (u,v), 2" (u,v)).
Entonces la aplicacion f : 2 — C3 definida por
fw) = X(u,v) +iX*(u,v), w=u+iv e, (2.2)
es un campo vectorial holomorfo (que podemos denominar curva). Es decir, de-
notando sus componentes por f(w) = (p(w), Y (w), p(w)), con:
p(w) = x(u,v) + iz (u, v),
b(w) = y(u,v) +iy*(u, v),
p(w) = z(u,v) +iz*(u,v),

éstas son funciones holomorfas de (2 en C. La funcion derivada de f, f' = ﬁ ,

viene dada por
y, por tanto, deducimos que

) = 12X = [ Xl — 2i(X0, Xa).

En consecuencia, las condiciones conformes (1.33) equivalen a la condicion de
1sotropia

(f', 1) =0 (2.4)
Definicién 21. Sea f : 2 — C3 un campo vectorial holomorfo. Se dice que f es
una curva isotropica si verifica la condicion (f', f') = 0 en (2.

Mediante el razonamiento anterior hemos probado el siguiente resultado:

Proposicién 13. Sea X : 2 — R3 una parametrizacion local de una superficie
minimal y sea X* : 2 — R® su parametrizacion adjunta. Entonces la curva
holomorfa f : 2 — C?* dada por la expresion (2.2) es una curva isotrépica no
constante. Reciprocamente, si f : £2 — C3 es una curva isotrépica no constante
definida en un abierto simplemente conexo £2 C R?, entonces

X(u,v) :=Re f(w), X*(u,v):=Im f(w), (2.5)

son, respectivamente, una parametrizacion local (minimal) de una superficie mi-
nimal y su parametrizacion adjunta.
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2.1.  Curvas isotropicas y superficies adjuntas

Esta propiedad nos permite caracterizar las superficies adjuntas. Veamos ahora
la relacion, desde el punto de vista geométrico, que hay entre una superficie y su
adjunta.

Proposicién 14. Sea X : 2 — R3 una parametrizacion local de una superficie
minimal y sea X* : 2 — R3 su parametrizacion adjunta. Entonces se verifican
las siguientes propiedades:

(i) Los puntos singulares de X y de X* coinciden.

(ii) Sea §2" el conjunto de puntos requlares de X. Sean N(w) y N*(w) los campos
de Gauss de X (w) y X*(w) respectivamente, en un punto cualquiera w € (2'.
Entonces se tiene:

N(w) = N*(w) en £2'. (2.6)

Ademds, los planos tangentes de X y X* coinciden:
T,X =T,X*, para todo w € (2. (2.7)
También coinciden la primera forma fundamental de X y X*:
Ix(V,W) = Ix«(V,W), para todo V,W € T, X, conw € (2,
es decir, las parametrizaciones X y X* son isométricas.

Demostracion. Para empezar, recordamos que los puntos singulares (o no re-
gulares) de X son aquellos puntos w € {2 tales que

Por (2.1) se tiene que
Xi(w) A Xa(w) = X3 (w) A(=X7(w)) = X7 (w) A X3 (w), (2.8)
para todo w € {2. Por tanto, w € (2 es punto singular de X™ si y solo si es punto

singular de X.

Para el segundo apartado, observamos que (2.6) es consecuencia directa de
(2.8). Es claro también que (2.7) se obtiene como consecuencia de (2.6), pues
ambos planos tangentes T, X y T, X* tienen el mismo campo normal N (w). Queda
entonces por probar la igualdad de las primeras formas fundamentales de X y
X*. Recordamos que por la Definiciéon 19 de la Seccién 1.3 podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que X estd parametrizada por parametros conformes ya
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Capitulo 2. Formulas de Representacion de Superficies Minimales

que es una parametrizacién local de una superficie minimal. Denotamos por g.gs
los coeficientes métricos de X, y por g5 los de X*. Teniendo en cuenta (1.33),
por (2.1) tenemos:

g1 = g2 = [ X1|? = | X = | XTP = | X5 = g1, = g5
gi2 = <X17X2> =0= <X57 _Xf> = _<XT7X;> = _gﬁa

en todo (2. N

Corolario 4. Si S C R? es una superficie minimal y S* C R?® es su superficie
adjunta, entonces S y S* son localmente isométricas.

Estamos en condiciones de probar un resultado que sera de especial utilidad
en la siguiente seccion.

Teorema 10. Sean 2 C C un abierto simplemente conexo, Xy € R3 y wy € £2.
Sea ® : 2 — C® un campo vectorial de componentes ®(w) = (D1 (w), Po(w), P3(w))
holomorfas y no idénticamente nulas, verificando

(B, D) = D} + D3 + 3 = 0, (2.9)

en §2. Entonces la expresion

X(w):X0+Re/ O(w)dw, conw € (2,

wo

define una parametrizacion local X : 2 — R3 de una superficie minimal y los
puntos singulares de X coinciden con los ceros de ®. Ademds, para cada X§ € R?,

la expresion
w

X*(w) = X§ +1Im &(w)dw, conw € 2,
wo
define una parametrizacion adjunta a X en §2. Reciprocamente, si X : 2 — R3
es una parametrizacion local de una superficie minimal, entonces existe un campo
holomorfo ® : 2 — C3 que verifica (2.9) y tal que se cumple

X(w) = X(wp) + Re /w D (w) dw,

wo

para cualesquiera w,wy € §2.

29



2.1.  Curvas isotropicas y superficies adjuntas

Demostracion. Por la Proposicion 13 sabemos que existe una curva isotrépica
f = (p,1,p) de 2 en C3, cuyas partes real e imaginaria coinciden con la superficie
X y su adjunta X*, respectivamente. Podemos escribir la condiciéon de isotropia
(2.4) como:

(L f) = @)+ W)+ () = 0.
Como cada componente de f es holomorfa, éstas son a su vez analiticas, lo cual

nos permite aplicar el Teorema Fundamental del Calculo en cada componente.
Podemos entonces escribir:

w

fw) = X(w) +iX"(w) = fo+ / f(w) deo

wo

— X, + Re wf/(w)dw—i—i{)(g—i—lm /wf/(w)dw],

wo wo

para cualesquiera fy = Xy + iX; € C3 wy € (2. Por tanto, tomando & := f’ se
verifican las igualdades del teorema.

Queda por comprobar que los puntos singulares de X coinciden con los ceros
de f" en (2. Aplicando las condiciones (1.33) de la Seccion 1.3 escribimos:

X1 A Xa| = Vg =1/911922 — 93 = V11922 = g = 922 = | Xa|* = | Xa]%. (2.10)

Por otro lado, como X # cte., la derivadas X; y X5 no pueden ser idénticamente
nulas en 2y, por (2.3), los ceros de f’ son aislados, ya que éstos coinciden con
los puntos en los que se cumple X; = X5 = 0. Entonces, por (2.10) los puntos
singulares de X, es decir, en los que se anula | X; A X5, coinciden con puntos en
los que se anulan ambas derivadas X; y X5, que coinciden con los ceros de f/. [

Para acabar esta seccion vamos a definir las superficies asociadas a una super-
ficie minimal, que fueron descritas por primera vez por Ossian Bonnet en 1853.

Definicion 22. Sea S C R? una superficie minimal. Sean X : 2 — R3 una
parametrizacion local de S y X* : 2 — R3 su parametrizacion adjunta. Se define
la familia de parametrizaciones asociadas a X en {2 como

Z(w,0) = X(w)cos + X*(w)send, conw € (2, (2.11)

para todo 0 € R. Sea 6, € R, se define la superficie asociada a S con 6 = 6, como
aquella que tiene como atlas el conjunto de las parametrizaciones asociadas, con
0 = 0y, a las de un atlas de S y se denota por Sy,.
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Observacion. La definicion de superficie asociada puede escribirse también de
la siguiente forma: Sean S;, C R* una superficie y 6, € R, se dice que S, es la
superficie asociada a S con 0 = 0 si existe un atlas A = {X, : 2, — R3},¢; de
S tal que el conjunto

Ay, ={Z,(25,00) = Xy cosby + X senby}oer

de parametrizaciones asociadas a las del atlas A con 6 = 6, es un atlas de Sp,.
Por otro lado, es claro que la familia (2.11) de parametrizaciones asociadas a X

verifica:
T

Z(w,0) = X(w), Z (w, 5) — X*(w).

Podemos plantear una definicion equivalente a la anterior. Si f : 2 — C3 es
una curva isotrépica con Re f = X en (2, para cada 6 € R, el campo

g(w,0) :== e f(w), conw e £,
es también una curva isotropica, pues por (2.4)
(Dug(1,0), Dug(w,0)) = (™ F'(w), e f'(w)) = e~ (f'(w), f'(w)) = 0.
Podemos entonces describir las parametrizaciones asociadas a X como:
Z(w,0) = Re {e ™ f(w)} = X(w) cos§ + X*(w) sen §.
Veamos ahora un resultado que nos ayudara a entender el papel que juegan
estas superficies.

Proposicién 15. Si X : 2 — R? es una parametrizacion local de una superficie
minimal, entonces todas las parametrizaciones locales de la familia Z(£2,0) de
parametrizaciones asociadas a X son minimales y son isométricas entre si.

Demostracion. Para cada 6 € R se tiene por (2.1) que

Z1 = Xjcosf 4+ X{senf = X cosf — Xosenb,
Zy = Xgcosf 4+ X sen = Xycos0 + X;senb,

y, entonces

|Z1|* = cos? 0| X1 |* — 2sen 6 cos (X1, Xo) + sen” 0] X |?,
| Zs|* = cos® 0| X|* + 2sen 6 cos (X1, Xo) + sen® 0| X, |?,
(Z1, Zy) = cos® (X1, Xy) + sen f cos 0] X, |* — sen 0 cos 0] X»|* — sen? 0( X1, X5).
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Por las relaciones conformes (1.33) de X se tiene
121" = |2 = | X0 = |Xaf*, (Z1,22) =0 (2.12)

y, por tanto, Z(w, #) es minimal. Por otro lado, teniendo en cuenta que X; A X; =
Xo A Xy =0, se tiene

Z(w) A Zy(w) = [cos X1 (w) — sen 0 Xo(w)] A [cos 0 Xs(w) + sen 0.X; (w)]
= |cos O ?[ X1 (w) A Xo(w)] + | sen 6 P[X1(w) A Xa(w)]

para cualquier w € (2. Por tanto, todas las parametrizaciones asociadas de la
familia tienen los mismos puntos singulares. Se puede tomar el conjunto 2’ de
puntos regulares de la familia Z(w, ) para todo 6 € R. Por otro lado, analoga-
mente a la demostracion de la Proposicion 14, vemos que por (2.13) los campos
normales de X y Z coinciden, asi como sus planos tangentes. Finalmente, tenien-
do en cuenta (2.12) se tiene la igualdad de los coeficientes métricos de X y Z,
entonces sus primeras formas fundamentales coinciden y por la Proposicién 4 son
isométricas. [

Corolario 5. Si S C R? es una superficie minimal, todas sus superficies asociadas
(incluidas la propia S y su superficie adjunta S*) son localmente isométricas entre
St

Observacion. Al variar entre 0 y 7/2 el pardmetro 6 de la familia Z(-, ) po-
demos apreciar como la parametrizacion local X es "deformada" mediante iso-
metrias hasta llegar a su parametrizacion adjunta X*. En cada fase del proceso,
la parametrizacion pasa por las distintas parametrizaciones locales (todas ellas
minimales) que conforman la familia. Veremos ejemplos de esto en el capitulo
siguiente.

2.2 Foérmulas de representacion

Las formulas de representacion a las que nos referimos en este capitulo son
expresiones creadas con la intencién de describir las coordenadas de superficies
minimales en términos de funciones analiticas. Los primeros intentos de crear
formulas con estas propiedades fueron llevados a cabo por Gaspard Monge en
1784 y por Adrien-Marie Legendre en 1787. Ambos obtuvieron las hoy conocidas
como formulas de representacion de Monge-Legendre integrando la ecuacion de
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superficie minimal ((1.13) de la Seccién 1.2). Sin embargo, durante muchos anos
estas formulas resultaron ser demasiado dificiles como para servir de herramienta
para encontrar nuevas superficies minimales; recordamos que por aquel entonces,
las tnicas de superficies minimales (no triviales) conocidas eran el helicoide y el
catenoide. No fue hasta el ano 1831 cuando Heinrich Scherk aplico las féormulas
de Monge-Legendre para obtener las expresiones de varias superficies minimales
que hoy llevan su nombre. Posteriormente, se descubrieron las formulas de repre-
sentacion de Enneper-Weierstrass, que resultaron ser las mas prolificas para el
descubrimiento de nuevas superficies minimales e impulsaron en gran medida los
multiples avances en la teorfa de superficies minimales a lo largo del siglo XIX.

Para deducir las formulas de Enneper-Weierstrass emplearemos el Teorema 10
de la Secciéon 2.1. Vamos en primer lugar a caracterizar los campos holomorfos
@ : 2 — C? que verifican la condicion de isotropia (2.9) del teorema.

Lema 4. Sea {2 C C un dominio. Sean p : 2 — C una funcion holomorfa no
idénticamente nula (u #Z 0) y v : 2 — C una funcion meromorfa. Si p tiene
un cero de orden al menos 2n en cada punto donde v tiene un polo de orden n,
entonces las funciones

&) = §,u(1 —v9), Py = §,u(1 +v%), D3=wvp, (2.14)
son holomorfas en (2, y el campo @ = (D1, Py, P3) verifica (2.9) y D # 0. Recipro-
camente, todo campo & = (D1, Py, P3) # 0 de componentes holomorfas en §2 que
verifica (2.9) puede expresarse como (2.14) si y solo si &1 — iPy # 0.

Demostracion. En primer lugar, comprobemos que ¢ = (@1, Pq,P3) es un
campo con componentes holomorfas. Denotamos por G el conjunto de puntos de
2 que son polos de orden n de v y ceros de orden al menos 2n de p (para todo
n € N). Por (2.14) se tiene que existe un R > 0 tal que

|D1(wo)]? < R,

para cualquier wy € G. Es decir, @; no tiene polos en {2 y por tanto es holomorfa.
Este razonamiento también es valido para las componentes @5 y @3, luego @5 y
&5 son holomorfas. Por otro lado, por (2.14) se tiene

1 1
(®,®) = &3 + D3 + D3 = Z/f(l — 27+t — Z’LLQ(l + 207 + vt + 2 = 0.

Queda probar que @ # 0. Como pu # 0, los ceros de u son aislados y entonces @
solo puede ser idénticamente nulo para algunos valores de v:
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= Siv=106 —1, entonces &; = 0 pero los ceros de @5 y @3 son aislados.
» Siv =106 —1, entonces ®, = 0 pero los ceros de @, y @3 son aislados.
= Si v =0, entonces @3 = 0 pero los ceros de @ y D, son aislados.

Por tanto, no pueden ser idénticamente nulas las tres componentes simulté-
neamente, es decir, ® # (. Para la segunda parte, notamos que la hipotesis
&, — idy # 0 es necesaria para que se verifique (2.14). Podemos escribir (2.9)
como

(B — iDy)(Py +iDy) + P° = 0. (2.15)

Razonando entonces por reducciéon al absurdo: si fuera &, — i@y = 0 se tendria
@3 = 0. Se dan ahora dos posibilidades, 4 =0 o v = 0. Si fuera y = 0 se tendria
@ = 0, lo cual seria una contradiccion. Si v = 0 tendriamos que &1 = p/2 y

&y = ip/2, por tanto ®@; + i®Py = 0. Sumando las ecuaciones @1 — 1Py = 0 y
&, + 199 = 0 obtendriamos @, = &9 = &3 = 0 que contradice @ Z 0.

Tras suponer @, — iP5 # 0 introducimos las funciones
D3
=0 — 1P = —
2 1 — P2, V b, — id2

Se tiene que p Z 0 y es holomorfa en {2, v es meromorfa en 2 y uv = ®3. Ademas,
por (2.15) escribimos

2
@3 2

@1+i@2:—m:—uy
1= 2

y, teniendo en cuenta que ¢; — 1Py = pu, obtenemos

(1-12), & =il(1+02).

Py = 5

=

Finalmente, como tenemos la expresion pur? = —(@; + iP,) y @1 y P, son holo-

2

morfas, se tiene que pr® es holomorfa en (2. Entonces si wy € {2 es un polo de

orden n de v, ha de ser un cero de orden al menos 2n de pu. O]

Empleando este resultado junto con el Teorema 10 deducimos inmediatamente
las formulas de representacion.

Teorema 11 (Formulas de representacion de Enneper-Weierstrass). Sea {2 C C
un abierto simplemente conexo. Sea X : 2 — R3 una parametrizacion local de
una superficie minimal dada por

X(w) = (z(w), y(w), z(w)), conw € (2.
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Entonces existen dos funciones p : 2 — C holomorfa con w Z 0 yv : 2 — C
meromorfa con v % 0 tales que pv? es holomorfa en 2 y se cumplen

w

1
z(w) = xo + Re / §,u(1 — %) dw,

wo
w -

y(w) = yo + Re / %u(l + %) dw, (2.16)

wo
w

z(w) = zp + Re / pv dw,
wo
para cualesquiera w,wy € 2 y para Xo = X (wg) = (0, Yo, 20). Por otro lado, si
existen dos funciones p y v verificando las condiciones anteriores, entonces las
formulas (2.16) definen las respectivas componentes de una parametrizacion local
de una superficie minimal.

También podemos probar de forma sencilla otras formulas de representacion
como la siguiente, descubierta por Enneper en 1864.

Corolario 6. Sea R(w) # 0 una funcion holomorfa definida en un abierto sim-
plemente conexo 2 C C y sea el campo vectorial

d(w) :== ((1 — w?)R(w),i(1 + w?*)R(w), 2wR(w)).

Entonces, la aplicacion X : 2 — R3 dada por

w
X(w) = Xo+ Re / ®(w)dw, para todo w,wy € 2, Xy € R?,
wo
es una parametrizacion local de una superficie minimal. Ademds, las parametri-
zaciones locales asociadas a X vienen dadas por

Z(w,0) = Xo+ Re / e ?P(w)dw, para todo w € 1.
wo
Demostracion. Basta tomar pu(w) := 2R(w) y v(w) := w en el teorema ante-
rior para probar la primera férmula. Por otro lado, el campo @ verifica

(®(w), d(w)) = R*(w)((1 —w?)? — (1 +w?*)* + 4w?) = 0. (2.17)

Como @ es un campo con componentes holomorfas, podemos aplicar el Teorema
Fundamental del Célculo cada componente para obtener un campo f : 2 — C?

f(w) == Xo+ X +/ ?(w)dw, con X e R?,

wo
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tal que f'(w) = @(w). Entonces, por (2.17) se tiene que f es una curva isotropica,
y

Re f(w) = Xy + Re /w@(w) dw = X (w).

wo

Por tanto, las superficies asociadas a X son de la forma:

Z(w,0) = Re{e ™ f(w)} = Xo + Re /w e P®(w)dw, en £,

wo

para cada 0 € R. n

Observacion. Esta ultima representacion es de hecho equivalente a la expuesta
en el Teorema 11 descubierta por Karl Weierstrass en 1866, por ello ambas son
conocidas como las féormulas de Enneper-Weierstrass.
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Capitulo 3
Ejemplos

En este capitulo expondremos brevemente algunos ejemplos clasicos de super-
ficies minimales, algunos de los cuales ya hemos mencionado anteriormente. El
contenido de este capitulo esta basado en los libros [3], [9] y [10].

Denotaremos las parametrizaciones locales de las superficies por X : 2 — R3
y a sus funciones componentes por X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) para todo
punto w = (u,v) € R%

Catenoide y helicoide

El catenoide debe su nombre al hecho de que puede obtenerse mediante la
rotacion de una catenaria alrededor de un eje. Tomando como eje de rotacion el
eje z, los catenoides se obtienen rotando catenarias de la forma

a(z) = r cosh (

con zg y r constantes reales arbitrarias y r # 0. Podemos dar una parametrizacion

zZ — 20

), para z € R,

r

local del catenoide con zy = 0 como:

x(u,v) = rcoshucosv,

y(u,v) = —rcoshusinv,

con —oo < u < 00, 0 < u < 2.

La primera descripcion del catenoide fue dada en el 1741 por Leonhard Eu-
ler, quien la denominé originalmente "alysseid" (desde Plateau se conoce como
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Catenoide y helicoide

Figura 3.1: Graficas de catenarias para distintos valores de r, con zy = 0.

catenoide). Euler descubri6 ademas el caracter minimal de la superficie: entre
las superficies de revolucién generadas por curvas con valores prefijados en los
extremos, el catenoide minimizaba el area. Desconocedor del trabajo de Euler,
Meusnier comprobo, anos mas tarde, que el catenoide y el helicoide verificaban la
ecuacion de superficie minimal (1.13). El catenoide y el helicoide son las tnicas
superficies de revoluciéon minimales. También se sabe que el helicoide es, junto
con el plano, la tnica superficie minimal reglada (probado por Catalan en 1842).

El helicoide es la superficie adjunta al catenoide, de manera que podemos
obtener una parametrizacion del helicoide mediante la ecuacion (2.1) de la Sec-
cion 2.1 derivando parcialmente respecto de u las componentes del catenoide e
integrandolas en la variable v: X* = (z*,y*, 2*) con

x*(u,v) = rsinhusinwv,
y*(u,v) = rsinhucos v,
2*(u,v) = rv.
Mediante (2.11) podemos obtener parametrizaciones para las superficies aso-

ciadas que, como sabemos, son todas minimales y localmente isométricas entre
si: Z(w,0) = X(w)cos® + X*(w)send (0 € R) con componentes

z(u,v) = rcoshucosvcosd + rsinhusinvsing,
y(u,v) = —rcoshusinv cos + rsinhu cosvsin 6,
Z(u,v) = rucosf + rusin 6.
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Figura 3.2: Izquierda: Catenoide. Derecha: Helicoide.

Figura 3.3: Catenoide y sus superficies asociadas hasta el helicoide, parametriza-
ciones locales definidas en el abierto (—2,2) x (0, 27).
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Superficie de Enneper

Esta superficie fue descubierta en 1864 por Alfred Enneper, el cual empleo la
formula del Corolario 6 de la Seccion 2.2 con la funcion R(w) =1 (w = u+iv € C)
obteniendo la parametrizacion:

X(w) = Re (/Ow(l—wz)dw,/owi(l—irwz)dw,/Owadw),

e integrando

3 013
X(w) = Re (w—%,iw%—%,uﬁ).

Es sencillo obtener las componentes de la superficie de Enneper:

uB
zr(u,v) =u— 3 + uv?,
03
y(u,v) = —v + T u?v,

2(u,v) = u® — v,

con —oo0 < U, v < 0Q.

Figura 3.4: Parametrizaciones de la superficie de Enneper en los abiertos de la
forma (=K, K) x (=K, K), con K = 1,2, 4 respectivamente.

Por el Corolario 6 podemos también obtener parametrizaciones de las super-
ficies asociadas:

3 3
Z(w,0) = Re {e_ie (w — %) e (w + %) ,e‘iewz} ,
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Capitulo 3. Ejemplos

y se obtienen las componentes en coordenadas cartesianas

u? v?
Z(u,v) = (u -3 + uvz) cosf + (v + 3 u%) send,

3 3

Z(u,v) = (u* — v?) cos @ — 2uvsen b,

V3 u?
y(u,v) = (—v + = - u2v> cosf + <u + = - qu) sen 6,

con 8 € R.

Figura 3.5: Superficie de Enneper y sus asociadas con parametrizaciones definidas
en la bola B 5(0). Como podemos apreciar la superficie va rotando con sentido
positivo ("de izquierda a derecha") alrededor del eje z hasta llegar a § = 7, cuando
comienza a girar en sentido contrario hasta volver a la superficie inicial.

Primera superficie de Scherk

Entre los anos 1831 y 1835, casi sesenta anos después del trabajo de Meusnier,
Heinrich Scherk descubrié cinco nuevas superficies minimales empleando las for-
mulas de representacion de Monge-Legendre junto con un método de separaciéon
de variables. Estas superficies son actualmente conocidas como las superficies de
Scherk. Inicialmente dos de ellas fueron introducidas en su articulo ganador un
concurso organizado en 1831 por el principe polaco Joseph Aleksander Jablonows-
ki en Leipzig. Posteriormente, en un articulo publicado en 1835, Scherk expuso
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Superficie de Henneberg

con detalle su método y encontré con él otras tres superficies minimales. Una de
las superficies que descubrié es conocida como la primera superficie de Scherk,
que es una superficie no paramétrica definida por la funcién
cosy
z(x,y) =log ( ) ,

COS T

con —oo < x,y < oQ.

Figura 3.6: Primera superficie de Scherk desde distintos puntos de vista.

Como podemos observar en la figura anterior, la superficie es periédica en los
ejes = e y, por ello también se conoce como la superficie doblemente periddica de
Scherk. Esta superficie periddica no encaja con nuestra definiciéon de superficie
regular, ya que existen una cantidad no numerable de discontinuidades de la
funcion z(z,y), por ejemplo en los puntos:

<3y (33)

cuya imagen aproximada esta marcada en rojo en la Figura 3.6. Pero si tomamos
abiertos de la forma

T T T T
Q= <7rk—§,7rk:+§> X <7rl—§,7rl+§>, con k+ 1 par,

obtenemos parametrizaciones regulares de la superficie. Estos abiertos (conexos)
de R? se denominan dominios fundamentales de la primera superficie de Scherk.
Este fendbmeno ocurre con otras superficies periodicas en torno a alguno de los
ejes, para algunas de las cuales existen también dominios fundamentales.
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Figura 3.7: Parametrizacion local de la primera superficie de Scherk en el dominio
fundamental (2.

Superficie de Henneberg

Muchos ejemplos interesantes de superficies minimales se obtienen como so-
lucion al Problema de Bjorling, que de forma intuitiva puede plantearse de la
siguiente forma:

Dado un segmento de una curva en el espacio euclideo R, encontrar una
superficie minimal que contenga dicha curva.

La superficie de Henneberg es la solucion a un problema de este tipo (formalizado
y con algunas hipotesis adicionales), donde el segmento en cuestion corresponde
a la curva conocida como pardbola de Neil, que verifica la ecuacion:

223 = 922,

en el plano {y = 0}.

En 1875, Lebrecht Henneberg resolvi6 el problema de Bjorling de dicho seg-
mento empleando un resultado de Schwarz que requiere de una parametrizaciéon
adecuada de la curva y de su vector normal. Como resultado obtuvo la siguiente
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Figura 3.8: Segmento de la parabola de Neil sobre el plano {y = 0} cont € (—1,1).

parametrizacion de la superficie que hoy lleva su nombre:

x(u,v) = —1 + cosh(2u) cos(2v),

1
y(u,v) = sinhusinv + 3 sinh(3u) sin(3v),

1
2(u,v) = —sinhu cosv + 3 sinh(3u) cos(3v),

con —oo <u<oo, kr<v<(k+1)mrykelZ

Superficie de Catalan

Esta superficie fue descubierta en 1855 por Eugéne Catalan y se obtiene como
solucion al problema de Bjorling asociado a un segmento de la curva cicloide.

Resolviendo el problema de Bjorling se puede calcular la siguiente parametrizacion

de la superficie de Catalan:

x(u,v) =1 — cosucoshv,
u v
y(u,v) sin o sinh o,

z(u,v) = u — sinucosh v,

con 2km <u < 2(k+1)m, —co<v<ooyk€Z.
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Figura 3.9: Izquierda: Parametrizacion de la superficie de Henneberg en
(—m/2,7/2) x (0,7/2). Derecha: Parametrizacion de la superficie de Henneberg
en (—m/2,m/2) x (7/2,0).

Figura 3.10: Parametrizacion de la superficie de Henneberg en (—7/2,7/2) X
(0, 7). Podemos ver como las dos parametrizaciones de la Figura 3.9 se "pegan"
en la parabola de Neil (marcada en rojo).
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Figura 3.11: Segmento de cicloide con t € (—n/4,57/2).

Figura 3.12: De izquierda a derecha: parametrizaciones de la superficie de Catalan
en los abiertos (0,27) x (0,7/2), (0,67) x (0,7/2) y (0,67) x (—7/2,0) respec-
tivamente. Podemos apreciar que al aumentar el rango de la componente u se
repite la misma estructura basica de la primera grafica. Ademas va generandose
una cicloide a lo largo de la superficie.
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Figura 3.13: Superficie de Catalan desde distintos puntos de vista. Parametriza-
cion en el abierto (0,47) X (—m, 7).
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