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Resumen

En este trabajo vamos a estudiar las construcciones de origami, que son conjuntos
de puntos del plano complejo que se obtienen de forma analoga a la de los puntos de
corte entre dos pliegues en una figura de origami. La idea es partir de un conjunto de
direcciones dadas y dos puntos, que suelen ser Oy 1, e ir intersecando rectas que pasen
por tales puntos con los angulos de esas direcciones para construir puntos nuevos y
luego poder usarlos en la obtenciéon de otros posteriores. El objetivo principal de la
memoria sera probar que este tipo de conjunto de puntos es un anillo en diversas
situaciones.

Para ello, vamos estudiar las propiedades y resultados que caracterizan a los pun-
tos que lo forman. Ademas, distinguiremos diferentes casos segun el cardinal del con-
junto de direcciones o las propiedades algebraicas de tal conjunto, que nos llevaran
a ver qué tipo de estructura algebraica o geométrica caracteriza a la construcciéon de
origami en esos casos. Veremos que los anillos ciclotomicos y de enteros cuadrati-
cos son dos ejemplos de anillos conocidos a los que podemos llegar partiendo de una
construccion de origami, y que, ademas, en algunos casos concretos de direcciones
también podremos partir de anillos de enteros cuadraticos y obtener los de origami.






English Abstract

The goal of this memory is to focus on origami constructions, which are sets of
points on the complex plane that are obtained in an analogous way to the intersection
points between two folds in an origami figure. The idea is to start from a set of given
directions and two points, which are usually 0 and 1, and intersect lines that pass
through such points with those angles to construct new points and then be able to
use them to obtain subsequent ones. The main objective of the work will be to prove
that this type of set of points is a ring in different situations.

To do this, we are going to study the properties and results that characterize the
points that form it. Furthermore, we will see different cases according to the number
of possible directions or its algebraic properties, which will lead us to endow origami
rings with an algebraic or geometric structure in those cases. We will see that cy-
clotomic and quadratic integer rings are two examples of known rings that we can
get from an origami construction. In addition, in some specific cases of possible di-
rections we will be able to start from the ring of integers of an imaginary quadratic
number field and obtain an origami ring.
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Introduccion

El origami, término que procede de los vocablos japoneses "ori” (pliegue) y "kami”
(papel), es un arte que consiste en el plegado de papel para obtener figuras de formas
variadas. A pesar de que sus origenes se remontan a hace mas de cinco siglos, a dia de
hoy sigue aportando resultados tanto artisticos como cientificos. Nosotros nos cen-
traremos en estos ultimos, estudiando una teoria matematica inspirada en el origami.
En ella, podemos hacer una analogia entre los pliegues del papel y las rectas del plano
complejo, ala vez que entre los puntos que se crean intersecando dos pliegues y los re-
sultantes de intersecar dos rectas en el plano, respectivamente. La idea matematica se
basa entonces en, dado un conjunto de posibles direcciones que nos derminaran rectas
del plano y dos puntos de partida (que suelen ser 0 y 1), construir de forma iterativa
nuevos puntos mediante las intersecciones de tales rectas, y luego usarlos para obte-
ner otros nuevos. Esos conjuntos de puntos son los que llamamos construcciones de
origami, y los que veremos que, en particular, seran anillos bajo ciertas condiciones,
de ahi el titulo de nuestra memoria. Ademas de ello, nos plantearemos otras cues-
tiones que no seran meramente algebraicas, sino también geométricas o topologicas
sobre tales conjuntos. Cabe destacar que este trabajo es parte de una teoria mas am-
plia, ejemplos de otras preguntas que caben hacerse son la extension a dimensiones
superiores y la nocidon de puntos constructibles analoga a las construcciones con regla
y compas.

Sea T := S' C C la circunferencia unidad. Consideraremos U como un sub-
conjunto de T'/{+1} de posibles direcciones, que contiene al 1. Si p, g son puntos de
C, la recta que pasa por p con direccion u € U se denota por L, (p), y L,(g) denota
entonces a aquella que pasa por ¢ con direccion v € U. La intersecciéon de ambas
vendra dada por el punto 1, (p,q) := L,(p) N L (q). Ademas, diremos que un punto
p es un monomio si puede construirse comenzando en 1 mediante intersecciones del
tipo I, (¢, 0) con u, v € U. Abundando en lo anterior, llamamos M, := {0, 1}, y para
J = 1 definimos M; como el conjunto de todos los puntos interseccion de la forma



2 ANILLOS DE ORIGAMI

I, ,(p,q)parau # vy p # q,tal que u,v € U y p,q € M,_,. Usando esta definicion,
podemos considerar la construccion de origami R(U) como R(U) := szo M;. Re-
sulta natural preguntarse en qué casos R(U) es anillo, que es el objetivo principal de
nuestro trabajo.

La respuesta a lo anterior dependera de las condiciones sobre el conjunto U, pues,
si este es un semigrupo con al menos tres elementos, tendremos que R(U) es un
subanillo de C formado por las combinaciones lineales enteras de monomios. Por otro
lado, si U tiene exactamente tres elementos, sin necesidad de ser semigrupo, R(U) se-
ra siempre un Z-médulo de la forma Z + Zz (con z := I, (0, 1)) ; en particular, sera
un anillo si z es un entero algebraico de grado 2 sobre Z. De hecho, en estas con-
diciones, veremos que coincide con el anillo de enteros de una extensiéon cuadratica.
En el caso de que U sea el grupo ciclico generado por una raiz primitiva de la uni-
dad, R(U) coincidira con subanillos de extensiones ciclotémicas de la forma Q((,),
distinguiendo dos situaciones segiin n sea o no primo. Resultara interesante probar
por el camino otras propiedades sobre R(U) que no seran de naturaleza puramente
algebraica, como lo sera por ejemplo la densidad de R(U) en C (visto también como
el espacio vectorial R?), cuando U tiene al menos cuatro elementos.

En el Capitulo [1| tendremos varias secciones. En la primera se ven las definicio-
nes principales que usaremos a lo largo del resto de capitulos y algunas propiedades
interesantes. En la Seccion [1.2| tendremos una primera prueba sobre la estructura de
anillo de R(U). A continuacion, veremos algunos ejemplos y resultados en los que
R(U) constituye un anillo sin ser U un semigrupo en la Secciéon Terminaremos
esta primera parte viendo que cuando U determina al menos cuatro direcciones, R(U)
es denso en C. En los capitulos [2] y [3] se estudian casos particulares de anillos conoci-
dos que coinciden con R(U) bajo ciertas hipotesis. En particular, en el dltimo de ellos
veremos que partiendo de cualquier anillo de enteros cuadraticos somos capaces de
conseguir un anillo de origami.



1 Construcciones de origami

Nuestro primer objetivo en este trabajo sera, tomando como referencia principal
el articulo [3], definir una serie de puntos del plano complejo que asemejaremos a
las intersecciones entre pliegues del papel en figuras de origami. A partir de las pro-
piedades que tienen todos ellos, veremos que, bajo ciertas hipotesis, constituyen un
subanillo del plano complejo C en distintas situaciones.

1.1 Definiciones y propiedades basicas

Inicialmente, veamos la notaciéon que usaremos a lo largo de las secciones.

Notacion 1.1.1.  Identificaremos los pliegues de origami con rectas del plano comple-
jo. Una recta viene dada por un punto p contenido en ella y una direccion, que es un
numero complejo distinto de 0 que llamamos u. Por lo tanto, la recta que pasa por p
con direccion u se expresara:

L,(p) :={p+ru:reR}

Sabemos que dos nimeros complejos distintos de cero determinan la misma direc-
cion si son maltiplos reales el uno del otro, por lo que supondremos que los vectores
directores son niimeros complejos de valor absoluto 1.

En ese caso, consideramos T := S! C C, la circunferencia unidad vista como
grupo con el producto. A partir de ella, podemos definir el conjunto de direcciones
posibles, que denotaremos por U, como un subconjunto de T'/{+1}. De ahora en
adelante, usaremos ese conjunto para trabajar con un semigrupo |'| (U, %), donde la

1Un semigrupo es un sistema algebraico de la forma (A, *) en la cual A es un conjunto no vacio, y
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operacion * designa el producto usual.

En las secciones y capitulos siguientes, abusaremos de notacion y, siempre que
quede claro en el contexto, escribiremos u y v para referirnos a, indistintamente,
elementos de T'/{+1}, nimeros complejos no nulos o vectores de C visto como R-
espacio vectorial.

Es posible identificar 7'/ {+1} con el grupo cociente G = R/(xZ) . De esta forma,
podemos asignar a cada § € G el punto e . Siguiendo este razonamiento, el eje
horizontal (el 1 en U) sera aquel que tiene angulo 0. No olvidemos que sumar angulos
en sentido geométrico se corresponde con la multiplicacién en el semigrupo U.

Ademas, veremos que hay situaciones que no requieren que U sea un semigrupo,
y sera interesante estudiar qué ocurre entonces con conjuntos arbitrarios de angulos.

Seguimos trabajando con U y con puntos del plano complejo C, ya que, a partir
de ellos, se puede generar otro conjunto de puntos con ciertas propiedades, que sera
objeto central de estudio en este trabajo. Para facilitar la comprension de los resultados
que veremos, introducimos primero la siguiente notacion:

Notacion 1.1.2.  Si las direcciones u y v determinan rectas distintas (es decir, u # v
mod {x1}), entonces

1,,(p,q) :=L,(p)NL,(q)

es el Unico punto de interseccion de ambas rectas o pliegues.

| Definicién 1.1.3.  Sea M, := {0, 1}, para j > 1 definimos M como el conjunto de
todos los puntos interseccion de la forma 1, (p, q) parau # vy p # q, tal queu,v € U y
P-4 € M;_,. Usando esta definicion, podemos considerar la construccién (o conjunto)
de origami R(U) como R(U) := szo M, con el que trabajaremos a lo largo de estas
paginas.

Veamos ahora que podemos hallar una féormula explicita para 1, ,(p, q) y que esta
operacion tiene diversas propiedades interesantes, tanto geométricas como algebrai-
cas.

Sean u, v direcciones distintas, y consideremos las rectas L, (p) y L,(¢g). La inter-

* es una operacion interna definida en A, que debe ser asociativa.
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seccion de ambas es el punto I, ,(p, q) que es la nica solucion z tal que
z=p+ru=q+sv r,s €R.

Como s = v~!(p — q + ru) es real, podemos imponer que la parte imaginaria de la
expresion derecha se anule para obtener una ecuaciéon que puede resolverse para r:

_ Im((g —p)/v)
 Im@u/v)

Notaciéon 1.1.4. De ahora en adelante, consideraremos:

Sey = Xy — Xy = 2i|y|*Im(x/y),

para cualesquiera complejos no nulos x, y donde |y|?> = y - . Notamos que S(en) €S
antisimétrica y, vista como forma en dos variables complejas, es R-bilineal.

Usando la notacioén anterior, podemos reescribir la ecuacién para r de la forma:

Esto proporciona otra forma de expresar también los puntos de interseccion:

Sg—pw SupP + Sg U = 5, ,U

I,,p.9)=p+ . 4= .

u,v u,v

Sustituyendo la definicién y operando llegamos a la siguiente féormula:

puv — piv — quv + quib  Sup Sug
= U+

L, (p.q) = u. (1.1)

Su,u Su,v Su,u

Veamos ahora algunas propiedades basicas de (1.1).

Proposicion 1.1.5.  Sean p, g dos puntos del plano, y u, v dos direcciones. Se tienen las
siguientes propiedades:

» Simetria: [, (p,q) = 1,,(q,p).
» Reduccion: I, (p,q)=1,,(p,0)+1,,0,q).
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» Proyeccion: I, (p,0) es una proyeccion del punto p sobre larecta {rv : r € R}
en la direccion ufl

» Linealidad: 1, ,(p + ¢,0) = I, (p,0) + I,,(q,0), y parar € R, I, (rp,0) =
rl, (p,0).

» Convexidad: I, (p, q) tiene la forma Ap+ Bq donde A y B definen aplicaciones
R-lineales del plano complejo que cumplen A + B = I,.

» Rotacion: Paraw € T, wl, (p,q) = 1, ,,(wp, wq).

U,
\ (0’ q /.
uyv
Iu’V(P’CI) \% A
\% s
/quv(q,O)
[,,(®0)
I
u,v
(a) Reduccion. (b) Proyeccion. (c) Linealidad.

Figura 1.1: Propiedades.

Demostracion.  Vamos a ir probando todas las propiedades enunciadas, aunque todas
ellas son triviales excepto la de convexidad:

» Simetria: es evidente por la propia definicion.
» Reduccion: Tenemos

Upv — upv + —vqu + Dqu

Iu,u(p’ 0) + Iu,y(()’ q) =
Su,v Su,v
_ upv —upv — vqu + dqu =1 (p.q)

Su,v

Geométricamente, podemos comprobar que esto se tiene gracias a la ley de los
paralelogramos, como muestra la figura

» Proyeccion: Esta propiedad se obtiene de forma directa, pues I, ,(p,0) es el
unico punto que esta en la recta p + (u) y en la recta 0 + (v) por definicién.

?La proyeccion de p sobre una recta L en la direccion u es el punto de la forma p + ru que esta en
L.



1. CONSTRUCCIONES DE ORIGAMI 7

» Linealidad: Una parte de esta propiedad y la anterior también se reflejan en
la ﬁgura de hecho, esta es consecuencia de la anterior. Analiticamente, ha-
ciendo uso de la expresion (1.1) en cada caso a probar tenemos que:

S u,p+q

1,,(p+4q,0) = .0

u,v

yparar € R,

SMJ'P

I, ,(rp,0) =

o
Y como el operador S(sn) €S R-bilineal, la prueba es directa en ambos casos.

» Convexidad: Sean P, Q dos puntos del plano y u, v dos direcciones distintas
tal queu = ey v =e"’, cona # +f mod 2x.
Construimos ahora lasrectas r := P+ <u >y s := O+ < v > que, por defini-
cidn, tendran distintas pendientes. Llamemos R al punto de corte de ambas, y
veamos que puede expresarse como combinacion convexa de dos matrices por
cada uno de los puntos iniciales.
Como el argumento de la prueba es independiente al sistema de referencia usa-
do, tomaremos el siguiente sistema de referencia para que la prueba sea mas
sencilla: .

R ={0, OP, v},

el cual se considera bajo ciertas hipotesis:

- OP #O—(pues P # Q).
e U &< QP > (de lo contrario existirian infinitos puntos de interseccion).

Notemos que al considerar cualquier otro sistema de referencia, estariamos mul-
tiplicando por una matriz invertible y su inversa, a izquierda y derecha de A y
B, respectivamente. Por tanto, el hecho de que A y B sumen la identidad no se
ve alterado.
Si definimos

R :=Q + uv, (1.2)

queremos que:
R = A<p1> +B<q1> talque A+ B = I,
J2) q

donde (p;, p,). (¢,,q,) son las coordenadas de P, Q respectivamente.
Tomemos ahora

A= (a” a12> por determinary B = I, — A.
)1 A4n
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Entonces, el punto R usando la expresion inicial y esta consideracion podria
expresarse como sigue:

R=1, <q1> +A<p1_q1> =Q+A-QP.
) Py~ 4

Y teniendo en cuenta que (Q—P)R = (1,0), nos queda A - Q—P = (a,;,a,,). Eso

unido a la expresion del punto R en nos lleva a buscar los coeficientes de

la matriz A de tal forma que:

A-QP = o= (0, p)g,

de donde se tiene que:

A= (0 alZ) por lo que B = ( b —an )
H ap —u 1 —ay

Es posible concluir entonces la prueba de esta propiedad. Destacamos ademas
que no es necesario que las matrices sean regulares, sino que con tener rango
1 es suficiente. De hecho, en la referencia [3]], encontramos un ejemplo de tales
matrices usando argumentos trigonométricos en los que se da este hecho. En
nuestro caso, tomando y # 0, a,, = 1y a;, = 0 tenemos un ejemplo valido
en el que tanto A como B tendrian rango 1 y seguirian cumpliendo la propiedad.

Se denomina convexidad porque como la matriz B = A — I,, podriamos verlo
como una analogia de la combinacién convexa en espacios vectoriales reales.

= Rotacion: Al igual que otras anteriores, esta propiedad es evidente. Basta con
observar que multiplicar por w € T es equivalente, geométricamente, a rotar
un angulo igual a su argumento.

Una vez definidos los conjuntos con los que trabajaremos y algunas caracteristicas
de los elementos que lo forman, vamos a ver en la siguiente seccion qué estructura
tiene R(U) bajo ciertas condiciones sobre U.

1.2 Estructura de anillo de R(U)

En esta seccion U sera un semigrupo de direcciones fijadas y veremos que R(U)
forma un subanillo de C, siempre y cuando U contenga al 1 y determine, al menos,
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tres direcciones distintas. Es mas, es el minimo nimero de direcciones a considerar
si se pretende tener puntos de corte de la forma I, (0, 1) en R(U), distintos de los
triviales, de lo contrario solo estaria formado por los puntos 0 y 1.

Pasamos entonces al estudio de tal conjunto, para el cual previamente vamos a
introducir nuevos conceptos que nos ayudaran en algunas de las pruebas:

| Definicién 1.2.1.  Un punto p se dice monomio primitivo si puede ser construido
en un solo paso a partir del 0 y del 1, es decir

p=1,1,0) wvel.

En general, decimos que un punto p en R(U) es un monomio (o U-monomio) si puede
construirse comenzando en 1 usando solo intersecciones de la forma I, (s,0), es decir,
aquellas en las que la segunda recta pasa por el origen.

Observacion 1.2.2. El punto 1 se considera también un monomio, que podriamos
llamar monomio trivial.

De la definicion anterior se deduce que los monomios pueden formar una sucesiéon
de la forma

p] = Iul,yl(:l’())’ p2 = qu,yz(plao)’ p3 = Iu3,v3(p27 O)’ s

Sip=p,=1,,(P10) es el k-ésimo elemento de una sucesiéon de monomios,
diremos que es un monomio de longitud a lo sumo k.

Relacionando este nuevo concepto con la definiciéon [1.1.3] tenemos que todo mo-
nomio construido de esta forma esta en M,.

Pasamos ahora a enunciar algunas propiedades de tales elementos. Cabe destacar
que en el siguiente resultado hemos relajado las hipotesis de que U sea grupo para una
de las pruebas, mientras que en la referencia [3] son mas estrictos con este aspecto.

Lema1.2.3. El producto de dos monomios es un monomio. Si ademas U es un grupo,
cualquier monomio es producto de monomios primitivos.

., S, .,
Demostracion. Dados u'y v en U, sea I, (1,0) = —“Lv usando la expresion (1.1),

Su,l

donde tomaremos r € R como r =

©

u,v

Veamos primero que el producto de dos monomios primitivos es un monomio,
para lo cual consideramos el producto de dos monomios primitivos con distintas di-
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recciones, y desarrollamos la expresion:
w0, (1,00 =rvl, ,(1,0),

teniendo en cuenta las propiedades de rotacion por el elemento v y linealidad por ser
r € R, llegamos a:

oIy 0 (1,0) = Iy 0 (r0,0) = Iy (1, (1,0),0).

vu! .o’ Uu’,uv’(

Por tanto, tenemos entonces una expresién que antes definiamos como monomio,
hemos probado que el producto de dos monomios primitivos es un monomio. Notese
que las nuevas direcciones siguen estando en U gracias a ser este un semigrupo.

A continuacion, vamos a probar la primera tesis del lema. Consideramos para ello
las sucesiones que dan lugar a dos monomios con los que trabajaremos:

P =1,,(1,0) 0, =1, (1, 0)
P=1,,(P,0) 0, =1,,(0,,0)
P =1, ,(P_0). Q0 =1,,Q,,0).

P_,,00yOQ, =1, 2 ,(Q, 1»0) son dos monomios de longitud
a lo sumo k y I, respectivamente. Tendremos en cuenta que cualquier monomio de

Entonces P, = I, , (

la forma I,,(,

Su,L'
tal punto. Como el producto es conmutativo en C, P,Q, = Q, P,. Por tanto, podemos
desarrollar la expresion y aplicar a ella propiedades que ya conocemos:

QIPk - U’(Ql 1’0) Uy, vk(Pk—l’O)
—rleuk Uk(Pk_l, 0)
Uu UUk(rU Pk 1’0)
=1, (rU

TATIREATR

=1,

VU,V Uk(IU[uk V)

= —I/

U UV

[ U 1,Up— 1(Pk—2’ 0)50)
(FU Pk 270) 0)
(rv;,0)...,0),0).

,vk(Ivluk 15U} Uk 1( ( UATREAT

De esta forma, teniendo en cuenta que rv) = I, / ,(Q, 1»0) es un monomio, el
producto Q, P, también lo sera por definicion, como querlamos probar. Si en vez de
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un par de monomios consideramos el producto de un numero mayor de ellos, basta
considerar productos de dos sucesivamente usando la asociatividad del producto de
C, y asi probariamos que también es un monomio.

Para terminar la demostracion nos falta ver que en caso de que U sea grupo, cual-
quier monomio puede expresarse como una multiplicaciéon de monomios primitivos.
Para ello, operamos con un monomio de longitud a lo sumo 2:

1 (Iulsvl(l’o)’o) = qusvz(rubo) =r

Uy,Uy

Ly, 0, (01, 0) = ro d oy, o, (1,0),

donde la primera igualdad se tiene por definicion del operador interseccién, la segun-
da gracias a la propiedad de linealidad y la ultima por reduccion. Dado que U es un
grupo, existe el inverso multiplicativo de v,. En consecuencia, al ser rv;, un monomio
primitivo e I Ul—luz,ul—lvz(l, 0) otro, tenemos que cualquier monomio puede expresarse
como producto de dos monomios primitivos. Si el monomio es de longitud a lo sumo
k > 3, se puede argumentar de manera similar por induccion, usando de nuevo la

asociatividad.

Cabe mencionar que en las pruebas basta con considerar que U sea un semigrupo,
pues la Uinica propiedad que usamos es que el producto sea cerrado.

Veamos ahora el resultado principal de esta seccion:

| Teorema 1.2.4. SiU es un monoideﬂ de direcciones que determinan al menos tres
pliegues, entonces R(U) es el conjunto de combinaciones lineales enteras de monomios y,
por tanto, es un subanillo de C.

Demostracion. Para probar que R(U) es un subanillo necesitariamos ver que es un
grupo tanto con la suma como con el producto. Lo vemos a continuacion:

Grupo abeliano con la suma
Primero, veamos que 2 y -1 estan en R(U). Como hay al menos tres rectas determi-
nadas a partir de las direcciones en U, existen direcciones u y v de tal forma que son
distintas entre ellas y de 1.

Usamos u y v para construir el punto p; = I,,(0,1) , que estara fuera del eje
horizontal. Podemos considerar entonces p, = I,,(1, p;) sobre una recta horizontal
que pasa por p,. En esta situacion se puede verificar algebraica (y geométricamente)

3Un monoide es un semigrupo con elemento neutro.
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que
2=1,,0,p,).
u
Figura 1.2: Construcciéon del punto 2.
De forma similar, si p; := I,,,(0, p,) entonces se prueba que

-1=1,,0, py).

V,I(O’pnl) 1 p2

/1—11’u(o,p3)' S
/7

Figura 1.3: Construccién del punto -1.

A continuacién, veamos que si p esta en R(U) , entonces p + 1 también. Para
ello, aplicamos los pasos que usamos para construir p, pero en vez de empezar con los
puntos 0 y 1, lo hacemos con los puntos 1 y 2, y llegamos a p+ 1. Esto es consecuencia
delalinealidad y lareduccion, pues I, (p+r, q+r) = 1, ,(p, 9)+1, ,(r,r) = 1, (p, Q)+r.

Los tres puntos anteriores nos serviran para probar que si p y g estan en R(U),
entonces también esta la suma de ambos. Basta repetir los pasos para construir g,
empezando en 0 y 1, pero esta vez empezando en py p + 1, y llegamos a p + g.
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Finalmente, por linealidad vemos que si p estad en R(U ), entonces los mismos pasos
que usamos para construir p a partir de Oy 1, nos valen para llegar a —p pero partiendo
de Oy —1.

Con todo ello, concluimos que en este caso R(U) es un grupo con la suma, por
ser ésta una operacion cerrada para todo punto de R(U). Ademas, se ha probado que
contiene a los opuestos y eso es suficiente, porque como esta en C la asociatividad se
tiene por ser también una propiedad de C.

Cabe mencionar que hasta el momento no hemos usado que U sea un semigrupo,
y por tanto R(U) siempre es un subgrupo de C con la suma, independientemente de
las direcciones que consideremos, siempre y cuando U contenga al 1.

Grupo con el producto
Para este apartado necesitaremos ver que, dados dos puntos cualesquiera de R(U), el
producto es una operacion interna. Lo primero que haremos sera probar que R(U) es
el conjunto de combinaciones lineales enteras de monomios, que denotaremos por .S.

Se tiene que S es un grupo con la suma, ya que las combinaciones lineales de un
conjunto de generadores son cerradas porque solo sumamos los respectivos coeficien-
tes. Es mas, como el producto de monomios es un monomio por el lema[1.2.3] S es un
anillo. Veamos ahora que este conjunto coincide con R(U) por doble inclusion.

S C R(U)|Como R(U) contiene a todos los monomios y es un grupo con la suma,

en particular, contiene a .S .

R(U) C S| Para probar esta inclusion usaremos los M; de la definicion [1.1.3]y

tendremos en cuenta que si p es un punto de R(U) entonces es de la forma

p = Iu’u(q? r)'

Por otro lado, tenemos que el conjunto .S puede expresarse como:

S = {2 Am; |4, € Z, m, monomio} .
Usaremos un argumento de induccién sobre los subindices j de esos M :

Comenzamos por el caso base j = 0, que serian los puntos {0, 1}, que estan en .S,
pues las combinaciones lineales de monomios contienen, en particular, a todo Z.

Tomamos como hipotesis de induccion que si un punto p € M, entonces p € S.

Veamos entonces lo que ocurre si tomamos un punto p € M|, que sera de la forma

1,,(q,r) donde q,r € M, los cuales estan en .S por hipotesis.
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Gracias a las propiedades del operador I, podemos expresar el punto p como
p=1,0q0+1,,r0),

donde g, r € S, por lo que se tiene la siguiente equivalencia:

pP= Iu,u(i a;m;, 0>+Iu,u<i By, O>’
i=1 k=1

enlacual @, f € Zy m,, m, sonlos monomios que aparecen en la combinacién lineal
de p, g como elementos de .S. Por ultimo, gracias a la linealidad del operador llegamos
a:

p= Zl ai’u,u(mi’ O) + ; ﬂklw(mk, 0)

Podemos concluir entonces que p € S, debido a que cada uno de los sumandos son
combinaciones lineales de monomios. Al ser p un punto cualquiera de R(U), se tiene
la contencion que se queria probar.

Observamos entonces que se da la igualdad entre ambos R(U) y S, por lo que
podemos afirmar que en ese caso los puntos son combinaciones lineales de monomios.
En consecuencia, el producto de dos puntos cualesquiera de R(U) es cerrado, pues el
producto de monomios vimos antes que también era cerrado.

De esta forma, tenemos que, al ser un subgrupo con la suma y cerrado para el
producto (teniendo en cuenta que 1 pertenece a R(U) por asunciéon), R(U) es un
subanillo de C. |

Hasta aqui ya habriamos probado que si U es un subconjunto cualquierade T'/{+1}
que contiene a la unidad, R(U) es grupo con la suma. Si ademas de ello, se tiene que U
es un semigrupo, entonces R(U) es un subanillo de C que coincide con el de combina-
ciones lineales de monomios. Concluimos que no es necesaria la condiciéon de grupo
sobre U como se refleja en el articulo [3], sino que es suficiente imponer que sea un
monoide y que tenga al menos tres elementos para que se cumpla el teorema anterior.

De hecho, si U es un grupo, recordamos que entonces se pueden descomponer
los monomios como producto de monomios primitivos, con lo cual, los elementos
de R(U) son polinomios en varias variables de coeficientes enteros evaluados en los
monomios primitivos. Mas aun, el cardinal de las variables es el de dichos monomios.
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1.3 ;Qué ocurre si U no es un semigrupo?

Hasta ahora hemos estado considerando un semigrupo de direcciones U, pero
cabe plantearnos qué estructura tendria R(U) en el caso de que U no fuese siquiera
un semigrupo. Este enfoque se trabaja en la referencia [5] con algunos ejemplos y
resultados de interés.

A continuacion, se muestra un conjunto de direcciones U para los cuales R(U) es
un anillo incluso cuando U no es semigrupo. Este ejemplo aparece en la referencia
[5], aunque se ha completado con informacion de la referencia [4]:

3zi

Ejemplo1.3.1. SeaU = {1, e™/* i}, el cual no es un semigrupo, pues eﬂfii =es g&U.

Se tiene que, partiendo de los puntos {0, 1}, el conjunto R( 1, e™/* i) coincide con el

anillo Z[i]. Es facil ver que esto ocurre en la figura[1.4] donde, tras varias iteraciones,
observamos que los puntos construidos son de la forma a + bi con a,b € Z. De
hecho, veremos en el Capitulo [3|que esta construcciéon de origami genera los enteros
de Gauss, que son un subanillo de C, sin necesidad de que U sea un semigrupo.

Sin embargo, este y otros son algunos casos concretos pero no tenemos un resul-
tado general que nos permita discernir la estructura de R(U). Podriamos suponer que
R(U) es siempre un anillo, pero veremos que esto no se da necesariamente incluso si
U posee tres direcciones, una de las cuales es 1. Resulta ttil recordar para esta seccion
la formula (1.1):

u S
Lo(p.) = v+ —u (1.3)

S
SM,U o,u
Comenzamos enunciando entonces los resultados de interés introducidos ante-
riormente:

eorema 1.3.2. SeaU = {1,u,v)} conu = e"* yv = €' dados, donde o
| T SeaU = {1,u, v} i« yv = ¢ dados, donde 0 # a # f # 0
mod . Sea s
z:=1,,01)="u=1,,1,0).
, p )

v,u

Entonces se tiene que R(WU) = Z + Zz.

Demostracion. Como 1, z estan en el grupo aditivo R(U), tenemos entonces que
Z+ 7z C R(U).
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U={lLu=e""v=1i}

L]
e o
e o L] [ ]
e o 4 e o
e o e o o
*— *——¢
[ ] e o o
e o e 9 0 0 o
e o e o e o o
e o
[ ]

Figura 1.4: Construccion iterativa de M,.

Probaremos la otra inclusién usando la definicién|1.1.3) viendo que M; C Z + Zz
por induccidn en j, estrategia que es similar a la que seguimos en la demostracion del

teorema[1.2.4

Comenzamos por el caso base j = 0, es decir, consideramos M,,, que definimos
como {0, 1}, los cuales son enteros.

Tomamos ahora s, € M, y suponemos que entonces existen a,b € Z tal que

s = a+ bz. Dado que M, = {[,,(s,7) tal que u,v € U, s,t € M,}, basta con ver
que M, C Z + Zz para concluir la prueba. Esto ocurrira si y solo si

1,,(s,t) € Z + Zz para cualesquiera s, € M;.
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/

Figura 1.5: Construccion del punto z.

Usando las propiedades de la proposiciéon tendremos que
Ly (5.8) = 1, (5, 0) + 1,,(0.1) = I, (5,0 + I, (. 0).

Por tanto, si probamos que Ix’y(s, 0) € Z + Zz para todos los pares {x,y} C U, al
ser s un punto cualquiera y x, y dos direcciones cualesquiera de U, tendremos que el
mismo razonamiento se puede aplicar a I, (7,0) tomando s = 7 y concluiriamos la
prueba. Entonces, considerando los posibles pares de elementos de U, bastaria probar
que los siguientes seis puntos estan en Z + Zz. Estos son:

Iu,U(S, 0)7 IU’M(S, O)’ Iu’](sa 0)’ IU’](Sa 0)’ I],u(s’ O)’ II,U(Sa 0)

Vemos entonces cuales serian esos puntos y que efectivamente estan en Z + Zz,
teniendo en cuenta para los razonamientos la expresion de z, las propiedades de la
proposicion (1.1.5) y la hipotesis de induccion sobre s.

Ademas, dado que Zl e R, sabemos que

Svu

- _Sul 1
S,,=UZ—uz= ui(— — —) =0, (1.4)
vu Sv,u
y analogamente:
So,1
S, = VZ— Dz = ——(vil — Du) = s,,. (1.5)

v,u

Por tanto:
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1,,(5,0) = I, (a+bz,0) = al, ,(1,0) + bI, (z.0) = a(l —2) € Z + Zz ,
usando Y que

Su,lv _ (u—i)v _ (—uyv

1,,(1,0)=
u,v Su,v Svu
coincide con
S Souw T Sva¥  vi—du—vu+ou (@—uv
l—z=1—-—"u= = = )
Su,u Su,u Su,u Su,u

Geométricamente puede verse en la figura

a+tbz

Figura 1.6: Construccion de 1, (s, 0).

« I,,(0,0)=al, (1,0)+0bI,,(z,0)=az+ bz =(a+bze”Z + Zz
por la definicion de z y porque I, (z,0) = I, (0,z) = =*u

l}

ademas de que z esta en la recta de d1recc1on u que pasa por O
= [,,(5,0)=al, (1, O)+b w1(2,0) = aq,

(1.5),

yaque I, (1,0) == -1=1el,,(z,0) =102z = 1 =0 por (1.4).
. 1,,(5,0) = al, 1(1 O)+bIU1(z 0)=a+b,
pues I, ,(z,0) =1, ,(0,z) = == -1 = ol — =1,,(0,1) =1 por (L5).

« 1,,(5,0) = aIlu(l 0) +bI, u(z 0) = b,

S1,1

puesto que I, (1,0) = = z, pues Z ya se encuentra en la

recta de d1recc10n u que pasa por 0. Podemos contemplar también este caso de
forma geométrica en la figura

» 1,,(5,0)=al, (1,0)+ bl (z,0) = b1 - z2),
porque I, (1,0)=0e

5 _ = Ky = s =
Z Z u—u?rol vu vu ®u,l uv — uv
IlU(ZO) —U__ U:_ —0 = — _—= — —,

S1p 0—v o—vs,, o—v s,, viu-—7ou
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/

Figura 1.7: Construccion de I, (s, 0).

y si desarrollamos

S
v,1
z—1=—"u-1

Sou

_(v—Du—vi+ou  uv—av

—_ —_ b
Sou vl — Du

obtenemos el resultado anterior. Luego I, (z,0) = z — 1.

Al haber visto que los seis puntos posibles estan en Z + Zz, tenemos que entonces
R(U) C Z+Zz.En conclusion, se da la igualdad entre ambos como queriamos probar.

En el teorema anterior estamos suponiendo que una de las direcciones de U es 1,
veamos que esto se puede hacer sin pérdida de generalidad:

Sea U = {x,u,v} un conjunto de tres direcciones diferentes y M, = {0, 1}. De-
finimos ahora 1’ := I_,(0, 1), y sabemos que mediante una transformacion lineal
podemos convertir M, en {0, 1’}. Podemos asumir entonces que una de las direccio-
nes equivale a 1, con lo cual, salvo una transformacion lineal, hemos probado que
R(U) es de la forma Z + Zz cuando U tiene exactamente 3 elementos.

El teorema anterior es uno de los principales de la referencia [5], pues demuestra
que, dado un conjunto U de exactamente tres direcciones, R(U) tiene siempre una
estructura concreta como Z-médulo.

A continuacién, avanzamos un poco mas y planteamos si es posible ver R(1,u, v)
como un anillo. Queremos saber entonces para qué direcciones distintas u = %, v =
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e'? diferentes de 1 (méd{+1}) se tendria que el conjunto R(1,u,v) = Z + Zz es un
anillo.

Partiendo de que la operacion suma es cerrada en R(1,u, v), tendremos que com-
probar si el producto también lo es para que sea un anillo. Consideramos dos elemen-
tos del conjunto, que sabemos que también son elementos de Z + Zz y vemos qué
ocurre:

(a+ bz)(c +dz) = ac + (ad + bc)z + bd 2°.

Por tanto, tendremos que Z + Zz es cerrado bajo el producto siy solo si z2 € Z + Zz.
Eso equivale a que existan a, b € Z tal que z* sea un elemento de la forma a + bz, o
lo que es lo mismo, que z verifique un polinomio de grado 2 sobre Z. En particular, z
tendria que ser un entero algebraico[f]de grado 2 sobre Z.

A partir del razonamiento anterior, comentamos un ejemplo que aparece en la
referencia que estamos usando y que, ademas, volvera a aparecer en un capitulo pos-
terior del estudio. Para ello, recordemos que llamamos « y f a los argumentos de u y
v, respectivamente:

Ejemplo 1.3.3. Consideramos R(1,u, v) con u = i. Sabemos que 1,i son direcciones
perpendiculares entre ellas, y sea z := I, (0, 1) = ri para algin r € R, obtenido de
la forma que se muestra en la imagen[1.8]

Figura 1.8: Puntos z imaginarios puros para cualquier valor de v.

Es posible llegar a que r = tan(z — f) = —tan(f) # O por ser 1,i, v direcciones
distintas. Lo vemos graficamente en|[1.9]

4Un ntimero complejo es un entero algebraico si y solo si es raiz de un polinomio ménico con
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Figura 1.9: Valor de r usando el Teorema de Pitagoras.

En ese caso, para que R(1,u,v) sea anillo, z2 = (ri)> = —(tan f)* debe ser un
entero, es decir, tan f = \/E cond € Z_,. La igualdad anterior es equivalente a que
f = arctan \/d con d un entero positivo. En tal caso, tendremos ya una expresion
para v, que sera v = e ¥retan \/E, y R(l,i,v) =Z + Z(tan )i = Z + Z\/—_d.

Continuamos ahora con una condicién necesaria para que R(U) sea anillo, que se
obtiene siguiendo el hilo argumental del principio de esta seccion.

Proposicion 1.3.4.  En las condiciones anteriores, si R(U) es anillo, entonces necesa-
riamente debe ocurrir que cos® a € Q.

Demostraciéon. Volvemos a considerar el nimero complejo z = 1, ,(0,1), que no
puede ser real porque por definicion va a estar fuera de la recta que une 0 y 1. El
polinomio minimo de z sobre R ser4 (x — z)(x — Z) = x> — (z + Z)x + zZ. Dado que z
es entero sobre Z de grado 2, el polinomio sobre Z que verifica z, siendo de grado 2
y moénico, debe coincidir con el minimo sobre R, que también es de grado dos porque
z no es real. De esta forma, tenemos que R(U) es un anillo si se cumple:

k:=z+4+zZ=2Re(z) € Z,
m

=2z =|z|* =€ Z.

Nos conviene introducir de alguna forma los angulos a y f en nuestro razona-
miento para llegar al objetivo que queremos probar. A tal efecto, consideramos las
siguientes igualdades trigonométricas:

Im(z) Im(z)
=tana y ————=—tanf,
Re(2) I — Re(z)

coeficientes en Z.
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que pueden observarse con ayuda de la figura[1.10}

Im(z) @-reeeeesseensenans z:=1,,(0,1)

Figura 1.10: Construccion del punto z a partir de @ y f.

Despejando Im(z) en cada caso e igualando ambas expresiones llegamos a que:

cos a sin
Re(z) = S50 s/
sin(f — a)
y en consecuencia,
sina sin
Im(z) = Snasinf.
sin(fl — a)
Teniendo en cuenta todo lo anterior, R(U) sera un anillo bajo las siguientes con-
diciones:
sin f cos a
k= 2Re(z) = 2— S Z,
sin(f — a)
)
sin
m = |Z|2 = z—ﬁ e”Z.
sin” (f — a)

Si las relacionamos entre ellas, tenemos que k/2 = Re(z) = cos ay/m, o lo que es

k k?

lo mismo, cosa = N En tal situacion, debe ocurrir que cos?a = L seaun numero
m m

racional.

Por tanto, si R(U) es anillo, cos> a € Q, y por simetria, cos? f € Q. |
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Sin embargo, no es una propiedad suficiente para probar que R(U) es anillo. Un

\/_

claro contraejemplo es el caso de R(1,e™/3,e’*/%), donde z = i + 731'. Observamos

que cosw/3 = %,pero k= % & Z.

Si endurecemos un poco la condicion a que cos @ € Q, entonces es suficiente para
afirmar que, en tal caso, existe un angulo f tal que el R(U) correspondiente es un
anillo. Veamos ese resultado:

Proposicion 1.3.5. Para infinitos pares u, v de direcciones el conjunto R(1,u, v) es un
anillo.

Demostracion. Para probarlo, suponemos que cos @ = f y sin pérdida de generalidad
s,t € Z primos relativos. Sea entonces Re(z) = sy |z| = t,cont > 0. Es posible

expresar z como z = s + i\/t> — 52, usando la construccion de z de la figura|1.11|y el
Teorema de Pitagoras.

................... zZ = I’U,’U(OS 1)

Figura 1.11: Construccion del punto z.

Ademas, como fy f’ son suplementarios, tienen tangentes opuestas. Por lo que si

tan() = Y72 llegamos a que §' = arctan( Y%= )y portanto, f = — aretan (Y22 )=
arctan(—' ;2__152 ) Luego para todo a tal que cosa € Q podemos encontrar f tal que

R(1,u = €%, v = €?) es un anillo, pues en este contexto, z verifica una ecuacion de
grado 2 cuyos coeficientes son enteros, por la discusion posterior al teorema |

Notese que si s6lo se cumple la condiciéon de que cos a sea racional, entonces no
tendremos una condicion suficiente para que R(1,u, v) sea un anillo, basta volver al
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contraejemplo anterior a esta proposicion para comprobarlo.

En el caso de que s, no sean primos relativos, solo obtendriamos un subanillo de
Z + Zz. Presentamos un ejemplo en el que ello ocurre:

Ejemplo 1.3.6. Supongamos que mcd(s,t) = 2, lo que nos daria lugar a la situacion
descrita en la figura

Figura 1.12: Caso de s y  no coprimos.

Es posible tomar entonces s’ = s/2yt' = t/2y tendriamos que cosa = = = j—:
Evidentemente, z’ € Z + Zz , por tanto, obtenemos un subanillo de Z + Zz. Es més,

cada forma de expresar el cociente f nos daria un subanillo también.

Por ultimo, cabe destacar que hasta ahora hemos trabajado con conjuntos U de tres
elementos. Resulta interesante preguntarnos qué ocurre si U esta formado por cuatro
o mas direcciones, otro de los enfoques de la referencia [5] que se trata a continuacion.

1.4 Densidad con al menos cuatro direcciones

De nuevo, salvo una transformacién lineal, podemos suponer que estamos traba-
jando con un conjunto R(1,u, v, w) con todas sus direcciones diferentes entre ellas.
Ademas, podemos tomar u, v, w tales que u = ¢*, v = e’ yw =€ con0 < a < f <
y < 7. Sea

pi=I,,0,1) y ri=1I,p0).
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Observamos que en la recta horizontal que pasa por p, denotada por L,(p), se tiene
que r < p teniendo en cuenta la parte real de cada punto. De ahi deducimos que, al
ser L (r)y L,(p) = L,(1) paralelas, el punto I, (0, r) es menor que 1.

De hecho, como f < y, encontramos que I, ,(p,0) < r en L,(p). Esto, unido a lo
anterior, nos lleva a que I, ,,(p,0) < r < p en esa recta. Usando que el menor de los
tres puntos anteriores esta también en la recta L, (0), y que esta es paralelaa L, (r),
llegamos a que I, ,(0,r) > 0.

Todos estos puntos y rectas hasta ahora construidos los adjuntamos en el siguiente
grafico:

Figura 1.13: Construccién de los puntos principales.

Si nos fijamos en la figura anterior, resulta facil comprobar que el triangulo Opl
es semejante al Op,s,, donde

=10, y s :=1,0,r).
Tal punto s, es el que, en parrafos anteriores, vimos que estaba entre 0y 1, por lo que

p €0,p)ys, €(0,1).

Usando el punto p,, somos capaces de construir otro punto en L, (0), que sera
ry :=1,,(p,0). Ademas, r; € (0,r), pues p; € (0, p).

Es entonces cuando, gracias a las direcciones y puntos anteriores, podemos cons-
truir también
, :=1,,0,r) y s, :=1,0,r),

donde p, € (0,p,), s, € (0, s,).
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Si repetimos de nuevo el proceso, creamos nuevos puntos de forma iterativa. Gra-
cias a ello, somos capaces de formar las sucesiones {p;},., ¥ {5;};5¢ (ademas de la
{r;}.5, auxiliar) cuyos términos se detallan a continuacion:

i = 1,,0,r_p), s, =1,,0,r_), iy i=1,(p_,0).

Para cada i = 1,2,3 ..., tenemos que los tridangulos Op;s; y Opl son semejantes,
y ademas, se van haciendo cada vez mas pequefios en médulo. Los puntos de cada
sucesion son diferentes entre ellos porque se encuentran en direcciones distintas del
plano, por lo que estan bien definidos. Por altimo, es facil ver que las tres sucesiones
de puntos convergen a 0, aunque realmente las que mas nos interesan son las dos pri-
meras. Adjuntamos una figura obtenida a partir de la anterior, con algunas iteraciones
mas, donde podemos ver graficamente lo que acabamos de explicar:

R(l,u=e"*v=¢e"e"),0<a<B<y

Figura 1.14: Construccion de las sucesiones.

Acabamos de ver entonces que existen dos sucesiones convergentes en dos direc-
ciones linealmente independientes en R(U), lo cual volveremos a usar mas adelante.

Veamos ahora que en estas condiciones, tendremos que R(1,u, v, w) es denso en
R2. Para que eso ocurra, necesitamos probar que la clausura topolégica de R(U), que
podemos denotar por X, coincide con el propio R El siguiente lema de la referencia
(6, 8.6, p. 83] nos propicia tal resultado:

Lema 1.4.1. Sea X un subgrupo cerrado de R?, que no esté contenido en una recta.
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Entonces existe una base b, b’ de R? tal que X coincide con uno de los tres conjuntos
siguientes:

1. Rb+Rb =R
2. Rb+27b'.
3. Zb+ ZV'.

| Teorema 1.4.2. La clausura topolégica de R(U) coincide con R?. En consecuencia,
R(1,u, v, w) es denso en R>.

Demostracion.  Suponiendo que X = R(U) cumple las hipotesis del lema anterior,
intentaremos ver cual de las tres opciones de dicho lema se corresponde con tal clau-
sura.

Si X fuese Zb+ Zb, tendriamos un conjunto de puntos discretos, con lo cual ha-
bria entornos de O sin otros elementos de X (y de R(U), por tanto). Esto hace que
no contemplemos entonces este caso, ya que anteriormente hemos visto que en cual-
quier entorno de O podemos encontrar infinitos elementos de R(U), pues existen dos
sucesiones convergentes a tal punto.

Podria darse que X coincidiera con Rb + Zb', pero solo en el caso de que am-
bas sucesiones convergiesen a 0 y sus términos fuesen linealmente dependientes, es
decir, se encontraran en la misma direccion. Sin embargo, tampoco se da tal situa-
cién, dado que antes comentamos que los elementos de cada una estaban en rectas
independientes entre ellas.

Finalmente, concluimos que necesariamente X debe ser R2. Falta entonces ver
que estamos en las hipoétesis del lema.

Sabemos que, por definicion, X es topologicamente cerrado. Ademas, no esta con-
tenido en una recta porque tenemos tres puntos que originan las sucesiones que no
son colineales. Finalmente, aunque es conocido que la clausura de un subgrupo de un
grupo topoldgico sigue siendo un grupo, en este caso podemos probarlo de una forma
mas sencilla:

En R?, la clausura son los puntos limite de sucesiones cuyos términos pertenecen
a ciertos grupos, en este caso, a R(U). Entonces, como es no vacia, tendriamos que ver
que la diferencia de esos puntos limite pertenece a la clausura y asi tendriamos que
X es un grupo con la suma, al igual que R(U). Sean entonces Y, Z € X los puntos
limite de las sucesiones {Y,},.;,{Z,},s,, respectivamente, cuyos términos estan en
R(U). Dado que sabemos que restar ambas sucesiones equivale a restar sus términos,
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al ser R(U) grupo, tendremos que la sucesion {Y, — Z,},., estd en R(U). Esto nos
lleva a que entonces, su punto limite, que es Y — Z, estard en X. |

Concluimos que se cumplen todas las hipétesis, y que, en consecuencia, R(1, u, v, w)
es denso en R? como queriamos probar. De hecho, el lema anterior nos da la existen-
cia de una base b, b’ de R?, y al ser los vectores Os, y Op, independientes, podriamos
tomarlos como base para ver un caso particular de los elementos de X silo deseamos.

Damos por finalizado entonces este primer capitulo introductorio a nuestro objeto
de estudio y pasamos entonces a ver algunos casos particulares interesantes en los
siguientes.



2 Anillos ciclotomicos

Ahora vamos a considerar el caso en el que U es, al menos, un semigrupo de
direcciones de cardinal finito. Concretamente, trabajaremos con el grupo ciclico de
direcciones generado por e/, denotado por U,. Notese que para este desarrollo nos
basaremos en la referencia [3] de nuevo. Ademas, introducimos un resultado que nos
sera de ayuda en este capitulo:

Lema2.0.1. R(U) es el menor subanillo de C que contiene todos los elementos de la

forma
1—a

1-5
donde a, b son elementos de U? no triviales. Ademas, todos los monomios son inver-
tibles.

Demostracion. Consideramos la definiciéon de monomio primitivo y desarrollamos

la expresion usando (1.1):

Su1 u—i (u —u)|v| u—1u
Iu,l}(l’o) = U= — — = 5 — = 5 —
Suo ub — v w()? —ilv] u(®)?—u
w —lul -1

T 2@ —lul - @op-1

Dado que u, v son elementos de U, sus cuadrados lo son de UZ. Por tanto, tenemos
que los monomios primitivos pueden expresarse como i;—: con a,b € U?. Es mas,
dado que en este caso R(U) se construye a partir de los monomios primitivos (como
comentamos al final de la Seccién [1.2), cualquier anillo que los contenga contendra
a R(U) también. De este modo, R(U) es el anillo mas pequefio que contiene a los

elementos de esta forma.

Por otro lado, si cambiamos a por b en el cociente anterior obtenemos el inverso
de tal elemento. Esto nos lleva a que los monomios primitivos son unidades en R(U).
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Ademas, como cualquier monomio es producto de monomios primitivos por defini-
cién y el producto de unidades es una unidad, cualquier monomio es una unidad.

Recordamos ahora que la extension ciclotomica Q(¢,) es el menor subcuerpo de
C que contiene la raiz primitiva n-ésima de la unidad ¢, := e**/".

En estos términos, tomamos ahora el grupo U (que es subgrupo de T'/{+1}) como

U,, el generado por ¢,, = e*/". En consecuencia, U? tendria como generador ¢, =
eZm'/n

Como ese grupo U, tendra al menos tres direcciones, por el teorema|1.2.4, sabemos
que R(U,) en este caso es un anillo de C y podemos relacionarlo con Q(¢,) mediante
el siguiente resultado.

Proposicion 2.0.2.  El anillo R(U,,) es un subanillo de Q(¢),).

Demostracion. Como ambos son anillos, solo sera necesario probar que los elemen-
tos de R(U,) pueden expresarse como polinomios en ¢, con coeficientes racionales.
En particular, dado que al ser U, un grupo sabemos que R(U,) esta generado como
anillo por los monomios primitivos, basta comprobar que estos estan en Q(¢,).

Usando el lema [2.0.1} y sabiendo que los elementos de U? estan generados por ¢,
como comentabamos anteriormente, tenemos lo que queremos. Esto se debe a que al
’ . 1 . .
ser ¢, una raiz de la unidad, T esun polinomio en ¢,. |

Vamos a ver ahora que ademas R(U,,) tiene una expresion concreta como subanillo
de Q(¢,), segiin n sea primo o no.

Para ello, vamos a usar el lema y consideraremos los monomios primitivos
de R(U,) como cocientes de la forma

=g
Ter T A=y

los cuales ademas son ejemplos de unidades ciclotémicas de Q(&,).

Observacion 2.0.3. Recordamos que, dado que tenemos la igualdad:

n—1
x"—1=[]x-¢b,
k=0
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es posible llegar a la expresion:

n—1
n=[]a-¢H (2.1)
k=1
simplemente dividiendo lo anterior por X — 1 y tomando X igual a 1.

Veamos entonces el teorema que nos da las expresiones explicitas antes comenta-

das.
| Teorema 2.0.4. Sean >3, yseanU = U,y¢ =, Setiene:

1. El anillo R(U) contiene a C.

2. Cualquier elemento del anillo R(U) esta en el anillo Z[{, 1/n].
3. Sin es primo, entonces R(U) = Z[{].

4. Sin no es primo, entonces R(U) = Z[{, 1/n].

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que Z[{] C R(U). Como Z C R(U)
(pues 0,1 € R(U) por definicion) y ademas R(U) es un anillo, basta ver que —¢ o {
esta en R(U). Para ello, usaremos que —1 € R(U) y que
1-¢ _1-¢_
i) =-{ € RU).
¢

A continuacién, veremos que R(U) C Z[{,1/n]. Si consideramos la expresion
(2.1), observamos que se tiene que 1 — ¢ divide a n si a no es congruente con 0
médulo n. Si tomamos entonces un monomio primitivo de R(U) de la forma m,, y
despejamos el denominador en una expresion como la (2.1), llegamos a que:

n
n—1 ’
k=1,k;éb(1 - ")

y sustituyendo en m, , tendremos entonces que:

1-¢h =

1—¢0 =T =
ma,b - n - n .
Tzt (1=69
Es decir, cualquier monomio primitivo de R(U) puede escribirse como un polinomio
en ¢ con coeficientes enteros dividido por n. En consecuencia, como cualquier ele-
mento de R(U) es un polinomio de coeficientes enteros en los monomios primitivos,

tenemos la inclusion buscada.
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Para el tercer apartado supondremos que n es primo, y volveremos a considerar el
monomio m, , aprovechando que un b cualquiera es coprimo con n, por ser n primo.
Usando la identidad de Bézout, llegariamos a la ecuaciéon a = rb—snconr,s € Z. En
ese caso, y aplicando esto al monomio siguiente, tendriamos que:

l_é'a_l_é/a+sn_1_crb
1—¢b 1-¢b — 1-¢P

y como rb es multiplo de b, sabemos que ese cociente puede expresarse entonces

como un polinomio en { con coeficientes enteros. De ahi que ya tengamos una de las
inclusiones, y la contraria se tendria por el apartado (1) probado anteriormente.

Finalmente, para probar la igualdad de anillos R(U) = Z[{, 1/n] cuando n no es
primo, usaremos la doble inclusion. Por el apartado (2) tenemos una de ellas, y para
probar la otra basta con ver que 1 /n € R(U),pues 1 € R(U) porseranilloy{ € R(U)
por el apartado (1).

Es suficiente ver que 1/p € R(U) para cualquier primo p que divida a n. Ademas,
como # no es primo, o bien es el producto de dos 0 mas primos distintos con exponente
1, o bien es multiplo de alguna potencia de un primo. Con lo cual podemos dividir la
prueba en dos casos, uno en el que p? divide a n y otro en el que existe otro primo g
tal que pq divide a n.

Para el primer caso, podemos suponer n = p*m. Tenemos entonces que {, =
1-¢4,
¢, en particular, cualquier cociente de esta forma —2- esta en R(U), por lo que
R
P
el producto de ellos también lo estara. Ayudandonos de esas expresiones veamos si

podemos obtener i, que es a lo que queremos llegar.

Usando la expresion (2.1) para n = p?, tenemos que:
-1
r=]Ja-¢.

k=1

donde hay ®(p*) = p(p — 1) términos donde k es coprimo con p, y p — 1 términos
donde k es divisible por p.

Tomamos primero el producto estos tltimos términos, es decir,

p—1
[Ta-¢nh.
k=1
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&

ip

donde usando que ¢ ;’2 =e” ={, podemos afirmar que lo anterior es equivalente a

p—1
[Ta-¢=»
k=1

Ahora, vemos qué ocurre con los k coprimos con p. Como p? se puede descom-
poner en los términos tal que k es coprimo con p y en los divisibles por p y sabemos
que este ultimo producto es p, despejando el producto que nos interesa en este caso
llegamos a que

-1 p2
[Ta-¢o===»
p

k=1,ptk

De ambos razonamientos, cabe considerar el desarrollo en monomios primitivos
siguiente, que nos llevara a la expresion que buscamos:

r-l 1 =gk rP-l 1= ¢k

p? _ H 1_5:/;’

pk
k=1,ptk I- sz k=1,ptk

podemos ver que hay p bloques de la forma 1,2,...,p—1|p+1,p+2,...,2p—1] ...
donde el numerador no se repite y el denominador si. Por tanto, el denominador estara
elevado a p por cada repeticion por bloques; y el numerador ira cambiando. Como por
lo anterior sabemos que ambos productos dan p, tendremos que:
P11 — §k2
1
1 L=L = _—eRru).
i L=, PP
Al tener entonces ese elemento y multiplicarlo por p”~2, que es entero, llegariamos
aque 1/pestaen R(U).

Consideremos ahora el caso en el que n es divisible al menos por dos primos dis-
tintos p y g. De nuevo, es suficiente contemplar el caso n = pq. Sustituyendo ese n
particular en la expresion (2.1) tenemos que:

pg—1

pa=[Ja-¢k).
k=1

Observamos que ahora podemos dividir términos del producto en tres tipos: aque-
llos tal que k es coprimo con py g, k es divisible por p o k es divisible por g.
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Veamos cuanto salen los productos en cada caso. Comenzamos por los términos
tales que k es divisible por p. Esos seran los de la forma p,2p,...,(¢g — 1)p, donde
entonces el producto sera

q—1 q—1
[Ja-¢n=T]a-¢H=q
k=1 j=1

Analogamente, si tenemos en cuenta que los términos tales que k es divisible por

g, los posibles indices que encontraremos seran q, 2q, ..., (p — 1)q, de donde, al igual
que antes:

p—1 p—1

[Ja-cdn=TJa-¢H=»r

k=1 j=1

Llegamos a que en esta situacion, pq se factoriza como un producto de términos
que es igual a p, y otro que es igual a g, luego el producto de los términos restantes
debe ser 1 forzosamente para que se cumpla la igualdad. Esto quiere decir que los
términos (1 — ¢ [’)‘q) con k coprimo con p, g son invertibles. En particular, 1 pertenece
a los ultimos exponentes mencionados y 1 — ¢, es una unidad. Esto quiere decir que
el monomio

p—1 1— ¢
II—=-= L e RW,
=t L= P

usando que el producto de unidades es unidad. Y por tanto, si multiplicamos por el
inverso de u, tendremos que 1/p € R(U) como queriamos probar.

En conclusion, hemos visto de ambas formas que 1/p € R(U) y en tal caso ten-
dremos que Z[(,, 1/n] C R(U), que junto al apartado (2) termina la prueba. |

Un caso particular del teorema anterior es el caso de n = 3, en el que Uj; es el
grupo ciclico generado por ¢,, = ;. Entonces se tiene que R(U;) = Z[{;], por ser 3
primo, como puede verse geométricamente en la figura[2.1} Un enfoque alternativo de
lo que acabamos de comentar se encuentra en el capitulo[3] dado que Z[{;] es el anillo
de enteros de una extension cuadratica en el caso de d = 1 mod 4 (concretamente
d = —3). Por tanto, tendremos que tal anillo coincide con R(U;) = R(1, e, ™),

donde 8 = arg(1 + \/-3) =z /3.
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1/, (0.1)

Figura 2.1: Construccioén iterativa de puntos de R(U).
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3 Anillos de enteros cuadraticos

Hasta ahora hemos visto propiedades en general y como se obtienen a partir de un
grupo ciclico finito los anillos de origami relacionados con extensiones ciclotomicas.

En este capitulo, como se plasma en las referencias [4] y [5]], vamos a estudiar
los anillos de enteros de extensiones cuadraticas. Destaquemos que la referencia [5]]
nos demuestra que imponiendo propiedades sobre 1,u, v podemos obtener un anillo
de enteros cuadratico. Sin embargo, el articulo [4] va méas alld y prueba que todo
anillo de enteros cuadratico se puede expresar como R(1,u, v) para ciertos {1, u, v}
concretos. Usaremos por tanto ese enfoque en nuestro estudio porque cubre todos los
anillos de enteros cuadraticos.

En primer lugar, recordamos que toda extensiéon cuadratica imaginaria se puede
escribir de manera tnica como Q(\/E), siendo d un entero negativo libre de cua-
drado Denotamos por (9(@(\/5)) al anillo de enteros algebraicos en @(\/E). Nos
interesa tener en cuenta algunos resultados generales sobre tales anillos, que vemos
a continuacion.

Recordamos que si 6 = a + by/d es un elemento de Q(\/E ) que no es racional,
podemos considerar el polinomio minimo x? + 2ax + (a* — b*d) de & sobre Q, del cual
8y 6 = a — b\/d son raices. En este apartado, cuando hablemos de conjugacién nos
referiremos a la aplicacién que manda cualquier 6 en 6.

Lema 3.0.1. En las condiciones anteriores, 6 = a + b\/g € @(\/E), cona,b € Q,es
entero sobre Z si y solo si también lo es 5. En ese caso, 2a y a*> — b>d son enteros.

Demostracion. Tomamos cualquier polinomio p(x) con coeficientes enteros tal que
o sea raiz suya. Como la conjugacién en el sentido anterior es un homomorfismo de
Q-algebras, se tiene que 0 = p(5) = p(5).

1Un néimero entero se dice libre de cuadrados si no es divisible por ningtin p?, con p primo.
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Luego cualquier polinomio con coeficientes enteros que tenga a 6 como raiz, tam-
bién tendra a 6.
. - < L =D
En particular, s :=6+06y p := 60 también estan en Z , que es como denota-
mos a la clausura entera de Z en Q(\/E) De hecho, tenemos que s = 2a, p = a*—b*d.

Por otro lado, 6 y 6 verifican la ecuaciéon t* — st + p = 0, la cual, a priori, tiene sus
coeficientes en Q. Luego s, p € Q.

Gracias a los dos parrafos anteriores, nos encontramos ante la siguiente situacion
que concluye la prueba de este lema:

—Q(Vd) —0
s,peEQNZ =QnzZz =27 (3.1)

Observacion 3.0.2. Notese que el resultado que nos proporciona la ultima igualdad
de (3.1) podemos encontrarlo en [2, Example 5.0], aunque incluimos la breve prueba
a continuacion:

Si un numero racional x = r/s, con r, s coprimos, es entero sobre Z, por definicion
sabemos que satisface una ecuacion de esta forma:

x"+a,x"'+... +a,=0,

n

donde los a; son enteros. Sustituyendo la expresion de x y multiplicando por s” tene-
mos equivalentemente
" +arl's+...+a,s" =0.

Por tanto, s divide a ", es decir s = +1, y x € Z. En conclusion, los racionales que
son enteros sobre Z son, en concreto, enteros.

Del lema anterior, en particular, se puede deducir que el polinomio minimo de &
y 6 sobre () realmente tiene coeficientes enteros, es decir, coincide con el que nos da
la relacion de dependencia entera.

Las posibilidades para a y b dependen de las congruencias de d médulo 4, como
veremos en la siguiente proposicion. Aunque este resultado es muy conocido (véa-
se, por ejemplo, [1, Prop.13.1.6]), hemos optado por incluir una prueba para hacer la
memoria mas autocontenida.

2La clausura entera de Z en Q(\/E) es el anillo que contiene los elementos de @(\/E) que son
enteros sobre Z.
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Proposicion 3.0.3.  Sea d un entero libre de cuadrados. Entonces el anillo de enteros

algebraicos de @(\/E) es:

Z+7Z\d d#1 mod4
OQ(Vd)) = Y- ,
7 + ZT d=1 mdbd 4.

Demostracion. Comencemos por ver la contencion mas sencilla, es decir, veamos que
1+v/d .
los elementos de Z [\/E] yZ [T\/—] son enteros algebraicos sobre Z.

Size Z[\/E] esdela formap+q\/g (conp,q € Zy q # 0), supolinomio minimo
es x2 — 2px+ p2 - qzd . Observamos que todos los coeficientes son enteros, y por tanto
z es un entero algebraico sobre Z.

Si, por el contrario, z = p + q(#)e Z [%] , su polinomio minimo sera xz—

Qp+q@x+p* +pg — q2<ﬂ>. En este caso, como estamos suponiendo que d = 1

4
modd 4, z vuelve a ser un entero algebraico. Por tanto, tenemos que Z[\/E lyZ [#]

estan en el anillo de enteros algebraicos.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un entero algebraico 6 = a + b\/g ,
con a, b € Q. Por el lema [3.0.1, podemos partir de que 2a 'y a> — b*d € Z.

Sea entonces a = Z—l con a,, a, enteros. Como 2a = ? es entero, suponiendo que
el cociente que define aaes irreducible, llegamos a que debe ocurrir que a, | 2 para
que se sigan teniendo esas condiciones. De ahi deducimos que, o bien a, = 1, o bien
a, =2.

Sia, = 1, es claro que a € Z. Nos falta entonces exigir que también se cumpla

que a> — b*d € Z, lo cual equivale a que b’d € Z. De nuevo, si b = i—l, debe ocurrir
2

2
que b*’d = d % € Z. Al ser b, y b, coprimos, necesariamente b, | d, y como d es libre

2
de cuadrados, la nica opcion es que b, = 1. Luego b € Z, es decir, tanto a como b
son enteros.

. a
Si contemplamos ahora el caso en el que a, = 2, entonces a = ?' De nuevo,
. b .
exigimos que a* + b*d sea entero. Para ello, tomamos b = b—‘, y por la expresion
2
anterior nos queda que
at  bld a’h;—4bld

F-pd=-"L-L =12 L (3.2)
4 p2 42
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que debe ser entero.

Por un lado, el término b% debe ser divisor de 4b%d . De donde, al ser b, coprimo
con b,, necesariamente bg divide a 4d. Y como d es libre de cuadrados, b, debe ser 1
o0 2. Esto nos lleva a otros dos casos segun el valor de b,:

. 2—4b2d ..
» Sib, =1,de tenemos que 4 " — debe ser entero, y como 4 divide a 4b%d,
entonces solo habria que imponer que a% fuese multiplo de 4. Esto equivale a
que entonces a, deberia ser multiplo de 2. No tiene sentido considerar tal caso,

porque a, y a,, son coprimos.

: 1-b1d o
» Sib, =2, usando|3.2|llegamos a que a‘Tl debe ser entero. Siguiendo el razona-

miento anterior, tendria que ocurrir que a% - b%d fuese multiplo de 4. Ademas,
tanto a, como b, son impares (de ser pares estariamos en casos anteriores). Es-
to nos lleva a que a%, bf = 1 mdd 4, y en consecuencia, 1 — d tendria que ser
multiplo de 4 para terminar con nuestra prueba. De ahi que, necesariamente de-
bamos tomar d = 1 mod 4. En ese caso, b = b, /2. Entonces, dado que a, y b,

]

deben tener la misma paridad, es equivalente escribir ese anillo como Z [

Es mas, de ser a, y b, pares, este anillo incluye a Z[\/E].

Concluimos que entonces si d = 1 mod 4, los enteros algebraicos seran de la

forma Z[1+2 d]; y por el contrario, si d # 1 mdd 4, seran elementos de Z[+/d].

De esta forma tenemos que los enteros algebraicos estan contenidos en (9(@(\/3 ),
terminando asi la demostracion.

Una vez recopilada la informacién anterior, la pregunta que cabe hacerse es qué
relacién existe entre tales subanillos del plano complejo y los anillos de origami. La
respuesta a ello nos la proporciona el resultado principal de este capitulo:

| Teorema 3.0.4. Sead < 0 un entero libre de cuadrados, yseaf = arg(l + \/Z).
Entonces, el anillo de enteros cuadratico de @(\/E) coincide con R(U), donde

1. U=1{1,i,e"} sid =203 mod 4.
2. U={1,e?¢e" D} sid=1 mod 4

Demostracion.  Vamos a dividir la prueba en dos partes, una para cada posible con-
junto de direcciones U:
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U={l,ie")

En este caso, dado que d = 203 mod 4, tenemos que (9(@(\/3)) = Z[\/d_] por
la proposicion [3.0.3]

Veamos en primer lugar que R(U) C Z[\/E], es decir, que 1, (p, q) € Z[\/E] para
cualesquierau,v € U y p,q € Z[\/E].

Como hay tres direcciones posibles, tenemos 6 casos a considerar. Sean p = a +

b\/g yq=c+ e\/g. Nos fijamos en que podemos remitirnos a la prueba del teore-
ma(1.3.2} y tomar z = I,,4(0,1) = 2 = 22 = 20 = 200 = _jang =

av—ud —iv—iD —2icos@

—iy/—d = —\/E ,con d < 0 un entero libre de cuadrados. De esta forma, tendriamos
que R(U) esta en Z[\/E], siendo U = {1, i, e} en nuestro caso. Es més, por el mis-
mo teorema tendriamos que no solo se da tal contencidn, sino también la igualdad.

Ademas, como en este caso z es un entero de grado 2, tenemos que es un anillo.

Aungque en el parrafo anterior ya podriamos terminar la demostracion de este ca-
so, veamos desde el punto de vista de la referencia [4] una prueba de la contencion
contraria, es decir, que Z[\/Z] C R(U). Para ello, tomamos a + b\/d_ € Z[\/Z] Y
veamos que podemos llegar a tal punto comenzando en {0, 1} e intersecando las di-
recciones de U. Esta demostracion podemos reducirla a probar que, dados dos puntos
{n+ k\/g, n+1+ k\/g}, podemos construir también

n—1+kVd,n+k+DVd.n+1+k+DVd,

n+2+kVd,n+1+Gk=DVd,n+ k- 1)Vd.

En realidad, lo que estamos haciendo es una una induccién doble sobre las com-
ponentes reales e imaginarias de un entero arbitrario construido. El objetivo es pro-
bar que para cualquier par de puntos consecutivos, podemos construir puntos cuyas
coordenadas enteras con respecto a la base {1, \/E } difieren en una unidad respecto a
ellos en todas las direcciones posibles. Notemos que, en tal caso, hablamos de un total
de seis puntos alrededor de los que partimos, los cuales se hallan como se explica a
continuacion:

Comenzamos en los dos puntos de partida y con las direcciones distintas de 1,
construimos el siguiente punto usando las formulas del teorema junto con las
propiedades del operador I vistas en la proposicion Hacemos el primero de
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ellos con mas detalle:

Io(n+ kNd,n+1+kVd) = I u(n,n+ 1) + k\/d
Sin Sei0
= Lef 4 " +li+k\/c_1'

S Sei(i’i

i’eiﬂ
2in o Qisin@)(n+1),
Y+ + kVd
i2cos0)° (=) (2cosh) Vd
n(cos@ +isinf) — (n+ 1)isin@ + k\/g

cos
—n—itan®+kVd=n—\Vd+kVd
=n+(k—-1)Vd.

Tomamos este nuevo punto y el anterior y hallamos

I+ 1+ kVd,n+ (k= DVd) = n+ 1+ k- V4,

que es otro punto de debajo de los dos iniciales. Por ultimo, ayudandonos del que
acabamos de construir, conseguimos

I+ 1+kVd,n+1+k-DVd)=n+2+kVd.

Para simplificar la notacion en la prueba, cuando escribamos los puntos (a, b) nos

referiremos a a + b\/E . Observemos la imagen para tener una idea geométrica de
cudl seria el razonamiento de la prueba (hasta ahora solo habriamos construido los
verdes).

Por otro lado, para los puntos de arriba, empezamos tomando
Lo (n+kVd,n+ 1+ kVd)=n+1+ (k+ 1)Vd.
A continuacién, usando este ultimo, podemos construir

I+ kVd,n+ 1+ (k+ DVd) = n+ (k+ D)Vd.

Por dltimo, nos ayudamos de nuevo del anterior y de uno de los iniciales y construi-
mos:

Lo+ kVd,n+ (k+ D)Vd) =n—1+kVd.

Hemos probado entonces que Z[\/E ] € R(U), completando asi la prueba de igual-
dad entre ambos.
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Figura 3.1: Construccién de puntos alrededor de los iniciales.

U = {1’ eie’ ei(n—@)}

Para este apartado usaremos la misma estrategia que para el anterior pero con una
sutil diferencia dada por la estructura del anillo, ya que al serd =1 mdd 4, el anillo

(9(@(\/3)) se corresponde con Z [#] por la proposicion (3.0.3

1+v/d

2

Comenzaremos la prueba viendo que R(U) C Z[ ], lo que se traduce en ver

que cada punto de la forma I, (p,q), conu,v € Uy p,q € @(@(\/d_)), estd en ese
anillo de enteros cuadrético.

De nuevo, podemos usar la prueba del teoremal1.3.2} pues en este caso z = I, ix-0(0, 1) =

#. Para hallar este punto, usamos que 6 = arg(1+ \/E ) y que el triangulo formado
por 0, 1, z es isosceles (porque los argumentos de las dos direcciones son angulos su-
plementarios). Por tanto, z es el punto medio del segmento entre Oy 1 + \/E . De esta

)

sino que coinciden, siendo ademas ambos anillos por ser z un entero de grado 2.

forma, razonando como en el caso anterior tenemos que no solo R(U) C Z

Ya tendriamos terminada la prueba, aunque incluimos el enfoque iterativo de la

referencia [4]] para ver que Z [#] C R(U), paralo cual tomamos un elemento _a+1;2\/3

de Z[HZ\/E] y, como en la prueba anterior, veremos que se puede obtener mediante

intersecciones cuyos puntos de partida son {0, 1}.
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Como antes, podemos reducir este razonamiento a ver que dados los puntos

{n+k\/d_,n+2+k\/g}

2 2

podemos construir

n+l+k+DVd n+3+Gk+DVd n+4+k\/d

2 ’ 2 ’ 2 ’
n+l+k-—DVd n—1+Gk=-DVd n—2+k\d
2 : 2 : 2

tal como se ilustra a continuacion. Esta vez, cuando escribamos (a, b) nos referiremos

a(a+b\d)/2:

(n-2.k)

Figura 3.2: Construccion de puntos alrededor de los iniciales.

Notemos que, en realidad, la prueba trata de ver que los seis puntos de alrededor
(en el sentido de la prueba anterior) pueden obtenerse.

Comenzamos utilizando los puntos iniciales y las direcciones distintas de 1 para
el primer punto:

n+kvd n+2+k\/5>_n+l+(k+1)\/d_

Ii i(m— (
e ele 0 2 2 2

A partir de este y uno inicial, construimos

; <n+1+(k+1)\/3 n+2+k\/3> n+3+k+DVd
1et? > = :
: 2 2 2
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Para terminar los puntos de la parte superior, hallamos

, <n+2+k\/d_ n+3+(k+1)\/3> n+4+k\d
1,ei(@=0) s = .
’ 2 2 2

n+1+k\/d
2

Ahora, todo es simétrico respecto del punto , pues, de los puntos iniciales

pero con las direcciones intercambiadas llegamos a

n+ky\/d n+2+k\/3 n+1+(k—1)\/3
h“%ﬂ< 2 2 >= 2 '

Usando tal punto junto a uno de los iniciales

, <w+LHk—nvEn+kvE__n—1+m—1n@
et 2 T2 )‘ 2 '

Finalmente, desde ese y otro de los de partida obtenemos el punto que nos queda:

n—2+k\d

2

n+kyd n—1+k-1DVd
LﬂH« 2 2 >_

Con esto finaliza la segunda parte de la prueba y tenemos que entonces para ciertos
U, el anillo de enteros cuadratico Z [%] coincide con R(U), que era el objetivo

principal de este capitulo.

Para finalizar, podriamos ir un poco mas alla y comentar que el resultado [5, Theo-
rem 8] podria verse como un caso particular de este anterior.
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