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Capitulo 1

INTRODUCCION

El trabajo de investigacién que recoge esta memoria trata sobre el andlisis de
los experimentos de conversién paramétrica a la baja, utilizando el formalismo
de la funcién de Wigner de la mecénica cuéantica. Para ello, comenzaremos en
el capitulo segundo por mostrar algunos aspectos bésicos de la éptica clasica
no lineal, y haremos una introduccién al fenémeno de la conversién a la baja
en el espacio de Hilbert, con el objeto de exponer las diferencias principales
existentes entre los tratamientos cldsico y cuédntico de los procesos no lineales.
También haremos una breve puesta a punto sobre la problematica en torno
al problema EPR!, y resumiremos aquellos experimentos que se han realizado
hasta el momento con el objeto de mostrar aspectos no cldsicos de la luz y
contrastar experimentalmente desigualdades de Bell.

En el capitulo tercero haremos una revisién del formalismo de la funcién
de Wigner en Optica cuantica, haciendo previamente una exposicién de sus
propiedades fundamentales en mecénica cudntica, asi como una introduccién
a los diferentes tratamientos de la dptica cudntica en el espacio de las fases, a
partir de las distribuciones P, @ y la funcién de Wigner. Terminaremos por
adentrarnos un poco maéas en esta distribucién dentro del campo de la 6ptica
cuéntica.

Los capitulos cuarto al séptimo son el niicleo fundamental de la tesis. En el
capitulo cuarto se hard un detallado andlisis del proceso de la conversién a la
baja con la funcidén de Wigner; se describird la luz radiada por el cristal hasta
segundo orden en teoria de perturbaciones, mostrando cémo se transforma la
radiacién de punto cero que incide sobre el medio no lineal, y se calcularin
las correlaciones de la luz para caracterizar completamente el proceso. En el
capitulo quinto estudiaremos la teoria de la deteccién en este formalismo en
los casos de la deteccién simple y conjunta, mostrando el papel que tiene la
radiacién de punto cero en el fenémeno de la deteccién. Estos dos capitulos

! Einstein, Podolsky y Rosen.



2 INTRODUCCION

seran la base para el tratamiento de los experimentos en el capitulo sexto.
Dada la gran cantidad de experimentos realizados hasta la fecha, hemos hecho
una seleccion de los que pensamos son mas representativos dentro del campo
de los problemas fundamentales de la mecédnica cuantica. El capitulo séptimo
tratard sobre la posibilidad de interpretar la propagacién y deteccién de la luz
en 6ptica cuantica desde un punto de vista puramente ondulatorio a partir de
la radiacién de punto cero, usando el formalismo de la funcién de Wigner.

El capitulo octavo tratard las conclusiones que se infieren de este trabajo, y
por ultimo se expondran las fuentes bibliograficas utilizadas en su elaboracién.

Esta memoria estd basada en un trabajo de investigacién que comenzd en
1995, y que ha dado lugar a los trabajos Casado et al. (1997a, b, ¢, d). Aunque
los capitulos cuarto al séptimo son béasicamente el desarrollo de las ideas de
estos trabajos, hemos anadido los mismos al final de la tesis.



Capitulo 2

LA CONVERSION
PARAMETRICA A LA BAJA

2.1 INTRODUCCION

El proceso de la conversién paramétrica a la baja ha tenido un papel relevante
en los ultimos anos en el contraste experimental de desigualdades de Bell, y en
experimentos donde se trata de mostrar el caracter no clasico de la luz radiada
por un medio no lineal. Si bien dicho proceso se conocia desde principios de
los afios 60, década en que la 6ptica no lineal nacié tras el descubrimiento
del laser, hasta mediados de los 80 no se comenzaron a hacer experimentos
utilizando los cristales no lineales como fuente de estados EPR.

En este capitulo presentaremos en primer lugar un resumen de la déptica
no lineal de segundo orden en electromagnetismo cldsico, y mostraremos es-
quemdaticamente los procesos mas comunes dentro de este campo, tales como
Ia amplificacién paramétrica, la generacién del segundo arménico, y la con-
version a la alta. En segundo lugar haremos una introduccién a la conversién
a la baja en éptica cudntica, comparandola con la amplificacién paramétrica
cldsica, con el objeto de resaltar posteriormente uno de los resultados més im-
portantes de esta tesis: la descripcién de la transformacién de la radiacién de
punto cero a su paso por el cristal utilizando el formalismo de la funcion de
Wigner. Finalmente, y tras hacer una breve descripcién histérica del problema
EPR, mostraremos la importancia del conversor paramétrico a la baja como
fuente de estados enredados! y haremos un resumen de los experimentos maés
importantes realizados hasta el momento.

1En inglés se utiliza el término “entangled”.



4 LA CONVERSION PARAMETRICA A LA BAJA

2.2 OPTICA NO LINEAL EN
ELECTROMAGNETISMO CLASICO

Esta primera parte estd dedicada a resumir los procesos més importantes que
tienen lugar en la dptica no lineal de segundo orden, dentro del esquema del
electromagnetismo cldsico®.

2.2.1 La ecuacién de onda no lineal

La invencién del ldser en 1960 permitié observar fenémenos no lineales en el
comportamiento de la luz en medios materiales, debido a la posibilidad de
utilizar intensidades mucho mayores de lo que se habifa conseguido hasta el
momento 3. Un medio anisétropo no lineal, homogéneo, y no dispersivo, se
caracteriza por una relacién entre el campo eléctrico y la polarizacién de la
forma

Pi — COZ KZ.L'jE]' + 2 ZdijkEjEk + 42 KS?IZ:IEjEkEl + y ’i,j, k,l = 1, 2, 3,
J jk

ki

(2.1)
donde E = (E), Ey, E3) es el campo eléctrico, y P = (P, P2, P3) es la pola-
rizacioén. k;j, dijk ¥ Kijre son los elementos de los tensores que representan
la susceptibilidad del medio a los distintos 6rdenes del desarrollo. Dichas
cantidades son independientes de la frecuencia en medios no dispersivos.

Cuando los campos que intervienen son poco intensos la relacién entre P
vy E es lineal. Sin embargo, cuando las intensidades son comparables a la de
un laser, los siguientes términos del desarrollo influyen en el comportamiento
del medio, dando lugar a una serie de fenémenos que dependen del tipo de
nolinealidad. En cualquier caso, el campo aplicado siempre es pequeno en
comparacién con los campos interatomicos, de manera que la nolinealidad es

pequena y tan sélo se consideran importantes hasta los términos de tercer
orden.

Supongamos un medio dieléctrico homogéneo en el que ignoraremos por
simplicidad el caracter tensorial de la susceptibilidad lineal «;;, de manera que
haremos el cambio k;; = k. La ecuacién de onda que se obtiene a partir de

2Para elaborar este resumen nos hemos basado fundamentalmente en los libros de Saleh
y Teich (1991, capitulo 19), y Yariv(1989, capitulos 16 y 17). Otros tratamientos donde se
recoge la dptica no lineal son, por ejemplo, Butcher y Cotter (1990), Schubert y Wilhelmi
(1986), Shen (1984), Bloembergen (1965), Boyd (1992).

3El primer experimento se llevé a cabo en 1961, y consistié en la generacién del segundo

arménico al hacer incidir un ldser de rubi de 6943 Asobre un cristal de cuarzo (Franken et
al., 1961).



2.2 OPTICA NO LINEAL EN
ELECTROMAGNETISMO CLASICO

5
las ecuaciones de Maxwell cuando se tiene en cuenta la relacién entre 7y E
dada por (2.1) es (Yariv, 1989):

I’E 0°Pnr
o~ M7
donde u, y €, son la permeabilidad magnética y dieléctrica del vacio, y € =

€o(1 + k1). Por otra parte, Py es ¢l término no lineal de la polarizacién, el
cual viene dado, en el caso cuadritico, por *

V2E — pip€ (2.2)

(Pni)i = 2dijiE; Eg. (2.3)

El término correspondiente al lado derecho de la ecuacién (2.2) es la fuente de

radiacién en el medio. Para resolver dicha ecuacién se utilizan generalmente
dos métodos:

e El primero es un proceso iterativo conocido como la aprozimacién de
Born. Suponiendo que sobre el medio incide un campo E,, se calcula la
polarizacién asociada a este campo mediante (2.1) y el campo radiado
a primer orden E; resolviendo (2.2). Este campo acttia como fuente de
radiacién a segundo orden, dando como resultado otro campo E,, y asi
se pueden ir calculando sucesivamente los distintos términos del campo
radiado. Cuando la intensidad de la luz incidente es lo suficientemente
débil como para considerar pequefa la nolinealidad, el proceso iterativo
puede detenerse en el primer orden. En esta aproximacién, conocida
como la primera aprorimacién de Born, la propagacién de la luz se ve
como un proceso de dispersién ° en el que el campo incidente se trans-
forma al interaccionar con el medio y es reemitido por éste. El uso de la
primera aproximacién de Born en la éptica no lineal de segundo y tercer
orden puede verse en Saleh y Teich (1991).

e El segundo método se conoce como la aprozimacion de ondas acopladas.
La ecuacién de onda no lineal se utiliza para deducir ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales lineales acopladas, las cuales gobiernan la
evolucién de las ondas que interaccionan en el medio. Este método es
més fiable porque el campo se expresa a todos los érdenes, y es el que
mostraremos en lo que viene a continuacion.

4En este resumen sélo trataremos el caso en que los términos de orden superior al se-
gundo son despreciables. Los efectos a tercer orden, los cuales son més visibles en cristales
centrosimétricos, en los que d;jx = 0, se pueden estudiar por ejemplo en (Saleh y Teich,
1991).

5En inglés se utiliza el término “scattering”.
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2.2.2 La aproximacion de ondas acopladas

Se supone que el campo eléctrico es la superposicién de tres ondas de frecuen-
cias wi, wg, ¥y ws, y amplitudes E;(r), Ey(r), y Es(r), de la forma

E(r,t) = = Y E(r)ef“t ) 4 cc, (2.4)

1
2 i=1

donde k; es el vector de onda asociado a la onda “”. Sustituyendo (2.4) en (2.3)
y (2.2) se obtiene una ecuacién diferencial que consiste en la suma de varios
términos, siendo cada uno de ellos una funcién armoénica a alguna de las tres
frecuencias, igualada a la fuente de radiaciéon, que contiene fundamentalmente
términos oscilantes a frecuencias 2w, y wn, + wm, siendo n,m = 1,2,3. Si
w1, wa, ¥ ws son distintas, se pueden obtener de esta ecuacién tres ecuaciones
diferenciales acopladas igualando los términos de la misma frecuencia. Para
que esto ocurra una de las frecuencias tiene que ser suma de las otras dos, pues
de lo contrario la fuente de radiacién no contendria términos a estas frecuencias
y no habria interaccién entre las diferentes ondas (Saleh y Teich, 1991; pagina
763). Por tanto, debe verificarse por ejemplo la relacién

w3 = Wy + Wy, (2.5)

la cual recibe el nombre de condicidn de emparejamiento en frecuencias ©

Se suele considerar que E;(r) sélo varia en una direccién, por ejemplo la
direccién z, de forma que 9/0x = /0y = 0, y que la interaccién es lo suficien-
temente débil como para suponer que la variacién de las amplitudes del campo
con z sean pequeiias, lo cual implica a su vez que |k, dE;/dz| >> |d?E,;/dz?|,
es decir, |E;| es aproximadamente constante dentro de una longitud de onda.

Sustituyendo (2.3) y (2.4) en (2.2) y teniendo en cuenta estas aproxima-
ciones, se obtienen las siguientes ecuaciones acopladas (Yariv, 1989):

dEy; . Ho x _—i(ks—ka—Fk
dz e_ldgjkEBj pee ek TRz,
dE3 . Ho 4 ¥ —i(ky—k3+ks)z
&z e ki EraEg e TR,
dE3j . Ho ~i(k1+ka~k3)z
I lws gdjikEuEzke pTRmRE, (2.6)

donde dj;; es el tensor resultante de transformar d;;; de los ejes del cristal al

sistema de referencia cartesiano que describe la propagacién de las ondas, y
k? = w? ;.

8En inglés “frequency matching condition”.
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Aparte de la condicién de emparejamiento en frecuencias, la cual es basica
para que exista interaccién entre las ondas, se puede demostrar también que
los vectores de onda deben verificar la condicién

k; = k; + ko, (2.7)

para que el acoplamiento de las ondas sea efectivo. En el caso no dispersivo
ambas condiciones son equivalentes, dado que las tres ondas se propagan a la
misma velocidad por el medio. Sin embargo, cuando hay dispersién la verifi-
cacién conjunta de (2.7) y (2.5) implica que las ondas se propagan en direc-
ciones distintas. Ambas condiciones reciben conjuntamente la denominacién
de condiciones de emparejamiento ”.

Las ecuaciones (2.6) son el punto de partida para el estudio de los fenémenos
de segundo orden en los cristales no lineales. Los procesos de mayor impor-
tancia son:

1. Generacién del segundo arménico. Una onda intensa de frecuencia
w incide sobre el cristal dando lugar a una onda de frecuencia 2w y a una
disminucién de la intensidad de la onda incidente. Se trata de un caso
degenerado en el cual w) = wy = w, y w3 = 2w.

2. Amplificacién paramétrica. Se caracteriza porque un haz intenso de
frecuencia w3 y dos ondas de menor intensidad de frecuencias w; y wy,
verificando w3 = w; + wy, inciden sobre el medio resultando tras la inte-
raccién que las dos ondas de menor frecuencia son amplificadas a costa
de la pérdida de energia del haz incidente. Si we = ws, el proceso se
denomina amplificacién paramétrica degenerada, y es inverso al de la ge-
neracién del segundo arménico. El proceso de amplificacién paramétrica
méas simple es aquel en que la amplitud inicial de una de las ondas es
nula, generdndose la misma en el proceso de interaccién.

3. Conversién a la alta. Se produce cuando una sehal de baja frecuencia
w; incide junto con un haz intenso de frecuencia w,, dando lugar a una
onda de frecuencia mayor, w3 = w; + we, ¥ a una disminucién de la
intensidad del haz incidente.

2.2.3 Amplificacién paramétrica

Para mostrar uno de los aspectos mas importantes en lo que al desarrollo
de esta tesis se refiere, vamos a exponer el resultado de la resolucién de las
ecuaciones (2.6) concerniente a la amplificacién paramétrica. Suponiendo por
simplicidad que la pérdida de intensidad del haz incidente es despreciable, es

"En inglés “matching conditions”.
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decir, que dE3;/dz ~ 0, y considerando que la intensidad inicial de una de las
ondas es nula (por ejemplo, E; .o = 0), se obtiene el resultado siguiente para
las aniplitudes de las ondas “1” y “2” 8 en el caso Ak = 0:

Ai(z) = Al(O)coshELQE i Al(z) = Al(O)senh%E, a = cte, (2.8)

donde la cantidad A; (i = 1, 2) est4 relacionada con el campo eléctrico a partir

de A; = E;y/n;/w; (n; es el indice de refraccién correspondiente a la frecuencia
w;), y hemos supuesto por simplicidad el caso escalar.

Nétese que cuando A;(0) es nulo no existe amplificacién. Es decir, en éptica
clasica no lineal se necesitan dos ondas incidentes para que se produzca una
tercera onda en el proceso de interacciéon de la radiacién con el cristal. Este
es uno de los resultados mas importantes en lo que a la comparacién entre los
tratamientos cldsico y cuéantico se refiere, tal y como veremos en el apartado
siguiente.

2.3 TRATAMIENTO CUANTICO DE
LOS PROCESOS NO LINEALES

En este apartado haremos una breve introduccién a la conversién a la baja
en Optica cudntica ° basdndonos en el resumen que aparece en Yariv (1989;
capitulo 17), el cual recoge el problema de las fluctuaciones del vacio en pro-
cesos paramétricos (Louisell et al., 1961; Gordon et al. 1963).

En la aproximacién escalar del campo electromagnético clasico la densidad
hamiltoniana de interaccién puede expresarse de la forma simplificada sigu-
iente:

2d

U = —?ElEQE:;, (29)

siendo d un coeficiente constante que representa la susceptibilidad bilineal.
Dado que en la mayoria de los experimentos se utiliza un haz intenso, se suele
tratar por ejemplo Fs (frecuencia w;) como clésico, y se cuantizan la sefial (w;)
y el gemelo (ws), reemplazando Ey y Ej3 por los correspondientes operadores
campo. El Hamiltoniano total que se obtiene es:

H = H, +2sh(al - a,)(a} — ay)coswst, (2.10)

8A las ondas “1” y “2” se las suele denominar en inglés “signal” e “idler”. En lo sucesivo
las llamaremos “sefial” y “gemelo”.

90tro tratamiento méas riguroso, considerando la interaccién de muchos modos, se puede
ver por ejemplo en Mandel y Wolf (1995; capitulo 22). No obstante, la descripcién simpli-
ficada que se hace en Yariv (1989) nos servird para poner de manifiesto la diferencia bésica
con la amplificacién paramétrica cldsica. Ver también Périna (1984; capitulo 9).
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donde s es una constante y H, es el Hamiltoniano libre. Suponiendo que el
estado de la radiacién en el instante inicial viene dado por |¢(0) >= |njp >
|n.o >, siendo nyg (ngg) el nimero iricial de fotones asociado a la radiacién w;
(w2), se obtiene a partir de (2.10) el resultado siguiente para el nimero medio
de fotones de la sefial y el gemelo en funcién del tiempo (Louisell et al., 1961):

(n,(t)) = nygcosh®st + (1 + ngp)senh’st,

(n2(t)) = ngecosh?st + (1 + nyg)senh?st. (2.11)

El término que contiene a la unidad en los factores (1+mn19) ¥ (1 +ngo) se debe
a que los operadores a! y @ no conmutan y muestra que, incluso en el caso
de que no haya ninguna entrada de radiacién correspondiente a la senal o al
gemelo (n;y = ngy = 0), existe radiacién saliente a estas frecuencias (comparar
este resultado con (2.8)).

2.3.1 La conversiéon paramétrica a la baja

Al proceso por el cual un ldser de frecuencia wsz y vector de onda ks incide sobre
un medio no lineal dando lugar a radiaciones de frecuencias w; y wsp, y vec-
tores de onda k; y ko, verificando las condiciones de emparejamiento ' (2.5)
y (2.7), se le denominé en un principio fluorescencia (o emisidn) paramétrica
espontdnea ' (Giallorenzi y Tang, 1968), aunque la denominacién més cono-
cida es conversidn paramétrica a la baja > (Hong y Mandel, 1985).

Cuando se trabaja en la representacién de los estados nimero del espa-
cio de Hilbert, el fendmeno tiene una interpretacién corpuscular basada en
la aniquilacién de un fotén del laser para dar lugar a dos fotones de menor
frecuencia verificando las condiciones de emparejamiento, las cuales tienen en
este marco una interpretacién basada en la conservacion de la energia y el mo-
mento en la divisién del fotén. Nétese la diferencia con el caso cldsico, donde
dichas condiciones representan el acoplamiento efectivo de tres ondas.

Si bien la conversién a la baja no tiene andlogo en dptica cldsica, donde
vimos que hacia falta una entrada de radiacién a la frecuencia de la senal
o el gemelo para que se produjera amplificacién paramétrica, los primeros
tratados sobre el tema explicaban el fenémeno como una amplificacién de las
fluctuaciones de la radiacién de punto cero, e incluso se llegd a afirmar que
era posible una descripcién clésica del fen6meno considerando la entrada de

10Respecto al papel que juega la polarizacién, se dice que la conversién es de tipo I cuando
la sefial y el gemelo tienen la misma polarizacién, y de tipo II cuando los haces conjugados
salen con polarizaciones perpendiculares. En esta situacidén los haces se suelen denominar
ordinario y extraordinario.

11En inglés “spontaneous parametric fluorescence”.

12En inglés “parametric down conversion”.
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dicha radiacién (Gordon et al., 1963). En el desarrollo ‘e esta tesis veremos
que dicha imagen ondulatoria es la que se tiene cuando se estudia el proceso
con la representacién de Wigner de la éptica cudutica.

Para una revisién de los primeros trabajos tedricos y experimentales sobre
amplificacién paramétrica y conversién paramétrica a la baja ver, por ejemplo,
Louisell (1960), Louisell et al. (1961), Gordon et al. (1963), Mollow y Glauber
(1967a, b), Harris et al. (1967), Giallorenzi y Tang (1968), Byer y Harris
(1968), Klyshko (1969), Kleinman (1968), Tucker y Walls (1969), Burnham y
Weinberg (1970), Mollow (1973), Graham (1984).

2.4 LA CONVERSION A LA BAJA
EN EL PROBLEMA EPR

En este apartado vamos a introducir el conversor paramétrico a la baja en
relacién con el problema EPR, para lo cual haremos primeramente una breve
puesta a punto sobre este tema. En segundo lugar justificaremos el proceso de
conversién a la baja como fuente de estados tipo EPR, y finalmente haremos
un resumen de los experimentos més importantes realizados en este contexto.

2.4.1 El problema EPR

Aunque la mecdnica cudntica es una teoria con un gran poder predictivo, desde
sus origenes mostré problemas conceptuales que desembocaron en paradojas
tales como la planteada en 1935 por Einstein, Podolsky y Rosen (Einstein et
al., 1935), los cuales llegaron a la conclusién de que esta teoria era incom-
pleta. Segin estos autores, cuando se puede predecir con certeza el resultado
de la medida de una variable fisica asociada a un sistema, sin perturbarlo, en-
tonces existe un elemento de realidad correspondiente a esta magnitud. Esta
definicion de realidad, junto con el convencimiento de que la localidad de Eins-
tein era un principio universal, se aplicé en el estudio tedrico de un sistema
de dos particulas en un estado enredado, autoestado del momento total y la
posicién relativa, y llegaron a la conclusién de que los momentos y posiciones
individuales de las particulas eran elementos de realidad asociados al sistema.
Como la posicién y el momento estdn representados en la mecdnica cuéntica
por operadores que no conmutan entre si, lo que da lugar a un desconocimiento
simultaneo del valor de dichas cantidades, se concluyé que la mecanica cudntica
era una teoria incompleta. En este momento surgié la cuestion de si existian
teorias de variables ocultas locales que diesen lugar a los mismos resultados
que la mecanica cudntica.

Bohr respondié a la afirmacién de Einstein, Podolsky y Rosen, cuestionando
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la existencia de la »calidad en favor de la completitud de la mecénica cudntica
(Bohr, 1935a, b). Varios afios mds tarde se voivié a plantear la para " ja EPR
utilizando un sistema de dos particulas en un estado enredado de . -:in total
nulo (Bohm, 1952a, b). Bohm intenté establecer un modelo de variai:les ocultas
locales que reprodujera las correlaciones cudnticas en dicho estado. La ventaja
de este estado frente al que se usé en el articulo EPR es el caracter discreto de
las variables que lo describen. En concreto, Bohm considerd el estado singlete,

consistente en dos particulas de espin individual 1/2 acopladas a un espin total
nulo:

) ot = 71‘5('*”‘) — =), (2.12)

donde |+) y |—) representan las proyecciones del espin en una direccién cual-
quiera del espacio.

A pesar del avance tedrico de Bohm, el problema EPR fue durante mu-
chos afios un tema de discusién sin un apoyo experimental que permitiera
determinar como se comporta realmente la naturaleza. Se tuvo que esperar
hasta 1964, fecha en que Bell establecié unas desigualdades que debian veri-
ficar las correlaciones en una teoria de variables ocultas locales, y mostrd que
existia una incompatibilidad entre algunos resultados tedricos predichos por
la mecdnica cuantica y los correspondientes a las teorias de variables ocultas
(Bell, 1964). Las desigualdades de Bell fueron el primer paso decisivo hacia
una posibilidad de llevar al terreno experimental el problema EPR: si existiese
algin experimento en el que se violasen dichas desigualdades, esto implicaria
que la naturaleza no se puede representar por teorias de variables ocultas rea-
listas locales.

Dentro de los trabajos iniciales que se llevaron a cabo con el objetivo de
superar las dificultades que suponia llevar al laboratorio la problematica EPR,
merece la pena destacar el de Clauser, Horne, Shimony y Holt (1969), y el
de Clauser y Horne (1974). En estos trabajos se obtuvo una nueva desigual-
dad basada en la hipétesis de no-intensificacién '3, ademds de las hip6tesis de
realismo y localidad. Esta desigualdad es la que se ha podido contrastar de
forma efectiva en el laboratorio, incluso se ha conseguido violar experimental-
mente. No obstante, al no basarse exclusivamente en el realismo local, se ha

cuestionado su validez como prueba experimental determinante (Marshall et
al., 1983).

Se han realizado experimentos dentro del campo de las particulas elemen-
tales (usando como fuente EPR la que resulta de la aniquilacién del positronio
o la dispersién protén-protén), aunque mucho més importantes son los que se
han efectuado en el dmbito de la éptica cudntica, que se dividen en los ex-

13En inglés no-enhancement.
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perimentos de cascada atémica (Aspect et al., 1981, 1982a, 1982b), vy los de
conversién a la baja, los cuales se consideraran en el apartado siguiente 14,

2.4.2 FEl conversor paramétrico
como fuente de estados EPR

La importancia de la conversién a la baja en el problema EPR est4 relacionada
directamente con el tipo de estado que describe la radiacién a la salida del
cristal, el cual es un estado enredado de la forma '°

l9) & |vac)s|vac) + D 8(we — ws — w;)8(ko — ks — ki) |ws (ko)) wi(ks)), (2.13)

1,8

donde |vac)s|vac); es el estado de vacio, el cual estd acompanado de otro
término no factorizable en estados pertenecientes a la sefial y al gemelo, el
cual representa un estado enredado en frecuencias. Si bien (2.13) no tiene
una forma idéntica a la de (2.12), la parte enredada de este estado 16 puede
convertirse en (2.12) considerando la seleccién de dos frecuencias conjugadas
mediante filtros colocados a la salida del cristal (Horne et al., 1990).

14Para una revisién de la probleméatica EPR ver por ejemplo Clauser y Shimony (1978),
Selleri (1988), Mermin (1993), Risco (1997).

15En los tratamientos tedricos se suele expresar el estado en la representacién de inter-
accién a primer orden en teorfa de perturbaciones (Ou et al., 1989; Rubin et al., 1994), siendo
las probabilidades de deteccién proporcionales al cuadrado de la constante de acoplamiento
(ver capitulo 4).

16Esta parte es la que interviene en el cédlculo de probabilidades de deteccién conjunta,
las cuales se expresan como promedios de operadores en orden normal cuando se trabaja en
el espacio de Hilbert (ver capitulo 5).
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2.4.3 Resumen de los experimentos

Si bien la conversién paramétrica a la baja es un fenémeno que se conoce
desde los afios 60, fue la pasada década cuando comenzé a tener importancia
dentro del campo de los problemas fundamentales de la mecénica cudntica.
Desde 1985 se han realizado una gran cantidad de experimentos dentro de este
ambito, los cuales se pueden clasificar basicamente entre aquellos que estudian
el contraste experimental de las desigualdades de Bell, y los que tratan de
mostrar aspectos no clésicos de la luz convertida a la baja !7. El denominador
comin en todos los experimentos es la seleccién de haces conjugados sefial y
gemelo, los cuales se hacen pasar por elementos épticos tales como divisores de
haz'® polarizadores, ldminas de media onda, etc, cuyo efecto la transformacién
lineal de dichos haces antes de llegar a los detectores !°. En la mayor parte de
los experimentos se miden detecciones simples (interferencia de segundo orden)
y/o detecciones conjuntas (interferencia de cuarto orden) 2°, aunque se estén
realizando recientemente experimentos que involucran mas de dos detecciones.

Los grupos experimentales de mayor relevancia en este tema son: en Es-
tados Unidos, el dirigido por Leonard Mandel en Rochester (Nueva York), el
de Berkeley (California), dirigido por Raymond Chiao, y el de la Universidad
de Baltimore cuyos representantes mas importantes son Carroll Alley, Morton
Rubin y Yanhua Shih. En Europa destacaremos el centro de investigacién de
Malvern (Inglaterra), cuyos cientificos mds representativos son John Rarity y

Paul Tapster, y el grupo de la Universidad de Innsbruck, dirigido por Anton
Zeilinger.

A continuacién vamos a hacer un resumen de los experimentos mds impor-
tantes realizados hasta el momento y de la bibliografia existente sobre el tema.
Algunos de ellos se estudiardn en el capitulo 6 con el formalismo de la funcién
de Wigner.

1. Contraste experimental de las desigualdades de Bell

Dentro de los experimentos encaminados al estudio experimental del
problema EPR podemos hacer la clasificacion siguiente:

17Para una revisién de las diferencias entre coherencia clésica y cuntica, asi como estudios
del caracter no clasico de la luz convertida a la baja en experimentos de interferencia, ver
por ejempio, Mandel (1983), Ou et al. (1990c), Belinsky y Klyshko (1992), Rarity y Tapster
(1988), Ou (1988), Horne et al. (1989), Ou y Mandel (1989), Su y Wédkiewicz (1991).

18Fn inglés “beam-splitter”.

19F) estudio del efecto de un divisor de haz sobre el campo cuantizado se puede ver, por
ejemplo, en Mandel y Wolf (1995; seccién 12.12). En la seccién 12.13 de la misma referencia
se trata el efecto de un polarizador. Por otro lado, un tratamiento sistemético del divisor
de haz, el polarizador y las laminas de onda puede verse en Rubin et al. (1994).

20En esta tesis sélo trataremos las interferencias de segundo y cuarto orden, aunque la
aplicacién de los resultados que obtendremos a otro tipo de interferencia es sencilla.
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(a) Experimentos de polarizacién
Se puede c'asificar en dos grandes grupos:

i. Experimentos con conversién tipo I
Los primeros experimentos encaminados al contraste de de-
sigualdades de Bell fueron similares a los de cascada atémica
y median correlaciones de polarizacién. Dado que estos expe-
rimentos utilizaban conversién de tipo I, en la que los fotones
salen con la misma polarizacién, se giraba el plano de polar-
izacién de uno de ellos consiguiendo asi que ambos tuviesen
polarizaciones perpendiculares (Ou y Mandel, 1988; Shih y Al-
ley, 1988).
ii. Experimentos con conversién tipo 11

La conversién tipo I en experimentos de correlacién de polar-
izacién tenia el problema de que la mitad de las detecciones
correspondian a procesos en los cuales los dos fotones iban al
mismo detector, lo cual hacia imposible una violacién de una de-
sigualdad genuina ?! tipo Bell (Santos, 1996a). Esto no ocurre
en la conversién tipo II, en la que los haces correlacionados salen
con polarizaciones perpendiculares. Los experimentos de tipo II
se han realizado en la década de los 90, y podemos diferenciar
entre los que utilizan conversién colineal, en la que los conos
ordinario y extraordinario se intersecan en una recta en la di-
reccién del haz incidente, (Rubin et al., 1994; Shih y Sergienko,
1994a, 1994b, 1994c; Shih et al., 1994), y los de conversién no
colineal en los que los conos se intersecan en dos rectas (Kwiat
et al., 1995).

La conversién no colineal es actualmente la fuente mdas impor-
tante de estados tipo EPR. Ello es debido a que el estado cor-
respondiente a los haces en los que se intersecan los conos or-
dinario y extraordinario tiene la misma forma que el estado

singlete utilizado por Bohm en su anédlisis de la paradoja EPR
(ver (2.12)).

(b) Los experimentos de Franson

Aunque los experimentos iniciales median correlaciones de polar-
izacién, Franson propuso en 1989 una desigualdad tipo Bell basada
en variables continuas como la energia y el tiempo (Franson, 1989).
Este experimento ha tenido mucha aceptacién durante los ultimos
afios, no sélo por su aplicacién en el contraste de desigualdades de
Bell (Kwiat et al., 1990; Ou et al., 1990b; Rarity et al., 1990; Bren-
del et al., 1991, 1992; Rubin y Shih, 1992; Kwiat et al., 1993; Shih

21Se denomina desigualdad genuina a aquella que sélo contiene las hipétesis de realismo

y localidad, y desigualdad no genuina, a aquella que contiene ademds otras hipdtesis adi-
cionales.
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et al., 1993; Franson, 1991; Tapster et al., 1994), sino también por
su posible aplicacién a la criptografia cudntica (Ekert, 1991; Rar-
ity y Tapster, 1992; Bennett, 1992; Ekert et al., 1992). En Ou y
Mandel (1990) se estudia el experimento de Franson utilizando luz
clasica, y se analizan las diferencias con el caso cuéntico.

De todos los experimentos tipo Bell, el méds importante fue el de
Tapster et al. (1994), donde se consiguié una visibilidad del 86% en
interferencia de cuarto orden usando interferémetros separados por
4.3 km de fibra 6ptica.

El experimento de Rarity y Tapster

En 1990 Rarity y Tapster realizaron un experimento con el objeto
de contrastar desigualdades de Bell utilizando la fase y el momento
de las parejas de fotones conjugados. El experimento consistié en
seleccionar dos senales del mismo color y sus dos gemelos, y hacerlos
pasar por divisores de haz tras los cuales estaban los detectores
(Rarity y Tapster, 1990). Experimentalmente se obtuvo una visibi-
lidad del 84%. Dada la posibilidad de mandar los dos pares de rayos
a zonas del espacio bien distanciadas, se ha considerado que este
experimento es un ejemplo claro de violacién de una desigualdad de
Bell no genuina. Por otro lado, el experimento se consideré como
un fenémeno puramente cudntico dado que la interferencia se dio
entre dos pares de rayos de luz y no entre dos rayos, que es lo que
ocurre normalmente en 6ptica clasica.

2. Aspectos no clasicos de la luz convertida a la baja

(a)

Propiedades de coherencia de la luz

i. Coherencia espacial
Las propiedades de coherencia espacial de haces conjugados
fueron investigadas teéricamente 22 por Ghosh et al. (1986), y
llevadas posteriormente al terreno experimental (Ghosh y Man-
del, 1987). Los resultados més importantes son la inexistencia
de coherencia a segundo orden cuando se miden cuentas sim-
ples en la zona donde interfieren los haces, y la existencia de
coherencia cuando se miden coincidencias.

ii. Coherencia temporal
Una de las propiedades més importantes de la luz convertida a
la baja es que el tiempo de correlacién entre haces conjugados
es muy pequefio. Desde un punto de vista corpuscular, esto
iltimo da lugar a una imagen en la cual los fotones del laser

22 An3lisis

mas detallados de las propiedades de coherencia espacial y temporal de la luz

convertida a la baja pueden verse, por ejemplo, en Joobeur et al. (1994) y Risco (1997;

capitulo 12).
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se aniquilan en el interior del cristal dando lugar a pares de
fotones que se crean casi simultidneamente. La primera medida
del tiempo de correlacion fue realizada por Burnham y Wein-
berg (1970), obteniéndose que la separacién temporal entre los
fotones no era mayor que el nanosegundo. No obstante, dicha
medicién estaba limitada por el tiempo de resolucién de los
detectores, el cual era mucho mayor que el tiempo de coheren-
cia de la luz. Aunque las medidas realizadas varios anos mas
tarde con detectores mas rapidos dieron lugar a un valor mas
pequeiio del tiempo de correlacién (Friberg et al., 1985), se tuvo
que esperar hasta 1987, afio en que el uso de una técnica inter-
ferométrica, en lugar de la deteccién directa, permitié obtener
experimentalmente un tiempo del orden del picosegundo (Hong
et al., 1987). Medidas mas recientes (Steinberg et al., 1993)
mostraron que esta cantidad es inferior a la décima del picose-
gundo. Ello ha permitido hacer mediciones de la velocidad de
la luz cuando atraviesa laminas delgadas de medios dispersivos,
con el resultado de que tanto la velocidad de fase como la de
grupo superan la velocidad de la luz en el vacio. No obstante,

esto no trae consigo una violacién de la relatividad especial
(Chiao et al., 1994).

(b) Otros experimentos

i. Creacidn frustrada de fotones por interferencia
Este experimento (Herzog et al., 1994) se considera un ejemplo
del cardcter no cldsico de la luz puesto que muestra la interferen-
cia de dos pares de rayos, al igual que ocurria en el experimento
de Rarity y Tapster.

ii. Experimento de coherencia inducida
En 1991 Mandel y colaboradores realizaron un experimento en
el que se observo interferencia de segundo orden en la super-
posicién de dos senales de la misma frecuencia y vector de onda
provenientes de dos cristales 23, cuando las trayectorias de los
haces gemelos estaban completamente alineadas (Zou et al.,
1991; Wang et al., 1991). También se observa interferencia en
la deteccién conjunta de sefial y gemelo. De este experimento
se dijo que producia confusién mental 2* (Greenberger et al.,
1993), aunque como veremos mas adelante, el anélisis que rea-
lizaremos del mismo con la funcién de Wigner proporcionara
una interpretacién sencilla de los resultados 2°.

iii. La cancelacién de la dispersién

230tro experimento en el que se utilizan dos cristales es Ou et al. (1989, 1990a), aunque
tuvo menor relevancia que el de coherencia inducida

Z4El término utilizado en inglés fue “mind boogling”.

250Otra interpretacién de este experimento basada en la radiacién de punto cero, aunque no
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iv.

Se considera que este tipo de proceso es un ejemplo de no lo-
caliclad en mecdnica cudntica dado que no existe cancelacién de
la dispersion en 6ptica clasica (Franson, 1992). En el capitulo
6 analizaremos la cancelaciéon de la dispersién en un experi-
mento de conversién a la baja (Steinberg et al., 1992) con el
formalismo de la funcién de Wigner.

E{ borrador cuantico

La idea bésica del borrador cudntico ?® es pasar de una situacién
en la que hay distinguibilidad de caminos, y por tanto no existe
interferencia, a otra en la que se vuelve a alcanzar la interfe-
rencia borrando la informacién del vector de estado (Hillery y
Scully, 1983). Este efecto es una muestra de la relacién existente
entre indistinguibilidad y coherencia cudntica (Feynman, 1965).
Se han realizado varios experimentos utilizando el conversor
paramétrico a la baja con el objeto de mostrar este efecto. Uno
de ellos (kwiat et al., 1992), se analizara en el capitulo 6 con la
funcién de Wigner %7,

Antes de finalizar este capitulo, hemos de senalar que el conversor para-
métrico a la baja se estd utilizando ultimamente en diferentes proyectos tec-
nolégicos tales como la computacién cudntica (Barenco et al., 1995), la crip-
tografia cuantica (Ekert, 1991), el teletransporte (Bennett et al., 1993; Bouw-

meester et al.,

1997), y la codificacién densa cuédntica (Mattle et al., 1996).

Se utilizan los cristales no lineales por su capacidad para generar estados tipo
EPR, la existencia de los cuales son el punto de partida de dichas ideas. En
esta tesis no trataremos estos temas con la funcién de Wigner, sino que nos
centraremos en aquellos experimentos mas relevantes dentro del campo de los
fundamentos de la mecénica cuantica.

dentro de la funcién de Wigner, se encuentra en Scully y Rathe (1994), y més recientemente
en Scully y Zubairy (1997; capitulo 21). Ver también Marshall (1997a).

26En inglés “quantum eraser” .

#TVer también Kwiat et al. (1994), Herzog et al. (1995).



Capitulo 3

LA EUNCI(’)N DE WIGNER
EN OPTICA CUANTICA

3.1 INTRODUCCION

Este capitulo estd enfocado hacia un estudio de la funcién de distribucién
de Wigner en el campo de la éptica cudntica. En base a los resultados maés
importantes encontrados en diferentes fuentes bibliogrificas, se expondran de
forma resumida aquellas propiedades més relevantes de la funcién de Wigner
con el objeto de hacer una puesta a punto sobre el tema.

Si bien se ha escrito mucho sobre esta distribucién y su aplicacién a muchos
campos de la fisica hace que la bibliografia existente sea extensisima, su apli-
cabilidad en el campo de la éptica cuédntica fue superada en un principio por
otra funcién de distribucién, conocida como la funcién P o representacién-P
de Glauber-Sudarshan. La relacién generalmente aceptada entre el compor-
tamiento y positividad de P y el cardcter cldsico del estado de la radiacién
hizo que P tuviese un papel relevante como nexo entre la éptica clasica y la
6ptica cudntica. Esto ultimo ha hecho que la funcién de Wigner haya tenido
en general un papel secundario en los tratados de dptica cudntica. No obs-
tante, en los iltimos afios ha aumentado su importancia considerablemente, lo
cual ha estado motivado por el comportamiento altamente singular de P para
ciertos estados relevantes del campo electromagnético.

Vamos a dividir este capitulo en las partes siguientes: en primer lugar
expondremos algunas de las propiedades mas importantes de la funcién de
Wigner en mecdnica cuantica con el objeto de resaltar su relevancia, previa a
la de cualquier otra distribucién, como nexo entre la mecdnica cuantica y la
mecanica estadistica cldsica. En segundo lugar, para introducir las funciones de
distribucidén en éptica cudntica hablaremos de la conexién entre la descripcion
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estoca: tica de la radiacién electromagnética cldsica y las funciones de cor-
relacié': en Optica cuéntica, las cuales se expresan mediante el promedio de
funciones de operadores de creacién y destruccién en orden normal. Hablare-
mos de la funcién P y de su papel como nexo formal entre las épticas cudntica
y clasica, y de la distribucién @, la cual se utiliza para calcular promedios
de operadores en orden antinormal. En tercer lugar introduciremos las fun-
ciones caracteristicas para el cdlculo de funciones de distribucién y definiremos
la funcién de Wigner en Optica cudntica a partir de la funcién caracteristica
asociada al orden simétrico de operadores de creacién y destruccién. Después
se expondrén sus propiedades y se dardn ejemplos de esta funcién para el caso
de algunos estados de la radiacién.

Para elaborar este capitulo hemos utilizado principalmente las fuentes bi-
bliograficas Scully y Zubairy (1997; capitulo 3), Walls y Milburn (1994; capitulo
4), Kim y Noz (1991; capitulo 3), Mandel y Wolf (1995, capitulo 11), Cahill
y Glauber (1969b), Knight y Allen (1983), y Périna (1984; capitulo 4), a las
cuales se hara referencia en el desarrollo del mismo !.

3.2 LA FUNCION DE WIGNER EN
MECANICA CUANTICA

El uso de funciones de distribucién en mecanica cudntica, cuyo objeto es
obtener informacién estadistica del operador densidad mediante funciones defi-
nidas en el espacio de las fases, fue iniciado 2 por Wigner en 1932. Wigner
asocié al estado de un sistema cudntico una funcién, conocida actualmente
como la distribucion de Wigner, y mostré que cualquier promedio de oper-
adores en el espacio de Hilbert podia expresarse como un promedio con la
funcién de Wigner completamente andlogo a los que se calculan en mecénica
estadistica cldsica (Wigner, 1932).

Vamos a mostrar a continuacién las propiedades basicas de la funcién de
Wigner en el espacio de las fases (Kim y Noz, 1991), para lo cual trataremos
el caso unidimensional, aunque la generalizacién a n dimensiones es sencilla.
Supondremos también que el sistema estd en un estado puro con una funcién
de onda 1. La funciéon de Wigner se define como:

Wep) = = [Py (@ + y)d(s - vy, (3.1)

1Otras fuentes importantes donde se trata la funcién de Wigner son, por ejemplo, Hillery
et al. (1984), Louisell (1974), Reichl (1980, capitulo 7). Por otro lado, una aplicacién de la
funcién de Wigner al estudio de seflales puede verse en Cohen (1984).

2Dentro de los primeros intentos de conectar la mecénica cudntica y la mecdnica clésica
hemos de destacar el trabajo de Weyl (Weyl, 1931).
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donde p y z representan respectivamente el momento y la posicién, y se ha
tomado A = 1. En el caso de que la funcién de onda dependa del tiempo sélo
tenemos que afadir un argumento temporal en ¥ y en W.

Las propiedades siguientes hacen que la funcién de Wigner tenga una gran
similit:id a una distribuciin de probabilidad:

1. W(z,p) es real y estd normalizada a la unidad.

2. Las distribuciones de probabilidad marginales para = y p se obtienen
siguiendo los métodos de la mecanica estadistica clasica como si W fuese
una distribucién de probabilidad conjunta, es decir

Pi(p,t) = /de(x,p,t) ; Pa(z,t) =fde(x,p, t). (3.2)

3. El promedio de cualquier funcién simétrica en los operadores £ y p se
obtiene sustituyendo estos operadores por variables aleatorias z y p y
pesando con la funcién de Wigner, es decir (Mandel y Wolf, 1995):

(FO&,p) = [ FO(a,p)W (@, p)dadp. (33)

No obstante, W no es en general definida positiva, lo cual puede deducirse
a partir de la propiedad siguiente:

4. La probabilidad de transicién entre dos estados ¥(z) y ¢(z) viene dada
por

|(H18) 2 = 2m [ Wy(a, p,)Wo(z, p, )dedp. (3.4)

A partir de (3.4) vemos que la funcién de Wigner no puede ser positiva en
todos los puntos del espacio de las fases dado que la probabilidad de transicién
debe tender a cero para dos estados ortogonales. Por tanto, W no es en general
una distribucién de probabilidad; por ello se la denomina, al igual que a otras
funciones de distribucién, densidad de cuasiprobabilidad.

3.2.1 Ecuaciéon de Wigner-Moyal

Analicemos a continuacién la dependencia temporal de la funcién de Wigner,
para lo cual partiremos de la ecuacién de Schrédinger para una particula de
masa m sometida a un potencial V(x):

2p(a0) = — (o) (8%) B(@1) + V(@)h(a) (35)
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A partir de la definicién de W dada por (3.1) se llega al resultado siguiente
(Kim y Noz, 1991):

0

0 (D

10 3] e [(g;)z"“ e

expresion que recibe el nombre de ecuacidn de Wigner-Moyal (Moyal, 1949).
El orden de esta ecuacién es infinito cuando V' (z) no es polinomio finito. Por
otro lado, en el caso de que

8 2n+1

(%)3 V(z) =0, (3.7)

(3.6) se reduce a la ecuacién de Liouville clédsica

0 OH\ 0 OH\ 0

donde H es el Hamiltoniano cléasico de la particula

p?
H(p,z) = 5~ +V(2).

Es decir, si el potencial es constante, lineal, o cuadratico, la funcién de Wigner
satisface la ecuacién de Liouville. Por ello, en el caso de evoluciones mar-
cadas por expresiones cuadraticas del operador Hamiltoniano, la mecénica
cuantica con la funcién de Wigner es formalmente equivalente a la mecanica
estadistica cldsica en el espacio de las fases (Marshall y Santos, 1990). Este
importante resultado se utilizara en el capitulo siguiente al obtener las ecua-
ciones de evolucién de las amplitudes del campo eléctrico en el proceso de la
conversién paramétrica a la baja.

Otras propiedades béasicas de la distribucién de Wigner junto con una re-
visién de sus aplicaciones mds importantes en diversos campos de la fisica
pueden encontrarse en Kim y Noz (1991).

3.3 OPTICA CUANTICA EN EL
ESPACIO DE LAS FASES

Esta seccién tratara sobre las funciones de distribucién en el campo de la éptica
cuantica. Para iniciar el tema comenzaremos haciendo una descripcién breve
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de las funcivnes de correlacién en eiectromagnetismo cldsico, y més adelante
introduciremos las correlaciones en 6ptica cudntica. El ordenamiento normal
de operadores en dichas correlaciones estd ligado a la teoria cudntica de la
deteccién de la luz. Introduciremos la funcién P como punto de encuentro
formal entre las teorias cldsica y cudntica, y posteriormente hablaremos algo
scbre la funcién Q. Dejaremos la funcién de Wigner para un estudio maés
detallado en la tltima seccién.

3.3.1 Descripcion estocastica del campo
electromagnético clasico

En electromagnétismo clasico el campo eléctrico de la radiacién se describe
normalmente mediante la suma de dos funciones complejas mutuamente con-
jugadas

E(r,t) = E®(r,t) + EO(r, 1),
donde E(*) se expresa mediante el desarrollo en ondas planas (Knight y Allen,
1983):

EM(x,t) = 3 Ciug(r)e ™, (3.9)

Kk

donde uy(r) = L™3/%¢) e son las funciones de los modos normales. €y es
un vector de polarizacién correspondiente al vector de onda k y polarizacién A,

y se supone que el campo esta confinado en un cubo de lado L con condiciones
de contorno periédicas.

Cuando el campo se describe mediante un proceso estocdstico, los coefi-

cientes complejos Cy son variables aleatorias con una distribucién de proba-
bilidad P({Ck}), tal que

/ P({Ci})Txd®Cy = 1.

De ahora en adelante eliminaremos por simplicidad el cardcter vectorial del
campo, el cual es irrelevante para los propésitos que perseguimos.

Dada una funcién F(E™)) su promedio se calcula siguiendo los métodos
de la estadistica cldsica:

(FIE®(r,1)]) = /P({Ck})F[E(+) (r, t; {Ci})Tkd?Che. (3.10)

Por ejemplo, la funcién de correlacién de primer orden, cuyo uso es bésico en
estudios sobre coherencia clésica (Born y Wolf, 1993; Mandel y Wolf, 1965;
Hecht y Zajac, 1990), se obtiene a partir de (3.10) sin més que hacer F =
EC)(r,t)E)(x',#'). Parar =1’ y t = t' esta funcién representa la intensidad
media del campo en la posicién r y en el instante ¢:

(I(r,t)) = (B (x,t)EM)(r, t)). | (3.11)
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3.3.2 Funciones de correlacién en éptica cuantica

El uso de las funciones de correlacién en 6ptica cudntica estd intimamente
relacionado con la teoria de la deteccién del campo electromagnético. El campo
se expresa como una suma de dos operadores mutuamente conjugados

E(r,t) = E®M(x,t) + EC)(r, 1), (3.12)
siendo .
. , hoe\? . e s
E®(rt) = z; <2_Ll;> aye*Te Kt (3.13)

donde los coeficientes Cx de (3.9) se han sustituido por i(hwy/2)'/2ay, siendo
ax el operador de destruccién correspondiente al modo k de la radiacién. Uno
de los resultados fundamentales de la teoria de la deteccién es la expresién
para la probabilidad de deteccién por unidad de tiempo 3 , en un instante ¢,
para un detector por absorcién ideal (Loudon, 1981; Glauber, 1963a):

P(t) o (3| EC(t) EF) (1) |9), (3.14)

donde |¢) es el estado de la radiacién. Una de las caracteristicas mas impor-
tantes de (3.14) es el ordenamiento de los operadores en orden normal, es decir,
los operadores de creacién a la izquierda y los de destruccién a la derecha. Ello
es consecuencia de la naturaleza de la deteccién, la cual no registra fluctua-
ciones del punto cero.

3.3.3 La representacién P

En la teorfa cudntica del campo electromagnético ocupan un lugar relevante
los estados coherentes dada su similitud con la radiacién clésica, y fueron es-
tudiados fundamentalmente por Glauber (1963a, b, ¢; 1965). Si bien no son
ortogonales, lo cual permite una representacién no diagonal del operador den-
sidad en estos estados conocida como la “representacién R” (Glauber, 1963c),
si verifican la relacién de completitud

~ [ #alayol = 1, (3.15)

lo que hace posible también una representacién diagonal del operador densidad
en términos de estos estados, de la forma

p= / P(a, 0")|a)(al. (3.16)

3Dado que la deteccién requiere de la incidencia de luz durante un cierto tiempo, lo que
tiene realmente sentido fisico es la probabilidad de deteccidén entre un instante ¢ y otro t +w,
donde w recibe el nombre de ventana de deteccidn.
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P{a,a*) se denomina representacion P del operador densidad, y fue intro-
ducida simultdneamente por Sudarshan (1963) y Glauber (1963d). P toma
valores reales y en general no es definida positiva, aunque tiene varias de
las propiedades de una distribucién de probabilidad: i) estd normalizada a la
unidad y ii) los promedios de funciones de operadores de creacién y destruccién
en orden normal se expresan como promedios cldsicos, sustituyendo los oper-
adores de destruccién por los autovalores « de los estados coherentes y los de
creacién por sus complejos conjugados, y donde la funcién P hace formalmente
el papel de una distribucién de probabilidad. Es decir:

(atnam) = / P(a, a*)(a*)"a™da. (3.17)

La gran similitud entre P y la distribucién de probabilidad P({Cy}) (ver
(3.10)) le dio a P un papel relevante en el andlisis del cardcter clasico de
los estados del campo electromagnético, dada la equivalencia formal entre las
descripciones clasica y cuantica de la coherencia éptica mediante el uso de esta
distribucién. Esto ha dado lugar al convenio de definir un estado clasico como
aquel que tiene una funcién P positiva (Mandel y Wolf, 1995).

No obstante, esta distribucién tiene el problema, afiadido al de su no posi-
tividad, de que posee singularidades mucho mads fuertes que una funcién delta
de Dirac para ciertos estados. Esto tltimo es consecuencia de que las canti-
dades Rea y Ima, las cuales son promedios de los operadores (& + a')/2 y
(@ — a')/2i en un estado coherente |a), no tienen una distribucién de proba-
bilidad conjunta dado que dichos operadores no conmutan, y por tanto no se
puede medir directamente P(a, a*) (Perina, 1984). Por otro lado, como los es-
tados coherentes no son ortogonales, P(a, a*) no representa una probabilidad

para estados mutuamente excluyentes aunque sea positiva (Mandel y Wolf,
1995).

3.3.4 La distribucién Q

Se obtiene a partir de los elementos de matriz del operador densidad en los
estados coherentes (Walls y Milburn, 1994):

Qle,0") = ~alpla) (3.18)

Esta distribucién estd normalizada a la unidad, es positiva, y estd acotada por
1/m. Por tanto, tiene mdas propiedades en comin con una distribucién de pro-
babilidad que la distribucién P. La funcién ) se usa para calcular promedios
de operadores en orden antinormal, pues verifica la propiedad siguiente

(@ratmy = / Q(a, a*)a" (o) da. (3.19)
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3.3.5 Funciones caracteristicas

Las funciones de distribucién se pueden introducir por medio de las denomi-
nadas funciones caracteristicas, las cuales estin asociadas a un determinado or-
denamiento de los operadores de creacién y destruccién (Mandel y Wolf, 1995;
Walls y Milburn, 1994; Scully y Zubairy, 1997). En este apartado tratare-
mos las funciones caracteristicas asociadas al orden normal (funcién P), al
orden antinormal (funcién Q), y en el apartado siguiente introduciremos la
distribucién de Wigner en éptica cudntica a partir de la funcién caracteristica
asociada al orden simétrico. Por otro lado, existe una representacién gen-
eralizada del operador densidad, resultado de un tratamiento unificado del
problema de obtener funciones de distribucién en el espacio de las fases a par-
tir de otros tipos de ordenamientos de operadores (Agarwal y Wolf, 1970a, b,
y ¢; Cahill y Glauber, 1969a, b).

Por ejemplo, la funcién caracteristica asociada a la distribucion P es
XM(A, M) = Tr (X eX05) (3.20)
de forma que

Pla,a") = / ;r1—2—d2/\e-*“'+*‘“X(N>(A, M. (3.21)

En el caso de la distribucién @, tenemos

XAB(A, A" = Tr (eX%e'p), (3.22)

siendo

Qo) = | %dﬁxe—*a‘“‘ax(/ﬂ(x, ). (3.23)

3.4 LA FUNCION DE WIGNER

A continuacién vamos a presentar un resumen sobre la funcién de Wigner
en Optica cudntica. Trabajaremos por simplicidad para un modo del campo
electromagnético, aunque los resultados se pueden generalizar facilmente al
caso multimodo.

La funcién de Wigner en 6ptica cudntica puede definirse a partir de la
funcién caracteristica asociada al orden simétrico. Dado el operador densidad
p, tenemos (Scully y Zubairy, 1997; Walls y Milburn, 1994):

1 » -
W(a,a*) = / Sd e X G 3, (3.24)
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donde X (A, A*) se denomina funcidn caracteristica en orden simétrico y viene
dada por

XOY0, ) = T (X'+V85) (3.25)

W es real y verifica la condicién de normalizacién
/W(a,a*)d2a =1, (3.26)

aunque ya vimos que puede tomar valores negativos, y por tanto no es en gen-
eral una distribucién de probabilidad. Por otro lado, su valor para cualquiera
que sea el operador densidad estd acotado de acuerdo con la desigualdad (Cahill
y Glauber, 1969b):

-2 < W(a,a*) <2. (3.27)

Ademids, W tiene la propiedad de que las distribuciones de probabilidad margi-
nales para a y a* se obtienen como si W{a,a*) fuese una distribucién de
probabilidad conjunta (ver (3.2)), lo que no ocurre con distribuciones P y Q.

A partir de (3.24) y (3.25) se puede obtener la siguiente expresién explicita
para W usando los estados coherentes (Scully y Zubairy, 1997):

* 2 02 ~ — o' ~3*a
W(a,a%) = e [ d2p(—p|p|B)e20e" 5", (3.28)

Por otro lado, X(5 verifica las propiedades (Cahill y Glauber, 1969a, b):
/ XS (4, M) Pr1d?A = Teg? < 1, (3.29)

XS, <15 XO(0) =1, (3.30)

las cuales son consecuencia de que el operador exp(\a' — \*a) es unitario para
cualquier valor de A, y es igual a la unidad para A = 0. Utilizando el teorema
de Campbell-Baker-Hausdorff 4(Mandel y Wolf, 1995; pagina 519) se pueden
relacionar las funciones caracteristicas asociadas a los tres ordenamientos de
operadores. Tenemos:

PP XA A) = XN = e 2P XM\ A7), (3.32)

4Segiin dicho teorema, dados dos operadores A y B, tal que
[4.[48]] =0 [5.[4.2]]
se verifica la relacién siguiente

eA+B — eAeBo3[4.5] (3.31)
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A partir de (3.30) y (3.32) vemos que
XA < e BN XTI < e (3.33)

Nétese que el limite superior al valor de | X )| puede hacerse muy grande, lo
que hace que la integral (3.21) no exista como funcién ordinaria en algunos
casos. Por otro lado, las relaciones entre Q, P y W son (Walls y Milburn,
1994):

W(a, o) / d2BP (B, f*)e 28—F (3.34)

Q(a, a*) / 2BP(B, B*)e 1P, (3.35)

de donde vemos que tanto W como @ son convoluciones gausianas de P,
aunque  estd convolucionada con una gausiana cuya anchura es V2 veces
mayor que la correspondiente a la funcién de Wigner, lo que explica su mayor
positividad.

Una de las propiedades més importantes de la distribucién de Wigner (ver
(3.3)) es que el promedio de cualquier expresién simétrica en los operadores
de creacién y destruccién es igual al promedio con la funcién de Wigner, sigu-
iendo los procedimientos de la mecdnica estadistica cldsica, de la expresién que
resulta al sustituir los operadores de creacién por un nimero complejo «, y

los de destruccién por o*, es decir (Cahill y Glauber, 1969b; Mandel y Wolf,
1995):

(FS(a,ah) = / ZaW (a, ") FS (@, o). (3.36)

Esta propiedad se usard en el capitulo 5 para pasar del orden normal al or-
den simétrico, con el objeto de expresar las probabilidades de deteccién sim-
ple y conjunta a partir de promedios tomados con la funcién de Wigner. El
método a seguir se basara en que el conmutador entre operadores de creacion
y destruccién es un nimero complejo, lo que llevard a expresiones en las que
aparecen las contribuciones de la radiacién de punto cero en las probabilidades.

Por otro lado, dado un operador en orden normal

O(a,a") = Zc matmam™, (3.37)

existe otro procedimiento, diferente al que usaremos en el capitulo 5, para
obtener una funcién Og(a, a*), tal que

(0(a,ah) = / LaW (a, a*)O0s(a, o), (3.38)

y del que sélo mostraremos el resultado (Scully, 1997):

1" 0 A1 syt
Z(’nm[a)\ ] [ 8)\*_5] e ])‘:/\*:0. (3.39)
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3.4.1 Ejemplos de funcién de Wigner

Vamos a presentar a continuacién varios ejemplos de funcién de Wigner para
algunos estados de la radiacién:

1. Estados coherentes

Dado el estado coherente |8) = |1(B; +1;)), la funcién de Wigner viene
dada por (Walls y Milburn, 1994):

W(a) = %exp{—%[(QRea _ B)? + (2Ima — B:)2]}. (3.40)

Noétese que el estado de vacio correspondiente al estado coherente |5 = 0)
tiene como funcién de Wigner la gausiana

W(a) = Ze-2el (3.41)

™

lo que le da el aspecto de un campo estocdstico con una distribucién
de probabilidad dada por (3.41). Esto contrasta con la distribucién P
correspondiente a este estado, la cual es

P(a) = 6@(a). (3.42)

2. Estado nimero de fotones

La funcién de Wigner para el estado |n) viene dada por (Walls y Milburn,
1994):

Wa(a,a®) = 2(~1)"La(dlaf)e P, (3.43)

donde L, (z) son los polinomios de Laguerre. Paran > 0 estd distribucién
toma valores negativos. Por ejemplo, para n = 1 (estado de un fotén),
se tiene (Kim y Noz, 1991):

Wi(a, o) = % (o - %) eloP. (3.44)

Para el estado de vacio (n = 0) la funcién de Wigner coincide con (3.41).

El buen comportamiento de la funcién de Wigner para los estados nimero

contrasta con la funcién P asociada a dichos estados, la cual es (Scully
y Zubairy, 1997):

59(a). - (3.45)




30

LA FUNCION DE WIGNER EN OPTICA CUANTICA

3. Estado de luz cadtica

Si < n > es el nimero medio de fotones en un estado de luz térmica, la
funcién de Wigner para este estado es (Marshall y Santos, 1991):

W(a,a*) = [7r (< n> +-;->]_1 ol (<m>+8)™ (3 4p)

Nétese que, para < n >= 0, (3.46) coincide con la funcién de Wigner del
vacio.

. Estados comprimidos®

Para un estado comprimido de la radiacién, de amplitud a y compresién
s, la funcién de Wigner es (Marshall y Santos, 1992):

2 2
2 —2923(0 20' —a) —2e‘2“(°_f")

Wsola,a*) = e " (3.47)

En Marshall y Santos (1990) se muestra cémo se generan estos estados
en 6ptica no lineal utilizando para ello una descripcién clésica.

SEn inglés se utiliza el término squeezed.



Capitulo 4

ESTUDIO DE LA
CONVERSION A LA BAJA
EN LA REPRESENTACION
DE WIGNER

4.1 INTRODUCCION

Este capitulo estd dedicado al andlisis de la conversién paramétrica a la baja
utilizando el formalismo de la funcién de Wigner de la mecdnica cuéntica !.
Dado que el formalismo cudntico en el espacio de Hilbert es muy util desde
un punto de vista operacional, puede parecer a priori algo extraho abordar
el mismo problema desde otro formalismo, con el que no se obtendrd ningin
resultado nuevo. No obstante, el objeto de este capitulo, de acuerdo con el
espiritu de esta tesis, es dar una visién diferente del fenémeno fisico que se
estudia, ademds de proporcionar un método de calculo alternativo al existente.
Por un lado, el espacio de Hilbert hace énfasis en el cardcter corpuscular de la
radiacidn; los fotones del laser se aniquilan en el interior del cristal dando lugar
a fotones de menor frecuencia que aparecen en forma de parejas con una alta
correlacién temporal. Dichos fotones se propagan hasta que finalmente son
aniquilados en el proceso de deteccién por absorcién. El objetivo abordando el
problema con la funcién de Wigner es la comprensién de dicho fenémeno desde
un punto de vista ondulatorio, estudiando cémo se transforma la radiacién de
punto cero que incide sobre el cristal a partir de la interaccién con el medio no

1Este estudio se encuentra recogido fundamentalmente en los articulos de Casado et al.
(1997a, b), donde se trata la conversién tipo I. En Casado et al. (1994d) se generalizan los
resultados a la conversién tipo II. En este capitulo nos referiremos al tipo I, aunque en la
ultima seccién trataremos la generalizacién al tipo II de los resultados obtenidos.
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line: de dicha radiacién y el ldser.

Hemos dividido el capitulo en las partes s juientes: en primer lugar vere-
mos cémo se describe un haz de luz en la representacién de Wigner. A contin-
uacién, partiendo de la expresién del Hamiltoniano de interaccién, el cual es
cuadrético en los operadores de creacién y destruccién, veremos que el campo
electromagnético radiado por el cristal estd descrito por un proceso estocéstico
gobernado por una funcién de Wigner positiva y gausiana. En tercer lugar se
obtendran las ecuaciones de evolucién de las amplitudes del campo eléctrico en
la imagen de Heisenberg; la integracién de dichas ecuaciones, utilizando teoria
de perturbaciones hasta segundo orden en la constante de acoplamiento, lle-
vard a una expresién para haces conjugados sefial y gemelo donde se muestra
cémo se transforma linealmente la radiacién de punto cero a su paso por el
cristal. Veremos que los distintos términos que aparecen en el desarrollo per-
turbativo tienen una interpretacién fisica sencilla, existiendo una equivalencia
clara con la amplificacién paramétrica en éptica clasica. Finalmente se calcu-
lardn las correlaciones del campo, las cuales serdn necesarias para el cilculo
de las probabilidades de deteccién en los experimentos. Para relacionar las
contribuciones a las correlaciones de los distintos términos que aparecen en el
desarrollo perturbativo, serd necesario acudir a la conservacién de las relaciones
de conmutacién de los operadores campo. Esto no tiene precedente en los es-
tudios realizados en el espacio de Hilbert, en los que el desarrollo perturbativo
es a primer orden (Hong y Mandel, 1985). Como veremos, el resultado més
importante es que la contribucién a la autocorrelacién del término que incluye
los érdenes cero y dos en el campo es igual a la contribucién del que contiene
los términos de primer orden. Esto hace que el tratamiento matemético de los

experimentos con la funcién de Wigner sea tan sencillo como el realizado en el
espacio de Hilbert.

En la dltima seccién del capitulo hablaremos de la conversién tipo II, y en
un apéndice mostraremos el célculo de la distribucién de Wigner en funcién
del tiempo, a todos los érdenes en la constante de acoplamiento.

4.2 DESCRIPCION DE UN HAZ DE LUZ

En el espacio de Hilbert el campo eléctrico se representa mediante la suma de
dos operadores mutuamente conjugados (ver (3.12) y (3.13))

E(r,t) = BEM(r,¢) + B (x,1), (4.1)
siendo

. 3 ‘
E(+) (r, t) =1 (Eﬂl_c_) ek,,\&k,,\ (t)e’k", (42)
k,A
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donde L3 es el volumen de cuantizacidn, y ay (t) es el operador de destruccién
correspondiente al modo k, cuya polarizacién estd representada por el vector
ek (A =1,2). Por otro lado, wx = c|k|, siendo c la velocidad de la luz, la cual
es independiente de la frecuencia en un medio no dispersivo.

Las expresiones (4.1) y (4.2) corresponden a la imagen de Heisenberg, donde
toda la dependencia temporal estd en los operadores &L,A(t) y axa(t). Por
ejemplo, para un campo que evoluciona libremente esta dependencia es

() = axa(0)e %, (4.3)

aunque para campos en interaccién la dependencia es mds compleja y con-
tiene toda la dindmica del proceso. Por otro lado, el estado de la radiacién se
representa en la imagen de Heisenberg mediante un operador densidad inde-
pendiente del tiempo.

Consideremos a continuacién el campo correspondiente a un haz de luz,
caracterizado por una frecuencia media w,, y una direccién media k,. El
haz contiene frecuencias dentro de un intervalo centrado en w, y comprendido
entre Wmin ¥ Wmax, ¥ vectores de onda cuyas componentes transversales a k,
son pequefas (|k"| < wmin/c). Ignorando la polarizacién, lo cual es equi-
valente a multiplicar (4.2) por v/2, se obtiene la expresién siguiente para la
parte relevante del campo eléctrico en la aproximacién escalar:

~ hw % .
ED(r,t)=:iS (—;,:’5) i (t) e, (4.4)
[kl |

donde el sumatorio esté restringido al conjunto de vectores de onda que pertenecen
al haz.

Cuando se pasa a la representacion de Wigner los operadores E(+)(r,t) y
E(”)(r, t) se representan mediante funciones complejas, sustituyendo los ope-
radores de destruccién por variables ay(t), y los de creacién por sus complejas
conjugadas o4(t). De esta forma,

EW)(r, 1) Z <hwk>l K (t)exT, (4.5)

donde el cambio de notacién £ — E™) indica el paso de un operador a
una funcién compleja.

4.3 HAMILTONIANO DE INTERACCION

En la figura 4.1 se muestra esquematicamente el montaje bdsico para los expe-
rimentos de conversidn a la baja. Un ldser de luz monocromaética incide sobre



ESTUDIO DE LA CONVERS;(’)N A LA BAJA
34 EN LA REPRESENTACION DE WIGNER

rojo
b 4;]

amarillo
Q" -)knaranja
A/

Figura 4.1: Montaje bdsico para el proceso de la conversién a la baja. Cada par de figuras
del mismo tipo representa una pareja de haces conjugados, y cada anillo un color diferente.
Por simplicidad no hemos dibujado el laser a la salida del cristal.

laser

an cristal con una susceptibilidad eléctrica no lineal, dando lugar a radiacién
visible por la cara opuesta del cristal, la cual aparece en forma de anillos de
diferentes colores alrededor del eje definido por el haz incidente. Dicha ra-
diacién estd compuesta por distintos pares de haces conjugados verificando las

condiciones de emparejamiento, y con una alta correlaciéon temporal (Burnham
y Weinberg, 1970).

El proceso de la conversién a la baja se puede caracterizar en la imagen de
Heisenberg? mediante el Hamiltoniano siguiente 3 (Hong y Mandel, 1985):

H = Hy+ Hiny, (4.6)
donde

Ho = X mo(k) (ol (00 + 5); (4.7)

es el Hamiltoniano del campo electromagnético libre, y

X 1 ~ ~
Hipy = s > fiijt(w(ko),w(k')yw(k”))a}l,’s, (t)a;‘(u’s,, (1)

kl ,sl k/l ,S“

x (fr(/,sf)i(ﬁi:u’su)j‘/[e

—iw(ko)t fI Sin[%(kO — k' — k")l

— + h.c, (4.8)
=1 %(ko—-k - k"

2El estado de la radiacién, el cual estd representado por un vector fijo en el espacio de
Hilbert correspondiente al estado inicial, es el vacio.
3Este Hamiltoniano es mucho més general que el mostrado en el capitulo 2 (expresién

(2.10)), pues parte de una situacién en la que intervienen muchos modos, lo cual es necesario
para una descripcién correcta de las sefiales emitidas por el cristal.
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es el Hamiltoniano de interaccién de la radiacién con el cristal. Se ha tomado
el origen del sistema de coordenadas en el centro del cristal, el cual se supone
espacialmente uniforme con forma de paralelepipedo rectangular de lados {4, I,
y l3. kij es la susceptibilidad bilineal del medio, la cual es simétrica respecto
al intercambio entre k' y k”. V] es la componente ! del campo incidente, el
cual se representa por

V(r,t) = V(t)eilkor-wkolt]l L ¢ o (4.9)

y no esta cuantizado porque su intensidad es muy alta. Por otro lado, en lo
sucesivo V(t) se considerard independiente del tiempo dado que el tiempo de
coherencia del lidser es mucho mayor que el tiempo de coherencia de la luz
convertida a la baja. De esta forma, el ldser se representard a partir de ahora
por una onda plana de frecuencia w(ky) y vector de onda k,.

Por otro lado, en la aproximacién escalar del campo electromagnético, en la
que no se considera la polarizacidn, se suele realizar la simplificacién siguiente
(Ou et al., 1989; Casado et al., 1997a, b):

1 1o * * 2 Sin[%(ko -k - k")mlm]
L3 K:z][((UO, w,w )(Ckl’sl)z(eku,sn)]‘/[ ’"1:-1-1 —é—(ko K — k")m
= ihg'V f (k, K'). (4.10)
Sustituyendo (4.10) en (4.8), el Hamiltoniano de interaccién queda
Hi = ihg'V' Y fk, K)e tatal, + hec, (4.11)
K/

donde hemos simplificado un poco mis la notacién haciendo w(ke) = w, ¥y
no escribiendo explicitamente la dependencia temporal de los operadores. La
constante de acoplamiento ¢’ se define de forma que el producto g’V tiene
dimensiones de frecuencia, y f(k, k') es una funcién adimensional simétrica en
los vectores de onda dentro del cristal. Dado que las longitudes de onda tipicas
del proceso son mucho menores que las dimensiones del cristal, esta funcién
es distinta de cero sélo cuando se verifica la condicién de emparejamiento en
vectores de onda (Hong y Mandel, 1985):

ko ~ k+X. (4.12)

Por otro lado, ya vimos en el segundo capitulo que existe una condicién mucho
mads rigurosa para las frecuencias

Wy = Wk + Wi+ - (4.13)
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La expresién (4.11) es cuadratica en operadores de creacién y destruccion,
propiedad que da lugar a implicaciones de gran importancia en el desarrollo
de esta tesis:

1. Cualquier evolucion determinada por este tipo de Hamiltoniano mantiene
la positividad de la funcién de Wigner. Esto es debido a que las ecua-
ciones de evolucién son lineales, y ello mantiene el cardcter gausiano de
variables aleatorias (Mandel y Wolf, 1995; seccién 1.6). Como el estado
inicial es el vacio, al que le corresponde la siguiente funcion de Wigner
positiva y gausiana (ver (3.41)):

Weac(a, o) = H-z-e'”“k", (4.14)

T
concluimos que Wy,.(a, a*;t) es positiva para todo instante. Por tanto,
el campo electromagnético radiado puede representarse por un proceso
estocastico gausiano gobernado por una distribucién de probabilidad que
coincide con la funcién de Wigner. En la imagen de Heisenberg el campo
eléctrico depende del tiempo a partir de la dependencia temporal de las

amplitudes que lo definen, siendo la funcién de Wigner la correspondiente
al estado de vacio.

2. Las ecuaciones de evoluciéon de las amplitudes coinciden con las ecua-
ciones de Heisenberg para los operadores de creacién y aniquilacién (ver
secci6én 3.2.1).

4.4 EVOLUCION DE LAS AMPLITUDES

A continuacién obtendremos la dependencia temporal de las amplitudes del
campo eléctrico utilizando teoria de perturbaciones. Para ello, calcularemos
previamente los operadores de creacién y destruccién é(t) y af.(t) en funcién
del tiempo utilizando la ecuacion de Heisenberg, y sustituiremos posterior-
mente dichos operadores por variables complejas ax(t) y of(t) 4. La evolucién
de los operadores por la interacciéon se produce en un intervalo de tiempo
(—At,0), siendo At el tiempo que tarda la luz en atravesar el cristal. Para
t < —Atyt > 0laevolucién es libre a partir del Hamiltoniano (4.7). Partiendo
de la ecuacién de Heisenberg para ay tenemos, para —At < t < 0,

2 1. -
axy = - [a.k H ]
th U
40Otro procedimiento equivalente (Casado et al., 1997a), es hacer la sustitucién directa-
mente en el Hamiltoniano, y tener en cuenta que la evolucién de las amplitudes viene dada
por las ecuaciones de Hamilton tomando axv/A como coordenadas y af(\/ﬁ como momentos
canénicos (véase la seccién 4.7).
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— i = —twlx + gV fk, K)e ™0, (4.15)
kl
siendo la condicién inicial ax(—At) = ao(—At), donde aox(—At) es el ope-
rador de destruccién del modo k del vacio incidente.

Como las probabilidades de deteccién son proporcionales a g2 hemos de
calcular ax(t) hasta segundo orden en la constante de acoplamiento. En la
representacion de Wigner este detalle es esencial pues los términos de segundo
orden en el campo tienen aportaciones no nulas en las autocorrelaciones. Por
el contrario, en el espacio de Hilbert el segundo orden no interviene en las

probabilidades, de modo que los desarrollos perturbativos se hacen a primer
orden.

Integrando (4.15) hasta segundo orden en ¢’, es decir, tomando el segundo
término del lado derecho de dicha ecuacién como una perturbacién y reteniendo
términos hasta g2, se obtiene el resultado siguiente:

a4(0) = d0x0) + 9V T /& Kl 5 (w0 — ok — )b (0)

+P VDD fk,K) (K k)

k/ kl/
At At .
xu[—z—(wk: + Wy — wo)]u[T(wku — wk)]aox (0), (4.16)

donde se ha definido a partir de ¢’ y At la constante adimensional g = g'At,
la cual representara a partir de ahora la constante de acoplamiento efectiva.
La aproximacién a segundo orden es valida sélo cuando

glV| = ¢At|V| < 1. (4.17)

También hemos introducido la funcién,

u(z) = e, (4.18)

Como el tiempo de interaccién es mucho mayor que los periodos tipicos de la
luz en el proceso, u(z) es distinta de cero sélo cuando z es practicamente nulo,
siendo su valor despreciable en cualquier otro caso. Teniendo en cuenta esto
tltimo junto con (4.12), se deduce que el término de primer orden en (4.16)
s6lo es distinto de cero cuando los modos k' que intervienen en el sumatorio
verifican simultdneamente las condiciones de emparejamiento

wx twr =wy ; k+k =k | (4.19)
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De la misma forma, y utilizando de nuevo las propiedades de f y u, se puede
ver que las contribuciones no nulas al término de segundo orden en (4.16) son
aquellas en las que se verifica k” =~ k ademds de (4.19).

En la obtencién de (4.16) hemos considerado la evolucién libre de los o-
peradores ok (solucién de orden cero)

ok (0) = Ggi(—At)e ™kt (4.20)

Por otro lado, para ¢ > 0 la evolucién de los operadores es libre
ax (t) = g (0)e ", (4.21)

Finalmente, teniendo en cuenta que los conmutadores a tiempos iguales per-
manecen invariables en cualquier evolucién unitaria, se tiene, para t,,ty > 0,

[ax(t1), Gue (t2)] = e~ *(1442) [2,(0), a1 (0)] = O

[ac(tr), af (t2)] = e [2,(0), af, (0)] = Gegere™x1=1), (4.22)

donde hemos hecho uso de las relaciones de conmutacién de los operadores de
creacion y destruccion de modos del vacio

ldok (—=At), do (=AD] =0 5 [ao(—At), e (—At)] = Gire (4.23)

Para pasar a la representacién de Wigner sustituiremos los operadores d
(a}) por variables complejas aj (og) en las expresiones (4.15), (4.16), (4.20) y
(4.21). El resultado final para «y(t), siendo ¢ > 0, es

(097 (t) = Yok (O)G_iwkt

—tw At *
+gVe ki Z f(k, k’)U[T(WQ — Wk — wkl)]OZOk:(O)
kl

. At
VP T £ (16,1 (0, Kl S (e + wier — wo)]
kl kll

xu[%f(wku - wk)]aOku (0) (4.24)
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4.5 DESCRIPCION DE HACES
CONJUGADOS

Consideremos dos haces conjugados senal y gemelo, de frecuencias medias w;
y w;, ¥y cuyas direcciones vienen dadas por k, y k; respectivamente. Dichas
frecuencias y vectores de onda verifican exactamente las condiciones de em-
parejamiento

ws +w; = wo, (4.25)
k, + k; = ko. (4.26)

Por otro lado, si [k]s ([k];) representa al conjunto de modos pertenecientes a la
seflal (gemelo), entre cualesquiera dos modos k € [k]; y k' € [k];, se verifica:

Wk + Wi = wO) (427)
k +k = k. (4.28)
Teniendo en cuenta (4.5), (4.24), y las consideraciones realizadas en el

apartado anterior sobre los términos de primer y segundo orden en (4.16),
podemos expresar los haces sefial y gemelo de la forma siguiente:

E®(r,t) = E§P(r,t) + e ' gVGES) (v,8) + ¢|VIPIED (r,8),  (4.29)

EM(r,t) = B (x,t) + e tgVGE (v, 1) + 2|VIPJE (r, 1), (4.30)

donde Ey; (Ey;) representa la radiacién de punto cero que incide en el cristal
en la direcciéon de la senal (gemelo) (ver figura 4.2).

Por ejemplo, en el caso de la sefial,

1
2 .
B ) =i (%) el ag, (0), (4.31)

(kls

con una expresiéon similar para E(()f) cambiando el subindice “s” por “i”. Para
simplificar la notacién hemos introducido los operadores lineales G y J, los
cuales se definen de la forma siguiente:

1

P

GE(()I_) (I‘, t) =i Z <h£;k> ezk-rez(wo—wk)tﬂk’ (432)
(kls
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Figura 4.2: Representacién de los haces incidentes (punto cero y liser) y de la radiacién
saliente (haces conjugados sefial y gemelo), la cual es resultado de la interaccién dentro del
cristal del laser y el vacio incidente.

con
B = 32 £l o — o = e O) (4.33)
y 1
JEP (x,t) =iy (—hl‘%) : etk Te ikl (4.34)
k]s
con ;
o= 5T KL 0Kl 5 o+ e — o)l 5 e — i)l (0).
(k]: {k"]s (4.35)

A partir de (4.29) vemos que la seiial, a orden g2, se expresa mediante la
suma de tres términos:

1. El término de orden cero, dado por (4.31), es la radiacién de punto cero
que pasa a través del cristal sin ninguna modificacién. En realidad, para
obtener el campo total a orden cero tendriamos que sumarle al término
anterior el correspondiente al laser. No obstante, éste no se considera

pues s6lo nos interesa su efecto en los términos de primer y segundo
orden.

2. El término de primer orden es el campo radiado como consecuencia de
la interaccién dentro del cristal del liser, de frecuencia w,, y el punto
cero correspondiente al gemelo, cuyas componentes oscilan a frecuencias
proximas a w;. El resultado es un campo oscilante donde intervienen
frecuencias préximas a w; = w, — w;, situacién que tiene una correspon-
dencia perfecta con la amplificacién paramétrica clésica.
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3. Finalmente, el término de segundo orden modifica hasta orden g* la
radiacién de punto cero incidente en la direccién de la senal. Esta can-
tidad representa la radiacién producida por la interaccién con el cristal
del campo radiado a primer orden.

Llegados a este punto vamos a resaltar dos diferencias bésicas entre las
descripciones de este fenémeno hechas en el espacio de Hilbert y en la repre-
sentacion de Wigner:

a) En primer lugar, en el espacio de Hilbert el desarrollo perturbativo es a
primer orden. La razén de ello, como hemos comentado anteriormente, es que
el término de segundo orden no interviene en el calculo de las probabilidades.
Sin embargo, en la formulacién de Wigner este término es esencial pues, como
veremos mas adelante, aporta contribuciones no nulas a las autocorrelaciones
del campo.

b) En el espacio de Hilbert el fenédmeno se interpreta como la divisién de un
fotén del laser en dos fotones de menor frecuencia, verificindose la conservacién
del momento y la energia. Dicha conservacién se representa por las condi-
ciones de emparejamiento (4.25) y (4.26). Sin embargo, en la representacién
de Wigner las condiciones de emparejamiento tienen una interpretacién on-
dulatoria que coincide con la que se da en electromagnetismo clasico, aunque
considerando la radiacién de punto cero, en lugar de una radiacién clésica, a
la entrada del cristal.

Desde un punto de vista operacional conviene definir a partir de E{t)| la
cual oscila rapidamente debido al factor e"*x? que interviene en cada sumando,
una amplitud lentamente variable F{*) que se obtiene de la anterior multipli-
cando por e*st, es decir:

1
F(+) (r,t) = e"“’tE(+) =3 Z (hwk> O)eik"ei(“s‘“’k)t. (4.36)

De la misma forma se procede para el haz gemelo cambiando en (4.36) los

[19}4 Wan

subindices “s” e “”. En términos de estas nuevas amplitudes (4.29) y (4.30)
s transforman en

FO(r,t) = 1+ PV FS (x, 1) + gVGF (x, 1), (4.37)
F(r,t) = 1+ @V ED (xr,8) + gVGES ) (x, 1), (4.38)
donde
hon \ 7 |
F(x,t) = z%j (%) efreilen =t (0), (4.39)
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con otra expresién similar para Féf )(r, t), cambiando “s” por “i”.

Los valores de F{*) en distintos puntos del haz guardan una relacién sen-
cilla, la cual nos perm: ird obtener el valor del campo en cualquier punto a

partir del que tiene en el centro del cristal. Por ejemplo, en el caso de la sernial
se tiene

F(rp,t) = e E)(rp, 1)
1
A 3 . ‘
= ZZ ( Ic;k) ak(O)e’k"Be’(“’s_w")t
i
=5 (1)} g

1
=1y (M) ? e (0)elits —une)(t=TAR)] ikora gikeran

3
nge \ L
= FM(ra,t - 2)l 8, (4.40)
donde ryp = rg — 14 y rap = |rap|. Otra forma equivalente de ver esto

ultimo es tener en cuenta que el campo a la salida del cristal estd descrito por
una superposicién de ondas planas propagdndose a la misma velocidad ¢, de
manera que debe verificarse E()(rp,t) = E()(ra,t — rap/c). Teniendo en
cuenta (4.36) se llega facilmente a (4.40).
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En los procesos estocasticos gausianos las correlaciones de orden impar son
nulas, mientras que las de orden par se obtienen a partir de las de segundo
orden (Mandel y Wolf, 1995; secci6én 1.6.1). Por tanto, el cdlculo de las correla-
ciones de segundo orden es suficiente para caracterizar el proceso estocdstico
¢.ae estudiamos.

4.6.1 La radiaciéon de punto cero

Antes de calcular las correlaciones vamos a hacer un estudio de la radiacion
de punto cero correspondiente a la sefial °

Eo(r,t) = E§D(r,t) + E§; ) (r, 1), (4.41)

donde E§! viene dado por (4.31). Las amplitudes agk (k € [k]s), son variables
estocdsticas gausianas independientes, de media nula, caracterizadas por una
distribucién de probabilidad conjunta que se obtiene a partir del producto de
las distribuciones correspondientes a la amplitud de cada modo (ver (4.14)):

) ;
I/Vvaxz(aa a*) = H _e_2|a0k|2' (442)
o, 7
La diferencia entre (4.14) y (4.42) estriba en que en esta tltima hemos res-
tringido el productorio a los modos que definen la sefial.

A continuacién vamos a calcular las correlaciones para las amplitudes aqy.
Si bien estas cantidades pueden obtenerse a partir de (4.42), usaremos otro
método basado en la propiedad (3.36) de la funcién de Wigner. Por ejemplo,
dado que cualesquiera operadores Gox y Goir conmutan,

[@ok, Gox'] = Gox@oxr — ok ok = 0,

promediando en el estado de vacio y cambiando el signo — por +, lo cual puede
hacerse dado que cualquier operador de destruccién actuando sobre el vacio es
igual a cero, se obtiene:

2(vac|S[aokaor]|vac) =0

SLos resultados que se van a obtener en este apartado son aplicables también al haz
gemelo.
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— (ko w) =0, (4.43)

donde () en la segunda linea de (4.43) representa el promedio con la distribu:ién
de Wigner del vacio (4.42). Tomando el complejo conjugado de (4.43), tenemos

Siguiendo el mismo procedimiento vamos a obtener la correlacion entre agy
y af, utilizando en este caso las relaciones de conmutacién entre aox y &gk,:

[fl()k, &Bk’] = CAL()kCAl(T)k; - &I)klalok = (5k,k'
— 2<VaClS[&ok&$k/”V&C> = (Sk,kl

1 ._
— <a0ka8kl> = 5(51(’1(/. (443)

A partir de (4.31), (4.43), (4.44) y (4.45), podemos obtener la correlacién
entre Egs(r,t) y Eos(r,t +7):

(Eos(r, 1) Eos(r, t + 7)) = (B (r, ) ES; (r, t 4+ 7)) + c.c

1 hwg
=13 > —-L—;—lfe“"” + c.c, (4.46)
(ks

donde hemos tenido en cuenta que

(6 (0, 0BG (v, + 7)) = (B, (x,0) B, (1,8 47)) =0,
lo cual puede deducirse facilmente utilizando (4.43) y (4.44).

‘Como puede observarse a partir de (4.46), la radiacién de punto cero
estd representada por un proceso estocdstico estacionario, dado que la auto-
correlacion sélo depende de la diferencia de tiempos. Esto a su vez es con-
secuencia de que las amplitudes oy correspondientes a modos distintos estan
descorrelacionadas (Mandel y Wolf, 1995; seccién 2.2.3). Por otro lado, para
7 = 0 tenemos:

(Bos(r,8)2) = 2(|ESH (x, )%
= -I—;- > huwy. (4.47)

(kls

(|Eéj) (r,t)]?) es la intensidad del punto cero correspondiente a la sefial, canti-
dad que es independiente de ¢ y r, y se representard a partir de ahora por s,
es decir
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Fw
oy = (IBD (1,0 = 25 3 72~ (4.48)
(k]

Finalmente, teniendo en cuenta que el promedio del campo es nulo

<E05 (l', t)) = O’ (449)

vemos que las fluctuaciones del campo coinciden con (4.47):

((AE0s)?) = ((Bos — (Eos))?) = (Egy)- (4.50)

Hemos hecho esta pequena incursién en la radiacién de punto cero con el
objeto de obtener sus propiedades mediante el uso de la funcién de Wigner.
Los resultados mas importantes, dados en (4.46), (4.48) y (4.50), muestran
que dicha radiacién es un estado estacionario del campo electromagnético con
fluctuaciones estadisticas del campo eléctrico (Milonni, 1994; seccién 2.4).

4.6.2 Autocorrelaciones

Consideremos la sefial en un punto r y en los instantes ¢ y #'. Teniendo en
cuenta (4.29) y reteniendo términos hasta orden g2, tenemos

(Es(r,t)Es(r, ")) = (E)(r, ) EO)(x, t)) + c.c

= (B (1, ) EQ (xr,¢)) + 2|V [H{e ¢ (GE (v, ) G ES (x, ')
HESD (x,6) B (xr, £)) + (B (x, ) JESD (x, £))} + coc, (4.51)

donde hemos tenido en cuenta que Ey; y Ey; no estan correlacionados, dado
que contienen modos distintos del campo de vacio (ver (4.45)). Por otro lado,
en la primera igualdad hemos tenido en cuenta que

(B, ) ED(x, ) = (B (v, ) ES) (x, ) = 0, (4.52)
lo cual se deduce de (4.43), (4.44) y (4.45).

La autocorrelacién (4.51) contiene un término de orden cero, cuyo valor
viene dado por (4.46), y que representa la contribucién del vacio a la auto-
correlacién de la sefial; en el caso ¢t = t’ esta contribucién es igual al doble de
la intensidad del punto cero en la posicién r (ver (4.48)). En el término de
segundo orden hay contribuciones que provienen, por un lado, de los términos
de segundo orden y orden cero en la expresién del campo eléctrico (los que
contienen el operador J), y por otro, de los términos de primer orden (el que
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contiene el operador G dos veces). A continuacién vamos a relacionar dichas
contribuciones utilizando la conservacién de las relaciones de conmutacién de
los operadores campo.

Sea el operador campo correspondiente a la sefal en los instantes t y ¢’
(sélo hay que sustituir amplitudes por operadores de creacién y destruccién en
(4.29)). A partir de (4.22) se puede comprobar que

[ED (1), EO(x,t)] = [E (v, ), B (x,1)] (4.53)
Sustituyendo (4.29) en (4.53) se obtiene:

=0 [GE ) (v, 1), GBS (x, 1))

+ (B8, 0), S EQ (. 6)] + [JEP (0,6), B (0] = 0. (4.54)

Tomando el valor medio en el estado de vacio y pasando a la representacién

de Wigner tal y como hicimos en el apartado anterior, llegamos a la siguiente
relacién entre correlaciones

(ESP (x, ) J°E§ (x,0)) + (B (v, ) JESD (x, 1))

= & TGER (1, )G B (x, ). (4.55)

Por tanto, la diferencia entre la intensidad de la sefial radiada por el cristal y
la correspondiente a la radiacién de punto cero es ¢

(Es(r,t)Es(r,t')) — (Eos(r, t) Egs(r, t))
= (ED (e, ) EO (xr, 1)) — (B (r, ) B (r, 1)) + c.c
= 2¢?|V 2 - GE) (r, )G EP (xr, ') + c.c. (4.56)

En este sentido, el proceso de la conversién a la baja, analizado con la funcién
de Wigner, puede interpretarse como una amplificacién de las fluctuaciones del
punto cero cuando este campo y el ldser interaccionan con el medio no lineal.
El conjunto constituido por el ldser y el cristal acttia como un amplificador de
las fluctuaciones del vacio (Louisell et al., 1961; Gordon et al., 1963). Por otro
lado, a partir de (4.55) vemos que la contribucién a dicha amplificacién del
término de primer orden es igual a la que contiene el orden cero (radiacién de
punto cero incidente) y el segundo orden.

®En el capitulo siguiente veremos que esta cantidad es la que se mide en el proceso de
fotodeteccién analizado con la representacién de Wigner. De hecho, la autocorrelacién de la
sefial a tiempos iguales (t' = t) es proporcional a la probabilidad de deteccién por unidad
de tiempo (véase la ecuacién (5.10)).
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Para calcular explicitamente el valor de la correlacién sustituiremos (4.32)
n (4.56). El resultado es:

(EM(, t)E£-><r, t)) — (B (6,0 B (x, ')

— 29 |V|2Z Z L3 wkwk’)zez(k k’)r —twyct zwk/t (IB ;Bkl> (457)
(k]s [k']a

Nétese que la condicién de estacionaridad, o sea, que la autocorrelacién de-
penda de la diferencia de tiempos, implica a su vez que fx y B deben estar
descorrelacionadas para k # k'; si esto no es asi, (4.57) no dependeria de
la diferencia entre ¢ y t'. Para ver que el proceso es estacionario tendremos
en cuenta las propiedades de las funciones f y u definidas en (4.10) y (4.18)
respectivamente. A partir de (4.33) y (4.45) se tiene

(BicbBir) = Z f(k X" f* (K, kl')u[éj(wo—wk—wk")]u [g(woﬂdk' wier )]

[k"]
(4.58)
Como f y u son distintas de cero sélo cuando se verifican las condiciones de
emparejamiento, la correlacién entre Gk y (i es no nula sélo cuando k = k'.
Por tanto, podemos expresar (4.58) como

(Bubi) = 50w h(1), (4.59)

siendo

Z |f (k, k") U[‘—( wo — wi — wien)]|%. (4.60)

kll]

Finalmente, sustituyendo (4.59) en (4.57) se tiene

(ED(r, ) EO(x, 1)) — (ESP (v, 1) ES, (x, 1))

hw
=gV 3 Tyh(k)em ), (4.61)
(kls

Vemos por tanto que la autocorrelacién depende sélo de la diferencia de tiem-

pos, y ademas es independiente de la posicidn, lo cual es también consecuencia
de (4.59).

Si se conoce f(k,k’) se puede calcular la autocorrelacién utilizando (4.60)
y (4.61). Dicha cantidad define un tiempo de coherencia 7, para la sefial, el
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cual es del mismo orden que el inverso del ancho de banda 1/Aw;, siendo
AWs = Ws,mazx — Ws,min-

De cara a los cdlculos que realizaremos para obtener las probabilidades de
deteccidn en los experimentos, donde utilizaremos las funciones F' definidas en
(4.36), conviene expresar la autocorrelacién de dichas funciones. Tenemos,

(Fe(r,t)Fy(r, 1)) — (Fos(r, t) Fos(r, "))

= (FP (e, ) FO(r, ¢)) = (B (r, O F (1) + e

= ¢?|V|2us(t — t') + c.c, (4.62)
siendo
hw e~ Hws~w !
pst—t) =3 L;‘h(k) Hws —wnc)(t=t) (4.63)
(ks

una funcién compleja que tiende a cero cuando la diferencia |t—¢t'| es mayor que
Ts, alcanza su maximo valor cuando ¢ = ¢/, y verifica las propiedades siguientes:

ps(t —t') = ”:(tl -t = |- t) = |/1's(t, —- )| (4.64)

De la misma forma, para el haz gemelo se tiene
(F @)D @, 8) — (F) 0, )F ) (0, 8)) = VPt — 1), (4.65)
donde u; se obtiene de (4.63) cambiando “s” por “i”. Dicha funcién define
un tiempo de coherencia 7; para el gemelo, el cual es del mismo orden de
magnitud que el correspondiente a la sefial. Esto es debido a que para cada

modo perteneciente a la senal existe otro en el haz gemelo verificando las
condiciones de emparejamiento (4.27) y (4.28).

Finalmente, teniendo en cuenta (4.55) y (4.36), tenemos
(B ()7 R (5, 0)) + (Fo (x,8) TR (1))

= (GFD (506G FD (x,6)) = spslt — 1), (4.66)

con unas relaciones andlogas cambiando “s” por “i”.
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4.6.3 Correlaciones cruzadas

Corsideremos la senial y el gemelo en las posiciones e instantes (r,t) y (r',t')
respectivamente. La correlacién cruzada se define como *:

(Eq(r,t)E;(r', t'))
= (B (x,1) + EQ(r,1)) (B (2, ¢) + B, ))

= (EM)(xr, ) ES(r, 1)) + c.c, (4.67)

donde hemos tenido en cuenta que

(EPEDED W, 1) = (BO@HEP () =0,  (468)

en virtud de (4.43), (4.44) y (4.45). Sustituyendo (4.29) y (4.30) en (4.67) y
teniendo en cuenta que Fy; y Ep; estdn descorrelacionados, tenemos

(Ey(r, ) Ey(r',t')) = (ED(r, ) BV (', 1)) + c.c

= gV]e ™ (B (r, ) GE (', ) + e (BT (v, t)GE (x, £))] + c.c.

(4.69)
La correlacién cruzada estd expresada a partir de la suma de dos términos
proporcionales a la constante de acoplamiento, de forma que los términos de
segundo orden y orden cero en el campo no intervienen en dicha correlacién
8. Con el objeto de relacionar los dos términos que aparecen en la expresién
anterior aplicaremos de nuevo la conservacion de las relaciones de conmutacion,
considerando esta vez los operadores campo correspondientes a la sefial y al

gemelo. Realizando las mismas operaciones que en el apartado anterior, te-
nemos:

(B (x,0), B (0, ¢)] = [ES (x,1), B6P (', #)] = 0

— et (BSD(x, 0)GES) (¢, ¢)) = e (B (¢, )GES (v, 1)).  (4.70)

El segundo conmutador es cero porque contiene sélo operadores de destruccién.
Nétese ademds que estd expresado a partir de conmutadores entre modos de

vacio de la sefal y el gemelo, los cuales son siempre nulos. Sustituyendo (4.70)
en (4.69) se tiene

"El médulo al cuadrado de { §+)E§+)) es proporcional a la probabilidad por unidad de
tiempo en un experimento de deteccién conjunta de haces sefial y gemelo (véase la ecuacién
(5.29)).

8Esto trae como consecuencia que los términos de segundo orden no influyen en los
experimentos de interferencia de cuarto orden (capitulo 6).
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(By(r, ) By, 1)) = (B (1, ) B (¢, ¢) + c.o=

= 2gVe ™t (ESD (r,)GE{ (¢, ) + c.c. (4.71)

Teniendo en cuenta (4.31) y (4.32) (G’E(();)(r’, t') se obtiene sin mas que susti-
tuir el subindice s por ¢ en (4.32)), tenemos

(ED)(r, ) EP (', 1))

r - ! ! : ; !
= ng,l'Z Z Z L_lg(wkwkl)%ezk.rezk r e—zwkte—zwk:t <00k(0),8k’>- (472)
(ks (k')

Para calcular la correlacién entre las « y las [ usaremos (4.33) y (4.45). El
resultado es:

(00x(0) B} = -;- flk, k')u[%—t(wo — e — )] (4.73)

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior en (4.72), se tiene

(Bo(r, ) Es(x', 1)) = (B (r, ) BV (', )) + co=

=gV Z Z fi(wkwkf)%eir.relk T g iwkt giw
(ks (k']

x f(k, k')u[%(wo - wk —wy)] +cc. (4.74)

Vamos a analizar la dependencia temporal de (4.74). Utilizando la condicién
de emparejamiento en frecuencias dada por (4.27), vemos que

U.)kt + Wy " wk(t — tl) + wot,. (475)

Por tanto, la dependencia temporal de (4.74) tiene dos contribuciones: el factor
e~“ot es ripidamente oscilante y sale fuera del sumatorio; el otro, e~x(t=t),
depende de la diferencia de tiempos y da lugar a una funcién compleja que
define un tiempo de correlacién 7y; entre la sefial y el gemelo. De cara a los
cdlculos en los experimentos nos interesa calcular la correlacién cruzada en el
centro del cristal entre las funciones lentamente variables F relativas a la sefal
y al gemelo. Sustituyendo (4.36) en (4.74), y haciendo r = r’ = 0, obtenemos

(Fs(0,0)F(0,¢)) = (F(0,6) F(0,#)) + c.o=
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— gVi2 Z z 'ﬁ(wkwk’) %ez(w, —wie )t gi(wi —wyer )t
[kls (k')
At
xf(k,k )u[T(wo — wk — ww)] + c.c. (4.76)

Utilizando las relaciones (4.25) y (4.27) podemos ver que la dependencia réapida
de (4.75) desaparece:

, (ws — wi)t + (wi — wie )t =~ (ws — wi)(t —t'). (4.77)
Finalmente, expresaremos (4.76) como

(Fy(0,1)Fi(0, ")) = (F{M(0, ) FH(0,¢)) + c.c =

=gVr(t-t) +cec, (4.78)
siendo

I/(t —_ t') — i2 Z Z %(wkwk’)%ei(ws —wk)tei(wi—wk,)t’

(kls [k'):

« (K, k')u[%f-(wo — o — )], (4.79)

una funcién que tiende a cero cuando |t — #'| es mayor que 7,;. A partir de
(4.77) puede verse facilmente que v verifica las propiedades siguientes:

vit) =v*(-1) —= |v(D)|=v(-1)| (4.80)

Por otro lado, teniendo en cuenta (4.69) y (4.70), tenemos

(R e )G, ) = (RO, )GED (1) = golt— 1), (481)

relacién que serd de utilidad en los calculos que realizaremos en el capitulo 6.

La correlacién cruzada para r # r’ se obtiene a partir de (4.78) sin més que
aplicar (4.40).

4.7 GENERALIZACION A LA
CONVERSION TIPO II

Vamos a aplicar los resultados obtenidos a lo largo de este capitulo al caso de
la conversién tipo II. Mostraremos los aspectos mas importantes sin entrar en



ESTUDIO DE LA CONVERS;(’)N A LA BAJA
52 EN LA REPRESENTACION DE WIGNER

detalles dada la gran la similitud con el tipo I. El Hamiltoniano que caracteriza
la conversidén tipo II se puede expresar como °

H = Z Zhwjka;kajk
j=o, k

+(ihg'V Y fk,kK)e ™'l ol +c.c.), (4.82)
ok

donde o(e) se refiere al rayo ordinario (extraordinario). Este Hamiltoniano
es similar al dado por (4.11), aunque hemos sustituido directamente los ope-
radores por amplitudes complejas agx y aewr, las cuales corresponden a los
modos k y k' de los campos ordinario y extraordinario respectivamente,

E;(r,t) = E{P(r, 1) + B (x, 1), (4.83)
£ o (hwnd) r 484
i (x,t) = z% 75 ko (t)e™, j=o,e, (4.84)

donde € es un vector de polarizacién.

La evolucién de las amplitudes viene dada a partir de las ecuaciones cané-

nicas de Hamilton tomando vha;i(t) como coordenadas y v haiy (t) como
momentos candnicos. Por ejemplo, para o,y tenemos:

Gex = —iwekek + 'V Y f(k, k' )ezp(—iwpt)aly, (4.85)
kl
con una expresion similar para el rayo ordinario intercambiando los subindices
[{9Pe}] [3N4)

e’ y “0o”. Esta ecuacidén es idéntica a (4.15) y su solucién a segundo orden en
teoria de perturbaciones es (ver (4.16)):

vac At *{vac
ek(0) = ol (0) + 9V 3 f(k, Kl (w0 = wc = wak]oris™ (0

, At
+g lV' EZf k k k, k”) [ 2 ((,dokl +wek" — wp)]
I klI
At a
XU (@aer = weidlagsr (0) 5 gV < 1. (4.86)

Las expresiones para dos haces correlacionados “ordinario” y “extraordi-
nario” con vectores de polarizacién que son independientes de los vectores de
onda, y cuyas frecuencias medias y vectores de onda verifican las condiciones

Wo +we = wp ; ko + ke =kp, (4.87)

9En este apartado hemos representado la frecuencia del laser por wp, y su vector de onda
por k.
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son

FV(r,t) = FP(r, t)e.
= (L + PIVPIFR e(x, 1) + gVGFI " (r, 1)) €, (4.88)

F{(r,1) = F{P(r, e,
(1 + P IVIPIES 2 (x, t) + gV GFO ™ (r, 1)) e, (4.89)

donde hemos tenido en cuenta en (4.84) que
€k =€ ; €k =€ (4.90)

con € - € = 0. F{e) y F(e) son las amplitudes lentamente variables co-
rrespondientes a las entradas del punto cero en las direcciones de los haces
extraordinario y ordinario respectivamente.

Finalmente, las propiedades de correlacién son completamente anélogas a
las del tipo I

e Autocorrelaciones
Tomando el campo extraordinario F{*) (r,t) = F{*)(r,t)e. en un punto
r, e instantes t y ¢/, tenemos:
(FEO (e, ) F) (x, 1)) = (B (r, ) O™ (x, 1)) =
20°|[VIXGFT " (2, )G FD Y (r, 1)) = g?|V e (t' — 1),
(FED (2, ) FH (x,¢)) = 0, (4.91)

siendo pe(t — t') una funcién que tiende a cero cuando |t' — t| es mayor
que el tiempo de correlacién del haz extraordinario. Otras expresiones
similares se obtienen para el campo ordinario cambiando los indices “e”

13 7)

y “o
e Correlaciones cruzadas
Tomando el rayo extraordinario (F{*)(r,t) = F)(r, ) ) y el ordinario
(F{H(r,t) = F{(r,t)e,) en el centro del crlstal (r=r'=0), y en los

instantes instantes t y t/, se tiene

(FSD(0,8)FD(0,1)) = gVu(t —t).
(FED(0,8)FS(0,¢)) = (FE(0,)FEH(0, 1)) = 0, (4.92)

siendo v(#' — t) una funcién que tiende a cero cuando |t' — ¢| es mayor
que el tiempo de correlacién entre ambos haces.
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4.8 APENDICE: CALCULO DE LA
FUNCION DE WIGNER
EN FUNCION DEL TIEMPO

En este apéndice vamos a exponer el cdlculo a todos los 6rdenes de la dis-
tribuciéon de Wigner en funcién del tiempo para los procesos de conversién
a la baja 1°. Dado que este célculo no es relevante en la consecucién de los
resultados mas importantes de esta tesis, hemos preferido afiadirlo como un
apéndice a este capitulo.

Para trabajar a todos los 6rdenes definiremos los operadores (Hong y Man-
del, 1985):

Ay (t) = ay(t)e (4.93)

los cuales varian lentamente con el tiempo, a diferencia de ay(t). Sustituyendo
(4.93) en (4.15) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:

= > p(k, K; )AL (1), (4.94)
-

donde hemos definido la matriz p(k, k’; ) cuyos elementos son:

p(k,K';t) = g'V f(k, k')e i wemwruw)t, (4.95)

Como se puede observar p es simétrica, es decir p(k,k';t) = p(k',k’;t). Por
otro lado, tomando adjuntos en (4.94) obtenemos una ecuacién analoga para
la evolucién temporal de A}, (¢):

Ak’ Zp kl k" Akn( ) (496)

kll

Integrando (4.94) entre t; = —At y t, = 0, tenemos:

Ax(0) = Ar(=A1) +Z/ p(k, K'; ') AL (¢)dt', (4.97)
siendo
ALy =AL(-an+ Y / (' K" 1) A (£7)d2". (4.98)
kl’

10Un célculo similar, aplicado a la amplificacién paramétrica, aparece en Walls y Milburn
(1994; capitulo 5) considerando tan sélo dos modos de la radiacién.
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~ 0
Ar(0) = a0 (0) + 3 e / Pl Kt
k/ -

+Z/ plk, kst [Z / ", K ) A (")dt”] dt'. (4.99)

k!t

Para obtener Ay(t) a todos los érdenes se puede seguir un procedimiento ite-
rativo, sustituyendo en el tiltimo término de cada aproximacién las expresiones
(4.97) o (4.98). Realizando esta operacién sucesivamente y teniendo en cuenta
(4.93) se llega a la siguiente expresién general para a(0) '*:

ax(0) = ZM k,k'; 0)aow (0) + ZN (k, k'; 0)al .. (0), (4.100)

donde las matrices M y N vienen dadas por:

00
M(k,k';0) = bpe + > MW (k, k';0), (4.101)
p=1
N(k,Kk;0) = Y NV (K K';0), (4.102)
v=1
siendo
0
N (k,X';0) = k,K';t')dt' =
(X50) = [ pk,K3t)
n At
= g‘/f(k, k )u[——2—(w0 - Wk — wk:)], (4103)
MW (K, K;0) =3 / p(k, K" ) N*®) (K", X', ¢')dt', (4.104)
kll
Nk, K;0) = / (k, k" )MV K t)dt. ; v>2 (4.105)

Kk

A partir de (4.95), (4.104), y (4.105), se pueden calcular las matrices My N

a diferentes 6rdenes en la constante de acoplamiento. Cada sumando M ()
(N®) es de orden 24 (2v — 1).

" Comparar con (4.16).
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Vamos a obtener a continuacién dos relaciones entre M y N a partir de
las reg'as de conmutacién que deben verificar los operadores Ax(t) y Al (2).
Dichas relaciones se usaran en el apartado siguiente. Teniendo en cuenta (4.93)
y (4.100) tenemos:

[4k(0), A (0)] = 0
-3 {M(k k" 0)N(K,k";0) - N(k,k";0)M(K',k";0)} =0,  (4.106)
[4k(0), A (0)] = b

= > {M(X, X" 0)M*(kK',k";0) — N(k,k";0)N*(K',k";0)} = 0.  (4.107)
kll

Antes de abordar el célculo de la funcién de Wigner vamos a cambiar la
notacién de la forma siguiente, con el objeto de simplificar las expresiones:

i

>

i

k
2
k
w(k) = w,
M(k; X'; 0) = M;(0),
N(k; k'; 0) = Nj;(0).

4.8.1 Funcidn caracteristica

La funcién caracteristica se defini6é en el capitulo 3 para el caso de un sélo
modo (ver (3.25)). En el caso multimodo se tiene

X({A)) = ($(8)|eZiCsdu—2i o) (1)), (4.108)

donde hemos representado el estado de la radiacién para ¢t > 0 por |1(t)). Sea

U (—At,t) el operador de evolucién del campo entre —At y ¢ > 0. Teniendo
en cuenta que el estado inicial es el vacio, entonces

[¥(t)) = U(—At, t)|vac). (4.109)
Sustituyendo (4.109) en (4.108) tenemos:
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X({A}) = (vacledoiPiaiO=Xa:)|yq0) (4.110)
donde &;(t) y al(t) son los operadores de creacién y destruccién en la repre-

sentacién de Heisenberg. Estos operadores ya se obtuv1eron anteriormente a
partir de A;(¢) y Al(t) y su expresién es:

a;(t) = et ZM,,(O (0) + 3 Ny;(0)al;(0)], (4.111)

1) = e [3° M55(0)ab; (0) + - N3 (0)ao;(0)]. (4.112)

Sustituyendo (4.112) y (4.111) en (4.110), se tiene:

X({A\}) = (vacle®*®vac), (4.113)

siendo
0= E E &Bj(O) ()\iei‘”“Mi’}(O) — )\:e"i“’“Nij(O)) .
i

Q — Z Z &0](0) (/\ieiwitN* (0) 2\ —zwathJ (0)) (4114)

Aplicaremos a continuacién la relacién (3.31), la cual se verifica dado que O y
(2 conmutan con [O, Q], que viene dado por

[0,Q] = Z Z 2 A€t M (0) — Aje™ ™ N;;(0))

X (A€ Ngi(0) — Ape™ ™ My;(0)). (4.115)

Teniendo en cuenta que

eélvac) = (’uac|eé = |vac) ; (vacle"%[é’éhvac) = e’%[o’Q],

el resultado de (4.113) es

X({\}) =< vaclePee 10 |yac >=¢ ~300.Q], (4.116)
Desarrollando (4.116) a partir de (4.115), se tiene:

X({A}) = 77 20 5 TaQie st My 0) -2t Nis () A"k M (0)-Axe kN (0))
(4.117)
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Efectuando el producto dentro del argumento de la exponencial y realizando
algin cambio de indices dentro de los sumatorios con el objeto de simplificar
la expresién, se llega finalmente a:

X({A}) = 73 Zs T DX Hig (=X L5 (0-A A Lis (0], (4.118)
donde hemos definido las matrices H y L cuyos elementos son

Hy(t) = et 5[ M;(0) Ny (0) + N3t (0) N3 (0)), (4.119)
k

Lij(t) = e~ @it 5= M (0)Njx (0). (4.120)
k

Se puede comprobar sin dificultad que H es hermitica. Por otro lado, utilizando
(4.106) puede verse que L es simétrica. También, aplicando en (4.119) la
expresién (4.107), vamos a expresar H de otra forma:

Hij = 6;5 + 2¢' 2 3™ N3 (0) N5, (0). (4.121)
P

Descompondremos a continuacién los nimeros complejos JA; y lasmatrices
H y G en sus partes real e imaginaria:

i = AR+

Hij = H.lI; + ’LH{,,

Ly = L +iLj;. (4.122)
Sustituyendo (4.121) y (4.120) en (4.118), y teniendo en cuenta las siguientes
propiedades de hermiticidad y simetria de H y L:

— IT* R _ r7R .
Hij—’Hij — Hij'_H'

ji

I _ I

Lj=Ly; —Li=LE; Li;=1L] (4.123)

Gi > i
se obtiene la siguiente expresién para la funcién caracteristica:

X({A}) = o5 i o PR(HR=2LR),; AR (HR42LR);; M +20F (H! ~2L7)i5 M) (4.124)

Finalmente, definiendo las matrices
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AL M
A A2

AR = . ;o Ar

la funcién caracteristica queda

X({)\}) — e—%[AEAAR+)\TA’)\1+2A£BA,], (4_125)

siendo

A=HF_2L% . A'= HR 4 2LR

B=H' -2 ; B'=H'+2L".

4.8.2 Calculo de la funcién de Wigner

La distribucién de Wigner se define a partir de la funcién caracteristica (ver
(3.24)), en el caso multimodo, de la forma siguiente:

w({a}) = / II %dA,ﬁdA{nx({,\})e—%aﬁ*%“ia#*ﬁ. (4.126)
Sustituyendo (4.125) en (4.126), y definiendo las matrices
" "

V8 Vs
YR = . M= : ,

se tiene:
W({a}) = /(H %d)\gd)\ln)e‘%[)‘EA)\R+)\¥‘A'1\1+2A£BAI]
T
m
x e~ 2R A1 27T A1 (4.127)

El célculo de la integral anterior es inmediato utilizando la expresién siguiente
(Ryder, 1985; pagina 183):
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/(ﬁ dz,)e 3 XTCX-XTogikTX
n

n=1

e 2

Tras integrar en [],, d\2 y [1,, d\! , queda finalmente:

W({e}) = (I %){det[A(A' +B'A'B))}¢

xexp{—2 [a?A"lcu + (ah +aT AT'B)(A+ B'A™'B) Y (ag —- B'A‘loq)]}.
(4.129)



Capitulo 5

LA TEORIA DE LA
DETECCION

EN LA REPRESENTACION
DE WIGNER

5.1 INTRODUCCION

Para estudiar los experimentos de 6ptica cudntica utilizando la representacion
de Wigner debemos obtener las expresiones correspondientes a las probabi-
lidades de deteccion en dicho formalismo. Para ello, expresaremos el orde-
namiento normal de operadores, el cual es bésico en el proceso de deteccién por
absorcidn, en términos de productos simétricamente ordenados. Esto tltimo
lo haremos utilizando la propiedad (3.36) de la funcién de Wigner, la cual
puede generalizarse al caso multimodo: el promedio en el espacio de Hilbert
de cualquier polinomio simétrico en operadores de creacién y destruccién es
igual al valor medio, con la funcién de Wigner, del polinomio complejo resul-
tante de sustituir los operadores de destruccion ay por variables complejas oy,
y los de creacién &L por su compleja conjugada of, es decir !

(P(a,a*)) = / P(a, )W (@, o*)d*Ma = Tr{pS[P(a, aM)}, (5.1)

donde M es el nimero de variables oy definidas y S[] significa simetrizacién,
que consiste en promediar sobre todos los posibles ordenamientos de los ope-
radores. Por ejemplo,

1Con el objeto de simplificar la notacién, el conjunto de amplitudes asociadas a todos los
modos del campo se representard por a.
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SIEMEO)] = %( EWEE) 4 BC W), (5.2)

5.2 PROBABILIDAD DE DETECCION
SIMPLE

En la formulacién del espacio de Hilbert se define la probabilidad de deteccion
por unidad de tiempo en un instante ¢, en el caso de detectores puntuales, a
una cantidad proporcional al promedio (Glauber, 1963b; 1965):

(Bl B (xa, ) EM) (x4, 1) |60), (5.3)

donde r, es la posicién del detector y el tiempo t estd incluido en el operador
campo en el marco de Heisenberg, siendo |¢,) el estado inicial de la radiacién.
Dado que el fenémeno de la deteccién requiere de un intervalo de tiempo
durante el cual la luz incida sobre el detector, la cantidad que tiene sentido
fisico es la integracién de (5.3) en dicho intervalo. La probabilidad total de
deteccién entre t y t + w, donde w recibe el nombre de ventana de deteccion,
es proporcional a la cantidad

t+w n n
| (Bl B o, ) B (xa )0 (54)

Dado que (5.3) estd en orden normal, no es obvia a priori la aplicacién de
(5.1). No obstante, el detalle esencial por el que podemos expresar (5.3) en
términos de productos simétricamente ordenados, se basa en que el conmutador
de los operadores campo es un niimero complejo. Veamos qué efecto tiene esto
tltimo sobre (5.3). Para ello, lo expresaremos de la forma

(ol 1B (ta, ) B 0, 8) + BO (x4, ) B, )]100)

(el [BD (00, ) B 0, ) = EO (0, ) ED 10, 0)] 18). (55)

El primer término de (5.5) es el simetrizado de E()E™) (ver (5.2)). Teniendo
en cuenta (5.1), tenemos

(@l SIED (xa, ) EM) (x4, ))I60) = (I(ra,t)), (5.6)

donde I(ry,t) = |EM)(r,,t)|? es la intensidad asociada al campo E(r,,t) v ()
representa el promedio con la funcién de Wigner Wy, correspondiente al estado
inicial. De esta forma, tenemos
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(I(rq,t)) = /dZMaW%(a, o) EM e, a5 1q, 1) % (5.7)

Er el segundo sumando de (5.5) aparece el conmutador de E(*) y E(-),
Para analizar dicha cantidad seguiremos los pasos siguientes:

1. Como el conmutador no es un operador, su promedio es independiente
del estado, es decir

(Bl [BO k0, 8), BO(ra,0)] 16 = 5 [BP(00, 0, EO (0, 8)], 69

dado que (¢o|¢o) =1

2. Por otro lado, como las relaciones de conmutacién a tiempos iguales se
conservan en cualquier evolucién unitaria, dicho conmutador es igual a
su valor en t = 0, de manera que 2

[E(-F)(I'a,t),E(—)(ra)t)] - [E‘(+)(ra’0)’E‘(—)(ra’O)] :

3. Promediando en el estado de vacio, y dado que la actuacién de E(+)(r,, 0)
sobre dicho estado es igual a cero porque sélo contiene operadores de
destruccién, podemos sustituir el conmutador por el anticonmutador,
obteniendo finalmente

(vac|S[EM (rq, 0)EC) (r,, 0)]|vac) =< |ED(14,0)]2 >o=Ia  (5.9)

donde (), significa que estamos promediando con la funcién de Wigner
del vacio (4.14). La cantidad que aparece dentro del promedio es la
intensidad de la radiacién de punto cero para una realizacién dada de
dicho proceso, es decir, I,(a, a*;r,) = |[E™) (o, a*; 14, t = 0)|?, de forma
que I, = (Io(a,a*;1,)), es el promedio de la intensidad del vacio en el
detector.

Teniendo en cuenta (5.6) y (5.9), tenemos (Casado et al., 1997a):

Py(ra,t) < (I(rg, 1)) — Ioa = (I(re,t) — Ioa), (5.10)

2Como en este apartado no estamos haciendo referencia a la conversién a la baja, tomare-
mos por simplicidad el instante inicial como t = 0, en lugar de t = —At.
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donde hemos representado la probabilidad por unidad de tiempo en r, pir
P,(r,, 1), y la igualdad en (5.10) se tiene porque /,, €s una constante.

Por otro lado, como en los experimentos de conversién a la baja el estado
inicial es el vacio, entonces () = (),, es decir, el promedio en (5.10) se toma
con la funcién de Wigner de dicho estado.

La expresién (5.10) nos muestra la importancia que tiene la radiacién de
punto cero en el fenémeno de la deteccién. La probabilidad de deteccién por
unidad de tiempo es proporcional al promedio con la funcién de Wigner del
estado inicial, Wy,, de la intensidad instantdnea en la posicién del detector
menos la correspondiente a la radiacién de punto cero en dicha posicién. Iy,
no depende explicitamente de la posicién (véase la expresién (4.48)), pero su
valor si depende del conjunto de modos que el detector recibe:

hwk
I, = 5.11
oa L3 % 2 ( )

donde hemos sustituido “s” por “a” en (4.48).

Teniendo en cuenta la ventana de deteccion, tenemos

w

P, (ra,t) /0 (I(fa,t +7) = La)dr. (5.12)
Nétese que la expresién anterior tiene dimensiones de energia y por tanto no
es una probabilidad. Para obtener una expresién adimensional tendremos en
consideracién que en los experimentos, los modos a los que el detector responde
y en los que la amplitud difiere de forma significativa de la correspondiente
al punto cero, estdn concentrados en un intervalo estrecho alrededor de una
frecuencia media w,. Multiplicando por 7n/fiw,, donde 7 es la eficiencia del
detector, la expresién final para la probabilidad dentro de la ventana es

Py(ra, 1) = h" /0 " (I (ta,t 4 7) — Loa). (5.13)

Wq

En el caso de la conversién a la baja, la cual estd representada por un
proceso estacionario, (5.13) es independiente de t.

5.3 PROBABILIDAD DE DETECCION
CONJUNTA

Dividiremos esta seccién en dos partes: en la primera se obtendra la expresién
de la probabilidad conjunta para cualquier experimento de dptica cudntica
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en el qu: haya deteccién por absorcién: analizaremos los casos de detectores
espacialmente separados, en el sentido de la relatividad espacial, y aquel en el
que los detectores reciben modos distintos de la radiacién de punto cero. En
la segunda parte particularizaremos al caso de los experimentos de conversion
a la baja, obteniendo de la expresién general otra més sencilla que se deducird
de la consideracién de que el campo radiado por el cristal es gausiano.

5.3.1 Expresion de la probabilidad
conjunta en la funcién de Wigner

La expresién para la densidad de probabilidad de deteccién conjunta por
unidad de tiempo es (Glauber, 1963):

Pa,b(ra) t; Iy, t’) X <¢0|E(_) (raa t)E(—) (rb> t’)E(+) (rba t,)E(+) (ra) t) I¢0)’ (514)
donde (r,, t) y (rs, t') sefialan la localizacién e instante de las detecciones.

Si bien estamos trabajando en la imagen de Heisenberg, vamos a pensar
por un momento en términos de las imégenes de Schrédinger o interaccién, en
las que el operador E(*) contiene sélo operadores de destruccién de modos del
vacio, y el estado depende del tiempo. La razén es la siguiente: en la expresién
(5.46) del apéndice se muestra la relacién entre el orden normal y el orden
simétrico, la cual es similar al teorema de Wick (Ballentine, 1990; pagina 460).
Aplicando dicha expresién para & = E®)(r,,t) y b = EMH)(ry,t'), y teniendo
en cuenta que el conmutador entre a y b es nulo porque dichos operadores sélo
contienen operadores de destruccién de modos del vacio, tenemos

EC) 1y, ) EC) (x4, Y ED (x4, Y ED (1, t)

s
x (B (xy, ) Bz, ¥) - LB, ), B, 1)) }
+%S (B (xa, ) ED (1, 8)) [EO (x4, ¢'), ED) (x4, )

1 o o “ N
+55 (B (0, 1) EO (1, 1)) [ (v, 1), ED (14, 1)

1+~ N - A
7 [EM (0, 8), B (m, )] [ED (1, £), EO(ra )] . (5:15)

Utilizando el argumento que permitié expresar el segundo sumando de (5.5) a
partir de la intensidad de la radiacién de punto cero en la posicién del detector,
se tiene ‘
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L B9 0, 8), B (£, 8)] = Tora)
2 3 ) — d0\1a/,
5 = [B9) g, ¥), B (x4, ¢)] = Tolrs): (5.16)

Noétese que (5.15) es una relacién entre operadores que no depende del
estado de la radiacién ni de la imagen que se estd utilizando. Los conmutadores
que aparecen en esta expresion tampoco dependen del estado, y por tanto
se trata de contribuciones del vacio a la deteccién. Si promediamos en el
estado inicial de la radiacién (imagen de Heisenberg), los operadores contienen
entonces toda la informacién del proceso, aunque el valor de los conmutadores
no se altera. Teniendo en cuenta (5.1) en (5.15) se tiene

Pay(ra, t; 76, 1) o ({I(ra,t) = To(ra) HI (s, t') = To(rs)})

+5{EO (e, ) D w4, ) [ (14, ), B (1, )]

~

(B (00, B (14, £)) [B) (v, 2), BO (14, 7)]

1r- . - N
+7 [BD (e £), EO (0, )] [ED(00,1), EO(ra1)], - (5:17)

donde hemos sustituido en algunos términos los operadores £(t) por funciones
complejas EM) | y los promedios se toman con la funcién de Wigner del estado
inicial.

La expresién (5.17) contiene tres tipos de contribuciones: (i) la primera de
ellas es el promedio, con la funcién de Wigner del estado inicial, del producto de
las diferencias, evaluadas en ambos detectores, entre la intensidad instantdnea
y la correspondiente a la radiacién de punto cero. Nétese que el promedio de
cada diferencia es proporcional a la tasa de deteccién simple en cada detector;
(ii) la segunda contribucidn contiene promedios de productos del tipo E((ZJ“)E,E_),
multiplicados por contribuciones del vacio a través de conmutadores del tipo
[E(+) E( )], (iii) finalmente, una contribucién del punto cero consistente en el
producto de dos conmutadores.

Para evaluar el conmutador que aparece en los tres ultimos sumandos de
(5.17) expresaremos los operadores campo en los detectores:

1
E(+) I‘a _ ZZ (hCUk) z(k ra—ukt)& aks (518)

(Kl
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1

E( )(rb,t, = —4 Z (hwk’) 1,( -k’ rb+wk/t) ' (519)
(k']

donde &, es el operador de creacién del modo k' del vacio, y [K], y [k], son

los conjuntos de modos de la radiacién a los que responden los detectores.

Consideremos las dos situaciones siguientes:

1. Los conjuntos (k'] y [k]s no se solapan, de forma que el conmutador
entre los operadores (5.18) y (5.19) es nulo. En este caso, la tasa de
deteccién conjunta es

Pay(ra, ;s t') oc ({I(xq,t) — Io(ra) HI(rs, t") — Io(rs)})- (5.20)

Como veremos mds adelante, esta es la situacién en la mayoria de los
experimentos de conversién a la baja.

2. Los conjuntos [k']; y [k], tienen modos comunes, de forma que el con-
mutador en un principio no se anula. El valor de dicho conmutador es

(BB (0, 8), EO (1, )] = T EI‘:‘E ik {ra=ri)-w(t=t)] (5.21)
[Klab
donde hemos llamado [k]g; al conjunto de modos correspondiente a la
interseccién de [k'], y [k],. Ahora bien, el conmutador de los operadores
campo E(r,,t) y E(ry,t) es (Glauber, 1963a):

[E‘(ra, t), E(ry, t')]

= [ED)(xo, 1), EO(ry, t)] = c.c = D(ra — my,t — t), (5.22)

siendo D una funcién que tiende a cero cuando (r, — rp)? > c2(t — t')?,
caso en el que no puede haber influencia local entre ambos procesos de
deteccién. Es decir, cuando se verifica la condicién de microcausalidad la
tasa de deteccién conjunta es el promedio del producto de las diferencias,
evaluadas en ambos detectores, de la diferencia entre la intensidad in-

stantdnea y la correspondiente a la radiacién de punto cero (ecuacién
(5.20)).

5.3.2 Aplicacién a los experimentos de
conversion a la baja

Volvamos de nuevo a la expresién (5.17). En el caso particular de los experi-
mentos de conversién a la baja, los campos en los detectores son el resultado
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de la transformacion lineal de los haces que salen del cristal tras su paso por
distintos elementos 6pticos. Como el caricter gausiano de los campos no se
modifica por las transformaciones lineales, deducimos que los campos en los
detectores vienen representados por procesos estocdsticos gausianos. Vamos
a utilizar esta propiedad para expresar de otra forma el primer término de
(5.17). Para ello, tendremos en cuenta que las correlaciones de orden par se
obtienen a partir de las de segundo orden en el caso de procesos gausianos. En

concreto, dadas cuatro variables gausianas A, B, C'y D, se verifica (Mandel y
Wolf, 1995; seccién 1.6.1):

(ABCD) = (AB)(CD) + (AC){(BD) + (AD)(BC). (5.23)

Teniendo en cuenta (5.23) en el primer término de (5.17), tenemos

({(ra,t) = Io(ra) }H{I(re, ') — Lo(rs)})
= (I(rq,t) — Io(ra))(I(rs, t') — Io(rs))
'H (E(+) (ra, t)E(_) (rb’ t,)> l2
+{EM®) (rq, ) ED (xy, t1))]2. (5.24)

Sustituyendo (5.24) en (5.17) y realizando operaciones sencillas se llega a la
expresién siguiente:

Poy(t,t') o« (E™) (ra, 1) W (1, 1)) |2
+(I(rq,t) = To(ra)){I(rs, ') — Io(rs))
+ (E(+)(I‘a, t)E(')(rb, t)) + _;_ [E(—)(rb, ¢, EM) (rq, t)] r . (5.25)

Dado que los dos ultimos términos de (5.25) son de cuarto orden en la constante

de acoplamiento, pueden despreciarse frente al primero, el cual es de orden g?
(Mollow, 1973). Por tanto:

Pay(ra, 815, t') o< [(EX) (x4, £) By, 1)) 2. (5.26)

Para calcular la probabilidad total dentro de los intervalos (t,,t, + w)
¥ (t, s + w), donde consideraremos por simplicidad la misma ventana para
sendas detecciones, hemos de integrar (5.26). Teniendo en cuenta las eficiencias
de los detectores, y que los modos de la radiacién cuya amplitud difiere signi-
ficativamente de la del vacio estdn concentrados en bandas estrechas alrededor
de w, y wp respectivamente, tenemos:
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2 tatw ty+w
Pab(ra,ta;rb,tb) = 277 / dt/b dt'I(E(+)(ra,t)E(+)(rb,t'))|2. (527)

hewawy Jta ty

Por simplicidad hemos asumido también que ambos detectores tienen la misma,
eficiencia 7. Finalmente, teniendo en cuenta que el proceso es estacionario, la
integral doble se puede transformar en una simple, de la forma

wn? [w
Palrem) = 5 [ (B e 0B e+ ), (529

expresién que es independiente de t.

La cuestién que debemos plantearnos a continuacién, y que constituye una
de las partes mds importantes de esta tesis, es si (5.26) es igual (5.20), es decir,
si el conmutador [E(‘)(rb, t"), E®)(r,, t)] es nulo en los experimentos de con-
versién a la baja que analizaremos en el capitulo 6. La respuesta es afirmativa
salvo en uno de ellos, el experimento de interferencia de haces sefial y gemelo
(Ghosh et al., 1986; Ghosh y Mandel, 1987) donde veremos que el conmutador
anterior no es nulo porque existe un solapamiento de los modos de vacio que
intervienen en ambos campos. En los demés experimentos demostraremos que
dicha cantidad es nula porque los modos del punto cero que intervienen en
sendas detecciones estdn descorrelacionados. En estas situaciones, tendremos:

Poy(ra, t; 10, t') o ({I(ra,t) — Io(ra) HI(rs, ') — Io(rs)})
= (E® (1, ) ED (1, t')) 2. (5.29)
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5.4 APENDICE: SIMETRIZACION DE &'b/ba

Hemos de expresar @'b'ba en términos de productos simétricamente ordena-
dos. Ello puede hacerse dado que el conmutador entre dos operadores campo
cualesquiera es un niimero complejo. Sean los operadores

~ ~

A=a+d ; B=b+1. (5.30)

Vamos a partir de la relacién (3.31):

eA+B = eAeBoi[A 5], (5.31)

Por un lado,

AB 11 A+ B+

+ F o (5.32)

El término de cuarto orden, el cual contiene 256 sumandos, recoge los 24 que
constituyen el simetrizado de aa’bh’. Por tanto,

eAtB = 5(aa'bb) + ....... (5.33)

Analicemos a continuacién la parte derecha de (5.31). Necesitamos sélo aque-
llos términos que den lugar a la parte derecha de (5.33). Para ello, desarro-
llaremos las tres exponenciales de la forma siguiente:

(a+a)?

ea+&':1+&+&'+———§———-+ ..... =1+a+a +S@)+.. (534)
o =14+ b+ 5+ SO + ... (5.35)

1[E 31 Ay ot 1 o ~ 1 o 7
es[bttata’] _ g 4 5 [b+ V.a+ a'] +3 [b+ b’,&+&’]2 + ... (5.36)

En (5.34), (5.35), y (5.36) hemos retenido hasta los términos de orden dos,
puesto que el resto daria lugar a sumandos con més de cuatro operadores, 0 a
sumandos de cuatro operadores que no contienen alguno de los operadores b,
b, a y a'. Del producto de los tres desarrollos anteriores nos quedaremos por
tanto con aquellos términos que contengan los cuatro operadores anteriores.
Por un lado, tenemos
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eAeBe 1 [A,B] _

Por otro lado,

[6,&] [¥,4] + ... (5.38)

ab (v, a] + -;-a,’i)’ [b,a] + ... . (5.39)

Sustituyendo (5.38) y (5.39) en (5.37) y teniendo en cuenta (5.33) y (5.31),
tenemos

S(aa'b’) = S(ad)S(hi) + - [b,a] [b,&] + i [b,@'] [V, 4]
+%ai) [b d] + %aé’ [z}, i+ %a'i; [5’, a| + %a’é’ [b,4]. (5.40)
Por otro lado, el producto de cualesquiera dos operadores puede expresarse

facilmente en orden simétrico, teniendo en cuenta que su conmutador es un
ndmero. Por ejemplo,

ab = S(ab) + % la,0]. (5.41)

Teniendo en cuenta esto dltimo puede verse facilmente que (5.40) puede ex-
presarse como

S(aa'bh') = S(aa")S(bh') +

+%S(&l3) [, a] +%S(&B’) [6,a] + S( b) [b', a] +—;—S(&'I3’) [b,6]. (5.42)

Por otro lado, a partir de (5.41), el producto a@'bd’ puede expresarse como
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aa'bl = <S(&") “la a’]) (S(bb’) ~ 2] b])
2 2
— S(aa)S(B) = aab'h + 3 5(aa") [b,b]
1 171\ fa ~ 1 ~ a1 3
+55(0) [a,d) - 7 [a, ] [6,5]. (5.43)

——;-S(‘b') [b,a] - —;—S(&'?)) [6',a] - —;-S(&’E’) [b,4)
o ) - B 540

Finalmente, teniendo en cuenta que
a'ab'b = a'bab+ &b [a,b] = a'b'ba + a'¥ [a, 8] + a'b [a, b]
= a'bba+S@¥) [a, 8] + S(@b) [a,b] + % @, 8] [a,8] + % [a/,8] [a, 5], (5.45)

donde hemos vuelto aplicar (5.41), tenemos, sustituyendo en (5.44) y despe-
jando a'b'ba:

+
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(5.46)



Capitulo 6

ANALISIS DE LOS
EXPERIMENTOS

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo vamos a analizar algunos de los experimentos realizados hasta
el momento con el conversor paramétrico a la baja, dentro del d&mbito de los
problemas fundamentales de la mecénica cudntica. Para ello, utilizaremos el
formalismo de la funcién de Wigner desarrollado en los dos capitulos anteriores,
con el que hemos caracterizado la propagacién de la luz convertida a la baja,
asi como el fenémeno de la deteccién. Por un lado, las ideas desarrolladas
en el capitulo 4 nos permitirdn describir en cada uno de los experimentos
cémo se propaga la luz desde el cristal hasta los detectores. Los elementos
opticos colocados a la salida del medio no lineal (divisores de haz, ldminas
de media onda, polarizadores, medios dispersivos, etc..) tienen el efecto de
transformar linealmente los haces antes de llegar a los detectores. Por otro
lado, la teoria de la deteccién analizada en el capitulo 5 nos servird para
analizar las interferencias de segundo y/o cuarto orden en cada uno de los
experimentos.

Hemos dividido el capitulo en dos partes. En la primera analizaremos ex-
perimentos que muestran el caricter no cldsico de la luz; comenzaremos por
los experimentos de coherencia espacial y temporal, y mds adelante analizare-
mos los experimentos de creacién frustrada de fotones por interferencia, el
experimento de coherencia inducida, la cancelacién de la dispersién, y el bor-
rador cudntico. En la segunda parte trataremos los experimentos en los que
se contrastan experimentalmente las desigualdades de Bell: el experimento de
Franson, el de Rarity y Tapster, y terminaremos por el andlisis del experi-
mento de Kwiat et al. (1995), donde se utiliza conversién tipo II no colineal,
a diferencia del resto de los experimentos, los cuales parten de la conversién
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V——w—n- NLC

Figura 6.1: Experimento de interferencia en una pantalla: dos haces conjugados de la misma
frecuencia inciden sobre una pantalla situada a una distancia d del cristal. Se estudian las
interferencias de segundo y cuarto orden en la zona de interseccién de ambos haces.

tipo 1.

Ademas de reproducir los mismos resultados que se obtienen en el espa-
cio de Hilbert, lo cual es obvio dado que se trata de formalismos equivalentes
dentro de la mecénica cudntica, la funcién de Wigner proporciona una inter-
pretacién alternativa a los resultados, basada en la consideracién de la ra-
diacién de punto cero en la propagacién de la luz radiada por el cristal. Esta
interpretacién se comparara en algunos de los experimentos con la que se utiliza
generalmente, basada en las reglas de Feynman (Feynman et al., 1965).

6.2 ASPECTOS NO CLASICOS DE LA LUZ
CONVERTIDA A LA BAJA

6.2.1 Experimento de interferencia sobre una pantalla

Se seleccionan a la salida del cristal dos haces conjugados de la misma fre-
cuencia, w,/2 (caso degenerado), los cuales inciden sobre una pantalla tras
ser reflejados por dos espejos situados a ambos lados de la direccién del haz
incidente, y a una misma distancia b de la misma (ver Fig. 6.1). Si se miden
cuentas simples en la zona de intersecciéon de ambos haces sobre la pantalla
no se observa ninguna variacién en la tasa de deteccién cuando se varia la
posicién del detector; por tanto, no existe interferencia de segundo orden. Por
el contrario, cuando se colocan dos detectores se observa que la tasa de coinci-

dencias depende de la posicidn relativa entre ambos, lo cual refleja la existencia
de interferencia de cuarto orden.

Analicemos en primer lugar la interferencia de segundo orden !. Sean r

1Este experimento se ha estudiado con la funcién de Wigner en Casado et al. (1997b).
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y r; los caminos épticos asociados a la sefial y al gemelo entre el centro 2 del
cristal (r = 0) y el detector (r = r,). El valor del campo eléctrico ® en la
posicién r, en el instante t es

F®(rg,t) = FM(rg,t) + F(x,,t)

= F{M(0,t — ry/c)e™om /% + F{T(0,¢ — ri/c)eom/, (6.1)

donde hemos tenido en cuenta la propagacién de F{*) desde el centro del
cristal hasta los detectores dada por (4.40). Para el clculo de la probabilidad
de deteccién simple a partir de (5.10) hemos de obtener el promedio

(I(ra,t) = Toa) = (IF P (ra, )17 = ((FD(xo, —A1)[)

= (|FD (26, 1)]%) = (|IF) (xa, = A1) 2) + (IFTD (r0, 1)[2) — (| F) (ra, —AL)[?)
+2Re[(F(0,t — 1r,/c) (0,1 — i/ c))eiolrsmid/2e], (6.2)

Ahora bien, dado que F(*) y F,-(_) estan descorrelacionados (ver (4.68)), el
ultimo sumando es nulo. Como los restantes términos no dependen de r,, como
puede apreciarse a partir de (4.62), no existe interferencia de segundo orden.
Esta ausencia de interferencia en la tasa de deteccién simple se interpreta en
Ghosh y Mandel (1987) como un fenémeno debido a la existencia de una fase
aleatoria entre los fotones senal y gemelo.

Analicemos a continuacién la interferencia de cuarto orden. Consideraremos
un segundo detector situado en r,, también en la zona de interseccién de am-
bos haces sobre la pantalla 4. Para calcular la probabilidad de coincidencia
por unidad de tiempo en los instantes ¢ y ¢t + 7 necesitamos la correlacién
(F) (g, 1) FH)(ry,t + 7)), donde FH)(r,,t) viene dado por (6.1), y

FE) (r, t+ T) = Fs(+) (0,t+71— r;/c)ei‘”°'f’/2° + Fi(+)(0, t— ré/c)ei“"";/%, (6.3)

2 Aunque el cristal tiene un tamafo finito, lo cual es necesario para que se verifiquen las
condiciones de emparejamiento, consideraremos por simplicidad que el campo se propaga
desde su centro a los detectores. Es una buena aproximacién dado que las distancias entre
el cristal y los detectores son mucho mayores que las dimensiones del medio no lineal. En
lo sucesivo, relacionaremos el campo en los detectores con su valor en el centro del cristal.

3De ahora en adelante nos referiremos a E(*) cuando hablemos de “campo eléctrico”.
Por otro lado, cuando sobre el detector incide un haz de luz, o varios haces que tengan la
misma frecuencia media, da lo mismo trabajar con F) que con EM) en lo que se refiere al
célculo de las probabilidades (Casado et al., 1997b).

4La existencia de interferencia se explica generalmente mediante las reglas de Feynman.
Para ello, hay que tener en cuenta cudles son los posibles caminos que siguen los fotones
antes de ser detectados en coincidencia. En este caso hay dos posibilidades: que la sefal
sea detectada en D, y el gemelo en Dy, 0 que la sefial se detecte en Dy y el gemelo en D,.
Como ambas situaciones son indistinguibles, sus “amplitudes de probabilidad” se suman,
dando lugar a interferencia al tomar el médulo de dicha suma. ‘
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siendo ', y r} los caminos épticos asociados a la sefial y gemelo respectivamente
entre el cristal y el segundo detector. Aplicando (5.26) se tiene

Pop(rg, t;Tp,t +7) X

[(FED (xq, ) FE (x5, + 7) + FED (20, ) (1,4 7)
FFO (00, ) F (20,8 + 7) + F (2,8 + 1) F (x0,1)) 2
= (F St t+ 1) E 1y, t + 7') + F (0, t + 1) F (00,8 + 7))
= (ED(0,t = ryf)FD(0, ¢ + 1 — ri/c)yeinlretrid/ze
F(ES(0,t — 1) FD (0, + 7 — 1 [c))eeolratradle|?, (6.4)

donde hemos tenido en cuenta que las correlaciones (F{HF(F) y (Fi(+)Fi(+))
son nulas. A continuacién, utilizando (4.78), obtenemos

2 2 Ts — T; 2 T‘; —Tiy\2
Poy(ta, 15, 8 +7) o< |V H{lw(r + =) + (=7 + =)
— 7} -1y e It
+2Re[l/(7' I Ts - n)l/*(—'T + T - L )ez—.b,-g-(r_.+r‘-—r,—r,-)]}. (65)

Sean z, y % las abcisas de los detectores, y d la distancia entre el cristal
y la pantalla. Dado que el dngulo que forman ambos haces con la direccién
del laser incidente es muy pequeiio, entonces b << d. Teniendo en cuenta esto
wiltimo expresaremos 5 y 7; (T y 1) a primer orden en z, (zs):

/ , 4b

2b
Ts—ri=rs—ri=—g(xa+xb) : rs+r§——r'3——n~=—&-(mb—xa).

Sustituyendo en (6.5) y aplicando (5.28), se tiene finalmente:

21 \ 2 w 2b(z, +
Py (T4; 1) = (h_go) g2|V|2w/0 dr{|v(r — —g———bl)|2

de
(-7 - )|
+2Re[1/('r _ Qb(flflzi:- iUb) )V*(—T _ 2b(.’1,“:l:- fEb) )eig%g—b(mb—a:a)]}, (6.6)

lo que muestra una dependencia de tipo coseno con 4mb(zy — z4)/Aod, siendo
X la longitud de onda del laser. Por otro lado, la ventana de deteccién es mu-
cho mayor que el tiempo de correlacién de v(7), el cual a su vez es mayor que
2b(x, + xp)/dc, por lo que esta cantidad puede despreciarse dentro del argu-
mento de la funcién v y extender la integral entre 0 e co. En estas condiciones,
dado que |v(7)| es par, tenemos finalmente
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2 2 ugb 00 *®(_
Puy(z; 1) & (h—:}?o) PIV2wC{1 + Refe @) o "(’%”( ™) 4r,
| (6.7)

siendo

C = /0 * drlu(r)?. (6.8)

Analicemos finalmente el conmutador que aparece en la expresién de la
probabilidad conjunta (5.17). Teniendo en cuenta (6.1) y (6.3), sustituyendo
los campos complejos por operadores, y aplicando la conservacién de las rela-
ciones de conmutacién entre los operadores campo a la entrada y salida del
cristal, se tiene

[F(+) (ra,t), FO (xy, t + 'r)]

= o=/ [F(0, = ruf), B (0, 1+ 7 = 7i/c)]

+eiwolri=r)/2e [17"0(:“) (0,t —r;/c), I:’éi—)(O, t+7— r:/c)] # 0. (6.9)

El conmutador no es nulo porque los modos de vacio que intervienen en ambos
detectores estan correlacionados. Ello es debido a la cercania de los detectores,
situados en la zona de interseccién de los haces, lo que hace posible una in-
fluencia local entre ambas detecciones. Por tanto, la tasa de deteccién conjunta
en este caso no es igual a (5.20).

Nétese finalmente que la existencia o no de interferencia de segundo y
cuarto orden se interpreta a partir de la correlacién existente entre las dife-
rentes ondas que interfieren, la cual tiene su origen en la radiacién de punto
cero que entra en cristal y que se transforma al interaccionar con el medio
junto con el laser incidente. En concreto, la interferencia de cuarto orden se
produce porque la luz que llega a los dos detectores es la superposicién de dos
haces conjugados, los cuales tienen una correlacién cruzada no nula.

6.2.2 Medida del tiempo de correlacion
entre haces conjugados por interferencia

El montaje experimental se muestra en la figura 6.2. Dos haces conjugados
de frecuencias centrales w, y w; se seleccionan mediante filtros colocados a
la salida del cristal. Dos espejos situados a ambos lados de la direccién del
haz incidente reflejan ambos haces, los cuales se recombinan en un divisor de
haz BS con coeficientes de transmisién y reflexién T y R respectivamente,
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Figura 6.2: Montaje experimental para la medida del tiempo de correlacién entre haces
conjugados.

verificdindose R? + T? = 1. En las direcciones de los canales de salida del
divisor se colocan dos detectores D, y D, con el objeto de medir coincidencias
para diferentes desplazamientos del divisor de haz respecto a la direccién del
haz incidente. En primer lugar expresaremos el valor de los campos en D, y
Dy, situados en r, y 1, respectivamente, en los instantes t y t + 7. Si 7, () es

el tiempo que tarda la sefial (gemelo) en recorrer la distancia existente entre
el centro del cristal y el divisor de haz, entonces®

EM(r,,t) = TEM (x,,t) + iREM (x4, 1)
= Te ™t F{1(0,t — 7,)e™™ + {Re ™t F{H)(0, t — 7)™ ™,
EM(ry,t+7) = TEM(1y,t +7) + iRE (1,8 + 7)

= Te “s (7 F()(Q, t47—7,)e™s ™ +iRe~ i+ FH)(0, t47—7)e™™, (6.10)

donde hemos hecho uso de la relacién entre E() y F) dada por (4.36), asi
como la propagacién de F+) desde el cristal a los detectores a partir de (4.40).
Por simplicidad hemos ignorado el tiempo de propagacién desde el divisor de
haz a los detectores porque es el mismo para ambos haces; ello da lugar a un

cambio de fase idéntico en ambos campos que no interviene en la probabilidad
de deteccién.

Para ver que no existe interferencia de segundo orden nétese que el inico
término en (6.10) que podria dar lugar a dicha interferencia proviene de la

correlacién cruzada (Fs(+)Fi(_)), la cual es nula (ver (4.68)). Por otro lado,
para calcular la probabilidad de deteccién conjunta necesitamos la correlacién

(BN (x,, t) ED) (ry, t + 7))

= g wntiwsTativnn (T2e—iwet( (N (g ¢ — 1) F(D(0,t + 7 — 7,))

SNétese que en este caso no es equivalente usar F+) o E*) dado que el campo en cada
detector es la superposicién de haces de frecuencias medias distintas.
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—R%e™iT(F((0,t — 1) F{P(0,t + 7 — 7))
= gVe WoleiwsTativin[T2e—iaT)(_ 1 4 §7) — R%™“y(r + 671)],  (6.11)
siendo 67 = 7, — 7. En la primera igualdad hemos tenido en cuenta que las
autocorrelaciones (F\V YY) y (FDFMH)Y son nulas; la segunda igualdad se

obtiene a partir de (4.78). A continuacién, tomando el médulo al cuadrado de
(6.11), se tiene:

Pay(re, t;1p,t + 1) o< g2 |VIH{T|v(~1 + 67)°
+R (T + 67))2 — 2T R?Refv(—1 + 67)v* (1 + 67)e {We w7} (6.12)
resultado similar al obtenido en la ecuacién (7) de Hong et al. (1987).

Para ver que la tasa de deteccién conjunta coincide en este caso con (5.20)
hemos de demostrar que el conmutador [E‘(*) (ry,t), EO) (rg, t + 'r)] es nulo. Lo
haremos teniendo en cuenta que las relaciones de conmutacién se mantienen
a la entrada y salida de un divisor de haz; precisamente, esto es lo que hace
necesaria la consideracién de la entrada de radiacién del punto cero por uno de
los canales del divisor, cuando sélo se ilumina el otro canal (véase por ejemplo
Mandel y Wolf (1995; seccién 12.12.1) y referencias alli contenidas) °.

Consideremos los cperadores campo en los canales de entrada y salida del
divisor. Teniendo en cuenta (6.10), sustituyendo los campos complejos por
operadores, y eliminando por simplicidad la dependencia en posicién y tiempo,
tenemos:

(B, BO] = [B), 5] = [B, B = 0. (6.13)
En la segunda igualdad hemos tenido en cuenta que las relaciones de con-
mutacién se mantienen a la entrada y salida del cristal. Por otro lado, el
ultimo conmutador es cero porque los modos de vacio que inciden en el cristal
en la direccién de la sefial y el gemelo son distintos.

Antes de terminar consideraremos el caso en que R = T' = 1/+/2, siendo
las frecuencias centrales iguales (ws; = w; = w,/2). Integrando en la ventana
de coincidencia, y teniendo en cuenta que ésta es mucho mayor que el tiempo

de correlacién de v(7), de forma que se puede extender el rango de integracién
entre 0 e 400, se llega a:

2 2
g’|V|
—C

8Este argumento se aplica a todos los experimentos en los que los detectores est4n situados
en los canales de salida de un divisor de haz, y los campos en los dos canales de entrada son
los correspondientes a dos haces conjugados. Por ejemplo, los experimentos de correlacién
de polarizacién con conversién tipo I, la cancelacién de la dispersién y el borrador cuantico,

son casos en los que la probabilidad de deteccién conjunta coincide con (5.20), en base a
este razonamiento. '

Puy(rg;1p) o {1 - %/0%0 Re[v(—1 + 61)v* (1 + 6T)]d7'} ,  (6.14)
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Figura 6.3: Experimento de creacién frustrada de fotones por interferencia.

donde C viene dada por (6.8). Si 67 = 0 la probabilidad de deteccién conjunta
tiende a cero, y cuando 7 es grande en comparacién con T,; la probabilidad
se hace constante, dado que la integral en (6.14) se anula’.

6.2.3 Creacién frustrada de fotones mediante
interferencia

En este experimento se colocan tres espejos a la salida del cristal, SM, PM,
e IM, de manera que los haces correspondientes al laser, la sefial y el gemelo
se reflejan e inciden sobre el medio no lineal. De esta forma, también hay ra-
diacién en la parte izquierda del cristal (ver figura 6.3). Colocando un detector
en la direccién del haz gemelo y otro en la de la senal se pueden medir cuen-
tas simples o coincidencias. Experimentalmente se observé en ambos casos la

"La interpretacién usual de este resultado se basa en la relacién entre indistinguibilidad y
coherencia. Los procesos que dan lugar a la deteccién conjunta son dos: o bien los dos fotones
se transmiten en el divisor, o bien se reflejan. Dado que para d7 = 0 es imposible distinguir
si un fotén detectado fue transmitido o reflejado, las amplitudes de probabilidad se suman
dando lugar a una interferencia destructiva que da como resultado una probabilidad de
deteccién conjunta nula. La conclusién en este caso es que uno de los fotones es transmitido
y el otro es reflejado. Cuando 7 es grande comparado con el tiempo de coherencia de la

luz, los procesos posibles de deteccién conjunta se hacen distinguibles, lo cual da lugar a
una probabilidad de deteccién constante.
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existencia de interferencia para ciertos valores de los caminos ® l5 y I; (Herzog
et al., 1994).

Antes de realizar los cédlculos explicaremos intuitivamente el origen de la
interferencia de segundo orden (el mismo tipo de razonamiento se aplica a la
deteccién conjunta) mediante la intervencién de la radiacién de punto cero °.
Para ello, eliminaremos por simplicidad los argumentos de espacio y tiempo y
simplificaremos la notacién en la expresién de los campos. Consideremos las
entradas de radiacién por las partes izquierda y derecha del cristal. Por la
parte izquierda, el punto cero i{") y s{*), y por la parte derecha

s = (14 |VI2I)stD 4+ gVGil) 5 i) = 1+ VRN + gV Gst).

(6.15)
Para calcular el campo en la posicién del detector hemos de considerar que
la radiacién incidente por la parte derecha del cristal viene dada por el laser
y por (6.15), aunque hay que tener en cuenta que los tres campos tienen
una fase determinada por los caminos I, I; y l,. De este modo, teniendo en
cuenta (4.29), (4.30), y reteniendo hasta los términos de segundo orden en la
constante de acoplamiento, tenemos (escribiendo entre paréntesis las longitudes
que aparecen en la fase de cada término del campo):

ES) = (1+ VNI W) + gV s (L) + IV I (L)

+gVGs$) (1, 1) + g IVIRPGG* i (1, 1,). (6.16)

Nétese que al calcular la intensidad en la posicién del detector habra interfe-
rencias debido a la correlacién entre gV Gs{)(l;) y gV*G*s{H(1,, 1s) (términos
de primer orden en el campo), y también debido a la existente entre i{*)(l;)
y ¢*|[VI2)G*Gi{)(l,, Is) (combinacién de un término de orden cero y otro de
orden dos). Por tanto, la tasa de deteccién depende sinusoidalmente de cierta
combinacién de las longitudes que intervienen en el problema, y tiende a ser
constante cuando la diferencia |2(l;—[;)/c| es mayor que el tiempo de coherencia
del haz gemelo (nétese que [, sélo interviene en el ldser y no en la radiacién de

8Las distancias entre el cristal y los detectores son iguales, y dan lugar a un cambio de
fase idéntico que no influye en las probabilidades.

%La interpretacién usual se basa en las reglas de Feynman. Una deteccién en D; puede
deberse a dos procesos que son indistinguibles: o bien el fot6n se creé cuando el ldser incidié
por la parte izquierda del cristal, o bien cuando después de ser reflejado en PM incidié en
el cristal por su parte derecha. El mismo razonamiento puede aplicarse para la deteccién
conjunta, de forma que es imposible saber si la pareja detectada en D; y D, proviene de
una conversién a la baja o de la otra. Esta indistinguibilidad hace que “las amplitudes de
probabilidad” correspondientes a cada tipo de proceso se sumen, dando lugar a interferencias
de segundo y cuarto orden cuando se toma el médulo al cuadrado de dicha cantidad.
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punto cero). Esto tltimo es légico pues desde un punto de vista ondulatorio *,
las diferentes partes del campo que intervienen en la tasa de deteccién pierden
correlacion si la diferencia entre I; y [, se hace muy grande, de forma que [, no
interviene en dicha correlacién.

A continuacién realizaremos los célculos con mds detalle (Casado et al.,
1997a). Para aplicar la expresién (5.10) hemos de calcular el campo en la
posicién del detector. Como la distancia entre el cristal y el detector produce
tan sélo un cambio de fase en el campo, dicha cantidad no influird en la tasa de
deteccién. Por tanto, basta con calcular el valor del campo en r = 0. Tenemos:

F5(0,t) = FP(0,) + g?|V2IE(0,1) + gV'GF{ (0, 1)
— Fi(+) (O,t . gl_i_)e%wih/c
C

21,

+g?[VIPTF(0,t- 2l)2“"”/°+gVe2“"°’°/cGF( (0,¢= =) eutele, (6.17)

donde hemos aplicado (4.40), y hemos llamado V' = Ve2’“°’°/ ¢. Teniendo en

cuenta (4.65) y despreciando términos de orden mayor que g2, el resultado que
se obtiene es:

Pp, x 2g*|V|?u;(0)

2 ; 21,
+ <gv*e?(—wolo+wsls+wili)(Fi('*') (O,t — %)G*Fs(-!-) (0’ t— ?» + C.C) . (618)
‘ (&

Sustituyendo (4.37) y (4.38) en la correlacién que aparece en la expresién
anterior, y reteniendo de los términos no nulos aquellos hasta orden g2, dicha
correlacién queda expresada a partir de la suma de dos términos:

(FE(0,1 - )G (0,1 - 22))
= (ED(0,8- 2 GED (0,6 22)) +{GFE(0,6- 26 FED (0,6- 2.
(6.19)

10Desde un punto de vista corpuscular la pérdida de la coherencia se fundamenta en la
capacidad de distinguir a qué conversién a la baja pertenece un fotén detectado en D;. Por
ejemplo, si [2(1; —15)/c >> 7i|, se podria saber si una deteccién en D; proviene de la primera
conversi6n (laser hacia la derecha), o de la segunda (laser hacia la izquierda). Tan sélo hay
que colocar un segundo detector en la direccién de la sefial y a la misma distancia del cristal.
Si una deteccién en D; viene acompaifiada por otra en D,, entonces ambos fotones fueron
creados en la segunda conversién. Si esto no ocurre, entonces el fotén detectado en D; fue

creado en la primera conversién (todo ello considerando que los detectores tienen eficiencia
100%).
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Uno de cllos es resultado de la contribucién ¢ los términos de segundo orden
y orden cero, y el otro de la contribucién dei término de primer orden. Ambas
son iguales a y;/2 (ver (4.66), es decir !

(FP(0,t - 256G R 0,6 - 22))
= (GED 1 D6 0,0 - 2y = suP ). 620)

Teniendo en cuenta esto wltimo en la expresién de la probabilidad se llega al
resultado siguiente:

[ )
#:(0)

siendo ¢ una fase asociada a u;. Como se puede observar, la visibilidad de la
interferencia de segundo orden viene dada por [p;(#:=2%)[/p;(0), siendo esta
cantidad préoxima a la unidad cuando la diferencia entre los caminos épticos
de la senal y el gemelo tiende a cero.

Pp, o 2¢*|V > (0)[1 + cos(—wolo + wels + wil; + @)],  (6.21)

1Esto se puede demostrar aplicando la conservacién de las relaciones de conmutacién.

Considerando el operador campo a la entrada y salida del cristal en la direccién del haz
gemelo, debe verificarse que

(5P 0,0, F5)(0,6)] = [FP (0,0, E (0, 1)] -

Pasando al formalismo de la funcién de Wigner, tal y como se hizo en el capitulo 4, se llega
a (6.20).
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Figura 6.4: Experimento de coherencia inducida.

6.2.4 Experimento de coherencia inducida

El montaje experimental se muestra en la figura 6.4. Dos cristales no lineales
NL1 y NL2 de caracteristicas similares, sobre los cuales inciden dos haces
coherentes que provienen de una misma fuente, emiten luz convertida a la baja
produciéndose una superposicién de los conos de radiacién generados en ambos
cristales. Los cristales estdn colocados de forma que se pueden seleccionar a
la salida del primero dos haces correlacionados, sefial s; y gemelo ¢, y a la
salida del segundo dos haces s e 75, siendo la frecuencia media y la direccién
del vector de onda idénticos para s; y s, y por tanto para i, e i, estando
estos ultimos perfectamente alineados. s; y ss inciden sobre un divisor de haz
BS;, de la misma transmisividad y reflectividad, y en uno de los canales de
salida del mismo se coloca un detector que mide cuentas simples para diferentes
posiciones del espejo M, lo cual permite variar la fase relativa entre ambas
sefiales. Otro divisor BS;, de transmisividad variable T, colocado entre ambos

cristales, permite variar la intensidad de la luz que entra en el segundo cristal
procedente del primero.

Experimentalmente se observa en la tasa de deteccién simple Pp, una
variacién sinusoidal con una visibilidad proporcional a T', cuando la diferencia
de caminos 6pticos entre s; y s estd dentro de la longitud de coherencia de
la senial, lo que muestra la existencia de coherencia entre ambas sefiales. Si

T = 0 la coherencia se pierde, obteniéndose un valor constante de la tasa de
deteccion simple.

Como veremos a continuacién, el formalismo de la funciéon de Wigner per-
mite una explicacién para este fenémeno basada en la intervencién de la ra-.
diacién del punto cero, existiendo una analogia clara con la interferencia que
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se produce en éptica clasica 2. En Casado et al. (1997a) y Casado et al.
(1997b) se encuentra el andlisis de las interferencias de segundo y cuarto orden
respectivamente para el caso T = 0. En este apartado analizaremos el caso
general T # 0 para la interferencia de segundo orden.

Antes de exponer los célculos vamos a justificar la existencia de interferencia
en Pp,, sin tener en cuenta por simplicidad argumentos espacio-temporales en
los campos, y simplificando la notacién en los mismos (Santos, 1996b; Casado
et al., 1997e). Sea s;o (710) la radiacion de punto cero que entra en el primer
cristal en la direccién de la sefial (gemelo), y s20 la que entra en el segundo

cristal en la direccién de la senal. La senal s§+) correspondiente a la salida del
primer cristal es

s = (1 + AV 2N + gViGily), (6.22)

mientras que en el cdlculo de s(+) hemos de tener en cuenta que la entrada en
el segundo cristal viene dada por Ti{" + iRvac™, siendo vac*) la radiacién
de punto cero que entra por el segundo canal de BS),. Reteniendo términos
hasta segundo orden en la constante de acoplamiento, se tiene

) = (1 + g?|Va|?J)sse) — iRgVaGuact™

+T(gVaGily) + VoV GG s()). (6.23)

SiT #0, s y sg“L) contienen las entradas del punto cero en el primer cristal,

con fases dlstlntas, dado que los caminos recorridos por ambas sefiales son
distintos. Cuando se calcula la probabilidad de deteccién a partir del promedio
de la diferencia entre la intensidad total en el detector y la del vacio, hay
términos de la expresién del campo que el detector no “ve”, y el término de
interferencia proviene de la correlacién a tiempos distintos de las entradas del
vacio en el primer cristal, siendo dicho término proporcional a T'. Esto justifica

12La explicacién del fenémeno con las reglas de Feynman es la siguiente: si T = 0, o
ambos haces no se encuentran alineados, colocando un detector ideal D; en el camino de
iz podria averiguarse a qué cristal pertenece una sefial detectada en D;. Ello es debido a
que las parejas de fotones se producen praicticamente a la vez, de forma que si se detecta
una sefial en Dy y no se detecta en D;, entonces dicha sefial pertenece a NL1; por el
contrario, si se detectan sefial y gemelo simultdneamente en ambos detectores, esto implica
que ambos fotones vienen de NL2. Por tanto, la mera posibilidad de poder distinguir por
qué camino ha ido un fotén detectado, destruye la interferencia. Por el contrario, si ambos
haces estan perfectamente alineados y la transmisividad es diferente de cero, entonces no se
puede distinguir si un fotén detectado en D; proviene de la conversién en NL1 o en NL2
y, por tanto, tampoco se pueden distinguir los dos caminos, s; 0 s; para la deteccién en
D,. Segun las reglas de Feynman, las amplitudes de probabilidad asociadas a cada una de
las dos posibilidades se suman, dando lugar, al tomar el médulo, a una interferencia que
depende de la fase relativa entre ambos caminos. El mismo razonamiento puede aplicarse
para explicar la interferencia en la deteccién conjunta.
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que la visibilidad sea proporcional a la transmisividad de BSy. Si T = 0 no
hay interferencia porque las correlaciones entre las diferentes entradas del vacio
en los dos cristales y BS, son nulas.

A continuacién mostraremos detalladamente el cdlculo de Pp,, para lo cual
vamos a expresar en primer lugar el campo en el detector a partir de los campos
incidentes en el divisor de haz BS,. Teniendo en cuenta que los coeficientes
de transmisién y reflexién son idénticos, tenemos

F)(x, 1) = —;—i[mgﬁ (50, 1) + FP (x0, 1)), (6.24)

siendo

; d
Fs(1+) (rs, t) = eied/e Fs(l+)(o,t - E)’ (6.25)

la amplitud correspondiente a la sefial proveniente del primer cristal, y
FE) wsh/e p(+) h
5 (Is,t) =€ FoP(ra,t — E)

— eiw"h/c{(l +g2|V2|2J)F(+)(I‘2,t _ %)

520

h _ .
Vit = DYGITF D (ko = 1) — RO @0t = D)), (626)

donde hemos tenido en cuenta que G =G =G, i=L=Jygan =0 =4,
puesto que se consideran cristales de caracteristicas similares. Hemos llamado
r = 0 a la posicién del primer cristal, r = r, a la del segundo, y d, f y h son
las distancias entre el primer cristal y el divisor BS;, entre los dos cristales, y
entre el segundo cristal y BS; respectivamente. Fv(*) es la radiacién de punto
cero que entra en el segundo canal de BS),, y por simplicidad hemos ignorado
la distancia entre este divisor y el segundo cristal. Por otro lado, V1 y V2
son las amplitudes correspondientes a los haces incidentes en ambos cristales.
Teniendo en cuenta (6.24), el promedio de la intensidad total en D; es

{(I(rs,1)) = (E(+)(rs, t)E(_)(rSa t))

= %{(lFs(f’)(rs’t)P)+(IF§;”(rs,t)l2) + (({FP (xs, ) F) (xs,1)) +c0)}, (6:27)

siendo

(FP s, 0)2) = I + (Vi) 11 0). (6.28)
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Por otro lado, reteniendo términos hasta orden dos en la constante de acopla-
miento y teniendo en cuenta que las entradas de punto cero correspondientes
a ambos cristales y BS;, estdn descorrelacionadas, tenemos

(F @ t)?) = (IFG) (r2,t — —)I )+ g*([Val?)

820

h

h
x |THGFL (0,8 = 2)G Fi (12, = )
h h

+R2<GF1§+)(I‘2,t - Z)G*Fé_)(rg,t - —C-))

+((FE) (xq,t — —)J*Fs(zo)(rg,t - g)) + c.c)] . (6.29)

Ahora bien, dado que R? + T2 = 1 y que las correlaciones que aparecen en las
lineas segunda a cuarta son iguales a (1/2)us(0), se tiene

(FD (s, t)%) = I + g%(|Val*)uis (0). (6.30)

Finalmente, para calcular (FP(r,,t)F{)(r,, t)) partiremos de (6.25) y (6.26).
Tenemos:

(FP (s, ) S (16, 1))

d

h
T gT(FP(0,t = )V (¢ - )@EW@mP-

c

— elws

)

= el T i L 2T |(FH)(0,t — é)G*GF( )(0,t - h—_:i))

S10 510

(Vi (- Y- 22

)
HEFEG 0t~ He D0 - My - Yvie-Spf, 6

donde hemos tenido en cuenta (4.37), (4.38), y hemos retenido términos hasta
orden g?. También hemos considerado que el ldser y el punto cero son pro-
cesos independientes. Por otro lado, en las correlaciones correspondientes al
ldser podemos considerar h + f = d dado que la longitud de coherencia del
mismo es mucho mayor que las longitudes que intervienen en el experimento.

Finalmente, aplicando (6.20), y definiendo la funcién de coherencia del laser
como

(Vo (t —m)Va(t -
vhLIz

’)’12(71 — 7‘2) =

m) LoV, (6.32)
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se tiene

d-h f)’)’lz(d . h)-

(6.33)
Sustituyendo (6.33), (6.30) y (6.28) en (6.27), y restando la contribucién del
punto cero, obtenemos

(F (ry, ) F (x4, 1)) = 6“5 6 2T\ I Lo

P(rat) o< & (O (1 + )

+2T\/1112|us(¥l)||712(d — 1y cos (w—(dc_—h) +2 424 ¢> } ,

c ¢ 2
(6.34)

siendo ¢ una fase asociada al producto us(d—";—"—[)fylg(d—‘&ﬁ).

6.2.5 Cancelacién de la dispersion

El montaje experimental se muestra en la figura 6.5. Este montaje es similar
al interferémetro Hong-Ou-Mandel (Hong et al., 1987), con la particularidad
de que hay un medio dispersivo en uno de sus brazos. Para calcular la pro-
babilidad de deteccién conjunta '* vamos a expresar primeramente los campos
en los detectores Dy y D, propagando las funciones F*) desde el cristal hasta
el divisor de haz BS (el cambio de fase desde BS hasta los detectores no in-
fluye en la probabilidad, y por tanto no lo tendremos en cuenta). La principal
diferencia con otros experimentos que hemos explicado anteriormente es que
tenemos que propagar el campo F{*) a través del medio dispersivo. Comen-
zemos expresando los campos en los detectores en los instantes ¢t y ¢ + 7.
Suponiendo por simplicidad que los coeficientes de reflexién y transmision del
divisor son iguales, tenemos:

1
FO ) = [ e, 1) +3F r,0)

1

F) (g, t +7) = —=[F (xg, t + 7) + iF ) (19, 8+ 7)), (6.35)

S

donde

8l

) ol. .
F{(ry,1) = F(0,¢ - %)ew«'? i FD(x,t47) = V(0 t 47— —)e %,
(6.36)

13F] tratamiento de este experimento con la funcién de Wigner se encuentra en Casado
et al. (1997c).
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1 NIC

Figura 6.5: Cancelacidn de la dispersién.

siendo 6/ el camino en el brazo inferior del interferémetro. Para obtener

F{*)(r,,t) usaremos las expresiones (4.36) y (4.40), aunque consideraremos
el paso al continuo. Tenemos:

. +00 . .
FO (1) = B (ry, et = K [ duafu, Joem) mie=iin
-0

(6.37)
donde hemos reemplazado la suma por una integral y extendido el intervalo de
integracion entre —oco y +0o porque la funcién afwy,) es picuda en wy, & ws,
y hemos introducido una constante K que incluye algunas otras constantes
que son irrelevantes para nuestros propésitos. Cuando el campo se propaga
por un medio no dispersivo la relacién entre w y k es w = |k|c, donde c es
independiente de la frecuencia. En el caso de medios dispersivos la relacién
entre la frecuencia y el nimero de onda es mis complicada, aunque se puede
partir del desarrollo en serie de Taylor alrededor de w;

k(wi) = ko + awie, — ws) + Blwk, — ws)?, (6.38)

siendo o y B constantes propias del medio. Los términos de orden superior
pueden despreciarse dado que wy, & w;.

Para expresar F{*) en r = r; en terminos de F{*) en r = 0 tendremos en
cuenta que a(wy,) es la transformada inversa de Fourier de E{*), es decir

1 ftoo . 1 pt+oo ) ,
awi,) = o /_ BP0, ¢)eRt = — /'_ dt'FH)(0, t')ei s —w)t

v 00
(6.39)
Sustituyendo (6.39) y (6.38) en (6.37), y llevandolo junto con (6.36) a (6.35),
tenemos finalmente:
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1 ol .. &
F(+) r,t) = — F.(+) 0,t— — gwic
( 1 ) \/i 1 ( C)
k +00 +o00 . ] :
+-;_7T /_00 dwks \/’_m dt,Fs(+) (O) t,)ez(wks —WS)(t —t)elk(Wks )d k] (6‘40)

con una expresién similar para F()(ry, ¢t + 7).

Para calcular la probabilidad de deteccién conjunta necesitamos la corre-
lacién (E(H)(r;,t)E™) (ry,t + 7)). Realizando algunas operaciones se llega al
siguiente resultado

Vkelie
<F(+) (rl, t)F(+) (rg, T+ T)) = QT——
i
+o0 , A
X / duwy, eF(@ks )il “"s)‘i—"ﬁ(wka — w;) sin [(wk, — ws)7], (6.41)
)

donde hemos tenido en cuenta (4.52), (4.68), (4.78), y hemos definido la trans-
formada de Fourier de v:

+o0 .
T(wi, — ws) = / dup (w)e ™k —welu, (6.42)

—00

Multiplicando (6.41) por su complejo conjugado y realizando algunas opera-
ciones en las que se hace uso de la relacién

o0
/ dzsinaz sinbzr = g[é(a —b) —6(a+0b)],
0
y asumiendo que T(w) es simétrica en w, tenemos

P, = C/+oo don, [P (wr, — wy) 2 [1 _ o~ 2ilwi, —ws)%ei[k(wks)—k(zws—wks)]d] ’
—00

(6.43)
siendo C una constante. Finalmente, sustituyendo (6.38) en (6.43) y definiendo
w = wk, — Ws, obtenemos el resultado siguiente para Pyj:

Py,=C /-:o dw|7(w)|? [1 — cos [2w(a — %)]] . (6.44)

Este resultado es similar al obtenido en la eq.(12) de Steinberg et al. (1992).
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Figura 6.6: El borrador cuantico.

6.2.6 El borrador cuantico

El montaje experimental se muestra en la figura 6.6. Una limina de media
onda HW P, orientada un 4dngulo (¢/2) respecto a la horizontal, se coloca en
uno de los brazos de un interferémetro tipo Hong-Ou-Mandel dando lugar a un
cambio en el estado de polarizacién de la luz en esa parte del interferémetro.
Tras recombinarse en un divisor de haz de coeficientes de reflexién y trans-
misién idénticos, los haces de salida inciden sobre dos polarizadores P, y P,

de orientaciones ¢, y ¢, respectivamente, en frente de los cuales se colocan dos
detectores D, y D,.

Para analizar este experimento con el formalismo de la funcién de Wigner
tenemos que tener en cuenta la polarizacién del haz de luz y de la radiacién de
punto cero (Casado et al., 1997¢c). El campo se representa mediante el vector!?

1

hawy \ 2 .

FP(r,t) =iy (ﬁ%) ar(t)epe™ et o A =1,2, (6.45)
(K],

donde €1 ¥ €2 son vectores de polarizacién perpendiculares entre si, e inde-
pendientes de k cuando se considera un haz de luz. La expresién que repre-
senta a la probabilidad de deteccién conjunta en experimentos que involucran
polarizacién es (Casado et al., 1997c¢):

Puy(ry,tro,t +7) o< 35 [F (01, 8) ST (g, 8 4+ 7)) 2, (6.46)
AN

donde la suma en XA y X se realiza sobre todas las posibles combinaciones
(ML =1,2).

l4Este experimento se diferencia de los tratados anteriormente con conversién tipo I en
que el campo se trata como un vector, dado que interviene la polarizacién. No obstante, la
generalizacion de los resultados obtenidos en los capitulos 4 y 5 al caso vectorial es inmediata.
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Vamos a obtener a continuacién los campos en los detectores. Por simpli-
cidad consideraremos que la ldmina de media onda estd colocada en r = 0. De
esta forma, la sefal a la salida de la 1dmina y el gemelo a la salida del cristal
estdn representados respectivamente por los vectores

F(H(0,t) = FM(0,t)(cos ¢,sing) ; FP(0,8) = F{P(0,t)(1,0). (6.47)

Por otro lado, si consideramcs que el divisor de haz estd localizado en r = R,
el campo en el canal de salida dirigido hacia D, estd representado por

1 1 .
) — [ ; — (+) _ Wi T
FH(R,t) = ﬁ[F,. (R, 1) +iF,(R,t)] = 7% (Fi (0,t — 7)™
+iF(0,t — 71)e™*™ cos ¢, iF(T)(0,t — )€™ sin ¢) , (6.48)

donde 71 y 75 son los tiempos de propagacién desde el cristal hasta el divisor
de haz. Finalmente, teniendo en cuenta la accién del polarizador (orientado
un 4ngulo ¢,), el cual esta colocado antes de D; (colocado en ry), el valor del
campo en el detector en el instante ¢ es

FM(r,t) = [FM(R, 1) - (cos ¢1,5in ¢1)](cos ¢y, sin ¢1)
1 . )
= 7 [Fi(‘L) (0,1 — 73)e™i™ cos ¢y + 1FH(0,t — 71)e™*™ cos(¢p — ¢1)]

(COS ¢1a Sin d)l), (649)

donde hemos eliminado un factor de fase irrelevante procedente de la propa-
gacién entre BS y D;. De la misma forma, el campo en D, (colocado en ry),
en el instante ¢t + 7, es

1 :
(+) - - (+) _ tw;T
F'(ro,t+7) = _\/5 [zFi (0,t + 7 — 79)e™™ cos ¢
+Ps(+) (0,t+7— Tl)ei“’”‘ cos(¢ — ¢2)] (cos o, sin @s). (6.50)

Para calcular la probabilidad de deteccién conjunta tendremos en cuenta las
expresiones (6.46), (6.49), y (6.50), asi como las propiedades de correlacién
de los campos. Después de algunas operaciones, dentro de las cuales estd la
integracién en la ventana, obtenemos la expresién siguiente para Pjs:

Py=C [(COSZ ¢1 cos” (¢ — ¢a) + cos® ¢y cos® (¢ — ¢1)) /000 lv(r)|?dr
—2cos ¢ cos (¢ — ¢2) cos ¢o cos (¢ — ¢1)Re /Ooo v(éT — v (0T + T)d’l‘] ,
(6.51)
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siendo 67 = 1, — T2, y C una constante. Cuando 67 = 0 tenemos:

P12 = sin2 ¢sin2 (¢2 - d)l), (652)
siendo C' otra constante.

En el experimento de Hong et al. (1987) vimos que, en el caso en que
los haces conjugados recorrieran el mismo camino antes de recombinarse en
un divisor de haz, la probabilidad de deteccién conjunta era nula, lo que se
interpretaba como un fenémeno de interferencia destructiva de amplitudes de
probabilidad. Dicha interferencia se basaba en la indistinguibilidad de las dos
posibilidades que llevaban a una deteccién conjunta. La colocacién de una
ldmina de media onda en uno de los haces destruiria la interferencia dado
que ambas posibilidades se harfan distinguibles. Por otro lado, el borrador
cuantico se basa en la colocacién adicional de dos polarizadores antes de los
detectores, lo cual elimina la informacién dando lugar a interferencia. Todo ello

se encuentra reflejado en la ecuacién (6.52), la cual coincide con la expresién
A5 de Kwiat et al. (1992).

Nétese que la radiacién de punto cero permite interpretar los resultados sin
utilizar las reglas de Feynman, porque la propagacién se describe en términos
de ondas, y son las propiedades de correlacién de estas ondas las que dan lugar
a los fendmenos de interferencia. De este modo, y tal como venimos haciendo
en este capitulo, el punto cero abre la posibilidad para una interpretacién
diferente basada en un caracter ondulatorio de la luz, y no en la relacién entre
indistinguibilidad y coherencia, que parte del principio de complementariedad.
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V——1 NLC

Figura 6.7: Experimento de Rarity y Tapster.

6.3 EXPERIMENTOS PARA EL
CONTRASTE DE LAS
DESIGUALDADES DE BELL

6.3.1 El experimento de Rarity y Tapster

En este experimento se seleccionan dos sefiales E;, y E;, del mismo color
(frecuencia w;) y sus dos gemelos E;,, E;, (frecuencia w;), de forma que Ej,
(E,,) estd correlacionado con E;, (E;,) (ver figura 6.7). Estos haces se refle-
jan en espejos situados a ambos lados de la direccién del haz incidente, y se
recombinan en los divisores de haz BS; y BS;. En BS;, caracterizado por
coeficientes de transmisién y reflexién T y R, se recombinan las sefiales, y en
BS;, con coeficientes T; y R;, se recombinan los gemelos (en el experimento
real los autores usaron diferentes puntos del mismo divisor para recombinar
senales y gemelos). Para medir coincidencias se colocan cuatro detectores (D,,
Dy, Dy, Dy) en las salidas de los divisores de haz, lo cual permite medir las
cuatro correlaciones que aparecen en las desigualdades de Bell (P,p, Py, Pas,
Pyy). Dos modificadores de fase !5 colocados en las trayectorias de los haces
inferiores tienen como objetivo variar la fase de la senal en ¢, y la del gemelo
en ¢,.

A continuacién analizaremos con la funcién de Wigner !® una de las cuatro

posibilidades de detecciéon conjunta, por ejemplo P,. El valor del campo
eléctrico en los detectores, colocados en r, y 1} es,

F*)(r,,t) = iR F( (x40, 1) + ToFD (x4, 1),

15En inglés “phase shifter”.

16E] estudio de este experimento con la funcién de Wigner se encuentra en Casado et al.
(1997b).
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Los operadores campo correspondientes a ambos detectores conmutan, da-
do que un detector recibe los modos correspondientes a la sefial, y en el otro
los modos corresponden al gemelo. La conservacién de las relaciones de con-
mutacién a la entrada y salida del cristal implica que los modos del vacio que
intervienen en estos campos son distintos, y por tanto

[Fs, F‘z] = [ﬁ‘so, ﬁ‘io] =0,
por lo que la tasa de deteccién conjunta vendra dada por (5.20) 17

Por otro lado,

iws IS Ta
F{)(r,,t) = e ¢ F(0,¢ - —c—),

F(re,t) = eretibeFi0(0,1 - = + o)

S

. or T
F{P (vt +17) = 42 FLD(0,8 47— —c‘l),

FiD (v, t+7) = 42 H0E 0,8 47— 2 + %) (6.54)
'L
donde r, (r3) es la distancia, correspondiente a la sefial (gemelo), existente
entre el centro del cristal y los detectores. En lo que viene a continuacion
consideraremos sin pérdida de generalidad que r, = r, = r, con el objeto de
simplificar los célculos. Para calcular la probabilidad de deteccién conjunta
necesitamos la correlacién

(F&) (20, ) F (2, t + 7))

T\ A+ T
t_E)Fi(z (0, t+T“E——)>

Wi

= R,Tie'* (F{P(0,
+R; T (FCI (0,1 — % - ¢“)F‘+> 0,t+71— f))

V[R Tie"%y(r — —) + RT,e'%v(r += %a ] (6.55)

donde en la primera igualdad hemos considerado que Fs(f ) esté correlacionada
con FP y que F{P lo estd con F,-(f), pero F{P y Fi(j” (j = 16 2) estén

17E] mismo razonamiento es aplicable a los experimentos de Franson (1989) y a los ex-
perimentos que utilizan conversién tipo II no colineal (Kwiat et al., 1995), los cuales se
analizardn en los dos apartados siguientes.
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descorrelacionados, dado que estos pares no verifican las condiciones de em-
parejamiento. Por otro lado, en la segunda igualdad hemos utilizado (4.78).

Si tenemos en cuenta que los intervalos de tiempo ¢q/ws y ¢p/w; son
pequefios en comparacién con el tiempo de coherencia de la senal y el gemelo,
dado por v(7), se llega al resultado siguiente aplicando (5.28):

2
Pas($a, 80) = 57—V 'C

<[(R:T,)? + (R,T)? + 2R,T, RiT; cos (40 — )], (6.56)

donde C viene dada por (6.8). Se obtiene una interferencia de cuarto orden
con una visibilidad cercana al 100% cuando los coeficientes de transmisién y
reflexién de ambos divisores verifican la relacién R;/T; = R;/Ts. Si ambos
detectores se encuentran por debajo de la direccién del haz se obtiene una
expresién similar.

Finalmente, si uno de los detectores estd colocado por encima y el otro por
debajo de la direccién del laser incidente, entonces la expresién que se obtiene
es

-~ 7 217712
Pab’(¢aa¢b) ~ h2w (.()'g |V| c
X[(TT;)? + (RsR;)? + 2R, T, R;T; cos (o — ds))- (6.57)

En este caso, una visibilidad 100% requiere que T;T; = R,R;. Para conseguir
una alta visibilidad en ambos casos debe verificarse que Ty, = T; = R, = R; =

1/v2.

6.3.2 Los experimentos de Franson

En la figura 6.8 se muestra esquematicamente el montaje experimental. Se
seleccionan a la salida del cristal dos haces conjugados E; y E; de frecuen-
cias centrales ws y w; respectivamente, cada uno de los cuales se envia a un
interferémetro de tipo Mach-Zehnder, consistente en dos divisores de haz y
dos espejos 8. La sefial se divide en el primer divisor BS;, de forma que los
dos haces resultantes recorren caminos de longitudes diferentes L, y C; [L (C)
se refiere al camino largo (corto)] antes de ser recombinados en un segundo
divisor BS;. Se coloca un detector D, en uno de los canales de salida de BSs.
Lo mismo le ocurre al haz gemelo, donde hemos llamado BS] y BSj a los di-
visores de haz del segundo interferémetro, L; y C; a los caminos largo y corto
del mismo, y D, al segundo detector.

18Dichos interferémetros juegan el papel de analizadores, en lugar de los polarizadores o
el Stern-Gerlach de otros experimentos EPR.
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Figura 6.8: Montaje para el experimento de Franson.

Sean AL, y AL; las diferencias entre los recorridos largo y corto de ambos
interferémetros. Si se miden cuentas simples para distintos valores de esta
cantidad en D, o D, (experimento de recombinacién), la interferencia de se-
gundo orden desaparece cuando estas cantidades son mayores que los tiempos
de coherencia de la sefial y el gemelo respectivamente. Por otro lado, la tasa de
coincidencias tiene una dependencia de tipo coseno con (w;ALs +w;AL;)/c, 1o
cual muestra la existencia de interferencia de cuarto orden en la probabilidad
de deteccién conjunta.

A continuacién vamos a presentar un andlisis de ambos experimentos uti-
lizando el formalismo de la funcién de Wigner. Como veremos, los fenémenos
de interferencia de segundo y cuarto orden tienen una explicacién clara en
términos de la influencia que la radiacién de punto cero tiene en el proceso 1°.

19T,a explicacién en base a las reglas de Feynman es como sigue: en el caso de las cuen-
tas simples, si la diferencia entre los caminos largo y corto del interferémetro es del orden
del tiempo de coherencia de los fotones que salen del cristal, no se puede saber por qué
camino pas6 un fotén detectado. Si es mucho mayor, entonces no hay interferencia porque
los caminos se vuelven distinguibles. En la medida de las coincidencias, los procesos en
los que uno de los fotones del par pasa por el camino corto de un interferémetro y el otro
por el camino largo no son registrados, pues sélo llegan simultdneamente a los detectores
(dentro de la ventana de coincidencia) los fotones que siguieron, ambos en sus respectivos
interferémetros, el mismo camino largo o corto. Sélo son posibles dos procesos de deteccién
conjunta, “corto-corto” y “largo-largo”, los cuales son indistinguibles debido a la incertidum-
bre en la emisién de los fotones correlacionados. La amplitud de probabilidad de deteccién
conjunta es la suma de la amplitud correspondiente a cada proceso, apareciendo asi un
término responsable de las franjas de interferencia cuando se varia la diferencia entre los
caminos de uno de los interferémetros.
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6.3.3 Experimento de recombinacion

Por :i plicidad ignoraremos la distancia entre el cristal y BS), asi como la
existente entre BSy y D,, pues dan lugar a un cambio de fase que no influye
en 11 probabilidad. De esta forma, llamaremos r = 0 a la posiciéon del primer
divi.or y r = r, a la posicién del detector.

‘n primer lugar obtendremos el campo en los canales de salida de BS;. Es
necesario tener en cuenta, ademés de la sefial, la radiacién de punto cero E{*)
que entra por el otro canal del BS; ?°. Dicha radiacién est4 descorrelacionada
con E§+), aunque contiene la misma distribucién de frecuencias. Supondremos

que los coeficientes de transmisién y reflexién de los divisores son idénticos
(R=T = 1/+/2). Tenemos,

1 1 ..
F® = IR +iF) F{t = BURD+FOL (6.58)

Teniendo en cuenta el paso por BSs, el valor del campo en la posicién r, en
el instante ¢ es:

|
S VPR PRSI
eI RE (0,6~ 22) 1 iFED(0,6~ D)), (6:59)

donde hemos hecho uso de (4.40). Para calcular la probabilidad de deteccién
necesitamos el promedio de la intensidad en la posicién del detector, a la cual

tendremos que restar posteriormente la contribucién de la radiacién del punto
cero. Tenemos:

(I, t) = 3 {(F(0,6 - Z)FO(0,1 - 22))
e dLIEF(0, = RO, - L))+ (F(0, 1 - L0, - L)
e ALIEELD(0, ¢ = ZFO0,8 - 2) 4 (FIO(0, - Z)EO (0,6 - D)
—e AL FE (0,8 - S FO0,1 - L) 4 (r9 (0,0 - DR 0,0 D)

+e~iwsALs/c<F5+)(0, t — %)Fﬁ—)(o, $ — %))} . (660)
c

20Se puede ver facilmente que si se tiene en cuenta dicha radiacién en el primer divisor,

no es necesario tenerla en cuenta en el segundo porque las relaciones de conmutacién se
satisfardn automdticamente.
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del detector es

(I (e, ) = {4100 + V(218 0) — @/ (220 e}, (6:61)

Finalrmente, restando la contribucién del punto cero, tenemos

211712 e(eiwsBLs/e), (ALs
Patrast) o L o - I o)

Cuando AL; >> c7, la probabilidad de deteccién simple es constante porque
el segundo sumando tiende a cero. Por el contrario, cuando AL, es del orden
del tiempo de coherencia de la sefial, vemos que P, tiene una dependencia
coseno con AL;/c.

6.3.4 Probabilidad de deteccién conjunta

Para calcular la tasa de deteccién conjunta en D, y D, necesitamos conocer,
ademads del campo en r, en el instante ¢, el cual viene dado por (6.59), el valor
del campo en el segundo detector localizado en rp, en el instante ¢ + 7. Dicho
campo puede obtenerse facilmente a partir de (6.59) cambiando el subindice

“s” por “¢”, y t por t + 7. Tenemos

1, L; , L;
F®(ryt+1) = E{e"""L"/c[—F‘i("L) (0,t+7— ?) +iFS(0,t 47 — —c—)]

o C; i
+eEIF(0, 8+ 7 — ) +iFD (0,847 — %)]}, (6.63)
donde Fy representa la radiacién de punto cero que entra por el segundo canal

de BSj. Dicha radiacién estd descorrelacionada con F,, y ambos con F; y Fj.
De esta forma, aquellos términos que son no nulos en la correlacién (5.26) son

aquellos en los que aparecen Fi(+) y F s(+). Teniendo en cuenta esto ultimo y
(4.78), se tiene

2
Pop(re, tyrp,t +7) |E(+) (T, t)E'(+) (rp,t+ T)l

— g2|V|2|eiwi%i+iw,%’-V(_T + Li - Ls) + eiwi%+iw3%y(_7— + Ci - Cs)
16 c c

. > — . . ’ s T 2 ’
_eiws—%'-+iw,~%ky(_7_ + C; Ls) _ eiws%“*'“‘“ély(—’r + L Cs) (664)
C
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En el caso de que las diferencias (L; — C;)/c y (L; — Cs)/c sean mayores que
el tiempo de correlacién de v, y de que L, =~ L; y C; = C;, el resultado que se
obtiene para P, tras realizar la integracion en la ventana es:

21/ (22

g IVI n C LL)SALS wiALi
= S w: [1 + cos( : + - )]
donde C viene dada por (6.8).

Pab(ra; rb) (665)

6.3.5 Pruebas de las desigualdades de Bell
usando correlacién de polarizacion

La mayor parte de los experimentos realizados con cristales no lineales para el
contraste experimental de las desigualdades de Bell han utilizado conversién
paramétrica de tipo I en la que los haces correlacionados salen con la misma
polarizacién. No obstante, la conversién de tipo II, en la que los haces salen
con polarizaciones perpendiculares, genera estados enredados con mayor simi-
litud al estado EPR. Dentro de la conversién de tipo II existen dos clases de
experimentos: i) aquellos en los que se utiliza conversién colineal, consistente
en que el cristal se orienta de forma que los conos ordinario y extraordinario son
tangentes en la direccién del haz incidente. La mayor parte de los experimentos
realizados hasta la fecha con tipo II han utilizado conversién colineal. ii) En
la conversién no colineal los dos conos se intersecan en dos direcciones, dando
lugar a un estado enredado en polarizacién de la forma (Kwiat et al., 1995):

|4) = lo)le)2 + [e)1]0)2, (6.66)

donde “0” (“e”) se refiere a ordinario (extraordinario). Este tipo de fuente
proporciona directamente un estado semejante al de la versién de Bohm de la
paradoja EPR (ver capitulo 2), sin tener que hacer uso de ningiin elemento
éptico adicional a la salida del cristal. Por ello, se ha afirmado que la conversién
tipo II no colineal es la mejor candidata para generar estados que den lugar a
una violacién de las desigualdades de Bell.

El montaje experimental se muestra en la figura 6.9. Los haces “1” y “2”,
en los cuales se produce la interseccién de los conos ordinario y extraordinario,
se seleccionan por medio de filtros y se envian a dos polarizadores P, y P,
siendo ¢; y ¢- sus orientaciones respecto a la polarizacién del rayo extraor-
dinario. Tras los polarizadores, dos detectores D; y D, miden coincidencias
para diferentes valores de dichas orientaciones. En Kwiat et al. (1995) se
utilizaron elementos 6pticos adicionales, tales como ldminas de un cuarto de
onda y ldminas de media onda, con el objeto de medir las cuatro correlaciones
que aparecen en las desigualdades de Bell. Nosotros nos centraremos tan solo
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Figura 6.9: Montaje para el contraste de desigualdades de Bell mediante el uso de conversién
tipo II no colineal.

en uno de ellos, en concreto aquel en que no se utiliza nigin elemento éptico
aparte de los polarizadores.

En primer lugar vamos a analizar la relacién existente entre la descripcién
del estado en el espacio de Hilbert, dada en (6.66), y la correspondiente a la
funcién de Wigner (Casado et al., 1994d). Los haces correspondientes a la
interseccién de los conos ordinario y extraordinario vienen dados por

F{M(0,1) = FM(0, )i+ FSP(0,1)3,

F$P(0,¢) = FSP (0, 1)i' + FO(0, )7, (6.67)

donde i, i’ representan las polarizaciones de los dos haces extraordinarios y j,
J' las correspondientes a los haces ordinarios. El detalle importante es que la
componente extraordinaria del primer rayo, F{*), y la ordinaria del segundo,
F)| son conjugadas y estdn por tanto correlacionadas. De la misma forma,
F(+) F$" estan correlacionados, pero F{*) (F{*) estd descorrelacionado
con F(+) (F(+)) Esta es la interpretacién de los estados enredados tipo EPR
en Optica cudntica, cuando se trabaja dentro del formalismo de la funcién de

Wigner.
Cuando un polarizador orientado un 4ngulo ¢, respecto a la horizontal se

coloca en frente del detector D,, el campo en D, (situado en r;), en el instante
t es

F) (1), 1) = [F(1+) (r1,t) - (cos @i+ sin @1j)](cos @i + sin ¢, )
= “HED (0, L) cos gy + FED (0, - %)sin ]
(cos ¢yi + sin ¢yj). (6.68)

De la misma forma, la expresién del campo en el detector Dz, colocado en
Iy, en el instante ¢t + 7, es
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F (g, t + 7') = [F$P (ry, t + 7) - (cos ¢oi’ + sin @oj')](cos @2i’ + sin ¢oj’)

. d d, .
= e [FD(0,t + 7 — =) cos gy + FyP(0,t + 7 — —)sin ]

(cos @oi’ + sin ¢oj'). (6.69)

Realizando algunas operaciones sencillas obtenemos la probabilidad de de-
teccién en la ventana:

Pufryma) o [~ dr 35 5 A (11,0 F§D oyt + )P

= Ksen®(¢y + ¢1), (6.70)

siendo K una constante. Esta expresidn es similar a la obtenida en Kwiat et
al. (1995).



Capitulo 7

INTERPRETACION
ONDULATORIA DE LA LUZ
BASADA EN FUNCIONES DE
WIGNER POSITIVAS

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo analizaremos la posibilidad de una interpretacién ondulatoria
de la propagacién y deteccién de la luz en el formalismo de la funcién de
Wigner. Esta discusién estd motivada por una doble razén: en primer lugar,
la propagacién de la luz en el caso de la conversion paramétrica a la baja quedd
perfectamente descrita en el capitulo cuarto a partir de la transformacién de
la radiacién de punto cero a su paso por el cristal !. La positividad de la
funcién de Wigner en este proceso abre la posibilidad de una interpretacién
estocdstica del campo electromagnético radiado por el medio no lineal, en la
que la funcién de Wigner haria el papel de una distribucién de probabilidad
para las amplitudes del campo. En segundo lugar, la teoria de la deteccién,
analizada en el capitulo quinto, muestra la importancia que tiene la radiacién
de punto cero en la deteccién. Por tanto, la radiacién de punto cero juega un
papel relevante en la propagacién y deteccién de la luz, cuando se trabaja con
la funcién de Wigner.

Hemos dividido este capitulo en tres partes: en la primera trataremos la
posibilidad de interpretar la funcién de Wigner como una distribucién de pro-
babilidad para las amplitudes del campo eléctrico en el caso de que sea positiva,

1En Marshall (1997c¢, d) se estudia el fenémeno a partir de la resolucién de las ecuaciones
de Maxwell, considerando que la radiacién incidente es el ldser y el punto cero gausiano.
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asi como la relacién entre el caracter cldsico de la radiacién y la positividad
- de la funcién de Wigner. En la segunda parte analizare: :0s la posibilidad
de una interpretacién ondulatoria de la deteccién, dada la similitud existente
entre los resultados del capitulo quinto y los de la teoria semicldsica de la
deteccién. Trataremos con detalle la relacién entre ergodicidad y la positividad
de I — I,, para el caso de procesos estacionarios ergédicos caracterizados por
una W > 0, como es el caso de la conversién a la baja. Finalmente, en el
tercer apartado estudiaremos la relacién entre el teorema de Bell y una posible
teoria realista local para los experimentos de conversién a la baja en la que las
variables ocultas coincidiesen con las amplitudes del campo, y la distribucién
de probabilidad fuese la funcién de Wigner; la teoria de la deteccién consistiria
en una modificacion a la teoria cudntica estandar.

7.2 INTERPRETACION ONDULATORIA
DE LA PROPAGACION

En el capitulo tercero comentamos el criterio generalmente aceptado de que
toda radiacién clésica es aquella en la que la funcién P es positiva. Esto es
debido a la analogia formal existente entre esta funcién y la distribucién de
probabilidad cldsica P({Cx}) (ver (3.10)). Por otro lado, también vimos que
P no existe para ciertos estados de la radiacién, contrariamente a lo que ocurre

con la funcién de Wigner o la funcién @, las cuales estan bien definidas para
cualquier estado.

Si bien la distribucién de Wigner tiene el problema de la no positividad, se
ha argumentado de una forma consistente la posibilidad de que fuese positiva
para los estados que se pueden fabricar realmente en el laboratorio, y negativa
para aquellos que no se pueden generar experimentalmente, siendo meros in-
termediarios matematicos del cilculo (Ferrero y Santos, 1997). De esta forma,
se ha hecho la conjetura de que W marcaria, a través de su positividad, la
posibilidad o no de fabricar un determinado estado de la radiacién. Por ejem-
plo, en Marshall et al. (1994) se demuestra que tratando de una forma mds
realista el estado de la radiacién emitida por una fuente atémica, como el que
se produce por ejemplo en el experimento de Aspect (Grangier et al., 1986), el
estado emitido corresponde a luz cadtica, el cual tiene una funcién de Wigner
positiva. También, en Marshall y Santos (1992) se mostré que describiendo de
una forma realista las senales mediante agujas de radiacién (Einstein, 1917),
en lugar de la descripcién excesivamente simplificada a partir del estado de un
fotén, la zona de negatividad de la funcién de Wigner que se obtiene puede

hacerse arbitrariamente pequeiia variando ciertos pardmetros que caracterizan
dicho estado.

Dejando a un lado la discusién sobre la positividad de W, trataremos a
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continuacién la cuestién de qué representa, desde un punto de vista estocdstico,
la existencia de una distribucién de Wigner positiva cuando P también es
positiva (Marshall et al., 1994). Para ello, partiremos de la expresion de W a
partir de P (ver (3.34)):

W(a,a*) = % [ &8P, 55

Teniendo en cuenta que la distribucién de Wigner del vacio viene dada por la
gausiana

2 o
Wiae(a) = e 2af?

tenemos
W(a,a*) = /d2ﬂP(ﬁ, B YWae(a — B), (7.1)

lo que nos muestra que la funcién de Wigner de la radiacién total es la con-
volucién de la distribucién P con la funcién de Wigner del vacio. Ahora bien,
teniendo en cuenta que cuando P es positiva esta funcién puede interpretarse
como una distribucién de probabilidad para las amplitudes 3 de la radiacién, y
que Wy puede interpretarse como la distribucién de probabilidad para las am-
plitudes del vacio v, la convolucién de P con W, representa la distribucién de
probabilidades de la suma <+ 8 cuando dichas cantidades son independientes.
Por tanto, una P positiva da la distribucién de probabilidad de la radiacion
que estd por encima del mar del punto cero, y ello implica a su vez una W
positiva interpretable como la distribucién de probabilidades de la suma del
punto cero y la radiacién cléasica.

De esta forma, un estado cldsico puede definirse como aquel en el que
la radiacién de punto cero no se modifica por la presencia de otro tipo de
radiacién. Por el contrario, un estado no clasico, caracterizado por una P
negativa o altamente singular, es aquel en el que el vacio se altera. Noétese
que incluso en estos casos una funcién de Wigner positiva puede interpretarse
como la distribucién de probabilidades para la amplitud total de la radiacién,
la cual ya no seria la suma del punto cero y otro campo con distribuciones
independientes. Un ejemplo estd en el proceso de conversién a la baja en el
que P no esta definida pero W es una gausiana.

7.3 LA DETECCION COMO UN
FENOMENO ONDULATORIO

En éptica cudntica, la probabilidad de deteccién entre t y ¢ + At para el caso
de un detector puntual ? se expresa a partir del promedio de operadores en

2Por simplicidad obviaremos por ahora la notacién relativa a la posicién del detector.
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orden normal (ver (5.4)):

Poc [T GBI BN ) gade, (7.2)

donde vimos en el capitulo 5 que £(+)(¢') representa al operador campo eléc-
trico en la representacién de Heisenberg, y |¢,) es el estado inicial de la ra-
diacién. También vimos que el ordenamiento normal EC)(t')EM(t') se ex-
presa a partir de su correspondiente simetrizado menos un conmutador que
representa la intensidad de la radiacién de punto cero en la posicién del detec-
tor. De esta forma, la probabilidad de deteccién por unidad de tiempo en la
representaciéon de Wigner viene dada por

P(t’) & (I({a}’tl) - Io)) (73)

donde I({a},t) = |[E™)({a},')|? es la intensidad total en el detector en el
instante ¢’ para una realizacién dada, que representaremos por {a}, e I, es una
constante que representa la intensidad media del punto cero en dicha posicidn,
es decir, la intensidad en el detector si todas las fuentes de radiacién estuviesen

apagadas. El promedio ( ) se toma con la funcién de Wigner del estado inicial,
es decir

U(a}t) - L) = [ Pla}Wgy{ahlI(al,t) = L) (7.4

Si la deteccidn se produce dentro de una ventana At, la probabilidad de
deteccién entre ¢ y t + At viene dada por:

Poc ["arer )~ Ly = ([ dlia),t) - LY. (79)

Por otro lado, la probabilidad de deteccién conjunta por unidad de tiempo
en los instantes t y t, correspondiente a dos detectores a y b que estdn espa-
cialmente separados en el sentido de la relatividad especial, es

Pao(t, ) o< ([Ia({a}, 1) = L][Te({a}, 1) = L), (7.6)

de forma que la probabilidad total de coincidencia entre t, + Aty y tp + Aty,
siendo At, y At, las ventanas asociadas a sendos detectores, seria:

P [ [ (110}, ~ IR, ) - 1)

( /t:“w“ dtTa({a}, 1) - 10,,]) ( /t:”m" dt(I,({a}, ¢) - 10,,])>. (17)

Il
——~
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Las expresiones (7.3) y (7.6) abren la posibilidad de una interpretacién
ondulatoria de la teoria cudntica de la deteccidn, en la que la diferencia entre
la intensidad instanténea de la luz y la correspondiente a la del punto cero haria
el papel de una probabilidad por unidad de tiempo, y la funcién de Wigner
representaria formalmente la distribucién de probabilidad de las amplitudes
del campo. De hecho, dichas expresiones son similares a las correspondientes a
la teoria semiclasica de la deteccién de un campo fluctuante (ver por ejemplo
Mandel y Wolf (1995; capitulo 9) y referencias bésicas alli citadas) con las dife-
rencias de que en dicha teoria aparece la intensidad total de la radiacién cldsica
en lugar de la diferencia I — I,,, y el promedio se toma con una distribucién de
probabilidad para las distintas realizaciones del campo.

Los problemas que surgen cuando se trata de interpretar la deteccién desde
un punto de vista ondulatorio con la funcién de Wigner son los siguientes:

1. La negatividad de la funcién de Wigner para ciertos estados hace que no
se pueda caracterizar siempre el campo eléctrico ni la intensidad en el
detector mediante un proceso estocéstico. En el caso de la conversién a
la baja este problema no existe porque W > 0.

2. I({a},t)—I, puede ser negativa y por tanto no puede interpretarse como
una probabilidad por unidad de tiempo asociada a cada realizacién. Este
tema serd discutido con cierto detalle en el apartado siguiente.

3. Por 1ultimo, las fluctuaciones de la intensidad del punto cero son enormes,
lo cual hace dificil explicar cémo el detector es capaz de seleccionar
sefiales en presencia de dicha radiacién de fondo (Santos, 1989). No
obstante, el conjunto de modos que llegan a un detector no es infinito,
sino que éste es sensible sélo a un conjunto acotado de modos. Ello hace
que I,, asi como sus fluctuaciones, sean finitas.

De estos tres puntos sélo trataremos con cierto detalle el segundo. Supon-
dremos que la funcién de Wigner es definida positiva, de forma que la intensi-
dad del campo se puede representar por un proceso estocastico dependiente del
tiempo. Por ejemplo, en el caso de la conversién a la baja la funcién de Wigner
es una gausiana, correspondiente en el marco de Heisenberg a la funcién de
Wigner del vacio, y el proceso estocéstico I({a},t) lleva toda la dependencia
temporal. Ya vimos que la existencia de una funcién de Wigner definida po-
sitiva permite analizar la propagacién de la luz cuantizada desde un punto de
vista puramente ondulatorio, en el que la radiacién de punto cero forma parte
inherente de dicha radiacién.
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7.3.1 La negatividad de I — I,

Cuando se pasa de la propagacién de la luz a su deteccién, la interpretacién
légica basada en la expresién (7.4) es que la probabilidad de deteccién por
unidad de tiempo para cada realizacién es la diferencia entre la intensidad
total y la del punto cero. No obstante, la cantidad I({a},t) — I, puede tomar
valores negativos y por tanto no representa una probabilidad, aun cuando
W sea positiva. De todas formas. lo que tiene significado fisico es la integral
temporal de dicha diferencia durante la ventana de deteccion, pues la deteccién
es un fenémeno que requiere de la incidencia de luz sobre el detector durante
un cierto tiempo.

Relacién entre positividad y ergodicidad

Para analizar méds a fondo este problema nos centraremos en el proceso de
la conversién paramétrica a la baja el cual es estacionario y sus correlaciones
tienden a cero de una forma suficientemente rapida en el tiempo. Para un
proceso gausiano estacionario esto iltimo es una condicién suficiente para una
ergodicidad total (Mandel y Wolf, 1995; capitulo 2, seccién 2.2.1), lo cual
implica que el promedio de conjunto puede sustituirse por el promedio temporal
para una realizacién dada (excepto para un subconjunto de media nula):

1 t+T :
Poc(I({a}, ) = Iy = Jim = [ [U({a}ot) —TJat,  (78)

donde {a}, representa una realizacién cualquiera del proceso. Por tanto,
aunque I ({a},, t) — I, no represente una probabilidad por unidad de tiempo, su
promedio temporal es positivo y coincide con la probabilidad total por unidad
de tiempo en dicho instante.

En la practica no se da una media temporal sino una integracién en la
ventana At, lo cual es casi equivalente (ver (7.5)). La razén de ello es que la
ventana de deteccidn suele ser del orden del nanosegundo de manera que wAt,
donde w es la frecuencia de la luz visible, es del orden de 10”. Si bien no es lo
mismo tomar el limite T — oo que tomar T =~ 107 (sin dimensiones), se puede
suponer que la integral

t+AL
/t [I({a},t) — Loldt, (7.9)

la cual representaria la contribucién a la deteccién de cada realizacién dentro
de la ventana, sélo serd negativa para un subconjunto pequefio de todas las
realizaciones posibles.
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7.3.2 Modificacién de la teoria de la deteccion

Se podria plantear una modificacién a la teoria cudntica de la deteccién pos-
tul"ndo que aquellas realizaciones cuyas contribuciones dentro de la ventana
son negativas, no intervienen realmente en el proceso de la deteccion. Esto es
equivalente a expresar la probabilidad de deteccién entre t y ¢ + At para una
realizacién, como:

P({a},t) o { | T a)t) - Io]dt} , (7.10)

+

donde la notacién {}, indica que reemplazamos la cantidad contenida entre
llaves por cero si su valor es negativo. Promediando sobre todas las realiza-
ciones obtendriamos la probabilidad de deteccién total dentro de la ventana:

P <{ /t e}, ) - Io]dt’} ). (7.11)

+

Esta modificacién fue formulada ya en el contexto de la dptica estocdstica por
Marshall y Santos (1988, 1989), donde se postulaba que el detector sélo “ve”
aquella radiacién cuya intensidad estd por encima del umbral marcado por I,.
Andlogamente, en el caso de la deteccién conjunta tendriamos

Pa=({ [ atnaten - nall { [ it ) - 1) ).

+
(7.12)

Es evidente que esta modificacién de la teoria estandar a partir de (7.11) y
(7.12) predice una probabilidad de deteccién mayor, dando lugar a mas cuentas
dentro de la ventana que las predichas por (7.5) y (7.7). De todos modos, los
detectores tienen siempre cuentas oscuras 3, correspondientes a detecciones que
se producen sin que incida sobre ellos ninguna radiacién (Marshall y Santos,
1997). La propia teoria cudntica, si no se formulara a primer orden en teoria
de perturbaciones, daria lugar a mas cuentas que las predichas por (7.2).

+

Se puede conjeturar, aunque habria que demostrarlo, que la diferencia entre
las cuentas predichas por (7.11) y las correspondientes a la teoria cudntica a
primer orden es parte de las cuentas oscuras del detector. Dicho de otro modo,
que pasar de (7.5) a (7.11) es lo mismo que formular la teorfa cudntica de una
forma ma&s detallada teniendo en cuenta, por un lado, procesos de orden més
alto en teoria de perturbaciones y, por otro lado, la estructura electrénica de
bandas del material fotodetector, en lugar de un tratamiento a primer orden

basado en el efecto de un tnico 4tomo (Saleh y Teich, 1991, capitulo 17; Rieke,
1994).

3En inglés se utiliza el término “dark rate”.
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7.4 RELACION CON EL PROBLEMA EPR

La existencia de una funcién de Wigner positiva para el proceso de conversién
a la baja, junto con la modificacién llevada a cabo en el apartado anterior
a la teoria de la deteccidén, abre la posibilidad de establecer un modelo de
variables ocultas locales que dé cuenta de todos los experimentos realizados
en este campo. En dicho modelo, las variables ocultas serian las amplitudes
correspondientes a los modos del campo y la distribucién de probabilidad seria
la funcién de Wigner, estando caracterizado el fendmeno de la deteccién por las
expresiones (7.11) y (7.12). Este modelo es realista local en el sentido definido
por Clauser y Shimony (1978).

La existencia de este modelo realista local parece contradecir el teorema
de Bell, el cual prohibe la existencia de teorias de variables ocultas locales
compatibles con la mecdnica cudntica. No hay contradiccién por el hecho

de que (7.12) predice una tasa de deteccién mayor que la dada por la teoria
cuantica.

No obstante, existen experimentos en los que se afirma que se han violado
las desigualdades de Bell, y por tanto, que se ha refutado el realismo local
Kwiat (1995). Esto plantea una aparente contradiccion entre la conjetura de
que este modelo casa bien con un tratamiento mas realista del fenémeno de
la deteccién por parte de la mecdnica cudntica, y la violacién experimental de
una desigualdad que verifica dicho modelo. La solucién a esta contradiccién
se basa en que las desigualdades que se han violado no son las desigualdades
inhomogéneas basadas inicamente en las hipétesis de realismo y localidad (por
ejemplo, la desigualdad (4) de Clauser y Horne (1974)), sino las homogéneas
que se deducen con la hipétesis de la no-intensificacién (como la desigualdad
(11) de la referencia anterior). Es esta hipétesis adicional, no el realismo local,
lo que se ha violado en los experimentos. De hecho, se ha argumentado durante
varios anos que dicha hipétesis es incorrecta (Marshall y Santos, 1988, 1989;
Ferrero, Marshall y Santos, 1990; Marshall, 1991; Santos, 1992; Risco, 1997).
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Esta memoria ha recogido el anilisis de la conversién a la baja con el forma-
lismo de la funcién de Wigner de la dptica cudntica, asi como varios de los
experimentos realizados con el conversor paramétrico en relacién con los prob-
lemas fundamentales de la mecénica cudntica. Hemos dividido en cuatro partes
la exposicién de las conclusiones. Estas son:

1. El formalismo de la funcién de Wigner de la éptica cudntica proporciona
un método de célculo, alternativo al que utiliza el espacio de Hilbert,
para la obtencién de probabilidades de deteccién en los experimentos
de conversién a la baja. Aunque se parte de un desarrollo perturbativo
a segundo orden en la constante de acoplamiento, se demostré en el
capitulo 4 que la contribucién de los términos de segundo orden en las
autocorrelaciones es igual a la de los términos de primer orden. Esto
implica que este procedimiento de cdlculo es tan sencillo como el que usa
el espacio de Hilbert.

Por otro lado, ha quedado patente la importancia de la funcién de Wigner
dentro del estudio de la dptica cudntica en el espacio de las fases, frente
al uso de la distribucién P, que en el caso de la conversién a la baja no
tiene un buen comportamiento.

2. En el capitulo 6 hemos hecho una revisién de los experimentos més impor-
tantes dentro del campo de los problemas fundamentales de la mecdnica
cudntica, dejando constancia de la validez de este formalismo desde un
punto de vista matemaético e interpretativo. Por ejemplo, los experimen-
tos para el contraste de desigualdades de Bell tales como el experimento
de Rarity y Tapster, el de Franson, y el de Kwiat et al. (1995), los cuales
son los més representativos dentro de este ambito, se han analizado dando
lugar a los mismos resultados, aunque la funcién de Wigner proporciona
una interpretacién de los mismos en términos de ondas. La posibili-
dad de una descripcién estocéstica del campo electromagnético con una
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funcién de Wigner positiva, proporciona otra visién de los experimentos
mediante la radiacién de punto cero. También hemos analizado exper-
imentos que muestran el cardcter no cldsico de la luz (experimentos de
coherencia espacial y temporal, experimento de coherencia inducida, ex-
perimento de creacién frustrada de fotones por interferencia, cancelacién
de la dispersién y borrador cudntico), algunos de los cuales se caracteri-
zaron en un principio por la dificultad que entranaba la interpretacion
de los resultados. Hemos visto que la funcién de Wigner permite una
explicaciéon de los experimentos de interferencia en términos de ondas,
siendo el punto cero la dnica parte no clasica de dicha interpretacién. No
obstante, en el capitulo 4 mostramos la conexién entre las teorias clasica
y cudntica de la amplificacién paramétrica, en base a la consideracion de
la entrada en el cristal de la radiacién de punto cero.

La aplicacién de este formalismo a la éptica cudntica abre la posibilidad
de interpretar los resultados de una forma alternativa a la usual, la cual
usa las reglas de Feynman. Esto puede servir de base para predecir
la existencia o no de interferencia en otros experimentos, sin realizar
explicitamente los célculos.

Aunque sélo se han estudiado experimentos de deteccién simple y con-
junta, la extensién de los resultados de la teoria de la deteccién a ex-
perimentos con mas de dos detecciones es inmediata y puede servir de
base, junto a los resultados del capitulo 4, para un estudio de otros ex-
perimentos. Por ejemplo, aquellos proyectos encaminados al desarrollo
tecnolégico, como la criptografia cudntica, la computacién cudntica, y
el teletransporte, los cuales utilizan el conversor paramétrico a la baja
como fuente de estados EPR, podrian analizarse con este formalismo.
Ello proporcionaria una interpretacién diferente de los mismos.

Por otro lado, los resultados de la teoria de la deteccién del capitulo

5 pueden aplicarse en otros experimentos de interferencia en los que se
utilice otras fuentes de radiacién.

Ademas, en el capitulo 7 hemos visto que la representacién de Wigner
proporciona la base para una posible teoria de variables ocultas locales
que describiese los resultados de los experimentos de conversién a la baja.
La distribucién de probabilidad que gobierna el proceso seria la funcién
de Wigner, y la teoria de la deteccién seria una modificacién a la teoria
cudntica de la deteccién en la formulacién de Wigner.

Este formalismo ha permitido una interpretacién estocdstica de los esta-
dos enredados en la conversién a la baja, los cuales se caracterizan por
haces con ciertas propiedades de “supercorrelacién”.
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The Wigner representation is developed in the Heisenberg picture for the study of experiments involving pho-
ton pairs created in the process of parametric down conversion. After the general description of a light beam
and the theory of detection (restricted here to single count probabilities in the Wigner formalism) the theory of
parametric downconversion is developed to the point of calculating the autocorrelations of the signal and idler
beams. Two recent experiments are analyzed in detail: frustrated two-photon creation by interference, and
induced coherence and indistinguishability. © 1997 Optical Society of America [S0740-3224(97)03302-X]

1. INTRODUCTION

Experiments using photon pairs created in the process of
parametric downconversion (PDC) have become popular
in the past decade for the study of nonclassical aspects of
light.! - Already in the pioneering experiments of Burn-
ham and Weinberg? it was found that the measured value
of the correlation time between the two downconverted

photons was very small, and more-recent experiments”

have shown that it may be smaller than picoseconds.?
This feature makes experiments with photon pairs pro-
duced in PDC well suited for the study of typical quantum
aspects of light, such as photon entanglement.

The theory of PDC has been developed by use of the
standard Hilbert space formulation of quantum optics,*
but to our knowledge no study of PDC has been made that
used phase-space distributions, which are so popular in
other areas of quantum optics. For instance, phase-
space dist ‘butions provide the standard method for the
study of t..e process of parametric amplification,? which is
closely related to PDC. Obviously the reason is that use
of the Hilbert-space formulation is more appropriate
when the photon number is a relevant observable, as in
PDC, whereas phase-space representations are better
when the field amplitudes are the relevant quantities, as
is the case in parametric amplification. In contrast with
this general opinion, we show that the Wigner represen-
tation is quite efficient for the calculations involved in ex-
periments using photon pairs created in the process of
PDC.

A related matter is the interpretation of the formalism.
As is well known, quantum theory does not allow for a
picture with entities (either pure particles or pure waves)
that propagate in space and time. Nevertheless, the

0740-3224/97/030494-09$10.00

Hilbert-space formulation emphasizes the particle aspect.
Photons are created at some point, propagate, and are
eventually annihilated at the detectors. Of course the
photons are not classic particles, and, for instance, their
possible trajectories seem to interfere. In contrast, the
phase-space representations suggest an interpretation in
terms of waves. If the Wigner distribution is interpreted
as a probability distribution of amplitudes of field modes,
then the corpuscular aspect of light appears as just an in-
terplay of (Maxwell) waves, including a zero-point
vacuum field. As is well known, there are two difficulties
in this interpretation: (1) The Wigner function associ-
ated with the quantum states of light is not always non-
negative definite, and consequently it cannot be inter-
preted as a probability distribution. (2) The detection
probability is proportional not to the intensity (square of
the field amplitude) but to the difference between the ac-
tual intensity and the zero-point intensity (see Section 3).
In PDC experimer: . the first difficulty does not appear,
because the Wigne. function is always positive in these
experiments (see Section 4), but the second difficulty re-
mains. In any case, in the present paper we want to
avoid interpretational problems and to emphasize the cal-
culational advantages of the Wigner distribution in PDC
experiments.

2. DESCRIPTION OF A LIGHT BEAM IN
THE WIGNER REPRESENTATION

In the Hilbert-space representation of the light field the
electric vector is represented as a sum of two mutually
conjugate operators:

E(r, t) = EM(r, t) + BO)(r, 1), 2.1)

© 1997 Optical Society of America
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E(r, t) =i % (hwy/2L3)Y2 e, dpn(t)exp(ik - T),
2.2)

where L3 is the normalization volume, Gy, is the annihi-
lation operator for a photon whose wave vector is k and
whose polarization is ey,, and w; = c|k|. Equations
(2.1) and (2.2) correspond to the Heisenberg picture, in
which all time dependence goes into creation and annihi-
lation operators dy,* and ay,. For a free field this de-
pendence has the form

A (t) = A (0)exp(—iwyt), (2.3)

but in general it is complicated and contains all the dy-
namics of the process. In the Heisenberg picture the
state of the field is represented by a time-independent
density operator p.

In this paper we always consider electromagnetic fields
corresponding to (narrow) light beams, and we do not
study experiments involving polarizing devices. In these

conditions it is convenient to use a scalar approximation

well known in classical optics. We assume that the light
beam contains frequencies within a range between wp;,
and wp,,, and wave vectors whose transverse components

are limited by a small upper value, that is,
kY| < wpyi/c. (2.4)

Onin < W < Opay,
We assume that the polarizations are linear and well de-
fined, and we write only the relevant component of the
electric vector:
EM(r, t) = i) (hwy/L3)24,(¢)exp(ik - 1),
k
(2.5)

where the prime on the summation in Eq. (2.5) indicates

that the sum is restricted to the set of k that satisfies in- -

equalities (2.4). With these conventions, we ignore the
polarization degrees of freedom in the rest of this paper.

In the Wigner representation the operators E*) and
E) become ¢ numbers. The annihilation operators
ay(t) are replaced by random variables ay(¢) and their
Hermitian conjugates G, '(¢) by complex conjugates
ay*(t). The field amplitudes are

EWM(x, t) = i}kj’ (/L3 ey (¢)exp(ik - r).

(2.6)

The Wigner density associated with a state whose density
matrix is p is®

W(a) = Tr{p®(a)], 2.7

where

;1 )
D(a) = f 1;[ 5 explfr(dx " ~ ax*)

- Bx*(ag — ag)]d®By. (2.8)

For instance, the Wigner function of the vacuum state is

Woae(@) = I];[' (2/m)exp(—2| ayl?). 2.9)
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The crucial property of the Wigner function is that the
ensemble average of any polynomial of the random vari-
ables o and a* weighted by the Wigner density exactly
corresponds to the Hilbert-space expectation of the corre-
sponding symmetrized product of the annihilation and
creation operators ¢ and a7, respectively. That is,

{(P(a, a*)) = j Pla, a®)W(a)dMa
= Tr{pS[P(a, a*)]}, (2.10)

where M is the number of ¢ variables defined in Eq.
(2.10) and S[ ] means symmetrization, which consists of
taking the average of all possible orderings of the opera-
tors. For instance,

S[EME] = V2LEMEC + EOEM®].  (2.11)

Another useful piece of information is the transforma-
tion of the Wigner field amplitudes in a beam splitter. If
a and b are the incoming channels and ¢ and d the out-
going ones, and T(R) is the transmission (reflection) coef-
ficient, we have

E.(x, t) = TE,V(rx, t) + iRE,(x, ¢),

E,M(xr, t) = TE,M(x, t) + iRE,(x, t),
(2.12)

and similarly for the complex-conjugate amplitudes. We
have assumed that B and T are real numbers and that r
is the point where the center of the beam splitter is
placed. These relations are the same as those between
the corresponding field operators in the Hilbert-space for-
malism and are also the same between field amplitudes in
classical optics. This agreement is a straightforward
consequence of the linearity of Eq. (2.12).

3. DETECTION PROBABILITIES

We now formulate the quantum theory of detection in the
Wigner representation. In the Hilbert-space formalism
the usual theory of detection (by photon absorption) is
based on normal ordering. The counting probability per
unit time, at time ¢, of a light beam is given by [for sim-
plicity we write I(¢) for I(x, t), etc.]

Probability/time « (:I(2):) = (ECO@)EM(t)), (3.1)

where : : means normal ordering, that is, putting the an-
nihilation operators to the right. We show that, with
symmetrical ordering, we have

( I(t) 2y = (SH®) — (ST®Do, (3.2)

where () means taking the expectation of the operator I
in the actual state and ( ), means the expectation in the
vacuum state. The proofis simple. It is enough to real-
ize that
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(E(-)E(H)

1/2<E(+)1;~(—) + ECOE)Y
- VAEWEX) — EOE)

VAEWES) + EOEM™)
— YYEDED — EQOE®Y,

Il

1/2<E(+)E(—) + E(—)EH))
— 1/2<E(+)E(—) + E(_)E<+))0, (3.3)

where the second equation follows because the commuta-
tor of K and £ is a ¢ number with the same average
for all states and the third follows because the vacuum ex-
pectation of a normally ordered product vanishes.
Hence, in the Wigner representation, we get

Probability/time o« (I(¢)) — (I(£)), 3.4)

where ( ), means taking the average over the (zero-point)
field intensity of the vacuum, that is, using Eq. (2.9), and
{) means the average obtained when we write a(¢) and
a*(t) in terms of a(0) and a *(0) [see, e.g., Eq. (4.6) below]
and using Eq. (2.9) for the latter. '

In actual experiments there is always a detection win-
dow w, and we should perform the time integral of rela-
tion (3.4) within the window. We get

Py, = nlhw, L/ dr {[I4(t + 7) — Ipel), Iyo = (Ip)o,
(3.5)

where 7 is the quantum efficiency of the detector and we
have assumed that radiation modes where the amplitude
differs significantly from the zero-point value are concen-
trated in a narrow band around wy .

Similarly, from the Hilbert-space expression for the co-
incidence probability of two counts it is possible to get the
corresponding expressions in the Wigner representation.
However, this problem will be studied elsewhere, and
here we consider situations in which only single counts
are relevant.

4. PROCESS OF PARAMETRIC
DOWNCONVERSION

A sketch of the setup used for PDC is shown in Fig. 1.
The essential element is a nonlinear crystal (NLC), that
is, a crystal with a nonlinear electric susceptibility. A la-
ser pumping beam impinges upon a side of the crystal and
gives rise on the other side to a rainbow of colored cones
around the axis defined by the pump. The crucial prop-
erty of PDC is that photons appear in pairs; one of the
members of the pair is the signal, and the other is the
idler. In experimental practice two narrow beams, signal
and idler, are selected by means of pinholes or just by the
detectors.

In the standard treatment of PDC* it is assumed that
the pump beam is so intense that it can be treated classi-
cally as a monochromatic plane wave with wave vector kg
and frequency wy = w(ky). That is, we assume that the
electric field associated with the pumping beam can be
represented, in the scalar approximation, by
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Eo Es
________ -
V NLC

" E, E;
Fig. 1. PDC process.

V(r, t) = V(t)expli(ko - ¥ — wot)]
+ V*(t)exp[ —i(ky - ¥ — wot)], (4.1)

where V(t) is a (c number) slowly varying complex func-
tion of time, the typical time of change being the coher-
ence time of the laser beam, which is large in comparison
with most of the times involved in the process. For this-
reason we ignore the time dependence of V{(¢), except in
Section 7 where it will be essential. Taking the origin of
the coordinate system, that is, r = 0, at the center of the
crystal, we can formalize the process of PDC by using a
Hamiltonian of the form

H=72 hoGxtay + 1/2) + Hy,

Hyw=ifig' V'Y, flk, K')exp(—iwot)dy dy*

+ Hermitian conjugate, (4.2)

where a," (a)) are creation (annihilation) operators of
photons of momentum k, g’ is a real coupling constant so
defined that the product g’V has dimensions of fre-
quency, and f is a dimensionless known function of the
wave vectors of the outgoing photons. The function
f(k, k'), which is related to the function f(k, s; r, ¢) intro-
duced in Eq. (15) of Ref. 4, is different from zero only
when the following matching condition is fulfilled:

f(ks, kl) 0= k,o ad kls + k’i’ (4.3)

where k'g, k', , and k’; are the wave vectors of the laser,
the signal, and the idler beams, respectively, inside the
crystal.

To go to the Wigner representation we might use the
well-known fact that the evolution equations of the
Wigner field amplitudes are the same as the Heisenberg
equations of motion of the quantum field amplitudes,
whenever these are linear. Also, the linearity of the
Heisenberg equatiors is a consequence of the fact that
Hamiltonian equation (4.2) is quadratic in the creation or
annihilation operator or both. Here we use an equiva-
lent procedure to go to the Wigner representation. We
simply remove the hats in the quantum Hamiltonian (see,
e.g., Ref. 7); that is, we substitute the classic Hamiltonian

H= howtoy+ihg'V >, fk, k')
X exp(—iwot)ak*ak,* - iﬁg'V*

X D F*(k, k')exp(iwgt)akay (4.4)

for the quantum one [Eq. (4.2)]. The evolution of the
Wigner field amplitudes « and a* is directly given by the
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Hamilton (canonical) equations of motion taking a\# as
coordinates and a* % as canonical momenta. We get

day/dt = ~iwgay + g'V D, f(k, k')exp(—iwgt)aw*,
kl
(4.5)

and similar equations for @)’ and their complex-conjugate
amplitudes. As mentioned above, Eq. (4.5) is identical to
the Heisenberg equations of motion, except that the
Wigner amplitudes a* and a are substituted for the cre-
ation and annihilation operators.

We can use Eq. (4.5) to calculate the amplitudes, E,
and E;, of the signal and the idler beams outgoing from
the crystal in terms of the incoming amplitudes V, E; and
E’'y(seeFig.1). Asthe amplitudes oy of the (plane wave)
components of the beams evolve according to Eq. (4.5) in-
side the crystal and as free fields outside, we integrate
Eq. (4.5) from ¢ — At to ¢, where At is the time taken for
the radiation to cross the crystal. To second order in the
coupling constant g’, that is, taking the second term of
the right-hand side of Eq. (4.5) as a perturbation and re-
taining terms up to order g'2, we get

ap(t) = ay(t — Ab)exp(—iwAt) + g'V

X exp[ —iwy(t — At)]exp(—iwAt)

X > fk, K)u[(og + op — w)At/2]
K /

X a*(t — At)AL + g'?|V|?

X 2 > flk, KK, K)ul(op — o)

K K
X At/2]u[(a)kn + [0 "t wo)At/z]

X exp(—iwknAt)akn(t - At)Atz, (46)
where

u(x) = ! sin(x)exp(ix). 4.7

In the integration of Eq. (4.5) we have taken V as time
independent because we assume that the coherence time
of the laser is much bigger than A¢. The perturbative ap-
proximation that we used to get Eq. (4.6) is valid, pro-
vided that '

g'|\Viat = g|V| < 1, (4.8)

where the left-hand side is the effective dimensionless pa-
rameter in the perturbation expansion. From now on we
use the product g’'At = g, instead of g’, as the effective
coupling constant. We need the amplitudes to second or-
der in the coupling constant g because interpretation of
the experiments of Sections 6 and 7 below will require us
to calculate intensities, that is, squares of amplitudes,
also to second order.

The function u(x) defined in Eq. (4.7) is highly peaked
at x = 0. This implies that, for large enough A¢, the
first-order contribution of Eq. (4.6) is different from zero
only if the following matching condition holds, in addition
to relation (4.3):
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wy = v + W = o, + w;, 4.9)

where k (k') is the wave vector of one of the plane-wave
components of the signal (idler) beam and w, (;) is an ap-
propriately chosen average frequency of the signal (idler)
beam. In the second-order contribution to Eq. (4.6) kK’
=~ k owing to the product f(k, k') *(k', k") [see relation
(4.3)].

As we have assumed that the signal and the idler
beams are narrow, we can construct the outgoing (signal
or idler) Wigner amplitudes by using Eqgs. (2.6) and (4.6).
We get

E (0, ¢) = EoM(0,t) + gVGE' (70, t)
X exp(—iwgt) + g2 VI2JEN(0, 1),

E(0, t) = E'¢"(0, t) + gVGEX0, t)
X exp(—iwgt) + g*|[VI?JE' (0, t),
(4.10)

and similarly for the complex conjugates. Here E, (E'y)
is the incoming vacuum field and E, (E;) is the outgoing
signal (idler). For short we have introduced the operator
G, which should be understood in the following sense:

GEo (0, ¢8) =i D, (ha, /L3 (K, k')
kk'

X u[(wk + wp — wO)At/Z]akz*(t).
(4.11)

Comparison of Eq. (4.11) with Eq. (2.6) shows that the
effect of the operator G is to select a narrow pencil of
wave vectors through the function f(k, k')u[(wy + wy
— wg)At/2], which is different from zero only if the
matching conditions [relation (4.3) and Eq. (4.9)] hold.
The action of the operator J is more involved but can be
obtained straightforwardly from Eq. (4.6), and we do not
write it explicitly. In the derivation of Eq. (4.10) we used
on the right-hand side the relations

ai(t — At) ~ exp(iwpAt) ay(t),

aX(t — At) ~ exp(—iwpAt)ay®(t),  (4.12)

which are valid to zeroth order in the coupling constant g.
Also, we have taken Eq. (4.9) into account.

From Egs. (4.10) we see that the outgoing signal, with
amplitude E,, consists of two parts: a zero-point radia-
tion, with amplitude E, which passes through the crystal
without any change, plus a radiation produced by the
nonlinear interaction (mediated by the crystal) between
the laser beam (with amplitude V) and the zero-point ra-
diation (with amplitude E’;) entering the crystal in the
direction of the idler beam. This radiation contains a
part that modifies the amplitude E just a little (to order
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g% and another part that is proportional to V and to the
complex conjugate of the amplitude E', entering the crys-
tal in the idler direction. Similar conditions hold for the
idler beam.

5. SIGNAL AND IDLER FIELD
AUTOCORRELATIONS

From Eqgs. (4.10) we see that, in the Wigner representa-
tion, the signal and the idler beams are linearly related to
the incoming vacuum (zero-point) amplitudes E*, E,,
E'¢"), and E'((7). Hence an important property of the
signal and idler amplitudes follows, namely, that they are
Gaussian stochastic processes of zero mean. The reason
is that the vacuum amplitudes are Gaussian [see Eq.
(2.9)], and this property is preserved by linear transfor-
mations. In the Heisenberg picture that we are using
the Wigner distribution is time independent and is given
by Eq. (2.9), which is positive. If we pass to the Schro-
dinger picture the linearity of the evolution equation (3.5)
implies that the Wigner function remains positive at all
times.

In what follows it proves convenient to substitute
slowly varying amplitude F*)(¢) [F{~)(¢)] for the ampli-
tude EY(¢) [E7)(¢)] defined in Eq. (2.6); the relation be-
tween them is

/

F(+)(t)

i

exp(iw,t)E P (¢)

i ;’ (hwp/2L3) 20y, expli(w, — wp)t],
(5.1)

where w, is some appropriately chosen average frequency
more or less midway between wp;, and w,,, [see inequali-
ties (2.4)]. We point out that the expression for the de-
tection probability [Eq. (3.5)] remains valid when the
slowly varying amplitude F" or F() is substituted for
the usual one, E‘") or E), Consequently we use only
the slowly varying amplitudes in the rest of this paper.

In terms of the slowly varying amplitudes Eqgs. (4.10)
can be written as

F(0,¢) = (1 + g2 VIZNF(0, t)
+ gVGFIO(—)(()’ t))

F00,8) = (1 + g2 VI%DF' (0, 1)
+ gVGF,( (0, t). (5.2)

It is interesting that the factor exp(—iwyt) of Egs. (4.10)
does not appear in Egs. (5.2) if the second equality [Eq.
(4.9)] is taken into account.

All statistical properties of the signal and idler beams
can be obtained from Egs. (5.2). For the field at a given
point r and two different times ¢ and ¢’ we have (for sim-
plicity we shall not write explicitly the position r)
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(F,M()F (@)
= ([(1 + gYVI2PNF M) + gVGF'(t)]
X [(1 + g2|V|2J*)Fo((¢")
+ gV*G*F' (M)
= (Fo'M(8)Fo 7 (t")) + g2 VIP(GF' o (2)
X G*F'yD(t")y + (Fo () T*Fy(t"))
+ (Fo (" )TF ()}, (5.3)

where we have defined the operator G* by an obvious

transformation of Eq. (4.11). In the derivation of Egs. -~

(5.3) we have used the following facts: (1) all the pro-
cesses involved are stationary, and therefore their auto-
correlations depend only on the time difference, (2) Fy'*
and F',*) have the same statistical properties but are
uncorrelated, and (3) the averages (FoP(¢)Fy{Y(¢')) and
(Fo'™(t)F (")) are zero [this condition can easily be
derived from Egs. (5.1), (2.10), and (2.9)]. An expression
similar to Egs. (5.3) is obtained for the autocorrelation of
the idler (F; " (6)F(¢")).

As Eq. (3.5) shows, what we need to get the detection
probabilities is the difference between the actual inten-
sity and that in vacuum. This suggests calculating

(FSDBF ")) = (FP@F D))o
= (FOOF ")) = (Fo V(@) Fo7e"))
= g?|VIX(GF' (O @)G*F' P (¢"))
+ (Fo™M(&)T*Fo(t"))
+ (Fo (") IF ()}
= g%|V|2u (¢’ - 1), (5.4)

where u,(7) is a correlation function that we do not write
explicitly but that can be calculated from Eq. (5.4) if the
function f(k, k'), introduced in Hamiltonian equation
(4.4), is known. It goes to zero when 7is greater than the
correlation time of the signal, 7,. Similarly,

(FOFO@)) = (FOOFNE")),
= g2|V2u(t' - t). (5.5)

The following autocorrelations, and their complex conju-
gates, are zero:

(FD0F D)) = (FD@OF M) = 0. (5.6)

The cross correlations can be calculated easily also.
However, they will not be used in Sections 6 and 7, and
we do not write them explicitly.

In the study of the experiments of Sections 6 and 7 the
dependence of the field amplitudes on position will be es-
sential. As we shall deal with stationary processes, it is
easy to obtain the amplitude F**Xrg, ) in terms of the
amplitude F*X(r4 , ¢) at another point of the light beam.
Using the scalar approximation of the electric field [see
inequality (2.4)], we have
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i

F(+)(rB) t) exp(iwat)E(+)(rBa t)

i ; (hwy /L3 2q,

X expli(w, — w)tlexp(ik - rg)

i ; (hwy, /L3 2y,

X expli(w, — wp)tlexp(ik - ry)

X exp(ik - ryp)

i ; (hwy /L% 20y expli(w, — wy)

X (t — raplc)lexp(ik - ry)exp(ik, - rap)
B.7

where rap = rz — ry, r4p = |rap/, and we have used Eq.
(2.5) in the last two equalities. )

= F*)ry, t — raplclexpliowgraplc),

6. FRUSTRATED TWO-PHOTON CREATION
VIA INTERFERENCE

Herzog et al.® have performed a simple experiment inter-
preted as showing two-photon interference (see Fig. 2).
Three mirrors are placed in the three beams, laser, signal,
and idler, that emerge from a nonlinear crystal (NLC;
right-hand side of Fig. 2), and a detector is placed in the
reflected idler beam (left in the figure). In the standard
quantum interpretation a pair of correlated (signal and
idler) photons can be created in either of two ways: Ei-
ther the pair is created by the laser beam traveling from
left to right or the pair is created when the reflected laser

Detector
/
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beam travels from right to left. In both cases the idler
photon may eventually arrive at the detector. As the two
possibilities are indistinguishable they interfere, and this
results in a sinusoidal variation of the counting rate when
one of the three mirrors is displaced. In the actual ex-
periment another detector was placed in the reflected sig-
nal beam so coincidence counting rates, in addition to
single rates, could be measured. However, we do not
study coincidences in this paper (see the end of Section 3).

For simplicity we assume a pointlike crystal placed at
the origin of the coordinate system, r = 0. Actually, a
relatively big crystal is needed in PDC in order that
matching conditions (4.3) and (4.9) be well fulfilled.
However, as the (signal and idler) radiation is produced

. coherently in all points of the crystal, the pointlike ap-

proximation is good enough for our purposes.

In the Wigner representation the radiation arriving at
the detector is the idler beam created at the crystal and
propagating (at the left in Fig. 1) to the detector. The
calculation of the amplitude at r=0 is straightforward.
We use the second of Egs. (5.2), replacing

Fo0, t) — F (0, t — 21, /c)exp(2iw,l/c),

F'o((0, £) — F;(0, ¢ — 21;/c)exp(2iwgd; /c).
(6.1)

In fact, the right-hand side of the first (second) of rela-
tions (6.1) is the radiation entering the crystal from the
right in the direction of the final outgoing signal (idler).
The signal beam, F,, produced by the laser in the travel
from left to right has been propagated [see E<.. (5.7)] from
the crystal to mirror SM (distance /) and return. Simi-
larly the idler beam, F;, has been propagated from the
crystal to mirror IM (distance ;) and return. Putting re-
lations (6.1) into Egs. (5.2), we get

NLC

Fig. 2. Experiment showing
frustrated two-photon creation
by interference.
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F0,8) = (1 + g2 VI2)F{(0, t — 21;/¢)
X exp(2iw;l;/c) + gV exp(2iwply/c)
X GF,((0, t — 21,/c)exp(—2iw,l,/c)
~ [(1 + 28 V|2NF' D0, t — 21;/c)

+ gVGF\7(0,t — 21;/¢)]

X exp(2iwil;/c) + gV

X GFo{ (0, t — 21,/c)

X exp[2i(woly — w,l,/c)]

+ g2 VI2GG*F' (0, t — 21,/c)

X exp[2i(wolg — wsl,/c)]. (6.2)
In the first part of Eq. (6.2) we have taken into account
the propagation [see Eq. (5.7)] of the laser beam from the
crystal to mirror PM in Fig. 2 (distance /,) and return.
In the second part of the equation we used Egs. (5.2) in

the first term and neglected terms of order g2 in the sec-
ond.

According to Eq. (3.5), the counting rate at the detector
is proportional to

rate x ({[F(")(r, ¢)|%) — ([FM(x, t)|?),
= (IF™0, &)%) = (IF™0, 6)[*).  (6.3)

We should obtain the amplitude F(r, £) by propagating
F*)(0, t) from the crystal to the detector (distance d),
but this will simply produce a similar change in all the
terms of Eq. (6.2). In consequence, the counting rate at
the detector will be independent of d, and we may take
d = 0. This is the justification for the equality in Eq.
(6.3). Hence we obtain, after some algebra (see Section 7
for the details of the algebra in a more complex problem),

counting rate « g2[V|2{u' (0) + u"y(21;/c — 21,/c)

X COS[Z(wsls + wili bl (l)olo)/c]},
(6.4)
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where the functions ', and u”; are related to, but not the
same as, the function y, introduced in Eq. (5.4). The pre-
dictions [relation (6.4)] were confirmed by the
experiment.®

7. INDUCED COHERENCE AND
INDISTINGUISHABILITY IN TWO-PHOTON
INTERFERENCE

In 1991 Zou et al.® performed an experiment in which
second-order interference was observed in the superposi-
tion of signal photons from two coherently pumped PDC
crystals when the paths of the idler photons were aligned. -
The experimental situation is illustrated in Fig. 3, in
which two similar nonlinear crystals, NL1 and NL2, are
optically pumped by two mutually coherent, classic pump
waves of complex amplitudes, V, and V5, and PDC occurs
at both crystals, each with the emission of a signal photon
and an idler photon. We look for interference between
the signal photons s; and s, whose trajectories come to-
gether at beam splitter BS;, when the trajectories of the
two idlers i; and i, are aligned and the path difference be-
tween s; and s, is varied slightly. Interference disap-
pears when the idlers are misaligned or separated by a
beam stop. This experiment has been qualified as “mind
boggling,”'? but the analysis in terms of the Wigner func-
tion is straightforward.

In the Wigner representation we calculate amplitudes
of the fields that arrive at beam splitter BSy, from which
we can easily obtain the amplitude that arrives at signal
detector D;. For the signal and idler beams leaving crys-
tal NL1 we get (we take r = 0 at the center of this crys-
tal)

F (0, t) = (1 + g2|V4|2J)Fo{*X0, ¢)
+ gVi(£)GF' 470, t),
Fi(0, t) = (1 + g2[V4]20)F' (0, ¢)
+ gV1(t)GF,{ (0, 1), (7.1)

where we have included the time dependence of the
pumping amplitude V; [see the comment after Eq. (4.1)].
If we propagate the signal field until BS, (placed at ry),
using Eq. (5.7), we get

NL1

NL2

Fig. 3. Experiment of induced
coherence.

~
\
~
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F‘P(rg, t) = F, (Y0, t — dlc)exp(iw,d/c)
= {(1 + g%V |2 F'"(0, t — d/c)
+ gVy(t — d/e)
X GF'o{7(0, t — d/c)}exp(iwd/c),

(7.2)

where d is the path length from the center of crystal NL1
to BS; and ¢ is the velocity of light. We have taken into
account that the propagation of V;(¢) gives a factor
exp(iwgd/c) and the propagation of F’,”) a factor
exp(—iw;d/c), the product of which gives exp(iw,d/c) [see
Eq. (4.9)].

Similarly, for the idler beam propagated to crystal NL2
we get

Fiy(xp, t) = Fiy'(0, ¢ — fle)exp(iw;flc)
= {1 + g¥V1|%DF' (0, t — flc)
+ gVi(t — fle)GF (0, ¢ — fle)}
X exp(iw;fic), | (7.3)

f being the path length from crystal NL1 to crystal NL2,
whose center is placed at r,.

Now we are in a position to calculate the signal field
F,o'" outgoing from crystal NL2. We get

FooM(ry, 1) = (1 + g V|2 )F" g (xy, 1)
+ gVy(t)GF ' (ry, t)
~ (1 + gVl NF" (xy, 1)
+ gVo(t)GF' (0, ¢ — fle)
X exp(—iwflc) + g2Vy(t)
X Vi*(t — fle)GG*Fy* (0, t — flc)
X exp(—iw;flc), (7.4)

where we have taken into account that F'o(™ is the com-
plex conjugate of F'*) and have neglected a term of or-
der g2 in the approximation. To get the amplitude of the
signal sy arriving at beam splitter BS, we propagate am-
plitude (7.4) a length A, which is the distance from NL2 to
BS,. We obtain

Foo™M(xg, t) = Fu'(ry, t — hic)exp(iwshic)
~ (1 + g%|Vo|*)F o (xy, t — hlc)

X exp(iwh/c) + gVy(t — hic)
X exp(iwgh/c)GF'¢'7[0, t — (f + h)/c]
X exp[~iw;(f + h)/c] + g2Vy(t — hlc)
X V*[t — (f + h)/e]

f+ h)

c

X GG*FO(“(O, t—

X expli(wh — o;f )e]. (7.5)

Once we have calculated the two fields incoming to
beam splitter BS, it is a simple matter to obtain the out-
going field directed toward detector D, which we label
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F,. We assume that BS, is balanced, that is, that the
transmission and reflection coefficients are both equal to
1/2. We get from relations (7.2) and (7.5), using Egs.
2.12,

F (g, t) = UV2[iF,1 M (xo, £) + Foa™(x0,0)]
N2{i(1 + g2 V|2 Fo"(0, t — dic)

X exp(iw,d/c) + igVyi(t — d/c)

i

X GF'y7)0, t — d/c)exp(iw,d/c)

+ (1 + g2 Vo2 F",(xy, ¢t — hlc)
X exp(iwgh/c) + gVa(t — h/c)

X GF' {70, ¢t — (f + h)lc]

X exp[i(wsh — oif )]

+ g2Vy(t — hle)Vy*[t — (f + h)lc]
X GG*Fy [0, t — (f + h)/c]

- w; f Yel}. (7.6)
To obtain the detection probability at D, we use Eq.
(3.5), that is,

counting rate « (|F,(xy, )|2) — (|F:P(xo, £)%o-
(7.

X expli(wsh

Relation (7.7) contains, in principle, five terms consisting
of intensity averages of the form (Fj<+)Fj(‘)) plus 10 cross
correlations of the form (F;'VF, 2 + F/OF") (j,1
= 1-4). It is easy to see that, after the subtraction of
vacuum [second term of relation (7.7)] only four autocor-
relations remain up to order g2, namely, those involving
the first four terms. Also, only two nonzero cross corre-
lations exist, namely, the one between the second and the
fourth terms and that between the first and the fifth. We
get

counting rate

x g%(|V1|P)[2 Re(Fo DI *Fo ) + (|GF' (7))
+ g%(|Val*)[2 Re(F" o VT *F" ()
+ (|GF' %] + 282 Re[(GF' (0, ¢ — d/c)
X G*F'o0, t — (f + h)/e]NV(t — d/c)
X Vo*(t — h/e))expli(wy(d — h)lc + w;flc)]
+ 2g2 Re[(Fy(M(0, ¢ — d/c)
X G*GFy'7) X [0, ¢ = (f + h)/c])
X (Vi{t — (f + h)le]
X Vo*(t — hlc))
X expli(wy(d — h)c + o;flc + iw/2]

= gX{U(Vil?) + (IV2*)]a(0)
+ 2Re{u' [(d — f — h)e]
X expliwg(d — h)e + iw;flc + in/2]
X [(Vi(t = d/e)Vy*(¢ — hic))
+(Vh(t — (f + h)e)Va*(t — hie)H]}, (7.8
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where we have used Eqgs. (4.9) and (5.4) and the fact that
(IV1[®» and (V4 are time independent. It may be real-
ized that the interference term derives from the vacuum
fields Fy and F'y incoming at NL1. After the nonlinear
amplification a part of the field travels directly from NL1
to BSy, and the other part travels via NL2.

In actual experiments V;(¢) and Vy(¢) are related be-
cause both fields originate from V(¢) at beam splitter
BSp. Ifa (b) is the path length from BSp to the center of
crystal NL1 (NL2), we have

Vi(t) = (1/V2)V(t — ale)exp(iwgalc),

Va(t) = (i/2)V(t ~ blc)exp(iwoble).
(7.9)

The function u' [(d — f — h)/c] is different from zero
only if f + & is close to d. In this case we identify d
= f+ h in the autocorrelation of V(¢), the laser beam
having a large correlation time, and we get

counting rate

« g2(I){us(0) — 2|yla — b ~ h + d)/c]|
X |u'[(d = f — h)/c]|sinfwe(a — b)/c)
+ we(d — h)e) + w;fle + $1},  (7.10)

where I = |V|?, ¢ is the phase of the product y;5u’, , and
72(7) is the normalized autocorrelation (V(£)V*(¢
+ 7)/(I). The function x'; is not the same as that de-
fined in Eq. (5.4) because in the former no terms involving
the operator J appear. Relation (7.9) shows an interfer-
ence pattern with visibility

V = 2|ypl(a — b — b + d)/c]|
X |u'sl(d = f = R)/e]l/ us(0).

It is interesting that the distance between two maxima is
c/wg if the length changed is a or b, ¢c/w, ifitis d or i, and
c/w; if we change e or f. A look at Fig. 3 shows that this
is rather natural.

We have discussed a simplified form of the experiment
carried out by Zou et al. %; they put an extra beam splitter
between nonlinear crystals NL1 and NL2 and found that
the fringe visibility had an additional factor T, which is
the transmissivity of this beam splitter. It is a straight-
forward matter to extend the above results to include
such a device; we have done so and arrived at the same
conclusion as in Ref. 9.

(7.11)
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‘8. CONCLUSIONS

We have developed the Wigner representation formalism
in a fashion suitable for the study of experiments involv-
ing photons created in the process of PDC. Obviously the
results agree with those obtained by use of the more com-
mon Hilbert-space formulation, the two being just two
equivalent forms of quantum optics.

The Wigner representation is especially suited for PDC
because the Wigner function is Gaussian and positive
definite in this case. The Gaussian character markedly
simplifies the calculation of autocorrelations for the vari-
ous fields involved. On the other hand, positivity makes
possible a picture in terms of pure waves during the
propagation, which may aid the intuition in the qualita-
tive study of these experiments. However, the detection
problem remains, so a straightforward interpretation is
not possible only with waves. Also, the role played by the

quantum vacuum field is stressed in this
representation.'!
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L INTRODUCTION

Experiments using photon pairs from parametric down-
conversion (PDC) have become very popular in the past de-
cade for the study of nonclassical aspects of light [1]. In the
pioneer experiment of Burnham and Weinberg [2], it was
found that the measured value of the correlation time be-
tween the two down-converted photons was very small, and
more recent experiments have shown that it may be smaller
than picoseconds [3]. This means that experiments with PDC
photons pairs are well suited for the study of the quantum
aspects of light, such as photon entanglement.

The theory of PDC has been developed using the standard
Hilbert-space formulation of quantum optics [4], but, to our
knowledge, no study of PDC has been made using the phase-
space distributions, which are so popular in other parts of
quantum optics. For instance, phase-space distributions pro-
vide the standard method for the study of parametric ampli-
fication [5], closely related to PDC. Obviously, the reason is
that the Hilbert-space formulation seems more suitable when
the photon number is the relevant observable, as in PDC,
while phase-space representations seem better when the field
amplitudes are the relevant quantities, as in the case of para-
metric amplification. Here we shall show that the Wigner
representa.ion is also quite efficient for analyzing experi-
ments invoiving PDC photon pairs. _

Furthermore, this formulation stresses the role played by
the vacuum fields incident on the crystal [6]. Quantum
theory does not allow for a picture with entities (either pure
particles or pure waves) propagating in space and time. Nev-
ertheless, the Hilbert-space formulation emphasizes the par-
ticle aspect. Photons are created at some point, propagate,
and are eventually annihilated by detectors. Of course the
photons are not classical particles and, for instance, their

*Permanent address: Departamento de Fisica Aplicada, Escuela
Superior de Ingenieros, Universidad de Sevilla, Sevilla, Spain.
Electronic address: acasado@cica.es
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possible trajectories seem to interfere. In contrast, the phase-
space representations suggest an interpretation in terms of
waves. If the Wigner distribution is interpreted as a probabil-
ity distribution of field-mode amplitudes, then the corpuscu-
lar aspect of light appears just as wave interference, includ-
ing a zero-point vacuum field. There are two difficulties for
this interpretation: (i) The Wigner function associated with
the quantum states of light is not always non-negative defi-
nite and, consequently, it cannot always be interpreted as a
probability distribution, and (ii) the detection probability is
not proportional to the intensity, but to the difference be-
tween the actual intensity and the zero-point intensity (see
Sec. V). In PDC experiments the first difficulty does not
appear because the Wigner function is always positive in
these experiments (see Sec. IV).

In the rest of the paper we shall study in the Wigner
representation the essential ingredients in order to interpret
the experiments. In Sec. IT we describe the light beam. In
Sec. III an explicit expression for the Wigner fields produced
in the process of PDC is obtained. Section IV is devoted to
the study of correlations among these beams as a conse-
quence of the correlations present in the vacuum field. Ex-
pressions for the single and joint detection probabilities are
computed in Sec. V. In Secs. VI-IX we study a representa-
tive set of the experiments.

In a previous paper [7] we have studied in the Wigner
representation several experiments with parametric down-
converted light involving single counts. These experiments
showed second-order interference. In the present paper we
study experiments that show fourth-order interference and
therefore involve coincidence detections.

II. DESCRIPTION OF A LIGHT BEAM
IN THE WIGNER REPRESENTATION

In the Hilbert-space representation of the light field, the
electric vector is represented as a sum of two mutually con-
jugate operators

E(r,))=E®)(r,)) +E)(x,1), (1)

3879 © 1997 The American Physical Society
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B\ 2 .
EO(r,n=i2, (T) e di(1)e™ T, 2
5

where L3 is the normalization volume and Zz\k,x(t) is the an-
nihilation operator for a photon whose wave vector is k and
whose polarization vector is €, , and w,=c|k|. Equations
(1) and (2) correspond to the Heisenberg picture, where all
time dependence goes in the creation and annihilation opera-

tors ay, ,(¢) and ay ,(#). For a free field this dependence has
the form

&k,x(t)'—“ék,)l(o)_e_iw"', (3

but for interacting fields it is complicated and contains all the
dynamics of the process. In this picture the state of the field
is represented by a time-independent density operator p.

In this paper we shall always consider electromagnetic
fields corresponding to narrow light beams and we shall not
study experiments involving polarizing devices. In these
conditions it is convenient to use a scalar approximation well
known in classical optics. We assume that the light beam
contains frequencies within a range between @p;, and .,
and wave vectors whose transverse components are limited
by a small upper value, that is,

w .
|k < Z““. @

wmin< wk< Omax >

We shall ignore polarization and therefore multiply the am-

plitude (2) by V2. Hence the “‘relevant”’ component of the
electric vector is

£ (+) . ﬁwk lle ik
Et (r,t)=12 I ag(t)e™ ", )
[k]

where the square brackets in the summation symbol indicate
that the sum is restricted to the set of k satisfying Eq. (4).

In the Wigner representation the operators £(*)(r,t) and
EC)(r,t) become ¢ numbers, the annihilation operators
a,(t) being replaced by random variables a,(r) and their
Hermitian conjugates 5l(t) by complex conjugates ajf(z).
The field amplitudes are

+) ﬁwk 12 ik
E! (l’,t)ziz I3 a(t)e™ T, (6)
[x]

The Wigner density associated with a state whose density
matrix is p is [8]

W(a,a*)=THp®(a,a*)] (a={a}), @)
where
1 A . _
(@)=l = | Ae-flGagp,. (g
[x]

For instance, the Wigner function of the vacuum state is the
Gaussian
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FIG. 1. The process of parametric down-conversion.
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Woa(a,a®)=]] Ze2lad’, 9
™

The crucial property of the Wigner function is that the en-
semble average of any polynomial of the random variables
a and a* weighted by the Wigner density exactly corre-
sponds to the Hilbert space expectation of the corresponding
symmetrized product of the annihilation and creation opera-

tors @ and a'. That is,
(P(a,a*))= f P(a,a*)W(a,a*)d*Ma

=Tr{pS[P(a,a")]}, (10)

where M is the number of « variables defined and S[]
means symmetrization, which consists of taking the average
over all orderings of the operators, for example,

A A 1 £ 7 7 7
SEWEO)=z (EWEO+EOED). (1)

Another useful piece of information is the transformation of
the Wigner field amplitudes in a beam splitter (BS). If a,b
are the incoming channels and ¢,d the outgoing ones, and
T (R) is the transmission (reflection) coefficient, we have

EXD () =TE{)(xr,1) +iRE{ ) (r,1),
E(D(r,t)=TESN(x,) +iRES)(x,1). (12)

We have assumed that R and T are real numbers and r js the
point where the center of the BS is placed. These relations
are the same as between the corresponding field operators in
the Hilbert-space formalism and also between field ampli-
tudes in classical optics. This agreement is a straightforward
consequence of the linearity of Egs. (12).

1. THE PROCESS OF PARAMETRIC
DOWN-CONVERSION

In this section we are going to study the process of para-
metric down-conversion of light in the Wigner representa-
tion. In Fig. 1 we show a sketch of the setup used for PDC..
A nonlinear crystal is pumped by a laser beam V, giving rise
to a rainbow of colored cones around the axis defined by the
pump. In experimental practice two narrow correlated
beams, called ‘‘signal”” E; and “‘idler’’ E;, are selected by
means of pinholes, filters, or just the detectors.

The process of PDC may be formalized using a Hamil-
tonian of the form
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A apa 1)
A= hwk(a,takJr 5)+Hm, (13)
k

where
Ay, =itg' VY, fOok e *valal, +He,  (14)
k.k’

and we have taken the origin of the coordinate system at the
center of the crystal. In Eq. (14) we have treated the pump
beam as an intense monochromatic plane wave represented,
in the scalar approximation, by

V(r,t)=Vekor—@dycc (15)

It is not quantized because it is much more intense than the
outgoing beams. The coupling constant g’ is defined so that
the product g’V has dimensions of frequency, and f(k,k’) is
a dimensionless symmetrical function of the wave vectors
inside the crystal. This function, which is related to the func-
tion f(k,s;r,t) introduced in Eq. (15) of Ref. [4], is different
from zero only when the following matching condition is
fulfilled:

ko~k+k'. (16)

As is well known [4], there is in addition a matching condi-
tion for frequency that is fulfilled much more rigorously,
namely,

w0=wk+ W' (17)

We now obtain the Heisenberg equations of motion for

ay(t) during the interaction, using the Hamiltonian given by

A 1 0 .
av=—zlan, A
a=—iwdy+g' VY fkK e @0, (18)
kl

In order to calculate &k(t) for all + we shall take into account

that the operator a,(t) evolves as a free-field mode before
entering the crystal and after coming out. We shall integrate
Eq. (18) from t=— At to t=0, where At is the time taken
for the radiation to cross the crystal. The initial condition is

ay(— At)=ag(— At), where ag(—At) is the destruction
operator of the mode k in the incoming vacuum field. We
shall assume that the coherence time of the laser is large in
comparison with most of the times involved in the process,
so that we may ignore the time dependence of V(¢). Because
the detection probabilities are of second-order in the cou-

pling constant g’, we need, in general, to calculate a,(t) to

second-order in g'. This fact plays an essential role in the-

calculation of probabilities in the Wigner representation.
However, we shall show that where, as in this article, only
joint probabilities are calculated, all second-order terms may
be expressed in terms of first-order ones.

To second-order in the coupling constant g'; that is, tak-
ing the second term of the right-hand side of Eq. (18) as a
perturbation and retaining terms up to order g'2, we get (set-
ting g'At=g)

. A At
ax(0)=a(0) +8V2 f(k,k')”[j(wo_ wx— wk’)}
kl

Xah (0)+g* VP g‘, FORK)f*(K' k")
kl "

At
Xu -2--(wk,+wkn—w0)
At - :
Xu T(wkn_a)k) a0kn(0), (19)
where
sinx
u(x)= S e’ (20).

After t=0, ék(t) evolves as a free-field mode
ay(t)=ay(0)e ™o, (21)

In the derivation of Eq. (19) we have considered the free

evolution of operators &Ok (zeroth-order solution)
Ao(0)=dg(— Ar)e it gl (0)=al,(—Ar)eexd,
(22)

The perturbative approximation used to get Eq. (19) is valid
provided that

glv|<1. (23)

From now on we shall use g, instead of g’, as an effective
coupling constant. Equation (16) implies k”"~k in the
second-order contribution to Eq. (19). Finally, taking into
account that commutation rules are preserved in a unitary
evolution, it is not difficult to see that [from Eq. (21)]

[ax(t1),a(22)1=0,
[ak(tl)salr(tZ)]z'6&k'e_iwk(t1_t2)’ 11,1,>0. (24)

Commutators (24) will be used in Sec. IV, in order to relate
different correlations.

In order to go to the Wigner representation, we shall use
the fact that the evolution equations of the Wigner field am-
plitudes are the same as Heisenberg equations of motion of
the corresponding quantum field amplitudes, whenever the
latter are linear. The linearity of the Heisenberg equations is
a consequence of the fact that the Hamiltonian (14) is qua-
dratic in the creation and/or annihilation operators. Hence we

simply replace operators ax (5;") by complex variables a

(af) in expressions (19) and (21).

Now, let us consider two narrow correlated beams, called
signal and idler, with average frequencies w;, w; and wave
vectors K, k;, respectively, fulfilling the matching condi-
tions
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w;tw;=wy,

k;+k;=k. (25)

From expressions (19), (21) (as functions of a, a*), and
(6), we obtain

E)(r,1)=ESD(r,t)+ e 90 g VGE((r,1)

+g2|VIES (x,1), (26)
ES(r,t)=ESP(x,t) +e 0 g VGES, (r,1)

+ 8 |VIPEG] (r.0). (27)

Here E,, and E,; are the incoming vacuum field and E;
(E;) the outgoing signal (idler); see Fig. 1. We have

(+) : oy v i(k-r—opt)
ES? (r,t)=z[§k]‘, -] e Wag(0),  (28)

where the square brackets in the summation symbol indicate
that the sum is restricted to the set of k pertaining to the
signal beam, and similarly for EE);". For brevity we have
introduced the linear operators G and J, which are defined as

B
Gng)(r,t)=i% (_L3 ) e;k.rez(—wo—wk)rﬁk, (29)

with
| Az N
Bi= 2 fkk | (0= o= o) | @5 (0), (30)
L3P

and

ﬁwk 12 .
JEg:.’)(l',t):l[Ek]: (-—L—B-) eik're—lwktyk’ (31)

with

At
"= > f(k,k’)f*(k”k")u[_z_(wk’+wk"_wo)
k']; k"1

At

Xu —z-(wkn—wk)]a()ku(O). (32)

From Eq. (26) we see that the outgoing signal, to order
g2, consists of three parts: (i) a zero-point radiation with
amplitude EST, which passes through the crystal without
any change; (ii) a radiation produced by the nonlinear inter-
action (mediated by the crystal) between the laser beam, with
amplitude V, and the zero-point radiation, with amplitude
E{;), entering the crystal in the direction of the idler beam;
and (iii) one part that modifies the amplitude E§!” just a little
(to order gz). The idler beam is constituted in a similar man-
ner.

IV. SIGNAL AND IDLER FIELD AUTOCORRELATIONS
AND CROSS CORRELATIONS

In order to compute the detection probabilities in the
Wigner representdation, we now calculate the correlation
properties of the fields. From Egs. (26) and (27) we see that,

in the Wigner representation, the signal and idler beams are
linearly related to the incoming vacuum. Therefore, they are
Gaussian stochastic processes of zero mean. The reason is
that the vacuum amplitudes are Gaussian [see Eq. (9)] and
this property is preserved by linear transformations. In the
Heisenberg picture that we are using, the Wigner distribution
is time independent and given by Eq. (9), which is positive.
If we pass to the Schrodinger picture the linearity of the
evolution equations (18) implies that the Wigner function
remains positive at all times.

In the work that follows it proves convenient to substitute
slowly varying amplitudes F{*)(r,t) [F(")(r,t)] for the am-
plitudes E*)(r,t) [EC7)(r,1)] defined in Eq. (6), the relation
between them being .

FOO(r,1)=e/*a EC¢)(x, 1)
ﬁw 172 ) )
~ity (T:) a0 (0)e Teilam ), (33)

where w, is some appropriately chosen average frequency
midway between @, and o, [see Eq. (4)].

In the study of the experiments of the following sections
the dependence of the field amplitudes on position will be
essential. It is easy to obtain the amplitude F{*)(rp,r) in
terms of the amplitude F{*)(r4,f) at another point of the
light beam. Using the scalar approximation of the electric
field, we readily have

F(+>(r3,t)=F<+>(rA,z—ﬁé)e"%(m/c), (34)
Cc

where ryp=rz—r4 and r45=|ry5|.

We point out that the expressions for the detection prob-
abilities (see Sec. V) remain valid when the slowly varying
amplitudes F(*) or F(™) are substituted for the usual ones
EM™) or EC). Consequently, we shall use only the ampli-
tudes F(*) and F(™) in the rest of this paper.

In terms of the slowly varying amplitudes, Egs. (26) and
(27) may be written

FiO(r,0)=(1+g2|VIANF§(x.1) +gVGF{ (r,t),

FEO(r.0) =(1+ g VIEDFG(x,0) + g VGF G (x,0),
(35)

where
. Lo \ 2
Féﬁ’(r,t)=i[% (—;—L ") e Teilosm g (0)  (36)

and similarly for F§}(r,1).

A. Autocorrelations

For the field at a given point r and two different times ¢
and ¢’ we have to order g?

(FSO(r, ) F ) (1,)) —(FP () FG; (x,))
=g VI2{(GFS () GXFST (.t ) +(F5 (r,0)J*
X FS(r,t"))+(F5 (e YIFG(r,0)}, 1)
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where () denotes averaging by the Wigner density corre-
sponding to the vacuum state. We have taken into account
that F E,}L) and F f,f) are uncorrelated. There are contributions
of all terms of the expansion (35) of the field. Now, we are

going to relate these contributions by using the preservation -

of commutation rules. If we consider the signal beam emerg-
ing from the crystal at different times ¢ and ¢', from Eqgs.
(24) and (5) we obtain

LEO (), E) (0, ))=[ESH(r,0), B (r,t')], (38)

where F §+) is the field operator in the Heisenberg picture.
Taking the expectation value in the vacuum for the latter
expression and working in the Wigner representation, we
obtain

(FSD(0,0) T F5) (r,")) +(F5; (.t WFG(x,1)
=(GF§(r,t)G*Fi(x,t")). (39)
Thercfore
(FO,)F O (e,t")) = (F§HD (x,) FS, (x,t'))
=2g*|VIXGF§ (r,))G*F(](r,t")) = g*| VI u,(¢' — 1),
(40)

where we have used that the processes involved are station-
ary and so the field correlations depend only on the time
difference. u,(7) is a correlation function that we will not
write explicitly, but that may be calculated if the function
f(k,K’), introduced in the Hamiltonian (14), is known. It
goes to zero when 7 is greater than the correlation time of the
signal 7. Similarly,

(F&D(e, ) FO)(n,0)) = (FSP () F§(x,t))
=g V|2ui(t' —1). (1)

The following autocorrelations, and their complex conju-
gates, are zero:

(FS) (e, t) F$ e,y = (F{ () FE () =0,
(42)

B. Cross correlations

Also the cross correlation may be calculated. Taking the
signal and idler fields at two points (r,#) and (r’,¢'), respec-
tively, we have

(F (e, FSO( 1)y =({(1+ g2 VAT FS(n,8)
+gVGFG(r,1)}
X{(1+ g} VIANFG(x' ")
+gVGFG(r' 1)}
=g VI(F{(r,)GF(x' 1))
+(FSP (' 1) GFE (r,0))].
43)

Now we are going to apply again the conservation of
commutation rules, but by considering the signal and idler
field operators at different times. By taking into account the
same considerations as above, we have

[E (0, B )1 =[E5D (), FG (e ') ]=0—

(F$P(n,1)GFS (r 1)y =(F§P(x' .t )GF G (r.1).
(44)

The second conmutator is zero because it contains only de-
struction operators. From Egs. (43) and (44), it follows that

(FED(0,0)F{D(0,")) =g V(' —1). “s)

The corss-correlation for r and r’ different from 0 may be
obtained using Eq. (34). The function (7) defines a coher-
ence time 7,; between signal and idler. By a similar argu-
ment, it can be proved that

(Fg"’(r,t)Fg‘)(r',z’))=(Fg‘)(r,t)F,(.”(r',r'))=0.
(46)

V. DETECTION PROBABILITIES

In the Hilbert-space formalism, the usual theory of detec-
tion (by photon absorption) is based on normal ordering.
Single and joint detection rates are given by

P(r,,t)=K(0|EC ) (x, ,)EM ) (x,,1)|0),  (47)

Poy(r,.t:rp,t ) =K' (O|EC) (x, . E ) (xy 1)

XEM)(r, ¢ ) EM ) (r,,0)[0)  (48)

in the Heisenberg picture, where K and K ! are two constants
related to the efficiency of the detectors.

We now formulate the quantum theory of detection in the
Wigner representation. The corresponding probabilities are
now

Pa(ra ’t)'—_K(I(ra ’t)_IO(ra»’ (49)

Poy(rg,timy .t ) =K' ({I(xy,8) = Io(x ) HI(r, ') —Io(rp)})s
(50)

where I(r,f)=|E(x,0)|* and Io(r)=(E™M)(r,~An|?),
E™)X(r,1) being defined by Eq. (6).
We prove Eq. (49) as follows:
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£(-) £(+) _1 olEH) £(=) *(-') £(+)
(O£ (r,, ) (xg,0]0) = (OLET (0, ) T (g 1) + £ 1) E ) (x,,)]0)
L o1a(H) £ i ;
—-2-<0|E _(ra,t)E g, )= EC)(x, ) M) (x, ,1)]0)

=(O|S{E ) (x, , ) EC)(r,,0)}|0O) — %(010*(:+A:)
X[EW) (x,,— A1), EC)(r,,— AD]0(+ A1)|0)
1
=(EMrg NETrg,1)) = F(OILE M x,,— An, £ (x,,— AN]|O)

=<I(ra 7t)) _‘(OIS{E(+)(ra ’ "AI)E(")(T‘, ,“At)}lO)

=(I(r,,1)) = (I(r,,0)) = (I(r, ,t) —Io(r,)), (51)

where U(t+Ar) is the evolution operator. The third equality follows because the commutator of E™)(r,,—Ar) and

E)(r,,— At) is a ¢ number (that does not change during the evolution). The fourth follows because the vacuum expectation
of a normally ordered product vanishes, and this allows us to replace the commutator by the anticommutator and then write it
in terms of symmetrical ordering.

Equation (50) is a little more involved. After some tedious algebra it can be proved that

<0|E(—)(ra,t)E(—)(rb,t')E(+)(rb,t')E(+)(ra’t)|0>=<0|S[(E(+)(r“’t)E(—)(r"’t)—%[é(ﬂ(ra’t)’E(_)(ra’t)])
. ><(E‘”(r,,,t’)li"(')(rb,t’)—%[l?“)(rb,t'),E(')(l‘b,t')])J|0>
- A A - _
+5<0|[E(+)(ra,t)7E(+)(rb,t’)][S(E(—)(ra,t)E( )(rbst,))
) SN A
—[é<->(ra,t),é<->(r,,,t')]]|0>+ FULE (w,,1"), B xg,1)]
x[S(E“)(rb,t')ﬁ'(—)(ra,t))*[E(”(rb,t'),E(_)(l‘a,t)]]|0>l
1 . A 4 Al
+§<|[E(—)(ra,t),E(+)(rb’t’)][S(E(+)(ra’t)E( )(rb’t’))
_[f;(+)(ra,,)’E(—)(,.b,t')]]|o)+%(OI[E(‘)(r,,,t’),f“)(ra,t)]

x{ S(E“(”(rb AES(x, ,t)) —[EM)(r,,t"),E)(x, ,t)]] |0},

52)
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which is similar to Wick’s theorem [[9], but in this case it

establishes the relation between normal and symmetrical or--

dering instead of normal and time ordering.

By the same argument as that used in formula (51), for
transforming the anticommutator into the intensity of the
vacuum field, the two commutators can be written as

1
5[13“(”(1‘« 0, EC 1, )]=(|EM )y, - AD)|?) =1 (x,),

1 . R .
E[E(H(l'b ,t'),E(_)(l'b J')]=(|E(+)(l’b ,"‘At)|2>=lo(1‘b)-
' (53)

On the other hand, the rest of commutators are zero in PDC
experiments because they involve different modes of the ra-
diation field. Then the result (50) follows by taking into ac-
count these two facts in Eq. (52) and writing the vacuum
expectation values of the remaining symmetrical operators as
the corresponding averages with the Wigner density.

L‘or the purpose of applying Eq. (50) to the experiments, it
is convenient to write it in a more compact form. We use the
fact, proved in Sec. IV, that the Wigner field amplitudes are
Gaussian processes. For four Gaussian random variables A,
B, C, and D, the well-known property

(ABCD)=(AB){CD)+{AC)(BD)+{(AD){BC) (54)
allows us to write the coincidence probability as

Pop(re t51p,t") =K' ({I(ry 1) = Io(r){I(ry ,t") = Io(rp)})
=Py(r,t)Py(rp,t")
+K'KEM ) (r, ,)EC) (1t )
+K'(E (e HED (1, )% (55)

On the other hand, from Sec. IV it can be easily seen that
the first two terms are fourth-order in g, while the last term is
second-order in g. This means that we may discard the first
two terms and finally obtain

Pay(r,,t;1,,t ) =K' EMF )N (x, ,6)EF (1, ,t"))|2. (56)
In actual experiments there is always a detection window

w and we should perform the time integral of Eq. (56) within
this window. We have

2
” w w
= ' (+)
P, ﬁ2wawao d'rf0 dr'(E ) (x,,t+ 1)
XEM(xr,,t+ 1)) (57)

We have assumed that radiation modes where the amplitude
differs significantly from the zero-point value are concen-
trated in narrow bands around w, and w,, respectively. For
simplicity we have assumed also that the two windows are
identical and that both detectors have the same efficiency
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FIG. 2. Experiment of interference on a screen by Ghosh and
Mandel.

VI. EXPERIMENT ON THE INTERFERENCE
OF SIGNAL AND IDLER PHOTONS

The coherence properties of PDC photon pairs were in-
vestigated by Ghosh et al. [10]. They directed degenerate
signal and idler beams towards a screen by means of two
mirrors (see Fig. 2), where ‘‘degenerate’’ means that the di-
rections of the signal and idler beams are so chosen that
w,=w;=wy/2. If one detector is put on the screen, no
change is observed in the counting rate when the detector
changes position. This shows that there is no second-order
interference between the two beams. In contrast, when two
detectors are put on the screen, the coincidence counting rate
is observed to depend on the relative position of the detec-
tors. This shows a fourth-order, or intensity-intensity, inter-
ference. :

The explanation of these results, in the Wigner represen-
tation, is straightforward. In the scalar approximation (valid
because the angle between signal and idler beams is small)
the field at a point r, on the screen (see Fig. 2) is, using Eq.
(34),

FO)(r, ,0)=F{ ) (r, ,0)+ F{(r, 1)
=F{("(0,t—r /c)elw0s™

+FM(0,1—r;/c)e 0, (58)

The vector r, has components (x,,y,.d), d being the dis-
tance from the center of the crystal to the screen. The optical
path lengths of the signal r; and idler r; beams from the
center of the crystal to the detectors are

ri=N(2b+x,)2+y5+d%,
59)

where b is the distance from the axis of the pumping to the
mirrors. '

For the calculation of the single detection probability, us-
ing Eq. (49), we need the average

re=\(2b—x,)*+y2+d?,

(I(rg 1) = Io(x)) =(|F ™ (x, ,1) |2y = (IFH(r,0)[?)
=([F (0 = (|F (00
+H(F a0 (| F (017
+2 Re[(F{*)(0,t—r,/c)
XF{)(0,6—r;/c))ei@ols™ 2],
(60)
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The last term is zero because F{*) and F{™ are uncorrelated
[see Eq. (46)]. The other four terms give no dependence on
r,, that is, we get no interference between signal and idler.
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The coincidence probability in two detectors placed at
r, and r, is given by Eq. (56). The amplitude F{*)(r,,f) was
given in Eq. (58) and a similar expression is valid for
F*)(r,,t"). Then, we have

Pop(rg,t+ 7y 1+ ) =K'[(F{* ) (x, e+ DF I (r, 0+ 7))+ F ) (r, 1+ AF ) (x, 1+ 1)

+F g t 4+ D) F (14 7))+ O (e 0+ D) FD(ny 1+ 7))

=[(FD (g, t+ DV F M (04 7))+ F ) (x, 04 DS (ny 14+ 7))

=|(F{0,t+ 7—r, /c)F§+)(0,t+ T — ri'/c))e'l‘"O('sJ“’:{)’2C

+(F{(0,0+ 7— rile)F{H 0,0+ 7' -—'rx'/c))e"“’ﬂ(’;+’i)’2”|2, (61)

where we have used Eq. (46) in the first equation and Eg.
(34) in the second.

Now, expanding r; and r; (r; and r/) to first order in
x, (x;) and using Eq. (57) we get

o) v [
— V|I?| dr| d+'
fiwg g}l 0 0

X(|v[ 7 — 7= b(x,+x,) cd]|?

Pab(xa ;xb)m

+[ 7= 7' —b(x,+x,) cd]|?
+2 Re{v[ 7' — 7= b(x,+x,)/cd]
Xv¥[ 17 —b(x,+x,)cd]

X eiwob(xb—xa)/cd})’ (62)

which shows a cosine dependence on wgb(x,—x,)/cd
=b(x,—x,)/Nod. It is easy to see that if the detection win-
dow w is much bigger than the correlation time of v»(7) and
this is bigger than the quantity b(x,+x,)/cd, then this quan-
tity may be neglected in the argument of the function ». In
these conditions, because | v(7)| is an even function of 7 (see
[10]), the visibility of the interference pattern given by Eq.
(62) becomes close to 100%.

VII. THE EXPERIMENT OF RARITY AND TAPSTER

In 1990 Rarity and Tapster [11] performed an experiment
to test Bell’s inequality using phase and momentum of pho-
ton pairs (instead of polarization as in previous experiments).
The experiment consisted of selecting two signal beams of
the same color (frequency w,) and two idler beams also of

[
'5,\

V—»—T‘ ) Mol N KT e e D,

—

the same color (frequency w;, different from w,). One of the
signal beams and one of the idler beams go to a mirror put
above the pumping beam axis and the other two at another
mirror put below (see Fig. 3). The two signals are recom-
bined at one beam splitter and the two idlers at another (in
practice, the authors used two differents points of the same

_beam splitter). Two detectors were put in appropriate places

to detect the signal and the idler, respectively. Two control-
lable phase shifters were introduced in the lower beams, so
that the phase of the signal was increased by ¢, and that of
the idler by ¢&,. The result of the experiment was that the
coincidence detection probability had a cosine variation with
¢.— ¢, with a visibility close to 100%. In the actual experi-
ment the signal and idler detectors were placed near each
other, but, in principle, it is possible to send the signal and
idler beams to two distant regions of space by using appro-
priate mirrors placed near the crystal. For this reason the
experiment has been interpreted as a violation of a Bell in-
equality [11].

In the Wigner representation the field amplitudes arriving
at the signal and idler detectors (placed at r, and r,,, respec-
tively) will be, using Eq. (12),

FOO (e, 1) =iRFL (00, 0) + T,F ) (xg0),
F((ry 1) =TF (e, 1) +iRF(x,,"),  (63)
where we have labeled 1 (2) the upper (lower) beams. T, and
R, (T; and R;) are the transmission and reflection coeffi-
cients of the signal (idler) in the beam splitter (see Fig. 3).

Now we take Eq. (34) into account and write

Fﬁ.:)(ra )= eiws(ra-!-/ax)/cF‘(s'l*')(o’t_ rolc+ éxlc),
F§;>(r,, 1)=ei¥s"a /c+i¢aF§2+>(o,t— ralc+ ¢, lo,),
FE:*)(rb ,t’):ei“-‘(’ﬁ"x)/cFﬁr)(O,t’ —rylc+ 6x/c),

F{P(ry 1" )=e' /et ibF(D(0,t' ~rylc+ ¢y w)).
(64)
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We have labeled r, (r,) the path length of the lower signal
(idler) beam from the center of the crystal to the detectors. In
the actual experiment both upper paths are modified by dx
because the upper and lower mirrors are not at exactly the
same distance from the pumping beam axis. However, in our
calculation we shall set §x=0 and r,=r,=r for the sake of
simplicity.

The coincidence detection probability is given by Eq.
(57). We need the cross correlation

K (g 4+ DF (xy " + 7))
= |R5Tiei¢b(F§:')(0,t+ 7—ric)
><F,<2+>(0,t' +7' —ric—¢plw;))
+RiTsei¢a(F§:)(0,t+ r—ric—¢,lw,)
XF(7(0,' + 7' —ric))|
=|R,Tie'®v(7' — 17— ¢/ w;)
+ R Te'av(7 — 7— ¢,/ w,)|, (65)

where in the first equation we have taken into account that
the signal field F{" is correlated with the idler field F{"’

and also F (2) is correlated with F; (+) , but F (+) is uncorre—

lated with F; (f) (j=1 or 2), these pairs not fulfilling the

matching conditions (25). The second equality of Eq. (65)
follows from Eq. (45). If we take into account that the time
intervals ¢,/w; and ¢,/w,; are small in comparison to the
coherence time of signal and idler, given by the function
v(7), we obtain

2
7 woofw
Paldor 0~ o g? VI [ "ar "o - )P
Fhad]

X{(RiTs)2+ (RsTi)2+2RsTsRiTi

Xcos(¢a=~#p)} (66)

We get a fourth-order interference with a visibility close to
100% provided that the reflection and trar:mission in the
beam splitter fulfill R;/T;=R,/T;. A similar expression is
obtained if both detectors are placed below the pumping
beam axis. If one of the detectors is placed above and the
other below we obtain

2
7 woofw ,
Pas( o)~ VI [Tariur -
a3

X{(TsTi)2+(RsRi)2
+ 2RSTSR,~T,-COS( ¢a_ ¢b)} (67)

In this case the 100% visibility requires 7,T,=R,R; . If we
want high visibility in both Eqs. (66) and (67), we need
T,=T;=R,=R;=1/\2.
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FIG. 4. Experiment of Franson.

VIII. THE EXPERIMENTS OF FRANSON

In 1989 Franson proposed an experiment in order to test
‘“a Bell’s inequality for energy and time’’ [12]. The experi-
ment consists of the following (see Fig. 4). A signal and an
idler beam are passed each through a Mach-Zehnder inter-
ferometer, that is, an arrangement of two beam splitters (BS)
and two mirrors. The signal beam is divided at the first
BS, and two outgoing beams travel by different routes, one
long and the other one short, until a second BS, where they
are recombined. One of the outgoing beams at this BS, goes
to a detector. A similar thing happens with the idler beam.
We shall label AL, (AL;) the length difference between the
long and the short route of the signal (idler) beam. In the
experiment it is observed that the single detection rates do
not depend on AL, or AL;, but the coincidence detection
rate exhibits a cosine dependence on (w,AL;+ w;,AL;)/c,
which shows a fourth-order interference. In the past few
years several groups have performed experiments of that
type, the most recent one by Tapster et al. [13] (references to
previous experiments may be seen in that paper).

In order to compute the joint detection probability, we
must write the fields at the detectors as functions of the out-
coming fields from the crystal. Without a loss of generality
we shall neglect the distances from the crystal to Mach-
Zehnder interferometers in order to simplify notatlon (see
Fig. 4).

If we call r, (r,) the position of detector D, (D), r;
(r3) the position of BS, (BS,), L; jong (Li,1ong) the length of
the long arm of the interferometer, and L gon (L shon) the
length of the short arm of the interferometer for the signal
(idler) beam, then

c

L :
Z5:ong | | iwy(Ly jong /)

1 r,—r
F§+)(ra vt)= 5[[F§+)(0’t_ |—'£c—2—|'—

—ipof g, Tzl
v ’ c

Ls,long)

(4
+ F(+) 0 t_'ra_rZI _Ls,short
s ’ ¢ c
|l'a—l'2|

_ Ls,shon
4 c

X ei"’s(l‘x.shon/c)} ei"’s(lra—rZI/c)’ (68)

+iFf,+)(0,t—
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' |l'b—l'£| _ Li,long)

1
R P

' |l’b—l'é| _Li,long)}

—iFf}T)(O,t
c Cc

X eiwi(l‘i,long /C)

+

F(+) 0 t,_lrb—r“ _Li,shon
! ’ c c

Ir,—r3) _Li,shon) }

+iFfj,”(0,t'—
c C

Xei“’i(Li,shon/‘:)] e"‘”iﬂ"b"'évc). (69)

F*) and F fj) are the positive parts of the vacuum incoming
beams at BS, and BS;, respectively.

Now, by taking into account the correlation relations (45)
and supposing that AL =L 0~ L;shon (AL;=L; o0
—L; snor) is much bigger that the coherence length of the
signal (idler) in order to avoid second-order interference, we

get
KF0,0+ 1) FED0,04+ 7))
1 r,—r L
. =Z‘<F§+) 0,t+T— | ac 2| . s,cl‘ong)
!
XF(~+) 0t+7 — |l'b'—l‘2| _ Li,long
! ’ c c

X ei(w_‘ /c)(L:'lcng+|ra—r2|)+i w;lc (Li,long+|rb_réi)

+<F§.+) 0+ T_Ira—r2| _ Ls,short)
c

+ Irb—r£| Li short

s F(9| 0,04 77— T2l _ Laston
c (o

X (w5 1) Lg ghor+ ¥ — ) +i(e; /)Ly ghore+ |5 —F5])

(70)
where we have taken into account that the fields F\*) and

F f)J,') are uncorrelated among themselves and with F{*) and
F{*). We finally obtain

FIG. 5. Experiment of induced coherence without induced emis-
sion.

2
7 w LA ,
Pab(ALs,ALi)'_‘mglelzfo d'I'J‘0 dr [|v(7‘—7 )?

( AL,_ALS) 2
+ .v TI__T+______
c
AL;~AL,
~2Re| o(r=7")¥| = 7t ==
X elifeNw AL+ w,AL) (71)

which shows a fourth-order interference. If (AL;,—AL)/c is
small in comparison to the coherence time between signal
and idler, it is possible to neglect this term in the argument of
v(7' — 1) and we get a visibility close to 100%.

IX. INDUCED COHERENCE
AND INDISTINGUISHABILITY
IN TWO-PHOTON INTERFERENCE

In 1991 Zhou et al. performed an experiment [14] in
which fourth-order interference is observed in the superposi-
tion- of signal photons from two coherently pumped PDC
crystals, when the paths of the idler photons are aligned. The
experimental situation is illustrated in Fig. 5, in which two
similar nonlinear crystals X; and X, are optically pumped by
two mutually coherent, classical pump waves of complex
amplitudes V,=V,=V, and PDC occurs at both crystals,
each with the emission of a signal photon and an idler pho-
ton. We look for the joint detection probability in the detec-
tors D, and D, when the trajectories of the two idlers iy ,,
are aligned and the path difference between the two signals
s, and s, is varied slightly. Fourth-order interference disap-
pears when the idlers are misaligned or separated by a beam
stop. This experiment has been qualified as ‘‘mind bog-
gling’’ [15], but the analysis in terms of the Wigner function
is straightforward.

To start with, let us express the fields at the detectors
D, and D, as a function of the incoming fields on the crys-
tals. If f, d, h, and [ are the distances of X; to X5, X; to
D,, X, to D,, and X, to D,,, respectively, then
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Fir, 0= $(r,, ) +F(rg,0)]

iF
\/—[

= {lF(”(O‘,t—d/c)ei“’s""+ig2|VIZJFg:'O)(Ol,t—d/c)ei“’sdlc

/ S10

+ig VGF&;))(()1 ,t—d/c)e"‘"sd’°+F§;)(02 Jt—hic)e' st + g?|v|?
XIF{(0y,6~hic)e e+ gVGF( [0yt — (f+h)/clel st ele

-+ VIPGGHF{[0, 1~ (f+h)/c]el(@shmeile},

Fg"')(l'b yt’)=F§;:;)[01 it _(l+f)/c]eiwi(l+f)/c+gVGF_(,;)[ol it "(l+f)/c]ei“’i(l+f)/"
+g2| VlZJFg";)[ol - (l+f)/c]ei“’i(’+ﬁ’°+gVGFﬁz'o)(Oz,t’ _ l/C)eiwilic
+g2|V|ZJF§l"(-))[01 ' _(l+f)/c]eiw‘-(l+f)h-.

By using Eq. (56) to compute the coincidence probability, we get

2v2
Pab(l'a,t+’r;l'b,t+1")=K'§;|—|—

= (NI H(FED(O0 1+ 7' =1+ f)Ic)GF{ (0, 1+ 7-dlc))}

+elloshler wllel((FCH(0,,t+ 7= hic)GF{ )0y 1+ 7' = lic))

|eflesdictot+Dle mRU(F(N(0, ¢+ 7—d/c)GF (0 1+ 7'
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(72)

(73)

(74)

+(FEOL0,, 1+ 7 = (1+ ICIGF 0, 1+ 7= (f+R) e D).

Finally, by using Eqgs. (44) and (57), the resulting coinci-
dence probability is

2! |2

b= E?L'f— J'd*r’{lv('r—'r +llc+flc—dic)|?
S

+|v(r— 7' +llc—hic)|>*—Im[v(7— 7' +lc+flc
—dlc)v¥(r—1' +l/c—h/c)e"[“’s(d—h);”"ﬂ/c]}, (75)

which, as expected, shows an intensity-intensity interference.
As in the experiments of the previous sections, the visibility
may be made close to 100% by making the signal and idler
path lengths coincide to within their coherence lengths.

X. CONCLUSION

We have developed the Wigner representation formalism
in a fashion suitable for the study of experiments involving

-

PDC photon pairs. The results agree with those obtained us-
ing the more common Hilbert-space formulation, both being
just two equivalent forms of quantum optics.

The Wigner representauon is specially suited for PDC
because the Wigner function is Gaussian and positive defi-
nite in this case. The Gaussian character simplifies notably
the calculation of autocorrelations and cross correlations for
the various fields involved. On the other hand, positivity
makes possible a picture in terms of pure waves during the
propagation, which may aid the intuition in the study of these
experiments. However, the detection problem remains and -
this prevents a straightforward interpretation only with
waves. Also the role played by the vacuum field is stressed
in this representation.
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consider that the half wave plate is placed at r=0. The signal F{T(0,0)=F{)(0,1)(1,0). (24)
beam coming out the half wave plate and the idler beam
outgoing the crystal are
+) (+) ) The field corresponding to the output port of the 50:50 beam
F;7(0,0)=F;7(0,r)(cos¢,singh), splitter (placed at r=R) in the direction of detector D is

]

1 1 ) . .
FO(R,0)= E[1«“§“’(R,:) +iF(R,1)] =$F§+>(o,t— 75)e i+ iF (0,1 7)) s icosh,iF (0,6 = 7)€’ M1sing.
(25)

Here 7, and 7, are the propagation times from the crystal to the beam splitter. When a polarizer oriented at angle ¢, to the
horizontal is placed in the output port of the interferometer, the field at the detector D; (placed at r;) at time ¢ is

FO(r,,0)=[F*(R,t)- (cosy ,sin;)J(cosy ,singd;)

1 . ' .
= —[F{"(0,t— 1,)e'*2cosd; +iF{T)(0,6— 1) e'sTicos(d— b)) (cosd, ,sing,), (26)

V2

where we have dropped an irrelevant phase shift coming from the propagation between BS and D). In the same way, we write
for the field at the detector D, (placed at r,) at time ¢+ 7

(+) L ripe) i (+) i
F (rz,t+'r)=7§-[1F,. (0,t+ 7— 1) e'®i2cospy+ Fy '(0,¢+ 7—11) e “sTicos(Pp— ;) ]

X (cos¢s ,sing,). (27)

In order to calculate the joint probability we combine Egs. (23), (26), and (27), and take into account the correlation properties
of the field given by Eqs. (7) and (8). After some easy algebra and an integration of P,(7) over the time interval 7, we obtain
the coincidence probability

Pp= C[[cos2¢1cosz(¢— #2) +cos’ ¢,cos’(d— )]

X f |v(7)|2d7—2cos ¢ cos(d— by)cosdcos(d— ¢,)Rej v(ér— 1) v*(Sr+7)dT|, (28)
0 0
with 87=71,— 7, and C being a constant. When d7=0 we have

Pp= C'sin2¢sin2( b2~ ¢1)s ' , , (29

C' being another constant. This expression is similar to the one obtained in the Appendix of [6].
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FIG. 2. Experiment of quantum eraser.

with a and B being constants appropriate for the dispersive
medium.

In order to express F\*) at r=r, in terms of F{*’ at r=0,
we take into account that a(wks) is the inverse Fourier trans-

form of E{*(0,2), that is,
1 [+ -
(o) =7~ f dr' ESP(0,1") el okt
1 [+ , ,
=5 f _ar'F(0,)efen e, (16)

By taking into account Egs. (16), (14), (12), and (13) we
finally have

1 AN iK [+
F(+)(l'1 ,t)= .\/_.E[Flﬁ“)(o’t_ ?)elwiﬁl/c_*_ il

27} - dwks

+ 00
X f dt'Fg*‘)(o,t')e"(wkrws><"*”e"k(‘"k)d},
7

with a similar expression for F{*)(r,,t+ 7).
The coincidence detection probability is given by the cor-
relation

ik(wk‘)d

VKeiw,~5l/c +oo
(F(+)(l'1 ,t)F(+)(r2,t+ 7)>=§——-————-—f

; dwy e
2ri k

—co
X e‘i(wks—ws)&/c ;(wks— ws)

X sin[ (wy ~ @) 7], (18)

where we have used Egs. (7), (8), and defined the Fourier
transform of v

+00
;(wks— ws)=f duv(u)e ™ (@x, =@, (19)

Multiplying Eq. (18) by its complex conjugate and using
Eq. (11) we can calculate the joint detection probability. Af-
ter some easy algebra, making use of the relation

fo dx sinax sinbx= g[&(a—b)—é‘(a+b)],

and assuming that v(w) is symmetric in @, we have
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P@) G2

BS :
P2(¢z) D2
+o0 _ 5
P12=Cf_w d“’ksl V(wks_ ;)|
X [ 1— e—2i(wk:—ws)é‘l/cei[k(wkx)‘k(Zws—a)k‘_)]d],

(20)

C being a constant. Finally, by substituing Eq. (15) into Eq.
(20) and defining w= wy ~ w; we obtain the final result for

P12:

P12=Cf+mdw| v()|}[1—-cos[2w(a—dl/c)]]. (21)

-

This result is similar to the one obtained in Eq. (12) of [4].

III. THE QUANTUM ERASER

In 1992 Kwiat and co-workers [6] performed an experi-
ment to show how the information may be erased from the
state vector. This effect is known as the quantum eraser and
shows the relation between quantum coherence and distin-
guishability. An outline of the experimental setup is shown
in Fig. 2. A half wave plate at an angle (¢/2) to the hori-
zontal is placed in one arm of a Hong-Ou-Mandel interfer-
ometer giving rise to a change in the polarization state of the
light in this arm. Two polarizers P; and P, at angles ¢; and
¢, to the horizontal are inserted in front of detectors D; and
D,, respectively.

We now present an analysis of this experiment in the
Wigner formalism. This time we have to take into account
the polarization of both the light beam and the vacuum field.
The field is now represented by a vector

F(+)(r,t)=i§
kA

€\ being orthonormal polarization vectors (A=1 denotes
horizontal polarization and A\ =2 vertical polarization).

It can easily be proved that the expressions for the detec-
tion probabilities (9), (10) remain valid. Moreover, the final
expression for the joint detection probability when we deal
with parametric down-conversion experiments involving po-
larization is

hwk 12 iK-r_ i
PYE) ay (1) e e e, (22)

Po(ry,t5rp,t+ T)“; E |(F§‘+)(l'1 ,')th)(rz,""T))P-
hl
(23)

In order to apply Eq. (23) we must calculate the fields at
the detectors D, and D,. For the sake of simplicity we shall
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FIG. 1. Experiment of dispersion cancellation.

Here v(t'—t) is a function that vanishes when |¢'—1| is
greater than the coherence time between signal and idler.
From Eq. (8) it is possible to derive all cross correlations at
different points r#r’ by using Eq. (4).

Finally, the quantum theory of detection in the Wigner
representation gives us the following results for single and
-joint detection probabilities:

(a) Single probability. The following result is a general
expression for calculating single probabilities in the Wigner
representation:

Pl(rl 9t)<x<1(r19t)__10(r1)>’ (9)

where I(ry,t)=|E™)(r,,t)|?, and Iy(r,) is the intensity of
the vacuum field at the position of the detector. ‘

(b) Joint probability. It can be proved that in parametric
down-conversion experiments

Pio(ry,tirp,t+ 1) ({I(ry ) = Io(ry)}
X{I(ry,t+ 1)~ I(r)}). (10)

By taking into account that the Wigner field amplitudes are
Gaussian, and neglecting fourth-order terms in g, we have

Pio(ry 50, + D (E (x D E ) (i, 14 7))
11)

Finally we point out that these expressions for the detec-
tion probabilities remain valid when we use the amplitudes
F and FO in place of E‘*) and E(7),

IL. DISPERSION CANCELLATION

In this section we present a study of dispersion cancella-
tion in a fourth-order interferometer [4], using the Wigner
formalism. This kind of process has been considered as an
example of nonlocality in quantum mechanics, due to the
fact that there is no dispersion cancellation in ‘‘classical’’
optics [5]. However, the Wigner formalism suggests a fully
local interpretation of this and many other phenomena, in the
sense that a description in terms of fields propagating in
space time is possible without ever surpassing the velocity of
light. This possibility rests upon the fact that, in parametric
down-conversion, the Wigner function is positive definite
[1,2] and it may be interpreted as a probability distribution.
Consequently, the Wigner representation of the experiments
offers a counterexample to the claim that no local realist
model may account for the said experiments.

The experimental setup is shown in Fig. 1. This is similar

to the Hong-Ou-Mandel interferometer [3], but with a dis-
persive medium inserted in one arm. In order to calculate the
joint probability we are going to express the fields at the
detectors D, and D,, by propagating the slowly varying
functions F(*) from the crystal to the beam splitter BS (the
phase factor from BS to the detectors is dropped because it is
not important). The main difference with the other experi-
ments that we have explained in the Wigner formalism lies
in the fact that we have to propagate the field F §+) through
the dispersive medium. Let us start by writing the fields at
the detectors D and D, at different times ¢ and ¢+ 7. As-
suming, for simplicity, that T=R= 1/y/2 for the beam split-
ter, we have

1
F)(ry,1)= E[Fﬁﬂ(r, 2 +iF (0],

1
F)(ry,t+1)= E[F§+>(r2,t+ D+iF{ (e, ,t+ 1)),
(12)

where
(+) (+) ol iw;dllc '

and similarly for F$*)(r,,t+ 7). 8l is the optical path length
in the lower arm of the interferometer.

In order to obtain F{*)(r;,#) we shall use the expressions
(1) and (2). We have

Fi (e, ) =E{ ) (r) 1)l

+o
= ik(wk)~r| —i(mk -—w )t
Kf wdwk:a(wks)e ) Te s~ s

(14)

where we have replaced the sum by an integral and extended
the range of the integral to * o because the function a(wy )

is peaked at wy ~ w;, and we have introduced a constant K,

which includes some other constants that are irrelevant for
our purposes. We may expand the wave number k(wy ) to

second order in a Taylor series about @; as follows:

ko) =ko+ alog 0+ Blog —0%,  (15)
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I. INTRODUCTION

Parametric down-conversion experiments in the Wigner
representation have been recently studied [1,2]. In this sec-
tion we present a brief summary of the most importants re-
sults in order to apply them to new experiments. In the
Wigner representation the electric field corresponding to a
narrow light beam may be written (without taking the polar-
ization into account)

L )
E(+)(r,t)=i% (_Ls—k) ay(t)e’®F, (1)

where we assume that the light beam contains frequencies wy
in an interval (@, ®ma), and wave vectors with a limited
transverse component |K"| <€ w . /c.

It is convenient to work with slowly varying amplitudes
defined by

-

F(r,5)=€''E™)(r,1), V)
w, being an average frequency more or less midway be-
tween i, and @, . If the complex amplitude @ (¢) has a
free evolution of the form

ay(t) = ay(0)e™io¥, 3)

then the amplitude F(*)(rg,?) in terms of the amplitude
F*)(r,,t) at another point of the light beam is

r .
F(+’(r3,t)=F(+’(rAJ—%)e”"a'/w", @)

where r p=rz—r4, rap=|ras|, and it is assumed that

c
rap$———. 5)

max ™~ @Pmin
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On the other hand, to second order in perturbation theory,
the signal beam leaving the crystal can be expressed as

FOr,))=F§(x,0)+ gVGF(r,0) + g*|VI2IF§ (x 1),
6

where we have represented the pumping laser beam by a
plane wave of amplitude V and g is a dimensionless coupling
constant. A similar expression holds for the idler beam by
exchanging the indices ‘‘s’” and ““i.”” F g) is the vacuum
field entering the crystal in the direction of the signal beam,
and F{} is the vacuum field in the direction of the idler
beam. w; and w; are the average frequencies of the beams
with wave vectors Kk, k;, respectively, fulfilling the match-
ing conditions w,+ w;= wq, k,+k;~Kk;, with @, and k; be-
ing the frequency and wave vector of the pumping laser
beam. G and J are linear operators expressing the interac-
tion, within the crystal, of the laser with the zero-point field.
The correlation properties of these fields are as follows:

(a) Autocorrelations. Taking the signal field at a point r
and times ¢ and ¢’, we have '

(FOU e, ) FC (")) = (FSD (0, 0) FS ) (r,27))
=2g*| VI GF(r,)G*F((x,1'))

=g*|V|2u,(t' —1),
(F{ () F{(x,t"))=0. )

Here () means an average using the Wigner function in the
vacuum state as probability density. u,(¢—¢’) is a correla-
tion function that goes to zero when |t' —¢| is greater than
the correlation time of the signal 7,. Similar expressions
hold for the idler field by exchanging the indices ‘‘s’” and “*
i’

(b) Cross correlations. Taking the signal and idler fields
at the center of the crystal r=r’'=0 and times ¢ and t’, we
have

(FEO,0F(0,)y=gV(e' ~1).
(FEUONFT(0,6))=(F7(0,)F{P(0,6))=0. (8)

2477 © 1997 The American Physical Society
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We continue the analysis of our previous papers that were devoted to type I parametric downconversion, the
extension to type II being straightforward. We show that entanglement, in the Wigner representation, is
merely a correlation that involves both signals and vacuum fluctuations. An analysis of the detection process
opens the way to a complete description of parametric downconversion in terms of pure Max:-ell electromag-
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1. INTRODUCTION

The theory of parametric downconversion (PDC) was
treated, in the Wigner formalism, in an earlier series of
papers' in which we showed that, provided one consid-
ers the zero-point fluctuations of the vacuum to be real,
the description of radiation is fully within Maxwell elec-
tromagnetic theory. Effectively, because the Wigner
function maintains its positivity, we can say that quanti-
zation is merely the addition of a zero-point radiation,
and there is no need for any further quantization of the
light field. In the present paper we show that the same
result extends, without any difficulty, from the type I
PDC case to the type II situation.

There seems to be a widespread reluctance to accept
the reality of the vacuum fluctuations, in spite of the fact
that they appear, quite naturally, in the Wigner function
of the vacuum state. Such fluctuations have been taken
seriously, within a certain school of thought, throughout
the entire history of the quantum theory, following Max

- Planck’s formulation, which originated in 1911.% Of

course, it is true that, integrated over all frequencies,
vacuum fluctuations give us a vacuum with infinite en-
ergy density; why then are all photographic plates not
blackened instantaneously? But all photodetectors, in-
cluding our own eyes, are selective, as regards not only
the frequency, but also the wave vectors, of the light com-
ponents they analyze. This is the case especially with
the detectors commonly used in PDC experiments. So
there is noise to subtract, but it is not infinite!

In our previous papers we indicated how the noise sub-
traction is made, according to the Wigner formalism, and
showed how this subtraction is related to the standard

0740-3224/98/050001-06815.00

calculating device of normal ordering, used in the Hilbert-
space formalism. Here we extend this analysis, in an in-
formal manner, showing that, if we take into account that
all detectors integrate the light intensity over a large time
window, the process of light detection, like that of light
propagation, may also be described entirely in terms of
real waves and positive probabilities. We are then able
to see that, in terms of a purely wave description, the
highly problematic concept of entangled-photon states of
the field loses all its mystery. Entangled photons are
merely correlated waves! The only reason this descrip-
tion has taken so long to mature is that the word “classi-
cal,” in reference to the light field, is restricted in its ap-
plication to Glauber-classical states.® A discussion of the
difference between classical and nonclassical effects is
given in Ref. 6. The states that are produced when a
nonlinear crystal interacts with a coherent incoming
beam (and, of course, simultaneously with the vacuum)
may be described by use of classical Maxwell theory, but

there is correlation of the outgoing light beams both above
and below the zero-point level.

2. GENERAL DESCRIPTION OF

PARAMETRIC DOWNCONVERSION IN THE
WIGNER REPRESENTATION

Type I PDC, in which the correlated signal and idler
beams have the same polarization, has recently been
studied within the framework of the Wigner function.-?
The formalism is almost identical in the case of type II
PDC, in which the correlated beams leaving the nonlinear

© 1998 Optical Society of America
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crystal are orthogonally polarized. The process of type II

PDC can be formalized in analogy with the classical
Hamiltonian of!.

H= EZﬁ

Jj=o,e

+ (iﬁg'Vz f(k, k')exp(—iwpt)ajaly, + c.c.),
k'

(1

where o (e) refers to the ordinary (extraordinary) rays.
We take the origin of the coordinate system at the center
of the crystal and treat the pump beam as an intense
monochromatic plane wave represented by

V(r, £) = {V(t)expli(k, - r — wpt)] + c.c}u, (2)

where u is a unit vector perpendicular to k,. As the co-
herence time of the laser is large in comparison with most
of the times involved in the process, we consider V(¢) a
constant. The real coupling constant g’ is defined so that
the product g'V has dimensions of frequency, and
f(k, k') is a dimensionless symmetrical function of the
wave vectors inside the crystal. This furetior, which is
related to the function k(k, k') introduced in Eq. (8) of
Ref. 7, is different from zero only when the following
matching condition is fulfilled:

k,~k+ k. - (3)

As is well known,” there is in addition a maﬁching con-
dition for frequency that is fulfilled much more rigorously;
namely,

(:)p= wk+ @Dyr . (4)

On the other hand, a,y (i) is the field amplitude for
the mode with wave number k (k') corresponding to the
ordinary (extraordinary) field, which is represented as a
sum of two mutually conjugate complex ¢ numbers

Efr, t) = E"(r, 1) + B, 0), ®)

12
E‘ﬂ(r t) = tz (2L3) eﬂajk(t)exp(ik - ),

j=o,e, (6)

where L2 is the normalization volume and ¢, is a polar-
ization vector. Equations (5) and (6) correspond to the
Heisenberg picture, where all time dependence goes in
the field amplitudes «}i(¢) and ap(z). For a free field
this dependence has the form

ajk(t) = ajk(o)exp(_‘wkt)o p

but for interacting fields it is complicated and contains all
the dynamics of the process.

The evolution of the Wigner field amplitudes a;(t) is
given directly by the Hamilton (canonical) equations of
motion that take #2a;(t) as coordinates and ﬁmak(t)

as canonical momenta. For instance, we get for the ex-
traordinary field amplitude o,y

Casado et al.

&ek = —lwxQex + g'VE fk, k')exp(—iwpt)a:‘k, .
k’
(8)

and a similar expression holds for the ordinary field am-
plitude by an exchange of index e with index o.

To calculate a,,(¢) for all ¢, we take into account that
the amplitude a..(t) evolves as a free-field mode before
entering the crystal and after coming out. We integrate
Eq.(8) from ¢ = —At tot = 0, where At is the time taken
for the radiation to cross the crystal. The initial condi-
tion is a, (—At) = *)(—At), where a{*)(—At) is the
field amplitude of the mode k in the incoming vacuum
field.

To second order in the coupling constant g’, that is,
taking the second term of the right-hand side of Eq. (8) as

a perturbation and retaining terms up to order g% w
get (setting g'At = g)

aal0) = “"’(0) + gvz flk, k')
X u[% (wp T Wex wok')] oé)mc)(o)
+ g2VIEY, > flk, K)FH(k!, k)
kK ¥
At .
X u[—z— (Worr + Wepr — UP)]

X u[éz—t-(w,v w,k)] al=%0), glVi<l

9)
where '
u(x) = (sin x/x)exp(ix). (10)

Equation (3) implies k* ~ k in the second-order contribu-
tion to Eq. (9).

In the derivation of Eq. (9) we have taken into account
that

af29(0) = alf(-At)exp(—iwade),

af™9(0) = af{™(—At)exp(iwaAt). 1
After t = 0, a,,(¢) evolves as a free-field mode:
. (t) = aa(0)exp(—iw.t)- (12)

Now let us consider two narrow correlated beams called
ordinary and extraordinary, with average frequencies o, ,

o, , and wave vectors k,, k,, respectively, fulfilling the
matching conditions :

o + @, = wp, k+k =k, (13)
Both light beams contain frequencies within a range from
Wi min 10 @; pax (j = 0, €), wave vectors whose transverse
components are limited by a small upper value, and or-
thogonal polarization vectors that are practically inde-
pendent of the wave vectors; that is,

Ik“l <€ ; m/c,

k= €3 € - € =0. 14)

“’jmin< "’jk<wjmv

€k = Ee»
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We also substitute slowly varying fields F*Xr, t)
[F<)X(r, ¢)] for the amplitudes E*)(r, ¢) [E"Xr, ¢)], the
relation between them being

F{"(r, £) = exp(iwt)E{*Xr, 1)

= iE (Awp/2L3)V20a,(0)exp(ik - r)
[k};

X exp[l(wj - wjk)t] Ejv (J =o0, e),
(15)

where w; is some appropriately chosen average frequency
midway between wq;, and wy,, [see relation (14)]. The
square brackets in the summation symbol indicate that
the sum is restricted to the set of k pertaining to the j
beam.

It is easy to obtain the amplitude F‘*’(rg , t) in terms

of the amphtude I“( Ay, t) at another point of the light
beam.! We find
F,('+ (rg, t) = F}~ Axa, t = raplc)explio (TAB/C)],

(J =e,0), (16)
where rap = rp — v4 and rup = 1.3l
From expressiovs (9) and (15) we obtain

F{(x, t) = F(rx, t)e,
= {1 + g2 VPJIFN(r, 1)
+ gVGF{t(p, t)}e,, an
F{(r, t) = F{(x, t)e,
= {{1 + gAVIIFS ™ r, 1)
+ gVGF(Iva)(p, thle,. (18)

Here F{"* and F{™ are the incoming vacuum fields, and

F.(F,) the outgoing extracrdinary (ordinary) fields—see
Fig. 1. We have

12
F(*’)(““’)(r, t) = ( ) exp(ik - r
¢ % T p(ik - r)

X exp[(we — wa)t]alP(0) (19)

"and similarly for F{-Xva)

G and J are linear operators
that are defined as

2
GF( Yvac) £) = ( e .
(x, t) t{%e L3 exp(ik - r)

X exp[i(w, — wer)t]Bx,  (20)

with
F (vac) .
° F
\\J o
Ve—T nc
] \?\
F‘(VIC) e

Fig. 1. Process of parametric downconversion.

£2) the amplitude F{H=9,
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At

Bx = 2 flk, k')u[—(wp ~ wa — wo) [af0(0),
k'l

@1

JFCH 1)

. ﬁwek vz . .
=i 23| explik - r)expli(w, - we)t]v,
i ,

22)
with
n= 2 2 fik k)X, k"
[x'), [K"]e
. t ‘
Xu 2 (o + weper — wp)
X u[%t‘ (wesr — wek)] (vu)(o) (23)

From Eq. (17) we see that the outgoing extraordinary
beam, to the order of g2, consists of three parts: (i) a
zero-point radiation with amplitude F{*X¥®) that passes
through the crystal without any change; (ii) a radiation
produced by the nonlinear interaction (mediated by the
crystal) between the laser beam, with amplitude V, and
the zero-point radiation, with amplitude F{™X"*) | enter-
ing the crystal in the direction of the ordinary beam; and
(iii) one part that is modified only a'little (to the order of
The ordinary beam is consti-
tuted in a similar manner.

Now let us consider the correlation properties of the
fields, which are identical to the ones calculated in a pre-
vious study?

A. Autocorrelations .
Taking the extraordinary field F\*)(r, ¢) = F*X(r, t)e, at
a point r and multiplying by ¢ and ¢’, we have

(F(x, )F(x, £1) = (FEO ), e)FLM(r, 7))
= 2g°|VIXGF{ ™ (r, t)G*F™™(r, t'))
=gYVi2u(t' —t), (Fx, t)F(r, ")) =0,
(24)

Here angle brackets indicate an average by use of the
Wigner function in the vacuum state as probability den-
sity. u.(t — t') is a correlation function that goes to zero
when |t' ~ t{ is greater than the correlation time of the
extraordinary beam, 7,. Similar expressions hold for the
ordinary field by an exchange of the indices e and o.

B. Cross Correlations :

Taking the extraordinary [F¢*(r, £) = F{*Xr, t)e,] and
the ordinary [F$*(r, t) = FS(x, t)e,] fields at the cen-
ter of the erystal r = r’ = 0 and multiplying by ¢ and ¢/,
we have

(F(0, 6)FSH(0, t1)) = gVt — t),

(FiH0, t)F$(0, 1)) = (FLY0, 2)FS(0, ¢')) = 0.
(25)
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Here »(t' — t) is a function that vanishes when |¢t' — ¢] is
greater than the coherence time between the extraordi-
nary and the ordinary beams. From Eq. (25) it is pos-

sible to derive all cross correlations at different points r

# r' by use of Eq. (16).

Finally, the quantum theory of detection in the Wigner
representation gives us the following results for single-
and joint-detection probabilities:

C. Single Probability

The following result is a general expression for calculat-
ing single probabilities per unit time in the Wigner rep-
resentation:

Py(ry, t) = (I(ry, t) — Ig(xy)), (26)

where I(r,, t) = [EC ) (xy, ¢)2 = [F<*Nx,, £)|2 and Io(x,)
is the intensity of the vacuum field at the position of the
detector.

D. Joint Probability
It can be proved that in PDC experiments

Pio(ry, t; rp, t + 1) « ({I(ry, t) — Io(ry)]
X [(I(ry, t + 7) — Ly(ry)]).

27
By taking into account that the Wigner fields amplitudes

arz Gaussian processes, and neglectmg fo urth-order
terms in g, we have?®

Poy(ry, 300, t + 7) x 2 > FE(xy, 1)
<,

X F{(r,, ¢ + MNE, (@28

where A\ and A’ are polarization indices.

3. TESTS OF BELL'S INEQUALITIES BY
USE OF POLARIZATION CORRELATION

Most experiments to test Bell's inequalities with nonlin-
ear crystals performed thus far have used type I PDC in
which the two correlated beams have the same polariza-
tion. In Refs. 1-3 experiments of this kind were ana-
lyzed in the Wigner function formalism. However, more
recent experiments that use type II phase matching pro-
vide a more direct way to generate entangled-photon
states. Type II experiments are themselves of two types.
In the first, that is, collinear type II PDC, the crystal is
oriented so that the ordinary and the extraordinary radia-
tion cones are mutually tangent in the direction of the
pumping beam. To date nearly all type II experiments
have used collinear phase matching.® On the other
hand,® in noncollinear type II phase matching the two
cones intersect along two directions, and this gives rise to
an entangled state in the polarization (see Fig. 2). It has
been claimed that such a source produces true entangled
states capable of violating Bell’s inequalities.

The experimental arrangement is shown in Fig. 3.
The two beams 1 and 2, in which the ordinary and the ex-
traordinary cones intersect, are selected and sent to two
polarizers, P, and P,, oriented at angles ¢, and ¢, with
respect to the polarization of the extraordinary ray. Co-
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Extraordinary

Ordinary

Fig. 2. Polarization entanglement in noncollinear type II down
conversion.

/
T8 p,
P

Fig. 3. Tests of Bell's inequalities by use of noncollinear type II
downconversion.

incidence rates were measured as functions of angles ¢,
and ¢,. InRef. 9 additional optical devices, that is, half-
and quarter-wave plates, were used to produce four dif-
ferent Bell states, but we confine our anaiysis to just one
of these states, namely, the one that uses no additional
devices.

Let us see how the entangled state is represented in
the Wigner formalism. The two beams, coming out of the
crystal along the directions at which the ordinary and the
extraordinary cones intersect, are given by

F{7(0, t) = F{(0, 6)i + FLI(0, 1),

F§(0, £) = FU(O, )i + FUO(0, )i, © (29

where i, i’ represent the polarizations of the extraordi-
nary beams and j, j° the polarizations of the ordinary
beams. The essential point is that the extraordinary
component, F‘ ), of the first ray and the ordinary compo-
nent, F(+ , of the second ray are conjugated, and there-
fore correlated. Similarly, F(") and F( ) are correlated,
but FU(FS) is uncorrelated to F'(+)(F'(+)

When a polarizer oriented at angle ¢1 to the horizontal

is placed in front of detector D,, the field at D, (placed at
ry) at time ¢ is

F)(xy, t) = [F{7(ry, t) - (cos ¢,i + sin ¢, j)]

X (cos ¢yi + sin ¢, )

expliw(d/c)]J(F{(0,¢ — dlc)cos ¢y + F.7
X (0, t — d/c)sin ¢,](cos ¢,i + sin ¢,j).

(30)
Here we recall that the action of a polarizer is to project
the electric-field vector on the polarization direction.

In the same way, we write for the field at detector D,
(placed at r,) at time £ + 7
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F*)Nrg, t + 7) = [Fy')xy, ¢t + 7)
- (cos ¢oi’ + sin 6,j')]
X (cos ¢oi’ + sin ¢oj§’)
= expliw(d/c)I(FL
X (0,¢ + 7 —d/c)cos ¢,
+ F{*(0, t + 7 — d/c)sin ¢,)

X (cos ¢oi’ + sin ¢y j’). (3D

To calculate the joint probability we combine relations
(28), (30), and (31) and take into account the correlation
properties of the fields given by Egs. (24) and (25). With
some easy algebra and an integration of P,,(7) over the
~ detection window, we obtain the coincidence probability

Py, = K sin®(¢; + ¢y), (32)

with K being a constant. This expression is similar to

the one obtained in Ref. 9 and corresponds to 100% con-

trast. This type of correlation is usually thought to vio-

late a Bell inequality (but see Section 5). In the actual

experiment a violation of the mequahty by 100 standard
deviations is reportad.

4. DETECTION PROBLEM‘ IN THE WIGNER
REPRESENTATION

The detection probability in quantum optics is usually
written in terms of the normally ordered expression

At N
x f (ECEM(t))de, (33)
0

where E¢*)(2) is the Heisenberg operator of the electric
field at the detector, E(7)(¢) is its Hermitian conjugate,
and At is the detection time window. For simplicity we
consider a point detector and therefore ignore the stan-
dard volume integral in relation (33).

When we pass to the Wigner representation, the nor-
mally ordered expression should be written in terms of a
symmetrically ordered expression minus a commutator.
Then we may replace [see relation (26)] the Heisenberg
operators with random wave amplitudes and, after some
rather trivial algebra, we get

At
o« J; (I(¢) — Ip)de, (34)

where I(t) = |E(t)|? is the intensity of the field arriving
at the detector and I, is a constant corresponding to the
average intensity of the zero point, i.e., the intensity that
would arrive at the detector if all light sources, such as
lasers, were switched off.

If the Wigner function is positive definite, I(¢) may be
interpreted as a stochastic process, which makes possible
a wavelike interpretation of the propagation of light.
This is the case in all experiments involving parametric
downconversion. However, there remains a problem for
a wavelike interpretation of the detection process, be-
cause I(¢) — I, is not positive definite. This means we
cannot assume that I(¢) — I, is proportional to a detec-
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tion probability. Nevertheless, it is easy to show that the
average (I(t) — I,) is nonnegative definite. Now we con-
sider the usual case in which I(¢) is a stationary stochas-
tic process. It then follows (see Ref. 10, p. 49) that it is
ergodic. We could consider substituting time averages
for ensemble averages, thereby obtaining

1 T
P x (I(t) - Ip) = iim 7 jo [I(t) - I,]de.  (35)

This shows that, for every member of the ensemble of sto-
chastic wave amplitudes (except for a subensemble of zero
measure), the time-averaged photodetection probability
precisely equals the ensemble-averaged one (I(¢) — I,).

In practice we do not have a time average but some-
thing that is almost equivalent, namely, an integration
over the detection window Atz. A typical detection win-
dow lasts more than one nanosecond, so that the dimen-
sionless quantity wAt, where w is the frequency of visible
light, is of the order of 107. It is true that taking the
limit T — = is not the same as taking T ~ 107 (in dimen-
sionless units), but the difference must be small. Be-
cause the right-hard side of Eq. (35) is nonnegative defi-
nite, the finite-time average

1 [a '
i7 fo [I(t) — Iolde . (36)

takes negative values only with a small probability. Now
let us modify the standard detection probability of rela-
tion (34) so that

A
P« [J [I(t) - Io]dt} ; (37
)

+

where the notation { }. indicates that we replace the con-
tents of the brackets with zero if their value is negative.
Then relation (37) will predict rather more photocounts
than the standard quantum detection theory, but it does
not seem unreasonable to assume that these additional
counts correspond to a part of the dark rate at the detec-
tor. As a matter of fact, the quantum theory of detection,
leading to relation (33), involves first-order perturbation
theory. Therefore we may assume that quantum theory
also predicts some dark background in photocounters
when higher-order processes are taken into account, be-
cause the detector may be activated by vacuum fluctua-
tions. A detailed study of such a background would have
to enter fully into the electronic band structure of the pho-
todetector material'l; a treatment based on the photoelec-
tric effect for single atoms is clearly inadequate.

5. DISCUSSION

In the preceding sections we have outlined a theory of
both the propagation and the detection of light that is
consistently local realist in the sense defined, for ex-
ample, by Clauser and Shimony.*? In fact, Eq. (27) has
the standard form introduced by Bell in his definition of
local hidden variables models, in particular,
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Py = (Py(\, 1PN, ¢2))

= fp(X)Px(\, $1)P2(N, ¢2)dN, (38)

where the amplitudes a; y involved in I(r, t}, by means of
E(r, t) [see Eq. (6) and the line following relation (26)]
play the role of the hidden variables \. On the other
hand, our theory is also in almost perfect one-to-one cor-
respondence with the standard Hilbert-space theory, the
only difference being the modification in the detection
probability that we proposed in relation (37). Apart from
a small dark rate, which is, in any case, a feature of all
real experimental situations, this theory gives singles and
coincidence rates that agree with the standard theory.
Therefore we have here an apparent contradiction. On
the one hand, a Bell inequality is violated according to
Ref. 9, which implies that no local hidden-variables model
exists for the experiment. On the other hand, we have
an explicit local hidden-variables model, namely, the
quantum model in the Wigner representation with the
modification of relation (37). What is the resolution of
this apparent contradiction? The explanation is that the
Bell inequality, which is actually violated in the experi-
ment, is not a genuine Bell inequaiity derived from the
assumptions of realism and locality alone (such as in-
equality (4) of Clauser and Hoine),!® but a homogeneous
inequality involving additional assumptions (such as in-
equality (11) of Clauser and Horne). One of these as-
sumptions, rather than local realism, is what is violated
in our local-hidden-variable (LHV) model.

We have been insisting for many years now'* that
these auxiliary assumptions are not only unreasonably
restrictive but also incorrect. We believe that the results
reported in the present paper vindicate our point of view.

As is well known, a genuine Bell inequality cannot be
tested in experiments with visible light, because of the
low efficiency of the detectors presently available. The
conventional wisdom is that this is just a technical prob-
lem that will be solved in the near future. However, the
existence of an LHV model for the quoted experiment,?
which does not rest upon the low efficiency of the detec-
tors but on the existence of some unavoidable amount of
dark rate [see relation (37)], shows that any future reli-
able test of LHV theories should involve detectors that
have both a high efficiency and a low dark rate.

Now we turn to the interpretation of entanglement in
the Wigner representation. We saw [see Egs. (25) and
(29)] that photon entanglement is merely correlation be-
tween two light beams. What, then, is the difference be-
tween classical correlation and entanglement? In quan-
tum optics, that which is usually called classical is light
that has a (Glauber) P representation that is positive
definite, and classical correlation usually means a corre-
lation between the P-distribution functions of the two
light beams. Here we see that local realist theories is a
class much bigger than standard classical theories. In
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particular, the quantum model following from the Wigner
representation interpreted as a (positive) probability dis-
tribution allows for correlations much stronger than clas-
sical correlations. As in our functions F{"’ and F'*) of
Eq. (25) local realist theories involve correlation of the
zero-point part of the electromagnetic field, and this is en-
tanglement.

Of course, the obvious objection to these arguments is
that they cannot be extended to cases in which the
Wigner function is negative. Elsewhere we have conjec-
tured that this never happens in actual experiments. We
refer the reader to our publication® for details.
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