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CAPITULO 1: INTRODUCCION




1.1. INTRODUCCION

Uno de los objetivos comunes a una gran variedad
de mecanismos consiste en el requerimiento de que algin ele-

mento describa un movimiento predeterminado.

Para pequeilas velocidades de funcionamiento, normal-
mente es valido basar el disefio de las hipdbtesiss de sdlido
rigido y fuerzas estaticamente aplicadas. Sin embargo, a medi-
da que 1las velocidades aumentan las fuerzas elasticas y de
inercia llegan a ser de ordenes de magnitud similares, lo cual
significa que en tales mecanismos los fendmenos vibratorios
no seran despreciables. Dichas vibraciones no sdlo distorsiona-
réan el movimiento deseado, sino qgue inducirdn un desgaste v
ruidos excesivos y, posiblemente, un fallo prematuro del meca-
nismo. Estas son las razones por las gue en la actualidad se
estd dedicando un gran esfuerzo al desarrollo de métodos de
diseflo de maquinas que contemplan simultaneamente las caracte-

risticas cinemédticas, elasticas y dinédmicas de la méquina.

El trabajo aqui realizado pretende ser una aporta-
cién a este esfuerzo conjunto. Ahora bien, este cometido es
de tal magnitud que, necesariamente, el campo de aplicacidn
ha tenido que ser reducido a una clase particular de mecanis-
mos: los mecanismos de leva. La definicidn mé&s general de leva
es la de un elemento mecénico transmisor de un movimiento de-
seado a otro elemento mecdnico por contacto directo. La pro-
piedad méas importante -y una de las razones por las que este
trabajo se ha restringido a tal clase de mecanismos- de 1los
mecanismos de leva es la gran libertad de eleccidn de movi-

miento transmisor que confiere al diseflador.

No obstante la restriccidn anterior, debida, en par-
te a la necesidad de cuantificar los resultados, la filosofia

de diserio de los métodos gque se van a desarrollar posee un



espectro de aplicacidn bastante mas amplio.

1.2. ALGUNAS DEFINICIONES Y NOMENCLATURA

Dentro del campo de los mecanismos de leva todavia
existe una amplisima variedad de configuraciones posibles [102
49, 21, 6

no afecta a la metodologia que se va a desarrollar, por lo

. Las diferencias entre unas configuraciones y otras

gue, en lo que sique, el estudioc se va a restringir a los meca-
nismos de leva de disco con movimiento traslacional del segui-
dor. Aunque tales mecanismos pueden estar constituidos por bastan-
tes elementos, todos los constituyentes basicos se encuentran
presentes en la representacidn esguematica de la figura 1.1.

El muelle de precarga se introduce para asegurar el contacto

Muelle de
precarga

Seguidcr —™

‘ X
TT7I777 73 077777777 —
Rodillo —= (. —— .
|
%
Vo

Figura 1.1. Esquema de mecanismo de leva de disco.



entre la leva vy el rodillo del seguidor. Y es el movimiento
impuesto por la leva al seguidor, que en adelante denominare-
mos movimiento de entrada o movimiento excitador. X es el mo-

vimiento de salida o respuesta.

En muchas aplicaciones el seguidor debe permanecer
en reposo en ciertas posiciones duvante cilertos intervalos
de tiempo, de modo que el movimiento completo se puede descri-
bir como la sucesidn de "segmentos" de descanso (D) intercala-

dos con segmentos o periodos de movimiento de subida (S) o

Descanso-Subida-Descanso (D-S-D)

—— ‘__..__._‘___/’/ \‘.‘_____._.A.Mmu.ﬂ ey

Descansc-Subida-Bajada-Descanso (D-S-B-D)

7 N
/

Subida-Bajada (S-B)

Figura 1.2.



bajada (B). Aungue el movimiento puede ser mucho mas general,
es una costumbre ancestral en el campo de la dinémica de levas
el describirlo a través de tales "segmentos”. En la figura
1.2 se representan las 3 combinaciones béasicas. Existe una
gran cantidad de segmentos [101, 110, 31| gue han sido fre-
cuentemente utilizadeos en mecanismos de velocidades bajas vy

medias.

En la literatura aparecen frecuentemente las expre-
siones "vibraciones residuales" vy "vibracicnes relativas'".
Es importante distinguir claramente estos dos conceptos. Bl
primero se refiere a la diferencia entre la respuesta real
y la respuesta deseada, mientras que el segundo se refiere
a la diferencia entre la respuesta real y la que se obtendria

si la leva girase con velocidad nula (respuesta estatica).

1.3. REVISION BIBLIOGRAFICA

1.3.1. Estudios experimentales

Los primeros estudios datan de comienzos de 10s anos
30. A medida gue los regimenes de los motores de combustiodn
interna aumentaron se produjeron algunos fallos en los arboles
de levas que no se podian explicar por los procedimientos con-
vencionales. El énfasis se puso en el muelle de precarga |72,
35, 40, 56| por ejercer una fuerza insuficiente para mantener
en contacto los distintos elementos del mecanismo durante el

periodo de desaceleracidn del ciclo de la leva.

Mitchell |86, mediante un sencillo dispositivo com-
pard las vibraciones inducidas en la respuesta de tres perfi-
les de leva (parabdlico, cicloidal y armdnico simple), verifi-
cando las conclusiones que Hrones |55| habia obtenido sobre
un modelo de un grado de libertad. Dichas conclusiones -gue

los perfiles parabdlicos y arménico simple, gque tienen grandes



discontinuidades en sus aceleraciones, son mas propensos a
excitar vibraciones cue el cicloidal, que tiene una acelera-
cidén continua- han conducido a la siguiente regla: Los perfi-
les con valores altos de la sobreaceleracidn +tienen un mal
comportamiento vibracional. Sin embargo, es obvio que tales
observaciones, basadas en un nUmero finito de casos, no prue-
ban que todo perfil con una sobreaceleracidn elevada posea

un comportamiento vibracional pobre.

La mayor parte de los estudios posteriores se han
encaminado a comprobar‘la validez de los modelos matemdticos
o la de las sintesis basadas en ellos. Asi Thoren, Engeman
y Stoddart [111| comprobaron la mejora cualitativa en el com-
portamiento dinamico del tren de levas de dos motores de com-
bustidn interna al sustituir la leva de "stock" por una leva
"polydyne”. Turkish [114] estudidé el mal funcionamiento de
los ajustadores hidrdulicos de huelgo en un motor de automdvil,
Utilizando un modelo de un grado de libertad (g.d.l.) sin amnor
tiguamiento concluyd gue el problema se debia a una fuerza
insuficiente en el nuelle de precarga. Utilizando un rnuelle
con una frecuencia natural mayor, el problema desaparecid.
Barkan |10| resaltd la importancia del amortiguamiento para
correlacionar la altura del rebote de valvula, medida en un
motor de combustidn, con la predicha por un modelo de un g.d.
1.

Aungue, fundamentalmente, las observaciones se han
confrontado con modelos de 1 g.d.l., también existen algunos
estudios con nodelos de mayor numero de g.d.l. Jonhson |60]
investigd el tren de valvulas de un motor diesel mediante un
modelo de 2 g.d.l., y Subramanian [107! utilizd un modelo de
3 g.d.l. Recientemente Pisano {90-94| ha publicado gran canti-
dad de informacibn experimental referente al arbol de levas
de un motor de automdvil, concluyendo que los nodelos de 1

g.d.l., normalmente empleados en dichos mecanismos sélo son



validos para velocidades pequefilas, siendo necesario un modelo
de parametros distribuidos (representacidén del nuelle de pre-
carga por una parra continua) para predecir correctamente el
comportamlento patoldgico real a altas velocidades. En este

caso el amortiguamiento sigue siendo un parametro critico.
1.3.2. Analisis

El andlisis tedrico de un mecanismo de leva se reali
za mediante un nodelo matematico. El modelo mas simple utili-
zado en este campo es el de sdlido rigido, tal como el de las
figuras 1.3 y 1.4. Este modelo ha sido empleado para predecir

el fendmeno de separacidn o pérdida de contacto entre leva

y seguidor |9, 11, 50]|. Basados en dicho modelo Kloomok v Mu-
ffley |64-66| analizaron varios parametros (angulos de pre-
sidn, radios de curvatura y cargas dindmicas), desarrollando
una serie de consideraciones respecto al disefio. El analisis
de la curvatura también ha sido considerado por Baxter |12/,

Holowenko y Hall |[54]|, Hirschhorn |[53|, Sermon vy Liniecki

Masa —=

T7I7Z7A W7 777777. — Guia
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Figura 1.3.
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{103 Speckhart [105! y Koumans [69). Aunque para el estudio
de mecanisnmos de alta velocidad se emplean modelos més sofis-
ticados, el del sd6lido rigido se ha seguido utilizando hasta
la actualidad [*30].

El modelo mas sencillo capaz de veproducir un verda-
dero comportamiento diné&mico es el de 1 g.d.l., utilizado por
primera vez en este campo por Hrones [104|. En la figura 1.5
se representa este nodelo gue, junto con ligeras variantes
{exclusidn del amortiguamiento, o del muelle de precarga, O
de la masa en contacto con la leva), es, con diferencia, el
més ampliamente utilizado en la sintesis dindmica de levas.
Hart |51}, Young |124| vy Méndez-Adriani |82| lo han utilizado
para predecir la separacidn leva-seguidor. Neklutin [37], Mer-
cer y Hollowenko }83] vy Chen y Polvanich |27! calcularon los
espectros primarios y de vibracidn residual para una gran va-

riedad de excitaciones, basandose en dicho modelo.

Tesar y Mauthew |[110| y Young |124] realizaron un
analisis de sensibilidad de los parametros que caracrterizan
al modelo. Chen [26| y Chen vy Polvanich [28] estudiaron el
mismo modelo, pero con un muelle y amortiguador no lineales.
Wiedervich [120] ha realizado el estudio mds completo respecto
al campo de validez del modelo de 1 g.d.l. en la dinadmica de
levas. Las conclusiones que deduce han sido usadas por 0tros
investigadores |32, 123| para justificar la adopcidn de un
nmodelo de 1 g.d.l. No obstante, en el capitulo 2 de este traba
jo se nuestra gue las conclusiones de Wiederich se basan en
ciertas hipbtesis simplificativas que no encuentran justifica-

cibn en muchos mecanismos de levas.

Estudios cinemdticos sobre la influencia de los erro

b

res de mecanizado vy dimensionales y de la variacidn de 1
velocidad de giro de la leva han sido realizados por Rothbart
1101}, Giordana |46, 47|, Dhande |37) vy Tesar |110




La influencia sobre las +tensiones de contacto de

la falta de paralelismo entre los eljes de la leva y del rodi-

llo se estudia en |13

‘

Eiss |43} ha estudiado los espectiros de vibracibn

residual para varios impulsos acelevacionales en un mnodelo

iy

Utilizando procedimientos de simulacidn andloga o
digital se han estudiado efectos tales como las caracteristi-
cas del par motor de entrada, elasticidad del eje de la leva,
errores de mecanizado y huelgos, conduciendo a modelos dinémi-~
cos no lineales de complejidad variable {desde 1 hasta 11 g.d.
1.). Bloom y Radcliffe |17] estudiaron el efecto de la rigidez
torsional del eje de la leva ucilizando un modelo de 1 g.d.l.
Freudenstein [45) simuld este mismo efecto junto con las ca-
racteristicas del par motor de entrada utilizando también un
nodelo de 1 g.d.l. Koster |67 estudia extensamente todos los
efectos mencionados anteriormente, <trabajando con nodelos de
compleijidad creciente {1 a 4 g.d.l.). En este trapajo se enfa-
tizan los efectos nocivos de la elasticidad del eje de la leva
y de los huelgos, aportando unas graficas sumamente Gtiles.
Ardayfio {2! ha continuado este trabajo, incluyendo el efecto
del amortiguamiento. Xim |62| ha realizado una sinmulacién con
un modelo de 11 g.d.l. Chang [22| ha utilizade un modelo de
6 g.d.l. basado en el de Xim para estudiar el efecto de la
excentricidad del centro de masas de la leva y el efecto de

las vibraciones laterales del sequidor.
1.3.3. Sintesis

Para mecanismos de baja velocidad los perfiles de
leva se conformaban por la unidn de varios segmentos, cada
uno de los cuales se seleccionaba de entre varios perfiles

basicos v geométricamente sencillos, como el parabdlico o el

10



armdénico simple. Cuando los efectos dindmicos se hiceron im-
portantes surgieron nuevos perfiles para satisfacer diversos
aspectos mas o menos relacionados con la dindmica, tales como
el pico de aceleracidén [87, 83, 52, 1|, el pico de velocidad
1881, o el par maximo |88, 63|. Una recopilacidn de dichos
perfiles se puede encontrar en los textos de Rothbart [101],

Tesar |110] o Chen |31

Puesto que las consideraciones dindmicas enfatizaban
el perfil de aceleracidn (control de la aceleracidén maxima
y de la sobreaceleracidn) Johnson |58 propuso un método de
sintesis del perfil de leva a partir de un perfil de acelera-
cidén deseado, mediante un método de diferencias finitas. Poste
riormente el método se ha desarrollado hacia una mayor siste-

matizacidén |23, 24, 25, 38].

Los métodos de sintesis anteriores son cinematicos.
Las caracteristicas dindmicas son introducidas ad hoc o por
procedimientos indirectos. En realidad el primer método que,
con pleno derecho, puede ser denominado de sintesis dinamica
fue el de Polydyne, propuesto por Dudley [42] y desarrollado
por Sttodart |111, 106|. En la actualidad, la mayoria de los
métodos de sintesis dindmica se pueden considerar como versio-
nes mas o menos sofisticadas de el Polydyne. En este método,
la sintesis se consigue por "segmentos”. Para un determinado
segmento se elige la respuesta en forma de polinomio, cCuyos
coeficientes se detérminan imponiendo los valores de la res-
puesta y sus derivadas en los extremos del segmento. Una vez
obtenido el polinomio de salida se sustituye en las ecuaciones
del movimiento del modelo (casi siempre un modelo de 1 g.d.1l.)
obteniéndose directamente el movimiento de entrada vy, por tan-—
to, para una determinada velocidad de funcionamiento, el per-
fil de la leva. De aqui se deduce la ventaja pyrincipal del
método Polydyne: A la velocidad de disefio la leva reproduce

el movimiento deseado sin ninguna distorsidn. En adelante,

11



las levas que cumplan este requisito las denominaremos “"sinto-

nizadas".

Aunque el método Polydyne representa un avance fun-
damental respecto a los métodos anteriores, adolece de una
serie de defectos. En primer lugar, las condiciones de contor-
no impuestas a la respuesta no tienen una justificacidn tedri-
ca, y en algunas situaciones reales no se pueden verificar.
La leva sdlo estd sintonizada a la velocidad de disefio, ocu-
rriendo que el gradiente de la amplitud de vibracidn residual
respecto a la velocidad de funcionamiento suele ser muy eleva-
do. Ademé&s no se ejerce ningun control sobre parametros tales
como la fuerza de precarga, angulo de presidn o tensiones de
contacto, siendo estos parametros tan importantes como la pre-

cisidn del movimiliento.

Muchos de los esfuerzos dedicados posteriormente
al método Polydyne tenian como finalidad el saneamiento de
alguno de los errores apuntados. Johnson [|57] ha extendido
el método a modelos de N g.d.l. Utilizando un modelo de 3 g.d.
1. tuvo gue imponer condiciones hasta las derivadas de orden
9 de la respuesta. En general, para un modelo de N g.d.l. se
deben especificar las derivadas de la respuesta hasta el orden
2N + K, para controlar el movimiento de la leva y sus deriva-

das hastca el orden K {(lo cual es necesario para enlazar con

continuidacd los diversos segmentos de la leva) [110|. Matthew
1791 dedujo los coeficientes del polinomio de salida no sdlo
imponiendo condiciones en los extremos del segmento, sino tam-
bién en algunos puntos internos. Kanzaki e Itao |61] sustitu-
yeron algunas de las condiciones de extremo por la imposicién
de que la leva estuviera sintonizada a varias velocidades de
funcionamiento. De esta forma, si las velocidades estan 1lo
suficientemente prodximas se consiguen controlar las vibracio-

nes residuales. Kwakernaak y Smit |71] plantearon el problema

de la sintesis como un problema de optimizacidn matemitica,

12



minimizando las vibraciones residuales sobre una gama de velo-
cidades de funcionamiento. Las condiciones en 1los extremos
se limitaron al desplazamiento, velocidad y aceleracidn, aun-
gue se introdujo un control global sobre la velocidad, la ace-
leracién y la sobreaceleracidn. La respuesta no se representod
por un polinomio, sino por una funcibn con sobreaceleracidn
constante a trozos sobre N segmentos. Berzak |14, 15, 16| ca-
racterizo la familia de polinomios gue satisfacen ciertas con-
diciones de contorno en funcidén de una serie de parametros
independientes. Encontrd ciertas caracteristicas cinematicas
inherentes a la estructura de la "familia” vy expresd la sinte-
sis como la optimizacidn, en funcidn de los parémetros anterio-
res, de varios coeficientes de "performance” que caracterizan
determinadas propiedades cineméticas o dinamicas (pico de ve-

locidad, aceleracidn, etc.).

El trabajo de Chew |32, 33| representa un avance
significativo. Chew argumenta que un buen disefio no sb6lo debe
producir una buena respuesta, sino también un buen estado ten-
sional interno. Ademds, investigaciones anteriores |71, 83,
120, 14| sugerian que la optimizacidn exclusiva de una de es-
tas caracteristicas seria en detrimento de la otra. Por tanto,
plantea el problema de la sintesis como uno de optimizacidn
conjunta de la energia vibracional relativa -arguye gue contro
lando esta magnitud, asociada a la vibracidn relativa, se con-
trolaran las vibraciones residuales para velocidades distintas
de la de diseno- y de las tensiones de contacto leva-seguidor.
La introduccidn de estas UGltimas hace el problema no lineal,
utilizando la teoria del control J&ptimo para su resolucidn.
Recientemente la teoria del control o6ptimo se ha extendido

a la minimizacidn de vibraciones residuales en mecanismos ac-—

tuados por un servomotor [123, 80

Wiederrich |120] ha mnodificado el método Polydyne,

sustituyendo el polinomio algebraico por uno trigonométrico,

13



minimizando el pico de aceleracidn. También ha empleado una

respuesta trigonométrica en otro método, en el gue no impone

restricciones de igualdad en los extremos del segmento, sino

que minimiza el error o vibracidn residual.

Polinomios trigonométricos finitos han sido utiliza-
dos en la sintesis dindmica de levas |119, 48, 44, 120! con
una filosofia de disefio distinta de la del Polydyne. Estos

mécodos son comentados en el apartcado siguiente.

1.4. MOTIVACION ¥ OBJETIVOS

Decir que la motivacidn UGltima de esta tesis (O de
cualquier otra) es la consecucidn de "un trabajo original de
investigacidn" {en el campo de la sintesis dinamica de levas
en este caso) es una tautologia porgue la expresidn entre
comillas es la definicidén oficial de tesis doctoral. Pero la
informacidén que aporta no es redundante, porque la condicidn
de originalidad encauza (o motiva) la direccidn del trabajo.
De aqui se sigue cue la labor previa del doctorando debe secx
el estudio critico de la literatura pertinente al tema de la
tesis (sintesis dindmica de levas) y la blsqueda de métodos
o hipbtesis, defectuosos o incompletos a su Jjuicio, de 1los
que se sienta capaz de modificar o sustitulir por otros nuevos
y mejores, dando lugar asi a un trabajo de investigacidn ori-

ginal (la tesis).

Por tanto, en el punto siguiente se van a exponer
aguellos aspectos de la literatura consultada (apartado ante-
rior) en el campo de la sintesis dinamica que, en opinidn del
doctorando, son defectuosos, exponiendo, a la vez, las razones

por las que se mantiene esta opinidn.
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1.4.1. Analisis critico

Dos son, principalmente, los aspectos gue se van

a examinar: El modelo matemdtico y los métodos de sintesis.

Modelos matemdticos

Las confrontaciones experimentales se han referido
a diversos aspectos mas o menos especificos, no dando, porxr
tanto, un pronunciamiento definitivo. El estudio mas reciente
(v completo) |90] apunta el caracter no predictivo del modelo
cladsico de 1 g.d.l., v 1la necesidad de aproximar el muelle
de precarga como un modelo con grados de libertad internos
(en dicho estudio se utiliza un modelo de ©ovarametros distri-

buidos).

Por otra parte, practicamente no existen estudios
tebdricos sobre la validez de los modelos. El mds completo
1120! acota el campo de validez del modelo de 1 g.d.l. Pero

respecto a este trabajo se pueden plantear dos cuestiones:

1 - El Gnico parémetro gue se contrasta es la res-
puesta. Pero paramecros tan importantes CoOmo
éste son las fuerzas, gque sirven para calcular
el estado tensional.

4

2 -~ Las conclusiones se basan en unas hipdtesis sim-
plificadoras gque no se cumplen en muchos siste-

mas de leva.

Métodos de sintesis

Con independencia del modelo, el método Polydyne
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y sus distintas variantes necesita de la hipdtesis de una vi-
bracidén residual nula al comienzo de cada segmento, va sea
de subida o de bajada. Partiendo de esta hipbtesis (en adelan-
te denominada h, ), las levas sintonizadas se disefian para gue
la vibracidén residual al final gel segmento sea nula. Por su-
puesto, si la leva no se sintoniza existird vibracidn residual
al final del segmento. En cualguier caso, en el mecanismo real
existird vibracidn residual al final del segmento, va sea por-
gue la velocidad real no coincide exactamente con la de disefo
o/y porque el comportamiento del sistema real tampoco coincide

exactamente con el modelo matem&tico que se utilice.

Por tanto, para que el método de disefio sea consig-
tente con hy, después de cada periodo de subida o bajada debe
existir un segmento de descanso, dentro del cual se amortigue
la vibracién residual antes del comienzo del siguiente periodo
de movimiento. La utilizacidn de h, no ser& razonable si se
produce alguna de las sigquientes circunstancias (gue no son

incompatibles):

l.- El amortiguamiento es suficientemente pequeiio.

2.- El periodo de descanso es suficientemente corto.
3.~ La velocidad de giro de la leva es suficientemen
te alta.

Estos problemas ya fueron seflalados por Bagci |7/
en 1971. Por otra parte, Rothbart, en su tratado clasico 1101
propuso la sustitucidn de las consideraciones de sintesis ba-
sadas en términos de vibraciones transitorias por otras basa-
das en las vibraciones en régimen permanente cuando los perio-
dos de descanso fuesen cortos. Koster |67]| hace el siguiente

comentario sobre esta opinidén de Rothbart:

"This suggestion, however, should be rejected as

incorrect. As stated before, steady~-state vibration

16



will not occur, since in practice the angular velo-
city {wg ) of the shaft is low in rvelation to the
natural frecuency of the follower (wg ). If dwell
periods are short, the phenomenon of interference
from transient vibrations of preceding cam motions
will ocurr. The initial conditions of every new can
motion are then determined by the vibrations of the

preceding motions"” (*).

Esta opinidn de Koster se mantiene en textos modernos de dina-
mica de levas. Asi, Chen |31]| hace el siguiente comentario
respectc a la sugerencia de Rothbart: "This 1is a misconcep-
tion",{**), y a continuacidn hace el mismo razonamiento de
Koster.

Wiederich [120| ha tratado de refutar la critica
de Bagci. Aungue concede que los métodos que s6lo ucilizan
el concepto de vibracidn transitoria basados en h no sirven
para predecir la respuesta, suglere que si sirven como medio
para medir la tendencia relativa a excitar vibraciones resi-
duales de diferentes segmentos aislados de movimiento. Ahora
bien, Wiederich lo qgue hace es dar una cota superior de la
amplitud de la vibracidn residual en régimen permanente, en
funcidén de la misma en régimen transitorioc. Es evidente gue
esta informacidn es insuficiente para establecer la compara-
cidén que é1 propone, y aln menos para evaluar un perfil comple

to. Wiederich continua diciendo que, en todo caso, el concepto

(*) "No obstante, esta sugerencia deberia ser eliminada por incorrecta.
Como se dijo antes, las vibraciones permanentes no se produciran, por-
que en la prédctica la velocidad angular (wg) de la leva es baja en re-
lacidén a la frecuencia natural del seguidor {(we). Si los periocdos de
descanso son cortos, se producird el fendmeno de interferencia de los
transitorios de los movimientos precedentes. Entonces, las condiciones
iniciales de cada nuevo movimiento estan determinadas por las vibracio-
nes de los movimientos precedentes'.

(%%) "Esto es un error de concepto”.
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de vibracidn residual +transitoria (basado en hy ) parece ser
el Unico criterio disponible para valorar un segmento aislado
en los métodos de disefio a trozos -es decir, en los métodos
que, como el Polydyne, descomponen el movimiento de la leva
en varios movimientos "basicos", sintetizando aisladamente

los distintos segmentos.

Parece necesario estudiar con mayor detalle esta
aparente rivalidad entre vibraciones transitorias y permanen-
tes: En un sistema mecéanico lineal sometido a un movimiento
excitador (definido por el perfil de la leva) periddico, el
movimiento excitador se puede considerar compuesto de una se-
rie de segmentos sucesivos. Entonces la respuesta en un instan
ce de tilempo dado estard compuesta de la solucidn particular
del correspondiente segmento mas una vibracidn transitoria,
correspondiente a las condiciones iniciales del segmento, gue
a su vez, sera la respuesta al final del segmento anterior
(basados en este nodo de proceder existen métodos clésicos
de analisis de vibraciones, como el método de la integral de
Duhamel |81, donde la funcién excitadora se compone de una
sucesidn de escalones infinitesimales). Pero también se puede
ver la excitacidn como una funcidn periddica, por lo que la
respuesta, pasado un determinado periodo desde el inicio del
movimiento (gque depende del amortiguamiento), sera la vibra-
cién estacionaria (periddica) que dicha funcién provoca. En
este sentido, los conceptos de vibracidn transitoria vy perma-
nente no son antagdnicos, sino distintas interpretaciones

(igualmente validas) de un mismo fendmeno.

Aunque ambas interpretaciones son igualmente validas
su facilidad de aplicacidn no es la misma. En los casos en
que h,; es valida, existen métodos de disefic de implementacidn
sencilla, como el Polydyne y sus variantes, basados en la in-
terpretacidén en términos de <transitorios. Ahora pien, se ha

visto antes que uno de los motivos que invalida a h, es la
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velocidad de la leva. Por tanto, aungue el método Polydyne
surgié como un medio de disefiar mecanismos de leva de alta
velocidad, resulta que dicha velocidad no puede ser tan alta
(tan alta como para invalidar a h, ). Para mecanismos cuya ve-
locidad invalide a hy parece plausible hacer una tentativa de
ensayo de un método de disefio basado en la interpretacidn de

vibraciones permanentes.

Segin Midha [84], la razdn por la cual la mayoria
de los métodos de disefio se basan en hy es la simplicidad,
afirmando a la wvez, gue las soluciones obtenidas por estos
métodos pueden ser bastante diferentes de las obtenidas basan-

dose en el régimen permanente.

Polinomios trigonométricos y series de Fourier

Como se sefiald al final del apartado anterior 1los
polinomios trigonométricos se han empleado en la sintesis di-
namica de levas desde una perspectiva distinta de la que apor-
ta el método Polydyne. Weber [119| ha argliideo gue puesto que
el movimiento transmitido por la leva es periddico, puede sex
desarrollado en serie de Fourier. Entonces, la respuesta en
régimen permanente puede ser construida fiacilmente por super-
posicidon de las respuestas de los distintos armdnicos que com-
ponen el movimiento de entrada. Esta idea parece encajar per-—
fectamente como la base del método alternativo gue se ha pro-
puesto arriba para los disefios en los que la hipdtesis h, no
es valida. Y como tal base ha sido adoptada por Wiederich
1120] vy, también, en el presente trabajo. Pero Weber no sigue
adelante con la idea, porque dice que la mayoria de las levas
estan formadas por una serie de segmentos, tales cono reposos
y curvas de transicidn interconectados, y que el manejo del
perfil como un todo conllevaria demasiadas constantes arbitra-
rias, de manera gque su utilizacidn se hace inmanejable. En

la fecha en que se escripid el articulo (1960) el argumento te-
4
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nia validez, porque el boom de los ordenadores digitales se

encontraba en sus comienzos, pero hoy ya no vale.

Entonces, Weber propone una sintesis por segmentos,
cada uno de los cuales se obtiene por superposicidn de una
clase especial de polinomios trigonométricos, que él denomina
semicicloidales y que tienen la virtud de transmitir un enlace
suave entre segmentos. Pero con esta transformacidn la metodo-
logia se ha identificado, esencialmente, con la del método
Polydyne, con las mismas ventajas e inconvenientes de cal
método. No obstante, en la Gltima parte del articulo aparecen
nuevas ideas. Weber observa que los armbnicos mias altos produ-
cen una mayor vibracidn transitoria, asi como una mayor modi-
ficacidn de la respuesta permanente respecto a la excitacion.
Por tanto, dice, si la minimizacidédn de las componentes de alta
frecuencia fuera el Gnico criterio de disefio, no habria razdn
para conectar dos periodos de descanso con otro perfil que
no fuera el cicloidal, ya que sdélo tiene un armbnico. Pero,
continuta, otro factor importante es el pico de aceleracidn,
vy el del cicloidal excede en un 57% al del parabdlico, que
posee el minimo absoluto. Entonces, propone el siguiente méto-
do de diseflo: Desarrollar en serie de Fourlier el novimiento
parabolido y truncar la serie en determinado armdnico, que
dependera del peso relativo que se le quiera dar a los dos
criterios anteriores {(nGmero de armdénicos «+ pico de acelera-
cién). Ahora bien, como las series de Fourier convergen en
el sentido del ervor cuadratico (convergencia no uniforne),
en el desarrollo del movimiento parabdlico se produce el fend-
meno de Gibbs [20|, y deben tomarse pocos términos. Weber pro-
pone tomar sblo dos armdnicos. Gutman [48] ha propuesto tam-
bién este perfil. Freudenstein [44] y Wiederich |120]| han uti-
lizado polinomios trigonométiricos de "bajo contenido en armd-
nicos” de pico de aceleracidn minimo. Baranyi [8] ha usado
desarrollos en serie de Fourier truncados de la mayoria de

los perfiles clasicos.
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Chen define la filosoflia de disefio anterior en su

texto [31]| de la siguiente forma:

"Basicamente, existen dos objetivos principales en

la seleccidén y disefio de un perfil de leva. Estos

son:

1.~ Producir wuna aceleracién minima del seguidor
(y, por tanto, una carga dindmica minima) .

2.~ Evitar vibraciones excesivas en la respuesta,

causadas por un alto contenido en armdnicos del

perfil.".

En cuanto al punto 1, es evidente que la implicacidn
légica que representa debe interpretarse al revés. Es decir,
el objetivo real es asegurar un estado tensional minimo, que
asegure larga vida y funcionamiento correcto al mnecanismo.
Puede parecer mads o0 menos intuitivo gue esto se puede conse-
gulr minimizando la aceleracidn del perfil. Sin embargo, esta
intuicidn puede fallar, pues se pueden ofrecer ejemplos (ver
capitulo 4, mds abajo) de perfiles con menores tensiones de
contacto, teniendo aceleraciones mayores. Evidentemente, este
razonamiento también es aplicable a otros procedimientos de
disefio gue utilizan el mismo criterio de minimizacién de la

aceleraciodon.

In cuanto al punto 2, como el movimiento transmitido
por la leva se repite a cada vuelta completa de la misma, la
excitacion sera periddica, de periodo T = 20/w, siendo w la
velocidad angular de la leva, y pudiéndose desarrcllar en se-—
rie de Fourier, con lo gque el sentido del punto 2 se hace cla-
rO bajo la interpretacidn de vibraciones permanentes comentada

mas arriba.
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Sin embargo, lo gue se hace frecuentemente no es

143

desarrollar en serie de Fourier el perfil completo, sino 1o
segmentos de movimiento, tomando como periodo el intervalo
de tiempo asociado a dichos segmentos. Asi, se dice que el
perfil cicloidal tiene un sélo "armdénico”. En realidad, lo
gue tiene es un Unico coeficiente de Fourier distinto de cero
cuando se desarrolla en el intervalo |0,(3], siendo @ el angulo
de supbida {(del segmento). Es evidente que dicho "arménico™
tiene gue ver muy poco con los arménicos que resultan del de-

sarrollo del perfil completo de la leva.

Kwakernaak |71] seflala que las sintesis propuestas
por Weber [119] y Gutman [48] s6lo tienen sentido para un mo-

vimiento de subida-bajada sin descanso (;un ciclo completo?).
1.4.2. Objetivos

A la luz de la discusidn anterior se perfila el do-
ble objetivo de esta tesis. De una parte, el analisis
de los modelos matemdticos empleados en la sintesis dinémica.
De la otra, el desarrollo de un método de sinrtesis que, basado
en la interpretacion de vibraciones en régimen permanence,
evita el uso de la hipbtesis h,, a la vez que sustituye los
criterios de aceleracidén minima por los mads realistas de Ffuer-—

Zas y/o tensiones de contacto minimas.

En cuanto al primer objetivo, en el capitulo 2 se
comparan tanto la respuesta como la fuerza excitadora (fuerza
de contacto) para diversos modelos. De tal comparacidén se de-
duce que el modelo de 1 g.d.l. propuesto por Wiederich |120]
produce resultados insatisfactorios, incluso para velocidades
de funcionamientc moderadas. No obstante, otros modelos de
1 g.d.l., =i se limita superiormente la frecuencia de funcio-
namiento, producen resultados satisfactorios. Por Gltimo, se

proponen y contrastan modelos de elementos finitos, estudian-
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dose su comportamiento conforme aumenta el nidmero de grados

de libertad.

Para la consecucidn del segundo objetivo, se ha de-
sarrollado una metodologia (capitulc 3) que sustituye el con-
cepto tradicional de disefio por segmentos, por el de diserfo
del perfil completo, caracterizando a este Gltimo por un poli-
nomio trigonométrico. Entre otras ventajas (que se desarrollan
mds extensamente en el capitulo 3), la caracterizacidén del
perfil por un polinomio trigonométrico permite conocer a prio-
ri los arménicos del movimiento excitador, lo que es necesario

para poder asegurar la validez del modelo empleado.

Por otra parte, esta metodologia permite utilizar
como modelo matemdtico cualguier sistema lineal con un ndmero
arbitrario (finito) de grados de libertad, siendo especialmen-
te apta vara el empleo de los modelos propuestos en el capitu-
lo 2.
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CAPITULO 2: EL MODELO DINAMICO




2.1. INTRODUCCION

Cualquier mecanismo real constituye un sistema meca-
nico continuo, cuyo comportamiento, en mayor © menor cuantia,
es no lineal. El analisis de los modelos dindmicos que contem-
plan dichas caracteristicas representa un problema matemidtico
no resuelto analiticamente en la generalidad de los casos.
La sintesis de mecanismos basandose en dichos modelos se puede
considerar inpracticable, haciéndose necesaria la adopcidn
de modelos matemdticamente més simples y, a la vez, capaces
de reproducir con suficiente aproximacién el comportamiento
real del mecanismo. En este sentido en el modelo mas simple
es el lineal, discreto, con un solo grado de libertad, siendo
con mucho el més ampliamente utilizado en el campo de la sin-
tesis dinédmica de levas |44, 55, 83, 114, 42, 71, 106, 111,
14, 32, 119, 120

la respuesta de un mecanismo real puede ser aproximada poxr

. Se ha comprobado experimentalmente gue

un modelo tan simple en algunos casos |10, 101|. Mas reciente-
mente Pisano [90] ha comprobado gue el modelo de 1 grado de
libertad solo reproduce adecuadamente el comportamiento real

a pequernas velocidades de funcionamiento.

Es obvio que se debe tratar de adoptar el modelo
més simple posible que reproduzca adecuadamente el comporta-
miento real de un sistema. Ahora bien, lo que resulta impres-
cindible es dejar claramente sentadas las bases bajo las cua-
les una tal modelizacidén conserva su validez. Sorprendentemen-
te, dichas bases no hablan sido establecidas para un modelo
tan simple como el lineal, discreto, de un grado de libertad
en 1973 [120|. Pero sentar tales bases conduce a un problema
recurrente. Se debe comparar el modelo para toda la gama de
variacidon de los paardmetros que lo definen, asi como para
todas las posibles formas de funcionamiento. Evidentemente,
esta comparacidn no se puede realizar con un mecanismo real

sino, gque, a su vez, se realiza con otro modelo mas complicado,
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del que se supone reproduce mids fielmente el comportamiento
real. Ademé&s, este nuevo modelo debe ser lo suficientemente
simple para conocer su comportamiento exacto, es decir, cono-

cer sus soluciones analiticas.

Hay muy pocos estudios sobre validez de los modelos.
En este capitulo se analizan algunos, comparando con modelos

continuos concretos.

La UGnica comparacidn con un modelo lineal general
de N g.d.l. (Wiedervich |120]) se basa en una serie de simpli-
ficaciones injustificadas, v sus conclusiones no son validas,

como se demostrard con un contraejemplo.

Por otra parte, todos los estudios sobre la validez
de los modelos, se basan exclusivamente en la respuesta. Sin
embargo, en el diseflo, tan importante como el funcionamiento
correcto es la vida del sistema. Esta depende del estado ten-
sional (en las levas un parametro cibico es la tensién de con-
tacto entre leva vy Seguiddr), debiendo ser éste, por tanto,

otro parametro a incluir en la contrastacidn de los modelos.

2.2. MODELOS SIMPLES

mn este apartado se va a analizar la validez de la
aproximacidén de dos sistemas continuos relativamente simples
por modelos con un nimero finito de grados de libertad, dejan-
do para el apartado siguiente el modelado de un mecanismo ge-

nérico. -

2.2.1. Barra continua con masa concentrada en su extremo

El primero de los sistemas, representado en la figu-
ra 2.1, consiste en una barra elastica lineal, uniforme de

densidad lineal F , longitud L, seccidn transversal A vy mdédulo
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de elasticidad E,

do sometido su otro extremo a un movimiento armbénico,

respuesta estacionaria u, de este sistema ha
[120, 124]

Es

con la de un modelo equivalente de

bertad. interesante, seqgin lo dicho en 1la

este capitulo, extender la comparacidn a las

producen en ambos sistemas.

!
1

TIITITEY

Figura 2.1.

La ecuacidn del movimiento es:

EA

D w
o x*

con las condiciones de contorno:

w(o,t)= Y(t) = sen wt

QJN
=

(a2
x
v
o
N
~—

con una masa puntual M en un extremo,

estan-
Y. La
sido comparada
1 grado de li-
introduccidn a

fuerzas que se

(2.2)
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cuya solucidn se obtiene facilmente por separacidn de varia-

bles }[112]:

03 .{(“_{(L-x) ~-Bwsen W (L -x)
wix,t) = senwt
(2.3)
PBeos W _ B sen W
5B
siendo:

2 EA 2 _EA _ YT Kk ™M
¥ P = ‘M“W}B”;ﬁ—

fLUe

~

(2.4)

Donde m :f7L es la masa de la barra y k = EA/L su rigidez.

El movimiento de la masa M vendria dado por (2.3)
para x = L. La amplitud u de dicho movimiento se puede escri-
bir en funcidn de la frecuencia adimensionallvég = y:

W = (2.5)
it COS% - 5'35@1%
Por otra parte, la fuerza transmitida al extremo inferior

{(x=0) por la excitacidn es:

F-_ EA Q—L—L-J (2.6)
9X X=0

y sustituyendo u por la expresidn (2.3), se tiene:

2 2 w
wsen —— + —x- W7cos =
3 3

(2.7)
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y para la amplitud F de la misma:

F Ysen y + B y*cos y (2.8)

/glm B cos%~8%sm\é,

El modelo mas simple para representar el comporta-
miento dinamico del sistema continuo de la figura 2.1 es uno
lineal, de un grado de libertad, constituido por un resorte
ideal, de rigidez K y una masa concentrada M, representado

en la figura 2.2.

b u

!

iy
T F e

Sk

Figura 2.2.

Es obvia una primera limitacidén al campo de validez
de este modelo: SOlo tiene una frecuencia natural, mientras
gue el modelo continuo tiene infinitas. No obstante, en la
practica, el rango de velocidades de funcionamiento de cual-
quier mecanismo debe estar por debajo de la velocidad gue ex-
cita la frecuencia fundamental, para evitar un comportamiento

vibratorio excesivo.

ara poder comparar el modelo hay que determinar
los parametros K y M que lo definen. El procedimiento clésico
consiste en imponer gue el desplazamiento estdtico, es decir

el desplazamiento u frente a una excitacidn Y, estatica, vy

29



la frecuencia natural de este modelo coincidan con el despla-
zamiento estatico y la frecuencia fundamental del modelo con-

tinuo.

La igualdad de desplazamientos estaticos conduce,

evidentemente a la ecuacidn:

K =k (2.9)

Las frecuencias naturales {adimensionadas) del sis-
tema continuo vienen dadas por los ceros del denominador de

(2.5), es decir por las raices de la ecuacion:

Bx}: ct%\é (2.10)

La frecuencia fundamental y,; serd la menor raiz po-
sitiva de esta ecuacidn. Igualandola a la frecuencia natural

del sistema discreto se determina el valor de M:

\éz— e = = m :> (\—;\:: m (2'11)
: = 9

La ecuacidn del movimiento para el modelo de un gra-

do de libertad es:

—-—-—. —— —

Mu+ ku=kY (2.12)
Sustituyendo los valores de los parametros K y M para las ex-
presiones (2.9) y (2.11), y para una excitacidén armbnica
Y = sen W t, se obtiene facilmente la amplitud de la respues-

ta en régimen permanente:

W — 1 (2.13)

v Ty ~(‘%/{L,(i)l
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y la amplitud de la fuerza excitadora:

e w = (3/31)2 (2.14)

= - (,}/gi)?.

x|

En la figura 2.3 se representan las curvas de ampli-
tud de la respuesta para el modelo continuo (ecuacidn (2.5))
y para el modelo de un grado de libertad (ecuacién (2.13))
en funcidén de la frecuencia adimensional y, para varios valo-
res de la relacién de masas B. Se observa un aumento del ‘error
de modelado al aumentar la masa distribuida respecto a la con-
centrada. Pavra un valor fijo de B, el error crece mondtonamen-
te con la frecuencla, partiendo de cero. En cualquier caso,

el error de modelado, definido como:

.L_L.. discreto g——' Continuo

? — (2.15)
v

= continuo

no supera el 15%, como se observa en la figura 2.4, donde se

representa Q frente a la relacidn de frecuencias Y/ﬂ .

En la figura 2.5 se representan las curvas de ampli-
tud de la fuerza excitadora (ecuaciones {(2.8) vy (2.14)) para
los mismos valores de B. Se observa la misma influencia de
la relacidén de masas sobre el error de modelado. Sin embargo,
el comportamiento del errvor con la frecuencia es bastante dis-
tinto, como-se puede observar en la figura 2.6, siendo prac-

ticamente independiente de ésta, y considerablemente mayor.

Obviamente, si se desean representar adecuadamente
las fuerzas, el presente modelo de un grado de libertad no
es adecuado. Se puede elegir un nuevo modelo manteniendo un

solo,grado de libertad, o amplidndolo. En cualquier caso hay
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Error en fuerzas por modelado
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gue definir los parametros que caracterizan al modelo. Esto,
generalmente, no es. facil de hacer basandose en argumentos
fisicos, siendo necesario recurrir a algunos de los muchos
nétodos de discretizacidn matemdtica de sistemas continuos.
Aqui se utilizara el método de los elementos finitos, que per-
mite una discretizacidn y resolucidn automatica del sistenma,
con independencia de la complejidad de éste. Posteriormente
se verd gue los modelos obtenidos por este método resultan
particularmente interesantes para la sintesis de levas con

un contenido en armdnicos acotado.

Para poder evaluar la bondad de los modelos en fun-
cioén del namero de grados de libertad se ha discretizado el
modelo de la figura 2.1, sustituyendo la barra continua por
N elementos iguales con funciones de forma lineales, y matri~

ces de masa consistentes.

- T
1""‘1 i
=
L
L F L 70

Figura 2.7.

Utilizando la siguiente nomenclatura:
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mM 2 K
= < . m= — ol = o
SR 6N 7 m
(2.16)
b=l X W2
T m J oz
las matrices elementales de masa y rigidez toman la forma:
2 1 1 -1
m ; K (2.17)
1 Z -1 4
y las del sistenma:
2+ b i 0 0
4 4 1 o . ... -
2.18
o) 1 4 1 e} ( )

(3
1@

It

13




4 -4 0 0 O « o]
-4 2 -4 0 0

K =k A (2.19)
‘,...,-_,,_.—O —i 2. ""i 0
R 0 -1 2 -1
S ¢ 0 o -4 1
- -
Para una excitacién x, = senwt, en régimen permanente, hacien
do xy = 1 senwt se obtiene el sistema de ecuaciones:
[ 4 1 E
o M
1 1 0
2 2 2 0
pl2| - <22 -
. {2.20
N N 0
L L~ L 4

que interesa escribir en forma particionada:
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- D - oA -
4|4 0--07[4] 2+b]4 0o |4 E/fotm | J @

-1 1 4 4 0

0 2 N Y 2 - 0

‘ Az : : Ezz : ; @ (2.21)
0 N o) _N_ 0

para dividirlo en los dos Subsistemas@y@seﬁalados:

@ £ :4—4_—x2(2+b+_i~) (2.22)

o« m

4 4 4+ x*

2 o Z 0 (2.23)
A Z ~%X7 Bayy = o
~ : ~

N N | o

El sistema de ecuaciones (2.23) ha sido resuelto
analiticamente en el apéndice A, para poder examinar la depen-
dencia funcional con N v con los parametros gue definen el
nodelo de forma explicita. Una vez resuelto éste, se puede
sustituir el valor encontrado para 1 en (2.22) para obtener
una expresion de la amplitud de la fuerza excitadora. Las am-

plitudes de dicha fuerza y del movimiento de la masa M resul-
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12

tan ser:

sen (N-4) 9)

2 (cos (1) 8 - DX
(e ) (C s(n-L) \]3(2-)(55 (2.24)

(i-2x2)2+3x2(2—xz)(c.osN9 _\[S}E;Zr—xij sen.NG)

=4 -(2+b)x* -

(1+x%)

N
no
w

(J'(i—le)zér 3x7‘<2~><2))N (605 No - —2X _ sen N e)

\/3(2—x2)

siendo:

t@@= /32 (2-x7) (2.26)

4-2x%

En la figura 2.8 se representan las curvas de ampli-
tud del movimiento de la masa M para el modelo continuo (ecua-
cidén (2.5)) y para el modelo de elementos finitos con un solo
elemento (ecuacidn (2.25) con N=1). Las curvas son muy pareci-
das a las de la figura 2.3 del modelo clasico de un grado de
libertad. En la figura 2.9 se representan los correspondien-
tes errores de modelado. Comparando esta figura con la 2.4,
puede observarse gue el error del modelo de elementos finitos
es ligeramente menor que el del modelo cliasico en 1la mayor
parte del rango de frecuencias, excepto para frecuencias muy
proximas a la fundamental (superiores al 80% de la frecuencia

fundamental).

En la figura 2.10 se representan las curvas de amnpli
tud de la fuerza excitadora (ecuaciones 2.8 y 2.24), y en la
2.11 las correspondientes curvas de error de modelado. Comparan

do esta ultima figura con la 2.6 se observa un comportamiento
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completamente distinto en la representacidn de las fuerzas
entre el modelo clésico y el de elementos finitos. Mientras
que el del primero se puede considerar inadmisible, el del
segundo es 1déntico al observado en la representacidn de los

movimientos, tanto cualitativa como cuantitativamente.

En las figuras 2.12 a 2.15 se representan las mismas
curvas de amplitud y de error que en las figuras 2.8 a 2.11,
salvo gue se han utilizado dos elementos (N=2). Puede observar
se que el error se ha reducido aproximadamente a la mitad al

duplicar el nimero de elementos.

Una tercera forma de modelar el sistema de la figura
2.1 consiste en concentrar la masa distribuida de la barra
en sus extremos. La determinacidn de estas masas concentradas
se hace identificando 1la respuesta del modelc continuo con

la del modelo de masas concentradas para una excitacidn armd-

nica de uno de los extremos de la barra [120, 124]. El resulta
do depende de la frecuencia de excitacidn, de modo gue a muy
bajas frecuencias la masa se distribuye entre ambos extremos
a partes 1iguales, mientras que para frecuencias proximas a
la de resonancia un tercio de la masa de la barra se concen-
tra en el extremo libre, y los dos tercios restantes en el

otro extremo.

En las figuras 2.16 a 2.19 se representan las curvas
de amplitud de la respuesta y de la fuerza excitadora, con
las correspondientes curvas de error de modelado para el mode-
lo obtenido al concentrar un tercio de la masa de la barra
en el extremo libre y los otros dos tercios en el otro extre-

mno.

Las mismas curvas se representan en las figuras 2.20
a 2.23 para el caso en que la mitad de la masa de la barra

se concentra en cada uno de sus extremos.
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En ambos casos el comportamiento cualitativo es si-
mnilar al del modelo de elementos finitos, aungue los errores

en este Gltimo son mencres.

2.2.2. Sistema mixto

Un mecanismo de leva como el representado esquemati-
camente en la figura 1.1 posee algunas caracteristicas que
un modelo dindmico eficaz debe de contemplar. En primer lugar

se observan dos tipos de elementos con propiedades elasticas
mnuy distintas. El muelle de précarga vy el seguidor. La rela-
cidén de rigideces de estos dos elementos en un mecanismo real
no es extrafio que sea superior a 300. En segundo lugar existe
una masa (la del rodillec y parte de la del seguidor) que se
encuentra directamente en contacto con la leva. Parece razona-
ble suponer que el efecto de esta masa en las tensiones de

contacto entre leva y rodillo sea considerable.

1 sistema de la figura 2.24 intenta compatibilizar

=

estas caracteristicas con la mayor sencillez posible.

772772974

|

4

F”“( s
pom |

j 2 f Y=sen t
i

| SISO S UUUSS, SRS

[

, Figura 2.24.
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Existe una masa concentrada m, directamente en con-
tacto con la fuerza excitadora F. Las propiedades inerciales
del seguidor se han concentrado en parte de m, Y parte de
m,; , mientras gque sus propiedades elasticas estan reflejadas
por un resorte ideal de rigidez k. El muelle de precarga se
representa por una barra eldstica lineal, uniforme de densidad

_f' longitud L, seccidn transversal S y mbédulo de elasticidad
E.

L.a ecuacidn del movimiento de la barra es:

2 2t
£s W
9){1 ﬁ at’z. (2.27)

con las condiciones de contorno:

.u(qt)::o
_Es 2ulxt) sk, (Y-u(LE) =m 2 ulL, &) (2.28)
1 1 5
X X= L ot

Ademas, se tiene la ecuacidn de equilibrio dinémico de la masa

m?_:

my = F -k (Y- u(L, ) (2.29)

Para Y = senwt la solucidn estacionaria se obtiene facilmen-

te. Utilizando la nomenclatura:

(2.30)

N
it
313
N
il
3\
LR
[aWy
1
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la solucidn toma la forma:

A w X
sen ——
T AL sen wl (2.31)

wixt) =
Y cos Y +{(A-B \éz) seny

De donde se deducen las expresiones de las amplitudes del mo-

vimiento de la masa my y de la fuerza excitadora:

W = ‘ Asen\g;‘ (2.32)

ylosy + (A-By) seny

F _ F A ycos ¢ —B’gls::n% _ d\gz (2.33)
kK  pg'm Yeosy +(A- By )seny

En la figura 2.25 se representa el modelc de un gra-
do de libertad y paré&metros concentrados que se va a utilizar

para aproximar el sistema de la figura 2.24. Las ecuaciones

Z

kZ
LLLLL
M1 k u
!
k1
LLLLL
M i
2 ! y=sen t
t F

Figura 2.25.
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del movimiento para este modelo son:

Mok vk )u=TKk, v (2.34)
M, V = K, (u~-VY) + F (2.35)

Para determinar los parametros Mg, Mgy Ki y K,, que
definen el modelo de un grado de 1libertad, se identificaran
cliertas caracteristicas del sistema continuc con las de este
modelo: 1) Igualdad de 1la fuerza F estadtica necesaria para
conseguir un desplazamiento Y unitario; 2) Igualdad del des-
plazamiento u al aplicar un desplazamiento Y estéatico y unita-

rio; 3) Igualdad de la frecuencia fundamental, manteniendo

impedido el movimiento Y.

Las condiciones 1 y 2, equivalen, sencillamente,

a la identificacidn de las rigideces:

Ky = kg (2.36)

kK, = K (2.37)

L.a expresidn de la frecuencia fundamental del siste-
ma continuo en funcidn de los parametros que caracterizan di-
cho sistema viene dada por la solucidn de una ecuacidn trascen

dente. Denotando por:
= . {2.38
uﬁ' %! [3 { )

dicha solucidn, la condicidn 3 se escribe como:
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ko + ks,

2.39
w, = ( )
My
gue, utilizando (2.30), (2.36-38), se puede reescribir asi:
b: Mi. - A+'L (2.40)
m - 2
1

Las 3 condiciones anteriocres han determinado Ky »
K, vy M;, quedando M, libre. Desde un punto de vista geométrico
“estas condiciones se pueden interpretar de la siguiente forma:
Las curvas de amplitud de la fuerza y la respuesta en frecuen-
cia, para el sistema continuo y el modelo de un grado de 1i-
pertad cocinciden en el origen, y tienen la misma asintota
vertical. Para determinar M, se puede imponer que las curvas
coincidan en algin otro punto. Agqui se va a imponer que la
amplitud de la fuerza F se anule para el mismo valor de la
frecuencia excitadora. Es evidente que dicha frecuencia es
la frecuencia fundamental de los dos modelos cuando el movi-
miento Y se considera como un grado de libertad mas. Denotando

dicha frecuencia por:

Wo= Y, f3 (2.41)

no es dificil comprobar que la igualdad de la misma para los

dos modelos conduce a:

c= Ma = A A + 4 (2.42)

m #Oz b‘éoz - CA‘*’A)

Una vez definidos los parametros del modelo de un

grado de libertad, sustituyéndolos en las ecuaciones del movi-



miento (2.34-35) y haciendo y = sen t, se obtienen las expre-

siones de la amplitud de la respuesta y de la fuerza excitado-

ra:
" A (2.43)
- A+ A —\332'
F F A A- by ey? (2.44)
K m/j?'—~ 4+A-b‘617-

En la figura 2.26 se representa la amplitud u de
la respuesta para el sistema continuo (ecuacidn (2.32)) y para
el modelo de un grado de libertad (ecuacidn (2.43)) en funcidn
de la frecuencia adimensional y, para varios valores de la

relacién de rigideces, A.

Para A=20 se observa que el comportamiento de ambos
nodelos es muy parecido. Sin embargo, a medida que A aumenta,
la evolucidn de cada modelo es muy distinta. Mientras que las
curvas correspondientes al sistema continuo se hacen cada vez
mas horizontales, las del modelo discreto parecen tender a

una disposicidn bastante distinta.

La figura 2.27 consiste en una representacidn analo-
ga para la amplitud de la fuerza excitadora (ecuaciones (2.33)
y (2.44)). De nuevo se vuelve a observar una discrepancia cre-

ciente con A.

A la vista de estos resultados parece interesante
estudiar el caso limite para A tendiendo a infinito. para el
sistema continuo, tomando limite en la ecuacidn (2.32), para
cualquier valor de w.gue no sea una frecuencia natural, se

tiene:
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Lim w = 4 (2.45)
A b 0

Desde un punto de vista fisico esto significa que, al ser el
seguidor absolutamente rigido, la respuesta reproduce el movi-
miento de la leva sin distorsidén. Sin embargo, para el modelo
discreto, tomandoe limite en la expresidn (2.43), teniendo en

cuenta (2.40) se llega a:

. 1 1
,LCYYL l:{_, = = ) (2.46)

A - 0 4 - (\é/\h)z i~ (W/W« )2

que crece indefinidamente cuando se aproxima a w; . Este sor-
prendente resultado se debe al hecho de que la condicidn 3
impone al modelo discreto una fecuencia natural acotada, inclu
so cuando K, fiende a infinito. Esto implica la aparicidn de

una masa My infinita {(ecuacidn (2.39)).

Fn este caso limite el error de modelado, definido

por (2.15), toma la forma:

_ 1
Uy

siendo, claramente, no acotado.

(2.47)

b

mste resultado contradice el estudio realizado por
Wiedervich |120] sobre el error de la respuesta del modelo
de un grado de libertad, comparado con un modelo lineal gené-
rico de N grados de libertad. En dicho estudio, después de
ciertas simplificaciones, se consigue la siguiente acotacidn

finita del error de modelado:
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1 2
E‘_’.'L_)z..i <ox (‘%’-)2— 1

w)
donde w es la segunda frecuencia natural del sistema, mante-
Z

= C (2.48)

niendo impedido el movimiento Y. El error de modelado & , se

define de forma ligeramente distinta a la (2.15):

S- R discreto = W continuo (2.49)

W discreto

En la tabla 2.1 se compara el error de mnodelado
g, frente a la cota superior Cg s para distintas frecuencias
de excitacidn y relacidn de rigideces. La acotacidn superior
en (2.48) no se satisface para A=306 y A-». Se observa que
para una frecuencia de excitacidn fijada, la cota Cg disminuye
cuando se aumenta la relacidbn de rigideces A. Mientras qgue
para esa misma frecuencia el error 5~aumenta con A. Por tanto,
parece que siempre se podra encontrar un valor de A, por enci-

ma del cual la acotacidn {(2.48) no sea valida.

También interesa observar Jlo siguiente. Normalmente
se supone 123} (esta suposicidn se podria justificar con la
acotacidn (2.48) si ésta fuera valida) que cuanto més retira-
das se encuentren las sucesivas frecuencias naturales del sis-
tema real (en particular, la segunda frecuenclia respecto a
la fundamental), mejor deberlia funcionar el modelo de un grado
de libertad. En el ejemplo presente pasa justamente lo contra-
rio. A medida gque aumenta A, también aumenta la relacidn

W2/ (ver tabla 2.2), sin embargo el error empeocra.
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 TABLA 2.1.

Comparacidén del error de modelado (§) con la cota superior

(CS). B=4, C=1.75.

uJ X CS

Uy A=20 A=100 12306 A~ 0 A=20 A:=1001 A=306 Ao
0.2 0.00169 0.023% 0.0346 0.040 0.035 0.031 0.6203 0.0202
0.5 0.0116 0.1628 0.2227 0.250 0.241 0.214 0.134 0.133
0.8 0.0363 0.4978 0.6017 0.640 0.760 0.659 0.383 0.381
0.9 0.0509 0.6887 0.7806 0.810 1.07 0.915 0.511 0.508

TABLA 2.2.

Relacidn de

frecuencias naturales para

de A. B=4, C=1.75.

A Yo Yy /¥1= Wyl wy
20 2.155 3.285 1.5244

100 3.091 4.965 1.6063
306 3.130 6.245 1.9952

<O 3,141 6.283 2.

distintos valores
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En cuanto al comportamiento limite de la amplitud
de la fuerza, es parecido al del movimiento. Para el sistema

continuo la expresidén (2.33) toma el valor limite:

,Q.'\m

A-d oo

:\é,c,tté,\é,—-(B-i-C)K‘-},z (2.50)

W‘Pm

En cambio, el valor limite de la amplitud de la fuerza del

modelo discreto es infinito para cualgquier w no nula.

En la figura 2.28 se representan las curvas del
error de modelado (q) para la amplitud de la respuesta, y en
la 2.29 las correspondientes para la amplitud de la fuerza.
En las curvas de esta Ultima figura se observan unas pequehas
distorsiones para frecuencias prdximas a cero. Estas frecuen-
cias corresponden a los puntos en que la amplitud de la fuerza
se anula, con lo que el denominador en la expresidn (2.15)
es cero, haciéndose el error infinito. Desde un punto de vista
computacional las curvas se obtlenen interpolando un nimero
finito de puntos {(que no contienen al punto singular), por
lo gue sdlo aparecen esas pequeilas distorsiones. Como, por
otro lado, desde un punto de vista fisico la singularidad en
el error carece de significado, no se ha hecho nada por modi-

ficar la situacidn.

Igual que en el apartado anterior, a continuacidn,
se va a analizar la aproximacidén de un modelo de elementos
finitos. Este modelo (figura 2.30) se obtiene discretizando
la parra continua por N elementos iguales con funciones de

forma lineales, y matrices de masa consistentes.
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Utilizando la siguiente nomenclatura:
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2 -1 0 0
-4 2-4 0
o -4 2~4 O--"
K | ... Tk (2.53)
o-12 -4 o
-------- 0 -1 {+a -a
s O 0 - «
In régimen permanente, haciendo x = 1 sen t:
1 1 :
2 2
2 :
JAN ~-x~ b =
~ ~ : (2.54)
N N 0
2
1 .E/g(zl
L LT L i

Igual que en el apartado anterior, interesa escribir este sig~

tema en forma particionada:
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o
N a
junto con la ecuacion:
@ E _ a(i-N) - ex? (2.57)
ot M

En el apendice A se ha resuelto analiticamente el

sistema (2.56), Jjunto con (2.57), obteniéndose las siguientes

expresiones:
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sen. N &
N AL < (2.58)

N <Hwn(FN)94-(i+-%~—6ﬁ18x2)smlN9

11

&

siendo:

[N
.

(@)
O

H=\/(1~2x2)2+ 3x*(2-x%) (

x\)3(z~xz) (2.60)

tg 6 =

- 2x?
x o 4% (2.61)
6 N=
N L (2.62)
K mpz

donde el valor de u en (2.62) viene dado por (2.58).

En las figuras 2.31 a 2.34 se representan las ampli-
tudes del movimiento y de la fuerza, con las correspondientes
curvas de error de modelado, discretizando la barra continua
mediante un solo elemento. Para A=20 las curvas son muy pare-
cidas a las obtenidas con el modelo discreto analizado ante-
riormente, con una aproximacidn muy buena. Sin embargo, mien-
tras gque en el modelo discreto se observaba un desorbitado
aumento del error de modelado al aumentar A, en el modelo de
elementos finitos dicho parémetro no tiene influencia en el
error de modelado para la mayor parte del rango de frecuen-
cias. SO0lo para frecuencias prbximas a la fundamental se apre-
cia la influencia de A sobre el error. En la figura 2.33 se
observa una disminucidn del ervor al incrementarse la relacidn

de rigideces, anulandose para A tendiendo a infinito, como
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es facil de.constatar tomando limites en (2.58).

La capacidad de prediccidn de la frecuencia natural
para el modelo de un solo elemento es bastante precaria, COMmo
se deduce de la figura 2.31. Sin embargo, aumentando el nGmero
de elementos se mejora rapidamente, tanto esta prediccidn como
el error de modelado. En las figuras 2.35 a 2.38 se repiten
las graficas de amplitud y de error anteriores, pero utilizan-
do dos elementos. El error se ha reducido aproximadamente en
un 50%, en un rango de frecuencias desde cero hasta el 90%
de la frecuencia natural del sistema continuo. La mejora en
la aproximacidn a la frecuencia natural es notable, sin dejar
de ser pobre la aproximacidén en si. Para N=10 las curvas del
modelo discreto y del continuo practicamente coinciden hasta

la primera frecuencia natural (figuras 2.39 a 2.41).

La influencia de los parémetros B y C en el error
de modelado, dentro del campo de variacidn que se presenta
oen los mecanismos usuales, es mucho menor Jue la de A. En el
apendice A se han dispuesto las curvas de conportamiento dina-

mico para distintos valores de estos parametros.
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2.3. MODELOC COMPLEJO

En los apartados anteriores se han utilizado siste-
mas lo suficientemente simples como para conocer sSu solucidn
analitica vy, poder compararla con la de distintos modelos apro
ximados. En este apartado se van a analizar distintos modelos
de un mecanismo de leva real. Aunque la solucidn exacta de
tal mecanismo no se conozca, se podran comparar los distintos
modelos entre si, y por otra parte, es razonable suponer que
a medida gue se aumenta el nGmero de grados de libertad de
un modelo su cdmportamiento sea mas préximo al del mecanismo

real.

Cualgquiera gque sea el modelo discreto utilizado,
si no se considera el amortiguamiento, la ecuacidn del movi-

miento vendra dada por:

XS]

Kx + m x = f (
adad ™ s

donderi 3% k’son las matrices de masa y vigidez, vy x vy f los
vectores de movimientos y cargas nodales respectivamente. Si
se toma como primer elemento dels el movimiento excitador ¥,
la primera componente de/é sera la fuerza excitadora F, siendo
nulas todas las demds. En régimen permanente, para un mnovi-
miento excitador Y armbénico de amplitud unidad, agrupando las
incognitas en un nmismo miembro la ecuacidén (2.63) adopta la

forma:

- 2 7 - ] o 2
-4 Kizg - wmp, F Ky + W "H‘?
"~ N —
_ (2.64)
2
O Kaz = w™iMaz X Ky +wWm
~ e ~ ) E?l A}\
L. - L - . -
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donde F es la amplitud de la fuerza excitadora, X el vector

g

de amplitudes de movimiento de los distintos grados de liber-

£

tad, Kz m:r los elementos de las matrices de rvigidez v
AR B

masa respectivamente, particionadas por los elementos de la

primera fila y columna.

Resolviendo el gistema (2.64) en funcidn de w se

obtienen las curvas de respuesta en frecuencia del modelo.

En la figura 2.42 se representa un mecanismo de leva
de un motor de automdévil tomado de la Ref. [31}. Se han cons-
truido seis modelos distintos de dicho mecanismo. Las caracte-
risticas mecanicas de los componentes del mecanismo, asi como
los detalles de construccidn de los modelos se han recogido
en el apendice B, dandose aqul sb6lo una definicidn somera de

dichos modelos:

modelo 1.~ Modelo de elementos finitos. Cada balan-
cin se modela por dos elementos a flexidn, el empu-
jador por uno que sblo trabaja a esfuerzos axiles,
e igualmente el muelle de precarga se discretiza
por seis de dichos elementos. Este modelo se consi-

-

dera como referencia de comparaciodn.

modelo 2.- Igual gue el anterior, salvo que el mue-

lle se aproxima por un s6lo elemento.

modelo 3.- Modelo de masas concentradas y resortes
ideales. La masa del muelle de precarga se concen-
tra en siete puntos.

modelo 4.- Igual gue el anterior, pero la masa del

nuelle se concentra sd6lo en sus extremos.

72



modelo 5.- Modelo de elementos finitos con un grado
de libertad. Se toma como funcidn de forma la defor-

mada estatica del modelo 1.

modelo 6.- Modelo W, tomando como frecuencia natural
la del modelo 1.

En todos los casos se considerd rigido el &rbol de leva, asi
cormo sus apoyos. Igualmente se consideran rigidos los ejes

vy apoyos de los balancines.

En la tabla 2.3 se recogen las frecuencias nacurales
predichas por los seis modelos al modificar los valores de
la rigidez del muelle de precarga. Las frecuencias estéan adi-
mensionadas por Jk/m, siendo k y m la rigidez y masa del mue-

lle de precarga sin modificar.
TABLA 2.3.

Frecuencias naturales para distintos valores de la rigidez

del nmuelle de precarga.

Riqidez_k, Mod. 1 [Mod. 2 | Mod. 3 |Mod. 4 [Mod. 5 |Mod. ¢
s
1 3.2 6.9 3.7 6.3 6.9 3.2
10 6.9 6.9 6.8 6.9 7.0 6.9
100 7.5 7.5 7.5 7.5 7.6 7.5
1000 12.0 12.0 11.8 11.8 12.2 12.0
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Como no se conoce el comportamiento dinamico del
mecanismo real, se ha considerado gque el modelo 1 es el que
mejor lo aproxima. Tomando dicho modelo como referencia, se
han comparado todos los demas con &1, definiéndose el error

de modelado de la respuesta por:

yl: | L | modelo —IU relerencia (2.65)
\%{n4emnda

En las figuras 2.43 a 2.46 se han representado las curvas de
error de modelado en frecuencia de la respuesta para distintos
valores de la rigidez del muelle de precarga. Igualamente,
en las figuras 2.47 a 2.50 se representan las correspondientes

curvas de error para la fuerza excitadora.

Del examen de dichas figuras se constata una clara
diferencia entre el comportamiento del modelo 6 y el resto
de los modelos. Para el modelo 6 el error crece mondtonamnente
con la frecuencia a un ritmo tal, gue se hace inadmisible para
frecuencias bastante retiradas de la frecuencia natural. Para

el resto de los modelos, aungue existen diferencias relativas

entre ellos que pueden ser significativas, se puede considerar

que producen un error de modelado insignificante hasta frecuen
cias muy proximas a la fundamental. Esta diferencia se hace
menos acusada a medida que aumenta la rigidez del muelle de
precarga, lo cual estid de acuerdo con los resultados del apar-

tado anterior.

En cuanto a la capacidad de prediccidn de la frecuen
cia natural de los distintos modelos, la tabla 2.3 es muy sig-
nificativa. Para valores adimensionales de la vigidez del mue-
lle de precarga superiores a 10, todos los modelos predicen
aproximadamente la misma frecuencia natural. Sin embargo, para

la rigidez igual a 1, los modelos se pueden clasificar en dos
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Figura 2.44. Error de modelado de la respuesta. K' = 10.

Mod. 2: *; Mod. 3: +; Mod. 4: 0; Mod. 5: x;
Mod. 6: 3.

75



24

12

-12

Figura 2.43.

=45

Figura 2.44.

{
N

L i 1 1 i i L | i

g 1 2 3 4 3 6 e g 3 18

/[ fm
Error de modelado de la respuesta. K'

Mod. 2: *; Mod. 3: +; Mod. 4: 0; Mod. 5: x;
Mod. 6: #.

I
[y

;
3

Error de modelado de la respuesta. K' = 10.
Mod. 2: *; Mod. 3: +; Mod. 4: 0; Mod. 5: x;
Mod. 6: 3.

76



24

12 +
)

-1z

-29 i ! 1 ) 1 4

o/

Figura 2.47. Error de modelado de la fuerza excitadora.

XK' = 1. Mod. 2: *; Mod. 3: +; Mod. 4: 0O;
Mod. 5: x; Mod. 6:#%# .

¢)

-~12 |

w/[x/ym
Figura 2.48. Error de modelado de la fuerza excltadora.

K' = 10. Mod. 2: *: Mod. 3: +; Mod. 4: 0;
Mod. 5: x; Mod. 6:4%.

~31



_2 B 1 4 1 i i i i b i 1.
‘ 4 5 B
w /[
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grupos, en funcién de la frecuencia natural que predicen.
El primer grupo, formado por los modelos 2, 4 y 5 predice una
frecuencia natural gue practicamente no varia al pasar la rigil
dez del muelle de precarga de 10 a 1, mientras gue en el sequn
do grupo se produce una disminucién importante de la frecuen-

cia natural en la susodicha disminucidn de la rigidez.

Salvo para el modelo 6, gue poOr definicidén tiene
1a misma frecuencia natural que el 1, la clasificacidn ante-
rior coincide con la gue se obtiene con el criteric de dividir
los modelos entre aguellos . cuyo muelle de precarga tiene gra-
dos de libertad internos, y aguellos cuyo muelle s6lo posee

los dos grados de libertad de sus extremos.

El argumento gue sigue podria establecer una rela-
cién causal en la coincidencia anterior. EI comportamiento
vibratorio de un sistema estd caracterizado por la coexisten-
cia de fuerzas elasticas y de inercia de O&rdenes de magnitud
similares. Como las fuerzas de inercia son proporcionales al
cuadrado de la frecuencia, de lo anterior se deduce que la
frecuencia natural de un sistema en que la distribucidon de
masas entre sus partes es del mismo orden de magnitud (pero
no la de rigideces) vendria controlada por la de la parte més
flexible. En el mecanismo que nos ocupa, dicha parte es el
muelle de precarga. Ahora Dbien, en los nodelos 2, 4 vy 5 dicho
muelle no tiene posibilidad de vibrar con independencia del
resto del modelo, es decir como biempotrado, y no podran repro
ducir correctamente la frecuencia natural'real. Los modelos
del segundo grupo si poseen dicha posibilidad de vibracion,
lo cual justifica la diferencia de valores observada en la

tabla 2.3.

En el caso de que la frecuencia natural del muelle
de precarga controle el comportamiento del mecanismo, la fre-

cuencia natural del modelo no debe modificarse aprecliablemente
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si se modifican simultaneamente la rigidez y la masa del mue-
lle, de manera gue su frecuencia natural permanezca ilnvariada.
Esto se observa en la tabla 2.4, donde sdlo se ha tabulado

un modelo de cada uno de los dos grupos antes senalados.
TABLA 2.4.

Frecuencias naturales para distintos valores de la rigidez

vy masa del muelle de precarga.

Y
Bigiégzzk. M;Sé:m' Modelo 1 Modelo 2 bieggiiiido
1 ‘}k‘/m'
1 1 3.2 6.9 iy
2 1 4.5 6.9 4.44
2 2 3.2 6.8 TT
10 5 4.5 6.3 4.44

También se observa en esta tabla gue las frecuen-
cias naturales del modelo 1 estén muy prdoximas a las del nue-
lle biempotrado. Evidentemente, cuando la frecuencia natural
del muelle tiende a cero la frecuencia natural del mecanismo
tiende a la del muelle, va que el resto del meecanismo se hace
rigido. Como se trata de un comportamiento asintdtico, explica
la proximidad de frecuencias antes mencionadas. 5i la frecuen-
cia del muelle aumenta, la del modelo se separa de ella, como

se deduce de la tabla 2.3 para k’;> 10.

Del analisis anterior se pueden extraer las siguien-

tes conclusiones:
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- El1 modelo 6 se debe rechazar.

~ Cualguiera de los otros modelos es aceptable sien
pre que la frecuencia excitadora sea inferior a la frecuencia
fundamental del mecanismo real. No obstante, si la frecuencia
del muelle de precarga biempotrado es suficientemente pequena,
algunos de estos modelos (los del primer grupo en la clasifica
cién de arriba) no predicen correctamente la frecuencia funda-
mental real. Por tanto, dado un determinado modelo, se plantea
el problema de elucidar la validez de la frecuencia natural
que predice. Para modelos de elementos finitos, la solucion
clédsica a tal problema consiste en aumentar el nimero de ele-
mentos hasta que se estabilice el valor de la frecuencia natu-
ral. En general, se aumentaria el nimero de grados de libertad

del modelo, particularmente en el muelle de precarga.

Algunas veces es posible asegurar la invalidez de
un modelo sin tener quee recurrir a la construccidn de otro
m&s complejo. Esto se hace utilizando el teorema de Rayleigh-
Courant-Fischer |5, 34|, gue establece gue al introducir una
ligadura lineal homogénea en un sistema vibrante, las frecuen-
cias naturales del nuevo sistema separan (por exceso) a las
del sistema primitivo. En el presente caso la ligadura va a
consistir en impedir el movimiento del extremo.del muelle de
precarga. De esta forma el nuevo sistema consta, en realidad,
de dos subsistemas independientes: el muelle de precarga bilem-
potrado y el resto del mecanismo. La frecuencia fundamental
del nuevo sistema serda la fundamental del muelle de precarga
biempotrado, que es facilmente calculable. Segin el teorema
anterior esta frecuencia debe ser una cota superior de la fre-

cuencia fundamental dele mecanismo.

Utilizando este resultado en la tabla 2.4 se deduce
que el modelo 2 debe ser rechazado. Pero por el mismo motivo

el modelo 1 de dicha tabla deberia ser rechazado porgue, aun-
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que por muy poco, la. frecuencia natural que predice excede
a la del muelle biempotrado. Sin embargo, y debido a que esta
diferencia de frecuencias es pequefia, ¢l modelo puede ser vali
do, como muestra el siguiente razonamiento: Como es sabido,
el método de los elementos finitos siempre predice valores
por exceso de la frecuencia natural. Sea € el error de un mo-
delo "valido" de elementos finitos, es decir tal gue € se con-
sidera "peqgueno". Por otra parte, sea 54 la diferencia entre
la frecuencia fundamental del mecanismo vy la del muelle biem-
potrado. Entonces si 5<<€ nos encontramos ante un modelo "va-

lido" que infringe el teorema de Rayleigh-Courant-Fischer.

Finalmente, afladir gue el proceso de calculo de los
coeficientes de las matrices de masa y rigidez del modelo 5
es muy prolijo, a la vez que dichas matrices estan muy mal
condicionadas. Como consecuencia, pequeilos errores en el cial-
culo de los coeficientes de las matrices (por ejemplo, de re-

dondeo) influyen considerablemente en los resultados.
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CAPITULO 3: SINTESIS MEDIANTE SERIES TRIGONOMETRICAS FINITAS




3.1. INTRODUCCION

Este capitulo esta dedicado al segqundo objetivo de
esta tesis: el desarrollo de un procedimiento de sintesis dina
mica de levas en mecanismos de alta velocidad, eludiendo el

uso de la hipbtesis hy.

Fn el capitulo 1 se desarrollaron una serie de argu-
mentos que aportaban unas lineas directrices sobre el modo
de abordar el problema: La interpretacidn de la respuesta en
términocs de vibraciones en régimen permanente, concibiendo
la sintesis como la determinacidn del perfil completo, frente
a

los métodos de disello por segmentos.

De aqul se deduce una importante limitacidn al campo
de aplicacidn del método: La velocidad de giro de la leva debe
ser constante, de modo que el movimiento excitador sea peridodi-
co, repitiéndose cada revolucidn completa de la leva. Esta
limitacidn prohibe el empleo de los procedimientos de sintesis
que se desarrollan aquil a ciertos mecanismos de mnovimiento
intermitente tales como, por ejemplo, los empleados en clertos
interruptorves de alta tensidn para ejecutar las maniobras de

apertura clerre del circuito eléctrico.
17

No obstante, la limitacidén anterior no impide el
diseiflo de mecanismos que funcionan en toda una gama de velocl-
dades, siempre que, una vez establecida una velocidad, ésta

permanezca constante.

La mayoria de los métodos actuales de sintesis de
perfiles de leva se basan en plantear el problema desde el
punto de vista matem&tico, como uno de optimizacidn o minimi-
zacidn. Puesto que el espacio al gue pertenece la solucidn
es de diwmensidn infinita, el problema pertenece al dominio

del calculo de variaciones, y su solucidn analitica es extre-
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madamente dificil.

Por +tanto, se impone una limitacidn al espacio de
disefio o de funciones admisibles. En el presente caso, en gue
las funciones admisibles son funciones periddicas del mismo
periodo, aparece una solucidn bastante obvia: Tomar como espa-
cio de disefio el conjunto de los polinomios trigonométricos.
La dimensidn del espacio viene dada por el numero de armdnicos
de los polinomios, y al crecer éstos indefinidamente se repro

duce el espacio original.

De esta manera, el problema del cdlculo de variacio-
nes se transforma en uno de optimizacidn paramétrica sin res-

tricciones.

Pero la utilizacién de polinomios trigonomé&tricos
tiene otra ventaja muy importante. Permite expresar explicita-
mente la respuesta, en funcidn de los coeficientes del polino-
mio trigonométrico excitador, cuando se utiliza un modelo ge-
nérico lineal con un nGmero arbitrario de grados de libertad.
Isto se hace en el apartado 3.2, facilitando notablemente la
formulacidn de los problemas de optimizacidn que se plantean

en los apartados siguiences.

Utilizando una funcidn objetivo adecuada y aprove-
chando el utillaje matemidtico disponible en el campo de los
desarrollos de Fourier, se pueden obtener expresiones anali-

ticas explicitas del perfil de la leva (Cf. 3.4.2).

Por Gltimo, la utilizacidn de polinomios trigonomé-
tricos permite conocer a priori el contenido en frecuencia
de la excitacidn, lo cual es necesario para asegurar la vali-
dez del modelo utilizado (capitulo 2), asi como para prever
posibles resonancias si se conocen las frecuencias naturales

del mecanismo real. Esta {ltima ventaja ha sido utilizada pro-
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vechosamente por De Fraire y Noortgate [115| en el disefio de
un perfil de leva sin tener que recurrir a ningin modelo dinéa-

mico.

3.2. OBTENCION DE LA RESPUESTA PARA UN PERFIL DE LEVA FORMADO
POR UNA SERIE TRIGONOMETRICA FINITA

Utilizando la modelizacidn descrita en el capitulo

2, las ecuaciones del movimiento son:

_ .
Cid+ gy
o]
Mg+ ¢ X+ kx = 0 = Fl&) (3.1)
b

i la velocidad w de giro de la leva es constante,

cilmente en

[033Y

las derivadas temporales se pueden transformar £

derivadas respecto al angulo @ girado por la leva:

8({) = W %1(9)
) = wx'(8)
¥ () = w?x"(e) (3.2)

De modo gue (3.1) toma la forma:

wrMx" + wGx oy
PV A

i

A

X = F(0) (3.3)

El sistema (3.3) puede ser resuelto utilizando el método de

superposicidn modal. Asi, aplicando la transformacidn:
X = ¢ u (3.4)
o~ ~

donde ¢ es la matriz modal, se obtiene el sistema desacoplado:

~

. 1= YW o w?{ W = q) .(E_x_ag _}fé_i\é_>:‘j:1\2u.t\l(3.5)
J Jow o J wz 4 AW w '
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siendo N el nGmero de grados de libertad y'§J§/ﬁ{ila relacion

de amortiguamiento y la frecuencia natural del j-&ésimo modo.

Si el desplazamiento vy(©) de la leva viene dado por
un desarrollo trigonométrico finito entonces, debido a la line
alidad del sistema, la respuesta de cualquier modo u; & grado
de libertad x. consistirad también en un desarrollo trigonomé-

P
trico con el mismo contenido en frecuencia.

m
\3(9): = (ancosn9+ bnsenn@) (3.6)
n=o

Cada una de las ecuaciones (3.5) puede ser resuelta tomando
su transformada de Fourier. La transformada del movimiento

de la leva es:

V()= 2 lan-iba) S(@n) = = Yo SEL-) )

n=o n=o

Las transformadas de uj(e) v XP(G) son, respectivamente:

W= 2 U SC-n)
o (3.8)
XP (_Q) = éo XF"I g(ﬂ.~h)

Aplicando 1la transformada de Fourier en la ecuacidn (3.5),
se obtiene un sumatorio correspondiente a los distintos armo-

nicos. Para cada uno de ellos se puede escribir:

2

2 . . UJJ' we ) . . C.i
- ILV1+-L2rL§J ISN-EIW1+ J [l_n = qkj(Ln:;~+ %%)Yk(3'9)

1 w* J
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de donde:
k. .
St oin %
w? = (A, + LB 3.10
ujn = W * - ¢4j \/n-—(AJn_“'LBJYL) ( )
J —nZ 'Zn '.(i.)::“
7;)-_; - L ?J o3
siendo:
k., w’j - kinz w7‘+2’§j nFuw? wi Cy
A:, =
JR 2 7 2\ L 2
Wi -n*w . ;
(J ) +(2‘§jn_wu)\})
' V . (3.11
a ﬂh_wLUjZCi—YLBwsci—Zsjk.ih.wa { )
jn = : -
(Uﬁz_n?ufj 4 2155 h.u)uﬁ>
Xp se obtiene de (3.10) tenido en cuenta (3.4):
5 [ =% @ Bin)Y
. - . s ; )
Xpn,:é-id\)!{\ Ljn“fifm CPU(AJn LBjn/ In (3.4)
4= =

y aplicando la antitransfor-

rodos los arménicos,
al grado

Sumando para
finalmente la respuesta

Fourier se obtiene

mada de
de libertad p-&ésimo:

N M
Xp = z C‘PPJ Cpij = [(Aanﬂ*'Bjmbm)WA na*(?‘jmbn-gjn_ﬁvn)%n nel (3.13)
J=4 n=o

Haciendo:

P P
Y‘L> = Anan+ Bn EQ
(3.14)

J=t
AT by - BY AR



la expresidn de la respuesta toma la forma:
X ~%(Zf¢osn9+ E:se»xm@> (3.15)
P—YL:O n

Se ha conseguido expresar X, en funcidn exclusiva-

mente de los coeficientes a bn. De la misma forma se pueden
n Y Pn

i

expresar xé, XP,

%F y ¥p en funcidn de dichos coeficientes.

3.3. EL PROBLEMA DE LA OPTIMIZACION

En el apartado anterior se ha caracterizado el com-
nortamiento diné&mico del modelo mediante los coeficlentes
an Y b, . La sintesis Optima del perfil de la leva consiste
en determinar dichos parametros, de forma que el comportamilien-—
to dindmico del sistema sea lo mé&s correcto posible. Cuando
dicho comportamiento se cuantifica mediante alguna funcidn,
el problema de la sintesis se reduce al de optimizacidén o mi-
nimizacién de dicha funcidon objetivo.

Normalmente, los datos de partida para el diseno
de un perfil de leva consisten en la caracterizacidon del esta-
do cinemdtico deseado del sequidor (posicidn, velocidad..)
en un numero finito de puntos. En la mayoria de los nétodos
actuales de disefno, dichos datos se consideran como
ciones de igualdad en el problema de optimizacidn. A esta for-
ma de actuar se le puede plantear una objecidn. Desde un punto
de vista matemdtico dichas restricciones limitan sustancial-
mente el campo de "soluciones admisibles". Sin embargo, desde
un punto de vista fisico dicha limitacidn no estd justificada,

va que el modelo matemdtico reproduce la realidad sdélo roxi-

6]

madamente. Ademas, en la practica, una solucidn que satis

Ui
Hh

aga
las restricciones parcialmente es perfectamente valida si las

tolerancias son lo suficientemente peguehas.
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Debido a lo anterior, el problema de la optimizacidn
se va a plantear sin restricciones, adoptando como funcidn
objetivo el error cuadréatico, entendiendo por tal el cuadrado
de la diferencia entre el estado real y el deseado. La carac-
terizacidn de este estado es intencionadamente I1mprecisa. Bl
planteamiento del problema como minimizacidn del error cuadra-
tico permite introducir en el concepto de estado, tanto facto-
res cinemdticos como dinamicos. Cuantos mas factores contemple
dicho estado menos probable seré& la necesidad de un redisefio,
va que los factores que no se incluyan deben ser chequeados
por un procedimiento de andlisis a posteriori, que puede indu-

cir a la realizacidn de un nuevo diseho:

Sin embargo, la complejidad del problema matematico
de la optimizacidn esté& fuertemente ligado a la naturaleza
de la funcidn objetivo. En los apartados que siguen se van
a considerar distintas funciones objetivo, incrementando suce-
sivamente los diversos factores que definen el funcionamiento
del sistema, lo cual a su vez conducird a problemas de optimi-~
zacidn de complejidad creciente. En cualquier caso, siempre
se tratard de un problema de optimizacidn paramétrica sin res-
tricciones, siendo la base del espacio de disefio el conjunto

de los coeficientes an v bn, que definen el perfil de la leva.

3.4. OPTIMIZACION LINEAL

3.4.1. Error cuadratico discreto

Si el estado del sistema viene caracterizado por
la posicién(ieseadackiLseguid@r'%j en los puntos &;, j=1,2
entonces la sintesis se puede plantear como el problema de

minimizar:

£ ~ 2
P= = (x?(e‘{)* i) (3.16)
J=1 .
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donde Xp viene dado por {(3.15).

En el apartado 3.2 se ha calculado Xp en funcidn
de los coeficientes a, y bp v de la frecuencia de funcionamien
to, w . Por tanto, el perfil que minimice P ser& funcion de
w. Si la leva va a tener una Unica velocidad de funcionamien-
to, el perfil quedard definido al particularizar w para dicho

valor.

En el caso de gue la leva vaya a funcionar en una
gama de velocidades comprendidas entre Wa y Wy, se puede tomar
como perfil el promedio de los distintos perfiles Optimos co-
rrespondientes a las distintas velocidades de funcionamiento.
Esto equivale a tomar como solucidn el perfil gue minimiza

la siguiente funcidn:

i
0
o
&
w
}_ 3
~J

Wa,

Si la definicidén del estado no sdlo afecta a las
posiciones, sino gue también incluye velocidades y acelera-

ciones, sencillamente se modifica P de la siguiente forma:

{

i

t 2. 5.\ ' —_— \2 T At — 2
P=c, S (%e(05)- %)) *‘d?—f:(xr(eﬂ" %} ) +c55§=£><?(gj)_xj) (3.18)

donde C; son coeficientes de ponderacidn constantes y'udgj,
wlgf son las velocidades y aceleraciones deseadas en 1los pun-
tos 6;. Esta misma funcidn objetivo ha sido utilizada por Wie-
dervich y Roth |121| para modelos de un grado de libertad sin

amortiguamiento.
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Aunque la definicidn del estado es cinemética, se
puede ejercer un control indirecto sobre magnitudes dinédmicas
tales como fuerzas, a través de las aceleraciones o el angulo

de presidn, mediante las velocidades.

La minimizacidn de Q@ en (3.17) conduce a un sistema
de ecuaciones algebraicas lineal en las incognitas a, vy b_.

En efecto, las condiciones de minimo son:

Ll)b
QQ: JP (:lLU =0
oai oa;
Wa. {=0,4,2 -~ m
Wy
2@ - 2P 4w =o (3.19)
2 bt 0 by
Wa,
Si P viene dado por (3.16), se tiene:
P < N =) 9%s(8;5)
oay J=1 oa;
. Dol (2.20)
- Yol &)
2P _ o = (xele)-%xy) T
—_— = L S Py J :
9 bi =4 2 bl
v teniendo en cuenta (3.13) y (3.14):
X (03 DZP 3“? P ) P .
X eJ) _ Loeost Bl 4 B Sen L6 = A; CDSL@'-B{ Sern LQJ
= — { - J { J
da; sa; dag
{(3.21)

28. L z L 6 A?s A
L 8r + Q.EL& so,nz_ej = BinL ) & psent |

e co p N
Xy b7 D

gue sustituido en (3.20) da:



2a; n-o
" * *
Q—E-: _.&_,(fin Qn*'g’m. ba)-{—}l{ (3.22)
abc n=0
siendo:

+
I3 P, 14 . ® )
2% (A;Losiej —Biseme\) )(An aneJ ~Bn53nn9J)

ﬁén

I

Ls
‘

2 (A (oSLeJ*—B senLG\Q(B c,osnej+ Ansenngl)

[af'N
A
]

Lﬂ° ‘\f\ﬁ“
|

,‘hz:_Q (A cos L O] — B; senbej> j

i=
(3.23)
* 218 wsi0fx AT seni®r )(AT win; - Bl wen no; )
gms 2&(& wsi O]+ Ay seni i (Anw&n j = BpSen nej
=4
¥ _ (B (o518 +A Seni &) (B ws n B +Ansenn9>
‘}m* = J J J J
1=
% T P L. P PN Nky:
hL =7 é (Bi cosi O] + Aisant-«*\Q X
J=1
Finalmente, sustituyendo en (3.19) se obtiene el siguiente
sistema algebraico de ecuaciones lineales en las ag , b
m
P 2(76&1 An +§anbn)+ hi =o
Day n=o - - ‘ -
Lcolilzi"” m
(3.24)

SIS

=P
3]

F)\/\?s

s

7N
o
s %
2

-t
+
Ol
L%
o
A
S
.{,.
e
1
o
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donde los coeficientes vy términos independientes son los prome

dios frecuenciales de los (3.23):

Wy W, wy,
ﬁn: Fm.dw y gm: %ACMU . hf: hy dw
- Wa - Wa N
. Wy Wy, . w; (3.25)
}€£n = ]Etn dw y %cy\ = %ﬁ Aw ; ilf = | h; dw
Ma Wo, | Wa

El caso en que P viene dado por (3.18) admite un desarrollo

anadlogo, que se ha realizado en el apéndice B.

En general, siempre que P sea una funcién cuadrética
en los ai , b{ , 1la minimizacidn de Q conducird a un sistema
lineal an&logo al (3.24). Como la respuesta (y sus derivadas
temporales) es lineal en los coeficientes a; , bL' cualquiexr
funcidén lineal de la misma que se minimice por una funcional

cuadratica del tipo (3.17) conducir&d a un sistema algebralco

@
16}

[
bl

de ecuaciones, lineal en las ai, b; . En particular, est
el caso de la fuerza transmitida por la leva en la direccid

n
el seguidor. En el apendice B se han calculado los coeficien-

o}

®
6]

£ del sistema de ecuaciones gue se obtlenen en este caso.

3.4.2. Error cuadratico integral

En el apartado anterior el problema de la sintesis
se ha reducido a la rvesolucidn del sistema lineal (3.24). No

n la

{1

obstante, el mayor volumen de calculo no se invierte
resolucidn en si, sino en la determinacidén de los coeficilentes
(3.25). Por tanto, parece interesante buscar funciones cbjeti-
vo gue, manteniendo la linealidad del sistema final de ecuacio-
nes, produzcan coeficientes mas sencillos de calcular. Una

forma de conseguir esto consiste en considerar como funcién

9
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P el error cuadratico integral, en vez del error cuadratico
medio de una nube discreta de puntos, y a la vez, definir la
posicidn deseada por su desarrollo en serie de Fourier. Segan

esto, (3.16) se sustituliria por:

2T S
P=| (x(e)=%(e)) do (

o

[@8]
.

26)

donde x P

{3.15). El plantear el prcblema asl tiene la ventaja fundamen-

(8 ) es un polinomio trigonométrico definido por

tal de permitir aplicar inmediatamente todo el poderoso apara-
o matemdtico desarrcllado para 1los sistemas ortogonales de
unciones. En efecto, la formulacidn del problema se puede
expresar asil: Encontrar el polinomio XP(Q) que aproxima mejor
en el sentido del error cuadratico) a una funcidn periddica
%x(B) en el intervalo [0, 2n]. La solucidn viene dada por la
entidad de Bessel |19, 100| gue establece que los coeficien-
tes del polinomio trigonométrico son los coeficlentes de Fou-
rier de la funcidn dada. Es decir, si el desarrollo de Fourier

de x es:

(Ein@sméernsenn-@) (3.27)
o)

X
i
ANAL

entonces los coeflcientes de x, quedan fijados por:
i

—p -
= Oo
AK Y
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Ahora, las ecuaciones (3.14) constituyen un sistema
lineal cuasidiagonal, del que se obtienen los coeficlentes

del perfil de la leva en forma explicita:

- P 7
Aﬁan “‘Bnbn

h=0,4,2, ~---- m (

[O8]
.

o
O

_ Aign'*‘ Bzan
T [BR)°

LLas ventajas de est criterio integral frente al

b

del apartado anterior se hacen patentes: Una notable reduccidn
en el namero de coeficientes que es preciso calcular, y la

obtencidn de la solucidn en forma explicita.

Pero no acaban agui las ventajas. El criterio actual
permite responder a la siguiente pregunta: Cudl es el error
cometido en la aproximacion?. Aproximacidn en el sentido de
que se quiere representar una funcidn periddica (¥X), gue en
general tendrd un namero ilimitado de armdnicos {(coeficientes
de Fourier), por otra funcidn (XP) con un numero finito (m+1l)

de ellos. La respuesta, de nuevo, la da la identidad de Bessel
c

-

pot

gque no soOlo establece las condiciones para que se alcance e

n
minimo absoluto del error, sino también su valor. Con nuestr:

js3}

nomenclatura, viene dado por:

2n
=) m
o -, -2 -2 ~~ =2 -2
EMn = TTQZ“A(Q¢;+ bk) = | X" de —TLZL(Qkﬁ—bK) (3.30)
- k=m+4 k=0
o

Observese que las lgualdades (3.28) implican la cons

. . P - P - . )
tancia de los coeficientes A, v B, vy como éstos dependen de
(Cf. ecs. (3.11) y (3.14)), se estéd suponiendo implicitamen-

te gue la velocidad de giro de la leva es constante.



Por constituir las funciones trigonométricas un sis-
tema ovrtogonal completo, Jla relacidn de Parseval {19, 100/
asegura la convergencia cuadratica para m—* . Ademas, como

en las aplicaciocnes en el campo de las levas a fun-

P n
cidén continua, con derivada primera continua, tomando 1o0sS nis-
mos valores en los extremos del intervalo [0, 2m1}, en

la convergencia también serd uniforme, y las ecuaciones (3.29)

definen el perfil de la leva que reproduce exactament

®
el
]
}‘)
{u

m-+® ) un movimiento prefijado de la respuesta

J

Debido @ lo anterior, también denominaremos levas

bt e

sintonizadas a las disefadas con este criterio {aun cuando
m sea infinito). No obstante, el concepto actual de sintoniza-
cién abarca el periocdo completo de movimiento, mientras gue
el enplead en el método Polydyne sdlo se refiere al final
de un segmento de sublda o bajada. Ademas, existe otra diferen
cia importante: Mientras que en el método Polydyne una pequeflia

variacidén en la velocidad de la leva puede producir una vibra-

cidn residual considerable, en =1 método actual el error es
estacionarlio respecto a cualquier pequeha perturbacidn de
los coeficientes en la respuesta, y en particular, respecto

-

a los producidos por una pequefia perturbacidn de la velocidad

de la leva.

51 la hipdtesis de wvelocidad de la leva consta
no es valida, se puede tomar Q {(ec. (3.17)) como funcidn obje-
-ivo, pero ahora, evidentemente, definiendo P mediante {(3.26).

De esta manera sc obtiene el sigulente perfil:



h=04,2, - m

—
(o
.
[¥%]
-

—

{(A‘;En + Biaﬂ_)dw

[(u‘; ) e (BL)7) dw

Esta metodologia se extiende sin dificultad al caso
en el qgue la funcidn objetivo viene dada por una combinacidn
de errores cuadraticos de funciones lineales en la respuesta
y sus derivadas respecto al tiempo. Por ejemplo, se puede uti-
lizar la siguiente funcidn objetivo, gue controla a la vex
el error de salida vy la fuerza transmitida por la leva en la

direccidon del movimiento:
21 2n
P ) ¢ | F246
Pl (xp-»)de + &, (3.32)

J

o

donde CA es-una constante de ponderacidn, vy la fuerza excita-

dora viene dada por:
Feme ¥ + ke (V-xg) + €5 (-%y) (3.33)

siendo m, la masa directamente en contacto con la leva. £&s

facil ver que el perfil que minimiza a P es:
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- P T
A?n_a'n. Bn \3!'1.
Qpn —y
n= O,i‘2,~-'-'| m
T P o~ 3.34
Ai_Bn + Bpap ( !
bn_”
p 2
(A (Bn)+ CAFQ
donde:

o= (kA wha)((4- A4n)24{8*n)2)— 2mw* n* (k, (1- A‘n)%{wnB\n) +  (3.35)

2 4l
+mown.
Si la leva no girase a velocidad constante, se utilizaria el

riterio (3.17), y los coeficientes del perfil serlan cocien-

@]

tes de integrales en frecuencia, cuyos integrandos son 1os

numeradores y denominadores de (3.34).

3.5. OPTIMIZACION NO LINEAL

Desde un punto de vista matematico, los criterios
desarrollados en el apartado anterior tienen la ventaja prin-
cipal de conducir a un problema lineal. Sin embargo, desde
un punto de vista fisico sdélo controlan la respuesta, o/yv aque

llas funcioness gue dependan linealmente de la respuesta.

Pero como ya se argumentd en el capitulo 1, tan im-
portante como la respuesta es el estado tensional interno,
Y, en el caso de mecanismos de leva, particularmente, la ten-
sion de contacto entre ésta y el seguidor. Ademds, estos dos
criterios son antagdnicos, en el sentido de gue el control

exclusivo de uno de ellos va en detrimento del otro.
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Por tanto, parece necesaria la inclusidn de la ten-
si6n de contacto en la funcidn objetivo. Sin embargo, la intro
duccidn de la tensidn de contacto en el criterio de optimiza-
cidn imposibilita obtener soluciones cerradas como en el apar-
tado anterior, ya que dicha tensidn no se puede expresar como
un polinomio trigonométrico finito, lineal en los coeficientes
an Y bp. En este caso, la minimizacidén de la funcidn objetivo

conduce a un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas.

3.5.1. Angulo de Presidn

Antes de plantear directamente la optimizacidn de
la tensidn de contacto, se va a plantear el problema mas sim-
ple de minimizar la fuerza de contacto, mediante la minimiza-
cidén conjunta de la fuerza en la direccidén del movimiento vy

del angulo de presidn. Como funcidn objetivo se toma:

.J?\J\U\
i

t —
_ (e -
E~%1<XP 7 J=1

“le

r~ z
“(eg) + CQ%L'E}LY(GJ'> (3.36)

Lo

donde F es la fuerza en la direccidn del movimiento, definida
en (3.33), y W es el angulo de presidn, que para un seqguidor

de rodillo con movimiento de traslacidn vale [31]:

¥- e
tir‘&{) - 4+ d : (3.37)

d - ynz-e”® (3.38)

siendo rs el radio de la circunferencia primitiva, vy e la ex-

centricidad.



A pesar de haber independizado en (3.36) los dos
factores que influyen en la fuerza de contacto (fuerza en la
direccidn del movimiento vy &dngulo de presidn), la minimizacidn
de P conduce a un problema no lineal, debido al denominador

de {(3.37).

Aungue existen muchos métodos numéricos standard
para la resolucidon aproximada de sistemas de ecuaciones alge-
braicas no lineales, también se pueden construir métodos espe-
cialmente adaptados para la resolucidn de un problema especi-
fico. Es, precisamente, este segundo camino el gue se va a
seguir aqui, desarrollando dos métodos aproximados para mini-

mizar (3.36).

Il primer método consiste enuna linealizacidn en un
s6lo paso. La linealizacidn consiste en considerar constante
el denominador de (3.37), con lo gue la funcidn objetivo pasa
a formar parte de las que admiten el procedimiento de minimi-

zacion desarrollado en el apartado 3.4.1.

La justificacion fisica de este proceder debe buscar
se en el hecho de gque los diagramas de desplazamiento de los
distintos perfiles gue satisfacen un moviniento determinado

difieren muy poco, manifestandose las diferencias, fundamental

P

mente, en las derivadas superiores. La justificacidén Gltima,
no obstante, debe buscarse en la capacidad de producir resul-
tados validos, vy este aspecto se comenta en el capitulo si-
guiente.

o 2

todo iterati

U

La segunda alternativa consiste en un m
vo, gue comlenza por suponer el denominador de thJ(Gj) inde-~
pendiente de los coeficientes a, v by, tomando y(Qj) como la
solucidon del problema de minimizar (3.36) con el coeficiente

C, nulo {(loc que conduce a un problema lineal facilmente solu-

&
Dle).
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oP _ o
DQK
k= 0,4,2,-----.m (3.39)
op .
D bp

si ahora es Cg # 0, vy bajo la aproximacidn mencionada, la deri

vada del término correspondiente al angulo de presidn se com-

puta de la sigulente manera:

[ z i
o | ¥ey-e , #en-e 9y

il

Y la aplicacidn de las (3.39) conduce a un sistema de ecuacio-
nes algebraicas lineal en las a, y b -

El proceso iterativo continuo, considerando en cada
nueva etapa y(éﬁ ) en (3.40) igual a la solucidn obtenida en
la etapa anterior. El proceso se detendréd cuando la diferencia
entre los valores de y(Qﬂ obtenidos en dos etapas sucesivas

sea inferior a alguna cota preestablecida.
No se ha intentado un analisis tedrico de la con-
vergencia del método. Sin embargo, los resultados muestran

gque ésta se produce en muy pocas iteraciones.

3.5.2. Tensiones de contacto

-

Como se ha comentado en el apartado 3.5, un diserno
racional debe contemplar conjuntamente las caracteristicas

a y las tensiones de contacto en-

ct

vibracionales de la respucs

tre leva y seguidor. Matemdticamente, este criterio se expresa
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como el problema de minimizar la siguiente funcidén objetivo:

on 2n

P = (xP~§Z)Zd9 + C‘? r*de (

(9]
.

o
i

[ &}

respecto a los coeficientes a, v bK que definen el perfil de
la leva, siendo C? una constante de ponderacidn, y ¢ la ten-

sién de contacto.

El problema de la evaluacidn real de las tensiones
de contacto es uno de los mas complejos en el campo de la ne-
canica de so6lidos y, aunque existe un gran volumen de litera-
tura dedicada al tema, la mayoria se encuentra en forma de
articulos dispersos en diferentes revistas técnicas, existien-

. IEsto da idea de lo i1nacabado

do muy pocas monografias |125
que estd& este tema, por lo gue aqui sdlo se hard uso de la
teoria clésica de Hertz. En esta teoria, el valor de la ten-

si6n maxima en la generatriz comin a dos superficies cilindr

ot

cas en contacto viene dado por [113, 125]:

M F
0= - I (3.42)
r(p-r)
siendo:
M= L (4.43)
e od, (Y %)
P
Y: = 1 - {=14.2 (3.44)

103



FC:J(mag'+ F) e (F o tqy)® (3.45)

tg p = %1—"—-2—« (3.46)

Fp = ke (F-%) v (§-%4) + Fo (3.47)

3/2

[g+a)® + (-e)7]

f): (3.48)
($+d (ged-y") + (yre)(zy'-e)

d, = Espesor de la leva

r = Radio del rodillo

By Xi 10dulos de elasticidad y de Poisson de los materiales

de leva y el rodillo

F,= Fuerza de contacto

m, 2= Masa del rodillo

I& = Fuerza en la direccidn del movimiento trasmitida por el
rodillo al seguidor

f Radio de curvatura de la curva primitiva

By Precarga

Considerando constantes el espesor de la leva, el
radio de la circunferencia primitiva, la excentricidad de 1la
leva y el radio del rodillo, entonces la tensidn de contacto
s6lo depende del movimiento excitador (y) y de la respuesta
(x; ). Si la rigidez e inercia del mecanismo estan fijados,
entonces la tensidén de contacto sdlo serd funcidn de los coefi

1 . 1
Clences aK Y DK'
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Dada la dependencia funcional de (§ respecto a los
coeficientes ay, y Dby, la minimizacidn de (3.41) respecto a
dichos coeficientes conduce a un sistema no lineal de ecuacio-
nes algebraicas tan complicado gue hace practicamente imposi-—
ble la metodologia de solucidn empleada en el apartado ante-

rior para el éangulo de presiodn.

Bl método utilizado para resolver el problema ha
sido del tipo Newton-Raphson [|126{, gue es un método itevativo
clasico de segundo orden. Dste tipo de métodos tiene la venta-
rimer orden, de te

d
ja, frente a los método una conver-

0

e

0]
T

ner

gencia més rapida si se parte de una solucidn inicial lo "su-
ficientemente proxima®™ a la solucidn optima.

cDe gué solucidn inicial se parte?. Para contestar
esta pregunta observese gue (3.41) consta de dos términos,
que controlan el error posicional y la tensidn de contacto,
respectivamente. 8i el segundo término se elimina Mll = )
el problema es lineal, v fue resulto exactamente en el aparta-
do 3.4.2. Si el ervor admisible es pequefio, entonces la inclu-
sidén del 22 término en {3.41) no puede perturbar mucho la solu
cidn del oroblema lineal. Por tanto, como solucidn inicial

se toma la del problema lineal (C¥ = 0).

Las condiciones de extremo, es deciyr las (3.39) con
la P actual, han sido derivadas analiticamenteee, pero las

expresiones obtenidas son tan complejas gue aconse;

[
o
3
®
=

e}
‘r_A
o
o
h)

diferencias finitas para aproximar las derivadas segundas {re-

gueridas en el método de Newton-Raphson).

3.6. PRECARGA OPTIMA

En un mecanismo de leva de disco normal el seguidor
es conducido positivamente por la leva. Esto significa gque

la leva, por si sola, es incapaz de comunicar una aceleracion



negativa al seguidor, ya que en tal caso se producirla la se-

paracidn entre la leva y el seguidor.

El objetivo del muelle de precarga es, precisamente,
la intvoduccion de una fuerza de compresidn inicial (precarga)
gque asegure una conduccidn positiva en los periodos de acele-

racidn negativa.

Aunqgue la precarga es necesarlia para evitar la sepa-
racidn, debe poseer el menor valor compatible con la abolicidn
de dicho fendmeno, ya gue en los periodos'de aceleracidn posi-
tiva su efecto es negativo, pues aumenta la tensidn de contac-
to.

Bste valor 6ptimo de la precarga debe fijarse antes
de proceder al disefio del apartado anterior, ya gue las varia-
ciones inducidas en la *tensidn de contacto por la precarga
son importantes, mientras que, al revés, las pecueilas modifica
ciones del perfil, debidas a la consideracidn de las tensiones
de contacto en la funcidn objetivo, apenas afectan a la pre-

carga Optima.

Peor otra parte, comoc el valor de esta precarga gqueda
configurado, fundamentalmente, por el pico de aceleracidn,
su calculo debe efectuarse en el extremo superior del interva-
lo de frecuencias de funcionamiento (en el caso de gue el me-

canismo debe funcionar a distintas velocidades).

cCual

¢

s el procedimiento de calculo de la precas:

Y

a
6ptima que sugleren estas consideraciones?. El siguiente: Cal-
culese el perfil que minimiza el error posicional, es decix
que minimiza {(3.41) con C nulo (& (3.17) si se trata de una
gama de velocidades). La solucidn de este problema, evidente-

mente, no depende de la precarga utilizada, F, .
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Lo gue s1 depende de dicha precarga es la fuerza
en la diveccidn del movimiento transmitida por la leva, va

que viene dada por:

F:mo‘“g-w“ki(‘éﬂxi)*-ci C‘zg-*;(i)"*‘:o (3.49)

Sea th\ el valor minimo de esta fuerza en el extre-

mo superior del intervalo de frecuencias de funcionamiento.

La precarga Optima tebrica es el valor ninimo de
F, que no produce separacion, es decir, aquel que hace Fu,
nula. Ahora bien, sin gue se produzca separacidn se puede pro-

1

ducir un indeseado deslizamiento entre la leva y el ro
y por otra parte, el trabajar con nodelos matematico

mados, las soluciones gue se obtienen poseen cierto margen
de incervidumbre. Por todo ello, se puede definir la precarga
Optima efectiva como aquella que produce una Fnipn ilgual a cier

to valor admisible Fg4, predeterminado.
De la independencia del perfil respecto a la precar-
ga v de (3.49) se obtiene, pues, facilmente la precarga Opti

efectiva,

e

DFt

F, = Fo+ Eigm - Fmin (3.50)

3.7. RADIO DEIL RODILLO OPTIMO

Ya ha sido argumentado en los dos apartados prece-
dentes ~y los resultados del capitulo 4 lo confirman- que la
mejora de las tensiones de contactc como consecuencia de su

optimizacidn ({conjuntamente con el error posicional) respecto
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a la forma del perfil de la leva es peguefia.

No obstante, el valor de § queda fijado no sbélo por
la forma del perfil, sino también por otras caracteristicas
geométricas, tales como la excentricidad, radio del rodillo,

etc., cuya influencia puede ser bastante mas drastica.

Aungue el estudic de estos factores escapan al ambi-

to de este trabajo (sintesis del perfil), en este apartado

v

se va a analizar, a o

odo de ejemplo, la influencia del radio

£

del rodillo, para corroborar la afirmacidn realizada en el

-

Gltimo parra

iy

o, y enfatizar la importancia de estos factores
o

en la sintesis global de un mecanismo de leva.

Una primera posibilidad de considerar la influ
de r, consiste en incluirla como una variable mas en {(3.41),
y resolver el nuevo problema por el mismo procedimiento numé-
rico gue se us6 en 3.5.2. Pero esto, aparte de constituir un
engorro bajo el aspectc de la programacidn del método, ouede
pl

la resolucién del problema.

antear dos dudas respecto a la eficacia computacional de

En primer lugar, la eleccidn de un valor inicial
de r es arbitraria, no estando asegurada su proximidad a la
solucidn Optima, lo cual es un requisito importante para asegu
rar la convergencia del wmétodo numérico utilizado {(Newton-
Raphson). En segundo lugar, la gran diferencia {(conjetural)
de las variaciones de 0 con los a b, frente a las variacio-
nes con i, también puede ser la fuente de un problema de con-

vergencia.

La segunda posibilidad se basa en el hecho de que
siempre que se varie exclusivamente v, no se mnodificara la

.
+

respuesta. Ksto induce a establecer el siguiente procedimien-

to: Primero se resuelve el problema de minimizar (3.41) con



r constante, tal como se hace en 3.5.2., con lo cual la res-
puesta vy el perfil de la leva guedan fijados. Y a continuacidn
se modifica solamente v, para minimizar las tensiones de con-
tacto.

La segunda alternativa es la gue se va a desarrollar

ar
agui, construyendo un procedimiento aproximado especifico,
gue contemple, a la vez, la dependencia funciocnal de ¢ con
r y la forma habitual de la curva de tensiones de contacto

en un movimiento basico DSD.

Para cualquier € , la condicidn de optimo para r vie-

ne dada por la anulacidn de la derivada primera de ¢ :

Z —-2r
90 M o p f (3.51)
ar Fz(fwr)z
lo cual implica que:
r=fl2 (3.52)

Interesara, por tanto, imponer esta condicidén en el punto en
gque la tensidn sea méxima. Denominando fp al valor del radio
de curvatura en dicho punto, la condicidn (3.52) se convierte

en:

r- P/,

.
)
*
(93]
L

—

Debera comprobarse, por supuesto, que el vadio del rodillo
asi definido no sea inferior al radic de curvatura mninimo
(fmhx)? pues de ocra forma se produciria el fendmeno de rebaje

del perfil veal de la leva.
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Ahora bien, si el mecanismo va a funcionar en una
gama de velocidades surge la pregunta: ;A gqué frecuencia inte-
resa imponer la condicidn (3.53)7?. En principio, parece 1ldgico

T

pensar en aquella en la gue el pico de tensidn (qo) tome el

valor maximno.

2
3.7.1. Variacion de ¢ con la frecuencia

Para contestar la Gltima pregunta se debe analizar

la devivada de 0% respecto a la frecuencia:

e

z 3 ot ;
of :ﬂ_(nlo'\;+¥:$)(mo‘i_§+a_fi) e ¥-€\y'-e IR .

5,‘; Fe 2w W yid | urd Dw (3.54)
cOorn:
M= "‘*MF (3.55)
rf-r)
_@8__22_ Zw y" (3.56)
2%% :”""i%*‘ci‘é‘* Ct %% (3.57)

- .-

En la expresion (3.54) se puede asegurar a priori
cque, salvo los factores suprarayados, el resto son positivos,

interesa estudiar esta derivada en los puntos en que la ten-

e
516n es maxima, pero a la vista de su expresidn no parece gue
se pueda hacer mucho analiticamente. Para poder continuar con

cste andlisils es necesario recurrir a

0

o

1
O ce gue para una frecuencla dada el

s di
@ concacto se presenta en una de las tres posiciones si

o,

[0
®

s {figura 3.1):
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in la zona prdoxima a ¥ maxima

En la zona entre ¥ minima y f minima

olclc

En el descanso superior

©
©

Ahora se puede intentar evaluar la derivada anterior para cada

uno de esi

T

a
0s Ccasos. Emnpezaremos por el caso(E} que es el mis

14)]

simple:

() En este caso el problema es sencillamente estati-

co. F. es constante (no dependiente dew ), la derivada es nula
y las variaciones de w no afectan a_GP . Bsto es estrictamente
cierto para un descanso ideal. Como en realidad el reposo se

consigue aproximadamente, esta conclusidn serd sdlo aproximada

aso (3.506) es positiva. Si (3.57) tam-

aria también wun valor positivo para



(3.54).
L Oxy,
Para cy = 0, (3.57) es positiva s: 50 < 0, Cono

el noédulo de la aceleracidn crece con la frecuencia, en el
periodo de aceleracidn positiva x se debe atrasar con la fre-
cuencia, y en el periodo negativo debe adelantarse. Como ()

corresponde al periodo positivo, ¥, se retrasara con la fre-
cuencia, es decir gﬁ£.<o . BEn conclusidn, (3.54) es positiva,
vy el radio oGotimo del rodillo debe calcularse {expresion

(3.53) en el extremo superior <wb) del vango de frecuencias.

C) Agui se pueden utiliza los mismos argumentos

— Dxi - , .
que en () ; s0lo que ahora Sw Q. Ademés, (3.56) es negati-
va, lo que implica gue (3.54) también lo sea. Por tanto, el

radio del rodillo se calculard en el extremo inferior (W )

del rango de frecuencias de funcionamientco.

3.7.2. Algoritmo utilizado

Después del anadlisis anterior, la depende
nal de 0 {(gue inicialmente abarcaba a los parémetros r, @ v
w) ha quedado reducida a las variables v v & vy a un parémetro

discreto {(w), gue solo puede tomar dos valores: Wa y Wy .

1l problema actual pertenece a la categoria de los
denominados minimax, va gue se trata de obtener el radio del
rodillo gue da el menor valor de la tensidn maxima (6, ). Ahora

bien, al limitar el esd

"v

udio a o se produce una nueva veduc-
cion de la dependencia funcional de dicha tensidn, ya que para
un rodillo determinado existe una Gnica tensidn de pico. In
este sentido, nuestro problema es el de la minimizacidn de

una funcidn de una sola variable.

Aungue el calculo del wvalor minime de una funcidn

de una sola variable puede parvecer relativamente sencillo,



la dificultad, agul, no estriba en dicho calculo, sino en la

propia evaluacidn de la funcidn GE(I). Es extremadament

plicado intentar obtener una expresidn analitica de dicha fun-

e com—
cidn.

Lo gque si se puede hacer con la ayuda de un ordena-
dor es evaluar 0 en un conjunto finito de valores de &, para
un radio del rodillo fijado, v a las frecuencias Wg v Wy . Ahc-
ra se puede seleccionar el mayor valor de 0 dentro de dicho

conjunto finito, y aproximar 0§, por dicho valor.

A parcir de (3.53) el problema de la minimizacidn
de %a(i) se transforma en e ener los ceros de la fun-

cion gir):

—~
[o9;
°
L
co

~—

Dado que el mwmétodo mencionado de evaluacidn de

FP(y de fp ) es relativamente costoso, el siguiente paso en

la resolucidn de nuestro proplema consiste en elegir un método
aproximado de obtener la raiz de una funcidn exigiendo el me-
nor numevro posible de evaluaciones de la funcidn. Dicho método
no se conoce |127}, vero lo que si se conoce es el método que,
para un namero de evaluaciones y un intervalo de variacion

de la variable independiente fijados, produce la mejor aproxi-

-

macidn: Bl método de la biliseccidn [127]

Basicamente, este método consiste en bisectar un
intervalo del que se sabe qgue contiene el punto O6ptimo, y se-
leccionar agquel subintervalo que sigue conteniendo a dicho
punto. La alternativa en 1a seleccidn se decide por medio del
signo de g, v a partir del nuevo subintervalo se re

DYOCESOo.,
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fi

iHay que obsevvar gue la funcidn U%(r), aungue cont
nua, puede tener derivada primera discontinua Jjustamente en
el punto Sptimo, siendo, en este caso, la funcidn f? disconti-
nua. Esto se explica por el hecho de que la condicidn {(3.53)
es una condicidn de Optimo local, es decir para f fijo, mien-

tras que G@ es una funcidn global.

Fn las figuras 3.2 y 3.3 se ilustra una posible si-
urvas sehnaladas con C) (C} ) co-~

rresponden a la tensidn (v radio de curvatura) del correspon-

C
o
Ui
9]

diente punto C) ((:)) le la figura 3.1. Las curvas de trazo
continuoc corresponden a los wvalores de pico: Incrementando

el radio del rodillo, la tensidén de pico, gue se produce en ()

0}

va disminuyendo, a la vez que la tensidn en (:) va aumentando.

¥

= r,., ambas tensiones son iguales y al segulr aumentan
i

a
do r la tensidn de pico pasa al punto (:), con 1o gue se produ
e

n

una discontinuidad en la curva fF,(r). I.os adios i, v
lo

corresponden a los valores minimos de tensidn en S puncos

@D v CD respectivamente {de acuerdo con (3.53)), miencras

cque el radio Optimo de la tensidn de pico es, evidentemente

N\,
C)\ e ()
i H ——, —
i H i
: i 3
r r r, r
2 op 3
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Es evidente que la convergencia del método de la
biseccidn no se ve afectada en absoluto en tales situaciones
(los métodos de segundo. O

rden, tales como el de Newton, =
erios de parada se deben modifi-

son afectados), pero los cri

car: Al criterio ‘“normal”, definido por la condicidn de que

el valor absoluto de g{i) sea inferior a una cierta cota prefl

r\
jof
-
by
©
P.A

jada, se debe ana de que la diferencia de valores de
O

la tepnsidn de vico en dos iteraciones sucesivas sea inferi
N

a cierto mavgen, O que lo sea la longitud del intervalo de
o

variacion del radlio del rodillo.



CAPITULO 4: RESULTADOS




4.1. INTRODUCCION

Habiendo analizado en el capitulo anterior, desde
un punto de vista tedrico, una metodologia de disefo, el paso
siguiente consiste en evaluar los resultados que se obtienen

con dicha herramienta.

°n todos los apartados sigulentes siempre se trata

sis de un movimiento DSDB, modificéndose en cada

o
0]
[
]
0
bt
=
or
Q]
un
-

aso la funcidn objetivo, de acuerdo con las distintas opcio-

es establecidas en el capitulo 3.

4.2. MINIMIZACION DEI FRROR

Con objeto de poder comparar los resultado
retiza el mismo movimiento que Chew | 33 |, utilizan
el modelo de un grado de libertad de esta referenci

racteristica

w

del nodelo, valores de parametros geométricos,
del movimiento deseado, etc., se han recopilado en el apendice
C. Aunqgue existen otras referencias con datos sobre vibracio-
nes residuales, la de Chew es la uUnica (gue conozca este au-
tor) que aporta resultados sobre tensiones de contacto y su

minimizacidon conjunta con el error.

Fn este apartado la sintesis se consigue mediante
la minimizacidén del error cuadratico integral, definido por
la ecuacidén (3.26) cuando se trata de levas sintonizadas o
por la (3.17) cuando se trata de levas que funcionan a distin
tas velocidades.

En las figuras 4.1 a 4.7 se representan los resulta-
dos de la sintesis de una leva sintonizada a una velocidad

de 105 rad/sg, utilizando 30 armdnicos.
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Figura 4.1. Respuesta (x).
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Figura 4.2. 2celeracidn del movimiento de salida (x").
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Pilagura 4.3. Fuerza en la direccidn del movimiento transmitida
por el rodillo al seguidor (F;).
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Figura 4.4. Fuerza en la direccién del movimiento transmit

por la leva al rodillo (mg V + Fg).
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Figura 4.5. Fuerza normal de contacto (F.).
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Figura 4.6. Curvatura de la curva primitiva (l/f)'
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Figura 4.7. Tensidn de contacto (o).

Como en el presente método de sintesis el movimiento

deseado se define por su desarrollo de Fourier, no basta con

{0

r

n

definir los periodos de descanso, sino gue deben establec e

también los periodos de subida y bajadadeseados. En este ejem-
vlo se ha utilizado el movimiento cicloidal para representar

tales periodos.

Antes de entrar en la comparacidon de resultados,
es importante hacer un estudio previo de una serie de factores
gue influyen en los mismos. Estos factores son: el ntmero de
armbnicos, el amortiguamiento, el intervalo de frecuencias
de funcionamiento y la eleccidn del movimiento deseado en los

pericdos de subida v de bajada.

El nlmero de armdnicos controla el error posicional.

‘Asi, para una leva sintonizada, la respuesta coincice con el

AN



desarrollo de Fourier del movimiento deseado, truncado al nime

ro de armbnicos utilizado. Por tanto, cuantos mas armdnicos
se utilicen, mejor serd la aproximacidén. En la figura 4.8 se
observa la mejora en la aproximacidn del movimiento deseado

(lo que eqguivale a decir en la respuesta, para una leva sinto~

nizada), al duplicar el nimero de armdnicos.

Ahora bien, conforme aumenta el nOmero de armbébnicos

las frecuencias excitadoras asociadas a los mismos se aproxi-

man (o =superan) a la frecuencia natural del mecanismo. Pox

tanto, para velocidades distintas de la de sintonizacidn, aun-

gue s6lo sean ligeramente distintas, se produciran fuertes

vibraciones de caracter resocnante.

En aquellos casos en gue existen armdnicos resonan-

tes el amortiguamiento puede Jjugar un papel fundamental en

la respuesta.

l
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Figura 4.8. Error en la aproximacidn del movimiento deseado

por un nGmero finito de armdnicos. 0: 15 armo-

nicos ; + :30 armdénicos.



En la figura 4.9 se representa el error méximo en
la

los periodos de descanso frente a frecuencia de excitacidn,

para una leva sintonizada a w= 105, utilizando 15 y 30 armoni
cos, siendo nulo el amortiguamiento. La frecuencia natural
del sistema es 2314, por lo que, en el intervalo de frecuen-
cias representado, la leva sintetizada con 15 armbnicos no
excita a la frecuencia natural. Mientres que en ese mismo in-
tervalo, todos los armdnicos a partir del 17 resuenan, en la
leva con 30 armdénicos. Como resultado aparecen zonas donde
esta Gltima produce errcres considerablementee mayores gue
la primera. REvidentemente, a la velocidad de sintonizacion
esto no ocurre, siendo en +tal caso menor el error de la leva

con mayor nUmero de armonicos.

Otro factor, anteriormente comentado es el amorti-
suamiento. Su influencia se aprecia claramente en la figura
4,10, gue vrepresenta la misma situacidn que la que se acaba
de comentar {(4.9), salvo que ahora el sistema tiene una rela-
cidén de amovitiguamiento del 5%. Ha bastado este pequenoc amoi-
tiguamiento para eliminar el efecto nocivo de los armonicos
resonantes, de modo gue ahora la leva de 30 armbnicos es neta-
mente superior a la de 15. Sin embargo, el comportamiento de
la respuesta de la leva de 15 armbnicos practicamente no se

ha visto afectado por la introduccidn del amortiguamiento.

La explicacién de esta aparente disimetria en la
influencia del amortiguamiento es sencilla: Los armdénicos gue
n

resuenan son elevados (> 17) vy, por tanto, tienen una amplitud

muy peguefia. 86lo pueden tener una influencia considerable

o
S S

en la respuesta si se ven afectados por un factor de ampli
cacién muy grande, lo que ocurre en resonancia si el amorti-

guamiento es nulo (el factor se hace infinito). Pero 51 exis-

ctor de amplificacidn es finito, su

I8}
o

e amortiguamiento, el L
producto por la amplificacién del armdnico de entrada es pe-

quefip vy, por tanto, su influencia en la respuesta también es

ND
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Figura 4.9. Error m&ximo en los periodos de descansc. Leva sin
fonizada a W = 105. (& = 0). 0:30 armdnicos; +:15

armonicos.

Por otra parte, la observacidn de las figuras 4.9
v 4.10 parece contradecir los resultados obtenidos en el capi-
tulo anterior, referentes al valor minimo del error en unha

funciona a la velocidad de dise-

o]

leva sintonizada, cuando ést

fo. Agui la explicacidén se basa en el hecho de que el error

3
Il
B
[N
k
j83)
[
i
@]
oy
[
©

minimizado en dicho capitulo es el cuadratico 1
el ciclo completo del movimiento, y no el valor de pico en

los periodos de descanso.

Si se representa el error de pico sobre el ciclo
conpleto frente a la frecuencia, para los mismos ejemplos de
las figuras 4.9 vy 4.10 (esto se hace en las figuras 4.11 v

4.12 respectivamente), entonces se observa que verdaderamence
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Figura 4.10. Error méaximo en los periodos de descanso. Leva
sintonizada a W = 105. (%= 0.05). 0:30 armoni-
cos; + :15 armbnicos.

se produce un minimo a la velocidad de sintonizaciodn.

A

ot}

n que, salvo en la zona proxinm

E_J
™

Observese tambi

12 velocidad de disefo, los errores en estas 0Ultimas graficas

[

9]
o]

T

Fhy

son bastante mayores gue en las anteciores. Esto signi

u
o

que la principal contribucidn al error cuadratico global
produce en los periodos de subida © bajada cuando las veloci-

dades no estan proximas a la de diselnio.

En las figuras 4.13 a 4.16 se representa el error
en el periodo de descanso a diferentes velocidades para 1o0s
cuatro casos considerados anteriormente: Leva sintcnizada con

30 v 15 armdénicos, con y sin amortiguamiento.
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Aungue se ha visto que el amortiguamiento puede ejer
cer un efecto muy beneficioso sobre el comportamienﬁo de las
levas sintonizadas, cuando éstas funcionan a velocidades dis-
tintas de la de disefio y existen armdnicos resonantes, resul-
ta evidente que el disehador, normalmente, no puede controlar
dicho pardmetro. Ahora bien, lo que si puede hacer es contro-
lar losg armdénicos resonantes extendiendo la minimizacidn al
rango de frencuencias en el que se producen las resonancias,
es decir sustituyendo la funcidn objetivo P {ecuacidn (3.26))

por la @ {(ecuacidn (3.17)).

En la figura 4.17 se ha vepresentado de nuevo el
pico de error en los periodos de reposo frente a la frecuen-
cia, para dos levas con 15 y 30 armdénicos y amortiguamiento

nulo. Pero ahora, en vez de estar sintonizadas, se ha minimi-

zado el error en el intervalo de frecuencias 100, La
figura 4.18 representa la misma situacidn, pero con un anorti-

guamiento del 5%.

Con amortiguamiento nulo, la minimizacidn en un ran-
go de frecuencias vepresenta una notabla mejora para la leva
de 30 armdnicos, respecto a la leva sintonizada. En camblo,
para el sistema amortiguedo, la minimizacidn en frecuencia

apenas modifica los resultados respecto a los obtenidos para

la leva sintonizada, puesto que va el amortiguamiento, de por
51, habia eliminado el efecto de los armdnicos resonantes.

Por otra parte, al igual gue en la leva sintonizada
con 15 armdnicos no tenia influencia la introduccidn del amor-

tiguamiento, +tampoco lo tilene ahora la minimizacidn en fre-

cuencia, por los mismos motLivos gque entonces.

Ampliando el intervalo de frecuencias sobre el qgue

se realiza la minimizacidn se consigue una reduccidn mayor

del error en la leva de 230 armbnicos, como se puede observar
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en las fiquras 4.19 y 4.20, en las gque la minimizacidn se rea-

liza sobre el intervalo de frecuencias |90,

Fn la tabla 4.1 se representan las frecuencias de
resonancia y las amplitudes (ayg) de los ar -monicos resonantes
del perfil de la leva obtenido con las tres sintesis que se
han exaninado, siendo nulo el amortiguamiento del sistema.
£l caso de un amortiguamiento del 5% se contempla en la tabla

4.2.

0]

Puede comprobarse que las frecuencias de resonan-—
cia coinciden realmente con los picos observados en la figura
4.9, asi como el control ejercido sobre la amplitud de los
arménicos al ryealizar la minimizacidn en frecuencia cuando
el sistema no estd amortiguado. En cambio, en el sistema amer-
tiguado no se observan modificaciones en los drdenes de magni-

sud de los arménicos al modificar los criterios de sintesis.

-

71 Gltimo de los factores mencionados al comienzo
de este apartado, y que puede tener una influencia apreciable

en los resultados de la sintesis, consiste en la eleccidn de

4

los pericdos de sublida y bajada deseados.

wn las sintesis analizadas hasta ahora se na estado
empleando el wmovimiento cicloidal, que es usualmente conside-
rado como uno de los que produce mejores resultados en rmecanis
mos de alta velocidad. Su principal defecto, se dice, consis-
te en gue posee un pico de ace eleracidn excesivamente alto,
lo que debe vepercutir en las cargas dinamicas a las gque va
a estar sometida la leva. El movimiento parabdlico, como con-
trapartida, tlene la menor aceleracidn posible =-uno de los
dos objecivof principales en el disefio de un perfil, segun
Chen (Cf. 1.4.1)- pero también tiene fama de producix excesi-

vas vibraciones.
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Figura 4.19. Error maximo en periodos de descanso. Minimiza-
cidén en el range de frecuencias [90,130].
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Figura 4.20. Error méximo en periodos de descanso. Minimiza-
cién en el rango de frecuencias [90,130].

(= 0.05). 0: 30 armdnicos; +: 15 arménicos.
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En la figura 4.21 se representa el errvor posicional

para dos levas sintonizadas con 30 arménicos. La Gnica diferen

0
fot

ia estriba en la eleccidn del movimiento deseado en los perio

varabdlico

1T

dos de subida y bajada: ELl cicloidal para una, y el

para la otra.

Aunque el comportamientoc en ambos casos es bastante
bueno (en ningan punto el error supera el 0.03%), el de la
leva "cicloidal" es, comparativamente, notablemente superior.

En las figuras 4.22 y 4.23 se representan la acele-
racién de entrada y la tensidn de contacto

subida (©€[120, 180/|).

en el periodo de

Dada la naturaleza del campo admisible de movimien-
tos excitadores qgue se emplean en la sintesis que se esta ana-
lizando (polinomios trigonométricos), la aceleracidn del per-

f1l1 "parapdlico” no presenta discontinuidades, en contra de

L

o

Js

o bas-

lo que sucede en el perfil parabdlico real. Sin embargo, la
aceleracidon méxima del
1

perfil "parabdlico’ sigue sien
2%).

tante inferior a la del perfil '"cicloidal" (un 3

Segun estos resultados, y los argumentos, normalmen-—
te empleados, respecto a las sobrecargas dinamicas producidas
por grandes aceleracliones, cabria esperar gue las tensiones
de contacto en la leva “cicloidal™ fueran bastante superiocres
a las de la "parabdlica. Sin embargo, la figura 4.23 muestra
gue no sdlo no ocurre esto, sino que, incluso, el pico de ten-

sion de la leva "parabdlica" supera el de la "cicloidal".

En las figurasg 4.24 v 4.25 se comparan 10s resulta-

dos obtenidos con las sintesis comentadas en este apartado

frente a los obtenidos por Chew | 33 |. Este utiliza un método

de sintesis por segmentos, en el gue la leva estd sintonizada

(vibracidn residual nula) a la velocidad de diseric (W= 105)
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pero, a la vez, ejerce un control sobre el error posicional

a velocidades distintas de la de disefio mediante la minimiza-

1

<

Ch

ci asociada a las vibraciones relativas

(Cf.

n una

3.0,

"energl

de
1.3,

Puesto qgue se trata de minimizar el error en un ran-
go de frecuencias, sus resultados se comparan con una sinte-

sis en un rango de frecuencias, utilizando 30 arménicos Lo-

mando como novimiento deseado en los periocdos de subida v baja

e

da el cicloidal ({se la misma sintesis comentada en

la figura 4.19).
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En la figura 4.24 se observa el tipico comportamien-—

|
168

to oscilante de las amplitudes de vibracidn residual para 1«
resultados de Chew. El comportamiento del error posicional

de la leva trigonométrica es bastante mas regular.

Como en los disefios tipo Polydyne el error €s muy
sensible a pequefias variaciones de la velocidad de funciona-
miento, s usual | 67 | tomar como curva de error efectivo la
envolvente de los picos de la curva real, en cuyo caso la leva
trigonométrica resulta superior en todo el rango de frecuen-
cias de funcionamiento, salvo en un pequeiio entorno .de la ve-
locidad de disefio. En cualguier caso, por encima de la velo-
cidad de sintonizacidén el errvor de la leva diseniada por Chew
crece desmesuradamente, mientras gque el de la leva trigonome-

trica lo hace de forma bastante moderada.

En la figura 4.25 se comparan las tensiones de con-

4

v

acto. Aqui la comparacidn resulta claramente favorable para

-

a leva trigonométrica, no vya sdlo porque su pico de tensiodn
sea menor, s$ino porgue tiene un comportamiento mucho menos
oscilante, lo que tiene una importancia primaria en lo que
respecta al fendmeno de fatiga, que es uno de los principales

causantes de la degradacidn de la suerficie de la leva.

4.3. ANGULO DE PRESION

En este apartado se presentan los resultados de las
sintesis que incluyen en el criterio de optimizacidn el angulo
de presidn, las aceleraciones y la fuerza en la direccidn del

movimiento transmitida por el rodillo al seguidor.

Los ejemplos que siguen pretenden mostrar, fundamen-—
talmente, su influencia relativa en los resultados, mas que
la consecucidn de una gintesis en un mecanismo real. Por tan-

to, los valores de los parametros gue definen el modelo son

|&:¢)
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arbitrarios, v la evaluacidn de los resultados debe ser de

caricter comparativo.

Se ha sintetizado un movimiento DSDB utilizando un
modelo de dos grados de libertad. Las caracteristicas del mo-
vimiento, asi como los parametros que definen el modelo se

encuentran recopilados en el apendice C.

La funcidn objetivo ha sido la (3.17), con wgq = O
Yy Wy = 22'36, gque corresponde al 10% de la frecuencia funda-

mental. La funcidn P se ha definido de la siguiente manera:
P=3 [(xe(or) - X)) (o)) F ¢ ' ka
P == Xp J)~ J)J'Csx{’ G; +d5r¢@j}+ C,thqt (y(@Jr) (4.1)

utilizando 20 armdnicos y el movimiento parabdlico para re-

presentar los movimientos de subida y bajada deseados.

En la tabla 4.3 se representan los valores maximos
del error en los periodos de reposo, de la aceleracidn, de
la fuerza transmitida por el rodillo en la direccidn del movi-
miento, vy del angulo de presidn. Los valoress corresponden
al extremo superior del intervalo de frecuencias (w = 22'36].
En el proceso de optimizacidon las ecuaciones se han linealiza-
do siguiendo el método simplificado gque se discutid en el
apartado 3.5.1., consistente en suponer constante el denomina-
dor de la ecuacién (3.37), que define el angulo de presion.
La dependencia de la aceleracién en la funcidn objetivo se
ha eliminado anulando el correspondiente coeficiente de ponde-

racion (Cy = 0).

El coeficiente de ponderacidon del angulo de presidn
es preponderante, controlando perfectamente el valor maximo

de dicho angulo, a la vez que reduce el valor de pico de la

140



TABLA 4.3.

5 C6 Error (%)!|Aceleracidn (x")| Fuerza Ang. de Presidn
107 1073 o0.65 21.03 0.200.10° ~33.9
107 1072 7.13 21.63 0.190.10° -24.5
107211073 g.43 20.99 0.200.10° ~33.0
10771072 403 21.64 0.191.10° ~24.5

TABLA 4.4.

C5 C6 Error (%)]|Aceleracidn (x") Fuerza |Ang. de Presidn
10712 1073 0.40 21.01 0.199.10° ~34.3
1072 11077 7.03 21.64 0.190.10° -24.5
107t 1073 0.40 21.00 0.199.10° ~34.3
10711 o072 7.03 21.63 0.190.10° _24.5

s
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fuerza. Pero tales ventajas se consiguen a costa de una pérdi-
da de precisibén. Para C fijo, la variacidn de C apenas mejo-

ra la fuerza, a la vez que empeora ligeramente la precision.

La +tabla 4.4 representa la misma situacidn gue la
anterior, salvo que se han intercambiado los papeles de los
coeficientes Cyz vy Cs. Comparando ambas tablas se observan unos
resultados muy similares, pero en la segunda las variaciones
de C3 (con Cg fija) s6lo modifican muy ligeramente a la acele-

racién, permaneciendo invariables los demds parametros.

Con objeto de comparar lcs dos procedimientos apro-
ximados gque se han propuesto en el capitulo 3 para optimizar
el angulo de presidn se ha resuelto el mismo ejemplo de este
apartado, pero utilizando un modelo de un sdlo grado de liber-
tad con la misma frecuencia natural (los parametros que 1o
definen se detallan en el apendice C). Salvo esta di erencia,

el resto de los pardmetros no se ha modificado.

Los valores de los coeficientes de ponderacion de
.- . . . ~ 1 . , ;
la funcidn objetivo han sido C = 0, Cz = 10 C, variando
J e 5 &
desde 0 hasta 0.01.

La figura 4.26 muestra el angulo de presidon obrtenido
para diferentes valeores de Cg, utilizando el procedimiento
de optimizacidn iterativo. Las figuras 4.27 y 4.28 representan
el error en el periodo de resposo para los dos extremos del
intervalo de frecuencias de funcionamiento. De nuevo se obser-—
va que la optimizacidén del &ngulo de presidn conlleva un in-

cremento del error posicional.

BEn la figura 4.29 se comparan los dngulos de presion
obtenidos por los dos procedimientos, y en la 4.30 el error
posicional. Las curvas obtenidas en ambos casos son muy simi-

lares, con valores de pico practicamente idénticos, no modifi-
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4.4. OPTIMIZACION DE LA TENSION DE CONTACTO

Tncluso utilizando la teoria de Hertz, la tensidn

de contacto tiene una dependencia funcional bastante compleja

cantidad de parametros: precarga, radio

respectec a una gran
del rodillo, angulo de presidn, fuerza transmitida por el se-
guidor, wradio de curvatura, excentricidad, radio de la circun-
= 3 - oy - 5 PN - p — —~ . e -~ — ke A g

ferencla primitiva, etc. Como ya se hizo notar en el capitulo

3, mediante la seleccidn del perfil de la leva s&lo se puede

realizar un control sobre une parte del conjunto de parametros
que se acaba de citar: La de agquellos que dependen del movi-

miento impuesto. Pero aun gueda una clase de parametros, fun-

damentalmente asociados a la geometria de la leva, que puede
rener gran influencia en el valor de la tensidn de contacto
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sin depender de la naturaleza del movimiento impuesto. En el
capitulo 3 se comentaron dos de ellos: la precarga y el radio
del rodillo. La dependencia de algunos de los restantess puede
ser sencilla, por ejemplo es facil demostrar gque, para una
leva convexa, cuanto mayor sea el radio de la circunferencia
primitiva menor sera la tensidon de contacto. Pero para otros,
dicha relacidn no es nada obvia. Asi, respecto a una leva ra-
dial, una leva excéntrica mejora el angulo de presidn en los
periodos de subida, pero la situacidn se invierte en los de

hajada.

S|

7l texto anterior so6lo pretende crear el estado de
dnimo adecuado parva el examen de los resultados que siguen,
referentes a la optimizacidn de las tensiones de contacto des-
crita en el apartado 3.5.Z. Ademas, permite justificar el es-
tudio previo de la influencia de algunos parametros no con-
remplados directamente en la optimizacidn de la presidn de

contacco.

Todos los resultados de este apartado, asi como los
del siguiente, se refieren al ejemplo de sintesis de un movi-
miento DSDB utilizado por Chew en | 33 |, adoptando a
bién, el mismo modelo que él usa. Tanto las caracteristicas
del movimiento como las del modelo se encuentran en el ape

dice C, v cuando se hace uso de valores distintos de los allil

sefialados, se indica explicitamente. La optimizacidn se reali-
za sobre el intervalo de frecuencias 1100, 115], utilizando

como movimiento de comparacidn el parabdlico y tomando 10 ar-

ménicos.

En primer lugar se recoge la influencia de la pre-
carga que, como puede observarse en las figuras 4.31 y 4.32

.

es muy ilmportante.
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En la figura 4.33 se representan las variaciones
de la tensidn de contacto con el radio del rodillo. Puede ob-
servarse la aparicidén de un pilco de tensidn bastante acentua-
do al final del periodo de subida para los rodillos mayores.
Bl punto en gue se presenta el pico corresponde, aproximada-
mente, al radio de curvatura minimo, y se debe a gque el radio
del rodillo se estd acercando a dicho valor minimo. Tedrica-
mente, cuando ambos valores coinciden la tensidn es infinita,
v para radios mayores se produce el fendmeno de rebaje en el

i a

hnl

verfil real de la leva. Esto es lo que ocurriria para el mayor

de los rodillos considerado en la figura 4.33.

Bn la figura 4.34 se representan los resultados de

u
la optimizacidon de las tensiones de contacto usando el crite-

rio establecido en el apartado 3.5.2, para varios valores del
eficiente C3 de ponderacidn de la tensidn de contacto (pava
a

de la minimizacidén exclusiva del error posi-

cional).

En este caso la optimizacidn es muy efectiva, produ-

ciendose una reduccidn notable del valor de la tension.

En las figuras 4.35 a 4.39 se representan otras mayg-

{r

nitudes, ligadas a la tensidn de contacto, para esta misma

4\

sintesis.

Los resultados relativos a la aceleracidn son nuy
interesantes: En contra del criterio, muy extendido, referente
a la posibilidad de limitar las tensiones de contacto mediante
el control del pico de aceleracidn, las graficas muestran gque
la reduccidn de la tension de contacto no lleva asociada una
reduccidn del pico de aceleracidn. Este ultimo, mads pien per-
manece inalterado o, en todo caso aumenta ligeramente con la
reduccidn de la presién. Paraddjicamente, el pico de acelera-

cién negativa ha seguido una reduccidn paralela a la de la
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La observacidn de la evolucidn de la curvatura (figu
ra 4.38) puede explicar el comportamiento anterior. El radio
de curvatura minimo ha ido aumentando conforme lo ha hecho
C; . De esta forma, la pequeha diferencia entre los valores
del radio del rodillo y el de curvatura minima, que era la

principal

responsaple del pico de tensidn, ha aumentado a cos-

ta de disminuir la magnitud del pico de la aceleracidn negati-

dos

lo

va. De estos

importante, pOr

en las condiciones del

efectos
gque el

contacto.

antagdnicos,

el primerc es el

mas

resultado final es una mejora neta



En lo gue vespecta al éangulo de presion (figura
4.37), apenas se ha vistc modificado por el proceso de optini-
zacion. S0lo para el mayor valor de C4 se observa una disminu-

cién muy somera de su valor maximo.

Por Gltimo, la figura 4.39 confirma una idea bastan-
te 1logica: si la funcidén objetivo es suma ponderada de varios
términos, entonces el aumento de la ponderacidn de uno de
ellos debe ser en perjuicio de los otros. En el presente caso,
la mejora de la tensidn de contacto se consigue sacrificando

la precision.

Las figuras 4.40 v 4.41 muestran los resultados de
la misma sintesis, pero utilizando un rodillo méa pequeno
{(r = 0.012). Ahora, en ningin caso el radio de curvatura mini-
mo queda suficientemente proximo de v, por lo gue los resulta-
dos de la optimizacidn no son *tan espectaculares como en el
ejemplo anterior. So0lc para el mayor valor de Cy se aprecia
una mejora muy pequefia en el punto de tensidn maxima, coinci-
diendo practicamente todas las curvas en el resto de los pun-
tos. EBn este ejemplo también se aprecia un incremento del

error con el aumenco de C;.

4.5. RADIO DEL RODILLO OPTIMO

En este Ultimo apartado se presentan los resultados
del método de optimizacidén del radio del rodillo que se pro-

puso en el capitulo antevior {3.7).

En los ejemplos, las caracteristicas del movimien-
to a sintetizar asi como el modelo son los mismos que se usa-

ron en el apartado ¢

,,_>
o

-

, camblandose sdlo el intervalo de fre-
real

clas sobre el gue se realiza la minimizacidn (1105, 1151,

n
v el ndmero de arménicos (20).
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on la figura 4.42 se representan las tensiones méxi-
mas para cada uno de los extremos del intervalo de frecuen-
cias de funcionamiento, frente al radio del rodillo. A la iz-
guierda del punto de corte de las dos curvas la tensidn maxima
se oroduce en el extremo superior del intervalo de frecuencias
de funcionamiento, mientras gue a la derecha de dicho punto
el pico se produce en el extremo inferior. La situacidn es
la misma que la que se analizd al final del capitulo anterior
(Cf. figura 3.2), de manera que el radio del rodillo gque mini-
miza el valor de la tensidn de pico gueda definido por la in-

terseccidn de las dos curvas.

Las marcas sobre las curvas corresponden a las eva-
luaciones de la tensidn de pico necesarias en el método de
la biseccidn. Se observa que la convergencia es nuy rapida,
dependiendo el nimero de iteraciones de la precisidn co

se desee la solucion.

La figura 4.43 muestra el radio de curvatura en gue se produce
el pico de tensidn, en funcidn del radio del rodillo. En este

P
caso los resultados se corresponden con la figura 3.3 del ca-
u

pitulo anterior. El segmento con circulos en sus extremos ce-
presenta la ecuacidn y = r. La falta de interseccidn con la

curva de radio de curvatura de plco muestra gue en el punto

Sptimo no se satisface la condicidn (3.53).

(@8]
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES Y DESARROLLO FUTURO




5.1. CONCLUSIONES

Conforme a los objetivos planteados en el capitulo
de introduccién de esta tesis, se ha realizado un andlisis ted
rico de los modelos matematicos empleados en la sintesis dinA-
mica de levas. Se ha revisado el estudio tedrico mids completo
(Wiedervich ]120]) en dicho campo, deduciéndose que las conclu
sicnes alli obtenidas se Dbasan en hipdtesis simplificadoras
que no son validas en muchos mecanismos de leva. De manera gue
el modelo propuesto en dicha referencia -1 g.d.1l. con una fre-
cuencia natural coincidente con la. fundamental del mecanismo
real- debe rechazarse en la mavoria de las ocasiones. No obs-
tante, se ha visto gue todavia es posible obtener resultados
validos con modelos de 1 g.d.1l. si se limita superiormente la
frecuencia de funcionamiento; pero en este caso la frecuencia
natural del modelo puede ser muy distinta de la del mecanismo

real.

o

Por otra parte, el estudio del modelo nc se ha limi-
tado s6lo a la respuesta, habiéndose abordado también el estu-

dio de la fuerza excitadora.

Para ampliar la validez de los modelos en &l rango
de las frecuencias de excitacidn, se han propuesto y contras-
tado modelos con un nGmero arbitrario de grados de libertad,

obtenidos por una discretizacidén mediante elementos finitos.

En lo qgue respecta al segundo de los objetivos de
la tesis,- se ha desarrollado un método de sintesis que, baséan-
dose en la interpretacidn de vibraciones en régimen permanen-
te, evita el uso de la hipdtesis hl’ de dudosa validez en meca
nismos de alta velocidad, especialmente si funcionan en una
gama de velocidades. Para ello se ha sustituide el concepto
tradicional de diseno por segmentos, por el de diseno del per-

fil completo, caracterizando a este Ultimo por un polinomio



trigonométrico. Esta caracterizacidén tiene varias ventajas de
diversa indole. Por una parte, asegura automdticamente el ca-
racter periédico del movimiento, y a la vez, la validez del
modelo, va gue se conoce a priori el contenido en frecuencia

del movimiento excitador.

L.a sintesis, como es usual, se ha planteado como un
problema de optimizacidén. La eleccidn de polinomics trigonomé-
tricos como funciones admisibles del espacio de disefio ofrecc
entera libertad en la seleccidén de la dimensidn de éste. Ade-
mas, 1lo que no es tan usual, el planteamiento de la sintesis
del perfil completo permite especializar la optimizacién al

grupo de las paramétricas sin restricciones.

El estudio del movimiento en régimen permanente jun-
to con la eleccién de la clase de movimientos excitadores admi
sibles (polinomios trigonométricos) permite obtener una ras-
puesta explicita en funcién de los coeficientes que definen
el perfil de la leva, para un modelo lineal genérico de N gra-

dos de libertad.

Todo 1o anterior posibilita una gran libertad en 1la
elececidén de los criterios de optimizacidédn. De esta manera sc
ha conseguido obtener soluciones analiticas cuando se usan fun
ciones objetivo suficientemente sencillas, como el error cua-
dratico integral o, mads genéricamente, la desviacidén cuadrati
ca integral de cualquier funcién lineal en la respuesta y sus

derivadas temporales.

nsta metodologia ha permitido utilizar un criterio
de optimizacién bastante mds realista desde un punto de vista
fisico: La minimizacién conjunta del error posicional y las
tensiones de contacto. Aunque en este caso no es posible una
solucién analitica, las soluciones numéricas obtenidas resul-

tan mucho menos costosas (desde un punto de vista computacio-

159
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nal) que las obtenidas en el unico estudio |33] en gue se abor
da la minimizacidén conjunta de vibraciones residuales y tensio
nes de contacto mediante un método de disefioc por segmentos,
utilizando la teoria del control o6ptimo. Ademés, como se ha
mostrado en el capitulo 4, las soluciones obtenidas en esta
referencia resultan menos satisfactorias gque las desarrolladas

en el presente trabajo.

Se ha resefiado el hecho de que la sintesis de un per
fil no determina univocamente las tensiones de contacto, depen
diendo éstas de otros parametros, tales ccomo la precardga, ra~
dio del rodillo, espesor de la leva, etc. Aunque el estudio
de estos parametros cae fuera del ambito de esta tesis, se han
esbozado algunas ideas directrices acerca del modo en que pue-

den ser optimizados en la forma mAs simple posible.

Por nltimo, deben ser rechazados los criterios, am-
pliamente extendidos, que pretenden controlar las tensiones
de contacto mediante la minimizacién de las aceleraciones, por
exceslvamente simplistas o ingenuos. Como muestran los resulta
dos del capitulo 4, existen ejemplos de sintesis que mejoran

las tensiones de contacto incrementando las aceleraciones.

5.2. DESARROLLQO FUTURO

Las posibles ampliaciones futuras de este trabajo
pueden encuadrarse en tres categorias: confrontacidén experimen
tal, ampliacidén del modelo vy ampliacidén de los criterios de

optimizaciodon.

Puesto que el presnte trabajc tiene un cariacter ex-
clusivamente tedrico, poco puede decirse respecto a la confron
tacidn experimental, salvo que seria sumamente interesante,
puesto que, aunqgue el doctorando estda convencido del wvalor re-

al de los procedimientos desarrollados, un Yexperimento" va-
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le més que mil palabras.

En cuanto al segundo punto, la ampliacidn obvia con-
siste en introducir caracteristicas no lineales en el modelo.
En principio, esta ampliacidn no seria compatible con la meto-
dologia de disefic que se ha desarrollado, puesto que uno de
sus pilares basicos es el principio de superposicién. 3Sin em-
bargo, en algunos casos concretos podria ser aplicable, si no
para resolver el problema, al menos si para simplificarlo. Asi,
en el caso de considerar la flexibilidad del eje de la leva,
las ecuaciones del movimiento del sistema completo son no li-
neales, atn cuando el modelo del mecanismo seguidor por una
parte, y eleje de 1la leva por otra, sean Jlineales. Entonces
se podria sintetizar el movimiento de excitacidén del mecanis-
me seguidor con los métodos desarrollados en este trabajo, aun
gue ahora el conocimiento de tal movimiento no permitiria de-
ducir directamente la forma del perfil de la leva. Para calcu-
lar el perfil se debe estudiar aisladamente la leva con su eje.
En este sistema se conocen las acciones a las que se encuantra
sometido, pero no la posicidédn en la gue acttan, relativa al

eje de giro de la leva.

Es la tercera categoria de ampliaciones futuras la
el

criterio de optimizacidén se podria aumentar el nimero de varia

que admite mas posibilidades. Sin necesidad de modificar

bles de disefio en la funcidn objetivo, introduciendo aquellos
prarametros geométricos gque influyen en la tensidén de contachto
sin afectar el perfil de la leva. Otro parametro muy importan-
te gue se podria introducir como variable de digefio seria la
rigidez del muelle de precarga. Continuando con este proceso
de ampliacidn del numero de wvariables de disefio, el problema
de la sintesis del perfil se wva transformande en el problema

del disefio del mecanismo de leva completo.

Un ultimo aspecto importante, que requlere un estu-

dio posterior es el referente al movimiento deseado. En el ca-
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pitulo 4 se ha visto la influencia que tiene sobre los resulta
dos obtenidos la eleccidn de dicho movimiento en los periodos
de subida v bajada. Sin embargo, no se ha elaborado ningin cri
terio que permita una eleccidén a priori. Pero lo que si se po-
dria hacer es definir no un movimiento determinado, sino una
familia, dependiendo de uno o varios parametros, y encargar
la tarea de seleccidn del mejor movimiento al propio algoritmo
de optimizacidén, mediante la introducciédn de dichos parametros

como variables de diseno.
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APENDICE A: CALCULO DE LA RESPUESTA DE LOS MODELOS DE
ELEMENTOS FINITOS EMPLEADOS BN 2.2 (MODE-
LOS SIMPLES)



A.71. INTRODUCCION

En este apéndice se obtienen expresiones para la -
respuesta de los modelos de elementos finitos de los siste--
mas simples utilizados en en el capitulo 2. Se demuestra que
la solucidn de elementos finitos converge a la del modelo --
continuo cuando el nlmero de elementos tiende a infinito. Por
tanto el error de modelado se puede hacer tan pquefio como se

gquiera, tomando un nlmero suficiente de elementos.

A.2. BARRA CONTINUA CON MASA COWCENTRADA EN SU EXTREMO

Se trata de resolver explicitamente el sistema de -

ecuaciones (2.22) y (2.23). Utilizando la regla de Cramer en
(2.23):
L0 A-xZ 0 o o
¢ 2('(”2%2) -4 ~x% fo] o
o -i-x% 204~ 2x®)  <4-x? o
0 “A-xt 204 2xE) A-x 2
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Es facll observar gue el determinante del sistema,
para un nimero dado de elementos, se puede construir a partir

de los determinanates del mismo sistema, pero discretizado co

gt

~J1



menos elementos. De forma que si se denota por Dk el determinan
te para una dicretizacidn de k elementos, se tiene la sigulente

ley de recurrencia:

2
D, = 2(4-2x")bmi~(4+xi> Dn-2 (3.2)
Ademéas:
Do = 4
° (A.3)

by = A= (2FB)R7

La sucesidn de determinantes DO’ D1, D sigue una

or e
ley de recurrencia (A.2), que es lineal. Para este tipo de suce
siones, la expresidn explicita del término general se obtiene -
de forma muy parecida a la solucidn de una ecuacidn diferencial
ordinaria, lineal con coeficientes constantes. Dicha expresidén

viene dada por \2{:

Dy T = AL o (A.4)

donde los Ai son constantes, v los di son las raices no nulas-

de la ecuacidn caracteristica, qgue se obtiene sustituyendo en -
. k ‘

la ley de recurrencia las Dk por ol . Para la ley (A.2) la ecua

cidn caracterisitca eg:

o 2 (A-2xP)e + (14 x%)T =0 (A.5)

cuyas ralces son:

o= (A-2x7) * \/U—zﬁ)z*(nxz)l: -2kt 3 37 (xE2)  (a6)

Dichas raices son complejas conjugadas para ]x[<.2.

Como x es proporcional a la frecuencia de excitacldn, esto sig
nifica gue cuando la fecuencia de excitacidn alcanza un deter—-
minado valor las raices de {(A.5) pasan a ser reales., Por otra -
parte, el rango de valores de la frecuencia de excitacidn queda
limitado por la frecuencia natural del sistema. Es facil compro

bar que para los valores de las frecuencilas naturales de los —--



ejemplos estudiados en el capitulo 2 se verifica gue x<\12.
Por tanto las raices de la ecuacidn caracteristica serin com-
plejas conjugadas, v la expresidn del determinante del siste-

ma (2.23) se podra escribir asi:

DN: (\/(1—2x2)1+ 3Xz(2__x2) )N(Ai CosN O + Azsen.N e) (A.7)

siendo:

JSXZ(Z—Xz)
3 (2.8)

tg@

A-2x%

Las constantes Ai se determinan sustituyendo (A.3) -

en (A.7), para N=0 y N=1, obteniendose finalmente:

b x

N
Dy =<\/(4~2x2 e 3x2(2“"2)> (ws "o 5ED

SenNQ) (A.9)

Una vez calculado D sGlo falta expresar las ampli-

r
N

tudes de los movimientos y de la fuerza en funcidn de D En

N
la expresidn (A.1), desarrollando el determinante del numera-
dor por los elementos de la primera columna, es facil ver --

que:
(’H— XZ) Dnvi

L = (A.10)
=z O

Para la amplitud del movimiento de la masa concentra

da, aplicando la regla de Cramer al sistema (2.23), se tiene:

N = Bn (A.11)
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donde BN viene dado por:
2042x7) 4 X2 O - - e A4x?2
“dox? 2(4-2xY) -Axt o .- .- 0

......

BN. = ' (A.12)

Desarrolliando el determinante BN por los elementos -
k]
de la Gltima columna, se obtiene un determinante triangular -

superior, gue se calcula facilmente, guedando:

(4+XZ)N

N = (A.13)
PN
Sustituyendo DN por la expresidn (A.9) se obtlene --
la ecuacidn (2.25). Anadlogamente, sustituyendo (A.7) en (A.10)

v ésta Gltima en (2.22) se obtiene la ecuacidn ({(2.24) para la

amplitud de la fuerza excitadora.

A.3. SISTEMA MIXTO

En este caso las ecuaciones del movimiento son (2.56)

v (2.57). Aplicando Cramer en (2.56):

N & Cney (a.14)
Dn

Al igual que en el parrafo anterior, la sucesidn de-

determinantes Ck Y Dk sigue una ley lineal de recurrencia:

q 2z
¢, = 2(&~ZX“)CkﬁL—~(ﬁ+X1) Cyog
{(A.15)
2
Op= 2(4=2x") Dy = (A14X%) Dy



gque es la misma que se encontrd alli

(A.2) .
cia estriba en las condiciones iniciales:

C, = 4
2
C, = 2 (4-2x%) (A.16)
Do:i
Dy = f+a - bx?

Por tanto,

los determinantes seran de la misma forma-—

(A.7), s8lo gue las constantes Ai tomaran valores distintos. -
Calculando dichas constantes mediante

(A.16),

N
e
Cn = ( \/({~2X2)Z+3X2(2”’<2))- (Cos NG + sen N

1‘:%9)

—\ . jra-bx*
DN:G (4~2><1)2+3§ (2 ~3<‘))q(<,osr\l 5~ &E“:%%Q‘ +

se cbtiene:

(A.17)

= ser B\
send ‘f 4-2X7*) 0 B (2-x7) )

siendo:
t?,é" (A.18)
f- 2% 7%
Que llevadas a (A.14) vy simplificando, queda:
E: oo Sz, N B (A.19>
Usen (1-N)O + 4+a ~bx?) SenN&
con:

Ho= /(4= 2x2) & 3x2(2-x?)

{(A.20)

La Gnica diferen -
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que coincide con (2.58) y {2.59) cuando se expresan a y b en -

funcidn de A vy B.

A.4. CONVERGENCIA DE LOS MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS

Se va a estudiar el limite de la expresidn (2.54),
que corresponde a la respuesta del modelo de elementos fini-
tos del sistema mixto, cuando el nimero de elementos (N)
tiende a infinito. El correspondiente cdlculo para el modelo
de la barra continua, asi como el estudio de la convergencice
de la fuerza excitadora se puede llevar a cabo de un modo

muy similar. Se trata de evaluar:

Lim A sen. N @

— s

N-beo M {-\San(’\~N)9+(!+%..GNBXZ)SQJLN@

(A.21)

con tg® y H definidos por (A.18) v (A.20) respectivamente.
ademas, x depende de N a través de la expresidn (2.61), que

rapetimos agul:

2 4z

6N*

Para N—b=0 , de (A.18) se deduce gue tg® -—» 0, por
lo que serd un infinitesimo equivalente a & . Desarrollando

(A.18) se tiene:

e~ 7'58 8 = % + terminos de orden superior (t.o. d.)

que sustituido en (A.21) da:

Mo Lim A sen & »

N p) (
N-beo 4 ot B A B4 }
H (Se.n_l\_{ tos ¢ oS Y sen g_) -\—(H i seny

jos)



teniendo en cuanta que H-+» 1 para N y gque:

Ahora,
kY
Sey _t_é; N ._(_%..
N I
(A.25)
(G}
cos F. e A4
N

queda:

A Senl Yo
Lim N = (A.26)
N-BD gcmg_+QN~Bgz>sQn3

que coincide con la expresidn (2.32), que representa la res-

puesta del sistema mixto.

A.5. CURVAS DE ERROR DE MODELADO DEL SISTEMA MIXTO. INFLUEN-
CIA DE LOS PARAMETROS B v C
2.50 — — — ——
B =10.25 [
/ i
2L i - / ,
/ L
2] Fi
S 1.7 - /’ $
Z
3 /
g // /i;
I 1- /|
| 7 B=1/
— - /’///
e — ——————e——— T —" B = 0.25
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—— Ec. 2.32 A = 100
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L5 b L L ! i t $
Y. 91 2. 4 B3.88 JEC 1,75 2,19 2.62 3.86 3.52
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APENDICE B: MODELOS EMPLEADOS EN 2.3 (MODELO COMPLEJO)



B.1l. MECANISMO REAL

Los datos del mecanismo real etan tomados del texto
de Chen |31|. La Figura 2.42 representa esquemdaticamente di-
cho mecanismo, constituido por un balancin inferior, un em-
pujador, un balancin superior, la vélvula y el muelle de pre

carga.

En la figura B.l se representan las dimensiones (en

metros) del balancin inferior.

h.=0.069]
Tp = foe- 00368
e e

Figura B.1.

PDicho elemento tiene una masa de 0'3442 Kg y un wo-
, . . = 2 . .
mento de inercia respecto de 0 de 0.000145 Xg.m™ . Su densi-

dad médulo de elasticidad son 7833'8 Kg/m”~ vy 20’601.10lD
8

v
Nw/m2 respectivamente. Por ultimo, su rigidez es 2.672.10
Nw/m. Aqui se ha supuesto que por tal rigidez se entiende
la fuerza que es necesario aplicar en el punto G (figura
B.1) para consceguir un desplazamiento unitario de dicho pun-

to, manteniendo fijos los extremos del balancin.

El empujador tiene una masa de 0.1378 Kg, v una ri-

gidez de 1.553.108 Nw/m.
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La valvula sec divide en un cuello eldstico y una
cabeza puntual. La masa del cuello v su rigidez son, respec-
tivamente, 0.0934 Kg vy 3.389.108 Nw/m; siendo 0.187 Kg 1la

masa de la cabeza.

En el libro de Chen no se especifican las caracte-

risticas del muelle de precarga. Aqui se ha consideradco una

2040

masa de 0.03875 Xg v una rigidez de 42923.2 Nw/m. Estos valo

res corresponden también a un motor de combustidn interna

de un automdvil americano.

En la Figura B.2 se representan las dimensicnes del

balancin superior.

= 000914
E Valve

Figura B.2.

Su masa es de 0.253 Kg v su momento de inercia respecto al
extremo izquierdo (contacto con el empujador) es de 0.0005
Kg.m2. En este caso la rigidez (0.8078.108 Nw/m) se supone
que es la fuerza que es necesario aplicar en el extremo de-
recho del balancin (contacto con la valvula) para conseguir
un desplazamiento unitario de dicho punto, manteniendo fijos

el centro {eje de giro) y el otro extremo.



B.2. MODELOS

A continuacidén se construyen los seis modelos qua
se han utilizado para representar el mecanismo anterior, em-

pleando la misma nomenclatura del capitulo 2 para denotarlos.
Modelo 1
S

trata de un modelo de elementos finitos conven-

D

cionales. B8Se¢ han considerado dos clases de elementos: Los

ue se cencuentran sometidos a esfuerzos axiles con funcio-
1

nes de forma lineales los que trabajan a flexidn, cuyas
;Y

funcio

nes de forma vienen dadas por los polinomios de Hermi-
tha
te de 3

e
© grado.

Los componentes que trabajan a flexidn son los dos

balancines, cada uno de ellos discretizado con dos elemen-

tos. Tn la figura B.3 se representa la discretizacidon y el
namero de grados de libertad empleados. En la discretizacion
del muelle de precarga se han usado 6 elementos.
Las matrices de masa v rigidez de los elementos axi
les son:
r{ -
gz 1 4 -4
= 4 2
AN = { V- /Vﬂ:— ke = .t,:_é_. — Bl
~ & s L
4 2 -4 4
Y para los elementos a flexidn, utilizando los grados de 1li-

bertad de la figura:
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Figura B.3.
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A partir de

niendo los

obtiene la informacidn nec

ces elementales y
Elemento 1

.= 0.0236% ua
Elemento 2

L= 0.0%23%
Blemento 3

L=0.0203%9 An

Elemento 4

L= 0,039%

(3]

Elemento

L=0.0556 4w

(@3

Flemento

L. =0.0440% AA

elamentos

7

— G 3L 3L

I - 3. -3 L. _
S3 L 210 L .
-3 L 21T

los datos de la seccidn anterior, supo-
&

de seccion

ETw 924064 Nw  wm?®

ET= a450.7%3 NM/'/—LLL

2
> Ass3z D Nw/h’v\

G I = 51.5}%5;‘&1 NW'MZ

constante rectangular, sco
esaria para determinar las matri-

por tanto, para dejar definido el modelo:

A = 0“214{1 kt}
A= o.ds0 ke,
¢

A = o421 % ‘\i;}

At

!

0.A646 K g
1

/M

i

O-OC‘Z} k(}

A = O,OG]?)L{ kj'
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Elemento 7 a 12

EA 2535392 Ny im A= 0.006458 Ko
n

Modelo 2

La unica diferencia respecto al modelo 1 es que aho

ra el muelle de precarga se ha discretizado mediante un Uni-

co elemento, de manera que el modelo completo consta de 7
elementos. Las caracteristicas de los elementos 1 a 6 coinci
den con las del caso anterior, y las del 7 son:
Modelo 4
Se trata de un moedelo de sdélidos rigidos y masas
concentradas interconectados por resortes ideales.
Cada uno de los balancines se supone compuesto de
dos barras rigidas intercomunicadas por una articulacidn con
AN
<
< 1
Ky {
\—/ //':f‘i\ < | %
& - #1x%
| ” 9, |
A c L
o <
3 > e 2
~,
i/
i
K ¥ y A2
/} f/z \/\/\@1 Z i
ol -~
£ "7/
A 3 D

Figura B.4.
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2]
o
w

un resorte ideal a torsidén. E1 empujador, el cuello de 1la
vadlvula y el muelle de precarga se sustituyen por resortes
ideales, concentrando sus masas simétricamente en cada uno

de sus extremos. En la figura B.4 se representa el modelo.

Empleando las coordenadas %, vy, 2z, 91, @2, mostra-
das en la figura se puede calcular la energia cinética y po-
tencial, deduciéndose las ecuaciones de Lagrange del movi-

miento.

- Energia cinética:

1 \2 2 Z
RN R U VL | (,z, N
__..i -LA( L,/\ 5 / ?.y + -IB L) +- @,
n [ \ 71
LA i M3 bd :
Ao, L,y <——— + e 4 2 (”* + L
7 bz ) ) > = l_ Y o+ - G‘/ z»{ +
& . 2 S /. N\
i My ( ® \‘ 4 { e - { [ %
RV AUGE: S (LAY 5 2% 1 PR M (U (AT o o T 5
P4 Le 2/' 4 z T C Le Z) + 7 CKL(
A - AA
2 P Mﬁ:’.} N A (”‘Z‘ A ?;L
Z o\ 3 z 2

- Energia potencial:

2z
— 1 . 2z 1 1. v /._x«_.
\V/ -~ ? ksz e( 4 —E]‘ "\3 (L!‘}-L’L> _LT + L1@l+ KLS - ZELL] +
- / J
. 2 \ i ER
+ ——{2—— Kys &, + 4; kg X% 4 »j;“ kc;(x'z)
Los valores de los distintos parametros son:
1 2
Ll = 0.0368 m m, = 0.244 Kg IA = 0.,0001101 Kg.m

K = 79064.41 Nw.m



>
L, = 0.0323 m m, = 0.100 Kg I, = 0.00003477 Kg.m”
Ly = 0.20078 m m, = 0.1378 Kg K, = 1.553.10° Nw/m

A
L, = 0.0393 m m, = 0.166 Kg I, = 0.00008546 Kg.m’
K,s = 249720 Mw.m 5
Lo = 0.0556 m  mg = 0.087 Kg I, = 0.00008965 Kg.m°
L, = 0.014086 m m, = 0.0934 K, = 3.389.10° Nw/m
m, = 0.03875 Kg K, = 42923.2 Nw/m
m, = 0.187 Kg
Modelo 3

La tnica diferencia de este modelo respecto al 4
consiste en que el muelle de precarga se ha considerado com-
puesto por la unidén en serie de 6 muelles idénticos, cada
uno con una rigidez 6 veces mayor a la del muelle de precar-
ga, y una masa lgual a su sexta parte. Cada uno de estos mue
1
e

-
&
0

> ha sustituido por un resorte ideal de la misma rigi-

CS
v

jor!

e
£

En la figura B.S5 se representa la transformacidén efectuada.

Yy

f ]
(3 \;)
‘/,z 'x| ~,
< — Kt ﬁ)
< S, = O

| N !
(’\ S~
~ /} ".:\
-~

il

X f’ <r}

LT

¢

PO

X i

[

A

Figura B.5.

concentrando la masa (a partes iguales) en sus extremos.

A

O
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Las acuaciones de Lagrange del movimiento se obtie-
nen mediante la misma Lagrangiana gue se utilizd en el mode-
lo 4 si se realizan las siguilentes sustituciones en la ener-

gia cinética v potencial, respectivamente:

)
Ao Ms g 1 MMy 5T
2 3 2 A7 2 6 i=q

. ‘v o x Y -4 e | w. V- 2
~§,~-~M>f — %ﬁékﬂ,@.@ + 2 Lok (M- Xe ) w Loy ¥d

Modelo 5

Se trata de un modelo de elementos finitos, con los

dos rados de libertad gue se observan en la figura B.6. A
g

posteriori, el grado de libertad 1 queda restringido, al im-

ponérsele el movimiento transmitido por la leva.

- .. ! ~ . .
La funcidn de forma @1 ¢s la deformada qgue se obtie
ne cuando se da un desplazamiento unidad al grado de liber-

tad 1, dedjando fijo el 2. ¢ es la deformada que se obtiene

2
cuando se invierten estos movimientos: movimient unitario

para la coordenada 2, permaneciendo nula la 1.

El céalculo de las deformadas, aunque tedioso, no
ofrece dificultades. Para &l mismo las propiedades elé&sticas
e inerciales de los distintos componentes se han tomado coin

cidentes con las de los elementos del modelo 1.

Los elementos de la matriz de rigidez se obtienen
calculando las fuerzas necesarias para conseguir como defor-
madas las funcilones de forma. Los elementos de la matriz de

masa vienen dados por:

+

M = C’(E) ¢5(§),/ <§>¢ig

K



<

Donde %

es parametro longitudinal que define la posicidn en

la estructura, y ¢ es la densidad masica lineal.

Los valores nunériceos de las matrices de masa y ri-

gidez son:

My, = 0.3009 My = Mgy = =0 AFS04D M ye = S HOGG

€ 3

K,ﬂ == /5'2"1 2 }O }\"!2‘ oKy = ‘\“!.96)3-10 k‘Z'Z_ :-’1325(‘13 'IOT

LLLL L
I AN
1 ; L
& H i
fi s L_‘..._.q A
z | g
i ) T 2

Figura B.6.

Modelo 6

La descripcidén de este modelo se ha realizado en
el capitulo 2 (modelo w, figura 2.25). En el presente caso,
en el gque se desconoce la frecuencia fundamental del mecanis
mo real, la frecuencia del modelo se hace coincidir con la

fundamental del modelo 1.
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Los valores num@ricos

el modelo son:
Lo, T3
My = -2.3309 10 ka}

92383.48 Nu i

i

de los paré&metros

Mz = 3.3091Yy ké}

Ko =-HM4021.93% Nu/m

que

definen



APENDICE C: VALORES NUMERICOS DE LOS PARAMETROS QUE
DEFINEN LAS SIiNTESIS Y MODELOS EMPLEADOS
EN EL CAPITULO DE RESULTADOS



C.1l. VALORES CORRESPONDIENTES A LOS EJEMPLOS DE LOS APARTA-
DOS 4.2, 4.4 ¥ 4.5

Son los mismos que utiliza Chew en [33]. Se trata

de la sintesis de un movimiento DSDB como el representado

en la figura C.1.

9/ \\
)
i { 1 H 1, il { i i i i A i A A i i
%)
1 9, 8,
Figura C.1l. Movimiento DSDB deseado.

Las caracteristicas del modelo de

tad empleado (Figura 1.5) son:

m, = 0.3387 Kg

0.113 Kg

3
I}

K = 35560 Nw/m

{

fl: 0.042%F m

1 grado de libexr-

21



8

d

C

=1

C.2.

VALORES CORRESPONDIENTES A LOS EJEMPLOS

1777950 Nw/m

0.0254

m
5
2.07.1011 Nw/m"”

0.3

DEL APARTADO

4.3.

Tambidn

caracteriado por:

©y= Ho° O, = 470’

El modelo de 2

figura C.2.

G, = 2490°
ped

g.d.l.

se trata de un movimiento DSDB (Figura C.1)

B, = 360

empleado se representa en la

Figura C.2.

2172



La respuesta corresponde al grado de libertad x,,

s

v los valores de los parametros que definen el modelo son:
- Matriz de masa:
m,, = 4 M= My =0 my,= 4

47

- Matriz de rigidez

‘s

1 - 7
ke, = #hooo Kig= ky, = - 24000 Koy = 74000

- Amortiguamientos modales:

3 = 0.0% T 0.4418
1 2

De los que resultan las frecuencias naturales:

w, = 223.6 ﬁhi/u%, w,= 313.05 !ﬁd/u%.

Ky
=

Los valores del resto de los parametros son:

Kl = 50.000
Cl = 13.416
M =1

o

e = 1

r = 15





