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INTRODUCCION

El estudio de las funciones convexas y afines, convexidad generalizada, ha sido
de gran importancia en los dltimos afios.
Dado el Problema de Programacién Matematica escalar
(MP) minf(z)

sujetoa z€ X

donde 8 : X C R* — IR.

La convexidad generalizada nos ayuda en la bisqueda de condiciones de optima-
lidad para soluciones del Problema de Programacién Matematica (M P).

Es importante poder asegurar la convexidad del modelo (M P), es decir, que
X C IR™ sea convexo y la funcién objetivo @ sea convexa, puesto que con ello se

consiguen importantes resultados, como por ejemplo:

1. El conjunto de soluciones éptimas es convexo.

v
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2. Todo minimo local es global.
3. Un punto que verifique las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker es un minimo.
4. Si existe un minimo y 8 es estrictamente convexa, entonces el minimo es dnico.

Algunas de estas propiedades son compartidas por clases de funciones mas ge-
nerales que las convexas, lo que ha dado lugar al estudio de la convexidad generali-
zada y posteriormente al de la monotonicidad generalizada.

Al igual que en Karamardian, S. y Schaible, S. [17], se demostraba que la con-
vexidad generalizada de 6 era equivalente a la monotonicidad generalizada de V#, en
esta memoria estableceremos las relaciones existentes entre la invexidad generalizada
de la funcién 6 y la invex monotonicidad generalizada de la funcién gradiente.

En el Problema de Desigualdad Variacional (VIP), y que estudiaremos mas de-

tenidamente después, se trataria de encontrar z € A, tal que,

donde F': AC IR* — IR".
En el Problema de Desigualdad Variacional (VIP), que engloba al Problema de
Programacion Matemadtica (M P), es la monotonicidad de F' = J = V4, la que nos

asegura importantes resultados como:

1. Si F' es monétona, entonces el conjunto de soluciones del Problema de Desi-
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gualdad Variacional (VIP) es convexo.

2. Si existe una solucién del problema (VIP), y F es estrictamente monétona,

entonces la solucién es tdnica.

3. Si F es fuertemente mondtona, entonces existe una solucién del problema

(VIP), y ésta es tnica.

Ademas, desde un punto de vista computacional, la monotonicidad también es
fundamental, ya que si F' es monétona, muchos algoritmos convergen a la solucién.
De ahi, la importancia del estudio de la monotonicidad. En esta memoria tratare-
mos, al igual que en el caso de la convexidad, de encontrar funciones mas generales
que aseguren el cumplimiento de algunas de esas propiedades.

Aplicaremos los nuevos conceptos de invex monotonicidad genezalizada a los pro-
blemas variacionales. La existencia de soluciones de los problemas variacionales nos
la garantizard la invex monotonicidad generalizada. Los Problemas Variacionales
tuvieron sus origenes en la Teoria de Juegos y tienen importantes aplicaciones. En
el mundo de la Mecanica y la Fisica, en el estudio del paso de liquidos a través de
membranas. En el campo de la Economia, en la biisqueda de los llamados puntos
de equilibrio en el célculo del flujo sostenido de mercancias en redes urbanas, etc...

El principal objetivo de esta memoria es utilizar estos problemas variacionales

con objeto de alcanzar los puntos 6ptimos de los problemas de programacién, a
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través de la invex monotonicidad generalizada.

Todas estas razones son las que han motivado la dedicacién de esta memoria a
la monotonicidad generalizada.

Este trabajo se ha estructurado en cuatro capitulos. En el capitulo 1, definiremos
los nuevos conceptos de funciones fuertemente invex (SGIX) y fuertemente pseudo
invex (SGPIX), que junto con las anteriores definiciones de funciones pseudo in-
vex (PIX) o cuasi invex (QIX), nos sirven para establecer las relaciones entre la
invexidad generalizada de 6 y la invex monotonicidad de V8, siguiendo el modelo
de Karamardian, S. y Schaible, S. [17], para el caso convexo.

En Parida, J. y Sen, A. [34] aparecia el concepto de funcién invex monétona, alli
lla,mada n-monétona, como una generalizacién del concepto de funcién monétona
(M). En el capitulo 2, extenderemos el concepto de fumcién invex monétona (I M)
y definiremos las funciones pseudo invex monétonas (P1 M), cuasi invex mondtonas
(QIM), etc...

Aprovechando las nuevas definiciones de funciones invex e invex monotonicidad
generalizada, relacionaremos ambos conceptos y conseguiremos condiciones sufi-
cientes y necesarias de invex monotonicidad generalizada.

En el capitulo 2, nos ocupamos de las bifunciones. Estas funciones desempefian

un papel muy importante en los llamados Problemas de Equilibrio (EP). Estos
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problemas engloban, entre otros, al Problema de Programacién Matematica (M P)
y a los problemas variacionales. Ademads, si relajamos la condicién de que @ sea
diferenciable aparecen un tipo especial de bifunciones: las derivadas generalizadas.

Recordaremos las definiciones de invexidad para bifunciones, basdndonos en las
funciones D-invex de Ye, J.L. [45] y las de Liu, J.C. [23], y paralelamente definire-
mos las funciones D-invex monétonas y trataremos de relacionarlas, al igual que
con la invexidad y la invex monotonicidad. Daremos condiciones suficientes para
las funciones D-invex monétonas generalizadas a través de las funciones D-invex
generalizadas.

Pasaremos de estudiar funciones F' : IR — IR" y bifunciones h : D x IR* — IR,
a trabajar con funciones conjunto valuadas, multifunciones, V : D C R* —» IR",
que aplican puntos en subconjuntos de IR", donde D es un subconjunto cerrado
y convexo de IR". Dada una bifuncién h(z,y — z), se considera a esta hcomo
una funcién soporte de un conjunto convexo llamado subdiferencial y denotado por
Sh(z). La aplicacién V : ¢ — 8h(z) es una multifuncién. La monotonicidad de
estas multifunciones se halla ligada a la monotonicidad de las bifunciones(derivadas
generalizadas). A través de las multifunciones se consiguen teoremas de existencia
de soluciones de algunos problemas de desigualdades variacionales generalizados.

Introduciremos también las nuevas definiciones de invex monotonicidad para mul-
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tifunciones, con objeto de que posteriormente nos sirvan para formular distintos teo-
remas de existencia del Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Generalizado
(GVLIP).

En el capitulo 3, expondremos una serie de problemas variacionales que generali-
zan el problema clasico de programacién matematica. El mas importante de todos
es quizas el Problema Cuasi Variacional (VLIP). Su relevancia consiste en que
podemos estudiar la existencia de soluciones, a través de la invex monotonicidad
generalizada.

Relajaremos la condicién de invex monotonicidad (/M) de la funcién F, primero
a la pseudo invex monotonicidad (PIM), y después a la cuasi invex monotonicidad
(QIM), para demostrar la existencia de solucién de los problemas (V LIP).

Demostraremos que si §.es invex, toda solucién de un problema (VLIP) es una
solucién del problema (M P). Luego en condiciones de invexidad, probaremos que
se pueden alcanzar las soluciones de los problemas de programacién (M P), a través
de los problemas cuasi variacionales (V LIP).

Y casi reciprocamente, gracias al teorema de la Alternativa, demostraremos que
s1 tenemos una solucién de un Problema de Programacién Restringido (RM P), con
conjuntos y funciones invex, entonces es una solucién del problema (VLIP). Asi

pues, se puede justificar el estudio de este Problema Cuasi Variacional (VLIP),
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como un paso intermedio para el estudio del Problema de Programacién (M P), o el
estudio del Problema de Programacién Restringido (RM P).

La pseudo invex monotonicidad (PIM) nos servird para conseguir soluciones del
Problema de Programacién (M P) a través de las soluciones de un Problema Cuasi
Variacional (VLIP). Si exigimos la estricta pseudo invex monotonicidad (SPIM)
de la funcién J = V@, conseguiremos también la unicidad de la citada solucién.

Estos resultados son claves ya que se relacionan las soluciones del Problema Cuasi
Variacional (VLIP) y el de Programacién Matematica (M P), a través de la in-
vex monotonicidad generalizada. Ademds, demostraremos que bajo condiciones de
pseudo invex monotonicidad ( P1 M), el conjunto de soluciones de un Problema Cuasi
Variacional (VLI P) es invex.

Extenderemos para multifunciones pseudo invex monétonas (PIM), los resul-
tados de existencia del Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Generalizado
(GVLIP), conseguidos bajo la invex monotonicidad (IM). Utilizando la pseudo
invex monotonicidad (PIM), llegaremos a que toda solucién de un problema
(GV LIP) es una solucién de un problema punto de silla y por tanto de un problema
de programacién matematica.

También probaremos que las funciones invex en un punto, bajo alguna condicién,

son equivalentes a las soluciones de los Problemas Pre-Variacionales (PVIP) en ese
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punto.

En Osuna, R. [29], se relaciona la invexidad de las funciones objetivo 8 y de
restricciones g y los puntos de Kuhn-Tucker, con las soluciones del Problema de
Programacién Restringido (RM P). En este trabajo trasladaremos las condiciones
de invexidad al caso de los problemas (PVIP), y asi, demostraremos que las so-
luciones del problema (PVIP) que sean puntos de Kuhn-Tucker son los minimos
del Problema de Programacién Restringido (RM P). Recordemos que los problemas
KT-invex quedan caracterizados porque todo punto de Kuhn-Tucker de (RM P) es
un minimo global de (RM P). Daremos también una caracterizacién de un problema
KT-invex basandonos en la solucién de problemas pre y cuasi variacionales (PV I P)
y (VLIP).

Por 1ltimo, estudiaremos el Problema Pre-Variacional Generalizado (GPV I P).
Conocemos en primer lugar que, si el problema generalizado (GPV I P) tiene solucién
y la multifuncién V es simple valuada, también tendra solucién el problema (PV I P),
todo ello gracias a la invex monotonicidad. En segundp lugar, sabemos que si
tenemos un punto que es una solucién de un problema (PVIP) y que es un punto
critico, entonces es un minimo del Problema de Programacién (M P). Luego, gracias
a la invex monotonicidad (I M), transformaremos los puntos estacionarios que sean

soluciones del Problema Pre-Variacional (PVIP), en soluciones del Problema de
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Programacién (M P). Este teorema es de gran importancia porque se relaciona
el Problema Pre-Variacional con el de Programacién Matematica, a través de la
invex monotonicidad. Antes habiamos llegado a una solucién del problema (M P) a
través del Problema Cuasi Variacional (V LI P), exigiendo la condiciéon de que F' sea
pseudo invex monétona (PIM) y a la unicidad de la citada solucién a través de la
estricta pseudo invex monotonia (SPIM). Ahora llegamos al mismo sitio a través
del Problema Pre-Variacional (PVIP), pero al exigir sélo la invex monotonicidad
(IM), no tenemos asegurada la unicidad de la solucién.

Las desigualdades variacionales vectoriales son las que ocupan el capitulo 4. En
dicho capitulo, generalizamos las distintas definiciones de invex monotonicidad al
caso vectorial. Al igual que en el caso escalar, también gracias a la pseudo invex
monotonia (PIM) de una funcién F, se consigue demostrar la existencia de sclu-
ciones del Problema Vectorial Cuasi Variacional Débil (WVV LIP).

En Osuna-Gémez, R., Rufidn-Lizana, A. y Ruiz-Canales, P. [32] se establecia la
definicién de punto critico vectorial y se demostraba que todo punto critico vectorial
es débilmente eficiente si y sélo si la funcién objetivo es pseudo invex (P1X). A la
vista de este resultado nosotros relacionaremos los puntos criticos con las soluciones
de los problemas de desigualdad cuasi variacional vecforial débil. Demostraremos

que si la funcién objetivo es pseudoinvex y F' = V f, entonces son equivalentes los
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puntos criticos vectoriales, los puntos débilmente eficientes y las soluciones de los

problemas (WVV LIP).



Capitulo 1

CONVEXIDAD E INVEXIDAD

GENERALIZADA
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1.1 Funciones convexas diferenciables

Esta primera seccién la dedicaremos a recordar conceptos cldsicos de convexidad.
El estudio de la convexidad es de gran importancia en la Teoria de la Optimizacién.
Nos interesa que las funciones y los conjuntos que intervienen en la Programacién
Matematica, verifiquen un conjunto de propiedades que estan comprendidas en lo
que denominamos cbnvexidad. Las técnicas clasicas de busqueda de optimos, que
utilizan diferenciabilidad, nos proporcionan solamente éptimos locales; pues bien, a
través de la convexidad es inmediato llegar a éptimos globales, que son los que en
general interesan, y de manera muy especial en problemas de tipo econémico.

Dada 6 : § C IR* — IR, donde S es un convexo, recordemos algunas definiciones

clasicas de convexidad,
DEFINICION 1.1 0 es convera (CX) en S <= VYa,ye S

603z + (1 - N)y) < M(z) + (1 - N(y), A€ o,1]

Si6:C C IR* — IR es diferenciable, donde C es un abierto y convexo, la anterior

definicion es equivalente a
DEFINICION 1.2 8 es conveza (CX) enC < Vz,yeC

0(y) > 0(z) + (y — z)'Vo(x)
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DEFINICION 1.3 4 es estrictamente conveza (SCX) en § < Vz,y€ S

000z + (1 — N)y) < M(z) + (1= N0(y), A€ [0,1]

De igual manera que antes se tiene,

DEFINICION 1.4 Diremos que la funcién diferenciable 8 es estrictamente con-

veza (SCX) en C <= Vz,ye C, z#y, O(y)>0(z)+ (y—=2z)Vi(z)

La convexidad del conjunto y de la funcién objetivo, garantizan que los 6ptimos
locales de un problema son también éptimos globales. Ademads, si la funcién es
estrictamente convexa, dicho 6ptimo global es unico.

S. Karamardian introdujo las funciones fuertemente convexas (SGCX), pero con

el nombre de uniformemente convexas, aqui recordamos su definicién,

DEFINICION 1.5 0 es fuertemente conveza (SGCX) en S < Vz,y€ S,

da > 0, tal que

00 + (1= A)y) < M0(a) + (1 = () + (1~ Nally —2lf’, A€ [0,1]

DEFINICION 1.6 Diremos que la funcidn diferenciable 0 es fuertemente conveza

(SGCX) en C < Ja>0, Vz,yeC,

0(y) = 6(z) + (y — 2)'VO(z) + ely — z||*
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Recordemos que:

DEFINICION 1.7 La funcidn diferenciable 0 es pseudoconveza (PCX) en C <=

Ve,y € C, tenemos que

(y — 2)'Vo(z) > 0 = 0(y) > b(=)

De la definicién anterior se deduce ficilmente que si z es un punto critico de
la funcién pseudoconvexa (PCX) 6, esto es, VO(z) = 0, entonces = es un minimo

global de § en C.

DEFINICION 1.8 La funcién diferenciable 8 es estrictamente pseudoconveza

(SPCX) en C <= Vz,y€ C, z #y, tenemos que

{y — 2)'Vo(z) > 0= 0(y) > 0(z)

S. Karamardian y S. Schaible dan la siguiente definicién de funcién fuertemente

pseudoconvexa,

DEFINICION 1.9 La funcién diferenciable 0 es fuertemente pseudoconveza

(SGPCX) en C <= Ja >0, tal que Vz,y € C, tenemos que

(y— 2)'Vé(z) > 0= 8(y) > 8(<) + elly — =’

Veamos otra extensién del concepto de convexidad:
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DEFINICION 1.10 Sea una funcién 6 : S C R* — IR, donde S es un convezo.
Se dice que es cuasiconveza (QCX) en S, si Vz,ye S y Vz€ |z,y], tenemos

que

0(z) < 0(y) = 6(z) < 0(y)

Para el caso en que 0 sea diferenciable:

DEFINICION 1.11 Sea C C IR™ convezo y abierto, se dice que 6 : C C IR* — IR

es cuasi conveza (QCX), si y solo si, Vx,y € C, tenemos que

b(y) < 6(z) = (y — 2)'V(z) < 0

DEFINICION 1.12 Sea 8 : S C R* — IR, donde S es un convezro. Se dice que

es semiestrictamente cuasiconveza (SSQCX), si Vz,ye€ S y Vz€ (z,y)

0(z) < 0(y) = 0(z) < b(y)

DEFINICION 1.13 Sea 0 : S C IR* — IR, donde S es un convezo. Se dice que

es estrictamente cuasiconvezra (SQCX), si Vz,y€ C,conz#y y Vz€(z,y)

0(z) < b(y) = 6(z) < b(y)
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Conocemos que para funciones diferenciables § : C C IR* — IR, se dan las

siguientes relaciones:

x)] = [Pcx)] = [(Qcx)

fi
fr fr (SSQCX)

fr
SCX)| = [(SPCX)] = [(SQCX)

ft fr
(SGCX)| = [(SGPCX)
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1.2 Funciones invex

Las funciones invex fueron introducidas por M.A. Hanson como una generaliza-

cién de las funciones convexas diferenciables. Sea I' C IR® un abierto,

DEFINICION 1.14 Una funcidn 0 : T C R* — IR diferenciable es invez (IX)

< Vr,y€ R", existe n(y,z)€ R", tal que

8(y) — 0(z) > n(y, =)' Vo(z)

Estas funciones son més generales que las convexas y que las pseudoconvexas.
A diferencia de las funciones convexas, no necesitan convexidad en el conjunto de
definicién. El nombre de ”invex” viene de la contraccién de ”invariant convex”, ya
que se observa que a diferencia de la convexidad, 1;:1, invexidad no se destruye ante
transformaciones biyectivas.

Las funciones invex se caracterizan porque todo punto estacionario es un minimo.
Es decir, la clase de las funciones invex es equivalente a la clase de las funciones
cuyos puntos estacionarios son minimos globales. Obviamente, si § no tiene puntos
e?,ta,ciona,rios, entonces es invex.

Otros autores como P. Kanniappan y P. Pandian o en S. Kaur y S. Gupta (donde
la invexidad se denomina n-convexidad), debilitan el concepto de invexidad, bus-

cando funciones més generales que sigan verificando las propiedades de optimalidad
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probadas anteriormente, para las funciones convexas generalizadas.

DEFINICION 1.15 Una funcién 6 : T' C IR* — IR diferenciable, es estrictamente
invez (SIX) < Vz,y€ R*, z+#vy, 3 una funcidén vectorial n(y,z) € R",

tal que

0(y) — O(z) > n(y,2)'Vo(z)

DEFINICION 1.16 Una funcidn 6 : T C IR* — IR diferenciable es pseudoinves

(PIX) <= Vz,y€ R", I una funcidn vectorial n(y,z) € R", tal que

n(y,z)'VO(z) > 0= 0(y) — 6(z) >0

M.A. Hanson demuestra que no existe distincién entre la pseudo invexidad y la

invexidad. En el caso escalar, ambos conceptos coinciden.

DEFINICION 1.17 Una funcién § : T C IR* — IR diferenciable, es estrictamente
pseudoinvez (SPIX) < Vz,ye€ R*, =z +#y, 3 una funcién n(y,z)€ IR", tal
que

n(y,z)'Vo(z) > 0= 0(y) —6(z) >0

DEFINICION 1.18 Una funcién 6 : I' C R* — IR diferenciable es cuasinvex
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(QIX) <= Vz,y€ R", 3 una funcién vectorial n(y,z) € IR, tal que

6(y) — 0(z) < 0 = n(y,2)'V0(z) < 0

Trivialmente las funciones convexas diferenciables son invex con n(y,z) =y — z,
y lo mismo ocurre con las estrictamente invex (SIX), las pseudoinvex (PIX), las
estrictamente pseudo invex (SPIX) y las cuasinvex (QIX).

Vamos a generalizar los conceptos de funciones fuertemente convexa (SGCX) y
fuertemente pseudo convexa (SGPCX), dados por Karamardian, S. y Schaible, S.

[17], al campo de la invexidad.

DEFINICION 1.19 Una funcion 0 : ' C IR* — IR diferenciable, es fuertemente
inver (SGIX) < Vz,y € R", 3 una funcidn vectorial n(y,z) € IR", y existe

un escalar a > 0, tal que

0(y) — 0(z) = n(y, =)' VO(z) + elln(y, =)|*

DEFINICION 1.20 Una funcion § : T C IR* — IR diferenciable, es fuertemente
pseudoinver (SGPIX) < Vz,y€ R", 3 una funcidn vectorial n(y, ) € R",
tal que

n(y, z)'Vé(z) > 0 = 6(y) > 0(z) + aln(y, z)|*
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La importancia de todas estas definiciones radica en que, al igual que en Karamar-
dian, S. y Schaible, S. [17] se relacionan las definiciones de convexidad generalizada
de 6 con la monotonicidad generalizada de V6, con estas nuevas definiciones estable-
ceremos las relaciones entre la invexidad generalizada de 0 y la invex monotonicidad
de V4. |

Para funciones escalares diferenciables § : I' C JR* — IR se comprueba ficilmente

que podemos establecer las siguientes relaciones:

X)] <= [Px)] = [QX)

ft ft
Sx)] = [(SPIX)
ft f

(SGIX)] = [(SGPIX)

Como paso previo a la definicién de invexidad, en el caso vectorial, acordamos la
siguiente notacién:

Dado z,y € IR" se pueden definir las siguientes relaciones de orden:

l.Lz<y <= z; Ly t=1,---,n, campliéndose la desigualdad estricta en al

menos un i, es decir, z # y

2.2y <= ;<y; 1=1,---,n
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oz=y &= =y t=1,---,n

frz<y <= z;<y; t=1,---,n

DEFINICION 1.21 Sea [+ R* — IRP diferenciable. Entonces, se dice que f es

inver (IX), si y sélo si, existe una funcién n:I' x T' — IR™, tal que

fy)z2f(z) + Vf(z)n(y,z), Vz,y€ R

donde V f(z) es el jacobiano de f, es decir, una matrizp x n, y I' es un abierto de

R

DEFINICION 1.22 Sea [ IR* — IR diferenciable. Entornces se dice que f es

estrictamente invex (SI1X), si y sdlo si, existe una funcion n: T xT' — IR"*, tal que

fy) > f(z) + Vi(z)n(y,z), Vz,ye R

DEFINICION 1.23 Sea f: R" — IR? diferenciable. Entonces, se dice que f es

pseudo invex (PIX), si y sdlo si, existe una funcion n:T x ' — IR", tal que

Vi@)n(y,z)20 = f(y)2f(z), Vz,y€ R
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DEFINICION 1.24 Sea f R - IR? diferenciable. FEntonces, se dice que f es
estrictamente pseudo invexr (SP1X), si y sdlo si, existe una funcion n: 'xT — IR",

tal que

Vf()n(y,z)20 = f(y) > f(z), Vz,ye R"

Para funciones escalares se puede comprobar que las dos definiciones anterior-
mente descritas de invexidad (I.X) y de pseudo invexidad (PIX), son equivalentes.

No ocurre asi en el caso vectorial.



Capitulo 2

MONOTONICIDAD E INVEX
MONOTONICIDAD

GENERALIZADA

13



2.1. Invex Monotonicidad Generalizada 14

2.1 Invex Monotonicidad Generalizada

2.1.1 Funciones invex monétonas generalizadas

El concepto de monotonicidad se generé a partir de la definicién clasica de mono-

tonia de una funcién real de variable real ¢ : IR — IR.

DEFINICION 2.1 Diremos que una funcidn 1 es mondtona si se verifica que

(y—z)($(y) —¢(z)) 20, Vz,ye R

S. Karamardian introduce otra definicién que extiende el concepto original de

monotonia. Sea C' C IR" un subconjunto convexo y abierto:

DEFINICION 2.2 F : C C IR* — R" es mondtona (M) en C <= Vz,y € C,

(y — =)' (F(y) - F(z)) 2 0

Karamardian, S. [13], establecié que existia una relacién entre la convexidad
generalizada de la funcién 6 : C C IR* — IR y los conceptos de monotonicidad de

la funcién gradiente, J = VO : C C IR" — IR™, a través del siguiente resultado.

TEOREMA 2.1 Sea § : C C IR® — IR diferenciable en un abierto convezo C. La

funcidn 0 es conveza (CX) en C <> Vz,y€ C, (y—z)'[VO(y)—Vo(z)] > 0.
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Luego el teorema anterior se podria poner como:

TEOREMA 2.2 Una funcidn diferenciable 0 es convezxa en un abierto y convezo

CCR" <> V6 es mondtona en C.

Este teorema abre la puerta al estudio de la monotonicidad generalizada ligada
al estudio de la convexidad generalizada. El concepto de monotonicidad para la
funcién derivada, V0, desempefia un papel equivalente al de la convexidad de 6.

~ S. Karamardian y S. Schaible, introducen también las siguientes definiciones:

DEFINICION 2.3 F : C C R" — IR" es estrictamente monétona (SM) en C

= Vr,ye(C, z#y,

(y —)(Fy) — F(z)) > 0

DEFINICION 2.4 F : C C R® — IR" es fuertemente mondtona (SGM) en C

< Vz,yeC, 3J6>0,

(y — 2)(F(y) — F(z)) 2 Blly — =|*

DEFINICION 2.5 F : C C R* — IR" es pseudomondtona (PM) en C <=
Vz,y € C,

(y—2)'F(z)>0=(y—=z)'F(y) >0
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(y—2z)'F(z)>0= (y—=z)'F(y) >0
(y—2)'F(y)< 0= (y—2)'F(z) <0

DEFINICION 2.6 F : C C R* — R" es estrictamente pseudomondtona (SPM)

enC < Vae,ye(C, z#uy,

(y—2z)'F(z)> 0= (y—z)'F(y) >0

DEFINICI()N 2.7 F:C C IR* — IR" es fuertemente pseudomondtona (SGPM)

en C <= Vz,ye C, 308> 0, tenemos que

(y—2)'F(z) >0 = (y — 2)'F(y) 2 Blly - =|I”

DEFINICION 2.8 F : C C IR — R es cuasimondtona (QM) en C <~
Vz,y € C,

(y—2)F(z)>0= (y—z)'F(y) >0

N. Hadjisavvas y S. Schaible, introducen ademas las siguientes definiciones:
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DEFINICION 29 F : C C IR* — IR® es semi estrictamente cuasimondtona

(SSQM) en C —
1. F' es cuasimondtona.

2.5 Vz,yeC, z#y, talque (y—=z)'F(z)>0 entonces,

1z € [wzﬂ,y] tal que (y— z)'F(2) > 0.

DEFINICION 2.10 F: C C R" -5 IR" es estrictamente cuasimondtona (SQM)

en C <>

1. F es cuasimondtona.

2.8 Vz,yeCl, x+#y, paraalgin z¢€(z,y), (y—=z)'F(z)#£0.

Se puede establecer el siguiente cuadro de relaciones entre las anteriores defini-

ciones de monotonicidad generalizada:

M) = |BM)| = |(SSQM)| = [(QM)

fr f fr
M) = [(sPm)] = [(SQM)
il ft

(SGM)| = [(SGPM)
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En el siguiente resultado, dado en Karamardian, S. y Schaible, S. [17], pode-
mos ver como la convexidad generalizada de 6 puede caracterizarse a partir de la

monotonicidad de V@, esto es,

TEOREMA 2.3 0 es conveza (estictamente conveza, fuertemente conveza, pseudo
conveza, estrictamente pseudo conveza, cuasi conveza) en C, si y solo si, VO es
mondtona (estrictamente mondtona, fuertemente mondtona, pseudo mondtona, es-

- trictamente pseudo mondtona, cuasi mondtona) en C.

En esta seccidn, siguiendo la linea del teorema anterior, buscamos caracterizar a
las funciones invex a través de las condiciones de invex monotonicidad generalizada
de las funciones gradientes.

J. Parida y A. Sen, introducen la siguiente definicién de invex monotonicidad

bajo el nombre de funcién -monétona.

DEFINICION 2.11 F : X C R* - IR" es invez-mondtona (IM) en X <

Vez,ye X, In:X xX — IR", tal que

n(y, ) (F(y) — F(z)) > 0

Observemos que una funcién monédtona es un caso particular de una funcién

invex-monétona sin mas que considerar (y,z) = y — z, V=z,y. Igual ocurrird
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con las siguientes definiciones de invex monotonicidad. Nosotros extenderemos el
concepto de invex-monétona (I M), a otros mas generales y las relacionaremos con

las funciones invex. Sea X un subconjunto de IR",

DEFINICION 2.12 F : X C IR® — R" es estrictamente invex monétona (SIM)

en X < Vz,ye X, z#y, dn:XxX - R ta que

n(y,z)'(Fly) — F(z)) > 0

DEFINICION 2.13 F : X C R" — IR" es fuertemente invez mondtona (SGIM)

en X < Va,y€ X, In:XxX->R* y 3IB>0, tal que

1(y, )" (F(y) — F(z)) > Blln(y, z)|”

DEFINICION 2.14 F : X C R® — R es pseudo inver mondtona (PIM) en X

= Vr,ye X, In:X xX — R, tal que

n(y,z)'F(z) > 0 = n(y,z)'F(y) > 0

n(y, ) F(z) > 0= q(y,z)'F(y) >0

=N

n(y, z) F(y) < 0 = n(y,z)'F(z) <0
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DEFINICION 2.15 F : X C R" — IR"™ es estrictamente pseudo invex mondtona

(SPIM) en X <= Vz,ye X, z#y, dn:X xX — IR, tal que

(y,z)' F(z) > 0= n(y,z)'F(y) >0

DEFINICION 2.16 F : X C R — R" es fuertemente pseudo invex mondtona

(SGPIM) en X <= Vz,yec X, 38>0, y n:X x X — R*, tal que

n(y, z)'F(z) > 0 = n(y,z)' F(y) > Blin(y, z)||*

DEFINICION 2.17 F : X C R® — R" es cuasi invex mondtona (QIM) en X

<< Vz,ye X, dn:X xX — R", tal que

n(y,z)'F(z) >0 = n(y,z)'F(y) >0

Veamos ahora una serie de funciones como ejemplos de las anteriores definiciones:

EJEMPLO 2.1 F(z) = z? es (SIM) estrictamente invex mondtona en el conjunto

X={cr€R, z>0}, respecto de n(y,z) =¥ — €°, ya que,
Ve,ye X, z#y, dn: X xX->R"

tal que

n(y,2)(F(y) — F(2)) = (¢ — ) (y* —2") > 0
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EJEMPLO 2.2

0sizc<0
F(z) =

zsiz>0

es pseudo inver mondtona (PIM), respecto de n(y,z) = e¥ —e” en X = IR, ya que

se verifica que Vz,y € X, dn:X x X — R", tal que

n(y, =) F(z) >0 = n(y,z)'F(y) >0

EJEMPLO 2.3 F(z) = 2? es cuasi inver mondtona (QIM), respecto de n(y,z) =

e¥ —¢e® en X = IR, ya que se verifica que Vz,y € X, In:X x X — IR", tal que

n(y, o) F(z) = (¢! — €”)2% > 0 = n(y,z) F(y) = (¢ — €")y’ 2 0

Al igual que:

EJEMPLO 2.4

—zstx <0

F(z) =
0stz>0

es cuasi inver mondtona (QIM) respecto de n(y,z) = €Y —e® en X = IR, ya que se

verifica que Vz,y€ X, In:X x X — IR", tal que

n(y,z)'F(z) > 0= n(y,2)'F(y) > 0
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De acuerdo con las definiciones anteriores se establece el siguiente cuadro de

relaciones entre los distintos conceptos de invex monotonicidad generalizada:

(IM)
i
(SIM)

fr

(SGIM)

(PIM)

i

(SPIM)

(QIM)

)

(SGPIM)
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2.1.2 Relaciones entre la invexidad generalizada de ¢ y la invex mono-

tonicidad generalizada de V4@

Nuestro objetivo al definir un nuevo tipo de funciones invex monétonas generali-
zadas, es extender las relaciones entre la convexidad generalizada de 8 y la monotoni-
cidad generalizada de J = V#, al caso de la invexidad de 8 y la invex monotonicidad

generalizada de J.

DEFINICION 2.18 Dado X C IR", diremos que la funciénn: X x X — IR* es

antisimétrica si n(z,y) + n(y,z) =0, Vz,y€ X.

Sea I' un subconjunto abierto de IR™.

TEOREMA 2.4 Si la funcion  : T C IR® — R es invex (IX) en I’ con respecto
a una funcion n: I' x I' » IR™ antisimétrica, entonces J = VO : IR* — IR™ es invex

mondtona (IM), con respecto a la misma 1.

DEMOSTRACION:

Supongamos que @ es invex en I', entonces Vz,y € IR", existe n(z,y) € IR", tal que

0(z) — 0(y) — n(z,y)'Vé(y) > 0

cambiando la z por la y,

0(y) — 0(z) — n(y,z)'Vo(z) > 0
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por la antisimetria de n, y sumando estas dos desigualdades se tiene

n(z,y)'(J(z) ~ I (y)) > 0

ya que J = V4, por lo que es invex monétona (/M) con respecto a la misma 7. l

En el siguiente ejemplo vemos la necesidad de la hipétesis de que 1 sea anti-

simétrica.

EJEMPLO 2.5 Sea 6 : [0, ’2—r) — IR, tal que 6(z) = z + senz es invez (IX) en

1+4cosz ’

[O, %), respecto de n(y,z) = L2202 yq que, Yo,y € IR", se verifica que

seny —sencr

y+seny—x —senzx — ( )1+ cosz) >0

1+cosz

Por tanto, 8 es invex en [0, %)

Como 1 no es antisimétrica, vemos que VO no es invex mondtona (IM), ya que

w)(l+ccsy—l—cosx)<0

(

14 cosz

De manera similar al anterior teorema se puede probar:

TEOREMA 2.5 Si la funcion 8 : T C IR* — IR es estrictamente inver (SIX) en
I, respecto de n antisimétrica, entonces J = VO : IR* — IR™ es estrictamente invex

mondtona (SIM) con respecto a la misma 7.
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TEOREMA 2.6 Sila funcion 0 : ' C IR* — IR es fuertemente invezr (SGIX) en
[, respecto de n antisimétrica, entonces J = VO : IR — IR" es fuertemente invez

mondtona (SGIM) con respecto a la misma 7.

DEMOSTRACION:
Supongamos que  es fuertemente invex (SGIX) en T', entonces Vz,y € I', 3 una

funcién vectorial n(y,z) € IR™ y existe un escalar o > 0, tal que
n y

0(y) — 0(z) > n(y, 2)'Vé(z) + a|ln(y, z)||”

cambiando la z por la y, 38 > 0, tal que

0(<) — 0(y) 2 n(z,y)*VO(y) + Blin(z, y)II*

por la antisimetria de n y sumando estas dos desigualdades se tiene que

n(z,9)(J(z) = J(9)) 2 (o + B)lIn(y, =)|I*

ya que J = V@, por lo que J es fuertemente invex monétona (SGIM) con respecto

a la misma 7. n

COROLARIO 2.1 Si la funcién 6 : T C IR* — IR es invex (IX) con respecto a n
antisimétrica, entonces J = VO : R* — IR" es pseudo invez mondtona (PIM) en

I' con respecto a la misma 7.
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DEMOSTRACION:
Si 8 es invex entonces por el teorema 2.4, J es invex monétona (IM), y por tanto

(PIM) por las relaciones existentes. n

TEOREMA 2.7 Si la funcion 0 : T' C IR* — IR es estrictamente pseudo invex
(SPIX) en T, respecto de n antisimétrica, entonces J = VO : IR* — IR" es estric-

tamente pseudo invex mondtona (SPIM) en I' con respecto a la misma 1.

DEMOSTRACION:
Sea 6(z) estrictamente pseudo invex (SPIX) entonces Vz,y € I, z #y, Juna

funcién n(z,y) € R", tal que

n(z,y)'J(y) > 0= 0(y) < 8(z)

Probaremos que Vz,y € I', z #y, existe n(z,y)€ IR, tal que

n(z,y)'J(y) >0 = n(z,y)'J(z) > 0,

Por reduccién al absurdo, supongamos que

n(z,y)'J(z) <0,

como 7(y, ) + n(z,y) = 0, entonces

n(y,z)'J(z) >0
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por lo que por ser § (SPIX), tenemos que 8(z) < #(y), que es una contradiccién.

TEOREMA 2.8 Si la funcion 6 : T' C IR* — IR es cuasi invex (QIX) en T
respecto de n antisimétrica, entonces J = VO : IR® — IR™ es cuasi invex mondtona

(QIM) en I’ con respecto a la misma 1.

DEMOSTRACION:

Probaremos que Vz,y € I'; existe n(z,y) € IR", tal que

n(z,y)'J(y) > 0= n(z,y)'J(z) >0

Sea 0 cuasi invex (QIX), luego Vz,y € T', 3 una funcién vectorial n(z,y) € R",
tal ‘que
0(z) < 0(y) = n(z,y)'J(y) <0

Sean z,y € I, tales que n(z,y)*J(y) > 0 entonces #(z) > 0(y). Por ser 6 (QIX)
se tiene que

1(y,z)'J(z) <0

Por la antisimetria de 7 entonces n(z,y)'J(z) > 0. |

Igual que se han conseguido condiciones suficientes, interesan también condicio-

nes necesarias. En principio, las condiciones necesarias no son ciertas en general,
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debemos establecer ciertas premisas para poder asegurar esas condiciones.

TEOREMA 2.9 Sea C un conjunto convexo y abierto de IR™. Supongamos que:

1. La funcion J = VO : IR* — IR" es estrictamente pseudo invex mondtona

(SPIM) respecto de n(y,z) >0 Vz,yeC,
2. n es una funcion lineal en el primer argumento y antisimétrica,

entonces, 6 : C C IR* — IR es estrictamente pseudo invex (SPIX) en C, respecto

de n.

DEMOSTRACION:
Queremos probar que § : C C IR* — IR es estrictamente pseudoinvex (SPIX)

respecto de 7, esto es, Vz,y € C, existe una funcién n(y, z} € IR, tal que
n(y,¢)'Vé(z) > 0 = 8(y) > 6(z)

Supongamos que J : C C IR* — IR" es estrictamente pseudo invex mondétona
(SPIM) respecto de n en C convexo, esto es, Vz,y € C,y n: C xC — IR", tenemos
que

n(y,2)'J(z) > 0 = n(y, )" (y) > 0.
Sea z,y € C'y definimos z(A) = z + My — z) € C, para 0 < A < 1, por ser C

convexo.
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Dado z(A) =z + Ay — ) si
n(z(X),)'Vo(z) > 0
Por ser J = V@ (SPIM) implica que
n(z(X),z)'Vo(z(1)) > 0
Como 7 es agtisimétrica y ser n lineal respecto al primer argumento
n(z(A), 2)'VO(z(A)) = (1 = N)n(z,z)'VO(z(X)) + In(y, z) VO(z(}))

luego

n(z(A), 2)'VO(z(X)) = An(y, =) V(z(})) > 0

Alser Ay n(y,z) >0, Vz,y € C, entonces

Vo(z+Ay—2))>0

que si integramos la anterior expresién entre 0 y 1, tenemos que

/OIVG(:U—l—)\(y—:c))d/\ >0

entonces

0(y) — 0(z) > 0

6 es (SPIX) respecto de n en C. n
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De igual manera se puede demostrar que:

TEOREMA 2.10 Sea C un conjunto convezo y abierto de IR*. Supongamos que:

1. J=V0:IR"— IR" es pseudo inver mondtona (PIM) respecto de n(y,z) > 0

Ve,y € C,
2. n es una funcion lineal en el primer argumento y antisimétrica,
entonces, 0 : C C IR* — IR es pseudo invezr ¢ invex (PI1X) = (IX), en C respecto
de n. |

DEMOSTRACION:
Queremos probar que § : C C IR" — IR es pseudoinvex (PIX) respecto de 7, esto

es, Vz,y € IR", existe una funcién n(y,z) € IR", tal que
n(y,z)'VO(z) > 0= 8(y) > ()

Supongamos que J : C C IR* — IR es pseudo invex monétona (PIM) respecto
de 1 en C' convexo, esto es, Vz,y € C, y n: C x C — IR™ antisimétrica, tenemos
que

n(y,z)"J(z) > 0 = n(y, 2)'J(y) > 0.
Como C es convexo entonces z(A\) =z + Ay —z) € C, VA€ [0,1].

Dado z()) = z + A(y — ), entonces si

n(z(X), z)'Vé(z) > 0,
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Por ser J = V8 es (PIM) implica que
n(z(}),z)'Vo(z(X)) >0 VX e[0,1]
Como 7 es antisimétrica y lineal respecto al primer argumento
n(z(X),2)'VO(z(A)) = (1 = Nn(, 2)'VO(z(X)) + M (y, 2) ' V6(z(}))

luego

n(z(A), ) VO(z (X)) = A(y, z)'Vo(z(})) = 0
Como X € (0,1} y n{y,z) >0 Vz,y € C entonces
Vo(z+ Ay —z)) >0, VAe]0,1]
si integramos la dltima expresién entre 0 y 1, tenemos
1
/ V(z + Ay — z))dA >0
0
entonces
(y) — 0() 20
0 es (PIX) = (IX) respecto de n en C. .

Como la invex monotonicidad (I M) implica la pseudo invex monotonicidad

(PIM), tenemos que:

COROLARIO 2.2 Sea C un conjunto convezo y abierto de IR". Supongamos que:
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1. J=V0:R" - R" es invex mondtona (IM) respecto de n(y,z) > 0

Ve,y € C,
2. n es una funcion lineal en el primer argumento y antisimétrica,

entonces 0 : C C IR™ — IR es invez (IX) en C respecto de 7.
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2.2 Invex Monotonicidad Generalizada para Bifunciones y

Multifunciones

2.2.1 Invexidad Generalizada para Bifunciones

Las bifunciones juegan un papel muy importante en la monotonicidad generali-

zada por dos motivos:

1. Por estar presente en los Problemas de Equilibrio ( EP), que veremos posterior-
mente. Estos problemas engloban, entre otros, al Problema de Programacién

Matematica.

2. Muchos conceptos de monotonicidad dados en el caso diferenciable para gra-
dientes, pueden ser extendidos a derivadas generalizadas, como la derivada
superior de Dini de ¢ en el punto z y en la direccién d, 6P(z, d), o la derivada
direccional §'(z,d), y éstas pueden ser consideradas como bifunciones. En el

caso en que # sea diferenciable
¢'(z,d) = 6°(z,d) = d'Vo(z)

Recordemos que las funciones invex fueron introducidas como una generaliza-
cién de las funciones convexas diferenciables. Si debilitamos la condicién de que 6
sea diferenciable y exigimos que sea diferenciable direccionalmente, aparecen estas

extensiones del concepto de invexidad.
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Sea § : I' C R* — IR, y sea ' la derivada direccional de 8 en la direccién de

n(y,z), donde I' un abierto de IR", Ye, J.L., define:

DEFINICION 2.19 ¢ : C C IR* - R es D-invex (DIX) <= Vz,y € R,

existe n(y,z) € R", tal que

0(y) — 0(z) > 0'(z,n(y, z))

Nosotros optaremos por un tratamiento general, y por tanto consideramos esta
derivada direccional ¢'(z,7(y,z)), 6 la derivada superior de Dini 6°(z,n(y,z)), 6
la derivada direccional de Clarke 68%(z,n(y,z)), como bifunciones, representandolas
genéricamente por la bifuncién A(z,n(y, z)), es decir, como funciones
h:T xT = RU{oc}, con I C IR" abierto.

Podemos, por tanto, extender anteriores definiciones de funciones invex dife-
renciables a otras nuevas definiciones, donde no hace falta la diferenciabilidad de la
funcién. Con estas definiciones y las nuevas que introduciremos de funciones D-invex
mondétonas, trataremos, al igual que con la invexidad (I.X) y la invex monotonicidad
(IM), de relacionarlas mediante condiciones suficientes.

Sead : T CIR* - Ry h:T xT' =+ IR su bifuncién asociada, con I' C IR"

abierto:

DEFINICION 2.20 Diremos que 0 es estrictamente D-invez (SDIX) <
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Vz,ye ', z#y, I una funcidn vectorial n(y,z) € IR", tal que

0(y) — 0(z) > h(z,n(y,z))

DEFINICION 2.21 Diremos que la aplicacién 0 es pseudo D-invex (PDXI) <=

Vz,y € T, 3 una funcidn vectorial n(y,z) € IR", tal que
h(z,n(y,z)) 2 0 = 6(y) — 0(z) = 0

donde h : T'x ' = IR, con I’ C IR™ abierto.

DEFINICION 2.22 Diremos que 0 es estrictamente pseudo D-invez (SPDIX)

< Vr,y€Tl, z#y, 3 una furcidn vectorial n(y,z) € IR*, tal que

h(z,n(y,z)) > 0= 6(y) — 6(z) >0

DEFINICION 2.23 Diremos que 0 es cuasi D-invex (QDIX) < Vz,y €T,

eriste una funcion vectorial n(y,z) € IR, tal que

0(y) — 0(z) < 0= h(z,n(y,z)) <0
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2.2.2 D-invex Monotonicidad Generalizada para Bifunciones

Sea h(z;d) una bifuncién donde z € C C IR", con C abierto y convexo. Sea

h:C x IR* — IR. Para estas funciones, S. Komlési da las siguientes definiciones:
DEFINICION 2.24 Diremos que h es mondtona (M) en C, siVz,y € C,

h(y;x —y) + h(z;y —2) <0

Se puede probar facilmente que esta definicién de monotonicidad para bifunciones
coincide con la dada para funciones F : IR* — IR*, pero como ya hemos advertido,
su uso en los problemas de equilibrio y con las derivadas generalizadas avalan su
estudio.

Continuando con las definiciones dadas por S. Komlési:
DEFINICION 2.25 Diremos que h es estrictamente mondtona (SM) enC

Vz,ye C, z#y, h(y;z—y)+h(z;y—2z)<0

DEFINICION 2.26 La bifuncién h es pseudomondtona (PM) en C <

Vz,ye C, h{y;z—y)>0=>h(z;y—2)<0
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DEFINICION 2.27 La bifuncidn h es estrictamente pseudomondtona (SPM) en

C < Vz,ye(C, z+#y,

hy;z —y) > 0= h(z;y —7) <0

DEFINICION 2.28 Diremos que la bifuncidn h es cuasimondtona (QM) en C
<— Vz,y € C,

h(y;z —y) > 0= h(z;y—2) <0

DEFINICION 2.29 Diremos que la bifuncion h es estrictamente cuasimondtona

(SQM) en C <
1. h es cuasi mondtona (QM),

2.Ve,yeC, z#y, 3Iz€ (z,y) tal que

h(z;y—2)#0 6 h(z;z—2)#0

Para estas bifunciones se cumple trivialmente que

M)} = [PM)] = [(QM)

fr (i ft
(SM) (SPM) (SQM)
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Komlési relaciona la monotonicidad generalizada de las derivadas de Dini con
la convexidad generalizada de la funcién 6. Nosotros daremos un paso ma4s, rela-
cionando los nuevos conceptos de funciones D-invex, ya vistos, y los nuevos que
definiremos de funciones D-invex monédtonas.

Previamente, definiremos los conjuntos invex como una extension de los conjuntos

convexos, es decir:

DEFINICION 2.30 Diremos que un subconjunto H C IR" es invex en u € H con

respecto am, st Yve H, 0<t<1, wu+tn(v,u)€ H.

DEFINICION 2.31 Diremos que H es un conjunto invezr con respecto a n, st H

es invex en cade u € H.

Si n(v,u) = v — u el conjunto H es convexo.

Supongamos un conjunto H invex respecto de una funcién vectorial n(z,y) € IR":

DEFINICION 2.32 Diremos que la bifuncion h : H x R* — IR, es D-invez
mondtona (DIM) en H invez, respecto de n < Vz,y € H, existe una funcidn

n(y,z) € R, tal que:

h(y;n(=z,y)) + k(z;n(y,z)) <0
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Obviamente estas funciones engloban a las mondtonas sin mas que tomar

n(y,z) =y —=.

DEFINICION 2.33 Diremos que h es estrictamente D-invex mondtona (SDIM)
en H, respecto de n, si  Vz,y € H, = #y, existe una funcidn n(y,z) € R*, tal
que:

h(y; n(z,y)) + h(z;n(y, z)) <0

DEFINICION 2.34 La bifuncidn h es pseudo D-invex mondtona (PDIM) en H,

respecto de n <= Vz,y € H, existe una funcién n(y,z) € R*, tal que:

h(y;n(z,y)) > 0 = h(z;n(y,z)) <0

DEFINICION 2.35 La bifuncidn h es estrictamente pseudo D-invez mondtona
(SPDIM) en H, respecto de §; <= Vz,y € H, z # y, eriste una funcion

n(y,z) € R", tal que:

h(y; n(z,y)) > 0 = h(z;n(y,z)) <0

DEFINICION 2.36 Diremos que la bifuncidn h es cuasi D-invex mondtona

(@QDIM) en H, respecto de n <= Vz,y € H, existe una funcion n(y, ) € R*, tal
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que:

h(y;n(z,y)) > 0 = h(z;n(y,2)) <0

Para estas bifunciones se cumple, sin méas que comparar las distintas definiciones,

que:

(QDIM)

(DIM) (PDIM)
fr ft
(SDIM) (SPDIM)
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2.2.3 Condiciones suficientes de D-invex Monotonicidad Generalizada

En esta seccion conseguiremos condiciones suficientes de D-invex monotonicidad

generalizada.

TEOREMA 2.11 Si la funcion 6 : H C IR* — IR es D-invex (DIX) en H,
respecto de 1, entonces h(z,n(z,y)) es D-invezx mondtona (DIM) respecto de la

misma 1, donde h : H x IR* — IR es la bifuncidn asociada a 6.

DEMOSTRACION:
Supongamos que § es D-invex en H, entonces Vz,y € IR", existe n(y,z) € IR", tal

que
0(z) - 0(y) — h(y,n(z,y)) 2 0
cambiando la z por la y,
8(y) — 0(z) — h(z,n(y,z)) 2 0
sumando estas dos desigualdades se tiene que
~h(z,n(y, z)) — h(y,n(z,y)) 2 0

h(z,n(y,z)) + h(y,n(z,y)) <0

esto es, h es D-invex monétona (DIM) respecto de la misma 7. [
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Hemos visto por el teorema anterior que condiciones suficientes de invex mono-
tonicidad generalizada para funciones diferenciables, las podemos extender nosotros
a bifunciones.

De igual manera se puede probar que:

TEOREMA 2.12 Si la funcion § : H C IR* — IR es estrictamente D-invex
(SDIX) en H, respecto de n, entonces h(z,n(z,y)) es estrictamente D-invex mond-
tona (SDIM) respecto de la misma n, donde h : H x IR* — IR es la bifuncidn

asociada a 0.

TEOREMA 2.13 Si la funcién 6 : H C IR® — IR es pseudo D-invex (PDIX) en
H, respecto de n, entonces h(z;n(z,y)) es pseudo D-invez monétona (PDIM) en

H respecto de la misma n, donde h : H x IR™ — IR es la bifuncién asociada a 8.

DEMOSTRACION:

Probaremos que Vz,y € IR", existe n(z,y) € IR™, tal que

h(y;n(z,y)) > 0= h(z;n(y,z)) <0

Sea 6 pseudo D-invex (PDIX) <= Vz,y € IR*, 3 una funcién vectorial
n(z,y) € IR™, tal que

h(z;n(z,y)) = 0= 6(y) < 0(=)
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Consideramos z,y € H, y asumimos que existe n(z,y) € IR", tal que
h(y;n(z,y)) > 0 = no se puede dar 6(z) < 4(y).

Luego, supongamos que se da que 6(y) < 8(z) = por la (PDIX) si negamos la
tesis, esto es,

0(y) > 0(z) = h(y;n(z,y)) <0

Si cambiamos la z por la y, tenemos que

h(z;n(y,z)) <0

Luego, & es pseudo D-invex mondtona (SPDIM) respecto de la misma 7. |

TEOREMA 2.14 Si la funcién 8 : H C IR™ — IR es estrictamente pseudo D-inver
(SPDIX) en H, respecto de 1, entonces h(z;n(z,y)) es estrictamente pseudo D-
invex mondtona (SPDIM) en H respecto de la misma n, donde h : H x IR* — IR

es la bifuncion asociada a 8.

DEMOSTRACION:
Probaremos que Vz,y € IR*, z # y , existe n(z,y) € IR", tal que
h(y,n(z,y)) > 0 = h(z;n(y,)) <0
Sea @ estrictamente pseudo D-invex (SPDIX) <= Vz,y € R*, = # y, existe

una funcién vectorial n(z,y) € IR", tal que

h(y;n(z,y)) > 0= 0(y) < 6(x)
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Consideramos z,y € H, z #y, y asumimosque 3 75(z,y)€ R, tal que
h(y;n(z,y)) > 0 = no se puede dar 6(z) < 6(y).
Luego supongamos que se da que (y) < 0(z) = por la (SPDIX) si negamos la

tesis, esto es, si
0(y) 2 6(x) = h(y;n(z,y)) <0
Si cambiamos la z por la y, tenemos que

h(z;n(y,z)) <0

Luego, h es estrictamente pseudo D-invex mondtona (SPDIM) respecto de la

misma 7. |

TEOREMA 2.15 Si ia funcion 8 : H C R — IR es cuasi D-invez (QDIX) en
H, respecto de 1, entonces h(z;n(y,)) es una bifuncidn cuasi D-invex mondtona
(QDIM) en H respecto de la misma n, donde h : H x IR* — IR es la bifuncidn

asoctada a 8.

DEMOSTRACION:

Probaremos que Vz,y € IR", existe n(z,y) € R, tal que

k(y;n(z,y)) > 0 = h(z;n(y,z)) <0

Sea § cuasi D-invex (QDIX) <= Vr,y € IR*, 3 una funcién vectorial
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n(z,y) € IR", tal que

0(z) < 0(y) = h(y;n(z,y)) <0

Consideramos x,y € H y asumimos que existe n(z,y) € IR", tenemos que
h(y;n(z,y)) > 0 entonces no se puede dar é(z) < 6(y).

Luego supongamos que se da que 8(z) > 6(y) = por la (@ DIX), si
0(y) < 0(z) = h(z;n(y,2)) <0

Luego, h es cuasi D-invex monétona (Q DIM) respecto de la misma 7. |
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2.2.4 Invex Monotonicidad Generalizada para Multifunciones

Hemos trabajado con funciones F' : IR* — IR", con bifunciones h : D x IR* — IR,
y ahora pasamos a trabajar con funciones conjunto valuadas (multifunciones)
V :D C R* = IR", que aplican puntos en subconjuntos de IR", donde D es un sub-
conjunto cerrado y{ convexo. Los motivos que explican la necesidad la introduccién

de estas multifunciones son:

1. Dada una bifuncién k(z,y — z), se considera a esta h como una funcién so-
porte de un conjunto convexo llamado subdiferencial y denotado por §h(z). La

aplicacién V : £ — §h(z) es una multifuncién, donde
Sh(z) = {g eR/ (y—z)g<h(z,y—zx), Vd=y—z¢€ Rn}
O dicho de otra manera,

h(z,y —z) =sup{(y —2)'g, g€ R}

Como veremos posteriormente, la monotonicidad de la multifuncién éh esta

ligada a la monotonicidad de la bifuncién h.

2. Las multifunciones se utilizaran para conseguir resultados de existencia de solu-
ciones del Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Generalizado (GV LI P),

que veremos posteriormente.
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Sea V : D C IR — IR™ una multifuncién. S. Komldsi, da las siguientes defini-

ciones:

DEFINICION 2.37 Diremos que V es mondtona (M) en D siVz,y € D, tenemos
YueV(z), Vve V(y), (y— z) (v —u) >0,

6 lo que €s lo mismo

YueV(z), VWweV(y), (y—z)v+(z—y)fu<0

DEFINICION 2.38 Diremos que V es estrictamente mondtona (SM) en D si

Ve,y € D, =z #y, tenemos
Yue V(z), VoeV(y), (y—z)v—u)>0
0 lo que es lo mismo

Yue Viz), VweV(y), (y—z)v+(z—y)u<0

DEFINICION 2.39 La multifuncién V es pseudomondtona (PM) en D =

Vz,y€ D, FueV(z), talque

y—2)u>20=(y—2)v>0, YoeV(y)
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DEFINICION 2.40 La multifuncidn V es estrictamente pseudomondtona (SPM)

enD < Vz,ye D, FueV(z), talque

(y—z)u>0=(y—2)v >0, YveV(y)

DEFINICION 2.41 La multifuncién V : D C R* — IR" es cuasimondtona (QM)

en D < Vz,ye D, JueV(z), talque

y—2)u>0=>(y—z)v>0, VveV(y)

Para estas multifunciones se cumple que

M)| = |[PM)| = {(QM)

f ft
(SM) (SPM)

En Komlosi, S. [21], se demuestra el siguiente teorema que relaciona la cuasi

monotonicidad de una multifuncién con la de su bifuncion soporte:

TEOREMA 2.16 Sea Sh(z) una aplicacion subdiferencial definida en un convezo
C con funcidn soporte h(z,d). La multifuncién Sh(z) es cuasi mondtona (QM) en

C <= la bifuncidn h(z,d) es cuasi mondtona (QM) en C.
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Ademss, si h(z,d) es una cierta derivada generalizada de una cierta funcién
0, podemos dar un paso mas, y ver que la cuasi monotonia (QM) de éh(x) es
equivalente a la (QM) de h, que a su vez es equivalente a la cuasi convexidad
(QCX) de 6.

Las nuevas definiciones de invex monotonicidad para multifunciones que poste-
riormente veremos, se utilizardn fundamentalmente en la solucién del llamado Pro-
blema de Desigualdad Cuasi Variacional Generalizado (GV LIP), que trataremos
mas tarde.

Podemos generalizar las definiciones de anteriores secciones, suponiendo que
existe una funcién vectorial antisimétrica n : D x D — IR", tal que n(z,y) € IR",

donde IR" es un espacio vectorial, D es un subconjunto cerrado y la aplicacién punto

coﬂjuntd V:DCc R~ R*, a:

DEFINICION 2.42 Diremos que V es invex mondtona (IM) respecto de n(y,z)

antisimélrica en D, siVz,y € D, 3n(y,<), tal que
Vu € V(z), Yo € V(y), nly,z)(v—u)>0,
6 lo que es lo mismo,

Vu € V(z), Yo € V(y), n(y,z)'v+n(z,y)u<0
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EJEMPLO 2.6 Sea D = IR, V(z) = {2z}, y n(z,y) = € — €Y entonces V es

invez-mondtona (IM) en IR.

DEFINICION 2.43 Diremos que V es estrictamente invez mondtona (SIM) res-

pecto de n(y, z) antisimétrica en D, siVz,y € D, z #y, 3y, z), tal que
Vu € V(z), Vo € V(y), nly,z)(v—u)>0,
6 lo que es lo mismo,

Vu € V(z), Vo € V(y), nly,z)v+n(z,y)u <0

DEFINICION 2.44 La multifuncién V es pseudo invex mondtona (PIM) res-
pecto de n(y,z) € IR™ antisimétrica en D <= Vz,y € D, Ayn(y,z), Ju € V(z), tal
que

n(y,z)'u > 0= n(y,z)v >0, VveV(y)

DEFINICION 2.45 La multifuncién V es estrictamente pseudo invexr mondtona
(SPIM) respecto de n(y,z) € IR™ antisimétrica en D, si y sélo si, Vz,y € D,

z#y, Inly,z), Ju€V(z), tal que

n(y,z)'u > 0=n(y,z)v >0, VYveV(y)
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DEFINICION 2.46 La multifuncidn V es cuasi invez mondtona (QIM) respecto
de n(y,r) € R™ antisimétrica en D, st y sélo si, Ve,y € D 3In(y,z), u€ V(z),
tal que

n(y,z)w > 0= n(y,z)'v >0, YveV(y)

Para estas multifunciones se cumple por la simple observacién de las definiciones

que:

(IM)| = [(PIM)| = [(QIM).
fr fr
(SIM) (SPIM)
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3.1 Los problemas variacionales

Histéricamente, los problemas de desigualdad variacional fueron introducidos por
Hartman, P. y Stampacchia, G. [10]. Los primeros estudios de los problemas varia-
cionales estuvieron ligados al Célculo de Variaciones, problemas de valores de fron-
tera que se pueden formular en forma de eél;aciones en derivadas parciales y proble-
mas fisicos ligados al estudio del paso de liquidos a través de membranas.

La importancia de estos problemas variacionales radica en que expresan las con-
diciones necesarias de optimalidad para el Problema de Programaciéon Matematica
(M P). Tanto las condiciones de Kuhn-Tucker, como las de punto de silla de un Pro-
blema de Programacién Matemética (M P), admiten una formulacién de problema
variacional.

Seguidamente, expondremos una serie de problemas que generalizan el problema
cldsico de programacién matematica y que quedan englobados dentro de los proble-
mas variacionales. Veremos que la monotonicidad da condiciones para la existencia
de soluciones de dichos problemas. Nuestro objetivo serd extender dichas condicio-
nes de monotonicidad, a las de invex monotonicidad generalizada.

Consideremos
DEFINICION 3.1 El Problema de Programacion Matemdtica:

(MP) min §(x)
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sujeto a x € X

donde §: X C IR* — IR.

El concepto de monotonicidad nacié histéricamente con problemas como el Pro-

blema de Complementariedad (C P).

DEFINICION 3.2 El Problema de Complementariedad (CP) consiste en encon-
trar un > 0, tal que

F(z)>0, z#F(z)=0

donde F Ry — IR".

Una generalizacién del anterior problema es el Problema de Complementariedad

Generalizado (GCP):

DEFINICION 3.3 El Problema de Complementariedad Generalizado (GCP),

trataria de encontrar un T, tal que
€K, F(@)eK* y #'F(z)=0
donde K es un cono convezo y cerrado de IR" y K* es el cono dual definido por

K*z{yEBn: y'r >0 VxEK}
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Consideremos ahora
DEFINICION 3.4 El Problema de Programacién Matemdtica No Negativo:

(NMP) minb(z)
sujeto a ¢i(z) <0, 1=1,...,m

z; >0, g=1,...,m

donde 0 : R" — IR y g : IR* — IR™ funciones convezas diferenciables.

Es ficil ver que tanto las condiciones de Kuhn-Tucker, como las de punto de silla
de un Problema de Programacién Matemética No Negativo (NM P), admiten una
formulacién de Problema de Complementariedad (C'P). Esto hace que podamos
relacionar las soluciones del Problema de Minimizacién No negativo (NMP), con
las las éoluciones de un Problema de Complementariedad (C P).

Una condicién necesaria y suficiente, para que x sea solucién del problema de
minimizacién (N M P), supuesto que se verifica la cualificacién de restricciones de
Slater, y 8 y g; sean convexas y diferenciables Vi = 1,...,m, es que Ju € IR™ , tal
que (z,u) verifiquen las condiciones de Kuhn-Tucker, o lo que es lo mismo, (z,u)

solucionen un Problema de Complementariedad (C P), donde

Pleu) = Vé(z)+ u'Vg(x)

—g(z)
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DEFINICION 3.5 El Problema de Desigualdad Variacional (VIP), trata de en-

contrar un T € D, tal que
(y—2)'F(z) >0, VyeD

donde F : D C IR* — IR™ y D es un subconjunto cerrado y convezo.

Si D es un cono convexo, entonces el Problema de Desigualdad Variacional (VI P)
y el Problema de Complementariedad Generalizado (GC P) coinciden.

En Mancino, O.G. y Stampacchia, G.S. [24], se demuestra que en el caso de que
F = J = V@, el problema (VIP) expresa las condiciones necesarias de optimalidad
para el Problema de Programacién Matematica (M P). Sea D un conjunto no vacio,
convexo y cerrado de IR", y # una aplicacién convexa y diferenciable en D, el punto
Z resuelve el problema (VIP) con F = J = V8 <=> Z resuelve el Problema de
Programacién Matemadtica (M P). Asi pues, el problema de desigualdad variacional
va ligado al problema de minimizacion.

Se han desarrollado diversos esfuerzos para conseguir condiciones suficientes para
asegurar la existencia de soluciones del Problema de Desigualdad Variacional (VIP).
En Karamardian, S. {15], se asegura la existencia de solucién del Problema Variacio-
nal (VIP), a través de la continuidad de F. En un paso siguiente se pudo asegurar

la existencia de solucién del Problema de Desigualdad Variacional (VIP), a través
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de la monotonicidad de la funcién F, como se puede ver en Harker, P.T. y Pang,

J.S. [9]:
TEOREMA 3.1 Para un problema (VIP) se cumplen las propiedades siguientes:

1. Si F' es mondtona (M) =>-el conjunto de soluciones es convexro (puede ser

vacio).
2. Si F es estrictamente mondtona (SM) = existe como mucho una solucién.

3. Si F es fuertemente mondtona (SGM) = eziste solucion y es inica.

Posteriormente, Karamardian, S. [16], debilité las condiciones de monotonicidad
(M) o estrictamente monotonicidad (SM), sustituyéndolas por la pseudomonotoni-
cidad (PM).

Por tanto, cuando la aplicacién F es pseudo monétona (PM) é monétona (M), el
Problema de Desigualdad Variacional (VI P), no tiene necesariamente una solucién.
No obstante, si cierta condicién de cualificacién de restricciénes del tipo Slater se
cumple, entonces la pseudo monotonicidad (PM) es una condicién suficiente para
establecer la existencia de una solucién del (VIP).

Asociado al Problema de Desigualdad Variacional (VI P), encontramos el lamado

Problema de Equilibrio (EP).
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DEFINICION 3.6 El Problema de Equilibrio (EP) consistente en, dado D un

subconjunto cerrado y convexo de IR", encontrar un z* € D, tal que
g(z*,y) >0 Vye DCR"

con g: D x D — IR una bifuncidén, tal que g(z,2z) =0 Vz € D.

Vemos que el Problema de Equilibrio (EP) incluye al Problema de Desigualdad

Variacional (VIP) como caso particular, sin mas que considerar

9(z,y) = (y — =)' F(2)
siendo F': IR™ — IR™.
Se puede ver facilmente que las soluciones de un Problema de Desigualdad Va-
riacional (VI P) son equivalentes a las soluciones del Problema de Equilibrio (EP).
Estos problemas de Equilibrio ( £ P) eﬁgloban a los demds y por tanto se tiene el

siguiente esquema, bajo ciertas condiciones:

(MP)|=|(CP)|= |(GCP)| <= [(VIP)| <= [(EP)

Los problemas de equilibrio nacen de la bisqueda de los puntos de equilibrio
en los juegos n personales no cooperativos. Un punto de equilibrio representa la

existencia de un resultado estable del juego, asociado a n estrategias. Se considera
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estable porque cualquier jugador que modificase unilateralmente su estrategia, se
veria perjudicado con el cambio.

La busqueda de estos puntos de equilibrio tiene importantes aplicaciones en
Economia, por ejemplo en el modelo de equilibrio walrasiano. El propédsito de este
modelo es predecir la actividad econémica en una economia cerrada, esto es, cal-
cular el equilibrio de actividades y precios en una economia, cuando se incorporan
todas las interacciones entre los articulos. Esto llega a ser de utilidad para analizar
politicas de impuestos, intercambios internacionales, etc...

Intuitivamente, el equilibrio estd caracterizado por la siguiente propiedad: Dado
un vector de precios, se asignan los articulos o bienes, tal que cada agente maximice
su funcién de utilidad dentro del limite de su presupuesto.

También en problemas de asignacién de trafico o modelos de equilibrio de redes,
la bisqueda de los puntos de equilibrio se usa para predecir el volumen sostenido de
trafico en redes de transporte urbano. En Mecénica, en el paso de liquidos a través

de diversas superficies, etc...
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3.2 El Problema Cuasi Variacional (VLIP)

Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar un problema mas general que el pro-
blema (VIP). Es el llamado Problema Cuasi Variacional (V LIP). Trataremos de
caracterizar las soluciones del (V LIP), a través de la invex monotonicidad genera-

lizada de las funciones que definen el problema.

DEFINICION 3.7 Sea D C IR™ un conjunto no vacio, convero y cerrado. Sean
F:D— R'yn:DxD — IR dos aplicaciones continuas. El Problema de

Desigualdad Cuasi Variacional (V LIP), consiste en encontrar un ¥ € D, tal que

n(z,2)'F(z) >0 VYzeD

Como vemos, €l problema

(VIP)|= [(VLIP)

Si consideramos que 7(z, Z) = (z—1Z), entonces el Problema de Desigualdad Cuasi

Variacional (V LI P) coincide con el Problema de Desigualdad Variacional (VIP).

3.2.1 Teoremas de existencia de soluciones del Problema Cuasi Varia-

cional (VLIP)

En Parida, J., Sahoo, M. y Kumar, A. [35], se prueba la existencia de soluciones
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del problema (V LIP), baséndonos en la continuidad de la funcién F : M — IR,
donde M es un subconjunto convexo y compacto de IR".

En otros trabajos se prueba que la condicién de que F' sea continua es excesiva.
Asi la podemos rebajar a que F' sea hemicontinua, es decir, continua en cualquier

segmento lineal de M.

DEFINICION 3.8 F es hemicontinua si Yu,v € D la aplicacion t — v F(u + tv)

es continua, con 0 <t < 1.

En Siddiqi, A.H., Khaliq, A. y Ansari, Q.H. [38], se estudia la existencia de solu-
ciones del Problema Cuasi Variacional (V LI P), exigiendo que F' sea invex monétona
(IM).

En esta seccion demostraremos que es posible asegurar la existencia de soluciones
de un Problema Cuasi Variacional (V LIP), bajo hipotesis mds débiles que las im-
puestas en la literatura. Para esto necesitamos algunas definiciones y lemas previos.

En primer lugar, introduciremos el concepto de aplicacién KKM:

DEFINICION 3.9 Diremos que una aplicacion punto conjunto, o conjunto
valuada, o multifuncion V : IR® — IR", es una aplicacion Knaster-Kuratowsky-

Mazurkiewcz (KKM-aplicacidn), si para cada subconjunto finito {uy,us,...,u,} de
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IR", su envolvente conveza

conv({ug, ug,...,u,}) C U V(u;)
=1

LEMA 3.1 (Fan, K. [6]) Sea A C IR" un conjunto no vacio y V : A — IR* una

KKM-aplicacion. Si V(u) es compacto Vu € A, entonces

(1 V() #0

u€A

El siguiente lema serd usado posteriormente para probar la existencia de solucio-

nes de un problema (V LIP).

LEMA 3.2 Sea C un subconjunto no vacio y convexo de IR, tal que

1. F:C — IR" es pseudo invex mondtona (PIM) respecto de n y hemicontinua

en C,
2.n:C xC — IR" es antisimétrica,
3. n lineal en el primer argumento.

Entonces Vu € C se tiene:
n(v,u)'F(u)>0 VYveC (3.1)

st y solo si

n(v,u)'F(v)>0 YveC (3.2)
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DEMOSTRACION:
=) Sea u € C una solucién de 3.1. Puesto que F es (PIM) respecto de 7, para

cada v € C, tenemos
n(v,u) Fu) 2 0 = n(v,u) F(v) > 0
<) Sea v,u € C y consideremos w = tv+ (1 —t)u € C, con 0 < t < 1. Por 3.2,
n(tv + (1 — )u, w) Fu+t(v —u)) > 0.
Puesto que 7 es lineal en el primer argumento y ademads 7 es antisimétrica
n(u,u)'Fu)=0 YueC

tenemos que

tn(v,u)'Fu+t(v—u)) >0

Dividiendo por ¢,
n(v,w)' Flu+t(lv—u)) >0
Como F es hemicontinua en C, cuando tomamos ¢ — 0%, obtenemos
n(v,u)'F(u) >0, YveC

A partir de las hipé6tesis de la pseudo invex monotonicidad (PIM) de F' y a la

linealidad de 1, demostraremos el siguiente teorema de existencia:
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TEOREMA 3.2 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convezo de IR", tal

que

1. F: M — IR" es pseudo inver mondtona (PIM) respecto de n y hemicontinua

en M,
2.n: M x M — IR" es continua y antisimétrica,
3. n lineal en el primer argumento.

Entonces existe ug € M, tal que
n(v,ug) Flug) >0, YveM

DEMOSTRACION:

Sea la funcién punto-conjunto V5 : M — M, tal qﬁé
Viw)={ue M: q(v,u)F(u) >0}, WYoeM

Probaremos primero que V; es una KKM-aplicacién.

Supongamos que {v;,vg,..., 0} C M, Y%, 0s=1, 20, i=1,...,ny
n T
v=_ o ¢ | Vi(w)
=1 =1
Tenemos entonces que

n(vi, v)' F(v) < 0= Zam(vi, v)'F(v) <0, Vi=1,...,n.

=1
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Al ser 7 lineal en el primer argumento,

10> v, v) F(v) =Y ain(v;, v)' F(v) < 0
=1 =1
entonces

n(Z o;v;, Z aivi)tF(Z a;v)) <0
=1

i=1 1==]

en contradiccién con la hipétesis de antisimetria que exige que
n(v,v)'F(v) =0, VYve M.

Por tanto

conv({vy,va,...,v,}) C O Va(vi)

=1

y asi pues, Vi es una KKM-aplicacién.

Sea la funcién punto-conjunto V3 : M — M, tal que
Va(v) = {u EM: n(v,u)'F(v)> 0}, Yve M
Probaremos que Vi(v) C V2(v), Vve M.
Sea u € Vi(v), esto es, n(v,u) F(u) > 0, por la (PIM) tenemos que
n(v,u)'F(v) >0

luego u € V5(v).
Por tanto, como V; C V2 y V) es una KKM-aplicacién entonces V, es una KKM-

aplicacién.
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Por el lema 3.2,

N Vi) = N V(o).

veEM veEM

Ademas, V2(v) para cada v es cerrado, ya que F' y 1 son continuas.
Asi pues, para cualquier v € M V3(v) es cerrado, y por ser M un acotado,

entonces V,(v) es acotado, y por tanto compacto. Por el lema 3.1

N Vi) = N V() #0.

veEM veEM

Por lo que existe ug € M, tal que
(0, 40)' Fluo) >0, Vo€ M

Luego, hemos conseguido demostrar la existencia de soluciones del Problema
Cuasi Variacional (V LIP), exigiendo la pseudo invex monotonicidad (PIM) de F,
hipé6tesis mds débil que la simple invex monotonicidad (I M).

Es conocido que el conjunto solucién del Problema de Programacién convexo
(MP), (6 convexa y X convexo), es convexo. Probaremos que también lo es el con-
junto de soluciones Y, de un Problema de Desigualdad Cuasi Variacional (VLIP),

bajo ciertas condiciones.

TEOREMA 3.3 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convezo de IR, tal

que



3.2. El Problema Cuasi Variacional (VLIP) 67

1. F: M — IR" es pseudo invex mondtona (PIM) respecto de n y hemicontinua

en M,
2.n: M x M — IR" es continua y antisimétrica,
3. n lineal en los dos argumentos.

Entonces el conjunto de soluciones Y de un problema (V LIP), es convezo y cerrado.

DEMOSTRACION:
Sea Y el conjunto de soluciones de (V LIP). Veamos primero que Y es un conjunto

convexo. Sean u;,uz € Y y 0 <t < 1, tendremos que probar que
w=u+tug—uy) €Y, Vtel[0,1]
Por ser u;,u, soluciones de (VLIP) se tiene que
(v, u1)'F(u) >0, YveM
n(v,us)’ F(ug) >0, YveM
Por otro lado, por ser n lineal
1o, u) F (o) = (1 = (o) Fw) + tn(o,ua) F(0) > 0

siendo la dltima desigualdad cierta por estar en las hipétesis del lema 3.2.

Por tanto u, es la solucién de (VLIP) Vt € [0,1] y por tanto Y es convexo.
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Veamos ahora que el conjunto Y es cerrado.
Supongamos que (u,)S%; es una sucesién en Y convergente a un punto u. En-
tonces

n(v,un)' F(u,) >0, YveX

que es equivalente a

n(v,un) F(v) >0, YveX

por el lema 3.2.

Tomando limite cuando n — oo tenemos que
n(v,w)'F(v) >0, YveX

por ser 5 continua.

Lo que implica que u pertenece a Y. Por tanto, Y es un conjunto cerrado. W

Luego, hemos comprobado que el conjunto Y de soluciones de un Problema Cuasi
Variacional es convexo y cerrado, bajo la hipétesis de la pseudo invex monotonicidad
(PIM).

Hemos visto que la pseudo invex monotonicidad (P M), nos asegura la existencia
de solucién de un Problema Cuasi Variacional (VLIP), pero no nos asegura la

unicidad de la citada solucién. Para conseguirlo exigiremos la estricta pseudo invex

monotonicidad (SPIM).
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COROLARIO 3.3 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convexo de IR",

tal que

1. F: M — IR" es estrictamente pseudo invexr mondtona (SPIM) respecto de n

y hemicontinua en M,
2.n: M x M — IR" es continua y antisimétrica,
3. n lineal en el primer argumento.

Entonces existe un inico ug € M, tal que
n(v,u0)' Fu) >0, YveM

DEMOSTRACION:
Como (SPIM) = (PIM) y por el teorema anterior tendriamos asegurada la exis-
tencia de solucién del (VLIP). Veamos ahora la unicidad.

Supongamos que (V LIP) tiene dos soluciones, ug y i, entonces

1(u1, %o)" F(uo) > 0, (33)

n(uo,u1)'F(u1) >0, VYug€ M (3.4)

Puesto que F es (SPIM) de (3.3) se sigue que n(uy,uo)'F(u;) >0, VYuo € M,

entonces por la antisimetria, n(ug, u;)*F(u;) < 0, lo que contradice (3.4). |



3.2. El Problema Cuasi Variacional (V LIP) 70

Siguiendo nuestro propédsito de debilitar las hipotesis necesarias para asegurar
la existencia de soluciones de un Problema Cuasi Variacional (V LIP), probaremos
que es posible sustituir la pseudo invex monotonicidad (PIM) por la cuasi invex
monotonicidad (QIM).

Empezaremos demostrando el siguiente lema:

LEMA 3.4 Sea F : C — IR" una funcién hemicontinua yn : C x C — IR"
continua, lineal en el primer argumento y antisimétrica. Sea y € C convero, supon-
gamos que F es cuasi invex mondtona (QIM) respecto de 1. Si para algin z, € C

se tiene que n(z1,y) F(y) > 0 entonces
n(z1,y) F(21) 2 0

DEMOSTRACION:
Sea z; = x3 + t(z — 1), V0 < t < 1, entonces obviamente n(z:, y)'F(y) > 0. Ya
que F es (QIM) entonces tenemos que n(zs, y) F(xs) > 0.

Por ser 7 continua, cuando z; = z; = n(zs,y) — 1(z1,y) = Pz, y)' F(2:) > 0

y por la hemicontinuidad de F', tenemos que

n(z1,y)' F(z1) >0

El siguiente teorema asegura la existencia de solucién de un Problema Cuasi
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Variacional (V LIP), si relajamos la pseudo invex monotonicidad (PIM) de F ala

cuasi invex monotonicidad (Q1M).

TEOREMA 3.4 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convero de IR™, tal

que

I.F : M — IR" es cuasi invex mondtona (QIM) respecto de n y hemicontinua

en M,
2.1: M x M — IR" es continua y antisimétrica,
3. n es lineal en el primer argumento

Entonces existe ug € M, tal que
n(v,ue)' Fug) >0, YveM

DEMOSTRACION:

Sea la funcién punto-conjunto V; : M — M, tal que
Vi) ={ueM: plv,u)F(u)>0}, WYweM

Probaremos, primero que V; es una KKM-aplicacién.

Supongamos que {vy,v2,..., 0.} C M, 3%, 0s=1, >0, i=1,...,ny

v = iaivi ¢ Q‘fi(vi)

1=1
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Tenemos entonces que
n(vi,v)'F(v) <0, Vi=1,...,n.
Por ser 1 lineal en el primer argumento,
n(zn: a;v;, v) F(v) = i a;in(v;, v)'F(v) <0
=1 i=1

(> ovi, Y aivi) F(O | aivi) < 0
i=1 =1 i=1

en contradiccion con la hipdtesis de antisimetria.

Por tanto

conv({v1,v2,...,0,}) C O Vi(vs)

=1

y asi pues, V; es una KKM-aplicacion.

Sea la funcién punto-conjunto V, : M — M, tal que
Va(v) = {u eEM: n(v,u)F(v)> 0}, Yve M

Probaremos que Vi(v) C Vo(v) Vv e M.
Sea u € Vi(v), esto es,

n(v,u)'F(u) >0
Por el lema anterior 3.4, al ser F' cuasi invex mondtona (QIM), tenemos que
n(v,u)'F(v) >0

luego u € Va(v).
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Por tanto, como V; C V3 y V; es una KKM-aplicacién, entonces V; es una KKM-
aplicacion.

Por el lema 3.4, se tiene que

N Vi(v) = ) Va(v).

veM veEM

Ademis, V(v) para cada v es cerrado ya que F' y 7 son continuas. Luego V,(v)
es cerrado, y por ser M un acotado, entonces V5(v) es también acotado y por tanto

compacto. Por el lema 3.1

] Vi(v) = (] Va(v) # 0.

veEM veEM

Asi pues, existe ug € M, tal que
(v, u0) Flup) >0, YveM

Luego, hemos debilitado las condiciones necesarias para asegurar las soluciones
del Problema de Desigualdad Cuasi Variacional (VLIP), primero exigiendo sélo
pseudo invex monotonicidad (PIM), y después, cuasi invex monotonicidad (QIM).

A continuacién probaremos que, bajo la hipétesis de pseudo invex monétona
(PIM), el conjunto de soluciones de un Problema de Desigualdad Cuasi Variacional

(VLIP) es un conjunto invex y cerrado.
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Para ello voy a necesitar extender el concepto de hemicontinuidad al de invex-
hemicontinuidad. Veremos que es la extensién natural del citado concepto al caso

de conjuntos invex.

DEFINICION 3.10 Se dice que el operador F : H — IR™ es invez-hemicontinuo,

donde H es un conjunto invex respecto de n, siVu,v € H, 0<t <1, la aplicacion
T(t) = n(v,u)'F(u + tn(v,u))

es continua en t.

Observamos que si (v, u) = v — u entonces la invex-hemicontinuidad es la hemi-

continuidad.

DEFINICION 3.11 Diremos que la funcién 0 : H — R es preinvez con respecto

an,si VYu,veH, tel0,1],

O(u + tn(v, u)) < (1 — )0(u) + 6(v)
DEFINICION 3.12 Diremos que la funcién 0 es precéncava si —0 es preinvez.

DEFINICION 3.13 Diremos que la funcién 0 : H — IR es prelineal con respecto

ansi Yu,veH, tel0,1],

0(u + tn(v,u)) = (1 — )0(u) + t6(v)
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Es decir, una funcién prelineal es preinvex y precéncava. Si n(v,u) = v —u la

funcién es lineal.

LEMA 3.5 Sea el operador F : H — IR", siendo H un conjunto invex respecto de

ur

1. F es pseudo invex mondtona (PIM) respecto de n e invez-hemicontinua en H,
2.n:H x H— IR" es antisimétrica,
3. 1 es prelineal en el primer argumento.

Entonces u € H es solucion de
n(v,u)'F(u) >0, Vve H (3.5)

st y solo si

n(v,u)’'F(v) >0, Yve H (3.6)

DEMOSTRACION:
=) Es inmediata por la pseudo invex monotonicidad (PIM) de F.

<) Supongamos que u € H una solucién de 3.6, esto es,
n(v,u)'F(v) >0, VYve H

Ya que H es invex, entonces v; = u + tn(v,u) € H, 0<t<1.
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Tomando v = v; en la desigualdad de arriba, tenemos al ser n prelineal en el

primer argumento y antisimétrica
0 < (v, u)'F(ve) = (1 — t)n(u, u) F(ve) + tn(v,u) F(ve) =
= tn(v, u)' F(v)
como ) <t < 1, tenemos que
n(v,u)' F(vs) >0
Ya que F es invex hemicontinua, tomando ¢ — 0% tenemos el resultado requerido
n(v,u)F(u) 20
L
El siguiente resultado es una extensién a funciones pseudo invex monétonas
(PIM) de un resultade que Noor, M.A. [27], da para funciones invex mondtonas

(IM). Demostraremos que si H es invex, el conjunto de soluciones del problema

cuasi variacional (V LIP) es invex.

TEOREMA 3.5 Sea H un conjunto invez respecto de n y sea F' : H — IR" una

funcion,

1. F es pseudo invex mondtona (PIM) respecto de n e invez-hemicontinua en H,
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2.n: Hx H— IR" es continua y antisimétrica,
3. n es prelineal en el primer y sequndo argumento,

entonces el conjunto de todas las soluciones del problema (VLIP), es un conjunto

invex y cerrado.

DEMOSTRACION:
Sea Y el conjunto de soluciones de (V LIP). Veamos primero que Y es un conjunto
invex respecto de 1.

Sea uy,us € Y y 0 <t < 1. Queremos probar que u; = uy + tn(usz,u;) € Y.

Puesto que F es pseudo invex monétona (PIM) e invex-hemicontinua, y n es
antisimétrica y prelineal en el primer y segundo argumento, entonces por el lema

anterior 3.5, tomando u = u; en la desigualdad 3.6 tenemos,
’7(”: ut)tF(U) = W(Ua uy + tn(u% ul))tF(v) =

= (1 - t)n(v, ul)tF('U) + tn(’l), U2)tF('l)) >0

porque uj,u; € Y son soluciones de la desigualdad 3.6. Por tanto, u; + tn(ug,u;)
es una solucién de la desigualdad 3.5, esto es, Vuj,up € Y y 0 <t <1, implica que
Uy + tn(us,uy) € Y, y como consecuencia Y es un conjunto invex.

Veamos ahora que el conjunto Y es cerrado.
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Supongamos que (u,)%, es una sucesién en Y convergente a u. Entonces
n(v,un) Flu,) >0, YveR"
que es equivalente a
n(v,u,)F(v) >0, Yve R
por €l lema 3.5.
Tomando limite cuando n — oo, tenemos que por ser 1 continua
n(v,u)'F(v) >0, Yve R"
lo que implica que u también pertenece a Y, luego Y es un conjunto cerrado. M
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3.2.2 Relacién del Problema Cuasi Variacional (VLIP) con los Proble-

mas de Programacién

En este apartado relacionaremos el estudio del Problema Cuasi Variacional
(VLIP) primero con el Problema de Programacién Matemadtica no lineal (M P),
usando conjuntos y funciones invex, y posteriormente con el Problema de Progra-
macién Restringido (RM P).

Consideramos el Problema de Programacién no restringido (M P), (ver definicién
3.1), donde el conjunto X = H es un conjunto invex. El siguiente teorema prueba
que toda solucién de un Problema de Desigualdad Cuasi Variacional (VLIP) es

solucién de un Problema de Programacién (M P) asociado.

TEOREMA 3.6 Sea 0 : H — IR es una funcién invex con respecto a1, donde H

es un conjunto invez. El elemento u € H satisface la desigualdad cuasi variacional
n(v,u)'VO(u) >0, Vve H, (3.7)
st y solo si, u es un minimo del problema (M P).

DEMOSTRACION:

=) Por ser 6 invex, se verifica que
0(v) — 0(u) > n(v,u)'VO(u) >0, VYve H

con lo que la funcién 6 tiene un minimo en u.
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<) Supongamos que u es un minimo de la funcién . Entonces, para cada

veH a€(0,1], u+an(v,u)€H,
O(u + an(v,u))—0(u) >0 Vve H

Puesto que 6 es invex en u, dividiendo la expresién anterior por  cuando a — 07,
tenemos

n(v,u)'VOo(u) >0

De lo que se deduce que u es solucién de (VLIP). |

Por tanto, u es una solucién de un problema (V LIP), siy sélo si, u es el minimo
del Problema de Programacién (M P), cuando @ es invex. Por consiguiente, en
entornos invex, las soluciones del (V LIP) son equivalentes a los minimos de (M P).

En los siguientes teoremas, utilizaremos la invex monotonicidad para caracteri-
zar soluciones del Problema Cuasi Variacional (V LIP) y, por ende, determinar los

minimos del Problema de Programacién (M P).

TEOREMA 3.7 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convezo de IR", tal

que

1. F = J = V0 es pseudo invex mondtona (PIM) respecto de n(y,z) > 0

Vz,y € M y hemicontinua en M,

2.n: M x M — IR" es continua y antisimétrica,
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3. n lineal en el primer argumento.

Entonces, toda solucion ug € int(M) del Problema Cuasi Variacional (V LIP), serd

también solucién del Problema de Programacion (M P) asociado.

DEMOSTRACION:
Como F es pseudo invex monétona (PIM), por el teorema 3.2, uo € M es soluciéon
del problema (V LIP). Al ser M convexo, tenemos que el intérior del mismo, int(M),
es convexo y abierto. V8 es (PIM) y n lineal en el primer argumento y antisimétrica,

entonces por la condicién necesaria 2.10, § es (PIX) en int(M) y por tanto invex

(PIX) = (IX). Usando el teorema 3.6, uq € int(M) es solucién de (M P). |

En el teorema anterior, hemos probado que podemos alcanzar las soluciones de un
Problema de Programacién, a través de un Problema Cuasi Variacional, utilizando
la pseudo invex monotonicidad (PIM) de la funcién F.

Asi como la pseudo invex monotonicidad (PIM) nos asegura la existencia de
solucién. En el préximo teorema es la estricta pseudo invex monotonicidad (SPIM),

la que nos asegura la unicidad de dicha solucion.

TEOREMA 3.8 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convezo de IR, tal

que

1. F = J = V0 es estrictamente pseudo invex mondtona (SPIM) respecto de
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ny,z) >0 Vz,y € M, y hemicontinua en M,
2.n: M x M — IR* es continua y antisimétrica,
3. n lineal en el primer argumento.

Entonces, si la unica uo del Problema Cuasi Variacional (VLIP) pertenece a

int(M), serd también la tnica solucion del Problema de Programacion (M P).

DEMOSTRACION:
Como F es (SPIM), por el corolario 3.3, ug € M es la tinica solucién del problema
(VLIP). M es convexo, entonces el interior del mismo, int(M), es convexo y abierto.
V8 es (SPIM) y n lineal en el primer argumento y antisimétrica, entonces por la
condicién necesaria 2.9, 8 es (SPIX) = (PIX) = (I1X) en int(M). Por lo que si
suponemos que uo € int(M), entonces por el teorema 3.6, ug es la dnica solucién de

(MP). [

Seguidamente demostraremos que la resolucién de los problemas de optimizacién
con restricciones, también estd relacionada con la resolucién de los problemas
(VLIP).

Hanson, M.A. [11], demuestra que las condiciones suficientes de Kuhn-Tucker en
el Problema de Programacién Restringido (RM P), se cumplen con condiciones de

invexidad.
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También bajo las condiciones de invexidad de 8, g;,7 = 1,...,m y las condiciones
de Kuhn-Tucker, (Z,u) es el éptimo del problema dual y los valores extremos son
iguales en los dos problemas, es decir, se verifica la dualidad débil.

Counsideremos por tanto el problema
DEFINICION 3.14 Sea el Problema de Programacion Restringido

(RMP) minf(u)

sujeto ¢ ¢i(u) <0, 1=1,2,....m u€eX

donde 8,¢9; : X C IR* — IR.

Consideraremos que el conjunto de restricciones X = H es un conjunto invex.

- Ademads necesitaremos resultados del tipo que los tratados por Osuna, R. [29],

LEMA 3.6 (Teorema de Alternativa) Sean h;(u), : = 1,2,...,k funciones in-

vezx. Entonces, solo uno de los siguientes sistemas tiene solucion:
1.3ue H, bhi(u)<0,...,htu)<0

2. e RE/{0}, X>0, i=1,....k Y5, Nhi(H)C Ry

Es decir, el Teorema de Alternativa es véilido para funciones invex.

El siguiente teorema relaciona las soluciones del Problema de Programacion Res-

tringido (RM P), con las soluciones del Problema Cuasi Variacional (VLIP).
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TEOREMA 3.9 Consideramos el problema (RMP). Supongamos que 8 y las g;
son funciones diferenciables invex respecto de n. Si u es un minimo de (RMP),
entonces existen multiplicadores de Lagrange 7 > 0, \; > 0, 1= 1,2,...,m, no

todos cero, tal que

n(v, u) (rVO) + 3 AVai(u) >0, Vo e H, (3.8)

=1 -

donde H es un conjunto invez.

DEMOSTRACION:

Sea w un minimo del problema (RM P), entonces el sistema

3\

f(v) —0(u) <0

g(w) <0, i=1,...,m (

ve H

J

no tiene solucidén, por lo que por el teorema de la Alternativa, 37 > 0, A; > 0,

1=1,...,m, no todos ceros, tal que

7(0(v) — 0(u)) + i Aigi(u) >0, Yve H

=1
Si hacemos v = u entonces nos queda que -7, A\;gi(u) >0, Vv € H.
Ya que A; >0, gi(u) <0 7=1,2,...,m, entonces ¥7»; X\;igi(u) = 0.

Ya que H es un conjunto invex, existe una funcién n : H x H — IR", tal que,
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Vu,pe H,0<t <1,

8+ (o) = 0(u) + D AaiC + tn(v,0) = i(w) > 0

Por la diferenciabilidad e invexidad de la funciones ¢ y g;, + = 1,...,m en u,

obtenemos

n(v, W) (TVO(u) + i AiVgi(u)) >0, Vve H

=1

Por lo que, si u es una solucién del Problema de Minimizacién Restringido (RM P)

en condiciones de invexidad, entonces u es una solucién del Problema de Desigualdad

Variacional (V LIP).
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3.2.3 El Problema Cuasi Variacional Generalizado (GV LIP)

Tras generalizar el Problema de Desigualdad Variacional (VIP), al Problema
de Desigualdad Cuasi Variacional (VLIP), daremos un paso mas y generalizare-
‘mos el anterior problema, al llamado Problema de Desigualdad Cuasi Variacional

Generalizado (GV LI P), donde trabajaremos con funciones punto conjunto.

DEFINICION 3.15 Sean X e Y dos subconjuntos de IR™ y IR™, respectivamente.
Dadas dos bifunciones h : X xY — IR* yn: X x X — IR", y una aplicacion punto-
conjunto V : X — Y, el Problema de Desigualdad Cuasi-Variacional Generalizado,
denotado por (GV LIP), consiste en encontrar los vectores T € X, § € V(Z) tales
que

n(z,Z)h(z,9) >0, VreX

Como vemos, se tiene que

(VIP)|= [(VLIP)|= [(GVLIP)

Si h(zZ,y) =§ y V es simple valuada, entonces (GVLIP) = (VLIP).
En Parida, J. y Sen, A. [34] se prueba el siguiente resultado, donde se denota por

P(FE) el conjunto de todos los subconjuntos convexos compactos de E.

TEOREMA 3.10 Sean D y E dos conjuntos convezos y cerrados de IR" y IR™,

respectivamente. Supongamos que:
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1. La multifuncion V : D — P(FE) es semicontinua superiormente y

h:D x E— IR" continua,
2. n es antisimétrica y continua.
3. Para cada fijo (z,y) € D x E, la funcién n(u,z)'h(z,y) es convera en u € D.

Si existe un u € D y una constante r > ||u|| tal que

4, ) < 3.9
yg%)n(u,w) h(z,y) <0 (3.9)

para todo € D con ||z|| = r, entonces existe una solucién del problema (GV LIP).

El siguiente teorema es una extensién de un resultado de Parida, J. y Sen, A.
[34]. Debilitaremos la condicién de invex monotonicidad (/M) a la de pseudo invex

monotonicidad (PIM).

TEOREMA 3.11 Sean D y E dos conjuntos convezos y cerrados de IR" y IR™,

respectivamente. Supongamos que:

1. La multifuncion V : D — P(E) es semicontinua superiormente y

h:D x E— IR* continua.

2. La multifuncion = v {h(z,y): y € V(z)} es pseudo invex mondtona (PIM)

en D respecto de n antisimétrica y continua.
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St existe u € D, v € V(u), tal que
lim n(z,4)'h(a,v) >0,
[l —o0

entonces el Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Generalizado (GV LIP)

tiene solucion.

DEMOSTRACION:
La hipétesis de que el limite sea estrictamente positivo, implica que I > ||u]|, tal
que
n(z,@)'h(@,9) >0 VYz€D con |z|=r
De la antisimetria de 7 se sigue que Vz
n(4, ) h(a,v) <0
entonces, por la pseudo invex monotonia (PIM), tenemos que Vy € V()
n(@,)*h(z,y) < 0.

Luego, por el teorema anterior, el Problema de Desigualdad Cuasi Variacional

Generalizado (GV LI P) tiene solucién. |

El Problema Cuasi Variacional Generalizado (GVLIP) y el Problema Punto de Silla

Veamos ahora como es posible caracterizar las soluciones de un Problema de

Punto de Silla (SPP) y como consecuencia, de un Problema de Programaciéon No
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lineal (P), a través de un Problema Cuasi Variacional Generalizado (GV LI P), uti-
lizando la definicién de pseudo invex monotonicidad (PIM) para aplicaciones punto
conjunto.

Consideramos, por tanto, los problemas siguientes:

DEFINICION 3.16 E! Problema de Punto de Silla (SPP) consiste en encontrar

zeX,yeW, talesqueVz e X, ye W
L(z,y) < L(z,y) < L(z,9)

donde L(z,y) = 0(z) + y'g(z) es la funcién lagrangiana.

DEFINICION 3.17 El Problema de Programacion no lineal consiste en:
(P) min I(z,y)
sujeto a (z,y) € U

donde

U={@): seX, yeW, Lay) =mal(v)}

Asociado al Problema de Punto de Silla (SPP) podemos definir el siguiente

Problema Cuasi Variacional Generalizado:
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DEFINICION 3.18 El problema (GV LIP1) consiste en encontrar I € X,
y € Y(z), tal que

n(z,2)'V.L(z,5) >0, VzeX
donde

Y(3) = {y ew, | L(:v y) = %%XL(;E,U)}

La demostracién de la siguiente proposicién es inmediata.

PROPOSICION 3.12 Sea L(z,z) =0 Vz e X, L(z,y) es invezx en z € X para
caday € W fijo. Si (z,y) es solucion del Problema Cuasi Variacional Generalizado

(GVLIP1) entonces (Z,7) es solucion del Problema Punto de Silla (SPP).

Es bien conocido que todo punto de silla del lagrangiano es un ptimo del Pro-
blema de Programacién asociado.

Como consecuencia, tenemos que se puede estudiar la existencia de soluciones del
Problema Punto de Silla (SPP), y por ende las del Problema de Programacién (P),

a través de las soluciones del Problema Cuasi-variacional Generalizado (GV LIP).

TEOREMA 3.13 Sea D un conjunto convezo y cerrado de R", y sea M un con-

Junto convezro y compacto de RP. Supongamos que:

1. I(z,z) =0, VzeD
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2. L(z,y) es invex en x € D para cada y € M fijo, siendo concava eny € M para

cada z € D fijo.

3. Para cada (z,y) € D x M fijo, n(u,z)'V,.L(z,y) es conveza en u € D, siendo

n antistmétrica y continua.
Si existen u € D, © € Y(a), tales que

lim n(z,u)'V,L(4,v) > 0,

flofl—+o0
entonces el Problema Punto de Silla (SPP) tiene solucion, y por tanto también el

Problema de Programacion (P).

DEMOSTRACION:
Puesto que M es compacto y convexo, siendo L(z,y) es céncava en y € W, entonces
Y(z) es compacto y convexo.

Se puede probar facilmente que la aplicacién Y : D — Y(z) es semicontinua

superiormente. Por supuesto, h = V.L(z,y) es continua. De la invexidad de L,

tenemos que Vy € Y(z), v € Y(u)
L(z,y) — L(u,v) > L(z,v) — L(u,v) > n(z,u)*'V,L(u,v)
L(u,v) — L(z,y) > L(u,y) — L(z,y) > n(u,z)'V.L(z,y)

De lo que se sigue que la aplicacién z — {V,L(z,y) : y € Y(z)} es invex moné-

tona (IM) y por tanto pseudo invex monétona (PIM) en D respecto de 1 an-
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tisimétrica y continua. Asi pues por el teorema anterior 3.11 el Problema Cuasi
Variacional Generalizado (GV LI P1) tiene solucién, y por tanto, el Problema Punto

de Silla (SPP) y el Problema de Programacién (P). n

Asi pues, la pseudo invex monotonicidad (PIM) permite estudiar la existencia
de soluciones del Problema Cuasi Variacional Generalizado, y a su vez del Problema

de Punto de Silla, y por medio de éstos, al Problema de Programacién Matematica.
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3.3 El Problema Pre Variacional (PVIP)

El siguiente problema que planteamos es una generalizacién del Problema Cuasi
Variacional (V LIP), el Problema de Desigualdad Pre-Variacional (PVIP) se for-

mula como sigue:

DEFINICION 3.19 Dado un conjunto A C R" y las aplicaciones F : A — IR,
n:AxA—=R" y 6: A— IR, el Problema de Desigualdad Pre-Variacional

(PVIP) consiste en encontrar T € A, tal que

n(y, %) F(z) > 0(z) — 0(y), VYye A

Es obvio que

(VIP)|=[(VLIP)|=|(PVIP)

Si6=0 = (PVIP)=(VLIP).

Dien, N. H. [5], demuestra la existencia de soluciones del Problema Pre Variacio-
nal (PVIP), utilizando el teorema del punto fijo de Kakutani.

Nosotros demostraremos teoremas de existencia para el Problema Pre-Variacional
(PVIP), considerandolo como un caso particular del Problema Pre-Variacional Ge-

neralizado (GPVIP), que posteriormente definiremos.
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3.3.1 El problema Pre-Variacional (PVIP) y el Problema de Progra-

macién Matemitica Restringido (RMP)

En esta seccién veremos que el concepto de funcién invex en un punto, es equi-
valente al de solucién de un Problema Pre-Variacional (PVIP). También relacio-
naremos los puntos estacionarios que sean soluciones de un problema (PVIP) con

las soluciones de un Problema de Programacién Restringido (RM P), (ver definicién
3.14).

El siguiente teorema se obtiene de una manera inmediata:

TEOREMA 3.14 Sea z € X y F(z) = —V0(z). Entonces son equivalentes las

dos condiciones siguientes:
1. Z es una solucion del problema pre-variacional (PVIP).

2. 0 es invex con respecto a n(y,Z) en Z.

DEFINICION 3.20 El punto (z,4) € X X R™ con % € X y@; >0,

Vi =1,...,m, es un punto estacionario de Kuhn-Tucker, si
1. VO6(z) + a'Vg(z) =0

2. ug(z) =0
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En Osuna, R. [29], se relaciona la invexidad de las funciones § y g y los puntos de
Kuhn-Tucker, con los minimos del Problema de Programacién Restringido (RM P).
Nosotros trasladaremos las condiciones de invexidad a relaciones con los problemas
(PVIP), y asi, relacionaremos las soluciones del problema (PVIP) y los citados
puntos de Kuhn-Tucker con los minimos del Problema de Programacién Restringido
(RMP).

Concretamente damos unas condiciones suficientes para que los puntos de Kuhn-
Tucker sean minimos del Problema de Programacién Restringido (RM P), y dichas
condiciones se concretan en que sean soluciones de problemas pre-variacionales

(PVIP). Esas condiciones suficientes las detallamos en los siguientes resultados.
TEOREMA 3.15 Sean 6 : X — R, F(z) = -Vé(z), g; : X = R, Gj(z) =
—ng(x), Vi=1,...,m, Vze X. Sise verifica que:

1. (z,u) € X x IR™ es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (RMP),

2. z es una solucion de los problemas PVIP(X, F,n) y PVIP(X,G;,n),

V3 =1,...,m con respecto al mismo vector 1.

Entonces z es una solucion dptima para el problema (RMP).

DEMOSTRACION:

Si (z,u) € X X IR™ es un punto de Kuhn-Tucker para el Problema de Programacién

con restricciones (RM P), entonces se cumple que:
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1. Vl(z) + u'Vg(z) =0
2. ulg(z) =0

Comou; 20 y gij(z) <0=>ulg(z) =0, Vj=1,...,m.
Por tanto, para que ocurra que u‘g(z) = 0, tendrd que ocurrir que si u; > 0
V3 =1,...,m, entonces g;(z) = 0.

Las condiciones anteriores equivalen a

Vo(z)+ Y u'Vgi(z) =0
jE€l(z)

Por el Teorema de la Alternativa de Moztkin, el sistema
Voi(z)u <0
Vgi(z)u <0 j€I(x)
no tiene solucion.
Supongamos que z no es la solucién éptima, esto es, Jy tal que O(y) < 8(z). Por
ser  una solucién del problema PVI P(X, G,n) con G(z) = —Vg;(x), se tiene que

para las restricciones activas

gi() = 0= Vg;(z)'n(y,z) < gi(y) — gi(z) = gi(y) <0

Por otro lado, por ser z una solucién del problema PVIP(X, F,n) con F(z) =

~V6(z), tenemos que

0> 6(y) - 0(c) > VO()'n(y, x)
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Luego existira n(y,z) € IR™ verificando el sistema del teorema de la Alternativa,

por lo que no puede existir z que verifique 8(y) < 6(z), con lo que = sera un minimo.

Luego hemos probado que, bajo determinadas condiciones, las soluciones del
problema (PVIP) que sean puntos de Kuhn-Tucker, son los minimos del Pro-
blema de Programacién Restringido (RM P). Si cambiamos la segunda condicién
del teorema anterior, que exige tener el mismo vector ) para todos los problemas
Pre-Variacionales (PVIP), por otra nueva, obtenemos la misma conclusién, como

probamos en el siguiente teorema.
TEOREMA 3.16 Sean 0 : X — R, F(z) = —Vl(z), g; : X = R, Gj(z) =
~Vgi(z), VYj=1,...,m, Vze X. Sise verifica que:

1. (z,u) € X x IR™ es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (RMP),

2. x es una solucion de los problemas PVIP(X,F,n) y PVIP(X,Gj,p),
Vi=1,...,m con n(y,z), p(y,z) >0, Vr,ye X.
Entonces = es una solucion dptima para el problema (RMP).
DEMOSTRACION:

Si (z,u) € X x IR™ es un punto de Kuhn-Tucker para el Problema de Programacién

Restringido (RM P), entonces se cumple que
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1. Vi(z) + u*'Vg(z) =0
2. ulg(z) =0

Supongamos que z no es la solucién 6ptima, esto es, Jy tal que 8(y) < 6(z). Por
ser £ una solucién del problema PVIP(X, F,n) con F(z) = ——V@(w), tenemos que
0> 0(y) — 0(z) > n(y,)'Vo(z)
n(y,2)'VO(z) + 1y, z)'u'Vg(z) = 0

Combinando las dos desigualdades anteriores, se verifica

n(y,z)u'Vg;(z) >0, Vi=1,...,m

Como 7(y, z) > 0 tendriamos que u’'Vg;(z) >0, Vy=1,...,m.
Por otro lado, al ser ¢ una solucién del problema PV I P(X ,Gj,p) con Gj(z) =

—Vg;(z), Vi =1,...,m, tendremos que

9i(y) — gi(z) > p(y,z)'Vgi(z), Vi=1,...,m

u'g;i(y) — wlgi(z) > u'p(y,z)'Vgi(z) >0, Vi=1,...,m

0 > u'g;(y) > vlgi(z) = ulgi(z) <0, Vji=1,...,m

lo que contradice la segunda condicién de Kuhn-Tucker.
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Si volvemos a cambiar esa segunda condicién, que involucra a 5 y p, por otra

distinta, el teorema se sigue cumpliendo:

TEOREMA 3.17 Sean § : X — R, F(z) = —V0(z), g; : X —» R, G(z) =

—Vygi(z), Vj=1,...,m, Vze X. Sise verifica que:
1. (z,u) € X x IR™ es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (RMP),

2. x es una solucion de los problemas PVIP(X, F,n) y PVIP(X,Gj,p),

Vi=1,...,m con p(y,z)G(z) < n(y,z)G(z), VyeX.
Entonces = es una solucion optima para el problema (RM P).

DEMOSTRACION:
Por reduccién al absurdo. Supongamos que z no es la solucién 6ptima, esto es,
Jy tal que 6(y) < 6(z). Por ser = una solucién del problema PVIP(X, F,n} con

F(z) = —V4(z), tenemos que,
0> 0(y) — 6(z) > n(y, z)'Vo(z)

77(% x)tVH(a:) + n(y, :c)tuthj(m) =0

Combinando las dos desigualdades anteriores se tiene que,

n(y’ x)tuthJ(m) > 07 Vj = 17 s m
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Como 7(y, z) > 0 tendriamos que u'Vg;(z) >0, Vji=1,...,m.
Por hipdtesis,
u'p(y, )" Vgi(z) > u'n(y, z)'Vg;(z) > 0

entonces,

“tgj(y) - utgj(x) > utp(y, x)tVQj(m) >0, Vj=1,...,m

0 > ulg;(y) > v'gi(z) = v'g;(z) <0, Vi=1,....,m

lo que contradice la segunda condicién de Kuhn-Tucker.

A modo de resumen, exponemos el siguiente corolario:

COROLARIO 3.7 Sean 0 : X — R, F(z) = —Vé(z), g; : X = R, G;(z) =
—Vygi(z), VYij=1,...,m, Vz € X. Si(z,u) € X x IR™ es un punto de Kuhn-
Tucker para el problema (RMP), y se verifica alguna de las siguientes condiciones:

1. = es una solucidn de los problemas PVIP(X,F,n) y PVIP(X,Gj,n),

V3 =1,...,m con respecto al mismo vector 7.

2. z es una solucién de los problemas PVIP(X, F,n) y PVIP(X,Gj,p),

Vi=1,...,m conn(y,z) >0 yp(y,z) >0, Vz,ye€X.
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3. = es una solucion de los problemas PVIP(X, F,n) y PVIP(X,Gj,p),

Vi=1,...,m con p(y,z)G(z) < n(y,2)G(z), Vye€ X.

Entonces = es una solucion dptima para el problema (RM P).

Martin, D.H. [26] introduce el siguiente tipo de convexidad generalizada: los

problemas KT-invex.

DEFINICION 3.21 E! Problema de Programacién Restringido (RMP) se dice

KT-invex si existe una funcién n: X x X — IR" tal que z,y € X, entonces
1. 0(y) — 0(z) — n(y,=)'Vo(z) > 0

2. Sigi(r)=0, j=1,...,m, entonces —n(y,z)*Vg;(z)>0.

Estos problemas KT-invex quedan caracterizados porque todo punto de Kuhn-
Tucker del Problema de Programacién Restringido (RM P) es un minimo global de
(RMP).

Podemos relacionar cualquier problema KT-invex con soluciones de problemas
pre y cuasi variacionales. El siguiente teorema, cuya demostracién es inmediata, asi

lo hace.

TEOREMA 3.18 Sean 0 : X — R, F(z) = —Vl(z), g; : X = R, Gj(z) =
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—Vyi(z), Vj=1,...,m, Vz €& X. Entonces son equivalentes las tres condicio-

nes siguientes:

1. z es una solucion del problema PVIP(X,F) ysigi(z)=0,j=1,....,m

7

entonces z es también solucion del problema VLIP(X,G;), Vi =1,...,m.
2. El problema (RMP) es KT-invex.

3. Todo punto de Kuhn-Tucker es un minimo global del problema (RM P).
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3.3.2 El Problema Pre-Variacional Generalizado (GPVIP)

Seguidamente trabajaremos con multifunciones o funciones punto conjunto, y de
esta manera podemos generalizar el Problema Pre-Variacional (PVIP) al Problema

Pre-Variacional Generalizado (GPV'[ P)

DEFINICION 3.22 Sean X e Y dos subconjuntos de IR*, V : X — Y una apli-
cacion punto-conjunto,  : X — IR yn: X x X — IR*. El Problema Pre-Variacional

Generalizado (GPV IP) se formula como: encontrar o € X, ug € V(xo), tales que

n(zo, y)uo > 0(xo) — 0(y), Vye X

Observamos que si V es simple-valuada, entonces (GPVIP) = (PVIP).

Si ademds 6(z) =0, Vz € X entonces (GPVIP) = (VLIP).

Teoremas de existencia de soluciones del problema (GPVIP)

Ahora demostraremos la existencia de soluciones del problema (GPVIP) y por
tanto del (PVIP), utilizando condiciones de invex monotonia.
Para ello debemos recordar el siguiente resultado, que jugara un importante papel

en la demostracién del teorema de existencia de soluciones del problema (GPV IP):

TEOREMA 3.19 (Kneser, H. [20]) Sea X un conjunto no vacio y convezo en

un espacio vectorial y sea Y un subconjunto convezro, compacto y no vacio de un
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espacto vectorial Hausdorff. Supongamos que [ es una funcién real valuada en
X xY, tal que para cada x € X fijo, f(z,y) es semicontinua inferiormente y
conveza en Y, y para cada y € Y fijo, f(x,y) es concava en z.

FEntonces

mins x,y) = in f(z,
yey;ng( ') :g;;g;gyf( Y)

Luego el anterior teorema me fija las condiciones para permutar minimo y

supremo de una cierta bifuncién.

DEFINICION 3.23 V es hemicerrada si Ve,y € X, 0<t <1, las condiciones

us € V(L —t)y+tz) y limy, 0w, = u implican que u € V(y).

Este concepto, definido en Siddiqi, A.H., Khaliq, A. y Ahmad, R. [37], juega
un papel similar al de la hemicontinuidad, pero su necesidad se debe a que ahora
trabajamos con funciones punto conjunto.

Probaremos ahora un lema previo.

LEMA 3.8 Sea V : X — Y una aplicacidn invex mondtona (IM) y hemicerrada
con la aplicacion n: X x X — R" lineal y antisimétrica, siendo § conveza y semi-
continua inferiormente.

Si X es un conjunto convezo, son equivalentes:
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z€X, inf )n(w,y)tu <Oy —0(z), VyeX (3.10)
uevVizr
zeX, sup n(z,y)v<8(y)—0(z), VyeX (3.11)
veV(y)
DEMOSTRACION:

3.10 = 3.11) Partamos de que z es una solucién de 3.10. Entonces por la (IM)

de la multifuncion
n(z,y)u > n(z,y)v Yue V(z),ve V(y)

esto implica que

ot (@, y)u > S n(z,y)'v
con lo que tendriamos 3.11.

3.11 = 3.10) Supongamos ahora que  es una solucién de 3.11.

Para todo ' € X, ¢ € (0,1) sea y: = z — t(z — y') € X. Sustituido en 3.11
tenemos

n(z,ye)'ve < 0(y:) — (), Vv € V(ys)

Por la convexidad de 8

0(y:) = Oy’ + (1 — t)z) < 10(y') + (1 — 1)8(2)
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Por lo que
0(y:) — 0(z) = t(0(y') — 0(z))
Por tanto
n(z,ty' + (1 — t)z)'v, < HO(Y') — 0(2))
Como 7 es lineal y antisimétrica entonces se verifica que
n(z,y") v < (0(y) — 0())

Por ser V hemicerrada, existe u € V(z) tal que

(e, y")u < (0(y) — 0(z))

- t -
wand, 1@, y)u < 0y) — 6(2)

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado:

TEOREMA 3.20 Sea X un subconjunto no vacio, compacto y convero de IR" e
Y un subconjunto de IR*. Sea V : X — Y es una funcién punto-conjunto invez
mondtona (IM), hemicerrada y sea n: X x X — X una bifuncidn continua, lineal

y antisimétrica y sea § : X — IR una aplicacion semicontinua inferiormente y

converxa.
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Entonces, eriste o € X, tal que

ueixgl(l;o) n(zo,y)'u < 8(y) — 0(z0), VyeX

Si V(zo) es convexo y compacto, n(zo,y)tv es concava en v para cada y fijo,

entonces existe ug € V(xo), tal que

(w0, y)'uo < (y) — 0(z0), Vye X

DEMOSTRACION:

Para todo y € X definimos

Pu)={eeX, it alewfuso) - o)}

G(y) = {w €X, sup n(z,y)v < 8(y)— 9(33)1
veV(y) J

Probaremos primero que F' es una KKM aplicacién en X.

Supongamos que {z1,23,...,7,} C X, Y, 0s=1, o;>0, ¢=1,...,ny
n n
T = Zaixi ¢ U F(:C,)
=1 =1
Tenemos entonces que

ué‘l}{x)n(w, z)u > 0(z;) — 0(z), Vu

Como 8 es convexa

i 0if(z) — O(x) = Y; 0if(:) — o(é zs) > i aib(z:) =3 aib(z:) = 0

i=1
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Luego, en resumen
> eib(z;) — 0(z) > 0 (3.12)
=1

Al ser 7 lineal y antisimétrica, tenemos que

0= inf n(z,z)u= inf n(z,y oz)u
gt = (e, 3-un)

n

>> a; inf pz,z)'u> iaie(wi) —6(z)

=1 ueV(z) =1
lo que entra en contradiccién con 3.12.

Por tanto
n
conv({x1,22,...,2.}) C |J F(z:i)
~
asi pues, F' es una KKM-aplicacién.

Como 3.10 implica 3.11 entonces F(y) C G(y), como F es una KKM-aplicacién

entonces G es una KKM aplicaciéon. Por el lema 3.8

N Fly)= (] Gl

yeX yeX

G(y) es cerrado Vy € X, ya que 7 es continua y 6 es semicontinua inferiormente y
convexa. G(y) es convexa como se puede ver ficilmente. Asi pues, G(y) es cerrado
Vy € X, convexo y acotado por serlo X, entonces G(y) es compacto. Luego por el

lema 3.1

() Fly)= () Gly) #0

yeX yeX
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Asi pues, existe 7o € X tal que

- t .
uel‘gl({co) (o, y)'u <O(y) — 8(z0), VyeX

inf n(zo,y)u—0(y) +0(z0) <0, VyeX

u€V{zp)

sup inf [n(zo,y)'u —0(y)+60(z0)] <0, Vye X
yeX w€V(zo)

Anadimos ahora las restantes hipétesis de que V(zo) es convexo y compacto,
n(zo,y)'v es céncava en v para cada y fijo y X es un convexo y compacto de IR".
Consideremos la aplicacién definida por f(v,z) = n(zo, z)'v.

Puesto que f(v,.) es continua y lineal en X, entonces f(v,.) es semicontinua
inferiormente y convexa en X. Ademids f(.,z) es céncava en el primer pardmetro.

Luego por el teorema anterior 3.19 de Kneser

inf sup[n(zo,y)'u — 8(y) + 6(z0)] =
u€V(zo) yeXx

sup inf [n(zo,y)'u —0(y) + 6(z0)] <0
yeX u€V (o)

Puesto que V/(z0) es compacto, existe ug € V(zo), tal que

sup[n(zo, y)fuo — O(y) + 0(x0)] = inf sup[n(zo,y)'u — 8(y) + 0(z0)]
yeX u€V(x0) ye X
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’

Por tanto, hemos encontrado ug € V(zo), tal que

n(zo,y)'uo < 0(y) — 0(z0), Vye X

Relacién del Problema Pre Variacional (PVIP) con el Problema de Programacién

(MP)

Seguidamente, relacionaremos las soluciones del Problema Pre-Variacional

(PVIP), que son puntos estacionarios, con los minimos del Problema de Progra-

macién (M P).

DEFINICION 3.24 Un punto z € X se dice estacionario si Vé(z) = 0.

TEOREMA 3.21 Sea 7 € X, F(Z) = —V0(Z) y sea 6(z) invez con respecto a

7(y,Z) en Z. Si T es un punto estacionario = T es un minimo de (M P).

La demostracién del anterior teorema también es inmediata.
Luego, podemos relacionar las soluciones del (PVIP) que son puntos estaciona-

rios, con los minimos del (M P).

COROLARIO 3.9 Sea z € X, F(z) = ~V0(Z) y sea T una solucidn del problema

(PVIP). $iVO(z) =0 =T es un minimo de (M P).
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Obviamente, si la funcién escalar # es invex no en un punto concreto, sino en
cualquier punto, entonces todo punto estacionario es minimo global de 6.

Légicamente, si el problema generalizado (GPV I P) tiene solucién, y V es simple
valuada, entonces también tendrd solucién el problema (PVIP). Sabemos por el
corolario 3.9, que si tenemos una solucién de un Problema Pre-Variacional (PVIP)
que es un punto critico, entonces es un minimo del Problema de Programacién (M P).
Gracias a la invex monotonicidad (I M), caracterizaremos los puntos estacionarios
como soluciones del Problema Pre-Variacional (PVIP) y por ende en soluciones del
Problema de Programacién (M P).

La deﬁostracién del siguiente resultado es trivial, usando el corolario 3.9 y el

teorema 3.20.

TEOREMA 3.22 Sea X un subconjunto no vacio, compacto y convexo de IR" e
Y un subconjunto de R™. Sea V = V¢ : X — Y es una funcion simple valuada
invex mondtona (IM), hemicerrada y sea n: X x X — X una bifuncién continua,
lineal y antisimétrica, sea 6 : X — IR una aplicacién semicontinua inferiormente y
convera y ¢ : X — IR.

Si V(zo) es convezo y compacto, n(zo,y)'v es concava en v para cada y fijo,

—Vé(zo) = uo y Vo(z0) = 0 entonces zo es un minimo de (M P).

Este teorema es de gran importancia porque relaciona el Problema Pre Variacio-
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nal (PVIP) con el Programacién Matematica (M P), a través de la invex monoto-
nicidad (/M). Antes habfamos llegado a una solucién del problema (M P) usando el
Problema Cuasi Variacional (V LIP), exigiendo (PIM) y la unicidad de la citada so-
lucién a través de de la estricta pseudo invex monotonicidad (SPIM). Ahora como

exigimos s6lo la invex monotonicidad (I M), no tenemos asegurada la unicidad de

la solucién del Problema Pre-Variacional (PVIP).
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4.1 Desigualdades variacionales vectoriales

Diariamente, encontramos que hay situaciones de gestion de empresas, adminis-
tracién de recursos, disefio de estrategias, etc... que conllevan toma de decisiones.
En estas decisiones es frecuente encontrar varios objetivos fijados como metas por
el decisor. Incluso en los casos en que existe un solo objetivo, éste puede descom-
ponerse en varios subobjetivos que se unen para conseguir un fin prefijado. Es por
ello, que estudiaremos los problemas variacionales y de optimizacién con objetivos
multiples.

Siguiendo el modelo escalar y utilizando las nuevas definiciones de invex mono-
tonicidad generalizada vectorial, probaremos teoremas de existencia de problemas
variacionales vectoriales y los relacionaremos con los problemas de optimizacién
vectoriales.

En Yang, X.Q. y Goh, C.J. [42], se definen los siguientes problemas:

DEFINICION 4.1 E! Problema de Desigualdad Variacional Vectorial (VVIP),

consiste en enconirar ¢ € D, tal que no exista y € D, tal que
F(z)(y—=z)<0

donde D es un subconjunto convero y cerrado de IR*, y F' : D — IRP*™ es una

funcion matriz valvada.
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DEFINICION 4.2 El Problema de Desigualdad Variacional Vectorial Débil

(WVVIP) consiste en encontrar x € D, tal que no exista y € D, tal que
F(z)(y—z) <0

donde D y F son los anteriores.

Es obvio que

(VVIP)|= [(WVVIP)

Nosotros definimos:

DEFINICION 4.3 E! Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Vectorial
(VVLIP), consiste en encontrar una funcién n: D x D — IR" y un punto x € D,

tal que no exista y € D, tal que

F(z)n(y,z) <0

donde D es un subconjunto convero y cerrado de IR*, y F' : D — IRF*"™ es una

funcion matriz valuada.

DEFINICION 4.4 El Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Vectorial Débil
(WVVLIP), consiste en encontrar una funciénn: Dx D — IR y un punto x € D,

tal que no ezista y € D, tal que

F(z)n(y,z) <0
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donde D y F son los anteriores.

Es obvio que

(VVLIP)|= [(WVVLIP)

Utilizando los nuevos conceptos de invex monotonicidad generalizada para el caso
vectorial que definiremos en la seccién siguiente, probaremos la existencia de solucio-
nes del Problema (WVV LIP), asi como, la relacién existente entre estos problemas
variacionales vectoriales y los problemas de optimizacidén vectoriales, llegando a iden-

tificar los puntos criticos vectoriales, los puntos débilmente eficientes y las soluciones

del Problema Vectorial de Desigualdad Cuasi Variacional Débil (WVV LIP).
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4.2 Invex Monotonicidad generalizada en el caso vectorial

Ya hemos comentado que nuestro objetivo en esta seccion es extender los concep-
tos de invex monotonicidad al caso vectorial. Para ello, introduciremos definiciones

que nos permitan probar la existencia de soluciones del Problema de Desigualdad
Cuasi Variacional Vectorial Débil (WVV LIP).

Sea D un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de IR",

DEFINICION 4.5 F : D — RP™ es invez-mondtona (IM) en D <=

Ve,ye D, dn:D x D — IR, tal que

(F(y) — F(2))n(y,z)20

DEFINICION 4.6 F : D — JRPX™ es estrictamente invex mondtona (SIM) en D

< Vr,ye D, z#y, In:DxD— IR, tal que

(F(y) = F(z))n(y, =) > 0

DEFINICION 4.7 F : D - RP*" es pseudo inver mondtona (PIM) en D <

Ve,ye D, Fdn:D x D — IR*, tal que

F(z)n(y, z)20 = F(y)n(y, )20



4.2. Invex Monotonicidad generalizada en el caso vectorial 118

DEFINICION 4.8 F : D — IRP*™ es estrictamente pseudo invexr mondtona

(SPIM) en D < Vz,ye D, z#y, 3n:D x D — IR", tal que

F(z)n(y,2)20 = F(y)n(y,z) >0

DEFINICION 4.9 F : D — IRP*™ es cuasi invex mondtona (QIM) en D <—

Ve,ye D, 3dn:D x D — IR", tal que

F(z)n(y,z) > 0= F(y)n(y,z)>0
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4.3 Teoremas de existencia de soluciones del (WVV LIP)

En Chen, G.Y. y Yang, X.Q. [4], se demuestra que bajo la hipétesis de mo-
notonicidad de la funcién F : D — IRP*™ el Problema Vectorial de Desigualdad
Variacional Débil (WVVIP) tiene solucién.

Extenderemos la anterior afirmacién dada para el Problema Vectorial Variacional
Débil (WVVIP) al Problema de Desigualdad Cuasi Variacional Vectorial Débil
(WVVLIP), extendiendo la monotonicidad (M) a la pseudo invex monotonicidad
(PIM) vectorial.

Para ello utilizaremos resultados obtenidos anteriormente para los problemas

escalares cuasi variacionales (VLIP) y los generalizaremos al caso vectorial débil

(WVVLIP).
LEMA 4.1 Sea C un subconjunto no vacio y convezo de IR, y ademds:

1. F : R* — IRP™ es pseudo invex mondtona (PIM) y hemicontinua en C

convezo,
2.n:C xC — IR" es una aplicacion lineal en el primer argumento,
3. n es antisimétrica

Entonces u satisface que no existe v € C, tal que

F(u)n(v,u) <0 (4.1)
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st y solo si, se satisface que no existe v € C tal que
F(v)n(v,u) <0 (4.2)
DEMOSTRACION:
=) Sea u € C una solucién de 4.1 y queremos probar que u € C es una solucién
de 4.2.
Por reduccién al absurdo, supongamos que u no es solucién de 4.2. Por tanto,
dJveC, talque F(v)n(v,u)<0
Por la pseudo invex monotonia (PIM) de F,
JveC, tal que F(u)n(v,u)<O0.
Contradiccion con que u satisface 4.1.
<) Sea v € C'y pongamos que, para 0 <t <1, w=tv+(1—1t)u€ C, porque
C es convexo. Asi pues, por 4.2, para ¢t > 0, no existe v € C tal que

Flu+t(v—u))n(tv+ (1 —t)u,u) < 0. (4.3)

Puesto que 7 es lineal en el primer argumento, n antisimétrica y ¢t > 0, tenemos que

la expresion 4.3 queda como
F(u+t(v—u))n(v,u) <0 (4.4)

Como F es hemicontinua en C, cuando tomemos ¢ — 07, obtendremos que no

existe v € C tal que F(u)n(v,u) < 0. L
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Igual que en el caso escalar, después del anterior lema, se formula el teorema de
existencia de soluciones, basandonos en las KKM-aplicaciones y en el lema 3.1 de

K. Fan:

TEOREMA 4.1 Sea M un subconjunto no vacio, compacto y convezo de IR", y

ademds:
1. F: M — IRP*" es pseudo invex mondtona (PIM) y hemicontinua en M,
2. n:Mx M — IR" es continua y aniisimétrica,
3. 1 es lineal respecto al primer argumento.

Entonces existe ug € M tal que no existe v € M, tal que
F(ug)n(v,ue) <0

DEMOSTRACION:
Sea Vi(v)={ue M: Ave M, tal que F(u)y(v,u) < 0}. Probaremos, primero
que V; es una KKM-aplicacion.

Supongamos que {v;,v2,...,v} C M, > 0s=1, >0, 1=1,...,ny

n n
v=> o ¢ |J Vi(w)
=1 =1
Tenemos entonces que

F(v)n(vi,v) < 0.
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Al ser n lineal en el primer argumento,

F(v)n(i Q;;,v) = i F(v)a;n(vi,v) <0

F(Z aivi)n(z o;v;, Z a;v;) <0
=1 =1 =1

en contradiccion con la hipdtesis de antisimetria, que exige que
n(v,v) F(v) =0, Yve M.

Por tanto
conv({v1,v2,...,v.}) C U Vi(wvi)
i=1
y asi pues V; es una KKM-aplicacion.

Sea

Va(v)={ue M: AveM,talque F(v)n{v,u) <0}

Probaremos que Vi(v) C Va(v), Vve M.

Sea u € Vi(v), tal que u € Vy(v) entonces Jv € M tal que F(v)y(v,u) < 0
por la (PIM) tenemos que Jv € M tal que F(u)n(v,u) < 0. Contradiccién, luego
u € V3(v) y V2 es una KKM-aplicacién.

Por el lema 4.1,

N Vi(v) = () Valv).

veEM veEM

Ademas, V3(v) para cada v es cerrado ya que F' y n son continuas.
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Ya que Va(v) C M y Vi(v) es cerrado, al ser M acotado, entonces V(v) es

compacto. Por el lema 3.1

N Vi(e) = N Valv) #0.

vEM veEM

Asi pues, existe ug € M tal que Av € M, tal que
F(uo)n(v,up) < 0

Veamos seguidamente un ejemplo donde se verifican las condiciones del teorema

anterior.

EJEMPLO 4.1 Sea M = [0,1]x[0, 1] compacto y convezo de IR?, sean x = (1, T2)
ey = (y1,y2) dos puntos de M.

Sea F: M C IR? — IR? definida por F(z) = [ytdt y

o = Lo o 2
Py = ([ wtdt, [ yatdt) = 5(zlws, 7ie)

Veamos que cumple las condiciones del teorema.
Comprobaremos que F es pseudo mondtona (PM), por lo tanto F' serd pseudo
invex mondtona (PIM) respecto de n(y,z) =y — .

Se cumple que Vz,y € M, 3Jn: M x M — IR? con n(y,z) =y — =, tal que

()= ([ (o~ 2)tdt, [ (32— z2)tde) = 23 — 21), 23(0a = 2))20
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y lo anterior solo es verdad si y1>x1 € Y222,

entonces se verifica que

Fn() = ([ = wa)edt, [ (un = w)tdt) = 5068 0n = 1), 300 = 22))20

luego F' es pseudo invexr mondtona.
Por supuesto F es continua y con mds razén hemicontinua. Ademds, la funcion

Ny,z) = y—z = (y1 — T1,Yy2 — T2) €s continua, lineal en el primer argumento y

antisimétrica.

Luego, por el teorema anterior, vemos que el punto T = (0,0) es solucion del

(WVVLIP) ya que se verifica la desigualdad y Ax € M, tal que

F@n(@,e) = ([ °(0 — o)tdt, / (0 - za)tdt) = 5(0,0) <0
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4.4 Relacién de los problemas variacionales y optimizacion

vectoriales

Tras probar la existencia de soluciones del Problema Vectorial dé Desigualdad
Cuasi Variacional Débil (WVVLIP), utilizando la’ pseudo invex monotonicidad
(PIM) vectorial, identificaremos en esta seccién, las soluciones de ése problema
(WVV LIP) con los puntos criticos vectoriales (VC P), definidos por Osuna-Gémez,
R., Rufidn-Lizana, A. y Ruiz-Canales, P. [32], y las soluciones del Problema de Op-
timizacién Vectorial Débil (WVOP).

Empecemos recordando las siguientes definiciones:

DEFINICION 4.10 Dado A es un subconjunto de IR™ y sea una funcién
f:IR" — IR?. Un punto x € A se dice eficiente o de Pareto, si no eziste y € A tal

que f(y) < f(z). El conjunto de todos los puntos eficientes se denota por E(f,A).

DEFINICION 4.11 Dado A es un subconjunto de R® y sea una funcién
f:IR™ — IR?, el problema de optimizacién multiobjetivo o vectorial (VOP) consiste

en encontrar los puntos E(f, A) para

(VOP) V —min f(z)

sujetoa T € A
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El concepto de solucién eficiente fué introducido por Pareto(1896) en su articulo
"Cours d’Economie Politique”. Conceptualmente, un punto se considera eficiente
cuando cualquier mejora en una de las funciones objetivo conlleva el empeoramiento
en alguna de las otras. A diferencia de la programacién con objetivo unico, en la que
puede existir una solucién éptima en el sentido que minimiza la funcién objetivo,
en los problemas miltiples no necesariamente existe un punto que sea 6ptimo para
todos los objetivos. Ese "punto ideal” puede no existir, pues es comin encontrar
situaciones representadas por objetivos contrapuestos. En este sentido hay que
entender el concepto de solucién eficiente, Pareto-éptima, no dominada, etc... y que
son el objeto de estudio de los problemas con objetivos multiples.

No siempre es posible encontrar puntos eficientes, por lo que a veces interesa

introducir un concepto de eficiencia mas general:

DEFINICION 4.12 Dado A es un subconjunio de IR" y sea una funcion
f:R"— IRP. Un punto v € A se dice débilmente eficiente si no existe y € A tal

que f(y) < f(z). El conjunto de todos los puntos débilmente eficientes se denota

por WE(f, A).

DEFINICION 4.13 Dado A es un subconjunto de IR® y sea una funcién

f:IR* — IR?, el problema de optimizacidn multiobjetivo o vectorial débil (WVOP)
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consiste en encontrar los puntos WE(f, A) para

(WVOP) W — min f(z)

sujeto a = € A

Se cumple que:

T E(f,A)l=>

z e WE(f, A

En el caso estrictamente convexo se cumple que:

TE€EE(f,A)| =

z e WE(f, A)

DEFINICION 4.14 Sea f : R® — IRP diferenciable. Entonces se dice que f es

conveza si y sélo si,

fy)2f(z) + Vf(z)(y — z),

donde V f(z) es el jacobiano de f, es decir, una matriz p x n.

Ve,y € R"

DEFINICION 4.15 Sea f : R® — IR? diferenciable. Entonces se dice que f es

estrictamente conveza, si y solo si,

f(y) > f(z) + Vf(z)(y — ),

Vz,y € R"
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En el caso escalar se sabe que si se obtiene un gradiente simétrico, el problema
variacional (V' IP) es equivalente al problema de optimizacién (M P).

En Yang, X.Q. y Goh, C.J. [42], se prueba que si suponemos que F(z) = V f(z),
f es convexa y z resuelve (VVIP), entonces = es una solucién eficiente de (VOP).
Por tanto, sabemos cudndo una solucion de un problema (VVIP) es una solucién
de un problema (VOP). El siguiente ejemplo muestra que una solucién eficiente de

(VOP) puede no ser solucién de (VVIP).
EJEMPLO 4.2 Consideramos el problema

(VOP) V —min f(z)

sujeto a z € [—1,0]

donde f(z) = (z,z?)".
Es obvio que cualquier z € [~1,0] es un punto eficiente.

Sea x = 0, entonces Jy = —1, tal que se tiene que
Vi) y — =) = (fi(z)(y — 2), folz)(y — 2)) = (=1,0)" < (0,0)"
Luego =0 no es solucion de un problema (VVIP).

En Yang, X.Q. y Goh, C.J. [42] se prueba que, si se cumple que f es convexa y
se cumple F'(z) = V f(z), entonces resolver el problema (WVOP) es equivalente a

resolver (WVVIP).
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Ademas, supongamos que F(z) = Vf(z) y que f es estrictamente convexa. Si z
es débilmente eficiente para (WVOP), entonces z es solucién de (VOP).

Nosotros extenderemos los resultados dados por Yang, X.Q. y Goh, D.J. [42], de
funciones convexas a funciones invex. Las distintas definiciones de funciones invex

generalizadas, que utilizamos, estan recogidas en el primer capitulo de esta memoria.

TEOREMA 4.2 Supongamos que F(z) =V f(z). Si f es invex (IX) y z resuelve

(VVLIP), entonces es una solucidn eficiente de (VOP).

DEMOSTRACION:

Por reduccién al absurdo, supongamos que = no es eficiente = Jy € C tal que

fly)—f(z)<0

y por la invexidad de f tenemos asegurado que 3y € C, tal que

Vi(@)n(y,z) <0

entonces z no es una solucion del problema (VV LIP). Contradiccién. [

TEOREMA 4.3 Si H es un conjunto invex y F(z) = Vf(z), ¢ es débilmente
eficiente para (WVOP) entonces es solucion de (WVV LIP).
Si f es pseudo invexr (PIX) y z resuelve (WVV LIP) entonces es una solucion

débilmente eficiente de (WVOP).
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DEMOSTRACION:

=) Si = es una solucién de (WVOP), como H es un conjunto invex, tenemos
que no existe y € H, tal que f(z +tn(y,z))— f(z) <0, O0<t<l.

Dividiendo por t y tomando limite cuando ¢ tiende a cero por la derecha, llegamos
a qu.e no existe y € H tal que Vf(z)n(y,z) <0.

<) El reciproco lo probamos por reduccién al absurdo. Si x no es débilmente

eficiente entonces
Jye H talque f(y) < f(z)

Por la pseudo invexidad (PIX) tenemos asegurado que

dye H tal que Vif(z)n(y,z)<0.

Contradiccién con que  es una solucién del problema (WVV LIP). |

Asi i)ues, si se cumple que f es invex y se cumple F(z) = V f(z) entonces resolver
el problema (WVOP) es equivalente a resolver (WVV LIP). Naturalmente, una
solucién de (VV LIP) es una solucién de (WVV LIP), pero no al contrario, y una
solucién del problema (VOP) es una solucién del (WVOP), pero no al contrario.

No obstante si se impone la siguiente condicién se cumple que:

TEOREMA 4.4 Supongamos que F(z) = Vf(z) y que f es estrictamente invez

(SIX). Six es débilmente eficiente para (WVOP) entonces es solucién de (VOP).
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DEMOSTRACION:
Supongamos que z es una solucién de (WV OP), pero no de (VOP). Entonces existe

y € H tal que f(y) < f(z). Por ser f estrictamente invex (S1X) tenemos que

02> f(y) — f(z) > Vf(z)n(y, =)

es decir, Jy € C, tal que Vf(z)n(y,z) < 0, por tanto, = no resuelve el problema
(WVVLIP). '

La contradiccién surge de que, por otra parte, por el teorema anterior, tenemos
que si z es solucién de (WVOP) entonces es también una solucién de (WVV LIP).

TEOREMA 4.5 Supongamos que F(z) = Vf(z). Si —f es estrictamente pseudo

invez (SPIX). Si z resuelve (WVOP) entonces z resuelve (VV LIP).

DEMOSTRACION:

Supongamos que z resuelve (WVOP) pero no (VVLIP). Entonces dy € C tal que

Vi(z)n(y,z) <0.

Ya que — f es estrictamente pseudo invex (SPIX), tenemos que

V f(@)n(y,2) < 0 = £(y) < f(z)

lo que contradice que z sea un punto débilmente eficiente. |
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COROLARIO 4.2 Supongamos que F(z) =V f(z). Si —f es estrictamente

pseudo invex (SP1X). Si z resuelve (VOP) entonces z resuelve (VV LIP).

DEMOSTRACION:
Por ser todo punto eficiente débilmente eficiente y por el teorema anterior quedaria

probado. |

Luego en el caso invex (I.X) se cumple que:

ze€ E(f,D)|= |z € WE(f,D)

En el caso estrictamente invex (S1X) se cumple que:

Z € E(f,D)| <= |z € WE(f,D)

En Osuna-Gémez, R., Rufidn-Lizana, A. y Ruiz-Canales, P. [32] se establece la

siguiente definicién y el siguiente resultado:

DEFINICION 4.16 Un punto factible £ € D se llama un punto critico vectorial

(VCP) para (VOP) si existe un vector X € IRP con X > 0 tal que X*V f(z) = 0.

TEOREMA 4.6 Cada punto critico vectorial es débilmente eficiente y resuelve un

problema escalar ponderado, si y sdlo si, la funcidn objetivo es pseudo invex (PIX).
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A la vista de este resultado nosotros podriamos relacionar los puntos criticos con

las soluciones de los problemas de desigualdad cuasi variacional vectorial débil.

COROLARIO 4.3 Si la funcidn objetivo es pseudo invex (PIX) y F = Vf en-
tonces son equivalentes los puntos criticos vectoriales, los puntos débilmente efi-

cientes y las soluciones de los problemas (WVV LIP).

vvLp _fUX), F=Vf  yop

F(SIX)

f(PIX), F=Vf f(PIX), F = Vf
WVVLIP ~ WVOP . VCP
F=Vf

Por tanto, gracias a la pseudo invexidad (PIX) de f y la pseudo invex mo-
notonicidad (PIM) de F' = V f, hemos alcanzado las soluciones del Problema de
Desigualdad Cuasi Variacional Vectorial Débil (WVV LIP) y por ende demostrar
que dichas soluciones son los puntos débilmente eficientes del Problema de Opti-
mizacién Vectorial Débil (WVOP) y que coinciden con los puntos criticos de los

Problemas de Optimizacién Vectoriales.



4.4. Relacién de los problemas variacionales y optimizacién vectoriales 134

La invex monotonicidad generalizada se ha demostrado como una herramienta
eficaz para, antes en el caso escalar y ahora en el caso vectorial, alcanzar las solu-
ciones de distintos problemas variacionales y, mediante éstos, llegar a las soluciones

de diversos problemas de optimizacién.
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