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INTRODUCCTION

Como sefilala Dieudonné (4) (%) 1la idea fundamental
del Cdlculo diferencial es aproximar localmente las funcio-
nes por aplicaciones lineales. Parece pues natural desarro-
llar la teorfa de la diferenciacidn en los espacios vectoria-
les topoldégicos. Sin embargo a pesar del éxito de ésta teorfa
en espacios de Banach desarrollada por Fréchet y Nevanlinna
no ha podido ampliarse a los espacios localmente convexos.

Hasta 1964 se dieron muchas definiciones, énali-
zadas por Keller en (7)>(l964); pero ninguna resultaba sa-
tisfactoria:pues no se extendfan mas que unas pocas propie-
dades de la diferencial clésica.

Fué el mismo Keller (6) (1965) cl primefo que se
ocupd de la dificultad que entrafiaba la generalizacién de

la definicidén de diferenciabilidad, en particular si se

(%) Los nilmeros entre paréntesis remiten a la Bibljografia

situada al  finales o coior wime



exlpe el mantenimlento de la regla de la cadena de segundo
orden y el que la diferenciabilidad implicase la continﬁidad."
Se han dado muchas vucltas a esta cuestion, creemos que
debido a la resistencia a abandonar la segunda condicién.
Podeﬁos enunciar el resultado‘dé,Keller claramente asf:
No existe una teorfa de la diferenciacidn en espacios local-
mente convexos que verifiqde la regla de la cadena de segun-
do orden y al mismo tiempo tai que la diferenciabilidad im- |
plique la continuidad.

Han aparecido desde entonces varias teorias que
son esencialmente de dos tipos.

El primero puede representarse por la teorfa de
A. Fr8licher y W. Bucher (5) (1966), aunque esencialmente
la idea se deba independientemente a Keller y Bastiani (1)
(1964). Tratan de mejorar la definicién ampliando los es¥
pacios considerados, para lo cual usan los espacios vec~
toriales seudotopoldgicos. Existen dés limitaciones de
esta teorfa: Una introducir los espacios‘seudotopolégicos‘
que no‘ﬁienen la sencillez de los topolégicos.yLé otra
que inducen a llamar continuas a aplicacidnes eht;e espa?
cios seudotopoldgicos, cuando en nuestra opinién esta de-
signacién de continuas no esti justificéda ya que en es=-.
tos espacios seudotopoldgicos la continuidad no tiene el
significado usual que tiene en los topolégicos. De aquf
que en esta teorfa la diferenciabilidad no implica la
continuidad sino una especie de "seudocohtinuidad".k

El segundo tipo estd representado por la teorfa
de U. Seip (11) (1972). Esencialmeﬁte consiste en restrin-
gir el tipo de espacios que se éonsideran a los qu¢ 11ama“

"propiosﬁ_(gcqigpetg)’qulson»glgp mas generales que los
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de Fréchet. La dificultad de csta solucibn estd en que no
se consigue la teorfa de la diferenciacién en espacios local-

mente convexos. Es la misma dificultad que tenfa la teorfa dg
i
Fréchet-Nevanlinna. : |

Nosotros nos mantendremos én los espacios vecto-
riales topolégicos scparados y a veces nos limitaremos a los
localmente convexos. Nos ha pérccido mas natural abandonar
decididamente la condicidn restrictiva de que la diferen-
ciabilidad deba implicar la continuidad. Podemos en cam-
bio probar la regla de la cadena de segundo orden, mante-
niendonos en los espacios vectoriales topoldgicos separa-
dos. As{ no perdemos nada con respecto a la teorfa de Frdo-
licher-Bucher pues ya hemos dicho que también en esta teo-
rfa se pierde la continuidad.

Pero es importante insistir que esto no implica
que tengamos que renunciar complctaménte al concepto de con=-
tinuidad ya?quc exigiremos que las aplicaciones diferencia-
bles sean cgntinuas en compactos y tendremos asi que si
f:E—F es diferenciable y E de Fréchet,rf serd conti-
nua. La teorfa de U. Seip queda asf practicamen;é como un
caso particular.

f El teorema fundamental del C4lculo adquiere su
verdaderﬁ potencia en los espacios localmente convexos, por
esta razén podrfamos decir que esta es una teorfa de la
diferenciacién en espacios localmente convexos. Si se ob-
serva cl desarrollo de la memoria se ver4 que todas las
operaciones que usamos para formar nuevos espacios a par-
tir de otros nos dan espacios localmente convexos si se

parte de ellos. Pero no hemos querido restringirnos a este

caso innecesariamentc.
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Bl deparvollo de los Qchu primeros capftulos sigue
el orden ya clfsico de la teorfa de la diferenciacién, con-
tenida por ejemplo en el libro de Dicudonné (4). En el ﬁl-‘
timo ecn cambio se estudian los espacios de aplicaciones
difcrenciables apareciendo resultados que no pueden tener
andlogos en la tcorfa de la diferenciacién en espacios de

Banach. S{ aparecen en los libros de Fr8licher-Bucher y

Seip citados, pero nuestro tratamiento difiere del suyo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Todos los espacios vectoriales que mane jaremos se supon-
dréin sobre el cuerpo de los reales. Las comnsideraciones podrén
extenderse a espacios vectoriales complejos considerando la es-

tructura real subyacente.

Antes de definir el concepto de aplicacién diférén;‘ 

ciable necesitamos considerar algunos resultados topoldgicos.

DEFINICION 1. Sean X e Y dos espacios topoiégicos, decimos
que f: XY es continua en compactos en acX (respectivamente:
continua en compactos) si para cada Compacto‘ KcX que cohtenga-
a a (respectivamente: para cada compacto KcX) la restriccién

£f|K es continua en a (respectivamente: es continua en K).

Respecto de este concepto que sustituird en nuestra

teorfa a la continuidad se tienen los siguientes resultados.
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PROPOSICION 1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos, f: X = ¥
una aplicacién de X en Y, Condicidn necesaria y suficiente
para que f sea continua en compactos es que para todo ac X,

f sea continua en compactos en a.

Demostracidn:

Sea f continua en compactos, la definicidn implica
que es continua en compactos en a.

Reciprocamente, sea £ continua en compactos en a
para todo aeX. Si K<X es un compacto, la restricciln £lK
es continua en cada punto a €K, 1luego es continua en K. Asi

pues f es continua en compactos.

PROPOSICION 2, Sean X, Y y 2 espacios topolégicos.
f: X =-Y continua en compactos.
g: Y— Z continua en compactos.

Entonces go f es continua en compactos.

Demostracién:
Sea K compacto de X, f|K es continua en K, asi
pues f(K) es compacto, de aqui que g|f(K) es continua en

f(K) 1luego gof es continua en K.

Nota: La proposicién 2 no tiene andlogo para el caso de ser
f y g solo continuas en compactos en un punto, mas adelante

afiadiremos algo sobre esta cuestién.

DEFINICION 2., Sean E y F dos espacios vectoriales topolégicos
Representaremos por LO(E;F) el espacio vectorial de las aplica-

ciones lineales de E en F continuas en compactos,
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Es necesario probar que es espaclo vectorial, pero
esto se deduce trivialmente de las definiciones y de la con-

tinuidad de la suma y del producto por escalares en F.

Es conveniente observar que si una aplicacién line-
al u: E—=F es continua en compactos en un punto a de E
lo es en cualquier punto, por tanto u€L,(E;F); basta obser-
var si beXK, siendo K compacto de E, que la traslaci6n o
T: X+ xX+a-b es un homeomorfismo de E; uka(K) es conti-

nua en a, luego uer)K es continua emn b, pero
ueT (x) = u(x)+ u(a)- u(b)

y como en F 1la suma y el producto por escalares es continuo

[uoT-—u(a){-u(b)}‘K = u|K es continua en b; 

Vémos a dotar a L,(E;F) de una topologia. Pa#avello”
considerareﬁos la estructura~uniforme de la convergencia uni=-
forme en coﬁpactos. | ’ o |

Ufilizaremos la palabra vecindad pata traducir el

concepto dej “entourage" de Bourbaki.

P?ra cada vecindad U de F y cada compacto K de
E f ‘
U, ={ (0,v) | ue L (E;F), veLo(EsF) y (V__ x)((u(x),v(ku)]

forma una vecindad de LJ(E;F) y los UK para todo U 'y todo

K una base para el filtro de las vecindades de L,(E;F).

Si F es separado la topologfa de L_(E;F) es sepa-

rada ya que los compactos recubren E,.
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La topologfa de Lo(E;F) es compatible con su es-

tructura de espacio vectorial.

En efecto, recordemos que un sistema fundamental de
vecindades de F se obtiene considerando los conjuntos Vd

asociados a cada entormo V del origen en F poniendo
2
Vd={(x,y)| (x,y)e F" 3 y-xeV}

Sean entonces u y vo dos elementos de LO(E;F),
vamos a probar la continuidad de la suma en (uo,vo).

Dar un entorno de ’uo+ v0 es dar una vecindad de-
"'L_(E;F) es decir un compacto K de E y un entorno del ori-
gen V en F; w pertenece a ese entorno si para todo x€K

se tiene
w(x) - [uo(x) + vo(x)}ev

Existe un entorno del origen en F W, tal que
W+W<V y la pareja W, K define una vecindad de L(E;F)
y por lo tanto entornos de uo y vo; sean u y Vv puntos de

esos entornos, esto es

- ew
ulx) uo(x) si xeK

v(x) - Vo(x)e W
sumando
(u+ v)(x) - (u°+ vo)(x)e W+WeV

asi pues la suma es continua.

Para el producto escalar el razonamiento es anflogo:
Sea Ag R, u e L (E;F); demos un entorno de )buo, lo que equi-
vale a dar un compacto K de E 'y un entorno V del origen en

F, weL,(E;F) pertenece al entorno si
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w(x)— ;\ouo(x) €V  para todo x¢€K.

Existe un entorno equilibrado del origen W tal que W+W+WcCV.
Por ser en F el producto por escalares continuo existe un en-

torno del origen en F W

1 y un entorno del origen en R A =

{Al \igr} tales que:

AW CW )\owlcw.
Ademas uo es continua en el compacto K, uo(K)‘ es

por tanto compacto, luego existe un ndmero real o tal que:
uo(x)E o« W para xe€K,
-1
podemos tomar r<« y como W es equilibrado

Auo(X)CW.
Tomemos ahora el entorno A+ de A, y el entorno
H de u en L (E;F) definido por el compacto K y el entor-
no W, del origen en F.

1 , .
Si Ac /\O+A , u€eHl, se tiene para todo xXE€K

\ u(x)- Xouo(x) = (A= Ay (u(x) - uo(X))+ Xo(u(x)- uo(X))+
+ (A - L) uo(x) € AW1+ X°W1+ A uo(x) <

C Y+W+WCV

luego es continuo el producto por escalares. Tenemos asi demos-

trada la siguiente proposicién:

PROPOSICION 3. Sean E y F espacios vectoriales topoldgicos
separados L, (E;F) dotado de la topologfa de la convergencia
uniforme en compactos es un espacio vectorial topolégico se-

parado.

"'Veamos ahora cuando es L, (E;F) localmente convexo
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PROPOSICION 4. Sean E y F espacios vectoriales topolégicos
separados, si F es localmente convexo lo es L,(E;F). Si ade-
mas [ es un sistema fundemental de seminormas que defina 1la

topologfa de F, el conjunto de seminormas P definido por

pK(U) = may p(u(x))

donde p recorre 'y K el conjunto de los cohpactos de E

forman un sistema fundamental de seminormas de L (E;F).

Demostracidn:

No cabe duda de que las pK son seminormas en L,(E;F)
pues u es continua en compactos y p es continua, asi pues
pK(u)<+°Q

Sea H el entorno del origen en L, (E;F) definido
por el compacto K y el entorno del origemen F V =
={x | x€F, p(x) <1}, es evidente que ueH:}pK(u)s 1. Asi
pues la seminorma P esti acotada en un entorno de L (E;F),

luego es continua.

Reciprocamente, sea H un entorno del origen en
L, (E;F); vamos a encontrar una seminorma pg ¥y un £> o0, tal
ques

pK(u)<E = ueH. . o

Por definicidn de la topologfa de L (E;F) existe
un compacto K de E y un entorno V del origen en F tél
que: |

ue L, (E;F) y u(x)eV para xeK

implique wueH,

Como [* define la topologfa de F existe pel y

un. €£€> o, tal que:
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p(y)<€é = yeV |
Sea ahora pK(u)<£ 3 si xeK es p(u(x))<E€ ,

luego u(x) eV asi pues uel,

PROPOSICION 5. Sean E y F espacios vectoriales topoldgicos

separados, si F es completo también lo es L (E;F).

Demostracidn:

Es consecuencia directa de Bourbaki, Topologie Géné-
rale. Chap. lo §1, n2 6, Corol. 2 del Teorema 2. y del prin-
cipio de prolongacién de identidades para comprobar que el limi-

te de un filtro de Cauchy ha de ser aplicacién lineal.

PROPOSICION 6. Sea E un espacio vectorial topolégico separado,
La aplicacién que a aeE 1le hace corresponder la aplicacién

Ga:l'-o)»a. es un homeomorfismo lineal entre E y L (R;E).

Demostracidén:

Para todo ace€E, 986 L, (R;E) y reciprocamente una
aplicacién continua en compactos u: R —E no es mas que una
aplicacién lineal continua, pues R es localmente compacto y es=- .

ta aplicacidén seri de la forma Qa con a = u(l).

Queda solo ver que a-vea es homeomorfismo.
Es continua pues sea K un compacto de R y V en-
torno del origen en E. Esto es tenemos un entorno del origen H

definido por
ued <& u(x)eV para =xeK.

Sea K contenido en IM< @, existe un entorno del origen W en



E tal que:
K-Wecial MNkajw cV

entonces aeW an H,

Reciprocamente sea V entorno de o en E, el con-
junto de los Ga para aeV forrnan un entorno de o en L, (R;E),
basta tomar el compacto {1} y el entorno del origen kV de E
para definir el entorno H de L,(R;E) correspondiente.

DEFINICION 3. Sean E ese g En’ F, n+l espacios vec-

1’ Ez’
toriales topoldgicos separados; designamos por L°(E1,...,En;F)

- el espacio vectorial de las aplicaciones multinineales

u : E XE x'...‘xE ——) F
1 2 n

continuas en compactos.

PROPOSICION 7. Sean E, F y G espacios vectoriales topolé-
gicos. L(E; L,(F;G)) es isomorfo a L,(E,F;G), la topologia
de L(E; LO(F;G)) trasladada a Lo(E,F;G) coincide con la to-

pologfa de la convergencia uniforme en compactos de EXF.

Demostracidén: ‘

Sea u€L,(E,F;G). Si x€E y L es un compacto de
F, es |x}XxL compacto de EXF. Asi pues’ u(k,.) es continua
en L. Esto es u(x,.)e€ L,(F;G). v |

De esta manera tenemos definida para cada ueL (E,F;G)
una aplicacién lineal de E en L(F;G); veamos que esta aplica-
cién es continua en compactos. Basta ver 'que es continua en com=
pac;.tos en el origen. Sea K un compacto de E <que contenga al
origen. Demos un entérno H del origen en L (F;G); estard fiija-

do por un compacto L .de F y un entorno del origemn V en G.
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vel & v(y)ev para' todo yelL
Queremos probar que existe un entorno del origen W

en E tal que:

xeKNW = u(x,.)€eH

Esto es

xeKnW\

yeL J =1 u(x,y) eV

Puesto que o0eK y u(o,y) = o3 la continuidad en.
compactos de u implica, para cada yeL, la existencia de un

entorno wyxw)" de (o,y) tal que:

(x,7) € (KX L) N (H_xU°) = u(x,y)eV

Un n@mero finito de los W’ recubren L, sean W’ ,

w; 9 seecee W’ « . Entonces
f 3

n

xeKN(W N} «eco NV
%

y%sL

) L |
Ya } .:‘_'> 'U(X’Y) eV

Basta pues tomar W= W N.ecee N 1
3, A

Queda definida asi la aplicacién de L_(E,F;G) ‘en
L,(E; L (F;G)). : o

Veamos que la aplicacidn es sobre (es trj.vial el he-
cho de ser inyectiva).

Sea ueL_(E; L,(F;G)), designarémos también por u
la aplicacién bilineal asociada, de forma que debemos probar

ue L (E,F;G).

Es suficiente probar que u es continua en compactos
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en (xo,yo). Sea H un compacto de EXF que contenga a
(xo,yo), Hemos de ver que wulH " es continua en (xo,yo). Como
H cKOX Lo siendo Ko y Lo compactos de E y F que con-
tienen a x, e vy respectivamente, podemos suponer que H =
=K XL .,

o o

Demos un entorno W del origen en G, como
u(x,y) -ulx ,y ) = u(x-x , y-y )+ulx-x, y )+ulx, y-y)

tomamos W’entorno del origen en G tal que W'+ W’ +W’cCH.

| Decir que ueL,(E; L,(F;G)) implica que u es con~
tinua en compactos en xo. Luego es continua en Ko' Demos

~un entorno de u(xo,.) en L_(F;G); esto es un cdmpacto L ‘de
F y un entorno del origen en G, tomemos preci’samente' W'; |

Existir4 un entorno U de x tal que:
o

1
x €K
o .
yel = u(x,y)—u(xo,y) = u(x-x_, y)euw’
U
X e 1

Fijemos sucesivamente en lugar de L, Lo- Y, $ {yo}
se tiene entonces: ‘ '
X eKo ’

xt—:U1 S,
yei } = ulx-x,, y-y JeW
o ,

xeKo , erz' } s u(x-xo, yo)ew" ey
Para x es u(xo,.)eLo(F;G). Dado pues el compacto.
L » que contiene a v, ¥ el entorno W’ de o en G, existe

un entorno Vl de yo tal que:
- : - W
yEL , veV, } > u(xo; y yo)e

Resumiendo x€K , yeLo, erl(\Uz, é er1 im-
plica u(x,y)-u(xo, yo)ew'+w’+w'cw, luego u es continua

en compactos.
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Solo queda por probar el enunciado sobre la topolo-
gfa, un entorno del origen en LO(E; L,(F;G)) queda fijado
dando un compacto K de E y un entorno de L(F;G), &ste
a su vez se conoce dando un compacto L de F y un entorno
dél origen V en G. u€L_(E; LékF;G)) pertenece a este
entorno si y solo si: |

xekK
yeL } :é u(x,y) eV
y estos forman evidentemente una base de lé topologié de la’

convergencia uniforme en compactos de L (E,F;G).

PROPOSICION 8. Sean E y F espacios vectoriales topolégicos
separados. La aplicacién  (u,x) v u(x) de L_(E;F)XE —F

es continua en compactos.

Demostracién:
Sea (uo,xo)e L,(E;F) XE tomemos compacﬁds H y K
que contengan a u Yy X respectivamente en L§(E;F) y E;‘
Debemos probar que la aplicacién es continua en HXK
en el punto? (uo, xo). Fijemos con este fin un entorno del origen.
V. en F. bamos a encontrar entornos U de xo; y W de uo
tales que:
ue€Ew, uel '
} Y u(x) -uo(xo) € V4V
xelU, xe K _
Como u e LO(E;F) es continua en compactos, existe
entonces un entorno de xo U tal que: |
xeU
e K } = uo(x)f uo(xo) eV
El conjunto .W de las aplicaciones continuas en
compactos que verifican = N o
x €K - u(x) - uo(x) €V

forman un entorno de uo en L_(E;F); es claro ahora que:
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ueWw , ueH o
' = u(x)-u (x )ev+vV
xeU, xeK o o

como querfa probarse.
De la demostracidn se deduce que la aplicacidén es
algo mas que continua en compactos, pues no hemos necesitado

el hecho de ser H compacto.

PROPOSICION 9. Sean E, F y G tres espacios vectoriales
topoldgicos separados y v € L,(F;G). La aplicacién uw» voeu

de L_(E;F) — L,(E;G) es continua en compactos.

Demostracién:

Puesto que la aplicacién es lineal solo tenemos que
probar que es continua en compactos en el origen.

Sea pues H un compacto de Ly(E;F) que contenga
al origen. Y demos un entorno del origen en L(E;G); esﬁo es,
un compacto K de E y un entorno del origen V en G.

Debemos encontrar un entorno del origem T en Lo(E;F)
tal que: |

uel '

} e vou(x)eV si xe€K

ueT o o

El entorno T se fijar4 dando un compacto en E,
tomaremos K, y un entorno del origen W en  F; ’ue‘l‘ equi\}ale
a

xeK = u(x)e W
Como HxXK es compacto de L, (E;F)XE 1y la aplica-

cidn (u,x)+ u(x) es continua (prop. 8) en compactos, es

U {u(x)}= L

xe€eK, ucH
compacto en F,
o Sabemos que voe LO(F;G), asi pues dado el compacto

L que contiene a o pues o€H y K no es vacio (de lo con-
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trario serfa trivial lo que pretendemos probar) y el entormo

V del origen en G, existe un entorno W en F tal que:
yEW , yel = vo(y)ev

Tenemos asi fijado T que verifica lo que se pedia.

PROPOSICION lo. Sean E, F y G espacios vectoriales topo-
18gicos separados; la aplicacidén bilineal (u,v) v vou de

L (E;F) XL (F;G) — L_(E;G) es continua en compactos.

Demostracidén:
Sea uoe L,(E;F) , voe L,(F;G), H y J compac-
tos que contengan a uo y vo respectivamente. Vamos a '
probar la continuidad de la aplicacién en HXJ en (uo, vo). :
Damos un entorno de veou en L,(E;G), 1o que equi-
vale a dar un compacto K en E y un entorno del origen V
en G. Debemos encontrar entornos T y T’ de’ uo' y v

o
respectivamente tales que:

u€T , ueld

. } = vou(x)-vou (x)eV si xekK
veT", wveld o o ‘

Descomponemos ~ Veu =V ou en tres partes
vou-vou = (v-v )ou-u)+(v-v )eu + vo(u-u)
° o o ( o) ( o) ( o) ) o )

y tomamos un entorno del origen V’ en G tal que V'+ V’+V’c
cV.

Los entornos T y T’ estan definidos por un com-
pacto y un entorno del origen.

Por la proposicién 8 y teniendo en cuenta que (I{f— uo)XK
es compacto de L (E;F)XE, serd »

: U CJux) - uo(x)}z =.L

xeK, ueH
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compacto en F.

El conjunto de las v tales que:
yeL = V(y)—vo(y)éV'

es entorno de vo, llamemoslo 'I.‘l' s - Se verifica que:
x €K \
uel — (v-vo)o(u— uo)(x) eV’
veT’ J

1

Como u es continua en compactos es uo(K) com-
o

pacto de F, Por tanto el conjunto de las v tales que‘:

yeuo(K) = V(y)—vo(y)ev'

’

es un entorno de v , al que representaremos por T2, se tiene:
o ; -
x €K 1
R = (v-v.)eu(x)e V’
ve'I.‘2 f o o

Por dltimo, seglin la proposicién 9 1la aplicacién

u r—7voou es continua en compactos, como H-—uo es: compacto

que contiene al origen, existe un entorno To del origen en
L,(E;F) tal que:

ueT \

° ] vou(x)eV’ si =xekK
uelH-u J o
o
Pongamos T = To+ uo es un entorno de v y
ueT
= vo(u-u)(x)eV’ si xeK
u€l } o o ‘
Resumiendo todo lo anterior, ponemos T’ = T{n Tz'
con lo que:
ueT |, ueH\ ;
veT’ , veld J = (Vou-voouo)(x)é VieVitvVic Vv

XxekK

““También en este caso se he probado algo mas que la

continuidad en compactos, pues no se ha usado la compacidad de J.
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PROPOSICION 11. Sean E un espacio vectorial topoldgico.
(Fi) je una familia de espacios vectoriales topoldgicos. Pon-

‘gamos F = gsg‘Fi . La aplicacidn £ »> (priof)ieI gs un

homeomorfismo lineal de L (E;F) en E LO(E;Fi).

Demostracién:

Sea fe L (E;F), la aplicacidn pr,: F—-’Fi es

continua, por tanto continua en compactos, asi pues lo es

prio f. De aqui que:

La aplicacién es lineal e inyectiva, evidentemente.

También es sobre; pues sea (fi)ieleTTL°(E;Fi) y sea f 1la

aplicacién lineal de E en F que aplica x en (fi(x))’i’el‘

f es continua en corﬁpactos. Como es aplicaci6n‘lineal bast;a
probar que es continua en compactos en O.. | |
Sea K wun compacto que contenga al ofigén"‘en E vy
sea V un entorno de o en F. V contiene dn.conjunto de la . ‘
y

forma I lV donde los V son entornos de o (‘en F
iel i i . i

salvo para un subconjunto finito JCI es V,k = Fi.

i

Para i€ 1-J es fi(K)cVi = F_  y para cada i€J

i
existe un Wi entorno del origen en E tal que

£ (WNK)cv
i( i ) i
asi pues poniendo W = 'OJ W. que es entorno de o se tiene
1 1
f(WNK)cCV

Ademas es claro que f se transforma en (fi) 161

. Tenemos asi una aplicacién lineal biyectiva, debemos



ver que es homeomorfismo.

Sea V un entorno de o en ieIQﬁE,Fi), contieng
a un conjunto de la forma IZI Vi donde cada Vi es un en-
torno de o en LO(E;Fi) y salvo para un nfmero finito de
subfndices es Vi = LO(E;Fi). Para los dem&s subindices, los

del conjunto finito J, es V. el conjunto de aplicaciones li-
i

neales continuas en compactos 'u: E -5Fi que verifican:
ulRK )cw
i i

donde Ki es un compacto que contiene al origem en E y Wi |

un entorno de o en F_.
i

Sea K = }E% Ki 3 es compacto en E y pongamos
W= 11y aduiti W=F, si i¢J.
te1 "4 admitiendo { Fi si ¢.I

El conjunto de aplicaciones lineales continuas en

compactos f tales que: ( f£€ L (E;F))
f(K)c W

es un entorno de L,(E;F) y si f verifica estas condicioheé‘
es ’
(prio f)ieI e V.
Esto es la aplicacién f'—*(priof)ieI es continua.
Ademds es abierta, pues la imagen del gntotno en
L,(E;F) es justamente ZZE Vi y este es un eﬁtgrnq gepéf7f 

rico de L,(E;F).



CAPITULO 1I1

APLICACGCIONES DIFERENCIABLES

Antes de definir la diferencial debemos definir los
restos. Segln nuestra idea deben ser continuos en compactos en

cero.

Todos los espacios vectoriales topolégicos que con-

sideremos se supondrin implicitamente separados.

DEFINICION 4. Sean E y F espacios vectoriales topolégicos.
Diremos que r: E > F es resto si:

1) Para cada compacto K en E que contenga al origen existe
un entorno V de cero en E tal que r(VAK) sea relativamen-
te compacto, k

2) r es continua en compactos en cero. |

3) Para cada compacto K en E que contenga al origen se tiene

1im —%—r(tx) = o

t-o
t#£o0

uniformemente para x €K.
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En los espacios localmente compactos 3) =2 2) = 1).
No parece posible sin embargo en el caso general prescindir

de ninguna de las tres.

PROPOSICION 12, Sean E y F espacios vectoriales
topoldgicos, designamos por R(E;F) el conjunto de los restos
de E en F. R(E;F) es subespacio vectorial del espaéio de

las aplicaciones de E en F.

Demostracién:
S .
ean r; y T, restos
r1+-r2 verifica 1). Pues sea K un compacto de E

que contenga al origen, existen dos entornos V1 y V2 tales
que rl(Vlﬂ K) vy ‘rz(vzr\K) son relativamente compactos. Sea

vV = Vlﬂ V2, es un entorno del origen vy

(r1+ r2) (VNK) c rl(vlmc) + r2(V2ﬂ K)

luego es relativamente compacto.
Puesto que r, v o1, son continuas en compactos en

cero, también lo es r_+ r, por la continuidad de la suma.

1 ;
Finalmente, si K es un compacto de E que conten-

ga el origen
1

Lim 1/t . (r+71,) (ex) = ln /e . £ (ex) +
+ lim 1/t . rz(tx) =0

uniformemente para x €K,
Analogamente si r es resto y AeRR , Ar es resto.
En efecto Ar verifica 1) pues
A r(VNK)

es la imagen de r(VNK) por el homeomorfismo X+ Xx.
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Por ser el producto por escalares aplicacién conti-
nua es Ar continua en compactos en cero.
Por dltimo, para cada compacto que contenga al ori-

gen K, Se tiene:

lim (1/t). (Ar)(tx) = A 1lim (l/t). r(tx) = XNo = o
t»0 t+0

uniformemente para =x €K,

PROPOSICION 13. Sean E y F espacios vectoriales topolé-
gicos. La dnica aplicacién lineal que es a la vez resto de

E en F es la identicamente nula,

Demostracién:

Supongamos que us E »F sea resto y aplicacién
lineal. Veremos que para cada xe€E es u(x) = o.

La imagen de {o0,1] por la aplicacién continua
t = tx, es el compacto K = [o,l]-{x} , que contiene al ori-
gen. |

Se tiene entonces
i ® t = i = -*
lim (1/t). u(tx) = lim u(x) = o.
Asi pues u(x) = o. Esto es u = o.
DEFINICION 5. Sean E y F espacios vectoriales topolégi-
cos, Diremos que la aplicacién f: E 2 F es diferenciable

en a€E si existe una aplicacién lineal continua en compac-

tos WE—F y un resto r tal que:

£(x) = f(a) +u(x-a) +r(x-a).

De existir u y r son Gnicos pues si existie-

sen otros.
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f(x) = f(a)+u1(x—a)+r1(x—a)

se tendrfa:
u, (N-uly) = w(y)-r ()

asi pues u1- u es un resto y por la proposicién 13 u1 = u

de donde r, =r.
Esto permite establecer las notaciones
u=Df(a) = f‘(a) ’

a la aplicacidén lineal Df(a) o £f°(a) se le suele llamar
entonces diferencial de f en a,
i
!
i
El concepto de aplicacién diferenciable en a es
local. Esto es si g = f en un entorno de a las dos son al
mismo tiempo diferenciables o no.
Una aplicacién definida en un entorno de a se

dird diferenciable si lo es cualquiera de sus plro‘lron\gaciorxes

y se seguirdn usando en este caso las notaciones Df(a), £°(a).

PROPOSICION 14, Si f: E—-F es diferenciable en a es con-

tinua en compactos en a.

Demostracién:

Existen Df(a) €L _(E;F) y reR(E;F) tales que: |
f(x) = f(a)+ u(x-a)+ r(x-a)

y por hip8tesis los tres sumandos de la derecha son continuos

en compactos en a,

Para espacios localmente compactos se obtiene como

consecuencia que una aplicacién diferenciable es continua.
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PROPOSICION 15. Sean E 'y F espacios vectoriales topoldgi-
cos. £ : E—=F una aplicacién constante, £(x) = a.
f es diferenciable en todo punto y su diferencial

€5 Cero.

Demostracidén:

Podemos poner
f(x) = f(b)+o(x-b)+o(x~-Db) = a

y sabemos que oe€L (E;F), y oeR(E;F).

PROPOSICION 16. Sean E y F espacios vectoriales topoldgi-
cos. u€L_(E;F) es diferenciable en todo punto ae€E, ademis

Du(a) = u.

Demostracién:

Basta tener en cuenta que:
u(x) = u(a)+ u(x-a)+o(x-a)

y que ue€L,(E;F) y oeR(E;F).

PROPOSICIONf 17, Sean E, F y G espacios vectoriales topo-~
18gicos, u: EXF -G una aplicacién bilineal continua en
compactos. u es diferenciable en todo punto (a,b)€e EXF

¥
Du(a,b) (x,5) = u(a,y)+u(x,b)

Demostracidn:

Puesto que:
u(a+x,b+y) = u(a,b)+u(é,y)+u(x,b)+u(x,y)

es suficiente probar que la aplicacién (x,y) > u(a,y)+u(x,b)
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es continua en compactos y que u es resto, esto es ué€ R(EXF;G)

La aplicacién lineal es continua en compactos, En’
efecto sea KXL un compacto dé EX\F, que contenga a (0,0)
y V un entorno del origen en G. Tomemos un entorno del
origen V° en G tal que V’+ V’cV. Por ser u continua en
compactos existe un entorno U, de o en E tal que u(x,b)e

1

€V’ si erln K. Analogamente existe U, tal que u(a,y)e

2

€V’ si yeU_NL. Por tanto (x,y)G(UIX UZ) N(KXL) dimpli-

2
ca u(a,y)+u(x,b)e V. Es decir la aplicacién lineal es con-

tinua en compactos.

También es ueR(EXF;G) pues u es continua en
compactos, luégo transforma compactos en compactos y es con-
tinua en compactos en (0,0). |

Solo queda tor tanto ver que si KXL es compacto
(podemos sin perder generalidad restringirnos a este‘ tipo de
compactos) se tiene: |

1§18 (1/t). u(tx,ty) = é_:;hé: t u(x,y) = o

Esto es cierto, pues d(KXL) es compaéto, por

tanto acotado de G, Si V es entorno de o en" G exis-

te o>o0 tal que:
Itl< ¢ — tu(KXL)cV

es decir:

le)<

} = t u(x,y)evV

(x,y)e KXL

PROPOSICION .18. Sean  E un espacio vectorial topoldgico, (Fi) fel

una familia de espacios vectoriales topoldgicos. Pongamos ‘F =



-23-

= 11 (Es TT .
fel Fi. Identifiquemos ademis L (E;F) con i€l LO(E,Fi)

por el isomorfismo canénico.
Si la aplicacidn f: E—F es diferenciable en

acE lo son para cada iel priof y se tiene:
Df(a) = ( D(pr£)(a) ), .

E1l reciproco es cierto en cualquiera de estos dos
casos:
a) 5i f es continua en compactos en un entorno de a.

b) Si I es finito.

Demostracién:
Supongamos £ diferenciable en a, existen una apli-
cacién lineal continua en compactos Df(a) y un resto reR(E;F)

tales que:
f(x) = f(a)+Df(a)(x-a)+r(x-a)
Aplicando pri se obtiene:
pr f(x) = PT o f(a)+ prion(a)(x -a)+ 12 r(x— a)

Como pri es continua en compactos' lo es prio Df(a),
entonces priof seri diferenciable en a si priorGR(E;Fi)

y ademis se tendri
D(prio £)(a) = pri°Df(a)
y por tanto
pf(a) = (Dlpref) (a) ), ;

De aqui que la primera parte del teorema sea conse-
cuencia inmediata de la proposicién 19 que probaremos a con-

tinuacién.
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Reciprocamente, si suponemos que cada f1 = pr{ f

es diferenciable en a, existir4dn aplicaciones lineales con-

tinuas en compactos D(priOf) (a) y ' restos ri tales que:
priOf(x) = priOf(a)-FD(priOf)(a)(x— a)i—ri(x-a).

Por tanto
f = f +(D o - -
(x) (a) + ( (pri £)(a) )ieI(x a)+(ri)iel(x a)

Sabemos (proposicién 11) que ( D(priof)(a) )iél

es continua en compactos. f serd diferenciable si r = (ri)ieI

es resto.

r es continua en compactos. En efecto demos un entor-

TT
i€l Vi ?

donde cada Vi es un entorno del origen en Fi y salvo para

‘no del origen en F, podemos suponerlo de la forma

los fndices de un conjunto finito J es Vi = Fi. Demos ade-
mis un compacto X en E que contenga al origen.
Para cada i€J existe un entorno del origen Wi en

F tal :
i al que
r(WNKecv
i1 i

W= lej W, es un entorno del origen en E. Esto
i .

prueba la continuidad en compactos de r pues se verifica

r( WNK )CiEI Vi

Para cada compacto K que contenga al‘origen en E

se tiene:

t2o0
t£o

lim (1/t).r(tx) = o
uniformemente en K.

En efecto demos como antes un entorno el Vi
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en F.
Como cada ri es resto existe un (Mi para cada
i€eJ, tal que:

o< \ti< o, }
1

x ek

= (1/¢t). ri(tx)e v,

y por tanto si o = m}g (o se tiene:
1

i b}
o <iti<x

} =  (1/t). r(ex)eT T V

xeK iel 1

Para ver que r es resto solo queda probar que para
cada compacto K en E que contenga al origen existe un entor-
no del origen en E, V, tal que r(VNK) sea relativamente com-
pacto. Esto no es cierto en general pero si cuando se verifiqug
una de las condiciones a) & b) del enunciado. |

En efecto si es cierto a) de la igualdad
f(x) = f(a)+( D(prio £) (a) )ieI(x-aH— r(x- a)

se deduce que r es continua en compactos en un entorno del
origen, sea W. Tomemos un entorno del origen V cerrado y tal
que VCW entonces VNK es compacto y 1 es cqntinua en
€1, luego r(VNK) es compacto.

\

Si es cierto b) como para todo 1€1 . es ri res-

to, existe un entorno del origen Wi tal que:
r (W .NK)
i i

sea relativamente compacto en F .
i
Sea W = {2;41 , como I es finito es un entorno del
i

origen en E y se tiene

e Tl v Nk
r(WNK) € | o r (W, K)

y éste es relativamente compacto en F.
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PROPOSICION 19. Sean E, F y G espacios vectoriales topo-

18gicos. Si ueL,(F;G) y reR(E;F) se tiene 'uere R(E;G).

Demostracién:
En primer lugar sea K un compacto que contiene al

origen en E. Por ser r resto existe un entorno del origen

V en E tal que r(VNK) es compacto. Como u es continua

en compactos, es u{ r(VAK) ) compacto, luego

e ———

u( r(VNK) Ycu( r(VNK) )

es relativamente compacto.

En segundo lugar uer|K es continua en o.
En efecto, demos un entorno de o W en G. Como u es con-
tinua en compactos existe un entorno U de cero en F tal

que

u{( T(VAK) )nu}cw.
Como r es continua en compactos existe un entorno. V’de o

en E tal que:
r(V'NK)cu
entonces
uer (VNV'NK) C W

es decir uer es continua en compactos en Cero.

Por dltimo sabemos que:

(1/t). r(tx) = o

L lim
/| tro
t#40

uniformemente para xeK <y debemos probar el resultado anflogo
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para u-sr.

Supongamos que hemos encontrado un «>0 de modo que

el conjunto
fojulyly=(1/t) . x(ex), o <lti<a, xeK)

sea relativamente compacto. Esto se probard aparte en el Lema
1 pues posteriormente 1o necesitaremos.

Sea H un compacto en F que contenga a dicho
relativamente compécto. oel y como u es continua en com-
pactos, para cada entorno W de cero en G existe un entor-
no de o en F, U, tal que:

u(HNU) € W
Pero segfin la hipdtesis existe p>o tal que: 
o< |t]<p

} = (1/t) . r(tx) € U

xeK ,
Asi pues si o < |t|<p ¥ jt| <> se tiene, si

X ek,

(1/t) . r(tx) € 'Um{
y por taht&

(i/c) . uor(tx) € W
que es lo mismo que decir

%}g (1/t) . uor(tx) = o
t#0

uniformemente en K.

) |
LEMA 1. Sea’ reR(E;F) un resto y K un compacto en E que

contenga al origen, existe un «>o tal que:
{o}‘u{y\ y = (1/t) . r(tx), o < |ti<co, X € K}

sea relativamente compacto en F.
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Demostracién:
Sea K’ =[-1,1]'K el compacto imagen de [-1,1]x K
por la aplicacién continua (t,x) v— tx. ' |
Por ser r résto existe un entorno V del origen en
E tal que r(VNK’") sea relativamente compacto en F. .

Por ser K acotado existe un «>o0, a <1 tal gye:
["“’ s a]'K cv
De los dos resultados anteriores se deduce que

r( ['“ :d] K )

es relativamente compacto en F.

Para cada p, o <Is< o, se tiene que
{u]ueRr, ﬁslu’ﬂ#tx}'r([—o&,d]d{),

es relativamente compacto en F. Por ser imagen por la apli-

cacién continua (t,x) ¥ tx de un relativamente compacto.-

Sea entonces H el cierre del conjunto‘
{o} U{yly=(/t) . r(tx), o <|tj¢cx , XEKY

veamos que H es compacto.
Sea (Ui)iel un recubrimiento abierto de H.
Como o€H existe algin jel tal que erj.

Asi pues para un cierto B, o< p3< X, se tendré:

o< ]Jt]|« (3 1
= (1/t) . r(tx) e VCU .

x eK J J

siendo V un entorno de o en F contenido en Uj y

cerrado. o

Por otra parte el conjunto

oAy by= (1) o ox(ex), . (aslt\sa , xeK} ;
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est8 contenido en
{ulueRr, B < \u"\;a} r([-=,a} K)

asi pues su cierre es compacto. Existe, entonces, una parte

JC1 finita tal que:

{y1y=@/t) . x(ex) , geltlca , xeK}CiLerr Yy

Por tanto U V Le_:l] Ui recubre H, luego H es compacto.
j i



CAPITULO 1I1I

REGLA DE L A CADENA

Necesitamos un resultado previo que es consecuencia

del Lema 1 del capitulo II.

PROPOSICION 20. Sean E, F y G tres espacios vectoriales
topolégicos, reR(E;F), seR(F;G) y ue Lo(E;F).f‘

Entonces so(r+u) € R(E;G).

Demostracidn:

Sea K wun compacto de E que contenga al origen,
u(K) es compacto y existe un entorno del origen en E, Vl,
de manera que r(Vln K) es relativamente compacto.

Sea K’ = u(yK)+ ;Wl—ﬂ—l-{), es un compacto en F que
contiene al origen. Existe pues un entorno del origenkw en F
tal que s(WNK’) es relativamente compacto.

Tomemos un entorno del origen en F, W', tal que

W'+W’cW.
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Como r es continua en compactos en cero existe un
entorno del origen V,, en E, tal que r(Vzn K) cw’,

Por ser u continua en compactos existe un entorno
del origen V3, en E, tal que u(V3n K) cW’,

S5ea V = vln V20V3 ; se tiene entonces que:

se(r+u) (VNK) € s( r(VAK) +u(VNK) ) c s(Wnk’)

es relativamente compacto, por serlo s(WNK?).

En segundo lugar so(r+u) es continua en compac-
tos en el origen, |

En efecto; sea K un compacto en E que contenga’
al origen y sea U wun entorno de cero en G. ’ |

Tomemos V entorno del origen en E tal que

1
r(Van) sea relativamente compacto y pongamos

K = u(K) + r(Vln K).

Existe un entorno W del origen en F tal que
s(WNK’) c U y existe un entorno V2 del origen ‘en E ‘tal
que:

r(Van) cw’
u(v,n K) cW’

siendo W’ un entorno tal que W’ +W’cW.

Si ponemos ahora V = vln V2 se tendrd

so(r+u) (VAK) c s(K°NW) c U

con lo que queda probada la continuidad en compactos,

Por Gltimo sea K un‘compacto en E que contenga
al origen. - ‘
Segln el Lema 1 (Cap. II, pag. '27) existe «>o

tal que:
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oy Ulyly=(1/t) . r(tx), o <ltic¥, xeK)}

sea relativamente compacto. Sea H su cierre en F.
K’ = u(K)+H es un compacto en F. Como s es
resto, para cada entorno U en "G, existe un g tal que:
o < |t]« pl
, = (1/t) . s(ty)eU
yeK J
Sea entonces T = min{?,v Dd} s se tiene:
o < It!<rl
| 2 (1/t).se(r+u)(tx) = (1/t).s( r(ex)+u(tx) ) =
XeK

= (1/8).s{Eu(x) + (1/8).x(ex)))= (1/e).s(ty)eu
Esto es

tl__}g\ (1/t) . se(r+u)(tx) = o
tio :

uniformemente en K.

PROPOSICION 21. (Regla de la cadena) Sean E, F y G espa-

.0

cios vectoriales topoldgicos, f: E>F y g: F—>G dos apli-
caciones tales que: |

f es diferenciable en ae€E.

g es diferenciable en £(a)e F.

Entonces gof es diferenciable en a y se tiene:

D(gof)(a) = Dg(£f(a))eo Df(a).

Demostracién:
S‘egﬁﬁ las hip8tesis existen TreR(E;F) y seR(F;G)

tales que:

(1) - f(x) = f(a)+u(x-a)+r(x-a)
(2) g(y) = gef(a)+ v(y ~£(a) ) +s(y -£(a))

donde u = '#if(é) €L (E;F) y v = Dg(£(a))e Ly(F;G).
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Sustituyendo en (2) y por £(x) deducido de (1)
se obtiene:

gof(x) = gof(a)+ vou(x - a) + vor(x-a)+ se(u+ r)(x-a)
S5olo queda por tanto ver que
ver + se(u+r)

es resto. Pero esto se deduce aplicando repetidamente las

proposiciones 19 y 2o.

PROPOSICION 22, Sean E y F espacios vectoriales topold-
gicos. £ : E—-F y g : E—F dos aplicaciones diferencia-
bles en un mismo punto acE y XeR. f+g y Af son di-

ferenciables en a vy

D(f+g)(a) = Df(a)+ Dg(a)
D( Af)(a) = ADf(a).

Demostracién:

Es consecuencia directa de las proposiciones 21,



CAPITULO IV

TEOREMA FUNDAMENTAL
DEL CALCULO

Vamos a dar el teorema en la forma obtenida por
A, FROLICHER y W, BUCHER,‘usando los conjuntos cerrados
y convexos’para estimar la separacién de puntos.

Sin embargo la mayorfa de las consecuencias del
teorema solo serdn vilidas para espacios localmente conve-

X0S.

PROPOSICIOﬁ 23, Sean:

E un espacio vectorial topoldgico.

1= [a ,ﬂ] un intervalo compacto de R

B un subconjunto de E cerrado, convexo y con
interior no vacio.

f I—-E y g: I—R dos aplicaciones.

Supon"amos que se verifiquen ademids las condiciones

q) f y g son continuas en I,

| ;
2) Existe un conjunto numerable D tal que si feI-D
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f y g son diferenciables en & y

DE(Z)(1) € Dg(&)(1) . B.
3) si &£< Y pertenecen a I se tiene g(&)g g(v).

Entonces se verifica:

£E(B)-£(x) € (g(f)-g(x) ) . B

Demostracién: »
Podemos suponer o = o, g(@) =o, f£f(a) =0, vy
o €B. Pues si no es este el caso sustituirfamos
I por J=[a,pB,] siendo &« =0, B, =p-%
g por g definida por ser gl(t) = g(t+oa) - g(«)
f por f1 definida por ser fl(t)=f(t-+¢)-f(a)-—gl(t).P
siendo P€B un punto interior a B
B por B, = B-{P} .

Entonces J, 81> £, v Bl’ verifican las hipdtesis

1
del teorema y las condiciones adicionales: o,= o, gl(C&)=0,

fl(NJ = 0, o0€B . Ademds si el teorema se verifica para fl’

1
gl y B1 se verifica para f, g y B.
Suponemos por tanto que se verifican dichas condi-

ciones.

Como paso intermedio probaremos en primer lugar
que para ca@a €>0 se tiene:
‘ £(B) € ( g(P)+ep+€) . B
Séa h: N =D una biyeccién de W en D=DNI -{p}
y pongamos% P = h(n)
i

Definimos
n+ i

k(s) = g(s) +¢s + EZ (‘}_‘)

para seT. &
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Cbnsidefé’mos; é1 coajunto
H= {tltel= Y_o, p] , f(s) € k(s)*B paraoss<t}

Evidentemente oe€H., Sea § = sup (HNI). Probaremos que
inH = [o,¥].

En primer lugar si t1<?f es t €H , pues existe un
t>t1 tal que tel vy por tanto f(s) e k(s)eB para ogs<t
por tanto también para o < s< tl.

De aqui que HNI=[0,¥) & [o,¥]. Pero si fuese
HNI = [o,)') se tendrfa para todo s, con og s <¥ que
f(s)€ek(s)*B luego ¥eH.

Asi pues HNI = [0,5].

Veamos que f(§)e€ k(¥)*B. Si ¥ = o0 esto es 'cierto‘

trivialmente, En caso contrario
( £(t)/k(t) ) e B para o<t< §

Puesto que f es continua y k continua por 1a izquierda

se tiene, ya que B es cerrado
(£ ) = Lin ( £€(e)/Kk(e) ) € B
| Ly B O. o
Lhego £(¥) e k(§)+B. Solo queda por ver que ¥ = B

pues entonces
! N+

W) = k@) =g®+ epte ) |3) =e@)repre
; <P ‘ ; .
Supongamos que no fuese ¥ = B serfa ¥§<pB . O bien

§ # f, para todo n , o bien 3 =F. paré. algién ‘m. Vamos a
ver que ninguna de las dos posibllidades puede darse.
Sea K;‘:ﬁ‘ para todo n .y °\<X<ﬁ « Entonces f y
g son diferenciables en ¥ y se verifica (hip8tesis 2) ):
DE($)(1) e Dg(¥)(1)°B
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Se tiene entonces para ¥+x €1l

£fO¥+ x)

£(¥) +DE(¥) (x)+ rl(x)
g(¥)+Dg(¥)(x)+ rz(X)

g( ¥ +x)

donde rle R(R;E) vy rzeR([R;[R).
Suponemos B entorno del origen en. E. Para todo >0
es (€/2)«B entorno del origen en E,[0,1] es compacto en R,

existe pues §,>o0 tal que:
o ¢ x <§, } = rl(x) € (£/2)+x.B

Analogamente [ £/2 ,- €/2) es entorno del origen en

R y [0,1)] compacto de R, existe pues §,>0 tal que:
Os;f < §, ]rz(x)\ ¢ (€/2)x

Sea ahora & = min {§,,§,, g-¥}. Se tiene entonces

para 0g¢x < §

£(3+x) = £(¥)+DE(E)(x)+ rl(x) = f(¥)+ x Df(8)(1)+r1(x) €
€ k(¥)*B+xDg(¥)(1)B + (&/2)*xB = ‘
= k() B + [8(5+ ) ~8(8) - 1, ()] +B + (6/2)-x-B

los tres coéficientes que aparecen aqui son positivos’, ya que

k es no de%reciente y k(0) = 0‘ y ’Dg(b')(l)>/0 - pues en caso

contrario Qg(i)(1)< 0 se tendrfa ‘rz(x)\< Elxh, lo que para

& suficiiéﬁti.emente pequeiio darfa g(¥+x)< g(¥). |
’Po‘r ser DB convexo si Mo vy f’ son posit.:‘ivbs’j se

tiene }AB‘*‘;)B‘*FBC()L-FV“'P)‘B. «
chlemés, como O€B, se tiene que si 0\<)\<}1 yoo

x € A\ B entonces Xxe¢ A B pues

x = )\y =»[% y]=}1.{’;_}y . (I;ﬁ)o]eyB

1
de aqui que si Osx<§
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£(¥+x) € ( k(1)+g(lf+X)-g(6)~r2(X)+ (¢/2) x )B =

AT
= ( g(¥+x)+ € Z(E) +E¥-¢ (X)+(5/2) X )*BC

u+|

<Cal+x) e Z—) +E(F+%) )°B = k(§+x)eB
o< ¥+

Por tanto se tiene f(s)e€ k(s)eB para Ogsg ¥

Y ¥¢s<¥+& en contradiccién con la definicién de ¥=sup(HN I).

Supongamos en cambio ¥ = En y O¢¥<p y veamos que
tampoco en posible. |

Como f es continua en , existe §, tal que

fon
€ 1
le-¥1<8, = ()= £(5) € Z~ SmmB.

g es continua y monétona luego existe 52 tal que

1
}f < tSlH(S.Z = g(t)-g(¥) € 3“_027,‘,'1
Pongamos de nuevo $ = min {8, . 3t, v tendremos
entonces siﬁ Y¥sts ¥+ 8
i
&
f(t) = f(t)— £QE)+ £(¥) ¢ - 7&;3 + k(§)+B C

o[£ v reree ) ({7 )ne

) ) e

n+1
<4
(g(t)+£t+ & L(z} )B = k(t) B
fast
con lo que de nuevo no serfa ¥ el sup(HNI).

£ 1
— e —— -
C(3 em,+g(t)+ét+

&,[,.‘

M

Poir tanto ¥ = y de aqui que

f(p)e[g(@) + €B + g]B
para todo &¢>0,

Veamos ahora que esto implica f(8)e g(@)-B;

Si g(B) # 0 esto es immediato pues como B es
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cerrado y
£(p)/gp) = g.irg £/ g(p)+ep+ € )

serd 'f(ﬁ)/g(p) € B.
Si g(F) =0 como g es no decreciente y g(o) =0
serd g identicamente nula en [a, ﬁ] = [0,@] . |
Como salvo en un conjunto numerable de puntos se

verifica en I = [O,@]
Df(E)(L) € Dg(&)(1)'B

serd Df(£)(l1) =0 <y por tanto la hipdtesis se verifica no
solo para B sino para todo cerrado, convexo, entorno del

origen en E, sea C uno de estos conjuntos

Epre(epre) c

en particular

E(B)
pri

€C

para todo C. Pero E es separado luego f(ﬁ)'= 0.  »
ﬂor tanto f(ﬁ)e‘g(@)-B tanbién es cierto en este

caso.

El interés del teorema fundamental del c4lculo apa-
| | S
rece sobre todo en los espacios localmente convexos. Para este

caso particular el teorema tiene el siguiente corolario.

PROPOSICION%Z&. Sea E un espacio localmente convexo.

p: E—R uﬁa seminorma continua. I un intervalo compacto
de R. f: IL*E y g: 1 —R dos aplicaciones tales que

1) £ vy gz son continuas en I,

2) Existe un conjunto numerable D tal que si f €I-D,

. - L ET PO
f y g sean diferenciables en ¢ y
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p( DE(E)(1) ) < Dg(&)(1)

Entonces

p( £(p) - (%) ) ¢ g(p) -g(=)

Demostracién:

Basta aplicar el teorema fundamental del célculo
siendo B ={x|xeE, p(x)<¢l}.

El hecho de ser g mondtona es entonces consecuen-

cia de ser g continua en I y de ser Dg(£)(1)>0 en I-D.

Tambien destacaremos la consecuencia siguiente del

teorema fundamental del c4lculo.

PROPOSICION 25. Sea E un espacio vectorial topolégico.
F un espacio localmente convexo. p una seminormarcontinua
de F. f: E—F una aplicacién diferenciable en un entorno

S del segmento x , x + t. Entonces
(o] (o]

p [f(xo+ t) - f(xo)] < gfgﬁ] p{_Df(xo-!-é",t)(t)} -

Demostracién:
Se aplica la proposicién 24 a la aplicacién
L — f(xo+f5t) tomando g(x) = M-x, donde

M = sup p[Df(x +£t)(t)]
3o,1] °




~luego f es continua en a..

CAPITULO V
|

COMPARACTION CON L A

DIFERENCIACION DE  FRECHET

Hemos visto que si f es diferenciable en a es
continua en| compactos en a. Para ciertos espacios topoldgi-
cos esto equivale a la continuidad en a. Solo sefialarémos

|

dos casos impartantes.
i

PROPOSICION 26, Sean X e Y espacios topoldgicos. £:X—=>Y.

 una aplicaci6n continua en compactos en a€éX. Si X es

localmente compacto o metrizable £ es continua en a.

Demostracidn:

Supongamos X localmente compacto. Sea K un en-

"fohd’c6ﬁﬁééEBMdéhﬂglwwf[ﬁmmégwéontinua'en ay’por“hip6tesisgy

i
i
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Supongamos X metrizable. Tomemos un entorno de
f(a) en Y, sea W, Debemos probar que f-?W) es entorno
de a, Si no lo fuese existirfa una sucesién a conver-
gente hacia a y tal que f(an)¢w. Perd”ei],'.v conjunto
{a, al,az,.&&w} es compécto y f es~ca§%§ ﬁ§gen compactos
en a. Asi pues f(an) converge hacia” f(a}i y esto con-

tradice que f(an) ¢,

Si E es un espacio de Banach y F espacio vec~
torial topolégico, una aplicacién £f: E = F diferenciable

en a_ es continua en a.

Si E y F son a la vez espacios de Banach no
existe una relacidén simple entre nuestra definicifn de apli-
cacién diferenciable y la de Fréchet.

Supongamos en efecto que £f£: E > F sea diferencié—

ble en el sentido de Fréchet. Pongamos entonces
f(x) = f(a) +u(x-~a)+r(x- a)

siendo u la diferencial de £ en a en el sentido de.
Fréchet.

No necesariamente és r resto en nuestro sentido, -

r verifica nuestra condicién 2) pues los restos
de Fréchet son continuos. |

r verifica también la condicién 3) de nuestra defi-

nicién de restos. En efecto por ser resto de Fréchet existe

para cada £€> 0 un &> 0 tal que:

hxiics = "Ef{’;)" <&

Si K es un compacto de E, existe a>0 tal que

ltj< o y xeK implica Ntxll< & , y entonces
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Iti<

5 = Hqr/e) r(ex) il < enxi

x €K

Pero no necesariamente se verifica la condicidn 1)
de nuestra definicidn de restos.

Para ciertos casos éi se verifica esta condicién,
por ejemplo cuando f es continua en un entorno de a.

Por tanto podemos enunciar la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 27. Sean E y F espacios de Banachs, £f: E—F
una aplicacién continua en un entorno de a€E 1y diferencia-
ble en el sentido de Fréchet en a. Entonces f es diferen-

E-3 .
ciable en nuestro sentido y las dos diferenciales coinciden.

Para obtener una implicacién en el sentido opuesto
es necesario afiadir hipétesis mas fuertes, la difiqultad no
solo estd en los restos, una aplicacién lineal coﬁtinua en
compactos es diferenciable en nuestro sentido pero no en el
de Fréchet.

Llamaremos < (E;F) el espacio de las aplicaciones
lineales continuas entre dos espacios de Banach con la topoio-

gia de la norma

ulf= sup Jlu(x)il
(PSIES

PROPOSICION 28, Sean E y F espacios de Banach. f: E 2> F
una aplicacién diferenciable en un entorno V de a en E.
Supongamos que para cada x €V es DE(x) € £(E;F), vy que la
aplicacién de V en o£(E;F) que transforma x en Df(x)
sea continua.
Entonces f es difefenciableﬁen a en el sentidq

de Fréchet y las dos diferenciales coinciden.

it
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Demostracién:
Sea o tal que {Ix-ail < o« dmplique xe,V.
Consideremos la aplicacién de ilx-ail¢<x en F

que transforma x en f(x)~- £f(a) ~u(x-a); siendo u = Df(a).
Esta aplicacién es diferenciable en todo x de

X -a|jl<a y su diferencial es
Df(x) - u = Df(x) - Df(a)
Aplicando la proposicidn 25 se tiene si Iix-all<é<a

|\f(x)‘f(a)—u(x-a)\l < gs?p]]HDf(a +(x-a)e )—Df(a)}(x~a)“
| el t R

| |
< lx-a) sup || DE(a+(x-a)E ) -Df(a)l
gelo1] ‘

Pero por ser Df aplicacién continua en £ (E;F) ‘puede

encontrarse un & para cada € tal que

|x=a)<d = sup ||Df(a+(x—a)€)—Df(a)“< €
£elo, 17

y se tendrd para jix-all<é
[|E(x) = £¢a) - u(x - a) || <éllx - all

es decir f es diferenciable en el sentido de Frechet en a

y su diferencial en a es u.

Sea por filtimo E wun espacio localmente convexo
y f£: I-E una aplicacién continua de un intervalo de R
en E. vamos a dar una condicidn necesaria y suficiente |
para que f sea diferenciable en un punto interior de 1I.

Como vimos en la proposicidn 6, L (R;E) es iso-
morfo en este caso a E y la diferencial puede identificar-

se a un elemento de E,

PROPOSICION - 29, Sea E un espacio vectorial topoldgico.
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I un intervalo de R. a un punto interior de I. f£: 1L
una aplicacién continua.

Condicién necesaria y suficiente para que f sea di-
ferenciable en a es que exista el limite

1im f(a+—ti-—f(a) = £’(a)

t—o
En este caso la diferencial esta caracterizada por

ser Df(a)(h) = h £°(a).

Demostracién.

Supongamos que exista el lfmite. La aplicacién
t v f(a+t) -f(a)-t £°(a) = r(t)

es entonces un resto.

Es continua en compactos en O por ser f conti-
nua en a.

Si K es un compacto en R que contiene al origen,
puesto ﬁue la aplicacidn es contiﬁua en un entorno 'V de O,
transforma WANK en un compacto, siendo W un enﬁorno com=
pacto de O contenido en V.

Por Gltimo si K es un compacto de R que conten-

ga al origen, se tiene:

Como K es compacto existe R tal que |x|«R
para xekK.
Si W es entorno del origen en E, existe « tal

que

O<|t]<« s f(a"'ti_f(a) —f'(a),‘eil—w

y poniendo entonces & = X/R se tiene
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o<ty ¢’ \ f(a+tx) - £(a) .
:_> x( - - f (a) €W
xek J £x
si x#0
Y en general !
] -
ocltl< & } ‘ f(a+txz f(a) _ x £°(a) €W
xeK

pues en x = 0 el enunciado es trivial.

Reciprocamente, sea f diferenciable en a.
Puesto que L, (R;E) es isomorfo a E existe un elemento -
f’(a)€E tal que Df(a)(h) =h f’(a). Ademds la aplica-

cién r definida por

r(t) = f(a+t) -£(a)-t £’°(a)

es un resto.

Como ‘[0,1] es un compacto en [R para cada
entorno. W del origen en E existe un «>0 tal que:
0< jtl< P

el \ —tl__—{f(a+tx) - f(a) - tx £7(a)} € W
xe[0,1] J

y en particular para x =1

— f(a+t) - £f(a)

0< 1t]< « " € £7(a)+ W
Esto es
Lim f(a+tz~—f(a) = £7(a)
t—o

que era lo que se pretendia probar.

Cuando E es localmente convexo la existencia del
limite puede expresarse afirmando que para cada seminorma

continua p: E-—>R y cada ¢>0 existe un §>0 tal que:
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Ix -alcé |
| = p( £(x) -f(a) - (x-a) £°(a) ) L €|x-al

xel ‘

En lo sucesivo haremos uso de la proposicién 29

sin mencionarla explicitamente.



CAPITULO VI

PRIMITIVAS E INTEGRALES

Si se quiere asegurar la existencia!de primitivas
‘es claro que se necesita exigir en cierto sentido la comple-
titud. Parece sin embargo demasiado restrictivo exigir que
el espacio sea completo. Hemos preferido tomar un concepto
mas débil aunque el enunciado de algunos teoremas se compli-
ca.

Exigiremos que el espacio E sea localmente con-
vexo y completo por sucesiones. Es decir que toda sucesién
de Cauchy en E sea convergente. Como veremos estas hipé-
tesis son suficientes para extender la mayorfa de los teo-
remas clisicos.

Supondremos pues, implicitamente, a lo largo de es-
te capfitulo que E es un espacio localmente convexo y com-

pleto por sucesiones,

DEFINICION 6. Diremos que la aplicacién f: I —E

donde I es un intervalo de la recta real, es escalonada,
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si existe una particién de I en un nfimero finito de inter-
valos J1 tal que f sea constante en cada uno de los in-
. ,

tervalos Jl'
<

DEFINICION 7. Diremos que una aplicacién £f: I 2 E, donde I
es un intervalo de la recta real, es una funcidn reglada, si
es l1fmite uniforme de una sucesién de funciones escalonadas
en cada parte compacta de 1.
Cuando E es completo‘y se definen las funciones
regladas como limites, no de sucesiones, sino de filtros
de funciones escalonadas, existe una caracterizacién simple;
de las funciones regladas; la teorfa desarrollada por N.
Bourbaki en el libro dedicado a las funciones de una varia-
ble real, es en efecto vdlida sustituyendo el Banach por un
espacio localmente convexo completo. Pero segin hemos indi-
cado nosotros solo suponemos E completo éor sucesiones
y eso nos obliga solo a considerar limites de susesiones;
Debemos sin embargo asegurarnos de que nuestras

funciones regladas son bastante amplias.

PROPOSICION 30. Sea 1 = [a,b] un intervalo compacto; sea
f: I —-E tal que para todo x e€(a,b) existan £(x+) y £(x-)
y ademfs f(a+) y f£(b-).

Supongamos también que salvo para un nfimero finito

de puntos es f(x) = f(x+) = f(x-), entonces f es reglada.

Demostracidn:

En efecto sea a=+t t. <t, sse<t =Db
sean o<< 1 2 n

los puntos donde no es cierta la igualdad f(x) = f(x+) = £(x-),



=50~

2

evidentenmente ciiste ¢, definida en [t S ] cont inua
i , i’ i41
y que coincide con f en (t_,t. ).
i i+l
n , )
Ll conjunto K = T t.,t ) es entonces
] ' L“{“i< | 1’71+l l
1::

compacto. Tratamos de ver que . X es metrisable.

Sea S es espacio suma de los [ti’ti+-l vy g
la aplicacidn que coincide en cada [ti’ti+11 con 81'

5 es compacto y g . continua. Por tanto g es
cerrada y K es isomorfo (Cfr. Bourbalii Top. Gen. Chap 1,
§ 3, prop. 8) a S/R , donde R es la relacibén de equiva-
lencia g(x) = g(y).

Entonces (Cfr. Bourbaki Top. Gen. Chap. 9, § 2,
prop. 17) Il e¢s metrisable pues es subespacio de un sepa-
rado.

También & =K U {f(to), £(E))s een s f(tn)} es
compacto y metrisable,

Sea ¢ wuna distancia que defina la topologia de
Kl Vamos a construir una sucesidh de funciones escalonadas
que converja hacia f wuniformemente en 1.

Tomemos un nel. Para cada xe¢l existe un inter-
valo ( a(x),b(x) ) que contienc a X vy tal que:

z y z" en ( a(x), x)NI == d(£(z),£(z°)) < (1/n)
y zen ( x, b(x) )NI =D d(£(z),£(z")) < (1/n)

]

Un nfimero finito de esos intervalos recubren I
sean ( a(xl),b(xl) Y, ( a(xz),b(xz) )y eee s ( a(Xn),b(Xn) )

Sea ¢, la sucesién que se obtiene ordenando los pun-
i“
tos a(x.), b(x)), x,, a, y b.
i i i
Cada (c ,c
1 k4l
S ( a(x]), X, ), por tanto

2y ten (ehe ONT T d(£(2),E(z7) < (Ln)

) estd contenido en un ( x ,b(x. ) )
139 i .
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Ponpamos xn(ck) == f(ck) y gn(X) = f(c'k) si

X € (ck, ) siendo & un punto elegido en (ck, c

c
k+1 Kk
Entonces

k+1

1
d( £(2), gn(z) ) < = para z€1

que era lo que se pretendfa.
Nota: Obsérvese que puede tomarse la sucesién de
escalonadas de manera que gn(I) < £(1).

COROLARIO, Las funciones continuas son regladas.

La utilidad de las funciones regladas consiste en que para

ellas se conoce ficilmente la existencia de primitiva.

DEFINICION 8. Dada una aplicacién f: I - E, donde I eék
un intervalo de R, decimos que uné funcidn g definida

en 1 es una primitiva de £ si g es continua’en 1y
admite una derivada igual a £f(x) en todo punto ‘x de I,

salvo en los de una parte numerable.

PROPOSICION 3l. Sea f: I = E una aplicacidn que admite en
I una primitiva g. El conjunto de las primitivas de - f
en 1 es idéntico al conjunto de funciones g+a donde

a es una funcidn constante cualquiera con valores en E.

Demostracidn:

En efecto es claro que g +a es primitiva de f.

Si fuese gl otra primitiva de £, la funcidn
gl— g serfa derivable salvo en un conjunto numerable vy
Dgl— Dg = £-£ = 0.

Por el teorema de la media para toda seminorma

continua p: E—~ R se verificaria
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p( 81(x) - g(x) - gl(a) +gla) ) =0
asi pues
Bl(x) —sl(a) = g(x) - g(a)

y la diferencia entre gl y g es constante.

Si f: I —E, para que g sea primitiva de f

basta que lo sea en cada subintervalo compacto de 1I.

PROPOSICION 32, Sea fn: I -E una sucesidn de aplicaciones
de un intervalo de R, I, en E. Para cada n sea gn una
primitiva de fn en I y supongamos ademis:
1) En todo compacto contenido en I, fn converge uniforme-
mente hacia una funcidn f£.
2) Existe ae€l tal que gn(a) converge.

En estas condiciones la sucesidn de funciones ’gn
converge uniformemente en compactos de I hacia una funcién

g primitiva de £,

Demostracidn:

Evidentemente podemos limitarnos al caso de ser 1
compacto.

Probaremos primero la convergencia uniforme de =3
en 1.

Sea p una seminorma continua de E vy demos £>0,

existe N tal que:

n> N

(1) } = p( £ (x)-f (x) )<& para xel
n m

m> N

Como la derivada de gn(x) -gm(x) es salvo en una

parte numerable de I, f (x)-f (x), se tiene:
n m
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(2) p( Bn(}t) - gm(X) - gn(a) + gm(a) ) $€)x-alg€l

siendo 1 la longitud del intervalo 1I.

Como por hipétesis gn(a) es convergente, la
sucesidn gn(x) es convergente para cada x, por ser E
completo por sucesiones. La desigualdad (2) prueba enton-
ces la convergencia uniforme de gn hacia g en 1.

Las 8 son continuas, por lo tanto lo serf g,
l1fmite uniforme de las g °

Veamos ahora la derivada de g.

Sea Hn la parte numerable de 1 donde g; no
existe o es diferente de f, sea H 1la unidén de los Hn
que serd numerable. ‘

Tomemos xeI-H y veamos que g’(x) = £(x).

En efecto sea p una seminorma continua de E y
€>0, existe N tal ques |

n>N 1
as N J = (g (N-g (x)-g (N+g (x) )<

LElx -yl
asi pues haciendo tender m hacia infinito

: - - <
n>N} = p( g(y) - 8(x)-g (y)+ gn(x) )
< Elx-y|
Pero existe h tal que |y-xi<h e yel impli-
can

p( gn(y) - gn(X) - fn(X)(y -x) )ge|y-x)

y por (1)
p( fn(x)-f(x) )< €
Tomando, por tanto, |y-xj<h, yel y n>N se

tiene
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p( 80 - £() - £ (y -0 ) ¢ p( 8(¥) - 8(x) -~ 5_(y) 4 8_(x) )+
+ p( gn(y)- gn(X) - fn(X)(y-X) ) + p( fn(X)- f({X) )y - x|
€ 38 )y - x|

es decir g’(x) = f(x) (proposicién 29).
COROLARIO. Toda funcién reglada admite primitiva.

PROPOSICION 33. Sea g primitiva de una aplicacién continua
f: I —-E, entonces g tiene una derivada con respecto a I

en todo punto [} interior a I igual a £(§)

Demostracidn:

Sea por ejemplo [£~)~,£-+)]CI y vamos a probar
que g es derivable en ¢ y que su derivada es £(&).

Apliquemos para esto el teorema de la media a’
la funcién g(€ + %) -g(€)-x £(&) en el intervalo
l&-2, e,

Por la hiptesis la funcién es derivable en este
intervalo salvo a lo mas en una parte numerable,ﬁu derivada
es

g’ (& + x) - £(&) = £(& + x) - £(&)

continua en todo el intervalo. Asi pues para toda seminor- -

ma p continua en E

p( g(& + %) -g(&)-x £(&) )<ix| sup p( £(&+ t) - £(&));
tefx,+X)
este supremo existe por ser f continua , es mas por la

continuidad existe v > 0 tal que:

X1 < n = p( £(&+ x)-£(§) I<E

con lo que queda probada.la existencia de la derivada y

que su valor es £(Z),
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DEFINICION 9. Sea g una primitiva de f: I-E y sea
le ﬁ) CI un subintervalo compacto de 1I.

Pondremos si f es reglada.
f

J f(t)de = g(p) - gla)
[> ¢
Esta diferencia no depende de la primitiva esco-
gida gracias a la proposicién 3l.
A partir de ahora si g es primitiva de £ en I

escribiremos g’ en lugar de f.

PROPOSICION 34. (Cambio de variables). Sea g: I—* R pri-
mitiva de una funcién reglada g’: IR y sea f una
funcién continua f: J —E donde g(I)cJ.

Cualesquiera que sean los puntos & ¥ ﬁ'~de I

se tiene: .
« , g(p) ;
[ e g e = | £@)

o 8lo)

Demostracidn:
Como g es continua y el intervalo § de extrehos;
o Y 3 es compacto g(8)cJ ?s compacto.
Existe una sucesidn ae funciones escalonadas
gn: S —» g(S) que convergen en S uniformemente hacia g, para
asegurarse de que gn(S)c:g(S) basta en efecto tomar los
valores de g en g(s). ~§
Como ademis f es uniformemente continua en g(S5)
la sucesién de funciones escalonadas fogn converge unifor-
memente en S hacia fog.
| De este modo es fog ;feglada en S, por hipétesis
g’(¢) es reg}ada }uegq lo es £C g(&) )“g'(é). Asi pues las

dos integrales tienen sentido.
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Sea ahora F primitiva de f en J.
5us)d

f £¢rae = Fa)) - Fla@))
8) ‘
Pero Fep c¢s derivable en todo 1 salvo a lo

mas en un conjunto numerable, es continua y su derivada en

los puntos donde existe vale

F'(g(&)) ge) = £(g(€)) g’(&)

luego

[ £C g€) ) g°(8) d& = F( g(p) )~ F( g(x) )

-3

PROPOSICION 35. (Integracién por partes ). Sean El’ E2, y
F espacios localmente convexos completos por sucesiones.
b: Elx E2 -~ F una aplicacién bilineal continua en compéé- :
tos., f: I — El,' g: I — E2 primitivas de funciones regla-k

das.

Cualesquiera que sean « y 3 en 1 -se tiene:.

b
[bCe(e), g7e)ae = bCEB), 8()) - b( £, gl)) -
8 .

X

- { (e (e), g&))aE

>4

Demostracién:

Si u: I- E, y v:I—E, son regladas, también

2
lo es b(u,v).

En efecto, existen dos sucesiones de funciones
escalonadas un: I — El’ vn: 11— E2 que convergen uni-
formemente en un compacto K hacia u y v respectivamente.
Podemos tomar, ademés un y vn de manera que transformen
K en el compacto u(K) o v(K) respectivamente, (Cfr. nota
al final de la proposicién 30 ).

b(un, Vn) es entonces escalonada y converge, por
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la continuidad en compactos de b, uniformemente en ese com-
pacto K, hacia b(u,v).

Las dos integrales del enunciado tienen por tanto
sentido.

La igualdad se demuestra como en el caso clésico,
b(f,g) es reglada en I, continua y derivable salvo a lo mas
en un subconjunto numerable; esta derivada vale segin las

reglas probadas al estudiar la diferenciacién

D(b(£,8)) (&) = b(E*(E),5(E)) + b(EE),g"(E)).

PROPOSICION 36. Sean E y F dos espacios localmente con-
, o ‘
vexos, completos por sucesiones, u: E — F una aplicacién“
lineal continua en compactos. f£: I — E reglada.

Si a4 y B estan en 1

A f
fu(e(e))de = u( gamdﬁ
-4

o

Demostracién:
Como en la proposicién 35 usf es reglada en I
S5i g es primitiva de f en 1

8
u( Sf(i)d&) = u(g(p) -glx)) = ueg(p)-ucg)

Pero u-.g es derivable y su derivada salvo en un

conjunto numerable es
D (ueg) (1) = [ (Du)(g(e) ) oDg() | (1) =
= L)) 0 = u[ose) ] = uzeen

luego como uvg es continua
A | :
{uCe@nNds = u(e(p)) - u(g(®).

O
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PROPOSICION 37. (Teorema de la media). Sea f: I »E una
funcién reglada y p: E— R wuna seminorma continua.

Si [d ,ﬂJCI se tiene:

p B
P ( S f(e)d&) < Bp(f(a))de < (p-x) ggg p(£(8)).
Demos;raci6n:

Basta aplicar el teorema fundamental del cilculo
a la primitiva F de f y a la de p(f()).

Se tiene salvo en un conjunto numerable

p(F’(&)) = p(£(§))

luego

¢
p(F(B) - F())¢ § p(£(&))dE

[24

la dnica dificultad serfa probar que p(£f(¢)) es reglada
pero si f es una sucesién de escalonadas que cbnverge

n ~ ,
uniformemente en un subintérvalo compacto hacia f se tie-

nekque p(fn(g)) es escalonada y

PCE (1)) -p(£e))| ¢ pC £ () —£(8) ).
n n

PROPOSICION 38. Sea g : I —E wuna sucesidn de funciones
n
continuas definidas en un intervalo compacto I = ld, F]a

convergente uniformemente en I hacia g: I —E. Entonces

p
1im S g (£)dg = Sg(ﬁ)dg
5 n o ;

Demostracién:
Basta ver que, puesto que g es continua, es re-
glada y su integral tiene sentido. Usando entonces el teo-

rema de la media.
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No puede sustituirse aqui 8, continua por reglada

ya que no podrfa asegurarse que g fuese reglada.



CAPITULO VII

DERIVADAS PARCTIALES

El papel que juegan las aplicaciones continuamente
diferenciables en la teorfa clésica de la diferenciacidén lo
juegan en nuestra teorfa las aplicaciones diferenciables con

continuidad en compactos.

Sean E y F espacios vectoriales topolégiéds,
A un abierto de E, f: A—>F, S5i f es diferenciable en
todos los puntos de A designaremos por' Df 1la aplicacién
de a en L,(E;F) que aplica a en ’Df(a).

Diremos que f es continuamente diferenciable en ‘
compactos de A si la aplicacién Df es continqé en com-
pactos en A,

Sean E E2 y F tres espacios vectoriales to-

1’
poldgicos, A un abierto de Elx E2 y f: A—F.

Si (al, a2)e A, podemos considerar las aplicacio-
nes parciales AXiFé’f(Xl,“éz) y szﬂﬁéhf(éi,‘xé) defini-

das en abiertos de E1 y E, respectivamente.

2
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Se dice que f es diferenciable en (al, az) res-
pecto de la primera variable si la aplicacidén parcial

xll—» f(xl, az) es diferenciable en al; a esta diferencial

se la representa entonces por le('al, az). Analogas nota-

- ciones se usan para la segunda variable.

D,f es entonces una aplicacién de A en Lo(Ei;F).

Podemos entonces enunciar la proposicién.

 PROPOSICION 39. Sean E s E espacios vectoriales topol6gi-‘

1 2
cos, F un espacio localmente convexo, A un abierto de

E XE H —>F.
1 9 ¥ f: A—F

f es continuamente diferenciable en compactos de A

si y solo si f es diferenciable respecto de las dos variables

en cada punto de A y las aplicaciones le y sz son

continuas en compactos en A.

Ademis se tiene en este caso

‘Df(al, a2)(t1, t.) = le(al, a2) t1«¥ sz(al, az) tz

5)

Demostracidn:
Supongamos que f sea continuamente diferenciable
en compactos de ‘A,

La aplicacién parcial xlv+ f(x_, a2) es compues-

1

ta de xlk» (xl, a2) y £. La primera es lineal y continua,

por tanto diferenciable; sea il su diferencial . il(tl) =

= (tl, 0). Por 15 regla de la cadena la aplicacidn parcial
es diferenciable y le(al, az) = Df(al, a2)°i1.

Queda por ver que le es continua en compactos
en a, pues para la segunda variable el razonamiento es el

mismo.
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Sea” K un compacto de E1><E2 que contenga a
(al, az) y V un entorno del origen en LD(EI;F). V esta-

r4 formado por las aplicaciones lineales que transforman un

compacto L de El en un entorno - W del origen en F,

uev &3 u) c W

Debemos encontrar un entorno U de (ai, az) en

A tal que:
le(unK) C V+D1f(a1, az),

esto es un entorno de (a_, az), U, tal que (Xl,xz)é unkKk

1
implique
+
le(xl’;XZ) € le(al, az) v,

pero puesto que le(xl, xz) = Df(x,, xz)oi » esto equivale

1 1

a decir
- oi CV
( Df(xl, XZ) Df(al, az) ) 11
y esto es
- ° C
( Df(xl, xz) kDf(al, a2) );il(L), ’W

Pero il(L) es compacto de E'>(E2 pues i_ es

1 1
continua y L compacto. Esto es decir, por tanto, que debe

existir un entorno de (al, a2), U, talVQUe si i(x1,22)€ un K
x.) - W; L
Df(xl, xz) Df(al, az) e T(W; il( ))
siendo T(W; il(L)) el entorno del origen en gﬁElx EZ;F)
definido por :

u € T(W; il(L)) = u°il(L) c W

Sabemos que decir que existe U equivale a decir
que Df es continua en compactos en A y ésta es la hipé-

tesis,.
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lf y sz en
cada punto de A y que estas aplicaciones son continuas

Supongamos ghora que existen D

en compactos en Aj; vamos a ver que £ es continuamente
diferenciable en compactos en A,
Sea (al, a2)€ A, decir que f es diferencia-

ble en (al, az) y que su diferencial es \

le(al, az)\t + sz(al, az) t2

1

equivale a decir que la funcién
r(tl, t2) =

= f(a1+ tl,a 4-tz)-f(al,az)-le(al,az) tl- sz(al,az) t2

2

es un resto de Elx E2 en F.

Debemos probar tres condiciones para ver que r
es resto. Comencemos por demostrar que para cada compacto

K de Elx E2 que contenga al origen se tiene

. 1 '
1lim < r(txl, tx,.) =‘ 0

tso 2
t+o

uniformemente en K.

Se tiene

1
- r(txl, txz) =

1’ ' '
e g— p— 7 o~ -
f(a1+ txl,a + tx.) f(a1+ t:l,az) sz(a1+ftx1,a2)(tx2) +

+ . - 3
[sz(ar+ txl, az)(xz) sz(al, az) ({2)]
1 :
+ T [f(a14-tx1,a2) f(al, az) - le(al,az)(txl)]

Como F es localmente convexo, dar un entorno del

origen es dar una seminorma continua p y un &>0.
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Sabemos que 1(1 = prly(li) cs compacto en E que

1
contiene al origen, por la definicidn de le(al,az) existe

«,> 0 tal que:

1 ~ £
¢ o - - otx - - 3
0 <ltleoy =y p( " [f(\a1 t 1,az) f(al,az) le(al,az)(txl)]) 3

=P ) y K, =

=pr2(K), sean K1=['1,1}-K1 y Rz =[—1,1]K2; Kl y Kz

Consideremos los compactos K

son compactos en E1 y E respectivamente y contienen

2
al origen, por tanto R = Rlx Kz es un compacto de Elx E2
que contiene al origen.
La aplicacién (tl, t2) — sz(a1+ tl,a2+ t2) -,

-sz(al,az) es continua en compactos y (o0,0) v+ 0,

existe pues un entorno del origen, U, en Elx EZ tal que:  '
(t_,t

X2€ \2

)eUﬂK{
j’ = p[sz(al-q- t

sa

2

£
L +t2)(x2)- sz(al,az)(xz)]<g

Existen entornos del origen U1 en El y UZ en

E2 taleks que le U‘:)-C U.

Como U1 absorbe a los compactos existe 0< q,<1
tal que

<&K1C U1

Sea entonces (Xl’XZ)G K y 0« ltl((Xz. Se tiene
xle‘, Kl’

t
tx. = ¢ — x
4

¢ o, R U
1 (.0521C

1

OeU, , asi pues (txl,O)e U. Adeni (txl, 0)¢ KIX'KZ =Ry,
X, € 1\2 y en definitiva:

1
0 < |t\<afl

—

(x ,x2)e K €
} = p[sz(al-f- txl,az)(xz) -sz(al,az)(xz)]< 3

Sea 0K f){;y - cxs suficientemente pequeiio para
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que (nl,a2)+m‘K € A, lo que es posible pues A es abier-
to y contiene a (a ,a ).
Vamos a apllcar la proposicién 25 a 1la aplica-

cién

—
u f(al+ txl,a2

+u) - sz(a1+ txl,az)(u)
donde (xl,xz)e K, 0<it})< o, y u varfa en un entorno

del segmento O, txz. Se obtiene:

+tx)-f(a + tx_ ,a,.)-D f(a+tx ’3, )(tx) )<

p( f(a +tx1,a2 1?3 1

£ fse[% f] p[D f(a + txl,a2+5,tx2)(tx2) - D2f(a1+ txl,az)(tx‘z)J

Esto es
1 ;
p[——{f(a + txl,a2+tx ) —f(a + txl,a )—D f(a +t:x1,a )(tx )}]5

£ sup p[D f(a +tx ,a, +.§tx )(x )-D f(a + tx ’2, )(x )]
ié[o j] 1 1

Podemos tomar «; suficientemente pequeilo para que

a <A<l y «>(3;K‘2CU2

donde U2 es el entorno de O en E2 usado anteriormente.

Entonces si (xl’XZ)eK y O <iti<o; se tiene:

t
¢ L = - K U
xlelxl Yy X,€ 1\2 luego t:x1 Zalee @, 1C 1
y
trx=a®lx ¢ a,f C U
2 Sk T20 372 2
de aqui que

(txl,gtxz) € Unte
(txl, 0) € unk

luego aplicando (1)

13

- F: < ooty

p( sz(a1+ £X 53, + Etxz)(xz) szf(al,'\z)(xz) ) A
- 3y ¢ &

?(..szf?1.+, ‘?,’?1’,?2?(.,?2) lef(al’?z)(&xz) -
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asi pues por la desigualdad triangular, (xl,xz) €EK ' vy

0 <lt|< o, implican

;k é‘
- _ s
1,a2+tx2) f(al+ txl,nz) sz(a1+ txl,nz)(txz)ﬂ 3

1
p)_t {f(al+ tx

Con esto hemos probado que dado un corﬁpacto K
en EIX E2 que contenga al origen y un éntorﬁo; W =

={x| x€F, p(x)<£} del origen en F existe un &>0

tal que:

0 <ltl< é( !
} o p(? r(txl,txz))< &

(x‘l’x2)€ K

Queda por ver que r(xl,xz) es continua en com-

pactos en el origen y que para cada compacto K en EIX,EZ;
que contenga al origen existe un entorno del origen V tal
que r(VN K) sea relativamente compacto.

Sea K un compacto de E_x E2 que contenga al

1 : ,
origen, la demostracién de que r|[K es continua en O es

anfiloga a la que hemos visto.

En efecto tenemos la descomposicién

r(xl,xz) = l_f(al+x ,a2+x2) - f(a1‘+ xl,az) - sz(a1+ xl,az)(xz)] +

,a,) - £(a ,a,) =D £(a,a,) (x)) ]+

1

+ [f(a1+ Xl

+ [sz(a1+ xl,az)(xz) - sz(al,az)(xz)]

Llamamos como antes Kl = prl(K), 1(2 = prz(K),
R, =|- -K 2= -K =RXR .
Ry =)k, r=[r1,1] K, ¥ R=RXR.

Los entornos del origemn U = le U2 en E1X E2 :

tales que (al,a2)+UC A vy tanto Ul como U2 sean
abiertos y equilibrados forman una base de entornos del
origen en Elx E2 ya que (al,az)e A, Aes abierto y

El vy E2 son espacios vectoriales topoldgicos.
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Demos un entorno del origen en F que vendri de-
finido como {xl x€F, p(x)<€} siendo p una seminorma
continua de T y &> 0.

Por hipbtesis la aplicacién

— : - -
Xl f(a1+ xl,az) f(al,az) le(al,az)(xl)‘

es resto., Como Kl es un compacto que contiene al origen

en E1 existe un entorno del origen Vl en E1 tal que:
q <N i
(:l,xz) e I (le E2) implica .
- ’_ < —
»a,) - £(a ,a,) le(al,az)(xl)) 3

P(f(a1+ X

Como sz(a1+ t. ,a +t2) es por hipdtesis conti-

172
nua en compactos en (0,0); dado el entorno del origen en

LO(EZ;F), T(KZ,E) definido por

ueT(KZ,E ) = sup p(u(x))< %
~XEKZ

existe un entorno W del origen en Eix E2 tal que

k! 4 L
(t1’t2)e ink y xzelz implica

(2) P(sz(a1+ t.,a

2

C
1 +t2)(x2) _sz(al’82)<x2))< o

Por tanto (xl,xz) € WNK implica
&
P(sz(a1+ xl,az)(x2)~ sz(al,az) (xz))‘< 5

ya que (xl’XZ) € WNK dinmplica xEKz y (xl,O)eW!\K

2

suponiendo que W =Wl>( W2 donde Wl y WZ son entornos

abiertos y equilibrados de cero en El y E2 lo que siem=-
pre puede admitirse, podemos suponer ademis (al,az)+WCA.
Por {ltimo apliquemos la proposicién 25, a la

aplicacidn

> -
u f(a1+ Xy 58,4 u) sz(al+ xl,az)(u)

2

donde wue Wps = (XI,X2)€ KNW, en el segmento™ 0, X,.
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Obtenenos

£ - -
p( (a1+ X)98,+ x2) f(a1+ xl,az) sz(a1+ "1’,a2)(x,2)) <

£ sup p(D . f(a .+ x ,a +tx )(x.)-D_ f(a +x ,a.)(x.))
Eelo 1] 2 1 1’72 2702 2 1 1’72 2

Pero (xl’EXZ) y (xl,O) pertenecen a WNR

luego por (2)

D f - <
PD,f(a; + x),2,+&x,)(x,) = D, £(a + x,,3))(x,)) <

s p(D,f(a + x 8,4 5%,)(x,) = nzf(al,az)(xz))+

N>
i
Tl

+ p(sz(a1+-x

' 3
1,32)(X2) - sz(al’éz)(XZ))<'2§-+

Asi pues (XI’XZ) € KNW  implica

f 3 - : - é_
p( (a1+-x sa,+ {2) f(a1+ X ,az) sz(al+ X ,az)(xz))$ S

1

1 1

En definitiva resumiendo los resultados anteriores
r . P b, <
(XI’XZ) 3 1\nwn(v1x E2) - p(r(xl,'cz)) E

Esto es r es continua en compactos en O.

Sabemos que si r es resto f serd diferenciable
en (al,az) y

(3) Df(al,az) = le(al,az)Opr + sz(al,az)opr2

1
siempre que esta aplicacién sea continua en compactos,
pero esto es trivial por la forma que tiene y serlo por
hipétesis D_f D .
P 1 (al,az) y 2f(al,az)
Asi pues f(tl’tz) es continua en compactos en

A ya que en el entorno de (al,az) es

£ =
(a1+ tl,a +.t2) f(al,a2)+-Df(al,az)(tl,tz)-+r(t1,t2)

2
y Df(al,az) asi como r hemos probado ya que son conti-

nuas en compactos en (0,0).

Pero entonces r es continua en compactos en:
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todo A - {(al,uz)} pucs cu diferencia de dos funclones
continuas en compactos en todo A-{(al,az)} .

De aqui que r es resto pues compactos contenidos
en A ‘{(al,az)} los transforma en compactos; es decir cumple

también la primera condicién de los restos.

Entonces f es diferenciable en todo A y su
diferencial viene dada por (3). Solo queda para probar

el teorema ver que Df es continua en compactos en A.

Sea K wun compacto en E_X E2 que contenga

1
a (al,az)é A, demos un entorno en Lu(Elx EZ;F) del

© origen, T
ueT & u(L)cCV

donde L es un compacto de E_X E2 y V un entorno .

1
del origen en F, tomemos un entorno del origen en F, W,
tal que W+W CV,

Por ser Dif continua en compactos existe un

entorno Ui de (al,az) en E1><E2 ~tal que:

(tl,tz)E Uir\ K Dif(tl,tz)(pr(L))cW
Entonces
(tl,tz) € Ui” U2m< = Df(tl,tz) e T

esto es Df es continua en compactos en A.



CAPITULO VIII

DIFERENCTIALES SUCESIVAS

Sean E y F espacios vectoriales topolégicos
y f: A—F una aplicacidn definida en un abierto A de
E. Si f es diferenciable en cada punto de A tenemos
definida una aplicacién Df: A — L (E;F). Si esta apli-
cacidn es diferenciable en x € A diremos qﬁe f es di--
ferenciable dos veces en xo y llamaremos sz(xo) ka |

la diferencial de Df en X asi pues
2
D f(xo) € Q$E;L°(E;F)).'

La existencia de sz(xo) implica la continuidad en com~
pactos en xo de Df pero no la continuidad.

Segln vimos en la proposicién 7 existe un homeo-
morfismo lineal entre los espacios L (E;L,(E;F)) vy
L,(E,E;F), asi pues sz(xo) puede identificarse a un ele-
mento de L,(E,E;F), no lo haremos asi, sino que rese:vére-

(

mos la notacidén ~fﬁ(xo)“ o f 2(xo)w‘para_¢l elemento de

L,(E,E;F); de manera que:
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O(x ) (6y) = (D*E(x ) () (y)

Como en la teorfa clésj.ca es f"(xo) ‘simétriga
pero solo en el caso de ser F localmente convexo, ya en
el capitulo anterior ha surgido una limitacién de este
tipo, son debidas a que el teorema fundamental del cil-

culo solo es aplicable esencialmente a estos espacios.

PROPOSICION 40. Sean E y F espacios vectoriales top016-‘
gicos, F 1localmente convexo. Sea A un abierto de E vy
f wuna aplicacién f: A—>F diferenciable en A y diferen-
~ciable dos veces en a€ A, Entonces f"(a) es una forma

bilineal simétrica, esto es
f*(a)(X,Y) = £"(a)(Y,X)

para cualesquiera X e Y 'en E.

Demostracién:

Demos (X,Y)€ E2 que van a permanecer fijos en
todo el razonamiento.

Como a€eA y A es abierto, existe un éntorno
V de a, contenido en A, Podemos encontrar un entorno |
abierto y equilibrado de O en E, W, tal‘ que a+W+WcCV,

Existe ademds un o« , O <&,‘< 1 tal que si |tlgo se tenga
tXeW y tYeu

Entonces todo el recténgulo a + [0, x) X+ [O,M] Y CcVc A,

Consideraremos la diferencia,para Itl<
H= f(a+ tX+tY)- f(a+tX) ~f(a+tY) +£f(a) =

= g(X) - g(0)
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donde g es la aplicacién
g(u) = f(a+ tu+tY) - f(a+ tu)

-
definida para ué€ « W,
La aplicacién g es diferenciable en &' W; bas~
ta tener en cuenta que f es diferenciable en A y que

-4
a+t o« WH+tY C A, Su diferencial es
Dg(u) = t £f’(a+tu+tY)~-t £°(a+tu)

Vamos a aplicar la proposicién 25 a la aplicacién
2, 2
g-L, siendo L la aplicacién lineal t (D £(a)(Y)); en
el segmento O, X. Si p es una seminorma continua en F

se tiene

p(H - L(X)) = p(g(X)-g(0)~- L(X)) < es?p] p(Dg’(&X) (X) - L(X))
€101 : ‘

= sx[.lp] p{t £2(a+EtX + tY)(X) - t£’(a+ ELX)(X) - tz(sz(a)Y)(X)} ‘
§elod : ‘

L,
Como suponemos que existe D f(a) se tiene
2
f’(a+h) = £°(a) + D £(a)(h) + r(h)

donde r es un resto reR(E;L,(E;F)).

La expresién que aparece en el supremo es

[x3

£7(at EtX +£Y)(X) - t £%(as & tX)(X) - £2(D2E(a) (1)) (X) =

i

££%(a) (X) + £(D2E(a) (5 EX+ £¥)) (X) + t T(ZtX +£¥)(X) -

LE*(a) (X) - £(D2E(a) (£ £X)) (X) - £ (& eX) (X) - t2(D2E(a) (¥)) (X)=

t(sz(a)(tY))(X)+ t r(EtX+tY)(X) -t r(&tx‘)(X) -
- 2%y @)X =

t r(£tX+tY)(X) - t r(EeX)(X)

i

Sea q la seminorma continua en L _(E;F) ‘defini-

da por. .o L iae e e s
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A= p(v(®))
se tiene entonces
p(H -L(X)) = sue, q(t r(&tx+‘ tyY) - t r(ftx)),
dividiendo por t

p('%; - f"(a)(¥,X) ) = sup q{}- r(¢ tX+ tY)- 1 r(gtx)}.
gelo,1] t t

Como EX+Y y &X describen compactos cuando

fe[0,1], decir que r es resto implica que:

lim  p(og - £(a)(¥,X) ) =0
t>0 t

Esto se verifica para toda seminorma p y por

tanto se tiene:

f1(a)(Y,%) = 1 inm o
t-0 t

y como H es simétricaen X e Y 1lo es también f£"(a).

Por recurrencia pueden definirse las diferenciales
sucesivas,

Si f: A—F est4 definida en un abierto A de
un espacio vectorial topoldgico E y toma sus valores |
en  otro, F; diremos que es derivable p veces en aééA‘
si existen toda; las diferenciales hasta la de ordem p -1
en todo un entorno de a y adem8s existe la diferencial
en a D(Dp'-lf)(a) = Dpf(a). De esta manera puede~defihirse
por induccién Dpf(a). |

Como antes DYf(a) puede identificarsé con un
elemento de LO(E,E,.?.,E;F) = LE(EP;F) que se escribiri
f(p(a).

También es f(p(a) simétricé’pgro antes de pro-

barlo necesitamos probar la siguiente proposicién.

|
|
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PROPOSICION 41. Secan E y F espacios vectoriales topold-
gicos, f: A—F wuna aplicacién'definida en un abierto A

de E. Supongamos que f sea p veces derivable en a¢A.

Si t2,....,tp son elementos de E 1la aplicacién

tl - f(p(a)(tl,tz,k...,tp)

es la derivada en a de la aplicacién

-1
X +— f(p ’ (X)(tz,ooo,tp)
Demostracién:

Descompongamos la aplicacion

(p

-1 :
g: Xx — f (x)(tz,...,tp)

en producto de dos
p-1_, p-1 \ ‘
x — D £(x) —— ( ... ((D f(X)(tz))(ts))-o(tp))
La segunda aplicacién esti definida en
G = Lo(E;L,(E;L (E5ee03L.(E3F)e.s)))

donde hay p-1 paréntesis y p~-1 E, con valores en F.
Es evidentemente lineal y continua eﬁ compactos, esto filti-
mo como consecuencia de la . proposicién 8 y de que si

h: E°’XF’—> G’ ~es continua en compactos, lo son las aplica-
ciones parcialés:.

Asi pues aplicando la regla de la cadena
Dg(a)(£)) = (.. T TE@) (£ D) (E,)) (e )) =
_ (p | | |
= f (a)(tl,tz,...,tp)

como se queria probar.
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PROPOSICION 42, Sean E 'y F espacios vectoriales topold-
gicos, F 1localmente convexo, f: A— F definida en un’
abierto A de E. Sea f p veces derivable en a€A, en-
tonces f(p(a) es simétrica.

De otro modo si o es una permutacidn arbitraria

de los fndices {1,2,...,p} y t reeesty cualesquiera p

1
vectores en E se tiene

(p
(a) (t (1\,t (ZY...’t

h f(p(a)(t tyseeest)
Demostracidns
Probaremos el resultado por induccidn sobre p.
El teorema es cierto para p=1 y p= 2.
Supongamoslo demostrado para p~-1>»2 y vamos
a probarlo para p. ’

Consideremos la aplicacidn

(p-

X —> f 2(x)(t3,...,tp)

su diferencial segunda en a es la aplicacién
(t.,t,.) 1+—> f(p(a)(t st seeest )
1’72 1’72 P

Asi pues la proposicién 40 asegura

f(p(a) (t st st seeest ) = f(p(a) (t,,t
’ 2 P 1

LN J t ‘ ‘
1’3 Eyreenaty)

2’
Por otra parte si o es una permutacién de los

{ndices {2,3,...,p} la hip8tesis de recurrencia asegura
(p- (p -1 i

eoe ) = £ t t eveyt
£ (x)(t 27 43)3 st p)) (x)( 22539 ’ P)

y diferenciando, después de aplicar la proposicién 41 se

tiene

(p(a) (t ot ...,t ) = f(p(a) ‘Fl’tZ’.."tp)

atZl’ vt3)’ (o
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Pero estas dos permutaciones generan todo el gru-

po simétrico.

Vamos a continuacién a dar algunos teoremas sobre

la existencia de derivadas sucesivas.

PROPOSICION 43, Sean E y F espacios vectoriales topold-
gicos. A un abierto de E y f wuna aplicacién de A en
Fo 5i £ es m veces derivableen a y si Dmf es n
veces derivable en A, entonces f es m+n veces deriva-/

ble en A vy p" TP £ = Dn(Dmf).

Demostracién:
Para n =1 es la definicién y para =n>1

es trivdial usando las definiciones.

PROPOSICION 44, Sean E, Fl’ Fz, vee Fm’ m +1 espacios

vectoriales topoldgicos y sea f: A — F X F,x% ...><Fm’

definida en un abierto A de E,

Para que f sea p veces derivable en A es necesa-
rio y suficiente que cada fi sea p veces derivable en A
y se tiene entonces Dpf = (Dpfl, Dpfz, |
ciendo las convenientes identificaciones de espacios.

see 9 Dpf ) ha~
n

Demostracidn:
Es una consecuencia de la proposicién 18 aplica-

da p veces,

PROPOSICION 45. Sean El’ E,, y F tres espacios vectoria-
les topolégicos. u: Elx E2 — F una aplicacién bilineal
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continua en compactos.

Entonces u es indefinidamente diferenciable y

todas sus diferenciales de orden mayor o igual a tres son

nulas,
Demostracidn.

Por la proposicién 17 u es diferenciable vy
se tiene

Du(tl,tz)(x,y) = u(tl,y)-ku(x,tz)

Asi pues Du es la aplicacidn que transforma

(tl,tz)e Elx E, en la aplicacién lineal de LG(E1><E2;F)

2
(x,y) — u(tl,y) + u(x,tz)

a la que llamaremos ?’(tl,tz)

La aplicacién @ : Elx E2 —> Lo(Elx EZ;F) es
claramente lineal. Para probar que es diferenciable debemos
probar que es continua en compactos. Como es lineal basta -
probar la continuidad en compactos en el origen.

Demos pues un compacto K. en Elx E2 que conten-
ga al origen (0,0). Podemos suponer que es de la forma
K= le Kz siendo Kl y Kz
tituyendo si fuese necesario K por otro compacto mayor.

compactos en E1 y E2, sus=

Demos también un entorno del origen T en

LO(E1>(E F), debemos encontrar un entorno del origen U

2;
E X E
en 1 2 tal que

PEANU) c T

El entorno del origen T" contiene al conjunto de
aplicaciones h que transforman un cierto compacto L de

Elx E2, en un cierto entorno del origen V en F
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{heLo(Elx E,sF) | h(L) ¢ vicr

y podemos suponer que L es de la forma le L2 donde L1

y L2 son compactos de El y B respectivamente.

2
Para encontrar U vamos a usar la hipdtesis de

ser u continua en compactos.
Tomemos en primer lugar un entorno del origen W
en F tal que W+WC V.

Sabemos que KlX L2 es un compacto de E1>< Ez,

si xeL, es (0,x)€K )(L2 y u(0,x) = 0. Por la conti-

2 1 :
nuidad en compactos de u existen entornos de 0 y x en

E1 y E2 respectivamente PX y Qx tales que

K P \cw

u {(K xLINE XQ)}C
Los entornos Qx recubren L2 y un nfmero finito

de ellos Qxl ’ Qxé, eoe an recubren L2, por. ser L2
compacto; consideremos entonces el entorno del origen en El

p = N p

i=1 X,

3

evidentemente
u i (R XLIN(XEN} C W

pues si (tl,tz)eK XL, y (tl’tZ)e P XE, se tiene para

1 )
algn i: O<ign, t,¢ sz, y tlerL.

Analogamente puede encontrarse un entorno S del

origen en . E tal que

2
u { (L, X K,) N (E X )} cw

Entonces U =PxS = (Psz)n(Elx S) es un entor=-

no del origen en E_X E2 y si

1
(et € RO
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ti €
sc tiene para (xl,xz) L1)<L2

?(tl,tz)(xl,xz) = u(tl,x2)+ u(xl,tz)e
€ uikX Lz)n(prz)} + u{(LXK)N(EXS)C

C WU+wWcv

es decir
PENnU)c T.

2 ,
Asi pues D® = ® en todo punto. Por tanto D u= ¢,

3
Como P es constante se tiene entonces D u=D u= ... = 0.

Por fin estamos en condiciones de probar la regla

de la cadena de orden p.

PROPOSICION 46, Sean E, F y G espacios vecto¥ia1es to-
polégicos, A un abierto de E, B un abierto de F, f:t A—>F
una aplicacién p veceﬁ continuamente diferenciable en com=-
pactos de A y tal que; f(A) € B, Sea g: B— G p ‘vecés
continuamente diferenciable en compactos de B. Entonces

gof es p veces continuamente diferenciable en compactos

de A,

Demostracidﬁ:

Al decir que f es p veces continuamente dife-
renciable en compactos de A entendemos que Dpf existe
en todo A y como aplicacién es continua en compactos en

A.

Para p = 1 sabemos que gof es diferenciable y

Dgﬁf(x) = Dg(£(x)) o Df(x) N
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entonces D(gef) es compuésta de dos apiicaciones
x v+ (Df(x), Dg(f(x)) ) +—> Dg(£f(x)) o Di(x)

De la proposicién 2 y wusando la hipétesis sigue
que la primera es continua en compactos, La segunda aplica-
cién gracias a la proposicién lo es continua en compactos.
Por tanto usando de nuevo la proposicién 2 D(g-f) es con-
tinua en compactos en a.

Supongamos el resultado cierto hasta p-~1 y
probemoslo para p.

Como g es p veces derivable con continuidad
en compactos, Dg es p-1 veces diferenciable continuameh-
te en compactos en B, f 1lo es p veces, luego por lay;
hipétesis de recurrencia (Dg)ef es p-1 veces diferen-:
ciable con continuidad en compactos de A,

Df es tambien p-1 veées diferenciable'con
continuidad en compactos . Luego usando la proposicién 44

la aplicacién
x —> ( Df(x) , Dg(£(x)) )

es p~1 veces continuamente diferenciable en compactos de

Usando ahora las proposiciones 45 y lo

la aplicacién
(u,v) +——>  vou

es indefinidamente diferenciable.

Teniendo en cuenta de nuevo la hipétesis de re-
currencia Dgof(x) resulta ser p-1 veces continuamengf
diferenciable en compactos de A y esto es (gof) es

p veces continuamente diferenciable en compactos de A,
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Por dltimo antes de terminar el capitulo veremos

la formula de Taylor.

Sean E, F y G espacios vectoriales topolégi-
cos, u: EXF — G una aplicacién bilineal continua en com-
- pactos, I un intervalo abierto de R y f: I—E y
gt I —F aplicaciones n veces derivables con continuidad_
en compactos de I,

Las derivadas sucesivas de £ vy g pﬁeden iden-
tificarse con elementos de E y F respectivamente y se

tiene
-1
uw(e™g)+ (-1 T u(E, g =

=o{u(® L - u(e® " e+ v+ (DT u(eg" T h)

]
La demostracién es trivial,

Supongamos ademas G completo por sucesiones.
u(£",g) es aplicacién continua de I en X (obsérvese
que I es localmente compacto ), por tanto es‘integrable;
Integrando se obtiene entonces la regla de integracién pqr’

partes de orden n.

PROPOSICION 47, Sean E, F y G espacios vectoriales topo-
18gicos, G completo por sucesiones, u: EXF — G wuna apli-
cacién bilineal continua en compactos, I un intervalo‘abier-
tode R, f: I—»E y g: I-—»F aplicaciones n veces deriva-_
bles con continuidad en compactos de I, a y b puntos de
I,

Entonces
b

| u(e"o),e000) e =
o
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n-1 b b : ,
;m)” W TP He,e e | + D" Su<f<c>,g“<:>>ac~
a a e

I

Demostracién:

Es trivial después de lo ya expuesto.

De esta expresién se obtiene f4cilmente la primera

forma de la férmula de Taylor.

PROPOSICION 48. Sea E un espacio vectorial topolégico,
completo por sucesiones. I un iﬁtervalo abierto de R, f:I-fvE :
n+1l veces derivable con continuidad en compactos de I.

Si x y a pertenecena 1 se tiene

f(x) = . |
n , n
= f(a)+x-a f'(a) + oo.+(i-—a)—-f(n(a)+ Sf(n*l(t)(x-t) dt
1! n! 7l ‘
a . ‘
Demostraci&n:

Aplicamos la regla de integracién por partes
siendo u: RXE — E definida como u(X‘,x) = Xx, en
lugar de f usamos f’, en lugar de g  usamos

(t-x)"
n!
¥y X en ldgar de b. Se obtiene entonces directamen-

te la expresidén buscada.

PROPOSICION 49, Sean E y F espacios vectoriales topo-

18gicos, F localmente convexo y completo por sucesiomes,

A un abierto de E, f: A—SF n+l veces derivable con
. |

continuidad; en compactos - de - A, e
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Entonces si cl segmento a, a+t estd en A se

tiene
f(a+t) = f(a)+~%i f'(a)(t)+-%T'f"(a)(t(z))ﬁ- cece +
‘ 1 n o ,
+ rll—! f(n(a)(t(n))+[3£-1—% f(n+1(a+ Et)dﬁ](t(nfl))
0 S

t(n) i= (ty oee st) €E"

donde hemos escrito

Demostracién: ,
Aplicamos la probosicién 48 a la funcibén g(g)=

k I k

= f(a+&t) observando que g(k(o) = f(C (a) (t( )

(0+1)  fuera de 1a inte-

) vy usa-
‘mos la proposicién 36 para sacar t

gral,

Por dltimo obsérvese que si p es una seminorma

continua en F 'y

(n+l)

sup p( f(n+1(a-+Et)(t ))=M
§efo 1] '
se tiene por la proposicién 37
p[(g——-(ln-'g) f(n+1(a+£t)d£) (t(n 1)) =
) '
- 1 M-
= p ( ‘S)_(lt_l'iz_ f(n+1(a+£t)(t(n+ )) kdE)s o

Lo que puede servir para acotar el resto de la

f6rmula de Taylor.




CAPITULO IX

ESPACIOS DE APLICACIONES
DIFERENCIABLES

Para aligerar las notaciones durante esté capftu-
lo usaremos los siguientes convenios: | k
Identificaremos Dpf(a) y f(p(a). :
A veces tendremos una aplicacién f definida’eﬁ o
un abierto - A de un espacio vectorial topolégi¢d, de la-
que pretend@mos probar que es festo.'Supdndremos entoncés

la funcién

T definida en todo E 1lo que sabemos que no

afecta la cuestién, por ejemplo suponiendo r = O donde
no este definida.

También hablaremos de gof aunque el Conjunto
de llegada de £ no coincida con el de partida de g,
siempre naturalmente suponiendo que g este definida en
cada punto imagen de £, ;

Por dltimo supondremos a partir de la proposi-
cién 54 quevlos e;pa919§'v¢¢§prialeswfqﬂ 10§almente con=-

vexos, la razén es que a veces necesitamos que las deri-
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vadas sean aplicaciones multilineales simétricas (Cfr. pro-

posicién 42 ).

Sean E y F espacios vectoriales tdpolégicos
¥y A un abierto de E,.

El conjunto de las aplicaciones f£: A’—*F k veces
derivables con continuidad en compactos de A es un espacio
vectorial y en primer lugar vamos a dotarlo de una topologfa.

La topologfa seri la de la convergencia uniforme
en compactos de A de f(p(x)‘ para O< p< k. A

Observamos que f(k(x) es una aplicacién de A
en LE(Ek;F). Un entorno del ofigen en este espacio se ob-’
tiene dando un entorno del origen V en F y un compacto
K de E. El entorno lo representa:emos por Tk(K;V) y viene

definido por

UGTkGQV) & { xieK D u(x., eeo xy)ev

1’
Los Tk(K;V) forman una base de entofnoé de1 Ori-
gen en Lf(ﬁk;F).
Una base de entornos del origen en Ck(A;F) esté- E
r84 formada ?or los conjuntos Tk(L;K;V), donde L es un‘,»
compacto eni A, K un compacto.en E y V uh entorno

del origen en F; definidos por

FET (LK) & (V n wermn )

osigsk
\ «
Naturalmente debemos entender que para k =0 ‘es
ueTl?_(K;V) = ueV

y que f(o = f ; pues LS(EO;F) no es mas que F.

Veamos que realmente los Tk(L;K;V) forman una
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basc del filtro de los entornos’del origen para una topologfa
en Ck(A;F) (espacio de las apiicaciones de A en F k ve~
ces continuamente diferenciables en compactos de A ) compa-
tible con 1la estrucﬁUra de espacio vectorial.

Desde luego para todo L, K y V se tiene
0e€ Tk(L;K‘;V)
y ademis

T LKV N T (LpsKosV,) 2 Ty (Lyu LysK UKV, 0 V,))

luego los Tk(L;K;V) forman una base de filtro en Ck(A;F).‘
Dado Tk(L;K;V) existe un entorno del origen W

en F tal que W+ Wc V y se tiene entonces

&

T (L;K;W) + T, (L;X;W) © T, (L;K;V)
k k k
Para cada A€R y cada Tk(L;K;V) se tiene
A Tk(L;K;V) = Tk(L;K;; AV)

Cada Tk(L;K;V) es absorvente. Pues si feC (A;F)

&

(i i, 1

pafa cualquier i, O<s i<k, se tiene que f "¢t A— L_(E ;F)

(i

es continua en compactos, luego f (L) es compacto en
i, 1 1 .
L,(E ;F), existe pues un Ai tal que My 2 Xi implica

N N

tomando A\ = sup{lkl, oo s A1<} se tiene para todo i vy
B~ A
f( i(L) c pT X;V)
i i
‘esto es 3
;‘ (i i
£f (L) c Ti(k;}1V)

pues T (K AV) = A T (K;V). Segfin la definicién de T, (L;K;V)

se tiene entonces
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f e TR(L;K;)*V) = )LTk(L;K;V)

para todo u> A,

Por filtimo cada Tk(L;I‘(;Vj contiene un Tk(L;K;U)’
equilibrado pues basta tomar W un entorno equilibrado del
origen en F contenido en V.

Es conocido que estas condiciones son suficientes
para probar que los Tk(L;K;V) forman una base para el fil.-"
tro de los ehtornos del origen de una topologfa G’ en
CK(A;F) compatible con la estructura de espacio vectorial,

Ademas 0 es sep‘arada pues si fe Tk(L;K;V) para
todos los L, K y V se tiene '

(

£%x) € T (K3V)
) [o]

esto es
f(i{) €V

para todo x y V, esto es f(x) =0 para todo: XEA.

DEFINICION ?10. Sean E y F espacios vectoriales thol&-
gicos, A un abierto de E, designaremos por Ck’(A;F’) el
espacio ve&torial topoldgico de la aplicaciones £f: A—F
k veces dérivable en A con continuidad en compac‘tos de
A, dotado de la topologia @ para la que los conjuntos '

Tl,(L;K;V) forman una base de entornos del origen.

PROPOSICION 50, S1i F es localmente convexo tamb:_lén lo es

Demostracién:
Los conjuntos TP(L;K‘;V) forman una base de entor=-

nos para la topologfa de 'Cl"c(A;F) . "'Séa”r” el conjunto de
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geminormas continuas definidas en F..

Si pel  1la funcién

<i<l’

yeL“xjeIC

es una seminorma en CP(A;F), basta probar que el supremo

qp(f) = P p{ f (y)(xl,...,xi),}

i ‘ :
es finito y lo es, pues por ser f( continua en compactos

(i

£ (L) es compacto en L:(El;F) luego la seminorma
pK(u) = sxuzg‘, p( u(xl,...,xi) )
A
esta acotada en f(i

(L); que P, es seminorma en L}(E;;F)f
se obtieﬁe;por aplicacién repetida de la proposicién 4o
E&’conjunto qp(f) £1 es T (L;K-V) 51endo‘
V={x|xeF, p(x)<1}, asi pues qp es continua . |
Tédas las qp forman un sistema de~3eminormas'que .
generan la ;opolbgia G de Ck(A;F); | | E
Como veremos a contiﬁuacidn también se hereda 1; ‘

completitud,

PROPOSICION%SI. Si F es localmente convexo y'compieto

también lo #S CR(A;F).
| ‘

Demostracién: , ;
Sea F un filtro de Cauchy en C (A F) Yy séa ey
a* 1a aplicacién d': c (M) = C (AL, et F)) definida por

|
d(f)=f(

para o cigke.

Entonces dl( 4 ) es base de un filtrokd¢76aﬁchy,t‘
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i i, .1 V
3omo L,(E"3F) es completo (prop, 5, aplicada repetidamen-

i .
te) d°(Ff ) converge uniformemente en compactos de A hacia

(i

un elemento f de CO(A;Lj(Ei;F)).

Se tiene para cada i, Os 1<k definida asi una

aplicacién continua en compactos f(i: A — L, (E;F).

(i - f(i+1

Basta probar que Df pues entonces

f serfd k veces derivable con continuidad en compactos

(o

de A y ¥ ser4 convergente hacia £ por la forma
en que se ha definido.

Para O<i< k-1 y aeA se tiene

g ara) = 8@+ g @ 0 4 2 M)
para todos los x de un entorno ’ﬁ vdel origen en E -y
toda gGCk(A;F) siendo r;i un ?:esto@ -
e Rl
Cada r(i es diferenciable continuamenﬁe en. com~

pactos en U vy Drél(o) =0,

Pongamos

( (

fra) = (P + £ @0 4 2w

i | ' :
debemos probar que r< es}resto. Sabemos que r es .con=-
tinua en compactos en U. Por tanto las dos primeras condi-
. (i '
ciones para que T sea resto se verifican.
Solo queda ver que si K es un compacto en E
que contenga al origen
. 1

1 im r r (tx) =0

t-o

t#o0

uniformemente en K.

Tomemos para ello una seminorma continua p en
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- N
en L,(E';F) 'y un & >0, debemos encontrar un $>0, tal
que '
0<lt]< g
FARE Lot
= p( ek (ex) ) < €

xeK

Sea K =[-1,1] K, es un compacto en E que con-
tiene al origen., Tomemos un eniorno abierto del origen U
en E tal que a+UcaA.

Sean g y h dos funciones de ck(A;F) y for-

memos la funcién definida en U

6t = g a+y) - 1@+ 1 - T @y
es diferenciable y su diferencial es
A T B O R A O

Por ser ¥ un filtro de Cauchy en Ck(A;F),
existe un Pe F, tal que si ge®P y heP la diferen-
cia g-h esté en un entorno prefijado de 0 en Ck(A;F).

Para cierto 81>0 es 81 Kc U y Upuesto ‘

i+l, i+l

que p, es una seminorma en Lj (E7 5F)

pp(w) = s up p(ux)
xeK :

podemos encontrar P tal que geP y he@P implique

ye S, -K
=

x €K

(i+l (i+1

; £
2 @ 0 -1 @@+ @ - @ e <3

Sea ahora |t\<81, xek y apliquemos la propo-

sicidn 25 a G

p( G(tx)-G(0) ) ¢ s up p( DG(O +Etx)(tx) )
E &by

como (Etxegl K y xeK esto es
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&
<)El s up pGO+EEx)(x))$ il
Eelo, 4] 2

Esto es si ge®, he?, \t]« Sl y xeK se tiene

( ( (

Yavren) gt @y + ' M a)+

(

p { g(i(a +tx)-h

@y (o0 - g en f L)

Tomando 1fmites segfin el filtro ¥ se obtiene:
Si ge® , Jti< 51 y xe€K se tiene

( (

i(a+ tx) - g(i(a) +f i(a) +

(

p { g(i(a+tx) -f

+ £y () - g *lay e | < el |

Mas brevemente

ge?P, xe¢ K

i

(i (i, £
ltt<51 } = T (tx) - r (tx) )¢ zltl

i .
Fijemos una de las geP . Por ser ré resto, exis-

te 52> 0 tal que

|t|<5 '
2y = p( =t

i €

y por tanto si 5 ‘= min{gl, 52}

It\<6} . 3
xeK = p (r (tx) )< e

i
esto es r( es resto, Con lo que queda probado el teorema.

Podemos definir ahora los espacios Cg(A;F).
Sean E y F espacios vectoriales topolégicos, A un abier-
to de E. Si f es diferenciable indefinidamente con conti-

nuidad en compactos de A se tiene

2 2 h h _h_
DEEGC_(AsL, (E5F)) pZse ¢ (&LEESE) y DUEe CAsLo(E )

Asi pues (f, DEf, sz’;” ‘eee ) “es un elemento de
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o)
‘ !

P | ‘ cO(A;LJ(uh;F))
h=0 ‘

donde Lg(Eo;F) no es mas que F;

El subespacio de P formado por los elementos de
la forma (f, Df, sz, eee ) lo llamaremos C_(A;F), estd
dotado de una topologfa natural. Los clementos de Cw(A;F)
estan determinados por su primera componente y escribirémos

2
feC,_(A;F) identificando f con (f, Df, D' £, «os )&

DEFINICION 1l1. Sean E 7y 'F espacios vectoriales topolégi-
cos, A un abierto de E. RepresentaremosS por CaxA;F) el

subespacio vectorial de
oo B
h,_h
P= | |co(A;L°<E 5F))
h=0

definido por los elementos de la forma (f, Df, D £, «es )

con la topologfa inducida.

La topologfa de C,(A3;F) es evidentemente separada.

Si F es localmente convexo también lo es GC,(A;F)
pues es subespacio de un localmente convexo (prop. 50 y 4).

Si F es localmente convexo y completo lo es tam-
bién C_(A;F) pero no es posible eliminar aqui la hipdtesis

de convexidad.

PROPOSICION 52. Sean E y F espacios vectoriales topolé-
gicos, F localmente convexo}y completo, A un abierto de
E. Entonces C_(A;F) es c?mpleto.

i

Demostracién:

Es la misma practicamente que la de la proposicién
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antcrior.

Vamos a estudiar a continuacién algunas apliéacio-
nes diferenciables que aparecen de manera natural al consi-
derar los espacios C_L(A;F). También probaremos como conse-

cuencia importante el homeéomorfismo lineal entre

C,,(AXB;G) y C,(A3;C_(B;G))

PROPOSICION 53. Sean X, Yy Z espacios topolégicos regula-
res, llamemos por un momento C(X;Y) el espacio de aplica-
ciones continuas en compactos con la topologfa de la conver-

gencia uniforme en compactos. Entonces la aplicacién

®

que aplica £ en § (£f) definida por

[

C(XxXY;2) —> C(X;C(Y;2))

PCE) (%) (y) = £(x,y)

es un homeomorfismo lineal.

Demostracién:

En primer lugar debemos ver que si fe C(XXY;2)
® (£)(a) es realmente perteneciente a C(Y;Z) para cada
aeX. '

- Para verlo tomemos beY y vamos a probaf que
$(£)(a) es continua en compactos en b.

Demos un compacto L en Y que contenga a b
y un entorno V de @(f)(a)(b) = f(a,b)’ en Z.

Como {a}xL es compacto de XXY 7y contiene
a (a,b), la continuidad en compactos de £ implica la

existencia de un entorno V1 de a vy otro V2 de b

tales que
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(x,y) € ( {a}xL )N (V,XV,) == £(x,y) € V
asi pues
yeLnv, - f(a,y) € V
de otro modo |
yeLnv, = P(D)(a)(y) e V

esto es P (f)(a) es continua en compactos.
Asi queda definida ®(f): X — C(Y;Z), debemos
ver que esta aplicacién es continua en compactos.

Sea aeX y K un compacto en X que contenga

Dar un entorno de {$(£f)(a), T, en C(Y;Z) es dar

un compacto L en Y y un abierto V en Z tal que
d((a)w) cv

entonces

geT & glL)cv
Sea b€L ( Si L es vacio ®(f)(x)e€ T para todo
X) entonces KXL es compacto en XXY que contiene a

(a,b) luego existen entornos Vb y Wb de a y b respec-

tivamente tales que
(x,y) e (KXL) N (Vbx Wb) = f(x,y) e V

puesto que f(a,b) = Ei)(f)(a)(b) € V.,
Un nfimero finito de los Wb recubre L y la inter-
seccidn de los correspondientes Vb’ llamemosla V, es un entor-

no de a tal que

xe KNV }

yeL

pr— £(x,y) € V
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csto es

XeKNV }

yeL = QO (x)(y) e V

o lo que es lo mismo Q(£f)(x) €T para xeKNV; esto es
® (£f) es continua en compactos.

Asi queda definida
b: c(axy;z) ——  c(x;0(Y;52))

® es sobre pues sea 9PeC(X;C(Y;Z)) y pongamos f: XXY— 2

definida por
£(x,y) =P(x)(y)

bastari probar que fe€C(XxY;Z). Pero sea (a,b)e KXL un
punto de X XY contenido en el compacto KXxL., Sea U un en-
torno de f(a,b) = P(a)(b) en 2Z, que suponemos abierto.

Como ¥ es continua en compactos existe un entorno

V de a tal que
x € VNK p— P(x)e T

siendo T un abierto prefijado de C(Y;Z), que'contenga a
¢ (a)

Como P (a) es continua en compactos y bEL
siendo ®?(a)(b)e U existe un entorno de b W que pode-

mos suponer cerrado (por ser Y regular) tal que

vy € WNL = Pla)(y) e U

entonces el conjunto T de los elementos g en C(Y¥;Z)

tales que
g(WnL) CU

es entorno de P(a) en C(Y;Z) vy con el fijamos el V

tal que:
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x eVNAK \ '
yewnl J = P(x)(y) € U
esto es f es continua en combabtos.

Para ver que ¢ es homeomorfismo basta observar
que en C(X;Y) los conjuntos T(K;V) siendo K compacto
en ‘X y V abierto en Y forman una base de la topologfa.

Tendremos que definir frecuentemente aplicaciones,

para abreviar los enunciados pondremos

f:A*-*B

X — Y

para representar la aplicacién‘ de A en B definida porque

en xeA toma el valor yeB.

PROPOSICION 54. Sean E, F y G espacios vectoriales tobolé-
~gicos localmente convexos. A y B abiertos de E y F res-
pectivamente. T €C_(AXB;G). ’

Existe una aplicacidn ¥ asociada a f definida
por

P(x)(y) = £(x,y)

perteneciente a C,(A;C_(B3;G)).

Demostracién: ;
Consideraremos los C,(A;F) como subespacios de
productos. |
La aplicacidn de A xBx Ekk Fh en G definida
por

(X9Yst1"-"atk,51,523-'O’Sh) |

D1{+hf(x,y)'.{ (t]"'-,'O):"V-”;“-' ’ (tk90)9(°: 51) seees(o, Sh) }
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cs continua cn compactos respecto de todas sus variables.
(Basta aplicar repetidamente la proposicién 53). Se obtie-
ne entonces un elemento

eel | CO(A;Lf(Ek;T_T CO(B;Lfl(Fh;G))))
=1 h=1 S

poniendo

((pr, (Lpr, PENCEIMGN(CT) =

- Dk+hf(x,y)( (tl’o)’.'.’(tk’O)’(o’sl)’...’(o’sh) )

En primer lugar queremos probar que

o0
kK, k
I lCo(A;Lo\(E 5Co(B3G)))
k=1
para lo que basta prabar que para cada h>»0 es
prh((prkq>(x))(z)) continua en compactos, lo que ya sabemos;
19
y que es derivable en todo ‘ye¢B y su diferencial es jus-
- ’
tamente prh+1((prk‘P(X))(t))-
Pero se tiene

((px, (P, @ (N (y+5, N(E) =

1.

- D“+hf(x,y+ sh+1)( (tl’o),.."(tk,O),(o’sl)’...’(o’sh) ) =

k+}
D 1f(x,y)( (tl,o),...,(tk,o)(o,sl),...,(o,sh) )+

I

Dk+h+l

+ £(x,y)( (tl,O),...,(tk,o),(O,51),o-o,(0,5h),(035h+1) )+

+.r(°’sh+l)( (tlso);°"a(tkso):(oasl)"O"(ossh) )

k+h
siendo r el resto de D f en (z2,v).

l+h k+h
re R(EXF;L, ((ExF) 736))

Solo queda por tanto ver que la aplicacién R de

h .
F en Lo(Fh;G) definida por
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CR(s) 1) )5 5000,8) =

= r(o,sh+1)( <t1’°)""’(tk’°)’(°’51)""’(°’sh) )

es resto R.eR(F;L?(Fh;G)).

La igualdad anterior prueba que es continua en com-
pactos en un entorno de O y solo queda ver la tercera con- |
dicién de resto.

Demos un compacto en F que contenga al origen L.

Sea ademfs T el entorno del origen en L?(Fh;c). dado por
PN N
weT & w(lL))cu

siendo U un entorno del origen en G y L* compacto en F,

Entonces

{(tl,o)}x. .o x{(ck,o)}x{{o}xL‘) X oo X{{O}2L?)

keh
es compacto de (E.xF)M y existe o> O tal que:

O<itkw, ¥ 5 € L’ implica
1
;—r(o,tsh+1)( (tl,o),...,(tk,o),(o,sl),--o,(O,Sh) )eu

esto es R es resto.

Debemos probar ahora
¢ €C,_(A;C,(B;G))

LP L]

y para ello ver que Dprk‘P = P 4

Tenemos

NENENE) =
,

((prh((prk QP/(x te

Ve

k+h
=D f(x*'tk+1’Y)( (tlso)s°'-9(tk’0),(0351)30"9(°ssh) )

k+h
usando que D ¥ f(x,y) es forma simétrica

= 0™ Pe(x, ) ( (£20dseeesles0),(055))5 050,500 4
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N Dk*h*‘lf(x’y)( (tl’o)’.._,(tk,o),(rtk_"_lgo)a(O,Sl)s o;-:(ossh) )+

+rh(tk+1’°)( (tlyo)"°°s(tk,°)s(°ssl),°°"(°’Sh) )

y esto es equivalente a

prk(?)(x4—t 1) = prk(?)(X) + prk+l(@)(X) (tk+1)+-R(t, )

k+ k+l
k, &
y solo queda ver Re¢ R(E;L (E ;C,(B;G))) siendo R 1la apli-

cacién
( (prh(R(tLHl)(t)))(y) )(s) =

= rh(tl’+1’o)( (tlso)s'°';(tli’o)’(oy51)"0'3(0’31_1) )

Demos un compacto en E, K, que contenga al ori-
k,_k »
gen y un entorno del origen en L, (E 3C(B;G))), 2? defini-
do por '

welT® < w( (K‘)k)c"r

siendo K’ un compacto en E y T un entorno del origen

en C,_(B;G) definido por

we T & prhvd(L) c Vv

h, h
siendo V un entorno del origen en L:(F 3G) 'y L un com-
pacto en B,

Por @ltimo V esti definido por
0
wev (3 w( LD H)Ycw

siendo L’ compacto de F y W entorno del origen en G,'

que podemos suponer abierto.

Debemos encontrar « tal que

0<I1&l<cw ‘&

t € K
k+l

1. .
:7 —gR(E tk+1) € ’C
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esto es
0< i< & \ ,
B €K J — FR(EE ) (e
tl,tz,..,tkeli'
esto es
0<l&l<ca :
; 1 .

€ - eV

Btk f— Prh{ z R(¢ tk+1)(t)(y)}

- Kk
t e(K); yel

. , . 2 ] k ’ h
finalmente O<|El<af,t1_+1e1<, te (K) , yeL, vy se(L”)
implica |

(1) %rl'(lstkﬁ'l’O)( (tI,O),-o-,(tk,O),(0,51),000,(0,‘51‘1) ) € "‘J

y como rh es el resto de Dk+hf(x,y) para cada y exiété un
a que verifica esto para ese vy.

Si una funcidn f es diferenciable con continuidad
en compactos de un abierto Rf(#) es funcién coqtinua/en.

compactos de  x pues
f(x+y) = £(x)+ DE(x) (y) + RE(x) (y)

y basta usar la proposicién 53. ;

Asi pues por ser r, el resto de Dk+hf(x,y) exis-
te para cada yeL un entorno Uy de y tal que para cada
vE any‘ vale la implicaci;Sn (1); (Pues W es abierto).

Un nfimero finito de estos Wy recubren L y el

menor de lo$ o verifica (1) para todo yelL.

LEMA 2., Sean E y F espacios vectoriales topoldgicos, A un

abierto de E. La aplicacién €

: k, k
ék: AXC_(A;F) —> L _(E ;F)

(x,6) ——> D E(x)

es continua respecto de f y' continua en compactos respecto



de x,

Demostracidn:
Sea (x ,f )e AXC_(A;F), K un compacto de A que
o o |
k, k
contenga a X,y T un entorno de o en L,(E ;F).
K |
Como Dcfo es continua en compactos en A existe
un entorno V de x tal que
[o]
kk k
xe VNK = DEf(x)-DE(x) € V
o o o

|

Por la definicién de la topologfa de C_(A;F) el

conjunto W de las f tales que
4 k
X EK = D f(x) - D fo(x) €V
es un entorno de f y entonces
()

xe KNV

k jd
N - € V+V
Feu } D f(x) D fo(xo) + |

lo que prueba nuestra proposicién.

PROPOSICION 55, Sean E y F espacios vectoriales topolé-
gicos localmente convexos, A un abierto de E. La aplicacién

€: AXC _(A;F) —> F definida por
E(x,£) = £(x)

pertenece a C,_(AXC_(A;F);F).

Demostracién:

Por el lema 2 es posible definir un elemento

TTcochcx(A;F);Lf( (ExC (A F) F ) )
=1

poniendo
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(T €0, D) (£,6,),(Ep5E)) penns (£ ,E) ) =

k
k k-1
=D f(x)(tl,..,tk)-b- 2 D fi(x)( (tl,..,r. ot

i=1

i-17 i+l

veest)) )

que £ estd en dicho espacio es consecuencia de lo anterior

y de la proposicién 53.

Queremos ver que
€ € C.(AXC,(A;F);F)

para lo que basta comprobar que Dprk&l» =Pr 1 € .

Observamos que

(pr.m € )(x +t, f +fk+l)(t,f) =

<+l

K - £ k-1 i
= D ) X t
(f +fk+1)(x+ tk+1)(t) + ;D fi(k+ tk+1)(~ i)

donde hemos puesto ?i = (tl’”"ti
-~

RELVCEELLELP R

il

i ;
k - k - k-1
D £ t Df +t t) + D f (x+t
(x + t1;+1)( )+ 1:+1(x + k+1)( ) ;1 i(

34 <
DE(x) (D) + DL

1l

el >
+ D () (E.t
RASACTLN

1o 1
= 1z -~ ‘ = -
+ D : + t
Zl B (et ) _Zalri(t1<+1)( ;)
1= i=

. ° 1.
i ) w
donde r es el resto de D f en x, /) el resto de D f

k=1
en Xy ri cs el resto de D fi en X.

Basta pues probar que la aplicacién R de

EXC.(A;F) en LY( (ExC_(A;F))“3F) definida por

ke

k
-> k-1 -
P+ ple, D@ + ;D £.(0(E) +

t = (tl"°”t1,)' Desarrollando la expresién anterior queda

i)(ti) =

-> e k -
- D t) +
f(}')(t’t1:+1)+r(t1:+1)(t)+ f‘k+1(x)( ) :

k+l
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R(tk+1’fl+1)( (tl’fl)""’(tk’fk) ) = r(“k+1)(t)‘+
k+l k ->
+ D f1 (x)(t t )+ fJ(t )(t) + i=1ri(tk+1)(ti) k

es un resto.

Como es continua en compactos en un entorno de
(0,0) Dbasta comprobar que cumple la tercera condicién de‘
los restos.

k+1
£ (Bot )

es aplicacién bilineal continua en compactos.

El término en D es resto pues
Demos un compacto KXH que contenga al origen
en EXC_(A;F) y sea Zf’ un entorno del origen en
k I ;
L, ( (E)(CN(A;F))C;F), debemos encontrar o > 0 tal que
0< &<

} = Ireee, ke )e T
(tk+1,fk+1)e KxH , £ kel 7okl :

(1)

G estard definido por

we 5 = w( k'xEH) ¢ v

siendo V un entorno del origenen F y K’ y H® com-

pactos de E y C_(A3;F) respectivamente.

(1) equivale entonces a O <|§|<Cl; t  _EK,

- 1 — e k+1
f1-+1€Hs te(K’)  y fe(i’) implica
jid
(et (t)‘f (e, . <t>+£vr(£t )(E.) €V
3 f 3 4-1 i kal? ]
1:
k
hay que tener en cuenta que al ser )P el resto de D fP+1
desaparece un. £ .

Bastard ver que cada sumando pertenece a W siendo
W un entorno del origen en F suficientemente pequefiio.
El primer sumando es trivial que pertenece a W

siendo o« suficientemente pequeiio.
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Para cada sumando de la forma

1 d
AR AL

y para cada fiGI{' existe un « 2> O tal que
O<|£|<(X } '
k

t €K, te(K’)

1 . )(—) )G W
L+l E ri(E tk-i-l ti ’

y esto se verifica para todo un entorno de fi en H’ con el
mismo ©® , pues el resto de f, £ depende continuamente en
i
compactos de f_ . Basta pues como H’ es compacto tomar un
i ‘
nfimero finito de esos entornos que cubran H® y elegir el
« mas pequefio de los correspondientes a ese nfimero finito
de f..
. -
Para el término ﬂ (& t1 1)(t) el razonamiento es
23

anflogo pero mas simple, pues no aparece el factor 1/& .

PROPOSICION 56. Sean E, F y G espacios vectoriales topo-
18gicos localmente convexos, A y B abiertos de E y F
respectivamente., La aplicacién lineal definidé mediante la

proposicidn 54 es un homeomorfismo lineal entre los espa-

cios
c_(AxB3;G) y C_(A;C _(B;G))

Demostraciém:
Gracias a la proposicidn 54  es posible conside-
rar la aplicacién & definida en C,, (A% B3;G) con valores

en C_(A;C_(B3;G)) definida por

(P (D) (x))(y) = £(x,)

que evidentemente es lineal.
Veamos que es continua. Basta ver que lo es para

cada & prP(QH)AMen el origen
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pr (§): Co(AXB;G) — G (A3Ly(E 56, (B;6)))

Sea G un entorno del origen en CO(A;QF(Ek;QKB;G)))‘

definido por

feG <& f@E)cT

donde K es un compacto de A y T un entorno del origen
k,_k

en L,(E ;C_(B;G)).

T estari definido por

k
weT << w(L)c s
siendo L wun compacto de E y S un entorno del origen
en C_(B;G).
h, h
S serd pues un entorno por ejemplo en CO(B;LO(F 3G)),

estard pues definido por (obsérvese que incluso cuando h=0)

h
gesS <& Dgicu
donde M es un compacto en B y U un entorno del origen
h,_h i
en L, (F ;G). ' , ‘\;
Por dGltimo U estard definido por ' »

weulu & w(Nh),cv

donde N es compacto en F y V entorno del origen en G.

Debemos encontrar entonces un entorno W del ori-

gen en C_(AxB3;G) tal que

feu - pr, P(H)e &
esto es
few . ;
—_—\ v’
%€ K } - (prk@(f))(k) «r

lo que equivale a
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red k} = Gr e € s
x€K, tel
esto. es
ety mek } = (r, (er, (DN @) eV
telL , ye!M :
por fin
fE€W, xeK
EeLk,hye M} 5 (pr, (pr, BIOCNENGNI(G) € v
s €N

Teniendo en cuenta la exprésidn hallada en la demostracidén |
de la proposicidn 54 esto equivale a |
few, x¢eK

n|

1;
€el , seN \ —
J —/
ye M

= Dk*hf(x,}’)( (tl’o)""’(tk’o)’(o’sl),’.”’(o’Sh) )!e '

la existencia de W es entonces consecuencia del lema 2.

La aplicacién es biyectiva, pues si ‘Per(A";Coo(B;G))

podemos definir £ tal que @(f) = ‘P‘ como compuesta de

‘Plz AXB —— BXC_(B;G)

(%,5) v  (y, 9(x))
£:BxC,(B;G) —> G

(y,h) +———— h(y)

y entonces f = E°‘?1 . Como € es C_y q’l también lo
es, lo ser4 f (proposiciones 46 y 55). |
Basta ver que la aplicacién ¥ de C,_(A;C.(B3G))

en C_(AXB;G) definida por
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V(P ) (x,y) = ( P (H)

es continua.
Basta ver que lo es prn\Y para cada n.
n
Sea G un entorno del origen en CO(A><B;L°((E><F)n;G))

podemos suponerlo de la forma

ge ¥ & gl &xL))crT

siendo K y L compactos en A y B respectivamente y T
K , n
un entorno del origen en L;( (ExF) 53 G ), que podemos su-

{
poner de la forma |
|
weT & w( (K’xLYM c v

siendo V un entorno del origenen G y K°y L’ compac-
tos en E y [ respectivamente.
Debemos encontrar un entorno del origen en
C.(A;C_(B;G)), llamemoslo S, tal que
€5 — ¥) ¢
¢ =  r V(¥) e T
esto es tal que
Pes, xek €L 2 >
’ » Y } = ((pr, V(P (x,¥))(t,8) eV
- = ,
te®”H”, 3e@n”
(prnuf(‘P))(x,y) = p es una forma k-lineal simé-

tricas M (ExF)na» G, vy

(Z,Z) = ( (tl’Sl)’(tZ’SZ)""’(tn’sn) ) =

= ( (t],0) +(0,5),(t,50) +(0,5,) 52005 (E_,0) % (0,5) )
asi pues

pie,s) =2 po (£750)50005(£750),(0557) 5005 (0,57) )

h+l=n

donde los t* son algunos de los tj."La suma tiene solo
1



un nlmero finito de sumandos. Basta pues encontrar un S
tal que:

- k- h
Y€e8, xeK, yeL, t’ e (X’), s’c¢(L’)" implique
O URE VR (I (£],0)544,(E7,0),(0,5) 50 05(0,5) €V

Teniendo en cuenta la expresién obtenida en la de-
mostracidén de la proposicidn 54 esto es:
Debemos encontrar S tal que ¥ ¢ S, xeK, yeL,

= Sk -3 h
t’e¢(K%) 7, s%(L’)  implique
- -,
((Prh((PrP‘P(X))(t MNNIG) eV
es decir basta ver que las ¥ que verifican

X eX ¢L - o
S P s 2 EM NG e
t7e(K’)7, s’ e (L”) < ‘

forman un entorno de O en C_(A;C,(B;G)). Facilmente se ve
que esta es precisamente la definicién de entorno en este§

espacio.

PROPOSICION 57. Sean E, F y G espacios vectoriales topo-
l8gicos localmente convexos, A un abierto de E.

La aplicacién ¥

¥:C_(A;F) xC_(F;G6) —— C.(A;G)

(f,8) +———> gof

pertenece a C,(C, (A;F)X C_(F;G);C,(A3G)).

Demostracién
Sean 81 y 62 las aplicaciones
&1:CN(A;F)X A —— F EZ:CN(F;G)X.F — G
(£,%) +—— £(x) (g,y) — &(y)

por la proposicién * 55 'las dos son de “clase "C, .
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Consideremos entonces la aplicacién

c: C_(F3G) XC,_(A;F)xA ——— G

(g,£,%x) +———> g(£(x))
entonces
=€ o ' & \
e =€ 0(1, £)
asi pues por la proposicién 46 es c¢ aplicacién indefini-
damente diferenciable con continuidad en compactos.

La proposicién 54 prueba entonces que la‘gplicaCidn

¥ pertenece a C, (C.(A;F)X C_(F;G);C,(A;G)).
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INDICE D E NOTACIONES

N: conjunto de los nfimeros naturales.
R: cuerpo de los nfimeros reales.

f|K: restriecién de f a K.
L,(E;F): pag. 2. Def. 2.

Lc(El,E ,...,En;F): pag. 8. Def. 3.

2
u(x,.): aplicacién parcial deducida de
R(E;E): pag.18. prop. 12.

Df(a)§ pag. 20.

£°(a): pag 20.

£ (E;F): pag. 43.

g \

of £(t)dt: pag. 55. def. 9.
D f(x,y): pag. 6l.

D f(xo): page 70.
| f"(x): pag. 70.

Dpf(x): pag.73.

£P(x): pag. 73.

LE(EP;F): pag.73.

Tk(K;V): pag. 85,
‘Tk(L;K;V): pag 85.
Ck(A;F): pag. 87. Def. 10.
C,(A;F): pag. 92, Def. 11.

u. pag. 8.
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INDTICE DE TERMINOS

aplicacién continua en compactos: pag. 1, def. 1.

vecindad: pag 3. |

resto: pag. 17, def, 4.

aplicacién diferenciable: pag 19. def 5.

aplicacibén escalonada: pag. 48. def. 6.

aplicacién reglada: pag. 47. def 7.

primitiva de una aplicacién. pag 51. def 8.

aplicacién continuamente diferenciable en compactos de
un abierto: pag. 60.

aplicacién dos veces diferenciable. pag 70.

aplicacién p veces diferenciable. pag 73.

aplicacién p veces continuamente diferenciable en compactos

de un abierto: pag 79
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CORRECCION

En la p4gina 100 no es correcta la demostracién dc la exis-
tencia de o« para la que se vefifique (15. En la pdgina
lo4 aparece un error andlogo. -

Es f4cil corregir la dificultad si se supone pro-

bado el lema.

LEMA 3. Sean E y F espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos, A un. abierto de E, KXH un com-
pacto de AXC_(A;F). Sea L un compacto en E que con-
tenga el origen y V un entorno del origen en F. Existe
un £¥> 0 tal que
0 <18l <o l , -
xeR, feH | Ry '%-(Rf(x) )(gy)ev':~

vel J ‘

Demostracidn:

Sabemos que
Rf(x)(zy) = £(x+&y) ~ £(x) -DE(x)(€y)

para cada (“"‘x,f) en K XH. ’

Como K es compacto contenido en A existe un
entorno W del origen en E, equilibrado y tal que K4WC
C A. Podemos encontrar ehtonces ;5> 0 tal qué ‘ It\?/&
implique t LcV, | ; V

Podemos definir asi para cada (x,f)e KXxH la

funcidn
G(w) = £(x+u) = £(x) - DE(x)(u)

definida para ue ‘I . e e e n s B SG T aEde B TR e ST e Teliif S
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Es difercnciable ¢n todo W y su diferencial‘es
Df(x +u) =DF(x)

Aplicamos para |§}<p 1la proposicién 25 a la fun-
cién G en el segmento O, 2y para yeL siendo p una

seminorma continua en F tal que
{x) p)<1} C v
Se obtiene
p( £(x+5y) - £(x) - DE(xX&y) ) ¢

£ sup p(DE(x+tzy)(ey) -DE(x)(ey) )<

tefo 1] ’
€ \&)\-sup p(DE(x+tyy)(y)-DE(x)(y) )
teio1) o

y bastari probar que existe « >0 tal que es supremo es
menor que 1 para l§l<a,

Basta ver que el supremo es menor que 1 para un
mismo. & en todo un entorno de (Xo’fo) e K xH pues K: y
/ H - son compactos.

Poniendo

sup  p( DE(x+t5y)(y) ~DEGRI(Y) ) <
¢ sup p(DE(x4eey)(y)-DE (x+ t3y)(y) ) +
+ sup p( Dfo(x+ tey) (y) - Dfo(x)(y) ) +
+sup p(DE (x)(y)-DE(x)(y) .)

queda‘f el resultado como consecuencia de variar x, y y £t

en compactos y ser f vy fo elementos de C_(A;F).
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