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Resumen de Contenidos

El creciente desarrollo de las técnicas de Optimizacién Global ha permitido, dentro
de diversas disciplinas del conocimiento cientifico y técnico, considerar modelos mas
complejos, que reflejan cada vez mejor la realidad, permitiendo abordar nuevos pro-
blemas. La Teoria de Localizacién no constituye una excepcién: una buena parte
de los modelos considerados actualmente en Localizacién Continua para tratar pro-

blemas clasicos, u otros de reciente aparicion, requieren el empleo de tales técnicas.

Dentro de la Optimizacién Global, los problemas en los que aparecen involu-
cradas funciones que pueden expresarse como diferencia de convezas (d.c.), han
experimentado un auge notable en los iltimos afios, impulsado por la evidencia,
como indica Tuy (1998), de que las funciones que aparecen con mayor frecuencia en
la practica pertenecen a esta familia.

En la presente memoria, estructurada en tres capitulos, se profundiza en el estu-
dio de técnicas deterministicas de Optimizacién d.c. y en su aplicacién a la resolu-

cién de problemas de Localizacién Continua.

En el Capitulo 1 se trata la aplicacién a problemas de optimizacién d.c. de un
algoritmo de cubrimiento, cuyo esquema general responde al propuesto por Piyavskii
en 1972, y que hace uso del cardcter d.c. de la funcién objetivo para obtener una
sucesién de funciones, de facil construccién incluso en el caso multidimensional, que

proporciona una solucién e-6ptima del problema.

El analisis que se realiza sobre la relacién existente con otros procedimientos del
mismo tipo, revela que el algoritmo de optimizacién global propuesto por Breiman
y Cutler (1993), y la generalizacién debida a Baritompa y Cutler (1994), son, sim-
plemente, casos particulares del método de cubrimiento considerado, en los que se
hace uso de una descomposicién d.c. concreta. Las ventajas del algoritmo propuesto
resultan, pues, claras: una mayor versatilidad, derivada de la posibilidad de elec-



Resumen de Contenidos

cién de la descomposicién d.c. a utilizar, y un mayor rendimiento, como ponen de
manifiesto los resultados computacionales, si se realiza una eleccién adecuada de la
descomposicién. En relacién con este tiltimo punto, el estudio de las funciones d.c.
de variable real da lugar a resultados que proporcionan descomposiciones d.c. 6pti-
mas, en un determinado sentido, para la utilizacién del algoritmo sobre esta clase
de funciones.

La importancia de una eleccién adecuada de la descomposicién d.c. se manifiesta
claramente al aplicar los contenidos expuestos al problema de la Estimacién de
Méxima Verosimilitud en la Distribucién de Cauchy uniparamétrica; se obtiene asi
un procedimiento de resolucién que supera ampliamente a los algoritmos propuestos

en la literatura.

El Capitulo 2 estd dedicado a la localizacién de servicios cuya actividad se ve
acompanada por algin tipo de molestia o peligro sobre los residentes en su proxi-

midad, problema que es tratado mediante dos modelos distintos.

En el primer modelo que se considera, el caracter repulsivo se ve reflejado en la
imposibilidad de establecer el servicio en el interior de una regién del plano, siendo
elegida su ubicacién de tal manera que se haga minima alguna funcién de las distan-
cias a los puntos de demanda. Los requisitos exigidos a esta funcién son bastante
generales, obteniéndose como casos particulares los criterios clisicos empleados en
Localizacion.

La ubicacién 6ptima del servidor sobre la frontera de la regién prohibida se
determina empleando técnicas de optimizacién d.c., pues queda probado que una
descomposicién de la funcién objetivo puede obtenerse tan pronto como se disponga
de una representacién d.c. para una parametrizacion de la frontera, como se muestra

para el caso de un conjunto convexo y compacto.

Los resultados computacionales en el problema de localizacién con regién prohibi-
da el circulo unidad, muestran que el tiempo de CPU requerido para su resolucién

crece linealmente con el nimero de puntos de demanda.

El cardcter multicriterio del problema es considerado en el segundo modelo que se
propone. La naturaleza atractiva del servidor aparece reflejada en el primer objetivo,
en el que se trata de hacer minimo el coste de servicio, empleando para ello la misma
funcién de utilidad que en el modelo anterior. El caracter repulsivo se integra en
el segundo objetivo, tratando de maximizar la distancia que separa al servidor del

nicleo de poblacién més cercano (se asume que éstos corresponden a regiones del
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plano dotadas de ciertas caracteristicas, lo que generaliza el caso usual en el que estas
regiones quedan reducidas a puntos). Para este modelo, se propone un procedimiento
de construccién de un conjunto e-dominante finito, basado fundamentalmente en la
resolucién de problemas de optimizacién d.c. univariantes. Tales problemas son
los que se obtienen al minimizar el coste de servicio sobre un arco de frontera de
una subdivisién de la regién factible, para la que, haciendo uso de las técnicas

previamente descritas, se construye una parametrizacién d.c.

En el Capitulo 3 se generaliza el modelo propuesto por Erkut en 1992 para la
localizacién de un servicio puramente atractivo fuera de una red de transporte, en
el que se consideran como posibles ubicaciones para el mismo un conjunto finito
de puntos. Junto con la ubicacién del servidor aparece como variable de decisién
el punto de la red en el que realizar4 el enlace entre ambos, incorpordndose a la
funcién objetivo el coste de construccién y transporte a través de este enlace.

El modelo que ahora se propone permite la localizacién.de un servicio semi-
repulsivo, en el que se admiten como posibles localizaciones los puntos de un conjunto
robusto arbitrario de R?. El efecto repulsivo sobre cada elemento negativamente
afectado se expresa mediante una funcién de la distancia, convexa y no creciente.

Tras un estudio sobre la existencia de soluciones 6ptimas en el caso general, se
trata la existencia y localizacién de éstas para el caso particular en el que el efecto
repulsivo decrece linealmente con la distancia. En funcién de la relacién existente
entre el costo asociado al nuevo enlace y los costos correspondientes a los elementos
negativamente afectados, se distinguen dos tipos de repulsividad en el servicio, que
conducen a resultados bien diferentes.

Si la regi6n factible es poligonal y la distancia utilizada sobre el plano es la eu-
clidea, la obtencién de una solucién 6ptima se reduce a la resolucién de problemas de
optimizacién convexa y de optimizacién d.c., todos ellos escalares. Para estos ultimos
se propone la utilizacién de un algoritmo de ramificacién y acotacién, desarrollan-
dose reglas de acotacién y eliminacién de subproblemas que mejoran notablemente
el rendimiento computacional con respecto a las estrategias clésicas.

En resumen, en esta memoria se pone de manifiesto que las técnicas de optimiza-
cién d.c. permiten explotar la estructura de problemas ya conocidos en Localizacién
Continua, mejorando sensiblemente los procedimientos de resolucién existentes. Asi
mismo, estas técnicas permiten abordar nuevos problemas dentro de este dmbito,
constituyéndose en herramientas bésicas para su adecuado tratamiento.
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Capitulo 1

Métodos de Cubrimiento en

Optimizacién d.c.

1.1 Introduccién

La Optimizacién D.C. constituye una rama de la Optimizacién Global que trata
la resolucién de problemas de Programacién Matematica No Lineal cuya funcién
objetivo y/o restricciones pueden expresarse como funciones d.c.

Definicién 1.1 Sea Q@ C R™ un conjunto convero. Una funcion f : 2 — R se dice
que es d.c. sobre ) si puede expresarse como diferencia de dos funciones convezas
definidas sobre €1, es decir,

f(z) = fi(z) - fal=) (1.1)

siendo f1 y fa funciones convezas sobre Q. La representacion (1.1) se dice que es

una descomposicion d.c. de f.

Estas funciones aparecen involucradas en gran mimero de problemas en diferentes
disciplinas, tales como Economia, Ingenieria, Fisica, Quimica, Ecologia, etc. (véase
|67, 120] y las referencias alli indicadas).

Como propiedad importante de la clase de funciones d.c. podemos citar su esta-
bilidad con respecto a las operaciones que aparecen habitualmente en problemas de
optimizacién. Asi, como se pone de manifiesto en los resultados que se muestran a
continuacién, esta clase es cerrada para las operaciones suma, producto por escalares,

méximo o minimo puntual, producto, cociente, composicién, etc.



Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacion d.c.

Comenzaremos con un resultado de gran importancia para la identificacién de
estas funciones. Una funcién f : @ — R, definida en un conjunto convexo (2 C R™
se dice que es localmente d.c. si, para cada zo € €, existe un entorno N de zy y un
par de funciones convexas p y ¢ tales que

fle)=p(z) —q(z) VzeN

Proposicién 1.2 (Hartman [58]) Toda funcidn localmente d.c. en un conjunto con-

vezo §) C R™, abierto o cerrado, es d.c. en §2.

Corolario 1.3 (Hartman [58]) Sea 2 C R™ un conjunto convezo abierto o cerrado y
f1, f2 funciones d.c. en Q. Entonces, el producto f1(z) fa(x) y el cociente fo(x)/ f1(x),
si f1(z) # 0, son funciones d.c. en §).

Otra consecuencia importante de la Proposicién 1.2 es el siguiente resultado,
que establece el caracter d.c. de toda funcién dos veces continuamente diferenciable;
de manera inmediata se deduce que las funciones d.c. constituyen un subespacio
denso del espacio de Banach de las funciones continuas definidas sobre un convexo
y compacto, dotado con la norma del supremo.

Corolario 1.4 Toda funcion f € C? es d.c. en cualquier compacto convezo §2 C R™.

Dado un conjunto convexo @ C R™, una funcién vectorial F = (fi,..., fp) :

Q1 — RP se dice que es d.c. en  si cada componente f; : 2 — R es d.c. en ().

Proposicién 1.5 (Tuy [120]) Sean Q; C R™, Q, C RP conjuntos convezos, tales
que 1 es abierto o cerrado y €y es abierto. Si Fy : Q) > §y, Fy : {ly = RY son

funciones d.c., entonces Fy o Fy : O — R? es también una funcion d.c.

Aunque la mayor parte de las funciones que se encuentran habitualmente en
problemas de optimizacién son d.c., no siempre es ficil identificarlas como tales y,
aun cuando lo han sido, la obtencién de una descomposicién d.c. explicita no resulta
ser una tarea facil, por lo general. No obstante, se dispone de un buen nimero de
resultados que permiten obtener representaciones d.c. a partir de otras funciones
més sencillas cuya descomposicién si es conocida. Algunos de estos resultados se
enuncian a continuacién.

Proposicién 1.6 (Hiriart [61]) Sean f1,... , fr funciones d.c. en Q C R™ compacto
y convero, con f; = p; — q¢; (v, ¢ convezas). Entonces, dados Ai,..., A € R, las
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1.1 Introduccién

funciones Yi_; Aifi, min{fi(z) :i=1,... 7} ymax{fi(z):i=1,...,r} son d.c

en 2. En particular, una descomposicion d.c. para estas funciones viene dada por:

zz;)‘ifi = ( Do Api— Y AiQi) - ( > higi— Y /\ipi>

A; >0 Ai<0 A >0 A;<0

max f; = max [pi+zq]']-§r_:%

i=1,...,r 1=1,...,r o =1

T
min f; = ) pi— max [(Ii +ij]
i=1,...,r =1 i=1,..,r i

Proposicién 1.7 (Tuy [119]) Sea f : R +— R una funcion diferenciable tal que
f(x) es concava para T < T y convezra para x > I. Entonces, una descomposicion
d.c. para f viene dada por f(z) = fi(z) — fo(x), siendo

fi(z) = %(f(j) + f'(@)(z - 7)) six < T
f@) = 3(f@) + f(@)(z-2) siz>Z
o) = | @@= =TI siz<z

U@+ F@@-3)  sizzs

El siguiente resultado sirve como base para la obtencién de una descomposicién
d.c. del producto de dos funciones d.c.

Proposicién 1.8 (Tuy [122]) Sean fi, f2 : R™ — R, funciones convezas. Entonces,

una descomposicion d.c. para su producto viene dada por:

hi@)fola) = 3IAE) + L@V - H{2@) + )]

Proposicién 1.9 (Hiriart [61]) Sea @ C R™ un conjunto convezo y compacto y f
una funcion de clase C? en Q. Entonces, una descomposicion d.c. para f viene dada
por

£(@) = (/@) + 3plell?) — 5ol (12)

siendo p una constante no negativa que verifica

—min{(u,V2f(:c)u) sz € Qv = 1} <p

Una representacioén d.c. alternativa para una funcién de clase C? en R la propor-
ciona el siguiente resultado.
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacion d.c.

Proposicién 1.10 (Bittner [12]) Sea I C R un intervalo compacto y f : I — R

una funcion dos veces continuamente diferenciable. Dado x¢ € I, sean:
@) = f@)+ fla)a—z0)+ [ @0l O] d
p@ = [(@-olrera

0

para todo z € I, con [A]* = max(0, A) y [A]” = max(0, —A). Entonces f1 y fo son
funciones converas (diferenciables) que satisfacen la ecuacion f = f; — f, sobre L

No son éstos los tinicos resultados orientados a la obtencién de descomposiciones
d.c. de funciones simples que pueden encontrarse en la literatura. Asi, por ejemplo,
en [12] se proporciona una descomposicién d.c. para un polinomio en una variable,
que puede extenderse a una serie infinita. En [122] puede encontrarse una descompo-
sicién d.c. para una funcién afin a trozos o también para una forma cuadritica no
definida. En este 1ltimo se describe también el proceso para la obtencién de una
representacién d.c. de un polinomio en R7.

Los resultados que siguen a continuacién muestran que, bajo hipétesis no dema-
siado restrictivas, una funcién monétona convexa (o céoncava) de una funcién d.c. es
también una funcién d.c., cuya descomposicién puede ser obtenida facilmente. Estos
resultados jugaran un papel importante en la formulacién y resolucién de ciertos
problemas de localizacién, pues permitiran incorporar en los modelos funciones de
utilidad no lineales.

En la siguiente proposicién, ¢/ (t) denota la derivada a la derecha de q(t) en el
punto {.

Proposicién 1.11 (Tuy [122]) Sea h(z) = u(z) — v(z) donde u,v : M — R, son
funciones convezas definidas sobre un conjunto convezo y compacto M C R™ tal que
h(z) > 0 para todo x € M. Si q: R, — R es una funcion conveza no creciente tal
que ¢’ (0) > —oo, entonces q(h(z)) es una funcidn d.c. en M:

q(h(z)) = g(z) — K[u(z) + v(z)]

donde g(z) = g(h(z)) + K[u(z) + v(z)] es una funcidn conveza y K es cualquier
constante que verifique K > |¢’, (0)].

Puede establecerse un resultado analogo para el caso en que g sea una funcién
céncava no decreciente que verifique ¢/, (0) < +oo.

Pégina 8
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Proposicién 1.12 (Tuy [122]) Sea h(z) = u(z) — v(z) donde u,v : M — Ry son
funciones convezas definidas sobre un conjunto convero y compacto M C R™ tal
que 0 < h(z) < a para todo x € M. Siq: [0,a] = R es una funcién conveza no
decreciente tal que ¢' (a) < o0, entonces g(h(z)) es una funcion d.c. en M:

qg(h(z)) = g(z) — Kla + v(z) — u(z)]

donde g(z) = q(h(z)) — K[a+ v(z) — u(z)] es una funcion conveza y K es cualquier
constante que verifigue K > ¢’ (a).

Con respecto a la resolucidn de problemas de optimizacion d.c., los principales
métodos primales utilizados son los procedimientos de Ramificacién y Acotacién y
de Aproximacién Exterior, asi como combinaciones de ambos. Dado el problema de
optimizacién

min  f(z) (1.3)

s.a. ve€D

con f : R™ —— R una funcién d.c. y D C R™ compacto, en los procedimientos de
Ramificacién y Acotacién se parte de un conjunto My O D, para el cual se construye
una particion, es decir, se divide en un mimero finito de subconjuntos {M;},.; tales
que My = Uier M; y M; N M; = fr(M;) N fr(M;) para todo i # j. Para cada
elemento de la particién se determina informacién acerca de la posibilidad de que
contenga o no alguna solucién éptima del problema,; si esta informacién muestra que
un determinado M; no puede contener ningiin éptimo global, éste ya no sera tenido
en cuenta en adelante. Una vez examinados todos los elementos, se construye una
particién mas fina y se repite el proceso.

En los métodos de Aproximacién Exterior se parte de un conjunto inicial D,
que contiene a la regién factible D y se construye de forma iterada una sucesion
de conjuntos {D,} (poliédricos usualmente), denominados relajaciones o aprozima-
ciones exteriores del conjunto D, tales que Dy D Dy O ... D D,y 2 D, D D.
Para cada D, se resuelve el problema de minimizacién de f sobre tal conjunto y, si
una solucién optima z™ pertenece a D, el algoritmo concluye con ésta como solucién
6ptima del problema (1.3). En caso contrario, se construye una nueva aproximacién
exterior D,y C D, tal que z™ ¢ D, ., y se repite el proceso.
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacién d.c.

Un esquema general de ambos procedimientos de optimizacién se muestra a
continuacién. Una informacién mas amplia sobre métodos deterministicos de Opti-

mizacién Global y su aplicacién al caso d.c. puede encontrarse en [11, 64, 67, 120,
124].

Algoritmo 1.13 (Ramificacién y Acotacién)

Paso 0. Inicializacion.
Fijar un valor de tolerancia ¢ > 0 y elegir My 2 D.
Fijar P, particiéon de My y, para cada M € P, determinar cotas
inferior a(M) y superior B(M) que satisfagan

a(M) <inf(M N D) < (M)
Hacer o := min{a(M) : M € P}y f:=min{f(M) : M € P}

Paso 1. Ramificacion.
Elegir M € P y suprimirlo de P.
Construir una particién P’ de M y hacer P := (P\ {M})UP’

Paso 2. Acotacion y mejora de la solucion.
Para cada elemento M’ € P’ calcular cotas inferior a(M') y supe-
rior B(M") del valor objetivo 6ptimo en M’ N D y actualizar

a = min{a,a(M')} g := min {8, B(M')}

Paso 3. Eliminacion.

Suprimir aquellos elementos M € P que sean infactibles o que
verifiquen a(M) > (.

Paso 4. Terminacidn.

Si 8 — a < g, entonces FIN. En caso contrario, volver al paso 1.
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1.2 Optimizacién del calibrador de una funcién d.c. vectorial

Algoritmo 1.14 (Aproximacién Exterior)

Paso 0. Inicializacion.
Elegir un conjunto cerrado D; C R™ tal que D C D;.
Hacer n := 1.

Paso 1. Resolucidn del Problema Relajado.
Resolver el problema

min f(z)

sa. x€D,

y elegir z" € argmin {f(z) : z € D,}.
Si z" € D, entonces FIN: 2" es solucién del problema original.

Paso 2. Construccion de la Aprozimacion Exterior.

Determinar una funcién [, : R™ — R tal que

lz) < 0 VzeD
> 0

Hacer D,y := D, N{z: [,(z) < 0}.
Hacer n:=n+1.
Ir al Paso 1.

1.2 Optimizacién del calibrador de una funcién d.c.

vectorial

Un resultado basico del 4lgebra de funciones d.c. establece que esta clase es cerrada
para la composicién de funciones (Proposicién 1.5), aunque no es posible determi-
nar, en general, una representacién d.c. para la funcién resultante de la composi-
cién. No obstante, en ciertos casos particulares (algunos sumamente interesantes)
tal descomposicién si puede determinarse explicitamente. Asi, en la Seccién 1.1
(véase también [121]) se recogen algunos resultados relativos a la composicién con

una funcién d.c. de una convexa o céncava definida en R y con valores reales.
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacion d.c.

1.2.1 Obtencién de una descomposicién d.c.

En relacién con lo anterior, se presenta a continuacién un resultado que permite
obtener de forma explicita una representacién d.c. para la composicién de funciones
cuya funcién exterior es un calibrador, es decir, una funcién (convexa)
v : R™ — R definida por

y(z) =inf{t > 0:z € tB} z € R™ (1.4)

siendo B un conjunto convexo, cuyo interior contiene al origen, [87, 103].

Un resultado bien conocido dentro del Analisis Convexo establece que todo cali-
brador v puede ser escrito (globalmente) como

v(z) = max {(u,z) : u € B°} z € R™ (1.5)

donde (-, -) representa el producto escalar usual, y B° es el conjunto polar de B, es
decir, B° = {v : (v,z) <1 Vz € B}. Haciendo uso de esta propiedad, la demostra-
cién de la Proposicién 1.5 puede reescribirse para este caso particular, obteniéndose

una descomposicién d.c. global para <y o f, como se muestra a continuacidn.

Proposicién 1.15 Sea Q C R* un conjunto convezo. Si f : Q — R™ es una
funcidn d.c. vectorial y v : R™ — R es un calibrador con bola unidad B, entonces

vo f:Q+—— R es una funcion d.c. que admite la siguiente descomposicion
vof=(vof+ LN U+ 1)) - LN +5) (16)
j=1 j=1

donde N; > maz{v(e;),v(—e;)}, e; es el j-€simo vector unitario de R™ y
= =1 = fn), con i, fi funciones convezas para j =1,...,m.

Demostracién. En primer lugar, obsérvese que cada N; puede ser elegido de tal
modo que N; < +o00, ya que el origen es un punto interior de B y, por tanto, el
conjunto polar B° es acotado.

De (1.5) se sigue que el calibrador y puede escribirse globalmente como el méximo

puntual de funciones afines g,

7(y) = max gu(y) VyeR
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1.2 Optimizacién del calibrador de una funcién d.c. vectorial

donde g,(y) = (u,y). Por tanto:

gu(f17"')fm) = Zu]f;—_zu]fj—
=1 i=1

i=1

= (S tu s+ X0 - w)f ) - LN+ )

= Pu—4q
Teniendo en cuenta que N; > vy(e;) = maxyepe u; y N; > y(—e€;) = maXyepe —u;,
se sigue que la funcién p, es convexa y, por tanto, g, o f puede expresarse como
diferencia de dos funciones convexas, una de las cuales no depende de u. Asi,

vyof = maXuess gu(f1,- .-, fm) = MaXyepepu—q = p—q = (Yo f+q) —¢
quedando probado el resultado. O

En particular, si el calibrador -y es una norma L,, puede tomarse N; = 1 para todo
i, obteniéndose el siguiente

Corolario 1.16 Sean fi,..., fm funciones d.c. definidas en un conjunto convero
Q, con descomposiciones d.c. fi = fit — fi", i =1,...,m. Entonces, para todo p,
1 <p<oo |fll es d-c. en Q, y una descomposicion d.c. de esta funcion viene

dada por:

m

11 = (17l + 05+ 1)) = S0+ 57)

j=1
Obsérvese que este corolario permite obtener inmediatamente una representacién
d.c. para cualquier combinacién afin de funciones que son composicién de una norma
L, y una funcién d.c. con descomposicién conocida; esto puede tener diversas apli-
caciones dentro de la Teoria de Localizacién, entre ella la resolucién del problema
cent-dian.

1.2.2 Aplicaciones

Aunque la Proposicién 1.15 sera utilizada en el Capitulo 2 como herramienta de
resolucién para problemas concretos dentro de la Teoria de Localizacién, es necesario
resaltar que su aplicabilidad no se circunscribe exclusivamente a este 4mbito, siendo
posible su utilizacién en la resolucién de otro tipo de problemas. En concreto, aqui
se analizan brevemente aplicaciones de este resultado en el campo de la Estadistica
y de la Decisién Multicriterio.
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacién d.c.

1.2.2.1 Regresién No Lineal

Consideremos el modelo estadistico

y=f(z,0)+e¢

donde vy es la variable dependiente, z es el vector m-dimensional de variables expli-
cativas, # € © C RF es un vector de pardmetros (desconocidos) y ¢ representa el
error no observable del modelo.

Dada una muestra de tamafio n, (i, Zi1,--- ,Zim) ¢ = 1,...,n, la eleccién del
vector paramétrico # que especifica por completo el modelo se realiza de tal forma
que minimice una cierta norma (usualmente una norma L,) del vector de residuos
n-dimensional. El vector 6 se obtiene, por tanto, como solucién éptima del problema

de optimizacién

min fly — f(z, 0)ll, (1.7)

Cuando f(z,-) es una funcién afin para cada z, el problema de estimacién puede
ser resuelto por medio de procedimientos eficientes. Sin embargo, (1.7) conduce, en
general, a un Problema de Optimizacién Global cuando f es no lineal, cuya resolu-
cién dista de ser un problema trivial (en [88] pueden encontrarse varios modelos de
regresién no lineal en los que una buena parte de los principales paquetes estadisticos
comerciales no consiguen obtener una solucién éptima). Para la resolucién de este
problema se han propuesto procedimientos de bisqueda local, [46, 102], asi como
métodos probabilisticos, [70, 106, 136], los cuales no garantizan la obtencién del
6ptimo global.

En la mayor parte de las aplicaciones, f es una funcién d.c. cuya descomposicion
puede calcularse sin dificultad. En tales casos, la Proposicién 1.15 proporciona una
descomposicién d.c. de la funcién objetivo de (1.7), a partir de la cual puede obte-
nerse el 6ptimo global aplicando técnicas de optimizacién d.c.; obsérvese que este
enfoque no requiere la diferenciabilidad de f.

1.2.2.2 Toma de Decisiones con Criterios Miiltiples

La Proposicién 1.15 posee también aplicacién inmediata a la Programacién Com-
promiso, [133, 134, 135], la cual constituye una herramienta efectiva dentro de los

procesos de toma de decisiones con multiples criterios.

Pagina 14



1.2 Optimizacién del calibrador de una funcién d.c. vectorial

Dado el problema con objetivos muiiltiples

max f(z) := (fi(z),..., fm(z))

zeX

con X C RF, en Programacién Compromiso se procede de la siguiente forma: se
calcula el punto ideal del problema,

7‘_— (—f—lw'- 7.7m)

siendo f, = max,ecx fi(z). Si f corresponde a una solucién factible (lo cual rara vez
ocurre), se tendra la solucién 6ptima; en otro caso, la solucion de mejor compromiso,
es decir, aquella més cercana al punto ideal, es elegida como solucién del problema.
La distancia entre cada solucién factible y el punto ideal es medida utilizando una
distancia, generalmente inducida por una métrica L,, 1 < p < oo,

(i“’ - ;)

donde w; es un peso, elegido por el decisor, que mide la importancia relativa del

) VzeX

-ésimo criterio, y f. = mingex fi(z). Por tanto, la medida de proximidad viene
dada por la norma L, del vector cuya i-ésima componente es
fi— filz .
w; —l_—(-—)“ 1= 1, e,
fi - ii

Si cada funcién f; es d.c., con descomposicién conocida, la solucién de mejor compro-
miso puede determinarse, en virtud de la Proposicién 1.15, resolviendo un problema
de optimizacion d.c. en el que la funcién objetivo posee una representacién d.c.
conocida.

La Programacién Compromiso no es el tnico area, dentro del &mbito de la De-
cisi6n Multicriterio, en el que es aplicable la Proposicién 1.15; asi, en [104| se apunta
que tanto la Programacién por Metas como la Programacién Compromiso, se obtie-

) (1.8)

donde b; es el nivel de aspiracién para el i-ésimo criterio y k; es una constante de

nen como casos particulares del siguiente modelo:

f,(.’r)

t

mip (5

normalizacién. Si cada funcién f; es d.c. y se dispone de una descomposicién para
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacion d.c.

cada una de ellas, la Proposicién 1.15 permite obtener una representacién d.c. para
la funcién objetivo de (1.8).

Las técnicas empleadas hasta ahora para la resolucién del problema sélo reali-
zan busquedas locales, [107, 108], por lo que pueden quedar atrapadas en decisiones
optimas locales (no globales); de ahi el interés de la Proposicién 1.15, pues permite
aplicar técnicas de optimizacién global (por ejemplo, ramificacién y acotacién) para

su resolucidn.

Ejemplo 1.17 Siguiendo el enfoque dado en (1.8) se ha considerado un problema
de Programacion por Metas con m =5, w; = k; =1 (1 =1,...,m) en el que las

funciones y metas vienen dadas por:

fi(z,y) = = + 10 cos(bmy) b, =10
fa(z,y) = 2* -6z +y by =0
f3(z,y) = 10z + Ty by =70
fa(z,y) = 2% — 6z + 4y by = 11
fs(z,y) =2 + ¢ bs =9

siendo la regién factible el rectangulo
S={(z,y) €R?* : 0<2<6,0<y<4}

La Figura 1.1 muestra una representacién grafica de la funcién objetivo en el caso
p = 2, en la que se manifiesta el cardcter multimodal del problema.

El problema anterior ha sido resuelto para 50 valores de p distribuidos regular-
mente entre 1 y 2, obteniéndose las soluciones éptimas que se muestran en la Figura
1.2. Como puede apreciarse, la trayectoria determinada por tales soluciones 6ptimas
al variar p no es continua, debido a cambios en el 6ptimo local a que corresponden
los minimos globales asociados a los diferentes valores de p. a
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1.2 Optimizacién del calibrador de una funcién d.c. vectorial

Figura 1.1: Funcién objetivo considerada en el Ejemplo 1.17
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Figura 1.2: Trayectoria de soluciones 6ptimas (Ejemplo 1.17)
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacion d.c.

1.3 Algoritmos de cubrimiento

Dado un politopo X C R™ y una funcién f con valores reales definida sobre X,

consideraremos el siguiente problema de optimizacién

min f(z)

Los algoritmos de cubrimiento, [5, 14, 30, 50, 89, 95, 112|, constituyen una clase
muy importante de métodos que permiten la resolucién de problemas de optimiza-

cién global del tipo (1.9) sobre familias de funciones bastante amplias. Basicamente,

tales métodos de cubrimiento construyen una sucesién de puntos factibles {z,} y

una sucesion de envolventes inferiores {E(")}, es decir, funciones que satisfacen las

siguientes condiciones:

E®) < f para todo n
E™ < E®+) para todo n
EM™(z;) = f(z;) paratodo j=1,...,n

Si se utiliza como regla de parada la deteccién de una solucién e-6ptima, una

descripcién general del algoritmo de cubrimiento es la siguiente, [67],

Algoritmo 1.18 (Cubrimiento)

Paso 0. Inicializacion.
Elegir z; € X
Hacer f := f(z1), * := z; y construir EW
Hacer n := 1.
—min ED
Hacer f : gél)r{xE (z)

Paso n. Iteracion.
Si f — f < ¢ entonces FIN.

in E™
Tnt1 € argmin B(z)

Hacer n:=n+1
Volver a iterar.

Construir E®*+) a partir de E™ y seleccionar

Si f(%ns1) < f entonces hacer f := f(Zpt1) ¥ 2* := Tnya
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1.3 Algoritmos de cubrimiento

El algoritmo concluye con z* como solucién e-6ptima y f como cota inferior
del valor objetivo 6ptimo, distante de éste menos de €. La convergencia de este
procedimiento iterativo se establece por medio del siguiente resultado:

Proposicién 1.19 (Piyavskii [95]). Sean i(") y ™ los valores de las cotas inferior
y superior f y f en la etapa n del Algoritmo 1.18. Entonces:

(a) lim f® = min f(z)
(b) lim (F™ = f™) = 0

La puesta en practica de este algoritmo requiere prestar atencién a dos aspectos
fundamentales: por una parte, la definicién de la envolvente inferior E(, y por
otra, la resolucién de los problemas (Q,) que permiten la actualizacién y mejora de
la envolvente

(@n) Eél)l{l E®™ (z),

Con respecto a la primera cuestién, las envolventes inferiores se definen habitual-
mente como el méximo puntual de funciones méas simples k;,

E™ = max k; (1.10)

1<i<n

Por lo general cada funcién k; depende del punto z; generado en la etapa i-ésima
del algoritmo, por lo que en adelante se denominard funcidn de cubrimiento con
punto base z;. Por ejemplo, si f es Lipschitz y L es una constante de Lipschitz
conocida para f, el algoritmo de Piyavskii, [95, 49, 67, 112] utiliza como funciones
k; las siguientes:

BT (2) = £ (@) - Llle - |

Otro ejemplo de método de cubrimiento basado en (1.10) es el algoritmo de
Breiman-Cutler, considerado en [14, 30, 4, 5]. En él se supone que la funcién
f: X CR™+— R es continuamente diferenciable y que satisface la condicion

f@)> fy) +(Vf()e-—y)—Klz—yl|> VzyeX  (111)

siendo K > 0 una constante conocida. Obsérvese que esta familia incluye a la clase
C? de funciones dos veces continuamente diferenciables, aunque es mas general.
En efecto, si f € C? sobre X, existe una constante K > 0 tal que la funcién
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacién d.c.

g(z) = f(z) + K ||z||* es convexa; por tanto, dados z,y € X se verificard g(z) >
9(y) + (Vg(y),z — y), es decir,

f@) +Klzl® > fy)+ Kl yl® + (V@) +2Ky,2 - )

= f)+(Vfy),z—y)+ K ly|* + 2Ky, —y)
= fly) +{Vf(@y),z-y) - K|z -yl + K |lz|*

Por tanto, f verifica la condicién de Breiman-Cutler. Para ver que ambas clases no
coinciden consideremos la funcién

que es continuamente diferenciable y satisface (1.11) para cualquier valor de K
mayor o igual que 1, aunque no es C2.

En el caso del algoritmo de Breiman-Cutler, las funciones k; vienen definidas de
la siguiente forma:

kiBTC(l‘) = f(il?z) + (Vf(il?z), T — Z‘z) - K ”1‘ — :L'i||2 (112)

Estas funciones son posteriormente generalizadas por Baritompa y Cutler en [5],
dando lugar a una envolvente inferior definida a partir de

kfc(iv) = f(z:) + (Vf(zi),z — xi) —q(z — ;)

para funciones k2 que satisfagan la condicién

kBC(z) < f(x) VzeX (1.13)

siendo g(z) = (z, Hz) una forma cuadratica con matriz H definida positiva. Obsér-
vese que (1.11) y kP7C son casos particulares de (1.13) y kPC, respectivamente,
tomando como H la matriz diagonal con valor K en la diagonal principal.

El punto crucial de los métodos de cubrimiento parece ser la resolucién de los
subproblemas (@,). De hecho, cada (@) es en si mismo un problema de Opti-
mizacién Global (no diferenciable, en general), cuya resolucién dista de ser trivial.
Asi, en [67] (pagina 596) se menciona que el algoritmo de Piyavskii no parece ser
efectivo en dimensiéon mayor que 2 debido a la dificultad creciente de resolucién de

los problemas (@Q,): los hipografos de las funciones k; son en este caso conos, [89)],
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1.4 Algoritmo de cubrimiento para funciones d.c.

y los minimos locales de E(™ se producen en los puntos de interseccién de m + 1 de
estos conos.

La estructura de los problemas (Q),) es mds simple para el método de cubri-
miento basado en (1.12); sin embargo, su aplicacién requiere la determinacién de
cotas para las derivadas primera y segunda de f, lo cual constituye con frecuencia,
como se indica en [5], un problema de optimizacién global con el mismo grado de
dificultad de resolucién que el problema original.

En las secciones que siguen a continuacién se describe la aplicacién de los méto-
dos de cubrimiento al caso en que se dispone de una descomposicién d.c. para f,
obteniéndose una nueva clase de envolventes inferiores. Tales envolventes dan lu-
gar a subproblemas (Q,) con una estructura similar a la que tienen los basados en
(1.12), y, al mismo tiempo, son més versitiles, ya que no requieren el calculo de
cotas para las derivadas y pueden ser aplicados a problemas no diferenciables.

Es necesario observar que, al ser también d.c. el opuesto de una funcién d.c.,
el desarrollo que sigue a continuacién es también valido para el problema de maxi-
mizacién de una funcién de esta clase. .

1.4 Algoritmo de cubrimiento para funciones d.c.

Sea f una funcién d.c. con valores reales definida sobre un politopo X C R™ y
supongamos que se conoce una descomposicién d.c. para f,

f(z) = fi(z) — folx) Vr e X

donde f; es una funcién convexa definida sobre un abierto convexo 2 O X y f3 es

una funcién convexa definida sobre X.

Aunque la obtencién de una descomposicién d.c. para una funcién arbitraria f
no es una tarea facil en general, existe un conjunto de reglas, como ya se ha puesto
de manifiesto en la Seccién 1.1, que permiten la obtencién de descomposiciones d.c. a
partir de funciones d.c. mas simples, cuya descomposicién es conocida. Ademds, no
es dificil encontrar aplicaciones en las que la descomposicién d.c. aparece de forma
explicita en el objetivo, como es el caso de ciertos problemas considerados en el
ambito de la Teoria de Localizacién.
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacioén d.c.

1.4.1 Funciones de cubrimiento

Las funciones de cubrimiento que consideraremos en este caso se obtienen minorando

linealmente fi, lo que da lugar a la siguiente funcién céncava

ke (x) = fi(w:) + Eulwi),  — z3) — fa(2) (1.14)

donde &;(z;) es un subgradiente arbitrario de f; en z;. La envolvente inferior E®)

resulta ser entonces el maximo puntual de funciones céncavas.

1.4.2 Casos particulares

A continuacién se probard que el algoritmo de optimizacién de Breiman-Cutler,
[14], y la generalizacién debida a Baritompa-Cutler, [5], son casos particulares del
algoritmo de cubrimiento para funciones d.c. obtenido a partir de (1.14).

Proposicién 1.20 Sea f : X C R™ — R una funcidn que verifica (1.13) para una
forma cuadrdtica q con matriz H simétrica semidefinida positiva. Entonces, f es

una funcion d.c. y

f(z) = (f(z) + (z, Hz)) — (z, Hz) (1.15)

es wha descomposicion d.c. de f. Mds ain, si la descomposicion d.c. de f que se
considera es (1.15), entonces el Algoritmo 1.18 con funciones de cubrimiento kde

coincide con el algoritmo de Baritompa-Cutler.

Demostracién. Dado que la funcién fo(z) = (z, Hz) es convexa, basta probar

que la funcién diferenciable fi(z) = f(z) + (z, Hz) es convexa.

De (1.13) se sigue que

fz) > fy)+(Vflyhz—y) —{(z—y,Hz—y))
= fy) +(ViW),z—y) - (@, Hz) - (y, Hy) — 2{y, H(z — y))]

Agrupando términos,

f@)+(z,Hz) > f(y)+(y, Hy) +(Vf(y) +2Hy,z—y)
filz) > fAly) +(VAW),z-y)

de donde se concluye que f; es convexa.
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1.4 Algoritmo de cubrimiento para funciones d.c.

Maés atin,

Ee(z) = fi(@) + (V(z:), 2 — z:) = fa(a)
= f(z) + (xi, Hz;) + (Vf(x;) + 2Hz;, x — ;) — (z, Hx)
= flz) + (VF(z:),x — x5) + {zi, Hz;) — (z, Hr) + 2(z;, H(z — ;)
= f(@:) +(Vf(z),z — ) — (z — zi, H(z — 73))
= k7%(z)

lo que prueba que k% da lugar a la envolvente de Baritompa-Cutler cuando se utiliza
(1.15) como descomposicién d.c. de f. g

Por tanto, incluso para funciones f que satisfagan (1.13), pueden obtenerse distin-
tas envolventes para la aplicacién de métodos de cubrimiento, tan pronto como se
tenga una descomposicién d.c. distinta de (1.15). De esta forma podria evitarse el
costoso proceso de cdlculo de cotas para las derivadas, [5]. Ademas, la utilizacién
de otras descomposiciones d.c. para la construccién de la envolvente puede afectar
notablemente a la convergencia del Algoritmo 1.18, como se pondrd de manifiesto
en el Ejemplo 1.21 y en la Seccién 1.6.

Ejemplo 1.21 En [14], Breiman y Cutler consideran el problema de minimizacién
de la funcién f: I = [~0.2,1] — R definida por

f(z) = 2% — cos(57z)

Esta funcién es dos veces continuamente diferenciable, por lo que admite una descom-
posicién d.c. de la forma

f(x) = (f(z) + Kz°) — Kz* (1.16)

En particular, Breiman y Cutler proponen tal descomposicién tomando K =12.5m%—
1 (el valor més pequefio para el cual f(z)+ Kz? es convexa), y aplican el algoritmo
de cubrimiento con las funciones k27C correspondientes.

Sin embargo, una descomposicién d.c. alternativa para una funcién f € C* la

proporciona la Proposicién 1.10. Asi, tomando £ = 0, se obtiene la descomposicién
d.c.

f(z) = h(z) - (h(z) - f(2)) (1.17)
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Capitulo 1. Métodos de Cubrimiento en Optimizacién d.c.

siendo
(
0.96000 — 0.40000z T € [z, a1]
2.54085 + 15.50848 = + z? — cos(b7z) z € (ay, bi]
0.98000 + 31.41696 = z € (b, az)
h(z) ={ —3.66254 + 46.52544 = + 22 — cos(5nz) € (ag, bs]
—11.76678 + 63.23391 z z € (by, a3)
—22.27272 + 77.54249 z + % — cos(57x) z € (a3, bs)
\ —37.22035 + 95.05087 z € (bs, 23]
-1 -0.08 2, ‘
7z =-0.2 G = o arccos( — )+ g(z -1) i=1,23
1 —0.08 2
=1 b,-:-g%arccos( 22 )+§(i—1) i=1,2,3

Esta envolvente alternativa proporciona mejores cotas que (1.16), como puede
observarse en la Figura 1.3, en la que se muestran las envolventes obtenidas a
partir de (1.16) y (1.17) después de 4 iteraciones de los correspondientes algoritmos,
tomando z; = 0.5 como punto de partida en ambos casos. La obtencién de cotas
mas ajustadas tendré una repercusion favorable en la velocidad de convergencia del
algoritmo.

Por razones de completitud, en la Figura 1.4 se comparan la envolvente d.c.
de (1.17) y la envolvente de Piyavskii para optimizacién Lipschitz (usando una
constante de Lipschitz bastante ajustada, con valor L = 17.51) nuevamente después
de 4 iteraciones, usando el mismo punto inicial z; = 0.5. (W

1.4.3 Actualizacién de la envolvente

La actualizacion de la envolvente inferior E(™ en la transicién de una etapa a otra
del algoritmo de cubrimiento, requiere la resolucién del problema de minimizacién

(Qr). A continuacién se analizan dos enfoques diferentes para la resolucién de estos
problemas.
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[}

20.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 1.3: Comparacién de envolventes (I): Funcién ejemplo

(linea doble), Envolvente de Breiman-Cutler (linea de puntos),
Envolvente d.c. (linea simple)

[\]

j T T T T
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.4: Comparacién de envolventes (II): Funcién ejemplo
(linea doble), Envolvente de Piyavskii (linea de puntos), Envol-
vente d.c. (linea simple)
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1.4.3.1 Minimizacién céncava

Teniendo en cuenta la expresién de la envolvente inferior (1.14), (Qn) puede formu-
larse inmediatamente como un problema de minimizacién céncava con restricciones
lineales, como en [23]. Asi, (Q,) resulta ser equivalente a
min {t— fa(z 1.18
o in  {t = fal@)} (1.18)

siendo
B™ = {(z,t):z€ X, filz:) + {&1(zs)yz—z) <t Vi, 1<i<n}

Por tanto, la resolucién de cada problema (Q,,) implica minimizar una funcién cénca-
va sobre el poliedro B™, lo cual puede llevarse a cabo mediante inspeccién de sus
vértices. Mas adn, dado que B(*) se obtiene a partir de B afadiendo una
restriccién lineal, la utilizacién de procedimientos on-line de enumeracion de vértices,
[26], permite emplear en la resolucion de (Qn41) la informacién previa obtenida al
resolver (Q,), no siendo necesaria la evaluacién de todos los vértices del poliedro
en cada etapa. Ademss, la inserciéon de cada nueva restriccién puede hacerse en
tiempo polinomial, puesto que, en la iteracién n, la actualizacién de la geometria de
la regicn factible puede hacerse en tiempo O(n™'), [2, 36].

Obsérvese que el Problema (1.9), una vez conocida una descomposicién d.c. de

f, es equivalente al siguiente problema de minimizacién céncava

min ¢ — fo(z)
sa. fi(z) <t
(z,t) e X xR

y que cada subproblema (Q,,) en la forma (1.18) corresponde a uno de los subproble-
mas relajados que se obtiene en la aplicacién del método de aproximacion exterior
(Algoritmo 1.14) al problema anterior. Por tanto, puede concluirse que el método de
cubrimiento para optimizacién d.c. y, en particular, el algoritmo de Breiman-Cutler,
son métodos de aproximacién exterior. Esto hace que tales algoritmos sean poco efi-
cientes ya en problemas con dimensién moderadamente alta, pues los requerimientos
de almacenamiento crecen notablemente con ésta, siendo preferible la utilizacién de
otras técnicas, como los procedimientos de ramificacién y acotacion.

A pesar de ello, como se indica en [52] (pdgina 52), para problemas con un nimero

pequefio de variables, como muchos de los que aparecen en Localizacién Continua,
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1.4 Algoritmo de cubrimiento para funciones d.c.

el método de aproximacién exterior resulta ser, a la vez, simple y competitivo con
otros procedimientos de resolucién.

1.4.3.2 Diagramas de potencia

Una estrategia diferente (aunque equivalente) para la resolucién de los problemas
(Qn) se propone en [14] para el caso particular (1.12): para cada i,n se define DJT°
como

DBr¢ — {:1: eR™: kPC(z) > kfC(z) Vj, 1<5< n}

de donde se deduce inmediatamente que cada DZ'C es un conjunto poliédrico.
Ademais, cada (@,) puede escribirse como

min{ min kf’"C(x)}, (1.19)

1<i<n | zeXNDB7C

por lo que la resolucién de (Q,) puede realizarse mediante inspeccién de los vértices
de cada politopo X N DErC) para lo cual se describe un procedimiento geométrico
en [14].

Esta estrategia no sélo es aplicable a los métodos de cubrimiento basados en

kBrC. sino que también es utilizable en el caso més general en el que se emplean

funciones de cubrimiento k. De hecho, se verifica que:

kle(z) > kio(z) <= filz:) + Elzi),z —3) > fi(z)) + (), 7 - ;)

= o= Gil* + B < lla = GII" + B;

donde
1 1 2 .
Ce=5&(z) B ={&(ze),zi) = filee) = g I&a(z)l” k=17
Por tanto, se tiene el siguiente resultado
Proposicién 1.22 Sea
DE ={z e R™: k¥*(z) > k¥(z) Vi, 1<j<n}

Entonces, se verifica que {{Dﬁ;}lsign} es un diagrama de potencia con centros
Ci,...,Cn y pesos (aditivos) B, ... , Ba.
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La propiedad principal de los diagramas de potencia, [2, 3, 36, 91], viene dada por
el hecho de que inducen una subdivisién poliédrica de R™ (como el caso particular
{Dfﬁc}), y pueden ser construidos mediante procedimientos on-line, [3]. De hecho,
el procedimiento geomsétrico descrito en [14] para la resolucién de los problemas
(Qn) coincide basicamente con el procedimiento on-line dado en [3] para describir
la estructura geométrica de un diagrama de potencia.

Una estrategia similar también puede emplearse en el algoritmo de cubrimiento
para optimizacién Lipschitz. Asi, puede definirse DY, obteniéndose una expre-
sién similar a (1.19). De hecho, éste es el fundamento del algoritmo de Jaumard-
Herrmann-Ribault descrito en [49]. En este caso los conjuntos D!Y pueden también
identificarse con objetos geométricos, a saber, diagramas de Voronoi aditivos, |2, 36,
91], pero que ya no tienen estructura poliédrica en dimensién mayor o igual que 2,
por lo que son necesarias estructuras de datos més complicadas para almacenar y

actualizar la geometria de tales diagramas.

1.5 FEl caso unidimensional

En esta seccién se analiza con detalle la aplicacién del algoritmo de cubrimiento
1.18 a la optimizacién de funciones d.c. univariables, dado que en este caso pueden
aportarse resultados adicionales de interés. En adelante se consideraridn funciones
f d.c. reales y finitas, definidas sobre un intervalo abierto J C R que contiene al
intervalo cerrado I = [a,b] sobre el que se resolverd el problema de optimizacién
unidimensional

fuin f (z) (1.20)

La clase de funciones que verifica estas condiciones se notard D.

1.5.1 Bisqueda de soluciones ¢-6ptimas

Dentro de la Optimizacién Lipschitz es conocida la imposibilidad, salvo casos parti-
culares, de obtener algoritmos capaces de encontrar la solucién 6ptima global ha-
ciendo uso de un nimero finito de evaluaciones de la funcién objetivo, [50]. Como se
mostrard seguidamente, el cardcter d.c. de una funcién o el conocimiento, inclusive,
de una descomposicién d.c. de la misma no aportan ningin avance en este sentido,
continuando sin poder garantizarse la finitud.
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Sean fq, f2 : J — R funciones convexas que proporcionan una descomposicién
d.c. de f, esto es, f = f; — fo. Los resultados que siguen a continuacién muestran
que, en general, no va a ser posible la obtencién de algoritmos para la resolucion del
problema (1.20), basados en la utilizacién de informacién de f o de las funciones de
la descomposicién sobre un conjunto finito de puntos, que converjan en un nimero
finito de etapas. Esto justifica la utilizacién de métodos destinados a la obtencién
de soluciones e-6ptimas, como es el caso del Algoritmo 1.18.

Proposicién 1.23 No eziste ningin algoritmo con convergencia finita para el pro-
blema (1.20) basado ezclusivamente en informacion de las funciones f1 y fo sobre
un soporte finito de puntos de [a, b].

Demostracion. Supongamos que existe un algoritmo que proporciona un 6ptimo
global z* para el problema (1.20) después de un numero finito de etapas, en las
que se ha empleado exclusivamente informacion de la funcién f en los puntos del
conjunto X = {z1,...,Z,}. Dado un indice ¢ € {1,... ,n — 1}, sean z; y z, puntos
del intervalo (z;,z;11), con z; < zp y tales que x* ¢ |21, 23]. Se consideran entonces
las funciones:

fl (z) = { fi(z) st z € [a,b]\ [21, 2]
max {f1(z1) + &1(z — z1), f1(z2) + &2(z — 22)} st z € [z1, 29]

fg(x) = { f2(=) st « € [a,b]\ [21,22]
max{f2(21) + 1/)1(58 - Zl),fg(Z2) + ¢2(g,- — 22)} st € [21722]

con &; € 0f1(z:) , s € 0fa(z;) 1=1,2.

Sean z3, 24 y 25 puntos del intervalo (z,2;) tales que z3 < 25 < 2 y, tanto
fi como f; sean derivables en z3 y z; (obsérvese que en el intervalo [z, z,] ambas
funciones son afines a trozos). Se consideran entonces los polinomios de interpolacién
mixta P(z) y Q(z) que verifican, ([75] pdgina 313):

P(z3) = fi(23) P'(z3) = fi(2s) P"(z3) = fi(z3) =0
P(21) = fi(za) P'(z4) = fi(z4) P"(z1) = f{'(24) =0
P(z) = fi(z*) -1

Q(z3) = fa(23) Q'(23) = fi(zs) Q"(23) = fi(z) =
Q(z4) = fo(z4) Q'(z4) = fi(z4) Q"(z1) = f(z4) =0
Q(zs) = fa(z*) +1
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y, a partir de ellos, se define la funcién:

Alz) - folz) stz €[a,b]\ [23, 24]
P(z) - Q(x) si x € |[z3,24]

g9(z) =

Por construccién esta funcién es d.c. y coincide con f fuera de [21, 2] (en particular,
en los puntos z;,7 = 1,... ,n). Por tanto, el algoritmo considerado proporcionars el
punto z* como 6ptimo global para el problema min {g(z) : z € [a,b]}. Esto supone
una contradiccién, pues g(z5) = fi(z*) — fo(z*) — 2 < f(z*) = g(z*). O

Obsérvese que la demostracién anterior permite probar, en particular, el siguiente
resultado.

Proposicién 1.24 No ezxiste ningin algoritmo con convergencia finita para el pro-
blema (1.20) basado ezclusivamente en informacion de la funcion f sobre un soporte
finito de puntos de [a, b].

El siguiente resultado prueba que ningin algoritmo que emplee exclusivamente
informacién de orden 0 (evaluacién) u orden 1 (subgradiente) de la funcién fi,
puede converger en un ntimero finito de etapas, si las funciones de la descomposicién
d.c. son estrictamente convexas. Obsérvese que el Algoritmo 1.18 responde a este

esquema.

Proposicién 1.25 Supongamos que fi y fo son funciones estrictamente convezas
en [a,b]. Entonces, no eziste ningin algoritmo con convergencia finita para el pro-
blema (1.20) basado exclusivamente en la utilizacidn de las funciones f1 y fa, y que,
para la primera de ellas, sdlo haga uso de informacion de orden 1, a lo sumo, sobre

un soporte finito de puntos de [a, b].

Demostracién. Supongamos la existencia de un algoritmo que proporciona un
éptimo global z* para el problema (1.20) después de un nimero finito de etapas en
las que, para fi, sélo se conoce informacién de orden 1, a lo més, sobre los puntos
del conjunto X = {z1,... ,z,}. Veamos en primer lugar que df,(z*) C df1(z*). En
efecto, dado que z* es solucién 6ptima de (1.20) se tiene que O, fo(z*) C 0. fi(z*)
para todo € > 0, [62], de donde se deduce, [63], que:

0f2(z*) = (V0 folz*) C () 8fi(z") = dfi(a")

e>0 e>0
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Definimos Z como el punto de evaluacién més préximo a z* por su izquierda (en
caso de no existir, la demostracién contintia con un razonamiento analogo, tomando
el punto de evaluacién mas préximo por la derecha a xz*). Se consideran entonces
las funciones céncavas

m(z) = f1(Z) + &(z - T) = folz) n(z) = fi(z") + Lo (& — &%) — fal(z)

donde & = max {9 : 9 € 0f1(%)} y &+ = min{Y : I € 8fa(z*)} € Ofi(z*) vy, a
partir de ellas, se define

_ z st x € la,b]\ [Z,z*
f(x)_{f() € o8]\ [£,27]

max{m(z),n(z)} st z € [%,z%]
Las funciones m(z) y n(zx) son d.c., por lo que también lo serd max{m(z),n(zx)}.

Por ser f; estrictamente convexa, se tiene que:
m(z*) = f1(Z) + &(z* — Z) — faz”) < f1(z") — fa(z”) = n(z") (1.21)

Se probara a continuacién que

n(z) < f(z*) Vz€lab\{z"} (1.22)
Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe un punto y € [a, b} \
{z*} tal que n(y) > f(z*), de donde se tiene que fi(z*) + &-(y — %) — fa(y) >
fi(z*) — fa(z*). Reordenando términos, se deduce que fo(z*) + &+ (y — 2*) > fo(y)
y, por tanto, &+ ¢ Ofs(z*), lo cual contradice la eleccién de &« efectuada y la
convexidad estricta de fs.
De (1.22) se sigue que m(%) = f(Z) > f(z*) > n(Z) y, haciendo uso de (1.21), se
deduce la existencia de un punto £ € (%, z*) verificando m(z) = n(Z) < f(z*).

La funcién f puede expresarse como f = f; — fo, siendo

fi(z) si z € [a,b]\ [Z,z7]
A =23 £1(3) + & — 7) si €[, %)
fi(z*) + &gr (z — =) st x € [Z,z%]

que es convexa, por lo que f es d.c. Adems4s, la informacién de orden 0 6 1
de f, coincide con la de f; en los puntos z;;i = 1,...,n, por lo que el algo-
ritmo considerado proporcionard el punto z* como éptimo global para el problema
min { flz) :z € a, b]} Esto supone una contradiccién, puesto que f(z) < f(z*) =

flz*). o
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1.5.2 Descomposicién d.c. 6ptima

En el Ejemplo 1.21 se ha puesto de manifiesto que la eleccién de una u otra descompo-
sicién d.c. puede influir en la obtencién de envolventes méas o menos ajustadas y, por
tanto, en la convergencia del algoritmo de cubrimiento. Se probara a continuacién
que es posible obtener una descomposicién d.c. éptima para la aplicacién del Algo-
ritmo 1.18, en el sentido de que no puede conseguirse una convergencia mas rapida
al emplear cualquier otra descomposicién. Para ello es preciso modificar ligeramente

la definicién de la funcién de cubrimiento k;. Asi, en lugar de (1.14), consideraremos

hi(x) = fi(z:) + fi(zi; 2 — 2:) — fa() (1.23)

donde f{(x;y) denota la derivada direccional de f; en el punto z segin la direccién

y, es decir:
fi()y siy<O
f{+($) Y siy>0

siendo f]_y fi, las derivadas laterales de f, a la izquierda y a la derecha, respecti-

filz;y) =

vamente. Obsérvese que, dado un punto z;, la funcién h; mayora puntualmente a k;
de (1.14), cualquiera que sea el subgradiente considerado, por lo que la convergencia
del algoritmo empleando las funciones h; serd al menos tan rapida como en el caso
general en el que se utilizan las funciones k;. Ademads, cuando f; es diferenciable en

x;, ambas coinciden.

Toda funcién f perteneciente a la clase D de funciones d.c. reales y finitas,
definidas sobre un intervalo abierto J D I, puede expresarse como diferencia de
convexas, por lo que existen sus derivadas laterales y éstas son de variacién acotada
en I, ([103], pagina 227). Por tanto, dado un punto £ € I podemos considerar la
siguiente descomposicién d.c. de f, sugerida en [58]

f(=) = fi(z) = folz) (1.24)
donde

filz) = f(z) + fa(z)

fa(z) = /:N(t)dt

y N(z) es la variacién negativa de f' (la derivada lateral a la izquierda de f) en el
intervalo determinado por Z y z. Para nuestro propésito es indiferente considerar

la derivada lateral a la derecha, como se probara posteriormente.
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Con objeto de reflejar la dependencia de f; ,(j = 1,2) con respecto al pun-
to Z, escribiremos f;[Z](z) en lugar de f;(z). De manera aniloga, la funcién de
cubrimiento h;(z) definida en (1.23) para la descomposicién d.c. (1.24) se notara

hi[£](z).

La eleccién de £ no es relevante desde el punto de vista de la implementacién
del Algoritmo 1.18, puesto que siempre se obtiene la misma envolvente, como puede
deducirse del siguiente resultado. Con objeto de clarificar la demostracion, Ny(t)
denotara la variacién negativa de f’ en el intervalo [y, t], como funcién de .

Lema 1.26 Dada una funcion f € D y un punto x; € I, se tiene que
hi[Z](z) = hs[z](x) Vizel
Demostracién. Obsérvese en primer lugar que ([103], Teorema 24.2):

@ — 1) = frm) (@ —z)+ Ny () (z—2) si z<a
‘ fi(z:) (z—z) + Nf(zi) (z—zi) si z>m

siendo

N (z:) = liTm Ni(z) Ni(z)= lilm_ N;(z)

Dado z < z; se verifica que:

hilzl(z) = flEl(m:) + fA_[8)(z:) (@ — ) — f2[2](2)

— flm)+ / Y Na(0)dt + f(2) (z — z) + Ny (@3) (@ — :)
- / " Na(t)dt

= f@)+£@) (- 2) - [ Na)d+N; (z) (@~ )

= (@) + [ (o - 2) - [ (Nalt) = N7 (@)}t

= (@) + £ (z:) / (N, () — Nz ()t

= flz:) + fL(z) (z — z;) + Ny (z:) (z — ;) /N,, (t)dt
= hi[z](z)
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puesto que
N3(t) = Nz (m:) = Ni(t) + No(zi) — Na(z:i) — Ny (zi)
= Ny (t) + Na(zi) — N3 (z:)
= Nwi(t) - Nx—;(xl)
Anslogamente se prueba la igualdad entre h;[Z] y hi[z;] en el caso z > x;. )

Dado que las variaciones negativas de f’ y f} se diferencian a lo sumo en una
constante sobre cada intervalo donde f es derivable, es inmediato comprobar que la
funcién de cubrimiento h;[z;] coincide en ambos casos, cualquiera que sea el punto
z; € I considerado. Por tanto, la variacién negativa de f’ puede reemplazarse en
(1.24) por la variacién negativa de f! sin ninguna repercusién sobre el algoritmo.

El siguiente resultado establece la optimalidad de la descomposicién (1.24) para.
la aplicacién del Algoritmo 1.18, en el sentido de que, fijado z; € I, la funcién de
cubrimiento A; que proporciona, mayora puntualmente a la correspondiente funciéon
de cubrimiento obtenida a partir de cualquier otra descomposicién d.c. que se con-
sidere. De esta forma, el minimo de la envolvente E™ construida a partir de esta
descomposicién d.c. serd mayor o igual que el de la envolvente obtenida a partir de
cualquier otra descomposicién.

Proposicién 1.27 Sea f € D y z; € 1. Entonces, la funcion de cubrimiento k; con

punto base x; determinada por la descomposicion d.c. (1.24) verifica:

~

ki(z) > ki(z) Vzel

siendo k; la funcion de cubrimiento con punto base z; correspondiente a cualquier
descomposicion d.c. de f.

Demostracién. Sea f = (f +n)—n una descomposicién d.c. de f y consideremos
un punto z < z;. Esta descomposicién permite expresar f’ como diferencia de dos

funciones no decrecientes,
fL=(r+n")—-n_
Haciendo uso de las propiedades de las funciones de variacién acotada ([7], pagina

85), se tiene que:
N(t) < T (t) = n_(t) — n_(z:)
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donde N representa la variacién negativa de f’. Como n es convexa, integrando la
expresién anterior entre z; y = y teniendo en cuenta que el integrando es negativo
en el intervalo [z, z;], se verificara, ([103], Corolario 24.2.1):

/: N(t)dt < n(z) — n(x;) — n"_(z;)(z — zi)

2

de donde se deduce:

T

ki) = fz)+ () (o — m) — / N(t)dt

> fz) +n(z:) + fL(z:) (@ — ) +nl(2:)(z — z:) — n(z)
= ki(z)

Consideremos ahora un punto z > z;; haciendo un razonamiento sobre f| andlogo

al realizado con anterioridad, se tiene:
N(t) < Tw, (t) = 0 (t) — n)y(z:)

donde ahora N representa la variacién negativa de f). Integrando:

/: N(t)dt < n(z) — n(z;) — n!,(z:)(z — =)

T

de donde se deduce:

T

B(@) = f(@)+ film) @ —a) - [ N
> f@) +n@) + £l (2 - @) + ol ()@ - 20) - ()
= ki(z)
quedando probado el resultado. O

Observacién 1.28 La descomposicién d.c. 6ptima no es dnica, pues basta sumar
un término afin a cada funcién convexa de la representacién para obtener otra
descomposicién 6ptima segiin el sentido expresado anteriormente, ya que ambas
conducen a la misma funcién de cubrimiento. g

Si nos restringimos a la clase C? de funciones dos veces continuamente diferencia-

bles, la descomposicién 6ptima adopta una expresién ya conocida en la literatura:
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Proposicién 1.29 Sea f € C? en un intervalo compacto I C R. Entonces, la
descomposicion d.c. dada en la Proposicidn 1.10 es dptima en el sentido de la

Proposicion 1.27.

Demostracién. La funcién f, de la Proposicién 1.10 admite la signiente expresién

equivalente

[e-oirera= [ ([irora)a= [ (o)

Teniendo en cuenta que la funcién N(u) = [;,[f"(t)]”dt proporciona la variacién
negativa de f' en el intervalo [z, u], se concluye a partir de (1.24) que la descompo-
sicién considerada es éptima. o

El siguiente resultado prueba la optimalidad de la descomposicién d.c. habitual-

mente utilizada para una funcién céncava-convexa.

Proposicién 1.30 Sea I un subconjunto convezo de R y f : I — R una funcion
diferenciable en T € I tal que f(z) es concava para x < T y convera para T > T.
Entonces, una descomposicién d.c. optima para f, en el sentido de la Proposicion
1.27, viene dada por f(z) = fi(z) — f2(z), siendo

fiz) = f(@)+ f'(z)(z — Z) 3,: L < :f
f(z) 1T >
f(z) = f@+ @) (z-2)— f(z) siz<z

0 st > E
En particular, la descomposicion d.c. dada en la Proposicidn 1.7 es dptima.

Demostracién. Por ser f convexa si > z, su derivada lateral a la izquierda f’
sera no decreciente en cualquiera intervalo [Z, z] y, por tanto, su variacién negativa
serd nula en [Z, z] para todo z > Z. Si z < Z, f' es no creciente por ser f céncava,
de donde se deduce que su variacién negativa serd f'(Z) — f_(z). La funcién f, de

la descomposicién 6ptima (1.24) quedars, por tanto:
@ f@+@)@-2) - fzg) siz<z
z 0 siz>2x

obteniéndose la descomposicién buscada.
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L
2

de la descomposicién, se obtiene la representacién d.c. dada en la Proposicién 1.7,

Ademss, sumando el término afin —2(f(z) + f(Z)(z — %)) a cada funcién convexa

por lo que ésta también serd 6ptima, en virtud de la Observacién 1.28. a

1.5.2.1 No existencia de descomposicién 6ptima en el caso multidimen-
sional

Desafortunadamente, la obtencién de una descomposicién 6ptima (en el sentido
considerado en la Proposicién 1.27) no va a ser posible en general en el caso m > 1.
En efecto, dado I = [-1,1] x [—1,1] se considera la funcién f : I — R, dada
en [58] y definida por f(z,y) = zy. Para ¢ > 0, una descomposicién de f viene
dada por f = (f +g) — g, con g(z,y) = (ez® + y*/e), lo que proporciona la
funcién de cubrimiento (con punto base el origen de coordenadas) k(z,y) = —g(z, y).
Suponiendo cierta la existencia de una descomposicién éptima f = (f + G) — G,
su funcién de cubrimiento k* deber4 verificar k*(z,y) > k(z,y) V (z,y) € I. En
particular:

\%
I
|
m
P

k*(z,0) 2 Vzel-1,1]
k*(0,y) > —3u°/e Vye[-1,1]

de donde se deduce que
K (2,0020  k'(0,9)20 Vaye[-11]

Estas desigualdades, junto con la concavidad de k* y el hecho de que £*(0,0) = 0,
nos permiten concluir que £* debe ser la funcién nula. En efecto:

k*(0,0) > L1k*(z,0)+ ik*(-2,0) => k*(z,00=0 Vze[-11]
k*(0,0) > 1k*(0,y)+3k*(0,—y) = k*(0,y)=0 Vye[-1,1]
k*(z,y) > 1k*(22,0)+3k*(0,2y) = k*(z,y)>0 V(z,y)el
k*(0,0) > 1k*(z,y)+3k*(—z,—y) = k*(z,9)=0 V(z,y)€el

Por ser k* nula, se obtiene a partir de (1.23) que G debe ser una funcién afin; la
convexidad de f+ G llevaria a concluir que f es una funcién convexa, lo cual supone
una contradiccién.
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1.5.3 Descomposiciéon 6ptima para composicién de d.c. y afin

A pesar de que no puede garantizarse en general la existencia de una descomposicién
d.c. éptima cuando m > 1, en el caso particular en que f resulta de la composicién
de una funcién d.c. univariable y una funcién afin, tal descomposicién 6ptima existe
y puede obtenerse a partir de una representacién 6ptima de la primera. Para ello es
preciso utilizar como funcién de cubrimiento la dada en (1.23), lo cual no plantea
problemas de calculo en lo referente a la derivada direccional, pues éste se relaciona
facilmente con la correspondiente a la funcién univariante. El siguiente resultado

proporciona tal descomposicién éptima

Lema 1.31 Sea I C R un subconjunto abierto y convero y h : I —— R una
funcion d.c. con descomposicion d.c. dptima h = f — g en el sentido de la Proposi-
cion 1.27. Entonces, dados a € R™, b €¢ R y J C R™ abierto y convezo, con
{{a,z) +b:z € J} C I, la funcion H : J — R definida por H(z) = h({a, z) + b)
es d.c. y una descomposicion d.c. dptima viene dada por:

H(z) = f({a,z) +b) — g({a,z) +b) VzeJ (1.25)

Demostracién. Las funciones F(z) = f({a,z) + b) y G(z) = g({a,z) + b) son
convexas, por ser composicién de convexa y afin. Si a = 0 el resultado es trivial, pues
en tal caso la envolvente obtenida a partir de (1.25) coincide con H; por tanto, puede
suponerse a # 0. Sea H = R — S otra descomposicién d.c. para H y consideremos

las funciones convexas

R = R (- t7) 50 =5 (0-Dp)

Entonces, R — S constituye una descomposicién d.c. para h ya que:

R - 5w = R (v-0775) -5 (w-v5s) = # (0-055s) =)

Para probar la optimalidad de la descomposicién (1.25) consideremos un punto
T € R™ arbitrario, asi como § = (a,Z) + b. Dado que f — g es una descomposicién

6ptima para h, se tendra:
@)+ '@y —9) —a(y) > R@) + B Gy —9) - 5) (1.26)

Obsérvese que

f(@y—9) =F(Z;2 - 1) R(3;y-9)= R (T;z — )
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por lo que, desarrollando (1.26) y haciendo y = (a, ) + b, se obtiene:
fl{a,Z) +b) + F'(z;z — ) — g({a,z) + b) > R(z)+ R'(T;2z — %) — S(x)

lo cual prueba el resultado. o

1.6 Experiencia Computacional

En esta seccién se presentan algunos resultados numéricos que muestran cémo la
eleccion de la descomposicién d.c. utilizada en (1.14) puede tener gran influencia en

la convergencia del algoritmo.

El rendimiento del Algoritmo 1.18 ha sido analizado usando un conjunto de
problemas test recogidos en [14, 51] y frecuentemente utilizados en la literatura.

La Tabla 1.2 muestra el nimero de iteraciones empleado por diferentes métodos
de optimizacién global para la resolucién de 20 problemas unidimensionales tomados
de [51] y que aparecen recogidos en la Tabla 1.1.

Estos resultados computacionales (exceptuando los correspondientes al algoritmo
de cubrimiento d.c.) han sido tomados de [111], donde se ha utilizado el valor
exacto de las constantes L y K de los algoritmos de Piyavskii y Breiman-Cutler,

respectivamente.

La implementacién del algoritmo de cubrimiento d.c. ha sido realizada empleando
en todos los casos la descomposicién 6ptima dada por la Proposicién 1.27; el punto
inicial utilizado en el algoritmo ha sido siempre el punto medio del intervalo. Sélo
se proporciona el mimero de iteraciones debido a que los tiempos de CPU para la
resolucion de estos problemas son despreciables.

Resulta interesante la comparacién con los algoritmos de Piyavskii y Breiman-
Cutler, ya que los tres comparten la misma estructura. En particular, se observa
la influencia que tiene sobre la convergencia la eleccién de una descomposicién d.c.
adecuada. Por otra parte, los algoritmos de Gergel y Sergeyev requieren un nimero
de iteraciones pequefio (aunque siempre superior al aqui considerado), pero su
estructura hace que el esfuerzo computacional necesario para la ejecucién de cada
iteracién sea notablemente superior al requerido por los algoritmos de cubrimiento.

También se han considerado como ejemplo 3 problemas multidimensionales recogi-
dos en [14, 30]: COS2, COS4 y H3.
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NO Funcién Intervalo Soluciones V. objetivo
6ptimas 6ptimo f*
1 | —2a8 458225 B4 T3 1 B2 45— L [-15,11] 10 29763.23
2 | —sinz —sin ¥z [2.7,7.5] 5.14573 1.89959
—6.77457
3 | 0 ksin[(k + 1)z + k] [-10, 10] —0.49139 12.03124
5.79179
4 | (162% — 24z 4+ 5) e? [1.9,3.9] 2.86803 3.85045
5 | (=32 + 1.4)sin 18z [0,1.2] 0.96608 1.48907
6 | (z+sinz)e® [-10,10] 0.67956 0.82423
7 | —sinz —sin 13—0.7; —Inz +0.84z -3 [2.7,7.5] 5.19997 1.6013
—7.0835
8 | Yhey kcosl(k + Lz + K] [-10,10] | —0.8003 14.508
5.48286
9 | —sinz —sinz - [3:1,20.4] 17.039 1.90596
10 | zsinz [0,10) 7.9787 7.91673
11 | —2cosz — cos 2z [-1.57,6.28] 20944 1.5
4.1888
12 | —sin®z —cos®z [0,6.28) 4.712 1
13 | 2?3 — (22 - 1)1/3 [0.001,0.99) 0.7071 1.5874
14 | e~®sin 2wz [0,4] 0.22488 0.78868
15 | (22 + 5z —6)/(z? + 1) [-5,5] 2.4142 0.03553
16 | —2(z — 3)% — e’ /2 [-3,3] 1.5907 —7.51592
17 | =2 + 152% — 2722 — 250 [—4,4] ;3 ~7
s { —(z-2)? siz<3 0.4 , )
—2ln(z—-2)—-1 siz>3
19 |z —sin3z + 1 [0,6.5] 5.87287 7.81567
20 | (z —sinz)e™™ [-10,10] 1.195137 0.06349

Tabla 1.1: Optimizacién d.c. univariante: Funciones test
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N© | Piyavskii Strongin | Breiman Gergel Sergeyev | Cubrimiento
[113] Cutler [45, 111] [111] d.c.
1 149 127 25 27 23 12
2 155 135 21 27 25 14
3 195 224 103 98 90 54
4 413 379 24 27 21 14
5 151 126 32 23 28 15
6 129 112 37 39 35 11
7 153 115 24 25 23 15
8 185 188 85 88 81 53
9 119 125 24 26 24 14
10 203 157 24 25 22 14
11 373 405 44 41 39 28
12 327 271 42 37 32 29
13 993 472 264 39 47 15
14 145 108 29 30 29 13
15 629 471 80 47 29 16
16 497 557 88 75 34 15
17 549 470 67 65 46 26
18 303 243 19 21 22 14
19 131 117 20 21 20 14
20 493 81 30 32 31 11

Tabla 1.2: Optimizacién d.c. univariante: Nimero de iteraciones
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¢ Qij Ci Dij

1130 10 30(1.0[0.3689 0.1170 0.2673
2101 10 35{1.2|0.4699 0.4387 0.7470
3130 10 30(3.0|0.1091 0.8732 0.5547
4101 10 35(3.2|0.03815 0.5743 0.8828

Tabla 1.3: Coeficientes para la funcién Hj

Funcién COSm

m
= Zx
=1

2
%

m
— 0.1 cos(bmz;)

e Regién de definicién: —1 < z; <lparai=1,...,m.

e Punto inicial: z; = 0.5 paraz=1,...

, M.

e Nimero de minimos locales: 25 (COS2), 625 (COS4)

Funcién H3

La representacién d.c. para las funciones COS2 y COS4 se ha obtenido utilizando
la. descomposicién de la Proposicién 1.10 para cada término de estas funciones,
mientras que para la funcién H3, la descomposicién d.c. utilizada se basa en la
Proposicién 3.5 de [122] (que es un caso particular de la Proposicién 1.11). La regla
de parada del Algoritmo 1.18 ha sido sustituida en este caso por la utilizada en el
algoritmo de Breiman-Cutler, [14], habiéndose empleando los niveles de tolerancia

g1y &2 alli indicados.

4
= ~Zciexp Za”
i=1

Numero de minimos locales: 3

Punto inicial: z; = 0.6, 3 = 0.7, z3 = 0.8

—pij)?)

Regién de definiciéon: 0 < z; <1 para j =1,2,3.

Los coeficientes a;j, p;; ¥ ¢; figuran en la Tabla 1.3
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Breiman-Cutler Cubrimiento d.c.
) CPU CPU CPU CPU
Ejemplo | Tter. Tter.
Tiempo est. Seg. Tiempo est. Seg.
COS2 77 2.6404 0.0059 27 1.7696 0.0040
COS4 1392 1416.7967 3.1776 201 250.8309 0.5748
H3 2575 443.2186 1.0094 442 117.6784 0.2648

Tabla 1.4: Optimizacién d.c. multidimensional: Resultados computacionales

La Tabla 1.4 muestra el mimero de iteraciones y el tiempo de CPU (medido en
unidades de tiempo estdndar, [32], y segundos) empleado tanto por el algoritmo de
Breiman-Cutler como por el algoritmo de cubrimiento d.c. en la resolucién de estos
problemas. Con respecto a la utilizacién del tiempo estandar para la comparacién
de algoritmos, nuestra experiencia indica que se trata de un indicador fuertemente
dependiente del tipo de CPU sobre el que se efectie la medida, como ya ha sido
apuntado en [14, 30]. Incluso arquitecturas similares (Pentium-200 MMX y Pentium-
133) producen resultados bien diferentes.

Aunque el Algoritmo 1.18 para funciones d.c. permite la resolucién de proble-
mas multidimensionales, los resultados obtenidos indican que sélo va a ser eficiente
cuando la dimensién sea baja (a lo sumo 6 en la mayoria de los casos), ya que
tanto el nimero de iteraciones como los requerimientos de memoria se incrementan
rapidamente con ésta. De hecho, el algoritmo ha demostrado ser ineficiente ya en
algunos problemas en dimensién 3. Tal comportamiento no es de extranar, teniendo

en cuenta que se trata de un algoritmo de aproximacién exterior.

Por 1ltimo, indicar que la implementacién del Algoritmo 1.18 ha sido realizada

en lenguaje Fortran-90 en un ordenador personal equipado con un microprocesador
Pentium-MMX a 200 Mhz. y 16 Megabytes de memoria RAM.
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1.7 Estimacion de Maxima Verosimilitud en la Dis-

tribucién de Cauchy

Como ejemplo de aplicacién de los métodos de cubrimiento en optimizacién d.c.
consideraremos el problema de la estimacién de méaxima verosimilitud del parametro
de localizacién de la distribucién de Cauchy uniparamétrica, cuya funcién de densi-
dad viene dada por:

1 1
)= — ———rr feR
f(z;0) T 14 (z —0)? aj’
Dada una muestra aleatoria simple zy, ... ,Z,, el logaritmo de la funcién de verosi-
militud para tal distribucién resulta ser
L(9) = —n logm — > log (1 + (@i — 9)2) (1.27)
1<i<n

La determinacién del parametro de localizacién 6 conduce a un problema de opti-
mizacién global, como puede apreciarse en las Figuras 1.5 y 1.6. De hecho, si las
observaciones se encuentran suficientemente alejadas entre si, (1.27) puede presentar
un maximo local en cada 6 = z;, [6, 40]. La resolucién de este problema empleando
métodos deterministicos ha sido llevada a cabo en {130] por medio de un algoritmo
debido a Brent, [15], que no utiliza derivadas en las diferentes iteraciones, aunque si
requiere una cota de la derivada segunda de la funcién de verosimilitud. Posterior-
mente, Breiman y Cutler, [14], mejoran los resultados obtenidos con anterioridad

utilizando un algoritmo de cubrimiento que hace uso de las funciones k£77¢ de (1.12).

Sin embargo, la eficiencia de los métodos de resolucién anteriores se ve amplia-
mente superada al considerar el Algoritmo 1.18 con una representacién d.c. conve-
niente, como se vera a continuacién. Asi, una descomposicién d.c. 6ptima (en el
sentido de la Proposicién 1.27) para cada sumando f;(6) = log(1 + (z; — 0)?) de
(1.27) resulta ser f; = f;* — f7, siendo

K3

10g2+l’1;*-1—9 9<$i-1

££(0) = o log(1 + (z; — 9)?) r;—1<60<z;+1

log2 —2; —1+6 0>z +1
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A 3 7 12 17

B 2 5 7 8 11 15 17 21 23 26

4.1 7.7 17.5 31.4 32.7 924 1153 1183 119.0 1296
C | 1986 200.7 2425 255.0 274.7 2747 3038 3341 430.0 489.1
703.4 978.0 1656.0 1697.8 2745.6

952.1 987.0 992.7 9941 9945 9951 996.0 997.9 998.0 998.6
998.7 9987 998.8 9988 9989 9989 999.0 999.1 9993 999.3
D | 9993 9994 9994 999.5 999.7 999.8 999.8 9999 999.9 1000.0
1000.0 1000.0 1000.1 1000.1 1000.2 1000.3 1000.3 1000.5 1000.5 1000.6
1000.7 1001.0 1001.2 1001.3 1002.0 1002.1 1005.2 1007.3 1011.6 1047.9

743 1414 188.0 298.6 3271 3640 4393 550.7 582.5 583.1
598.2 6056 6064 7023 7143 755.2 759.7 765.2 835.8 838.1
860.4 861.4 1029.3 1148.8 1162.8 1243.9 13099 1312.2 1347.2 1359.6

1383.0 14149 1518.1 1559.2 1562.3 1594.7 1618.0 1626.1 1640.2 1737.8
E | 17623 1766.6 1773.3 1850.8 1857.8 1922.6 2072.3 2080.6 2104.7 2163.6
22435 2306.3 2314.1 2374.1 2375.0 2530.4 2550.4 2571.8 2579.1 2683.5
2837.0 2855.8 2893.3 2895.6 29044 2959.2 3009.0 3045.3 3115.6 3138.2
31452 32523 3351.2 34478 35399 3639.6 3670.9 3687.2 3702.8 3796.5
3824.8 3864.0 3934.3 39825 4007.2 40134 4071.3 4146.8 4151.2 4225.7
4261.1 4273.0 4497.1 4599.1 4606.8 4607.8 4747.2 4809.4 4877.8 4905.2

Tabla 1.5: Datos para E.M.V. de la distribucién de Cauchy

Esto da como resultado la siguiente descomposicién d.c. para (1.27):

L(9) = (— nlogm+ > fi‘) - > fF (1.28)

1<i<n 1<i<n

Atendiendo a su construccién, es de esperar que esta descomposicién presente un

buen rendimiento al ser utilizada en el Algoritmo 1.18.

La Tabla 1.6 muestra el nimero de iteraciones empleado por el algoritmo de
cubrimiento d.c. con la descomposicién (1.28) y los anteriormente indicados, para
los 3 conjuntos de datos recogidos en [130] y dos conjuntos de datos adicionales
(Tabla 1.5). El logaritmo de las funciones de verosimilitud correspondientes a estos
conjuntos de datos se muestra en las Figuras 1.5 y 1.6.
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Figura 1.5: Funcién de Verosimilitud Muestras A, By C
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Tamafo Punto Niimero de Iteraciones
Muestra | Muestral Intervalo Inicial | Wingo | Breiman-Cutler | Algoritmo 1.18
A 4 [3,17] 9.5 71 16 12
B 10 [2,26] 13.0 107 21 12
C 25 [4.1,2745.6] 242.5 1048 391 23
D 50 [952.1,1047.9] | 999.5 - 20 1
E 100 [74.3,4905.2] | 2332.1 - 1919 63

Tabla 1.6: Resultados computacionales para E.M.V. de la distribucién de Cauchy

En esta implementacién del Algoritmo 1.18, la regla de parada indicada en
su descripcién ha sido reemplazada por el criterio empleando en el algoritmo de
Breiman-Cutler. En todos los casos, el conjunto inicial elegido ha sido
pues se tiene garantizado que la solucién Gptima pertenece a este intervalo, [6].
Aunque el punto inicial puede ser cualquier valor del intervalo considerado, se ha
seleccionado en todos los casos la media muestral, ya que las simulaciones realizadas
por Barnett, [6], indican que el maximo global de la funcién de verosimilitud es, con
frecuencia, el méximo local mas préximo a la media muestral. Por iltimo, indicar
que la constante K del algoritmo de Breiman-Cutler que se ha empleado ha sido en
todos los casos la 6ptima, a saber, n/8, [30].

La comparacién de los resultados del Algoritmo 1.18 con los proporcionados por
el método de Breiman-Cutler es especialmente interesante, por responder ambos a
un esquema comun; de hecho, se ha probado con anterioridad que este iltimo es
una caso particular del Algoritmo 1.18 usando una descomposicién d.c. especifica.
Estos resultados vuelven a poner de manifiesto que la eleccién de la representacion

d.c. puede influir notoriamente sobre la velocidad de convergencia del algoritmo.
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Capitulo 2

Localizacion de un Servicio

Semi-Repulsivo

2.1 Introduccién

La Teoria de Localizacién, desde sus origenes en el siglo XVII, ha tratado princi-
palmente el problema de determinar la ubicacién de un nuevo servicio de forma que
se encuentre situado lo més cerca posible de sus usuarios potenciales. Asi, como
ejemplo cldsico podemos citar el denominado problema de Fermat-Weber, amplia-
mente estudiado en la literatura, (véase, por ejemplo, [80]), en el que se trata la
localizacién de un servidor de tal manera que la suma de las distancias ponderadas

desde éste a un conjunto de puntos de demanda dados sea minima.

Sin embargo, en el mundo real es ficil encontrar situaciones en las que el servidor,
ademads de atender la demanda del conjunto de usuarios, ejerce un efecto perjudicial
o molesto sobre los residentes en puntos préximos a su lugar de instalacién, [24]. Los
usuarios (puntos de demanda) consideran atractiva la localizacién en su proximidad
del nuevo servicio, mientras que para los niicleos de poblacién préximos, éste tiene la
consideracién de repulsivo o peligroso. El impacto negativo causado por el servidor
requiere que éste se ubique "lo mas lejos posible" de los residentes, pero al mismo

tiempo cerca de sus usuarios, para minimizar asi los costos de servicio.
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Capitulo 2. Localizacion de un Servicio Semi-Repulsivo

2.1.1 Localizacién con Regiones Prohibidas

Los modelos clasicos para la localizacién de servicios puramente atractivos pueden
ser facilmente modificados para tener en consideracion el efecto perjudicial o molesto
de éstos. Un primer enfoque vendria dado por los denominados Modelos de Localiza-
cion con Regiones Prohibidas, en los que la funcién objetivo refleja el cardcter atrac-
tivo de los servicios con respecto a los puntos de demanda, mientras que el caracter
repulsivo se incorpora al modelo obligando a que la ubicacién de los servidores se
realice fuera de las regiones en que se encuentran los individuos negativamente afec-
tados.

Debe tenerse en cuenta que los modelos considerados no sélo permiten abordar la
localizacién de servicios semi-repulsivos, sino que también posibilitan el tratamiento
de todas aquellas situaciones (muy frecuentes en la practica) en que aparecen res-
tricciones sobre el conjunto de posibles ubicaciones para los nuevos servidores que se
desean establecer, debido a la existencia de accidentes geograficos, reservas naturales,
regiones ya ocupadas, restricciones legales, etc. Aunque es clara la importancia de
tales restricciones, no ha sido hasta fechas recientes cuando se han comenzado a
tener en cuenta en Teoria de Localizacion, incorporandose a los modelos existentes

(véase [99] para una revisién critica del estado actual).

Para el problema de localizaciéon de un tinico servicio dentro de este enfoque,
se han considerado tradicionalmente dos formulaciones distintas: el denominado

problema de Weber (problema de la mediana o problema minisum) con restricciones,
n
i Nz — a; 2.1
oy ;wz lz — ail| (2.1)
y el problema de Rawls (problema del centro o problema minimaz) con restricciones,

rzneilg Iax wi |z — a;l] (2.2)
En ambos casos, F C R? es el conjunto de posibles ubicaciones para el nuevo servicio,
a; representa cada uno de los puntos de demanda, existentes, ||.|| es una norma en R?
y w; es un peso no negativo que indica la importancia relativa del i-ésimo punto de
demanda. Con respecto a la regién factible, es necesario indicar que ésta puede venir
dada también en forma negativa, es decir, definida a través de la regién prohibida,

considerando su complementario. Esto hace que en la literatura puedan encontrarse
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referencias al modelo como Problema con restricciones y también como Problema
con regiones prohibidas.

En [68], Hurter et al. tratan la introduccién de restricciones en el denominado
Problema de Weber Generalizado, en el que los costos de transporte no dependen
linealmente de la distancia, sino que vienen dados por funciones no decrecientes
y semicontinuas inferiormente definidas en [0,00). Supuesta la convexidad de la
region factible y las funciones de costo, prueban que, para cada solucién éptima del
problema no restringido, existe una solucién éptima del problema restringido visible
desde la primera.

Hansen et al., [56], abordan el problema de Weber generalizado cuando la regién
factible esta formada por la unién de un nimero finito de poligonos convexos. Para
la resolucién de este problema proponen un algoritmo que hace uso de busquedas
locales sobre la frontera de los poligonos que componen la regién factible. Para
el caso en que ésta viene determinada por la interseccién de circulos centrados en
los puntos de demanda, Watson-Gandy, [126], propone un algoritmo coincidente en
gran parte con el propuesto anteriormente por Hansen et al., [55], que es extendido
al problema de localizacién de mmiltiples servicios.

En [54], Hansen et al. consideran los problemas minisum y minimaz con normas
L, mixtas, funciones de costo crecientes y continuas (no necesariamente convexas)
y regién factible formada por la unién de un nimero finito de poligonos convexos;
para el primero de ellos proponen el método denominado Big Square-Small Square
(BSSS), un algoritmo de ramificacién y acotacién que ha llegado a ser muy popular
en el &mbito de la Teoria de Localizacién, posteriormente generalizado por Plastria,
[97]. Para el problema minimaz (aunque también podria haberse empleado el algo-
ritmo BSSS) proponen un procedimiento iterativo que, partiendo de la solucién
éptima z* del problema no restringido, suprime sucesivamente aquellos poligonos
que no pueden contener la solucién éptima.

Thach et al., [118], consideran el siguiente problema, que tiene cabida dentro de
los modelos de localizacién con regiones prohibidas:

min{f(z) : z € G,T(z) ¢ int(D)}

donde G C R™ es un compacto, D C R? es un convexo cerrado con interior no vacio,

f: G +— R es una funcién convexa y T : R® — R? es una funcién continua. Para su
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resolucién, lo transforman en un problema de minimizacién cuasicéncava sobre un

conjunto convexo cerrado de R? y proponen un algoritmo de aproximacién exterior.

Aneja y Parlar [1] tratan el problema de Weber con normas L, (1 < p < 2)
y regiones prohibidas cuya frontera viene dada por segmentos rectos. Para el caso
de region prohibida convexa proponen un algoritmo que permite la eliminacién de
aristas de la frontera que no pueden contener la solucién 6ptima, debiendo efectuarse
una bisqueda sobre cada arista no eliminada; en el caso no convexo, proponen la
eliminacién de aristas usando el concepto de visibilidad. En este trabajo también
se trata un problema relacionado, en el que las regiones prohibidas no pueden ser
atravesadas, adem4s de no poder ser utilizadas para ubicar el nuevo servicio. Este
es también el problema considerado en [74].

Brimberg y Wesolowsky [18] consideran el problema minisum con distancia
rectangular, en el que la regién prohibida estd formada nuevamente por la unién
de circulos centrados en los puntos de demanda. La resolucién del modelo se realiza

por medio de un algoritmo de ramificacién y acotacién.

Las dos formulaciones del problema consideradas (minimax y minisum) también
han sido tratadas en [48], proponiendo para su resolucién el empleo de curvas y
conjuntos de nivel. Previamente, en [47] se aplican las mismas técnicas para el
problema de Weber con normas L;, L2 y L, suponiendo que la regién prohibida
es la unién de un nimero finito de poligonos convexos. El enfoque basado en curvas
y conjuntos de mnivel de [47, 48] es también empleado en [90] para el problema
minimaz con calibradores poliédricos, proponiéndose un algoritmo de resolucién.
En este trabajo se realiza un estudio particular del problema con norma L, que
da lugar a un procedimiento especifico de resolucién, trasladable al problema con

norma, L.

En [121] se aborda el problema minisum desde un punto de vista mucho mas
general. Asi, la funcién objetivo a minimizar alli considerada es Y i g;[hi(z)], sien-
do ¢; : Rt — R™* funciones céncavas crecientes tales que su derivada lateral a la
derecha en cero verifica ¢}, (0) < 400, y h; : R — R* funciones convexas verifican-
do que lim h;(z) = +o0 cuando ||z|| — +oco. El conjunto factible para este problema
es un poligono convexo de R? con una regién prohibida formada por la unién finita
de conjuntos convexos abiertos. Como método mas eficiente para su resolucién se
propone un algoritmo de ramificacién y acotacién (bidimensional), aprovechando el
caracter d.c. del problema resultante.
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El modelo que se propondrd posteriormente en la Seccién 2.2 para el proble-
ma de localizacién de un servidor con regiones prohibidas, es més general que los
propuestos por Tuy, [121], y Thach et al., [118], tanto en el objetivo considerado
(s6lo en el primer caso) como en las regiones prohibidas admisibles, contando con la
ventaja adicional de que la localizacién 6ptima se determina mediante la resolucién
de problemas de optimizacién d.c. univariantes.

2.1.2 El Problema de Weber con Atraccién y Repulsién

Otro ejemplo de integracién del caracter repulsivo del servicio a localizar en un
modelo ya existente, lo proporciona el que se obtiene al anadir a la funcién objetivo
del problema de Weber los elementos negativamente afectados, asocidndoles pesos
negativos; esto permite determinar la ubicacién del servidor que proporciona una
situacion de equilibrio entre atraccion y repulsion. El modelo resultante se denomina
Problema de Weber con atraccion y repulsidn, y puede formularse de la siguiente
forma:

Ig'lellsl { ae}:A+ wed(F,a) — ag_ wad(F, a)} (2.3)
donde A* y A~ representan, respectivamente, los conjuntos de puntos que sienten
atraccién (usuarios o puntos de demanda) y repulsién (residentes) hacia el nuevo
servicio, y d es cualquier distancia en el plano. Los pesos w, > 0y —¢, < 0 indican
la variacién que sufre el costo (de servicio o social) por unidad de distancia. El
conjunto de puntos factibles S puede ser, en principio, cualquier subconjunto no
vacio de R?.

La utilizacién de pesos negativos en el problema de Weber fue considerada por
primera vez por Tellier, [116], en el estudio del problema con dos puntos atractivos
y uno repulsivo. Posteriormente, Tellier y Polanski, [117], consideran tres puntos de
demanda y analizan estadisticamente los diferentes tipos de soluciones que pueden
presentarse. Algunos resultados sobre existencia y localizacién de soluciones 6ptimas
pueden encontrarse en {27, 33, 96|.

En lo referente a métodos de obtencién de soluciones optimas, Drezner
y Wesolowsky [33] resuelven el problema (2.3) de forma exacta cuando se consi-
dera el cuadrado de la distancia euclidea, y también en el caso unidimensional. Para

el caso de la distancia euclidea, proponen dos heuristicos basados en el algoritmo de
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Weiszfeld [128]. También determinan una condicién suficiente para que un punto
a € AT U A~ sea un 6ptimo local y, basdndose en ella, proponen otro algoritmo
heuristico para la resolucién del problema con distancia euclidea (siempre en el caso
irrestringido).

El primer procedimiento exacto de resolucién es debido a Chen et al., [27], quienes
transforman (2.3) en un problema de minimizacién céncava, empleando posterior-
mente para su resolucién un algoritmo de aproximacién exterior. Conviene destacar
que este procedimiento es vélido cualquiera que sea el conjunto convexo S C R?
y que puede extenderse ficilmente al caso en que S viene dado por la unién de un

nimero finito de poligonos convexos.

Con posterioridad, Maranas y Floudas [82] proponen dos algoritmos de ramifi-
cacion y acotacién para la resolucion de (2.3), en los que se aprovecha el carcter d.c.
de la funcién objetivo. En el primero de ellos, la acotacién se realiza por medio de
una funcién céncava, resultado de linealizar la parte convexa de la funcién objetivo.
El segundo algoritmo propuesto utiliza una acotacién alternativa, con un mayor cos-
to computacional, en caso de que la cota proporcionada por el método anterior no
sea valida; esta nueva acotacién se basa en la construccién de una funcién convexa
que acote inferiormente a la componente céncava de la funcién objetivo. En ambos
casos, el proceso de ramificacién se basa en la divisién de un rectangulo inicial en 4
subrectiangulos.

En [123], Tuy, Al-Khayyal y Zhou consideran un modelo més general que el
de (2.3), en el que los costos vienen dados por funciones céncavas crecientes de la
distancia y la regién factible es un poligono convexo de R?. Tras probar que la
funcién objetivo es d.c., proponen un algoritmo de ramificacién y acotacién para su

resolucién, en el que se hace uso de un esquema de subdivisién triangular.

En el Capitulo 3 se considerara un modelo de localizacién de un servicio semi-
repulsivo fuera de una red de transporte, que responde al esquema del problema de
Weber con atraccién y repulsién.

2.1.3 Modelos multicriterio

Un enfoque distinto para la localizacién de un servicio semi-repulsivo se obtiene
al considerar en el modelo el cardcter multicriterio del problema. Asi, el cardcter

atractivo del servicio quedaria reflejado en un primer objetivo, en el que se trataria
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de hacer minimo el costo de transporte desde los puntos de demanda hasta el nuevo
servidor. Por otra parte, el caricter repulsivo se manifestaria en un segundo obje-
tivo, segin el cual se trataria de ubicar el servidor tan lejos como fuese posible del
punto de demanda m4és cercano. A pesar de que éste parece ser el enfoque natural
del problema, la literatura no es demasiado rica en trabajos que consideren la loca-

lizacién de un servicio con estas caracteristicas desde un punto de vista biobjetivo
(116, 21, 57, 86]).

En la Seccién 2.3 se presenta un modelo de este tipo, bajo hipdtesis mas gene-
rales que las utilizadas en los modelos clédsicos, tanto en lo referente a los objetivos
como a los elementos negativamente afectados. Para este modelo se describe el

procedimiento de construccién de un conjunto e-dominante finito.

La utilizacién de conjuntos e-dominantes en el &mbito de la teoria de localizacién
fue introducida por Hansen y Thisse, [57], quienes consideran como objetivos la suma
de los costos de transporte (dados por una funcién de la distancia no decreciente y
continua) y el mayor de éstos (o el mayor costo ambiental, en el caso de un servicio
semi-repulsivo), modelo que se conoce con el nombre de problema de Weber-Rawls
generalizado. La construccién del conjunto e-dominante se lleva a cabo por medio
del algoritmo de ramificacién y acotacién BSSS.

Carrizosa et al., [21], emplean también un algoritmo de ramificacién y acotacién
para construir una aproximacién (finita) al conjunto eficiente, a través del concepto
de a-dominancia, en estrecha relacién con el de e-dominancia.
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2.2 Localizacién con Regiones Prohibidas

2.2.1 El Modelo y su Resolucién

En el modelo considerado, el objetivo que se persigue es determinar la localizacién
de un nuevo servicio en el plano, fuera del interior de una regién S, de tal manera
que se minimice alguna funcién h de los costos de transporte desde la ubicacién del
nuevo servicio hasta los n puntos de demanda existentes, es decir:

min h(Dy(7v1(z — a1)),... , Dp(mm(z — an))) (2.4)
s.a. z € R?\ int(S)
donde:
e 2z es la localizacién (desconocida) del nuevo servicio.

e qa, representa las coordenadas del i-ésimo punto de demanda, i = 1,... ,n.

v : R®" —= R es un calibrador que mide la distancia existente entre a; y un
punto cualquiera del plano.

D; : R —— R, es una funcién convexa y no decreciente, que supondremos no

constante.
e h:R" — R es una funcién convexa y no decreciente en cada componente.

S es un subconjunto de R? que puede ser representado como la unién de m

conjuntos conexos (no necesariamente convexos)
m
s=Us;
j=1

Las condiciones exigidas a las funciones D; y h garantizan la convexidad de la
funcién objetivo del problema considerado, [63]. Como caso particular de interés
cabe citar aquel en que h es una norma monétona, (9, 20, 35], es decir, una norma
que verifica

(u,v € R™, Ju;| < |v;il Vi) = h(u) < h(v)

Teniendo en cuenta que las normas L, son monétonas, aqui quedan englobados,
entre otros, los criterios clasicos empleados en Teoria de Localizacion: minisum
(h = |lll), minimaz (h = ||.|le) y cent-dian (h = (1 = A)|[-|i + All-lloo)-
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Como ya se indic6 en la introduccién, la estrategia habitual para encontrar la
solucién 6ptima de este problema consiste en resolver primero el problema no res-
tringido,

min  h(Di(71(z — a1)),... , Du(mm(z — as))) (2.5)
s.a. T €R?

comprobando si algin elemento del conjunto X* de soluciones éptimas es factible
para el problema (2.4). De ser asi, se obtiene una solucién éptima para el problema
con regiones prohibidas.

Observacién 2.1 El problema (2.5) posee siempre solucién 6ptima finita. En efec-

to, sea Z € R? y d; = D;(vi(2 — a;)) para s = 1,...,n. Por ser las funciones D;
convexas, no decrecientes y no constantes, para cada ¢ = 1,... ,n existird ¢; > 0 tal
que:

Dl(t) > dz Vt> i;
Sea ty = max;<i<n t; y consideremos el diagrama de Voronoi {Vi}?:l correspondiente

a los puntos de demanda,

Vi = {:1: eR” : 1I£ligrln7i(x —a;) = w(z — ak)}

Dado un punto z € Vi que verifique y(x — ax) > to, se tendra
Vit —a) >l —ag) >to >t Vi=1,...,n
por lo que
Di(vi(z — a;)) > d; = Dij(y(8 —a;)) Vi=1,...,n

Teniendo en cuenta que h es no decreciente componente a componente, se sigue que
h(z) > h(Z). Sea

n
B={zeVi: ylz—a)<to}
i=1
al que pertenece Z (pues en otro caso se llega a contradiccién con la eleccién de las

constantes d;) y para el cual se verifica

h(z) > h(%) VieR\B
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Por tanto, la resolucién del problema no restringido puede reducirse a su resolucién
sobre el conjunto compacto B. La continuidad de la funcién objetivo garantiza la

existencia de solucién 6ptima en B. u

Para la resolucion del problema no restringido (2.5) pueden emplearse las técnicas
estandar en optimizacién convexa, aunque es preciso senalar la existencia de casos
particulares de interés. Asi, cuando se considera el problema de Weber, el modelo
resultante es de facil resolucién para normas poliédricas con un mimero reducido de
puntos extremos, ya que puede formularse como un problema lineal [125]. En parti-
cular, es especialmente simple la resolucién en el caso de la norma L;, ya que puede
obtenerse una descomposicién en dos problemas unidimensionales. Cuando se consi-
dera la norma euclidea, el método habitualmente empleado para su resolucién es un
procedimiento iterado debido a Wieszfeld ([18, 73, 76, 93, 128]), que ha sido adapta-
do posteriormente para su utilizacién con normas L, ([17, 43, 42, 80]). También es
de destacar el empleo de métodos de punto interior para la resolucién de problemas

mas generales que el aqui considerado, [41, 131, 132].

Si la solucién 6ptima del problema sin restricciones no es factible para el problema
(2.4), la convexidad de la funcién objetivo permite asegurar la existencia de una
solucién 6ptima perteneciente a la frontera de S, por lo que el problema se reduce

a resolver

min h(Di(71(z — a1)),.-- , Du(1a(z — an))) (2.6)

s.a. z € fr(S;)

para los diferentes conjuntos S;.

Observacién 2.2 Un argumento similar al utilizado en la Observacién 2.1 nos per-
mite suponer sin pérdida de generalidad que fr(S) es un conjunto acotado. En
efecto, partiendo de & € fr(S), el conjunto B correspondiente que aparece en dicha
observacién permite reducir la resolucién del problema sobre fr(S) a su resolucién
sobre el conjunto acotado fr(S) N B. O

Con objeto de poder abordar de manera eficiente la resolucién de los problemas
sobre fr(S;), se exigira una hipétesis adicional sobre las funciones D;. Asi, para cada
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indice ¢ supondremos la existencia de una constante L;,
L; > max {y(z — a;) : z € fr(5)}

tal que la funcién D; esté definida en el intervalo [0, L;] y su derivada lateral a la
izquierda en el punto L; sea finita, D!_(L;) < +o0o. Aqui quedan incluidas una
amplia variedad de funciones, entre las que podemos citar, por ejemplo, la funcién
de Huber:

1
5752 si |t] < C
Clt| — - en otro caso

Supongamos que la frontera de cada regién S; puede descomponerse en un
mimero finito de arcos de curva Cj; para cada uno de los cuales se conoce una

descripcién paramétrica. Es decir, para cada Cj; existe

wik : [0,1] — R? k=1,...,K;
tal que:
w]'k(].) = wjk+1(0) kzl, ,Kj—l
wik; (1) = w;1(0)
fr(S;) = Uiliwir(01])

En tal caso, una solucién 6ptima del problema (2.6) puede obtenerse resolviendo
cada uno de los problemas unidimensionales

(PRj) min A(Di(n(r(t) = a1)), - Dalm(@se(t) - an))
para k = 1,...,K;. La funcién objetivo de cada problema (PR;;) es, en general,

multimodal, por lo que deberdn emplearse técnicas de Optimizacién Global para su
resolucién.

Supongamos ahora que se conoce una descomposicién d.c. para cada parametri-
zacion wjy, es decir,

— .t - —

con w;} y wjy convexas. En tal caso, el siguiente resultado proporciona una descompo-
sicién d.c. para cada componente de (2.2.1).
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Lema 2.3 Supongamos que se dispone de una descomposicion d.c. para la parame-
trizacion wji de Cjx. Entonces, para cada indice © = 1,... ,n puede determinarse
una descomposicion d.c. de la funcion

Gigr(t) = Di(vi(win(t) —ai))  t€]0,1]

Demostracién.  La funcién v;(wjx(t) — a;) es d.c. por ser composicién de un
calibrador con una funcién d.c.; ademaés, en virtud de la Proposicién 1.15, se tiene

una descomposicién d.c. para esta funcién:

Yilwir(t) — as) = Figi(t) — Figi (¢)

Teniendo en cuenta la continuidad de las funciones involucradas y la compacidad del
dominio de definicién, puede suponerse que las funciones Fj, y F;; son no negativas.
Por otra parte, por hipédtesis se tiene que

0< ’}’i(wjk(t) — ai) < L; Vte [0, 1]

Entonces, la Proposicién 1.12 proporciona la siguiente descomposicién d.c. para
Gijlc (t):
Gign(t) = (Gign(t) + Hige (1)) — Hige (1)

donde Hyji(t) = K(L;i + Fi;;(t) — F;,(t)) y K es cualquier constante que verifica

)

K > D}_(Ly). o

Si la funcién h es tal que permite obtener una descomposicién d.c. para el re-
sultado de su composicién con las funciones Gjjx del lema anterior, se tendra una
descomposicién d.c. para la funcién objetivo de (PR;x). En particular, haciendo uso
de la Proposicién 1.15 se tiene:

Proposicién 2.4 Supongamos que se dispone de una descomposicion d.c. para la
parametrizacion w;, de Cji y que h es una norma mondtona. Entonces, (PRj;) es
un problema de optimizacion d.c. con descomposicion d.c. conocida para su funcion

objetivo.

Por tanto, la solucién 6ptima de (2.6) puede obtenerse resolviendo un mimero
finito de problemas d.c. univariantes en los que la funcién objetivo presenta una
descomposicién d.c. conocida.
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Obsérvese que ciertos segmentos de los arcos de curva que determinan la frontera
de S pueden ser eliminados empleando argumentos de visibilidad, como en [1] y [56].
Asi, se tiene el siguiente resultado consecuencia inmediata de la convexidad de la
funcién objetivo.

Proposicién 2.5 Sea z* una solucidn dptima de (2.5) y supongamos que existe un
indice j € {1,...,m} para el cual * € S;. Entonces, existe una solucidn dptima
de (2.4) tal que T* es visible desde z* y z* € fr(S;)

Ejemplo 2.6 Como ilustracién de la técnica aqui propuesta, se ha considerado el
siguiente problema de Weber con una regién prohibida:

min Zw,- |z — ail,
s.a. z € R?\ int(S)

donde a; = (0,3), as = (—2,4), a3 = (4,-2), w1 =2, wp =3, w3 =2y S es laregion
delimitada por la curva R = {(5 cos(8nt) cos(2nt), 5 cos(8t) sin(27t)) : t € [0,1]}.

La solucién 6ptima del problema de Weber sin restricciones corresponde al punto
as = (0,3), que se encuentra en el interior de la regién S (véase la figura 2.1), por
lo que el 6ptimo del problema restringido se encontrard en su frontera. Teniendo
en cuenta que se dispone de una representacién paramétrica de fr(S), la solucién

6ptima se determinara resolviendo el problema de optimizacion:

min F(t) : Zw, | (u(t) — @i, v(t) — ai)ll,

t€[0,1]

siendo u(t) = 5cos(8mt) cos(2nt) y v(t) = 5cos(8nt)sin(2nt). La funcién objetivo
es multimodal, como puede apreciarse en la Figura 2.2, por lo que serd necesario el

empleo de técnicas de optimizacién global.

Las funciones % y v son d.c. y una descomposicién viene dada por u(t) = u*(t) —
u™(t) y v(t) = vt (t) — v~ (¢), siendo

ut(t) = 5 cos(8nt) cos(27t) + 17072t? u~(t) = 17072
v¥(t) = 5cos(8wt) sin(27t) + 170w2¢2 v~ (t) = 1707¢?

Por motivos de simplicidad se ha optado por utilizar la descomposicién (1.2) basa-
da en la acotacién de la derivada segunda, en lugar de la descomposicién optima
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proporcionada en (1.24). Esto conducird a unos resultados computacionales méas
pobres.

Haciendo uso de la Proposicién 1.15 se obtiene que {F(t) + h(t)} — h(t) es una
descomposiciéon d.c. de F', siendo

ht) = T(u(t) +v*(t) +u(t) + v (1)) - 16
= 7(5 cos(8mt) cos(27t) + 5 cos(8nt) sin(27t) + 680 7 t2) — 16

Aplicando el algoritmo de cubrimiento descrito en el Capitulo 1, se obtiene que
la solucién éptima viene dada por t* = 0.28527653858, que corresponde al punto
(—0.6947487405, 3.082955211). Para la obtencién de este valor han sido necesarias
78 iteraciones del algoritmo, siendo la tolerancia elegida ¢ = 107%.

Si el criterio elegido es ahora el criterio minimaz

min  max {wi Iz — aill,}
s.a. z € R?\ int(S)

el 6ptimo del problema no restringido corresponde al punto (0.4, 1.6), que pertenece
al interior de S, por lo que la solucién en el caso restringido se encontrara sobre
fr(S). El problema que debe resolverse es, por tanto,

i G(t) := max {w; || (u(t) — e, v(t) = a)ll,}
cuya funcién objetivo es nuevamente multimodal. Aplicando los resultados del 4lge-

bra de funciones d.c. se obtiene que una descomposicién d.c. para G viene dada
por:

G(t) = { ma (w1 (u(t) = @, v(t) = a)lla} +h(®)} = h(t)

1<i<3

Haciendo uso nuevamente del algoritmo de cubrimiento, se obtiene que la solucién
6ptima viene dada por t* = 0.20233238732, que corresponde al punto de coordenadas
(0.5372868430, 1.739955962). Para la obtencién de este valor han sido necesarias 74
iteraciones del algoritmo, siendo la tolerancia elegida £ = 1078. O
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Figura 2.1: Regién Prohibida y
Puntos de Demanda (Ejemplo 2.6)

99
50- F(t)
45+
40-
354
30-
254
20+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1t

Figura 2.2: Funcién objetivo sobre fr(S)
para el problema minisum (Ejemplo 2.6)
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2.2.2 Parametrizacién d.c. de la frontera del conjunto factible

La resolucién del problema de localizacién con regiones prohibidas (2.4) depende de
la disponibilidad de una descomposicién d.c. para una descripcién paramétrica de la
frontera de las regiones S;. Esta tarea, en principio dificultosa, se ve notablemente
simplificada por la riqueza de resultados del dlgebra de funciones d.c., como se
deduce de los resultados que se recogen en la Seccién 1.1.

A efectos ilustrativos se describe a continuacién la obtencién de descomposiciones
d.c. de descripciones paramétricas en un caso particular de interés, como es el de
los arcos de cénicas. Finalmente se expondrd un método general para obtener una
parametrizacién d.c. de la frontera de un conjunto convexo y compacto.

2.2.2.1 Parametrizaciéon d.c. de la parabola

Consideremos la parabola de ecuacién y? = p z, (p > 0), cuyo foco y directriz son,
respectivamente, (m,0) y £ = —m, siendo m = p/4. Una expresién paramétrica de
esta cénica viene dada por:

7:t€(0,1) —> (11(t), 72(1)) (2.7)
siendo )
() = 2m cos(27t) no(t) = 2m sin(2mt)
! 1 — cos(27t) 2 1 — cos(27t)

La funcién 7y es convexa en (0, 1), por lo que su descomposicién d.c. es, obviamente,
71 = 71 — 0, mientras que 75 es convexa en (0, 1] y céncava en [3,1). Haciendo uso
de la Proposicién 1.27, una descomposicién d.c. (6ptima) para 7, vendra dada por
Ty = @ — 1), siendo

)
2msin(2nt
%+g(2t_1) 0<t<}
(P(t):ﬁ COS| 27T
mn
——(2t -1 L<t<1
\ 2( ) 2 <
mm
—2—(2t—1) 0<t<i
h(t) = 4 oa)
mm 2msin(27t
-——(2t-1) - ——m88——~ l<t<i
( 2( ) 1 — cos(2nt) 2

El caso de una pardbola general se puede reducir al aqui considerado tras una
traslacién y un giro.
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2.2.2.2 Parametrizacién d.c. de la hipérbola

Consideremos la hipérbola de ecuacién

£E2 yZ

N App—

a? b2

con excentricidad e = v/a2 + b2/a. Una expresién paramétrica de esta hipérbola

viene dada por:

T:t €I (1i(t), 72(t)) (2.8)

1
siendo I = [0,20) U (3 — 29,3 +t0) U (1 —tp,1], 2o = Py arccos(1/e) y

b cos(27t)
\/ e? cos?(2nt) — 1

bsin(2mt)
\/ €2 cos?(2nt) — 1

Tl(t) = Tg(t) =

A continuacién se analiza la obtencién de una representacion d.c. sobre cada uno de

los subintervalos que componen I.

La funcién 7; es convexa en [0,%) y (1 —to,1] y céncava en (3 — to, 3 + to), por
lo que se tiene inmediatamente una descomposicién d.c. sobre cada uno de estos
intervalos. Por su parte, T, es convexa en [0,t5) y (3 —to, 3], ¥ concava en (3,5 +t)
y (1 — t,1], por lo que directamente se tiene una descomposicién d.c. sobre el
primero y el iltimo de estos intervalos. En lo referente a (% — tp, % + tg), aplicando

la, Proposicién 1.27 se obtiene una descomposicién d.c. 6ptima 75 = ¢ — 1, siendo

2mt) 4 brr(t— 3

(
(1) = 4 \/e2 cos?(2nt) — 1 \/62 -1
)

te(%_tm%)

1_
br(z -4 tels 5 +t)
Y/ 62 -1
_1
T te(-nY
-1
P(t) =
ﬁ br(3 —t) bsin(27t)

_ te [} L+t
[ Ve -1 \/62 cos?(2mt) — 1 22

El caso de una hipérbola general se puede reducir al aqui considerado tras una
traslacién y un giro.
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2.2.2.3 Parametrizacién d.c. de la elipse

Consideremos la elipse cuya ecnacién reducida viene dada por

.'172 yz
@ Te !

Una expresién paramétrica de esta cénica viene dada por:
T:t€[0,1] > (11(2), 72(2))

siendo 71(t) = acos(2nt) y 7o(t) = bsin(2nt).

(2.9)

Una vez realizados los célculos oportunos, se obtiene que la descomposicién d.c.

de la Proposicién 1.10 para 1; viene dada por 7 = ¢; — 1, siendo

( 0 telo,4]
p1(t) = | a(cos(2mt) + 2mt — T) te (]
\ a(4nt — 27) te (3,1
r
—a cos(27t) t € |0,
Pi(t) = 5 a(27rt — %) te (%’ %]
\ a(4rt — 27 — cos(27t)) te (3,1

(2.10)

(2.11)

En lo referente a 7, la representacién d.c. 6ptima que se obtiene es 75, = g — 1y,

( 2mwbt le [Ov %]
a(t) = 4

| O(sin(27t) + dmt — ) te(3,1]
balt) = b(2nt — sin(2nt)) te|0,5]

| b(dmt — ) te(3,1]

(2.12)

(2.13)

En particular, para a = b = r se obtiene la descomposicién d.c. de la circunfe-

rencia de centro el origen de coordenadas y radio r.

El caso de una elipse general se puede reducir al aqui considerado tras una

traslacién y un giro.
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2.2.2.4 Parametrizacién d.c. de la frontera de un conjunto convexo com-
pacto

Consideremos un conjunto S convexo y compacto, y supongamos que el origen es un
punto interior de dicho conjunto, lo cual no supone pérdida de generalidad. Puede
suponerse, ademads, que S tiene interior no vacio, pues, en caso contrario, se trataria
de un segmento, obteniéndose de forma inmediata una parametrizacién d.c. de su
frontera.

Una descripcién paramétrica de fr(S) viene dada por

_ cos(2mt) sin(2mt)
wlt) = (7(005(27Tt),8in(27rt)) " ¥(cos(27t),sin(27t))

) t € [0,1]
(2.14)

siendo -y el calibrador con bola unidad S. Obsérvese que el numerador de ambas
componentes de w es una funcién d.c. con descomposicién conocida, por lo que, en
virtud de la Proposicién 1.15, el denominador de ambas es también d.c., obteniéndose
una descomposicién a partir de dicho resultado.

Si fi,(t) — fos(t) es una descomposicién d.c. de la funcién cos(27t), la primera
componente de w puede expresarse como

cos(2mt) . s (1) foos(t)

v(cos(2nt),sin(2nt))  7y(cos(27t), sin(27t)) v{cos(27t), sin(27t))

Realizando la misma operacién sobre sin(27t), el calculo de una descomposicién d.c.
de w se reduce a la obtencién de una representacién d.c. para el cociente de una
funcién convexa y una d.c. con descomposicién conocida, para lo cual serd necesario
el siguiente

Lema 2.7 Sea U un conjunto acotado tal que U C {(z,y,2) € R® : y— 2z > a},
cona >0, yu: U+ R definida por u(z,y,2) = z- (y — 2)~*. Entonces, existen
p*, A, B,C € R tales que
ut(z,y,2) = ulz,vy,z)+ %p’*(m2 +yP+22)+Ax+By+Cz
w(z,y,2) = 30 (@ +y*+2)+ Az +By+Cz

son funciones convezras y no decrecientes componente a componente.
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Demostracién. La matriz Hessiana de u viene dada por

0 -1 1
1 2 —2
H = _ T X
(y — 2)? ! y—=z y—=z
-2z 2z
1
y—2z y—2z

siendo sus autovalores

2z + \/4332 +2(y — 2)?

2z — (/4?2 + 2(y — 2)?
)\1:0 )\2——— )\3: \/ (y )

(y —2)? (y—2)°
de donde se deduce inmediatamente la siguiente cota superior para el radio espectral
de H

. 2Mg + \JAME) +2my,

3
y—z

p
m

siendo

Mz > sup {|z| : (z,y,2) € U} 0<my_, <inf{y—=z:(z,y,2) € U}

De la eleccién de p* se sigue que las funciones

1, 1,
@, 2) = u(@,y,2) + 5070+ 42 wale,0,2) = 50 P+ )

son convexas, asi como ut y u~ para cualesquiera mimeros reales A, By C.

Con objeto de hacer que las funciones u* y u~ sean no decrecientes componente
a componente, las constantes A, B y C se elegiran de tal forma que las derivadas
parciales de estas funciones con respecto a z, ¥y y 2z sean no negativas, obteniéndose
asf las siguientes cotas inferiores para tales constantes

A > —p*m,

M,
B > max{ Z —p*my,—p*my}

— Mg * *
5 T P My, —pP N,
y—2z

c > max{
m
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con

mg = inf{z:(z,y,2) € U} M, = sup{z:(z,y,2) € U}

m, = inf{y:(z,y,2) €U} m, = inf{z:(z,y,2) €U}
quedando probado el resultado. o

Haciendo uso del lema previo es posible probar el siguiente resultado, que pro-
porciona una descomposicién d.c. para el cociente de una funcién convexa y una
d.c., de donde se obtiene una representacién d.c. para la funcién w de (2.14).

Proposicién 2.8 Sea T C RF un conjunto convexo y f,g,h : T — R funciones
convezas finitas tales queinf {g(t) — h(t) : t € T} > 0. Entonces, una representacion
d.c. para f(t) - (g(t) — h(t))™! viene dada por:

e | @)
g(t) —h(t) — [g(t) ~h(t) +n(t)| — n(t) (2.15)
donde .
n(t) = 5 p"(F(1)" + () + h(t)?) + A f(2) + Bg(t) + C (1)
y

- 2Myp + \/4M|2f| + Qm?]_h

A>—p'm
mi_y, f
M
B > max{ 2f —p'mg, —p*mg} C > max{ n;bf — p'my, —p*mh}
My _p My_p
my < inf f(t) M; > sup f(t) My > sup |f(t)]
teT teT teT
< . < _
mg < inf g(t) ma < inf h(?) 0 <myp <inf {g(t) - h(t)}

Demostracion. Consideremos la funcién vectorial convexa
F:teTv— F(t) = (f(t),9(t), h(t)) € R?

Dado que las funciones u™ y u~ del Lema 2.7 son convexas y no decrecientes compo-

nente a componente, un resultado basico del Analisis Convexo, [63], establece que
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ut o F'y u™ o F' son convexas, proporcionando una descomposicién d.c. para uo F.
Las constantes que aparecen en la definicién han sido elegidas de acuerdo con la
demostracién del Lema 2.7. O

A continuacién se analiza la aplicacién de este resultado a la obtencién de
una descomposicién d.c. para la parametrizacién (2.14) de la frontera de S. Las
descomposiciones d.c. que se consideran para las funciones seno y coseno son

cos(2mt) = ¢1(t) — 11 (1) sin(27t) = o (t) — 1o (t)

donde 1, 11, p2 ¥y 1, son las funciones dadas en (2.10), (2.11), (2.12) y (2.13),
respectivamente, para a = 1 y b = 1. La descomposicién d.c. de w se obtendra a

partir de la representacién de las funciones

i Vi
v(cos(27t), sin(27t)) v(cos(2nt), sin(27t))

1=1,2

a cada una de las cuales es aplicable el resultado anterior.

Segun la Proposicién 1.15, la funcién y(cos(27t), sin(27t)) admite como descompo-
sicién y(cos(27t), sin(2nt)) = (y(cos(2nt), sin(27t)) + h(t)) — h(t) siendo

h(t) = Ni(p1(t) + ¥1(t)) + No(p2(t) + a(2))

Teniendo en cuenta que la funciones ¢, 11, @2 y 12 son crecientes, puede tomarse
mg = my, = —N1. En lo que respecta a las constantes my, My y My, su obtencién
es directa: la Tabla 2.1 muestra su valor en cada uno de los 4 casos posibles.

La determinacién de la constante m,_;, presenta mayor complejidad, ya que estd
directamente relacionada con el valor objetivo 6ptimo del problema

i i 2.1
fe‘%é,lh 7v(cos(27t), sin(27t)) (2.16)

Dado que éste es un problema de optimizacién d.c. con descomposicién conocida
para la funcién objetivo, puede aplicarse el algoritmo de cubrimiento 1.18, descrito
en el Capitulo 1; como sélo se requiere una cota inferior del objetivo 6ptimo, basta

realizar algunas iteraciones para disponer de la cota.

El procedimiento aqui descrito para la obtencién de la representacién d.c. de la
frontera de un conjunto convexo y compacto puede simplificarse ligeramente si, para
las funciones sin(27t) y cos(27t), se considera la descomposicién d.c. dada en (1.2)
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Numerador | m¢ M; My My mp,
1 0 2m 2m -M A\
Y -1 2r -1 2r—1 -N; -N;
P2 0 3r 3n -N -N;
{1 0 3 3r -MN; -V

Tabla 2.1: Constantes para la descomposicién d.c. de la fron-
tera de un conjunto convexo y compacto (descomposicién

6ptima de sin(27t) y cos(27t))

Numerador | my M; My Mg mp
1 1 1+ 2n2 1+ 272 N; N
i 0 22 272 Ny M
Do 0 2m?2 272 M N,
s 0 272 22 NOM

Tabla 2.2: Constantes para la descomposicién d.c. de la fron-
tera de un conjunto convexo y compacto (descomposicién
(1.2) de sin(27t) y cos(2nt))

(esto es, la que se obtiene mediante acotacién de la derivada segunda), en lugar de
la. descomposicién éptima, aunque ello se traducira, casi con total seguridad a la
vista de los resultados del Capitulo 1, en un mayor esfuerzo computacional para la

resolucién del problema. La nueva representacién viene dada por

cos(2mt) = Gy (t) — ¥y (t) sin(2nt) = @y(t) — a(t)
(2.17)
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siendo
¢1(t) = cos(2mt) + 2n%t? Pi(t) = 27t

@o(t) = sin(2nt) + 2722 Po(t) = 2m%t?

El valor de las constantes my, My, M|, my y my; para esta descomposicion aparece
reflejado en la Tabla 2.2.

Para la aplicacién del procedimiento descrito no es necesario obtener una expre-
sién explicita del calibrador v, ya que el algoritmo de cubrimiento (y otros métodos
de optimizacién, tales como ramificacién y acotacién), sélo requieren un procedi-
miento que permita evaluar -y y encontrar un subgradiente de tal calibrador en un
punto dado. Esta tarea puede realizarse faicilmente cuando S viene dado en la forma
S ={z € R?: g(z) < 0}, para alguna funcién convexa g con conjuntos de nivel aco-
tados que verifique g(0) < 0. Asi, para todo z # 0 se tiene, por definicién de
calibrador, que:

(@) =sup {s > 0: g(sz) <0}

por lo que la evaluacién de y(z) se reduce a la resolucién de la ecuacién univa-
riable no lineal g(sz) = 0, para lo cual puede emplearse un método de bisqueda

unidimensional, [10].
En lo referente al calculo de subgradientes, éste queda resuelto por medio del

siguiente resultado.

Proposicién 2.9 Sea g : R® — R una funcién conveza tal que el conjunto S =
{z € R™: g(z) <0} es compacto y g(0) < 0. Dado T # 0, sea u € Ig(z/v(Z)),
donde v es el calibrador con bola unidad S. Entonces:

7(Z)
(u, T)

Demostracién. Sea § = Z/v(%), por lo que g(§) = 0. Puesto que u € d¢(y), dado

u € 0v(Z)

z € S se tendra:
0> g(z) 2 g(@) + (u,z—79),
y, por tanto, (u,z) < (u,y) para todo z € S. Teniendo en cuenta que § € S, se

sigue de la relacién anterior y de la definicién de calibrador dual que

P(u) = max(u,z) = (u,7)
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Figura 2.3: Bola unidad S del calibrador (Ejemplo 2.10)

y, por tanto
, U 1 _ _
<’YO—(U)’y> = W(’U,y) =1 = 7(7)

Se concluye entonces que un subgradiente de vy en § viene dado por

1 _
1, (@)
7w (u,7)
y, teniendo en cuenta que dv(y) = 0v(Z), el resultado queda probado. O

Ejemplo 2.10 Como ilustracién del procedimiento descrito, se considera el proble-

ma de obtencién de una descomposicién d.c. para la frontera del conjunto S (véase
la Figura 2.3) definido por

{(z,y) :y < —222+2,0<2<1,0<y < 2} U
{(z,y):y< Vo +4,-4<2<00<y<2} U
{(@,9)iy>—VaF4-4<2<0,-2<y<0} U
{(z,9):y>22-20<2<1,-2<y<0}
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Si «y es el calibrador con bola unidad S, se obtiene que

1
Z(y+\/y2+16x2) siz>0,y>0
z
1

¥z, y) = —% siz >0,y <0

—z + /22 162) iz <0
8<a:+ <+ loy S1%

Es también inmediato comprobar que las constantes de la Proposicién 1.15 pueden
tomarse Ny = 1y Ny = % Por tanto, una descomposicién d.c. para la funcién

v(cos(2rt), sin(2nt)) viene dada por y(cos(2nt),sin(27t)) = g(t) — h(t), con
1
g(t) = ~y(cos(2nt),sin(27t)) + cos(2mt) + 3 sin(27t) + 67>t
1
h(t) = cos(2nt) + 3 sin(2t) + 672t
Las descomposiciones d.c. empleadas para las funciones seno y coseno han sido, por
razones de simplicidad, las indicadas en (2.17). De la observacién de S se deduce

que la constante my,_, puede tomarse igual a 1/4. Los valores de las constantes p*,

A, B y C que intervienen en la descomposicién d.c. de las funciones

i(t) bi(t)
v(cos(2nt), sin(27t)) v(cos(27t), sin(2nt))

i=1,2

son

P = 128+2567r2+16\/64(1 +272)24+2 A =—pt By =16+321%—p; C; = 16—p;
para la primera de estas funciones, y
ph = 25612 +16V256mt +2 Ay =0 By=32n*—p; Co=—p;

para las restantes.

Resumiendo, las descomposiciones d.c. buscadas vienen dadas por:

cos(2mt) _ [ cos(2mt) + t2
KT

v(cos(2nt), sin(27t)) cos(2mt), sin(27t) +mn(t) + mu(t)] = (man(t) + maa(t))

sin(t) _ [ sin(t) + ¢2

~(cos(2nt), sin(27t)) ~{cos(ant) sin(@nt) ma1(t) + m22(t)} — (ma21(t) + ma2(t))

siendo
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mult) = 361 [B107 + 902 + h(W?] + A pa(8) + Buglt) + Ci ()
mat) = £ o3 [0 + 90+ ht] + Ay da(6) + Bag(t) + s h(t)
mat) = 563 [£2(6 + 906 + (] + A2 @a(6) + Bag(0) + o (1)
maalt) = 55 [Ba(t) + 90 + (1] + Aralt) + Baglt) + Co h()

2.2.3 [Experiencia Computacional

Con objeto de comprobar el rendimiento del procedimiento propuesto, se ha conside-
rado la resolucién de los problemas de Weber y Rawls con regién prohibida el circulo
de radio 1 y centro el origen de coordenadas, para un nimero variable de puntos
de demanda que oscila entre 50 y 5000. El calibrador utilizado para cada punto de
demanda a; viene definido a partir de una norma L, por v;(z) = w;||z — a;|,, siendo
w; > 0.

Fijado un mimero de puntos de demanda, la resolucién del problema fue repetida
100 veces, calculdndose finalmente el nimero medio, la desviacién tipica, el valor
minimo y el valor maximo de los siguientes indicadores de rendimiento: nimero de
iteraciones y tiempo de CPU medido en segundos.

Los puntos de demanda para cada problema fueron generados aleatoriamente
sobre un cuadrado de lado 200 centrado en el origen; también se escogieron de forma
aleatoria, con valores comprendidos entre 0 y 10, los pesos w; correspondientes. La
secuencia de problemas ha sido resuelta en sucesivas ocasiones, empleando diferentes
normas L, (p =1,2,00).

Dado que las pruebas realizadas sélo pretenden comprobar la eficiencia del proce-
dimiento de optimizacidn sobre la frontera de la regién prohibida, en la imple-
mentacién realizada se ha omitido el cdlculo de la solucién del problema no restrin-
gido y la comprobacién de su optimalidad en el problema restringido. Debe tenerse
en cuenta que ésta es una etapa de preprocesamiento comin a la mayor parte de los
algoritmos que abordan este problema.

La implementacién del algoritmo ha sido realizada en un ordenador personal
equipado con un procesador Pentium-MMX a 200 Mhz. y 16 Megabytes de memoria
principal. En todos los casos se ha empleado un valor de tolerancia ¢ = 107%. Las
Tablas 2.3 y 2.4 muestran los resultados obtenidos.
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Como puede observarse, el problema de Rawls requiere un esfuerzo computa-
cional para su resolucién superior al de Weber, tanto en nimero de iteraciones
(especialmente) como en tiempo de CPU; ello puede estar relacionado con el grado
de optimalidad de las descomposiciones d.c. utilizadas en cada caso. Dentro de las
diferentes normas consideradas, los problemas con norma. L, son los que requieren
menor tiempo de CPU, debido a su estructura mas simple; en el extremo opuesto
se sitia la norma Ly, que requiere un tiempo de CPU notablemente superior al
resto, sin que tal incremento se produzca en la misma medida en el mimero de
lteraciones; es decir, el empleo intensivo de operaciones en punto flotante penaliza

considerablemente el rendimiento en tiempo de CPU.

Las graficas recogidas en las Figuras 2.4 y 2.5 muestran la evolucién del tiempo
y nimero de iteraciones en funcién del mimero de puntos de demanda considerado.
Como puede apreciarse, ambas magnitudes experimentan un crecimiento moderado
con el nimero de puntos. De hecho, un analisis de regresién sobre los datos obtenidos
revela un alto grado de relacién lineal entre las variables consideradas, especialmente
entre el tiempo de CPU y el mimero de puntos de demanda. La Tabla 2.5 muestra
los coeficientes de las rectas de minimos cuadrados obtenidas (y = ax + b, siendo
la variable independiente en todos los casos el nimero de puntos de demanda), asi

como los coeficientes de determinacioén.
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p= Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N Pt O Mang  maTi | fis Ots MATs MaTys
50 4472 12.22 22.00 111.00{ 0.04 0.02 0.00 0.11
100 | 53.69 20.72 22.00 177.00| 0.09 0.04 0.00 0.33
500 78.77 31.49 36.00 230.00 | 0.71 0.29 0.27 2.09
1000 87.97 2892 38.00 182.00| 1.72 0.57 0.77 3.73
1500 95.19 27.76  45.00 196.00 | 2.78 0.82 1.27 5.76
2000 97.59 30.35 52.00 259.00| 3.78 1.18 2.03 9.99
2500 | 102.54 35.44 53.00 237.00 | 4.97 1.72 2.58 11.42
3000 | 114.85 37.11 56.00 238.00 | 6.67 2.17 3.24 13.78
3500 | 113.56 43.90 51.00 286.00 | 7.74 3.00 3.46 19.55
4000 | 115.13 43.90 57.00 317.00 | 898 3.42 4.44 24.66
4500 | 121.68 45.40 60.00 299.00 | 10.68 401 5.27 26.31
5000 | 113.19 37.23 59.00 246.00 | 11.04 3.64 5.72 -24.00

p= Numero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N it Oit AN TaTi | fis Ots Minys Mt
50 54.24 26.20 32.00 261.00 [ 0.06 0.03 0.00 0.33
100 60.59 14.69 35.00 118.00 | 0.14 0.04 0.05 0.22
500 102.60 45.17 58.00 434.00| 1.15 0.51 0.61 4.94
1000 | 115.88 33.92 72.00 237.00 | 2.75 0.81 1.71 5.66
1500 | 135.57 55.50  75.00 445.00 | 4.83 1.97 2.80 15.77
2000 | 136.32 35.82 88.00 290.00 | 6.48 1.71 4.18 13.68
2500 | 156.08 59.88 89.00 477.00 | 9.27 3.54 5.32 28.29
3000 | 163.34 57.95 93.00 447.00 | 11.64 4.14 6.64 31.91
3500 | 166.28 57.51  98.00 505.00 | 13.97 4.83 8.52 42.13
4000 | 175.62 71.27  96.00 530.00 | 16.77 6.82 9.12 50.69
4500 | 177.62 47.08 98.00 312.00 | 19.12 5.06 10.49 33.56
5000 | 185.74 68.07 106.00 484.00 | 22.19 8.13 12.58 57.78

p = 00 Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N it Tyt ATy MATi | fis Tts Mings MaTis
50 51.66 18.26 19.00 129.00 | 0.01 0.02 0.00 0.06
100 56.28 17.09  26.00 120.00 | 0.01 0.02 0.00 0.06
500 83.04 28.82 40.00 242.00 | 0.07 0.03 0.00 0.22
1000 | 101.65 38.43 44.00 284.00 | 0.20 0.08 0.11 0.55
1500 | 109.32 36.60 56.00 253.00 | 0.33 0.11 0.16 0.77
2000 | 114.55 37.34  67.00 279.00 | 0.46 0.14 0.27 1.10
2500 | 117.16 40.75 59.00 325.00 | 0.59 0.21 0.33 1.65
3000 | 120.20 42.65 65.00 319.00 | 0.73 0.26 0.38 1.98
3500 | 119.54 35.93 62.00 236.00 | 0.85 0.25 0.44 1.64
4000 12594 37.84 66.00 264.00 | 1.12 0.31 0.54 2.15
4500 | 131.12 45.72 73.00 336.00 { 1.20 0.42 0.65 3.07
5000 | 127.60 37.90 70.00 246.00 | 1.32 0.39 0.72 2.58

Tabla 2.3: Resultados computacionales para el problema de Weber restringido
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p=1 Niumero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N it Tt TN AT | s Ots Minygs MaTys
o0 75.97 9.93 26.00 89.00 ) 0.04 0.02 0.00 0.06
100 101.83 1545 34.00 117.00 | 0.09 0.02 0.05 0.17
500 206.67 46.59  64.00 239.00 | 0.93 0.21 0.27 1.10
1000 | 29540 79.69  95.00 345.00 | 2.91 0.78 0.93 3.46
1500 | 338.34 105.76 108.00 411.00 | 4.99 1.56 1.59 6.09
2000 | 38844 118.21 121.00 465.00 | 7.67 2.33 2.36 9.17
2500 | 427.58 139.92 139.00 520.00 | 10.56 3.45 3.41 12.85
3000 | 469.95 157.48 155.00 572.00 | 13.87 4.65 4.56 16.86
3500 | 528.83 156.12 177.00 637.00 | 18.16 5.36 6.10 21.86
4000 | 540.33 189.35 182.00 665.00 | 21.15 7.41 7.14 26.04
4500 | 545.46 212.06 190.00 703.00 | 23.98 9.32 8.35 30.92
5000 | 556.22 226.25 197.00 733.00 | 27.25 11.08 9.66 35.87

p= Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N Hit oit MUy MaTit | fs Ots MiNgs  MaATts
o0 85.38 11.85 29.00 101.00| 0.04 0.02 0.00 0.06
100 113.88 2143 37.00 137.00| 0.11 0.02 0.05 0.17
500 | 241.35 57.10 75.00 277.00 | 1.08 0.26 0.33 1.27
1000 | 337.49 94.14 104.00 393.00 | 3.31 0.93 1.04 3.84
1500 | 390.59 123.67 123.00 470.00 | 5.78 1.83 1.81 6.97
2000 | 453.93 138.69 148.00 544.00 | 8.99 2.75 2.96 10.77
2500 | 492.44 169.73 176.00 616.00 | 12.19 4.20 4.34 15.27
3000 | 542.98 190.74 187.00 671.00 | 16.07 5.64 5.49 19.83
3500 | 605.63 191.16 195.00 732.00 | 20.86 6.58 6.76 25.21
4000 | 600.74 225.88 204.00 769.00 | 23.58 8.87 7.97 30.21
4500 | 617.14 247.01 214.00 808.00 | 27.21 10.89 9.44 35.65
5000 | 629.75 264.09 228.00 845.00 | 30.94 12.97 11.15 41.52

p =00 Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU (segundos)
N Wit gt AN MATi | fhs Ots AN MaTts
a0 76.07 13.24 28.00 87.00 | 0.01 0.02 0.00 0.06
100 96.96 23.31 40.00 113.00 | 0.01 0.02 0.00 0.06
500 180.53 66.60 76.00 241.00 | 0.12 0.05 0.05 0.17
1000 | 245.18 101.02 108.00 344.00 | 0.42 0.17 0.16 0.61
1500 | 265.08 121.76 124.00 409.00 | 0.69 0.32 0.27 1.10
2000 | 288.08 132.18 148.00 475.00 1.02 0.47 0.54 1.71
2500 | 292.99 144.07 169.00 552.00 | 1.29 0.64 0.71 2.42
3000 | 302.40 149.61 177.00 597.00 | 1.57 0.78 0.87 3.13
3500 | 306.57 146.68 188.00 634.00 | 1.84 0.88 1.15 3.85
4000 [ 319.68 150.25 199.00 679.00 | 2.17 1.02 1.32 4.61
4500 | 324.34 153.76 216.00 715.00 | 2.45 1.16 1.59 5.44
5000 | 352.97 165.21 223.00 747.00 | 3.01 1.41 1.86 6.38

Tabla 2.4: Resultados computacionales para el problema de Rawls restringido
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Figura 2.4: Numero de Iteraciones y Tiempo de CPU para el Problema
de Weber restringido (valores medios)
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Figura 2.5: Nimero de Iteraciones y Tiempo de CPU para el Problema
de Rawls restringido (valores medios)
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Problema de Weber
Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU
a b R? a b R?
0.012937 65.096482 0.801576 || 0.002338 -0.454309 0.993604
0.024241 79.967977 0.880073 || 0.004451 -1.226018 0.989343
0.013804 73.030254 0.771217 | 0.000273 -0.055509 0.992294

T ooy
il
R o~

Problema de Rawls

Nimero de Iteraciones Tiempo de CPU

a b R? a b R?

p=1 || 0.095618 152.596787 0.916161 || 0.005631 -2.008854 0.984581
p=2 || 0.107484 178.279597 0.903257 || 0.006379 -2.186946 0.986552
p=o00 || 0.046351 147.437329 0.787891 || 0.000585 -0.131453 0.992249

Tabla 2.5: Regresién lineal (y = az + b) para los resultados computa-
cionales (valores medios) de los problemas de Weber y Rawls restringidos

2.3 Un Enfoque Biobjetivo

2.3.1 Formulacién del modelo

Consideremos el problema de localizacién de un servicio sobre una regién S del plano,
cuya instalacién es beneficiosa para un conjunto de potenciales usuarios del mismo,
pero que al mismo tiempo causa un efecto molesto o perjudicial sobre los residen-
tes en su proximidad, lo que determina la existencia de un conjunto de elementos
negativamente afectados. En este caso, los usuarios del servicio vendran represen-
tados por un conjunto de n puntos del plano A* = {ay,...,a,}, mientras que los
elementos afectados de forma negativa seran modelizados mediante un conjunto de
m regiones del plano A~ = {Ry,...,R,}. Esto conduce a un modelo méas cercano
a la realidad que otros considerados tradicionalmente en la literatura, puesto que,
generalmente, la extensién ocupada por los elementos negativamente afectados es
considerable (miicleos de poblacién), y significativamente superior a la ocupada por
los puntos de demanda; esto hace que pueda no ser conveniente la representacion
puntual de ambos tipos de elementos.

Supondremos en lo que sigue que las regiones R; son cerradas, acotadas y con-
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vexas, y que su frontera puede descomponerse en un nimero finito de segmentos
rectos y arcos de circunferencia, es decir,

n; .

fr(R) = |J LY

j=1
siendo cada L;i) un segmento recto o un arco de circunferencia. Con objeto de
facilitar el tratamiento analitico, estos 1iltimos se consideran menores que una semi-
circunferencia; de no ser asi, se realizard la descomposicién oportuna. Como caso
particular degenerado se admitirad la posibilidad de que la regién R; se reduzca
a un punto. Obsérvese ademas que, bajo estas hipdtesis tiene cabida el caso en
que la regién R; es poligonal y es sometida a un proceso de triangulacién para su
descomposicion en poligonos convexos.

El conjunto S de posibles localizaciones para el servidor supondremos que es un
conjunto robusto y acotado, no necesariamente convexo, y cuya frontera admite una
representacién paramétrica con descomposicién d.c. conocida (lo cual es cierto en
particular si S es convexo), o bien puede expresarse como unién de un finito de arcos

de curva con parametrizacién d.c. conocida (por ejemplo, arcos de cénicas).

Al igual que en todo problema de localizacién de un servicio con estas caracteris-
ticas, se presentan dos objetivos contrapuestos e irreconciliables la mayor parte de
las veces: por una parte, el nuevo servicio debe encontrarse lo méas cerca posible de
sus potenciales usuarios y, por otra, debe estar situado lejos de los residentes a los
que afecta de forma negativa. En este sentido, el modelo aqui formulado considerard

los siguientes criterios para determinar la ubicacién del nuevo servicio.

Criterio 1: Minimizar el costo de transporte desde el nuevo servicio hasta los puntos
de demanda. Supondremos que este costo global viene dado por una funcién de los
costos de transporte individuales, h : R* —— R, convexa y no decreciente en cada
componente; como ya se indicé anteriormente, h puede ser, por ejemplo, una norma
monétona, por lo que aqui quedan comprendidos, entre otros, criterios clasicos como
el minisum, el minimax o el cent-dian. Se considerard que, para cada usuario, el
coste de transporte individual se expresa como una funcién convexa, no constante
y no decreciente, de la distancia que lo separa del servidor (medida empleando un
calibrador). Tanto la funcién de costo como el calibrador podrén ser distintos para
cada uno de los puntos de demanda.

(Cy) 1;161? Ti(z) == h(Dl(fyl(x —a1))y-- s Dnlym(z — an)))

Pagina 82



2.3 Un Enfoque Biobjetivo

Obsérvese que la funcién objetivo de (C}) es convexa.

Se exigira ademas, que, para cada indice %, exista una constante M; verificando

M; > max{yi(z — a;) : z € S}
tal que la funcién D; esté definida en el intervalo [0, M;] y su derivada lateral a la
izquierda en el punto M; sea finita, D} _(M;) < +o0.

Criterio 2: Maximizar la distancia existente entre el nuevo servicio y la regién
negativamente afectada méas préxima.

(Cg) Iiléig'( TQ(.’E) = IISI%lSI}n dR(QT,Ri)
siendo
dn(e, B) = min || — il (2.18)

Obsérvese que, dado un punto z ¢ R;, (2.18) es equivalente a:
= mi ; @y, . .0 ®
dr(z, R;) = 1_<r_r;1srii min {||x —x;’||2 s 75" € Lj }

Los dos criterios considerados son radicalmente distintos, por lo que es bastante
cuestionable su agregacién en un tnico objetivo, como se ha realizado de manera
habitual para otros problemas que son, esencialmente, biobjetivo ([27, 82, 123]).

El problema biobjetivo resultante al considerar ambos criterios puede expresarse
de la siguiente forma:
i - 2.1
min (T1(z) , ~T(z)) (2.19)
Para este problema biobjetivo abordaremos la construccién de un conjunto e-
dominante finito, [79, 115, 129]: dado € = (e1,£2) € RZ, se tratard de determinar

un subconjunto finito S* C S tal que, dado cualquier z € S, siempre sea posible

encontrar un punto z* € S§* verificando:

IN

Tl(fE) + &1
< —Tz(x) + &2

T1 (.’L'*)
—-T2 (27*) .
es decir:

h(Dl (’Yl(m* - (11)), v ,Dn(’yn((t* - a‘n))) h(D1(71(m - al))v v 7Dn(7n(:ﬂ* - an))) +&1

i * RY > i N —
1gilgnm dr{z*, R;) ér%nm dr(z,R;) — €2

IN
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Se obtiene asi un conjunto finito de puntos factibles, que puede tomarse
como aproximacién del conjunto eficiente (este tltimo serd, en general, infinito y
no conexo). El problema de localizacién del nuevo servicio se reduce, por tanto, a

la eleccion de la alternativa mas adecuada dentro de este conjunto finito S*.

2.3.2 Construccién de un conjunto e-dominante finito

En lineas generales, el procedimiento de construccién que vamos a describir se basa
en la determinacién de un conjunto e-dominante para cada una de las regiones del
diagrama de Voronoi generado por A, recibiendo un tratamiento diferenciado aque-
lla a la que pertenece una solucién éptima del problema de minimizacién convexa

determinado por el primero de los objetivos.

A continuacién se describe el procedimiento de construccién del conjunto e-
dominante para el problema (2.19)

Paso 1.- Resolver el problema de minimizacién convexa asociado al primer crite-

I10:

(Py) min Ty(z) = h(Di(n(z — @), -, Dul(m(z — an)))

El razonamiento empleado en la Observacién 2.1 permite concluir que este problema

siempre posee solucién 6ptima finita.

La resolucién de (P,) puede realizarse empleando las técnicas habituales en Opti-
mizacién Convexa, aunque, como ya se ha comentado en la Seccién 2.2, existen casos

particulares en los que pueden aplicarse procedimientos especificos.

En lo que sigue, z; denotard una solucién éptima del problema (F).

Paso 2.- Construir el diagrama de Voronoi V(A™) asociado a las regiones negati-
vamente afectadas. El cardinal de este conjunto se notara V.

Dada una regién R; designaremos por V; a la regién de Voronoi correspondiente:
V= {ac € R?:dgp(z,R;) <dgr(z,R;) 1#j,1<i< m}

Teniendo en cuenta que los elementos generadores de este diagrama de Voronoi son

segmentos rectos y arcos de circunferencia, las aristas de V(A™) estaran formadas
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por arcos de cénicas, [78, 91, 92] (véanse también las referencias on-line [59, 71, 110]

relativas al software disponible para la construccién de tales diagramas).

Una vez construido V(A~), se determinara una regién de Voronoi Vj a la que
pertenece el punto zj:
* : *
dr(zy, Rk) = min dg(zg, R:)
1<i<m
En caso de que zj pertenezca a una arista del diagrama, se elegira cualquiera de las
regiones de Voronoi que la determinan.

Paso 3.- Obtener un conjunto e-dominante para la regién de Voronoi Vi. En este
apartado se analizard la obtencién de un subconjunto finito de Vi que e-domine a
cada punto de este conjunto. En lo que sigue se supondré que zj, la solucién 6ptima
del problema (P,) considerada, es factible; en caso de no serlo, se afiadira al conjunto
de regiones de Voronoi el elemento Vy 1 = V; NS y se continuaré en el Paso 4.

El siguiente resultado pone de manifiesto que z; e-domina a cierto subconjunto
de Vk.
Proposicién 2.11 Sea Ey, = {z € Vi : dr(z, R) < dr(z}, Ri)}. Entonces, dado

e = (e1,€2) € R%, el punto =} e-domina a todo punto T € ExNS.

Demostracién. Dado Z € Ex N S, por ser z} solucién 6ptima del problema (Fp)
se tiene que Ti(xg) < T1(Z). Por otra parte:
min dr(Z, Ri) = dr(Z, Re) < dr(zg, R) = min de(z;, Ri)

1<i<m 1<i<m

de donde se deduce que Ty(zj) > T»(Z). Teniendo en cuenta ambas desigualdades
se concluye que z§ e-domina a & (cualquiera que sea ¢ € R?). a

A continuacién se tratara la obtencién un conjunto e-dominante para los ele-
— 2 : sz o0
mentos de (Vi \ Ex) N S. Dado € = (e1,63) € RY, se considera la sucesién {r;}77,
definida de forma recurrente como

To = dR(SL‘;, Rk) Tj=Tj_1 + &9 j € N
asi como los conjuntos
CF = {ze€R?:dg(z,Ry) =1}

Df = {zeR*:r; <dg(z,Ry) <Tj1}
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La region Ry esti delimitada por segmentos rectos y arcos de circunferencia, de
donde se deduce que C]’-C puede expresarse como la unién de un ndmero finito de
estos elementos. Por otra parte, al ser S acotado, puede asegurarse la existencia
de un subindice J; € N de tal forma que el conjunto (UjS T Df) N Vx NS recubre
(Vik\Er)N S. ' '

El objetivo que se persigue es obtener un conjunto e-dominante para cada con-
junto D;“ N Vi, N S. Teniendo en cuenta que un mimero finito de estos conjuntos
recubren (Vi \ Ex) NS, se obtiene asi un conjunto e-dominante finito para este lti-
mo. Para la determinacién de estos puntos e-dominantes consideremos, para cada

indice j =0, ..., J, el conjunto C~'J’C definido por
Ck=(CEnVinS) U (fr(Vin S) N Df)
asi como el problema de optimizacién

(PF) min {Tl(x) ‘x € C’f}

J

Obsérvese que fr(Vi N S) = (fr(Vi) NS) U (Vi N1x(S)) por ser Vi y S cerrados.

Ejemplo 2.12 Consideremos el problema de localizacién biobjetivo con dos re-
giones repulsivas R; y R, dadas por el cuadrado de vértices (-1,1), (-1-1), (1,-1) y
(1,1), y el punto de coordenadas (5,0), asi como tres puntos de demanda P, = (1,2),
P, =(3,-1) y Py = (4,1) (ver Figura 2.6). El costo de transporte a cada punto de
demanda se considerara proporcional a la distancia euclidea, siendo los factores de
proporcionalidad correspondientes w; = 5, wy = 4 y w3 = 3. Como regién factible S
se ha considerado el rectdngulo determinado por los puntos (-2, —3), (=2, 5), (8, 5)
y (8,—3).

Las dos regiones de Voronoi V; y V, a que dan lugar R; y Ry estdn separadas por
dos semirrectas unidas por un arco de parabola. Por otra parte, la solucién éptima
del problema de Weber resulta ser el punto de coordenadas (2.6030,0.6673), que
pertenece a la region de Voronoi Vi, (k = 1), y es factible.

En la figura 2.6 se muestran las curvas C}, C} y C3, asi como el conjunto C}
empleando trazos resaltados. O

El conjunto C’J’~C puede descomponerse en un niimero finito de arcos cerrados de

c6nica, ya que tanto CJ’-C como fr(Vy) y fr(S) verifican esta propiedad. Para cada
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Figura 2.6: Ejemplo de conjunto C~'J’-c

uno de estos arcos es posible obtener una representacién paramétrica d.c. (para

simplificar la notacién, se omitiran los indices j y k en su definicién):

Tuit €[0,1] — Au(t) = (zu(®), () uw=1,...,Uf

La resolucién de (Pf) equivale a la resolucién de un nimero finito UF de problemas
de la forma

min A(Di(n(Au(t) = @1)), .., Da(1m(Au(®) — an)))  uw=1,...,Uf
t€(0,1]
(2.20)
El siguiente resultado proporciona una descomposicién d.c. de cada componente de

la funcién objetivo del problema anterior.

Lema 2.13 Para cada indicei =1,... ,nyu=1,... ,U]’-“, puede determinarse una

descomposicion d.c. de la funcion

Giu(t) = Di(7i(Au(t) —ai))  t€[0,1]
La demostracién es andloga a la del Lema 2.3, teniendo en cuenta que 7,(t) = A(t)
es d.c. con descomposicién conocida, por tratarse de un arco de cénica.

Si la funcién h es tal que permite obtener una descomposicion d.c. para el resul-

tado de su composicién con las funciones Gy, de la proposicién anterior, se tendra
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una descomposicién d.c. para la funcién objetivo de (2.20), por lo que una solu-
cién 6ptima de (PF) podra obtenerse resolviendo un mimero finito de problemas
de optimizacién d.c. unidimensional, en los que la funcién objetivo presenta una
descomposicién d.c. conocida. En particular, haciendo uso de la Proposicién 1.15 se
tiene:

Proposicién 2.14 Supongamos que h es una norma mondtona. Entonces, una
solucidn dptima de (Pf) puede obtenerse a partir de la resolucion de un nimero
finito de problemas de optimizacion d.c. unidimensional, para los cuales se dispone

de una descomposicion d.c. de su funcidn objetivo.

A continuacién se enuncia una propiedad relacionada con los conjuntos R;, que

es consecuencia inmediata de la convexidad de la funcién inf-distancia ([63, 103]).
Propiedad 2.15 Dados x,,z, € R? y R; € A~ se verifica que
dr(z, R;) < max{dgr(z;, R;)), dr(z2, Ri)} YV € [11,x2)

En particular, dado R; € A™, el conjunto N = {z € R? : dg(z, R;) < a} es con-
vezo para todo o > 0.

El siguiente lema va a ser de gran importancia a la hora de determinar un

conjunto e-dominante para los elementos de D;? .

Lema 2.16 Para todo T € D;“ NViyNS, con j >0, se verifica que [zf, ] N éj’“ # 0

Demostracién. Podemos suponer que j > 0, pues zj € C‘{f trivialmente. Dado
z € DFNVy NS, se tendrd dg(z§, Ry) = 1o < r; < dg(Z, Rx), por lo que, por
continuidad de la distancia, [z, Z] N CF # 0.

Sea §j € (x5, Z)NCF. Si§ € ViNS, se sigue inmediatamente que § € C'J’?, lo que prueba,
el resultado en tal caso. Por tanto, supongamos que § ¢ Vi NS y consideremos un
punto § perteneciente al conjunto fr(VyNS)N|Z, §], que es no vacio, pues § ¢ VpNS,
z € ViyNSyS es un conjunto robusto.

Veamos a continuacién que §j € D;? . El punto ¢ debe satisfacer dr(y, Rx) > 7, pues,
en caso contrario, consideremos d = max {dg(9, Rx), 7o}, que es menor estricto que
r;, por serlo tanto ry como dg(9, Rx). Teniendo en cuenta que § € [z,y] ¥y que
dr(¥, Rk) = r; > d, se deduce que § ¢ N(Sk), lo cual contradice la convexidad de este

conjunto, ya que § € Na(,k) y x5 € thk).
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Por otra parte, dado que § € C¥ y Z € D, se deduce, aplicando la Propiedad 2.15,
que dg (9, Ri) < 541y, por tanto, § € D%, quedando probado el resultado. a

Haciendo uso de este lema, el siguiente resultado proporciona un conjunto
e-dominante para los puntos factibles de la regién de Voronoi Vi que se encuentran
a una distancia de Ry comprendida entre r; y 7;41. En lo que sigue, z;; denotara
una solucién 6ptima del problema (PF) (obsérvese que zj, = 7).

Proposicién 2.17 Dado € = (g1,62) € RY y j > 0, el punto zf; e-domina a todo
puntoi:ED;-“ﬂV}gﬂS.

Demostracién. Dado & € D¥ NV, NS se tendra:

min dR(fi,R,) = dR(.’Z',Rk)

1<i<m
S Tj+1 (221)
= 1j;+¢e2
S dR(II?;j, Rk) + &2 (222)
= 1I§I%ifn dR(.’E;;j, Rz) + &9 (223)

donde (2.21) es consecuencia de Z € D¥ y (2.22) y (2.23) se deducen de ser
Tr; € D;-“ N Vi. Esto prueba la e-dominancia de z}; para la segunda componente de
la funcidén objetivo.

Por otra parte, segin el Lema 2.16, existe & € [z}, %] N C¥ C S. Por la convexidad
de la funcién objetivo se tiene que:

Ti(z3) < Th(2) < Ta(3)
Como el punto z}; es el minimo de T; sobre C’;-“, se deduce que:

Ti(zy;) < Ti(2) < Th(3)

por lo que Ty (z};) < T1(Z) + . 0
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Paso 4.- Obtener un conjunto e-dominante para la regién de Voronoi V;, con | # k.
Supongamos que V; N S # (} y consideremos el problema,

(P) min {71 (z) : z € fr(V;N S)}

el cual posee solucién 6ptima finita, por ser la funcién objetivo continua y el conjunto
factible compacto. Teniendo en cuenta que fr(V; N S) estd formado por arcos de
coénica, para cada uno de los cuales puede obtenerse una parametrizacién d.c., la
solucién 6ptima de (P;) puede encontrarse resolviendo un mimero finito de problemas
de optimizacion d.c. unidimensionales. El siguiente resultado prueba que cualquier
solucién éptima de (P,;) e-domina a todo punto de V; que no se encuentre més alejado
de R; que ella.

Proposicién 2.18 Para | # k, sea x} una solucidn dptima del problema (P) y
E, = {z €V, :dgr(z,R) <dr(z},R)}. Entonces, dado ¢ = (e1,e5) € R%, x}
e-domina a todo punto Z € E;N S.

Demostracién. Seaz € EENS C ViNnS. Por ser 25 € V4, NS, se tiene que
z} ¢ int(V, N S) y, en consecuencia, [z}, ] N fr(V; N S) # 0.
Dado % € [z, Z] Nfr(V; N S) se tiene, por la convexidad de la funcién objetivo y la

optimalidad de xj, que:
Ti(zg) < Ta(z) < Ta(®)

Teniendo en cuenta que z; es el minimo sobre fr(V; N S) se deduce que:
Ti(z;) < Tu(#) < Th(3) (2.24)
Por otra parte, dado que £ € E; C V] se tiene, por definicién de Fj, que:

min dR(.’E;‘,Rz) = dR(CL'T,Rl) Z dR(f,Rl) =1r<ni<n dR(.’Z‘, Rz)

1<i<m

(2.25)

De (2.24) y (2.25) se deduce que zj e-domina a % (cualquiera que sea e € R%). O

A continuacién se analizard la obtencién de un conjunto e-dominante para los
puntos de (V; \ E;) N S. De igual forma que en el caso de la regién de Voronoi Vj,
dado € = (&1, 5) € R3, se considera la sucesién {r; }=¢ definida de forma recurrente
como

TOZdR(x7>Rl) T =Tj-1+ & j€eN
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asi como los conjuntos

C: = {zeR®:dg(z,R) =r;}

D; = {zeR?:r; <dgp(z,R) <Tjn}
La region R; estd delimitada por segmentos rectos y arcos de circunferencia, de
donde se deduce que C; puede expresarse como la unién de un mimero finito de
estos elementos. Por otra parte, al ser S acotado, puede asegurarse la existencia
de un subindice J; € N de tal forma que el conjunto (UJ'S 7 D;) NV, NS recubre
(ViNE)NS.

Se tratard ahora de obtener un conjunto e-dominante para cada conjunto
D; NV,NS, j > 0. Teniendo en cuenta que un nimero finito de estos conjun-
tos recubren (V; \ E;) NS, se obtiene asi un conjunto e-dominante finito para este
dltimo. Para la determinacién de estos e-dominadores consideremos, para cada
indice j = 1,... , Jj, el conjunto C!, definido por:

Ct=((CI_,uCH N VinS) U (E(VinS)N D))
asi como el problema de optimizacién

(P}) min {T1 (x):z € C—';}

Ejemplo 2.19 La figura 2.7 muestra las curvas CZ, C7 y C%, asi como el conjunto
C? en trazo resaltado, para el problema considerado en el Ejemplo 2.12. O

El conjunto C_’} puede descomponerse en un nimero finito de arcos de cénica, ya
que C}_,, C%, fr(V}) y fr(S) verifican esta propiedad. Para cada uno de estos arcos
es posible obtener una representacién paramétrica d.c. (para simplificar la notacién,

se omitirdn los indices j y [ en su definicién):
7w 1t € [0,1) — Ayu(t) = (z4(t), yu(t)) u=1,... ,U]l-

La resolucién de (PF) equivale a la resolucién de un mimero finito U} de problemas
de la forma

min h(Dl('yl(Au(t) —a1)), -, Da(vn(Au(t) — an))) u=1,..., UJl.

tef0,1]
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Figura 2.7: Ejemplo de conjunto C';

Siguiendo el razonamiento empleado en el caso de la regién de Voronoi V}, la Proposi-
cién 1.12 permite obtener una descomposicién d.c. para cada componente de la
funcién objetivo de (2.26), quedando probado el siguiente resultado:

Lema 2.20 Para cada indicet=1,... ,nyu=1,..., UJ‘-, puede determinarse una

descomposicion d.c. de la funcion
Giu(t) = Di('Yi(Au(t) - ai)) te [07 1]

De nuevo, si la funcién h es tal que permite obtener una descomposicién d.c. para
el resultado de su composicién con las funciones G}, de la proposicién anterior, se
tendra una descomposicién d.c. para la funcién objetivo de (2.26), por lo que una
solucién 6ptima de (le) podré obtenerse resolviendo un nimero finito de problemas
de optimizacién d.c. unidimensional, en los que la funcién objetivo presenta una
descomposicién d.c. conocida. En particular, haciendo uso de la Proposicién 1.15 se
tiene:

Proposicién 2.21 Supongamos que h es una norma mondtona. Entonces, una
solucion dptima de (PJ’) puede obtenerse a partir de la resolucion de un nimero
finito de problemas de optimizacidn d.c. unidimensional, para los cuales se dispone

de una descomposicion d.c. de su funcidon objetivo.
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En adelante, zj; denotard una solucién éptima del problema (P)).

Al igual que en el caso de la regién de Voronoi Vi, comenzaremos con un lema que
desempefiara un papel importante en la determinacién de un conjunto e-dominante

para los conjuntos D:.

Lema 2.22 Para todo Z € D:_,NV,NS, j > 1, se verifica que [z5, Z] N Ci#0

Demostracién. Dado Z € D}_; NV, NS, se tiene fr(V, N S) N{z5,z] # O ya que
zf ¢ int(V; N S). Sea g € fr(Vin S) N [z}, ]; si § € Di_,, se sigue inmediatamente
que § € C}, por lo que supondremos § ¢ D’_;.

Se probard a contimuacién que (Ci_, UCH) N [Z,§] # 0. En efecto, por ser y ¢ D._,,
se tendrd que verificar dg(y, Ri) < rj_1 0 dr(g, Ri) > r;; teniendo en cuenta que T €
D;_l deber4 existir, por continuidad de la distancia, un punto z € [z, §] verificando
dr(z, R) = rj_1 0 dr(z, R) =}, es decir, (C}_; UC}) N[z, 7] # 0.

Consideremos el problema de optimizacién
min {|jz - 2|, : = € (CL_, UCLUR(VN ) N [z, 7]} (2.27)

que posee solucién 6ptima finita, por ser la funcién objetivo continua y el conjunto
factible compacto y no vacio. Sea § una solucién 6ptima de este problema, que
verificarda § € V, N S. En efecto, por ser € VNS y S robusto, si g ¢ ViNS
debe existir un punto u € fr(V; N S)) N [Z,§] a menor distancia de T que §, lo cual
contradice el hecho de ser § solucién éptima de (2.27).

Si § € C!_, UC!, se deduce inmediatamente que § € C}, quedando probado el
resultado. Por tanto, supongamos § ¢ le-_l U C';, por lo que, segtin la definicién de
7, se tendra g € fr(V;N S).

A continuacién se probaré que § € D!_;. En efecto, si § ¢ D}_,, deberd verificarse
dr(§, Ri) < rj-1 0 dr(y, Ri) > r;. Supongamos dg(7, R;) < r;_1; teniendo en cuenta
que 7,1 < dg(Z, R;), por continuidad de la distancia se deduce la existencia de
z € Cl_; N[z, §). Este punto z es factible para el problema (2.27) y mejora el valor
objetivo proporcionado por 4, lo cual supone una contradiccién. La demostracion
es analoga en el caso en que dg(§, Ry) > r;j.

Por tanto, § € fr(V;N S) N Di_, C C}, concluyendo la demostracién. O

A continuacién se presenta un resultado que permite determinar un conjunto
e-dominante para todos los puntos factibles de V} que se encuentren a una distancia
de R; comprendida entre r;_; y ;.
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Proposicién 2.23 Dado € = (e1,€2) € R% y j > 1, el punto zj; e-domina a todo
punto T € Dé_l Nnvins.

Demostracién. Dado & € Di_,NV;N S se tendra:

min dR(.'f',Ri) = dR(Ii,Rl)

1<i<m
S T (228)
= Trj-1+¢&
< dR(.’ETj, Rg) + &9 (2.29)

donde (2.28) es consecuencia de £ € D¥ ; y (2.29) y (2.30) se deducen de ser
zf; € Di_; NVi. Por tanto, Ty(z};) > To(Z) — €2. Esto prueba la e-dominancia de
zj; para la segunda componente de la funcién objetivo.

Por otra parte, segin el Lema 2.22, existe £ € [z}, %] N CF C S. Por la convexidad
de la funcién objetivo se tiene que:

Ti(z5) < Th(2) < Th(E)
Como el punto zj; es el minimo de T} sobre C_'Jl-, se deduce que:

Ti(z;) < Ta(@) < Tai(2)
por lo que 71 (z};) < T1(Z) + €1, cualquiera que sea £; > 0. a
Paso 5.- Suprimir soluciones e-dominadas del conjunto obtenido en las etapas
anteriores. En este paso se tratari de eliminar del conjunto S* aquellos puntos

que estén dominados por algiin otro elemento de este conjunto perteneciente a una
regién de Voronoi distinta. Para ello puede utilizarse el siguiente esquema:

1. Ordenar los elementos de S* segiin valores crecientes de 77.

2. Recorrer la lista y eliminar aquellos puntos z} que presenten un valor objetivo
T, menor o igual que su predecesor, es decir, si To(z}) < Tp(j_;) se elimina
z; de la lista.

A modo de resumen, se muestra a continuaciéon una descripcién esquemética del
algoritmo.
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Algoritmo 2.24

Paso 0.- Inicializacién

0.1.- Hacer S* := 0.

0.2.- Elegir 5 > 0.

Paso 1.- Resolucién del problema determinado por el primer objetivo
1.1.- Determinar z}; € argmin{T;(z) : z € R%}.

Paso 2.- Construccién del diagrama de Voronoi de A~

2.1.- Construir el diagrama de Voronoi V(A~) = {V;}~, asociado a las regiones R;.
2.2.- Determinar una regién de Voronoi V; tal que zj € Vi.

Paso 3.- Obtencién de un conjunto e-dominante para Vj

3.1.- Si z{; no es factible:

8.1.1.- Hacer Vy41 :=ViNS, V(A7) = V(A )U{Vns1}, N:=N+1

3.1.2.- Ir al Paso 4.

3.2.- Hacer r¢ := dg(z}, Ri)

3.3.- Repetir para 7 =0,1,...

3.8.1.- Hacer 141 := 1 + €.

3.3.2.- Hacer . 9
C; = {r € R?: dg(x, Ry) = 13}
D;? = {z€R?:r; <dg(x,Ri) <Tj41}
Gk = (CENVenS) U (fr(VinS)N DY)

3.3.8.-Si Ck =0, ir al Paso 4.

3.8.4.- Determinar zi; € argmin{7i(z) : z € Ck}

8.3.5.- Hacer S* := S* U {zj;}

Paso 4.- Obtencién de un conjunto e-dominante para Vj, con [ # k
4.1.- Repetir paral=1,... ,N,l #k

4.1.1.-8iV;NS =0, pasar a la siguiente iteracion.

4.1.2.- Determinar z; € argmin{Ti(z) : z € fr(V,NS)}

4.1.3.- Hacer S* := S* U {z}}.

4.1.4.- Hacer 1o := dg(z}, Ri).

4.1.5.- Repetir para j =1,2,...

4.1.5.1.- Hacer rj :==1;_1 + €5.

4.1.5.2.- Hacer Ct:= ((C}_,UCH) N VinS) U ((V,nS)n D)
4.1.5.8.- Si CF =, ir al Paso 5.

4.1.5.4.- Determinar «j; € argmin{Ty(z) : z € C}}
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4.1.5.5.- Hacer $* := S* U {x};}

Paso 5.- Depuracién del conjunto e-dominante

5.1.- Ordenar los elementos de S* segiin valores crecientes de 7.

5.2.- Recorrer S* y eliminar aquellos puntos z} € S* tales que T5(z}) < To(z]_).

A continuacién se muestran dos ejemplos de aplicacién del algoritmo propuesto.

Ejemplo 2.25 Se considera la obtencién de un conjunto e-dominante para el pro-
blema expuesto en el Ejemplo 2.12, tomando €5 = 1. Como ya se indic6 con ante-
rioridad, la solucién 6ptima del problema de Weber sin restricciones corresponde al
punto x5 = (2.6030,0.6673), por lo que ro = 1.6030.

Con objeto de simplificar la descripcién de los subproblemas que aparecen en la

distintas etapas, se utilizara la siguiente notacién:

e Seg(Py, P») : Segmento recto de extremos P; y P».

e Cir(C, Pi, Py) : Arco de circunferencia con centro C, de extremos P; y P en

el sentido de las agujas del reloj.

e Par(Py, P,) : Arco de pardbola con foco (5,0) y directriz z = 1, de extremos
Py b

Continuando con la regién de Voronoi V;, para r; = 2.6030, el conjunto C~'11 resulta
ser la unién de los siguientes arcos:

Seg(AlaAZ) CiT(ClyA37A2) Seg(A31A4) O’i’f'(Cg,A5,A4)
Seg(As, As) Cir(C3, Az, As) Seg(Asg, Ag) Seg(Ag, A7)

siendo

(—1.0000,1.0000) C, = (1.0000,1.0000)  Cj = (1.0000, —1.0000)
= (—2.0000,4.4614) A, = (—2.0000,3.4032) As = (—1.0000, 3.6030)
A4 = (1.0000, 3.6030) = (3.3854,2.0417)  Ag = (3.7166, 3.3667)
A7 = (3.3854, —2.0417) Ag = (2.6660,—3.0000) Ag = (3.6250, —3.0000)

La resolucién de P! proporciona como solucién éptima x} , = (3.3854,2.0417).

Para r5 = 3.6030, el conjunto C~’21 queda definido por:

Seg(Al,Ag) Seg(Az,Ag) C’iT(Cl,A4,A3)
Seg(A4:A5) CiT(CZ)AGyAf)) Seg(Aﬁ’A7)
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siendo

C1 = (~1.0000,1.0000) C; = (1.0000,1.0000)  A; = (3.2776,5.0000)
Ay = (~2.0000,5.0000) Aj = (—2.0000,4.4614) A4 = (—1.0000,4.6030)
As = (1.0000,4.6030)  Ag = (3.7166,3.3667) A7 = (3.9981,4.4926)

La resolucién de P} proporciona como solucién 6ptima z}, = (3.7166, 3.3667).

Para r3 = 4.6030, el conjunto C~’§ queda definido por:
Seg(Ai, Az) Cir(Ch, Az, As3) Seg(As, A1)

siendo
C; = (1.0000,1.0000) A; = (4.1250, 5.0000)

Ay = (3.9981,4.4926) A = (3.2776,5.0000)
La resolucién de P} proporciona como solucién éptima 27 ; = (3.9981, 4.4926).
La regién Vi queda de esta forma totalmente cubierta, por lo que consideramos ahora

la regién V;. La frontera de V; N S viene dada por los siguientes arcos de curva:

Seg(A1, A3) Seg(Az, A3) Seg(As, Ag)
Seg(As, As) Seg(As, As) Par(As, A1)
siendo

A; = (3.1250,1.0000)  Ap = (4.1250,5.0000) Az = (8.0000, 5.0000)
Ay = (8.0000, —3.0000) A5 = (3.6250, —3.0000) As = (3.125, —1.0000)

La solucién éptima del problema de Weber sobre fr(V, N S) corresponde al punto
3 = (3.0368,0.5427), por lo que vy = 2.0368

Para r; = 3.0368, el conjunto C? queda definido por:

Seg(Al,Ag) Ci'r’(C, AQ,Ag) Seg(Ag,A4) PCLT'(A4,A5)
Seg(A5, AG) Cir(C, AG, A7) Seg(A7, Ag) CiT(C, Ag, Al)
siendo

C = (5.0000,0.0000) A; = (8.0000, -0.4714) A, = (8.00000,0.4714)

A = (3.5408,2.6632)  Ag = (3.0368,0.5427)  As = (3.0368, —0.5427)
Ag = (3.5408, —2.6632) A7 = (4.5285, —3.0000) Ag = (5.4714,—3.0000)

La resolucién de P? proporciona como solucién éptima x5, = (3.0368, 0.5427).
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Para r, = 4.0368, el conjunto C? viene definido por:

Seg(A1, Az) Cir(C, Ay, As) Seg(As, As) Cir(C, Ay, As)
Seg(As, Ag) Cir(C, As, A7) Seg(As, A7) Seg(As, Ag)
Cir(C, Ay, A1) Seg(Aio, A11) Cir(C, As, A11)
siendo

C = (5.0000,0.0000) A, = (8.0000,0.4714) A, = (8.00000, —2.7011)
As = (3.8417,3.8671) Ay = (3.5408,2.6632) A5 = (3.5408, —2.6632)
Ag = (3.6250, —3.0000) A7 = (4.5285, —3.0000) Ag = (5.4714, —3.0000)
Ag = (7.7011, —3.0000) Ajo = (8.0000,2.7011) A1 = (8.0000, —0.4714)

La resolucién de P§ proporciona como solucién éptima x5 , = (3.5408,2.6632).

Para r3 = 5.0368, el conjunto C? viene definido por:

Cir(C, Ay, As) Seg(As, As) Cir(C, As, Ayg) Seg( Ay, As)

Cir(C, As, Ag) Seg(Asq, A1) Seg(Az, As) Seg(As, Ag)

Cir(C, Az, Ag)

siendo

C = (5.0000,0.0000)  A; = (8.0000,4.0459)  Ap = (5.6079,5.0000)
As = (4.3920,5.0000) Ay = (4.1145,4.9583)  As = (3.8417,3.8671)
Ag = (8.0000,—2.7011) Ay = (7.7011,—3.0000) As = (8.0000, —3.0000)
Ag = (8.0000,2.7011)

La resolucién de P§ proporciona como solucién 6ptima 3 ; = (3.8417, 3.8671).

Para r, = 6.0368, el conjunto C? queda definido por:

Seg(A1, A2) Seg(Asz, As) Cir(A1, As)
Seg(Aq, As) Seg(As, Ag) Cir(Aa, As)
siendo
C = (5.0000,0.0000) A; = (8.0000,4.0459) A, = (8.0000, 5.0000)
As = (5.6079,5.0000) A, = (4.3920,5.0000) As = (4.1250,5.0000)
Ag = (4.1145,4.9583)

La resolucién de P proporciona como solucién optima z3, = (4.1145,4.9583).
Con esto la regién V5 queda totalmente cubierta, por lo que se obtiene el conjunto
e-dominante que figura en la Tabla 2.6. a
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Punto T1 Tz

(2.6030,0.6673) 21.5870 1.6030
(3.3854,2.0417) 27.8219 2.6030
(3.7166,3.3667) 40.0567 3.6030
(3.9981,4.4926) 52.3034 4.6030
(3.0368,0.5427) 21.8935 2.0368
(3.5408,2.6632) 33.1183 3.0368
(3.8417,3.8671) 45.3731 4.0368
(4.1145,4.9583) 57.6055 5.0368

Tabla 2.6: Conjunto e-dominante (Ejemplo 2.25)

Ejemplo 2.26 Se considera el problema de localizacién de un servicio semi-repulsivo,
en el que el objetivo T} viene dado por la suma de los costos de transporte a los
puntos de demanda, siendo éstos proporcionales a la distancia euclidea. El conjunto
de elementos negativamente afectados por la instalacién del servicio estd forma-
do por 100 puntos, cuyas coordenadas figuran en la Tabla 2.7; se ha considerado
también un conjunto de 13 puntos de demanda, cuyas coordenadas y pesos aso-
ciados aparecen reflejados en la Tabla 2.8. Su disposicién en el plano, asi como el
diagrama de Voronoi correspondiente a los puntos negativamente afectados, pueden
ser observados en la Figura 2.8.

La aplicacién del algoritmo descrito con anterioridad, tomando €; = €2 = 0.5,
proporcioné un conjunto e-dominante formado por 39 puntos, cuyas coordenadas
y valores objetivo se recogen en la Tabla 2.9. Dicho conjunto de puntos aparece
también representado en las Figuras 2.9 (coordenadas de los puntos) y 2.10 (valores
objetivo).

La implementacién computacional del algoritmo, a partir de la cual se han
obtenido estos resultados, ha sido realizada en lenguaje C++, y en ella se ha hecho
uso de la libreria de objetos LEDA (Library of Efficient Data types and Algorithms),
[83, 84, 85] , desarrollada por el Instituto Max Plank de Informatica. O

Péagina 99



Capitulo 2. Localizacion de un Servicio Semi-Repulsivo

Puntos repulsivos

(5,17)
(12,76)
(22,65)
(26,67)
(41,60)
(50,63)
(63,37)
(70,37)
(75,58)
(84,92)

(5,54)
(13,20)
(23,31)
(27,52)
(42,25)
(52,89)
(65,12)
(70,44)
(77,54)
(87,49)

(7,14)
(15,10)
(23,38)
(28,70)
(43,12)
(54,8)
(66,89)
(70,54)
(77,93)
(89,36)

(7,61)
(17,10)
(23,49)
(31,44)
(46,63)
(55,95)
(67,79)
(70,57)
(79,41)
(89,38)

(7,67)
(18,91)
(23,72)
(34,82)
(48,11)
(56,91)
(67,83)
(71,17)
(79,53)
(90,71)

(8,14)
(19,37)
(23,95)
(36,58)
(49,34)
(58,69)
(69,18)
(71,42)
(80,38)
(90,84)

(8,20)
(20,33)
(24,18)
(37,25)
(49,51)
(58,93)
(69,81)
(71,53)
(81,21)
(92,9)

(9,42)
(20,53)
(24,77)
(38,61)
(49,57)
(59,60)
(70,6)
(72,56)
(81,69)
(93,23)

(9,74)
(21,58)
(25,45)
(40.,9)
(50,52)
(62,70)
(70,12)
(74,79)
(83,53)
(93,75)

(11,76)
(21,92)
(26,40)
(41,12)
(50,54)
(62,79)
(70,25)
(74,95)
(83,56)
(94,47)

Tabla 2.7: Conjunto de puntos repulsivos (Ejemplo 2.26)

P, w; P; w;
(2527) 1 || (30,20) 1
(31,31) 1 | (3227) 1
(34,31) 1 || (35,22) 1
(36,41) 1 || (37.43) 1
(38,35) 1 | (39,29) 1
(40,29) 1 | (45,33) 1
(90,70) 12

Tabla 2.8: Puntos atractivos y

pesos asociados (Ejemplo 2.26)
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N ANSLN A

L NS

F AN

Figura 2.8: Regién Factible y Diagrama de Voronoi (Ejemplo 2.26)
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Ei T1 T2 Ei Tl T2

41.622,41.919) 839.679 10.824 | (41.957,42.500) 839.717 11.039
56.043,22.304) 984.539 13.653 || (56.846,23.308) 973.671 13.262
56.869,23.361) 973.040 13.233 || (57.100,23.901) 966.700 12.946
57.285,24.331) 961.783 12.733 || (57.554,24.959) 954.782 12.446
57.776,25.478) 949.172 12.233 | (57.814,27.036) 930.581 11.233
57.831,26.954) 931.608 11.298 || (57.948,26.410) 938.514 11.733
57.965,26.331) 939.541 11.798 || (58.105,26.103) 942.882 11.946
59.714,47.286) 815.611 10.798 || (60.464,49.000) 814.932 10.767
(60.650,49.217) 814.881 10.503 || (61.063,49.508) 814.790 10.003
(61.476,49.799) 814.703 9.503 | (61.890,50.091) 814.618 9.003
(62.304,50.384) 814.536 8.503 || (62.719,50.678) 814.457 8.003
(63.135,50.973) 814.380 7.503 |} (63.552,51.269) 814.306 7.003
(79.652,62.599) 812.571 6.542 || (79.830,62.698) 812.561 6.410
(80.310,62.240) 812.841 6.795 || (80.428,63.118) 812.523 5.910
(86.114,67.237) 812.198 5.410 || (86.151,67.071) 812.231 5.500
(
(
(
(
(

N TN TN TN TN N N S

86.458,67.471) 812.182 5.000 | (86.871,67.766) 812.162 4.500
87.286,68.062) 812.142 4.000 || (87.703,68.359) 812.122 3.500
88.123,68.659) 812.103 3.000 | (88.550,68.963) 812.083 2.500
88.987,69.275) 812.064 2.000 || (89.449,69.605) 812.043 1.500
90.000,70.000) 812.019 1.000

Tabla 2.9: Conjunto e-dominante y valores objetivo (Ejemplo 2.26)
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Figura 2.9: Conjunto e-dominante (Ejemplo 2.26)
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14
12+ oo

101

T

300 20 810 860 880 900 920 940 960 980 1000
T

Figura 2.10: Comparacién de objetivos sobre el conjunto

e-dominante (Ejemplo 2.26)

Pagina 104



Capitulo 3

Localizaciéon de un Servicio fuera de

la Red de Transporte

3.1 Introduccién

Los modelos de localizacién sobre redes, [31, 77}, tratan el problema de encontrar la
ubicacién éptima de servicios cuando, tanto los posibles usuarios como el conjunto de
puntos admisibles para establecer los servidores, forman parte de un grafo; éste, por
lo general, representa algiin tipo de red de comunicaciones ya existente. Asi, en el
problema de localizacién de un tinico servicio, se pretende encontrar la ubicacién en
el grafo de un servidor que haga minima alguna funcién de los costos de transporte
a los distintos usuarios.

Sin embargo, cuando el servicio que se pretende instalar ejerce algin tipo de
efecto perjudicial sobre el conjunto de residentes, la limitacién de las posibles ubi-
caciones del nuevo servidor a los puntos del grafo es, cuando menos, cuestionable,
especialmente si se tiene en cuenta que, en muchas ocasiones, los elementos afectados
negativamente se encuentran sobre la propia red o en sus proximidades. Un enfoque
realista del problema llevaria a considerar la posibilidad de ubicar el nuevo servicio
fuera de la red de transporte. Asi, en [34], Drezner y Wesolowsky consideran el
problema de encontrar un punto en el interior de una red planar, cuyos arcos vienen
dados por segmentos rectos, de tal modo que se maximice la distancia (euclidea)
ponderada entre el punto y los nodos y arcos de la red; este modelo sélo considera
el caracter repulsivo del servicio, ignorando por completo los costos de transporte,
situacién que dificilmente se producira en la practica.
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Capitulo 3. Localizacién de un Servicio fuera de la Red de Transporte

Los modelos que consideren la posibilidad de ubicacién fuera de la red, deberan
tener en cuenta, ademds de los costos de transporte sobre la red y los derivados
del efecto repulsivo, los costos de construccién y posterior uso del enlace que una
la red existente con el nuevo servidor. En esta linea, Erkut propone en [37] un
modelo de localizacién cuyas variables de decisién son, precisamente, la ubicacién
del nuevo servicio y el punto de la red de transporte del cual partira la via de enlace
con el servidor. En este modelo, en el que no se considera el caracter repulsivo del
nuevo servicio, el conjunto de posibles ubicaciones del servidor es finito, por lo que

el problema puede resolverse de forma enumerativa.

En el modelo de Erkut aparecen involucradas dos medidas de distancia diferentes:
por una parte, la distancia de viaje sobre la red y, por otra parte, la distancia
euclidea sobre el enlace con el nuevo servidor. No es frecuente en la literatura sobre
Localizacién la aparicién de trabajos con esta caracteristica. Otro ejemplo puede
encontrarse en [8], en el que se consideran regiones planas, sobre las que se utiliza
la norma L, y componentes de una red, haciendo uso en este caso de la distancia

de viaje en el grafo.

En las paginas que siguen a continuacién se considerara el modelo propuesto por
Erkut, pero suponiendo que el conjunto de posibles localizaciones para el servidor
es un conjunto robusto arbitrario de R%. Se asumird también que el nuevo servicio
ejerce un efecto repulsivo, cuyo costo social es combinado con los costos de transporte
mediante una funcién de utilidad lineal.

Tras un estudio sobre la existencia de soluciones 6ptimas en el caso general,
se trata en profundidad la existencia y localizacién de soluciones para el problema
con decaimiento lineal en el efecto repulsivo; en particular, si la distancia que se
considera sobre el plano es la euclidea y la regién factible es poligonal, se prueba que
una solucién éptima puede determinarse resolviendo un nimero finito de problemas
de optimizacién d.c. unidimensional. La resolucién de estos problemas se realiza por
medio de un algoritmo de ramificacién y acotacién, para el que se proponen reglas de
acotacién y eliminacién de subproblemas que mejoran notablemente el rendimiento

computacional con respecto a las estrategias clasicas.

Pagina 106



3.2 Formulacién del modelo

3.2 Formulacion del modelo

4

Sea G un grafo conexo no dirigido, cuyos vértices representan el conjunto de puntos
de demanda, para los cuales resultara atractiva la localizacién en su proximidad del
nuevo servicio, y cuyas aristas modelizan la red de comunicaciones existentes. Por
otra parte, se considera la existencia de un conjunto de nicleos de poblacién, para
los cuales el nuevo servicio tiene la consideracién de repulsivo o peligroso.

El objetivo que se persigue es determinar la localizacion del nuevo servicio, de tal
forma que el costo total derivado de la ubicacién elegida sea minimo. Atendiendo a
la distinta naturaleza de las instalaciones existentes, pueden establecerse dos costos
diferentes en el problema. Por una parte, el costo de transporte a través de la red de
comunicaciones desde el nuevo servicio hasta cada uno de los puntos de demanda,
usuarios del primero. Por otra, el costo social en que se incurrird al localizar el
nuevo servicio en las proximidades de los miicleos de poblacién existentes. El costo
total a minimizar seré, por tanto, suma del costo de transporte y el costo social a

que da lugar la nueva instalacién.

La localizacién del nuevo servicio no tiene por qué corresponder necesariamente
a un punto del grafo, sino que puede tratarse de cualquier punto perteneciente a un
conjunto arbitrario de R2. No obstante, si la ubicacién elegida no esta en el grafo,
sera precisa la construccién de una via de comunicacién que una ambos, por lo que
deberd tenerse en cuenta en el modelo el costo de transporte a través de esta via,

as{ como el derivado de su construccién.

La resolucién del problema no sélo debera proporcionar en este caso la localiza-
cién 6ptima del nuevo servicio, sino también el lugar del grafo mas adecuado para
la construccién de la via de enlace. Puede ocurrir que no todos los puntos del grafo
sean adecuados para ello, debido a factores geograficos, sociales, medio-ambientales
o de cualquier otra indole. Por esta razén, dentro de cada arista sélo se conside-
rard un subconjunto de posibles localizaciones para el punto de enlace, que estard

formado por la unién de segmentos cerrados contenidos en la arista.

Teniendo esto en cuenta, el modelo que vamos a considerar es el siguiente:

min f(F,T):= Y wed(a,T) + K |F=T| + ) ga(lF —al)
TeR acA+ acA” (3.1)

donde (véase la Figura 3.1)
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¢ S es un subconjunto robusto (es decir, S es la clausura de su interior), no vacio,

de R?, que representa el conjunto de posibles ubicaciones para el servicio.

e AT C R? es un conjunto finito no vacio de puntos de demanda, que correspon-
den a los nodos de un grafo conexo y no dirigido G = (A*, E), inmerso en R?,

cuyas aristas son segmentos rectos.

e R es un subconjunto de puntos de E, formado por la unién de un mimero
finito de segmentos cerrados contenidos en las aristas del grafo
R=J U [a, 5] con [a9,bP]ce Viel, VecE
eckE i€l,

El conjunto de puntos extremos de los segmentos que componen R se notard
V.

v="U U {5}

ecFE iel,
e F' es el punto de localizacién del nuevo servicio.

e T es el punto del grafo desde el cual se construird la via que enlazara el servidor
F con la red de transporte existente. ‘

® W, es un peso no negativo que representa el costo de transporte por unidad de
distancia para el punto de demanda a € A*.

e d(-,-) representa la distancia de viaje sobre el grafo.

e K es un peso no negativo que representa el costo de construccién y transporte
por unidad de distancia a través de la via de enlace, es decir, K = C +

2 acat W
e ||.]| es una norma cualquiera en R2.

e A~ C R? es un conjunto finito no vacio, que representa las coordenadas de los

micleos de poblacién, que se ven afectados negativamente por el nuevo servicio.

e g,:[0,4+00) — R es una funcién convexa, no creciente, que representa el efecto
negativo causado por el nuevo servicio sobre el micleo de poblacién a € A~
(|27, 38, 72}).

Obsérvese que el problema considerado equivale a aumentar el grafo con dos

nuevos nodos, uno de los cuales debe estar situado sobre una de las aristas existentes.
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Figura 3.1: Elementos del Modelo (3.1)

3.3 Existencia de soluciones 6ptimas

Si la regién factible S es un conjunto acotado, se tendra un problema de minimizacién
de una funcién continua sobre un conjunto compacto, por lo que existird solucién
6ptima finita.

Lema 3.1 Supongamos que S es acotado. Entonces el problema de localizacion
(3.1) posee solucidn dptima finita.

Si S es no acotado no puede garantizarse la existencia de solucién éptima para el
problema, (3.1). Los resultados que siguen a continuacién estin encaminados a la
determinacion de condiciones suficientes que permitan concluir si existe o no solucién
é6ptima del problema cuando S no es acotado. El siguiente resultado caracteriza la
existencia de solucién 6ptima en términos del comportamiento en el infinito de cierta

funcién relacionada con la determinacién de costos en el problema.

Lema 3.2 Supongamos que S es no acotado. Entonces, una condicion necesaria y
suficiente para que el problema (8.1) posea valor objetivo dptimo finito es

t%l_{rolo {Kt + aé‘;— ga(t)} > —00

Ademds, si el limite anterior es +00, existe solucidn dptima finita para (3.1).
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Demostracién. En primer lugar, observemos que el limite siempre existe (con
valor finito o infinito), puesto que la funcién que en €l aparece es convexa. Consi-
deremos una sucesién {F,} C S verificando lim || F,,|] = +oco. Teniendo en cuenta
que [|FLl| < |F,. — al| + ||a|, se verificard lim||F,, — a|| = 400 para todo a € A™.
Dado un punto a € A~, consideramos la celda de Voronoi B(a) correspondiente a
tal punto, dada por:

B@) = {Fes:||F - = max|IF - ol
Por ser A finito, existird un elemento @ € A~ y una subsucesién {F,, } C {F,} tal

que F,, € B(a) para todo k € N.

Los puntos F' € B(a) verifican que g,(||F — al}) < ¢u(||F — a||) para todo a € A™, ya
que ||F'—a|| > ||F — a|] y g es no creciente. Por tanto, fijado T; € R, se tendra
para cada punto F' € B(a)

f(F,Ty) = Z wad(a,To) + K ||F - To|| + Z 9a(IF — all)
a€At a€A~
> Y wed(,To) + K[|IF = al| = |To —all ] + 3 ga(IF - al)
a€ At acA~

= > wed(a,Tp) - K|To—al| + K[IF—all+ Y ga(IF —al)

acA+ a€A~
> min > wed(a,T) - K max [T — 4[| + K || F — a|| + Z_ 9 (|1 F —al))
acAt €A
En particular, la desigualdad anterior se verificard para los puntos de la subsucesién
{F,.}. Entonces, supuesto que limy ;o {K T4 Yaca- ga(t)} > —00, se tendra:

i (K Poc =+ 5 ) > —oc

de donde se deduce que limgtoo f(Fn,,To) > —oo. Como la acotacién establecida
no depende del punto Tj elegido, se tiene garantizada la finitud del valor objetivo
6ptimo. Ademads, si limgyyoo {Kt + Yaca- ga(t)} = +o00, se deduce del desarrollo
anterior que limgyoo f(Fh,, To) = +00, por lo que el problema tendra solucién 6ptima
finita.

Reciprocamente, razonando por reduccién al absurdo, supongamos que el pro-
blema (3.1) posee valor 6ptimo finito y que

Jim {Kt+ anA— galt)} = —o00
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Dado a € A~, consideramos la celda de Voronoi correspondiente a tal punto, dada
por:
V(@) = {F €5:||F—all = min ||F - aH}
a€A-
Por ser A finito, existird un elemento & € A~ y una subsucesién {F,, } C {F.} tal
que F,,, € V(a) para todo k € N.

Los puntos F' € V(a) verifican que g,(||F — él|) > g.(||F — al}) para todoa € A™, ya
que ||F —a|| < ||F —al| y ga es no creciente. Por tanto, fijado Ty € R, se tendra
para cada punto F' € V(a)

FIRT) = 3 wda,To) + K|IF =Tl + 3 gu(IF —al)

acAt aCA~

S Z wad(a': TO) + K “F - TO” + Z ga(”F - &.”)
a€AT acA~

< X wad(a, Do) + K[IIF = all + ITo —all | + 3 ga(ilF - all)
acAt a€A~

= Y wd(a,To) + K||F —all+ > ga(IlF —al)) + K ||To — afl

acAt acA~
Como consecuencia, todo punto F;, verificara:
[(FapyTo) < Y wad(a, To) + K || Fny, — all + D galll B — all) + K || To — @]
acAt acA~
Dado que lim ||F},, — @|| = +o0, se tendra, por hipétesis
lim {K ||Fp, —all + Y ga(llFn, —al))} = —o00
acA-

de donde se deduce que limgyioo f(Fn,,To) = —00 a

Un enfoque distinto para la demostracién de este resultado puede consultarse en
[13]. En este articulo se establece la relacién entre (3.1) y el problema de Weber con
atraccién y repulsién que se obtiene al fijar un punto 7' € R

min Ir(F) := K [|[F~T| + 3 ga(lIF - al)
a€A~

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para determinar si el
limite considerado en la caracterizacién dada en el Lema 3.2 es infinito. En lo

que sigue, g, (t) denotara la derivada a la derecha de la funcién convexa g,.
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Lema 3.3 Se verifica que:

. oq. ’ . —
(a) Si t%lfolo {K + GEZA_ ga+(t)} > 0, entonces t%lglo {Kt + GGEA; ga(t)} = 400

. . ! 3 —_— e
(b) Si t%l—go {K—i—anA_ ga+(t)} < 0, entonces t%l_:{)lo {Kt+ ag_ ga(t)} = —00

Demostracién. Por ser g, convexa, [103], la derivada a la derecha g, estd bien
definida, verificindose que g}, (t) es un subgradiente de g, en . Ademas, si notamos

h(t) = Kt+ ) ga(t)
a€A~

se tendrd que h es una funcién convexa que satisface b/, (t) = K + X aca- 9o, (1)

a) Por ser limy o A/, (t) > 0, debe existir M > 0 de tal forma que A/, () > 0 para
T+ + +
todo t > M. Fijado ty > M, la convexidad de h implica que:

h(t) > h(t()) + hg_(to)(t — t()) Vi>0

Dado que A/, (to) > 0, tomando limites (t T 4+o00) se verificard

lim h(t) = lim {Kt + ) ga(t)} = 400

tt+o00 tt+oo ecA-

(b) Por ser h convexa, se tiene que h/ (t) es creciente, de donde se deduce que
h! (to) < O para todo t; > 0; se tendrd, por tanto:

h(t) —
b (t) <0 = limM<0

tlto t— 1o
h(t) — h(to)

— 40

= Je&, > 0 tal que <0 Vte (to,to+€sy)

= 4 €ty > 0 tal que h(t) < h(to) Vte (to,to + Eto)

Por otra parte, al ser h convexa se verifica que h' (t) < R/ (t), [103], por
lo que A’ (tp) < 0 para todo ¢ty > 0. Empleando un razonamiento similar al
utilizado con h/_ se prueba la existencia de un valor g;, > 0 para el que se
verifica: ‘

h(t) > h(ty) ¥V t€ (to— e, to)
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Por tanto, la funcién h es estrictamente decreciente en ty para todo o > 0, de
donde se deduce

lim h(t) = lin.}o {Kt+ > ga(t)} = —00

tT+o00 th+ acA-

como se queria demostrar. O

Como consecuencia inmediata de los Lemas 3.2 y 3.3 se obtiene el siguiente resultado,
que establece condiciones suficientes para la existencia o no de solucién éptima en
término de las derivadas a la derecha de las funciones que miden el costo social de
localizacién.

Corolario 3.4 Supongamos que S es no acotado. Entonces:

(a) Una condicidn suficiente para que el problema de localizacidon (3.1) posea solu-

cion dptima finita viene dada por:

K+ li () >0
+ tTI-II-It;lo ag;_ ga+( )

(b) Una condicién suficiente para que el problema de localizacidn (3.1) posea solu-

cion tlimitada viene dada por:

: 1
K+ t#l_glo > g () <0

aCA~
Observacion 3.5 En el caso
K+ 1 ' (t)=0 3.2
+im, 5 gl (5

no puede realizarse ninguna afirmacién sobre la solucién del problema (3.1). Asi,
para AT = A~ = {a}, la Tabla 3.1 muestra diferentes funciones g, que conducen
a muy distintas situaciones en la resolucién del problema, y cada una de las cuales
verifica (3.2).

El siguiente resultado presenta una condicién suficiente para que el problema (3.1)
posea valor objetivo 6ptimo finito (o solucién 6ptima finita) basada en el compor-

tamiento en un punto de la derivada a la derecha de las funciones g,.
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ga(t) tTh-I’m"_>° {Kt + ;:_ Jda (t)} Solucién

—-Kt 0 Solucién 6ptima finita

Valor éptimo finito
et - Kt 0

(No alcanzado)

—In(l+¢t) — Kt —00 Solucién ilimitada

Tabla 3.1: Diferentes soluciones cuando se verifica (3.2)

Corolario 3.6 Supongamos que existe M > O para el cual se verifica

K+ Z Got (M) 20
acA~
Entonces, el problema de localizacion (8.1) posee valor objetivo dptimo finito. Mds
atn, si la desigualdad anterior es estricta, entonces eriste solucidn dptima finita
para (3.1).

Demostracién. Supongamos que M satisface K + ¥ ,ca- g, (M) > 0. Entonces,
teniendo en cuenta que la derivada lateral a la derecha g;, es creciente, por ser g,
convexa, los Lemas 3.2 y 3.3 garantizan que el problema (3.1) posee solucién 6ptima
finita.

Supongamos ahora que K + 3 ,c4- g, (M) = 0 y consideremos la funcién convexa
h definida por
h(t) = Kt+ 3 ga(t),
e€A-
que verifica bl (M) = K + Y c4- 9., (M) = 0. Por ser h convexa se tendra:

h(t) > (M) +H, (M)(t—M) = k(M) V t>0

Por tanto, la funcién h estd acotada inferiormente por A(M), de donde se deduce
que:

—o0 < lim h(t) = Jim {Kt+a§- galt)}

Aplicando el Lema 3.2 se tiene probado el resultado. O
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Observacién 3.7 La negacién de la condicién dada en el corolario anterior, es decir,

K+ )Y g, .(M)<0 VM>0
acA-
no es suficiente para garantizar que (3.1) posea solucién ilimitada, como podria
conjeturarse. Para comprobarlo, consideremos A~ = {a} y ¢,(t) = e7* — Kt, por lo
que se tendrd
K+g ,(M)=—-eM<0 VYV M>0

Sin embargo,
. T —t _
lim {Kt+ > ga(t)} = t#lgloe 0

t
THoo a€EA~

por lo que (3.1) tendra valor objetivo éptimo finito.

3.4 El caso lineal

En esta seccién se analizard un caso particular del Problema (3.1), en el cual la
intensidad del efecto negativo ejercido por el nuevo servicio decrece linealmente con

la distancia. Por tanto, el modelo considerado puede escribirse de la siguiente forma:

f fFT) =3 wad(a,T) + K |F-TI| = ) ¢ [IF -4
Fes a€AT a€A~ (3.3)

donde ¢, es un peso no negativo que representa la disminucién del efecto perjudicial
sobre el nicleo de poblacién a € A~ por unidad de distancia.

La hipétesis de decaimiento lineal proporciona un modelo mas simple y tratable
que el modelo general (en [27] puede encontrarse una motivacién). Como se vera a
continuacién, en este caso es posible obtener resultados mucho mas finos, en especial

en lo referente a la localizacién de soluciones 6ptimas.

No todos los servicios que pueden ser considerados en el modelo son igualmente
molestos o peligrosos. Algunos de ellos conllevan un alto nivel de peligrosidad o
rechazo social, que primara sobre el costo de transporte a los puntos de demanda
y el de construccién de la nueva via de enlace; tal puede ser el caso de las centra-
les nucleares o ciertas industrias quimicas. Otros, como hospitales o servicios de
bomberos, ejercen un nivel de molestia no demasiado elevado en comparacién con
los restantes costos.
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Teniendo en cuenta que los costos del modelo estén en relacién directa con los pe-
sos considerados, puede hablarse de diferentes niveles de repulsividad, dependiendo
de la relacién existente entre K y los pesos ¢,. En particular, diremos que un servi-
dor tiene un nivel de repulsividad alto cuando el costo K de transporte y construccion
es inferior al costo social derivado de su instalacidn, es decir, K < ¥ ,c4- ¢o- En
caso contrario, se considerard que el servidor presenta un nivel de repulsividad bajo.
Como se pondra de manifiesto posteriormente, el problema considerado presenta un
comportamiento muy diferente dependiendo del valor de K — 3 c4- @a- Por este

motivo, ambos casos seran tratados por separado.

3.4.1 Localizacién de un servidor con nivel de repulsividad
bajo

Consideremos el problema de localizacién (3.3) cuando el servicio que se pretende
instalar presenta un nivel de repulsividad bajo, es decir, K > 3,4~ @q; en adelante,
este problema se denominarsd (PRB). Los resultados que se consideran en primer
lugar proporcionan condiciones suficientes para que el problema presente solucién
6ptima finita.

3.4.1.1 Existencia de soluciones

Los resultados sobre la existencia de soluciones en el caso general son particulari-
zados para el problema (PRB) y completados con el estudio del caso particular

K =¥ ,ca- ¥a, cuyo comportamiento no puede deducirse del modelo general.

El lema que se enuncia a continuacién es un caso particular del teorema de la
mayoria para el problema de Weber con atraccién y repulsion, [96].

Lema 3.8 Supongamos R C S y K = ¥ ca- @a- Entonces, dado T € R, el punto
F* =T es solucion dptima del problema

min Pp(F) =K |F=T|| = 3 va [|F - af

a€EA~

El siguiente resultado resume nuestro conocimiento sobre la existencia de solu-

ciones para el problema con un nivel de repulsividad bajo.
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Proposicion 3.9 Se verifica:
(a) El problema de localizacion (PRB) posee valor objetivo dptimo finito.

(b) Supongamos K > Y ,ca- ¢a- Entonces el problema (PRB) posee solucion
dptima finita.

(c) Supongamos K = Y ,ca- @a. Entonces, si R C S o S es acotado, eziste
solucion dptima finita para el problema (PRB).

Demostracién. El apartado (a), para K > Y ,ca- ©a, ¥ €l (b) son consecuencia
inmediata de los Lemas 3.1 y 3.2. Supongamos que K = Y ,c4- @a; dados FF € S'y
T € R se tendra, como consecuencia de la desigualdad triangular que:

FET) = O wedla, T)+K|F-T|l— Y wallF —all
acAt acA—
> 3 wad(a,T)-}—K[llFH ITI] = 3 @a[IF] + lal]
acA+ a€A—
= Z wad( K”T” Z ‘Pa“a’”
acAt a€A~
> min wed(a,T) — K I%lg;zcl|T|| - Z wallall
acAt a€A~

de donde se obtiene una cota inferior para el valor 6ptimo. Con esto queda probado
el apartado (a) cuando K = ¥ ,c4- @,. Ademss, si R C S, el Lema 3.8 asegura la
existencia de una solucién éptima, que serd de la forma (7*,7*),con T* € R. O

Observacion 3.10 En el caso K = Y ,c4- @q, €l valor objetivo éptimo puede no
alcanzarse si S es no acotado y R ¢ S. Por ejemplo, considérese el problema de
localizacién (PRB) con S = {(z,y) € R2: y > 1/z ,z > 0}, AT = {(1,1),(2,0)},
we=1 VaeAt, A= ={(0,0)}, K =1, ¢, =1 y la norma euclidea (ver Figura
3.2). Fijado el punto Ty = (2,0), se considera el problema de optimizacion

Iniy 9(F) = f(F,To) (3.4)

cuya funcién objetivo, para F = (z,y), viene dada por:

9(@y) = V2+I(zy) - 2,0l - l(z,y) - (0,0)]
\/§+\/(a:—2)2+y2 - \/332+y2
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El vector gradiente de esta funcién en un punto (z,y) ¢ {(0,0), (2,0)} resulta ser

T —2 T y _ Y )
(e-22+y oty o2ty ety

verificindose Vg(z,0) =0 Vz € R,z # 0,2. Por otra parte, se tiene que

Vy(z,y) = (

g(z,0) = v2-2 Vz>2
9(z,0) = V2+2 Vz<0
g(z,0) = V2+2-2z Vzel0,2]

De lo anterior se concluye que {(z,0) : > 2} es el conjunto de soluciones 6ptimas
de (3.4). Dado que ninguno de estos puntos pertenece a la regién S, se sigue que
g(F) > v/2 — 2 para todo F € S. Ademss, la sucesién {F,:n €N} C S con
F, = (n,1) verifica que limpto g(Fn) = V2 — 2, de donde se deduce que el valor
objetivo 6ptimo del problema minpes g(F) es v/2 — 2, el cual no se alcanza.

Por otra parte, haciendo uso de la desigualdad triangular se obtiene la siguiente cota

inferior sobre S para la funcién f
F(FT)=V2+||F=T| - ||F| > V2 |T|>V2-2 VFeS VT eRT#T

de donde se deduce que el problema de localizacién (PRB) posee en este caso valor
6ptimo z* = v/2—2, el cual se obtiene para T* = (2,0) cuando F* recorre la frontera

de S alejandose del origen de coordenadas.
En particular, este ejemplo revela que la existencia de puntos comunes a R y S no
es suficiente para garantizar que se alcance el valor objetivo 6ptimo. O

Consecuencia inmediata de la proposicién anterior es el siguiente resultado:

Corolario 3.11 Supongamos S = R? 0 S acotado. Entonces, el problema de loca-
lizacion (PRB) posee solucion dptima finita.

3.4.1.2 Localizacién de soluciones

A continuacién se expondrdn algunos resultados relativos a la localizacién de solu-

ciones 6ptimas para el problema (PRB).

El concepto de visibilidad, [100, 56], desempefia un papel importante en la de-
terminacién de una solucién 6ptima del problema (PRB).
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o A ® A

Figura 3.2: El valor objetivo 6ptimo de (PRB) no se alcanza

Definicion 3.12 Un punto F € S se dice visible desde T € R si [T, F]N S = {F}
o bien [T, F] C S. En caso contrario, se dice que F no es visible desde T.

Como consecuencia inmediata de la definicién de visibilidad se obtiene el siguien-
te resultado.

Lema 3.13 Supongamos que Fy € S no es visible desde Ty € R. Entonces existe
un unico punto F € [Ty, Fy] N fr(S) visible desde Ty.

Demostracién. Sea U = [Ty, Fy] N fr(S), que es no vacio y compacto, y conside-
remos el problema de optimizacién minpcy ||F — To||. La funcién objetivo es lineal,
estrictamente monétona sobre [Ty, Fy], de donde se deduce la existencia de una tnica
solucién 6ptima F para el problema considerado. El punto F' es visible desde Ty,
pues en otro caso se concluiria la existencia de un punto F' € [Ty, F] N fr(S) distinto
de F, lo cual supone una contradiccién. (]

El siguiente resultado permitird obtener un subconjunto de S en el que se
encontrard una solucién éptima del problema.

Lema 3.14 Sean Fy € S y T € R. Entonces, para todo F € [T, Fy] se verifica que
f(F,T) < f(Fy,T) en el problema (PRB).

Demostracién. Dado F € [T, Fy] se tiene, como consecuencia de la desigualdad
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triangular, que:

f(Fo,T) = f(F,T) = K[|FR-T|—-|F-T|]-
=Y @ulFo—all - [F - al]

a€A~

= KIR-Fll- ¥ va[lFo - all - IF
a€cA~

> KR -Fll- ¥ valfo—F
a€A™

= IB-FI(K- ¥ @) 20
acA~

y, por tanto, f(Fy,T) > f(F,T). m

Una consecuencia directa de los Lema 3.13 y 3.14 es el siguiente

Corolario 3.15 Sean Fy € S, T € R y consideremos el problema (PRB).

a) Supongamos que T ¢ S. Entonces, existe F' € ftr(S), visible desde T, tal que

b) Supongamos que T € S. Entonces, f(T,T) < f(Fy,T).

Consideremos el problema de optimizacion (PRB) restringido a uno de los segmen-
tos de arista Lr que componen R.

(K > S 00) min f(F,T) (3.5)
R
Fes
Si Lg y S tienen puntos en comin, es posible determinar un conjunto de puntos

factibles que mejoran cualquier localizacién del servidor en el segmento Lg.

Lema 3.16 Sea Lg = [a,b] C R un segmento de una arista e € E y supongamos
LrNS # 0. Entonces, dado Ty € LrNS existe T € {a, b} tal que f(T,T) < f(To, To),
stendo

a =argmin ||z — a| b =arg min ||z — b||
rzESNLp z€SNLy
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Demostracion. La funcién

p(T) = Z Wa d(av T) - Z Pa ”T - a’” (3'6)
acA+ a€A- .

es céncava sobre Lg, pues Y ,ca+ wq d(a,T) es afin a trozos y céncava sobre cada

arista del grafo ([31],[39]). Por tanto, p(T") alcanzara su minimo sobre Lg NS en

un punto extremo del cierre convexo de Lr NS, es decir, en un punto de {EL, 5}

Teniendo en cuenta que p(T) = f(T,T) para todo T € Lg N S, se tiene probado el

resultado. O

La siguiente proposicién permite delimitar un subconjunto de la frontera de
S que, junto con los puntos extremos del segmento considerado, contendrd una

localizacién 6ptima para el servidor, supuesto que existe soluciéon éptima finita.

3

Proposicién 3.17 Sea Ly = [a,b] C R un segmento de una arista e € E y (Fy,Tp)
una solucion factible para el problema (3.5). Entonces, eziste una solucion factible
(F,T) tal que:

(1) F € fr(S)U ({a,b} N S)
(2) f(F,T) < f(Fo, To)
(3) F es visible desde T

Demostracién. Supongamos en primer lugar que Ty ¢ S. Aplicando el aparta-
do (a) del Corolario 3.15 se deduce la existencia de un punto F € fr(S) tal que
f(F,Ty) < f(Fy,To) y F es visible desde Tp. Supongamos ahora que Ty € S, por lo
que, en particular, Lg N S # 0. Segun el apartado (b) del Corolario 3.15 se verifica
que f(Ty,To) < f(Fo,Tp); el Lema 3.16 garantiza en este caso la existencia de un
punto T € fr(S) U ({a,b} N S) tal que f(T,T) < f(To,To). En cualquiera de los
casos se ha probado la existencia de una solucién factible que verifica las condiciones
pedidas. O

Observacién 3.18 Segiin se deduce de la demostracién anterior, dada una solucién
factible (Fy, Ty) con T € [a,b] NS, queda garantizada la existencia de otra solucién
factible, (T, T), con T € fr(S)U ({a,b} N S), y f(T,T) < f(Fo, To). O
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La proposicién anterior permite determinar un subconjunto de S que contendra
una solucién 6ptima de (PRB) en S, como se pone de manifiesto en los siguientes
corolarios.

Corolario 3.19 Sea Ly = [a,b] C R un segmento de una arista e € E y suponga-

mos que el problema (38.5) posee solucion dptima finita. Entonces existe una solucion
optima (F*,T*) de (3.5) tal que F* € fr(S)U ({a,b} N S) y F* es visible desde T*.

Corolario 3.20 Supongamos que el problema (PRB) posee solucion dptima fini-

ta. Entonces existe una solucion dptima (F*,T*) tal que F* es visible desde T y
F*efr(S)u(VnS).

Corolario 3.21 Supongamos que R = Uycg € y que el problema (PRB) posee solu-
cion dptima finita. Entonces existe una solucién dptima (F*,T*) tal que F* es
visible desde T* y F* € fr(S)U (At N S).

Un caso particular de interés se obtiene cuando se considera el problema no
restringido, es decir, S = R2. Los siguientes resultados proporcionan la localizacién

6ptima del servidor en esta situacién.

Proposicién 3.22 Supongamos S = RZ?. FEntonces eziste una solucion optima
(F*,T*) para el problema de localizacién (PRB) tal que F*=T* € V.

Demostracién. Sea (Fp,Tp) una solucién 6ptima del problema, cuya existencia
esta garantizada por el lema 3.9 y consideremos el segmento de arista [a,b] € E al
que pertenece el punto Tp; dado que S = R2, la Observacién 3.18 permite deducir
la existencia de una solucién 6ptima (T*,T*) con T* € {a,b} C V. O

Por tanto, la solucién 6ptima en el caso no restringido puede obtenerse evaluando

la funcién objetivo en cada uno de los puntos de V.

Corolario 3.23 Supongamos que R = U.cpe y S = R%. Entonces existe una solu-
cion dptima (F*,T*) del problema (PRB) tal que F* =T* € A*.

3.4.2 Localizacién de un servidor altamente repulsivo

Vamos a considerar ahora el problema de localizacién (3.3) en el caso en que el servi-

cio que se pretende instalar ejerza un efecto altamente negativo sobre los nticleos de
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poblacién. Segun se indicé anteriormente, tal situacién correspondera en el modelo
considerado a la relacién K < Y c4- ®,. Este caso particular del problema (3.3) se
denominaré en adelante (PRA).

3.4.2.1 Existencia de soluciones

Como consecuencia inmediata de los Lemas 3.1 y 3.2 se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.24 (PRA) posee solucion dptima finita si y sélo si S es acotado.

3.4.2.2 Localizacion de soluciones

En adelante se considerarad que el conjunto S es acotado, pues en otro caso el pro-
blema tiene solucién ilimitada. Dado un segmento de arista L de R, consideremos
la restriccién a ese segmento del problema de localizacion (PRA):

(K <Y ,ca- ¥a) min f(F,T) (3.7)

T€eLp
Fes

Observacién 3.25 El Lema 3.16 continia siendo valido para el problema de loca-

lizacién de un servidor con nivel de repulsividad alto.

La siguiente proposicién determina un subconjunto de S que contiene una locali-
zacion 6ptima para el servidor en el problema (3.7). La importancia de este resultado
reside en que permite limitar la bisqueda de ubicaciones 6ptimas a la frontera de S
y a los puntos extremos del segmento Lg; en él jugard un papel importante, junto
al concepto de visibilidad, el concepto de punto remoto, [100, 53]

Definicién 3.26 Un punto F € S se dice que es remoto con respecto a T € R st
el rayo con origen en T que pasa por F no contiene ningin punto de S mds alld de
F, es decir,

{(F+MF-T):2>0nS=0

Proposicién 3.27 Supongamos que S es acotado y consideremos un segmento
Lr = [a,b] C R en una arista e € E. Entonces eziste una solucidn dptima (F*,T*)
de (3.7) tal que F* € fr(S)U ({a,b} NS) y F* es visible o remoto con respecto a T™.
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Demostracién. Dados Fy € int(S) y T € Lg, con Fy # T, se consideran los rayos
T o= {T—}—)\(FO -T)y: x> O} y g = {T+)\(F0 -T): A< 0}, asi como la recta
r = r; Ury. Por ser S acotado, existirdn Fy, F, € r N {r(S) tales que Fy € [Fy, Fy).
Estos puntos pueden tomarse de tal manera que:

B = o8 e 17T B = it I T

Asi, F) es visible desde T' y F5 es remoto con respecto a 7.

Consideremos la funcién definida sobre R

9(N) = fT+MFR-T),T) =

= > wd(a,T)+ KN |Fo =Tl = Y @allT+XFo~T) - al
acAt acA~

y supongamos T' ¢ [Fy, F3), por lo que se verificard [Fy, F3] C rq; de aqui se sigue que
g es cémcava sobre [Fy, F5] y, por tanto, su minimo se alcanzard en un punto extremo
del segmento. En consecuencia, o bien f(F;,T) < f(Fy,T) o bien f(F3,T) <
f(Fo, T).

Supongamos ahora T € [F, F] y consideremos los segmentos Ly = 71 N [F, F3) y
Ly = o N [Fy, F). La restricciéon de g a estos segmentos da lugar a dos funciones
céncavas, 91 y gz, con g1(0) = ¢2(0); de aqui se deduce que el minimo de g puede
corresponder a un punto de la frontera de S (F; o F3), en cuyo caso estaria probado
el resultado, o al propio punto T' = L; N Ly,. Supongamos que el minimo de g se
obtiene para el punto T’ (A = 0); segtin el Lema 3.16, existe T* € fr(S) U ({a, b} N.S)
tal que

f@T7) < f(T,T) = g(0) < g(1) = f(Fo, T)

quedando probado el resultado. O

Consecuencia inmediata de este resultado son los siguientes corolarios, que especi-
fican un subconjunto de S que contiene una localizacién éptima para el servidor

cuando éste presenta un nivel de repulsividad alto.

Corolario 3.28 Supongamos que S es acotado. Entonces existe una solucion optima
(F*,T*) del problema (PRA) tal que F* € fr(S)U (VN S) y F* es visible o remoto
con respecto a T™.
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PRB PRA

Existe una solucién 6ptima (F*,T™) tal que
S acotado F*efr(S)Uu(VNS)
F* visible desde T* F* visible o remoto desde T*

Valor Objetivo Optimo Finito

S no acotado | Solucién Optima Finita si Solution Ilimitada

K> Yo 0a0RCS
Existe una solucién

S =R? éptima (T, T*) Solucién Ilimitada

tal que T* € V

Tabla 3.2: Resumen de resultados en el caso lineal

Corolario 3.29 Supongamos que S es acotado y que R = U.cpe. Entonces existe
una solucidon éptima (F*,T*) del problema (PRA) tal que F* € fr(S)U (AT NS) y

F* es visible o remoto con respecto a T*

La Tabla 3.2 resume los principales resultados obtenidos sobre la existencia y lo-
calizacién de soluciones 6ptimas en el caso de decaimiento lineal del efecto repulsivo.

3.5 El caso lineal con norma euclidea y region factible

poligonal

Segiin se ha puesto de manifiesto en los resultados precedentes, para la obtencién
de una solucién 6ptima sobre S del problema (3.3) basta considerar la frontera de
este conjunto, asi como los puntos extremos de los segmentos de R que pertenezcan
a S. Se obtiene como resultado un problema de optimizacién en dimension 2, cuyas
variables de decisién describen el recorrido a través de la frontera de S y de un arco
del grafo.

Si fr(S) admite una parametrizacion d.c. con descomposicién conocida, haciendo
uso de la Proposicién 1.15 puede obtenerse una representacién d.c. para la funcién

objetivo de (3.3), permitiendo el empleo de técnicas de optimizacién propias de este
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tipo de funciones, como, por ejemplo, el Algoritmo 1.18. No obstante, en el caso en
que S es poligonal y se utiliza la norma euclidea, la resolucién del problema puede

simplificarse ain mas, como se mostrara a continuacién.

Supondremos en adelante que la norma considerada en el modelo es la euclidea,
y que el conjunto S es una regién definida por la unién de un nimero finito de poli-
gonos, por lo que contimian siendo vélidos los resultados obtenidos con anterioridad.

De esta manera, la solucién 6ptima sobre S queda reducida a la resolucién de un
problema de optimizacién para cada uno de los segmentos que componen su frontera,
junto a la evaluacién de la funcién objetivo en los puntos de V' NS. Ademds, los
conceptos de punto visible y punto remoto permiten reducir el mimero de segmentos
de fr(S) que deben ser considerados: en el caso del problema (PRB), todos aquellos
que no sean visibles desde algin punto de R pueden ser descartados, en virtud
del Corolario 3.20; para el problema (PRA) podran descartarse los segmentos de
fr(S) que no sean ni visibles ni remotos desde algin punto de R. No obstante, los
problemas que se obtienen son aiin de dificil resolucién, a pesar de contar con una
estructura mds simple. Por ello, se analizara ahora una descomposicién de R que
permite obtener subproblemas maés sencillos, dotados de ciertas caracteristicas que

facilitan la obtencién de soluciones 6ptimas.

3.5.1 Localizacién de soluciones 6ptimas

La funcién que proporciona el costo de transporte sobre el grafo

&(T) = Z w, d(a,T)

acA+t

es afin a trozos y coéncava sobre cada arista (|31],[39},[44]). Ademas, presenta un
comportamiento afin en cada uno de los segmentos en los cuales queda dividida la
arista al considerar sobre ella los diferentes puntos de cuello de botella que puedan
existir (la determinacién de tales puntos puede realizarse de forma simple a partir
de la matriz de distancias entre los nodos del grafo, [28]). Esto origina una des-
composicién de E en segmentos cerrados sobre cada uno de los cuales la funcién ¢

es afin:

e= J[?,d\)] VecE (3.8)

jede
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Sea LI = [a{®, 5] C e uno de los segmentos de arista que componen el conjunto
R. La interseccién de este segmento con la particién de e dada en (3.8) origina una

. e, e ',
descomposicién de Lg ) en subsegmentos, en cada uno de los cuales ¢ es afin.

£ = U (i a0, )
Jj€Je
Por tanto, podemos suponer que el conjunto R esta formado por la unién de
segmentos cerrados contenidos en F, sobre cada uno de los cuales la funcién que
proporciona el costo de transporte sobre el grafo es afin. Esto da lugar a una des-
composicién de (3.3) en un conjunto de subproblemas mas sencillos, en cada uno de
los cuales se considera uno de los segmentos de R, donde ¢ es afin, y un segmento
de la frontera de S, que notaremos Lr y Lg, respectivamente:

(PLS,LR) };'Iel}}; f(F; T)
TeLp

Los resultados que siguen a continuacién permiten reducir la determinacién de la
solucién 6ptima de (Prg,r,) a la resolucién de cuatro problemas de optimizacién
escalar.

Definicién 3.30 Dado F € S, se dice que el punto Tr € Lgr es una s-proyeccion
de F' sobre el segmento Ly st se verifica

Tr € H(F) := arg min { 3 wed(a,T)+ K||F - TH}
Telr a€AY

Observacién 3.31 El conjunto H(F) es convexo y no vacio, ya que resulta de
la minimizacién de una funcién convexa sobre un conjunto convexo y compacto.
Ademss, el cardinal de este conjunto puede ser mayor que uno, como se pone de
manifiesto al considerar:

A+ = {(07 0)7 (11 0)} w(0,0) =1 FO = (27 0)
LR = [(07 0)) (17 0)] w(l,O) =0 K=1
La funcién objetivo de la definicién de H(F') resulta ser

Ewad(a,T)+K]|F0—T||:2 VTELR

acA+t

por lo que H(Fy) = Lg O
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Observacién 3.32 El problema de optimizacién (Pyg 1,,) puede expresarse de forma

equivalente como:

min f(F,T) = min { min { > wed(a,T)+ K ||F —T| } - > WallF—aH}

Felg FeLg TeLp

T€LR acAt a€A~
= min {{ " wed(a, Tr) + K ||F — T | } S %|1F~an}
€Ls acAt acA~
= min f(FTr)

siendo TF cualquier elemento de H(F), pues todos proporcionan igual valor objetivo,
ﬁjado F e Ls. O

La funcién ¢(T) = Y gca+ wad(a, T) es afin sobre el segmento Li = [T1, T3], por
lo que admitira una expresién de la forma ¢(T) = Ap~(T') + B para T' € Lg, siendo

p: Ae0,1]]— T+ A (T —T))

una parametrizacién de Lg. Sea r(Lg) la recta que contiene al segmento Lg y

consideremos la funcién dp definida sobre r(Lg) por:
dr(T)=A¢p " (T)+ B+ K| F-T| (3.9)
donde F' € Lg es un punto previamente fijado y
P:AER—TI+A(T2-TY)

una parametrizacién de r(Lg). Esta funcién es la extensién natural a r(Lg) de
p(T) = ¢(T) + K||F — T||. Siempre que no exista posibilidad de confusién, las
funciones

Ter(Lg) — A YT)+B+ K| F-T|

AeR  +— AMN+B+K|F— g0\

se notaran dr en ambos casos.

Definicién 3.33 Diremos que el punto F' € S es r-proyectable sobre la recta r(Lg)
si el problema mingre, ) dr(T) posee solucion inica. En tal caso, se llama r-

proyeccion de F' sobre r(Lg) ol punto

[Ir = arg min dp(T)

TET(LR)

El conjunto de puntos r-proyectables de Lg se notard P.(Lg).

Pagina 128



3.5 El caso lineal con norma euclidea y regién factible poligonal

Observacién 3.34 El ejemplo considerado en la Observacién 3.31, muestra que el
problema minpe,(z,) dr(T) de la Definicién 3.33 puede no tener solucién 1nica; en
este caso la funcién es constante sobre la semirrecta {z € R : 2 < 2}, donde alcanza

su minimo. Ademaés, si en este ejemplo se toma wg) = 2, se obtendria:

z+2 siz <2
dF(LL’):
3tr—2 siz>2

lo que prueba que el problema considerado puede no tener solucién. O

Observacién 3.35 Dado F € P.(Ls), la unicidad del minimo de la funcién convexa

dr sobre r(Lg) permite deducir las siguientes conclusiones:
e El conjunto H(F') se reduce a un unico punto 7Tr.
o Supongamos que [Ir € Lg. Entonces, [Ip = Tr.

e Supongamos que [Ip ¢ Lg. Entonces, Tr es un punto extremo de Lg.

Los resultados que siguen a continuacién van dirigidos a la obtencién de propie-
dades sobre el conjunto de puntos r-proyectables y algunas funciones relacionadas
con él, que seran de interés para la determinacién de soluciones 6ptimas. El primer
resultado describe el comportamiento de una determinada familia de funciones, a la
cual pertenece dr cuando el segmento Ly se encuentra contenido en el eje OX.

Lema 3.36 Dados nimeros reales A, B, K, py y p2, con K > 0, se considera la
funcion w : R — R definida por

w(z) = Az + B + Ky/(z — p1)? + 1}
FEntonces

(a) Si K > |A|, la funcién w presenta en R un dnico minimo global, que se alcanza

en el punto

TRk &

(b) Si K < |A|, la funcién w es estrictamente mondtona sobre R.
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(¢) Si K = |A|, la funcion w puede ser:

(c.1) constante sobre R, st K = A =0.
(c.2) estrictamente mondtona sobre R, sip, #0 y K > 0.

(c.3) constante sobre una semirrecta que tiene como extremo el punto p,, en la
que alcanza su minimo, y estrictamente mondtona fuera de ella, st p; =0
y K >0.

Demostracién. Consideraremos que K y A no son simultineamente nulos, por
ser trivialmente cierto el resultado en este caso. Supongamos en primer lugar que
py # 0; entonces, la funcién w es diferenciable en R y su derivada resulta ser:

K(.’E —pl)
(z —p1)? + 3

En el caso en que K < |A] es facil comprobar que la derivada w’ no se anula en

w'(z) = A+ (3.10)

ningdn punto. Por tanto, la funcién w es estrictamente monétona, lo cual prueba
(b) en el caso py # 0, asi como (c.2). Por el contrario, si K > |A| la derivada w’ se
anula unicamente en el punto

* . |p2|A
LY eyt

que corresponde a un minimo global de w, por ser convexa, quedando probado (a)

(3.11)

en el caso py # 0.

Supongamos ahora p; = 0; la funcién w es convexa y afin a trozos en tal caso, siendo
su derivada:

A+ K si z>p
w'(z) = (3.12)

A-K st x<p

Si K < |A|, w' tiene signo constante, siendo w estrictamente monétona, lo que
prueba (b) si p, = 0. En caso de ser K = |A|, del analisis de (3.12) se deduce que
w es constante sobre una semirrecta que tiene como extremo el punto p;, en la que
alcanza su minimo, y estrictamente monétona fuera de ella, quedando probado (c.3).
Por 1ltimo, w presenta un minimo global en p; en el caso K > |A], lo que prueba
(a) sip, =0. O

Fl resultado que sigue a continuaciéon permitird reducir el estudio de la funcién

dr al de una de las funciones de la familia considerada en el Lema 3.36.
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Lema 3.37 Dado el segmento Lg = [T1, T3], con Th = (t11,t12) y To = (ta1,t22), ¥
el punto F = (f1, f2) € Lg, se considera la transformacion 7 : R — R? definida
por 7(T) = (T —T1) M, siendo

1 [ tor —tin tia —ta
M:Z( ) A= |T-T

logg —t12 ty1 —Inn

Supongamos que la expresion paramétrica de la funcion dp sobre la recta 7(Lg) =
{Ty + \(T, — T1) : X € R} viene dada por dp(\) = AAN+B+K [Ty + M(T> — Th) — F|
con A € R. Entonces:

(a) La transformacion T es una isometria.
(b) Para todo T = Ty + MTy — T1) € r(LR) se tiene que 7(T) = (AA,0).

(¢) Para todo A € R se verifica que dp(\) = dx(\A) siendo
- = = ~ A - =2
F=(f,f)=F-T)M d?(t)zgt‘*‘B‘i’K (t=f1)>+ 2

Demostracién. La matriz M considerada es, evidentemente, la matriz de un giro;

por tanto, la transformacién 7 es composicién de una traslacién y un giro, de donde
se deduce (a).

Por otra parte, es inmediato comprobar que, para T = Ty + AM(T» — Ty) € 7(LRg), se
verifica 7(T) = (AA, 0) . Es decir, la recta r(Lg) se transforma por 7 en el eje OX

y, en consecuencia la imagen de Ly estara contenida en dicho eje.

Teniendo en cuenta que 7(F) = F, 7(T) = (AA,0) y que esta transformacién
conserva la distancia, se deduce que:

IT ~ Fl| = |7(T) —7(F)| = | (34,0) - F| = VOA - 7)) + 75’

de donde se sigue inmediatamente que dp()) = dr(AA). O

Observacién 3.38 El estudio de la funcién dr sobre la recta 7(Lg) es equivalente,
seglin el resultado anterior, al estudio de la funcién d}; sobre el eje OX. Si se

considera este dltimo, bastara invertir finalmente la transformacién 7 para obtener
conclusiones referidas a dp.
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Proposicién 3.39 Dado el segmento Lr = [T}, T3], con Ty = (ti1,t12) ¥y T2 =
(tQIatZZ)) Yy el p’U/thO F= (f13f2) € LS; sean

A = [T, T

M - 1 [ taa—tn tiz —ta
A

tog —ti2 o1 — t11

F = (71,72):(F—T1)M

y ¢(A) = AX + B la extension a la recta r(Lg) = {T1 + AT —T1) : A€ R} de la
funcion afin 3 ,c a+ wed(a, T') sobre Lg.

(a) Supongamos K < |A|/A. Entonces:

(0’1) P’r(LS) = w

(a.2) Para todo F € Lg, existe Tp € H(F) tal que Tr es un punto extremo de
Lpg.

(b) Supongamos K > |A|/A. Entonces:
(b.1) P,(Ls) = Ls y para todo F = (fi, f2) € Lg, se verifica que
C
HF = T1 + Z‘(TQ - Tl)
|f2l4

VRN = 22

(b.2) Supongamos que Lg estd contenido en uno de los semiplanos cerrados

siendo C = f, —

determinados por r(Lg).

(b.2.1) La aplicacion q definida sobre P,(Ls) por q(F) = Ilp, es afin.
(b.2.2) Supongamos que A = q7'(Lg) es no vacio. Entonces, la aplicacién
o:FeA—dp(llp) es afin.

Demostracién. Teniendo en cuenta la expresion paramétrica de 7(Lg), 1a funcién

dr puede expresarse como:

dr(\) = AN+ B+ K||Th + \M(Ty —T1) — F||
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Si se considera la transformacién 7 definida por 7(T) = (T — T1)M, el Lema 3.37
permite reducir el estudio de la funcién dp al de aquella otra definida sobre R por

- A — —
dr(t) = Xt + B+ K (t=F)) + 7
Sean Ty = 7(T1) y Ty = 7(T3), por lo que se tendra que T = (0,0) y T3 = (A, 0).

Segiin el Lema 3.36, si K < |A|/A, o bien no existe ningiin punto en R en el que
la funcién JF alcance su minimo, o bien no es 1nico; en cualquiera de los casos, no
existe la proyeccion fI—Is, por lo que tampoco existird IIr, quedando probado (a.1).
Ademss, la restriccién de JF al segmento determinado por 0 y A (imagen de Lg
por 7), alcanzard su minimo en un punto extremo, segin se deduce de tal lema.
Considerando dr, queda demostrada la existencia de un punto Tr € H(F) que es
un punto extremo de Lg. Por tanto, se ha probado (a.2).

Si K > |A|/A, el minimo de dg sobre R se alcanzara, segin el Lema 3.36, en el
punto

oo _ _ABas o [h[4
Kk —(ajap N VERA A

En tal caso, existe la proyeccién IIg, que vendra dado por la imagen inversa del

punto Il = (C,0) para la biyeccién 7, es decir:

1 [ taa—ta ta2—ti
Ip = 774(C,0)=(C, O)Z + (ta, t1o)

tig —taz to1 —tnn

tor — 1 tog — ¢
_ (t11+C 21 11,t12+C’ 22 12)

A A
Esto prueba (b.1). Por otra parte, la funcién ¢ considerada tiene como expresién:
_ fala/n 2L
FY\=T. — | =f - == FeP(L
q(F) fi K2 — (A/D)? f1 NG (Ls)

Bajo la hipétesis de (b.2), f, tiene signo constante; teniendo en cuenta, ademés, que
fi v f, son funciones afines de f, y f», se deduce el caricter afin de ¢, quedando
probado (b.2.1).

Consideremos ahora el apartado (b.2.2). Se probara que & : F € A — dx(IlF),
definida de manera ansloga a o para el problema resultante al aplicar la transfor-
macién 7, es una funcién afin de F = (f,, f,); dado que F es, a su vez, funcién afin
de F, y teniendo en cuenta que dr(I1p) = di(Il5), se tendrd probado (b.2.2).
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Sustituyendo las coordenadas de ﬁﬁ en la expresion de J—F— se obtiene:

L - Afr __ [FlA 7,54
Arlllr) = z(fl*—m AR/ -oremy e

Bajo las hipétesis de (b.2.2), f, tiene signo constante, por lo que la expresién anterior
es una funcién afin de f, y f,. a

El siguiente resultado es fundamental para la obtencién de procedimientos sim-
ples de resolucién del problema (P, r,). En concreto, permitira la obtencién de
soluciones 6ptimas mediante la resolucién de problemas de optimizacién escalar.

Proposicién 3.40 Dados los segmentos Lg y Ls, existe una solucidn dptima (F*, T*)
del problema (Ppg 1,) que verifica una de las siguientes condiciones:

 (a) F* es un punto eztremo de Lg.
(b) T* es un punto extremo de Lg.
(C) =T :LSHLR

Demostracion. Obsérvese que el problema considerado posee siempre solu-
cién éptima, por ser la funcién objetivo continua y el conjunto factible compacto.
Ademas, segiin se indic6 en la Observacién 3.32, basta considerar mingey,, g(F'), con
g(F) = f(F,Tr), para obtener una solucién 6ptima del problema original.

Podemos suponer que el conjunto de puntos r-proyectables P.(Ls) es no vacio, ya
que en caso de serlo, la Proposicién 3.39 garantiza que, para cualquier punto F
en Lg, existe Tr en H(F) que es un punto extremo de Lg; de aqui se deduce la

existencia de una solucién éptima (F*,T}) en la que T4 es un punto extremo de Lg.

Sea r(Lg) la recta que contiene al segmento Lp, y sean H; y H, los semiplanos
cerrados determinados por esta recta. Consideremos en primer lugar el caso en que

Lg esta contenido en uno de tales semiplanos.

Se probard a continuacién que el conjunto de puntos de Lg cuya r-proyeccion [1p
pertenece a Lg es un segmento, sobre el cual la funcién objetivo es céncava; de aqui
se concluird que la restriccién del problema a este segmento verifica la tesis de la
proposicién. Segin la Proposicién 3.39, la funcién q : F € P.(Ls) — Il es afin,

por lo que el conjunto A = ¢~*(Lg), o bien es un segmento contenido en Lg, o bien
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es vacio; ademds, para todo F' € A se verifica que ¢(F') = IIr = TF, de donde se
deduce, teniendo en cuenta (b.2.2) de la Proposicién 3.39, que la funcién

FeA— ) wd(a,Tr)+ K||F —Tr||

acAt
es afin y, en consecuencia, la restriccion de g al segmento A serd céncava, alcanzin-
dose su minimo en un punto extremo Fj de A. Si Fj no es un punto extremo de
Ls es debido a que g(Fy) = Tr; es un punto extremo de Lg, por la afinidad de

q. En consecuencia, existe una solucién éptima del problema (P, 1) una de cuyas

componentes es un punto extremo, bien de Lg o bien de Lg.

Consideremos ahora un punto F' € Lg \ A, por lo que ¢(F) = IIp ¢ Lg y, segin
la Observacién 3.35, Tr serd un punto extremo de Lr. Aunque F' mejore el valor
objetivo éptimo de g sobre A, seguird verificindose que existe una solucién 6ptima
de (Prs 1) una de cuyas componentes corresponde a un punto extremo, en este
caso de Lpg.

Supongamos ahora que el segmento Ls no se encuentra totalmente contenido en
uno de los semiplanos H; o H, y consideremos los segmentos Ly C H; y LS C
H,, tales que Li U L% = Lgy Ls N LY = {F°} = {(f2, f9)}, con F® € r(Lg).
Sean (F1,TF,) y (F»,TF,) soluciones éptimas de (Pr ;) ¥ (Pry,1,) sobre Lg y L,
respectivamente y supongamos que f(Fy,Tr,) = min{f(F1,Tr), f(F2,TF,)}. Segin
lo probado anteriormente, o bien F; es un punto extremo de L, o bien Tx es un
punto extremo de Lg, por lo que el tinico caso que debe analizarse es aquel en que
F; = F°, por corresponder a un punto interior de Lg; en esta situacién se probard

que T, es un punto extremo de Lg.

Consideremos la transformacién 7 dada en el Lema 3.37 y sea 7(F°) = F0 = (f7,0).
Si LgN Lg # 0, debe verificarse LsNLr = FY, por lo que se tendra 7(Ls)N7(Lg) =
9. Fijado este punto, la funcién Jﬁ o bien es monétona, o bien alcanza su minimo
en el punto F9, segin el Lema 3.36. Teniendo en cuenta la Observacion 3.38, la
funcién dr serd, o bien monétona, en cuyo caso se verificard (b), o bien alcanzara su

minimo en el punto 77 1(F%) = F°, verificindose, por tanto, (c).

Si Ls N Ly = 0 también se tendra 7(Lg) N7(Lg) = 0, por lo que el segmento 7(Lg)
se encontrard contenido en uno de los rayos

Ry ={(,0):t> % Ry = {(t,0): t < f7}
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Como en ningiin caso f9 puede ser un punto interior de 7(Lg), el anslisis de las
diferentes posibilidades recogidas en el Lema 3.36 indica que el valor minimo de
la funcién Jﬁ sobre 7(Lg) se alcanzard en un punto extremo del segmento. En
efecto, esta funcién puede ser constante o estrictamente monétona sobre R, siendo
trivialmente cierto en este caso; también puede alcanzar su minimo global sobre R
en f¥ ¢ 7(Lg), por lo que su minimo sobre 7(Lpg) se alcanzara en un punto extremo,
dado que es convexa. Por iltimo, puede ser constante sobre una semirrecta con
extremo en f_{’, en la que alcanza su minimo, y estrictamente monétona fuera de
ella; en este caso, como 7(Lpg) esta contenido en Ry o Ry, la funcién sera o constante
o estrictamente monétona sobre 7(Lg), por lo que también serd cierto. Por tanto,
en cualquiera de los casos se verifica que el minimo de la funcién Jl—,—o- sobre 7(Lpg) se
alcanza en un punto extremo y, en consecuencia, existe un punto extremo de Lg en el

que la funcién dr alcanza su minimo, que corresponderd a Tpo = T, verificAndose

(b). ;

3.5.2 Obtencién de soluciones 6ptimas

Segiin la Proposicién 3.40, la resolucién del problema (Prg r,) puede abordarse
mediante su descomposicién en cuatro problemas de optimizacién unidimensional,
obtenidos al fijar cada uno de los puntos extremos de los segmentos considerados.
Adicionalmente, si el conjunto Ls N Lp se reduce a un tnico punto, serd preciso

evaluar la funcién objetivo en tal punto.

1. Fijado Fp, punto extremo de Lg, debe resolverse el siguiente problema de

optimizacién escalar

(P,) min o(T) = > wad(a,T) + K| Fo — T||

Telr acATt

cuya funcién objetivo es convexa. Ademads, es derivable salvo en un punto a

lo sumo, presentando en tal caso un comportamiento afin a trozos.
Este es el problema considerado por Erkut en [37].

2. Fijado Ty, punto extremo de Ly, el problema de optimizacién que debe resol-

verse es:

(Pp) min A(F) = K|[F = Toll = }_ ¢l F —a]
a€A-
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Figura 3.3: Caracter multimodal

de la funcién objetivo de (Pp)

La funcién objetivo no es convexa ni céncava, aunque es diferencia de convexas,
y puede presentar minimos locales no globales, como se pone de manifiesto al
considerar:

Ls = [(0,2),(2,0)] A~ ={(1.1,12)} To=(0,0) K=2 @, =1

La Figura 3.3 representa la funcién § expresada en términos del parametro que
describe los puntos de Lg como combinacién convexa de sus puntos extremos.
El caracter multimodal de la funcién objetivo sugiere el empleo de técnicas de

optimizacién global para la resolucién del problema (Pg).

3.5.2.1 Resolucién del problema (P,)

La Proposicién 3.39 proporciona directamente la solucién 6ptima del problema de
optimizacién considerado, pues éste es equivalente a la determinacién del conjun-
to H(Fp), formado por las s-proyecciones Tr, del punto Fj sobre el segmento Lg.
Asi, bajo la notacién establecida en dicho lema y considerando F' = Fy, pueden

presentarse las siguientes situaciones:

1. Si K < |A|/A, existe una solucién 6ptima del problema (P,) que es un punto
extremo del segmento Lp.
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2. Si K > |A|/A, la solucién 6ptima de (P,) viene dada por:

C
Up, =11+ -A-(Tz - T)
si I, € Lg. En caso contrario, la solucién éptima es un punto extremo del

segmento Lg.

Desde el punto de vista computacional, la principal dificultad que plantea la reso-
lucién de este problema, es la determinacion de los coeficientes A y B que aparecen
en la expresién paramétrica de la funcién de costos sobre el grafo. Tales coeficientes
deben ser calculados para cada uno de los segmentos de arista Ly en que la funcién
distancia es afin. Si se tiene en cuenta que estos segmentos estin determinados
por los puntos de cuello de botella del grafo, su niimero puede elevarse, [28], hasta
|A*||E|. No obstante, la determinacién de A y B para los diferentes segmentos de
una arista puede simplificarse de manera notable una vez realizado el célculo para

el primero de ellos, segiin se verd a continuacién.

Consideremos una arista determinada por los vértices a; y ax, y supongamos que
Bg es el primer punto de cuello de botella en la arista, al desplazarnos desde a;
hasta a (el subindice en Bp indica que se trata de un punto de cuello de botella
respecto a los nodos del conjunto R = {a;,,...,a; }). Dado un punto P situado en

el interior del segmento de arista determinado por a; y Bg, sean

L(P) = {a; € A" : d(a;, a;) + c(aj, P) < d(as, ax) + c(ax, P)}
Nk(P) = {ai € AT d(ai, aj) + c(a,j, P) > d(ai, ak) + c(ak, P)}

W](P) = Z Wj; Wk(P) = Z Ww;

aiENj(P) a;ENL(P)
a(P) = W;(P)—Wi(P)

donde c¢(P;, P;) denota la longitud del segmento de arista determinado por los puntos
P, y P,. Es facil comprobar, [28], que la pendiente A puede expresarse como

A= g(P) c(a;, Bg) (3.13)

Si el siguiente punto de cuello de botella sobre la arista es Bg, la pendiente A de la
recta serd ahora
A = q(P’") ¢(Bg, Bs)
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siendo P’ cualquier punto situado en el segmento de arista determinado por Bg y
Bs. Teniendo en cuenta que Bg es un punto de cuello de botella respecto a los
nodos del conjunto R, se tendra que:

N;(P') = Nj(P)\ R
Ni(P') = Ni(P)UR

de donde se deduce que:
g(P") =q(P) =2 Y wi

o;€R
Por tanto, una vez determinado el coeficiente A(") para el primer segmento de arista,
los coeficientes correspondientes a los demds segmentos pueden calcularse secuen-
cialmente a partir de éste. De la misma forma, conocido el término independiente
B para el primer segmento de la arista, pueden determinarse los correspondientes

a los dem4s segmentos, sin mas que tener en cuenta que, por continuidad, se verifica:
B+ — qi+1) (0) = GI(1) = A® 4 B®

siendo G la expresién paramétrica de la funcién de costos sobre el grafo en el
n-ésimo segmento de la arista considerada.

Consideremos ahora la obtencién de los coeficientes A®) y B, Dado un punto
P perteneciente al primer segmento de la arista que une a; y a; en el que la funcién
distancia es afin, los conjuntos N;(P) y Nx(P) pueden determinarse facilmente a
partir de la matriz de distancias minimas entre los vértices del grafo, empleando la
siguiente regla de asignacién, de donde se obtiene A haciendo uso de (3.13):

El vértice a; € AT es asignado a N;(P) si d(a;,a;) < d(a;, ax) + c(aj, ar). En caso
contrario, a; es asignado a Ni(P).
El coeficiente B viene determinado a partir de la suma de las distancias pon-

deradas de todos los vértices del grafo al vértice a;, operacién en la que nuevamente

interviene la matriz de distancias minimas, que puede ser obtenida mediante el algo-
ritmo de Floyd, [39].

3.5.2.2 Resolucién del problema (P;)

El caracter multimodal de la funcién objetivo de (Ps) requerird el empleo de técni-

cas de optimizacion global para su resolucién, [67]. No obstante, antes de abordar
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estas técnicas aplicables al caso general, se tratardn de establecer condiciones que
garanticen la concavidad o convexidad de la funcién objetivo, lo que permitird el
empleo de procedimientos de optimizacién mas simples y eficientes que los indicados

anteriormente.

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes para que la funcién
objetivo 3 sea céncava o convexa, en el caso particular en que el segmento Lg se
encuentre situado sobre el eje OX, coincidiendo su extremo izquierdo con el origen
de coordenadas. Posteriormente se considerara una determinada transformacién que
permite reducir el caso general a este otro aqui considerado.

Lema 3.41 Dado el segmento Ls = [Fy, F3], con F; = (0,0) y Fy = (f2,0), y los
puntos Ty = (t1,t2), conta #0, y a = (a1,a2) € A7, con ap # 0 para todo a € A™,
sean:

2 +3)* si t <0

Cm:j |ta]3 si 0<t <fo CM=max{[t%+t§]5,[(f2—t1)2+t§]§}

3
2

[(f2—t)2+13]* s t1>fo

r

(2

[a? + a3] si a1 <0

[
N

) [(f? - al)2 + a%]

}

D=1 lasf si 0<a1<fo Dﬂ,[=max{[a%+a%]

L [(fz—a1)2+a§]% si ay > fo

(a) Una condicion suficiente para que la funcién B de (Pg) sea convera sobre Lg
viene dada por:

C a2 < Kt: min D®
M ; Paly = 2 L Ym
vean

(b) Una condicion suficiente para que la funcidn B de (Pg) sea cdncava sobre Lg
viene dada por:

Demostracién. Teniendo en cuenta las coordenadas de los puntos considerados,

la funcién § tendrd como expresién
K-t +8 - Y gof(z —a1)’ + d
aEA~

Esta funcién es infinitamente derivable sobre R, pues ninguno de los puntos a € A~
esta situado sobre el eje OX, ni tampoco Ty. Las derivadas primera y segunda de
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esta funcidén resultan ser:

Blz) = K(z —ty) . oz — a1)
Vi@ — 1)+ aca- /(z — a@1)? + aj
o) = — K8y md
[(x —t)’ + t%] ? a€A~ [(m — )’ + az] ?
De aqui se deduce que:
3 2
B'@) 2 0= K& 2 [@-t)+£]" 3 $al2 _ Vazels
2

a€A~ |(z —a)) + a%]

Consideremos las funciones h; y h, definidas sobre Lg por

ol

he) = [0 t)* + 2]} ha(a) = [(@ — a2)? + ]

por lo que se tendra:

[\

B'(z) >0 K& > hy(z) 3 ;‘L’“(‘;; VaeLs (3.14)
aCA— e

Por otra parte, dado un punto z € Lg se verifica:

2

2

Pq A5 Pa 0y
h(x < max hy(x _—
© 2 hete) SRR 2 i @

La funcién h; es convexa sobre Lg, por lo que su maximo se alcanzard en un punto
extremo del segmento, de donde se deduce que Cpy = maxzers he(z). En cuanto a h,,
se trata de la composicién de la funcién distancia a un punto fijo a con una funcién
creciente, por lo que su minimo vendra dado por el punto de Lg que se encuentre
més préximo al punto fijo a: la proyeccién ortogonal de a sobre el segmento, si
0 < a; < fs, o el extremo de Lg més préximo al punto a, en otro caso. Teniendo
esto en cuenta, se ha probado que D% = mingez  ho(z) y, por tanto, para todo
z € Lg se verificara:

7)) X 7 %a? <Cu Y @aa3(Ds)™" < Oy max (Dp)™ 37 wa a3

aeA— a€A- a€A” acA-

de donde, teniendo presente (3.14), se deduce inmediatamente (a) .
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Anélogamente, dado un punto z € Lg

3 2
B'(2) <0 = K&<[@-t)+8]" ¥ Poly
€A~ [(:c~a1) +a2]2
= K2 < hz) 3 2 % (3.15)
' a€A~ h’“(x)

Por otra parte, para todo z € Lg se verifica:

2

Pa 05 ¥a U3
z) ) > min hy(z) Y ———2—
wer- Na(z) ~ a€Ls @ aca- MaX ha(2)

Cada funcién h, es convexa sobre Lg, por lo que su méaximo se alcanzard en un
punto extremo del segmento, de donde se deduce que D%, = maxzerg ho(z). Por
lo que respecta a h;, se trata de la composicién de la funcién distancia a un punto
fijo Ty, con una funcién creciente, por lo que su minimo vendra dado por el punto
de Lgs que se encuentre més préximo a 7Ty: la proyeccién ortogonal de Tj sobre el
segmento, si 0 < t; < fy, 0 el extremo de Lgs mas préximo al punto fijo, en otro
caso. Teniendo esto en cuenta, se ha probado que Cy, = minger hi(z) y, por tanto:

a3 _
Vzelg Z ‘Pa =2 > CmZ(paa;(C?V[)l
aEA‘ ) a€A~
> Chn mln (D3 > paal
acA~
de donde se deduce inmediatamente (b) a partir de (3.15). O

Consideremos ahora el caso general en que el segmento Lg no se encuentra nece-
sariamente dispuesto segtin las hipétesis del lema anterior. El siguiente resultado
proporciona en este caso condiciones que permiten determinar la concavidad o con-

vexidad de la funcién objetivo.

Lema 3.42 Dado el segmento Lg = [Fy, F3), con F1 = (fi1, fi2) v Fo = (fa1, fa2),
y los puntos Ty = (t1,t2) y a = (a1,a2) € A™, supongamos que ninguno de los
puntos a € A™, asi como Ty, pertenecen a la recta v(Ls) determinada por Fy y Fy,
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y consideremos:

£ +7]? si T <0

_ - — e — =2
Cm =4 [&f si 0<H <Fy C = max { [&} +7]

—_— — _2 g . —_ —
[(f21 -4)? +t2] Posi > fy

E3
2

) [(721 —1)? +¥§]%}

wjee

(G @) +a3)*)

Dh=1 Il si 0<@m<Ty Dy =max{[a+a3)

siendo
T = (i) = T-FA)M Fo = (Fo,f22) = (Bo—F)M
a2 = (@,@) = (e—FA)M = |[[F2 - F

M:—i—< fa—fu fiz— fe )
fro—fi2 fa—fu

(a) Una condicidn suficiente para que la funcion 8 de (Pg) sea conveza sobre Lg
viene dada por:

C @ < KT min D%
M GZA' $alr = 2 4a- ™
a

(b) Una condicion suficiente para que la funcidn § de (Pg) sea céncava sobre Lg
viene dada por:

Cm g a3 > KI max Df
Demostracion. Consideremos la transformacién 7 : R? — R? definida por
7(F) = (F — F1) M, que es composicién de una traslaciéon y un giro, por lo que
conservard las distancias. Es inmediato comprobar que 7(F}) = (0,0), 7(Fy) = F; =
(f21,0) y que 7(F) = (f;,0) para todo F € r(Ls); por tanto, Lg se transforma en
un intervalo contenido en el eje OX, con extremos 0y fo.

Sea ( la funcién definida sobre el eje OX por:

B(F)=K|F -Toll - 3 ¢ulF —all

a€EA™
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Dado que 7 conserva las distancias, se verifica que B(F) = B(7(F)). Asi, si se
consideran las imagenes por 7 de Fy, F5, Ty y a € A, se verifican las hipétesis del
Lema 3.41; como las funciones 8 y B coinciden al ser evaluadas en un punto F y
su imagen por 7, respectivamente, basta aplicar el lema anterior a 3 para obtener
condiciones suficientes sobre la concavidad o convexidad de 8. Obsérvese ademas
que si ninguno de los puntos ¢ € A~, ni tampoco Ty, pertenecen a la recta r(Lg)
determinada por F} y F3, sus imagenes por T no estardn situados sobre el eje OX,
satisfaciéndose la hipé6tesis del Lema 3.41 en ese sentido. O

En caso de que verifique la condicién que permite garantizar la concavidad de
B sobre Lg, el problema (Pj3) es de resolucién inmediata: basta evaluar la funcién
objetivo en los puntos extremos del segmento. Por otra parte, si la funcién 3 es
convexa sobre Lg, puede aplicarse cualquier algoritmo de minimizacién convexa,
[10], por ejemplo el método de Newton (supuesto que ninguno de los puntos a € A~

ni Ty estd en la recta r(Lg), lo que garantiza la derivabilidad de la funcién objetivo).

Obsérvese que si el punto Tp estd alineado con 77 y T3 (caso en el que no es
aplicable el resultado anterior), el problema es también de resolucién inmediata. En
efecto, si Ty ¢ Lg la funcién (3 es concava sobre Ly, mientras que, en caso contrario,
 es concava sobre cada subintervalo [Fy,To] y [To, Fa)-

Consideraremos ahora el caso general en el que la funcién § puede tener caricter
multimodal, por lo que sera preciso el empleo de técnicas de optimizacién global. En
concreto, la resolucién de (Ps) serd abordada mediante procedimientos de ramifi-
cacién y acotacién, haciendo uso del carécter d.c. (y Lipschitz) de la funcién objetivo
para la determinacién de cotas.

Resolucién de (P;) mediante ramificacién y acotacién

Bésicamente, la aplicacién de un procedimiento de ramificacién y acotacién, |11,
64, 67, 124], al problema considerado consiste en la divisién sucesiva de Lg en
subsegmentos, para cada uno de los cuales se determina una cota inferior de g.
Aquellos subsegmentos en los que esta cota es mayor que la mejor solucién obtenida
hasta el momento, son eliminados. Una descripcién general de estos algoritmos

puede verse en la Seccién 1.1.

A continuacién se describen diferentes acotaciones de la funcién [, realizdndose

un andlisis comparativo sobre su eficiencia, considerando combinaciones de éstas (el
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maximo de tales cotas inferiores es también cota inferior). En tales acotaciones se
har4 uso de la estructura d.c. de la funcién (3, que puede expresarse como suma de
una funcién convexa y otra céncava:

BF)=KI|IF -Tol - 3 @allF —all = 6(F) + p(F)

a€A~
Acotacion 1

Una cota inferior simple para la funcién g se obtiene al considerar el minimo de
la componente convexa 6 y el minimo de la componente céncava p, que pueden
determinarse facilmente. La suma de ambos constituye, evidentemente, una cota

inferior para £.

Para determinar el minimo de # sobre un segmento dado L, se consideran las
tres regiones en que queda dividido R? al trazar perpendiculares a L que pasen por
sus puntos extremos. Asi, sea Fp, el punto de L definido de la siguiente forma:

e Si Tp pertenece a la regién central (aquella que contiene al segmento L), Fr,

es la proyeccién ortogonal de Ty sobre L.

e Si T, pertenece a una region lateral, entonces Fy, es el punto extremo de L
adyacente a esa regién.

El punto F';; puede ser obtenido también calculando directamente el minimo sobre
R de la funcién 6, segiin se describe a continuacién:
Supongamos Fi = (fu, fi2), F2 = (foar, f2) ¥y To = (t1,t2) y consideremos la

sigulente expresién paramétrica de 6:

1

o)) = K [()\(f21 — i)+ fu—t)" + (\(faz = fr2) + a2 — tz)z] oxe]
El minimo de esta funcién se alcanza para el siguiente valor de A

N = (fun — t1)(f11 = far) + (f12 — t2)(f12 — f22)
(for = f11)2 + (f22 — f12)?

Si0 < X* <1, el punto de L correspondiente a este valor del pardmetro determinard

Fr,. Si A > 1 se tomara como Fr, el punto F;, mientras que si A <0, el punto Fp,
vendra determinado por Fj.

A partir de la definicién de F',, es evidente que

O(F) = K||F - To|| 2 K||Eg, — Tol| = 0(Fr,) VFel (3.16)
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Por otra parte, la funcién p(F) = — Y ,ca- @aullF — a|| es céncava, por lo que su

minimo se alcanzard en un punto extremo de L, que notaremos F 4-, obteniéndose

p(F) == @llF —all > = > @ullFs—all = p(Es-) (3.17)
a€EA~ a€A—

Por tanto, una cota inferior de la funcién § sobre el segmento L viene dada por:

B, (L) = K||Eq, — Tol| - > @ul|E4s- — al| (3.18)
aCA—

Acotacién 2

La descomposicién de § como suma de una funcién convexa y otra céncava, per-
mite la obtencién de forma facil de una funcién minorante convexa, cuyo minimo

proporciona una cota inferior para .

Dado el segmento L = [F1,F] = {Fi+MF,— F;): 0 < A <1}, la funcién
t(N) = (p(Fy) — p(F)A + p(Fy) constituye una minorante afin para la funcién
céncava p sobre L. En consecuencia, la funcién m : [0,1] — R definida por

m(A) = K [|[Fy + MFy — F1) = To|| + (p(Fz) — p(F1))A + p(F1)

es una minorante convexa de 3, lo que permite obtener una cota inferior para esta

ultima funcién:

(L) = )\Iél[('l)l’lll m(A) (3.19)

El siguiente resultado proporciona la solucién del problema de minimizacién convexa

anterior, permitiendo la obtencién directa de la cota.

Lema 3.43 Dado el segmento L = [FI;FZ]; con Fy = (fu1, fi2) y Fo = (f21,f22); Y
el punto Ty = (to1, to2), sean

A = ||K-F

1<f21—f11 f12—f22)
A

foo—fiz fa—fu
To = (to,tee)=(To-F)M

A = Y @ullFi—a| - |F-d|l]

acA~
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Entonces, la solucion dptima del problema (3.19) viene dada por

ool imla
A" VKIAT- A2
si K > |A|/A y A\* € [0,1]. En cualquier otro caso, la solucidn dptima es un punto
extremo del intervalo [0, 1].

Demostracion. Veamos que el problema considerado puede reducirse a otro
equivalente en el que los puntos Fy y F; se encuentran situados sobre el eje OX,
coincidiendo el primero de ellos con el origen de coordenadas.

Consideremos la transformacién 7 : R? — R? definida por 7(F) = (F — F1)M, que
es composicién de una traslacién y un giro, por lo que serd una isometria. Dado
F = F, + M(Fy — F}) con )\ € R, es inmediato comprobar que 7(F) = (AA,0).

Sea m la funcién definida sobre R por:

() = K\~ tar)” +Tog + 5 f + plF)

Como 7 conserva las distancias y 7(Tp) = T, se deduce inmediatamente que
m(X) = m(AA). Por tanto, si se considera un punto F' y su transformado por
7, los respectivos valores de m y mm coinciden, de donde se deduce que basta deter-
minar el minimo de m sobre R, e invertir la transformacién 7 posteriormente, para
obtener la solucién 6ptima de (3.19).

Segiin el Lema 3.36, si K > |A|/A el minimo de la funcién 7 sobre R viene dado

por:
s =
_ 02|
fr=1tn— —'—é——z
e A
A2

Si K < |A}/A, se deduce de dicho lema que el minimo de 77 sobre cualquier intervalo
cerrado se alcanza en un punto extremo. Invirtiendo la transformaciéon 7 queda
probado el resultado. O

Acotaciéon 3

A continuacién se describe otra cota inferior de la funcién 3 sobre un segmento
cualquiera L = [F}, F], basada en la obtencién de una minorante afin para la
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componente convexa de (. Este es el procedimiento habitualmente utilizado para
la obtencién de cotas inferiores de funciones d.c. en los métodos de ramificacién y
acotacién.

La funcién B es suma de una funcién convexa y otra céncava, y su componente
convexa f puede ser minorada por una funcién afin de la forma

hF) =0(F) + (u, F — F)

siendo F' un punto de L y u cualquier subgradiente de 8 en el punto F. Si F' # Ty,
la funcion 6 es diferenciable en F', por lo que se tendrd u = VO(F‘ ); en otro caso, se

considerara el subgradiente de 6 en F' determinado por los puntos extremos de L.

Debido a la convexidad de 6, se tendra que S(F) > h(F) + p(F) para todo
punto F' € L, de donde se deduce que el minimo de la funcién v(F') = h(F') + p(F')
proporciona una cota inferior de 8. Teniendo en cuenta que la funcién v es céncava,
su minimo sobre L se alcanzara en uno de sus puntos extremos, por lo que bastara
su evaluacién en tales puntos para determinarlo:

B,(L) = miny(F) = min {v(F}), v(F)} (3.20)

Fel

La eleccién del punto F' a partir del cual se determina la funcién afin minorante,
influye en la obtencién de cotas préximas en mayor o menor grado al valor objeti-
vo 6ptimo (B*. Aunque posteriormente se analizara la obtencién de la mejor cota
que puede determinarse empleando este procedimiento, puede considerarse en una
primera aproximacién el punto F' en el que la funcién @ alcanza su minimo sobre
L. Esta eleccién es la que conduce a un valor maximo en el minimo de la funcién
afin, por lo que es de esperar que proporcione cotas aceptables en gran nimero de

ocasiones.

El punto en el que se alcanza el minimo de # sobre L puede determinarse utili-
zando el método descrito en el desarrollo de la acotacién 1.

Acotacién 4

En este apartado se obtendra una cota inferior basada, al igual que en el apartado
anterior, en la determinacién de una minorante afin para la componente convexa
de . La diferencia entre ambas acotaciones radica en la eleccién del punto que
determina tal funcién afin, que ahora se realizara de forma que conduzca a la mejor

cota posible entre las obtenidas por este procedimiento.
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Consideremos la expresién paramétrica del segmento L = [Fy, F3] como combi-
nacién convexa de sus puntos extremos, por lo que la funcién g resultara

B =K|F+XF - F) =Tl = 3 ¢allFi + MF —~ Fr) —all = 0(\) + p(A)
a€EA~
El problema de optimizacién a resolver serd minyes 3()), siendo I = [0,1]. La

funcién convexa 6 puede ser minorada por la funcién afin
h(X) = 0(Xo) + (u, A — o)

siendo Ag € I y u cualquier subgradiente de 8 en el punto Ag.

Debido a la convexidad de 8, se tendra que S(\) > h()) + p()) para todo A € I,
de donde se deduce que el minimo de la funcién v(A) = h(A) + p()\) proporciona
una cota inferior de . Teniendo en cuenta que v es céncava, por ser suma de afin y
céncava, su minimo sobre I se alcanzard en uno de sus puntos extremos, por lo que
bastara su evaluacién en tales puntos para determinarlo.

La eleccién del punto A¢g que determina la funcién afin minorante, influye en la
obtencién de cotas mas o menos ajustadas al valor objetivo 6ptimo §*. Particular-
izando los resultados obtenidos en [19], la mejor cota inferior que puede generarse
con este procedimiento coincide con el valor objetivo éptimo de

max L(u) (3.21)

siendo

L{u) = min(9(A) — du) +min(p(p) + pu)

En [19] se prueba, ademds, que si el conjunto factible es un simplex, la solucién
6ptima @ de (3.21) puede obtenerse resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.
Teniendo en cuenta que I = [0, 1] es un simplex en R y haciendo uso de tal resultado,
el valor 4 se determina resolviendo la ecuacién p(1) + u = p(0), de donde

i= Y ¢u[llFe - afl - |17y — o]

a€A—

La mejor cota inferior que puede obtenerse es, por tanto

B, = L(@) = min(6(X) — M) + min(p(u) + pd) (3.22)
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La funcién objetivo del segundo problema de minimizacién es céncava, y en ambos
extremos de I toma el valor p(0) = — Y ,ca- @a ||F1 — a||, por lo que éste es su
minimo. Por tanto, debe resolverse el problema de minimizacién convexa

I}\lel}lp(/\) =K ||Fy + M(F, — Fy) — Tol| — A (3.23)

Lema 3.44 Dado el segmento L = [Fy, Fy), con Fy = (fu1, fi2) v Fo = (fa1, f22), ¥
el punto Ty = (to1, to2), sean

A = ||Fy,-F

1 (fm—fu f12—f22>
A

foo— fi2 fa—Jfn
TE = (EOI,EOZ):(TO—Fl)M

M =

Entonces, la solucidn dptima del problema (3.23) es el punto

P PR | U
At Jrmar— o

si K > |al/A y X* € [0,1]. En cualquier otro caso, la solucion dptima es un punto

extremo del intervalo [0, 1].

Demostracion. Veamos que el problema considerado puede reducirse a otro
equivalente en el que los puntos F; y F, se encuentran situados sobre el eje OX,

coincidiendo el primero de ellos con el origen de coordenadas.

Consideremos la transformacién 7 : R2 — R? definida por 7(F) = (F — F1)M, que
es composicién de una traslacién y un giro, por lo que serd una isometria. Dado
F = Fy + MFy — F}) con X € R, es inmediato comprobar que 7(F) = (AA,0).

Sea p la funcién definida sobre R por:

p(f) = K\ﬂf —T0) + 1 — g‘f

Como 7 conserva las distancias y 7(Ty) = To, se deduce inmediatamente que
p(\) = p(AA). Por tanto, si se considera un punto F' y su transformado por 7,
los respectivos valores de p y p coinciden, de donde se deduce que basta determinar
el minimo de p sobre R, e invertir la transformacién 7 posteriormente, para obtener

la solucién Gptima de (3.23).
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Segin el Lema 3.36, si K > |4|/A el minimo de la funcién p sobre R viene dado
por:

Si K < la|/A, se deduce de dicho lema que el minimo de p sobre cualquier intervalo
cerrado se alcanza en un punto extremo. Invirtiendo la transformacién 7 queda
probado el resultado. O

Obsérvese que esta cota coincide con la obtenida anteriormente en la Acotacién
2, es decir, la mejor cota que puede obtenerse minorando la parte convexa de la
descomposicién mediante una funcién afin, coincide con la cota obtenida al consi-
derar una minorante afin de la parte céncava.

Acotacion 5

Teniendo en cuenta el cardcter Lipschitz de la funcién 8, puede establecerse la

siguiente cota inferior para el valor minimo de esta funcién sobre un intervalo
L = [F}, F?], [67]:

B5(L) = 9 2

siendo C}, el valor de una constate de Lipschitz para § (puede tomarse Cp, = K +
Yaca- ¥a)-
Experiencia Computacional

Con objeto de valorar la eficiencia de las distintas cotas descritas anteriormente, se
ha realizado su implementacién computacional para la resolucién del problema

min ((F)
sa. Fel

siendo I = [(—7,0), (7,0)]. Del conjunto de acotaciones indicado (excluyendo la cota
4, pues coincide con la 2) se seleccionaron todas las posibles combinaciones y, para
cada una de ellas, se realiz6 la implementacién, empleando como cota el maximo de
las que intervienen en la combinacidn.

Pagina 151



Capitulo 3. Localizacion de un Servicio fuera de la Red de Transporte

Para cada eleccién de las cotas, se repitio la aplicacién del algoritmo de ramifi-
cacién y acotacién un total de 100 veces, empleando en cada una de ellas diferentes
puntos y pesos asociados para la funcién 3. Estos fueron generados aleatoriamente

seglin una distribucién Uniforme en las regiones que se indican en la siguiente tabla.

T, [~3,3] x [3, 3]
K (30, 50]

acA | [-10,10] x [~10,10]
Pa [0,2]

El mimero de puntos repulsivos fue en todos los casos 50.

La Tabla 3.3 recoge, para cada eleccién de las cotas, la media aritmética, des-
viacién tipica, minimo y maximo del nimero de iteraciones y del tiempo de CPU
empleado en la resolucion de los 100 subproblemas. Como puede apreciarse, el
mejor rendimiento se obtiene al considerar exclusivamente la cota 2. Es de destacar
también que los resultados obtenidos al utilizar la cota 3 casi duplican a los propor-
cionados por la cota 2; el interés de este resultado reside en que ambas se obtienen
al considerar una minorante afin de la componente convexa de 3, diferencidndose
exclusivamente en la eleccién del punto para construir la minorante: en el primer
caso se selecciona aquel en que la componente convexa alcanza su minimo, mientras
que en el segundo la eleccién se realiza de forma 6ptima. Con esto se pone de ma-
nifiesto que una eleccién conveniente del punto para construccién de la minorante
afin puede influir de manera notable en el esfuerzo computacional requerido para la
resolucién del problema.
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[ ” Nimero de Iteraciones ” Tiempo de CPU

Cotas Y o min  max @ o min max
1 17533.05 19890.55 70 104093 }| 5.3963 6.3955 0.0499 34.7700
2 15.6700  2.2318 4 22 0.0043  0.0006 0.0013  0.0060
3 29.0200 4.,5276 18 46 0.0076 0.0012 0.0047  0.0124
5 71031.54 31397.30 393 195368 || 42.9688 103.2563 0.1099 918.0197
1,2 15.6700 2.2318 4 22 0.0071 0.0009 0.0019 0.0101
1,3 29.0200  4.5276 18 46 0.0130  0.0019 0.0082  0.0206
1,5 17533;05 19890.55 70 104093 | 8.4502 9.8960 0.0000 53.7800
2,3 15.6700 2.2318 4 22 0.0072 0.0010 0.0021  0.0101
2,5 15.6700  2.2318 4 22 0.0060  0.0171  0.0000 0.0600
3,5 29.0200 4.5276 18 46 0.0130 0.0232  0.0000  0.0600
1,23 || 15.6700  2.2318 4 22 0.0087  0.0200 0.0000 0.0600
125 15.6700 2.2318 4 22 0.0093 0.0206 0.0000 0.0600
13,5 29.0200 4.5276 18 46 0.0209 0.0268  0.0000  0.0600
23,5 15.6700 2.2318 4 22 0.0099 0.0212  0.0000  0.0600
1,2,35 || 156700 2.2318 . 4 22 0.0124  0.0234 0.0600  0.0000

Tabla 3.3: Comparacién de cotas (Ramificacién y Acotacién)

3.5.3 Eliminacién de subproblemas

Como consecuencia de la Proposicién 3.40, la obtencién de una solucién éptima de
(Prg,L,) queda reducida a la resolucién de 4 problemas de optimizacién escalar,
obtenidos al fijar cada uno de los punto extremos de L y Lg. No obstante, pueden
obtenerse reglas simples que permitan decidir si no es necesaria la resolucién de
alguno de los subproblemas.

Dados Lg = [T1,T3] y Ls = [Fi, F»], una solucién 6ptima de los subproblemas
de la forma minpey, f(F;,T) puede obtenerse ficilmente, segin se ha visto en el
apartado 3.5.2.1. Si se considera un problema del tipo minpers f(F,T;), la com-
paracién de la cota inferior del valor objetivo 6ptimo determinada en (3.22) con
la mejor solucién 6ptima de los subproblemas mingrer, f(F;, T), permitira decidir
si puede prescindirse de la resolucién del subproblema considerado. Asi, aquellos
problemas cuya cota inferior sea mayor que la mejor solucién éptima obtenida para
los subproblemas de la forma minger, f(F;,T), pueden suprimirse directamente, sin
que sea necesaria su resolucién.
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Regla de eliminacién 1

Paso 1. Se consideran los segmentos Lr = [T1,T2) C Ry Ls = [F1, F3] C fr(S).
Resolver el problema de optimizacién minrer, f(F;,T) para cada indice
i = 1,2, segin lo indicado en el apartado 3.5.2.1, y almacenar en M; el
valor objetivo 6ptimo. Hacer M := min { M, M,}.

Paso 2. Para cada indice 7 = 1, 2, considerar el problema de optimizacion

(P) min f(F,T;)

FeLg

y determinar la cota inferior del valor objetivo éptimo g(i) (Ls) dada por
(3.22). SiM < ﬁ(i) (Ls), no considerar en lo sucesivo el problema (F;). O

A continuacién se describe otro criterio para la eliminacién de subproblemas, de
facil implementacién.

Dado el segmento Lg = {T3, T3], se considera la funcién v definida sobre Lg por

W(F) = J(F D)= f(FT) = ¥ wa[de, To)=d(a, )] +K[|IF ~ Tll - | F — T
acAt

Si esta funcién posee signo constante sobre Lg, puede eliminarse uno de los sub-

problemas mingerg f(F,T1) o minperg f(F,T2), pues el objetivo correspondiente se

encuentra acotado inferiormente por una solucién factible del otro problema.

El siguiente resultado proporciona una condicién suficiente (y necesaria) para
que la funcién 1) tenga signo constante en el intervalo Lg, lo cual posibilitard la

obtencién de una regla de eliminacién.

Lema 3.45 Sea A la funcidn definida sobre Ls por A(F) = ||F —Ty|| — ||F = T1|
y consideremos las constantes

C = > w [d(a,Tg) — d(a,Tl)] (3.25)
acAt

Cr = K}Ir%iLn A(F) (3.26)

Cs = KFr%%x A(F) (3.27)

Entonces, la condicion —C ¢ (Cr,Cs) es necesaria y suficiente para que la funcion
W(F) = f(F,Ty) — f(F,T\) presente signo constante sobre Lg.

Pagina 154



3.5 El caso lineal con norma euclidea y regién factible poligonal

Demostracién. La funcién v puede expresarse como

W(F) = Y wald(e,Tp) - d(a, T1)] + K[IF — Toll - ||F = Til| | = C + KA(F)

acAt

Por tanto, C' + C; < ¢(F) < C + Cs para todo F' € Lg, de donde se tiene:

Y(F)>0 VFe€lLg — C+Cr>0 — -C < Cy
Y(F)<0 VFelLg = C+Cs<0 — -C > Cg

quedando probado el resultado. (W

Las condiciones expuestas en el Lema 3.45 requieren el célculo de los extremos
de la funcién A, operacién ésta que puede realizarse facilmente, como prueba el
siguiente resultado.

Lema 3.46 Dados los segmentos L, = [A,B) CR? y Ly, =[C,D] C R?, con A # B
y C # D, se considera la funcién A(P) = ||[P-C|| - ||P—D| VP € Ly, ylas
rectasr, s y 5 determinadas, respectivamente, por los puntos AB, CD y CD, siendo
C el punto simétrico de C respecto de .

a) Supongamos que C y D se encueniran en el mismo semiplano cerrado con
respecto a r. Entonces, si s N\ Ly = {Py}, la funcion A alcanza su mdzimo y
minimo en el conjunto {A, B, Py}. En otro caso, el mdzimo y el minimo de
A se alcanza en {A, B}.

b) Supongamos que C y D se encuentran en distintos semiplanos cerrados con
respecto a r. Entonces, si 5N Ly = {130}, la funcion A alcanza su mdzimo y

minimo en el conjunto {A,B,PO}. En otro caso, el mdzimo y el minimo de
A se alcanza en {A, B}.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A = (0,0) y
B = (by,0), por lo que la funcién A tendra como expresién:

A)=ye-c+d-@-d)+d  0<z<h
Supongamos en primer lugar ¢; # 0 y da # 0; en tal caso, la funcién A es derivable
en R, siendo su derivada:

T —C T —d

A(z) = —
@ Je-a)2+d J@-d)?+d
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Si signo(cy) = signo(ds) y ca # da, A’ se anula en el punto zy = (c1dz — cpdr)/(d2 —
cy). Larecta s tiene por ecuacion en ese caso s : (co—dp)z+(d1—c1)y+cida—cody = 0,
por lo que su interseccién con el eje OX resulta ser el punto z;. Si signo(cy) #
signo(dy) y ¢z # —ds, A’ se anula en el punto o5 = (c1ds + c2d1)/(d2 + ¢2). La recta
§ tiene entonces por ecuacién 3 : —(cp +dg)z + (di — 1)y +dac1 + c2dy = 0, siendo su
interseccion con el eje OX el punto z,. En ambos casos, si la recta considerada (s o
5) corta al segmento Ly, el punto de interseccién podré corresponder a un extremo
de la funcién; en cualquier otro caso, la funcién es monétona, por lo que el maximo
y el minimo se alcanzaran en {A, B}. Supongamos ahora c; = 0 (la demostracién

es andloga si dy = 0) y consideremos los siguientes casos:

1. Ly N Ly = 0. Supongamos que ¢, > b, (la demostracién es similar si ¢; < 0).
Dados P, = (p1,0) € Ly y P = (p2,0) € Ly, con p; < p se verifica:

A(Py) |Pr=C| = |P. = Dl =[P, = Rl + | = Cll = | P — D|
|P = Pol| +||P: = Cll = |2y — Bol| = || P2 = D

1Py = C|| = [|P2 — Dl = A(P)

Y]

debido a la desigualdad triangular. Por tanto, la funcién A es monétona sobre
L.

2. card(L; N Ly) = 1. Entonces se tiene que LiN Ly = C o L1 N Ly = D;
consideraremos el primer caso, siendo la demostracién ansloga en el segun-

do. Dado P € L, se verifica, en virtud de la desigualdad triangular, que
|P—D|| < I[P =C|| +|IC— D, de donde

A(P)=[P-Cl|l-|P-D|| 2 -|IC-D| =|C-C|-IIC- Dl =A(C)

Es decir, la funcién alcanza su minimo en el punto C. Veamos que el maximo
de la funcién se alcanza en un punto extremo. Dado P € [A, C], se tiene que

A(A) = [[A-C|-|A-Dl > ||A-Cll-lA- Pl - I[P - DIl =
= [|P=C| - |IP - D| = A(P)

De la misma forma se prueba que A(B) > A(P) V P € [C,B]. Obsérvese
que si Ly no esta contenido en el eje OX, se tiene que s N L; = {C}; en
caso contrario, C' es un punto extremo de L;. En ambos casos se verifica el
resultado.
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3. card(L; N Ly) > 1. Supongamos que c¢; > 0 (la demostraciéon es andloga si
c1 < 0) y consideremos un punto P = (p,0) € L; con p < c;. Entonces:

A(P)=|P-C||-||P-D|| = ~[IC - D|| = A(C)

Anslogamente se prueba que A es constante en [D, B] sid; < b;. Consideremos
ahora un punto P € L; N L,; entonces:

A(P) = |P-Cl-|IP-D| = |P-Cl-(C-DlI-IP-Cl) =
= AC)+2]lP -

Por tanto, la funcién es constante en L;\ Ly y creciente en LN Ly; haciendo uso
de su continuidad, tanto el maximo como el minimo se alcanzardn en puntos
extremos de L;. O

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, puede establecerse un nuevo criterio
para la eliminacién de subproblemas:

Regla de eliminacién 2

Dados los segmentos Lr = [T1, T3] y Ls = [F1, F3], sea r la recta determinada por
Fi y F3 y consideremos los problemas de optimizacién:

PnéanSf(F,Ti) i=1,2

Paso 1. Hacer Q := {F}, F3}. Si Ty y T5 estdn en el mismo semiplano cerrado con
respecto a 7, sea s la recta determinada por 7 y T5; en caso contrario,
determinar el punto T}, simétrico de T} respecto de 7 y considerar la recta
s definida por los puntos T3 y To. SirNs = {F} y Fy € Lg, hacer
Q:=QU{Fp}. Calcular:

A =min A(F) A = max A(F)
Feq FeQ

siendo A(F) = ”F - TQ” — ”F — T1”

Paso 2. Calcular:

C = ¥ wade,Ty) — d(e,Th)]
acAt

Cr = KA

Cs = KA
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Sin regla de Con regla de Porcentaje

eliminacién eliminacién Reduccién
Subproblemas 20000 10489 47.66%
Tiempo de CPU 10.27 5.93 42.26%

Tabla 3.4: Regla de eliminacién Nuimero 2: Resultados computacionales

Paso 3. Comprobar si —C ¢ (Cr,Cs). En tal caso:

e Si C + Cy; >0, eliminar el subproblema Igréan f(F,Tz) .
S

e Si C + Cs < 0, eliminar el subproblema }2151 f(F,Th). a
S

Experiencia Computacional

Para comprobar la eficiencia de este ultimo criterio de eliminacién, se considerd
el segmento Lg = [(—2,0),(2,0)] y se repitié 100 veces el proceso que se descri-
be a continuacién: fueron generados al azar 50 puntos a € A~ en el cuadrado
[—10,10] x [—10, 10], con pesos comprendidos entre 0 y 2. También se generé6 aleato-
riamente el pardmetro K del modelo, con un valor comprendido entre 0 y 20, asf
como las constantes A € [0,10], B € [0,50], L, € [1,10] y L, € [1,10], usadas
posteriormente en el proceso. A continuacién se generaron aleatoriamente 100 seg-
mentos Lp = [T, T3], con Ty y T en cuadrados de lado 2L, y 2L,, respectivamente,
centrados en el origen de coordenadas; también, para cada uno de estos segmen-
tos se obtuvieron de forma aleatoria los coeficientes de la recta que proporciona el
costo de transporte sobre el grafo para los puntos del segmento Lg; la pendiente y
el término independiente fueron generados al azar en los intervalos [0, A] y [0, B],
respectivamente. En todos los casos, la distribucién considerada para la generacién
de valores aleatorios fue Uniforme.

La aplicacién de la regla de eliminacién 2 a los 20.000 problemas considerados
del tipo minger f(F,T;), condujo a los resultados que se muestran en la Tabla 3.4.
Obsérvese que la aplicacién del criterio indicado produjo la eliminacién de casi la

mitad de los problemas, con una reduccién superior al 42% en el tiempo de CPU
empleado.
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Un resultado analogo al Lema 3.45 (y, en consecuencia, una regla de eliminacién
similar a la ndmero 2), puede establecerse si se consideran los subproblemas que se
obtienen al fijar los puntos extremos de Lg. Sin embargo, tal criterio de eliminacién
no va a ser efectivo en la practica, ya que la solucién 6ptima de tales subproblemas
puede determinarse ficilmente, segin se analizé en el apartado 3.5.2.1.
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