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INTRODUCCION A LA MEMORIA

La presente memoria es fruto de la convergencia de dos lineas de
investigacién desarrolladas por el Departamento de Estadistica e Inves-
tigacién Operativa de la Universidad de Sevilla, y que ha dado lugar al
estudio y desarrollo de la teorfa de los juegos cooperativos estocésticos.

La primera linea de investigacién fue la pionera en el comienzo de
la investigacién en el departamento en la década de los anos setenta.
La idea original propuesta por el profesor Infante era el desarrollo de
investigacién en torno a los fundamentos axiomaticos de la teorfa de la
decisién. Esta linea de trabajo tenia por objetivo inmediato el profun-
dizar en varias dreas relacionadas entre si desde la teorfa de la decisién
a la programacién matematica y a la teoria de juegos, partiendo de los
resultados que él habia obtenido en sus estudios en la Universidad Com-
plutense de Madrid. Uno de los aspectos més destacados se relacionaba
con las posibilidades que presentaba el estudio de los problemas de pro-
gramacion estocdstica, tanto como reto teérico como desde el punto de
vista de sus aplicaciones. Asi uno de los primeros frutos en esta linea
fue la lectura de la primera tesina de licenciatura realizada en la seccién
de matematicas de la Universidad de Granada, titulada “Programacién
estocéstica: resultados y estado actual”. Posteriormente fueron apare-
ciendo publicaciones relacionadas con la teoria de juegos, la teoria de
la informacién, etc., continuando asf hasta nuestros dfas.

La segunda linea de investigacién, aunque fuertemente relacionada
con la anterior, se ha desarrollado en los tltimos anos al conectar la
teorfa de juegos con las situaciones multiobjetivo. La metodologfa mul-
tiobjetivo ha sido ampliamente desarrollada a lo largo de los anos en
nuestro departamento, sin embargo no ha sido hasta los anos noventa
cuando esta ha irrumpido en la teoria de juegos. El considerar que
las situaciones propias de la teorfa de juegos se originan en varios es-
cenarios nos lleva de forma natural a modelos de juegos con objetivos
multiples. En esta linea de trabajo se han desarrollado numerosos tra-
bajos de investigacién, y en especial dos tesis doctorales, continuando
abiertas las posibilidades de estudio en esta drea.

No obstante, ninguna de las dos lineas marcadas anteriormente
habfa considerado las situaciones de competencia bajo un ambiente
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de riesgo, y es por ello que esta memoria viene a poner de manifiesto
como la aparente separacién entre lineas de investigacién es a veces
superficial.

La memoria que presentamos estudia las situaciones de confrontacién
que se producen en teorfa de juegos, conocidas como juegos coopera-
tivos, en los cuales, aunque haya diferentes sensibilidades por parte de
los jugadores, estos acuerdan cooperar para obtener un mayor benefi-
cio que si actuasen de modo individual. Pero la teorfa cldsica suponia
que los pagos que se producian en el desarrollo de la cooperacién eran
pagos escalares determinados de antemano. En esta memoria, y esta es
en parte su aportacién, presentamos y estudiamos aquellas situaciones
en que los pagos sean no deterministicos, matemsticamente hablando
los pagos sean variables aleatorias.

El capitulo primero de la memoria se dedica a explicar los origenes
e importancia de estos juegos cooperativos en ambiente de riesgo, asf
como de exponer las lineas fundamentales que desarrollamos a lo largo
del trabajo.

Nosotros deseamos aqui explicar sélo la linea de investigacién de
donde se ha partido,y aunque segin hemos comentado anteriormente
la memoria parece estar conectada sélo con la primera linea de trabajo,
donde se ubican los estudios sobre los ambientes de riesgo, sin embargo,
la metodologfa desarrollada pone de manifiesto la gran relacién que esta
memoria tiene con la segunda linea de trabajo, como podra verse a lo
largo de la misma, dado que sin los estudios efectuados con anteriodad
en esta lfnea de los juegos con objetivos miiltiples, la presente memoria
no podria haberse llevado a cabo.

De todo lo anterior se deduce, y asi deseo expresarlo, que mi trabajo
de investigacién no se debe sélo a mi labor individual, sino que se
debe en gran parte a todos los investigadores que me han precedido
en el departamento, cuya labor a lo largo de los anos ha fructificado
en unos resultados, que junto con los desarrollados a lo largo de la
presente memoria, nos han permitido llevar a buen puerto la presente
investigacion.



CAPITULO 1

JUEGOS COOPERATIVOS EN AMBIENTE DE
RIESGO

1. INTRODUCCION

Al modelar mateméticamente situaciones reales con el fin de tomar
decisiones, aparecen en el modelo un gran mimero de constantes que
debemos determinar para poder comparar las diferentes alternativas
que el decisor puede escoger. No obstante es frecuente que algunas de
estas constantes no puedan ser determinadas a pesar de la experiencia
acumulada que sobre la situacién real se posea. En estos casos decimos
que tenemos incertidumbre en nuestro modelo, aunque si disponemos
de un conocimiento aproximado en forma de series de datos, solemos
decir que estamos en ambiente de riesgo, lo que nos indica que sobre
dichas constantes se tiene informacién que puede ser plasmada a través
de una variable aleatoria.

Esta situacién es muy frecuente en la ciencia moderna y, especial-
mente, la Investigacién Operativa ha estudiado a lo largo de su his-
toria muchos modelos, denominados estocésticos; en los que se toman
decisiones en presencia de incertidumbre. Asi son clésicos el estudio
del reparto 6ptimo del gasoil para calefaccién entre los distribuidores
de un cierto pais en funcién del clima (temperatura) invernal que se
producird a posteriori de dicha distribucién, de modo que podamos ase-
gurar la demanda aceptando un cierto riesgo, o la determinacién del
almacenamiento de un cierto bien perecedero que va a tener una sola
oportunidad de venta en un pequeno periodo de tiempo y del que no
hay posibilidad de reposicién (conocido como el problema del inventario
del drbol de Navidad). Muchos de estos problemas han sido formula-
dos y estudiados a través de una rama de la Investigacién Operativa
conocida como Programacién Estocdstica, y para podernos hacer una
idea de la importancia que sus origenes tuvo, puede consultarse el tra-
bajo de Infante R. (1976)[1]. El estudio del tema es de gran dificultad,
aunque como siempre la investigacién va haciendo aportaciones tedri-
cas que con ayuda de los computadores permiten abordar problemas
reales, ver Tijms H. (1994) (3).
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La Teorfa de Juegos no ha sido ajena al estudio de situaciones en
las que los datos eran determinados a través de variables aleatorias, asf
pueden estudiarse capitulos de libros sobre esta teorfa con el nombre
de juegos estocésticos, véase Owen G. (1982) [4].

Sin embargo estos modelos estocésticos suelen representar a juegos
dados en forma estratégica y sirven para modelar situaciones competi-
tivas. Mucha menor atencién se le ha prestado, aunque como veremos
posteriormente algiin modelo ha sido desarrollado, a los juegos en forma
cooperativa.

Un modelo de juego cooperativo suele asociarse a aquellas situa-
ciones reales en las que varios decisores compiten para obtener unos
beneficios, que controlan parcialmente, y que una vez que han decidido
aunar sus esfuerzos para obtener conjuntamente un mayor beneficio,
deben decidir c6mo repartir el mismo, en funcién de su aportacién al
logro total. Estos modelos se les conoce en Teoria de Juegos como
juegos cooperativos en forma de funcién caracteristica.

Aunque el desarrollo del estudio de los juegos cooperativos comienza.
en los inicios de la Teoria de Juegos, actualmente ha tenido un verti-
ginoso empuje en sus aplicaciones debido al estudio de la globalizacién
econémica en muchos campos de la Investigacién Operativa. Estudiada
la mejor decisién a llevar en un contexto en el que aparecen diversos
agentes con diferentes intereses, se debe determinar cémo realizar el
reparto del beneficio-costo que la implementacién de la decisién éptima
lleva consigo. Asi son clésicos los modelos del juego de la produccién,
el juego del aeropuerto,etc.,véase Tijs S. y Otten G. (1993) [5].

En estos modelos cooperativos se supone que se conoce perfecta-
mente el beneficio-costo que cada conjunto de decisores ocasionard al
implementar su mejor decision. Pero esta hipétesis dista mucho de
ser siempre cierta, ya que es frecuente que el resultado de nuestras
decisiones no se conozca a priori, por lo que las consecuencias de las
mismas sélo se pueden medir de una forma imprecisa a través de una
cierta variable aleatoria.

El objetivo de la presente memoria es estudiar estas situaciones,
que denominaremos juegos cooperativos en ambientes de riesgo o sim-
plemente juegos cooperativos estocésticos. En ellas, debido que las va-
loraciones vienen dadas a través de variables aleatorias que representan
generalmente las posibilidades de obtener dichos valores, estamos in-
teresados en repartir estos valores (riesgos) entre los diferentes agentes,
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de modo que su cooperacién no sélo supone obtener unos beneficios-
costos conjuntos, sino ademds repartir el riesgo que su cooperacién
conjunta conlleva.

Fundamentalmente estamos interesados en la visién de las situa-
ciones estocisticas conocidas como “aqui y ahora” (here and now), en
las que hacemos el anilisis de la situacién y el reparto del riesgo antes
de conocer las consecuencias que nuestra decisién de cooperar acarree
en el futuro. Logicamente estudiaremos también las consecuencias que
producen las valoraciones finales futuras, en la direccién introducida
en la literatura por Suijs J. et al. (1999) [6], lo que conduce a un
reajuste de las decisiones tomadas a priori, y que pueden considerarse
como andlisis en dos fases, como se les conoce en la literatura de pro-
gramacién estocastica.

Analizamos estas situaciones estocdsticas también a través de los
lHamados modelos de valores deterministicos asociados, en los que las
variables aleatorias son sustituidas por valores deterministicos tales que
son equivalentes para el decisor a la variable aleatoria, pero aunque es-
tudiaremos modelos similares al desarrollado por Granot D. (1977) [8],
desarrollaremos otros modelos mds generales en los que las valoraciones
estocasticas son sustituidas por un vector de valores, lo que permite
recoger con mayor precisién las preferencias que los decisores tienen
por estas situaciones de riesgo. Esta aproximacién es la més usual
que aparece en la literatura en los problemas de 1.0., aunque como
sabemos la optimalidad del modelo deterministico asociade sélo pueda
trasladarse al modelo estocdstico bajo ciertas condiciones; recordemos
el modelo cuadrético - lineal de la teoria del control.

2. JUEGOS COOPERATIVOS ESTOCASTICOS

Un juego cooperativo deterministico es un par (N, v), donde N es
un conjunto finito y v es una funcién v : 2V — R, que verifica v(@) = 0.
Los elementos de N = {1,2,...,n} se denominan jugadores , los
subconjuntos de N , S, coaliciones y v (S) es el valor de la coalicién S,
conociéndose a la funcién v () con el nombre de funcién caracteristica.

Un juego cooperativo se dice que es estocdstico si las valoraciones
de las coaliciones por la funcién caracteristica es una variable aleatoria:
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donde 5 es una variable aleatoria con soporte en R.

Como indicdbamos cualquier situacién real que pueda modelarse
como un juego cooperativo deterministico, puede ser también mode-
lado como un juego cooperativo estocdstico al desconocer parcialmente
algunas valoraciones de las coaliciones.

Citamos a continuacién algunos casos en los que es més frecuente
que el modelo conlleve elementos no determinfsticos:

2.1. Modelo de la produccién con recompensa aleatoria.

El modelo de la produccién se formula como un juego cooperativo
con N jugadores, en el que cada jugador proporciona al proceso de
produccién una determinada cantidad de recursos con el fin de obtener
unos productos que serdn posteriormente vendidos a un precio de mer-
cado determinado a posteriori, pero que al plantear la cooperacién es
(€1, ¢z, ..., ¢p) = ¢ aleatorio. . '

Cada jugador i dispone de unas cantidades de recursos dadas por
el vector: ‘

b = (b5, 05, ..,0)  i=1,2,..,n

Supuesto que el modelo de produccién es lineal, y que la obten-
cién de cada unidad del k-ésimo producto, (k = 1,2,...,p) requiere
apx unidades del h—ésimo recurso (h = 1,2, ...,q), es decir la matriz
tecnolégica viene dada por

A= (ahk).

Como cada coalicién S puede disponer de una cantidad de recurso
que llamamos b7, donde

b= b h=12.,q

€S

El valor de la coalicién S vendréd dado por el méximo beneficio que
S puede conseguir con los recursos de que dispone:
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v(S) = MAX 121 + coza + ... + cpp

s.a.
a1121 + @222 + ... + Q1pTp S bf
a1%1 + Ao + ... + agpTy < b5
S
aqT1 + T2 + ... + AppTp < bq
X1,T2y ..., Tp 2 0

que en el caso de ser (cy, ¢y, ..., ¢p) un conjunto de precios determi-
nado v(S) serd un ndmero real, pero al ser un vector aleatorio es una
variable aleatoria.

Nétese que en el modelo deterministico v (S) es un nimero debido a
que sobre R hay definido un orden total entre las valoraciones asociadas
a cada vector factible ( z1, zg, ..., Zp).

En el caso estocdstico v(S) serd una variable aleatoria o un con-
junto de variables aleatorias, segin sea el orden que definamos sobre el
conjunto de variables aleatorias con soporte en R .

Si este orden es el dado por la dominancia estocéstica entre variables
aleatorias tendremos un orden parcial, mientras que si las ordenamos
por sus equivalentes de certeza nos produce un orden total. Ello hace
que al considerar los juegos cooperativos estocdsticos sea fundamental
~ destacar el tipo de orden que deseamos emplear para la solucién del
problema, cosa que no es necesario en el caso deterministico ya que en
esta ocasi6n sélo se emplea el orden natural de la recta real. Este es
el motivo de que dediquemos el capftulo segundo de esta memoria al
estudio de los érdenes estocdsticos y sus propiedades, antes de abordar
el estudio propiamente dicho de los juegos cooperativos estocdsticos.

2.2. Cartera de valores de una corporacién.

Es sabido como, la reunién de agentes en una corporacién, puede
conseguir mejores inversiones en una cartera de valores al permitir una
mayor inversién, lo que ocasiona mayores beneficios con cierto control
del riesgo de dicha cartera. En este caso, el valor de una corporacion,
o una coalicién S, vendr4d dado por el valor de su cartera de valores, la
cual aunque pueda ser valorada por algin indicador presente, debe ser



8 1. JUEGOS COOPERATIVOS EN AMBIENTE DE RIESGO

considerada globalmente en su valoracién beneficio-riesgo. El objetivo
de dicha corporacién sers conseguir un beneficio para los individuos
que la componen mayor que el que ellos podrian tener de forma indi-
vidual o realizando asociaciones parciales. Dichos beneficios tendrdn
unos riesgos que acepten repartirse, dado que ellos asumirian de forma
individual un mayor riesgo.

2.3. Seguros y reaseguros.

Las compaiifas de seguros se agrupan para compartir riesgos lo que
les permite obtener mayores beneficios. Cualquier rama del seguro
tiene determinada la ley de ocurrencia de sus accidentes, la cual estd
determinada. por las caracteristicas del sector y por las condiciones que
las companfas impongan.

La valoracién de la cooperacién v(S) vendrd dada por la diferencia
entre las primas obtenidas por la cooperacién y los pagos que realiza
en funcién de la ocurrencia de incidentes que se ocasionen, obteniendo
mejores condiciones de mercado a través de esta cooperac1én que de
forma individual.

Nuevamente el objetivo es el de compartir las consecuencias de las
primas soportadas, lo que les da un beneficio 1nd1v1dua1 mayor que el
que tienen actuando separadamente. :

Otras muchas situaciones, como flujo méximo aleatorio, caminos
de méxima fiabilidad, rutas menos peligrosas,..., pueden modelarse en
este contexto de juegos cooperativos estocdsticos simplemente cuando
alguno de los elementos que en ellos aparece sea de valoracién aleato-
ria, aunque como veremos en esta memoria no todas ellas pueden son
analizables analiticamente.
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3. MODOS DE REPARTO

Si suponemos que las situaciones que reflejan los juegos invitan a
los jugadores a cooperar, en el sentido de que se obtiene mayor benefi-
cio asociados que permaneciendo separados, (lo que estd intimamente
unido al tipo de orden que se define en el contexto), el objetivo fun-
damental es el repartir entre los jugadores el valor de la gran coalicién

’U(N) = EN.

Independientemente del tipo de comparacién que efectuemos entre
las variables aleatorias, en este ambiente de riesgo podemos contestar
de dos formas al tipo de reparto:

a) Aqui y ahora (Here and Now) .-

Debemos repartir la variable aleatoria £y , en el sentido de que los
jugadores comparten el riesgo de obtener beneficios en la cooperacién.

b) Espere y vea (Wait and See).-

Debemos repartir la realizacién de la variable aleatoria &n(w), en el
sentido de que los jugadores sélo estdn interesados en los valores finales -
de la realizacién de sus beneficios. '

Nosotros estudiaremos la resolucién de los juegos cooperativos es-
tocasticos en dos etapas, en una primera etapa se hace un reparto del
futuro beneficio, y en una segunda etapa se ajusta este reparto ha-
cia el beneficio final. De este modo podemos dar contestacién a las
diferentes situaciones que se puedan presentar en la realidad, pues en
ciertos contextos los jugadores no haran uso de los valores finales ya
que s6lo estan interesados en repartir sus riesgos y/o tener beneficios
parciales a cuenta de ello, y en otros contextos la cooperacién solo
tendrd sentido respecto del beneficio final. No obstante, estudiaremos
los procedimientos como independientes para que puedan aplicarse de
forma separada o secuencial. Por ello podemos considerar tres aproxi-
maciones diferentes en el estudio:
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3.1. Soluciones en variables aleatorias.

Cuando aceptamos por solucién el conjunto de variables aleatorias
con soporte en R, el conjunto de soluciones del juego cooperativo es-
tocastico vendra dado por aquellas asignaciones aleatorias

(X17 X27 sy Xn)

tal que X; representa el beneficio que el jugador i-ésimo recibird,
cumpliéndose

Z Xi=¢&n
=1

Este concepto de solucién, que consideramos matematicamente mas
coherente con la teorfa clasica de los juegos cooperativos determinfs-
ticos, presenta la dificultad de trabajar directamente con variables
aleatorias. La aritmética de las variables aleatorias tiene un gran pare-
cido con la de los mimeros primos. No toda variable aleatoria puede
descomponerse en suma de un nmimero arbitrario de variables aleato-
rias independientes. Aunque este problema queda resuelto trabajando,
como supondremos en gran parte de la memoria, con determinadas
familias de leyes aleatorias conocidas como infinitamente divisibles,
que tienen la propiedad que deseamos. Ademds como a estas familias
pertenecen la ley normal y la ley de Poisson, podemos abordar muchos
problemas con esta metodologia. Asi todos los ejemplos anteriormente
planteados presentan este tipo de leyes.

3.2. Soluciones en valores ciertos.

Usualmente en los ambientes de incertidumbre se sustituyen los va-
lores desconocidos por un valor deterministico equivalente en el sentido
amplio de que el decisor es indiferente ante dicho valor y el que pueda
ocasionar la situacién de incertidumbre en que se vea implicado. Esta
representacién tiene una amplia justificacién desde el punto de vista
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de la teoria de utilidad hasta la de objetivos fijados o preferidos como
veremos posteriormente en el capitulo correspondiente.

En este caso se sustituye el valor v(S) = & por V[£s] que es
un vector de R¥como estudiaremos, aunque los trabajos cldsicos han
empleado frecuentemente el caso k = 1.

Con ello al trabajar con valores asociados a v(NN), la situacion en
un principio conduce a estudiar el problema como juegos cooperativos
vectoriales o escalares, segin sea la dimensién de k, conduciendo a
soluciones numéricas ya desarrolladas (véase Hinojosa M. A. (2000)(9]).

Las dos aproximaciones anteriores al problema son especialmente
interesantes en aquellas situaciones en las que los jugadores participan
de la cooperacién y desean conocer su VALOR en la cooperacién, en
el sentido de que si desean VENDER sus DERECHOS a seguir co-
operando en el juego a otro jugador cudl seria el pago justo. Estamos

"en situaciones similares a las que dieron lugar a la Teorfa de las Pro-
~ babilidades con el pago que debia hacerse si un juego de apuestas se
- suprimiese sin finalizar el mismo.

No obstante, puede presentarse una nueva forma de abordar el pro-
blema: : v

3.3. Soluciones en valores finales.

La solucién que demos debe ser funcién del beneficio final que
de v(N) = £y se obtenga, para que cuando {y (w) ocurra, se pro-
duzca el reparto real de los beneficios entre los jugadores. Es decir

Xi = filn ,v(+))

con la condicién

> X =&y
i=1
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siendo el beneficio que el jugador recibird f; ({x (w)) . Ello es cono-
cido en programacion estocdstica como regla de orden cero.

Esta funcién f; (-) puede considerarse como un valor de ajuste final
que se produce en los dos casos anteriores entre las valoraciones a priori
que se dan la participacién de los jugadores y la valoracién real final.

Asf la forma lineal.

Xi = ki + 1 [Eny — k(N)]

puede darse como una primera aproximacién en donde k; puede
ser interpretado como un valor deterministico asociado al jugador -
ésimo , k(NN) un componente aleatorio o deterministico sobre el riesgo
total asumido, y r; la proporcién que debe de ajustar dicho jugador
respecto del valor final que €y proyecte.

Estas tres formulaciones son estudiadas de un modo independiente
‘a lo largo de la. memoria, aunque entre s{ pueden interaccionar en la
bisqueda de una solucién del problema, como veremos sobre los casos -
reales.

De todo ello se desprende la estructura que tiene la presente memo-
ria; ‘

En el siguiente capitulo estudiamos los diversos 6rdenes que podemos
establecer entre los pagos aleatorios y que son de utilidad a lo largo del
trabajo en los diferentes capitulos, pues el tipo de comparacién entre
variables aleatorias es crucial en la solucién de las distintas aproxima-
ciones.

Baséndonos en estos érdenes estudiamos los tres capitulos siguientes
en los que se desarrollan las tres aproximaciones al problema anterior-
mente mencionadas. El tercer capitulo estd dedicado al estudio de las
soluciones en variables aleatorias, centrando nuestra atencién en el con-
cepto cldsico de core, estableciendo la caracterizacion de las diferentes
aproximaciones al mismo a través de la dominancia de asignaciones.
Estudiamos también la caracterizacién de la existencia de solucién en
los casos particulares de que las variables aleatorias que representan
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las valoraciones y los repartos sean variables aleatorias normales y de
Poisson, con lo que la caracterizacién de la solucién para una amplia
clase de situaciones reales queda establecida, disponiéndose de proce-
dimientos para su célculo.

En el cuarto capitulo estudiamos las soluciones en valores ciertos,
donde se analiza la solucién de los juegos estocésticos a través de juegos
deterministicos, presentando la novedad de que estos pueden ser tanto
de naturaleza escalar como vectorial, lo que nos permite hacer anélisis
con equivalentes de certeza mads ricos que los efectuados cldsicamente.

El ttimo capitulo lo dedicamos a las soluciones en valores finales,
donde estudiamos el problema del ajuste del resultado final desde una
Optica general, al poder considerar la misma como un juego coopera-
tivo estocdstico vectorial. Desde esta visién general pueden conside-
rarse como casos particulares algunas aproximaciones que existen en la
literatura de juegos cooperativos estocdsticos.



CAPITULO 2

ORDENES ESTOCASTICOS

1. INTRODUCCION

La posibilidad de comparacion de resultados aleatorios es funda-
mental en la bisqueda de soluciones 6ptimas en los modelos que con-
llevan incertidumbre, aunque la nocién de “mejor” no es tan intuitiva
como lo es en el caso de comparacién de resultados deterministicos,
ya que en los 6rdenes que se definen aparecen elementos subjetivos de
actitud que el decisor tiene ante el riesgo.

Existen, por tanto, diferentes modos de realizar estas compara-
ciones y como consecuencia varios tipos de 6rdenes, los cuales sue-
len ser 6rdenes parciales, en el sentido que entendemos que verifican
las propiedades reflexiva, transitiva y antisimétrica, estableciéndose
érdenes totales, como en el contexto escalar determinista, cuando se
supone que exista una funcién de utilidad que valore la situacién de
riesgo o cualquier equivalente de certeza que asociemos a valores es-
tocésticos. ' ’ o

Desarrollamos en este capftulo aquellos 6rdenes que emplearemos -
en el estudio de los juegos cooperativos estocdsticos, lo que nos per-
mitird hacer comparaciones entre las valoraciones de las coaliciones
y las asignaciones que a las mismas repartamos. El tipo de orden
es importante en este contexto ya que a diferencia del caso escalar
donde el orden era tnico, dependiendo del orden empleado aparecen
las diferentes propiedades que los modelos presentan como pueden ser
los juegos monétonos, superaditivos,.., e incluso al tipo de solucién que
ofrezcamos para los mismos.

Supondremos en este capitulo que las variables aleatorias X estdn
definidas en R con funcién de densidad fx (-) continua, y representemos
por Fx (-) su funcién de distribucién, por facilitar la redaccién del
capitulo, aunque la mayoria de los resultados son ciertos para cualquier
tipo de variable aleatoria que se emplee. Por tanto, haremos uso de
dichos resultados de una forma mds genérica sin tener que redefinirlos,
cuando éstos sean ciertos.

15
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2. DOMINANCIA ESTOCASTICA

El orden mds general que se define entre variables aleatorias, que re-
cuerda el orden escalar, es denominado orden estocdstico, siendo aquél
en el que una variable aleatoria es preferida a otra variable aleatoria si
tiene la primera mas probabilidad de obtener valores superiores a un
cierto umbral, cualquiera que sea este, que la segunda.

DEFINICION 2.1. La variable aleatoria X domina estocdsticamente
a la variable aleatoria Y , y lo representamos mediante Y <. X , st
para cualquier k € R :

(1) P[X >k >P[Y >k

Ello refleja una preferencia fuerte por parte del decisor, ya que si
las variables aleatorias representan beneficios, una variable da mayor
beneficio con mayor probabilidad que la otra, cualqulera que sea el
umbral de comparacién que establezcamos.

Légicamente, no podemos decir que en una realizacién indepen-
diente de ambas variables una sea mayor que otra, lo tinico que afir-
mamos es que siempre es mds probable superar el umbral usando una
variable que la otra. '

La definicién anterior puede escribirse utilizando la funcién de dis-
tribucién de probabilidad ya que (1) representa que la funcién comple-
mentaria Fx (£) (es decir 1— Fx (t) ) es mayor que Fy (t) , para cada
valor de t ,

Fy t)<Fx (t),VteR,

o bien para las funciones de distribucién:
LEMA 2.1. Y <. X sii Fx (t) <Fy (t) , teR

Esta relacién de orden establece en el conjunto de las variables
aleatorias con soporte en R un orden parcial.

La definicién del orden a través de la funcién de distribucién permite
establecer comparaciones entre familias de variables aleatorias cuando
éstas presentan una forma analitica manejable.

EJEMPLO 2.1. ¢ X eY estdn distribuidas exponencialmente (Z «
Exp(Az) st Fz (t) =1-exp(—Azt) ) con pardmetros Ax y Ay respecti-
vamente,
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Y <. X sit Ax < Ay
lo que equivale a que E[Y] < E[X].

Si denotamos por I; (z) la funcién de distribucién de la variable
aleatoria que concentra su masa en ¢, la condicién (1) nos permite
escribir

[ n@im@ s [ 5@ e

—00 —00
y teniendo presente que el conjunto de las funciones escalonadas
es denso en el conjunto de todas las funciones crecientes para las que
existe la integral en R , el teorema de la convergencia monétona de la
integracién nos dice que:

TEOREMA 2.2.
XY sii E[¢(Y)] <E [¢p(X)]

para toda funcion creciente ¢ : R — R, para la que la integral evista

El teorema nos permite demostrar que:
eSi E[X] < E[Y] no puede X dominar estocdsticamente a Y

SiY <, Xy E[X]=E[Y] entonces Y =, X
oFEl orden estocistico se conserva entre los estadisticos de orden, y
entre los momentos si las variables aleatorias son positivas.

Este teorema es importante ya que nos dice que el orden estocéstico
es compatible con cualquier funcién de utilidad que sea creciente en los
argumentos de la variable y que represente el valor que el individuo
proporciona a las situaciones de riesgo, como veremos posteriormente.
Desempena el papel que los criterios de utilidad deterministica tienen
como condicién para proporcionar elementos eficientes en los problemas
con criterios muiltiples.
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No obstante, la comparacién de las variables aleatorias a través
de las funciones de distribucién es dificil cuando no existe una expre-
si6én analftica, dado que deben de ser comparadas a través de todos los
umbrales posibles. Estudiamos a continuacién procedimientos finitos
de comparacion, en el sentido de que para ver la dominancia entre vari-
ables s6lo es necesario testar las funciones de distribucién asociadas en
un mimero finito de puntos. |

Dado que Fx (t) = ffoo fx (u) du , es condicién suﬁciente
que fy (u) > fx (u) para todo u, para que sea Fy (t) > Fx () en
R,y por tanto paraque X . > Y

Ello puede ser 1itil en casos discretos: |

LEMA 2.3. Si las variables aleatorias X c}aﬂ Y estan dzstmbmdas
segun Poisson (Z ~ P(X\,) si P[Z=Fk] =% e *) con pardme-
tros Ax y Ay respectivamente: i

XY sidy <Ax (esdecir E[X] > E[Y] ).

~ Sin embargo esta condicién es muy fuerte y a casi ninguna familia
“de distribuciones continuas se puede aplicar. No obstante partlendo de
‘que ello es equivalente a:

/0 (fy (w) — fx (w))du >0,WVt

podemos buscar un conjunto finito de puntos en el que compara;r
las funciones de distribucién. i

Siguiendo a Ferndndez F. R. (1976)[11] podemos establecer un teo-
rema que nos permite comparar las funciones de distribucién en un
numero finito de puntos para establecer la dominancia estocéstica.

Sea.

Alf,91={z € R/f(z) = g9(z)}

cuando las funciones sean funcién de densidad de variables aleato-
rias, este conjunto generalmente es finito, e incluso para las familias de
densidad usuales el cardinal del conjunto es menor o igual que dos, no
considerando en este caso los puntos extremos de la recta real oo y -oo.



2. DOMINANCIA ESTOCASTICA 19

TEOREMA 2.4. X ,>Y suFx (t) < Fy (t) para t€ Alfx, fr]-

-Demostracion-

AF (z) = Fy (z) — Fx (z) =[Z, (fr() — fx (t)) dt , por lo
que

lim, 0o AF (z) = lim,—,_o AF (z) = 0.

En cada intervalo que los puntos del conjunto A [fx, fy| definen, la
funcién AF (-) se comporta alternativamente creciente y decreciente,
siendo los puntos de A [fx, fy] los que indican lo méximo que ha podido
crecer AF () en un intervalo de crecimiento o el mfnimo que se ha
podido alcanzar en un intervalo de decrecimiento. Son estos puntos los
que nos pueden indicar, junto a las condiciones limite, si existe algtin
valor z en el que AF (z) <0, es decir AF (z) < 0 para algin valor
de la recta real sii AF (z) < Oparaalginz € A[fx, fy]y en este caso
no existirfa dominancia estocéstica, pues debe ocurrir que AF (z) >
0Vza

Basdndonos en el teorema 2.3 podemos dar condiciones muy senci-
llas para comprobar si se verifica la dominancia estocéstica.

Dado A|[fx, fy] , podemos ordenar en R los elementos de dicho
conjunto y le llamaremos a sus elementos z(;y < zp) < ... < T -

COROLARIO 2.5. FEs condicion necesaria para que X . > Y que
fx () < fy (t) en algin te (—oo, zy ) y fx () > fr(t) en
algiin t€ ( T(n) ,+oo) :

-Demostracién-

Dado que en el primer intervalo fx (t) < fy (), lafuncién AF (z) es
creciente en este intervalo, luego solo puede ser que X . > Y .

Pero si en el dltimo intervalo AF (z) fuera creciente, siendo

limg—.oo AF (z) =0, tendria que tener un valor anterior a z(n) en
el que AF (z) <0 .A
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Como consecuencia del corolario tenemos:

. Si#/| A[fx, fv]| = 1 existe dominancia estocéstica entre ambas
variables en algin sentido

. Si #| A[fx, fr]] = 2 no puede existir dominancia entre dichas
variables

COROLARIO 2.6. Sean X e Y wv.a. distribuidas normalmente
2
(7 ¥ (u03) 555 0) = s o (3522)')
con pardmetros (ux,0?) , (uy,o?) respectivamente
Si E[X] > EY) implica que X . =Y

St no tienen la misma varianza no eriste dominancia estocdstica
entre ellas.

La demostracién se basa en el hecho de que en el caso de igual
varianza las funciones de densidad tienen un solo punto de interseccién
en

. Al
2( py — px)
En el caso de no tener la misma varianza, las funciones de densidad

intersecan en dos puntos, por lo que no existe dominancia estocéstica
entre ellas.A

También permite comparar familias diferentes

COROLARIO 2.7. 5i X se distm'buye segiin una normal N (u,0?) e
Y segin una exponencial Exp()\)

e Siu=0, Ye>-st'hayunpunto de corte.
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o Si existen dos cortes no hay dominancia.

Ansloga situacién tenemos si X se distribuye segin una normal
N (u4,0%) e Y segtin una uniforme U(a,b).

Otro camino para comprobar que una variable aleatoria X domina
estocdsticamente a otra, aunque puede ser de dificil aplicacién en la
mayoria de las situaciones, es a través de la funcién inversa relativa

Uxy(t)=F5'Fy(t) VteR

TEOREMA 2.8. Y <. X sii Uxy (t) >1

-Demostracién-

Si Y<. X es Fx (t) < Fy (t), Vt € R, entonces

Fi'Fy (t) =inf{z/ Fx (2) > Fy ()} =

=inf{z >t/ Fx (z) > Fy (t)} > t.

Inversamente si inf{{z / Fx (z) > Fy (t)} > ¢t serd Fx(t) <
Fy (t) , lo que equivale a Y <, X.

3. ORDENES CONVEXOS

Para relajar el orden estocdstico anteriormente definido, podemos
buscar un orden en el que la clase de las funciones ¢ que interviene
en la caracterizacién en el teorema 2.1, sea més pequefia. Teniendo
presente que estamos en situaciones en las que los decisores manifiestan
su agrado o aversién por el riesgo empleando funciones de utilidad
convexas o céncavas, vamos a considerar las clases de estas funciones
para definir un nuevo orden.

En este caso podemos partir del teorema como caracterizacion del
orden y dar la propiedad como teorema, puesto que el camino a seguir
es similar al dado en el caso anterior.
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DEFINICION 3.1. Decimos que X domina a Y segiin el orden con-
vexo creciente, y lo denotaremos por X .. = Y , si se verifica

Elp(Y)] < Elp(X)]
cualquiera que sea la funcion ¢ : R — R conveza creciente.

Dado que toda funcién convexa creciente puede ser aproximada por
funciones que sean combinaciones positivas de funciones del tipo

¢ (z) = (z—a)* =maz(0,(z — a)]

que son funciones convexas y crecientes, y puesto que si X ¢ > Y
se cumplird

E[(X-a)f]>E[Y-a)T],Va

deberd ocurrir que [ " Fx (u)du > [ Fy (u)du, Yz, supuesto
que la integral existe, es por lo que podemos enunciar:

TEOREMA 3.1. X . = Y sii [ " Fx (u)du > [ Fy (u)du , Vz.

De forma similar podemos definir el orden céncavo:

DEFINICION 3.2. Decimos que X domina aY segin el orden con-
cavo creciente, y lo denotaremos por X ., > Y , si se verifica

E[p(Y)] < Ep(X)]
cualquiera que sea la funcion ¢ : R — R céncava creciente.

Al razonar ahora de un modo similar podemos establecer la siguien-
te caracterizacion

TEOREMA 3.2. X o, = Y si ffoo Fx (u)du < f_moo Fy(u)du ,
V.
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Este orden pone de manifiesto su diferencia con el anterior orden
estocéstico en el comportamiento de las medias, pues la igualdad de
las medias junto a la dominancia entre variables no hace que estas sean
equivalentes en el orden, sino que conduce a otro orden, como veremos
posteriormente, conocido como orden convexo, en el que las funciones
de utilidad que lo originan son sélo funciones convexas, sin verificar la
condicién de ser no decrecientes.

Para comprobar si se da el orden entre dos variables, es atin mas
complejo que en el caso anterior realizarlo directamente, pues en esta
ocasién debemos calcular previamente alguna de las funciones

/:of(u)du,o /;F(u)du

segtin el orden a emplear . No obstante, podemos volver a aplicar el
teorema 2.3 sobre las funciones Fx y Fy , o incluso establecer condi-
ciones sobre fx y fy-

Vamos a considerar el orden céncavo en el estudio de las caracte-
rizaciones de los 6rdenes, pero teniendo en cuenta que andlogas consi-
deraciones pueden establecerse sobre el orden convexo, pues podemos
facilmente obtener que X . =Y siysélosi — X <, —Y

TEOREMA 3.3. X o, =Y sui ffoo Fx (u)du < fjoo Fy (u) du para
te A[Fx, Fy].

La demostracion es similar a la dada anteriormente.
Para el orden convexo-creciente seria.

TEOREMA 3.4. X o = Y  sii [TFx(u)du > [[°Fy (u)du
para t€ A[Fx, Fy].

Anslogamente podemos enunciar el corolario, y por ello las conse-
cuencias de las mismas.

Asi la condicién # |A [Fx, Fy]| =1 proporciona dominancia segin

orden convexo creciente, lo que es conocido como “criterio de corte de
Karlin, S. , Novikoff , A. (1.963)” [12]:
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TEOREMA 3.5. Silas v.a. X e Y con esperanzas finitas verifican

E[Y] < E[X]
y existe un valor k, tal que
Fx (z) < Fy (z) z <k

Fy (z) < Fx (z) x>k
entonces Y <., X.

Ansloga condicién ocurre para el orden convexo. De este modo:

COROLARIO 3.6. Si dos funciones de distribucion se cortan en un
solo punto, la de mayor media domina a la otra en alguno de los dos
ordenes.

Resultado semejante al que existia en la dominancia estocdstica
para leyes cuyas funciones de densidad se cortasen en un solo punto.

Nétese que esta condicién puede darse sobre las funciones de densi-
dad, por lo que para el criterio de corte de Karlin y Novikoff es suficiente
que # |A[fx, fy]] =2 debido a las condiciones limite.

El orden convexo creciente suele considerarse como un orden que
tiene presente la variabilidad, dado que al ser compatible con las fun-
ciones convexas crecientes, las cuales crecen en los extremos, indica
que los valores m4ds extremos son considerados como méds importantes,
mientras que el orden céncavo creciente le da més importancia a los
valores centrales que a los extremos.

Veamos como las indicaciones anteriores nos permiten encontrar
comparaciones entre variables aleatorias que serdn de nuestro interés a
lo largo de la memoria.
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COROLARIO 3.7. Para cualquier variable aleatoria X con media
finita E [X] se verifica que E[X] < X
y que E[X] =c X.

COROLARIO 3.8. Sean X e Y dos variables normales con diferente

varianza, por lo que se cortan en dos puntos
si EY] <E[X]yVIY] <VI[X] setiene que Y < X

si BEY] <E[X]yV[Y] >V[X] setiene que Y < X

Si las variables tienen igual varianza, por lo que se cortan en un

solo punto
si E[X] > E[Y] se tiene que X .>Y .

Cuando las variables aleatorias tienen igual media, E [X] = E[Y],
la. comparacién a través del orden convexo-creciente, da lugar a otro
orden denominado orden convexo, ya que es facil demostrar que si se
verifica que

/:OFX () du > /OOFY () du¥z

€T

lo que nos permitfa definir el orden convexo-creciente, ahora, debido
a la igualdad de medias, es equivalente a que

Ep(Y)] < Ep(X)]
cualquiera que sea la funcién ¢ : R — R convexa

donde las funciones no tienen que ser no decrecientes. Denotaremos
este orden mediante Y <. X.

En este nuevo orden al ser ¢ (z) = = , y ¢ (x) = —z, funciones
convexas, siempre se da la igualdad de medias , y dado que también
conserva los momentos pares, se verifica que

COROLARIO 3.9. SiY < X debe de ocurrir V[Y] <V [X]

Esto no se puede afirmar en general en el orden convexo creciente,
ni en el orden estocéstico.
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De forma similar se define el orden céncavo, y se denota Y <, X ,
pero en este caso es mds sencilla la relacién entre ambos 6rdenes pues

X < YsiysolosiY <., X

Para verificar este orden podemos usar los teoremas anteriores para
variables con igual media.

COROLARIO 3.10. Sea X una variable aleatoria no negativa con
media finita @, y sea Y una variable que sigue una ley uniforme en el
intervalo [0,241], entonces

Y <. X

dado que tienen la misma media, y tienen dos puntos de corte las
densidades (nétese que existe una discontinuidad en el punto =z =2u ,
esto debe ser considerado de forma especial, véase Ferndndez, F. R:

(1.976) [11]).

Al definir los érdenes a través de las funciones ¢ (-) , es fécil estable-
cer que el orden estocastico es mds fuerte que los érdenes convexos, pero
dados los érdenes convexos se pueden hacer hipétesis sobre el orden es-
tocéstico del tipo:

LEMA 3.11. Y <. X sii existe una variable aleatoria Z tal que
Y <. 7 <. X.

Véase Shaked, M. y Shanthikumar, J. G. (1994) [14], que son ttiles en
la bisqueda de asignaciones en los juegos con pagos aleatorios.

Estos 6rdenes también pueden caracterizarse por la funcién inversa
relativa.

TEOREMA 3.12. Y <. X s Uxy es convexa.

EJEMPLO 3.1. Van Zwet R. (1.964) [15] demostré que para la fa-
milia gamma Ga (a, )

)\axa—le—)\m

ZmGa(a,)\), fz(x):—ﬂ&)_—
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7

“la funcidn Fx' (Fy (z)) es conveza si y sdlo si ay > ax”, siendo

X Ga(ax, x) e Yo Ga(ay, Ay)

Dado que E [Z] = —ié- , se deduce que

. o o
stay >ax Yy )\—Y- < )\—X entonces Y <. X
Y b's

Sidy < Ax vy & < & entonces Y <o X
Ay T Ax

4. ORDENES EN VARIABLES POSITIVAS

En muchas aplicaciones las variables aleatorias involucradas son de
valores no negativos puesto que representan funciones de la duracién
efectiva de un ftem, estando en muchas ocasiones determinadas las fun-
ciones de supervivencia F () a través de las conocidas como funciones
de tasa de fallo r(t) , las cuales se relacionan

r(t)=& t>0

(t)

Dado que
t
?(t)zexp{—/ r(u)du} , >0
0

podemos dar las propiedades de las variables aleatorias a través de
esta funcién r(t) que puede considerarse como la intensidad de fallo en
t de un ftem que tiene por duracién de vida una v.a. X , con funcién
de distribucién F'(-).

Es interesante en teoria de fiabilidad estudiar las leyes de vida en
funcién de las propiedades que tenga la funcién 7 (t) . Asf se dice que
X tiene tasa de fallo creciente si r (t) es creciente en t, en cuyo caso
—logF es convexa. Cuando —logF es superaditiva decimos que X es
nueva mejor que usada, etc. .
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Los érdenes estocdsticos y convexos pueden definirse a través de
estas funciones.

DEFINICION 4.1. Sean X e Y dos variables aleatorias no negativas
con funcion de distribucion absolutamente continua, y con tasas de fallo
rx (t) y Ty (t) respectivamente, diremos que X domina en orden de
tasa de fallo a Y, y escribimos X , =Y , si rx (t) <ry (t),Vt>0

Se deduce inmediatamente por la representacion de F (¢) dada
anteriormente que
TEOREMA 4.1. X ,>=Y implica X >Y

Nétese que se define el orden nuevamente a través de una integral,
por lo que pueden extenderse gran parte de los resultados vistos en
los apartados anteriores, pudiendo establecerse el siguiente teorema,
donde R (t) = fot 7 (u) du es la tasa total (acumulada) de fallo.

TEOREMA 4.2. Y <, X sii Ry (t) > Rx(t), t>0

por lo que pueden darse condiciones mds débiles sobre las tasas de
fallo para que una variable aleatoria pueda dominar a otra.

Para estas variables no negativas tanto el orden estocdstico, como
el orden convexo-creciente implican la dominancia de momentos:

LEMA 4.3. Y <, (<) X = E[Y"] < E[X"]

En funcién de los 6rdenes pueden darse propiedades de las variables
aleatorias

o X es de tasa de fallo creciente
si X, =[X—-t /X>t Vt>0

sii X +t, > X+t cualquier t <t

lo que permite demostrar que si X e Y son variables aleatorias.
independientes con tasa de fallo creciente también lo es su suma.
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e Si X tiene la propiedad de ser nueva mejor que usaday £ [X]| = p

X =< Ezp(1/p)

Otros tipos de o6rdenes pueden definirse sobre variables positivas a
través de transformadas que son consecuencia de érdenes anteriormente
estudiados.

5. ORDEN DE DOMINANCIA E-V

La variabilidad de una recompensa aleatoria puede asociarse a la
varianza que la variable aleatoria que la define posea, y por ello suele
asociarse con el concepto de riesgo que la misma tiene, asociando el
valor de la media a la intensidad de dicha recompensa.

Es 16gico considerar el par ( E[X],V [X] ) como un indicador del
beneficio que la variable aleatoria X produce al decisor, dado la fre-
cuencia con que estos dos valores caracterizan las dominancias segun los
érdenes estocdsticos. Esto lleva a dar un orden parcial entre variables
aleatorias:

DEFINICION 5.1. Diremos que X domina a la variable Y segiin el
orden E-V (media-varianza), y lo representaremos como Y <gy X , 8t
se verifica que

EY]<E[X] y VIX]<V[Y]

puesto que para el decisor prima que la variable X tenga un mayor
beneficio medio, el cual conseguird con un menor riesgo, puesto que,
como deciamos anteriormente, el riesgo viene asociado al valor de la
varianza.

La aplicacién de este orden al anslisis de la cartera fue introducido
por Markowitz, H. M. (1.952)[16], al suponer que en la eleccién de
la inversién en una cartera de valores, la rentabilidad estaba valorada
por la media y el riesgo por la varianza. Con este orden vectorial
buscé y determind el conjunto de carteras no dominadas en dicho orden
(o carteras eficientes), como solucién del problema de bisqueda de la
cartera optima.

Este orden puede coincidir en alguna ocasién con un orden estocds-
tico anteriormente definido para alguna familia de variables aleatorias,
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aunque en principio fue creado de forma independiente. Recordemos el
caso de la familia de variables aleatorias normalmente distribuidas, que
aparece de forma natural en el problema de la inversion de la cartera.

En todos los érdenes estocdsticos parciales que establezcamos, siem-
pre se pueden poner contraejemplos para ver las dificultades que pre-
sentan en ciertas ocasiones, pues son simplificaciones del contexto es-
tocéstico:

Sea X la loteria que tiene por premio

PIX =1um] =% — P[X =3 um]

mientras que Y es tal que

PlY=1um.] =1

La variable X no domina segin el orden E-V a Y , puesto que
X tiene asociado el par [2,1], , mientras que Y tiene asociado el
par [1,0],, . No obstante, la loterfa X da siempre premios mayores
o iguales que la loteria Y |, por lo que debe ser preferida.

Logicamente, estos contraejemplos pueden ser superados si se Impo-
nen otros criterios para medir el riesgo, como puede ser la probabilidad
de obtener un valor mayor o igual que un cierto umbral k , el cual es
muy deseado por el decisor. Asi podemos hacer un orden entre variables
aleatorias diciendo

DEFINICION 5.2. X domina a Y segun el orden-media umbral k si
se verifica E[Y]| < E[X] y PlY > k] < P[X > k]

Este es un orden parcial similar al anterior, pero en el que la can-
tidad de riesgo es controlada por el decisor, y no como ocurre con la
varianza que es independiente del comportamiento del decisor.

Asi en el ejemplo anterior, si el decisor estd muy interesado en
obtener 2 u.m. o mds X domina a Y segun el orden media-umbral 2,
ya que X tiene asociado el par [2, %] , mientras que Y tiene asociado
un par [1,0] .

Veremos en los equivalentes de certeza que los érdenes antes definidos
se relacionan con ellos, a través de los valores de certidumbre vectoria-
les.
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La busqueda de representaciones del riesgo baséndose en principios
de racionalidad aceptados por el decisor han sido ampliamente desarro-
llados especialmente por sus implicaciones en teorfa econémica. Esta
linea de abordar el problema se conoce por el de maximalidad de la
funcién de utilidad esperada, y consiste en determinar una funcién
sobre el conjunto de variables aleatorias que representan las situaciones
de incertidumbre, con valores en R , de tal modo que la esperanza
de u (X) nos determina un valor que resume, como en el caso del orden
E-V, tanto el beneficio de X como el riesgo que conlleva.

Esta aproximacion tiene su origen en el concepto de esperanza moral
que J. Bernoulli establecié al estudiar la famosa paradoja de San Pe-
tersburgo. Bernouilli presenta un ejemplo en el que muestra cémo los
hombres prudentes no obedecen invariablemente al principio de la es-
peranza matemdtica. Supongamos que una persona pudiera escoger
entre una alternativa que dejase su recompensa fijada en una deter-
minada magnitud y otra que cambiase de forma aleatoria su riqueza,
incrementandola en 2" — z ducados con probabilidad 27" para cada
entero positivo n, siendo x la cantidad a pagar por participar en el
juego. El beneficio que se espera es infinito

oo
E(X)=) (2"-z)2" =00
n=1

Por ello, el jugador, de acuerdo con el principio de la esperanza
matemadtica, deberfa preferir la opcién aleatoria a la del premio seguro.
En la realidad, si a una persona le dieran a escoger entre las dos op-
ciones anteriores y siendo la cantidad segura muy grande, escogeria
esta alternativa.

Bernouilli afirma que el valor efectivo de la riqueza de una persona
no es su valor verdadero ni moral, que por ejemplo un ducado es de
gran valor para un pobre y sin embargo, serfa casi insignificante para
un millonario. Bernouilli postula entonces que la gente trata de ma-
ximizar como valor esperado lo que se ha llamado esperanza moral.
Savage afirma que operacionalmente, el valor moral de la riqueza de una
persona, en lo que concierne al comportamiento ante la incertidumbre,
es a lo que él llamarfa utilidad de la riqueza y esperanza moral serfa
entonces la esperanza de la utilidad.

Posteriormente Von Neumam J. y Morgenstern O. (1.944)[17] en
su libro “Teorfa de Juegos y Comportamiento Econémico” propusieron
un conjunto de axiomas que el decisor aceptaria como comportamiento
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bajo situaciones de riesgo, lo que les permitié caracterizar el princi-
pio de utilidad esperada. Con él, para escoger entre varias variables
aleatorias, basta escoger aquella que nos proporciona el mayor valor de
utilidad esperada. M4s tarde se ha desarrollado la idea buscando otros
principios de racionalidad, véase Fishburn P. (1.982)[18].

El principio més elemental que puede pedirsele desde un punto de
vista de racionalidad econémica es que la funcién u(z) sea no decre-
clente en z para todo z de su campo de aplicacién I C R.

Generalmente, pensando en la paradoja anteriormente mencionada,
se pide que wu(-) sea estrictamente creciente y acotada, i.e. u(z) <
u(y) siz,y € I con z <y, y existe un N tal que u(z) < N para todo
x € I . Diremos que u € Uj.

Légicamente, si nuestra funcién verifica estas propiedades, en virtud
de como definimos el orden estocéstico, al escoger una variable dentro
del conjunto de variables aleatorias posibles, usando el principio de
méxima utilidad, esta siempre pertenecerd al conjunto de los maximales
del orden estocdstico que se define en dicho espacio de variables, lo que
se expresa diciendo que el principio de méxima utilidad esperada es
compatible con el orden estocéstico.

TEOREMA 6.1. Siue Uy, la v.a. X que proporciona

mazxe, Elu(X)]

es una variable aleatoria no dominada estocdsticamente.

El valor E [u (X)] 2 [, w(t)fx(t)dt , permite asignar a la variable
aleatoria X , un equivalente de certeza, el cual se define como aquella
variable aleatoria degenerada en un punto ex € R , que verifica:

u(ex) = B fu(X)]

ya que representa el valor seguro, sin riesgo al no existir variabilidad,
que desde los principios de racionalidad el decisor ve como equivalente
al resultado que X proporciona.

La funcién ex : x — R verifica por tanto ciertas propiedades si
suponemos que u € Uy, al considerar el orden estocdstico:
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1. ex es equivalente estocdsticamente a X, es decir ex =, X

2. Es compatible con el orden estocéstico, es decir,

Y <. X = ey <eyx

3. Si X es degenerada en k , P[X = k] = 1, entonces ex = k.

Notemos que el decisor puede cambiar ex por X e inversamente,
pero no cambiard X por una cantidad inferior a ex.

Si suponemos que el decisor dispone de una cantidad inicial z, lo
cual es importante ya que la funcién de utilidad puede depender de
ello, podemos estar interesados en pagar una

PRIMA DE RIESGO 7 =m(z,X)

por reemplazar una variable aleatoria X por su valor esperado E [X] ,
por lo que 7 representa la diferencia entre el valor esperado y el equi-
valente de certeza (7x = F[X] —ex) .

Ello se escribiria por la ecuacién

u(z+ E[X]—7(2,X))=Eu(z+ X))

Segiin sea el valor de la prima de riesgo asf serd el comportamiento
del decisor ante el riesgo.

Si 7 > 0 el decisor acepta un pago que es menor que el valor “justo”
representado por F [X] para cambiar por X ; si 7 = 0 el pago es el
valor justo; y si 7 < 0 no cambiaria X por sus valores justos.

Ello se expresa diciendo que hay tres maneras de comportamiento
frente al riesgo: aversién al riesgo, neutralidad frente al riesgo y afinidad
al riesgo.

La clase U; de las funciones estrictamente crecientes permite las
tres, veamos que si tomamos una postura ante el riesgo tendremos
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nuestra funcién de utilidad en una subclase de ellas que también ante-
riormente fue considerada.

Si suponemos que FE[X] = 0y que V [X] = 0% , desarrollando
ambos miembros de la anterior igualdad en series de Taylor, tendremos:

u(z+ E[X]—7(2,X)) =u(z) — nu (2) + 0o(?)

Blu(z+ X)) = B [u(z) + Xu/(2) + X0 () 4 0(:%)] =
=u(z) + % oxu’(z) + o(o%)

por lo que dada la igualdad de ambas expresiones se tiene

Si llamamos

representa, al ser 0% > 0, una medida de aversién al riesgo, puesto que
nos permite identificar el comportamiento frente al riesgo.

En caso de ser E [X] = 0 tendrfamos que

(z,X) = %aﬁA (z+ E[X])

Si escogemos u € U, = {u € Uy; estrictamente céncavas} , dado
que suponemos las funciones derivables, por ser u € U es u’ (z) > 0 en
I ,y por ser estrictamente céncavas serd u” (z) <0 en I, porlo que
si las funciones de utilidad pertenecen a esta clase, serd A (z) siempre
positiva, por tanto suponer que la utilidad pertenezca a dicha clase es
equivalente a suponer que el decisor tendrd aversién al riesgo, como
indicaron Pratt J. W. (1.964)[19] y Arrow K. J. (1.974)[20].

La anterior aproximacién es intuible ya que si tenemos una variable
X tal que

PX=z]=a,PX=y=1-0a,0<a<l

la aversién al riesgo consigue que
au(z) + (1 -a)u(y) < u(E[X]) =uloz+ (1 -a)y)
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lo que nos indica que la funcién de utilidad debe ser céncava.

Esta idea intuitiva permite proporcionar métodos que por dico-
tomfas preguntan al decisor sobre comparaciones. Conocidos los valores
de las utilidades en dos puntos z; y 75 , determinan la utilidad en el
punto intermedio

T1 +T 2
2
al compararlo con el valor medio

u(z1) + u(x2)
2

Recordemos que en base a la desigualdad de Jensen
Eu[X]] <u[E[X]]

para esta clase de funciones, como indica la aversién al riesgo.

Igual que ocurria en el caso anterior, esta clase U de funciones de
utilidad es compatible con el orden dado por el orden céncavo-creciente.

Ksto nos permite establecer

TEOREMA 6.2. St ue Us, la v.a. X que proporciona

mazxey E [u (X)]

es una variable no dominada seqin el orden concavo-creciente.

Funciones de utilidad de este tipo son:

u(z) =z 0<a<l
u(z) =lgz, si I C (0,00)
u(z) =—e™ si a>0,el C (bo0).

Lo que puede comprobarse a través de las propiedades de las derivadas
de las funciones.
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Logicamente, el equivalente de certeza en este caso es también com-
patible en el sentido de las anteriores propiedades con el orden céncavo-
creclente.

Cuando lo que se acepta es que la funcién A(-) sea decreciente
o lo que es equivalente, que el premio 7 (z, X) sea decreciente en z,
cualquiera que sea X , lo que se conoce como funcién de utilidad con
aversién absoluta al riesgo decreciente: DARA (decreasing absolute
risk aversion); define Fishburn en este caso un nuevo orden estocastico.
El llama al orden estocastico orden estocdstico de primer grado y al
orden céncavo creciente orden estocdstico de segundo grado, por lo que
llama a este muevo orden, orden estocéstico de tercer grado.

Para ello considera la clase de funciones

Us = {u € Uy/ u” es continua, acotada y positiva}

y define el orden estocdstico usando funciones ¢ de esta clase. Le
denomina orden estocdstico de tercer orden

DEFINICION 6.1. Y<3 X sii E[¢ (V)] < E[p(X)], ¢ € Us.

Loégicamente, hay una relacién de inclusién entre los érdenes, es-
tando este tercer orden caracterizado por:

ElY] < E[X] y /Ow/ow/oxfy(t)dtz/oz/OZ/Ome(t)dt,Vx.

Pero mientras que u € Us es una condicién necesaria para tener
una utilidad con aversién absoluta al riesgo decreciente, no es condicién
suficiente, lo que limita la aplicacién del orden.

Sélo en el caso de tener igual media, las utilidades DARA mani-
fiestan la dominancia a través de este tercer criterio. Véase Fishburn
P.[18].

Resumiendo lo anteriormente expuesto podemos decir que depen-
diendo del tipo de funcién de utilidad que el decisor escoja frente al
riesgo esta serd compatible con un cierto orden estocdstico, aunque
lo que suele hacerse es definir la utilidad a través de las propiedades
que deseamos que verifique como reflejo del comportamiento frente al
riesgo.
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7. CRITERIOS DE DECISION EN AMBIENTE DE
RIESGO

Frecuentemente se define una funcién R: x — R, que refleje ciertas
ideas que sobre el riesgo tenga el decisor, supuesto que existe una cierta
utilidad subyacente aunque desconocida.

Estos criterios pueden ser vectoriales R: x — RE, como era el
criterio E-V | u otros que posteriormente consideraremos, lo que ocurre
al considerar varias funciones de utilidad conjuntamente o una funcién
de utilidad vectorial.

Estas funciones se conocen como criterios de decisién en ambiente
de riesgo y son usados con frecuencia en la resolucién de problemas en
los que intervienen datos estocésticos, siendo aceptados en aras de su
funcionalidad y/o de los principios que verifiquen.

Los criterios que suelen emplearse son:

7.1. Criterio del valor esperado.
Este criterio viene dado por la esperanza matemética o media de
los valores J (d) asociados a la decisién d:

R(d) = /R J(d)dP (d) = E[J (d)]

Generalmente se suele utilizar la notacién simbdlica

R(d) = (J(d),P(d))

Este criterio es el més operativo debido a la propiedad lineal que
tiene el operador esperanza matemdtica que lo define, ello origina que
sea el mds utilizado en toda la estadistica matemadtica.

e Verifica el principio de las preferencias absolutas, es decir, es
compatible con el orden de la dominancia estocdstica.

o Est4 plenamente justificado, si el individuo acepta la hipétesis de
la utilidad de Von Neumann, pues coincide con el criterio de la utilidad
esperada.

e Tiene el incoveniente de que podemos decidirnos por una dis-
tribucién de media muy elevada pero con gran dispersién, con lo que
tomada esta decisién como 6ptima, el resultado puede estar muy ale-
jado del esperado.

Para evitar esta dificultad se utilizan otros criterios alternativos:
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7.2. Criterio de minima varianza a media acotada.
Est4 determinado por la variante de los resultados asociados a la
decisién d, cuando la media est4 acotada inferiormente:

E[J(d)]:/J(d) iP(d) > K

R(d) = 02 [J (d)] =/J2 (d) dP(d) - {/J(d) dP(d)}2

simbélicamente lo expresarfamos

R(d) = (J*(d),P(d)) — ((J(d),P(d)))* = varianza de J (d)

para aquellas decisiones tales que (J (d), P (d)) > K

Este criterio es de uso limitado, pues aunque operativamente no
es complejo, presenta serias limitaciones al no verificar el axioma de
preferencias absolutas.

7.3. Criterio de la media a varianza acotada.
Es una variante del primer criterio, aqui se impone una acotacién
para la varianza:

R(d) = (J(d),P(d))

para aquellas decisiones tales que, varianza de J(d) sea menor
que K. Este criterio elude las dificultades presentadas por los anterio-
res criterios, sin embargo introduce una mayor complejidad operativa
debido a las restricciones.

Para eludir esta dificultad y la del anterior criterio, es de frecuente
uso el siguiente criterio.

7.4. Criterio de dispersién.
Nos mide la dispersién respecto de la media

R(d)=E[J(d)] - Ko [J (d)]

Simbélicamente, con la notacién indicada se escribe:

R(d)=(J(d),P(d)) - K\/U2 (d), P(d)) = (T (d), P (@))°
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aunque su operatividad es similar a la del criterio de minima va-
rianza a media acotada.

Presenta la ventaja de que el factor K es fijado por el decisor y
en él puede verse una “seguridad” por parte del individuo en conseguir
los valores.

Asf en el caso de que cada decisién d llevase asociada una variable
aleatoria N (uq,c3), el valor K del criterio de dispersién

R(d) I}Ld—KUd

puede determinarse en razén del riesgo que el individuo desee aceptar,
« , en obtener valores menores que R (d):

azp(gng(d)):P(fd"“d < —K) = ¢ (—K)

04

de donde K = —¢~! (a) siendo ¢ (z) = o [*_ e ¥?dy

27
Ademis, este criterio se relaciona con un criterio de utilidad esper-
ada frente a la funcién de deformacién de los valores U (z) = 1 — e,
si las distribuciones de probabilidad son leyes normales, como se puede

comprobar.

Los restantes criterios nacen como consecuencia de que la media
no es buen indicador del valor que el individuo va a recibir al tomar
una decisién especifica en un problema de decisién bajo riesgo. Ahora
se intenta eludir la dificultad del criterio del valor esperado, no rec-
tificando el criterio, sino tomando otro estadistico, de manera que el
decisor tenga una “cierta seguridad” sobre los valores a recibir, por
ello los criterios restantes son subjetivos, pues depende del grado de
seguridad que el individuo desee tener sobre los resultados esperados,
seguridad que puede variar segun sea la circunstancia en la que el de-
cisor se encuentre.

7.5. Criterio del percentil.

Sea K, el percentil de orden «, es decir K, es el nimero tal que
P{¢ <K,}=a, con a prefijado. Dadas dos alternativas d, , d; se elegiria
aquella cuyo percentil correspondiente fuese mayor.

Se indica:

R (d) =Ka(d)
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En caso de ser

“T3

tenemos el criterio de la mediana, el cual estd siendo actualmente
muy empleado en ciertos contextos.

La importancia del criterio radica en que representa muy bien la
deformacién subjetiva de los valores numéricos, verificando el principio
de las preferencias absolutas.

Coincide con el concepto de utilidad R — ¢, por lo que el criterio
es ain mds atractivo; basta suponer ciertas las hip6tesis con las que el
criterio es compatible para aceptarlo plenamente.

Tiene la desventaja de que no es muy operativo, ya que en ocasiones
es dificil calcular K.

En aquellos casos en los que K, no sea fécil de calcular podemos
recurrir a ciertas modificaciones del criterio para hacerlo més operativo,
aunque de forma aproximada:

La idea bdsica es acotar superiormente P (§ < K) mediante una
funcién de K, A(K),

P{{ <K} <A(K)

Una vez conseguida esta acotacién, determinamos K resolviendo
la ecuacién A (K) = «, donde « es el riesgo que el decisor desea co-
rrer , y finalmente, tomamos R (d) = K que nos sirve para comparar
decisiones.

Estrechamente relacionado con el anterior criterio tenemos:

7.6. Criterio de probabilidad maxima.

R(d) = a(d)

siendo « tal que P (£ > K*) = a , con K* dado. Este criterio es
més operativo que el anterior y es empleado a veces para dar una escala
de utilidad para el conjunto de decisiones.

En caso de dificultad operativa puede modificarse de forma seme-
jante a la efectuada en el criterio anterior.
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8. CRITERIOS DE DECISION EN AMBIENTE DE
INCERTIDUMBRE

El modelo de decisién en ambiente de incertidumbre se da cuando
el decisor no conoce con seguridad el resultado asociado a cada una de
las elecciones posibles que se le plantean; cada alternativa o decisién
lleva asociado un conjunto de resultados de los que sucederd uno de
ellos cuando el decisor escoja su decisién, pero no teniendo ninguna
informacién sobre cudl de ellos ocurrira.

El problema serd elegir una decisién de un conjunto de decisiones
D = {di,ds,...,d,}. Al elegir una decisién podemos obtener una se-
rie de resultados dependiendo del estado en que se presente la natu-
raleza . Los estados son conocidos “a priori” y son disjuntos, £ =
{e1,e2,...,e,}, pero no conocemos las probabilidades de cada uno de
ellos.

Cada par (d;,e;) conduce a un resultado al que le asignamos un
valor numérico a;;. El problema es elegir una fila o decisién de una
matriz numérica que sea 6ptima en algin sentido prefijado, u ordenar
las alternativas segin algin criterio de optimizacién.

A continuacién enunciamos los criterios o reglas de decisién, indi-
cando los principios de racionalidad que verifican los mismos, siguiendo
a Milnor J. (1954)[21].

8.1. Criterio de Wald.

El criterio de Wald, también es conocido por el nombre de criterio
maximin. Segun este criterio el decisor busca en cada fila el min a;; y
elige aquella decisién que maximiza el min a,;. Es decir, se elige aquella
decisién d tal que

T (d) =max T (d;) = max min a;;
i i 3
Este criterio es propio de individuos pesimistas, pues razona sobre
lo peor que le puede pasar al decisor cuando toma una decisién.
El criterio de Wald es compatible con todos los principios de racio-
nalidad excepto con el de linealidad de columnas.
Variantes de este criterio son los dos siguientes.

8.2. Criterio maximax.
Consiste en elegir aquella decisién que nos proporciona el maximo
de los max; a;;. Es decir, se elige aquella decisién d tal que
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T (d) = max T (d;) = max max a;;
1 i 3

Es propio de individuos optimistas.

8.3. Criterio minimax.
Se elige aquella decisién que nos minimiza el max; a,;. Es decir, se
elige aquella decisién d tal que:

T (d) = min T (d;) = min max a;;
% 2 J

8.4. Criterio de Hurwicz.

Es un criterio intermedio entre los anteriores.

Se fija un indice o, 1 > « > 0, conocido con el nombre de coeficiente
de optimismo-pesimismo. Una vez fijado « se elige para cada fila de
la matriz el méximo M; y el minimo m; y se hace una combinacién
convexa con ellos tomando como coeficiente de ponderacién este a,
eligiéendose aquella decisién que nos proporcione el mayor valor.

Es decir, segiin este criterio el decisor elegird aquella decisién d tal
que:

T (d) = max T (d;) = max a m; + (1 — o) M;

El mimero o dependeréd de cada persona.

Si a = 1, el criterio se reduce a elegir la decisién que proporcione
el mdximo de los min a;;, es decir, coincide con el criterio maximin.

Si o = 0, el criterio se reduce a elegir el méximo de los max a;;, es
decir coincide con el criterio maximax.

Segun el criterio de Hurwicz la aleatorizacién de las acciones con-
duce a resultados absurdos, y, sin embargo, en la practica, decisiones
indiferentes se pueden aleatorizar.

Este criterio satisface todos los principios de racionalidad, excepto
el de convexidad y el de linealidad de columnas.

8.5. Criterio de Savage.

Savage en lugar de razonar sobre la matriz de resultados (ganan-
cias), lo hace sobre otra matriz que nos da lo que el decisor deja de
ganar que es, a la que él llama “regret matrix” ( matriz de pérdidas
relativas), y a esta matriz es a la que se le aplica el criterio minimax.
Razona de la siguiente forma: Si el verdadero estado en que se presenta
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la naturaleza es e; y el decisor elige la decisién d; que nos proporciona el
mdximo valor a;; entonces no ha dejado de ganar nada pero si elige otra
decisién cualquiera dj, entonces obtendria como ganancia ag; y dejarfa
de ganar a;; — ay;. El decisor elegird la decisién d; que le proporcione
el menor de las mayores pérdidas relativas.

El criterio de Savage es compatible con todos los axiomas excepto
con el de adicién de filas.

8.6. Criterio de Laplace.

Est4 basado en el principio de razén insuficiente. Como a priori no
tenemos ninguna razon para suponer que un estado se puede presentar
antes que los demds, entonces todos los estados serfan equiprobables.

El criterio consiste en calcular la media de cada una de las filas de
la matriz de valores numeéricos y elegir la decisién que nos produzca
mayor media.

Es decir,

aip + ot T+ Qi
n
El criterio de Laplace es compatible con todos los axiomas excepto
con el de duplicacién de columnas.

T (d) = max T (d;) = max

Con ello vemos que la eleccién de un criterio de decisiéon en am-
biente de incertidumbre se relaciona fuertemente con los principios de
racionalidad que el decisor desee aceptar.



CAPITULO 3

SOLUCIONES EN VARIABLES ALEATORIAS

1. FORMULACION DEL MODELO

Un juego cooperativo estocdstico (IV,v) estd definido por un con-
junto de jugadores N={1,2,...,n} y una aplicacién v

v:2V Sy,

donde x es el conjunto de las variables aleatorias con soporte
en R,y tal que v (0) = 0.

La aplicacién v (S) = £s nos indica la valoracién de la potencia
que la coalicién tiene, en el sentido cldsico que se le da en los jue-
gos cooperativos con pagos escalares. El conjunto de todos los juegos
cooperativos estocdsticos serd denotado por JE™.

El concepto de solucién de estos juegos cooperativos se entiende
COmo un proceso que permita repartir entre los jugadores lo que la
gran coalicién puede obtener con su cooperacién y que dicho reparto
sea aceptable, en el sentido de que los jugadores deseen participar en
la gran coalicién. Existen varios tipos de solucién, unos proporcionan
conjuntos de repartos posibles y otros determinan un tnico punto solu-
cién. A lo largo de esta memoria vamos a basar nuestra solucién en las
proporcionadas por el core (nos referiremos a él a veces usando el tér-
mino micleo, su traduccién al castellano, aunque preferimos el término
inglés por no ser idéntico su significado matemdtico). Este fue uno
de los conceptos iniciales y cuando existe, proporciona soluciones bas-
tante robustas aceptables por los jugadores. No obstante, podriamos
desarrollar la memoria, de forma ansloga con otros tipos de soluciones,
como facilmente se intuye a lo largo de la misma, pero nuestro interés
fundamental se centra en el desarrollo de una metodologia general de
los JE™ mas que en un estudio particular de cada uno de sus aspectos
por lo que quedan estos abiertos, y serdn objeto de estudios posteriores.

45
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La extensién natural de la idea de asignacién que se emplea en los
juegos escalares para estos juegos cooperativos estocdsticos es la de
asignacién aleatoria

X 2 (X1, X, .. Xo)

tal que X; representa el beneficio aleatorio que el jugador i percibird
si se forma la gran coalicién, verificando el principio de eficiencia

ZXz':U(N)=§N
—1

y siendo las X; independientes entre si.
El conjunto de todos los vectores de asignacién eficientes ( o preim-
putaciones ) del juego lo representamos por I* (N, v).

Recordemos que este reparto de una variable aleatoria sélo es posi-
ble en determinadas familias de variables aleatorias, las que pertenecen
a leyes infinitamente divisibles, por lo que supondremos a lo largo de
la memoria que al realizar repartos aleatorios estamos sobre dichas fa-
milias de distribuciones. Esta hipétesis es bastante restrictiva, pero
debido a que a esta familia pertenece la ley normal, mediante la que
se expresan muchas situaciones econémicas, la teorfa debe ser desarro-
llada no sélo por su formalismo matem4tico sino también en aras de su
aplicabilidad.

Entre todas las asignaciones del juego (N,v) € JE™ , nos interesan
aquellas a las que ninguna coalicién pueda poner objeciones, en base
a la fuerza que dicha coalicién tiene. En el caso escalar ello significa
que una coalicién puede obtener mayores beneficios para los miembros
de la coalicién en la cooperacion, sin embargo en el caso estocdstico
el concepto de mejora no puede darse por un orden total similar al
considerado en el problema escalar.

En los juegos estocdsticos primero hemos de considerar un orden en-
tre las variables aleatorias que intervienen en el modelo, que serd, gene-
ralmente un orden parcial, que representaremos genéricamente por <,,
y que puede ser cualquiera de los que en el capitulo anterior hemos ana-
lizado, en funcién del tipo de utilidad que los jugadores deseen emplear.
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Partiendo del mismo, tenemos dos modos de analizar la situacién, lo
que nos lleva a dos tipos de conceptos de solucién para estos juegos:

En el primero, no admitimos menos asignaciones que las que da la
fuerza de la coalicién, es decir debemos “obtener més”.

En el segundo, aceptamos soluciones de compromiso que nos den
pagos no peores que los que nos proporciona la fuerza de la coalicién ,
es decir debemos “obtener no peor que”.

Loégicamente ambos conceptos serdan equivalentes en el caso escalar,
pero en el orden <, nos producen diferentes aproximaciones al pro-
blema:

El primero es un orden parcial entre variables aleatorias:

“Una asignacién X, es preferida a otra X, si X, domina a Xj
seguin el orden dado, es decir X, , > X3”.

El segundo es una relacién binaria completa (aunque no es transi-
tiva) que nos dice que:

“una asignaciéon X, no es peor que otra X si la primera es mejor o
incomparable que la segunda con el orden dado, y lo representaremos
por Xg o, ¥ Xp.

EJEMPLO 1.1. Una economia de produccion con propietarios y arren-
datarios.

En una economia de produccion suponemos que los propietarios poseen
la tierra y los labradores aportan su trabajo a la tierra que les arriendan
los terratenientes.

Si un terrateniente alquila la tierra a t agricultores, el beneficio que
la tierra produce es denotado por & (t) € x . La funcidn aleatoria & (-)
se conoce como funcion de produccién. Dicha funcidn debe verificar
algunas propiedades como:

1) Un propietario no puede obtener beneficio aisladamente, lo que
significa que & (0) = 0.

2) £(-) es una funcion no decreciente, que puede ser interpretada,

2.1)E(t+1) o> £(2)

2.2)E(t+1) o £(t)
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lo que nos conduce a situaciones diferentes, que como indicabamos
anteriormente, son consecuencia de la doble interpretacion que el orden
puede tener.

Notemos como esta funcion de recompensa aleatoria, que estd mds
prozima al problema real que la funcion de produccion determinis-
tica, nos lleva de un modo natural a un juego cooperativo estocdstico al
sequir los mismos pasos que el caso deterministico dado por Driessen
[10].

Si N={1,2,...,m + 1} con 1 como el terrateniente y 2,...,m+1, los
m campesinos, la situacion puede ser formulada como un juego coop-
erativo estocdstico (N,v) € JE™! siendo

v(8)=0s 1¢8

v(S)=¢€(S|—-1) si 1€8

que analizaremos posteriormente.

A este tipo de modelo pertenece el problema de la cartera de valores .
, en el caso de que suprimamos el jugador 1, al considerar que no existe
un jugador veto. También estd este modelo fuertemente relacionado
con el juego de la produccién. ‘ E

La consideracién del tipo de orden es muy importante ya que influye
en conceptos bésicos de la teoria de juegos. ddndonos dos versiones de
las mismas.

Empleamos € {, >, o ¥} para indicar cualquiera de las rela-
ciones antes definidas, ,> 6 , % , para referirnos a situaciones
aplicables a cualquiera de las dos aproximaciones.

El juego (N, v) € JE™ cooperativo estocdstico puede tener propiedades
especiales en relacién con el comportamiento de la funcién carasterfs-
tica que lo define y del tipo de orden empleado, asf se dice:

e Mond6tono si v (S) v(T), SCTCN.
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e Cero- monétono si
v(S) + Xier—sv ({1}) v(T) , SCTCN.

e Superaditivo si
v(S)+ v(T)R v(SUT) , S,TCN,SNT #0.

Anslogamente al caso escalar,si vy we€ JE® ,ya € R . Los
juegos n-personales v + w y aw se define

(w+w)(S)Ev(S)+w(S) SCN.
() (S) 2 av(S) ScCN.

Lo que nos indica que el conjunto de juegos JE™, respecto de las
operaciones definidas, es un espacio vectorial.

- Los érdenes empleados deben ser compatibles con la estructura de
espacio vectorial. Recordemos que la dominancia estocéstica, en base
a su teorema de caracterizacién, es compatible con cualquier funcién
creciente, en el sentido de que si g es una funcién creciente

XerY = g(X) -g(Y)

En especial serd compatible con las operaciones definidas en el es-
pacio vectorial.

Anslogamente, y por la misma razén , el orden convexo creciente
serd compatible con las funciones convexas crecientes, mientras que el
orden céncavo creciente lo serd con las funciones céncavas crecientes.

Todos ellos son compatibles con la suma, es decir, son cerrados bajo
convoluciones.

2. CONCEPTOS BASICOS

Las preimputacions s6lamente verifican la propiedad de la eficien-
cia, sin embargo podemos imponerles, siguiendo las lineas de la teoria
de juegos escalares, los principios de racionalidad individual y colectiva.
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Un punto crucial en el estudio de los juegos cooperativos estocés-
ticos es extender la racionalidad del orden total escalar a los érdenes
analizados en el capitulo anterior. Para ello, debemos cambiar el or-
den completo < de R, donde obtener més era equivalente a no obtener
menos , para la comparacién entre pagos laterales y los valores de la
funcién caracterfstica, por los érdenes parciales dados a través de los
érdenes estocdsticos anteriormente propuestos en el conjunto de todas
las variables aleatorias x. Esta idea sencilla nos conduce a la sigu-
iente reformulacién de los principios de racionalidad y de dominancia
a través de coaliciones, dependiendo del orden € {o ¥,0>}, que
empleemos.

2.1. Racionalidad individual.

X verifica el principio de racionalidad individual si

X; & Vi€ N.

Aquellas asignaciones que verifican la racionalidad individual se de- -
nominan imputaciones, y su conjunto se denota por I (N, v,=]).

Las imputaciones I (N, v,[=]) cuando se emplea el orden fuerte , > se -

-les llama imputaciones de preferencia, y son representadas por

\ I(N,v, ,>).

A esta clase pertenece una asignacién o preimputacién , si todo
jugador i, 1 € N, recibe un pago mejor que el que él puede asegurarse
actuando aisladamente.

En el caso en que usemos el orden débil , % a las imputaciones
se les llama imputaciones de no dominancia, y son representadas por

I(N,v, ,#) . En ellas un jugador no puede recibir un pago peor de lo
que él puede asegurarse.

Se verifica

I*(N,’U) :_)I(N,'U, o?é) :_D_I(N,’U, 0>—)

EJEMPLO 2.1. Sea una economta de produccién en la que no hay
propietarios, dada a través de los socios de una cooperativa, y en la que
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v(9)=&s

es una variable aleatoria normalmente distribuida N (us,|S)a?),
por lo que tenemos un JE". v(N) es una N (uy,|N|o?), y cada
individuo tiene por valor v (i) , wuna ley N (u;,02).

Se deduce que cualquier reparto de la forma X; = variable aleato-
ria N (z;,07), es una preimputacion del juego si Y, yTi = lin, GUNQUE
pueden existir otro tipo de asignaciones.

St empleamos el orden dado por la dominancia estocdstica, las asigna-
ciones anteriores son imputaciones de preferencia si:

dada la dominancia para este tipo de leyes.

Las restantes preimputaciones no pueden ser imputaciones de pref-
erencia aungue verifiguen la anterior condicion, pues X; no dominaria
estocdsticamente a & No obstante, estas preimputaciones que reparten
la varianza de otro modo, son imputaciones de no dominancia pues
siempre serd

Xie#&GiEN

En este caso al tomar los repartos dentro de las leyes normales, el con- - -

Junto de preimputaciones estd dado por las imputaciones de no dom- -
~inancia. Como fécilmente puede zmagmarse, este no es un caso fre-
cuente en los juegos estocdsticosA

Las asignaciones e imputaciones poseen propiedades aceptadas por
los jugadores, pero éstas no son igualmente deseables desde el punto
de vista coalicional.

Diremos que una asignacién Y domina individualmente a X a través

s
de la coalicién S, y representaremos por Y dom 4= X , dependiente
del orden , si

Yti 0>Xi, ZES

Y (S) R (S)

Esta definicién indica que la coalicién puede recibir mas , y cada in-

dividuo mejora. Asi los individuos de dicha coalicién desean la asignaciéon
Y ala X.
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También podemos definir la dominancia diciendo que dado un reparto
eficiente X en la gran coalicién existe un reparto eficiente Y 9del valor
que puede llegar a tener la coalicién S, de modo que en este reparto to-
dos los miembros de la coalicién reciben mejor pago que en el reparto de
la gran coalicién. Lo que pone de manifiesto de una forma m4s directa
que en dicho caso los miembros de la coalicién no tienen incentivos para
unirse a este pago de la gran coalicién.

Aniloga definicion se puede dar en el conjunto de las imputaciones.

Ello nos hace pensar en que se puede mejorar segin coaliciones
dentro de la clase de las asignaciones y/o imputaciones, y esto nos
lleva a definir:

2.2. Racionalidad colectiva.

X verifica el principio de racionalidad colectiva si

X(8)= & ,VSCN
donde

X (S)=> X
icS

Este segundo principio engloba al primero, pero como veremos los
juegos estocdsticos pueden verificar el principio de racionalidad indi-
vidual, en el sentido de que existan asignaciones eficientes que veri-
fiquen dicho principio, pero es frecuente encontrar situaciones donde
este segundo principio no se verifique, al afectar a un mayor mimero de
desigualdades o condiciones.

NoTa 2.1. A lo largo de la memoria X (S) serd escrita en oca-
siones como Xg o X° cuando la notacion no dé lugar a error en el
contexto, pero entendiendo que ambas notaciones son equivalentes.

EJEMPLO 2.2. En el caso anterior de la cooperativa valorada por
variables aleatorias normales, teniamos N condiciones que debian veri-
ficarse para que se diese la racionalidad individual. Para la racionalidad
colectiva tenemos 2V — 1 condiciones

erus,vs, SCN

i€S
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Si ps se expresara de una forma similar a la varianza, ps = |S| p,
se tendria que las X;, variables aleatorias normales, N (u,0?) serian,
trivialmente, las unicas que verificarian las condiciones bajo el or-
den . > dado que las desigualdades serian

dm=y i, VS, SCN

€S €S
En cambio no seria la dnica solucion bajo la relacion . 3 .A

Para buscar las asignaciones m4s estables en el sentido de que
ninguna coalicién pueda ofrecer una asignacién alternativa a la que se
propone, es deseable que no se verifique la existencia de asignaciones
“mejores” que la propuesta.

2.3. Dominancia coalicional entre asignaciones e imputa-
ciones.

Sean dos asignaciones eficientes X e Y, y S una coalicién del
Jjuego.

Decimos que Y domina a X segun la coalicién S empleando el orden
, si

Y(S)o=X(S) y v(S) EY(S),

5
lo que sera denotado por Y dom X.

Segun el orden [3 que empleemos llegaremos a los diferentes conjun-
tos de soluciones estables: soluciones estables estocdsticas, soluciones
estables céncavo-crecientes, etc.

Puesto que habiamos definido la dominancia a través de los indi-
viduos de la coalicién, debemos buscar la relacién entre la dominancia
definida de forma individual y la dada de forma coalicional.

TEOREMA 2.1. Dada una asignacién X del juego (N,v) € JE™.
Son equivalentes

S
1)3Y € I"(N,v) /Y dom i X
S

2)3Y € I*(N,v) /Y domg X
3) X (S)Rv(S)
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Demostracion.
1= 2

Si 3Y € I"(N,v) tal que Y dorrii[g X es porque
1.-Y;, ,»=X;, VieS

2-Y (S)EKJv (S)
Por tanto,

Y(8) =) Y o> Y Xi=X(S5)
i€S icS
dado que el orden es compatible con la suma y al ser Y (S) Edv (5)
s
resulta que Y dom 5 X
2= 3
Como X (5) <, Y (S)E v(9) resulta que X (S) Hv(S)
3=1
Sea D =v(S)— X (S) 0, existe , por ser los érdenes densos ,

un vector D tal que

DE D ,+0
Si definimos Y = (Y;),.y tal que

D
Yi=X, -2 Vi¢$s
s F
Y es una asignacion al serlo X, Y (N) = X (N) = v (N)
Ademds Y; ,> X, VieSeY (S)=X(S)+ DR X(S)+D =
v (S5)

S
resultando que Y dom i X .A

El conjunto de todas las imputaciones no dominadas por asigna-
ciones, que lo denotaremos por INDA(N, v,=), va a desempenar un
papel muy importante en la caracterizacién de soluciones de los juegos
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cooperativos valorados por elementos pertenecientes a espacios vecto-
riales con un orden parcial entre sus elementos.

De modo similar se puede establecer dentro de las clases de imputa-
ciones tanto de preferencia como de no dominancia una equivalencia
entre la dominancia por individuos y por coaliciones.

TEOREMA 2.2. Dada una imputacion X € I(N,v,=) del juego
JE™, son equivalentes

s
1.-3Y ecI(N,v,&=) /Y dom 5 X

s
2-3Y eI(N,v,&) /Y domg X

La demostracion es similar a la dada para el teorema anterior,
aunque ahora debemos construir una imputacién en lugar de una asignacién. A

El conjunto de imputaciones no dominadas, que serd denotado
por IND(N, v,[5) ,tiene un papel importante en Teorfa de Juegos es-
calares deterministicos, y como veremos desempefian un papel desta-
cado en el concepto de soluciones de los juegos estocdsticos en algunas
clases de juegos. -

2.4. El core como concepto de solucién.

Consideremos estos conjuntos de asignaciones y/o imputaciones no.
dominadas y vamos a ver como se relacionan con un concepto que
desempefia un papel angular en la Teoria de Juegos, como es el de
core.

Este conjunto estd definido a través de las imputaciones eficientes
que verifican los principios de racionalidad, i.e.,

C(N,v;B)={XelI(N,v)/ XsB¢&s,VYSCN}

Este conjunto puede ser vacio, pero cuando no lo es, sus imputa-
ciones son aceptadas por los jugadores como soluciones del juego, de-
bido al principio de racionalidad que verifica para toda las coaliciones.
Por ello uno de los objetivos de la Teoria de Juegos es caracterizar
este conjunto, como haremos posteriormente. Dependiendo de la inter-
pretacién que demos al orden tendremos dos conceptos de core :

e El core cuando se emplea el orden , > , que lo representamos por
C(N,v; ,>),y lo denominaremos core de preferencia
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e Fl core cuando se emplea el orden ,, 3, sobre el conjunto de todas
las imputaciones, que lo denotaremos por C (N,v; , %), lo denom-
inaremos core de no dominancia.

Légicamente ocurre que C (N, v; , =) C C(N,v; , #) , debido a
las propiedades de las relaciones binarias que los sustentan.

Pueden estudiarse otros conceptos de solucién para estos juegos
JE™, tales como

® £— core.
¢ Nucleolo.
e Valores

En esta memoria nos centraremos en el core, pues éste estard car-
acterizado en base a los conceptos de no dominancia como estudiamos
a continuacion. En el caso de ser vacio o desear escoger entre varias
soluciones podemos estudiar el e— core del juego

Ce (N,v,E) = {X € I(N,v) / Xs=és —e,¥S C N}

aunque el estudio de estos y otros conceptos seran objeto de poste-
riores estudios.

Debemos analizar separadamente la dominancia segiin el orden , >
yel , ¥, sobre el conjunto de todas las asignaciones del juego, I* (N, v), =
lo que nos permitird demostrar:

1.- El conjunto de imputaciones no dominadas por asignaciones
segin , ¥, INDA(N,v;, %) coincide con el conjunto cldsico de core
cuando se emplea el orden , > ,C (N,v; , >), core de preferencia.

2.- El conjunto de imputaciones no dominadas por asignaciones
segin , >, INDA(N,v;,>) coincide con el concepto de core cuando
se emplea el orden , ¥, sobre el conjunto de todas las imputaciones,
C(N,v; , #), core de no dominancia.

Vamos a realizar estas caracterizaciones para cualquiera que sea
la valoracién del juego siempre que estos pertenezcan a un conjunto
parcialmente ordenado y denso, en el que hay definida una estructura
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de espacio vectorial compatible con dicho orden, por lo que los resul-
tados que obtengamos serdn no sélo aplicables a los juegos con pagos
aleatorios sino a una clase més amplia de situaciones.

3. JUEGOS VALORADOS EN CONJUNTOS
PARCIALMENTE ORDENADOS.

Supongamos que v(S) € A, siendo A un conjunto de elementos en
los que podemos hacer comparaciones entre cualquier par de elementos
que escojamos y que tiene definidas dos operaciones (+ y -) que le
confieren la estructura de espacio vectorial.

Siguiendo a Roubens, M. y Vincke, P. (1985)[22]:

e El subconjunto de los pares ordenados (a,b) € A x A en los que
podemos decir que “a es preferido a b”, se denomina RELACION DE
PREFERENCIA vy la representaremos por P , es decir, a P b.

e El subconjunto de pares (a,b) en los que consideramos que “a es
equivalente a b” | en el sentido de que nos son indiferentes, o nos da igual
escoger uno que otro, se denomina RELACION DE EQUIVALENCIA
o de indiferencia, y la representaremos por E, es decir, a E b.

e Por tltimo, el subconjunto de pares (a,b) en los que no podemos
establecer la comparacién entre sus elementos para elegir uno como mds
preferido, es decir “a es incomparable con b”, se denomina RELACION
DE INCOMPARABILIDAD, y la representaremos por I, es decir, a I b.

Por ello una estructura de preferencia en A es una tripleta (P, E, I)
de relaciones sobre A tal que:

- P es asimétrica

- E  es reflexiva y simétrica

- I  es irreflexiva y simétrica
-PUEUI es fuertemente completa.

Dicha estructura de preferencia puede caracterizarse mediante la
relacién binaria R

aRbsita(PUE) Db

Recibiendo R la interpretacién de relacién de preferencia en sentido
amplio, y verifica:
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- R es reflexiva

- R es antisimétrica sii
E se reduce a los pares idénticos {(a,a), Va € A}

- R es transitiva sii

P es transitiva, E es transitivay PIUIP C P

-E=RNR
-I=R°NR
siendo

a R°bsiinoa Rb, a RbsiibRa y,aR%siinob R a.

Debido a que en nuestras estructuras de preferencia I # 0, si el
conjunto que F define estd formado por los pares {(a,a), Va € A}
sélamente, y P? C P decimos que nuestra estructura de preferen-
cia es un orden parcial, en cuyo caso R es reflexiva, antisimétrica y
transitiva (orden parcial estricto).

Pero si s6lo podemos afirmar que P2 C P, E> C Ey (PEUEP) C
P decimos que nuestra estructura de preferencia es un cuasi orden parcial,
en cuyo caso R es reflexiva y transitiva. Estas serdn las hip6tesis més
generales con lasque trabajaremos para poder incluir en dicha estruc-
tura de preferencia a los 6rdenes estocdsticos con los que desarrollamos
esta memoria.

Suponemos pues en lo que sigue, que en A tenemos una estructura
de preferencia (P, E, I) que es un cuasi orden parcial, y ademds verifica
la siguiente propiedad:

Propiedad del orden denso.

aR'b =3c€A,aRcPb

Dado un juego (N, v) tal que v (-) toma valores en A con la estruc-
tura de preferencia anteriormente definida, establecemos:

I* (N,v) = {(al,ag,...,an) c A"/ Za = U(N)}

el conjunto de asignaciones eficientes del juego.

Vamos a buscar en este conjunto asignaciones con propiedades espe-
ciales, siguiendo la linea clésica de la teoria de juegos cooperativos an-
teriormente senalada. Asf definimos el conjunto de imputaciones como
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aquel subconjunto de I* (N, v) , en el que cada individuo 4 recibe un
pago a; que no es “peor”’ que v (i), es decir

a; (RUE) v(i) ,Vie N

con lo que escribimos

I(N,v)={a€eI"(N,v) /a; (RRUE)v(i) ,Vi}

los cuales verifican un cierto principio de racionalidad individual,

al aceptar sélo pagos que no le perjudiquen. Podemos hacer notar que
Ri=PUI

En este conjunto de imputaciones establecemos una relacién de do-
minancia segun las coaliciones S C NV del juego, en el sentido de que
sean consideradas s6lo aquellas imputaciones que las coaliciones no
pueden mejorar. Dado que una coalicién tiene una fuerza medida por
v (S), la aportacién a dicha coalicién

a(S)= E a;
€S
debe ser la que nos indique si dicha coalicién tiene fuerza para
conseguir mejores asignaciones.

Este concepto puede ser valorado por dos vias:

1) v(S) R a(S)

2) v(S) R? a(S)

que podemos indicar como valoracién estricta para la primera, pues
nos dice que la coalicién tiene fuerza para mejorar cuando su valoracién
sea “superior” a lo que le ofrecen, mientras que la segunda serd una
valoracién en sentido amplio, pues la coalicién puede mejorar si lo que
le ofrecen “no es mejor” que la fuerza que posee.

Emplearemos la notacién [£] cuando sea cualquiera de ellas, R o
R?, como hacfamos cuando trabajsbamos con los érdenes estocasticos.
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Definimos la dominancia segin una coalicién S:

s
DEFINICION 3.1. a domyg b sii a(S) P b(S) y v(S) [Bla(S)

3.1. Relacién entre dominancia individual y coalicional.

Una vez definida la dominancia coalicional, nos interesa conocer su
relacién con la dominancia dada por los individuos de la coalicién

S
DEFINICION 3.2. a dom igybsii a; Pb;, Vi€ S,y v(S) Rla(S)

esto nos indica que los individuos de la coalicién mejoran indivi-
dualmente al mejorar la coalicién.

Este principio es equivalente al dado anteriormente como se es-
tablece en el siguiente teorema

TEOREMA 3.1. Sea be I* (N,v), son equivalentes
1)3aeI*(N,v) /a domsimb

2)3a/a dorré;mj b

3)v(S) R1b(S)

Demostracion.

1= 2

Sida/ e PbyVieSy v(S) Bla(S)

resulta que a (S) P b(S) al ser el orden compatible con la estructura
s

de espacio vectorial y por ello a dom 77 b.

2= 3
Como

a(S) Pb(S) yv(S) Rla(S)
se sigue que v (S) [E1b6(S)
3=1
Sead= v(S) — b(S) porloque dE]0

al ser un orden denso I ctalque d REc PO
definimos a tal que

c
a,=b+—=VieSsS
B
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C
A

por lo que a es una asignacioén, verificando que a; P b; Vi € Sy
que v (S) [Bla(S).A

Basandonos en esta relacién de preferencia, podemos definir el con-
junto de las imputaciones no dominadas por asignaciones:

INDA (N,v,[E]) = {aeI(N,v) /S, beI*(N,v), b dorfzm]a}

que nos proporciona el conjunto de imputaciones frente a las cuales
ninguna coalicién puede verse con “fuerza” para no aceptar una de
tales como solucién del juego.

3.2. El core y su caracterizacién.

El concepto de solucién en Teoria de Juegos, no obstante, viene
dado generalmente a través del core, el cual se define buscando las
asignaciones que proporcionen “mds” valor a toda coalicién que lo que
ellas puedan garantizarse por si mismas.

Como en el caso estocdstico esto se puede considerar a través de R
o R? con lo que definimos el core

C (N,v,[R)) ={a € I(N,v) / a(SEJv(S) ,VS C N}
Este concepto estd relacionado con el dado anteriormente por INDA,

pero lo més importante es que se da la equivalencia entre ellos, aunque
segun el concepto de mejora que tomemos

1= {R,R%}

cada orden caracteriza la propiedad para el orden contrario

TEOREMA 3.2.

INDA(N,v,R) = C(N,v, R%
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Demostracion.

Supongamos que a ¢ C (N , U, Rd) por lo que 3 § para la que no se
verifica que

a(S) R u(S).

Pero ello equivale a que v (S) R a (S) . Al ser el orden denso, existe
b verificando

v(S) Rb(S) P a(S)

lo que nos indica que a ¢ INDA (N,v, R).
Recifprocamente si a ¢ INDA (N,v,R) debe existir S y b €
I* (N, v) verificdindose

v(S) Rb(S) P a(S)

Se sigue que v (S) P a(S) y por tanto no se da que a (S) R? v (S) lo
que nos dice que

a ¢ C(N,v,R%)

El teorema nos indica que las imputaciones del ntcleo de domi-
nancia C' (N,v, R?) se obtienen al imponer la dominancia segin R, el
cuasi orden parcial, en el conjunto de todas las asignaciones posibles
del juego. En este niicleo, si no es vacio, podemos considerar dos tipos
de imputaciones al descomponer I (N, v) segin verifiquen P 6 I , es
decir

I(N,v)=1I(N,v,P) U I(N,v,I)

donde

e I(N,v, P) = imputaciones de preferencia ={a € I* (N, v) / a; P v (%)
, Vi}
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e /(N,v,I) = imputaciones de no dominancia ={a € I* (N,v)/ Fi a; I v (i) }

Andlogamente podemos caracterizar el llamado core de preferencia:

TEOREMA 3.3. INDA(N,v,R*) = C(N,v, R)

Demostracion.
Supongamos que a ¢ INDA(N,v, R%) por lo que existird una Sy
un b € I* (N, v) de modo que
v(S) R* b(S) P a(9)

lo que nos indica que no a(S) R v(S)y a ¢ C(N,v, R).

Reciprocamente, si a ¢ C(N,v, R) es porque existe S C NV tal que
no a(S) R v(S)

por lo que v(S) R¢ a(S).

Por la propiedad del orden denso existird un b(S) tal que

v(S) R* b(S) P a(S)
lo que nos indica que a ¢ INDA(N,v, R%)A

Notemos que en este caso la dominancia fuerte dada por R? obliga
a que, aunque se haya definido el nicleo sobre las imputaciones més
generales I(N,v), las que definen el nicleo C'(N, v, R) estén dentro de
la clase de las imputaciones de preferencia I(N, v, R).

4. APLICACION A LOS JUEGOS COOPERATIVOS
ESTOCASTICOS

4.1. Teoremas de caracterizacion.

De todo lo anterior deducimos que para los juegos estocésticos, al
ser , > un cuasi orden parcial denso en el espacio vectorial de las
variables aleatorias que definen los JE", tendremos que
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TEOREMA 4.1.
INDA(N,v, , ) =C(N,v, o >)

TEOREMA 4.2.
INDA(N,v, ,>=)=C(N,v, o)

lo que nos sugiere que para buscar el nicleo de un juego podemos
buscar las imputaciones no dominadas por asignaciones pero usando el
orden contrario.

Las imputaciones no dominadas por asignaciones estdn préximas a
las imputaciones no dominadas, que eran la base de la caracterizacién
de los juegos escalares deterministicos, por lo que es muy importante la
relacion existente entre ambos conceptos en una amplia clase de juegos:

TEOREMA 4.3. Si el juego cooperativo estocdstico cumple la condi-
cion de monotonia:

v(8)+ Y v({i}) Rv(N) ,VSCN
i¢S
entonces

IND(N,v,[5) = INDA(N,v,5)

Demostracion.

La inclusion INDA (N,v,[&) C IND(N,v,5) es independiente
de las propiedades del juego, pues escogemos en una clase mds amplia
para la dominancia.

Vamos a establecer la implicacién reciproca

Si X ¢ INDA(N,v,[5) es porque existe una coaliciéon S C N y
una asignacién Y, tal que X (S) <, Y (S)Hv (S).

Dadas las propiedades del juego

Y (8)+) v({i}) Rv(N) ,VSCN
i¢S
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Si definimos

Zi=Xi+l—;T(Y(S)—X(S)) vie S
Z=v({i) + =5 ( (N)- ¥ (8) - Zw{z‘})) vig s
S

Z es una imputacion, pues Z (N) = v (N) y verifica que Z; Bv ({i}).
5
Conello Z domzy X y X no es imputacién no dominada A.

Con esto hemos caracterizado los micleos de preferencia y de no
dominancia a través de conjuntos de imputaciones no dominadas .
No obstante, deseamos conocer cudndo estos conjuntos son no vacios.
Veamos esta caracterizacién en los casos mds frecuentes de aplicacion
de la teoria, lo que nos permite dar condiciones mds precisas sobre la
existencia del micleo en estos casos.

5. JUEGOS ESTOCASTICOS EN VARIABLES
ALEATORIAS NORMALES

En estos juegos estocdsticos JE™ la funcién caracteristica v(.S) viene
definida a través de una variable aleatoria distribuida segiin una nor-
mal N(us,o%), que como indicdbamos anteriormente es una situaciéon
muy frecuente en las aplicaciones reales. A este tipo de juegos lo re-
presentaremos por JEN™.

Una preimputacién serd un conjunto de variables aleatorias
(X1, X2, ..., X,,) , donde cada X; esta asociada a un jugador, tal que

X1+X2+"‘+Xn:'u(N)=§N€N(NN,U]2V)'

por lo que cada una de ellas serd también una variable aleatoria
normalmente distribuida.

Para realizar las comparaciones entre variables aleatorias debemos
de escoger un orden aleatorio concreto:

Recordemos que X <. Y [X <, Y] representa que X es “menor” y
a la vez “menos variable ” que Y ( respectivamente que X es “menor”
y a la vez “mds variable” que Y ) en algun sentido estocéstico; dado
que las funciones convexas concentran la masa en los extremos y las
coéncavas en la parte central.
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Si suponemos un orden convexo creciente, afinidad al riesgo, sabe-
mos que si

hx <y y ok <o entonces N (ix,0%) < N (ty,03)
con lo que podemos caracterizar el micleo de los JEN™ anteriores.

Determinaremos los elementos del niicleo de preferencia, si existe,
de este juego en variables aleatorias normales usando la caracterizacién
paramétrica del orden.

En virtud de ser la ley normal infinitamente divisible, siempre es
posible buscar variables

Xi ~ N (px,,0%,) , verificando X; + Xp + - - - + X, = v(N) ,

para ello debe ser, debido a la caracterizacién anterior,

n n
_ 2 2
BX; = UN, Y o-Xi =0N
i=1 =1

Las condiciones de dominancia que definen el micleo de preferencia
se escriben en este caso

Z“Xi > s

€S
2 2
) 0% > 0%
€8
lo que nos dice que si:

Gu(N,v) es el juego escalar deterministico definido por v(S) =
us'y
2

Go (N, v) es el juego escalar deterministico definido por v (S) = 0%
TEOREMA 5.1. El niicleo de preferencia de un juego JEN", us-

ando el orden convezo-creciente, es no vacio si y sélo si son equilibrados
los juegos escalares Gu (N,v) y Go (N,v).

No obstante, si este nicleo fuese vacio, puede buscarse el micleo de
no dominancia, al analizar el correspondiente juego vectorial:

Guo) (N,v) siendo v(S)= (pg,ag)
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al modo usual vectorial, véase Fernandez, Puerto, Hinojosa (2000)[30].
Estos juegos vectoriales también estdn caracterizados a través de la
dominancia como vimos anteriormente, ya que verifican las condiciones
exigidas.

EJEMPLO 5.1. Sean tres jugadores que desean cooperar para pro-
ducir un cierto bien, pero que el jugador 1 y el 2 sélo disponen de
tecnologia para la produccion , aunqgue no equivalentes , y el jugador 3
dispone de recursos.

En caso de asociacion del jugador uno y el tres obtendrian unos -
beneficios que se estiman segin N(1,2), mientras que la asociacion de
los jugadores dos y tres les proporcionan un beneficio N(2,2). La aso-
ciacion conjunta les produce unos beneficios N(4,4).

Por lo que el juego cooperativo estocdstico JE3 viene definido por
la siguiente funcion caracteristica:

v()=v(2)=v@)=v(1,2)=0
v(1,3) = &3 € N(1,2)
v(2,3) =&3€ N(2,2)

v(1,2,3) =&123 € N (4,4)

Deseamos saber cudles sertan las imputaciones del nicleo de dicho
juego, por lo que si X3, Xo y X3 son los repartos de beneficios entre
los jugadores, deberd ser X; € N (u;,02) , y esto nos conduce a un -
juego vectorial en los pardmetros de las leyes normales, X; = (ui, 0?)

, lo que nos lleva al sistema siguiente para caracterizar el nicleo de
preferencia.:

(/“L'I-J zle R
X5 Kot Kom ()
X1+ X3 > (3)
X2 -+ X3 (g)

Xi 2 (0)

que por componentes puede ser representado con medias y varian-
zas, dado que es un juego de tres jugadores.
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Esto nos permite dar soluciones del juego estocdstico que pertenecen
al niicleo de preferencia, al escoger en elementos de ambos nicleos.
Ndtese como la solucién (0,0,1) pertenece a ambos nicleos.

EJEMPLO 5.2. Cartera de inversiones.-

Un juego estocdstico se presenta cuando un conjunto de inversores
(jugadores) se unen para formar una corporacion de inversion. Cada
uno posee una cartera de inversion que puede suponerse sigue una ley
normal. Andlogamente cada conjunto de jugadores, coalicion, puede
tener una cartera de inversion conjunta, que puede suponerse dada por
una ley nomal.

El reparto de la cartera final entre los inversores supone definir el
riesgo que cada uno comparte en la sociedad en funcion de su aportacion
a la misma, y puede ser valorada en cualquier momento para sustituir
un inversor por otro que desee asumir dicho riesgo al precio que se
estipule. ‘

Supongamos tres inversores que van a cooperar en un NUEVO Mer-
cado. Analizadas las consecuencias de su cooperacion valoran la misma
del siguiente modo : ‘

v({1,2,3}) € N (4,4)

v({1,2}) € N(0;2)

v({1,3})) € N(a,2) , con 2<a <4

siendo v (S) = 0 para las restantes coaliciones.

En este caso el juego en medias Gu (N,v), tiene un core que de-
pende del valor de . mientras que el juego en varianzas es similar al
dado en el caso anterior. Por esta razdn el reparto del riesgo puede
realizarse de diferentes maneras, ast podria usarse el e—core, para es-
coger en ellos.

Andloga situacion tendriamos si tuviéramos valoraciones del riesgo
a través, no de la ley, sino de la valoracidn media-varianza:

v({1,2,3}) = (4,4)

v({1,2}) = (a,2)

v({1,3}) = (,2)

v(S) = 0 para el resto de coaliciones

y usar ¢l orden E-V, en lugar del orden convezo

EJEMPLO 5.3. El juego de la produccion con beneficio aleatorio

Como indicdbamos en el primer capitulo, este juego aleatorio corre-
sponde al juego cldsico de la produccion en el que v(S) es una variable
aleatoria.
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Si se supone que el vector c=(cy, ¢y, ..., ¢p) Sigue una normal multi-
variante podemos tener un juego en variables aleatorias normales.

En este caso v(S) estd determinado por el conjunto de variables
aleatorias no dominadas {cz*(S)}, asociadas a los vértices de la region
de posibles soluciones que S controla.

. 81 valoramos v('S) por ¢Z (S), dado por la solucion dptima T (S) del
problema

MAX (E:c | Az < Zbi)

i€S
tenemos un juego cooperativo estocdstico con valores en la familia

de distribuciones normales. La solucidn de este juego podria asequrarse
si existe un reparto (Xi, Xa, ..., X,,) verificando

Xs z(S) ,VSCN

que conduce de forma natural a problemas del tipo anteriormente
representados.

6. SOLUCIONES EN VARIABLES ALEATORIAS
” POISSON

En este caso los juegos estocdsticos JE™ tienen su funcién carac-
terfstica v (S) definida a través de una variable aleatoria que se dis-
tribuye segin una ley de Poisson P (\g).

Representaremos a estos juegos por JEP™.

Las preimputaciones del juego serén vectores de variables aleatorias
(X1, X2, ..., X,.), cada una asociada a un jugador, tal que:

Xi+Xo+- -+ Xo=v(N)=¢Nn € P(An)

por lo que cada una de dichas variables aleatorias se distribuyen
seguin una ley de Poisson ,

Xi v P ()\Xi)

Si usamos el orden dado por la dominancia estocéstica, sabemos
que si
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>\X < )\y entonces P (Ax) —<e P ()\y) .

lo que nos permite resolver los juegos JEP™, a través de un juego
escalar deterministico dado por los pardmetros de la ley.

Para buscar las imputaciones (X, X, ..., X,,) del nicleo de pre-
ferencia, debemos buscar preimputaciones (X1, Xs, ..., X,,) con X;
P (Ax,) que verifiquen:

> Ax, > AsVS, SCN
€S

Si llamamos G (N, v) al juego escalar deterministico definido por:

’U(S) =)\5

tendremos la caracterizacién del niicleo de preferencia de estos jue-
gos, bajo el orden dado por la dominancia estocéstica:

TEOREMA 6.1. El nicleo de preferencia del JEP™, bajo el orden
dado por la dominancia estocdstica, es no vacio si y sélo si el juego
escalar GA(N,v) es equilibrado.

No6tese que en este caso las imputaciones de no dominancia coin-
ciden con las de preferencia, con lo que el micleo de no dominancia
coincide con el de preferencia, como en el caso escalar.

EJEMPLO 6.1. Supongamos N agentes de sequros, cada uno con
un ndmero de primas de sequros b;, i € N. Si forman coalicion S,
(cualquier S C N, incluidas las individualidades) el nimero de acci-
dentes que puede tener una pdliza es dado por Ag, que no debe crecer de
forma lineal con los agentes participantes, ya que la coalicion les per-
mite poner clatdsulas en las primas que hace que los clientes asuman
ciertos compromisos, lo que implica que la tasa de accidentes de cada
una de las primas de la coalicion no sea la suma de las tasas. En este
caso, cada coalicidn tiene un ndmero total de accidentes dado por:

v(S)=¢Es€P (ASZbi)

€S
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la tasa del grupo estd dada por el nimero de pdlizas que sustenta.
Si se forma la gran coalicién

v(N)=¢v P (ANZb“)
€N
que como indicdbamos ofrecerd menor nimero de accidentes que la
suma de los agentes de modo individual. Deseamos conocer ahora el
reparto del riesgo entre los agentes.
Una preimputacion serd un vector (X1, X, ..., Xn)

Xi+Xot -+ Xn=¢n

siendo X; una ley de Poisson P (\x,) .
Para que pertenezca al nicleo de preferencia debe ser

> Xi<.&s VS, SCN
S
si empleamos la dominancia estocdstica, pues la coalicion se for-
mard st va a sustentar “menor” riesgo que el que ella sustenta de por s,
lo que nos lleva a buscar los pardmetros Ax, asociados a cada X; a través
de los elementos del nicleo (z1, za, ..., T,,) del juego escalar (N, v)definido
por:

v (S) = )\s _;_ bz
icS
es decir, las tmputaciones del nicleo se caracterizan por:

Yz <As) BVS, SCN
€S i€S

con

Y omi=Ay) ¥
€S iEN

Notemos que si Ag = ) ;.o Mi estariamos ante un juego trivial en el
que cada jugador i tendria asociado su propio riesgo P (Ab'). Dado
que Ay > Y ..y A hace que el juego no sea trivial.

Una solucién del nicleo viene dada ol tomar x; = Ay b, lo que
supone que todos y cada uno de los agentes va a recibir un nimero de
accidentes dependiendo de su cartera, con la ley de accidentes que la
cooperacion global ha dado.
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Esta solucion puede no ser justa pues sdlo depende del nimero de
primas que tiene el agente, y no de su tasa de accidentes, pues puede
pensarse que si para un jugador i su \; es mayor que para otro jugador
J su )j, el soportar mds riesgo debe verse reflejado en el reparto de
las x;.

Ast podriamos pensar en una solucién del tipo

Ai
xr; = )\NbN_—
EieN Ai
donde by =, 5 0
que es una preimputacion, que estd en el nicleo si:

A by < As
Zz‘eN Ai Zies b Zz’es Ai
o bien, buscar otro tipo de reglas.
Si suponemos en el modelo anterior que cada prima tiene una re-

compensa K1 (S) y cada accidente un coste K (S), cada coalicion S,
sequn el modelo anterior tendrd un beneficio/costo, dado por:

, VS, SCN

B(S) = K1 ()Y b — &sK, (S)
€S
donde &g es el nmimero de accidentes que soporta una coalicion y
viene dado por una distribucion

P (AS > bi>

€8
que puede ser estudiado como un juego vectorial [beneficio, costo],
en el que una componente seria un juego escalar, y la otra un juego
vectorial.

7. SOLUCIONES EN CONJUNTOS DE VALORES

En algunas situaciones la valoracion de la fuerza de una coalicién
v (S) no viene dada por un solo valor, sino que la coalicién tiene varios
cursos de accién y puede escoger entre ellos. Asi v (S) viene expresado
por un conjunto de variables aleatorias

{gd (S) }deD

donde D es el conjunto de todas las posibles decisiones que la coali-
cién puede tomar.
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7.1. El juego de la produccién con beneficios aleatorios.

Como indicdbamos anteriormente, este juego aleatorio corresponde
al juego cldsico de la produccién en el que v (S) es una variable debido
a que el vector de beneficios es una variable aleatoria multidimensional.
La funcién caracteristica estd definida por:

v (S) = max {cx [ Az < Zbi, ¢ =(C1,C0y ..., Cn) € X”}
icS

Dicha variable aleatoria es dificil de calcular pues es la variable
aleatoria médxima de todas las posibles valoraciones cz del vector x al
recorrer el conjunto factible. La determinacién de esta variable aleato-
ria puede realizarse siguiendo a Bereanu B. (1967)[23]. También pueden
emplearse métodos de simulacién.

Como el conjunto de soluciones éptimas de un problema de progra-
macion lineal estd en los vértices de la regién, podrfamos aproximar
dicha variable por

v (S) ~ max {cz? (9)}

J=12,...p

donde 27 (S) son los puntos extremos del poliedro factible de la
coalicién S

{Am <> Hha> o}
icS

que también es dificil de manejar e incluso determinar para una ley
de ¢ cualquiera.

Pero si opinamos que el decisor debe escoger un vector = factible
como curso de accién, es més interesante pensar en dichas acciones que
en la valoracién global que el méximo produce. De este modo, puede
valorarse v (S) a través del conjunto de las variables aleatorias cz? (S)
que no estdn dominadas, segiin el orden que empleemos:

v (S) = {cz? (5),cz? (S),...,ca’* (5)}

donde han sido eliminados los vértices que dan variables aleatorias
dominadas por las proporcionadas por otros vértices.

Tampoco este problema es facil de resolver, aunque existen resul-
tados en teoria de juegos cooperativos que permiten, no sin gran difi-
cultad, abordar el problema, vease Hinojosa, M. A.(2.000)[9].



74 3. SOLUCIONES EN VARIABLES ALEATORIAS

Como indicdbamos anteriormente, un modo sencillo y coherente de

abordar el problema es escoger un vértice T (S) del poliedro, mediante
la eleccién entre las variables aleatorias que valoran v (S) por algin
criterio de decisién bajo riesgo, asi podemos tomar el valor esperado
con lo que:

z (S) 23 (S) el vértice que da la solucién al problema

MAX ¢z

Sujeto por Az <>, b, >0

Por ello, la valoracién de la coalicién serd una sola variable aleatoria

v(S) =c¢ z (S) que permite definir un juego estocdstico coope-
rativo como teniamos anteriormente, cuya solucién dependera del tipo
de variable aleatoria que sea c y del orden que empleemos.

EJEMPLO 7.1. Juego con variables aleatorias normales .-

Si cada coalicion escoge un cierto vértice, o decision de produ-
A . L . A
ccion, T (S), la valoracion de la coalicion serd v (S) = ¢ T (S) que

sequird , al suponer que c es una ley normal multivariante (1, ) , una

distribucion normal de media p z (S) , y varianza x 8 z (S).

Cualquier reparto con variables aleatorias (X1, Xs, ..., Xy) indepen-
dientes, debe verificar para ser eficiente que:

X1+X2+---+Xn:§NeN(u9:(N), %(N)’Z%(N))

por lo que cada variable aleatoria X; deberd ser normal, N (u;, a?).
Ast, si buscamos soluciones del core deberd verificarse, en razon a
lo anteriormente expuesto, que:

S iz uz(9)

i€8

A A
0?2z (S)) z(S),VS, SCN
€S
st suponemos el orden convero-creciente entre las variables aleato-
rias, en virtud de las propiedades del mismo.
El nicleo serd no vacio si los juegos escalares definidos por

v (§) = p 2z (5)
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son equilibrados.

En caso de que deseemos que los repartos sean de la forma X; =
TN , con Y ..ny7i = 1, tendriamos que ahora los repartos serian

. 4 . A . A
variables aleatorias normales de media r;p T (N) y varianza 77

(N)Y z (N), con lo que la solucion pertenece al nicleo, al verificar:

m>”§(5>
; w (N)
CRS)TE(9)

| > =Pl S, SCN
(Z> 2N T2 (V)

con lo que debemos determinar un solo vector (1;);_, 5 , Pora dar
la solucion del core. A

7.1.1. Orden E-V.

No obstante, podemos abordar directamente el problema cuando la
valoracién v (S) estd dada por un conjunto de vectores, y la ley de c
sea la normal multivariante, si empleamos el orden E-V.

En este caso, la valoracién de las coaliciones viene expresada como

v (9) = max {;ux, —m’Zx/AxSZbi, xZO}

€8
que es un problema bi-objetivo, por lo que la valoracién de la poten-
cia de la coalicién viene dada por un conjunto, de un espacio vectorial

de dimensién dos, que puede ser analizado usando la teorfa desarrollada
en Hinojosa, M. A. (2.000)[9].

Vamos a analizar algunas peculiaridades de este problema, y de su
relacién con algunas elecciones particulares de los decisores.

El problema biobjetivo genérico:

MAX pz, —2' > x
sujeto por Az <b,z>0
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es un problema con una funcién lineal y otra céncava, al ser con-
vexaz' Y z , dadas las propiedades que presenta la matriz de varianzas-
covarianzas.

La bisqueda de todas las soluciones eficientes del mismo, puede re-
alizarse a través de la parametrizacion, dadas las propiedades de con-
cavidad que tienen las funciones, lo que nos lleva a plantear el problema:

Maximizar Apz — (1 - A)z' Yz

sujeto por Az <b,z>0

Supuesto que la regién de soluciones es no vacfa, éste es un problema
cuadrdtico paramétrico para el que existen numerosos algoritmos para
su resolucién, desde su estudio inicial por Wolfe, P. (1.959)[24]. Ello
nos da una funcién solucién 6ptima z* (A) que es continua sobre [0, 1].
De hecho puede darse como una parametrizacién lineal a trozos sobre

el intervalo [0, 1] lo que permite expresar dicha funcién a través de los
puntos en que cambia la pendiente.

Para este problema también pueden caracterizarse todos los puntos
eficientes del problema a través de la teorfa cldsica de programacion
multiobjetivo, asi:

- Si el conjunto de posibles acciones fuese R", los puntos eficientes
verifican

1,
| w=—g 2
es decir, los puntos eficientes estén sobre una recta, y son aquéllos

del espacio donde se anulan los gradientes de ambas funciones.

- Si el conjunto de puntos factibles es dado por el poliedro

{Az <b,z>0}=X

el conjunto de puntos eficientes es la “proyeccién” de la recta anterior-
mente definida sobre el poliedro.

Por tanto, es una poligonal sobre el poliedro.

Sus puntos extremos estdn definidos por los dos problemas que es-
tablecen ambas funciones objetivos.

MAX p'z
re X
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que es la solucién del problema en valores medios, y.

MIN z'}"
zeX
que es la solucién del problema que minimiza el riesgo.

Un procedimiento para encontrar los restantes puntos eficientes
puede hacerse, al ser un problema biobjetivo, usando el algoritmo NISE
de Cohon, J. L. (1978)[26] , y al ser X un poliedro, es més sencillo en-
contrar todos los puntos eficientes.

Conocidos los puntos eficientes del problema que define la funcién
caracteristica v (S) podemos resolver el juego aplicando los diferentes
conceptos de solucién introducidos por Hinojosa, M. A. (2.000)[9].

En el caso del problema que estamos estudiando, puede verse que -
cada uno de los puntos eficientes que definen el conjurito v (S) repre-
senta unos comportamientos de la coaliciéon ante el riesgo, por lo que -
vamos a realizar un estudio de esta situacién para que las coaliciones
sepan, si desean escoger un solo valor de este conjunto, el riesgo que
tienen que estar dispuestos a asumir.

Recordemos que la dominancia estocéstica entre dos variables aleato-
rias X e Y se definfa a través de la relacién:

X.-YsiP[X>k>P[Y>k] ,VkeR

si establecemos esta condicién en un sentido mucho més débil

X 4> Y sii P[X > k] > P[Y > k| para un k dado

este orden es un orden total, pues dadas dos variables aleatorias
cualesquieras siempre una es mejor que otra.

Este orden puede emplearse para escoger una variable aleatoria en
un conjunto eficiente de ellas, asi en nuestro problema de
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MAX {cz / Az <b(S) ,z > 0}
podemos escoger el vector :/1\:, que nos dé la variable aleatoria c :/l\:,
que alcance la mixima probabilidad de superar un cierto umbral %,

por lo que representaremos por A (k), para ello debemos resolver el
problema,

Maximizar P [cz > k]
verificando z que Az < b(S) ,z >0
conocido en la literatura como problema de aspiracién de nivel.

Para el caso en que ¢ sea una N (g, Y ) como

Plex > k|=P

€T —pT k—,u:t:]

N ERRVL DI

donde @ es la funcion de distribucién en la normal cero-uno. .

Para poder buscar & (k) debemos resolver el problema.

MAXIMIZAR, —4==£_
1"

Sz

sujeto por Az < b(S),z>0

Problema conocido como de Kataoka ,S. (1963)[27], quien plante6
y dio solucién al mismo. Con ello las coaliciones pueden escoger, en

funcién del umbral que estdn dispuestas a aceptar, la solucién T (k).
Al variar el umbral k, recorremos todas las soluciones del prob-

lema eficiente. Asf Kataoka establecié que si consideramos una versién
parametrizada del problema

MAXIMIZAR pz —fB2'> z
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sujeto por Az <b,z>0

con § € [0, 00).

que es equivalente a usar A = —

1+8
y si llamamos z (B) la solucién 6ptima de este problema, también
lo es del problema de Kataoka con

k=p 3(8)-283(8)). (8

Una situacion en cierto aspecto dual puede obtenerse si nos fijamos
en el conocido criterio del fractil, como vefamos en el capftulo en el
que estudiamos los érdenes estocdsticos. A una variable X, se le asocia
un cierto valor de riesgo o que deseamos asumir, si se representa esta
variable por el valor del maximo umbral que proporciona dicho valor

PX>kl=a«a

es decir, en este caso a cada variable se le asocia un umbral diferente,
admitido que suponer ese umbral tiene un riesgo fijado, mientras que
‘en el caso anterior fijdbamos el umbral, y se le asociaba un cierto nivel
de riesgo a. ’ ‘ ‘

Este criterio también permite ordenar las variables aleatorias que

~ definen a v (S), escogiendo el vector 5\3 (a), que maximice el umbral &
de la variable ¢ Z fijado un riesgo a.

MAXIMIZAR k

sujeto por Plcz > k] = «

Az <b(S),z>0

conocido en la literatura como problema del fractil o de minimo
riesgo.

En el caso de la ley normal, al usar el desarrollo anterior tenemos
que

siendo
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lo que nos conduce al problema

MAXIMIZAR pz - 7' (a) /o' >z
sujeto por Az < b(S),z>0

que también fue resuelto por Kataoka. Con lo que la coalicién puede

A . . -
escoger = (a) al determinar el riesgo que desea asumir.
Andlogamente la solucién se relaciona con todos los puntos efi-

cientes, pues si 2 (B) es la solucién del anterior problema paramétrico,
también es del problema del fractil con

a=o(-2(20/Y 20)")

con lo que el conjunto de valores que define a v (S) puede quedar
reducido a un punto.

8. JUEGOS VECTORIALES ALEATORIOS

Una extensién 16gica de lo desarrollado en este capftulo, dada la
importancia de los juegos vectoriales, es la consideracion de los juegos -
estocasticos vectoriales como aquellos en los que v(S) es un-vector
de variables aleatorias (£}, ....,£%) , y cuyo estudio puede realizarse del .
modo similar al caso escalar, usando los conceptos de juegos vectoriales -
que hemos empleado en este capftulo. Como ilustracién de ello vamos
a considerar el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 8.1. Seguros y reasequros (Suijs y Borm, [7]).-

Las aseguradores (1,2,3) tienen sequros sobre dos tipos de coches, el
normal que les proporciona unas pérdidas por primas de tipo Exp(5) y
los deportivos que se catalogan como Exp(0.5). El asequrador uno tiene
una cartera (1800,10) de tipo uno y dos respectivamente, el asegurador
dos tiene una cartera (900,25) y la del tercero es (200,90).

Cuando se asocian dos aseguradores pueden lograr reducir las pri-
mas de pérdidas al imponer condiciones al mercado, lo que se manifi-
esta en Ezp(10) y Exp(1) respectivamente. Cuando se hace monopolio,
la reduccion es mdzima, y viene dada por Fxp(20) y Exp(2), esto es
debido a la obligacion de poner franquicias en las primas. Se desea
conocer el reparto del riesgo que los asequradores tienen al cooperar.

Como la exponencial es controlada por un pardémetro, pueden sepa-
rarse los tipos de coches y considerar el juego como un juego vectorial
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estocdstico, que se resolveria como un juego vectorial deterministico en
cuatro dimensiones.

v(1) € (T (1800,5), I‘(lO 0.5))
v(2) € (I'(900,5),T(25,0.5))

v(3) € (' (200,5),T(90,0.5))
v(1,2) € (T (2700,10), T (35, 1))
v(1,3) € (I'(2000,10),T' (100, 1))
v(2,3) € (I'(1100,10) T (115, 1))
v(1,2,3) € (I (2900,20) , T (125, 2))

En este caso &y = ( &, &%) = (T'(2900,20),T (125,2))

debe repartirse entre los tres jugadores.

En una primera aproximacion podemos definir:

z; = (' (1800,20),T (10, 2))

332 (T" (900,20),T (25,2))

= (T (200,20),I'(90,2))
que es una solucion del core pues vectomalmente
T, ¢ > v (1)
T e ™V (2)

z3 . > v (3) ~

ast como también hay dominancia coalicional. Es por tanto solucion -
de core de eficiencia.

No obstante, dado el cardcter vectorial del problema aunque re-
specto del niicleo de coches el juego se presenta como un juego ines-
encial, al buscar soluciones del nicleo de no dominancia podrian Te-
alizarse otros repartos, ya que todos los coches no tienen la misma
pérdida, por lo que soluciones del tipo

z; = (T" (2900, 20), 0)

Iy = (07 0)

z5 = (0,1 (125,2))

son imputaciones de no dominancia que pueden pertenecer al niicleo. A

8.1. Juego de la produccién con objetivos miiltiples.

El juego clésico de la produccion también ha sido extendido al caso
de que exista un mimero finito de objetivos, puesto que es frecuente
encontrarse con situaciones en las que la produccién debe valorarse por
varios aspectos que no pueden combinarse entre si, ya que responden a
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mediciones diferentes como puede ser beneficio, impacto sobre el medio
ambiente, tasa de desempleo, etc.

El juego de la produccién con varios objetivos se plantea de forma
similar, aunque en este caso la valoracién del juego se hace a través de
un vector:

v (S) = max {clm,czz, Gt [ Az < Zbi , T > 0}

i€S

por lo que para cada 7 factible tenemos asociados p valores

A A A
C1Z,C2%,...,Cp T

Al plantear un juego cooperativo para este problema, se entiende
que los jugadores cooperan para obtener un beneficio global v (N) ,
aungque la valoracién de su beneficio esté descompuesto en los diferentes
aspectos del mismo. Puesto que la cooperacién es aceptada, deben
repartirse el beneficio en razén a las aportaciones individuales (b*, 8%, ..., ™)
de los jugadores, y teniendo presente lo que las agrupamones de _]ll-
gadores pueden conseguir entre si.

Este juego cooperativo vectorial asocia a cada coalicién S' no un
solo vector sino el conjunto de vectores eficientes del problema que v (S)
deﬁne pudiéndose ver su tratamiento en Hinojosa, M. A. (2.000)[9].

Nosotros estamos interesados en plantear este problema. en el caso -
en que los objetivos que (c1, ¢z, ..., ¢p) definen no sean deterministicos,
sino que algunos, o todos, sean aleatorios, dada la ignorancia del decisor
ante el beneficio que tal objetivo le proporciona.

Un estudio de estos problemas de programacién estocéstica muiltiple
puede verse en el libro de Stancu-Minasian, I. M. (1984) [25].

En este caso tenemos un juego cooperativo vectorial aleatorio v (S)
puesto que

v () = (&, €%, ....65)

Puede hacerse un estudio del problema similar al efectuado en el
caso de tener un solo objetivo, y trabajar con v (S) como un con-
junto de vectores aleatorios. Pero vamos a describir brevemente sélo
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el caso de trabajar con un vector escogido de dicho conjunto y que las
variables ¢; estén normalmente distribuidas N (u;, Y ;) , siendo ademds
independientes.

En este caso si usamos la dominancia E-V, el conjunto de variables
que definen a v (S) vendria dado por las variables normales asociadas
a los puntos maximales del problema con 2p objetivos

MAX (ulx, Pay ooy T, — X' Y T, =T D o Ty =T Y x)
sujeto por Az < Y. b, >0

Cada solucién Z (S) nos permite valorar a v (S) por el vector aleato-
rio (c1 2 (S),c2 2 (S), ...,cp:% (S)) con el que podemos plantear un
juego cooperativo estocéstico vectorial.

Como en el caso anterior podemos escoger puntos de este conjunto
eficiente a través de los modelos de aspiracién de nivel o del fractil,
pero en este caso, multiobjetivos:

Asf si escogemos un umbral K = (Kji, Ky, ..., Kp) para cada obje-
tivo, tenemos el problema

MAXIMIZAR P [Cl.'II > Kl] y P [sz _>_ K2] g eeeny P [pr > Kp] .
verificando Az < b(S), >0 : C

Al venir dados los objetivos por variables aleatorias normales in- ...

dependientes, tendriamos que buscar z (K1, K>, K,) a partir de una -

solucién que encontremos al problema
MAXIMIZAR 2K, poz—Kp = ppz_Kp
Vel \/$'22“” ' V& Lpe

sujeto por Az < b(S),z>0

para. cuya. solucién puede verse Stancu-Minasian I. M. (1984)[25]

Similar planteamiento puede realizarse al asumir un cierto vector
de riesgo
a=(o,as,..,0p)

A .. .
pues el vector £ o (S) que nos valora la cooperacién de la coali-
ciéon S, se determina a través de las soluciones del problema
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MAXIMIZAR K, Ks, ..., K,

sujeto por P [c;z > K;| = a;

Az <b(S),z>0

que es un problema de minimo riesgo multivariante.

Y que al ser variables aleatorias normales independientes, nos con-
duce al problema no aleatorio de

MAXIMIZAR pz—®71 (1) /2" ), 5 ooy =P (0p) 4 /2 D T
sujeto por Az < b(S),z>0
del que debemos obtener una solucién para valorar

v(8) porc; & a(S), ez a(S),...,c, T a(S),

Como en el caso anterior ambos problemas estén relacionados en el
sentido de que una solucién de uno para un K es solucién del otro para
algin « , asf como proporcionarnos soluciones eficientes del problema,;
con 2p ob jetivos anteriormente considerado.



CAPITULO 4

SOLUCIONES EN VALORES CIERTOS

En este capitulo estudiamos el problema no sobre el sistema completo
de riesgo, sino sobre algin resumen del mismo a través de equivalentes
deterministicos del azar mostrado por los jugadores. Uno de los motivos
suele ser el que los jugadores no tienen interés en el reparto del riesgo,
sino que desean valorar su participacién en la cooperacién a través de
la valoracién del riesgo que comparten. Frecuentemente estos valores
estan relacionados con participaciones ciertas o adelantos monetarios
que los jugadores acuerdan en su cooperacién. Otra razén para seguir
este camino es que la “aritmética” de las variables aleatorias no permite
una divisién arbitraria de los elementos que intervienen en el problema,
por lo que los valores ciertos asociados al juego no sélo representan
participaciones de los costes y/o beneficios, sino que recogen aspectos
del riesgo que se comparte, lo que se hace normalmente escogiendo
valores ciertos vectoriales como analizaremos posteriormente.

La teorfa clasica conduce al problema a través de las funciones de
utilidad, lo que permite, partiendo de una situacién estocdstica, llevar
el problema a un ambiente determinista equivalente desde el punto de
vista de dicha funcién de utilidad.

Cuando el problema tiene un solo aspecto a considerar (por ejem-
plo, monetario), suele pedirsele al jugador que proporcione una funcién
de utilidad u:xy — R , que valore las variables aleatorias, y asf se con-
vierte el problema estocdstico en un problema determinfstico escalar.
No obstante, cuando el decisor desea considerar varios aspectos que
no puedan mezclarse (por ejemplo, beneficio y riesgo), podemos desear
tener una funcién de utilidad diferente en cada aspecto, lo que nos pro-
porciona una funcién de utilidad vectorial u:y — RF , con lo que el
problema original estocdstico se convierte en un problema determinis-
tico vectorial. Ambos aspectos son estudiados a lo largo del presente
capitulo de la memoria, asi como las relaciones existentes entre dichas
aproximaciones.

1. FUNCIONES DE UTILIDAD ESCALAR

Dado un juego cooperativo estocéstico (IV,v), con

85
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v(S)=¢s, VSC N

estamos interesados en repartos para los jugadores del tipo

(z1,%9,...,%n), con z; € R

cuyos valores deterministicos z; posean suficiente atractivo para que
los acepten los jugadores, lo cual puede considerarse como valoracién
de su participacién, o bien como anticipo del pago final a recibir. Por
ello dichos valores deberan permitir el reparto de un valor asociado a la
recompensa final £y, como se estudia en el préximo capitulo. Nosotros
lo interpretaremos a lo largo de este capitulo como valoracién de la par-
ticipacion en la cooperacién. Naturalmente estos valores vendran dados
en funcién de los equivalentes de certeza que los jugadores posean.

Notese que al usar una funcién de utilidad, que nos proporcionard el
equivalente de certeza, dicha funcién debe ser compatible con el orden
estocdstico que se admita:

Xo>Y = u(X) >u(Y)

Pero es necesario senalar que la afirmacién contraria no es cierta,
puesto que para invertir la afirmacién debe de cumplirse con cualquier
funcién de utilidad que defina al orden (funciones crecientes, convexas,..)
y no puede hacerse con una sola de dichas funciones. Por lo que al em-
plear un equivalente de certeza no estamos usando en la definicién de
orden estocdstico todos los umbrales, sino que usamos uno solo.

Al considerar el juego cooperativo equivalente en utilidad debemos
distinguir en su tratamiento dos casos:

e El primero supone que la funcién de utilidad es comin para to-
dos los jugadores, u(-), con lo que todos ellos valoran las situaciones
estocdsticas del mismo modo.

e El segundo acepta que cada jugador posea una funcién de utilidad,
u; (-), ¢ € N, particular, por lo que las coaliciones valorardn las situa-
ciones aleatorias con diferente prisma segin sean los individuos que
las componen, lo que nos originard el tener que aceptar determinadas
hipétesis en el comportamiento de los jugadores.
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1.1. Funcién de utilidad comin.

Sea u (-) la funcién de utilidad que todos los jugadores aceptaron,
el juego deterministico equivalente a un JE™ dado por (N,v) vendrd
definido por el juego (N, v,) siendo

v (8) = w(v(8)) = u (&)

que es un juego cooperativo escalar clésico.

Las asignaciones (1, Zs,...,Z,) que reparten entre los jugadores y
verifican que

Y wi=u(y),z>u(&),i €N

iEN

se denominan imputaciones, y las representaremos por I (N, v,) .

Usando la teorfa cldsica, las imputaciones no dominadas segin al-
guna coalicién S, caracterizan el niicleo del juego, y puede ser definido
como

C(vy) = {w € I(N,Uu)/in >u(és), VS C N}
€S
lo que nos indica que estos repartos son favorables para todas las
coaliciones, pues al cooperar reciben mds que actuando aisladamente,
valorando en este caso lo que ellos pueden recibir a través del equiva-
lente cierto que les da la funcién de utilidad.

La existencia de repartos en el core viene dada a través de la condi-
cién de balanceo:

Para cada coaliciéon S C N definimos el vector eg € R"™, tal que
la componente i-ésima vale uno si el jugador ¢ estd en la coalicién S
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y cero en caso contrario. Usando la terminologia dada en Suijs et al
(1.999)[6], diremos que una aplicacién

p: 2M\ {0} — [0, 00)
es balanceada si
Z U (S) €g = EN
SCN

Diremos que el juego (N,v,) es balanceado si para cualquier apli-
cacién balanceada u se tiene que:

> u(S)u(és) < ulén)

SCN

TEOREMA 1.1. El juego (N,v,) tiene nicleo no vacio si y sdlo si
es balanceado.

Notemos como esta condicién necesaria y suficiente para que el
juego posea mniicleo no vacio depende fuertemente del tipo de funcién
de utilidad que acuerden los jugadores.

1.1.1. Juegos inesenciales estocdsticos.
Sea el juego estocdstico (N,v) en el que

v(@)=¢&, i=12,..,n

y para cada coalicién se verifica que v (S) = > _.cs &,

que corresponde a un juego que en el caso escalar se denomina
inesencial.
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La solucién del core en variables aleatorias serfa dada por X; =§;,
que corresponde con la idea de reparto del caso escalar, por lo que su
estudio tiene un interés relativo.

En el caso que deseemos repartir un vector (21 Zo,....,Z,) de es-
calares entre los jugadores, ain cuando haya que valorar la funcién
caracteristica de modo aleatorio, debers verificar

> Y&, VSCN

S €S
para que pertenezca al core.

Si z; viene dada por una funcién de utilidad lineal w(:), serd

Y u(X) > &

€S €8

Si el orden empleado es el orden céncavo-creciente, como se cumple:

E(€) ™€

el vector (E[¢1],E &), ..., E[&,]) verifica las anteriores desigual-
dades debido a la forma de la utilidad, por lo que pertenece al core.

Si valoramos la pertenencia al nicleo por los equivalentes de certeza
tendriamos que

ZwiZu(ZEl) ,SCN

ieS icS
para pertenecer (x1, s, ..., Z,) al core.
Loégicamente si u (+) es lineal, tenemos un juego inesencial con

v (8) =) u(&)
icS
por lo que la tnica solucién del core, cualquiera que sea el orden
estocastico usado, vendrd dada por

(’LL (51) U (62) ey U (gn))
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pero si la funcién de utilidad no es lineal, el juego resultante no
tiene por qué ser inesencial escalarmente , dependerd de las valoraciones
que proporcione la funcion de utilidad, pudiendo ser desde vacio a un
conjunto poliédrico con infinitas soluciones.

EJEMPLO 1.1. Consideremos la situacion de tres aseguradoras de
coches que desean compartir riesgos dado en Suijs y Borm|7] visto
en el capitulo tercero, pero en el que no hay reduccion de primas. Este
puede ser considerado como un juego inesencial en variables aleatorias.

Al considerar como funcion de utilidad el valor esperado, tendriamos
que

u(§1) = =380, u (&) = —230 , u(és) = —240

y por tanto la solucidn del core de este juego inesencial seria

(—380, —230, —240)

Al usar un equivalente de certeza dado por

1 1
e =S5 (L2 ) s (1- s
jes K, \ies % My D ies
donde k; representan los tipos de coches presentes en la coalicion,
a; es el indice de aversion al riesgo que presentan los jugadores ( a1 =
0.33, ap = 0.10, a3 = 0.25 ), siendo my; las tasas de las funciones
exponenciales que estdn asociadas a los distintos tipos de coche.

Valoremos las coaliciones, y resulta el juego deterministico equiva-
lente definido por la funcion caracteristica:

v ({1
v ({1
v ({1

}) =—406, v, ({2}) = -238, w,({3})=-311
2 ) = —620, Uu({la 3}) = —662, UU({273}) = —490,
2,3

1) = —870,

3
3

Siendo el core del juego no vacio, aunque con otra funcion de utili-
dad el core podria serlo.

Como la condicién necesaria y suficiente para que el core del juego
sea no vacfo se relaciona fuertemente con la teoria de la dualidad en
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problemas de programacién lineal, podemos pensar que puede ser de
interés en la bisqueda de soluciones del core en los juegos de la produ-
ccién.

1.1.2. Juego de la produccién en valores medios.

Una solucién asociada al problema de méximo beneficio en un pro-
blema de programacién lineal con vector de beneficio aleatorio, suele
darse a través del problema equivalente deterministico asociado, en el
que el vector de beneficios se sustituye por su valor medio.

Este modelo puede ser empleado en el juego de la produccién con
beneficio aleatorio en el caso de que la funcién de utilidad sea:

u(§s) = E [€s]

Por lo que el juego de la produccion deterministico equivalente ven-
dré definido por (N,7) donde

v (S) = max{av | Az < Zbi, T > 0} VSCc N
€S
que es un juego de la produccién escalar cldsico. Estos juegos fueron
estudiados por Owen, G. (1982)[4] , demostrando que:

e Son juegos superaditivos
e Son juegos balanceados

Debido a que el core no es vacio, Owen proporcioné una solucién
del mismo a través de la teoria de dualidad de programacién lineal:

Sea yy = {y]*v’l, YN 2o y}‘\,’m} una solucién dual del problema

Max ex



92 4. SOLUCIONES EN VALORES CIERTOS
sujeto por Az < >, b,z >0
es decir de

Min byiyn1+bn2Yn2 T+ ONmYNm
sujeto por yA <T, y>0

siendo by; = Y ey b, 7 =1,2,..m

COROLARIO 1.2. La asignacion (z%,z5%,...,xk) donde
g 1> 42 n

xf:Zy}*\,’jbj- , 1=1,2,..,n; j=12,..,m
Y

COROLARIO 1.3. es un elemento del core del juego deterministico
(N,7).

La solucién tiene una interesante interpretaciéon en economia, pues
indica que el premio que recibe el jugador i-ésimo por aportar a la
cooperacion el vector b de recursos es la valoracién de los mismos por
los “precios sombra” que determina el problema dual asociado a la gran
coalicién. Recordemos que estos precios sombra representan el precio
al que deberiamos comprar una nueva unidad del recurso si deseamos
aumentar el beneficio.

Esta solucién pertenece al micleo en sentido amplio del juego coo-
perativo aleatorio, si este tiene en alguna de sus componentes el juego
en valores medios, como es el caso del orden E-V.

TEOREMA 1.4. Sea (N,v) un juego de la produccion con beneficio

aleatorio, la solucién de Owen pertenece al nicleo del juego, al emplear
el orden E-V.

Demostracion.
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Recordemos que el juego de la produccién con beneficio aleatorio,
era equivalente, en el sentido de la caracterizacién del nidcleo con el
orden E-V, a un juego biobjetivo en media y varianzas.

La solucién de Owen, por tanto, pertenece al nicleo de la primera
componente, y por ello al nicleo en sentido amplio del juegoA

Otros tipos de utilidad distinta del valor medio pueden ser consi-
deradas, como las expresadas a través de umbrales, lo que nos llevaria
a trabajar con problemas no lineales, como hacfamos en el capitulo
tercero.

1.2. Funciones de utilidad individuales.

Es frecuente que cada jugador tenga un comportamiento diferente

ante el riesgo, por lo que el jugador i-ésimo tendrd su propia funcién
de utilidad u; (-) .

En este caso el juego equivalente deterministico al juego cooperativo
estocdstico no puede definirse de un modo tan directo como en el caso
anterior pues ahora la valoracién de cada coalicién vendra dada por un
vector:

u(€s) = (ui (§5))ics

y aunque la valoracién debe ser tinica, este vector representa las di-
ferentes sensibilidades que existen en la coalicién para valorar la misma,
si estamos en el caso de utilidad transferible.

Basandonos en ello, el valor del juego deterministico asociado podré
definirse a través de cualquier tipo de valoracién dada por los criterios
de decisién en ambiente de incertidumbre:

Tés] =T (w1 (€s) suz (€s) ;- uk (§5)) 10, s1es
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que serd un escalar que nos permita valorar las variables aleatorias
a través de las utilidades de los jugadores.

Recordemos como criterios usuales:

-Media 1572 ies ui (€5)

- Méximo max;es u; (€s)

- Minimo min;es u; (€s)

y combinaciones de los mismos, segin vefamos en el capitulo se-
gundo.

Se escogersn estos criterios segin los axiomas-principios que los
jugadores deseen aceptar, por lo que generalmente son compatibles con
los érdenes definidos sobre sus argumentos.

El juego equivalente determinista estd dado por (N , 5T> siendo

v () =Tu(&s)

que es un cldsico juego cooperativo con valoraciones escalares. Note-
mos que podria ser que el criterio empleado en cada coalicién fuera
diferente, lo que no harfa més compleja la aproximacién al problema,
aunque no lo es desde el punto de vista formal.

Como vimos en el capftulo anterior tampoco es més general conside-
rar el caso en el que una coalicién tiene como valoraciones un conjunto
de variables aleatorias {és(a)} con a € A(S), puesto que en este
caso también podrfamos llegar a la valoracién escalar a través de la
valoracién conjunta de todas las posibles alternativas. Asi Suijs, et al
(1.999)[6] proponen como valoracién

T.(és(a)) = Jnax  maxu; (€s (a)

pero como facilmente se puede comprobar, podrfamos emplear com-
binaciones alternativas de criterios.
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TEOREMA 1.5. El juego resultante | N, ZT) tiene nicleo no vacio

si es balanceado, en el sentido de que para cualquier aplicacion bal-
anceada p se tiene

Z 1 (S) Ty (€s) < T (6n)

SCN

que en este caso depende tanto de las utilidades de los jugadores
y/o coaliciones, como de los criterios de decisién en la incertidumbre
que empleen. Es por ello muy importante escoger criterios y utilidades
compatibles con los érdenes parciales a los que se enfrentan los mis-
mos, pues las soluciones que se aporten en los modelos deterministicos
asociados deben pertenecer a los conjuntos solucién en los modelos es-
tocdsticos de los que se parte.

EJEMPLO 1.2. Sea el juego anteriormente analizado de tres ju-
gadores que desean cooperar para producir un cierto bien, pero que el
jugador 1 y el 2 sélo disponen de tecnologia para la produccion, aunque
no equivalentes, y el jugador 3 dispone de recursos.

En caso de asociacion de jugadores en la que participe el jugador 8
tiene una recompensa valorada por una variable aleatoria uniforme en
el intervalo (0,6).

Deseamos saber cudles serfan las imputaciones del nicleo de dicho
juego.

En este juego al ser el jugador 8 veto, y repartir lo mismo para las
coaliciones de dos jugadores que para la gran coalicion, el Unico reparto
estocdstico del nicleo es el dado por:

X1=0, Xp=0, XsU(0,6).

Si escogen la utilidad que les proporciona el valor medio, ocurre un
resultado andlogo:
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17120, IQ‘—‘O, $3:3.

siendo, también tnica esta solucidn para el juego en valores medios.

Si escogemos el criterio de riesgo fijado de nivel o, nuevamente
podemos ver que eziste una unica solucion del nicleo dada por:

r1=0, 22=0, z3=06a.

Pero si cada uno de los jugadores emplea un nivel de riesgo dife-
rente, el nicleo puede ser un conjunto de puntos o incluso ser vacio:

Sean los niveles de riesgo o; = ag > as, podemos ver que la
solucion al emplear el criterio de mdximo puede ser:

z1 =9 = 3(oy —a3), =3 =603

pero si el signo entre los niveles de riesgo es el contrario, el nicleo
serta vacto.

1.2.1.  Juegos de la produccion y utilidades particulares.

Suponemos que el jugador i-ésimo no emplea la utilidad esperada
al valorar la accién =z , sino que emplea un criterio particular. En
el caso de que cada jugador i valore el vector aleatorio c mediante
un cierto vector ¢ (¢), asociado de algin modo a la variable aleatoria
original, se tendria que no podemos asociar un problema deterministico
equivalente Unico para todas las coaliciones.

Si los jugadores escogen como criterio que globaliza sus deseos el
valor medio, el juego equivalente escalar serfa:

(N ) Umed'ia)
donde
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1 .
Umedia (S) = max —g-Zc(z)w / Az < sz , T > 0}
| I i€S icS
que en este caso aungue es un juego cooperativo escalar, no es un

juego cldsico de la produccién, puesto que cada coalicién valora sus
acciones a través de una funcién lineal diferente.

Mi4s compleja atin es la situacién a la que conducen otros criterios

( N y Umax )
donde

Vmax (5) =max{ max c(i)z / Az < Zb", T > O}
€S
i€S
También este lleva a un juego escalar, pero el célculo de las val-
oraciones de las coaliciones no se hace a través de un problema de
programacién lineal sino a través de un problema de programacién
convexa. '

Mss dificil de abordar atin es el caso en el que se toma el criterio
del minimo, pues ahora nos conduce a un problema de optimizacién
céncava, por lo que debemos emplear técnicas de optimizacién global
para buscar el vector del poliedro que da la valoracién a la coalicién.

1.2.2. Utilidad no transferible.

Mi4s facil de abordar serfa el caso en el que la utilidad no sea trans-
ferible, en cuyo caso u; (€5) debe representar lo que el individuo valora
su participacién en la coalicién S para cooperar.

En esta ocasién las asignaciones (z1, Z3, ..., Z,) deben verificar

por lo que los repartos factibles serdn aquellos que verifiquen

z; > max w, (&)
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y si el juego fuese monétono en el sentido de quesi S C T se
verifique que £s X €7, y la utilidad es compatible con dicho orden,
serd condicién que

z; > u; (€n)
por lo que la funcién de utilidad debe verificar que

> i (éw)

iEN
sea menor que la cantidad que deben repartirse.

2. FUNCION DE UTILIDAD VECTORIAL

La valoracién del juego deterministico equivalente al juego estocds-
tico puede venir dada por un vector, al considerar que varios son los
aspectos a tener en cuenta sobre la situacion aleatoria y, por tanto, que
no pueden ser recogidos por un solo nimero.

Podriamos seguir en este problema las dos posibilidades anteriores
de funcién de utilidad dnica para todos los jugadores o una por cada
jugador, puesto que el andlisis se hace paralelo al caso escalar. En
esta ocasién vamos a desarrollar sélo el caso de una funcién de utilidad
Unica.

Sea u(-) : x — RF la funcién de utilidad que los jugadores es-
tan dispuestos a aceptar. El juego deterministico equivalente al juego
estocdstico vendrd definido por:

(N,v,) siendo v, (S)=1u(£s)

que es un juego cooperativo vectorial, cuyo estudio puede verse en
la tesis doctoral Hinojosa M. A. (2000)[9].
En este caso, el concepto de reparto no es un vector, sino una matriz

(X”) ,i=1,2,...,n ,j=1,2,...,k’

que representa lo que a cada jugador le corresponderd en los dife-
rentes criterios.
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Teniendo en cuenta que sobre v, (-) hay definido un orden parcial,
podemos volver a caracterizar los conjuntos de soluciones a través de
los teoremas estudiados en el capitulo anterior.

La situacién mads frecuente en la valoracién vectorial del juego es-
tocéstico es a través de las valoraciones beneficio- riesgo, que suelen
emplearse para los ambientes en que existe riesgo, y no sabemos qué
valor ocurrird con certeza.

Varias pueden ser las valoraciones:

e La valoracién clésica, como hemos visto en capitulos anteriores,
es la E-V, en la que:

u(és) = (E[&s], V [Es])

la cual incluso coincide con el orden parcial estocdstico para algunas
familias de variables aleatorias.

EJEMPLO 2.1. Asi en el caso de que las variables que intervienen
en el problema sean variables aleatorias normales, si la utilidad fuese
~escalar podemos emplear el valor medio como equivalente de certeza,
mientras que si es vectorial al tomar la media y varianza como wval-
oracién estariamos resolviendo el problema de un modo equwalente a
‘emplear el orden E-V entre las variables aleatorias. - :

e Debido a la dificultad que presenta la varianza, puede ser mads
beneficioso sustituirla por la funcién fractil para un cierto valor de k.

u(és) = (E¢s], P [€s = k])

que permite controlar mejor el factor de riesgo, aunque a veces
presenta la dificultad de su manejo.

e En general podemos emplear un conjunto de fractiles (kq k2, ..., kp)
u(ls) =[Pl€s > k1], Plés > ko], ..., P [€s = K]

que recogeria de forma discreta (s6lo & puntos) el concepto continuo
de dominancia estocéstica.
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Cualquiera de las anteriores aproximaciones nos llevarian a un juego
vectorial deterministico cuyos conceptos de solucién se deducen del
estudio que hacfamos en el capitulo tercero para los juegos valorados
en conjuntos parcialmente oredenados.

En general podemos llegar a esta situacién vectorial en el caso de
que la funcién de utilidad esté definida a partir de las funciones es-
calares.

(w1 (), u2 (), un ()

y se establezca que la valoracién se hace a través de una ponderacién
de las mismas

u() =M () +dauz () + -+ A ()

si el peso es conocido tendriamos una funcién de utilidad escalar,
pero si existiera cierta discrepancia sobre los pesos y estos no estén -
perfectamente establecidos sino que se tiene una informacién sobre ellos
en forma de relaciones lineales -

M)X>0

o bien, a través de intervalos entre las mismas -

a<A<b

o incluso, por combinacién de dichas situaciones, llegarfamos a una
funcién de utilidad vectorial.

La funcién de utilidad resultante en este caso, seria de la forma

u () = (u1 () ,’LL2 () 3oy uP ())
siendo
uF () = Mua (-) + Agua () + -+ - + Aqun ()
y {)‘k}k=1 %p los puntos extremos del poliedro que definen las re-
stricciones establecidas entre los pesos, véase Marmol, A. M. et al(1998)(28].
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Aunque aparentemente el caso vectorial es equivalente a varios sis-
temas escalares, esto no es asi, ya que el analisis que nos permite realizar
es mds rico y contiene como caso particular el efectuado componente a
componente.

2.1. El juego estocdstico de la produccién.

En el problema analizado en 1.1.2. empledbamos como funcién de
utilidad, la media de las variables de costes ¢ =(¢;,¢s,..., Gp), para buscar
el modelo equivalente al juego de la produccién estocdstico.

Si este vector no estd perfectamente determinado sino que se dispone
de un conjunto de p posibles valores,

c(h) = @) %), -50[), j=1..p

aunque se supone que es mas probable que sea el dado por ¢ que el
dado por j ,sii < j, se usard el modelo:

v (S) = max {Z)\jc(j)x / Az < Zb" ,xzo}

€S
siendo A\ > Ay > ... > Ay

por lo que equivale a emplear

v (S) = max {Z )\}c(j)m,Z)\?c (7) x,...,Z)\?c (Nz }

verificandose Az < ), 4 b, 2 > 0, y donde los , A; son dados por
(1/4, 1/4,...,1/4, 0,0, ..., 0) .

Por lo que el modelo equivalente asociado, es un juego de la produ-
ccién vectorial cuyas soluciones del micleo pueden ser caracterizadas a
través del estudio realizado en Hinojosa, M. A. [2000].[9]
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3. SOLUCIONES EN JUEGOS ESTOCASTICOS
VECTORIALES.

En el caso de que tengamos juegos estocésticos con pagos vecto-
riales, pueden asocidrseles equivalentes deterministicos a través de las
funciones de utilidad, de modo similar a lo efectuado a lo largo del capi-
tulo para los juegos escalares, aunque el juego deterministico equiva-
lente serd, generalmente, un juego vectorial.

EXAMPLE 3.1. Seguros y reasequros (Suijs y Borm [T)).-

En este juego estocdstico la funcion caracteristica era vectorial:
(1) € (T (1800,5) , T (10,0.5))

v(2) € (T (900,5),T (25,0.5))

v(3) € (T (200, 5),T'(90,0.5))

v(1,2) € (I'(2700,10),I'(35,1))

v(1,3) € (T'(2000,10),T (100, 1))

v(2,3) € ([ (1100,10),T (115,1))

v(1,2,3) € (T (2900,20),T (125,2))

Para este problema, si definimos las utilidade‘.é por componentes a
_través del valor medio, tendriamos un juego determzmstzco vectorial -
dado por la siguiente ﬁmczon camctem’stzca ' :

10, (‘).5‘)))"

1) = E(T(1800,5), T
v(2) = E((T (900, 5), T (25,0.5)))
v(3) = E((T (200, 5) ,F(90 0.5)))

v(1,2) = E((T"(2700,10), T (35,1)))
v(1,3) = E((T (2000, 10),T (100, 1)))
»(2,3) = E((T' (1100, 10) , T (115,1)))
v(1,2,3) = E((T (2900,20) ,T (125, 2)))

cuya resolucion se hace por procedimientos ya conocidos. Recordemos
que aunque el juego vectorial resultante fuese inesencial, los juegos vec-
toriales poseen soluciones diferentes de la trivial.



CAPITULO 5

SOLUCIONES EN VALORES FINALES

1. MODELO GENERAL.

Las soluciones propuestas en los dos capitulos anteriores nos valo-
ran el riesgo de la cooperacién asi como el beneficio que obtenemos de
ella, ya sea a través de variables aleatorias (X;),., fruto del reparto
aleatorio, ya sea a través de valores (z;),c, fruto del reparto de los
equivalentes deterministicos. No obstante, la cooperacién entre los ju-
gadores puede obligar también a repartir la cantidad final que resulte
cuando el proceso acabe, £y (w), con una realizacién del beneficio global
aleatorio. El estudio de este reparto es el objetivo del presente capitulo.

1.1. El juego de la produccién estocastico.

El juego de la produccién con beneﬁcioy aleatorio (V, v) estd definido
por

v(S):max{cx/AmSZbi, :1:20}, VSCN
€S
siendo ¢ una variable aleatoria nos proporciona un juego cooperativo
estocdstico.

Vefamos que si llamamos Z (S) a la solucién ¢ptima del problema
lineal escalar:

Max ¢z
Sujeto por Az < ), o b,z >0

e El juego cooperativo estocdstico (NV,7) donde
103
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7(S)=cz(S) , VSCN

permite buscar un reparto (X, Xs, ..., X,,) entre los jugadores, con
X, variable aleatoria del nucleo si verifican:

> X E(S) ,VSC N
i€S

que nos da una solucién en variables aleatorias

e El juego cooperativo escalar (N, vyediq) donde

Umedia (S) =_C“f(5) ’ VSCN

permite un reparto escalar (z1, Z, ..., Z,), €l cual pertenece al niicleo
si

pE? ¢z(S), VSCN

incluso vefamos anteriormente, como Owen. habia proporcionado. .
soluciones del core usando el problema dual del problerma lineal de la
produccién.

e Si por el contrario esperamos a conocer el valor de los benefi-
~ clos c¢(w) al final del proceso, que llamaremos c(w) = Cfinat , €Ste
vector serd el verdadero valor que proporciona el beneficio global que
los jugadores deban repartirse. Este caso nos conduce al juego es-
calar (N, vfina)donde

Vfinal (S) = max {cﬁmlm ] Az < Zbi, T > O} , VSCN
i€S
que es un juego cooperativo escalar, un juego de la produccién
clésico similar al juego (NV, Umedia) , POr lo que conocemos repartos del
core.
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Incluso si hubiésemos tomado una opcién anterior, al repartir un
vector aleatorio (X1, X, ..., X,,) entre los jugadores o un vector deter-
minista (x1, T3, ..., Zn) , siguiendo los modelos anteriormente expuestos,
serfa facil hacer un reajuste final. Esto nos podria llevar a un nuevo
juego cooperativo.

(N s Utotal) donde

Viotat (S) = Vfinat (S) — CrinaX (8) ,VSCN

en el caso del reparto aleatorio, o bien

Vtotal (S) = Vfinal (S) —EE(S) ) VSCN

y esto nos conducirfa nuevamente a juegos escalares, cuyas solu-
ciones se buscan por los métodos clasicos de la Teorfa de Juegos.

No obstante esta situacién, que se da en el juego de la produccién
con beneficio aleatorio, de ser una tnica variable aleatoria c, la que
determine todos los pagos aleatorios, tanto £y como cualquiera de las
variables aleatorias {s, no es habitual. Lo més usual es que cada coali-
cién reciba un pago £s que no tiene la misma naturaleza, en general, que
& , por lo que la realizacién de esta iltima no implica necesariamente
la realizacién de las anteriores. ‘

Debemos desarrollar una metodologia, que permitiéndonos analizar
el problema anterior de la produccién, nos lleve a buscar reglas de
ajuste del valor final. Dado que &y (w) es un valor escalar, que no estd
explicitamente relacionado en los repartos que hemos considerado en
los capitulos anteriores, suelen buscarse unas REGLAS DE AJUSTE,
que nos relacionen el beneficio real del juego {x (w), con la potenciali-
dad que cada jugador tenga, bien directamente al considerar una nueva
situacién del juego, o bien teniendo presente las asignaciones que se han
efectuado en una etapa anterior, como vefamos en el modelo de la pro-
duccién anterior. En este caso las asignaciones que efectuaremos serdn
funciones de los valores finales. Las elecciones o decisiones basadas en
futuras realizaciones de las variables aleatorias que intervienen en el

problema son ampliamente usadas en Programacién Estocdstica donde
se les conoce como REGLAS DE ORDEN CERO.
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Para ello se escogen asignaciones para el jugador 1,

Xi=fi(€n,v(),-)

que sean eficientes en el sentido de que cuando se realiza la variable
global en €y (w) se tenga que

DX (w) = &y (w)
i€N
y buscando que presenten otras propiedades, como las de ser asigna-
ciones no dominadas de algiin juego escalar que se defina en relacién
con las preferencias de los jugadores.

2. TIPOS DE REPARTO

Teniendo presente lo anteriormente expuesto, los repartos X; asig-
nados a cada jugador 7 deben tener presente la situacién estocdstica que
el juego cooperativo conlleva, asi como los valores finales que la vari- .
able aleatoria £y manifiesta, por lo que puede verse como un vector .
bidimensional. ' : :

X = (A, B;)

donde A; representa un reparto anticipado del beneficio/costo so-
portado en el juego por el jugador i—ésimo , y B; el ajuste que debe
de realizarse en su recompensa para que el rendimiento final £y (w) sea
totalmente repartido.

e Los valores A; pueden ser participaciones del riesgo y por tanto
variables aleatorias 6 bien valores deterministicos dados por los equiv-
alentes de certeza asociados, como hemos manifestado en los capitulos
anteriores. Sea cualquiera de los dos, el sentido que le demos a los
mismos, al desear ajustar el valor escalar £y (w) que debe finalmente
repartirse, estos valores A; deben ser escalarizados para poder hacer el
balance final que se pretende, por lo que seran valorados por el u; (4;)
que el individuo proponga.
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e Los valores B; permiten realizar el ajuste, y debersn estar fuerte-
mente relacionados con la variable aleatoria £y. Debido a que en el
juego cooperativo estocdstico la tinica variable aleatoria que podemos
ver su realizacion es €y , esta no suele ser comparada con la realizacién
de las restantes variables aleatorias £g asociadas a las coaliciones, y
es ello lo que hace que la valoracién numérica asociada a B; se realice
teniendo presente sélamente el equivalente de certeza asociado a dicha
variable.

Con ello el juego resultante asociado puede verse como un juego
vectorial biobjetivo, en el que la primera componente estéd relacionada
con el reparto del riesgo que el juego estocastico conlleva, y la segunda
componente es un “juego de bancarrota” en el que se desea repartir el
resultado final en valores seguros, partiendo de lo que ya se ha recibido.
Es decir, se trata en el segundo juego de buscar la proporcién r; en la
que debe de colaborar el jugador i—ésimo al ajuste final de las pérdi-
das/beneficios que resulten al final, teniendo presente la participacién
previa en el proceso.

También podemos contemplar el juego resultante.como un juego
escalar si ambos juegos componentes con51derados estdn valorados en
las mlsmas unidades: .

Xi= A+ B;

pero puede ser frecuente que ambos tipos de valores representen
conceptos muy diferentes, ya que uno representa riesgo de participacién
en la cooperacién y el otro el riesgo asociado a la liquidacién final, el
cual incluso en algunas ocasiones no tiene por qué realizarse. Asf puede
ocurrir en una companfa de seguros y reaseguros, en la que se obtienen
beneficios a cuenta del proceso de riesgo que se tiene, pero nunca se
ejecuta el proceso final de ajuste. En otras ocasiones, como hemos
visto en el juego estocdstico de la produccién, ambos conceptos tienen
la misma interpretacién y son medidos en las mismas unidades.

2.1. Reparto vectorial aleatorio.

En este caso A; es una variable aleatoria en el sentido del capitulo
tercero, por lo que el reparto se hace sobre el valor aleatorio global &y
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(A1, Az, ..., An) tal que Y A; =&y
iEN

siendo A; variables aleatorias, las asignaciones posibles en cuanto
al riesgo.

El ajuste final que nos determina B; vamos a suponer a lo largo
del resto del capftulo que tiene por regla cero una expresién sencilla,
aunque la metodologia que seguiremos es validada cualquiera que sea la
regla seguida. No obstante, hemos de destacar que la condicién de bal-
anceo de un juego es condicion necesaria y suficiente para que el juego
tenga solucién sin condiciones sobre el tipo de solucién. Cuando esta
tenga una forma especial, y por tanto, sea una subclase del conjunto
general, la solucién del sistema de inecuaciones que se originen no esté
garantizada por la condicién general. No obstante , en estos casos se
buscan condiciones que deben verificarse para que este conjunto sea no
vacfo, especialmente buscando un juego cuyo niicleo sin condiciones,
nos determine el conjunto de soluciones que deseamos.

Supondremos que cada jugador comparte el costo/beneficio total a
través de una proporcién r; , Y .. n 7i = 1, que debemos determinar en
funcién de la “fuerza” del jugador en el proceso de cooperacién. Por
tanto '

BizrifN—Ai,z'EN

Debido a que ) .. B; es estrictamente cero, podemos ver esto como
un equilibrio del sistema.

Puesto que el jugador tenia el valor A; como asignacién de riesgo,
debe ahora recibir ;£ (w) como recompensa final.

Para resolver el juego vectorial debemos determinar, pues, la asignacién
(Ai,m3) , 1 €1,2,..., N, que verifique las propiedades deseadas, en un
juego estocéstico vectorial cuya funcién caracteristica es
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v (S) =~(§S ) fs—ZAz)

icS
en el que la valoracion coalicional dependa de la asignacién en la
otra coordenada.

Si hacemos ambos procesos independientes, y definimos B; = rién, ¢ €
N, el juego vectorial estaria definido por v (S) = (£s,&s), y la condicién
de miicleo por:

ZA'IZ 0 > §S

ieS

EN (27'1') o>§S ) SCN
€S
ZT,,' =1

la segunda componente del juego puede convertirse en escalar al
usar la funcién de utilidad del individuo ‘

wi (rién *‘J A;)
en relacién con u; (&) — w; (4;) . '

2.1.1. Juegos estocdsticos normales.

Seaun JEN"(N,v), donde vamos a usar el orden convexo-creciente.
En este caso el juego vectorial que nos permite encontrar los valores
(As, i), 1 € 1,2,..., N, tiene ambas componentes independientes, dada
la caracterizacién de las soluciones del nicleo de preferencia de los
JEN".

De este modo los valores de A; son variables aleatorias

Xi~N (l‘l’XiJ Ug{,)
verificando X; + Xy + - - + X, = v(N) ,
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que para pertenecer al micleo deben verificar:

Z Bx; = Hs

ieS

D 0% >3
€S
Para determinar los valores (r;) , que nos determinan la segunda
componente del reparto deberemos escogerlos verificando

ILNZH > ps
ieS

2 2 2
ON (Z Ti) 2 Os
€S
lo que nos indica que debemos resolver el juego escalar (N, v) donde

o(S) = max (.“i i’i)

?
UN ON

_ Las soluciones del core de este juego nos proporcionan los valores de
los (r;) que buscamos. Nétese como es la condicién de que este juego
sea balanceado la que nos indica la condicién de existencia de core del -
juego original, y no las condiciones que podiamos establecer sobre el
juego estocéstico.

En este caso, debido a las propiedades que tienen las leyes normales,
los valores (r;) son independientes de la asignacién anterior. Asf si
tomamos utilidades en esta segunda componente, los procesos no son
independientes, salvo en el caso de que las funciones de utilidad sean
lineales.
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2.2. Reparto vectorial en valores seguros.

Ahora A; es un valor escalar en el sentido del capitulo cuarto, por
lo que este reparto se hace sobre un valor equivalente de £y, que lla-
maremos genéricamente uy (&), ast:

(alaa27"')a‘n) tal que Za‘i:uN (EN) ’ azER
ieN
son las asignaciones posibles en esta componente.

Ansdlogamente el ajuste final B; serd de la forma

B;=rén —a;

donde al ser

» Bi=&w—) ai=E& —ulén)

ieN ' ieN
nos indica que ahora tenemos un equilibrio en valores equivalentes.

Por lo que tenemos un juego vectorlal en el que una componente
es escalar y la otra aleatoria:

v(S) = (Us(ﬁs) , €5 — Zai)

€S
Anslogamente al caso anterior, el jugador i-ésimo recibe una canti-
dad final de ajuste

ri€n (w) —a;

si se recibi6é un pago a;, y

rién (w)

en caso contrario.
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Puesto que estamos en valores equivalentes, podemos valorar B;

B;=ui(ri§N)—ai y 'LEN

que bajo hipétesis bastante generales serd de la forma

B,: = ’f'iu.,;(fN) — Q;.

Con todo el ello el juego vectorial debe determinar la asignacién
(as,15) , i = 1,2,..., N que verifique las propiedades deseadas, en un
juego cuya funcién caracteristica es:

v(5) = (U (&s) ,us (&) — Zaz)

€S

situacién similar al caso anterior, pero ahora sobre un juego vecto-
rial escalar.

. Siguiendo el paralelismo del caso anterior, suponemos ambas coor-
denadas independientes, y definimos B; = r;{y . El juego vectorial
estarfa definido por

v (8S) = (us (&s) ,us (€s))

con la condicién de micleo

®> ics @i > us(&s)
ous (En) D iesTi 2 us(€s), SCN
*> ienTi=1

Ambos casos nos llevan a un juego vectorial biobjetivo, pudiendo ser
las componentes del mismo variables aleatorias o escalares expresados
por los equivalentes de certeza.
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2.2.1. Juegos estocdsticos normales.

En el caso de los JEN™ el juego vectorial equivalente, si empleamos
el criterio del valor esperado conduce a un juego escalar ya que ambas
componentes son juegos proporcionales .

La busqueda de los (r;) se hace a través del juego escalar que tiene
por funcién caracteristica a v(S) = us/un , que es equivalente al juego
escalar que tiene por funcién caracteristica a v(S) = ug , dadas las
condiciones de los repartos eficientes.

La similitud de comportamiento de ambas componentes nos lleva
a pensar que debemos hacer una valoracién global de las dos, pero
recordemos que ello sélo es posible si hay una medida comin de ambas
componentes.

2.3. Reparto escalar.

En el caso de presentar un juego escalar para el reparto final, ten- -
dremos que ‘ -

X;=Ai+B;

Teniendo en cuenta lo anterior podremos escribir

Xi=Ai+r1i(ény — Kn)

donde supondremos que

Y ien Ai = Ky cantidad repartida a priori y
Y icn Ti = 1 proporcién final a repartir.

Aceptaremos en lo que sigue que el reparto inicial a cada individuo
se ha producido en valores seguros, por lo que tanto Ky como A; ,
son valores escalares. Ky serd algin valor asociado a £y a través de la
utilidad de los jugadores.
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Notemos que X; es una variable aleatoria, y debemos asegurar que la
asignacion (X1, Xa, ..., X,,) sea eficiente, en el sentidode que ),y Xi =
€, siendo funcién de los pardmetros (a;,7;).

Esto nos conducira a un juego escalar, pero este puede ser:

- Aleatorio
- Deterministico

2.3.1. Caso aleatorio.

El juego estocdstico cooperativo estd definido por el juego inicial.

v(S) =¢&s

pero ahora las asignaciones (X7, X5, ..., X,,) no son variables aleato-
rias cualesquiera, sino que tienen la forma anterior: .

Xi=a;+r1({n — Kn)

es decir, cada X, es una variable aleatoria debido a que en la
expresion aparece £y , que estd dada, pero s6lo depende de ella a través
de los pardmetros (a;,7i);cp -

Es, trivialmente, una asignacién pues

Y Xi=) ai+(Ev—Kn)) ri=&n

ieN ieN icN
Si deseamos una solucién del core debe ser:

Xs=) X £ ,VSCN
€S

donde
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S - (Sn et T 0 ()
€S €S €S €S

es una variable aleatoria con la misma ley que &y , pero con un
factor de escala dado por

D
€S
y un factor de localizacién

E:ar—KN(E:n)

i€S i€S

Juegos estocasticos normales.
Sea el juego estocdstico JE™ donde

v(S) =¢s € N (us,0%) ,VSCN

Cada variable Xg es una ley normal con:

s = o (z) Y 0 K (z)

€S i€S’ icS

2
2 2
0s =0nN (E :Ti>

€S
Por lo que se da la dominancia en orden convexo creciente

Xs & fs,VSCN

sl se verifica

" (z) £ K (z) > s

ies €S €S

2

aﬁ(i n) > 05
i€S

donde debemos buscar los (a;,r;) verificando dichas ecuaciones.
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Si tomamos a; = &F con Ky = E [Ey] = un
la determinacién de (r;),. 5 se harfa, si se verifica que

|S|#N
N

buscando los elementos que cumplan

gs
E Ty > ——
ON

i€S

vS

> g

Y

que son las soluciones miicleo del juego escalar (IV,v) donde
v(S) = 78

ON

- Para el caso en que Ky # py, podemos tener una relacion entre
los elementos 7; y a; para que el problema sea resoluble, pues debe ser

Zri > Bs = D ies Wi

r A un — Kn

Todo reparto verificando esta condicién es del nicleo si verifica la
acotacién de las varianzas.

2.3.2. Caso deterministico.

El juego escalar cooperativo estd definido por

v (S) = us (£s)

siendo ahora las asignaciones valoradas segun el equivalente de
certeza que usen los jugadores

z; = a; + 1 (un (Ev) — Kn)
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Cualquier asignacién (z1, Z2, ..., ,) verificando que ) ..y a; = Ky
Y Y ienTi = 1, serd eficiente, pues en este caso se reparte un ({n), ¥
no la variable aleatoria £y .

Debemos, como en el caso anterior, determinar a; y r; de modo que
la asignacién verifique las propiedades deseadas.

En el caso de ser

o Ky = E[¢n]

o uy ({n) = maxen ui (€n)

estaremos en el modelo propuesto por Suijs, J. et al (1999)[6]. En
dicho trabajo demuestran que en este caso el juego estocdstico tiene
solucién en el core si y sélo si es balanceado respecto del criterio de
incertidumbre si es empleado el criterio del méximo.

La eleccién de un punto (zq, %o, ...,z,) de asignacién para los ju-
gadores se establece siguiendo las lineas generales de la teoria, como
hemos visto con anterioridad. Notemos que la eleccién del tipo de
asignacién no tiene més interés, sobre la teorfa general, de disponer de
dos pardmetros, en lugar de uno del caso cldsico. No obstante, como
hemos indicado anteriormente, al escoger las soluciones con estructura
especial puede que el core sin ser vacio no contenga soluciones del tipo
que deseamos. , L

Las condiciones de existencia de niicleo para estos juegos se sigue de
la teorfa general desarrollada para los juegos deterministicos, al buscar
la condicién de que el juego sea equilibrado, si este es escalar, o que
sea equilibrado por componentes si este es vectorial.

Juegos estocdsticos normales.

En el caso de los JEN™, si empleamos el criterio del valor esper-
ado, los repartos se hacen sobre los valores (a;), puesto que la solucién
es independiente de los valores que se tome para el ajuste final.
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La problem4tica se presenta en la composicién de las utilidades
individuales u; (-) , ¢ = 1,2,..., N y la utilidad coalicional ug (-) =
T.(-) , S C N, que aunque el juego escalar esta perfectamente definido
por v (S) = ug(&s), no le ocurre lo mismo a los conceptos de do-
minancia al considerar desde varias épticas el pago recibido por una
coalicién.

3. DOMINANCIA INDIVIDUAL VERSUS DOMINANCIA
COALICIONAL.

Cuando los elementos &g estdn valorados sobre la recta real a través
de una funcién de utilidad u : ¥ — R, el juego escalar correspondiente

v(S)=u(&s) , VSCN

no presenta conflicto entre la dominancia a través de los individuos
o de las coaliciones si el juego es subaditivo, como vimos en el capitulo
tercero.

Pero en el caso en que cada individuo tenga una funcién de utilidad
u; : x — R, dado que el juego escalar se define a través de un criterio
de decisién T, (-) en ambiente de incertidumbre:

v (S) =Ty, (w1 (£s), u2 (£s) , - s (€s))
y nuevamente puede existir conflicto entre la dominancia individual
y la colectiva en funcién de las propiedades que 7T, (-) verifique.

El juego escalar estd perfectamente definido, y conocemos la condi-
cién para que una asignacién escalar (1, Za, ..., Z,) esté en el nicleo, a
través de la caracterizacién de que el juego escalar definido sea equili-
brado, como decfamos anteriormente.

En este caso, la dominancia individual en una coalicién S es

s
XdomigY siu (X;) >w(Y;) ,Vie§

pero la dada globalmente serfa

S
X dom=Y
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si
T, (u1 (X1),u2(X2),...,ug (Xs)) > T, (u1 (Y1),u2 (Y2), ...,y (YS))
y
v(S) > Zu,; (X;)

€S

Deseamos relacionar ambos conceptos en funcién del criterio T, (-)
empleado. Si el criterio Ty, (-) de decisién bajo incertidumbre es com-
patible con el orden vectorial definido entre los vectores de valoracién
de las coaliciones, el segundo concepto es consecuencia del primero,
pero la implicacién contraria es mas dificil de establecer. Por ello en
los estudios se toma la dominancia coalicional por individuos como
herramienta de trabajo.

Otra cuestion relacionada con lo que hemos dicho anteriormente, es
estudiar los repartos que las coaliciones pueden hacer.

Una coalicién S estudia la dominancia sobre repartos totales de
v (N), pero aisladamente ella puede hacer repartos de v (S) para los
elementos de la coalicién, pensando en que no se van a dividir ni a unir
en el proceso de cooperacion. L

Por tanto define repartos eficientes X° , S C N, segtin la coalicién,

al verificar (Xf X5, XmISS,)

> w (X5) >0 (S) = T (w1 (9),u2(S), ..., us ()
i€S
Estos repartos pueden ser comparados con los repartos efectuados
sobre v (N).
Una coalicién S desea cooperar, si como se expone en las condiciones
para que una asignacién pertenezca al core, recibe mds que lo que
consigue aisladamente:

D w (X (N)) 2 T, (w1 (S),u2 (S) ..o s (S))
i€S
Pero ello debe estar relacionado, no sélo con la dominancia como

antes vefamos, sino también con los pagos que la coalicién puede recibir
a través de sus repartos X ¥, es decir:

no puede existir un reparto X° (Xf X5 Xfﬂ) tal que
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U; (Xf) >ui (2 (N)) ,vieS

Esta condicién implica la anterior, pero es interesante conocer la
implicacién contraria en funcién de 7,.

4. REPARTO ESPECIAL

Un caso particular de todo lo estudiado anteriormente serfa el caso
de que en un JE" los repartos factibles sean de la forma X; = riéy ,
i1 =1,...,,n, en cuyo el problema queda reducido a la biisqueda de los
pardmetros (r;) que determinan la solucién.

Puesto que los repartos son eficientes, ya se aborde el problema
desde la 6ptica determinista o estocdstica, las condiciones sobre los
valores es sencilla, conduciendo generalmente a considerar juegos es-
calares, como anteriormente hemos visto.
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