UNIVERSIDAD DE SEVILLA
Denos JDM& éLo& hee. e L0,
de 1. (,L.Ms/“ e Sentl,

dz2 e Snivissidad desde el dia & Y- 4-0 €

hasta el 2y JU € f,L\,,w e 4 b
Sevilla _/ff de PS de 200

BT DIRECTDR DEC . }m l‘awlr

DESARROLLOS
ORTOGONALES PARA
ESTIMADORES EN
FAMILIAS PARAMETRICAS

TESIS DOCTORAL
M.TERESA GOMEZ GOMEZ
SEVILLA, 2000



R.24.B>4 LAS AZAR TR C OU3/23g

UNIVERDINAD OF S0ViILA

Tt
Fas Ll

UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Facultad de Mateméticas

Departamento de Estadistica e Investigaciéon Operativa

DESARROLLOS ORTOGONALES PARA
ESTIMADORES EN FAMILIAS

PARAMETRICAS

Memoria presentada por

M. Teresa Gomez Gémez

para optar al

Grado de Doctor. V2 B¢ de los Directores

i
|
i

M. Teresa Gémez Gémez.

Fdo. Fernando Lépez Blazquez
Fdo. Juan Luis Moreno Rebollo

Sevilla, Enero 2000



A Manolo, Teresa y Carmen



Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a
todos mis companeros de Departamento y a mis com-
paiieras de la Biblioteca de la Facultad de Matematicas
que me han animado en todo momento y que en parte,
han hecho posible la realizacién de esta memoria.

En especial, quiero dar las gracias al Prof. Dr. Don
Rafael Infante Macias por sus consejos y por la confian-
za que ha depositado en mi, al Prof. Dr. Don Fernando
.Lépez Bldzquez por su dedicacién y por todas las apor-
taciones cientificas que han permitido la realizacién de
este trabajo y al Prof. Dr. Don Juan Luis Moreno Re-
bollo por su constante apoyo moral y cientifico.

- Sevilla Enero de 2000.



Introduccion

Un tema cldsico de la Estadistica Matema4tica es el estudio de estimadores
insesgados de minima varianza en familias paramétricas. Trabajos pioneros en
este drea podemos citar, entre otros, los de Barankin (1949) [8], Stein (1950)
[47], Washio et al. (1956) [52], Bahadur (1957) [5], Tate (1959) [49] . La Teoria
bésica de la estimacién insesgada puede encontrarse en libros de texto tales
como The theory of statistical inference (cap. 3) Zacks(1971) [55], Theory
of point estimation (cap. 2) Lehman (1983) (28], o Mathematical statistics
(cap. 3) Shao (1999) [43]. Dicha teoria basica se fundamenta en los bien co-
nocidos teoremas de Blackwell-Rao y Lehman-Scheffé.

Tras la teoria bésica son varias las cuestiones que quedan abiertas. Basa-
remos esta introduccién sobre dichas preguntas y las soluciones a las mismas
que hemos propuesto en la presente memoria.

En primer lugar, debemos proporcionar un marco adecuado para el estu-
dio de los estimadores insesgados. También debemos delimitar el conjunto de
funciones que admiten estimadores insesgados. Dado que el requisito de que
un estimador tenga varianza finita no es restrictivo para la mayor parte de los
problemas que vamos a tratar, resulta natural considerar espacios de funcio-

nes de cuadrado integrable (espacios L?). De esta forma, un estimador con



varianza finita puede ser visto como un elemento o una funcién de un espacio
L2. Estos espacios presentan la ventaja matemaética de que son muy ricos en
propiedades. Nuestro objetivo serd explotar dichas propiedades matematicas
para el estudio de problemas relacionados con la estimacién insesgada. Por
otro lado, el conjunto de funciones del pardmetro que admiten un estimador
insesgado (con varianza finita) es la imagen del espacio L? considerado me-
diante el operador esperanza.

Una de las propiedades mas interesantes de los espacios L? que conside-
raremos es la existencia de bases ortogonales y la posibilidad de encontrar
desarrollos para funciones de cuadrado integrable en términos de dicha base.
Desde el punto de vista estadistico, esto se traduce en la posibilidad de asociar
a cada estimador un desarrollo ortogonal. Por motivos obvios, resulta conve-
niente que las bases ortogonales sean simples. Por dicha razén consideraremos
desarrollos en términos de polinomios ortogonales.

Una vez delimitado el conjunto de posibles estimadores y funciones esti-
mables surge una pregunta obvia: ;Cémo se obtiene un estimador insésgado
con minima varianza para una cierta funcién paramétrica?. Una respuesta a
esta pregunta la proporciona el Teorema de Lehman-Scheffé, segin el cual el

procedimiento a seguir seria:

(i) Obtener un estimador insesgado.
(ii) Condicionar a un estadistico suficiente y completo.

El procedimiento anterior es insatisfactorio en multitud de casos, pues re-
sulta paraddjico que para encontrar un estimador insesgado sea necesario en-

contrar previamente otro estimador insesgado. Este inconveniente del pro-



cedimiento de Lehmann-Scheffé, ha motivado que en la literatura aparezcan
métodos alternativos para la obtencién de estimadores insesgados de minima
varianza. Entre los métodos alternativos pueden citarse: el método de igua-
lacién de desarrollos en series de potencias de Roy y Mitra (1958) [40] para
familias de series de potencias; el uso de transformadas funcionales, por ejem-
plo la transformada de Laplace en familias exponenciales o la transformada de
Mellin, ver Washio et al. (1956) [52].

El procedimiento que presentamos para la obtencién de estimadores in-
sesgados consiste en obtener directamente su desarrollo ortogonal. Un hecho
notable es que tal desarrollo puede obtenerse en la mayor parte de los casos
sin conocer el propio estimador, tan solo es necesario conocer la funcién pa-
ramétrica que deseamos estimar. La obtencién de desarrollos ortogonales para
los estimadores insesgados en familias exponenciales con funcién de varianza
cuadritica tienen su origen en los trabajos de Abbey y David (1970) [1] y
Morris (1982, 1983) [35] [36]. En la presente memoria mostramos como estos
desarrollos pueden obtenerse para otras muchas familias, no necesariamente
exponenciales.

Un paso previo a la obtencidn de los desarrollos de los estimadores consiste
en obtener una familia de funciones ortogonales. Como ya se expresé anterior-
mente trataremos fundamentalmente con familias de polinomios ortogonales.
Estos presentan la ventaja de que son objetos matematicos simples, muy ricos
en propiedades. Estudiaremos procedimientos para la obtencién de dichos po-
linomios, destacando los métodos matriciales para la obtencion de los mismos,
pues tales métodos pueden implementarse de manera sencilla en un ordenador.

Una vez que han sido obtenido los desarrollos para los estimadores insesga-



dos, investigamos propiedades que se derivan de tales desarrollos. Sobre este
punto destacamos el hecho de que numerosas propiedades tanto ya conocidas
como nuevas pueden ser deducidas a partir de los desarrollos. De forma gene-
ral, podemos apuntar que a partir de los desarrollos podemos obtener, entre

otros, resultados acerca de

o (Cotas inferiores para la varianza, tales como extensiones de la cota de
Fréchet-Cramer-Rao o de Bhattacharyya en familias regulares o cotas

mas finas que las de Chapman-Robins-Kieffer en familias no regulares.

e Propiedades asintdticas, en este sentido podemos destacar que a partir de
los desarrollos es posible obtener todas las posibles distribuciones limites

asociadas a estimadores insesgados.

o Comparaciones con otros estimadores, veremos que medidas tales como
la eficiencia o la deficiencia asintdtica pueden ser obtenidas estudiando

los coeficientes de Fourier asociados a los desarrollos.

e Obtencidn de estimadores aprorimadamente insesgados, pues por ejem-
plo existen funciones paramétricas que no admiten estimadores inses-
gados para los cuales es posible obtener estimadores con menor error

cuadratico que el estimador de maxima, verosimilitud.

La memoria que presentamos, estd organizada tal como sigue:

En el primer capitulo se presenta la teoria general sobre la que se fundamen-
ta el resto de la memoria, dedicando una seccién al estudio de procedimientos
para la obtencién de sistemas de polinomios ortogonales.

El capitulo segundo estd dedicado a la aplicacién de la teoria general al



caso de las familias exponenciales. Precisamente, los primeros trabajos sobre
desarrollos ortogonales para estimadores fueron estudiados para ciertas subfa-
milias de la familia exponencial. En este capitulo presentamos una extensién
de dichos resultados a cualquier familia exponencial. Describimos, en primer
lugar, procedimientos especificos para la obtencién de polinomios ortogonales
en familias exponenciales. Utilizando la teoria descrita en el capitulo primero,
observamos como los desarrollos de los estimadores pueden obtenerse conocien-
do tan solo las derivadas de la funcién paramétrica a estimar. El procedimiento
para la obtencién de dichos estimadores es totalmente algoritmico y ha sido
implementado en el lenguaje de programacién MAPLE V R-4.

También se obtienen ciertas propiedades de las familias de polinomios or-
togonales que seran itiles para obtener, posteriormente, propiedades de los
estimadores.

Estudiamos el comportamiento asint6tico de los estimadores obtenidos, des-
tacando el teorema 2.7.2 que caracteriza los limites en distribucién de los es-
timadores insesgados. Este resultado generaliza al ya obtenido por Lépez y
Castafio (1999) [31] que obtuvieron un resultado similar para el caso particular
de la familia exponencial con varianza cuadrética. Ademads, hacemos notar la
diferencia de comportamiento asintdtico entre el estimador insesgado y el de
maxima verosimilitud en determinadas circunstancias.

A continuacién, mostramos que los desarrollos ortogonales permiten obte-
ner facilmente cotas inferiores para la varianza. Observamos como en cualquier
familia exponencial uniparametrica el limite de las cotas de Battacharyya es
la varianza del estimador umvue. Este resultado extiende el de Khan (1984)

[25] que probé esta misma propiedad para el caso de la familia exponencial



con funcién de varianza cuadratica.

Los desarrollos son también utiles para la comparacién entre estimadores.
En particular, obtenemos expresiones para la deficiencia asintética esperada
con respecto al estimador de maxima verosimilitud, que coincide con la obte-
nida por otros métodos por Hwang y Hu (1990) [23]. También obtenemos el
limite de la eficiencia del riesgo, ver teorema 2.9.3.

Para finalizar este capitulo, mostramos como los resultados expuestos pue-
den extenderse al caso biparamétrico, estudiando desarrollos para la distribu-
cién N(u,0?) en el caso en que ambos pardmetros sean desconocidos.

El tercer capitulo muestra como la teoria desarrollada puede aplicarse a
familias que no verifican las condiciones de regularidad usuales pues el soporte
de dichas distribuciones depende del pardmetro. Comenzamos haciendo un es-
tudio en la familia U(0, ). Al final del mismo mostramos como los resultados
obtenidos pueden extenderse a otras familias truncadas.

En primer lugar hacemos un estudio de las propiedades de los polinomios
orotogonales asociados a la distribucién U (0, 6).

Contrariamente a lo que ocurre en la familia exponencial, para la distri-
bucién U(0,6) es facil obtener una expresién explicita para los estimadores
insesgados. Sin embargo, daremos sus desarrollos ortogonales pues a partir de
ellos veremos como es posible obtener numerosas propiedades de los mismos,
tales como una familia de cotas inferiores para la varianza, semejante a las
de Bhattacharyya para la familia exponencial, y las propiedades asintoticas
reflejadas en el teorema 3.6.3.

Por 1itimo, en el cuarto capitulo estudiamos situaciones que se apartan de la

teoria cldsica. Asi, consideraremos situaciones en que la muestra es censurada



(censuramiento tipo II) y otras en las que no disponemos de todas las obser-
vaciones, tal como es el caso en que se observan tan solo los valores récords.

En el caso de observaciones censuradas es posible considerar casos en el
que la distribucién de los datos no sea continua. En particular, hacemos un
estudio de los estimadores basados en la media winsorizada de datos proce-
dentes de una distribucién geométrica. Para ello previamente hemos obtenido
en el teorema 4.4.1 la distribucién de la media winsorizada en la familia de
distribuciones geométrica.

Con la presente memoria no se agota en modo alguno el estudio y las aplica-
ciones de los desarrollos asociados a los estimadores. Por el contrario se abren
ciertas lineas de investigacién futura que parecen prometedoras. Destacamos

entre ellas:

e La extensién de los resultados obtenidos a familias multiparamétricas.

e El uso de los desarrollos para la obtencién de aproximaciones a distribu-

ciones de probabilidad.

e La posibilidad de reduccién del sesgo y el error cuadratico en procedi-

mientos bootstrap paramétricos.

e Obtencién de transformadas inversas de Laplace a partir de desarrollos

en la familia gamma.
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Capitulo 1

(Generalidades

1.1 Introduccion

En este capitulo presentamos la teoria bésica sobre la cual se fundamenta
el resto de la memoria. Esencialmente, estudiamos espacios de estimadores de
funciones paramétricas. En dichos espacios, obtenemos desarrollos ortogonales
para los estimadores y mostramos como ciertas propiedades basicas de estos

pueden obtenerse a partir de dichos desarrollos.

1.2 Estimacion p—insesgada

Sea X1, X, ..., X, una muestra aleatoria simple procedente de una familia
paramétrica con funcién de densidad f(z, ) respecto a cierta medida o-finita
vy 6 € © un pardmetro desconocido. Por simplicidad supondremos que

6 es un parametro real y que las observaciones son unidimensionales, aun-

11



CAPITULO 1. GENERALIDADES 12

que hemos de tener en cuenta que muchos conceptos aqui expuestos pueden
extenderse al caso multiparamétrico tal como se verd en el capitulo 2. Sea
Sn = Sn(X1, X2, ..., X,) un estadistico cuya funcién de densidad la denotare-
mos por f,(s,0).

Para cada # € © y p > 1, definimos los siguientes espacios de funciones
Lj = {T : Ep[|T(Sn)[] < oo}, (1.2.1)

es decir, el espacio Lj, estd formado por todas las funciones medibles del
estadistico Sy, para las que |T'(S,)|? es integrable con respecto a la densidad
fn(s,0) . En Lg,n dos funciones son iguales si son iguales salvo conjunto de
medida v-nula. Para cada p > 1, Lj,, es un espacio de Banach considerando
la norma

IT|lp0 = Eo|T(Sa) )7 (1.2.2)

Ademds para p = 2 se tiene que dicha norma procede de un producto escalar,
definido por
(T1, T2)g = Ep[T1(Sn)T2(Sn)],

con lo cual, para cada § € ©, L, es un espacio de Hilbert.
Para cada Oy subconjunto de ©, con interior no vacio, se define
Eﬁ(eo) = ﬂ Lg,nn
8€0g
que, por ser interseccion de espacios vectoriales, es un espacio vectorial.
Vamos a considerar funciones paramétricas a las que se les puede asociar

un elemento de £2(6y), surgiendo asi los siguientes conceptos:
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Definicién 1.2.1 Una funcidn paramétrica h(f) se dird p-estimable en ©,

para un tamarnio muestral n, si existe una funcion T, € LP(Oq) verificando
Eg[Tn(Sn)] = h(O), Vo € @0.

Ast, diremos que T,,(Sy) es un estimador p-insesgado de h(6) en ©¢ basado en

Sh.-

El conjunto de todas las funciones p-estimables en ©y con estimadores

basados en S, lo notaremos por U?(0,), es decir
UE(Bo) = {h:0¢ = R|3T, € LE(By), Eg[T0(Sn)] = h(8), V8 € O} .

En particular si p = 1 y ©p = O, diremos que h(f) es una funcién esti-
mable para el tamano de muestra considerado y T, serd pues, un estimador
insesgado de h(6). En el caso que S, sea suficiente y completo para la fa-
milia de distribuciones considerada, p > 2 y 6y = ©, se dird que h(f) es
una funcién umvu-estimable y 7T,,(S,) serd el umvue de h(6), notdndose por
T,.(Sr) =UMVUE,(h()). Si©y es estrictamente un subconjunto de 6, T;,(S,)
se denominard estimador umvue en ©p y la correspondiente funcién h(6) se
dird umvu-estimable en Oy.

La motivacién para la introduccién del concepto de funcién estimable en
un subconjunto B¢ del espacio paramétrico se debe al hecho de que en determi-
nadas circunstancias de interés no es posible encontrar un estimador insesgado
en todo O, pero si en determinados subconjuntos del espacio paramétrico. Por
ejemplo, es bien sabido que no existe un estimador insesgado (en el sentido
clasico) basado en la media muestral X, para el parametro % de la distribu-

cién de Poisson. Sin embargo, dado A\g > 0 arbitrario, el estimador
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T.(X.) = }: ]5' Al) _CM(X,), (1.2.3)

donde C'® el k-ésimo polinomio de Charlier

o= (£)(S)-ar, (124)

j=o0 \J

es un estimador insesgado para % en ©g = (0,2)g), ver Lépez et al. (1995)
[33]. El estimador dado en (1.2.3) puede ser utilizado en situaciones en las
que interese obtener una estimacién insesgada de %, cuando se dispone de la
informacién adicional de que el verdadero valor del pardmetro pertenece a un

cierto intervalo acotado (0,2Xg), Ao conocido.

1.3 Desarrollos Ortogonales

En la seccién 1.2 habiamos mencionado que para cada § € O, Lg,n tiene
estructura de espacio de Hilbert, siendo ademds separable, Kingman y Taylor
(1966) [26], por tanto es posible extraer un conjunto ortonormal completo de
funciones.

Sea {¢xn(s,0)}x>0 dicho sistema ortonormal, sin pérdida de generalidad
se puede considerar ¢on(s,0) = 1. Cualquier funcién T, € L£j,, admite un

desarrollo en serie en términos de dicho sistema ortonormal de la forma:

T Nza’kn ¢kn y )7 (131)

convergente en media cuadratica, es decir,

lim HT Z a'kn 0)¢k,n( 3 )“2,0 = 07

m—0o0
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con
agn(0) = (Tn, Pen(-,0))o,

los coeficientes de Fourier correspondientes.

La serie de Fourier de T, € Lj,, respecto de cualquier conjunto ortonor-
mal, es convergente pues Lg,n es completo. Se trata de una convergencia en el
sentido de la norma definida en (1.2.2), no de convergencia puntual. Debido a
las propiedades anteriores, se tiene el siguiente resultado sobre la expresién de

la varianza del estimador basado en S, de una funcién paramétrica.

Teorema 1.3.1 Dada una funcién h(f) p-estimable en Oy conp > 2 y Tn(Sn)
su correspondiente estimador p-insesgado en ©,, entonces T, admite un desa-

rrollo de la forma (1.8.1), vdlido para todo 6 € Oy, verificando
(i) aon(0) = h(), VO € O,.
(ii) Varg(Tn(Sn)) =D a5 ,(0), V6 € .
k=1

Demostracién.

Si {¢rn(s,0)}k>0 €s un sistema ortonormal de funciones en L}, dado que
T, € Lg,n, V8 € Oy, es obvio que T, admite un desarrollo tipo (1.3.1).

En el caso p > 2, al trabajar en espacios de probabilidad, se verifica la relacién
Ly, C Lg,n para cada 6 € Oy, en particular T, € £, y por tanto admite dicho
desarrollo.

Ademas:

a0.,0(0) = (T, o,n(-,0))0 = (Tn, 1) = Eg[Tn(Sn)l = h(6) ¥



CAPITULO 1. GENERALIDADES 16

Var(To(Sn)) = Eo[T;(Sn)] — h*(0) = || Tull3 5 — a5 (6), V0 € Oo.

o
Como ||T, |34 = Y 6; ,(6), para cada 6 € Oy, se tiene
k=0

Varg(T,(S,)) = Z a;(6), VO €6, (1.3.2)

a

Dada una funcién medible cualquiera T, (S,), de una manera formal se le
puede asociar una sucesién de funciones {axn(f)}x>0 que son los coeficientes

de Fourier

am@zén@%@wﬁ@wm@,WE%, (1.3.3)

con fn(s,0) la densidad de S, respecto de la medida v,.
Si las funciones a;,(f) para cada k > 0, estdn bien definidas en G y
verifican que

o0

> a2 (6) < oo, Vo €Oy,

k=1

entonces T, € L2(0g) y h(0) = Ey[T,(Sn)] € UZ(Oo).

Si {¢r,n(s,0)}k>0 es un sistema ortogonal de funciones se tiene que :
- Los coeficientes del desarrollo de Fourier de 7;,(S,), respecto de dicho sistema

son

_ {Tn(s), Bkn(s,0))e
ak,n(ﬂ) = ||¢k,n||§’0 . (134)

- La expresion de la varianza de T, es

Vara(To(Sa) = Y- a2 (Ol dnalZe V0 € 00,

k=1
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y una cota inferior de orden k para la varianza de 7T, es

k
bk,n(Tn, 0) = Z a?’n(9)||¢j,nng’9. (135)
j=1

En general, dada una funcién medible cualquiera Ty, si los coeficientes de

Fourier asociados {axn(0)}i>0 VO € Oy, dados por (1.3.3) verifican que

> a2, (0)[[drnllZy < 00, V8 € By,

k=1

entonces T, € L2(0g) vy h(0) = E[T,(Sn)] € UZ(Oy).

Teorema 1.3.2 Si S, es suficiente y completo, los espacios vectoriales UE(O,)

y LP(©q) para cada p > 1 son isomorfos.

Demostracién.
La aplicacién que a cada T,, € L2(O,) le asigna la funcién h € UE(©Oy), definida
como h(0) = Ey[T,,(S,)] es lineal y, debido a la completitud del estadistico Sy,

es biyectiva.

Teorema 1.3.3 Sea {hm(8)}m>1 una sucesidn de funciones p-estimables en
©¢ conp > 1 y T,,(S,) sus correspondientes estimadores p-insesgados en Oy,

tal que para cierta funcion T € LP(Oy) se verifica
Aim ([T — T{jpe =0, V6 € 6,
entonces la funcidn h(9), definida como

h(6) = lim hn(6)
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pertenece a UP(Oy), con T su correspondiente estimador p-insesgado en ©y.

Demostracién.
Puesto que la convergencia en media de orden p, implica la convergencia en

media de orden 1,

limn [ Ton(s)fa(s,6)dva(s) = /IRT(S) fals, 0)dva(s), VO € 6,

m—oo

0 Sea

lim_ hm(6) = h(6) = Bo[T(Sn)], V0 € 6

y por hipétesis T € L2(O,) , por tanto h € UP(Oy) lo que demuestra el

resultado.

Siempre que sea posible, consideraremos el caso particular en que el es-
tadistico S, = S,.(X1, ..., Xn) sea suficiente y completo para 6.

Si h(6) es una funcién 2-estimable en ©y, y T,,(S,) un estimador 2-insesgado
de h(f) en Oy, entonces T,,(S,) es una funcién del suficiente y completo que
posee varianza finita para cada 0 € Oy, ligeras modificaciones en los teoremas
de Blackwell-Rao y Lehmann-Scheffé, prueban que 7,,(S,) es el dnico estima-
dor umvue de h(6) en ©,.

En el caso particular en que la funcién caracteristica del suficiente y com-
pleto sea analitica en ¢t = 0, o bien si Ey(S*) < co para todo k > 0, y 8 € ©,,
se tiene que el conjunto de las funciones polinémicas es denso en Eg)n para
cada 6 € ©g, Abbey y David (1970) [1], con lo cual a partir del conjunto denso

{1,s,5% ...} podemos construir por el método de Gram-Schmidt un sistema
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completo de polinomios ortogonales. Variantes del método de Gram-Schmidt
y otros procedimientos para la obtencién del sistema de polinomios ortogona-
les se veran en el capitulo siguiente. Como consecuencia del Teorema 1.3.3 el
espacio UZ(0y) estd formado por las funciones del pardmetro que son combi-
naciones lineales finitas de los momentos del estadistico suficiente y completo
y aquellas funciones que son limites de estas combinaciones lineales en la to-

pologia inducida en U2(6,) por el isomorfismo obtenido en el Teorema 1.3.2.

1.4 Cotas inferiores para la varianza

Una de las aplicaciones inmediatas de los desarrollos de los estimadores en
términos de polinomios ortonormales es la obtencién de cotas inferiores para la

varianza de estimadores insesgados, tal como se refleja en el siguiente resultado:

Teorema 1.4.1 Sea h € U2(Oy) y V,, = V(X4,...,X,) un estimador inses-

gado de h(0) en ©g, entonces para cualquier m > 1
Varg(Va) > Bin(h,8) = Z ai,n(e), Vo € Oy, (1.4.1)
k=1

donde axn(0) son los coeficientes de Fourier correspondientes al estimador

umuvue de h(f) en ©, .

Demostracion.
Sea T,,(Sy,) el estimador umvue de h(f) en 6y, por tanto se tiene que, para

cualquier V,, = V(Xy,..., X,,) estimador insesgado de h(6) en ©,,

Vare(Va) 2 Varg[Tn(Ss)], V8 € O,
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y de aqui, aplicando el Teorema 1.3.1, obtenemos

Varg(V,,) > Zai’n(t?) > Zai’nw), V8 € 6y, m > 1.
k=1 k=1

Notese que las cotas obtenidas en (1.4.1), coinciden con las definidas en (1.3.5).

|

Observacién 1.4.1 FElteorema anterior proporciona un resultado bastante ge-
neral, vdlido tanto para distribuciones regulares como para distribuciones no

requlares o que no pertenezcan a la familia exponencial.

1.5 Polinomios ortogonales: Métodos de cons-
truccion

Con objeto de aplicar la teoria desarrollada en las secciones anteriores de-
este capitulo daremos diferentes métodos para la construccién de polinomios
ortogonales asociados a una funcién de densidad. Algunos de los métodos que
a continuacién se describen tienen validez general para cualquier familia de

distribuciones.

1.5.1 Meétodo I: Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Si f(z,p) es una familia tal que E,[X*] < co Vk >0, Vp € Q, se tiene

que el conjunto {1,z,?2,...} es denso en Li, por tanto , aplicando el método
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de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, podemos construir un sistema completo

de polinomios ortogonales

PO(% ll') = ]-a
k
Pk—i-l(za ,LL) = xk—H - Z dkvj(l‘l’)Pj(x) :U’)J
Jj=0

siendo

M P, ),
i) = B

Este método puede aplicarse a cualquier familia paramétrica.

1.5.2 Meétodo II

Este método es valido para cualquier familia de distribuciones y se basa en

la siguiente proposicién:

Proposiciéon 1.5.1 Sea my, el momento de orden k respecto al origen de la

distribucion en estudio. Denotamos por Mg(z) a la matriz:

/ myg MMy ... My, \
my My ... Mgy
Me@y=| + + - (1.5.1)
M1 M ... Mag-1

\ 1 T . x’“/

y por A; al adjunto de z7. Si para todo j, A; # 0, los polinomios

_ det My (x)

Pk(xhu’) Ak )
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forman un sistema de polinomios ménicos ortogonales respecto a la densidad

considerada.

Demostracién.
Por definicién, Py(x), k > 0 son ménicos. Para demostrar que son ortogonales,

hemos de demostrar que
(Pj(z), P(z)) =0, Vj <k,
lo cual es equivalente a demostrar que
(x7, P(z)) =0, Vj <k,

ver Chihara (1978) [14]. Desarrollando a partir de la ltima fila del determi-

nante de la matriz M, (z) dado en (1.5.1), podemos expresar Py(z) como
, k :
Pi(z) = Z(—1)’°—‘x‘ﬁ.
=0 Ak

Por tanto, para todo j < k

. 1 k ) 1 k
(:L‘J, Pk(.’E» - Z;E l:lE_:(—l)k_lerAl] = Z— Z(—l)’“_lmHlAl.

k=0
Esta dltima expresién es el desarrollo de un determinante con dos filas iguales,

por tanto es 0.

a

Para cualquier familia de distribuciones, los primeros polinomios calculados

a partir de este método tienen la expresién:

PQ(SL‘) = 1,
m
Pz) = z—™
1(z) T
Pyz) = z*+ My M, s — Mo (1.5.2)
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1.5.3 Método 111

Este método también es vélido para cualquier familia de distribuciones.
J
Denotamos por  P;(z) = Zcﬂxl, j > 0. Podemos suponer, sin pérdida
1=0
de generalidad, que dichos polinomios son ménicos, es decir, c;; =1, Vj > 0.

Explicitamente, los k£ + 1 primeros polinomios podemos escribirlos

P()(.’E) 1,

Pl(.’II) = Clo+£L‘,

Py(z) = co+enz+17

Pi(z) = cro+ ez +crpri ...+ 2"

Estas igualdades pueden ser expresadas matricialmente como
Pk(x) = Cka(I),

siendo Cj, la matriz de coeficientes

(1 0 0 .. 0)
C10 1 0 .. 0
Ck = c ¢ 1 ... 0 ) (153)
\Ckg Ck1 Cra .. 1 )

Pr(x) el vector de polinomios

P,g(z)z(po(x), Py(z), Py(x), ... Pk(x)),

y Xik(z) el vector de potencias de x
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Xi(z) = ( 1, z, z%, .. zF )

Multiplicando por las traspuestas tenemos
Pi(z) - Ph(z) = CpXi(z) Xi(2)Ch (1.5.4)

y tomando esperanzas, en ambos miembros de (1.5.4) e imponiendo que

{Px(x)}k>0 es un sistema de polinomios ortogonales , es decir

BF(@)P(@)] =0 si j#l

y
E[P}(x)] = ||1P;ll3,
obtenemos
diag (1,||PLI3, | Pali3, ..., [|Pell3) = CeMiCE,
donde

My = (mi,j)i,j=0,1,...,k
con m,;; = E[X*"].
A partir de aqui, un procedimiento para obtener los polinomios ortogonales

hasta el grado k consiste en construir la matriz auxiliar
A = (My | Tiy1) ,

de dimensién (k + 1) x 2(k + 1), obtenida al solapar la matriz identidad de
orden (k + 1) a la derecha de Mj. Aplicando el método de eliminacién de

Gauss por filas a la matriz A puede transformarse en una matriz de la forma

(DIT)
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con D una matriz diagonal y 7 triangular inferior, cuyos elementos diagonales
son la unidad. Se tiene entonces, que los elementos de la fila i-ésima de T son
(en orden ascendente) los coeficientes del i-ésimo polinomio ménico ortogonal

y que (D),; es la norma de dicho polinomio.

1.5.4 Meétodo IV

Es en realidad una variante del método anterior.

Suponemos que el j-ésimo polinomio ortonormal lo expresamos de la forma
j -
Oj(z) =Y pir(s —ma)", 520
r=0

Usando notacidén matricial tenemos

Oo Poo 0 0 s 0 W 1
Or| |Po pu 0O -~ O T—m
Ok | | oo o o2 o o || (=)t
o bien
Ok(a) = Reile). (155)

Notemos que Ry es una matriz triangular inferior formada por los coeficientes
de los polinomios ortonormales de grado menor o igual que k. De (1.5.5),

tenemos

O4(z) 0L (x) = Reie(z) X (z)RE (1.5.6)

Tomando valor esperado, como los polinomios son ortonormales,

Id = R MyRL



CAPITULO 1. GENERALIDADES 26

de donde
1

M= Re)™ (RE)

siendo My = (E[X — ml]i+j)i,j=0,...,k'

Entonces, un método para obtener la matriz My, es el siguiente:

1. Calcular la matriz de momentos centrales M.

2. Encontrar la descomposicién de Cholesky My, es decir, encontrar & tal

que My, = EEL.

3. Rk=5k—1.



Capitulo 2

Estimacién en la familia NEF

2.1 Introduccion

En este capitulo vamos a aplicar la teoria general, vista en el anterior, al ca-
so de familias exponenciales. Desarrollamos, en primer lugar, procedimientos
especificos para la obtencién de polinomios ortogonales en familias exponencia-
les. Construimos estimadores insesgados mediante desarrollos ortogonales, a
través de un procedimiento totalmente algoritmico que ha sido implementado
en un lenguaje de programacién. También se obtienen ciertas propiedades de
las familias de polinomios ortogonales que nos permiten estudiar, ficilmente,

propiedades de los estimadores.

27
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2.2 Familia NEF: Definicién y propiedades

Sea Fy una funcién de distribucién que posee funcién generatriz de momen-
tos en un entorno de cero.

Consideramos la funcién

»(8) = log / exp(6z)dFy(z), 0 €O,

con © # @ el mayor intervalo para el cual ¥(f) estd definida. Entonces la

familia paramétrica de distribuciones {Fy, 0 € ©} definida por

dFy(z) = exp {0z — ¢(0)} dFy(x) (2.2.1)

es una familia exponencial natural de distribuciones (NEF).
La funcién 9(f) se denomina funcién de cumulantes de la familia. El cu-

mulante j-ésimo es
k5 = 17(0).

La funcién generatriz de momentos viene dada por:

Ma(t) = exp {(t +6) — ¥(0)}, (2:22)

de donde, la media y varianza de la familia son, respectivamente,
= Ey(X) = /(0),

V(u) = Varg(X) = ¢"(6).

Puesto que V(u) = 9"(6) > 0, se tendrd que la media, p = 9'(6), es una

funcién 1 — 1 del pardmetro 6, por lo que en algunas ocasiones se utilizara
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p como el pardmetro de la familia, cuyo dominio viene dado por Q = ¢/(0©)
denominado espacio de medias.

Al par (2, V(u)) se le denomina funcién de varianza de la NEF, la cudl es
de gran importancia pues caracteriza la NEF dentro de todas las familias de
distribuciones NEF, (aunque no en una clase mas amplia de distribuciones).

A continuacién consideraremos una serie de propiedades que verifica la fa-
milia de distribuciones exponencial natural, iitiles a lo largo del desarrollo de la
presente memoria. Para mds detalles sobre familias exponenciales, consultense

los libros de Brown (1968) {13] y Barndorf-Nielsen (1978) [9].

Proposicién 2.2.1 Sea X una variable aleatoria cuya distribucidn viene dada

por (2.2.1), entonces:

(i) Egzisten y son finitos todos los momentos no centrados, es decir

m(0) = Bg[X*] <0 k=0,1,2...

(i1) Se verifica la siguiente relacién de recurrencia
Mi+1(0) = Dgmie(0) + ma (0)ma(0), (2.2.3)
siendo mo(0) =1, m(6) =¢'(8) = p .

Proposicién 2.2.2 Sea X una variable con distribucidn dada en (2.2.1). En-

tonces

(i) La funcidn generatriz de momentos centrales puede expresarse

M_.(t,0) = exp {—p(0)t} My(2). (2.2.4)
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(i) Se verifica la siguiente relacidn de recurrencia
pr1(0) = 1 (0) + p1(0) i (0), (2.2.5)
siendo p1(6) = 0, p(0) = Eg[(X — p)*]
Demostracién.

(i) El momento central de orden k& puede expresarse:

=0

El(X -pH =3 ( ) ) (—)F7 Byl X7] =
J

J),( —p)*~Im;(8),

por tanto

M0 = 3 Bl -

_ ( 1 k lctk 00 mk(e)tk
- Z ! :{a k!

= eXp{ u(9)t}Ma(t)-
obteniéndose asi (2.2.4).

(ii) Teniendo en cuenta la expresién (2.2.2) de la funcién generatriz de mo-

mentos podemos expresar

M.(t,0) = exp {8 + t) — ¥(0) — u(6)t}. (2.26)

Como (2.2.6) es una funcién de tipo exponencial, sus derivadas respecto

a t son de la forma:

DEM_(t,0) = Yi(t, 0) M,(t,6)
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donde las funciones T pueden obtenerse recurrentemente mediante la

relacién

Tis1(t, 0) = DyYi(t, 0) + Tu(t, 0)Ti(t, 6) (2.2.7)

siendo Yi(t,0) = Dyp(t + 0) — u(6).

Debido a que el momento central de orden k se calcula a partir de

”‘k(e) = Tk(o’ 9);

sustituyendo ¢t = 0 en (2.2.7) obtenemos

pi+1(0) = 1 (0) + pa(6) e (6),

con . (0) = DYy (t, 0)],_,-

2.3 Polinomios asociados a la familia NEF

En esta seccién estudiaremos una familia de polinomios que, de forma na-
tural, tiene asociada la familia de distribuciones en estudio. Sea f(z,0) la
funcién de densidad asociada a la familia de distribuciones (2.2.1) . Definimos

las funciones

D;f(z,0)

Qk(x’/*"):vk(“) f(.’L’,H) .

(2.3.1)

Cabe destacar, que en la expresién anterior, se estd derivando con respecto a
la media, p, y no con respecto al parametro natural 6.
Se verifica el siguiente teorema, cuya demostracién puede verse en Abbey

y David (1970) [1].
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Teorema 2.3.1 Para cada k > 0, Qi(z, u) es un polinomio de grado k en

(z — u). El conjunto {Qx(x, 1) },>o €s denso en L.

Veremos a continuacién que estos polinomios pueden ser generados a través

de una relacién de recurrencia o de la funcién generatriz de polinomios.

Lema 2.3.1 Los polinomios definidos en (2.3.1) verifican la siguiente relacion

de recurrencia

Qrr1(z, ) = {Qu(z, 1) — kV'(1)} Qu(z, p) + V(1) DuQx(z, 1),  (2.3.2)

siendo Qo(z,1) = 1y Qu(z,1) =z — .

Demostracion.
Teniendo en cuenta la expresién (2.3.1) y que D, f(z,0) = f(z,0)Q1(z, u) V- {(p),

obtenemos
DEY f(2,0) = Qe (z, )V~ 4D () f(z,0) =
= {-kV'(1) + Qu(z, w)}Qi(z, 1) + D Qu(z, WV (W] V- *+D (1) f (x, 6),

por tanto

Qi (z, 1) = {Q1(z, 1) — kV' (1)} Qu(z, p) + V(1) DuQr(z, 1),

con Qo(z, ) =1y Qi(z,p) =z — p.
O

Para calcular la expresién explicita de los polinomios Q(z, 1), necesitare-

mos el siguiente lema:
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Lema 2.3.2 Sea g una funcion indefinidamente derivable y

D# exp{—g(u)}

Gir(p) = po B k>0, (2.3.3)
entonces
3 HZ — exp(mglu+2) + s (234)
Demostracion.
Demostrar que
:20 G'“(k’f)zk = exp{~g(n +2) +g(w)}

es equivalente a demostrar que

. Gr(p) ex]i)‘{ 9(#)}Zk = exp{—g(u +2)}.

k=0

Sustituyendo (2.3.3), esta expresién puede escribirse

3),
i Xp{ 94} Z* = exp{—g(u+2)},

por tanto, bastara demostrar que
Dfiexp{~g(u)} = Df exp{~g(u+2)}|,_,
Por tratarse de funciones de tipo exponencial, podemos escribir
D} exp{~g(u+2)} = Ji(z, p) exp{—g(1 + 2)} (2.3.5)

y que
D exp{—g(p+ 2)} = Ji(z, ) exp{—g(u + 2)}. (2.3.6)

Sustituyendo z = 0 en (2.3.6), obtenemos

Dy exp{—g(1)} = J(0, 1) exp{—g(w)} = Dl exp{~g(n+2)}| _,,
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donde la tltima igualdad se obtiene haciendo z = 0 en (2.3.5).

O

En general, la funcién generatriz de una familia de polinomios { Ry () }k>o

es
o Rk(a:)
Mg(z,2) = —k—!—zk
k=0
., . . . % . Qk (.’E, ,U,)
Teorema 2.3.2 La funcidén generatriz de los polinomios Qj(z, u) = am

viene dada por

o+ (2,7, k) = exp {z (O(n + 2) — 0(p)) — (Y(O(1 + 2)) — ¥(0(w)))} -

Demostracion.
Para simplificar denotaremos por g(u) = %(6(x)) en la expresién de f(z, ),
dada en (2.2.1).

Utilizando la férmula de Leibnitz para la derivada de un producto se obtiene:
k £k

D f(z,0) =3 Dy exp{x6(u)} D; ™" exp{—g(n)}. (2.3.7)
T

r=0

Ahora bien, la derivada j-ésima de exp{z8(u)} es de la forma:

D} exp{z0(n)} = exp{z6(u)}4;(z, 1), (2.3.8)

donde
Ajn(z,p) = x@'(u)Aj(x, p) + DyA;(z, p),
con Aoz, p) =1

Analogamente,

D3 exp{—g(1)} = exp{—g(1)}G;(n), (2.3.9)
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siendo

Gin(z, 1) = —g' (WG;(w) + Giw),
con Go(p) =1.
Sustituyendo estas expresiones en (2.3.7), obtenemos

k

k .
DEf(.’L‘, 0) = f(z,9) Z ( ) Ar(z, 1) Gr—r(z, 1),

r=0
de donde
DEf(x,0 ko k
Qulo ) = VLD — vy ( ) Ay (@, 1)Grr (5 1),
) r=0 'l
y de aqui
Qk(xa /J‘) _ i Ar(xa /,L) Gk—r(mx.u')
EWVE(p) 4 ! (k —r)!
con lo cual
g+ (2, z, u) E (,ikvf(z) =
= i Ak(: B Z Gk(,f ), (2.3.10)
k=0 : :

Teniendo en cuenta las expresiones (2.3.8), (2.3.9) y el lema anterior, podemos

expresar

i S = exp{6(n + 2) — z6(n)} (2.3.11)
y

2_: Gk(/f! ) b exp{—g( + 2) + g()}- (2.3.12)

Al sustituir (2.3.11) y (2.3.12) en la expresién (2.3.10) obtenemos el resultado

esperado.
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Corolario 2.3.1 Los polinomios Qx(z, 1), pueden obtenerse como

Qu(z, 1) = V¥ () - Dillg- (2, , )

z=0"
Ejemplo 2.3.1 En la siguiente tabla se muestran las funciones generatrices
de los polinomios {Q}}k>o de la familia exponencial con funcidn de varianza

cuedrdtica (NEF-QVF)

f(x,6) L g« (z,x, p)
N(p,o?) 0 exp{3Zr + E4E)
Ga(a,1/6) | _at ()" owliiza)
P(9) 0 exp{—2} (1+2)"

T N—-z
Bi(N, 6) N (1+2) (1-+5)

T(l - 0) z -r zr z
BN(r,0) r (1+:%) " (1 + i)
r2 2z —7'/2 T T

GHS(6) - | r.tag(6) (_:iz_l:_:;z‘ﬁ) exp {tag—l(Eﬂ.) - mg—@)}

2.4 Polinomios ortogonales en la familia NEF

Los diferentes métodos, desarrollados en la seccién 1.5, para la construccion
de polinomios ortogonales asociados a una funcién de densidad son aplicables

a la familia exponencial. Ademds, podemos incluir una variante del método I:

¢ Ortogonalizacién de la familia Qx(z, u),k > 0.

Teniendo en cuenta que el sistema de polinomios Qx(z, ) definidos en
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(2.3.1) es denso en Li, ver teorema 2.3.1, podemos construir, a partir de
estos y aplicando el método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt, un

sistema completo de polinomios ortogonales Py(z, 1), k > O:
PO(x’/'l') = QO(:E,/J/) = 1,

k
Pk+1("1;7 /1') = Qk-}—l(x: ,LL) - qk,](l‘l‘)‘PJ(x’ H)?
=0

J

siendo

. — (Qk"'l(x’”’)’}jj(xﬂ'j‘»ﬂ
W=k,

En el capitulo anterior, utilizando el método II, fueron calculados los pri-
meros polinomios para cualquier familia de distribuciones, ver (1.5.2). En par-
ticular, para la familia NEF, calculando los momentos a partir de la ecuacién

(2.2.3) y sustituyendo en (1.5.2), obtenemos

PQ(.T,/L) = 1,
Pi(z,u) = z—p,
Py(z,p) = 22 = Qu+V'(u)z + (1 + pV' (1) = V(1)),

siendo sus normas

“P()”%,u = 17

1A, = V(w),
1Pz, = V() (2+V"(u).
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2.5 Estimacion en la familia NEF

Sea X1, X3, ..., X, una muestra aleatoria simple procedente de una familia

-— *X;

NEF con funcién de varianza V (), p € Q. El estadistico X,, = Z#
~

es suficiente y completo para dicha familia y, debido a que la familia NEF

es cerrada por convoluciones y combinaciones lineales, su distribucién también

|4 .
pertenece a la NEF, siendo su funcién de varianza ——QJ—), p € Q. La densidad
n

de X,, fa(s,0), serd de la forma,

fn(s,0) = exp{nsd — ny(9)},

por lo tanto todos los resultados obtenidos en la seccién 2.2 pueden ser exten-

didos para X,,. Asi,
e La funcién generatriz de momentos de X, es
t n
Mz, (t,6) = {exp{w(6 + ) — (@)} } |
ver (2.2.2).
e La relacién de recurrencia de los momentos de X,, sera

ngj (.)_(m 6)

ULES! (-X—ﬂd 9) = +my (—Xn’ e)mj(y‘m 0)1 (251)

ver (3.4.1).

e La funcién generatriz de momentos centrales vendra dada por
M,(Xn, t,0) = exp(—pt) exp {mp (9 + %) - mp(o)} (252

ver (2.2.4).
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e La relacién de recurrencia para los momentos centrales sera

141 (X, 0) = 15(Xn, 0) + 1 (X, 0) 16 (X 0, 0),
siendo
uk(9) = B[(Xn — )*¥] = 1x(0,6),
Tit1(t,0) = Dy Yi(t,0) + T1(t,0)Yi(t, 0),
T1(t,6) = D (0+ - ) - (o),
He(8) = DiYa(t, )]0
ver proposicién 2.2.2.

e La familia de polinomios asociadas vendra dada

V¥(u) Dy fu(s,0)
nk  fu(s,0)

verificando la siguiente relacién de recurrencia

Qrn(s, p) = (2.5.3)

Qk+1,n(suu') = {Ql,n(s7 V‘) V’('u) } Qk n( .U) + — ( ) qu n(3 H)

siendo Qon(s, 1) =1y Qia(s,p) = X, — u, ver (2.3.2).
Qin(s, p)n*

VE() tendra

La funcién generatriz de los polinomios Q5 ,,(s, #) =

la expresién

;2,5 = exp {ns [0(n + 2) — O(p)] — n [ (O(u + 2)) — ¥ (O(w))]}
(2.5.4)

ver el teorema 2.3.2.

e La familia de polinomios ménicos ortogonales asociados a f,(s, ) puede
ser calculada a través de cualquiera de los métodos mencionados en la sec-

cién 2.4. Dicha familia de polinomios serd denotada por { Py (s, ) }x>o0-
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Para, posteribres desarrollos, es interesante la siguiente propiedad de la

norma de los polinomios P (s, ©).

Lema 2.5.1 Sea X,...,X, una muestra aleatoria procedente de una familia
ezponencial natural con funcién de densidad f(z,0). Sea {Ppn(s, ) }x>0 €l

sistema de polinomios ortogonales asociados a la densidad de X,,. Se verifica

que
VE(u)k! k(k-1 _
1Pl = LUy IMEZ L) ) (25.9)
n n 2
. Kokq — K2 o
siendo y = — 3 con k; el cumulante i-ésimo de la distribucion f(zx, ).
2

Demostracion.
Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria perteneciente a la NEF, denotamos por

Yo, = /n(X, — 1) y por ), a la razén

siendo Ay, el determinante de la matriz de momentos My (1) = (mi;(11)); j—o &

con m; j(p) = E,[Y,H] . Se verifica que,

A= =PV + (- 1) +00m7),

ver Lindsay (1989) [29].

Sea {Bin(Yn, ) }k>0 el sistema de polinomios ortogonales respecto a la den-
sidad de Y,. Dichos polinomios podemos obtenerlos, mediante un cambio de
variable, a partir de Py (X, 1)

Bin(y, 1) = Pen (% + u) = gck;‘(u) (%)J =n"*?B; . (y, n).
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Por ser {B; (Y, ) }x>0 un sistema de polinomios ortogonales ménicos, se ve-
rifica que

”Bl:n”%u =M A2 A,

ver Chihara (1978) [14]. Por tanto
I1Benlls, = n~*|1Biallz, = A Ao A
Calculamos

k
Al = I:IJV(”’) {1+(j —1)%“'0(”4)}

=kwﬂm+§:ﬁlwm0”@‘yﬂm”+mm%

jo=1 \j#jo
= KV*u) + k!V’“(u)% Skj (jo—1) +O(n7?)

Jo=1

= VEuK! {1  1REZD

+ O(n‘z)} :
y de aqui:

k—1)

k )
lwmﬁﬁ=wﬂﬂmm%1+giir_+omzﬁ

Por otro lado, debido a que
”Bk,n”%,u = HPk,nug,u

se tiene el resultado enunciado.

O

En la familia de distribuciones NEF, si h € UP(Q) p > 1, se verifica que h

es analitica en (2, Abbey y David (1970) [1]. Hay que notar que el hecho de que
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h(u) sea analitica no garantiza que sea p-estimable, pues podemos encontrar
funciones analiticas en las familias consideradas que no son estimables. Por
ejemplo, si la muestra procede de una distribucién Poisson de pardmetro p,
donde Q = (0,+00), se puede demostrar que la funcién h(p) = % es analitica
en (0,+00), y no es estimable en (0, +o0o) ver Lehmann (1983) [28]. En este
caso, las tnicas funciones paramétricas estimables son aquellas que se pue-
den desarrollar en serie de potencias no negativas de p y analiticas en todo
(—o0, +00), Glasser (1962) [20].

El siguiente teorema nos proporciona la expresién ortogonal del estimador in-

sesgado de una funcién paramétrica h(u), asi como la de su varianza.

Teorema 2.5.1 Sea { Py (s, 1) }k>o €l sistema de polinomios ortogonales aso-

ciados a X,

Pin(s, p) = z:ck](u)sJ (2.5.6)

Entonces, si h(n) € UZ(Q) y T,,(Xn) es su correspondiente estimador inses-

gado, se verifica:

1. Los coeficientes del desarrollo de Fourier de T,,(X,,) respecto del sistema

de polinomios { Pen(s, 1) }k>0 son:

aka(p) = Z ck] p) exp {n(6)}) exp {—ny(6)},
HPanzu 50 Wt
(2.5.7)
para calquier u € Q.
2. La varianza del T,(X,) es
Var,(To(X,)) = Z aknllPk,nHQ”, p € Q. (2.5.8)

k=1
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Demostracidn.
Si h(u) € U2(S) v Tn(X,) es su correspondiente estimador insesgado, este

puede expresarse como

T'n,(s Z a’kn Pkn .S‘ /.A) V[.L € QOa (259)

donde, segiin (1.3.4), los coeficientes de Fourier son:

(Tn(8): Penls, W)
”Pknllz,u

Qk,n (1) =

Teniendo en cuenta la expresién (2.5.6), tendremos que los coeficientes axn (1)

son

chj(l'l‘) (Tn(s), )#

a
k,n(p') ”Pk: n||2’“ =

Por tanto para determinar la expresién del estimador insesgado de h(u) bastard

calcular los productos
(Ta(s), 570 = [ Tals)s? fals, )dvn().
Para ello teniendo en cuenta que h(y) es insesgado en 2,
| Tu(s) expinsd — np(8)}dva(s) = h(n),
igualdad que podemos expresar como
[ Tuls) exp(nsf)dv(s) = his) exp{nu(6)}.

Al ser h{u) una funcién analitica en €, derivando ambos miembros de la

igualdad anterior respecto de 6, k veces, se tiene

/n’“s’“Tn(s) exp(ns)dva(s) = Df (h(p) exp {n(6)}),
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y, multiplicando ambos miembros por exp{—ny(f)}

(Tn(s),s5), = /nksan(s) exp{nsf — n(6) }dv,(s)

= 2 Df () ep{mp(O))) ep{-nb(@)}.  (25.10)

A partir de aqui, dividiendo por la norma [P [[3, se obtiene la expresién
(2.5.7).

Finalmente, la expresién de la varianza de T,(X,,) se obtiene directamente de
la aplicacién del teorema 1.3.1.

O

Nétese que los ax (1) son combinaciones lineales de las sucesivas derivadas

Dih(w), 7 =0,...,k. En el caso particular de la familia NEF-QVF, los coefi-

Dih(p)
Kl

cientes a, coinciden con ver Morris (1983) [36]. La importancia del
teorema 2.5.1 es que podemos obtener el desarrollo ortogonal para el estimador

insesgado, T,,(X,), sin un conocimiento explicito del mismo.

Observacién 2.5.1 En apariencia el seqgundo término de la expresidn (2.5.9)
depende de p, en realidad tal dependencia no eziste puesto que, para cual-
quier valor de p € Sy, la serie de Fourier converge (por lo menos en me-
dia cuadrdtica) hacia la misma funcidn y esta funcidn es independiente de
w. De todas formas, el valor de pu si que es importante en las aplicaciones
prdcticas pues determina la velocidad de convergencia de la serie de Fourier.
Asi, podemos obtener, en general, erpresiones numéricamente eficientes con

una eleccion adecuada de p € Q. En particular, dada una realizacion mues-
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tral ©1,Zs,...,%, procedente de la NEF, sugerimos tomar p = T, obteniendo
o0

To(Zn) = Y @kn(Tn) Ok (Tn) (2.5.11)
k=0

con (pk,n(fn) = Pk,n(fmfn)-

Ejemplo 2.5.1 Familia chi-cuadrada transformada.
Segin Rahman y Gupta (1993) [39], una familia uniparamétrica ezponencial

con funcion de densidad
f(z,0) = exp{a(z)b(8) + c(6) + q(z)} p(z) (2.5.12)
pertenece a la familia chi—cuadmdo transformada si
(i) 6 es un pardmetro desconocido, 6 € ©, siendo © un abierto de IR.
(i) D es un conjunto de Borel y no depende de 0.
(i13) b(0) y c(0) son funciones reales, derivables, definidas en ©.

(iv) b(f) < 0 y b'(0) # 0, para cualquier § € O.

: 2¢'(6)b(0)
(v) Para cualquier 0 € O, 0

6.

= v, siendo v > 0 independiente de

A continuacion se muestra una tabla con algunos miembros de esta familia:
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Funcién de densidad a(x) | b@#) | c) |wv
Gamma x>0, 08>0,
1
p >0 (conocido) T 5 | log8 | 2p
f(z,0) = m}m—wp‘l exp{=¢}
Normal z€R, 6>0 1
. $2 —'555 —-lng? 1
f(,0) = 5= exp(—351)
Lognormal x>0, 08>0 1
ov? log? z ~og2 —logf | 1
f(2,0) = 5= exp(— 45"
Rayleigh >0, >0 1
R 11:2 —'50—2 —2 log0 2
f(z,0) = g exp(—35)
Pareto z>1, 0>0
log x -0 log @ 2
#(z,0) = 95-+D
Weibull x>0 60>0,
- p>0 (conocido) zP —0 logf | 2
f(z,0) = 0paP~! exp(—0zP)
Mazwell z€IR, 6>0 0 | 3
z? —= | =logf | 3
F(=,0) = /2/m03/22? exp(~222) 2 |2
Inversa Gaussiana x>0, 6 >0,
, (z —u)? log
-0 1
@ >0 (conocido) WE 5

f(z,0) = (323)"/? exp(— 2242

2z 2ulx
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S1 Xq,..., X, es una muestra aleatoria de una distribucién chi-cuadrado

transformada tal que E[|a(X)|"] < oo, para cualquier r > 0, entonces el es-

tadistico S, =Y a(Xi)

=1

m ; nv  nu
a con pardmetros —
2 72

Como b(0) es una funcion uno a uno, es conveniente considerar A, la media

es suficiente y completo y sigue una distribucion Gam-

= —nb(0), ver Lopez-Bldzquez (1997) [30].

de S, como el pardmetro desconocido de la familia. La densidad de S, la

podemos escribir:

o= oy () e

para s >0y A > 0.

Asociados a esta densidad existe un sistema de polinomios mdnicos ortogonales

que vienen dados por

(%2-1) o [ 2A -1) (n’us) .
Pl (s, A) = (-1)j (nv LJ o ) J 0,1,..

donde L;-a), Jj > 0, son los polinomios de Laguerre generalizados, ortogonales
respecto de la funcidn peso w(t) = e~**,t > 0, cuya ezpresion ezplicita viene

dada por

L(z) = Z’: ( jto ) (—m)m, a>0. (2.5.13)

m=0\ j—m m!

Dichos polinomios verifican la relacidn de recurrencia

(3-1) _ AANG -1\ - nk\ (j = 1) jez-1)
'Pj,n —(S—A—T })j—l,n —4/\2 —2+ (k) P‘7 —2n

para j > 1, con PE%;U(S,)\) =0y P( 2 (s,)\) =1
Para cualquier X > 0, los coeficientes, a;,()), del desarrollo en serie del es-

timador inéesgado de h(}), T,(S.), pueden ser calculados en términos de las
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derivadas de h, siendo su expresion:

Dih) (3)'T (3)

a",ﬂ(/\) = . . ’
’ 3T (%2 +5)
por tanto, el UMVUE de h()) es
o DIA(A)T (22
To(Sn) = Z - n)v (2) ( ) (8,0, A>0.  (25.14)
3= 31T (% +9)

siendo su varianza

o \¥(D{h()))T (%
Varyx(T.(Sy)) = Z=:1 (j!l“ (7_12 +])( )

Debido a la unicidad del UMVUE, la eleccién de A en el término de la

(2.5.15)

derecha de la expresion (2.5.14) es irrelevante. En particular, si tomamos
A =5, obtenemos:
+00 (=1)IDIh(Sy)SIT (22) (e |
1 (50 = 55 VDO (2) o () (25.16)
=0 r (”—2— + J)

2
En el caso de la distribucién Gamma, Woodward y Gray (1975) [53] derivan

una ezpresidn que coincide con la expresién (2.5.16) aplicando un método que
consiste en aplicar jackknife generalizado para eliminar el sesgo del estimador
de mdzima verosimilitud y posteriormente aplicar el teorema de Blackwell-Rao

al resultado.

El siguiente corolario nos da una caracterizacién de las funciones paramétricas

UMVU-estimables en 2.
Corolario 2.5.1 h € U%(Qy) sii h es analitica en Qp y
Z a’kn ”Pk 'n||2y. < 00, V.u’ € QO) (2517)

con ax (1) dados en el teorema 2.5.1.
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Demostracién.

Si h € U%(Qyp) es analitica y por el Teorema 2.5.1, se tiene (2.5.17).

Por otra parte, dada una funcién paramétrica h, analitica en )y tal que se
verifica (2.5.17), por el Teorema de Riesz-Fisher y la completitud del estadistico
suficiente se tiene que T,,(X,) definido como en (2.5.9) pertenece al espacio

L2(8), verificando
Eu[Tn(Yn)] =h(y), Vue Qo

lo que demuestra el resultado.

g

Segun el teorema anterior, el conjunto de funciones UMV U-estimables es
un subconjunto del conjunto de funciones analiticas que verifican la restriccién

(2.5.17), o de forma equivalente

() = {1 € AQ) 5 a1 Penl <01 (25.19)
k=1

donde por A(€)) denotamos al conjunto de funciones analiticas en 2.

Corolario 2.5.2 La sucesién {U2()} es creciente en el sentido de la

n>1’
inclusion.

Demostracion.

Sea h € U2 (Q) y Tno(Xn,) su correspondiente UMVUE.

Para muestras de tamafio n > ng, el estadistico X,, es suficiente y completo.

Si consideramos

Ta(Xn) = By [Tng(Xno)

_X—'Il] ?
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se verifica que es insesgado y su varianza
Vary (To(Xn)) = Vary (B [Tng(Xno| Xn)]) < Varu(Tng(Xa,)) < 00

por tanto, h € UZ(Q).
O

Como consecuencia del Corolario anterior, si una funcién paramétrica h,
admite un estimador UMVUE en € para un tamafio muestral ng, también
lo admite para cualquier tamafio de muestra mayor que ng. Esta propiedad
posibilita el estudio de las propiedades asintéticas del estimador UMVUE en
Qo.

2.5.1 Estimacién de la varianza del UMVUE

Dada h € U2($p), sea T,(X,,) su estimador UMVUE en € , por el Teorema

2.5.1 una expresién para la varianza viene dada por:

g(w) = Var, (To(Xn)) = Y g n(W) | Penli3, 1 € Q. (2.5.19)
j=1
donde los ax (1) vienen dados por la expresién (2.5.7).
Si suponemos que h? € U?(Qp) y M, (X,) es su estimador insesgado, entonces
el estimador insesgado en €y de (2.5.19) basado en el suficiente y completo

viene dado por:

Va(Xn) = THX ) — Ma(X,).

La expresién de M,(X,) puede ser calculada en términos de los polinomios

ortogonales y junto con la expresién de T2(X,,) podremos obtener la de V,,(X5,).
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El estimador V,(X,,) es insesgado.
Si se desea una estimacién de maxima verosimilitud de (2.5.19) basta aplicar
la propiedad de invarianza obteniéndose
oo
9(Xa) = 3 2 (Ko)l|Penlie,

Jj=1

2.6 Implementacion Numérica

Segiin vimos en la observacién 2.5.1 dada una realizacién zi,...,z, el esti-

mador insesgado puede calcularse como:

To(Tn) = i @i (Tn) @i (Tn) (2.6.1)

§=0
con @;n(Zn) = Pju(Tn, Tn)-

Dada la imposibilidad, desde el punto de vista practico, de manipular se-
ries infinitas, con objeto de implementar en un ordenador el procedimiento
de estimacién visto en las secciones anteriores, los desarrollos (2.6.1) deben
ser truncados. Asi pues, obtendremos aproximaciones al verdadero valor del

estimador insesgado que vienen dadas por

k
Tn,k(fn) = Z aj,n(fn)Pj,n(Tm Tn)- (2'6'2)
i=0
Esta aproximacién al estimador insesgado ha sido implementada mediante un
programa escrito en MAPLE V R.4.

Las variables del programa se describen a continuacién:

e k: Numero de polinomios ortonormales.

e C: Funcién cumulante.
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e m: Momentos no centrados.

M: Matriz de los coeficientes de los polinomios

nor: Norma de los polinomios ortogonales.

pp: Evaluacién de los polinomios ortogonales.

s: valor del estadistico suficiente y completo.

h: funcién a estimar.

pe: producto escalar (T,,(s), 7).
e a: coeficientes de Fourier del desarrollo de T,,(Xn).
e T: Aproximacién dada en (2.6.2).

- Inicializacién.
> theta:="theta’; k:="k’; s:=’s’; C:=C(theta); mu:="mu’; n:="n’;
> with(linalg);
> m:=array(0..2*k); M:=matrix(k,2*k);
> nor:=array(0..k-1);
> pp:=array(0..k-1); pp[0]:=1,;
> pe:=array(0..k-1); a:=array(0..k-1);

- Cilculo de los momentos mediante la férmula de recurrencia (2.5.1).
> m[0):=1; m[1]:=diff(C,theta);
> for j from 1 to 2*k-3 do

> mj+1]:=expand (diff(m(j],theta) /n + m[1]*m[j]); od;
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- Célculo de la matriz de coeficientes de los polinomios, ver (1.5.3).

Para ello:

1.-

Determinamos la matriz de momentos.
> for i from 1 to k do

> for j from i to k do

> M[i,j]:= m[i+j-2}; od;od;

> for i from 2 to k do

> for j from 1 to i-1 do

> MIijl:= MIj,iJ; od; od;

Creamos la matriz auxiliar M = (M|I).
> for j from 1 to k do for d from k+1 to 2*k do
> if d-j=k then M[j,d]:=1 else M[j,d]:=0 fi; od; od;

Aplicamos el método de eliminaciéon de Gauss.

Asi obtenemos una nueva matriz M=(normas| coeficientes) que nos cal-
cula las normas de los polinomios y los coeficientes de los mismos.

> for j from 1 to k-1 do

> M:=pivot(M,j,j,j+1..k); od;

Creamos el vector norma de los polinomios y la matriz de coeficientes.
> for j from 1 to k do norfj-1]:=M]j,j]; od;
> M:=delcols(M,1. k);
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- Evaluacién de los polinomios ortogonales.
> r:="r’; for j from 1 to k-1 do

> pplj]:=sum(M[j+1,r+1]*s" r, r=0..j); od;

- Cdlculo de la aproximacién (2.6.2).

Para ello:

1.- Célculo del producto escalar (T,(s), s7).
> mu:=m/[1]; pe[0]:=h; |
> for r from 1 to k-1 do

> pe|r]:= simplify(diff((1/n" r) * h*exp(n*C),thetalr) *exp(-1*n*C)); od;

2.- Célculo de los coeficientes de Fourier.
> for m from 0 to k-1 do a[m}:=0;

> for j from 0 to m do ajm]:=a[m]+M[m+1,j+1]*(pe[j]/nor(j]); od; od;

3.- Calculo de la aproximacién (2.6.2).

> T:=0 ;for j from 0 to k-1 do T:=expand(T+alj}*pp[j]); od;

2.7 Propiedades asintoticas de los estimadores
insesgados

En esta seccidn estableceremos propiedades asintéticas de los estimadores
obtenidos mediante desarrollos ortogonales. Para ello, serad necesario estudiar,

en primer lugar, algunos resultados sobre el comportamiento asintdtico de los
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polinomios y de los coeficientes de Fourier del desarrollo ortogonal de los esti-
madores insesgados.

Para posteriores desarrollos necesitaremos utilizar los polinomios de Her-
mite, los cuales serdn denotados por H(z), kK > 0y vienen definidos de la

forma
~1)f o
(z)—k'z T k IR PAR S (2.7.1)

Dichos polinomios verifican la 81gu1ente relacion de recurrencia
Hoy(2) = 2He_,(2) = (k= DHey(2), k21, (2.7.2)

siendo H,_,(z) =0, Hg(z) =1,

por tanto, la expresién explicita de los primeros polinomios sera
H,, (2) = 2, H,,(z) = 2> - 1, (2.7.3)

Los polinomios de Hermite también pueden ser obtenidos a partir de su
funcién generatriz, cuya expresion es
2
z w
Mg(w,2) =) '()w =ex p{———+zw}.
k>0 k! 2
Lema 2.7.1 Consideremos la familia de polinomios {Qin(s, 1) },>, definidos

en (2.5.3), asociados a la densidad f,(s,0). Se verifica que:

Qk n( 3, H)nk

VF puede

1. La funcién generatriz de los polinomios Q5 (s, p) =

ser expresada como

fals, wt p) (2.7.4)

Hog (w, 5, 1) = (s, 1)
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2.
3
. n _
A, (v_(/T)) Qi+ 20 2V ()2, 1) = He (2) k>0, (2.7.5)
Demostracion.

1. Teniendo en cuenta la expresién (2.5.4) de la funcién generatriz de los
polinomios {Q} (s, 1) }x>0 ¥ la densidad de la NEF, f,(s, p), se obtiene
la expresién (2.7.4).

2. Denotamos por

o

Ginlz, 1) = (ﬁ) ’ Qi n(p+ YV ()Y ), k>0, (2.7.6)

y sea
w*
HGn (’U), Z, /*L) = Z Gk,n(za M)F:
k>0
su funcién generatriz. Bastard demostrar que:
a2
limIlg,(w, z, p) = e:cp{ + zw} , TN—00. (2.7.7)

Teniendo en cuenta que
g, (w, 2, 1) = Hg: (wn™2VY2(u), p+ 20 V2VY2 (), ),

y aplicando el apartado anterior

Falp + 20 Y2VY2 (1), o+ wn=2VI2 ()
folp+ zn=12V2(p), 1) ’

g, (w, 2, p) =
de donde
logTlg, (w,2,4) = n{ (st zn™2VY2(u)) [0+ wn™ PV () - 0(u)] }

= nf{e (8 (n+unPV(W)) -4 (6 (W)}
= n (u + zn_1/2V1/2(u)) IT; — nll,. (2.7.8)
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Desarrollando, por una parte

M = 0 (u+wn™2V72(h)) -0 ()

= Oy V() 4 SV () + o), (27.9)
y por otra
M, = (0 (u+wn™2VY2(u))) — ¢ (0 ()
1
= (un VAV ) 4 SV ()0 )P )
+ S (Y () + on ™), (27.10)
y sustituyendo los resultados (2.7.9) y (2.7.10) en (2.7.8), obtenemos:
! Y sz —1/2
logIg, (w, 2, p) = V()0 (w)zw — V(1) (¢ (1))* 5 + O(n™)

teniendo en cuenta que V~1(x) = 6'(u) se obtiene, ficilmente, (2.7.7) y
de aqui el resultado (2.7.5).

Lema 2.7.2 Se verifica que

k
: n o \? - -
Jim, (m) {Pk,n(,u +2n V2 (), ) = Qe + 207 AV (1), u)} =0.
(2.7.11)

Demostracion.
Demostraremos el resultado enunciado mediante induccién.

Debido a que Py ,(s, u) es igual a Qy (s, p) es evidente que

lig (V%) Pl 20 PVI(), ) = Qualp + 2 VYR (), 1)} = 0.

n—oo
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Suponemos que se verifica (2.7.11) para cualquier j < k.
Teniendo en cuenta que los polinomios {P »(s, #) }xk>0 pueden ser obtenidos,
segiin se vié en la seccién 1.5, ortogonalizando por el método de Gram-Schmidt

la familia {Qk (s, &) }k>0, mediante la expresion
Plc,n(31 l'I’) Qk n\S ,U/ Z Qk,] 3y n(s ,U')

<Qk,m ],n)u

siendo qi; = TN
) W

, para probar (2.7.11), bastara con demostrar que

E
5 k—
T}i)nolo ( ) z qka] Jjn sﬂd - 07 (2712)

denotando por s, = p+ zn Y2VY2 ().

Para ello, podemos expresar

k

j=0

k-1
= Y AkjnBrin:
=0
siendo

k=j

n 2 n 12-

y estudiar el comportamiento limite de Ag ;. y de Bi,jn.

Debido a la hipétesis de induccién, Vj < k tenemos
i
. 2
1}5]20 Bk,j,n = nh_)ngo (V( )) ],n(S,N)

n

= lim (—(7)) Qnlo) = Hoy (), (2713)

n—>00
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y ademas,
15__1'
] n 2 (an Pn)
lim A = = lim r Fgn/p
Jim Ay g, (v m) 1Pyl
k i
= lim ((VLM))Z Qk R3] (V?u)) J,n)li
n—oco
(v23) 1Bal
(He (Z),He.(Z))
_ k ; j =0, (2.7.14)

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Hermite.
A partir de (2.7.13) y (2.7.14), se obtiene el resultado (2.7.12).
O

El polinomio de grado k, ortogonal respecto a la densidad de X, puede

ser expresado de la forma

Pen(5, 1) z ()(s — ). (2.7.15)

Como consecuencia inmediata del lema anterior se obtiene el siguiente corola-

rio:

Corolario 2.7.1 Si denotamos por coef(j, He,) al coeficiente j del k-ésimo

polinomio de Hermite, Yu € Q, se verifica que

k~j

. n 2 ' ‘
& (V(M)> Tkgn(k) = coef(j, He), 0<j<k.

n—o0
Estudiaremos, a continuacién el comportamiento asintético de los coefi-

cientes de Fourier de la expresién ortogonal de los estimadores insesgados.

Teorema 2.7.1 Sea h € UZ (), y Tn(Xn) Z O (1) P (Xn,y 1), €l esti-

mador insesgado de h(p) en Qy para cada n > no, . Se verifica
Dyh(p)

o VE20, pe. (2.7.16)

him ay,n (u) =
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Demostracidn.

Los coeficientes de Fourier del desarrollo de T;,(X,,) vienen dados por

(Tn(yn)’ Pk,n(ym N))u
| PenllZ, ’

a‘k,n(//") =

ver (1.3.4). Teniendo en cuenta (2.7.11) y tomando limite en la expresién

anterior obtenemos

nlggo Qk,n (:u') = lim (V(#)) 7 <Tn(YN)’ nk/2v(ﬂ)“k/2pk,n(*_x-n7 l"’))l‘

e || Prnll3,,
= lim (V(“)) (Tn(Xn), 2V (1) Qi (Xns )
e n ”Pk,TLHZ,y

(2.7.17)
Por otra parte, si derivamos k veces respecto de p la igualdad

BuTa(Xn)] = [ Ta(s)fals, 6)ds = h(w),

debido a la definicién de los polinomios Qy (s, 1), ver (2.5.3), obtenemos

V) 2 _ [, () Qun(5,0) (5,805 = (To(R)s Qi (Ko )

Sustituyendo este resultado en (2.7.17), y teniendo en cuenta la expresién

(2.5.5) de la norma de los polinomios, se obtiene de forma inmediata que,

im aq(p) = pe Vk>0.

k'’

Sea h € U?(%),n > ngy ko > 1. Denotaremos por Ry, (X, 1) al resto de
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la serie de Fourier

Rko (Ym ﬂ‘) = Z ak,n(ﬂ')Pk,n(}_(m /.,L)
k=ko

El siguiente lema muestra el comportamiento asintético de dicho resto.

Lema 2.7.3 Consideremos h € U2(Qp) n > no y sea ko > 1. Se verifica

que Vu € g, Va < ko/2

n® Ry, (X, 1) 240, n— oo

Demostracion.

Aplicando la desigualdad de Tchebychev se tiene que

n2a

Pﬂ[naleo(ym/"'” > 6] S G_QVCLT[L(Rko(Y’n) .U'))a
por lo que bastard demostrar que
lignnz"‘Varu(Rko (Xa,n) =0, Va<ky/2 VpeQ.

Para ello,

(o0}

limn, 7%V a7, (Rey (X, 1)) = limn® Y af () 1Pl =
k=ko
o0 2 k | 00 2 k k!
= li%n ’n,2°‘ Z Mk_ < li,rln n2a—konlgo E O (“)V (/J,) ~0

= k Z ,
k=ko n k=ko L]

D¥h(p)
I

donde ax () = limagq(p) =
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Lema 2.7.4 Se verifican

(i)

con Z ~ N(0,1).

(i)

_ n o
F WKap) =1, (cs). 2.7.18
w <2V(,u) loglogn) Fen(Xn, 1) (c:s.) ( )

Demostraciéon.

(i) Definiendo Z, = y/n )‘i’E —)f y debido al lema 2.7.2 podemos escribir
l‘b 2

Nla-

k
nz Zn, 1
plim, ——Pin(Xn,p) =plim ——Pea(p+ —=V (1), p) =
V(u) k ( ) -y V(,U,)% k ( \/ﬁ ( )

- plimv( T hal %V(uﬁ,u),

a partir de lo cual, teniendo en cuenta el lema 2.7.1 y el teorema central

mla-

del limite, el resultado es inmediato.

(ii) Teniendo en cuenta la expresién (2.7.15) de Py ,(Xn, p), podemos expre-

sar

Wl

lim,, (QV(/J, loglogn) Pk,n(Xn:u’) =

__k
k

[MEd

[am—

. o
IT{HZ (2V(H) loglogn> Tk, jn(Xn — 14)

J=1

k=i

i
2 2

T (ZV( )ﬁ)glogn) (X = by

lTILIIE:<2V loglogn)

=1
= 1 (cs.),

[om—y
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resultado que se obtiene a partir del corolario 2.7.1 y de la ley del loga-

ritmo iterado.

Teorema 2.7.2 Sea h € U2(Q), n > ng, ko = min{j > 0 : Dih(uo) # 0}
y wo € . Sea T,(X,) el estimador insesgado de h(uo) en o, para cada

n > ng.Entonces,
(i) Vo < ko/2,  n®{Tu(Xn) — h(uo)} 230, n — oo.

(i1) La sucesion {T,,(X,)} tiene un limite asintdtico

i DFh(p)

n® {Tn(Xn) - hluo)} V(o) He,(2), n— oo

ko!
(2.7.19)
(iii)
kg
(o N\t o _ Dieh(u) i
lim (21/(”) log log n) {Ta(Xn) = h(mo)} = —k”O!—‘V(Mo) 2, (cs).
(2.7.20)
Demostracion.

(i) Teniendo en cuenta la igualdad
n*{Tn(Xn) — h(to)} = n*Rio(Xn, o),
y aplicando el lema 2.7.3 obtenemos el resultado esperado.
(ii) De igual forma,

k —_— k e k —
"J"’l[Tn(Xn) - h(HO)] = nizlako,npko(XmﬂO) + néleo-i-l(Xn,/J‘U)

= Tl,n + T2,n- (2721)
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Aplicando el lema 2.7.3

Tom = n%QRko+1 (X sy o) o, 0, n— oo

»

Por otra parte, teniendo en cuenta los resultados del lema 2.7.4 y del

teorema 2.7.1

k —_ Dkop u k
Tl,n = nélako,npko(XmﬂO) —'d_) —'H_k'o#o_)v(ﬂl))élHeko (Z)

La conclusién del teorema se sigue de la aplicacién del lema de Slutzky.

(iii) La demostracién de (2.7.20) es similar a partir de (2.7.18).

Resulta interesante comparar las distribuciones limites del umvue en §Jo y del
estimador de maxima verosimilitud. Por eso incluimos este lema cuya demos-

tracién puede verse en Serfling (1980) [42] .

Lema 2.7.5 Sea {Y;} una sucesién de variables aleatorias con distribuciones
AN(p,02) con o, — 0. Sea g una funcidn real, ko veces diferenciable (ko > 1)

respecto de pu con DXog(u) #0 y Dig(p) =0Vj < ko. Entonces

oY) = () 4. ok
_dy 7k 7~ N(O,1).
T Dkog(u)ok (

Por el teorema de Zehna es obvio que el estimador de maxima verosimilitud
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de h(p) es h(X,). A partir aqui, tomando Y, = +/n(X,—pto), es ficil demostrar
que

D,’i(’h(ﬂo)

b VP (m)Z*, n—ooo.  (2.7.22)
0:

nfo/2 {1(X,) — h(po) } -5

Teniendo en cuenta la expresién (2.7.3) de los primeros polinomios de Her-

mite se tiene que :

e Si h'(u) # 0, entonces:
VA{To(Xn) = h(po)} ~ N(0, Dh(p0)?V (1o))- (2.7.23)
e Si h'(uo) = 0 pero h”(ug) # 0, entonces:

2n
D2h (o) V (

“0) {Tn(—X—n) - h’(.uﬂ)} +1 "d_> X%‘

Noétese que si kg = 1 la distribucién limite del umvue y del estimador de
maéxima verosimilitud coinciden, es decir el umvue y el estimador de maxima
verosimilitud son asintéticamente equivalentes. Sin embargo, para kg > 1, este
resultado no es cierto tal y como se pone de manifiesto comparando (2.7.22) y

(2.7.19).
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2.8 Cotas inferiores para la varianza de esti-
madores insesgados

Segin vimos en el primer capitulo, teorema 1.4.1, para cualquier
Vu =V(Xy,...,X,) estimador insesgado de h(u),
Vary(Va) = Bmp(h, 1) = Z @, k()] ‘Pk,n“2,u Vi € Qo.
k=1
La sucesién de cotas {Bnn(h, t)}m>1 constituye una sucesién no decreciente
de cotas inferiores para la varianza de los estimadores insesgados de h{u) para

un tamano muestral n. De hecho, la cota de orden 1 es

Bin(h,p) = (Dﬂh(“,,)l)z V(p,),

que es la cota de Fréchet-Cramer-Rao. En general, B, »(h, 1) es la m—ésima
cota de Bhattacharyya. Dicha cota se alcanza si y solo si T;,(X,) es un poli-
nomio de grado m en X, este resultado es debido a Fend (1959) [18].

Es interesante estudiar si la varianza de los estimadores insesgados es el limite
de las cotas de Bhattacharyya. Por ejemplo, Khan (1980) [25] investiga este
problema en el caso particular de la familia exponencial natural con varianza
cuadrética. Si h € UZ() la serie i ag . (1)|| Penll3 . es finita para cualquier

k=1
u € {1y, entonces es evidente que

lim By, (B, p) = E IPk,nuzu = Vary(Tw(Xs),

y como consecuencia el limite de las cotas de Bhattacharyya es la varianza
del estimador insesgado en cualquier familia exponencial. Por lo que contra-

riamente a lo que conjetura Khan, el limite de las cotas de Bhattacharyya
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coincide con la varianza del umvue en cualquier familia paramétrica.
Teniendo en cuenta el comportamiento limite de los polinomios Py, (Xn, 1),

ver el lema 2.7.4, y el de los coeficientes de Fourier ay (), ver el teorema 2.7.1,

pbdemos deducir algunas propiedades limites de las cotas, By ,(h, u), cuando

el tamano muestral tiende a infinito:

DL () 2Vt (u)
im ™D - yCH
nh_)rgon (Bms1,n(h, ) = Bmpn(h, p)) = (m + 1)!

2.9 Comparaciones con el estimador de maxima
verosimilitud

En este apartado, basdndonos en los desarrollos obtenidos en términos de
los polinomios ortogonales, vamos a realizar comparaciones asintéticas entre
el estimador de maxima verosimilitud y el estimador umvue de una funcién
h(w).

Consideremos h € U2 () y sea T,(X,), n > ng, su correspondiente esti-

mador insesgado en ).

Proposicion 2.9.1 Para cada p € Qy se verifica

— — D2h(p)V
A{T(%) - h(X,)} B - DUV (2.9.1)
Demostracion.
Como h € UZ(€y), h es analitica en §y, por lo tanto
— ® DIh(u) — :
MXn) =), “j! (Xn—p), n>ne. (2.9.2)

=0
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Teniendo en cuenta la expresién del estimador insesgado

To(Xs) = Z a’j,n(/‘)Pj,n(_Xn: 1), (2.9.3)
J=0
podemos escribir

To(Xa) = h(s) + Duh(u)(Xn — 1) +

+ D,,;»(u) [(Yn —n)* - K’T(l—“l(_fn - - _V_fbu_)
+ 2 a’j’"(:“')Pk,n(Ym .U')- (2.9.4)

Restando de (2.9.4) la expresion (2.9.2), se obtiene

(T (%)~ h(®) = -2y Dy,
+ nR3(Xa,p) +n i Df‘;!(m (Xn — )
= Ti+T+13 +'1]’4?

Veamos la convergencia en probabilidad de los tres dltimos sumandos:

2
o Tp = —QIL’ZELN-)V' (#)(Xn — u), converge a 0 en probabilidad, por la

consistencia de X,,.

e Aplicando el lema 2.7.3, se tiene que T3 = nR3(X,, 1), converge a 0 en

probabilidad.

oo ¥) .
e El dltimo sumando, 7, = n b (1) X, — u), utilizando la expresién
J' l‘[’ K
Jj=3 )
del resto de Lagrange, verifica que

(Ro = ) = n2emd g,
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con &, = p+ an (X, — p), para algin o, € (0,1), una variable aleatoria,
con la propiedad

bn 2 1 n — oo.

De esta forma se tiene la convergencia a 0 en probabilidad de este ltimo

sumando.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la convergencia en probabilidad de cada su-

mando, se obtiene el resultado esperado.

O

Segiin (2.7.23), la eficiencia asintética relativa del estimador de maxima
verosimilitud con respecto al umvue en Qy, ARE[W(X,), Tn(X,)], es igual a
1. Se tiene que el estimador de méxima verosimilitud y el umvue de h(x) en
{2y son equivalentes en términos de la eficiencia asintética relativa. Cuando
esto ocurre, se pueden establecer comparaciones de segundo orden entre ambos
estimadores, calculando para ello la deficiencia asintética esperada, ver Hodges

y Lehmann [22].

Definicién 2.9.1 Sean T, y Ts,, dos sucesiones de estimadores de h(p), con

errores cuadrdticos medios dados por

b 1 |
ECM(T,,) = ni + g to (n+) , i=1,2

Se define la deficiencia asintdtica esperada de T, respecto a Ty, como

baby gy g =1
ar

AED[Ty,,Tin] =4 0o si0<s<l1 (2.9.5)

0 s18> 1.



CAPITULO 2. ESTIMACION EN LA FAMILIA NEF 70

El siguiente teorema nos proporciona la expresién de la deficiencia asintética
esperada del estimador de maxima verosimilitud, h(X,) con respecto a T,,(X,),

lo cual nos permite establecer comparaciones de orden superior.
Teorema 2.9.1 Sea h € U2 (Q) para cierto natural ng > 1. Entonces

(i) El sesgo del estimador de mdzima verosimilitud de h(u) viene dado por

sesgo,(h(Xy)) =
DAV () V() [Dip)V' (1) | Duh(p)V (k) 2
o + 2 5 + 3 +o(n™%).
(2.9.6)

(ii) Para el error cuadrdtico medio del estimador de mdzima verosimilitud

de h(p) se obtiene la siguiente expresion

ECM,(h(X,)) =
_ (b))’ V(s) | Duh(m)V(w) [D2h(u)V (4) + DZR(W)V' ()]
4 gb_( (p,)) ( ) + o(n™ ) (2.9.7)

(iii) Si D,h(u) # 0 la deficiencia asintdtica esperada del estimador de mdzima
verosimilitud, h(X,), con respecto al umvue en Qy, T, (X,), viene dada
por

AEDH [h'(yn)a T, (j(—n)] =

D3h(p)V () N D2h(u)V' (1)

1 (D2h()
D,.h(3) D(w) 4 (

o (u)) V(u). (2.9.8)

Demostracion.
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(i)

(i)

Sea g,(p) = EL[h(X,)] estd bien definida en €. Teniendo en cuenta
la expresién (2.9.2) de h(X,) e intercambiando la serie con la integral,

obtenemos

= i_o: D{‘;!(M)E[(Yn ~ ] peQ (2.9.9)

A partir de (2.5.2), funcién generatriz de momentos centrales de X,

podemos obtener

e = VZ’(M)VZ(M)Jr(V’(u))zV() L+ 3w

siendo p; = E[(X, — p)]
Sustituyendo en (2.9.9),

My, Dyh (u)

anti) = h(+ 2y ) DY P 2 o

(2.9.10)

y de forma inmediata se obtiene (2.9.6).

Para determinar la expresién del error cuadratico medio de h(X,), ten-

dremos en cuenta que

ECM, (h(yn)) = Var, (h(—)?n)) + (a?esgou(h(jf_n)))2 :

Para n suficientemente grande, Var, (h()_(n)) < oo (ya que h(X,) es
asint6ticamente eficiente) para cada p € €. Entonces h(X,) serd el

estimador insesgado de g, () en Qq, cuyo desarrollo en términos de po-
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linomios ortogonales es

h(yn) = Z dk,n(U)Pk,n(Yna M)a V“ € (o
k=0

con varianza
[o ]
Var, (MXn)) = 3 di ()l Peall3 (2.9.11)
k=1

siendo
(B, Pen (K 1))

din =
k(1) 1Benls

En particular

D2g, () .

dO,n = gn(u') dl,n = Dugn(ll') d2,n = 2

Derivando k veces la expresién (2.9.10) obtenemos
1 -
Diga(n) = Dyh(k) + 5-Df (Dih(u)V (1)) +o(n™")

y aplicando la férmula de Leibnitz, se obtiene

k[ k
D%gn(u) = Drh(p) + -2% > (

i=0 \ j

) D3 () DV (u)
J

En particular, para k =1

(Dugu1)? = (Duh())*+-Dyh() [DA()V (1) + D2V ()] +o(n ™),
(2.9.12)

y para k = 2,

(D2gaw)” =

2 2

= (0200)° + 222 12030V () + DERV () + D2V ()]

+ o(n7h). (2.9.13)
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(iii)

Sustituyendo (2.9.12) y (2.9.13) en la expresién (2.9.11) de la varianza
de h(X,),
Var, (h(Yn)) =

+ ( (222 W) +o(n™?). (2.9.14)

Ademas, teniendo en cuenta (2.9.6),

(D2h(w)" V(W)
4n?

(sesgou(h(jfn)))2 = +o(n™?). (2.9.15)

Por tanto, sumando (2.9.14) y (2.9.15) obtenemos la expresién para el

error cuadrético medio de h(X,).

Para obtener la deficiencia asintética esperada de h(X,) con respecto a
T,.(X,), observamos que
ECM, (To(X,)) = Var, (Tu(Xn)) =
2
_ D)V, (Dhk() Vi(k)

= 52 +o(n™?), (2.9.16)

y teniendo en cuenta la expresién (2.9.7) del error cuadratico medio del
estimador de méxima verosimilitud de h(u), y la definicién de la defi-

ciencia asintética (2.9.5) obtenemos,

AED [W(X,), T(X,)] = —l?f%—‘(—% [D3h()V (1) + DZRGV ()]

1 2.9 2 2
* i ooy 1 PH) V) - 5 (BinG0) V)
Dh(s) 1 (D*h(u)\’] .. .Dih(w)
e [D,Lhm) i (3 (u)) VDR
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y por tanto se obtiene la expresién (2.9.8) para la deficiencia asintética

esperada.

O

Para establecer los resultados anteriores, hemos comparado la expresién
del estimador insesgado utilizando polinomios ortogonales y la del error cua-
dratico medio del estimador de méxima verosimilitud utilizando el desarrollo
en serie de Taylor. Se obtiene el mismo resultado si se aproxima la varianza
del estimador insesgado utilizando el desarrollo de Taylor, Hwang y Hu (1990)
[23)].

Si para cierto o € Qg, D k(1) = 0, no es posible establecer comparacio-
nes asint6ticas entre h(X,) y T,(X,) mediante la eficiencia asintética relativa
(ARE) 6 la deficiencia asintética esperada (AED). Una alternativa a esta situa-

cién seria estudiar el comportamiento limite de la eficiencia del riesgo, LRE.

Definicién 2.9.2 (ver Lehman (1983) [28]) Supongamos que T1 pn, y Topn, SO0
dos series de estimadores de h(u), siendo ny = ny(ny) tal que sus funciones

riesgo R(p, T;n,) ©=1,2 verifican que
n:R(N’yﬂ,ni) 1=1,2

tienden a un limite comin 72. Diremos que el limite de la eficiencia del riesgo

de Ty, respecto a Ty, es

LRE(TI,M 3 T2,nz) = lim n27gn1)
1

supuesto que este limite existe cuando n, — oo y es independiente de la se-

cuencia particular na(ny) elegida.



CAPITULO 2. - ESTIMACION EN LA FAMILIA NEF 75

Se verifica el siguiente teorema, cuya demostracién puede verse en Lehman

(1983) [28].

Teorema 2.9.2 Sean T, y Tz, dos series de estimadores de h(u), tales que
sus funciones riesgo verifican que lim, oo 0" R(p, Tipn) =72 >0, i=1,2

entonces, el limite de la eficiencia del riesgo de Ty, con respecto a Ty, €s

le 1/r
LRE, (Tyn, Tip) = (-—2) .
P

Consideraremos como funcién de riesgo el error cuadratico medio.

Teorema 2.9.3 Si para cierto uy € Qy, D,h(po) = 0 entonces, el LRE de la
sucesion de estimadores h(X,) respecto a la sucesion T,(X,) es

LRE,(h(X), Ta(X.)) = 3.

Demostracion.
Si Dyh(uo) = 0, segiin (2.9.16) y (2.9.7), se tiene, respectivamente

(D2h(10)) V(1)
2n°

Vary, (Tn(yn)) = +o(n7?),

— 3 2 -
ECMy (X)) = 5 (Dih(a)) V(o) +0(n ™).
Aplicando el teorema anterior, con r = 2

(Dﬁh(uo))sz(uo)}l/zz 2
(D2h(10)) V2 (1)

LRE,, (h(Xn), Tu(Xw)) = [_é__
(]

Podemos concluir que el estimador umvue en y de h(u) es mas eficiente

que el estimador de méxima verosimilitud , en el sentido de la definicién 2.9.2.
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2.10 Aplicacion a la distribuciéon Normal

La teoria desarrollada para la obtencién de estimadores insesgados mediante
desarrollos ortogonales puede ser extendida a distribuciones que dependan de

mas de un parametro. Este es el caso de la distribucién Normal.

Sea X1, X3,...X,, una m.a.s. procedente de una poblacién N(u,c?). Nues-
tro objetivo es determinar el estimador insesgado de minima varianza de una
funcién h(y, 0?), basada en el estadistico conjuntamente suficiente y completo

(Xn,S2).

En primer lugar estudiamos el caso en que solo p es desconocido. Un es-

n

s . v d i— i . . .y 2
tadistico suficiente y completo es X, = =*=L"= cuya distribucién es N (Ma %)
Basandonos en la teoria general, el sistema de polinomios ménicos ortogonales

{Pyxn(s, 1)} asociados a esta densidad viene dado por

Pin(s, p) = (7‘%)’c He, (E———u)ﬁ) :

o
con H,,(t) los polinomios de Hermite, definidos en (2.7.1), siendo su norma

2

k
92 . g
1Pl =4 (Z)

Se tiene el siguiente teorema de caracterizacién de funciones del pardmetro

p que admiten umvue, ver Lépez Bldzquez et al. (1997) [32]:

Teorema 2.10.1 Sea U2(IR) el conjunto de funciones reales del pardmetro p
que admiten un estimador insesgado para una muestra de tamano n. Entonces,

si h € UX(R) y T,(X,) es el estimador insesgado de h(p), se verifica que
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(i) La ezpresion del desarrollo ortogonal de T, (X,) viene dada por

T = 3 e, (V) oy
(1) . k
Var,(T, Z L h(u)) ( n ) vhe R

() U2(R) = {heA z@i‘,ﬁ%ﬁm pe ),

siendo A(IR) el conjunto de funciones analiticas en IR.

Segiin se vié en (2.5.11), escogeremos p = X,, obteniéndose la siguiente ex-

presién para el umvue y la varianza del mismo:

i:: k'n k/2) H(0) = Z( 1)’ D(;f;()i( n)o J,

Var,(T,(%.) = 3 2 e

Obsérvese que si en la expresién (2.10.1) hacemos p = 0, el estimador ob-
tenido coincide con el dado por Gray et al. (1973) [21]. Ellos obtuvieron su
estimador por un procedimiento completamente distinto: aplicando jackknife

al estimador de maxima verosimilitud y después el procedimiento de Blackwell-

Rao.

Si u es conocido y o2 es el pardmetro desconocido, un estadistico suficiente

(X — p)? . e, n n
§2 = &= ~ , siendo su distribucién Ga(i, 50—2)

y completo es
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El sistema de polinomios ortogonales {Qx.(s,0?)} asociados a esta densidad

viene dado por

2y _ (=2)Fklo®* (a_y (__)
Qk,n(saa ) - nk L 20_2

con L (371 (t) los polinomios de Laguerre generalizados, ortogonales respecto

a la funcién peso w(t) = e *3 7, definidos en (2.5.13). Por tanto

(20%)%*EIT(k + 2)
()

||Qk1n”g,ﬂ'2 =

Se tiene el siguiente teorema de caracterizacién de funciones del pardmetro

0? que admiten umvue.

Teorema 2.10.2 Sea UZ(IR™) el conjunto de funciones reales del pardmetro
0% que admiten umvue para una muestra de tamario n. Entonces, si h €

U(IRY) y T, (S2) su correspondiente umuvue

(i) La expresion del desarrollo ortogonal de T,,(S2) viene dada por

o (—1)kDkh(0?)o?*T (%) (3D <nS,2L)

T.(S2) =" N 5 (2.10.2)

Pt T(k+3%)

th(o ))? (or‘““)[‘(%)
T(k+1%)

(i1) Vary(T,(S?%)) Z ( Vo? >0

(c) UX(IRT) = {h € A(0, +o0) : ky_:l (D’“hk(!02))2 (I‘(k)—+-(")) <o o> 0}

siendo A(0, +00) el conjunto de funciones analiticas en (0, +00).

Escogiendo 02 = S? se obtiene la siguiente expresién para el umvue y la

n

varianza del mismo:
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Tn(szr.) = Z k D)

= T(k+12)
+oo (DFR(S2))(S2)*T (2
Var(r(sp) =35 (L)f ﬂ))k! &),

Si tanto u como o2 son desconocidos y nuestro objetivo es determinar

tee (-D)'DPASSIT () 3 (n)

el umvue de una funcién h(c?), consideraremos como estadistico suficiente y
o \2

s (X - Xa) n—1 n—l)

n—1 2 ' 202 )

El desarrollo es anslogo al caso anterior sin més que sustituir n por n— 1y S2

completo SZ = , cuya distribucién es Ga <

por an. Por tanto, el desarrollo ortogonal del umvue es

It ) = i (~1)*D*h(02)SET (252) L5 <(n — 1)5371)'
-7 = r (k + "—2_—1) * 20?

(2.10.3)

Si tanto p como o son desconocidos y queremos determinar el umvue de
una funcién h(u,o?), aplicaremos consecutivamente los resultados (2.10.1) y
(2.10.3). Suponiendo o2 fijo, podemos considerar h(u, o) funcién de p y apli-
cando (2.10.1) tendremos que el umvue, para esta nueva funcién, viene dado
por

% DEW(X,, 0%) 0"

Tny'mo-2 =
i ) ,cz:‘z) k'\/nk

La funcién asi obtenida depende solo de o2, por tanto aplicando (2.10.3) a

Hi(0). (2.10.4)

T1 n(Xn,0?) obtendremos el umvue de h(y,0?) cuya expresion es

1% %) = 35 DA S S T ()
(2.10.5)

=0

Desarrollos similares al obtenido en (2.10.5), han sido dados por Woodward

y Gary (1977) [54], pero utilizando un método completamente distinto.
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Ejemplo 2.10.1 Estimacidn insesgada de minima varianza de P[Y > X],
bajo la hipdtesis de que X e Y son variables aleatorias independientes, siendo
la distribucién de Y conocida. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que Y ~N(0,1) y X ~ N(p,0%), pyo? desconocidos.

Podemos expresar la funcidn a estimar como

PlY <X]=4¢ ( \/1L+0__2) = h(y, o), (2.10.6)

donde por ¢ representamos a la funcidén de distribucion de la N(0,1).

Teniendo en cuenta que

o) - () o) o ()

y sustituyendo en (2.10.4) obtenemos

. k 1 kH (0) ( X, ) ( _Xn >
Tin(Xn,0%) H, |\——]
1, ( Z k' r— ,—-———1 T 0_2 / 2 k /1 + 0_2
A partir de esta expresidn y de (2.10.5) obtenemos el estimador insesgado de

minima varianza de (2.10.6):

T, (—X—m an) =

L& ek ey CDFITSLIT (27 (59 (n—l)
_j,%;on’z (5. D5A(Xns %) KIniT (j + 252 Ho O 5"\ 75 ~)

stendo,

oot - Eisin (e o ()
y | -
st (F)p (5+1)

) k+2m
o) [
Any(S2) = (m) (\/FS-) 2T (5-G—m) - 1)




Capitulo 3

Estimacion en familias no

regulares

3.1 Introduccién

La teoria desarrollada en el capitulo 1, tiene un dmbito de aplicabilidad
bastante general. En este capitulo mostramos como dicha teoria puede apli-
carse a familias de distribuciones que no son regulares en el sentido clasico. Asi
pues, consideraremos el caso de una familia de distribuciones cuyo recorrido
depende del parametro.

A la vista de los resultados de este capitulo y del anterior podemos afirmar
que el estudio de los desarrollos ortogonales de los estimadores proporciona
una herramienta bastante general para el estudio de problemas relacionados

con la estimacién insesgada.

81
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3.2 Estimacién en distribuciones truncadas

Consideramos la familia de distribuciones

| 1
2,0) = ————, a(fh) <z<a(f), 0€0O. 3.2.1
f( ) a(a) . a(Go) ( 0) ( ) ( )
Sin pérdida de generalidad podemos suponer a(fy) = 0, quedando la densidad
de la forma
1
= — . 3.2.2
f(=,9) 20 0<z<a(d) (3:2.2)

La funcién de distribucién asociada es

F(z,0) = %, 0 <z < a(f).

Consideraremos X, ..., X, unam.a.s. de dicha distribucién. El estadistico
Sn = max {X;} es suficiente y completo para 8 siempre que a(.) sea estricta-
mente ;r;ciente, ver Stuart y Ord (1991) [48] .

La funcién de densidad de S,, viene dada por

nsn—l

fn(sye) = W’ O<s< a(0)

Esta distribucién queda determinada univocamente por la secuencia de
momentos {my (0) = Ep[S¥]}k>0. Esto es debido a que siempre que una dis-
tribucién de probabilidad esté concentrada en un intervalo finito, los momentos

la determinan completamente, ver Shiryayev (1984) [45].

3.3 Polinomios Ortogonales

Para cada @ € © consideramos el espacio de funciones Lj, definido en

(1.2.1).
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Todos los momentos de S, existen y son

a(@)%, V0, k=1,2,....

n
E[S’ﬂ - n+k

Entonces podemos encontrar, en L7, un sistema de polinomios ménicos orto-
gonales respecto a la funcién de densidad f,(s,6).

Vamos a obtener explicitamente dicho sistema, que lo denotaremos por
{Pin(s,0) }k>0. Para ello consideraremos los polinomios de Jacobi, cuya ex-
presion viene dada por

Grpa(z) = &(p::k)) >(-1) ( i ) %x“i, z € (0,1),

siendo p—¢q¢ > -1, ¢ > 0.
El sistema {Gkpq}k>0 €s ortogonal respecto a la funcién peso

w(z)=(1—-z)%, p—g¢>-1,¢>0,z€(0,1),

siendo su norma

ET(p+ k)(g+ k) (k+p—q+1)
(2k + p)T'2(2k + p) ‘

||Gk,p,q”2 =

Mediante un sencillo cambio de variables puede comprobarse que

Pen(s,8) = a(0)" G (ﬁ)

forman un sistema de polinomios ménicos ortogonales respecto a la funcién de

densidad f,(s,6). Su expresién explicita es

T(n+k) & . T(n+2k—3) [ s \*
Piu(s,0) = (a)kr( T 28) Z( 1) ( ) T(n+k—i) (a(9)> ’
(3.3.1)
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Cuya norma €es

1Pinllzo = na(6)* | Ginall

En particular,

Po,n(s) = 1,

n
P n = —_
1, (S) S n

+ 12
Pyn(s) = s*—a(h)

a(0),
(n+1) . a?(@)n(n+1)
n+3 (n+2)(n+3)

con normas respectivas

1Ponllze = 1,

Pial3e = a(8)? -

” 1, ”2,0 a’(e) (n+2)('n-i2-1)2’

P T 2 = 0 4 - "
1P2nllZ a(f) (n +4)(n + 3)%(n + 2)?

3.4 Propiedades limites de los polinomios or-
togonales

Para estudiar las propiedades limites de los polinomios ortogonales necesi-
tamos algunos resultados previos.
Usando la caracterizacién de la convergencia en ley mediante la funcién

caracteristica, se tiene el siguiente resultado

Lema 3.4.1 Sean {Y,}n>1 €Y variables aleatorias con momentos finitos de
todos los ordenes, Vn,k my, = E[|Y,¥] < 00 my = E[|[Y¥] < 00, tal
que las secuencias {my .} y {mx} caracterizan a las distribuciones de Yy, y de

Y respectivamente. Son equivalentes:
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(i) Yo -5 Y n— oo,
(i) mun = E[Y¥ —s my = E[Y*], n— oo, Vk>0.

Corolario 3.4.1 Sea g una funcidn continua definida en IR™ (0 en subconjunto

de IR"). Sean Y, e Y en las condiciones del lema anterior. Entonces

lim g(man, .- - M) = g(ma, ..., my).

De forma mds general, si {gn}n>1 €5 una sucesion de funciones continuas tal

que g, converge puntualmente a una funcion continua g, entonces
hgngn(ml,n, ey My g) = g(ma, ..., my).

Una aplicacién importante de este corolario es la convergencia de los deter-
minantes de las matrices de momentos de Y, a la correspondiente matriz de

momentos de Y.

Teorema 3.4.1 Sean Y, e Y variables aleatorias en las condiciones del lema
anterior. Sean My, = (m,-+j,.,,)z.’j=1mk y Mg = (Miyj)ij=1,..k las matrices de

momentos asociadas a Y, e Y respectivamente. Si det My # 0 entonces
lim Pya(s) = Puls) v lim [Peall® = | Pell?

donde Py .(s) y Pi(s) son los polinomios mdnicos ortogonales de grado k aso-

ciados a las densidades de Y, e Y respectivamente.

Demostracion.

La demostracién de este teorema es inmediata si tenemos en cuenta el método
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de construccién polinomios ortogonales mediante determinantes de las matrices

de momentos visto en la seccién 1.5 de la presente memoria.

a

Sea Xi, ... X, una muestra aleatoria simple procedente de la familia (3.2.2).
Se verifica que

Sn
Wo=n (1 - m) 25 W ~ Exp(1), (3.4.1)

cuando n — oo, para cualquier § € ©.
Sean {Ryn(w,0)} k>0 ¥ {Prn(s,0)}x>0 los sistemas de polinomios ménicos
ortogonales asociados a las densidades de W,, y .S, respectivamente. Se puede

comprobar facilmente que

Rin(,8) = Pon (1= 2) a(9),) (;8;,’: "

n

con norma, en sus respectivos espacios L2, :

n2 g2 (n + k)2

Reall = :
1Rl (n -+ 2k)T(n + 2k)2

Consideremos los polinomios de Laguerre generalizados definidos de forma

recurrente por
KL (w) = (2k + o — 1 — w)LE (w) — (k+a - D)L, w),  (3.4.2)

=1, [w)=(+1)-w,

cuya expresion explicita fue dada en (2.5.13).
Los polinomios {(—l)kk!LECO) (w)}k>0 son monicos y ortogonales con res-

pecto a la densidad de una f(w) = exp(—w)w > 0. Como la distribucién de
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W, estd determinada univocamente por sus momentos, por el teorema 3.4.1

podemos decir que
lim Ry n(w,0) = (-1)*kILO (w), V9 €O, k>0,we R,

y ademas

lim (| Renll30 = [[(~1)*RLLEY |7 = k12, V0.

Entonces, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.4.2 Sean Xi,...,X, wvariables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas segin (3.2.2) y sea {Pin(s,0)}x>0 €l sistema de
polinomios monicos ortogonales asociados a la densidad de S, = &1% {X,:}.
Entonces o

E) a,(o)) =LPw), V9ecO, k>0, we R

n

(i) lim (k) Pen ((1 -

2k
(i) lim ( (a)) |PenlZy = k2, VO €O, k> 0.

Supongamos que el polinomio ortogonal de grado &k con respecto a la den-

sidad de S,, es expresado como
k
Py ,(s,0) = Z Tk jn(0)(a(6) — s)’. (3.4.3)
A partir del teorema anterior obtenemos

Corolario 3.4.2

nk—Jj
lin G an(®) = coefG L), W0€O, 0<j<k  (344)

siendo coef (7, L;co)) el coeficiente j-ésimo del k-ésimo polinomio de Laguerre.
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Demostracion.

S
Sea w=n (1 - M) . Entonces

lim —— a(0) = Prn(s,0) = a0)F me, )(a(8) — s)?

-t S o 3
=l (a)ka (—)jaw)" = KL (w).

Por tanto, igualando término a término
nk-J

Fa() Ve Tk a(0) — coef(],L( )) n — 00.

|

Como consecuencia de este corolario y debido a que 7k (6o) =1y a que

—~1)*
coef (7, Lfco)) = %— tenemos

- ol0n)*
lunPkn s, 69) ;)hﬁn (00 ]Wk,j,n(ao)hm 7 (a(6p) — s)! =
= klcoef(k, L") (a(8) — 5)* = (s — a(fh))*.

En general, si {s,}n>1 es una sucesién de ndimeros reales tales que

lim, s, = a(f) entonces

im Pyn(sn, 00) = (a(6) — a(8o))". (3.4.5)

3.5 Estimacion insesgada

Sea Xi,...X, una muestra aleatoria simple procedente de la familia de

distribuciones (3.2.2). La caracterizacién de las funciones estimables para esta
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familia, ver Tate (1959) [49], es:

Una funcién h : (0, +00) —> IR es una funcién estimable si y solo si
1. h(0)0™ es absolutamente continua.
2. lim h(6)0™ = 0.
60+
Ademis, un estimador insesgado de h(f) es

To(Sa) = h (a1(SW) + %Dh(a-l(sn)). (3.5.1)

Sea h(#) una funcién estimable y T, (S,) el estimador insesgado dado en

(3.5.1). De acuerdo con la teorfa general si T;, € L}, puede expresarse

Tn(Sn) = Y arn(0) Pen(Sn, 0)- (3.5.2)

k>0

Con objeto de calcular los coeficientes de Fourier en (3.5.2), calcularemos

Eg[Tn(Sn) Pen(Sn, 0)] . De (3.5.1), obtenemos

Blr(s5 = 22 (nh(9)+1(n+3) Z(—l)iﬂw), (353)

et (n+j—1)!
y a partir de este resultado, de la expresién (3.3.1) de los polinomios ortogo-

nales y teniendo en cuenta que

k |k n —1
Zo(—l)’( ) (n+ 2% - i)

'n+k—i+1) e

ver Feller (1968) [17], podemos concluir que, para k > 1,
EB[T ( )Pk n(sme)] -

kD(n + k)a(0)* &= ~ < D7h(0)a () (—1)Hi+1
T'(n + 2k) Z (( . )F(””k"”g Tn+k—i+j+1) )

(3.5.4)
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La expresion Ey[Ty,(S,) Py n(Sn, )] es una combinacién lineal de los coefi-
cientes del k-ésimo polinomio ortogonal y de las derivadas de k(). Nétese que
en esta combinacién lineal no aparece h(f), tan solo sus derivadas, de don-
de se deduce que los coeficientes de Fourier, ax,(8), del desarrollo ortogonal
del estimador T},(S,) pueden ser obtenidos sin conocer explicitamente dicho

estimador.

3.6 Propiedades limites de los estimadores in-
sesgados

A partir de los desarrollos ortogonales estudiamos propiedades asintéticas
de los estimadores insesgados .
En primer lugar estudiaremos el comportamiento asintético de los coefi-

cientes de Fourier de los desarrollos ortogonales.

Teorema 3.6.1 Sea h € U2 (00), y Tn(Sn) = ko 0k n(0) Pin(Sn, 0), es-
timador insesgado para una muestra de tamafio n > ng. Denotamos por
g(8) = hoa '(B) . Entonces

ch
plimayy(f) = —%(ﬂ), Vk >0, V8 € .

Demostracion.

Para cualquier 6, € ©, el estimador insesgado puede escribirse

Tn(Sn) = Z ak,n(GO)Pk,n(Sny 00)

Debido a que lim, Varg(T,(S,)) = 0, la sucesién de estimadores {T,,(Sn)} es

consistente,ver la demostracién del corolario 2.5.2. Esto implica que tomando
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limite en probabilidad (bajo 6; € ©y), plim, T,(S,) = h(61), por tanto
9(B1) = h(bh) = pli%nz ak,n(00) Pien(Sn, 00)-
k>0
La serie Zak,n(G)Pk,n(Sn,G) es absolutamente convergente en sentido cua-

k>0
dratico, entonces es absolutamente convergente en probabilidad (para cual-

quier 6 € ©g), por tanto podemos intercambiar el sumatorio con el limite y
usando (3.4.5)
9(B1) = Y_lim aga(60) lim Pin(Sn, 60) = Y limaxa(60) (61 — Bo)*, (3.6.1)
k>0 k>0
donde f; = a(bh) y Bo = a(by).
Por otro lado, el desarrollo de Taylor de la funcién la.funcién g(B) en un

entorno de [ es:

D5g(fo)
k!

9(B) = (B — Bo)", (3.6.2)

k>0

para f3; perteneciente a un entorno de 3. Igualando los coeficientes en (3.6.1)

y (3.6.2) se sigue el resultado.
O

Estudiamos ahora el comportamiento limite de Py n(Sy, ). Se verifica el

siguiente teorema:
Teorema 3.6.2 Para todo 0 € Oy,

()
k

_n d, 7(0) ~ 6.3
k!a(e)kPk,n(Sn,6?)—>L,c (W), W ~ Ezp(1). (3.6.3)

(i)

(__ 1) knk
(a(8) loglogn)

T, Pen(Sm0) =1, (cs.). (3.6.4)
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Demostracién.
(i) A partir de (3.4.1)
—’Lj((o)—S)f—LWf W ~ Ezp(1)
a(e) a n ? p ?
y de (3.4.4)

nk—i

. ) . . 7 (0)
h,{n k!a(e)’“—j 7”‘3,],77'(0) - Coef(]: Lk ),

se obtiene el resultado esperado.

(i) La demostracién es andloga a la del resultado (2.7.18) del lema 2.7.4 y
es consecuencia inmediata de (3.4.4) y de la siguiente igualdad debida a

Barndorff-Nielsen (1961) [10]:

Eﬁm(a(ﬁ) - Sn) = 1, (C.S.).

A partir de aqui podemos establecer la distribucién limite del estimador in-
sesgado. Supongamos que X1, ..., X, son v.a. independientes e idénticamente
distribuidas con funcién de densidad f(z, 6) de la forma (3.2.2), donde 6y pue-
de ser interpretado como el verdadero, pero desconocido, valor del parametro.
Sea f = a(f), h(8) € U2, (80) ¥ 9(B) = h(a™*(B)) (la funcién g(B) es la
funcién h(f) reparametrizada en términos de 3). Los operadores Dy y Dg

estdn intrinsecamente relacionados mediante

Doh(8) = Dy(9(8))Ds(B). (36.5)
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Teorema 3.6.3 Sea h(6) € U2(Oy), n > ng, ko = min{j > 0 : D}g(Bo) # 0},
es decir, ko es el orden de la primera derivada de g(3) = h(a™*(8)) no nula
en Bo = a(fy). Sea T,(S,) el estimador insesgado de h(fy) en O, para cada

n > ng. Entonces,

(i) La sucesion {T,,(Sn)} tiene un lémite asintdtico

ko . k‘o -1 0
(T, (Sn) ~h(600)} — Dyoh(60)a"(60) Y_(~1)*" ( | ) LY W),

j=1 7 —1
(3.6.6)
n — 0o, con W ~ Exp(l).
(i)
ko ko Nk
—( n (=1)*Dy°h(bo) x
— = o4 .5.).
lim (loglogn) (T(Sn) — h(6y)) ol a®(6), (c.s.)
(3.6.7)
Demostracion.
(i) Consideremos la expresién de T,,(S,), dada por Tate (1959) [49]
T.(5) = h(a™(S) + 2 Dh(a™(SW)
Sy
= g(Sn) + _n—Dg(Sn) (368)

Teniendo en cuenta que kg es el orden de la primera derivada no nula de

g(B) en By, en un entorno de fy podemos expresar

ofsn) = o) + 222 (s, - g
— () + D g(¢) (=1)% BFeWko (36.9)

ko! nko ’
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Dy
Dg(S,) = Dyg(Bo) + (kff(lc))l(s — Bo )ko-l
DF () (— 1)(ko—1) Ig(kO 1 Wéko_l)
(/gg 2(1))!( 2 n(lgg—l) , (3.6.10)
. S,
siendo W,, = n (1 — a(00)>'

Sustituyendo (3.6.9) y (3.6.10) en la expresién (3.6.8) obtenemos

(D DRg(B

™ [T (Sa) — 9(Bo)] =

ko!
+ (—1)(k0_1)Dgog(g)/8(()ko_l)S W(ko—l)
(ko — 1)! v

Tomando limite en la expresién anterior, teniendo en cuenta que

W, % W ~ Ezp(1), h(6) = g(B) vy a(fy) = fo, obtenemos

li%n nko (T, (S,) — h(6y)} = (=1)* Dgoh(6)a 0(90)Wk0_1 (H/_ B 1)

(ko — 1)! ko
ko k-1
= DR(8p)a* (6,) Z koﬂ( ’ >L§°>(W).

(ii) La demostracién de (3.6.7) es similar, a partir del resultado (3.6.4) debido
a Barndorff-Nielsen (1961) [10].

O
En particular, si kg = 1 del teorema anterior obtenemos
n d
———(h(0) — T,,(S,)) — W =1, W ~ Ezp(l). 3.6.11
D@h(@o)a(eo)( ( 0) ( )) p( ) ( )

El estimador de méaxima verosimilitud de g(8) es g(Sn). Se verifica que
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n{9(Sh) — g(Bo)} — Bog'(Bo)W, W ~ Eap(1) (3:6.12)
ver Bickel-Doksum (1977) [12]. Comparando (3.6.12) y el resultado (3.6.11),
tenemos que la distribucién limite del estimador de maxima verosimilitud estd
desplazada con respecto a la distribucién limite del estimador insesgado. Este
comportamiento difiere del obtenido en la familia exponencial, pues en esta, las
distribuciones limite del estimador insesgado y de el de maxima verosimilitud,
coinciden para ky = 1. En general, si kg > 2 las distribuciones del EMV y el

insesgado no coinciden.

3.7 Cotas para la varianza de los estimadores
insesgados

Segiin la teorfa general, teorema 1.4.1, para cualquier V,, = V(Xy,..., X,)

estimador insesgado de h(6),
Vare(Va) > > a o (0)|| Penlls g = Bmpn(h,0) V0 € Op.
k=1

La sucesién de cotas {Bpn(h,8)}m>1 constituye una sucesién no decreciente
de cotas inferiores para la varianza de los estimadores insesgados de h(f) para
un tamaifio muestral n. Asi, la cota de orden 1 es

Bun(h ) = "2 (z (=1)*'a(0) Dh(0) (n + m) 3

n \ix (n+j+1)!

Esta cota es mas fina que la Chapman-Robins-Kieffer, ver Barranco et al.

(1999) [11]. La m-ésima cota By, ,(h,0) se alcanza si y solo si T,(Sn)
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es un polinomio de grado m en S, y equivalentemente A(#) ha de ser un
polinomio de grado m en 6. Si h € U2(Oq) la serie i @ (0) | Penllsg es
finita para cualquier 8 € Oy, entonces es evidente quéc :lzla, sucesidn de cotas
{Bmn(h,0)} converge a VaryT,(S,).

Podemos deducir algunas propiedades limites de las cotas By, (h,0) cuan-

do el tamaifio muestral tiende a infinito, como

limun®™ ) (B,o1 n(h,0) = Bpn(h, 0)) = (D™ 1(0))2a(9)X™D,  (3.7.1)

3.8 Comparaciéon con el estimador de maxima
verosimilitud

Dada una m.a.s. Xi,...,X, de una distribucién perteneciente a la familia
de distribuciones (3.2.2), sabemos que el estimador de maxima verosimilitud
de a(f) es S, = maxi<i<, X;. Dada una funcién h : © — IR, el estimador
de méxima verosimilitud de h(f) serd h(a=!(S,)) y el estimador insesgado de
minima varianza es, segin vimos en (3.5.2),

To(Sn) = 3 0kn(0) Pen(Sns 6), V0 € O,
k>0
La eleccién de 0 en el término de la derecha de la expresién anterior es
arbitraria. Si elegimos 8 = 8, = a~%(S,), estimador de maxima verosimilitud
de 0, como ag,(0) = h(f) tenemos

T0(Sn) = h(a™(Sn)) + 3 akn(0) Pesn(Sn, bn)- (3.8.1)

k>1
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De (3.4.3) tenemos que Pk,n(Sn,,én) = TI'k’o,n(én) y a partir (3.4.4) y del teorema

3.6.1 tenemos

. n
hrIzn a‘mﬂ'l,o,n(a) = coef(O,Lg))) = 1, Vo € @,

lifrlnal,n(ﬁ) = Dj§(8), VOe€®,
podemos concluir que
n{Tn(Sn) - h‘(a’_l(Sn)} s ﬂDﬂg(ﬁ)

Un resultado mas general se obtiene considerando los estimadores que se

obtienen truncando el desarrollo (3.8.1) hasta el término j-ésimo:

j ~ ~
Cj,"(S’n) = Z a’k,n(on)Pk,n(Sna 011),
k=0

que pueden ser considerados como correcciones del estimador de maxima vero-
similitud. Siguiendo argumentos similares a los anteriores, podemos concluir

que

03 {T,(Sn) — Cj1,n(Sn)} -2 B Dig(B).

3.9 Generalizacién

Vamos a estudiar la estimacién de funciones paramétricas en familias, F(§),

con densidad de la forma

fma=§%,m<y<m& VEco. (3.9.1)

siendo
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Este tipo de distribuciones se les denomina truncadas del tipo II, ver Tate
(1959) [49]. La distribucién (3.2.2), definida en la seccién primera de este
capitulo, pertenece a esta familia F(&).
Sin pérdida de generalidad, podemos considerar a; = 0 y as(§) =&
Consideremos la transformacién definida por X = G(Y'). La variable trans-
formada pertenece a la familia U(0,6) con 8 = G(£). Si Y;,...,Y, es una

muestra aleatoria de la familia F (), por ser G no decreciente, obtenemos

Yi,....Y, % X1, X
V, = max Y; < G(V,) = S, = max X;.
1<i<n 1<z<n

El estadistico V,, = max Y; es un estadistico suficiente y completo para &,
<i<n

ver Stuart-Ord (1991)[48], siendo su funcién de densidad

ng(v)G""}(v)
(I

Si consideramos una funcién 7(§) estimable existird H,(V;,) tal que

ng(’v )G} (v)
/ Hao) = g = 706)

haciendo el cambio de variable G(v) = s obtenemos

fv.(v) = 0<w<E&. (3.9.2)

[ Ha@ o) s = (G 0),

por lo tanto 7 o G™! es una funcién estimable en la familia U(0, 8), siendo su
estimador H,,(G~!(s)). Podemos asi identificar los conjuntos de funciones es-
timablés en la distribucién F(£) y en la U(0, #), trasladando el problema de la
estimacidn insesgada en la familia 7 (¢) a la estimacién insesgada en la U(0, 8)

que es un caso particular del tratado en las secciones anteriores de este capitulo.
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Si consideramos el espacio de funciones

L, = {Hn : /OE H2(w) fv, (v,&)dv < oo} ,

mediante un cambio de variables puede probarse que un sistema ortogonal de

funciones en LZ , viene dado por

Qk,n(va f) = Pk,n(G(v)? G(é)) (3'9'3)

siendo {Prn(s,0)}k>0 el sistema de polinomios ortogonales en el espacio

]
LI, = {Tn : /0 T2(s) fu(s, 0)ds < oo}.
En particular,
Qo,n(’l)) =1.
Qun(v) =G(v) —

Q2n(v) = G*(v) —

)-

20D Ge)ew) +

n+3

n(n+1)

(n+2)(n+3) G*()

La norma de dichas funciones vendra dada por

nk!’I'(n + k)?

1Qknlle = 2k(f)( + 2k)T2(n + 2k)

Si 7(€) es una funcién estimable, siendo H,(V;,) el estimador insesgado , po-

demos expresarlo respecto al sistema {Q (v, )} como

Hn(Vn) = i dk,n(f)Qk,n(Vmg)-
k=0

Para calcular los coeficientes dy ,(§), obsérvese que:

Hn(G—_l(Sn)) - ki_o: akz,n( Pkn Sn; 0 Z ag n(G E) Pk,n(G(V ) G(f))
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¥, teniendo en cuenta la unicidad de los desarrollos y (3.9.3) podemos concluir

que
dkn(€) = ara(G(£)),

donde ax ,(G(§)) son los coeficientes de Fourier correspondientes al estimador
insesgado de 7(G~1(6)) en una U(0, 9).

Dado que hemos reducido el problema de la estimacion en una familia del
tipo F(£) al caso de la U(0,8) cabe esperar que pueden obtenerse resultados

similares a los obtenidos en la familia (3.2.2). Asi por ejemplo, podemos:

e Dar cotas inferiores para los estimadores de 7(£) con varianza finita.

Bm,ﬂ(Ti E) = Z dlzc,n(é')"Qk,n”%,p V§

k=1
La cota de orden 1 seria

n —1)i+t ipir n ‘ 2
e e |

La m-ésima cota By, (7, §) se alcanza si y solo si H,(V,) es una combina-
cién lineal de las m primeras funciones ortogonales del sistema
{Qk.n(v, &) Y0

De igual forma, segtin lo obtenido en (3.7.1) , se deducen algunas propie-
dades limites de las cotas By, (7,£) cuando el tamafio muestral tiende a

infinito:

li};n n2(m+1) (Bm+1,n(Ta f) — Bm,n(T, f)) — (Dm+1T(f))2G(E)2(m+l)

e Obtener propiedades asint6ticas.
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Si 7(€) es una funcién estimable para muestras de tamafo n > ng, y
ky = min{j > 0 : DgT(fo) # 0}, es decir kg es el orden de la prime-
ra derivada de 7 no nula en &. Entonces, aplicando el teorema 3.6.3,

obtenemos:
(i)
k k & Yo+ ko — 1 (0)
nf {Ho (Vo) =7 (&)}~ DT (&)G* (&) Z Tl L (W),
n — oo, con W ~ Ezp(1), 6y = G(&).
(ii)

T (giogm) (n04)-r(@) = CEZ R o). 0,




Capitulo 4

Otras aplicaciones

4.1 Introduccién

La teoria general vista en el capitulo primero puede ser aplicada a situacio-

nes distintas de las estudiadas en los capitulos 2 y 3. Por ejemplo:

- Situaciones en que la muestra es censurada por la derecha (censuramiento

tipo II).

- Otras situaciones en las que no disponemos de la muestra completa, como

el caso en que tan solo se observan los récords superiores.

- Otras familias de distribuciones, que no posean estadistico suficiente y

completo como la familia x? no centrada.

En el caso de censuramiento por la derecha y récords estudiamos el problema
de la estimacién en una subfamilia de la familia x2-transformada.
Cuando el censuramiento se realiza por la derecha la distribucién que ge-

nera los datos no necesariamente tiene por qué ser continua, asi pues veremos

102
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él problema de estimacién en la distribucién geométrica censurada por la de-
recha.

Notaremos que para la aplicacién de la teoria general no se requiere ni la
suficiencia ni la completitud de los estadisticos sobre los que se construyen los
estimadores. Ejemplo de ello es el caso de la estimacién en la x? no centrada,
jen el que, aun disponiendo de una muestra no censurada, es imposible obtener

un estadistico minimal suficiente, si n > 1, sin embargo si completo.

4.2 Muestras censuradas

El término censura es bien conocido en la literatura estadistica. Por datos
‘censurados entendemos el caso en que en una muestra de tamafio n un nimero
conocido o 1o de observaciones (antes del fin o a ambos lados) son no consi-
- deradas.

Un ejemplo importante ocurre en los test de vida cuando se decide parar
la experimentacién tan pronto como k < n items bajo test fallen. Aqui la cen-
sura es por la derecha y podemos obtener razonablemente buenos estimadores
de pardmetros mejor que esperar a que todos los items fallen (la pérdida en
eficiencia de los estimadores serd menor comparada con la ganancia en ahorro
de tiempo). El tipo de censura descrita, en la cual el experimentador deci-
de parar el experimento después de un niimero preasignado de observaciones
- fallidas, es llamada tipo II para distinguirla de las situaciones en las que la
" muestra es cortada antes o después de unos limites predeterminados (tipo I),

- aqui el nimero de observaciones censuradas es una v.a.. Notemos que para el
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tipo II el niimero de observaciones censuradas es fijo, mientras que los limites
~de censura pueden ser considerados aleatorios

Ambas formas de censura son diferentes del truncamiento donde la pobla-
" ci6n antes que la muestra es cortada y el niimero de observaciones perdidas es
- desconocido. |
Veremos como es posible aplicar los resultados generales del capitulo 1 al
- caso de muestras censuradas por la derecha, tipo II, procedentes de una familia

~con funcién de densidad
f(x,8) = exp{—a(z)b(0) }d'(z)b(0)Ip(x),0 € 6, (4.2.1)

que pertenece a la familia x?-transformada, definida en (2.5.12), con v = 2.
- Segtin vimos en el capitulo 2, a(X) ~ G (1, %), siendo A = b(6)~* > 0.
Supongamos que las d observaciones mayores son censuradas, un procedi-

' miento usual es realizar nuestras inferencias a partir los estadisticos ordenados
X(l:n)) vy X(n—d:n)-

 La densidad conjunta de la muestra ordenada es

n—d

|
f(@1, - Tna) = % (1~ F(n-a))* 1:[1 (i)
_ n—-d 1.
= g—:exp {—}\ﬁwn,d} H g (;’), 71 < ... < Tpy,
. =1

siendo

n—d ]
Wn,d = W(.’l)(l), . ’x(n—d)) —_ da (X(ﬂ—d)) +n2,-=1 a (X(,)) ’
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'la media winsorizada. Dado que a(z) es una funcién uno a uno creciente, el
- estadistico W,, 4 es suficiente y completo para la distribucién conjunta de la
- muestra ordenada

X(l:n) <...< X('n—d:n)a

~ver Bain (1978) [6], y utilizando las propiedades usuales de la distribucién
' gamma, se sigue que W, 4 ~ G (n —d, ;) . Teniendo esto en cuenta, si una
~ funcién paramétrica h()\) admite un estimador insesgado con varianza finita
: de la forma T, 4(W, 4), entonces T, 4(W,q) tiene minima varianza entre la
: clase de todos los estimadores insesgados basados en los estadisticos ordenados
j X@n)s -+ » Xn—dim)-

Usando el hecho de que W, 4 ~ G (n —d, -7;-) podemos determinar un
- sistema de polinomios ménicos ortogonales respecto a dicha densidad. Estos

s0n

Pj(;—d—l) (w’ )‘) — (—IBLZAJJ'Lgn—d—l) (%”_) ,

donde L§-"_d_1) denota. al j-ésimo polinomio de Laguerre generalizado de orden
- n—d-1, ver (2.5.13).
Teniendo en cuenta la teoria desarrollada el estimador insesgado de h(\)

- basado en W,, 4 viene dado por la siguiente expresion

® D{RAE(n — d) | nmi-

1
Tn,d(Wn,d) = Jgo F(n —d +j)_7! in ) (Wn,d7 A), VA > 0, (42.2)

siendo su varianza

=1

(4.2.3)

~ La expresién (4.2.2) nos permite obtener propiedades de Ty, 4(Wp q):
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e Cotas para la varianza de los estimadores insesgados.
Sea Va g = V(X(m)s - - -» X(n—dm)) un estimador insesgado de h()), obte-
nido a partir de la muestra censurada. Teniendo en cuenta la expresién

(4.2.3) y las propiedades de minima varianza de T 4(W; ) obtenemos
Vary(Voa) 2 Vara(Tna(Wna)) = Bmp-a(h,A), m2>1,

con
™, D{h(N)?T(n — d) ,»;
Bunealh ) = 32 T T g

i=1

por tanto { By n-da(h, ) }m>1 €s una sucesién de cotas inferiores.
En particular, para m = 1 se obtiene una cota inferior andloga a la de

Fréchet-Cramer-Rao:

(Dxh()*2®

Bl,ﬂ—d(h1 A) = _ d

e Eficiencia relativa.
Estudiamos la eficiencia relativa de los estimadores basados en la media

winsorizada con respecto a los estimadores obtenidos usando toda la

) 2 a(X;
muestra, es decir basados en S, = —(—'—)
i1

El estimador de minima varianza de h()) basado en S, viene dado por

1(5) = 3 B Ewpr (s, 3,

ver (2.5.14), con varianza

Vars(Tu(S i D h(/\)ZF(n) %

S T (4.2.4)
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['{n — d)T'(n+ j)

De (4.2.3) y, teniendo en cuenta que T(n = d+ f)T(n)

es creciente para

n > n — d, tenemos

=N h(A)*T(n — d)A¥ T'(n)T'(n + 5)
Vars(TnaWad)) = 3 =R =g it Fm + N0

Vara(Ta(S,)),

- n-d

por lo que la eficiencia relativa del estimador basado en la media winso-

rizada respecto al estimador usual (muestra completa) es

Var,\ (Tn, (Sn))
VG,TA (Tn,d (Wn,d))

La igualdad se alcanzard si y solo si D¥h()) = 0, para k > 1, es decir si

efA(Tn,d(Wn,d)lTn(Sn)) = _<_ 1- d/n,

h()) es una funcidn lineal de .

d
Si - tiende a o € (0, 1), cuando n — o0, de (4.2.3) y (4.2.4), obtenemos

(Dah(X))2N2

lifl;n nVar, (Tn,d (Wn,d)) = (1 —a) ’

lim nVar, (T (Sa)) = (Dah(X)2X2,

de aqui que la eficiencia relativa asintética de T, 4(W, 4) respecto a

Tn(Sn) viene dada por

ARE (T aWra), Ta(S0)) = lim VZT‘"(A& ((&)z)) —1-a

e Propiedades asintéticas.

Denotaremos por U2_,(0,00) a la clase de funciones infinitamente dife-
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renciables que satisfacen la condicién

2, D{h(N)’T(n ~ d)
2, T(n—d+j)j!

k=1

A\ < 0.

Sea h € U2_4(0,00), Ag > 0y kg = min{j > 1: Dih(Xo) # 0}. Si

d
- — a € (0,1) cuando n — oo, entonces
(i) Para cualquier v < ko/2,

W7 {Tna(Waa) — h(M)} 230, n — co.

(ii)
ko/2 ko!‘(l _ a)ko/2
X,D3°h(Xo)

siendo Z ~ N(0,1), n — oo.

(T ad(Wag) — B(M)} = Hey (),

En particularsi kg =1 obtenemos la normalidad asintética de Tn,d(Wn,d),

explicitamente:
W, 2 2

Si ko = 2,

2n(l — a)

/\2D§h()\0) {Tﬂ,d(Wﬂ,d) h()‘ﬂ)} +1— Xx;-
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4.3 Observaciones récords

Aunque pueda pensarse que es un caso particular de los estadisticos de or-
~den, el estudio de récords es independiente del estudio de los extremos muestra-
les. El interés por los récords va aumentando, asi como el nimero de aplicacio-
' nes a diversos campos como son la metereologia, deportes, hidrologia, anélisis
de stock, etc.. Por este motivo incluimos este apartado en nuestro estudio.
Sea {X,.} una sucesién de v.a. con funcién de distribucién F(z). Conside-
- ramos la siguiente sucesién de v.a. definidas sucesivamente por
L(1) = 1,
L(r) = min{j : X; > Xr,-1},
" a la variable aleatoria X L(r) S¢ le denomina el r-ésimo récord superior de la
- sucesién {X,}n>o-

Si F(z) es absolutamente continua y f(z) es la funcién de densidad asocia-
da, la densidad conjunta de los r primeros récords viene dada por, ver Shorrock

(1972) [46].

fly,.. ,yr)—(l—F(yr))fI fF(),) n <Y2... <Y

~y la funcién de densidad del r-ésimo record por

fun(y) = (T_ll)! (log 1—;(3;)) ) fy)-

- Sea { X}, una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
- distribuidas con densidad (4.2.1). La densidad conjunta de los 7 primeros

I récords viene dada

F(y,---,9r) =exp {:'j(\—yr—) +log‘:a(yi) - rlog/\} ,
=1
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: Xu
~de donde a(Xy(,)) es suficiente y completo. Por tanto, si Ty, (___a( :’( ) es

X a(X
- una funcién tal que E) (Tf,, (9—&—:—('—)—)—)) < o0, entonces Ty, ( ( TL(’))) es
el estimador insesgado de menor varianza, basado en la muestra de récords de

la funcién, h(X) = By (TM (CL(XT_L()))) _

La distribucién de a(XL()) la calculamos a partir de:

fun(z) = (rTll)—!)\—r exp { -a/\(a:) } a(z)"""a'(z),

haciendo el cambio de variable ¢ = a(z), asf
1 -t
- 1) = -r r—l.
e ® = e { T}

‘ X .
Por loque QL—TEL'—)Z ~G (r, —T/\-) Podemos determinar un sistema de polinomios

- ménicos ortogonales respecto a dicha densidad. Dichos polinomios son

(r-1) _ (1PN ey (Tw
A E 0 ()

siendo Lg-'"l) el j-ésimo polinomio de Laguerre generalizado de orden r — 1,

~ver (2.5.13).
Siguiendo la teoria general, la expresién ortogonal del estimador insesgado
- de una funcién h()) basado en ﬂXrLr)) es
a(Xe)) _ & DARAT(T) ;i pe-y (o(XLem)
T -2 i p! A, 431
( T JZ__(:) JI0(r + j) 'k T A ( )
~ siendo su varianza
a(XL(,)) = D{h()\)ZI‘(r)A”
Var, |T, | — | = - - . 4.3.2
”( ( r ,; JT(r + 7) (43.2)

- La expresion (4.3.1) nos permite obtener propiedades de estos estimadores:
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e Cotas para la varianza de los estimadores insesgados.
Si V, = V(XLq),---, X)) un estimador insesgado de h(}) basado en la
muestra de observaciones récords, teniendo en cuenta la expresién (4.3.2)

G(XL(r))
r

y las propiedades de minima varianza de 7, ( ) obtenemos que

para m2>1,

Vara(V,) > Var (T, (“(iful)) > fi Diﬁ(lf():l:r(;;z\ . Buy(h, ),

por tanto { By, ,(h, A)}m>1 es una sucesién de cotas inferiores.
En particular, para m = 1 se obtiene una cota inferior aniloga a la de

Fréchet-Cramer-Rao:

h(A)2N?
By, (h,)) = (T) .

e Propiedades asintéticas.
Denotaremos por U2(0, 00) a la clase de funciones infinitamente diferen-

ciables que satisfacen la condicién

i DiR(A)?T(r)

X2 A\Y < oo0.

Sea h € U%(0,00), Mg >0y kg =min{j > 1: Dih(Xo) # 0}. Se verifica

(i) Para cualquier v < ko/2,
rY {Tr ((—1@) - h()\o)} Do g oo

(i)

ko! a{Xr(r
T o {T' ( ( ; ))) - h(A")} 5 He(2),

siendo Z ~ N(0,1), r — oo.
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En particular si k) = 1 obtenemos la normalidad asintéticade T, , (E(—Xfﬂl) )

explicitamente:

ri/2 {T, (9—(—)-%@) - h()\o)} 5 N (0, ¥Dxh(X)?)

4.4 Distribucion Geométrica

En esta seccién vamos a tratar el problema de estimacién de funciones
paramétricas en la distribucion geométrica cuando la informacién nos la pro-
- porciona una muestra censurada tipo II.

En primer lugar estudiaremos algunas propiedades de los polinomios de
 Meixner de primera clase que serén de gran utilidad para la obtencién de
- posteriores resultados:

Sea Y una v.a. con distribucién binomial negativa de parametros v > 0
conocido y p € (0,1) desconocido, BN (r,p). La funcién de probabilidad es de

la forma:

r+y—1

P,,[Y:y]:( )p’(l-—p)y y=0,1,....

(

. . q .
Cuando resulte conveniente reparametrizaremos usando £ = =, siendo
p

¢ =1~ p, asi la funcién de probabilidad de dicha variable podemos escri-

| birla
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r+y—1
Y

P[Y =y] = ( ) (146 y=0,1,.... (4.4.1)

Consideremos los polinomios de Meixner de primera clase, m(y,r, g), cuya

" expresion explicita es, ver Chihara (1978) [14],

mi(y, 7, q) = (—l)kk!i ( y ) ( _y__r ) g7
=0\ 3 k—3j

- Estos polinomios verifican las siguientes propiedades:

(1) %P [Y =yl = (-1)*A + & mily,r, )P, [Y =], k=0,1,...
Basta derivar k& veces con respecto a &, usando la formula de Leibnitz

para la derivada de un producto, en la expresién (4.4.1).

(2) E, [mi(Y,r,q)m;(Y,7,q)] = 0jq"k!(r), con d; la delta de Kronecker y
(") =r(r+1)---(r + k — 1), ver Chihara (1978) [14].

(3) La funcién generatriz de los polinomios de Meixner de primera clase es
Mn(w,y,9) = (1 - w/q)*(1 —w)™,
ver Chihara (1978) [14].
(4) Si d, es tal que d,/n — a € (0,1),n — oo, entonces Yk > 0, se verifica
li7r‘n.Qk,n(z,§) = Heg(z),
siendo  Qkn(2,€) =

= (-1

- —qdn)i my ((n—— do)E+z((n — d)E(L+ €)% ,n— dn,q) :
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y Heg(z) el k-ésimo polinomio de Hermite, ver (2.7.1). Este resultado es

consecuencia directa del lema 2.7.1.

Sea X, ..., X, una muestra aleatoria simple procedente de una distribu-
cién Geométrica de pardmetro p € (0,1). El estadistico nX,, es suficiente y
completo para esta familia y sigue una distribucién BN (n,p). Sea h(£) una
funcién analitica que admite un estimador insesgado, de la forma T'(X,). Si-
guiendo la teoria general, y teniendo en cuenta que los polinomios de Meixner
“son ortogonales con respecto a la densidad (4.4.1), dicho estimador puede ser
expresado mediante un desarrollo ortogonal de la forma
oo
T(Xo) = 3 i E)ms(n Ko, ), (44.2)

. siendo los coeficientes

(—€)*Dgh(§)
k'(n)k ’

- Sustituyendo (4.4.3) en (4.4.2) obtenemos la siguiente expresién para el esti-

o n(€) = k> 0. (4.4.3)

 mador insesgado

~ = (—€)DEh(E) |
T(X,) = lg) —T(ng)—k———mk(an, n,q), (4.4.4)

y la de su varianza
=, E*(DER(E))?

Var (T(X,)) = kz::l B+ EF (4.4.5)

- Debido a que la distribucién geométrica pertenece a la familia exponencial, a

partir de la expresién (4.4.4) podemos obtener todas las propiedades de los
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estimadores insesgados estudiadas en el capitulo segundo.

Para la distribucién en estudio tratamos a continuacién el problema de la
" estimacién insesgada en el caso de muestras censuradas, tipo II, por la derecha.
- Anélogamente al caso de la familia (4.2.1) supondremos que las d observaciones

mayores son censuradas y que trabajamos con los estadisticos ordenados

X(l:n); R X(n-d:n)-

- Vamos a determinar la distribucion de la media winsorizada
Sn,d — 2?=_1d X(i:n) + dX(n—d:n)
n n ’

Teorema 4.4.1 Se verifice que nW,q4~ BN(n—d,p) d>1.

Wn,d =

- Demostracion.
- Primeramente vamos a determinar la distribucién de los n — d primeros es-
tadisticos ordenados. Para z; < ... < z,_4, enteros no negativos, considera-

 mos el suceso

A, = Ay(z1,-..,Zn-q)

= {X,(l) =Z1,..., Xo(n-d) = Tn-dy Xo(j) > Tn-a,J =n—d+1,... ,n},
donde ¢ es un elemento de P,, conjunto de las permutaciones de {1,...,n}.
Definimos en P, la relacién de equivalencia o;Ro; si y solo si A, = Ag,. Sea

- Q= Q(z,...ZTn—q) un subconjunto de P, formado por un tnico elemento de

- cada clase de equivalencia y C(zy,...,Zn—q) €l cardinal de Q. Entonces

{Xa(l) =T1,..., Xo(n-a) = xn_d} = |J A, (4.4.6)
gEQ
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‘estando la unién formado por conjuntos disjuntos. Teniendo en cuenta que

n—d
Py(As)=(1—- p)’p" % con s= >z +den_q,

i=1

‘a partir de (4.4.6) obtenemos
Py [Xoqy =21, -, Xotn-d) = Tn-d] = C(31,...T0-a)(1 —p)°p""%.  (44.7)

De donde se deduce que la funcién de probabilidad del estadistico

n—d
Sn,d = Z X(i:n) + dX(n—-d:n):

i=1

es de la forma
Pp[Sna =3 =C(s)(1-p)'p"™% s=0,1,...

e imponiendo la condicién de ser funcién de probabilidad, obtenemos que

n—d+s—-1
C(s) = , §=0,1,...,

s
‘por tanto, S, 4 = nW, 4 sigue una distribucién binomial negativa de pardmetros

‘n—dyp

En particular, si d = 0 obtenemos Y% ; X; ~ BN (n,p).

A partir de la expresién (4.4.7) observamos que Sy, 4 es un estadistico sufi-
_ciente y completo para la muestra censurada.

Teniendo en cuenta estos resultados, si una funcién paramétrica h(§) ad-
‘mite un estimador insesgado con varianza finita de la forma T, 4(Wy, 4), en-
tonces Ty, 4(W, 4) tiene minima varianza entre los estimadores insesgados ba-

sados en los estadisticos ordenados X(i.n), ..., X(n-dnm). Usando el hecho de
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que nWhpa ~ BN (n—d,p), d > 1, obtenemos la expresién mediante desarrollo

: ortogonal de T, 4(W, 4), estimador insesgado de h(¢),

Tpa (Wya) = f: (—€)*DEh(E)

“K(n—d)y - 448
= R(n - d)s mp(nWyoa,n—d,q), VE>O0, ( )

'y la de su varianza,

0 k ( Dk 2
Vare (Tna(Wag)) =D ¢ (Dgh(§))

= kl(n - d)k(1+€)F (4.4.9)

La expresién (4.4.8) nos permite establecer propiedades de Ty, 4(Whp 4):

e Cotas para la varianza de estimadores insesgados.
Sea Vag=V (X(lm), cer, X(n_dm)) un estimador insesgado de h(£). Por
las propiedades de minima varianza de Ty, 4(Wy 4) ¥ la expresién (4.4.9)

obtenemos
VO’TE(V) 2 Varf(Tn,d(Wn,d)) Z Bm,n—d(h, E)a m 2 1,

con

n ¢ (DER(E))’
Bmn_a(h,€) = kg Kl — d)a(L + E)F’

siendo {Bpn-a(h,§)},,5, una sucesién de cotas inferiores similares a las

de Bhattacharyya, ver Khan (1984)[25]. Notemos que la cota Bmy n—a(h, )
es alcanzada por el estimador insesgado de h(¢) si y solo si DfA(£) =0,
para todo k > m, es decir, si solo si h(£) es un polinomio de grado k.
En particular, para m = 1 se obtiene una cota inferior andloga a la de
Fréchet-Cramer-Rao

(1 +&E(Deh(8))?
(n—-d)

Bl,n—d(h7 §) =
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e Eficiencia relativa del estimador basado en la media winsorizada respecto
al estimador basado en la media muestral.

De las expresiones (4.4.5) y ( 4.4.9), y teniendo en cuenta que {—_——(n(n)Z) }
—d)f,

es creciente para d > 1, podemos escribir
2
o gk (th(f)) (n)k > "

Va"rﬁ (Tn,d(Wn,d)) = kzz:l k!(n)k(]_ + 6)’0 (n —_ d)k “n-—d

Varg (T,,(—X_n)) ,

de donde

_ Vare (T (X.)) <1-d/n. (4.4.10)

eff (Tn,d(Wn,d)l T'n (j(—n)) - ‘/a:,-£ (Tn d (Wn d)) -

'La igualdad (4.4.10) se obtendra si y solo si Dfh(£) = 0, para todo k > 1,

es decir si h(£) es una funcién lineal de &.

Si %, tiende a @ € (0,1), cuando n — oo, de (4.4.9) y (4.4.5), obtenemos

lim nVar, (Tng (Wna)) = & _2—15_)_(2:)(6)) )

lim nVar, (T, (Xa)) = £(1+ ) (K(£))*
de aqui que la eficiencia relativa asintética de T, 4(Wyn4) respecto a

T,.(X,) viene dada por

ARE (Tn,d(Wn, d),Tn(X—,,,)) ~lim Var, (Tn (X'n))

=1-oq.
n V(Jﬂ"g (Tn,d (Wn,d))

e Propiedades asintdticas.
Denotamos por U2_,(0,00) a la clase de funciones infinitamente diferen-

ciables en (0, c0) que satisfacen la condicién

o ¢2% (Dtn(e))’
pie s

< 00, > 0.
k=1 n- d)qu w €
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Sea h € U%_,(0, 00). Denotamos por

o (_¢Yk Dk
Ry(Wna,t) =Y %@

k=j

mi(Woan — dyq) J > 1, fijo.

, . d
Se verifica que para cualquier ¢ > 0y v < %, si - tiende a a € (0,1)

cuando n — oo entonces

P,
nRj(Wpq;€) =50, n— oo. (4.4.11)

Este resultado nos permite estudiar el comportamiento asintético de los
estimadores insesgados basados en la media winsorizada:
Sea h € U2?_;(0,00), y ko = min{j > 0: Dgh(Eo) # 0} . Entonces, si

d
- — a € (0,1), cuando n — o0, se verifica
. . ko
(i) Para cualquier v < 5
P,
1 {Tp a(Waa) — h(&0)} —2 0, n — 0.

(i)

nko/2,) ( l-o
D?’h(fo) £(1+¢)
n — 0o, con Z ~ N(0,1).

ko/2
) (Toa(Wad) — h(E)} 5 Hero(2),

En particular, si kg = 1, He; () = 2, obtenemos la normalidad asintética

del estimador T, 4(W, 4), explicitamente,
P TP - he} -4 N (0, ) Dence ).

Si ko = 2, entonces Hey(2) = 22 — 1, con lo cual
2n(1l — o)
D}h(&)é(1 + &o

) {Tn,d(Wn,d) - h’(&O)} +1 —d'> X?'
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4.5 Distribucién x* no centrada

Vamos a aplicar la teoria general, vista en el capitulo primero, al estudio
~de estimadores insesgados de una funcién analitica del parametro de descen-
 tralizacién de una distribucién chi-cuadrado no centrada.
Sea U = (U, ...,U,) una variable aleatoria v dimensional que sigue una
~ distribucién normal multivariante con vector de medias (1,...d,) y matriz
~ de covarianzas la identidad I,. Entonces la variable Zu: UJ? se distribuye
- seglin una chi-cuadrado no centrada con v grados de libertad y pardmetro de
 descentralizacién A = i 8;2.
Existen diferentes ]f:rmas de presentar la funcién de densidad, f(z,A,v),
" de la distribucién chi-cuadrado no centrada, ver Johnson y Kotz (1970) [24].
Por ejemplo, puede ser expresada como mixtura de distribuciones chi-cuadrado
centradas

naG)
flz, A\ v) :exp{—i}jz_% i ~=2 f(z,0,v +25),z >0, (4.5.1)
~ donde f(x,0,v + 2j) denota la funcién de densidad de una distribucién chi-

 cuadrado con v +2 7 grados de libertad. Tiku (1965) [50] obtuvo la funcién de

- densidad en términos de los polinomios de Laguerre generalizados

i x
£z, 0, v) = f( zo,/)go(r() ())L§ ’(5), >0, (452

- donde L;-a) (y) es el j-ésimo polinomio de Laguerre generalizado, definido en
(25.13).
La distribucién chi-cuadrado no centrada es reproductiva bajo convolucién.

- Los grados de libertad y los pardmetros de descentralizacién son aditivos bajo
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- convolucién.
La estimacién del pardmetro de descentralizacién, A, nos proporciona in-
- formacién util sobre la potencia de diferentes test, por lo que hay diversos
| eatudios sobre este tema. Por ejemplo, Meyer (1967) [34], obtuvo el estimador
 de maxima verosimilitud para A con v = 2. Un estudio mis general sobre el
- estimador de maxima verosimilitud y sus propiedades ha sido hecho por Saxe-
" may Alam (1982) [41]. |

Por otra parte , el estudio de estimadores insesgados no es siempre satis-
factorio, por ejemplo, para muestras de tamaifio uno, el estimador insesgado
de minima varianza del parimetro de descentralizacién es inadmisible, puesto
- que es posible encontrar otro estimador cuyo error cuadratico medio es menor,
* ver Chow (1987) [15]. En este sentido, justificamos el estudio de la estimacién
insesgada porque puede ser vista como punto de partida para la obtencién de
mejores estimadores, ver Perlman y Rasmussen (1975) [38], Neff y Strawder-

~ man (1976) [37] y Shao y Strawderman (1995) [44].

4.6 Estimacion insesgada

Sea X3, ..., X, unam.a.s. de una poblacién con funcién de densidad (4.5.1),
v > 0, conocido y A > 0, desconocido. Basaremos nuestras inferencias en el

n .
estadistico X, = Z —2, cuya funcién de densidad viene dada por

=1

o (=22} [
9a(y, A, v) = wa(y,v) (3
5T (e

S_?)Lﬁ"’ (%y) y>0, (46.1)
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donde

nv

()7 e [-2]e-
wn(ya V) = - )
r(%)

2

y20,

nw o n
“es la funcién de densidad de una distribucién gamma de pardmetros TRk

Consideremos los polinomios,

2)f

ik |
Qin(y, A, v) = J(n] Z( )k), L '”("7”), i=0,1,... (46.2)

La expresion explicita de los cuatro primeros polinomios es

Qo,ﬂ(ya )" V) = 17

Vv

Ql,n('y, A V) (;{ 2,
Vv, 4

Q2,n(ya)"y) - n z (nv)%z 1}1

2% 12 8 8(2vA + 3))

o = () (1o 5) e 2]
Qsn(y, \, V) - {z (nV)éz 3(1 —y z+ (nV3)%
- donde

z=(§)§(y—(,\+u)) vV =Var(X1) = 2(2A + v).

- Los polinomios de grados superiores pueden ser obtenidos usando (4.6.2) y la

- relacién de recurrencia de los polinomios de Laguerre generalizados :

(¥ () = k-1 -ny-LE ()

- (2(k-2)+ m/)L( -1 ( 5 ),

para k>1, con LZ 7V (%E) 0, Lyz Y (%y) =1, ver (3.4.2) .

Los polinomios {Q;(y, A, ¥)};>0, verifican las siguientes propiedades:
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(1) Bx [@n(Xns 2o, v)] = (A = A)i, 3 2 0.

(2) Para cualquier w e y,

f: (—1)j621;i;§y: M) i (1 —~ %)—% exp{—- ( w__ A) E}.

=0 n—uw 2
(4.6.3)

1
2

i
(3) lim (—3)2 Qjn(yn, A, v) = Hej(z), con y, =A+v+z (%) , z arbi-

n—o0

trario, y He;(z) el j-ésimo polinomio de Hermite, definido en (2.7.1).
4) lim Qjn(yn, A¥) =(y— (A+v)), j>0.

(5) Si denotamos por y, = A+ v + o(n™%), para cierto a > 0. Entonces ,

2 (1) Qjn(yn, A v
_2,; (-1)Y'Q; '2(]!/ ) i
+1

O(H_(k+l)a) .

| Demostracion.

(1) Teniendo en cuenta (4.6.1) y dado que los polinomios de Laguerre gene-

ralizados verifican la relacién de ortogonalidad

/ 1% ‘1’( )Lg%- (’;)wn(y,u)dy 5k,%+72”—). (4.6.4)

donde, wy(y, v) es la funcién de densidad de una distribucién gamma con

ny
parametros — y Ox; la delta de Kronecker, se demuestra que

_ ok
a v ()] - G2

A partir de aqui y de la expresién de los polinomios (4.6.2) se tiene el

n
1'2_)

resultado.
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(2) De (4.6.2), tenemos

. AN
(=1)'n’ L (3) e (ny) :
—Q. —E el S — =0,1,... (4.6.5
]|2] ],n(y;AaV) = (]—k)'Lk 2 1] J 01 ’ ( )

La funcién generatriz de los polinomios de Laguerre generalizados, para

cualquier z y £, es

Z Lgca) (a:)tk = (1 - t)—(a+1) exp (_.::Et_) , (466)
Frd 1-t

A partir de (4.6.5) y de (4.6.6) obtenemos

i (—1)janj,n(y7 A V)tj = i @itj i L.g_';l—l) (ﬁy_) v
i=0

J 12 =0 7! =0 2

= exp {%\'} (1-1)7% exp {_2(111y—t D) }

de donde (2) resulta inmediato eligiendo t = 37‘1.—)

3) Denotamos por Ilg. (t,y, A, v) a la funcién generatriz de los polinomios
. Qﬂ
. _ Y@y, Av)

, con Q;n(y,\,v) definidos en (4.6.2). Para

= 4129
1 1
_ VA2 _ n_\*
z > 0, sea yp = )\+u+z(T) y t, = —2t (V()\,u)) .
Entonces,

) t2 00 tk
nll}r{olo HQ; (tm Yn, A, V) = €xp {_5' + tz} = ,;)Hek(z)ii—!, (4'6'7)

teniendo en cuenta (4.6.2) se obtiene el resultado.

(4) Se sigue ficilmente del hecho

Jim Tlg,(t,y,A,v) = exp {— C (/\2+ V))t}-
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(5) Puede demostrarse que

iy, 3 CFaledy_ 0 CPU B3y sy

j=k+1 j=k+1

Notemos que la parte derecha de (4.6.8) es un resto del desarrollo de

Taylor de exp {—(l_(%y—))f

la expresién de Lagrange para el resto de una serie de Taylor.

}, entonces el resultado se tiene usando

O

Sin = 1, es evidente que X,, es un estadistico suficiente para A. Paran > 1,
teniendo en cuenta (4.5.1), no es posible factorizar la funcién de densidad de las
n observaciones como nos dice el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman,

'y consecuentemente X, no es suficiente para A.

Por otra parte, se verifica:
Teorema 4.6.1 El estadistico X, es completo para todo n > 1.

- Demostracién.
Para probar que X, es completo, tenemos que demostrar que si T es una

- funcién integrable con respecto a la densidad g,(y, A,v), VA > 0 tal que
o
/0 T(y)gn(y, A, v)dy =0,VA >0, entonces T(y) =0 (cs.). (4.6.9)

 Como los polinomios son densos en el espacio de funciones integrables, es
~ suficiente demostrar (4.6.9) cuando T sea un polinomio.
~Sea A¢g > 0, un nimero real arbitrario. Si T es un polinomio de grado k,

- podemos escribirlo de la forma

k

T(y) = 3_ 0i(%)Qjn(¥n: A, v)-

Jj=0
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Usando la propiedad (1), tenemos
‘ 00 k )
/0 TW)gn(y, A, v)dy =Y a;j(X)(A— X)) =0 VA >0,
=0

- esto implica necesariamente que aj(Xo) = 0, para j = 0,...,k y de aqui que
T(y)=0.
a

La completitud del estadistico X,, implica la unicidad de los estimadores
| insesgados basados en la media aritmética.
Supongamos que h()\) es una funcién analitica, tal que para todo Ag el
- desarrollo de Taylor
a(y) = 35 2300
=0 I
es convergente para cualquier A\. Por la propiedad (1), es inmediato que el

- estimador insesgado de h(\) es

T,(%n) = 35 202 0, (R o). (46.10)
i= I

Nétese que diferentes elecciones de Ay en el término derecho de (4.6.10)
- nos daran diferentes expresiones, pero la unicidad del estimador insesgado
- significa que todas estas expresiones, aparentemente, tienen el mismo limite
~ (cs.). Esto quiere decir que hay un tnico estimador insesgado basado en la
-~ media aritmética con un ndmero infinito de diferentes expresiones, una para

~ cada eleccién de \g. En particular, eligiendo Ao = 0, se obtiene

§=0

(M—l) —_—
L;* 7 (nX./2). (4.6.11)
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En la prictica recomendamos la eleccién de Mg = A= X, — v, para la cual

se tiene

T.(%.) = Y- Dip(R)y (3, ), (4.6.12)

j=0

| donde y; (X V) = Q”"—(XJT’-—-):-’—V—) La expresién explicita de v;, j =0...6 es

70(X7V)=11 ’)’1(},11):0,
- 2 .
’)’2(),1/) = —;{A +l/},
~ 4 (~ 2
73(/\,V)=—2{A+ "},
“ _2 <9 4N\ -~ v 3
w =5 {3+ (v -2) 3+ (3-2))
- E-EEY 2 Tvy =~ 8 v
s(A,v) = n3{)‘ (n 6)/\+(5n 3),,},

~ -~ ~ 2 -
Yo(A,v) = _%{,\34.(2_&))\24_(%_"__& +gé>)‘}

_Af(n_sv A\
nt|\n2 6n 8 )

Aproximaciones para el estimador insesgado pueden obtenerse truncando
(4.6.12). En general, no es facil calcular la varianza de T,(X,), pero un es-
- timador insesgado de dicha varianza es V,(X,) = T2(X,) — M,(X,), donde
 M,(X,) es el estimador insesgado de h?()). Para obtener M, (X,), necesita-
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" mos las derivadas de h%()\), que podemos calcularlas usando las relaciones

r—1
DER2(A) =2
m=0

k k
( ) DTh(N) DE-™h()) + ( ) (DLR(N))2, sik=2r,

r

k
AONESDY ( ) DTh(\)DE"™h()) sik=2r+1
m

m=0

~ Una expresién aproximada para V,(X,), es

V, = % (Drh(W)? (23 +v) - 2n—’\22 (8Dxh(N)D3R(N) + 4(D3R(N))?)
23
%

(12Dxh(X) D2h(}) + 8vDxh(\)D3A(N) + 4v(DFh(N))?)

(8DAh(A)D2h(X) + 2Dxh(N) D3h(X) + v(DFR(X))?) + o(n™?).

Aunque la expresién explicita para el estimador insesgado (4.6.10), (4.6.11)
y (4.6.12) y la del estimador de la varianza del mismo parecen complicadas,

- pueden ser ficilmente implementadas en un ordenador.

Ejemplo 4.6.1 Sea h()\) = aA% + ay\ + ao. Teniendo en cuenta (4.6.12),

Tn(Xn) = C"2)\2 + (al - 20_2) A+ (0:0 ek + —a;')7
n n n
con A = (X, — v). En particular, si h()\) = ), es decir, ag = a3 =0,0; =1,
entonces T, (X,) = \. El estimador insesgado de la varianza del estimador

insesgado, X, es V,(X,) = 2 (23\ +v - %)

n



; CAPITULO 4. OTRAS APLICACIONES 129

Ejemplo 4.6.2 Para obtener un estimador insesgado de la funcion de densi-

dad (4.5.1), necesitamos la expresion de las derivadas de f(z,),v). Si
: 1 A (Y
p(4,A) = 716 {—5} (5) :

Dip( ) = 35D (el ), k20, (46.13)

entonces

| A
~ donde C,SZ) es el k-ésimo polinomio de Charlier definido en (1.2.4), ver Chi-
hara (1978) [14]. A partir de (4.6.13), tenemos

D} @0 0) = 3 2OL RGN 0w+ %), (4610

Con el fin de dar un ejemplo numérico, hemos generado una muestra de ta-
" mario n = 20 de una distribucion chi-cuadrado no centrada con pardmetros

- A=5 y v=23. En este caso, la funcidn de densidad es

F(z,5,3) = exp (—g) 4 P(2), (4.6.15)

L con

P(z) =1.637-1072 + 1.364 - 102z + 3.411 - 107 32% + ...

Para esta muestra, hemos obtenido X, = 7.1522, entonces X = 4.1552. Usan-
do (4.6.14) y siete términos de la serie (4.6.12), la aprozimacidn del estimador

. insesgado de la funcion de densidad (4.6.15) es

f(z,5,3) = exp (—-”25) 7 P(), (4.6.16)

con

P(x) =2.332-1072 4+ 1.726 - 1072z + 3.712 - 107322 + ...
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En la figura 1, la linea de puntos representa la verdadera funcién de densidad

dade en ( 4.6.15) y la linea continua es la densidad estimada dada en (4.6.16).

0.04

0.03¢

0.02¢

0.01-

Figura 1



CAPITULO 4. OTRAS APLICACIONES 131

4.7 Propiedades Asintéticas

Sea h()\) una funcién que admite un estimador insesgado T},(X,). Las pro-
piedades asintéticas de T;,(X,,) se derivan de las propiedades de los polinomios
Qjn anteriormente definidos. Sea )g el verdadero, pero desconocido, valor del

pardmetro y ko = min{j > 1: Dh()) # 0}.

Teorema 4.7.1 Si existe Ry > 0 tal que

T, o0 (%) 7| D{R(N)| < oo, (4.7.1)

‘entonces,

()

ko! (%) " (DR() T (X - hO0)} 2 H,, (2),  (47.2)

con Z ~ N(0,1) y He, el k-ésimo polinomio de Hermite.

(i)

? A

—_— n 0\ — Vo ko

lim, o0 (——_—_log(logn)) IT"(X,,) h()\o)l Rl |D5*h(Xo)l, Py, C-5.,
(4.7.3)

donde V, = 2(2Xg + v).

Demostracién.
(i) A partir de (4.6.10),
oo DRROGT .
n'zo' (Tn(Xn) e h(/\o)) = _L%L‘Z—Qko,n(xna A01 V)
* Dih(A -
+ n? > '\h'( O)Qj,n(X'm)\O,V):
j=kot1 J°

= Tl,n + T2,n-
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(i)

1

Sea Z, = (V ) : (7,, — (Mo + u)). Para n tendiendo a infinito, el teore-
0

ma central del limite nos dice que Z, converge en distribucién (bajo Py,)

a una v.a. Z que sigue una distribucién N'(0,1) . Entonces, usando la

propiedad (3), tenemos,

ko
D () Vot D¥h(\
Tl,n, Ak(f 0) {‘/0 Heko (Zn) + OP}‘O (n_%)} —l‘—) _g-—I-CAO_!MHekO (Z)7

con Z ~ N(0,1). Para probar el resultado, hemos de demostrar que

Ty 250, cuando 1 — oo. (4.7.4)

Consideremos la serie

L=t 3 B o) . o doy ), (4.7.5)
J=ko+1
o ok P R}
T2,n‘—n2 ._kz (—I)JQJ-,,"(X",)\(),V)W. (476)
Jj=ko+1

La hipétesis (4.7.1) implica que para demostrar (4.7.4), es suficiente de-
mostrar que T, converge en Pj,—probabilidad a 0. Como para cual-
quier ¢ tal que 0 < & < 1/(2(k + 1)), Xa = Ao + ¥ + op, (n71/2¥),

entonces de la propiedad (5) tenemos

Tz*n — nk/20PA (n—(k+1)(1/2—s))’
y 0
y de aqui la convergencia de T3, en P),—probabilidad hacia 0.

La ley del logaritmo iterado, Shiryayev (1984) [45], aplicada a la sucesién
de variables aleatorias i.i.d. {X; — (Ao + v)}i>1 nos da,

— 1
lim, yo(o—————Z, =1, P, c.s. 4.7.7
- (2 loglogn)% Yo ( )
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Entonces , (ii) es inmediato a partir de (4.7.7), del hecho de que H,,_

es un polinomio moénico de grado kg y de

“(3)

[T

(DER(0)) ™ {Tn(Xn) = h(M)} = Hey, (Za) +0p,, (17 ).
O

La condicién (4.7.1) es satisfecha por una gran clase de funciones que incluye
los polinomios y las exponenciales. En particular, si kp = 1,(4.7.3) y (4.7.2)
- implica la consistencia y normalidad asintética del estimador insesgado. En
el caso en que kp = 2, la distribucién limite, bajo P,,, de la variable aleatoria
2n W {T,,(Yn) - h()\o)} +1, es una distribucién chi-cuadrado con un

D
- grado de libertad.
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